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PRESENTACION

Con la actual reforma educativa, adquiere especial importancia que se
modifiqguen los viejos esquemas de educacion tradicional, por otros que
cubran las expectativas de una ensefianza de calidad basada en
competencias. Todo esto sugiere reflexionar sobre practica docente y tomar
las acciones necesarias para mejorarla en beneficio de una educacion como

la que sefiala la reforma.

En este contexto, cobra especial trascendencia el uso de las Tecnologias de
la Informaciéon y Comunicaciéon (TIC) las cuales ayudan a potenciar la labor
pedagogica actual, ya que poseen multiples enfoques didacticos, asi como

gran variedad de medios, sistemas y herramientas.

En este sentido, se propone el presente material de apoyo didactico con
contenidos de la asignatura de Célculo y Geometria Analitica que se cursa
en el primer semestre de la Facultad de Ingenieria. Esta disefiado por temas
relevantes de la asignatura, sobre todo aquellos que presentan una mayor
dificultad para ser asimilados por el estudiante. Estos temas seleccionados
del programa de la asignatura seran explicados por medio de videos
expositivos asi como animaciones que ayuden a comprender mejor los
conceptos involucrados, dando la ventaja al alumno de repasar una y otra
vez el tema visto en clase, con lo cual estara reforzando los contenidos de la

asignatura.

Esta propuesta educativa, que se denomina “Blog con Temas relevantes
de Calculo Diferencial y Geometria Analitica”, surge de una primera
necesidad dentro del salén de clases, que consiste en profundizar los
dominios de aprendizaje tan necesarios en las asignaturas de matematicas,
me refiero a que el alumno tiene que mejorar su capacidad de seguir
procedimientos y ampliar su dominio sobre los conceptos que le permitan

mejorar su capacidad de resolver problemas de contexto cotidiano.



Ante esto, es importante apoyarse de los medios y recursos didacticos que
permitan al docente tener un apoyo en la generacion de un aprendizaje
significativo y que ofrezcan al estudiante un verdadero cumulo de

sensaciones visuales, auditivas y tactiles que facilitan el aprendizaje.

Un problema que ha predominado, sobre todo en los primeros semestres de
las carreras de ingenieria, es el hecho de que el alumno no posee el habito
de reforzar en casa los temas vistos en clase y que requieren de ese
reforzamiento, ante esto, no podemos dejar de lado la gran importancia que
toma el adquirir el conocimiento declarativo y junto a él, el conocimiento
procedimental, es decir, en cualquier asignatura del area de las mateméticas
es primordial aprender a seguir procedimientos los cuales nos brindan las
bases para complementar un aprendizaje significativo que brinde al

estudiante las herramientas basicas que le permitan resolver problemas.

Con este trabajo se pretende dotar a los alumnos de una herramienta con la
cual puedan integrar ese conocimiento declarativo y procedimental, es decir,
poseer un apoyo firme sobre el cual accedan al reforzamiento de los temas y
conceptos vistos en clase, y que les genera angustia y preocupacion, pero
sobre todo desmotivacion, desde el momento en no se apropian de los

conocimientos antes mencionados.

En este material, encontraras videos expositivos y videos con animaciones
de los temas de la asignatura de Célculo y Geometria Analitica, aunque
profundizando los que presentan tradicionalmente una mayor dificultad para
el alumno como los problemas de optimizacion de maximos y minimos, asi

como los temas de la recta y el plano.

Por ultimo, estimados alumnos y usuarios de este blog, espero que el
presente material cumpla con las expectativas trazadas para alcanzar el
objetivo que esta directamente relacionado con la mejora del aprendizaje de
los temas de esta asignatura.



INTRODUCCION

La pretension del actual material, es brindar apoyo a la docencia y con ello
mejorar las posibilidades de los alumnos de la facultad de Ingenieria, y todo
aquel que pretenda utilizarlo, de comprender mas apropiadamente los temas
vistos en clase. Para ello, se consideran al menos uno o dos temas de cada
bloque que componen el programa de la asignatura de Célculo y Geometria
Analitica, enfatizando aquellos que representan mayor dificultad para la

mayoria de los estudiantes.

De esta forma, en la parte | del programa que corresponde a secciones
conicas, se aborda una explicacion general de las coénicas, la forma de
identificarlas a partir del indicador, asi como las ecuaciones que las

representan.

En lo que respecta a la parte Il del programa relacionado con funciones, se
da prioridad a la formulacion de funciones como modelos matematicos de

problemas fisicos y geométricos.

En la parte Il que se refiere a limites, se hace una breve explicacion de la

resolucién de limites y de la continuidad de una funcion.

En la parte IV lo dedicamos a la derivada y sus aplicaciones, abordamos
los temas relacionados con la aplicacion fisica de la derivada como razon de
cambio principalmente, asi como la variacibn de funciones, que
consideramos la parte esencial de este trabajo y en la que centramos mas
nuestra atencion, en esta, tratamos los maximos y minimos relativos, criterios
de la primera y segunda derivada, pero sobre todo, los problemas de

optimizacién en los cuales intervienen los conceptos de maximos y minimos.

En seguida, la parte V, que corresponde al algebra vectorial, se tratan
algunos temas como condicién de perpendicularidad y paralelismo entre

vectores, etc.



Finalmente, llegamos a la ultima parte que trata de la recta y el plano, se
incluyen temas como distancia entre dos planos, de una recta a un plano,

etc.

De esta forma, se abordan los temas que se consideran mas relevantes de la
asignatura de Caélculo y Geometria Analitica, con lo cual se espera que se
cumpla el objetivo planteado al empezar el disefio de este material de apoyo
a la docencia en beneficio, principalmente de los alumnos de la facultad de
ingenieria, de la Universidad Nacional Autbnoma de México, y de todo aquel

que desee utilizarlo.



CAPITULO |
SECCIONES CONICAS
INTRODUCCION

En este capitulo, comenzamos con una breve descripcion de las conicas, con
algunas ilustraciones para facilitar su comprensién. Ademas se incluye un
video en el cual se muestra como se obtienen las diferentes conicas al
intersectar un plano en un cono de revolucion. De esta forma, se muestra en
forma animada, la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola, lo cual

suponemos facilitara al alumno la comprension de estos conceptos.

También se analiza la naturaleza de la ecuacion general de segundo grado o
ecuacion general de las conicas, por medio de los coeficientes A, By C, asi

como, por el indicador o discriminante.

Y finalmente, se presentan a manera de ilustracién, algunos ejemplos en los
cuales se aplican estos dos criterios para determinar la naturaleza de las

ecuaciones de las conicas.

Solo se tratan las conicas en una forma muy breve y tal vez superficial
porque consideramos que los temas relacionados a las conicas no presentan

gran dificultad para el alumno.
1.1 Definicién de seccién conica. Clasificacion de las cénicas.

Distintos puntos de vista pueden considerarse para proporcionar una
definicion de las coénicas, desde el clasico donde una conica es la seccion
obtenida al cortar un cono por un plano, hasta la analitica donde una conica
es el lugar geométrico de los puntos que verifican una determinada relacion
de distancias.

“Una seccidn conica es una curva de interseccion de un plano con un cono

circular recto de dos hojas. Hay tres tipos de curvas que se obtienen de esta



manera: la parabola, la elipse (incluyendo al circulo como caso especial) y la
hipérbola” (Leithold, 1973, p. 44).

De las tres curvas coénicas, esta un caso especial de la elipse conocida como
la circunferencia que es la mas simple y geométricamente se describe como
la interseccion de un cono recto circular y un plano paralelo a la base del
cono, tal como se muestra en la siguiente fig. 1y fig. 2:

Fig. 1 fig. 2

“‘Una elipse se obtiene si el plano cortante no es paralelo a ningun

generador” (Leithold, 1973, p. 586), como se ve en la fig. 3 y fig.4:

) 4

) 4

Fig. 3 fig. 4



En la cénica llamada parabola, “tenemos un cono y un plano que lo corta, el
cual es paralelo a uno y solamente un generador del cono” (Leithold, 1973, p.

586), tal como se ve en la fig.5 y fig.6

& -

fig. 5 fig. 6

“Si el plano cortante es paralelo a dos generadores, intersecta a ambas hojas
del cono tenemos una hipérbola” (Leithold, 1973, p. 586), tal como se
observa en la fig. 7 y fig.8

t N

fig. 7 fig. 8

También existen lo que se llaman cénicas degeneradas que son casos

particulares de las secciones conicas previamente descritas.



Se obtienen conicas degeneradas si el plano corta el cono en sélo un punto o
a lo largo de una o dos rectas que se encuentren en el cono. Son aquellas
que representan un punto, dos rectas concurrentes, dos rectas paralelas o
solo una recta.

1.2 Ecuacion general de las cOnicas.

Como toda figura geométrica, las conicas se pueden representar a través de
una ecuacion, en este caso, a través de la ecuacion general de las conicas o

también conocida como ecuacion general de segundo grado:
Ax® +Bxy+Cy’ +Dx+Ey+F =0

1.3 Identificacion de los tipos de coOnicas a partir de los coeficientes de

la ecuacion general y del indicador I = B? — 4AC

“Una forma de conocer la naturaleza de una ecuacion de la forma
Ax* + Bxy+Cy” + Dx+Ey +F =0, es realizando una rotacion y traslacion de

ejes, lo cual resulta muy laborioso, por tal motivo, aqui se muestran otras
formas de hacerlo” (Aguilar, 2009, p. 1061)

Estas formas son a partir de los coeficientes de la ecuacion general y del

indicador | =B?—-4AC.

Caso |: A partir de los coeficientes A, By Ccon B=0.

> Si A o C =0, laecuacion representa una parabola.

> Si A= C vyde signos iguales, la ecuacion representa una elipse.

» Si AyC tienen signos contrarios, la ecuacion representa una

hipérbola.

Caso II: A partir del indicador con B # 0.

> Si | =B?—-4AC =0, la ecuacion representa una parabola.

> Si | =B?-4AC <0, la ecuacion representa una elipse.



> Si | =B?—4AC >0, la ecuacion representa una hipérbola.

A continuaciéon mostramos algunos ejemplos para el caso |, donde B=0.

Ejemplo I.1: Determinar el tipo de conica que representa cada una de las

siguientes ecuaciones.
a) 4x*—20x—-24y+97=0

En este caso observamos que A=4 pero C =0, por lo tanto, se trata de

una parabola, tal como se observa en la siguiente grafica.

b) 9x* —4y®* -54x—-8y+113=0

En esta ecuacion observamos que A=9 y C =-4, son diferentes y de
signo contrario, por lo tanto, se trata de una hipérbola, lo cual se comprueba

al graficar dicha ecuacion.



d: 9x? - 4y? - 54x - 8y f -

c) 9x*+4y* —-36x+24y+36=0

En esta caso, observamos que A=9 y C=4, son diferentes pero de

signo igual, por lo que se trata de una elipse, tal como se muestra en su

respectiva grafica.

©: 9x2 + 4y® - 36x + 24y = -36

10



A continuacién mostramos algunos ejemplos para el caso I, donde B = 0.

Ejemplo 1.2: Determinar el tipo de conica que representa cada una de las

siguientes ecuaciones.
a) 5x°+4xy+2y?—20x+10y =0
Para esta ecuacion A=5, B=4 y C =2, por lo que:
| =(4)* -4(5)(2) =24

Por lo tanto, como | <0, entonces se trata de una elipse, tal como se

muestra al trazar su grafica.

b) Xx* —4xy+3y’+x—-y+4=0
De la ecuacion se obtiene A=1, B=—-4 y C=3 y al sustituir en el

indicador:
| =(-4)* - 4()(3) =4

Por lo tanto, como | >0, entonces se trata de una hipérbola.

11



el -dxy+ 3P +n-y=4

c) x*—=2xy+y>—-2x-2y=0
Para esta ecuacion A=1, B=-2 y C =1, por lo que:
| =(-2)*-4(1)@) =0
Por lo tanto, como | =0, entonces se trata de una parabola, lo cual

se ilustra con su respectiva grafica.

12



EJERCICIOS

Determina la naturaleza de las siguientes conicas no degeneradas.

1.1 X +2xy+Yy>+4x+y—-20=0

1.2 13x%+24/3xy+15y*—48=0

1.3 x2—23xy—y*-8=0

1.4 3x%+23xy+y?—2x+243y =0
1.5 3x%+2xy+3y>—8/2x-6=0

1.6 3% —6xy+3y? —8/2x—82y =0
1.7 13x*—10xy +13y* +16x+16y —56=0
1.8 2x*—7xy+8y*—5x-10=0

1.9 2x°—4xy+2y*—40x—20y =0

1.10  X* +4xy+y>—24x—24y+104=0

13



CAPITULO I
FUNCIONES
INTRODUCCION

El presente capitulo se dedica al estudio de la formulacién de funciones
como modelos matematicos de problemas fisicos y geométricos, dado que
es la parte en la que para los alumnos que cursan la asignatura presenta un
mayor grado de dificultad, asumiendo que los temas previos que incluyen el
concepto de funcién, clasificacion de las funciones y caracteristicas de las
mismas, ya han sido asimiladas por ellos. La importancia de las funciones
radica en el hecho de que muchos fendmenos fisicos y geométricos de la
vida cotidiana pueden ser representados por un modelo matemético en el
cual estan involucradas todas aquellas variables que intervienen en el

problema o fendmeno planteado.

Cuando hablamos de la aplicacibn de las funciones como modelos
matematicos del mundo real, nos estamos refiriendo a la relacion de
dependencia que existe, por ejemplo, entre la utilidad de un negocio y el
precio de sus productos, el area de un circulo y su radio, la velocidad de un
automovil y la potencia de su motor, el precio de un articulo y su demanda,

etcétera.

Aun cuando me enfocaré a la modelacion de problemas fisicos y
geométricos, creo que es importante recordar el concepto de funcién, solo
para asegurarnos de aplicarlo adecuadamente en la resolucion de problemas

gue requieren de un modelo matematico.
2.1 Definicién de funcion

El concepto de funcion es uno de los mas importantes en el mundo de las
matematicas. No solo representan formulas, también representan modelos
matematicos que resuelven problemas de la vida real. Por ello, a

continuacion se dan algunas definiciones de funcion:

14



» “Es una regla de correspondencia que asocia a los elementos de dos
conjuntos. La cual a cada elemento del primer conjunto (dominio) le
asocia un solo elemento del segundo conjunto (contradominio)”
(Aguilar, 2009, p. 1110).

» “Dados dos conjuntos A y B, una funcién es el conjunto de pares
ordenados (a, b), donde ac A y beB, tales que ninguno de dos
pares distintos tienen el mismo primer elemento” (Contreras, et al.
2005, p. iii).

» “Sean Ay B dos conjuntos y f una regla que a cada x e A asigna un
anico elemento f(x) del conjunto B, se dice que f es una funcion

que va del conjunto A al B, y se representa de la siguiente forma:

f :A— B, donde al conjunto A se le llama dominio y al conjunto B

contradominio” (Aguilar, et al., 2009, p. 1110).

Una funcion real de variable real la podemos definir también de la siguiente

forma:
F:{(x,y)/y:f(x), con xeD;, A YERf}
donde:

y = f(X) eslaregla de correspondencia

X es la variable independiente

Y eslavariable dependiente

D, es el dominio de la funcion

R; eselrango de la funcion

2.2 Formulacibn de funciones como modelos mateméaticos de

problemas fisicos y geométricos.

15



Para la formulacién de funciones como modelos matematicos, es necesario
adaptarse a las condiciones del fendbmeno o problema que se quiere

estudiar, por lo que en ocasiones se utilizaran variables como la X, la Y,

mientras que en otras se utilizaran h i { , etc.

Como se afirmé al inicio de este capitulo, las funciones representan modelos

para resolver problemas de la vida real.

No existe un método general que permita modelar funciones, pero se

recomienda realizar lo siguiente:

» Leer varias veces el problema hasta entenderlo totalmente.

» ldentificar las magnitudes que intervienen en el problema. Cuéales son
constantes y cuales son variables

» De ser posible realizar un esquema o dibujo que permita visualizar
mejor el problema. Este debe ser representativo del problema.

» En base al esquema o dibujo relacionar las variables por medio de
una ecuacién matematica de acuerdo a las condiciones del problema
obteniendo asi el modelo matemético que permita resolver el

problema.

A continuacion se presentan algunos ejemplos en los cuéles se muestra la
formulaciéon de funciones para la resolucion de problemas de fendmenos

fisicos de la vida real.

Ejemplo 11.3: La altura de un recipiente cilindrico es el doble que el radio de

su base, expresa el volumen del cilindro en funcién de su altura.
Solucién:

Un esquema representativo del problema seria el siguiente:

16



h=2r

El volumen de un cilindro es:  V = zr?h

Puesto que la altura es el doble del radio de la base, entonces:

h:2r—>r:D
2

Al sustituir = E en el volumen se obtiene:

2 2 3
2 4 4

Por consiguiente:

v(h) ===

Ejemplo Il.4: El perimetro de un rectangulo es de 30 unidades, expresa el

area del rectangulo en funcién de su largo.

Solucion:
Dibujamos el rectdngulo segun las condiciones del planteamiento del

problema.

17



donde:

X representa el largo
Y representa el ancho

El perimetro es:

2X+2y=30—> x+y=15
y=15-Xx

El area del rectangulo es
A=xy

Al sustituir Y =15— X, se obtiene:
A= Xx(15-x) =15x— X’

Por consiguiente,

A(X) =15x — x°

Ejemplo I1.5: Encontrar una funcion que represente el producto de todos los
pares de nameros, de tal manera que la suma de un numero y el triple del
otro sea 80.

Solucién:

Para resolver este problema no es necesario realizar algin esquema, por lo

gue hacemos el siguiente planteamiento.

18



Si se representa un nimero con X Yy otro con Y, el producto se puede

escribir como:

P=xy .. (a)
Pero de acuerdo a las condiciones establecidas en el problema:
x+3y=80 L. (b)
Al despejar Y de la ecuacion (b) tenemos:
80— x
B

Sustituyendo en la ecuacion (a) obtenemos la funcion modelo:

x(80 - x)

P(x) = 3

Ejemplo 11.6: Encontrar una expresion que defina el volumen de un cilindro
circular recto , inscrito en un cono circular recto con un radio de 5 m y una

altura de 12 m, en funcién Unicamente del radio del cilindro.
Solucién:

Una figura que represente el problema planteado es la siguiente:
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La férmula del volumen del cilindro es:
V=a*h L. (a)

Usando tridngulos semejantes establecemos una expresion independiente de

la formula anterior que relacione ' y h | por lo que tenemos:

12-h 12
12-h r 5
12 despejando h :
T
1 J—
h = % ..(b)

5

Sustituyendo (b) en (a) y desarrollando, se tiene finalmente:

V= ”r2(60—512r)

v (r) :%(60r2 —12r%)

Ejemplo I1.7: Un granjero tiene una pared de piedra en un costado de un
terreno. Dispone de 1 400 m de material para cercar y desea hacer un corral
rectangular utilizando el muro como uno de sus lados. Expresar el area del

corral en términos del ancho de éste.

Solucioén:
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Sean X y Y las dimensiones del corral donde,
X : es el ancho del corral,
Y : el largo del corral
Entonces:

2Xx+Yy=1400— y =1400- 2x
El area del rectangulo esta dada por:

A=xy

Al sustituir 'Y =1400—-2X, en la formula del area:

A = x(1400— 2x) =1400x — 2X

A(X) =1400x — 2x>

Los problemas presentados, son extraidos de algunos libros de matemaéticas,
de ninguna manera son inventados por un servidor, ya que la finalidad es la
de ofrecer al estudiante de ingenieria una herramienta mas que le permita

mejorar su aprendizaje de estos temas.

Esperamos que los ejemplos anteriores ilustren cabalmente el modelamiento
matematico de problemas fisicos de la vida real y que con ello se cumpla el
objetivo planteado en este proyecto, que es el mejorar el desempefio

académico del estudiante de ingenieria.
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EJERCICIOS

2.1 El &rea de la base de un cilindro es de 40zm® .Expresa el volumen en

funcién de la altura.

2.2 Fluye agua por un tanque conico de 10m de radio y 25m de altura. Cuando
el nivel del agua esta a una altura de h y de radio r, expresa el volumen del

agua en funcién de la altura.

2.3 Si el ancho de un rectangulo es la quinta parte de su largo, determina el

Perimetro en funcién de su area.

2.4 Dada una circunferencia de radio r, precisa el area de la circunferencia en

funciéon de su diametro d.

2.5 Seinscribe un cubo de arista x en una esfera de radio r. Expresa el volumen

de la esfera en funcion de la arista del cubo.

2.6 Se desea construir un tanque de gas en forma de cilindro circular recto de
2.25m de altura y a cada extremo del cilindro van unidas dos semiesferas de

radio r. Expresa el volumen del tanque en funcién de r

2.7 Seinscribe un triangulo equilatero de lado x en una circunferencia de radio r.

Expresa el area de la circunferencia en funcion del lado x.

2.8 Un cartel de base x y altura y tiene un area de 540 cm?2 con margenes de
2 cm alos lados y 1.5 cm en las partes superior e inferior. Expresa el area

impresa en funcion de la base del cartel.

2.9 Un globo asciende desde un punto con velocidad constante de 1.5 m/s, a 30m
del punto del despegue se encuentra una casa. Sit es el tiempo en segundos,

expresa la distancia que existe entre la casa y el globo en funcién del tiempo.

2.10 Se desea construir un tanque de gas en forma de cilindro circular recto de
2.25m de altura y a cada extremo del cilindro van unidas dos semiesferas de

radio r. Expresa el volumen del tanque en funcion de r
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CAPITULO Il
LIMITES Y CONTINUIDAD

En este capitulo no profundizaremos en el concepto de limite de una funcion,
pero si enunciaremos el concepto, aunque la idea es presentar algunos
ejemplos que quiza tienen una mayor dificultad para el alumno de la facultad
de ingenieria, en este sentido, nos enfocamos a mostrar algunos ejemplos
gue muestran la definicion de limite de una funcion, asi como el calculo de

limites trigonométricos y también algo sobre la continuidad de una funcion.

Cabe destacar que el concepto de limite de una funcién es una de las ideas
mas importantes que resaltan el Calculo de otras ramas de las matematicas.
El estudiante debe estar consciente que la nocion de limite no es facilmente
entendible, y por eso se auxilia de una idea intuitiva de limite, por lo que la

definicion no sera tan rigurosa.

En el presente capitulo, iniciamos con una definicion intuitiva de limite y
después pasamos a la definicibn formal, pero sobre todo, nos inclinamos
mas a la resolucién de algunos ejemplos del calculo de limites de funciones

trigonométricas, asi como de la continuidad de una funcién.
3.1 Nocidn intuitiva de limite

Para tener una nocion intuitiva de limite, utilizaremos la famosa paradoja de
Zenon, gue nos cuenta de un personaje griego que quiso viajar de una
ciudad A a una ciudad B y se dijo que cada dia caminaria la mitad de lo que
le faltaba por recorrer para llegar a la ciudad B, esto se ilustra en la siguiente

figura:

O s B

A

ko | =
| =
oo |
—
(=7
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1 1

El primer dia caminé <, el sequndo —, el tercero <, el cuarto =<,y asi
P 2 g 4 8 16" 7

sucesivamente. Si se suman las cantidades, se tiene que hasta el cuarto dia

habia caminado l+l+1+%=0.5+0.25+0.125+0.0625:0.9375_ Si

2 4 8

se continuara la suma se observaria como la suma se aproxima a 1, aunque
nunca toma este valor, sin embargo, si se toma un numero de sumandos

suficientemente grande, la diferencia entre 1 y la suma puede hacerse tan

pequefia como se quiera. Por lo tanto, si S es la sumay n el nimero de

sumandos, se puede entonces escribir:

IimS =1

Nn—o0

Es evidente en este ejemplo, que fisicamente , este personaje llegara a la
ciudad B, sin embargo, matematicamente, se aproximara tanto como quiera,
pero nunca llegard, porque siempre le faltara la mitad de lo que le falta por

recorrer, dandonos esto, una idea o nocion intuitiva de lo que es el limite.
3.2 Definicién intuitiva de limite

A continuacién se da una nocion intuitiva del limite mas formal, en la cual lo

asociamos con una funcién, es decir, utilizamos una definicion intuitiva.

“Si al aproximar X lo suficientemente cerca de un numero a (sin ser a),
tanto del lado izquierdo como del lado derecho, f(X) se aproxima a un

namero L, entonces el limite cuando X tiende al nimero a es L~

(Contreras, et al., 2005, p. 3). Esto lo escribimos:

limf(x) =L

X—a
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Donde la notacion X — a se lee “ X tiende a a”, para decir que “ X tiende a
apor la izquierda” se utiliza X —> @ | para decir que “X tiende a a por la

derecha’ utilizamos X —> a", de tal manera que:

lim £ (x) = lim £ () = lim f (x) = L

Es decir, si los limites laterales existen y tienden a un mismo nimero L

entonces el limite cuando X tiende a @ es L. Para que el limite exista no
se necesita que la funcion esté definida para el numero @, basta que esté

definida para valores muy cercanos.

Ejemplo 111.8: Determinar el limite cuando X tiende a 3 de la funcion

x?—9
f(x)=
(x) _3
Solucién:

La funcién no esta definida para X =3, sin embargo, podemos evaluar la
funcion para valores muy cercanos por la izquierda y por la derecha. Por otro
lado, trazaremos la grafica de la funcién utilizando la simplificacion:

=9 _x43

f(x) =2

es decir, graficaremos la funcién f(X) =X+3 con la restriccién X #3

f(x)

f(x)

2.9 5.9 3.0001 6.0001
2.99 5.99 3.001 6.001
2.999 5.999 3.01 6.01

2.9999 5.9999 3.1 6.1
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Claramente se observa que cuando se toman valores muy cercanos a 3 por
la izquierda la funcién f(X) tiende a 6, y también sucede lo mismo para

valores cercanos por la derecha, es decir:

lim £ (x) = lim f (x) =6

X—3~

por lo tanto, limf(x)=6

X—3

y la grafica queda de la siguiente forma:

-6 5/) -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1

Ejemplo 111.9: Determinar el limite de la funcién cuando X tiendea —2, si:

3x+14 si x<£-2
f(x)= .
—X+2 SI X>-2

Damos valores cercanos a — 2 tanto por la izquierda como por la derecha y

graficamos.
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X f(x) X f(x)
21 7.7 1.9 3.9
2.01 7.97 -1.99 3.99
-2.001 7.997 -1.999 3.999
-2.0001 7.9997 -1.9999 3.9999

Aqui tenemos que: xﬂ[rz]— f(x)=8y Xl_if_T; f(x)=4

entonces M f(X) = lim f(X) porio tanto
X——2 X——2

lim f(X) no existe

X——2

7 6 7 4 3 2 1

3.3 Limites trigonométricos

A continuacién, nos enfocaremos en mostrar algunos ejemplos relacionados

con la resolucion de limites de funciones trigpnométricas, dado que son los

gue generalmente presentan un mayor grado de dificultad para el estudiante.

Para resolver limites de funciones trigonomeétricas, es necesario utilizar los

siguientes teoremas, en los cuales se considera que U = f(X).




1.Iirgsen(u) =seng

2.limcos(u) = cos¢

s Iiml—cosu B imcosu—l_0
3.limsen(u)=0 =0y us0 oy
4.limcos(u) =1

u—0

. sen(u
5.lim ( ):1

u—0 u

Con estos teoremas es posible obtener el limite de funciones
trigonométricas. Cuando la funcion dada es diferente a la funcién seno o
coseno, primero se aplican las identidades trigopnométricas y después el

teorema correspondiente.

De las identidades trigonométricas, las mas usuales para el calculo de

limites, son las siguientes:

sen(u
tanu = (u)
cos(u)
cosS
cotu = Q)
sen(u)
1
secu =
cos(u)
1
cscu =
sen(u)
. 3sen(4x)
Ejemplo 111.10: Determinar el valor del limite IXI—[TJT

Si calculamos el limite directamente, resulta una indeterminacién de la forma

sen(u)
u

0 por lo cual se debe aplicar el teorema !Jl_r)lg =1, para lo cual

debemos considerar lo siguiente:
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u

Si U =4X, entonces X:Z ,al sustituir 4X y X setiene:
. 3sen(4x . 3sen(u
I|m# = I|m#
x—0 X x—0 u
4

Multiplicando extremos por extremos y medios por medios, tenemos:

lim 3(4)sen(u) _ m3(4) 24 sen(u) im@2) 1) sen(u)
u—0 u u—>0 u—>0
=(12)@1)
Por lo que, Iim?’SL(A'X) =12
x—0 X
| lar ef limite im—— 00
Ejemplo 111.11: Hallar el limite ﬂsenH cosd
Solucion
Al sustituir 6 = % resulta:
T
N A W = B
o7 Send—cosf T o T 2 V2 0
4 4 2 2

Lo que claramente indica una indeterminacion, la cual se elimina aplicando
identidades trigonométricas con el fin de obtener una expresiéon equivalente

gue no presente dicha indeterminacion:

send cosé —send

1-tand = cos§ _  cosh _  cosf-send 1
send —cosf send-—cosfd —cosd+send —cosH(cosd—send) cosé
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La expresion resultante es equivalente a la expresion original, por lo que, se

calcula el valor del limite:

T I N S S S
o7 Send —cosd ,.7 CcosH T J2 42
4 4 cos— Y4
2
1-tan@
Por consiguiente, lim——————=-/2

9%% send —cosd

(2x—2)cos(x-1)
x-1

Ejemplo 111.12: Calcular el limite |Xi£Y11

En este tipo de limites formados por una parte algebraica y una parte
trigonométrica, se considera para la trigonométrica que si X —>1 entonces

X—1—0, asi que al aplicar el teorema del limite de un producto de dos
funciones, se tiene:

. (2x—-2)cos(x-1) ,. 2X

i (2X=2)cos(x—1) _

-2 .
lim———- lim cos(x—1)
x—1 X =1 x>l X—=1 x-1-0

lim 2X=2)C0S6 =) _ i 20D iy cosx—1)

x—1 X -1 x>l x—1 X—1—0

=lim2- lim cos(x —1)

x—1 x—=1—0

=(2)@)
=2

lim (2x—-2)cos(x—1) _
x—1 X =1

2

Por lo que, el resultado es
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' .. (x*—25)cos(x +5)
Ejemplo 111.13: Encontrar el valor del limite lim 2
x>5  X°+7x+10

Solucién

Las expresiones algebraicas se factorizan y simplifican, en la funcion

trigonométrica se considera U=X+5 y se aplican los teoremas

correspondientes.

lim (x* —25)cos(x+5) lim (X +5)(x-5)
x5 X*4+7x+10 x>-5 (X +5)(X - 2)

_lim =Y
X—-5 (X—2)

-cos(X+5)

-Cos(X+5)

-10
-

—
_10

3

lim (x* —25)cos(x+5) 10
-5 X +7x+10 3

Por lo tanto,

6sen’(x + 3)
Ejemplo 111.14: Hallar el valor del limite lim 2
x>-3 X°+6X+9

Solucién

Factorizando el trinomio del denominador y la funcion seno, tenemos:

lim 6sen*(x+3) lim 6sen(x + 3)sen(x + 3)
>3 X°+6x+9 3  (x+3)(x+3)
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sen(u)
u

=1

Considerando U=X+3 vy aplicando el teorema L'_r)'g

obtenemos:

2
6sen(x + 3) _lim 6sen(x + 3)sen(x + 3) _im6. sen(x+3) sen(x+3)

lim
x—>-3 X2 +6x+9 x—>-3 (X + 3)(X + 3) x—>-3 (X + 3) (X N 3)
=6(0)@)
| 6sen’(x+3) _
Por lo tanto, M exro
. 6tan(x +1)
Ejemplo 1I.15: Calcular el valor del limite IxI—TW

Utilizando identidades trigopnométricas y factorizando el denominador:

. btan(x-1) .. 6 sen(x-1) .. 6 sen(x —1)
lim——m——==lim——- =lim :

-1 X —1 x->1 Xx“—1 cos(x—1) 1t (x+1)(x-1) cos(x—1)
_ 6 ~sen(x—1) T 6 .sen(x—l):

) (x+1)(x-1) cos(x—-1) 1 (x+1)cos(x-1) (x-1)

Considerando U = X —1 y aplicando los teoremas correspondientes:

B 6 ~sen(x-1) _lim 6 sen(x-1) _
=i (x+1)(x-1) cos(x—1) x>t (x+1cos(x—1) (x-1)
6
T 1+ 4)=3

32



Por lo que tenemos que,

lim 6tanz(x +1) _
x—1 X =1

3

3.4 Continuidad de una funcién en un punto

La idea intuitiva de continuidad sugiere que la trayectoria de la gréfica de una

funcién no presenta cortes, huecos o saltos en el punto estudiado.

Se dice que una funcion real de variable real con regla de correspondencia
y = f(X), es continua en un punto de abscisa X =a, cuando se cumplen

las tres condiciones siguientes:

1. f(a) existe
2.  limf(x) existe2

X—a

3. f(a)=limf()

Cuando esta condicion no se cumple, entonces la funcion Y = f(X), es

discontinua en X = @, punto al cual se le llama punto de discontinuidad de

la funcion.

Dependiendo del tipo de funcion, existen tres tipos de discontinuidad, los

cuales se muestran a continuacion:

a) Discontinuidad evitable o restringible
“Esta se tiene cuando la funcidon no esta definida en el punto, pero el

limite en ese punto si existe” (Contreras, et al., 2005, p. 58), es decir:

1. f(a) no existe
2. limf(x) si existe

X—a
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Lo cual se muestra en la siguiente grafica:

x? -1
x-1

Ejemplo II1.16: Analizar la continuidad de la funcién f(x)= en

x=1

El analisis se realiza verificando las tres condiciones para una funcion

continua:

1. Se evalta la funcién en X =1

-1 0
f@)= ((i) 1 = 6 existe una indeterminacion, por lo tanto, f (a)
no existe.

2. Calculamos el limite de la funcion

2
lim £ (x) = lim X2 2 limEEDOED iy 22
x—1 x->1 X —1 x—1 X—1 x—1

3. Finalmente

2

£ £ lim X2

x>l X =1
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Por lo tanto, la funcién f(X) es discontinua en X=1, y el tipo de

discontinuidad, es evitable o restringible, tal como se observa en la siguiente

gréfica.

b) Discontinuidad infinita o asintotica
“Se presenta una discontinuidad infinita, cuando la funciéon no esta
definida en el punto y tampoco existe el limite en ese punto”
(Contreras, 2005, p. 58), es decir:

1. f(a) no existe
2. limf(x) no existe

X—a

Lo anterior se muestra en la siguiente gréfica:
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1
Ejemplo 111.17: Analizar la continuidad de la funcién f(X) = —X _9 en
X=2

El analisis se realiza verificando las tres condiciones para una funcion

continua:

1. Se evaltia la funcibnen x=2

fQ=-"7=

1 , . .
55 no esta definida, por lo tanto, f(a)no existe.

ol

2. Calculamos el limite de la funcion

lim f (x) = |imi =—  No existe el limite
x—2 >l x—2 0

3. Finalmente, no se puede asegurar que f(2) vy el limite de la funcién

sean iguales, por lo tanto, la funcién f(X) es discontinua en x=2

porque no se cumple la condicion de continuidad.
El tipo de discontinuidad es infinita o asintotica, tal como se observa

en su respectiva grafica:
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c) Discontinuidad de salto
“Existe estd discontinuidad cuando la funcién esta definida en el
punto, pero el limite de la funcién en ese punto no existe” (Contreras,
et al., 2005, p. 58), es decir:

1. f(a) existe
2. limf(x) no existe

Lo anterior se observa en la siguiente grafica.
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Ejemplo  [11.18: Determinar la  continuidad de la  funcién

3 si x<1
f(x) = x=1
() {x2—4 Si x>1en

1. Evaluando la funcién f(X) en x=1, se tiene que:
f)=3

2. Determinamos el limite de la funcién aplicando limites laterales.

lim f(x) =1im3=3

x—1" x—1"
lim £ (x) = Iirp(xz —H=(1)%-4=-3

Por lo que, el M f(X) no existe
x—1

3. Al comparar observamos que:

f@ = lim f ()

Por lo tanto, la funcion es discontinua en el punto X=1, y su
discontinuidad es de salto.
Lo anterior se observa en la grafica correspondiente.

38



A continuacion mostramos algunos ejemplos sencillos de aplicacion de

los limites:

Ejemplo I11.19 (Fisica): El desplazamiento de un automovil que se mueve

en linea recta se expresa con S(t)=t>+8t donde t se mide en

segundos y s(t ) en metros. Determina:

a) ¢Qué tan lejos viajara en 3 segundos?
s(t) —s(3)

b) Calcula [Lrg 3

e interpreta el resultado

Solucion:

a) Para conocer el desplazamiento después de 3 segundos basta con

evaluar s(t) en t=3.
s(3) = (3)2 +8(3) =33
Por lo que se desplaza 33 metros en 3 segundos.

t? +8t—s(3)

3 , pero la funcién no esta definida

b) Ahora calculamos |tIrT31
-

para t =3, por lo que tenemos que recurrir a la factorizacion del

numerador.

2 _ 2 _ _
limt T8 =S@) _; ' +8t-33 . (+1({t-3) lim(t +11)
t—3 t-3 t—3 t—-3 t—3 t=-3 t—3
=3+11=14

Si analizamos el resultado y las dimensiones involucradas, observamos

que en el numerador corresponde a metros y el denominador segundos,

por lo tanto, resulta n% lo que implica que en realidad obtuvimos la
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velocidad instantanea para t=3 segundos, es decir, el automdvil se

m
desplaza a 14 e

Ejemplo 111.20 (Economia): El costo en pesos de producir X unidades de

cierto articulo es C(X) = 0.5x + x +500. Encuentra:

a) El costo de producir 10 articulos

C(x) - C(L0)

b) Calcula lim
) alcula 1111 x—10

Solucion:

a) El costo de producir 10 articulos lo obtenemos al sustituir X =10 en

C(x), entonces tenemos:
C(10) = 0.5(10)2 +(10) +500=560
Entonces, el costo de producir 10 articulos es de 560 pesos.

C(x) - C(L0)

b) Calculamos lim
) u 10 x—10

i COO-C@AO) _ . 0.5x +x+500-560 0.5x% + X — 60

li = lim

x—10 Xx-=10 x—10 x—10 x—10 Xx=10
. 0.5(x* +2x-120)
=lim
x—10 Xx-=10
_lim 0.5(x-10)(x +12)
x—10 X —-10
= lim(0.5)(x +12)

=0.5(10+12) =11

Por lo que este resultado, 11 pesos/unidad se conoce como costo

marginal cuando se producen 10 articulos.
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Ejemplo 111.21 (Ciencias Sociales): El costo (en millones de doélares) de
un gobierno para combatir la corrupcion en x% estad modelado por la
expresion

400x

C(x)= ,  0<x<100
100-x

a) Hallar el costo de combatir el 75 %
b) Hallar el limite de C(x) cuando x—>100
Solucién:

a) Para hallar el costo de combatir el 75 % calculamos C(75)

400(75)

(9= 100" (75)

1200

Es decir, el costo de combatir el 75 % es de 1200 millones de délares.

i 400x
lim
x—1000 100 — X

b) Ahora queremos calcular

im 400x  400(99.99999 —
x-1000100—x 100-99.99999

Esperamos que los temas tratados sobre limites en los ejemplos
desarrollados, que por supuesto, no comprenden la totalidad de los
temas, se haya cumplido el objetivo de mejorar la comprension de este
concepto matematico tan importante, y que también haya servido para

ilustrar de una forma mas clara la aplicacion de los limites.
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EJERCICIOS

I. Calcula los siguientes limites:

3.1 lim(2x-1)(x+5) 28 "m_Gsen(Zx—l)
oL 6x-3
3.2 Iirq(ze—l)(6x+2) 2

= . [3xsen(x+2)

. 2x+3 3.9 lim NV }
3.3 lim—2272 L X +2X

x>-14x> —5x +1 ]

2_

] X2+2X—8 3.101lim w
3.4 lim/——— x>0 NG

-2 2x°—4 -

X8 3.11 |im{(x_3)ta”(x_3)}
35 leirzlm x—3 X2—6X+9
3.6 |im{4sen2x}

x—0 5
3.7 lim| (=3

>3] 2X—6

II. Analice la continuidad de las siguientes funciones en el punto
indicado y trace la gréfica, en caso de que la funcion sea

discontinua, indigue el tipo de discontinuidad a que pertenece.

2_
X—3
3_ 2_
3.13 =L12X en x=-2
X+2
2—-X si x<1
314 y-= en x=1
X si x>1
4x—-2 sl x<L£2
315 y= en x=2
6 SI X>2
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316 y= en x=1
X_
-

317 y= en x=1
x-1

318 y=x*-2x*+1

en x=-1
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CAPITULO IV
LA DERIVADA Y APLICACIONES

Una de las grandes aplicaciones del calculo esta en la aplicacion fisica de la
de la derivada como razén de cambio de variables relacionadas y la
resolucion de problemas de optimizacién, donde se puede percibir su
verdadero potencial como herramienta de calculo. Estos problemas estan
asociados con conceptos del calculo tales como la derivada como razén de
cambio, puntos maximos y minimos, intervalos de crecimiento vy
decrecimiento, intervalos de concavidad, puntos de inflexion, etc., pero que
desde el enfoque tradicional, resulta aburrido para el alumno, obsoleto, sin
sentido, lo cual resalta la importancia de abordar la resoluciéon de problemas

de razones de cambio y de optimizacion.

Es en este sentido que, en este capitulo, damos importancia al
planteamiento, resolucion e interpretacion de los resultados al abordar

problemas donde adquieren sentido los conceptos antes mencionados.

Asi, la prioridad de este capitulo son los llamados problemas sobre razones
de cambio y de optimizacion. Debemos tener presente que cuando
abordemos con éxito estos problemas -donde existe variacion de
cantidades-, usando como herramienta el calculo diferencial, estaremos
dando el lugar que le corresponde a esta disciplina matematica, con lo cual
podemos decir que se estara alcanzando el objetivo del presente capitulo, el
cual centra su atencién en la adquisicién de la habilidad por parte del alumno

para aplicar la derivada en la resolucién de problemas.

Es importante mencionar que no tratamos aqui la definicion de derivada y
sus diferentes métodos de derivacion, por lo cual se asume que el alumno ya
domina dichos temas, y de pasa directamente al desarrollo de los temas

arriba mencionados.
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4.1 Aplicacion fisica de la derivada como razén de cambio de variables

relacionadas.

4.1.1. Laderivada como razén de cambio

Sea Y = f(X) una funcién, si para un valor de la variable independiente X,
se tiene un incremento AX y se calcula su correspondiente incremento Ay

A

: : : y : ]
de la variable dependiente, al obtener el cociente H se tiene la razén de

cambio promedio de Y con respecto de X.

Otra forma en la que se puede interpretar este concepto, es “cuando una

cantidad X esta en funciéon del tiempo t, la razén de cambio de X con

X
respecto de a t estad dada por — . Si dos o mas cantidades se relacionan

dt
con una ecuacion, la razén de cambio de cada cantidad se obtiene derivando
la ecuacion” (Aguilar, 2009, p. 1278).

Si en un problema intervienen variables que son funciones del tiempo y
dichas variables se pueden relacionar, entonces derivando respecto al

tiempo es posible hallar una relacién entre la rapidez de variacion de las
variables consideradas. Por ejemplo, si x=g(), y=h@), y=f(x),
entonces se puede obtener la rapidez de variaciéon de la variable Y con

respecto del T, es decir:

dy _dyx

dt  dx dt

A continuacion se proporciona una serie de pasos a manera de sugerencia

para resolver problemas de este tipo:

1. ldentificar los datos y las magnitudes buscadas.
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2. Trazar un esquema o dibujo representativo del enunciado del
problema y se especifique las letras a utilizar para representar las
variables y constantes que intervienen en el problema.

3. Se establece un modelo matematico que relacione las variables
involucradas.

4. Se deriva el modelo matematico con respecto al tiempo.

Se despeja la incégnita a conocer y se sustituyen los datos dados.

Ejemplos

Ejemplo 1V.22: Un cubo de hielo de 10cm® de volumen, comienza a

3
: cm . .
derretirse a razon de GT, ¢cual es la razon de cambio de la superficie del

cubo en ese instante?

Solucién:

Se construye un cubo de arista x cuyo volumen es V =10cm®

, | v _ .cm’ o
La razén con la que se derrite es =-6 S (el signo indica que el

dt

volumen del cubo esta decreciendo).

Se obtiene la derivada del volumen V = X respecto al tiempo:
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dv  dV dx , aX
- = =3x°—=
dt dx dt dt

Por lo que, al sustituir la razén con la que se derrite el volumen, tenemos:

dx dx
—6=3x"— i —
dt despejamos at
x_-6__2
dt  3x®2 X2
dx 2

La razon con la que disminuye la arista es: a = —?

p 2 P . p P
El area total del cubo es A =06X" y la razon con la que cambia el area esta
dada por:

dA dA dx dx
— = — =12x—
dt dx dt dt

5 dx 2
ero .- =5, entonces:
dt NG

d—A = 12x(— %) = _24
dt X

Si el volumen es de 10cm® = x* | entonces X = /10, por lo que:

dA_ 24
dt 310
24 cm?

El area disminuye a razén de

310 s
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Ejemplo IV.23. Una escalera de 4 mts. de longitud esta apoyada sobre un

piso horizontal y contra un muro vertical. Si el extremo inferior de la escalera
. : m , . .

se aleja del muro a una velocidad de 1-20? , ¢,a qué velocidad desciende el

extremo superior en el instante en que su altura sobre el suelo es de 2.80 m?

Solucién:

El siguiente dibujo representa los elementos del problema

I=4 m
y
Y los datos del problema son:

X m

| =4m, ax_ 1.20—, y, =2.8m
dt S
. dy
En este caso, la incognita es: i

Sabemos que si Yy, =2.8m entonces:

X =16y = /16— (2.80) = 2.85m

La figura representa un triangulo rectangulo, por lo cual aplicando el teorema

de Pitdgoras tenemos:

x*+y* =16

48



Derivando la expresion anterior respecto al tiempo:

2x%+2yﬂ=0:>x%+ yﬂ=0
dt dt dt dt
- dx m
Al sustituir los valores de pran 1-20?, y; =2.8m X =2.85

(2.85)(1.20) + 2.8% =0=> 2.8% = -3.42

dy _ 342 ,oom
dt ~ 280 s

m
Por lo tanto, el extremo superior desciende a una velocidad de 1-22?

Ejemplo 1V.24. Se est4 vaciando arena sobre un montén de forma conica a

3
m
razén de 27 i’ la altura del cono es siempre igual al radio de su base.

¢,Con qué rapidez aumenta su altura cuando el montén tiene tres metros de

altura?
Solucion:

Un dibujo representativo seria el siguiente:

arena
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1
El volumen del conoes V = gﬂ -r?h pero r=h, entonces V =

3
av _ o7 M
dt min

Al derivar el volumen respecto del tiempo:

v , dh dh 1 dv

_:”.h R — P 2_

dt dt dt x-h° dt
dv m?

Al sustituir =27 — y h=3m tenemos:
dt min

th__ 1 213

dt 7-(3) or =«

3 m

Por consiguiente, la altura aumenta a razon de i
/4

EJERCICIOS

%ﬂ-h3 y

4.1 Una escalera de 13m de largo estd apoyada sobre una pared.

Encuentra la rapidez con que baja el extremo superior de la escalera,

cuando su extremo inferior dista 5m del muro y se separa a razon de

M
S

4.2 Al caer una piedra a un estanque de aguas tranquilas forma una onda

cm

circular, cuyo radio aumenta a razon de lT . ¢Con qué rapidez

aumenta el area encerrada por la onda cuando el radio es de 5cm?
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4.3

4.4

4.5

Un tanque cilindrico de 7c¢m de radioy 10m de altura se llena de

agua. Se hace un agujero en el fondo del tanque, en ese momento el

3
m
agua sale a razon de Sm_in' A qué rapidez estad cambiando la altura

del liquido en el tanque?

Se esta vaciando un depdsito conico de 1.5m de radioy 5Sm de

3
m
altura, a razén de 016@. ¢ Como esta bajando el nivel cuando la

profundidad del agua es de 2m?

2
6

El 4rea de un triAngulo equiladtero disminuye a razén de min

Calcula la rapidez de cambio de la longitud de sus lados en el

momento en que en area del triangulo es de  100cm?.
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4.2 Variacion de funciones

4.2.1 Funciones crecientes y decrecientes y su relacion con el signo de

la derivada.

En el estudio de la variacion de una funcidbn es importante saber si es
creciente o decreciente, por lo cual a continuacién se estudian las

caracteristicas de estas funciones.

La variacion de una funcién se da cuando al aumentar el valor de la variable
independiente, también aumenta el valor de la variable dependiente o
cuando al aumentar el valor de la variable independiente, disminuye el valor
de la variable dependiente, en cuyo caso, se dice que es creciente para la

primera condicién y decreciente para la segunda.

A continuacion se da una definicion de funcion creciente y decreciente muy

sencilla para que sea facil de asimilar por el alumno.
Funcion creciente

Definicién. “Una funcién real de variable real continua en un intervalo

abierto (&,0), se dice que es creciente en ese intervalo, si y sélo si:

f(x)< f(X,) para X <X, definidos en el intervalo” (Contreras,

et al., 2005, p. 182). Graficamente, se tiene:

fx2) — — — — — — —

fxel) L — — —

x1 %2
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Funcién decreciente
Definicion: “Una funcion real de variable real continua en un intervalo

abierto (a, b) , Se dice que es decreciente en ese intervalo, si y solo si:

f(x)>f(X,) para X <X, definidos en el intervalo” (Contreras,
et al., 2005, p. 182).

Graficamente, se tiene:

flx1)
fx1) b — — —

|
|
|
|
) b — — — f — — fijx2)
|
|
|
1

x1 x2

Una caracteristica importante de mencionar, es el hecho de que las rectas
tangentes en una funcion creciente, tienen pendiente positiva, mientras que

en una funcién decreciente, su pendiente es negativa.

Graficamente se tiene:

f(x)=0 f(x)<0
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4.2.2 Maximos y minimos relativos

Al trabajar con funciones crecientes y decrecientes, es inevitable hablar de
los puntos maximos y minimos de una funcion. La determinacion de los
valores méaximos y minimos de una funcién es de suma importancia en el
estudio de la variacion de funciones y de la soluciébn de muchos problemas

de optimizacion.

A continuacion damos una definicibn muy simple de maximo y minimo de

una funcion.
Punto Maximo de una funcién

“El punto maximo de una funcién, es el punto en el cual la funcién cambia de

creciente a decreciente” (Contreras, et al., 2005, p. 184).

Punto Minimo de una funcidn

“El punto minimo de una funcion, es el punto en el cual la funcién cambia de

decreciente a creciente” (Contreras, et al., 2005, p. 184).
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4.2.3 Criterios para obtener los puntos maximos y minimos de una

funcion.

Para obtener los puntos maximos y minimos de una funcion, existen al

menos dos criterios que se explican a continuacion:
Criterio de la primera derivada

a) Si f'(x)>0, paratoda xe(a,x,) y f(x)<0, paratoda xe(x,,b) (es
decir, la derivada cambia de valores positivos a negativos), entonces

en f(x,) existe un valor maximo local.
b) Si f(x)<0, paratoda xe(a,x,) y f'(x)>0, paratoda xe(x,,b) (es

decir, la derivada cambia de valores negativos a positivos), entonces

en f(X,) existe un valor minimo local.
c) Siparatoda xe(a,b) y f°(x) tiene el mismo signo, entonces f(x) no

tiene valor maximo ni minimo local.
Criterio de la segunda derivada

a) Dada y=f(x) con f(x)=0, si f”(x,) >0, entonces el punto
(%, T (X,)) representa un punto minimo.
b) Dada y=f(x) con f(x)=0, si f7(x,) <0, entonces el punto

(%, T(X,)) representa un punto maximo.
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“La principal utilidad al obtener los puntos maximos y minimos de una
funcién, asi como los intervalos donde es creciente y decreciente es para
realizar un esbozo general de la grafica de la funcién, sin embargo, en
problemas de aplicacion, el objetivo principal es determinar los valores
maximos o minimos que optimicen el problema” (Contreras, et al., 2005, p.
184).

En el siguiente capitulo, se pone especial énfasis en la resolucion de
problemas de aplicacion y optimizacién, dado que considero, por experiencia
propia y por situaciones reflejadas en el alumno, es la parte que mayor

dificultad representa para ellos.
4.2.3 Problemas de maximos y minimos. Problemas de optimizacién

En la Ingenieria, en la industria, en las ciencias en general y en la vida
cotidiana, suelen utilizarse problemas matematicos de maximos y minimos,
en los cuales se requiere lograr un efecto 6ptimo de algunas de las variables

que intervienen en ellos.

La aplicacion principal de este tipo de problemas se presenta en problemas
de optimizacion, en los cuales se pide obtener uno o varios valores maximos

0 minimos.

No existe un método general que se pueda aplicar para resolver todos los
problemas de este tipo, sin embargo, se hacen las siguientes

recomendaciones:

1. Leer varias veces el problema hasta comprenderlo totalmente. Al
hacerlo se deben identificar tres elementos principales:
» Los datos del problema
» Las condiciones o restricciones del problema

» Lo que se pide obtener del problema
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2. Asignar las variables con las cuales se planteara y resolvera el
problema, para lo cual se recomienda realizar un dibujo o esquema en
el cual se representen los elementos del problema.

3. Establecer la funcion objetivo en términos de las variables propuestas.
Esta es la funcibn que se debe maximizar o minimizar segun
corresponda. Aqui la funcién objetivo puede ser una funcién con
varias variables.

4. Establecer una ecuacién para cada una de las condiciones o
restricciones del problema, esto es, transformar el lenguaje comun en
lenguaje algebraico.

5. Despejar una variable en cada una de las ecuaciones y sustituirla en
la funcion objetivo, de tal manera que se tenga una funcién con una
sola variable.

6. Determinar los valores maximos o minimos de la funciébn segun
corresponda aplicando el criterio de la primera derivada o el criterio de
la segunda derivada.

7. Con los valores obtenidos, establecer la conclusion del problema.

Si es posible, con los resultados obtenidos, realizar una comprobacion

con el enunciado del problema.
Ejemplos

Ejemplo IV. 25 Un fabricante de cajas de carton desea construir una caja
rectangular sin tapa, a partir de una pieza rectangular de cartén de 40 x 30
cm, para lo cual debe hacer cortes cuadrados en las esquinas y doblar los
lados. Determinar de qué medida debe cortarse el cuadrado para que el

volumen de la caja sea el maximo posible.
Solucién:

Un dibujo que representa los elementos planteados en el problema seria el

siguiente
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! 40

Considerando las figuras anteriores, x representa la longitud del lado de los
cuadrados que se deben recortar.

La funcién objetivo que se pide maximizar es el volumen de la caja, esto es:

V =x(40-2x)(30-2x)
=1200x —80x? —60x* + 43
=1200x —140x* + 4X°

Derivando V conrespecto a X tenemos

V’(X) =1200- 280X +12X’

Al igualar con cero y resolver la ecuacion obtenemos:
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1200-280x +12x* =0
3x° —70x+300=0

X =17.67 y X =5.65 que son los puntos criticos.

Aplicando el criterio de la segunda derivada para obtener los puntos

maximos 0 minimos tenemos:

Sipara X =5.65 se toman los valores 5y 5.7 tenemos que

V’(5) =1200 - 280(5) +12(5)* =100 >0 y
V’(5.7) =1200-280(5.7) +12(5.7)* =—6.12 <0

El cambio de signo es de positivo a negativo, por lo que la funcion tiene un

valor maximo en X =5.65.

Sipara X=17.67 setoman los valores 17 y 17.7 tenemos que

V’(17) =1200-280(17) +12(17)’ =-92 <0 y
V'(17.7) =1200 - 280(17.7) +12(17.7)? =3.48 > 0

El cambio de signo es de negativo a positivo, por lo que la funcién tiene un

valor minimoen X=17.67.

Lo anterior nos indica que se tiene un volumen maximo cuando se recortan

cuadrados en las esquinas de la pieza de lado 5.65 cm.

Ejemplo IV. 26 Se desea construir una caja rectangular de base cuadrada

sin tapa con el mayor volumen posible. Calcular el volumen de la caja que

se puede obtener de 1600cm? de material.

Un dibujo representativo del problema seria el siguiente:
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En la figura, se observa que el area se expresa como:
2 . o
4Lh+L° =1600 que es la funcién restriccion.

Despejando h tenemos:

_ 1600- L2
aL

h

. . 2
Sabemos que el volumen de una caja se determina como V=Lh, enla

cual al sustituir h , obtenemos:

v _ L2(1600— LZJ _1e00L L®

41 4 4
3
V =400L —L
4
Derivando:
WV _400-312
dL 4

Igualando con cero y resolviendo:
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3

400->12=0
4
2 _ 4(400) _ 1600
3 3
__ [t600
3
L =23.09

Que representa el Unico valor critico.

Para determinar si se trata de un valor maximo o minimo aplicamos el criterio
de la segunda derivada para lo cual obtenemos la segunda derivada y

valuamos en el punto critico para determinar si se trata de un maximo o un

minimo.
da 3 . 3
dL2 =_§|—, es decir, \Y (L):_EL

. 3
\ (23-09) = _5(23-09) =-34.63<0 por tanto el volumen sera

maximo cuando L =23.09 cm, por lo que, al sustituir este valor en el
volumen, tenemos:

V =400(23.09) -

3
@ =615840

Por lo tanto, la capacidad maxima de la caja serd de un volumen de

6,158.40cm®

Ejemplo IV. 27 Con una lamina se desea construir una lata cilindrica que
contenga un litro de agua. Determinar las dimensiones de la lata de tal
manera que se ocupe la menor cantidad de lamina posible, asi como la

superficie de la lamina.
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Solucion:

Considerando las siguientes figuras, en las cuales se visualiza la lata y el

material empleado para su construccion.

2ar

Donde I representa el radio de lalatay h la altura de la lata.

La funcion objetivo que se debe minimizar es el area del material a utilizar, es

decir:

A= &rea lateral + &rea de la base + area de la tapa

A=27-r-h+z-r’+z-r?
Y 2 G (R, R ST (D

La restriccibn del problema es que debe contener un litro de agua

(Ut =1000cm?) | esto es:
V =7z-r*h=1000

Despejando h:

Sustituyendo ecuacion (2) en (1):
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A=27z-r-h+2x-r?

A=27Z'-r(100(3j+272'-l’2
w-r
p=2000 5y

r

Derivando A conrespectoa I

2000

r.2

A=— +4r-r

Igualando a cero y resolviendo la ecuacion

2000

r2

+47-r=0

4p.p _ 2000

La segunda derivadaes A =—5— +47

Al evaluar la segunda derivada en I =5.41 tenemos

N (5.41) - 2000

minima cuando I =5.41.
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Ahora, sustituimos el valor de I en la ecuacion (2) para obtener el valor de

h:

1000
7(5.41)2
h=10.87

Con lo cual ya podemos calcular la superficie de la lamina utilizada,

sustituyendo I y h en la ecuacion (1)

A=27(5.41)(10.87) + 27(5.41)°
A =553.39cm?

Finalmente, las dimensiones de la lata son:

Radio de la lata, F =5.41cm y altura de lalata, h=10.87cm.

Ejemplo IV. 28 Un vitral estd formado por un rectdngulo y en la parte
superior tiene un semicirculo, si el perimetro del vitral mide 8 m. Determinar

las dimensiones del vitral para que su area sea maxima.
Solucién:

Una representacion del vitral seria el siguiente

P —
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De la figura, observamos que la expresion para determinar el perimetro es:

P=2r+2h+ar
P=(2+7x)r+2h
(+7)r+2N =8 e e e e, D

Y el area se obtiene como

De la ecuacion (1) despejamos h y sustituimos en la ecuacion (2), teniendo

la siguiente expresion:

A=8r—(2+7z)r2+%r2
2

A:8r—2r2—ﬂr2+%r

A=8r—2r2-"y?
2

A(r) =8r—2r? —%rz

La derivada de A es

A(r)=8-4r—nar
A(r)=8—-(4+n)r
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Igualando con cero y resolviendo la ecuacién obtenemos

8—(4+m)r=0
8
r =
447
r=112

La segunda derivada de Ae A(r)=—(4+n)
como A7(r) <0, entonces se tiene un area maxima para  =1.12

Finalmente calculamos el valor de h sustituyendo I en la ecuacion (3):

8—(2+7)(L.12)
2

h:

h=1.12

Y de esta forma se tienen las dimensiones que debe tener el vitral para tener

un area maxima, es decir, un radiode 1.12m yunaalturade 1.12m

Ejemplo IV. 29 Se requiere construir una bodega en forma paralelepipédica,

de tal manera que su largo sea el cuadruple de su ancho y contenga un

3 g . .
volumen de 50000- m”. sj Ia construccién del piso, los muros y la cubierta

cuestan $400, $1000 y $600 por metro cuadrado respectivamente.
¢ Qué dimensiones debe tener la bodega para que el costo de su

construccion sea minimo?
Solucién:

Un dibujo que represente los elementos del problema es el siguiente
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Donde L esel largo, @ eselanchoy h eslaalturade la bodega, que de

acuerdo a las condiciones del problema tenemos que L =4a, por lo tanto,
la expresion para determinar el volumen, que en este caso representa la

funcién restriccioén, es

V = Lah

V =420 =50000 | oo e (1)

De donde despejamos h :

~ 50000

h
4a°

Ahora determinamos la funcién objetivo, que en este caso, es el area de la

bodega:

A=2La+2Lh+2ah
A =2(4a”) + 2(4ah) + 2ah

A=8a%+10ah | oo et e s (3)

Sustituimos (2) en (3) y tenemos:
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A =8a’ +10a(50000j =

4a°
125000
a

A=8a’+

Derivando A:

125000

aZ

A=16a—

Igualando con cero y resolviendo:

16&_1229002 0
L6a 122800
16a* =125000
s _ 125000

16

a=:222900 | 1984
16

Al obtener la segunda derivada de Ay valuando en a =19.84

250000

A'=2"116
a
A" (19.84) = 250008 +16=148.01>0
(19.84)

Dado que el resultado es mayor que cero, entonces se tiene un minimo

cuando @ =19.84, es decir, el area es minima para este valor, por lo tanto,

se determina el valorde L y h.
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L = 4(19.84)

L =79.36m
_ 50000
4(19.84)*
h=31.75m

Finalmente concluimos que las dimensiones de la bodega para que el costo
de su construccidon sea minimo son, ancho =19.84m, largo =79.36 y
alto =31.75 m.

Ejemplo IV. 30 Calcula el volumen maximo del cilindro circular recto que se
puede inscribir en un cono de H cm de alturay R cm de radio en su base, de

manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan.
Solucién:

La siguiente figura cumple con los elementos planteados en el problema, por

lo que al observarla

— r —
—R-r
L R

Y de acuerdo con ella, se hace un corte transversal y se obtiene el triangulo

que se muestra; por construccidn se tienen triangulos semejantes que

cumplen con la siguiente proporcion:
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El volumen del cilindro es:
V = ar?h

Despejando h de la proporcion y sustituyéndola en la férmula del volumen

se obtiene:
p_HR-Hr . H
R R
Entonces,
3
V =7ZI'2h=7ZT2(H —%rjzﬂl—lr2 A
Por lo tanto,

3
V(r):7z|—|r2—ﬂHTr

representa la funcién que se tiene que maximizar.

Se deriva la funcion:

37Hr?

V'(r)=2zHr -

Se iguala con cero y se resuelva la ecuacion obtenida:

3aHr?

V'(r)=0 = 2aHr- 0
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si R#0, entonces 27HRr —37Hr? =0 . al resolverla se tiene:

27HRr —37Hr?> =0 — 2Hr(2R-3r)=0—>r(2R-3r) =0

De donde: =0 y nL=-R

Que representan los valores criticos, por lo que a continuacion obtenemos la
segunda derivada y la valuamos en estos valores y verificamos en donde

existe el valor maximo, que es el que nos interesa.

V' (r) = 274 — 2T

=27+ >0

V' (0) = 27H —

V”(ER):ZﬂH —%(ERJ:—ZﬂH <0
3 R \3

67H (0)
R

Por lo que, cuando

V"(O) >0, se tiene un volumen minimo

B 2
\ (g R [<0  se tiene un volumen maximo

Finalmente, las dimensiones del cilindro de volumen maximo inscrito en el

Ccono son.
o v non Poow H(2p)L,
R R {3 3
L
3

71



4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

411

4.12

4.13

EJERCICIOS

Calcula el volumen maximo de un cilindro circular recto que se puede
inscribir en un cono de 72cm de alturay 24cm de radio en su base,
de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan.

En la construccion de un recipiente cilindrico de hojalata se emplea

100pulg®, esta cantidad incluye las tapas. ¢ Cuéal es el mayor volumen

gue podria tener la tapa?

¢,Cuales son las dimensiones que debe tener un cono de volumen
maximo cuya area lateral es de 10zu®?

Un cartel tiene una superficie de 150cm® con margenes de 3cm en
las partes superior e inferior y 2cm a los lados. Calcula el area
maxima impresa en el cartel.

Se inscribe un rectangulo en un triangulo isésceles, cuyos lados tienen
longitudes de 5.5 y 6. Uno de los lados del rectangulo esta sobre la
base del triangulo (lado desigual), ¢cual es el area mayor que puede
abarcar el rectangulo?

Un alambre de 100cm de largo se va a partir en dos trozos, una de las
partes se va a doblar para formar una circunferencia, y la otra un
triangulo equilatero. ¢ Cémo se debe cortar el alambre para que la
suma de las areas del circulo y del triangulo sea maxima?

Encuentra las dimensiones del rectangulo inscrito en un circulo con un
radio de 25cm que proporcione el area maxima.

Para construir un recipiente cilindrico de hojalata se emplearan

150pulg®, esta cantidad incluye las tapas. ¢Cuéles son las

dimensiones del cilindro para que contenga el volumen maximo?
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CAPITULO V
ALGEBRA VECTORIAL

En este capitulo, se trabajan algunos ejemplos de algebra vectorial sin
profundizar en los conceptos basicos, asumiendo que ya son del
conocimiento del alumno, pero si dando importancia a la aplicacion de esos
conceptos, tales como el producto vectorial en el calculo de areas de un
paralelogramo, de un triangulo, asi como el producto mixto, cuya aplicacion
la encontramos en el célculo de volimenes de paralelepipedos, aunque,
ocasionalmente y conforme se requiera, se hard mencioén de esos conceptos

basicos.

También se incluyen algunos ejemplos relacionados con la parametrizacion
de curvas y superficies en el espacio, dada la importancia de este conceptos
para el mejor entendimiento de las caracteristicas de las curvas y superficies
en el espacio, asi como su representacion cartesiana, paramétrica y

vectorial.

5.1 Algunos conceptos basicos sobre vectores y la geometria del

espacio
5.1.2 Sistema coordenado rectangular tridimensional

“Para localizar un punto en el espacio, se requieren de tres nUmeros y su

representacion se hace mediante una tercia ordenada (a,b,C) de numeros

reales. Para esto, se utiliza lo que es el sistema coordenado rectangular
tridimensional, el cual consta de tres rectas perpendiculares entre si,
llamados ejes coordenados y marcados como eje X 0 eje de las abscisas, eje
y 0 eje de las ordenadas y eje z o eje de las cotas. Por lo general, se
considera que los ejes x y y son horizontales y que el eje z es vertical. Este
sistema coordenado rectangular tridimensional se divide en ocho partes,

llamados octantes” (Stewart, 2008, p. 765) .
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Dicho sistema coordenado se muestra a continuacion

Un ejemplo de un punto localizado en dicho sistema coordenado es

P(5,4,3)
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5.1.3 Férmula de la distancia en tres dimensiones

La distancia ‘F?Lpz‘ entre los puntos P(X,¥1,2) v B (X, Y,,2,) es:

PR, = (X = %)% + (Y, — Yo)* + (2, - ,)?

5.1.4 Definicién de cantidad escalar y cantidad vectorial

La cantidad escalar es aquella que solo posee magnitud, mientras que una
cantidad vectorial es aquella que posee magnitud y direccion.
“La representacion analitica de un vector se hace a través de una terna

ordenada de nimeros reales @ = (&,,8,,8;) conocidos como componentes
escalares del vector o numeros directores del vector” (Castarnieda, 2006, p.

26) .

También puede representarse por medio de un segmento dirigido, conocidos
el punto de origen y el punto final, en cuyo caso se determinan las

componentes escalares del vector, de la siguiente forma:

“Sea el vector V = (V,V,,V;) representado por el segmento dirigido MN

donde M (m;, m,,m,) y N(n,n,,n,), son el punto de origen y punto
extremo respectivamente, entonces las componentes escalares del vector
son: V=N —m;; V,=nN,—M,; V;=0N;—MN;” (Castafieda, 2006, p.
27).
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5.1.5 Tipos de vectores
Vector Nulo

El vector nulo tiene magnitud nula y no tiene definida ni su direccion ni su

sentido. También se le conoce como vector cero y sSus componentes

escalares son nulas, es decir, (0,0,0).

Vector de posicion

‘Es aquel vector que tiene su punto origen en el origen del sistema

coordenado y su punto final en el punto P y su representacién analitica es
P =(p,, P,, Ps)” (Castafieda, 20086, p. 28).
Vector libre

Es aquel que puede representarse en cualquier posicion del espacio, a
través de un segmento dirigido que tenga el médulo del vector, su direccion y

su sentido.
5.1.6 Magnitud o médulo de un vector

La magnitud o modulo de un vector, es la longitud de cualquiera de sus

representaciones, y se denota por el simbolo M y analiticamente se

obtiene como:

V| = \/vf +V5 +VE

donde Vi,V5,V3 son las componentes escalares del vector.

Vector Unitario

Es aquel vector cuyo modulo es igual a la unidad. Tres vectores unitarios

muy utilizados en el Algebra son:
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i=(100) j=(010) k=(0,021
De acuerdo con esto, otra forma de representar un vector, es la

representacion trinomica, que es aquella en la cual se utilizan los vectores

unitarios i, j, k

Sea el vector V =(V,,V,,V;) entonces V =Vji+V,] +V3k
es su representacion trinémica.
5.1.7 Angulos directores de un vector
“Son los que forma el segmento dirigido que representa al vector con los ejes
coordenados. Comunmente se les representa con & como el angulo que
forma con el eje de las abscisas; con S como el angulo que forma con el eje

de las ordenadas y con } como el angulo que forma con el eje de las cotas”

(Castarieda, 2006, p. 30).

<i

5.1.8 Cosenos directores de un vector

Los cosenos directores de un vector son los cosenos de sus angulos

directores” (Castaneda, 2006, p. 31), que se escriben de la siguiente forma:
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a
cosa = cosf=—% cos;/:%

a 4
5.1.9 Adicion de vectores

La adiciébn de dos vectores es la operacion entre a=(a,a,,a,) y

b= (b,,b,,b,) | de tal manera que:

d+b=(a,+b,a,+b,a,+b,)

5.1.10 Sustraccién de dos vectores

La sustraccion de dos vectores es la operacion entre a=(a,a,,a,) y

b= (b,,b,,b,) | de tal manera que:

a_6=é+(_6)=(a1_b1’a2_b2’a3_b3)

5.1.11 Producto escalar de vectores

El producto escalar, producto interno o producto punto de los vectores

a=(a,a,,a) y b=(b,b,,b;)da como resultado un escalar y se

obtiene como:

a-b=ab +ab, +ab,

5.1.12 Angulo entre dos vectores

De la figura mostrada a continuacion
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y aplicando la ley de cosenos, se llega a la expresion que permite determinar

el &ngulo entre dos vectores:

|
|

ab

6 =angcos

—

donde € es el angulo que forman los vectores & y b .

Por otro lado, cuando el producto escalar es positivo, entonces el angulo es
positivo, por lo tanto, es agudo; mientras que si es negativo, el angulo es
negativo, lo que indica que el angulo es obtuso. Finalmente, si el producto

escalar es nulo, entonces el &ngulo es recto.

Ejemplo V.31 Sean los vectores & y D unitarios. & forma 60°con el
vector | y 30° conelvector K, b forma 150°con el vector | y 60°

—

con el vector K. Obtenga el angulo @ que forman los vectores a y b .

Solucioén:

—

Los vectores & vy b se pueden escribir como:
a = (60°,0,30°) = l,o,ﬁ
2 2

J3 1

b = (150°,0,60°) =| - =2 ,0,=
272
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pero también sabemos que, al ser unitarios, sus moédulos son igual a la
unidad, por lo que al calcular su &ngulo, tenemos:

1, V3] [ V3,1
.6 21 ] 2 2 ] 12
=angcos

3| OO
NG

_7+7
4 4
1

|

6 = angcos

Q

= angcos =angcos0

6 =90°

5.1.13 Condicién de perpendicularidad y paralelismo entre dos vectores

— —_

Dos vectores & y b son perpendiculares siy sélosi a- b=0

—

Dos vectores no nulos a8 y D son paralelos si d=Ab donde

AeR, A=#0

Ejemplo V.32 Sea el vector U=(-12,0). obtener el conjunto de valores

de X € R para que el vector
- 2. - _
a) S =X1—X]+0K sea paralelo al vector U .
— 2 —
by = (X°,X+0) sea perpendicular al vector U .
Solucion:

a) Para que el vector S sea paralelo al vector U se debe cumplir que

Sxu =0, por lo que:
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ik
Sxii=[x* —-x 0/=0i-0j+(@2x*-x)k=0
-1 2 O

1

2 . S
entonces al resolver 2X° —X =0 se tiene que X=0y X= 2 pero el

valor de X =0 no nos sirve puesto que tendriamos un vector nulo, por lo

tanto, tomamos el segundo valor, es decir, el valor que toma X para que el

1

vector S sea paralelo al vector U , es el valor de X = 5

— -

Lo anterior nos da como resultado el vector 4 2 J+ ok , que como

ya se dijo, es perpendicular al vector U, y se demuestra facilmente si se

efecta el producto vectorial SXU que da como resultado cero.

b) Para que G= (XZ,X,O) sea perpendicular al vector U, se debe

cumplir que G -u=0 , por lo que, al resolver dicho producto, se tiene:

G-0=(x*x0)-(-12.0)=(-x*+2x+0)=0

Por lo que, al resolver para X :

—x*+2x=0
X(-x+2)=0
x=0: x=2

Que son los valores para los cuales el vector J es perpendicular al vector

U es decir, los vectores serfan G = (0,0,0) y Cq] = (4,2,0) .
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5.1.14 Componentes vectorial y escalar de un vector en la direccion de

otro

“Se llama componente vectorial de un vector @ en la direccién del vector

— —
—

b ala proyeccién perpendicular de @ sobre la direccidén de b . También

se le conoce como proyeccién de @ en la direccién de b~ (Castareda,

2006, p. 51). Se determina mediante la expresion:

comp vec; d=-——-

La componente escalar & en la direccion del vector b se obtiene como:

ib
b

comp esc.a=

Ejemplo V.33 Sea el vector a el cual forma 135°con el vector | y 45°
con el vector ] . Calcular la componente escalar del vector & sobre el

vector b = —2K .

Solucion:

d=(0135°0) = o,—%,o

El vector @& se puede expresar como y

b =(0,0,—2), entonces la componente escalar del vector 8 sobre el

vector b |, se obtiene como:

2

0-"5.0:00-2)

comp esc:a= g
: J2) 2

comp esc;a=0
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Ejemplo V.34 Sean los vectores a= (2,1,0) y b =(0,-2,0) , determinar:

a) Un vector P de médulo 5 unidades perpendicular tanto al vector a

—

como al vector b .
b) EIl vector q que resulta de la componente vectorial del vector & sobre

el vector b .

c) El angulo B gue forman q= J y 6

Solucion:

a) Para que el vector P sea perpendicular tanto al vector @ como

—

al vector b,sedebecumplirque f)'5=0 y ﬁ'b=0,porlo

que:

p-a=0 p-b=0

(P1, P2y P3)-(21,0)=0 (P, P,y Ps) - (0,-2,0) =0
2p+p,=0 -2p,=0

P, = 0
porlotanto PP, =0

pero, el moédulo de P esigual a 5, entonces:

B|=/pZ+pi+p:=ypi=p,=5

Por lo que, el vector ﬁ resultante es f) = (0,0,5) .

b) EIl vector q que resulta de la componente vectorial del vector a

sobre el vector D la obtenemos como:
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~_(210)-(0,-2,0) (0,-2,0)

comp Vec;a=
J(=2)? J(=2)?
comp. e, &~ (2L0)-0-2.0) (0.-2.0)
2 2
Comp VeCB a’ — —2 . (Ol _21 0) — (O, 4, O)
2 4
q = (0111 0)

c¢) Elangulo S queforman G=] y b =(0,—-2,0), lo obtenemos
con la expresion siguiente:

—
—

S =ang cos%

(0,1,0)-(0,-2,0)
D(2)

S =ang 005_72

L =angcos

S =angcos(-1)

B =180°

5.1.15 Producto vectorial

El producto vectorial de los vectores a= (al,ag,ag) y b = (b11b2ab3) , se

obtiene de la siguiente manera:

axb = (a,b, —ab,)i — (&b, —a) j + (ab, —ab)
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Una forma préactica de resolver este producto vectorial es a través de la

resolucion de determinantes de la siguiente forma:

I ] k
- a a a
ab=a 8 &l b3i—ai ST
, bl b byT b b,
b, b, b

Algunas propiedades del producto vectorial

—

Dados dos vectores no nulos & y b | entonces:

i) ‘aXb‘ = \é“b‘sen@ . donde @ es el angulo que forman los vectores
factores;
1)) axb es un vector ortogonal tanto a & comoa D ;

i)  axb =0 siysolosi & y b son paralelos.
5.2 Aplicacion del producto vectorial al célculo del area de un
paralelogramo. Producto mixto e interpretacién geométrica.

Dentro de las muchas aplicaciones que podemos encontrar del producto
vectorial, esta la que corresponde al calculo del area de un paralelogramo y
el producto vectorial en combinacién con el producto escalar en el calculo del

volumen de un paralelepipedo.
5.2.1 Calculo del &rea de un paralelogramo

Sea el paralelogramo de la siguiente figura
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entonces el area esta dada por:

Area =|a|-h;
pero
h =‘5‘sen6’

entonces  Area =4 ‘5‘ send = ‘éxﬁ‘

Por lo que, finalmente se tiene:

Area= ‘é’xb‘

donde & y b son dos vectores alojados en dos lados no paralelos del

paralelogramo.

Ejemplo V.35 Sea el paralelogramo que se encuentra en la figura:

150°

b=(0,20) F

a) Obtener el area del paralelogramo CDEF
Solucion:

Para poder obtener el area, es necesario conocer las componentes del

vector @, del cual sabemos tiene un médulo igual a 4, para ello, usamos:

i-b= \é”ﬁ‘cos@
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3-b = (4)(2)cosl50° = 8{— g} =443

(a,,8,,3;)-(0,2,0) = —4./3

Pero sabemos que ‘é‘ = 4, por lo que:

Jai+ai+al =4
a+(-2+/3)* +a2 =16
a’ +12+a’ =16
a’+a; =16-12
a’+a. =4

En este caso, podemos asignar un valor & = 0, por lo que &3 = 2 de
donde, el vector @ queda como a = (0,—2\@,2) .

Con esto, ya podemos determinar el area:

i j K
ab|=0 2 0=(4)i-0j+0k=  A=(4) =4
0 243 2

, . : 2
Finalmente, el area es igual a 4 u
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Ejemplo V.36 Sea el tridngulo que se muestra en la figura.

Donde a=2i—-2j—-k 'y ni=2i-2]
Determinar el &rea del triangulo.
Solucién:

El area de un triangulo es la mitad del area de un paralelogramo, por lo tanto,

utilizamos la formula siguiente:

i ik
A=Y=t -2 —1=1l2i+2j+(-4+a)K
2 2 2
2 2 0
A:%\/(—Z)%(Z)Z:? =| A=-2u?

5.2.2 Producto mixto. Calculo del area de un paralelepipedo

El producto escalar triple también conocido como producto mixto, se escribe

como a- (bXC) y entre sus aplicaciones tenemos la del calculo del volumen

—
—

de un paralelepipedo determinado por los vectores a , b y C , tal como se

muestra en la figura siguiente:
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o
b4
ol

ol

Por lo que, el volumen se expresa como:

V = Ah =|bxc|[d||cos 4|

V= ‘é-(ﬁxé)‘

Ejemplo V.37 Determinar el volumen del paralelepipedo mostrado en la

siguiente figura, si a=2]+4K, b = 5]y C=-3i.

Solucién:

Aplicando la formula del volumen de un paralelepipedo y de acuerdo a los

vectores indicados tenemos:
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V= \a-(ﬁxé)\

0 2 4
- 50 0 0 0 5
a-(bxc)=/0 5 0=0 +2 +4
o0 -3 0 -3 0
-3 00

a - (bxc) = 0+ 2(0) + 4(15) = 60
entonces V =‘é-(5x6)‘ =[60/=60

. 3
Por lo tanto, el volumen es iguala | V =60u

Ejemplo V.38 Sea el tetraedro que se muestra en la figura, que tiene por

aristas adyacentes a los vectores a=(234), 62(0,2,1) y
¢ =(0,0,3).

a) Calcular el volumen del tetraedro

b) Si el volumen del tetraedro es \/45U3 y los vectores a 'y b

forman los lados de la base, obtener la altura h.

Solucién:
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a) EI volumen de un tetraedro lo calculamos como

1. o=
V = g‘axb”c\cose _pero  [C|c0s@=h entonces
1. .~
V = §‘C : (axb)‘

si axb=(234)x(0,21)=-5i+2j+4k y €=(0,0,3), entonces

tenemos:

1 1
V = g\(0,0,3) (-5,2,4) = S12=4

V =448

b) Si el volumen del tetraedro es \/45U3 y los vectores a y b

forman los lados de la base, obtener la altura h .

1. ~
si V= é‘aXb‘h = \/ATS , entonces tenemos que

%(\/(—5)2 (2 + (4 h =45

~(ash-vas
h=3u

Ejemplo V.39 Sean a= (0,2,2) , 6 = (0,0,5) y C= (X,3,5) . Calcular el

valor de X para que el volumen del paralelepipedo V = [6 a bJ sea

igual a 60.
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Solucion:

—

Sabemos que V = [C

jsbli

b= b - (€x@)] = 60, pero

axb = (x,35)x(0,2,2) = —4i + 2xj + 2xk
luego

V = \(0,0,5) : (—4,2,2)\ =60
10x =60
X=6

3
Por lo tanto, el valor de X para que el volumen sea de 60U’ es X=06, por

lo que, el vector C queda como:

¢ =(6,35)

5.2.3 Curvas en el espacio. Representacidén cartesiana, paramétrica y

vectorial.

Dentro del estudio de la Geometria Analitica, un tema importante es el
estudio las caracteristicas de una curva cuando se conoce su representacion
analitica y el estudio de su representacion analitica de una curva cuando se

conocen sus caracteristicas.

De lo anterior, sera necesario escribir la definiciéon de curva, la cual se da a

continuacion.
DEFINICION DE CURVA

“Una curva es el lugar geométrico de todos los puntos del espacio que
satisfacen alguna de las tres condiciones siguientes:

1) Dos ecuaciones del tipo F (X,y,2)=0;
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2) Una ecuacion vectorial en la que interviene un parametro;
3) Tres ecuaciones paramétricas con un parametro” (Castafieda, 2006,
p. 119).

REPRESENTACION CARTESIANA

La representacion cartesiana de una curva es aquella en la cual la funcion se

da en términos de las variables X,Y,Z , es decir, tiene la forma

F(x,y,2)=0,
REPRESENTACION PARAMETRICA

Esta implica la utilizacion de un parametro el cual se conoce como aquella
variable que permanece constante durante un proceso matematico. En esta
representacion, las variables involucradas se relacionan con un parametro.

La forma simbdlica se puede presentar en la siguiente forma:

X = X(t)
C:ay=y()
z=1(t)

En este caso, se Uutiliza la letra { para representar dicho parametro, pero en

ocasiones suele emplearse 0 o alguna otra letra, lo cual carece de
importancia, ya que depende de la aplicacion en la que se da el fenbmeno

gue se esta estudiando.

El proceso mediante el cual se elige el parametro que se va a utilizar, lo cual
puede complicar o facilitar la solucion de un problema, se le suele llamar

parametrizacion.

Para llevar a cabo este proceso, no existe método alguno, por lo que

dependera del ingenio de quien lo esté llevando a cabo, sin embargo, puede
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recurrirse a la Geometria, al Algebra, a la Trigonometria, como una

herramienta de ayuda en la parametrizacion de curvas.
REPRESENTACION VECTORIAL

Una ecuacion vectorial de una curva se puede entender como una regla
matematica que indica el desplazamiento de un vector de posicion para que

Su extremo barra la curva en toda su longitud.

La forma simbdlica en que se representan las curvas vectorialmente es:
r=x@)i+y)]j+z()k

A continuacion mostramos algunos ejemplos de la representacion cartesiana,

paramétrica y vectorial de las curvas.

X2 . yZ B
Ejemplo V.40  Sea la curva Cii49 81 . Obtener una ecuacion
z2=0

vectorial y unas ecuaciones paramétricas de C.

Solucion:

Tomando la identidad trigonométrica cos’t+sen’t=1 y haciendo

2 2

X _costt = X ==%7cost, Y _sent = y = +9sent
49 81

Considerando solo el valor positivo y el intervalo t€ [0,272'] tenemos sus

ecuaciones parametricas:

X =7cost
C:<y=09sent
2=0
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Y su ecuacion vectorial es: T = (7 cost)i + (9sent) |

X=sec’a+2
C: y=0
Z=1an«o

Ejemplo V.41 Sea la curva de ecuaciones obtener:

a) Una ecuacion vectorial de la curva C.
b) Las ecuaciones cartesianas en forma ordinaria de la curva e

identificarla C.
Solucién:

a) La ecuacion vectorial se obtiene inmediatamente, por lo que tenemos:
I =(sec o + 2)i + (tan )k
b) Para encontrar las ecuaciones cartesianas, conviene usar la identidad
trigonométrica seC o —tana =1
De las ecuaciones paramétricas se obtiene:
seCCa=x-2 y z°=tan’a
Por lo que:
(x-2)-z°=1

Por lo tanto, la ecuaciéon cartesiana es:

Xx—2)-z°=1
C: ( )
y=0
c X*+y* =16
Ejemplo V. 42 Sea la circunferencia : 7-0 representarla

vectorialmente y paramétricamente.
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Solucion:

Analizando las ecuaciones, observamos esta curva representa una
circunferencia, en la que la primera ecuacioén tenemos una circunferencia con
centro en el origen y radio igual a cuatro; mientras que la segunda,
corresponde al plano Xy. En este caso, la primera representa un cilindro
circular recto con eje coincidente con el eje z y radio cuatro, que al cortarse

con el plano Xy forma la circunferencia, tal como se muestra en la siguiente

figura:

Para encontrar la ecuacion vectorial y paramétrica, primero podriamos
considerar como parametro a la variable X: X =1, de manera que al despejar

de la primera ecuacion a la variable y tenemos:
y =+/16-t°
Por lo que las ecuaciones paramétricas son:

X=t
C:qy=4y16-t°

z=0
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Lo anterior no resulta muy conveniente porque la segunda ecuacion
paramétrica obtenida, no es una funcion. Por tal motivo serda necesario
recurrir a la trigonometria indirectamente, haciendo que la primera ecuacion

cartesiana pueda escribirse como:

2 2

W

16 16

Al establecer wuna analogia con la identidad trigonométrica

cos’ @ +sen’d =1 y al hacer

2

2
cos? 0 = sen?0 =
16 16

Si continuamos desarrollando, tenemos lo siguiente:
X =14c0sf y y=x=4send

Para eliminar el problema del doble signo, se escoge el intervalo de variacién
del parametro, de tal manera que queden representados todos los puntos de

la curva, asi podemos escribirlo como
X=4cosf y y=4send para 0<60<2r7

De tal forma que sus ecuaciones parametricas quedan como:

X =4co0sd
C:Jy=4send, 0<0<L2rx
z=0

Y su ecuacion vectorial es: I = (4c0s0)i+(4send)j. 0<O0<L2rx
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~ X2 y2
49 81
Ejemplo V.43 Sea la curva C: . Obtener una ecuacion
2=0

vectorial y unas ecuaciones parameétricas de C.

Tomando la identidad trigonométrica COS’ t +Sen’t =1 y haciendo

2

costt == X = +7 cost
49 y
y2

sen’t = a1 y = +9sent

Considerando solo el valor positivo y el intervalo 0<t<2x, tenemos

COMO ecuaciones paramétricas:

X =7cost
C:qy=09sent; 0<t<L2r
z=0

Y su ecuacion vectorial es: r=(7cost)i+(9sent)j. 0<t<2r

Xx=-2+cot’f
Ejemplo V.44 Sea la curva de ecuaciones C:yy=2+3cotd , Obtener:
z2=0

a) Las ecuaciones cartesianas en forma ordinaria de la curva C, e

identificarla.

b) La ecuacién vectorial de C .
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Solucion:

a) Para encontrar sus ecuaciones cartesianas, conviene utilizar la

identidad trigonométrica siguiente:
2 2
csc”d—cot" =1

. -, 2
De la primera ecuacion de la curva obtenemos: cot"f=x+2 ...(a)

_y-2
cotd="——

y de la segunda ecuacion tenemos que q e

pero sabemos que COt* @ = €SC® @ —1, luego entonces

csC*@—1=Xx+2 = cSCC@=X+3.....()

Elevado al cuadrado ambos miembros de la ecuacion (b), tenemos

2
3 ......................................................

Por lo tanto, podemos expresar la ecuacién (¢ ) y la ecuacion (d)

(x—3)—(y—_2j -1

que:

como.

3

De este modo, tenemos que sus ecuaciones cartesianas son:

(x—3)—(yT‘2j -1

z=0
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Y su ecuacion vectorial es: T =(-2+ cot? 0)i+(2+3cotd) ]

para 0<t<2rx

Finalmente la curva representa una hiperboloide, tal como se muestra
en la figura siguiente:
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5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

EJERCICIOS

Sean los vectores @ = (2, 2, —1) y 6 = (5, -3, 2) .Obtenga el

angulo @que se forma entre ellos

Encuentre el angulo 6 entre los vectores é:—( 3, y
b=(-2473).
Sean los vectores a= J+kK y b=i+2j-3K, determinar el

angulo que forman.
Determinar si los vectores dados son perpendiculares, paralelos o

ninguno:

d=(-5,37), b=(6,-82)

—

a=—1+2j+5k b=3i+4j-k

a=2i+6j—4k b=-3i-9j+6k

Encuentre el area del paralelogramo con vértices en K(1,2,3),
L(@,3,6), M(3,8,6) y N(3,7,3)

Determine el area del triangulo PQR si: P(0,—2,0), Q(4,1,-2) vy
R(5,31).

Halle el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores
d=(6,3,-1), b=(012)y ¢=(4,-2,5).

Determina el volumen del paralelepipedo con aristas adyacentes
PQ, PR y PSsi P(2,0,-1), Q(4L0), RGB-1L1y
S(2,-2,2).

. Obtener una ecuacion vectorial y

X
Sea la curva C
z=0

unas ecuaciones paramétricas de C.
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5.10 Determinar las ecuaciones paramétricas para la curva de ecuaciones

e

cartesianas

y=3

(-3 (-0 _,

5.11 Sea la curva C. 4 5 gue representa una hipérbola.

x=0

Obtener unas ecuaciones paramétricas y su ecuacién vectorial.
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CAPITULO VI
RECTA Y PLANO

INTRODUCCION

En el presente capitulo, se lleva a cabo un estudio de un tema propio de la
Geometria Analitica, iniciando con algunos conceptos bésicos como los
relacionados con la definicion de recta y sus ecuaciones, vectorial y
paramétrica, asi como algunas caracteristicas relacionadas con ella, como lo
son la perpendicularidad y paralelismo. También se analizaran conceptos
relacionados con el plano y sus caracteristicas, asi como sus ecuaciones,
vectorial, paramétrica y cartesiana.

Asi mismo, mostraremos algunos ejemplos sencillos, de la relacion que
existe entre la recta y el plano, como paralelismo y perpendicularidad,
distancia de una recta al plano, el angulo que forman, la interseccién entre

planos etc.
6.1 Ecuacion vectorial y ecuaciones paramétricas de la recta. Distancia
de un punto a unarectay angulo entre dos rectas.

Dado gue no se establece una definicién formal de la recta sino como una
forma intuitiva, solo se mencionan las formas en la que ésta queda definida

en el espacio.
“Una recta queda definida en el espacio si se conocen:

e Un punto de ella y la direccién de la recta, la que queda definida con
un vector director;
e Dos puntos de la recta;

¢ Dos planos no paralelos que la contengan” (Castafieda, 2006, p. 73).
6.1.2 Ecuacion vectorial de la recta.

Para determinar la ecuacién vectorial de la recta, es necesario conocer las

coordenadas de un punto que pertenezca a ella, o el vector de posicion de
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dicho punto; y un vector director que indique la direccion de la recta,

conocido como vector director.

sea Py(Xy, Yo Zo) un punto sobre la recta L y V un vector paralelo L.

—

sea P(X,Y,Z) un punto arbitrario sobre Ly sean Iy y T los vectores de

e

posicion de Po y P .si & es un vector con representacion POP , COMo en

la figura siguiente, entonces la ley del triangulo para la suma de vectores da

— —

r= Fo + é, perocomo & y V son vectores paralelos, hay un escalar 1 tal

que @ =1V . Asi, tenemos que:

F=T +V e e s @

—

Si el vector V se escribe como V = (a,b,C), entonces tV =t(a,b,C),

pero también T = (X,¥,2) y Ty = (X, Yo:Zy), entonces la ecuacion (1) se

transforma en:

r=(x+ta,y,+th,z, +tc); teR

Po (Xc-, Yo, Zc-)

a P(xvy, z)
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6.1.3 Ecuaciones paramétricas de la recta.

Una vez que se tiene la ecuacion vectorial de la recta L, es muy facil

obtener sus ecuaciones paramétricas, para lo cual, al tomar la ecuacion

r=(x+ta,y,+th,z, +tc); teR

Y por igualdad de vectores, sabiendo que T =(X,Y,Z)tenemos que las

ecuaciones paramétricas correspondientes son:

X=X, +at
L:sy=Y,+bt teR
Z=17,+Ct

Ejemplo VI. 45 Encuentre una ecuacion vectorial y las ecuaciones

paramétricas para la recta que contiene al punto (5,1,3) y es paralela al

vector 1+ 4j — 2K . Encuentre también dos puntos sobre la recta.

Solucién:

El vector de posicién ﬁ) = (5,1,3) y el vector director V=i+ 4j - 2K , asi

gue la ecuacion vectorial se convierte en:

r=(5.13)+t(14,-2)
r=0G+t)i+Q+4t)j+(3-2t) teR

las correspondientes ecuaciones paramétricas son:

X=5+t
L:sy=1+4t teR
z=3-2t
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Para buscar los dos puntos sobre la recta, basta con dar dos valores distintos

al parametro U se determinan los valores de X, Yy Z.

Asi;si 1=2=X=7, yY=9, Z=-1 porlo que un punto sobre la
recta seria (7,9,—1).

si t=—2=X=3, Y=—7, Z=7 elotro punto sobre la recta seria
(31_717) .

Ejemplo VI. 46 Determinar la ecuacion vectorial de la recta que contiene a
los puntos P(3—2,-1) y Q(2,3,-6).

Solucion:

Conocemos dos puntos que pertenecen a la recta y nos falta el vector

director, el cual obtenemos del segmento dirigido %
PQ=(2-33-(-2),-6-(-1)
PQ = (-15,-5)

para obtener la ecuacién vectorial, empleamos el punto Q como referencia y

tenemos entonces:
r=(2,3,-6) +t(-15,-5)
r=2-ti+(3+5)j+(-6-5) teR
6.1.4. Ecuacion cartesiana de larecta

Existen dos formas de representacion cartesiana de una recta: la forma

simétrica y la general.
Forma simétrica

Si recordamos las ecuaciones parameétricas de una recta:
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X=X, +at
L:qy=Yy,+bt teR
Z=17,+Ct

Si las tres componentes del vector director son diferentes de cero, se puede
despejar el parametro de cada una de las ecuaciones parameétricas e igualar,

obteniendo las correspondientes ecuaciones en su forma simétrica:

L:{X_Xo_y_)’o_z_zo
a b C

Ejemplo VI. 47 Encuentre las ecuaciones vectoriales, paramétricas y las

simétricas de la recta que contiene a los puntos

A(24,-3) y B(3-1)

Solucion:

En este caso, el vector director lo obtenemos del segmento AB .

AB = (3-2,-1-41-(-3))
AB = (1,-5,4) =V

Tomando como referencia el punto A(2,4,—3)y su coseno director

V= (1,—5,4) , escribimos su ecuacion vectorial como:
=(2,4,-3) +t(1,-5,4)

r
Fr=2+t)i+(4-5t)j+(-3+4t) teR

Y sus ecuaciones paramétricas son:
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X=2+t
L:q y=4-5t teR
Z=-3+4t

Finalmente sus ecuaciones simétricas son:

L_x—2_y—4_z+3
11 -5 4

6.1.5 Distancia de un punto a unarecta

“Se llama distancia de un punto a una recta a la distancia minima que existe
entre los dos; es decir, la que se mide perpendicularmente a la recta’

(Castarieda, 2006, p. 82). Y de acuerdo a la figura siguiente:

Se tiene que, la expresion para calcular la distancia del punto Q a la recta

L es:

(@ p)xd]

d=""
g
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6.1.6 Angulo entre dos rectas

“El angulo entre dos rectas es el angulo que forman sus vectores directores”
(Castarieda, 2006, p. 86), es decir:

6 =ang cos

—

donde U es el vector director de una de las rectasy V es un vector director

de la otra recta.

Ejemplo VI. 48 Sea la recta L que contiene a los puntos A(Z,—1,3) y
5(0,1,2) . Obtener:

a) La distancia entre el punto M (0,—1,1) y la recta L.

X—2 Yy
2

b) El angulo que forman L y la recta R: 2

z=0
Solucién:

a) Un vector director de la recta L puede ser el segmento dirigido AB  es

decir:

AB=(0-21-(-1),2-3)
AB =(-2,2,-1) =

Pero sabemos que m = (0,—1,1) y I5 = (2,—1,3) , por lo que:
p=(-2,0,-2)

entonces,
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i ] K
M-p=l-2 0 —2=2i-2j-2k
2 2 -1

De tal forma que la distancia buscada es:

Ja+d+4 12

d: =
Jai+4+1 9

24/3

dzTunidades de longitud

b) El angulo que forman la recta L y la recta R esta dado por la

expresion:

6 =ang cos

Para ello, observamos que el vector director de la recta L es

U=(-22-1) y el vector director de la recta R esta dado por
=(2,20).

Luego entonces, el angulo que forman dichas rectas lo obtenemos como:
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09

][9]
(-2,2,-1)-(2,2,0)
Ja+4+1J4+4

@ = ang cos

@ = ang cos

6 =ang cosﬂ

Vo8

6 = ang cos(0)

0 =90°

6.2 Ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas y ecuacion cartesiana

del plano.

De la misma forma que al analizar la recta, en este tema correspondiente a
plano, solo mencionaremos las formas en las que se puede determinar la
posicion de un plano en el espacio, para ello, diremos que esta, “queda

determinada si se conoce:

¢ Un punto del plano y dos vectores directores no paralelos;

e Tres puntos no alineados del plano;

e Una recta contenida en el plano y un punto del plano que no
pertenezca a la recta;

e Dos rectas que se cortan, contenidas en el plano;

e Dos rectas paralelas que pertenezcan al plano;

e Un punto del plano y un vector perpendicular a €l (vector normal).
"(Castaneda, 2006, p. 94).

6.2.1. Representacion vectorial del plano

“‘Una ecuacion vectorial del plano P es la descripcion matematica del
movimiento de un vector de posicién para que con su punto extremo recorra
todo el plano” (Castafeda, 2006, p. 94).
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“Para determinar esta ecuacioén, es necesario contar con las coordenadas de

un punto A que pertenezca al plano y que sirva como apoyo, y con las

—

componentes de los vectores U 'y vV paralelos al plano pero no paralelos
entre si, es decir, dos vectores directores” (Castafneda, 2006, p. 94). De tal

forma que la ecuacion vectorial de un plano se puede escribir como:
r=a+mi+nv; m n eR

Donde M y N son pardmetros que permiten asignar la magnitud necesaria

a los vectores U y V. Tomemos en cuenta que, pueden existir una
infinidad de ecuaciones vectoriales para un plano, ya que basta con elegir
otro punto de apoyo y otro vector director diferente, para que la ecuacion sea

distinta.

Ejemplo VI. 49 Obtener una ecuacion vectorial del plano que contiene los
puntos P(1,3,2), Q(3-16) y R(5,2,0).

Solucion:

Como punto de apoyo puede servir cualquiera de los tres puntos.

Mientras que los vectores directores los podemos obtener usando los

segmentos dirigidos PQ y PR es decir:

PQ=(3-1-1-36-2)=(2,-4,4)
PR=(5-12-30-2)=(4,-1-2)

Ahora, si utilizamos como punto de apoyo, al punto P , la ecuacion resulta:

F=(32)+m2-44)+n(4-1-2); mneR
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finalmente:

F=(+2m+4n3-4m-n,2+4m-2n); mneR

6.2.2 Representacion paramétrica del plano

Para obtener las ecuaciones paramétricas del plano, se utiliza el concepto de

igualdad de vectores.

Ejemplo VI. 50 Determinar una ecuacion vectorial y sus correspondientes

ecuaciones parameétricas, del plano que contiene a la recta L y al punto P.

L:r=Ctl+t2-t);teR
P(1,2,3)

Solucion:

El punto de apoyo, en este caso, puede ser P y uno de sus vectores

directores es el de la recta. El otro vector director puede obtenerse del

segmento dirigido de un punto cualquiera de la recta al punto P . En este

caso:
i=(31-1)
Un punto cualquiera de la recta L puede ser Q(0,1,2): entonces:
V=(123)-(0L2) = (111)
Por lo que, una ecuacién vectorial es:
r=>123)+a(BL-)+p4@1L); o, LfeR

Obien: F=@Q+3a+p2+a+p3—a+p); a,feR

Finalmente, sus ecuaciones paramétricas son:
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X=1+3a+p
L:sy=2+a+p a,feR
2=3-a+pf
6.2.3 Representacion cartesiana del plano
Para determinar la ecuacion cartesiana del plano, es necesario recordar que

un plano en el espacio se determina por un punto Py (Xy» Yo» Zo) en el plano

—

y un vector N que es ortogonal al plano, el cual se llama vector normal. Sea

P(X,¥,Z) un punto cualquiera en el planoy sean Ty y I los vectores de

posicion de Po y P . Entonces el vector I — Iy se representa por POP y

como el vector N es ortogonala I — Iy y, por lo tanto se tiene que:
N-(r-r,)=0
Esta ecuacion es conocida como ecuacién normal del plano.

Pero si escribimos N = (@b,c) r=(xy.2) y T=(X Y5 2)

entonces podemos escribir la ecuacion normal como:

(albic)'(X_XO’y_yO’Z_ZO):O
ax+by+cz-ax,—by,-cz,=0

Pero si hacemos: 0 =—aX, —by, —Cz,

Entonces la ecuacion cartesiana del plano es:

ax+by+cz+d =0
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Ejemplo VI. 51 Determinar la ecuacion cartesiana del plano

X=3+m-2n
7« y=1-m+n ; mneR
Z=2m-n

a) Eliminando los parametros de las ecuaciones paramétricas;

b) Por medio de la ecuacion normal.
Solucion:

a) Sumando término a término la primera y la segunda ecuacion:

X-|-y:4_n .............................. (4)

Multiplicando por dos la segunda ecuacion y sumandola a la tercera

ecuacion:

2Y+Z=24N e e, .(5)

Ahora sumando (4) y (5):

X+3y+2=06

b) De las ecuaciones paramétricas se obtienen los vectores directores,

qgue en este caso son:
0=(-21-1) y V=(1-12)

El vector normal lo obtenemos como:
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N=-2 1 -1=i+3j+k=(132)
1 -1 2

Un punto del plano tiene por vector de posicion:
i =(310)
Por o que se tiene
(% y,2)-310)]-(L31)=0

(x-3,y-12)-(1,31)=0
X-3+3y-3+z=0

X+3y+z-6=0

Ejemplo VI. 52 Determinar la ecuacién cartesiana del plano

X=1+2m+4n
7:4ay=3-4dm-n ; mneWR
Z=2+4m-2n
Solucién:

De la ecuacién del plano obtenemos los vectores directores y un punto que

pertenece al plano.
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Los vectores directores son: U = (2,—4,4) gue puede ser U= (1,—2,2)
y V=(4-1-2).

y un punto del plano es P= (1,3,2),

El vector normal lo obtenemos como:

N = Gxv
i j Kk

N=[1 -2 2|=6i-10j+7k =(6,-10,7)
4 -1 -2

el vector de posicion del punto Pesd= (1,3,2)

Por lo que se tiene

[(x,v,2)-(13,2)]-(6,-10,7)=0
(x-1,y-3,2-2)-(6,-10,7)=0
6x—-6-10y+30+7z2-14=0

6x-10y+7z+10=0

6.3 Distancia de un punto a un plano. Angulos entre planos.
6.3.1 Distancia de un punto a un plano

Definicion. “La distancia mas corta entre un punto y un plano se llama
distancia de un punto a un plano. Esta distancia es la que se mide

perpendicularmente al plano” (Castafieda, 2006, p. 100).
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En la figura se muestra que la distancia del punto B al plano P es igual al

modulo de la proyeccion del vector b —& en la direccion de N . El vector

b—a esel gue une cualquier punto de P , €n este caso A , con el punto

—

B; y N es el vector normal al plano P. Lo dicho se muestra a
continuacion:

Ejemplo VI. 53 Determinar la distancia del plano 2X—Y+2Z+10=0 g
punto B(11416) .

Solucién:

Para resolver el ejemplo, es necesario conocer un punto del plano y uno de

sus vectores normales.
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Del plano, si hacemos por simplicidad y=0 y z=0 , tenemos que

X=-5, por lo que un punto del plano es A(—5,0,0) .

De la misma ecuacion , un vector normal al plano dado es N = (2,—1,2) ,

entonces:
b—a=(1-(-5)4-0,6-0)=(6,46)

Entonces la distancia es:

i (6,4,6)-(2-12) [2-4+12
- Ja+1+4 3

d

? unidades

6.3.2 Angulo entre planos

Por un teorema de la Geometria Elemental que relaciona el angulo formado

por dos rectas respectivamente perpendiculares a los planos P y Q se

tiene que el angulo formado por los planos es igual al formado por sus

vectores normales, Np y NQ,es decir:

N, - N

6 =angcos———
NG |Ng|
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Ejemplo VI. 54 Encontrar el é&ngulo entre los dos planos

P:5x-2y+5z2-12=0y Q:2x+y-7z+11=0
Solucion:

Sea Np = (5,—2,5) un vector normal al plano P y NQ = (2’11_7) un

vector normal al plano Q entonces el angulo formado por los planos esta

determinado por:

(5-2,5)-(2,1,-7)

¢ =angcos
: J25+4+25\4+1+49
1
0 =anqgcoy ——
) { zj
6 =120°

6.4 Condicion de perpendicularidad y condicién de paralelismo entre

planos.

Sean los vectores mencionados en el apartado anterior, P y Q con

vectores normales Np y Nq; respectivamente, entonces, si:

)] N p’ NQ =0 , los planos son perpendiculares;
i) Np =ANG;A#0,4€R g NpXNy =0 jos planos son

paralelos;
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pertenece también a Q , se trata del mismo plano o, como dicen

algunos autores, los planos son coincidentes.

Ejemplo VI. 55 Encontrar una ecuacion del plano R perpendicular a cada
uno de los planos P:X—=y+z=0 y Q:2X+y-4z2-5=0y que

contenga al punto A(4,0,-2) .

Solucion:

Sea Rel plano buscado y NR = (a, b, C) uno de sus vectores normales.

Un vector normal del plano Pes Np 2(1,—1,1) y como R y P son

perpendiculares, se sigue que:

(a,b,c)-(1,-11) =0
a-b+c=0..... (1)

Un vector normal del plano Qes NQ :(2,1,_4) y como R y Q son

perpendiculares, se sigue que:

(a,b,c)-(21,-4)=0
2a+b-4c=0..... (2)

Resolviendo las ecuaciones (1) y (2) simultAaneamente para by C en

términos de @, obtenemos b=2a y C=4a . Porlo tanto, un vector normal

de R es NR =(a,2a,8) , pero el punto A(4,0,—2) esta contenido en R

entonces su ecuacion esta dada por:
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a(x—4)+2a(y-0)+a(z+2)=0
ax—4a+2ay+az—-2a=0
si a=1

X+2y+z-2=0

Ejemplo VI. 56 Encontrar una ecuacion cartesiana del plano Q gue sea

paralelo al plano P:4X—-2y+z2-1=0 y que contenga al punto
A(2,6,-1) .

Solucion:
El vector normal del plano Q , puede ser el mismo que del plano P ,ya que
son paralelos, es decir, NQ = (4’_211)

De tal modo que:
(% y,2)-(26,-1)]-(4-21)=0

(x-2,y-6,z+1)-(4-21)=0
4x-8-2y+12+2+1=0

4x-2y+2+5=0

6.5 Distancia entre planos

‘La distancia entre dos planos paralelos siempre es la misma,
independientemente de donde se mida. Por ello, para calcular esa distancia

se puede obtener como la de un punto cualquiera de uno de los planos al
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otro, empleando la expresion que permite calcular la distancia de un punto a

un plano” (Castafeda, 2006, p. 113) que se muestra a continuacion:

_|ax +by; +cz, +d|

Ja? +b% +¢?

Ejemplo VI. 57 Calcular la distancia entre los planos paralelos:

P:-2x+3y-6z2-32=0
Q:r=(-3+3m,7+2n,-9-m+n); mneR

Solucion:

Si hacemos M=N= 0, entonces obtenemos el punto A(—3,7,—9) que

pertenece al plano Q y ademas ad = -2, b=3 c=-6 y aplicando

la formula de la distancia:

5 -2(-3)+3(1)-6(-9)-32| _ |49 _ 49
Je2r @ (67 Va7
D = 7unidades

6.6 Interseccion entre planos

Para obtener la expresion de la recta de interseccion entre dos planos, basta

con trabajar con los planos dados.

Ejemplo VI. 58 Determinar la expresion analitica de la recta de interseccion

entre los planos P y Q de manera cartesiana simétrica, vectorial y

paramétrica.

P:x+y+z=1
Q:x-2y+3z=1
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Solucion:

Para hallar la forma cartesiana simétrica es necesario determinar un vector
director que se obtiene del producto vectorial de los vectores normales de los

planos, cuyos vectores son los siguientes:

N, = (111)
No =(1-2,3)
entonces:
i j ok
G=NoxN,=[l 1 1/=5i-2j-3k=(5-2-3)
1 -2 3

El punto de apoyo, lo encontramos haciendo Z = 0 y resolviendo el sistema

de ecuaciones, se tiene que un punto es A(l,O,O) el cual se encuentra

sobre la recta de interseccion.

De esta forma, la ecuacién cartesiana en forma simétrica es:

x-1 'y z
5 -2 -3

Y la ecuacién vectorial puede escribirse como:
R:F = (1+5t,—2t,—3t)

Finalmente sus ecuaciones paramétricas:
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6.7 Plano y recta

Entre las posiciones que guardan un plano y una recta pueden ser: que la
recta y el plano sean paralelos, que la recta esté contenida en el plano, en
cuya situacion, la interseccion entre ambos es la recta en toda su longitud y

que la recta y el plano contengan un solo punto de interseccion.
6.7.1 Interseccion entre un plano y una recta

‘La manera de determinar la interseccion entre un plano y una recta, es
hacer simultdneas sus representaciones analiticas, sea cual sea el caso de
las posibles combinaciones de ellas, cartesianas o paramétricas, al final
resultara algun sistema de ecuaciones a resolver, en cuyo caso, si el sistema

tiene:

a) una solucién, el plano y la recta tienen un punto de interseccion;

b) infinidad de soluciones, la recta estd contenida en el plano con una
infinidad de puntos de intersecciény,

c) no tiene solucion, el plano y la recta no se intersecan, lo que indica

que son paralelos” (Castaneda, 2006, p. 102).

Ejemplo VI. 59 Determinar la interseccion, si existe, entre el plano P y la

recta L si:
P:x-y+2z=1
2X+Yy—-7=2
OX+Yy=>5
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Solucion:

Dado que la ecuacion del plano y las ecuaciones de la recta, estan en forma

cartesiana general, se haran simultaneas sus ecuaciones, de tal forma que:

5X+ Y =5........(3)
Sumando (1) y (2): X+Z=3reen e, (4)
Sumando (1) y (3): 6X+2Z =6 ... (5)

Observamos que las ecuaciones (4) y (5) son proporcionales, por lo que
no son independientes, lo cual quiere decir que, el sistema tiene una infinidad
de soluciones; por lo tanto, la recta esta contenida en el plano y la

intersecciodn entre ambos es la recta.

Ejemplo VI. 60 Encontrar el punto en el que la recta corta al plano dado, si:

P:x-y+2z=9
X=3-1
L:qy=2+t
Z=>5t

Solucioén:

Sustituyendo los valores de X, Y,Z de la recta en la ecuacion cartesiana

del plano:

(3-1)—(2+1)+2(5t) =9
3-t-2-t+10t=9
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de donde t=1

de esta forma, si sustituimos el valor del parametro en las ecuaciones de la

recta, obtenemos el punto de interseccion, cuyas coordenadas son:

X=3-1=2
y=2+1=3
z=5(1)=5

1(2,3,5)

6.7.2 Angulo entre unarectay un plano

Definicion. “El angulo entre una recta y un plano es el que forma la recta

con su proyeccién perpendicular sobre el plano” (Castaneda, 2006, p. 104).

De la figura anterior, y aplicando trigonometria basica, ademas de conceptos
fundamentales de vectores, se tiene que:

N -

<l

6 = angsen

=\
(]
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—

donde: N es un vector normal al planoy U es un vector director de la

recta.

Ejemplo VI. 61 Determinar el valor del angulo que forman el plano P y

larecta L si:
P:x-y+2z=9
X=3-t
L:qy=2+t
Z =5t

El vector normal al plano esta dado por N = (1,—1,2) y un vector director

delarectaes U= (—1,1,5) , por lo que el &ngulo viene dado por:

6 = angsen (1,-12)-(115) = angsen 8
V1+1+441+1+25 V162
60 =38.94°

6.7.3 Condicién de paralelismo y condicién de perpendicularidad entre

unarectay un plano.

“Sean el plano P con vector normal N y la recta L con vector director U :

entonces si:

—

i) N=ﬂﬂ, i?’—'O,lEER é Nxﬁza, la recta y el

plano son perpendiculares;

i) N-ti=0 , la recta y el plano son paralelos;
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iii) N-U= 0, y un punto de la recta pertenece al plano, la recta esta

contenida en el plano” (Castafieda, 2006, p. 105).

x=4 y+1
Ejemplo VI. 62 Sea la recta ' 2 a ) _Z,yse el plano

P:2X+y—-22-7=0. Determinar si la recta es perpendicular,

paralela u oblicua al plano P ; 0 bien, si esta contenida en él.
Solucion:
Un vector director de la recta es U = (2,—2,1) y un vector normal del plano

es N = (211_2), por lo que verificando alguna de las condiciones

tenemos:
Perpendicularidad:
i ]k
1 -2/=-3i+6j-6k=0

NX{ = |2
2 -2 1

de acuerdo a esto, no son perpendiculares. Aunque a simple vista se

observaba que no cumplian con esta condicion.

Paralelismo: N U= (2,1,—1) ) (2,—2,1) =4-2-2=0

lo cual indica que la recta y el plano son paralelos.
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EJERCICIOS

. Encuentre las ecuaciones paramétricas, vectoriales y simétricas de la
recta que pasa por los puntos A(2,4,-3) y B(G -1

. Encuentre las ecuaciones paramétricas y una ecuacion vectorial para
la recta que pasa por el punto A(Z, 2.4, 3.5) y es paralela al vector

3i+2j—k.

. Calcular la distancia del punto P(2,3, 6) a la recta L cuyas
ecuaciones simeétricas son:
I__{x+2:7—y:22+2
1 1 8

. Determinar el angulo agudo que forman las rectas L y M que estan
2Xx-3 5-12 X=2-3t
4 2 M:s y=4 teR

dadas por: L: y
y=-3 z=-t

. Encuentre la ecuacién cartesiana del plano que pasa por el punto
(6,3,2) y es perpendicular al vector b= (-2,1,5)

. Encontrar una ecuacion cartesiana del plano Q gue sea paralelo al
plano P:3X—72—-12=0 y que contenga al punto A(4, -2, 3) .

. Determinar si los planos son paralelos, perpendiculares u oblicuos. En

caso de que sean oblicuos, calcular el angulo que forman dichos

planos:
a P:x+4y-3z-1=0 y Q:-3x+6y+7z=0
py P:x+y+z=1 y Q:x-y+z=1

o P:ix=4y-2z y Q:8y=1+2x+4z
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8. Calcular la distancia entre los planos P y Q cuyas ecuaciones
son: P:2x-3y+z=4 'y Q:4x—-6y+2z=3
9. Calcular la distancia del punto P(l, —2,4) al  plano

3X+2y+6z=5.

10. Encuentre las ecuaciones parameétricas de la recta de interseccion

entre los planos dados y determina el angulo entre ellos:
P:x+y+z=1 y Q:x+2y+2z=1
11. Encontrar el punto en el que la recta corta al plano dado:

a) X=3-t,y=2+t,z=5t 'y Pix-y+2z=9
by X=y-1=2z2 y P:4x—-y+3z=8
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APENDICE

CAPITULO |

1.1
1.2
1.3
1.4

15
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10

CAPITULO Il

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

Parabola
Elipse
Hipérbola

Parabola

Elipse
Parabola
Elipse
Elipse
Parabola

Hipérbola

V (h) = 40h

4
V(h) =2 zh?
(=257

12+/5A

5

d?

P(A) =

A(d) =

B3

V(X) = — zx3
(x) >

V(r) =%r2(8r +15)

X

A(X) =

132

2.8 A(x):(x—4)(¥—3j
29 d@t)= %\/tz +400
2.10 d(t) =%\/t2 -16

CAPITULO IlI
31 21
3.2 40
3.3 %
34 0
35 3
36 0
a7 L
38 2
39 3
310 -3
311 1

3.12 Discontinuidad evitable
3.13 Discontinuidad evitable
3.14 Continua
3.15 Continua
3.16 Discontinuidad evitable
3.17 Discontinuidad evitable
3.18 Continua



CAPITULO IV

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9
4.10

411

4.12

4.13

25m
12 s

cm?

3 m

49, min

V =61447zcm’

500/672 s

V =

_ [0, _ [a00
3’ 3

A=54cm?
A= 6u?
100/3 3% o o
9+«/_7z 9+«/§7z
25\/§cm X 25\/§cm
in;h=
AL

CAPITULO V
5.1 0 ~84°
5.2 8 ~ 95°
5.3 0 ~101°
54 a) Ninguno

b) Ortogonal

C) Paralelo
5.6 A:%\/BQO
5.7 V =82
5.8 V=3
59 r=4sendi+4cosfj; 0<6<2x
X =4send
C:iy=cos@; 0<L0<2rx
z=0
X=6+2cosé
510 C:< y=3 ; 0<0<2x
z=T7+send
x=0
511 C:<y=3+2secd
z=1+5tano
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CAPITULO VI

X=2+t
6.1 L:qy=4-5t
z=-3+4t

X-2 y-4 743
1 -5 4

r=02+t)i+(4-5)j)+(-3+4t)k

r=2+3t)i+(24+2t)j+(3.5-t)k
X=2+3t,y=24+2t,27=35-t

6.2

6.3 d =3 unidades
6.4 0 =63.43°
6.5 -2x+y+5z-1=0

6.6 3X—-7z+9=0
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6.7

6.8

6.10

6.11

a) Perpendicular
b) Ninguno 6 ~70.5°

c) Paralelo

x=1ly=-t,z=t
0 =15.8°

a) P(2,35)

b) P(2,31)
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