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' © PROLOGO

Con base en la experiencia que se ha obtenido a lo large
de muchos semestres al impartir l1a materia de METODOS NU-
MERICOS, se ha observado la necesidad de que los alumnos
cuenten con ejercicios suficientes con el objeto de que
puedan practicar los desarrollos matematicos vistos duran
te la clase.

E1 presente cuaderno de ejercicios trata de satisfacer las
necesidades antes mencionadas, ademds de complementar a los
apuntes de la materia.

Este cuaderno se elabord acorde al'programa vigente de la
asignatura, consta de ocho temas, teniendo en cada uno de
ellos ejercicios resueltos y propuestos. Recomendamos
que el alumno estudie los problemas resueltos y posterior-
mente intente resolver los propuestos ya que de esta mane-
ra podra adquirir habilidad para resolver otros problemas.

Agradecemos al Ing. Roberto Ruiz Vild su participacidn-en
el presente trabajo ya que colabord grandemente en la ela-
boracidn de la primera version de este material.
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TEMA - 1 INTRODUCCION A LA COMBINACION Y TEOREMA DEL BINOMIO

. . ’
1. Una empresa estd formada por dos divisiones, la A y la

B, ‘en Ja A existen trece departamentos y en la B sélo -
hay cinco. En cada departamento-de la division A se deben
seleccionar tres representantes para un comité mientras
que en el B deben ser cuatro por cada departamento.

'tpg ;uént;s:personasvgstaré‘formado el cpmité?
soluciéﬂ;
Por la regla‘de la ﬁultiéliéacién,_para A
vfa x 3 = 39

y para B

Por la regla de. la.suma

39 +.,20 = 59

4Cudntos nimeros de 3 cifras, mayores de 500, se pue-
den formar con los d1g1tos 1, 3,

5, 7,

v

a) Si no se pueden repetir los digitos en la misma ci-
fra?

/
b) &¢Cudntos de ellos ‘terminan en siete?




‘Solucidn:

'

a) Para que sean mayores de. 500, la primera cifra pue-

b) si el nfimero termina en (7) solamente existe una

3.

de ser 5, 7 6 9, es decir que existen tres maneras
de ubicar el primer digito.

La segunda cifra podr& ser cualquiera de los .cinco
digitos, menos el dfgito que ocupa la primera cifra;
esto es que hay cuatro posibilidades. ,

La Gltima tambi&n puede ser. cualquiera de; los cinco
digitos menos los dos que ya fueron seleccionados.
Entonces por la regla de la multiplicacidn existen
3 x 4 x 3 = 36 nlimeros diferentes mayores qgue 500.

forma de ubicar el tercer dfgito. En la primera ci-
fra quedardn s8lo 2 alternativas (5 6 9) y en la -
segunda quedar&n s8lo 3 alternativas.

7

Por la regla de la multiplicacidn hay 2 x 3 x 1 = 6.

Observe 'que la ubicacidn debe hacerse en el orden
seguido anteriormente. De otra manera se pueden pre
sentar resultados diferentes. -

Resolver el inciso (b) del problema anterior mediante

un diagrama de arbol.

Solucidn:
\

Marcando en cada etapa del &rbol las alternativas que
existen para ubicar los digitos.




la. cifra 2a. cifra 3a. cifra cantidad

517

537

597

217

937

957

4. En una asocfacion civil existen 3 candidatos para ocu-
par el puesto de director, 2 para el de tesorero y 2 pa-
ra el de vocal.

a) iDe cudntas maneras diferentes se pueden seleccio-
nar los tres puestos?

“b) si uno de los tres candidatos para ocupar el puesto
de director, también puede ser nombrado como tesore
ro en caso de no ser nombrado director.
2Cudl serfa la respuesta delvinciso a)?

c) Elaborar un diagrama de &rbol para resolver el inci
so anterior. v

solucién:

a) Por la regla de la multiplicacidn, existen:

3 x2x 2 =12 maneras
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b) Si la persona con doble candidatura ocupa el puesto

de director, existen 2 x 2 = 4 maneras de seleceio-
nar al tesorero y al vocal.

En caso contrario, la direccidn la puede ocupar -
cualquiera de ‘los otros dos candidatos. Para tesore
ro aumentard a 3 y para el vocal seguirdn siendo 2.
Por lo cual, en este.caso existen:

a

2 x 3'x 2 =12 maneras

En total existen ‘entonces, por la regla de la suma:

4 + 12 = 16 maneras

.

¢) Usando la siguiente notacidn:

,CDy. i es el i-8simo candidato para director; i=1,2,3

CTj ; es el j-&simo candidato para tqsoréro: j=1,2

cv, i es el k-ésimo ‘candidato para vocal; k = 1,2

b N

‘cDpy ; es el-:candidato 'a director 0.tesorero.




Director

Con el niimero total de ramas al final del drbol se ve=~

rifica el resultado del inciso (b).

5.

Se desea sentar a cinco hombres y cuatro mujeres en
una fila de manera que las mujeres ocupen posiciones pa-

res. ¢&De cudntas formas diferentes pueden sentarse?

Solucidn:

Considerando el siguiente diagrama:




posiciones

Las posiciones impares, ocupadas por los hombres, son:’

posiciones

De estas posiciones, se observa que las diferentes for
mas en que pueden permutar sus lugares, son:

posiciones

En forma similar, las diferentes maneras en que pueden
permutar sus lugares son:

Aplicando la regla'del producto, el niimero total dé
formas en que pueden sentarse es:

P5! x P4! = 120 x 24 = 2880
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6. iCuintos ndmeros diferentes de 3 c1fras se pueden for-

mar con los digites 1, 2, 3, 4.

a) Si - no es posible repetir cada dfgito.
b) Si es posible repetir cada digito.

a) Debido a que en la numeracidén ardbica el valor de
la cantidad, depende del orden en el que se presen-
tan los digitos, se trata de ordenaciones de n -
elementos tomados de r en r, esto es:

4t
(4 - 3)¢

O(n, r) = 0(4,3) = =4 x 3 x 2 = 24

: * y
b) Si los digitos se pueden repetir, se trata entonces
de ordenaciones con repeticidn; de esta manera

OR(4, 3) = 4° = 64

7. para que valor de n la identidad 0(n+l1 , 3)= o(n;4)
es verdadera. ) )

Solucidn:

como o(n+1, 3) = (n+1) ¢ (n+1) ¢

(n+1-3)! - (n-2)°

(n+1) n (n-1) (n - 2)!
(n-2)!

(n+1) n (n-1)
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Por otra parte

: 4) =Rt __
o, ) = T

_ n(n-1) (n=2) (n=3) (n-4)!
N -4

n(n-1) (n-2) (n-3)
igualando
(n+1i n (n-1) = n (n—1)w(h-2) (n - 3)

n+1.= (n-2) (n-3)

n? - 6n+5 = 0

Resolviendo la ecuacién n; =5 y na =1
Verificando para n; = 5
_ _ _ 6! 6:5:4+3! '
O(n+t1, 3) = o(6, 3) = -7 - 3 = 120
' 5: 120
O(n,v4) = 0(5, 4) =W— 50432 = "
para n; = 1 1las ordenaciones no cumplen con la restric

cidn n>r entonces el dGnico resultado es:




8.

11 .
. Las placas para autdmovil, en cierto estado se codifi-
can por medio de letras'y digitos, las letras consignadas
al estado son A, B y C exclusivamente. Cada placa se for
ma con 2 letras primero y 3 digitos a continuacion, -
icudntas placas diferentes se pueden formar:

| - ‘ ' )
g) Si se permite repetir tanto letras como digitos?
b) Si no se permite repetir ni letras ni digitos?

c) Si se permite repetir letras pero no digitos?

solucidn:

a) Como una placa se forma primero con 2 letras, el
primero y segundo lugar podra ser ocupado por cual-
gquiera de las 3 letras, entonces.se tienen:

OR(3, 2) =_32 = 9 maneras

Los digitos ocupan 3 lugares; el primero lo pue-

den ocupar los 10 digitos, el segundo también'y

1o mismo el tercero, por tanto son

OR(5, 3) = 10%® = 1000 maneras

Por la regla de multiplicacidén, se tendr&n entonces:

9 x 1000 =°'9000 placas diferentes

b) De manera semejante

3:

0(3, 2) ='T?—:—§TTF= 6
10!
o(10, 3) = o - 3¢ = 10 x 9 x 8 = 720

.. 6 x 720 = 4320 placas
(] .

c) OR(3, 2) 0(10, 3) = 3% x 7 20 = 6480
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9'ﬁ: Cudntos mensajes en clave diferentes se pueden enviar
con cinco simbolos alineados si: o

a). Se tienen en total cinco simbolos diferentes que no
se pueden repetir en un mismo mensaje. .

b) Se tienen s{ete simbolos y se permite repetirlos.

Solucién:

Considerando que dos mensajes son diferentes si su arre
glo es diferente:

a) Ps = 5! = 120
b) OR(7, 5) = 7% = 16 807
10. De cuidntas fbrmas diferentes se pueden alojar 7 cien-

tificos en un cuarto triple y en dos cuartos dobles en un
hotel, considerando que no importa el orden en el que se

1 acomodan dentro de cada cuarto.

Solucidn:

Se tienen permutaciones de 7 elementos por acomodar en
7 lugares, de los cuales se forman grupos con caracterfs-:
ticas iguales que serfan los cuartos, esto es q1 = 3 .y los
otros q2 = g3 = 2, entonces: '
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11. Una compafifa de aviacién cuenta con el siguiente equi-
po para cubrir sus rutas

- 3 aviones tipo A

- 4 aviones tipo B

Se desea dar servicio.diario a las ciudades de Mexica-
1i, Mazatlan, Acapulco, Veracruz, Mérida y Villahermosa.

Tomando en cuenta que los aviones tipo A, s6lo pueden
ser usados para dar servicio a las ciudades de Mazatlan,
Acapulco, Veracruz y Mérida; mientras que las de tipo B
pueden cubrir cualquier ruta. L .

iDe cudntas formas diferentes se pueden programar los
vuelos en un dia?

Solucidn:

Como hay siete  aviones y solamente se deben cubrir
seis rutas uno de los aparatos. deberd quedarse.. Si el
avién que no sale es de tipo A. El niimero de formas en
las cuales se pueden programar los recorridos es: '

Para los de tipd A

4!
G-t °

0(4, 2) = 12
para los de tipo B
,  0(4, 4) = 4! = 24

por la regal del producto

12 x 24 = 288

Por otra parte, si el avidén que no-sale es de tipo B,
‘'se tiene:
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Para los de tipo A

014, 3) = grogyT = M

para los de tipo B

0(3, 3) = 3! = 6

3

por la reqia éel producto
é# x‘6 = 144
finalmente por la regla de la suma, existen en total"
| %BB‘¥ 1ﬁ4-=-43é manéras
12. Si O(n, r) =336 y c(n, r) = 56, icudl es el valor
de n y r? o e )
Solucidn:

n! » n!

0ln, r} = Tn-1) ¢ N Cln, x) = (n-r)!r!

haciendo el cociente 0(n, r),/ ¢(n, r) se obtiene:

O(n, r) _ n!/(n-r)! SR
€, ¥)  nt/(n-x)irt  °°
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Por otra parte, de las condiciones del problema

o(n, r) _ 336 _

c(n, r) 5

entonces r! =6 y r = 3, con lo cual

0(n, r) = 336 = —(—m

lo que eqguivale a

336 = n(n-1) (n-2)

336 = n® - 3n% + 2n

resolviendo la ecuacidn:’

n, = 2.5 + 11.96i
ns = 2.5 - 11.96i

como la finica solucién ‘entera es n; = 8, el resultado

es:

n=8ky l‘\=3

verificando el resultado

o(s, 3) = 4? = 336 ; c(8, 3) STET
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13. 'Demostrar que C(n, r) + C(n, r - 1) =cC(n + 1, r)

solucidn:

A partir del primer miembre

il
Cln, £)+ Cl, r - N = Ftar ¢ e
‘ .

= n! (n -+ 1) +r
: )

r! (n - r + 1)!

(n + 1)¢
r! (n+ 1 - 1z)!

=.C(n + 1, r)

14, Expandir
[}
a) (x + %)

b) (x2 - 2)%

solucibn:

a) Por el teorema del binomio se tiene que
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donde
(“) = C(n, r)
b
entonces
» 4
x+ 9 = I (h T bt
r=0
e (et Lo 48 (o422, 4 s, 4 o 1.
(O)x P +(1)x (x)+(2)x (’.‘) +(3)x(x) +(4)x (;-)
=='x"<l-4xz«1-6<i-4x-2+x.4
5 s 5-
b) (x? =25 = I (J)(x)>F (-)F
. r=0 r

= Q2% () ) -2+ (x2) P (-2)

+ QD22 () (2% () ) (-2
= x! %45 (-2)x°410 (4) x®4+10(~8) x*+5 (16) x2+ (=32)

= x'% 10x® + 40x® - BOx" + 80x? - 32
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15. Hallar el coeficiente de x~% en la expansién del bi-
nomie (xZ + 310
2
x .
Solucibn:
Del teorema de binomio .
10 ,
(x2 + 3510 o 5 (10 (x2y'0°T (3,
r=0 r X

Analizando {inicamente los factores que involucran a x

(%) 10-1 (f%)r= XQO-Zr 3F g2

como se gquiere que el exponente de x
entonces:

20 - 4 r = -4
resolviendo la ecuacidn
r =6
‘con lo cual
10 6 -4 101 6 _-4
(¢ ) 3 “erar’ *x
= 210(729) x~*

por lo tanto el coeficiente es

3F x20—4r

sea iguai a - 4

153,090.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- a) lCudntos nimeros de 3 cifras, entre 100 y 500, pue-
den formarse con los digitos 0, 1, 2, 3, 4y 5 si
cada digito se puede usar una vez?

b) ¢Cudntos de ellos son impares?

c) iCuéintos de ellos son mayores de 3307

Solucidn:

a) 80 ; . b) 48 ; c) 48

2. De cuintas formas se puden acomodar 2 libros de Alge-
bra, 1 de Matemdticas IT, 4 de Ecuaciones Diferenciales,
2 de Métodos Numéricos y“1 de Mecadnica, en un librero -
lineal: :

a) De tal forma>qué todos los de cada materia queden -
juntos.

b) ¢Cudntos si los de Ecuaciones Diferenciales van al
inicio?

c) iCudntos si los de Matemdticas II deben quedar jun-
to a los de Algebra? : )

d) ¢Cudntos si en los de Ecuaciones 3 de ellos forman
una coleccién y deben quedar juntos y ordenados?

Solucidn:

a) 11,520 ; b) 2304 ; c) 4608 ; d) 960
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Para 1lenar una boleta de prondsticos deportivos, se
debe marcar para cada. partido, una de las tres alterna-
tivas G, E 6 P. Considerando que hay trece partidos en
cada boleta.

De cudntas maneras diferentes se puede 1lenar una boleta,
a) Sin ninguna otra restriccion.

b) De tal forma que haya cinco marcas en G, 2 en E y
las demds en C. -

Solucidn:

13 '
a) 3 b) 36,036

Mediante un diagrama de drbol, determine de cudntas for
mas puede terminar un jugador de tenis un torneo de cua-_
tro encuentros, de los cuales en dos resulta vencedor, en
uno empatado y en el otro derrotado.

De cuantas maneras diferentes se puede formar un com-
puesto de 5 elementos, si debe contener dos elementos del
grupo A, uno del B y los demds del grupo C. En total son
20 elementos disponibles, de los cuales 8 son del grupo A
y 6 del grupo B. . .

Solucidn:

2520 maneras
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A partir de un diagrama de arbol determine €l nimero de
maneras diferentes en las cuales se pueden colocar 3 esfe
ras rojas (idénticas), 2 azules (idénticas) y una verde, -

alrededor de una circunferencia

Solucidn:

10 framas terminales

Encuentre el coeficiente de X
. . 1 .25
binomio (x% + —)
x3

Solucidn:

53130

Encuentre el valor de n que satisface la ecuacidn

6C(n + 1, 3) =

Solucidn:

25 on 1a expansién del

2CR(n, 2)
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(TEMAIIT . SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS Y

TRASCENDENTES

\. Encontrar una aproximacidn a la rafz de la swgu1ente ecua-
cidén trascendente:

Utilizando el método de aproximaciones sucesivas. Proporcionar’
la aproximacién a la raiz con un error relativo menor del 0.5%.

Solucién:

Tabulando la funcién a intevalos de 0.5 unidades con el fin de
localizar alguna raiz se obtiene:

x f(x) = ex'1 - 1.5 x
0.3679
-0.1435

-0.5000

Se observa que existe un cambio de signo entre x = 0.0 vy
x = 0.5, por lo tanto se puede asegurar que existe una raiz

real de la ecuacién en el intervalo:

0.0 < x < 0.5

utilizando el método de aproximacines sucesivas
X o= G
" o(xn_1)

n=1,2, 3,...

se tiene
G(x) = £(x) + x
x=-1
G(x) = e - 1.5x+ x
x-1
G(x) = e - 0.5 x
sustituyendo
‘n=1 1
x, = e - 0.5 X4
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tomando i = 1

X0~
= e .
*1 - 0.5 xo

Considerando x, como un valor promedio entre los dos valores
de las abscisas-en donde se encuentra.cl cambio de siano

0 + 0.5

X0 3 = 0.2500
sustituyendo 3
0.25-1 . :
X1 e -0.5(0.25) = 0.3474
considerando que la ‘raiz buscada es x; = 0.3474 y que
xo = 0.3500 es una aproximacidén al valor x; se tiene gue el
error relativo es .
o xa - %o _ |o.3474 - 0.2500 B _
er 1 x 100 ‘ 0.3474 X 100 = 28.04%
tomando i = 2
R R | 0.3474-1
Xz = e 0.5 x e - 0.5(0.3474) = 0.3470

y el error relativo en esta iteracidn es:

~
X2 = X1- - 10.3470 - 0.3474
= | = 2 = 100 = 0.11%
€r X2 x 100 0.3470
como x2 = 0.3470 proporciona un error relativo mency que
0.5% con respecto al valor anterior x; = 0.3474 se considera

que la aproximacidn a la raiz buscada es

R = 0.3470

2. Elaborar un programa en una calculadora programable
para resolver el problema anterior, considere como con-
dicion inicial’ xo = - 4, proporcionar la aproximacion
a la raiz de la ecuacidn con siete cifras decimales exac
tas. : . .

Solucidn:

Utilizando una calculadora con notacidn RPN el progra
ma es el siguiente:
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00

01 23 00 STO 0
02 1 1
03 41 -
04 15 1 y &
05 24 0 RCL 0
06 73 .
07 5 5
08 61 S x
09 41 -
10 13 00 GTO 00

los resultados que arroja son:

Xy =-4.000000000

i=i; x, = 2.006737947
i=2; x, = 1.733290337
i=3; x, = 1.215274399
i= 4 x, = 0.632564962
i=5; xg = 0.376225831
i=6; X, = 0.347805055
i=7; x, = 0.346998644
i=8; Xy = 0.346981959
i=9; Xy = 0.346981617
i=10; X, = 0.346981610

Debido a que el resultado que proporciona la iteracién n@mero
diez es igual a el resultado de la iteracién nueve se puede
considerar que la raiz buscada es

R = 0.3469816

Con si~te cifras decimales correctas.
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3. Encontrar una raiz de la siguiente ecuacidn trascendente por
el método de aproximaciones sucesivas:

sen x 1

= =3
Solucién:
Como primer paso se debe escribir ‘en la forma F(x) = 0 es
decir '

2
sen X 1
(=) - 7= 0

Su solucidn es un valor de "x" tal que satisfaga dicha ecuaci
6n, se trata de encontrar el punto de interseccién de la gré&-
fica de la funcién F(x) con el eje "x".

sen x
x
rededor de una rafz. Para lograr esto, si se sabe que "sen x"
varia de -1 a 1, el denominador "x" tendrd que valer alre-

dedor de V2 , es decir, x = V2. :

El término ( )2 deberd valer cerca de 1/2 para estar al

Asi el intervalo que se debe tabular serd entre X = =Ty
x = T aproximadamente, con la seguridad de que se encontraré
una rafz, tabulando se tiene lo siguiente

X F(x)

-7 -0.5
L

. -3 -0.0947

m

by 0.3106
0 0.5 N
T
Z 0.3106
m

5 f0.0947
g -0.5

,

Al analizar la tabla, existen dos cambios de signo en F(x), lo
cual indica que la funcién tiene dos raices, una en el inter-
L Ty otra en el intevalo de x = %

a x = =-

‘valo; x = - ry 3
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‘Para aplicar el método de aproximaciones sucesivas, es ne.esa-
rio expresar la ecuacidén F(x) = 0, como x = (5(x), es.decir,
's6lo basta con sumar "Xx" en ambos miembros de la primera ecua-~
cién

- 2 ;
sen X 1 _ sen x LN =
(—;——) -—2'-0=> (* ) 2+x x
o sea
sen X, 2 1
X ( ” )5+ x 3

La f6rmula anteridr constltuye la formula de recurrencia Y Se
expresa en general:

n+1 -oxX n
n .
Se determinarf la raiz contenida en el intervalo de x = %
a x = —

2

Se toma, como una primera aproximacién el punto medio del in-
tervalo, esto es que xg = (/4 + W/2)/2 o sea xo = 1.1781%1,
a’ través del cual se prueba si el metodo converge, como'el
criterio de convergencxa es: ’

I(f (x) <1
en donde
_ ,sen x 1
Gx) = (——) +x -3
Y
Gf(x) = 2 (sen x) ( X C. X =- sen X ) o+ 1
x 2
. x
entonces

sen 1.1781, (1 .1781 cos 1.1781 - sen 1. 1781
T.1781 ° a7z +1

q' (x) =2
X = 1.1781

G'(1.1781) = 0.4654 como 0.4654 < 1 es probable que el método converja.

s Con base en lo anterior se itera con la fdrmula de recurrencia
y un valor inicial x, = 1.1781

sen (1.1781),2 =
= (2&n 2. 507 1. - 0.5 = 1.2931
X ( 17781 ) + 1.1781




Evidentemente

cerca,

trar x

=

x)

# Xo

entonces se continua iterando,

¢ 1.2931

x; | = 0.0531

( )

1.3462

.| -

‘sen 1.2931)2

sen 1.3462 2

27
‘difieren en 0.115,
mo esta diferencia es pequefia, esto indica que la rafz esta -

+ 1.2931 - 0.5

tomando

sin .embargo, co-

x) .para encon-

= 1.3462

' 5.31% de diferencia

+ 1.3462 - 0.5

= 1.3706

0.0244 , 2.44% de diferencia

Esto indica que el método esta convergiendo a la solucidn, se
continua iterando hasta que esta sea casi nula.

sen 1.3706, 2

+ 1.3706 - 0.5

( 173706 ) = 1.3819
x;,' = 0.0113 , 1.13%

sen 1.38192, 2 = ;
(et + 1.3819 - 0.5 lel

x,| = 0.0052 , o0.52%

(.s_en1—'38_.7.1_)2 = 95

S TLER + 1.3871 - 0.5 = 1.38

xs' = 0.0024 , 0.24%

sen 1.3895. o
(3595 +‘1.3895 - 0.5 = 1.3906
x;, = 0.0011 , 0.11%

1.3911 |x, - x9 |= 0.0005 , 0.05%
1.3913 le, - xg |= 0.0002 -, 0.02%

Como la diferencia entre los valores de las "x" es cada vez
mispequefia la raiz serd a tres cifras decimales de exactitud

x = 1.391.




interpretacidn gréfica

FO}

.
o T

M. Con el método de Newton - Raphson, encuentre la raiz negati
va de la siguiente ecuacidn: -

2 sen x = x
Solucidn:

Expresindola en la forma F(x) = 0, - se tiene:

2 sen x - x =0

Tabulando la funcidn para valores negativos

x F(x)
0 0
b }
-7 - 0.6288
™
3 - 0.4292
- W 3.1416

La raii negativa se encuentra en el intervalo de x = - T a
X = - % ’tomando como x al punto medio de esé intervalo se
tiene xg = - 2.3562.
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Usando el criterio de convergencia se verifica si se puede
llegar a la raiz por el método especificado.

Si
F(x) = 2 sen x = Xx
entoncés‘
F'(x) = 2 cos x - 1
Y
F"(x) = - 2 sen X
como
F(x) F"(x) <1
(rr(x)) 2

es criterio de convergencia, se sustituyen valores en esta ex
presién para :

Xo = - 2.3562

asi se obtiene que:

(2 sen (-2.3562) + 2.3562) ( -2 sen (-2.3562))  _ 0.2153
(2 cos (-2.3562) - 1) 2

Como 0.2153 < 1 , es probable que el método converja.

Aplicando el valor' X9 = - 2.3562 a la férmula de recurrencia.

F(xn)

X = x - ) , es decir

n
x = x - 2 sen *n - *n
n+1 n 2 cos xn -1
_ 2 sen (-2.3562) + 2.35€2 _
X = - 2.3562 - o~ 35e) o 1.9660

‘x; - X9 = 0.3902 ' 39% de diferencia
_ 2 sen (-1.966) + 1.966 _
X2 = 1.966 3 cos (=1.966) = 1 = 1.8981

‘xz - X | = 0.0679 ; 6.79% de diferencia
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2 sen (-1.8981) + 1.8981

-1.8981 - = - 1.8955

x3 = 2 cos (-1.8981) - 1
'x, - X2 , = 0.0026 ; 0.26% de diferencia
X4 = - 1.8955 . 2.sen (-1.8955) + 1.8955 = - 1.8954

2 cos (-1.8955) - 1

Se puede afirmar que a tres cifras decimales exactas la rafz
es x = - 1.895, ya que en las dos dGltimas iteraciones se re-
pitieron. :

5. Encontrar una rafz de la siguiente ecuacién por el metodo
de Newton - Raphson.

Solucién:

Para valores negativos de "x", ex < 0 y no hay posibilidad de¢
tener ninguna raiz. Sin embargo, se puede ver que para valo-
res positivos de "x" entre 1 y 2, eX es positivo y Cercano a
4, por lo que se puede encontrar una rafz en ese intervalo.
Para valores de "x" mayores, eX Ggsers muy grande y no se ten
dri ninguna rafz.- Se tabula entonces en un intervalo de x =

ax = 3.

x F(x)

0 -3

1 -1.2817

2 3.3891

3 16.0855
La raiz se encuéntra en el intervalo x = 1 a x = 2 toman-
do como valor inicial a x¢9 = 1.5, se prueba la convergencia.

Como

F(x) = ¢ - 4

F'(x)

n
o

F"(x)

]
o
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entonces : B
Feo) Froo | € - o) (N
() 2 (e*)?
valuando para x = 1.5
1.5 . 1.5
te "14; e "7 )1 0.1075 < 1
(e'"?)2 } .
es probable que el método coénverja.
La fdrmula de recurrencia es
F(x )
Xn+1 n F'(x_ )
n
asi °
X0 1.5
e - 4 e - 4 _
X] = xq - x5 = 1.5 - 175 i Xy, = 1.3925
e - e

{

0.0712 ; 7.12%

1.3925
€

x> = 1.3925 - ——er—ms—

= 1.3863

con

= 0.0045 , 0.45%

1.3863
e

X3 = 1.3863 - Wi—:

1.3863

entonces la raiz a cuatro cifras exactas es x = 1,3863
—
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6.-Hallar por el método de Newton - Raphson de la doble divi-
sion sintética, las raices de la ecuacidn

x5 - 3 x* - 23 x*+ 85 x% + 74 x - 120 = 0

Solucidén:

Aplicando la regla de los signos de Descartes se forma la si-
guiente tabla que contiene las posibles raices del polinomio.

I II III Iv
Positivas 3 1 1 3
Negativas 2 0 2 0 N
Complejas 0 4 2 2
Total 5 5 5 5

Como la ecuacidn tiene coeficientes enteros, hay posibilida-
des de que existan rafces racionales

Posibles numeradores: todos los posibles factores de 120
Posibles denominadores: + 1
Al menos. existe una raiz positiva, por lo que se prueba primeroc

a través de divisidn sintética, las posibles raices
racionales positivas.

1 1 -3 -23 55 74 -120
1 -2 =25 30 104
i Hay cambio de signo entre
1 -2 =25 30 104 -16 ! x =1 y x = 2 por lo
2 . que existe una rafz irra-
2 -2 =50 10 168 cional en este intervalo.
1 -1 ~25 5 84 | a8 Hay otro cambio de signo
existe otra raiz irracio-
3 3 0 -69 -42 96 nal entre x =2 y x = 3
1 0 =23 =14 32 =24

Como se tienen localizadas dos raices positivas forzosamente
tiene que existir la otra para cumplir con la tabla de los sig
nos-.de Descartes.
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Se continua, entonces con las posibles rafces racionales

4 |1 -3 =23 55 74 -120
4 4 -76 -84 -40
11 -19 -+ =21 -10 |—166
5 5 10 =65 =50 120
1 2 -13  -10 24 I_QI
luego x = 5 es raiz racional positiva
Se determinari la raiz qﬁe se encuentra entre x =‘1 y x = 2

a partir del polinomio reducido, dado por la divisidn sinté&ti-
ca anterior, en donde se dedujo que 5 era una deilas raices
esto es '

x* +.2'x* - 13x%2 - 10x +24=0

Utilizando el método de la doble divisidn sintética

con un valor inicial x, = 1.5, punto medio del intervalo don
de se encuentra la rafz se tiene lo siguiente ' :

1.5 1 2 -13 -10 24
1.5 5.25 -11.625 -32,4375
1 3.5 -7.75 -21.625 -8.4375| = R
1.5 7.5 -0.375
1 5.0 -0.25 T-zz.oo,. = Rr'
_ 8.4375 _ . *1 - Xo | - ’ i -
x} = 1.5 33.00 - 1.1165 ; T , 25.57? de diferen
cia
continuando
1.1165 |1 2 -13 -10 24

1.1165 3.4796 -10.6296 -23.0329

17 3.1165 -9.5204 -20.6296 10.9671'|'=>'&

1.1165 4.7261 -5.3528

1 4,233 —4.7943.]-25.9824, = R'

0.9671
25.9824

/
X2 - X3
x3

X2 = 1.1165 + = 1.1537

= 3.37% de diferencia
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1.15371 1 2 -13 -10 24

1.1537 3.6384 -10.8005 -23.9975

1 3.1537 -9.3616 -20.8005 '0.0025' <R

1.1337  4.9694 -5.0672

1 4.3074 -4.3922'-25.8677' = R'

_ ’ 0.0025 _ . X3- X2 |_ -5
x3 = 1.1537 + T BETT 1.1537 96 ; = I 8 x 10
a tres cifras decimales la raiz es 1.153

Ahora se.determinar8 la raiz irracional gue se encuentra en-

tre los valores de x = 2 y x =3 ; con xp = 2.5
2.5 1 2 -13 -10 24
2.5 11.25 -4.375 -35.9375
1 4.5 -1.75 -14.375 |-11.9375| >R
2.5 17.5 39.375
1 7.0 15.75 |25.00] = R
_ 11.9375 - . X3 - Xo | _ ' . .
xy; = 2.5 + 2500 2.9775 ; —-———x° = 19.1% de diferencia
2.9775 1 2 -13 -10 24

2.9775 14.8205 5.4206 =13.6353

1 4.9775 1.8205 -4.5794 10.3647 = R

2.9775 23.6860 75.9456

1 7.955 25.5065 !71.3@3? = R
~ _10.3647 _ ) xe-xy | ) )
X2 = 2.9775 713662 2.8323 ; _Xl = 4.88% de diferencia
2.8323 | 1 2 -13 -10 24
2.8323 13.6865 1.9444 -22,.8158
1 4.8323 0.6865 -8.0556 L1.1342 l = R
2.8323 21,7084 63.4292
1. 7.6646 22.3949 |55.3736! = R!
_ 1.1842 _ R
X3 = 2.8323 - gt = 2.8109 P 0.76%




2.8109 |1 2 -13 -0 24
2.8109 13.5230 1.4701 -23.9767
1. 4.8109 0.5230 -8.5299 lo.o23s] = &
‘ 2.8109 21,4241 - 61.6012 :
1 . 7.6218 21,9471 '|53;1613| = R
Xy = 2.8109 = g§f$§$§- =2.8105 ; 5ﬁ;§iii = 14 x 107°

a tres cifras decimales la rafz es . 2.810

Para saber si las otras dos rafices son negativas o complejas
a través del teorema d factor, y de la divisién sintética
se reduce la ecuacibén a una de segundo grado.

1 -3 ~23 . 55 74 -120

5

5 - 10 -65 -50 120
1 2 ' -13 ~10 24 lo i
1.153 :
' 1.153 . 3.6354 -10.7974  -23.9794

: 1 3.153 -9.3646 - -20.7974  |0.0206 = 0]

2.810 ’ : _ ‘
2.810 16.7560  20.7699

1 5.963 7.3914  |-0.0275 < of

la ecuacidn proveniente}del'poliﬁomio reducido es
x? + 5.963 x + 7.3914 = 0
pIsc = B2 - 4AC = 5.991769

_ B -+ /DISC

Xy = > a 1<7575955
x5 = - E_:ELEEEE = - 4.2054045
- A ’
redondeando a 3 cifras decimales x4, = - 1.758 , x5 = - 4.205

Resumiendo las rdfces son

X1 =5, xX2=2.810, x3=1.153 , x4 = - 1.758 , x5 = - 4.205
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7. Encontrar una rafz de la ecuacion e *7') sen x = - 1
por el método de Newton - Raphson.
Solucién:
Exbresando la ecuacibén en la forma F(x) = 0 se tigne:
e-(x-1) sen x + 1 = 0
tabulando \
|
x F(x)
. =2 -17.2638
-1 -5.2179
(] 1.0000
1 1.8415
2 1.3345
La raiz se encuentra en el intervalo de x = - 1 a x =0
tomando xgo = - 0.5 y aplicando la fdrmula de recurrencia.
F(x_)
*n+1 n F'(x_)
n
con
F(x) = e—(x-l)sen x + 1
Yy
F'(x) e-(x-1)(cos’x - sen x)
-(xn-{)
e sen xn + 1
xn+1 = xn - (x )
- "n-1
e (cos x_ =~ sen x_)
n n
entonces
1.5
x; = - 0.5 - S—seb (-0.5) + 1 — = - 0.3112
e "7 [cos (-0.5) - sen (-0.5)]
1.3112
X7 = - 0.3112 sen (-0.3312) + 1 =~ 0.282

T T1.3112
e

cos [(-0.3112) - sen (-0.3312)]



continuando asfi:

Xy = - 0.2813 y x, = - 0. 812

Luego, se puede afirmar que la rafz a tres cifras decimales

es x = - 0.281, ya que son las cifras que se repitieron en
dos iteraciones sucesivas.

8. Obtener una rajz de la ecuacidn: 2x® - 3x + 4 = 0, por el
método de Newton - Raphson de la doble division sintética.
Solucidn:
como primer punto se investigard, culntas rafces positivas y

negativas puede tener esta ecuacidn. Para esto, se emplea la
regla de los signos de Descartes.

Rafcées positivas 2 x° -3 x + 4

Existen dos cambios de signo, por lo que la ecuacién puede te
ner; dos rafices positivas o ninguna.

Rafces negativas 2(-x)? - 3(-x) + 4

-2 x° + 3 x 4

+
SN— Y . v
0

Como existe un cambio de signo, la ecuacién tiene una rafz ne
gativa. ’

Con los datos anteriores se puede formar la siguiente tabla

Posibilidades
I II
Positivas 2 (]
Negativas o 1
Complejas (] 2
' Total 3 3
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Como segundo paso, se ve si existen taices rac1onales, que
tendran que estar entre las szgulentes.

Fx o E1 , 42,44

SINTIN

Para localizarlas se usa la divisidn sintética, y asf se
prueba cada una de las posibilidades anteriores. s

Como existe una rafz negatlva, se empieza a probar por las ne
gativas

-0.5 2 0 -3 4
-1 0.5 | 1.25
2 -1 -25 5.25
-1.0 )
-2 2 1

-3.0

cambio de signo
-4 8 -10 -J
2 -4 5 '—6]
-4.0 :
: -8 32 - -116 . : L
- : . 1 »
2 -8 . 29 |-112!

No hay rafces rccionales negativas, sin embargo se observa que
existe un cambio de signo ‘en los residuos para los valores de
x = -1 'y x = -2, por lo que existe una rafz irracional
negativa entre dichos valores.

Se ve ahora si existen rafices racionales positivas

2 o0 -3 4
0.5 1 0.5 -1.25
PR -2.5 l2. 75
1 v 2 -1
2 2 -1 ER i
: 4 8 10
2 4 5 llil
4 8 32 116

2 8 29 lizo]

No hay rafces racionales positivas, ni se observa ningfin cam-
bio de signo del polinomio para los valores positivos.

Se recomienda determinar la rafz irracional negativa por el
método de la doble divisién sintética, reducir la ecuacifn a
segundo grado, para -entonces posteriormente, con la fdrmula
general, ver si existen dos rafces positivas o dos complejas.
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La férmula de recurrencia es

R
= - Rn
xn+1 xn R&
Como valor inicial. xg se tomard el punto medio del interva-
lode x= -1 ax= -2, esto es xg = - 1.5
2 0 -3 ‘ 4
-1.5 :
-3 4.5 -2.25
2 -3 1.5 ‘1.751 = R
-3 9
2 -6 1o.5| = R'
x, = - 1.5 -]:)"5 = - 1.67
x‘x' X01= 0.111 ; 11.1% de diferencia
p :
_ 2 o -3 4
-1.67
-3.34 5.578 -4.305
2 -3.34 2.578 [-0.305| =
-3.34 11.156
2 -6.68 P3.734] = w
0.305 _
X, = - 1.67 + Tm-r— 1.648
I x2 - x R
z " 1 = 0.013 ; 1.3% de diferencia
1
-1.648 _
2 0 -3 : 4
-3.296 - 5.432 - -4.008
2 -3.296 2.432 -o.ooe| =
-3.296 10.864
2 -6.592 13.?96[ R'
0.008 _
X3 = - 1.648 + oo = - 1.6474
|5i;:—5£ = 0.0004 ; 0.04% de diferencia
2 s .

X




40

-1.6474 |2 0 -3 P
-3.2948 5.4278 -3.9996
1
2 -3.2948 2.4278 l0.0004] => R
-3.2948 - 10.8557
2 -6.5896 113.2835[ = R!
0.0004 _
xy = - 1.6474 “13.2835 _ ~ 1.64743
La rafz a cuatro cifras decimales es x = - 1.6474.

Aplicando la férmula general de solucién, se tiene que el

descriminante D = BZ - 4 a C = - 8.5667,

por tanto las otras

dos rafices son compleias.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Encuentre una raiz de la siguiente ecuacidn
por el método de aproximaciones sucesivas

Solucién:

0.567

2, Encuentre una raiz de las siguientes ecuaciones por el méto-
do de aproximacienes sucesivas

Soluciones:
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3, Encontrar dos rafces de las siguientes ecuac10nes por el mé-
todo de Newton - Raphson.

a) cos x - x° =0

B) 2x%+ 1 -eX=0

c) x tan x = 1
Soluciones:

x; = - 0.824 , X2 = 0.824

x
-
"
o
.
[ee]
o
»
~
I
w
=
N
o

4, Hallar una raiz de cada una de las siguientes ecuaciones, .-
con-el método de Newton - Raphson con tres cifras decimales de
exactitud..

a) 4 x - tan x = 0

b) eX - 4 sen x =0
(aplicar logaritmos en este 1nc1so, para que ‘converja el méto-
do) . v

1
&) e* sen x -z X = 0

d) 2 x - e + e =20

~e) sen x + 1 -'x2 =0

Soltciones:

X = 1.393
% = 0.370
x = 3.070

x = 0.456
‘x = 1.410

x = 0.619
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5  Por el método de aproximaciones sucesivas, y el de Newton-
Raphson, encontrar la rafz positiva a tres cifras decimales.
exactas de la ecuacién x = cos x, comente el grado de di-
ficultad 'y la convergencia comparando los dos métodos.

Solucién:
x = 0.739
6. En las siguientes ecuaciones, con el método de Newton -

Raphson, encuentre las raices localizadas en los intervalos
indicados:

x

a) 4 sen x = e° para ; 6 < x < 0.5 rad
x 1 .

b) e” sen x = 7 X para ; 0 < x < m rad

c) 2 sen h x = cos h x para ; 6 < x € 1 rad

Soluciones:

0.3705

E]
1]

x = 3.0702

X = 0.5%92

7, En la siguiente ecuacidn el factor K tiene diferentes va-
lores. Encuentre una raiz en cada caso, con tres cifras deci
males de exactitud, con el método de Newton - Raphson.

cot x = KX

a) K = 200
b) K =5
c) K= 1.111
d) K = 0.011
Soluciones:
0.07065
0.4328
© 0.8274

1.553
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8, Obtener todas las raices de las. siguientes ecuaciones
algebraicas, por el método de Newton-Raphson de la doble
divisidn sintética, a 3 cifras decimales de exactitud.

a) x® - 9x* + 25x° - s5x? - 26x + 24 = O

3

b) 2x® - 3x + 4 = 0

c) x* + 1.2x2% - 4x - 4.8 = 0

ar x® + 6.6x% - 29.05 x + 22.64 = O

e) x® - 4.65x2 - 49.92x - 76.69

[o]

—ern£) x* 4+ x3 4+ 0.56x% - 1.44 x - 2.88 = 0
g) b® - 0.8 b% + 0.2b - 3.6 = 0
R) x® - 12.1°x% +7.2 x + 41.5 = 0
1) b 4+ 12.1 b? 4+ 13.1 b + 22.2 = 0
5) % 4 el 4 0.56 c? - 1.44c - 2.88 = 0
k) x* 4+ 3x - 1 = o: , ‘
1) xS+ ox e o= o
Soluciones:
Xy = - 1.091; 4 compl.
Xy, = - 1.647 ; 2 cqﬁpl.
Xy = 2 4. X, = - 2v ? x3 = - 12
X = 2.1 ; x, = - 9.8 ; x3=1.1
~ Xy =10.25 ; x, = - 3.4 ; _,;3 =-22
x; = 1.2, gz = - 1.2 ;2 compl.

b, = 1.8 ; 2 compl.

‘ L g
x‘ = X = 474 X ! .= - 494 /@. & &2 '
1 11.12 i 2 = 2.47 H 3 1. . i e

B \$@§ apay

. VR 2

by = - 11.1 5 2 c2§91§”“
€y = 1.2 ; e =-1.2 5 2 compl.

x; = 0.322 ; 2-compl.

%
-
1]

1

0.7548. ; 4 .compl.
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TEMA 1V SOL}UCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1, Aplicando el método de Gauss-Jordan, resolver el siguien-
te sistema de ecuaciones:

a) Tomando como pivote los elementos de mayor valor abso-
luto. :

b) Tomando como pivote los elementos de menor valor absq-
luto. Comparar los resultados al redondear a. tres ci-
fras decimales:

3.1 x; + 4.3 x2 - x3 = 2.31
0.5 X - 2 X2 + 3.7 X3 = 5.77
- X -0.7 x» + 0.3 xa = - 3.58

Solucién:

Para resolver el problema por el método de Gauss-Jordan, se
hacen transformaciones elementales para modificar la matriz
ampliada (A, b], en la matriz [I, x] , donde [A]) es la ma-
triz de coeficientes, { b] el vector de términos independien-
tes, [ I ]la matriz identidad y [x] el vector solucidn del
sistema.

Escribiendo el sistema en forma matricial

3.1 4.3 -1.0 P 2.31
0.5 -2.0 3.7 x2 | = | 5.77
-1.0 -0.7 0.3 X3 -3.58

a) Se pide tomar primero como pivotes los elementos mayores
y después los menores, &sto es para comprobar que la so-
lucién es m&s aproximada cuando se toman como pivotes
los mayores elementos, en valor gbsoluto.

La matriz ampliada es:

3.1 4.3 2.31
0.5 =-2.0 5.77
-1.0 =-0.7 -3.58

Tomando como pivote el 3.7 (que es el mayor elemento en va-
lor absoluto) y dividiendo el rengldn entre &1, se tiene

3.100 4.300 -1.0 - 2.310
0.135 -0.541 1.0 5.770
-1.000 -0.700 -0.3 -3.580
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Ahora se hacen ceros los elementos de la columna del pivote,
para lo cual se multiplica el segundo renglén por (1) y se
suma al 12, por ctra parte multiplicando el 2°por (-0.2) y su-
mindonlo al 3° se tendrd

r : '
3.235 |3.7§2J 0 3.869

0.135 -0.541 1 1.559
-1.041 -0.538 0 -4.048 |

De esta nueva matriz se elige el mayor elemento en valor ab
solutc (en este caso 3.759) v se divide todo el rengldn entre
élr

— -

0.861 1.000 - 0 | 1.036
0.135 -0.541 1 1.559
-1.041 .-0.538 0 -4.048

Se hacen cercs los elementos de la columna del pivote, para
ello se multiplica el ler. rengldén por (0.541) v se suma al
2°, después se multiplica el ler. rengldn por (0.538) y se
suma al 3°, as{

0.861 1 .0 1.036
0.601 0 1 2.119

I-o.57e| 0 o | -3.491

Repitiendo el proceso se elige (-0.578) como pivote y se di
vide el rengldn entre €l

0.861 1 o 1.036
0.601 0 1. 2.119
1.000 0 0 6.040

| '

Finalmente para obtener la solucidén buscada se hacen cerocs
los elementos de la columna del pivote, para lo cual se mul-
tiplica el 3er. renglén por (-0.861) y (-0.601) y se suma al
1° y 2° renglén respectivamente

,f o 1 0 -4.164
0 °c 1 -1.511
1 0 0 6.040

1
[,

Reordenando la matriz se tiene




Sustituyendo valores en el sistema original, se’

estos resultados:

46

Por ‘lo cual, la solucién buscada es x; = 6.040,
x3 = - 1,511 .

3.1(6.04) + 4.3 (-4.164) - (1) (-1.311)

0.5(6.04) - 2 (-4.164) ; (3.7) (-1.511)

(-1)(6.040)-0.7 (-4.164) + (0.3) (-1.511)=

Xy = -

4.164,

comprueban

2:330
5.757

-3.579

b) Tomando como pivotes los elementos de menor valor absoluto

3.1 4.3
0.5 -2.0
-1.0 -0.7

3.7

0.3}

-—

5.77

-3.58

Se elige a (0.3) como pivote y se divide el rengldn entre

€l mismo, de ecta manera

-3.100 4.300
0.500 -2.000

-3.333 -2.333

-1.000 2.310

3.700 5.770

. 1.000 -11.930

—i

Para que los elementos de la columna del pivote sean ceros,
se multiplica el 3er. renglén por

2° y ler. renglones respectivamente,' con lo cual

1.970
12.820 6.620
©3.333  -2.333

0

0

1]

(-3.7) y (1) y se suman al

-9.620
49.910

. =11.930

Atora el pivote es (-0.230)y dividiendo el renglén entre-é&1

T -8.565
12.820 6.620
-3.333 . -2.333

Multiplicando el 1er.4reng16n por (-12.820) y -(3.333),
sumdndose » los renglones correspondientes, se tendrj

1 -8.565
0 116,423
0 -30.877

]

0

1

0

0

41.826
49.910

-11.930

41.826
-486.299

127.476

Y
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El Gltimo pivote es: (116:423), dividiendo el renglén entre

1 -8.565 0  41.826 .

o .1 0 ‘-4.177

-

0 ' -30.877 1| 127.476

Finalmente multiplicando el 2° rengldén por (8.565) y
(30.877), se le suma al 1° y 3er renglén respectivamente. '

1 o 0 6.050

o -1 o | -4.177
o o 1 | -1.497 J

" La solucidn es
"X, = 6.05 , %, = - 4.177 y  x3 = - 1.497
tomprobando el resultado.

3.1 (6.05) + 4.3 (-4.177) - (1) (=1.497) = 2.291
0.5 (6.05) - 2 (=4.177) + (3.7) (-1.497) = 5.840

—(1) 46.05) -0.7 (-4.177) + (0.3) (=1.497) = - 3.575

Comparando los errores relativos entre los resultados obte-
nidos se tiene '

Para pivotes: mayores - menores

la. ecuacién  0.86% ° ©0.82%
2a. ecuacidn 0.23% 1.20%
3a. ecuacién 0.028% . 0.14%

En estos porcentajes se observa que la aproximacién es en
general mejor al tomar como pivotes los elementos de mayor:

valor absoliuto,
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2. Obtener la matriz inversa del siguiente sistema de ecuacio-
nes utilizando el método de Gauss-Jordan.

2.5 x; + 3.2 x5 + 4.0 x3 = 27.29

1.3 x3 - 2.3 x2 +>3.4 X3 = 9.76

2.0 x; + 4.8 x2 - 1.3 x3 = 14;52
Solucién

El sistema en forma matricial es

2.5 3.2 4.0 Xy ) 27.2
1.3 -2.3 3.4 X2 = 9.76
2.0 4.8 -1.3 X3 14.52

El problema se puede resolver trabajando con los renglones
de la matriz [A,_I] , ya que se puede demostrar que al reali
zar operaciones elementales se obtiene la matriz |1 a~']. re
esta forma: )

.50 3.20 4.00 1 0 0o
1.30 3.40 [¢] 1 0
-1.30 0 o] 1

Aplicando el método con(A.B)como pivote y dividiendo todo el
rengldn entre é1

2.50 3.20 4.00 1 0 o
1.30 -2.30 3.40 | 0 1 o

0.42 1.00 =0.27 0o o© 0.21
Al multiplicar el 3er. renglén por (2.3) y sumé:rselo al
2°, ademds de multiplicar el 3er. renglén por (-3.2) y

sumdrselo al primero, se hacen ceros los elementos de la
columna del privote, de esta forma

1.16 0 |4.86| (o] 0 -0.67

2.27 [¢] 2.78 0 1 0.48
0.42 1 -0.27 o] o 0.21

Ahora el pivote es 4.84 y dividiendo el ler. renglén entre &1

0.24 0 1 0.21 0 -0.14
2,27 0 2.78 0 1 0.48
0.42 1 -0.27 0 0 0.21

Al repetir el procedimiento, se multiplica al ler. rengldn
por (-2.78) y por (0.27), sumindolos respectivamente al 2o.
y 3er. rengldn.




[0.24

1

El pivote es 1.6. Dividiendo

[0.48 "

EE 0.21
o o | -o0.46
1 0 0.06

todo el renglén entre &1

0 ' =0.14
0.63 " 0.54
0 0.17

Finalmente se multiplica el 2° rengl6én por (-0.24) y (-0.48),
y se sumdn. al 1° y 3er. renglén respe.civamante. '

0o 1 0.32
0o 0 -0.46
1..0 0.28

Reordenando lcs renglones para tener

(r A-1) se tiene

o o | -o0.46

-0.15 -0.27

0.63 .0.54
-0.30 -0.09

la matriz en-la forma

0.63 0.54
1 o 0.28 -0.30 ~0.09
Lo o 1 0.32 -0.15 -0.27
Entonces la matriz inversa es
-0.46 0.63 0.54
[A l'1 = | 0.28 .-0.30 =-0.09
0.32 -0.15 -0.27

3+ Resolver el siguiente sistema de ecuaciones y obtener la ma
triz inversa del mismo por el método de

Solucién:

Escribiendo el sisteha

xl~Xz+4X3
\ 2 x1 + 3 x2 - X3

3 x1 + ' x2 + . x3

- Gauss-Jordan.

6
18

19

en forma matricial se tiene




T -1 4 X1 €
2 3 -1 X2 = |18
3 1 1 X3 19

Realizando operaciones elementales se resuelve el sistema
y ademds se obtiene la matriz inversa, a través de trabajar
con la matriz [A, b, I] para obtener [I, x, A1, ast

-1 A 6] 1 0 o0

I
2 3 -1 18, 0 1 0
3 1 1 19! 0o o 1

Tomando como pivote el 4, y dividiendo el renglén entre &1

1.00 1.50 |

0.25 -0.25 0.25 0 0

; [ ‘ '

- 2.00 ~ 3.00 -1.00 ~18.00I 0 1 0
3.00 1.00 1.00

19.00! o 0o 1
, ‘

Haciendo ceros los elementos en la columna del pivote

o.25 -0.25 1 1.50f 0.25 0 0
i
2.25 2.75 0 |19.501 0:25 1 o
| - : |
2.75 1.25 0 |17.s0' -0.25 o0 1] .

Se elige como pivote al 2.75y se divide el rengldn entre &1

1.5000 [ 0.2500

0.2500 -0.2500 1 0 0
2.2500 2.7500° 0 19.5000 | ' 0.2500 1 0
1 0.4545 0 6.3636 !—0.0909 0 0.3636

Repitiendo la operacidn de hacer ceros los elementos de la (

columna del pivote

0.2727

{ o -o.3e36 1 |-0.0909 | -0.0909
0 0 5.1818 |' 0.4545 -0.8182
1 0.4545 0 6.3636 : -0.0909 0.3636|
Finalménte el pivote es(1.7273), con lo cual
-0.363 1 -0.0909 | 0.2727 0 -0.0909
o 0 3 : 0.2632 0.5789 -0.4737
1 0.4545 O ; -0.0909 0 0.3636

6.3636

Haciendo ceros los elementos de la columna del pivote
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>

5 0. 1 1 : 0.3648- - 0.2105  -0.2633
o 1 0o |31 o0.2632 . 0.5789  -0.4737
. |
1 0 - 0 |51 -0.2105 -0.2631 0.5789
Reordenando
" o o 5| -0.2105 0.2631  0.5789 |
: '| . ‘
lo 1 o 3| 0.2632 0.5789 -0.4737
} N : :
0 0. 1 17, 0.3648 0.2105 -0.2632 |

pPor lo cual el vector solucibn es -

5 .. [ro.2105 0.2631  0.5789

x = | 3| y la matriz inversa; [A] -1 0.2632 0.5789 -0.4737
R . |o.3648 _0.2105 -0.2632

1

4, Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método
de Gauss-Seidel, con una aproximacidon a dos cifras decimales:

6

Xy = X2 + 4 X,
2 x; ¥ 3 x2 -x;3 =18
3 x; + X2-4% X3 =19

Solucidn:

Para que el método de aproximaciones sucesivas, tenga con-
vergencia, cada uno de los elementos que est8 en la diagonal
principal tiene que. ser mayor o igual en valor absoluto que
la suma de los valores absolutos de cada uno de los elementos

restantes del rengldn correspondiente. (Condicidn suficiente
‘mds no necesaria).

En este sistema:

Para el 1ler. tengién: |1]<|-1]+|4|, por tanto, no cumple.
Para el 2° rengldn: [3|=|2|+|—1|, por tanto, si cumple
Para el 3er. renqléﬁ: lfl<|3[+ll[ , pPor tanto, ﬁo cumple.

Por lo que de esta forma no se puede asegurar la convergencia.
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Sin embargo si se reordena el sistema en la siguiente fo:‘
ma, se asegura la convergencia (nStese que ahora si se cum=
ple la condicidn requerida).

3 x) ¢+ X2+ x3 = 19
2 X3+ 3x2-x3 = 18
x1- xX2+4x3 = 6

N\

Despejando de la primera ecuacién a x)1 , de la segunda a x2
de la tercera a x3

X, = 12—:—§1-2-5l = 6.333 - 0.333 (x, + x3)

x2 = lﬁ_:_gfgl—i—ii = 6 - 0.333 (2 x; - x3)
6 - x, + x
xy = =22 % 0 45 - 0.25 (x1 - x2)

El método consiste en suponer un vector solucién inicial,
susti;uyéndolo en la primera ecuacidn.

. 4
Sea

x© - (0, 0, 00

entonces
X1 = 6.333
X2 = 6 - 0.333 (2 (6.333) -0) = 1.78 -
x3 = 1.5 - 0.25 (6.333 - !.78) = 0.36

por tanto

x" - (6.333, 1.78, 0.36)

Como los valores del vector solucién ;(1) difieren mucho

del vector inicial, se continua iterandoc

X1 = 6.333 - 0.333 (1.78 + 0.36) = 5.62
X2 = 6 - 0.333 (2 (5.62) - 0.36) = 2.38

X3 = 1.5 - 0.25 (5.62 - 2.38) = 0.69

entonces
) - (s.62, 2.38, 0.69)
=(2) =(1) :
Como la diferencia entre x Yy x° es superior a las

centésimas.
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6.333 - 0.333 (2.38 + 0.69) = 5.31

Xy

X, = 6 - 0.333 (2 (5.31) - 0.69) = 2.69

'

1.5 - 0.25 (5.31 - 2.69) = 0.85

. X3

con 16 cual
_ ;(3)
repitiende el proceso

X,.= 6.333 - 0.333 (2.69 + 0.85) = 5.15

= (5.31, 2.69, 0.85)

]
N
.
oo
w

X, = 6 - 0.333 (2 (5.15) .- 0.85)

x3 = 1.5 - 0.25 (5.15 - 2.85) = 0.93

x4 = (5,15, 2.85, 0.93)
X1 = 6.333 - 0.333 (2.85 + 0.93) = 5.07
X2 = 6 - 0.333 (2 (5.07) - 0.93) = 2.93

x3 = 1.5 - 0.25 (5.07 - 2.93) = 0.97

) (5.07, 2.93, 0.97)

Cortinuando de esta misma forma hasta tener 2 cifras decima-
les repetidas en iteraciones sucesivas se tiene
AR (5.03, 2.97, 0.99)
72 (s5.01, 2.99, 1.00)
). (5.00, 3.00, 1.00)
x¢®- (5.00, 3.00, 1.00) .

5. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Seidel y aproximando a dos cifras decimales.

5.6 x; + 1.1 x2 - 3.4 x3 = 8.28

1.7 x, + 4.3 x + 7.3 x3 = 1.37

n
1
o
S
w

0.3 x; + 5.7 x2 + 3.3 x3

Solucidn:

Las ecuaciones deben ser reordenadas, pues como estidn el mé-
todo no canverge
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5.6 x; + 1.1 x2 - 3.4 x3 = 8.28
0.3 x; + _5.7 x2 + 3.3 x3 = - 6.75
1.7 x1 + 4.3 x2 + 7.3 x3 = 1.37 ‘
§
Despejando X1, X2 ., X3 4 respectivamente

1.48 - 0.18 (1.1 x2 - 3.4 x3 )

x
—
]

x
X}
]

- 1.18 - 0.18 (0.3 x, + 3.3 x3)

x3 = 0.19 - 0.14 (1.7 x;, + 4.3 x32)

Partiendo del vector ;(0) = (0, 0, 0).

x1 = 1.48
x2 = - 1.18 - 0.18 (0.3 (1.48) + 3.3(0)) = --1.26

x3 = 0.19 = 0.14 (1.7 (1.48) + 4.3 (-1.26)) = 0.60

= 2 (1.48, - 1.26, 0.60)

¢

Continuando de esta misma forma

®
Cx2) (2.10, - 1762, 0.67)
32 (2,21, - 1.70, 0.69)
__§(4) = (2.24, - 1.71, 0.69) ¢

0.69)

: 6. Aplicando el métado de aprox1mac1ones suces1vas obtener pa-
ra el siguiente s1stema de ecuac1ones homégéneo:

a) El mayor valor, caracter1st1co y.su vector correspondien-
te.

b) E1 menor valor caracter1st1co y su vector correspondien-
" te. » .o
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2 x) + 2 X + X3 =0
Xq + 3 x§-+@x3 = 0
xd + 2 X2 +. 2 23 =0
Solucidn:
a) Este método se dedujo a-partit de la ecuacién [A] x = Ax
y consiste en suponer un vector inicial (@ que se aproxi

me a un vector caracteristico de la matrlz lA]

multiplica [A) x(o). Del vector producto a;l obtenido, se -
factoriza el mdximo elemento, en valor absoluto (A;), el -~
cual representa una primer aproximacién al mayor valor carac

teristico A, obtehiendo rA] ;(0) = A -(1)..Tomando el vec-

—(1)

tor normalizado x para multlpllcarse de nuevo por [AJ, se
inicia una segunda iteracidn. Este proceso se repite hasta“
conseguir que la diferencia entre los elementos del vector

-(n S o :
x(v) y los de x(n H sea menor que una tolerancia de error

preestablecida. Iterando sucesivamente se llega al mayor va
lor caracteristico y a su vector correspondiente.

. Después se

Asi,como el sistema en forma matricial es

2 2 1 X1 0 (
1 3 1 X2 = 0
! 12 2 X3 0
.
y suponiendo un vector inicial ;(0) =|0 se tiene
‘ [o]
2 2 1 17] (2]
[A]l:?(.m‘ = {1 3 1| fol = 1

1.

N
[ 8]
o
-

factorizando el mayor elemento en valor absoluto de este vec
tor producto

El escalar 2 representa una primera aproximacidén al mayor va

lor catacterlstlco A y el vector 1 su vector co-
rrespondiente 0.5
0.5

. Continuando




2
[A];(3)= .

11

r2
[A];Ul): 1

12 2| |1 | 1a.994 1 _J

[2 2 17 [0.992 1 [4.998 4
[A]§(5’=1 3 14| =l4.999 | = 4.999 | 1

1 2 2| | | L4.999 ] 1

_ 1
Es claro que A =5 y X =

b) Para encontrar el menor valor caracterfstico Yy su vector
correspondiente, se puede aplicar el mismo mé&tndo modificdp
dolo en tal forma de llegar a la siquiente expresifn

s

donde- ' A 'es el mayor valor caracteristico de [A] ' Y X su
vector correspondiente.

x

> =

Asi pues, se necesita obtener [A] L Aplicando el mé&todo
de Gauss-Jordan se obtiene
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Aﬁlicando el método con un vector inicigl x'V= o’
. °.-
0.8 -0.4 -0.27f1] ,o.e" R
[2]'%®=]-0.2 0.6 -0.2lo |=|-0.2} = 0.8 |-0.25
1 -0.2 -0.4 0.8 |lo _-o.zJ -0:25
1 "0.95 | 1

[AJ" AR [A]”‘ -0.25| = [-0.30]| = 0.95 |-0.316

-0.25 -0.30, o i-0.316
" | [o.990" 1
1 - e et |- = |- = 0. -0.33
[A] 1 () [AJ 1 0.316 0.326v o._99o -0.330
-0.316 -0.326 -0.330
[ ) 0.3%3 | o 1
[1\]-1 3 o [A]" -0.330 | = [-0.332 | = 0.998 |-0.333
-0.330 -0.332 | -0.333
. -y - -t
BE 0.999 o
[A}-1 P V[A]-1 -0.333 | = 333 | = 0.999 [|-0.333
[-0.333 | Lo.333 i |-0-333
Se ve que % = 1 >y el vector caracteristico tiende ‘a
1
1
x = |-0.333 Iterando con este valor
-0.333
0.8 -0.4 =-0.2 1 1 I 1
r.}" Xx = |-0.2 0.6 -0.2 -0.333 |= F0.333 | =1 f0.333
L. .
-0.2 -0.4 0.8 "|-0.333 0.333 | -0.333

Por tanto % =1 , A=
Y ' 1
x = |-0.333

-0.333
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70 Calcular la ecuacidn caracteristica y los valores caractemsticos de las
siguientes matrices por el método de Krylov.

a) o 1 1 b) r2 2 3]
a=[1 2 1p B=[-10 1 2
11 o) ]2 4 s

Solﬁciéh:

El método de Krylov, determina la ecuacibn caracteristica co
rrespondiente mediante el c8lculo de los coeficientes bi ;
con i=1,..., n de la expresidn

A" e b AP e b, AP e e +b =0

A partir del teorema de Cayley - Hamilton.

_ A" + by A" 4 b, APTT 4 L + b _, A+ Db I =[0]
que equivale a

A" yab A" T4, A" 2T 4 ..+ Ay 4 by = 0

. donde ; es un vector cualquiera y n = 3, ya que la ecua
cidn caracteristica que corresponda a esta matriz es de -
3er. grado, con lo cual

A’ Y+ by A2y + b, Ay +byy=20
La expresidn anterior representa un sistema de tres ecua-
ciones con tres incdgnitas b, bz, b3 y by .

Para plantear el sistema se partird de

1

y = |
0
0
y como
(o 11
A= (1 2
1 1 o}
entonces
.
o 1 1 1] 0
A y=|1 2 1 0| = 1
1 1o 0 1



Sustituyendo

4 [2° l'o“* 1' 'ol
9| + b1!3 + by |1 i+b3(0] = 0
1 I N O Y
de donde .se obtieng el siguiente sistema
2 b, + by = -4
|
3 by + b2 = - 9
b; + b2 = - 5
Resolviendo pbr Gauss-Jordan
2 o 1] -4 2 o 1 ]-a], o o 1
3 1 ol -9| =3 1 oj-9|=0 1.0
1 1 0 -5 -2 0 0 4 1 0 C
( - -
b, =-2 , bp=-3 , by=0
Por tanto la ecuacidn caracteristica cerd
AP - 2% -3) =0
cuyas raices son’ Ay = 0, A2 = 3, A3 = - 1 que son los

valores caracteristicos correspondientes.

b)En este caso el sistema serd de la fcrma

B3 + b;B?Y + byBY + bay = 0
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donde
r2 2 3 1
B = |-10 1 2 ; y=|o
Lz 4 9 0
[ 2. 2 3 1 2]
BY = |-10 1 2 0 = |-10
-2 4 o o -2
C 2 2 37 27 -22
B%y = B [B§] =|-10 1  2]|-10f = |-34
-2 4 9|~ 2] -62
2 2 3 -22 ~298]
B'Y = & Fzy]:= -10 1 2 ;34“ = | 62
C -2 4 9 -621 -650
sustituyendo i '
[-298" -22 ] 2 1 o‘]
62 | + by |-3a| + b2l-10] + bajo| = o0
-650 | -62 -2 . ol o

- . . \ o N

)

con lo cual"
- 22 b, + 2 by + by = 298
- 34 b, - 10 b, = - 62
- 62 b; - 2 by = 650

Resolviendo el sistema con el método de Gauss-Jordan

22 2 1 [ 298 0o 2.711% . 1] 67.354
-34 -10 o0 | -62| =] o .-8.902 o| -418.453
62 -2 © 650 1 0.032 o| -10.484
o o 1 -60.065
=]o0o i 0 47.008
1 0o o -12.002
b1 = - 12 by = 47 by = - 60

la ecuacién es A - 12 A2 + 47 X = 60

cuyas_raifces son, A; =3 , A2 =4 , A3 =5
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EJERCICIOS PROPUESTOS

l. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando el
método de Gauss-Jordan redofideando a dos cifras dec1ma1es, Com
probar el resultado obtenido.

a) 2x +6y-z=-12 ‘ b) 2 x; - x2 + 5 x3 = 13
5x -y + 2 2z = 29 . 2 x; +'3 x2 + 4 x3 = 20
-3 x -4y +z= 5 3 x) - x2 + 3 x3 =10
-1 2 k| [0 d4) 3 x + 2y -52z=-16
2 1 Of|x2] = 1 X -y +z =6
1 5 3| |x3 2 -Xx + 2y - 22z =-11
e) 2 x; + 2 X2 - x3 = -9 £) 5x - 2y =1
X} - X2 + 2 x3 = 13 -2 x +3y -2z=25
-X) - X2 + 3 x3 = 12 y +z = -3
9 [e 2 -1 1 x{i "4 h) 8.4x -2.6y+32z=5.3
-1 1 2 “1flx,|=|-4 -3.9%x -0.7y+ 2.32=- 10.54
1 -3 a4 -2||x | |5 . 1.07x+1.2y-0.52z=5.08
Y32 .5 2| |xs 0
i) o+B-y=3 ’ 3 T2 1 17 [x ] 4
-4 +Yy=3 okt ] s | = 2
. |
30+ 4B + 2 Y = j 1 -2 - a 1

20 Obtenga la matriz inversa de cada uno de los siguientes sistemas de ecua
ciones por el método de Gauss-Jordan. .

a) 2.2x - 4.6y -0.92 =5 : b)[2 -1 0] [x4 "2

-1.7x +2.31y+2z=- 0,01 1 2 -1 [x,] =5
3.8x -0.75y + 1.7 2=7.95 L

\
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c) w+2x "+ 2z=-6.8
-+ 2x - 2y.~-2z2==15.74
w+3x~-y+22=-12.0

3.81

(]

x+ 2y +2

3. Obtener la solucidn de los siguientes sistemas de ecuaciones asi como la
1a matriz inversa aplicando el método de Gauss-Jordan.Aproximar a tres ci-
fras decimales.

a) 2x; + 3x2 - 5x3 = = 3 b) 3w+ 2x +y-z=1

4xy - X2 -2x3 = = 12 . ’ W+ dx -y +8z=7

53x1+10xz-5x3=11 20 + x - 5y + 3z = - 14
‘ W'+ x -~y +2z=-4

c) 10x; + 2x, + X3 = 6 afs. 1 -1]]x -2

2x) + 20x; - 2x3 = - 14 -1 -1 1{{y| = |68

-2x1+3x2+103c3=-25 5 -3 -2 z 9

4, Obtener la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones empleando
el método de Gauss-Seidel..Aproxime a tres cifras decimales:

‘a) x3 + 10xp + 9x3 = 7 b) 4.7 x - 1.72 y - 0.21 z = 4.03
2x1 - 7x2 - 10x3 = - 17 ‘ 0.73 x | -6.3 z = 8.06
10k, + 2x + 6x3 =28 -2.1x +5.6y +2.3z=13.67
c) a +8=2 ayf3 2 17 [x° 1
a+ 4B -8 =4 -1 1 2| |x2| = |-4 '
a +Y =2 103 =1 |xs 13

=<
+
- O
]
N




e) 4x; - X2 =2 f) -3.9y + 0.3z + 2.1 w= 0.6

x; + 4xp; - X3 =6 -x + 2.3z + 0.7w= 3.5

1]
N

- X, + 4x3 0.5x + 4.3y +5.50=-14.3

8.4x +2.8y ~1.72z+2w=4.9

g) 2x + 2y + 6 z = 38

x +20y +'92z=-23

]

2x -7y =20z - 57

5. Del siguiente sistema de ecuaciones obtener el mayor valor
caracteristico y su respectivo vector, por el método de apro-
ximaciores sucesivas. Tomar como vector inicial:

x =10

1
32 4] [ x| Jo
2 0 2 vy |= 1o
a2 3] x| Lo

6. Por el método iterativo (aproximaciones sucesivas), obtener
el mayor valor caracteristico con su correspondiente vector de
los sistemas homogéneos. Redondear a tres cifras decimales:

o0 | b)

a) |1 2] |x e 2 =27 [x1] 0]
l3 2 'Iyl 0 -5 3 2 X2 = 0
-2 4 1] in 1o
N [

c) x + 2y + 3z =20

1x +y +72=20




a 2%, + 3x3 = 0 e) 2x+2y+3z=0
-10x; - x2 + 2x3 = 0 ~10x -y+2z= 0

- 2x) + 4%, + 7x3 = 0 -2x+4y+9z =0

70 De los sistemas del problema anterior, obtener por el mismo
~3todo, el menor valor caracteristico con su respectivo vector
(No incluya el inciso (c)).

8s En E] diagrama de la figura suponga los cables inextensibles
y sin peso, considere que no hay friccidn entre la polea y el
cable, Calcule la aceleracién del sistema y las tensiones de
los cables. Plantee el sistema de ecuaciones y resuélvalo por
el método de Gauss-Jordan aproximando a dos cifras decimales.

i 2
e bn
AL Y=09
‘C
U = coeficiente de friccibn entre el plano y los
cuerpos. '
Peso de "A" w, = 10 Kg
Feso de "B" . mB = 20 Kg
Peso de "C" wc = 50 Kg
Sugerencia: Aplique la segunda ley de Newton - LF = ma
Recuerde que la fuerza de friccidn es Fe = g y N = w

en este caso.
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9. Del circuito de la figura, el sistema de ecuaciones que per
mite calcular las corrientes i,, i,, i3, se obtiene a par- -
tir de las leyes de Kirchoff, que dicen:

n. n

z ek = I R_i_ en una malla
n

LI i, = 0 .en un nodo

Resuelva el sistema que se plantea a continuacidn por el mé
todo de Gauss-Jordan. i :

— M=
L] e
472-
=30
z . i] + i3= i:
—t— .
T &4y Ef2V S .
. T € + €2 = R1i; + R2i,
E, -4 .
€2 + €3 = R3i3 + KRai:

10,E1 circuito de la figura muestra tres inductancias o bobinas
en paralelo.

‘ U Lo s
O

L3

~
~
\CVUSNg
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y que el sistema de ecuaciones que resuelve el circuito es:

-l
Calcular las corrientes 1i,, i, i3. Obtenga la matriz (L
por el método de Gauss-Jordan y resuelva el sistema p]antea-
do por el mismo método.

11, Los lados de un triangulo son A, B y C. Si se-sabe que la
suma de las longitudes de los tres es de 60 metros, el lado
B es dos veces mayor que el lado C y el lado A es cuatro ve
ces la suma de los otros lados, calcular la longitud de ca-
da uno de los lados, planteando un sistema de ecuaciones y
resolviéndolo con el método de Gauss-Jordan.

12. A partir del diagrama mostrado, plantear el sistema de -
ecuaciones que permita calcular el valor de las tensiones
en los cables y resielvalo por el método de Gauss-Jordan.
Considere los cables inextensibles y sin peso.

'//,/ S S
. 45°

v 200 Kg.

Recuerde que I F = 0
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13. Obtenga las intersecciones de cada uno de los pares de rec-
_tas dados a continuacidn, aplicando el método de Gauss-Seidel.

a) 8 x +y =3 b) 3 x + 6 y = 2

n
-

2x -5y =-6 -4 x -y

2
[N
o
»®
|
~<
[}
w

1
N
»x
+
o

=

It
©

14, Obtener la ecuacidn caracteristica y los valores caracteris-
ticos de las siguientes matrices por el método de Krylov.

a) = 2 o] b) 4 3 o 2 1
o -6 1 6 -3 2 o 2
- 32 T2 1
a) |3 2 e) |2 o 1

-

N
w
-
s
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S OLUCIONES.

PROBLEMA No. 1

a)” x =3, y=+-2, 2 =6
c) ¥1 =1, x2 = - 1, x3=2
e) %1 =2, x2 = -5, x3 =
g). 1 =1, x2=-2, x3 =1, x4
i) 4= 4, B=-2,v=-1
PROBLEMA No. 2
-0.183
a) [A ]" = [-0.354
10.253
0.429
b) ’[A] 1= lo.143
' 0.143
11
c) 'A] T ]as
2.5
-6.5

b) Xy =%, X2 = 2; x3 =3
d) x =1, y=+-2, z =3
3 f£f) x = 0.5, y=20.75, z ==-3.75
=3 . h) x=1.69, y=2.33, z=-0.95
j)y x=4,'s=-3,a=-1
-0.287 0.240
-0.242 0.097
0.535 <0.092
0.286 0.143°
0.571 0.286
0.429 0.714
2 -8 2 -
0.5 -1 0
0.5 -2 ©
-1.5 -5 1




PROBLEMA No. 3

-0.438

0.614 0.192
a) [A]-"1 =|-0.456 0.438 0.280
-0.649 0.508 0.245
Xy = - 3.929, x, = - 0.807, x3 = - 1.456
-0.044 -0.253 -0.223 1.328
- 0.477 0.373 0.388 -1.835
by [a] " =
-0.074 -0.089 -0.373 0.880
-0.253 -0.104 =-0.268 1.194
w=-4,x=5,y=1,z=-2
0.099 -0.008 =-0.011
-1
c) A7 = |-0.007 0.049 0.010
0.022 =-0.016 0.094
x, =1, X, =-1, x3 =-2
0.5 0.5 0
a "' = o3 -0.00 -c.2
0.8 1.4 -0.2
x=2, y=-3, z=25
PFCBLEMA No. 4
a) % = 1.003, xp = - 2.990, ‘X3 = 3.994 b) x = 2.15, y = 3.67,
c)x=.1,B=1,y=1,8=1 d) 1 = -2, %2 =1, x3
e)x; =1, x =2, x3 =1 f)x=2,y=-1, z =
g; x = 1, y=-3, 2= 4

z

3,

L}

-2




PROBLEMA No. 5

PROBLEMA No. 6

0
_ 0.667 _
a) A =4 ; x = b)Y A=5 , x= 1
1.000
1
0.397 0.500
c) A =6.82 ; x= |0.336 d) A = 6.381 ; x = |-0.406
1.000 1.000
- b
0.50
e)x =3 ; x [-0.75
l 1.00
PROBLEMA No. 7
0.50
— 1 —
a) A=-1 ; x= b) A =1 , x 0.25
-1’
: 1.00
-0.271 -0.355
d) A =1.595 ; x = [ 1.000 e)A=1 , x=| 1.000

-0.542 -0.782




PROBLEMA No. g

Ty = 7Kg ; Tz =25 Kg , a=4.91 m/seg2

PROBLEMA No. 9

i; = 1.9286 Amp. , 12 = 2.7143 Anp. ; i3 = 0.7857 Amp.

PROBLEMA No. 10

i, = - 0.6667 Amp. ; i, = 1.8333 Amp.A ; i3 = 2.3333 Amp.

PROBLEMA No. 11

- = 4 m.
A=48“\., B = 8 m., C
PROBLEMA No. 12
T,y = 179.3151 Kg ; T, = 146.4102 Kg

PROBLEMA No. 13

a) P(0.214, 1.286) b) P(-0.381, 0.524) «c) P(1.25%, 2.625)

PROBLEMA No. 14

a) AP + 6A% + TA =0 Ar = 0 Az = 1.5858 A3 = 4.9¢142
b) A2 10\ -6 =0 X\, = - 0.5678 , A, = 10.5678

c) AP - a2 -8 =0 Ay = -2, Ay =0, A3 =4

e
[}

a) A2 -5\ - 11 =0 A 1.65, A2 = 6.65

e) AP -8\ -9 =0 Xy =-1, A2=0, Az3=29
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TEMA V FORMULA DE TAYLOR CON RESIDUO

le E1 departamento de produccidn de la Compafifa ALFA ha -
determinado que el prondstico de ventas de uno de sus

productos en el mercado se comporta de acuerdo a la si-
guiente funcidn

f(t)=1o°an—+t

[pesosJ

donde la variable t representa el tiempo medido en afios:

Determinar:

a) E1 polinomio de Taylor de gEado cinco de la funcidn
- en el entorno del punto , _ 1 afo.

2

b) Las ventas para t = 9 meses
. Utildizando 1a funcion f£(t)

. Utilizando el polinomio de Taylor obtenido en e]
inciso anterior.

Solucién:

a) El polinomio de Taylor pedido es:

1 5 f(k) (a = % ) X
P(t) = Ts[f(t; 5)]= b 7 (x - =)
I k=0
desarrollando
1 ) 1 1
£1(5) £(z) £
- £ 2 LR AP | 2 LIS}
PO =£Q) 4+ Gk -g) + g (k- (k- T
v 1 ‘
£V A -
T"‘"z"*s: x -3
evaluando las derivadas
£(t) = 10° x In |+ + t f(%a =10% x Ln (1) =
6
£r(t) = 0 £ = 108 x —— = 108
U 2 1.1
2 P
-108 -1 V 6
£re) = - £1() = 108 ——= - 10
(i_+ t)? +3)




P 6 . 6
£v () = _.:l...’_‘.ﬂ.z_ £ (.;.) = .2_1’£J_$._3. =2 x 10°
—_-+ — 4 =)
(3 t) (2 + 2)
- 6 - 6
Ve - 16x1? M - ?x‘l?“:_ 6 x 10°
(-2—+ t) (-2—) + '2—)
6 6
fv(t) =2;4x‘l05 fv(_12_) =2$x:05___24x 108
z+ 1t G+
sustituyendo
_ o408 I _1 (-1) 12 2 _ 13, (=€) 1
P(t) = 1071 (1) (t - 2) + 7= (t = 3)° + 57 (t - )7 + 7= (£ - 3+

. 24 1.5
fg?(t-a') :l

simplific§ndo

P(t) = 10%] 0.2000 t5 - 0.7500 t% + 1.3333 t® - 1.6250 ¢ +

+ 1.9375t - 0.6886.]

b) Las ventas para ‘ t =9 meses son
. Utilizando la funcidn £ (t)
£(t = 0.75) = 10° x Ln ;—+ 0.75 = 223,143.55 pesos

. Utilizando el polinomio Ts [f(t; -;—) _J

P(t = 0.75) = ‘i05[0.2000(0.75)5 - 0.7500(0.75)" +

+1.3333(0.75)% - 1.6250(0.75)% + 1.9375(0.75) - 0.6886]

P(t = 0.75) = 10%(0.2231) = 223,100.00 pesos
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2. La respuesta de un sistema de segundo orden a una en-
trada impulso es:

vix) = “n o (€& - /ez'— 1)wn‘x _ “n (€t /sf_1)wnx
i 2/e%T T 2/eZ T

Encontrar el polinomio de Taylor correspondiente
Solucidn:
La expresidn anterior se puede expresar en la forma
y(x) = K e - K e

siendo:

a=( - /eZ - 1)“3*\

b=(e+ /&7 T 7) %

Partiendo de que el polinomio de Taylor de la funcidn

f(x)=ex es “
x no Lk x x2 x3 x"
P(x)=TnLe:‘= £~F=’+F+§T*F+"'*n—'
k=0 K! ! ! ! !

y aplicando la propiedad de sustitucidén se obtiene que

n _n_n

- n k 2.2 3.3
-ax {-ax) ax a‘x a’x (-1) a x
Tn[e \: T '-k' — =1 - TT-+ v T T3 +o..t Y
A geo K ! ! ! 1
‘asi mismo
~bx ph (-bx)k bx , b%x? b%> (-n" " ¥
Tn| = L =1 - 2+ = - FI . uilU L
k=0 k! 1! 2! 3! n!

ahora aplicando la propiedad de linealidad

Tn |:k e _x e‘bx} =k Tn [e-ax—l -k Tn [e-bx]

sustituyendo los polinomios correspondientes

[ 22 3.3 . nnan
" [Y(x)] Tk [1 Tl aa); S ];:a“—x -1+
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simplificando

Tn [y(xﬁ - x [(-a +B) x4 3 (@ - b2 xP 4

I_n

+

w

- (-a® + b%) x? +.. .4 ill%—
! ) n!

30btener el drea bajo la curva de la siguiente funcidn

4 sen x?
x

£f(x) =
en el intervalo 0 < x <

Solucidn:

El drea bajo la curva es

w/2
A =

0

Como esta funcidén no se puede integrar por los métodos
tradicionales se utilizarad un polinomio de Taylor para
resolver el problema. Teniendo en cuenta que.

i 3 5 7 : 2n-1
X X b3 n x
s = -t T - 3 ote..t (- L
Tn L en x] X 37 3 77 (-1) ZnsT
sustituyendo x por x?Z
e - 6 10 14 2,2n-1
2T o2 oxo o xtt x4
Tn | sen x I ® EREE 7T Yoot U Ry
ahora, sustituyendo en la integral
/2 - )
A=/ 4TnvLsenx]dx
o x .
2n-1
/2 x® x!10 x! n (x )
A = a(x2 - 37 ' 57 77 Feeet (51 (Zn-1)" ) dx
B ° X S

considerando un polinomio de Taylor de grado 14 (despre-
ciando los demds términos) se obtiene

OV E]
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simplificando

/2 s i
_ 2 1 9 1 13
A= -4 L -———
;/; (4 x 7 X 36 X " 7360 X )dx

efectuando la integral

. n/ 2
- 2 _ 1 6 a0 1w
A=2x X *350% 7,640 * |
A - Ei _ 11_ R glo _ pl
) 576 307,200 289,013,760

‘realizando las operaciones

A = 3.539 u?

4, Determinar el error que se comete al evaluar la inte-

m/2
gral ‘f 4 sen x? ax con el polinomio de Taylor uti
o x

lizando en el ejercicio anterior.

Solucién:

Para calcular el error involucrado en la integral‘se
toma el siguiente término no nulo que aparece en el

polinomio generado, el cual resulta ser igual a

18 91 4 x17
4]£——£2; = %T— , segfin el ejercicio 3 valuando este
para x € fo, n/zl se tiene que el error es igual a

(x2) esto es:
n

0.0237 este coincide con el error E2

. : /2 _
E, (x%?) = — (x2 - t)2n f2n+1(t) dt en donde la
2n 2n! 0 ©

derivada se evalua para t = 0 y se considera n = 4
que corresponde a los té&rminos existentes en el polino-
mio entonces:

) m/2
Eg (x2) = %T (x2)® ax
° 0

N 2 .
ya que, la novena derivada de sen x° valuada en cero ‘es
igual a wuno.
Haciendo .
‘ n/2
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el error
4 2.
Ee L sen x ]
x
seria
4 Eg(u)
x
sustituyendo
4 1 7 , 2
x (3T Y como u = x
esto implica
41 4 x17
s (xN)% = 2X
x 9! 9!
para
xe[o, 1T/2J

el error serfa el antes calculado, esto es: 0.0237

5. Se ha determinado que la fuerza que ejerce un soporte
dé una mesa vibradora sobre el piso esta dada por la si-
guiente expresién ’ i

rmn/4
_ ! sen(2x) - cos(2x)
e e e, (o]

evaluar la integral, utilizando un polinomio de Taylor
de grado menor o igual a cinco.

Solucién: -~
1~
La magnitud de la fuerza se puede determinar al evaluar

la integral
/4
Fs =/( £f(x) dx
[o]

sen(2x) - cos (2x)
2x

siendo

£(x)

esta funcidn se sustituiri POr un polinomio de Taylor de
quinto grado, el cual se obtiene como sigue:

‘ - 5 (n)
P(x) = Tg l f(x)] - Ts[sen(Zx)z- cos(2x)] - £ (0) xl;
- x k=0 k!
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desarrollando:
£100) L E"(0) o, £7(0) .3, £(0)
Ts [f(x)] = £(0) + Ty x 4 o x4 Ty X} 4 x*
v
M f5§0) x*

Al tratar de obtener las derivadas f'(0), f"(O)...fV(o) se ob~
serva que el proceso es sumamente tedioso, por lo cual conviene me

jor utilizar las propiedades del operador de Taylor.

‘los siguientes polinomios de Taylor

Partiendo de

- X2 %5 %7 x2n-1
T, | sen x] = x=y e fr - Fr e 0D T
~ - 2 y 6 2n
= WX L X X -1y
Tn Lcos xJ =1 5T + 77 57 +o0. (=1) T

utilizando la propiedad de sustitucidn, se obtiene que

Ts Lsen 2x ] = 2x - (if) . (:T)
i 7 2 0
Ts Lcos 2x J =1 - Qif) (if)

Ahora, utilizando la propiedad de linealidad

Ts[sen(Zx)- cos(2x)]

sustituyendo

= Ts[cos Zx] - Ts[sen 2x ]

— T 233 255 22x? 2%
- 2 = - - -
Ts [sen(26) = cos(2)  [= 2x - S5+ S 3 Tar
simplificando
sen(2x) - cos(2x) 2 4 3 2 4 5
= -— - + —
Ts [ % 2x + 2x 3 X 3 X 5 X
sustituyendo este polinomio en el numerador de la inte-
gral
n/4 2 _ 4,3 L2 8 s
F_ = (2x + 2x T X T Xt I, dx
0 2 x ’
)
simplificando =
n/4.
- 2 2 R 2
Fs = j' (1 + x 3 X 3 X + 15 x ') dx
0
efectuando la integral
m/4
1 .2 2 3 1 b 2 5
= —_ - - - — + =
Fg=x*t 3 X 9 * 12 * 75 *
0
2 3 [ 5
m m m n m
= -t = - = - — = 0.
Fo=2%337 " 288 - 3,072 * 38,400 _ 0-%62
por lo tanto
F_= 962 Kg
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6. Calcular é]”error que se comete al evaluar la integral

de la funcidn f(x) = sen(2x) Excos(2x),

To" [b, n/4] a través del polinomio de Taylor de grado -
cinco.

en el interva-

Solucién:

El error esta dado como

X
E (x) = fa (x - ) £ () ae

n n!

Esto implica la determinacidn de la sexta derivada de
la funcidén f(x); en el ejercicio § se calculd esta
integral, el operador se obtuvo a través de polinomios
de Taylor ya conocidos, asi la derivada sexta de la fun-
cién sen(2x) es nula y la derivada sexta de cos(2x) es
igual a - 1 para x = 0 gque con el signo negativo de
la funcién resulta 1.

Sustituyendo valores en la expresién que da el error

se tiene:
1 m/4
Es (2x) = 5T ‘/; (2x) % (1) dx

haciendo
R /4 3
u=2x ; Es(u) = 1—, u® du = 1—. ('u—')
. 5! 51 6
. Q
) 1 6
Es(u) = e (u)
entonces
Es(2x) = 'é—! (éx)6
para n/a
0, /a1l . Es(2%) = r(2x)° = 0.0209
XC[., i .. 5 &7 0
0
este error es el de la funcidn f(x) = sen(2x)- cos(2x)
. £ (x) i a2 P
y se quiere el de % . el error de esta funcidn serila
20 (1 L6l ox o 1 (anys
o =\ & (2x) /2x &7 (2x)
para
vxe[o, 11/4]
o Es(2x) _ 5.0133
2x

el cual coincide con el sexto término del operador, esto
es

;
] /o
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t.Una particula dentro de un fluido, describe unaf
toria dada por la funcidn

1 1
f(t) = sen 7 t + cos 3 t

Obtener

a) E1 polinomio de Taylor de séptimo grado que repre-
senta a 1a funcidon f(t) en el entorno del punto
t = 0.

b) E1 polinomio de Taylor que representa la veloc1dad
de la particula.

Solucién:

Partiendo de los polinomios de Taylor de.las funciones
fy(t) = sen t
f,(t) = cos t

los cuales se obtienen de la siguiente forma

i

7 (n)
Py (t) = Ty [f,(t)J = T ELETLQL ek
: k=0 :
- 7. (k)
Py(t) = T, [fz(t) 1= = f2_210) k
k=0 :

desarrollando las sumatorias

" (VII )
= fl(o) £1(0) .2 £, (0) t7
nw=nfno] oo+ B0 B0 e, o H O
0 " (VII)
= y = £, (0) £, (0) £ (0)
Pa(t) = Toffa(0) |- £200) + B2 ey {0 2y £ (0
Calculando las derivadas
£,(t) = sen t £,(t) = cos t
£,(0) = sen (0) = 0 £,(0) = cos(0) = 1
£l (t) = cos t ' £,(t) = - sen t
£1(0) = cos (0) = 1 £,(0) = - sen (0) = 0
f:(t) = - sen t f;(t) = - cos t
f:(O) = - sen(0) = 0 f;(O) = - cos(0) = - 1
f:'(t) = - cos t f;'(t) = sen t
f:'(O) = - cos (0) = - 1 f;'(o) = sen(0) = 0
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ffv(t) = sen t f:v(t) = cos t
ffV(O) = sen(0) = 0 f:V(O) = cos(0) = 1
f?{t) = cos t .- . f:(f) = - sen t
fl(t) =VCOS(0) = 1, . . fz(O)»=‘- sen(0) = Q
fYI(t) = - sen t - ’fZIﬂt) = - cos t
EYI(t) = - sen(0) = 0 I(0) = - cos(O)‘é -1
fYII(t) = - cos t v ' fZII(t) = sen t
fYII(t) = - cos(0)= - 1 £'I1(0) = sen(0) = 0
sustituyendo
T 3 5 7
. P](t)=T7[1(t)‘=t-§—:'+§—:-§—:
- . tz‘ . £
Pa() = 7o [ 2(0)] SRS

Aplicando la propiedad de sustitucién para obtener los
polinomios de Taylor de las func1ones

1

Fi(t) = £ (ct) = sen E‘t
Fa(t) = £ (ct) = cos %~¢

se obtiene

PRI 5 157
; 0 o (D
1
. . (—t)’ )t e
P (5t) = = +
2 [ 2] a? 67

ahora aplicando la propiedad de linealidad

’ 1, 1 " - 1 .= bl 1.~
= . + -— = [ — - —
P(t) T7[V.en —tz cos 3 t T7[en 3 tJ+ Ty f:os 3 t_
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simplificando
t? t? et £S5 ¢b t?

P(t) =1 + 12;-- - + + - -
2220 2331 2% 2%5: 2% 277!

- 1. Y2 _ 1 3.1 1.s__1 [ S
P) =1 +3t-gt" -t *3a5® *Ja0" "~ 6080t " 64a51%0°

b) Para encontrar la velocidad de la partfcula serd ne
cesario encontrar la derivada del polinomio que se
encontr§ anteriormente, para lograrlo se utiliza la
propiedad de derivacién de los.polinomios de Taylor.

d N -
S [f(t:a)] =T, [dt f(t»,a)]

sustituyendo

Nj=

v(t) = %? Ty[;en % t + cos t] = TSLEE (sen‘; t + cos%ﬁ)]

v(t) = T¢ [% cos % t - % sen % t]

Aplicando la propiedad de linealidad

1 1 1 S
v(t) = 37 Te [,os 5 t ] -3 rs{aen 3 t]
2 [} 6 3 L
v(t)=12-(1-t + £ -t‘--;-(-;-t-_t__+" )
222! 24! 286! 233! 285!
" simplificando
2 » 6 3 s
v(t)g_;_“_t*t__t _13:_+,t __t
2221 2% 2% 2331 2%
T3, 3 2,1 s 1 .8 __1 s 1 6
vit) =5 -7t -6t *set *Jest “Tesot " 9zie0 ©

otra forma de obtener el resultado anterior serfa deri
vando directamente el polinomio de Taylor obtenido en el

inciso anterior.
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8. Calcular el error en los incisos a y b del ejercicio
anterior.

Ssolucién:

a) Como ya se vid en los ejercicios anteriores

t
Es(t) = -;—,-/ (t - x) £ T )ax
© Ja

coincide con el siguiente término del polinomio de Taylor
generado por la funcibn

_ 1 : 1
f(t) = sen 5 t + cos Tt

este es igual a =+ ; entonces

@®
el @

b) El error serfa

t7

4 ElE) o L (e/2)°= sy

dt 8

.o

Q. Evaluar la integral de probabi]idad

-3 J27

utilizando un polinomio de Taylor de grado 30.

Solucién:

A partir del plinomio de Taylor de la funcién f(t) = et
n k 2 3 "
t t t t t
Tn[e,]= k§0£:"= Yt rtartar ety

se puede obtener el polinomio de Taylor de 1la funcién

t
£(t) = e-2 haciendo uso de la propiedad de sustitucién:
¢ 2
cambiando t por - 7— se tiene:
2 2 2 2 2
k t t°.n

L N L = (-3

e le2 b g 2 ., 2 2 .+ 2

n - ko K 1! 2! o n!
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simpiificando y considerando un polinomio de grado 30:

tz - .
' o5 2 4 6 8 10 12
= -2 | L "M P S - -
P(r)= T”[e ‘ 1" -3 %8 ~28* 387 " 3840 ' 36080
tlb tls tla tzo

= €45720 ' 70321920 ~ 185794560 & 3715891200

_ £22 L2 : ‘¢ 26
8174960x10'°  1961990x10'2. -~ 5101175x10'?
. 28 36 .
R t ot
1428320x10'°®  42850x10'®
integrando
- t2
3 5= 3 5 47 9 11 13
1 o £ 88t t t t
— T’“‘:' ] dt =t - g~ *'46 ~ 336 ' 3456 ~ 22240 ' 595040
tls tl7 tl’
* 3676800 ' 175472640 ~ 3530096640
tzl tZS tZS tz7
+ - -
7803371x10'°  1880240x10'?  490475x10'®  1377317x10'°
29 31
bt _ A,
14142154x10'°  1328345x10'°
sustituyendo limites:
: 3 a Eii ' ‘ .
1. -2 _ 27 , 243 _ 2187 _ 19683
JSE Tso [e Je=2 [3 6 . 40 336 = 3456
-3 .
- _ 177147 _ 1594323 _ 14348907
42240~ 599040 ~ 9676800
129140163 _ 1162261467
175472640 _ 3530096640
, Mogsox10'® - ga143x10'’
7803371x10'°  1880240x10'?

efectuando operaciones:

. , _
1 3. 2— 1
—— e dt = ——
v -3 /2n

_ .

, 8472886x10'! _ 7625597x10'%
490475x10'®  1377317x10'®

,ggsaosmo” - %1_767'33)(10”
4142154x10T¢ ~ 1328345x10

+

(2.4998) = 0.9973
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Obtener el polinomio de Taylor de cada una de las si-
guientes funciones: )

Solucién:

1 ['1+ f] 2 3 (4- X
© Topay [MT¥XI] =7 Plx) = L, k)
o
1 = _ k _k
2. T, [,,,—x] =7 P(x) = I (-1)" x
i n
x_ 1. _ 2k+1
3. Tn' 1—xzj =7 P(x) = kéo
- n k
x (log &) k
p = ? =
4. T lu' ] : Px) = I, Py x
n 2k-1
con? - . - k12 2k
5- T Lse“ x] : Plx) = F,(-1) (zk) ! *
(considerar que cos 2 x = 1= 2 sen?x)
n k+1
r 1 (-1) k
6. T ilog(1+4x) | = ? P(x) = . I x
n 29 |7 kS e —
= n | 2k+1
! +x ' i = ——
7o Tanm ('°9j T= .~ 7 P =y Logke
- n k
r i x
1 -
8. ThlTx =7~ P(x) = Ly 5
- ‘k 2k+1
3 P(x) = n21 =) x 0
9. T2n+1 arctan x ] =? k20 2k +1
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TEMA VI INTERPOLACION, DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA

le Aplicando el método de interpolacidn de Newton y usando la
siguiente tabla calcular:

a) El valbr de y para x = 0.5

L}
>

b) El valor de Yy para x
c) El valor de Yy para x = - 3.4

d) Los coeficientes del polinomio de Newton

solucidn:

a) Para poder aplicar este método es necesario que los espa
ciamientos en las x sean constantes como ocurre en este
caso, en que h = 2 Construyamos la tabla de diferencias

finitas:
x y by A%y A%y
-3 |{-51
‘ 40
-1 |-11 -40
X=0.5 0 48

1| =11 8

8 \\\\\\\ 48
3 (-3 - 56 \\\\\\
' 64
5 {61

Como ‘las terceras diferencias se vuelven constantes, el grado
del polinomio que corresponde a los datos es 3.

calculemos el valor de y para x = 0.5. Para esto aplicaremos
la férmula de Newton, debido a que los espaciamientos en las x
son constantes. La férmula en cuestibn es:

_ k(k=1) ,2
Yk'yo+KAyo+ 2! 8%y,

k(k=1) (k=2) k(k=1) (k=2) (k=3




b)
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asi mismo el valor de K estd dado por:

donde *k es el valor de x para el cual deseamos encon-

trar y , x, es el valor anterior de . x

x en la tabla, en este caso h = 2.

As{, el valor de k es:

. 0.5-(-1) _ 0.5+ 1 _
ko= 3 0.75

Sustituyendo este valor y los de la tabla en la f8rmula
ne:

x 3l -introducirlo en
‘la tabla y h es el incremento constante de ;bs valores de -

se tie

Yo.75
efectuando las operaciones necesarias se tiene‘que:

= _'? + (0.75) (0) -+ (0.75)'2(0.75-1) (8) + (?.75‘) (0.72-—1.) (0.75_'—2) (48)

Yo.95 = = 9.875
es decir que para x = 0.5 ; y = - 9.875
Para obtener el valor de y cuando x = 4 no se tienen en

la tabla las segundas y terceras diferencias, sin embargo

como se sabe que las terceras diferencias son constantes
se completa la takla. Asi:

x Y by A%y | A%y
-3 | =51
40
-1 | -1 -40
0 48 -
1. | -1 8
' 8 48
3 | -3 | se
X4y —> 64 ' 48+
5 | 61 \\\\\\ﬁ 04+
\4\\\\\\ 48%
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Los valores con asteriscos-se obtuvieron en base a las terce-
ras diferencias constantes. Ahora bien, como sabemos que una
cantidad "x" menos 56 debe ser igual a 48 tenemos:

z - 56 = 48 .. 2 = 104

Una vez completada la tabla se calcula y para x = 4 como
en el inciso anterior.

Existe también otra forma de resolver este problema y consiste
en invertir la tabla original, obtener las nuevas diferencias

y aplicar la férmula . En esta forma se resolverd el inciso.
La tabla gqueda de la siguiente forma:

x Y dy A%y Ay
| s | e
Xzy —1» -64
3 -3 56 El valor de k es;
-8 -48
1 -11 8 '
) 0 -48 k=4 5 2= 0.5
-1 -11 -40
) -40
-3 -51
‘Ahora se sustituye en la f&rmula:
Vo5 = 61 + (0.5)(-64) + (0.5);0.5 -1) (56) + (0.5) (0.5 -1) (0.5 =2) (~48)
. 6 .
y el valor de y - para x = 4 es: ’
y =19

c) El valor de Yy para x = - 3.4 queda fuera de la ta-
bla por lo cual el problema es de extrapolacién. Para
resolver el problema se vuelve a utilizar el hecho de -
que las terceras diferencias son constantes, con lo cual

la tabla queda:




Calculando k:

-3.4 - (-5) _ =3.4 +5

2 > = 0.8

k =

Sustituyendo valores

v = - 179 + (0.8)(128) + M_—_‘) (-88) + (0.8) (0.8 -1) (0.8 —2)(48)
0.8 - 2 o 6
por tanto el valor buscado es:

y = - 68.024

d) En este inciso se busca el polinomio del cual proviehcn
los datos de 'la tabla, ésto es, dgtermﬁnar el valor de

y para cualquier X ; se interpola en cualquier inter--
valo de la tabla., Si se interpola entre x = - 1 y
x = 1 se tendr§:

A%y

AY A%y
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Sustituyendo en la f8rmula obtenemos el polinomio:

ShEt - ELEL -0 &L -2

2
3 (8) + 3 (48)

C x4
Y= - 1 + (55—9(0) +
Agrupando para hacer operaciones:
1 1, o 1 1
Yy = - 11 + (59(x+1)(34(x+1—2)(4) + (39(x+1)(Eé(x+1-2)(x*1-4)(8)

.
Desarrollando los productos indicados:

Y= - 11 4+ x? -1 4 x® - 3x*-x+3

Finalmente agrupando y reduciendo términos semejantes se ob-
tiene:

que es el polinomio buscado.

2, Dada la funcion definida por la tabla, calcular el valor de
y cuando x = -1

X Y

-6 40.1000
-4 4.2200
-2 -27.6550
0 -55.3790
2 -79.2130
4 -99.1570
6 -114.7720
8 -126.0940
10 -133.2430
12 -136.0100
14 -134.6800
16 -129.3590

Use la formula de interpolacidn de Newton,

e @z
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Solucién:

La tabla de diferencias de la funcién es:

x y Ay A2y o A%y Ay, A%y, ASy,
-6 | 40.100
-35.880
-4 4.220
-31875  [4.013
0.138
-2 | -27.655 4.151 -0.399
-27.724 | -0.261 1.221
o | -55.379 3.890 | -0.561 | 0.822 $1.505.| -2.726
-79.213 =23,634 4.451 -0.683 2.274
-19.944 -0.122 0.769
4 | -99.157 4.329 0.086 -0.939
-15.615 -0.03€ L0.170
6 1-114.772 4.293 -0.084 0.583
-11.322 -0.120 0.413
s |-126.094 4.173 0.329 -1.236
- 7.140 0.209 L0.823
10 |-133.243 4.382 -0.494 1.496
- 2.760 -0.285 b.673
12 1-136.010 4.097 0.179
1.330 | -0.106
14 | -134.680 4.991
5.321
16 | -129.359

Se observa que las diferencias no se hacen constantes, sin
embargo se puede ver que las segundas diferencias son las -
que m3s se aproximan a serlo. Por esto, a pesar de que las
siguientes diferencias son diferentes de cero, se puede de-
cir que el polinomio que mejor se ajusta a los datos es de se
gundo grado.

Asf s8lo se usari la siguiente parte de la tabla:
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x y . Aye Aty
_6 40.100
-35.880
-4 . 4.220
-31.875 4.013
-2 -27.655
x=-l —— > - <27.724 | 4.151
"o | -55.379 3.890
-23.834
2 -79.213 ' 4.451
‘ -19.944 |
4 -99.157 4.329 | /
_ -15.615 .
6 -114.772 K 4.293
-11.322 '
8 -126.094 4.173
- 7.140
10 | -133.243 4.382
' ' - 2.760
12 | -136.010 4.097
‘ - 1.330 '
14 | -134.680 | 4.991
5.321
16 | -129.359

‘siendo el valor de k

K =

X, - Xg B o .
x Lo 2 1
5 3 — 7 0.5
La f8rmula se reduce a

k(k-1 :
= yo + k Ayo + (gt ) Ay,

Yy

sustituyendo valores numéricos

Yo g = - 27-655 + 0.5(~27.724) + 9;31232111 (3.890)
Haciendo operéciones
Yo.5 = ~ 42.490
Es decir, el valor de y cuando x = -1 es aproximadamente:

y = - 42.49
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- 3, Obtenga los valores de y para X =3y para x = 6 para
la funcion definida por la siguiente tabla. .

xlo 1 2[5 |7

vy |5 |7 'e |15 J19

solucidn:

Debido a que los espaciamientos de las x

no son constantes

no es posible aplicar la férmula de interpolacidn de Newton,
sin embargo podemos usar la fSrmula de interpolacién de Lagran

ge.

‘

Dicha férmula es la siguiente:

x - xz)(i‘=‘x§ka - K8) | eeee.lx = xp)

¥ (x; - X3) (xl - XQ) (xl -XQ).....(X) -xn)

¥y

(x = x1)(x = %3) 0 = Xy) cececeese (x -xn)

* Tz - x1) (k2 - X3) (g - Xadeeeees X2

'(xi-;xﬂ(x'f xzﬁ(xk;Lxu) .;fﬂw...(Q - xn)‘

“x) ¥2
n

r -\;,;;

(x = X1) (X = X2) (X = X3)uensin

(x3 = X3) (X3 = x2) (X3 = X4)eeeoo(xy = xn) Y3

l

n-1) y

(xn = x) (x, = x2) (xy - xg).....(x“

X Y
X, 0 5
X2 1 Y A
X3 2 9
R=3 >
Xy 5 15
:6 .
x 7 19

n
xn_;)

Hagamos que los puntos queden representados por ‘un polinomio
de -4to. grado, para lo cual tomaremos los 5 puntos de la tabla
.y la f8rmula se reducirf a 5 términos. Cabe mencionar que no
es. necesario usar todos los; términos de la tabla para la in-
terpolacién, sino que generalmente se toma un intervalo de la
misma de acuerdo al grado del polinomio que se guiere aproxi-

mar y que incluya los puntos -de interés.
valores numéricos-de. la tabla tenemos

Asi al sustituir los
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1) (x -

=l'(x- 2).(:-5)(:-.-7) ,: (x - 0)(x - 2)(x =~ 5)(x = 7)¢
e RN R R R A AR T IR I L )
(x - 0)(x - 1) (x -5 (x =17 x - 0)(x = 1)x -2 (x -7 (3
R N R T R A RO R R ) bs)
(x - 0)(x - 1)(x - 2)(x - 5)
AR R T L
Para x =3 tenemos:
SN DB NG NG, B-08-23-590-7
(0 -1)(0 - 2)(0 =5)(0 -7) \ 1T -00-2)(1=-58(0-7"
B-03-1B-5(E-7 (3-0(3-103-20 -7
teoee e eI GToe T he e ")
(3-01(3-1(3 -2)(3 ~5)
R T DA
Desarrollando:
(@) (D2 (), () (1) (D) (), )22 (8 ()

Y= @@ @ MEn-a o 2 (M (-3) (-5)

(3) (2) (1) (=2)

(3) (2) (1) (-4) '
* @ e U meem 0
Haciendo operaciones:
16 24 48 -24 12
y = 759 + _ﬂ-(?) + 53(9) + a9+ 5019

y = (0.22) (5) + (=1)(7) + (1.6)(9) + (0.2)(15) + (-0.029) (19)

Finalmente:

y = 1.143 = 7 + 14.4 + 3 - 0.543

Y el valor de -y para x = 3 es:
y = 11 -

Ahora bien, para x = 6 tenemos:

(6-1)(6-2) (6-5) (6-7) ,

(6-0) (6-2) (6-5) (6-7)

(6-0) (6~1) (6=5) (6=7)(9)

= 10-T) (0-2) (0=5) (0=7) ©) *

(6-0) (6-1) (6-2) (6=7) (15 +

(7

(1-0) (1-2) (1-5) (1-7)

(6-0) (6=1) (6-2) (6=5)

(5-0) (5-1) (5-2) (5-7)

(7-0) (7-1) (7-2) (7-5) *

)+

T(2-0) (2-1) (2-5) (2-7)

19)




Y haciendo operaciones:

-20 -24 =30 - 120
- =S58+ = (7) * 5o S5+ = (15)+ T30 (19 -
y = - 1.429 + 7,-'9 + 15 + 5.429

Esto es, el valor de 'y -para x = 6 es:

Ly = 17

4, De 1la sig'uien‘te;tabla se quiere saber para que 'vvaﬂlor de x
se obtuvo 'y = 3.3, aproximando un polinomio de 3er. grado.

x. 0.3 | 0.7 - 1.2 1.4

y 4.568 | 3.126 3.562 _4.115

solucidn:

N a
Se trata de una 1nterpolac16n inversa, por 1lo tanto se inviet
te la tabla, o sea, las x serdn ahora y vy viceversa; una
vez hecho esto se procede a interpolar con la férmula de La-
grange por no tener espacios constantes. :

La tabla)ahora_es: 

x oy
4.568"
3. 126»‘ 0.7 -
3.562 12
4.115 | 1.4

La férmulA de ‘Lagrange’para el caso es:

(x - x2) (x - is)(x - xy) L o) (x - x3) (X = x4)
X1 = x2) (X1 ="x3).0x3 -x9) N Yz - x) (x2 - x3) (X2 = X4)

y2 +

y =

(x - xx)(x - X)) (x - xy) v (x = %x3) (x = %5) (x = x3)
(x3 - x1) (X3 - x2) (x3 - x4) ~ 2 " (x4 - x1) (X4 = X2) (X4 = X3)

‘Yo
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Sustimqendolos valores de la tabla y considerando x =.3.3
se tiene: ;

- (3.3 - 3.126) (3.3 - 3.562) (3.3 - 4.115) (0 3)*
Y = 1@.568 - 3.126) (4.568 - 3.562) (4.568 - 4.115) \'° .

(3.3 - 4.568) (3.3 - 3.562) (3.3 - 4.115) ©.)+
(3.126 - 4.568) (3.126 - 3.562) (3.126 - 3.562) * °

, 8.3 - 4.568) (3.3 - 3.126) (3.3 - 4.115) (1.2)+
(3.562 - 4.568) (3.562 ~ 3.126) (3.562 = 4.775) .41-2)

+ $3.3 - 4.568) (3.3 - 3.126) (3.3 - 3.562) (1.4)
(4.115 - 4.568) (4.115 - 3.126) (4.115 - 3.562) v °

Resolviendo;
y = 0.0170 + 0.3048 + 0.8896 - 0.3266 = 0.8848

Por lo tanto la x es:

0.8848

L}

X

5. Para la funcidn definida en la tabla

x 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

y .|/0.938 | 0.864 0.832 0.867 1 1.3

calcular:

a) La primera derivada en x = 0.2 utilizando fdormulas de
derivacidén obtenidas con polinomios de lo., 20. y 3er.
grado.

b) La segunda derivada en x = 0.6 utilizando una férmula -
de derivacion obtenida con un polinomio de 20. grado.

c) La_primera derivada en x = 1.2 usando formulas de deriva
cion obtenidas con polinomios de 20. y 3er. grado.

Comparar con los resultados exactos si: y = x

s$o6lucibn:

a) Para x = 0.2, se deben utilizar férmulas de derivacidn
que tengan el pivote en primer término, pues este es el
primer valor de la tabla. Tomando en cuenta lq anterior pa
ra la interpolacidn a través de un polinomio de.primer gra
do la férmula correspondiente es:

Yo = % [ ;L' 1] es decir: ,yS = %- [-1(yo) + 1(&1)]

donde h es el incremento de las 'x . Para este caso h=0, 2,
sustituyendo los valores cortespondientes en. la férmula se -~
tiene:

e
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y’ (0.2) 2‘313 '[(-1) (0.938) + (1) (0.864)]
haciendo operaciones:
y'(0.2) = - 0.370.

Ahora bien, para interpolacién de segundo oxden la férmula
que se aplica es: ’

1 X : '1 E
Yo = Ty [— ; 4 -1 ] es decir, v = ETY [- 3(y,) + 4(yd) - 1(yz)]

Sustituyendo valores y realizando las operaciones indicadas se
tiene: : )

1
2(0.2)

y' (0.2) =

[(-3)(0;939) + (4)(0.864) + (-1)(0.3321

y' (0.2) = - 0.475

para la interpolacifén de tercer orden, la férmula que se uti-
liza es: '

o

vh = o [-;; 18 -9 2]

sustituyendo valores:

y' (0.2)‘:6 L 2)[(-11)(0.938) + (18) (0.864) + (-9)(0.832) + (2)(0.867ﬂ
y (0.2) = - 0,433
~ x? 2x
calculando ahora el valor exacto: y' = x (x + Lx )
que se obtuvo como:
) .
2 x 2
y=xx =eLx =ex Lx
- eszx _4a (xz;;)
Yy ax
x%Lx 21
y' = e [ x + 2 x Lx

y' = y(x + szx)
sustituyendo x = 0.2 tenemos:
0.2)? [ ‘2(0,2ﬂ

g1 (0.2) = (0.2)" 0.2 + L(0.2)

y¥(0.2) = - 0.416
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Por lo cual se ve que los valores obtenidos con las £6rmulasb-'
. de derivacién tienen errores del 11.08%, 14.15% y 4.14% respec
"tivamente. -

b) En este inciso se debe utilizar la f8rmula:

. , . .
Tyt s — [ 1 -2 1J
\ hz =3

ya que en la tabla tenemos valores anteriores y posteriores a
"x = 0.6, esto es, que el pivote en la f6rmula debe ser interme
dio. :

Sustituyendo valores: ;

1.
(0.2)

y"(0.6) =

[(1)(0.864) + (-2) (0.832) + (1)(0.867)]

Ha ciendo operaciones:
y"(0.6) = 1.675

Rhora se compara con el resultado exacto:

y" =[xx' (x + L xzx)J [ (x + L xzx):]+ > [3 +L xz]
y"(0.6) = [(0.6)(0;6) (0.6) + L(O. 6)2(0 6)] [(0.6) + L(0.6)2(°'6ﬂ +

2
v 0.6(0-6) [

3+ 100.6) ]= 1.646
por lo cual el error que se presenta es de 1.95%.

Aquf se aprecia la utilidad del método, pues el error no es -~
muy grande y la derivada se calcula m&s r8pidamente que con m§
todos exactos:

c) En este inciso debemos utilizar f6rmulas que tengan el -
pivote en el GGltimo término, ya que x = 1.2 es el Glti-
mo dato de la tabla.

Para una interpolacifn de segundo orden la férmula es:

Sustituyendo valores:

y'(1.2) =

1 r.. _ ’
PXCIET [(1)(0.357) + (-4) (1) + (3)(1.3)]

y;n.z) = 1.918

B I -
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Para la inte:polaci&h de»tercer,q:den la férmula a utilizar
es: ) o

'='1 - -

FSustituyendo los valores correspondientes:

o

v'(1.2) = ETE%ET [0—2)(0.832) + (9) (0.867) + (-18)(1) + (11)(15)]

y'(1.2) = 2.033

Ahora se calcula el valor exacto y se comparan resultados:

L2
y' = x* (x + 1L x2*

)
C a2 ‘
y(1.2) = (1.2) ‘"2 E1;2 + L(1.2)2("“)q = 2.129

Y los errores que apareéen son.del 9,94% y 4.54% respectivamen
te. . . .

Se debe hacer notar que las fdérmulas con pivotes centrales dan
una mejor aproximacidn, siendo &ste el caso del inciso b).
. La trayectoria de un electrdn estd definida por la siguien-
te tabla. Calcule la pendiente de la trayectoria cuando el -
electrén esta a 2, 4 y 5 u (micras), medidas -del eje de las ab
cisas. Use la férmula de derivacion que mejor se ajuste a los
datos. .

6

x(u) 1 2 3 4 5

yiw | 1 [ 1.26 }1.44 1,59 | 1.7

solucién:

Se pide calcular la pendiente de la trayectoria, para lo cual
se calculari la derivada de la misma en los puntos pedidos.

La tabla de diferencias finitas gerd fitil para ver el or-
den del polinomio que mejor se ajusta a los.datos:

x Y AY Ay Ady
1 1

0.26
2 |1.26 -0.08

'0.18 0.05
3 |1.44 | -0.03

- Jo.1s 0.0

4 |1.59 -0.03

0.12
5 1.71
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Como las segundas diferencias se hacen constantes, la £8r-
mula de derivacidn que se debe utilizar es de segundo or-

den.

Para calcular la derivada cuando x = 2, la f6rmula que se

aplica es:

(NI
Y1-2h[1 %1]

la cual corresponde a una interpolacién limitada a un polinomio
de segundo grado con pivote central, sustituyendo valores y efec

tuando operaciones, se tiene

v(2) = —— | (- =
Y'(2) = 79 [( (1) + 0+ (1)(1.44)] 0.220

Por lo cual la pendiente de la trayectoria emn x = 2 es

m = 0.220.

Ahora para x = 4, la f6rmula que se va a utilizar es la mis-
ma, ya que es para un t&rmino medio de la tabla. .

sustituyendo valores y calculando la derivada:
y' () = 3oy [(-1)(1.44) 40+ (1)(1.71)] = 0.135
.Por lo tanto m = 0.135 cuando x =Y

Finalmente para x = 5 la f8rmula que se usari es:

R -
Y, =m |' ¢ 2

pues el pivote estd en el Gltimo término, asi:

y'(5) = 2(:) [(1)(1.44) + (-4)(1.59) + (3)(1.71)] = 0.105

x = 5, la pendiente es m = 0.105

Es decir, en
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7. Obtener un valor aproximado de la pendiente de la tangente
a la curva en el punto donde cruza el eje x.

ﬂs&
X Y 2
0 -2
) A
1 -1
2 2 ' —
) ]
* x
-\
-2 'd/
solucidn:
Se pide la pendiente donde y = 0, pero se desconoce el punto

x en el cual ocurre &sto. Sin embargo podemos calcularlo con
una interpolacién inversa de Lagrange.

Para realizarla se debe invertir la tabla:

Y x
-2 )
-1

Y=o 7T , 2

Ahora se aplica la f6rmula de interpolacidén de Lagrange:

(0 + 1) (0 = 2)
GFTnNE - Ty -2
L

(0 + 2) (0= 2) (0+2)(0+ 1)
W+ G oes 1)(2)

‘Realizando operaciones:

x = 1.67

Y la tabla resultante es:

x )
0 -2
-1
1.67 o
2 2
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ahora se obtiene la derivada en x = 1.67, pero los espacia-
mientos no son constantes, para poder aplicar una fdrmula de
derivacidn es necesario completar la tabla para lo cual se
obtendrid el valor de y para x = 0.33, con esto se logra
un intervalo con espaciamientos constantes entre 0.33 y 1.67.

» Aplicando la f8rmula de interpolacifn de Lagrange

033(0.33-1)
(2-0) (2-1)"

~{0.33-1 (0.33-2) , , 0.33(0.33-2) ,,

Y=tw-n1 -2n ° (1-01 (1-2)

2) =-1.89

la tabla con espaciamientos constantes queda de la siguien

te forma
X Y
0.33 -1.89
1.00 -1.00
1.67 0.00

ahora se obtiene la derivada en x = 1.67 que da la pendien-
te pedida,aplicando la siguiente férmula de derivacidn numérica

1 I : I
L= -

_Sustituyendo valores:

v'(1.67) [1(-1.89) - 4(-1.00) + 3(0.004’

1
= 2(.067)

realizando operaciones:

y'(1.67) = 1.57

Es decir, la pendiente de la tangente a la curva en y = 0 es:

m= 1.57

‘8, Obtener una raiz de la siguiente ecuacién por el método de
Newton-Raphson, usando férmulas de derivacidn numérica.

3x2-6x+1=0
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Solucibn:

La férmula de Newton-Raphson es la siguiente:

F(x )
x 0

A x = - —
+1 '
n n’ F (xn);

para valuar el denominador se pue&e utilizar una £8rmula
de derivacidn numérica, sustituyendo por ejemplo F'(x) por

F'(x). = % (-Yo + Y1)

Pudiéndose expresar de la_sigu;ente forma:

oy o g RPN
F (xn) = {,- F(xn_1) + F(xn)]
. n q-y

Sustituyendo en la ecuacidn de Newton-Raphson

. e - F(xn) [xn - xn_d
n+1 n [F(xn) - F(xn_1q

para este caso

. l_—:’.xn‘z - é*n + 1] [xn - xn-l]

L [3x,* - 6x_ + a]-[3x2_, - ex__, +.1]

aplicando esta fdrmula de recﬁrrgncia se obtiene la raiz
buscada, tabulando la funcidn para localizar un valor ini-
cial

. x FO
0 1
&
1 =2 N
2 1 :
3 10
como hay un cambio de signo entre x = 0 y. x =1, ello impli

ca que en este intervalo hay una rafz.

consideremos x9 = 0 y X3 = 0.6, aplicando la f8rmula
de recurrencia : . : .

(3(0.6)% - 6¢0.6) + 1) lo.6 - 0)
(3(0.6)2 - 6(0.6) + 1) -(30002 - 6(0) + 1)

x2 = 0.6 -
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Haciendo operaciones

-0.912

3,530 ° 0.238

X2 = 0.6 -

Interando con xp = 0,238

s = 0.238 - [3(0.238)? - 6(0.238) + 1] [o0.238 - 0.6 ]
" B0.238)2 - 6(0.238) + 1] - [3(0.6)2 - 6(0.6) + 1]

0.093

x3 = 0.238 - T

= 0.164

Haciendo una nueva iteracidn

x = 0.164 - [3(0.164)% - 6(0.164) + 11 [0.164 - 0.238]
[3¢0.164)% - 6(0.164) + 1] -[ 3(0.238)% - 6(0.238) + 1]

-0.007
‘xu = 0.164 -‘ 0. 355

= 0.184

Iterando nuevamente

xs = 0.184 - [3(0.1847 - 6(0.184) + 11 [o.184 - 0.164]
[3¢0.180)% - 6(0.184) + 1]-[3(0.16 - 6(0.164) + 1]

=0.00005 _
Xs = 0.184 - —5~ooos = 0.184

Comokse repite el valor de x , la raiz es ‘aproximadamente
X = 0.184

Comprobando el resultado

3(0.184)2 - 6(0.184) + 1 = - 0.0024

Se ve que el error es muy pequeiio.

Este método es muy Gtil cuando el c&lculo de la derivada de 1la
funcibén es diffcil. ‘
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9, Encuentre la siguiente integral deffnida utilizando la fér-
mula de integracidn numérica que mds se aproxime.

, B
/; x? log x dx

Solucién:

Primero se hace una tabla de esta funcifn con puntos que se
encuentren entre 3 y 7.

Mientras mis puntos se tengan, la integral se aproxima mejor
a la exacta, por lo tanto se toma un incremento h = 0.5

i xi vyi

donde:’
4.2941

6.6648
9.6330 y = x? log x
13.2276
17.4743
5.5 22.3960
28.0134
34.3456
7.0 41.4098

® N 60U s W N = O

Sobre esta tabla hagamos la de diferencias finitas, ya
que los espaciamientos de las x son constantes para ver
de qué grado es el polinomio que se puede ajustar a la -
funcién dada.

1| =g Y by A%y

0 3.0 4.2941
-2.3707

1 3.5 6.6648 ' 0.5975
-2.9682

2 4.0 9.6330 0.6264
-3.5946

3 4.5 13.2276 0.6521
-4.2467

4 5.0 17.4743 0.6750
-4.9217

5 5.5 22.3960 0.6957
-5.6174

6 6.0 28.0134 0.7148
-6.3322 .

7 6.5 34.3456 0.7320
-7.0642

8 7.0 41.4098

en la tabla se puede observar que las segundas diferencias
son apzoximadamente‘constantes.
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Esto quiere decir que se puede aproximar un polinomio
de segundo grado-a la funcidén que definen los puntos de
la tabla . Por lo tanto podremos utilizar las f8rmulas
de Simpson y el error ser8 pequeiio.

En este caso 'n (nimero de espaciamientos) es igual a

8 , y como es par podremos usar la f6rmula de Simpson -
de 1/3. Si n hubiera sido miltiplo de 3 podrfamos usar

la de 3/8 y si hubiera sido impar y mltiplo de 3 wuti
zarfamos las dos combinadas.

La f8rmula de Simpson de 1/3 es:

. h ordenadas de ordenadas de
Aﬂi[y"*yn"zz orden par +AZordenimpa.r]
h = 0.5

sustituyendo valores

7
fleoq x dx = 9;—5- [4.2941 + 41,4098 + 2(9.6330)+ 17.4743 + 28.0134 +
3 . '

+ 4(6.6648 + 13,2276 + 22.3960 + 34.3456)]
A = 77.0802 u?

calculando la integral exacta

integrando por partes

]ndv=uv- Ivdu

u = Ln x H du n_% dx

dv = x? ax ; v e

ulk




sustituyendo

2, x?
x“Ln x dx = 3-ln x

por lo tanto

_-J'

7
1 2 . 1 x3 1
In 10]; X7 Inox dx = 30 [3 (Ln x -

xax  x?
3 x

3

L

= 80.07143 - 2.9912 = 77.08022 u?

al calcular la integral exacta se observa que presenta ma-
yores dificultades que al evaluarla utilizando métodos nu-
méricos, siendo el resultado pricticamente el mismo. :

10. Dada la siguiente funcidn tabuladg

L]

Yy

0 N O B b W N = O

-4

6

18
32
.48
‘66
86
108
132

VO O N0V bW N =

calcular las

guientes:

5) 1‘

in
A

b) 1

Ia
IA

c)

A
Ia

integrales definidas para los

intervalos si-

por Simpson %

por Trapecial
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Solucibn:

Primero se hace una tabla de diferencias para ver si la funcién
se pﬁgde ajustar - a alglin polinomio.

2, -
= ¥y by; | 8%y,
0 1 -4
-10
2 18 12
-14
3 4 32 2
-16
4 s 48 2
-18
5 6 66 2
Y
6 7 86 2
-22
7 8 108 C2
-24
8 9 132

como las segundas diferencias se hacen constantes, la funcibn ta
bulada se ajusta a un polinomio de segundo grado, por lo tanto
al utilizar las formulas de Simpson el error sera nulo.

a) Para el intervalo 1 < x < 9 por Simpson % se obtiene:
. h ’ Z ordenadas de Zordenadas de
A §'E° tye 2 orden par + 4 orden impar

donde h es el espaciamiento entre cada punto tabulado; para
este caso es 1

sustituyendo valores

9
[ ydx=%E4"'132"’2(18"43+86)*4(6+32+66+108)]

= ;— (1280) = 426.667 u?.
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b) Ahora utilizando la férmula trapecial

>
u
T

vo + . 2Z resto de las
[ yn ordenadas

sustituyendo valores

9
21
[ ydx=-2-[—-_4-i'132+2(6¢-18-!‘324-48-1-66-0'864'‘IOB)]=428u2

como se ve el resultado es bastahte éiferente del anterior.

La t;bla se obtuvo al tabular la funcidn

y = x?«+ 7 x =12

por lo tanto, la integral exacta es

S : 5
3 2

(x2+7x-12)dx=["—+7L-12x]

1 : 3 2 1

N R L 17
St 53— - 12(9) - 3 - 3+ 12 = 426.667 u?
Como se puede observar, con la férmula de Simpson 1/3 se
llegé al resultado exacto, y con la trapecial el error es de

0.314%.

c) Para el intervalo 1 < x < 6 el valor de n(nimero de subin-
tervalos) es cinco por lo tanto no se puede usar la férmula
de Simpson 1/3 y tampoco se puede utilizar Simpson 3/8. Loque

se hard es dividir el intervalo en dos, uno de 1 < x < 4 en

el que se usard Simpson 3/8 y otro de 4 < x < 6 en—quevse u-

tilizard Simpson . 1/3. Para el primer intervalo la tabla es
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la f6rmula de Simpson de 3/8 es:

3 ordenadas de resto de
A=gh [Y' ty, 2 ZOtden mltiplo * 3Z las orde-
) de 3 nadas

sustituyendo valores se tendr§ que:

L]
[ y dx = % [-4 +32 4 2(-) + 3(6 + 13)] =37.5 u?

para el intervalo 4 < x £ 6 la tabla queda

i ‘xi Yt
(4] 4 32

48
2 6 66

La f6rmula de Simpson de 1/3 es-°

<

% h [ Yo + yn + 2 ordenadas de . 4 ordenadas de

A=
) orden par: orden impar

———

sustituyendo valores

6
[ y dx = % [32 + 66 + 4(48)]= 96.667 u?

Sumando los dos resultados

37.5 + 96.667 = 134,167 u?
La integral exacta es

3 2 l 3 2 1 : ’
X Tx (6) 7(6) 1 7 2
— - T e am—— - . - - — = .
3 3 12 x . 3 =3 12 - (6) 33 12 134.167 u

Se puéde observar que el resultado es exacto, esto se debe a que
el fndice de error en las dos f6rmulas es el mismo y se trata
de un polinomio de segundo grado, por lo tanto el error es nu-
lo. .
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Encontrar el grado del polinomio que puede representar
al conjunto de valores de la siguiente tabla'

x| -4 | -2 Jo| 2 '4-

y |-4.333 [2.333 |1 |7.667 | 38.333

Solucidn:: .3er. grado.

2, De la tabla del problema ahteridr,aplicando el método’
‘de interpolacién de Newton, obtener: , :

L
3.53

a) E1 valor de y para x

b) E1 valor de y' para x _
c) E1 valor de y para x = - 4.5

d) E1 poIinomib que define la funcidn.

Solucidn:
a) y = 1.6667
b) : y = 28.1232
c) y = < 69.875
3
d) y = ;— + x2 + 1

oy

3. Para la siguiente tabla obtener los valores del despla
zamiento s para los tiempos:.

a) t = 7.5 seg
b) t = -1 seg..
€) t = 28.3 seg.

Utilice la férmula de interpolacién de Newton.

t(tiempo en seg.) ols |1oj15]|20 |25 30 o
- ' (s=t?-3t?)

s(distancia enm.) | ©@ Jo.5 | 7 |27 |e8 [|137.5 |243

o | -




112
Solucibn:
a) 8 = 2.5313 m
b) s =0

202.6252 m

c) s

4, En la siguiente tabla se tienen los datos delpeso y al
tura de varios individuos de diferentes edades. Calcular
el peso de cada individuo para las siguientes alturas:

a) h=1.8m
b) h=1.72m
c) h=1.76m

h (altura en m) | 1.73 1.75 1.77 1.79 | 1.81 1.83

W (peso en Kg) |(72.21 |72.26 |72.30 [72.32 [72.36 |72.38
SoluciSn: ,

a) W= 72,395 Kg

b) W = 72.215 Kg

c) W = 72.275 Kg

5, Haciendo una interpolacidn lineal calcular £ (x) = e¥,
para x = 1,2, Si f(1) = 2.7183 y f(1.4) = 4.0552.
¢Cudl es el error?
soluciébn:

£(1.2) = 3.3867 ; erxor = 2.0067%

6. Del problema anterior, calcular f(x) para el mismo -
valor de x haciendo una interpolacion de segundo ory
den , si f(1.8) = 6.0496. Calcular el error y comparar
el resultado con el de interpolacidn lineal. i

solucién:

£(1.2) = 3.1374 ; -error = 5.5023%

7. La ené}gfa cinética (E) deiun cuerpo de masa_(m) estd
dada para diferentes velocidades (v) por la siguiente ta
bla. Determinar la energia cinética cuando: ) -

a) v = 0.6
b) v = 1.3
2.5

c).. v




o113

v (m/s) 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4

E(Joules) |0.145 ]|0.327 [0.58% {0.908 (1.308

Solucién:
a) E =°0.082 Joules
b) E = 0.384 Joules

c) E = 1.419 Joules

8, Los siquientes datos corresponden al crecimiento de
una planta. Calcular la altura de la misma:

a) A los 10 dias

b) A los 20 dias
c) A los 30 dias

Semana 1 2 3 4 5 |6

Altura (m) [0.75 |1.2 |1.75 (2.5 [3.45 [4.7

g, Encontrar el polinomio correspondiente a 1a siguiente
tabla por medio de la férmula de interpolacion de Lagran

ge.
x b4
-2 25
1 -8
2 -15
4 |-23
solucién:
’ y = x2 - 10 x + 1

10. Calcule el valor de y fparé x=5.6 y x=7.8 de -
la siguiente funcidn: :

x Y
1 3
4 12
6 18
9 21

solucidn:

-
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-y = 16.95 para x = 5.6

y = 21.07 para x = 7.8

"1l 0b£enga los valores de y para x =0.5 y x.=2 por mee‘
dio de la f6érmula de interpdacidn de Lagrange. Obtenga des-
pgés é1 polinomio al cual corresponden los valores de la ta-
bla: :

x Y
0 1
1 -3
3 25
4 129
5 38

Solucién:

©.y = 0.9375 para x = 0.5

y = - 3.00 para x = 2

Ty =x" -2 x’ +x2 - 4ax+1

12, Experimentalmente se han obtenido las deformaciones de un
resorte para diferentes cargas, datos que se registran en la
tabla. Hallar la carga que corresponde a una deformacidén de
14 mm. en el resorte :

x[mm] |- P[ké]
5 49
11 105
17 172
21 253
25 352

Solucibn:

P = 160.96 Kg
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13, La sigu1ente tabla nos muestra las diferentes velocidades de
un automévil. Calcule la velocidad para 't = 3.5s. ;
t=6s y t=11.6s . )

tﬁ]t vﬁ/ﬂ
0 " 25
5 "1 e0.s
7 - 82.1
10 95.6
12 105
Solucién:
v = 52.96 m/s para t = 3.5 s
v = 74,07 m/s para t = 6 s
v = 101.28 m/s para t = 11.6 s

14, Una pelota es lanzada hac¢ia arriba y su altura para diferen
tes tiempos se muestra en la tabla siguiente. Calcule las co
rrespondientes a t = 2.5 s y t=4s .

t[ﬂ | h[m]

u W N O

Solucién:

h =6.63m para' t = 2.5 s

h=9.20m para t = 4 s
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15. Calcular los valores pedidos para cada una de las tablas
siguientes por medio de 1a férmula de interpolaci&n de La-

grange.

a) <
6.5 7.0

x 0 |1.2 2.5 | 4.0 | 5.4 6.0
39.21 ] 51.00 |58.25 [66.00

£(x) |3 |6.84 |14.25] 27.00

£(2)= 2 £(4.5)= 2 , £(6.3)=7

Ssolucién:

£(2) = 11; £(4.5) = 27.58; £(6.3) = 55.25

b)
x o [1.4 b.s 3.8 |s.a | 6.0 6.7 | 7.0
JE@) |5.00[1.36 J1.25 | 4.24 [7.56 17.00 |23.09 |26.00
£(2)= ¢ £(3)= 1 £(6.40)=2
Solucién:

£(2) = - 3.06; £(3) = 2; £(6.4) = 21.29

"16. Obtenga el valor de y correspondiente a x = 4.5, usando
interpolacién de Lagrange. Compare el resultado con la res-
puesta exacta, si ésta'es y = 5.456.

y |[2.827 | 3.623 |4.573 |5.920 | 5.998

Solucién:
y = 5.402; Error = 0.99%

17. Dada la ,siguiente tabla de puntos,encuentre el valor de y
para x = 2.5, utilice la férmula de interpolacidn Lagrange.

Compare las respuestas con la respuesta exacta.




solucidn:

R exacta y(2.5) = 1.498

R Lagrange y(2.5) = 1.442

18+ Encuentre utilizando la formula de interpolacidon de Lagran-
ge una x que proporcione una y = 7.386, basdndose en la ta
bla siguiente: -

x5 Yi
0.2 -2.619
1 3
1.3 4.425
2.2 8,177
Solucidn:
x = 1,999

19, La siguiente tabla muestra la produccién_y el consumo apa-
rente en toneladas de dcido sulfiirico en México, encuentre la
produccidén y el consumo aparente para los afios de 1953 y de

1958.

afo produccidn consumo
aparente

1950 43.374 43.754
1951 56.667 56.744
1954 109.962 115.263
1956 156.915 159.543
1957 186.203 186.940
1960 248.828 249.248
275.984 276.195
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Solucién:

afio produccibn consumo

aparente
1953 102.503 102.865
1958 © 200.000 200.270

0.4Calcu1ar la primen yvsegunda derivadas de las funciones de-
finidas por las siguientes tablas para los valores pedidos.
(Use 1a férmula del orden que mejor se ajuste a los datos).

a) pPara x = - 0.4; x = 0.2; x = 0.6

x be)
0.4573
0.6827
0.2 0.9720
1.3333
-0.2 1.7747
-0.4 2.3040
-0.6 2.92 93
solucidn:

y'(-0.4) = - 2.2222
i'(o.z) = - 1.6198
~y'(0.6) = - 0.9808
Q"(-o.4)’= 2.4000
y"(0.2) = 1.8000

y"(0.6) = 1.3950




b) Para t=-2; t=0

t S
-3 13
-2 3
1-1 -1

o 0 1
1 9 )
2 23

Solucién:

s'(-2) = -7
s'(0) = 5
s"(-2) = 6
sS"(0) = 6

c) Para t = - 0.45; t = 0.55; t = 0.05

LI
t v
|-0.70 6.470
-0.45 5.608
-0.20 | s.120
0.05 5,008
: 0.30 | 5.270
0.55 5.908 -
Solucién:
v'(-0.45) = - 2.700; v"(-0.45) = 5.984
v'(-0.2) = - 1.1921;"v"(0.2) = 6.016
. v'(0.05) = 0.300 ; v"(0.05) = 5.984

i

21. Para la funcidn definida por la siguiente tabla calcular
usando interpolacidn de tercer orden:

v
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a) La primera derivada para x =- 3; x = 1; x = 7
'b) La segunda derivada para. x =3 y x =7

c) La tercera derivada para: x =5

x £(x) |

-3 | o.368 ' ' o
-1 | 0.717 '

1 1.396 .

3 1.718 o '

5 5.294 '

7 10.312

Solucidn:

a) £'(-3) = 0.144 ; £'(1) = 0.449 ; £'(7) = 3.318
b) £"(3) = 0.314 ; £"(7) = 0.908

c) f£'''(5) = 0.149

22, Usando férmulas de interpolacidn de segundo y tercer orden
calcular para la siguiente tabla:

.0986
.0794
.7081
L1781
3.5553

o b W N
W W NN =

a) y'(i),; y'(4) ; y'(6) ; y"(5)

b) g"';3) 3 Y" (4) ; y" (5) 25610 con fdrmdias de tercer or-
en).

B YN |



solucién:

a) Segundo orden - Tercer orden ) bf »
y'(2) = 1.1569 y'(2) = 1.0647 Y™ (3) = 0.1934
y'v(4) = 0‘5494 y'(4) = 0.538 y"' (4) = 0.0659
y'(6) = 0.3308 y'(6) = 0.3528 y"' (5) = 0.6590
y"(5) ==-0.0928 y"(5) = - 0.0928

23, Obtener las derivadas pedidas aplicando fdormulas de inter-
polaci6n de Primer , Segundo y Tercer orden para la funcién -
definida en la tabla. En el caso de que no pueda obtenerse -
la derivada con las férmulas conocidas explicar por que:

a) 2'(-0.3) ¢ z'(-0.2) ; z'(0.3)

b) z'(0) ; z"(0.2) ; z™ (0.2) ; z"(0) ; z"(-0.1)

W 2z
-0.3 2.473
-0.2 1.992
-0.1 1.499
[o] 1
OI."I 0.501
ol.2 0.008
0.3 -0.473
Solucidn:
Primer orden Segundo orden - Tercer orden
a) z'(-0.3) = - 4.81 ; 2'(-0.3) = - 4.75 ) z'(-0.3)=-4.73
z'(-0.2) = - 4.93 ; z'(-0.2) = - 4.87 ; z'(-0.2) = -4.88
2'(0.3) = no se puede ; z'(0.3) = - 4.75 ; 2'(0.3) = - 4.73
b) =2z™ (0) =6 z"(0) = 0
z" (0.2) = 1.2 z"(-0.1) = - 0.6

z"' (0.2) = 6
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24, Calcular para la funcién definida por la tabla:

a) y'(-1); y'(-0.2); y'(0.6) usando interpolacién de segundo
y tercer orden.

b) y"(-0.2); y"(0.6) usando interpolacin de segundo y ter-

cer orden.

t $(v)

-1 0.5403

-0.6 0.9359

-0.2 0.9992

0.2 0.9992

0.6 0.9359

1 0.5403

Solucién::

segundo orden ) tercer orden
a) y'(-1) = 1.4044 ; y'(-1) = 1.6285

y'(-0.2) = 0.0791 B y'(-0.2) = 0.0635

y'(0.6) = - 0.5736 ; y'(0.6) = - 0.4685

b) y"(-0.2) = - 0.3956 ; y"(-0.2) = - 0.3956

y"(0.6) = - 2.0769 ; y"(0.6) = - 2,0769

25, En la siguiente tabla se muestran los valores de la veloci-
“dad (v) de un tren que frena al llegar a la estacidn en los -
diferentes tiempos ?t). Calcular la aceleracién para los ins

tantes t =15 y t = 20 . Use interpolacidén de tercer orden.

t[s] v[m/s]

5 6.6328

10 4.7590

15 3.6741

20 2.9164

25 2.3412

30 J 1.8842

Solucidn:

a(15) = - 0.1794 m/s®

a(20) = - 0.1285 m/s?

e $zé-
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26, Usando férmulas de derivacién con interpolacibn de tercer
orden y la siguiente tabla, calcular:.

a) 8'(-2m) ; B8'(-3w/2) ; 6'(-m)
b) @"(-2m) ; 8"(-3m/2) ; 8" (-m) -

c) O'™(-7m/4) ; 0™ (-51/4)

p (%]
| -2m 0.8415
-71/4 0.6496
-3m/2 [ .
-5m/4 | -0.6496
-7 '~0.8415
Solucidn:
a) @'(-2Zm = 0.2413 ; 8'(-31/2) = - 0.9242 , 6'(-m = 0.2409
b) O"(-2m) = - 1.4840 ; 8"(-3m/2) = 0 ; O"(-m) = 1.484

c) 0™ (-7n/4) = 0.9447 ; 6™ (-5m/2) = 0.9447

27, Los datos de la tabla nos indican la energia interna de una
sustancia (u), al aumentar la entropfa (s). Si se define a la
temperatura como a la derivada de la energia interna con res-
pecto a la entropia a volumen especifico constante, calcular

T(-0.6) ; T(-0.4) ; T(-0.2) y T(0.1) (use interpola-
cidén de tercer orden). ‘

S u

-0.6 0.6081
-0.5 0.5303 |
-0.4 0.5050
-0.3 0.5251
-0.2 0.5961
-0.1 0.7389

0 1

1 1.4777 : (
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Soluci&ng o \

T(-0.6) = - 1.0642

T(-0.4) = - 0.0352
T(-0.2) = 1.6833
T(0.1) = 6.1877

28+ Los datos de la siguiente tabla nos muestran la posicidn de
-un cierto proyectil teledirigido en los instantes marcados.
Calcular: /

a) La velocidad del proyectil en los instantes ¢t = ;
t =7/2; t = mw/4.

b) La aceleracifn del proyectil para t = 3t/4 y t = n/2
Utilice f6rmulas de interpolacién de segundo orden.

t [s] x [n]
™ 0.106
3n/4 0.238
#/2 0.397
1/4 0.604

0 1

Solucién:

a) v(m = -0.151m/s ; v(1/2) = - 0.233m/s ; v(n/4) = - 0.384 n/s

b) a(3m/4) = 0.044 m/s® ; a("/2) = 0.078 m/s?

29, Los datos de la tabla fueron medidos empiricamente de un -
- circuito RC . Si t es el tiempoy q ta carga en el capa
citor, calcular la corriente i en el mismo capacitor si

is= %% Para todos los tiempos mostrados. Use férmulas de in

terpolacién de tercer orden.




125

t[s] q [coul]

2.379
4.532
6.480
8.242
9.837

w» b W N = O

solucidn:

i(0) = 2.499 amp ; i(3) = 1.852 amp
i(1) = 2.263 amp ; i(4) = 1.675 amp
i(2) = 2.047 amp ; i(5) = 1.518 amp

30, Ea utilidad bruta de una empresa particular t afios des-
pués del 12 de enero de 1970 es p millones de pesos, estan-
do p definida en la tabla. .

Encontrar la tasa a la cual estuvo creciendo la utili
dad bruta al 12 de enero de 1972, al 12 de enero de 1973
y al 12 de enero de 1980. Teniendo en cuenta que la uti
lidad bruta es dP/dt

(24
-]

15.6
24.4
36.4
51.6
70.0

o O O & N

solucidn:

P'(2) = 3.6 millones de pesos por afio.

P'(6) = 6.8 millones de pesos por afo

P'{10) = 10.0 millones de pesos por aifio

-
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- 31, Una escalera se encuentra apoyada como se muestra en la fi-
gura. En el tiempo cero empieza a resbalar disminuyendo la -
altura de su extremo superior. Basidndose en la siguiente ta-
‘bla.calcular -1a velocidad y aceleracidn del extremo superior

cuando t =4 s ; t = 8s . Aplique férmulas de interpola
cién de segundo orden. : : '

sas ks

F —>

[

P 7 77

t [s] h[m]
0 15
2 13
4 9
6 5
8 2

10 0

Solﬁci6n:
v (4) = - 2 m/s

v' (4) [

v (8) = - 1,25 m/s

v'(8) = 0.25 m/s

32, Un autombvil registra valores de velocidad con respecto al
tiempo, com en la grafica

vinrla
4

z +

t




127

a) ¢Cufl es su aceleracifn para t =2 s ?-
b) ¢Cu8l es su aceleracién para t = 4 s ?
c) ¢Cudl es su aceleracibn para t = tx?

d) 1Interprete resultados

Solucién:
a) . alt=2 = 1 p/s
b) a|t=4 = 1 m/s
c) a't=t =0
x -

d) La aceleracidén hasta t = 4's es igual al 1 m/s®  porque
la pendiente de la recta es 1, la rectaes y = x. La -
aceleracidén para t = t_ vale cero pues es un punto de -
velocidad constante. ) .

33, Dada la tabla de valores a continuacidn:

p T
1 0.13
2 2
3 10.13
4 32
5 78.12
.6 162
!
Encontrar: ’
3
a) a°T en P = 3
ap?
. ip <
b) —— para P = 2
. ap¥
Solucién:
3 .
a) d——'f I = 10.51
dp p=3
3
p) &L = 7.48
ar® | p=2
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34, Un pistdn se mueve registrando los‘siguientes valores de ve
locidad en diferentes tiempos:

t [s] 1 [1.57 | 2.14 |2.71 [3.28

v[m/s] |o.84a | 1 | o0.84 J0.42 -0.14

{Cull es el valor de su aceleracifén para t = 1.57 s ?

Solucibn:

a, . 4,57 = - 0.0175 ém/sz

35, Un submarino "Polaris" dispara un proyectil y por medio del
sistema de radar se encuentra que a los 2 s ha recorrido
4m (debido al choque repentino con el agua), a los 4 s deja
el agua y ha recorrido 56m, a los 6 s . + 204m, a los 8 s
+ 496m y a los 10 s ha viajado 980m. .

Se quiere conocer su velocidad y aceleracidr en el momento

de dejar el agua y a los 10 s de haberse disparado.
solucibn:
v(4) =46 m/s ; v(10) = 298 m/s
a(4) = 24 m/s? ; a(10) = 60 m/s?

2 2 v

36, La integral_!; € dx es muy importante en estadistica ma--
matemdtica, se le conoce como "integral de probabilidad" y no
pueder ser valuada.por cdlculo diferencial e integral, Usar

la férmula trapecial con n = 6 para encontrar un valor apro
ximado y esperar el resultado con tres cifras decimales.

Solucién:
0.882 u?
2
37, Sabiendo que el valor exacto de . Va4 - x2 dx es m. Aprox)
mar la integral definida por la regla trapecial a tres cifras
decimales con n = 8, y comparar el valor obtenido con el -
exacto.

38, Ninguna de las integrales definidas, en los siguientes inci
sos puede calcularse exactamente en términos de funciones ele
mentales. Use la regla de Simpson de 3/8 para encontrar los
valores redondeando a tres cifras decimales.

2
a)./ﬂ sen h x . ; n=4
1 X
2
b) . e dx ; n = 4
2
c) , —dax ; n=8
1+ x9
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Solucién:

a) 1.445 ; b) 0:883 ; c) 1.402

39, Una particula sobre el eje x es atraida bor una fuerza ha
cia el origen, 1a magnitud de la fuerza es: -

F = -———J&ii————- Newtons
(a? + x2)3/2

Hallar el trabajo hecho por la fuerza si mueve a la particula
de una distancia 2a a una distancia -a del origen.

Utilice la férmula de {ntegraci6n de Simpson de 3/8 si a=1 m
y k=1, recqrdando que. W = F dx.

Solucidn:

W = 0.634 69 Joules

40, La siguiente tabla muestra el comportamiento de cierta maqGui
na térmica en la cual se comprime cierto gas desde 100 plg?® —
hasta 40 plg?. .

Halle el trabajo hecho por esta mdquina, procurando que el
error con la respuesta exacta no sea mayor de 0.71%

Recuerde quevel trabajo hecho, es el drea bajo la curva defi-
nida por los puntos de la tabla.

Nota: 1 pie = 12 pulg.
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v[p1g?) P [1b/p1g2]
40 288.5399
60 163.56
80 109.3362
100 80

Solucién:

W = 736 1lb - pie

41, Una placa con la forma de un segmento parabélico, se sumer-
ge verticalmente en agua como se indica en la figura, la si-
guiente tabla muestra la curva de presidn contra drea de la
placa, encuentre la fuerza que actia sobre la placa, recordan
do que esta equivale al &rea bajo la curva descrita por la ta
bla. Procure que su resultado no difiera en mis de 7.5% de Ta

respuesta. real.

A[m?) P [lb/mi] '
0 0
4 78609.9040
8 85013.2647
12 72082.7723
16 46241.1200

Rt —

\om

Solucidn:

F = 1,124,584.038 1b

7 _ -
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42, La siguiente tabla nos muestra los puntos de la grdfica fuét
za contra distancia que se obtuvo al estirar un resorte desde

10 hasta 25 cm. Encuentre el trabajo hecho por la fuerza al
estirar este resorte

Fuerza = k x

donde

-k = 120 Kg/m

x[n] | F[xg]

0 0
0.035 .3
0.05 6
0.075 9
.0.10 12

Ssolucidn:

W= 0.6 Kg - m

N

43, Para las siguientes integrales definidas haga una tabla y -
por medio de las diferencias encuentre qué férmula de integra
cién es la mas adecuada e integre, usando una cantidad no me-
nor de 6 puntos (n>6). - .

w/2 2
1) cos x dx integral‘ exacta = 1.000 u
° ‘ .
n
2) f /1 + x? ax integral exacta = 60.5229 u?
1
?
3) f log x dx integral exacta = 2.7469 u?
3
5
4)f _4x integral exacta = 1.8274 u?
1 VYx + 2 ‘

2

X ‘
5)4f —ax integral exacta = T u
0 ‘

1 + x
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6) —dx integral exacta =.0.5236 u?
. 16 x - »?2 )
»
7) dx integral exacta =-0.9258 u?
Je Y25 - x? )

' 44, Utilizando 1a férmula de Simpson de 1/3 encuentre el valor de
~ la.siguiente integral definida,

10 )
’ dx
A TF % para n = 8

Solucién:
R = 1.29959 u?

Rexacta = 1.704748

452fR¢suelva la siguiente 1nte§ra1 definida utilizando:
"~ a) Férmula trapecial para n = 10
b) Combinando Simpson de 1/3 y 3/8 para- n = 10

c¢) Compare resultados entre a) y b)

1
/; (e* + x? + 4) ax

Solucién:

Rexacta = 6.051615 u?
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46, Utilizando la férmula trapecial resuelva la sfguieﬁtejinie- '
gral definida: , ' s T

2 » 4 :
[ x/q - x? ax ‘para n = 8

Solucibn:

"R = 2.62488 u?

n
F-3

47, Encuentre la siguiente’intégral definida para n = 2 yn
utilizando 1a férmula trapecial.

0.8 :
0 cos h x? dx
solucidn:

2

A2 0.835 u

Ay, = 0.834 u?,

48. Encuentre la siguiente integral definida para n = 2;
n=4y n=6 usando la formula trapecial.

g
/ sen’ x dx
o

Solﬁc16n=

Az = 1.571 u?
Ay = 1.342 u?
Ag = 1.335 u?

Exacta = 1.333 u?
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TEMA VII SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES Y SISTEMAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES

1. Resolver la siguiente ecuacién diferencial de primer orden:
Condicidén inicial
Lyt G+ny; oy =2
Utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, en el in-
tervalo 0 <x< 0.8. Considerando un incremento constante

h = 0.2.
Solucidn:

Las expresiones del método de Runge-Kutta de cuarto orden .son:

Vigg = vyt B0 (xi, vi) ' Cove (a)

i=0, 1,2, ...,

donde
B (xi, yi) = = (ky + 2kp + 2k3 + ki) cee (D)
siendo
S ky = £(xi, ¥i) ve. (0)
h 1
ko = f(xi + IRE! + > hk;) cee (d)
ks = £(x: + I, y: + - hky) (e)
3 1 2’ yl 2 2 oo
ky = £(xi + h, yi + hkj) e (D)

Para este problema f(x, y) es

f(x, y) = -71.‘(5 + x)y
considerando i = 0 en la expresidn (a)

y; =-yg + h 8(xg, ¥o)

siendo
B(xg, yo) = %ﬁ(kl + 2ky + 2k3 + ky)

donde
ky = £(xg, yo) = (5 + x0) vo ='—14—;(5 +0)2 = 2.5000

K, = £(xg +—‘2‘—_, yo + Shk)) = %(5 + (o +25—Z))(z+-%—(o.z)(z.5))

k, = 2.86875
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) N N .
ky = £(xg + 3 yo + —-hkz) e (5 +(0+ —))( ++ (0.2)(2.86875))
kg = 2.91577 ,

k, = £(xg + b, yo + hkg) = & (5 + (0 + 0.2))(2 +0.2(2.91577))

k, ='3.35810 . R

susﬁitufendo
y1 = 2 + 2225 + 2(2.86875) + 2(2.91577) + 3.35810)
vy, = y(x;) = y(0.2) = 2.58090

Para i = 1

y2 = y1 + h #(xy, y1).

siendo .
B(xy, v1) = (k) + 2kp + 2Ky + Ky)
k= £Gey, vy) = (5 + 0.2)(2.58090)
Ky = 3.35518
donde:

Ky = £Gy + 2,y 4 bk =

- L(se 0.2"‘”( 8090 + L 35518 )
cl5+ (0.2+5 )) 2:58090 + (0.2)(3.35518)
k, = 3.86425 ' ‘ oo

L
ky = £(x) +—l21" y1 + hky) =

=L (54 .2 +%2)) (2.58090 + 5 (0.2)(3.86425) )

k3 = 3.93171
ky = f(x; + h, y; + hka)"; '
=% {5+ (0.2 +0.2) ) (2.5809 + 0.2(3.93171) )
k, = 4.54578
sustituyendo = T R o .
ys = 2.58090 + %2 (3.35518 + 2(3.86425) + 2(3.93171) + 4.54578)

‘yz = y(xp) = y(0.4) = 3.36400
Para i = 2 '

v3 = yp + b 8(xy, ¥,)

B8(x,, y5) = ——é— (k. + 2k, + 2ky + k)
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T O +. 5+ 0.4)(3.36400)

kl = 4,54140
k, = f(x; + &, v, + L hk) =
2 2 Y2 2 IR

=L (54 0.4+ %2)) (3.36400 + 5 (0.2) (4.54140))

ky = 5.24994

h
k3 = f(xz +i,y2 +%hk22 =

o 405 + (0.4 +%2)) (336400 + 1 (0.2) (5.24994)

“ ky = 5.34737
ky, = f(x, + h, yp + hky) =
-'% (5.(0.4 + 0.2))(3.36400 + 0.2(5.3437))

k, = 6.20686
sustituyendo

v = 3. 36400 + ——(4 54140 + 2(5.24994) + 2(5.34737) + 6. 20686)

y3 = y(x3) = y(o 6) = 4.42877
Para i = 3
Yy = y3 +h Q(x3; 73)

(x5, ¥5) = 4 (k, + 2k, + 2k + k)

Ky = £(x3, y3) = -1 (5 + 0.6) (4.42877)
k; = 6.20028

kz“f(33+ 2,y3+ hkl)"

1

0.2
- (5 + (0.6 +

<2) (4.42077 +L 0.2)(6.20027) ) |

Iy = 7.19453.
ky = £x3 + 2, yg + L hky) =
1 0.2 1 0.2y |
L (54 (0.6 +%2) (402877 4L 0.2)(7.19452))

ky = 7.33621
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=
w
n

- h 1 K 1 | 0.2 1
£(xg + - Yo + hkp) = (5 +(0+ T)) (z +3- (o.z)(z.see75))

2.91577

=
w
n

k, = £(xg + b, yo + hkg) = & (5 + (0 +0.2))(2 + 0.2(2.91577))

k, = 3.35810

sustituyendo

vy = 2+ 2225 + 2(2.86875) + 2(2.91577) + 3.35810)

1 = y(x;) = ¥(0.2) = 2.58090

Para i = 1 .

Y2 = y1 *+ h 0(x), yi1)

siendo
B(xy, yy) = %(k1 + 2k, + 2k3 + k)
Ky = £(x;, y;) = (5 + 0.2)(2.58090)
k, = 3.35518

donde:

Ky = £0ny + B,y + bk =
=_1_( 0.2 ( 00 4 L . )
L(s+ (0247 )) (258090 + - (0.2)(3.35518)
k, = 3.86425

l‘3 = f(xl +—;—’ bA ".‘%‘hkz) =

L (54 0.2 +%2)) (2.58090 + 1 (0.2)(3.86425)
4 2 2

k3 = 3.93171
ky, = f(x; + h, y; + hkj) =
=L (54 (0.240.2))(2.5809 +0.2(3.93171) ) |
N k, = 4.54578 '
sustituyendo ,
y2 = 2.58090 + %2 (3.35518 + 2(3.86425) + 2(3.93171) + 4.54578)
¥, = ¥(xp) = y(0.4) = 3.36400

N

Para i = 2

y3 = Y2 + h o(xzv YZ)

B8(x,, y,) = -(1,— (ky + 2k, + 2ky + k)
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1= £G%5, ¥5) = - (5 + 0.4)(3.36400)
k, = 4.54140
k, = £(x, +l2‘-, Y2 +—;-hk1) =

=+ (5+ (0.4 +%2)) (3.36400 + 3 (0.2) (4.54140))

ko, = 5.24994

ks = £Gp + 3,72 + 3 hkp) =

= -—(5 + (0.4 + —) ) (3 36400 + & 2 (0.2) (5.24994))

5.34737

\
w‘
Phe
n

F
]

f(xz +h, y, + hka) =

- (5.(0.4 + 0.2))(3.36400 + 0.2(5.3437))

k, = 6.20686

sustituyendo
= 3,36400 + ———-(4 54140 + 2(5.24994) + 2(5. 34737) + 6. 20686)
¥3 = y(x3) = y(0.6) = 4.42877
Para i = 3
Yy = ¥y3 + h 8(x3, ¥3)
(x5, y5) = & (k, + 2k, + 2k, + k,)

£(x3, y3) = = (5 + 0.6) (4.42877)

K =
k; = 6.20028
Ky = £(xy + 2, vy 4 Loy -
-+ (5 + (0.6 + %)) (4.42877 + L 0.2) 6.20027) )
Ky = 719453

ky = £0xg + 2, y3 + 4 hky) =

+ (5+ (0.6 +%2)) (402877 + L 0.2)(7.1045))

7.33621

=
w
]
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k, = £(x3 + b, y; + hkj) =
=L (s+ (0.6 +0.2) (4.42877 + 0.2(7.33620) )

k, = 8.54921

ustituyendo

yy = 4.4287 + Qé& (6.20028 + 2(7.19453) + 2(7.33621) + 8.54921)

¥y = y(x,) = y(0.8) = 5.88913

"Por lo tanto, la.solucidn que proporciona este método es

x y (x)

0.0 2.00000
0.2 2.58090
0.4 3.36400
0.6 4.42876

0.8 5.88913

2, Elaborar un programa de computadora en lenguaje BASIC para re
solver ecuaciones diferenciales de primer orden, utilizando e¥
método de Runge-Kutta de cuarto orden. Comprobar el programa
resolviendo la ecuacién diferencial del probléma anterior.

Solucidn:

a) Diagrama de flujo:




by

L aE
]
1@
1302
141
150
160
178
)
190
Vs 1%

Lo e e
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yO(x) = y, = Condicisn inicial

x¢ = Valor tinal

Incremento

F(x, y)

F(x + H/2, y + K & ky/2)

k), =
k, =
ky =

F(x + H/2, y + H s k,/2)

'F(x#l‘l,y#"hka)

. . -
ly-yQH-(klﬁZ.kZﬁlak]*lb)/ﬁ‘J \

Codificacién (BASIC, TRS-80-II)

T RUMNGL /MR

Cw wYrT o= (5 + X ) Y S At
CI% "Y ()
' XQ = VALOR INICIAL
*OXN Veal.OR O FTNAL.
ENE ] = TNCREMENTG
TODECLARACTONES
DEF FNF (XyY) = (S5+X)*Y/4
. .
CLE
PRINT "M £ T O D O D E RUNGE - KUTT A"
PRINT .
FPRINT
PRINT cacion diferencial:s
PRINT
PRINT ECSE
PRINT
PRINT CI®
PRINT
Freeibn
o . DE COND L INICTALES
HE B N G S IS (XDyYD)Y "3XA2Y
TOLECGTURA DE LAS CO X PERACTLON
Vet "atlor Final e CXNyEEY 3 XNy b
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37( 7 IMPRESION DE ENCABEZADO -
3R CLs T AT
390 PRINT "M E T G D O DE " RUNGE KU T T A"
; PRINT .
PRINT wacinn. -'ufér«n- ials"
PRINT e, . R
PRINT
PRINT
TPRINT.
CALCULOS
TGR % = X@ To XN STEP H
PRINT USTNG " s, #H#d "“Xy .
‘,Y,F‘RINT LS TNG " HH$HEE. HEdEE s
7 FORMULA DF RF—(‘URRFN(‘IA
TR FIMFTCX s )
FF (X2 a Y +HRR L 2 2)
FNF CX PH /2 Yo e/ 0,
DN R A YRR
‘:::x'hl [0 SAVERANE R Jll\-#)/u

c) Utilizando la ecuacifn diferencial del problema muzuiot, se
obtiénen los siguientes resultados

3, E1 motor de una bomba de agua se encuentra funcionando en es-
tado estable, alimentindose de una fuente de voltaje como lo
muestra lTa siguiente figura
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E1 fusible y el motor del esquema anter%ér-se‘repreéentan
eléctricamente como

v(e) Ov

r-- h-é-é?-

Figura 3.1

donde:
V(t): es el voltaje-de alimentacidn

R¢ es una reeistehcia; que al paso.de una
determinada corriente se funde, abrien

" do el circuito
Rp es la resistencia del motor
Lm es la inductancia del embobimado del motor

Considerando que el voltaje de la fuente de alimentacién es

v(t) = 120 ﬁz?lunuzo ).

y que Tos pardmetros Rg, Rp ¥ Lp tienen los siguientes valores

Rg = 10 0
Rm =70 @
Ly = 0.15 H
Calcular la corriente que circulard por el-fusible a partir

de que el interruptor es cerrado, considerando que en ese mo-
mento la corriente generada por el embobinado del motor es de

-1 L amper. . ,

Solucidn:

" Para resolver el problema es necesario obtener um modelo mate-
mftico del circuito de figura 3.1, este modelo es -

Ca

Ln fg I(t) + (Rg + Rp)I(t) = V(t) ;5 I(tp) = I
Condicidn inicial
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como se observa, el modelo matemdtico del circuito eléctrico es
una ecuacidn diferencial de primer orden, cuya solucidn es la .
funcidn I(t), la cual representa la corriente que circulard por
el fusible a pattlt de t = 0, considerando este: txempo el momen
to -en el cual se cierra el interruptor.

Utilizando el me:odo de Runge- Kutta de cuarto orden, para re-
solver la ecuacidn diferencial se tiene que

v Rpm + Rf - )
R R (I I(ty) = I,
) Condicidn inicial

sustituyendo valores

I'(e) = 22872 genq120we) - 22+ 10 yeey o o100) = -1
( 0.15 °° 0.15 : !
i Condicidn

inicial

efectuando operaciones

TI'(t) = 1;131.37085 sen(376.99112 {); 533.33333 1(t)
Esta ecuacidn es de la forma
I' = f(t, I) P I(ty) = I,
siendo |
£(t, I) = 1131,37085 sen(376.99112 t) - 533.33333 1

sustituyendo en las férmulas del método de Runge-Kutta de cuar-
to orden :

; : h
I. = Ii + "3‘ (k] + 2k2 + 2k3 + kl,)
ky = £(t;, Ij)

h
kz = f(tl + —z'v
h
ky = £(ti + =
ky, = £f(ti + h, Ii + hkj3)

i=0,1, 2, ...

Se obtiene, para i = 0

I = Ip + = (k) + 2kp + 2k3 + k)
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k, = £(tg, Ip) = 1131.37085 sen(376.99112 (0)) - 533.33333 (-1)
k, = 533.33333

( . ~3,
1131.37085 sen(376.99112 (o + —1‘2’— ))

=
N
L}

£(tg + By Io + 3 hiy)

533.33333 (-—1 + —;— (10-3)‘ (533.33333)

'k, = 603.10887 '

ks = £(tg + &, Io + 5 hkp)

-3
1131.37085 sen(376.99112 ( 0 + -l—g-—))

533.33333 (-1 + 3 (107°)(603.10887))
ky = 584.50206

£(to + h, Io + hk3) = 1131.37085 sen(376.99112 (0 +107%)

,;F
]

- 533.33333( -1 + 1073(584.50206))

" ky = 638.08429

sustituyendo:

-3
1, = -1 +22-(533.33333 + 2(603.10887) +2(584.50206) +638.08429)

I, = -0.40889 amp.

Procediendo en forma similar, con ayuda del programa del pro-
blema anterior se obtiene

Para i =1
Ip; = I]+%(k1+2k2+2k3+ku)

kl = f(tl, Il) = 634.56006

k= £t +0 T + 3 k) = 655.07747
- h 1
ks = £(t; +, 1) + - hkp) = 649.60616

ky = £(t; +h, I, + hky) = 646.09469

sustituyendo

-3
I, =-0.40889 +% (634.56006+2(655.077lo7)+2(649.60616)+646.09I»69)

'

I, = 0.23945
Para i = 2

I3=1, +-%—(k1+2k2+2k3+k;,)
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ky = £(t, Ip) = 646.76998

kp = £(tp + 2 2 , Ip + - hk;) = 615.11959

2
ke = £(t, + 2 1.
3= £(ty + =, Ip + 5 hky) = 623.55969

kg. = f(tz + h, 12 + hka) = 563.42312

sustituyendo
-3
I3 = 0.23945 + 13— (646.76998 + 2(615.11959) + 2(623.55969) + 563.42312)
13 = 0.85404
Para i =3

I, = I3 + —‘61-(k1+2k2+2k3+k.,)

Ky = £(t3, I3) = 568.20696
: h 1 ' -
kz = f(t3 + - 2 I3 + T hkl) = 488.81690
_ h 1 )
ky = £(ty + B, 13 + - hkp) = 509.98759

ky = £(t3 + h, I3.+ hk3) = 401.65697

sustituyendo
Iy = 0.85404 +~——— (568 20696 + 2(488 81690) + 2(509.98759) + 401. 65697)

1, = 1.34862

Para i = 4
N R
Is = Iy + —6" (kl + 2k, + 2kj3 + ky)

k)

= £(ty, Iy) = 409.87435
h 1 )
ky = f‘(t.. + 57 Ly + =5 hk;) = 293.88583
h 1 : :
ks = £(ty + 5 2 1, + - hk) = 324.81610

ky = £(ty + b, I, + hky) = 183.49837

sustituyendo

= 1.34862 +-——— @09 87435 + 2(293.88583) + 2(324.81610) + 183 69837)
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Is = 1.65375
Andlogamente
i=5 35 1Ig=1.72659
i=6 ; Iy =1.58486

i=7 ; 1Ig-=1.26122

Finalmente, la corriente que fluye a través del fusible se re-
sume en la siguiente tabla

t I(t)
(ms) (Amp.)
0 -1.00000
1 ;0.40889
2 0.23945
3 0.85404
4 1.34862
5 1.65375
6 1.72659
7 1.58486
8 1.26122

4. Para el rescate de un barco antiguo hundido durante el siglo
XIX, se piensa utilizar un batiscafo para grandes profundida-
des.

Para que la maniobra tenga é&xito es ‘necesario sumergir el ba
tiscafo lentamente para que los cambios de presién en la cora
za del mismo sean graduales. Considerando una velocidad de
hundimiento constante se obtuvo el siguiente modelo matemdti-
co de la variacién de la presibfn con respecto al tiempo

dp . 1600 faguaSt
at 3

Determinar como varfa la presién conforme pasan los primeros
cinco minutos del descenso.
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Solucidn:
_ Una vez determinadoe el modelo matemd@tico, representado por la

_ ecuacidn diferencial anterior, el problema se reduce simplemen
te a resolverla. Sustituyendo los valores de las constantes

-3
Pagua = 1.0021 x 10 Kgn/m3
g = 9.807 m/s?

se obtiene

-3 )
dp _ 1.0021 x 10 "(9.807) .t
at 1600 P

simplificando

dp _ o
‘dt 15.724 P

Siendo la condicidn inicial de la ecuacidn diferencial la pre-
sidn sobre la coraza del batiscafo al nivel de 1la superficie,
la cual es la presidn atmosférica

P(tg=0) = Pg = 1.013  bar
‘Utilizando el método de Euler se tiene

P' = f(P,t)
siendo f(P, t) igual a

£(p, t) = 15724 {%

La férmula de recurrencia del método de Euler es

P P

i+1 ; +h £(Py, ti)
i=0,1, 2, ...

considerando que se registra.una lectura de presidn cada medio
minuto se tomard h = 0.5.

Para i =0

P, = Pg + h £(Pg, (to)

Pg = 1.013
h = 0.5
t 0)
£(Pg, to) = 15.724 Fﬁ = 15.724 1573 = ©

sustituyendo

P; = 1.013 + 0.5 (0) = 1.013
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P(t; = 0.5) = 1.013

Para i =1
P, = P; + h f(Py, tp)

P; = 1.013
h = 0.5
t
- D S 0.5
£(Py, t;) 15724 7 15.724 1013

sustituyendo
Py = 1.013 + 0.5 (7.761) = 4.894
P(t; = 1.0) = 4.894
Procediendo en forma similar hasta llegar a t = 5 minutos
i=2 ; P3=6.501
i=3 5 P, = 8.315

i=4 Ps = 10.206

i=5 ; Pgo= 12.132

i=6 3 P;=14.076

e
L]
~
e

Pg = 16.031
i=8 ; Pgo=17.993

i=9 H Pyp = 19.959

Por Gltimo, se construye la siguiente tabla para analizar pre-
siones contra tiempo

t(min) P(t) (bares)
0.0 1.013
0.5 1.013
1.0 4.894
1.5 . 6.501
2.0 . 8.315
2.5 10.206
3.0 12,132
3.5 14.076
“ 4.0 16.031
i 4.5 17.993
5.0 19.959
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5. En un proceso metaldrgico, se ha observado que para lograr un

~ buen resultado la aleacidn procedente del horno de fundicién de
be ser colada a una temperatura superior a los 1 000 °C. Si la
aleacibn se extrae del horno a una temperatura de 1 300 °C y a
partir de ese momento se enfria segin 1a ley de enfriamiento de
Newton

d—dt-u(t)°—k[u(t)‘-’[] ... (a)

donde

u(t) ‘es la temperatura de la aleacidn conforme avanza
el tiempo E

K es una constante que depende de los materiales de
la aleacidn

T es la temperatura amhiente

Investigar si se obtendrd un resultado satisfactorio, conside
rando que la operacibn entre la extraccién del horno y la termi
nacién del colado requiere de 1.5 minutos.

Solucidn:

Para obtener un resultado satisfactorio se requiere que 1la
temperatura de la aleacidn sea mayor de 1000 °C después de
un minuto y medio de haber sido extraida del horno. Habra

que investigar cudl es la temperatura de la alezcidn para
t = 1.5, en otras palabras, es necesario conocer

u(t = 1.5)

para ello se resolverd la ecuacidn diferencial (a).

Considerando que la temperatura ambiente es de 35 °C y que
la constante K para los materiales con los cuales se esta
trabajando la aleacidn es igual a 0.1567, entonces se tiene
Gue '

d—dc u(t) = - 0.1567 [u(t) - 35]

siendo la condicidn inicial u(0) = 1300.

Aplicando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, cuyas
férmulas de recurrencia son

Ujpy = uy + '% (k1 + 2k, + 2k3 + ky)

ky = £(t;,uy) :

ko = £(t; + 2, ug + 2 hiy)
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Ty o= £(tg + -, ug + 1 hkp)

- Ky = £(t; + h, ui + hkj)

f(t, u) para la ecuacidn diferencial dada es

£(t, u) = - 0.1567 u(t) + 5.4845

considerando un incremento h constante igual a 0.5 minutos,
se tiene

para. i = 0:
u) BAUO + — (k; + 2ky + 2k3 + ky)

ky= £(tg, ug) =~ 0.1567 u(tg) + 5.4845 = - 0.1567(1300) + 5.4845
' = - 198.2255,
kp = £(tg + — 2 , up + = hk1)=-0 1567 \‘13004»%(0.5) (-198.2255) -35)

=~ 190.4600

.k3 = f(to + 2, +% hkg) = -0. 1567(1300+—— (0.5) (- 190.46) = 35 )

=~ 190.7642

B 4y + hky) = - 0.1567 (1300 +0.5 (-190.7642) - 35)

ky = f(tg + 2

= - 183.2791

sustituyendo
up = 1300 + %3 (-198.2255 + 2 (-190.46) + 2(-190.7642) - 183.2791 )
u; = 1300 - 95.3294

u(0.5) = u; = 1204.6706 °C
Para i =1
up, = uy +—— (ky + 2k, + 2k3 + ky)
ki = £(t;, u)) =~0.1567 u(t;) +5.4845 = ~0.1567 (1204.6706) + 5.4845 =

=-183.2874

kp = £(t) + B u) + 3 hk;) =-0.1567 ( 1204.6706 + -1 (0.5) (- 183.2874) - 35) =

=~ 176.1071

k3 = £(ty + B, 0y + —;— hky) = -0.1567(1204,6706 + —-(0.5) (~176.1071) - 35) =

=- 176.3884

| ’ | |




149

ky = £(t; + h, up + hk3) = -0.1567 (12 04.6706 + 0.5 (-176.3884) - 35)

= - 169.4674
sustituyendo
uy = 120&.6706:+ 932 (-183.2874 + 2(-176.1071) + 2(-176.3884) - 169.4674 )
u; = 1204.6706 - 88.1455

u(1.0) = u, = 1116.5251 °C

Para 1i = 2

U3=UZ+“'g—(k]+2k2+2k3+kL‘.)

Ky = £(ty, up) =-0.1567(1116.5251) + 5.4845 = - 169.475

kp = £(t2 +% up +—;—th)=-0.1567(1116.5251+—;—(0.5)(-169.4751) - 35)
=~ 162.8358

ky = £(t, + % up + % hky) =-o.1567(’1116.5251,+—;—(0.5) (- 162.8358) - 35)
=~ 163.0959

ky = f (t; + h, up + hkj) =—0.1567i(1116.5251 40.5(~163.09589) - 35)

=- 156.6964

sustituyendo

uz = 1116.5251 + gti (-169.475 + 2(-162.8358) + 2(~163.0959) - 156.6964 )

uz = 1116.5251 - 81.5029

u(l.5) = uz = 1035.022 °C

El valor anterior nos dice que la temperatura de la aleacidn
después de 1.5 minutos de haber sido extraida del horno es de
1035 °C aproximadamente, por lo tanto, se concluye que el re
sultado del proceso serd satisfactorio.
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6. En el laboratorio de electricidad se construyé el siguiente
circuito

R R ORT

R,= 1000 Q Ry=30ce0 ‘

’ T TLiv
sov | L.(p) C=5~0"§ o Ly

Por medio de los amperimetros A, y A, Se midieron las corrien-
tes I, e I, respectivamente a partir de que el interruptor fue

cerrado en el tiempo t = 0, obteniéndose los siguientes valo-
res

t Iy I,
(miliseg.) | (Ampets) (Ampers) ‘

0.0 0.000 3.000 ,

0.5 0.279 2.860
1.0 0.518 2.740
1.5 | 0.725 2.638

Calcular la corriente que pasa por el condensador cada 0.5 mi-
lisegundos durante los primeros 4 milisegundos.

Solucidn:

El problema se resuelve al conocer como varian la corrien
te I, e I, con respecto al tiempo, estas funciones I;(t) e
I,(t) se obtienen al resolver el siguiente sistema de ecua
ciones diferenciales de primer orden:

—dd? I,(t) = E%T(Iz(t) - Il(t)>

L o) = E%; (Il(t) - I,(t) ) .

Como ya se conocen los cuatro primeros puntos de la solu-
cién se puede utilizar el método de Milne para resolver el
sistema planteado. - Las ecuaciones de recurrencia son, con
siderando que x=¢t, I =y e Ip = z:
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: C :
Yitl,p = Yi-3 * 3 h (2f5_, - £5_, + 2f;)

v i :
zi+hp .= zi_3 + 3 h (23i_2 - 85, + 28i)

i=3,4,5,...
h
+ 3

(£ +4f, + f

Yi- i-1 i i+1 )

.
Zit),c = zi-1 *t 3 (8i-1 *+ 485 + 834 )
3

i=3,4,5,...

donde las funciones f y g son

f(x, y, z) =al{-1- (z - y)

,’-‘

g(x, v, 2) = y - z)

o

. sustituyendo valores, el sistema es:

1 . .
' Sl e - = = = .
y G xklo_u)w?(z y) y(t=0) =yg = 0.000

'=m3'y'z) -~ z(t=0) =29 = 3.000

Condiciones iniciales

Efectuando operaciones

y' = 0.2 (z - y) H yo = 0.000

z' = 0.1 (y - 2) H zg = 3.000

valuando las ecuaciones predictoraspara i = 3 se obtiene

Yup = Yot 5 h (2F) - £, + 2£3)
2,0 = z2g + —— h (2g, - g, + 283)
up 0 3 81 -~ 82 * 283

h = 0.5

yo = 0.000 : zg = 3.000 -
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£, = £(x), v1, 21) = 0.2 (21 -y;) g1 = 8(x1, y1, 21)=0.1 (y1-21)

£, = 0.2 (2.860 - 0.279) = 0.516 gy = 0.1 (0.279 - 2.860) =-0.258

fo = £(x3, ¥2, 22) = 0.2 (22 - y2) 82 = 8(x2, ¥2,22)=0.1 (y2 - z3)

f, = 0.2 (2.740 - 0.518) = 0.444 ‘ g> = 0.1 (0.518-2.740) =~ 0.222

, ) i

f3 = £(x3, y3, 23) = 0.2 (z3 - y3) g3 =9(x3, ¥3, 23) = 0.1 (y3-123)

f3 = 0;2 (2.638 - 0.725) = 0.383 g3 = 0.1 (0.725-2.638) =-0.191
sustituyendo |

Yy,p = 0.000 + % €0.5) [2(0.516) - 0.444 + 2(0.383)]

z = 3.000 +-1L (0.5) | 2(-0.258) + 0.222 + 2(-0.191) |.
4,p 3
efectuando operaciones )
. s
Yu,p = 0.903

z = 2.549
“9p .
y ias ecuaciones correctoras son

£, + 4fy + £,

g2 + 4gy + Bu:l

Yu,e = V2 %

uﬂr vl
1

z“’c = Zy +

donde

h = 0.5
vy, = 0.518 2, = 2.740
£ = 0444 ' g2 = = 0.222
f3 = 0.383 ) | ' . g3 = - 0.191
£y, = £(xy, Yy, 24) = O-é(zu - yu) gy = g(Xy, Yu, 24) = 0-1‘()".. - zy).
fy, = 0.2(2.549 - 0.903) - 0.329 gy = 0.1(0.903 - 2:549) = - 0.165

sustituyendo valores
0.5 X
Yu,c = 0.518 +-—3— 0.444 + 4(0.383) + 0.329

2y, = 2.740 + 52 ‘:- 0.222 + 4(- 0.191) - 0.165‘]
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efectuando operaciones

Yy,c = 0.902

Zy,c = 2.548

Considerando i = 4 en las ecuaciones predictoras:
4 P
Vs,p =1 * 3 h | 2f2 - f3 ¥ 26,

4
z5,p = 21 +—3-h [2g2 + g3 + 23“:[

donde )
h=0.5
y1 = 0.279 z) = 2.860
£, = 0.444 go = - 0.222
£3 = 0.383 ‘ g3 = - 0.191
£, = 0.2(zy - ) = 0.2(2.548 = 0.902) gy = 0.1(yy - z4) = 0.1(0.902 - 2.548)
= 0.329 ' = - 0.165

sustituyendo valores

Yé,p = 0.279 + %(0.5) 2.(0.444) —0.383+2(0.329):|

25,p = 2860 + 5-(0.5) |2(-0.222) + 0.191+2(—6.165):|
efectuando operaciones

Ys,p = 1.054

zs,p = 2,471
y las ecuaciones correctoras son

h
Ys,c = Y3 + 3 [fa + 4f, + fsj

. _h
L %s,c 7 ®3 vy ‘:83 + h4gy + 85]

siendo
h= 0.5
s = 0.725 23 = 2.638
£, = 0.383 . gy = - 0.191
£, = 0.329 : g, = - 0.165
£g = 0.2(z5-ys) = 0.2(2.471 1.054) g5 = 0.i(ys=zs)=0.1(1.054 - 2.471)

- 0.142

= 0.283
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sustituyendo valores

. 0.5 L0
¥s,c = 0.725 + 252 {:0.383 + 4(0.329) + o.zss_l

sg.c = 2.638 + 22 l:- 0.191 + 4(- 0.165) - o.u.z],
, 3

efectuando operaciones"

v

Yg,e = 1.955

¥

z5,c = 2.473

Procediendo en forma similar se obtiene

ies - Ye,p = 1186 Yo, = 1.041
zg,p = 2.186 Zg,c = 2.479
i=6 ; Y7,p = 1.283 ¥7,c = 1.596
z7,p = 2.360 27 o = 2.204
‘i -7 yo,p = 1.647 Vg,o = 1.790
zg,p = 2;176 zg,c = 2;107
i=8 Yo,p = 1.637 Yo,c = 2.021
2g,p = 2.184 Yg,c = 2.045

Por lo tanto, las corrientes I; e I, durante los primeros
cuatro milisegundos son

’

t I ' I
(ms) (Ampers) (Ampers)
0.0 -~ 0.000 3.000
0.5 0.279 2.860
1.0 0.518 2.740
1.5 0.725 2.638
2.0 1.055 2.473
2.5 1.372 T 2.316
3.0 1.596 2.204 '
3.5, 1.790 2.107
4.0 2.021 2.045
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Finalmente la corriente en el capacitor es
Ic(t) = Il(t) - Iz(t)

Tabulandose para cada instante se obtiene

t I,
(ms) (Ampers)»y

0.0 | -3.000
0.5 | -2.581
1.0 | -2.222
1.5 | -1.913

2.0 1.418

2.5 -0.944
3.0 | -0.608
3.5 -0.317
4.0 -0.024

7. De un globo aerostdtico se suelta una bolsa de lastre con un
peso de 30 Kg tardando en llegar al suelo 16 seguandcs.

- Calcular la altura del globo en el momento en que fue lanzada
la bolsa, considerando que sobre ella actian una fuerza hacia
abajo debida al peso propio de la bolsa y otra fuerza haciaarri
ba provocada por el aire, la cual es proporcional a la veloci-
dad de la bolsa durante su cafda.
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Solucidn:

Utilizando 1la seéunda ley de Newton

F = ma

d2

- F + Fpego =n 37 y(t) o ee. (a)

aire
siendo y(t) la distancia recorrida por el saco para un tiem
po dado. .
Como la fuerza del aire es proporcional a la velocidad, se
puede escribir '

Foi = k 4 y(t)

aire dt
donde k es ‘una constante de proporcionalidad y i% y(t) es la
velocidad de la bolsa. ' ’

La fuerza del peso y la masa se escriben como:

FpeSQ = w . m = 7;

sustituyendo en (a) se obtiene

d w _d?
-k gpy(e) +w . ez Y0

sustituyendo los valores de

w = peso de la bolsa = 30 kg

g = aceleracidn de la gravedad, .a una altura
de dos mil metros sobre el nivel del mar

= 9.7826 ﬁ%

y considerando

k = 0.12 k8-S
— m

se llega a la siguiente ecuacidn diferencial

1 = 30 "
=0.12 y'(t) + 30 = g3gze ¥" (1)

simplificando
0.1022223 y" + 0.009 y' - 1=0
multiplicando por 1000

102.222 y" + 4.000 "y' - 1000 = O

La solucidn de esta ecuacidn diferencial de segundo orden
es una funcidn y(t) que representa la distancia recorrida
por la bolsa de lastre a partir de que es soltada del glo-
bo. ’
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Las condiciones iniciales del problema son

y(0) = 0 1la distancia recorrida en el timepo

t = 0 es nula
y'(0) = 0 1a velocidad en el tiempo t = 0 es nula

y por dltimo, la altura del globo en el momento de soltar
1a bolsa estard dada por
d = y(t = 16)

Para resolver la ecuacidn diferencial planteada, se utili
zard el método de diferencias finitas, el cual consiste b3
sicamente en sustituir las derivadas de la ecuacidn dife-
rencial por fdrmulas de derivacidén numérica qeu sean con-
sistentes, es decir, que todas ellas tengan el mismo orden
de error. :

Considerando las siguientes férmulas de derivacidn
PR S 0
vi 2h } 2 1 + er

1 -
¥y = Tz { 1-2 1 ] + e,
las cuales son consistentes, ya que ambas tienen el mismo

orden de error(h ). Sustituyéndolas en la ecuacidn dife-
rencial se obtiene

1 1 '
102'222'[? (yier - 2vg + yi+l)]+4 [ﬁ('yi-\ + yi+l>:l—1000 =0

considerando h = 2 segundos

102.222
- (Yi-l -2y + Yi+1> - ¥j, t Vi - 1000 =0

despejando Yj4

Yie, = - 0-9247 yg_ | + 1.9247 y5 + 37.6577

esta Gltima ecuacidn se utilizari para i=0,1,2, ..., ©ob
teniendo de esta forma la solucidn de la ecuacidn diferen
cial.

Para i = 0, se tiene

y1 = y(ty = to + h) = - 0.9247 y_ + 1.9247 yo + 37.6577

para conocer el valor de y_, se debe sustituir la condi-
cidn inicial

y'(0) =0
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por

.3%' (- Yo, +,y1> =0
. de aqui se observa que
Yoo =7
Fntonces sustituyendo valores se obtiene‘
y1 = y(t = 2) = - 0.9247 y, + 1.9247(0) + 37.6577
despejando Yy
y, (1 + 0.9247) = 37.6577

L _37.6577
Ra! 1.9247

¥y, = y(t = 2) = 19.5655

Para i = 1

Y2 = = 0.9247 yo + 1.9247 y, + 37.6577

sustituyendo valores
y, = = 0.9247(0) + 1.9247(19.5655) + 37.6577

y, = y(t = 4) = 75.3154

procediendo en forma similar, se obtiene

i= 2 H y3 = y(t = 6) = 164.5250
i=3 Y, = y(t = 8) = 284.6748
i=4 H ¥s = y(t = 10) =.433.6875
i=35 H Y = y(t = 12) = 609.1372
i=6 H ¥y = y(t = 14) = 809.0333
i=7 H yg = y(t = 16) = 1031.5349

Por lo tanto, a los 16 segundos de haber sido soltada la
bolsa, la distancia que ha recorrido (altura del globo)
es de

d = 1032 mts.
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8, Teniendo en cuenta el problema anterior, determinar la veloci-
dad de la bolsa de lastre desde el momento en que fue soltada
del globo hasta que 1legd al suelo.

Solucidn:
Efectuando el cambio de variable

z =y
En la ecuacidn diferencial del préblema anterior
102.222y" 4+ 4.000y' - 1000 = O
se obtiene _ .
102.222z2"' + 6.000? - 1000 = 0 C (a)

donde la solucidn de la ecuacidn d1fetenc1a‘ z(t) represen-
ta la velocidad de la bolsa de lastre

z = y' = ﬁ% y(t) = velocidad

despejando z' de (a);

condicidn inicial

z' = - 0.0391 z'+ 9.7826 ; z(0) = zg = y'(0) = O

Resolviendo esta ecuacidn diferencial de primer orden de la
forma
z' = f(t, z)

con el método de Euler-Gauss

zi*lp = zj +h £(t5, 2z3)

h
zi"’lc = z; + - [f(ti, zi) + f(ti+l' 'zi"'lp):l
se obtiene, para i =0

zlp = 29 + h f(to, 20)

2y, = 2o + —‘2‘— |:f(to,"zo) + £(ty, zlp):l

zg-= 0

donde

y considerando h = 2, se tiene

£(to, z9) =- 0.03912, + 9.7826 = - 0.0391(0) + 9.7826 = 9.7826
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sustituyendo en la ecuacidn predictora

zlp =0 + 2(9.7826) = 19.5652

y para la ecuacidn correctora

zg = 0
h =2
f(to, 2zo) = 9.7826

T f(ty, zlp) = - 0.0391 zip + 9.7826 =-0.0391(;9.5652) + 9.7826 = 9.0176

sustituyendo

2y, = 0 + % [9.7826 + 9.0176] = 18.8002

22P =z, +h f(t,, 21)

zzc = 2z + —tzl" ‘[f(tl,v 21) + f(tz, Rzp)]

siendo .
£(ty, zl) =-0.0391 zl4—9.7826==-0.0391(18.8002) + 9.7826 = 9.0475

sustituyendo en la ecuacidn predictora

22p = 18.8002 + 2(9.0475) = 36.8952

y sustituyendo
f(t,, zzp) = - 0.0391(36.8952) + 9.7826 = 8.3400
en la ecuacidn correctora se obtieme

2, = 18.8002 + - \:9.0475 + 8.3400] = 36.1877

procediendo en forma similar

i=2 2, = 52.9230 z3 = 52.2687

we

i=3 3 Zup = 67.7465 2y, = 67.1413

i=4 3 zg = BLA560 z,_ = 80.8964
P c
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i=5 3 zsp = 94,1355 Zg. = 93.6179

i=6 ; oz, =105.8022 2z, = 105.383%

e
]
~
e

Zgp = 116.7076 Zg, = 116.2648

Finalmente, en la siguiente tabla se pueden apreciar las ve
locidades de la bolsa a intervalos de 2 segundos hasta que
toca tierra a los 16 segundos de haber sido soltada con una
velocidad de 116.26 m/s

t v(t)
(ms) m/s

/ 0 o
2 18.8002
4 36.1877
6 52.2687
8 67.1413
10 ' 80.8964
12 93,6179
14 105.3834,
16 1116.2648

\

9. E1 siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden
T,(t) - T,(t)
d . 2 1
ae T1(®) R Cy
d Tl(t) - 2T2(t) + TA
d:/Tz(t) R Cp

Representa el modelo matemdtico para obtener las temperaturas
Ti(t) ¥ Tz(t) en un condensador de superficie.

La funci6n'de este equipo es recoger la energfa calor{fica
del vapor de escape para condensarlo por medio del 1fquido que
pasa por las paredes del tubo exterior, segin se muestra en la
iguiente figura .




162

4

il )
“h/ 1 % ATMOSFERA
—V
“
; L\QLIDO ;
’ Y] T ZIA
7 g
N %
X7 g
: ' . /]
R, Ry
donde:
q; es el flujo de calor del vapor al lfiquido
q2 es el flujo de calor del agua a la atmdsfera
T, es la temperatura del vapor
T, es la temperatura del liquido
Tp es la temperatura ambiente igual a 293 °K.
og mt
R} es la resistencia térmica de la pared A: Ry = —éax 10'2—§;E%§
R, es la resistencia térmica de la pared B: Rp = 2y 10'214"—13
2 3 Joule
Cy es la capacitancia térmica del vapor = 180 _ggglg
Joule

C;, es la capacitancia térmica del 1iquido = 200 K

Considerando que inicialmente 1a temperatura’ del vapor es de
800 °K y la temperatura del 1fquido es de 300 °k, obtener, a

partir del sistema de ecuaciones diferenciales,
ras tanto del vapor como del 1fquido durante el
en que el equipo empieza a funcionar.

Solucidn:

las temperatu-
primer minuto

) N
Sustifuyendo valores en el sistema de ecuaciones:

d (T2 = T1)

_lTl = 2 —5

de (3 x 10 )hsm

d 1

4, - : T, - 2T, + 293)
a2 (% 1072 ) (200)( - v

simplificando:
)
T = % (Tz - Tl)

T, = 0.75 (T, - 2T, + 293)
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siendo las condiciones iniciales

T](t = 0) = 800 ¥y To(t = 0) = 300

Utilizando la serie de Taylor en el entorno de t =0, para re-
golver el sistema, la solucidn es

TI(0)  T}(0)

{20
Ty(8) = T1(0) + =t + s Dy

cee

T'O T"O Tn)O
To(t) = T2(0) +%t+ ;f ) :?+...+—§—.—(—)

Ne

£ o+

Considerado los primeros cuatro términos de la serie de Taylor,
los valores de Yy, T (%g), Tp(Yy) y sus correspondientes deriva

das son
l‘to =0
T1(tg) = T1,0 ' Ta(tg) = T2,0
) . Condiciones iniciales
T;(0) = 800 ] T2(0) = 300
Ti(ty) = 2(T, ~ T (tg) =2 Ty, - 2T, + 293
1) = 5(T2.0 = T1,0) 2(tg) =7 (T1s0 220
T§(0) =% (3(\0,- 800)=—416.667 T5(0) --2- (800-2(300)4'293 >= 369.750
5 3
(o) =3(r4,0 - Ti ) e =3 (11,0 - 273,0)

no=2 (369.750 - (-4.16.557)) 65537  T3(0) =3 (—416.667 - 2(369.750)) =-867.125

1" (tg) “% (13,0 - T10) T'z"-(to)»’%(T'l','O - 273,0)

' (0 =% '(-867. 125 - 655. 347) =-1268.727 T3'(0) =% (655.347 - 2(-867. 125)) =1792.198

1 =3 ' : v =3 -
e =5 (g, - ™1, 9 V) = 7 (17,0 - 2773,0)

117(0) --56- (1792.198- (°l_268.727))=2550.770 T3V(0) -% (—1268.727- 2(1792.198)) = -3639.842

sustituyendo valores -en la salucidn

7,(t) = 800 + 5-416.6672 ¢+ 65;2367 2 + (—1263:727! ed 4+ 2552:770 e

e . s o - .

(; 8672}25) 2 4+ 17923}98 3 4+ ( 3632!8422 4

369.750

. Ta(t) = 300 + Tt
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efectuando operaciones

T3(t) = 800 - 416.667t + 327.674t2 - 211.455t3 + 106.282t"

T2(t) = 300 + 369.750t - 433.563t2 + 298.700t3 - 151.660t"

Valuando la solucidn & intervalos de 0.1 minutos se ob-
tiene :

t Ty(t) Ta(t)
(min) (°K) (°K)

0.0 800 300
0.1 761 333
0.2 728 359
0.3 700 379
0.4 675 394
0.5 654 404
0.6 636 411
0.7 622 412
0.8 612 409
0.9 606 400
1.0 606 383 \ ’

Debido a que esta solucidn presenta errores muy grandes

conforme se aleja del entorno (en este caso el entorno es .

la condicidn inicial del sistema) es conveniente utilizar

solamente los primeros cuatro puntos y los demds calcular

los wutilizando el método de Milne. Las ecuaciones del

método son ’

Wi

Tirgey, p = Tlogoy * 3B (2fi_2 -t Zfi) \

4 ’
= T2,y 3+ 30 <231-z -85 t* 28 ) ’

Tz’i'l-l, P
ie3,4,5, ... »
. |
Thogey,e " Tri * 3 (fi-x AR Y fi, P) ~ ’

. .
Targp,e ™ T205o, * 3 (gi-l *ohsy t gy, p») ’

B
[}
w

-
&>

-
w

)
.
.
.




giendo

i )

5 : :
f. = f(ti, Tl,i, Tz,i) = 7;» (Tz,i - Tl’i

. 3 '
gi - g(ti, Tl’i’ Tz,i) - —Z' (Tl,i - ?Tz,i + 293)

Tomando i = 3 en las ecuaciones predictoras del mé&todo
de Milne, se obtiene para la temperatura T):

Tl,n,_P'Tl,o +%h [Zfl - f2+2f31
donde

Ti,0 = 800

£1 = £(t1, Tio1, Too)) =2 (Toy - Tpp1) = 2 (333-761) = - 356.667
5 5
£2 = £(t2, T1s2, T252) = ¢ (T2s2 = T1yp) = 3 (359-728) = - 307.500

£3 = £(t3, T1,3, T2,8) = % (T2,3 = T1,3) =% (379 - 700)= - 267.500

y ﬁara la temperatura T,

| 4 ,
T2sup = T2,0 + 5 B [281 - g2 + 283]
donde

Ta,0 = 300 ) y
h = 0.1 )

g1=g(t1, T1a1s T2p1) = %(r,,, - 2Ty, + 293)-%(7_61 -2(333) +293)=291.00

82=8(t2, T1o2s T2,2) =5 (T1sz-2Tayp + 293}=% (728 -2(359) + 299
= 227.250
3

g3=g(t3, T1,3, T2,3) =% (T1,3 - 2T2,3+293)»,- 'z\ (700 -2(379) + 293)-"-176.250

sustituyendo valores en las ecuaciones predictoras de.T,
y T, se tiene o

Ty, 4p = 800 + 34- (0.1) [2 (-356.667) — (-307.500) + 2(-267.500)_} :

T, , 4p = 300 + 3 (0.1) [2(291.000) - 227.250 + 2(176.250)]
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efectuando operaciones

Tisyp = 674.555
Ta,4p = 394.300

utilizando laq ecuaciones correctoras
. h
Tisug = T1s2 +,3 | f2 + 4f3 + £y
.
T2,uc = T2s2 + 3 | 82 + 483 + gy

donde

f, = - 307.500

£3 = - 267.500

.5 5
£, =2 ('rz,;.p - Tx,n.p)n 2 (394.300 - 674.55) = - 233.546
) ,

g2 = 227.250

g3 = 176.250

gy - % (TI;“P- 2T2,1,P+ 293) =% (676.555 - 2(394.300) + 293) = 134.216
sustituyendo ‘
Ty, 4e = 728 + 0.1 (-307.500 + 4(-267.500) - 233.54%
’ 3

Ty 4y = 359 + 0.1 227.250 + 4(176.250) + 134.216
2,4c 3

efectuando operaciones

Ty, ue = 674.298
To,uc = 394.549

Repitiendo el procedimiento para i = 4

Ti,sp = T1,1 + -3 b LZfz - £3 4 2f, ]

4
Ta,5p = T2s1 + 3 b [232 - g3 + 28:.:[




"f, = - 307.500

g2 = 227.250

f3 = - 267.500 g3 = 176.250

f, = - 233.124 gy = 133.650

sustituyendovvalores
"“Tyssp = 761 +-% (0.1) [:2(-307.500) - (—267.500)4-2(-233.124):]

To,s5p = 333 +;% (0.1):[:2(227.250) - (176.250) + 2(133.650) :]

efectuando operaciones

T1s5p © 652.500
Tass5p = 405.740

y los valores corregidos son

T1,5c='f1,3+—}3l' (f3+10f:,,+f5)

n i
Tpss¢c = T2s3 ¥ 3 (83 + 4gy + 85)

£5 = - 267.500 g3 = 176.250

£, = - 233.124 gy = 133.650

fg = - 205.633 gs = 100.515
sustituyendo valores

Tiose = 700 + &b (r’267.soo + 4(-233.126) + (~205.633))
) /

Tpysc = 379 + 5 ( 176.250 + 4(133.650) + 100.515 )

efectuando operaciones

Ty,sc = 653.146

Ty,5c = 406.046

Procedienéo retiradamente en forma similar, hasta alcan-
gar t = 1 minuto, se llega a
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i=35; T (t = 0.6)_ = 632.839 T (t = 0.5) = 632.722
1 P 1 c
T2(t = 0.6)p = 414.991 Tz(t = 0'6)c = 415.257
i o 6. . = = . = .
i=6; T) (€ = 0.7) = 616.964 T (t = 0.7) = 616.510
T,(t = 0.7) = 420.276 T,(t = 0.7) = 420.607
i=7; = = (t = 0.8) = 600.
i=7; T,(t = 0.8) = 599.718 T (t = 0.8) = 600.894
T,(t = 0.8) = 441.991 T,(t = 0.8) = 424.278
i=28; T, (t = o.9)p = 587.193 T, (t = 0.9) = 587.492
T,(t = 0.9) = 427.280 T,(t = 0.9) = 426.882
- ‘= 573. t = §.0) = 574.502
i=09; T, (t = 1.0) = 573.399 T, (t = 8.0)
T,(t = 1.0) = 438.539 T,(t = 1.0) = 427.539

Finalmente las temperaturas, tanto del vapor como del 1li-
quido durante el primer minuto de funcionamiento son

t T; (t) ‘ T, (t)
__________ (min) (°K) (°K)

v 0.0 800 300

TAYLOR 0.1 761 333

0.2 728 359

___________ 0.3 700 379
0.4 674 3§5

0.5 ° © 653 406

0.6 633 415

MILNE 0.7 617 421

0.8 601 424

0.9 587 ' 427

i e e m e e 1.0 575 428




10, E1 departamento de mantenimiento de una empresa desea reali-
zar pruebas de vibracién en una mdquina. Antes de llevar a ca-
bo estas pruebas, se hizo el siguiente andlisis tefrico

E1 modelo simplicado del equipo se consider6 como

169
|
|
\
|

1 2
E1 sistema se represénta matemdticamente con las siguientes
ecuaciones diferenciales

. .
m) --d—-d—:-;—s—tl = -k x(t) + kz[xz(t) - xl(t:)jl

dZXZ(t)'
me ez = - k| %(t) - x ()

Siendo x;(t) ¥ x,(t) los desplazamientos con respecto al
tiempo de las masas m; y m, respectivamente. El1 sistema se con

\
donde '
ki y ki = contantes de los resortes
m, y m, = Masa de los ‘elementos
3 1
k, = 3;1 kl . .
y 1 ’
kp = Z k
2 i
sidera inicialmente fijo de la siguiente-forma
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1
p 1 A
: W X
7 ‘ z
0.08w,| j B # Kz’
w, X
/]
0.03wm
7 5k
7, ST 777777

en el tiempo t = 0 son retirados los brazos A y B y las masas
"m) ¥ my comienzan a desplazarse.

Utilizando un polinomio de Taylor de 6°grado , calcular el des
plazamiento que sufren las masas m; y m, durante los primeros
600 milisegundos, considerando que: -

m; = 100 kg k} = 175

= ol
Bl B|o
) !

my, = 200 kgg k} = 125

Las condiciones iniciales del sistema son

x,(t = 0) = 0.03 m

X,(t = 0) = 0.08 m

estas condiciones se pueden observar claramente de la figura
anterior, ademis :

xi(t=0) =0

x,(t = 0) = 0

" La derivadas de x;(t) y x,(t) representan la velocidad de cdda
una de las masas, siendo éstas iguales a cero, ya que estdn su-
jetas por los brazos A y B respectivamente.

Solucidn:
El sistema de ecuaciones que se obtiene al sustituir valo-

res es

100 x'l' = - 175(4) x, + 125(4) l:xz - xl]

200 xj = - 125(4) l}z' - xl]




simplificando
x] = = 12x; + 5%,

x; = 2.5x) - 2.5x,

La solucidn del sistema que proporciona el polinomio de Taylor
es:

X =0 _ ='(0) = (0
x(t) = x1(0) + 7 t + 57 2+~ tHpa bt 4+ L
x3(0) x2(0) =" (0) =§™) (0)
) x5(t) = x2(0) + i! t + ;! t2 3f :3+...+—%!———c“+...

Obteniendo las derivadas de ambas funciones

xi‘ = - 12x, + 5%,y x'i = 2.5x) - 2.5!2

xy' = - 12x] + 5x) xy' = 2.5x) - 2.515

x}v = - 12x} + 5x} x3V = 2.5x? - 2.5x}

x{®a - 12x(8-2)4 5xf072) x{®)= 2.5x{n"2)- 2.5x(n-2)

.
v

De las condiciones iniciales y de los valores de las primeras
gseis derivadas se tiene

x1(0) = - 12x1(0) 4+ 5 x(0) = - 12(0.03) + 5(0.08) = 0.04

x4(0) = 2.5x)(0) - 2.5x,(0) = 2.5(0.03) - 2.5(0.08) = - 0.13

x{'(0) = -12x}(0) + 5 x5(0) = - 12(0) + 5(0) = 0.00
x3'(0) = 2.5x}(0) - 2.5x5(0) = 2.5(0) - 2.5(0) = 0.00

x}V(0) = - 12x{(0) + 5 x3(0) = - 12(0.04) + 5(-0.13) = - 1.13

x37(0) = 2.5x}(0) - 2.5x3(0) = 2.5(0.04) - 2.5(-0.13) = 0.43

xJ(0) = - 12x}'(0) + 5 x3'(0) = - 12(0) + 5(0) = 0.00

xy(0) = 2.5x?'(0) +25x£"(0) = 2.5(0) - 2.5(0) = 0.00

=3*(0) = - 1zx;‘(0) +5 x;'(O) = - 12(-1.13) + 5(0.43) = 15.69

(0) = 2.5%;' (0) - 2.5x)’ (0) = 2.5(-1.13) - 2.5(0.425) = - 3.89




sustituyendo

x,(0) = 0.03 + (@ + %% LGP ez s e + LDy ges 4 1569,
xp(t) = 0.08 + (e + 2913 2 4 ()63 + LA o4 4 (0S4 .89

simplificando

x3(t) = 0.03 + 0.02t2 -0.05t* + 0.02¢t6

x2(t) = 0.08 - 0.07t2 + 0.02t* - 0.01¢t6

Tabulando las soluciones durante los primeros 600 milisegun
considerando incrementos de h = 100 milisegundos, se obtien:

finalmente

t b 31 X2

(s) (cm) (cm)

0.0 3.00 8.00

0.1 3.02 7.93

0.2 3.07 7.72

0.3 3.14 7.38

0.4 3.20 6.93 ’

0.5 3.22 6.36

0.6 3.17 5.69 —

11, En el sistema mecdnico de la siguiente figura

L L L L Ll L Ll

t=o
4=0 T°
L]
)
£“
F“"J:"'1
=t , . |
y-z0 | T 20
L P
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Se encontré que después de un sequndo, la masa habfa recorri-
do 20 cm. Encontrar la velocidad inicial de la masa
(v(t = 0) = 2 ), considerando

m 3 Kgm
° Kgf

K cte de resorte = 5

cm
Solucidn:

A partir de la segunda Ley de Newton

se obtiene que:
F = - Ky(t)
dZ
a = g7 y(t)
sustituyendo:
d2
“yKk = m a5y
igualando a cero:
42y . K
dt + m y 0

Al resolver esta ecuacidn diferencial se obtendrd una
funcidn y(t) que representa el desplazamiento de la ma-
sa, de esta funcidn se conocen los siguientes puntos

N y(O)v= 0

y(1) = 20
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Los cuales son las condiciones de las fronteras del pro-
blema,grdficamente

Y ()
X
=0 A= t .
El comportamiento de la funcidn entre las dos fronteras
se obtendrd al resolver la ecuacifn diferencial
4(+)
a0 X
S 40 L t

A través del método de diferencias finitas, se obtiene al
sustituir la segunda derivada por la férmula numérica

w o L

A |1 -2 1l + e,

lo siguiente

. Pivote

despejando Vil

kh2
Y1 (’ n T 2) Vi TV

Considerando h = 0.2 y sustituyendo los valores de k y m
se obtiene:

Yiey = 19333 ¥y vy,

. -
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A partir de la condicidn de la frontera inicial

Yo = y(0) =0

y suponiendo
yy = y40.2) = 4
Se puede obtener el valor de yp = y(0.4) considerando

i = 1 en la expresidn (a)
y2 = 1.9333 y1 - Yo

sustituyendo valores
y2 = 1.9333(4) - 0 = 7.7332
en forma andloga

i=2; y3 = 1.9333y, - y; = 1‘9333(7'733?),'4 = 10.9506 )
i=3; ¥y = 1.9333y3 - yo = 1.9333(10.9506) - 7.7332 = 13.4376
i= 43 ¥s = 1.9333y, - y3 = 1.9333(13.4376) - 10.9506 = 15.0283
Graficando estos resultados
A9y ,
20 1 x
PR X
X
X
X X
x" S p—
o.¢ 0.2 oN O.¢ e.9 1.0 t

Se observa que la condicidn de la frontera final no se
gatisface. Suponiendo que y; en lugar de cuatro tenga un
valor de seis, se obtiene que

Yo = 0
y1 = 6
I
i=1; y2 = 1.9333y; - yo = 1.9333(6) - 0 = 11.5998
i=2; y3 = 1.9333y, - y; = 1.9333(11.5980) -6 = 16.4259
i=3; yy = 1.9333y3 - y, = 1.9333(16.4224) - 115980 = 20.1564

i=4; ys = 1.9333y, - y3

1.9333(20.1514) - 16.4224 = 22.5424
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t y(t)
A 3
,-’l’
204 X . X
R
X .
0.0 [« Y o4 0.6 0.3 \.0 v

La condicidn de la frontera final tampoco se satisface
considerando el valor y; = 6, pero con este anidlisis se
puede asegurar que el valor correcto de y; se encuentra
entre cuatro y seis. Efectuando una interpolacidn 1li-
neal con la siguiente tabla

Ye Y1

15.0283 4

20.000 T*
22.5424 6

(20 - 22 saza\v ({20 - 15.0283)
Y1 = 75.0283 = 22.5424) W * (a2 5474 — 150283 O

\

y1 = 1.3534 + 3.9699 = 5.3233

Resolviendo el problema de nuevo

Yo = 0

y1 = 5.3233

i=1; y2 = 1.9333y; - yo = 1.9333(5.3233) - 0.0000 = 10.2915
i=2; y3 = 1.9333y; - y; = 1.9333(10.2915) - 5.3233 = 14.5733
i=3; yy = 1.9333y3 - yp = 1.9333(14.5733) -10.2915= 17.8831
is4; yg = 1.9333y, - y3 = 1.9333(17.8831) - 14,5733 = 20.0001

Siendo esta la solucidn correcta debido a que satisface
las dos condiciones de frontera

Y
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t y(t)

0.0 | 0.0000
0.2 | -.3233
0.4 |10.2915
0.6 |14.5733
0.8 |17.8831
1.0 |20.0001

Como y(t), tepresenta la distancia recorrida por la masa
entonces y'(t) debe representar su velocidad. Para de-
termlnar la velocidad inicial de la masa es necesario ob
tener y'(t = 0). Derivando numéricamente, haciendo uso
de la siguiente fdrmula

R - -
y 6h [ Al 18 9 ZI +er
se obtiene

1 .
yB = E?ETES.I- 11(0.0000) +18(5.3233) - 9(10.2915) + 2(14.5733)! + e

Finalmente, efectuando operaciones y despreciando el
error, se tiene que la velocidad inicial de la masa es

v(t = 0) = ya = 27 /g

12, E1 departamento de ventas de la compafifa "ALFA" ha determi-
nado que la demanda de un nuevo producto se desarrollari de
acuerdo a la sigufente ecuacibn diferencial

y"+y no ¥

donde y(t) es una funcifn que representa las ventas del produc
to en un tiempo dado.
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. Para que la produccifn sea rentable 3e considera necesario
que al cabo de un afo, se deben vender cuatro mil unidades dia
rias. ¢Cudl debe ser la produccién trimestral para lograr al-
canzar la meta al finalfzar el primer afio?

Solucidn:

Al resolver la ecuacifn diferencial, con las siguientes
condigioncs de frontera:

y(O) - 0
y(1) = 4000
$ 39 °
wooo » X
% : . *
| X

se obtiene la respuesta a la pregunta planteada. Utili-
zando el método de diferencias finitas para resolver 1la,

ecuacifn, por 1las  f§rmulas

" - 1 -
y i ll 2. 1’
" »,_ 0 ,
y 2|‘ 1 = ,1

se obtiene

L — 2 0 S B -
32 |’1—1 Zy; + ’1+1] AT , Vi ¥ yiﬂ} °

considerando h = 0.25 (un trimestre)

S . + (=2 +  SHE - =0
0.25Z " 2(0.25) | Yi-1 0.252) i 0.252 7 2(0.25) | Yiw

simplificando

\

16yi_l - 32yi + 18yi+l =0
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Valuando esta ecuacidn para i = 1, 2, 3 y 4, se obtiene
el siguiente sistema

1‘0?0 - 32y1 + 18y2 = 0
l4y, - 32y, + .8y, =0
l4y, - 32y; + 18y, =0

sustituyendo las condiciones de frontera

-32y, + 18y, ‘= 0
l4y, - 32y, + 18y, = 0
l4y, - 32y, = - 72,000

Resolviendo el sistéma. utilizando el mé@todo de Gauss-
Seidel, se obtienen los siguientes resultados

y1= 1402
y2= 2492
. ys= 3340
Por lo tanto, el resultado de la ecuacidn diferencial
es:

x y(x)

{' 0.00 0000

" lo.2s 1402

0.50 2492

0.75 3340

1.00 4000
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TEMA VIIT ~ SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES EN DERIVADAS
- PARCIALES

1. La ecuaciﬁn el{ptica de Poisson

Alu(x,¥) 32 ue, ¥)
D x?2 » ,'3 y-z

4.

representa la'temperatura de una placa de metal, como
la que se muestra en la figura, la cual forma parte de
una maquina procesadora de alimentos.

w1, y) = (y =12

u(o, y) = y* 1
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La temperatura en el centro de la placa, debe mantener
se entre cero y un grado centigrado para asegunar el buen
funcionamiento de la mdquina, las temperaturas en la peri
feria de dicha placa varfan en las cuatro caras debido a
la estructura de la propia miquina. -

En forma experimental se ha determinado que la distri-
bucion de temperaturas en la periferia es como sigue:

u(x, 0) = x* ; u(x,yz) =(x -2)20 <x < 1‘
‘uw(o, y) =y? ; w1,y =(y-nN*ogycs2

iSe podria asegurar el buen_fun cionamiento de la maqui
na para las cond?ciones establecidas?

Ssolucidn:
rd .

Sustituyendo en la ecuacibn la fdrmula de derivacién
parcial

0 1 0
2 2
3% 3% 1 4y, -4
3x2 3y? n? =
[} 1 0
se obtiene
0 1 0
l— 1 -4 1 = 4
h? :
(] "1 (1]

Como AX = AY = h = 0.5 , entonces

0 1 0
1 -4 = 4(0.50% = 1 ...(n)
0 1 0

que equivale a

wlx, g0 yy) +ulxg, vy ) - 4 ulxg, yy) +ulxge vy ) 4

B

+ u(xi*1, yi) =1 ... (B)

Tabulando las condiciones de frontera

0.5

2.25 4
Ty 2.25
0.25 1
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Para facilitar la aplicacibn de la ecuacidn de recu-
rrencia se sobrepone la matriz de la ecuacidn (A) sobre
los primeros valores de la Tabla, centrindola en T; y

multiplicando cada elemento ‘de la matriz por el corres~

pondiente elemento de la tabla, ésto equivale a usar la
férmula de recurrencia(ﬁL tomando como pivote el valor
de T,; de &sta manera, se establece la relacidn

0.25 + 0.25 - 4 T; + T2 + 0.25 = 1~

‘"repitiendo el procedimiento Eon‘Tz y Ts3-

1 4Ty -4 T2 + T3 =1

2.25 + T2 - 4 Ty + 2.25 + 0.25 = 1

simplificando

- 4T, + T2 = 0.25
Ty - 8 Tz + Ty = 2
T2 - 4Ty =2-3.75
Como seliiéne un sistemé cuya matriz de coeficientes
contiene los elementos de mayor valor absoluto de la -

diagonal principal se puede aplicar el método de Gauss-
Seidel. : .

En donde:

Ty = 0.25 (T, - 0.25)

T, = 0.25 (T, + Ty )

Ty = 0.25 (T; + 3.75)

(o)

Resolviéndo el sistema con T = [ o, O, 0]

Ty = - 0.0039 ; -0.0005 ; 0.0000 ; O
T, = 0.2344 ; 0.2480 ; 0.2498 ; 0.25

Ty =_0.9375 ; 0.9960 ; 0.9995 ; 1

Por lo tanto-

T, =0 , T, = 0.25 , Ts =1

La temperatura en el centro de la placa es menor que
uno, se puede asegurar entonces el buen funcionamiento
de la maquina. :
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2. E1 voltaje en cada punto de una l1inea de transmisién, durante
les primeros instantes después de haberse conectado a una fuen
te de enrgia, se puede modelar mediante la ecuacidn )

3%E (x,t) - LC 3%E (x,t) - (RC + LG) 3E(x,t) = RGE (x,t)
Xz ( ‘ 3t it

donde R y L son respectivamente 1a resistencia e inductancia

.del conductor por unidad de longitud. Por otra parte Cy G re
presentan la capacitancia y conductancia que hay entre la tie
rra y el conductor, por unidad de longitud. :

Considerando los siguientes valores

0.031 [ohm/km]
6.6 x 10”7 [mho/km]
1.122 x 107" [henry/km]
4.42 x 107" [farad/km)

o - [} =]
n

Tabule el voltaje E(x,t) para una linea de 4 km de lon .
gitud, durante un milésimo de segundo, usando el méto-
do de diferencias finitas, con las siguiente condicio-
nes: .

0
23000 sen 1207t ([volts]

v

E(x,0)
E(O,t)‘
E(10,t) = E(9,t)

m%ﬂ
3
ax =1 {km]
At = [10"seg.‘]

=0; x>0

t=0

SOLUCION:

‘Sustituyendo en la ecuacién las siguientes f&rmulas de
derivacidn parcial (ordenadas en forma matricial).

LI RS N P 3"
Ix? i=j Axz | 1 0]




.se obtiene

a1 -3 _Lc _ Re + 16| 9
Ax? itZ 28t

0
1 o 0

sustituyendo los valores de R, C, L, G, At

-3 )
(1.122x10 ) (4.42x10 )
(10-%) %

(0.031) (4.42x10" ") +(1.122x10"%) (6.6x10"")

20107

-7
= (0.031) (6.6x10, )

haciendo operaciones y sumando los términos semejantes se ob-
-tiene

0 1 0
-49.52 97.18 -49.59

0 - 1 0

lo cual equivale a la siguiente ecuacidn

E(x ,tj) f49.5?E(x1,tj_1)+ 97.183(xi't1)

i-1

-49.59Ex  t, )+ Elxy, ,ty)

j+1 i+{ b]
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Como no se conoce el voltaje que habrd en cada punto de la
1linea para el tiempo t =1x 10-’v5egﬁndos, es necesario
resolver el’pzoblema en forma iterativa para lo cual, se
despeja E(xi, tj+1) de la expresidén (A), de esta manera

i1t . '
E(x5s ®541) = 0.02 Elxy_ys tj)-E(xi,tj_1}+1.96 E(xi,tj)+

+0.02 E(xy 40 &) - (8

Antes de aplicar esta férmula de recurrencia es conve-
niente tabular las condiciones iniciales y, de frontera,
como se muestra a continuacién

x, 0 1 2 3 ¢ s s 7 PR 10 PlO"seg]
0 o 866 1,732 2,595 3,455 4,309 5,158 5,999 6,831 7,654 8,466

1 0 0 ' :

2 | o 0

3 [\ 0 !

4 0 0

Teaj

Los valores del primer renglén E(0,t) se obtienen al eva
Juar la condicién E(0,t) = 23000 sen 1207t en t = 0,1,2,...10,
y los valores de E(x, 1) son iguales a E(x, 0) debido a

que la condicidn )

E (x, t) =0
vat £=0

indica que no existe var;acién del voltajeen t=0'y x > O.

Como no es posible calcular E(10,t.), usando la férmula
de recurrencia, por la falta de 10; valores E(11,t, .),

W - . . J-1 .
se usard la condicidn

E(10,t) = E(9,t) - ;i £t > 0

Aplicando la f&rmula de recurrencia (B) sobre las con-
diciones iniciales, se obtiene la siguiente tabla que -
presenta el voltaje en funcidén de la distancia x(km) y K
el tiempo t(diez milésimas de segundo). T
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N N R P S T A ) 10 |[x107seq]
0 0 866 1732 2595 3455 4309 5158 5999 6831 7654 8466

T o 17 67 166 327 S61 876 1276 1763 2335

2 0 o o0 o 1 s 15 3 m 129 2w

3 0 o o 0 o o 0o o o 1 4

s | o 0 0 °o o 0o 0o 0 o o

[ kmv]

3) Se ha observado que la temperatura en los diferentes
puntos de una barra delgada, que se encuentra aislada

del medio ambiente y parte de un estado de desequilibrio,
esta dada por la siguiente ecuacion:

. .
. u(t, x) = 0 para un tiempo t

© du
(t, x) .
v‘ 3! 3% 2 J

“en el punto X,

7

Considerando una barra de 2 metros de longitud y las
siguientes condiciones iniciales: C

u(t, 0) = u(t, 0.2)=0 ; t> 0

‘0 < x < 2 m.

we

~u(0, x). = sen 7 x

(SIE]

Cudnto tiempo tiene que transcurrir para que la barra
se encuentre a cero grados centigrados en todos los pun-
tos, aproximando a dos cifras decimales.

solucidn:

! Para aplicar el método de diferencias finitas, se divi
dira la barra en cuatro partes iguales de 0.5m cada una.
y se calculari la temperatura en cada punto de la barra
para diferentes tiempos.

u(t, 0) = 0 ult, 2) = 0

u(o, x) = sen % x
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Las fdrmulas de derivacidn parcial que se utllizan en
este ejemplo son:

9 1

3T u(t,x) L3 = K; [-u(ti,xj) + u(ti+1:xj)J

32

— u(t,x) = -

n? x oS Yy [u(tilxj_1) 2 u(t xj) + u(t:i xj"_1 ]

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial

=l

-u(ti'xj) + u(ti+1'x ) -

1
(Ax) 2

) =0 e\

t -2
u( xj_1) “(ti,xj) + u(t'-i,xj+1

Por las condiciones iniciales y la forma del problema, se debe en
contrar una férmula de recurrencia que proporcione las temperaturas
en el tiempo t, je1 @ partir de las correspondientes en ti' para lo

cual se despeja de la ecuacién (A) el témmino u(ti+1 ij Esto es,
’

_ At ‘
u(t xj) = u(t, x.) +(Ax) [u(ti'xJ 1) -2 u(ti'xj) + “(ti'xj+14

i+1, i,73

tiene que ser menor que 0.5 para tener una

.Como
(Ax) 2 .
solucibén estable y se ha fijado Ax = 0.5, entonces se -
tomard At = 0.05, de manera que

At 0.05 = 0.2

(Ax)%  (0.5)% -

sustituyendo estos valores
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u(tiH,xj) = “(ti,"j) + 0.2 u(tilxj_1) -2 u(ti’x'j) + “(ti,"j-n)

= Q.Z u(ti x

xyq) * 0.6 ulty x) + 0.2 ulty x; )

s 3+

Para facilitar la aplicacidn manual de esta f&rmula .de
recurrencia, se puede plantear en la siguiente forma

Tabulando las temperaturas u(t,x) para t = 0 median
te la condicidn

u(0, x) = sen % x ; 0<x<2m

se obtiene

u(0, x) | O 0.7071 1 0.7071 o

A partir de estos valores y tqmando en cuenta las con-

diciones

u(t, 0) = 0 . o t>0

u(t, 2) = 0 i £>0
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se pueden calcular las temperaturas en t = 1, sobrepo-
niendo la plantilla (C) en los puntos u(0, x), con lo
cual

u(1, 0) =0

u(1,0.5) = 0.2(0) + 0.6(0.7071) + 0.2(1) = 0.624
u(1,1) = 0.2(0.7071) + 0.6(1) + 0.2(0.7071) = 0.8828
u(1,1.5) = 9.2(1) + 0.6(0.7071) = 0.624

u(1,2) = 0

Como la variacidn de la temperatura es lenta, es conve
niente utilizar un programa de computadora, como el que se
muestra a continuacidn, para hacer los cdlculos.

1€ DIM U(43,%)

20 CLG Y BYEo e e L T TR TTTRPEL
At gk veoBet %o8E Y3 PRINT RYS

3@ PEM CONDLICIONCS INICIALES Y DE FRONTERA.

40 TOR X0 TO T STEP 9.5

0 UCTI+J)= SIN(O.5%3.141592x%X)

SO PRINT USING At:I5: PRINT USIMG A$:J)
e PRIMYT USING ResTs: PRINT USING R%3X3
B39 PRIMT USING BH3UCI T DRINT ’
M J=Jr1

19UV NEXT X

106 REM

1726 REIM CALCULO DE LA ECUACTION.

120 NEM ’

14D PRINT RVS

159 N-J -1

e FOR I=@ TO 42

17e J o X=Q

1€0 T=T40.05

4] PRINT USING A%: Iris: PRINT USING A%3J:
% PRIMT USING BE3T:i: PRINT USING B26:5X5
PRINT USING BXiUCI+1,0): PRINT

FOR J=1 TO M-i

X=X+@.5 .
UCI41s )= O.2%(UCTI»JI-1)1UCI»J11))30.46%UCT-T)
PRINT USING AG3I+13¢ PRINT USIMG A%3J5
PRINT USTHG REsTy: PRINT USING R%35Xs
PRIMT USING P%3UCI+1,J): PRINT

NEXT J

Ry &l )

PRINT USIMNG A%3I1133 PRINT USING A%3J3

PRINT UGSING Bs5T35: PRINT USIMG 2e3X3
PRIMT USING RE5UCI41+J): PRINT
332 PRINT RYE

340 NEXT I
359 END
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Este programa ha sido elaborado para una md8quina Radio
Shack, TRS-80 modelo I y los resultados obtenidos fueron
los siguientes:

1 Ity %y ule, x,)
1 e .05 ©.00 .00
1 1 2.05 @.50 Q.62
1 2 2.05 1.00 @.88
1 3 2.05 1.90 .62
1 4 2.05 2.00 ©.00
2 o .10 0.0 ©.00
2 1 .10 ©.50 8.5
2 2 2.16 1.00 ©.78
2 3 2.1@ 1.50 ©.55
2 4 2.10 2.00 0.00

o

.

.
42 ) 2.10 0.00 ©.00
42 1 2.10 0.50 0©.00
42 2 2.10 1.00 ©.01
42 3 2.1@ 1.58 .00
4z 4 2.10 2.00 0.00

. 43 o 2.15 0.0 ©.00

43 1 2.1% @.50 ©.90
43 2 2.15 1.00 ©.0@
43 3 2.15 1.0 0.90

43 4 2.13 2.00 Q.00

Por lo tanto se puede concluir que el tiempo necesario
para que se estabilice la temperatura es t = 2.15 unida
des de tiempo.




EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Para la ecuacidn en derivadas parciales,

con las siguientes condiciones:

u(0,y) = 1 3 u(2,y) =2
u(1,0) = 3 u(1,3) =4
Ax = Ay =1 '

encuentre mediante el método de diferencias finitas, una
aproximacion a los valores de u(1,1) y u(1,2).

Solucidn:

u(1,1) = 2 , u(1,2) = 1

2. Bpgwentre una formula de recurrencia para determinar
los valores de w(xi+1,3), que resuelven numéricamente la

siguiente ecuacion.

32w%x!x} - .a’ng,x) - x4 }

X y

con Ax = 1y Ay = 2
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solucibn:

+ W +

- v 1,9-1 % Y5, 941

Wiet1,5° X1 ¥y i-1,3

3. Con el método de diferencias finitas,'genere el sistema.
de ecuaciones (sin resolverlo) que pueda proporcionar
una aproximacion a la solucidn, de la ecuacign

ay

32u(x a2u(x 32u(x,y) .

en la regidn R =I (x,y)/b i x<3;1<yx< 4}

- con las siguientes condiciones:

u(o,y) =2y -1 ;u(3,y) =2 ; 1<yc<4
ulx,1) = x S osulx,8) = x* 5 0<x <3
Ax = Ay =1
Solucidn:
-u,, + u,, + uy,y = 14
SUjp T Uy, t Uy, =6
Upp T Uy3 T g3 =1
Uyy *uy3 -t Uy =-S5

12

4. La presion que hay en un tubo de longitud £ en funcidn
de la distancia al origen de referemcia x y del tiempo
t. se puede representar mediante la ecuacion

:*.zla)xsxlt! - % a’l;ix,tl
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donde K es una constante que depende de ias caracteris-
ticas fisicas del tubo.

Considerando las siguientes. condiciones: )

@
Plo,t) =t s BE] -0 s t>0
x=1
P(x,0) = 0 ;%{-"—:ﬂ\t:o=o ;0<x<5

Encuentre una aproximacion de la presién que tendrd el
tubo ent =5y x =1,2,3 y 4.

solucidn:

x t P(x,t)

VdWN=0
atuununuun
- - Wbeun

5. Dada la ecuacion

azg£§ t) , loau(g%t) _ a;zgx,t) = -100 u(x,t)

Con las sigquientes condiciones

u(x,0) = 0 ; du(x,t) | = 10 x . 0<x<1
at t=0
u(o,t) = 0 3 u(l,t) =0 ; t20

Ax = Ay = 0.1

Obtenga gng aproximacién a la funcidn u(x,t) para t=0.3
y x = . ' .







