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PROLOGO

E1 desarrollo de las matemdticas ha sido fundamental en el pro-
greso cientifico y tecnoldgico de los Gltimos cien afos.

Entre las ramas de las matemdticas se encuentra el cdlculo dife
rencial e integral, que involucra numerosas ideas relacionadas
con velocidades, razones de variacién, optimizacion, cdlculo de
ireas, volimenes y otros conceptos indispensables en ingenieria
y en otros campos del conocimiento.

Los orfgenes del cdlculo se remontan a los griegos, hace mds de
dos mil afios, quienes pretendian determinar el drea de una cier-
ta regidn con un procedimiento que denominaron método de exhau—
cién, que consistia en inscribir una regidn poligonal en la re—
gién dada y repetir el procedimiento tomando poligonos con mayor
niimero de lados cada vez.

En el siglo XVI con la introduccién de nuevos simbolos algebrai
cos, revivid el interés por dicho método y se descubrieron muchos
resultados con los trabajos de Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pas
cal y Wallis entre otros.

Este método, 1lamado mis.tarde cdlculo integral, recibié Su ma-
yor impulso en el siglo XVIT con Isaac Newton (1642 - 1727) y W.
Gottfried Leibniz (1646 - 1716) y en el siglo XIX Cauchy y Rie—
mann le dieron una base matemdtica firme.

E1 problema geométrico de determinar la recta tangente a-una cur
va en un punto determinado, dio origen al cdlculo diferencial, que
aparecié en el siglo XVII a través de los estudios del matemdtico
francés Pierre Fermat, que establecié ideas rudimentarias relacio
nadas a la nocidn de derivada.

E1 primero en conectar los dos problemas geométricos inherentes
al calculo diferencial y al cdlculo integral fue Isaac Barrow
(1630 - 1677), aunque quienes comprendieron y promovieron su im-
portancia fueron Newton y Leibniz.

En los planes de estudio de todas las licenciaturas que se impar
ten en la Facultad de Ingenieria de la U.N.A.M., se incluye este
curso de cdlculo diferencial e integral.

En estos apuntes se pretende cubrir el programa de la asignatura
de cidlculo diferencial e integral aprobado por el H. Consejo Téc-
nico de la Facultad el 21 de octubre de 1981.

En los primeros cinco capitulos se tratan los conceptos de fun-
cidn, limite, derivada, asi como aplicaciones de los mismos.

En el capitulo VI se presentan la integral definida y la inte~
gral indefinida complementadas por los principales teoremas del
cdlculo integral.

E1 capitulo VII abarca el estudio de las funciones logaritmica
y exponencial, ademds se hace un breve andlisis del teorema de
L'Hopital y de las integrales impropias.

En el capitulo VIII se ven los principales métodos de integra~
cién y algunas aplicaciones de la integral definida, terminando
con el concepte de ecuaciones diféerenciales y su solucidn para al
gunos tipos sencillos. -

A1 final se proporciona una bibliografia, con ayuda de la cual
se pueden ampliar y profundizar los temas de esta asignatura.

E1 mejoramiento de estos apuntes podrd lograrse con ayuda de las
criticas y sugerencias de profesores y alumnos, por lo que agrade
ceremos las aportaciones que se hagan llegar a la coordinacion de
la materia con el objeto de mejorar futuras ediciones.

gxpresamos nuestro reconocimiento a los sefiores profesores, inge
nieros:
ARNULFO ANDRADE DELGADO
PABLO GARCIA Y COLOME
FELIPE OREGEL SANCHEZ
ERIK CASTANEDA DE ISLA PUGA

por su valiosa intervencidn en la elaboracidn de estos apuntes,
asi como a las licenciadas:

IRMA HINOJOSA FELIX
MARIA CUAIRAN RUIDIAZ

por su colaboracidn en la adaptacidn pedagdgica de los mismos.

FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS BASICAS
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CAPITULO T FUNCIONES

INTRODUCCION

E1 presente capitulo se dedica al estudio del concepto de
funcidén, que constituye una base fundamental para el Cdlcu-
1o Diferencial e Integral. La importancia de este concepto
radica en el hecho de que multitud de fendmenos fisicos de
la vida real pueden ser representados por un modelo matema-
tico donde figuran todas aquellas magnitudes variables que
intervienen en el fendémeno. Estos modelos matemdticos son
analizados mediante diversas herramientas, como por ejemplo
las que proporciona el Cdlculo Diferencial e Integral, con
el fin de determinar la solucidon de un problema especifico.

E1 siguiente diagrama ilustra el ordenamiento 16gico de un
problema fisico cualquiera, desde el fendmeno mismo hasta
el planteamiento del modelo matemdtico que lo representa Yy
el analisis y la solucién del mismo.

[’FENOMENO FISICO REAL

Conjunto de datos del Conjunto de incognitas
problema. del problema.

Formulacidn del modelo ma
tematico que representa
el problema a través de
una funcidn.

Analisis del modelo o fun
cién a través de herramien
tas matematicas, y determi
nacioén del o los valores
de las incdgnitas o varia-
bles del problema.

Utilizacidn en el problema
fisico real, de las solucio
nes obtenidas en el modelo
matemdtico o funcidn.

En 1o que sigue de este capitulo se definird fundamentalmente el con-
cepto de funcidn y se estudiardn los diferentes tipos de funciones rea
Jes de variable real como base del cdlculo diferencial e integral.

FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

.1 CONCEPTO DE FUNCION

E1 concepto de funcidn en general puede presentarse siguiendo dos dife
rentes puntos de vista. Aqui se analizara de las dos formas para tener
un criterio mas amplio de é1. A estos dos puntos de vista se les puede
identificar con los siguientes nombres:



10

a) Concepto tradicional.
b) Enfoque con la teoria de conjuntos.

Ahora se trataradn por separado y después se enfatizard la equivalencia
entre ambos.

CONCEPTO TRADICIONAL.- Cuando dos variables estdn relacionadas
en tal forma que a cada valor de la primera corresponde un valor
y s8lo uno de la segunda, se dice que la segunda es funcidn de la
primera.

Casi todos los problemas cientificos tratan con cantidades y relaciones
de esta naturaleza, y en la experiencia de la vida diaria, se presentan
constantemente situaciones en las que intervienen magnitudes que depen-
den de otras magnitudes. Asi, la Tongitud que adopte un resorte depen-
de del peso que soporte. E1 volumen de una esfera es funcidn de su dia
metro. La presidn de un gas contenido en un recipiente de volumen cons
tante es funcidn de su temperatura, etc. -

Con objeto de aclarar el significado de este concepto se pueden citar
los siguientes ejemplos:

Ejemplo I.1

Una particula se mueve a lo largo de un eje horizontal con una ve-
locidad uniforme de 8 m/s, empezando el movimiento en cero y despla
zandose hacia la derecha. Determinar la distancia recorrida por la
particula al cabo de un tiempo dado.

Denotando con S la distancia (metros) de la particula al origen
en cualquier instante, y con t al tiempo (segundos) transcurrido
desde que el movimiento comenzd, se tiene que S y t son las varia
bles que intervienen en el problema.

Evidentemente S depende de t. Asi, al cabo de 5 segundos, la par

ticula habri recorrido 40 metros, es decir que si t = 5 segundos,
entonces S = 40 metros. (Véase figura I.1).

t=0s 1=5s

—

Figura I.1

La tabla siguiente muestra los valores de S que corresponden a al
gunos valores de t.

S, m [0 [ 40 | 80 | 120 | 160 | 200 | 240

Tabla I.1

La fdrmula mediante la cual se obtiene el valor de S para cada va
lor de t es S = 8t. Esta expresidn describe exactamente como el
valor de la variable § depende del valor de la variable t. Esta
variable, cuyo valor puede fijarse a voluntad recibe el nombre de
variable independiente, y la otra, cuyo valor depende del valor
que se le asigna a la independiente, se llama variable dependiente.

NOTACION.- Si en una expresidén funcional x es la variable independien
te y y es la variable dependiente, se acostumbra escribir y = f(x) para
representar la funcidn en cuestion y se lee:

y es igual a f de x

Aqui £(x) indica que x es la variable independiente y f representa sim
b6licamente las operaciones a efectuar con cada valor de x para obtener
el correspondiente valor de y.

En principio la letra £, inicial de funcién, se emplea en la notacién
indicada en forma tipica, pero pueden emplearse distintas letras para
discriminar diferentes funciones de la misma variable independiente,
como g(x), P(x), ¢(x), etc.

Durante todo el desarrollo de un proceso, un mismo simbolo de funcio
nalidad indicard una misma ley de dependencia entre las variables de-
pendiente e independiente, es decir, que una misma notacidn y = £(x)
indicard las mismas operaciones por ejecutar con cada valor de x que
se tome para calcular el valor de y que le corresponde. Asi:

y1 = £(x1), y2 = f(x2), etc.

Ejemplo I.2
Sea:

£(x) = x* - 9x + 14
Se tendra:

£(0) = (0)2 - 9(0) + 14 = 14



Ejemplo I.3

Hacer ver que:

si:

en efecto:

luego:

Ejemplo I.4

Dada g(x) = aX

hacer ver que:

efectivamente:

luego:

Para que una expresion y = f(x) sea funcidn real de variable real es
necesario que y sea real para todo valor real de x, Y que a cada valor
de la variable independiente x corresponda uno y s6lo un valor de la

£(-1) = (-1)% - 9(-1) + 14 = 24
£(3) = (2 -9(3) +14=-4
£(a) = a? - 9a + 14

f(b + 1)

b+ 1)2-90b+1)+ 14

=b>-Tb+6

f(a) - f(-a) =0

f(x) = x* - 3x%* + 5

f(a) =a*-3a2+5 y f(-a) =a* - 3a2+5

f(a)

f(-a) = 0

glz + 1) - g(z) = (a - 1) g(z)

glz + 1) = aztl y g(z) = az -

g(z + 1) - g(z) = a?*! - az = aZ 3 - az

variable dependiente y.

= az(a =~ 1) = (a - 1) g(z)
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Ejemplo I.5

La expresidn y = % /% no representa una funcidn ya que para ca-
da valor positivo de x existen dos valores para y. Asi, si x =1,
y1 =1, y2 = -1; si x2 =4, y3 =2, yy = ~2,

Sin embargo, si especificamente se establece que los valores de
la variable dependiente y sean positivos, entonces con y = + vx
(x >0, y >0) se tiene una funcidn. Lo mismo pasaria con la ex—

presidn y=-+vx (x>0,y<0).

ENFOQUE CON LA TEORIA DE CONJUNTOS.- Como este enfoque del con-
cepto de funcidn estd basado en la teoria de conjuntos, entonces
antes de establecerlo, se recordaran algunos conceptos basicos.

Cuando en un conjunto se dispone de un criterio que permite saber qué

elemento es anterior y cudl posterior, se dice que el conjunto es orde
nado.

Ejemplo I.6
Los siguientes conjuntos son ordenados:

a) El conjunto C de todos los nimeros primos mayores que 2 y me-
nores que 17, considerados en orden ascendente.

c=1{3, 5, 7,11, 13}
b) EL conjunto B de las vocales en el orden usual de enunciacidn.
B = {a, e, i, o, u}

Dos conjuntos ordenados son iguales si tienen los mismos elemen—
tos y en el mismo orden.

CONJUNTO PRODUCTO.- Sean A y B dos conjuntos. Si se colectan todas
las parejas ordenadas (a, b) en donde el primer elemento a pertenece a
Ay el segundo elemento b pertenece a B, entonces esta coleccidn de pa
rejas ordenadas forma un conjunto que se denota por:

AxB={(a, b) | ac A, beB}
Y que se 1lama producto cantesiano de & y B.
Al producto cartesiano de un conjunto por si mismo se le denota como:

2

AxA =A% BxB=38B



Ejemplo I.7 Ejemplo I.9

Dados los conjuntos: Sean los conjuntos:

A=1{0,1, 2}, B=13, 4} yc={s, 6} A= {xlx e R}

calcular: B={yly ¢ R; - 3<y<3}
AxB,BxA, BxCyc?
. representar graficamente A x B
Solucion
AxB=1{(0, 3), (0, &, (A, 3), (1, 4, (2, 3), 2, 4} Solucidn
Bxa=1{(3,0, 3,1, 3,2, ¢, 0, (4, 1), (4, 2)} -
A
BxC=1{(3,5), (3, 6), (4, 5), (4, 6)}
CxC=C=1{(5 5, 5 6, (5, 5, (6, &)} >

o~ 0 e

Nota: Como se observa, el producto cartesiano no es conmutativo,

e —
es decir A x B # B x A. / 4 X
e
Para representar grificamente un producto cartesiano se sigue como con = —/-4
vencién tomar como abscisas a los elementos del primer conjunto y como -
ordenadas a los elementos del segundo conjunto.
Ejemplo I.8
Figura I.3
Sean los conjuntos:
A= {x|x es un entero; - 3 < x < 3} : . :
b T RELACION BINARIA.- Si se tienen dos conjuntos A y B sus elementos se
B={yly esun entero; - 4 <y < 4} pueden relacionar de varias formas:
representar f‘afiéamente A x B ) X
.p i = Relacién multiforme.- Cuando se relaciona cada elemento del conjunto
Solucidn A con uno o varios elementos del conjunto B. (Véase figura I.4),

lo.po-nﬁ

Figura I.2 Figura I.4



RelaciSn uniforme o univoca.- Cuando uno o varjos elementos de A se
asocian con un solo elemento de B. (Véase figura 1.5).

Figura I.5

Relacidn biunivoca o uno a uno.- Cuando a cada elemento de A se aso-
cia un elemento de B y sélo uno. (Véase figura 1.6).

Figura I.6

Definicidn: Una relacidn binaria R o simplemente una relacién

consiste en:
1. Un conjunto A
2. Un conjunto B

3. Una proposicidn P que es falsa o verdadera para
toda pareja ordenada (a, b) de A x B
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Una relacién R de un conjunto A a un conjunto B es un subconjunto del
producto cartesiano A x B.

E1 dominio de la relacién R de A x B es el conjunto de las primeras
coordenadas de las parejas en R y el recomride, hango o Amagen es el
conjunto de las segundas coordenadas.

Simbdlicamente una relacién se puede escribir como sigue:

R={(a, b) |aeA, be B; P(x, )}

En esta expresion P(x, y) representa la proposicién que resulta falsa
o verdadera para las parejas ordenadas de A x B.

Ejemplo I.10
Sean los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = {0, 1, 2},

encontrar las siguientes relaciones dando dominio (D) y recorri-
do (R).

Rio={(x,y) | xea yeB;y=x}
R = {(x, y) | x €A, yeB;x+y-=3}

Rj

1]

(G, v) | xea, vy eB; x2+y% =5}
El producto cartesiano A x B viene dado per:

A x B = {(1,0,(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2) }

Por lo que las relaciones pedidas, de acuerdo a sus proposiciones,

serdn:
R, = {(1,1),(2,2)} D = {1,2} R = {1,2}
Rz = {(1,2),(2,1),(3,0)} D = {1,2,3} R = {0,1,2}
Ry = {(1,2),(2,1)} D = {1,2} R = {1,2}

RELACION IDENTICA.- Es aquella relacidn definida en los reales cuya

proposicidn asocia valores iguales en las parejas ordenadas, es decir,
que equivale.a escribir y = x.

La representacién grdfica de una relacidn, al igual que para el produc
to cartesiano, consiste en 1levar las parejas ordenadas a un sistema de
ejes coordenados con los primeros elementos de las parejas como absci-
sas y los segundos elementos como ordenadas.
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Ejemplo I.11

Sea la relacidn idéntica R = {(x, vl xe R,ye R;y=x}. Su
representacidn grafica serd una recta que pasa por el origen y for-
ma con el eje X un angulo de 45°.

Y4

\ 45°

Figura I.7

Ejemplo I.12
Sea la relacidn definida en lés reales

R={(x, y)l xe R,ye R;y<x-1}. S5u representacidn seri:

Y |

Ejemplo I.13

Sea la relacidn definida en los reales

R = {(x, v) ] X eR, ye R; x?+ y? =16} . su representacidn se
ra:

Yi

-4\\ //4 X
S ‘_,//
O-{xixeR;-4<x<4} “ Re{ylyeRmi-asy<a}
Figura I.9

DEFINICION DE FUNCION: Una funcidn es una ‘terna formada por:

1

a) Un primer conjunto llamado doménio de La funcién.
b) Un segundo conjunto llamado codominio de fa funcién,

c) Una regla de correspondencia que tiene las siguientes pPro
piedades:

Per medio de esta regla de correspondencia a todo elemento
del dominic » la funcidn se le puede asociar un elemento del
codominio.

Ninglin elemento del dominio ha de quedarse sin su asociado en
el codominio.

Ningln elemento del dominio puede tener m3s de un asociado en
2l codominio.



FUNCION REAL DE VARIABLE REAL.- Hasta ahora se ha tratado el concep-
to de funcidon en forma general, o sea, no se ha hecho restriccidn algu
na sobre la naturaleza de los elementos de las parejas ordenadas que
la forman. En el presente curso se tratard con funciones donde los e-
lementos que intervienen pertenecen al conjunto de los nimeros reales.
Esto quiere decir que tanto la primera coordenada como la segunda se-
ran nimeros reales.

Teniendo en cuenta que se tratard con el conjunte de los nimeros reales
¥ con subconjuntos de €1, conviene presentar algunos aspectos importan-
tes de los sistemas numéricos.

NUMEROS NATURALES.- Son los que sirven para contar: 1, 2, 3, 4, o
es decir, son los enteros positivos. E1 conjunto de los nimeros natura
lTes es cerrado respecto a la adicién y a Ta multiplicacién, 1o que sig-
nifica que dichas operaciones efectuadas con nimeros naturales dan siem
pre como resultado nlmeros naturales.

Obsérvese que el conjunto de los nimeros naturales no es cerrado resl-
pecto a la sustraccion, ya que no todas las restas entre nimeros natura
les dan como resultado nimeros naturales.

NUMEROS ENTEROS.- El conjunto de los nimeros enteros estd formado por
todos los enteros positivos, los enteros negativos v el cero ..., -3,
-2, =150, 1,"2,°3,

Este conjunto es cerrado respecto a las operaciones de adicidn, sustrac
cién y multiplicacidn. Las sumas, restas y productos de nimeros enteros
dan como resultado niimeros enteros, pero no todos los cocientes de ente

ros son enteros, o sea que el conjunto de niimeros enteros no es cerrado
respecto a la divisidn.

NUMEROS RACIONALES.- Son tcdos los nimeros que pueden escribirse en
la forma p/q en que p y q son nimeros enteros y q # 0. Es decir, que
el conjunto de los nlmeros racionales estd formado por todas las frac-
ciones cuyo numerador y denominador son niimeros enteros v el denomina-
dor no es cero.

Los niimeros enteros y por consiguiente los nimeros naturales son casos
particulares de nlmeros racionales, ya que basta dividir cualquiera de
ellos entre uno para que queden escritos en la forma p/q.

E1 conjunto de los niimeros racionales es cerrado respecto a la adicién,
sustraccién, multiplicacion y divisidn.

NUMEROS IRRACIONALES.- Son todos aquellos nimeros que no pueden escri
birse como el cociente de dos enteros p/q. Estos nlmeros como v2,m,~
e, etc., pueden ser identificados como los que tienen decimales ilimi-
tados no periddicos.

ET conjunto de los nimeros reales estd formado por la unién del conjun
to de los nimeros racionales y el de los irracionales. El siquiente
cuadro sindptico muestra la clasificacion de los nimeros reales.
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Naturales

Enteros Cero
Racionales Enteros negativos

NUMEROS - REALES Fraccionarios

Irracionales

I.1.2 INTERVALOS

Tal y como se ha considerado el conjunto R, se trata del conjunto de
los nimeros reales no restringido. Frecuentemente es necesario consi-
derar solamente un subconjunto de R, es decir, que se tiene que res-
tringir este conjunto, lo cual se 1leva a cabo mediante los intervaios,
que son subconjuntos de R

A continuacidn se presentan los nueve tipos de intervalos que pueden
presentarse, cuatro de ellos finitos.y cinco infinitos.

INTERVALOS FINITOS.- Se 1lama intervalo abijerto determinado por los
numeros reales a y b tales que a < b, al conjunto de todos los nimeros
reales mayores que a Yy menores que b. Este intervalo se denota (a, b)
en donde a y b son los extremos del intervalo.

(a, b) = {x|x ¢ BR; a < x < b}

A veces este intervaloc se escribe simplemente como: a < x < b. Obsér
vese que en un intervalo abierto (a, b) los propios extremos a y b no

forman parte del mismo. Suele 1lamarse amplitud del intervalo (a, b) a
la diferencia b - a.

Geqmétricamente el intervalo abierto (a, b) queda representado por el
conjunto de todos los puntos de un eje numérico x comprendidos entre los

purtes que representan a los extremos a y b, como se ve en la figura
1.10.

a/ \b o
\ ) X

Figura I.10
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E1 intervalo cerrado determinado por los nimeros reales a Y b donde

a < b, es el conjunto de todos los ndmeros reales x tales que a < x <b
y se denota como [a, b]

Ea,bj={xfx€ R; a < x < b}

Evidentemente en un intervalo cerrado [a, ], los extremos a y b for-

man parte del intervalo y la diferencia b - a es la amplitud del inter-
valo.

La representacién geométrica de] intervalo cerrado [ a, b_] estd cons-
tituida por el conjunto de todos los puntos de un eje numérico X compren
didos entre los puntos a y b, incluyendo a éstos. (Véase figura Li11)

a[ Ib e
Figura I.11

Se conocen como intervalos semiabiertos los siguientes:
Intervalo semiabierto por la izquierda:
(a,lﬂ={x]x c]R;a<xib}

que geométricamente se representa en la figura I. 12

afi- 1b
\ ]

<V

Figura I.12
Intervalo semiabierto por la derecha:

[a,b)={x[xell;a§x<b}

que geométricamente se representa en la figura I.13.

af \b
L /

=<V

Figura 1.13

INTERVALOS INFINITOS.- Los intervalos infinitos

son los siguientes, en
donde x € R :

(a, ©) = {x] x> a}
[a, @) = {x|x > a}
(-®5a) = {x|x < a}
(-0, a] = {x]x < aj
(-2, @) = {x|x e R}

Las representaciones geométricas de estos intervalos se deducen ficil-
mente de lo anterior.

Recordando 1os conceptos de producto cartesiano
subconjunto de aquél, se puede decir que las rela
vocas y las relaciones biunivocas son funciones. Es por ello que se

puede afirmar que una funcion £ de un conjunto A a un conjunto B, es
un subconjunto del conjunto producto a x B.

y de relacién como un
ciones uniformes ouni

Ce 1o expuesto en las propiedades de la regla de correspondencia y de
lTo dicho anteriormente se confirma que toda funcién es una relacién, pe

ro no toda relacién es funcién. Las relaciones multiformes no son fun-
ciones.

La representacién esquemitica de una funcidn es la que se observa en
Ta figura 1.14.

f __Recorrido,Imagen o Rango

A(Dominlo) B(Codominio)
Figura I.14
NOTACION.- Como una funcién no es mas que un tipo especial de relacién,
puede emplearse la notacion de las relaciones para representar funciones.
Entonces una funcién puede expresarse por comprensién asi:
f={(x, y) I X€ Ay = f(x)}

0 bien puede expresarse en algin caso escribiendo to

das las parejas or
denadas que la forman Y seria, por extensién:

£=10, y1), (%2, y2), (x3, y3),..., (xn, yp)}



Por otro lado, si A es el primer conjunto (dominio), B el segundo con-
junto (codominio) y £ la regla de correspondencia, se denota por:

f:A>B

y se lee f es una funcién de A en B 0 bien f e8 una funcidn que mapea A
en B.

Entonces, si una terna (A, B, f) es una funcidn, es decir, si f: A+B,
para cada elemento a € A tiene que existir uno y solamente un elemento
de B que la regla f "asocie al elemento de A. Este Gnico elemento de B
se denota por f(a), f de a, y se le 1lama {magen de a en el codominio
bajo £a funcién £. Al conjunto de imdgenes se le conoce como hecowrii-
do, nango o imagen de fa funcién.

Por 1o tanto, para que exista una funcidn, ninglin elemento de A debe
quedarse sin su asociado en B y ademds debe asociarse con uno y solo un
elemento de B.

‘Ejemplo I.l4
Sea la relacidn

R={(x, y)|xcR, y e R; x2 + y? = 4}

Se observa que no se trata de una funcidn ya que al despejar y, el do-
ble signo de la raiz cuadrada implica que a cada elemento del dominio le
corresponden dos elementos del codominio, uno positivo y uno negativo.
Esto se observa claramente en la figura I.15,

Y

\ ¥ (+)

_"’///// yo =)

Figura I.15.
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De este ejemplo se puede deducir que la condici6n geométrica para que
una relacién sea funcidén, es que toda recta paralela al eje Y debe cor
tar a la grafica en un solo punto.

Como se ha visto, en la regla de correspondencia que define una funcidn,
existe una proposicién que relaciona valores de x con valores de y. A
x se le conoce como la variable independiente y a y como la variable de

pendiente, ya que su valor (imagen) depende del valor que se tome de x.

Ejemplo I.15°

En la representacidn de las relaciones siguientes con los diagra
mas de Venn, pueden verse casos de funciones y de no funciomes.

a) No es funcidn, ya que el
elemento ¢ no estd rela-
cionado con alguno de B.

A
b) il ! No es funcidn, ya que el
elemento a estd relacio-
nado con dos elementos
de B.
A
A

B

c) S1 es funcidn, porque to
do elemento de A estd re
lacionado con unc y sdlo
uno de B.

Figura I.16
En resumen, una funcidn puede escribirse de la siguiente forma:
f={(x, f(x)) l (proposicion) }

en donde f(x) = y es la imagen de x de acuerdo a la proposicion o regla
de correspondencia que define la funcion. Ademds se puede decir que el
dominio de una funcidn es el conjunto de todos los valores que toma la
variable independiente; y el recorrido, imagen o rango, el conjunto de
todos los valores que toma la variable dependiente. Cabe establecer
que a menos que se especifique lo contrario, el codominio serd conside
rado como el conjunto de todos los reales (R ).



Para ilustrar los conceptos anteriores se presentan los siguientes
ejemplos:

Ejemplo I.16
Sea la funcidn dada por f(x) = + V5 - x
El dominio (D¢) estard dado por:

Df = {x]x € R; x < 5}

El recorrido (R¢) es el conjunto de todos los nimeros reales no
negativos, es decir:

Re = {yly eR; y > 0}

o bien
Re = [0,)

De este ejemplo se infiere una importante convencidn. Cuando una
funcidn se defina Gnicamente por la regla de correspondencia, se
considera como dominio el conjunto de valores reales de la varia-
ble independiente que hacen que sea real la variable dependiente.
En dicho ejemplo, como se tiene una raiz cuadrada, que sera real
solamente si el subradical es positivo o nulo, el dominio se obtu-
vo de comnsiderar 5 - x > 0. Lo cual implica x < 5.

Ejemplo I.17

Dada la funcidn f tal que:

2
-4
£(x) = 5;-:“5

puede observarse que la expresidn que la representa no esti defini
da para x = 2, por lo que no existe valor de f(x) para x = 2; de
ahi que 2 ¢ Df. Sin embargo f(x) es real si x # 2. Siae R y
a ¥ 2, hay un valor de f(x).
2
_a -4
£la) =
Por lo tanto, el dominio serd D¢ = {x|x €R; x # 2}
o bien

Df = R - {2}

El recoporido estd constituido por todos los valores de y que co-
rresponden a los valores de x del dominio.

Re = {y|ly eR; y # 4}
o bien

Rf = R - {4}

I.1.3 FORMULACION DE FUNCIONES

Las funciones no son mds que modelos matemdticos que representan algin
fendmeno fisico de la vida real. F] planteamiento del modelo matemati-
co, es decir, la formulacién de la funcién es el primer paso en la solu
cién de un problema y ante este tipo de situaciones se encontrard en
multitud de ocasiones, el estudiante de alguna carrera de ingenieria.

No existen reglas precisas ni un método general para el planteamiento
de funciones que representen algin fendmeno. La recomendacién en este
sentido seria identificar cuiles son los datos, variables e incégnitas
del problema en primer lugar, Yy después proceder a encontrar alguna re-
lacién entre los datos e incdgnitas del problema a través de simbolos
matemdticos (variables dependientes e independientes, representadas me-
diante Tetras). Un agrupamiento adecuado de los datos e incégnitas, asi
como el trazo auxiliar de una grafica o diagrama son de especial ayuda
en la formulacién de funciones para resolver un problema determinado.

A continuacidn se pretende dar una secuencia mis formal para formular
alguna funcidn, y despuds se presentan algunos problemas ilustrativos.

1. Se debe tener una total comprensidn del problema que se presen
ta, identificando claramente qué magnitudes son constantes, cuda
les variables y, sobre todo, cuil de estas Gltimas es la que va
a definir la funcidn que se quiere formular.

2. Se procede a trazar un diagrama o modelo geométrico que sea re
presentativo del problema en cuestidn.

3. En base al modelo geométrico y a la comprensién del problema se
construye el modelo matemitico, (aunque en un principio se tra
te de una funcidn con dos o mds variables independientes).

4. Se recurre a ecuaciones auxiliares, datos del problema o condi
ciones geométricas con el fin de relacionar las variables y que
finalmente quede establecida una funcidn en términos de un so-
lo argumento o variable independiente.

A continuacidn se presentan algunos ejemplos en los cuales se pide la
formulacidn de una funcién.

Ejemplo 1.18

Encontrar una funcidn que represente el producto de todos los pa-
res de nimeros de tal manera que la suma de un nimero y el triple
del otro sea 60.



Solucidn

Si se representa un nimero con x y otro con y, el producto se pue
de escribir como:

P=xy cwwe @)

Pero de acuerdo a las condiciones establecidas:

x + 3y = 60 ceea (D)

Despejando en (b) y sustituyendo en (a):

£(x) = x (603- x)

Ejemplo I.19
Encontrar una expresidn que defina el volumen de un cilindro cir-

cular recto, inscrito en. un cono circular recto con un radio de

5 m., y una altura de 12 m., en funcidn Gnicamente del radio del
cilindro.

Solucidn

E

Figura I.17

La siguiente férmula expresa €l volumen del cilindro en términos
de Ry H:

Vv=mRH (a)
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Es necesario establecer una expresidn independiente de (a) que

relacione a Ry H. De la figura I.17, y usando tridngulos semejan
tes:

12:=8 ~12
R 74 5
despejando H:
H=60—_SEE ... (b)

sustituyendo (b) en (a) y desarrollando, se tiene finalmente:

v

% (60 R? - 12 RY)

Ejemplo I.20

En el proyecto de una cafeteria se estima que si existen lugares
para 40 a 80 personas, la ganancia semanal serd de $ 8.00 por lu-
gar. Sin embargo, si la capacidad de asientos sobrepasa los 80 1lu
gares, la ganancia semanal en cada lugar estard reducida en 4 cen-
tavos por el nimero de lugares excedentes. Encuentre una funcidn
que relacione el niimero de asientos con la ganancia de la semana.

Solucidn

Si se 1lama a x el niimero de lugares y a G la ganancia semanal, se
tiene que cuando 40 < x < 80 la ganancia por lugar serd de 8 y por
lo tanto G = 8x.

Sin embargo, cuando x > 80 la ganancia por lugar equivale a:
[8 - 0.04 (x - 80)]
y la ganancia por todos los lugares es:
G=x [8-0.04 (x - 80)]
y desarrollando:
G = 11.20x - 0.04x”

Como’ se puede observar, la funcidn pedida no se puede representar
con una sola férmula para todo su dominio. Por lo que quedard for
mulada como:

8x si 40 < x < 80

11.20x - 0.04x> si x> 80



20

Ejemplo I.21

En la figura I.18, el punto A representa una isla que se encuen—
tra a 6 kildmetros del punto B, el cual es el punto mds cercano so
bre una playa recta. Un almacén estd en el punto C a 7 kildmetros
de B, sobre la playa. Si un hombre puede remar a razén de 4 km/h
y caminar a razdn de 5 kildmetros por hora, establezca una expre-
si6n que relacione a la posicidn del punto de desembarco P con el
tiempo que tarde en llegar de A a C.

Solucidn
T
et O N RS SN . SR
- B c
A
| P
1
|
|
]
1
|
" |
i
|
{
_

Figura I.18

De acuerdo a la figura, el hombre rema de A a P y camina de P a C.

Sea: x la distancia en kildmetros de B a P.

T el tiempo en horas que le tome al hombre hacer el viaje
de A a C. .

Entonces T es el tiempo para ir de A a P mis el tiempo de P a C.

Como el tiempo se obtiene al dividir la distancia entre la veloci
dad: =

_ Izl | sl
T = 7 + s .ol (a)

Como |AP| es la hipotenusa del tridngulo rectingulo ABP!

[2p] = vxz + 36

y ademds:

[Pc] =7 - x

Sustituyendo en (a) queda finalmente:

_ vx2 + 36 7-x
T = oy + G

I.1.4 REPRESENTACION GRAFICA

En el estudio de los tdpicos de las matemdticas es de gran ayuda poder
realizar ilustraciones que tengan alguna significacién con el tema en
cuestion. En el caso de una funcién, ademds de un diagrama que ilustre
la correspondencia o dependencia entre las variables que intervienen en
ella, puede darse una representacion geométrica de la misma. Muchas ve
ces la ayuda que proporciona la grdfica de una funcion es clave para su
estudio y para la solucidon del problema en que interviene.

Dado que una funcion real de variable real es un conjunto de parejas or
denadas de nimeros reales (x, y), y como existe una correspondencia uno
a uno entre el conjunto de parejas y el conjunto de puntos de un plano
cartesiano x y, una funcidn puede representarse por el conjunto de pun-
tos del plano, cuyas coordenadas sean las parejas que constituyen la
funcidn. Esto es, cada pareja ordenada (xi, y1) de la funcién:

£={(x, y)|y = £(x); x < Dg}

queda representada por el punto P(x;, y1), por lo cual, la grafica de di
cha funcidn serd el Tugar geométrico de todos los puntos P(x, y), cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacidn y = f(x). Recuérdese que el primer
elemento x de cada pareja es la abscisa del punto que la representa y
que el segundo elemento y es su ordenada.

PROPIECADES DE LA GRAFICA

1. La grafica de una funcidn es uno de los subconjuntos del pro-
ducto A x B, del dominio por el codominio.

2. Los puntos que forman la gréfica de la funcidn son todos aque
llos puntos del producto A x B que tengan como primera coorJs
nada a un elemento x contenido en A, y como segunda coordena-
da, al elemento de B que la regla de correspondencia asocia a
X.



3, Basta con trazar una perpendicular al conjunto A que pase por

"x" y el punto en que corta a la grifica tendrd a "x" como pri

mera coordenada y como "y" la del punto de la gréfica.
Ejemplo I1.22
Sea la funcidn del ejemplo I.16

f(x) =+ V5 - x

En seguida se muestra una tabla con algunos valores de x en el do
minio de la funcidn y sus correspondientes imdgenes f(x).

X -4 -1 0 b2 2 3 415

y=f@| 3 |+/B |+B |2 |+3|+72|1]0

Tabla I.2

En la figura I.19, estd reprecentado el conjunto de parejas (x, y)
de la tabla I.2.

A
e o) o

("2) > ° (4'|)
3,+v2) °
a?

.
(¢ ]
.
&
.
w
.
n
‘
(o]
N
o
FY
w»
<\

Figura I.19

Trazando una curva por todos los puntos mostrados en la figura
1.19, se obtendrad la representacién geométrica de la funcidn pro-
puesta, como se ve en la figura I.20.
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Y
34
\ D,:(_w,sl

2 4
A Rs=[0,0)

T T T T T T T % =

-5 -4 .-3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 X
Figura I.20

Ejemplo I.23

Sea la funcidn dada por:

y=3- % JG-DZTT9

Para trazar su grafica puede transformarse antes la ecuacidn dada

para ver qué tipo de curva representa, dado que es una ecuacidn de
segundo grado en "x" y "y". Asi se pueden determinar sus elemen—
tos caracteristicos. Esto es:

y=3-2/G-DTF9 =3¢ -N=-2/x- DT F9

=9y - N = 4x- D+ 36 =9y - N - 4x- D? =36

2
#(Y"43) _(x-92)2=1

Esta ecuacidn representa una hip€rbola con eje focal paralelo al
eje Y, centro en c(2, 3), semieje transverso a = 2, semieje conju-—
gado b = 3 y vértices V;(2, 1) y V2(2, 5).

Teniendo en cuenta la regla de correspondencia dada:

y =3 - f(x - 2)2 +9

wirn
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la grdfica de la funcidn consiste en la rama inferior de dicha hi-
pérbola como se ve en la figura I1.21.

Df=IR
Rf={y|y em;ysl}
']
%/\
T T T T T T T T
-3 -2 -1 o 1 2 3 4 S

<V

Figura I.21

En ocasiones aun no sabiendo de qué curva se trata se puede deter
minar su dominio partiendo de una desigualdad y luego proceder al
trazo de la grdfica mediante una simple tabulacidn con los valores
del dominio.

1.2 FORMAS IMPLICITA, EXPLICITA Y PARAMETRICA

I.2.1 FUNCIONES EXPLICITAS

Sea la funcién dada por y = f(x), donde como se sabe £(x) indica cémo
calcular el valor de la variable dependiente y directamente en términos
de la variable independiente x. Toda funcidn especificada asf se 1lama
funcidn explicita.

En otras palabras, una funcién es explicita cuando en la ecuacién que
actiia como regla de correspondencia, se tiene despejada la variable de-
pendiente y en términos de la variable independiente x.

Ejemplo I.24

La funcidn y = £(x) = 3x% + 2x + 1 es una funcidn explicita, da-
do que la ecuacidn, que es la regla de correspondencia, permite
calcular directamente para cualquier valor "x" del dominio, su i-
magen correspondiente "y" en el codominio.

En el caso de que en la expresion que define la funcidn, la variable
dependiente no se encuentre despejada, se trata de una funcién impli-
cita, cuyo estudio se verd a continuacidn.

I1.2.2 FUNCIONES IMPLICITAS

Considérese ahora a £(x, y) como representacion de una expresidn en
x, y; en tal forma que £(x, y) = 0 ... (1) es una ecuacién en X, ¥,
no resuelta para y, es decir que no estd despejada y.

Ejemplo I.25

La ecuacidn 2x2 - 2xy + y2-1=0 ... (a)
es una ecuacidn del tipo f(x, y) =0 ... (1)
donde f(x, y) = 2x2 - 2xy + y% - 1

En este ejemplo se puede despejar y considerando que se trata de
una ecuaci6n de segundo grado en "y".

Y- 2y + (2x2 - 1) = 0

de donde:

2x * Vhx2 - 4(2x2 - 1)
2

y = =x t = /4 - 4x2

Las soluciones de dicha ecuacién son y = x *+ /I - x2

Dado que hay dos valores de "y" para cada valor de "x" en el in-
tervalo abierto (-1, 1), la ecuacidn (a) especifica una relacidn
multiforme, pero no una funcidn.

Para que la ecuacidn (a) sea la regla de correspondencia de una
- s 3

funcidn, basta con precisar el signo que ha de afectar a la raiz.

De este modo se tendran dos funcionmes:

f1(x) =x+ /1 - x2
f2(x) = x - /1 - x2

Segiin To anterior, una ecuacidn f(x, y) = 0 puede implicar una o mis
relaciones funcionales. Ante esto es necesario tener cuidado, ya que
hay ecuaciones del tipo (1) que no se satisfacen para ningiin par de nd
meros reales x, y, por lo cual no representan ninguna funcidn real de
variable real, como es el caso del siguiente ejemplo.



Ejemplo TI.26

Dada la ecuacidn x? + y2+9 = 0, obsérvese que no se satisface
Para ningin par de nimeros reales (x,y).

Esto se ve claramente en la expresidn que resulta al despejar " e

y =+ SGETTSY

Evidentemente al sustituir en esta_expresidn a x por cualquier nimero
real queda la raiz cuadrada de un nimero negativo que no es un nimero
real.

Aqui se considerara que una ecuacién del tipo (1) define una relacién,
misma que si no es una funcion, puede definirse a partir de ella una fun
cidn adaptando condiciones adecuadas como en el caso del ejemplo en que:

f(x,y)=2x2-2xy+y2—1

Una funcidn cuya regla de correspondencia sea una ecuacién del tipo (1),
se 11ama funcidn implicita. O sea que una funcidn implicita se caracte-

riza porque en la ecuacidn que actdia como regla de correspondencia, la
variable dependiente Yy ho se encuentra despejada.

Ejemplo I.27

En las siguientes expresiones, '"y" es funcin implicita de "x".
a) x*-3y+1=090
b) xy=1, x40

c) 4x2-yz-8x+2y-1=0;y>0

A y=+/&x-y
e) y=x*(x+y)

f) y¥=x-2

g) y’=x

1.2.3 FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA PARAMETRICA

En el siguiente ejemplo se ilustra el significado de 1la representacidn
paramétrica.
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Ejemplo I.28
Dadas las ecuaciones:
X =2t - 2; y=4 -t oo (a)

el pardmetro t pPuede eliminarse por igualacidn, habidndolo despeja
do previamente:

t = 5—§—£ » t=4-y; X ; 2eat-y; x+29-6=0 oo ()

(b) es la ecuacidn de la recta que se ve en la figura I.22,

Yh

x{!

Figura I.22

Obsérvese que para cada valor de t en las ecuaciones (a) se tiene un
valor de x y un valor de y, que considerados como pareja ordenada de na
meros reales (x, y), constituyen las coordenadas de un punto P(x, y) de
la recta de ecuacidn (b).

Ejemplo I.29

X =2t +2; y=2t% + 4t son las ecuaciones paramétricas de la

pardbola de ecuacidn, y = % x? - 2, figura I.23.
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Y
0
y= 2 X
>
(o]
X=2t+2 X
y=21% 44
Figura I.23
Ejemplo I.30
Las ecuaciones x = 2:2; y = % » con el pardmetro t, son una re-

presentacidn paramétrica de

13 hip@rbola cuya ecuacidn cartesiana
es xy = 6, figura I.24,

Y

Figura I.24

Una representacién paramétrica frecuentemente puede constituir la regla
de correspondencia de una funcién, como es el caso de los ejemp]os{ante—
riores, donde las funciones respectivas se pueden escribir:

f1={(x,y)lx=2t—2,y=4—t,te]R}
£, = {(x, Wx =2t + 2,y = 262 + 4¢c, t e R}

£ = {(x, y)]x=:2t2,y='t%,te]R t # 0}

A veces un par de ecuaciones paramétricas representa una relacién multi
forme que puede descomponerse en mis de una funcién.

Este es el caso de las ecuaciones del siguiente ejemplo.

Ejemplo I.31

Las ecuaciones x = 3 cos H

¥y = 2 sen 6, en las que 6 es el para
metro, corresponden a la elip -

se de la ecuacidn cartesiana.
2 2

X
LD AR

9 4

Desde luego estas ecuacion
el intervalo abierto - 3 <
dos siguientes funciones:

es definen una relacidn multiforme en
X < 3, que puede descomponerse en las

f1 = {(x, y)|x 3cos8,y=25en8,—3<x<3,y>0}

f2=f(x,y)[x=3cos0,y=25en9,—3<x<3,y<0}

cuyas graficas se ven en la figura I.25.

— -
-3 -2 - ° y 2 3

Figura I.25



Una funcidn expresada en forma paramétrica es pues:
£= {0, y|x=£(t), y = g(t), t € Dg n D, # ¢}
Debe tenerse cuidado en identificar las ecuaciones paramétricas que no

definan una funcidn. Esto puede suceder si Dg n Dy = ¢ como se ve en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo I.32

Dadas x=£f(t) =v4 - ¢ y=g() =/t -6
donde:
Df = {tjte B, t <4} y Dg={t|te]R,tZ6}

se ve que:
Dg N Dg =¢

Lo cual hace que ningln valor de t defina un par de nimeros rea-
les ordenados (x, y). Esto implica que estas ecuaciones no defi-
nen una funcidn.

Una aplicacidn @til de las representaciones paramétricas se presenta
en problemas de movimiento curvilineo, donde cominmente se considera
que (x, y) son las coordenadas cartesianas del punto mévil y el para-
metro t es el tiempo.

A las ecuaciones x = f(t), y = g(t), suele 1lamirseles en ese caso
ecuaciones del movimiento y a la gréfica correspondiente, trayectoria
del movimiento.

Otro empleo interesante de las ecuaciones‘paramétricas se tiene para
simplificar los cdlculos al determinar las coordenadas de los puntos
de una curva, dada su ecuacion, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo I.33

Para obtener puntos de la curva de ecuacidn 4)_'3 = 27x2 puede ha
cerse x = 2t3, lo cual da y? = 27t®, en otra ecuacidn ye R y
t € R luego puede simplificarse para temer y = 3t2.

Es evidente, que si se usan las ecuaciones paramétricas x = 2t 3,
y = 3t? en lugar de la ecuacidn 4y’ = 27x° pueden tabularse con
nmds facilidad los pares (x, y) deseados.
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I.2.4 TFUNCIONES CONSTANTE E IDENTIDAD

La funcidn constante es aquella en la que todos los valores del domi-
nio se asocian con un Gnico valor c del codominio,

En este caso, su dominio estd constituido por el conjunto de los nime-
ros reales y su recorrido consta Gnicamente del valor c.

La grdfica de Ta funcidn constante es una recta paralela al eje de las
abscisas, con ordenada c, como se ve en la figura 1.26.

YA
y=f(x)=C
ot D¢ =_rR
re={c}
o X
Figura I.26

La funcidn identidad es la que tiene como dominio al conjunto de los
nimeros reales y en la que para cada valor de la variable independien-
te x le corresponde el mismo valor de la variable dependiente y, de mo
do que su recorrido es también el conjunto de los nimeros reales. Co-
minmente la funcion jdentidad se representa con I.

Asi:
I={(x xeR;y=x}={x, x)|xe R}
La grdfica de la funcion identidad es una recta que pasa por el origen

Y que tiene un angulo de inclinacién de 45°, como se ve en la figura
1.27.
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YA

. 45°

y=f(x)

X

Figura I.27

I1.2.5 FUNCIONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALOS

Frecuentemente 1a regla de correspondencia de una funcidn estd especi-
ficada por varias ecuaciones, cada una de las cuales establece la asig-
nacion de 1a funcidn en cuanto al vinculo entre las variables x y y
en diferentes intervalos del dominio. A continuacién se presentan algu
nos ejemplos para ilustrar esto, asi como algunos casos especiales de
funciones ‘que tienen mucha utilidad en las matemiticas.

Ejemplo I.34

Sea la funcidn dada por:

f(x) = 1 si -1 <x<2

Puede verse que la regla de correspondencia estd formada por tres
ecuaciones, las cuales establecen el vinculo entre

X y y para
diferentes partes del dominio. (Véase figura 1.28).

> ¥

Figura

En esta funcifn se puede ver
nimeros reales y el recorrido

res -2, 1y 4. A funciones
escalonadas.

Ejemplo I.35

Sea la funcidn valor absofuto dada por y =
correspondencia es equivalente

f(x) =

El dominio de esta funcidn es

I.28.

que el dominio es el conjunto de los
es el conjunto formado por los valo-
de este tipo se les llama f{unciones

|x|, cuya regla de
a:

el conjunto de todos los niimeros

reales y el recorrido es el conjunto de todos los nimeros reales
no negativos. (Véase figura I.29).



YA Ejemplo I.37

Sea la funcidn dada por:

1 si x es racional
f(x) =
D¢=R R¢> [O.fD ) -1 si x es irracional
A ige El dominio de esta funcidn estd dado por el conjunto de los nime
% ros reales y el recorrido lo constituyen los valores 1 y -1. Su
— grafica se muestra en la figura I.3l.
o X
Figura I.29

Ejemplo I.36

Sea la funcidn 1llamada parte entera de "x" y que se denota como:
f(x) = [x].

Esta [x] es el entero que satisface la desigualdad:
[x] <x< [x] +1.

El dominio de esta funcidn son los nimeros reales y el recorrido
lo constituye el conjunto de los nimeros enteros. La grafica de

una parte de esta funcidn se presenta a continuacidn en la figura 0 §
I.30.
Y4
=
r 3
2 —_—
L, Figura I.31
T T T T T T | MR
-4 -3 -2 -1 o 1 .2 3 & X
p -l Ejemplo I.38
— L -2 Sea la funcidn dada por:
—_— L -3 x*+2 -2<x<0
£(x) 2 0<x<2
F -4 2
4-%  2<x<4

Figura I.30
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x#0}=[-2,47]- {0}

Df={xlxem; -2 < x <4,
YA
-6
s
-3
-\
L T (R T —
-4 -2 o] 2 \a X
-2
-4
- Rf=[—4,6]
Figura I.32

Ejemplo I.39

Sea la funcidn dada por:

sen X
f(x) =

2 x

El dominio serd el intervalo de los reales (-m, 2) y la grafica la

siguiente:

-m < x <0

Y 4\

5

3
i sz E|.4)

14

-7
3 Il ! i : — T P
L 2 4 X
Figura I.33

1.3 ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES
I.3.1 FUNCIONES ALGEBRAICAS
Las funciones algebraicas son aquellas que se obtienen al realizar un
nimero finito de adiciones, sustracciones, multiplicaciones, divisiones
y radicaciones con las funciones constante e identidad.
Ejemplo I.40

Algunos casos de funciones algebraicas podrian ser las siguientes:

a) f(x) =+vV x -1

b) f(x) =

I.3.2 FUNCIONES ENTERAS O POLINOMIALES

Las funciones enteras o polinomiales son las que se obtienen al efec—
tuar con las funciones constante e identidad un nimero finito de opera
ciones de adicion, sustraccion y multiplicacién.

Una funcidn polinomial es pues:

P=a +a I+a I®+ oot a ™
o B 2 n

donde a, (k =0, 1, 2, ..., n) son funciones constantes, I es la fun
cion identidad y el nimero natural n. es el grado de la funcidn polino-
mial.

Una funcidn de este tipo puede describirse por medio de su regla de co-
rrespondencia:

n
= +a, x+ 24+ ...+
P(x) a iy a, x a, x



cuyo dominio es R y en donde a a , a,
reales y n es el grado si a # 0.

a

son nimeros

Si el grado de una funcidn entera es 1, entonces se 1lama funcién 1i-
neal. Esta funcidn lineal, en forma general viene dada por:

f(x) = mx + b

donde m y b son constantes Yy m# 0.

Una funcidn entera de grado 2 se 1lama funcidn cuadrdtica, y su expre

sion general es: .

f(x) =ax*+bx + ¢

donde a, b y c son constantes y a#0.

Una funcidn entera es clbica si es de grado 3.

Ejemplo I.41

Las siguientes reglas de correspondencia son de funciones enteras:

n

a) £, (x) 3x -2

b)  £,(0 =2x% -5x +6
) f,(x) =4-6x +2x2 ~x?

5x® - 2x" +x-9

d) f“ (x)

I.3.3 FUNCIONES RACIONALES E IRRACIONALES

(lineal)

(cuadratica)

(cibica)

(de sexto grado)

E1 cociente de dos funciones enteras es una funcion racional. Las fun

ciones racionales son de la forma:

poi - bPdE
P3

29

en donde P, y P, son funciones enteras.

Una funcidn racional puede escribirse como:

2
Pl(x) ao+alx+a2x+...+ anx
r(x) = =

P, (x) LI e S i b o

en donde P,(x) # 0.

Ejemplo I.42
Son funciones racionales las definidas por:

4 x% - x+5

a) r(x) =
»x2+ 1

b) rz(x)
) ry(x) = ——— x#3, x#-3

Notese que una funcidn racional se obtiene efectuando, con las funcio-
nes constante e identidad, un nimero finito de operaciones de adicién,
sustraccidn, multiplicacidn y divisién.

Las funciones polinomiales son casos particulares de funciones raciona
les. En efecto, si en la expresidn general que define a la funcién ra-
cional, m = 0, la funcidn se reduce a:

a, a, 5, a - .
r(x) = 5 -)---—.D x + 5 X o+t ..+ x 3 bo#O
o o o o

que es la regla de correspondencia de una funcién polinomial.

Son funciones irracionales aquellas en donde ademis de poder intervenir
operaciones de adicidn, sustraccién, multiplicacién, division Y potencia
cidn, interviene la radicacién.
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Ejemplo I. 43

Las siguientes reglas de correspondencia definen funciones irra
cionales.

a) £, = + /x* + 16

b) fz(x)= Ssx—'...— Yx + 1 ; x#%
v2x - 3
c) hm)=6+£§—3%&,xzo

Una funcidn algebraica simple es una funcidn donde interviene, como ya

se vio, un nimero finito de operaciones algebraicas. En general pueden
definirse como soluciones de ecuaciones del tipo:

n n-1 n-2
P (x) ¥y +Pl(x) y + Pz(x) v + ...+ Pn (x) =0

donde P, (x), P,(é), <.« » Py(x) son polinomios en x y n es natural.

Obsérvese que si en esta ecuacidn Po(x) =C y n =1, la ecuacidn se
reduce a:
Cy + P,(x) =0
cuya solucidn es:
" P, (x)
y=-—¢—

que es la regla de correspondencia de una funcidn entera.

Si en 1a misma ecuacidn el grado de P (x) es 1 o mayor que 1 y n = 1,
la ecuacidon queda como:

Po(x) y + Pl(x) =0

y su solucidn:

.S 1C)
r= Py (x)

que es una funcidn racional.

Por G1timo si en la misma ecuacién n > 1 se tendrd con la solucidn de
dicha ecuacidn una funcidn irracional.

I.3.4 FUNCIONES TRASCENDENTES

Después de ver las funciones algepraicas, se puede decir que aquellas
que no To son, se llaman trascendentes. Es decir que.son aquellas que
en su definicidn no se expresan por medio de operaciones algebraicas.
Estas funciones incluyen las circulares directas, las circulares inver
sas y las funciones logaritmica y exponencial. En este tema sdlo se
verdn las funciones circulares directas y las otras serdn tratadas en
temas posteriores.

I.3.5 FUNCIONES PERIODICAS

Una funcién £ se dice que es periddica con periodo P # 0, si siem
pre que x esté en el dominio de £, entonces x + P también estd en
el dominio de £, y se cumple que:

f(x + P) = £(x)

Graficamente se muestra en la figura 1.34, una funcién periédica.



Las fungiones periddicas tienen importantes aplicaciones en fisica e
ingenieria, en 1o que se refiere a fendmenos que se repiten periddica-
mente, tales como el movimiento ondulatorio, vibraciones, etc.

YA

Figura I.34

I.3.6 TFUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS

Se definirdn las funciones circulares directas a partir de un circulo
unitario de ecuacidn x> +y2 =1. Sea 6 un nimero real, que tiene
medida en radianes. Tricese un dngulo de 6 radianes cuyo primer lado
coincide con el semieje pesitivo "'x" y su vértice con el origen (0,0).
E1 segundo lado del dngulo cortard la circunferencia unitaria en el pun
to P. Si P es el punto de coordenadas (x, y), entonces la funcion
coseno estd definida por:

cos 6 = x

¥ la funcidn seno por:

sen 9

[}
<
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Véase figura I.35.

Y A
(0,1)
P(cosg ,senp)
8
| b (1,0) X
Figura I.35

De Ta definicién anterior se deduce que seno 6 y coseno 6 estan defi-
nidas para cualquier valor de 6. Por lo que el dominio de las funcio-
nes seno y coseno es el conjunto de todos los niimeros reales. Se ve
que el miximo valor que pueden tomar estas funciones es 1 y el minimo
es -1. Y como Tas funciones seno y coseéno son continuas para cualquier
valor de 6, entonces el rango es el conjunto de todos los nlmeros rea-
Tes del intervalo [-1, iJ.

Dado gue el punto P se encuentra sobre el circulo unitario de ecuacidn
x2 +y? = 1, ¢ bien:

cos® 0 + sen? 6 = 1
resulta que:
sen 6 > 0 para 0 <6 <m

La definici6n implica que seno y coseno son periddicas con periodo 2w
teniéndose que:

cos (04 2i) = cos 6

‘sen (8 + 2m) = sen 0
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La figura 1.36 muestra dngulos que tienen una medida negativa de e
en radianes y angulos correspondientes que tienen una medida positiva
de + 6 en radianes.

Y4

(X|Y)

cos(-8) =cosg
sen(-6) =-sen@

| X

Figura I.36

Geométricamente es evidente que las funciones seno y coseno son conti-
nuas en cualquier intervalo de 6.

m
%2

) y la funcidn cose
no es decreciente en el intervalo (0, 1). (Ver figuras 1.37 y 1.38).

La funcidn seno es creciente en el intervalo (0

Y

¢ §

Figura I.37

Yi

Figura I.38

Por propiedades de las funciones seno y coseno dadas por las ecuaciones:
cos (-8) = cos 8

sen (-6) =-sen ©

se puede obtener la grdfica de las curvas para el intervalo [=mw, 7] co-
mo se muestra en la figura I.39. -

y = senx

y=cosx

Figura I.39



A partir de las funciones seno y coseno se define la funcién tangente
como :

para todo valor real de © para los cuales cos 6 # O.

La funcidn tangente no estd definida cuando cos 6 = 0 y esto sucede

cuando 6 toma cualquiera de los valores —g— g —%fL s 0 en general

-%— +nweon n=0, 1, 2, ..., etc. De esta manera el deminio
de la funcidn tangente es el conjunto de los nimeros reales excluyendo

los valores 6 = + nm con n=0, 1,2, ..., etc., para

N

Tos cuales la funcidn tangente no estd definida.

La funcidn tangente es una funcién periddica con periodo m dado
que:

_ sen (8 +m) ='sen. -0
Tan | Sk ks cos (6 +m) S5 00 poiran §

Notese ademds que para valores negativos de 6 se tiene:

o sen (-9 _ _—_sen & a7,
tan (-~ 8) = cos (=63 G ey A tan 9

La funcidn tangente es estrictamente creciente en el-intervalo

(5

Yy en general'en todos los intervalos:

La funcidn tangente es positiva y creciente para 0 < 9 < ~%§— y los
valores de tan 8 van aumentando cuando 6 se aproxima a ~%~ por

la izquierda, ya que sen ® =1 y cos8=0 y por lo tanto el co~
ciente tiende a crecer.

(nﬁ—"_‘g , 0T+ "g‘") n=0,*1, %2, ...,etc.
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Lo mismo ocurre cuando tan 8 toma valores grandes Yy negativos si @

se aproxima a —-—%— por la derecha. La grdfica de tan 6 se mues-

tra en la figura I.40

i . S

[

M
3

S e

et
q
=< ¥

Ademds de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente, se de
finen Tas funciones secante, cosecante Yy cotangente como sigue:

__l__. 0 ___—1_.. t 9 =.M_= .__1__.
i iEse sem g °> ©° sen 0 tan 6

Sus graficas se ven en las figuras 1.41, 1.42 y 1.43
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Yi
| ! | I
| ! | |
| : | '
| y=secx : |
|
| |
| [ [ | |
I | |
| N H
T e -'b‘l l—l. 0 T L wl‘ Is’r g
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Figura I.41
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Figura I.42
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Figura I.43

1.4 OPERACIONES CON FUNCIONES

I.4.1 TIGUALDAD
Se dice que dos funciones £ y g son iguales si tienen la misma re-
gla de correspondencia y estan definidas en el mismo dominio con mapeo
en el mismo contradominio.

I.4.2 ADICION

Se define como suma de las funcicnes £ y g a la funcién denotada con
f+ g condominio D =pgn D, tal que:

(f+g) () =f(x) +gx) ; x e D



Esto es, el valor de f+ g en x e D, es igual a la suma de los va-
lores de f y g en x e D.

Eiemplo I.44

Sean las funciones:

£=1(1,3), (2, 5), (3, 7), (4, 11), (5, 13), (6, 17)}
g = {(-2, -5), (0, 4), (2, 3), (4, 2), (6, 1)}
evidentemente:

Df={1,2, 3, 4, 5, 6} y ng={-2,o, 2, 4, 6}

luego:

entonces:

f+g=1{(2,8), (4 13), (6, 18)}

Ejemplo I.45

Considérense las funciones dadas por:

f(x) = x> + 1 y g (x) =+ Vx -3
para las que:

D, =R y D, = [3, =)
respectivamente.
Luego:

D=Df n Dg= E3,oo )
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por lo que:

(f+g) x) =x2+1+ /x-3 s x € D

I.4.3 SUSTRACCION

Se 1lama diferencia de la funcién £ menos la funcidn g y se denota por
f - g a la funcion dada por:

(f- g)(x) = f(x) - g(x); x €D=Df n D

donde D=D¢ n D, es el dominio de la funcién f - g.

g

Ejemplo I.46

Dadas las funciones del ejemplo I1.44 se tendrd que:
£i= g {(23 2)9 (l‘y 9)5 (6) 16)}

Ejemplo I.47

Si f y g son dos funciones dadas por:

f(x) = 3x2 +x y g(x) = x* + Vx?

se tiene que:
D, = R y Dg=[0,on)

entonces: D=Df n D = [___0,00) y f—'g estard dada por:

(f-g) (x) =2x2+x- /& ; xebD



I.4.4 MULTIPLICACION I.4.5 DIVISION

E1 producto de las funciones £y g es la funcién con dominio

D=D¢ n D, denotada como fg y dada por:

Se 1lama cociente de la funcién £ entre la funcion g a la funcién

f
= tal que:
e q
(fg) (x) = £(x) gx) 35 x € D
g . e
( 3 ) =l g (x)
Ejemplo I1.48
para : x5D=Dang
Tomando las funciones f y g del ejemplo I.44, se tieme que:
fg = {(2, 15), (4, 22), (6, 17)} y s sy %0

Ejemplo I.50

Ejemplo I.49 Para las funciones del ejemplo I.44 se tendrd que:

Si fl v f2 son funciones tales que:

=y — f ) () ()
= 2, —/ 4, —— 6, 17
fl(x)=+\/x_1 y f2<x)=+/9_x g (’ 3 > 2 s s
entonces:
Ejemplo I.51
D, = [1,0 vy D0, = [-3,3]
1 2 Sean las funciones dadas por:
) =+VE+2) y gx) =+/x+ 3G -
de donde:
entonces: Df = [-2, ) y D = [-3, §]
D = Df n Df = ]:l, 3]
1 2 por lo que: D¢ n Dy = 2, 5]
pero: g(-3) = g(5) =0
finalmente: entonces: p=[2,5)

(fg)(x) =+ vx - 1 /9 - x2; xeD

y la funcidn seri:



De las definiciones de suma y producto de dos funciones se tiene que:

La suma de n funciones reales de variable real: £, + £, +...+ £, es
una funcidn real.

E1 producto de n funciones reales de variable real: f£,£f, ...
una funcion real.

Si se suma n veces una misma funcién £, se tiene:

fr es

f + f + ... + £ = nf ; (n sumandos)

Si se multiplica n veces por si misma la funcién £ resulta:

;SR S TN ¥ofm f H (n factores)

Desde Tuego si m y n son nimeros naturales, entonces:

Definiendo £° =1 y £ = —lﬁ en que n es natural, enton-
£

ces, para todos los nimeros enteros n y m se verificard que:

£ g™ - gt O sobre  DgnnDgm

I1.4.6 COMPOSICION

Dadas las funciones f y g con dominios D, Y Dg respectivamen-

te, se define como la composicion de Ta funcidén £ con la funcién g
a la funcion denotada por f o g tal que:

[fog] (0 = flgx)
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f o g se lee £ composicibn g y se trata de la funcidn cuyo dominio es
td formado por todos los elementos x que pertenecen al dominio g, pa
ra los cuales g(x) pertenece al dominio de f.

Dfog = {x]x e Dg; g(x) € D¢l

Si g tiene dominio en el conjunto A y,rango en el conjunto B y £ tie
ne dominio en B y rango en C, entonces f o g tendrd su dominio en A
Yy su rango en c. En la figura I.44 se ve un diagrama esquemdtico de

la funcion £ composicibn g.

fog

Figura I.44

E1 concepto de composicion de funciones es de gran utilidad en el tra
tamiento de funciones que se presentan frecuentemente, las que pueden
establecerse en base a otras funciones mas simples, como se muestra en

Jdos siguientes ejemplos:

Ejemplo I.52°

La funcidn definida por x2 + 1 puede comprenderse pensan

do que y = + vu y u=x"+

-+

Esto es, si:

entonces:
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por lo que:

y=fog = + /x*+1

Ejemplo I.53

Si: y=1£f(u =u y u=g(x) =

entonces:

-1
y=I:foa<x>=( TF T

Estas mismas funciones pueden escribirse como:

£={(u, y) | y=1u*} y

de donde:

g = { (x,u) |u

Df0g= R - {-1}

x-1 Y
fog=l(x,y)iy= xF1 } Df°g=]R—{—l}

Ejemplo I.54

Dadas:

f={(x, y) |y=x2—2x +3} ¥

entonces: h = fog vendrd dada por:

g={(x,y) |y

h={(x )| y=(x-4)2 - 2 -4) +3)}

y la funcién j = gof sera:

F={G, ) | y=G*-2x+3)%-4}; D

J

R

x* -4}

;D =

Ejemplo I.55

Sean las funciones dadas por:

£={(1, 3), (2, 4), (3, 5), (4, 6)}

y g= {(0, -3), (3,2), (4 1)}
entonces:
fog = {(3,4), (4, 3))}
y
gof = {(1, 2), (2, 1)}

Aqui se ve con claridad que:

D fog

{x]x€Dg ¥g(x) e D, }

y Dg°f={x[xenf#f(x)eDg}

También es notorio aqui que f o g # go f. Es decir que general
mente la composicifn de funciones no es conmutativa.

Si £ y g son dos funciones reales de variable real, la grifica de

f o g puede construirse partiendo de las graficas de f Y g como se in
dica a continuacién:

Tomese un nimero xeD,. Tracese una recta paralela al eje de las orde
nadas que pase por el ﬁunto (x, 0). Esta recta intersecta a la grafica
de g en el punto (x, g(x)). La recta paralela al eje de las abscisas

que pasa por el punto (x, g(x)) intersecta a la recta y = x en el pun-
to (g(x), g(x)). SixenD o g ENtonces g(x) e D¢ y la recta paralela
al eje de las ordenadas que pgia por el punto (g(x), glx)) intersectara
a la grdfica de £ en el punto (g(x), £(g(x))), El punto (x, £(g(x)))

de fog correspondiente, es la interseccion de la recta paralela al eje
de las abscisas que pasa por el punto (g(x), £(g(x))) y la recta parale



la al eje de las
1.45),

ordenadas que pasa por el punto (x, 0). (Véase figura

Yi

fog
(x,1(gx)))

—_———— —

(x,0)

(9tx),g(x))

/

/
/

7/

Ejemplo I.56

Sean f(x) = x°
fo g.

Como:

se tiene que:

>V

B oy S S|

Figura I.45

y g(x) = x 4+ 2. Trazar la grifica de la funcién
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La regla de correspondencia es [fog ___I (x) = (x+ 2)2

la figura I.46 se muestra la gréfica.

y en

Figura I.46

P (x, (@), P,(g(x), 8(), P,(g(x), £(sx)) y Pualx, £(a(x)))

I.4.7 FUNCION PAR Y FUNCION NON

Definicidn: Sea una funciSn f valuada en los reales y definida en

= = 1 = 3
uno o mas intervalos de "x", y supdngase que siempre
"

que "x" estd en el dominio de f, también - x lo esta.

Entonces:

1. Se dice que f es par si: f(-x) = f(x) para toda
x en el dominio de f.
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2. Se dice que f es non si: f£(-x) = - f(x) para to

da x en el dominio de f.

Ejemplo I.57

Si: f(x) = x°

entonces: f(-x) = (-x)2 = x? = f(x)

Por lo que se trata de una funcidn par.

Ejemplo I.58

Si: £(x) x3

entonces: f(-x) = (-x)3 = -x3= - £(x)

Por lo tanto es una funcidn non.

Ejemplo I.59

En forma general si:
f(x) = x* n,

Entonces la funcidén f es par si n es par,

entero

yes non si n es

non. Esto explica los nombres dados a las funciones.

Cabe observar que la grafica de una funcién par presenta simetria con
respecto al eje de las ordenadas y en cambio la grdfica de una funcidn

non es simétrica con respecto al origen.

Ejemplo I.60

Sea la funecidn £(x) = sen x:

de donde: f(-x) = sen (-x) = - sen x
y ademis: - f(x) = - sen x
por 1o que f(- x) = - £(x) y la funcidn es non, lo que se comprue-

ba grificamente, ya que la curva es simétrica con respecto al ori-

gen.

Ejemplo I.61

Sea f(x) = cos x:

de donde:

y ademis:: f(x) = cos x

f(-x) = cos (~-x) = cos x

por lo que £(- x) = £(x) y la funciSn es par; grificamente se ve

que es simétrica con respecto al eje Y.

Estos tipos de funciones cumplen estas propiedades:

(Par)(Par) = Par
(Non)(Non) = Par
(Non)(Par) = (Par)(Non) = Non

I1.4.8 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES INYECTIVA,

UNO - UNO.- Sea la terna (A, B, f); como
cidn de acuerdo a la siguiente notacidn:

f: A3

SUPRAYECTIVA Y BIYECTIVA

ya se vio representa una fun



en donde f representa la regla de correspondencia, A el dominio y B el
codominio.

Una funcién es uno a uno o inyectiva y se denota 1 -1 si suce-
de que a elementos distintos de A les corresponden distintos elemen
tos de B, y reciprocamente, distintos elementos de B est&n asocia-
dos a distintos elementos de A.

Definicidn: Se dice que f: A - B es 1 - 1 si para a

1 Y
a, € A con a; # a, entonces se cumple que:

y F o8, = f(a) # £(a,)

Ejemplo I.62

La funcidn f(x) = 2x es una funcién 1 - 1, ya que si se defi
ne de los reales a los reales se tendra que a diferentes elemen—
tos del dominio les corresponden diferentes elementos del codomi-
nio.

Ejemplo I.63

Sea A el conjunto de mujeres que tiemen hijos, B el conjunto
de los hijos y f 1la funcidn que asocia a cada mujer con su hijo
primogénito. Se ve claramente que se trata de una funcién 1 - 1
o inyectiva.

Ejemplo I.64

Sea f(x) = x? definida de los reales a los reales, es decir
f: R+ R; no se trata de una funcidn 1 - 1 y para demostrarlo
basta con dar un contra ejemplo.

Para - 1€ R y le R se tiene que:
-141 y f£(-1) = £(1)

lo que contradice la definicidn de funcidn inyectiva. Recordando
que £(x) = x® es una pardbola con vértice en el origen y que se
abre en el sentido positivo del eje Y, se observa que toda recta
paralela al eje X corta a la grifica en dos puntos lo que hace
que la funcidn no sea 1 - 1. (Véase la figura I.47).

Yk
X £ Xp - Fx,) = 1(x,)
i ~ i
T ERRSTE T T —
;z 0o Xy X
Figura I.47

De aqui sale la siguiente aseveracién: Una funcidn es inyectiva si
toda recta paralela al eje X corta a la grafica de la funcién en un S0
To punto.

Ejemplo I.65

Si en la funcidn del ejemplo anterior la definicidn es:
f(x) =x* ;3 £: RY 4 R

o bien: f: R > R

se tendra entonces una funcidén 1 - 1 y esto se aprecia claramente
en la figura I.48 (a) y (b).

41



42

£(x) = £(x,)
YA YA
pero:
£x)) = flx)=
PR
2 L 1 = 2 x, = 1
2 x = 2 x,
f:TR™ —TR fTR'—~ TR
| | X = x,
|
> T L que es una contradiccidn, ya que se habia supuesto x; # x2. Por lo
o X Y ! 2 X tanto la suposicidn es falsa y f(x) es inyectiva.
SOBRE.- Una funcidn £ : A - B es 4obre o bien suprayectiva
Figura I.48(a) Figura I.48(b)

si sucede que todo elemento de B es imagen de por lo menos un ele-—
mento del dominio A de la funcion.

Ejemplo I.66

Definicidén: Sea f: A -+ B.

Una forma de ilustrar lo expresado es a través de los diagramas Si ¥ beB d a ¢ A tal que f(a) =b,
de Venn. (Ver figura I1.49(a) y (b)).

entonces f es sobre.

Ejemplo I.68

- Sea f(x) = 3x + 1 definida como f: R~ R. En este caso se ve que

— todo niimero real es imagen de algln otro niimero real bajo la fun—

cidn £. Por lo que se trata de una funcidn sobre o suprayectiva.
no es 1-1 siesl-~1
Figura I.49(a) Figura I.49(b) Ejemplo I.69
Sea f(x) =x* con f: R - ]R.'
Ejemplo I.67

Esta funcidn no es suprayectiva ya que todo real negativo no es
imagen de ningin elemento del dominio. Esto se ve claramente en

Demostrar que la funcidn £(x) = 2x - 1 la grafica de esta pardbola; ‘figura I.47.

con definicién f: R -+ R
es inyectiva.

Es evidente entonces que en ocasiones limitando el codominio en la defi
nicion se puede lograr que la funcidn sea suprayectiva.’ Asi en el caso
de la paradbola, la funcidn £(x) = x? seria sobre si su definicidn fuera:

Demostracidn:

Se demuestra por reduccidn al absurdo.
no es inyectiva, esto es, que dadas x;, x
tiene que:

Supdngase que la funcidn :
, € R con x #Xx, se

f(x) =x* ;3 £: R » [0,0);




Ejemplo 1.70

Aqui se presentan dos casos utilizando diagramas de Venn. Figura
I1.50(a) y (b).

-

no es sobre si es sobre

Figura I.50(a) Figura I.50(b)

Ejemplo I.71

Demostrar que la funcidn f(x) = 2x con f: R =+ R, es suprayecti-
va.

Demostracidn:

Para todo valor del codominio, es decir, ¥ y € R existe x = % tal
que: .

£(x) = 2 Yz- =y

por lo que se trata de una funcidn suprayectiva.

BIYECTIVA.- Si una funcidn cumple con ser inyectiva y suprayectiva se
dice entonces que se trata de una funcién biyectiva y la regla de co-
rrespondencia es biunivoca.

Ejemplo I1.72°

La funcidn f(x) = x* definidaen f : Bt » =R es una fun
cidn inyectiva (para ello se limita el dominio) y suprayectiva
(para ello se limita el codominio). Por lo tanto se trata de una

funcidn biyectiva.

Hay funciones que son:

a) Ni 1 -1, ni sobre.
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b) 1-1, pero no sobre.

c) No 1-1, pero si sobre.

d) 1 -1 'y sobre (biyectivas).

Ejemplo I1.73

Sean: A= {a,b,c}l y B={1,2,3,4}

tales que: f(a) =1 ; f(b) =1 ; f(c) = 2

f: A> B si es funcidn, pero no es 1 - 1 ni sobre. Con diagra-
mas de Venn quedard como se ve en la figura I.5l.

Figura I.51
Ejemplo I.74
Sean: A= {a, b, c} y B= {1, 2, 3, 4}
tales que:. g(a) = 3 ; g(b) = 4 ; gle) = 2

g: A > Bes una funcién 1 - 1, pero no sobre. Con diagramas de
Venn quedara como se ve en la figura I.52.

Figqura I.52
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Ejemplo I.75

Sean: A= {a, b, c, d, } y B={1, 2, 3}

tales que:. f(a) =1 ; £(b) = 1; f(c) =2 ;

f: A > B es una funcidn sobre, perono 1 - 1. Con diagramas de
Venn quedar3 seglin se ve en la figura I.53.

Figura I.53
Ejemplo I.76
Sean: A={a,b,c} vy B={1, 2, 3}
tales que: f(a) = 3 ; £(b) =1 ; fe) =2

f: A+ B es una funcidn 1 - 1 y sobre por lo que se trata de
una funcidn biyectiva. Con diagramas de Venn quedari como en la
figura I.54.

Figura I.54

f(d) = 3

I.4.9 FUNCION INVERSA

Si f _f£s una funcidn inyectiva, entonces 1a inversa de £ es 1a fun
cién f definida por 1a siguiente condicidn:

(x, y) e £! si y s8lo si (y, x) e f

Esto es, 1a inversa de una funcidn inyectiva £ es 1a funcién ¢* ob

tenida al intercambiar 1a

S componentes

de cada una de las pareias orde-

nadas que consti

Debe aclararse
-1 no tiene el s

tuyen a la funcién ¢.

que en este concepto, en la notacion £-1, el TAdice
ignificado dado en dlgebra como exponente.

Ejemplo I.77
Sea:

£=10,1, (1, 3), (, 5, 3, N}

Evidentemente f es una funcidn inyectiva, dado que no se repite
el segundo elemento en dos parejas distintas.

La funcidn inversa de f es:

£ 0, 3D, 6,0, 0, 9)

De la definicin de funcién inversa se deduce con facilidad que si ¢
es la inversa de f, el dominiglde f es el recorrido de f y el reco-
rrido de f es el dominio de f

Es importante destacar como condicidn necesaria para que una funcién
£ tenga funcién inversa £ ' el ser inyectiva o uno a uno.

En efecto si una func
es una relacidon univoc

i6n no es uno a uno, es decir
a 0 uniforme

» 81 una funcién r

» Se presentardn parejas distintas

(x, y) € F con el mismo segundo el

sus elementos dardn 1

ugar a pareja

emento y, mismas que al intercambiar
s distintas ahora con el mismo pri-

mer e]gTento. Estas Gltimas parejas no pueden pertenecer a una fun—
F

cién
Ejemplo 1.78

Sea la funcidn f dada por f(x) = 3x - 3
D =1{2,3, 4,5},

Se trata de obtener la funcidn inversa de

Y cuyo dominio es

f si &sta es inyectiva;

hallar dominio y recorrido de £y las graficas de ambas funcio-
nes trazadas en un mismo sistema de referencia.

1



Se puede ver claramente que f es inyectiva. El recorrido de f
es:

Re =13, 6,9, 12}

Describiendo f por extensidn se tiene:

£={@ 9, 6,6, ¢, 9, ¢, 12) }
luego:

£ = {3, 2, 6, 9, @, 9, a2, 5
El dominio de f ! es De-1=1{3,6,9, 12} = R. vy el recorri
do de f~1 es Remt = {2,3,4,51 = D.

Las graficas de f y f_1 se ven en la figura I.55.

YA e
12 fo yEx/
N
R4
9 ° ’/
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-/ ht f‘l

. (o] ./ <+ *
o
7
3 s s R
Figura I.55

Pugde.observarse en la figura anterior que las graficas de f y £ son
simétricas respecto a la grafica de la funcidn identidad 1 o sea la rec
tay = x. Esto se confirmard mis adelante.

.Dada una_funcién f={x,y) | y= f(x), x e Df} si es inyectiva, su
inversa £ ° puede obtenerse intercambiando los papeles que desempefian
la variable independiente y la variable dependiente.

L}

Esto es:

fFle {9 I x=£G; 7vye D =

Notese como en esta Gltima expresidn, 1a ecuacidn x
que y es funcidn implicita de x.

Ejemplo I.79
Sea la funcidn:

f = { (x, ) | y=2x +3; =xe
Se trata de investigar si f es inyectiva, y en

hallar su funcidn inversa, trazar las graficas de
y observar que €stas son simétricas respecto a la
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Rgm1)

= f(y) establece

[-2, 277}

caso afirmativo,
ambas funciones
recta y = X.

En efecto y = 2x + 3 es la regla de correspondencia de una fun
cidn uno a uno, ya que a cada valor de x le corresponde un solo

valor de y.

Esto también puede constatarse viendo que se trata de una funcidn
que solamente crece dado que si X2 > x; entonces yp > V1.

Asi que f tiene como funcidn inversa:

£ {(x,» | x=2y +3 ;

puede escribirse:

Hh
[}

{x, v | y=-X = i, ox

y e [-2, 2]}

e[-1.77)

D = Rg™l = [ -2, 27] y  Rg=Dgt=[-1, 7]

Las graficas de y = 2x +3,x€]:—2,2:] y de y=—2(~-_—3—

2 ;

X € [" 1, 7] se ven en la figura 1.56, donde es obvia la sime

tria de ellas respecto a la recta y = Xx.
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Yi
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Figura I.56

Una interesante propiedad de las funciones inversas se da en el si-
guiente teorema:

TEOREMA I.1

Hipbotesis:

La funcidn £ es inyectiva y su funcién inversa es £°1.

Tesis:

Se tendra:

1. ' fo £! = 1 donde el dominio de I es el recorrido de
£, Dy = Rg = Dg-1

2., £ 0 £ =1 donde el dominio de I es el dominio de

£, Dy = D¢ = Rf-1

Demostracibn:

1. Sea: a € R¢

luego: a e D7}
entonces: "1 (a) = b
donde: (a, b) e £}

10 que implica: (b, a) = £

est_o es: f(b) = a

por lo tanto como: a e Re

se tiene: Lfof1](a) =£(b) =a

y si: x € Rf

entonces: Cfof1]m =x x € Dg-1

Intentando ilustrar la demostracidn anterior de la parte (1) del teo

rema, se presenta el esquema de la figura I.57.

fof™

Figura I.57



Sea: a € D¢
entonces: f(a) = b
donde: (a, b) e £
Tuego: (b, a) e f1
oseaque: f!(b)=a

por lo tanto si: ae Dg

entonces: [£1o0f] (a) = £(b) = a
y si: x € D¢
se tendra: Celof] () =x:xeRet

Ejemplo I.80

Aplicar el teorema anterior a las funciones del ejemplo I.79.

Las reglas de correspondencia son:
f(x) = 2x + 3
D=2y 2]

R, = [-1, 7]
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-1

1
£ @ x-

Df-l = ["1 » 7:]
R-1 = [-2, 2]

Se tiene:
[fof_](x) = £(f} (x)) =2(%x—'§-) +3=x

para

X e [}1, il
Flof =" (W) =4 @x+3-2=x

para x eI:—Z, 2:[

Estas conclusiones pueden verificarse graficamente en la figura
I.56 interpretando la composicidn de las funciones como se vio
en el inciso I.4.6.

Ejemplo I.81

Sea la funcidn:

f'={(x.}’)|y=+ Vx - 2 xe[Z,G)}

Hacer ver que es inyectiva, hallar su funcién inversa, trazar
las graficas de ambas funciones. Verificar que f(f~! (x)) = x pa
ra x € Rf; que £~! (f(x)) = x para x ¢ Df como se visualiza en
las graficas.

A cada valor de x en el intervalp [2, 6) corresponde un solo
valor de "y", as1 que f es una funcidn inyectiva y por lo tanto
tiene funcidn inversa.

El recorrido de f es Rf = [@, 2) ya que £(2) =0y £(6) = 2,

La funcidn inversa de f es:
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el [ x=+h -2, v [2, 6}
0 bien:
£l ={(x, v | y=x+2;xe[0, D}, D1 = [0, 2)
R = [2, 6)
Y4
X
Figura I.58
F(ET() =+ /xR F D - 2 =+ /%% =x para x ¢ [o, 2)

FNEE) = V- 2)2+2=x-2+2=x para x € |2, 6)

Ejemplo I.82
Si f es la funcidn dada por f(x) = 2 +2x - x*

Siendo Df = E— i, 3], trazar su grafica y si no es inyectiva,

descomponer su dominio de modo que resulte inyectiva en cada in-
tervalo de la descomposicifn del dominio. Hallar la funcidn in~
versa correspondiente a cada parte inyectiva de la funcidn dada y
trazar la grafica de la inversa.

Yi
3 4
2
| A
-1 o 1 2 3 X
N -1
Figura I.59

»

Reduciendo la ecuacidn v = 2 + 2x - x> a la forma ordinaria
de la ecuacidn de la parabela se tiene:

y=-(x*-2x+1)+2+1
(x-D?* =-(y -3

La grafica de la funcifn es el arco de la par@bola de vértice
V(1l, 3) y pardmetro p = - —ll‘— comprendido entre los puntos
(-1,~1) y (3, -1). (Véase figura I.59).

Evidentemente la funcidn no es unoc a uno en el intervalo [—1 . 3].
Sin embargo, si dicho intervalo se descompone en los intervalos

I:— 1, l] y (1, 3], la funcidn en estos intervalos es creciente
vy decreciente respectivamente por lo cual, considerada separadamen

te en ]:—l 5 1] y (1, 3] resulta uno a umo.
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M

La funcidn inversa correspondiente a f en cada intervalo donde
f es inyect::'wai tiene como regla de correspondencia:
x=2+2y - y° de donde despejando y:

(y-1)% =3-x3 y-1= /3-x ; y=12% /3-x

De aqui se ve que la funcidn inversa de f en I:- 1, 1] ees:

f;l(x)=1— 3-x 3 xe[-1,3]
y la funcién inversa de f en (1, 3] es:

£ @ =1+/3-x 3 xe[-1,3)

Las grificas para ambas partes y sus inversas se ven las figuras
I.60 y I.61.
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f(x) = 2 + 2x - x2
De = (1, 3]= Rg1
Re = [-1, 3) = D}
£1(x) =1+ /3x

Y{L
f
//‘
F(x) = 2 + 2x - x°
De = [-1,17]= Rg™2
7 Re = [~1, 37]= ¢!
. -1 & r =T
// fix) =1 V3-x
7 31
/ i
L //
/ 7
/, // S e
“ 1o 27 X
AL e

Figura I.60

¥
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Antes de darle rigor a esta idea intuitiva del 1imite, es necesario

entender qué es un entorno y como se interpreta el limite de una varia
ble, aspectos que se tratardn a continuacién.

II.1 DEFINICION DE LIMITE
: II.1.1 ENTORNOS
CAPITULO IT LIMITES

Definicidn: Se llama entorno o vecindad de un punto "a" en R, al
intervalo abierto (a-6, a+§) = {xtl)a— §<x<a+4§}, en
donde § es la semiamplitud o radio del intervalo.

INTRODUCCION

Esto se ilustra en la figura II.1.
E1 concepto de Timite de una funcidn es una de las ideas fundamentales
que distingue al cdlculo de otras ramas de las matemiticas, como el a1l
gebra o la geometria. E1 estudiante debe estar consciente que la no-—

cidn de 17mite no es facilmente entendible, por lo que se hace necesa-
rio estudiar su definicidn varias veces y con varios enfoques, antes

! |
de que su significado resulte claro. Sin embargo es fdcil desarrollar 018 ;
una idea intuitiva del 1imite, por lo que al principio la discusién no | 28
serd tan rigurosa. Mis adelante se verd la descripcion matemdtica pre = — - ~~--J
cisa del 1imite y después se tratardn conceptos y teoremas pertenecien
tes al estudio de 1imites y continuidad de funciones. :

Figura II.1
Teniendo presente 1o visto en el tema anterior, se hace notar que en

el cdlculo y sus aplicaciones con frecuencia interesan los valores f(x) . . e gy .
de una cierta funcién £ cuando x esti muy cercana a un ndmero "al, pe Tal entorno del punto a y radio & suele también indicarse como:
ro no necesariamente igual a "a". En muchas ocasiones el ndmero "a"
no se encuentra en el dominio de f, es decir que f(a) - no estd defini-
da. Entonces cabe hacer la siguiente pregunta: ¢Asi como x se va
acercando mas y mds a "a" (pero x # a), de la misma manera se ira acer
cando f(x) a algin valor L? Si la respuesta es afirmativa, se dice

que el 1imite de £(x) cuando x se aproxima a "a", es igual a L y se de o bien:
nota como:

|x'a| <8,

lim £(x) = L 982 %)
X > a



Definicidn: Se llama entorno reducido aquel en el que se excluye

el punto "a", y se representa como:

Q" (a, 6) = {x|la-8<x<a+d8; x+al}

es decir:

0 < |x-a] <38

II.1.2 LIMITE DE UNA VARIABLE

Antes de dar una definicidn, considérense los siguientes ejemplos:

Ejemplo II.1

Sea x la variable cuyo campo de variabilidad es la sucesidn:

Si x toma valores cada vez mids avanzados, resulta evidente que su
valor se va acercando a 2 y se dice entonces que x tiende a 2,
lo cual se escribe como:

R N

o bien:

lim x = 2

Si x-+2, entonces la diferencia x - 2 tiende a cero. Esto se
puede expresar indicando que siempre se puede tener x - 2 < 6.
Donde ¢ es un nimero positivo tan pequefio como se quiera.

Si:

basta con tomar a:

—
o

P 16
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con lo cual se cumple:

1 e CIU (E
x:~2<03 24 e - 2% 6 16 < 0.1
ahora, si:
- - 1 : )
§ =0.02 = 50
tomando:
- __.__1 . = —-—l
x =2+ Pr SNl 4 2 + A >
se tiene:
1 RO D PN SRR
A= A=k g =gy 56 =8

Obsérvese que x no llegard a tomar el valor de 2, sin embargo,
su valor puede estar tan cercano a 2 como se desee.

Ejemplo II.2

Sea un circulo fijo cuya area constante es '"a'" (ver figura I1I.2).
Considérese inscrito en el circulo un poligono regular cuyo niimero
de lados va en aumento; obviamente, el 3rea 'v' del poligono es va

riable y al crecer, con el aumento del niimero de sus lados, su va-

lor se acerca al nimero "a'", sin llegar a ser v = a, es decir:

v > oa o bien: lim v =a

Figura II.2
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Para expresar la condiciSn en que se basa este hecho, se puede es
cribir v - a » 0, o bien v - al <8, siendo 6§ un niimero po-
sitivo tan pequefio como se quiera. Es necesario tomar el valor ab
soluto de la diferencia v - a, cuando se compara ésta con el va—
lor de §, porque en el presente caso se tiene siempre v - a < 0 ,
¥y si no se considerara valor absoluto no tendria ningln objeto la
comparacidn de un niimero negativo v - a  con cualquier niimero po
sitivo §, ya que realmente el interés estad en la comparacién en-
tre la magnitud de estas dos cantidades.

En general tomando fv 5 a! en cualquier caso, si |v - a| <&,
para todo § > 0; por pequefio que &ste sea, se tendrd:

v > a

o bien:

lim v = a

Definicidn: La variable x tiende a la constante "a",

o bien,
el limite de x es "a'", si para todo nimero § > 0,
por pequefio que sea &ste, siempre se verifica:

|x - a| < 6.

A continuacidn se presentard el concepto de 1fmite en un punto de una
funcidn real de variable real. Antes de exponer la definicion formal
se hard una introduccion del concepto para lograr un mejor entendimien-
to.

I1.1.3 NOCION DE LIMITE DE UNA FUNCION

Supbngase que un fisico desea obtener una cierta medida cuando la pre
sion del aire es cero. Como resulta imposible lograr un vacio perfec
to en el laboratorio, una manera de atacar el problema es obtener medi
ciones para presiones pequefias. Si cuando la presidn se aproxima a ce

ro, la medicidn correspondiente se aproxima a un nimero L, se puede de-
cir que la presidn en el vacio es también L. Ademds, si para una pre-
sidn de x gr/cm?, 1la medicidn estd dada por f(x), donde f es una fun-
cidn, entonces este resultado experimental puede ser expresado como:

lim f(x) = L
x~+0

Nétese que para este experimento la presidn x nunca es igual a cero,
sin embargo, modernos equipos de vacio pueden lograr presiones cerca—
nas a cero.

Otra ilustracidn podrd ser la famosa paradoja de Zendn. Este persona-
je griego quiso ir de la ciudad A a la ciudad B y se dijo que cada
dia caminaria la mitad de 1o que le faltaba. Ver figura II.3.

Figura II.3

E1 primer dia camind %, el segundoll, el tercero l, el cuarto T%" y asi

sucesivamente. Si se suman las cantidades, se tiene que hasta el cuarto

dia_habia caminado 0.5 + 0.25 + 0.125 + 0.0625 = 0.9375. Si se continua

ra la suma se veria que se aproxima a 1, aunque nunca toma este valor,

sin embargo, si se toma un nimero de sumandos suficientemente grande, la

diferencia entre 1 y la suma puede hacerse tan pequefia como se quiera.

Eor To tanto, si s es la suma y n el nimero de sumandos, se puede escri-
irs

lim s =1
n > o

Considérese ahora la funcidn dada por:

y= f(x)=-2x2 +8x -4
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y concéntrese la atencidn en una vecindad del valor x = 3. En otras palabras, la grafica de la funcién se encuentra en el rectan-
gulo limitado por las rectas x = 2, x=4, y=4,y=-4,
Serd necesario considerar los valores que toma la funcién cuando x to
ma valores en diversos entornos del punto x = 3.

Para ello seleccibnese el entorno Q(3, 1), es decir, 2 < x < 4.
grafica de la funcidn en este entorno, muestra que para x =
ne f(2) =4 y para x

4, £(4) = -4 .

(Véase figura I11.4).

2 setie

La

con menor ampli-

E1 siguiente paso es seleccionar un entorno de x = 3
< 3,5. Considérese la

tud, por ejemplo: qQ(3, 0.5), es decir, 2,5 < x
grdfica en este entorno. Véase figura II.5.

Y
4 8=0.5
—t—
|
y=3.5
YA
S=1 3
=
4 7 Y= 4
3 2
! .v//
2 g vy
] s
I 1 e
[ ’ /% 4 5 6 X
-1 A N T T J T —
b/{f A o 1 2 //4/ 4 X
2 2 y=-0.5
: N x=3
//)/ = =
-3 '/‘ //// -4 x=2.5 x=3.5
0
-4 ir/ /‘// Y=-4
i
=2 X=4 Figura II.5
La grafica se encuentra ahora en el rectangulo limitado por las rectas
Figura II.4 x=25,x=35y=-0.5 y=3,5 Continuando de esta manera, tome

se_un entorno ain menor, sea éste q(3, 0.1), o sea 2.9 < x < 3,1; la
grifica se encuentra ahora en el rectangulo formado por las rectas

x =29, x=3.1, y = 2,38, y = 1.58, como se muestra amplificadamente
en la figura II,6.
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x=29 x=3 x=3]

I

o Ze|

./:’/</< ﬁ’,//

DT ar e o e R G
T G

AN

:\_.<;\~>:§>:l\f\g

7

Y

A
|

R

Figura II.6

E1 aspecto principal a recalcar es Ta altura de estos rectdngulos; a
medida que el ancho de &stos disminuye, la altura también se reduce.

Si ahora se toma el entorno Q (3,0.01), o sea, 2.99 < x < 3.01, el
rectangulo que contiene la grifica de 1a funcidn estd limitado por 1las
rectas x = 2,99, x = 3.01, y=1.96, y = 2.04.

De lo anterior se deduce que conforme las rectas x = cte se aproxi-
man al valor x = 3, 1las rectas y = cte se acercan al valor y = 2,
Cabe preguntarse cuil es el objeto de toda esta complicacién, pues por
sustitucidon directa se podria obtener y = 2 cuando x = 3. Obsérvese
como en toda la discusion no se ha utilizado este hecho; mas aun, se ha
evitado toda consideracién de lo que sucede cuando x = 3.

Asi, interesa solamente el comportamiento de y cuando x estd en algiln
intervalo alrededor del valor tres.

En todos los casos tratados hasta ahora, se distingue el comportamien-
to de 1a funcién en un punto, por ejemplo x = a, y para una sucesign
de entornos cada vez mis pequefios de ese punto. Sin embargo, ocurre un
cambio sorprendente cuando se estudian funciones cuyo comportamiento no
puede determinarse por sustitucién directa, por ejemplo la funcién:

sen x

y = f(x) = .

estd definida para todo valor de x, excepto para x = 0; la sustitucién
directa en x = 0 daria:

y = £0) =

No obstante, como se verd mis adelante, si se estudia una sucesign de
intervalos en torno a x = 0, siendo éstos cada vez mds pequefios, se
puede observar como la altura de los rectdngulos que contienen a la fun
cidn, disminuye cada vez mis en torno a un valor particular de y. No
se habla del valor de 1a funcion cuando x = 0, sino cuando x se aproxi
ma a cero.

Volviendo al ejemplo de 1a funcién £(x) = - 2x* + 8x - 4, se observa
gue cuando x se aproxima al valor 3, £(x) se aproxima o tiende al va-
Tor 2. Se dice entonces que f(x) tiende a 2 cuando x tiende a 3, pro
posicién que se abrevia como:

lim f(x) = 2
x+3

-

Si una funcidn estd definida para valores de x en torno a un nimero
fijo a, y si al tender x al nimero a, los valores de f(x) se hacen ca-
da vez mds cercanos a un nimero especifico L, se puede escribir:

lim £(x) = L e (1)
x+a
—

To cual se Tee el 1imite de £(x) cuando x tiende a a es L.

Geométricamente esto significa que la sucesidn de rectangulos alrede—
dor de  a’, cuyos anchos son cada vez mas pequefios, tienen alturas ca
da vez menores y se acumulan en torno al punto (a, L).



Todas las proposiciones anteriores que contienen exprégiones como mis
cercano, mds pequeiio, etc., son bastante imprecisas y sélo pretenden -
dar una idea intuitiva de lo que ocurre.

Considérese ahora la siguiente funcién:

determinada para todo valor de x, excepto x = 2, ya que para este va-
Tor l1a sustitucion directa da:

it
Y=

La grdafica de la funcidon es muy simple y se muestra en la figura II.7.

I

w
D
=<V

y=-0.5

1
(o]
w
"N — — —6 PN — -

>

Figura II.7

Si x> 2, entonces |x - 2] = x - 2 y 1a funcion toma el valor + 0.5;
si x<2, |[x-2]=- (x-2) yla funcién vale - 0.5. Se quiere es-
tudiar el comportamiento de la funcitn cuando x tiende a 2. Seleccio-
nando un entorno para x = 2, por ejemplo Q(2, 0.6), 0 sea 1.4<x< 2.6,
se ve que la funcidn estd contenida en el rectangulo limitado por ias
rectas x = 1.4, x = 2.6, y = 0.5, y = - 0.5. (Véase figura I11.8).
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YA i
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| y=0.5
0.5 + oo
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(o] | ? 3 4 X
-0.5 ;
y=-0.5 i
_| — l
x=1.4 x=2 x=2.6

Figura II.8

En la figura I1.8, se observa que no importa qué tan angosto se haga el
entorno de x = 2, la altura del rectdngulo sera siempre igual a 1; esto
es, no hay 1imite cuando x tiende a 2 y se dice que:

g x - 2 i
lim 7 1% = 2] No existe

x>2

.Se estudiardn a continuacidon diversos ejemplos de funciones, con el ob
Jeto de determinar lo que sucede en la vecindad de un valor particular

de x, cuando la funcidon no queda definida mediante la sustitucidn di-
recta de ese valor.

Ejemplo II.3

2
La funcién £(x) = ﬁﬁ}_ estd definida para todo valor

de x, excepto para x = -1, puesto que para este valor, tanto el
numerador como el denominador se anulan. (Existe lim f(x) ?

x> -1
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Solucidn

Para tener una idea de lo que sucede, se elabora una tabla de va
lores y al trazar la grafica se obtiene una linea recta con un
agujero en el punto (-1, -5). (Ver figura II.9).

Y |
x f(x)
4
-2 |2 ol
-1 0/o |2
0 -3 e -
-6-5-4 -3 -2 -| . 2 34 56 7 X
1 -1
2 1 =
F-4
-5
F-6
- -7
Figura II.9

Con una discusidn geométrica sobre los rectangulos como la reali-

zada con la funcidn f(x) = -2 x2_+ 8x -4, se concluye para este ca
S0 que:

lim f(x) = -5
x+-1

Sin embargo, es necesario disponer de un método mias sistemitico,
sin necesidad de recurrir a representaciones grificas y considera
ciones intuitivas,

Por ejemplo, se puede factorizar el numerador y la funcidn se es
cribe como:

LOx- N+
Hx) =

Ahora, si: x#-1

se puede simplificar, quedando:

f(x) = 2x - 3, si: «x $-1

Esta funcidn tiende a (-5) cuando x tiende a (-1), porque ahora
se puede efectuar la sustitucidn directa. Por lo tanto se conclu
ye que:

lim f(x) = -5
x+-1

Obs&rvese que en ninglin momento se sustituye el valor x = -1 en
la expresidn original.

Ejemplo II.4

Encontrar el limite de la funcidn:

__x -h
f(x)—%—:;(/;_z) s x#4, x>0

cuando x tiende a 4.

Solucidn

En este caso tampoco se puede efectuar la sustitucidn directa,
puesto que f(4) = —%— > lo cual carece de sentido.

Proceder en forma grafica al igual que en el ejemplo anterior,
sin embargo, es posible hacer una transformacidn algebraica.
En efecto, si se racionaliza el denominador multiplicando y di

vidiendo la fraccidn por Vx + 2,

Se podria

pPara x # 4, se tiene:

x4 L A 2 (x-h) (K +2)
30 -2) VX +2 3 (x -4)

y simplificando se tiene:

f(x)=———""—3"2 sl ox 44



El limite de esta expresidn puede encontrarse sustituyendo direc
tamente x = 4

lim £(x) = lim '/;+2='/"—+2=_4_

X*4 x+4 3 3 3

Ejemplo II.5

Encontrar el limite de la funcidn:

g0 = LEExoL Ly s

cuando x tiende a -1,

Solucidn

3

R .. £ ; . - " 0
Como la sustitucidn directa da una indeterminacidn del tipo oo

se efectda la racionalizacidn del numerador. Asi, multiplicando nu

merador y denominador por (v 2 + x + 1), resulta:

£(x) = (V2+x -1) (V2 ¥ x -1-1)= x4 .
(x +1) (V25 x + 1) (x+1) (vZFx +1)
x# -1

simplificando queda:

1
= — . #...1, x> -2
£ Jm+1 L 1y
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por lo tanto:

lim f(x) = lim 1

1
x+-1 x*-1 Vi+x+1 2

Ejemplo I1I.6

Encontrar:
1im £(4 + h) - £(¢4 s h+40
h-+0 h
donde:
1
£(x) ——m(x + D2
Solucidn

La sustitucidn directa de h = 0 da:

.

£(4) - £(4) _ 0
0 0
sin embargoc:
1
£(4) o5
H 1 _ 1
fG+m r R T G+ m2
por tanto:
SCh T U
fh+h) - £4) _ _ (5 +n)? 25 _ _25- (5+n)?
h h 25h (5+n)?

= (10h +h%) _ -h@0+n) _ _ (10 + h)

25h (5 + h)? 25h (5 + h)2 25 (5 + h)?



ast: I1.1.4 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

1im £EFD) - £Q) lig —{10+D) %% = 1725 Anteriormente se present§ la nocién de 1fmite de una manera informal,
h+0 h h+0 25 (5 + h)? con expresiones tales como entornos pequefios, nimeros cercanos a otnos,
cantidades acercdndose a ceno, etc. Sin embargo, estas expresiones no
matematicas tienen diferentes significados para cada persona y no pue-
den ser la base de una estructura matemitica. Por lo tanto, a conti-—

A nuacion se establece la definicion formal.

Ejemplo II.7

. 1
FRcentuey S i?a Eidy - gendi. 0K = (x - 3)2 Definicidn: Dados una funcién £, y los nimeros "a" y "L", se dice
-que el limite de f£(x) cuando x tiende a "a" es "L",
si para todo nimero positivo € y tan pequefio como

Solucidn se desee, existe un niimero positivo & tal que:

Dibujando la grafica de esta funcidn en un entorno de x = 3, se _ .

ve c&glo crece sin limite cuando x tiende a 3. (Ver figura II.10). |f(x) Ll SIE S1empre. que 0 < |x - al <8
De acuerdo con la nocidn de limite antes expuesta, si se toma un
intervalo de valores de x en torno a 3 y se busca en qué rectin-
gulo estdn contenidos los valores de la funcidn, se observard cla
ramente la no existencia de tales rectangulos por pequefios que
sean los intervalos escogidos alrededor de x = 3. En tal caso se
dice que:

La proposicién 1im f(x) = L, es una notacion abreviada para la defini

. s X * a
i{ra £(x) No existe cidn anterior.

En otras palabras, la anterior definicién establece que los valores de
la funcién £(x) se aproximan a un limite L, a medida que x se aproxima
a un nimero a, si el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y L,

YA se puede hacer tan pequefio como se quiera, tomando x suficientemente cer
cana a a, pero no igual a a.
) Es importante darse cuenta de que en esta definicién nada se menciona
5 i del valor de la funcién cuando x = a, esto es, no es necesaria la defi
| nicidn de la funcion para x = a como condicidn para que el lim £(x)
; X * a
4 i exista.
3 : Ahora se entrard en detalles acerca de esta definicién y paralelamen-
i te se ilustrard la representacidn geométrica del concepto.
2 I
]
]
1+ '
1
el 1
T T . r T - - > II.1.,5 INTERPRETACION GEOMETRICA
o | 2 3 4 5 6 7 X
Recuérdese que [x-a] < & es equivalente a la doble desigualdad:
Figura II.10

a-86< x <a+6



Esta doble desigualdad expresa cdmo debe estar contenida x en un
entorno Q' (a, 8).

La parte de la desigualdad expresada por 0 <|x-a| significa simplemen
te que x no puede tomar el valor a , es decir, se trata de un entor
no reducido del punto a , ya que este valor se excluye de' 31.

La desigualdad ]f(x)-LI < € equivalente a L-e < f(x) < L + €, expre

sa que la funcidn f estd por encima de la recta y =L - €y por debajo
de Ta rectay = L + €. (Véase figura II.11).

Y

L+€

Figura II.11

La definicion misma puede ser interpretada como un criterio. Dado un
nimero positivo arbitrario e, el criterio consiste en encontrar un nid
mero positivo & tal que f(x) se encuentre entre I - €y L+e,
siempre que x esté en el entorno reducido de a:a-68<x<a+3d;
x # a. Si se puede encontrar un'é tal para todo ndmero positivo €, en
tonces se dice que f(x) tiene el 1imite L cuando x tiende a a.

Obsérvese que el valor & puede ser diferente para distintos valores
de €; ademds, el criterio debe ser aplicable a todo § > 0.

La interpretacidn geométrica expresa cémo dado un €, debe ser posi-
ble encontrar un § tal que la funcidn £ se encuentre en el rectingulo
limitado por las rectas x = a - §,x=a+8, y=L-egyy=1L+e.
(Ver figura I1.12). Nada se dice acerca del valor de f cuando x es
a.

Es conveniente adquirir cierta

L+ €

YA

Figura II.12

<V
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prctica para encontrar el § que corres

pqnd$ a un e dado. Esto puede empezarse partiendo de algunos casos muy
simples.

Considérese un caso sencillo: sea

f(x) =3x -2 y tomese a

Obténgase el limite de la funcién en a =5; para ello utilicese un en
torno del punto a; sea éste Q(5, 1), o0sea 4<xc<6. -

Ahora se formard una tabla con las siguientes columnas:

Valor
Valor
Valor

Valor

de x en estudio

(a)

contenido en el entorno reducido de "a" (x)

absoluto de la diferencia x - a

de la funcidn en x

[x - al

f(x)



1 2 3 4 5 6

a X |x - al  f(x) L |£(x) = L|

S 4.5 0.5 11.5 13 1.5 !

5 4.9 0.1 12.7 13 0.3 z

5 4.95 0.05 12.85 13 0.15

S 4.99 0.01 12.97 13 0.03 i

5 4.995 0.005 12.99 13 0.01 E

5 4.999 0.001 12.997 13 0.003 ]
1 | I e
5 0 13 0

Tabla IT.1

Al observar las cuatro primeras columnas de la tabla, se ve cémo a me
dida que el valor de |x - a| tiende a cero, Ta funcidn tiende al valor

13, por esto se escribe:

lim f(x) = 13
x+5

Aumentdndole ahora a la tabla las columnas 5y 6, o sea:

5. El valor del limite de la funcidn (L)

6. El valor absoluto de la diferencia f(x) - L |f(x) - LI

Se observa que para cada valor |x-a] de 1a tabla, existe un valor
|£(x) - L|, y ambos tienden a cero.

Se requiere hacer ver como dado un & > 0, se puede encontrar un
§ > 0 tal que:

[3x-2-13] <& cuando |x - 5] <&

Como |3 x - 15| = |3 (x - 5)|, si se da un €, se toma simplemente
8 = €/3; entonces si |x-5| < § = €/3, se encuentra 3|x-5| < e, que
equivafe al resultado buscado, |3x-15| < ¢.

Ejempio I1.8

Trazar la grafica de f(x) = ;_%_5— , donde x # -2, y encontrar un

§ tal que:
[0 - 5] <0.00  si |x7] <6
Solucidn

La grdfica se muestra en la figura II.13. Segin la definicidén, se
tiene que L = 1/3 y a = 7, por lo cual se debe encontrar un interva
lo de x en torno de a = 7 tal que la grdfica de la funcién se en-
cuentre en un rectingulo adecuado. La funcidn decrece mondtonamen-
te conforme se avanza hacia la derecha con valores de x y por lo
tanto, al trazar rectas verticales en los puntos donde las rectas
y = 0.34, y = 0.32 cortan a la curva, se obtiene el mayor interva-
lo posible en el eje X. La interseccidn de dichas rectas con la
curva representativa de la funcidn se encuentra resolviendo:

25— L +e = 0.3 s )
1
2 =L -€ =0.323333 (b)
T = s

despejando x de (a):

3= 0.3433 (x; + 2) , x = 6.7379

despejando x de (b):

3=0.3233 (x2 + 2) , x, = 7.2784

En la figura.II.13, se muestran estos valores a una escala muy am
plificada; puesto que la funcidn decrece mondtonamente hacia la de
recha, un valor adecuado para § es 0.25, ya que si la funcidn se
encuentra en un rectingulo, con este valor también se encuentra en
otro rectingulo de la misma altura pero mads angosto. En otras pa-
labras, se cumple:



[£(x) - %l < 0.01, cuando: 0 < |x - 7| < 0.25

- et
7.25 7278 X

6738 6.75
Figura II.13
Ejemplo II.9
Si f(x) = N s a=2, €=0.0l, x#2. Determinar

X -2
un nlmero § > 0, tal que se cumpla la definicidn de limite. Dibu-
jar una grafica aproximada.

Solucidn

La funcidn no esti definida para x = 2, pero para x # 2, se tiene:

oy = \2x = 2) (Vox +2) _ 2x - 4 B 2 (x-2)

(x-2) (V2x + 2) (x-2) (v2x +2) (x-2) (VZx + 2)
quedando:
f(x) = 2 ; para x # 2
V2x + 2
entonces:
lim £(x) = lim 2 i . L
x+>2 xX+2 Jag+2 2
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Esta funcidn estd representada en la figura II.14, en donde tam-
bién se representan las rectas:

y=L+e=0.51 y v=L-¢-=0.49

|
I
0.51 T—L.__
8,80 ke = L
0.49 !
|
]
I
' !
.80 1.B46 1.85 190 195 200 205 2.0 2152.166
Figura II.14
2 -
=L+ ¢€e=0.51 .ee (@)

Vle + 2

2
V2x + 2

2

=L -¢€=0.49 oee (B)

despejando x de las ecuaciones (a)'y (b):

de (a):
V2x, + 2= 0 §1> - \/le = 1.92157 ; 2x; = 3.69243
x, = 1.84621
de (b):

Vix, + 2= —0-?—49—; V2x, = 2.08163 ; 2x, = 4.33319

X = 2.1666
2

Como la funcidn decrece mondtonamente, un valor adecuado para §
es 0.15, ya que:

1.846 < 1.850 y 2.166 > 2.15



62

Ejemplo II.1l0

Demostrar por medio de la definicidn que :

Solucidn

Se tiene, L = —%——

. X
lim —— 2

x+1

y a = 1. Debe demostrarse que para cada € > 0

se puede encontrar un & > 0, para el cual:

X

1
Tt l Ao Se cuando 0 < |x-1] < &

Para formarse una idea del aspecto de la funcidn, se traza su gri
fica (ver figura II.15), en la cual se observa como la funcidn cre

2
ce mondotonamente.

Esto se verifica escribiendo la identidad:
. SN S
x + 1 x+ 1

YA
1 ; .
y=5+€ T Y B
i !
I ! t
1 s Il i et
y:L-e e e e —
2 | i
(0] X, | Xp ;

Figura II.15

L 1
Como al crecer x, decrece —— , entonces 1 x + 1

crece.

Supdngase en primer lugar € < —-;—, por lo tanto L+e <1 y

L -¢€ >0, puesto que L=—;—.

. 1
Ahora, se determinan los puntos donde las rectas y = - - €y
y = —;— + € cortan a la curva, resclviendo las ecuaciones (a) y

(b) :

X 1

ST VEeE ve. (a)

x -

—T -~ *t°¢ «ux (D)

de (a):
1 1

x= (3-8 (x+1); (5 +€) x=—-¢€;

+--
fe x =

1

e

similarmente, de la ecuacidn (b) se obtiene:

Tomando & igual a la menor distancia entre 1 y x, , asi como
entre 1 y x,, se puede verificar que 1-xl es menor que xz—l,

por lo tanto:
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Si bien la definicidn bésica establece que debe encontrarse un § para Para demostrar esta proposicién se tomard como base la definicién de
todo €, en realidad se observa cémo una vez encontrado un § para un € 1imite establecida en el inciso anterior:

determinado, se puede emplear el mismo 6 para todos los € mayores. Geo :
métricamente esto significa lo siguiente: Una vez que se sabe que la basta que exista un § > 0, tal que para un ¢ > 0 dado, se cumple:
funcidn se encuentra en un rectdngulo, evidentemente estara contenida X

en todo rectdngulo del mismo ancho pero de mayor altura. [f(x) - k| = |k - k] =0 < e,

siempre que:
0<|x-a|]<$§
para cualquier nimero 6 > 0 seleccionado, siempre se tendri:
[f(x) - k| < ¢
IT1.2 CALCULO DE LIMITES siendo € > 0 y tan pequefio como se quiera.

II1.2.1 LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE
Por 1o anterior se establece el siguiente teorema:

Recuérdese que 1a funcidn constante es aquella que no varia, o sea,
conserva un mismo valor para cualquier valor de la variable indepen—
diente, es decir:

£={(x, £(x))] x eDg; £(x) = Kk} TEOREMA II.1 LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE

Hipotesis:
y cuya grafica se muestra en la figura II.16. e

f(x) es una funcidn constante.

Tesis:

YA 'y - . .
E1 1imite de f(x) cuando x tiende a un niimero cualquiera, es igual a
la constante.

\ - Esto es: Si f(x) = k, entonces lim f(x) = lim k = k
K X > a X * a
0 X
Figura II.16

II.2.2 LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD

De esta misma figura resulta obvio establecer la siguiente proposicidn

para determinar su 1imite Siguiendo un proceso andlogo al del punto anterior, recuérdese que la

funcidn identidad es aquella cuyo valor equivale al que toma la varia-
: . ble independiente, es decir:
lim £(x) = lim k = k

x+E x+a £={(x, f(x))] x e D¢, £(x) = x}




La grafica se muestra a continuacién en la figura II.17.

Y

x

Figura II.17

En la grdfica se puede cbservar cdmo se cumple la siguiente igualdad:

lim £(x) = lim x = a
X+ a b AL

Se comprobard la veracidad de esta igualdad recurriendo a la definicidn
de limite. Asi, se debe encontrar un nimero # > 0 para cada e > 0, tal
que: :

[f(x) - a] < €, siempre que: 0 < |x - a| < §

dado que f(x) = x, Se tiene |x - a| <e=§

Por 1o anterior, para cualquier ¢ > 0 dado, siempre existe un nimero
§ = € > 0 que cumple con las condiciones establecidas, es decir:

lim £(x) = lim x = a
X > a X > a

TEOREMA II.2 LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD

Hipotesis:

£74) es la funcidn identidad.

Tesis:

E1 limite de f(x) cuando x tiende a cualquier nimero a, es igual al ni-
mero a.

Esto es: Si f(x) = x, entonces 1lim f(x) = lim x = a
X *>a ¥ *+ a

1I.2.3 TEOREMAS SOBRE LIMITES

Anteriormente se establecid el concepto de 1imite de una funcidn y se
calcularon numéricamente algunos ejemplos de 1imites utilizando diver-
sos artificios y manipulaciones algebraicas. E1 estudiante escéptico
se dard cuenta de que cada una de ellas necesita justificarse, aun
cuando parecen obvias. Por este motivo y para proporcionar un mayor
vigor matemdtico, se expondrdn a continuacidn los teoremas que sirven
de base para el cdlculo de limites de funciones.

TEOREMA I1.3 UNICIDAD DE LOS LIMITES

Hipbtesis:
Una funcidn f(x) estd definida en un entorno del punto x = a.
Tesis:

La funcidn £(x) no puede tener dos 1imites distintos, cuando x tiende
al valor a.

Demostracidn:

Supdngase que la funcidn f(x) tiene dos 1imites diferentes cuando x
se aproxima al nimero a, es.decir:

lim f£(x) = Li; lim £(x) = Lz\ y L1 # L2
X+ a X ™~ a

se demostrard cdmo esta suposiciGn 1leva a una contradiccién:

- - ]
Sec € = lEl_E—EEl; por 1o que £ > 0




Por definicidn deberd existir un § tal que:
[f(x) - 1| <€ si 0< [x~-a] <68,

|f(x)-L2|<E: si 0<Ix-a[<62

Entonces se tiene: §, < 8, & &, < & . Supdngase por conveniencia
que & < &7, entonces:

Li -~ Ly =L =~ f(x) + f(x) - L2
por lo tanto:

L1 - L2] = (11 ~ £)) + (£(x) - La)|
y por un teorema de valores absolutos:

[ty - Lo < |L - £GO] + [£Gx) - L]

Dividiendo entre dos la expresidn anterior:

L - Lol |l - £, 1£(x) - Lol
A 7 i 2

pero:

[f(x) - L;I <e y [f(x) - Lz[ < €,
de modo que:
ILI"LZI €. 6
g Cpts=e
Sin embargo se habia definido e = Jlﬂh{%—kél y se obtiene € < ¢, 1o

cual resulta absurdo y de esta manera la suposicidn - Ly # L2 no puede
sostenerse, quedando demostrado el teorema.
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Demostracidn:

Sea Ta funcidn f£(x) tal que: £(x) > 0, si !« - a|] <5 y sea N un nime-
ro negativo tal que |N| = |P|, donde P es un nimero positivo, por lo
tanto N = - P, o bien, - N = P,

Asi, f£(x) -N>P e (D)

ya que: f(x) >0 y -N>0
entonces:
£(x) - N >0, por lo cual, £(x) - N = [£(x) - N| ...(3)

Si se supone que N es el limite de £(x) cuando x tiende al valor a te-
niendo en cuenta las expresiones (2) y (3), y haciendo € =P > 0, se
tiene:

[£(x) - N| >P =€, cuando 0 < |x - a| < &
To cual contradice la definicién de 1imite, por lo que un nimero negati

Vo como N < 0 no puede ser el 17mite de f(x) cuando x + a si f£(x) >0
para [x - a| < 6,

TEOREMA II.5

HipOtesis:

Una funcidon £(x) es negativa o nula en un entorno del punto x = a.
Tesis:

E1 limite de f(x) cuando x tiende al valor a no puede ser positivo.

TEOREMA II.4

Hip6tesis:
Una funcién £(x) es positiva o nula en un entorno del punto a.
Tesis:

E1 limite de £(x) cuando x tiende al valor a, no puede ser negativo.

La demostracién de este teorema resulta semejante a la del teorema an-
terior, por lo que no se desarrolla aqui.

TEOREMA II.6
hipdtesis:
Dos funciones de x, f1(x) y £2(x) tienen los mismos valores para valec-

res iguales de x en un entorno reducido del punto x = a y f,(x) tiene i
mite cuandc x tiende al nimero a.
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Tesis:

La funcidn £, (x) tiene 1imite cuando x tiende al nimero a y este 17mite

es igual al 1imite de la funcidn f,(x) en dicho punto.

Esto es: Si fi(x) = f2(x) ¥ x €0 < |x-al <&, ysi lim fa(x) =L,

X+ a
entonces existe: lim f,(x) = lim fa(x) = L
X ¥ a X <+ a
Demostracion:

Sean f;(x) y fa2(x) dos funciones tales que f; (x) = fo(x) para todo va
Tor de x en el entorno 0 < |x - a| < &;; ademds sea 1lim fi(x) = L1
. X > a
Por 1a definicion de 1imite debe tenerse que:
[f1e) - 1| <e  si 0<|x-a] <4

Tomando un § menor que & , se puede sustituir f1(x) por £,(x) en la 41
tima expresion, para asi obtener:

[f2¢x) = L] <e si 0<|x~-a| <&

To cual significa que  lim f2(x) = L; = lim f; (x)
X * a X *a

quedando demostrado el teorema.

TEOREMA II.7

Hipotesis:

Para un entorno del punto a se tiene que £,(x) < f(x) < f,(x) y ademds
£,(x) ¥y £,(x) tienen 1imite cuando x tiende al valor a y sus 1imites son
iguales.

Tesis:

ET 1imite cuando x tiende al ndmero a de la funcidn f(x) existe, y es
igual al limite de las funciones f£,(x) y £,(x) en el punto considerado.

Esfo es:

si f1(x) < f(x)<fz(x),¥x€0<‘]x—a[<6

lim f; (x) = lim fo(x) = L ,
% > & x> a

entonces existe:
lim f(x) = L
Xx-> a
Cemostracion:

Por la definicidn de Timite de una funcidn, para un e > 0, se debe cum
plir:

[f1(x) - L| <€ si 0<[x-a]<61
lo cual es equivalente a: -e <(f;(x) - L) < ¢
o bien:
L-¢€e<fix)<L+e, si 0<[x—a| < 8
Por 1a definicion de 1imite de f,(x) se tiene:
[fa(x) - L] <€ sio0<|x~-a|] <é,
o bien:
- € < (f2(x) - L) < &,
por lo cual:
L-e<fa(x) <L+e, si 0<]|x-al<s,
Tomandc un & de tal manera que § < 6, ¥y § < 82, se puede escribir:
L-e<f1(x) < f(x)<fa(x) <L+e,si0<|x-alc<s
y por lo anterior: L - e < £(x) < L + e, que se puede transformar en:

!f(x)—L|<s, si O<[x—a[<6

y esto significa:

1im f(x) = L
X > a

quedando demostrado el teorema.



I1.2.4 TEOREMAS SOBRE OPERACIONES CON LIMITES

_ y I8 - L+ - L] < S+ 2=,
TEOREMA II.8 LIMITE DE UNA SUMA
cuando: 0<|x-a]l<s
Hipdtesis: 1o cual jmplica que: lim [£1(x) + £2(x)] = lim £1(x) + lim f2(x)
£(x) es la suma de un nimero finito de funciones de x que tienen 1imite Lk i A

cuando x tiende al nimero a.

Tesis:

f(x) tiene 1imite cuando x tiende al vaior a, y dicho limite es igual
a la suma de los limites cuando x tiende al valor a de las funciones

sumadas. TEOREMA II.9 LIMITE DE UN PRODUCTO
. Hipdtesis:
Esto es: 51 f(x) = f1(x) + fo(x) + ..... + fn(x)
. g ; B Una funcidn £(x) es el producto de un nimero finito de funciones de x
ysit lim fi (%) = Li;  lim f2(x) = La; ... lim fplx) = L que tienen limite cuando x tiende al valor a.
X > a b S | X > a
5 Tesis:
Entonces: lim £(x) = lim [fi (x) + £2(x) +...+ f(x)] = Lr + Ly +..+ 1Ly
X *a x *a E1 limite de £(x) cuando x tiende al nimero a existe y es igual al
” producto de Tos Timites en este punto, de las funciones que se multi-

Demostracion: plican.

Considérense solamente dos funciones: sean f; (x) y £2(x) tales que:

lim £, (x) = L y lim £2(x) = L Esto es: si £(x) = £1(x) * £2(x) * +vu. * £,(x)
X > a X <+ a
. y si: lim £,(x) = Ly; lim f2(x) = L2; .. ; lim fu(x) = Lp
Se demostrara que: x+a x +a x+a
lim [f (x) + f2(x)] = L1 + L, entonces:  lim £(x) = lim [F1(x)*f2(x)*e...ofq(x)] = L1 *La° ... Ly
X > a x+a x>a
Usando la definicion de 1imite, se debe demostrar que existe un & > 0 Demostracidn:
tal que:
. Considérense dos funciones, sean fi(x) y f2(x) tales que:
[£1(x) + £2(x) - Ly - L2| <€, si 0<|x-a| <38
= i st lim f1(x) = Ly y lim f2(x) = L2

Segln la definicidon de 1imite para f, (x), tomando €/2 > 0 en lugar de x +a e
e > 0, se tiene:

. se demostrard que:
|f1(x)—L1|<—2-, si 0< |x-a|l <8
lim [£1(x) f2(x)] = L1 * L2
y para fa(x): X > a
€ . s s .
[f2() - L2} <5, si 0<|x-al <38 considerando 1a identidad:

Si se considera un & menor que &8, y &,, queda: £1(x)*£2(x) = L1 Ly = £1 (%) *£2(x)-F) (x) *Lo+£; (x) *La-L *Lo=

| D0 + £, ]-[Ly + L, | |=| [£,6) -1, J+[ £, - L, ] | = £ (x) [f2(x) - Lz] + L2[f1(x) = Ly]

f_Ifx(X) - L [+]£20) - Lo| y por la teoria de los valores absolutos:
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[E1G0)-£2(0)-LivLa| < [£1) | [£2()-L2| + |L2]!£1 (x)-1y |

por otra parte:
f1(x) = £;(x) - L1 + 1y

por lo cual:
£16) < |86 - L + 1]
Considerando el 1imite de f,(x) y tomando € = 1, se tiene por 1o ante—~
rior:

[f1 () - L | <1,

siempre que:

0<lx—a‘<5

luego: [ ()] <1+ L], y hacienda 1+ In] =k,

queda: (£ (0] <k, si: 0 < lx-al <5,

Tomando en cuenta esta (l1tima expresidn:

[E0(x) * f2(x) = L1 * Lo| <k [f2(x) = Lo| + |L2]1f1(x) - 11|
9 ¢ 0< |x-al<d

en lugar de ¢, se tiene-

tomando ==
nozn”

if (x) - I‘I ¢ =B Si: 0 < |x - al <§
1(x 1 TiLa] : ( 2

Ahora, considerando el limite de £,(x) y tomando f% en lugar de e:

& £ 5
[f200) - La| < 5% si 0 < |x~-a|l <8,
si se considera un § < &,; 8<38,, § <83 se puede sustituir

[f2(x) - L2| por fi, que es mayor, y a

que es mayor, asi: [£1(x) * f2(x) - Li * Lo| <k o5 + L] Zlizl

esto es:  |£,(x) * £,(x) + L, ¢ L,| <e,

o
|£1(x) "L, |, por ]

€

si 0<|x-al<s

1o cual indica que: lim [f1(x) * f2(x)] = L1 * Lo,
X*>a

o sea: lim [£1(x) * £2(x)] = lim £1(x) * lim f£2(x)
X > a X > a X > a

Como un caso particular, el Timite en un punto del producto de una cons-
tante por una funcidn, es igual a la constante multiplicada por el limite

de la funcidn en ese punto. Esto es:

lim [k £ ] =k  1lim £(x)

X*a X+a

TEOREMA II1.10 LIMITE DE UN COCIENTE

Hipotesis:
£(x) es el cociente de dos funciones de x que tienen 1imite cuando x
tiende al nimero a, y el 1imite del denominador no es cero.

Tesis:

E1 limite de f£(x) cuando x tiende al nimero a, existe y es igual al co
ciente de los 1imites de dichas funciones en dicho punto.

£1 (x) lim f3(x) = L1; lim f,(x) = L2 # 0,

Esto es: si f(x) = 200 Y x>a x> a

lim f, (x)
. ; ~xra ___Li
entonces: 11? £(x) Tin 5200 Iz para L2 # 0
X a

X * a

Demostracidn:

Sean: f1(x) ¥y f2(x) dos funciones tales que

Y lim f2(x) = L2 # 0

lim f; (x) = L1
x> a

X > a




se demostrard que::  lim f1(x) _ Li 1 [ |f200) — 1o] [ 2[f2(x) - Lo]

% a ) T [£2G) ~ Lz L] J_ng_f [L2]%
Primero ha de verse que: xlim515%;7 = EEET%QTQT = f; y segln la definicion de 1imite, para f,(x) se puede hacer:

x> a |Lp |2
| | ifz(x)—Lzl <—%— e si 0<|x-al <38,
Lz

segin la definicion de limite, para la funcidn f,(x), tomando 7 por
€, se tiene:
L] esto es:
L2
lfz(x) i Lzl < 5 cuando 0 < ‘x— al < § 1 _ _l___ <e &5 0 < lx—a| <&
fz(x) L, 2
por otra parte: |Lz]=]f20) = [F2(x) - La]] que demuestra la primera parte propuesta.
Ahora, si 1lim £,(x) =1L, , por el teorema I1.9, se tiene:
Teniendo en cuenta un teorema de valores absolutos: wa
Lo| < 2 ]+|£260) - L] - lin £,0) " Fy = Lin £,00 clin gyl mi2i L, 0
x +a 2 % x*a x+ra 2% 2 2
lel < lfz(x)l % légl, por 1o tanto:
por 1o que:
L : ;
J2_2‘_<If2(x)l Si 0<|x~a[<6 1im fl(x)=_11; Lo # 0
f2(x) L2
X*a
ahora: quedando demostrado el teorema.
L | |emfam]| _ lLe-fatol
£2(x) L2 lefz(x) | |L2f2(x)l
pero:
lLo=£2(x) | = [£2(%) = La| ¥ |L2f2(x)] = |L2]]£2¢0)] ]
TEOREMA II.11 LIMITE DE UNA RAIZ
entonces:
11| _ _lf200-L2] s e
f2(x) 1La L2 [E2(x)] Hipotesis:
: 3 n es un nimero entero positivo y el 1imite de una funcidn f(x) cuando
¥ ahors. Sustiigyendos x tiende al valor a es positivo. O n es impar positivo y el limite es
| negativo o cero.
[£2¢x)| por “‘22 N se tiene.
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Tesis:

E1 Timite de la raiz enésima de f(x) cuando x tiende al valor a es i-
gual a la rafz enésima del 1imite de £(x) en ese punto.

0 sea, si:
lim f(x) = L
X > a

entonces:

lim VE@ = Yiim £G0 = M

X>a X>a

La demostracion de este teorema estd fuera del alcance de estos apun-
tes.

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacién de los teoremas anterio

res. Para indicar el teorema que se estd aplicando, se anotard la le—
tra T, seguida del nimero del teorema.

Ejemplo II.11
Encontrar el valor de:

lim (x® + 2x - 1)

x> 2

Solucidn o .
lim (x? + 2x - 1) = 1lim x* + lim 2x - 1lim 1 = ..(T.11.8)
x > 2 x> 2 Kk 2 x > 2

= (2 + (@) -1

b+ 4-1=7 .. (T.11.1) y (T.II.9)

Ejemplo II.12

Encentrar:

lim —f‘xz =9
k= 2x2 + 7x + 3
Solucidn .
1im \/ x2 -9 - \/lim x2 -9
x+-3V2x2+7x + 3 x+-3 2% ¥ 7x + 3 ...(T.II.11)

lim (x? - 9)

x+-3

lim  (2x2+7x+3)

x+-3 ... (T.1I1.10)

2

lim x* - 1lim 9

_ Xx+-3 Xx+-3 >

T/ Im o + lmx T 1wl »e+(T.11.8)
x#+=3 x¥=3 x+-3

lim x * lim x - 1im 9

x*>-3 x>-3 x>-3

21limx - Iimx + 7 limx # 1im 3 = - (T.IL.9)
x*+-3 x+-3 Xx+-3  x-+-3

«eo (T.I1.1) y (T.II.2)

\/ (=3)(=3) -9
2-D(C3) + 7 D T3

1

/_9-9 _ Jo 0
18 -21+3 0 - 0

Lo obtenido representa una indeterminacién, lo cual carece de sentido;
sin embargo, esto no significa que el 1imite buscado no exista. La fun
cidn para la cual se trata de encontrar el Timite para cuando x + - 3,
simplemente no estd definida para ese valor de x, por lo tanto, para
x # - 3 se puede utilizar la siguiente transformacidn algebraica, apoydn
dose en el teorema II.6.

x2 -9 (x+3)(x—3)_x—3

Hf+ 7x+3° (T DEFI amFT (x#-3)

entonces:

lim x> -9 _ lim x = 3 - lim x - 3
x+-3V2xZ + 7x + 3 x>-3V2x ¥ 1 x+-3 2x + 1



Ejemplo II.13

Encontrar: lim X
X

Solucidn

En este caso, al igual que en el ejemplo anterior, no es posible
aplicar el teorema II.10 al cociente, ya que el denominador se a-
nula cuando x *+- 2. Sin embargo, factorizando el numerador se
tiene:

5 4+8  (x+2)(x% - 2x+4)
+ 2

X
- e ...}(T.II.7)

Este cociente es (x? - 2x + 4) si x # - 2. Entonces la solucién
de este limite toma la siguiente forma:

lim x> +8 _ lim (x* - 2x + 4), six#$-2
x+-2 x + 2 x+-2

lim xé‘ - 1lim 2x + lim 4

- s o (T LT.'8
T ox»-2 XF- X+~ ( )
= limx °* limx - 2 lim x + 1lim 4
x+-2 x>-2 x+-2 x> =2 .. (T.II.1) y (T.IL.9)
2 (_Z)QCZ) - 2(-2) + &4 .. (T.11.2)
AN

= 12

I1.3 CONTINUIDAD

II.3.1 LIMITES LATERALES

Al estudiar el concepto de 1imite de una funcidn, se hizo especial
mencion del interés por analizar los valores que puede tomar la varia
ble independiente x en un intervalo abierto que contiene al valor a;
pero no en a misma, esto es, en valores de x prdximos a a, ya sean ma
yores o menores al valor a (es decir, en un entorno reducido de a).
Sin embargo, supongase por ejemplo la funcién:

f(x) = 5/x - 3

71

Como £(x) no estd definida para x < 3, la funcidn no se define en cual
quier intervalo abierto que contenga a 3. De aqui se puede considerar:

lin 5/%x -3 J no existe
x+3

Sin _embargo, si x estd restringida a valores mayores que 3, el valor
de vx - 3 se puede hacer tan cercano a cero como se quiera, tomando x
suficientemente cercano a 3, pero mayor.

En un caso como éste se aproxima x a 3 por la derecha, y entonces se

considera el 1imite lateral por la derecha, el cual se define formal-
mente a continuacidn.

Limite lateral por la derecha.- Considérese una cierta funcién
y = £(x). donde x estd definida en el intervalo abierto (a, a + h),
donde h ¢ Ry h > 0, seglin se observa en la figura I11.18.

YA

L p-----

IS
o
xV

a+h

=

Figura II.18

Se dice que el 1imite de f(x) cuando x se aproxima a a por la derecha
es Ly, y se denota:

lim f(x) = L
x + at oo (B)

si para cualquier € > 0, existe un § > 0 tal que:

|£(x) - L] < e, siempre que 0 < x - a <& ... (5
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Notese cdémo en (5) no hay barras de valor absoluto para x - a, ya que
si x »a, x =a> 0.

Se sigue de la expresidn (4) para el ejemplo analizado:

lim 5/x - 3=0

x=3F

Si al considerar el 1imite de la funcidn, la variable independiente x
estd restringida a valoras menores al valor a, se dice que x se aproxi

ma a a por la izquierda, entonces el 1imite se 1lama limite lateral por
la izquierda.

Limite lateral por la izquierda.- Considérese ahora la misma funcidn

y = £(x), pero x estd definida ahora en el intervalo (a - h, a), donde
como antes, h € R y h > 0, segiin se muestra en la figura II.19.

Y §

[ I ——

Figura II.19

Se dice que el 1imite de £(x) cuando x se aproxima al valor a por la
izquierda es L., y se denota:

lim £(x) = L,
x > a” .o (6)

si para cualquier ¢ > 0, existe un § > 0, tal que:

|[£(x) - L] <€, siempre que 0 < a - x < § e (D

Se puede ahora Tlamar al  1fw £(x) = L, limite bilateral o no dirigi

X > a
do, para distinguirlo de los 1imites laterales.

TEOREMA 11.12

Hipdtesis:

£(x) tiene 1imite cuando x tiende al valor a y este limite es el nime-
ro L.

Tesis:

Los Timites cuando x tiende al nimero a por la izquierda y por la dere
cha, existen y ambos son iguales al nimero L.

La demostracidn de este teorema es semejante a la de los anteriores es
decir, se ha explicado.

La interpretacidn geométrica de lo anterior se muestra a continuacidn
en las figuras I11.20(a) y 11.20(b), donde puede observarse que x puede
tender al nlmero a, bien sea por la izquierda o bien por la derecha de

a, teniéndose para ambos casos la posibilidad de que los 1imites sean
diferentes (L; # Lz).

YA
Ly=Ly -
0 X

Figura II.20 (a)




Figura II.20 (b)

En la figura 11.20(a) 1 = Lp: 1lim £(x) = L, = L, en cambio en la

X+ a
figura 20(b) 11 # L, por lo tanto: 1lim £(x) no existe.
%+ a

Ejemplo II.1l4
Sea h una funcién definida par:

2x + 1 si x

h(x) =
10 - x si x

a) Trazar la grafica de h.

b) Encontrar lim h(x), si éste existe.
x> 3

Solucidn
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a) La grafica de la funcidn se muestra en la figura II.21.

h(x)l} R,

| SR

Figura II.21

b) 1lim h(x) = lim (2x + 1)
X > 37 x > 37

n
~
i

Lz

lim h(x) = lim (10 - x) = 7 = Ly
x » 3+ x » 3t

Segln el teorema I1.12, como L; = Ly, 1lim h(x)
a 7. x >3

Ejemplo II.15

Sea g una funcidn definida por:

existe y es igual

4+ t? si t<-2

g(t) = 5 si t=-
12 -t si  t>-2
Trazar su grafica y encontrar lim g(t) si existe.

=2
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Solucidn Solucidn

s . 1
La grdfica de la funcidn g, se muestra en la figura II.22. lim £(r) = lim (_ r? - 3) =-2=1q

r > 1t £+ 1+\2

Njwn

lim f(r) = lim (r + 2) = 3 = Lo
r > 1" r -+ 1-

Por lo tanto como L; # Lz, lim £(r) no existe, como se muestra en
r—+1
la figura II.23.

i

-4 4 6 8 X
14
Figura II.22
T T T T —
-%2 -l 0 2 3 4 X
lim g(t) = 1im (12 - t2) = 8 = 1,; i
t>- 2t t>- 2t :
-2
lim g(t) = lim (4 + t?) = 8 = 1L,
= 2= - 2" T
. Por lo tanto, por el teorema II.12, 1lim g(t) existe y es ignala Figura II.23
8. t+-2

Notese que g(-2) = 5, lo cual no afecta a lim g(t) = 8
t+-2

‘Ejemplo II.16 Ejemplo II. 17

Considérese la siguiente funcidn definida por: Para la siguiente funcidn dada por tres reglas de correspondencia,
: determinar sus limites laterales para los puntos x = -2y x = 5,
Hacer la grifica de la funcidn.

A
—

r+2 =3 <r<

f(r) =

r2-3 l<rx<

A
~

x2 + 3x + 2 para -4 < x < -2

f(x) =1 -3 para -2 <x< 5
Investigar si existe 1lim f(r) y trazar su grafica.’ 2% - 13 para 5 < x < 10
r+1
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Solucidn Como L3 =1Ly = -3, el 1mite de la funcidn existe y vale:

Para una mejor visualizacidn del problema, se traza primeramente

oy lim £(x) = -3
la grifica, mostrada en la figura IT1.24,

x~>5
YA
10
. I1.3.2 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO
8
6 La idea intuitiva de continuidad sugiere que la trayectoria de la gra-
: fica de 1a funcién no presente cortes, huecos o saltos bruscos en el
4 punto estudiado.
b Para formalizar el concepto de continuidad conviene analizar los si—
2 guientes casos para una determinada funcidn.
1 42 L ? | '.2 Primer Caso.
T T =
-6 -4 -2 ] ' x .
: . : Sea f una funcidn cuya representacién grdfica es la siguiente:
3 Yi
.4 —
| |
|
-6 |
|
|
Figura II.24 :
| y=f(x) .
Investigando si se cumple el teorema II.12: :
a) Sia=-2 |
|
li.mf(x)=lim(x2+3x+2)=4——6+2=0=L1 i |
X > a~ x+- 2" I >
lim £(x) = lim (-3) = - 3 = L, 0 9 X
x > at x> -2+
Como L; # La, lim f(x) no existe Figura II.25
X >- 2
b) Sia=5 Se puede ver que en x = a no existe un valor funcional, provocando es
to que la funcién f sea discontinua en dicho punto. Lo cual se expre-
lim f(x) = 1im (-3) = - 3 = Ls sa:
X % a- 2, e T
f(a) no existe
lim £(x) = 1im (2x - 13) = 10 - 13 = = 3 = Ly
x > at x » 5t

Tuego: f(x) no es continua en x = a
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Segundo Caso. Tercer Caso.

Sea f una funcidn representada graficamente en la figura I1.26. Sea la funcidn £ cuya grdfica viene dada en la figura I1I1.27,

YA YA

y= H(x) flayf----------»

i)
fla) F———fsSm e 1

| -
i 0 a X
|
LJ \ —
0 a X
Figura I1.27
Como se aprecia en la figura II.27 y recordando lo expresado en 17mi-
tes laterales,se tiene que la funcidn y el 1imite en x = a existen y
sus valores son f(a) y L respectivamente. A pesar de esto, se ve un
hueco que manifiesta la discontinuidad, pero que invita a pensar en la
Figura II.26 igualdad del valor funcional y del 1limite para condicionar la continui
dad.
Para este tercer caso las expresiones seran:
2 P " i . f(a) existe
Aqui se observa que si existe un valor funcional para x = a. Sin em
bargo se ve claramente un salto en ese valor. Recordando 1o expresado lim £(x) existe
en la teoria de 1imites, se concluye gue el T1imite cuando x tiende a x+a
a no existe, ya que los 1imites laterales en ese punto no son iguales.
Por To que a pesar de tener la funcidn un valor en x = a es disconti i
nua en ese punto. Esto se puede expresar de la manera siguiente: £(a) # lim £(x)
X *a
f(a) existe .
Tuego: f£(x) no es continua en x = a
lim f(x) no existe
X>a
Los tres casos expuestos 1levan a la definicién siguiente, que resulta
Tuego: £(x) no es continua en x = a

fundamental en el estudio de la continuidad de una funcién en un punto
de su dominio.



Yi
Definicidn: Sea una funcidn f definida en un cierto dominio Dg. : :
Se dice que f es continua en x = a siendo que ae D¢, T
8i se cumplen las condiciones siguientes: | -4
|
| - 2
|
i I T T T o
1. f(a) exista =8 2=4 “T o 2 4 X
l - -2
2. lim f(x) exista L -3
X+ a L 4
3. f(a) = lim f(x) .
X+ a =6
Figura II.28
Estas condiciones se pueden expresar simplemente en la tercera, es de-
errs Investigando paso a paso la condicidn de continuidad para x = - 2
f(a) = lim f(x) w8 . -
% 54 & f(-2) =5 se satisface la primera condicidn.,
ya que su presencia en la igualdad implica necesariamente su existencia. lim zf(x) = - 3 se satisface la segunda condiciGn.
; -
Basta con que una de las tres condiciones anteriores no se cumpla para
que la funcidn no sea continua en el valor a . La condicién (8) es nece pero como:
saria y suficiente para que la funcidn y = £(x) sea continua en el pun- i
to a. . £(~-2) # lim f(x) la tercera condicidn no se satisface.
x+=2
Luego se concluye que £ es discontinua cuando x = - 2,
Ejemplo II.18
Sea la funcidn f definida con:
= 1’.1
4+ x-2 ) Ejemplo II.19
Txrz sixte :
f(x) = x Considérese la sigiriente funcidn:
! 5 six=-2 (%) = x+ 3
glx x2 +x - 6

Trazar su grafica e investigar si es continua en el punto donde

x == 2. Investigar si existe alglin punto de discontinuidad para dicha fun
» cidn.
Solucidn
3olucidn

En la figura I1.28, se muestra la grafica de la funcian, en la

cual hay un salto en el punto x = - 2 En la figura II.29 se muestra la gréfica.de g.
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6 , i x+ 3
g(x) = x2+x -6

x + 3

g(x) =

(x + 3)(x - 2)

Figura II.29

Analizando la funcidn g, se observa que no se encuentra definida
para x = -~ 3, por tanto:

1
X) = ara x # - 3
g(x) =+ pa #
Esto se ve claramente como una interrupcidn en la gréafica de g
cuando x = - 3, y asi, al no existir £(-3), se concluye®que la fun
cidn es discontinua para x = - 3.

Adem3s, existe otro punto de discontinuidad, ya que cuando x = 2
el denominador de la regla de correspondencia de la funcidn se anu
la, no quedando definida para ese valor. Nuevamente se concluye
que dicha funcidn no es continua al no cumplirse la condicidn (1),
o sea, al no existir £(2). Este Ultimo caso, también se puede ve-
rificar observando el comportamiento de g(x) en la figura II.29.

*x ¥

Ejemplo II.20
Sea la funcidn h definida por:

2x - 3 si x <2
" h(x) =

1
(SIS
1
.

si x> 2
Trazar su grafica e investigar si se cumple la condicidn de con-
tinuidad en el punto x = 2

Solucidn

En la figura II.30 se encuentra representada graficamente la fun-
cién h, donde se observa que en x = 2, hay una interrupcidn.

Y
|
4 I
i
2 - |
|
&l 5 i
-4 -2 2 4 X
_2_
1
—af [
|
|
* |
|
Figura II.30

Investigando paso a paso la condici6n de continuidad para x = 2,
se tiene:

£(2) = 2(2) -3=1,
por 1& que satisface la primera condicidn.

lim h(x) = 1im (2x - 3) =4 - 3 =1

x> 2= x> 2
1imh(x)=lim(—%—-1>=—1—1=—2
x » 2% x+2t

Ya que:

lim h(x) # lim h(x)
x > 2~ x + 2t



se concluye que :

1lim h(x)
x > 2

no existe, por lo que la segunda condicidn de continuidad no se sa
tisface y la funcidn h es discontinua en x = 2

Ejemplo II.21
Dada la siguiente funcidn:
3x + 7 six <4
f(x) =

kx - 1 six>4

Encontrar el valor de la constante k, de tal manera que la funcidn
sea continua en x = 4.

Solucidn
Para que f(x) sea continua en x = 4, debe cumplirse:

a) f£(4) = 3(4) + 7 = 19, por lo que se cumple la primera condi~-
cidn.

b) lim £(x) lim (3x +7) =12+ 7 =19
x + 4= x > 4=

lim +f(x) lim (kx - 1) = 4k -1

x > 4 x » 4t
Para que se cumpla la segunda condicidn, debe tenerse que:

lim f(x) = lim f£(x) , o sea:
' x > 4%

4k - 1 =19,

por lo tanto:

n

lim f(x) lim f(x) = 19 = lim £(x) = 19
x > 4 x > 4% x > 4

) lim f£(x)
x + 4

£(4) = 19

y f£(x) es continua en x = 4

DISCONTINUIDAD REMOVIBLE
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En los ejemplos anteriores se han analizado funciones que presentan dis
continuidad para algiin punto.

Si se analiza detenidamente cada caso, para ver la causa que origina
1a discontinuidad, se podrd observar cudndo.ésta es originada al no cum
plirse alguna de las tres condiciones de continuidad. Cuando la fun—
cidn es discontinua en x = a y £(a) no existe pero el 1imite

lim £(x)

X > a

s{ existe; o bien, cuando £(a) y el 1imite existen pero no son igua-
les, entonces a la discontinuidad se le conoce como discontinuidad re-
movible, pues basta redefinir

f(a) = lim £(x)
X+ a
para que la discontinuidad desaparezca.
Pero se ha de recalcar que en esta forma se estaria definiendo una nue
va funcién, siendo la nueva funcidn idéntica a la anterior, excepto en

el punto x = a.

En el caso en que la discontinuidad sea originada por la no existencia
del

lim f£(x)

X > a

entonces no es removible, se 1lama discontinuidad esencial y no se po-
dra eliminar de ninguna manera.

Ejemplo I1I.22

Sea la funcidn:

f(x) =

estudiada en el ejemplo II.18. Indicar si la discontinuidad en el
punto en que x = - 2 es removible, y en caso afirmativo, removerla.

Solucidn

En el ejemplo II.18, se pudo observar (figura II.28), que la fun-
cidn f(x) presenta un salto para x = - 2. Asimismo, se pudo obser
var que la funcién cumple para x = - 2, las dos primeras partes de
la condicidn de continuidad, es decir:
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a) f(x) estd definida para x = - 2, vale f(-2) = 5
b)) lim f(x) existe y vale: L =- 3
x+-2

Pero la tercera parte no se cumple, puesto que:

c) lim f(x) # £(-2); -3 45
x+=2

Entonces la discontinuidad si es removible, puesto que basta con

redefinir £(-2) = - 3, para que se cumpla la tercera parte, quedan
do la funcidn continua para x = - 2
Si:
2 -
2t : : 5 2 six#-2
f(x) =
=3 six=-"2

Ejemplo II.23

Sea la funcidn:

x + 3
x2 +x- 6

g(x)

estudiada en el ejemplo II.19. Indicar si la discontinuidad en el
punto x = 2 es removible, y en caso de serlo, removerla.

Solucidn

La funcidn g(x) no cumple con la primera parte, tal como se vio
en dicho ejemplo.

lim x+:3 .  Ylim 1 .
x+2 ¥ +x-6 x>2 x- 2 0o existe

Obviamente, la funci®n presenta una discontinuidad esencial, pues
to que no es posible redefinir la funcidn en x = 2 y que sea igual
al valor del limite, puesto que el limite no existe.

II.3.3 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

Hasta ahora se ha tratado Gnicamente la continuidad de una funci6n en

un punto, sin embargo es indispensable establecer el concepto de conti-

nuidad de una funcion en un intervalo.

Si se trata de un intervalo abierto se tiene la siguiente:

Definicidn: Se dice que una funcidn f es continua en un interva
lo abierto (a, b),si y s6lo si es continua en todos
los puntos del intervalo.

Esto es, si se cumple la condicién de continuidad en todo valor x tal
que a < x < b.

Para establecer 1a continuidad de una funcién en un intervalo cerrado,

es necesario definir antes la continuidad por la derecha y por la iz—
quierda en un punto.

Definicidn: Se dice que la funcién f es continua por la derecha
del valor x = a,si y s6lo si se satisfacen las tres

condiciones:

1. f(a) existe

2. 1lim f£(x) existe
X > a

3. lim £(x) = f(a)
x + at

Definicidn: Se dice que la funcidn f es continua por la izquier
da del valor x = b,si y s6lo si se satisfacen las
tres condiciones:

1. £(b) existe

2. lim £(x) existe
x*+b”

3. lim £(x) = f(b)
x+b~

Evidentemente, las definiciones anteriores no presentan ninguna nove-
dad respecto al concepto de continuidad de una funcidn en un punto. Uni
camente se emplean 1imites laterales en lugar de 1imites comunes.

Definicidn: Se dice que una funcidn f cuyo dominio incluye al in
tervalo cerrado |a, lﬂ es continua en &ste, si y sd
lo si es continua en el intervalo abierto (a, b) y
es continua por la derecha de "a" y por la izquierda
de.llb""




I1.3.4 TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS

Las funciones continuas tienen un buen nimero de propiedades importan-
tes, algunas de las cuales son consecuencia de las propiedades de los
1imites. Aplicando la definicién de continuidad y los teoremas de ope-
raciones con limites antes vistos, se tienen los siguientes teoremas
sobre funciones continuas:

TEOREMA II1.13

Hipotesis:
£ y g son dos funciones continuas en x = a.
Tesis:

1. £ + g es continua en x = a

2. £ - g escontinnaen x=a

3, £ ¢ g escontinuaen x=a

4. £ % g escontinuaen x-=a, sicmpre que g(a) # 0

Demostracion:

Se demostrard el inciso (1) de este teorema, para ilustrar el procedi-
miento para la prueba de los otros.

Ya que £ y g son continuas en a, de la definicidon de continuidad se
tiene:

lim f(x) = f(a)
X * a
lim g(x) = g(a)
X+ a

por lo tanto, del teorema II.8 se tiene:

lim [Ex) + g(x}] = £(a) + g(a)

X+ a

La ecuacién anterior es la condicidn para que f + g sea continua en
x = a, 10 cual proporciona la demostracion del teorema II.13.
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TEOREMA II.14

Hipotesis:
£ es una funcidn polinomial.
Tesis:

f es continua en todo punto de su dominio.

Demostracion:

Para demostrar este teorema considérese la funcion polinomial £, defi-
nida por:
£(x) = box® + byx071 + byx?2 + ... +by) X + by
en donde:

b, # 0, n es un entero no negativo y by, by, ... , by son nimeros rea
Tes.

Con aplicaciones sucesivas de los teoremas de limites, se puede demos-
trar que si a es cualquier nimero del dominio de £ entones:

lim £(x) = by ab + byaf~1 + b2 + ... + by-] a8+ by
XxXra

de donde se sigue que:

1lim £(x) = f(a)
X+ a

queda demostrado.

TEOREMA II.15

Hipotesis:

£(x) = B8 s una funcion racional.
h(x)

Tesis:

f(x) es continua para toda x de su dominio, siempre que h(x) ¥ O.

.como:

" Demostracién:

Como se vio en el capitulo I, una funcidn racional puede ser expresada
como el cociente de dos funciones polinomiales. Asi, f queda definida

£(x) = Ei—)-h (:)
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donde g y h son dos funciones polinomiales; el dominio de £ estd forma-
do por todos los nimeros reales, excepto aquellos para los cuales
h(x) = 0.

Si a es cualquier niimero en el dominio de £, entonces h(a) # 0. Asf,
por el teorema 11.10:

lim
s X+ a g(x)
lim £(x) = m
X *> a X » a

Ya que g y h son funciones polinomiales, por el teorema II.l4, son con
tinuas en a, y asi:

lim g(x) = g(a) y lim h(x) = h(a)
X+ a Xx*a

y consecuentemente:
lin £(x) = BEL

x+a h(a)
queda demostrado.

De acuerdo con las definiciones dadas en II.3.2 y I1.3.3 para inves-
tigar la continuidad de una funcidn en un intervalo, es necesario el a
nalisis en todos los puntos en ese intervalo. Este trabajo serd 16gi
camente imposible dada su magnitud. Sin embargo apoyandose en los teo
remas sobre funciones continuas, el problema se reduce a analizar sola
mente los valores en los cuales no se cumplan las hipdtesis de los teo
remas, o bien aquellos en los que haya duda, por ejemplo, en donde ha-
ya cambio de regla de correspondencia.

Ejemplo II.24
5 1
Sea la funcidn g(x) = o
determinar los intervalos para los cuales es continua.
Solucidn
g(x) es una funcidn racional y de acuerdo al teorema II.15 sera

continua para todo valor de x, excepto aquellos que anulun al de-
nominador. Por lo anterior, igualando a cero el denominador:

Para x=- 2 6 x = 2, la funcidn g no es continua, Entonces,
los intervalos en que si es continua son:

(-, -2), (-2, 2) y (2, @)

Ejemplo II.25

Dada la siguiente funcidn:

x% -3 -1<x<1
f(x) = 2x - &4 1<x<2
5 - x? 2<x<3

investigar para qué valores de x es continua y dibujar su grafica.
Solucidn

Apoyandose en el teorema II.1l4 puede facilmente deducirse que
£(x) €s continua en los intervalos (-1, 1), (1, 2) y (2, 3) pues-
to que sus tres reglas de correspondencia son polinomios; sin em-
bargo, existe duda cuando x = 1y x = 2. Analizando los puntos
dudosos:

a) Cuando x = 1

f(1) = 2(1) - 4=~ 2

lim f(x) = lim (x*-3)=1-3=-2
x =+ 1- ® >1" )

lim f(x) = 1lim (2x - 4) =2 - 4 =- 2
x » 1t x » 1t

por lo tanto, como:

lim f(x) = 1lim f(x) .
x + 1= x5 l+ entonces existe
lim f(x) = - 2
o S ol |
finalmente:

lim f£(x) = £(1)
x > 1

por lo tanto se cumple la condicidn de continuidad y asi, se con-
cluye que la funcidn f es continua, cuando x = 1

b) Cuando x = 2

£(2) = 5- ()2 =1

lim f(x) = lim (2x - 4) = 2(2) - 4 =10
> o . x -+ 25
lim f(x) = lim (5-x2) =5-4=1

x > 2% x » 2%



luego, como:

lim f(x) # 1lim £(x)
+

x + 27 x = 2
el ) lim f(x); no existe
x > 2 #

y por lo tanto se concluye que f no es continua cuando x = 2. En
la figura II.31, aparece la grafica de dicha funcidn.

Y{;

Figura II.31

Ejemplo II.26

Analizar la continuidad de la funcidn h(t), indicando los valores
para los cuales es discontinua y los intervalos donde es continua.

Dibujar su grafica.

i - 7 < R
cotf & si tL-3
h(t) = {seant+ 1 si -'7<r_<0
2 .
te+ 1 si t>0

Solucidn

Lag reglas de correspondencia que forman h(t) representan algu-
nas de las funciones trascendentes estudiadas en el capitulo I,
por lo cual se puede afirmar:

a) La funcidn cotangente es continua, excepto en los puntos en

t=%tnTm, en donde n es un nimero entero positivo. En este
caso no presenta ninglin punto de discontinuidad porque su in
tervalo de definicidn no incluye a los valaree ~~%=liados.

b) La funcidn seno siempre es continua.

¢) La suma de la funcidn seno mas la funcidn constante t = 1,
también es continua, de acuerdo con el teorema II.13.

d) La funcidn t? + 1 siempre serid continua por el teorema II.l4.
pues es una funcidn polindmica.

P i
e) Los {nicos valores dudosos son cuando t = - 29 cuando t = 0.
Analizando los puntos dudosos:
T
a) Cuando t = - 0

h(t) estd definida por medio de la primera regla de corresponden
cia y vale:

=
P i 3
]
Nlﬁ
-~
[}
&
o
ot
A~
i
SE
e
1
o

lim h(t) = 1lim cot t =0
to - —W: > - T'Y—
2 2
lim h(t) =. lim (sen t +1) =0
t> — f t> - —‘”—+
2 2

por lo tanto el limite existe y vale lim h(t) = 0

S
2
Por Gltimo:
lim h(t) = h (-_g_.)
e il
2
luego la funcidn es continua en t = - —TZT——

b) Cuando t =0

h(t) no estd definida puesto que ningin intervalo de definicidn
de las tres reglas de correspondencia incluye al valor t = 0.
Al no cumplirse la primera parte de la condicidn de continuidad,
h(t) no es continua para t = 0.
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x, valor finaf de x. Si la variable independiente x pasa de un va-

Se hace notar que el limite en ese punto si existe, como se pue N
de comprobar, es decir, los limites laterales son iguales: Yor inicial x, aun valor final x, , tal que se tenga x, = x, + Axs
a la diferencia:
lim h(t) = lim h(t) =1 Ax = x - X, e (9)
- + 2

t~>0 t >0
se le 1lama incremento de x y debe leerse defta equis. Este incremen
to indica el cambio en el valor deé x y puede ser un nimero cualquiera,

Sin embargo, al no poder igualar el valor del limite, que si exis
con la condicidn de que (x; + Ax) esté en el dominio de la funcién.

te, con el valor de la funcidn en ese punto, por no estar definida,
la condicidn de continuidad no se cumple y la funcidn h(t) es

discontinua para t= 0. Dicho incremento podrd ser:

Ax >0 = x <%

Resumiendo:

h(t) es continua para los siguientes intervalos:
Ax 0 2 X, > %
x < #

(-7, 0 y (0, )
éxl

Ax =0 2

o bien h(t) es discontinua para t = 0.

La grdafica de la funcidn puede observarse en la figura IT,.32. Ejemplo II.27

Si a partir de la pareja ordenada (3, 7) la variable x adquiere
los valores 4.1, 2 y 3. Calcular los incrementos correspondien—
tes Ax.

h(t)4

| Solucidn

Sea:

De manera similar, si 1a funcién y = £(x) pasa del valor inicial y; 3
un valor final y,, la diferencia:

11.3.5 INCREMENTOS
by =y, -y
Sea £={(x,y) |y=£(x); xe D} ysean x, y x, dos elemen- et
tos del dominio de la funcidn. Lldmese a x, valor inicial de x y a



se denomina incremento de £a variable dependiente. El valor inicial de
la variable dependiente (y,), es aquel valor que adquiere la funcidn
y = £(x) cuando la variable independiente x toma e} valor inicial x,.

E1 valor final de 1a variable dependiente (y,) es aquel que adquiere la
funcidn y = £(x) cuando a la variable independiente x se le asigna un
valor final x,.

Por lo tanto:
yy = f(xl)

si el valor de x cambia de x, a x, = x, + Ax, entonces se tendrd el co-
rrespondiente incremento de 1a variable dependiente.

0 sea:
y, +4y = f(x1 + Ax)
de donde:

Ay = f(x1 + 0% - £0a) = £(x2) - £(x1)

Es decir, el incremento de "y" es igual a su valor final menos su va-
lor inicial.
Al igual que con la variable independiente, el incremento Ay podrd ser:
by > 0 = Ex) < £(xp)
by < 0 = f(x) > £(x,)

by = 0 = fx) = f(x)

Ejemplo II.28

Sea la funcién f = {(x, y) l y = x2 - 4x + 12 }, six ca@bia de
X, = - 2 ax, =3, calcular los incrementos de las dos variables.
Solucidn

Para la variable x:

Ax

[}
L]
!
L]

Ax =3 - (-2) =3+2=35

para la variable y:

Ay

by

Ay

Ay

f(x,) - f(x,) = f(x, + Ax) - £(x,)

£(3) - £(-2)

[ -43) +127]

9 -

24

s at i

~-15

- [¢2?2 - 4¢-2) +127]

La representacidn geométrica de estos resultados se muestra en la
figura II.33, en donde puede observarse que;

Ax

Ay

>0

ya que

ya que

x, >

f(xz)

ES

<

f(xl)

Figura II.33

x}
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Ejemplo II.29

Supéngase una esfera metdlica de radio r = 25 cm. Si por efec
tos de variacidn de temperatura su diidmetro aumenta en 0.002 cm. ,

¢cudl serid la variacidn de su volumen y de su superficie?.

Solucidn

El volumen de la esfera estd dado por:

v(r) =—l:;—1Tr

Av =

Av =

donde:

Av =

3
v (ri + Ar) v v (rl)

b s _ 4 s
o (r1 + Ar) E

= 0.001
—= 7 (25.001)% - — 1 (25)°
3 . 3

m (15,626.87507 - 15,625)

4
3
— 7 (1.87507) =5 4v = 7.85429 cu®

El drea de la esfera estd dada por:

s(r) = 4me?
As = s(r’ + Ar) - s(rl)
As = 4 7 (r1 +Ar)2 - 4o rf
donde:
r, =25 cm y Ar = 0.001 cm.
As =4 m (25.001)%2 -- 4w (25)%2 ; As =4 7 (625.05 - 625)
As = 4 m (0.05) = As = 0.62832 cm?

I1.3.6 CONTINUIDAD POR MEDIO DE INCREMENTOS

Definicidn: Se dice que una funcidn es continua para un cierto va
lor de la variable independiente, si el incremento de
la variable dependiente tiende a cero, al tender a ce
ro el incremento de la variable independiente.

Esto es, en notacién de incrementos, el hecho de que la funcién

y = £(x) sea continua para un cierto valor de x, se expresa de la si-
guiente manera:

lim Ay =0
Ax~>0

Ejemplo II.30

Averiguar si la funcién f£(x) = 3x® - 2x es continua en el punto
(2, 8); utilizar para ello el concepto de continuidad por medio
de incrementos.

Solucidn
N
El problema consiste en darle a x incrementos Ax cada vez mas
pequefios a partir del valor dado de x en el punto en estudio, y

observar si el correspondiente incremento Ay de la funcidn tam
‘bién tiende a cero.

Para ello constriiyase una tabla con las siguientes columnas:

x, = valor inicial de x ; £(x;) = valor inicial de £(x)
Ax = incremento de x s Af(x) = incremento de f(x)
X, = valor final de x 5 £(x,) = valor final de f£(x)




Solucidn
Ax = + Ax f(x.) £f(x,) Af(x) = f(x,) - f(x,) s e
X2 " ™ 2 o & ! a) A continuacidn, en la figura II.34, se muestra la gridfica de
£

1.0 3.0 8 21.0 13.00

0.8 2.8 8 17.92 9.92

0.6 2.6 8 15.08 7.08

0.4 2.4 8 12.48 4.48

0.2 2.2 8 10.12 212

0.1 21 8 9.03 1.03

0.01 2.01 8 8.1003 0.1003

T T T T  od
l l l l -a 2 3\ 4 5 X
0 2 8 0
e N
7/ -2 \

De la tabla anterior se observa que cuando Ax tiende a cero (es-
to se logra haciendo x; cada vez mds proximo a x;), el incre-
mento correspondiente de f(x) también tiende a cero, y por lo tan Figura II.34
to se concluye que la funcién f es continua en el punto (2, 8).

b) Se demostrarid ahora que f es discontinua en x = 1
Ejemplo II.31

Para que lim Ay exista y sea igual a cero, es necesario que:

T s . 3 Ax_)o
Considérese la siguiente funcidn:
lim Ay = 1lim Ay =0
Ax >0~ Ax~>0%F
3+ x si x £ 1
y = f(x) = El lim Ay puede obtenerse sabiendo que para x <1,y = 3 + x,
Ax—+0"
3-x si x > 1 de donde:
. Ay = 3+ (x +40x) - 3 - x
a) Trazar la grafica de f.
b) Demostrar que la funcidn es discontinua para x = 1, aplican- A A% o e Ay =dim e

oo s . >0~ >0~
do el concepto de continuidad por incrementos. Ax~>0 Ax~+0
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El lim Ay puede calcularse recordando que:

T Ax » 0t
by =y2 -1
para: x>1
se tiene: y=3-x
O sea: y2=3-x
1= £(xi) = 4
entonces;

Ay =3-x-4 = Ay=-x-1

-

Por otro lado, la condicidn Ax-+0t implica que x -+ 1t , asi:

lim Ay = 1lim (-x - 1) ==1-1= - 2
px+0t T ax > 1t

finalmente, como lim Ay # 1lim Ay # 0, el limite no existe
Ax+0" Ax~ot

y' se concluye que la funcidn no es continua para x = 1.

Se demostrard ahora que el concepto de continuidad por incremen~
tos es equivalente al definido anteriormente.

Se establecid que para que una funcidn sea continua se debe cum-
plir:

lim Ay =0
Ax~+0

El incremento de la funcidn también se puede expresar como la di
ferencia entre el valor final de la funcidn y su valor inicial,
es decir:

by = £(a + Ax) - £(a)

donde "a" es el valor inicial de la variable independiente x.
Asi:

lin Ay = lin [ f(a+Ax) - £(a) ] = 0
Ax+0 Ax+0

Seglin las propiedades de los limites, o 'sea, aplicando el teore-
ma II.8:

lin [ f(a+a&x) - £(a)] = 1lim  £(a + Ax) -~ lim f(a) =0
bx+0 Ax+0 Ax >0

es decir:

lim f(a + Ax) = lim f(a)
Ax+0 Ax+0

ahora, si Ax = x - a, entonces el hecho de que Ax + 0 implica que
X *+ a, por lo tanto:

lim f(a+ x - a) = £(a)
X+ a

ya que f(a) es indepen&iente de Ax.
Entonces:

lim f(x) = f(a)

X + a

que es precisamente la condicidn de continuidad de una funcidn en
un punto, anteriormente estudiada.

Tal vez el concepto de continuidad por medio de inerementos permita
tener una idea mds clara acerca de la continuidad de una funcién.

Resulta claro que una funcién continua no puede adquirir dos valores en
teros sucesivos por medio de salfos bruscos, ya que pueden ddrsele incre
mentos a la variable independiente en cantidades tan pequefias como se de
see, con lo cual la funcién variard en valores tan pequefios como se quie
ra, tendiendo ambos a cero de acuerdo a la condicién de continuidad a1ty
mamente analizada.



Las figuras I1.35 y I1.36 expresan graficamente la idea mencionada.

M e e e -
| i
H [
A —7- e e —1
il i
i ! I
c p d X
Figura II.36

Nétese cdmo en la figura II1.35 la funcién £ toma el valor de B a par-
tir del de A, después de adquirir todos los valores comprendidos entre
A y B; es decir, si'la funcidn f tiene un valor A cuando x = a y un va
lor B cuando x = b, la funcidn tomard un valor cualquiera M comprendi-
do entre A y B para por 1o menos un valor de x comprendido entre a y b,

Por el contrario, en la figura I1.36 se observa cémo la funcién saltz
bruscamente desde A hacia B, cuando x = p.
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CAPITULO 111 LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

INTRODUCCION

E1 presente capitulo se dedica al estudio del concepto derlvada de una
§uncién. Este concepto unido al de funcion y limite constituyen la par
te medular del Calculo Diferencial.

La derivada es en esencia un limite muy especial y de miltiples aplica
ciones en el campo de la Ingenieria. La invencidn de esta valiosa he—
rramienta matemdtica se debid a los trabajos de dos notables matemati-—
cos: Gottfried W. Leibniz e Isaac Newton en el siglo XVII

1II.1 DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Sea la funcién y = £(x). Como se sabe, al darle a x un incremento
Ax en un punto x,, le corresponderd a y un incremento.

Ay = ME(x) = £(xg + &%) - £(x;)

i A . ’ i .
Al cociente 7@% suele 1lamirsele cociente incremental o cociente de
los incrementos.

Se define como la derivada de la funcién y = £(x) con respecto a x en
un punto x, al limite, si existe, del cociente incremental %% cuando Ax
tiende a cero.

Es decir, dicha derivada es el limite del cociente del incremento de
la variable dependiente entre el incremento de la variable independien
te, cuando éste tiende a cero y se puede denotar por £ (xg) -

£'(x0) = lim % = lim

f(Xy + Ax) - £(Xg)
Ax+0 Ax+0 =

Ejemplo III.1

Dada la funcidn £(x) = x2, su derivada en el punto X, = 3 es:

2 2
£1(3) = lim fG0* ﬁx) - £(xo) _ 15, 3 AxgS - (3%
Ax+0 i Ax+0 =

2 2
9 + 6 Ax + (Ax) 9 = £'(3) = lin 6 bx + (Ax)° _
bx+0 bx Ax~+0 Ax

= 1im (6 + Ax) = 6; £f'(3) =6
Ax >0

Con esto se observa que el valor de la derivada de una funcidn, depen
de del punto en donde se calcule; asi, para el ejemplo anterior, si se
calcula la derivada para cualquier valor de x se tiene:

Para f£(x) = x?



£'(x) = lim f(x + Ax) - f(x) = lim (x + Ax}2 - x? a

Ax~+0 Ax Ax+0 Ax

2 2 2
= lim T IR o X L opn oy oA = o2x
Ax—+0 Ax Ax~+0

£'(x) = 2x

III.1.1 INTERPRETACION FISICA DE LA DERIVADA

Supdngase que se deja caer un cuerpo desde una altura de 25 metros y
que se desea conocer la velocidad del mévil cuando ha transcurrido un

segundo.
La altura del cuerpo (y = f(t)) serd segiin las ecuaciones de caida
Tibre:
£(6) = yo - —— ge2
o 2
Considerando: g=9.81 m/s?; yo=25n
queda: £(t) = 25 - 4,905 t?

i
|
I
|
!

T it Yo=25m
S
.
Yi |
|
P
Figura III.1
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E1 problema consiste en encontrar la velocidad en un instante determi
nado. Para esto hay que entender primeramente, 1o que es la velocidad
media durante un intervalo de tiempo, o sea, desde el instante t has
ta t + at, definiéndola como el cociente:

Vo = diferencia de distancias en el tiempo transcurrido
L tiempo transcurrido

_ £t + AR - £(r)

At

Considerando el instante t = 1.0 s; la distancia recorrida después
de 0.5 s es:

£(1.5) - £(1) = [25 - 4.905 (1.5)27] - [25 - 4.905 (1)27] = - 6.13
(el signo menos del resultado significa que el cuerpo estd bajando).

Asi la velocidad media en el intervalo [, 1.5] sera:

= 6413

bt

= - 12.26 m/s

Ahora, considerando el instante t =1 y después de haber transcurri
do At segundos, la distancia seri:

v = —=9.81 At - 4.905 (At)?
i t

A = -9.81 - 4.905 At

Tomando valores de At cada vez menores, la velocidad media se acer-
ca cada vez mds a -9.81 m/s. Por ejemplo si At = 0.1, la velocidad
es -10.30 m/s. Si At = 0.01 serd -9.86 m/s.

Lo importante es que se puede obtener la velocidad media tan cerca de
-9.81 como se desee, con sélo tomar a At Jo suficientemente peque~
fio. 0 sea que:

lim Vg = lim (-9.81 - 4.905 At) = -9,81 m/s
At >0 At >0

y es 16gico 1lamar a este 1imite, velocidad instantanea en t =1.0s.

Con esto se puede concluir que, para obtener una velocidad instanta-
nea en cualquier instante t, bastard obtener el 1imite de la veloci- -
dad media cuando At -+ 0.
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V(t) = lin Vy = lin S 88) - £(6)
At>0 at+0 at

La expresion anterior es claramente la definicion de derivada aplica-
da a la funcidén £(t) : £'(t) = V(t).

Se escogid un problema de velocidad por 1a familiaridad que el alumno
tiene con este tipo de fendmenos, pero existen infinidad de problemas
fisicos y geométricos en donde el concepto de derivada surge en el so-
1o andlisis del problema.

III.1.2 INTERPRETACION CEOMETRICA DE LA bERIVADA

TANGENTE A UNA CURVA.- E1 trazo de la recta tangente a una curva en
un punto dado de ella, es una herramienta importante en la resolucidn
de muchos problemas geométricos y matemdaticos en general.

Antes de 1a invencion del cdlculo diferencial, el problema de trazo
de la recta tangente pudo ser resuelto sdlo para algunos casos especia
les. Por ejemplo, la recta tangente a una circunferencia en un punto
de ella se 11egd a trazar, sabiendo que &sta era perpendicular al ra—
dio correspondiente en dicho punto. Sih embargo para otro tipo de cur
vas la solucidn al problema no habia sido satisfactoria.

Fue hasta la aparicion del matemdtico francés Pierre de Fermat, cuan-
do se concibid la recta tangente a una curva, como la posicidn limite
de 1a recta secante a dicha curva cuando 1os dos puntos de intersec—
cidn de la secante con la curva se aproximan uno al otro.

La idea que tenia Fermat acerca de lo que debia entenderse por posi-
cibn Limite de La secante, era vaga e imprecisa y no 1legd a estable—
cerse un método generalizado que pudiera ser aplicable a cualquier ca-
so.

No fue sino hasta la publicacion de los trabajos de los matemdticos
Isaac Newton y Gottfried W. Leibniz, relativos a la formalizacion de
los conceptos de 1imite y derivada, cuando se dispuso de las herramien
tas necesarias para precisar la solucidn del problema de 1a recta tan-
gente a una curva en un punto.

Consideremos yna curva continua y en ella un punto fijo P. La recta
que pasa por el punto P y corta a la curva en otro punto Q, se 1la
ma secante de la curva. (Véase figura II1.2.).

Si se mueve el punto Q sobre la curva acercdndose al punto P, 1la
secante gira alrededor de P, y tiende a una posicion 1imite que es la-
recta PT.

x|

Figura III.2

Se considera que la recta PT es el limite de la secante PQ y se
define como la tangente a la curva en el punto P.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA.- A continuacién se analiza-
ra el significado geométrico de 1a derivada de una funcidn en un pun-
to cualquiera %o, teniendo presente que:

£ - £(x) | g, £l + ) - £Gx)

£ = 1i
(x0) im o Foaia® Ax

x->xo

Parq ello considérese una curva C que sea la grafica de una funcidn
continua f cuya ecuacién sea y = f(x).



Considérese ademds sobre 1a curva c:

= un punto P (x4, y,).
= un punto Q (x, y).

- la recta tangente PT a la curva C en X

- 1la recta secante PQ a la curva C, tal y como
se muestra en la figura III.3.

Y4

/ A @

- o //T

4 |

Figura III.3

De la figura anterior se puede observar que:

- Si el punto Q se mueve sobre la curva c, el angulo de inclinacién
6 de la secante PQ es variable. Si Q se acerca a P, entonces el
angulo 8 se aproxima al dngulo de inclinacién o de la recta tangen-
te PT. Lo anterior se puede escribir simbdlicamente como:

lim 6 = o
Q+P

que se lee:

el angulo 6 tiende al valor del angulo o cuando el punto
Q tiende a la posicién de P.
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- E1 hecho de que q tienda a P implica que x tienda a Xos €S de
cir:

Q+P & x + x4
Considerando el tridngulo rectdngulo PQM se tiene:
£Qx) - f(x9) _ > s T
X - X4 X =~ Xq
Teniendo en cuenta lo anterior, se tendra:

lim LX) - £(xo) = lim tan 8

X Xg r o

X+ Xg

Considerando que 1a funcidn tangente es continua en el intervalo
(- % s %) se tendra:

lim tan 8 = tan o = mpt
X+ Xg

o cual significa que la tangente del dngulo de inclinacién de 1a rec-
ta secante, o sea la pendiente de PQ tiende a la pendiente de la rec
ta tangente PT si el punto Q tiende a Pp. -

De 1o anterior, se puede concluir:

£'(x0) = lim _____lf(xi = flxo) Tpt

- X
X+ %o 9

1o que significa que la derivada de una funcidn y = £(x) en un punto,
es igual a la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto

IIT.1.3 NOTACIONES

Hasta este momento se ha utilizado como notacidn para la derivada de
una funcidn f(x), a f£'(x). Pero existen otras notaciones las cuales
indican lo mismo. Asi la derivada de una funcidn y = f(x) se puede
escribir:
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y' o bien f'(x) que es la notacidn de Lagrange.
Dyy & Dy £(x) cque es la notacidon de Cauchy.
dy o 4 f(x) que es la notacion de Leibniz.
dx dx

}; 5 f(x) que es la notacidn de Newton.

La notacidn de Lagrange sugiere que al derivar una funcién y = f(x)
en todos los puntos de su dominio, se obtiene otra funcién y' o= £' (%),
cuyo dominio estd constituido por todos los puntos del dominio de la
funcidon y = £(x) para los cuales existe la derivada.

Esta notacidn resulta Gtil también al representar el valor de la deri
vada £'(x) para un valor de x determinado x = x,, escribiendo f'(xo),
como es el caso de] ejemplo III.1 donde £'(3) = 6 es el valor de la de
rivada de £(x) = x* cuando xo = 3.

La notacidn de Cauchy permite representar el proceso de obtencidn de
la derivada de una funcidn como un operador (Dx) que aplicado a la
funcidn y = f£(x) la transforma en la funcién y'o= f(x):

Dy f(x) = £'(x)

Respecto a la notacidn de Leibniz —gi—, aunque tiene la forma de wun

cociente, por ahora se considerard que dicho cociente representa un SO
1o ente.

®
NOTA: En el capitulo VI se verd que la derivada en si es un co-
ciente y se aplicard este hecho a fines especificos.

Esta notacidn también permite representar el proceso de derivacién con

el operador 7%? > que aplicado a una funcidn, la transforma en su deri
vada.

d—i £(x) = £'(x)

Newton utilizd su notacién primordialmente en problemas fisicos, don-
de la variable independiente es el tiempo, por 1o que por costumbre,
esta notacidn se usa frecuentemente en mecinica y en general en proble
mas donde el tiempo es la varjable independiente.

En el desarrollo de estos apuntesse empleardn indistintamente las no-
taciones anteriores segln la conveniencia que presenta cada una.

III.1.4 CALCULO DE LA DERIVADA A PARTIR DE LA DEFINICION

Como se ha visto, la derivada de una funcign y = f(x), es:

y' = f'(x) = lim f(x + Ax) - f(x) . _
Az e » por 1o que para obtener la de

rivada de una funcién, es necesario calcular el 1imite anterior. Una

forma de hacerlo es sustituir los elementos necesarios dentro de la ex

presion de 1a definicidn, hacer las simplificaciones adecuadas y calcu
lar el 1imite.

Otra forma es aplicar el método de los cuatro pasos, que es solamente
un procedimiento ordenado y posibiemente mis comodo, para obtener la
derivada de una funcién por medic de la definicign.

'METODO DE LOS CUATRO PASOS:

Partiendo de la regla de correspondencia:
y = £(x) ssw 1)

Primer paso: Se incrementa en Ax el valor de la variable independien
te, resultando incrementada la variable dependiente y,
en Ay.

y + Ay = f(x + Ax) wie o (2)

Segundo paso: Se calcula el incremento de la variable dependiente,
restando ordenadamente la expresién (1) de la (2).

by = £(x + bx) - £(x) NG

Tercer paso: Se calcula el cociente de los incrementos, dividiendo
la expresién (3) entre Ax.

by _ f(x + 8x) - £(x)

Ax Ax e (B

Cuarto paso: Se calcula el 1imite del cociente de los incrementos

%% , cuando el incremento Ax tiende a cero.

lim Ay _ lim f(x+8x) - f(x)

Lx>0 Ax  Ax~>0 Ax )



Si este Timite existe, entonces dicho 1imite es la derivada deseada:

lim Ay _
Ax+0 Bx - DxY

Yy se dice que la funcién y = f(x) es derivable.

Es conveniente observar como los tres primeros pasos son puramente me
canicos y se hacen en forma rutinaria. E1 cuarto paso requiere un po-
co mis de ingenio y manipulacién algebraica para calcular el 1fmite.

Si y = £(x) es una funcidn continua, se tiene lim Ay = 0 con lo
Ax+0

que en (5) se tendrd el Timite de un cociente donde el numerador y

denominador tienden a cero, y sin embargo, puede existir el limite.

Ejemplo III.2
Calcular la derivada de f(x) = 3x? + 1

Solucidn

1°) f(x+ Ax) = 3(x + Ax)% + 1 = 3x% + 6x Ax + 3(Ax)2 + 1

2°) f(x + Ax) - £(x) = 3x% + 6x Ax + 3(Ax)2 + 1 - (3x% + 1)

[]

6x Ax + 3(Ax)?

2
3%) f(x + Ax) - f(x) _ 6x Ax + 3(Ax)° _ e ahe
Ax Ax
4°) lim f(x + Ax) - f(x) _ lim (6x + 3Ax) = 6x
Y Ax>0 Ax “Ax~+0
esto es:
£'(x) = 6x

Ejemplo III.3

Obtener: Dy (

témese: f(x)

LB L
X = ~—
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Solucidn

° I 1

5y f(x+Ax)-——-—-x+Ax

° - o 1 _l_x-(x+Ax) - Ax
%) f(x+ M) £(x) X+ bx  x  x2 + xbx T x? + xbAx

- Ax
3°) fx+Ax) - £(x) _x2+xAx _ -1
Ax Ax x? + xAx

4°) lim f(x + Ax) - f(x) _ lim -1 e
. Ax+0 Ax TAx+0 x2 + xAx %2

0 sea:

Es conveniente, observar que este procedimiento para el cdlculo de la
derivada, es la reafirmacion del concepto de derivada, y no es un méto
do practico para derjvar. Mis adelante se encontrardn férmulas de de
rivacion generalizadas para cualquier tipo de funcion, mismas que sede
ducen a partir de la definicion.

Ejemplo III.4

Calcular: 4 % = 2
dx

Sea: y =vVx -2

Solucidn

1°) y+ Ay = Vx + Bbx - 2

2°) Ay = Vx + Ax - 2 - Vx - 2

by _ x+bx-2- Vx-2

Ax Ox

4oy lim by _ Lim Ve + bx - 2 - Vx -2
Ax+0 Ax Ax—+0 Ax




96

Para calcular este limite conviene racionalizar el numerador del o 2% + 2Ax + 3 2x + 3 (2x + 20x + 3) (x~1)-(2x + 3) (x+Ax-1)
cociente incremental. Esto se logra multiplicando y dividiendo 2°) AR S x + bx - D(x - 1)
por el conjugado de dicho numerador.

2x% - 2x + 2xAx - 20x + 3x - 3 - 2x® - 2xAx + 2x - 3x - 3Ax + 3
(x+ 0x - (= - 1)

x+hx -2 -Vx-2_ (fx+bx-2 -Vx-2)(Vx+8x-2 +/x-:

Ax -5 Ax
bMx (Vx + Bx - 2 + vVx =2 e ax
i v ) GFox-D&G-D

- x+Ax-2-( x-2) - Ax 3°) by _ =5 bx - x —i\ ,
M (Vx+bx-2 + vVx-2) Bdx(vx+obx-2 + Vx-2) Ax Bx (x+Ax - D(x-1) (x+bx- D(x-1)

oy lim Ay _ lim =5 " -5
1 A)Ax*'O bx Mx+0 (x+bx-DE-1) &-DE-1

/x+A0x -2 + Vx-2
dy _ =5
entonces: dx  (x - 1)2

lin Ay _ lim 1 e 1 P
Ax+0 Ax Ax+0 Vx+Ax~ 2+ vVx~-2 vVx-2+vVx-2 2/x-2

esto. es:
&y . 1
x X k-2
III.1.5 FUNCION DERIVADA
En los temas anteriores se han tratado derivadas de funciones alge-
Ejemplo III.5 braicas por ejemplo:
Aplicando la definicidn de derivada (método de los cuatro pasos); Y sy 1 s x2= 2x
hallar la derivada de la funcidn: Ox 2;x -2 Dx
y = 2x + 3 En este tema se debe puntualizar que la derivada de cua1§uier funcién
x-1 es otra funcidn. As7 la derivada de la funcion &(x) = x* es la fun-
cibn f£'(x) = 3x%.
Solucidn Al derivar una funcidn f£(x), se obtiene otra funcidn £'(x) 1lamada
funcion derivada que tiene como regla de correspondencia al 1imite:
5 f(x + Ax) - f(x
£'(x) = lim flx 4 M) - £(x)
o S 2(x+AMx) +3 Ax
1) y+ by x+ Ax -] bx+0

siendo su dominio el conjunto de valores x del dominio de y = £f(x)
en donde el Timite anterior existe, o sea, donde la funcion y = £(x)
es derivable.

Entonces de la funcidn:



f(x + Ax) - f(x

£= {9 | y=£() = lin sxeD
Ax~+0 bx f~}
Dgt © D¢

E1 proceso de derivacion se puede entender ahora como un operador "p"
que transforma una funcidn en su derivada.

Funcidn Operador Funcidn derivada

y = £(x) Dx y' = £'(x) = Dy £(x)

La notacidn de Cauchy para la derivada es apropiada cuando a la deri
vacion se Te trata expresamente como el operador que realiza la trans-
formacidn.

Ejemplo III.6

Obtener la funcidn derivada y el dominio de:

y = £(x) =%x2; xe (-3, 2)
graficar y=£f(x) y y'=f"(x)
Solucidn

Si y = % x?; aplicando el método de los 4 pasos se tiene:

1

1 y+ly =7 G+ 002 =1 B2+ 2l + (402 ]

2) by =% [+ 2xbx + (802 -3 =1 (xx + 0D
oy Ay o1 [2xdx + (M2 _ Ax
) &3 l: i R 5

oy lim Ay _ lim Ax) _
) ax+0 T “ax~0 <“+ 2 %

y'=Dx—;~x2=x = f'(x) = x

El dominio de y' = f'(x) est3d determinado por todos los valores de
x donde es derivable y = f(x) y por ser &sta un polinomio, es deri-
vable en todo su dominio, siendo el dominio de y' = f'(x) el mismo
que el de y = f(x).

Df = Df' = {x|x e (-3, 2)}

Las grificas de y =
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f(x) y y' = £'(x) se muestran en la figura IIL.4.

Y f'(x) A}
4.5
L4
. 31
2 y=f(x) 21 y' = #'(x)
-1 1
SRR R S O R PO PO e g 0 3 X
|
- -2
F -3
Figura III.4
Ejemplo III.7
Obtener la funcidn derivada de la funcidn £(x) = V%

Solueidn

Aplicando el método de los 4 pasos se tiene:

1°)
2°)

3°)

4°)

f(x + Ax) = Vx + Ox
flx + Ax) - £f(x) = Vx + &x - /x
f(x + &%) - £(x) _ Vx + Bx - /%
Ax - Ax
lim  f(x + Ax) - f(x) _ lim /% + Bx - vx
Ax+0 Ax TAx+0 Ax
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Racionalizando el numerador se tiene:

Vx+Ax-/;=/x+Ax-/; Vx + bx + /x
Ax Ax T Vx + Bx + /x

- X + Ax - x - Ax o 1
Ax (Vx + Ax + Vx) Ax (Vx + Ax + Vx) VX + Ax + /X

entonces:
lim f(x + Ax) - f(x) _ lim 1 - 1 _ 1
Ax >0 bx Ax>0 Vx + dx + vk Kx + vx 2V

La funcidn derivada es: f'(x) = 2%;

Obsérvese que el dominio de y = f(x) es el conjunto de los rea-
les positivos y el cero; sin embargo para x = 0, y' = £'(x) no e
xiste, luego:

Df' = {x|x e (0, ™)}

III.1.6 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Anteriormente quedd establecido el concepto de derivada de una funcidn

y = £(x) mediante la expresidn:

f(x + A0x) - £(x

" = e
£'(x) = 1lim. N

Ax+0

Si esta nueva funcidn y' = £'(x) es derivable, entonces al derivar-
la se obtiene otra funcion de x que puede representarse con f'(x) y

que se Tlama 4egunda derivada de £a funcibn y = £(x).

Esto es:

£'(x) = Dx £'(x) = lim f'(x + Ax) - £f'(x)
Ax+0 Ax

Las notaciones que representan a la segunda derivada de la funcidn
y = £(x) y que son consecuencia de las ya conocidas para la primera
derivada son:

2 2
dfy £G) 3 y" & £'(), Dy 8 DI £(x); ¥
dx? dx X X

De 1a misma manera, si la segunda derivada de una funciéh es deriva-
ble, se obtiene al derivarla, la tercera derivada de la funcién origi
nal, que se representa con: ’

4t 2 .
—E“%* =5 B, Yy () Di y = D; f(x); vy
X dx

Al seguir derivando sucesivamente una funcion y = £(x), la enésima
derivada, donde n e N o > 1, es la primera derivada de la (a - 1)
derivada de y = f(x). Es decir, si todas las derivadas sucesivas has
ta la de orden n -1 son derivables, la enédsima derivada de y =£f(x)
(o de orden n) se obtiene aplicando el operador derivada a la funcién
obtenida al calcular la derivada de orden n - 1,

n (n-1)
f(n)(x) = % f(x) = dix {f " (x)] =
_ lim f(n_l)(x + Ax) - f(n_l)(x)

Ax~>0 Ax

Obviamente las notaciones que se emplean para la derivada de orden n
de la funcién y = f(x) son:

En Ta notacion de Lagrange por comodidad se emplea un nimero romano
cuando el orden es mayor que tres y la notacién de Newton no se emplea
para derivadas sucesivas despuds de la tercera.



Ejemplo III.8

Calcular todas las derivadas de orden superior de la funcidn:
£(x) = 2x¥+ x2 + 1

Solucidn

Aplicando el concepto de derivada de una funcidon sabemos que:

d _ lim f(x + Ax) - f(x)
ax 1) =p50 Ax
entonces:
1f(x) _lim 2+ M0+ (x+ M0+ 1 - 6P+ x® 1)
dx Ax+0 Ax N

Clim 2 x4 3 Ak 302 + M0 |4 x® 4 2xAx + (M0%+1- 2% -1

“Ax>0 Ax

_ lim 6x® Ax + 6x(Ax)” + 2(Ax)® + 2xAx + (Ax)?
Ax~0 Ax

_ lim
Ax+0

[waz + 6xAx + 2(Ax)? + 2x + A}a
d 2, - i .
= f(x) = 6x° + 2x que serd la primera derivada.

Derivando nuevamente obtendremos:

2

d d 11 ' T
5z ) = Dy 4 £(x) =Ax:ﬁuo fx+bx)- £10 A’Zl £1(x)
ey = MM BGe+ 80?4 2(x + Ax) - (6x” ¥ 2) _
dx? bLx >0 Ax B

Jlim 6 0x® + 2x 4+ (a02] 4 20k + M) - 6x® - 2x _

bx >0 bx
_ lim 12xAx + 6(Ax)? + 2Ax _ lim
= Ax+0 A% = hx+0 (12x + 64Ax + 2)
esto es:
2
d—ﬁ-ﬁ—’ﬁ = 12x + 2 siendo ésta la segunda derivada.
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i 3
Procediendo de igual forma obtendremos %;3- f(x), como:

T Lk im £t 00 - £'G)
£ = Dy g £y =, MM 200 - £00
A® gy - lm 126t bx) +2- (U2x42)
dx3 Ax~+0 Ax
_ lim 12x + 12Ax + 2 - 12x - 2 _ lim (12) = 12
T Ax~+0 Ax T Ax>0
o sea:
3
g d}f;(X) = 12 que es la tercera derivada.

Habiéndose obtenido todas las derivadas sucesivas diferentes de
cero, si se aplica nuevamente el operador derivada a la funcidn
f'"(x) se obtiene la cuarta derivada:

d" fx) _ a4 [d e _ 4 _
ol = i - B Bl o S

Se observa que todas las derivadas sucesivas de orden superior al ter
cero seran iguales a cero.

Por tanto se puede inferir que cuando se tiene una funcion polindmica,
1a derivada sucesiva distinta de cero de mayor orden que se puede obte-
ner, es de orden igual al grado del polinomio.

Asi en el ejemplo anterior se tiene un polinomio de tercer grado, por

1o que las derivadas sucesivas serdn diferentes de cero, sdlo hasta la
tercera derivada. :

Ejemplo III.S

Obtener la segunda derivada de la funcidn f£(x) = %
Solucidn
= 4 d (1 1 -
Segin el ejemplo IIL.3, e <;) =) g = X 2
Derivando ahora f'(x) = - ;l-z por el método de los 4 pasos:

1 £ 8 - -
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-x? 4+ (x + bx)?

x + bx)Z x2

n

2x0x + (Ax)*
T(x ¥ bx) 2 x2?

£'(x + Ax) - £'(x) _ 2xbx + (8x)?

Ax T Ax(x + bx)2 x2 =
- 2x + Ax
(x + bx)? x 2
4°) lim f£'(x + 0x) - £'(x) _ 2x 2
Ax >0 X x)? x2 ~ %9
Esto es:

a? i) e RN
dx? (x hxa_2x

Se observa en el ejemplo anterior que al aumentar el orden de las deri
vadas sucesivas, el exponente negativo de la variable independiente tam
bién aumenta en valor absoluto, 1o cual hace ver que la funcidn dada
tiene una infinidad de derivadas sucesivas.

Se dice que una funcidn £(x) es infinitamente derivable en un punto si
existen todas las derivadas de orden superior para dicho punto x, es de
cir, si £(n)(x) existe para n = 1,2, 3y i

Una funcidn £(x) serd infinitamente derivable en un intervalo, si es
infinitamente derivable en cada punto de dicho intervalo.

La funcidn del ejemplo III.9, es infinitamente derivable para toda
x # 0.

Cuando se vean las derivadas de las funciones transcendentes se tendrin
otros casos de funciones infinitamente derivables.

I11.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

III.2.1 DERIVADAS LATERALES

De 1a definicidn de derivada y por los conceptos de 1imites laterales
estudiados en el capitulo anterior, se infiere que la existencia de la
derivada, siendo ésta un 1imite, estd relacionada con la existencia de
los limites laterales y con la igualdad entre ellos:

si: : .
E Dy £(x0) = Ailino' £f(xg + A)A(i f(xg)

lim f(xo + Ax) - f(xo) _ lim  f(xo + Ax) - f(x0)
Ax+ 0~ Ax Ax ~0t Ax

Por su estructura, es 16gico 1lamar a estos 1fmites laterales, deriva
da lateral por la izquierda y derivada lateral por la derecha, respec-
tivamente.

Derivada lateral por la izquierda:
f(xo + 8x) - £(x)
Ax

£' (xg) = 1lim
Ax>0~

Derivada lateral por la derecha:

£(x, + Ax) - f(xo)
Ax

r,(x,) = lim
e A.x*D"'

Con 1o anterior:

ST 10 3 = £(x) = fllxg) = £ (x)

Ejemplo III.1l0

Calcular las derivadas laterales de la funcidn f(x) = 2x + 1;
para xgo = 3,

Solucidn

Para calcglar la derivada por la izquierda £'(3) se requiere ha-
cer Ax + 07, 1o cual implica que Ax < 0, entonces:

i _ lim  £(3 + Ax) - £(3)
EO) pso =

£r(3) = 1B 20+M0+1-2() -1 _ lin 6 +2Mx+1-6-1 _ lin 28x
- Ax+ 0" Ax Ax~0" Ax T Ax+0" Ax



£'(3) = lim 2 = 2, por lo tanto, £(3) =2
- Ax>07

Para calcular la derivada por la derecha f_"_(3)

se requiere ha-
cer Ax>0t o sea Ax>0.

£1(9) = 1in LO+ M0 = Q)

Ax~ ot Ax
£,(3) = lin 0% 28x tlo6-1 L 22:“ = lim  (2) =
bx~+0F X Ax+ 0t Ax+ 0t

]
[S)

por lo tanto, f_;_(3)

Evidentemente:

£1(3) = £,(3) = '3 =2

Ejemplo III.1ll

Calcular las derivadas laterales de la funcidén f(x) = xz/a, pa—
ra x; = 0.

-Solucidn

Haciendo x = X, + Ax, si Ax~+0 entonces X+ Xg

Una expresidn equivalente a:

f(xo + 8x) - £(xp)

' _oqs
£ (xo) = lim x

* Mx+0

es:

£'(xg) = tim £(x) - f(xo) _ lim Ay
o) =

X+ Xg X - Xgo Ax+>0 Ax

la cual se puede aplicar en este caso, asi:

f(x) - £(x,) .

. L5 1(0) = 1im £ - £(0)
£ (%) :]:FO P £' (0) lim _ 0

' S f(x) -~ £(0
£,0) 'il_»mo.,. x -0

por lo tanto:

freoy < Lim 22/2- 0 _ lim 1

= —— - ©
x+0" " x x+0" 35 7
Y 2/3
v _ lim x -0 _lim _1
f+(0) x~+0t x x+0t 3/;-’+ @

La funcidn f(x) = x4 no es derivable para X, =0

DERIVABILIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO.- Se sabe que una fun-

cidn y = £(x) es derivable para un valor %o de la variable independien
te, si existe la derivada:

£1 (x0) =A1:’u~n f(xQ + Ax) - f(x)

x+0 Ax
¥ la existencia de ésta implica el cumplimiento de £ (x0) = f;(xo).
Obsérvese, para que la funcidn sea derivable en xo debe estar defini-

da en un entorno de x,. Si no estuviera definida por ejemplo a la iz-
quierda de x5, no existirfa £'(xp).

Si la derivada £'(x) existe en todos los puntos de un intervalo abier

to (a, b), se dice que la funcién y = f(x) es derivable en el interva-
1o (a, b).

Cuando la derivada £'(x) no existe en uno o mis puntos del intervalo
(a, b), la funcién y = £(x) no es derivable en dicho intervalo.

Si el dominio de una funcidn continua y = £f(x) es el intervalo cerrado
[Ca, 7] no puede hablarse de derivabilidad de 1a funcion en el interva-

To s, b] dado que:

@i = @3 yaue £, F =505,
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Ejemplo III.12

Dada la funcidn f(x) = 3x2 + 1, investigar si es derivable en el
intervalo (-2, 5).

Solucidn

Segtn el ejemplo III.2, la derivada de la funcidn es f'(x) = 6x,
y esta derivada si existe para todo valor de x, luego la funcidn
f(x) = 3x2 + 1 s1 es derivable en el intervalo (-2, 5).

Ejemplo III.13

Investigar si la funcidn f(x) = % es derivable en el intervalo
(-1, 3).

Solucidn

Tomando en cuenta que la derivada de f(x) = % es f'(x) = - ﬁ?

seglin se vio en el ejemplo III.3, puede observarse que f'(%x0) no
existe para Xo = 0 y como x¢ = 0 pertenece al intervalo (-1, 3)
se concluye que la funcidn dada no es derivable en el intervalo

(-1, 3).

Ejemplo III.14

Dada la funcidn f(x) = + vx - 2, decir si es.derivable en el in-
tervalo (1, 4).

Solucidn

La derivada de esta funcidn se obtuvo en el ejemplo III.4, y es

£'(x) = Ejiif=§. Esta derivada no existe si x < 2, luego la fun

cidn dada no es derivable en todo el intervalo (1, 4).

III.2.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

E1 hecho de tener una funcidn continua en un punto implica que la funcién
cumple con ciertas condiciones en ese punto y si es derivable en el mismo
punto, significa que tiene ciertas propiedades en el punto. Por lo tanto,
es 16gico cuestionar si hay alguna conexidn entre el concepto de continui-
dad y el de derivabilidad de una funcidn en un punto.

Una respuesta a esta cuestidn estd incluida en el siguiente teorema:

TEOREMA III.1
Hipdtesis:

La funcién y = £(x) es derivable en el punto x = x_.

Tesis:

La funcion y = £(x) es continua en x = X, .

Demostracidn:
Como 1a funcidn es derivable en el punto x = x, , existe
£(x; + Ax) - £(xy)
ahora bien el incremento de 1a variable dependiente Ay que correspon-
de a Ax en ese punto es:
by = £(x1 + Ax) - f(x1)

multiplicando y dividiendo el segundo miembro de esta igualdad por Ax
queda:

by = f(x1 + A)A(})( - f(x;) Ax

tomando Timites cuando Ax tiende a cero queda:

- 5
Lin Ay = 1im £00 * 80 - FGa) | g0 0 o £'(a) €0) = 0
Ax+0 Ax—+0 Ax Ax+0

esto es: lim Ay = 0

Ax >0

Lo cual significa, segdin 1o tratado en el capitulo II, que la funcién
y = £(x) es continua en el punto x = x,, quedando asi demostrado el teo
rema.

Con'este teorema se ve que toda funcién derivable en un punto es
cont1gua en &1, pero la afirmacion inversa no es verdadera, no toda
funcidn continua en un punto es derivable en el mismo.

Esto se evidencia en los dos siguientes ejemplos:



Ejemplo III.15

Hacer ver que la funcidn y = Ix = 2[ es continua para x1 = 2

pero no es derivable en este punto.

En efecto para hacer ver que la funcién y = |x - 2[ es conti-
nua para x; = 2 basta demostrar que en ese punto se cumple:

lim Ay =0
Ax~>0

Se tiene para cualquier valor de x que:

by = |x+ Ax - 2| - |x - 2|
y para x; = 2 : Ay = |2 + Ax - 21 - |2 - 2! = IAx|
luego:
lim Ay = lim |Ax| =0 Q.D.
Ax~+0 Ax~+0
Para demostrar que la funcién y = |x - 2| no es derivable para
x1 = 2 considérese el hecho de que dicha funcidn puede escribir
se:
=X + 2 si x < 2
y =
x -2 si x> 2

y calclilense las derivadas laterales de la funcidn en el punto da
do.

La condicidn Ax > 07 implica Ax < 0 y IAxf = - Ax por lo
cual:

lim Ay _ lim I Axl lim -Ax

bx>0" Ax 4ax~0" Ax  Ax~+0" Ax

£1(2) =

_lim (-1) = -15 £'(2) = -1
Ax~> 0"

Ahora Ax > 0% implica Ax > 0 y le[ = Ax
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luego:

£,(2) = lin —Lﬁ =1iu _Ll_ﬁx = lim AA;‘
Ax»ot B Ax»ot O ax~0ot

lim (1) =1 f;(Z) =1

Ax+0

Como las derivadas laterales son distintas: f1(2) # f;(Z), la
funcidn y = Ix - 2| no es derivable para x; = 2.

YA

Figura III.5

Se confirma con el ejemplo anterior que no toda funcién continua en
un punto es derivable en el mismo, y se insiste un poco en esto con el
siguiente ejemplo:

Ejemplo III.16

Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcidn f(x) = x 2/3

en el punto x,; =0

La continuidad en x; = 0 puede estudiarse investigando si se cum-
ple la condicidn de continuidad:

lim f(x) = f(a)
x> a
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para lo cual se procede siguiendo los pasos:
a)  £(0) =0% =0 3

b) lim f(x) = lim x% = 1in j x2 =0

x>0 x>0 x+0
c) lim  f(x) = f(0) = ¢
x+0

luego la funcidn es continua para x; = 0

La derivabilidad de 1a funcidn se estudia ahora calculando, prime
ramente la derivada para cualquier valor de x aplicando la defi-
nicidn:

- 2 -
£00 = lin LEER0 - 160 | o g - oY ox G
Ax+0 * Ax+0 x

racionalizando el numerador para poder calcular el 1imite:

[(x + Ax) % - xz/a'] [(x + ax)*s 4 (x + bx)24  x2A 4 x"/3]
= lim

f'(x) =
8x+0 bx [(x + 80" + (x + 0% 3% 4+ 4 1
£'(x) = lim (x + Ax)2 - 2
Ax >0 Ax [(x + Ax)% + (x + Ax)%5 x4 + x*4 :]
£(x) = lim x% + 2xAx + (Ax)2 - x?
Ax+0 Ax [(x + bx)*4  + (x + Ax)%8 x4 x"/é]
£6) = 1% 2x0x + (Ax)?
Ax—+0 Ax E(x + Ax)Ys  + (x + Ax)z/a x% + x%:]
£1(x) = lim 2x + Ax

Ax+0Q (x + Ax)"/3 + (x + Ax)%B x4 x*s

obteniendo el limite anterior:

2x 2
£'(x) = = ) = —=£
5+ X x4 x*h 8 3 x%

por lo tanto:

f'(x) =

Como se puede apreciar en el resultado

2
3x %

anterior, f'(x) no existe

para x; = 0, por lo que f(x) = x2/3 no es derivable para dicho va-

lor, no obstante que si es continua.

La condicién de continuidad es necesaria
rivada, pero no es condicign suficiente.

para la existencia de la de-

Concluyendo, toda funcién derivable es continua. Pero el hecho de
contar con una funcién continua es s61o una condicién necesaria, pero
no suficiente para ser derivable. La otra condicidn necesaria para
poder asegurar la existencia de la derivada, es que las derivadas late
rales existan y sean iguales entre s7. (Véase inciso II1.2.1, de este

capitulo).

Asi una funcion y = £(x), es derivable en x;, si y sélo si las dos

condiciones siguientes se cumplen:

1) y = £f(x) sea continua en X1

) £16a) = £(x)

=  f'() 3

Y con cualquiera de ellas que no se verifique entences £'(x1) 3.

Ejemplo III.17

Trazar la grédfica de la funcidn dada,
X} = 4, encontrar f£'(x,) y £l (x), si

funcidn es derivable en X = 4,

x + 2 si X
f(x) =

-xX -6 si X

determinar si es continua en
existen, y determinar si la



Solucién

La grafica se ve en la figura III.6.

Y
-10 -8 -6 -4 -2 2 4
1 L 1 1 | L | =
X
- -2
I —4
-6
y=x+2
y=-x-6
Figura III.6
Primeramente se estudiard la continuidad de la funcidn para X, = -4

para lo cual habrd que probar el cumplimiento de:
a) Existencia de £(x,):
£(-4) = ~4 +2 = -2

b) lim f(x) = lim f(x) => 1lim f(x) 3
B +
x> X7 X+ %] XX,

Lim (x+2) =-4+2=-2; lim (-x -6)'= —(=4) -6 = -2
x+ -4~ x+-4%F

lim f(x) = - 2

X>-4

c) f(x1) = lim £(x)
xrx

£(-4) = lim £(x) = -2
x> -4

De lo anterior se concluye que las tres condiciones de continuidad

se cumplen para x; = -4 y y = f(x) es continua en dicho valor de
X.
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Se calculan ahora las derivadas f_‘_(xl) y f_"_(xl), si existen:

f_y(-é) = lim £f(-4 + Az) - £(-4) = lim (=4 + Ax + z) - (-6 + 2)
Ax~+ 0~ = Ax+0" e
= T —2+AX+4-2
Ax+0~ X

£! (-4) = lim - ﬁ: 5 para Ax # 0, se tiene =1

Ax
Ax+0 bx

£1(-4) = lim 1 =1
Ax+0"
"(4) = 1im LA+ Ax) - f(x)
£,(-4) lim - e
Ax+0
-4+ 8x) - 6 - [-(-4) -67]
£1(-4) = lim
+ Ax»+0+ Ax

f;_(—lv) = lim +4 - Ax —Zx—k + 6
Ax~+0

Ax
£' (-4) = lim (—- —— ) = 1lim (-1)
¥ ax» ot bx ) Ax+0

f;_(-A) =-1

ConclusiGn: puesto que f'_(—4) + f_;_(—A), la funcidn dada no es

derivable para x; = -4

Ejemplo III.18

Investigar la derivabilidad en x; = 0 de la funcibn valor absolu-
to f(x) = |x|.



106

Solucidn

Esta funcidn puede escribirse:

-x si  x < 0
f(x) =

En los intervalos (-, 0) y (0, +),
por ser polindmica.

Para investigar la derivabilidad para
que la funcidn es continua para x; = 0.
£(0) = 0

lim _£(x) = lim _(-x) =0
x>0 x>0

lim f(x) = 1lim (x ) =0
x+ 0t x+0t

lim £(x) = lim f(x) = lim £(x) = 0 => 1lim f(x)

x>0" x+ 0% x+0 x>0

la funcidn es derivable

x; = 0, primero se confirma

= £(0)

Por lo cual se concluye que la funcidn si es continua para x; = 0.

Ahora para investigar la derivabilidad en x, = 0, hay que proceder

1
empleando derivadas laterales.

£100) = 1im —EQ * 80 - £ (0)

Ax+0~ b
£(0) = lim _:_E‘.A;_Q_ = lim "If: -
Ax~+ 0" x> 0"

f;(O) = 1linm £(0 + Ax) - £(0) Ax - 0

= lim = lim

Ax+o0F bx Ax ot A Ax~>0

Como:

£1(0) # £1(0) => £'(0) 4

E1 cdlculo de la derivada de una funcién para cualquier valor de su do
minio, por el método de los cuatro pasos no es practico, asi que despuds
de haber cbtenido las formulas para derivar diversas funciones (III.3,

I11.4) se presentan ejemplos del estudio de la derivabilidad de una fun
cidn aplicando dichas férmulas.

III.3 FORMULAS DE DERIVACION

III.3.1 DERIVADA DE LA SUMA, EL PRODUCTO Y EL COCIENTE DE FUNCIONES

Dado que el proceso de derivacion por el método de los cuatro pasos
puede resultar muy laborioso si no se trata de funciones tan senci-
11as como las que se han derivado hasta ahora, se establecerdn algu-
nos teoremas sobre derivacidn de funciones tipicas que generan férmu

las cuya aplicaci6n permite el cdlculo de derivadas, con relativa faci
1idad. -

TEOREMA III.2 DERIVADA DE LA FUNCION CONSTANTE
HipOtesis:

Sea la funcidon constante f(x) = C.

Tesis:

La derivada de la funcifn constante vale cero.

DygC =0 (1)

Demostracidn:
Derivando dicha funcidn por el método de los cuatro pasos:

1°) y + Ay = £(x + Ax) C

n

2°) Ay = f(x+ Ax) - £f(x) =C-C=0



3°) Ay _ f(x + Bx) - £(x) _ 0 -0
Ax Ax

lim Au

bx+0 Bx = ET0
lim Av

Ax+0 Ax g' (x)
lim AMw _ .,
px~0 Bx - B0

son tales que la interseccién de sus dominios Df', Dg'
conjunto vacio.
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, Dh', no es el

TEOREMA II1.4 DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES
Hipdtesis:
Si y=u+v-w.

Tesis:

Dy (u+v—w)=Dxu+va~wa

. (3)

Ax
4°) in AL g et 0 - £ _ 150 () = 0
bx+0 7 Axs0 x bx >0
esto es:
Dy C=0 Q.D
TEOREMA II1.3 DERIVADA DE LA FUNCION IDENTIDAD
Hipotesis:
Dada Ta funcion identidad y = x.
Tesis:
La derivada de 1a funcidn identidad es igual a la unidad:
D,x =1 (2)
Demostracidn:
Aplicando el método de los cuatro pasos:
1°) y + Ay = x + Ax
2°) Ay = x + Ax - x = Ax
30) _AL= Ax =1
Ax Ax
4°) tin AL = 3im ) - g,
Ax+0 ¥ Ax-o0
s d:
Tuego: Dy x =1 0 bien: =1 Q.D.

En To que sigue, u = f(x), v=gx Yw= h(x) son funciones derivables

Yy sus derivadas:

Demostracidn:

Cuando a la variable independiente x se le da un incremento Ax a
las funciones . u, v ¥ w les corresponden los incrementos Au, Av y
bw, as que al aplicar el método de los cuatro pasos a la funcién dada

se tiene:

12) y+Ay=u+Au+v+Av—(w+Aw)

2% Ay=u+Au+v+Av—w-—Aw-u—v+w=Au+Av—Aw

o Az= Au Av A

3% Ax Ax+ Ax Ax

) Lin AX.pgn Auo o0 - lin AW

Ax~+0 Ax+0 X Ax+0 °¥ Ax+0 %
esto es:
Dx(u+v-w)=Dxu+va—wa Q.D

o bien:

Dy [Fx) + g(x) - h(x)] = D, £(x) + D, g(x) - Dy h(x)
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Esta férmula se generaliza siguiendo el mismo criterio para un nimero
fijo cualquiera de funciones derivables. Luego se dice que la deriva-
da de la suma algebraica de un nimero fijo de funciones es igual a 1la
suma algebraica de las derivadas de las funciones.

TEOREMA III.5 DERIVADA DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES
Hipdtesis:
Si y=uv
Tesis:
Dy (uv) = uDxv + vDxu e (4)
Demostracion:

Se hace aplicando el método de los cuatro pasos:
1°)  y 4 Ay = (u+ Au) (v + Av) = uv + uAv + vAu + AuAv

2°) Ay = uv + uAv + vAu + AuAv - uv = uAv + vAu + AuAv

-u—+v~—~}-AuA—V

oy Ay _ Av Au
E Ax Ax Ax Ax

4 lim Ay _ lim u lim AY+ lim v lim Au , lim Au lim Av
Ax+0 Ax Ax+0 Ax+0 Ax Ax=+0 Ax+0 Ax 'Ax+0 Ax~>0 Ax

pero:

1lim u=u, lim v=v v lim Au =0
Ax+0 Ax >0 Ax~+0

dado que u = f(x) es derivable y por 1o tanto continua, entonces:

Dyy = uDyv + vDyu+ (0) Dy v :,»I

Dy (uv) = uDgv + vDyu Q.D.

o bien:

Dx [ £(0 8] = £(0 g'(0) + g(x) £ ()

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la
primera funcidn por la derivada de la segunda, mas el producto de la
segunda por la derivada de la primera.

Esta formula puede aplicarse mis de una vez si se trata del producto

de n funciones derivables, haciendo uso de la ley asociativa de la mul
tiplicacion.

Corolario.- La derivada del producto de una constante por una funcidn
es igual a la constante por la derivada de la funcidn.

En efecto, al aplicar (4) y (1) a la funcién y = cv

queda:

Dx (Cv) = CDyv + vDxkC = CDxv + v (0)

Dx (Cv) = CDxv «oo (4a)

TEOREMA III.6 DERIVADA DEL COCIENTE DE DOS FUNCIONES
Hipdtesis:
Se tiene y = ff , v#0.
Tesis:

Dy u - uDyxV
Dy (M )Y xu-ubxV
x (=) 72 O]

Demostracion:

Se deriva la funcién y = —%— aplicando la definicién de derivada:

1°) y + dy =

o _u+ Au 3=v(u+Au)~u(v+Av)_
2)Ay_v+Av-v (v +4Av) v -
_ vu + vlu -~ uv - uAv _ _vbu - ulAv

v+ Av) v (v + Av) v



Au Av
30y Ay _ vAu - ulAv " V Thx UTAx
Ax Ax (v + Av)v (v +A4Av) v

Au Av

lim v 1lim

) e lim u 1lim R
4°y lim Ay _ . _Bx>0 AMx~>0 Ax~>0 Ax~+0
Ax+0 Ax lim (v + Av) 1lim v
* Ax+0 bx+0

Sabiendo que:
lim v=v, lim u=u
Ax>0 Ax~+0

y que:

lim Av =0
Ax+0

porque v es derivable y continua, resulta que:

vDyu=-uDbDyv

Dy s =

v v

Dx (_:—)= ) - Q.D
o bien:
f£(x) | _g(x) £'(x0) - £(x) g'(x)
X g(x) [eto 72

La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto del de-
nominador por la derivada del numerador, menos el producto del numera—
dor por la derivada del denominador y todo dividido entre el cuadrado
del denominador.

Corolario.- La derivada del cociente de una constante entre una fun-
cidn es igual al producto del simétrico de l1a constante por la deriva-
da de la funcidn dividida entre el cuadrado de la funcién.

Efectivamente aplicando (5) y (1) a la funcién y = % resulta:

Dx<£)=vaC-2CDxV=V(0)-EDXV = Dx(%>=_Cva . (5a)

v A4 v vZ

109

Observe que la derivada del cociente de una funcidn u entre una cons-
tante C # 0 puede calcularse aplicando (4a):

Dxu

B () = Dx ("é‘ u) = C

III.3.2 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A UN EXPONENTE NATURAL

TEOREMA II1.7 DERIVADA DE LA POTENCIA DE EXPONENTE NATURAL DE UNA FUN
CION

Hipdtesis:

Sea y = o

Tesis:

Dy ut = p o} Dyu oo (6)

Demostracidn:

Considerando primero la funcion z = x" y derivandola por el método
de 1c6s cuatro pasos:

1°) z + Az = (x+Ax)n

2°) Az = (x + Ax)n - X

aplicando el binomio de Newton y simplificando:

Az = x0 + nx0! Ax + “—(‘2‘,—'-2 X072 (Ax)? + - - - + nx (Ax)D! 4 (Ax)D - X
-1 - - -
Az = n x° Ax+%‘—~12-xnz(Ax)2+———+nx(Ax)n 1~i‘-(Ax)n
Az Ax[n @y L‘;rﬁ T2 R e 4 nx (Ax)n_2 + (Ax)n'ﬂ]
3 Bx Ax
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% =n 4 an-1) —l D) X% Ax e 4 nx (A" 2+ (ax)™}
X 2!
lim Az lim n-1 n(n - 1) n-» n-2 n—l]
—_—= —_—— r— A
Ax+0 B Ax—*O[nx + a1 X Ax + + n x (Ax) + (Ax)
n-1
=nx +0+--- +0+0
esto es: Dx x* = n xP7! ... (6a)
de aqui que: Dy ul = n u?!
ahora si: y = u?
como: Dy y =Dy y * Dy u segin se demuestra en el teorema III.8.
Dx u® = n ul™! pyu Q.D.

La derivada de 1a potencia de una funcién elevada a un exponente natu
ral, es igual al producto del exponente por la funcidn elevada al expo
nente disminuido en la unidad Yy por la derivada de la funcién.

En este teorema se establecid la férmula para la derivada de una po—
tencia solamente para exponentes enteros Y positivos, Sin embargo, la
misma formula vale para todos los exponentes reales, hecho que se pue-
de demostrar después de que se considere la funcidn logaritmica. Por
ahora se aceptard este hecho.

Corolario.- La derivada de la raiz cuadrada de una funcién es igual
al cociente de la derivada del subradical entre el doble de la misma
raiz.

Esto se verifica al aplicar (6) a 1a funcién y = va_ = o2

1

LY/ 1 - el A 1 1
Dxuz=v—-u2 Dou Du2=—1—u__‘ /2_ Dxu
2 x- ; Px ) szu;Dxu _—7_1
2472
esto es:

Dxu

DXVu = —

2/ u

Resumiendo las férmulas obtenidas:

DyC =0

Dyx =1

Dy (u+ v - w) = Dyu + Dx Vv - Dyw
Dx (uv) = u Dyv + vDyu

Dy.Cv = CDy v

" VDyu - ulby v

v

Dyu =nu Dyu

-1
D;,(m:n:nxn

Dxu
DxvYu =

2/u

Ejemplo III.I19

Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a) y=2+x%-5%"

. (6b)

(1)

(2)
(3)
(4)
(4a)

(5)

(5a)

(6)

(6a)

(6b)



Aplicando (3), (1), (6a) y (4a): Ejemplo III.20

Obtener el valor de la derivada
Dx ¥ = Dyx (2) + Dy (x%) = Dy (5 x*) = 0 + 3x2 - 20%° = 3x? - 20x° riable independiente.

_ 5 - 2x
a) y = 5 ¥ 2% o Para x =2

Para el valor indicado de la va-
b)  £(x) = (x* + 1)¥%2

Empleando (6), (3), (1) y (6a):

£10) =2 2+ DY Dy (x4 1) = S @ DY @x+0) =3k 4 Se tiene:
= y = .= 2%
o - o
O el = e V5 + 2x
luego:
Usando (5), (3), (6a) y (1):

-2 2 =¥5+2x V5-2x
/5+2 ( = ( >
Dy g) = AN D G2 - 3) - (o - 3) D +3) 2+ 3) 2w - (xF -3) 2x T \2S *\2/5+2x
X = - -

4y _ / = 5-2x T fskox
(2 + 3)2 (%2 + 3)? dx (/5 + 2x)2 5+ 2x
2x® + 6x - 2x° + 6x - 12x =5-2x-5+2x
2 2 B 2 2 i _ V5 - 2x ;5+2x= - 10
(x* + 3) (x* + 3) 5 + 2x (5+2x) V5 - 2x /5 + 2x
VaZ + 6%
d r-= a” + ; a es constante
0 dy _ - 10
dx (5 +2x) V25 “4x2
Se aplican (5), (6b), (1), (2), (3) y (6a);
g Do (a% + 0% S —— 8T (1) Fara:
dr _ 0Dg Va2 + 62 - /a2 + 62 Dg6 _ ° ajar ey Y2 B xl=2:§ﬂ Z - 10 _-10 _ -10
a6 - 62 - 62 - T (5+4) /2516 94 903
X1 = 2
26 S 8% —a%-¢2
e2|/a2+82_32+ez_;az+62 _ - a? idil =:_2.%9
h 62 B 62 T 82 Jaf | g? X
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b) f(x) = <2::; (3x - 1) para x = -3
' . 2x+1 _ (x+5) (2) - 2x+ 1) (1)
£ (x) —xF 5 (3) + (3x 1) 152
6x+3+(3x-l)(2x+10—2x—1) 6x+3+ 27x - 9
x+ 5. (x+5)2 x+ 5 (x + 5)2
_(6x+3) (x+5) +27x~-9 _ 6x> + 30x + 3x + 15 + 27x = 9 _
(x +5)2 (x + 5)2
_ 6x® + 60x + 6 _ 6(x> + 10x + 1)
- x+ 52 (x + 5)2
£'(-3) =69 -30+1) 6( ~20) -0 £(-3) = - 30
(-3 + 5)? 22

Ejemplo III.21

Dada la funcidn y = f£(x), trazar su gridfica, determinar en qué va
lores de x es continua y en qué otros es discontinua, asi como su
derivabilidad, argumentando todas las respuestas.

2x%  + 6x para =5 gx <=3
_ -x +2 _
f(x) = 3< = 3 para 3 <x< 2
x* o 4x 123 x 518
4 3 5 15

para 2 <

x<3

Continuidad en el intervalo

-5, -3).

En virtud de que la funcidn es

polinomial, en este intervalo la fun
cidén es continua.

Continuidad en el intervalo (-3, 2).

Por inspeccidn de la regla y =3 < %) se observa que es

discontinua para el valor x; = -3 solamente.

Continuidad en el intervalo

(2, 37]

Puesto que la funcidn en este intervalo es polinomial, la funcidn es
continua.

Continuidad en x; = -3

Para verificar la continuidad en x, = -3, deberdn probarse las tres

condiciones para la existencia de continuidad en un punto.

£(-3) = 3 [_‘T(;%.‘g_z_] = —Los— 5 £(-3) 3 » luego la funcidn es
discontinua para x; = - 3
Continuidad para x, = 2
=2+ 2
(@ =3 (5% -0 <ws (8
. . -x + 2
lim  f(x) = 1lim [ 3( X >] =0 (b)
x> 2 x>2 s
lim £() = 1im x4’ 123x 518
<ot s 4 3 5 15
lim  f(x) = 2" +JQL _ 123 (2) 518 _ o
ot 4 3 5 15
lim+ f(x) =0 oo (0):
x>2

Por (b) y (c):



lim f(x) =0, lim f(x) =0
x>2" x> 2%
luego:
lim  f(x) = 0 cen (d)
x> 2

Comparando (a) con (d), se tiene que:

lim  f(x) = £(2)
x+2

de lo cual se concluye que la funcidn

Mo en X, = - 3 no hay continuidad, la

es continua para X, = 2. Co
funcidn no es derivable en
este punto,

En x, = 2 s1 hay continuidad, por lo

cual la funcidn puede ser de-
rivable en dicho punto.

Para investigar esto, se procede a comparar las derivadas latera
les de la funcidn en el punto. 3

n (33 |5 St n 0 s

=5 _ -15
=3[ m+3n]"‘§?§?

__ =15 =15 _ 3
£@ =57 = 5= 5
b 3
x 4% _123x | 518 ] .3 2 _ _123
Dy [_Z_ + 3 = + 15 x7 + 4x

123 123 _ _40 + 80 - 123
f;(2)=23+4(2)2- 5 =8+16-T_*—5“—
3
' = sk
f+(2) 5

Al Py ' - ' —_-3.
@ =5@=t@=--32 3

La funcidn si es derivable para x, = 2.

Concluyendo,

la funcidn es continua en el intervalo [;5, é],
x # -3y es de

rivable en el intervalo (-5, 3), x # -3,
Para el trazo de la grafica,

que se ve en la figura III.7 se
Presenta una tabla de valores

x y f(x).

x fix)
3 | 1698
25| 363
2 0.00
15| 0.33
| 0.75

0.5 1.28
o 2

-05 | 3

-1 45

-5 7

-2 12

-25 | 27

=3 @©

35| 35

-4 8

-45 | 135

-5 20

I 2 3 4 X

Figura III.7

Ejemplo III.22

Dada la funeidn y =

£(x) definida por las siguientes reglas de co-
rrespondencia:

para -0 < x < -4

f(x) = 5+

T para -4 < x <8

para 8 < x < @

113
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determinar los intervalos de continuidad de la funcién, asi como
los puntos de discontinuidad y establecer si la funcidn es deri-
vable en los puntos x; = 4y X, = 8. Fundamentar las respuestas
y dibujar la gréfica correspondiente.

Solucidn

Continuidad en el intervalo ( -0o0,~4).

Por inspeccidn de ecuacidn f(x) = + — ~ se aprecia que la

funcidn existe para los valores de x correspondientes .a su inter-
valo de definicidn, y que son iguales a los valores de los 1imi-
tes respectivos, por lo que la funcidn es continua en (-, -4).

Continuidad en el intervalo (-4, 8).

También por inspeccidn de f(x) = 5 + ﬁ, se observa que el

dnico valor que la indetermina es x = 2; por lo tanto la funcidn
es continua en el intervalo (-4, 8) donde x # 2.

Continuidad en el intervalo (8, +o).

En virtud de que £(x) = 6, la funcidn es continua en su intervalo
de definicidn.

Para investigar la continuidad en x = -4, se probard la condicidm
que determina la continuidad en un punto.

6

f(-4)=5+T2— =4 e (a)
)
lin  £Go = lin + \J"E—= + \—%— -,
x> =47 x> =47
lim+f(x)= 5 + —“_:‘TQT =4
x*>=-4
Por lo tanto:
lim  f(x) = 4 AN-))
x> -4
Segln (a) y (b) la funcidn es continua en x = -4

Para investigar la continuidad en x = 8:

6
£(8) = 5+ 8-—2_6 sww ()
3 . 6 6 _
lim  f(x) = lim 5 + _2)=5+ 8-2—6 sos (@)
x> 8 x+ 8" x
lim  f(x) = 6 oo (e)
x+g*
Por (d) y (e):
lim f(x) = £(8) = 6 wus CEY
x+8
Seglin (f), la funcidn es continua en x = 8
Por lo tanto la funciGn serd continua en -® < x < 0 | x # 2}
o bien es continua en - ™ < x < 2 y 2<x< o, yes discon-
tinua en x = 2.
Existe continuidad en x = -4 y x = 8, por lo que pudiera exis-
tir derivabilidad en tales puntos.
Si x < =4:
-3x? -3x 3
£ = = £1(-4) = - = e (8)
(%) T W = ' (-4) 2
Si -4 < x < 8:
6 6 1
' s L 1 PR SR § oo (h
£160 GopE =7, B s-gre-g )
Por (g) y (h) la funcién no es derivable en x = -4.
Ahora:
para - 4 < x < 8:
' = =6 o ' .6 __1 el (1)
f(x)—(x—_z—)f, £18) =-gz=-¢

Si x > 8:

f'(x) =0 = £,(8) = 0 6D



Por (i) y (j) la funcidn no es derivable en x = 8.

La grafica de la funcidn se presenta en la figura III.S8.

fx)=+4

Figura III.8

II1.4 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA. DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

III.4.1 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA

Si se tienen las funciones y = f(u) y u = g(x), se sabe que
y = £(g(x)) es una funcién de funcidn, o bien es la composicion de las
funciones dadas, definida para todo valor de x del dominio Dy de
u = g(x) que hace que u pertenezca al dominio Df de y = f(u).

Es necesario saber calcular la derivada de y con respecto a x sin
sustituir a u por g(x) en y = f(u), para lo cual se presenta el
siguiente teorema:
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TEOREMA II11.8 DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION

HipGtesis:

Sean las funciones y = f(u), u = g(x) derivables, tales que
y = £(g(x)) ¥ x ¢ Dy que hace g(x) e Df.

Tesis:

La derivada de y con respecto a x estd dada por:

Dxy = Duy Dxu

Demostracidn:

A cada incremento Ax de la variable independiente x corresponde
un incremento Au de la variable intermedia u y un Ay de la va—
riable dependiente y.

Multiplicando y dividiendo por Au al cociente incremental ~%§—
queda la identidad:

Como  u = g(x) es derivable, serd también continua por lo cual si
Ax + 0, entonces Au -+ 0.

Entonces tomando 1imites cuando Ax+0C en la expresidn (A) queda:
iz oy . by )
m = lim lim

ax+o % Bur0 B0 axso O

«ss (B)

teniendo en cuenta la definicidn de derivada, Ta ecuacién (B) equiva
e a:

Yy
1
Dyy =D,y Dyu

que usando la notacidn de Leibniz puede escribirse:

dy _ _dy = _du
dx du dx
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. s E1 proceso de composicion de funciones puede repetirse cualquier nime
La tesis d ema . 4 V » r =
€.gste teor BE conoce’ tanbien coro”regly. dg la eadens ro de veces, obteniéndose siempre nuevas funciones; por ejemplo, si se

tiene:

£(x) = x>+ 7, g(x) =senx, h(x) =x°, x e R

Ejemplo III.23 Ta funcién compuesta @ (x) = h [ g(£(x)) | serd:
1 5 3
Hall D = 0 (x) =h [g(f(X))]| = sen® (x’ + 7).
ar xy para y ] & ]
Solucidn Aplicando dos veces el mismo criterio, se obtiene la regla de la cade
= na para las funciones compuestas de tres funciones, a saber:
Aqui se puede hacer: Generalizacion de la regla de la cadena.

Sea:

¢ (0 =h | gtG)]

si se cumple que:
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los ejemplos
I1I.3, y II1.4, se pueden escribir las derivadas de estas funcio- a) f es derivable en x.
nes asi:
b) g es derivable en £(x).

3 1 c) h es derivable en g [ £(x) ]
Puy = Y
entonces la funcion ¢ (x) es derivable en x y la derivada es:
y aplicando la regla de la cadena: g (x) =h' [ g(£(x)) ] g' [ f(x) ] £'(x)
Dxy = Dyy Dxu 0 con la notacidn de Leibniz si:
y = h(u); u=g), v=1£(x
resulta:
quedara:
Do = = L 1 _ 1
x¥ = uz 2/x - 2 2u? Jx - 2
d d du dv
Sustituyendo u = vx - 2 : ‘g" = E% v dx
! i o bien con la notacidn de Cauchy:
%Y S IGT D ko3 T 2x- DOE

Dgy = Dyy ° Dyu * Dyv



Ejemplo III.24

Hallar —:‘}- siendo y = + W

En este caso se puede considerar que:
y=m; u=v2; v=3x2+1‘

Las derivadas de estas funciones se calcularon en los ejemplos
III.2 y III.4, respectivamente; pudiendo escribirse entonces:

dy _ 1 T R ol
du 2Va =7 : dv A dx 6x
dy _ _dy du dv_ |
Y eomo =3¢ du Tav  Tax ¢
g w b (2v) 6x = —6xv__
x 2 Yu-2 /u- 2

Sustituyendo a "u" y "y'" en términos de x:

dy o 6 x 13x2+1!

dx V(G2 + DZ -3

que es la derivada pedida.

III.4.2 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

Si se trata de calcular la derivada de la funcign inversa de una fun-
cion dada, es posible obtenerla a partir de la derivada de la funcién
dada, sin tener que determinar la inversa.

Esto es, siy = £(x) es una funcidon biunfvoca derivable, la derivada
de su inversa puede calcularse en términos de la derivada Dxy = £'(x),
sin tener que despejar x de la funcion dada para tener primeramente
la inversa x = £1-(y).

Para esto se tiene el siguiente teorema:
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TEOREMA III1.9

Hipdtesis:

y = £(x) es una funcidn biunivoca, derivable Yy £'(x) 4o,
su funcion inversa x = f-1 (y).

Tesis:
La derivada de 1a inversa es:

1
Dyy

Dyx =

siendo

Demostracién:

Efectivamente, para todo Ax # o Y &y # o0

se tiene:

como  y = f(x) es derivable, Ax - 0 s Ay » 0

tomando 1imites cuando Ay » 0:

14 Ax 1
im A - __--__A__
bdy+0 B lim —AL—
Ax+0 °*

de aqui por 1a definicidn de derivada se tiene:

.

R
X" By
0 bien:
¥ _ 1
Dy f71(y) = Dx 0O
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Ejemplo III.25

_2x+3 vee (a)

Dada la funcién y = £(x) = S

Investigar si cumple con la hipdtesis del teorema anterior y en ca
so afirmativo, hallar la derivada de su funcidn inversa aplicando
dicho teorema.

Verificar el resultado obteniendo la funcidn inversa primeramente.

Al calcular la derivada de f(x) = %{"__‘*‘_13 en el ejemplo III.5 se

obtuvo:

£ (%) = __(;E_l)z_= Dyy oo (b)

Se ve que f'(x) existe para toda x # 1, por lo que la funcidn
y = £(x) es derivable para toda x # 1.

Ademds f'(x) < 0 si x#1 1luego y = £(x) es biunivoca si
x # 1.

Se cumplen las condiciones de la hipdtesis del teorema III.9 por
lo que la derivada de la inversa segin (b) es: -

- 1 - 1 . x-nf
Dyx Dyy B _—_5__ i -5 eer (©)
(x - 1)2
ahora bien si se despeja x de (a):
sl s Xt3
x=f° (y) )
calculando la derivada de esta funcidn se obtiene:
Dyx = ad) (d)
v - 2)?

si en (c) se sustituye x en términos de y queda:

(2+3_1)2 y+3-y+2)?
DYx=J"2 - y - 2)? 5* -5

= =5 BRI LA T YRR

Comparando (d) con (e) se verifica el resultado.

II1.5 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES

III.5.1 LIMITE DEL COCIENTE DE SEN X ENTRE X, CUANDO X TIENDE A CERO

Haciendo f£(x) = sez X, se ve que £(0) no estd definida, sin embargo
se demostrard que su 1imite existe.

Supdngase:

s
<x< =
0 X 2

Vi
T(l,tanx)
P (cosx,senx)
i
x|
o A B (1,0) U

Figura III.S



Como:
La figura III.9 muestra un circulo de radio unitario cuya ecuacién es:

2
sen " x
0 <cos x <1 = —CE _ < gen?x

1 4+ cos x
wW+vi=1
sor lo tanto:
en &1 se puede distinguir el sector circular BoP cuyo dngulo central, 2
. ) . K 1 N 1 - cos x < sen“x
medido en radianes es x, y cuya drea estd determinada por 7(1) x. De
esta manera si s unidades cuadradas es el &rea del sector BOP, en- De (7):
tonces s = %x . sen?x < x?;
i, ya que:
También se observan la cuerda BP y la tangente BT en el punto B.
sen x > 0 y x>0
= - - 1
Lldmese k, al drea del tridngulo o8P, donge ky ==~ senx, ¥ por 1o tanto:
k, al drea del tridngulo 0BT, donde k, = —~ tan x.

l—cosx<sen2x<x2:1—x2<cosx:
Por geometria elemental se tiene: 1levado a (8) este resultado:

-] sen X

1 - x°<=>—=7= <1 cee (9)
k, < s<k2 X
Tomando 1imites cuando x -~ 0, se tiene:
esto es: lim (1 - xz) < lim sen x < lim 1
+0 x>0 x x + 0
—;— sen x <—;—x < ; tan x eee (6) x
1<1im 28 X ¢ = q4n 22X -1 .. (10)
x>0 x>0 X
0 sea:
sen x < x < tan x oo (D)
y dividiendo (7) entre sen x, queda:
% fan x % 1 TEOREMA III.10 DERIVADA DE LA FUNCION SENO
—_— . < — —
1<senx <senx :l SEDX<COSX
ds -dond Hipdtesis:
e donde:
Se tiene la funcién y = sen u.
sen x vee (8)
cosx < - <1 g
esis:
Por otra parte:
1 - x =Ll - cos x) (1+ cos x) Dy sen u = cos u Dyu e (7)
COR:: T, 1 + cos x
0 sea:
1_msx:l-coszx= sen’x

1 + cos x 1 + cos x
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Demostracidn: Aplicando el método de los cuatro pasos para calcular

primero Dy sen u.
1°) y + Ay = sen (u + Au)

2°) Ay = sen (u + Au) - sen u

(2u + Au ) Au
2cos ) sen -

2
i Ao Au
= 2cos (u+ 2 >sen 2
oy by _ 2 u Au
3°) Au Aucus(u+ 2 sen =
sen-A—u-
3 du\ 7
= cos (u + 2 ) Tu
2
Au
sen =~
oy lim Ay _ lim Au) | lim 2
) Au~+0 Bu ~ Au+0 %8 (u ¥y Au>0 Au
: 2
A}xl-ino _‘Zlu = cos u (1)
= cos u
esto es:

Dyy = Dy sen u = cos u
finalmente sabiendo que Dxy = Dyy Dxu

se tiene:

Dx sen u = cos u Dxu

TEOREMA III.11 DERIVADA DE LA FUNCION COSENO
Hipdtesis:
Sea la funcién y = cosu.

Tesis:

Dx cos u = - sen u Dyu.

(8)

Demostracidn:

Se sabe que el coseno de un angulo es igual al seno de su complemento,
entonces:

cos u = sen(%—— u):$ y = sen(%-— u)

\plicando a esta funcién la férmula (7)

i ™ s o
Dyy = cos(f- u) D‘x(i— u)= cos(i— u)(Dxa-— Dxu)

= cos(g- u)( 0- Dxu)= - cos(%— u) Dy u
Teniendo en cuenta que:
Yy = cos u
Y que tambign:
cos (% - u>= sen u,
resulta:
Dxcosu = - senuDyu Q.D.
TEOREMA III.12 DERIVADA DE LA FUNCION TANGENTE
Hipdtesis:
Dada y = tan u.
Tesis:
Dy tanu=sec2quu e (9)
Demostracion:

Considerando que tan u = iz: ﬁ y aplicando la férmula (5):

sen u _ cos u -
Dy tan u = Dy . Dy sen u sen u Dy cos u _
cos u cos?u



=cosucosquu—senu(—senu)Dxu_

cos2u
2
=C°SZ“+Sen“Dxu= Dt
cos?u cos?u X
Dx tan u = sec?u Dy u Q.D.

TEOREMA 111.13 DERIVADA DE LA FUNCION COTANGENTE

Hipotesis:

Se tiene y = cot u.

Tesis:
Dy cot u = - csc? Dy u ... (10)
Demostracidn:
Como cot u=252 " 41 aplicar la formula (5) queda:
sen u

cos u sen u Dy cos u - cos u Dy sen x _

eot u D. =
D% X sen u sen? u

[}

_ sen(-senu) Dxyu - cos (cosu) Dyu -
sen? u

_ -sen®u - cos®u

Dxu
sen®u %

_ sen®u + cos’u 1

13 B Dxu

sen’u senZ u

Dy cot u = - csc’u Dyu Q.D.
TEOREMA III.14 DERIVADA DE LA FUNCION SECANTE
Hipotesis:
Si y = sec u.
Tesis:
Dx sec u = sec u tan u Dyu o0 (11)
Demostracidn:
Ya que:
7 R
cos u
aplicando (5a)
1 -1
Dy sec u = Dxm=m Dx cos u
e _ 1 sen u
~ cos?u (zsensu) Deul = Cos U cos u Dx U
Dy sec u = sec u tan u Dyu Q.D
TEOREMA III.15 DERIVADA DE LA FUNCION COSECANTE
Hipotesis:
Si y = csc u.
Tesis:
Dy esc u = - csc u cot u Dyu . (12)
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2 2
Demostracién: N r = cos =

2
Recordando que cscu = —— al aplicar (5a) queda: . ar 62 4 ez)_
Empleando (8): 35 = " sen < 3 T,—
1 -1 2 2
ep, —t_ =1 = d 6 26 0
Px e26% = DX Senu T Senty Dx oent a?—-se“T(T)"“e“ T
o =1 . _ 1 cos u
= SenZy 05 U Dx u = senu senu XU 1
e) u = cot =
v
Dx csc u = - csc u cot u Dy u Q.D. Usando (10): %=-csc2%f; <%>=
A continuacidn se agrupan las férmulas para derivar funciones circula-
i : du _ 2 1 1 1 2 1
res directas: To=-csc? = (- 5) =S5 esc?
dv v v v v
Dx sen u = cos u Dy u 7 57 2 5 vee x?
= - 8
Dx cos u sen u Dx u (8) Se aplican (4) y (11)
Dy tan u = sec? u Dy u 9) Dyy = %% Dy sec x? + sec x2 Dy x2 =
Dx cot u = - csc? u Dx u (10) = x? sec x? tan x® Dx x® + sec x? (2x) =
Lx sec u = sec u tan u Dx u (11) = x? sec x? tan x° (2x) + 2x sec x% =
Dx esc u = - csc u cot u Dy u (12) = 2x sec x? (x? tan x? + 1)
Ejemplo III.26 Ejemplo III.27

Obtener la derivada de cada funcidn. Hallar la derivada de la funcién dada y valuarla para el valor

indicado de la variable independiente.
a) y = sen 2x? .
a) y=xcos x parax =0
Al aplicar (7) Dy sen 2x* = cos 2x? Dy 2x? =

. dy
S 1 4 8): = - + 1
= cos 2x%(4x) = 4x cos 2x% e aplican (4) y (8) s = X (-sen x) + cos x (1)

- 2
b) f(x) = tan x g}z(-=cosx—xsenx; para x; = 0

Al aplicar (9) queda: f'(x) = sec?x? Dy (x?)

£'(x) = 2x sec?x? -%—J = gos (0) - sen (0) =1-0-=1
h o=

c) g(x) = sec vx

b) f(x) = sei X | para x =§
1
Al aplicar (11) 7&% sec vx = sec vx tan /}?('27;)
'dd_x sec V/x = %ﬁ%—& Empleando: (5) y (7); £'(x) = X €08 X — sen x (1) ——sen x (1)

X
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m s
flx) - XCOSX-senx g ( m ) _, preosig m8en III1.5.2 FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS Y SUS GRAFICAS
X) = Y/ - -
x T
- 2
- 2 @-1 4 Las seis funciones trigonométricas descritas en el capitulo I, son pe-
f'(f\) =T s ey riddicas y por tanto no son biunivocas. Luego la' inversa de una fun—
% cidn trigonométrica no es funcién. No obstante, es posible obtener una
funcidn biunivoca de una funcién trigonométrica dada, restringiendo el
dominio en forma apropiada y entonces la inversa de tal funcién serd u-
1 3 _m na funcion.
c) F(6)=§-can 6 - tan 8 + 6 parae—g
Aplicando (4a, 6 y 9). . L i .
4 ’ Asi y=senx, x e R noes biunivoca pero 1a funcién:
F'(0) =1, tan? 0 sec? 6 - sec® 6 + 1 y = sen x, X € —-121 ,g, y € -1, 1j, si To es. La grifica de esta
3 5 funcion se ve en la figura’III.10. esta parte de la grifica se le
F'(8) = tan? 6 sec? 6 - (sec? 6 - 1) conoce como la rama principal.
F'(8) = tan® 6 sec? 6 - tan® 6
F'(8) = tan® 6 (sec? 6 - 1)
F'(8) = tan* 6
T\_ (1 ‘*. of T\ 1
(&) (&) (8) -3 vy
) _
d) ¢ = sec a tan a paraa=—§ :
|
Se aplican (4), (9) y (11} ;
)
day _ 2 = _l’ b kv
do sec o sec” & + tan o sec o tan o 2 (o] ? x
]
= sec’a + sec a tan?a = sec®y + sec a (secza -1 |
|
= sec® + sec’ - sec a __*____,__T:
%= 2 sec’s - sec o
_] Figura III.10
g =r .4 - 3 _ L $ 2=
¥ para‘a = o daj 2"sec 3 sec 3 2(2)
LR La funcidn y = sen x anteriormente definida es biunivoca, y por tanto
tiene una inversa que es funcién. Esta funcién inversa se escribird co
=16 - 2 = 14

Mo ang sen x, que se lee dngulo cuyo seno y es la funcidén seno inverso.

X =seny, ye I:—%,%],XE [—11]

= ang sen x -z
¥y g > Y € 2° 2

por lo tanto:
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La grdfica de y = ang sen x se muestra en la figura III.11: ang sen x
representard la segunda componente de la pareja ordenada que pertenece
@ ang sen x y Cuya primera componente es x.

YA
-
y=angsenx@x=seny;yet'—;,'§ \ "C[O.W];ye[l,-l]
Yi -z
mle, —= ° X
2
B el -
-l Lo Figura III.12
! 0 1 X
1
1
!
|
| La grafica de angulo coseno se muestra en la figura -111.13; se escri-
-___-_,% ) bird dngulo coseno para designar la segunda componente de la pareja or
denada que pertenece a dngulo coseno y cuya primera componente es x.
Figura III.11 VT e cos x <5 x = cos y’yEE’ﬂ

Considérese ahora la funcién:
'y =cos x, xe IE, il,ye r—ll:l

cuya grdfica se muestra en la figura III.12. Puesto que la funcidn re
cién definida es biunivoca, su inversa es una funcidn. . Dicha funcidn

inversa se designa por dngulo coseno y es la funcidn coseno inverso. y=ang cos x

! %

Figura III.13



La funcidn tangente no es biunivoca, sin embargo, se puede expresar el

dominio en condiciones tales que la funcidn tangente sea biunivoca, co-
mo:

y=tanx,xe<-12[,12r‘);)’€3

Y4

_‘-____“_ N|~4
¥

Figura III.14

La funcidn tangente asi definida es biunivoca y de ahi que su inversa
sea funcion, donde se designa como ang tan, a la funcidn tangente inver
sa.

X=tany,y e (—';, ")xe]R

)

La grdfica de la funcidon ang tan se muestra en la figura III.15
ang tan representard la segunda componente de la pareja ordenada que
pertenece a ang tan cuya primera componente es x.

o
y = ang tan x & x = tany ye(—i,—z-)

o]

y=ang tanx

xi}

Figura III.15

Considérese la funcidn cotangente definida por:

y = cot x, x € (0, M,y e R
cuya grafica se muestra en la figura III.16, esta funci6n cotangente
asT definida es biunivoca y de ahi que su inversa sea una funcidén. La

inversa se designard como ang cot x, es la funcidn cotangente inversa.

x=coty, ye (0, M, x e R

125
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YA

y=cotx

mlq
3
=<V

x€(0,m)

Figura III.16

La grdfica de ang cot x se muestra en la figura II1.17, ang cot x re
presentard la segunda componente de la pareja ordenada que pertenece
2 ang cot Yy cuya primera componente es x.

y=angcotx & x=coty y vy e(0, T

Puesto que las funciones secante y cosecante no son biunfvocas, el do
minio de dichas funciones se seleccionari apropiadamente, el dominio
seleccionado para tener una funcién biunfvoca consistira en la unidn
de dos intervalos. La seleccion se hace tomando en cuenta el resulta

do mds sencilio para mis adelante definir las derivadas de las funcio-
nes inversas.

Considerando el segmento de la funci6n secante definida por:
y = sec x, X € E—'n, - w/g"_| u E), 1T/2]; ver figura II11.18. La fun—
cidn secante asf definida es biunivoca y de ahi que su inversa sea una
funcidn secante inversa.

x=secy, yel[cmw -7/2) U0, n/2)

YA
. g
T
2
y=ang cofx,yé (o,7m)
) X
Figura I11.17
YA
|
|
i
y=sec x,xe[m—" U[o, 1|
]
|
|
|
| o
m m
7 % X

Figura III.18
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Yi

La grdfica de ang sec x se muestra en la figura III.19.

y = ang sec x <> x = sec y; ye]:-‘n,-’rT/Z)UE), m/2)

-
T
Yh !
1
|
!
mo 1}
2 |
|
|
!
-1 0 | X
Figura III.20
e yPangases iy [—w.-%] u [o. 1’?]
2
La grafica de ang csc se muestra en la figura III.21.
y=ang csc x &> x=cscy ye (- m, - m/2] U (0, /2]
-
Yi
Figura III.19
T
S
|
|
5 I
o} | x

La funci6n cosecante cuyo dominio se seleccionard como:
. mw
y=ang ¢scx,y€ (—7",'_2] U (O-_Z ]

T
y = csc x, x e (- Tr,—Tr/Z:]U(O, 7r/2] 2 ¢
se representa en la grafica de la figura III.20. La funcién cosecante
asi definida es biunivoca, y de ahi que su inversa es una funcién. La
inversa se expresa como ang csc, es la funcidn cosecante inversa. e . 4o

x=cscy, ye (- TT,-'II/Z] U (0,1[/2]
Figura III.21
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III.5.3 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS

] TEOREMA III.17 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DEL COSENO
Para las derivadas de las funciones circulares inversas se presentan
los siguientes teoremas:

Hipbtesis:

Si y = ang cos u

TEOREMA 111.16 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DEL SENO Tests:
D
Dy ang cos u = - u2 oo (14)
l-u
Hipétesis:
Si y = ang sen u
. Demostracidn:
Tesis:
Dy u ; a3 La expresion y = ang cos u es equivalente a: u = cosy para 0O<y<m.
Dy ang sen u = = La derivada de ésta con respecto a y es: Dyu = - seny.
1
Como Dyy EDyu Dyy = Dy ang senu=$ﬂy—
R donde: - seny <0 porque 0 <y <
Demostracidn:
. T . pero: - seny = - V1 - cos?y y como cos y=u
y = ang sen u es equivalente a: u = sen y, donde - 75y <Y la
] . - = - /T - uZ, luego:
derivada de &sta con respecto a y es: Dyu = cosy > 0, Se8 ¥ vt g0+
1
Ahora bien, teniendo en cuenta la derivada de una funcién inversa: Dy ang cos u = - B gy 4
Dy = L resulta: de donde se obtiene:
Dyu Dx u D
n, B - ey
Dy ang cos T Q
Dyy =D enu=—1_; >0yaque -2<y<X
uy uangsnu—cosy,cosy ya q 2 Y <3
Pero cos y = /1 - sen2y -y como seny = u
D N TEOREMA III.18 DERIVAQA DE LA FUNCION INVERSA DE LA TANGENTE
por To cual: Hipdtesis:
' _ 1
Duangsenu—ﬁ Si y = ang tan u
tomando en cuenta 1a derivada de una funcion de funcién: Tesis:
D:
Dxy = DyyDxu, Dy ang tanu=1::z . (15)
resulta:
Dy u

Dy ang sen u = ﬁ Q.D.
= u



Demostracidn:
y = ang tan u es equivaiente a la funcidn u = tan y; - g Ly <=
y la derivada de ésta con respecto a y es:
Dyu = sec?y, se tiene:

Empleando la identidad trigonométrica sec’y =

=1 + tan?y, teniendo
en cuenta que tany = u: sec’y =1+ u? por lo cual:

Dyy = Dy ang tan u = -1_:—‘12
Tuego:
u
Dy ang tan u = 7407 Q.D.

TEOREMA III.19 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA COTANGENTE

HipGtesis:

Si y = ang cot u

Tesis:
Dy u

Dx ang cotu=—ﬁ oo (16)
Demostracidn:
La funcidn inversa de y = ang cot u €s: u = cot y; 0 <y < 1w, para
la cual: Dyu= - csc?y

1
a que = H
ya q Dyy Dyu
Dy ang cot=———l—

csc? y

pero: csc’y =1+ cot?y = 1+ u® porque cot y = u

entonces: Dy ang cot u = -

1 4_1 —z de 1o cual se sigue que:

Dx u

Dy ang cot u = - 77 Q.D.

TEOREMA II1.20 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA SECANTE

Hipotesis:

Si y = ang sec u

Tesis:
u
Dxamgsecu=u—zx/?—1 .. (17

Demostracidn:

Sabiendo que la funcidn inversa de y = ang sec u es: u = sec vy, -,

y e (-7, - w/2] U (0, m/2] y que la derivada de ésta con respecto a
y es: Dyu =sec Yy tany, se tiene:

1 1
Dyy —Dyu Dy ang sec u =

secy tany

- ahora, tan’y = sec’y -1 tany = % Vsec?y - 1

y como secy = u, se tendrd:

1
Dy ang sec u = ;—G—/——‘?—T—-l—)

ademds, si u>1 = secy>0,.tany >0 - secy tany > 0
si vw<l secy <0, tany <0 secy tany > 0
entonces:

Dy ang sec u = 2 d

s wu? - 1
por To cual:

Dy u
Dy ang sec u = —5p=——= .D.
% 4 whu? - 1 4

129
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TEOREMA I111.21 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA COSECANTE

Hipbtesis:

Si y = ang csc u

Tesis:
Dy u

Dx ang csc u = - /_3:_1. coe (18)
uvyu® -

Demostracidn:

Como 1a funcidn inversa de = ang csc u €S u = cscy,

ye(-m, -mn/2] U, m/2] y la derivada de u = cscy con respecto

ayes Dyu=-cscy coty, Se tiene que:

1 1
Duy=nyu = Duemgcsr:u=--————-cscycm:y

pero cotzy = csczy -1

cot y = % /csc!y -1
y como cscy=u resulta que cscy coty = u(+/uZ - 1)

asf: D, ang csc u = -

J 1)

ademds, si u> 1 cscy >0, coty >0 cscy coty >0

si u<1 cscy <0, coty <0 csc y cot 'y > 0
1
entonces: Dy ang csc u = - ——m——
e wh? - 1
y la derivada con respecto a x es:
Dx u '
Dy ang csc U = ~ ——m——— .D.
. W o1 ¢
Las férmulas para derivar funciones circulares inversas se resumen a
continuacién:
b L (13)
sen b
. By
ang cos u = - 14
e SRSty S e aw
Dy ang tan u = Tgx_r%{ (155
u
< Dx ang cot u = - -].Df-_uz (16)
Dy u

Dx ang sec u = _f'—'!_=1 (17)
u/u® -

Dx u
Dx ang csc u = - ——0_ 18
= & wh? - 1 S
Ejemplo III.28
Derivar cada una de las siguientes funciones:
a). y = ang sen x2
Aplicando (13):
2
Dy ang sen x? = Dy _x = X
1T - GH?Z 1 - Xt
b) y = ang tan Vx
Aplicando (15):
Dy ang tamn Vx = Dx V% = 2/x = L
1+(/;)2 1 +x 2 & (1 + x)
c) y = ang cot %2
Aplicando (16):
Dy x° 3x?
Dy ang. cot x° = - X = - 23X
x A0g T+ (292 I+ x6
d) y = ang cos =
a
Aplicando (14): ( X . ) 1 1
Dy ang cos E = a 2 =
x 2ng a \/1 S - X2 A Xz
(a) a?
X _ 1
Dy ang cos i N
e) y =%ang sec 2x
Aplicando (4a) y (17):
1 1/ Dy (2%) 2 1
Dy - ang sec 2x = = = = =
x7 A8 (zx/(TY - Gx/hx? = 1 2%/4Z o1

f) y = x ang csc x
Aplicando (4) y (18):

Dx(x ang csc x) =

(—}-{TX;T—T) + ang csc x (1)



Dx(x ang csc x) = ang csc x -

Vx? - 1

Ejemplo III.29

Hallar cada una de las derivadas indicadas y valuarla para el va

lor dado de la variable independiente.

)
a) Si f(x) = ang sen _ax_ + a—xx_’ hallar f'(a)

Se emplearan (3), (13), (5), (6a) y (2)

1 <__—__23<_> - VaT = x% (1)
2

= T
f'(x)= a + a X _

V(T e

_ 1 - a? x2 - a? =—(a ~x2)
T va? - x2 x%/a? + x% Z/aZ ¥ X x2/p7 = %2
7
a - X
X

y el valor de f'(x) para x = a es:

TaZ — 2z
£'(a) = - —a?’i‘ =0
oy
b) Hallar g'(0), si g(r) = ang tan {—_—“:r

Aplicando (15) y (5):

ra-t-A‘ (1 - ar)(1) - (a + 1)(~a)

dr |1 - ar (1 - ar)? _
g'<r)=_.—_-1— o - L2y -
L4 larr]? 1+ —?%—:—ggyf
Ll—ar
1 - ar + a® + ar
_ (1L - ar)? & 1 + a?
T - aryl+ (a+ )2 1-2ar + a’r? + a2 + 2 ar + r?
(1 - ar)?
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- 1 + a? - 1+ a? - 1
a?r2 + r2+a2+1 @+ 1)EZ+1) 1z +1

B0 e = fO-ghy -

[

IIT.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA IMPLICITA Y EN FORMA
PARAMETRICA

IIT.6.1 DERIVADA DE LA FUNCION IMPLICITA

Recordando que en una funcidn presentada en forma 1mp11c1ta la varia-
ble dependiente no estd despejada, como en la ecuacidn:
2x% - x =3y + 2y + 8 e (8)
y considerando que esta ecuacion define a y como una o mds funciones de

rivables de x, se puede hallar la derivada de y con respecto a x por el
,proceso 1lamado derivacién implicita, el cual se presenta a continuacién:

el primer miembro de 1a ecuacién (A) es una funcién de x; sea:
F(x) = 2x° - x
el segundo miembro de (A) es una funcién de y, sea:
G(y) = 3y® + 2y + 8
donde y es funcidon de x, es decir:
y = f(x)
por 1o que la ecuacidén (A) se puede escribir como:
F(x) = G(y) o bien F(x) = G(f(x))
entonces se tiene:
Dy F(x) = Dy G(y) oo (B)
Dy [2x° - ] = ¢ [3y® + 2y + §]
la derivada de F(x) se puede obtener facilmente:
Dy F(x) = Dy (2x5 - x) = 10x" - 1 s s, (C)

la derivada de G(y) se debe obtener usando la regla de la cadena, ya
que G(y) = 3y® + 2y + 8 y se pretende derivar con respecto a x:



Dy G(y) = Px(3y >+ 2y + 8) = 9y® Dyy + 2D,y s e (D) b v 3~ 8xiy?
i * Ty -yt 4 8- 2
sustituyendo los valores de (C) y (D) en (B) se tiene: 7
10x* - 1 = 9y% Dyy + 2D, y = Dxy (9y2 + 2) ey = yi A - 8xiy2y
j i Ty A -ty + 8 4 - 2
despejando Dy y se tiene:
ey = 10x* ~ 1 Es conveniente notar cémo aun cuando de la ecuacién que define una
% 92 ¥ 2 func1or_1 implicita no sea posible despejar 1a variable dependiente y,
su gemvada Dyy siempre se puede despejar después de derivar, pues
- . Fny ueda de imer . & i
La ecuacién { A) es un caso especial donde todos los términos en x es go aax cor?n?r;e grado. Ademds, en general, el resultado contiene tan
tan separados de los términos en y. Sin embargo, la idea de la deriva e
cidn implicita es general y lo importante es derivar cada uno de los
términos de la ecuacion tomando en cuenta que y no es 1a variable inde
pendiente y de ahi la necesidad de usar la regla de la cadena. .
A Ejemplo III.31
Encontrar Dyy de la ecuacidn:
Ejemple III.30
= o sen (xy) = x> +y
Usando la derivacidn implicita, hallar Dyy de:
A D e = Dx (x?) + Dy (
2x“y“—xy3+8y=4/}7 ol (a) xEn(xy)] x (%) = &)
cos (xv) 7) = 2x + Dy
Suponiendo que existen uia o mis funciones derivables tales que si l: ( ‘)—] Dx Cxy) =¥

y = £(x) la ecuacidn (a2) se verifica, al derivar ambos miembros con

E:os (xy)] (y + x Dyy) = 2% + Dyy
respecto a x se tiene:

nyEc cos (xy) - l:l = 2x -y cos (xy)
Dy (2x*y% - xy 3+ 8y) = Dy (44y)

= = 2x -y cos (xy)
Dy (2x*y?) - Dx (xy?) + Dy (8v) = Dy (4% <o (D) Dxy = oos G(xy) -1
Calculando por separado cada una de las derivadas:
Dy (2x"*y?) = 2x* Dxy 2 4 y2 Dx 2x* = 2x* 2y Dyy + y? 8x°% =
Ejemplo III.32

[}

4xty Dyy + 8x¥?

3

Encontrar = y' de la ecuacidn x® - 3xy? +y® =1, calcular
Dy (xv°) = x Dxy® +y° Dyxx = 3y Dyy +y° e T A v

su valor en el punto P(2, -1).
Dx 8y = 8 Dyy

3% - (3% + 6xy y') + 3y’y' =0
4 2

Dx (4/4) = == Dyy = —=1D

x (4vy) 5 x Y /)-'— X y' (3y2—6xy)=3y2~3x2
Sustituyendo estos resultados en (b): J = 22 _sz

2 y2 - 2xy
4xty Dxy + 8x3y2 - 3xy? Dyy - v3 4+ 8 Dxy= 7 Dxy T )
~1)2 - 22 !

Despejando Dxy de la ecuacidn (c)¢ y']P= (_i)i‘)_ 2(;) &) i ; 2 = o %

Dxy (4x‘y - 3xy? + 8 - ) =y3- 8x¥y?

2
%



IIX.6.2 DERIVADA DE LA FUNCION DEFINIDA EN FORMA PARAMETRICA

Se ha visto la derivacion de funciones explicitas y de funciones dadas
en forma implicita. Como se vio en el capitulo I, existe otra forma de
presentar una funcidn y = F(x), que es la forma paramétrica:

x = £(t) c.oan

1

y = g(t) e (12)
En esta parte se trata de calcular la derivada de y con respecto a

x: Dxy de una funcidn dada en forma paramétrica, para lo cual se
aplicard el siguiente razonamiento.

De 1a regla de la cadena:

Dxy = D¢y Dxt mew (E3)

en donde Dyt se puede calcular despejando t de 1a ecuacién (11), 1o
cual no siempre es facil y a veces es imposible. Otra forma de calcu-
lar Dyt es usando la derivada de la funcidn inversa, o sea:

1

Bk e Dt x

con To que la ecuacidn (13) se puede escribir:

Dyy = Dy ﬁii?

Dey _g'(e)
Dx¥Y = 5% T o

La formula anterior permite caicular la derivada de una funcién paramé
trica, sin tener que 1legar a la ecuacién cartesiana de la funcidn.

Ejemplo III.33
Encontrar Dyy de la siguiente funcidn:
(x=2t% - ¢
y=+/t -1
a) Usando la formula anterior.
b) Eliminando el pardmetro t y derivando el resultado.

Solucidn 1
De(+vE - 1) 37t P 1
De(2t? - t) 4t - 1 8t /¢ - 2 Ve

a) Dxy =
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1

Dxy = T aee (0)

b) De (b): t = (y + 1)2 el ()
sustituyendo en (a): ’

x=2 [(y+1Z] - (y+1)2 x=2(y+ "= (y+1)2 cee (o)

De la ecuacidn (e) se puede obtener Dxy derivando implicitamente:
Dyx = Dy [Z(y + DY - v+ I)Z]

1=8 (G + 13Dy -2 (y + 1) Dyy

_ 1
XY g G FDI-2GFD
Los resultados (c) y (f) son equivalentes.

En efecto, sustituyendo (d) en (c):

1

1
D = =
*7 73 G+D2V/GFDZ-2/(y+ Dz 8 +D¥F-2GG+1D)

que comprueba el resultado obtenido.

Ejemplo ITI.34

De las ecuaciones paramétricas de la cicloide:
x =2 (¢ - sen ¢)
y =2 (1l - cos ¢)

calcular la derivada Dxy y valuarla para ¢ = %

Dy = Do 2(1 - cos ¢) _ 2(sen ¢) 3 sen ¢
A D¢ 2(¢ - sen ¢) 2(1 - cos ¢) 1 - cos b
sen ¢
Dxy = 1 - cos ¢ -
Y 1
/2 /2 1 1 1
Dxy = = = D =
XJ_II_L /- 1 21 XY ., A1
R 2 —e=q
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II1.6.3 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES IMPLICITAS

En el inciso II1.6.1 se presentd el proced1m1ento para obtener la pri
mera derivada de una funcién implicita.

Una vez obtenida la primera derivada en términos tanto de la variable
independiente como de la dependiente, la segunda derivada se encuentra
derivando ambos miembros de la ecuacion obtenida, tomando en cuenta que
en el segundo miembro puede aparecer la variable dependiente teniéndo-
se que aplicar en estos casos la regla de la cadena.
Ejemplo III.3S
Encontrar la segunda derivada y" de:
xy -y2+2=0
Solucidn
Derivando implicitamente para encontrar y':
'ty -2y =0
despejando y':

T x - 2y
derivando en la ecuacidn anterior para obtener %

o (x - 2y) (v - (-y) (- 2y')

(x - 2y)2
y..,Zyy' ~xy' vy - 2yy' oy -xy'
(x - 2y)2 (x - 2y)?

Con esta ecuacion se tiene la segunda derivada y se puede observar
que &sta queda en términos de x y y'. Serd conveniente tener a y" co
mo funcidn de x y de y (nicamente, para lo cual bastard sustituir el
valor de y' en la Gltima ecuacion.

" y-'x(x_-ZZ)
[ T

.5 X -2 +
woY T x-2y v E-
¥y (x - 2y)2 ° b 4

(x - 2y)2

Y Tk -2y

Es posible encontrar la segunda derivada sin necesidad de tener una
ecuacidn explicita para la primera derivada. Para esto sélo es necesa
rio tener una ecuacién que contenga la primera derivada y derivarla im
plicitamente.

Ejemplo III.36

Del ejemplo anterior, obtener y'" a partir de la ecuacidn:
xy' +y~2yy' =0

Derivando implicitamente:

X Dyy' + y'Dyx + Dyy - 2D, (yy') =
xy'"+y' ' +y' -2 (yy"+y' y) =0 el (a)
despejando y'":

Y (x - 2y) = 2(y")2 - 2y’

w2 272 - 2y
o= R cee ()

en esta expresidn y'" se encuentra también en términos de x, y, y'.

Sustituyendo:
v 2
3 P L )
"o x = 2y X - 2y
y x - 2y
2
2y 3 2y (x - 2y)
g o= 2= 29)2 (x - 29)27  _ 2y* + 2xy - 4y®
X - 2y (x - 2y)3
2
w oo 2%y - 2y° asi
¥ x = 2y) 3 (c)

Los resultados obtenidus para y" son equivalentes obviamente.

E1 procedimientc para obtener la derivada enésima de una funcidn im-
plicita es derivar la ecuacién que contenga a la derivada de orden
(n - 1) ya sea que esté despejada o no.



Ejemplo III.37

Del ejemplo anterior obtener la tercera derivada y'"

Solucidn
Partiendo de la ecuacidn (a):
"+ 2yt - 2y - 252 = 0
derivando implicitamente:
"4yt 2yt = 29yt - 2y'y" - 4y'y" =0
"+ 3y - 2yt - Gy'y" =0

despejando y"':

ny - - g " el o 62'2" = 22"
Yk - 2y) = Eyly" - " =y r—

sustituyendo las expresiones de y' y y" obtenidas antes:
- - =
6 (—r |2y - 29| | 2%y - 2y°
_r x - 2y)| (x - 2y)3 | (x - 2y) 3
x - 2y

-6y (2xy - 2y2) _ bxy - 6yZ
(x - 2y)* (x - 2y)3 _
X - 2y

-6y (2xy - 2y®) - (x - 2y)(6xy - 6y2)
_ (x - 2y)*
- X - 2y

-12xy? + 12y% - 6x%y + 12xy? + 6xy? - 12y

(x - 2y)3
= ﬂzl_t 6xy® o 6512 - 6xzz
(x - 2y)5 ¥ (x - 2y)5
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III.6.4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES DEFINIDAS PARAMETRICAMENTE

En el inciso III.6.2, se estudid la derivacidn de funciones dadas para
métricamente y se demostrd que:

Dty
= —— e 14
Dx» y D (14)

E1 objetivo de este tema es encontrar una forma para obtener las deriva
das de orden superior de una funcidn definida paramétricamente.

Se sabe que:

Diy = Dy(Dx y) .oo (15)

Cuando se utiliza la expresién (14) la derivada Dyy es en general
funcidn de t y no de x, entonces existe la necesidad de aplicar la re
gla de la cadena para aplicar (15).

DZy= Dy (Dyy) Dyt

pero:
Dyt = %‘
entonces:
Di"“n—tn‘:nf_” . (16)

La ecuacién (16) permite calcular la derivada segunda de una funcién
paramétrica, para lo cual es necesario conocer la primera D,y como
funcién de t.

Siguiendo un procedimiento andlogo para determinar la enésima deriva-
da, por definicién se tiene:

n _ n-i
ny - Dx (Dx y)
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Aplicando Ta regla de la cadena:

n _ n-1
Dx y = D¢ (Dx )) Dx t
D _ Dt (Dn~1Y)
y = D¢ x
0 bien: Hen
Lolhd ey
dly_dr \ ggn-T
d"x h dx
dt

Es claro que para obtener la enésima derivada es necesarfo conocer to-

das las derivadas anteriores.

Ejemplo III,38
d:

42
Calcular <X y = para la funcidn definida por:
dx 7 gx2
3t+¢te® _
T v
Solucidn
dx _ 1+t a4y _t2-3
dt 18 > dc 3
luego:
t? - 3 )
dy _ 3 _ 6(t% - 3)
dx 1 + t? 1+ ¢2
18
calculando: —
4 ldy d |6t* - 18
d’y _ 3t fax| _ @ [t 1
dx2 dx t + 1
dt 18

(£ + 1)(12t) - (6t% - 18) (2t)

. (t? +

1)2

t2 +

1

18

- 18(12¢° + 12¢ - 12¢® + 36r) _

(e2 + 1)
_ 18(48t) d%y _ 864 t
BECGE VR g~ Sl e o s

Ejemplo III.39

Calcular D;y de la funcidn dada por:

cos t

-2 cos t
Dzy i ms CO8 L
X cos t

Ejemplo III.40

X = sen t; y = cos’t

Solucidn

Como: Dex = cos t; Dty = -2 cos t sen t
Dy = =2 cos t sent - g E

=~2

Calcrlar Dxay y valuarla para t = 1, si la funcidn se da con:

X = ang tan t2 y=t2+2

Dt y 2t »
ny—Dtx - l*e

1+ t*

Dy (D y) 3
2 -t X _ 4t _ 2 4y _ 2 6
ny TDhex T Tz = 2T+ tY) =2t? + 2t

1+ ¢4

De (DZy) 4 5
3. _ 2t X - t:+12t:= 4 &
ny— D¢ x 2t (2+6t)(1+t)

D}y = 6t® + 8"

=1

1+ v

+ 2

D3y] =6+8+2=16
x t



ITI.7 APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA DERIVADA

Como ya se vio en la interpretacidn geométrica de la derivada, ésta re
presenta la pendiente de la recta tangente a la curva en estudw en el
punto en el que se ha valuado dicha derivada. Ahora se hard uso de es-

te hecho para ejemplificar algunas de las aplicaciones geométricas de
la derivada.

Ejemplo III.41
Hallar la pendiente de la tangente a la curva de ecuacidn
y =x%-3

en el punto P(l, - 2). Ver figura III.22.

Solucidn
g 5
m=g n-2g & =2(1) =2
1
Yy por tanto: m= 2
Y4

Figura III.22
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Ejemplo ITI.42

Determinar los puntos de la curva de ecuacidn y = T_fii;. donde
la tangente es paralela a la recta de ecuacién 2x - 5y +5 = 0.
Solucidn
La ecuacidn de la recta puede escribirse y =‘%x + 1 de donde se
deduce que su pendiente es: m; = %
La pendiente de la tangente a la curva en cada punto es:

nwedy 10 -

dx (1 - 2x)2

Como la condicidn de paralelismo entre dos rectas de pendientes
m y mz es m; = mp, se tiene:

N

2. 10
5 (1 - 2x)2

Resolviendo esta ecuacidn:

(1-2x)% =25 => 1 - 4x + 4x2

"

25 = x> -x-6=0,

de donde:
x = 3, X2 = -2
Para x; = 3:
-5 __ .5 __,
NNET2(3) TS5
Para x2 = - 2:
' B = B
V2ET 2 T5 T

Los puntos buscados son:

Py (3, -1) y Py(-2, 1)

Ver la figura III.23.
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B(-2,1)

o
=< ¥

R(3,-1)

=<
u

N
in

Figura III.23

Ejemplo III.43

Hallar la ecuacidn de la parabola y = x* +bx + ¢ que es tangente
a la recta y = x en el punto (1, 1).

. Solucidn

Como la parabola debe pasar por el punto P(l, 1) las coordenadas
de este punto deben satisfacer la ecuacidon de la misma.

1= (D2+b) +c b+c=0 v (@)

Puesto que la pardbola y la recta deben ser tangentes en P, debe
tenerse en dicho punto m; = my

y=x =» mp=y'=1 ver (B)
De la ecuacidn de la parabola:

Dyy =2x+b

Para el punto (1,1):
ny] =m=2()+b=2+b
(1,1)
de las ecuaciones (b) y (c¢):
m = mz : 1=2+0b

por lo tanto:

y con la ecuacién (a) c =1
de donde la ecuacidn de la parabola es:

y=x% - x4+

Ejemplo III.&44

(c)

Encontrar el punto de la curva y2 = 2x3 para el cual su tangente

es perpendicular a la recta 4x - 3y + 2 = 0,

Selucidn

La condicidén de perpendicularidad es: m; = f‘%
cesario hallar primeramente las derivadas.
2 3 6x2
y© = 2x :yr-lﬂxa;y'=223
X

4x -3y +2=0 =}y=%x+-§-; v

ma-t=y ¥ 3 g L 2

m, /2

sustituyendo en la ecuacidn de la curva:

7=2(5) = Ve - %

El punto buscado es

por lo que es ne
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III.7.1 ECUACIONES DE LA TANGENTE Y LA NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO DADO La recta normal a c en P es la recta perpendicular a la tangente y
que-pasa por P.

Como las pendientes de dos rectas perpendiculares son reciprocas y de

(Ma aplicacion geométrica de la derivada, en la que se aprecia clara- signo contrario, la pendiente de la recta normal vendrd dada por:
mente su interpretacion como £a pendiente de La Zangente, es aquella en ;
la que se buscan las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal . my = - =
a una curva or 4 vortg dado. oy

Con este valor y el punto P, queda definida 1a ecuacidn de 1a recta
normal a la curva, a partir de la ecuacidn:

Yi

Y- Yo =my (x-x)

Ejemplo III.45

Encontrar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva
dada en el punto indicado. :

a) y=x>-4x+3 . en P(4, 3)

Solucidn
& _ L34 . -
i 2x - 4; S 4 = mp 4
de donde:
o -
X y-3=4 (x-4)
N
y - 3=4x- 16
4% -y - 13 = 0 (ecuacidn de la tangente)
Figura III.24
Ahora: oy = - 1
I3
por lo que:
En efecto, sea Ta funcién f representada por la curva C en la figura 3 i( "
1I1.24, y sea un punto P(x5, y,) de ella. De acuerdo a lo tratado con y G T
anterioridad, la derivada de 1a funcior £ valuada en el punto P, es la by - 12 = - x + 4
pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto. Con ese va- Y X
lor de 1a pendiente y con el punto P, queda definida la ecuacién de la 3 -
recta tangente, mediante la ecuacign: X + 4y - 16 = 0 (ecuacidn de la normal)
b =Vvx- 3
Y - Yo = mp (x - xg) )y % en P(4, 1)
Solucidn

N

en donde: = df(x) & __ 1 o4l _1 _
BT T . T 2k-3 &, 2= "1 -



140

de donde:
i Seany = f1(x) yy = fz(x) las ecuaciones de C; y C, respectivamente,
_ 71 - se tendrad:
y-1=35 (x ~ 4)
m = tan o = f; (%0); m2 = tan ag = f; (x0)
2y -2=x-4 ; i
En la figura I1I1.25, es evidente que ¢ = o, - o
x - 2y - 2 = 0 (ecuacidn de la tangente)
con To que el &ngulo ¢ puede determinarse por medio de las derivadas
se tiene: my =-2 dey = £f1(x) y y = f£2(x) teniéndose:
¢ = ang tan f}(xo) - ang tan ' (%)
por lo que:
Otra forma de obtener ¢ es mediante la formula:
y-1=-2(x-4) .
- - £) (%) - £1 (%
y-1=-2x+8 : - MWz - m _ 2 (Xg) 1 (%g)
LT T mm, T (o) £ ()
2x +y - 9 = 0 (ecuacidn de la normal) de donde:
£, (xo) — £ (%)
- 2 ‘*o 1 %o
= 4 t —_—
¢ = ang tan £ (rg) £ (%)
III.7.2 ANGULO DE INTERSECCION ENTRE DOS CURVAS
. . A . i Ejemplo III.46
La direccion de una curva en un punto se define como la direccidn de

su recta tangente en ese punto. Determinar el angulo que forman al cortarse las pardbolas
Asi, la direccidn de la curva C de ecuacion y = £(x) en el punto 2

= &
P(xo, yo) estd dada por el angulo de inclinacidn de la recta tangente ¥ 2 wse (H)
o bien por la pendiente de ésta:

Yy =5 Ceee (B
m= tan a = £'(xy) 4 }

Ahora es facil definir el 4ngulo formado por dos curvas ¢, y C, al Solucidn

cortarse en-el punto P(x,, y,) como el dngulo ¢ que determinan las tan

R
gentes a las curvas en P. (Vease figura III. 25). esolviendo como simultineas las ecuaciones (a) y (b) para deter

minar los puntos de interseccidn:

Y De (b):
u
v* =3 cer (@)
igualando (a) y (c)
Ce x x*
T Ca
' - 8x = 0 = x(x =0
de aqui:
\
x3 =0 ; X2 = 2
9 X

y1 =03 y2 =1
Figura III.25



Las pardbolas se cortan en el origen y en el punto P(2, 1). Aho-
ra dado que las tangentes a las pardbolas en el origen son los pro
pios ejes coordenados, el dngulo que forman en este punto es de

90°, (ver la figura III.26). Se determinari ahora el angule en P:

De (a), derivando implicitamente:

dy _ 1 d _ L dy =1_ 4 =1
B x"I T &Iy :dxy= T ETEEI = =g
De(b), se tiene:
d: d: 2
x =2
1
¢ = ang tan 1 - ang tan &
= 45° - 14.03°
= 30.97°
= 30°58'
o bien: 1 1
% 3 3 gt
tanqs:___.._..l_=— => ¢ = ang tan < = 30°58
1% {2y e ?
Yi
my =1
m =1
a "4
P(2,1)
0 X

Figura III.26
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Ejemplo III.47

Calcular el ingulo de interseccidn de las curvas y = x2; y =x3

Solucidn

Puntos de interseccidn. Resolviendo las ecuaciones como simultd
neas por igualacidn:

x2=x3#x2(x—l)=0; x3 = 0; % =1

[}

yi=0, y2=1
Los puntos de interseccidn son:
P (0, 0), P2(1, 1)
Calculo de las pendientes:
y = x2 = y'=2x; m = 2x
y = x3'=} y' = 3x%; mp, = 3x2
Célculo de los 4ngulos de interseccidn:

para P;{0, 0)

por lo tanto:
Q; = ang tan 0 = @; = 0

para P,(l, 1)

= = 3 0. . =3_2=
my 2, my 3; tan Qy T+ muos 176

02 = ang tan % = 8°8'

II1.8 APLICACIONES FISICAS DE LA DERIVADA: RAZONES DE VARIACION Y VARIA-
BLES RELACIONADAS )

III.8.1 LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO

Sea una funcién y = £(x), si para un valor de la variable independien
te x, se da a &sta un incremento Ax y se calcula el correspondiente in’
cremento Ay de la varjable "dependiente, al dividir Ay entre Ax se tie-
ne 1a razdn de cambio promedio de y con respecto a x, cuando la varia-
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ble independiente cambia de x a x + Ax. &Y es la razén de cambio pro

Ax
medio de y con respecto a x, para el valor de x determinado y el Ax da.
do.
- xz "
Por ejemplo para la funcidny = = se tiene:
_ G+ Ax)? xz‘ s x? + 2x(0x) + (Ax)? . Eiv
by = —=———- o My e 2
1 2
Ay = xAx + 7(Ax)

Si se divide entre Ax:

%% = x + %~(Ax), siy cambia de 2 a 3, Ax = 1

. by _ 1y -
luego: e 2+ 5(1) = 2.5

%% = 2.5 indica que la razdn de cambio promedio de y con respecto a x
es igual a 2.5 cuando x aumenta de 2 a 3.

Si el intervalo de x a x + Ax disminuye, es decir si Ax tienqe a cero,
al calcular el Timite cuando Ax + 0 la razén de cambio promedio de y con
respecto a x se convierte en raz6n de cambio en un punto.

lin fy _ gy
Ax~+0 Ax dx

La derivada de y con respecto a x es la razén de cambio de y con res—
pecto a x para un valor definido de x.

En el ejemplo anterior la razén de cambio de y con respecto a x es:

.
QZ(L)=
dx \ 2 x

en cada punto y para x = 2 vale g% =2

Cuando la variable independiente es el tiempo t, como en una funcidn
y = f(t), se tiene que: %{. es la rapidez de variacion de y para un

valor definido de t.

Si en un problema intervienen variables que son funciorn:s del tiempo
y dichas variables se pueden relacionar, entonces derivando respecto al
tiempo es posible hallar una relacidon entre la rapidez de variacién de
las variables consideradas. Por ejemplo si x = g(t); y = h(t), y = £().

4y _ d dx
at T @ T

Una sugestidn para proceder a resolver problemas de esta fndole, son
los siguientes pasos:

1. Enlistar los datos y las magnitudes buscadas.

2. Trazar una figura representativa del enunciado del problema y don
de se establezca una convencidn para indicar con qué letra se es-
td representando cada variable involucrada.

3. Escribir la relacidn que ligue a las variables involucradas.

4. Derivar con respecto al tiempo.

5. Sustituir en el resultado del paso anterior las magnitudes inclui

das en los datos y despejar las que se buscan.

Desde Tuego que, segin el caso, pueden combinarse entre si estos pa-
sos sugeridos.

Ejemplo III.48

Una escalera de 3.00 mts. de longitud estd apoyada sobre un piso
horizontal y contra un muro vertical. Si el extremo inferior de
la escalera se aleja del muro a una velocidad de 1.20 m/s, ia qué
velocidad desciende el extremo superior en el instante en que su
altura sobre el suelo es de 2.40 m.?

Solucidn
dx
1. Datos £ = 3.00 m; i 1.20 =/s, y1 = 2.40 m.
Senita 9
Incognita ac

2. Figura:

Y £=300m

K
5 A

X

Figura III.27



cuando y; = 2.40 m.
x1 = Vv9 - (2.40)2 = 1,80 m.
3. x2 + y2 =9

4. Derivando con respecto al tiempo:

dx dy _ dx dy
2xdt+2ydt—0$xdt+ydt 0

5. Sustituyendo valores:

1.80 (1.20) + 2.40 & = 0 =5 2.40 Lo 26

que es la velocidad de descenso del extremo superior.

Ejemplo III.49

El foco de un arbotante estd a 4.5 metros de altura sobre una ban
queta horizontal. Un hombre de 1.75 m. de altura camina alejando-
se del arbotante a una velocidad de 44 metros por minuto. ;A razdn
de cu@ntos metros por minuto crece su sombra?.

Solucidn

1. Datos: H=4.5m., h =1.75 m., g% = 44 m/min.

tonita: 9Y
Incognita: 7S

2. Figura:

Figura III.28

3. Por semejanza de tridngulos en la figura II1I.28.

Yo x¥ty Y Xty

5y H ° estoes ThT=T5h;

4.5y = 1.75x + 1.75y; 2.75y = 1.75x; y = ;;g =
el

Y =1

4. Derivando respecto a t:

dy _ 7 dx
dt 11 dt
dx _ in.s & _ 1 = i
5. Para ac = 44 m/min.; ac 11 (44) = 28 m/min.

La sombra se alarga a razén de 28 m/min.

Ejemplo III.50

Un papalote estd a 30 metros de altura sobre el nivel del suelo
y se aleja horizontalmente a una velocidad de 10 metros por segun
do del nifio que lo sostiene. ;A razén de cudntos mecros por segun
do estd soltando la cuerda el nifo, cuando la distancia entre &s-
te y el papalote es de 50 metros?.

Solucidn

1. Datos:

Altura h = 30 m.

Velocidad horizontal %% = 10 m/s

Distancia inclinada z; = 50 m.
= ... dz
Incognita: ac
2. Figura:
P
P 0%
1 - h
N
X

Figura III.29
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3. De la figura III1.29, y por el teorema de Pitdgoras:
2% = x2 + h? => 2% = x% + 900 TR

4, Derivando respecto al tiempo t:

5. De (a): x = vz? - 900
Para z; = 50 m, x1 = /(50)2 - 900 = /1600 = 40 m.
Luego sustituyendo valores en (b):

dz _ 40 m &
Tl (10 m/s) 8 m/s

El nifo estd soltando la cuerda a razon de 8 m/s
Ejemplo III.51

En una fabrica de cemento se deposita arena de tal modo que se
forma de una pila cOnica, cuya altura es siempre igual a los 4/3
del radio de la base. Sabiendo que el radio de la base aumenta a
razon de 1/8 cm/s, icon qué rapidez aumenta el volumen de la pila
cuando el radio de la base es de 90 cm.?

Solucidn
1. Datos:
4 dr _ 1
h= 3% 3-8 cm/s

Se busca %% cuando r = 90 cm.

2. Figura:

»l

r

Figura III.30

w

En la fdrmula que da el volumen del cono:
V = < mr?h

1
3
z _4 s s
Se sustituye h = 31: para tener una funcidn de una variable:

=Ll b el
v 3 Tr 3 b 24 \2 3 mr

4. Derivando respecto a t:

dav _ 4 2 dr

Pt % g

dt 3 dt
5. Para r = 90 cm dr _ 1
Y % 8cm/s
dv

£V fa‘- T (90)2 % = 1350 T em®/s = 4241.16 cm®/s

Se concluye que la rapidez con que aumenta el volumen de are
na cuando r = 90 cm. es: -

av
q¢ = 4241.16 em¥/s

Ejemplo III.52

El aire de un globo esférico escapa haciendo que el volumen del
globo disminuya a razdn de 400 cm’ por segundo, ¢con qué rapidez

disminuye el drea de la superficie del globo cuando su radio mide
20 cm.? '

Solucidn
1. Datos:
- . dv 3
Cambio de volumen: P 400 cm®/s
. Incognita:
s - = dA
Disminucidn del &area E{ cuando r; = 20 cm
2. La figura es obvia.
= 2 aa dr
3. y 4. A=4ox ==>dt 8 mr gt cee (2)
4 s 4V 2 dr
Ve et m g = bt g

cee (D)
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Déspejando % de la ecuacidn (b):

) S (ﬂ)
dt 4 mr2 \dt

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (a):

@ _Brr (d)y 2 dv
dt):dt

dt 4 Tr2 r dt
Parar; = 20 cm y %}f—= - 400 cm®/s:
da _ 2 p 3 - 2
it = 70 em (-400 cm®/s) 40 cm®/s
da _ 2

i 40 cm®/s

El drea disminuye a razén de 40 cm?/s
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CAPITULO IV VARIACION DE FUNCIONES

INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se tocaron los conceptos de funcidn,
limite, continuidad y derivada, asi como ejercicios de aplicacion
de los mismos. De esta forma ya se tienen herramientas para el
estudio de la variacién de una funcién, por lo que en una primera

parte se tratardn algunos teoremas de apoyo para mis adelante in-

troducir tas caracteristicas fundamentales de variacién como son
los intervalos en los que una funcién crece o decrece, sus extre-
mos, sus puntos de inflexi6n y el sentido de su concavidad. Y

asi se podrd proceder al trazo de su grdfica sin necesidad del
uso de la tabulacion.

Cabe hacer notar que este capitulo también contempla problemas
relacionados con aspectos fisigcos y geométricos, en los cuales el

estudiante debe construir el modelo matemdtico para 1legar a su
solucion.

IV.1 TEOREMA DE WEIERSTRASS, TEOREMA DE BOLZANO, TEOREMA DE ROLLE Y TEQ
REMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL

La demostracién de los teoremas de Weierstrass y de Bolzano, cae fue-

ra de los propdsitos de estos apuntes, por lo cual se da solamente su
enunciado e ilustracidn geométrica.

Estos teoremas son necesarios para el mejor entendimiento de los con-
ceptos que se estudian en el desarrollo de este capitulo y principal-
mente sirven de fundamento en la comprensién del teorema de Rolle, el

cual es a su vez la base para el estudio del teorema del Valor Medio
del Cdleculo Diferencdial.

TEOREMA IV.1 DE WEIERSTRASS
Hipotesis:

La funcién y = f£4{x) es continua en el intervalo cerrado [;, ﬁ].

Tesis:

Entre todos los valores de £(x), en el intervalo [a, b], hay un va-
lor M= f(x;), 1lamado maximo absoluto, que no es superado por nin-

glin otro valor de £(x) en [a, ] y un valor m = £(x2), 1lamado minimo

absoluto, que no supera a ninguno de los valores de f£(x) en [a, b].

Esto es:

m= f(x2) < f(x) < f(x) = M



INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE WEIERSTRASS

En la figura IV.1, se ven dos ilustraciones geométricas de este teore
ma; en ellas la curva ¢ es la grifica de 1a funcién y = £(x), continua
en el intervalo [a, b].

Debe observarse que tanto el miximo absoluto M, como el minimo absolu

to m_pueden presentarse para los valores de x extremos del intervalo
Ea, b|, como se muestra en la figura IV.1, donde M = f(a) Yy m= £(b) y
que M & m pueden presentarse para mis de un valor de x en [a, B].

Para el caso particular de la funcidn constante y = k, se tiene que:

=m=k

Tesis:

Cuando menos para un valor X de x en ]:a,b:], se tiene que

Yo = f(xg).

Figura IV.1l

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE BOLZANO

Una ilustracidn de este teorema se presenta en la figura IV.2, en la
cual dicho teorema se cumple para dos valores de x:

X0 € [a,.b] y X, € I:a,b] Yo = £(x5) = f(xl)

‘TEOREMA IvV.2 DE BOLZANO
Hipotesis:

Sea y = f(x) una funcién continua en el intervale cerrado [a, b:]
Yy sea yo un valor de f£(x) tal que:

m<yo <M

¥

Figura IV.2

TEOREMA IV.3 DE ROLLE
Hipotesis:
Sea y = f(x) una funcidn que cumple con las condiciones siguientes:

1.y = £(x) es continua en el intervalo cerrado [ab7].
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2. y = f(x) es denivable en el intervalo abierto (a, b).
3. f(a) = f(b).

Tesis:

Existe por 1o menos un valor X, € (a, b) para el cual:

£'(x,) =0

Demostracion:

Como y = £(x), es continua en [a, b], segin la condicién (1) de la hi
potesis, por el teorema de Weierstrass se garantiza la existencia de un
minimo absoluto m y un miximo absoluto M en [a,b].

Considérese primero el caso particular en que los valores m y M, se
presentan en los extremos a y b del intervalo [}q b:], es decir que

m = f(a) y M= £(b), figura IV.3. Entonces por la condicién (3) de 1a
hipdtesis, se tendra:

m=f(a) = f(b) =M=k (k es una constante)

Esto corresponde al caso de una funcién constante £(x) = k para la
cual a todo valor x, e (a, b) corresponde £'(x,) = 0 ya que la deri-
vada de una constante vale cero.

Obsérvese que en este caso particular, el teorema se cumple para todo
valor de x en el intervalo (a, b).

Yi

f(x)=K
=1(a) / M=f(b)

i i
|
|
i
b

m
|
|
|
|
|
L
o]

X

Figura IV.3

Considérese ahora que al menos uno de los valores m 6 M corresponde a
un punto interior del intervalo [[a,b]. Para fijar ideas, supdngase
que M = f(x,) donde a < x, < b.

Seglin el teorema de Weierstrass el valor miximo absoluto M = £(x;) no

es superado por ninglin valor de f(x) en [}, E], por consiguiente se ten
drd:

f(x1 + %) < f(x1), a < x; < b, (x1 + Ax) € (a, b)
por lo cual:

(1 + 8x) - £(x1) <0

Dividiendo ambos miembros de esta desigualdad entre Ax # 0 resulta:

£g + ) - £Cy) +“Xi' £Ga) 5 0 &1 Ax< o0 cee (D)
Wﬁ‘io i Ax >0 e (@)

si Ax » 0" por (1), y por la definicién de derivada lateral por la iz
quierda:

A}];J:‘:IO" i(-)ij'A—Z))(.__f_(x_l)_io : fl(xl) >0 N G))
si Ax +~ 0% por (2), y por la definicidn de derivada lateral por la de-
recha:

lim f(x1 + Ax) - f(x;)
Ax+0+_;-_Ax“l-<—0 = ff w) <0 e ()

Segin (3) la derivada lateral por la izquierda para x = x; es positi-
va o nula, y segin (4) la derivada lateral por la derecha para x = x;
es negativa o nula; pero por la condicién (2) de la hipdtesis, la fun-
€idn es derivable en (a, b) por lo que es derivable para x = x; . Esto
implica lo siguiente: las derivadas laterales para este valor de x de-
ben ser iguales, asf que la Gnica posibilidad es:

flu) = £5 (1)) =0 => £'(y) =0, a<x <b

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE ROLLE

Sea la funcién y = £(x) que cumple con las condiciones de la hipdtesis
del teorema. Esto implica lo siguiente:

Por_Ta_condicion (1), la grdfica de y = £(x) es continua en el interva
To [a, B]. -

Por 1a condicién (2), dicha grifica es una curva que tiene tangente en
cada uno de sus puntos en (a, b). Tal vez no admita tangente en los pun
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tos extremos de abscisas x = ay x = b y por 1a condicién (3), los pun

. = : ¢ 2. La funcibn dada es derivable en el intervalo (- V3, + V3), por
tos extremos A y B de abscisas x = a, x = b, tienen la misma ordenada. que siendo polindmica es derivable para todo valor de x.
A(a, ¢ B(b, c
Sk ey 3. f(a) = £(-vV3) =-3/3+3/3+3=3
El

teorema demuestra que existe por lo menos un punto de la grdfica de
y = £(x), en (a, b) en donde la tangente a ella es paralela al eje de £(b)
las abscisas, es decir de pendiente cero.

£(/3) =3/3-3/3+3=3
luego f(a) = £(b)
En Ta figura IV.4, se ilustra el caso en que el teorema se cumple para

dos puntos (x,, v;) ¥ (x,, ¥,). La funcidn £(x) = x® - 3x + 3 sI cumple con las condiciones de la
' 5 2 hipStesis en el intervalo propuesto.
Yi

La derivada de la funcién es: £'(x) = 3x® - 3, asi que:
£'(x) = 0 = 3x2—3=0# x =-1, xp=1
por lo cual:

£'(-1) =0, £'(1)=0

y como:
-B<1<+ B, -S3<-1<+/3
o se concluye que el teorema se verifica para:
x3=-11y %=1
en el intervalo:
[- 73, +v3]
Para ilustrar geométricamente este ejemplo, se presenta la figura
IV.5.
0 X

Figura Iv.4

Ejemplo IV.1

Investigar si la funcidn f£(x) = x> - 3x + 3 cumple con las condi-
ciones del teorema de Rolle, en el intervalo E /3, + /3
ple, determinar los valores de x € (- /5,
verifica el teorema.

Si cum
/3) para los cuales se

Solucidn

Primero se investiga si la funcién cumple con las condiciones de
la hipdtesis del teorema:

1. La funcidn dada es continua en el intervalo [— /3, + /3':] ya

que se trata de una funcidn polindmica, la cual es continua
para todo valor de x.



150

YA

fenzo_

x{'

Figura_IVfS

Ejemplo IV.2

Si la funcidn £(x) = 4 - x2/3 cumple con las condiciones del teo
rema de Rolle en el intervalo E 3, 3:] ,» hallar los valores de

x € (-3, 3) para los que se verifica el teorema. Trazar la grafi-
ca correspondiente.

Solucidn

Si se aplican las condiciones de la hipGtesis del teorema se ve
que:

1. La funcidn es continua en el intervalo E3, 5_1 dado que siem-
pre se cumple que:

lim (4 - x¥3) = 4 - x U3 o decir, ¥ x5 € [-3, 3
) o
X > X,

lim  f(x) = £(xo)
X xo

2. La derivada de la funcidn es:

f'(x)=—§x'i/3 el

w
N

Se observa que f'(x) no esti definida para x; = 0y 0 €(-3, 3), lue
go la funcidn no es derivable en el intervalo (-3, 3), y por lo tan-
to no cumple con la segunda condicién de la hipdtesis del teorema.

Esto implica que el teorema de Rolle, no es aplicable a la funcidn:

f(x) = 4 - x?%  en [=3, 3]

En la figura IV.6, se observa que, aun cuando la grafica de la fun
cidn es una curva continua y los puntos extremos Ay B en el inter—
valo dado tienen la misma ordenada, no existe ningln punto de la

grifica entre A y B donde la recta tangente a ella sea paralela al
eje de las abscisas.

YA

e e

Figura IV.6

Ejemplo IV.3

Dada la funcidn f(x) = lx - 2|, y el intervalo ]:—2, 6], si es apli
cable el teorema de Rolle, determinar el o los puntos donde se ve-
rifica.

Solucidn

Para ver si se cumplen las condiciones de la hipdtesis del teorema
de Rolle es necesario ver primero si la funcidn es continua en el
intervalo considerado. Su representacidn grifica es:



Yi
At2,4) B(6,4)
3
1
T T T T T 1 T it
-2 0 2 4 6 X

Continuidad., E1 {nico punto de sospecha es x = 2, en donde se
tiene que:

1. £(2) = 0 cumple

2, lim f(x) = lim f(x) = 0 cumple
x > 2" x » 2t
3. £(2) = lim f(x) cumple
x> 2

Por 1o que £(x) es continua en x = 2 Yy por consiguiente en [—2, 6]

Derivabilidad. Para x = 2

[ = 1 2
£'(x) = -1 f+ (x) 1
de donde:
£ @=-1 3y £, =1
como:

) ]

£ () 4 £ @
f(x) no es derivable en x = 2
De dichas conclusiones se tiene:

i. La funcidn es continua en EZ, Eﬂ
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2. La funcifn <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>