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ConTUNTOS. |o clasen). Introduccidng La tecrfa de los comjun -
tos ©n Noy €n dia bisics en el eatudlo de casl todaw lag ramag
de lasmatendricaz: teorfa ar probabilidedes, andlisis matemlt)l

e, circulton eldcteicos, logice matemicica, ste.

Il establecimienca de ls tegrls de los conjuntos se siribuys &

Gearg Cantor (1845-131d].

I conceptc de "conjunto. no sx dcline &h foIma preciss. Fars ©x

plicar lo gus sm cAtigpda poO¥ goanjunto, Me da la fdem Intultiva:

Un conjunté s una colaccign © agregadc de objetom bilen delinidos,
lea cualar debeh PoAR4AT Ul propledad o atribute caracteriatico
gua na dejw lugar & duda gl diche ob)letc perisnace o RG & la co -

leccidn®

Eycoplol  Los mx-premidentes dw 1s Replblica mexicana) otro ajem =
plo da conjunto padria acr %1 d¢ los niserce primos mayorsa que

10 y menozes que 117 atc.

Los slemeotos de Un CORjunic pusden quedar delinfidon al snumerar

faroar par kjemplo: wl copjunta constitulds por los tras nimercd:

1, 5%, 9,1 ko,

Pusdaen, &8 QLCOR :a;nl. distinguirse 1od elwmantcs de un cORjun-
e, citenda une propisdad comls a todop sllosy por slemplo: wl

conjunto da lom nmerod patel.

* ppadirvess qua nc se axige nomogane ddad, cada abjato definlde

az un conjunko dsdo ye dapomina "glamanto® del conlynta.

Pe lo snterior se Anfiere que los conjunton pueden LEher wh Rioe-

ro finikc.o (pfinito de elemenzog,

Notafidn. Sw acofeumbra deslgnbt 108 <Sonjuntos con letssw mayls=

culanm.

i
Lo mleamentos dae un canjunio me disktinguan con leatran minbesculas.

Cuands un conjunto queds Jalinide al enunecds sus slesantas, s+

spciibm

Ar o [ae o0l = |e,u,8,0.1}; wte.

B o= (2,581 = [2,%,5) = (8,5,2), ete,

Pars [ndicar gue =i alexentd 5 estd #o el conm)unte A &m anota:

51 un simmento ne setd on un Conjunto dado, e dencta:
P iB

Cuande wl conjunce sa define exprepands une propiedad comdn de
rodps aus alessntos, 29 EBPlas una Linea vartical | {0 & verea

dos puntos 1) quyp pignificedo =a tal gua®
Ejamplos

c={x | x > %)



B=01 | 1 == on lihro d¢ la Bibliocteca Macional}

Subconjunto, Ne 2ice qua wl conjuntc P el Un "aubfonjunto” dal
conjuntd N, g1 ceds slemance 2o P oes tacbidn ¢lemento de R,

La minmk ides s ¢xpreph diciendo gua P wptl contenido en Ay o
bixn, guw A contiene & F, (P c3th incluido an R). L& noeldn

dt AubCcOn]unto su EXpress en [ormy misbllics coro slguet

51 wl oonjunte ¥ tiehe wanos wlsmdnton gua &} conjunto R, sa dice

que F em un gubconjunto *propic” de R, y allo g2 indick:

Ejemplo: aear A €] conjunto de letzas dr)l s1fabeto camtellanog
mienda B el conjunto de vocoles dal mismo slfabeto, podemos entdn

ces 43cribir

Daspuls dr dar sdviE defipicionen preliminares, enfoCaremon nues-
tra atencidp & la elaboracifin de definiciones y reglam Que hos

peiRitan conptrulr Uns Algebra de con)untos.

.Igg_liglqi- 38 af1rma Que dows conjuntes A ¥.. 3 eon lgualas n,
¥y 34la ni, ampon conjunTol condleten da log aiemon elpmenton; sa-

to as, cafa elgmento de kO PATIENdCy 4 B Y viEwverns. Ejea-

(A ]
Ao lan,el g Bos owmyalt =T {x,e¥,0,.0,y,8)

53 A = B, odxby teneTes Que al slementd & d&a A ey sEeCtaimen-

te g} pigms que slqunz Je lop slarentos de ¥ asl por siesple

Uubfle CERCEBo] A = I Eor o2 LR 4

Uns ticnica ususl para demoscier e iqualdad da dow conjuntos cen

tibee en haCOT ver que &4 cumplan loe cdom gondiclones slgulsnten

§1 A B sdemis BE A, snTonCay k= B

forjyunio veela |4 nule).- Conjunte vaclo se sgual eonjunto gue
re contlens alementos: El ¢coniunts veclo me rapresenta €on ul

simbole 4. Ejampla:
¢ = | dErpp humbnod vives sayoges On 1000 afon |

Cusérvese qua ;¢ lel puesto que sl SonJunta »  del pPrimsr
mimmbro, péf Hefinicidn, no contiand ningln slemanto) sn tepto

our ¢l conjunto (k) del sequns MismbTo contlens uh slaments.

&l conjunte vagfo ¢ pe conmldera €oms uh ubcfonjunte da cynl -

qdlar 2oAuntd sk c¢usl fyupes sxta Dltlmo,. $ & K, pate todo &,



- to “ni'l"rl.-l. en ol con

[ 3 & Uhiversal | EFl :ﬂﬂjl]l'l-

Cafuntd unjver al t T
i LATOl QuE fuedEn LATEr-—

nto del cyal &¢ Aativan todos log Subfonjun
JunL ]
k1 mds & [l ] UAED unRniver
i fun problems particular, Dpesignare 1 njunt
YEMIrD ¢ L)

#21 gon el stmpole T,

- LETLH
FI propbeitn de} €8n)unto U =3 &) de gvitar pafadoj

Eypmplo:

eg, Be
5 ideramaa comd Gplverad &l Conjuntd de ndmercs reales
L conside
1yral
1o inl = 61 an tAnta qua 1 Ilngaritmn paly
Litnw  pof wlerl e
de un pimafo negative N9 exisse. En camplo, ml el u
i .
tea lu §i -
#Lituye =] conjunto dy Niagroy corpleios, aw Encusnty
CONeL

yulgnte:

-1t = gm

1grer yalotes o una varisble
CusndD dg Pronehn.

BELd: i weZlaa ik valpees de u  son adMmiz)
X ¥N Jufa £CU e

[ -
bles: asry conjuntd de valores Situye 21 aniver
[ 13

_ F un Bukb-
Qoalivesy gue £l £OnJUnto U puedt dgf COnRIferadg Somb
. ata todo
fyunto de B3 mpemo.  Qora ghesrvacidn: 42 A el p
conyu

M.

unm RQre
tencis, - Sak A yn cORiUNED consrituldo por :
ConJunto patencis, unte
Lo A wm 2] =Onjun
slemgrror. Ll conjunto potencia de ¢
re. o de de 1ow 32" BULE R jun-
Yo glemdptDd BOR Lrsdlageenks CAJE QRO
cu

toe del cop
binsdr lom © elssen M
title formar al com

tas Gur ap fac

Juncs A,

El €onjunta vaefo 4, ¥ ¢l contunto univargay § deber

farmar
PArte de 1os 37

Fubeenjuntos slemencos del fonjunte potencia;
En efwcto;

4

Sca “n I:I law Cinel AN AT (o ney

4r n cbietos tosadoe gn EUbEEn Jun

tas de r Chiston (r = nl. El nfimerpg toral pogiple de Bubeon =
JuUntod gque reqyltan L

n hy, o n_ .n
=11 * L] 1 » }] z

donde l?l Rew dn el conjunto vacis ¢ g tanto que {:1 da 21

EOTJENLG Whivermal B, '

Hotacidn: g3 CANJUNED putencia da A derigna 1“-

Ejsmploy
Eea & = {4,p}

e iy 1y, i{bl, (s, B}]

Definicidin imbdlice Aw conjunta potencis,

ate 8 A



-rmplas: by 51 mei B vy HC &, demoatrar que A = B "

Ialgoitn:

Sl x ¢ A » = B, pukitd goa Ao B

ur o gtre lados
5L x £ B+ NCLA YAQUE BECA

+ Ay D tienen lom miamos elempntoa o« L=

¢ 5L Ac D y B& O, drmostrar rnua AE O

rabemoE hacer ver que cada glements en A estd tambidn an C.

Salucitng

L =z . R+ xc H, ¥a gum A= B pero por ser

&+ 30 Cf luege x & A =~ 2 £ C, por lo culdl ok

deduca nue A S C

N 51 A<= B y BEC, demostrar gque A SO

PueEto Que AL By MBS, rosulte que, Olrde eds, A C L

Fero w1 A = ) siends por hipdtosis BE&2 O, = B2 A, 1o cual con

“radlce la hipftesie v gue A S Nr por 1o cual A F T rezultan-

do, por lo tamto, A& C

1g

4l Determinar wl conjuntn potencin I, |[endn; A= {fu b}, c}
Golucidn

FPussto que %l confunto A tiane I wiementos {a,bl y e = F eon -

Fy

tendrd 2% o 4 plemonteos: +

A

I = ¢ {{a, B}) [e] {ia, w), e}}

5} Diga sl len siquientes afirmacisenes *on corrwctas o insarcec
Taw: )

L2 = {0}

Bl 0 = [4}
gl {a) = [ix})
a1 {x} & {lx)}
% = (=]}

I {lal, 0y}l = I({x!, ik, v}
Solucifin:
al  Incorrecto: ¢ no tieny slementos: (0} tiene un slementa.
Bl Incorrecto: O ne ea up conjunks

c] Intorrector elemsnto fonjunta {ver inciso di

41 Carrector {x] es elemants det eonjunta ({x]]
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£] Correcton ¢ S A, pals todo conjunte b

fl Incarrectan {y] ¢ 1Ix1i{x, ¥}

%) %! a,b,c mon slexanton cuatesgquiers, determinar ol celecidn
dabe existil entre ellos, de modo gus ses cierts 1a dgualdeds

[{a.bl} = {la.b.€). {e.b}]

Dadp que &l conjunto dxl ler, rmiexbro #3td conatituldo por un

salp wlementd quir &3 al Cunjuwntg a,.b , para gueo puwsds \rqti!'l.l:.-i
r
52 1z Igualded, debe tentros qQua oh £l scqunde mierbro:

{a,b,2] = {g,p]

debiando astos J0B CoOnjuntoy aer ifguales al conjunto {a,b) 2el

primar miezhro:

{a.B] = {u.b,c} = {c.b)

* ¥
for lo cusl debe tenecio gqug b = ¢

la,b} = (a,b,8} = [a.b}

En concludidni a1 &2 = £

i, w1 « [la,b,n), ol

Dporacionel ¢un CORYuptoe, =

Lni%y.= Ew entiendy par "unifn® de dog eonjunton

Ehnluntc C  Que results sl considerar

¢lomenios gue pETteamcen 4 A 4 4

Rt WYt -5 ¥, TP E*himp

Foavapln: Fran

Aw 2,2,8,01; &

C=aU® = {7,51,4,5%)

13

A ¥ B oal

€ conatituida por lgy

B & a ambos,

13,4, %]

AUD o Infx ¢ b 6w 8)

Inmvescacifin.~ Dadoyr lgg conjuntos

Ay B, al conjunto “intgr -

wercifbn® D ticre POy elamentos afquellos gue mon comunes &4 A

AR = x|z & y xc nl,

¥ a B

(LYY T-L T b= hg
O =

Fjemploar AT e, b,o,dl; B e
D= A MR w [(¢,d}

e.d,»!

Contanius atanes (b deaunidos) .- Das conjuntes A y B 3o0n ez

o3 $21 ro Llenen MIAYAR slumento comlng esta "N,

dIhn vSs ol CORJURLD vacia:

M {),2,10¢

| R

Elemplo:

15,80,

4l #y Lnterpye-t
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ANy =g

Ay frrencia, s La "dilcrancia® T de doa conluntos A Y & a2l

cARJYALD Cypos slemantos wutin wA A y nOo pertenecan A H

S asitn: ¥ = A=R

£ =gy = lxla £ A% ¢ B

v

s remaltaz A= {1,2,1.,4}) B = {3,4,%}

Low om0}

camulementa,~ [l "complemento® del cenjunte A a3 4! comijunto
e i

A, CuUYOL wlemenctod son Los elepentos ¢l yplverss, gua no peT

[ =
compEEn o . lOTEA potacién: AP o= Row A7)

A" x J=n = (x|l ¢ T,a ¢ &)

Lyermplo: sean T = la,m,i,0,u}; A= tae)

LA - Y

tow eenceptas da unidn & intecdsceidn pueden generallilarse paza

mia e dOg comjuntod;

YA =k U hz [+ hn
i=]

M
fr k -lnhﬂl..nh
1=l 1 1

iy

koA, = [elx A, DPATA Al menom uma i ¢ S} -
a

Ta, e dxixoe A, Pars toda i1 5)

siondd #L fonjunto A gspbaanluntog {alII t 5}

UBianramas de ¥enn (8 de ¥gler!.- Son ¢squemas an 1oz Cusles los

CTORTUTNLOS 44 ¥YaRTagOnEan como Sresy planat.

_

CONSUNTE GNreesd CONUNTD A T LONSUNTE B

[ T




1%

2. 1d r na -
Thrmulns qunffales pord Celaclonsr Afinerg d8 elemantos &0 coniuh

tos.~ RAplacloraresor el nirore de elcméntos gue hay en d2x Con -

qun'ek kR y B, €00 2l pimereg de clemcntol &0 lon €oRiuncos

f

Fuo oy & ME,

Logirnemar 4l pimerc d¢ Clenentos qua hay €0 UN CcOnjunkn, digé -
moa ol conjunts A comd 0 A, [N A es un Almera, ne N conjun-

Lo

Iy=auluzcamad Ja siguiente dgusldad antre dredn:

-G+ 6

£ awa:

B A+n B = niA U B nin N By

Fraoblems: <Todos 1os alumnos de wna glase de Qlmnadsls &8 Lnacy,-
Len fara RPOCLiSAl nAtacidn (M) 4 atletimma {A)], & amboR. 51

hey ¥00 alurpoz en 16 Cléae, y ¢n 1o Liste de ippcricaos en naca-
cirn n;y 184 pombres: &0 tanto que pard atlatiegmd hay LRSCT1LO8
179 ;Culnued alumnos #¢ InSCPIBLErDOR pard Rrectigar smbos dephr-

L

Saluci1dn: &) Empleands fa f@rpula

Al U A} = Z0D

rso o= 104 nA = 130

+

B o« M A = ML Aen (N TR

SooniM foay o= 1046 130-308 = 34
by eon audllio da dlagrama #i venn,
fl0d-ul=xe {110=-w1 = 200
roy-x I34-x = 9

a = M =nK Ny
Comprolar, pars ) conjuntos k, B, C. la migquiespnce fZrmula;

nAsnbynE = O (AGHUS} A AT Bl eniAl Clen B Q)-nipf BN £} corpro-

HFET-EE. T\

Ala (6N \P oheacbedss _
"L\
k
L.

M = 4« &+ f &g

nAsnpenC =

= s+ hsesdd+Ineledg

x fa+bra+ql e loscsgrgl ¢ (depefeg) =
‘- larbsesmgrisg) e losgh* fd+g] + [#+1l =g

& mIAUGUCH+R AT Blenta CheniB? Cp-nia™ of Q]
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e
Forngle arnoral pars selaciund) ¢] ndmero Jo elementos que sain-
Ejwermlan:
LTI TPR N TR T UL B T B
L |
1 L
. - 2 falucidny
TRIENED- AT SN
i) -1 1]
n - h - L
. nlhlulzk'lh]] - nhl*n\fnﬁ]-nill LEL Rk, h:} nlk, _\,’
E: b pl ..E: ¥ -
[T 1 PR T LI ) B — P TR Y o .
1)k i k . 1434, 9 1 P srthg M Ao hiyd
- R = B
E: He=i'LAdo gus concuerda COn wi Gltimo problema. sl A, Ai *2 ]
ey Mtl —— 'y N T
EATL - P'Il[-"u:i e An] o
[ LY - C.
' LEb om o= 4 .
dwtndiiz .

Solucifn
AR am 4,3k, = 1,5, 3,....m

- M anihL AL eniA, VAL
r ) Pk Uh TR UR, T = A ¥DAZCRALSRA, TR TA) BT TR P
v Al rd div comlinaglones da m objetos tomados p B Py
- n LFYOLE NPT WL LY P b
P mep P M LU L P P Bypenid, AT Ay 1ot ™
Cm " Cp ]
n LB LI T
Aa M a denia, e A d-nia, A .
L’1’ o Him-11 1m=2},..lnup41]_ ””Al .t.: ‘] 3 1 ‘ 1 2 1
" L]
p!

RN & L R

plos l-2-dr @l solucson

i ]
#l e BT 2 1l, pare tooe mo= 0,1,2,... - .
1|IA1UH.:U.'|.:.1.IL‘U_P.!'1 - nh].*M:‘“A}’M‘ 5

La {drmule se dasucstrs por Lnduccifn matemdbica en le Sequn-

h - n -
ST L CELTT AL P LT PRt nl..lz By

1 noa 1= B ponia Ay
-n:n.‘,“_n_‘zanm:“nil-nm; B mmiag B A Ay



iy

fy o s - A
ik T AT Aglenth, A A ben ik, T AR A denra M AL e

A fy f 4] f i n
.nrkl A.: h5]4n[i.1 A A5!+n[l2 ""_], h.]‘l‘lllz ,']n"g:“

L A N - P a
u;lhz .l.4 h:‘hnlh! h‘ 551 n“"i "2“"‘3 h‘}_

- I ] n n _ A ;] n.l hn - n n Py .
ni 1 *1 ﬁ.: Ail ni 1 .ﬂ.: F AI!I} “I,:,l AJ A‘ "5,

epih M n 4] AN n n a
nifog 53 A n.ﬁlﬂsf 1 '*1 l._] A‘ ;‘5].
o Cvaginoned:

H | L‘} ntmyrs 6 LEFRLDOR qug Aooe teneT &l depelrollo & cads su-
L3

ma E 3 procimamentec Cf;. For sjernlo la sumé
Cf_ i, min-1] i
ST tiene C7 - = B° ceratnes.

1

2y Todws lo% térmings yus proviensn del demarrollo de Qualgquier

suma =, deben terer el mizmo signg,

3! Los £1gno3 de a5 diversas sumas &, 1on alternados. y exim-

twn A sumed = on el aegundd miembra.

4y Il nflmero total Je tdimingd qua se Obblenen 4} desarrallar
todas lam sunay :_’:. dél seygundn miambro a8 -1. Por =i=mplo,
a#n ¢] desarrolio pard mo= % xe shtuvieron: :f'"-l = Ji-1 = 1]

L&rinos,

o
L] k1 Atemn tfrmunog del denarrolls punda excribicne:
;-: -
h
'i__ nih LN O W “Iihllij
PR ! "
' TF" 11 e
41 la muntlatividad de 1':1 ALY de i-ll" aw dnuutu‘n 2 A

Ll R

pEAbICmA: KA una bolea hay L0 vbjcton, do 1oz cualess

14 pon e COLOF OCLS . me = M
11 gon radiactivos inf = 11
gy gan pn forma de subl FY L )
4% ron grizes ¥ LGsCTivaE ln{GnRI = 5§
T won grises y chbicaw en (gt L) = 7
1 wen joflagtivas y clbleos tn{ACY =

Y LLA Ifi%cE, Fatiachives y

u
el

chbicaw G BN Ch

jCuraley olhrelds i kSR N1 arises, ni rediactivos, nl cubleoa?
Selucifn: a) Sv busce 1 ¥ # niG URUCH»x =nil-Su kUL
S aplicundo la Edrmwla: 14+13+#+9 = nilC 0 RV C}tsﬂ‘ﬂ-l
« nfGg o R OECY =2}
+ x = 40-331 = I7

LY Gepledfalo diadlsmas de Yunn

niE b huCt =

a frSadeTelnls] =

- 1]




2}

0 =30

+ RIGURLDC) = 30-22=17

21 abjetes (ds loa
53] no Fon, ni grises,
nl radisctivie, ny g6 -

bicos.

prayney rirodon replradas paTa demoEtTAT TELEZLIOTIER £0Lre COn-

P

FUhLEGR.=  Auh cuanrdo purfd rcutablecor la validur de une eguacitn
untfe conluntos o4 pylicients ¥ bests €00 enplesr una, cullqulg
ra @ lag tEcMiCey yygea s= detailardin a eontinvecicn, suceds,

er. alounas cazdid, Yues Wn mitido op poctiCular resulza, plu'dg

reretpadoy ostuflartgs, mis elarc o uvxpedlto fue loan otrom mé-

hRal-1:1 )

arg Llustrar oW Qivorses wdiodos, hos rofetiedn g oun ciemplo

CoiFG T HUPARJIMGE Qe 58 DESCa Rroddar 1 whracidad da la e- .

Paem (Fi A =1 ow PRI

wi:zaeln: A peredr e lan CCEIMICIQhLL
hemtom lulu o Ay x ¢ i
= fule ¢ & yxpfg BF

Y

3

" mitodor Maciendy ver 4uo A-3 ¢ AN B ademis A 3'm -y
< A= ow AP oRY
LY BECITE R 3 .1 )

~n i A.efB - xc B

*chyxo«hBh" = x alips

+ h=B A" ar v 01%

kil Swa x £ A m
~xct A ¥y x B
ru L h ¥y x f B+ X & A-B

-afp' e a-er L. {2)

de (1Y ¥y (2) resulta: m-p = At mc

]El.'

mivcdo: Conatryyendo une “tabla de verdad®.= Dado que uh
¢lementd x  wBlo purde "geter® o "no wetar® en un detsrminada
eonjuntor Indicamos con V IVerdad) sn le btabla 81 x  TegtdA” gn

! ofonjunte, ¥ con una FiFaleal sl o "no estE” #n el conlunta.

ka3 combiinaciones poslbles para conjuntom A ¥y B mon las i+

guitntesi

¥y o= W
v Iy
Rl Y
|-"v-—.w
~F — FF

Se demuesbra que 14 igualdad entre los do3 wiembros de une ecys-
CLon entrs conjuncos queds eatablecidn s1 las columbham correapon

dlehtes » Cada miwnbro dr la ccuscidn que =n Ls tabis de verdad tie
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nen 1A% mlpasl ;ntr.dll ¥ 5 Fl un lon fenglones corcespondianten,

;

———
jxtk ltﬂ-!xln'lilh-ﬂ e hME
— -
l ] L) h F ] ¥ ] r __1
b — —_
iy oo _| T oy v o
- — ;-

I or v 1 or | r e
F L ;
| r A B i r f_ ¥
e

e s s

1® ObgervAci®n: Una tabld de verdad debe tensr 20 renglanes)

plemdo n el Ntmero J& conjuntop difereaccs invalucrados en in
rroookicitn Que se deses dewostzar (en ¢l flenplo ancerior, lo

conjuntas esn Ay Bl for lo wanmio A= 3; ™y I'Enqlunl'.'.l'l.

F Ghacrvatitn. Laf¥ eCUBCIOTNEs Que Telacionan opéraciocnes &n-
tfe copjuntom, en ganeral, o edmiten demoatracitn mediante £l dig
Arans de Vern, ya que un d1agrams de Venn no puede Incluir todad
g 4itustioncs posibles, comn lo hace, per ejompld, una tabla

du weToalk.

i murlante u“pr.-unun 41c=0Lo0 qua jludtran lo Expulsto on

tu 2* cbaspvaciBn.

Frincipio de "dualidad” - 51 sa incercacbian las oparaciones

B gr U; castiande asimisme 1oa conjuntax T por & en cual -
ogpet exprotifn entpe conjunteos, le exprasibn que rwpgulta ¥ OF
foming “dual® de La sepresidn origainal.

Ejerpln:  sea 1 wguecidm

FL

L
I ey Rty -,

la :_iul.l '}

(A e [dh ey =
St oolerine axiomas implican gpus Propfias dusles, sntonces &l dyal
de Cuslquier teorrms qus ex EomEecuenCis de lop axiomas

«1 tam-
bifm confecuencia de lom axiomas®, !

iur 1o anterior. dado cunlgular tesrema ¥ su devostracifin, gl
dusl del teorems purde mer demo3tyado de manera inllogs, usends

=1 dual d¢ cads paso auceuivO Ot )a demostracidn original.

D mCid qua, Bl WR lEorems a4 verdsdern, tamblin 1o &n ol dual

dea #3& migmD twoCama
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' LE¥ES DLL ATGADAA DL COmJUNTOS

' LECY DU ML
1
I
= JMMEFTENCIA ir FU AR L Y
u fn n
- L AT IV ILAD P AuvEB=-FLTA Alvp = gl p

B LRT IVILAD

AIDUC = [ATEUC

TN NS TT Rl LR

NTSTLIRTIVIFAD

AOLET Cisgarn} P
L FAH

Al rprCy={al muiAn Oy

R P

'L'Il [ AN -
- [T TUAD i _
ioaudan Ahg = o
i
i AU =0 AT -y
- COMPTI MLETD v 1.
| i =2 o= 0
I|
- DL RIACAN “ TRV PSR T O T TARLE TR0
]
|
—
= P AOLLAT IO 'I IR = A

e e e T — -

Ik

I
Erucduida daremés un #loemplo a0 el que se {lumtra edmo, medlanta

la spllcecisn de los mismos raconamjantor, es factibis deducic da une

Iy ¥, en forms paralelas, '.13 dual,

" Supongamos gQue s¢ deica, & partir de la ley da !d[npﬂtnnl::l.t,. dedu

crr la lsy da 1dentidad, axi come au dual:

[ .
A= RUM { hipStesia PR LN
= A pAaNT ’ da & = aMatu g
AR ETE S RUN TR de § = (Af augan aryl
{
= AUIAT B de 4 = AP (aunty
| = Al g (J dw & = a0
]
LN N Y Idantidad A= ang

E¢ comprusha qus Lol paeom seguidom en Ee tranaformacitns do la

columna 3w la lzquierds sgn preglasmentd los dusles 42 cads uno

e lpa pa—sm sequldos en I4 dcduceifin raalizads &n la columns de

recha.

v

Obsbcvese aslmlama quo no todam las layss Qul dlgebra listadal en

la tabla da ka pidgins snlartor

Coma eleccicia, desoatracrmmox la ley

1.~

heociaclvidad;

on independientes,




a7

ler. rELpdg

AIIBEC) » {x | x ¢ & 6 = ¢ Bue) kY E X A= omod AU
"1I!thﬁlthﬂ-!ICl Il LB - x C [BUATT o+« w oL AU B}
=lx | ixc A& ¢ B &xc O] 3 m e LomoxEoABUCE - X ¢ AVIBLE
* [ATB)IC - T [AURITIC © AU RMC) ... [7)
0. mérodar de (1} y (207 fApBIuC = RU{BOS) = AR
er
a] Sema x ¢ AU(BODCY 3 mitodo
* AL AS XL PRC o BN 1A itﬁlllclxc.wl 1LLH:I-II.EI:|:H.'C ® @ M)
= = - — ——— ———
| |
omea X EALDXECBRA Yy ¢ & ¥ ‘r'J‘Jl v v | ¥ v
5. £ A= x & AT =+ » [ (AUBIUC v W Fq Ly ¥ Y v
51 x g B~ x ¢ AUR » 3 ¢ [AUBIUC I“ F vl v v v v
: f
5L x £ C + x & CULABY = g ¢ tALAIDC [de 21 v F F il w v F W
|
L]
= AU{RUL) (AR b e bt | F ¥ ¥ oo | v L v
1 .
Bl 51 x ¢ {AUBIRC F v F ‘h v v v v
X C ADB & x ¢ C F F L !l [ v v v
I
~ % L A k¢ BEw g ¥ ¥ F r r r r
1 3
20
fv"}"
L
\r,"-’
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El-]
v = it ogahigye tda 7)
FAL
r -
.
\'F‘.r - Al'l- {nl"i 4] ] td‘ (]
Ejerrisiog. - COn base g¢n las leyes del Algebra de conjuntos, de -
= AT gprtict)y {de T}
mISTIAL]
1.- aPRRet = LAURGY - {AUBRIUIATEBY = T
g m o pafpryfier {de 1
IAUBTU LA UR) = [ALATQ(BUB']) 2w 2 ¥ 11
= Tyl e ?) ‘
' =ty ide &}
= [ taumitic ] 4= 7 ¥ N
= [AUDUCE! fde 1} = f {de 11 .
2.~ AU(ATTR) = AvE -
H.= Con bama #h & 18rmula deda antarilormente: nh4nB = niAln}e
KR oA = (RDATET (ALm) {de 41 n{a® Bl, deducir 12 férmuls para relagionar el nCmeco de eleman
go da 6 v bom oen Lre¥ CORIUBIODS; , nhenn+nC.
- hupl de
5 Solucifng
= RUB fas 11
. . " For amociativicdad: nAURICE = RIAULBUC)D
o= [earup) D oEURS) LS AT
2 [: j par la farmula dacds pars 2 conjunton:
IR on'y ] = GAtuR M ey e 2 DEAIBUCT = nAsnISEChanT AN [gwc) ]
n :!4 (de 41 . Aplicamld fuevamentE la miama [Qrmulael
- Rruis" ol e

REIAULDUC) = nasnBeaC-nial Cy-nfaf (BUC}H)
die la dibtribub ividad:

niaffpucty = af (A" Mo 7



L}
3z
“plicands la f&ravlae pure 2 fonjuntos & este Aitimg:
folugrfm
AIMIBLE) = nhsptseg-nia® Chenia® py- . Tal diajrapa &8 Yenn:
*PINICIsnT (AN 31 N a M gy ] 13 :Tr:::‘ AR

= RAerHepC-n (AR Di-n AN Clon{8N CpentAl uh gy 11ty nifh (RUIT = 3

S LAEn:
7.~ 5¢ ticren } ohrecomt A, B, C, ¥ 3% mabe gue Aingupo de low )

nACRIENC = A LAUBYC s miAT Bl en (AN Clenal p-nan gh &) . Frsa r3s de 1 kg ri mence A= O0.% k3. Para determinfar com exactis
tul-wl peFa gue tlens cafs uto de 1oy abjetgs, Ba efples uha balam’

6. En uyne epcumaly efectusda a ,r Grupd de 100 13; pefo dgie fAnicomentd regisifa, con precisidn, pesos entre 1 y

ostudiantas uni-
Vormitarlos acercs de quid 3dioma ¥WLEAR]arc estahéh eatudigpds en 2 e

WAE gemEntCk, Ba Obtuvicron lay vigulentes CesfUautas: :
- £l problera cOnBksTe en Setérninar, ¢on 1a belanzn Jade, con sb -

Idiara: HimETo de eatudisppen: scluts precielan, ¢l peso de cads upo de Loy 3 pbietas, rinctulﬁ:
Francés [r] 25 oa Gnigamencs ) pesadas #a 1la balanta.

:nglﬁ‘ H '8 50lucifny  Parag poder emplest la balania, deberfn posarsg 2
nalée th ¥ mse (®) ' objerdd cOnJuntAmenta,

Peanctn, pETo nO husp 13

SClamenta Francts 1N Nomenclatura: 0= {h, B, C}

Francks v Inglae B nh = pepo de A

Hingdn 14,0108 T . nk = peno de 8

5 nC = peda de
Sa Dregunte:
nld =« poso conjunco de los 1 obleton.

£y sCulPLeE curssh Rasg? nk = ¥ L 1
. f - N, H - Al
o . 5, = la.Cl: 5, ) 5y
ACUAEaS Lofan krenc#s y Rume, PEro he llevan Inglég?
Lil]l CwinLoa curtlnlr:;nctl Y Mg & TnQles, o ambma? n51 * pee de By ©juntea o e )

niz = pran de b y C yuntoy = RAC

ns, = pesd di Ay B Junias = nhanB

3
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Nasules enLOncEal

i:usl-:zusl-:lull.u

n -
5II I: c

n -
51 I] L]

1 5 "8

HamOg widLiO que

nbliniz

- nlilusauniﬂﬁl“ 50
w alvnc

s, 4n5, = lene .. 4D

?
] 111.51#“53. * nl+pnn .o [y
'“_5;'"5!. = nlliena o 3Y
Tins, +nS endy) = Infi+natngenc = 4nl

- ol '.;tnil'nifnlll. 0]
14Y en T2}
nslmsj = itnsltnlzmalhu

$wplificanda, y despejandc nk U9 obtiens la primers de laz @1-
quicntea 3 eEuaClOnen] las ¥ l.iqui.;nlll rasultsn da manack andla-

LE L

»n
nh = §in3 onBy-na, ) (da {41 y {2}y
nek = %inslthil-hsjl {da {l] ¥ t:‘”
IR TLERYS LN ida (4} y 1) .
BE.= Al dlrectDr Ca una dicugla sacundiris miuta tcﬂdutlclmli.

30 iy RSAEBREAN llﬂ-l slquiantenr dJatos escadisntfcos tendianten p

raflazar #l clecto de la prictica da low deportés «n al sprova -

ciamlienty scadfmico de LON plumnca

La mpeccra conyietid de 109 alumnos, 50 hombrws y 58 mujeces. Fa-
88 afic el EQ M, del cual 2B sen ruleras r‘J'.'. hombres.

a log 100 gur conpsticuysn la muestin, 36 practicen deporcs y, de
adtos 56, hay 16 hombraw ¥ 70 mujerss, B obsarve que d& Jon &0

apropadoa, M pon dcportlmcan, y ok dptos 34, hay ]-H_ " 114 1 8

El director pragunth: (Culstas sueieran po-dapartiptas RO paparon

EL

1* Solucidn

Kl = 100, nH = uM * 507 nph = EO

nlaAfi M = Illdntl‘“ Wl = 321 nrb = %%
nipf Ky = 36; picwy = 300 niAf O} = 34
n{af ol W]+ 357 IKCOGHITAG MMM DD g4

PEru: n{HM O R ey e pEt D PRy
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1%

del problams .-  ancecion . ; '

AT BN Ay e R [HUDUAG '

pere  niHEUAT Y = ndon fHIODUAY = niPAUD) = el

Apl proplema %, - MRCETIOE:

Y P T PR TR T L B T Y |
AHUALD! = oEspaenB-nil™ AV -p o 0 - af pyena® A0 o)
g+3% + L7921 =

= G0+E0+SE-)7=3E-3dr10 w s

L . ) 1! salucien:
RN ot AT = al-niHUDURY = 100-H = & el diagrama d¢ Venn se Chasrva om
a sea: El nfmrro da mujkces, qua ND prictican deports ¥ que [8- A o= xen A HE s n Y B - M AT Y
prolaren el afic an &, a

f Ll & ad+l@*20-0 = wridy
ELl diagrama de Venn co:re;porld:lenti a el problemi g8 COWS Elguel . i
N & b Ih
|nﬁ-tmﬂ . D
nHTATD) = 74

i

1
7% salucibnt . Titmlar diagqramdn de Yenn, Lalew qua verifiquon lam miquientesn e-

yaciogndas

REHURLDY = rMrpR+nb-nik ™ a)-n 00 -n (A7 Dy +n iR AD D)
1. aBt g« gl af gy

Donde 18 canoson todop loa daton de] sequndo mieabro,  Fircs COm-
Solucid
plegar 10a datpy, puede racurcirae &1 slguients difgrama de Yewn: Bl "



rd-d—-——- - -———‘1 1?

l ¢ Dl diggrams|

B ’ Ahphe oy

B-C = %

“lp-Ci1 M AP Cy w R pn g

+(3=CJ " (AP c) = 2P gt

.- KPgfC - RO

Selupubn:

Dadno que alar o g (pard cuslguikr N + gue paZa Gua B& veri- .

Pique L scuscidn an 2, pasts gqus AN B ¢ = ) como sucads.
por e)enplo. en ) disgrams de Venn acl problsms l.- anteriac (e~

xiatgn ppchog mis pomibilidadce)

1= peig=81 = [A=BILC ol b

Tisnsformands el 157 aicabro 4o (1)
A-IT'I:CI - R IB~C}" ) ioemoytrado por v mEpoadon)
= xOopafip'l, (,or la misms razén de antan)

A (B UCI: IFOr Dy Mapgan)

(AT B IR CYy fhoz disirpburividad)
= (-muint oy L)

Conparande los 19" miembrog de |3Y ¥ {21, slandn igualws los 7%

mlefpingg

L1

51 AMc =o¢ = 3y = (2}
pazo ANC = & - CC A
De ahl gue ol disgrams de Yenp spropisdy pudds gar 81 slguisnis

——————

Del disgramm)

\

Z .
{‘f’.—r A= (B-C) = i:'l-lll.l':

=T

£9 muy IAROrLani# Chseyvar qua las 3 térmulas dadam no  tilensh
walidez gencral, Comd pusdy demoRtrarss, por ejemplo, Condtouyen-

A las toblas da vordad coprbspondiented & cada casp,



Frigblrwa:r  colowar 100 pardAtasie ASCHEAEL08 an ¥l Beyupdo &yjem-
Lee de modo que relplte ¢iertsd 1n giguience igualdad pars todo

cofjunto &, B +

h=CB-In® py ] = a-B-p-i

Zolucifin: Dado qua #1 conjunto dal primer sjsmbyo af stk

blen dafinidy, st podrd taner iLdes de gquil coniunto cepISsants WL

ron auxiljamon Jde disagrarap da Venns

0 v
a-ah gy

Al g A m-I1a" w7

POE 10 qua pECece WA qua A= B- AT B - b

Lo qQue pusde ComPIChAEme 1demoptrazsn} €om una tabla de yerded
N L]

|para todo k, B} .

B-taf M_{ ACe-1anm ]

xr.{:. n_ip.“n

- A=p-T B- A1 B1]

0

woelviipdo Ahofa 8] swdundo missbrp: ¥ abiervands que B-h = §

=L ip-mi=n ] = a-[ -] = R-p = »,

Por 1o cual, ls lgualded propuesta s varilics pira todo conjunto

&, B, WLz
A-[m-th" 1] = h-[C (B-pt-A ]

Chadrvese que na funcions nirguna de las slgulentes pasipilidsdan

¢e culocacidn de parBnrasle en 0l wegundds migabro;

f -

{h-BY-[B=A} = A-B p &
Cr=inen) Jen = ¢ p &
Ca-81-B Jen » (h-BY~h = g ¥ &

a-Cerip-m1 ] = a2 ¥ a



o

T o -
iFr gl La CLrQiciln ARCEN4rig ¥ RullCiont® paca gus YA coRjunto

H o Gew ] Ctaplumenta ok LErS Cconjunto A, 48 que se Yarifiquan

wimultisrcansnty Jias dod CondlZlonen Riquientas:

a)] AR R & ¢

¥ by Aug = Bi (b an la dusl 84 a))

Lvmonyraciin: condicifin hacwueria:

apStetie; B o= AT
AR E = A A ay

Flmigmar g1 B * A" v AUB = AUr" =

cundicyon nutlejente

-

ipltesin AT N = g,y AUDBD=[
B =8l

= 5™ taun'

B Rpois® Aty
LR TSLN TTTT LU A
Ina ;I-I-Pbl.thiﬁi AV L.y
e ure™a"
w farioaguiaT R

- “lh ”-UB-I

Wit du DApELEsIN AU B ]
ho= A LI
-l =N
Proplams.~ Con bame af el paarend anterior, demoSLEer ta luy de

P& Margun:

(hlsp om kB!
Ragtald hacer wel guel

ap iAuBl b (AT B'E = U

£ my (AUB} T ENTPRM) e

pueptt qua B hicemot LU o afip'»D
eyp=T0~-c' =D
a cfip=ga-t' b
DamostIacidn de &l
sy U oia Ry - '[.- (RUR| U ] n [tmn ml']

!I:.JA'UIMJH-J A [nu{nul-;] .
,[A‘um un] i E'.u{nun'l]
" (_5 u n-_ll. » [nuﬁ]
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A tacacifin il terafa n: cOpuntos 2 Lsconamientos 18qlcos. -
Supontume,a e &w antdblven 14 sigulents relagidn ankre vatios

cnnjuntnl.

ALE
Rl
L D

1L €K
ta conclusifn eat RLM

rebd OEBWrVATSE fus le coanclunidn antdrior es vilida

GniCamtnty N3 Cada CORMOALD aparece: n@ =bs d& uns vez del Jada

derwcho a del lads trquisrdo.

MO puvel canclulese-nads toncrycd acerca de los gonjuntos

Ay B oen el siyusenta <Jemulon
A=
b=
Ep tados los cosom miguiances as Qusplan las Sondic lones

Aadas:

Lis leyen le log conjunics y ¢l uvao da diaqraman de Yean

pusden conducie 4 18 decorminscifin da la vabides de CLeFtas
tipas i TAIGRAmIEALLE, COMd EE FlusLrs oo los miamplos dador

& continuscidng +

® @

[

l.- LDulurmlokr i ob VAL b s figusvnts farnnamlanktag
Tedds lon cyudisdus son rectingulon,
Fremlpan:
Todow los receinqulos son paralslogramos,

Por lo tufle, Ludow Llos cusdrados
Conclunién:

mon paralwlogramos,

rCeyP

2.= (ks vil10o o' slyuisnge raronamignto?

fERen

~ ul fagunamiento an villdo

{ Algunoy problamas ge rasuslven mitendticamanty
Fromjean: 'l

Llgunoy problemcs son doficiles

Por lo tantu, dlgunom proulemis -
Contlusidnt !

matemlclcos aen dificiles, *
A

Min Cusndt ls conclusifin e COrrwcea,
f3ie 3¢ oliiene du un TRRORARLENLEG

falmo (46 invSlido)

Espleatdo los leyes de sonjunton an posible demostrar quw
los conjuncas M ¥y D del problemas &Rterior RO necasar laments
flenen interseceldn: Cel dlagrama:
FPUM=F, POD=F
{Pum1 " [ pUDY) afF Apag

- FU LN o= 1)
Sulnuman udnmé: que [ U ¢ =+, [2}
Comparanda {1] v {2} vemow g

M 7D pyvae sip o :

- H y b ne neoesartamgiiy biunen IntwosacCidn,

+



Jo= Analizer al siquiente catonamisnte

o8 loe aifox son felices

Framlaas
ntes Inlicas na sssainan
Par lo tanto, n.[nqdnlniﬁu T Fards aformar o uoe, 51 A& B, lss Sreas rayadas on 8l disgrama
" Conclusidn: NG s¢ aupeipoen. [t pondici0n as squivalente ai
ananina . *
i AT B =g )

Pucsio gue la rorefiproce tamblan we olarts, as conclupa gquer
Pl dingrama podamcs conclulr qua el

razonamianto &8 vilidos
A B At R« f L)
Mhalivicemgnta:r KO T = W) FL Ak = &
X¥X=Npr

WO A= (w0 PbO A sl munmg, da . {1}

" WA (EH A
. ' [l '
HOAN=HG# n* e A B A')" = ¢

Ephks=y
e AT AT B =g f2)

+ Ma saisten gentas qus ssfan sizulbtdrassants nibos ¥ aseainos

4 {1) ¥ (2}
+ ningdn mlfo ea wenminog
Pucreaidn da A B #n funcifn da las operacicned Unidn e Lntefweccidn LR T AT S ¢}
fado que am vilida 1s conclusidn A C mil ss eabs que A B ¥y B T, con LE Bore Juile:

viane expraast al simbolo en funcidin du Ja uniédn & incezresccidn da

——

dos Conjonlos.

Supongamos gue & By 10 cual sa Indica wediants wl xigulente ; '

disgrama de Venn: !
' ATB F A - Al AUB F B - At S
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a

na . . '
AC has hTp = ) N L) ™M oparbi: hapAregter AP R e g .

Wimosracifing @y A e A+ R pNpg (o)

o

AL MebhUl = B . )
een, puia todo h, 8¢ 0 APuc o ... [n)

Aambign: A DevA'Un o O . (8)  idual de (1)) e [y (0} U concluyn qur A S B

] .
I do- ghAaliar gue AN p = f - AR B' =
1 - ' L]
Alus = [ l (/ |
. | R e B L el TN LN TR T IO | BT
= l
1
|
I

L

S Ao e Lquivale 8 AR Rt a .
A'us ¥ O
Yoo Dumotrar que AP A" = L - app e [, ’
~ng B ! .
¢ 1 Erlavasd. 13 Jey ¢o e Murgan & A™ B’ = 4 pe obtignat A'UB = [T,

Mwvwnnrpagdnned dnalitican:

SR L R O LS L 11

Tom Sl afizmi e A Desh' B = X .
* s AT TN e JAUEE T |BtURY e pADBI A = apa

[ T L. T .
. oo o= AT RY gngivalu b AR = B
1" acte:  hEPSEtesLE: - -
. B fevumen
=Bl Kkt A" EC B por logual, mi wmEA ¥y xt B < Bl nt -
A .
sk on-resrte (1) R TR
N A h L TR '
por wire lado, w3 x ¢ AR + ¥ ¢t A ¢y x ¢ B
AUWpg - 8

.k - . hy =

P N O L N A AR AHL et

de (47 ¢ L) v Jlrey AT R o= A



Frobleaa

iJud conclyniones pueden darivarps de lam giguientss propeslcia=

et

4] Trados lor estudiantes inscritos en deportes juegen o beisbol o
futba! 1o ar90d).

Bl Ho &4 permitida jugsar Lgjsbol y wer ademdp miembro del equipo

du natacidn,

¢} Los que ro forman parte del squipe da patacifn, deben practloar

ctletiamo. *

Sclucifin: Definamor los Riguidntws €ORJuntofd

U = Tdos las catudirantes inscritom #n drporten
B = Conjunto qua juegs balpbol.

Conjuniy qus juega Ifuthol,

N = Conjunts &0 &l £5uipo de natecidn.

& = Conjunto #n &=l squipd da &TIeLlaho. -

EimbOlicamente, los propodiciones dades ee escriben:

#1 suF=10
BY B H =4

c)] WECoa

Humos visto que &) ¥ b)  son squivalenter i

a) A0r = 02 B FAFP S

bt B"¥ = § § BS N' 8 N B

1

die Lo Lwal LomamcEi

a1l F'E B
- P W' B NET

by B K

}.. B A -
Je ) NWE R .

putttﬁ Y

NUF -
Pl A
Bin A

En reaumen, 18 conclusiopnes sdm

Lo FE R aNE T

-sdon lop wiembros del equipo dé nexacidn Juegan futhal.

.- N R

Trdos los que juedan baisbol eetkn en &1 wmguipo d& atletismo,
3.- F'S A

fodos Ios gue no Juegan futbol eatdn an ¢)l equipo de atletlomo.

Teopiws.- DO conluncas A ¥y B son lquales i, y adlu 231,8e

verifiCe unk, Cusloulers, de lap dow cond 1CiOnes gui &E EXDTE =

wan & conLinussidn:
4] TA=RpULB=k] a y

& L] A ETILTAT T Ry A g
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i1
lp anteriul nu verlflCe 2] FE N + F pusde sor igual a o

Iy by | An il L) |
: P A F=H

Niphreagsy AT Buiarf ) = ¢

Dl di1Aqrama me comprucks gque ge cumplan todas lam condicicnas
VAIR Qua 1.0 unpién de deos cOnjuntod pumda axr igual al conjunto @

Judam ¥ lam vanclusjonss oLtenidas, weto s
o3 neca¥aria gue Chla cunluntd swa 4, pussta qua § O 4 = &

ur=10
POLLE T R T - ] 1 ’
A=D p "w o= » CATON
Mg~ BSR
B A
Aue T proc moftal
K F

Wpitceis A= R
pE A J CLAICLLS IONES

AP rruiatE = AT UM Dy - . e n
-y L T I
EarvE Ordfnados .- LSeén 403 clementdonl a2y by sl deslgnamcd CO-
FrouLlewn: Gon Dase en «] Clitlmo tr rexs, desostrar qua an ol pro mL primar wlemenga a uno de sllos, digamos &, y &) slemsntc bcome
Rlemn aniciior, as factible ’ crqurda, tendrempy delinidc un par Ordenado, &] que we TEprEsERta
cume dd, bBl.
solucifn: Oetemos buscar baju . , »a warifics ln pcua
cifn: Jpualdad.- Dos pares OTdensdor 00 iguslece ki, y s8lo mi, sus pri-

) A reras elemencos son 1gualas; slendo selmismo Lguales mue sagundon
TR AT ETE S HA & T -
tlemencas; vEco em: (&, Bl = (&, djé—F & = g, b = 4

pa 1a 1Y conclunién obhtenlds;
MU YIS LS
HOFP = N P' = g .
1.=- 12, N rF (1, 3}

SO SMINTTI PR =y
7.- Los pares ordenados pucden whLAF constituldos 2on &l pris

«HAOE . g mer ehemente lgual al BEqundo: ta, sl & {5, 3
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(g, & ¢ {1, 0

LA raALRE &al pland coordansdc son s janplos conocidos A4 PAIER

v nenedus,

e J3 com cafiplelidn da par ordenaéo 1a sigulmate:

[a_leb = dtai, la,der b ou dondg [a.L] on un conjunta (par RO ardensdnl
v 2] conjumte isl dutesming cull &« los ¢lemsntos dul conjunto ,

fu, k] dlobe conTideTatse ciaro |rimerg clonanty del par.

Lun Lizy en 1a dafinic,dn antcrior, ae demcutrarin algunas ds las

absrAD LahEA DChes At erlCrMERLEL

T+ feol) = [, dl4pa =< b =2
11.+ fa ) F (b,=]1, 21 & ¥l

1L.~ &I un par ordenado tiene mcd dos coordernadan igualam, ru-
Zultd fu.ad = flal?

Dhzrirel b J 10AEE

1.~ ul nipttessn: la,b| = (c.d}

o dm-ult.‘rlrﬁ cuu 4 = ap ho=d.

in clrclo: s By & {fab, la,B)]: awimismo: (c,4) = fic]. 1z,a]

et lipfteyine [Mel, la,Bll = Iel, le, a3, (1)

L1

1wl aw b {la), la,b}) = Lal, la,u}) = III};'.HI-. l{al}

{ron Lo cual gyeda dzscatrada la pfirmacidn 1111.de (1)

Pig ) de,d1) = {lab), + " Hed] a'{{ably = {c) =" {a), ~ =,
pucsed va 51 & = b+ b= &, a4z Oobhtlant Aplmigne b o= 4

1:f 51 & F b, rosulca gue, poar tepcr embos miembros de la iguat-
dul 1Y ) mleme efearo de elementos, + € # dt cbtonidndéne dm

[1F gun
fad ¢ Vgl [g,d¥

cuesto que;  Jad # lg.d) =" la) &' i)

tor otre loda, de (1) e
fa.Ly ¢ el dc.d]l

Juore  la,nl F o dey

= {a.ll = |o,d|

puiesto gue resultf & = &, = b5 = d; ys qua & ¥ br con lo cwl

4L complata la demoscracion de la patta I al
T.-bY Hipdtezunt o« = ¢; b = d
S chomutilrarcd que e,k = 5, d)

Lo vigcta, de 4 hiphiwNls rwsultant



Ial =" lgts’

S0 Miat, fa,bl}
* fa.b] = Te,d)

TF.= Hipftuosin

or defynieidn:

{lihl " b dl

= llc}, ke, 41}

a ¥ up canclugifdnr

fu.b) = i, fa b7 thyap +° Uib); Bat]

ta,b] ¢ {b,a}.

ar: & # b, = [a) P Ib}, » Trat,; fa, 5"} ¢ (D} 1h, all

« la,R}y A Th,s)

OLEErvert que Ly ab' Arlor e verlfica aun gyando: fa,bl =" {b_al,

para toda a, h.

Products CarTapiamg dy con=ottae, -

2l "prodiero cartizdlane” do A

tos son todos lom pargs ur.lcrados la, b} tales gue & F A ¥ B £ B

¥ % &3 4l conjuncd cuyos &lamen

AmDox dfalac Al b B

Erempla: Scd K

A x B o+ "lo, W,

Dbsfrwman gquoc

nA = ]

= Ll

{3, ¥!.

R

{3,

" Ix, v, tl

al,

TN

i, ¥,

(b,

nares das coniuntas

z]]
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v

A ¥y H,

AlA x i = nfoa Ry oon el plomplos nA = 3

rmfh ok b= & s opia x N

- &

La detinleidn anteciar pos e genazalizacas para [ormar productos

4

-t —

cartetiancs oe cualquler niaecd do eonjuncow

Ax FE & oryaltis [tab, cuntla e AheB.c,nE L)

Liemplo:

t‘..---"""-I::.\.
[l

b, ——"1

ih.,__‘c‘r

ol |

h,— "L

.‘-l-..___';z

Aw Al = Ha,

EJCFCLCI0E]

at hox oo -

u

D ALTAEr gQuis:

-

[ saansen B
blcﬂ{alhlczlta142c1!{nlblcz}

Aoz (DY o A x B3N (AR}

[fe.yr'®m F A, y yu BHCY
[ix,y'|% € A ¥ = B y ¥ € c
eyt eyl ¢ A w8y (7 £ Azl

TN R IR L

fcan: & = IaL.E,II b -.Ih1¥b1'h1‘l € --Etl‘cil

ropultan 13 terhas crdenadas

1%

> ke A s nc e nilhx B x L) o=-1]

}lalb,czll



fal =" fe]r bl ="l g

Soo Mad, la,bhy T il . d))

r {a.bl = {r.d]

11.~ HipStueis & # b comtluxifng io.by & [(bL.at. -

Pur defanicitng

fu bl = 1 Jal. la.nlls th,a "l!l;]_; b,at) ) ' -

2eoa b, v fa) piibl, 2 IR A, B B TR Bl

+ fa,bBY ¢ (.l

1]
Obafrvese yue lu un'4¢lor se veriflecs  sus cuande: {m,h) = [b,al,

para toeda &, h.

Preductn tar besdang e confuntns.-  farcs don conjuntos A ¥y A

«l "producte cartoslana” de gy 5 en el £onjunto cuyos elessn

tea don todes lom pares didcnades (s, ) talem yuo & € Ay b o 8

Aw Do lla,% a0 b, b A

Etemplor Sea how luhl: o moe iy, v, z]
Ax B o B3, k), lay ¥r. LAy v, ab, x¥, 0L, ¥, (b, xN)

Obafrvese quer nih & 1 = L4 a NB; o el ejuwplor Bk = 2;

B = 3 =+ pA wnd = & = Afh - AY = &

Lé dofinicitn antertQr piordo gmpeecalizarce para formar productas

e

cartnajanod & cusloulve ndsere 4¢ Conjuntost

AxFx..oakWe llab _plleehbeB .. ,ntR

Ciemple: Scan:

L [ﬂ._,ﬂ,li [ thl'b]*h]h z l'[l:l,r.il

3

rogwltan 12 ternad ordensdes
& A ox n® o2 BC = onih B x €= 12

AxlzC = lta,bcitabcy)fa b} iabryl.cove (mgbycy 1 tagb,oal}

Ejorciclui:

-

1.- Bemustcac qusr A x (30CH = (A n W17 (A £ €

at Aox IR0

i, v e ¢ A, ¥ ¥ rhCl
ltn 'l cm, yomyycoel
Tfm,yliw, ¥ L Ax B ¥ Ix.¥) ¢ A X e}

(& 0 BED (R ox O3
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Lea tx.y) £ R x R0 CY
+xcr bk, vl

+ At A YyrEBEwvyel

L)

(5, vy ¢ (A x BY ¥ {5,y ¢ (A xT)

L]

Lyl c (hxaiftax @

haldfcl e thox 81 v a0l 1)
Sai {a,y)l £ (A x BYP {0 x O

(H,¥) ¢ A n B y ix,¥1 ¢ b3 C

4

= x [ A Yy hycoC

XL h yrthn‘l:

+

w50 ¢ hoa (AN

L]

inxm nxoie s Aty D)
Aar {”‘ ¥ {1.}.‘ i

AntB™Ci = Ay P oA x 1

Tebla A verdadi
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~d v h y yLE

2L x ¢ b ¥ ¥YobDo~

AZR ¥y Cap -+

B (a)

peTo, par hipdiesin: MG B y C=D

fx, ¥} t 2 x D

21 {a,y!  ih 2 €y * i,y ¢ IB xD

In « Cl= WP s DY

oLro mirodo:

L

ih e C) = i = D

¥

ik & CheiB x D
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CAPITULD 1 EL SISTEMA 0E LOS NUMEROS REALES

THTROOUCC 10

Fa 24ffci]l preciwac cullndo spifecah ah La historia lag primsros nidee-
EGh,; fEro tenmmom la cerceza 2 gus detox fusron load llamados rtlmeros
naturaley {1, 2, 2,...}), los cuales aurgicran da la necasidad de can -
tar. B

Tan prontg omd sl hombre dejd de ser ndnada para dedicazse & la aqri
cultura y al cemercio, tuvo necenidad de desarrgllar formas cada vgt-
PA)OCEY para contar  pacd representar lom nomeroy. El watudio de cf
B tales formad han evolucionads hapta convercifed en lam sctuales -:
rececia por sl solo un llbro coopleto. -

ElL hombre primieive cequarfa dnicamenta de los priveros ndmacos natu-
falek para contar. 5in eabarge, con 4l advenimiento de la civilfza -
¢idn hiro da utilizar ndmaros SSs y eds grandes, hasta que ol ant; -
4quas griegon dieron ¢] salto al audatr Concepto de infinito, nuclﬁn_
qua requicld 4a un alto grado de abaceaceidfn por ic min alld da toda
aaperiencia [fimlca.

Curiosamenta, ! paso de los sntarop poaitivos & lom negativos ramul
eS mEy diff{cil, [0 nimercy negativoy Eparscisron como wolucionsd

de ecuaciones tan pronto come low matecSClcos mx ocupaton del dlq4 -
kra, Los griegos, mis pfeocupados [or lu geometria que por el Slge-
bra, desgartaron lom ndmeros negatived al no poder Iepresentarlol
grificamante y adsptarlod a mu qeometyis) mlemtias gue loa chinos ¥
tos hinddes, por el contraric, reconacieron ls existencis de nizercs
negatlvos 4fln ances de 13 ®Ta cristiana. Lop nizsros negativos, ELR
embargy, Ko Fysron incorpacados complatamenta &l cuerpo da las matemb
ticay wing hasta 154% con la publlcacidn du la obra de Sirelama Carda

fa, T“Ary Magna®.

Lo nboeros racicnales (0 fracclones) son afs antiguos qus los niss -
ro23 negatlyvos, Eatom ndmerées apirecen en ins mis primitivos eacrltas
matemitices como el papiro Rhind, chra leqada por 1a culturs eqipclie,

los nbseron I;:acinnnlaa tiznen tambifn una largs historia. La neca-
widad de sytos ndmeros s& habfa presentado ya s los antiquos griwqos
en sus estudigs gecmitcicas; ain embargo, N0 & ERCORtrACan rhradas
matisfactocios para la conatruceidn e estom AOMETGa & partlir de laa
racionales ming hewts el aiglo XI¥% con las trabalos da Nichard Deda -

bind. Fus €n c3te slglo cuanda los matemlbloos lograron dar unidad ¥

fundarenta 18gico al amtudio do los nimercs.

En ¢l ado do 1889, GCiluseppe FeEAR Propuia cincd axicmas o pontuliados
Ut CHIACELATIZIAND Comoplegds=nce a4l conjunto de los nlagros naturales;
esros cipgp postulados s utllilaran coma puftd de partids pars uhd
canstrucclfAn total dal sistems de los ndmeign reales,

Aciuvalmente, el estudic de 1oy nidmeros cesles so pucdw smprender denm-
de daaz puntos de vizts funcdamentslocente distintos.

Uno de elloa ea 21 conocido coma “méocdo condcruckive™, wa &l cual



- 1 -
.
% gutudian privara los nimercs pacurales ¥ a partir de miioa me in -
troducen lon sfterow, que & Tu vez sirven CORo baLe para definir low
nlbercs raclonalen: por dltimg, snersduciando lom niimarcy frraciona -
lea, aw completa la conmtruceisy,

£l orio punte de vista as ¢! llasado "enfoque awfomdcica®™, en el cusl
loa pimercs resles se definen eomo entes que satisfacen un conjuntd

du propindades ya conscidac.

El enloqua axlazdrica aprovecha, por eaf decirlo, lom resgliddon de
¢3! prron- da gqeneracionen de Datemidticos, péra tomsrlos Gom) punto da
parcida. El@ cétodo conmtructiva, por el contrarlo, se Ldgnciffca minm
“on la wwelucidn hlyedvica ¢ laga matemdticag, . Las Propledades que
*n gl ga7urdo enfaque ge aceptan gomo axiomas, an &l oétods cn;st:ué-

Livg COALEituysh teorewds y (Or tanto deben mer demastradag, |

La prescheacifin que aguf hareny me aseanis mis al método coanatructi-
¥O. pucE CCEETQEF Que e8TO Contribuye a la cnmp:enlucn'de lga concep -
tos fundamentalen. sin ewbarsn, no noa prescuparamad demaglada por
cubrfr clnrtos dWpectos tormilen de la construccidn, pues alls podecfa
deaviar la atencifin hacis aspectos que ro sOA de importancys fundaman
tal en une primery aprocipacilp y! ea3tudle de lna nlrecow, EL1 lector
interesado en lom agpecton Eormales puede Feeurbir & las rafercncian

tih y (2} Gue, weperamas, '& dejarfn satlsfccho,

I.1 COQHTAR

Beguzarente (odov los que eatudion eate 1ibro sabcdn contas, pern yui .

*d myy pocos me habrin prequntado qué e contar,
Contar w», ®N oENACLA, COMparar,

El prieer pays hacia contar lo constituye le pocldn de pluraslidad o

cantidad, noeidn primitive que poseen ya intaligencias pote desaryp-
liades, com> las de alquncs ansmales. Low nilmeros vienen despubs y
conscituyen un patrdn o referencla pire eatablecer la comparacidn an

tre cantidadan.

Un prguefc de dos afios que juegs CoM Lews e2fordd ®n au cuna pEICibe
cudnd2 ie lo saconde slguna de allam: amto w3, poste 14 noctdn de can
tidad, sunque N0 fabn Contar.

S law enferag con qua sl nifo Jucgs fustan 4143, #n lugar de treas,
d1f{cylmente percibiria cusnds uma de sllan la Fuers escondida. Ain
exbargd, 3l compacacs lag eaferap con cads uno dm sus dedos, igure -
mente ww dagia cuenen cuando faltarca dlguna. |Edtarfa contandao)

E! procemo de contar, amf pu=ns, &¢ fundameanca =n al da “apeicac”|
procend Al gque losa matemSticom llamsn "gaprablecer una corrorpandencla

una a uae*, -

Para dbwndar gobre este concepto, TRRELdaremas un malfn donde hay wi-
llas y personas. FPaca saber 9y la cancided de aillam e igual » la
ds pUTEONAS bantars Con pedic & d4taS qua se siwnten, S0 sobran o -
Llas O pecdonsd Babramol qua hay BE2 dg Jaws primarag o cis de Lanm 40—
gundas, pero sl v dabCfan aillae ¥y bodaw las peceonas estdn santadan
direson QUE hay tantas #illas COMD DETscnsn, ERED &4, €xl3te UMA “gg-
Trespandencia uno a uno® entre al conjunto de sillaw y el conluntg da

pErgonss que sy encwentfan en el aslén,

Fara contar, alpn =sbargd, sae cegulere adewls zaloCCionaf wn pacpdn
que nom mirva coms Fefereéncia para comparar. Eeta patrén s la llama
da "wpcala de lga nlmetod pacurales”™ qQue todos conocemon.

t, 2, o4, 5, ..

Laandg contapcs Un Conjunts de objEtOA, 1o qua hiCEMna 28 pOnNeEr ap =]



Iraspondencisa uno & uno los ahietos gue eontamss con les primeros nd
ESrOA nATNCAles, & partlr del uno; &! Gltinc nfirero con el gue esta-
blecemcs la serrespondencis nos 1ndica Im cankidad du obiatos qu= 37}
ne ¢! conjunta, Asl, sl deswamor contar lag letram de la palabra
“ALGEBRAT, estsblecemcs La correspondencia;

¥ encontramgs que tlena sjace letras.

Tab# zemalbar gue la palsbra "siete” wa un noabra que 4 ha wnignada
4l nfrera, 4o L& mizos ssnsra que ol carfctar "T" ¢4 un afabalo que

ae utllize para representaclo. Las safmbolos que me ecplesn plra'rg

prescntar nEzergs sa llaman nucersles, ’

En irpoctanta no confundir al nlrecc, dus &9 uha ides abatracca, con
12 hoTLre o con 44 nuzeral, qua no Aoan ods que una palabra o yn 1 fmbe
la que sx «eplwan para distinguirle. El odesro yiete, pot .]t;plu,
JCohdtituye wed idea Cnicar sungue en difersntens lerguas y dpacaw se
kayan cipleadn otras palabraa y nurerales para referiras 4 slla; coma

l4 palabra “soven® en inglde y #1 numeral *¥Ii" en la nuwtwracidn roma
il

1.1 LOS HUMEROS NATURALES

A continoacidn dafiniremos los nimaros naturales, las oparscionss da
adlcifn ¥ multiplicacidSn y algunos otros concapion ralacicnmdss con
alloe. El lector podrd preguntarse, no sin eetds, cufl e sl objeto
de dalinir conceptos "tan conocidos®, OCnd cespussts o3 que Fatamod
rcatands dé conatruly el pistemd de los pimeros reales, y pars allo
recenitamos paftir de hases sdlidam definidag formaleente, Con epts
idoa buscamon deflpicignes que nos permiban domostesr propledades 4@
low ndmerns; propledades que Lles dan unidad y gracias a las cusles
podapos hablar de sllon card un miptesa,

14 tarea gue ahgra emprendemas puede parecer &lgo icdua, aspacialmen—
té pooque estamos coh la etapa de bratar de gpetablecer lom conceprol

mia bAdsicoa. Zlrva de copsuelo notAr gquea ng fud aine hasth L1669, ei-
glos despuds du que todo Qundo ygabha ninerom y hacia operacicnes can
#llon, cuando un metomStico — Paano~ Fuf capyl de plantecar Jaw Ldeay

que ahora noi ocupan.
- Pugtulado! du Poang

Lom ¢LRED Azickaw & gque apd Feferimos en la intsoduccidn y que defl -
nen al eenjunto de los plescos neturales, son Ios sigafentes:



I.7.1 ODEPINICION (Fortulados dw Feano}
El ronjunte K de los nfimeros haturales es tal ques

i} L« H.

if}) Pars ¢ada n € H exiwtm un fintco n* € ¥, llamadn &1 of
gulsnte de n.

L11) Facd cada n € ¥ Ag tiana que n* & 1.

ivl Sim, nc W ym =n", ankorces B = h,
vl Todo aubconjunto de 3 da ¥ gque tenga lae propledades:
al L £ 8

b k£ 2 implica qua h* ¢ 5

+3 ¢l mnismn conjunto W

Los postuladon 1) & ¥l cofnciden con algunan de las peopledades que
Intultivaxente #twptamon plrl.lﬂl flmErog n-turglztr eppero, ls Lmpop
tarcla da setar postuladow cstriba en gue gon sufic{entes para dedy -

giy, a partir da =llps, todas lam propicdades cde lag nfrerca natura -
lex.

El primero dp saton postulados establecs qua &l nlmere uno (gue ae
considera conecicdo) e3 un ndmers patural,

E! aegundo nas fndica que mi elagimos un ndmero natural, ssa cual [us
re duta, a dichs nimarg correaponde unoc y adlo un nfimere natural lla-
cado sy “wigulente’.

Fl paatulado {1i1) arroja como consecuencils gqus el ndrsre une eon o=l
primer nimeros natural, puestt que nd re el giquisntes de ningune.

El pontulado iv} nos dice que dod alasros natureles fuyss slguiidfcas
wean [Qquslex won, &n reslidad, ¢l mismo nimera. Ow wate postulsds y
de ta unicidad del slgulente, eatablacida wh @l postulado L{}, =s xt-
gus tambidn que das ndretos natuzsles diferentes tlenen diferentay 'Y
quiantes.

£l poetulads vb nos dica que podemos alcanzar cualguier nimero faky -
ral partiends 4ol vno y recorriends loa siquisntes uno & uno hasts
1)egar al nfrers natuzal deseade. Esty poatuladn, epnocldo a eenwio
comg "principle de induerifn®, £s el fundamantd del miloda de demos -
rragiln por Indussildin Matemitica gue trataremos posteriocrments.

Coma #l lwctor e habrS dada cuenta, los postulados de Peano sstaple
cen las propiedades “intrinscchs”™, por llsmarles de mlguna S&neln,
4w lop nimeros naturales; ctras propledades son lag algebralcas, gue
segquramenty &l lector ya conoce, las cuales mon consecuencia de lg
introduccifn de las opecaciones con nfmsrog naturalss, de lay fque na
rus hemaa ocugado adn.

- La adicidn an N

1-1.27 PEFINL{ION

1) n+* 1 =~n* para todo n e W
111 n+@m* = |n+al*, glampre que n + m esid deflpido

La definleién Antericr pusrde parecernoa =n PFRIRCLIpLe extrafa; min em-
barga, recardemod que 3dle poderos apoyarngs en los poftuladow de Pea
po park eatahlecerla, ya gque dichos postylados constituyen el funds -
mento que hemas elegida pars desartollar #1 slatema de lon Kirecos Ha

Euralrk.

-




Para 1luntrar &1 wmplec da la dafinicidn I.2.1 #n el cllcula e und
pimy, obtengasas al vilor 4w 8 + ] siquisnds pasc & paaz 1a definy -

eidn. \
Para pader aplicar (1), escribiman

£ & ) =8 4 2

Ppukdto gque 3} a#n gl siguieste d4 I, Abora, de 1L1 se mlgus qua

I+ = {8 4 2)*

Puzata qua la dafipnleldn no ros dice cual ed 4l valar da B + 2 aplicy

moS nuavamgnibes 11), para lo cusl hacesnn

L L L

pussto gque I we ] slguientw da 1. Entonces, dx 11] tenemod que

o+ 3 = [{h « 2}")"

Ahora podezos ¥& aplicar el inclso 1) da la d-!lnlcldn. de donde

B+ 3 = [[Ar)ey
Como % = 9, 3% = 10'y 10*% = 11, quada
1+ 3 = {Juys

#+ 1= 10~
b+ ] =11

¢on lo que ocbtanemass el resultado que «! laccae ya conocia,

B

- 10 -

Coms pusda verss en al sjemple anterior ta definloidn I.37,2 oa ra -

curaiva, ¥ Sdenis nos dick Que PAra sumdr f + B deaberos TeCorrel &

nlEsros naturales consccutivom & partir de n.

La adicitn, anf definida, satisfaco lam miguientas propiadades, gum

saguracents ya san del concolmiento dal leetor.

TEOREMA

Fara tesda m, ny 0 © HI

L B+ 0N cerradurs
L4] m* (n+ pl =« {m + n} &+ p asoclatlvidad
11l m+ n=n+m - conmutatividad

¥} gl m+p=n+p, sntonced mw n cancelacién

DEHOSTRACTON

1] Sea m un nimers patoural vy forpwmos al conjunto
s=[n]ncHyi(me+nl «N]
a3l gM1 un plemento del cconjunto 5 es un nimero natural n

que 2l sumarse con m da como rezultado otro ofoaro natural,

Para demgstrar lo propiedad de cerpadura bamtard con probar
que S wy el coenfuntd de todos los ndmeros faturales, Io que
hafemss apoyindonos #n el quints pastulade de Feano comc si-
que.
Il @ + L =, por i} do la definjcidn I.7.2

m o+ 1l N, por 11} de la definicitn I.2.1.

Limga 1 r 5. .
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TI) Sea k ¢ W) ws 20cirs R EN yuw+Xkcn = === 11
Como # » % ¢ ¥, del Lhclso 1) da I.2.1
i+ X}* L M
¥ del incizo 1L} 4« I.31.12
B+ k" g M - === 11
Rdewiy, como k & N, del Inciss LiY de 1.2.1
kt £ R - th
Finalawnte, de (1], (2] ¥ {3 ss tianm gua
ke 35 implics qua X' ¢ B,
Con lo que hemos prabado que S ea sl CORjunto ds todoe lom

nizerocs naturales.

Lan propiesdades 1] v 111] pusden demoatraTee en forta andloga)

para uns cemodtracidn da iv) pusds consultarts la rafetencia o I.i.

.pig. 95.
L1}

Induccidn Matendtics

[a 1dea fundasoptal bajo la cual se desarrolld lg demontracidn
antariar pueds qannrlllizal.':- para cualgquiesr engncisado ralakive &
low rfcercs natugales. lap dJemostracioncs asl realizadas reci -
ten al noebre de "demcatraciones por induccifn matemftica® v su
dessrrallo genefal, con Eundamento en ol quinkg postulade de Fea
no, 84 gl siquilente:

Sea PIp) wps proposicidn snuncleds para todod los ndseros natura
lem, ¥ Bea

Sain| nHyPinl ws verdadera)

- i -

farn demantrar qua Pin) 3 verdaders para todos lon pfsacos nagu
calea, bawtard con pfobar que 5 = M) path lo cual hicemos 1o ai-

guiento:
[| Verificar gua Pll} s4a verdadera (asta equivala g wverlficar
que 1 E 5.

11} Demcatrar qua %1 Pk} eom veérdadara encoopces PiX + 1) em veérp-

dadera {wsta squivale o degoptrar que Xx ¢ % =k (k + 1) ¢ £},

A partirz de I) ¥y 11}, y del guipto postulado dr Pédno, podandg

copeluir que Pin) e2 verdadera para todé noe No

& ETEMPLOS

Conmideramos ¢1 conjunto de los nlmeorod lmpéren
fn Jx=2=1,ncH| = {1,3,%1,%...1

21 pumamos sus dom prireros slesenton Obhtepemon
1+3a4 |

fate resultadda puede tamhifn cipresafss Co¥d
1+ 3= 2f

D¢ mancra demglante

1+ )+ 5 =17
1# 3+ 5+ 7 =4t

Luto nos hice muponer gus & suma d¢ lom n primasros pimecos impa-

res =% Igual &« n'_ Ex deelr:



1+ )+ 5 4 ... % [In=1] = gt - === Mn

L4 generalizracifin anterior, repreasntads par F(n), s« abtuva dal
andliels Ja Lras caaoy particulares, lom que fueren sstrapoladaos
con ayuds dal]l supuesta "sentids comdn*; ein embargg, hanta ahork
sdlo podemop awegqurar qua la propoalcidn FIR) €1 yerdadera para
n=12,ne)yn -4, Para tepsr la certera de que #{n] a2e cum-

pin min jrportar cunl sca ¢! plimero nateral n, haremos la demoe-

tracifin, por Induccifn matepdtica, del alguivnte epunciadaq

lll‘fﬁdl.,.Jiln-ll-n',pa:ntodbn:ﬂ‘

Demastzasidy

I) Para p « 1, &l primer @migmbro de Fip) tlene galg on tdraine y

PIl] &n

1= 1nt

Por tanto F{1} as verdsdaras.

1) A partir de que Pik] ¢3 vardaders debamos concluir que

FIX + 1) ¢a tamhidn vecdadara.

Suponemcs antonces gud Plk) ¢3 verdadera; &9 decirp; by

1+31+ 5« ... (2u=-1)=p! - - -+ {1}

{donde =l primor miembod ceprescnta 1a swns de loa k primercs nd
paroa icparaal. i i

Coma Flk + 1] &»

L+ ) v % L. ¢ (2k % 11 = (ke 11? = = == 21

|donde e] primer mjeshio repressnts & guma de Ios kK ¢ 1 prime =

row nfimergs jmparen), depemoy Jemoatrar gue estd igualdad em vep

- 1 -

diadars partisndo de la axprenisn {1} 1o cual pusde hacerss de

la wiguients canera:

Susando &n ambos miembrom de [1) a1 ndeero Jik + 1) - i1, gus an

el nimera imppar digulence de 2k = 1, tenemog

1+ 3«5+ .0, ¢ I2k = 1) « [2(k # L}=1) = x® & [2(Xx + L)=1)

(donde el primer mirmbro cambifn representa la acma da los k o+ 1
primaros nhmerps impares). Enta axpresifn puede sscribirae o -

L+ 3+ 5+ ..o v 12k + 1) = kF + 2% & 1

o también coma

L4 1+ 5+ ..+ (2K + 11 = (% + 12

qua calncida con la wepreaifin (2, por lo que Pk + I} an 'u:d_l'
dery.
Con 1o anteriar hemos demidtzado que #1 FIX) es verdaders enton

cex Plk + 1) aw verdadera y la pruebs termips

Coma otro ejatple demoscraremos ahara =l slgulente saunclado:

nf +on

od uh nlmcro par, M n £ N
Lemostracidn
11 Pill dice que

11+ 1 an un nimecs par

Fill es verdadera ya gque 1% 3+ | = 2 y I ga un nimeco piz.
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II}-Hlpﬁtllili Fik) sp verdaders; por lo que

L &5 un ndmaro par

Foor wtra parta
fx + 11" # {x + 1) = k" &+ 2x & L +# % + 1
mw k! ¢+ k+ Iho+l

Ik # 117 & fh + 13 = %' & %) + 3{n + 1}

Coma [k + 1} ¢ W, 2{x * 1] ea un ndmarn par y, d» la exprasidn

anterior, [k # 1YY + (& + 1) aerd un nimers par s X7 + &k on par,

In conawCudancia, de 1a hipdtesis s« sigue Que

e+ 13 + [k + 11 e8 un nlmera par

fanas demcatrada que sl P{k] en verdaders #ntoncas Flk + 11 as

werdsders y Lo prucbsa termina.

0

- L4 multiplicacién an N

En foroa similar a coms #& hito pars la adfclfn, ls multiplics -

cifn puede definlraa como sigue.

I.2.5% DEFINICICH

t} m+« 1l =n

1i) n + m* = {n - M} # N

La wultiplicacifn, ank definids, sstisface las propledades

que x4 resumsn en el sfgufents Teoresa,

I.1.8 TEQRIMA

Fara toda m, n, p o« M1

i} m+ncH carradurs

iy wmoe tn- pl s m=-mn) - p anoclat {vidad
{11l m + p = *» = conmutatividad
i¥l mlm - p=n: p, aotonces & = 0 cancelacitin

Laz propledades L} a iil} pueden demgutrarsa directasente pal in

duccifn matezitica y su demoatracidn se dejs al lecter CoOmd #)er

clela, Para una demnstracifin de la propiedad Lvl puedas toHIUIlIL
me la refezrencia 2 pig. 9&.

Tomadas sigultingamenes, las operaciones de sdiclén y multiplica

cifin patiefacen la siguiente ley distributiva.

1,.2.7 TECREMN
FPara eado m, n, ¢ M

m - {m+ pl = (& nl + [(m-p}

LEMOS TRACION
Sean n y p dos nfmeros paturales, y consideremos al snunciado
o+ [+ pl = im+mnl + [m+-pl, ¥meH
el vual, por el fnciso L1} de) cecrema I.1.6, w» equivilente &
o+ Bl - m»{n-mk+ (p-m, ¥ncH
YUy drmastricemus por (pduccitn matendtica.
1) PIL) dfice gua {m + pl + 1L« (o * 17 + fp + 1), ¥ &e werdadera
Y4 Que
in + p} = 1 a0+t p por 1] da I.2.5

in +pl = 1 = in = 11 ¢ {p + 1} por 1) da I.2.5
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IT) EipSteniat Fik! a8 vardaders, satc ea ' ) podemca establecer, & partir de 1a wuma, una definicidn para 1a
in + pkk = In + X} + {p + K} . cxlacifin "menor que™, que calncids con la idea intuitiva qua dw
#lla tengtos.
Entanced
' I.3.8 QEFINICION
fn+ pl « Lk + 1] = {n & p} - x* por 11 dw [.2,2
tados dom nlcarces naturales n ¥ M, decimos gua n oS BeNOT
= o+ pl » X+ {n+p) por 1i) de I.2.5 que o, lo que repragentamos mydlante n < m, a8l
= dn s+ h} . 0p -kl & {n s+ pd  por hipStaris AEkp N tal quan + x = m,
=n - k+ (pech+n)ep por 11) de I.2.1
snakt insp-hiep por 401} de I.2.3 . ' Los nlmwrod naturales satisfacen la sigulence propledad, )lame-
da Ley de Tricotomia.
~fn-X+mn}+(p+x+pl por ii) da I.3%.3
= in = R*1 o+ {p + W) " por 11) dx I.2.5 1.7.9  TEOEEMA
ih +p} - (k%11 = 0+ [k +1) ¢+ p - I+ 1] por 1) da I.2.2 S5{ m y n aon nlimards peturales cuslesquiers, antonces ma

verifica una y sdlo upa da law siquientss proposicianen:
Con lo qua hamas probado que sl FPik)] &8 verdadera antances

1] n*tTm

iy + 1) en werdadera, lo cual complata la Jexostracifn,
D i) n"m
orden en H 113} m < n

¢yanda hablagcs de cantidades ea frecuante cfectuar comparacionck
Para una dezontraclién, e! lagtor pusds corsultar la cefersncia )

pdg. X6

¥y decimos, por ¢jempla, gue gilerta cantidad 4w mepor gque olra.

Fyentd que los nfmergs naturales nom wifven para expresar cantlda -

La deefindcidn 1.2.8 ¥ el kegrema 1_2,%, establecen un orden ¢n &l
den, o3 necwpario definir lg telacidn “menocr que® «n M.

conjunto H ya guec,

Decixoa, por wlemplo, que 1 sa cenor que 5. S ObLEIVAROE que 1 ¢+1 =7 por 1o qua 1«17

exlste un nidmero natural, on este cawo 21 2, tal gue T+ 1=1 par lo qus 2 ]
= i

142 a8 J el poz Lo guy o=

4+ 1 =5 por La qua 1 <93
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r podezon representar grificendants & los nlmaros natuzsles COMO pun

tan {gualoants espacisdon sobrw una recks, & la que llamamss Cecta

L]
rusdrica:

1 4 ¥ i 5
En #lla, cusndo m < n ya tendrd qua el punto que Tepresenta s B 4

encusntra & la L¥qalerda ¢l que Fepressnta 4 n.

Con hase en f.2.B pueda dempatrarsa gque la relacifin "menor que” £n

¥ tisna las siqulentes propledades,

1,2.10 ‘TEORLMA
Pars rodo m.n.p ¢ Hs
11 min —pmtptntp
1] m«n P mp < np
1H{) m<n ¥y nep Huip

En ocasziones Ceduita mig cfmado wrplear la cxlafidn "menor qua’ =n
al pentido inverio; esto es, declsr que un nieeEro 2n wyeZ qué DEro,

por 1o que eatablscerazon la stgulente definicidno.

[.2.11 CEFTNICICH
Dadom don mfimeros naturalem m y n, decimos que B 2%

payar gque n, lo que refratantancd medlante m *» 1 31

n 1 &

Es cliéco qur & Telaclén "mayor que” tienw propledaden andlagas 4

1as amtablacidam en el toorems I.2.10.

1.2.12

BIFACICIOS

1}

2]

n

1]

)

i)

H

Demgatrar que Dara todo e, B, p € K

a)
b

cl

m+ in*pl s imepl +p
1+neh#+l

R+ A=A

Demapkrar que para todo m, 1, p ¢ Wi

a}
b
1

mR+-ne N

m=-fn=pl=(@nl ~p
. min=n"m

Demostrar que B B, R4 N Entonces b + o P m

Cempatrar que para todo @, no£ M

a)
Bl

<]

B* + n=m+n*

B* +n F - n*'; alimgdnp

n* + ptow [{mrnj']'

Demgmtrar quuw sl n £ H sntances;

al

bl

m+m=In

B o+m

+

sk * M mopoom

n sumandos

51 n, pe N np defipe

n
P

=H-p---

‘B

n factores

Demoatrar que paza todo m, n, p, q € ¥i

al
A

e

p* -

Ip’ln

n
P

m+n
" P

a - n
P

{P‘q'n.Pn.qn

Oemautray gue puca todo o, n, p o He
B YR —p M*pIRN+D
m R —p & p*Rcop

a}
ol

e}

LI | ]

Y

htp = m<p



I.1} LS ETMERGS ENTTRIY

EL sistema de loa nilmeros paturales, con la operaclin de adfeifin, ta
niflepta su primera deficjensis taf Qrontd coSo eSpeIdicos B plantear
wcuactioras wn dicho eistema, y8 qUE URA ecvacifn del tipe

A+ 3= canm, oL N -+ = = A}

pusJe tener solusidn en N o no tenarla.

Por alesplo, 1s solucidn da la ecuacidn

14+ =

o ] nfmerc que aumado 8 1 no? arcd)e Oowo rezultado 7. LR &Bte £2
o, el nfhmers natural cuacrg astisface la rondictifn pedicda) ain em -
bargo, sl conziderapam la «cuacién

1 ¢ x =1

ancontfaremss que pe exiats ndoerg patucal slgune que la satiafaga.
rats deficiencia crwa 14 necenidad de ampliar sl conjunts da los nfd-
Enzo marurales.  Sorgen asi los nioe ros pdgatiros y al cero que, con

1o0s naturales, constituyen el conjunta de los nfirerom enterds.

- Lé difarencis de nlreran naturslcs

T.J1.1 LEFIHICIDH
Se¢a la ecuacifin:
nvyx=mrcon® BLTH

A su saluctfin; ew decir, 4l nfimero x que yumads & o non da
coms reaultado m, lo Lladaremos la Afferencia o = n.

Saghh 4l teorems I.1.% pafd & = 1 §8 prasentan trad caeodl
i n <
Fate 40 2l finlca cama en que la emeuacidn (A) tfars solucifin an N, lo
cual o8 consecumncia inmediata de la dafinictée I,2.8, por la qua
m = n #f un Aaflmero natural.
11 n=m"
En wita céda la ecuarcidn (A) no.tiane soluciSn an B y toma 1a fofma

nh+* X = n

ER consecubncis m - 1 no of unh nlsere natural, lo definizmos cono 4l

coro ¥ 'lo rapressntamos con ©.

Lill m < n
En mste CAsc, como en el anterior, la 4ouacitn (A} no blens soluclin
an N, par lo que m - n taTROSO 43 NR nfcsro natural) le definimcs €g
83 un nfimero entero negatlvo y lo repreventamna con -(n-ml, donde
in -~ m) E N,
Al por eyemplo, la soluclfn de la seubcldn

R LT |

em vl nfirure que suemado o 3 Ao da gomo redultads 1o R dicho nilmiet £&,

Jue ed un entero negativo. 1o reprodentamod con -1.
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Como vimon, 21 *nimerc™ m - n no #f alempre un ndmero oatnral, per lo
que al concepto de plrero tal y ¢owmo 1o henog manejado hasts shora
cesults ya demmilgde restrivtive. A partir de aqui conatderstemoy
coma nicerod & todom loa entas mateaftIicod qua resulten de la amplis
cifin prograsiva del conjunto W, por lo que la palabra nirerd tendrd
wna acepcifn cada vexr ois acplld.

oa scuerdo con la antericot, & lem pimersd qua sa cbtlenen oedianta
ta dAlferencia &% dom niloerss paturales Iea (lamarsmod nbceros mnke -

rer ¥y al conjunts que forman 1o ceprescntacemoa con I. Eabo ead

1.3.7 DEFINICION

2= (x| m=m=npn m ne KNl
"

4 claro gque al pubcaniunto t* de 3. definigg por

"« (x| x="m=n;@, ncHm>nl

al cusl 3¢ le conoce como "ranjunto de loa entaros pomitivas®, 4
pracisasente sl conjunto de low nloezos nktyraled, por lo quae

e 1
- La Lgualdad en I.
Coro consecuenczla de la definieldn I,3.1, un ndmeco sntaro purds

wer erxpresado en la forwa @ - 0 de uns LInfinidad 4e maneras diptin -
tan.

- H -

For sjsaplo, el nfimacrp x = - 2 pueds #npresscss coma 1 - 3 yo que
3 polucitn de 1a scuacidn

1+ xm

Es ¢clara, #in cabargo, que &{cho nimara pusde sdemls aypresarss coma
2 - A ¥k que tamblén e solucifin de -

1+ x = 3
ani como de puchas otras ecusciches dal tfpo M + X * n, con m, N ¢ N,
Dekbido & =23to x5 necrearid cdtablacar un criterio Que nos paIrmlta d!

cidir st don plreron afteras expressdos coms la diferencis de dom na
tutalas pOon iguajas o no lo son. Dicho criterio em al siguientw,

I.1.31 DEPINICIDN

Sdan a = m =p, b = p - g doN nfmaros enteros, Gan
m, n, p, g € H. Fntwnctea;

4 =Dh #i m+g=ntp

Aal, con bame en esta delinicitn podemon copnclulr que A = 1 = 3 ¥
b = 2 = 4 raprasentan a4l mismo plrere optero, yi que

Lo+ d =34+ 1

¥ s¢ satinface 1a fgualdad eén N que ceguiers 1.J.) para sstablecer 1a
iyualdad on .,



- La adlciSn anm I,

Coms WC I, 1a adiclédn en T debe producir los mismos regultados que
la adicitn Bn ¥ cuandd loa enterce que B¢ JuAAA BCN Poeitivos, 1o que
conducs & la siguiante defipicifing

I.3.4 DEFINICION

Sean a = @ = N, b =p+ g dos nleeros enkaroa,
CoB B, , p, g € K. Fl nlmero & + b 3w defing Comgi

&+ b= it +pl - {n+qglh,

Caba hacer rotar qua, en la dafinicién anterior. =1 afoholo + que oa
td a la izquierda d#l siqno lgual representa le adicidn de nfizercs
entetos  {la cual sr estd definiendo) mlsntcan que 21 #ipbgla + qQue
entd a la Cerwcha represents Ja adicifn de plmeros naturales.

Pars lLlustrar ei spples de la definicidn I,),4 calouldvemos a contl=
- nuacidn la suza § + ]J. Con gbjeto de hacer potdr la diferenciz en -
tre Jas cperaciones de adicifn aa I y en N, en ls d19cusiln que sl -

Que replicdéntafencs SNLES Cpardcliones con dos s{obolos diferencea:

EJ Pira la adicidn gn 2
+ pbry 1 adlcidn en-N

tos pfmaros entercs N ¥ ] pueden axpresarse COMD

B= 8 -1
1 =74
¥y aplicands 1.3.4 tanemoy
B2 3 (9 e T gL e A
Be la definlcién I.2.1 s« sigue qua
B (3 3=185~%

es decirn o3 &l nimero que sumadd & 3 da como resulrsdo 1€, por lo
oue

B (¥ 1. 1L

Cabm hacer notar que, COma A ¥ ) san tambidn nleeros naturslan, gl
mismo fesultado dzberis gbtenerna empleandc difectarents 1a delipt -
eifn I.1.}., En afecto, sn 2] sjemplo flustrative de I.2.7, & Ohey-
vo gua -

g+« 3 =11



- 1 - . - 2y -

Cono el lector habri notada, en I.3.d hemom 2afinido 1s adicidn sn 1) Saan s = m =-ny b =p -9, dop pnlmarog Enterge cualezgulacd.
! 4 partir de la adicién en ® y 1a deflnicisn de nimero ¢Atero. De 1a definicifn I.3.4

a+ b= ime+pl -~ ln+ gk’

L4 defintcion 1,1, 4 nom permite demsstcar lan proplededes que co - cama m, h, p, g ¢ N, del incino 1) dr I.21.3
nflpmente eoplwanae cuands trstanos con la aé1=1an da ndmeros =nte- : fm+plcHy (nraglch®

rod, slguoss de lae cualem s rEsutan en wl siquiente teorems. Ca par o que, de 1.3.7

ba hacer notar que la adicién ¢n I satiufica todas las propledades . im+ pl - [n+alcf

qua eatablecimes para la adigldén en W, minm embargo, La adlcidn an En consecuencia

I Cugnta con otras propledades adicioralel, como la eailt;ncia de 4 + bE I, coop am gueria.

wn tlesento 1C€ntico v la eal¥tencia de wlementos inversos.

¥v! S& definid el ¢ero como 2] nbnaro @ tal gue

1.1.5 TEOREMA . n+*xX=n, Cof A EHN

por lo qua pueda sxpresarzs COTD
Pafa todo a2, b, Cc « L}

d=n~-nmn

i) a + b dF carradura
Tntoncen, AL & a m = n w3 wn nilmers entars
111 & + Ib + c) = fn + bB] + 2 asociatividad
2+ 0= {m-nl + [n=nm}
il A * b =0+ a cenmutatividad

De la definicifn 1,1.4
iv} ®i a *+ £ = Db + o, entonces 4 = b cancelacitn

g+ 0= {m+n) = In+nl

¥] a4+ =a xlementa idéntlco
Por lo que a + 0 e» tal gue
“1] 3-acieal quaa+ (-a} =0 olementon fnveraoa
v+ nl + (& ¢ G) =m+ 1
khora, par las propledades i1), 111} y iv) de I.1.5 s+ tlana que
nt fn~{a-+ ﬂ]} o+ n
DEMOSTRACICH
[pn+fas+ )] #+n=m+n
Su demaarrardn Onicamente 1], v} y vi) n+ ta+0F =m

En conascuencsia
a+0=mm-1n
Entl wi

4 + 0 = a, cama ya gueria.



¥i) fSsa a & B - n un nimere #ntera.  Bicho nfmerc wa tal que
n+A="m conm, nt M. f
En censecuancis, la aolucidn da la seuacisn
B+ X =n, conm, ot N
serd 4l ndmere % = n - m que, par I,3.2, es un ndmaro enterg.
Conplderemnys ahora la auma
4+ x a |@=-n) 4+ [a=-m
D 14 defipieidn £,3,4
A+ K- |8+l - {np* m
¥ por £l inciso 1{1) de T1.2.3
4 + = [{R + ) - (@ + n)
En cOnEecunncld
A+ x o+ q
Lusgo. exizte 3 € 3 tal quil & + x = O
¥ la pruebs tecmina,
O
A dicho nBnero n fque como s Ve en la prushy depends de a) 2e lo

cenceing el Lrverpo de a pata la suma® y pe le reprasentd con -,

la pustraceiln en I puede deflniraw ahocs & parcir de ls adicidn ¥

da vi) de T1.31. 5, da la miqujante manera,

I.3. 8% DEFLNICION

S5can a, » 4 I, &l plimeroc a4 - b aw daflne como

A - b =a+ [-K]

¥ Puede demostraras que ERts operacidn tiene la propiedad
de cerradurd) vato eb

a=pC2; ¥a, be I

- La multiplicacifdia wh I

En forma simflar a como ae hizo para la adicidn, la woleiplica

cidn en £ pusds Jdufinices coms elgue

—

I.1.7 DEFINICTON

S5gan 4 =@ =n, b= 0 - g das nimeros antares, con

B, 0, p, g £ H. Il nidmero &4 + b gw define coma

a+b = [(@m-p * B} - In+p + m+q)

El siabola - qua eatd a Ila dlrquierda del afgne Iqual repragents Ia
‘mujiiplicacién en 2 [La cual se ear§ definiendo), mientcas qus lON

afmbalos « y + qua matin & la derechd cepresentan la egltiplica -
cldh ¥y la adicidn de pleeros naturales, CoOmo pusda verye, la mui-
tiplicacifin wn 1 quedt definida & partiv de lo multiplicacidn y la

adiclén en H ¢ la definicldn de ndmerds antero,

L+ Wultiplicacidn, asi definida, sativface lin propledades enuncis

Jday 4 continuagidn,



= n - - 11 -

por lo qua wl nizera 1 posds exprendcans como

L=n"+n, ¥ncH
[.).¢ TECREMA,
Entonces, ol & = & ~ 0 4n un nizerp sntara

Para todo a, h ot 14 . a-1 = (& = pivin* - nj
i a'b e 2 . awreadura =iima* « mnt - [AR" & ) por [.).]
111 a-flb-e) & fa~B) e 1dad

apociativida = {ien + mi+ nn] = [(nn & nie nn] por i1} d« I.2.3
11]l] a-h = n+a conmutativicdad

lm - i

I) af ac =BTy o # 0, entonces & = b cancelacitn . a-l = [imn ¢ nnjt B] - [en + 6ol+ oA por ii} y 111} da :.1'.1
vl Al =a elemanto idéntirn por lo que, a2+l 28 tal gua

{len + And+ n] " (asl} > {mn + npY + m

DFEMOSTRACEON
¥, da 11] da I.3.5

e demontracdn dnfcaments lan Froptedadan 1111 y wi.
inn + nnl o+ [0 (4:117T = {mn + nn} + m

11i) Sean & = m - n y b = p - q dog nimeros +hteros cualesquiata En consmcusncia, de LI1L) y dv) 2e @.3.5

ay = |m - ndafp - o) . R+ (el = m

* [op + ngl = (np + mq} por 1.3.7

Ea decir
= {rp * nq) — {wmq + ap} por {if{y de I.1.3 . '
Al = m = p

= {pm + qn] - {qu + pn} por f1L} da I.2.8

* lp = ghrim = p) per I.1.7 ath e e
ih = p-a comd aa guerfa ¥ [4 pruwbd terming

- 0
¥} En 11 de I.2.% ap detfinld

o+l = pr Comw el tector habrf notade, en la demomtracin antarfor hamos omi-

tido e! =fmtafo - en una pagtw del process. Debido & gque wata omi-



aifn ea uscal en los libros de satembtican y facilits la escritura, : ' = [trp + nq) + tar « nm)] - [inp + ma) + inr + me)]
. ! ,
e adelante nosotros tambiéa ceitiremos el eixbola + en la cultlplf per if;_; i1L) dn

-l:li::l'.ﬂ-n.. af como algunes stros alpbalos qua oo son Sndispengables = [imp + ng} - (np + mql] - [h“ «rn) = (e + ._..“J
[ero que hemos smplwado anteriorTente para enfatizar lom primeros per T.3.4

conceptos. = fm-nplip=-9) ¢ lm - alfr - 1) par r.3.7

Tozadan slaultdneaments, la adicién y la wultiplicacldn sabtisfacan albh # &) = ab + ae

la :Iq?lunta propiedad dlatributiva. con 1o qua foncluys ja demostracidn.

1.3.3 T4 Ia introduccisn del cwro y los negativos traa CORO CORAecyU4ncia la

dad sdicionales para lu multipliceclSh
Para toda a, b, € ¢ I aparfcidn de algupas prepiedades [ P
a Ilbh+c) = ab + &c #n I, propledades de laa gua ne disponiamos pars la multiplicacidn

£n N, algunas da lag cuales ae enunclan so al siquients tecremad

DEMCSTMACION

I.3.10 TEOREMA
Sean & =@ - n. b= p-gq, ¢ & F =, ti4d nlmerces anteargs cuslas -

quilera. Entohcas® fara Eodo &, b IT

1 a0 =0
aib+el = im-ol {Ip-q+ir-sl] 1

111 (=ali{b) = = [ab} primern ragla da low sigqnos
= im-nl [ip+ 1] - (g + #] por I.2.4 {14} (oa) (b} = ab sequnda regle da los signon ’
= [mig + £) + nig + )] - [nlp + £} & mig + 0]

. par I1.1.7
= [imp + mz) + ing + na}] = [[np + nrl + Imq + mai] ’ DEMS TRACTOH
por I.2.7 ,
Se demadtiardn dnicements 1) y L1}
11 O+« A8 =40 paz v) 4w 1,35
all » 0) = &-0 eultiplicanda por a £ I
T T T por I.1,9

a0 + 2.0 = a.0 + 0 por v da I.3.5



- 15 -
20 % a1 =0 & gef) T por ti1) de T1.2.5
Al = O por iv) 44 I.3.5
11] Bean & b e I

{~a) B8] + ab = {h})[-a] + ba por 1i4)-du I.2.%

= hi=-a + gl por I.3.9
* b {a+ [-al] par 111} de 1.3.5
" b0 por vii da I.1.8
{=a) {b} + ab = 10 por 1) da [-3.19
ab + [-m]i{k) = & por 1i1) de I.1.5

Da sata fAlbime aspresaifn we wigue gue (~a]{b) es 4l inverys de

Ab pars 13 muza; esto s
{-21|b) = -{ab)

como mk gquerfa,
B -

=  Qrden en B

Para loca ndmaros anteros podemon tambifn Jdefinic la ralacifin
*menor que”, COMO gna geanerallzacidn da la que heros definido

pdra los natyrales.

Los nbmeros enteros tambifn sitisfacen Lla Loy de Tricotomfa, anuncla
da para los nperes naturales en el bearems I.2.9) y la relacifin *me

nor gue® tiene sn 2 lam afquiantea propiedades

T.).1¢ TEOQREHA
Fara towtd a,b,c £ Xt
3] x % h ﬂ. a *e<ch s+

il a<b y ¢ * B0 =»ac ¢ be
a &b y 0 =% a&r » bz

i) a = b ¥y Ere ZTpaceg

L+
L

I,3.,11 DEFINICION

sean a, b o
i} 4 < b #1 gna« ¥ tal qua &4 + o= b

L)Y a»*»d at b oa

cuya Jdemamtracifn s4 dejs al lector coma ejerciclc,

Los nilmeros &nteros gquedan reprasentadoy taebién en la rects nusdri-
ca comd puntog Lgualmante sRpacisdon, sdle que Alvdrs 18 rects pe ex-

tiende fndwfinidamgnts =n ambos sentidos

e 'J. -2 -1 a d ? 1 e

51 a < b e tendrd Qua 21 puntad que reprosanta & & eptari 4 la Lz -

quicrda de¢] que repcemenca a b.

Comg ahora la recta e extlendes en acbos sentidas no ELené un punta
iniclal, come sucedw para lom nlmeros naturales. par lo que se consl
dera comd punto de seferencla el punto que reprclenia il cera. Low
nimesrod fquea 3¢ encucntran reprosentados a4 la derecha do dicko puntno
a0 dice gue son "pomitivea” y lod gue estdn o la frguienda “negatl -

Wi s



I.1.12 ERJERCICIOS

1.1.1} CEFINICION 11 Dencstrar a pactic de I.3.) que pars toda m, n ¢ Hr

Sem a r 2 4] W =~ m* = n = n*

# wr poRitivo al & > 0 bl m* - A ¢ m-~-n*

A &8 nagatlvo md o € 4

"

2) Demostrar que pars toda & B, 2 10 In

Eo patticulaz, wl CH4I0C Nd =n podltive ni negativa, al a+h=1b+ a

. Bl a+ e b+ =ha=h
Al conjunto I gqua ma definid a continuacitn da I.3.2 comoc

F R [ a= & = A7 G.n 0 ) m * &l 1) Dwmoatcar que 9i a, b, € & I entoncedd

an ls contcs como 4l Comjunto de [os "epterox positives®. Fuede

al & =-be %
demngrrarie que todo slemenco de dicha ephjuntn % posicive =n el

Bl a+ [b=-c) = [a+h -c
pentldo gue entablaca la definicidn I.3.12; eato eas

- €] = la+rhbl~=-a-=-=k
3£ 3 ol yuflowl ac &y x » 0.

1) DemcEtrar fue para todo &, bt I
- al =1 - am =
B} [~ al [~ B} = ab
Y] Deoostrar Que 31 A, b, € ¢ I entofcant
Al a Ib =g} = ah - ag
6} Dencatrar que wi =, b, € € L&

ap a » D =p-accth
B) a-%+<a+bh, atb>rb
€l a<cth y ©r»0@ TAc < b

ath y ©+%B == ag* b



I.d LOS HUMEROS RACIDNALES

Al irlcio de 1a seccién I.] planteswros una ecuacidn del tipa

n+ X =% conm, ndikN -_—— [}
¥ vimos que los nimergs naturales son Lheuficientes para proporcio-
Raz soluciones en todos léa cazos. Eats deficiencia aw super$ cons
truyende #] cohfunto &, +n ¢)] cual sienpre hallarom sclucifin & une

acuacidn & tal tipo.

El conjunto da lom nflzeros entewrom, Ein wehargo, tamhién presenta
deliciencias. IEn efecte, sl planteanss dharz una ecuscifin en tfrml
ron de la multiplicacidn coma

bi = af con &, b E - - = = (b

sancentramom qua pe slempra biens solucidn en I,

Por ejexplo, la soluciSn de 14 =cuscifn
Iz = 12
#3 &l nlooro sntern 4, gue pueltiplicado por 3 ;na da coms re;ultldn
12. 5in etbargo, =i consldoraman la ecuacidn
Iz -1
sRcontramon que 1o existe un nimero entero que mueltiplicade por 3

48 como resultads 7.

Cata deficiencia crea la necedidad de ampliar ahore =l conjunto de
les nfmeros anterca.con lo qut surgen lom nbmeros fracclonariocs.
Entan nfimarod junke con loe enteres fortan el conjunta de loa ndme-

o3 raclonalam.

= ELl

- ‘n -

cocients da nfzeros snteron.

1.4.1

DEFIKIC1ION

5ea la ccuacidng

bx = 4; con &, b E 2

A su Eolucifing es decir, al nlmero x que multiplicade por
h'nus As cemg resultado a, }s llawecemon sl cocients da

4 Entre h  y lo representarcios con E -

Coma a)] lscter recordard de fuz cursos elezentilen de eritedilca,

un entara b ¢ 8 ge dige facteor de un gnteéro a 1 axfimte un = ¢ ¥

tal qua

b = a

Axl, pa#rs ¢] cociente E podeooy distinguir tres fasas:

1}

11]

& as [actor de &,

Estn =% =] Onlen caso en qua la acbacidn (B} tiene lulg -

cifn en 1, par lo que % & yn nbhzeco #nters,

E no es factor de & ¥ b ¢ 0
En oato casg lo ecwacidn [A] no tisne aplycidm en L, por

lo que % fo o un nlimero snterc y decioos que #£a un nlaero

fracoapnarcia.
mi, por eiemplo, 12 solucifin de la ecuscitn
Jx = 7
s el nlmsrn gque eultiplicado per J now da cosa cwsultada

¥
7. A dicho nmerc 1o Tepresentaras con g ¥ %3 un ni~eto

fraccicnatio.




1{1) b = 8.
Esta 2% un Cppo Yue Tereca #9pecial sbtenclin, on wiftud de

que E Ao extd defintda,

En afecto; sl a M 0, % no sxistw; ya gque no hay un ndweco
qua Multiplicado [of <ergo df como pwsultado up hdesre dife

rentd de cero,

For otra pacte, al & = g, i no ¢atd deaterminado) yd gqua
" euslquier ntmero auleiplicedt par cero de coma reaultado 21

cRLa.
En cualquier can?, &1 nlmerc E con b+ 0 ne entd definido.

Po actwrdo con ls anterior, 4 los nbEeros gqua o8 Obtlensn como el
coclienta da dos hOzeros ¢fteroa 4, b con b o 0 les llamaramoa nilme-—
Ie¥ racionalas y al conjunto que forman lo repbomentarsmos ©on Q.

Eatey ea:

I.4.2 CEPLMICION

0-[l|l-§.hh=1.br‘ﬂl

En clatw gue 2] subganjunko de ¢ dafinida por
ix | x =g, a, bez b=1}
sl precimamente wl conjunto <e los nlrearos wnteren, por lo que

L =4
+ La igualdsd o Q

Ewquracentg #1 lector ha manejads ya amplizrents los nimerom racio-

- ‘2 -
nales wn forma de “"qQuekrados®, ¥ me habrd £ado cuenta que la 4xpra-
2i&n de un nloarg récional en la forma E o =3 Onica.

FPor eperple, el nAreto par 41 que debeson mulbiplicar 12 para obtaner
18 pusde Tefiresantdfic comn

dondr 1A Gltims we Sonoce coma &l “minima exzpremidn®,

En ganaral, si x = E g3 un pflmero raclonal con a, B e I vy b r B, a1
¢l OGrico tactor comln de a y b &8 2] pimero ung decimen que E as l1a

winima expregidn dal nbnero raclanal x.

O canets Teclprocd, =i x = E £3 un nloard racional y k ¥ 0 s un

niEerg &htero, E% tepressnta tambifn al nfimero =,

De aguctdo €on lo ARtscior, refulta naburil considetar que 4oy nima

roa raclanqle: E r 5 00 Iqu.lﬂl A rndo
g = k2 y b= Rd
O Cuando
= kx y d = hb
para algln k £ E, k ¢4 0
51 mw gcumple alqund de satas dge condlolonan g2 tendrd qua

ad = pbe

¥ viceversd, lo gue conduce & la siqguiente eflnicidn




I.4.5 ‘TEQREHA
I.4.} DEFINICION
Para todo x, ¥, 2 £ Ot
Sean E, -Edﬂl nizmerod racloralas, con e.h,c,d c L y iy z+»yc@ . cecradura
B, 4 F 0, #ntoncen . 1) = + fy + T} & [x & y] * % snocintividad
il x ¢ ¥y = ¥ + x conmutatividad
E- 5 ol ] = he v} al x # T = ¥y + 2, anioncas X = Y cancelacida
vl m o+ = ¥ elemento lddnticn
Is cusl eatablece ia Igualdad da némercn racionnles en tdrminas de vi) 3 - 5«0 talque k4 [-x) =0 olementas inversos

la igualdad de nlmocos entacos.

DLMOSTRACION
- La 22:c1En #n Q

58 demoatrard dnicamanta vi)

Seax-%,cnnl.btlyh:‘ﬂ
I.4.4 DOEFINICION -a
Por vi) e I.3.1,1 - a ¢ 2 y de T.%.12, ot
Sean E. 5 dos ntmeras racisnales, donds & b,c.d ¢ E
- hhata
Yy ob.od ¢ oA, B's {-alb
A ra _ ab ¢ i-a Lo
. El rirecs E * -E 1% defips como E'TE b . par 1
. b_-‘.#*. por LI1) de 1,],9
a = ad ¢ BC
Eri- T , b(s + t-a))
-—-—r par I.1.%
Ta + i-al]
: - par I.4.]
La adicidn en Q. asl definida, tione las propiedades que ae snun - [
clifh & Continuacidn - E- por wil d¢ I.3.5
g
-1 par I1.4.1

a =& ]

E*E "
Con lo que -3 = i; ¥ la prushs termina.

]




La suntraccifn &% Q pueds definirae ahors & Dartic de ln acdicifn y

da vi) dw I.4.5, d¢ la sigulenta mapard:

I.4.% DEFINICION

S¢ean E. 5 e O, al ninero E - 5 e defing coma

4 _c _ 8 =c
p-2°6° T

Como consecunncis de L) da I 4.5, la pustzratcidn en cearrada &n )

¥ x, vy o0 2 =-%41 Q.

=  La Hulelplicacifin en O

I.4,0, TEOHEMA

Fara wo&da x, ¥, T C Qs

I} 2=y e qQ

11y x iy2)} = Ixy|x

LIL] uy + vid

Ivl &L xx = yx ¥ x ¢ O, sntoncea x = y
¥} =1 =x

iy ot % A 03 3" g g oral ques xx t ey

cerradura
aaonintividad
canmutakbividad
cAncelazildn
elemento jdéntico

glementon inversoa

1.4.7 DEFINICION

Sean E. E dos nimeron raclonslsy, dorde &, b,e.d, ¢ T ¢y b, 2 ¢ 0.
El nimera % - 5 za define como

a £ _ic
B d T el

La multiplicacifdn en Q, apl dofinida, matintoce las propledades gque

dntablece el miquiente teorema.

DEMIETRACIONR

Jemoytraremcs & conbinuacidn 13, 11] y vi)
1

1] Sean a = E‘r y= E dos nimsros racicnslas, con lo que

Lbe,d 2 ¥ b, 240
Ce [.4.7 ze Illrj'ue qie -

ac

IY-E

domde ac £ 7 y Bt 1 & por Ll de I.).E,

Para denmosLAr gus Ay € § me requiere ademds probar que bd & 0, Zm-

k¢ 1l harezas a conRbliruscifn emplesndo un mitodo de demowtracitn

indirecta conocidd como prueba por conttadiceldn o pof reduscitn

Al abmurdo,




Supongacos que bd = 3. Entonces

bd = b-g por L} da 1.]7,10

db » Qb por 411) da 1.3.#
Coma b A 0, de Iv) de [,1.8 me nlgue gue

d = q

Io cusl contrsdice ia condioifn d o B egtablecida par ¥y £ Q. En

coneecusncia la hipdtenis bd = § g2 falas por le que

i B

comD me queria.

a - = -
ii} Swan x = Er ¥ =3, ¥ = ;- tras nirwerox caclonalss

Eiyi1l

xlyx)
%I} Zes n

-

A [N
" 5(3°7)
- % {5%} par TI.4.7
o Sicel

ETdET poar I.1.7
- tache )

par 1) d» 1.3.9

- (53 ¥

BT por I 4.7
- t% E] ; par t.4.7
= {xyl=x ’ como e quaifa.

un nioero raclonal diferents dw cerc; aato ea

con 5, b e E, A, bya

- i -

Coma oy, bt I ya fF0, por 1.4.2 3 E r 0.
AhGTa
g-Z-ft por 1,47
t.2.22 por 111) de X.3.%
De v) da I.},. I E = 1: por io qua
A b
B 8- 1
Entonces x 1 « % ¥ la prusbs termina.
d

AL nfimero x ! fque corc es ve ¢ 1 pruebs depends ds x| as la deng
mipa el "inversa da x pars la moltiplicactdn®. Cabe snfatizar agyd
que todo nimero racifonsl, com excepoidn dal cero, tiene um Inverao

sultiplicarive en .

La divisibn en { puede definirde aharp & partirc de 1a Bultiptics --

e1dn ¥ 'de vi} de I 4.8, da la miguiente manara.

I.1.9 CEFINICION

Sean E. 5 dos nimecos racionales y 5 A0

El nfrero E b 5 3¢ defina como

[

a5 .
[ T

Comn condecugnciy de 1) de 1.4.9, la diviaifn ¢n O sacinfars la s} -



guisfite propiadad

»

Yy, yefQ,y o xyqQ.
POQr otra parte, pueds demoatrarae qu4a loe teoremas I.1.9 y I.1.10

Lanbién aon v3lidos pars los nlcerow racisnsles: eato o3

I.4,10 TEOREMA
Parkw todo x, ¥, £ € D1

aly + g} = =y » xi

I.4,11 TEQREMA —l
Fara todo x, ¥ £ Ot
1) =0 = 0
1) f-xidy) = - (xy)
LY f-x|[-y) = zy

-~  grden an Q

Tedo nfcere ragional puede ¥xpreRarse como una [zacclbn con de-

rominader posltive, ya qgud

a _ f-11a _ -»
E° T Ib ~ *B

Apf. 31 b » 0 &} dencojnador d4 E B2 pomitivo: mlentrad que Al
B, E Puecs ¢AQTEIArER COOG E% dondy =b es poaitiva.
con #yuda da wate redultado poderan antablacerla relacidén "monor que*

an & Farcelr de la relacifn “menor que' an I, de la niguiente ﬂ'll'l'l!_

ra,

I.4.13 CEFINICION

Sean E+ ﬁ 0, donda b.d £ I’:

1}‘.5:5 a1l "ad < be
wEe§ e et

Como cofasougncia dé eata definiclén y Ja la Ley de Tricovomia am 2,
la relacifp "menor que* en O satisface tambidn dichy ley, a3l coze

law slguignras propledados

1.4.11 TEQREMA
Para rodo x,y,2 € QF
il w ety =hest £ ¥+

1y x ¢y y 2 *» 0 9y KE ¢ yz
x4y y 20 —Hax o oyz

111) a =y ¥ ¥ S F THE <z

£n forma pimilar a coeo sw definid en 2, diresos que on nlrero x x @

eas poaltive 11 % » 9 y en negative a1 x < 0,

tos elecentps de @ pueden tambIEn ser repreaentsdos en la rectas nusd
rica, donde a1 x < ¥, el punto gue representa & x BE EACUEREEY & 1B

jrqulurds del gque cepreasntd sy

=1 -
- T

of




lLos plmerod Caclonslas posesn uns propledsd conoclds como “densail -
dad®, s=glin la cusl entre Joa nlteios racionales difsrentes sfem =
pra hay otro nlnere racional; come lo sstablece #l Siguiente tears

1.4.14 TLQREMA

Para tode ¥,y € §, o0 W £ ¥y, 3, 2 £ G Eal qua:

X T &%y
DEHOSTRAC [ON
Coma Xty
Xty Ty ey - por 1) de 1.4.13
1
i (x + yl« T {y + v por i1} de I.4.13
1
LI 1 - = = 11
Megln, Ca x Ty
£ Fx Ty K . por i1 de I,4.12
i (2 r x} = é Iy + ul por 1L} 2« I.4.13
% [k + 2} < % ix + ¥yl por 1L de I.4.9
= ; {x » ¥ - -+ = 12

#af la tanto, de (1} y [2) me sigue que x = é 2 v v) ey zal quu
¥4rxy

pdemps, por ba eertadura de O para la adicidn y la myltiplicasidn, Se

timfe que % {x + ¥l ¢ O, Eon lo qu# corcluye 1a demdgrpacifn,

Cabs Racef notar quie los nieeros paturaicos ¥ 1O #NTErca RO foavaf la

prepleded de Senmidad,

- Exprealén decimal da un niimgro raciopal

Hemow definide al ndoero racional E cono £l cocicntd 4¢ low ng
merca onteron & Y b, Mlempre gque b ¢ 8. S{ conatfdaracos el nd
mera tacional ;; FOr aléespia,. y efectuamas 14 Aieislén de 7 =n
Ere 4 coma we acoatushra en le ariteéiica, obtendromow

7" 1.8 )

A 1,75 ae le ponoce COBO la aepresitn decimal del nflearo racip
nal % f
Todo pimers pacionat tiens gpa expresion decimel, por ejemplo

E . 0,378

4

TE = B, 213121...

L
0y - l.azererer...

5a dice guo una exprraidn dacima)l ea periddica cyands um digito o
grups de diqitos we repits indefipnldamente & pareir de un clerea
lugar & la deracha del punto decimal; ya wed desde el grinciplio,

coma en 0.71212]1,,., o emperacdo mda adelanie, comos en L. 12ATATRT ...

bg daruerdos €00 pgld, Ukd cAPfealfn deciral que aparentemente termi
na comg O0.3T73, tasblér ¢ peTiddica ya que pucdy srcribirse cora

0,375000...

in gencral, con reapecto 4 lo gapreaifn deciral 44 un cOeero racls

nul podemas #9cfablocer el alguiente eaunciado.



T.4.1% TEOREMM
Tedo nfimern racional tisene una exprasifn

decimal perifdics.

Pora de=ostrar I.4.15 requesiremos de ctro teorema conocido Comm
el "Algoritse de la divisiEn para nfimercs enteron”™, gue tratare -

#op & continuacitn.

Come heson wiato, la wouscidn iz = 7 no tfene solueifn en L, ya
que po cxlata un nlmers enters ¥ que multiplicado poar 3 g como

resuleado 7.

A canbio, podemos encontrar low nlmeros entecos 2 y 1L talen gque

11} « 1 = 7

En qganeral, sienpre <8 posibie hallar epon dos nimeros de acuerds

con lo gue eatablece o)l miguispte tesceca. '

ALGOAITMO DE LA DIVISION PAMA NUMERDS ExTeRns®
Dedos dom nimercs anteroa g y b, ¢oa b * 0, wxisten

dos enteros dndces § ¥ I, con 08 1 % b, Lalew que

a = by o+

Lom ndrmeioa a.p,q ¥ T ¢ 2 Fecihen el romhre du dividardo, divi-

10r, cocients ¥ realduyn reapectjvasents. Cabe hacer notar que

dgul sl térmilne "cocienke” tiens una Intetpretacidn mia restringi-

FlL sstudiants puede conaultar la demoatracltn en la refetencla
4, plg. 5.

- 54 -

da que 13 que empleamos a1 inicic de la secclén I.4) ya que agui ¢l
coclente £ dlewpre un nizere entera,

Le relacifin & = bg + r; gue s=atd planteada en términos de nissezpg

enterss sxclusivamente, pueds ser enunciada en O como

[
E=4*§
e¥prosidn qua noa covucrda la forma como llevames a cabo a2l process

da dividir cn la aritzfricar; esato en, ohteniends un oociante y yn

renldua.

Antes de pasar & la demomtracidn da I.4.15 recordaremas al signifi-
€ado da la natacidn decimal y su relacidn con el algorltmo da la ai

wisiin pars anteros & trawvés de un ejexplo:

La exprertidn
1, 1387876707, ..

Tepresenta Ia ruma
1 1 1 -7 ] 1 [} 7
Ut o OTET Y TR U Ty ATET Y EET T Tgv v e
AsY, i1 buscamod la expresifn decimal dol nioero %—H podezon prode-
der de la sigquient# manera

o] Para obtener fa pacce cpnbera vemos gue
149 = 11311} + 17, donde 0 # 17 & L12

Y mnLoGnCces
1419 17
Tr* I3z .

i) Paya la primera cifra docinal vemon qua
10 x L7 = 170 = 132¢{1) + 18, donde 0 & 1% <« 1312
17 1 18
por la gque 5% " ip * T 117
FRToOCEs .

“5-11--1-* 18
132 19 T§ x 1if



- X3 -

- 5% -

{1) Pars 1la wwguada cifra deciesl Podamos wer que la relacifa g = bg + £ sstablacids o5 ol pawo LIL)
10 x 1% = IN0 = 132{2% + 114, donde 0 £ 116 < 132 $% ha presentada nuevareats ¢n <) peso vi; Esto s deks A que #) TR
por Io gqua Tﬁ'x_]}ﬂ - '1321- + m% : .1 s1duz obtenida en 111 me ha repotido &n ¢] pasa 1¥). Comd conse -

antonces cuencls de 21lo, lom cocientas ohtenidos an 103 pasan 111) y v am
141 1 3 118 repatlrin indefinidamente. Esto o3
3 A I UL T LA ¢

i1i] Para la tercera ' ) H;-l+ﬁ-ﬁr+1—gr+-r;r+l—gf+l%r+-r§7+l%r'.:-
10 = LL1E = 1150 = 132{¥) + 104, donds @ & 104 <« 112 a blen

114 L] |
por lo Gua LI
o 13 " 167 7 10t a1 He = 1zererer. .,
antafcek

por lo que la pxpresifn declmal de %;; wa perlidice.

L49 1 2 104 -

HI=teTgrtir s W« W

Conslderemcs ahara un cOwerd recional popltive E r EOR aLb B
iv) Fara la cusits )

1 % 104 = 1040 - 1J2(7} + 116, donde B £ 116 < 132 o] Por el algoritmo de la divisidn para enteros, sxilstsn
r L . 104 - ¥ . 116 R .
par lo qua TSI TOT Y T x 132 Q. fe € F talew que
antonced . 4% b gy *r,, donde 0 F ry ¢ h

] r
144 1 2 B 116 - entonces ¢ 4 g+ -El
M=l Ter 1Y Tov P TV e 9T
i} Ahdra, COFO Ca € 2 Echomam que 10r, € 3 y exlatan q, ry £ I
w] Farz ls quilnca '

talen gue
10 % 116 = L1600 = 13281 + 104, donds O & 104 < 132 10y = g + 0. dande 0 & £, & b
por lo que 118§ - L . a@ e
- x 137 " T8 * 0¥ % 13 por logue ' = Y5 * [§ . B
EntonC el a Q) re
chtonces g Qe Y vyt T g b
143 o, , 0t o2 @7 B o 104 . .
) K FU T LA T LAY L T LR U LI P LE] ANGra, coma r, € I tenches que 10r, € I y existen qa, e5 ¢ 3

talen que

10r, = bgy + ry., donde @ % £y ¢« &

3 o r
por lo que T i_b a flh ,m_‘; =



- 57 - - LR -

2 ] T La demomtracifin de ryts teorama eats [undamantsds an sl concepra de
HhLORCER =gy + - . .
TR TR L e '
lf{mite, por 1o que no la harexos agqui, Ein eAbArga, Preventascd d
L0} Abara, COMS ryc I tenemch que 10r, £ T y suisten q, r; € & continuacién un elesplo Que musstra la idea ba3jo ls cual puede oUEW
tilen gue

nepse un hdmero rastonzl como cocients de sntéras & partir de su 2%

i0ry = b gy + 1y, donde 0 €1y < b prasifn decimal.

por 1o que IETEi‘E - e IETEi'E : conslderemos 1a expresifin decimal
- I.4066G. ..
4. r
entopcen E G # ?é- + 1—‘3'[- * fg—} + w—l-sx Hupcamoda doe nfoaros entEros a,b caleam gue

En consectencia, 1a arprenifin decical Jda E ward E = 1. 40466 ..

- . Camg tenemoa doa dfigiltpa antea dg prassntargs ol periodo por prima=
E U9+ 49r g3 ...

ra vezr, multiplicamos pot L0 para obtener
El pigtesd pudda Continuacse trdefinldamente: aln harge, cond los

residuce Fy, Fp, T3y Zas wes "u.” nlmearom entecos tales que «£ "-l. « B, 1ot EL 14, 566, .. {1

4 lo eds podtdn mxiastic b ceslduss Jdiferenkes. Cuands alguna da los

. En vikta da gque dl pari>do conmta de un digita, solifplicaman Lla ex
Tenlducs cbtenidos se presents por acgunds ver go Lnicia ¢l megqundo

pressdn (1} por LQ' para ohtenerc-
ciclo del perfcda, el cual =& repite indefinidazente.

" N 10% g = L6, eks, .. R3]
i1 [ r: mudativo, entonces escribimns E"- -55 daonde -f 5 posltl
Yo y por tanto tiene una sxprevidn decimal perjadica. ! Pusita gue la parte dacioal de eatas doy Gliimas gaprediones o3 ia

migma., reytands (1) de K111 obtenemos un ndmaro sntern) =3to aa
EFavo coppleta 1o deooxtracisn da I.4.1%,

[ I :oa -
il ' g o= 10t g o= l40E - 140
Il rec{proce Jel Learepra F.4.1% tarbifn s villdo: o5 decir:
1_ T, A L
(1Q 1071 & 1266
I.4.1% TECREMA &nn‘s = 1265
Toda exprosifin decimal periddica ceprescptl por Lo qua
4 un nimeara raclonal. 4, lieg | 211
h ° TIF0 T TIa

+
¢l lector intercpade puede consultarla an la refecencia 3 pdg. 44,



I.4.14 ETERCICICS

1)

)

1

4l

5}

%)

11

DercEtIaF & partir de I,4.1 que af &, b, X son ndmeros
enteron difsrenten de cero, entonced:

b

a b
T T

ka ]
T F 5B

Depodtrar que pars tods x, y £ 91

al
b

X+ yc
¥+ 0= x
E=-y et Q

DewoMtzar Que pdaza tode K, y € O)

al
L
<l

¥ =~ ya
X+ ] =x
;_ug-ﬂ

[epoECrar ques o x, y r i

Yy = 0 = w=Day=28

Sran X, ¥ ¢ O, demoatrap gQue

al
bl
-3 ]

5Ty r 0 x4y 11, .
In genezals x ¥ {y + g] ¢ (x ¢ y) & g,
S1 x4 Q1 (¥ v xln = [xy) ¢+ X

Secan £, ¥, E £ Q. Demostiar guat

a)

-1

a)

b}

At Ly +1 ooy

mL 2 3 0 2 % yI l=How ¢y
0l 2 ¢ 0t xz £ yxr % % r ¥

Ecpleands wl algoriire de la divisidn para nimerps

ehnteros, haller la eapreszén dwCimal dag ﬁ, g-.. 1!!

Eipresar cada yne de los aiguiantes decimales pe -
rifdicon como 41 cocienta de dos AG=ezom eatecon:
R.T3333332. .., 1.9T2TITET.L ., L.3592597%9...

I.5 LOS NUMIRDS REALEZ

Conglderemas ahora la scuacifn
' w2 = == ]

que e prosenta al trater de obtener la magnitud de la hipotenuma de

un krifngule rectinguls cuyos catotocs Een £ longltud unitartia;

u
1 L P

1
Eska ecudclin no tiens polucifin an O, yA qU& no acists un nlimern ra-

clonal ¥ tal que su cuadrado pes igual & 2, comg demombraremos 4 €GN
tinuacifin, A dicho ndsero; esto o, al nimeco cuys cuadracs ks

tqual a 7, #¢ la toepresenta pedlante el alcbala /7,

Antes de demostrar que ests nilmerd no w8 racionsl probaremon ] of -

quients resulitads ipportante

1.3.1 LEMA
8L a ed un Nimwro par y & € E. 4Atoncem

i os un niwero par

In efecton .
5L a4 ew un. nmers lepar va de la forma
a = Jn+ 1, donde n e I

entoncay, s cuddrada



a' # t2n + Li(2n ¢ 1) = 4n" & dn # 1 = 2(In% » 2np + 1
<o de la fores
sl =2z o+ 1, dopde mt I
_ ¥ &8 poT Lanta un nitmar impar.

En consecuencia, af a' #n par a ne pusde wer impar; por le que, ai

A ¢ I entonces 4 a3 un nltero par, lo que demusstrs a4l lema,

Demiarrarencn shora gl sigquiente tworema

I.%.2 TLOREMA

—t——
** El nfitcro x bal que &' = ; no 24 wn nimern racional

DEMOSTRACION,  (por reduccléh al absurde)

Supongioos Gue ¥ &9 un RORAZO raciopall? =sta ¢:: existen dos nles -

rog eateres p y g talen quae la minima wxpresifin de x =3

. - E'

Como n =n tal que al - 2, Wntonces [E]*- t par lo que

pl = 2q? - - - {1}

Comp gt I, q' ¢ H ¥ P! ®e un nimera pécr. En consgcusncia, de

1.%1, p wr un nimero pir v eg Jde La fOrma

p=dn,depde n ¢ 2’ == aa [23

da [1} y (2} sw migque guw

)¢ = 297

m! e gt

por 1o que g7 ea un pdmere par.  ER conmacusncia, de I.%.1, g 43 un

nil®wro par y e de la forma -
qd = Jm, dond= m £ [ - === [}

oe ) ¥ (3], py g tienen come factor comfia sl admero 1, por lo que

E no 9 la minima e¥proaidn de =, 10 cunl conktradice la hipdtasia.

¢oncluimos entonces que x no &g un odmers racfonal. lo qua demusstrs

O

como vimom en la EEColfin Entesler lom pizeros rycionales tIdken re -

wl tecrema,

prtlllntlclﬁn an & recta pomErfca, y #n virtud de la dennidad da Q
(Tearama [.46.14] podrls penzarse gue =stad mon suficlences para *lle

nar® la rwcca; en decir. G todos los puntos de 14 rECts COfreapon-

dwn & 4lgdn nilmerg raclonal, lo cual e falae.

Dends 14 antigiiedad los gelretras grieqgod me dierah CURNtl qus me
todaa 108 puntos de 13 rects correspondan 4 nsweod racicnales. Por
aterple, la siguiente construccidn qeamdtrica permite locallzsr a T

wn, la cecta pumirica.




Zuisten muchas atros hizmercs gue, como ¢7, tiensn represontacitn
#r I8 rects nusérlca ¥ N0 #0n raciondles. A e3te bLpo de nizerny

na les Conoce comd nilmeros Irracienales.

Como conascuencis de los teoresap 1,615 y I.6.16. 1on nboeros 1rrs
clondles tiencn eapresidn docimal no periédica, caracteriztica que

lon distingue dr Jos nioezos raclanales.

Los nlraros irracionales pueden mer d# dow tipma;  1o8 gue aon
mofucifin da alguna gouacidn slgebraica con coeficlentes entarces lco
mo “Y) & faa que se llams irracicnales algebratieae, ¥ los qua no
son eclucidn de ungs ecuaciln do tal LIPS, a4 lox que s& llams (rra -
cignales tfascendantd®s. Ooio olsappla de entos filtilwad tenepds low

niwerca 1y t de pelevante {mporrancia en lds matemiticaa.

En 14 meccifin 1.3 se construyeron lo# nizeros entaram a partirs de
los navurales, y on 1a I.4 Jog racignales & partiy dao los qn:;;Ua,

da tal [orka gue

o o @

L4 construccisn de |os nlmeros Irracionales & partir 4 los racicna

lew Cae fuera del alcance de este libra, por lo qua RO s& harcd

lquf-i

Al conluntd gue contiene tanto & logm nlmerpes tacionales como a low
lrraciconajes se la conccw Coma el conjunto de los ndmerca reales v

A% lc cEpIcaenta con R.

Ente Conjunto vieny & gatimfacer la heceyidad de un Sonjunto do nd-

i El catudiante pyede consulbarla en cuadlauicra de Llam refarencias

18 3.

- L1 ] -

walod qgue Eopressnts & todos los puntor de la rectey en decir, a

cada nfimera resl cOrzesponde un punto de la recra ¥ viceverwsa.

Al conjunto de lon nirerce dirracionales s4 le cepresenta comlnment®

con ', por lo que poderoa #scriblr

R=gyaq

FA=gn g .

y & cuzpla ademis que

He 12 0o R *

- Propiedades doa las coparacioned &n R

K partir de la conetruccidn.forpal de los nfleeros [CTacionsles ew
poslble dafinir lam operaciones da adieién y oultiplicacifn para
Lax nfoperos Teala$, de tal forma gue 3w ConEeTvEn }dt propiedadean
qua E3fad Operaclonesn tienen en . Fn virtwd de que no heoas
duiarrollada agui dicha construcelfin amibiremca bambifn las sorzad
pondientss definiclones de las opefdciones, Atcptafla gue tienen

Y41 propledades gue se enuncian 4 eortinuaeitn.



1.5.1 TEQREMA
Para todo ¥, ¥, x £ R
11 x+ ycC kR
xy £ A cerradurd
11} x + {y + z] = [z + 5] + £ .
xiyz) = [x¥)x ' aspclaeividad
(14l ¥ + y = ¥y + x
Xy = ¥x conmutakividad

iv} 2+ Q0 = x

i) = x elemento 1déntica
w} T -2t Rtal gquex + [~ =] =10
3l cntalquexs i1, st g0 alaxentos fnversas
wl] =iy + x} = xy + xt distriputividad

M opartir de I.3.] puwden tarhifn definiree law oparsciones de sus -

traccidin y divieldn en R como sigua

I.5.5 DEFIRICION

Sean w, y don nfireros Coalen

i) Fl rfimero x = ¥ me dellnm comay X — ¥ = m + [= ¥)

11} 5l y A O el nimeTe x ¢ ¥y e dofine comor X 4 ¥ = xy-l

_

Comy consecuencla de las propiedades establecidan en el tcOrema
I.%.)1 5= pueden dedurir todan law propledadsx algebralcsy del atata-
pa ¢ lom nizerox realesa; =n particelar )las que enunelaresmgs a contld

puaclfn, cuya depcgtracifn s= dedja al lector comm ejrrcicio.

I.5.4 TECFEMA
Fare todn =, ¥ © KX
11 X - 0a=1
Iiv 1= =zl iyt = - Ixy)

111 (- xlf- ¥l = xy

Caba hacer hetar qua &)1 resultddo d4 ofectyar la divieddn de = =ftta

" ¥, que denctamos medlante ® ¢ Y, foincide con el fonCrpto d8 "focien

te” emablecido en 1a detinlelln [.4.1; y& que, de [.5.5

TS

Entonces
. -1 -1
[ v yliyd = (my Jy = =xly "y} = 2 « 1 = x,

por lo-que % F y od ol ndmero que multiplicado por ¥ non da CcoEd re-

sultado ar wp decir ;.

bebido & que esta fAltima fOrra prowohts mayores yentsjes en ¢l oDane

jo de lam sspresicones algebraicas, en adelsnte umaresos =1 simbola
E

7 paza representar tambifn al nlmeco a ¢ y.

4



- Orden an R

A parkir de¢ la conmtruceifn formal da los irracicnales se posde defg
nir ta=bifn a4 relagifin "menor gque® «n B, dw tal forea gque 81 %, ¥
s0n plrercas reéalem taled gue x < y wntances el punto que recrescenta
4 x en la racta pubdeicd 22 cncuenkt¥s 4 la dzquierda dal que repre -
fante 8 ¥. Aceptarerss tozhifn qua dicha relaciin conserva laz pro-

pledazes que Liene #n Qi =3 decir

J

I.%.x TEOREMA

51 2 ¥ € N enronccs a2 verifics uvna v edlo una de las
sigquientew proposiciones;

i} x ¥y
Ly a =y

111y y ¥ a

-

I.5.7 TEOFERA "

Fary todo x. y. z ¢ R:

H E 4y SRX+rody X

4y 2+ y yp. x> 81l =5 uzx v ¥z
“y ¥y E 48 T oxxo*oyr

LI}) ® % ¥y § ¥ €& 3 kT ®

Tanbifn se definen wa R 1A relacidn “mayor gue” y lop tdrminge “pogy
tIva" y Tneqitlve®, da 14 misma mandra quc ze 2eflncn on 1 =3 de -
ciri

nry el ¥ tom
r s poaitiveo al x > 0@

noen nEJativa sl £ £ 0

| 3 -

L4 rwlaciépn “"wener que”, sur propledades y conCeptom Telacionadon

agn <a gran ygeilicad para cdeacrlbly ¥ mane]ar intevvaloe de valores

para variablea realéw. En pafticular, las propledades ¢nurciadad

por al tearema 1.5.7 nos permiten “despe]ar®™ una variable #n una e

lactidn de deaigyatdad, cuands cato o pogible, como Yeremas en [ow

.]EEFIQE GJE e preIEALAnS o continuacidn.

F.53.8 ESEMPLOS

2] DQptener el Lhtervala de valorea da x pAra losa gue 3% satisface

la slguicnte dusigualdad,

Soluciin

1!]'- con k@l =7

LO primerc qgua ## ofurre epp multiplicar por 1 ¥ por x ¢ I ambos

miembcos de la demigualdad, perd como no SonoceEmoa o1 walar de x

ne sabemon Al ® o+ 4 f3 poaitive o peganive, por lo gue debemos gon-

siderar doa capasl
Casgg 1) x « T » D

myletzplicanda por x * 1 ¥
paar Xz

J(Tw =3] « x + 2
-IF LI
fx - 3t x & 3

fumsndo 5 y restando X en
aEbun mienbron

Sx ¢ 11
tuyltiplicands por %

11
I‘i—s'

Casa Iy = + 2 « @

multipllcande por x + 1 y por 1:

J(3x = 1) » x o+ 2
FETEY
fx = 3 =z + 7

sumands 9 y reatando s wn Ambop
slembros

ok » 11
muittplicandn par é

11
LS



Comn m + 1 » 0, 2 » =} Comg g +* F 2 0, x < =2
¥ sx obtiene [inalmente: Por Lanto, no existen valores de x
qua satlisfagun almultineamente:
-2 ¢ x x %é K < -7
¥
i

La wolucifin de s dasiqualded propusata ea |11cnnjuntu de valaren

de x toles qua:

b} Obtener #l Conjunto de vilares de X pars los cuales de patisfa

c4 la siguienta desigualdad:

£ 5 con x # O

1™

Casa 1] x > 0
L T T é < x con ok *» @
luego é L S

Cann 2} x « @

T5F 1 Sx oy ; ] con x5 0

lurgo -= &£ x <0
El tonjunt® buscado &si
(xlm ¢ B ¥ é cx«m] gi{xlmc Ay ~=«x <« g}

0 bien, griflcamonte:

(5 L™

- Fropledad de complatitud,

Lox teoremas I,%.1 a I1,5.7 nosa ouestran guda el slatema da los nime-
ros realess Elens las migmas propledadew algebralcan ¥y de orien que
sl simtema de lon pfi;zeros racionales: #in embargo, sabomos que el
alatems da loa nEmerns realss s pls amplio v vorsitll puestsc que
en P podemos reaclver wousciones comp x? = 2, para lam cuales L
exigte molucidn en Q. Cabe prequntacsa entonces %1 low nfitcroa 7]
lé¢s tiwnen alguna propledad adicional que no satinfagan lea nlzeron
raciondales. Tal propledsd eximie ¥ se le canpes cama “propledad dg

completiTud®.

Antes da enunciar la propiedad de complebitud e3 goovenients Antrg

ducir siqgunos conceptom 4 ilustrarlos a través da 2)explos.

1.5.1 DEFIvICION

f@a 5 un subconjunto de R. Un #lemento € £ R sa una

cara syperinr Je 5 21

X g Lt, ¥ 3

Le la datinicidn amteriar e deduce gue Al ¢ &3 una cota superior
de 5, cualguler 0tEg nSrefn real mayor que % serd tazbifn una cota

surrcior de §.

51 up conjunto tlens cOotas supericres sa dice que eatd scotado su-

[rciormente .



£.3.10 PDEFINICION

Sea.5 un aubconjunto da A, Un elemento me R 32 Llams

¢legentp oixios de 5 il

1] 2w, Wur 3

Li) m ¢ 5.

1o que denotanas med{anky pax 1 = m.

En daciri un ¢lecwnts an nisiss de un conjunto 8 el w3 una cota au

parinr de 5 y adends pertencow 4 5,

A diferencia de lam cotad superiores, ¢i elesgnto mixien de un con

Junto, x1 ¢xiste, en Anico.

En sfector sean m y @' don eledpntos edwimos de 3, Como m ¢ 8 ¢ oot
¢n BRixizo
D im'
por Otra parta, como B L 5 ¥y B an ndxima
' Im
BN CONEECURAREA
k' =

como me queria,

Como pueds demaatrarse ficllpents, el glements miaimo d& un gonjunto

23 l& menor de sus catas Bipezrigras.

£3 poslble, 8L cobargo, hallar conjuntos acorados supericrimente pa-
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ra o3 cusles no exinte sleswnto miximp para tales conjuntos ae
tiene un COR‘Epto gua sustfituys &1 de mixiro en vl aentldo de *la
mEnar de lap cotas supariores®™, Tsl concepto wn ! e wuprens qum

#2 define & COntinuacitn.

1.5.11 DEFINICION .

S5ea § un subranjuntg de R, Un slomento p o« % oaa 1lama
suplfemd de 5 mil:

1Y % £ p. ¥x e 8

il gqeE Ky x4 g, w8 =3 px4q

lo que denoramos zedisntw sup 9 = p.

En deciri un element@ P &3 ¢l suprema de un conjunts 5 ki poes
una cota supericr da § ¥ salngla nbrece menor que P 42 coba tupe -

clar de 5.

En lorma similar & £omo 2e pizo paca el sXaime &8 Ducds demoatrar

gue el guprema dew un Conjunto, sl existe, es Gnica.

Cabo resaltar aqul que la finfea diferencia entre las coaceptos de
aleiente ndxlme y supremo de un conjunte 5, estribz en que el Elzis
oo dete aer Un clerentd del conjuntc 85 mientras gQuée el mupresa pue-

de ser wn alemento da 5 & no msrlo.
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I.3.1%2 EIEMPLOS Eske teorems,; CUys domostracifn omibiremQR, nod QAfantira la eutis-

tencia de und minima cota superior parn cualguier conjunto da nfee
#) Sea A = {n | xc kR, x££l Tk
ros reales acotado supecioroenta, y sabablecn ademdis que la pfnima
Faty conjuncd =dtS acotada superidrmante.
eota ex wn pldzera rwal; ca declr, gue pertenece & R,

U ¢legonto wlcips o3 21 1. -

SU supremo =% tambifn =1 1, . La prepledad de cooplotitud permite sytablecer al concepto de con-
tinvicdad en M, 2l cual o3 de Lepartancisa fundasental en w] #3todio

h; ‘I-‘.I'.'It.l.l‘...ﬂ.s |u[|¢rln.‘.1re.l de A del cileylo.

— T e

0 L‘\\thax " Fardi mostrar gue los nimeras racionale® PO poseren la propiedad de
completitud establecidh para low teales on el teprema [,5.17, con—

1ideremos pl flgulentd evjeopla gque e inlcla buscando una aproxima
b} S5ea B = {x | xC R, n < 1} &R
glin al valpr d& ¢F mediante expresicnes decionles con un nleeco
Este coajunta =std Acotado superigrmenkts.
tinfty 2e ciirans
Ko ciena elecento miximg

5y aupremop £3 el 1. fecardemcs que el slebola +7 rapecyencd 8 un nlrveaze x tal que

af = 2. Agf, pAra unA primaia Aproximacidn vemom que

P . .Kceran mparivees de B EECE SN A
e e e L o
o 1\
sup A . por 1o que
1 5 ¥% © 2
-
§.5%.11 TEOMEMA  (coapletlitud de R}
F vd de R En consecucnela, Al desedxon aprozigarnos "por la frquierda® al va-
Tode muboon)unta no vaclo de R oque eatd lor de #7, L& primagza aproximacidn secd 1.

acqtado mupeciormentes tiene un dupredo

R Pars obtaner JhOra una aproximaciZn con una clfra decizal, gbaerva
que pertéowce & A.

PR Jue

2l k= 1.1 1.2 1.1 l 1.4 1.%

entoncey al = ; 1,21! 1.441 1,59‘ 1_951 :.25]

TRl tecrer pued® conbultar la demosccacidn en la referencia 2

Flg. 251,



por lo gue

1.4 ¢ /7 & 1.8

¥ la siguiente sprovimeetfn yer$ 1.4,

Fara obtener una aprozisacidn con doe cifras dacizales obwervamas

qua

9 W= 1.41 1.42

entonces x' = | 1,998t 1.0164

por le gua

L.&1 « /T < 142

¥ la aproximacidn serd ahora 3.4},

Fard tres y cuatro cifras decinaien obtendriamos, respactivaments

21 x = [1.£11 1.3} 1,433 1.414 1.41% i
emtonces x! o« (1.995321 | L.2937a4 ) 1996560 | 1. 099104 2.5n:225}
T
a1 x = 1.414] 1.4142 1.4143
entoncen x' = | 1,99967001 1.997%6464 1.00029449

¥ el process podris contitbiarse tndefintZements en victud de que,

por L.4.15 ¢ T.4.16, la expresifn decimal do @2 o8 no poriddica.

Convisere hacer hincaplé #n que lag ipraxlraclanes ohtenidis ante =

riormente, es decir

Lo 3od, 141, 1400, 1 4142
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aon expreniones decimales con un ndmers Fipdto de =1fras ¥, pOT tan=

Lo, son nﬁta:n: racionaley,

Conziderergs ahora #! conjunto § que conata de law sprowieaciones de
‘¥ que pueden ohtenerus Ecdiante &l proceso qus hemows desctito apka-

rioreantw} ow deciz:
5w oMl L4, 141, To404, 14142, 143421, 1.414713, ...1
Por conmtrucciln, el conjunto & tiens lam siquientes caractecisticas

1} Cads sproxtmagifin ca mayor gque 1a antesior
i) & contiens uf hleero Infipits de elementou

11 579 520y 5 estd acotads superioroents

Lan propiedades enuncisdas en el punts 1} satisfacan Laa condiciones
del teoresa I.5.12 sl reepplazar en 21 R por 1, 2in sebargo Ia Concly
#45n no merfa vIlida ya gque S no tiene un fvprexo en ), En clarg

qua <7 wa la mInima €otA muperior de § v Flfq.

Comd conaecuencla de 1o anteclor vemca que al cenjunto de los nixe -

tow racionaleq carece de la propiodad de cempletitod,
= ¥alor absoluce de un nficers real.

Lade que caibte upa cditeapondencla umo & ung entre 1os puntos da la
recta ¥ loa pfimerga tenles, eabe #nporar que el concepto qeomdirfica
de distancia entre dow puntos Lenga au egulvaleste en vl conjunte cde
lea nlzeres reales. DBicha concepto, especlalmente Hell para el citeu

lo, puede st Intraducido con ayuda del valor abaolute de un ndoers
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rezl, gqua definiramas & eontinuactidn

I.5,11 DEFINICION
Sea o yn nbeers r£al. El wvalar sbeoleto de w,

que repreasntaremes con (x|, ®= define como

x, %1 x » 0

x| ~

=¥, 8l x 5 @

hal, par epacplo
|§| - %. ¥i gue % » 0
0] = 0, ya que 0 = &
[=7] = 7, ya que =7 ¢ @

In gqun4ral £1 valor absgluta de w « A zerd un ndoero real o pegati-
woi em decir, pasitive o €ero. Lam principales prepiedadss del va -

lor abscluto sw enuncisn en £l gpiguleste Ladre=a

1.5.15% TEDREMN

Para tosdo x, ¥y £ Er
1} [] * D. MdemBs |af = 0 &5 x = @

111 wy| = fx] « |¥l

t14) Ie » y| £ I=x] + ly]

CEMQSTRACTON

La propliedad 1] ea conmecucncls Inmediata de la @mfinieddn I.5.14.

- 7% -

L4 propiedad 1:1) pusde demostracee ficilmente &4 parciz del teorema
I.5%.4. La propledad {11}, conocida como *ceaiqualdad del trilingulo®,

a9 dopuratra o continwacidn.

1l 51« = B oy = 0 ta fqualdad ¢ cbvia.
i Sl x*0gy * 0 erpemon que @ + ¥ > 4, Pﬂf.lﬂ qu#
[x vyl = u+ya|uf+ |yl
¥ ®e #atisface la igualdad.
I Sl x ¢ & gy ¢ 0 terewiy que 2 + ¥ ¢ 0, pof lo gque
Ik vyl == (x vyl =i=x ¢ =~y = [x] ¢ |y]
¥ #n macisfaca la igualdad.
4} Hows gQueda por conilderar al caso &n Que X, ¥ tienen wignog
contrarios.  Eupongamos ¢ ¥ 0 gy £ D=
Sl y=m - x, x +y =D y la dopiqualdad es ohvia.
Sl Yy =% =+ ¥ «{, por lo gqua
fz+ ¥l == tx +y) = t-x} + (=) =« [x] + {y] < Ix] ¢ |y}
5L ¥ » - X, = ¢t ¥ {1, par lo que .
le syl = e+ y=w- =91 = |2f = |yl « |x] = |yl

con lo gqua hemos cepcatrado ffi) de I.5.13

A partir hc 1s definicitn 1.5.14 y de la repreaentacidn de los ntea
row r=alea como puntos de la recta, 5o obearva qua miantrcae gde qruﬂ
de es |x| ef3 leins de) origen me encuentra el punto que cepIeEenia
a x. Debido a 28to, al nizern |u| ze le conoce como la distancla da

x 4] cero.

De acueréa con 1o anteiior, sl @ #2 un nfsera real positive se tendcd
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que on punts x ¢9td smitusdo entre ~ q ¥y a4 cvando (y solamenta cuan - por lo fqua, de {5] ¥ (6] a= tienm Que
dol [x| « a. Esta ides puede ganccalirarae & través del siqulents ! ~esfxsa =% |2f £a, wxcek
teOctoa. B ¥ la depostraciin gqueda corplata.

1.5.1% TECREMA
El tencema I.5.16 tiene la miguienta Interpratacidn gqeomftricar
Sea g ¢t A con a8 200 ¥ x ¢ R ax Ligne gquen

la] €0 ¢ -~aszga C*|’=‘«|"|i“‘

DEMOSTRACION
dwl niis ent d ! Les
1} Sea x| 2 a . - - = Con ayuda del wvalaor absoluto, la distaneg re dos riseros rea

d
L la deffnlcifin I.5.14 me nlque que cualesquiara ¥, y puede definirse como el niimere real no Regativo

x| = = ¢ [2] = =%, ¥xpgh ' " lx = y]. A continuacifn pe tlultra gecodtzicaments sl caso en que
For 1o qua: 2rd, y« W
8l 51 |x| = %, de (i} |2 = y! .
L -
Il £ 0 = x£a - =« 1 I ! .
. ¥ g ®
b} 5f |x| = - =, da {1} ’
le] fa =-2xga =hxzr-a - - N
' I.2.1l7 EJERCICIOS
par tantom, de {2} y {3) sn migue gue
2] 2 0 = -afzxza *»xu kK !} Demostisr a partir de 1.5.3 que, #L m, ¥, 2 & Nt

) xrzmysz Dray

11) Supargamas ahora quit = g £ 4 5 = = = (4]
Bl xrowyr =Hawy kI pFo,
al 8t x 3 B [x] = x y da 1) '
) = -8 =0
2] £ = : = = = {5}
'! dn [4) dj - 2yl = - {ny}
b} S5 x « 4@ 2] = = g L]
' g af wy " TP x e p oy =0
mag - Axl =>a s |x| - - - 18]




1]

]}

4]

£

&)

7}
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$4n %/ Y, T ¢ R, demostrar ques
a) x =y £ R
h}:—r:l,siyfﬂ

c] x{y + r] = xky = x1

d) :{f} =X, s 4

Fara cade ura de lag siguientea deaigualdades, determinar a4l con
junto de valores de ¥ qua la mabkinfacen -

al E—E-ﬁ < Ifm - 2|
b -2,";“'

D rancia gimtlar & como Be hizo.en I.5.9, =l roncepho de ©ota
lnferior s9 define cowd aigue:
51 Sc Ay uh clesento § ¢ N ¥ uhh cota inferior da 5 af
X3 f, ¥ xS, Ademiy un conjunteo quo Eleng cotas inferio-
Iws B& dife qua wstd acatada Inferiprments.

+ FaTE gada une da lot cenjuntos del ejersiclo anterior decfr ai

entdn acoradon superiormente, infericroecte & de ambax mareras,

Dt ranecs aimilar 4 eomo se hizo en I.5.10 y E.5.11 se deflhen
low concepens de mixiza = fnfime de un conjunta.

‘Pars cudy uno de loa conjuntas del syercicio 3 hallar su =dwizo,

ninizo, wiprexo & Infipo, £l waliten.
Sean %, y ¢ R, demcatrar guet

al x|l =0 ¢=> xaq

by nyl = =]« Jy]
i, =}
<l Iri Tyt LY 40

di fx = y| = [y = x|

Fara cada una de las siguiences afirracionws, desostrar au vali-
det o dar wn contraciemplo 2n caso do ser falsas

#) x 21 =3 |a] 51

B Jalsgs —»=~ 55 x 44

el [e = 3] « LT 1 4 %<3

Al |+ U] = X = -t exx2

I.6 MAS SOBRE INDUCCIDON MATEMATICA

Tan pronts COPG Propudimed &l primez teorems de la pecclsn I.2 fue

necepario recurrir s la induccifn estenStica paTa podef demamtrar -
la, ya que roa encontribamcsa =n lom fnicic= da la ronetruccidm del

sintoma de las nfimercs reales y no dispenfaomos de zis ewlecenton pa-
4 realizar la prueba goe laa propledades gue definen a lca nfimercy
raturales, w8 decir, loa postulados da Feeéno. E3 por wlle que ko -
dan las propicdades de lap operaciones on H debferon demoatcarse

por induceifn matesadrica.

Al pasar a la seccidn I.) definiowa las operacicnes en I a‘parttr
de las operaclongs en H, por lo que sus propiedadss pudieron depoy -
trarme a partir de las proplcdades an M @ik recurrit o la induceisn

ratepdtica.

A partir de dicha weccién, y debildo a que nuoette intetds fundamen
tal sra ¢l de escablecer las principales propledades algebraican de
los difarentss zistemas de nimerow, no fue necesario volver A wkflf
tar la derostracilp por Lpduecifin. 5in skbargo, &xisten 4Ttram pro-
posiciones igporetantes en dichos aisteman, ani fome on OLECE fue se

tracarin zis adelante, las cuales milc puedan 3er demgatradas por

Indusgidn matemitica. :
1

Dehidp a wu {mportancia comd cdtoda de demcstracidn, =n esta soccifn
presontaremon alguned oheepvaciones y ejerplos adicionalns que espe
razce contflbuyan 4 una rejor corprensién del mbtodo ¥y que pceTmltan

su utilizacifn vo un contexto onis amplio que el 48 la meecidn I.17.
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Expriarescs por sefialar qua ¢l nochra no en muy afortunddo, ya que
la palabira "induccifin® wuele awociarse al procesc gque conmimte =n

ohtener una conclusidn & partir del apilisis #¢ varios casoe parti-
cularas, procesd gue nads tigne que ver con ¢l mitods de dennutrg -

cidn que nos ocupa.

Hediante un proceso como el apteriormante descrito, al que sw cono
ce comn rajonamlents Inductivo, podeags llegar A profoncr un anun -
tladd da cardcter gonoral a partir del onflimis de variga caun« par
ticulares {cows se hira con Pind en el ejexplo I.2.4 - a), puro nun

ca # derostrarlo.

A difarencis del raronamlents inductivo, sl cusl s&lo pusde ANEQU =
rar la valider da la concluaifin para los casos particulares da lon
cuales fue obtenidu, el método de demastracidn por Inpduccisn satecy
tica ros gazantiza la valider de 1z paonclualdn para todaa low ca -

05 .

+

Come hemon viatd, una prueba par ipduccifn matemdtica consta de doe

partes gcualiticivazenta diferentes:

I Una verificacitn: P(l} =m ciertnm,
IT) La dezostracifn de una implicacifdn: Plk] & ciecta == P{L+1]

e3 clerta,

Fl papal que jusgan ested cow Dhrtes en la prusta =a sinilar sl quw

ue dexcribe en la sigulenta sitvacién.

Supongatos Que eetaros frente s ung waCléra que tiewns Una Infinidad

de peldafics y que depedson tener la spquridad de que podemos llegar
4 cualguiera d¢ sus peldancs, Esta #4qurldad nom la pusden propar-

cicnar las dow hechos wiguientes:

1 Podemas subir al primer peldadio.

1| Entanda eon un.peldaﬁa cualquiery podemos subir al sigufente.

En efecior por 1) podemcs situarngs en el priser peldafia. Estande
en &) primer peldafio, por 2} (odemos ditvarnon en ol wequpdo. E3 -
tacdo wn el megunde peldafic, par 2} (puevamente} podepos situarnom
#n £l tercero, y as! sureaivamente podemos llegar & cusiguiezra de

ellos.

En una prueha por induseifin la parte I nos Qarantiza qQue safsceE un
valor para el cual la propasajcifin ey cierta, mientras gue 14 pacts

II nos dice qua sl la propoaicidn cf cierts pafs un valor e=ntonces

" serd clerta para el miguiente wvalor faungue aeta pacte ha garantiza

que exista un valeor para el cual la proposicidn sed cierta).

Puetto que la pripara parta de wna prueba por indu:ciﬁp &3 ufa 3ip-
ple verificacifn, usualeente la difipultad de la pruchba eatriba en
demosktar la {mpllicacidn ¢o la segunda parta, lo rual requiecs =no
1lgunas l.‘.a:-ul de¢ una bucna Jdosls de Ingenin: esrpero, anbas parces
fon indispenaables para la prurba. A continuacidin presencamos un
#jezplo en el que punde demastrarse la ieplicacidn ¥, sin esbacgo,

la proposicifn ea falsa.

Sea

2+ 4+ 6+ ... +rn=n! e - = = ¥in}



Y

¥ suponganos fque Plk) es clearrg) smato =mn
T+d +E % (.. 4 2xax! 4 k+
Jumanda ¢ft smbon wiembres 10k + 13:
ERR AL IR O B O} IR 11 R VI L SR | T N P 3
=t ax o+ 1o 2N 42
w ik e T Lh 4 ks 1) 41
L T e o LI - R L S R [ T T R
eon o que hesos denostrada gue sl FULK) =8 cierta sntonces Flh o+ 11
=N oierta; =1n egharqo, ld Peurbd por Induccifin no puede sompletar-
% ya que no €% posible halla: un valer para el cual la propasicifa

aca clerta (demudatreiol.

Bay proposiclones que aungucs no e4 cumplen para toden las nfmares
matyrnles son villdax a partir de un clezto valer. , Tal e3 el easa

de Ia siguionte proposicisn

'lltclrurn,gntnncgn[,_+1jnjl"+1 PR T

Pueatno que pars o o= 1

(RS L IV
¥ la proponicifin no se cumple,
Fara n = 2 tonemos que

Ie » 1% » g% &+ 1
¥a que

(2 + 137 = g* 4 2x + 1

¥e cooa k * O, Im 2> 0; por lo gue

L LA L N |

de donda
Ix + 11f » x2F + 1

¥ 1a proposicifin en vAlida para n = .

Bel anilisis de PIn} puedp verge que 4 pedids que n aumenta (x + 1)°
drecg mEa ripidarente que R | por lo guo, cord ls propasicifn fue
wvidlids para n = 2, caba esperar que meguird siendo vilida para vale

rea de n payores gque dos,

Ern cfecto, demontraremcd 4 continuacitn qua 1a validet de Plk] in -
olica la valider de Pik + 1). Hipftesis: F(Xx} ez clarta, luego

o+ 1% = 2" ¢ 1

Coma 1 * 0, pultiplicando por = + 1 tepemas
T P Rt T A C] PR V'
Esta e#
P L

Awra., cono x > D ae tendrd gue e x 0, por 1o gqua

et

:'+f+:¢tlbx“1+1
Eo conaacurncisa

e + ”n! }!hn -

por lu que Pk + 1} &% ciecta.

Finalmente, comp la proposicidn #8 clerta para n = 3, de Jo antr -
rior $o aigun gue tarbifp em clcres para gualguier valor HAYOr Que

dos.

Como vimaa eon wl ejemple anterior, of posible utilizar la frduceifn
L

matemdtica para demoskrar la valider de und propodicitn a pactir de
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un valer fijo Aw. En eston casos la parte I de la prueba coasisti-
i en werifivar que la proposicifin ew cisres para 1 valor ny, la
© parte 1T conaiwbtitd nuevaménts =n demaabrar que la velidez de FIk)

Lepliea la de Pk + 1}, twafendo £n cuentd qUe ahOTd k ex mayor o

Igual gque ry, ¥ la conclusldn serd que 'y proposicidn ca clerta pa- |

ra toda valor de n mayor @ igual gue n,.

I.6,1 EJERCICIODS

Ll Derwwtrar por induccifn ratendtica que las siguisntes fdrmulas

son vilidas pars tods nilmers hatural o

4] 1+ 2 ¢ 3+ ... 4nm= E_iﬂii_ll

Bl L+ 2 ¢ 4+ .., + 2% 200 1, {qué reapresenta ngui n?

- - n
€) o v ag s aq" 4+ L. s ag"' 1%l:ﬁ§1—L s ¥a, qcR

1 obwelirvesm que:z
l * % - }

{(1+31+H =2

1+ DL Lo 3=

proponcr una ley gereral y demostracla por induccisn matemStica.

A Hallar la fdrmula que sleplifice ol producta .

(1-PU-PL-3 ... 1 -

y demadtrarla por induccifin,

1
nii}

1}

3}

L3

- %8 -

Para c4da uns de lag siguientes proposicionss, tallar el menor
valor de n para 1 cual pe curple y demoskrarla paf Ipduccifn ma

temibica:

a]“—l—i—e c M.

b ! *n?, donde n! = ! = 2 0 } 4 ... som, WA CHYO =1

el fn s 11" » px? + X ¢ 3, ¥ x L R, x ¥ O

Oemantrar par induccifin matemitica laz siguientes propiedides del

valor abzolute:
al |x"| = Je|™ ¥ 0 ¥
By lay 23 ay..- 4 | =-larl las} Issl oo la l:¥ned o3z

eb lavemrvasee.ota | £ larl + Jaal « lashe coo s Qe ls ¥ me Bon a2

Drmostrar por inducclén matemitica las sigulentes relaciones crl

gonomEEricas:
a) men (@ + e} = { = L} sen &) 0 =0, 1, I, ...

Bl un[ﬁiﬂn-ll i]-l-l:""’cuat t %M
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CAPITULD {1 KUMERDS COMPLEJOS

INTRODUCCION

Low nizeros GOEple]os spifecen #n al harlronte de lan paterdticas con
s intraduccidn de lps nfoercs joegicarics. Estos surgieran wn =l 11
SeLIa CCrad COREdcymncla de una nacesidad. de la gpiamas manera que low
nirerocs negqativog, )
Girplame Cardano, eninente marendtica itallanc del aigle Xvr, fué el
PIicero en reconocar 1a vardadders Ioportancia de lay rafres negativas
al eptablecsr la renrfa general de las ecuscignes de tergerd y cuazto
grado. Se £14 cuanta da la neceasidad de néceros ocgatived ¥y llegd a

katlar 1nciusa de rafces coadradan de nfimeros pegat{vom aunque, al pa

recer, no llegs 5 preciyar el concepto co nimero imaginaria.

Bafawl Boobelll, tambiEa Lltallane, continud la obra de Cacdana y,. en
una obra publicads en 1572, secalf gue 0% nfaerss Ilraglinarios ecan
indispensables para ta aplucién de mcuaclores se la forma x' « o = @,

donde ¢ w3 un nirere positive.

- .

Lam nlmezoy {magiparios fueron atacados & parctir de antonces, fuaron
daclaradons por moezhed coebhe “ipposibles® o “inexiatentes®, por £l pece
hecho da na poder telaclonarlos con sxparienclas de sy vida caotlgdia -

' Paro uns #cuscifin coma x! + 1 = 0 no ibs & quedarss win solucidn, Law

ratemitican requerian de 1oa Imaginarics para dewarcollacs: ¥, final-

cents, Sdktpa e impuzieron.

Un nimero ipaginapic represcnta una ldes abstiACta pero muy preEcisa.
La eespuedta a la preguntds  Cudl pi%erg al mer cultiplicado por af
misme & lgusl a -1¥ sélo puoede cancebirss con la syuda del imagina-
rie tds conocido, &l que Fuler cepzesentd con #@ sfebale 1 gue tods -

wiog #e emplas.
II.1 FORMA HIWOHICh

Gna wez acgptads 1a existsncia de 1 como un nimero tal Qque § =1 - = 1,
un nlrere {maginaric queda definide comn todo aguel da la forma ki,
donde b c¥ cualquier niwaxo teal. For ajecplen

u, -4, é1. FEL

son nimercs Leaginerios.

Led imaginarcies, €on las misras teglay da cperaclén que loa nlmerns
reales, ¥ considerands L' = - 1, proporecionsn scluclones & toda ccus -

cldn da la forma x' + o = 0, donde © es up nfimers positiva.

Par =jemplo, las molucleficd de la ccuagidn

1*.25-@
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pon log ndmaros 5L y = 31 pusata quet
(5070 = (SLYESLY w 2SEY = 25[= 1) = = 2%

(= 5411 = [= 5L) (= 51} w 3507 = 25(- 1] = - 25

In general, law soluciones de la ecuacitn
P + c =9, con ¢ * 0,

#on loa rireros imaginarios #C L ¥y - /¢ &, donde «T £ R,

Por ctra paris 8l tenaoos uns scuscidn Como

¥+ dx + 11 = 0@
y aplicamct la Ilrmula genersl de la ecuaditn de segunde grade, chiw
414+ ]

== 2~ 8 =-12234
¥ nos encontracod con qua cads una e las enlucipnes en la Teukar de
un nloers r=al con un niimere iesginaric, lo cual Gebm lnkeEpfetarae
copd Uh fuevo btipo Sw nd-era, Surgen asf los nnferu: cocplejod cuyo

conjunta, que Teprescntamos con G, Be deline como slgua

II.1.! CEFINICION

cwilizx | £m=ma+bi, a, b R 14 = - 1]

hal, por wiee fo, -1 ¢ 31, =1 - 21, L+ 1. % =i soh nieeros com

plujcs.

FPaza rargjar los nloeros cooplejos necesluaocs saber culdnda dom do

- % -

¢llos won fguales, por lo que sptableceran la siguiente definicidn

II.1.27 DEFINICION .
Sean ¥y ~ & + bi, ¥ = ¢ + J1 dos nlosros complejce
con a, b, ¢, 4 ¢ B, entonges

I, w x; sl a4 =& 3y B =2

Conn pusde verse la igualdad en © requiere da dos Iqueldades entra

nireros resles. Aaf, sl m P c o b Fd ee tendrf qua 1 F Iy
- La adicisn y la multiplicacifdn en C.

las tpotaciopss de adicifsn y multiplicaciin ds nlmeros complejon mw
defiren, en tStminos de la adicidn y sultiplicsciin de nfirercs res-

len, da la marcera siguiente

IrT.1.1 BEFINICICN
Sean ¥, = & = BI; ¥ =~ ¢ + di dow ndrerns corplejos,

donde a, b, ¢, d « R-

11 el nbeero 2z, * &1 ma define ramo
Ty + 33 = {a ¢+ g} + (b + d}l
(4 ¢l phmero zy 2y 3¢ define come

2y £z = fac = b4l + lad + BC)I




Entas oparaciones tienan lap siguientes propledades . - Por Gtra pAarte
. 2,2; = lac = bdl 4 {ad + ko)t Por f1) dw ¥I.1.3

II.1.4 TEQRE™A foes A, B, =, 4 £ A, de 1) do I.%.] 3¢ tisna qua
Fara todo £y, T:. By £ G fag - bd), fad + Bsh ¢ R
1] T, » 1y ¢ C ) per lo tante, ¢e 1I-1.1

t, 5, £ C rercadurs ! © fag - bdl + tad + bEML K C
1L} 2, o+ dzg 4+ E) moday # T3] X, ¥ TR ConpEcuencia

2, [EsZs) = {Z;Talty aspcliablividad 1,xx ¢t & tomy sa gueciy

Ii1) =, * Ly = % * ¥
11{4) Sxan 2, =~ & + bl, 2r = ¢ + 4 dos nfizergs cooplajos
2, Iz * 25K, conmutatividad
) + Ty = {2 + B} = {= + A1)
iw] =, & |9 + 0} = 24 I ) )

- (a + gt * (b + d}l por 1) da 7I.1.2
¥, i1 * Qi) = ¥, alaments 1déneico
« fg + a) + (d + B}L por L111) de .53}
v} - t, e C tal qua z. * =20 =0+ 0
= foc o+ dI] + (& + bi) r t] &m I1.1.3
s 2, pO0+0) Tt e € tal que - pe ]
£y 2 = %o+ O tlamentos ioversod Ty + Tz W Iy o+ Ik
wll Ey fzg + Tal = T3y + EiE4 dintributividad : Adcrfa
i ] t12 = I+ Bi}ie + 44)
= f{ac - bAa] + f[ad + roidl por L1} 4w II.I1.Y.
DEMOSTRACION
= {ca - db} + lcb + 2ali por L14) da I.5.3
Ee dercalrarin fafcaemcnte 1}, 111} ¥ ¥} - [z + dil[a + bi} par 113 da I1.1.2
I} Egénm 3y = & + bi, 2, = ¢ + 41 deon admecos corplejes 113 = 230y

= di i .l
o Aa v er s n e i) pez 1) 2 1I.1.3 wi Spa z, = & + hi un nimecs ¢complejo, con &, b £ K

. i - 2 -
core 4, b, &, 4 ¢ Rde 1) de I.5.] fa +» ), ik d) £ N Be v) de 1.5.33 - a, = b £ N. ¥ en consecuencis

. *
por 10 que, de i.1.1 [= &) & [~ b1 ¢ € por I1.1.1

totel vl rditec fusando wate hiwsro a4 I, 3w OBLIthe
&R conEeCucnela :;fb:pttqau}+t-bilj = {ari=a1] + [bef=wi]ld por L1 de IT.1.1
T+ 21T comg a® queria I..hlp;[(-ai+|-hl1] T par vl de L.3.1

con Lo quo - z, = i= af + i= k]!



S5an ahvra 2, *» 4 * bl con &, hr Ryn, B¥ O

JET-E--EE, ;T";_hET:R" y de I1,1.1

[ - b
.I+h1+-ﬂ‘¢h’i‘=

Aplicerds i) da II.1.1]

a . b E-b1}+t a' [=k) h

]
{a + b} tm*i|'h;1]-{¢]¢b;-.lqht

- 2l + bl 1k - ab
al ¥ Bt a1 * |

i

" -
il 4+ pl v A=

ta » b1) bﬁ;i] = L « BI

con lo gqua g, = :T'%-ET . ;T:7£ET*
¥ tarnina la demowtracion. [:1
Ca acursdo gon II.1.1 un nioero cozplejo an d& la forma
T+ 4 »ri, cona, b R
En q:ftiﬂullr. al b = 0 gl nikrers completn queda Copo
D= a4+ QO
que pucce ber considerado come el nirero r4al A, y& gue la corxcdpan
densfa
a = 01 A

NE cAanservsa o Lravda de las optraciontd d# adiciftn y multiplicasitn.

[n efscto, zean
a0+ 0% — 5
¥y £+ 01 =g
fa + 011 + ¢ + OGL) = {8 + ) + 0O = a + ¢

y la + Blli{c + 01] = {ac} » 0 + ac

&
aT + B "Wl + h.l:'1

- 7 -

De maners dece]ente, a todo nlonro coPple]o de la forea € + bl lo po

demaa ponmiderar cohe ¢l nfeers imaginario bi,

Te aCuerds con 1o anteridr, tento rl conjunts As los nfmaros reslepn

coma ol cenjunto do lod nbireras Lmaginarios sen subconiuntes de ©.

Con la detinicidn tormal del ranjunto de law pdoecos complejos y de
itw eperaciones do adiclin y ruliiplicacidn en ©, podemns ahora ver:
ficar guo 2l nidrara compleio %, = - 1 + 31 cd pna golucién de la
acuatisn

2T o+ Ay + 12 = O
Fara ella, conmldera=os que 4 = & + 01 ¥ 1] = 13 » 01, y suntitulmon

Xy = = I+ 1 en el mlambry iiquierds de la spuacifn, chtentends

1= 2+ 3P+ [+ 0230~ 2 + 3] « (1) + 01)

de 1L} de [1.2.] tencras

fiv =91 « (-8 - €13] 4+ [t- % + 0O . 112 + 011] + (13 + Q1) =

= (- % = 134} ¥ 1= 8 & 124] + (13 + 01]
¥y de 1) Je 211.1.1

- 5 = 8+ 13y + (= L2 + 12 + 005 = & = 04

= i comgs quer [lamzn
c

Comg voremow mie adelante, un nlrero corple)o pusda mer reprosentddo
en vdarias formas. A 13 forma & + bi, gue heeos eacado pancjance, sc

le conooe come [ozma binfmica debido & 50 Aparispcia de biremio,

Cuands uh nirero ¢orple)d r eatd exprevado 0 forma binfmice, a3 de-
vl temo

T = 5 + L1
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4 lop nimeros reales & ¥y b oss les conocs, respectivementa, como par PEMOSTRACION
te real ¥ parte i=aginaria de r. Alqunas veces ge eeples para esta

S5¢ dergatrarin frnicamenta I4), LI4) ¥ vwi)
1des la slgqulente nobacifing

11) Sea 1y = & + bi un pilzers corplelo

Ei(1] = & -
FrobAremnd priveto que =, = 2, =) £, L R
Iitl = b - .
ry, *# X, —h» a v bl = 4 — B! por IT.1.5
- r} conjugado de un ni=zers cczplajo B ==5h _ por IDL1. O

por la gque b = 0

i Iy = A+ Qlesach

II.1.5 CIFINICELN ' Ahora probazemss que T, e N = t, = T,
Eea 1 = 4 *+ bl un nimerc corplaje I, = & + 01
El ¢anjugada da T, gQuo represcntarecos Zr = a = 0l par II.1.5
con I, sr dellne cozo Ty =8+ 0L, ya qgue £] cerq e igual a sy inversa aditive
T =a - bl 2, = T, ' pot II.1.7

Far lo tanto gqueda demostrsda que

Bl conjugade ticne las propiedades que se enuncian on &l siguiente | =

Z, = T, 4=rz; C R

teaTers il 5=a 2 = a + bl un pldeero compleda
T, ~a - bt . par II.1.5
IT.1.% TEQREMA 2, * £ = ta » a) + (b - Bb)I por L) de II.1.2
Pary todo x,, Ty € Ot = fa + 04
1] f. -1, Iy * B = 2a € R
117 1y, = 1T, & 3, ¢ R v1] Sepn Xy = a4 + B, =, = ¢ + di doa nlmeror Conple]od
114) 23 + T L R Iy T4 = (@ + biife « 411
vl B, I, e R = lag - BJ] + fad + bBeil por 11) de IT.1.3
vl 3 * Zz = &y * Ia = {ag = bdl = fad + beid por I1.1.%
¥i) Iy 33 = Ty Ig T, i, ~ (ac - bd} ¢ (- ad - ECI1
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.

Ty Ta = fae = [= bYi- A)] + [ar- 4y + (= Bic]1

« [ - bi}ic - d1) por 11) d# 1I1.1.1 y do L] de 1T.1.3 (4 + B1) = Ic +« &A1) = [a =~ 2} + |b - &IL

T; I, » T, T4 por IT.L1.%
qu= em la fadrmula gue 28 erplea para la sustracaidin,
y la prueta termina.

Q

- la sustraccidn ¥ la diviaidn en .

-1 = - d
De v} de IT.1.4 {2 + d) - rewrar R e - 1

a » ki = - d
de f1] de IT.L.7T Farer T A L -3 %] tEj*:-EY bl e 4 Q
la sumtrageidin y la divieidn 2n © ae definen & partir da la adicidn

A+ i A= 4+ Tl . be - ml i
e o+ oid el + g2 ci + dF

da 1] 4 [I.1.3
¥ la cultiplicacitin an &, roapechivasenty, % de wi de I, 1.4, 2& la ¥ s \

Nlgalente cansrd que es la ESrzula gque $¢ ovplea para la divizifn.

Ani, sl Ty = 1 + 8L y z; =2 ¢ 1
II.1.? LEFINICICH
Ty = 2 % {1~ 2} + (& = 114

Scan x, = a + 58], 2, =~ 2 + {41 dos rleeros corplajos, I, = 23w =14+ 71
donde a, b, 5, 4 ¢ 1+ 151
' - mrrsIT Tt
11 &] nimero =, - z; o define romo 1d 15
1---;1---5-1

Ty = Ty = X, » [~ x;)

1

P ¥ 4

L

Vi mi xzy A4 0 ¢ 01 el mfizerc ;t e defina camo

El resultads de la divisitn pusde tambifn obtenerse eultiplicardo di=
E..T. LI ¥1 :‘-I

Tz videndo y divigor por el conjugads dal diviser y considersnds g lcw
pimeros compleios come bingmics, comn pucds verse & gantinuacidn
D 1la definiclOn anteclar se putden obtener Land slgulentes Fhreulas X L1

HF v i
de van priceice i1 o« B4} L2 + (D

T e ITIF = 1}
de ) de $I.1.4  =fe s di} = |-} + (- 4ld _2m 4+ 16l - B2t
de 1) de 17.1.7 fa + B} - {oc « dU= fa + Bi) + [1- ) + i~ d114] -l

17 + #) « 154
=% r

.12y 11 . que coincide con 21 roswltade oblenido anges.

-
-
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En gqeneral, todas las eprracioncs con plseros coeplejod axpredidlas
«n forea binficica pueden efockusrse considerdndolos come sl fueran

vincrice, torando en Ceenta qQue las potercias e I superClOf#4d A& uUnoO

deben redqucicee de acusrdo a la sigulente:

1t .-

L BN LY

- 1L =~ -1
1* = 1" o [= 1}

L
[y

' = it = (1)1 =}

IR E Y B N

y sn adelanta lok valoresd s¢ replten perlicicamente.

Ii.1.8 LJEMFLOE

Tean r. = = % = 11, 25 =+ L + {

#l 2, v xp = = 5= 4] 4 [= L 4+ U) == 5 =1 =2+ i=~-8K=1

El 2y - zp = (- 5% = 21}

€ Tyoziom = 5 - )= b4 AN =% = 50+ 20 - 2T = 5 -4y o4 20w 2

ry =g = 1= 1t

4 o e e tF s a t al -
2. (5= + (2 +51 171 1 7
E? - 1 - = - I - ™ i

{= L« ) == 5 = ¥t &+ 1 = 4 w4~ 3

zp s %= 2L Gz 5= M- 1= g} 5+ 31+ 51 31}
=T+ 1

1]

n

4}

sl

LI EJERCICIOS

DerOBtrar qQue para todo Iy, za. £ € C

al zp + 00 + QL) = @
El =, Il + 0d1) = =,
[=3] EylEg » 25 = 332 * k12

Damaabrar gQus fara tode 2, #1 ¢ C
al Ty == 3; = Rlt} = 0 -
B} T, zZL £ R

Demaatrar que lad operacienes con ndmercs corplaton

pueden |fe5 -

tuarsa cohdlderindolos cora hinomlon) o decir, que conslderdiado

les coco binomiod ae phtiensn lom miszas rvemultadow que con law

oxpremiones 1I.:.2 y law fdrmulaa d2 ume prictico que an amplean

para la sustraccldn y la 2ivimidn.

Chrgner todos 1o3 valores x, ¥ £ R gua matizfacen las siguientes

lgualdacies

X &+ I
——

st I ¥

- yi

B] lx e yi)' o= dw o= oy0)? dande 29 = zx

54 z, ==4, 33 *+ 3, 21 = AT = 1, 2. n = } + 11 ohtener al re

sultacde de las sicujentes operaciones

L
[]

e

TiZs

bl —

i

=1 11;%—&% * ;!zh

Expresar &l resultado de lam siguicntss cperaciones en la JoIra

4 ¢ b1
i SN S
a [ L‘ + 1’

L A o 3¢ S

y i1 _aghre - 110 & 4 = 170=1 + I}
e 3= 111
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I1.2 FOPRR FCLAR © TRIGOMORETRICH

A cada parejs oréepada de nfinercs reales (a.b] corresponde uns ¥ sfi-
la un nirero corplejo o + bl y wiceversd, por 1o 4ue poderssd repre -
PESTAT & dicho nl=cra coxpléadd coro un punto de eoordecacdan fa,bh) en
al planp cartealana, donde au parte real a queda erpreaestads con el

tle u, ¥ fu parte izpaginaria b oen wl wle y.

Y
] A osta represantacidn da las nlre=-

ras complejos en el plang ae le co
roce codn "TIagraca <& hegand®, ¥

4 log eies &, y me les llampa, res-

peckivacente, “oim real" ¥ "aic

. 1
o Iraginaria®.

£l punta de coardonadas {a,b) tacbifin makd Jetarminado par los pard-

cetrar [z,0) ¢ la fiqura, ¢omocidos cord cocrdenadas polacas del

punto.

Las ctordenadas cartesfanas (s,b} s= obtienen a parprir d= las pola -
rew le,#) pediante lan siguientes [Srmulam d= transforcaclén

4 =T con b

- === [A]

b =1 sxn @
En cenmecusncia, &1 nfcero complejo ¢ = a + bi puede tambifn expre =
farae coro

2 = Ir coa 8) + {r sen #)%

I =~ plecs 4 + 1 men 4}

- 10% -

que &8 la llamads forea polar o trigonczétrica da21 nizero corplelo z.
Tadomoa emplesr wng abreviatura para sizplificar esta Gleira eapre -
51dn, ya gue en acbas funcicnes triganemftrices se trata del mizmo Jdn
gulp. WUsareros #ntonces la expresisn "cis 8" parcd Feprasentar al
factor =cs 8 + L san A, =on lo que poademod sd4cpibir z = ¢ cia B,

Formalizareros Lo anceriar medfante la siguiente defilnlcifn

II.&.1 LEFINICION

r o144 B # [r cow Bf + [r non B)1

En consccuencis, fAra expresar el nilzero complejo £ = & + bl en forma
r3lar eacribiremun

T = cis B
dorde las cocrdensdas polares o, 0] se QLtlienen &4 partir 4d& law gar-
teylanax fa,b} scdiante lam cxpredioned:

t = ral w5t

N = = - - (B

B = ang tan 3
An!l, par ejecplo, »i ténchmas 21 nimera
carpleio

2, = -1 + 1

¥ qQuerancs eApresario cf {orma palar,
aplieando lat wipresicnes (B] Obbenemas 1z

£ = - DT - {171 o

o
= - ]
- i ' o

W = ang tan :lT

# = 115"

de dorde 2, = 7 cis 215



- 1ce - 1a?

51 tercrcr shora un hlfere Compleja en foroa polyr En general, 31 tapemcd dos riimeces corplejos espresadcs ¢n fOTma po-

ty = ¥ cis MO* . tar con cfdulos lgualed y argurcacos que difieran un ~Gltiple entero
¥ quesezoa expresarlo en forma bindmica, aplicirdo las exprestanes de 380", dilchos rfzeros quedarin representidow en el plang par el
iAl obtenecon mismo punter on consssupncia, en Av farna bindmica tendrin la migora

"f i
e h Fatre 1eal y Ja misra parte iraginatie, per 1o que aerdn iquelrs, co
Jace
- 2 ;} s /’dh\ oo g gEtablece xl Mlgtiente LeOCEBS.
2
a=-1

b+ 21 men B 1I1.7.1 TEOREHMA

- 2{- %;} . Sean Z; = T, Cid &, y ¢ = I, Sis Bp!
> 3 Iy =t = [ = I y By o= 8, ¢k (3607
-3
¥ binaieente ;. = = 1 = 47 £ t: can k = 0, L, 2., 1, ...

En 14 forra polar al npflaero resl ¢, gqur o# Ukd discancis y por tane

to un rfzero no REgative, Bm le concem comd sl "mAduln” dal nirecs DESOSTRACION

. qul - ciey -
corpleio. v al $ngulo 8 eeco su fargumento Fatra el camo particy i) Sean £y = £; L6 B

lar del tlzerop 0 » Of, su ESdule ch cero ¥ B Afguzento me coosidecs

+

23 = r; eis By

Arbitriria. pat LI.3.1

consifercoon 1 cocd 44 los nice 2 = A7y cos 8. 4 (ry men Byl

o cocplejos £y = 2 eln 120 y 23 = {r, o 8;) * [0y #en B3}l

Enteoncea, afl z, = 2, de [TI.1.32 am tiene gua

=

ty = 2 cix 480",

AL transformacios a la fprea hi- ap £y ¢0E By = Ty 2Dd

- -

nérica er
11 wCconlracos que £y zen 0, » r; 20 4,

A

1 ==14+ 11 ¥
T, == 1+ /T4

4 glevande al cuadradp

ry? cos? &y = ;" con'e,

ot 1o qua, de XI.I1.3 1

1
) sen” &) = ;' 2enfe,

;=
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uEypdo migsbrn & olechre las igualdades y facrorizamdo
£,? tcos? 8, + san? €] = r:? [can? 9y & 2an? 8]
por lo gue

l‘r'i

Iy
egmd [y, Iz % 0 me sigume gus
L = r == ==

susgltuyendt sute reaultado en (1) obtanenga

Com ty; = cgs 0,

avn 8, = men O

par lo que, da la trigonomettfa
4, = 3 * h{JED"|, con k = O, L, 1. ... - - == I3}
In consecuencia, de (Il y (3} 2w tiena que

I, =3, mbz, =y, oy 8 = By ¢ R{MGTH, kw @, 1, I,

1Z] Sean ahora r; = 1, ¥ B, = 8 » REJEOA'h CcOn & = Q, 1, 2, ..
Entonces por la pariodicidad de law funcionoe weno ¥ coeeno
Iy cod By = op; ocoa 8,
Ty fen B, = p; gen B,
vy dog IL.1.2

{ry caxs B} + (r, aen 8,02 = (ey com &) = Ir; wen B34

EACO B3
r, cim B, = ry Ccim B,
y linal-ents

ERL ) con lo que termina le deooslcacion.

O

Coz=o conmecucrcia de I1.2.2 yn nimers ooepleja puede tener ods du

+

un

argumento. Llacarepos "azgumento priecipsl” del nimaro cosplejo, il
Sngulo 8 tal gqus
o" = 8 « JeD*
Ast, coro cjoeplo tenesop que &l argquments principal de
z, = ¢F gim 750* T 9, = 1j*
Y& gue T50% = 10" + 2(360°)] ¥ 0T& ¥0* ¢ JeQt
¥ 4l argu=ento principsl de T2 = 7 cis 160 ex B, = O°
- ta rultiplicacién ?.1. divisidn de nfimercs complejos &n forwa £O
laz.
Una Je las ventajas del mane]o de ndreros complejos spn su forme po -
lar, =% 1a sencillez con que pueden efzctuazee zlgunes opetaclioncs.
entre =llax la rul:ipll:a:lﬁﬂ ¥y la divisicn que sa reducen & pultl =
plicar méduloy y sumar argurentas en el prilmer caso, v & dividir b=
dulps v restar argumentos en el fcgundo. A, por #jecplo, sl
£y = 6 cgls 170" ¥ zy & 1 cis 40*
Lynemas gue

i2r % [6102) ciwm (107 + 40%) = 12 £ig 1607

ILw $in 2707 - ap0) = 3 cts EOC.
I3

Farmalizareros Lo anterior mediante el siquients tecrera.

T1.2.17 TEQEEMA

Eean 2, % £y €i% 81 ¥ 2y = ry cla ¥, entorced;
1Y g,z = £,0; c15 19, + #:l

- RN PR RIS
Ta Ty




CLMDSTRACTON para ohigper 2] arguzentg principal corrcapendients deberS sunarase

360" tantdd Vesed CCFO me recuieca Dara gquedar Zentred de dicho inter ¢
{) Sean zy = cis 8, ¥ xr; = r; civ ¥, B

valn.
eako ey
Y
2y = (ry com B,) + r, wen AL ' fiemplo ]
Ty = bep con By 4 Bplt .y 1
! ! 1 Ey 880 Dy 1 =is 40
Tels TP " T ©iF (- 504 N x
de LI} de II.1.3 . -l
] - -
Tizs = [{ricont,)ir,ceut,) - I sends) Irpnend}] + . T g els (= £0% & 2E0T)
+ [iricosd ) [Eymenfs] + [rymand, ) (cageadg) ]t ] :i: L é cim Joo*
12y = O leesd coan, - 8
b el #FaERat sendyiacnd,l 4 - Potencian ¥ talcen da nfimeran gormpleios
* gLy (eand,mendy; + zenf,confz}i

de laz identidades triqgorocdtirican

cox |8y + 8] = cox by, confy - en 8, Fen ¥, I1.2.4 DEFINLCION

sen (@) ¢ 8;) = coa B, pen®, » xcn B, cos by ) Sean z ( € ¥ new
LERECCE QLe - . Fa potentsla wnfaira de £, Que teopresentaremas con ",

ToIe™ tyTg <o [9y + 8,0 + polpeen (B o+ O)1 se define euro

n
eftn aa U= TIT L ¥
n [actores
Iz ryrpety (4, + 8] cono gueciamod.

Le zarera semsjants pucde demastiicse la parbs Li).
E] Cgn la deflnicidn anteripr

! e ozx

Al afectuar la divieidn de nlmeros cocpledos en forma polar, puede

" il £ = ¢ cin B
aycedes que el argumento del divisor sea mavar que ¢l del dividensds

i = pr cin (8 + 8) = ¥ cis (28]
¥ wn e5& caso N4 tendcd gue ol zedultado =3 un necro cocplelo con

Lw manera semelantd
ATGUCKRLS Degativg, o3 drqumantas negartivas Jelen lnterpretzroan
z! = 322
"

coeng Srijulpe Endldor en el obra sentlde] osto ea, on el gue uicana

' = It oeds 120 [ cin ]

T
las panecillaa del reloj.

Ln afgurento Acqgagiva eatd fuera del Iptervalo O & ¢ 1B0", aal,




2 = 'z cln (29 + 8)

' = ! el £16)
En gereral, cusrde cl nlmero covplejo st on forma polar podenos b
LENer EuR potencias raturdles con la 1lippads f&rmula de Ds dHolvre,

que a8 expross €N el sigulentw tcorcme y cuya dempaktacidn se doja

&l lesrvor comn elarcicin.

b
i
ey
v

L

TEDRL MA
Fara tooo Pl*ere natural na

ir c1n 83" = ™ cig {:1.7]

I1.2,6 EJEFPLOS .

Zean 1y = A7 im0 ¥ £y = 1 pix 21%*

al 1," = +Tlcis 12 o 101 = 2 cia 140"

Bl r,t = g3 cis £ v 2250 = 27 cfs 675 = 27 ota J150

)b =, s M cis 4= 225) = 1 cfe 900 = Bl £In 1607

54 un nlrore corple)o estf on forma bhingmlca, gencrsloente o3 mis 08
cil chterer aud potenclam transigr

elrdelo o la for=a polar y dplican

T

e el twareza II.2.5, Cooa e [lus llﬂ;,- "’_t,_ #
tra & CARLlpuacifn ] Ty
41 Cotener {3 - 477 !

I 5 TR O § s - v ' .

B = anqg tah -1, 1ip*

1
I -1 = 7 iz 100" 'E:il_.._x

(47 = 1) = 3 cia 949"
= d ¢l ITD"
FT = ' = - Al -t

- ill -

* -—
v] Obtepelf la cuarta potenclia de i-i_f.'l_-_i.'_} Ty, dondei

g = 43 £i3 307, 2 = 3 4+ 1FTL, £y = T Cl@ H0Y ¥y T. - = 3.
Para Wwcar los nlmeroe r, y z, pddarod I, & forma binfmica
2, = 7 cia 60° = 2 eom 66% + [2 sen 60901 = 1 4+ 14

antonCeEs

z.-z.-{1--r'1:1~|_1-3-'§u-4~|ﬂ;

ahora

Y
:Tt:;_ld--h-'ji —2‘21’31 I

z- - Z -

paca Es%E cimerao

R Al A

ra A-217 ¢ (=¥ 01" e ST+ 12 = 4

# = abg tan —E—-Eﬁ - 24g"
A BLTE 4 e 1o A
por otra parte

g, = ¢ e1n 50% = 0 « /Tu 243

por 1o dque T, = 3 ¢ F2L = JFors 700
agl

{‘_1;_‘1]2, = ldeiaZa0*] (#Zoiz270%) = 4/ Qcieil0t = 4SToinlstt
¥ {;na]rfntt la guarta potencla buscads ey

CE/TCHATE0*1" = [4¢71" cla L&+1507F = 10Z4c5a690* = 1024cieleD”

N

[1.2.%7 DEVInICION
Seam T € C ¥ noCH
51 " = z decimas que = es [2lz enfeima de o ¥

lo repreaentdmos mediante o = I




Para obtener una euprenidn que nos permitsa calsular las ralced de un
nlizeen corpleds, considere=oy lgs ni=eros
L= rcin b y w = g0 iy n
Bl w s ralx enéaira de z, Tntoncea
it cie al® = r c1an
per 1o fue, do TI.2.0
" cimpa =z eln B

En cersegyencia, da ID.2.1
1

g = r
Y

my o= B+ k (I607), con k = Q, 3, 2
wr declr

o= WE

3+ W [IED*}
Q=

L 4
en dende hapos representadd gon " T al nl-ere regl mo megqativo cuya
gnfxira potencia es iguel & 1,
For lo guwr

o= M oo1a h FAE0"}

s Ton k=0, 1, 1, ..,
Vearas ahora qud valores tomg el argurente on o para los valores de
k=0, 1, 2, ...

para ks @

[
- Z
- v Eia n

para k = }

. he s+ 3800 _ n 3, 3E0°
wy T l.‘-il"'_n—— L cisx [:n.+ T ]

para k e p =1

- Er B+ in=133£0* - b= I-i ln=13}36C"
Yaal LERE -1 ] _— ‘T Tin In r —_— ]
para k = n
HI-'I - n..l? cin E‘_"'.r_iﬁﬂll - “JE 13 [% * ]60']
y de 1I.2,12 L -HD
para Xk = + 1 .
n B+ fn + 1]1360* n ] 60"
waeyr ™ T Cl& —_— = /T gix [;I- + - - JEU'J

y de II.2.2 Maer T

De 1o anterier podercs ohsorvar gue la rafz endaima de un nimero com
plejo po e3 Chica ¥y que exiztan exactamcnte n ralces diferentes cp -

rrospondientes a los valores da % = 0, 1, ... , [n = 1), ya que

e rata manera henos demsatfado el siguiente tegrema

I1.2,8 TEDREMA
Para todo nirero nalural or

A+ k [TE0"])

f—
"T ciE B = T cis =

com & = 0, 2. 2 ,.. ., Tov = Lk}

Estas f ralcens gquedan reprogrrntadas on gl Diagrama de Argand por n
ountos Eobre una clrcunferoncia con Ccentire en el erigen ¥y radio

fqual a "NT.
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Hzsta shora hesod dafinide r" pare n ¢ N; alp echargo, a la ralz crk

I1.2.9 EJE-PLOZ 1/

slra de un rfoere real %, auels pepresontiicdnle con a . lo que ag-

#] Obtener las ralces cfblesg de 2 « = 4,5 - 44 ¥ represmentarias an Slere una extersiln de la 2efintcidin 11.3.4 a cazon en donde ol expo
el Ciagraes de Acgand. renta pe 432 Un NOCXEro Ratural, la gue Soree0s de acusrdo & la - -
Prizoro pamamox T = = 47 = &1 & wu forma polar gulente definicién
r = ,J0 8 F+ 1E =1 ]

IT.2, 14 CEFIMICION
1 = Ang Lan =~ Fig"
- 14 - Sean z £ € ¥ Fe B £ NI
r o= ¢ ga9 210 G
o LA
Aora, Jdel ceorema 11.2.8 -n 1
. z " w2
Ve = T era 2107vK(260%) " s Y
n ndn
“on k=0, L, 2 w.k”_’::\? ho
For 1o gue %
Para flustzas e3ts dwiingeisn veamps los wiguientes =jesplon
Fara k = o, u:-lcil o wy ' 1 lpin @ 1
- ot o, - cim 0% - -
Fara ko= 1, w, = 7 cfn 1800 e JoME om trea ey eI I T TETae L T Ig oUR e
Fara & = 1, w. w1 ol Ji0t - S o 11T. cis 1Ig"
B} Ortener los valeres ¢u x tales que B} tam saluacicres de 1a scuscidn w® - (4 cis 70" = 0, son
. 1
2! + B =g . w= 1% c12 1007 = YTTETE 00T = WET oie
0 o+ k{I6O™
Cerrelando &4 x tercmon w o= VEI £1a '_!—‘:I'
'~ -8, x = VE con ko= 0.1,7,3,4 ¥
la fcrra pular d& - & 4§ @ =1z 160", con lo Qua ua -2 YT cts 11T
wry
— ' - wy = 2 W ogcas g4° 1
Y0 m YWl cis LEGY & I c1a :-i?--*j-ﬂliu, con ko= g, 1, 2. . i T;"/TH_ -
w, = 2 W2 os1m 1590 {
pard & w 8, x; = I cly 66%= 1+ wy = 1 %1 cus 2700 ¥ - -
ara x = |, = Zcls 180° - - N
v *1 " 2 w, * 2 %7 cia 100° ! e 1
1
pate ko= 2, x, = 2 2l 100 = ) - /Ty : | X
ree

Coird podordy Obs<rvar hay tres yalores de z gue Bacipfocon la pegh =

ciln data, yn nf-weo real (= 3] y dos ntrercs cocplefos (1 + <31 ] ) ' -

1 =730 ? Y “"*-..;__ ey

. H

O




T1.3.:1 EJERCICIOS

1

1}

n

LB ]

3

ghterer la forra polar de low sigulantes nimcros conplejos

1 1
:._-2-2:,:,--3,I.'ii.t-"ll.Z;"I"Tl

Chtensr la forma bincfmica 2e los stquisntes cirercs corplejoa
£y = i3 153%, z¢ = 4 c=i# 2A0%, 7y = 247 gis 315°
Cezastras par indeccifn matecitica gue para toda ooC M

{r ¢ig 81N = 7 gix (nd] (fSxTuis de De Molves]

Efrctuar laa miguientes operaciones

[ -~ i} = 13 + 1}

a Tis

1l ecla 407

!

ny 11l = 4"

Ckiener ¢  §© Lal gQue

£ = 27+ [T - 4! f% cip 3073}

4} Cetercinar laz saluciones de lo ecuacidn
Fora cualguisr a ¢ A

b} Tereeminar los velefvd de o ¢ R para los que z, = | + |
2; = 1 » 4 son solugipnen de la stuwacitn y obkienec los

crrad sa@luciones.

¥

t:.1 FCRMA CL EVLER © EXPCKENCIAL

En el aiglo ¥VIIZ, ol materdtices sulzo Legnard Fuler establecil la

relagidm
:ii “ COoN & + 1 aen & ¥ 8¢ R

que now permlite eacriblr ol nloero cowpleds & = £ cfn & #n la forpa
z = e

conacida eome forma de Euler o forca expanencialr en la cwal £ es el

sfdula ¥ 8 +] arqurento exprosadn en radlanes.

Fer eiempla, la forma de Euler de Los ndsecoy coeplejos
P, o= 2 gig 2I%7, r; = X ofa 1BO" y zy = 4T clm B0 eag
ing I
£, m g " |z w 10"l pozyom ol e7
Con base en al tearevs I1.7.2 podemos e3tdblecer la relaciSn de iqual

dad entra nbmeros complejos exprezadass on forma de Tuler, £e acuerdo

con el siquirnks tearema

1i.3.1 TEOREMA
sean 2y =ttt 2, - orge?rl
T = Ty 4= =1 = E; ¥ dp = B + k (Z7)

con k=~ 4, 1, 2,7...

- cperaciores con nbentod complojss ea forra de Cyler.

Les teotemas IT.2,3, IX.2.5 y I1.7.8, ratablecldos para las nircros
corpieyos en forra polar, Liencn expremignes andlogas para los rlre-
rea complejon expresados en forma <o Euler. las cuales we prosentin

a cortiruaclén
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{r.ea'liir;lnltl - Ir,r,lela' - Byl

T !911 _ L t:ﬁ. - Blll
ree™tt 0
{:til:n - :nEI

- k{:‘l"i
RActl . Wie N con W= 0, 1, 3, ..., in~- i}
Tatas [Lroulas now permiten efectuar pperzciones de multiplicacidn y
€iviwiln clrectarente en la forza wxparencial, a=! corg obiener po -

ierclas y ralces de nimerps corple)os oxprepados en dicha forma.

IX.).1 EJEMFLOX

b (9

i _ ]
tadam x, = T &7, 2, = ™, 2 = ge'l, z, = 5T i

sfeetuar loa siguienten cperacionsat

-l

NERT by 3 g} 11,]

ay 2= 1k
Zz I,

Solugidn

+ 1
al g1, = {'jETl}{:'I} - /1 ti!l

1 1 1
- 1 - L
Bl =t = AN, IR S LA

ya que el arqumento principal &, en radlanea, o3 3] que
g da « 32n

2 1 - 1 E‘:*Elzlli
i et - Jivetirt o e et . Vi e !

con e = 0, 1, 2

4 et con k = @

———— 1.
tz)F = ¥ET 4 ! - 4 et2 * 3 can k = 1

rr .
T can k = }

d) Para tvlectuar la adicifn indicada en »] numerador, trapsfotrare-
xon iom REreres @) ¥y Ty 4wy forra binfmica y, pesterlorrente, lia opu
ma 2, =+ 23 a4 'a fprra de Eular.

2, = T eTY w { /T cos 5 Y+ (/T xen ;}i -0+ ST

Iy = t'l = {¢cop *] + [(gen v]f == 1 + Q0f

F
LR
Iy * Er = — 1 + ¢3 -2 ef

Ahorz, ofectuande la 4iviaiin abienenon

oy

L
yh i e

H
-
i
3
9]
F)
]
Lt
=
wl bk

ET.II

I

O

- ogagitmo natural de un pimece compleje.

Lha wer gue hesos mane)adc la sxpresiin tgi poderot aceprar la exiy
tenrcia dr anponentrs cerple)od.  ESEe nos peroite genecalivat el com

cepi® du logaritnd para el caso de los nfireras corplejol, Comd J1quse

I1.3.1 DEFINICION
Sea ¥ ¢ £
£1 Togaritee natural de z, gue represcntacerod oon Lizl,
= define cong

Liz] =~ w I £ o=t




A partir de enta definiciin deducireros une fdrmules pars la chien =

cifn de logaritros ¢ nizerocm ccorplejos

5¢inr=:‘l.-“ ¥ W= e B

sl w = Liz), entchnces por IL.3.1

-

c = 7t us decir

4 = bi LN
°

En congecuwficin, da [I.2.1

l"""l
Y

o= B o+ k2T, con ko= 9, 1, 2, ..
Ly Jecir

a = |Lr
¥

b= & + Ik, con k=40, 1, 2, ...

En dande Lr representsa ol logaritco navycal dal pleerd real no nega-

rivg .

Can Io antwblar Leoctw desodtrado =1 sligulents te0ress

IT, 1. %8 TEQREMA

- L 4 t”, entoncanid

Liz] = Lr + [§ #4 Zwm]|1, con e =0, 1, #, .00

Ani, por ejemplo, el lagacitro natural del nirere comple o
I =1 rTI' R

Liz) = Le3 + ti TR con k w8, 1,02, ...

Ea decir

Liz) = 112} « L, con k=0, 1, 2, ..s

& 2 1,
Lita expresifin repressnta a3 ura Iinfinicac de alreroy corplefon. urp

para cada valer de k, esto esr

LI e E; . pera k = B
T
LI+ g1 parxa k = 1

LiZ} + -:—ll.. para k = 1

+

Cuanda nod In‘eressa un 3o0lo lnéaritpo. € general sa consllers al
gue corroiponde al a-qumonte principal del ndmero: a4 édrcir, &)1 que
pe chripre con b o= 0 cuands @ £ 9 ¢ 2Zr. R este logaritme se le Cong

ce cond "logarivme principsl®.

I1.3.5% EJEXPLOS

Dhtener ol logarltme principal de cada uno de 1oy klguitntes BT YT

a) cim 45* B =T -y ey = i
Sulues1dn

i
a) Licts 55*% = Le™ } = Li2) ¢ 5 4 = 0+ 31 4 0784 4

Wb Lie/T - 1] = L(z ovA) S LLZ ¥ ETD S 006932 ¢ 1.6652 1

2l Li= A4} = i £7Y) = LAy o+ ed = L.IBGD ¢ 31416 L

El arqurentg gorryrlmfdiente o un rieera real negaklve c3 Ty POT o
que 3y loqaritra patucal ne o5 un Rbrero real; € pal edTh QUE fuan-
lo se pongidera ¢1 logarltrg natural camo uné funcifn real oo vazis -

ile resd no wstd dofipni@da para rfineroa megatives.



I1.1.6 EJERCICIOS

1} Efvctuar las miguientfes gperaglones

rl 1 - o717

7 ]
- Ti
a] 1L =- » - gl 4 os gf

1

2 g:uieiunlar en 41 Dlaaraza de Argard las salucisncs de 1la ecua

I) Cadcs &ty = 1 s 8, x,=+¢le ", z,mel™ 2 aw o1y 13

obtener lom nbreros 7 £ €, que satimfacen a la ecuacisn

TR P 5*%*

H

41 ObLtenvr todos los valares de x, ¥ € R balas gues

a] m o+ oyl o= ::FI
B} e * yi o _ 1

90 Chteney tedos los ofreros 2 £ C tales guon

—

1 - t
al - J{' 91{3 &7}

bl 2z =L

!'u + 1)+ 7 cin :5"|
-7

- -
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| ESPACIOS VECTORIALES
INTRODUCCION R - e,

Fl
1

gy
En varias rames de 1le matemdtlca, $# presentan conjuntos
- - |

dande resulta lsportants considerar "combinmciones linesles” de sus
«lementos, :El-ll;-hrf linuulf trata las prnpindidns ctmunes de -
todos aquellos slsteaas algehraicoes que constan de un copjunta nis
une pocifn de "combinacidn linsal" de mus nlll;ntns.

' .Ei estudiznte ha . tarido ¥s axperiencis con vectores del
sspaclo spclidiane tridimensicral, ¥ on p:rticull; con combinacla-
nes linsales de tales vectares® En elga'clpitulé extableceremos
ln d-fini:iﬁn da una estructure wigebralcs, llasmada especlo vecto-
rlll.IQUI on la sxperiencia hadomcstrado wear la mia dtil abstrag
:1én de un tipo de sistemas como el #3pacio esuclidiano tridimennig
nal. (e, ederal o= 6] F L '

Fl espacio vectoriml'de.las ternas. .

Consideremes lo» vactored
il n =} ?1:a{3f':?t51]"'T a-;;. (1, 2; 03~

* Como ssbemos, 1m suma de ¥, y ¥, we3 el'vector:' -

F,ooT=s (4,1, D
¥ el p}ndu:tn del escalar 3 ¢ Ripar ¥, es ¢l vector: .
3 F,- (9)5-30'8) T T -
Ea general, 3i
'I--'t-fi=i;?‘:.]' y B (b, by, b)) y

LI

son dos vectores dal tipo de ¥, ¥ ¥,, e3 declr, ternas ordensdss ds
L] 1

nimaras r-nlu:; la sums ns define como”
v B o= (a,*b, cta by, 8¢ - PO PRI A )

¥ wl producto de un escRlar o per MB vactor 2 3¢ define como:

‘4 & = (oa;, an;, ab,) - - .. (2}

Al conjunts formadoe por todas las ternas ordenades de ni
méros reales, lo Tepressntaramcs cohn R, SiabSlicamente;

R'= {(x, ¥, )| =, ¥, ¥ & R}

En l', 1as operactones definides por 1;; expresiones (1)
¥ (1), tlonen las siguienter propisdades. )

Pars todas las ternms ordenadas de nfdmaros realas 2.5,T
¥ todos los escaleres a,8 ¢ R 3¢ cuspla gque:
11 R’ ¢ cerrade respecto & lp sums ¥ al producta por un escalar,
1 (@rB) = ae(Bel),
3) wel=8+¥=-a , donde J=(0,0,0),
4] w+-m=-w) =T,
4y xebeheg.
8] a[a+B)eaieol.
1) (aeB)EnoReBE.
4) a(f=)= (aB)X.
P} la-v.

Coma pusds verse, I' forms un grupo ebelisno con respecte

o la suma; sip embargo, poses algunas propiedadss adicisnales {6 s 9)

o1
fl

cen respecta al producto per un esSCalar.
EA
Existep varics sistemas que tienen les misans caracterfsti

cas que R, 4 este tipo de sliscemas les llamsremcs ESPACIDS VECTORIA

LES. !

Ejsmple ¥. 1.
Un sistoms qua pones la mlame estructura (de espscic vecto

r1al) qus R', #s el copjunto ds todos les polinomios de grada i3 coa

"
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las operaciones de sums y productn por un escalar, DemostraTemos
4 continuacidn que se¢ cumplen todas les propledades que anuncizans
paATA Rl.
11 Sean p.-:,:'-l,x=+l,x+|,
pp=byx’ *bx'+b,zeb, )
dos polinomios cualesquiera de grado 3 con ceeficientes reeles.
Entonces;

pl-pl'(l.*bl]x’*[lt+bllx’*fli'h]]x*[lifh.]
e31 akre polinemlo de grado £3, ¥ 51 a ¢ H:

ap = (ony)x +(ea, )z’ ~{an; Ix+(an,)
tambifn s un polinemida de grado 53,

Por 1o que el conjfunto de todos los polinomics de grade

£3, es cerrudo respectd @ las opevaclones de suma v producto poY uh

sicalar.

1} Sean
pyma, X raxt e xay
ﬂtih.!'*h|xz-blx-h.
a e, 2hre xlec xec,

entonces:

[p"nl}+p‘-(‘l‘bllx:*t'l*hl}xl‘{';’hl}‘*('.‘b,]*[cill*clll+c1x+cl}
[n;«n,]+n.-[-‘rh.+c,]x'¢(;=-b.+:,]:*+[.1*b1+;l];.{._,b.‘ c,)
{p,epy1+0,m nyxtra xt e xra o (b ec, it o (byee, Jat v (b, *c, Ixe(b, +c,)
(e, *n,)ep, =0, *{n, *n,)

por lo que ls suma es sseciative.

3) 81 O=0x"+0x' +0x+0

Entonces: B, eOnD+P1 =0y

por lo gqu#¢ &l polinomin 0 es 1 idéntico pita la zuma,

v&/7

4] Sea pomaysira,x va xva,

exisce o] polinomio
-pl--a,x‘vn:x‘-alx-l.
tal que
ﬂ;*(-ﬂ.]-[I;*I.]l"{l,'l,}x’*(l.*i;lx-(l.-l.]-ﬁ
¥ ademin
'P.*ﬂl'ﬁ

por lo que -0, es ¢l inverse aditive de p .

5} p1+n,-{a.fh]}x'-{nl*bljn'+(a|+b|];.(;.+bﬂ}
n.*al-(h_fallx'*(bt'l!}l'+(bl+alll*(h,*a.}
Bt TR TR,

por tanta, la suma de polinomigs a5 Conmutativa,

6] 8i a & R:
G[ﬂ;'P:]‘ﬂfl.'b,}xi+ﬂ(lt'h1]xx-u[Il~bl}x+n(l-+b.}
u{p.*91]-{ul,*uhl]x'+[antvnhzjx*-[all+ahl]x+[ul‘*nh.}
clp,*pa) ne, *an,

El producto por un excalar o distribotiva respécio a la
suma de polinomion,

7} 51 =+, 8 ¢ R
{u+5]p]-{uwﬂ};lx'+[u+ﬁ]|lxl+[u+ﬁ}|I;c(u+a}..
(a+8)p,eaa,x"+as x"+ae,xeas,+Ba 5 *Ba x7+Ba xeBa
(ceB)p =aup +Ba,

El productec por un escalar a8 disztributlvo respecto » la

suma Je escalares.
8} afBp,)=a(Bs,x"+Ba,x +Ba,x+fa,)
a{ﬁpl]-[uB}l.x'+{aﬁ}l,x'+[uﬂ]llx+{ﬂﬁla.

n[lnl}'(uﬂpl+



El producte por un escalar es asociativo.
91 tey=t{ax"eexlen xea Ya kT ea e xea e
1 ER ey al idéntico pars #] producto por un escalar.
En consecuencia, el conjunto de todos los polinomios de
grado 3 también es un espacic vectoarial para las operaciones de su

as y producto por un escalar.

Ejemplo ¥. 2. .
Voamos 3i las metrices tumblé&n forman un espacio vectoriel.
Considérese &l conjunto W de todes las aatrices de ordem -

mIp con Elamsnto: en C.

L.

H-{[lljjflij €C {i=1, 2,...m,J=1, 1,...0}}

De 1a definicidn de sums de matrices ¥ de producto de¢ un &3
calar por une matriz, seo desprendsn las sigulentes propie=dades para
todas las matricas A, B, € de M y todos les escalares o, 8 de L1
1) ‘M &3 carrado con respsctc & ls suma y =1‘prudu:tu POT un e3Ca-

lar.
] (AsvE)}+C=Ae{B+LC] )
3] A+OwD+AmpA , (Aqul 0 represanta la matrir nulal '
A]  A+[-Ad=[-AJ+A=D ,
5) A«E=Re+p
51 afArB)=cA+ab .
71 (a*BYA=ak+fdh .
41 a(BAl=(aBlA .
41 TAa=A,

por lo qus #l conjunta da todas las matrices de ordsn mxn tiene la

wlisma estructure de espacia wvectorial que r'.

Hemos visto tres sistemas distintas que tiensn la mizas -
estructurs, s los que hemoy llamede espaclios vectorisles. Les
vectores de R tiensn una reprasentacidn geomtrice (tegmentos diri
gidos), map na ax{ lpos polinomios ¥y las matrices, ¢in embarga, poT
el hecho de ser clementos de un espacic vectarlal, tambifn las lla-

RaTemds . vactores.

Va9
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v, 1. DEFINICION DE ESPACIC YECIORIAL.

Definicidin.
Un espacic vectorial V aobre un campo K, es UR conjuntp

oo vacio en #] cusl se definen las siguleptes dos operaciones:

=f

Una operaclén que asigna a cuslesquiers alementos i,
€ ¥ un ¢lemento U+¥eV  wl que s& coangce coma la sump de U ¥y ¥,

Una oporacidn qua asigns & cada clemento VeV ¥ & cads o3-
calar € K, un glemento ove¥ sl que se conoce como 21 producto de
& por V.

Las cuslas cunplen las sigulentes propisdades.

Para cuslasqulers =lementos U, ¥, ¥ E ¥:
1) (Gev}eie e fvew),
2]  ITey

(2 T 1o 1lamanos vector cerol.

tal que G+T=T+0im,

5} yoZcy, 3.0 ¢V tal que Dr[-u)=-Teael.
 DERTETZ TN

Para cuslesquiers a, B € X y I, ¥ & V:
5] afEev)maieay,
6} (asfjzeaisdy,
7)) e(BU)-(aB)T,
) 1u=u,

{aqui 1 represents la unidad de K},

careln Y, 1

51 T as wl vector cero de ¥, entonces:

¥ac Kk se tiene que al-T

Demostracién,

Si a o3 un escalar cualquiers Je K ¥y T s ¢l vectar cero
de ¥V, entonces, per las propisdades 2] y 5) de la definicién:
afen{T+Ji=afi+al
-faff} ¢ ¥, por ls propledad 3X) tenemaos:
afe (- fal) ) waFealls - (al))

U= (al+al)«{- (al))

sumanda

Por 1) tenemos:

Fual~(of+{- {o0]}
de 3] ¢ sigus gque:

FealT
final#ente, por 2}:

Jaall, %o ¢ X,

Teorema ¥, 2,
51 0 a2 el elemento céro de X, entonces:

¥ v ¥ 3£ tiene que  Ovelf

Consecuancies eslementales dm 18 definicidn.

Hay hechos sloples que 3¢ desprondan cun] ipmadistamenta
do la definicidn deo Expacia Vecterisl, algunes de los cuales enun-

clamos & conticuacldn eon forma de teoremes.

¥-10/11

Demostraclin.
81 0 es el escalar cero ¥ ¥ ua vector cuslquiers de ¥V, en
topces, come O gy #1 idéntico aditive en K:
O¥e(0+0)¥
por la propiedad 6) de le definicidn
oveDVsO¥
sumando -(0¥) © ¥, por la propiedad ¥) twpemos:
OV (- 0v) = (0V+0V) « (- (O¥))



T=[0v+0¥) + (- (0¥)) . .

por 1) Ieoemos - . PR DL
U=Ovs{Gv+(-(0¥V)). - .
de 3) 38 sigue gque ,,"
N | | ta
Ve

finslmente, por 2): y e e,

*

tilaD¥ , ¥TFEV. S

Teorema ¥, 3,

%1 1 w2 la unided de K, entonces: -

¥ 7 ¢V e tieve que {-1)vm-¥ . 2

Dempstraclién. !

£1 ¥V es'un vector cumlquiers da ¥V, entonces:

- FmOFa(1-1)Te AT (- 1)TaT+{-1)F

¢n consecusncis, (-1) ¥ «n el Inverso aditive de ¥ al que hemos re--

presentads con =?.’r Fsto demuestra el teoredsd.

- " En general, o] vactor (-0) ¥ es ¢l inversa aditive de a¥,

'
.. LI B

¥ya gqua:
[-a)¥e(-16)¥=[-1)a¥a- (a¥)
Par otra parte:
a(-¥)=a{-1¥)={-a}¥=- (av)
pat 1o que
1(—-:]\'7-1:(-'1?]--:-?'

Asf, 1a resim o sustraccibn de vectores ze chtliena 2 pirtir

de 1la suma de 1a yigulients manera!

Dafinicidn.

§i o ¥ ¥ son dos vactores de V:

- ya Ei[-ﬂ

sl arigen

vectarial

Bjempla ¥. 5., . \ ! -

El conjunto de todos lox puntos de la recta que Dass por
¥ tiene Coao nimsrod directores 1, 2, 3, forms un sapacie
sobre sl campo de los nimergs reales,. oLl
Le ecuncibn de dicha recta en forma silmdtrica #3: -

Feied - AUT

* 1

, Por la Enntn. las puntos de dicha racts tandrin per coars

denadas:

cuyoas alewmentos son ternsy ardenedas de niimeros reales,

la sums ¥

|
que «n R .

L
finan un »

cunlesgule

1
¥

a¥,=afz, iz, 3%, )={az, ,2ox,,J0x, ] ¢ §, .

Y. 4y .
¥, +¥, =[x,
i 7

A=x, y=ix, 1=ix
¥ al conjunto do puntas de lx Tocta iurl:. ' <
ga{{x, 2x, 3x)]x ¢ R} ' ,
Entonces, '

#] producta per un sscsler eatin dafinidos de igual formm

Verifiquemos que S5 sscisface todes las prepisdades gque de

:p;:lntvactorill.

Las operacionns debsn mer currndl:E

Sean ¥ =(x , 2x Sx ) ¥ ¥, -(x,, 2:.; 3%.) dos elementos
8 dea 5 ¥ ¢ cuslquliet #icalar da R:

iz Jx!]f{xl, 2, ixt}-(z:*xt,ztxltxti.ltnirxijj L 5

[
i- i

Propledadsas pars In sums,

Sesn ¥, ={x,,2x,,3x,], Fem{x, . 2x,,03%,1 ¥ vya{x,,2x,,3x,)

tres elamenias da 50

1) (F,+7,)

(?I. *if*. J

4?.'((xlfl,}.%{ll*l.}.ltll*x,]]*(x..Z!..ll,i

+"\F.-[(xl4zl*x,],2{l‘*l."l.] |]{I]"xg‘ I.]]

¥-12/13



a

(¥, a7 o0, = (2, 20,0 3%, )4 ({2, 95,0 2{x, 9%, ), 3(x,*x,))
fF|’F:]’F;'?;’(¥:'F;}
Por le que la sumg e3 asacfative en 5.
I) Exisze U=(0,0,0) € 5 tal que:
Wel=(x,40,2x,+0,3x, o0} = (Dex, 0+ 2x, ,043x,)
¥y e 0elew =7 .
3) Para todo ¥,, existe -7 =(-%,,-2x,,-3%,) ¢ S tal que:
Vo[-V, )= (xy, 2oy 32, Y (-2y, 22y, -32,)=T

-‘\I"lﬂ_r, L] (-Il,*2!._.'3!1}'[1[-21155111'F

4) Voo¥, e 0x,23,,3x,)+0x,.2%,,3x,)
AR TR € SET N 2z +2x,, 3K +3x,)
?l-F' * (xgsx), 2,42z, B e3x))
Foovy = ViV,

Per tanto la sume es conoutatlve en S,
Propledndes pare el producto por un es:;lnr.
Sean ¥, ¥, eleeptos de $ y o, & eacalares de R»
5] G{Fii?;]-u{x:4x1.2:1-21,.31‘-3111
u[?|*?ll*(uxl*ux'.2ux1+2u11.3uxl'3ux!]
a{?l+?z}-{axl,Zux;.lq:=}+[uxl,2u:! JSax )
u{F:¢F;]-uF1*nF;_
El producte per un escalar o5 distributivo sobre lu suma
de vactores.
6) {a+g)¥ =({a*8}x, ,2{o*8)x,,3{a*d])x,)
[n'ﬁ]?,‘[uxl-ﬂx|,Iu:lizsx],la:liiﬂxl]
(a+8)% =(ax,,2a%x, ,3ax, )+ (6x,.28x,,361,)
fas@]¥, =av +a7,

El producte por un escalar es distributivoe sohre 1a sume

v-14/15 -

de escnlares.
1) als¥,)-alsx,,28x,,38x,)
ala¥ )= ((a8)x,,2(aB)x,.5(aB)xX,)]
cl8¥, e (atl¥,
El producta poy wn escaler of asociative,
L} 1?1-1[II,I:I,le]-(II,le.ixlj-F‘.
La unldad de R o3 el idéntico para ¢l preductn por un e
calar.
D¢ tode lo enterlor s¢ tigue que, el conjunte
Sel{s.x,3x)|x ¢ R}

forma un eapacio vectorlal spbre £l campo de los ndeeros reales.

Antes de pasar & la $eccidn slguiente, hay que hacer potar
que los teorzmas ¥.1, ¥.2, ¥+ 3 ¥ la deflnicifn de rasta o sustrag
€ldn de vectores, fuereon enunciados & partir de la definicidn de o3
pasic vectarial, y se cumplen pArt laos vactores de cualguler conjun
to que renge dicha estructura. Con #3ca misma ides, se snuncierdn

los tecoremas y definiciones a 1o largo de_tndu el caplitule,



v, 1. SUBESPACIOS DE LY ESPACTO YECTORIAL.

En el #jemplo V.3, analizamocs ¢l conjunte

s={(x, Zx,3z)|xeR}

que estd formado por ternss ordenadas de nidmeros resles, por lo

- - M
que 5 e3 un subconjunto de R . Ademds, se deoostrd que § texbifn
forms un ecpacio vectorial sohre R. Diremos entonces gque S &3 un sub

espucia de R'.

Definictidn.
Dada un espaclo vectorinl ¥ y un subronjunte 5 de ¥, deci-

moy que 5 e+ un subespacio de ¥V, 51 5 es tanbién un espacio veztorial

respecto a las opersciones definides en ¥.

Ejemplo ¥.4

En &1 ejzmple V.1, demostrames que el éonjuntu de todes los
polincajos de grado =3 ey un espacle vectorial sobre R.

5i copafdsrames al coajunte d¢ todas leos polincmlas Jde pra-
de £F, wemoa qus Fate asz un subconjunto del primero y en forma and-
lage nl ejemplo en cuestifin, puede probarse que forma un espacio yeg-
torial por sf mismo. En consecuenciu, Se trata de un subespacin,

El sigulente teorema establece un criterio sencllio para de

termlnar si un subconjunto de un espaclae vectorial es ademds, un sub-

espacla,

Teorema ¥. 4

Sea 5 un subconjunte de un espacio vectorial ¥. & 5 un

subespacio de ¥V 3l y s8lo 51 es cerrado respecto & la suxa y el pro-

ducts por un escelar deflaldas an V.

Denostrecién,

Coma 5 contlene e¢lensptes de ¥V, se satisfacen Jas propieda
des Y, 4}, 57, 6), 7) v B) de la definicién. Por tanto, bastari
con probar que se cumplen les propiedades 2) y 33,

En efecto:

Sap ¥ un vector cualgquiers de 5 y sea G el £acalar cero de K. Coma
5 es cerrado respecto al producto por un escalar y por el teoTema
v.i:

oyl € 5,
bep ¥ un vector cualgquiers d# 5 ¥y -1 =l inverso aditivo de la unided
de F. Coan 5 ¢ cerrado respecto al producto por un escelar ¥ por
el teorema ¥V, 3,

(-1]¥=-¥ £ 5,

Con lo que & completa lm demostracidn,

Ejemple ¥.5.

El conjunta de todes las matrices de ls forma:

M

es un subespacio del espacio vectorisl de matrices coadradas de or-

(donde &, b e C}

den 2 zobre #1 campo de loy ndmeros complejas,

En rfacto:

a In
Sea A= [ ] 1 a, b e C) que as un subconjunte de las matrices
n .

de orden 1,

Verifiguemos que A ¢8 cerrsdo respecto a la suma ¥ #1l pro-

ducte por un ndmero compleio.



Para elle, considérenss Jos matrices cualesquiera de A:
i, a; Iu,
¥
B, 1] by 0
¥ un ntaere Complelo o,

#) Pars ls suma:

&, 1n, 0, I, ayra, (e, *m,)

[bl ﬂ].[h, ﬁ]-[b,-b1 o ]
fuée &% aktrs matriz de A,
k) Pars ¢! producto fOT un ezcalar,

[1. Zn} [ul, Zanﬂ
a -
b, 0 ab, 0

gue tambifn perteéncce a A,

Entonces, segln el tearemm V. 4, A o5 un subrapacio dal

espacio vectorlal de las matrices cundradas de arden 2.

Ejempie V. 6.

Ly interaecciln de dos subespacins £5 Un RueyDd subespacio,

En efecto:

Sean ¥ un espacic vectorisl sobre un campa X y A, B dos
subeapacies de V' tales gus:

BN |

Entonces, ¥ F]. F, ¢t (A E) 2= tiene qus
¥y, ¥y EB
Como A es un subespacio de ¥V, Come E ef un suhespocie de V, ea
=% Cerrado paTe la sume, por cerrade para la suma, por tanto *

tantc:

Vorv, €A Vyt¥,; € B

V-18/19

por lo que:
¥.+¥,c (ANB
En forme anflogs, 341 a e KY ¥ ¢ (ANMY), a ¥ e A ¥
eV e B,
per 1o que
av ¢ (AN
Del teorema Y. 4 s sigus qua A N e es un nuevo subespecis

de V.

Ejempla V. T.

Considézresn ol conjunto de todes los polinewmlos de grade
1gwal a ?; aunque e» un subconjunto del conjunto de polinomion de
grade < 3, no forma un subespacie de £sts.  Fara demostrarlo hests

T4 con prebar que np satisface 1a cerradura Tespecto 4 la Suma,
Sean: ~
f[x]-:’*b:*c ¥ g(l]**x"h'x+:'
dos polincpies de segundo grado. 5u sums serd 2] pollnoalo:
f(x)+g{x)=(beb"Jarcrc’

que no =5 un polinomic de segundo prade,

Por lo tanto, ¢ conjunto de los pollnomios de sepundo -

grado o forma un espacio vectorial,

+



V. 5. DEPENDENCIA LINEAL.
Consideremos low slguientes vectorss de R':
=(3, -1, 1] Bef1, -1, 1)
Y obtengazos un vector € tal que

c=a-26 . ., . (1)
dicho vector ieri:

S=(1, 1, 4]

Diremox entonces que el vector ¢ se obtuvo & partir de -
una comblnacifn lineal de los vectorss x y b,

En general, una combinacidn linesl de m vectores as 1a -

suma de dichos vectores multiplicades por clertos escalares,

Definlefdn,

Una conhinacidn lineal de 103 yectoTes ¥y, Ya; vors v
de un espacio vectorial ¥V sobre un campa K, es una expresifn de 1la

forma:

donde BieB,00ees8y € K.

Al conjunto de todas las combinaciones lineales de un con

junto 5 de vectore3d, lo representurvesod con L{S).

Teoreza ¥, 5.

El conjunto de todas 1as cosbipaciones llpeales de un con

junio

5= 1¥,, ¥1,..-, ?;}
de vectores de yn espacio vectorial ¥ sobre un campe K, &5 un spbes
nacio de ¥. _J

Femostrecldn,
Sea L{S) &! conjunto do todas lay comblnmcionss lipeaies

del cenjunio

Se (¥, ?’. NS
¥ ssan 2y b doy vectores cualesquiers de L (5):

QL Wt PELY

A, ¥ a,v, 'n

<]

EiﬂlF!-ﬂ’Fl¢...*!. n
donde al, Bi € I,
La suza de % ¥ b
R ITCPR IS PR LTI L PURET CIL 1
&% otro elepento de  LIS),
Y 21 producto de A ¢ K por i
Aa= (o) }¥ rUay MWt (e )V
es otro elemenrs de  L[S5].

Entopces,por el teorema V.4 | L [5) e3 un subespacio de

Yolvamos ahora con los vectores 1, B y & mencienados. La
expresidn (1} puede ascribirse como!

w-25.ET

Vemds entonces qué &1 vecter cera pusads chbtenerse a par-
tir de una combinacién linenl de los vectores 2, B ¥ T, con £3cala
Tes N TODOS HULOS. En este caso, diremps que los vectores a, ¥y
T son linealmente DEPENDIENTES.

Es clara que, dndu un conjunto de vectores cualesquiers,

el vector cera siespre puede ohtenerse g partir de vhe conblnacidn

lineal de ellas con todos los oscalares nulos;
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Definicifn,
Un conjunto 5= {¥,, ¥,. ..., Fh} de vectores de un espa-
cio vectorial ¥ sobre un cempe K, am lineslmente dependiente sl exis]

ten escalarey 4= K, a,,e,

poaaepBo, MO todes nulps, qua setisfacen
1a ecuaczifn:

“1¥1'“:F}""'“n;£'a'

En case contrario, sl la ecgscldn s6lo admite la solucidn
trivial {ul-u,-...-nn-ﬂ], diremos que 5 #8 linealmente lndapendisn-

te.

Ejemple ¥. B8,
Deanstrar que el conjunto
A= {(1, -2, 3}, (-2, -3, 1), [-1, 4, -&}}
de vectores de ﬁ', a5 linealments Jdependiente, ¥ que ¢l conjunta
3= {(1, 0, 1], (1, 1, 0}, (0, 1, 1)) '
&3 lintalmente indepondiente.
Solucifn:
a) [£ acuerdo con la definicidn, ¢l conjunte A seri lineplments -
dependiente 1 la eceoecifin
u,{l,-I.I]+P,[-2,-1.l]*n,[-l,l,-ﬁ}-{u.u.u}
que llamaremos de dependencie lireal, se satisface pare #scalates
Gyr O30 aye R PO todos nules. Demostreremos a continuacisn que -
dichos zacalares existen,
Efectuando operaciones:
(®,-2a,-29,,-2a, -3, +40, 30, +a, -2, )={0,0,0},
Por igualdad de vectares en R, ohtenemos ol siguiente alacems ho-

mogfneo:
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a,~la,-2a,- ¢
~ig -Jn,*4n,= 0
da,* g;-Ba,» 0

Veamos cual =3 el rango dp la matriz de coeficlentes:

1 -2 -2 1 -z -2 1 .2 -2
.2 -3 4 -~ |loa -7 o - |o 1 f
3 1 -6 0 7 o (] 0 o

Come el range de la matriz es R{A)+2, menar que el nimero
da incdgnitas, el sistema tlene soluciones diferentes de 1s trivial.
For lo tanto, existen escalares no todes nules o,, a;, o, € R qum
fatlsfacen 1u ecuacifin de dependencia linesl. llemgs despstrado qué
£} conjunte A &5 linewlmente Jependiente.

* 5i gueremos obtener los escalares o, 4,, ﬁ., revolvamos
¢l slstems: )

a,-1g,-20,= 0

a,=0
una de cuyax sclucicones ey

a,*?, o0, a,e]

Entonces, los vectéres de A son tales que

(1, -2, 3)+0(-2, 3, 1}+1{-2, 4, -&)=(D, 0, D)
¥ podemos expreser al mengs ung de ellas como une combinacidn 14-
real de los otros dos.

B) En forma anfilcga, la zcuacldn d= dependencia llnesl para lox -
vectores de B e5:

a, (1, 8, 1)+, {1, 1, D)+a, (0, 1, 1}=(0, ¢, O)

de donde abtrenemns el siguiente sistemn homogéneo!



cuys matriz 1 5 2 ¢% de TENgO 3.
Gyta, = 0 A= 4 -3
1 -2 -5

o+ @, =0 -
. For lo tanto, el slstema #3 Indeterminedo. Unwe solucldn particu-

cuys matri: de coeficlentes e¢3 de rango 3, por lo que sdle mdmite 12
' lar es:
solucifn trivial (a,=a,=a,s0], .
aw-3 Ant ¥ =1
Hemgs demostrado que los vecteres de B son linenlmente iR
por lo que,unz comblnacidn linenl de los pelinomios ex:

-3(x) + g(x) - hix} = 0

dependlentes.lj] En consecuencla, ningune de loy veetores de B pue '

de expresarse como una coablnme!idn linesl de los atros dos. :
Con este hemos deapstrado que fix), glx), h(x) son paling

plos linenlmente dependlentes,

Ejemplo ¥, 3.

Demostrar gque los polincmlias
Ej la ¥, to,
F{xyer +2xe1, g(x)e5zx"+3x-2 ¥ h(x)=2x"-3%-3% JeRpTe
Veamos si lay petrices
son linenlpente dependientes, ghteniendo al polinomle ecerc come una

. 1 v} ] 1 1 1
combinacidn linewl de ellox, con escalares no todoy nulas. .
] 1] . I al r |2 1)

Solucidn. son linealmente dependientss o independientes, ]

Formemos la ecuscifin de dependencia linsald La ecuacitn de dependencia linea] tomark en este cusa 1a

of(x)+Bp(x)+s +h{x)=0 , o0 sea; forma:

' 1 x - .
afx +Ixe1)+B(5x ¢3x-2)+ y{2z -3x-5]= 10 - 1 o 0 i 1 1 [

: . a «& - -
Efsctuando nperlflﬂneﬁ ¥ agrupando: ) o : 1 o ¥ 2 B s o
+EB+ - +38-3 +f{u-28-% 1]=0
(av¥Bs2 Y)x (20 M=l o efectuands operaciones:

de donde obtenezos el siztzms: ey Boy ® g
a ﬂ#‘f-n " -
r3fe Belr a 0 0
ax33.1Y = 0
Calt A de dopde, por igualdad de matrices:
a.2B-3Y = 0
a+y = [
B+y = &

{1 Cusnde un conjunte de vectores =3 linealments independiente (de

pendiente), e3 comiin deely que lom vectores son linemlzmente indepen- ge2y= 0

dientes (dependientes]. T
a=10
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sistewa que s0lo wdmits 1a Salucidn trivial, por 1o que 1wy matrices
prepuestss 1on lineslaents indapandientes,

Ejemple V. 11,

De mcuerdo con la definicifn, la depandencin o independen
cim 1inenl de un miamc conjunto de vectores, puede wariar segdn la
neturaleza de los ascalares da ¥, como veremos en el slguients elem
plo:

Considersmos el conjunteo de tos nimaros complejes:

C = {avbt | 2, b cR, 1= /~T}

Come x& viS en £l Capitulo II, dicho conjunto forma un grupo abelim
no para lw suak ¥ tiene led siguientes propledades para el producto
por un ntirero real:

C e3 cerrede pars ol producte por un nitmere resl.

¥a, £iRypr, oLl

1) aff,*1,;) = ar +ez,

2) (a+8) 2, = or,*87,

5) sltr,) = (ab) I, ’

4] 1.1, -, -

por lo que el conjunto € de lps ndaetos complejes formw un expacla
vectorlial scbre el cempd 4o los ndeercs realas,

51 en ¢sta esiructurs anallzames la dependencia linesl -
del conjunto

5 = {3+4, -2i}
niantsasnde la ecuscién

af3+1) + B(-11)= Q.04

donde los escelures g, & ¢ R, chtendramos que:

-G 27

o =0
= ==
a-18=0

por lo quz el conjunto S es lineslmonts INDEPENDIENTE,

For otra partie, o3 claro que ol cenjunto ©C taxbidén formm un
expacins vectorial sobre el campo de los nfimercs complajon,

En este caso, el produsto de un escalor o3 1a multiplice-
cidn ordinaria de nilmeros complejus y 3o veriflcan todas las prople-
dades que definen un especlo vectorial.

Analicemos en eata estructura la dependencin lineal da)1 -
nishe conjunte

5= {3+1, -21}
plenteands la ecuacidn

afy+i} « B{-Z1} = g+0t
donde ahora los escalares a, B ¢ [,

Eean o= m+h] ¥ Aecedl, antoncesn:

(m+hi] [3+1]) + [ced1) (-21) =D+

(3a-b+2d) + {m+3b-7c)l » 0«01
de donde se GP}icna el sistema:

Ja-b+2d«0

a+3b-lc0
una de cuyss soluciones en

a=?, hed, cal; 4=-3,

v

Entonce s cxisten escalures complejer ne nulos as} vy
Beut-31 tales que .
a(3+1) » B{-Zi)=D+al

por 1o que el conjunto 5 es linealmentsa DEPENDIENTE,

Enunciaremos & contipuacisn dox lepoTtantes taorsmas qus



"~
A
g f
PR

"

_énn consecuencins inmedistns de 1a definicifn da dependencia 14-

, neal!

Teorema V¥V, 6.
Toda cehjunto que contiene &) vecter Cero &3 lineslpente

deperndlente.

Deagstracidn.
Ses {0, ¥, ..4, ?;} un conjumte que contlens sl vector
CErB] #nionces, ss cumple siempre que

b v .
a, Ora v+ v v T

prra a;"... "a 0

-
a*li

¥y cunlquler sicalar o p0,

Teorema V., 7, .
Tedo subconjunto de un conjunto de vectores lintalmente

independients, o3 también independients,

Demoatraclidn,
Cpa 5= {¥y, Wi uey Fh} un conJunto de vestores lincel

mente indepepdientest; entonces

¥ v+ sa v
8, ¥, 40, ¥ 4. 00 v =T

[

sl y 28lo si  a =a,*...=a.=(

par leo gque ulvi-ﬁ ¥i, ¥ podemos cancelar en la expresidn wntarior

tantod térwinos como se deseen,
De mqui que, paTa cuslguier subConjunte de %

S"{?@F,. veea Vol {doande min)

so tendr que: B,V oB ¥, 4. B ¥ o8

1 ¥ s8lo 3l HI-E,-...'B_'ﬂ. Per lo que 5 es linealmente lnde-

perdiente.

V. 4, BASE Y PIMENZION DR UN ESPACIO YRCTORIAL.

Considaremss el siputente conjunto de vectaras <o R':

Gul{(1,0,1), (1,-1,0}, (0,-1,1}, (2,-2,1)}

Como veremos » contisuecifn, cuslquier vector de A" puede
sIpreIaTse como una combinaclén linesl d9 lo3 vectores de &,

En efecto, sea (1, ¥, 1] un veclor cuslquiers de r'; de-
AOStTATARGS que Siempre existen escelated o, B, v, & ¢ R tmles gue:

(x,y,ey=a{1,0, 00«81, -1,0)ey {0,-1,13%+ 8{2 -2,2].

De 1a expresidn anterior so obtlone el sigulente siste-
ma dz ecuscicones:

aefeZd = x '
-E-r -la = ¥

artr+2& = T

cuys mattiz emplliade es

1 1 0 2 . x
(A B)=l0 -1 -1 -2 1y
10 ) 2

Reduciends ests matriz m su forma encalonsda tenemos:

x
=Y

donde vemos que R(A)=R{A,E)=3,por lo que #1 sistems ax compatible

]
1
I
1
i
L]
1

y cxisten los escalares g, B, y, & ¢ R pars cuplquiasr valer de -

X, ¥, .
Hemos demostrada que cumlguier vector de R’ puede oxprs
sarse como una combinwcidn lineal dr loy vectores de G, Por es-

te hercho, diremas que G e3 ua gonjuntp generador de R', o que los
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vectares de G generap al especlo vectorial R'. P :

Hay que notar, 3in exzbargo, 4que G ¢3 un conjunte de Yeetg
Tesd linealaente dependiente, ya que:
(2, -2, 3¥= (1, O, 1}3+(1, -1, 0)+{0, -1, 17,
Ahota blen, si excluimos de 6 al vector (2, -2, 2], los -
¥eCtores restantes formarin el conjunto

B= {0y, a, 13, 01, -1, 0), f0, -1, 1]}
¢l cysl, como el estudiznte puede comprobar, #3 tambidn un genern-
dor de R'. A diferencis de G, 8 ez un co;juntn linewimence inde-
pendients ¥ entonces se dice que £3 una base de R,

El estydlante puede comprobar que i exclufmos de B algu-

no de sus vectores, el Kuevs conjunto que =e ohtiene ¥4 No &3 un ge

neradar de R, .

Lefinicifin,

Se llama base de un espaclo vectorial ¥, 2 cunlquier con
Junty B de vectores de ¥ tal goe:

lo. B es linealmente independlante,

fv, Cualguier vectpr de ¥V puede expresarss ¢opg combina-

cifin lineal de 103 vectoress de B,

Ejesplo ¥. 12.

Corsiderenns nusvsaesnte ¢l conjunto de matrices euadradas

a iz
A= [b u}il,h e C

el cusl, como se Jemastrd en el ejemplo ¥, 5, formm un especlo vee
torial para las gperaclones Je suma ¥ productc por up sscalar.

51 obaervamos la forma de las matrices que estln en £l -
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copjunto A, ptede verse fus uns base ds dicho ¢specio ex #1 conjuntn:
1 z 0 ]
a-
1] ay * 11 )
tomo deagstraremos a contlauscifn:

1] Las matrices son linewlmente independiontes.

En efecto, ja ecuaclén de dependencia es

SRR
A, +l: -
o n t o 0 €
gue, por igualdad de matrices, conduce al sistemn

3= 0

2 a0

Aye B
cuys finice scluciSn es 1s trivial, por lo que las matrices son inde-
pendientas,

2) B genera 2@ A,

En efecto, cunlquler matriz de A 3 do la forma

YR I AV

£3 decir, cualquier matriz de A e$ una coudinacifn linesl de les ma

trices del conjunto B,

Con 1} ¥ 2), hemos demostrade que el conjunto B e3 una ba

se de A,

En los dos cascs anterlores, sabos sipecios vectorlsles -

Fueden ser gemnerndns por up conjunto fipito de vectores, por lo que



diremns que son espacles Jd# DIMENSION FINITA, Ahors hien, no to-
dos Ios espaclos vectoriales pueden ser generados por un conjunta
finito de vecroves, Per e¢jempla, el espacio de todos los poline-
nics e5 generadd por #@ conjunto infinlta

i, =, x', u’, .
¥ no pusde ser generado por ningdn conjunte finito, A este tipa
de espacics les llpmaramgs de DIMERSICN INFINITA.

Pasemos ahors & la Teres dr establecer una definlcldn de
“dimensidn"., Aunque la palabra dlmensifn suele aseociarse a vp con
ceptn gegmftrica, aqui trateremes de encontrar una definlecidn spro
plada en términes plgebraices,

Consideremos primerc ol caso de dimensifin finita, para lo

cusl reguericos de loy dos teorepny slgulepntes:

Teorema Y. E.
Sea ¥ un espacin vectortal generade por un conjunto fing-

L1

veew ¥

3-[?., ?‘_ n

de vectores linswlments independlentes, Entonces, cualguiesr camjun

to que contenga mis de n «lepentns e3 lineglrente dependiente. 1

Deapstraclén.

Sen 5-(;1.-5 R ;;} itn subconjunto de ¥ con mis de n

vectares (m*n). Como el conjunts B={V,, ¥ar cnis Fh} &5 un gERery
dor de ¥, cualguiter vector da 5 es une <opbinacifin lineal de elemen
tos de B; es declr, existen eaczlaTes “ij tales gue:

— — -— —
"l'“11”1'4|:V1'---'ﬁ L

inn
W ome, ¥ +o, T+ Y-
[ 5 R i I 2 P
- L + n n 4 + L r -
- * L] L n Ll . r - -
V=0 ¥ 4@ ¥ o+,,.,*0 ¥
moALy ma 1ttt mmm

Fermemos ahorm la ecuacidn de dependercis linea]l para los
elemsntos de 5:

1lu1'1'Ft+___+1‘wn-U
Resnplazends los vectores ;i [OT 3us respectivan expresiones en tfr

mings de los vectores de B, tenemos:

[ LI

i‘[u"F tnn

«2 T )+l ¥ o+ -
TR T L e

ilm{ﬂn.?li___+umnvn]iﬁ '
efectusndo los productos y agrupande:

(hya; +hga, +. .tk

* aGun ¥V

Coma ¥, V., aan, ?h san linealmente Independientes, teénemas que;

I k!
1‘u||-} o, *...%A o =0

I tatfha, shoa 4

o
momi m i 1n

L.a 1 a . Y 1]

- - m -
t™in "pen mmn

;: czal =3 un 3lsteps homogénea de n ecuaciones con = incpnitas
{h,, %, ..., 3g) ¥ coms nem, el sistean admite soluciones no tri-

Por lo tanto, 105 YectoT#s W,, w,, ..., &, 390 lineal-

viales, B

mente dependientes.

Con ayuds dal teorems antérior, puede demoatrarse el 1l )

guiantes resulteds importante.

Teorema VY. 2.

Todas las beses ce un espaclo vectorlal de dimensidn £

4

nita, tlenen el mlswo ndmero de elementos,

Demostracidn.

Sesn
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B,=(¥,s ¥au coen Wb ¥ Bym (W, W, L., W)
dos hazes cunlescuiara de un esprelo voctorisl ¥,

Comp X, e una base d= ¥, ¢35 un conjunty independients
¥ ;:nef: Y,

Entonces, si By, e3 une base,debe ser un eonjunto indepen
diente ¥y, por el teoremn Y. Aain.

El mismo rezooamiento con B, ¥ B, lncercenbiados prueba

qué Dim.
For lao tantc n=d.
Este filtimo teayeas, nos permite E3iablecer 1o sigulents
Dafipicifn,

La dimensifn do un espucle vectorlal ey el afinero de ele

mentos de une cualquiers d= sus bases,

Representeremos la dimensidn doa ¥ medlonte £l simbole
dim ¥, 1

Asf, para el ceso del espacio vectoTlal R', hemus visto
que dim R'-I, mientras que pars ¢l eapaclo A de matrices del ejem
plo ¥, 12 sz tiene que dim A-1,

Un case partihulur ;e presenta con el conjunta cuye tnice
¢leponta 25 el vector cero. Exte conjunto {0} , el cuml &3 cerre
do para las cperaciones de sums y producto per um eacelar, ¥y sAatisg
face todas las propledades que deflnem & un espacle vectorisl, recl
bt 2! nozbre de “espacie ceve" o "espacio pula™,

Al espacio nulo le msignarenos arbitrariamente ls dimen-
slén cera y diremas que €5 do dimensidn finita,

La definicién de dimensidn puede generalizarse afin pura

el caso de espacias vectoTiales de dimensidn infinita., 5in zmber

¥.34735 .

g2, vn estudio formal de tales eapeclos vectarismles requiers un tra
taplento bastents mis compledo que ¢l que equ!l hemos emplesdo. En
£5te CUTSo, nas intevesarin aspecinlments las caracterfsticars de loi

espacios vectoriales d& dimensién finita.

Ejemple ¥. 15,

En el ejemple V. § demostramos que el cenjunto

S={{z, Ix, 3x)| x ¢ A}
€3 un especle vectorial scbre R {posteriormente se vl4 que o3 un sub
sapacio de R‘]. Ohtengamos phors lu dlmensidn de dlche HiPIEiﬂ.‘ -
Para ello, gbhtengsmos priocro una base de 5.

Como vemos, los elementos de 5 son ternas ordensdss de nd
neros reales, donde la segundn componente €3 el doble de la primers
¥ 1a tercera components es el triple de¢ 1o primera, sisndo la priag
T4 componente arbitreTis. Entonces, &9 de egpararie que el £onjun
to

B={{1, 2, 3
sen una base de 5.

En efectu..cnmo B tiens un sblo elémento ¥ no &3 ¢l vecror
cers, £l conjunte B es lhdépendlente, Ademis, cuslquler vector
(x, Iz, 3x) de 5 puede obtenerse como

(x, &x, Y¥x)=x(t, 2, ¥)
por lo que B o5 una base de 5,

Ahata, coan B centlene un sulo veltor, de la definlelsn -
de dimensifin s= sigus que:

dim 5= 1.

Como ejercicin adicional, podemos obtsner atra base de 5,



Dichs base, por o1 teorems V. ¥ deberd contener uzn 3olo elementa.
que puede ser cuslquier wvectdr ne nule de 5. For ejemple, el £on
junto

(/77T , 7, 3WT)i
es otre base de S,¥s que es independiente ¥y un vector cuslquiers de
S pusds ghtenerse comd

(=, =, h]-l,‘.i (7T, T, AT

Vale la pena hacer uns gbservecldn adiclaonel:

Cualquier vector (X, 2x, 3x) ¢ § puede obtenersze tamhidn
comg:

x(1, O, D)«2x(0, 1, 0)+3x(0, T, 1]
Y comp el estudisnte pueds yerlficer, el conjunta
_ E- ({1, 0, oy, (o, 1, 0. (0, O, 1)} .
ex linealmentes independiente. Sin embarge, ne =3 una base de 5 ¥&

que E no contiene vectores de 5.

Ejempla ¥, 4.

Sem G={(1, 0, -1), {2, 3, 2}, (-7, %, -3}, (&, 3, 1]}
un conjunta de custre vecteres de k',  Veamos cual es 1a dimensidn
de]l #apacio L{G} generada por loi vectores d= G.

Como G cantiens cuatro vectores de R’ y ddm R =3, enton
ces, par el teu::l; Y. B, G ez linealsente dependiente, )

Anslicermns entonces tres vectorea de G, por ejempla:

(1, 0 -1}, (2, 3, 2}y (-t, -§, -3}

Estos vecrtores son tamblén lipealmenta dependientes ya

qua:

f-1, -3, -%y=(1, 0, -1)-{2, 3,

Analizands ahore 103 vec;aru::

(1, @, -1), {1, %, 2} r (3, 3, 1)

18 chtlene:

(3, 5, t}=¢1, 0, -13+¢2, 3, 1.

Puede compraberse fdcilmente que las combinsciones restan
teax d¢ tres elementos de G, arrcjan conjuntos lineslmente dependien
Les, 5in embargeo, podemos encontrar subconjuntes de § con dos veg
tqre: linealmente ipdependientes, Por ejemplo:

{¢1, o, -¥3, (2, 3, 2}}
Entonces, la dimensifn del espatio genevado por G es 1.
Ye que dim RI-J. rs clary que L{G) es un subcanjunte Pro

H
pio de R, por lo que se dice gue L(G) es un subespacio propia de
, .

Enunciaremes a centinvecidn un teorems que puede sar do
utlilided para obizner bases de¢ espmclios de dimensidn sonpeids, EI
estudlante puede consultsr la referencia I peg. 680 pars une demoy

tracisn.,

ceoremn ¥, 10

Sea V un espaclo vectorial de dimensisn flnite, cen - -

dim Ven.

1] Cuaslquier conjurnto de vectores de ¥ linenlmente independients

¢3 up subcopjunto de slguna base de V.

b] Cuslquier conjunte de n vectores de V linealmente Lndependien-

te& 23 una hase de V.
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Coordanades de un vector con respacto & une base.

En el ejemplo ¥. 12, dempstramos que el conjunto
1 2 [ I

E= .

1 ] T qQ

#3 una base del expacio vegtprial de matrices.

1n ia
A= | a, b e C
1] 1]

sobre el campo de los nlmeros complejos,

5i consideramos upna matriz de A; por sjemplo;

i
H=
-3 0 : - S

dicha metriz pucde cxpreésarse como una combipacifn linesl de las ma
trices de la baze B cono: )
i 2] [rv 2] fe o
“i -X
-3 0 ¢ B 1 0
A& los escalares | v -3 de C, les 1lamames coordensadas ds
M #n la base B.
Extas coordenadas pueden repressntarse medlente £1 siguien
te arreglo
(Mg (1, -3)
al qu# se conoce céno myector de coordenadas™ de lp matriz H £u la
En ocasicnes, $¢ acastushra representar las canrdenadui

ba=a B.

gediante un wvector columni. Pars nuestra casg tendriamon

]

Hay que hacer notar gue el ordem en que aparecen los esce
tares en 21 vectar de coordensdas depende del orden en que apare-

cen los vectores #n la base, por lo que consideraremo: a las haxes

¥-3B8/39 o

come conjuntos ordanados, AsI, 83! tepames la bavs de A

¢ 0 T2

T8y o 9

B*=

los vectorss de coordensdsas de M en la bese B' serdn:

(M)g.= (-3, 1) (M) 5. [f_‘]

Definicidn.

Sea ¥V un espacio vectorisl sobre un campo K ¥ 3ea

pe {vl, v,r e vn}

uns base ardenads de V,
51 ¥ 5 un vector de ¥V txl que
v-“|v1+“=?|+"'*“nvﬁ

entonces, & los eacalares o, &, , ..., 2 € K les llamaremonr coorde

n
nadas de ¥ en la base B, vy 5l arregle

{nli Byn =rvs ﬁn]

le 1lamaremos vector de coordenndes de ¥ en 1la base B,

Comte hemos viste, si B es unp base del eapacio vectorial
¥, curlguier vector de V puede sxpresarse como una comblnacifn 1i-

neal de leoa vectores de la base. Lemostraremos & contlnuacidn -

gque dicha expresifn as dnica:

En efecto, sex B={¥,, ¥,, ..., Fh] una base de ¥V, ¥ sea

¥ o Voun vector cuslquiera del eapacio. Entonces, ¥V puede expre-

Inrse COmO:

Ve a, ¥tV v L L (1)

Suponpamos que ¥ tiene atTe expresidn en términos de los

vectores de Ia haxe:

TB T BT BT L. (D)

reatando (2) de (t) se obtiens

Tufa, -B 3%, e(n,-B, 3V, ., ,.(un-a“};n




Come Vo ¥yo aans ¥, sen linaalmente 1nd;pundlantu::
a-Fy= O
a,-E,= & . L 1.
P e e e . . \
-y ©

entonces, podemos conelulr qus

a- 8,

o, by

PR T

a=1
R 'n

iemops demostrade s3] que la expreslén de un vector cual-
fquiera ¥ ¢V en términos de les vectores de la base B oer dUnica. Hs

claro entonces que ¥ tlenr un #0le vector de coordenadas en 1w bmie

B.

Ejempla ¥, 15,

Consideremos L1 bass do R':

p- 0f1, 0, 11, {1, <1, @), {0, -1, 1)}
obtenida al principio d2 esta seccifn,

El}|amos shora un vector de R, por ejemplo:

v= f3, -1, 2]

-

y ohtengamos las coordehnadas do ¥ en 1o base B.

1

Dichss coordensdns  serfn los escalares o, 8 y ¥ de R ta

les que
(3, -1, D= (1, 8, Y+ 81, -1, 0)ey (O, -1, 1)
Le iguslded plantasds entre los elementos Je g canduce

al aistemn

3= nsd

s -f-¥ .

2w met” . .
tuya solucidn ex

a=2, BK=1, Y=f
que son las cooTdenndas buscadas.

Entences, =1 vector de coordenadss de ¥ an Is base B geTd

(¥ = (2, 1, 0}

o bien, en forme d# columna

o H -

Ahora blen, w1 cenjunto ; .
E= {¢1, 0, 03, (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
e otra base de R, '
Pusde wverse claramente Gul
ve (3, -1, )= 3{1, 0, D)+{-1)(0, 1, 0)+2(D, O, 1)
por lo que las coordenadas del vector ¥ en dicha base son precisa-

mente suy componentes, es decir

+

(V)g= (3. -1, = ¥

A la base BE da B nlgunos sutores la 1lamen "bate neturzl®
0 "bede canfpica’. En genersl, si R" ey 8l :unjuntulde “eneadas”
ordenadas de nfimeros realas, =3 dacir:

A= ifx,, Xy -ooe X3 Xy X4 40ew % € RY
su base canfnics &% el cenjuntol

E= ((1, O, ..oy 03, (D, 1, ouuy 03, ouuy €0, 0, oouy 12}

V40741



Ejenple VY. 15,

Sean B.e {{Z, -1, 0], (3.1, 1), (0, -1, 1)}

¥ Bee {(2, 0, 1), OO, 1, 1), (3, -1,-7))
dos bases de R’ y sem ¥« R' un vector cuyas coovrdenadas Tespecto w
ls hase B, 30n:

{F}ll' {1, & -1
JCufiles san las coordenadss de ¥ en la buis 3.1

) Frimero obtengamos sl vector ¥ ¢n su formm de terna orde-

nads:

F-1{2,+T.03*2(3.1,1}-{g,+1.1}

. Ve (8,2, 1)
¥y como a# hiza lnterinrnnéte:

(4, 2, 1)=a(2, 0, 1)+801, 1, U}+y (3, -1, -1)

résultande el sistema: - . 1 -
A= JasBely S y <o
1= -1y
1= osf-vy . 1
cuya solueidn es: M
por tanto ’
- -u' _1 ! ' 1
My, 0 =50 D)
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V. 5. ESPACIOS VECTORIALES DE FUNCIONES.
El estudiante ha tenldo ye anplis exporioncla en ol mans
joa da funciones, estl familinrizada con conceptos tales tono domi-
nio da una funcién ¢ lmagen de un elemento segdn une reglas de co--
rrespandencie ¥ zuy probahlemente ha efsctusde combinaciones linen
lex con mlgunas funcioney. En e3ta seccidn nos ocuparemos del --
tretamiento de 1us funclones comp elementos de un esspacic vectorial,
A maners 3¢ resumen, presentamos algurnas definiclones y

conceptos bEsicaos:

Funciftn.

Pefinlcidn,
Sean A ¥y 3 das conjuntes no veclos cuslesqulers, Unm -

funcifin f de A en B o3 una rople o criteric que ssocie w cads ele-

menta de A uno y s8le un slemscnto de B,

Pera expresar que ¥ e3 una funcidn de A won B, sacribire-
mOS !
f: A+ B
A los corjuntes Ay B se les llwen dowinle ¥ codominie
de la funcifn respectivamente.
Sl x c A, wl elemento de B w2ocisdo & x aendlante la fum-
cién f lo representamas <on E(x) ¥ 1z llamsmos "imagen de x 3egidn

. Esto puede ilustrarie mediante la siguiente figura:



Ach fixle B
Figura ¥. 1. [lustracidn del concepto de funcifn.

Tpunldad de funciones,

[Do#inicidn,

[tos funciones F y g de un cenjunte A en atro conjunto 2
son lgumles s§i ¥ 3dlo 9i 1; imagen de cunlquier elemento del domi-
ni¢ sepldin las funciones f v g e 1o misma. Simb8licenente:

Fix}=g(x] ¥ xc A,

fup o=

El capacio vectorial de lax funciones reales de varishle real.

Las claszs mis conocldas de funcleones aon aquellas gue re
laglonan un nGmero reml con otra por medio de uns r:glf de corres-
pondencia £, #s decir; funciones del tipn:

f:a ~ R
cono ejemplos de este tipe de funciones pueden citarss

Frx)= 2x

glx1=+F sen (2x)

hix)=x" +e* stc,

E! conjunte de¢ taded #3tas fuaclenes forma um especio -
vectorlal para les operaciones de suogs ¥ producto por up +scelar,
Coma sabemos, si f ¥y g son dos funcioned cualesqulera, la funcidn
sumn f+g o3 aguellw que relaciona al ndmere real x con el nimero -

real f(x)+g{x) lo cual representamos mediante:

[feg)ix) = £{x)wg(n) P 4
¥ ] atR y £ #+ una funcidn, el producto af es uns funcidn tal gue

(=f)Y(x) = a £{x] Ve {5

El vector cervo da asts eapacio es la llamads "funcidn ep
ra", la cual &s upa funcifna F tal que f(x}=0 ¥ x.

Podemos encontrar algunos subespaclos de este eapuclo wee
torial, 1os cuales xon 1lamsdos frecuentemente “eapacios funclona-
Ies™, Como ejemaples pueden citerase los siguientes:

1) El conjunto de todes las f;ncinnea definidas #n un intervale -
dada.

I} El copjunto de topdpy los polinomios,

3} El conjunto de todos les polinomics de grede xtn, siende n fijo.

4] El conjunta de todas las funciones continuas en un intervelo -
duda.

5} El conjunta de todes las funciones derivsbles en un punts dada.

5} Il conjunto de todss lay funciones inteagrables en un intervala
dadn.

7?1 E! conjunto de todms las fenclones ¥ tales que:

y'reay'+hyst
donde a ¥y b son constantes dadas.
Bte,

Depandencia lineal.

51 representamcs con F, wl cenjunte de todas las funcio-
nes reales de variable real, como F es un eipacio vectoriel sobre
R, ¢3 clato que los conceptos de coabipacidn, dependencis ¢ Lnde-
pendencia lineal son splicables tanto o los ;lenentns de F come

s 109 elomentas da cusalquiers da sus subespacles.
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For &jemplo, laa funciones f:' fl, [ 4 € F tales gua: Bt Wronakiano,

f,{x)mcas’x, £, {x}ssen’x, f,(xJa5 ¥ x ¢ (D Establecerenos thora 1 independencia linesl de las Funcio
son linenlzente dependlentes. . nes del ejenplo anterior utilizendo otro adtoda. 5% derivamos 1y
In efecto, como - expresidn 1) se chtiene:
cos’xesenizat ¥k . . . . aféx}+A{2x) = 0 ¥ x PO 4 |
¢ tiepe que e . Las expresiones [1Y ¥ (2) conducen sl slgujente siztema:
£4(x)= 5 (f,(x)+f,(x)) Yref - . o {32 ed) e (x o1y 0m0
entonces; - e 1 LI : . Bx g« Ix B=D
£,=5f,+5f, ) .7 N A Para coglquier ¢ fija, ecte es un sistema homogemee en las in
por lo que f, £3 una corpinecidn lineal da las funclones £, y f,, cdgnitss »2 y B . El determinante de lm matriz de coeficientes, lla-
: mado Wronskisno de lss funciones 3x +4 y x'+1, ea:
Elemple V. 17, _ : ALL TR 'y T |axted x'e1 v
Las funciones 3z+4 ¥ x'+1 son linenlmente independientes, CF 2 x TR
¥a que ' ' Puesto gue exists al menos dh valer de x pate 0] cusl pl
Coal3x edyep(xte1) -0 ¥x - PR & | B . determipants no es pula {de heche cualquier x¥0), 1a solucidn del -
ioplica que . S : ' aiatema es a=f=8 ¥ lus funcienes son linealmente independientes.
a-f=0 " ' Generallizaremos ahora el procedimiento anterior:
En efecta, do (1} se sigus que ° . - - Definicién,
{3“*3}Il+[lulﬁ}-ﬂ ¥ T.on 5¥|n £,, £y oo fn funciones derivables al menos n-1 ve
¥ por igualdad de polinomios . I cod ey . ces en #1 lntervala (a, b). El determinante:
ra+bag . . £ £, ... £ (x}
FE- Y BV gLt - t1(x) L EY) - L EY
sistems que 38lo admite 1m seluclén trivial 7+ v 4 wixys (5108 13(x) ... fR(x)
a~fAsp, . - . e -, . :_ :
() E»n forms menos sstricts, se acostumbra hablar d= l1as funciomes: fgn-llx]ffn-fgl et f#niiltl '
cos'x, sen'x y 5, como eventualmente 1o haremos. - Se 1lama Fronskiano de lss funciones fy, £, .... I, on el
iatervale [(m,b).
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Teorear V. 11
Sea W(x) el Wronskisno de las funciores I, f , :... én

en &1 Intervale {a,b).

51 Wix )#0 pars algdn x,  en el intervalo entonces ol con

junte £, £, ..,y fn ¢1 linsalmente Independiente.

Detostracifin,

Le ecuscldn de dependencis linesl =3

o f, {x}ea,f,(x)*..0ra £ (x)=0 ¥xecia,bl
derivando n-1 veces:

o, £ (x)+m, 8} (x)e...ra £ {x)=0 ’
a7 ()0 E) (x)%...4a £ (x)ed -

P S 1
P ] . .o

T R R
' 5! hacemos x=x, teneans un siatemn homogénee donde W(x )

o3 81 determinsnte de la matriz de coeficientes) comp este determl
rante es diferente de cero &1 sistems admize sdlo la solucldn tri-
vial, v

Eatences, &l finleo conjunte de valores de By By veaa 9
para los cuales la ecuecldn

alf](l]-n'f.[:}+...*u“fn(x]lﬂ
e satisface en todo £1 Intervala (m,bh) o3

ul-n,-...-un-ﬂ.

Esto pruebs que las funcilones son lineelmente indepen-

disntes.

Ejeaple ¥. 13,

f tales gue

Demostrar Qua las funclones f:' £. 1,

f]{!]' senx  f,(x)=coax f,[x}=x ¥xER

son linpalments independlentss. |

Solucléin. h -

El Wrontkiano de £ , £ ¥ £ en:

SeNX coix x
Wixi« coax ~$anx 1 m.x
- SENX ~COSE 0

ya que exlsten valares de x parte los cuales W{x}#D, por =) teorems

¥. 1t las funcionex £, f, ¥ f, son lipealmente independizntes an

1 intervalo (-=, =].

e

Ejemple V. 1%,
Sen 5= {-azt+nunt. Jazt. Zsén t -} 'Zt}
7%, anjunto de funciones de F, detasminar ¢l subespaclio generado -
por § an! como 1a di-enslén de dicho subespacio,
Solucidn.
Primero determinemas ai 5 es un conjunto linealmente in-

dependlents, para lo cual cbtonemos el Wronskleno da laa funcicnes

~eity gen t 1e2t  2gent -% ot
Nt} .iezto cos t ﬁezt 2eost - -It
_.elt -sen L lZczt -Zsent -2 ezt

multiplicendo por -2 y -4 el primer renglén y sumande al segundo ¥

tercer renglén respectivamenta:

-e2% + zen 1t selt Z3ent -} o2t
W(t)=| -2 sen t » cos t o -4 sen t *] con
-5 sen t 0 10 sen ¢

desarrollando por cofsctores segdn 3a asgunda columna
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- 1 ] oz - -

1t « gen £ * Ena t -& gen t + I cos t

N(t}= -3e
-5 san t =10 sen t
- W{L)= -5:2‘(10 nenzt-iﬂ sant cost-20 :enzt¢1ﬂ SENE Coat)
por 1o que
wit}= 0 ¥tekR,

En e¢3te camo, el tecrems ¥. 11 no nos dlce nads respecta
& 1 independencia de lax funciones. Paras poder afirmar gue son
linealmente dependientes, Jebemos obtener tyes escalares o, 8 y ¥

talas zue

4 zt] Zt}_

af-e"“+xen t)]+A[3e tyflaen t -} [ 0 coean (1)

Dichos eacalares pusden celcularse msdlante un sistema de
tres ecusclones ohteniday & pertir de (1) para valares fijos de t,
demcstrandn posteriormente que la exprasisn {1) leha:tlsfncl pars -
toda t ¢ R con los mismes escalares cbtenidos,

Pars ouesatra cese, heclendo te0, t-}, t=x #n (1), 5¢ ob-
tienen las ecuaciones; .

-a + JIp -% r=0

{t-ex)asle" Be (2-7 €y = 0 .

I - a

-Q"u s3e " H-} ]
La salucifin general del pistemn #y
ar 4 A, =g . y=-2 - -
y unm solucidn particulasr
o= A, a= 1, yu-1
‘seatituyendo estos valores &n (1) tenemos:
t(-¢?tesen t]asezt-ztzsent-}a‘]-u'
Ralacidn que se cumple ¥ t c R, hor 1o qua les funclones

fen lineelmente dependientess &n el iatervalo (==, =),
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Ahors bien, coms =1 sstudiants pueds damcstrar fEciiments,
tualquler subconjunio de § que contenge dos elementes a3 linealmen-
ts independianta,

A= [+uzttsen t, 1elh)

For ajemple 8l conjunta:

#]1 cual £3 una bess de L[3), por loc que

dim L{8) = 2
¥ ¢l subezpacia genorado por 5 estd consticuida por todss lan fun-
ciones de la forma

et

th sen €.

- m = = om o oa oa > &+ T m A S & & A M w w o m o om om

L2 na anvlacitn de Kronikiano Inlll menos un punto del iR
tarvaleo, s& ha establecido come una énndl:idn suficients pare Ia in
dependencia linesl da un conjunte de funcicnes (tecrema ¥, 11). E3
ta condicifén no ex necesaria, yu qua el Wrenskianc puede anularse -
en todo al intervale slende laz funciones independientes como 1e «-

ilustye on m]l sigulents ejemple.

Ejemplo ¥, 10,

Les funcionas £ y g tales gue: |

Fexye x' ¥ x g (-1, 1) .

Y gixl= x|x|] ¥1x ¢ (-1, 1] '

son llnealmente independientas en el Intervele (-1, 1] y al Wrons-
kiano ea nulo en todos los punton de dicho lntervals,

En efecto, en &l intervalo (-1, 0}:

£(x)mx? y  gla)e-x®

por le que



W(x)a

|-1:- ¥xe(-1,0 ... (1Y
ix -ix

¥ eh #) dntervale (0, 1]:

£{x) = x'  y  gtx) = x*

por 1o que

-0 (b, 1) P ¥ 3

x
i[x]-‘

ix 2z
En consecusncia, 4o (1] ¥ (2) 3¢ sigun gque:
¥ixz] ~ 0 ¥xc (-1, 1)

5in embargo, puede dempatrarse ficilmente gqus f y g son

lineslmarite independientes sn dicho intervale, y& que no existen

dos escalares no nulas tales que

af{x] +B g(x)=0, ¥rc(-1, 1)
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1.1} OFERACIONES BINARIAS

5va 5 un conjuhto nd vacla, eon o] cual ze define la polafidr
de iqualdad pntre sus alemeptos: Un2 operacife hinarka &
en diche canjuntd ES una rcllc;ﬁn que asccla 2 cada par Orde
rado [a,b) da elexentop A 5, un cle®ento tnice & o b, 4l

cusl podemas llamdr resultado de la operacifr.

83 ¢l resultado de la operacifn eatd en el Conjunto B, K
dice qua £ a5 cerrade ¢con rospocto & dicha operacifng etf

lo rual la operacifin eocl definida en el conjunte.

Livmple I.1.1

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Ewx = ol conjunto de low nimeros naturales (M) y sam 2 La

oparaciin anms {+).

A cada por ordenado de nilsecos neturcdles (2.b) asvciamoe, WE-
diante la operacitn soma, &) nlecro & + L, el cugl es Gnicw y

Y oatdh también eh Low naturales.

Far elemplo:

al par ordenada [1,.2) asotlamos el nlmera 35 ri

PQOR declr: 1+ 2w 1

EDUARDO SOLAR &, al par ardenada (5,]] zwoclemos el nlmare 8) wd

derir: 3+ 1=
al par ordenado [2.4) asoClimos £] plraco & o8
Paogeser de Lo Biviadidm ge Caencizs Bdagcay de o Fapwéfad df dociz: 2+ 4w £

Ingemdends de fa U, . AL M, LG,



Elemplo 1.1.1 : . Ejemplo I.1.1

La divisifn #¢ unk operacifn binaris no definida en el cosjyn
Sea 5 = {o,E,v1 sid L 13 operacifin dafinida r la siguien
by by e - to de los nimaros entecos (L) pueste guei
tw tabla, a
y;,b:llnnwllquﬁr:

ala ® ¥ posL no chatante que
pate 4,2 ¢ I, :!Ec z
e tiene tambldn qQue

B Boox E Para 2,!:!;%‘5!

[ N LR -@-4-- <on lo cusl ya nd ae cumple para todos lom MOADErOR ARtaEI0E,

ir 8 & = a) Fropiedadey fe las operacicnes hinariss

(HOTA: EI primer slasento de li péreie debe buscarss en 1d o0

11 Toa raclifn bibaria A o § *ronmutative”,
iumne dy la izguierda y &1 aegqundo sn &l remdlfn auperior. El bl - #n un Sanjunto § ose .

- i e dos alamantos cuals lace & b dal conjuhto as
cesultadn de 1la operacifn seri sl slemanto que #8 sncuantie e sniar ¥ 1

cump ot do oo - nto gua "
en la interseccién dal renglén SOrpeppondiante al primer ele- iw qua "a oparado T BT ws #l migmo ales 7 b

aperads con a2™ ¢ Boas
mento y 1y columns coryrospondisnts m] megundo, coma e 1lustfal. e

¥ a,b e E ae comple que a & b= L b &

i Be=a gn lo sucadive ubtilizaremom solaments anta fltima forma

o e i para snunciar las demix propledades.

al par ordenadc {y,f} dsociamos al slsmento 43 e8 Eieaplo 1.1.4

deciyy y L B =& al Las opseracicnes de adicifn y multiplicecién an ¢l conjun-

al pat ordenado (a.F} Azoclamos al slemento B: es to da los nbmaros reales-lk] BON COnmUtativEl Y& gQua:

decif ad b=t ¥ ab o Rk se Cumple que 5 + b= b o+ oa

al par ordspado (B,7) ascciamos «l alaments #; en

dacli fay=E ¥ a,b ¢t B oae cumples quea & * b= b &

wEe. bl La operacidn & an el conjunto 5 dal ajeeplo T.1.2 ne ws

CONEULATLIYE, Y& Qua

ey ¥ T&RE™ @



2]

Eiemploc I.3.%

L}

o}

por lo tankd
Bayodr Lk
Una operacidn biraria 4 ep un conjuntc 5 es "aspciaciva®

Al ¥ 4, b, ¢ € 5 me cumple gue at[hic) = (aiblac.

La adicidn en loa nimeros naturalea o amoclativa, ¥4 Que:

¥ o hye € M b Comple que & + b+ o) w {a + B] + &
La cperacidn  en el conjunto § del ejemplo t.1.2 esm asncia
tiva, ya que

Ma,b,er 5 sa cumpla que aafbie) = [(Afhipe
Analicemns unn de log cascs posiblas:

oot g & oy) = n~n £ =g

fa Bl ay =P Ay =B
por lo tante

a & (B4 yh =(aba @) dy=¢p

El ankliminm exhaustivo de todos los cascs o und tarea =1
niderapler tin ecbirgo, se recomienda al estudiante, en eate
¢lemplo, varificar cada una de las piguientes Afirmacicpan:

o & {y A& Bl = (@& ] & F

Ead{ed ] = [Ehaa) &y

Bedyan]l = {BAay)dn

¥ h_{u & E] = {y &4 a) & E

Y4 {8 dg] = {y & A) Lo

SuponempE pucs quo

¥ Abh,c ¢ 5
se Cumple Que
at (bao) = [athifr
on base & lo cual podemos afirmar gue dicha operacién s aEg =

clativa.

31 &% dice que un cenjunto S estf dotads de "Clomenco Iaént]
co" COnN respecto 4 1a operacifin binaria & mi:
3 uwue § tal gque ¥ a ¢ 5
NE Elene gue
a bt u*~L b b =g
independientements de que la operacifin 4 mea comnmutaciva
o no,
Se hace notar que puede existir um glemento gue ges pSlo
idéntico por ia dyquierda; #3 decifc w & a = a;: g bien

que mea &flo ldéntieo par la derocha; em deecir s £ oy = &

Ejemplo I.1.E

a} El elemento [ddntico para }a mura en el conjunta de lok
nilmarce reales ep e] nlmerc cero, ya gua:
3 DERLA]l que ¥ aC R
e tiene que
a + =0« pwa

By ELl elemento ldéntico para ]a muleiplicacifn on el conjuntc



&)

d)

4}

=k

de los afseros realwd #3 vl BOARGTO WD, Y& QUEE

d1crk talgque¥ach
B tiense gQue
a+ 1wl -am=a
Sa4 vl conjupto de los ndmercs sntercs ¥ saas * ls cpara -
cifin definids como

v

X *ya X o+y

{dande )l aigno + repreaenti la sums ordinaris)

El wlwkento fdintico izquiwsfdo we o = 0 ya quat
¥ oI awtiene qua 0 * & = 0 4 5 = &
migntrap qua para st OQPAFATLAR no sxiste slakento 1dénti

<0 derecha,

S5a deja al satudiante snconotlary al sleoante iddntico para

la opecacidn & dal sjemplo I.1.2

Sma un confunto B dotsdo de slemanto 1d€ntico u cOn respeg
to & una cparacidn blnaria & Un alwmsnto £ ma dice in-
varpa de & al:

LA wabd=u
indgpandientamsnta du gus l& Oparacifin § swa conmutativa
o po 1o aes,
54 hace notar gud un alemantd pusde tensr invezse sélo
Por la itquisrds, as decili

A Law u;
O biwn, tenar invecsd #8le por la dafacha, aa dacir:

lﬁ;'ll-

Eymmply I.1.7

b

e]

El wlwwantd {nuvers0 df & para la suma sn ¢l conjunto de

loe realem ¢5 & = - & [llamado simderico de al, Y8 quey

¥ar K, 3 -4 tahl gque & + 8 % a8+ [=a) =0

(recofrdase que ] cero £2 el LAEntico parcs 1o wumal .

El pleomentd invergs pars ls multiplicecidn an al conjunee
de low nimeros reales =0 A w % [llamade reciproco de al,
Y& QuE:

1 -
ya¥Frde R, g H Enl gue i a & : 1
[rmcubrdenssr gum #1 und w§ ¢] fdéntico peara la multiplicas

cifnd.

Fars la ovperacifp & en 2l conjunto 5 dal ajemplo I.1.7
al Llnverso Lxquierdo de § ws ¥, y& gue

T4 A=a

fo an al idEntice para la oparacidn 4}

misntras gque § no tiene lpverso derecho, ya guen

d 25 tal gque B & x = g

de donde podexan conclulr que £ N0 tlena invarso.

Ef conveniente hacer notaz que cplentram el idéntica sa =l

Eigmn para todo el conjunto, loga inversmoa mon propios dm ca-

da mlampento.

S5¢2 ahnra 5 un eonjunts 4h 8l cual sa definean las opazaclones

binariax * v L.

5} La operacifn * &3 "diskributiva poxr Ll lagulerda™ eobre

la oprracific A, =l



¥a, b, 05
ae Cumple gues

s¥{bac! = {a*niliaTcl

K] Lla operaclfn ® ps "distributiva por 1la derecha”™ acbre
la aperacifin &, mi:
#a, b, 2o 8§
sk Cumple gue
Ibcy*a « (b a)elca)
na npé}aniﬁn " x5 "poralments 2intributiva® (o slwpleasants

“distributiva™} svbre Gtra operacién &, ais

Ea distributive por La 1rxgulerds y por la derechs ¥ ssbon rs
sultados won iqualeg) ey decir, gua sdemids da cumplir £oOn

lag propiedades 5 ¥ b, ae debs cumplir qua

a*|bac] = {bac]ig
1o cual implica gue: .
[a*bjsfare) = lb*ajdic*al
Hﬁla:e-qua watd flleims requiers gue la cporacido * swk CONMU

tativa.

Ejemplo I.L.8

al En =] conjuntc de los ndmeros reales, la pultiplicacifn
e distribuklvd pobre la suma, yoa gual
¥a, b, pe F

st tlene gue:

alb + c} = ab + ac [on dintributiva por la iz
guiardal

{b+ ¢ld m bha + ca {an distributiva por.ls de
TaChE) .

v ademds:
ab + ac = ba + rCa

detido a que la multiplicacidn &9 CORMULALIVS

b} ER ¢} fénlvnte de los nlmeros reales, la suma ne o5 dA1s
tributiva sphre la roloiplicacidin, ya que:

A 4 [be) ¥ {a + blia + )

GRUPOS, ANILLOS Y CAMPOS

Un sisntama algebraico €3 un conjunta no vaclo 5, on el

cual e definen ura o miy operaCioned blnarlas.

ke acuerdo con el plimero de opeTacicnen y con mus propleda -
dan ra¥pectc 4 los elemencos de 5, lop sietemag sloebralcos

poseen ClATEd SRCrECLUELA internd.

Estudiaremnt a continuacién la naturaleza de lam princlpalaes

astructuras algerralcax.
GCHUPIS

La estructura algebraica mids zimple gue agui astudlaramcy ap

1a de Grupd.

Un conjunto "G po vaefo  forma un Qrups con Fespectc A 1a
cperacidn binaria *, si cumple con las slguientas propivds =
den:

G1) & em cerrads con respecto a la aperacidn *

¥a, b G se cumple que [ L)W



G2] La oparacidn * ai Ae0Clarivi,
¥ a,b,cr &, a"(k"c) = |a'k]ig
G} Existe wh &l grupd un &lements LAEntico con respects &
la ocparacidn 3
At ¢ ta) gue Voo, Lt =g o= ghy
G4] Pars todo slemanto & ¢ G oxipte au invecss &, gque tam -
pién satd mn el grupd: i ’
et G, 3 800 talqus & g omu =g
G haca notar que PATA GQuA 18 APETrUCELTE E&d UR "grupa®, no
an indispeneable gue 1a opereclén sea copmutativa, Gl el
grupc  C. adamis da cumplir ©on las custro propledades ance
rioren; cumpls cawbifin con ls mlguianta:
+17]
Na, b f, ath » b*a
me dice sntonces qua G forma un “Grupe Abeliana™ o "Gru

pa Conmutativo™ con respacto a la cparacién *.

Ejmmplo I.2.1
El conjuntce de los pisaros sntarpy forma on grupoc abslianc
coh redpacta 4 la oparacidén de soma o adicidn. (8= d=ja al

sstudlants comprobar que &+ CuBRply con lam cipeo propledades}

Ejemple 1,3.2
LFOrmin low sntsxos un §rupo abeliasno con respecto a 1a opera
c18n * dafinida & continwacibng

a*bh = & - bV

(Gonde el ighe =~ COPCASARES 18 repts o suptraccisn ordinarial.

10

Balucléng

1,- ¥ s, bel, a~bct
[cumple con 1s carradura)

.- % a, b LI, po cumple Qug
a=-[b=-ct=la=b ~¢
eIt quE
i-{b-cl-la-b+:.'
[@ -b) &= & ~b =-r
dw donde
B =[b=-% ¥ la=-5b =-¢r
¥ la pparacién no sL AROCiative
Conclusitne
El canjuntd de 1os antsron no foroe un QTUPO CON FHSpAcED &
la operecidn *; y wh consstusncia, tampors podrd formar gru-

pa dballano.

Fropisdaday Elamentalas d# 1o Grupap

A continuacién snunciearemos alqunas 4w las propisdadas Iq'u. cump lan
los qrupos debliodo & U SFLTUCTNTS, les #nuncisremas en forme da Teo
rumid ¥ surdn demoscridas & PACEIC de la definicifin de grupo, @

bian haciwndo uao de 4lqdn Teoremsa antarior previamentce demostradns.

Tecremy . Lay da Cancalacitin
¥ 4, b, ¢ £ U 1) a*b = s*c = b =c
I pa=c's = B¢
Demoatracitne

Fartamom dw 1e wxpreniln gue s& aOCusntra & Is jrquisezda d= la cen

11.



icimnals

afb = pfc
En bame a G4 fexistencis dv inversocs) podemos escrihir:

Gl: B * {a*b] = &4 = fa*c]
En base @ G2 fleoy apoclotiVal tcnemon:

Gir {3 * ml*b m (A * A)'C
En base a G4 (propiedadens dt loa Inveormom) ten@mos:

Gi: u*b = pte \
Fn nafe a G iprpopfedadon del LAfnbicp) tenemoB:

G1: b=
Yeros que partiondo de la axpresitn de la dzguierds y haclenda
upg polaments de la Epfinicién de grupo. hemop llegndo & la expre
aifp de la Aerechs len =1 sentido que Irdica 18 condlclicral), con
lo que henos derontradc que, ©h UR QIUpD:

i"b * A*r =9 b s g

(Se deja al cetydiante la domoscracidn d¢ la gedunda parte de sace
Tagrema) .

£n siwlanto nos CORCIMLAFCRON & dnotar la propiedad o el Teorema

que justifica coda pasd.

Teorema I1

¥ a, b G, lag pcuacionas &*x = b, y*a = b, trenen Eolucicones
faicak = 7y y €0 #l Jrupo.

Drrpytacl G

tpa la ecuacifimg a*x = L - - = - 1]

17

o4 3 &

T 1+ (awm) =3 o+ b %

Gl (h o+ mjax = & 4 b

Gda usy = 5 & b

(L] == 5+ b

par lo gue = + 5 + b s8 uns molucidn de (i}, Supongamgs Ahota qur

ehiften dod foluciopes, X ¥ X", de ta gruacidn (1}, Entonces)
AN ® B
de donde ax - ax', TI: n = x°
a¥' b
cen la cusl hemom dempttrado que la splucifin x = 34 = b ga Brjcs.
Aanllogamente, poderos demottrar gque ¥ = b ¢ 5 £3 1la fnica sclycifn de
Ja seuacldin ¥ » A = L.
Sv hmte nGtaer fue, cn UD GTWPG, las soluciores x = 3 = hoy y = b + &
pon #n gencral diferantesz. En cazxe Je que 2l grupd fuces abellano
terdrfamons que & ¢ yr vk decis, gue ackbax acvacioncs tendrian le mLs-
ma foluclfr.
Teprema IID
L] clemchto idﬁﬁtit; on un grupe &a dnice”.
En wiectd, cl elerento f28nkice &% la Gnaca soluciln de 14 ecustling
ak = .
TeOIwra TV
rEl inverso de un elemento en un grups es Gnice”.
bhoefrcts, ol thversp & @2 & =5 la Bnice solucidn da la ecuaciir:
ak = u
Jearoma
*L1 Lnvermo de 3 o6 A" .

Lh decicy ¥ & ¢ G0 (80 - a

1)



Tearara YWI:

“py invarme del resultado de una operacifn &3 el resultade de la
gperacidn de lom inverses en orden cenirarip”.

Em dacir: %o, be G, (a¥h] » 6 * 3

cerelaria:; ¥ a, b, spoge £

1

fa*b* ...-- wrgl o= §0* ETIET B oA

Se dr3a al satudiante la demostracifn de los teorcraz ¥ oy V.

En bame & la propiedad asaciative do una.npera:iﬁn * an wn grupo

dapembs la slquiente definicidin.

o1l Para cualguier a4 £ G ¥y 0 ¢ H:
: - a"av.. ... *a tn tErminome)
f = fu = slemspza idEntica para la opera
ci&n *)
by - - .
At ow Ay =3 *tE YLl " 3 {c tErminos)

En base & Bl se puede CemOItrdr guUe:

a1 para cualguict a4 ECy P. N € B
i-F~ T P5a"

¥
.- IEi - "

Ejerrplo I.2.2
al 51 6= ky * &3 la mettiplicacitr,

Dl nos gles QUb:

B oaale arar..... .-a In fartores)
R | lelemanto iddntica para la moltiplicacile)
- Ll
ot UL T = |n factwrex]
i3 z

vy Li estakblcoe que:

14

a" ea™ e a™ T My ™" = s

nn
b] 51 F = Ry * p5 la suma,
Dl nos dice gue:
b wn:a=a+a+ ..., + a2 in sumandog
= g+a = 0 (clerence Ldéntigo pard lo moma)
“§ = opea o= -l + (-8 4 ... 4 [=a}l m sumandoaed
y D2 cstaklece gue;

ma + ma -~ (e + njn y min'a}l = (mnj-a

ANILLOS

Heros
hraica
fque ma

cioned

estudiade hazta shotva las propiedades do une estruciura alge
en la que ae define una aola oprracifin.  Las cetructurh®
reyaremns &n adelante =¢ Zelfinen con respacto & dos Gpela

Lhinariae diterentes.

tn senfunte “A no vacip, forma un anlllo con FespEcta o dom oRCTa

CiGNEeE

Al

LS

AN)

Ad]

Linarias & y B 31
El conjunce A forms Un gFUpD Abeliend con CERpecto a 18 OpL
rasitn M
L] conjurtde 4 ex cerrade COM raspectn & 1h operscidn B:
¥a, bed A B LA
La cperacifr £ vs aanclativa:
¥ a,b.ct h: af ibEel~inf BB ¢
La seqgunda operacitn [H) es distributiva sobre la prarers (),
ranto por la arguierda coré por 1a derecha:
Yapec b 8 BlE ) = ia B bR {afB el
- F clf a = (6 a1l P ic i a)

15



Se hace notsr que paid QU 14 rEtFUcturs sca aiiile no s Frn efecto:

; 1) ¥a,bEZ, a+btd I ¢35 eritadeo con respet-
ind - .. B
{ht{gpengable gque la Aegurda operacion 15] Bea CoRmutativa to a la sumal.
En casn Ao merlo, la CELIMCLUCH touma sl onerbee de "aklllo 23 ¥ a,b,ec I, a+ b4+ slwta~-bB] 2 iia surs ok AEOCibLL
cohrutakblya®] o8 deciT B4 ] wa )
1) I 0r 2 talque ¥Yact 2, D+a=as+dca
SAAULEERLE AL . fexiztenclia del 1dée
Fx cvidchtye crbtohood, fuit pata wh anillo conmutativn la tico adieival,
43 ¥asocC oI, {-a] € T tal gue f=a) + a = & + {~a) = 0 (fexia
talrenbe dirpt fl . .13 " cxis
cperacitn (i on LOtalrents riributive aobre P trrcia de los Loversos
Fuckto que wn anille 1Orma un orupe Abel1ane COf resprcuo 4 aditivosl
la primers orerocidn 181, cumplird para Jdicha oprracidn corn Kasta ahora tenemcs que I forma wh grupo em respeobo & la muams-
todas lma propicdades de grute gue ys hemes cnunciado, L3 MabiZta+bLe=hasa

farma un grupe thellang con respecto & la Burma
Al rlomonto idérticw pats la operacidn H  le asignaremos ¢l

6] ¥Woa bl abhcoo
nombre de "elemento Cefe del anfllie®, y lo depotarcmas cor ' t es cerrado con respecto a la multiplicacitn}
“z*. Al elemento Ldfntico para la opuracién @ . en caan de it ¥a,be It albel = fablc

[la euleiplicaciSn €8 afoclfativa)

exigtir, it llamaremos “evlerentn unidad®, v lo denotacemon B} Wa.t.e £ 7 ge tidce que: ' slb + &) = ab + ac
con "w",

(L + cla = ha + ©a

fla mulelplicacidn €5 cistributiva sobre la suma por ambod

ladosl .

Aeauita evidente gue Yn anille pusde @ no tener "elemento
los enterps forran un anlllo con respects & las oporegiores de

unidad™, puss paTs Tue unk weteucturs forme anille ne o ea -

auma ¥ meltiplicacifng ¥ €l cera del aniilo «v ol nlhero cexe

indiapensable gue exidts «l 1d&nkico pars la operagifn 8

lz= 0
en cane de existir date, © svay . .
1 ve A eal gue Yach vla = aB yvra Cantlnuemos con el anflipls de £REA EACTUE-UTAC
se diCr gue L4 egtructura s un “Anillo &Gn waldad®. N} Y a.b g I; ab = ba

[la meltipticacidn 3 consnitatival

Eyemplo 1.2.4 E! arillo ef, ademfs, ctrmutakivo

14} 3 1€ talgue ¥ a € F: il-a= a+1 = 5

Ll conjunte dr low nimerce #nteros {i} [orma uh #nille COR reapecto “lezisee en #b anille ! idéntice rultiplicative)

a iam uvperacionss & spuma ¥ multiplicacidn. Por 1o taAsto, #= bLrava de pen anillo corzutativo con unidad

v = 1]
1€



Ejerpleo I.2.5

Beb el ctmjunte 5 = fa,b}, Investigar af forma amille £on respectc

a las operacicres B y {, definidas por leow ziguienter tablma:

] n b

-]
oo
-}

—
a 2 a 1 a a
b b a b I 2
solucldn,

Vearos con refproto a la gpera:iﬁﬂ +1

1} ¥x, y£E 5 K+vyr[?5

{5 na cercado con respeete a P}
21 Frebemos ahora algqunes corbipacionea diferentss pars la ano -
clatividad:
11 aB tbf a)l m (aB bk Ea
afb = bEa
b o= b [2e cumple)
11) b f la® b} = {p B a] PE
B b = wBDb {se cumple)
114 BB (@b » kA B FL
hAha = afin
= L { e cumple]
SuponemoR pues gue LA operaclén B oes azociativa {me harercs
el aniliegis exhaustive de todos los casoas poaibles),
3 4 ¢ S talque ¥ x £ 5: aPx=xkarryr
fexiste el 1d6ntico para la operacidr ® v e "a“,
L1 El 1NVerEo fe a e5 o, ¥a ue: aFan=a
El ipversa dr boes b, va qui: b RBb=a

{=xisten log inveraos para @i

T
(b

5t
E}
b

s b=b@an=b (1a gperacidn B es conmutitival
¥VoEk, ¥yC 51 n Byecs [5 e3 cerradp con respecto a §)
La mperacifin @ == szvcietiva
11 af ibfar=in BB &a
ala = 2@ s fne cumpled
11] bH fafw = b3 a1 fb
BEoe = a@ L

a = & isc cumple)
1iid BB IEH L =~ BB BIAD
bt = @b (me cumple)

Probemos algunes comblnacicnes diferenten para 1n Aiptribubi
vidad,
1} aB iu@al = [+8EH =G al
2t = aBa
s = & e cumplel
) LB (a@u o~ (BB A S b b
bB L = afb
b= b { && cumple por la lzguierds]
1141 (b @ atBa = (LB 2 B s f o
EHa = afa

a = = (e cumple)
1vb fa B BIFr = da@ ot B o(hH b
bl b = 28§€¢L
b = L {me cumple por la derechal

For 1o tante, ol €6hjunte S focma un anille Con perproto d

las aperacioncs B y £

1%



E= dejn Al entudlinte investigar wi #1 anillo w4 Conmutative ¥ Bfp g 1 & Al g r =
21 tiene ynided. pl = B P g P E P T &
CAxPGE | = T g p gl a9 r =
r 1] q r L I 3 T r r
flemos llegado finalmente al estudio de la estructurs slgebraica mds s{ g p & ¢ slg = r p
completa, eh la cual tambify me deflpen Az oneraciencn blnarisat
Eojuei8n
Un carpo #£8 uh anillo canmutative con unidad, #n el cunl anisten
lom inveraos para la scgurds apreacifn, con exécpelén del corg 1} A s cerrada con rospecte b B
del arillo (z], el cubl Carace d¢ dicho Lnversa, Y & pR gl = ipAg B
Este concepto de campo nog conducs 2 s pigulcnte definiciSnmc rhqg -~ Br
F =
Wn conjunte "€ de po: lo mencs dom elemgntom  forma un campn Can
11] & @ &5 B p} = (5 ¥
FERLECLO & dom OpPraciones binaclas By 5 wlc . E gat @ p
"l - piep
£l Forma um qrupo abellsnn con rrapects & la operacidp AL
[ = r
cuye elemento idéntico Llamamos "elementa cers del campa”
il rh ir B gl - r @8 fag
¥ CEprENentamas con 3"
' rdp = afgq
(=] Sus elementos diferenten A& r larian un qrupd abwlianc can
Fo=p
respecid o la operacidn . » cuyo elemente Idéntieo |lamsmes

1 Exinte vl 1déntycn paca Im B {r = £}
“emlecento unidad del campe™, y Io representamos con *v".

i} Exiaten les invecwos para la § y son Cnicos en cada casa
€3} La operecidn f es digtributive wobre La operacisn § . . . . )
F "PF 9 =, F =1, 8 =01
Ejerplo 1_2.48 sy La operacidn & pa conmutativa (pftecse la aimesris de la te -
5ea £ Conjunto A = [p, 4, r, al blal.
Truastigar sl 1OIMA Uh CHMpd Con CespwCtd @ la3 CROrACiOnOs 8rE <+ El eenjunte A f0rma um grupo sbeliann con tePpecto a la Dpera -

defiridas a continuacidn: citn E,

HL]



Adember ) Le operacifin § s1 conmutativa

61 A oy Cerrads COn reapecto & la (KEtwme la mimeeria de 1a tabla)
el 1) pR igfi oy = (pA gt A 1t Exincs ] fdfntico pars la B fu = q)
pBr = PR ¢ ' 1] p =5 q =~49.1 =np
117 s A izhgl =t 1 Qg Todos los clementes tienen inversc para la B excepto 1
sEr = rf g quée &5 =1 CcETO.
r = r

Por lo Lante, cl ¢omjunts A fOrmA UR CARRC COn TREpECE? & lar
4i4) s P teEpl s P A p ) operaciones § y g
sEp - 805

La pperacifn (i em smaclativa

¥ - 1 pB gl ip Bt B p g
pBy « PR I
F o= F
11 sBirBq)=tug el B (a0 g
sfg = rBoa
= g
B en Aistributiva par la lzqulerds pobre 0

111 (pRg) §r=tp By B igyr)

efle= ¢ @AY
= g
v) S pr2qgeingqrkoipdqgl

gba= ag¢
3= 7

£ es distributiva pOr la derecha mcbis f

s



CONJURTOS METRILOS
CONCEPTOS TOPOLOGICGS

ESTUDQ GEMERAL DE LAS FUNCIGHES

POR:
ARTURO DELGADD R.

Profeasa de fa Diviadén de Cpiudicd dae Posgrade de L2 Facufrad ds

Tagenidala A¢ £a . N, &, W,

Conjuntos mBEEricos. MEEYica. Sea K uh conjunta cudlquiera.  Se dice

fus 5 es uURa "rierica’ con respeceo 4 M El, v $2]10 EI para doa olemen
toN p.g £ M oexigte un ndeerc real amoelades S5ip,g) dencoinade “distan-

cia® de p A g; qum tienw lag siguimnted propledaden:

L.- Slp,q) » 0

Z.- Slp,g) » 0 &=>p=q’

.= "Slp.gq) = &lg.p}

i,- Slp.gl + 8iq.r} * S{p,r) paga todo pig,ei
Extas propiedadea culnciden oon &l conceplo Intultive de diatancias.
“Conjunto métrico” s8 define Como =] parf {M.§) consistents #0 un con-
junto M ¥ una obitrica 5 para M,
Lon alegentos de M aualen llamarze “pyntos”
Ejemplos de conjuntod mEtricos

11 myo~ix|x e R oS ) = [x - oxa s Gmmiem,

H, = ! = Enpacip Eaclidiing unidimsnaioral

Y My o= [xyr Zyy 2uns xn} | %1 %5evurs X, E lt' ; parda toda

PNy Abeenns Knh T = [¥iw Plaruru !"nJ L 1

Sptpeqr = Al = yadT 4 re oyt e e g -y

My = g7 & Fapepio Euclidiano n - dimsnsional

1 My o= fulxceklip =k, q 0 K

Sitp.g) = feg - %]

Le]xy = Xl

Cemptracifn de gue £, (p,q] constituye una métricA. Dabemol hacer
var gue me cumplen lam 4 propiedades que definen una mécrica:  [Qb -

ndrveme gue My, = M)



1.+ Bilp,q} * 0, &n afacto, ’ i} ' Eaa Wy cualquier conjuntey plando 5. lp.q) tal que, pars
Wl ¥, pF ¥y , wwd |X) - Ky] = qp 2@ tods p.q € M
T
Syip.gql = Ly . 0, sl p =g
T+n . tpuql .{
1, s1 p P g

I.- 81l x, = =g w3 [x; - u3] = @

] DalvdatTACLEn de que §.|p,q] poeds aceptarbs coma piLTiCa
SylXy, Xt} = T* ¢

vilida

Teciprocamente: 3)ip, gl = § = +xx = !l!!Jt o m (p.q} * o {par definicidnl
T

Z.- Bulp.g) = 0., mL p = g tpar definicién)
ay |2 - x| =0 g ow = x

J.= Sy lpiq) = S iq,p)
1.~ Eylp,g)l = S, {q.pl

ilp~q:

._%in‘_ﬂ.!. - ‘ll?‘;ﬂ‘lT 4.4p.g) = Salq,pl = 3 ipor definicién
(4 LTIl T TTEEEET -

7l p =
{.- Btp.q) + Sta,r) * Elp,5) Brip.pl = Suig.q) « @

Seh pox oKy, g™ Ky, [ = x, d,= Byip,q) + Exlag.e]l & 8,1p,z)

) ~x3 Xy = bm acuerdo con la posleifin relativae que Ocupan lop puntos
T T I FTRCE T o )

FodaLs pueden Preasncsces los siguientes CaEOR)

fe) = aa] Ing ~ w3} a

- 4
1~z - ltlilir EEETY | ¥ 1+|x] — I'I*]“I - l‘i P.___’__,
. o j
——
LT 11 E1 T T 3 [ey=uy + ay = w| - pr q .

O FPRCE T I TR T B 2 F TR TR TR Py —_
qr 7

P .-

X =X

L+ Xy = Xy

Tp,qlt + Elg.r) ATp, 1
a * 1 - i
1 -+ 1 » -]
1 - [1] - 1
‘ 0 + o |=s]l 0 |

- #lp.q) + Elq,r] # Bip, 7



§) Sea M, el conjunko A Puncionas centinuas en el {ntarvale 6] Som My 2]l mismo conjuntn My dol problema anterior: defina-

carrada E‘I.EI: definifndcas para dan funcicnem £,49 € My an shaora para gl espacioi

Siifigl v max [€ix) - gt} ]y & & [2,5] $e (tg) = 15 11 - gx) | ox
IIT' . ' (umnetracifn da 143 propiedadods

i i.- ﬂr [ftx) = g12)] dx & 0

2= £ |tk - gexd] dx = 0 G TIx) - glx) = 0,

pusato que a # b

1
1
|
I
b
|
|
I
!
|

I

1

!
.

| 1= A7 [E0x] = qrer] dx = £F Jgieb - £l dx
-|r——-' \ 4, I." | i1 - gixk| dx = r:’ [4(%F = nixt] dx =
! E = P tletxy - qta ]+ |aix) - hix)]) 4z B
%' N Il " o I T BT RTINS 1Y TR £ lteen - niny| a2

Gamoptracitn de ll'i propiedades. ->"‘.h [”l-l ~ gtx}] dx + I.b I‘l'“:' - nixl| 4z #
Fuento gque, por definicidn ¢ y g son funcicney continuas B

¥ T k) - hix}| dx

€ [3,6] = [fix) - qixl]| »4 asimimmn funciSn continua, -

2 kel
= max |E{x} - gixi| & [@.5]. de ahi que tenga sentido

S. (£, + 50 [guh ¥ BuiE, N} ' '
5y(f,q) an la fotmy an qua aa defino-

¥ 1.9,hr My

1.- max JE[x] - gi=}| * 0
T.- max [E{x) - gix]| = 04= fix) = 3%} paza ceda Los wlemplos anccriores hacen vor que un sspacic pusde mer
* € £§*§a convartlids an un e6pacio mdcrico an Mis da una manera; fike

1.- max |£ix)} - gizji| = max [giz)l = Eix}| e, para un misme €9pacio, pusden exiptir varias edtcicas

1.- &1 £,9,h € Ma:

admisibles.
{fial - Rix}| = prial -ai{x] + gi=) - R{x}| £
€ Jeix) - glxt] + letm) - hiad| Entornca {o wvecindadeg). Sea {M,5] cualguisr conjunto métricor wien-
= max [[(x) - hia]] - pay Eh‘{x} - gix]] + |grx) - hhﬂH:lil do p oun panto [1%0 en N, Sea ademds £ » O, [ ¢ st

€ man [E{x) = gixi| + mam Jqix}t = hixl|
= a9 » Sulg.hl ¥ 500

Deflhimos como entorng (o vecindadl vip,El dw p, eon sadie E, al con-
Juntao:

Wip,E) m lg | a9 & By Slp.q) ¢« F}



Ejrmplam
L= En E*y ¥{p.E) w# #l Intérvalo sbierto: (p-E, p + E)q pakg
- o mques
Vip.E) = (x|~ F ¢ x < pa+ £l
o
Vip.E) = {k]| [x - ] « E)
Log wxtremos del intervale (puntes g - Ey p + £F ma Ba -
tin «n al antorpso,

p-E P p+E

2.- En E' 7 Yip.E) sn al cONJunto de puntos dentio &m la aafe-

LA oon cantrc pow (A b.c) oy radie E

VIipE} = [y, zh | Six=ad¥ + [p=b)® + (7 =~ o) ICE}
La suparficie extarior {0 frunters) de la wafers no  antd
0wl eantamo Vip, K]

i.- 58a A cudlguier conjuntd cuya métrica §e define del =1 -

dulienta modo:

Sip,gl » 0.'af p=g
1, ai p ¥ g

{ VIip.El = p, ni E &
YIpE! = A, Bl E » ]

Entorno Incosplute (o vecindad reducida o agujaradal. Ea un entoinc
)

Jus contiens wn punto menos qua Vip,E),
Hocacidn 'l:*{p.t'l a ¥ ip.L}

Yig,£) = {q | 0 < Stp.q} % £ }
[ =]

Vg F) = Vip, B — (p} = ¥*ip.E)

Funkto interior. Sea sl cohlufco A= (K, $}. 5a dica qua P A8 N PUR

to "interior” de 4, g1 sxlate ¥{p,E) tal que Vip Ef <4,

furco wxteriar. El puntd g w# punto "4ktarior” de A, sl axiste
Vig.El cal quer

Vig.El = (H,Z) — A
Haciendo. pars abrevisc, IK.B) ¥ M; results qua un punto sxterior dw

4 ma om punta Interior da M - &

Puntg frontera. 51 todo wnetorna vip,f) contiens un punto du A ¥ un
punto de M - 4, 44 dice qua P ®3 punto "Irontera” da A. Es ohyia

que p &3 On panta fronters de 4 31, y sAleo #1 &8 punto [ronters da
M- AL )

Ejmmplog: -

1]S¢1H-l";l:l-ndn.l.-lu|u<x‘1}
El interlccds 4 ea {4.1}
La fronters da A 2a [0.1)) #an 2 puntos
Bl exturtor da A ea E' - 3,0} = {2 | x> 1} 0 (x| x « 0]
ra A 1 ¥
ov + E
7} Sea M = B' 7 4 = (tx,y} | x* + y* & 4}

El itnterior da A ea [fx,y) [ 2! « w1 < 4}
El wxterior de A &% Lix,y) [ x? + y% » &}

La fronters de 4 = la clrcunferencia {ix,y} t x1 . ?‘ - 4}

EXTCRION DE A

FRONTEMA DE &




M SeaM=E' A= [fa,4) | 22 - y'>1)

¥

1 -

EnTRLMIDA
LR
-u!‘ l'.lml . I-N.TH-I',//
sl L T I
N ER —
? R
- f/ L s
ra .

EL INTEAION DE 4 = & = {fx,p] | 2! — v7 » 1}
EL EXTERIOR OE A = {{a,y} | x* - y' ¢ 1}

LA FRONTERM DE A = (Ix,y} | =t - y? = 1}

Conjunto ablerts. Sam &4 = K. S5& dica que el conjunto 4 ws UR COn -

Junte "abiarte”, 81, y #élo sl oo conblens pingldn punto.de mu Eronte-

Ih.
-

Conjunto cerrade. El cofjunta A e WR TO6)Urto carrads xi, y sdlo at

contiena todod sue puntom fronteca.

Cx lasz definiciones antaziores so deduce que A sa un conjunto ablartn,

#l otode punto de A ed 4l Rizmo tIempO punto interigr de A,

El wunjunto dal ejempla 1) anterior ng @4 nf canjunta cerpada ni con
junco abilarcs.

El conjunto del ejemplo 2?) ea conjunts cerrada.

En al ejempla 1) <]l conjunto am ablnfto. |

El complamenta de un conjunto _a.biﬂl'l‘.ﬂ a8 un conjunto cerrador alendo

sl conplessnto da un conjunts cerrade, un conjunta ablerrs.

Punto de aculilacidn lo punts limite). Sea 4 = M: prCH Ex dice

Qua p &8 ul punto de "acumylacidn” da A, sl todo entorno incompleto
Wiip,E) contiene un punto de A, Dicha de otro rodo, B 23 un punte
de acumulacifn da A, sl cada antorno ¥Vip L) contiens un ponte de 4,
que b sws «l punka p.
El conjunta da puntos da acumulacidn on el cjerple 1] antoriar am:
[b.f] = {x | 0 %« €1}
En =l ejemplo 73, el conjurto 4e puntos da acuwmulscidn de A, k9 al
[ R L. ::nnrjuntn A,
£l conjunto de puntos da acumblacidn danl copjunte 4, an el ejesplo
1) es:
Tix.vl | x* = ¢* > 11
5L p o3 un punto de arumuylacifn de wp cun.]unr.n A o= M=) gue todao en
terng VIip, £} QORCiene uh nOmBED infinlto de punl;u.; dal conjunta 4.
Un conjunts ceczadd contlens odoés sus puntos da acumulaciBng recf -

pPrOCARERtE, un Conjanto que SoAtiens tedoa zus puhtel de acumulacifng -

as un Sonjunts cerrads.

Funciones. La nocifn de funclifn er une do les conceptos bisicom de

mayor trascendencia en sl weeudic de las matecdtican.

En wl capitulo anterior we preeisd la idea de fupcidn, describidnde-
la fmta comd uné telaclfn ap la cwal ningln par etdensds tigno al
sismy primer alamentc. En eat® caplitulo 3z hari un sstudio eis com-
plata de las funciores, clapificdndolas y establaciendn sus proploda
dns.

Funcibn upfveta [o funcifn end. Eata e el tipe mda general de fun
cldn. Uoa funcidsn univocs de un conjunto 4 en un tonjunto B o8 una

tegla & map=gl que aszocia & cada elemanto a £ 4, un Gnlco slementd

bet



19 I 1L
Lotacio
nas 7.- 51 ¢; a' - n', 1a funczln £ we denczina “funclfh real de varda -
'r A= §
7 r ble real®.
450y

51 el daminlo ¥ &l codeminio antfn conitituldos oI el oimma con

junte A, se dice Qua £ ex un 'I:peradnr‘ Io una cranaformacidng
De manerd grdfica, podemos rapresencas la funcidn unfvoca coms siqum
an A,

£
A o— A

So llama "réaago*de §f al conjunto conatituido ror todos lam imSge

nea F(A] C 8 ox elementon ¢ € A

[(4) < ¢

Geomdtrlcamenter Una lines vercical corts la qrifica de una fup

- il . - . e — [ 1

Chzervaclones: cifn unfyecd ®n uh &olo punkg ff: R = R
l.- Todoe los elemantos dal conjunto A debon E2Nef una LMagen en al Elemplo: 1) homBom Fl'
canjunte &; pudienda. #n la funcidn unfivoca, swd un alemanto F: 4 = B tal gque y = Fx} = xt_h
g8 imegen de mda du un slacento del conjunca &, i: -
2.- La nocifdn de funelsdn invalucra, . I .
1) Un copjunte A dancminade "dominio® de f - -\'. H '
Ll Un conjurte B danominade "codominic” {0 contradeominic de ) I‘\-—Ia I
iil) Una regla qua sstablecw guf alementoe del conjunta @ son 1 E = (i, x+ 1 [ x ¢ “L:']” w
. imdgenea de los slokenton del conjunca A. -11.1 - - -
5S¢ acojtuebra desiqnar las ixzdgernss l.‘: ¢ A comn lel c 0 Esto -Il i t
#%, da la figura antsriar, :I - e={4t, 21, (2,33, . 40}
flag) = £lag) = by Il .
Tar v 2 Y -

Elay) = Flav) = figy) = b,
Puncifn Bfunivocda (inyectiva o uno & unol. Una funcidn fz A = 4 am

F{AY = Tha.b,}
' denomins biunfvaca, mi para tode par de elementos 4, 4y £ 4 distfn -

Iom (o bl fdsebidy (2 by b 11
LOEd ! shaby halia b hlaghy tae, lasm imigerod Dale § fon asimiema discintdm) feto e



ot

12 . -

Flagh = Flkg) = 4 = dy

.F

Elemplani

! Cqsfaml.v..l#
a. - —an m ot ————
a, — e a—
. f
‘A e .
R o Yange.
. Davarwio e —

- R': siendo ¥ » u

[ ho we biunfvoca, puamt F{l) = F{=1] = 1

i} £+ R+ R, Eal gue flx) = x

[ ol va biunivooa

i s k' - ont, el que tix) s X

f ol mp hl-univncl

Gackdtricamente: Una Llines horizontsl corts la grifics de una fun -

c1én biunlvoca an uz aela punto. (f: !" - 3'|

VT

Funcifin schre (o supraysctival. Upna funcidn f: A +~ B am “"sobra™ i
rarh wodo slaments y ¢ | axipte Al manos un slaments x ¢ A tal gue

flx) = y.

s

1]

Dicho dm otro Fodo, una funclén sx “"gobre” cuando su CANgD ¥ Eu EME
minio son &l migmd conjunto; eENto emt
[{4) = g

Ejamploms A = {2, a1, dy, du, a.] ; 0 ={b;, 8;]

iy
20 £ &' 2t ral que £iw) e x?
no ee sobre: -1 ¢ A’; pero fix) = - 1 no existe
i,

31 fi B +'R° pAl gum gix) = x* _

al sa Epbrar pussto gua =l :a_r.jqu 1] a'

Geosdtricamante: Ko sxiste ninguna 1Tnes horizontal Que no corts la

L B

gqrifica de una funcifn sobrs POr 1o menoe #n un punto. (f: R
Coma ¢jemple, conpfderescy la grifices que Corrasponds a)l mjarsicio

1) dleiman
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Fenclon bivectiva, Uné funcifn #; A = § pa dénomina “biyectiva® al M Curvay () E* - ET
=z, al misme tieopo, biunivocs y gponre. 8] Sim= 3 miendar % = fiRyg y = gitl; a Lt dp
a 1 r -
Ejemplen ! 2 T 1 ] )
o k' + BYy slenda £a) = x! 1 i — it & -( -
y e 20, 20 = (2 )
f 8l ww BlywcTiva T ! ¢
i o= - x
la. Obgrrvacifn. L1 concepto de funcidn que me N4 expusetc me LaR by St mo= 3r x = £,0ths y = £.0t1, z « £f,(ets a d e £ b
arglit, que permite deslgnar (f opwrar) funcionss de muy variada fede LI 1 7

te, qur o nacda aw paracen a lam funciones nusdelcas. : L 1 "
. - . a0, o
. .‘.--h"-.hcr t 1'
Eferpla 1] Funcatn biunivoca ¢ .'/,/—_;
. ) ] . . - - T
1

L FEIRN Dowau o - 1 nd e e
P P 4) Suvperficies. f: E*+g’ :

, ‘.-"_“ - =
Y : \1\\ Codovaivig | * = ffavby o =9 fucvly 2 = htuv . e-l
S e . 4 ; ‘) - -
— .o ! |
b = ' ! (”]"rg//—-\\ -
S randa ) ' i - b &)
- - : 1
2% Fupctifn bivec, ) P lr i .y T ..
siva, {bfunl™ —. - - . e . s i . _ -
4 t R
voca y masre) o AR . $) Gumeralizands . . o
Codomivie :’ o Ehey = . 3
. J'f ¢ S - t: EM . E
o N L . )
RS {Ch aln
\I‘ ! a) E: £' =+ B' : fix,y.1) = a

rl;_“‘--,_._--"'lrz‘; Dow"l‘ﬂ‘ln= C _‘{ P}J

- -
For ml punta P A0 tTAZd una samirrecta, la ewal, al portak el v ) l {:t‘l,,f}
geminie y =l codominie defipe low puntos a, ¥ tiz,] rempectiva : W”——R’ a '
“ehLE . . . .. .- “.[ - -
L]
nhrege que en funclones Liupfvocas, dod parten ordenados distin- =

s R pusden tenar el mIEmMg Avqundd clefrrntod

ol flxy) r 2{X3} mm> 2, = 2,
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bl En genermlt & las funcicnes ft £ + £ xe les wuele denominar

"rransfarmacioneg”

¥1 o= € (%1, ®pa..., L

- 0 = Elgnean K_I
¥ L] 1% ' n

Dorde: A b R, A=~ B, % 0 itm

la. Ohasrvacifn, La grifica de una funclén £: A= Bae define del
migquienes modo:
£ = fta,bl [ ac &, b = £(a)}
ltsult;::do de la deflnicifn que:
H *=4 x B
bl Fara caca s € 4 erinte una pare)a ordensds (a.b) ¢ I*
o 5L (a,bl ¢ [" y fa,cl E f* 2% b o= g ¢
d] La qrifica {* puede mer un conjuntd® o un espacio de misz de 3
fleenaionen, ®n cuyn cayn, adlsa se concihe en forma AbAtpacts.
Cyesnla. Sea f1 0 + E'; atenda D = E!':
£ = |{a,b) | 2 c D, b= E(a))
Sl a = Ix%,y.20i b= £4in)

=rb= finy1) = s t'xE

=» fa,b] = {a.y.7.b}
=>La grifica £*, de la funcifn I, resulta ser un conjun
to de un espafio tetradimensicnal,
" w {ix,y,2,bY { {x,y.2} ¢ B, b = fixk,y,22}
Aun eusnds 1a construscidn vigual de la ardlfics no =21 posibls en
camon cord el que LIudtfA el sjerplo anterior, la nocidn da "grid

Fica™ migur sicndo una idea ftil y myy convrnients.

Ya. Qbwerveacidn., Ademis oo la foers 4] anterior para definir en for-
Ta paramdtrica wna suparfigie, la siguionte funcidn representa una au
parfloiv,

£: 0+ £'r dorde el dosinio b= E?
Tyempla:

Ete,yh = 8 =% 3 D= Lim,yd | &7 + ¢ € 14)
Resulta la muperficie una elipse cupo plarng edcf en el plane proyes -~
tante: z = B - ';' i estando #] perivoire de la elipar definida por la
interswccidn el plang anterlsr con el cilindra x? + y! = 15,

= ]

&

fo0 -

- .
L ) -

Ehr'.tc . = i
Fprener acfan..f.j-J--\/ l-_—~_.f" . “"&‘“

~ Sagtaflmy i B
f?'..--"ﬁz*h?‘;’-z-,f .

7
A

R 1

w

(visie de f:rff?’)_

{q.l' a’ 5:‘

£o, 48}




La funciln ne a4 bioniwvocs) puesto qus, pATS K = Conatante, & tiene ol
cisdd valor, {ndependigntemente del valar de yy; por +jemplos
ie vl o= 12,00 =0 oz o= Tr otxy, vyl = (2,012 a7
—# funzifn no as sobre, pued $lendo ol codeminig E.. el rango ea:
LY I L SR Y
Cusda 21 punte An vists geordkrico, uns Pumcifn f: E° + E'r 2 = Fim,y)
merd Blunfugsr {ued a una}_li todo plare cacalela al plano a,y de
ecusclifn z = L {lu £ renyc de £}, wSle contlens un punte de la grSft
ca ta E.
ia funcifin f awrdl fuprayeetiva }lﬂbrll. a1 el plams = = Idonda I,
*cma todoa 1os valares carrespondientes al esdeminiol, carta la arsfy
ca da F, por lo Mmenas, af UM punto.
Lam ideas anterlores pueden genscaliTaras pars sor aplicadas a fun -

<longz cuyo deminio sed £ siendo su codeminie 2':

n
£ E o« E'r ine M

[qusldad de dos funcianea. S1 dos funciones I ¥ g entin definidas en

el minro dowlnlo D, v 4% tiens aler3s Qua para toda a £ D, fi{a) = alal,
Ee #lirma que laa funciconmi: son igualem: £ = 4,
Ejempios:
P R T P M AP TR L L
fix) = x'; gly) e y'=n £ = g
bl Sea £: B' « Bt gr o+
fix) = 2ty gry) = y°
[ ¥ q porgue no tienen ol miama desinia

qil] = = 1 £1i) no rxiace

19

Funcidn idantidad. Sea la funcifin £ & = & dafinida por la fdrwuls

fim] = %; o Eea, ¥4 hace cRrrssponceT A un elemnnto 4, el mitMa els -

Tento 4 como du imagen.

A A
a. . -

“

Motagltn:
:-161‘-[‘.
1y
A — A
1
]
=1 FIH‘-‘ R': FE — R

cencidn canstAnte. Se dice gue f: 4 = 8 =3 ona funcldn Tgonstante”,

" -
21 Egdo a. x Liens A

i3 miama imagen & c B

Lyempla) Sea Fixh = z; wiendn [(a] » af + senx

== x' + senx = !

Funclfn mondtons crecientw, Se dice gue wna fupcifn [ ex "mondtona

creclenta™ en uh inkervalo, wi para dom puntos cwaleaguiera =, ¥ %3

dal intervalo, tales gue =, ~ %y ¥3m werifica quae [lxg} £ fix))-

S1 fiu,} ¢ fimyl la funcifn se denominas “estrictamente crwclente™.

Fursidn manfitons docrecienate, 50 defintuidn ea pemejante 8 ta ante

M
|

| ] U lpeey™

}(.1.1;: ! - -

x, X

FLUC NS RONOTCHA CROCICHNTE FLHCION windTonNs DECRECIENTE
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L

1]

CiCr.

Furcioren céncavas y funcionws convexas. Sea £{x) una funcifn defie

atda en un Lntervalo fa,b). 5¢ para dos puntor cualesquiern

a £ T 4 omy B BY owy, oy ok am veriflen; W Ky » ¥r C fa,b).

r {x,J+ M’} ¢ E{x,izi fiws)

ie dice que la fyunclén =3 “"canvexs™ an {a.b)
LT

Ky * x Lix,] + £
Leats — L T L) > iy 2 2 ) La funcifpn s denémina
Falz -

_la,by.

"eAncava® wn

Funcifin inversza. E1 [y & + B op wna {unclfn biyecciva fbiunivaca y

achre}, gentopres existe la functfn tnversa E-la la cual ne define:

<leaa

fada gue para cada clemento b ¢ B exlate uro, ¥ afla uno de los els

TentoF de 4, tales quat
=1
£ (bl ¢ 4

L {ttgar, aF [ac Al; A= oy

Fi fntoresante nbtorvir que, en t&Eming del lenguate de las relacin

rea estudiaday antertormente, podemos decir que 12y funciones £y E.1

1

consideradas conjuntaments, conabituven une “relacidn almétrica” =n

la cual ! ne contiene dos pares ordepadoy £on sus primercd =lemsn -

tos iguales, y por lo cante, ! tampocay awimisrs, ni £ nt [ da-

ben cerer pargg orderados cuyos segundos alementos mean fguales,

Ejemplc 1) __;I_

NStwsw Que la Iynciédn ioverga ! tiche como daminio a) conjunto B

siendo mu codominio &L conjunto &,

Etemplo 23 Sea £t B+ &'

al gque
Efx) = !

par aer { biyeckiva, sxists !-1
-1

T
3 i<l = /' !

Inveran de uwna funeifn. Sep [ A - 8




21 1

Sw defire coms "{nverso” de ! a2l siguiente conjunto: GeomftricAmEntE:
L fb) = ta ) g A, £ tal &b T

srenplog .

P

A e

e
—— 1,-

Fesultn:

f_l byl = [24,a,} L . R R . .-

£ by - fagn
L fey} = &

Shaervdacioneg: I'l iy = 4

f Anfiloqamento: (f = glx = Eid} = gix}

.Ejemplo L) Sean:
En wite wjesple la funcidn inversa f-ll +A po riste, pusERte que £om 1,20, {2,3, (3.1, (4,21, (5.4))
fr no em hiyectiva. g = (48,1}, (2,21, (3410

Coeranicnsea con Pupciencd, Definiremod. pira las funcionen, apera =

Hallar f + g

cionas deceiantod & las conoeltas cperacioces para lp= nireros rea =

Solucidm D_ am_ = (2,3}

=% [ +q = {12,%, (3,71}

Grdficamenta:

lenm. Eatuliarewoa fars funciones e valores reales (funciones TRa =

lem) tres ocperdacipnes bigiecan. 2 sabrr: suma, mubltiplicacidn, ¥y com

goaleldn, asi como las propfedades de faeas.

1 - - ——— —a—

ura fa adicifn) ge fuo-gcjones- S5ean ! y g dos funeiones reales, cu-

r@3 deminics demlqnareros camb O, ¥ Dq respectivamente. Se define i —
L4 gums |+ g ooro: o “'(}
(F + glix) = fix) + gik) ¥ ;
y sl K - - — o A — e
T Enal ' '
Y & % e e
* e g = lix, nxthm:[xcnlnn‘; b
£ a : = -7 -
T I ' T omm——
[ T S = N R
=t B
4] r\uﬂ



4 2%

Obsérvess que la ddlcidn de funciones no sn la migso gque o sves de Pesmando lasm funciones y, ¥ y: 9riflcamente, ifante la superposl
ares orcctados (vector * 1 .
¥ FeS vores en &1 plano} Ccifn de los diagramas en tad figuras (M v (411
Ererple 2} Froolvor la afquiente inceuaciding

k- oal 4 |x - Yal Y ; -"‘L“i' 1L

e e B"; —Ja ¢ x o« b2z 4 2B

Leluciin:

—— —— ——r—-

L]
da {L): [x - n| = |x - 2a[ @ ) |lx-n.'|-lz-hI=3-—'
Haglanda: . . '
. e .
[e = al = Jua - da] =y o ﬂ{.i.:?;_ ) .
I= - a| = . L

¥ r—— Y

. ta *a Yo f

lz — Jal= ya| e y1 - ¥z =y .. . —_

'l ‘= . 1

da la definiclén de valnr absoluto: & ‘f . .

m-d, a1 x-add —————m s mw—— - -

s ——

yi = [#-af =
=X + a4, 2 x = a0

X = 12, £L & = Iz > 10 .
or WL X - Be 14 fiagra (6) ae purde obiener la solucidn de la inecuacidn (1) :
e Jx = ¥z]=-
¥ ! Pado quer 8l » = 0 =3 de 1
=x + Iz, ®x = la c @
* e -al ~ |& = da] = |=a|] - |-3af =4 - 2¢ = -2z =y, 0
qrificammnta:

=%da [}, = = 0 gatipface f!i_

J Otzervando de 'a figurd 6 b que lax ordenadas sen negativas (y ¢ 00
hul
} i _.

en ol irtgevalo: -3z ¢ x ¢ 22; =merdn fatos lox valores de 2 gque 34 -
risfardn 14 desigqualdag (14 ; fata en, b2 solucifn do la IRaciac bin
1l resultar

-J4 € x 4« Ta, ¢ I=Ja, ta} v

-4 ol e Ia

e @ T Fgee @




Ejwrple 31 S5 £ = x | - 7]: g = &= - 23 x|
soluctitfn:

Hallar todos las valores de x para lon cuales sm worifica qu'e f = g
Opsorvacicnas praliminarenq

o

e =n
L.= Aun uardo puede #nconttarse la $0iuciin analfrica es2pleando lan
Salusltn:
ffroylan de Cardane, en la priActica e encuentrb qua exte rétodo
k! - 2wy WL om *3 ¥ - 2x; el x * 0
f = g = presenta lncenvenlencina, come las que =& citam & cantinuagiBnc
-xT ¢ Txg omlox <} =x' + Zx; omiox ¢ D 11 [a sustitucidn nusripcica en Lag 24peclas comduce a cdlculos

Par la tantor f = g en low slgulenten IRtaTvilom: EAGUT EOROE -

- = 4 v =

L m~gc (8,2}

11} 51 la efuacifin tiane ralces racionalcs {0 enteEras) Lgtap ee
ohkfrpen A forma de guma de ndmerss ircaclOnales.

La antericr ae vigualiza ficilmecnte chasrvando las gridficzs de amban 1147 Aun aiends la= tres ralcen re#ales, Satas mm PreEdEncan Coow

f
funclioress . " surag de niTerce complejos.
) 2.~ Slempre ag poslble, mediante uwn camhio de variable, eliminar de

{!‘ ' —
oo . la ecuacidn {11, =1 término an =x'7 en efecto;

Bacrende x = z * al en {1):

Pz' + 3a 3 « 3a¥ 7 =+ gy & 202 & 3o + 2%} s b (2 4+ Q] + 0=

>
’ ’ i =z + gl I ral +2(d' ezaar B o+ ' ragat ebarclmg
_ . 5i:
- _-; J1+q-a=:n--i

C—_— - .7 (3 3t e Fag 4 B =
Eptwdio de lag concavicadent at ¢ gnts bn s 2 = ]
Sfrfuwet 2 34 =pop' W= =yt o=l = Consideranda G} v OF en U] , resulra;

{v--;’az:=)v';-2:-2=‘-"-—24ﬂ_—‘?J"—'\ ' s pr+ =10
Ejenpln 11 Pclulucin!:n ccifica de la poustidn gereral d& Tercar grado Jeora oaclueiftn de 14) gonduce a la splucifa @e (1) 0
con covficientes « R, de 47 pr+tq=-z' (%]

'+ xl s bxecwed (1}; abec A 9L ac hacens

PE v g = yr =T =y 6]



Fi]

quirds resuelta 1a ecusclBh (6] 21 9 = vz ; peror pz 4+ g =¥

tiene por grifice una LInes racta, de pandiante pr con greennda
al orinen g, stends - 1! =y grifpcamente una pacfbola cdblea

FIoA,
Lo hechon anteriores sugleven ol slguiente procedim{cnto gr&ff-
co.

1} Dibfijese, con la rayar precisién rosible la curva w o= - !

en papel mllimfeeica. La forma general egd

T

-

IIl A la miama escala, y s0bre la grifica quoe go dibu’d en 17,
empleardo los mismos wjes (y,2)] trilzecse la Todta de pagfme-
troa p = pendlente, ¢ = grdenada’ 2l arioen. Se suglera
que ¥1 + - ! =& Lrace con tipla) &n tantg la recta y pueds
dibujarse con 13piz; do moda que 1a hota milimfteica pueds
marvir mychas veotes, com pélo borrar la pecta en cada camo,
#l dlagrars gueda 11at0 pars URACAE COn nuevod perireiros
Py

IILMLax ralcen buscadas serdn lip abeloas de lom puntas de Laber

1eccain de la CuTva ¥, ¥ 'a recta '

51 la rects £0rta a 14 curva en tres puntos, entoncsx la

vouagidn 1) tendri gres rafeps peales.

Cbafzvese que 1a recid bicne que cortar 4 la curva par 1o ew

P4

nad A0 uUn punta, PUERLD QuUE ¥i &8 funcién blyectiva:
Tl R' -+ R'
t
par terer 1 coaficientes a, b, € R, 128 rafces complejar

Eichen Que wef pares coniugadcs; o méa, ai £ ¢ oies Taly

tambidn tiene que oy tTalz £ - 34 ti = <1

wyltinticacitin Je funclones. Sgan I y o dos funciohes de ValorfeR Ced

les, con dominics By ¥ D Tespectivarents. Sp agfine la multiplicy -

9
cifin ¥ g como Blguds

tfgy{m1 =+ £ixd-gixl
LI TE

fq o= (4w, E(x)-glal}| x & De R pq!
Clemplos Sean € ¥ g Lam mismow funciones definidis an #l dlvimo
B1ecpla.

= fg = {t2,8%, (3,12}

promiedados de las_pperaciongs de sums y rultiplicactfin de funcioncs

" ] . 1)
sea § el conjunzo de funciones cealea de verisble reals I: R° <R

Ay) Carraduras 1 £y g £5=p E+ gt 5
A3) Conmutarividads Eraqg=g+ 1 £fvqgt L)
1, Asociatividad: If » g) + b= £+ Ig + Alz L,9.RE 5
1,3y Exista un elementd neuirp dalco tal quer
varg todo £ oo 5, 1+ 0 =t
¥.) Cerradura: 51 [y g ¢ S5=f) fgeb5
®.) conmuratividad: fg =gf; £ y g ¢ 5
4,1 hapelitdwidad: (fgbm = fighby E.9.B E H
Wb ExiSEE uwn eloronto neutro dnico en 5 tal guet

para goda oo 8, 1 = £



31 Diseributividad: ffq « hl = £3 + £h) f,q.h ¢ 2 Eyrspios)  Deterninar gof v feq en cada uno de low siguientes ejem -
ChatTvacignea: F & 5. puss de Obtro mods no me zumplicfan Ay ¥ ™ flom

Las funcicres reales, de varfable real porren todas las propiedad ey 11 f o« 11,30, 02,00, 03,5004, 7))

le un campe, excepte la extatencia de aditivo tnverss Gnico y de re g = {0, Xh, 11, 23,02, 1), 12,40}

clproce finice (4, ¥ A0, al cdlgwlo de qof:

51 al dcninio de £ no en tode 4l confunto de las realess, entances Determinacidn de] dominino nq¢!=

Ne wxiEte fonclfn g tal que £ + g « 0 5 f7 = 1, doade qua el dominie L r Dgyy Bueato que Sl w2 e Dy,

da las fenclones conatamkten 0 v Loen RI; frro DI + g ¥ qu no puede Ir Dga! Puests que F[2h = 3« Dg

1er R,

Companloidn dg fynciesces. Algunés dutares cBRdldnran la c9frposicidn

de fuacionea comg un troducto (& mulbiplicacliént dea funciores.

gef = [Et, 11, 2,41}
cefinleiln: Sean f: A +~ B g 8 =+ (. gof deapominada g compoalcidn

u CSlculo de £
! ev una Feacidn Cuyo dominlo #0n lod wlamonbtos 4 ¢ & Ealez gua ) . =9

1 d fo O,
f{a)c B Dut @ rRIRAC LN dﬂ ominio Oy,

o o

{gofl fa] = ql”lﬂ \ -1 4 Df‘q pargue oy « =
lgaflc & = ¢ 1 thq porgue 113 £ [
Shmdrvess gue para que quede Cefinidy g o f no N necogarlo qua ¥ oy I D!‘ porque 123} € D,
L H

q fedn funcioncs reales dw varlabla resl.

. n ._-
J— — __ J— i e ] e

griflecarente LI Dﬁﬁq porque (L1} ¢ B,

: . foq » [qo,5h, 01,301,482, 21, 05,701




n

I} fix) = x' ) ogix] = ox e 3

Folucidn:

qofhfx]l = qifdxi)] = qie'y = x' ¢+ 1

tioghix] = figi=)) » Fim & 23 =« [x & 11!
Veras gue, an gereral, la coeposicifn 2o lunciores A @ una opera =
clén conmatacf{ua,

It f: E' + E': donde $ft) = fL o+ t, 2 - 1)

4: E' = £ yiende g, p) = {x = 1, y = 1)

Soluesifing

{geftxh = g{L(L)} = gl = £, Z = kb = {t, 1 = E}

HItese que (fpg) Lt} ro cuimte. pudsto gua wl dorinis de £ no ex

fgual al codominis dn g.

Geosétricamente: f{E} = (1 + t, I = £} representa una recta, cuyas
rruac{ones parazfitican gen: x = 1+ £, vy = 2 = b: gigndo la recca
k + ¥ = 33 un tanka que [gofiied = {t.1 = £) npos da las ecvacionen

paracEtricar x * £ §y = 1 = £, qué correspenden a la recta x o+ ¥ o= 1

e
-::.q.-f: -I.——+-———-- ?'f - -__
_,__\ LT ._:-_ i!.....__._.____
e S g (1_‘:'{ }._

e T mw - ;‘;_-—.-.—u--n_.-__—_k_ I ——

- '—I"“j';,f TEISE N

———— o —-— — = —

11

) Exd = o ogix] - Ju o+ ]

Soluclén:

tgalifa) = qrfial) = g{ %t = 1 /% + t
T lo rual nga! - . =]

{foglik) = ¢ {g{x}) = £i)x + 2} = #Tx + |

For 1o cusl 2, = [ %t =}

Construccifn de la ardfica gde 1o funcltn corrmreats gof & partliy cde

lam erificas de £ vy a.

Seapn { v q ambay funcionts teales de varfable roml; siends mus gqréfl
Cap lam CUrvam qua go musktran en la slguients Fflgura:

ci —

Principlese & construlr la qrifica de gof an ol punta 11) de coordans
dan {u,0) de f.

Chaervacitn:

AL f ex una fypcibn ropdtona, ¥ ademdy [ = ! =y una da Ao pﬂsihl"i

dade s



LL] 1%

2{x} = % para toda %; o {1 H
fix) = = % para tods x £, =i x4
Dumdatraciint HRE R {
~x, Bl = Q'

Aun cuanda la (ntuiclén gecrStrics parece ¢orrcbarar La afirmacisn,

Desdmtrac:
fata ae Justificard cedfantm =l plquisnte raronaslentd, ys oue, co-
1l f ro en monfitons en ningtin intervale
e me cororobari en un elannla despule €8 Fxte, la fntuleffa oeorfi- - 1
fow I
trica puede Fallar !
Sufucidn:
lu. SupdfnTaze gun f ra manftona creciente:
Sea 1 coslquier LRtervalo con td@ da un At cucdjange
al Bi f{x] < x ewr S{Ffu}} x d{m] s = e " P nesysne

= EIf(al} < x5 pers £0E Vi) = FLEaI} = x

Ky, %p € Q3 xp 5 uy
nys X L Q' 3 xy T ox,

por hipftesie; ce ahf que f{21lel) © x ex fmpomible.

Fix,] - Elxz} = - <0 - ient
b} mi Flx) > x mr f{E(x}) » FiN] * x - l : TR eresiente
Efw+)] = Efmy} = = %y + w, > 0 + deceecicnte
=r E{Z|u)] > xr 1o que por la mi=ma rax#n anterior em ' ! ' ! ' o
impotible, we £ ore oes mondtona £ T

Per le wanto aw concluye: 51 f ea mondtons comciwnte; siecdo -

-1 L1l =i = ¢ Q" wm> FUPIW])) = £wY = x =+ £ = | !
[=0 == fix}) = x :
3l x F O mEffde)] = Ef-m] = = (-] = % m¥» [ =
3. Coraldfresr que £ es Fondtona decrecieante: = '

Fachparientos simllares a lox anteriores ros llavan a la cancly = =2 Para toda s: ELEqmb) = ®
aidn que: 31 I e’ mondtena decraciente; tenidndoas ademfs oue = ¢ u ¢}
LA ] E_l =2 fizx) = - x para tode x.

(bel ejecplo snterior, puede conclutrse que la P de este £Jecplo Ro
Tpuede has 4 - I 1 la. 1 2g2
] g haterse - an &1 cava la. pira defmaaTrer - o2 phede tre mondiona, ya gue € 0o aw tal gue I1=) = =y a1 flx] = = u

atra observacidn Ierartacte:
| kA toald ®)

Aun euqndz Ja intulcddn Augiecn que 3510 las Tunclones vatrictaraente

. -1 .
*gnbtorxs, f: A « Bp dande L — E'; & == E', pueden tener Lnveraa Tearcma.  sSed 1owna funciin biyectlva tal que: i 4+ B F W E - A

-1 .
£ "1 E = 4: gl sigulwnte s2jexplo noa deruestra gque srlpten funcioned A afirEa quer

T
Qukr Flnm SeC monfioras, tienen [AVerpa; on afectpo: fat = 1 ot = T
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eFQatracidn

A !

{'f

Sea x ¢ A alendo PIK) =y r B f_liyl - X

A N R T R R R L

= tot e
EEF AN X

ali

fiK) = ¥y & = f-lhﬂ - [{f-lﬂ']‘] =¥

= ret*l .

¢

17

Ejemplo:

Aabtendd qua al: Eixl = e f'ltx] = fnx; conm bagm #n Bl teorera

afterlor, demnatrar apuog

LI rm:

inc - N

Snptucidn; del teorema anterfor:

ot b txh o = £0F  an) = £i2nk) =M

=1

tr ari et = oxom Tl = 7Y 6y = tne?

Joowo= ttnx = {ntx

*sorrma. Eeaa % el c;n]untu de funciofed reales de variabla feal.
Sa verliilca lo siqulents: Para toda f.g.h C 5

Tyl 81 Fy g« & fog ¢ S '

Cyl En general, Toq # oot

) (faglash = fgigoh}

Lol eilste un oo elementa I ¢ 5 tal que:

Ee [ =[alf=1]

Oy (T +# gtan =1t a2 h + geh
tvre folg « Ry # Ffay + Poh, #a general.

Byl (fqgloh = [feh)igoh)
pore fotqghl A (foq) {Fohl, en aeneral.

Dumaabraclanoy !

1yl Em uma consccucncie de la definiclfn de composicidn de funcio -
A,

U1 Entw qurdﬁ ryidencfads en loa Ejemplq! reglelton antericrmento.



1

Cs] Desostraremos Oficecd que loa dominiow won iqualew:
u{jqq:nh - nl!#{-]uhi

O toqron = {1 | X £ 0L ¥ R0xh € B, )

Tag

= {x | xcE 0. hixl ¢ D, ¥ qihi=i) B}

fx ] xe2 ¥ (5enrixt ¢« D]

Crolgam

En sequlda me dewcartrard C, . Em siecta, para tods ¥ en okl dominda
cowtn dn lam funcicones =& £leregg
{lteqlohlix} « {Foghinlz)}
» figihix] ]
« [lgon] (x]
= {Feigohll ix}
Con 1o ¢ukl queds demgstreda 1m amccistividad en 1a corposicidn de
tuncionen.
ChaEtvens que en la Cemostracifn de C. hd ha #1409 necesario matipy -
idr que lam fturclones S.§ ¥ h aean funciones resles de variabhle real)
por corslgutenta, I1a lev 230Ciativa en la corposlcitn de funciores
en cjerka para funclores en qQeagral.
Ta) La furcifn tdentidad I &a ta funcifn neubtra con reqpects & la
corposicion de funcifned, Fa nocesaTio demsgtrar tantd que
o =¥ come taohifn qua I o £ & f) pussto gque no es vilida la
vonzutatividad para la composicién do funeiones,

los deminica de £ 0 I & [ o ¢ pon vl miama) siendn &n ambas £a -

mwe D!.

n

Para toda x ¢« DE s Lirna

{Foll (Rl = FiI=d) & plu}
[Iofyte) = I{E(E}} = fFix}

=% fol « Inf = f

En meguida xe demontrarl gque I' es Gnico en 5.

Supppaamod gque existé otrd eleranko peutro 14

I'" = I'al = I Luega I en Gnlex

D)} Dempatraresos primerp que lox dominios son los mismor:

Brregan = Pran + qon

=Ix| e By ¥ hix) £ D, )

f+g

Disegron

={x | WwEp y hixt £ B

h !

n uq]
=fx | wep ynted €D, a{nd xe yhix) < L

Droh + gah

Eztahlecido l¢ anteflor, proceademon & demoabret Dy

S5ea x en el dominio comldn de¢ lax funciones:

fif+gioh! {x} = (f=q1 [hixi}

= fthix]t + gihia}}d

= {tshiin) + iqah}{x} .

= [Eoh + gah)(a]
La demostracidn du tgca aegunda lay distributiva ze stfectde de
man=ra Aemajante 4 lp gwguida &n la demcetracidn qﬂ la primers

loy distributiva 0,1,

Ejerplo en que qud dg haCe YET Que:
Ealg + hi P log * Egh
falghl # (laq] ifehl

“ea f = 3, g= =7



ady ¥ m Fofl + I}, em tapto quo
= 4 = Jol « Jol = T 4 12
por oiro lada:
2 = 2o(Illr pero,
4 = {ZoT)llal] = 3-3
En cazhla:
[T+ Ilal = 2 & I
Jar « 18I = % & I
[21}el » 1T

{2e1) lrer) = (2101} = 2=

La cozponicifln de funciores oo sflo sa clrcunacribe s funcipones ced

lea de variable realy <o ahi results, por eremplo, gquet
Sf f1 A - 0 =

2l Ip%f = fel, =f

E
b} 5L [ s biyectiva, mxigte {0
= £l af =0y fot~! = Iy
stendo anlnlsme vilida la proposicitn raciproca:
c) St L1 A ~8y g 3+ A, patinfacen:
vgvnl-I‘| yl’nq-IE'
Entonces eximte £ 1: B sy gmel
dY 51 f1 A+H, g: E+ Ly hy O =@
s varifica la ley ascciartvatr
haglel = holgol)
Decartracidng
Facd toda a ¢ A
[thoq)of)ig) = fhogl [E{ad) = nigifia)l
[roigofilda]l = hifgoflird)] = hig(fiall)

= thoylot = helgal] .
{irderercienterants de que & ¥ § poan lguales a R

i1

el SL & A-By g: Bof gon funclones biyectivas, antoncami

1 1

- - =1
lgat] « f "0g Ty o sem

1geti it + 4 ewlate, y ra fqual a
lag™lic - a
Depostracitneg  de c) hareacs wer quen
it a 97liorgazy - I,
ddemia;
lgefiotf™t o g"h) = 1
En efecto, de diy

157 o ¢ hioigers = oy e gerny

. flln{{q-luqlbf}

£ laired

T

-_‘_[&

AZimlEmo:

|

1gaftoif log™ly & goifsie log™l}

1 =1

nel{fof “lag ")

=- qu{qu_li.

-1
= eq

-Ia

£y Cupecalizacifn del reaultndo ») Antwclor:

1 1 1

- -1 + .
Mo 1z0...0f ] = lH ...l e,



42 ) 1]

Jemontracidnr  par {nduyccidn matemiticay 4 el tansr w27 iy y 1 {E]

1] vale para n = } {E;ﬂfli-l = f:lﬂﬁlf seatn problems +) ants -1 -1

gy = £ g et

&) (B

rlar.

I AT - SR Y LRI Rt ]
11} supoRgamas que Yale pAra m o= k:

-1 -1
- - - - = LI —
[fi0 Ijo... arfl L Eki n...of:lohl Bf A =8 =y ¢ A 4 t#
P S N VIR L T TR Ry
Sea & ol sucesor de k) debemos hacer ver gué 14 sigoiente igualdad !
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TRANSFORMACIONES LINEALES

VI. 1. TRANSFOPMACIONES,
Como hemos visto, une funcifn [ de & en @ (donde A y B
10m dos conjuntoy no vacios cualasquiera) es una ragla o criterio
que asocie » cada eleasnto de A, uno y s8lo un clemento de B, 1o
cual denotamos medianta

f: A+ B

Existen taahidn funciones entro espaclos vectoriales que,
#n forma similer, denctaremas por

TV N
donde V ¥ W son espaclos vactoriales dafinidos sobre #1 wismo ca;—
Po K, ¥ T ¢ la regla de correspordencin que esigna a cadas vector
¥ de ¥ uno y 38lo un vector de W, al que llsmsremas IMAGEN de ¥ ¥
Tepresentarsmos con T(V).

A esto tipo de funciones lex daremos £l nosbre de TRANS-
FORMAC TONES . fAlgunes autores emplean los td#rminos operador, apli
cacién o mapea en lugar del da transformacida),

Podemos ilustrar lss ideas sntericres medlante la siguien

te £i H
e figurs .

Vv T(¥)cw

donds ¥ ¥ W representan dos sspacias vactoriales.

Ejeaplo ¥YIL 1,

4] Censjdearemos una transforsacidn T que consiste on multiplicar
par 3 un vector cuslguisra (x, ¥} de R,

Braminemos algunos casos:

Ls imagen del vector (1, 4} &3 X{1, d]={3, 1), lo que describimos

Comg! T (1, 4] = (3, 12}
En forma anfiaga:
TRH IR e
Es evidente que se trata de ona transformacidn de Rlen H’. e3 de-
eit: T: R - &
y la imagen de un vector cualquiers (x, ry) estfd dads por la regls
T (%, ¥) = (3x, ¥y} ,
k] Sea shora 1e transformacidn  &: RN B
definidn por 1a regla $ (x, ¥) = (x -1, 2xy),
Obtengamos, por ajemplo S0, 1) = (0, 4]
qua en paisbras dice: La imagen del vector {1, 2} segln ls trans-

formacifo § e3 el vector {0, 4); o bien: 5 aplica al vecter [1, I}
sn #1 vactor [0, 4].
Ds igusl forms se chrendrian:

B [-%, 3] = {80, -54]

g (0, 0} =(-1, 0] etc.

Dafinlicidn.
Sean ¥ y ¥ dos sapaclos vectoriales definidos aghbre un -

rillﬂ Campo K:
Una transformacidn de¢ ¥ en W #& una funcifn que asocla a

cada voctor de ¥ uno ¥y s6la un vector de W,

) Vi-4 /5



Ejtlplg ¥1. 2. ' Transformacionss linemlss,

v

Sea la tranaforaacién T: R' - R Regrasemos a la transforsacién T: R' + RY del ejempla ¥I.1
definids por la regla T (x, ¥, 2) = (x, ¥} dada por: T {x, y) = {3x. ¥}
Es claro que T(1,2,3=-0,2) Sabemos qua T, 4= (3, 12)
) T {1, Z,-14)= {1, 1) ¥ T (&,-2} = (1§, -8)
T (6, 0, 1) = (5, 0) stc, Fodemos preguntarnos: LCukl serd la imagen del vectar que
Una interpretecisn geomftrica de esta transformacidn seris se obtisne sumando los vectores (1, 4) ¥ {6, -2)7
Calculdmosla: (1, 43+06, -22= (7, 2}

la sigulente;
Aplicando lun regla de transiormacidn al vector ohranide:

T (7, 2} = (21, 6)

Observemos quuw el wmismo resultado se habria obtenide su-

5i [x, ¥, t) representd un segmento dirigide en el eapacio
de tres dimensionss, su imagen (X, ¥} representa la proyeccidn de di

cho segaenta en ¢! planv AY.
mando simplemente lasx imigenes de 108 vectares involucrados, esto

BS L
TOOH, a)=(6,-2)0=T (1, 4} » T{6, -2]
= (3,12) + (18, -63
= (21, 6) .

Ejemplo ¥WI. 3.
El Operador derivada (D).

Sea F el sgpacio vectorial formpds par todas ltas funclones .

de R en R, derivablas en un intervalo {a, b}. L& transformacidn se Cabe shora preguntarse: I5e cumple lo anteriar pars cual

g0n 1x cual la imagen de una funcifn f € F &5 su derlvada ' se lla- quier par de vectores (x,, y,1 v (x5, ¥;] de R't Es decly, les -

M opetador derivada y 3o denota con D, siempre cierte qus

Tenemos por tento: D: F+ G T (0, yy 30 {x,, ¥, 0) =T (x,, ¥,] oT (x,, ) ?

investiguémosleo;
T {{x,. ¥,)*(x,, ¥,))

aplicando 1w reglz:

donde G es ol espaclo gue contlens & todas les derivadas.

T (x,+ x,, ¥,%7,)

Por ejemplo, D (3x*+1) = éx

{Ls imagen de sxtet segln D o3 6x).
- T (e v deln,, 7,00 = (3=, 2.), 3(y +¥,]]

T ({x,, ¥, 0edx,. ¥,00 = (3x,+3x5,, 3y, +3y )

0O (senx) = cosx

0D (1) = ¢ Erc.
En genersl: D (fLx)) » £'(x) Por atre parte, aplicando la regla tenesns: .
T ix ¥, 3 Tix,, ¥,) = (3%, 3y )+ (3x,, 3¥))

YI-657



O SO8 QUB; ¢
T (xy. ¥adoTng, ¥ai= [, +3x,, 3y, +3y,)
Por tamto: T ((x;, ¥;)+(x,, ¥y))= Tix,, ¥,)*T(x,, ¥,)
Yemos qua pare #3tw trensformacidng *
“La imagen de 1a sumsa de dos vectores &5 lgusl & 1s suma
de las imfgenes de cadw une de ellos™,
En forms similar, ?udelna ver Gue ocurre cuando multipli
CARGS % yeClOT por un esCalar y chtenemes la imsgen del vectar re
sultante. .
Tomemds por ejesmplo el vactn;lifﬁ, -2y = (39, -19)
Aplicande 1s regls 2 transfgrmacldm al vector obtenido:
T (30, -10] = {50, -30}
Nuevamente, habriaz bastado :;n nulefiplicer por 5 la jwa-
g=n del vector (&, -27:
T (5(6, -21) = 5 T (&, -1}
a5 (18,.-6)
. {90,-30) .
Ea fhcil comprobar que esto s cumple pars cuslquler vec
tor {x, y] ¥ cuslquier escalar a ¢ R, o 5e0:
T lalx, 1)) =& T (x, y]
"En mfecta: y
T {alx, ¥1J = T (ax, ay) * (3ax, 3ay)
a T ix, ¥y} =al3x, IJy) = [3ax, Jay}
Concluimes que para #sta transformaclén:
"La imagen del producto de up escalsr por un vector es -
igusl al escalsr multiplicade por la imagen del vector”.

A laz tranaformaciones que tienen extas dos propledades,

se les 1lamp TRANSFORMACIONES LINMEALES.
Hagemos un estudio similar con la tramaformacldn siRm?
del ejemplo ¥I. 1, definida por:
5 (x, y) » (x'-1, 2xy)
Sabemos que! . 5 (-5,3) = (40, -54)
s, -4
Chtengamas
$ ((-9, 3)+{1, 2)) = 5 (-3, 5) = (&}, -00}
En este <30, sumar las imdgenes de cada una de los vec-
teres hubiers conducido a un resultado distinto, pues:
§ (-9, 3+ 5 (1, )= (EQ, -54) ¢ (O, d}= (80, -50)
Diche de wtre forma: .
. S (-9, 3}+01, 23} F 5 (-2, 8) « 5 (}, 2],
En lo que.concierne al producto por un asgalar, ohtenga-
aos por ojemplo: S (201, 323 =5 (2, 4) = (3, 16],
Eate resultado difiere del que 5¢ obtiens multiplicando
por 1 la imagen de (1, 1), ¥a que:
' 25 (1, 2) = 2 (@, 4} = (0, 9)
es decir: Sz, ) 42501, 2)
Observamos que la transformacidn 5 no posas 1as propisda-

4

des que tiene T, por lo cual se dice que 5 KO e2 linaal,

Definicidn,

La transformacidn
T: ¥+ N
es unz tranaformacién lineal si:
1.- T{FV) =T F)+T ) LY,V o ¥
2,- T {a™M =a T (V)

L YT e Vyac X
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i
Se dice eatoncazs que T praserva lus opermciones d¢ suma y
producta por un eycalar, ;
{En &1 sstudio de sistemns fisicos es comfin 1lamar ¢ Ty
2 propiedades de “superpasicibn® y “hnln%nneidld“ Tespactivamante],
Estas des propiedades pueden combinarse en une sels que establece -

qua:

T es lineal si:

T (0¥ ) et (F,) + T (F,)

pars todo par de vectores ¥, ¥ ¥, de ¥ y, todo sscslar o.

De entre todas las trlnsfnrljclunes du un espacio vactorial
oh otro, son espacislments dtilen .quellu: quu 160 lineales puds 3o

presentan o1 diveriss ramas de le matemfitlen y, frecuentements, las

propledades de transformacionss ®fs gencralas sa chriemen aprexiadn

delas mediante pransfarmacionss lineales. Al wotidio de estas dl-

timas se dedicard sl resto del capitulo.
Ya hepos demostrado gque la trfn:fnrnlclﬁn T del sjemple

¥1. 1 #2 linesl, mientras que 5 ko lc es. VYoamoW olros CRsOX:

Ejempla ¥I. #.

vk
Declr si las.siguientes transformecicnes son linesles:

0 T: R -rY, T {x, ¥, 2) ¢ (xey, xe1) -

b} T RE AR, T{x, ¥}  * (x4, ¥ )
Sglucifn:
Y T R+ R s T x, ¥, 2] = (x+y,,x+z2]

Yeanos gl cumple con lag propiesdades de linealidad:

1] Sen (z,, :‘] ¥ (5, r..':l} das vectores srhitrarinos de

at:

vi-10/11

1}

T (X3, yu. 37)00x,, ¥
aplicande la regls

T {lx,, ¥,.

Ademis:

L |}*{I11 r;l

aplicendo las regla
T (x5, ¥y, 20T {xy, ¥y,
¢ dom que
T (xy oo 140+T{x4, ¥1u

Se cumple que T{{x,, ¥,,

tj]‘[x!l )“1.

*Ti{x,,¥,. 2,).

Sen {z, ¥, 1) un vactar R ¥ @ un nimaTo Toal:

T (afx, ¥, 1]] = T (=, =¥, ai}

= [ox +ay,
Ademis: °

ax+gr)

e T {z, ¥, £} = a [xry, x+1)

= [ax+a¥, ax+ar)

58 cumple que

T {afx, ¥, 1) = a T {x, ¥, 1].

En conclusién, T s une transformacitn lineal,
b)
1}

*

T: L r T (x, ¥l=

(x+1, ¥}

T 2 T (xyvx,, ¥ty,, I,00,)

200 (x4 0y Yy X dx,020,)

Ty de{x vy, Btz e(n,ey,, Xatt,)

CEYLRE SUL AL L5 PR SET IS SLIE )

1-”""[‘;-?;-: I-]*

Sean (x;, ¥,1 ¥ (x4, ¥;) dos vectores cualeaguiera de R

T {lx,, ¥,) v (K, ¥y))

Por otTa parie;

T 2y, ¥ 0+T(ng, ¥ad= (X,*1, ¥,0 + (x,+1, ¥,)

=T [z +x,, ¥, *¥,)

{:]+x‘+l. ¥ *Y,)

- [:I*:loz_ f.+yl]

T (e, ¥, x,, ¥, P T (&, 70T {z,, 7,)

Pusstn qua no se Culple la primers propisdad,

la transfor-



'

macidn que nos ecups M) es lineal. Ejexple V1. 7,

L T Transformaclén cero.

Es evidente que, segtn la definicldn, basta con que Ro Se La transformac!idn cerp 0; ¥ =%
cumple alguna de las dos propledeudes para que li transformscidn no definids par O [¥} = w FPara todo ¥ da ¥, 1 lineal.
sea linmeal, - e e e e e = . R T v - - -

Se de)n al estudiante demostrar que la transformacifn del

ejenplo ¥, 2 e£3 linesl.

Flemplo ¥I. 5.
El operador It es 1llneal,
En efecto, de curscs de matemdticas sahemos qus;
"La deriveda de la sume de doy funciones =5 lgunl a 14 -
suna d& log derivadass de cada une de sllas™, o35 decir:
D{f,«f) =D (f)+D (F) vi,f cF,
Tampldn sabemos que *La deriveds de una constanta por une
funcién o5 igusl a 1l constante por ls derivada de la funcién™, o -
sen; B faf) = a D {(£) YackyfeF, i

Como vemos, lo que hemos enunciado %on preclsawments las ca

racterfsticas de linealidad del operador D.

Ejemplo VI. &.

Transfommecidn ldentidad.

La trensformacitdn ldentided LI Vv
definida por 1 (¥] =¥ pata toda ¥ de ¥V, 3 lipoal,

VI-12/13
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vIi. 2 DOMINIO, RECORRIDD ¥ NUCLEQ.

Consideremss la transformacidn lineal T: R' » R?, dada
por la tegla T (x, ¥y, z) = (x, lx].

Es claro que #£sta &5 una regla que se pueds apllecar & -
cualguier vector de R'. per 14 que llapiremos a R' DOMINIO de 12 -
transformacidn.

Vergmcs ahora que ocurre con log vectores {magen per me-
din de algunos sjemplos;

T (2, 6,--8) = {2, )

T, s 0) «[1, 1}

T (-%,6, -9) = (-5, -10}

Ex importante notsr que, sunque las imfgenss estdn em R,

no tedos las vectorex de RY son tmagen de algln vector del dominie.

~ Esto se debs & que, como se ve d¢ la repla de transtormacitn, todos

los vectoras {magen tienen 1a forma {x, 2x), s decir, su segunda
componthRie o1 igusl » dos vece® la primera.

Surge por tanto la nefesidad de dar un nombye al conjunto
de vectores imagan.WNosotres le llumaremoa RECORRIDO de Ia transfor-
macldn ¥ 1o representursmos por T[R']. Entonces;

T(R') »{(x, 2z} | X e R}

Es clarg que los vectores (1, %), (2, -B)] ¥ (&, B), =ntre
otros, oo son imegen de ningdn vectoer d«l dominio, leo que es equiva
lente 8 decir que no estin en ¢l recorride d& la rranstormacidn.

Anplicemes wlgunos cescs adicloneles:

T (0, 3, 43 = [}, 9)
T (o, 0, 0) = (0, 0}
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T (¢, -9, 23 = (0, 0)

Ffcilments se deduce que todas aquellos vectores del demi.
nie cuya primerds componente &5 nula t{EHEN comc Imagen 2] wector EE.
ro de R'. A este tonfunto de vectores $¢ le da tambifn un nombre:
NUCLED de 1a transformacifin ¥ se¢ le representa por S5{T}.

ST} = [(0, v, £} 1 ¥, 2 £ R} .
[0, 3, 47 £ N{T)
(0, 0, 0] ¢ N[T}
(1. 0, @) f N{T] wre.

En este casp;

Por lo anterior:

Pasaremoy a4 formalicar las 1dess anteriore: con la siguien

Te:
Ipefinicién:
Sea la transfermacidn lipeal
T: ¥ - N
DOMINID: Es el conjunte ¥V de vectores sobre los cuales actdas la -
transformacidn.
RECORRIDO: E:x &l conjunto formado por las lmigenes de las vectores
del dominig, Lo representaremos con T(V), es decir:
T(¥) = (& | &= T{¥), ¥ ¢ ¥}
NUCLFO: Es el conjunto de vectores del dominio cuya imagen es el
vector cero de W, Lo representaremos copn NE{T}, es declr:
BTy =i v | veV, T(V -3 1}

Ejemplo VI. &,

Para el operador derivada D yo dlacutido anteriormenta

(var ejemplo ¥I. ) tenemos:

Dominio - Esx el conjunta de todes lax funciones derivables en ¢l in

terTvalo.
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Racorrida - Es el conjunto de todas las funciones derivadas,
Nicleo - Es &1 conjunto de todas las funciones que 3om conatantns
. en o1 iptervale {ya que al derivar uns constante se cbtie-

e la funcldn cere).

En gaperal, pars sncontTar el ndclao de una trensforma-
cidn llneal, igualames la Iimagsn &l vVector Cerg ¥ vemos qua condi-
ciones resultan de ello pera los veciors: del deminio.

Par ejemplo, para el case discucide al pr{;cipin_de eite
secclén, donde:

T (x, ¥, 1} = {x, 2z}
pars obtener £l nGclep de T harfamox

(z, 2x) = (0, 0} a

Ta

le que implica x =0, por-lo cual
N(TY = ({0, y, 22 | ¥y, 2R}
comg s tenla. t
Hemos visto que, en una transformaciéa lineal T: ¥V - W,
el recorrido TIV) y #l nicleo N(T) son subcenjuntos de Wy ¥V, res-
pactivamente. Demostraremos ¢ continuacidén que no sélo saon sub-

conjuntas, sino tambidn subespactos.

Teorema V1. 1.

S5ea lx transformacidn lipeal . T: ¥V + W,

El racorrida da la tr.nifﬂr‘léiﬁﬂ e3 un subespacio dw W,

Demostrecifin,
De acuerdo con sl Teorema V., 4, bants con demcatrer que
ol recorrido, T(¥), #3 carrado pATE la suma ¥ el products por un -

esCelar.

1} Sean T (¥,] ¥ T (¥;) dos vectores cualasquiers de T (V).

Por linealidad: T[¥,) + T{¥,0= T(¥,+¥;) ¢ T (V)
¥n que, coma ¥ , ¥, £ V entonces ¥V oF e V.

Es decir, si T [¥,] ¥y T {¥)) son elementon del recorrido,
T(¥,) + T[?;} tambhifn 1o &5, cumplifndose la cerradura para lan su-
[ TH
2) Sean TI¥) un Flelentu cuslqulars de T (V} ¥ a un uiqullr del

CaMpE, _

Far linealidad: a T (¥} = T (a¥) ¢ T (V)

Ya que, como ¥ £ ¥V, entonces a ¥ e V.

Es decir, aT [¥] es también un tlemento del recorrido y
hemos demostrado la cerradura para al preducto por un sscalar,

Om 1) ¥ 71 quada demgstTado &l teorsma,

Imagen del vector cera.

Un resultado importanta que se desprende de lax propieds

des dee Tinnalidad »5s ml sigulente;

En uas transformacidp lineal T: ¥V - W,
la lmagen del vector cera de ¥ o5 el vector cero de W, o sew:

T (F,) =T,

Una demostracidn inmedlata ax la siguientas;
Hacliendo o = 0 en
T {a¥) = aT{¥]
s¢ obtisne
T (T,) - U, como se querfa,
Por lv que,e¢l nficlea slempre contiene al vector cero sl T

es lineal.

vI-16/17F



Teorema ¥I, I,
Senm 1l trapsformacidn lloeals T: ¥ - W

El nficleo de la transformaciin es un subespecin vectarial

de V.

] ' *

11 Sean ¥, y ¥, dos vectores de N (],

Damostracifn,

ENTONCES ! T [¥v,) = U"
Y rwaes,
Por linealided: T (w,+¥,] = T (¥} +Tiv,}"
Sustituyendo; T (¥y+v,) = O, « T,
T (7y+%,) = T

por lo que, ¥,+¥, a3 tambifn un vector:de N [T].
1} Sea ¥ un vectar de N (T), eotoncas T{¥)= T , y sea o un esca

lar del campao.

Por linealidad: T [o¥)} =a T (¥} B -
T (av) =a B,
T {a¥} = U;
.. 6 ¥ tambifn esth en N (T),

Sustituyendo;

Esta complsta la demostracidn. T .
Considaremos nuevamepte la transformacién T: R’ --_Ra da
da por
T {2, ¥, 2] = (x: Iz} ¢
Puesto que el niclea y ol recorrido son & $u ver eaparips
vectorieles, tisnan baze ¥ dil:n:iﬂn. [
Como se vid snteriormente,T {R'} = {{x, Zx) | x e R} =35 el

recorrido de la trensformaciom, y o1 estudiante puade verificar f4-

¢ilmente que el conjunto Bpe {(1, 2]} s une base da dicho espacio,

vi-18/19% _ .

por lo que: dia T [R‘} - 1.

“En forsa similar, pars el nficles N {T) = {({0,¥,z)]¥y, 2¢ R},
una base e3 By= {(0,1,0], (8,0,13} ¥ por ello; dim N (T) = 2,

En cuanto al dominia R', sabemos que e3 de dimenslén tresns
dim R = 3. °

Chaarvamas que‘la dimensldn del dominlo es la suma de las
dimensiones del recorrido’y del nficlec. Este €3 un resultado muy

importants que, CORG veramos & CORtinuscidn, #e tlene siempre que -

se traoajn con aspacios de dimgnaildn finita,

Teorema VI, 3,
1 Sen ¥ un espacle vectorial de dipensidn finita ¥y san
T: ¥+ X
una transformacidén lineal,
Entonces

dim ¥ = dim T (V) + dim N {T)

Demostraclidin. -

Sem T, T,, ..., ?P] uns base del recorride T (¥), e3x decir,

din T (V) = p
Sea In,, A,, ..., ﬁa} una bhase del mficleo W (T}, es decir,
de N (T} - q
Puesto que 1los VACTOTES T,p Tuu «::4 ?b pertenscen &4 T (V],
deben extstir p vectores ¥,, ¥,. . ?; £V tales gue:
T (¥} = T, )
T (¥,) - T, RSP
T {Fi] - ?}
51 demastramos que sl <onjunto
Be [¥,, ¥4s v0nn »Trp_ Byp Mgy --s Hq}



o3 uoa basys de ¥, habremos demostrado el tecrema, puss esv probari
que dim ¥ = peq.
1} B genera al espacic V. :

Ses ¥ un vector cualquiera de ¥, -

Ya que T [¥) estd an ol racorrido, podemos sxpresaric co

#o combinacida linesl de los alementos de la base |T,, ¥, ..., F%}.
T(r -m]r]*u.rl* saak ﬂp Fp

Suatltuysnda (1]:

T(V) = o, T(F,) %, T(F,)* ..
Por lineslidad: )

T(¥] = T {a,¥ *nn+nﬂp£

de donde: T(¥) - T.(a, ¥ +a, i+ ...+cpvp}-I

- T (V)

For linaalided:
T[Flﬂ.?l'ﬂ,V;'-..-ﬂpFi]-U;

Por tanto, sl vector [¥ -ulF]-u.?;r...-quP] astd en el nd

cloo (ya que su lmagon es el cerc] ¥ lo podemos expressar como combi

oacifp linssl de los elementos de 1s base (W, , 5,, ..., I Q)+ 7% de-

cir; L

v - “I_F - ﬂ';;l' wrn " HPFP- B|E|dlil*+".ﬂqﬁq

Finalmente:

¥ o=, v ta, i 4...+upvp 8, n H ""Eqﬁﬁ

Hemos demostrado qua cualquier vector de ¥ se pusde expre
sar oh térmicos de los vectores de B, por lo gue Sszeé &% up conjun-

to gensvador.

- "

2! B sz linsalments indspandisnte, .

Formemos 1 combinacifin linaal

+ . (2]

1L,V 4,7, llpvp+1ln H, T ---'Tq“ -F

Trunsformando snbas miembros de ({2):
T[l,?,*i.?.*.,.+lp?b*vlﬁl'1.ﬁ +...+7qEq}-T[U¥] .

Por linealldad:

L.T(Fl]-...+xpT{F§]+TIT[H,}¢...*vqT[Eh]-ﬂ; e (1)
Pusstoc que los vectores m, 0., ..., Hﬁ esthn en el ndcleo:
ﬂﬁl-ﬂﬂ]-u.-ﬂﬂj-ﬂ e ]

Sustituyandn (1) y (&) en (3):
%r - EI' + o0 a4 (5]
Par hlpdtasis, {Tys Tyr -o-s T} €5 uDa base, por lo que

[5) implica que:

Ay ow oAy e, -'lp « @ P}
Sustituysndo (6) en [1)3
LILTIAJE ISP L A L - - (7)
Anflogamenta, por ser {n,, ,, ..., ih} una bass, (7} in
plica que:
fim ¥y = ... =D I L}

Hemos desostrado gqué (1) lapllica que
le- ll - _ .= lp-YI L P RN -Tq-ﬂ
por 1o que B 23 lineslmente independlente,
e 17 ¥ 2), B =3 una base de ¥ y por tanto:
dim ¥V = p + g

quedandc demostrado 21 teorsma.

Ejespla ¥I. 9.

Consideremcs la transformacidn lineal T: R?

+ R" dude -
T (x, ¥, £) = (3% v ¥, 6x - 2, 2y + 1},

Determinemos »l niaclec haciendo

por 1s regla
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(3x + ¥y, 8x + ¢ dy + 2} = (0, 0, 0)
le donde se obtieme ol Fiztems

Jx +y = 0

&x -z =0

iy + 2= 1

El sstudiante pyeds verificar gue la solucifn general de
pste 3istems homaogéneda a3

y = -3z

1 = &x
por lo que:

Ni(T) = {(x, -3x, 6x) | x ¢ R}

Una base del nfdcleo es el conjunte B~ ({1, -3, 51 ¥
en consecusncia dim N [T) = 1.

Es claro que la dimensién del dominic es dim gRl= 3,

Aplicando el teorsma VI.3, conclulmes que la dimensifin
del recprridp &5 dim T [R'] = 7

Labemos que los vectores del recorrldo tiensn tres compd
nentes, paro &l hecho d# que la dimensién de &5te sea dos nos obli

i a pensar gque dnicaments dos d& msas componentes son independian

tea. Hellemos la relacibn de dependencla antre las comporentes -
ds un vector . -
(a, b, €) €T (R} . ... (D

Para #lla, podemos plantesr la ecupcifn
a,a + ab + a,c =0 I )
Segfin 1a regla de transfarmacion!

fa, b, c) = (32 +r ¥y, bx - 1, 2y + z)

y sustituyende =n (2}

VL2223

ul(Jx*yjful{6xa:j+a'(2y+z]-ﬂ
Resconodendo!
[3a,+ba,}x+(a +2a, )yt(-a va,)z=0
ety sacuacifn se verifica para cuslquier valor de x, ¥, ¢ 3i:
Suioﬁu: = 0
o4, =0
gt a, =0
La solucido general de este aistemm wa:
B, --20,
R R
que sustituyéndola en {2} nos dice:
SF LY} . h =0
o blen “larB+cCcH D
S ¢ = 2a-b
¥y pl recorrido se pueds describir como
T{R")= {(a, b, 22-b)| a, b ¢ R)
Finslmente, unos base del recorrido &8 el conjunta
Boe (g, 0, 23, (o, 1, -1}1

donde sa ve claramante que dim T (k') = 2.

Ejexplo ¥1. 10,
Para lg transformacién T: R'+ R® del ejenple ¥I. 1
deda por T (%, ¥J= [3x, 3y}, cbtesngemos el nlcleo:
(3x, 3¥)={0, M)
- a0

Sy=0



La dnicn sqolucidn de eate sistema a3
=10
y = 0
de donde:
N [T) = ({0, O)}
¥, por definicidn, dim N [T} = @
Ademis, ls dimensifén drl dompinio ¢31 &im n’-z,
For tanto, del téoreme VI, 3, dim T [R:]-Z, lo que lapli
¢4 que el recorrldo es toda A BETE eate CA3D, Ex decir: T{n'j-R’,
Obsérvese que, Como congecuencia del teorsms VI, 3, la di
fenaidn del recorrida es cuande mis igual e la del dominie, pero no

pucde S2r mayor.

Ejenpls ¥I. 17T,
Sen ¥ el espacio vectorinl de matrices de orden 2x3, y sea
¥ el eapacto vectorial de matrices de orden 2x2, smbas sobre R,
ConsiJeremoa la transfaymacidn T: ¥V « W
Asfinide por T (X) = XA, para todo X de ¥V donds;

1
A= 1.0
8 0

Es claro que T =3 linepl pues, pars tado X, ¥ ¢ V!
T (X« ¥} = (X +¥) A
= LAY A
=T (X3 T (Y
en forge anfiloga

T(@X) = (aX]A

= a (X A}
-2 aT (X, ¥atk,

[ 1 h [
El dominio Je¢ T e3 ¥n la,h.c.d.u.f: R
L d I f
Una bn!E del deminio es:

NSRRI RIS

. dim ¥ = §
Fzra encontrar £l nfcleo necesitumes conocer la imagen de

: ; b ¢
Uns matriz coalquiera X=- [® :
A [d . f]

T (X} =X A
T (X)e [: : :] ; . [:jh o Ij
6 “Iaedf 2
Parn que X esté e¢n ¢] ncleo:
a+ Ih + 6g Iw 0 0 )
[d * Je + 4f Zd] ) [ﬂ D]
- a+3bh+bc = O

2 ke

2a = 0
d+Je+tf » 0
id = 0
La solucifin general da este sistema de ecumcloney ea
a =10
b« -2¢
d =0

e = -If
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B a6 o ' YI. 3, REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSEQRMACION LINEAL.
7. H(T)e | <, feR
0 -2 ¢

Ung base del ntcleo ea Consideremopas el sigpulente casa:

0 2 l] [U o ﬂ] De una trensfor=acidn lineal

Y T: K v B

o 2 0

'eodim N(T) = 2.

o -2 1
$# conoce fAnlcamentes gquet

T(E, 1008
T (7, 31 = {0, B)

Por dltimo, segtn &l tegrema YI. 3, la dimensifn del rao-
corrido ea dim TIV) = 4,

E japli iEs posible encontrar T (1, 07
ste inplica que )

. b Velimoale:
Ti¥)= [F d] | a,b,c, d, e Rp= W El vector E}, 0) se puede expresar como cowbinscidn 1i-
neal de (2, 1) v {1, 3). En efecto:
(1,0 = (7, 3 -3 (2.1

For ello T (4,03 = T ({7,5)-3(2.,1})

es decir, el recerrido de la trunsformacidn esta constitulde por -
todas las matrlces cuadradas de orden dos,

Une base de T(¥) es

A 2 1 0 0 P ) ¥, puesto que T e lineal: r
By = [ﬂ 0] ,L U] ‘[l ﬂ] 1 I:u ;I T{1,0) = T(7,%) -3T(2,1}
T(1,0} = (0,81 -3(1,3)
------------------ SRR T{1,0] = {-3, -1}

Es f8cil comprobar que el conjunte ({2,1}, (7.3}} 3 una
base de B, por lo gue cualquier vector [x,¥) de R puede obtener-
tw g partir de dicho conjunta, Pars este caso;

(x,y) = (-3x~Ty)(2, 1)+(z-2y){2,3) L Ooydent,

Esto nos permite obtener la regla dettrnnsfnrllciﬂn, ¥a -
que:

T{x,p)= T{(-3x+7y) {2, 1)+(x-2y) (7,3}}
¥ comn T es limesl:

T,y (-3a+7y)T(2,1)02-2¥)T(7,3)
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da donde

Tlx,y)= {-32+Ty3(3,3)+{x-2y){0,8)
Finalmente:

Tix,rl= (-3=+?y, -x+5y)

En general, sl se conocen las imfgenes de los vectores
de unn base del dominlo, s« tiens completamente definids una trans
formaclén lineal, Formalliaremgs eate resultado mediante ol =i-

Euiente:

Teorema ¥I. 4

Sew B= {¥], ¥,, ..., FLI una base de un espucio vectarial
¥, ¥ sean W, W,, ..., F; R vectoTes cuzlesqulers de otro espacio
L

Entences, ¢xiste una Gnica transformaclén lineal

T: V+ ¥
tal que! T{?:]-?;
T(¥ jon
A c e e (M
T{Fh}-;h
Demostracidn.

51 ¥ e3 un vector cualquiera de ¥, podri EXPresSETAr Uni-

vocemente ¢n tErminos de la wase B copo:

u-ﬂlv]-ﬂ,vl4.,,*ﬂnvn N 5

Definamos une transfyrmacidén T por:

Tf;l‘“.zu'ar;}‘*+**“n“n N &

¥ cemostremos que o3 linend,
En efecto, sl tomamos atre vector o de ¥ tal qua:

u-E,vl+Blvl+...*Envn,

sa tlene que viu-[ulﬁﬁllvl4{ul‘!t}v!4,.,4{un-!n]vn
En consecusncia;

T[;;ij'{“.‘ﬂl];l*(“,'e;}ﬁ;*""{nn'un];h

o w +A W +B w 0w
R TE TR TN L S Bow, B W s nn n

=Tiw)~Tiu}
Memdy, 21 © &5 un escalar,
e¥mca, ¥oreo vy e, Leca T
llar toncte
T{e¥)= eo, ¥ +ea,i, veo W
=g “‘1:1 1
=cTiv)

Vemas que T, definida por {3} ¢3 lineal.

gy W Y)
Ademis, ha-
clendo ¥e¥,, de (2] se obtiene que

LR ¥ ﬂ,'ﬂ,'-..-un-u

Sustltuyende en (3), T(¥,)=-w,

Procediendo #n forma similar, T(F|]-=;

Hemos dempstrado que existe une transformacidn linesl que

satisface (1], Resta sbBlo demostrar que diche transformecidin ss -

Onlca.

Fara ¢llo supondremos que existen dos tremsforoaciones 1§
meales, Ty T*, v deaostrarezos que son iguasles. Tonenos el vec-
tor ¥ dado por {2). Entences:
T'{F]-T'[ﬂ,Fl*ﬂ,?}4...-unﬁh]

vor Vinealidad: T'(¥)=0, T (¥, )0, T" (7}, o0 T (V)
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Por hipfitesia, TH¥, )",
T' (¥,)=W,

-’

T'[Fn}-iﬁ
Por taato, T'{F]-u|§|4u1;’*...*unih
de donde T=T', quedando denositrado el teoveme.

Veresos shora que las transformaciones linesles pueden re
presentarse por medlo de matrices, pare lo cual estudiemos £l si-
gulsnte cran:

Tenemos una Lransformacidn lineal T: R’ + B* dada par la
regla T{x, ¥, )=(x+*y, x+2] A b

Es ¢larc gque T (4, 2, 3)= (6, 73

51 conslderamos ls matriz:

1 1 1]
H= . !
1 a 1 4

v prepultiplicemos e] vector columna 2| por dicha matriz:

ae cbtiens 1a imagen del vector (4, 2, 3) segfin 1a rrensforazcidn,
De hecha, pars cualquier vector (x, v, 2] de R':
1 1 Q x x + ¥
¥l
1 ¢ 1 t X 4z
cue e1 la tegla dr transformacifn dade per (1),

FPodemos por tante escribir:

¥1.20,/31 -

T(v)uMy ¥V thR,

donde v es un vectoy columna,
La matri: M s¢ obtisne w partir de las imfgenes de lps

vectores de la base canénice de R':

T (1,0, 0)s (1, 1)

T (0, 1, 8)= (1, 0)

T, 0, 1)= (% 1)
183 cuxles, copo pueds verse, son lll.cﬂlulnll de 1a lltri:1H,quu
recibe £l noebre de "matriz asociada u la transaforeacidn, referl-

da a les bases canfnicmaa™.

Elempla VT. 1%,
Para la transformaclén T: RY = R? definida por
T(x,¥)={3y.2x)
obtener su matriz asoclada referida u 1m base canfnica de R' y cal
culer T(%, 2 empledndalan,
Sglucifn.
De a repla de transformacldn
T (1, 0) » (0, 2)
T (0, 1) = (%, O)
¥ la marriz pedids es
o 3
;o
para obtener T (4, 2 efectusmos #! producto
[ I 4 6
NINRH

por lo que T (4, 2)-(6, £}.



- — —

A partir de ahors trabejaremes exclusivemente con vecto-
red columna, ya que esto facilite grandemente el panejo de lay --
transformaciones lineales cuando ae emplean las matrices ascciadas.

Matrriz mseciads referida & dos bases cualesguiers.

Arnalicezos ashors el caso de una transformacidn lineal -
T: R'+ k', sabiendo gque A= {¥,, ¥,. ¥,] es una base de RYy - -
B {i,, ¥,} es una base de R'.  Se caonoce ademis que:
TIF, 1= 2w+,
T(¥y)=-8w, +Tw, (13
T{Vy)= W,-5%,
1o cusl define completamenta la transformacifin T, ssgdn &l t4oreme

YI. 4.

Supongamoes que se tiene un vector ¥ £ R tal gue

Entonces, core T e lineal: .
T(W) g, T(7,)+a,T(¥,)4a,T(¥,)
Utilizande las expresiones dades per (1):
T(F)=a, (217, +37,)+a {-bu, +7%,)+a (=, -57,)
queo pueds weicribirse cong
Ti{v}=(2a,-6a, +x ) +(3a +72,-50,]%,
por 1o que, =1 vector de coordensdas de T{¥) en la base B e3:
{T[ﬁ)]a _ la,-6a,v o,
JayeTo,y-5 2,
Exte vector puede obtenerse a partir del vector de coorde

nadas de ¥ en 1o base A

@, = |
[H

mediante &I products

fT(?)]B . a,
3 7 =5

que Tepresentamnx mediante

mml - n; (%),

N 2 -A 1
donde M> =
B3 7 5] es la matriz asociads a 2a trany
formacifin, reforide o las baszes A y B,
Es importante chaervar dos coses:
1,- La matriz Hﬁ transforma un vector de cogrdenadas en A, en unm

vector ds cnnrdeqadls en B.

2.- Las columpan de M: son las coordenadas de los wvectores ima-

gen da la base A &n 1o base B,

Formalizaremos 2 cpntlnu-:iﬁn el wxtudio hecho anterior-

mente:
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Teorema V1, & pueden obtener en forme finica a partir de la baxe 3:

T(F bea, 7,00, 7000 0n, W

Sean V ¥ W doa espacios vectoriales teles que dim V=n. y 12 LI
dim Wemi y sean Ax (Fiy Voo o, T3 oy Be (Fiy Ty oeny Wyl bases T T
de ¥ ¥ W, respectivamente, T{vpiea W e q¥ b ooty

51 T: ¥ = W e5 une trensformacidn lineal, entonces =xiste Llevando estas cxpresioncs & (2):
una firlea matris Mﬁ. de orden esxn, tal que T{F}'“II‘11;14E1;;;+"'"n.;ﬁ]'“,I'l,;,",,;;+""'-,;;}’
T[?]B - M ﬁ {an para todo ¥ de ¥, dopde, i ""*un{lun:.",na."‘*"mn;n}*
{ - - . _ Agrupando:

T{%l}'lliulsntiw Yoova e T(V)=(a,s,,*0,a, %, .. %a & };l'(“1'r|‘“z'z:+'“‘“n'ln}; .

entcnces, la ifsima calumna de Mg es atn ¥

(I i . +""[°1’m1*“g'm1*‘"'“n'nnlﬁh
11 ¥, por definiclén, lasz sumas encerradas entre pardntesis son lay -
Efi C aEy) coordenadas de T(¥) referidas a la base B, pur lo que podemos za-
) ! B cribir;
By -u|a|1+u!a1:' "‘ahll;
Este teorema nos garantiza que, pars epcontrar laa coorde AR TRREPPREE R LY |
nadas de 1a inagen de un vector ¥ referidas o le base B Je W, bas {T{F]1; i .

tard con prepultlplicar al vectnr de coordenadas de ¥ en la base A
aa_ +o R o+, . v 8

Hi ., 8 18 gue llzmaremos "matrlz de la transformacidn Lra et homn

teferida a las basexs A y B™.

por la owtriz _
¢, an forma matricial:

Demostracidn. -Ell Bir = W4y 31 ]
51 ¥ es un vecter cualquiera de ¥, pabemos quo sc puede ) 0 Bag e My At
etrpresar unfvocamente en términos de la base A como! (e B : : :
VeV e,V s Y cee o (D 12m: Taa e [n
L TN T(a, Y, '“I‘-'r*“"“n"_'n} :
For linealidsd: ) 1
T[;}'“uT(¥1]'“:T(?:}*+'"“nT(Fh] N 3] ¥, por (1): . - fFjA
Por olza parte, les vectores lmagen T{V ), ..., T[Fh] e a:“
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es oecir:
- A
T - M ¥)= P
{T(vJ} ’ IEA )
h.l’ .'||n - ’:Il'l
.ll .II ®an
dande: H; - :
hﬂml Bpa =t fem

como se querTa demostrar.

Lz prucha de que esta matriz es Andce o3 inmediats, ya que
51 supohemos que sriste H: tal que

rrm}n-n—; (M, ¥FeV ...

las ecuaciones (3} ¥ (4] claramente implican que:

A

A
p - M

N 3

Fatp completa la demostracifn.

Ejempla VI. 13,

Ses 13 transformacisn lineal T: R' - R?
defintda por:  T(x, ¥, 2] = [z, =*¥]

Ficilmente se¢ comarweba que A={(1, 2, 3]} . {0, -2, -1],
(T, 1, 11} v B« {(1, 2), (U, 3}} son bases de R' y R', respectiva.
mente. I

Calculemps la representacitn setricial de T en estas dos
bases.

Es clare que: T[1,2,3) = (3,3) = 3(1,23-1(0, 8]

v T(O,-2,-1) =[(-1,-3)=-1(1,2)+0{0,3)

T(1,1,1) = (1,2) = 1(1,2]¢0{0,3}

de donde

1 -1 1
""E .
=1 0 4
Urilicemos esta matriz pare choeney 1o imagen del vector

T=(-1,4,8), ecuyo vecter de coordenadas en la basez A es:

3

{F]A' -1
-4

ol L

Bl wvector (&, -3} e5 21 vector de coordenadas de T{¥]

3
Entonces: . [T(-1,4,5}) '[
B =1

en 1s }Isz B.

Ejemplo ¥I. 14,
Yolvamos 3 la transformacidn lineal del ejemplo VIOA2
T: R' - &'
definida por T(x,y) = (3¥, 22). ¥ considereaos la baxe canfini-
ca E = {(1,8}, (0,1)}.
Dedo que T (1,0)= (0,2} =0071,4}+2[0,1]
T (0,13= [3,0) =3(1,0)+000,1)

tenemas E 4 3
ME =
E
. 2 1]

Por elle (T(¥)} =« ML (M, pars todu ¥ de R,
E
Cuando trabajemos con watrices referidas a bases candnl-

cas, amitiremes los fndicas,
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Para &5te casp! Hﬁ - M s , : ; o0 0 -1 ]
- - Dibx +8x -1 - | | =2
- T(¥)*Mv pera tedo v de a', como se obtuvo . (ot x ]]n
T p 9 0 3 & 27
#&n la pagina 31, 9

- = e m = = = w * *

De6x +9x’ 1] = 0(11+12{x)+27{x")
Ejemplo ¥I. 15. D(ox +9x'-1) = 122 272"

Sean P el espacio vectorisl de polincmios de grado menoT que 3e Conprueba com facilided derivando Jirectamente,
)

@ igusl que tres y { el espacio vectorial de polincalos de grado - Pare hacer &nfesis en el heche de que 3o trabaja con ba-

menor o igual que dos. t£es ordenadas, consideremos shors coma base dJe P a
Como sabemos, uns baze de P oes B={1,x, ', 2"ty une de Fe (%, x, x", 1}

Qes € {1 x, %73, En esta caso, la representucién matricial de D es
Considerencs el optrador derivads D: P +1(} ¥ enced- 2 1 0 0

tremos su representacidn matricinl en lax beses B y C, "E c|: 0 5 o
Calculemos, para elle, la3s inigenes de los vectores de - 6 0 3 0

1a base ¥ retizléndolas & la baee C:
D{1) =0 » ammm*ﬂh;‘r
Dix) = 1 = 1(1]+0{x)+0(x")
D(x?)= 2x = 0(13+2(x)+0(x")
Dra')= 3x? » 0(1190(x)43(x")

= = a4 &2 = & m = = 4 m " F A F A W b A w o om

Rengo 4= 1a matriz de tranaformacifin,

Sen lm trapaformacicn T L I
definida por T [z, ¥, z) = (=, Ix]

Encontremos la matriz de ln transformecién roferids m lax
Poy tantol

bases canénicas:
[ 1 0 q

T (1,0,0) = (1,2}
Balg o 2 ¢ "
C T (0,1,0} = (4,00

1 a g 3
I : T (0,0,7) = (0,0]
Calculemos D (dx'*9x*-1) utilizendo esta patrizisabemes

. P 1 o0 0
' M
gue: 1 0 o

rt .
Es claro que ol range de Io matris M s une:
(ox eox 1)y = | °
B & REMY = 1
9

que e precisamente ln dimensidn del recorrids de 1s transformacifn.
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Se dein al estudiunte la denoatraclén del sigulente teore

Tearema VI, &,
En una transforzacidn llneal, 1a dimensidn del recorrlde

4+ jgual al rango de 1a matrl: de la transformacifn referida a dos

bases cumniesquiera.

¥1. 4. ALGERRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES,

Fn las secclones anteriores hemes trabajedo finicements -
con una transformacifn a ta vet, estudiande sus propledades ¥ cn-
racteristices particularesa.

En exta seccidn utilizarencs simultfneamsnte dod 0 EEs
transfarmaciones 1lneales, con ¢] oblets de estudinr las operagio-
nes que <on ellas pueden afectuarae.

Ltpaclo vectorjel de transformaciones lineales.

Consideremos ol case de dod transformaciones lineales T

¥ 5 de Rj en R'

dofinides por:
Tlx,y,tl=i(x,Ix)
S(x,¥.th=(m=-y,x+2)
¥ hallemps 1e fmagen dal vector {4,2,3) segin ambas tranyformacio
nes T4, 2,3)=(4, 1)
S(4,2,5)=(6,7)

Podemans formar shova una nueyy transformacién T+5 tal -
que, 1a lmapsn de un vector da R segln T+5 sen la sume de las imf~-
genes de ese Mmismo v;ctar sapdn T ¥ 5.

For efemplo:

(T+5) (8,2, 8)=T(4,2,3)+5(4,1,0)

=(4,8)+{6,7)
={10,15)

Ue ipual forma, pare €1 vector (1,5,-23):

[T+8}(1,5,-2)=T01,5,-2)+5(1,5,-2)
=V, 20+ (8,-1]

“(hn
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La tegle de transformacidn de T+3 purde ohtenerse calcu-
lando la ipsgen de un vector cualgolerz (x,y,2] de r:

(T+8) (x,y,2]=T{x,¥,2)+50x,¥,2}

{T+5)1{x,y,2)% (x,2x]e(xey, 342}

(T+5}{x,y,2)= (Zx+y, dx+1) A 4 b

Es fircil verificar que utilitando estw regla se abtienen
los eismos resultados anteriores,

Un estudio similar se puede lléever & cabe para una opers
cifdn consistente ep mulciplicar una transformacién lineal por us -
escalar. -

Por ejenple, o partirv de la transformasidn 5 podemos de-
finir l2 transformacidn 55 en 1a slgulente forma:

{55){F1=55(¥) ¥ T de R,

Calculemos algunos casos: '

{55K4,2,3)=5504,2,3)]

=5 (4,7]
(30,35
Anflogamente, pars &1 vectar {1,5.-2):
{55)(%,5,-2)=55(1,5,.2)
a5 (6,-1)
=(30,-5%)
¥, para obtener ta regla "& transformacidn:

(55)(x,y,2)=55(x,¥,1]

(55} {u,y,2)=5 (xey, x+f]

(55)(x,y,2)=(3neSy, Sx+52) . . . . [2}

El esindiante puede demostrar que las transformaciones

7+5 y $5, definidas por (1] ¥ (2} respectivemente, son linesles.

yl-£2 /43 -

4 contlpuacién definiremos la sums de transformaciones y

el producte por un escalar para el caso general:

Definicidn.

Sean ¥ y W dos espacios vectoriales sobre un misao campo
K, vy sean T vy 5 dos trans{ormaciones de V on W:
1] La suma T+5 es una transformacisn tel gque: .
[T+5)(F)=T{V)I+5(7), # Fe V.
2] E! predocto ol cx una transformacidn tal que:

Yack, vel

(aT)(¥)=aT(V],

Tepra=a VI, 7.
51 Ty 5 son tranyformacionss lineales, entonces T+5

aT son también lineales.

Demostracidn.
a) T+5 es lineal.
Sean ¥V, y v, dos vectores de Y,y ¢ un escalar de K

Par definicién

_ _ _ _ de T+5,

=eTiv J+T(¥,1+c5(¥, 1+50v,) | Por lincalidad
_ _ _ _ de T ¥ 5.

=eTiv, J+c5(v J+T(v 1*5(v,]

'ciT{Fl]'SfFL}}*T{F,]'S{;;J

wC(T+8) (¥, 1+(T+5)(¥,)

(T+SH{CF, =7, 1=T(cT, +T, )+ 5(cF, +¥,)

Par definiclédn
de T = 5,

quedanda demostrado.
Bl T &% lineal.
En efecto, se=an Tﬂ ¥y ?} dos vectores de ¥, ¥ © un escalar:
{aT) (¥ 7 J=aT{CT o7 ) Por definicién de aT.
=a{cT(¥ )eT(¥ )} [Por lineslidad de T.
=a{eT(¥ 1) aT(V )
=elaT{¥ J)aTiVv,}
=c{aT){¥ )+ (aT){¥,] Por definicifn de oT.




guedandos demontrado,

Teorema YI. B,
Segn V y W dos espucios vectoriele: y sen L[V, ¥} £1 con-
jurto formado por todes las transformeciones lineales de ¥ en W,

Li¥,%] =3 un especla wvectortal,

De las defintciones dados para la suma de trapsformacia-
nes ¥ producto por un escalatr, e8 ficil demostrer el teorems ante-
rior. Unicamente enumerarcmes las propledades de LV, W)}, dejendo
como ejercicio al estudlante su dempstrecidn:

tean 5,7 y U transformaciones lineales de ¥V en W, es de-
cir: S, T, U e L ([¥,%),

1) Cerradurz.

Ya dempostramgs gue 18 suma de transformaciones lineale’
es lineal, esto es, 5«T ¢ L {¥,¥]. .

Taabién demostranod qua #l producto de una transforma-
cifin llneal por un escelar e¥ lineal, #stg e, a T e L (¥, ¥).

2] Se(TeU]=[SeT}+U.
3) Trarsformacidin cero:
A0ebV,%) tal que, ¥TeL{V,W}:

T+0=0+T=T ,

4) T+[(-T1=0, donde -T«(-1}TcL (¥, W],
BY  T+8=54T.
Sean o y A dos escalares cuplasquisrar - .

6] a(eT)={aB)T.

7} e{l+5)=aT+ak,
B} ({o+EYT=nT+AT.
8) i-T-T.

Yolvamos ahors s 1mx transformacionss T ¥y 5 defintdas por:
Tix,y, z)=[x,2x)
S(x,y,z)=(x*y, x+z)
para les cusles se chtuva:
(T+5){x,y,z)=(2x+y, Ix+z) e . (M
La suma de estas transformaciones se puede llevar & cabo
por pedio de las matrices psociadas, rveferidas o lax bases cuntdnlcas.
Representaremos can M{T), M{S} v M(T+5) & las motrices asocindun a

T, &5y T+5 respectivamentes dichas matrices son:

1 o B 1 1 B
M{T)= M{5)
1 0 1] 1 i} 1
2 1 0
y M(T+5)-
30

Comg e3 fhcll comprobar, esta filvima metriz puede también
ohtenaras supande las satrices M(T} y M{5). Es decir:

M[T+5) = H[T) + M(5].

Recaordemos que al inicic de esta seccifing, tamblén se ob-
tuve la Lrlnsfnrmlciﬁp %% cuya repla de cerrespondencian ea:

fE5)(n,p,2}=(5x+5y, 5x+3z) A ¥4
¥ en forma andloga, vemoz que el multiplicar por el escalar § la

matriz M[5) da comp resultado M[55}:

1 1 ] & ] 1]
EM{S)+*5 = - M[{58) .
1 0 1 5 5

En general, £t ¥ ¥ ¥ son dos espacios vectorlales ¥y 5 ¥

T doy tranaformaciones lineales cualeasqulers de LV W], sa tiene:
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pare la auma: .. pera 8l producto por un ascalar: “Sebemon que  T{WI=M(TIV
st M(T) = T sl M{T) «= T o y  S(TaM(E)T, ¥ ¥ de n“} R
¥ M(8)] s« § ¥ o £5 curlquler escalar, a) PFara la suoa:
entOnCes ENtOnCES!: por defipfcifn de T+5;
H{T)+H{5} — T4 a¥(T) += a7 . o (T+8) (V) =TIV)+5{¥} -
o Sex: n Sea’ : poar [1):
M{T}+M[5)=M(T+5) a¥(T] = M(aT). [(T+5Y (V) =H(1)¥+H{5IV .
Por 1o gque, suner transformaciones .o multiplicarlas por por 1w distributividad de]l producto sobre la suae de matrices:
un escalar #s aqulivalents w sumar sus macTices psocladas o wulti- (T+5} (V1= (M[T)*H[5}IF et (2]
plicarlas por un sscalar. por otra parte, de (1]
Se dice que L{Y,W) es isomorfo al conjunto de las mRlTi ET+SYEF)=M[T+SI¥ 0o« = (5} )
ces de orden mxn {dnw medim ¥ ¥ nedim ¥} para las cperagiones . de (23 v (1) se sigue que
de suma ¥ producte por un escaler. M{T+5)=M{TheM({8}, " :
Teorpme VI, 2. ) %} Pare ¢] producto per un excalar: -
{Teorema de Isomorfismo) por definicibn de aT:
Parw conlesquiera T y S de L{V,W) ¥ todes los escalares (aT) (V) «aT(V)
o3¢ tiene que: por (3):
' M(T+8) = H{T}+X(5) (aT} (V) =a (H(T)T) :
N(aT) = aM(T) por las propiedsdes de las metrices pate el producto por un es-
Demostrerencs £:te teorema fniceaente pars transformacie calzar:
nes de R™ o BT, espleando las bases candnicas, (El casc general - (aT) (V)= (aM{T))¥ poeo- e (4]
s¢ puede demostrar #n farma andloga, teniendo ¢n cuenta que las ma por otra parte, de (1)
trices que me van a operdr deben estar Teferidas o les mismas basey) {aT) (V) =M(aT}¥ S
Sean T: A" + 2" y s: R™ « R® dos transformacioncs 1i- de (4) ¥ (5} se sigue qus
heales y scun M{T} y M[5)] sus respectives matrices waociadus, en MaT]=aM(T).

las bases canfnicus. tste completa la demostracldn,
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Coepnslcidn de transfermaciones linewlss,

Una sperncltn bastante =43 ipteresante con trln!fﬂrll:ig
nes linecales es la conposicidn.

Considerenos el probless siguiente:

Se tiene un segoento dirigideo en el espacio suclidiano bi

dinensional y seo desen glratio un dngule de 60*(sentids antiherariay,

gque multiplica por & la magnitud de un vector.

Este &3 un casc inpedista:

el ]

¥a podemss reiolver nuestiro

5(1,0)=(4,0)
5(0,1)=(0,8}
. . (3]

problena:

vy una ver glredo, se dessa aumentsr otho wveces su magnitud,

Pesolvamos =3te problete ¢n das partes:

Primero, obtengamos la transformacisn lineal T segdn 1a -

cual un vector del pleng ex girado un Angule de 60°.

Por el tegrs

ms ¥WI. 4, postard con haller la imegen de los vectores de la beee -

cet:finkca para poder delinir T

quiera 2
i

~ T{1,0]

o X

.

T(1,01 = (cosh, sent)

' Tepsmoa pues, Perd un Angulo cual-

(0,1}
T(C,

=X

l
T{0, 1} ={-seng, cosg)

Por tanto, 1la matriz d¢ la transformacldn en la base cand

nica e3:
o =senl-
M(T])~ v o« 1)
senp £D38
Maclendoe 6 = bO*:
cos 60° ~3en 6071 } -ﬁg
M(T)= - P 3
sen 60° cos 60° J; %

En segunde lugar, encontremcs la transformacifin lineal 3

Por ejemplo, pera el vectar (i,4),.primetc lo givamas

L
, ; .ﬂ; ) 1-24%
TLE, 1] "
T 7] L 32
T{Z,4)=(1=2/%, /3+2)
y despufs 1o multiplicamos por 8

14 expresidn:

P 8 0 1-2
S(1+2/3, /Te2)n -
¢ ‘ a a el

s(1-27F, FTe2)a (81673, B/ ¢ 16)

2-16,%
/3418

Vemos que el process aqul seguide se puede resuair en

sLT{z.fJ-{a-Iafl, 8/3+16)

fque ¢< la composicifin de las tramsigrymaciones 3 ¥ T, simbolizads

con 597, {LEase: "S5 composicidn T].

Esto =1,
(S0T} (¥)=S(T(V))
Por =llo podemcs escribir

(50T)(2,43=(3-13, BT-18)

¥ v de B

£0T ex upna transtormacidn que se define como:

donde 50T es justamente la transforescidn que al mismo tiewpa gira

un veCLor

s0* ¥ lo nuItipli?l por B.

Si queremos obtenet la matriz asoclade e 5T podemes ha-

cer 1o siguiente:

¥I.-A3/49



(3aT}(x,y)=5(T(x,¥})) -

[ 1 e T .
T T x :
(50T) (x,¥)r § trilizande M(T)
/3 1
I 7 Y
. . T
| 4] - x
(SoT){x,r}= Iz Wtilizande M[5)
Y R EL 1 '
A 7 I U
. [4 -4, |
{SaTi(x,¥])=
4.3 4 ¥ ' .
4 -ayF
T H[SeT) - .
43 4

Ohcervamps gue lz matriz asociads & SeT es el praducto de
las matrices asgciades a & v T, esto es; M{SeT)=-M{S)IM(T].

Urilizando esta metTiz, podemas obtener directamente

] o Nt 2 E-16/T
(SoTy(Z,4)~ o s . = /51t

came sm tanfa.

En resumen, 50T e3 una trensformacifn linesl que “reuns’
los efecton” de 5y T, ¥ cuya matriz asociadn ex el producto de las
metrices M(S] y M(T) [¢n ese orden].

Yeamos otro Caso:

Sean dhs transformaclones lincales
G: " - R’ dada por G{x,¥,z,W)=[1x,y,2+w]
F: R' - R dada por Flz,y,z) =[3x+y,z}

El sstudiante puede verificar ticilmente que

z 0D o 0@ I 10D
Ms)= [0 1 0 o y  M({F)-
00 1 1 6 0 1

Y5051 .

son las matrices asociadas a Gy F, en las bases canfinicas,

Encontremos Ia matrl: asociada » FOOG:

3 1 0 200 0
MIF?E)=M[FIM{G}~ 0 1 0 0
e 41 g o ¥ 1

[b 1 0 d]
.*.  M{FBG)=
e 0 1 1

. x
Es =lara que FoG es una trensformecidn de R en R . GriE-

fi:;usntu:
n R A

L] ]
R FogG R
FIG(2))

Engpntremns por ejempla la imagen del vecter [-1,4,2,8}

segln Fog: 1
. € 1 0 0 4 +1
[FoGY[-1,4,2 8]« .
a o 1 1 2 1D
2

Este resultadse se purds verificar (Scilmente si observa-

mos yue G-t 4 2 B)a(-2,4,10})
¥ F(-2,4,10) =(-2,1Q)
er decir, [(FOG)(-%,9,2,8F[G{-1,4,1,8)]
¢, En geneval:
{FoG){¥}=F{CIV)] ¥ ¥ de A,

que e5 la definicidn de FaG,



Daremos shora la definictdn para ¢l ceso general:

Definicidn.

Sesn las transformaciones T: U - ¥ ¥y  S5: ¥V « W,
Definimas la transformacifin

507: U - K

come

(59T) (u}=S(T{u)}

Poderpos representar griftcaumente la composiclén de tTans

¥ u de U,

formaciones linezles mediante la sigulente flgura:

]

¥
Fipura V1. 1.

Teorema VI. 10

El T: -V ¥ S5: V -~ W son des transfermaciones lines
les, entonces

ST : U =~ W

tambifn es lineal,

Demostracién,
Sean O, v 1, dos vectores de U, ¥ sen o un escalar; en-
tonces: [58T){al,+ U,)= S5{T(al,~u,}) For definicitin de 59T,
» S{aT{a,]+T{u:)) For linewlldad de T.
'BS{I{E,]]*S[T{E‘]] Por linealidad de &,
ea{SeT) (T, }+(5eT){0,}| Par delinicién de 50T
quedande demozcrado.
Henes mencionado ¢l hecho de que la compasiclin de trans
forpaclones linesles corresponde a la sulbtiplicacidn de matrices,

Esto se puede generalizar con =1 siguiente:

Teorema VI, 11.

Sean las transformaciones linmeales T: U+ ¥ ¥ 5 @ ¥V = W,
Sean A, B y C bases JellV y W, respectivamente. 8 -
Mﬁ[T} es 1o matriz asocisda a T, ¥ ME[SJ #5 la matriz msoclada & S,
entonces

ME[S}ME{T}-HE[SCT]

es la matri: mrsociada & 507,

Le demostracifin de este tecremé puedes consultarse en la re

ferencia 1, pig. 117,

Ejempis VI. 16,

Tenlamos [ver eiempla ¥I, 13) una transf{ormacidn lineal -
T: g - R= dada por Tix,¥r,z1={z,x*¥},

Siends A={(1,2,3), (0,-2,-13,{1,1,13) ¥ B=({1,2),{0,3)) .

don basxcs de R’ ¥ R’ respectivamente, hablamas obtenide

I B
h
M ETy-
ptT) [1 i u]
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51 shors censideramos ls transforpacidn lineal
5 R‘ - n’ dada por
S501,2)=(1, 2]
’ 5(0,3)=(%,3)
y utlllzamos la base cendnice E={{1,0},[0,1})} se tendrk:
deo )]

Por tanto, 1 matriz zanciedn o 55T es:
o I o-1 3
L -1 o n

_ [3 -1 1 ] HE sam)

3 - 2

1
M (5) My (T)e {z

Encontremos (50T} (V). dende ¥ - (-1,4,6],

) 3
{‘_r] A- -1
-4

Sabepos que:

((STI(M)g = Mg (50T} (D),

-1
(SoTI(-1,4,6)~-

L ) '
-1 n -
-2 2 -4 1
{mT]{-li‘lﬁ]-fﬁlI]

Vemos que en este caso 1a tranaformacldn S equlvale sim
plezente o un cambio de base en R* (wer resultade del #jemple ¥I,13),

- # £ = m m m m ® = = & ®™m m m * m = = r

Atpunas proniedades de las operacicnes cen transforaaciones lineales

Sean U, ¥ y ¥ tres espacies vectorlsles sobre un caepo K.
.- 5 F:rU=*Y¥
S: ¥+ N

) vy*nx

¥1-54 /55 -

aon transformeclones lineml=x, entonces

[5¢T]oF-‘SnF « Taf .
Z.- 51 Fiu-¥

¥y T: ¥ N M

aon transformaciones lineales ¥y a o5 un escalar, entoncaes

(aT)oF=a(ToF)
.- =i Fr U+ ¥

Gr U+ ¥

y T: VW

sun transformaciones lineales, entonces

Te[F«i)= ToF+ToR

4,- 5i X es un espacio vectorial y
FrU- ¥
S ¥V + K
T: ¥ o+ X

san trensformaciones lineales, entonces
To(SoF)={Tu5}0F,

5,- 51 T: ¥ + W e3 una transformacifn linea]l, sntonges:
TﬂIv- T
oT= T

son las transformacicones identided en los eapaclon ¥

donde Iv [ Iu

¥ W, respectivamenta [ver definicién en ¢l ajemple V1. &),
Ubserve que estas propiedades son equivelentes & las ¥a
obtenidas para operaciones con matrices, en el capftule IV,
MGtess que, s#lvo casos muy particulares, la composicidn
de transformaciones lineales MO ES CONMUTATIVA {resultade andlogo

al de multtplicacidn de metrices).



Transforrecifn inversn.

Veazos la transtormacién tinewl G: RY » R! definida por
G{x,rl=(3y, ¥), r considerenos =1 problema de determinar, dadn un
vector del 7ecorrido, de gquée vector del dominle =3 imagen,

For elemplo, sahilendo que G(V)=({§,2), querencs determi-
nar ¥ £ /7.

Surge xin embarge une diflcultnd: wvarios vectores del
dominio tienen a (5,2 comn lmagen, Menclonemes per =jemplo

GB{-%,21+(6,2)

G 8,2)=(8,1)

G[ 0,2)e(b 2]

)
*
t

Yo que un vector dado del recerrido =3 imagen de mis de
un vector del dominlo, observemos gue &) problema que nos plantea-
mas NO tiens solucifin dnica.

Analicemos otro SR3OS

Como vimos en 1w pidgine 48,14 tranaformacifn

T: " = R' cuya matriz saxoclada es

1 Y
I 1

M -
(M P \
7 )

glre un vacior del plano un Sngulo de 60° "{sentido antihersrle).
Es ficll penser que c¢onoclends un vector imagen sc pueds
determlnar con certezn de gue vectar del domlnlo preceds, ¥a qdﬂ
bestars sipplemente con girarle un Engulo de -60% [60° sentido ha-
rarin] purs gbtener el vector original,
Por ejemplo, si T[?.]-{lviff, X2, desesmos detorai-

_ H
nar v, e R .

Obtengamas para eollo 1m transfprmmcidn S: ' . ' que §i
ra un vector un #nguzla de -50%, Haclendo #=-60" en la eapresidn

{1] de l1a piglina 48, tenemos;

cos(-60%) -sen(-60°)} . f§
M= sen(-66")  cos(-60") .f; ¥
Entences: . I
} f; -1-2JI 2
S5[1-2/F, #/Tel}= _% % hﬂﬁz - .

LW, = (2,8

Hemos resuelts el problemi, puess ¥a tensmos une trlnlfﬂl

macifn (%) gue nos permite "regressr™ cualguier wectar del racarrl

do al vector del dominio del cual =3 lmagen. Gréaficamenta:
i t

A 5 1s Ilamaremos trensformacién inversa de T ¥ la Tepre
sentzremos mediante T °.
Pata ] caso que hemos anglizmedo:
T(Z, 4)={1-2¢3, ¥T+1)
T -24Y, Y3e=(2,0
Esto es vilido para todo vectar ¥ d# Rt, ey decir:
T{v] -~
T

1|

<]
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De estas expresiones es clarg que: . Por =l contrerie, pare lo transformacidn T R - p! que
T T(¥)) =¥ girm un vector 60" (para lz cual obtuvimes una transformacidn in-
T(T ' {@))-E ¥Y, Ter! versa), cs clare gque dax vectores diferentes del dominioe tienzn -
Definicidin, : siempre imdgenes distintas en el recorride (se dice que T ¢5 uno
Sea una transformacifn T: ¥V + ¥, A la transformacidn . a unol. Diche dr otra forma:
T oWy tel gue T{;]].T[;t] =;E}-$I 4 F|. F! e R
T T ¥veV S L Ademds, es Fficil verificor que todos lps vectores de R?
T @) ¥uweW <o 20 son imagen de algfin vector del dominto, o sea, ¢l recorride de 1a
5¢ le llama transformaclén inversa de T, i transformacién T: R + B es todo R fse dice que T o3 sobre}.
De (1] ¥ (2) e Tiene que: Catos diferepcins bdsicas entre 1a3 tranaformaciones G y
[T-LDT][FJ =¥ ¥vey T son 185 gue determingn la existencia de 1a transformacidn inver-
fTuT'{)[:] - YwelM sn, como se ratublece a continuacidn de lo sigulente definicién,
¥, por definicifin de transformacidn identidad; Definicifm.
Tler v 1, ) - . Dectmos qua la transformacién T: V + W ey biyectiva sl
Tor™! = L, ’ 1) T e3 uno 4 uURD, £3{0 €51
Estas expresiones, son equivalentes & las condiciones (1) TV 1=T(v)) =>?i'?1 ¥ Fi, v, de V. ¥
y {2) de la defintcidn. 1T T ei sghvre, o05ta ea:
Es lfgico pregunt!f;e ahgra cudndo una transformacifin tie L T(VIeW,
me inversa.  Parg tresponder g €310, Conviene Comparar algunas ca- Podemos ghors ¢nuncier un teorema que establece la condi
racterf{sticas de las transformaciones Gy T de los dos ejemplos an- cidp necesaria ¥ suficiente para lu sxistencia de la transformacién
terjores: - ipversa: .
Come vimas, para la transformacidn G: R = B definida - Teotema ¥, 12.
por G(x,¥)=(3y, ¥) existen véctores diferentes Jdel dominie yue tie- Sea la trapsformacidn T: ¥ - W, Existe 1o lnverse de T
nen comd imagen un Misme vector del recotrrido. Entances, no exis ¥ ey finice sl v 58lo si T £3 biyectiva,
te wna transformacidn ¢ 0 tal que G {GITY )T v ¥er', pur Lo lhpmugtraciﬁn.
gue G no tignc Imversa, Sem T: ¥ + W una transforeacién biyactiva:

Como T es sobye, ¥ W £ W axiste a2l menos un yector ¥ ¢ ¥
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tal que T(v)isw, Cono T es und & uno, dicho vector #s finice.

Existe entonces una @nlcs transformacidn G: W+ V tal que:

G(w)av ¥arW
E» clara que G es tamblén hiyectiva ¥ qus
T(GIR)I=T (V) =W

¥ - -
GITIVII=B(W)=¥
por 1o que =T '.

Esto completa la demontracicn,

Teorema VI, 13,
Sea T: ¥ + W una transformacidn lineal,

S5u dnversa T-t, 21 saiste, también =5 lineal.

Demostracidn,
Supongamos gue anlste T W ., Sezn ;1 ¥ i} dos ver
tores de W ¥y 4en 2 bn sscalar.

Hecesitamos demostrar que

T faw, «%,)=aT ()T (7,
pere 1o cusl, consideremes dos vectores ¥,. ¥, £ ¥V tales que:
TNy T D e e o 1Y
Por definician de T7':
T{7F, )8,  y T(¥7, )", e (D)

coma T e3 lineal:

Tlav, *¥, Y=al{¥, ) -T(¥,)
de (2] se sigue que

Tla¥, +¥ Jrat ¥,
por definjcitn de T

- = 1= =
av v =T (nultwt)

finalments, de [1}:
I RS MR T EL I
como querfamos demostrar,

Regresemps a las transformaciones G ¥ T gun estamos anall

tando,

¥imos gque G: R' + R' no es uno a uwno.  El lector puede

verificar que el aficlec de G e3:

N{GI={{x,00) | = ¢ R},

En capbio, &l ndcleo de T #a:

NITY=1(0,0))« {F}
¥, como vimos, T es unc » URG.

Notemos que #! nicleo de G contlene otros vectores ade-
mis del vectoer cere (por #jemple, {1,0), {6,0) ete.), mientras que

¢l nticlea de T contiens dnicamente #l vecter cero.

|Lecrema VI, 14

Una transformacidn lineal T: ¥ =~ W,

g5 ung a une si y sélo si el ndcieo contiene Gnicsasnte al wector

ceTh, O S£aC

M{T} = (3]
Deanstracidn.
ta. St T es uno a uno, entonces N(T}~{T ],

En efectn, sabemod que, por zer T lineal:
T{ﬁ'ﬂ'}.ﬁu

Supongamos que v esif en el nficlec, e3 decir .
HOR . ,

Por hipbtesls, T e3 uho & ung, o 5&& que

W60 /61



T(¥)=T(0,) = vl - .
e N(T)={T,} e
o, Si N{T]-{U&}, ¢ntonces T es uno A une,
En afecto, supongamos que existen dos vectorss LA F} de ¥
tales gque T{FI}-T(F,].
Entonces T(V,)-T(¥,)= T, -
come T es lineal:
Tivy-v,) =T,
Es decir, ¥,-¥, estl en el ndclec ¥, por hipStesls,
FI'F:-UY
o blen ¥, -¥,
Par tupto; T[FIJ-T(FI] &V Y, ¥vr ¥ V¥
¥y T &3 uno o unn,
Queda demostrado el tearema,
Recordemas que £n upne transformacidn lineal T: ¥V . W:
dip ¥=dim T{V)+dlm W{T).
Ahora bien, =1 N(T}={T }, entonces dim¥=dimT(v}.
De eate razonamlente y de los teoremas VI. 12 y VI 14,

se obtlene el slguiente importante resultedo:

Corolarie.

S5¢a un eapacio ¥V de dikensidn finlta vy see T2 ¥ + W una
transformacidn lineal .

T tlene lnverss 3l y s81c s

1o, dim ¥= dio W

lo. N(T} = HF?}

abséirvese que e3ths condiclones son equivalentes o efiy-

mat qua T TIENE INVERSA ST Y S0LD S1 LA MATRIZ ASQUCIADA A T ES Cus

vI-52/€3 .

DRADA Y NOQ SINGULAR.

Ahora ya podemos decidir en cuslquier cass si une trgns-
formactéin dada tiens inversa, Moy falta finlcamentes enCoRtCAT una
forme de celculer dicha inverss, cusndo axista,

Fara elle, regresecos a ls transformacidn T que gira un

vector del plano un Angule de 60", cove matriz ssoclade #s:

: 4

e 1 - .
= I

M(T]=

La transformacién {nverce de T, comag se encontrd antervior

Bente, tiene como matriz espciada;

! /3
. . ry s
M{T %)=
t
- 7
Es ficil ver que:

Al Al g I | 1 A
'5"—::1 T 81 r T T I
gL o 1l L3 ) /3 1
< [T I = I = rd

Es decir, M{T ') ES LA-MATRIZ INVERSA DE M(T):

HCT™'Y = M

De hecho, en cunlguier transformac!éin lineal donds el do-
minlc ses de dimensifin finita, para encontrar la matriz ssocisda
1a transformacién inveras bBastarf con invertir 1w watrii asociade a

la trapsformacifin, come extablece =1 siguiente:



Teorena VI, 15,
Ses la transformecifin lineal T: ¥ + Wy sea T 't W+ ¥
s Inversa.

Sean A y B las respectivas bhases de ¥V y N,

Si Mg{T] et la matriz asociada a T ¥ Hi(T-IJ €E la matriz

=1
arociada a T °, entonces:

B..=1 -
My (T 3e (5T

Sc deja a2l estodiante la demestracifn de este teorema.

Ejemplo ¥I. 17,

Sea la transformacisn lineal T: R’ ~ R' dada por la regl:
T(x, ¥, zl={3x+y, X+yez, Iy+dz),

Tovestipgbenss si tlene inversa:

Para que un vector esté en el nficles

(Ixsy, x+y+z, 2y+42)=(0,0,01

Es decir, Jx+y = 0
Xty+r = ... o= [N
Zy+dz = 0 s ' o
Pussto gua el determinante | 14 1 1] = 2 es diferente
n oz 4
de cers, el ailsteon (1) tiene por Anice solucidn:
x =0
vy = 0
z = {1

L. N(T)e{(0,0,07}
Ademgs, por ser lu transformaciSn de R’ en R', podemos

. . -1
concluir que s=xiste la inverse T °.

Ex facll werificar que 1a matrir asocinde a T es:

17 ]
M{T)= 1 1 1
qQ 2 4

Hots que &n la ebtencién del nflcles e investigd inplfci

tamente si M(T} es =zingular o no lo es, es decir, 3i{ se puede inver

I 1 8
tir, ya gque 1 1 1| ez precizsamente 2l determinante de M(T],
a 2 4
La inverza de la matriz M{T} es
1
1 ~ I -
-1 3 -1
et -2 6 23 =TT
1 -3 1
Podemos por Oltima encontrar la regla de transformacish
"
para L.
I x x-2y 4%t
T-I{I.Y:I]' -2 b _g_ ¥ '-2::+6y-§.z
1 -3 1 L) x-Iyez

. T"{x,y,z)-(x=2y+%:,-Zx-&y—%z.x-iy+z}+
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¥r. =. VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS.

Consideyemos 1a transformacign linezl T¢ R & k' definida
por: T{x,y)=(2x*y, Gx+y) ¥ eRCYntremos la imegen del vector (1,33

T(1,2]=(4, 8}=4[1,2]

51 representames al vectar ({,2] como un segmente dirigl-
do en plano % ¥, podemos veyr que la transformacifin NO le cambid de

Adireccifn, 5inc Gnicamente de magnitud:

51 ghors tomamos =1 vecter (3,8):

-’

T(3,6)=(12,24)=4(3,4]

vemos gque le& ocurtre exsctameénte la mismo gue al antevier [su magnl-

tud apmente cudatro vecos

reglas de transformacién]. .
Qtro case similar: T(-2,-#)=d(-2, -4}
Ex ffcil ver, sin embargo, que los vectores 8 lo3d que €5

to peurre $on casos muy particulares, ¥ que R general la transfer

macifn modificerd tanto la magnitud como la direccifn del vecto?

sobre el cual actida, Por eienplo:

V165767

pata no cambia da direccidn altnplicarla le

1 T 8

{5,9)

-
H

|
[ P R

| et
—+ i _};{_ i
47_Iﬁ1_
v 7T
ERNya i
T4 T
L7
1T s
i

Cabe entonces preguntarse:

1.- ,rdmo deben ser los vectores parda que ta tranaformecisn no lea

cambie de direccidn?t

2.~ Les wectores que segdn T no son modificados en direccidn, L3¢

multiplicen siempre por =1 mismo escalar [d en este cass) 0 -

existen mlgunes otros valores?
Para Tesponder 4 lo enterior, planteempa 21l problema en

una forma mis peneral, es declr, veamos en que cesos la Imagen de

un vector e+ simplemente £1 products de un escelar por dicho vec-
tor, esto o5

TiV}=)¥ A N b
para algln escalar & y slgln vector 7 de ®.

Gea ¥e[x,y) un vector cualgulera de 1,

Requerimos, de (11, gque

Tix,y)=*{x,¥]

Aplicando 1x Tegle de transformacifn:

(2xey, Sxey)=Ctx, 2¥)
da donde Zrey =hx
Guty =hy



(Z-1)x + y= 0
fx+{1-aly = ¢

¢ bisn: }
A 3 |
Como s& vi& en o1 capituls IV, les soluclopes de] sists-
pa homopdnes (7] dependen del valosr del determinanto de 1a matriz
de coeficientes:
FE | 1
‘ﬁ 1-4

= [2-3)(t-R)-B=a"-3a-d

51 este determinante, llamado polinomis carscterfstlce,
s diferente de cero, tendremes la aolucidn trivial
v (x,y)={0,0]
que no nos interesa, pues es obvrin qua
T(O,1=2T  para todo escalar A.
Por tant¢, pare obtener veciure5 no nulos, requerimos qua
¢l detersinantes tea cevo, es deciry
al.a3-4e0 A - ¥
que se¢ conoce como ecuacifn ceracteristica, y de #1)la 32 ohtienen
dos valores de 3, 1lazados valores caracteristicos: 1 +-1
1" L
Con estas valores podemos regresar o las ecoaciones (1) ¥
cbtener soluciones diferentes de 12 trivial:

Para } =-1, de ([2]: 3Ixz+y=0
Gx+ly=D

de donde ¥y=-3X

Es decir, todoy agquellas vectares de la forma (X 32} no
sufrirfn cacbio alguno en su direccifm al aplicartles 1w regla de -
transforaacidn y dnicamente s3e pultiplicarln por -1:

Ti{z P lx)=-(xAx]

A {x5x), con 40, s¢ le conoce comd veCtor caracterfsti

to waociado n) valer carmctaristlce -1,

|
Grificamente: 4

T(¥)

En forma similar, llevando a (2) el otTo valor carscrer{s
Tico A =4, se tiens
~1x+y =0
Gx-Zy«Q
cuys soluclés ex y=lx.

Entonces, (x,Ix), con xfD, es el vector carmcteristica -

asorciadeo ol valor caracterfstico 4, ex decir:
T{x ,1x)=d(x,Ix]

Observe que los vectorss considerados al principlo de es-
ta seccifn sop justamente de la forsa (x,I!z); d& ahf que ol trans-
forasrlos su pagnitud $¢ mulitiplicera por d ¥ ne cambinren su direg
cifn. .

Podemos msegurar, por OLrA parte, qud loe valores ohteni-
dos {-1 y 4] son leoy Gnicos gque nos permilen hallar vectisres no ny
los tales que

TIw)=4v, A A b
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ya que cuslquier otro wilor de 3 nos haris Alstinto 4d# ceroc £l de-
terminente, quedando la trivial (FHE?] como Gniem selucidn de {1},

Daremos ahore 1o definicifn formal de extos conceptos,

{definician,
S5ea ¥ un espacle vectorial scobre un campo K ¥ yea T:V+V
Fnu transformacidn linesl. Entonces, si
T(vImi¥
para algdn vectar no nule VeV y alglin escalar MeK, & &3 1lamado va

lor caracterfstice de T ¥y ¥ ex llamedp vector caracteristice msacin

do # :'-.“‘] N

Obsérvess qua 31 ¥ es5 un vector caracterfstico sspciade
al valor ) y koK £3 un escalar ne nula, entonces kv ex Caabidp un
vector caracterfstico s2ociado al valor &,

T (V)] =2 ¥

T{kv] = kI(¥}

T{kv] = k(3¥)

Tikv) = A(k¥} vy, por definlcién,

En efecto, ai

entonces, comg T ey lipeal:

Es declir:
¥v 23 taobién un vectar caractaristico.
Yolvamas al probleme de la transformacién lineal T:R" 41
fefinida por Tie,y)]=(Ix*y, Gx+y).
Ea claro que T(1,0)=(2,6)
T(o,1)=01,1}
par 1o que 1a matrir smsocleds a la transformacién en la base canénl

CEk w5

(1} Existen varlos zinbnimgs de valor y vecter caracterfstico:
eigenvalor y eigenvector: velor pTopic y vedter proplo; autg
ralor ¥ autavectori etc.

B L Er iR -

Ficilnente se comprusha que la matriz de coeficlentes del
sistena [Z) (que nos perpitld obtenel 1los valores y vectores carac-

teristicos de T =23 A-2], slepde I 14 metriz identidad:

[z t} {1 u] [z t} ]:1 u} [2-1 t]
A-p 1= =k - - -
& 1 g1 6 1 0 a 6 1-3

En general, 31 T &% ung transformacisn lineal de un espe-
cia de dimensidn finite =n 2! miseo, =) problema de encontrar sus
valpres ¥ vectores caracterisiicas 3¢ puede resoalver por medio da ls
metriz asociada & T,

En efecta:

Sta ¥ un espacio vectorial de dimensifn flnicta sobhre un
campo K, ¥ sea T:¥ = ¥V una trln:fﬂr-lc{ﬁn Inesal cuys matriz asocis
da es A,

Un vector ne nulo ¥ ¢ ¥V es un vector carscteristico de T
{se dice tambifn que ¢ un vector carncterfistico de 1s 2etriz &) si:

Es decir: ATAY pare alpin Aek.
Av-av=T
AV-21v=T
(a-31)val

Al determinante det[A-1I) se le conoce como polineaio ca-
racteristico, v al iguaierie & cero (para as{ ohtener vectores no
fiulos) se obtiene la ecusclén caracteristica:

. det{A-1T])=0
cuyas seluciones en K son los valores carecteristicos de la trans-

formacidn 7 (o de la matriz A).



a1 lj #3 un valoer cardacteristice, la zolucldn peneral del
slstemt homapfnen
[kljtﬁ-ﬁ
nes de o3 vectores ceracteristicos asocledes g1 velor carscterfsci-

co M.

Ejemplo VI. 1B.
] Ya htno; estudindo la transforescidn linesl T:R' = ®° que gl
ur vector un dngule de §0%, dade por le regls de corresponden-

cia

Tlx.r]'{‘g x- %Y. —ﬁ;x . }yl .

¥ cuys matriz asccilada es

« . (1)

1 V3
A T i ] .
3 1 s (B
= H

(Tendrf exta trensformacidn vectares caructeristicosT Ex
clarTe queé ng, ya que ningfn wvector de R' diferente del cerc conser-
vatrd su Blsma direccidn despufs de aplicarle 1lg transformacidn, pues
¢l efecte Je este transformacifn es preclsamente cambier la direc-
cidn del vector al girarlo &4°,

Eapleands el proceso descrite enteriormente, se tendria:

Loy /3
H i
A-4 1=
/3 1
7 A

Fl pollnomio Caracterfstice es

v

R
dot[A-Al}e v -ng oS 4§
3 LY
s )
det{A-21}=2%.2e1
cuysd Talces ason: i, % * fg 1
.1-1-1’.‘11 iﬂl‘i’l{!}
T
per lo que no existen escalares » e R tales que
T(M=Av, v &'

Es decir, T no tigns valeres carastsristicos ni, en con-
secuencle, vectores caracterfstices, como hablamos conclufda ante-
riormente,

b} Conslderspos ahore el problema de detertinar los velorTes cerac
teristicos de une tranzforaacidn T:ct - c* m dada por la -
alsma regla:
T(:.r}-f} x - "@r.ﬁ-‘r: * }rl P )
donde x, ¥ £ C, .
S5i elegimos la base B={(1,0),(0,1}} gde EI, la matriz A -

asccinde o T ea la plsma, ¥

1. 3
T )

A=iln I , PP 5
-z ek

Entonces, los valeres curscterfsticos de T son les ral-

ce1 ya obtenidas del polinomia caracteristico det{a *I):

11-1!*{;-1
N &1

1 41

.:l."'!"'""fl

(13 c* #s el espacio vectorial de pares erdengdos de nlmeros com-
plelos sobre el campa C.
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par lo gue exlaten eacalures L £ C tales que
T(N=-1¥, vec'
Dado que existen valores caracteristicos, podeuﬁs ohtener

suy correspondiantes vectores caracteristicaos:

Llevando 3= % - fg 1 a2}, el sistemn (A-XI)¥=TF queda: |

11 A1T371.]
7171 =7 X[ |0
A . .3 - donde x, ¥y e C
T A e ol B N4 I
.f; L -fg x o
/3 ad
- 0
= e LY LT

Resovlviendo se obtiene que: y= -lx ¥ x e C,
.. [x, ~1z] e3 un vector caracterlstice aspclada al valor
EELE B f% {, parn cualguier ndmero complejo xfQ,

En farme snllogs se obtisne gque (x, Ix) es un vector cu-
recreristico asociado & 1:-% - f% i para cuslquler nimero comaplejo
40,

Este ¢jenpla pone de manifiesto que la existencia de valg

res caracteristicas depende del campo sobre el cual se trabaja.

Ejernple ¥I. 19,

Se tiene una transformacidn lineal T: R* + R', cuya ma-

triz msocieda es;

s % 3
ke I T |
. a -5 -

V1-74/73 .

Encontrempos sus volores caracteristicos:

I-% ) 3
A-Al = ¢ -3 4 =% [2-3)[1+2])
o -5 -5-x
- hy=0
hyml Valores caractaristicos,
a1 '

Obrengemes los vectores ssoclades, utillzande

[A-313v=T:

Perm ll-ﬂ
2 3 3 x 1} L=l
4 4 y| = |0] =» yak,
a -3 =5 T a ru-k,

.o [0, Ky, ~k,) e3> un vector ascclade a4 X0, YL,

Para i, =1
3 X ] I-k:
0z 4 ¥y | = |0 = y=(
=5 -7 r 0 =

. {k,. O, 03 es un vector asociade & y,%2, ¥ k40,

Fars b= -1

103 3 X [\ x=-k,
Yl=10] = ye-ik,
-5 - t o z*5k,
e [eNy, -dky, 5k,) es un vecrer msocisde e A,e-1, O k0.

Observemus que, si bien la defipicléin de velor ¥ vector
caracteristico EXCLUYE AL Y¥ECTUR CERO, permite al escalar cero ser
gventunlmentes un valor caracter{sticeo, come ocurrif en este Gltimo
ejemple. D= hecho, #n cualguier tranaformacidn lineal T:V *+ ¥V, -

con nticles distinte del {Hv}. todos los vectores no nulos dsl nid-



cleo pertenecen al valor caracteristico cero, pues
Tr?;-ﬁ;-ntﬁj =1 ¥ ¢ N(T).
Se defa 3l sstudiante encontrar el ndcleo de la transfor

pacifn del ejerplo anterier.

Ejemplo V1. 20,

Sen F el espacia vectorial de tedas las funciones .-
£1 R+ R que adwniren derivades de cuslgquier erden en un Interva-
lo [8,b), ¥ consideremas &1 probleos de obtener los wvalores y wveg-
tores caracteristicaos del operador derivads

D: F~F

Por ser [ un espacio de dimensifn infinita, no existe uns
representacifn matriciel para el gperador N: F * F, ¥ e podemon -
proceder comn en les ejemplas anteriares, Mecesltemos #ntonces TE
currir a la definicién de valor ¥ wector caracterfstice, segfn la
cual:

Una funciém £, diferente de 13 funcifn cera, es un vec-
tor caracterfatico del eperador It si

DEfx)=df(x)

para algdin e R, N A

a bien

df{x)an
Te f(x)
lo cual lmplica que
df fx
“trx
Integrande asbos mismbros de estn exprasién, podemos nb

tener la funcifn § que huscemod:

rafix)eyax
%

L{f(x))» dxeey

f(x) e B i a gt X g

EI'C:

¥ ¢, e R, cFd R 3

finalmente, haciendo &
£(x)mce’”
Derivande (2) se cosprueba [1], yo que:
biee®®) = agee*®) ¥ ¢, i e R, <F0.
En conclusifn, ce*® €5 un vector caracterfstice miociede

al! valar caracterfstice &, ¥ * € R, por le gque todos los nfimercs

renles son valores caracteristicos del operador D F + F

,_-_,_-,_--.-4--,-;---..-

Vectores caracteristicas linealmente independientes.

Volvamos al ejemplo ¥I. 1% Tenlamos que 0,k .,k L
{k,, 0, 0} ¥ (-, -4k,, 5k,) son los wectorses caracteristicos mso
ciados a los valores caracteristicos p, 2 ¥y -1, respectivaments.

Ficilmente se cooprueka que estos Vectares 3am linealmen

te independientes. En efecto:
¢ k, -k,
k, 0 -4k, - -kll'k.iﬂ (pues kliﬂ}
-k, 0 5k,

para el casc general tendreds Glie:

Teorema YI. 16

Vectores cardcteristicos asocisdos a valeres caracteristi

cos “istintas, son linealmente independianteas,

Demastracidn. (Por induccifin matemitical,
€ea T: ¥ + Vv una trunsformacién lineal con n valored Cé-

racreristicos diferentes & v Ays -ree dp, ¥ 3EAR T ¥pp oone g
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los respectivas vectores carscteristicos asoclados, Llevando estos veloves g [3),

DemastTETEMOS Que LI Fk+1-U}
@ ¥, va, ¥ v e VT =2 -0, ¥i & ) Como ¥, , /T, entonces B, =0
jo. Para mnel, G‘FI-Uv => o0, ya que ?liﬁ; ‘ Por tanta, les vectores ?:' F:' ey Fi. Fﬁ.‘ son limen}
20, Supongamos vElido para n=%, e3 decir l!nte_indepcndien:es.
a,¥,ra,v '...*ukF‘-E¥ = nt-ﬂ, ¥i - - .. 2] . Con esto quéeds Jdemostrado ¢l recremas.
¥ verifiquemas péra n=k+?i: Ex convenlente sefalar que ¢] reciproco del teorema V[_.16
ﬂ-7=’“=F=‘---"u;i'“u-:Fn-;‘Uw T 1] no ef cierte, Fsto #3, #i T tiene vectores caractferisticos lineml-
'ﬁpilquenu: la tranaformmcifn linesl T en ambos mieshros mente independientes V.. ¥V,, ..., ¥+ €nlbAces los correspondientes
de [3) tomando eR cuenta que valores cerecterfstices 4, A,, ..., 1 no son necesariamente distintos.
Tlv Y=2,¥y . Por cjeeplo, pere la transformacidn identidad T:&' - r?
S5¢ tlenc entonces que: definide por
R T N N P P € 1) HN-¥ *7ver'
Multiplicande (3) per lk‘] Tenemos
Bh T B A, oo B d Tl A T T If1,0)=01,0)
Restendo [1") de (X5'): I{n,1)=(2,1]
El(ll'lhanlﬁx*ﬂn{*:'1k+:]F:""'aktlk'1k4;}5i'u} Obviamente, (1,0} ¥y (9,1} son vectorTes carmcteristicos 1i
Pera por hipftesis (ecuecidn (2]}, loa vectores . - nealmente indepepdientes, amboy ssociades al mlsme valor caracter!s
V,, ¥, .u.y Ty, fon linealmente independientes, es decir: tico =1,
Bo{d -h =0 T e e e e e e L
a*[1:=ik.1] -0 Espacios caracterfsticos,

. A Recordemos que pars 1o transformacisn T del ejempls VI 1%

Beldprdge,} = 0

Ademiia, taday los wvaloras caracteristicaos son distintos,

$e ohtuvieron los valores carncterIisticos: o =0, 3,=2, 3, =-1,

o

El conjunto de todos los vectores carscteristicos asocim

d -- -
esto es, Ay-3p, #0, Yi=1, 2, ..., k. Zn consecuencis, de (1), es 8l valor ,,=-1 €3

- -4k k 1]
BorE.= ... =8, = 0O. (f-x,, oo 5k |k, e Ry Xk F0)
5i A st Conjunta sgregimos £l vector cetp, chtenemos el
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subespacio vectorial de R*:
B (1’}.{{-kl, -4k, 5k} | Ky £ R)
1lasado espacio caracteristicze assciado al valor carscterfstice LI
En forma similar se pueden cbtener los espacios caracte.
ristlcos:
E (3 )=100, k;, -x) | & € R)
E (3,)={{k,, 0, Q) | k, e R}

Teorema VI, 17,
Sew T:V =~ ¥ una transformacién 1lneal y sea » up daler
ceracteristico de T. El conjunte

E(Al=i¥ | Ve ¥V ¥ T(VI"a¥]

&5 un subespacio vectarlal de V.

Dempstrecidn:
1] Sean v, Ft e E (1], Entonces
T(F, )07, '
T(7,)=)7, ' ' ]

compy T o5 lineal

T(FI-F!;-T{Fl}+T[FI]-1F1*1?.-1(FI'F;]

L. VAW, € E (A).

2) Semn ¥ € E {1}

T(¥,)=)¥,

Yy ar kK. Entonces
Y como T ex lineal
T{a¥, }=aT{¥ Y=ali¥, }=1(a¥,)
eooa F: e E ().

Esto demuestra £l teorema,

Definicldn,

A Efx} se le conoce come espaclo caracteristico asacia

do al valor caracteristico A,

Ejemple ¥I. I1,

3 1 -1
al Sea 1l mutris A= |2 i -1
T @ 4

Esta matriz deflne una transfermaciSn lineal T: R' + R°
dads por T(vVi=A¥, ¥ v R
Encontremos los eapacios caracterfsticos,

Tare ohtener lox valores caracteristicos, calculemos:

1=k 1 -1
det(A-11)a 2 1-4 Y S O TL N
b ? 0-x .

Las rafces de e#ste polinomic son: 4, «?
hy~Z
A,e2
Note que existen vslores caracteristicos repetidos. En

contremps 1os correspondientes vectores!

Pata 11-1
2 1 -1 x 1]
[A-III]F- 1 1 -1 ¥l = |0
H 2 -1 t 1]
de donde i = ix
y o0

' (ey, @, 2K, ¥ k 40, o3 un vector asorlado a 3 =t ¥y

[

EII.]-[[kI, 0, zkll ! kl c R).
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Este subespacla es generado por el vector (1,0,2) ¥, como
es clero, dinm E{ljj-T.
Fata 11-1_-2

1 1 -1 0
z ¢ -t yi = |0
2 z -1 1 1
de dopde z=ix
¥=r
o ey, ke 2k ¥ kA0, es un vector msociado a - -
l.'ll'z ¥ E(ht}'EEh.]'{{k,p kan 2k=] i k! e k1.
Este subespacio &5 generpdo por o1 vector [1,71,2) ¥y su dipensidén
¢ dim E{i:)'1'

B} Conslderemns otre TTansformacidn con valores carpcteristicos re

petidas. )

Sea T:R' =~ R’ la transformacidn 1ineal definida por
T(T}=B¥ ¥TeR
F 1 1

donde b= |2 3 2
1 L 4
Entoncea,

. 1 1

det(B-A1) = . O 2 | mat-enTersy-7

¥ hy=7
l=.|
1‘-'[
Para A =7
-5 1 1 x 0
z -4 1 ¥ =18
3 3 -3 z 0

V]-B2/B3 .

de domde yalx

-]

e [k, 2Ry 3k} ¥ R #0, es un vector asocimdo & ) 7
y E(h)={(%k,, 2k, 3k, | k, ¢ AL,

En este gcaso, dim E(} }=1, ¥t que e8 generade por ol vec
tor (1,2,3].

Para 11-1,-1,

Lx
[ ]
o
]

es decly, x+y+i=D
o blen I=-E-¥
Pt (kg e =k -kL) 4k, k., no ambor cero, es un vec
tor ceracteristice asoclede & 3, =321, ¥
EEAJ'EEI,]'{KE,- LI -kl-klj | k:' k' e R).

Ahore Ia dimensidn =3 dos, puss E{;t] o5 generpdo por los
vectoTes {ndependientes (1,0,-1) y (0,1,-1}:

E{l;]-E[h’]-[kl(l,0,-1]#kl[ﬂ.1,-1]| LI

Tenemos aqui otro case de vectpres CaTacterlsticos llneal

mente independientes asociados ol mismo valor carpcteristico f -
(ver pigina 78],

Ejemple ¥I1.22

Sea T pquella gue transforia un vectoT cuplquiers del e3
pacia euglidianc tridimensional an #u Simétrice respecto al planc

F que cankient a) eje £ y formo up Sngule de #5% con ¢l plano x-1,



- o —p

cono se muestra an 1p figura: T(1,2,8) =~ [0,1,0)
T(%,1,00 = (1,0,0)

T
¥ . TLO,0,1) = (0,0,1)
Entonces
\ 0 1 ¢
M- f a o
L0 0 1
e Obtengames ahora los3 espaclos caracteristices e T
— \\ F] EF | 1 l]
t.ﬁ\\ : der(M-An= [ 1 -a 0 [ maT01en)-r1-ad--ateatese
S - a0 1
\’\ -3
x\:ﬁh haciendo -ii*ltil-t-ﬂ se chtienen los valores caracterfsticos
- A==l
\ Xy 1
. A= 1
\\ Dzl statema homogéneo (M-1I)val, con iam-1:
[ ' 1 ) x 1
x ! t0 ¥| = |0 .
a P 1 )
cuya solucifn general es
==y
t= 0
1
La imagen de un vector cualgulera [x,¥,Z) de R segdn T se abtiene el espacia caracterfstico
es {y,x,z) por lo que la regla de correspondencia e3 ) E(h el {ky, ky, 0) | Ky & R
Tlxuyaz) = Orxpey o0 {0) y del sistema homogénea {M-AT}v=0, con 3 =1
Come es fdci! wverificear, ae tratn de una transformacidn I ) 0 X 0
linesl, por lo que, pars obtener la matriz msocinda o T en la base 1 -t o y[ =10
o o0 0 1 a

canbnica de R’. calculamas
cuys asolucidn general e3
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x=y
1Y e .

4

e gbtiene el espacic caracterfstico -

E(x,)={0k,, k,, ) | k. k, & RI. .

Veamos ahore la interpretacidn geométrice de extos resul

tados:

El expacio caracteristico E(3 ), de dimensibn uno, repre
sents 4l conjunto de vectores sobre la recta yo-x alojads en el pla
no x-¥. Extos vectores sclamente cambian su sentide Al aplicar T,
pero conservan su magnitud y direccidn., Es decgir:

T(V]=-¥, ¥ 57 ¢eE “1}‘ '

El =spacin caracterIstico E (x,), de dimensidn dos, repre
senta al conjunto d¢ vectores contenides en =1 planp P, Estos vec
toTes na sufren alteracidén algune al splicar T. Ex decir:

T(¥1s7, ¥ veE{),).

Yi-856/87 - -
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$ISTEMAS DE ECUACIONES LINE®LES -

Jpopmecio Y MATRICES

Consideramos =] siguiente ejemplo:

Una industria fabrica tres tipos de productos (llamémoxlen
A, B y C) ¥ cuents con un total de 50 cbreros &uu trabajan 8 hr. dig
rias, E1z daclr, dizpone de un total de 409 horas-hoabrs &l &fa,

Pars fabricar un producto del tipo AL so Tequleren I0 he-
ras-hombre ; para unc del tipe E, 100 y pars une del tipo £, 40.

En condiciones normales, no existen rtltricﬂiﬂnll'dl mitieo
ria prima ni de maguinerla y los obreros eatan capacitador pare in-
tervenir en l1a f-br{clcidu de cuwlquiers de ln; productas,

S8 quiers saber, que cantidad de pru;u:tul A, 3 ¥ C pus-

den fabricarse Jisrlamente emplesndo ls totalidad de horas-hombre

dizponible,

Podemas entonces plantear 21 modelo matesdtico siguients:

S5i x,, x,¥ x, representan =l niserg de productos A, B y C
qus se fabrican diariamente, e¢ntonces 20x,, 100x,y 40z, sarin, ol ntd
mera de horas-hombre empleadas diarisssnte en fabricar todos loy -
productos A, B ¥ C.

Comp s« desean emplear tas 400 horas-hombre disponibles,
los vwelores de x,, x_ ¥ x, deben ser tales que

20:|+1Uﬂx=*4ﬂleiﬂﬂ R A b

Expresiones como #sta, raclben al nembre de scuaclones 11
nenles,

Una respunsta sl problema podrias ser fabricar 4 productos
del tipo A, 2 del tipo By 3 del tipo C, yve que, sl sustlitulr estos

valoras en la expresisn (1), se varifice ls igualdsd. Entonces, -

diremes gue
xo=d, x =i, x. =3 ,
es uneg solucidn de la ecuacifn (1].

Sin embargo, podemes notar que este Aolucidn no =35 finlca
¥L que los valores

:1-?, x,=1, x.-#,
tambifn satisfacen Ia ecuscidn (1), por lo que c;n:tituren otra so
lucidn.

Generalizando, la ecuacidn (1] ¢35 una expresidn del tipa

alxlta,x,*,..-:nx"-b A 3
& la que llamaremos escuacidn lineal. .

A las constantes a;, &;,..., a, 3o ley llums coeflclientes,
# b término independiente y a x,, x,,..., ., incdgnites o verlables.
Vemos que las inclgnlvas aparecen todas alevadas & ls primers poten

cis, de ahl el nombre= de ecuncidn lineal.
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v STSTEMAS DE ECUACTONES LINEALES,

Regresando al ejemplo unterier, supongamos que poar Tarige-
ney de demanda los productes B y C deben f:hri:ar;e en cantidades
igunles,

Entonces, se tiene la restrlcecidn ad{ciunal x,=x,, que
exprasads en la forat (2) queds

Ox, +x -x,%0 . ., . . . (3}

Ahotra el problems conrsiste en encontrar una solucidn que
satisfaga, simultdnesments, 1as ecuaciones (1) y (3], por lo que -
lns dos soluciones que ante#s encontramos no son Gtiles.

. 51 xa fabrican 6 producros del tipo A ¥y 2 de los tipos E
¥y C, vemos que se sarisfacen simyltlneaments las ecuaciones (1) ¥ -
1. Entonces diremos que

X, =6, x,u2, x =2

1
e3 una solucidn del sisatemn

20x,+100x, +40x =400
4]
Oxy+  xp= 2= O

el cusl consta de 2 ecuaclenes con tres incégnites.

N -
Ay, X %0, X Y, Ay pXo=b, .
LTTLIRS PO P e D
%,
* T - "ot R &3
* * * -
18 i R Thel B T ] .

donde lij e C son los coeficientes, x; las incdgnites y b; £ C los

términos indepandisntes.

Definfcifn,

Una aolucidn del sistema de ecumcliones (5) &3 un conjunto

ordenade de n velores que setisface simulténeaments s todas las ecua

clones,

Definlcidn.

Un sistema de ecuaciones linsales es5 un tonjunto de acus-

1
clones de 1lm forwa (1) que deben resolverse simulcinesmente,

En geoeral, un sistema de m ecuaciones con n incdgnitas,

definido sobre el campo de los nfmeras complejos, es de 1n forma

V57

Una forma de obtener soluciones,

Tal vez, la técnica fundamental para encontrar las solucig
nes de un slstens de ecuaciones lineals#s, sewn la de =liminacifin, El

proceso condiste an transformar el sistema original em un nuevo sis

tema de egcuaciones que puede résplverse fdcllments, El nuevo sis-

tema, deborf tener las mismas soluciomes que ol original y en este
caso diremos que ambo3 sistemas son equivalentes.
Para obtener =1 nuevo sistema 32 hage uvso de las sigulen-

“u

tes transformacicoes, que reciben ¢1 nomhre da "Transformacicass --
elementales” y consisten en:

1} Intercambicy dos écuacionss.

2] Multiplicar una ecuacidn por un nimere kFD

5] Moltiplicar una ecuacidn por un nlmero k#Q y sumar el

resultado a8 otra ecuacidn del sisteama,



- T
HNa es dif!c1151captlr que &1 sistema originsl ¥ el Dueva
sistems son equivalentenad . Sin embargo, ol iltudilnf; pusde con--
sulear la referencia 1-p;g.1414 para una demcatracidn. 14
, . Podemos ilustrﬁr 1w técnice mediants &l {};uieuta ejem-

ple:

-, - 1 i."‘l-.:"l
l-

Ejemplo  [¥.1.

LI N
+24 =
2z, . ] ' . e
I‘-in*x. al .
-z, ex ¢S, 10 0% p: . ooy e

N |

1i intercambiamos las dos primaras acuscionss [con el objmto de que

X, apATeIca en lm primera ecunclfn] abtenemos 1
xl-le*x. al .
Ix +2x w6 R
-I;*II*SIl =10uj i ' k o
s|{ sumamos 14 priasra ecuacidn a ls tercera obtenemoy
:.~2xl*x‘-1
21!-2:l-6 .
u—xl*ﬁx.-11'unfa ' Ui h
si sultiplicamos lg segunda ecuacidn por } y sumamos €l resultads
a la tercera cbtenemos
x =le I, nl
Z:I*Zx;-ﬁ '
O+7x =1d:s o i L [LOp
dividiendo las ecunciocnes dos ¥y tres ontra 2} y 7 respectivamente:

| I i
X r2xprx w1
g Fpta,=3

x‘-Z ) 1.

. 1 :;1‘n&'1: teTcers £Cupcidn inmediatements vemas que
x, =1 rts?511;9yihdg aste valer o la Segunds #CuACiSh. 5S¢ encucntta
Gue X,=1., F}llll&ntl. al sustituir en la prisera ecuacidn se en
cusntra qué 1:11. por la que la solucidn d:! sistema €3

Gt

o1, x,2

R R R .
qp +* 1 Ahora bien, hay sistemaxz de ecuaciones que admiten iy de
uma lnlucIQn:iuh sjnkplo i; tenemos €0 &1 3istess
aniT1?le+lﬂ:.-4ﬂﬂ W
8! oy ARy z- x =D r
que empleamcs como introduceldn, Lz s0lucidfn que habliamos menclao
nlén L O '
t RS LINIE R N

¥ el a:tudlgnti pusdd comprobar que

v 1} x,=1 z, -1 '
ex)Dtre solucién. A este tipo de sistemas, que tichen mily de une
salucidn, s lesrllams indeterminsdos. H

= d I -

ot (También hay siscemss que no admiten selucién., Por afem
plo, resultdrevidente que el sistens
AP
LTS FL WL A . I+
fno:tiens :élq;iﬁn, pueito gue no existen dos ndmeros cuys suls 3oa
1 yvida l!rvlzl A BIlm Lipu.de sistemas ze les 1lama incompetd--

blas {o inconsiscenian),
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3 ek
—_ ,
e N 1 '

En genaral, devackerdo con la existencia'y.tipos de solu-

¢18n, 1os sistemss do ecuaciones linesles 3o clmsifican en:

o

Detoralrades
Compatibles ‘ﬁnJ . {una solucifén}
ey, R TRl ro
.ys, | (tiepen molucibe} Iodeterminedas
1" 4 : Tyl [mhs de'una-solucida)
[ Incompatibles :Lln:-tlﬂll iy 1  ead. . B -
| (no‘tienen solucidn)’ -7 ! Ee TLTeTgp e 30T e

Mis adelante, y Con ayuds de DTTDS CORCEpLos que tratlars-

aos, podremos determinarlsicun sistems tisne solucisn o no la tiene,

! : 1 + . TR IS R
y i #etn a3 OQnlce o 00 1o es.
: L L N T L
A »
JTER !
1 - L] *
] r -
o A w- + o [
o
' - a :" 1 4 bl .
F] . e 4w
f
! . [
b g L L] + R » a
[ L L . "
o -

! Ay F--q
; i bl -
1v.2* ' MATRICES. tor
LA L rar._ |1':‘ :'“ , L " * 1 .

N
" 1 MHEl estudic de loa sistemas de ecunclones realizsds en ln

n aroL '
soccién precedents, pueds ssrvir coma uma introduceifn netural al
L | I“I'ri
canceptolds ,matviz. ' En a] proceso de censtruccidn de un lhtln=
i Coap e
tqqivllgntc, pukds wdvertirie que fo o3 necesarlo sacribir las in-

cﬂ]ﬁitl:le; gy snns Koo ¥N que realmente sélo 1e opeTa &on 1oy -
! S, O
coeficientas Bij ¥ con los términos independientes by.
TR
5i analizamos el ejemplo IV,1, vemos que &l sistems
H ]

t,rf: +2x.-il

LKARTRL T S I Fua r .
1
R =daven =}
et bt e e '
eyt 1 1
¢ H'ixl+x.+51,-i¢

! Py 1-

queda completnmente determinada al copocer £l valor y 1s posiclén
1n Lot *

de ctads unc dz los coeflicisntes y términos indapendlentes.  Ests

informacifn se purds presantar convenlentemente en ¢! sigulsnts -
F y . - A

srreglo p W ¢« )
b 22 6 '
]
1-211 1 veas L8]

N R Rl
sl cual sa]leill;nl MATRII. - | v
1 I-F§tE[|;r=gln on particular, conste de 12 elemantos (oilme
ras) dispuestuf #n 5. renglones ¥y 4 columnas, por la qua dirsmos que

la macriz o3 de orden 3xd,



[ Definicidn,
Unme matrtit de order min scbra el cumpe de 1oz ndmeros -
coeplejos, &35 un arreglo rectangular

By B33 4+ Agp

S P )

con m renglones y n columnes, donde lox lij e £ 3¢ llaman sui sle-

aArntos.

Comunmante,” s& TERTASERta & las watrices con letras mayls
culas ¥ a sus glementos con letras kinfisculas. En forms whravisda
1 matrit (7) pueds axpresaris comn

#'[!ij} donds i=1,2,...,m ¥y j*1.,2,..., n

Los subindices 4, | indlcan, respectivamente, ¢l ranglén
¥ la columna £n que 3¢ sacuantra el elemento ‘ij‘ Azl potr whem-

ploc, &,, r4pTesects al ele¢R8BLO que 3e encUEntrL En vl s¢gundo Tan
gl6n y tercera columne de la matriz A,

Dade 1a importansis de la posicidn que guardsn los ole--
mentos en &l arregla, d-cilﬂ; que dos matrices 3om igusles i zon
del mismo orden y sus elementos correspondientes son igusles., A

e3to ohedece lg siguiente

Definicidn,
Sean A-{lij] ¥ n'(hij} dogs matrices de]l migmo orden, en-

1OnCAas:
¥ oi,j

L '1j'b1j

Hacisndo referancias nugvamente al ejemple IV, 1, podemos

efactusr con log ronglones &¢ la matviz (6) transformecionas equi-

valentes & las pfactusdms con las ecuaciones del sistema,

El procesc zeris entonces vl que se ilustre & continumciédp

(o 1 2 ¢]
M= 1-2 1 1 vae. (8]
-1 1 5 10
1 -2 01 1] hemos intercarbiado los dos prime-
HI- 0 2 1 & ro3 renglones.
-1 18 10 '
1-2 1 1 hewos sumado el primer renglfin al
HII- 0 2 2 6 tercero,
_ﬂ -1 & ll_
(1 -2 1 1] multiplicande e! sagunde renglén
HIII. 0 2 21 & FoT }. lo hemos sumade sl tercersd
[0 0 7 14
1-1 11 hemps dividido el .segundo y tercer
“I?' 01 r 3 renglin entre 2 ¥y T respectivamen-
o o 1 2 te

Lo Gicime matriz (Mpy) representa el slstamn zquivalente
T+ ugex,ml
Ayex,=3
=l
cuys sclucidn’puede obtenerse flicilments.

La matrix My, 32 dice que estf on farms pscalonsda o que

es una matrir sscelconads. En general, uns matrill ss escelonmda si
el primer elements distinta de cera de cads renglén, ex igual a 1 ¥

a} aflwers de ceros anteriores a dicho elemento suments de renglén a
v-12/13



renglén, Las siguientes matrices son escalonndas: transformar o la matriz A en una oktriz escalonads squivalentm utq
1 3, & 1T & 3 4 1 2 3 41 1izando transformaciones ¢lementales por renglén. )
M=o 1 s we [0 0 1 p- J0 0 T 52 Solucidn:
g 0 0 1 0
L L 8 0 a0 o Pividiendn antre ? el primer 1z 1 4 -]
Transformaciones elementales por renglén, ranglén de A obtencmns Ape 4 & 46 -
Las transformaciones sfectusdas con los renglones de Ln 5-3 9 : 1
matriz M, pars obtener finalmente la matriz My, se llamen “trans 1-1 3 ¢ 4|
formaciones elementales poar rengldn" y como hemos visto, pusden - Multiplicando por -4 el pri- M o2 01 4 ]
ser de tres tipes: | mer vangldn ¥ sumando al Zo. D O 0 0 o
1] Intercumbic de dos rengleones. rengltn de Al cbtenenos Ay 55 9 ]
2] Multiplicacidn de un renglén per un nimeroc kf0. |1 s !1}_ .
X)) Multiplicwcidn de up renglén por un nimera kdD ¥y su- ' B =
Az del Tesultado s otroe Yenglén da la matriz. Multiplicunda por -3 el pri- |-1 S T S B
Utilizaendo las tranaformaciones olementales por renglén, mer renglén y susmmndo al Jer. N a 00 0 0
o3 poiible transformar cuslquier metriz en una estriz escalonada. renglén de A vbtensros Mg 9 611 4
Definicitin, _I 13 } 4 -
Diremos que dos matrices son equivelentes, si cualquiera Multiplicando por -1 el pri- F1 209 4 -1
de #llas puade obts#nerse s partir de la otra efectuando un nimero mor renglén y sumando al do. a0 0 0 0
finito de transformaciches sleamantalses par renglén. zenglén de *”: obiencaos Ay 6 -3 6 -11 .
Eo el ojemplo anterier tenemos gue las metrices M, M, -1
_ﬂ -3 1 - 5..
Mpgs Mppp ¥ Mpy son equivalentes, _ _
Intercambiende el segundo rep 11 4 -1
Ejemple IV.1 ' gldn conm el cuarto rengldn de g -3 2 '_1_} 5
1 4 2 8 -2 Ajy shtenemaos -Hr- b -8 & -1 .
4 B 415 -4 I

Sen la matrlz A=
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I ¥
Multiplicende por -1 el smgun T b
do renglén ¥ sumando al ter-

cer ranglén de lv obtenemas

Dividiende entre -3 el segun- 1 21 4 -1
do renglsn de Ay; obtenascs [ I -% l} -;
L EEul [P

L9 ¢ 0 0. 0]

Pividiendo antre -11 #1 tor- N T B R S
cer renglin de A, .abtenemos [V I -§ l% -;
Bt PR o 1
o ¢ & 0 )

Le matri: *?III &) ups mtrir escalonads,

Al hablar de las !rlnsfﬂ?IIC1onu:-ulennntllﬂi, hemos he-
cho Enfesls en £l thrmina “por renglén”, .Eltﬂ obedoca w gqueiexis
ten transformaclonss, anflogas a las n;ui.du:crltas.'nfncruldis --
<on luy columnas de uns Iltﬁi:: En este capitulo no se Justifice
rd la existencis de diches transformaciones y tampoco servdn utili-
tadss. E1 satudiante interesado =n saber mis scerca ds asto, pdg
de comsultar 1a refarsncis 3 pag. 147, una vei que haya tsrminado

el capituleo,

Ringo de une matriz,

IDefinicifn. :
h 54 transformamos wna matriz A en une matrli sscalonede B,
el ‘nimero de:rﬁnslunn: de le metriz 2 con al menos un alemanta dis
tiﬁtu de coro 16 llama RANGO DE LA MATRIZ A y a& TEPTBIanta <om --

R(Aj. El mismo range se 'asigna n la metriz B,

[

. 'l e wcuerdo con asta definicisn, cuands dos matricesr son

equjvalantfs lpﬁns tienen el mismo TARgO, Las matrices A, A7,,..,
Ayppp del mledple 1¥.2 son todas de rango 3.

L énnccptn de rango de une matriz, juega un papel muy -
iopertants éﬁ’liltcor!i de sistemas derecunciones lineales que va-
remos mis .del;ntl. El estudiants poede darse cuenis que 1 defl
nicidn de rnﬂiﬁ} tal como se epuncia aqul, proporcions & la ver un

mftodo pars oblenerle.
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V.3, PRODULCTO DE MATRICES.

iy
Consideremos nuevimente el sistema
20x, +100x, +50x, = 400 . ’

eea . (4]

* - |
ﬂx1 X, x,mi D

podemoy formar lmy matrices
{21: 100 m] x, ’ [mu]
A= _ F -
0 -1 = | ¥, )

O g
donde hemos reunids loa cu?ficientes{en Al,las incOgnitas {en X} ¥
los té4rminoes independientes [en B] que sparecen ¢n ¢l sistenms. !

Con ayudl_de estas matrices, podemoy expresst 1 slscema
(4] coma I . -

AxsE L., (8 P
siempre y cuando demos una definicifn adecusads para el producte -
Ax. . 1o I

Le watriz products AX, debe ser de orden Ix] para poder
establecer la igusldad canfE.! Ademfs, por iguwlded de matrices,
los elementos carrnspundieéte; de A¥ ¥ B deben ser iguales.

Sabemos que la iguzldad entre matrices

0x, +100x, +d0x, 00

[ﬂxl* K, - I,] i [E]
se satisface 31 y s6la si

20z, +100x, +40x, =400

Bx, s xy- Emml TN
que son preciszmente las condiciones que extsblece el xix

tema [4). Por tante

W-18/19

h !
2 [ 20x,+100x,+40x,
Axs

0x,+  x,-

cees (9]

8

v

v . A:lz matriz AX expresada en (%) le llamaremos ‘'al produg
x

' [en e3e orden}. Veamos coma puede obta

to de las metrices Ay
nerse la matriz 5?, o partly de 1ps matrices A y X:

i - .
i ,w  El{primer elemsnto de Ax, es igual & 1a suma de los predug

tos de losielementos del priaer renglén de A por los elementos da la

Gnica columna de X. En {forma ecqueeltica:

]
. r [z, = 20x,
L ]
.|z, - 100x,
! | r 5y | ——e a0x,
‘ I idx, +T00x, =30x,
[20 -100. 40] .

El.segundo vlomento de AZ, #s igual a la sump de los pro-

ductos de los elementos del segundo renglén de A por las slementos

de la fnica coelumna de X, En forma saquembitica:

-+

x, 0x,
. - * »
Ky Xy
' Nn|— I-xl !

[Iﬂ T -l] ) .

lEn forma similar, obtengamps el producto de las matrices
A= 2,7 By Wy, by,

I L 1 y B LY

N i h

con £ objeto de ostsblecer une definicién general.

El producto serd la matriz



LT L T

AB= b v
h

[ +lllbll+a b

11711 i1l

donde observesos gque:
1o.] El elemento qu# se ancuentra en el primer renglén
Frimera columna de lg matriz producte, es la suma:

) 1
alell+allh11+allbll.kz1 IE]};bkl

-

2o.) El elemento que se encuentta en el segundo renglén

primera columna de le matriz preducts, es la suma:
L3
CTLINRL P PRt PRI kzi LR LI

Generalizande, el elemento que se encuentra en el tengldn

i, columna j, de una matriz producce AB, es la suma:

n .
E_; Pk

dende n es 2l nimaro da columnas de la matriz & v el nimere de Tep
glones de la matriz B, que deberf ser el mismo psra que pueda efec

tuarse #1 producto.

[Definicidn.
Sean: A= (a;5) ("1, 2, ..., =y =1, 2, ..., )
¥ Bu (byjj) (i=1, 2, ..., ny i=1, 2, ..., P}
dos matrices de arden mxn ¥y nrp respectivamente.

El producta AR o5 una matrir

C= [cij} (i=1, %, «.ohvmy j=1, 2, ..., B)
de orden mxp cuyaos elementos estfin dados por
n
cij* ¥ oa; b
3T 2y MKK)

Ejempla IV.3

Para ilustrar la defipicisn, cbreagamas el producto de las
matrices

2 -3 - 10 -z
A= ¥ Be
1 301 .

iX1

L=
-

que e5 una matriz © de orden Ixd tal que
[ = 2-941= =6
c,,= Q-3+«3n D
., = =d+0-4= -8
c, = £-3-3= -4
C,,= =1+1Z-1= 10
o, D+d-3e 1
C,y" Z+0+d = £
Ly, ~1+4+3= &
entences, la matriz producto es
6 0 -8 -4
|1+ & &

ABw=

Obsérvese que el elemento que 3e encuentra ¢n el rengléin
i columna j de la maeriz producto AB, se obtiene efectuando el pro
ducto escalar del rengldn i de A par la columna j de B,

For ejemplo, el elementn ¢,, £& el producta

-2

fz -3 -1] Q

= -d+0-4= -gm=z

Pudemas concluir, en base 2 la definleidn, que podemos

efectuar wl producto AR 581¢ ¢uandn ¢]1 ndmarse de columnas de A es
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igual &)l ndmero deo renglones de B, En este caso, dirTemes que las
matrices A ¥ B son conformables para 1o eultiplicacién,

En general, la multiplicecidn de lus matrices NQ es con-
mutativa, Incluso, en muches ocasiones se tiena que dos matrices
Ay B son conformables para multiplicarae on ese orden (es decir -
Fuede cbienersa ol producto AB), mientras gue no son conformables
pare multiplicarsa an el arden contrario (no puede cbtenerse el --
producto BAJ. Por tel motlve, e3 necoxario precisar el ordan an
que las watzrices se van a multiplicer. Fara g1 cusg del producte

AB, diremos que A premultiplica u B, o bien que B posteultiplice a

A
Ejepplo 1Y, 4.
Dada as matrices ‘
1 2 g -1 t o
o VIR N R I
3
obtener: a) RS
bl 5R
£) TS
d) 5T
Solucitn: '

1 3 a -1 & -
s) Ri= -
3 4 3 -1 17 -7
(Las matyicex R y & son da orden 212, por lo que les 1lla

miréemos matrlces cusdradas y diremos simplemsnts qua son de ardan

2)
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o -1 1 2 -5 -d
b} SR- . .
3 -1 I 0 2
En este case, pudieron obtenerse tanto el producto RS co
mo el producto SR, debido e que ambas marrices son cuadradas y del
misma orden, Sip embargo, notamas que RSASR puss, Come se mencig

né, ¢l producto ds matrices no ¢s una operacién conmutativa,

10 0 o -
£) TS= 1 ] « |3 -z
2 3 3o 9 -5

no s& puede

_
o -1 1 1]
d) §T= 1
5000 T3

efagtuar, ya que ol nimero de columnas de 5 {2] es diferente del -
ninero de renglones de T (3], En otras palabras, S ¥ T no son --
conicrmables pars la multiplicacién,

Obsérvese que, aungue pudo Phtenerae €l producto TS5, no
fué posible abtener 5T, lo cual resalta la importancia de especifi

CaT claramente ¢l arden #n gue se deses multiplicar dos metrices,

Definleldn,
5i una matriz A es de arden nxn, diremos que A &5 una ma

triz coadrads de orden n.

Ejemple V. 5.

Para lpap matrice:s

| i+g - 1 -1
He ) -d Ne [ 1,1, 8] P=|p,, -i 1
1 i 1+8 P,




H
encontrar lox valores de 4,8 , Fivr Doy de tal forma gue se verifi

que la igualdad
MN = P
folucidn:

Prigerc obtenemox

1 i -1
MH= -1 -1 1
-4 1

Por otra parte, comd MN=P,

1 i i*a i -1 l1+g=1 .*, a=1-i
1 o-d 1l - py, i LV
-1 1 i -i 148 1, 1 +B21 ,°, ge O
- Fi1™1

Teorema IV.1

La aultiplicacidn de matrices {cuando puede efectuarse)

es aspciativa,

Demustraciln. ¥

Sean Av(a5;)ppq, E'[bjl]n:p ¥ C=lcgrlpxq tres matrices -
cualesquiers de orden men, nxp, pxq respectivamente. (ueremos pro
bar que

(AB)Y C = A (BC)

De 1a definicidn de producte:

o

A LT M5 Psdam ]
donde los Tndices libres son 1=1,2,...,m ¥ k=1,2,,.,,p, ¥ 1a matriz
&5 de orden mxp, (Los Indices libres son los que indicam el ten-

glsn ¥ la columna del puevo #lemento).

-

Aplicando ghora la definicisp de producto s las matrices

[hB]me ¥ Cpxq:
P n .
(BCe (1 (8 gy b Srdag

ruleiplicanda Cp o por cade una de las sumas del paréntesls, vbrens

mos:
e : 1
- c
[AE}C {151 {jEj lij hjk 1) axq
dande los Tndices libres sop i=1,2,...,m ¥y r=0, 2, ...,.q ¥ la matriz

es de orden mxq.
En forme anfloga obtenemos:
] P
AR [151 (kE1 iy bjl ckr]]
Dado que ¢l orden de la suma o5 trblkrarin.

mxg

n n
k?!-{jfllij b}l’. Ekr]- jE‘l (kg‘ .lj hj.‘l: ckrl ¥ !., T

Por 1o tanto quada demnstrado que
(ABJC= A(BC)

& recomiends nl estuodiante consultar el spéndice I de la
referencia § para obtener habilidad en &l manejo y comprensidn de
les simbolos ds I{sums) y LI [doble suma), ¥ hacer la demostracidn
completa de £3ts teorema paTa ¢] case particulsr dea lax metrices

cuadradas de orden dos,

Ejemplo IV. 6.

Yarificar la propiedad llﬂkllti?l pera #1 producty, <on

las matricesn.
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-7 ol - -1 ] a 1 0 i con la misma matriz I efectuamos £1 producto IA, donde A a3 una
Am E= ' .
1 1 3 1 1-§] =} 2 : matriz con 3 renglones y cualquier nimers de columnas, obtenemos -
3
F- siempre que 1A=A, A la matriz I lz 1llumamos matriz identidad de
Solucidn. Debemox verificar gue orden 3 y la representamos mediante I,
(HJC-A{IE] . En Ilnll‘ll. a la lltl’iz culdrld.
-2 0 -1 D0 0 [z o0 0 - .
ane } ] N 1t ¢ 0..0
1 1 L1 ] 1-4 | 2 " 1-i] Q 1 0 ... 0
- - 0
2 o o 1 0 2 0 - - 0 a0 ...
[AB}Cw - n .
2 1 -1 | F : . ..
T e g - e e e e .
z KAELAN 06 & _ 6 0 o0...1
b - - =~ nxn
For atro lado: -
_ - | . le llamaremas matriz identidad de orden n.
- 1 o -1 14
{BCY~= ! 0 9 1 Esxta matriz puede expresarse on forma abreviade comg
3001 1-i -
- : 1 8-31 379 G301 31 ivy
H I- (511} donde :
: = f34=0 81 14
_ ) ; 1j
-2 0 -1 o 2 1]
A[BC )= a Teoremg IV.2
1 g-51 -4 7.5t 314
) - . PerTi toda matriz A de orden mxn se tlepa que:
or lo que -
P 9 Tph = A
(AR)C=a(BL) -
A=A
Demostracidn
Matrit [dentidad.
Sean Ig=(3tlpzm ¥ A'('jkllln
51 con las metrices
T 00 1 2 De la definicidén de producto:
=~]= 1] 1 i] ¥ E= 1 L ]
o 0 1 -1 ' Ind = ( jE1 $13%5k) pyn
efpctusmos ol producto IR vemaa que dande los fndices libres som iwl,2,...,R ¥ k=1,I,...,n,
] ? : , Como ﬁij-ﬂ ¥ 1#]:.
18- -
- L :
-1 Tk [1-1 543%k)arn
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donde whers, los Indices libres son §1=1,2,....m ¥ k=1,2,...,n.

Como ﬂjj-i ¥y
n
Ight tjEI 'j'k]l.:n
Como § o5 un fadlce libre

Igh= {"jl'.:‘.l.'l:l:ﬁ-'.t

La segunda parte del teorema se demuestra en forma siailar,

Matrices slamantales,

El rapultado de efecruay un nismerc finito de transformscio
nes elementaley par tengldn & uns matrit A de orden mxn, puede obte
fierse tambidn si premultiplicamos A por unm cierta matriz cuadrady -
de orden m, .

Parn moatrsr lo anterior, consideremos por separado cadg
una de las tres tranaformaciones slemantalss par renglda.

1) Iatercambio de renglones, ,

Supongeacs que tenemos une matriz A de mxn ¥ que efectus.
mos 8l intercamblo de sus renglones 1 y j,  Llumemos a la metriz -
431 obtenids matrit b,

51 por otro lado, tomamos 1w mstrit identidad de orden m

[Ilﬂ ¢ intercaabiamos sus renglones | y |, obtendremos una nueva mp

trir que llamaremcs IE‘*jl

5! ahoras wifectueacs g] producta 151'1} A, 5o obciens la -

matriz B,

Ejempla IV¥. 7.
12 '

Sen A= 1 ]

5 &

intercesbiames aus renglones 1 ¥ 5 para obtener la matri:

™ 5 &
B= 1 o
1 ¥
Por otro lado, consideremos la matriz
M1 0 0]
I,=|( 0 1 g
o 0 1

e intercachismos sus renglones 1 y 3 para obtener

[0 @ 1
If"’]- ¢ 1 0
1 0 B

- -

Efsctuando el producte Ifl'l]n, CEnemos |

Ffa o 17 11 5 6

1,4
If Jamlo 1 g 10 . 10
1 0 o 5 & 12

vemos entonces que, lfl’:} A es lgusl a B.
1} Multiplicacién de un renglén por un nmare kél,

Supongamut que LeNemgs una Ratrirz A de mxn ¥ que lultipli
camos st renglfin i por el escalar g0, Llamemos o 1 matriz axf -

chbtenida matriz B.

Si por otre lado, tomsmos la matriz identidsd da orden -
B {I.} ¥ wultiplicamos su rengldn 1 por =1 e:C{llr kil ocbtendremps
Une nueva mEtrliz gque llameTomos Imk(ia.

Z1 ahore efectusmos el producto I:Kijﬂ. sa obtiens la ma
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triz B, .

Ejlemplo IV. B,

T 2 1
Sea Aw
5 10 20

Bultipliquemes ol segundo renglée por 3 pars obtensr ln matriz

Ffi. 2 1
B=

[i5 30 &0
Par otra lado, consideTemos la matriz

o]
T =
1 i} l_ '

¥ aultipliquemos su segunde Tenglén por I pers obtener

I:[:] . [l o]
I a 3

Efectusndo »1 producto I:{']A. obténemps:

' (2 [1 0] [1 2 1] [ 12 1]
II. 1 Am = .
0 3 5 10 20 15 30 60

VemoS sntonces que, ﬂ (4 o5 spual a 3,

J) Multipljcecifn Ze un renglin por un nimate kfD, sumando el re-
sultedd a oftre renglén diferonte,

Suptngamos que tonemos una Batriz A de mxn oen la que mul
tiplicamos su renglér 1 por ®l escaler kFD ¥ ol rajultado lo suma-
mox 4l renglén jdf. Llamewos a la matrit asi obtenida, macriz B,

51 por otra lado, tomamoy 1w matrirz ihcntldld de ordan -
m (I.), multiplicemos su Tengléo 1 pot el escslar kAR ¥ el resulta

do 1o sumsascs al reaglén §, obtendremos una Nueva matrit que llams
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renos g(t.d43, .
iy

51 ahors efectusmas el producte Iy , 3¢ obtiens la

matri: B,
Eyemplo 1V, 9

Sen A=
1

[T N~ P

multipliquemos sl primer ranglén por 3 ¥ sumemocs al cuarto renglén

pare chtenst 1a matriz

i 2
54
El T
114

por otro lado conylderemos lao matriz

1 6 o o0
5 1 0 @
Ll 5 o 1 o
o o0 o f

multiplicando ¢} primer renglén por 2 ¥ sumando al cuerto renglén

obLanemes
1 0 o0 0
0 1 ] ]
1{1,~)
I, *Jo ¢ 1 o
PO R 1
Efectuando el producte 1:(1"}A, obtenemas:
1 2 o 0 1 3 1
1] 1 [ 1 3 4 3
11, %} .
I. A=l o0 1 VR 0
F I B R | 5 10 7 14



e,
vemas entoncey que, I, A es lgual » B.

Definicidn, . v
A las watrrices Iti j], Ik[l},h k{i 1)3p les 1lama matrices
elementnlas corraspondientes s las transformaclones elementales 1,

I} J

I, 3, Tespsctivamente. . i \

Yamos shors que, cads trlnsfuﬁllciﬁn elemental pusds ser
| 5 T LN U R R |

llcvndl a cako pre:ultiplic.ndu ls lltriz dada, por Ia martri:t alm

mental que 3a obtiens efwctusndo en I, 1I alsma trlnlfarll:iﬁn ala

-

mental,

Ejempla IV. 10. ' F

Hallar la matris P de orden 1, tal gqus tr:n:fnr-a 4 la

lltriz A on une matrlz llcllunldl [e: dacir, quo al Prndu:tu PA 2ex

' - e T
una matriz nl:llunldl]. !
it tw f ! 1 ) r. - L1 e T
0 1 -2 -
] L
Aw !' § 1 -
: 1 o0 -
T [ L 13
Salucidn. !

Ea la sigulents tabla aparece una sacuencia de trensforma
citnes elementales qus transforms & ls matriz A en una aarri: HICh
']
lonads, 1as corraspondisntes matrices elementmles ¥ ol Tesultedn -

de efectusr sstes transformeciones schre AL

v -

at

o o 1 -21,
\ Matrl: elemental 1 '
1] 1 | =A "
+ ! Transformacién. correspondiente, I -
. : T Te 1 o] 2 Loao)
Intercambio da lox ren- .t T L, '
“flones. y 2 O oo ! .
[0 o 1] x & 1
i Lo . . T g -1 -2
"t o 0] : 3 O
Multiplicacién del prl- o 1 =
mer yenglén por 2% . 0 ’ P il I I 15
+ I . - R 1 .- ks
Wultiplicacién-del ren- . fvo0 o] 2 ¥ o]
g18n ) par -2 y sumar al L . ! -
.l ¢ 1 1 12 2
ranglfn J. oy L Ly .
Q 1 -2
Multiplicacifn del Ten- 1 & 0] o "1 4
S A
gldn I por lgl ¥ SUNRT 1] 1 0 +
147 r -
. "1 1 12 2
il renglén ; B i -D I.T, 1] r .,
. - N G 1 =2
d 1 e 0 o' 0°-362
Multiplicecidn del ren- - L i
: , ¢ 1 |- +
glén 3 por _ 7 .7 _ -
- ) ¢ 0 “xgy 1 12 2| (marriz
- ! - g 3  -2| esenla-
- (¢ 0 - 1] nads)
Fl mismo resultado que 3¢ obtiena al aplicer la secuencise
de transformaciones, pusede obtsnerse premultiplicsndo por las res-
pectivas matrices elementales. - e h “
Efectusndo =atos preoductos coen le sscuencis que marca la
tabls ¥ dado que la multiplicacldn es asoclativa, podemos escrible:
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F 4 Matriz

1 escalfa

La matriz P buscendn, s¢ff el producto de lzs cinco matr)-
ced elementales.

5in embatgo, para obtener la mattiz P né e5 necesario mul
tiplicar las cinco matyices elementwles; bastard con efsctuar la --
misma secusncila de trangformacionas #lementalas schre ls matriz I -
(refarencia 1, pag. 452). "

Las siguimntes tranaformaciones stobre I conducen z la ma.

triz P (las transformaciones son les de 1s tebla).

t o ol fo 1 0]l o 2 o]l fe 2z o b 2 o] o

4 1
B 1 Ql«jt 0 O]«[1 0O O+t 0 O« 1 O o« 1 0 Q0 (=P
0 0 oo 1] oo 1o 167 4 4 ég';TH“I}I
Para comprobat, efectusmos £l producto PA
oz 0 [0 1 -2 11z 12
parl 1 o 0 s 1| =lo 1 -2

Una situacidn interesante«, 3w presenta en el caso de laxz
matrices condradas de orden n cuye rangg #3 también n, las cunles
pueden transformarae on la metrit idlnt;dld In'

Estas matrices son equlvalentes o una matviz escalonade

de 1s farme
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dende todos las elementos a5 . C(ales que 1=1 [s log que 3¢ llamy e¢ls

ij
mantos de 1s diagonal principal) son iguates a 1, Es decir,
By mRypely =, A=l

Mostraremos ahora que, una matrii de este tipe, se puede

transaformay en una matriz identidad Irl medignte una 3scuencian de -

transformaciones slementales,

En efects, 51 a1 dltimo tengldn de lu matriz (10} 1o mul

tipliclnns1pnr—l1n ¥ lo sumsmos Bl primer rengldn, luego lo multi-

plicamos por -4, ¥ 1o sumames al segunds renglén, atc,, abtenzmos

ln macrie.
1 8,2 a4, - - §aM=1 ¢
e 1]
i} 1 ‘IJ P
o ¢ L I A
1] 0 0 e e e = 1 ¢
LO e 0 v s 1 t

51 ahora, &1 pendGltimg Tenglén de s3ta pueve matriz 1o
multiplicamos por -a ., 4 ¥ lo sumascy el primer renglfn, luego 1o
[
multiplicamcx por "4, p-,¥ 1o sumamos sl segunda rengldn, e&tc., eb

tanemaos



a a 1 R

L] * - - . L] L] + - L - L] + -
- " . + + [N ] - - " - + L] Ll L

0 o 0 A

o 0 0 A

Al final de ests praceso se obtendrd la matrir identidad

Ejemplo [¥.-11.
Usands rransformaciones slemencales, transformaresos la

matriz escaldn

=
L=
—
P —

—

J 4 ]

en und matri: identided:

12 -11 12148 12 -140 12 -110 1200 1000
g1 o1 g1 01 b1 o0 01 o0 100 o100
- + - - -

1 1 1
onp 01 o0 a1 o0 01 oo o1 oo o1 opoagi

Exte procedimiento pusde aplicsrae a cualquier matriz =3

calonada arhieraria,

Sin embargs, ©3 importants notal que unw matriz cuadrads
de orden o, o forma sscelopadn ¥ cuyo TaRgo 4k REMQT flue A, DO -

podri nunca transformarss &n uns MECPL identidad. Esto s+ debe-

a4 que una matriz de esce tipo, tendrl slempre en 3u flltima TERgldn

dnicemente ceras.

Azl mismo, una matrit no cusdrada tampocn podrd transfor-
maTie £n une matriz identldad (¥a que &3te e3 und matriz cuadrada)l.

Con lo que hemos visin hasts shora, sabemos que 51 se tis
ne una matri? cusdrads A de orden n y vango n, #% posible (mediante
una seriea de transformaciones elementeles) transformarla primero en
tung matrir escalenada ¥ luege #n la marriz identidad I;.

Tambidp 3¢ vid anteriormente, que el efects de una suce-
sién fipita de transformaciones slementales sobre cualquier matriz
A, puede obtenerse premultiplicsnda A poOr una cléerts matriz ¥, Por
lo que, el #fecto de toda la yecuenclia de transformaciones utilizadas
para llever la mstriz & & la astriz T, se puede obtener premultipli
cando A por uma ciervtm matriz P.

Podemos antonces enunclar el slgulente

Tegrema IV, J.
%1 A o3 une metriz ¢uadrade d4¢ orden n ¥ rango N, &xlsaze

una matriz ¥ tal que

PA v I,

No es 81£fcil Gemostrar(!) que dicha matriz P, cumple tam
bien con
AP = T,
aunque la multiplicacidn d« metrices po Red Conmutativa,

Puesto que 1w matrir 1, es el elemento idéntice para la

{1} El estudiants pusde obtener una demditracidn, » partir d¢ la de
mostracifn del tecrema 10-4% de la referencia T (pags. €54 y -
155].
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multiplicacién en el conjunto de las matrices cusdradss de orden R,

1 -2 3 0
Fpgults sdecuada la slguiente 7
i " -'" "F I 1
Befiricisn, T T A= 4 2
1 0
51 A y P son dox matrices cusdradas de orden n tales que z g B8 1
. ] . - L PA-A'P-ITI ' 5
: Solucifin
& ls matriz P le'llpmaremos matrit inversa de A.
Vamos & tracsformar A en una matrir escaldn

51 une watriz A'tiene 1]1\".:'.' diremas que ¢35 no :in;u- - - - - - - - -
e . ‘e 1 -1 5 b -2 X0 1-2 Vo 1 -2 1 0
lar y a sui inversa la reprosonthremos con 4°'. Se pusde deacitrar 7 1 1n
. .y - 3o-v o fo o seRoaf o s o 5.0
que la inversa A”'de yna aptriz A o5 dnica y cambifn que {referen- - - . -
i o * .
cia 1 pay. 444])7 ¢l producto de dos matrices no singulaTes s una ma 4 1 ¢ 4 2 1 D o110 -11 @9 a9 -11 0
: C . , = [ ]
triz na singular. ) 5 L S R 1 IJ i 0 ; 1 a 'E% !
. it ) - - - ,: - : :
Dado’quo uom matriz Eusdrade de srden n ¥y Tange menor gus 1 -2 3 0 ﬁ 2% 1-2 3 0 1 -2 3 @
'8 RO puede Tranaformerse ¢n uns matrit ldentided, mo exlste ningu- o 1.4 1 R P LA 111 0 .11 1
eriz P tal ' ' L we P ws L]
a I - - - - -
Rh macriz T a4l que B o011 o) ¢ o 0-2] oo o-2f |0 @ o
— . PA = ] 22 2z 1 1
r n -ﬂ '--—! l' P "'—!' I... -ﬂ ] 1] 5-- _ﬂ [ a '5;
- En comsecusncia, ostay matrices no tienen inversa. A lus - -
. TR R L 1 -2 3 9
_ trices que pa tienen inverss ley llesarescs Entrices singuleres. T
. et ot 0 1-
Can lay concepios tratedos haste shora, wl estudiante de - L
1 -
bs poder demostrar ¢l sigulenta ¢ 0 o 1
st ) 0 0 o oy

Teorema IV, 4, L

51 A o5 una matriz de orden man, exlste au inversa A '5i vemos que la metriz escalonada tiene tres renglones difsreates de

y solo si . tere, eon consecuencia R{A]=3, Entonces, A es una matrlt singular

PO T Ben= R(A), - . ) (ny existe ’t-.].

drr A raigu ] e -
f
sk st Elemple  IV. 12, Fare cbtener la metriz inversa de uns matriz po singular,

S haremos uso del sigulents teorema,

I;vultilﬁl a2l la sigulonte matriz tisne inversa
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Teorsoa IV, 5, 1

La inversn de una mattiz A no singulsr se puede obtener
i aplicamos n I, ls misma secusncie de transformaciones elemants
les por renglén que se utilizan parw transformar la matriz & en -

1w matriz I.

Demostracibn 1 -

[l
Sabemos gue podemos tranzformar 1s matriz A e#n I median-

te wpa cierte secusncisa de transformaciones slementales. Entonces,

Bxiste una secuencia de matrices elementales B, E ov, E E

2
talexs que - T
By By, eev B BA T v
si llamamos P al producte de las matrices elementslex
P EkEk-l"' E,E, -
podemos excribir
Fa= [
ademiix, sahemos qu=
AP I
Es decir; P &5 la inversa de A.
Comg I ex &l idéntico pare 21 producta
F= PI
entonces
Pa ElEl-1“‘ £EET i
ip toal nos indica que P s# obtiene & partiv de [, sfectusndo an

orden las transfovmaclicones elementnle#s que correaponden a B, E,.

ran E r E

T k

k-1 Tk

Ejemplo 1IV. 13,
Inveatigar sl la siguiente matriz tiane Inverss y on ca-

so afirmativo hallarla,

0 I 1
A 1 -2 1
=1 1 L]

Selucidn:

Aplicersmos sl procesa descrito en el tecrems [V.5, la
primara columne de la siguiente tabla, describe la secusncia de -
tranaformacicones elemencplen por ranglén, utilizads pars transfor
mat 1m matriz A en la matriz L. Le segunda columne, muestira las
metrices obtenldss Ilplftir de A con la aplicacidn de eatas trans
formeclones, Lo tercara columne, Muestra las meirices obtenides

# pertir de T con la aplleacién d# ?j} ui{gfihyggﬂigutggslpnes.

Transformeciones 0 2 7 1 0 o
1 =2 1| =A 0 1 al =t
Intercanbic del primere l -1 1 5 R
T A
y segundo renglones | 1«2 1 B 1 0
| o 2 2 1 0 0
Sumz del primer renglén Pt : 5 [ R
»
. 1 -
al tarcero -2 1 0 1 1]
“lo 2 2 16 0
Multiplicecidn del segun | Lo -1 & L. 1]
- - ¥ -
do renglén por % 1 -1 1 Q 1 ]
B 1 oo o
Suma d#l segundo TER- 0 -l 6 L& 1 1]
glén al tercero 1 -2 1 0 1 0]
1} 1 | } 0 [
1
Muleiplicacidn del ter 0 E 7 L2 1 1
. J
'
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|
+
cer Tengldn par } 1 =2 1 1 1 0
8 1 1 3 0 0
e 0 1 T% } }

Hasta ahora hemas transformado a ln matriz A en una ma-
triz escalocads. Yemos que el rango a3 3. & igual al orden de la
matriz, por lo tento le metrii A tlene inversa.

Coptipuands &1 procesc:

Multiplicecldn del tercer ' i - .
rengldn por -1 y sufar sl [ -2 1] [ o 1 0]
segundo renglén i] 1 o T%' -;— -}
6 0 1 ol
Wultiplicacifn del tercer | i LT 7 7]
) '
renglln por -1 ¥ SURaT o 1 ! E 17
_ 1. -2 0 TTOT T
Ll primer rengldn
a 1 D ™ T -7
2 0 1 L
Multiplicacifn del segunde A g | 15 7 T
1 -
renglfn por 2 y sumar al - + . B} ': T a7
1 L) a w T T
primer rengldn
1 0| a1 L
w-r °r
1 1 1
o o 1 T T T

v

La matriz quo se oncupntra &l final de la segunde colum-
na, es ls matriz identidad, en consacusncla, por el teorema IV, 5,

ln matriz que se encuentra 4l flpal de la tercera columns ¢5 la ip

verae de AL For lo que:
11 4 k]
T 7T 77
- £ 1 1
LI LS A :
1 1 1
T 7

V42743 *

Podemas comprubar ¢l resuliado efsctuando el producta:

1M 4 3
T 17 b7 2 1 0 ¢
AL A- TE‘ -} -} 1 -2 s <)o o1 og|-1
1} } } 11 s 0 0 1

En ocasiocnes, en lugar de hacer uns tebls como la del --
#jeaplo.antericr, se trebaja con un arreglo que contiene a la metri:z
A en el lado izqulerde ¥y m la matriz 1 on el lade derache, Se --
efpctdan las mismas transformacioRes &n ambuy matrices, hasta que
s# obtenga la matriz I en el lado irquierdo. La matriz que resul

ta on el ludo derecho es A™'.

En forma msguemdtica;

[

et
| M-
]
-
*
L |
sy

]



v, &4, SUMA DE MATRICES, ra -
w ¥ i 0.
Senn L-{lij] ¥ !'Ebij] dos patrices del aismo orden mxn.
La adiclifn o susa A+A de dichas antrices os una nueva aatrlz - - -+

C-(cij} de orden mxn tel que

Cij'lij"hij

Es decir, lox elementos de la matriz © son las sumas de

‘lo: elementes correspondlentes de A y B,

Ejemplo 1Y, 14,

adas las matrices

fs 7 4 -3 3 -2 0 2 -3
aalo aln=lz 1] ¢tz 1 2] D=ju 0
-1 5 1 2 1 a t 1 1

2l Obtener A«B
Bl Obtener C+D

Solucifn

a) LI 4 -3 5.4 71-3}° 1 4
Asd= |0 a] s ]2 1] e}josr Ay} =2 5
-1 3 1 2 =1+1 32 0 5

b] Mo puede efectuarse la suza C-D0 dudo que las matrices no san -
del pisme order, €n eatos cases se Jice gue las matrices ne agn g0l

formables para lw suma.

Propiedades de la suma de macrices.

El estudinnte pueds dempatrar las siguientes propledades.

Sean A, B y C tres matrices del mismo orden fmxm), se cum

ple slempre que: . - . '

4

1.=  [AsB)+Cuh+(N+C] In ;uil o3 msocintiva

.- A+B = EB+A la 3umE &3 CORNMUTETivE

3,- Eziste upe matriz Oef{c.,) (donde c, =0 ¥ i, J) de
i) ]

orden mxn, & la que }lasaremcs matri: nule, tel que
ArQul+Arh

4.+ Parw toda matriz A-{aij} de orden mzn, exlste une -

mafrli u la gue llamaremos sinftrica de A ¥ repr!sentlrtnos‘:un -
-A. tal que
At (-A)=(-A) *A®D

ffdciimente se puede comprobar que la simftrica de A-{lij] LY )

.ﬁl{.al ] .

De la definicidn de suma y las proplededes antariores,

]

vemps que «1 conjunto de las matrices del mismo orden formen un -
grupo abelians. |
Un casa particulsr, ES el de lss matrices cuadradas o
arden n. El conjunto (M)} de estas matrices, con las operacio
nes de sums ¥ producto, Forma wn anille con ealdad (no conmutatl
ve], y# que,
wA, B, C e (M] st cumnple slempre gue!
1) A+ B e [M)
A B e {M)
b3 {A*B}+Ca A+{B+C)
{ARIC= A[BC)
n 30 ¢ (M} tal gua  A+O= D+A=A

2l (M) tal gque A In'ln A=A
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4y ¥ A e (M}, T -Ac (M) tal que A+[-A)w =hex =) Definiremos la resta o suntraccifin de metricas, & partir
5 A+l = Bap . de la suma, coma

§)  A(R+C) = ABSAC y ([B+C]A = BA + Tk A-BeAe{-2)

Las propiedades 1 o 5, 3o han tratado va para ol cazg ge- la cunl #quivale simplemante n restar de los zlementos de A, los -

naral de getrices de orden mxn, La propiedad dlstributlva (5) la correspondlentes ds B, Resultn claro segtn la definiclin que, pa-

demostraremcs a continuecitn. Ta que dos matrices sean conformahles pavs I tests delen serlo 1]

Demostracidn. re la suma,

Sean A-{aij]. B-[blj] ¥ C'Ecij} tres metrices cuales-

quiera de orden n, Etemple I¥Y. 15,
be la definiclén de suma Pura las metrices

Belw {bij*:ij} ' A= :i -: Be -: -: C= P
De 1a definicidn de producta -4 3 o-i T
A[5+c]-{41j][hii+:lj} : 8] Obtener A-B
n -3} Obtener A-C
*{E.c]-151 .1j[h11‘c111 Salucifn
Como la multiplicecidn es distributive sebre la suma &n -4+ 3y -7
C y par las propledades de la suma a) A-B- S+l 2
i . 1 -5 0
A(B+C]-j£l tijbij*i_i 45413 . -]] A-C ne purde efectuarse,

De Ia definicién de producto: A(E+C) = AR+AC,
Producta por_un escalar.
La segunda parte 5¢ demucstra en forms wndlogm. —

Sean: A-{lij] una metriz de orden mxn ¥y g C un escaler,

La preopiedad diatrlbutiva del producto sobre 1p sums da -

matrices, tanto per la izqulerda come por ls derechs, puede gens-

ralizarse (referencia 3 plig. 26) de la slgulents forma: El producto 5 POT A, que representsremos medlante oh, c3

la macriz
A(B+CY=AB+AC ¥  [B+ClA=BA+CA

ohAe [ﬂ'lj ]

sierpTe ¥ cunndo las operaciones Indicadas pusdan ser efactuades.
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Elemple IY. 14,

i +1
Sean =31 ¥y A=] 1 b
1 2+l

el producte of &5 la matrlsz

6 -3i B
aps |-5 a1
LT T .

El pstudiente puede fHCilments demastrar que ests opeTa-
€ifn tlene las sigulentes propledades,

Sean A ¥y b dos patrices del mismo orden ¥ e¢,f8 dos niime-
ros complejos, se cumple slsmpre que:

1,- [z+*R)A=aA+fA

2.~ afA+B)=aA+sh

3.« afgAls{af]A

.- 1-A=A .

Tranapuesta de ung matriz,

Definicldn,

Sea 1a matriz A de orden mxn. Llamaremos “transpuesta
de A" y la repressntaremcs medjante A, a la matriz de orden nam
cuyos renglones son las columnes de A y cuyas columnas son lox --

tenglones de A.

es Jecir:

)

i ﬁ-[lij] Entonces AT-(.ji

S5e puede demostrar (referencin 3 pag, 33) que

[(AR) = B'X

Ejemplo IV. 17.

! 3 r 4
Sean A= | O 5 h B=
=1 1 2
obtener (AB)" ¥ A
Solucidn
T3 I ) H 10
AR= | D 5 = | & 10
-1 2 1 2 o ]

Ecuaciones matricimlex.

Ejemplo 1V, 18,

Dadas las metrices

1. o - T -1 i 30
A= = 13 'y C» D=
0 - -5 0 -3 -3 0 1
obtener una matriz = tal que
Ax - B = C + Dx
Spluctdn )
En cste casg tenemos una scuacidn entrs matrices, donds
1z incOgnita es la matriz x. Este tipo de ecusaciones pueden &+

solverse espleando tas propiedsdes de las opersclones que hemod -

defintdo, siempre y cusnde 1s ccuaclén haye zido Flantradn corred
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timente,

Parm el case gue nos ocupa, x debe ser tel que

Ax-F =CeDx
suzando en ambhos mlembros
“Dx+ (Ax-B" Jo-Dx+{C+Dx)
-Dx+ [hx-H) =-Das(Dx+C)
~Dx+dx-BTa [-Dx+Dx)-C
~Da+Ax-B"= 0+C

-Dxepx-B" &g
[-Dxspx=R" ) +B" =CoF
“DpsAxe - 2B Y agep
~Dx+axsOuC el
“DxsAxsC+B
(=TI+A)xvC+B

{-Den)’

¢

{(-Den) "' (DoAY )xe(-Den} "  (CoBT)

=Dx:

|La suma &3 conmputativa,

Ls sumas es msgctative.

~Dr e3 21 inverso pars la auma ds
Dx.

Le matrlz nule es &)1 ldéntico pa-
ta la suma.

Sumando en ambos miembros B,

La suma es asociative,

-B" es ¢1 inverso pare la sumz de
B .

La matriz nula es ¢1 1déEptica pe-
ra la suma,

Lo multipllcacidn s dlstributlva

sobre lo suma,

[(‘U*lll}'f'n‘l1-l{E‘B’]Supunlendu que existe (-D+A)"" pre

multipli¢emos ambos miembros por
dicha matriz.

Por asoclatividad del pruduclu.-

For 1a definicidn de matriz inver-

T xe[-DeA) Y (CsB"}
sn, Finalpente, como 1; e3 £l

cormutatividad de 1n 3usa

IV-EDs5

idéntico pura 2] producto ¥ por la

x={A-D)"" (C+B")

Lo que hemos hecho es despejar ln inclgnits x de la ecus-
cifn matricial, justificande los pasos de dicha despeje.  Tucden
gmitiree extas justificeciones y algunos pesas que se& censideren --
gbvios, con &1l objete J4r hacer mas corto el proceso.

5in embarga, ¢l #studiante debe tener culdade sl despejar

una incégnita de una ecuacifn matricial, ya que existen diferencias

entte las propiedades de las operaclencs con matrices y con ndmeros

reales.
Efectucnos las operaciencs indicadas en la fdltlma exwpre-
sifin:
2 -1 03 -5 T 27 -1
C;BT- » -
g -1 -3 -1 A -1 -1 1
1 -3 3} -2 -1 -1
A-D= - -
S 0 1 o a2
Veamos 3i efectivaments exlate {A-N}"*:
: : ] 1. L1
. 21 ! 1 | 0 1 o .
2 1EI i) 2 1 r'l 0 IPI ) : T T
0 210 R Y L B feor e 3
11l
T 1 - 1
. - 1
S N P 0" -2

Por 1o que, la incdgnita x puede obtrnerse COmO:

2 oz
x= (A-D) V(o) - i .
a -1 «1 =1 1

. -5 -% 3
i r 1t -2 ’

Finalpente, la matTiz pedids es



5 s 3
T 7 T

X= )
11 o
T T T

= m F m s r A s T omom ommeom o= oa - = = =

Ls principal diferencia entre las matrices ¥ los nfineras
reales 5 que, mitntras que podemos sumgr g multiplicar dos nime--
Tos cuslesquisra, no sieepre podemos hacerls con las matrices. Su
poniendo que pueden efectunrse las cperaclones indicadas, enlista-
£os & contlnuecldn les principales diferencias entre las propicda-
des de laa operzclones com nimeros ¥ can matrices:

1) La multiplicacidn de plnevps =s coamutativa; la multiplicacifin
de¢ matrices no lo es.

2) 51 definimos A'=AA, ¢l desaryollo matriciel (A+B}Pea®+2anen?
¢3 en general falso (coma consacusncia de 1), 'El desarrollo co-
rrecto es [A+B) =AY pneBA+RE,

1) El producte de Joi nilmeros difersntes da cero nunca es cere,
pero €1 producio de dos matrices diferventes de ]o matTiz nula --
Puede ser igual a cero (1o matriz nula),

For ejeenlo, si

3g tiene dque AR=g
4} La ley cancelutiva para el producto se verifics en los ndmeros,
Pero ne en lay netrices.

Esto ex, 3! a, b € R ¥ 2fo

(ab » mc) =2 [(hec]

pero en lay matrices

(AR = AC) = (B=()

For ¢jemplo, con las matrices A ¥ B dol ejemplo anterior
tenamos que

Al = AD peroc M0, por lo que no podemes cancelar A,
Notw, Aunque [(ABeAC) = (B=C), 51 ac cumple que

(BaC} —> (AB=AD) ¥ A.

Antes de pasar x 1a seccifin siguiente, o3 convenlente acla
TAr que Aupque. hepos definjdoe matriz como un arreglo de adnerroy --
{remles o complefos), cl concepto de metriz puede gpeperalizarse co-
a9 "un erreglo de nOmeros, funclones u operadores”™. En el siguien

te capftule ¥ en curses posteriores s verd 1a utllided de dicha -

extensidn,
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SOLUCTON DE SISTEMAS DE ECUACIONES,

Como vimas 4] inicle de la seccifn IV, 3, pademon TEPTE~

sentar £l sixtema

20x, +100x_+40x =400

Oz + X+« x =
1 1 '

medlente 1o expresidn matriclal

ta 0 indeterminada, as Is conoce como “forma matricial del siste-

Ax = F

A esty acyuncifin metr!clal, donde X ea 1e matriz incégni

ma de ecuaclones [4)',

recibe £l nonbre de “matriz de coeficlentes del sistems™, y 2 las

rEatrices

1¢ les lle=a "vector de incégnltas” y "vector de términas Lndepen

La matrl:

[zu 100
A=

¢

dientes" respectivemente.

.24 /55

En genern]l, la forme matriclel del sistema

1

0
-t

LI LR T LT AL -*'m‘n'h:

i,,X,*a 1

P SR

N

:“-h

R

]

b=

400

J

AxeB
donde la matrlz da cosflelentes o3 la matriz de mxn:
Byy Wyy bin
'-. I*t e &g
hl‘* -“: . I.n_

ol vertor de incdgnites o3 la matriz de nxt:

W o

L "n]

¥ ¢l vector de tfrainos Independientss o5 1p mutriz de mxt;
-b.'

E‘ b ! L]

ba

Es clero que resalver le scuacidn matriciel A<D s
equivalentes & resoiver &1 sistema, por lo que una salucidn de diche
sistems serd uns matriz columna de n renplones

b (ky e 0}

rrr E= =

-

tal que AT=b.
Definiremes una matrlz mis para el sistema, o la que 1ls-
maremos “"matriz amplisde" del aistemr. 1& cusl juegs un papel lmpor

tante en el exstudio tefirico de los sistemas de ecuaciones,



Definfcisn,

sentaremos con (A, B), e1 lu astriz ¢ orden mx(n+1) que resulty d=
aubentar, m 14 matrlr de coeflcientes, =1 vector de términos inde-

pendientes,

La natriz anplisds dw un sistens de ecusciones, que Tepre

Entonces, 1a matriz amplisds de] sistems ex:

[T D LI b1
- A e
By zr Bn bt
{AlE}- - + L] L] - . [ a a +
oy fmy ‘o tap hn_

Siatemas incompatibles,

5! mnalizamoy el slstemn
X, *E,4E, =6
xl+2:,-x.-1

L]
» -
X bR TE - i

1 ;
vemos que las ecyaciones 1a. ¥ da. ne pueden setisfacerse simulti-
hewfente, Y4 que no existen tres nfimeres x , ¥, , X, cuys suma Seés
lgual o 6 ¥ -5 7 1o vez. El sistenmn e3 entances incomputible,
Yeamos gue sucede con los rangos 4 las metrices

170 1T 1 8
Am 12 -1 y (a5 z -1 1
A 1 1 -5

Al afectuar solamente tranaformeclones por rengl®n, es -
poalble determinar a la v&z los rangos de las matrices A ¥y (A, B
operando sobre la metriz ampllade, la cual contiene & 1la matriz p,

Transformaremos entonces €n ung matrir e3calén &1 $i--

gulente arreglo.

11 1 11 1 t 11,
]

LI B R L R IR | IE I KB B BN

1 1 1 ;-5 6.0 0'-1 [ T |

(4,5)
De 1a dltima matyl: vemos que
A(AY = 2
y RiA, B) =1

ey decir R{A} < R(A, E}. que 43 una caracteristica Jde todos lows -
sintemns incompatibles,

Sabemos quo el sistema #s incompatible porqus las ecuscie
nes la, ¥ 3a. pe adelten solucidn simultdnea. Daremos otras prucha

de la incompatibilidad de¢ dicho sistema:

La Olciomm matriz

1 1 LI
2 1 -2 -5
P 0 1

Tepresenta #1 sigulente sistemn equivalants
Ay*x » x,= &
Ox 4%, -2x,= -5
Dx +0x, +Dx, =1 .
donde vemos que no =Xisten valeres para x,, X,, %, qus sntisfsgan
la 3m, ecuscifin, Esto implica que &] sistemm equivelents no tle-
ne solucldn ¥ &p consecusncia el sistemp oripinal tampoco,

Conviena hacer la sjguients observacidn.

E]l rango -de la matriz empliada de un sistean de ecuscie
nes lineales, es lgual sl range de la matrlz de coeficientes ¢ mn

¥oT en una unldad, por lo qoe:

R(A) 5 Ri{A, B)

V5657



En efecta, sea un aistems de m wcuaciones con n incégni-

tas
CITE RO TE AR I
TR R R *llnxn'hl v e e L1113
R R AT *l-nxn-bl
cuyn matrir de coeflclentes es:
S0 Ry e By
A= b Y o %p ... 12}
a1 "ma 7 Yen
¥ cuya entriz smpliada en:
-
T T Y h. "
] a sas 4 ]
L0 L D PO
| s Koy e B B

Sea ¢l rango de le matriz de coeficleptes R{A)=tv, Efec-

tuando en (A, B) las wilimes transformaciones que ae efectdan para”

llevar 1a metrlr A & su forma escalonads, ohtendremes 'a matrlz:

1 £, - L Coipsy o- €n dl
T ¢ i e Sir Cprrey 7o t:n dt
renglones PE A e e e e . - . e .
o 0 e Crr Errrer v crn d:
t 0 s 0 Q P 1] re
] [ rae ¢ ) v 0 d.

contineende con €1 process, hasta trensfarmar extn matriz &n wno me

triz excalonade obtendremos:

.58 59

a

c
donde {:.j

=]

.
=0

ar L T*y
v Say Sovrey
vrr Spr Crepsy
- i) 0
‘e o [
wus o g
1l J=k

sl jex

} para algde Xz 1.

Exlsten entonces sfile dos pesibiiidades:

s} 54
B} 51
tre ¢, obtenlendo:

1
0

]
0

0

de donde

Entonces R{A) <«

eel,

F13+18

Ria, By=r=Ri{k)}

. . (14)

podemcos dividir e} r+! #almo renglén an-

RiABY = r+1 = R{A)=]

By Sepe
cer Bir Soagey
P £

Crr L A 0
aan @ 1
fas O [+
PP ¢
Rian, B},

.. . (15}

Por tanto, hemos demostrado que REAY 5 AfA, B,

Teorema IV, 6.

%i en un sistemn de ecuscioney linemles

REA} < R{A,B)

entonces el sisrema ex incompatible,




Demnstrecitin . .

S5i A{A] « R(A, B), lm matriz smpliada del sistems (11)
pusde transformarse en la matriz (15}, En oxte dltima, el ret
£simo renglén reprasenta la ecuecidn

Ox, +0x,+ ... *Oxpe ]

de un sistems =quivalente,
Obviamente, ¢3ta ecuzclidn ne se satisface para ningdn Can

Junts de valores LI

: cr Epa POT 10 que el sistema es incompa-

tible.

Ejemplo IV. 19,

Investigue 31 ¢l siguiente sistema de ecunclones tiene sq
lucidn

i +5x ¢5x = 2

ﬁxl+9x.+151.1 i

Transformemos 1o mottiz de cosficlentes en uns Matri? es-
calonada

T3 s vt 33 7

& 2 1% & 9 15 ] [+ 0

7. RCAY=1

Transf{ormemga ahora la matriz ampllada en une matriz eaca
lonuda

zss:t%:friig--}l

6 9 15 11 & 9 15 | o e o -s

1%-}1

R{A F1= 2
Como R{A)] « R{A,B), ol sistemg po tiene soluclén.
Obsérysse gque se hublera llegade o 1w misme conclusidn -

de haber trabajzdo directamente con la matriz amplinde.

Sistemas coeEpatiblies determinades,

Analicemos primersacnte el ciso particular de los siste-
mas de n ecuaciones con n Incignitas, en los cusles 1w matriz de -
coeficlientes =% de rango n.

Un sistema de n ecuacionss con n inclgnicus tlene la for

=a
*
L AT 4, X " b‘
A, X, Ot ..0v AL xS ht
- - - ! -
., M nn *n " Py

En e5te casc, 1o matriz de coeficientes o3 la matriz cus-

dreda de orden n

+h
¥y si adem#s R(A)=n, por el teorems IV, 4 existe su inversa A
Fl sistems puede eicribirse Comn
Ax=f

Premultiplicando anbos miembros por A™'

rED ST l
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De 1a dltima matrir vemos que
R(A)=3 '
R{A,B1=3

es declr RiA}=R[A.B)}

Adepmfs, B{A)=R[A,B)en, que es una carscterfstica de los®

slstemas compatibles determinados.

& L4 A

leozema IV, 7.

51 en un vistema de m scusclones linexles con n lncdgnl-

tas

R{A]=R{A B)wn

entances el sistema =3 compatible detarminado,

Demastraclén.

5i R(A)=R{A, Bl=n, la matriz amplisda del sistema [T1)

puede transformarse en la matriz

n L 1 e e s

renglones Tt ks e r

in di
0 L]
rod,
o o
LR

qua Teprssenta al slstema egu

x1+n_tx!* was * C

Xxt wur * E

ivalente

ya gua las scunciones represantadas per los renglones n+l, ..., ®

son todas de le forma

nxl+ﬂx=+ _— ﬂxn-ﬂ

¥ =& satixsfacen para cuslquier conjunto de valores X, x,, ..., LI

El sistema equivalente tiene n ecuacionss con n inc8gni-

tas, ¥y el rango de su matriz de coeficlentes es tembifn n, por leo

que =35 compatible determinado.

Ejenple [V, 21,
Resolver #1 sistema
Y +ix =6

x - xgel

da xl-?

Calculemos las rangoa de A y (AB)

Solucifdn

- 1 o 7
3 2: ] 1 T
¥ |
RCLIRN I FR
i i

1
4 117 5 1
L R B |
o A N N S
e 113 <lo 1
¥ |
sl |
- |- 0
Rt SHRN B R

2 1 L1z
|
sl
11 0 -S:-T
7 o —'}:-1
2
1
.4
B

ry-6d rES



uRe TmesEmE—_

veeons que R(AJ=R{A F)an=2, por lo que el sistema &3 compatibls de
terninado.

Resolviendn el sistsna equivzlente v

r,-gt,- s

AR

obtenemoy la solucisn

vim

Ty

I

Eistemas compatliblas indetarminados,

Yolvamns nuevamente &1 sistema

20x, +100%, +40x,« 400 -’
(4]

0x,+ x,- 2= 10
Faras &l qoe, ol inlclo del capftula, dimes las soluciones
a) t.-b. :!-z, x_-z
¥y b} :l‘ll. x 1, x, =1
Yepaos ahore cuales son los rangos de A ¥ [A$E] H

Dividiends entre 20 €l primer rerglén de la matriz am-

0 100 . 4D
4] 1 -1
En consscuencia

R{A)=H(A,B)=2

51 &n al 219t+ma squivalents

plisda

E *5n vz, = 21

.- ox,= 0

IV-56/67 -

damcy a x, ol valor de 2 =2, tondremas
:l+5:I*l =- 10
-l = 0
De la segunde ecuscidn
- i
¥, sustituyendo en 1a primera ecuacifin
L &
con lo gue hemos ghtenide 1w 3clucidn m).
51 en el sistema equivalenta hecemos whara x =1, obtene-
mos la solucldén b).
En general, haclends x =k (una constante wrhitruria) en
el tistena equivalente, obhtenemos
:1-5:!«gk-zu
X" = 0
e 1a sepunde ecuscidn
e X

¥, sustituyrende en la primera '

X, She2k=l0 =5 x =20-7% T
con lg que podemos dejar la 501u:£ﬁn en funcidn de k como

x = -7k

x e X e (18)

"k

A le expresifin {76) e llemaremos solucidn general dal -
sixtema [4), yw que, para cuslquier valor de k, los valoras de x,,

X x, dades por diche expresin consTituyen wna solucidn del sla-

1! L]
tema.

Recordemas que ¢1 sistraa {4} nos rTepresents el prohlems



de encontrar ol ataeto [x , x,, x,) de obletos de diferentc:-tipos
(A, B, C} que se pueden febricar, por lo que Ia soluclfin esth res-
tringida a velores enterod no nagwtlves (B, 1, 1 ...} de dichas in
cﬁgnitis. Entonces, de (16), es ficil observar que k puede tomer
Gnicamente los vailores 0, 1y 2 (k 23 harin X, pegativo),

Tesemds poT tanto un sistema indztermzinado con tres solu
cieney (para k=0, 1, 7).

Sin embargo,. 31 coansideramos un problemg en el que les -
incéignlitas x |, x ¥ %, pueden tomar cuslguler valor, tendremos up
sisteme indsterminude <on un ndmere infinlta de soluciones [una pa
te cads valor real d¢ k}.

Consldergndo nuevanente los rangos de A y {A, 5) ¥ 21 nd
peto de Incfgnitas n, vemos que, pers &l sistems del ejemplo ante-
rior

Riajs R(4, B} < n
que e3 una careacteristica de los sivtemns compatihles indetermina-

aey.

[Teors=ma IV &

R{ayeR{A, B)=t

¥ r <n

entonces #1 sistegn es compatible indeterminedo

5i en un vistemn de m ecusaciones lineales con n Incdgnitas

Denvstrecién

Si R{AY=R{A, Bler v r e

1a wetrir ampliade del sistemn (11} pueds reducirse & 1a forma (14},

dande e=0,

Los primeros v renglones de dicha matri: son tales que su

primer elemento distinto de cero oy igual & uno y &l odaero de co-
tes anteriores & dicho elemento muwenta de Tenglén &4 renglon.

5i llape20s z,, z,, ..., I, @ La5 Inclgnitey cuyes coefi

T
clentes son los elementos mencionados, podemos ordenar al Sistema

equivalente en 1o farmm

Tyt Pyl oe* P.rzr'dl'p:'rc|=r*l_“"P|n:n

* - - - -
L q, Py, perBres=eeo Pyl

1r'dr'Pr.rﬁtr*l""'prnln
51 aslgnamos valores srbitrerics s las incégnites :r*;'
B gemene Iy traslsdndas & los sepundos mlembroa, el sistesa ey -

compatlible determinedo en las incégnitas z ), Eoe-aer Ppe
Ahora hien, como a :T*:' zr'.""':n podemcy aylgnarles
un ndmero infinito de valores arbltracios, el sistema sdemis 42 -

ser compatible es indeterminade.

Ejemple IV. 11
Resolver ol siguiente siatema de ecunclones:
X, tx gt -Ix -E = 1
i SRR USSR MET LR .
R R LI E L E L

Solucldn.

Catculamas primers los rangos de A y (&, B
-2 -t

A R R I Y O LI
1
30351 1 dadls]n o0 -4 T 7i1) e
1 -8, 0 Do 4 -7 -751

Iv-53 /&9



LR I BRSNS B 11 1, -2 =141
1

“f0 o4 7 riap -oo0 v T ERE
1 |

8 oo ¢ olo 000 0 00

Como R{A)=R[A, Bl=2=¢ el sistema es compatible,
Como r <« n, [T« 5), el sistema ex indeteriinado,
Tenemos ahora =] sistemn equivalents

!
- - - - -
By X X, ix x, 1

7 7 1
LIRS THT T
Las dos incodgnleas gque dejuans en &1 sistema equivalente
son X, ¥ K., ¥i {ue sus coeficientes sonm las primeros elementos dis

tintoes de cero en loy renglones de& la fltima matriz, En consecuspn
cisa, trasladeoers las tres inclgnitas restantes & los segundoy miem-

hros de las ecuaciones,

Aslgrando s x , x ., x  los valores x sk x =k, ¥y z =k te

nemod el pistema
T orn e1-k, 2k, vk,
1 7 1
X, 'I‘T'."':I*'lkl

Sustituyendo x, en Im primers ecuscldn obtensmos flnal-

1
pente
X, =g [5-4%, vk, -3,
=k, I

’-'} (~ 147k, + 7Ky}

que &3 1a solucidn general del slstenmn.
5i por ejeoplo hacemos

ke, g3, k.0

w-20,71 - -

obtenemos la 2¢lucidn perticuler.
x,-%, =1, x,-%, x,~1, Ey=D
Otra scluciSn particular serin
I|-§, xl-ﬂ, X, =%] x, =0, l‘lﬂ
qua se ghiuvo pata los veloras

K, uk, vk, =0

Laa resultades chbtenidos on ests asgeidin,pusden resumirza

en 8] sigulente cusdro

Datarminedos
Compatiblas rep
R{AT=R{A,B)=r Indetarzinados
Slstemas de scua £ % n
clones linesles
AX = F

Incompatiblan

R{A)<R(A,B)

Las condicionas que aparccen en el cundrg, fueron enuncia-

dus #n 1oz teorsmas IV, &, IV. 7 ¥ 1V, & come condlclones suficien-

tax. No es diffcil prober que dickas <condiciones son taabidn nece

aerias,

De los =jemplas utilizados en £l desarrollo de aspte s#ccidn,

3£ Y& QUE UR proceigy convenients pata obtener scluciones de siztemas

de ecusclones linealey £3 el siguliente:

1} Se obtienen los tangos de & ¥y (A, B) trabajande dirsctaments -
con 1s matriz empllads,

2) Se clasifice el sistemn &n bhaze al cuadro snterior,

3} De mar canputihlé, s4 trabajm con el sistema equivalente reprg
sentado por le matri: escalonada que se cbtuve al calcular los
Tangoys.

4] 5z trasladsp p-r incégnicas w los segundos miembros de lag --




ecuacliones, de tal forms que se obienga un sistemn coepatihle

deterninede ¢n 1 incdgnitasx,

5} 5e resuslve ¢l siste=n obtenido #n 4 por cuslquier métoda (ma

trir Inveryn, sustlitucidn, =1c.}

Ejemple IV. 23,
Eesolver ol sigulente sistema
-11.*:I-ix.-lﬂx‘+22x,+4:.- -9

X, #2x, 4%, - Sx,- M= 2

~ix ¢2x edx 2Sx #13x, 0dx =-3 L

Jg -2my-2w v3x -2x +3x = 15

5x #10x +20x -25x -5x =10

i

K o=xy-dn -x -by ex =2

obtengamas lo3 rangos:

Ce 01 -6 <10 22 4911 o 2 4
z 4 -5 -1 oz| [-aor -4 10

-2 1 513 43l fzozo4s
3 -1 -2 1 .21 3|7y -z -z s
5 o 10 e -25 -5 100 |5 o o 3D
S IS PSS EY SR 2 I A S S B
10 2 « -5 =1Lzl oo oz a
0 { &z 0!y 0 1 4 &
e 2 &8 13 21 0 1 83
*la .2 -8 -5 -6 &0 9 g -1 -8 -9
o 8 0 0 o, 2| o -1 -4 -s
le -1 -+ -5 1 zial o oe o o0

n‘

— - A mm m o= o=

1 6 2 4 -5 111 T D 2 & -5 -t 2
0t 48 T 01 ¢t 4 6 T 0,
0 ¢ 8 1 -1 213 6 8 9 1 -1 2!y

- 1 - ! -*
6 6 b 3 -2 &,7 ¢ 8 00 T B2
00 0 1 1 2! 0 b o0 2 Dy-4
ip 0o 2 0 & 00 e o 00 o o!o] .
1 0 2 4 -5 1) 1]
o1 4 & 2 Bt
oo o0 1 -1 23

Tlo o0 ¢ v o2
a o ¢ 0 0,0
0 o 0 0 0 0! g

Do wxtm matriz podemos ochasrvar que
R{A)oR (A, BY=4 {alatema Cﬂlpttiglﬂ}.
Tenewod #ntonces  r-d
¥y n*d (nimero de incégnitas), por lo qus
e]l 3istems ¢n cueytidn es compatible indeterminada,
El sistemn equivllenté que representa 1o Alcime wmatelr e3:
x 2% vdx -5x,-x,=?
X edx,cbx, o2x, =
X, ex tlu,=3
z, =-1
Come ae dijo sntericrTmente, debemos deapejimr n-r=2 inclg
nites, dejando del lado 1zquierde mquellss cuyo coeflclente o3 el
primer uno de cads renglén de la matriz escalonada (x,, x,, x,, %}
£y vhyx -5 m2-2x ex,
£ +bx -2x =-1-3x,
X+ R, 315,

K2

¢ w72/



Dando valores arbitrazios » x, ¥ X,;
x,=k,
x,~k,
_nhtunenn; el pistema
X, vdx 5L =Ze3k,+k, "

Xygthx +ug=-1-dk,

£~ £.=3-1k,

X, =1

Eate alstems 23 de la formm

Ax=F .
dande
1 ¢ 4 -5 X, 2=2k ,+k J
¢ 1 56 3 N -1-4k,
A" e o2 o1 1 ol B | 5.2k,
609 U, Xthxs "2 3

¥ Podemos resolverleo utilizando 1a metriz inverss de A, como

a7 'F
Comn = fécil vearificar:

M o -4« 1

AP I I Y

A looo 1
0 0 0 1

Por tanta

x| 1 a -4+ 2-2k *k
X, 01 -8 - 14k,
X, Q 1t 1 1 3-3k,
x, 00 0 1 -2

IV-74/75 .

cut

finalment

Solucifn.

2] [ 2-2%, ok, -4(3-2%,) -2

x| {1 803k 2) !
e[ | 3-2k,-2

L2

]

[x] [ -12-2x, +8K,

I AN

A, 1-2k,

x -

Entences, la solucidn gensral del siatema original es:
X, =-12-0%k, +0k,

== X-4k =12k,

’ltkl

x *1-2k,

x’--z

Ejemplo I¥. Id,
Sea el sistemn Xvy+rmb
x-Iz =

I 2ynd
Sxelyrlzeg

iQué valores puede tomar B para que 18 solucidn del siztema wes Snd

pando a @ uno de eso0% valores rtesuflvade o]l pistema,

ia solucisn del sistema #3 finica para aqueilos valores de

B8 que hagan R{A)=R{A, B)=n

Reduriends 1a matriz amplinda & su forma cscalonada:



Lo I ]

(=T = T —

11
0 -2 -
2 0!
2 B!
to1
13 |
a0
n ‘*5:

[— -]

1 1
n -
g -1
o -3
1

| @
¢

]

1
1.1 @& ™
1

-3 =10
-3 |-10
- I-

-5+8 -3
146
)

I a0
1B, D

n:u

[ =T = P

De I1a Cltima metTi? Vea0s que

S1 4+B=0, R{A}=R{A B}n?
S1 4+8p0, R(A)=R{A E)=}
por tanto, =21 sistema tlene s0lucidn Grica ¥ pa ¢ R, g F -4,

51 Bd-d, de la dltima matrlz ze tiene el sisteme equivalente

Xey+zuf
ytlz=10

(4+B)z=0

cuvs solucldn es

ne-4,

Sistemas homogfnens,

A lps zlstemss de scusciones linenles de l» férn;'

¥

ot |
+a

+a

Mz

- o ® W * 4 o+ o

-

[N = B = B )

-

{compatible indeterminado)

[compatible determinada)

=]

X

)

& 4

X

- LI

* 1

- -
'Iﬂ :n 0

L 3 -
II“ . 9

- - )
ten *n ¢

"Se les llama sistemms homagéneos.

La representacidn matricial de un zistema homogéneo =3

AX=0

Estes sistemss son slempre compatibles pussto que admliten

In solucidn

n

{(dande 0 o5 18 matrtiz nula de orden mz1}

v

ir

[ ] - - »
I N R

1lamada xolucidn triviel, Ademis, en un sistems homogfneo se tig

_ ne sismpre que .

R{A}=R(A,B)
puesto que spregando uns columna de ceros no puede elevarse #1 ran

gon de una matrlr,
Si R(AJen, ¢] sistemn solo admite Ie soluclén triviel ra

que la soluctSn de la sceacibn -
Axe]
5 xwA” D=0,
5i R{A)s n, o] zistemn 3 indeterminadc y admite ctras -
soluciones ademSa de la trivial, lmy cumles pueden chtensrse median

te cunlquiers de las procedimientos ristos sntoriormente.
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I¥. &_.  DETERMINANTES,

Consideremos el 3istemn de ecuaciones

X *A L
lll 3 I:lxl bJ.

o0

-
'.'I le ldlx].hl

Cuyl matriz de coeficlentes ex

A= s i
aII .I:I
Fara eliminar x  por sustraccidm multipliquemas 1z primeg

ra ecuacitn por a, y la segunda por = con lo gue Tesultw 21 --

13*
sistemz egquivelcnte,

-+ L
R T T R T B T d

a i

T TR T a.b

X =
.Ii‘l 171

restande 1o segunds pcuacidn de la primera

(0, 2, -2, 0, )%, =8, b -0 b

.n"u'n'r o
glM._ _...{15]

1 <
43,0, 8,

sl 2 . a

En forma similar podemos obhtener

"th -hllli

E, " e [19])
Eooap A e ey,

Sustituyendo en las ecusciones (17), los v;lures de LI
x, dados por las exprr;l;nes [18) ¥ (19), puede comprobarse ficil-
mente que xe trate de una selucidn.

El comln denominader de les ezprasjones (18] ¥ [19) estd
expresade en t£rBinos de lo%s elementos de le matriz A de coeficien

tes, A eate nfimero se le conpce coma determinente de la matriz A

V78,79 "

¥ s¢ ls representa con det (A}, Se &ice que =1 un detarainante

de segundo orden, por s¢T la matrit d¢ orden I,

Pers designer nl determinente de 1ln matriz A 3e explea
ls siguients notacitn

By L,

a ] Ry . - (20)

11 1
donde hemps reemplarado 143 paréntesis rectangulares por tarres -

vefticales pard distingulr al determinante de la matrlz, Es im
portinte subrayer que, mieptfas que 18 Satrlz ef un Srreglo de pd
werod, el determipante ¢3 un nomero perfectaments definido por la
matriz cupdrads.

For e]empla
-z

w(-21(5)-(3)(-1) 010437
-1

Los nuseradores de las expresionsa (18] ¥ (1%} tienen la
misma forma que ¢l denoalpador, o sea, timbidén son determinantes -

de segundao orden.

De acuerdo con la exprestén (20) que define al determi-

nante® de segundo orden, padesps excrilbir
1 L1y
: hyy
Ko ————
- TEAT
1 Mk

a;, b,
TEELTY
- ¥

El numerador de la primers expresidn ¢3 el detsrminante




ds une matri:z que se obtione o partlr de la mstrir A, sustituyendo
1a columna ds cosficientes de x, por el vector de t#rminos indepen '
dientes. El nuserador de ia Segunda expresidn es ¢l determinants

de otra matrlz, gque se obtiene tamblén u partir de A, reemplazendo
shora 1 columna de coeficientes de x; por ] vector de términes -
independientss.

A 1w tegle sugerida por estes exprealon=s pare resolver
0 sistema de ecuaclones se le conoce comp regls de Crumar ¥ chyis
mento e3 apliceble siempre y cumndo det (&) # 0

Considersmos ghora £1 sistems de 3 ecuacicones con ¥ in-

clgnitas

‘tn*;"::‘;"::“:'h: e {311
a, g va, x +n, X b, :
cuys matriz de goeficlentes es ’
By Ry, A
As a2 wy, E}
£

Medlante un proceso similar al emplasde para ol sistems
[(17), sncontraens que los valores de las incdgnitax que satisfacen

el sistema son

. - by, ,a,  +8 boa a||‘||hl'allntthl-blnll.il PLILY (22}
R T L L L I 'n|'z|a::"t:'11'1|";:':1‘::"||‘::'::
x,- A, ke, e, 8, D v e, 0y, 2, b e, 20,00 a8, (2%
!|:‘::a:: ';:'1;‘:1 .||.!1a11 n::l:lnsl ll:':lall ‘Illiilll
a2, b0 8 a4, .b.2,, -boa, 8, e, b0, 00,00, [(24]

A= - -
l;xl::lll’l;.'t,i..‘I;:lana 1 ‘51':1‘:1 Ly g8y iy, 30,8,

Al comfn depominedor de lus expresiones (22), (23) y (4]

s8 1% conocce coma detarminanta de 1a matrizs A ¥ o3 un detarminante
da tercer orden, La expresidn que deflpe 4l determinante de ter-
cer orden €%;

By By By,
L LT L T T T R E A T T L LR L N i

Byl Wy Ry Ryglyy. [(25]

By By,
By A1 By,

Por eiemplo

1 1] -5
e s 2| =010 (0 (2) (1) (33 (-4 {-2}- (- 3D (5 (13-
-2 0 +[‘5'}(-¢J(DJ-UH2]I*ZJ-mn-zms-nu-—s

be acuardo con ls exprasidn (25), podemos escribly lm 30

lucién del slscemn como sigue

by &, R,
by, &y, 1y,
b, &, 1.
.
B My Ay
Byy Rpy By
By gy By2
nl.!. I,l "l' =
8y, By 25,
ay, by Ay
-
iy, 4y i
A, My L3y
ay; Lyy dya
a,, a, by
Bay' Mpa B,
Byy 2y; by
x,"
3, By A
a,, 1 1.1
1 Pz A1

180781
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€of 1o que resulta 18gico tratar d¢ generslliisr la reglm de Creaor
pars vl caso 2z un sistenn 2 n oeaceaclionds <¢on n incégnitas, 5in
embargo, requerimos de pna definicléin para &1 determinants de ér-
den n. . .

Definicidn de determinants, . .

Querenos generllillr la definleldn d; determlpante pard
un n arbitrarie, en bsse & lus expresiones (20) y (35) que definen
a lox determinantes de arden I ¥ 3, respectivamenta, R

Sin e¢embarge, no e3 posible hacer esto del miseo modo (a3
declyr, resalviendo en forma general un slatema de ecuscianss linen
les}, pues n medida que aementa n,los cdlculos se hacen mis compli
:ldo; Y, :}:ndu n arhitrario, son pricticamentas irqt;li:nbles.

Estableceremosr ine ley general clni;nlndu los determinan
tes de segundo y tercer orden, ¥ tomarcmos esta  * 'comn definicidm
pars el determinante de orden n.  Antes, definlremos los concep-
tos de peruutlcidn'r clase de unz permutacifin qua necesltaremas ph
ra ¢lla.

Las peroutaciones de los n ndaeros del conjunto 1,25,
ve+af] son 188 diferepgtes muneras #n que pueden ser arreglados,

Por ejemplo, las permutaciones de los ntimeros 3,2,5, 20R0

las wrreplos ‘
1, }, 02
2, 3,1
1, 2,01
1, &, %
1,03 L
1,1

El conjunta de todes las permuteciones de n niseros, aa-

ts foraede por n! arreplos o perrutaciones ¥ e Tepresenta por Sp

V82 /83

Lissaremos permutscifin priccipal s squalla en la que las pdmeras -
apstecen &n =1 orden natural,

En &1 ejemplo anterior tenemos 3!=4 permutacionss, donde
la permutacidn principal ex 1, 2, 3,

Consideremas una permutacién arbicrarim a,, a;, ..., a,
4# los nimeras 1, I, ..., R. Oiremos gque diche permutacitn es de
clase par o impar segdn sxista un nlmero par & tmper de inversic-
nes en £l arden natural, &s decir; parejas (“1'“1} tales qus a, pre
cede 2 o en la permutacién ¥ g <a;. A ls perautscidn principal
le g3xlgharsmos la clase par.

Para las permufaclunul del ejemplo tenemos que:

1, 3, 2 ex de clase iBpar ya que existe una pareje, la +
purejs (3, I}, te! que 3 precede & 2 en la perantacidn y 2+3.

2, 3, T es da class patr ya que exlsten dos pareias, {7,1)
¥ {3.1), talss que 2 precede w1ty 1<27 ¥ precede o 1 y 143

5, 2, 1 w3 de clase impar ya qua existen tres parejss,
{3,2), [3,1) ¥ (2,1), tales que 3 precedse o 2 y 2<3; 3 precede n 1
¥ Ted; ! precede a1 ¥ Yel,

1, 2, 3 es da clese par  (por def!nic}ﬂn}.

Procediands an forms anfiloge vemos que!

2, 1., 5 es de clase |lmpar,

5, 1, 2 ¢3 de clase par,

Recerdando 1a expreslén que define sl determlnante de Zo.

orden

ohservamnos gque:



z) El determinante ex la yums llilbf;lﬂl de dos {1!) productes.
b) Cada producto tiene dos factores.
€} En cade producte hay elementos de todas los renglones [y uno 38
Io de cada rengldn).
d) En cweda producttn hay clementon de todas las columpes (y uno 3d- .
le de cada columpa).
e} 51 los sleaentas se escriben de tal maners gque los primeros {n-
dices formen una permutacifn principal, se antepone un signe +
al preducto ;n que las segundos Indlces forman vna permutacidn de
clwse par ¥ un signe - »l producto en que los segundos iﬁdice: for
man una permuteclin de clase impar.
Recordende 1a expresidn que define sl determinante de --

der. orden

111. Lir Iyy

CTTRN PURE PP L TR Y PR PR ITL IR ML T I TRLIT LI TR T

LT TR T R T e TR E R R T LI T R £4).

chaervamos que:

a) El determinsnte e5 la suma algebreica Je seis (31} preducton,

b) Cada producto tiene 3 factoren

€] En cade producto hay elementos de todos los rén;lunts {y uno a5
1o de cada remglén],

d] En cada productn hay elementos de todas las columnas (¥ unc sflo
en ¢ade colupna),

#} 51 los elementos s5& epscriben de tal mapners que los priﬁerui in-
dices [orten una perputacién principal, se entepone un :iﬁno .

¥ los prhductn: #n que los segundeos Indices forman una permulAcidn

de clase par ¥ un signo - 4 lus productos en qua leos seguados fndi-

ces foraan une perputacidn de clase Lmpar;

Generalizando, pars el determinents de arden n se tendry:
#) E! doteralnante es ls suma mlgebreica de n:'prudu:tus.
b) Cada producto tiene n factores.
€] En cada producto hay #lementos de todes tenglones (¥ une sélo
de cada renglén).
d) En cads producto hay elementos de todas las coluenas [y una sd
la de cada columnal.
£) 51 los elementns se escriben de tal maners que los priasros In
dites formen una permutacidn principal, se antepone un signo +
u los productes en que los segundes Indices forman une permatacidn
de clase par ¥ un signa - a los productos en que los segundos Indj
ces farman une peymutsclén Je clase impar,
Establezcanos ahora 1a ley que daflpe s} determinsnte-de

grden n;

Conslderemos la matriz cuadrady de orden n

3 Eyy e Bg .
L a F
11 I I n
A= LI PR R T 3
. v .
a A
ni ny "°° nn

¥ un predecte de n de sus elementos

a a L]
|ﬂ-|_ 14, nﬂn

tomados de tal pepers que hays clementos de todos sus reaglonen [y
uno s&lo de cade renglén), ¥ que hays elementos de todas sus colum

nas [y uno sélo de cada columna),

Los factores de este praducto estin ardensdos da tal mo-
do que los primeres Indices formsn una permutacidn principal. La

sucesidn de los sepundos Tndices [ormen ups permutacidn,

V-84 /65



A agr ees ay
de loa nfimeros 1, 2, ... m. Para osta perautacidn Jdeflpiremos
e=+1 21 la permutacidn e¢s Jo clmse par
e=-1 i la perautacifin &y de clese impar

Formemos el producto provisto de signe

[ n,ul lln‘ e l““n {14)

Como el conjunio Sn de cedas lax permutacicnes de n ctme
Tos esth formada por Rl arreglos, podemns former nl productes del
tipe (25). .

El determinsnte dé la metrlz A 3o define comp la suma dg
e3103 n: productas dotedos de signo (a los cuales s les 1lame tfy

ainaos del deterpinante],

Definiciédn,

2 ces B PR & )

det {Ajlgns l1“| ™ .

De la definicidn antaricr se concluye gua:
1} Para obtener todos los términos del desarrollo de un datermi-
aente, besta con eacriblr el términe principel (multiplicands
los elementos sobre la disgonal principal) ¥ » pertlr de Este ob-
tener todos los demis dejando fljos les primaroy fndices ¥ permu-
tendo de todas las maneras posibles los segundoy Indices.
1) Como de los segundos fndices hay n! permutaciones, la mitad -
de clase par y la mitad de clase impsr, habrk n! términos en
el desarrollo del determinante, 1a mited con signo + ¥ la mitad
con signo -
3] Las signos + ¥y - se a3lgnan segdn la permutacidn de losx 5'E“i

dos Indices s&d de clasr par o imper,

B5 /07 -

Ejemplo IV¥. 15,

Obtepey el desarrolle del determinants ds 2o. orden m par

tir dn la definicidn

der (aye |F00 M2

Pe acuerda con 1o anterior, el términc principal serd

L, Wy

Dejamos fljox los primeros {ndices y permutimos log l.iii

dos de todas las meneres posibles:
1}  claze par =«
21 clase lmpar - -
EL desarrolla seré entonces:

det{A)=n &, -2, .8,

Biwmpla 1¥. 26,
Obtener al deyatrelle del determinante de 3or. orden, »
partir de la definicidn

det (A)= |=,, a

Byp Wy 4y,
Térming principel: by, By, W,
Dojanda fiJos los primeras indicas, las parmuteciones de

los segundox {ndices xon:

113 tll;l pET - -
132 clase impar = -
213 clase itmpar - -
2 31 clase par - -
Y12 clase par + *
321 clasve impar = -

e w -



sl desatrolle seTh:

dni(h]-:llll,l,,-: T N |

11%2a% 1 Ay ey 0,0 L

»* -
21 T Il AN P 1 ]

Clicule de determinantes,

51 {H}.rcpre:entl al cosjunto da las metrices coadradas
de orden n con eleaentos en C, podenes definir Ia funcidn

dat: (M] + C _
que m3igne & 1l matriz A & (M) ol sscelnr especifica det [A) & C,
' :'. Tal funcisn queds definida par 1a exprasisn (77} que re-
presenta una suma de n! productos de elementen d; A,

El empleo de diche expresifn para #1 chlcula de detarmi-
" zantes no se scostuchra en ta prictica por resulter demasiade labs
rln:n,-i‘c;nhio s¢ han dessrrolledo métodos més mencillos qua <on-
ducen » los mismas resultados. Tres de dichos métodos tretaTemos
sn'este secclén.,
Regla 4e Sarrus,

La regla de Sarrus indica que para obténer el valor de un

deterainante de 20. orden, a! producte da los slementos de la disga

H . J‘ -
nal principal [llnens 1lenas) se rests el producto de los slementos

de 1n "dingonal secundaria” [linel; punteadas}.

\5&‘ ";:‘1:"|:‘:;

AsT tendrencs que
LY

]
qua coincide con 1 dessrrolln segde la deflipicidn.
por ejinplu

X -
|‘ 1- {3)(-33-(-5)(4)=-9+20~11

La reglm de Stfru: indlca que para obtenar 0l valer de un
determinante de Jer, erden, & los praoductas de 1as elementos de la
diagonal pr{n:lpll ¥ paralelas 2 ¢#lla [lineas llenas) se rescan las
productos de los alementos do la diaganal secundaris y peralalas »
ella {1ineas puntesacdusl, Pare chservar mejor €stos productos, se
pueden escribir £1 primers y 3egundo rengl?n irmedintamente deipu!l

del tercera, AT tenemns quei

'l a . .1
11 1 i 1L
. . v -~
. AN ,E\\ “\{“""" TR T T UL T T
. . » :0 LT T~a L1%r3 0w TzrieaTan
Ly UL R l{}:.ll
- * - -
; il o ,’\\ - 5 M M MM TS T N T ]
] : [ L .71 a - - *
LRl il tf Mir 1,8, 00 -e st
re
que coincida can el desarrolla segdn la definlcidn,

For ejesplo:

y 2 4
OS2 {= (3(HA ) (-5X () (-1 2)-[D (5] [-3)-
AR S T [ N e PR TE I ET
¥ale 1s pens subrayar que 1s ragla de Sprrus se ha enun-
clado exclusivamente para los determinantes de 2o, y Jer, orden,
Es frecuente tender a :tnerallzlr e;tl Tegla pars calcu-
lar detarminentes de arden mayor, $in sabarge; el estudiante pue-
de EAciimente demostirar que al- aplicar la regle de Sarrus & un de-
terminants de ordan superlor al tercero, s obtiens un dessrrollo
que no cairclde cun‘]l #gflnicidh. El wétoda que veremos m cont}

tuscidn 3 aplicables a cn determinsnte de cualquiar orden.

Desarrolle per cofactores,

Volviendo &l ejemsplo IV, 26, el resultndo obtenido pars

el determinants de Yer., orden sepdn la definlclén es:

P54 S



. d“t(*3"tl‘::'::"|;‘:l'l:*'E:'1¢'|:*‘1:‘:1'|;*
*Nlﬁ;ﬁl*ﬁshtht' : ’ )
flcturizundu los elementon del primer renglén tenemas:
det[A}-all[a,ll,‘—lzlii,]-a,.{a,*a,,-lt,n.l]
+“ll'[“nl::"u 3y)
de lcuerdo con la definicifn de determinante de Zo. orden pndamns

escribir: v

L »

By 4 a,,a 5,
det(ﬁ.)-a” :l . t1%11 . .II t!I s
PR T . .

L8y,

By 8y,

S
para determinar los signos de 1os términos hacemos:

v . l
dﬂt[ﬁ}-{-l]]h glln!l 1'4(_1]1 i:llz B, 8,,
- |Fwetay 8,,8,, _ -
¥ ] s
. a2 LY
+{ 1]:41 a!lxz[ .‘I_{zn P
* b TR = . .

dande los exponentes de [-1) son Ia suma de los Indices del alemen

I H

to del primer ;;ngldn.

del dererminante respects & su primer Teng 16n. -
e recamienda al estudlants hacer el desurrolle del mig
zo detatminante respecto a alguno de los renglunaﬁ o columnas res

tantas,

“ e

ks obvio que el resulcade d¢ ambos desarrollos 25 numé-
ricanente igual a det{A),

En la expresisn {17} puede ohservarse que, las d;t!rli-
RENt2s gue uult{plican a los elementos del primet Tengldn, pueden
¢btenerse eliminande en 21 determinants original, el rengldn ¥ la

columna dorpde 52 encueptrs =1 elemento correspondients,

Iv-50,91

TA la expresifn (27) se le liama deserrollc por cofactores

Por ejemplo, #1 determinante qua multiplice sl elementp
4,, puede obtenerse suprimiends el primsr renglén ¥y la segundes cp
lumna del daterminante original

ary - . .

£l I-
ﬂ‘z

4 #3te determinante 12 le

1] .
ail. a!!

ilama el mencr de 2., ¥ 1o rtpriauntlra-

mos con M, .,

Cenereiizando, daremos la siguiente

Definicidn, ot
1 -&

Se llamn menor del elemento a 1) de un determinante de oT

dest n, 4l determipante de orden n<! que, 3e obtiene al supri-ir.ﬂ:n

el détermihantq original, €1 renglén 1 y 1a columna }.

Al menecr de iy lo representaremos con Hij‘
L.
De acuerdn con esta notacibn, la exprealdn (27) puede oy

cribirse como

dEt[*}'['Ijl*IalLMJ|*E'1]1‘:altM11f{'?]1+:‘|lHll'

@ blen, en forme condensada . !

1+]

3
det[AJ-jEI{~IJ a1y M

5! elegimos el renglfin %, pars desarrollar par cofsctg-

res el deternipante de Jer. orden, dicho desarrollo estd expresa-

do por

derfa)= I -10*1y | w
j.]' kj ij

4 8l alegimos 1k :nlynnl k, por

7




. :
dot(A)e I R My
i |

En gensral. 51 A es une matris condrade de orden n;

n
dar(ayel Co¥h e L G
1 .

v

n
dor(arn I Cottte M, Ll 9
. -1

donde X # N y 1<k*n

Deflnlcidn,
Llamamas cofactor del slemento ‘ij 4l detarminents

(-l]t*j “1j' el que Tepresentemos con hij' _J

Con syuda de esta definicifn, el método sugerida por las
expresiones (I8yy [(23) (al que ae 1lams usftoda de dezarrollo per

cofactores'™} pusds enuncisrse Como $igus:

El valor de un determinante puede obtenerse efectuando -
le suma de los productos de lo3 elementos de uaw cualguizra de sus

1Tresas (renglén o columna) por us Tespectivos cofactorea.

) Ejenple IV, 17
* taleular el determinsnte de lp matriz A por ¢l mécodo de-
desarrollo pﬁr cofactores,
r 1 .5 1

T -3 o -5 '
DA 6 2 -y 2 '
1 4 -7 6

¢

Solugifn,

r

Primero, debamos e£l8gir un renglfn o uns calumna pate --
sfactuar el desarrolle. aralizando le matriz, YEROS quUe =8 CONYE

pisnte elegly alguna de las siguientas lineas:

lo. Renglén
Jer. Renglén ‘
1a. Celumna
%l. Columna
¥4 que cada une de cllss tiebe un elemento nule y el preducto de -
dicha elemsnto por su reaspective cofsctor serd igual a cero, E3-
to simplifica 1 trabajo al chicule de 38l tres determinantas de
3er, arden, '
Desarrallando por cofacterss segin 1 lo, renglén:
Get(A)=tAy =Yhy, *0A,,-6A
i:i cofactoyes Atj se chbtlenen como

1ef,
Ayl jnu

Desarrollande par la regla de Sarrua los mencras Moy

HI, ¥ Hi‘ ghtenemcs ;
1 -5 1 .
M, " 7 -1 2 =g d Q- 1444260+ 14=00 A =1k
4 =7
¥ -5 1
M, ,* g -1 . -t} 1041+20=7 T ll,-?
1 -7
2 1 -5 :
":n' 0 7 -1 a-th+ 110+ 8w 11 . Al'y-Il
1 |
finklmente

det [AY=-1B-3(7}-6(-11]=317

En o1 casoc genersl, el desarrallp por cefactorss tramafor

ma ¢l probilems de calcular un determipants de orden n an ol de cal-
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Culsr n determinentes do orden n-J3.  Cada uno de S3toy determinen
tes pueds daslrro;iir:e a2 U vez por cofacteres, ubt-nilndosc-uané
To ﬂu orden n-1 ¥ asi suceyivamente. 5S¢ acostumbra contipusr &}
proceso hesta obfener menorss de orden ) o do orden 2, loa cuxles
pucden Tesolvarie empleando la regla &» SarrTus.

Propledades_elementales, i

Los determinantes tisnen cisrtas propledadas que ez dti]
conocer. Son de interfa principalments ll{ condicionss Bajo las
tusles un determinante ea nulg; asf come lis transformaclones gque,
efsctuadas en la metriz, no siteran el valor d=1 determinsnte o 19
producen une altaracisn fﬁfilllntn calculable, v

Estas propledades, 1iamadas propiedades slamantales, sa
desvestran m partit de la definicion?) y sen las gue & conthinum-
tlﬁn:lﬂ enlistan. 2n lo que sigue, p;r unx ;inun dobard entender
oun renglﬁn o una cclumna.

1) Si uns 1fres estd constitulds por ceras, el determlnants es 5T
lo. I l
2) 5i dos 1¥neas paralelas son prnpnr;lunlin:, el dototminegnte &a
. nule. (En'particular, si dos ltneas paralalas scn lguales, o
determinance o3 nulel. )
3} 5t se intercamblan dos llneas paraielus cualesquiers, el deter
minante aiile cumble de signo,
4} $1 se multlplicen todos los elementos de una linds por un nimg
re k, i valer del determinante queds multiplicads por k.

§) El walor del deterzlnants no caabis, si e {ntercasbian rengla

[(2) E1 estudiants puede consultar la demostracifn en ls refersncly
2 paga. 35 2 33,

V54755 *

nss pOr columnes ¥ 31:!1.:!:. Ex dacir:

dst(A]=det (A

]

4} Pl valor de un ditlrlinlqtc ng cambia, 3l o los elemsntos de -
une de sus Ifpess, s suman los slementos cerreppondientss g
otra lines parnlela lultipli::ﬂns par un nomero k.

K

Un mEtodo de condensacién.

El mftoda da dasarrallo por cofactores, eunque splicsbis
a determinantes de cumlquier arden, puede resultar ern ocesicoey da-
maziade laborioso. 5! regTesanos &l ejemple IV. 27, vemos que at
elegir el lo. renélﬁn #n lugar del 1o., nos hemes evitado el cllc!r
o de un determinante de 3er, orden.

&1 =n ;nl 1in#s cuglquiers de un determinente, todos los
elementos tICGPt; une fueran pulay, sin dode escogeriamon dichl 154
nen f:rl efactunr ¢l d;llrrulfn. El nEtEdn Guv propondremos 4 --

continuacidn se bsss en esta {dey ¥ Consiste wn: '

Jlos ﬂiﬂl!ﬂEuI se reducen a cero, el determinants es nulo por ja -.

) Elegir la lines que contenga sl mayer phisero 4e ceros.
h] Apli¢ar reliteradesentes ls propiedad (6] hasta foducit m corn -

todos loy elementos de dicha 1inss excepto uno, {5i todoa -

prepiedsd {113,
€} Dessrrollar par cafactores zegin dicha 1ines.
d} FRepetlr el proceso hastn gbtener up decerminsents de segundo o

torcer arden.

Ejemplo 1¥, . M )
Calcular el determinante de I watriz A expleandc o1 md-

toda de condenswcldn.



1 =1 3
A= e 1
4 3 -2 : .

il pdjunts es:

: N1 e :] .
3 -z o -2] la
4-1 bt 1 3 1 -1
Atw - -
' LAl I Y i -2 4 3
'l—l Al o3y n -T|
'3z 1l le ¢ lo 2l

dnn-rrnlllnd& los determinantes obhienemos finalments:

5 I 1
At T .14 -7
=T -1 5

. 'Sa'pusds demostrar que -la inverss de uns matriz A, pueda

obtansrse madiante In relecién

A e A 0
de ssts relacidn vemoz que

8 AT e——s det(A)d0.

. -

‘En consecuencim:
Y 51 A #3 una metriz cusdrade de ordes n, ne singular, lax sl!ui|5
:nl'ifirmiciu;és son squilvalentes: '
a) 2 At
b) A{A)=n
c) det[A)FD ' .
23 51 A es una matris cundrada de erden n, sipgular, les siguientes

afirsaciqoen son equivalentes:
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 Rhegla de Cramer,

g ga? :
B) R(A] = m
t] det(A]=d ' - . !

Elp{r:ndn 1r velacién (3¢), pedsmos obtener ls inverss de

1s matric
Tr o a
Am | 2
3 1 2

del ojemplo IV. 29

En afwcto, como

1 )] |
dec[A)= |- -1 ) 3| =5540
T 31 .t
sxiste A7'. .
L]
Del resultado detl sjeapla 1V, 19
' ' o SR TR
Ao A @ - -7
’ =T -1 )
Para comprohar sfectusmos #) rroducta A A'!:
1 o 4] [-r & -] -3 00 ol o oo
-1 1 . -1
A A "!! «1 F 3 ? 14 ¥ l-:: P -35 o]j=[0 1 @
3 1 -1 -1 - Fa 1] [ I 11 o o 1§

a2 & m m m =m = =m = m = = m=m!' & 4+ W m & a2 4 0w m =

Otra de las aplicaciones de los determinantes, la sncon
tramocx en i resoluciSn de pistesmas do ecusclones lineales. la
dofinicidn do determinante dude por la expresién (27), permite g

nervalizer la regla de Cramer (3 enuncieda sl principlo de esta -

(1) La demostracisn de asta afirmaclén pusde consultarse #n lx ra
farenzia 2 pags. 50 » 54,
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Uns spiuclén particular es por cjemplo ' ’
X . ‘1 b m
! I It Y ] ,
X = !
7
. x,- 0 G e
Ia cial'se chtuvo haciendn k=0 pefeow iy tl .
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