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too eo noy en dl• h••l<o <n ol ootud!o d• '"' t<><loo 1 .. ro~•• 

eo, <1<0o1too ollct<l<oo, '""''' "'"""'"• oto. 

<1 ooto~locoolonto do lo toorlo de loo oonJuntoo oo otr<buyo 0 

Zl eon<Opto do •conjunto. no oo dchno en !or,.. proe1oo. ""' '.! 

plleor lo guo " cnt!ondo p<» con¡onto, oe do lo ldoo 1r.to1UUO. 

un conJunto oo uoa col.ec!dn o ogregodo de ob)otoo hlon dollnldoo, 

loo cuoloo dobcn pooon .""" propiedad o otrU>o><O euO<tc<loU<o 

quo no dojo logor o dudo ol d!cOo oo¡oto p<rtonoco o no o lo co 

h«idn' 

pl~ ~o ccojon<O po<1rlo oc. ol olo •~• •"-"•~• pU..oo ••yoroa qoo 

11 y ••••••• qua ¡¡¡, oto. 
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tO<OO/ por oj.,plo• ol "eon)""'" oonotltoldo por loo troo n!ol>eroa> 

l. ~. '·' '"· 
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eonJ•n<O do loo n~rroo poroo. 

o Cb•'""' q"o no oo ox<o• """""'"""'"'d• eodo ob¡o<o d•tlnldo 

oo ~ coo¡~to dado oo dooo.loo •o) ... nto" dol eoo¡~to. 

Pe lo oMe<>or oo tnfl•'" qoo loo oon¡untoo puedon tonu un •·~•·•

ro f!nna o <nflnao do el .. onmo, 
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"""""~)""'"· u O!<~ quo ol """)on<o p eo un "ooboon¡unto" ~o! 

"""'""'" ~ ........ , ..... ,. ~ .... ''""1'" ., ........ h •. 
L& ~,..,. ideo oo eoprooo dleleMo qoo p ootl eohten<do en "' o 

blon, qoo R eonuone o >. 
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o • o. 
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• • • 
Con¡vnto voc!o 10 nulo).· Conjunto voc!o oo oq,o) eonjuMO quo 
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O • < '''" """""''" YlVOO •oy0101 ~~ HO~ orKII 1 
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~'""'"'"· pO< dofln!OI~n. no eonttono ntnoOn '''"'""'"' on tonto 

""' o\ oon¡un<o !ti dol ••••••• ~< .. liro '"""'"'un '''"'"'"· 

~~ '""'""'"'"<lo o ,. oonoLdo" <omo un oub<on)vnto do <u•l 
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. ·-----·---·-'--- -------···--------

' ' 
' 



1 

In\ • 0> 

""'""'"' 

, ••• ~ ••• p •••• ,,. 

• on uno oeu><><' 

, 

•l conjunto untvoroo) <o ol co~ 

tO<u-

ol oon)UotO ~· n~~uoo rooloo, oc 

tanto quo o! loo o u.,.. ''" urU •• 

··1\. ,, 

>O volo<OO Oc • 

00"'""'' quo el COnJUnto U puedo .............. """"' 
Otu ob .. rvocten• ·~•!éUr poro todo 

• 

• 
• .. "' ···•""'" 

------ ~--~ -~--~~~------

' '""'" .. 
~~ <on¡unto Y<c<o ,, y el conJunto un<votu¡ Ü doboo to.,..r 

~rto do loo t" ou~njuntoo ol~ntoo Oot <on¡unto potonclo¡ 

( " 1 • <"> • U • 11" • >" n·l n 

•otao<~n, El COnjunto ,,tonc<o do A h d0119no >0 • E¡ .. ploo 

••• o • lo,b) 

>
0

• lo (o), (b),(o, bll 

Oof1nlc10n Ol~l!co do conjunto poton<<or 

,··l•l•o;•l 

~- ---~---'------~--



' 

., . ' ~ .. ' .. •e' 

"'''""''~• yoqu~ oc:~ 

. -. 
SOlooJOno 

$1 o' A • • < 0, ya""' A<="' poro""' ••• 

OCC • • < Ct Lo••• o< A· • < C, por locu~l •• 

" " 

t•ro ., A • C¡ """'" "'" "'"""''" e<:;: e, • • .¡:A. lo""'¡ con 

·-,••••• ,. n1pecua •• ""' ,, c: "' por 10 ""'' A fe , .. uaon· 

<lo, po< lo •.onto, n <;. C 

" 
'oluo16n 

l ''"'"""'"" {a,b) y o • ,~ ,. .... ,, .. 
'A • lo ({o, b)) lo) {1,, bL o)l , 

Dlqo ol ho ot~ulon«o oH...,otonoo oon co•n•<too 0 .... 
" • '" 
" o - "' " ' .. e 1 (o) 1 

" .. ' ' {( •1 ) 

" ""lloll 

" {lol,(y)) <: 1 1 •1 • ''. '" 
Solucteno 

di CanO<too 1•1 •• ''""'"'"do! conjunto !l•ll 

r 
! 
i 

1 

~----------------------------------------· ~ 



" 

el ~<><ro«Oo t s;~. poro todo <><>n)unto A 
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CAPtTliLO 1 El SlSTE!'.A OE LOS l!tL'!EROS REALES 

Ur'tROOUO::lOK 

h ~lf!cU ~roctoor .,..1<>4<> opuocon on lo hhtor¡o too ~<taoroo n11..

roo, pero tonaooo lo corto<o de quo totoo !uoron loo llomodoo n~eroo 

"'"raleo (1, 1, l, ••• ¡, loo cuaho IU<9l«OO do lo necoo!dad de OO!). 

tu'. 

"'"~rento~-- ol ,.,_.,do)~ do ••• ndaodo poro dodlo., .. o 1• •••! 
cultura y ol ccoorclo, <uvo neeooldod do de,.«ollor !ot~U o•do ••• 

OO)O«o pou contA< y poro ''"'"'""'" loo nOmoroo. El "'"O!o do cd 

*" toloo !0 .... 0 Mn Ov<lluOton&dQ ~OOU OOOVO<UUO on loo o<tuolo• •• 

toco< lo por oi oolo un llb<O ccmploto. 

~~ ""'""'" prlm,.!vo nquor!o ~nicamooto de loo prtneroo """"'"' """: 

<Oloo po<o eontor. Sin ·-•••"· con ol odvonlmianto de lo c1vlll•• 

~~~· hcbQ do utlll<or n~oroo ~•• y oJo •••ndoo, h>oto quo loo ontl 

1••• •"••o• dloron <1 oolto ol oud" ooneopto do lnflnno, noolOn 

qvo ''""''" do un olto qrodo do "'"'""'"" po< "mh dll do tod• 
........... r!Ole>. 

' 
Curioo .. onto, ol polO do loo ontoroo pooitivoo o loo no~o<lvoo ro••! 

t~ ""' d!!leil. ~· n&o.oro• noqot!voo oporoctoron""""' ool.,.,ton .. 

do '""'"'"" .. '"" pronto co.., loo oa<o~Jucoo •• """poron del llq! • 
hro. t.oo <¡doqoo, oh proo.eupodoo ¡.or lo too .. t<la qu 1"" ol .,,,. 

~''· doocartoron lo• "~''"' noqat!voo •1 no pGder rrprooontar)oo 
qrlfioa~onto y odoptorlo• a ou qoo•otr!ao olontr•o quo loa chino• y 

loo hind~oo, por ol controrlo, <o<onoetoron lo <•<•<•~•• do """''"' 

noqatlvoo o~n ontoo do ¡o oro "''""'""· Loo •""•m• noqot!voo, "" 

'"""'•"• no tuoron !ncorp<>rodoo eooplet..,onto ol cuerpo do loo,.,..,! 
<l<•o olno '"'" "" con lo publ!eoc!On do U obro do Clmlo~o Oud! 

no, ''" Moqno•. 

¡o f<OeCion .. l """ ah 
•• loo roo "'"&<!VO>. <>too olboor<>O o~uecen 

~•••~Atloco como ol o•p<ro Rhlnd, obro '""'"' 

oouquoo quo loo •""! · 
••• prlmltivoo ooerltoo 

por lo cul<uro '''""''· 

loo nolaooroo !rroclonoloo t>enen to...,lh uno Lorq• OU<orlo. Lo noco

o•d•d do ••••• n~oroo o• n•blo preoentodo ~· • Loo ont!quo• ••••••• 

en '"' ootudlo> oeomdtrlOO., Oln ombargo, no o• eocootruon w!todoo 

oott.hctorl<>o ""' 1• oonotruce!dn de eotoo n<Smoroo • oorttr de loo 

roclon•loo olno nooto ol olglo ''' con loo t<obo)oo do lleho<d ~~ 

''""· tuo cn •••• oiqlo cuando loo ~••a1tl<Oo loqroron dor ~n¡dod Y 

!Und .. •nto \~91oo ol ootudlo do lo• nOm«oO. 

tn el 0 ~0 do na•. Cluoeppe Peono p<opuoo cinco oXiomoo o pootuUdOo 

--o•><<~•nto ol conJunto do loo n~roo noturol•o¡ 
q••• "'""'"""'" '" • 
.,,00 o1noo postulodoo •• utlluoron """"' puMO de port10o poro uno 

coost<uCOJdn total do! olot<~• do loo c.<I!><!OO tcoloo. 

•ctualnnt•, ol ••<udlo 4c ''" n<!meroo •••leo •• pYcdo ••pronder ¿••· 
4• doo ponto> de vloto tu.O~ontol~•nto dtotlntoo. 

-~- ----~--~-----· 
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1 

' 
oo •"••ll•n prhora loo nO.~roo n.,uralu y o puH< do oUoo oo .. -
uoo .. on loo oMoroo, qoo o •• ••• u .... on eo""' b .. o poro dol!nl< ¡ 00 
nO..,oo <a<lonoloOI por ~)tUo, ln"oduoUMo loo n&.oroo t<rocio"' 

t .. , 00 «>mp)oto h conotrucc!~n. 

!1 ouo pun.o do •UU •o ol l! ... odo 'onfoquo .. lo•Ot<co", on ol cuol 

loo nr!moroo roo loo oo dol!non cooo ontu qoo oot!ofoooo un con)onto 

do propudod" yo '""""''•"-

<l enJoq,. .,,.,~t!co opmvecno, por oof Jootrlo, loo roo,l<odoo do 

'''"'''"' do •••••oo1onoo do motoolt!ooo, P••• tO•O<LOo <o.a punto do 

po<c!do. [l ~1<04o oonot.uot<vo, pOr ol eontro<lO, oo Ldont111oo o1o 

<on "'ov~)U<l6n >lo<6<«• ""Loo~'"'"""'''· ,,_,, prop<odode~ quo. 

•• ol 001Wodo oofoquo " ''"P"n '"""' .. 1or>o, on d mhOdo oonot<uc
tlvo OOOOI,tuyon too<o .. o y pOr tonto doOon oor do~ot<•doo, 

Lo preO<nuc16n quo oqu! 11•."'""' o• '"""]' "" 0 ¡ .~todo con.<••«L-

00• puoo C<ooooo quo ooto ~••••••Y• • lo coop<eno>tn do loo conc<~

<oo <uod.,.onul.,, Sin '""'"'"• ""neo p<Oo>cupo...oo rlo~ollodo po< 
Ovh<lr Olo<tvo OOp«too lo<m>leo d< 1• eonohuocJOn, cueo ollo podd• 

d.,vtor Lo otonol~n hoou "P'<too que "" oon de J•po<t.ne~o funda••~ 

tol on ••• prl~•<o oprO•<••c<~n ol ootuJL~ do loo ........ u l..:<o< 

ln<ereoodo en loo oopettoo loc.aLoo pvodo ''""'''' o loo ••••••ncloo 

111 y 1>1 qvo, .,,..,,..,.,, Jo dej.,.<n ""'l~rhO. 

1.1 COHTU 

••••rooooto todoo loo quo .. tudtoo ooto lfb<o ••b•ln oooUr, p•rn "".!. 
ol euy poooo •• hoO<ln p<o9untodo qul oo contor, 

Con<,. ••· '" '""'"· co•P"''· 

• 

cant!dod, """'"" p<lo!Uyo quo ro•-• yo tA<olltonctoo po<o ••••«o· 

llodu, como 1 .. de oltunoo on!~&l••· ''" n!booroo utonon deopuh y 

conot<tuyen un potrOn o '"'"'"""'' poro ooUblo<O< )o co•puoc<6n 
tre cont!dodoo. 

., 

Un P"""'ño •• oioo oñoo quo juoqo con <roo '''""' on ou cuno po<<!bo 

cuon<IO Oo lo oocondo oltuno do olloot .. ,o oo, poooo h ,_,Mn do co~ 

ttdod, '""""' no oobo contar. 

S< Loo ~·••••• con quo o¡ n10o ¡uooo fuo<•n d!oo, on <••o• do t<oo, ... 
"""'"•"· •< •""P''''' l., ••fouo can codo uno do ouo dodoo, '*•"'! 
•onto oo dado <••••• cuando folto<o ''•""'· '"""'h ~ntondo¡ 
.. ptOOOOO do contu, ool pu .. , 00 fund..,on<a 00 ol do "opotoO<"I 

p<oceoo •1 quo loo ~•t•mOt1coo ll•••• •oo<•Oloeo< una co<<oopondooclo 

una o .,. ••• -

Poro obunda, oob<e "'" eon«cto, con>Jdo<omoo un ool6n dondo hoy oJ

llao Y po,.onoo. Po" "ber ll lo <oon!ldod do ollloo •• lquol o U 

do po<Oonao but••• con,..,.,, o h<oo ~·· ;., olontoo. SI oobroo •1-

llao o ¡--o<Oonoo ,.b,.~o• que hoy •h do loo p•L•••oo o do do loo oo

gund.,, pO<o ol "~ oob"" "!loo y tod., ¡,. poroon., eotln oontodu 

d!<oaGO que h•y ton<•• O!Ll•• c.-o ""'•onoo, eoto eo, e• Loto uno •co

•re•pOn<l<ne¡, uno • uno' ontro ol OQO)unto de o<lloo y ol conJunto do 

0'"""'1 que '" en<••·nuon '" ol o•Ltn. 

"'" coot.r, Oln """"qO, oo "q""'" •••do oolo<<Jonlf ..,. pot!~n 

qoe nao '''"' co~o rolor<nc!o pO<O <O•po<O<. <oto potr6o " lo llo~o 

d• 'oocol• do Loo n~oroo "''"'''"'- quo todoo cooo<omoo• 

'· '· '· .. '· .. ; 

._ .. _ --·------------- ~ 



' 
<<ooPQ~O~lo ~ o uno loo Obl•too q~o ~Ontaaoo con loo prtaoroo n~ 
~roo not~roloo, o portlr dol wnot ~1 Gltloo """~•o con ol ~_. ••••· 
bhcomoo 1a conoo-don"'• no• lndlo. lo eontidad do objotoo quo "!. 
no o! ConJunto, h!, ol dooo•""'' oontu l•o lotuo do lo ,..tabro 

"&!..<;Ea"'"· utaOloc...,o Lo oor<oopondonoU> 

• ' • • • 
1 1 1 1 1 

' ' • ' • ; • • 

J OOCOM<LOOO quo tlono o!oto l<t<OO. 

Ca~ toool<or qu. lo polohro 'o loto" oo un nombro quo oo ho ootqoado 
ol nC<oro, do Lo ,,...., ... ,.,, que d codotor "J' oo un o!....,lo quo 

oo utllUo po .. roprooonudo. Loo of ..... loo qu! oo ~loon pHo t'l_ 

p<Oorntu n<..ooroo oo llLOon •=•<>loo. 

to !r.po"'"'' no con{undlr ol nll.om, quo u ""' id•• obotrac<a, con 

ou no,-.>ro o con ou """''"'• quo no •on oh quo ""' palob .. o un o!Eb!!_ 

lo q= oo o~pl .. n para dU<lnquldo. El n .. oro Uo<o, por o¡uplo, 

. c.>t.octt"l' uno Ideo ""'•" '""'loe on dtto .. ntoo lonquu t f¡>O<OO •• 
hoyon <>ploodo otroo polobroo y nw.~t•l•o'poro rofertroo o olla, ~o~o 

lo polabro 'oovon• '" tn,llo y ol nurooral "Vll' en lo n~oroeoen roma 

"' 

-· 

• 
• 

1.1 !.OS .!11-.!AOS mTil...US 

~ roottnuootOn doHnir"""o loo """"'" noturaloo, loo oporaotonoo do 

odlo10n y ~•l<lpl1ooo10n y olqunoo otroo oonooptoo <oloolonodoo oon 

olloo. « loo<o< podd ''""""''"'' no oln ruen, ouU oo ol objoto 
do dorontr =••>optoo "ton oo..,.ldoo•. Ono <oo..,.,u •• quo ootoaooO 
ttotondo do conottulr el ofoto .. do loo nO.oroo rooloo. y poro o!lo 

noooottamoo part!< do baoOO o411doo dof!ntdoo '""'"'""'""· Con •o<• 
!d" boooomoo dof!n1<1oneo q•• noo perm"'" """"'""' prop!<dOdoo dO 

loo """""" ptopludodoo q•• Loo don unldod y qrooi&O o loo oualoo 

podoDOo -.blor do olloo co•o un oloto<A. 

t.o torea gue onoro •=>•••""'"' puedo pore~er &lqo arduo. oopoeUI•••

to pO<qUo """'""' on La etop• do trotar d• oot•blooo< loo eooeopto• 

o!o "'''"''· "''"'de coo,.olo notor quo no !u~ o!no '""' U a., o<
gloo •••puo!o do quo '""" """"' uoobo oa..oroo y hoo!o operoo<oooo eon 

olloo. euonOO "" ~"""''«" -Poooa- fui e•pol do ploohot loo Id<., 

quo okora noo O<upoo. 

Pootuladoo du ""''"' 

un •ln•o ••1-• o quo ooo lof••l-.o on lo 1nt<04u«16n y quo .,,! 
non al eon¡unto do Loo naoo<OO notu<ol••· ooo loo olqutontooo 

----



' 

I.2.1 ~E~IMIC!CM l>ootulodoo ~~ Poono) 

El con¡unto N do loo n~oroo notoroloo •• tol ~uot 

" 
"' 

1 • •• 

Pota codo n e " odoto un ~nt~ n• <N, ll.,odn ol ot 

••tonto do n. 

1111 ""' <•do n < M •o t!ono quo n• f l. ,,, 
,, •••••••••• 

'""" oub<onJunto do O do~ quo tooqo loo pcoptodod••• 

ol 1 < S 

~) k < S <a¡>Uco quo k' < S 

oo ol o1oDO conjunto H 

too pootulodoo ti o ol eotnctdon ton olgunoo do loo p<Opl~odoo quo 

tntuHIV&~onto o<opt.,oo pu .. loo nhoroo notur~l"t ""'"'"· lo '"'""!. 
tondo do .. too pootulodoo e•t«M on ~·• oon ouf!clontoo poro d•d'! 

c1r, o P"'" do olloo, to>doo ,., p<Opled•d., <!o loo nO.oroo ""'"" 

•••• 

•1 p<1me<o do .,too pnotulod"'""'blec. """ ol "'"""" uno lquo •• 
<onoidoto conoeldoJ •• un nO..,o noturol, 

n "'••••• nao'""'' qu• ol oloqtmoo un nG•uo """"'· ••• •••• <•• 
ro hU, o d!<~o """"'" coue•pondo uno ' ndlo un n&ooro n•tural ll•· .... ·~ -., .. , .. ,.-, 
El p<>otulodo !11) OrTO JO oo.., oooooou•nolo qu• ol oO•no uno eo •l 

pr<~•• nOnuo "''"'''·"""''o qu~'"' •• •< """'"'" •• "'"""""· 

• 
• 

El poo<ulodo <•1 noo dloo quo doo ft~<OO notuooleo ~ro• otqulontoo 

•••• ••••<•• oon, •n nol!dad, ol ~•..., nO,.uo. O. ooto poo<ulodo 1 

do 1• untotdod dol •loulonto, ootobloo!do on ol pootulado 111, oo ot· 

900 ta~b!~n quo 1o• n~•••• notuooloo dltorontoo tlonon dt!o<ontoo ol ......... 
El pootulodo vi noo dlco quo podomoo alcoo<or cuolqulo< ndmo<O no<~ -

••1 po<tt<ndo dol uno y rooor<loodo loo •<•ulontoo uno o uno hooto 

l)oqor ol •~••• notuul d,.oodo. <oto p<>Uulodo, <'On<l<ldo o ~·•~o 
ocroo 'p<lnelplo do lnduoc<en•, •• ol fundoroon<O dol ~Otorlo do d•oo• 

,,, 0 ¡0n por ''""""'"" Moto~Atico quo •••••••~•• pootor!onoonto. 

c.,o ol loetor oo hobrJ dodo cuooto, loo poo<UI•Ooo do Poooo """'!. 
oeo loo proplododoo 'tn<rlnooe>o', por llomorloo do''"""' ••noro, 

do loo oOmeroo notu<aloo¡ otrao p<Op!<dadoo oon loo ••••h•olcoo, quo 

••••••••"" ol loe<or yo '''"'"""· ¡ .. cual .. oon eonooeuonou do lo 

'"""""""'"" do l•o or•toelo•<> ~• ""'""o• ""'""'''· do '" otu• "" 
""' hrmoo ocupodo odn. 

CO od!c!On on N 

1-l.l OEelHIClO" 

" l • n', poro todo n < H " "' n • •• • In • •1", .,,..,,. qu n • • '"' dollntdo 

Co dotlnl<!6n '"'"""' pu•d• P"'""'""' on prln<!plo '"""" oln .,.. 

o ....... cordomoo quo odio w~·· '""'"""' .. loo pootul•doo •• ··~ 
oo p•to ootabl~ooola, yo quo Ol<hoo pouulodoo conot!<uyon ol lund~ • 

monto que nomoo oleq!do P"' d.,onoll" ol Uotomo do loo ""'""" "~ 

'"''''''· 

------



! 
1 

• 
Poro lloo<<o< ol .. ploo do lo dofin!oldn 1.1.1 on ~• elleulo do uno 
lum4, 0~<••9~• ol valor do 1 + 1 o!qulon4o pOlO o pooo lo dofln! 

••••• 

•••••• ¡. 

l+l•U+ll' 

puoo<O quo lo doflnlcldn no noo dlco cuol eo ol volar do t • l opll<! 

ooo ••••-•<• 11), puo lo'""' noc...,o 

O+)•llol'l' 

puoot.<> quo l u o) ugu!<nto do !. Eo<onc .. , do U) ''""""''que . ' ' IU • >!'1' 

~ro pod~o yo opllcor ol <ncloo 11 do lo do!ln1<1Ón, do,dondo 

1+1•(11'1'1' 

C<oooo 1' • !, !' • 10 y 10' • u, quodo 

' . ' U•¡• 
• • J 1 o. 
' • J • u 

con lo quo c~<ono . .oo ol uoul<odo qu• ol loO<O< y• conoe!a, 

o 

.. 
CO~ puodo voroo on ol ojo~plo ontorlor lo do<tnlotln 1.1,1 •• ·~ • 

cu .. tvo, y ode&Oo """ dlu quo pou ouaor n • o do,_.,o ncorror o 

n~oroo noturaloi eonoocutivoo o port<< do n • 

lo od!oidn, ool dofinldo, ntUheo ¡ .. oigutentu propUdodoo, qua 

o.qor~nto yo •~ do! eon~lolento dol loetor • 

'. , .l 

pon 
'""" a, •• , < .. 

" • ' .. • "''"""'" 
'" • • '"' " • ... "' ' , uoeuuvtdod 

Hll • ' •• • ' • .......... ,. .... 
'., " • • p - .. •• ........ .. • coneollcldn 

11 ••• ~un nelioe<o "''-""' y , • ...,.,..,.o! <Onjunco 

S • (n 1 n < M 7 (• • n) < N) 

""" '" un ol..,ento do1·c<oh)unto S •• un nO..oro nat.unl n 

quo S oo ol oon)unto do t.odoo loo """'''"' "''"''''"• lo quo 

n•, por !1 "' h dof!nl<!~n I.l.l 

N, por 11) do la def1nJcJ6n l,l.l • 

C·,..o 1 ' •. 

1) ~ • 1 

• 

-·- -- -------------



"' 

u 

Seo k < IJ .. ··~Ir· k ' ~ 1 •• . '" 
·~ • • • < ••••• ineUo U) •• I.1.l ,, • .,. ' • 
y dol ...... "' .. '.'., 

• ... ' • 
..,..,.,, ....., k<~. dol l=<oo Ll) de t.l.l 

•• < " 

Tino!Aonto, do 0), 1>1 y (3) oo Uono quo ................... 

----11! 

----lll 

----1'1 

COo lo quo nemoo probodo que s •• ol eon)unto do toOoo )oo 

nG.oroo ""'"'''''· 

Loo P<Opi~odOO !1) y 111) pu~en domoot<O<OO en rore. Ool)Qq<J 

p.ooo uno d....,ouoc<6n do tvl puode eonoultoroo ¡; roh<Oneto 1 

•'•· ... 
¡..o •~•• fund.-nUl ho]o lo cool •• doou.ollO la de~ootrac16n 

ontodo< podo i•noull>oroo "'" <uolqulor enuncUJo '""""" o 

loo ""'''"' """"'''- Loo d<AOot .. c!onoo ••• rooHuda, re<!· 

... •1 no<Dro do 'domo••••e•o••• po< lnducctOn mot .. ,tlco• y ou 

d< .. «ollo ••n•UI, con fundomonto en ol quinto pootuloóo <lo ><•• 

no, •• ol •'•"'*"''' 
Soo Plnl uno propoolelatl onuncl<d• pou tO<Ioo loo nl!loe<oo ootur~ 

loo, y o•• 

S • (n 1 n • H y P(nl •• veodod«ol 

Ooro "-•«u '1"" P(n) oo vordo<lou po<a to<loo loo na-<oo n•t!!_ 

ro loo, bootor! con pro~or quo S • "' poro )o euol hOoo~o Jo ol· 

11 Ve<iU<or q .. Plll •• nrdodoro 1•"'• ....,, .. ,, o voUtf<a< 

qu<l<SJ, 

!JI De~ootr .. quo U Plkl oo ve,dado<O ontoocoo P(k + 11 •• VO<· 

d"""r& ( .. to """'"''' ••• ., ........ '' .... lk. 1) • 1) • 

A~'""'' dr 11 y !1), y dol quinto pOnolo<o do >uno, ......... , 

eonelufr qu0 p(n) •• verd.•doco pua todo no N. 

I, ¡ • O 

ol Conoidoreomo el conJ~n<o do loo nOmuoo lmp6'00 

lo 1 •- 1~- '· n < •1- l\,l,,,l,t, ... ¡ 

" '"""""' '"' ...... ~ .. oo ''"''"'"o •• , •• .,..,. 

1 • l - ' 

hu '"'""'"" puodo ,,.,.fin ''"'"'''' '""" 

1. l- ,. 

Do nono<• •om•J•nte 

1 • J • ' - ,. 

1•1+1•7·•' 

'"" noo h•oo ou,.,n<< q»o lo o .. o •• l~o n "''""''"' nGre<oo •~••· 

<oo •• tguot o n'_ h docl« 

---------
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1 
; 

" 
I•J••o,,,+(>n·ll•n1 P(n¡ 

n • 1, n • J y n • O, Pon tonor 1• <orto•• do quo P(n) oo •-· 

plo oln «oortor ouol ••• o! nC.Ooro oatoral n, hor~o lo do~oo· 

tooo!6n, por lnduecidn mAtooAoic&, del olq•lonte enunciado o 

1 • l +$o ,,. • Un· 11 • n', .. ,. udo no~-

U rou n • 1, al prt .. r ''"""'"do >In! tlono odio un ""''""Y 
• 111 •• 

1- 111' 

Por unoo PUl oo vordodoro, 

111 A portlr do quo Plkl oo •ordodora do~o <Onclulr quo 

><k + 11 •• LLoblln •••••••••· 

Suponuoo ootonc .. quo p(kj os uordaderoo u d<C1r! 

1 • ] • ' •..•• ll• - 11 ••• ----!11 

idond• " ~,,.,., ~, ...... <•p<•••·nto ,. ••• •• '•• ' ··""···· ..... .... , .... ,. 
~- '" • " .. 
' • ' • • • .. . • '" • " . " • 

... . . . . 
'" 

"' 

ldondo <l pt!a<< •••~•• roprooonto 1• ooao do loo k • 1 pl1~! -

roo ofim<roo !~o•••• l. d•O~o, d<moatror quo <OtO !quoldad •• ••! 

., 

" 
dodoro ... <Uon<lo de lo uproo16n !l!t 1~ ~..,¡ ,...,., h•~•roo do 

suao""o on ..,.,, mleab<oo do (l) ol nolooooo 1(k o l) - >. quo oo 

ol nC.O••o •~•" "•••••« •• ~~ • 1, ton .. oo 

• • 1. $ • ... • '"- '' • 1>1> • u-u· •' • 121> • ,,_,, 

-
1 • J + ' + •••• ,,, • 1) - ••• , •• 1 

1 • ] • ' •..• + ''' • 1) - lk • ll' 

o 

"' . " "'"""~""" ... ~··· 
O ll Plll d<eo qo• 

1'. • 1 oo on nOmoro p•• 
PI!! •• '"'dodoro •• qu• l 1 • 1 • l' > oo on na..oro pO<. 



' ' 

' 1 

1 

•••• •• un nO.o<O pu 

P<l< otra ,..roo 

1> • 11' • (k. 1) •••• ,. • ' ••• 1 .. . . . ,. . , 
, •• 11' • , •• 1) • 1>' • k). ll>. ll 

CO"' [> • l! < N, l(k o 11 •• un ... ,ro pa.r y, do U oKpto01dn 

ontoriO<, (k o 11' • (k+ 11 ''" ""nO.uo po< 01 k' • k oo par. 

zo eonooeuo .. io, do lo h<pétoolo oo •<••• ~·· 
(k • 11' + lk • 11 n un"""''"" pu 

""""'' d...,o,.odo quo oi Plkl oo vordoduo on<oneoo Plk • 11 u 

OO<dOdt<a y lo ptVC .. tO .. !M. 

o 

!n fono.o olal!or • ,_., oe hUo p•r• 1& odlc1~n. 1& •uiUpH~!

~~~" puodo d<!1o1roo c~o o!quo. 

1. 2. S D .. lT<ICIO" 

" " ' . " 
U) n ... , .. ,., .. 

" 
1.1.' UORE"-' 

•••• ·~· •• "· .. "' 
" • " ' • ......... ... • '" " • •• ' "' • .. ooUUvidod 

'" 1 • " . " ' • ;,., ............. 
••• • •• • • " •• ""'""""' ... " eone•l•eiOn 

L., propio~odeo 1) a Hll pueden de~ootrono dltoet=ento por 1~ 

dueddn .. t.,Hica y ou d....,atraei4n oo do) o ol l«tO< <.,... o¡e~ 
e lelo. Pou una d...,o,.oeidn do lo ptopio<lod lvl puodo """'"''-!. .. ,, ........ ,. ' ...... . 
•••• ··•••1•••• ••••••••••• ,,, ••••••••••••. 

'.,. 1 

'''" toJo "• n, p < No 

~·In • p) • (~ • ni • 1~ ·pi 

Soon n y p ~oo n6m•ro• "''-""'••· r """''""'""'"' ol onuno!ado 

o • In • pi • <• • ni+ 1~ • pi, u~< N 

o1 •••1, por ol '"""o u!l dol '-'"''.,... l.l.i, •• oqul•d•nto • 

In • pi · o • In · ol + lp • ~~, 'J.~ < N 

quo "''mo"""~"' eo• '"""'c10n •.atemH!ca . 

!1 Plll dko ""'In • pi • 1 • In • 11 • (p · 11, r •• vordadora 

v• qu• 

1 n pl 

'" 
• n + p 

ln·ll•<o•ll 

""' 11 •• "'·' 
por !1 do l.l.5 



" 
"' HlplitooU< , (kl .. ... ~ ...... . ..... 

(ft • p)-k '" . " • ,, . " 
~ ....... 
In • pi (k • 11 • '" • " •• •• " do 1,1,1 

• ,. • " • • '" . " •• "' do !.>.• 

• '" " • " . " • '" . ,, "' hip<ltooh 

• " . • • " . ~ . "' • • ¡><>< H) •• 1.2.] 

• " .. • , .. • . " • • "' . "' •• 1.2.1 

• '" • • "' • ,, . • • ,, "' "' .. !. 2. 1 

'" .. , • " .. , 
"' "' •• 1. ¡.' 

(n • pi •• • 1) " (k • 1) • • , •• 11 "' " .. l. ¡. 2 

e»n lo quo """"'probado q,_ ol >lkl oo verdadero ontoneeo 

P(> • 11 oo oordodoro, lo ~al eomploto lo 40&0ot<O<I6n. 

D 
oro•• en M 

Cvondo hobla.oo de eant!dodoo •• freevonte ofoetuor eomporoelonoo 

y doei&<>o, pOr o)..,plo, ""' elorU eon<ld•d oo oooor quo ot<O. 

"''"' que loo """"'"' """'"''' ooo Urven para oxproou oont1d! 

o .. , •• n«oourlo definir lo <oloe16n ·~'"'" quo• on M. 

.,..,_,, p<>r O)""Pio, qvo 1 oo .... , qvo S. SI ooouvoaoo q.a 

"'"'" un """''" notvul, on eoto eooo o1 2, t&l qvo 

1 • ' • ' 

" 
pod"""" ootobloeor, o P•r<lr do lo o~, uno doflnieldn poro lo 

ooloeidn 'oonor quo', quo eolneido eon lo idoo intuitivo quo do 

'"' '~·-·· 
1. 1. 1 "'""'"'"'"~ 

,.doo doo nO .. oroo notuul .. n y"· dod""o ""' n oo ... .,, 

'1"• "• lo '1"• '"""'""''""'' •odho<o n < •, U .. '" .. , ....... . 
Loo nQgoroo .. turoloo ootlofacon lo ''""'""'' p•or<odAd, llaao

do Loy do Tr!eooom!o. 

1.1 .• 

SI • 7 n oon nG.ooroo noturol•• euoleoquloro, ontonooo oo 

UO<tf1<• un• y o6lo uoo do Uo ''""'"""' r•opooidan•" 

11 n < • 

111 n "• 

, .. , ... 
•••• uno de:Dot•oo!On, ol loe<or puodo eonoultar lo roleroneto ¡ 

.~.. 16 

La d•·f1n1oi6n !.1.0 Y el""'""" !.l,,, ooUOl«on un orden on ol 

con¡ unto H yo ""'', 

' 
' . 

' 
' 

' 
' 
• 
' 

"'" lo quo 

por lo "'" 

por lo "" 

P'" lo •"" 

' . ' 
' 
• 

' 
' 
' 



1 

\ 

.. 
r pool"""' ,..,ruonur ~rt!<o.,onto • loo na • .,...,, ... tucoho •- P"!!. 

<OI lquol••••• eopoe!Odoo oob<O uoo recta, o h quo u • .,...,, roota 

-~~----

' ' • ' 
t11 olla, C'>'""" o < n u <onM.I quo ol punto quo ropuoonto o o oo 

oncuontn o lo Uquludo dol quo .-prooonto o n. 

con Oa.o •• !.1.0 puedo d .. oat<u .. quo Jo roladOn ·~onor quo' en 

1,1.10 ~EORl~.A 

Poto todo o,n,p < •• .. 
"' 
. ·~······· ···:=>····· 

"""'"y···~··· 

1.1.11 ~rJWICIOM 

Nyot que n, lo q"O """'"'"'"'"' ~od!onto • > n, " 

n ' o. 

<o el><o quo lo roloo!On 'oayor quo' tlono prop!edadoo •nUO<¡oo • 

,,, ....................... '·'·''· 

1.2.1> 

1) """""""' quo p.ora <o<lo o, n, p e No ,, ., 
d 

...... , ....... . 
' . " ... " " " .. 

>J """""'" quo pua <odo o, n, pe Wo ., ., 
•• 

• 
" 
• 

... 
fn • rl (~·nl•p 

n • n ' • 

)) Oo..,UUC .... 11 O, 0 0 0 Od<On>:Oo 0 O O ~ O 

<1 Oe...,otrar """ '""" t<>do o, n e No 

•• .. . " • ••• ., •• "' . ...... ~ . ., 
., 
., 

o• + n' ~ [lo 

••• 

O) SI o, p' " •• dof1oe 

•"·········· 
" lo«O«< 

"1 • J • 

0•""''"" qu< pu< <odo •• n, p, q < Wo . ' ., . , ... 
" e 

" " 
•• • 
. •" 

71 """'"'"' ""' ''"" todo •· n, p < "' ., 
" ., 

• 
• 
• " ' " 

... 
" . . ~. 

• 



' i 
1 
1 

•l otot.ao ~~ loo n~<OO notu<o)oo, <OO lo cporael6n ~· odl<l6n, ~ 

Ol!hot& ou prime .. de"olen<!O ton pronU> """"'""Pe'"""' o plont .. r 

ocuocfc""' on dicho "''''""'· V' que uno oeu•et~n dOI tipO 

····~'"""'·" • - 1~1 

puoJo <cno< oolue16n •• N o no ton .. h. 

"'' o¡uplo, lo oolue!6n do lo oeuoel6n 

" "'. 
'"'u ol ~nloo e••a en quo lo oouo016n IM uor.o ooluet6n on N, le 
euo) oa eonooouoncta truo.dtota do lo Oollnlet~n I,l.l, por lo quo 

o- n u un "'""'"" noturol. 

111 n • m 

1 • • • 1 En ooto eooo lo eeuae10n (Al oo.<lono ool~l6o oo ~y toao Jo for.o 

oo ol n._m que ''""""o J noo uoo¡o ,_, rnultoOo 7. En ooto e~ 

oo, ol nO...to nat.uool euuoo oot!oloeo lo oondlcfOn pedlOoo oln <!!. 

..... o, ol eonolOer""'o lo oeuoel6n 

•••• d•llcl•oolo •••• lo n•eoo<d•d do aopllar el con]~nto do loo n~

.,.,oo Mtuul,._ S"'qen ao< loo nt.o.ooo ••••«TOo y ol coro quo, con 

loo notuoalo>, conotftuyon ol eon}""to do lo• nOzeooo ontoooo. 

Lo dlf«•n«o d• nOooooo notu<oloo 

1.1.1 O<YJN!ClOH 

<•• lo oouaciiln• 

" •·~• con~, n< H 

A ou >Oluc!On, •• docto. ol n!.aoto • """ oum>do • n ooo 4• 

«= rooultado o, lo tu•uomo• la dUuonclo o n. 

" • • • n 

En eonoeeuonelo o - n no oo un n~ro natural, lo dollniDOO •~ ol 

eoro r lo ••P••.""'"""'' con O. 

lU)a<n 

•• ooto """• """"' en el antortoo, lo ocuocl~n 1~1 no Uono "'l""l~n 
on H. po< lo quo a- n co•pO<OO oo un n!.aom not~rolJ lo do!ln<oo• <2 

.., un nOoeto ""'"'" n~otl vo y lo to~tooontoooo con - (n - ol , doodo 

ln•)<H, 

'"" •·1 n!l.,·co ""' """·'"" a 1 no• do como rooultodo \. A dicho n1lmooo, 

quo " un"""'" negat1..,, lo re.rountamoo con->. 



-- ... \ 
" 

e- .,__,,,el ··-...,· •- n..., oo ol .. pro ~• na..ro o.atorol, pc>r lo 

q~o ol eonerpto ~. n~ro tol y •~ lo ••~• ••••l•~O nooto onoro 

ruulto yo "'"""'"" rootr1rt1vo. A pÚt!r ~. oqu! e<>no1dorO<O~OI 
<O"" n<..oroo o <•deo loo on<•• ootoo.H!eoo quo '"""'" do lo •~p\U 

e!~n "'""'"" .. do\ conjunto "· por lo quo lo polo,bra n!lnro Und<l 
-"' oeopc1en codo ••• .Ao oopl!o. 

no ocuordo con lo ontcr!or, o loo n~•••• quo oo o~t1onon ~od!onto 

lo dHor<neio oo Ooo n<lmoros noturol .. ir> ¡¡,,,.,..,, n<;...roo '"'! 
roo ' ol conJunto quo ••~• lo roprooentoromoo con Z. ~oto''' 

t • {o 1 o • • • no o, n < •l 

' 
U cluo que ol oob«>n)W>to <'do 1. do!io10o pc>r 

,. 
{o 1 • ·."' • n; m, n < "' ~ > nl 

ol cu&l oo Lo oono<;o c.,.., 'oon¡unto de loo ontO<OO poo1Uvoo', 00 

puo<>o...,.oto ol conjunto M loo nl!ootoo nUuroloo, pc>r lo quo 

c-. oonoocuonolo do 1• doHnl<l&n l,l.l, un n-<0 ofttUO l"'odo 

oo< ••oro•••• on lo for.. • • n do uno 1n11nld~ de aan•••• dlotl2 

•••• 

" 
Por oj.-p\o, •1 n-ro • o • 2 puodo ooproooroo eoeo 1 - 1 r• ~· 
u ooluo<~n do lo oc .. 01~n 

2- o, yo q,., '""'"" oo oolucf~n do 

ool COOQ Oc ~ucnoo otroo ocuoe!oneo do\ t!pO • • o • n, eon o, n < N, 

D<bf .... o •o<o oo noo•o•r<O eoubloo .. un od<oTfo quo ""' ..,,_,._ d!; 

c1d1r •• ~·· "'""'"' ••••••••••••••••• -~ ................. "' 

t~roloo oon 1guo)oo o "" lo oon. 01ono criterio oo o\ llqul<nto. 

I.).) DEPINICION 

Soon ' • m n, ~ • p- q doo n!lmaroo ontoroo, oan 

m, "• p, q' "· Entoncoo." 

•• • b .. 
Ao!. oon booe en"'" do!fn!Ci6n ¡>Od<moo concluir quo o • 1 • l y 

b • l • < '"P'"'""'"" ol ~¡,.., n(\o'etO ontO<o, yo quo 

1••···· 
y o• oo<iofooo lo <guoldoO en N que ooquf<ro t.l.l paro ootoblooor 10 

'"'"ldod on 1. 



1 

1 
' ' 

" 

1.0 odlo<Oo on 1, 

e- OC 1, la o41<16a en 1 dob<o proo!ucl< loo ,,_,, uoul<doo ~ .. 

lo odlc<On en 11 coondo loo ""''"'' qoo oo ,..,.. oon pootttvoo, lo quo 

eonduco o lo '''"''"'' detlntcl6no 

•••• o • o • n, b • p • q doo nON«>o '"'"'"'· 

• • b • 1= +pi - In+ ql. 

C&bo 0«« notor quo, en la do<!nlcl6n onuuor, el d"""lo + quo ·~ 

U o lo hqulordo dol "'"" lqud ropceoen<a U odl<iOn do nr.-roo 

<ntotoo 11• ""'' oo eotl doHnhfl<lol, olon<roo qoo d Olobolo • qu. 

<oU o lo ~orocno roprooonta h odioiOn do nll»'f•• notoul••· 

loro llootror el o~ploo do lo dollnlci6n r.J,O calculore~oo o contl· 

nuoc16n lo '"""' 1 • J. CoR obJ•tO de ~«u noU< L• d""''""'" ~• 

tu ¡,. opcu~!onoo do odlci~n '·" ' y on ~. on La dUcuutn que o~ 

••• ••P•••••t•<•ao• ••••• opotoo<o••• oon doo ,¡~loo dt<o<ente•' 

" 

0 "'" h adic!On on z 

+ poro lo odi<!On on M 

"'>• """''"' ontoroo 1 V J poedon oop<oooroo coooo 

l • , - • 

v opUc•""• l. J. o '"""""' 

•0 1•<9•7\·11•<1 

Oe la dof<nlc16n 1.1.1 oo 0!9»0 qoo 

• 0 ,.,. .• 

•• do<>CI •• <1 • .,..,,. """ ........ o ! do """" '"'""'"" U, por lo 

••• 

• 0 l • 11 . 

C•bo ,.,.. .. , notor quo. <O"" O y l "'" tamb!ln "~""' naturdoo, d 

.,...., <OOU!todo dobodo obt<neno '""'''""" d«ecta .. nto lo ddini 
Oi~n Ll.l. ""e!o<to, on el •J••plo iluotut!•<> do Ll.l. o• obtu
vo que 

• • l • 11 

o 



" 
00.0 ol loeto< ~<l ootodo, on r.l.l h..oo do{lnldo lo odlol~n o~ 

1 o pO<th do lo odte!~n oo M y lo dollnld6n do nO:.e<o .. toro. 

LA ~oftnic!On 1,1,0 ooo ponolto • ....,,. .. , ,., prop!ododoo quo "!<

•-oto o.opho..,o cuando UotU>Oo con lo odlcMn do na.oroo onto· 

roo, olqunoo do loo euol .. oo '''""'" on o\ olo;u«nto toor ..... co 

bo """ notar quo lo odlc!dn on ' oot<ofoco t<>doo loo proplodadoo 

quo ootao!oc!moo p•ro lo odlc!dn on N, o in omborgo, u ••lc!On '" 

< cuont& con otuo proplododoo odic!onoln, '"""' lo "'"''"''' do 

~ ol~nto '~'ntlco y lo oolotonclo do oloaentoo lnvorooo. 

l.'. , .... '"" •• '· o ' .. 
" • • .. ' <ornduto 

"' • • " • o< • .. • .. • o 0>0<1at1v1dad 

'" l • • • . .. • <O"""" ......... 
"' .. • • o . .. '· •• u ... ., •• • . • <oncehc16n 

•< • • • • • ole~eneo !Mntteo ... • • • ' ' .., ~· • • (·a) • • ., .... oto• .... ,. .. 

" 
1) s .. n o • o - n y ~ • p - ~· doo ne-roo ontoroo <~&looq~1oro. 

o. h de!!nlc!On <.J.< 

• • •• <• • " 
. ,, • « 

como '· '· •• • • '· ••• lneho " .. l. l. l 
•• • " ' • ' 

,, • « ' • 
~· •• qoo, .. !. 1.' 

•• • " 
. ,, • « ' ' 

En co"'ocuencia 

o • O< <, coeu> •• quo«o. 

vi so dof1n10 ol coro como ol Minoro o tol quo 

n • o • n, con n < N 

pO< lo qua pueda ••p<•••••• e~o 

tntoneeo, •< o • ~ - n •• un n~e•o enta•o 

o • O • {~ nl • In- n) 

De U def!"'"'~" !,1.4 

o • O • lo • n) • ¡;, • ni 

Por lo que , • O •• u! que 

1•••1•1•>01·~·· 

A...,u, por ¡., p<<>p!od#e• 111, 1ft) y iv) do L).• •• tlono quo 

n • [n • (o • DI} • a • n 

En • '' 
' 

<oto •• 

01 J • n 

la • 0) 

. " 
' 

o • O • o, oo~ •• querto. 



' 

1 
' 

" 

" . ••••••••••• 

••••n,eono,n<• 

Ootl ol nllm .. o • • n-a qoo, '"" I.l.l, •• un nO.. .. o ontoro. 

C0no1dor~o oho<• lo ,_., 

••••lo-n)+(n ., 
0. 10 dottn!O!On !,).< 

••••lo>nl·ln••l 

r pe< <l ¡,.,¡.., 1!1) do I.I.J .... , ......... , 
•••• o 

"""""' ••<oto o < > tol quo o • o • O 

o 

!,.o. '"'"'""'~" en 1 p•cdo dcUn!uo •""u o put!r do lo od!<16n y 

do v1) do'·'·'· do¡. ••••tonto m•neu. 

f. l .• 

lcon o, ~ < 1, el nUrnoro o - b •• do(!ne co~ . - . •• 1-01 

> pv~c dc.ootror•• quo oota Oporoc!Gn tlcno l• pro~•·~•d 

do ccnodv<OJ ooto 0 o 

•-o•''"'•,b<z.· 

.. 

!n fo,.. ot•Uor o ..,.., •• MIO puo lo odl<10n, lo ooltipUe~ 

ctOn on < puedo dofinl<oo o~ oli•• 

l.l ,7 .. ., ... n, b • p - q doo n<!..oroo oM .. oo, con 

o, n, p, q < H. U n .. o<o o • 0 oo dof1no eo.., 

El obbolo • quo •otl o lo hqu!udo dol O!~no t.,..al ropuoonu h 

·mu)Upl1ooo10n on z llo ouol oe ootl doffn!oodoJ, nloo<no quo too 

ol~boloo · y • quo .. tOn o lo donen. '""''"""" lo oultlpll<~ 

e tOn y la odlciOn do nb .. oo n.cu .. ho, CO.OO p<>odo ••roo. lo oul

tlpllcoc!On on < quodO dolln•da o portlf de lo oultlpllcoc!On y lo 

odJo!On •n " y lo def!nlciOn do nÓ..o<O """'"· 

doo • oontiouoolGn. 



" " 
por lo quo ol n1loooru 1 po..,;o ... ,,,..,, oo.., 

r .1.1 1 - •• "·""'" 
Entoneoo. U o • • · n u un nd=ero ontoro 

Puotodoo,bc<lo a·l • lo • nl•ln' ·ni 

" o·b < • ....•. -.. ,- '""'. ""' ¡•>< 1,),1 

lY) U 0 '0 "...., f 0 ~ 0, OntOO<OO 0 • b oonorloo!On ••• ['"'" • ""'' ~J por 111 Y 1111 do 1.1.1 ,, .. , -. •lrmonto ldhtieo 

(¡..., • M)> nJ •'1••11 • (mn • nn) • o 

y, de 1!1 do t.J.5 

lo""""'"''''" ~"'""'"'""" Lao proptododn 1111 r v). 
(~n • nn) o [n • IO•ll) • ¡,., • nn) • • 

1111 •••• o • • - n r b • p 

•• .... , .. ~~··· "• '''' r ''' ~. '·'·' 
••• 1•-•>·lp-q) 

n•lo·ll·~ 

"' l. 1. 1 

"' <111 •• l.l.l 
• ·1 •• - " 

"' Ul) •• '. , .. 
'"' LO , •• 1 •• 

·- •• quedo y ,. ....... '""''"' 

Oo.•o rl lector habr! n<>todo, on lo domootrooMn ontorlor homoo ••<· 
tJdo "' •<•bolo · en un• P'«• drl p«>euo. OrblOo o quo oo<o ool· 



" 
oi<!m eo ~•~ol u !Go llbroo do ..... auc .. y foeU<U lo eoC<1hn, 

u odolon<o J>Oootroo ta&liUn <>oitlroaoo ol o!.~""lo • on lo ""ltlpli 

eoeten, ool <004 olqunoo Otroo •!~loo qua no oon lnd!oponoobloo 

poro ~vo hemoo emploodo ontortoroonto poro enfotltor loo primeroo 

~-d" ol,..!tlnuoonto, \o odtei6n y h ..... IupUcocMn oououeon 

••••• 
Porot..o<loo,b,er•• 

• lb + el • ob • •• 

Soon o • a • n, b • p • q, e • r • o, troo nelao~roo ontoroo cuoloo 

• lb • e¡ ,. . , '" " • , . .,, 
• ,. ,, 

'" • . , " • 
. ,, 

"' Ll.O 

[olp .. , • n(q • ol] ( n lp .. , •• (q • • 'J 

"' 1.1.1 

[ (op • ••1 • (nq + nol) - (lnp + n.l • l"'l • ool) 

por l. l. l 

• 
" 

• [lop + llq) + loor + nol] • [lnp • oq) • In< • ool] 
por Hl y IUI do 

Ll.l 

• [lmp + nq) • lnp • OGI) + [lmr +no) 

,. nl!p. q) • lo· o)(r - ol por I.l.l 

o(b + el ob • oc 

""- lntrO<Ioce16n d.l coro y loo noqoUvoo tno,...., cono~uooeh lo 

aporlc16n de olounoo proptedodeo odlclonoleo pou h oultipUcocl6n 

~n z, propiedodeo do loo quo no O!oponl•mo• poro lo ~ulttpllcoc!6n 

I. ¡ , lO T<OREI<A 

•••• todo o, ~ < '' 

u •.• - o 

"' 1-•llbl • - (ob) 

111! 1-•11-bl • ob 

DE..,5TAAC!0" 

Se dooOOtrOfh Gnlc•••nto U Y 1!) 

" 
o ., o 

o(O • 0) •·0 

•• o •• o •• o 

••• • •• •. o • o 

p<tmero •••'• do loo •••noo 

''""""' ''"" do loo ''"""' 

por v) do l. U 

RU!tlpl!ouw!o por o< 1 

,..,, ····· 
""' •1 •• ,_,., 

• 



•. o • &•1 o • o• O 

••• • 
llllaon•.b<l 

(•O) (b) ... Lbl L·ol • • 
b (·o • " • .¡. • r-.1] 

••• 
(·o) (b! ... • .. • 1-o) (b) • 

" 
po< 1111 4o I.J.! 

por <vi do I.J.S 

~· 11(1· •• 1.' .• 

•• ' .J ·' 

~· <11) .. '·'·' 
~· "' .. '.' ·' 
~· " •• 1. ) ••• 

~· '" 1 
.. 

!. '·' 

Do ooto Ol<t,.. "P<Oo10n •• oiquo quo <·•1 lbl oo <l tnvano Oo 

... poro ,, '"'"'' ...... 

L·•l ¡o¡ ··Loo¡ 

..,..., •• quer!o. 

o 
c ••••••• 

Poto loo nO .. roo ontotoo pod•~• to=hl>n Ool<nlr lo roloo16n 

poto loo noturoloo. 

1.1.11 DEF1s1C10N 

s••••·"''' 

" ········""'""''···· ,, ... ., ... 

" 
Coa .... roo ~nto<Oo taaotln ootiofaeco Lo Loy Oo ~<lcot~(o, on~nel~ 

4• pato loo n~otOo notutaloo on ol tooromo I.2.0o y lo r<loetOn •m~ 

not q'"" tfeno on Z loo """''"'"' propiedad., 

! . l. !> TleOR!:J<A 

•••• todo o,b,e , ' ' 

!) ••• "* ····•·o 
"' • • . " • 

' 
1111 • • • 

• 
• 

0:9oe<be 

o=;.ao•be 

o :o;. •• o 

•• eo~o puntoo lquol~nto oopoe!adoo, odio que ahora lo ••••• oo o<· 

tiendo ind•finido~onto en omboo oent!doo 

·• ·• ., • ' 
Si • • b oo tondtl quo el punto que ,.p<ooonto o o '"'"' o lo lo 

co~ ohoro lo ••ct• oo ''''"""' en •~boo ooot!doo no <<••• "" punto 

d•ra <""""'"'"do ••'"•••<• o1 "'"'" ~·· "P'"'""" ol <«o. Loo 

nO~e<OO quo oo encuentran <cptooontodoo o lo de<e<h• do dteho punto 

•• d•c< qua oon •pgo!tiVc•" y loo """ oot!n o h "~"'""' "•••-'l 

""". -
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' • • • 
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o • • o • 
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1 

" 
wo """"""" Mclo•=• 

ll lnt<lo do lo ooec:t~n l.l plonto..,.o ""' oeuoel~n dol Upo 

• • • a,oonm,ncH • 1•1 

r •lm<o quo loo nOmoroo noturoloo oon 1nouf1elontoo poro propo<c<o

nor ooluclonoo oo todoo \Co c••oo. !o<o doftdonoU oo ouper6 <00! 

!1 conJunto do loo ndooroo ontocoo, o<n omho•••· t<&bl•n prooonto 

h< • o¡ con o, b < l 

oncontramoo ~·· no olonpro ttone oolue16n on <. 

l'o< oje><plo, l& oolue16n do U oeuoel6n 

lo • n 

U. stn dbo<qo, o< ccnoJdo<oDOo h oeuoel6n .. - , 

·---lbl 

oncont .. moo quo no <doto un nl-m«o ontoro que ~ulUpUcodo por l 

di co""' uoultodo 1. 

loo ndoeroo onto<oo,con lo que ourqon loo nO-mecoo frocclonor1oo. 

!o too nOmoroo ¡un<o con loo onte<oo foroon ol con] unto do loo nO-mo· ... """"''''· 

ti coclonto do n~roo ontocoo. 

1.0.1 o•••••c•o• 
5oo lo oeuoc16n• 

........ ,,b<l 

• ou ooluet6n¡ u d~ou, o1 nlloooro ~ ""' .. l<íplteodo por 

~ noo do come rooultodo o, lo llo~oroooo ol eoolon<o do 

• • ontre b y lo t<~tcoonto«IIIO• con ¡; . 

e-o ol lootor r~eordorl de ouo eurooo •••~•n<>loo do or<~I<L<•• 

on on<oro b ~ O oo d!oo !actor do un ontero o o1 ••<oto un o < 1 

... 
Aol, poro el •~•••<• ¡ podo=oo 41otlnqu<r <roo <••••• 

!1 ,b oo factor do o, 

Eoto 00 0 ¡ On<oo • .,o en quo lo oeuoo!On 101 Urno ool~ 

<IOn on 1, por lo quo ¡ oo un nll=cro onta<o. 

"' b no" fo<tor do • Y b r O 

En ooco o.oo lo ocuao<On IDI no t<eno ooluclón <n 1, ¡><>< 

• un n1lmero ontoro y deolmoo quo •• un n6o.on> loquo¡;oooo 

ft.O<IOM<IO, 

Aol, por •l•~plo, lo oolu<10n do lo oeuoe10n 

,, . , 
oo ol na...oro quo oult!pUoodo por l noo do '"""' rooultodo 

lncclonodo. 
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.. 
Ul) b-~. 

~oto ~• Uft coto ~· ~••••• oopoc!al oton<l~n. on ~lrtud do 

qoo ~ •~ eoU dofln!do, 

!n ole<to, oto" O, • S no ox<otoJ yo quo no h>y un nOaero 

'""'' de <oro, 

cocl""to do doo n<l.oeroo enteroo o, b con b" O loo Llomaromoo nOmo-

...... ., 
¡ •• • l ~<Pl"lClOll 

11. (•1• - , ••• b ' •• b .... 

.. el oto """ •• ""'"""'""'" '"' dollnido por ,, 1 .. • ,. •• " • • • . " •• proeh..,.n<• •• conjunto •• ••• """'"' .... ..., .. ~· lo quo 

Uquuoento ol loctor no oone]odo yo oopl! .. onto los na,noo <ocio· 

__ . __ ... ----

" 
nalu on !o~ do 'quetrodoo", y oe hobr' da<'o ""'"'' q .. la upro

o<tn de un n~ro nc1ono1 on lo !on .. S"" eo antco. 

JS l"'•d• repnoonU"< e""" 

'" qonoral, .. •• G •• un n4ouo raolonoL con o, " • " > •• 
•• antco '"'""' 00~~ ••• • • ... •• n<l.oero uno deoi""'' • •• • ' •• o!nb• ...... ton .. ' nOmo m <nciOO.l .. 
De cono< o redproco, •< o • ~ •• un nO..oro <oofon&) y k " O oo "" .. 

" 
• • 
'" 

• - •• y b - ,. 

ad • be 

-------

.. .. 
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s ... • • S• ;¡: doo nbo..oo uclono!u, con o.b,o,d e 1 7 

b, d ~ O, onconooo 

• 
' 

• 
' 

1,4,0 O~F!NICIOK 

.. .. -"" 

• • .... S' iJ doo nO.ocao nci<>noloo, dondo o;b,c,d e ! 

f ••• ; •. 

tl c.U.uo 6 + j •o doflno oo•o 

• • ' . ' .. . "" 
" 

"" odloi6n on Q, ul dofjnido, t<one lu pcoplodadoo •~• oo onu~ 

cion o <ontinuootdn 

.. 
l. '. ' 

Poca c~o o, y, 1 e O• 

U) o ly+•l•l•••l•• 

tiilx•y•y+• 

tv) o! o • • • 7 + o, ontooooo o • 7 

·····-· 
vil • - o e O tal qvo o + 1·•1 • O 

•• . ...,.,,.,, OnlcoKO.nto . .. 
... 
••• 

• • • ,. 
"' .. 
• •• ' .. 

• • • ' .. 

ooc ••• • ' ' 
I.l.J, • • 

• •.• 1-•lb 

•• • bl-•1 
• • •• 

•[• . 1·•1) 

••• 
[• • 1·•1 J 

• • 
1 
o 

' 
• o 

... 

• • • o 

• ' • .. l .•. '· 

............. 

''""""'" 14hUco 

•'·~····· ....... . 

•• • • •• 
poc !.<.< 

poc 111) do I,J,I 

poc r.J,t 

por I.<,J 

por vil de I,J,~ 

poc 1.4.1 

o 



¡ 
• 
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.. 
~ ••••••~•~• •~ a pu~d• d•!ln<<•• oOoro o ~·rtlr do lo odtet~n y 

do v<J do 1.0.1, do lo ol~ulonto ~•••••• 

l ••• 1 D!PlHICIO>I 

• • • .. ,. 5 , ~ , a. •1 nl.m.«o ¡; 

¡ • 
' 
. -· ' .. • a •• ••''"' ·~ 

c:o- """'"'"""''"do 11 do '"'·'• U ouot<o<o!On •• enrodo on Ql ...... 
~ •. ,,o,•-y<o. 

z. •• , D!riNIC!OH 

• 
u """''' ¡; 

~ oo doftno oom<> 

• • .. 
' • " 

LA ~ultipllooeJQn •• o, ool do!lnido, ootl•<••• los propiodadeo quo 

.. 
>ora tO<lo o, y, • r O• 

" • , . • . ....... . 
'" • 1 •• , - loylo ....... , .... 
"" ., • ,. .,, .. •• ,. , • "· on<onceo • -, .. .., ...... . 
•• • • -• ... .. • ' o • . -· .. ... ~· .. -· -' ,, ........ '""'""' 

•1 Soon o 

•••••••• " ' '· " o 

" ..... •• >l•¡uo ~·· 

•• 
" -~ 

·~· 
.. • ' '~. ' ~· " •• '. } .1, 

.... c!omo.tar ""' •y ' e •• '"""'''' ••• , •• pro•or quo b<l ~o. ··

to lo """"'" • eon"""'""" o•plu<><!o un ~Otodo do o ... ouoeldn 

l<><!lrorto conocidO 0000 pruobo pOr controdlertOn o por roduoe10n 

---------



"""""''..,' quo "" • o. 
"" .... 

" 
htoneu 

Como b ~O, de <vi do !,),8 oo olooo quo 

• • • 

po< 11 do l.J,!O 

¡>Ot 1111 •• l.l.t 

lo euol •••«odtoe lo .., .. ,<Ido d 1 o •oUblo<tdo "'" r 1 Q. 

eonoo<uonoio 1& MP<ItoO!o bd • O 00 ,., .. po< lo quo 
'" 

",. 
,_, oo quoth. 

Hl •••• o • , .. • • a• 0 • r• hu .... ,., ••«on•loo 

. '•" 
por 1.0.1 

••• •••• 7 

por U) do I.J.I 

po< •••. 7 

,. ..... 7 

'"""' .. """'''· 
o¡) !oo o un nO.ooo ra<1onol dHoron,. do euo> ooto •• 

• . . ' <Q"'·"''· •• b ~ • 

.. 
• < 1 •• ! •• '"" •.•. 1 ~ ]¡' o. • 

• 
' • 
' 

' • 
' • 

•• -•• ~ 
Pool do t.J,Io 

i; . ~ • 1 

~ • 1, P<>< lo quo • 

Encone.• ,·t •!! y la"'"' .. '""''"'· • 

-· 
o 

o (quo e<>., •••••• h p<•••• 

""''·'·' 
""' 1111 •• l.l.t 

d•p• .. • do xl oo lo don~ 

•lno el 'tnvouo do x para h ouJUp!lcoeiOn'. Cabo onfotioor o~ul 

... , .••....•....•. 
<10n y d. vi) do I.<.O, do lo o!quient.o monon . 

• < • • OE>"l"ICION 

• • ••• "'"""'"' • • Sean ¡;• 

' 
ra<loooleo • ' • " """'"'" • • do!!no 

' ' •• 
.._ 

• • • ' ' ' 
• 
' • 

Como '"" .. """""do 11 do L<.O. !a dfvU!~n ~·O oa<Ula<o la •! 



1 

.. 
•",."'~ prop!o~od 

~ •• yo Q,y fOo I' f tO. 

Por otra porto, puede"'"'"""'' qoo loo too<0"-'0 1.1.1 y I.l.!O 

~t~n oon •11<4oo poro loo n~roo roo!onol~•= ooto oo 

I. 1 , 10 no OV<A 

Poro tO<Io o, y, r < g, 

., •• •1 .. 
' ••• " ~IXlOV<A 

Poro todo '• y t 0! 

1) •••• o 

Ul 1-•llyl • - loyl 

ULI l·oll·y) • •Y 

tO<Io ... ~ro rao10n&l puado *'P'"'"'" '"""uno hoeo16n eon.Oo· 

no~<nodor pOoftlvo, yo quo 

• 1-lh -· E • T-1Tl> • ;-¡; 

.,,, U b • O •1 doncm¡nodor • .. ' •• poo1t1vo¡ •<ontroo quo 01 

~-·. . -· • 0 P•••• ooprooaroo co~ ;-¡; doMo -b •• pOHtivo. 

Con oyudo do •••• roooltodo pod••o• oot>b\oeorla rol•e16n ·~oor quo' 

on {1 O ponlr do lo roloo"n 'menor quo' on <, do U 019U1<nt• mon! 

'"· 

• 
.. 

I.l. U 0<1'1"""0" 

• o ,. ' •••• E' ' • 
o, 4ondo b,d • 

" • o .. .. ' ~ ' ' 
"' • • o .. o • 

' ' ' ' ' 
Como con.,euon<!o dO ooto do,n!cMn y do )o Loy do ••1COtO"'!O on :, 

lo rolae<On ·~onor qoo' •• Q ••<'''''" toob<'• d!<h• l~y. oof <ooo 

• 

p,,, <~do '•Y·' < a• 

" • o ' =>• • ' o ' . • 
"' • ' ' • • o "' >O " • ' ' • o "' .. " 
'" 1 • ' ' ' • => • • 

<n lo..a •••<l•r o oo.o •• dofini~ en 1, di<~=o• qoo un n~e<o, o Q 

eo pOOitivo ot > o y •• """''''" ••• < o. 

y, el puoto quo '"'"''""" • • 10 oncuent" o lo 

·11 ·l ] •• 

-cc-~~----TL~.i'~- T _, -1 -1 o r-----r:::~ 



"'" tod~ '•Y , Q, eon • < y,~. O t Q tal """' 

DtKIS~AAC ION - • 
• • ' • • 

' •• • ... 
' '' ' • ... 

M•do, " • 
• • • 

• 
' •• • •• • 
• '' • ., ' • 

• ' • • r 

' 
' . , • • •• .. ' ' 
' 
' .. • " '' ' • 

• , . ' • " • , . " ' • 

pot 11 do 1,0.11 

por 11) do !.O.ll 

'" 
por 11 "' l.<.!J 

por 111 do l.<.ll 

pot 1!1) d. !.L' 

'" 
••• lo tonto, do 111 y 1'1 •• "'"''que • • ~ lx • >1 oo '"' quo 

• ' ' < •• 

M••lo, por 

"'"" ... ~ o 

, 
" 

""""' do!io!do ol n"-ro rae tonal 5 00000 o1 coc!onto do loo n~ 

••m• on'<roo o y b, o1..,pro que b ~ O. H e<>ns<douD<>o <1 ·~ ........... , 
, 
l''·'' 

A 1,1! o• lo conO<< eoeo lo o•p•••10n doo! .. L del n4ooro too!~ , 
•• ' l 

tOdo nOo.Ho """"" thno un• up«o10n d<o1,..1. por e¡o.,.lo , 
J."·"' 
, 

n 

"' m 

"·"""··· 
• 1.11118111 ... 

So d!<o ''"" una "''"""~" d•o<mal •• potiOd!oo ouondo un d!9Ho o 

••- <lo d!ql<oo oo repito 1ndof1n1d.,.onU o'""'" do un <1<'<o 

'"""' '""·"""""''o·~········~ ..... , ..... ·- .. 1.1101071>. •• 

00 ocuet"~ con """• "'·' cop<eo!6n d.,o<e•l que 'P"'"""""" t«~!. 

n• '""" O.H>, t..,blh ~• ~«iOdloo yo quo pu<do .. cr!bltoo co".o 

0,),000 ... 

'" ••neul, con toopooto o l• O•P<•"'" <lo<l,..l do un •O.oto uct~ 

""' podc•Oo <'<oblncet el '''"''"'' oounoloJo. 



" 

el 'AlqoUU'<I do lo dlvtoten puo """''"' entoroo", quo tutor~ 

moo o continvoc10n. 

quo no ••loto un nOmoro ont<ro • quo ~ultlplloado por l u¡ e~o 

....... c. 7, 

A ,.,.blo, p<>d"""' '"'""""' loo """""' on<o<Oo 1 r 1 tal., que 

11>1•1·1 

En qoneul, o! ... pre oo P"'~~lo h>ll•• oooo doo ..... ,.,do oeu<rdo 

eon lo quo rotobleco el oiou<en<• teoro••. 

' 

Coóoo doo nll=e<eo ontoroo o y b, con b > O, uhton 

do o octoroo ~nloo>o q y r, """ O <( r < b. <oho '1"• 

U '""'"'"'' P"'•d• <onoultu lo dooootueUn en h refouneJa ...... "· 

• 
4o quo lo que e~ploaaoo ol !nioto do la ooooldn I.O¡ yo quo •01"! ol 

CGolento oo otoopro un n(oero '"''""· 

Lo rolOoldn o • bq • " quo .,,. plaot .. da en drm!noo do nelouoo 
entero• oxolu•!vo~ento, puode oer enunolodo on Q <oso 

' . ' 
"P'"""" quo noo """''"' lo formo oa~o llovoMo o oot:>o o! oroeuo 

do d!v!dlr en lo or!t~'''''' ooto ••· obton1ondo un QQO!onto y •n 

''""""· 
Antco d• f'<••• • lo dtmootraot6n da 1.4.l5 a«Ordocemoo o1 ''J"'"
<odo da lo notoc16n doc1~ol r ou roh<16n con ol olqo<ltm<> do la di 

•<•1'" p&<o ""'''"' • '••••• do un •J~plo• 

"'""""'··· .. , ....... ,, .... 
" . ' w . ' •w • w ' •. w ' •w 

'"· o1 buoo•~•• la ""Preof<!n declo&l dol n<lmoro 
dor do la o1qu1ento ... ,,, 

... 
m 

ol '"' obt•nor lo P"to '"''" ••mo• quo 
"' • ll>lll • 11, dando O,; 11 < lJI 

" • ITI 

" .... •• pr<oo" '"•• ....... , ·-· .. • " . "' . ll>UI • "· doMo 

" " ' " ••• ... m· lii+ ~~ • Ul 
onronces . 

' . ' ;o " "!ó•ll! 

••• 
• ' " ' "' 

.... 



" 
111 •••• lo oo~o ellro d.ol~l 

10IJI•)IQ lll(l! + llf. donde O~ 110 < ll2 

'
T>'''in l llO por lo quo ¡¡¡, !ll • W • tól x IJl 

'" m· ' w "' • W""'i'"TJ'!" 

1111 Poro la toroora 

10 o IU "" - lll!ll + •••••••••• 

por lo quo 
,,. • 100 

lo' , 11! • W • to' , ¡Jl 

ffi . ' • ill" • Jr . ñ-r • .,,,,,,•c:f·~,,,,,, 
t.) hu lo ..... , 

' IDO < 111 

10 o 10' • )000 • llllll + 110, don<e O' 110 < lll 

'~;·~·~''rn ' P'" 10 quo !ó• 0 H! 'W .. .., .... .. ' , ro • TOT 

•L ''" lo q»Ln« 

'" • !O· • '" 

"' ió• • !Jj 

lD , 116 • LHO • 11ll01 • 101, dondo 0 ' lO< < 112 

'F'''""" o 
""' lo qo• 10' • Ill • W 

ontone.o 

'" ·,~<.a! 

' '" , .. 
m . " ' " 

, 
•w • •w • w 'lll'·Lll 

PQd.,oo vor q .. lo roloc16o o • bq + r ootahleoldo •~ ol p.,o Hll 

oo Oo preoentado ouev~oto en el ~ooo Y)l óoto oo deba • quo ol <! 

"""" obtonteo en Ul oo ho <Opot!do <n ol pa•o tul. Co..o cono.! 

euencU de ello, loo coe!en< .. obtonldoo on loo puoo 111) • •1 •• 

re~o<trin tode!lnld.-ente . 

... 
m 

o b!on 

"' m 

. ' . ' " ' w 

• l.U071HI ... 

......... , ..... 

• n• 

.... .. 

•• b q, ,.,dondeoc.,,b 

'"'""''" 5 • q, • 'o' 

' • JOT • 

" Ahou, co.., '' < z •••• .. • que IOr, e 1 1 ••••••• q,, '' < Z 

"' 

ul•• qu• 

JO<, • O q, < r,, dondo O Ó r, < b 

ootono•• • 
' •• 

,, • 1 '""""e" qu• !Or. e Z V o<ioton q,, '' < • 

tol•o quo 

10" • b q, + r,, dondo O< ro b 

pOr !o ·~ quo ro •• •• '101 • h 



" 

'

• - q • • !~J. • __!1_!_0 ' • ' ''"'';-,; n IOT io• , 0 

<111 Aboro, eoooo '•' 1 ten...,o que lOro < t y ooUton q, '' e 1 

U In quo 

llr,•bq, .. " •• ,.,. o~,, < b 

por lO qua 

S· •• • ~ • r%t • r%-1 • " 10 1 • b 

U PfO<eoo puodo <onunuo<Oo '""•f!ntd•-•«= dn ""'''9"· eoo.o loo 

reo~duoo '•• r,, r, '" .. , oon """"'"' ent«oo "'"" quo O ..C r
1 

<o, 

o lo ~h podrln odotlr b reolduoo d!fO<ent ... ~uando ''""""do loo 

f<old""' CCtentdoo •• prooent> por •••undo veo oo !oiclo el oequndo 

<l<lo "'' prr!~o. •1 """' •• repite !ndo!!nldo~ont<. ... 
' 

. -· 
''"'"·""'" b.- " 

o 

-· ... 
!1 ••<lor~o 4•1 tooto"' 1.<.11 '"""'~" •• vAlido• •• decir, 

l .<.li TtOI<E'"-" 

:o.o• '""'""'"" "•«...,! o•«Mlo• rrprount• 

• un n!!m«o r•cio .. l. 

" 
Lo demootroeltln do nto tooromo eota fund.,on<odo on ol eon<O~to da 

u~ne, por lo q"""" lo h.,eK<>o oqul. t Sin e.....,r90, P••••"'-""'' o 

eootinuoettln un eJ.,.plo q.o ~""'" lo id .. bo}o lo cual puodo ob<! 

puoltn do<lmol. 

cono1dere~oo 1• ooprrocOn dooimal 

l ........ . 

Huoo=•• duo ""'"•••• cntoroo o,b toloo quo 

¡; .......... . 
como tene~o• doo d!.itoo '"'''do prooentoro• ol porlOdo por prl~

'" •~•. "~l<lpl1o•..,• p<>r LO' P•ta o~tc"~r 

"' ¡';. ""·'"· .. "' 

10' • 

' ""······· (U) 

"' • - "' • ""' - '" ' ' 
110'- 1 o' 1 • "" ' ... ~ • ""' 

--· lo q"o 

~ . ",, "' ~ m 

• 



! 
1 
i 

.. 
I.O.U U>:OCICIOS 

U o...,o<ro• o pa.r<u do t.o.l qu< o! o, b, ~ oon nol.oros 
on<omo dHuontu do coro, on<ooee" 

., ' .. 

., \!t • ~ 

" """"''"' ~· ... <o.!o o, " •• . , • ' ' ' • ., • ' • • ,, • ' • • 
" Do '"" <r • r ••• pou todo . ' y < "' ., •y ••• ., . • • 

el o • o • 
'' """"""" q,.. •t o, r ' <>• 

" 

" 

" 

" • ~ .. • • ' . • •••• •• ' ' •• ··"""'"'' •• . , " ' ... • ' " • • ., " qenor<l• • ' " 
,, • , .. ., " • • •• " ' ... '"' ' • 

•••• •• •• • ' •• """"""'" • •• ., 
., 
,, 

• • ' • ' ' ' ~· ' ' 
" ' •• .. • , . ~ ' ' " ' • •• .. • " = • ' 
~ ..... ..., ., ··~''''" .. ,. 
••«•••· hallor lo e>puo:ln 

" ' •• 

b) t>poooor eaJo uno de loo ol~uUntoo deoloaleo P!. • 

<iOd!eoo '"'"" ol toe tonto O< oloo nGonoo '"'"'"" 
~-7llHHl ... , 1.11>1>727 ... , 1.11"""··· 

.. 
l.' LOS NC'IIUOS ttt.UJ:S 

ConUdore..,• ohoro la ocuacttn 

•' • ¡ •···ICI 

··-····· 
Eo<a ~uoo1eo no tlone oolutl6n on C. yo quo no ooloto un n~oro ro· 

••••1 a 1, oe lo roprooento medUn<e el o!obolo /'1, 

L!.I 

Si a' •• un nO~oro por y o < r, on<oncoo 

0 00 un OÓO.HO pi< 

O< a co un nCU.o«> •~F" •·• de la Ion,. 

• • In l,dondonot 

-----·------



.. 
•' • U~ • 11 Un • 11 • On° • On • 1 • >!>n' • >ni • 1 

co •• la ·~ ..... 

•' • '"' • 1, d<IMo • < l 

~ eon••euen<to, o( o' oo ,.., o no poodo oer "'"'" por lo ~~o, ol 

o < • ontonceo o oo un ndooro por, lo quo do=uootro ol lomo, 

-- El n1l.ooro o tol qoo •' • 1 no eo on nd...em nelon&l 

• l - • .. "' "' •' >, ontoneoo (~)'• 1 por lo qoo 

•• ,. ----(11 

Coco q t t, q' < " y p' oo un n<!mo<O p><. !n eon•oeuoneio, do 

1.!.1, P oo un nd.ero P" f oo do lo (O"'o 

p•1n,dondono1 '" 

• \ 

" 

•• 11! r Ul •• •'••• '~"' 

Unl 0 • lq' 

o ••• 

1n 1 •q' 

••• lo quo q 1 eo on """"'«> pu. <n eonooeuonel&, do 1.!.1, q oo un 

q•lm,dond•~•• '" 
oo Cll y !JI, p y q tieneo coroo <octor """"" ol ndoom 2, por lo quo 

~no oo lo m1n1~• e•p<ooidn de o, lo eool eon,.odi<O lo Mp6<oou. 

Conelutmoo entone•• quo o"" eo un ncl=oro neloMI. lo qoo do~'""'" 

ol tooromo. o 
CQIOO "''"'' en lo u>ccten onte<lor loo nO..oroo .. clOno loo Uonon oo 

~rooo'ntoenn on 1• rocta """'''<e•, r ~• •htu6 do lo dono! .. d do Q 

1~•••••• I.<.UI podr!o ponouoo quo "'""' oon ouHolontu pou "11!. 

o••• lo ueu: •• doe!<. '''f '"""' loo p.¡ntoo do 1• roeU eor.oopon· 

don o olqGn nO.o"' raciono<, lo cuol oo hloo . 

Doodo lo ont!gÜodod loo g•~••••• gr!egoo •~ dlo<O" ~0010 qu~ no 

tO<Ioo loo punteo d• la «C'< corro•po""•n o •""'•••• uol<>Mloo. h>< 



• 

1 

1 

1 

" 

"""'"" mochoo at<oo nll=oroo '<"•• '""" /1, U•non nprooonuolOn 

•~ U <«t& •=~rleo Y"" oon nelonal ... A eoto t(po do nl!ooroo 

C..... «:>noo.,eneU do loo'"'""""':'·" y 1.0.11, ¡oo ni!Doroo 1<u 

e!ono!co tioneo ropr<>!4n dodmol no peU~dleo, eoro<tedot!oo qoo 

l<IO dlo<ln••• oo loo nO.uoo nclon.oleo. 

1.40 no.-o<Oo lrroeloool., po•don our do doo tipo., Ioo quo 000 

o<llo<10n do &l'""' oouoctOn U;obul« con • .,."'''""' '"'"'"' loo 

.. 1!¡ o loo quo oo ,..._, l«oclonol., d~obroteoo, y loo quo no 

oon oolueiOn do uno oeuocten do tol ttpo, o loo quo oo llamo lrro 

clon•loo toooeondontoo. ~ c¡ .. plo do ootoo Oltl<41 tene~o loo 

nO.oroo ' Y t do rol<•onto lmportonc<• <n loo motomlt!oa•. 

•• !O oeeetOn l.l oo eonotruyeron loo nO:eroo •nteroo a por<lr do 

loo noturoloo. y on lo 1.4 loo r•e<o••l•o , partir do loo •••••••· 

do ul lo.-.. que 

1.0 <Onot<U«l~n do lOO nllauoo ltuelonaloo o p•«lr de loo ""'""! 
loo ••• tuero dol o]cooc~ •~ eoto l!b<o, po< lo qu• no ·~ "''& 
oqof. 1 

l<<ootonoloo •• lo conoeo coa. el ooO)ooto do los nllaoro• roo loo y 

oo l< •••••••••• con >. 

' !l ••<o1lonto puoO• conoultorlo en cuolqul••• do 1•• ''''''"'''' 

¡ • J. 

•• 
.. roo qoo roprooonto o tO<loo loo puntoo do h '"""' •• ~odr, o 

Al eonj..,to do ''" nn.emo tnoeton.leo oo lo «p<OOcnta eo~l!n ... n<o 

'·~u a• 

' 
~-ano· 

"" '" 0" •. 
• 

>. "'"" do la conot.,ee!Cn .fono! de loo oft2o.oo lrue!o~oloo ao 

pcolble do!!nlr loo operoeloneo da odle!6n y DUltlplteoetOn pora 

¡oo """""' , .. ¡,o. de tol lo"""' qu< •• conoerven ·'" proplodad .. 

qua ''"' operae1oneo """""en O· [n "'"""de q .. no"'""" 

J••••••llodo aqul d!cho conolruee<On ••<<!roooo tooL<•• loo •••••! 
pondlene .. do<!nteloneo do loo op'""'"""• •«punJo quo U<noo 

¡ .. prop!ododeo quo •• enuncian a conunuoe!On. 
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l ••. ] 

Poro todo o, y, o < Oo 

11 • • r < • 
~ .. 

Hl • • ly + •1 • 1• +y) + • 

'''" l•rl• 
1111 •• y y •• 

•Y • Y' .. , .... . . ' • 

" 

vf ~-•tRtolquoi+(-o)•O J.-· .. "' ""~ ...,-1- '· "."o 
••1 •l•••l••r•>< 

oluootoo tnucuoo 

dUtributividod 

CO.o oonooeuonclo do loo propiorlodoo ootobl~tdao on ol too•• .. 

.. do loo n~roo •••loo; on portleulor )ao qu~ cnunol•r•bO• o contl 

l.' .• ""~'-'"'" .. ,. ·~o •• ' • " 
" • . o - o 

'" 
,_ •l (y) - ·~· u o ,_ 

•1 (- y) ., 

.. 
• """'do,_,,) puodon to..t>Uo doflnteoo '" oporaotoooo do ouo 

t<ooo!dn r Otv1ol4n on • eo~ oiquo 

11 ~~ n1il>o<o • • y oo ddtno CO'"<'' x ·y • • o 1· y) 

x t Y •• doflno como o o ! y • xy 
_, 

y, quo donoto~oo ~odlon<o o ! y, eoln<!do con ol eone•pto do "eoe1o~ 

. ' ' 
""'"""'' 

[x t "ylly) -· -· I•Y )y • oly yl • • • l • o. 

por lo-quo • • y oo ol nl!ooro quo oul<Oplleodo >""y noo do eo..o ,,. 

• oultodo ., oo doc<• y 

Oob!dO o quo uto dlt<~• <on•• p<ooon<o moyo<n nnuju on ol •••~ 

jo Jo '" "'pnUoneo ol9oou<•"• on odOloMo uouo ... o ol o!.....,lo 

~ ,.,. •~P<• .. nu< "~"'"" ol nlb.uo • 1 y. 

--------



" 

A po«t. de h conot~Un !O<aol <a loo ino<lonoloo oo f'O••~ <•f! 

n<r <o~l>n lo rolocl~n ·~nor quo" on O, 4o tal for .. qoo •1 o, y 

o • on lo rooto n~~<lo• oc oncuontr• a lo ioqu!oodo dol quc repr~ • 

""" o y. Aooptucr.o• torl>Un quo dicho rolad4n conouv• lao pro· 

oto••~•• ..- "'"' on ar .,. """'" 

1. '· • 

l.,_, 

51 •• y < O ontoncco •• vorlflco ""' y oOlo uno de la• 
otqu1rntoo poopoolc!onos• 

J.! • • r 

'o • • r 
"!) y • 

';'!;O>EM .... ..... •• •· .. " 
" • ' "' • • • ' ' • • 

'" • ' ' ' ' • o "' .. .. 
• ' ' ' • ' o "' .. • .. 

"" ' ' ' ' ' • "' ' .. j 
:....,lln •• '<ti non on • la rdoctM "moyor q""" y loo t!n.lno• "0>01!_ 

t!><>' y ···~"lvo•, ~· h ~"""' ..... ., qoo •• eeHnon on Ot •• <1• 

e'" .. ' .. ' .. 
• oo pooitlvo ol o > O 

••• """'''"" ,, • < • 

.. 

loo<On de dco!qoolJod, cuando coto •o poolblo, """""'''""''en too 

o] Obtonor •1 '"''"''"de ""'"'"'do o o••• loo quo oo oo<t.tooo 

con o >' ·1 

Soluc!'n 

1.<1 P"~""' quo oo oeunc co ~ulUpUcn por 1 y por o • 1 .. ...,, 

cooo!l••'•O 

~ultlplicanoo por x • l y 

""' l' 
J(h·lJ•o•2 

o "·" ........ 
,..,_,000 ' y rooton<!O X 00 

""""' ~,.~~··· 
Sx<ll 

~"ltlplic•ndQ pot Í 
u .. T 

c .... n ••>•O 

lllx - lt > x • 1 

o .... 

" -. . . . , 
aocando ' y <<•t•ndo o on &Aboo 
olombroo 

,. > 11 

' •ult1p11oondo pot ; 

" "T 



' 
1 

~..a •• l • o, ~ • _, 

y oo obtiene ftnolunto< 

-, ... H 
T 

" 
~-••l<O,o<·l 

~cr Uoto, no odston v&loroo do x 
qoo oot1sfoqon olmuldno ... onto• 

' 
. . _, 

" " T 

L& ooluoi~n do lo do011uoldod propueoto •• ol conjunto de voloreo ..... , .. ""'' 
-····lf 

b) Ob<<••• ol eonjunto de •oloreo do o .. ,, loo cuo)oo oe oottof! 

<O lo o19Ulento dooiqualdod< 

' • • ' .. .. ' • .... " • • • 
' " 
••••• ¡ . 

"" " • • • l • • ' ' • 
, .... • 

" <onju"'o 

!•1• • " ' ' • • • 
., 

" o"""· orl 1 ''"~""'"' 

' ' • • 
eon o 

• • • 

" ' ' ' • • 
• • • 
bo•co~o ... 
!•l• • 

• 

. ' . 

' ' 

. 

• • 

<>o • • • 

• • • " 

" 

<.o• too'"""'' r,,.l a !,!,1 noo ~•••<ron quo el.,,,..,, do loo n<!..o-

ol """"' de loo """""' ,.o!o"'l'"' o<n .,,.,90, ,.b,moo quo ol 

.,,. .. ,de loo nO.eroo rooleo oo do ...,p\!o y vudtll punto ... 

en "podoo.oo «Oolvu o<uoe!onoo eomo •' • l, pon loo euoleo no 

'"'" oolucidn on o. Oo~ ""'""'"''' on<oneoo U loo """"'"' ''! 
loo tioneo'''""' propled•d odl<!onal quo oc '""'""'" loo""""'"' 

Ante• do onunol" lo p<opiedod do co~plo"tud., eon"<M<nte ln«g_ 

duoir olqun~o coneo,too o tluotror!oo • tr•••• do •¡oo~Loo. 

1. '.' 

5o• 5 un ou!>con¡uoto do R. Un ol.,<n<o t • Roo un• 

cota oupo<tor do S 01• 



1 

" 

Seo.s ur. auboonjunto do "· un <l..,ento 0 , " oo l!omo 

olooonto =Jo loo do S ol, 

,,~~~ ...... 
1! l o o S. 

lo quo dono<~• medtonoo ~ 1 • o. 

!1 doo<r• "" ol~nto oo &><tao do un. eon¡un.to S ol oo una coto '" 

portor do S y '"'"'' .. '''"''' 0 s. 

O dU.,on«o do lao ••«• oupu<ono, ol oloa.nt<l oh!"" do un. 

J""to, o1 <•loto, •• llnloo. 

•• ''''""' •••• m ro' doo •!••••••• ""''""'do •· co.., o< s r •' .. "'"""' 
• l •• 

po< Otn parto, como •' r S y o 00 ...... .,. 

•• • • 
,..., •• quod•. 

C'*" puodo d...,otrouo Ue11oonto, ol olo .. nto .... .,.., do"" C<>n)unto 

oo lo ~rnor do ou• ootoo oupo<!oroo. 

" 
'' loo cuoloo no ex loto <lo•onto ~xlmoo paro toloo eonjuntoo oo 

tiene "" ooneoeto qua •••<ttuyo al do ~!xl•O on ol aontt4o do •¡, 

oonor rlo ¡., eot .. a.p .. iouo•, ~o! ooo>eopto oo ol rlo oupr..., quo 

oa deftno o eon,1nuoe10n. 

I,S.11 DtPIXICI<m 

s .. S un oubcon]uoto do"· "" olooonto 0 , !l 00 11.,., 

""""'""'do S ''' 
11 ......... . 

' "' q < • y x 0 q, ~X < S 

lo que donot.-oo ~odlonta oup o • p. 

!o doctrt un "'""'"'" P •• ol oupt~ do un oon¡unto S ol p •• 

""' •ota oueor!or do S Y n1n9Cn nG"•m ~•Mr quo p oa e<>ta oop~ 

""' .... 
!O !Ormo o<o!lor o """" •• O! >O pa,a ol ~h1mO oo puodo do~Ootror 

quo el ouproOoO do un conjunto, ol """'· •• On!Oo • 

"'"" '"""" oqu< quo 1& Gn!<o d1forone!a '""' loo eoneoptoo do 

ul<""'""'" •.l>lmo y oupro""' do un eonJ•••• .;, eottlbo en quo ol ~h!· 

00 cle~ oor un o!eronto del <On)onto S o!ontrao quo ol ••o•~ puo· 

••· '"' "" olo·m<etO do S o no o•rlo. 

• 

-- ----·-------



" 

o) ••• A • (o 1 • < o, • ~ l) <:: • 

Ut• conjuntO ooU ooota"" oupo<!o-nto. 

Su olmonto dd.., oo ol L 

Su oupr•~o '' '~bl~n ol 1. 

., 
• 

("ootao oupo<!Oroo do A 

,.........._·=· 

b) Soa o • lo 1 • < "' o< 1) <::" 

su '"''a.Q •••• l. 

• 

............... 

I(<OC., ouporio.,. do " 

·~ •• ,.a 

• <l l<etor puoO< eonoultor lo d••••«o<l~n "" 1& roforonel> 2 

yl~. '"· 

• 
" 

tonel• Oo unO ~!nlmo eoto auporior por• eualqulo< conjunto do ·~~ 

t<nu!eod on 1, ol ~·1 oo do l~pOrtonelo fund06ontol on ol ootu41o 

dol dleulo. 

Por• OQOt<o< quo loo , .. ,,., roe!onalol no pcooon lo prop¡odod do 

oidor•~• o! o!~Ul<nto •J••plo que •• inicia buoeanJo un& oproolo! 

el:n ol voto< do '~ ~••••<• oopooolonoo doclooloo eon un n~oro 

•' • 2 • .,,, paro una prl'""'' oprox.,oe10n vomoo quo 

111 ' • l ' 1, ' . • 

p<>< lo quo 

En oonsecu.n<h, al d .. •~• ""'"" ... '""' "por lo l•qu<or~•· d v•-

•••• ""'"""' •'"•• un• •p•o••~•~<~n con ••• oif•• d•cloo!. ob•••v~ 

" . L ' L< ' ' '' L> 

' " '·" ' .. l. .. '"" 



" 
,_,,¡¡,,_, 

y la •••••ento oprooU..OO!~n oe<l 1.0. 

••• 

" • 1.<! .. ., ........ •' • '"""' '·"'" 
~· •• ••• 

LH • n • l. U 

' .. opro« ... c«)n oerl ...... l. H. 

" • l."' l. <l1 1,. !l 
l. "' l."' 

"'"tonceo •' .. ,0011 '""l'" .. , .. \10 l.,.,,~ ¡_,,,, 

' .. • l.'"' '·"" '·"" •••••••• •' '·""'"' '·'""'" '"''""" 

1"" J.<.!S y f.O.!ó, la ••P••,6n d.ol•a! oo ll •• no ro<>Odio•. 

1, l.<, !.U, l.Uo, l.41U 

i 
1 

• 
" 

oon ••prnlon .. dooholoo con un n~ro l!n1to do e!lr" y, f>OO <on· 

<o, oon nO.O<oo ndonaleo. 

Conolderoooo '""'' el eonjunto S que oonoto de loo opro•leootonoo do 

.1 ~ue puodoo Obten<e" ~edionto el procooo quo ""'" deoe<lto '"'"" ......... , ...... ,, 
s • !l, 1.0, I.H, l.UO, 1.01<1, l.UUI, l.OIOIIJ, .•. 1 

lJ G eontione un n~ro tnl<nlto do elementoo 

Loo p<epledo••• ""'"'"""" en el punto l) .. t!Ofocon loo cond!Olon .. 

do! teore,.. I.S.D ol "'~"'"'"'en H R ,..,, a. un oo:..r;o lo conolc 

"en no oorlo vJl!do •• qvo s no t!ono.,. oupr..., •o ~. <o oluo 

qvo •71 •• lo mlnc""' eou ovponoc de S y ll: t Q, 

roo nc!onoloo eoroco do 1> proplodad do eomplot1tvd, 

todo que"''''" vno OOll<opondonolo uno a uno entro loo pvntoo da lo 

c.oto y loo """'"'"' t<ol••, cobo <oporor qvo ol cono.oto O<Qe!tr!co 

~< 4l>,on<1o entre doo ponto• tonqo •u ~vl•ol<"'' en ol eon}vnto <• 

lo> nú=oroo real••- Oleno cono.pto, ••peololoento dtll pau ol elle~ 

lo, pvodo o« !ntrodveldo con ayudo del volor aboolwto 4< vn ndooro 

·----



" 
<rol, q~o do,lnir~o o oontln~o~l6n 

••• o un """'''" uol. !1 nlor obooluoo do o, 

..... ~. 
-·- ••• ' o 

"'· ¡><>< o¡nplo 

1!1 ' ,. .. ... ' ' • o 

lol o, .. ~· o o 

[·71 • '· .. ... -· .. 
YOI ro dooir, p<>oftlvo o <ero. !.&o princfp&l .. P'"P!odadoo dol va 

1.1-11 t:EOP-<AA 

'"" ~ •• • ' .. 
" 1•1 ~ o. """"'" 1•1 ·•<:::;>··· 
"' 1•• 1 . 1•1 · IYI 

'" 1 1• • ol ' 1•1 • hl 

' 

1 

" 
Lo ~ropiedo~ 111 puedo d~otroroe flelloonto o portlr dol toor.-. 

r.S.<. ca proplodod !11), eonoe!da eomo ·~oot~oldod dol trlln~lo", 

oo ••~••otro • conttn .. <ldn. 

" 

" 

" • • o o • • o " ,...,,,_ .. eo obvh. 

" • o • • • o """""' ••• • o • o o, •• " • •• 
lo • •1 . • o • • 1•1 • lol 

o •• Ootlofaoo " ····ld>d. 

" • o " • o ......... ""' .. • o o. •• lo '<"' 

1 • • •1 . - lo • y 1 . ·- ,, • (· y) • 1•1 o lol 
o .. .. '"'''' " 1;.o!Jod • 

Noo quodo por eonolderor ol oooo on ••• • • • u ........... 

eontnr<oo. 0\lp<>n;.,,.,. o > O V Y ' '' 

O, X + y 

SI y < •• • •• 
O y la dooi9Uoldad ro obvio. 

O, p<>< lo quo 

1• • y 1 
Sl y ) .. . 

1• • rl 

lo+yl•l-o)+ 

Y O, por lo quo 

•••••• ¡~y)• 

1· yl • • 1•1 • IYI < lxl + 1•1 

1•1 - 1 y 1 ' 1•1 • 1 y 1 
con lo quo h~oo <ooootrodo 1111 rlo !.5.11 

A pO<tlr do lo definlol~n t.S.l< y rl• lo <<P••••n<oo16n do loo n~ 

do oo 1•1 ~o )oJo• do) ortqon oo ono~ontu ol """'" quo ''"'''""'

' '· oet>!do o .. co, .•1 """"" 1•1 •• lo coooco cono lo dlotonclo do 

X., <0<0. 

oo oouorrlo con lo ont<t!Or, " o •• un nC..oro roo! pooit<vo •• t<ndr' 

---~--
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1 

1 

• 

" 
'1"0 "" ,..fttQ o eoU •ft••"o •ntro • o y o eu•""• (y oolomonto euo~ 

<lo) 1•1 < o. """ idoo puodo 9<•ou1Uuo< o t<ovh dol 019u1onto 

,..,, .. ,_ 

S•• o < ~ eon o ~O o "'x t • •• "'"' quoo 

<o lo doflnlo<6n I.S.l4 oo ''""" O"< 

1•1 ••1•1·-··"··~ 

''" lo quo' 

O) SI JoJ • o, do 111 

l•l~o==:>o{o 

" " 1•1 -- •• .. '" 
1•1 ' • ~- • ' • ~· '- -. 

~-
.... ,,_ •• "' • "' .. ••••• 
1•1 ' • ->- . ' • ' • • •• 

Ul '"~"'·•'-"•• ohoa quo • o~ o~ o 

o) Si o l ~- I•J • • y do 141 

1•1 ' • 
., " • < •• 1•1 - o ydo(<J 

- • ~ - 1•1 ) • '- 1•1 

• •• 
• •• 

-- - "' 

-- - 111 

··•DI 

-- (" 

- - - [O) 

" 
por lo '~""• do 1'1 y 1~1 •• Uono quo 

-o~ • ~ • => 1•1 ~ ...... < •• 

y lo d<,.,>tuo16n quoda eoopl<to. 

El loO.c~• !.S. lO tfooo la ><~utonto 1ntO<protoo<6n o•o•IH<!oao 

- ' 

., """""'""' • ,, • • • 

" .. • •• ,, • • . 
" 

,_ •1 (y( 

"' " • • 

··•-1•1(•1 

• 

1• - '1 
• 
' 

• 

P"''" do 

' • • o, 

=> • -.. 
• 
- (xy) 

=>· • '" 

• 

• 

¡,'.) que, " 
• • ' 
" • ,._ 

• -• 

.. •• • • " 
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" 

.. 
., • " . ., • 

' 
... " "o ,, • !y • rl . " . .. 

" •(t) • ~ • • • 
hu codo ur.a do 
Junto do valor<O . , ' . • ,, ..,... • ., ' , ~ • ,, " • ' , -;:-:-'l • • 

" .. o 

'"' ··~······· .... .,., •.•... do • quo lo ••<loloeon 

. 

" 
, 

<! Do, .... ,. oimOar o"""" •• kl<o-on I.S,,, o1 concepto do ~ot& 
'"''""' .. "'"'" . .,., ...... . 

SI So= R, oJ.tl ol-onto l < ~ oO "'" coU jnf<f!O< do S o! 

x > f, ~ x < S. Mulo un conjunto quo <tono oot .. 1nforio· 

<oo •• dl<• ""' aot~ acotado !n(odor-nte. 

hu oado uno <lo loe <onjuntoo dol oj•«!clo ••.t.rlor doel< ol 
eat!n o<otodoo oupetlo'""'"'"· lnfe<!o<mo•.to o de,,.¡,,. mar.ora•. 

ll Do r.anou u~Uu • .,.,.., •• hUo <n !.!.ID y I.>.a oe d<flnon 
loo ccnoop•~• dO o..l.d.., • lnll"" de un conjunto. 

·,,., eoda Uno do lo• eonjuntoo ~<1 OJ<rc!ofo l hollu oo o..l.ol:o, 
olnl.:o, ''"""'""o lof,_, u oo!Ot<n. 

6) ; .. n o, y < R, """"'"" que• . , 1•1 o <""> . .. o 
., I•YI • 1•1 lo 1 ,, 

1~1 . :; :. ,, y ~ o 

., 1• • Yl . IY • •1 
7) rua cada UM do 101 o!Qolentoo oflr~•cloooo, d•=otror "" valf

do< o dar on oootrO•J•~plo en "''" do o•< lo loa• 

., • " => 1•1 ' , ., 1•1 >S =>- l ~ • ' ' " 
,, 

' 1 
• ' "" ' < • , ., 1• ll < J ~ ' • • • 

, 

" 

~•n pronto cooo propuo!~o ol prl .. r toor•~ do lo ooeo16n r.> fuo 

noeo10f!0 'roeuu<r o 14 loduooldn ""'""·llt<e• poro """*' dooootra_;:

lo, yo quo no• <"<'ont<Abo..,o on loo tn«<o• do lo eonouueel6n d<l 

o!oto~ do loo n~oroo roa loo y .. dioponlo•OO do ~. ol•~••<o• po· 

<> uoUru lo pruobd q•>• loo proplododoo quo doflr.en o los "~"'01 

naturoloa, oa doclr, loo pcotuladoo do •••""· <o f'O< ollo quo <~ 

doo loo proplodadoo de loo oporoc!onoo on "dobl•ron •~••••••• 

>1 p .. ar a lo oeec10n I.) ~"'"'""'' lao operoolonn on t a ""'" 

trorao a port!r de loo prop!<dadoa on " 110 r•corr<r 1 lo 1ndue<!6n 

• P·"'" d• dicha ""''""• y debido a quo nuoot<O lntot~o fundaoe~ 

loo d!locent<o ''"'""''do nÜ<o«oo, oo luo nec.,orlo '"'"'o ""'1 
'" lo do-otrac<en p<>< ln~uc<!On. Sin '"""•"• <doten Otno pro· 

induco10n ... t••itlco. 

''"''"taremoo ol~onoo oboerv•o<onoo y •l••plo• o<l!clonol•• qua •••! 
"""' contr!~yan • ona oo}or corp«no>tn dol =HOOo y quo pontton 

'" oc!litac•6n en "" cont~•to •l• amplio que el do lo aooci6n !.l. 



' 

1 

" 
~loooooo por or~olor quo ol oo=bro nG •• ·~Y o!ortunodo, yo que 

lo polohra 'ln~ueet6n' ourlo aooeioroo al proc••o quo eonoioto rn 

o>conrr una eoncluolén o portlr ~•1 onll!oto ~e varioo eoooo partl· 

ouluu, procooo <"'" nodo '-looe quo ••• con rl ~Hodo do o ... oot<a 

<lodo do •••••••• "'"'''' a "''''' dol '"~''''' do •••<o• caon• r•! 
tiruloooo !<O.O •• ht .. ron •!n) eo el •J••plo 1.2.• • o), poro nun 

<o o d•=•tnrlo. 

A d!h<•=h dol n•onool<n'-0 '""•«ho, ol c~ol oOlo ..,...,. oocq~

rar lo V>ltdco do 14 coo<luo16n P''" lo• coaoo prt<culorco do loo 

c .. lco fuc obtonldo, cl ••<odo dc dc..,otrac<On por lnduee!6n -"'••! 
t!co noo qozont!lo lo vol ideo de lo concluo!On poro todoo loo <! 

ooo. 

portco cuol!Ut!Vo.:cnto dUcront .. , 

" 
.. "'""' 

ti popo! """ }"oqon cotoo doo portc• on lo pr~obo •• o1m1loc ol q"o 

•• d•o<<lbc en lo oiquiontc ot•uac!én. 

5uponqa<<>O quo """""" frcntc o uno .. coloro q.IO Uono un.o 1n<1n1~od 

" 
do ~ldañoo y quo droeoooo trnor lo ooqurfdod de quo pode.oo llr••• 

o eu,,lqu<o" do ouo poldañoo. Eoca ooqurldod noo lo purdrn propor· 

clonar loo doo h~hoo olgulontro• 

" , 
[otando on un prldaño cuolquir,. podc..,o '""" ol •<•u<onto. 

tn ef...:~• por 1) ...,..,..,, onuu""o rn ol pfl.,.r pold•>'o. Eoton<1<> 

on el pr!m•• peldaño, p<>r 2) podomoo Utuunoo en ol orgupdo, ~! · 

,.,,do on el oogundo poldoño, por 2) (oucvamcn<c) p<><lc..,o dt~ornoo 

cl loo. 

~·uno prueba por indvcc16n lo po<tc 1 noo o•rant!<o quc odot• un 

v.loc P«• el cual lo propoolciOn eo c!cr<o, ¡o(cnt<u qoc h p.orc. 

11 noo dlcc quo ol lo propoolc!On co c<••to poro un valor cntoncoo 

o<rl 01crto pau cl "'•"'""'" valor launquo ooto po<to no Qo<Onelu 

que cdota"" valor,..,. cl eual la propo"ciOo oca clono). 

o>ounoo c•>oo de ""' ~•n• doolo de 1n.en<o• •~pcco, omhao po<tco 

ojnplo cn el qu~ P"""" d""""'"''" lo 1cpl1coc<~n y, 010 ec.N<qo, 

lo p<opoO>c16n •• falso. 

• •• 
''''''···•ln•n'•n•l --->lnl 
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" 

' oupon901'0• , .. • 1>1 •• d.,,., ... ~ ... 
' • • • • • . . . • 

,. • ,. • • • ' 
·~•e ro ·-· ~l<mbroo '" • .,, 

' • • • • • . . . • ,. • '" • " 
,.. .. • " • l)k • " ,. • • • • • ,. .. , 

• ,.. • " • " • " • " • • 
' • • • • • ... • ,. • "' • " " • 

.,. • " " • • 

oo ro qvr no •• poo!bh hollar un valor poro ol ,,,., la propool~16o 

••r p<Opo»donoo quo avoque nc oo '""phn para todoo loo n<lmoroo 

""'""'"' •on v.luo .. o ,..,u, do un <h«o volor .. 'UI •• o) •••• 

u • • a r o > o, ont""'•• 1• + ll" • ,• + 1 ---·Pin) 

puro lo que paro n • 
1•••1'••'•1 

Poro " . ' .... ...,, , .. '. • .,. • •• • • ,. ""' '. • ... . • • • .. • • ,, .. ~ • • o. .. ' o' ~· •• ""' . ' • .. • • • •• • • 

.. 
1•. 1)'. •'. 1 

<roro .. , ••p<d .. rnto quo ,• • 1 por lo quo, oo~ lo propoolelen [uo 

••l!do pon n • l, cabo ••P'"' qoo o~utd oloruio v.ll!da ... , •ol_!! 

••• do n ~yoroo que doo. 

olioo lo ••Udu do P!O • 11. H1p<)'"""' Plkl •• <!or<a, lo••• 

[x+l) 0 ••'•l 

Co~ • > O, oulttpl<oando por o + 1 '""'""' 

lo • !¡
0 1• • 11 > t•' + Ul• • l) 

1• • ., •• , .... ,·l ••• 1 

Mcco. «m<> , > O •• tendd ..,.., •' + • > O, por lo '1"' 

.'''•l' ••• 1. •'" • 1 

On C(>UOCV<ndO 

1•. ¡¡'" .... ,.) 

por lv qvo p lk + ll •o <!o<to. 

do• . 

Cv<"O v1mo• on ol •J•rnplo an<ee1o,, oo po•ibl~ ut!u,., la fnd"oOt6n 

' 
..,c~!tioo pa.a """'""''"' !& valld« do""' p<opoo<ciOn a"""' do 



i 
' 

" 
""•o lec Hj~ no. t'l ~ot<>o eoooo h puta I do h p.,_ebo eonUoU-

d en •«tfleor qua lo propooie16n eo oferto para el volor no, lo 

J"dO 1I cono!""' nuovo•enca en d...,""" '!"" la vol<de< do Pll<l 

"'~Heo lo do Pll< + 11, toMoodo ~ euenU que ••.oro 1< •• ... yo.r o 

i'lUol qua n,. y lo eoncluUGn '"''que J. propo,.ei6n co cierto pa-

I. •• 1 

11 "'""'"'«por lnducel6n ""'"""'""'que Loo "ou10nteo f6r.,.lu 

oon vllldoo poro tOOo ni!aoeo ThltUrd no 

··~•'";''2'1' Ol 1 • > • 1 ' ... * n" • 1 · 

bl~········''" >"'' • 1, <qu~ ••P••••nto oqu! n? 

el o • oq • oq' • ••• • oq"' 1 •11-q"! ¡.
0 

,u,,q<K. 

2! Obohvooo q~•• 

1 ' ' • ' 
. 

<1 • l)(j ,, . ' ' • 
<! • l)(J • • .!.)( 1 

' • ,, • . • 
p1opon.c """ ••• q"'·"'"' y de""''""'" ~- tnduoei~n ..... ~"··· 

ll HolUr lo Mo~ub quo Uopllf!<o ol ••""~'"' 

U-~lCl-}10-t) ... (J ;;hl 
y d...,Strorh po• tn~ucctOn. 

.. 
•1 Poro codo un• de loo ot9u1en<eO propooleloneo, hollar •1 aooo< 

v•lor ~e n paro el c~ol oe eu•plo y demoo<rarlo por lnduee!~n ~• 

..... u •••• 

n' - n 
•1 ---,- e M. 

n', doMo"' • l. l, ) • ... n, ~ n e M y O! • 1 

el {> • 1)
0 > nx' + n< • 1, u x e R, x > O. 

•1 Oeooot<or por !ndueet6n mote .. tlco loo oiqulonteo p<opiododoo del 

v&lor ob..,luto• 

" '" 
bl 1•• •• ••··· •.1 •·l•ol 1••1 lool 

el 1••''•'"•'···••.1 ~ l•ol • 1•,1 • l•ol• •·· • 1•.1> "n < "· n > 1 

•1 ••• (O • ••1 • 1 • tl" ••• O J n •• 1, 2. • .. 

bl ••• e '] •·• ~ • Un • 11 1 • (· 11 oo•O '~"'" 
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~•-~ ro"ndoUono o! Aoalysl• 

COol"o ~"""'""·• Co. 

N·>'•• Yor<, ""· 

A<ldloon Wo•oloy """"'"'"" Co. 

].- r .. nl< Ayr .. 

"'~"'" ~,,,, 



.. ~"UMEROS COMPlEJOS 

CAPIWlO 1 l ~'1)1EROS CC.~PLEJOS 

U.l F00.•.1. HlsO.•.lc.>. 

Lo odie<>~ y lo oult,pl<o•oi~n •~ C 

El eonJu•••o ~. un nOm«O eocple¡o 

•• ""'''"""'~" f 1• d<vioiOn on e 
<jo,c,c!OO 

U.> tOO.•.A >OI.A. 0 TOlOO"O~ET•ICA 

,_, """·'Pilooc•~n ~ ¡, ""'''~" d• """"'"' 
eoopl<]OO en '"'~ pelo< 

Potenol" y ••lcoo de """·""' oo~ple¡oo 

"'""'"'"' 
!l .l 100."-' 00 EULEl< 0 UOONU<CIAL 

Ope<'e\00<' de nOo.o•o• complejoo en fo••• ,. ,,.¡., 
'""'l'"'~ no;u<ol de en n6~e<O eo•plejo 

,,,.,cle•o• 

" 

" 
" 
" "' 
"' 
,,. 
,, 
"' 
"' 
'" 

'" '" 
'" 



' 
1 

CAI'!TULO 11 htrEittlS Cl:V'J'LEJOS 

Loo n~roo CO~lojoo oporo••n on ol hotl<on<o de loo ~te~ ti••• con 

h int<oduccten do loo "~"'"' ¡,..~'"'""'· """' '"'"'"'"" •• d l_!,_ 

><bro «no conoocuonclo do una noceoldo4. do Jo ,,, .. ~•••• que loo 

prl~ro on roeonooor \o uorrlado<o lopo<tOOCla do loo ro!coo ••••tivoo 

ol ootoOlocor Jo roo•<• o•••••l Oo loo ecuac!onoo do <<<cero y cu•<tO 

~udo, So 010 """"" do lo ooc .. ldai do """"'"' noqoUvoo y lloqO o 

""' ocu ••>llc••• en""· ,.;_,¡~ q,, lo• nbnoo lr~~•••rlo• '"" 

lod<•r•"'•Clc• P«• lo ••'"'"" de co<o•clooc• •Jc l• foon" •' • e • O, 

" 

'·'. 

Po<O '-"10 ocuoel~n 00"" •' • 1 • O no ibo • quodoroe oln ool..,i6n. '-'' 

U '"'""""' • lo •'""'"'"' tC.I n<l-',.ro d oer eulUpl!oodo ¡>O< o! 

m!o.., •• lquol o -11 oólo puede eoncob!t.o eon lo oyudo do! !moqlr.o

rio »Jo conocido, ol quo Euler topro .. n<O con ol o<-lo 1 quo <<><l! 

.~ .... ,.,, .. 
Il. 1 

""' ••• oeopto,.. h n<o<neio do 1 e,.., un""""'" tol quo 1 • 1 • • 1, 

"· ' - "· ,,, "' 

<eoloo, y cooud.uodo <' •- l, p.oporclonon ooloc<o••• • todo eco~ 

''~"do lo tormo x' + o • o, do•d• o ,, "" .a.oro PQ''''••· 

Por c¡-.plo, lao ooloclonc> .le lo ooo.c!On ... , .. 



oon loo n~roo 5< Y 

,,,, •• 151!1511. 

' 

" 

u ""''"' ...... 
,,, •• ,,,_ 11 -- '' 

1- 5¡¡'- ¡- 5<11- 51).,,, •• "1· ll • - 15 

., o• no rol, loo ool~clonoo <lo lo '""'ci6n 

•' • e • o, con e > o, 

oon loo r.<l<oroo l ... glnuloo ro 1 y- 101, dondo ..C' ~-

""' ctn p><<o U tonoDOo ""' """'''6• '""" 
o'•h•ll•O 

r opl!c~• lo !Or=ulo oenerol do lo ocuoo16n ~- oogun~o grodo, obto· ..... 
, , ¡¡ 

1 neo on<Ontrocoo con~·· •••• ~• do loo ooluolonoo •• lo •owoo• do 

~ nCP.<o r••l con un n~oro l .. q¡norio, lo ouol d<bo lnt<<protoroo 

00..,....., r.uouo t!¡.o ~. n~-.o: <••••• .. ! loo nelooroo eooplo)OI <•YO 

conjunto, quo .-pr .. oo<•""' con C, o• doHn• '"""' oiguo 

¡¡,l.l ttri.ICIO. 

e • ¡, 1 r • , • b<, •· b, •· •' • - tl 

•.t. P'" o:u·,Jo, - 1 • ll, • l • H, l • ..;,, ~ • • 1 00!1 nd .. ro• «>o 

plo¡e>. 

" 

!I.l.l O<•INICIO" 

Soon o, • o • bl, " • e • 41 doo nOAoroo .,..plojoo 

con o, b, e, d < "' entono-• . ' . . ' ' . . ' 
co~o yuod• v•••• la l9"0ldod on e ••o•<••• do ~oo <9"oldodo• ••••• 

o<ll>otoo rooloo. AoC do~ e o O~ d oo ton<id q"' 1! ~ ••· 

Loo oporoe!oo•o de od!ei6o y ~ultlplleoel6n do n~oroo eomplojoo oo 

do(<,_oo. en .. ""''''"do h odiei6n y ~•ltipl!<oe!~n d• """'"" roo· 

loo, do lo manoro ''~"''"'' 

•••• ,, • o • 01; o, • e • di doo nl!co<eo cor.plojoo, 

dondo ,, b, e, d < R. 

il el n6nero '• 

...... , ••• ,.,b•d!l 

J!l d OÚ<O<O " >< 0< do•fine "'""" 

,, ,, • loe· Wl • lod +t.<>< 

----·----
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.. 
totoo opor&oionoo tionon loo oi~!en<•• ;oop!erlorloo 

'"'todo <o,"' <o< Co 

" ,, • ,, ' e 

' ' •' ' e 
11) ••• u •• ,,," h, ••••••• .. ,,,,,) . ,,,.,,,, 
1111 ..... . . . . ' 

••••••••• 
lv) •• • 10 + 01! • <• ....... , •• 

2 • lo < e tol quo " • 1· <ol • O • 01 

" ,, ~ o • o¡ • .,~ , e "' '~"' .... ~., .. , 
vU <o ¡., + <ol • '•'< + "" 

eorrodun 

oooc1at1v1dod 

eonmutot1v!dad 

................. 

1) •••• ,, , • b!, '' • e • di deo ol!oooo<oo eoo~le¡o• 

" . " l•••>•lo•dl1 ,.., 1) •• "·'·' 

eooc ,, b, e. d 1 ••• 11 do I.S.l la • el. lb • d) <O 

por lo q,e, do !1.1.1 

"'<>•l••dlloe 

'" ecno«ucneU 

'''"'e 

" 
Po< ouo porto 

,,., • loe· b~l • {od + he)f l'<lr U) do n.l.l 

eo- o, b, e, d < R, do 11 do f.S.l oo t<ono quo 

(oc- bdl, lod + bel < R 

pcr lo tonto, •• ri.l.l 

loo - b<ll + lod + bol< 1 e 

,,,,'e 

!U) sean,, • o o bl, "• e+ di doo •""-•roo complojoo ..... <• • oil • 1• '" , .... .,, 
•lc•o)•ld "' ,, d!l • 1• • b!l 

., . " .. . " 

.. ••. .lo 

''" lo • bil 1< • d<l 

., .. 
... ... "'' ... 1<0 • doll 

le+dlll•'"" 

"1 ' 

,..,. 1) •• , •. l.l 

por 1111 do I.~.l 

por 11 -· U.Ll 

P<>< H) do II.Ll . 

por 1111 do 1.1.1 

por 111 do 11.1.1 

a , bi un n~•·«O eemple¡o. con o, b < • 

o, - b , o. y on ecoo.eoone:O 

r-•1•1-bli 

"'"' 1 • [ ,., )+ 1- ol <J 
lo•b1l•(l·•l•l·bl1] 

¡ .. 1-•l]. [b•l-bl]l 

• " 
con lo o¡uo- '' • 1· ol 1-. bll 

por 1!.1.1 

por 1l do n.t.) 

"'' ., .... ~.) 
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1 
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' 1 

.. 
"'''"""" • o • bl con•. b, lyo, bfO 

a • • b 
. ¡r-:;bT- ·' • bl e~. r•• "·'"' 

. -. ' ,¡¡1 •, 1 .¡¡,1• 

'

o o b l·bl> 'a'l·bl 
·' • b• - ·' •••• ·' • b• 

•' • b' 
• ' • b• 

. "~·,, -. 1•. bil (,¡ ..... ·'. b>'l- l ••• 

, , ! 6 , • ,,,,;·o,,••,"' , 

o 
C. OCu«dO con 11,1.1 un nO.oro co•plojo oo d• lo !or•A 

••o•H,cona,b<R 

• . . . . " 
..... ,. .. " - . 
u. ofocto, '''" 

•• ot • 

' 
< ••• • 

(o+O!l•<c 

y 1• • Oll<c 
"' 
"' 

1• • <1 •• , 

1••1 • ., 

••• 

O. ,..nero oou.¡anto. a t<><!o n<l..oro co<plojo do lo !o= O • bl lo ~ 

d•••• conoidorar ccoo ol n~NO imaqinarfo bl, 
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1 ESPACIOS VECTORIALES_ 
IJ!TRO!l!ICC!ON '. -~ 

~ 
En varlu , .... do lo .. todtico, 10 presentan conjuntoo 

' dando ru~lu tapo~tODto considerar "Coobinoelon .. llnulu" do IUI 
• • llnul, trUa lo5 prophddoo c ... uoeo do • 

todoo aquellos dou .. s d¡obralcoo que conoun do un conjunto oh 

""' noc!On de "co.bt ... c!On lloul" do ouo olnontoo. 

El ootudlooto bo,tonldo yo oxporlonclo con voctoreo dol 
' oopoelo ouelldlono tridioonoionol, y on portleulor con comblnoclo· 

' ooo Iloooleo do toloo voctoroo; 2ft olto 'capitulo ootoblocnuoo 

rlol, quo on ¡ 0 ooporlonclo ho'dooootro4o oor lo alo Otll abotro~ 

dOn do un tipo do otuuu cou ol upocio ouclldiono tddloenol~ 

El upoclo 

( d· •l· ••f •. •1 . . . ' . ' ' - ' . ' 
voctorhl do •loo • tornu .. 

C<>ndderoaos loo voctoreO 

' 1 • ' 1 v,:'(l¡":l:'IJ 1"y •·y¡. (1, 2; 0)" 

.. 
Caao ubeaoo, lo 0\1111 de;;, y V, n ol'uctor:' 

;;, • ;;,. (4, 1, l) 

y el producto dol ucalu l a R'por Y, os el vector: 

" 

'v,- ci;•.,;•e¡ 
Eo JUIUI, oi 

- ., 1/l',d. J' • • •• • •• • •• 

. ' 

000 doo nctoroo dol tipo do Y, y V,, •• decir, tornas ordenodu do 

n<laoroo uol .. , lo oUIIO •• doflne CO!IO 

i • 6'. (o,•b,, 1•o,•b;, o,• b,),•l;', •• (1) 

' 
• 

"' Al coojuoto fo..-do por todao loo terDoo ordeoodos do o~ 

uroo redu, lo nprosentoreaos con R'. 

R'• {(~, y, •ll ~,y, • < R) 

!n R1, 111 oporocioou definldu 

y (l), tlonen los ol¡uhntn propiedades. 

por 111 uprulonu (1) 

Pou todoo lu urnoo ordenados de ndo<oros rulu i,S',C 

y todos loo ucoloru o,a t R oe cuaplo que: 

1) R
1 oo cerrado r01pecto o lo oun y ol producto por un eocolar, 

:¡ <i•S')•C· i•<D•C). 

l) i•lf·!l'•i·i, dondo !1'·(0,0,0). 

4) i•(-i)•{·i)•i·ll'. 

$) i•D•D•i. 

6) •(i•S')·••···· 

" 1) o(Bi)• (oB)i. 

~) li-i. 

Coao puedo verso, R1 fono un ¡rupo obellono con rupeoto 

1 lo suao; oln eobor¡o, poooo ol¡unao proplododoo odlcloooloo (6 1 9) 

con reopocto ol producto por un oocolor. 

' hlotoo varios siotons que tlnen 111 olsoos oorocterlot!. 
• • 

Cll que a , 1 ooto tipo do sloteaos leo U .. uuos ESPACIOS VECTOR!~ 

LES. 

!J .. plo V. 1. 

Un slsto•• quo pooeo lo •lsu ntructuro (do upoclo V.ClO 

ral) quo 
. . . 

a , os ol coajunto do todos loo pollnoalos de IT&do 

V ... /5 



lu operocionu de suao y producto por un oocolor, 

o cootinuoclb quo se Cllllplen todu los proplododes que onunciaaos 

• poro R , 

1) Sun 

' 
doo polino!IIIOJ 

• • ........ , ....... . 
o1 •b1 x 1 •b,x'•b 1x•b 1 

cualeoQUioro de IlUdO il con coefictentu rules, 

~ntoncos: 

01 otro polino•lo de ¡¡rodo ~J. y si o< R: 

oo 1 • (oo 1 )x 1 +(ao 0 )x 1 •(oo 1 )x•(oo
0

) 

tublh es un pollno•Jo de 11r•do sJ. 

Por lo que ol coojunto do todos los pol>nOllllos do ¡¡rodo 

~J. es cerrodo roopocto o !u operaciones de suma y produoto por un 

ucolor. 

l) Soso 

entonces: 

••••••••••••••••••• 
• • Oo•b,• •b1x •b 1x•b1 

(0 1 •o,) •o, •(o, ob1 )x1 • (o, +b 1 )x1 •(o1 •b1 )x+(o, •b 0 ) • (e1x 1 +e 1 x' •e, x•c,) 

(o 1 •o,) •o, •(o1 •b, •e, }x 1•(o1 •b, •e, )x1 • (o, •b1 •e, )x•(o, •b, • e1) 

(0 1 •o,) •o,• o1x1 •a,x' •o1 x•o 0 • (b 1 •c 1)x 1 • (b 0 •e, )x' +(b 1 •e, )x+(b1 •e,) 

(o, •o,J•o,•o, •(o,•o,J 

por lo que lo su .. •• osoclotivo. 

3 l SI 

entonces: o,.jj.¡j,o,.o, 

•l Soo •............. , .... 
-o •-a x'•o •'-• •·• 

l ' ' ' ' 

tal que . -o1 •(-o
1
)• (o 1 ·o 1)x 1 •(•,·•,}~ •(o 1 -o 1 )~· (o 0 ·0 0 )•0 

y ad .. l• 

-o •o ·5 
• • 

por lo que -~, es el lnvoroo odltivo de ~,. 

• • 0 •o •(a •b )x •(a •b )x +{a •b l••(a •b ) ,,,, .. '' '' 
• • p •o •{h •a )x •(b •o )x +{h •• J••(b ••) ,,,, .. '' .. 

~, •o,·o,·~, 

por tanto, la su .. de pollnoolo• •• conautat1vo, 

6)SI~<R: 

• • o(o •o )•o(o •b ¡x •o(o •b )x •o(o •b l~•o{o •b ) ' ' ,, .. '' .. 
o{p,•o,)•(oo,•~,Jx'•{oo,·~,lx'•(oo,•ob,Jx•(oo 1 •~ 1 ) 

o(o 1 •o,)•oo 1 •oo,. 

El producto por un e>Cal&r ot distribot!VO r••pecto o 10 

!UU de poJinOIO!OS, 

7JS!o,B<R: 

(o+~)o,•(oo~)o ,• '•(o•Sla 1•'•{o+8)o 1x• (o•S)o 1 

(o•S) o,•oo ,• '•u,x'•oo 1x•oo 1+h 0>. 
1
•h,x 1•h,x•h 0 

(a•8)o 1•ao 1 •So,, 

El producto por un escalar oo dhtrlbutlvo re•p•cto o 14 

•woa de es~oloroo. 

•• 
• • a(So 1)•o{h 1x •a&,x +h 1x•h,) 

o{So1) •{o8) o 1x 1+(o$) •,•'•(oB)o 1x•(oS)a, 

o(U 1)•(oSlo,, 



--------·,----------
" 

El produc:to por un eoc:olu •• auciatlvo. 

1~ 1 ·1 (o,x '•o,x 1•o 1o•a, )·•,•'••,•'••,•••,•~,. 

1 e 1 eo o! ldhtico poro o! producto por un escalar. 

En conoecuencio, el conjunto de todoo loo pollnoo\os do 

lUdo ¡] tUibUn oo un oopodo vectorial pou las operaclonu do •!O 

ao y"producto por un escolar. 

• 
Bjoaplo V. 2. • 
VoOllloo ,¡ las utrlcoo tubUn fonoon un espac!o vector\ol. 

Conoldlro•e el conjunto N do todu loo aaHicoo de ordon · 

. . 
(1•1, l, ... a,J•l, l, ... o)J 

Do lo def>nic\On do suoo de oatrlcos y do producto de un e~ 

colar por uno ~otrh, •• desprenden¡., >iKUiont .. propledados para 

todo• loo .. tr!coo A, B, C do 11 y todoo,loo oscalareo ~. 8 do e; 

1) '11 oo cerrado con roope<to oh oUJLo y el producto por un esco-

lar. 

2) (A•B)•C·A•(B•Cl. 

(Aqu! O ropruonu la motrh nulo). 

4) A+(·A)•(·A)•A•O 

S) A•B·B•A. 

~) o(A•B)• ..... •d. 

7) (o•6)A•""'•aA. 

1) a(M)•{a8)A 

9) 1A•A. 

por lo quo ol conjunto do todn In .. nicu de orden ax.n tiene la 

H .. os visto tru otu .. u dhthtos quo tienen la •t••• 

eHructon, o los qoo huoo lluodo espodoo vectorlolu. "' 
vectoru de R

1 
tienen una roprooentac16n ¡¡oo10Urlco (u¡untos dtr!. 

3idoo), aoo no u! loo pollno•loJ y lu .. trlcu, oln ••bu,o, por 

el hecho do oor eleaentoo do W> espocio vectorial, tubUn loo Uo-

aunoo.voctores . 
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V' l. DUIMIC!ON in¡ ESpACIO vrqOBIA!, 

Deflni<16n. 

Un npoclo vectorial V oob.o un cupo K, e< un conjunto 

no vac!o en e! cual oo definen lu ol¡utent .. dos opeudon.,: 

Uno opuocl6n que ul¡no o ouolesqule<o o!e.entoo u, ií 

<V un deuoto ii•V'<V o1 que •e conoce coaa lo,.,.. de ii Y v, 

Uno oporoc!On que asl¡no o codo oleaento V'cV r a codo oo· 

color a< K, un olounto "'i<V ol que •• conoce co~o el producto do 

a por v, 

Lu cuo!OI cumplen ¡u si¡ulentel propiedades. 

hn cuolooquleu eJeaentoo ii, Y, W <V: 

1) (ii•Y)•W• ii•(ií•;'J, 

2) Jl)"<V tol que ii•ll"•lr•ii•ii, 

(o lr lo llo .. aoo vector ce<o). 

l) Y ii <V, 3 .¡¡<V tal que ii•[·UJ••ii•ii•~. 

4) ii·V'·V'•ii. 

Poro cuolooqulero "• B < l y u, v < V: 

S) o(ii•V)••ii•oV. 

6) (o•B)ii•aii•8ii, 

7) a¡Bii)•(OB)ii, 

1) 1Ü•'U , 

(aqul 1 ropruonto lo unldod do I), 

Conoecuonclu olomontolos do la deflnlcl6n. 

Hay hochoo olmples quo oo duptondon cui lllliiOdlouaonto 

do la doflo,lc!On do Eopoclo Voctorlol, oi¡unoo 

el~• o contlouocl4n on fonaa de teoroaoo • 

Y·I0/11 

de loo cuoloo enun-

eoreoo V, 1 

SI D' oo ol vector cero do V, entonces: 

Y'~ < K so tiene que ~D'·lr 

Deo¡ootrod<ln, 

SI o os un escalar cualquloro d< I y D' es el vector coro 

de V, eotoftceo, por hs pTopiedodoo 2) r ~) do la deflnlcl<ln: 

•D"•o(D'•In ·•D'••D' 

•uaondo -(oD') <V, por l• pToplodod l) toneaos: 

a!f, (. ¡olr) ) ••D' ••D'. ¡. (olr) ) 

¡¡' • (Olf+Olr) • ( • ( olr) ) 

por 1) ton•,.os: 

Hnalltento, por l): 

Teorem• V, ¡, 

SI O es ol elemento cero de l, entonces: 

Y V< V se tiene quo 

SI D 00 o! escalar cero y ií un vector cuolqulero do V, ·~ 

tonces, coao O •• el ldfntico aditivo oll I: 

Dií•[O•O)V' 

por 1& propiedad 6) do lo dofinlcl<ln 

DV•Dii•OV 

ouaondo ·(OV'j <V, por la pToplodod l) toneaos: 

Oií• (. Oií) • [O V' •Oií) • ( • (OV)) 



------------------------------~'~----------------------------~ ,, 
tr• (Oi•OV) o ( • (OY)) 

lf·Oi• (OV• ( • (OY)) . 

do J) oo oiJUO ~UO 

tr-ov•r 
flnol .. nto, por Z): 

'¿lf•OY 

Teoreao V. ), 

.. 

SI 1 -,, h .... tdod <lo I, eotoiKn: 

't '1 e V n tiene quo {·l)Y•·Y 

Deoootuci6o. 

'' . ' 

.. 

SI V es' un voc<or cu.lqulou ~o V, entonen: 

lf·OY• (i ·1 )i•l Y• ( -1 )VOY•( ·1) V 

. ' 

n coolocuooch, (·1) Y oo el lnvouo odltlvo do Y ol que~ ... , ro•• 

pnuota4o coo -i.' r lOCo de...eotu el toorno. 

h Jenenl, ol nctor (-o) :¡os d lnvouo aditivo d.o ov, 

. ' ' . 

Pol' otra porto: 

m (-V) •o( ·1 V) • { -o)Y•· (<>Y) 

por lo que 

\t-o)V•o(-Y)•·oYI 
,l.o!, la rooto o ounroccl6n do voctoroo •• obtlono o partir 

do lo ouoo de lo ol¡ulonto aanoro: 

Jl.oflnlcl6n. 

SI u 1 Y "'"' doo .. coores do V: 

u.;¡. ii"•(-Y') 

. . . 

Bl coojUDto do todoo lu p1111too do lo rocta que pou por 

el orl1n y Une ccao ol!lloroo directores 1, 1, J, Eor:u. UD npoclo 

voctorlol oobro ol c .. po do loo odaoroo roaloo •• 

La ecuaci6n de dicha recta en fo .. a oialtrica es: 

. . . ' 

denadu: 

' 1 el conjunto de puntoo de h recta url: 

S•{(x, Zx, Jx)lx • R) 

la oUJLa y ol producto por un oocdar eotln daflnidoo de i~ual fo .. o 

' que en R 

Verifique.oo quo S uthhce todos lu propiodadeo qu do 

Sun V
1
•(x

1
, h

1
,h

1
) y Y,•(x 0 , lx1 , lx1) doo eloaentoo 

cualuquiln do S y a cualqu\or escdu de R: 

V
1
•V,•(x

1
, l.:1 , lx 1)•(x

1
, 2x

1
, h 0)•(x1 •x1 ,l(x 1•x1),l(x

1
•x,ll , S . '·. 

" 

s .. n Y1 ·(x1 ,2x1 ,lx 1), 

treo eloaoo<oo de s: 

V·l2/13 



¡V, •V,J•V,·(x,, b, ,3x,)•((x,•x ,),l(x,•x,),J(x,•x,JJ 

(V1 •V,J•ii', •Y, •(V, •V,) 

por lo que la "''"' n .. oclatho ~n S. 

2) Exhte IJ•(O,O,O) <S Ul que• 

V,•ll"· rx, •O, lx 1 •O,Jx, ·~J-(O•x, ,O•lx, ,O•Jx, ¡ 

Y1 •1l"·IJ•Y,·V,. 

3) Paro todo v,, oxhte -ii',·(·x 1,·lx 1,·Jx,) e S tal que: 

Y 1 • ( -V,)• (x 1 ,lx 1 ,3x,)•(-x 1, • z., ,-3x1 )•IJ 

-V,.;;, • (·x 1,•lx 1,·lx,)•(x 1,Z. 1,lx,)•ll" 

~1 v,•v, • [x 1,Z.,,Jx 1)+(x,.2x,,h,) 

v, •v 
1 

y .¡; 
' ' 

Y, • Y, 

• 

(x
1
•x,, lx 1•lx0 , h 1•Jx1 ) 

(x
1
•x

1
, zx,•lx,, Jx,•Jx

1
) 

Y,•Y, 

por tonto la •u=o eo con~utativo en S. 

Prop!edodeo paro el producto por un ncolu. 

Sean V,, Y, ~lo"-<nto• do Sr o, 8 .,colores de R: 

S) o{ii'1•Y,)•o{x1•x,.l•,•lx,,lx,•lx1 ) 

o(~,·~,) •(ox 1 '"'• ,lox
1 
•lox, ,lax 

1 
•lax,) 

o(V,•Y,) • (ox 1 ,lax 1 , lox 1 J• (ox, ,lox 1 ,lo•,) 

a(ii' •Y )•oii' •aY 
' • l •. 

fl producto por un Hcolar es dhtrlbutho >obu lo owto 

de voctores. 

6) (o•aJV,· ( (o•~)x 1 ,l(o•6)x,,l(a•8)x,) 

{o•e)V, • (ox 1 •ex 1 ,la•, •lsx, ,lo•, •lex 1) 

(a•aJY, • (ax 1 ,zax, .lax,J• (ex 1 ,le•, ,lsx,) 

(a•eJV, •o Y, •aY,. 

El producto por un .,color es distributivo oobre lo ou~o 

V-14/15 

1 

do ucalues. 

1) a(sii'1)•o(ex 1,Zax,,Ja•,l 

~r~v, l• c (o~J•, ,z c~elx, .H~~l• ,J 

c(sV,)•(dlV,. 

El produoto por un ucolor os .,ociot!YO. 

!) IV1 •1 (x, ,Zx 1,lx 1) •(x 1, b 1,lx 1) ·V, • 

Lo unidad do R os el idéntico poro el producto por un •!. 

color. 

Do todo lo ontorlor u <l~uo que, el conJunto 

foru un espoclo vectorlo\ .obre el c""'po de lo< ndmoroo reoles. 

~ntes de pooor o lo seccl6n sl1ulente, hoy quo hacer notar 

que lo• teorema< v.1, v.z, V• l r la def!nlcl6n do rosta o su>tr&S 

c\6n de vector«, fueron enunclodoo a portir de la def!n!c16n do •!. 

pocio vectorial, y oe cumplen paro lo5 >tctores de cuolqulec conJU!l 

to qu• ten~o dicho estructura. Con Uta •h .. Idea, •• enunclorh 

los teorema• y definidon .. a lo lar1o do todo el copltulo. 

.. 



V. l. SUBESfACJQS n: ~ ESPACIO ~Blai-

En el ejuplo V.J, analha~o• el conjunto 

S•{(~, h,J~)I~<R) 

que utt fonnado por temu ordenodu do nlll:!ero• reo! .. , por lo 
• • • 

~uo S •• un •ubconjunto de ll • Adedo, •• de,o>tr6 que S U"-bi~n 

fonoo un ••pano notorial sobre R. Din01o• entonen que S u un su!< 

e.poc!o ~. R
1

• 

Deflnlcl~n. 

D>do un ropoclo vectoTiol \'y un subconjunto S de V, deel

"o' ~ue S e• un •ubespaclo de V, ol S •• tOllbién un upaclo ve<>oriol 

"'~octo a las operaclon., definid"' en V. 

Ejemplo V.4 

fn el ejemplo V.l, demootrOllloo que el conjunto de todos lo• 

pollnoiO!Ot de grado H el un espacio vectorlol •obre ll. 

Si con•ldoromo• o! conjunto de todo• lo• pol\no<~lo• de JU· 

do 11, vemo• q<>e ~oto •• un oubconju .. to del pri~ero Y en fonno an:l

loJ• 0 ¡ ejemplo en cueH16n, puede probar•• QUe for~• un ••pano v.o· 

tor\ol por •! ,.;,,o. En conoeouenc!o, u trata de un ou~eopocio. 

H siguiente tooreco e<u~lece u~ criterio •e.oclllo puo <le 

tenolnu ,¡ un oubconjuoto de un .,paclo vectorial es oduh, un •ut>· 

-----· 
Teoumo V. • 

Sea S un ou~eonjunto de un ••podo v<etorlol V. S <S un 

5ub .. pado de V ,¡ y o6lo o! •• cenado reopeno • 10 ""'" r el Pru-

due<o por un e•colar de!lnldoo """~'é·~---------------~ 

1 

DemJ> t roci6n. 

Co"o S co~tlene elea•ntos de V, se ootlofoceo loo propled! 

d .. 1), 4), S), 6), 7) y 6) de lo dof!nld6n. Por tanto, baotorl 

con probar que •• cumplen loo propledod« l) y 3). 

En efecto: 

S•• V un vector cualquier• de S y •e• t el ••colar cero de l. Cou 

S es cerudo rupecto al producto por un ucolar y por el teore•o 

V .1: 

UV•O <S. 

s .. v un vector cOJol~ulero de S y -1 el !nveuo odltlvo de 1a unidad 

de ~. Coao S •• cerrado reopecto ol producto por un eocolor y por 

el teorua V. J. 

(·l)V·-V es. 
Con lo que so co~ploto lo de~ootroc16n. 

Ej .. plo V.S. 

El conjunto de todu loo 01atr!coo de la fon>o: 

[: ';] (dondo o, b < C) 

~• un sube>pado del o.pado vectorlol d• motrlcet euodnd" do or

d~n! sobte <1 co•po de loo ndoeros complejOo. 

En efocto: 

5« A·{[: 2:] 1 a, b <e} que •• un subconjunto d< las ntrlcn 

¿• oree, 1. 

verlflque,.o• que A et cerrodo respecto • la ouoo 1 el pro-

V-16117 



Poro olio, eonoidhen•• ~os motrlcoo eudesqu!ero de A: 

r·· 
[•, [•. "•l 

b 1 D j 
y un o~cro conp!ejo o, ., Paro " '""'": 

['' ., 'l [ .. • •• ':']- [ ., ... b' •b' 
l(•,:··>] 

••• u .... utTI• de A. ., Poro el proJuc<o ror un eoeoln, 

¡·· 'l ¡··· ';· '] • . ' O ab 1 ... umb!h pert<noco o A, 

~ntoncoo, sogOn el uoren 1', 4, A os un oubeopacio del 

e>poolo vectodol de 1 .. utric., cuodrodu de orden l. 

. - . . . . . . - - - - . - - - - - - - - -

[jnplo V, 6. 

Lo !ntorsecc!On de dos oubespoe!os << un nueyo subeopoclo. 

En efecto: 

Sean V un ••p•cio vectorial >obre un e~po 1 y A, B dos 

oubespoclos do V toleo quo: 

"na ; • 
~ntonee>, 'f •,, v, t (A n B) H tiene que 

V1 ,V1 <A. 

Co~o A oo un su~eopodo de V, 

eo eerrodo poro b sumo, por 

V, •v f < A 

V·l8fl9 

V1 ,V1 <B 

Como B •• un oubeopoc!o do 1', eo 

cerrado pon la oumo, por tonto: 

v,<V, < B 

por lo que: 

V,•V,t (lonB) 

En fon>o onllo1a, ol o t K y V<(-' nB), o V t-' y 

0 V , B, 

por lo que 

aVe(AnBJ 

Del teorena V, 4 se OiiUe que-' n B eo un DUOYO oubespoeie 

de V . 

fje~plo V. 7, 

Con>!d6ruo ol conjunto do todoo los polino•los de JUdo 

lguo1 a 1; aunque •• un oubconjunto del conjunto do pollnoa!oo do 

grado< l, no forma un oubospoclo de ~oto. Poro dnootrorlo buU 

rl con probar que no ••Usface lo cerroduro reopocto o la ou~o. 

Sean: 

f(~l·•'·b~·c ' do> polin~ioo de ••1nndo ¡rodo. Su ou~o oera el polinomio: 

que no es un pollnom>o de ••1undo 1rodo. 

Por lo tanto, el conjunto de loo pollno•loo de ,.1nndo-

gudo no foru un e•paclo vectorial, 



V. 3. 

ConHd<re~o• loo ol,ulontu vectores de R': 

0•(3, -1, 1) i•(1, •1, ·1) 

r obton¡:co• un vector ¡; tol que 

'" dicho vector >erl: 

C·tl, 1, 4J 

!Hromo• entoneeo que el ve<lor e u obtuvo o putir de -

u~o co•blnocl~n llnul de loo vectoru ¡ 1 li, 

fn 1eneul, uno comblnocl~n lineo\ de 11 vector .. "' Jo -

suu de dichos vectores multlpllcodos por cierto> escoloros, 

Deflnlcl6n. 

Una <omhinac!6n lln .. \ de lo> v<etores V,. v,. .. ., V~ 

de un e>pado vectorial V sobro un cupo K, es una expTOo\6n de lo 

forma: 

donde o,,o,, .. .,a~ <K. 

Al conjuoto de todos \u combjnocioneo 1\noaleo de un con 

j~nto S de vectores, lo rop<esenuruoo con L(S). 

TeoTetoO V, S. 

El conjunto de todu \u comb!nocloneo lineal .. Jo un con 

junto 

s· lv,, ....... - ' '• 
de vector<> de un espacio vectorlol V >obre un campo K, es un >ubeo 

pocio de V. 

~""'"" troc16n. 

Sea L(S) el conjunto do todu lu umhinoeioneo lineales 

del conjunto 

S• {Y,, V,, ... , V0) 

y •••n i y i dos vecures cualeoquleu do L (S): 

•·~,v,·~,v,• ... •n
0

V0 

ll•a 1V1 •B 1V1•,,, •!0V0 
¿o~de nJ. H < 1. 

Lo '""" de • 1 U: 

i•i·(•, ·B, ¡V, • (~, •! 1)V1• ••• •(~0 •!0)V0 
es otro elooento do L(S). 

T el producto do 1 < l por i: 

>i•{lo, )V,•P<>, ¡V1• ..• •(1o 0)V0 
•• otro e\ooonto de L(S), 

Entone.,, por el tooreu V,, L (S) eo un su~espoc\o do 

Vol••~•• ahoro con loo vectores a, li y C nonc\onadoo. Lo 

expresl~n (1) puedo oscrlbir>< como: 

i-Zii-F·ll' 

Vemos utonces que ol vector cero puodo obtenn•• o par· 

tlr de uno combinación lineal de loo •octoros i, U y C, con <sea!!. 

re< NO TOOOS NULOS. En o o te cooo, di renos que los vector•• i, li y 

Es <la<o ~"'• dodo un Conjunto de vectoreo cuoleoqu!ero, 

0 ¡ vector cero oleopre puedo obtonorse o portlr de uno cooblnocl6n 

Un~al de ellos con todoo loo oocolores nu!oo; 



DofJe.\cl6n. 

Un conjunto S• (~,,V,,.,,, ~0 ) de voctoreo de un eopo

do vector!<! V oobre un campo I, oo lineol=ente depen~lonte 0¡ exh 

ten eocolareo de X,~,.~,, ... ,a0 
la HUOC\6n: 

"• ¡¡' '"• "· ••.. -~. "" ·lf. 

no todoo nuloo, quo sothfacen 

~n cuo contrario, o! la ecuación oólo adalte la ooludón 

trivio! (~,.a,.,,,•o0 •0), diremoo que Seo lineal=ento Jndopend\en· 

"· 
Ejemplo V' ! ' 

Demootrar que el conjunto 

14• ((1, .¡, J), {·l, -J, 1), (·l, ~. -6)} 

de YectHeo de R1, es llneolmento dependiente, y que ol conjunto 

&• ((1, O, 1). {1, 1, O), (0, 1, 1)) 

es 1\neolmente Independiente. 

Soluc!On: 

a) De acuerdo con la d<flnlcl6n, el conjunto 14 ont lln.,IDente • 

dependiente si la e<;uoc\6n 

a 1 {1, ·l,l)•~, (·1,-l,l)•a, (·l,(, ·6)•(0 ,O ,O) 

quo llouremoo de dependoncio lineal, oe oathfoce paro oocaluos 

a,, o1 , a 1c R no todo• nuloo. 

dicho• ••calaros existen, 

Oomooanemo• a contlnuad~n que -

Efoctuondo operocioneo: 

(o, • Za, -zo,, .¡a 1 -3~,•(o 1 ,3a,•a, -~o,)•{Q ,o ,Q), 

P<>r igualdad do vocto«• en R
1

, obtuuoo el >igulena ohteu ho· 

~og!neo: 

a,·h,·Zo,· e 
-z~ 1 -h 1 •4a 1 • o 

3a 1• a,-h,• O 

Veamoo cual es o! nnJO do lo matrh do coef\cleateo: 

_, 

• 
Como el rango de lo .. uiz eo R(A)•l, =onor que el n(m[e<o 

do lnc6gnltoo, o! >i5teu tleno solucioneo diferentes de la trlvlol. 

Por lo tonto, exl•ten eoeoloroo no todo• nulo• o,, a,, o 1 < R que 

sothfacen la eeuoci6n de dependenca lineal. 

el conjunto A es llneol~ente dependiente. 

S1 queruos obtener loo eocolore> a,, a,, a·,, reoolv .. ao 

o,-zo,-Za,• Q 

o,- o 
una do cuyao •oludoneo eo: 

Entonces, lo> vector .. de 14 oon taleo quo 

2(1, -2, 3)•0(-Z, •l, 1)•1(-2, 4, -6)•(0, O, O) 

y pode~os e<pte•or al oenoo uno de ello> como una eoabtnacl6a H· 

neo! do lo• otroo ~o>. 

b) En forma antloga, lo ecuoci6n de dependencia lineal pora loo • 

VOC!Ot<O de B e>: 

a 1(1, O, 1)+a1(1, 1, D)+o1(0, 1, 1)•(0, O, O) 



• •• • • 

~.· ~. 

• 
•• 
• 

euyo ••trlt de eoefldentes u de rango 3, por lo ~uo o~lo admite la 

oolud6n trivial [~,·~,•o 1 •G). 

Hemoo dc=ootudo que loo vectores de B ton llneolmento in 

dependlentes.l1) En conoccuenclo, r.lnguno de loo voetor .. de 9 pu~ 

de npruuso """" uno co~blnoe!6n lineal de loo otros dos. 

EJnplo V • ~. 

Demootrar que loo polinomios 

f[x)•x'•lx•l, g(x)•h'•h·Z y h(x)•lx 1-lx-S 

ooo llneolmente dependiente•, obteniendo al pollno•lo eero como una 

co.blnoel6n lln .. l de elloo, con ucolaru no todoo nuloo. 

Solud6n. 

For:momoo la ecuad6n do dependencia lineo! 

o ••a: 
1 1 • -o(x •l••l)•S(Sx •lx-2)• r(Zx ·Jx·S)• G 

E!ectuudo oporacion .. y oartlpondo: 

{Q•U•2 T)x'•(lo•H-l r)o•(o·H·S rl·D 

do donde obten•~•• el sloteoo: 

oo;a.¡y O 

z••J~-JY o 

(1) Cuando un conjunto do vectoreo •• llneolmente Independiente (de 
pendiente), es com~n decir que loo vectores oon llneolmente ln~epen7 
dlentu (dependientes), 

[; ; .:¡ 1 -2 ·S 

F<>r lo tanto, el •lstemo es lndeterllllnodo. 

lu es: 

Uno •olucl6n portlcu• 

o•-l . . ' T • ·1 

por lo que,una co•blnocl6n lineo! de los poliMmloo es: 

-H(x) • ¡(o) • h(x) • O 

Con uto heooo duostrado quo f{o), J{o), h(x) soa polln!!. 

•loo lineolmente dependientes. 

~jemplo V, 

Veomo• o! lu .. trlceo 

oon linealmente dependientes o independlontes. 

La ecuod6n de derendenclo llnool tomorl en ene cuo lo 

c.,.,.: 

. [: :]-· [: :] . ,¡: :] . [: :] 
<fHt.,.ndo opeuclonn: 

[ .. , 8•h 

" donde, '"' t¡uoldod de motrlcu: .. , • • .. , • 
6•lT• • 

• . • 



~hteu ~ue o~lo odooiU lt SO!uel~n trl~hl, por lo que lu .. trien 

propu .. tu oon llnealoento lndopondlent.,, 

fjemplo V. !1. 

~e ocuerdo con lo doflnlcl~n, lo depondonelo o lndepende!!. 

clo 11neol de un oh~o conJunto do vector<>, puedo vulor ,.a~n lo 

noturaleu do lo• .,calare• do l, como veremos en el sl&ulento eje~ 

plo: 

Conold<rel!lo> el ••~Junto de loo nOmHoo co~plojoo: 

e • h•bl 1 •• b e R, ¡. r-n 
Co!lo u vH en el Capitulo 11, dicho conjunto for1u un grupo obell.! 

no pll'& lo '""' y tiene lu ol;ulentu propiedades pora el producto 

por un o~rero real: 

C eo cerrodo para ol producto por un n1ls!ero <eol. 

V o, e t ~ f t 1, •, , C: 

" o(! 1 •• 1) .. , .... 
" {o•!) '• • u,•er, 

" o(h 1) • (o!) '• . , 1 .• ' '• 
po' lo que el conjunto C de lot nOuros eoaplojoo farao un upoclo 

vectorial sobre ol e .. po do lot n(!o!eros rulos. 

Si en cota enruc<ura anollzu.oo lo dependencia Hneol • 

dd co~juo.to 

S • 0•1, ·HI 

plante•ndo la eouocl6n 

c(l•l) • e(·ll)• 0•01 

donde lo• escolares e, 6 t ~. obtendroooo quo: 

} = 
por lo ~ue el conjunto S es llnealoonte IN~~PEHDI!NT!, 

Por otro parto, es claro que el conjunto C tu:bih forao un 

upoclo vectorial oobro el ca111po de los nO,.ozoo complojoo, 

En cote ""'"• el producto do un eseahr n lo 10ultlpl!co• 

e!On ordlnorio de nOmeros complejos y so ""rlflcan todu lu propio• 

dadeo que definen un espoelo vectodol. 

,O.nol!ce,.o• en esta eotructura lo depondoneh lineal del , 

"'ls"o conjunto 

S• {3>1, .¡¡¡ 

plonteondo la ecuael6n 

O(l•l} • S(•ll) • C•Ol 

donde ahora lo• eocalaret o, ! • C. 

Seon •· o•bl y 6•oodl, ontoncu: 

(o•bll (3•1) • {c•dl) (•U) •0•01 

(lo·b•ld} • (,.lb-le)! • O•CI 

de dondo se ob~leno el sl>teoa: 

uno de cuya• soluclonos •• 

b •O, c•l ; d•·l, 

htonc•• exl>ten e>cal&re> cooplojoo no nulao 

S•l·ll ul .. q~o 

o(;•!) • 5(-11)•0•01 

por lo quo el conjunto S es llneoloento D!PEmii!~!. 



... .. ' 
son conoocuenctu l..,e~!Hu do lo deflnid~n de dependencia 11· 

neo!: 

Teonu V, 6. 

To~o conjunto que contiene al vector cero u llnulnento 

dep•ndlente. 

Dnootrocllln. 

Seo {U, Y,, ,,,, Y•l un conjunto que contiene ol vector 

uro; onunceo,so cuople sie•pre que 

o, lr·o, V, •.,. ••
1

, 1 V11
•tr 

y cuolqulu escdor o 1 ~o. 

horomo V, ) , 

Todo subconjunto de un conjunto de Yeetoroo llneoloento 

lndependlena, es tubUn lndependienu, 

Duootncllln. 

Soo S• (V,, v,, .•. , V0} un conjunto de veotoTOo llnul 

nnto Independientes¡ entonceo 

., v, •• , v, •.. ····"· .¡r 
11 y olllo o! »1·o,• .. ,•o

0
•0 

por lo que o
1

v
1

•1l" ,!, y pod01100 concelor en lo exprosllln ontodor 

tuteo u,..tnoo como oe deoeen, 

De oqu! que, poro cualquier 5ubconjunto de S 

ol r slllo st 

per.dlento. 

(donde un) 

11,·~.· •.. •11 •O, por lo ~ue S es llnul .. Mo ln4e
• 

V. 4, Msg J piHENSlOH U ¡m ESPACIO Y~WB!.!.L, 

Conoidoruo• el ol¡ulento ~onjuft!o do vocto,...o ~• R0: 

G•{(t,O,I), (1,•1,0), (g,-1,1), (l,•!,Z)) 

Coao voroaoo o contlnuocl6n, ~uol~uler vecto~ do k' puodo 

eopre•orso co•o uno caoblnacl6n lineo! dO loo vectoroo do G. 

En efecto, ou (o, y, t) un vector cuolquloro do 11. 1: ~•

BOHrarno• que oinpre nlotn ucolueo o, 8, y, 6 e R Ules que: 

(o,y,t)•o(1,0,1}•~(1,·1,0)•y (0,-1,1)• t(I,•Z,I). 

De la upru!On onterlor oo obllono ol oltulente oiste· 

•• de ecuocloneo: 

• 
-~-Y ·14 ' • 

cuyo •a tri• &Dpilado .. 
(A.~-n 

Ududendo .... 
[: " 

" 
' ' 

" -' -' 
" 

motrh 

' ' 

' :] _, 
' • '" forma eocolonodo ten••••• 

~] 
don~e vo,oo que_R(A)•R(A,fi)•l,por lo quo ol ohtou u ~o.potiblo 

y ••loten loo eocoloreo o, 8, Y• & e R poro cualqulor valor do 

• • y. '. 

Por eo-

o quo lO> 

• 



Y<<touo de G 1eneroo al upocio vectorial K'. 

Hoy que notar, sin e~borgo, que G eo un conjunto do vecto 

reo Hneobente dependiente, yo que: 

(Z, ·l, 1}• (1, o, 1)+(1, ·1, 0)•(0, -1, 1). 

Ahora bien, oi excJut,.oo de Gol nc<or (l, ·l, l), los.· 

••ctorn resUnteo fo,-.orln el conjunto 

1 • {(1, O, 1), (1, ·1, 0), (0, -1, 1)) 

el <uol, co•o el eotudionte puede co10probor, u to"bUn un 1enero-

dor de R'. A dl!e.oncio de G, 8 •• un con¡unto lln .. l .. nte \nde-

pendiente y entone•• <e dice que e• uno booe de ~·. 

El eotud!ant< puede <Ol'lprob•r que s! exclu!mo> de D olKU· 

no de ou< vecto<eo, el nuev.> eonjunto que '" obtiene yo no oo un ~!. 

HUdor de R
1

. 

Def!n!c!6n. 

Se llamo ba .. de un espacio ve<torlol V, a cuolqu!or con 

junto H de vectoru de 1' tal que: 

lo. a eo linealJOente independionto. 

lo. Cualquier vector de V puede expreurse co .. combino· 

Co~s!dere~:~o• nuevuente el conjunto de aatr!c01 euodrodu 

•· { [: "1 , J 1 

el cuol, cor.o •• de,o<tr6 e". el ejemplo V. S, hrn un etpoclo veo 

torio! paro lao operadoneo de ... .,. y producto por u~ oocOlor. 

SI observ=•• la fonna de In utdc .. ~ue estln en el 

V-30/31 

conjunto A, puedo verlO ~uo uno booo do dleko oopoclo oo el ••~Junto: 

.. ¡ r: :].[: n 
coao dcaootraruo< o contlnuocl6n: 

1) Lot aatr!ces son lin .. laente lndepudlontot. 

En efeoto, la eouod6n de dependencia el 

.. [: :] ·•. [: :] . [: :] 
GUe, por l~uoldod do matrlcco, conduce ol slsroao 

"'- o 
2 "'- o 

l, • D 

cuyo ~n\co oolud6n os lo trivial, por lo que loo .. ulcu 1011 Indo· 

pendiente.. 

2) B genera • A. 

En efecto, cuolquior ootrh de A eo do lo formo . 

[: 

eo ~edr, cualquier ntrl< de A es uno coab\noc16n lineo! de lu ao 

trice< <!el conjunto B. 

Con 1} y 2), heaoo deaootrodo quo el conjunto B eo uno bo 

se de A. 

~n lo> do• cosoo onter\oros, o~boo oopo<loo voctorlolos • 

pueden ser ¡;cnerodos por un conjunto fin\ tu de voctoroo, por lo que 



l 
' ' 

di Y~~•• que oon espacios de Ol~SIO~ fiNITA. Ahoro bien, no to· 

finito ~e HCtO~eo, Por eJe•plo, el espacio de to_dos loo pollno-

1 \ • • • • . ' X 1 ' • • • ) 

y no puede ser JOnerodo por n!n¡Qn conjunto finito. 

de eopooico leo llouroiOO> do DIMENSION I~FI~!TA. 

A e><e tipo 

Pa«M> o~oro o la tnu de estoblecor una defln\cl~n de 

"di~ensi6n'". Aunquo la palabro Jl~ensl6n suele aooc!&roe o un con 

cepto geo~~trlco, oqul uuue~o• do enconuu un• definlcl6n opr~ 

piada en término• olgebralcoo. 

Conolderemoo primero ol cuo de dlmensl~n finita, poro lo 

cual ro~uer\~o• de loo doo teoru•• olgulente.: 

..... ,,. v. !. 

Seo V un eopoclo vectorial generado por un conjunto flni-

B•IV,, V,, .• ., Vnl 

de vectores l!nul ... ente lndependlentu. Enton~eo, cualquier conjun 

•~ que contengo -"'' de n eluentoo eo llneah:ente dependiente. 

De,.ostrocl6n. 

Seo S•{W
1

, ;;
1

, ••• , W
11

l un oubconjunto de V co~ nh den 

~«toreo (111>n). Co~o el conjunto B•{V1 , V,, ... , V
0

) e> un ~ener!!. 

~or de V, cualquier vectot do Seo uno COw.blnocl6n lin .. l de ele~on 

tos de 8; es decir, exloUn e~caUres "IJ toles~""' 

ii ,·o, ,V ,• ~,,V,• ... •o,."n 
;¡ 1•o 11V ,'"," 1 • ••• '"••"• 

Fonoe~os o~oro la ecuoci6n de depender.clo linool poro los 

eln~ntoo 4e S: 

11 W, •l,W, • ... •l.W0 ·ll" 

ll .. <Lplonndo loo vectore. W1 ~or sus rospectlvu exprulonu u th 

"!nos de los vectores de e, tHe,.os: 

~.¡a, 1¡;-1 , •..• a,
0

V
0
)•l, {a,, Y1 • ••• •a

10
V

0
)• ..• • 

•>(oV• ... •oV)•C" mOL,, mnn 

of~etuondo loo producto• y >grupondo: 

(l 1a, •>,a., • ... ''~"m> )V,+ ••• • {l 1a10 •l 1a on • ••• • 

• 'm"tnnlV n •ll" 
como v

1 
v,, ... , Vn oon l>nUl!!Lente !ndependlontoo, tene•os que; 

l,a, 1 •l 1o, 1 • .. ·"m"~, •O 

J. 1o 1 1 •1 101 1 • ••• ·•~·~~, •O 

l 1 a 1 n •l 1 a, n • ... •l.,_ o,., •O 

el cual u un >lste11a homoghoo de n ecuodonoo con • tnc61nltu 

.... 
Por lo tanto, los vectoru "" w, ••• ., "• oon llnul. 

oent• dopendlenteo. 

Con ayudo del teoruo anterior, puede dnoltnrse el •l 

~ulonto ruu\todo iliLportanto. 

Too«~• 1". '· 
Tod•s lA> bo,•• de un eopoclo voctor!ol do dll!Leno!~n fl 

>dtil, tl<nen el ml<liLO número de elementos. 

Dornoot,.d6n. 

s .. n 
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B,·IY,. V, ... ,'in) y !,• (W,. W,. .•• , W,.J 

<loo bun cuoles~uiou de un upocio YOC!o~hl V. 

Como ! 1 es uno bose de V, es un conjun~o Independiente 

JO, un os~udlo formol de tole• eopocios voctorioloo re~ulero un lt! 

t..,iento butonte ds cooplojo que el que oqu! hnoo uploodo. '" 
r ¡ene~• o V. e>pooio> vectoriales de dlften>l6n finito. 

!ntonce>, ol 1 1 es uno boso,debe ••r un conjunto tndepe~ 

diente r, por el teorcu V. a, ofn. 

El ols•o rozoooolento con 1 1 r B, lnterc .. biodos pruebo 

c¡ue n<•· 

Por lo tonto n•o. 

EHe ~Hioo teoto"o, nos portillo estoblocn lo sl¡uhnte 

De!inlcl~n. 

lo dl11.en•l6n do un upoolo vectorial •• el n~mero do el< 

autos de uno cuolqulero de sus bu.,. 

di• v. 
AH, puo o! cuo del espacio vector! o! ' . ' hnol vino 

' R •l, mlentru que poro el oopoclo A do IOOtrlcos del •l•!!!. 

plo V, 1! •e tiene que dlm A•!. 

Un cooo particular se preoento con Ol conjunto cuyo ~nlco 

ele~cnto "' el vector ce~o. hte conjunto (Ir! , ol cual eo cona 

do poro loo opetacloneo do oumo y producto po~ ua oscolor, y satl~ 

!ace todas lu propledadeo ~ue definen o un espacio voctor!ol, recl 

be el no=bre de "Hpoc!o coro" o "oopoclo nulo". 

Al espoclo nulo le ool,nornoo orbltrorluenu lo dloen· 

sl6n c<ro y diremos que u do dlmensl6n !!nito, 

Lo de!lnid6n do dimensión puedo i<ne<ollurse odn poro 

el cooo de eopoclos vectoriales de d1monsl6n Infinito. 

• 

Ejemplo V. 11 • 

En el ejeoph V. l demo.,r .. oo que el conjunto 

S••{{o, h, hJt o< R) 

es un espoc\o vectorial sobre 11. {polterh .. enu 00 v!6 qua ., un ou!!, 

upaclo de R'). 

Poro ello, obtengo<~OO prlaero uno bue de S. 

Como ve""'• los el .. entos do S son ternos ordenodu de n!! 

meros reole<, donde lo oe¡undo coapononto eo el doble de lo prl~oro 

y lo tHcora co<~ponente •• el triple do lo pr\,..ro, ohndo h prl•.!!. 

ra componente orbitrorlo. Entonceo, oo do •opororu quo el conju~ 

,. 
8•({1, l, J)) 

••• una bO<e de S. 

En efecto, C01<0 B'tlono un s6lo olomento y no os el v<c<or 

cero, el conjunto D u Independiente, 

{x, lx, Jx) de S puede obtneue cooo 

(x, h, lx)•o(l, 1, J) 

por lo que B e> una bue de S. 

Ahoro, eou B contiene un ocio vector, do la doflnlci6n -

de dimenoi6n se sl1ue que: 

dim S• 1. 

Como ejercicio adiciono!, pode•o• Obtener otra booe dos. 



Dicho bue, por el toon .. v. 1 debul contener u~ sale ole~>uto. 

que puede ser cualquier vector no nulo de S. Por ejemplo, el co~ 

junto 

{(1! ' lfl • JI! ) ¡ 

es otro booe de S, yo quo es Independiente y un vector cuolquiero do 

S puede cbtenerse cooo 

(o,h,h)•h (l!,ll!,l/1). 

Vale lo peno hacer uno obsorvoci~n odiclonol; 

Cualquier vector (o, h, lo) 1 S puedo obtenor.e tOlllbih 

x(T, o, D)•lx(O, T, O)•lx(D, O, T) 

y como el eHudltnH puedo verificar, el conjunto 

~·((!,O, 0), (O, T, O). (O, O,!)) 

es llneol•ente Independiente. Sin cmboriO, no es uno base de S yo 

que f no contiene vectores de S. 

-. -

fjuplo v. H. 

Seo G•{(1, O, -1), (!, l, l), (·1, •l, •l), (l, l, !)) . .'. uo conjunto do cuotro voctoroo e 

del .. pocio L(C) ••nerodo por los vectores de G. 

Cooo e contiene cuatro vectores de R' y dio R' •l, enton 

coo, por el teor .. o V. 1, G es llneobente dependiente. 

Anolicnoo entone .. <roo vector .. de C, por ejuplo: 

(1, o ·1), (!, l, l) y(·!, ·l, ·l} 

Iotoo vcctoros oon tamblfn l\nealoento dependientes yo 

que: 

" (·1, ·l, •l)•(T, O, •l)•(l, l, Z) 

Anolhondo ohoro los Yectoroo: 

(1, O, ·1), (l, l, 2) y (l, l, T) 

oe obtiene: 

(l, 1, 1)•(1, e, -1J•(l, 1, l). 

Puedo cooprobone flc!laent~ ~ue los e,.bhoolcnu reno~ 

tu do tres elncntoo de G, arrojan conjuntoo llne&loento depcndl•!!. 

te o. Sin ubOTIO, podeoos enccntrn subconjunto> de ¡; con dos '"i 

toros llnoo!monto independientes. 

((!,o, -1), (l, J, l)) 

Entoncu, lo dimen>i6n del espado 1•nerodo por G es l. 

Yo que di• R
1
•l, •• cloro que L(~} eo un oubconj~nto r•i!_ 

' plo M R , por lo que se dice que L(G) es un oubeopoclo propio de . ' . 
Enunciaremos o contlnuocl6n un teoreao que puedo oor do 

utilidad poro obtener buco de e•podos de di.ensidn conocido. El 

estudluto puede consultor lo refuenclo 1 P•l· 6U poro uno d .. o!. 

troei6n. 

cor .. o V. 10 

Seo V un espacio vectorial do di•enslb finito, con 

dio V•n. 

o) Cualquier conjur.tc de ••«oreo de V llnool .. nto lndependhnto 

es un oubconjunto do alguna booe de V. 

b) Cuolquler conjunto de n vectorco de V llnool .. nte lndopend!Cn· 

te eo una baoo do V. 

' 
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Coordenodn do un voctor con reopectc • una buo. 

En el ejemplo V. ll, de~oonamo< que el conjunto 

•· {[: :] [: :]) 
u uno bue del e•paclo vectorlol de motrlceo. 

oobre el campo de lo< nolmeroo coonplejoo. 

SI conoideromoo una MHiz de A, por ojo11plo: 

,. [ . "] 
. ' " 

dich .. Hi< puedo cxpr<,.roe como uno COIO.blnocl6n lineal do In 110 

tricu de lo bue e coco: 

co10o conjunto• ord.nodoo, Ao!, o! tono••• lo buo do A: 

. .. \[: :] [: :l} 
loo vectoru de coordenodu de 11 en lo bne B' oerln: 

(HJ 8 ,· [·~] 
Oeflnicl6n. 

Seo V un copado vectorial oobro un campo K y ••• 

e• ¡V
1

, v
1

, ••• , ii'
0

l 

uno booo ordenodo de V, 

SI V •• un vector do V tol ~uo 

ii·o, V 1 •o, ii'1 • ••• '"n"n 

entonceo, o loo eocolareo o,. o., ... , •n < ~leo llUIHnoo coordo 

nodu de V en lo b .. e B, y o! ureJlo 

(o,, o,, ... , o
0

) 

le llomHe~•• vector de coordenodn do V en lo bne !, 

A loo eocolareo 1 y ·l de C, les lhJUmos ccordenodu do Co•o heMS •loto, ol B •• uno bue do! c•poclo voctorlol 

foto• coordenodo• pueden reptuenune Jaedlonto el •i¡ul!.n 

(M) 8 • (i, -ll 

al que oc conoce col'IO "vector de coordonadao" de lo utriz M "" lo 

En oc .. ioneo, se aco•t""bu repreoentar los coordena<lu 

medionte un vector colu"'n~. Poro nue•tro co•o tendrlamos 

(H)B{:] 
Hoy que hocer notar que el orden en que oporecen loo e oc~ 

hre< en el vector de coordenado• depende del orden en que opore· 

cen lo< vectores en lo base, por lo que cono!deurno• • lu b•••• 
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neal de loo vector•• de lo bne. ~uoouore,.os o contlnoocl6n • 

que dicho uprH16n •• On1u: 

En decto, •e• B•{ii'1, v 1 , ... , ii
0

} uno baH de V, y ou 

¡; e V un vee<or cuolquieu del copado. 

v· ~,v,·~,v, •... ·~.•. . {1) 

Supon¡¡o•o• que ¡; tiene otro expre•l6n en th11inoo de loo 

voctor .. de la ~ .. e: 

ii'·B ,;;, •6 1V1 •,,, •!0ii'0 

re•tonJo {1) de (t) •• obtiene 

. { ¡) 

ll'• (o, -B,)ii', • (o 1 -~ 1 }ii1 •,,, • (on ·Bn)ii'n 



Ce10o V,, v,, ••. , Vn un llnul~onto indopondlontu: 

••• ~ •• o 

o,. ~ •• o 

o • 8 • o • • 
ento~ces, porleaos concluir ~uo 

Q '. ~ ' 

o,. ~' 

• • • • • 

. . 
.. 

.. 

quiera V <V en tfnolnos do loo voc<oros de h bue B es Onlca. h 

claro entoncoo ~ue V tiene un oolo .. ctor do coordenadas en lo bose 

•• 
~Jnplo V, 1S. 

ConoldoreJOoS lo buo do R 
1
: 

~- ((1, o, 1), {1, •1, 0), (0, ·1, 1)1 

obtenido ol principio do esto ooccl6n. 

EliJamos ahora un Hctor do R
1

: por oJe~plo: 

•• {l, ·1, l) 

y obtu~•mo• 1u coordenodu do V on lo boso B. 

Olchoo coordenadu secln los ""color•• o, 8 y y de R to 

l•• que 

o! ohtna 

{1, •1, ¡¡.,_ (1, o, 1)• 8(1, ·1, O)•y (O, -1, 1) 

Lo igualdad plontoodo entro loo elementos 

. . 

• , .. condu<e 

·1• -8-Y .. 

cuya •oluci6n •• 

••• 
que son los coordenodos buscados • 

Entonces, el vector do coordenodoo do V on loboso B •••• 

tYla • (l, 1, o¡ 

t• {(1, O, O), (0, 1, 0), (0, o; l)l 

es otro booe de • • • 
Puede verse clor010<nte ~uo 

V• {J, ·1, l)• J(1, O, 0)•{•1)(0, 1, O)•l(O, O, 1) 

por lo que ¡., coordenodu do! vector V on dicho booo oon proclu-

!lento suo co~pon<ntu, eo doclr 

(V)~· e;, -1, l)• V 

¡.. la baso E do R ol¡unos outous lo lluon "buo noturol" 

o "b"'o ~·n~nica". 

ordenad., de na~oroo reole>, es decir: 

R"· {(~ 1 , x 1 , ... , -'nll •,, <1, ... , •n < R) 

>u b .. e can~nica u el conjunto: 

E• ((1, o, ... , 0), (O, 1, ... , 0), .. ., (G, O, .... 1)) 

V..W/~1 



Sean s,~ {(2, ·1, O), (l, 1, 1), (0, ·1, 1)) 

' Bo• {(2, O, 1), (1, 1, 1), (l, ·1,·1)) 

do• bo•oo de R
1 

y ooo • < R
1 

un vector cuyoo coordenado• reopecto o 

lo bue ! 1 •on: 

(V}!. (1, 2, ·1) 
' lCUII .. oon tu coordenodu de Y en lo buo a,T 

Primero obtenauo• ot uctor 'i u tu fono do terno orh• 

i'·1 (2 ,•1 ,0) •2(3' 1 ,1 J· (~ ,·1 ,1) 

i'• (!, 2, 1) 

{t, %, 1)·•{2, o, 1)•!(1, 1, \)+y (l, ·2, ·1) 

cesultondo el oloteoo: 

·- lo•l•ll ' . ' ,_ t. ¡ T 
,_ ••1· T 

cuyo ooluc16n .. , 
" ·- " ,. --, -, 

por tanto 

{V) • ¡.!!', ll, !¡ 
1 • l 3 l ... 

'· '· ESPACIQS VECJOR!AL~S R: ppNCIO~ES. 

El O>tudlonto ho tonldo yo upllo uporlonch en el "'"!. 

jo do funciones, enl fulllutudo con concoptoo taleo <:o11o dool· 

nlo do uno función o l"'l<n de un <l<"-<nto 0<1411 uno r<lh de co .. 

rroopondenclo y ouy probobt .. ente ho efectuado cooblnocloneo lino!. 

En es<o oeoolón nos ocuporeooo del .. 

tntu.lento de ¡., funcloneo.uoo oluentos de un oopoclo ve<torhl. 

A 11onero de reouoen, presento••• ol1unoo dof!nlclonu y 

conceptoo blsicoo: 

Fund6n. 

Pefiniclón. 

Sun A y 1 doo conjuntos no vaclo• cuoluqulero. Uno • 

r: ~ ~ a 
A los conjunto• A r 5 se les lluo doolnlo y codoalnlo 

de lo función respectlvomonte. 

SI • < A, d e\eunto de B osociodo o X udlonte lo fuB· 

clan f lo repreoen<oaos con f(•) y le llooons "ioo,en do • ••1dn 

!". Eoto puede llustrone oodlonte lo sl¡ulento u,uro: 



l 

' 

... f(x)c B 

Fl¡uu V, 1, lluotnd6n del con~epto de función. 

'.) 
y d otl. y f u uno función, el producto ar et uno funcl~n tal quo 

(d)(x) • a !(o) '" 
El vecto< cero do ono eopoclo u lo u .. odo "función <!. 

ro", lo cud u uno funcl6n f tal que f(o)•D V o. 

Podeaot encontrar ol¡uoot tubetpoclot do ette eopoclo V!.C 

torbl, loo cuolet ton lla .. doo frecuent .. ento "upoc\ot funclou-

leo". Cooo ejemplo• pueden cltoue loo tltulontet: 

!) El conjunto de todu lu funcione• defln!du en un lntorvolo • 

dado. 

funcione• t y g de un conjunto A en otro conjunto S I) 

" conjunto " todo o "' pollnooioo. 

Joogen de cualquier elnento del dool· 3) 

" conjunto •• todot "' pollnooloo •• ¡udo '"· olendo n fiJo. 

lo •lo ... Slob3llcu.ente: ., 
" conjunto " todu ••• funciono• contlnuu en un lntenolo -

'1 x < A. do do. ., 
" conjunto " todu ... funclon., dorlvoblu on un punto dado. 

~•• el""' mh conoddu de fundonn oon a~uellu que ro 6 ¡ " conjunto •• <odu . .. funcione• ln,.aubloo •• •• !nunolo 

laclonon un n~ero roo! con otro por ~edlo do uno reglo de corroo· 

pondencla f, u decir; funclonH del tipo: 

como ejemplo• do ooto tipo de funclonoo pueden cltoru 

f(x)• zx' 

g(x)•/J ,.n (lx) 

h(x)•x'•e' etc. 

El conjunto do todos eotos fuoclonoo fonoo un eopoclo · 

vec<orhl pon In Op«OC!ones de ono 1 producto por un eocolor, 

Como ube=oo, 0 ¡ f y 1 oon do• fundon .. cudeoqulera, la fund6n 

ou~o f•l eo ·~uello que reh~lono ol nnmoro roa! x con o! n~~ero · 

.. ,¡ f(x)•g{x) lo cual representamos mediante: 

dado. 

7) [J conjunto de todot lot funclonet y tolol que: 

y"•ay'•by•O 

donde o y b ton conHonuo dodu. 

etc. 

Dependencia lineal. 

SI repreoentoooo con F, ol conjunto de todot lot funclo-

neo roolu de varublo , .. ¡, cooo F •• un otpoclo vectorld ooho 

R, •• cloro que loo concepto• de co•blnoc!On, dopendonclo e Indo

pendencia lineal ••n opllc.bl., tonto o lo• ole•ontoo de F como 

a Jo• elo~onto• do cualquiera do '"' oubo•podos . 



Vor eje,.plo, 1 .. fundonu f 1, t,, f, 

son llneolmente dependientes. 

En efe<to, co•o 

co•'~•sen 1 x•l 

so tlne que 

...•.... : 
f

1
•Sf

1
•H 1 

V' I E R 

< P uteo ~uo: 

Y l < RP) 

' ' 

por lo que f 1 es uno co=~lnoción lineal do !u fundonu ! 1 y f,. 

tje~plo V. 17. " 
Lo• funciones lx'•4 y x1

•1 ••n llneolmento lndopondlontu, 

o(Jx 1 •4) •Hx'•l) •C 

l~pllco que 

o•I•O 

" 

En efecto, do (1) •• •t¡uo que 

(lo•l)x'•{lo•I)•O 

1 por l¡uoldod do pollno~loo 

Jo•i•O 

oa.e.o 

" 

olot .. o que o6lo odaiu lo soluc!Cn trivial 

• ( 1) 

'' 

" '.- ' ' 

(l) b fonoo oonos eotrlcto, oe ocoHWlbr:. hb14r de lu funciono., 

co•'x, oen
1

x y 5, cooo eventuoloente lo horeoos. 

' ' 

!1 WronsUono. 

htobleeereaos ohoro lo independenclo llnul do los fUftC\!!. 

nu del ojeaplo ontnlor utillundo otro aHodo. 

e~pres\6n {1) oe obtiene: 

SI dodv .. os lo 

•• • • • { Z) 

Loo expresiones {1) y (l) conducen ol sl¡ulente s!Hno: 

Ox 1 •0)o•(x 1 •1)!•0 

Poro cuotquler ~ fija, o<te •• un oloteao homo1oneo on lu I!J. 

c61~ltu o y a . El detoninante de lo matriz de cooflclont .. , llo· 

l!l&do Wronsklono de lu funciones h'•4 y ~'•1, eo: 

l
h 1•1 . . ' • '.' 1 

' . 
Pu.,to que ul<te al menos un valor do • pou ol cuol el 

deto,..,lnanto no oo nulo (de hecho cualquier xOO), lo o o lución del 

•loto!llo •• a•!•O y 101 funcione• ••• linealmente !ndependlonteo. 

General\zuemos ahora el procedimiento anterior: 

Oeflnicl6n. 

Seon f
1

, f,, , .. , fn funcione• derlvobleo al acnoo n·1 V!_ 

, .. en ol Intervalo ••• .,_ 
" determinante: 

f 
1 
(x) f' (~1 rn t ~l 

f ; (•) f; (x) f~(x) 

11(~)· r·;t•l t•;t•l f~ (x) 

So u ... l'ron>lhno do ¡., funcione> f 1 , f 1 , •.• , ín u ol 

lnto~olo:~''''"'''''·-------------------------'--------------------------J 

• 



Teoruo V. 11 

Su W{x) el Wronolr.luo de lu funclonu ! 1, t
0

, ••• , t,. 

u el lntuvolo {o,b). 

SI W{x 0),00 pon olgdn x 0 en el intorvalo entoncu el con 

j~nto ! 1 , f,, ... , f ., ll.nul~ente Independiente. 

Duoot~od~n. 

Lo ocuoc!6n de dependencia llneol u 

son llnoolaente lndependlontoo. 

Soluclh. 

El Wron•klono de f 1 , f 1 1 f 0 eo: 

j senx 

"'' '"" 
-senx 

-senx 

-con 

' .. , 
o 

yo que existen valores de x poro los cuales W(x),OD, por el teoreoo 

V. 11 los funclooe• e,, e, 7 f 1 oon llnool .. nu lndependlent., on 

d<rivondo n-1 vocos: el lnUrYO!o ( •, •). 

o,r; {x)•a,fj (x)• ... •a
0

f'n{x)•D ~ 
fje~plo v. U. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
a,f¡n·lhl •a,d"" 1hl• ... '"nl~n- 1 !xJ•D "·•"' •' 

SI hoc .. oo o•x, tenu.oo un olotno hooa,enoo donde W(x ,) 

01 el d•te:nolnonte de 1a ntrh de coeflelenteo¡ coao OS!e dne:no! 

•ante •• diferente de CHO el !lotemo od,.lte sOlo la solución tTI

Yial. 

fntcncu, el dnlco conjunto do volor., de a,, o1 , •.• , a 11 

poro lo• cual .. lo ecuación 

a, f 1 (•) •o1f, (•l• •. ·"'nfn(x)•O 

se utlsface n todo el lntn ... lo (o,~) os 

tsto pruebo que lu funclonn oon llnulmon\e tndepe11-

dientes. 

Eje11plo V. 11. 

llo11ostror q"o lu funciones f 1 , f 1 , f 1 toles qu 

e1 (1)•CCH \> x < R 

. . 

Seo S• l-•2t•oont, Jelt, zun t -~ •21¡ 
un conjunto de funcioneo do P, detetlllnor el oubeopoelo 

• 
por S ao! eooo lo dioenoldn de dicho subeopoelo. 

Solución. 

dependlnte, pon ,, Cllll obtonemoo •• WronoUono do ... 
.• n. "" ' le2t lsent -~ ,2t 

W(t)• -lelt• "' ' 
6elt lcost •" 

-··lt -sen ' ue2t -Z•ont ., •" 
ter<:Or ren1l6n r .. pectivomentt: 

•• Zt • ... ' le2r ' "" ' 
) ·" ., 

W(t)• . ' "" ' • "' ' " ·• . .. ' ., "' 
. ; '"" ' o .;o "" ' 

1enerodo -

f~nclones 

' 

•• 



1 

1 

1 , 

•l IU t • COl t ·• Uft 1 • J COl t 

·S lOft t ·10 Ion t 

oont coot·ZO oen 2t•10 oent c~H) 

p~r lo que 

W(l}• O '1 t < R, 

En uu cuo, el teorou V. 11 no nn dice nodo roopecto 

o la l.ndependench do In luncloneo. Poro poder oflnoor que oon 

lloeol .. noo dependlutu, debeooo obtener treo ucoloreo o, S y T 

tale• ~ue 

'" 
Dlc~oo escoloroo pueden colculorto oodlonte un oloteoa de 

Ues ecuocloneo obtenldu 1 partir do {1) pon voloteo fljoo de t,. 

de.ootundn pootorlor~ento que lo uproo16n (1) oe,utlofoco puo • 

toJo t < R con loo o\oooo ucohru ~btenldoo. 

Pon nuestro coso, ~ochndo 1•0, t•f, t•• en {1), u ob· 

tlonon ¡., <euocloneo: 

·o•l~·iy•O 

(l·e•)o•le• •• (Z·} e1 )y • O 
.. •• 1 .. 

·• o •le •·r o l" o 

h ooluc16n ¡ueul do! ohtooo u 

·-· y Utlo ooluc!On particulu 

6• 1 • T" • ¡ 

notituyendo utos .-oloreo u (1) tu .... ., 

~(-olt•on t)•lelt·Z(Zoent·}o'l•O 

Rehc!On que so cu~plo 't t e R, por 1o quo lu fundonu 

I~D lincaloonte dependlontoo en el !ftterval~ (·-· -). 

Ahora htoa, caoo ol oltudionto puede 4ooootTOT flcllooato, 

cualquier subconjunto do S quo conten11 doo elcoontoo u llneolon· 

te independiente, Por oje~pl~ el conjunto: 

lclt) 

el cual eo uno booo deL(!), por lo que 

dio L(SJ • l 

'f el oubeopaclo 10norodo por S cott constituido por todoo loo fUS• 

clones de lo foroo 

Ao·H ·~ sen t. 

. . . . . . . 
La no onulacl~n do Wronsklono on al oeooo u~ punto do! 1! 

tarvolo, u ~o eoublecido eOliO una condición ou!lclonu paro 1a !!). 

depondoncla lineo! do un conjunto do funcione• (tcorooa V. 11). E! 

to condlc!On no oo ncce .. rla, r• quo o! WronoUano puede onuloroo • 

en todo ol Intervalo tiendo loo funclonu lndependlntu c .. o •• .. 

lluHto en o! SIIU!onto ejemplo. 

'" lunolonoo ' ' • tales que: 

f (X) • • •• ( ·1 • ,, • ' ' 1 (x) • x ¡x 1 • • ' ( •1 • ,, ... llne&lllentc lndepcndientoo •• ., ln,.rvolo ( ·1 • " kiano oo nulo en todoo los punteo do dicho lntorYolo, 

En electo, on ol tntorvolo (·1, 0): 

f (x) ••' ' t<•J···· 
por lo que 

' " Wront· 

• 



_, '1 .• _, Y. K< (·1, ~) 

y on fl lnt.,volo (O, 1): 

f ( •l • • • 

por lo qu& 

1
'. 

W{x)• 

" 
' '1 • • 
" 

'l'xc(O,I) 

En consecuencia, de (1) y (1) oo olpo quo: 

l'(l<) • o .,. •• (-1' 1) 

"' 

• • (2) 

Sin ombar1o, puedo douotrono flell•uto que f y 1 1011 

llnooloonte lndependlontco on dicho \ntorvolo, yo que no exl5ton 

dot .,edue• no nula• uleo quo: 

• 
' --

' . -

of(x) •a g(x)•D, Y • < (·1, 1) l,• 

. . . - . . . . . - . - . . . - . -

!ISLIOCIIAflA 

~ellfteth lloffoon 1 Roy lunu 

u,ebu Lined 

Pren<l<:e Hall lntorllaclonot, 1f7S. 

Too 11, Apootol 

C.lculus Vol, 1, lo, odtctilll 

edl<orlol RnerU, S, A., 1171, 

Soreo Lon1 
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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 

EDUARDO SDI.>.R G, 

'"Ó'"' do to ~"'-'''" -· Couc<u u,.,.,. de t. '•••l<od do 

hi<•<•<l• •••• u . •. '· •• 

• 

• 
••• S '" conJunto no voc!o, oo ol cool •• dcf>oo lo rola< lec 

do ••••ldad cntr< ouo olc•cnco" un• Ope<ac1''· "'""'' ' 

on OL<ho conJUotO •• uno «l .. iOn que aooelo o codo ~" 0<0< 

nodo la,b) do oieoentoo do S, un ci-nto tn1eo o • b , ol 

cual """"'"'" 11,.,., nooHo<lc do 1& oper.C16< .. 

01 ol rcoultodo de 1& op .. oe16n ootJ on el ~<.¡onto S • " 

d<e• "'" S •• c•u .. o con tnpoeto o dicha O¡><uc<On: e<! 

lo coa) lo opcroc!Or. '"1 do"nldo on el conJUnto. 

••• o ~~ conJunto do loo ""'""'O' "'""' .. ONJ > ooo e lo 

OporoeiOn •~ ¡+J. 

A coda ,.., onlenado do na...<oo notu.ol•• !a,b) '"""'-•· ••

dUn<e lo operaoi6n •-· ol nC.o<o o • h, el euol •• li<>l•o ¡· 

~ ootJ tamt<•• en loo "''"'''"'· 

Po• •l•~•••• 

al por o•donodo !l,ll ••o<l•""'' el n!lrnero l> ,, 

1 • , • ' 

ol pa< ordooodo 1!,11 •••"'•""'• el na,oro '' 0o 

, . . . ' 

1 

., 



·. 

lo,l,ll y ooo • lo Of'<'r&<16n doHn!do por la oi9u1o~ 

• • ' ' 
• • o ' 
o ' ' ' 

., .. ·l -0-<>·· 
~>•1·•1 

'"""'' n pUM< ••-••• •• '' ,..,,,, d.ow '"''"''"' '" '' ~ 
,...,. do lo lzquloodo y ol ·-.., ol oono¡l6o ouporlor. tl 

rooultodo do lo oporoo16o oorA ol ol ... oto quo oo ••~••••• 

' . ' -. 
o •• ., ...... oode....,o (y, u Oooel...,o ol 

··-~·· 
a' u 

doc:Uo ' • . -• .. ~· o<doOAdo (o, 11 aooc:u..,o ol ol-Mo " " 
dOCUo • • . -' .. ~· ........ ~~.y) oooel....,o ol "'""'""'" '' .. 

• 
EJ..,plo l.l.l 

L.o divid~n u u,. opond~n binorlo no do!in>do on ol 000)0!2_ 

to d. loo n~<Oo ontoroo 1<1, puooto quoo 

~ •·•' • •• ·-•· q .. E' • 
pooo no obounto ""' 

-· pau·'·'''·T'' 
•• tton. t~16n quo .... '·' ' .. ~ ~ ,, 
eon lo ouol yo hCI oo CWOf>IO paro todoo loo nl!ooroo on<oooo. 

Propi ... odoo do lu opondonoo binuUo 

oi paro 6oo ol-t.oo ""''''""'''' o y b dol <On)""'" oo 

~lo""' "o opondo «>n b' oo ol •u- ol-nto quo 'b 

oporodo con o' o Oo"> 

~ ••• ' ••• ·-·· ••••• b. b •• 

"" lo ouoooluo ut1liooremoo ool.-onto ooto ~1<1•• formo 

... .. '"""""' .................... . .,_,.l. l.. 
a) t.oo op.,oUonoo ... odle16n y .,.atpll~oe<en on ol eon}W>· 

<o do loo n-m• '""'"' !•J oon «>...,.<ouvu yo"""' 

Y o,b < • oo e""ple q~• o • O • O • o 

dooUo IOy•B ""·"'"""'""ploquoo•b•b•o 

•••• bl t.o opo<oelen O on ol """'""'" & dol •l••plo 1.1.2 no oo 

. . ' .. ' ' 
' 



po< lo tooto 

'''"''' 
21 Uno oporoci6n binor1a A en un conjunto 5 e• "aoooiativa" 

oi ~ 0 , b, o< 5 oo ou"'Ple gue ••lb«l 

o) Lo odJ.oi6n en loo """""' """'-leo •• ooooiouvo, yo que. 

~ o,o,e < "oe ""'"PlB que o • fb • e) • (o + b] + o 

b) La oj>eraoiOn 

<lv•, yo que 

en el conjunto S del eJemplo !.1., eo oooet~ 

,. o,b,o, S" cumplo que oo[bOOI • l"b)Oe 

Anolic"""' uno de loo """' pOoibl"' 

•• 11 • ll o • • ' 

' ' ''1''·"''' ' 
po• lo tonto 

a O 10 O yj •lo A fl o y • 1 

El onilfoio exhououvo do todoo loo caooo oo uno '""' co!'_ 

oide<oble• oin o<hO<qo, •• <•comiendo al eotud,ante, en eo<e 

<l<"PlO, VO<ihcu coda una de loo uoute"too o!1,...,.<1ona" 

••hOO) loOliO~ 

O O {o O yJ • 10 A al O y 

O • {y o ol {1 O Yl O " 

y&toO'I {yOaiO' 

' • li • •1 

• 

'"o,o,e • 5 

oe CU~plo que 

oO(boe) • 1"01« 

on o .. e a lo '"'' podemoo afinoor que dicha opo.,o!6n •• .. o ........ 
Jl •• dioo que un e<>n¡unto s ootl dotodo "• "&loHn<o !dl-otl 

co" con reopocto o lo opc<Oo<Gn b!oorio o "' 

d•<Stolgue,.,,s 

oe Ueno qua 

independiente""'·" de que lo op .. ociGn O ooo co"""'"'"' 

o no. 

se n.o. ""'"' que pu•d• edotir un"'""'""'" ou• o•• o~ lo 

id.ntico por )o i•quie•d•• •• dooir• u a • • ' ' o "'"" 

que oeo o6lo id~"ttoo por la docoeho' eo d•<1• • ' u • o 

o) '" olOO>ento id~otioo para lo ,.,., on el con)uoto de lo< 

""""m• reoloo ., •1 ""'""'o cero, yo quo• 

, o ' • to) ••• ". ' • 

.. """' qup 

• • o - o • • • • 

b) El elemento id~otioo P"" lo ~ultiplioao,Gn on ol con¡untc 



do loo ~<la .. oo noloo oo ol nr...tco ono, yo """' 

• 1 < o tol q~o V o < • 

oo Uon• quo 

• • 1 • 1 • • • 
Ol s .. ol eon}uoto do loo nboo<OI ontocoo y ••• • lo opo<! • 

o16n doHnldo """"' . . . . ,. .. 
, .......... ··~··. '""'""""'' lo ...... O<dlno<lol 

ti olo ... nto •••• ._. ........... .. " o ...... 

v.,, .......... •·•·••••• 
ohntuo quo pon ooto oporoel~n no oxloto olooonto ld6nti 

eo •••oello. 
di So do)o ol ootodUnto oneont<&r ol olomonto 1dlnt1oo pO<O 

lo Opo<o016n • dol o¡omplo 1.1,1 

<1 ho un oon¡~n•~ 8 d~todo ~- ol..,on<~ idtnt!oo • con nopao 

too una cporoolOn bln&<lo o . Un ol...,oto ~ oo Oi<o tn-.. , ..... ,,, 
• • • • • • ¡ - " 

, .... ,...,uont-nu •• q•• •• """""'"" • ••• co""""""' 

o no lo •••· 

so h•oo ""'"' quo un ol-nto puo~o ""-' tnvouo ~lo 

por lo llqulo<do, •• do<!<o 

¡; • • • "' 

o O<on, tono< 1nvo<OO oOlo por lo dorooloo, oo do<1<= . . ..; . . 

. . 

• 

ol tl ol-nto lnvcroo do o f>OU lo ,,..... on ol ccn}•nto ~ • 

lo• rooloo •• {i • • o lll..,do o<mftneo ~o ol, yo qu 0, 

.. 
Va<~.•-• '"""" -••••••1-•1•0 

(roe•hdooo que el ee<o •• ol ld(nUoo pou lo ,....,¡, 

do loo n~<OO <<•loo •O 

... " o ' ' •• J i ...... 
. ' • • ¡ lllo,..Oo <oo<p,.>eo ~. ol, 

.!_ • • • • • !. • • ' 
l .. od<deoo quo ol uno oo ol <d•nueo pO<o lo molt!pl¡e~ 

ol6nl. 

el Poro lo opo<Oo<6n • on ol conjunto S dol o}o~plo l. l.) 

ol tnvouo <ogulordo do 1 oo '' yo ouoo 

l • ' •• 

lo oo ol iOintl<O p•<o )o opo<oo10n 41 

~ ............... . 
do donde pod.-,o oonol•ir qoo O no <tono 1nvoroo. 

U oon""'oieoto O..oer noto< quo o1ontroo al lOfnu"" •• ol 

oo.J..., paro todo ol conjunto, loo lnvorooo oon proploo Oo oo-

Sea nora S un oon¡unto on ol cual •• Ooflnon loo oporoclonoo 

binort ... y t. 

S) L.o opono16n • oo 'dUtr1buuvo por lo Uqulordo" oobro 

, 



~ •. o. e<• 

O) l..o op«a<16~ ' e• 'di•«ibuUYa p<>< U dorKha' oohro 

......... 
lbOo)•a • (b'o)<(o'ol 

'd<otr1but1vo') oob,c otr• ~roolén a, oi< 

•• .,..,,. ... ., •• P'" '" "••••r•• r por 1o •• ,..,,. r -· '!. 

oultodco oon igu•lco, •• dootr, ~· od..lo do <~11< con 

lo ouol 1mpl1oo guo, 

l•'bl'lo•el • lb'o)A(o'o) 

uuva. 

•J•mplo 1.1.8 .. 
a) En el <en}unto do loo nelmoroo ,.,¡.,, la ~ult!pl!ooo16n 

•• diotribuUva oobro lo """'• r• gUo• ....... ,. 
o< tiene gu< 

a lb • o) • ••••• , .. """'""""" w• .. .. 
guiordol 

, ... ,. ....... , .. 01ot<ibutiVO ~· .. •• rocha). 

• 

y ....... , ........... 
b) En el eon)untQ do lo• nWoe<oo roo leo, lo "'"" ,.,. ., du 

a ' (be) > (o < b) (• • O) 

l. >J CIUII'OS, A>i1U.OS y CA!<POS 

On "'"' ... olg<broJ.oo •• uo oon¡un«> oo •oelo • , on ol 

"""'' •• dehneo ur.a o ""• ope<o<1onco "'""'tu. 

doo roopo<-to • lo• ol""""'"' des, loo UO<..,.O ol•o~rote<>o 

poooon oior<a ... <OO<OU internO. 

~otudlar-• • contlnoaet6r. lo notuulo,. do loo p<in<ipoloo 

ootroe""'" .,,.,, .,. ... -

CllUI'O S 

Lo eotruoturo algebraica ••• oimplo gue oqu¡ ootud1or~o 1 , 1 

Un <OO)Unto "G' no v.e(o lor~• uo grupo con <eopo<to o lo 

operoe16n "'"''" •, oi ewoplo eon 1 .. "''"'""'oo proph~o 

Cl) G eo ee..-o•o eon ro•peoto o lo opo,.e16n '' 

O o, b t G •• <=plo qoo •• b ' (. 

• 
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•• b •• '< 

En ""'" a G< l<xfotonolo do tnvonool pod•••• .. ortb.r' 

"'':;. u·ol. ;. lo'<l 

'" ... • " ""' '"'''"''"'1 tonomo" ... " • •1 'b • " • •1 . ' 

'" ••• • " lpmp1<dodoo •• ••• '""""'' tenomo" 

G<' •••• ••• 

'" .... • " lp<Op!odndoo .. ' '"'""""1 '"""""' 
GJ' b • e 

v .. ao qco portfondo do lo ••P••o16n «• h hqoludo Y hoel<ndo 

uoo ··'~···· •• ,. "'""'''"" ......... """"'' "·····. lo •••• _., 

"'"do ¡ 0 """'"' Ion ol oontfdo quo '""''"U eon<!icico.ol), """ 

lo qu• honGo doocotro~~ quo, •• "" qropo• 

O'b•O'<:?b•~ 

!So ~•l• ol .. tudUnto lo doo.onue10n do 1• '"""""' P"'" do """ 
Toor.,..l-

que '"'''''"' •••• pooo. 

~ •• b G, lao oeuoo1cnoo o•• • O, y•a • b, """"" •cl~c.cn<• 

""«•• • y f "" ol "'"""' 

----111 

'" ' • ' ' 
'" • • ''"' • • • • 

"' " • •1 •• ' • ... ... ' • 
"' • ' • 
r•• lo qoo • • i • b •• ono ooludOn do 111. Supono••o• ooau qo. 

... b 

do dando " • a.', TI• • • •' 
.... b 

'"" lo ouol homoo do,.,.,otndo qoo la ooloo<~n o • 1 • bu Gn<eo. 

Anllo••••"'•· pode""' """'"'""'que y • b • O •• lo dn<•• oolu<16n do 

,. •'"""" , ..... . 
••••••• ""'"' •••••• "" ..................... 1 • b .... b •• 

"'" •• ••nuol •ueront••- <n ea"'~. quo ol •rapo •~•., '"'"'"" 

... '"'"""'" 

.. ... 
•ti !nvc<OO ~. "" elo•ooco '" un o••P<> •• Qnloo'. 

'" Ol•·e<o, ,.¡ '""""" ,¡ <• o es la On>eo ool•e!On do lo <<uo<!G" 

" .. " 
•u !nvono Oe • "' • 

!-' 0<·<«• " a t G• 1!1 • a 

" 



~<D«~o Vl' 

""' 1nvoroo del «oultodo do una operoci~n eo el rooultodo Oe )o 

O!'<nol~n rlo loo !nverooo en o<rlon eon'<orio". 

"' Oee.r' V o, b < G, iébl • 5 ' ¡¡ 

• p.q<" 

, •• b' ' 
tn boo< o 10 ,,a,ieOod aooe!ativo do uno Op<<oeiOn ' on on qrupo • 

"' ~"' eualquie< • < , , • < •• 
• • . .. . . - -.. " '-'"'inoel 

' • , . . "'"""·'" irlfnt!eo ""' " dOn . , 
• ., ,., • • ; ; ,, 

'"""'""'' 

poro euolquier • < C y o. n < '' 

• • 

' . , 
,¡-, •·•········• '" ''''""'' 

-· < 
lelC"<OCO <<-fnueo f.O<O lo ~"''-'Pl•cool!•-1 

• ••• 

Op<<~ 

" 

•• • •• •• "r 1•"1" • •"" 

bl " r. •• y ••• ,. '"'"'· 

01 no• Ó><< ouoo 

' 
' ., 

••• • ' • ' •••••• • • (n '""'"""'' ... 
••••• ,_,, • (-0) . . . • '-•1 

~·····••••1• y ~···•l . ¡...,¡ .• 

""''' en lo que •• do!!o• ""' ••<• o,...uo!On. Lu ''""""'"' 

que~"-''"""'' en adelonto •• "-•r!nen con roopecto o doo Op<'~ 

"" eon)un<o •t• no"""· fo,.. "" on!llo con , .. P•eto o Ooo "'"'~ 

"""'' b>n•n .. ~y e"' 
"' 
"' 

"' . ., 

''''~" ~ 
Ll """'"'"'" ' .. corrodo """ reopeeoo • lo"""'"'"" ¡;, 

• •. ~, ,, • e", , 

• ·-~-- ' ,, • e '"e •1- 1• e o¡ e e 

• ·-~-· ' ' , • S lb~'' lo8bl~l•SeJ 

coB•I~<•S•I 

" 



So hooo "'""que pot• que h <O<t~<tUIO ""' or.!llo n<• •• 

'"""""" .. "'' ••• ,, '""""""o""'"'"" 1e1 .... """"""'"''· 
<n ... o ••· '""o, Jo'"'""'"" tu~-' d·no""'" ~. ·oc.11lo 

••1 ••• "' ,, • 8 ,. »e· 

h ""'"""''" o<-tonoe<, <r••· r••·• un nt.!lJu oon•ut.ot•v• lo 

cpe .. o!On 6 •• totol•t·nto· dlntt!l•utJvo '""'" p . 

"'""o ••• un onl!Jo '"""•' un"'""" •bOI!>oO cot ""'"''<<~ • 

toOoo ln p<oplo<lo<loo rlo "UpO que Y• h<l•oo ''""""'""· 

"<". ~¡ ol..,cnto ld~nt1co P"' lo opuuoJOn 9 • on ""'"do 

oon "u". 

~ .. ulto ovldont• qU• un on!llo puodo o no '""" "<l..,onto 

uo.idoó". ""'' pon 'f'" ""' ''"""'"'" /oro>o oo,lllo "" " 

1nó1opon .. blo quo ooUU ol ldfntl<O poto h opo<oc!On e 1 

on cooo do oolot1< loto, o •••• 

3 u < A vo' '' •9• • •e, ·• 
•• O><o q.o 1• """""'"" oo un ••nlll<l con untdo<". 

~l =•Jun<o ~. loo oO.u<~o .,.,,,, ¡;:¡ <•••• uo oolllo con •••o«•" 

o '"' oponc.on•• 4• ,..,. y auluplf<ocl~n. 

" 

f-r. ofoctoJ 

" 
" 
" 
" 

'·''"'' •• eett•'o con •••p•<· 
to • la ••••1. 

V o,b,c t z. • • 1» • el. co • bl • e ll• '"'" 

"'' 
3 O < Z tol quo V o < 2, O+ a • o • O • o 

''"'""""'' "'l •• ~ •. t1CO &di<JVO), -

u. ' '· , 1-•J ' z ,., ••• ,_,, •• - •• 1-•1 • ' '•"!. 
"'-''' do loo <nvo<ooo 
•ólt>vo•l 

"'"" '""" '"""~"' que z '""'' un qoupo <Qo , .. pooto o lo '"""'" 

" 
" 
" 

" •.• ' ., • 'b •••• 

!armo un g<upo '"""'"" con •••pe<to a la """·" 

"'·"''''"'' ! •• oonodo con •••pecto • lo mu!Upl!<•«Ool 

u •,b' '' •lbel • ,.,,, 
(la .Wtiphca<J6n •• .,ooiotivol 

U a,b,c < z oe ti.e.o qc« •lb•CJ•ob+oe 

lb •• , •• "" ... 
11• ~•l<lp<><•e10• •• ó"tribut>vo oobn la •=• po< omoo• 
l•do•l. 

loo onte<oo fo.-.ao. un anUlo con ,.opocto o loo opoto«o•·•• do 

oumo y mclt1pl1cao16n' y el cero do! ••<llo •• ol "~"'" eo<O 
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ll Soo M, el oon¡un<o ~o fuoolon .. <»nt!nuoo en ol ¡ntorvolo 

cundo ¡:.. €l ' doflnj¡ndooo poro '"' funeloneo t •• • ... 
s,(f,ql ' ~· 1 f (o) - o lol 1 o .. ~.€] 

1' 
' 

' ' 
' ' ' ' 
' ' ' 

' • • • • 
O..Oo<roc<~n d4 loo propiodadoo 

~0<0 quo, por doflni<ldn l y • oon f""oioneo eon<ln~o 

< [0,€] =¡ )flol - ql•ll oo oolol..., fu=<On continuo, 

::)' .. , )flo)- ql•ll < [O.n], de ohl que tenqa unUdo 

S,lf,ql on la '"""" on quo oo detlno • 

L· -· 1 f [o) g lo) 1 • • , __ -· 1 t lol g (x) 1 • •<=> f 1•1 . •lXI "" , .. .. [•·18 
,__ 

~· 1 <1•1 - q 1•1 1 . -· 1•1•1 - t lXI 1 

<.- Si t,q,n e M" 

jflol • hlxll •lfl•l ·•1•1 •ql•l- hlxll ~ 

'111•1- ql•ll. 191•1- hl•ll 

~ ""' i«•l- hl•ll ~,., (~1•1- qlxll + lqlxl- hloll]~ 

< ,., lflxl- ql•ll • No 191>1- hloll 

" 

; 

... .. " .,...., eon]on<o M> "' .... , ...... ontorioro doflno· .. obon .... " eo,..doo 

•• 1 f ,g) -,. 
! "' 1 

- qlo) 1 .. • 
o-ouo<>!n .. ... proplododoO> 

'.- ... 1 f (o) .,.,¡ .. ' • , __ ,. 
• 1 1 1 o) .,., 1 .. ''"' f[o) • • (x) ' •• ...... ... • • • ,__ ,. 
• 1 f 1•1 . ,,,, .. ... ¡., <•1 f lo) ) .. . . -,. 

1 ' ¡., ol • 1 1 •• • ,. 1 ,, '" h <•ll .. • • 
t" ()flo)- ql•ll • )glol • hlol)) do • 

) t." 1 f ,,, .. ., • • 1. 1 - "'.) 1 •· • r." 1 ""' - ""' 1 
.. 

..-¡,¡.• (f!.-1 .,., 1 .. • , . • )q (o) bbll ... 
• •.' 1 f!ol hloH .. 

• ... 
•• ¡f,q) • '· [g,h) > '"'·"' 

¡.00 o]omploo """"""'"" hacon vor ~uo un oop•cto puede oer 

eonvorUdo on un eopacfo mHf!cO on •h do una ~'""'"' htO 

oo, poro ~ ~••mo <opaeto, pu.Oon oxio<i< va<iao ~ltclcoo 

..,.Ulblu. 

Entornoo lo v...,•ndad .. l. ••• (M,SI cnlqufor """'""~ Ñtric<" olon· 

do p un punto ll.l2 on M. S•• •••••h f > O, f < A'. 

Junto• 

V(p,'l o (q j q <M y S(p,ql < fl 
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Ej..,plo" 

L· En E' o V(p,f) oo ol lntOrvdo oblutQ! lp-E, p • fll 1"'0! 

- "' "'''" 
V(p,[) l•le.·l•••••fl 

• 
V(p,E) • lol 1• ·PI' f) 

"'' ... ,_, .......... ¡. '•""""' • - ' y p • lf ... . 

,_, • .. , 
' ' 2.- ~ •• V(p,<J oo ol ~l""to do puotoo d""t<o ... 1& ooto· 

<o con oontro p • (o,O,el y rod<o '' 

Vlp,[) • [(o,y,o)l/lo·a)i + ly·bl¡ + 1< • <I'(E) 

I.o oupul<eio eotortor lo fronton) do lo oohu J:!g. ood 

oo ol .,..,.,., V(p,l) 

l.· soo O euolquior conJunto euyo ~trloo •• doflno dol ol 

qulonto """"' 

Slp,ql • ·j"·'"'. l,oip'q 

" ' 
\ 

Vlp,f] • p, o< _,_ 
Vlp,EI • l. 11 f > 

Entoroo Ineooploto (o •~lo4od redue14o 

•~• cooH-.,.. f'Wit.O .. ...,. """VIo, U. 

•otooi6no V(p,f) o V' (p,¡¡ 

o •t~J•u4ol. 

' 
b o>n ontorno 

V¡p,fl • lq 1 o Slp,q)<f) 

• 
~lp,fl • V(p,ll - (p) • V'(p,() 

' . 

' 

Ponto intuior. So& O! OOO)Oftto A<= (~ 0 1) .... diOo q"" p 00 ""pu~ 

to 'ln<o«or• do A, ' ' uU<o V(p,(J tol ...,o-v(p,lt e:: o, 

punto "'to<lar. El ,.,nto q oo punto 'utor!or• da A, oi .. iota 

V(q,[l Ul quo> 

V(q,f) =(M,., ' 
A oo on pont.o <ntO<ior do M • • 

punto do • • A, oo dko ""' p oo puoto 'hOntou" do '· Eo """'o 

quo poo ""PII"<O frootou do< 01, y oólo ol oo """'" fr..,.tora do 

" - ·-
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" Se• M • '' ........ -(. 1••·'•1 

" lntorl<rOo ' •• 10.11 

" !ron tero .. ' .. (0. 11 ... ' puntoo 

" eo<orior .. ' .. .. - "'" ,. 1 • • " ... 1 o < O( 

' • ' •• 
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" ........ .. ' .. 1 (o ,y¡ 1 •' • ,. • " " frontoro .. ' •• ...... , .... ,*'"""'' 1 •' . , . . " .. ' 

1 
' i 
1 

1 
1 

1 
1 



• 

!] s ... M" •'1 * 0 ((,,y¡ 1 ~~ • y'>)) 

tL !N?tRIO• Dt A 

tL txtUIOR DE A 

u. • ..,...., ..... ~ 

''"""' 

1•'-y'>J) 

u •.• , •' •• 1) 

(1 ••• , •' r' • J 

COn¡unt_o oblo«O. Sao • c: M. so dlco que ol conjunto A oo un con -

)un«> 'ob!uto•, "· y o6)o ol ""con<tone nln.dn punco.oo ou lconto· 

••• 

con•unto oen..Oo. El toti)Unto •. eo un con¡u"to .. nado oi, y o6lo o! 

<Ont<eno '"""' ouo puntoo front&<•· 

Oo lo• dollnJ.t10neo ontor<oroo oo dod,¡co que A oo un <OnJwo<o ob< .. to, 

ol todo punto do A eo ol alooa t!eapo pun<n lntor<or de A. 

El COnJunto dol e¡e~plo 11 ontertor no •• ni con"junto te"COJO ni ~on 

)Unto ab!ono. 

tl oonjun<O do! "'"""'" 1) eo O:OnJunt.t> cerrado. 

!n ol ejemplo l) ol eon¡unto •• obinrto. 

El oooplomrnto de un oOn)unto abtorto oo un oonjunto oerraoo, Oloodo 

ol oompl ... nto do un oon)unto oor< .. o, un <On)un<O obierto. 

' 
• .,to de ..,...,J.<16n ]O""""' IÚOit.o). Soo A C: Mt p <M, $o dice 

V' {p,EI oont!ono un punto de A. Dicho do oteo""""· p " un punco 

do oc ... uhot6n do •. oi codo ontorn<> Vlp,l) conttono un punto do A, 

quo oo ooo ol punto p. 

<1 conjunto da pUnt.oo ~. oe""u).c<6n on el o¡o•plo 11 onte<!or "" 

1•1•"-•'•J 

••- conjunto '· 

Ol con¡unto do pun<oo do oc..,ul•c16n ''"' "on¡uotO A, on el ••jo~¡> lo 

" . ., 
ll•.yl(•'-y'>ll 

S< p 00 un puoto de acumuloo<6n de un e<>n]unto A e: M-) que t<><lo ·~ 

tomo Vlp,fJ con<<••• un nn..oro '""""" de punto• do! conJunlo A, 

un con¡unto co«odo ..onUono <Odoo ••• p<lnto• do oouaulae<On¡ roo_!_ 

proc~nto. un ocnJuntn quo oontiene tOdoo ••• puntoo de ••~looi6n, 

.. "" """'""'" ....... . 
"'ne!on••· <..o """'t" <lo lunc!6n •• uno"" loo conooptoo Uoi<>no do 

•l"'• trooeon4o.,.la en ol ootudio do ho m.ote~t<coo. 

!n ol oopHulo onterior oo P'""'"" lo id•• do funo!On, o .. orlb<~ndo

lo '"" oÓD> uno <oloo<Gn on la cual nlnqan par otdonodo Hono ol 

.,...., prinr olo-ntc. rn ooto cop{tulo oe nar~ un ootud<O oJo coa

ploto de 1 .. tuneior.eo, elooiftd""oloo y eotablo<fol'do su• proplod~ 

"••· 
runoten un<voo. [o fun~16n on!. ""'" •• el tipa o!o •••••d do lu~ 

d6o. Uno funel6n unlvoe• dO un c<m¡unto ' en un """)unto • •• uno 

'"•'" lo""'"""' que •••~•• 0 coda olo .. nto , t '· un Onko ele~onto . " 
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Do OAOOro •"""'• podd!Oo toproaon<or lo tunclln unl•oo• .,., o<q>~oo 

. "· ' 

•• • ,, ... 
t 

1.- ~Qdco loo ol~ohtOO Uol ConJunto A doboo tOO•< uno tmoqon oo ol 

O< 1 ,,...,. do a.tO do on olomento dol conJunto A. 

'·- Lo noc10n de funclOn inYOlucrao 

11 Un conjunto A do"""tnooo "do.lnto• de f 

<11 Un oonjunoo 1 dooo~lnodo "codom!nlo" (o contradom!nio do 11 

1111 Uno e<<¡lo quo utobloeo qul ol..,ontoo del conjunto 1 oon 

lÑ••• .. do loo"'"*'"'"' do! COJI}""<O A. 

So ocootunro d .. <onn loo"''"'""''.; e 1 cODO fl•<l < 1, io<o 

oo, Oo U tiqoro OO<uior, 

,,.,, ... 
f(o,) • !loo) • b, 

'"'. , .... ,) 

' ' 
u 

}.· $1 fo •' • •'· h fune<6n f oo donon>n• 'lunclto no! do vodo 

blo real', 

Si el dominio y ol codo•tnlo ootln conotituldoo pot el olomo co~ 

]Unto A, ' ' d1<o quo f oo un ·~poradot' lo uno '""''"""'cldn) 

"" .. 
• .t. • 

So !la~• •ron•o"d• f &l conjunto""""""'"" rnr todoo loo ~~·-~ 

• •• ,,,, '1 ~- ···~••too. < • 

"" ~ ' 
c.o..lt<!e.,..nto• U'"' Unoo vuH"'"l corto lo 9rlfica <!• ono fOJl 

e"!" ornlvoo:• on un oolo punto lf' ~~ • R
1
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<J<~plo' 11 ' • 1 • R
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'' ' • ' tal qoo y fl•l • •' 

'' ' \' 1)_ 
- • 1 

• ' ,. 
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>lf•(lx,••ll 
~,! 

' - '1 

: 1 

• 

. . 
• 

f•{ 11.>1. ll,ll ·'·" J 

.:.-'e --or, - .. 
"'"''~" "'""'"""" Unrootiva o uno o uno). u .. Nnot6n f, A • 1 •• 

"""""''"' bluntvoco, oi pua todo p>r d• •l•~•ntoo o,, ., <' d!ot!n 

too, lao tml••••' bo]o f son "!Miornn disttntoo¡ ~oto"" 
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110 ...... 

o< oo ooboo¡ puooto quo ol ronqo oo •' 

ee-&tdo-ntoo so uloto "'""""" Unoo ""'"""""' ""' no oor<o lo 

qrtflto O. ~• fuocl~n oob<o por lo ooooo on ~ pun<o. (fo o 1 • 0 11 

e- oj-lo, oo .. <do•-• lo qrOf1eo q-uo eouupoMo al o¡uc<oto 

JI dlUmoo 

l 1 ¡ __ 
1 ---------· 
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TRANSFORMACIONES LINEALES 
VI, 1 , TRANSFORMACIONES. 

Co .. h .. oo vhto, uno funoi6n f do A on B (donde A y E 

oon do5 conjuntoo no vac!os cualesqulou) oo uno ro¡:lo o criterio 

que osoclo 1 codo oloaonto de A, uno y s6lc un olooentc de B, lo 

cual denotuoo oedhnto 

f: A ~ 1 

e...hton toabih ÍWiclooes entn .. pacloo voctorhles que, 

en foraa olollor, donotoroaos por 

T: V ~ W 

donde V y W oon oopocloo voctorlale> dofln!doo oobro o! ~i>mo coo

po J.:, y T oo lo ro¡lo de corre>pondencto que osl¡¡u a codo vector 

Y de V uno y o6lo un vector de W, al que u .. uomoo !MACEN do ;¡y 

ropruentaroooo con T(V). 

A Uto tipo do funciones leo dueoos el noabre de TRANS· 

FO!!JoU.C !ONU. 

cocl6o o oopoo en lu1•• del do tronsfonoocl6o), 

Podoooo Ilustrar In ldou ontor!ouo .. dlonte la oi¡:uie!!_ 

VcV 

donde V y W roprooonton dos oopocioo voctorloloo. 

Ejnplo VI. 1, 

a) Conoldoreooo uno transfonooc!On T que cons!He en •ultlpllcar 

por J un vector cuolqulou (x, y) de R', 

Lo loo¡en del vector (1, O) u 1{1, I)•{J, lZ), lo que deocrlbl•o• 

co•o: T {1, t) • (l, 12) 

~n fonaa autlOiO: 

' 16···¡ ·¡11,·6¡ T O, O • O, O etc. 

fo evldonto que se troto do uno tronofonooc!On de ' ' RenR,esde· 

e ir: T: R
1

- l' 

! {x, y) • (!x, Jy) 

b) Su ohou lo tran•fomaclOn 

definido por lo reglo 

Obton¡uoo, por ejemplo 

S (o, y) 

S (1, 1) 

' (X·1,2xy), 

<¡uo en palabras dice: Lo i•ogon del vector {1, 2) •e¡:h lo trono· 

fo,..oc!Oo S u el vector (0, 1); o bien: S opliu o! vector (1, l) 

on ol vector (D, 0). 

Do l¡:uol fonoo se obtondrion: 

S (·9, J) • (!0, ·SO) 

S (O, D) {. 1 ' O) etc. 

DdlnldOn. 

Soon V y o dos oopocloo vectorloleo definido• o obro un • 

!no c.,.po [: 

Uno tr&Dofo ... oc!Oo do V on O e• uno funcl6n que oooclo o 

codo voctor do V uno y o6lo un voctor de W. 

' 



EJ .. plo ,,. ' . 
"' " tnnofor:zoaci6n " 

,. - •' 
defimlda ... " ro¡h ' ''· ,, ,, • ,,, ,, 
" cloro ••• ' ,, ' ' ' " . ,, ' " 

' ,, ' z, -U)• "· " 
' 

,., o, " • ,. ' ,, etc, 

Una lntorprotoci6n ¡¡eo111hdco de oau uan•formac!6n oorh 

SI (o, y, t) representa un oe¡¡aonto dlr! 1ido en el eopoclo 

do tres dlaenolonos, ou loo¡¡en (x, y) reprooonta la proyecci6n do d! 

cho se¡aento en ol plano ~l. 

Ejuplo VI. l. 

El Opendor derivada (D). 

Seo F el upoclo vectorial forqdo por todao las funciones 

de R en R, derlvobloo on un intervolo (o, b). Lo tron•fon.ocl6n so 

¡Gn la cual la lo.o¡o;, do un. funci6n f < f u su derivado f' so lla· 

oa operador derlvoda y oo denoto con D, 

Teneoos por tonto: D: F • G 

donde G os ol espacio que contiene o todos los dorivodas. 

Por ojooplo, D {Jx'•ll • ó• 

(Lo laa¡en de J•'•l >e¡Gn D •• 61). 

D (ooru¡) • co" 

D (U) , o< C. 

En ¡enero\: D (t(•JJ • f'(x) 

. . . . . . . . 

111-f>/1 

Tran•fonoaclone• llno•le>. 

Re,roooaoo a la tron>foroacl6n T: R1 • R' del ejuplo Vl.l 

dada por: T (•, y) (lx, ly) 

Sabeoo• que T (1, ~) • (l, 12) 

' T (6,-1) (!8, ·6) 

Podemoo pro¡untarno.: oCuU serl la !ugen del vector que 

•• obHen• ouundo los voctore> (l, 4) y(~, -2)? 

ColcuUmoola: {1, 4)•(~. -2)• {1, lj 

Aplicando lo regla de tronofonooci~n ol vector obtenido: 

T (1, 2) • (21, 6) 

Oboorvnoo qwo ol a;>•o ronludo oe hobrlo ob<enldo au· 

..ndo •l•pleaonto lu ld¡onos do loo vector .. Involucrado>, olto 

es: 

T((l, 4)•(6,·l)l•T {1, 4) • T(6, ·l) 

{J,ll). (!S, ·6) 

(ll, 6) 

Cobo ahora pre¡untone: .tSo cwople lo ontorior puo cua! 

quin pOT de vectoru (1 1 , y 1) y (x;, y,J de R'? Es decir, ,¡oo •• 

T ((x,, Y1l•(x,, y1)) • T (o,, Y1) •T (x,, Y,l 1 

lnve> t iguémo•lo: 

T ((1 1, Y,)•{x,, Y,lJ • T (• 1• o 1 , y 1+ Y,) 

oplicondo lo regla: 

T ((•,, Y,l•Cx,, r,ll 

T {{• 1 , Y1l•b,. Y,ll 

(l(•,·•,J, l(y,•y,J) 

(Jx 1 •1<,. Jy, •Jy,J 

Por otro porte, aplicando h re¡lo ten .. oo>: 

T (•,, y 1J•T(x,, Y,) • (lx 1 , Jy,)•(h,, Jy,J 



o oeo que: 

T (x 1 , y 1)•T(x,. y 1)• (lx1•lx,, ~y 1 +ly,) 

Por tonto: T ({x 1 , y 1)•(•,,,r,ll• T(x 1 , y 1)•T(I,, y 1 ) 

Voaoo quo poro uu tnnsfon~acl6n: 

"h iao¡¡en do ¡o '""" de dos veetoreo eo l¡¡uol • lo <Wio 

de lu td11uu do codo uno de ellos'", 1 

En fonoo oiallor, podeao• ver quo ocurro cuando aultlpl! 

caao< "-" vector por uo ucoloT y obteoeaos lo t .. ¡u del vector <!. 

' 
TO .... S por ojollplo el YOCtOT S(6, ·1) ~ (30, ·10) 

,l..pllcondo Jo rollo de tun•fol'llladón ol vector obtenido: 

T (lO, ·10) • (90, -30) 

Nuevlllllonto, hobrh baotado con nultipllcor por S lo h•a· 

¡en del vector (6, ·2): 

'" ''· " 
" 
' 
'" 

T (.5{6, -2JJ 

Ucll cooprobar 

ST(6,·2) 

• S (18,.·6) 

- (90,;l0) 

••• e>to se CUIIplo 

cuolqulor escolar o • '· • sea: 

' (o (X , "' -"' ,, . ,, 
ofocto: 

poro cualquier 

T (o(x, y)) • T (ox, oyl • {Jox, loY) 

oT(x,Yl 

Concluíoos que pan esto transforaac\6n: 

"' 

"Lo 111o¡en del pToducto de un ucolor por un vector es 

igual al eocolor aultlpllcodo por la taa¡¡en del vector". 

A los trons!or•ocioneo que tie~en eltn dos propledodeo, 

. . . 

se leo llO!IO T!Vo.~SFORW.CIONtS LINEALES. 

Ho11omoo un utudlo sl.,llat con la tnns!ormocl~n s:R'~R' 

MI ojuplo VI. 1, deHnldo por: 

S(>, y) • (x1-1, lxy) 

Sabnos q~e:. S (·9,~) 

S (1, l) 

(10, ·S4) 

(Q. ~1 

Obten¡a.,s 

S ((·9, ~)•(1, l)) • S (·1, !) • (U, ·10) 

en esto caso, ,...,or loo id¡onos do cada uno do loo nc· 

toros bublota conducido o un ro•ultodo dhtlnto, pues: 

S (·9, l)• S (1, l)• (lO, -s•) • (O, •J· (10, ·SO) 

Dicho de otro fom.o 

S ((·9, l)•(1, l)); S (·9, l) +S (1, 2), 

En lo que conchrno ol ¡rroducto por un escolar, obton¡¡o· 

S Cl (1, l)) ·S(!, •l • (l, 16), 

bte resultado difiere del que JO obtiene •ultlpllcando 

por 2 lo iuaon do (1, l), ya que: 

u dedr: 

2S (1, 2)- 2 [0, ~}- (0, 1) 

S (l (1, 2)) i l S (1, 2) 

obsorv..,00 quo la trandon~aci6n S no pouo los proplodo· 

deo que tiene T, por lo cual se dice que S ~O •• linul. 

Oeflnlci~n.' 

Lo tronofol"'llod6n 

T: V ~ W 

es una uonoforaoclón lineal >i: 

' .. ... T (V,•V,) 

T {oVJ 

T CV,l + T CV,l 

~ T ¡V) 

'l"v,,v,.v 

'I''I'<VY~<l 



s~ dico utoncu que T pnur.-. In openclonu do ouaa y 

producto por un ucdu, 

(En el eotudlo de oiotomu Usicoo eo <oo~n na .. r o T y 

Z propiedades de "ouporposíci6n~ y "hoao¡oneldod'' respecUvOllontej, 

E.ttu dos propioddn puedea coabima<Se en WIO ooh que establoco • 

que: 

T •• llnul si: 

T (o>' 1•ii0) •o T (>'
1

) • T (>'0 ) 

para toda pu de voctous >', y >', do V y: todo ucolar 0 • 

De entre todoo lu troosfo,...cloou 
' 

en otro, son espoctoloonto ~tlloo oquollu 

do un oopacio voctorlal 

que oon llnealoo pulo •• 
' 

prooonton en dlvonu roan do lo oateol.tlco y,frecuontnento, loo 

proplododeo do traoofo .. acioou Olo '""~~oleo oo obtienon aprodol!!_ 

doloo oediooto trOfloforoodonu lineo! ... 

tloao u dedicorl ol «oto del copltulo •. 

Al UtUdlo de UtU Gl· 

Ya heooo dooostudo que lo tr'!l'sforllocl6n T del ejo111plo 

., ., 

VIUOI otrOS CUOI: 

Ejeoplo VI. (. 

Decir si lu,sl¡uientol trondon~odon .. oon llnoolos: 

T: a' • R0 

t: ¡¡' • ¡¡' 

t (o, y, z) • (x•y, o•o) 

t (o, y) •(x•l,y) 

Solucl6n: ., T:R
1
•lt

1 T (I, y, z) • (o•y, 1x") 

Veutoo 0 ¡ clolllple con los prop!ododeo do llneoHdod: 

" (• ' • ) ' (o , y ,· 1 ) doo voctor .. orbltrorlao do ,. ,. ' . . ' 

Vl-ID/11 

• 
T ((:< 1, y 1, 1 1)•(x,. y,. •,ll • T (:< 1•o 1, y 1•y 1, : 1•: 1) 

aplicando lo re¡lo 

T ((x,. y 1, z 1)•(x 1, y,, 1 1))• (o 1+x 1+y 1•y,. x,•x,•>,•t,) 

Adellis: 

aplicando lo ro¡h 

T (x 1, Y,, : 1)•T(x,. y,. z 1)•(x 1•y,. o 1•z 1)•(o,•y,, x,•:,) 

o teo quo 

T (x,. Y,, >,)•T(x 1 , y,, o1)•(x,•y,•x 1oy 1 , .,,.,•o,• :,). 

So c""ph que T((o,, y 1, •,J•(o,, Y,, •,ll·T(x 1,y 1,z 1)• 

•T(x,,y,, :,). 

Seo (o, y, s) un vocter R' y ~un n~ero real: 

T (~(x, Y, 1)) • T (=, ay, a<) 

• (ox *o>)', ox•ozl 

Se c""ple quo 

e (x•y, x••J 

(ox•~y, ox•az) 

T (e(x, y, •ll • ~ T (o, y, z). 

En conclusl6n, T os uno tronofonaoc\6n lineo!, ., 
o 

T (x, y)• (••1, y) 

Sean (o 1 , y 1 ) y (x,. y 1 ) doo vector•• cual .. quiero do R1 : 

T ((x,, Y1) • (x,, Y,ll • T (o 1•x 1 , Y1*Y 1) 

b,•x,•l, y,•r,l 

l'<>r otro porto: 

T (o,. Y1)•T(x 0 , y,)• (o 1•T, y 1) * (•1 •1, y 1 ) 

(•,••,•1, y1•y,J 

T ((o,. y
1

)+(o
0

, y 1 )) ~ T (o 1 , y 1 )•T (x1 , '·' 



' 

--· 
•ocl~n que noo ocupo NU es lineal. 

El evidente que, oo¡~n lo deflolcl6n, booto con que no se 

cumplo ol¡uno do lu do• proplododu poro que la tronoforud6n no 

sea lineal, 

So do¡o al eltudlante dnoltror que lo tronsfonucl6n del 

eje,.plo VI, l u llneol. 

fjnplo V!. S. 

U opoudcir D •• Hnool, 

En efecto, de cuuoo do matultlcu sab .. os quo: 

"Lo dorlvoda de la sumo do doo funcione~ •• l¡uol a la -

owaa de loo derivados do coJo uno do oH••", u decir; 

y-f
1

, f
1

, F. 

TUblh ubeooo quo "Lo dorlvodo de uno conH.nU por uno 

función u l¡uol o lo conHanto por la derivada do lo fund6n", o-

O(of)•oD{f) 

Co~o ve1110S, lo que huoo enunciado ••• prod .... nto las ca 

nctni>Ucoo do linealidad del operador D. 

fjooplo VI. 6. 

Tnnofo,.-,oocí6n identidad. 

La tronJfotnd6n ldontldod 

definida pot 'v (V) • V pOTa todo V de V, •• ilnool, 

EJo•plo VI. 7, 

Traosfo,.ool6n cero. 

Lo tnnofo,..oc!6n Coro O; V • W 

doHnldo por O [V) • ll"w pon todo V do V, oo lineal. 



• 

VI. Z OONINIO. RECORRIDO Y NUCLEO. 

Conoldor .. o• la tronoformocl6n Hn .. l T: R' ~ R', dada 

por la re¡Io T (x, y, <) • (x, lx). 

Eo cloro que hta e• uno re¡ lo ~ue oc puede aplicar a -

cualquier vector de R', por Jo que llouremoo a R' DONINIO de la · 

tran.Coruc16n. 

v .. ~o• a~ora que ocurro con lo• vecto"'' !magon por me· 

dio de algunoo eje~plo., 

T (Z, 6,· ·1) { z' 4) 

r (I, s, o¡ • ¡1, n 
T {·S,6, ·9) {·5, ·10} 

Eo Importante notor que, aunque lao imi~enoo estfn en R', 

no todo• loo vector .. de R' son lmo¡en de al¡¡~n veotor del .Jo~inio. 

Eoto ,e debo o que, COliiO •e ve M la ro¡lo de tran<ton,..ci6n, todos 

loo vectoros ln¡¡on t!enon la fo,..o (x, h), es decir, ou se¡unda 

coaponente oo l1uol o dos voceo lo prl•ora. 

Sur1o por tonto la necu!dod de dar un nombre al con¡unro 

de vectoreo iu1on.Nooouoo le llouromo• RECORRIDO do lo tronsfor-

maci6n y lo repruontor~mos por !(R
1
), 

T (R 1) • l(x, lx) j x < R 

Entonce.: 

Es cloro que los vectoru (1, 1), {Z, ·S) y (6, 0), entre 

otro>, no oon luaon de ninadn vector d.r do•inio, lo que e> equil"!. 

lente a decir que no eotln en el rocorrido do h transtor•aci6n. 
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Anollcomo• olKunoo c"'o' odlclonolos: 

T(O,l,4) 

T(O,O,O) 

(o. o J 

{Q ' O) 

T {0, -~, 1) • (0, O) 

Hcilmonto oo deduce que todo• •que! los vectoroo del dom.!_ 

nio cuya primera componente es nula ti"'~" <o•G imagen el voctor <.!:, 

rodeR
1

• A eote conjunto de vectoreo se le da tOlllbi~n un nom!>re: 

llliCL~O de la tcanofo,..oci6n y se le repruento por~{!). 

En uto cuo: 

Por lo anterior. 

te: 

Definición: 

.~(T) • 1(0, y, o) 1 y, t < RJ 

(O,l,4)cN(T) 

(O, O, O) e N(T) 

(1, O, O) 1 N{T) oto. 

Sea la tran>formación lineal 

T• V ~ N 

DOMINIO: E• el conjunto V de vectore• oobre los cual<> octOa Jo -

tran•fo,..oc16n. 

RECORRIOO: Eo el conjunto for:~~ado por !U idgenes de los vector"' 

Lo represenur .. oo con T(V), •• decir: 

T (V) . ( ' 1 •• T(V)' • ' "' NUCtíO: " "' conjunto ,, vectores '"' dominio cuya imagen .. •• 
vector cero ,, •• " repreoentoremos "" N (T) , .. ded" 

N{T) . ' ' ' ' '· ' '" . ' • ' 
Ejemplo VI. a, 

Para el oporador derivada D r• dl>cutido anterlorMonte 

(vor oje111plo VI. l) tennoo: 

E• el conjunto de toda• loo functono• ~erivableo on el In 

tervalo . 



• 
Roconldo • Es o! conjunto do todas ¡., ,funciono• dorivadoo, 

Es el conjunto do tod .. 1 .. fun~>anu quo son constontoo 

en el lntorvolo {yo que al dodur uno constante so obtio· 

ne lo función cero). 

- - - - - . . . - - - . . . . . . . -
En IOI>Orol, poro ncontror ol.~Ocioo do uno tronofo .. o

c!On llnoal, 11uolu.oo la 1u1on ol vector cero y v .. os que eondi· 

clonoo reoultan de olio poro loo voctoroo del dominio. 

Por ejemplo, poro o! c .. o dhcutldo al principio do uto 

oocd6n,· donde: 

poro obtener ol n6cloo do T horfaao• 

(x, h) • (0, O) • 
lo quo implica ' , . por lo cual 

N(T) • ( (0, y, tl 1 y, 1 t R) 

cou oo tuio. 

0 ¡ recorrido T{V) y ol oOcleo N(T) oon ~ubcoojuntoo de W y V, roo· 

Deaostroremos o contlnuac!On quo no sOlo son oub• 

conjuntos, sino tambl~n oubospacloo. 

Teoru.o VI. 1. 

Su la tnnoforaoc!On lineal < T: V • w. 
El ucouldo do lo tronsfo,...oc!6n oo un oubespoc!o do W. 

De•oo<n<>ÓO. 

Do acuerdo con el Teorema V.,4, booto con deaoouor quo 

al rocorrido, T(V), os corrodo para la ou~o y el producto por un-

ose olor. 

" Sean T (Y1) y t (V1) dos vectores cualooqulero de T (V). 

Por linealidad: T(ii' 1) • T(V,J• T(ii' 1•V,) < T (V) 

yo quo, <"-O v,, v 1 < V entonces y .¡; 
' . "· 

e. decir, si T (V1) y T (Y1) son elnentoo del reconldo, 

T(i'1) • T(i'0) t011bUo lo u, cuapllfndose lo unoduu poro lo su-

••• 

" Sean T(V) Wl ole•ento cuo!quluo do T (V} y o un oJColor del 

c .. po. 

Por llnoolldod: o T (V) • T (n\i) < T (V} 

h que, coao Y< V, ontonces o Y< V. 

~o doclr, oT ¡V¡ es toabltn uo el,..eUo do! n<onldo y 

he•o• doaostrodo lo cerradura poro o! producto por un oscalar. 

Do 1) y lJ quedo d .. ostrado el Uorou. 

l•agen del vector cero. 

Un ruuludo iaportonto que •• desprendo do 1 .. propied!. 

h WIO tunsfo,...clh llnool T: V • W, 

lo 1 .. ~en del vector coro do V 01 el vector coro de W, o 100: 

Una dol>ostroci6n inmediata •• la s!¡u!ento: 

Hoc!ondo o • O en 

se obtiono 

T (lrvl • Ir~, ccac •• quorlo. 

Por lo quo,el nGcloo ole~~.pre contiene o1 voctor coro •l T 

es lineo!. 
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Teorema VI. :¡, 

Su la tundor.ad6o J\oeoll T: V • W 

El nncleo de la tundor .. cl6n •• un oubupodo vector\ol 

de V. 

n .. ostucl6n. 

') Sean V 1 y v, dos vectoreo de 11 (TJ , 

entone.,: ' [V 1 l '· ' ¡V,¡ ' ' • • ,., llnullóod: ' CV,•'t,J ' (i'') •T(V,J" 

SuHituyondo: ' cv,.;;,¡ • '· • '· 
' ¡V,+V,) '· por lo que, v,•v, u tuobib un vector.•de N [T). 

" Su V un uctor de N (T), entone•• T(Y)• lrw, 1 oeo o un •••• 

"' '" cUlpo. 

'"' llnealldod: ' (oV) •• ' (~ 
Sustituyondo: ' (aY) •• '· 

' (aY) '· • • toablb .. u en ' (T). 

"" co.phU h deaostnc!6n. • 
Conotduuoo nuevamente la transforudón T: R

1 ~ R' da 

do por 

T {~.y, •l • (•, b¡ e 

Puooto que el nacleo y ol recorrido oon o ou VO> oopocloo 

voctoridu, tionon bno y dlunol6n. 

Como oe vl6 ontorlonoonu,T {R
1

) • {(x, Z•) 1 x & R) es ol 

recorrido de la t~onofon~~adón, y ol estudiante puedo vorlflcor fl· 

cll•eote que ol conjunto ~R· {(1, 1)1 es uno hu do dicho e>poclo, 
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por lo que: • dlaT(R)•l. 

"En fo.-..o •l•Uor, poro el naclen N {T) • I{O,y,•llr,•• ll, 

uno base u IN• ((D,l,O), (D,D,l)) y por ello: dl11 N (T) • l. 

~n cuanto al doalnlo R
1

, .. bemos quo u do dl•en•l6n tre., 

dlaR'·J. 

Oburv .. os que 'h dl .. ntl~n del do•lnlo es lo suao do !u 

di•en•lonos del <ecorrido y del nGcleo. Este oo un ruultodo •uy 

se tuoojo con ospoclos de dlunol~n finito, 

Teoreu VI. J, 

Seo V un e•paclo voctorlol de dl10.onoldn finito y ••• 

T: V • W 

~ntonceo 

dio V • dio T (V) • dilO. N (T) 

Oemostroc!dn. 

••• G',. . .. .. . . rPl uno booo del recorrido T (V), eo decir, 

dl11 T ,., • • ... rn' • ... .. . . - ' ., uno booo do! aó<leo N (T), os decir, 

d!10.N(T)•q 

PueHo que los voctor05 r,. r,, ... , rp pertenecen o T (V), 

debo o HIHir p vectore• ... . ' . .. ., vp < V telos que: 

' ¡V 1 l '• 

} ' (it ,l '• . . 
' (itp) • '• 

. . • • ( 1) 

SI doaostraaoo que ol conjunto 



-----·---------------
u uno bou 4e V, llabrooco doooHrodo ol toore .. , pues eoo probarl 

quo dio V • p•q. 

1) J tnoro d eopoclo V.: 

$oo v un vector cuolquioro do V, 

Ya que 1 (V) utl on ol rocouldo, podemoo upruulo en 

llO cooblnac!Oo UnoU do loo o!uontoo do lo bue ¡i'1 , i'1 , •.. , T'p): 

reY) -~,r, ... ,r, •...• •p 'p 

SuotUuyoodo (1): 

T(i) • o,t(Y1),...1T(Y1)• 

Por llneolldod: 

T(V') T (o 1V1oo 0V0+, .. +<>PYPl 

do dondo : T (Y) - T . ¡o 1 Y1 ""• V1 •, • , *"p Vp) •lrw 

Por lhulldod: 

T (Y-o 1 i 1 -o1 V1 - , , , -op VPJ ·lfw 

Por tanto, el vector (V ·o 101 •o 1Y1 : .. ,·oPVP) uU on el n~ 

cleo (yo quo ou ioo¡on u ol coro) y 1o podomo• o~preoor cooo como!_ 

ouih llnoal do los olouotoo de h bou {ii1 , ñ,, ,,, , ñql, eo de· 

clr: 

' Plnal .. nto: 

Y. <>,Y,•o,Y,• ..• •opYp•~,ñ,•~,ñ,• ...• sqnq 

Hoooo do.ootrodo qua cualquier vector de V oo puede oxpr~ 

ur u tfn.lnos do los voetoru do B, por lo quo hto oo Uft conjun· 

to IOftOUdOr. 

" B u Unoalunto lndopondUnto, 

Fonoo•o• lo combinocl~n llnool 

1 1Y'1•1 1V1 • ... •lpY'p"l,ñ,"l,ii,•,,,.,.qiiq•ll'v ..•• (21 

Tnnofonoando ombos mt .. broo do {2)' 

T(I 1Y' 1•!. 1Y' 1•,, ·•),Y'p •y 1ii1 •y 1ii1•., .•yqiiq)•T(ll'yl 

Por llnnlldad: 

... (l) 

Pu.,to que loo voctoroo ii1, n,, ... , iiq .. un on el nQclOo: 

T(ii1) • T{ii,) • .,, • T(ñq) • ll'~ 

Suotlturondo [1) y(~) on (l): 

• • • ( 4) 

1 1i'1•l 1i' 1• ... •),i'p • ll"w • (5) 

Por ~lpót.,lo, (r,, r
1

, ... , 'pl es uno baoo, por lo que 

(5) impllu quo: 

>.,••,····""p"o ..•• (61 

SuHituyondo (~) en (l); 

r,ii,•Y,ñ,• ... •Tq iiq • ll"v • (7) 

Anllo¡ra..,nto, por ••• lii,, n1, ,,,, ñql uno bau, (1) ta 

plica que: 

,,. y, •...• o . • . . {! l 

1 1• 1 1 • ... • lp • y 1 "T1 • ·•• 

por lo que B •• llnool•ente indopondionto, 
. '• • o 

De 1) y l), B •• una baoe do V y por tanto: 

di., V ' . ' 
quedando de•ootrodo el toore ... 

~Joooplo VI. 9. 

Conoldoro•o• lo tranofon>oden lineal T: R1 ~ R' dado · 

por lo regla T (X, y, Z) • (lx • y, ÓX z,ly•z). 
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(h • y, ~• • o, ly • •) • (0, O, O) 

le donde u obtiene el otne .. 

h. y o 

" •• o 
ly ••• o 

El estudiante puede verificar ~ue lo solucl6n ¡enorol de 

y • ·h 

• 
por lo que: 

N (T) • l(x, ·Jx, h) 1 X< R) 

Una b0$e del nQcleo es el conjunto BN• ((1, ·J, 6)l 

en conoocuencta di• N (T) • 1. 
' 

Eo claro que la dioensl6n del dominio es di• R1• J. 

Aplicando el teorema VJ.J, concluimo• ~uo lo dloen•l~n 

del ucorrldo u di• T (~ 1 ) • 2. 

Sabucs que loo voctcres del ucorl"ldo tienen tru •-P!!. 

neotes, poro el hecho de quo la dloonol6n de ~stc seo des no• obli 

ga 0 pensar que Onicoaento do• do •••• componentes sen lndependlo~ .... Hollo•o• la relocl6n de dependencia entre lu componentu 

de un vector 

(o,b,c)<T(R
0

) • ( 1) 

Para ello, podemos plantear la ocuoc16n 

o 1a • o,b • o,c • O . • ( l) 

Sc¡dn la re¡la do tranofonoacl6n: 

(a, b, el • (Jx • y, 6x • a, Zy • •l 

y sustituyendo en (Z) 

' 

o 1 (lx+y)•c, {h•z) ••, (ly••J·O 

Ruoo.11odando: 

( J~ 1 •6~, )x• (o, •l»,)Y • (.a, •c 1) z•O 

esta ecua~l~n oe verifica pora cual~uler valor de x, y, • slt 

'"• ·~· •• o 
»,•le, • O 

que •ustltuyfndola en (Z) no• dleet 

e bien 

·l<> 1a +» 0b •",e • O 

·2a•b•c•O 

' la· b 

y ol recorrido •• puedo dueribh co•o 

t(R')• {(a, b, h·bll a, b < ~l 

Flnolaente, un bose del recorrido •• el ocnjunto 

BR• ((1, O, l), (0, 1, ·1)) 

dando se ve claramente que dlm T (~ 1 ) • l. 

eje11plo V!. 10. 

Pon la tran•formad6n Tt R 1 ~ R1 do! ejemplo V!. 1 

dada por T (x, y)• (3x, Jy), obten¡;Pos el n~cleot 

(1x, 3y)•(O, 01 



' ! 
' ' 

Lo llniCo ooluciOn de oote olstema es 

' , 
' , 

de donde: 

N (!) • ((0, 0)1 

y, por definid6n, dlmN(T)•O 

Ademh, .. di~eno!On '" dominio eo dlm R1
•l. 

'" unto, '" tooreu VI, '· di• T (R
1
}•l, •• ••• I~Pl! 

co que " <ecorddo .. todo ,. pon eH e cuo . " decir: T(~ 1 )•R 1 , 

Obs!rvooe que, como conoecuencio del teorua VI, l, lo di 

aenoiOn del recorrido eo cuondo •1• l¡ual o lo del dooin!o, pero no 

puede OH 10ayor. 

EjemplO VI. \T. 

Su\' el eopoclo vectorlol de ••<ricos de orden lxl, r oeo 

W el oopaclo voctorlol ~. utrlcu de orden lxl, uboo oobre R. 

ConoloJ<remoo la tnnofomocl6n T: V~ 11 

~dlnldo por T (X) • XA, poro todo X de V donde: 

·- r: :J 
Es claro que T eo lineo! pues, paro todo X, Y e V: 

T (l • Y) • (l + Y) A 

•T(X)•T(Y) 

en formo aniloga 

T(oX)•(oX)A 

• (X A) 

-• T (X) , ' .. •• ,_ ¡¡: • 
;]¡a,b,c,d,e,h l } El dominio de T es 

• 
• Uno bue del do~lnlo ... 

{~ o 
:J ' [: H o ;].[: , 

:]-[: o H o 
O o· 

o o o o o 

dio V -. 
Pau encontrar el n6cl•o necesltoM• conocer lo '""'"" o1e 

un• ~atr" cualquiera l• [: : ~] 

T(X)·l~ 

[~ T fX)• " • • 

Pan ~ue x este en 

c. 

[. - " -. - '" -
o•lb+6c -, 

,. • 
d•J••bf -o 

,. -, 
•oluoi6n genero! 

• o 

b • -le 

' • 
o 

" 

.. nficloo: 

" '"] [ : :] -
"' 

,. 

de osto •Uteu de ecuoclonu u 

:]} 

'" 



N(T)• { [: 
->o 

;] ·} e, f e 
-u 

Uno bose '" n~cleo •• 

{[: 
_, 

;] [: ' :l} B~· 

' 
_, 

"• N(T) • '. 
Poc Uti~o, se~~n ~~ tooremo VI. l, la dl~enol6n do! ro· 

corrido •• di~ T(VJ • 4, 

hto l!lpliea ~ue 

,,,,. ¡ [: :] o,b,c,d,•~}-w 
•• decir, el recorri~o de la tronofo,.,.oel6n .. ,. con>tltuido por • 

todao !u ~•trice• cuadrodH de orden dO>, 

Uno b.,e de T(V) es 

... ¡~:J.[:;][::] [: :Jl 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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VI, J, REPR~SESTACION MtTRICIAL DR USA TRA.NSFORI!J,.CION LI~U.L. 

Cono\deruoo el slgulento cuo: 

De una tnnofor:oaci6n l!nul 

T:R'~R' 

oe conoce 6nlco~ente que: 

T (l, 1) (1, ~) 

T(l,l)•(O,!) 

H• posible encootrar T (1, D)l 

Ve'--o•lo: 

El vector (1, O) •• puede eopre•or co•o cu.blnocl6n 11· 

neo\ de (Z, 1) y (1, l). En efecto: 

Por ello 

(t • 0) 

T (t ,0) 

(7, J) ·l (Z,1) 

T ((),l)·J(Z,l)) 

y, puesto que T eo lineo!: 

T{1,0) • T(7,l) ·lT(l,1) 

T(l,O) (0,!) ·l(l,l) 

T(1,0) • (·l, ·1) 

~' flc\1 co~probo' quo el conjunto ((l,1), (1,l)) •• una 

base de •' • por lo que cualqu>er vector (x,y) do R1 puede obtener· 

se 0 partir de dicho conjunto. Poro e"o co•o: 

(x,y) • (·lo•7y){1,1)•(x-!y)(l,l) 

que: 

T(x ,y) • 1{ [ -lxo7y) (2, 1) • (x·ly) (7 ,l)) 

y corno T •• l!n••J: 

T(x,y)• (·h+7y)T(l,l)•(.t·2y)!(l,l) 

' ,_ 



T(x,r)• (·lx•7y)(l,3)•(x-ly){O,~) 

Flnal•ente: 

T(x,y)• (·h•7y, -x-Sy) 

[n ;enoral, o! se conocen 1 .. 1~4Eenes de los vector .. 

de ur.o base ~el dominio, se tiene completa~onte definido""" tun!_ 

fot~~ci6n lineo!. 

guiente: 

Teoremo VI. • 

{v,. V,. uno boo• de un eopoclo 

Y, y"'" w,, w,, ... , w0 n "'CtOTe5 cualesquleu de otro O>pacio 

•• 
Entoncu, ulste una finlca tunoforuc!6n llnoal 

T: V ~ W 

tal quo: T(V1)•;;, 

TCV",)·W, 
• { 1) 

Demostrocl6n. 

Si V es un vector cualquleu de V, podd expreooTS• un!· 

voceente en U.-.inOI de la ioa•e R Co~:~o: 

, .•.. , .. ,.,• ......•. '" 
D<!lnno• una tunsfunucl6n T po<: 

T(V')·•,W,•o,W,• ••• •onWn (1) 

y de~o>nemoo que " lineal. 

t., efecto, o! to~omos otro vector¡; de V Ul quo: 

¡¡.a,;;, •a, ;;, • ... ·a.v., 

oe t\one qu~ V•Ü•(a,•S,JV,•(a,•S,JV,• ••• •(on•!0 )Yn 

En con .. cuencla: 

l'or tonto 

T(cV)• To,W,•c•,W,• •.. •co
0

W
0 

•e (o,w, •o,w, •... oo
0

¡¡-
0
¡) 

•el{ V) 

Vnu que T, definida por {3) u lineo l. 

clendo v•v,, de {1) •• oótiene que 

o 1•1 y o 1 •o 1• ... •o
0

•0 

Sustituyendo en (3), T(V,)·W, 

rrocediondo en forma •1~\lu, TCY,)·W, 

T(V0)·•n 

Adoah, ha· 

11•"00 demostrado que exiote uno tuno!onnac!On !1ne&t q~• 

••tlofaco (1). ~'"" •~lo demostrar que dicho tron>!Ormoc16n u • 

Onlco. 

P>t& <!lo supondre~o• que 

~••le<, T 1 T'. 1 d..,.oHrare=os que oon l~uoln. 

ror V dado por {1). Entonces: 

T' (Y)•T' (~,V, ·•,V, • ... '"n Vn¡ 

Ver 1 inoatidoJ: T' (V'J•o,'T• (Y,) .o, T' (V",)o,, ,•o0T'{V"0) 
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' 

Por hlp6tesh, T'(V,J•W1 

T'(V,J·W, 

T' (V )•W 
" " 

Por unto, T'(VJ·~,W,•c,W,• ••• •~nvn 

de donde T•T', ,uedondo deDo•trodo el teoreDo. 

Vernos oh~ra ,ue loo tranofo=oclonu tlneol., pueden r!_ 

presentarse por •edlo de aotrl~e>, p~•• lo cual estudiemos el si· 

gulente CO>O: 

Tenues una nansforuci6n line•l T: R' • R' dodo por lo 

reglo T(x, y, •J•(x•y, X' 1) . . • ( 1 ) ,, chro que ' { 4 • z. ,,. ( ~ • 7) 

" consl~eromos " utriz: 

,. [: :] o 
y prnultlpl!co=os el vector col'""na [: l por dicha 

[: o :] [: l • [:] 
.. obtleno la hlo~en "' vec<or ( .. '· " se¡!ln la 

"' hecho, paro cualquier vector <• • •• ,, 
" R' : 

[: o :][ l [:::] 
~ue eo lo regla de tronsfor~a-:16n dad• por 

Pode~•• por untu •scriblr: 

( 1) • 

D&tr!t: 

trons!ol"'!acl6n, 
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"t :¡; < R' 

donde v eo un vector colu~no. 

La utr\t M so obtlne o partir de In lmlgen., ~. los 

vector., de la ba,. can6nlco de R': 

' "· o, O)• "· ' ) 
' "· ' . O)• "· O) 

' "· o. ,. (0, " "' cuoles , '"'"" puede verH, oon '" colwon .. •• la .. trlz !ol,quo 

recib~ d no~br< .. ...... ,, uochdo • la. tronofo!'lllad3n, r<fH\· 

do a los ba>e> con6nl~n". 

~J~mplo VI. 11. 

PHa la tunofonnod6n T: R1 • R1 definido por 

T{x,y)•(ly,lx) 

obtener >U m•td• oood•d• r<feTida o lo ba>e ~an6nica do R' 1 coJ. 

cul•r T(l, 2) <~pl<~ndol•. 

Solud6n. 

T{l,C)•(O,t) 

T(C,l)•(J,O) 

r la ~atriz pedido •• 

r: :J 
pata obtener T {4, l) ohctuuos el producto 

r: :J r:J r:J 
por Jo que T (1, l)·(~. !), 

. . . . . . . . . . . . . . - . . . 



• 
A partlr do ahon trabajare,oo ucluslv.,.ente con vecto· 

~et <:olu=.a, ya que .... fadlita gunde!lente el ~•nejo de lu .. 

tunofor110dones lineal<> cu.,.do se el!plean lu .. trices uocbdu. 

Matrl< osoclada rehddo o do• b"''' cual.,quleu. 

Analice:<os ahon el <>>o de una tunofor,ad6n lineo! 

T: R'~ •', "blondo que A• IV,, V,, V,l es una bue de R1 y·· 

B• {¡;1 , W1 l e• una base de R1• Se conoce ad .. h que: 

T(V" 1)•1W1•3W0 } T{V",)·-~W,•7W, "' 
T(\',)• w,-sY, 

lo cual define completomento la tunofornocl6n T, oo¡~n ol toorua 

VI. 4. 

Supongo"oo qua •• tiene un vector V t R' tal que 

Entonces, co"'o T eo lineal: 

T{V) •o, T{V,) •a, T(V1)+a 1 T(\'1) 

Utllltondo loo expre>toneo dadoo por (1): 

T(V) ·o, ¡2;;, •lW,)•o,{ -~W, •7ii"0)•o 1 ¡;;, -s;;,) 

quo puede eocrlblroe """" 

T {V) • {2o 1 • 6o, •a ,)W 1 • (3o1 •7o, ·So,);;, 

por lo que, el vector de coordenadu de T{V) <n lo baoe 1 u: 

(T(V)) B [::::::::, ::1 
E>te vector puede obtener,. o portir del vector do eoorde 

nodo• do V en la boso A; 

~edlonte el produet~ 

• [: -: _:] [::] 
que repreoent.llllo• med!anto 

(T(V)) 

• 
donde M~ • [' . ' -· , _:] es 1• ~•tri< oooclodo o lo tran!. 

for~•d6n. refodda a lu buo• A Y B. 

Eo Importante observar do• cosos: 

1.- la motrlt !{ tunofona un veetor do coordenada. en A, en un 

vector de coordenadu en B. 

L-

.. nte: 

Loo colu"'"" de M~ •on ¡., coordenados de loo vector., !u• 

gen do la b .. e A en la b.,e !. 

For~aluar .. oo a contlnuad6n el eHud!o hecho anterior· 
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Seon V Y H do• <<~ocio< vectoriales toles que di~ V•n y 

dim w·~; y •••n A• (V,, V, .... , V
0

¡ y E• (¡¡,. ¡¡,, ... , ;;~¡ bases 

de V y w, respectivamente, 

Si T: V • W es uno tronsíonudón llnoal, entone.> eüste 

una ~nlca o•trl• )~, ¿e orMn ~•n, tol que 

'" ' poro todQ :¡de Y, donde, o! 

T(V1)·o, 1ii'
1
•o,;ii',• ... •a,1W,. 

entono.•, lo ihlu ealunna de~ e. 

., . ., 
i .,, 

Este Horno no< ~orontlza que, paro encontnT lu coorde 

nadoi do la ico¡on de un vec~or V roferldu o lo base B de H, bo!_ 

tarJ con preoultlpllcar al vector de coordenada> de:; en la base A 

por lo aotrl• Ki. , • h que llnare01os "11otrh do lo tnn.forlloc;ón 

T<feddo a 1 .. bue! A y 0". 

Demostración. 

S1 :¡ H un vector cualquiera de v, ubemos quo •• puede 

V•o 1V1•a 1V1• ••. •onvn . . • ( 1 ) 

T (V¡•T (o, V, '"• V, •. · · '"n'nl 

Por llneolldod: 

T(Y)•o 1T(V1)•a,TC>'1}• ••• •onT(V'0) ..•. (Zl 
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• 
pueden obtener en fo1111o (lnlco o pulir de lo bo•e 3: 

T(V1 )•o 11 ii'1•o11 W, •,,, ·•~, W~ 

HV)•o ii•a ii• ... •o ¡¡ 
> '' 1 •• • ~,m ............................ 

T('i)•a W•a W• ... •• ¡¡ 
n '" , ,n , ~n m 

Llev.ndo esta> •~presiono• o (2): 

T(V)•o (• ii •a W • ... •• W )•o (o W •• ii' • ...... ii' )• 
1 11 1 " , oo m 1 " 1 ., 1 1 m 

'· · • '"n (•,n", '"••"•' • • ··•~.nWo) • 
A¡:rupando: 

T(Y)•(o,o, 1•o,a, •,,, •o
0

o
10

¡W1•(o, a, •o,•, +,, .•a0o10¡W
1 

• 

•,,. •(o 1 •,., •o,•.,, • · · · •on••n¡;;~ 

y, por dofinlcl6n, la• 5umu encerrodu entre por~n:e•io '"" ¡., -

cocrdonad .. de T(Y) refoddu a lo ba•e S, por lo ~u< podemo• <>

crlblr: 

(H'i) l· • 

o,•, ''",•, '• .. ·'"•"•• 

o, en fo1111a utriciol: 

{T(V}J • • 

y, por (!): 

., ... 

·~· ... 

. .. . .. 
••• 

•, 
•• 



.. oeoiT: 

(T(;;"¡J • ,. {v)" 

' • ' 
. . . . (l) 

... • • " • 
• • • 
" " " 

donde: ..:· 
.. , ·~, 

como oe qu~rfa deMotur. 

L• pruebo de que 

oi >u~onemoo que e>!He ~ 

••<a ~•u!t •• ~nlco n inMdloto, yo quo 

ul que 

(T(VJ ) 

• ' '• y y < V • • • ( 41 

loo ecua~ione> (J) y (4) clar..,.ente illlpllcon que: 

• ~B • 

Loto compl<ta lo demo<tucl6n. 

Ej<=plo VI. ll, 

Seo la .ronofonuci6n lineal T: R' • R
1 

ddir.l~o po<: T(o, y, •J • (•, o•y) 

Hcilmente H compn~ebo que ,0.•((1, Z, l) • (O, -2, •1), 

(1, 1, 11) y B• {(1, l). (ú, J)} son boseo do R' y ll
1

, reopcct!vo• 

mente. 

bose>. 

Calcule~o• Jo repreoentocl6n motrielol de T en eHoo Ú> 

Es claro que: T(l,l,l) • (l,l) • l(l,Z)-l(O,l) 

T(O,-Z,·I) •(·l,·Z)•·l(l,l)•O{O,l) 

T(l,l,l) • (l,l) • l(l,lj+O(O,l) 

• 
de donde 

,; . [ ' 
. ' 

. ' :] o 
Utllluoos etU utrh pou obt .. er lo i•ogen del voctor 

Y· ( -1 ,4 ,6), cuyo vector de coordenadu en lo bu e A e>: 

EntoncO>: (T(-t,•.~l} ·[' . . ' . ' 
o 

El vector {6, -J) es el vector do coor~enadu de T(V) 

en la bue ~. 

. . . . . . . . . . . . . . 

Eje~plo VI. 11, 

Volvuoo oh tr&n>fo,.,acl6n lineal del eje,.plo V!.11 

T:R1 +R1 

clefinida por T{<,y) • (ly, 1•), y cono!duuo• la base can6nl· 

E· {(1,0}, (0,1)). 

Podo qoe T (1,0)• (0,2) •0(1,0)•2[0,1) 

T (O,l)• (J,O) •J(I,O)•O(O,I) 

tenemo• ,. [: :] ' 
Por ello (T(\ll • ~~ (Y)E poro todo 

' 
Y de ••• 

Coando trobojno> con .. <r!cu rohrld., o base> can6nl· 
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~ora "''ecuo: ~·M 
T(V)•Mi' para todo Y do R1, como se obtuvo 

. . . . . . . . . . . 

Ejnplo VI. IS. 

Sean P el upoclo voctorlol do pdlnOIIIOs d~ 'udo JOenor 

0 ltuol que tres 1 Q el eopaclo vector! o! de pollnoolo• de grado · 

aenor o 11ual que doJ. 

ubnos, uno base de P u ~·{l,x, ' ' . X >} d 

QesC• (l,x, • • J. 
'¡ ""' . 

Conoldoruos ol operador derivado 

trOIIOO 'u en In buu B y c. 

Colculemoo, poro ello, Ju t=Ja•••• de los 

P • Q y encon-

1 
vector•• de • 

h hu B rotlrl~ndolos • lo bne C: 

D { 1 ) o • 0(1)•0{<)'0(•'1 

' D ( <) 1(1)•0(>)•0(x 1) 

D(x')• " • D(I)•Z(x)•D(x') 

D(x')• ,, ' • O( 1) .o (x) •J(x '¡ 

Po> unto: 

¡: 
o 

:J •• • o ' o 
o o 

Calculemos D (6x 0•9x'·1l utlllundo esto 

que: 
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' • • 
o 

' o :J [~]·[::] 
D(6>

1
•h

1
·1) 0(1)•12(•J•l7(x') 

D(6•'•9•'·1) • 11• +Z7x1 

que se conprueba con facilidad derlvon~o dlrect .. ente. 
J 

Pan hcer fnfosls en el hecbo do que oo trabajo con ba-

ses ordenadas, conslderc11.os ohoro como hso de Po 

F•h',,,,',ll 

En eHo caso. lo r~pr•sentoc16n "atrlclol do D u 

M~ r: : : :J 
Rango d• la ~atrh de tun,fonuc16n. 

Seo lo tron•forma<l6n T: ~· • ~· 

definido por T (~.y, •l • (x, lxl 

Encontremos lo motrlt do lo tunofonocl6n roforldo • 1 .. 

oase• canónicos: 

' (1,0,0) ( 1 ,l) 

' (0,1,0) (e, 01 

' (0,0,1) • ro , n ¡ 

[: 
o :J ~~-
o 

" <loro '"' ol <on1o do lo aurl1 M u uno: 

R ()!) . ' 
que " precioomente lo dl11ensl6n dol recorrido do lo t<Onofonoocl6n. 



So dejo ol .,tu4hnto lo dnootud6n del olgulute teoce 

tn una uanofonod~n lln .. l, lo dl~en•l6n del cHOfr!do 

.; lguol al ungo de lo utrlt de la Uondor~aoHn ref<rlda o doJ 

b•••• cuoleoqulero. 

4. ALGE~ DE LAS TRANSFORM~IONES LlNEALSS, 

En lu oeeclon., ontertore• he10o> tubojodo 11nleomenu • 

con una tun>forucl!ln a h vu, utudiando '"' propiedad., r e•· 

rocter{>ticn partlculoreo. 

En •><• ucc\6n utlliUHM> olmult,ne.,.ente do• o •h 

tr•noformadone> llneoleo, con el objeto de eotudlot Ju opeudo· 

nes ~ue con el!ao pueden Ofectuocoe. 

t<j>ado vectorial de tronoíorMCione< lineal.,. 

ConHMre~o• el c.,o de doo tran<formocloñu llneoleo T 

y S de R
1 

en R1 dofln\du por; 

T(o,y,t)•(•,lo) 

' S(x ,y, >)• (•·r ,x••l 

1 halleoos lo l11&gen del vector {I,Z,l) oeglin a•b., a•n•fonoado 

no o: T(O,Z,l)•{l,!) 

S(O,I,l)•{6,1) 

Pod•otoo fo<~or ohou uno nueva tr•n•fo,..,ac\6n T•S tal -

que, lo ¡,,..~en de un vector do R' oegGn T•S •e• lo suu de los lllll• 

genes de ••• m!•mo vector oog~n T y 5. 

Por eJemplo: 

{T•SJ f', 1 ,l) •T{O ,z ,J) •S(I ,z ,:l) 
•(1,8)·(~.1) 

•(10,11) 

ne l¡uol foru, poro el vector {l,l,•Z): 

{T>S) {! .~, -I)•T{l,l,-Z)•S(l ,l,-Z) 

•{l,Z)•(~,·l) 

•(1,1) 
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La reglo de Uanofor,..d6n Ce T•S puedo obtenene calcu

lando la l~agen de un vector euolqUJero (x,y,>) de R
1

: 

(T+S) (x,y, <) •T(x ,y ,t)+S(x ,y ,1) 

(T•SJ(x,y,t)• (x,h)•(x•y, x••) 

• • • { 1 ) 

Es f1cil verificar que utllloondo e•to reglo •e obtienen 

los mls~os resultados onterloreo. 

Un eotudlo olnllor •e puede llevar o cobo poro uno oper~ 

ci6n conoiotente en ~ult!pllcar una tranofo,.,.ocl6n llnul por un· 

Por ejuplo, o partir de lo <ronofonood6n S pode•os do-

finir lo transfon-acl6n SS en la ol¡¡ulente fotoo: 

(SS) (V) • SS (V) "f V de •' 
(aleule~os algunoo cuoo: 

(SSX4 ,l, J)•SS (( ,l, Jl 

•1 (6,7) 

•(JO,H) 

' 

An.!loga~ente, para el vector {l,S,-l): 

(55)(!, S ,·1) •SS{l ,S ,-1) 

•5 (!,-1) 

-po,-s¡ 

y, poro obtener la re¡¡lo •'• tranoformod6n: 

{IS) {X ,y ,<)•SS(x ,y ,t) 

(SS)(x,y,t)•S (x•y, x•<) 

(SS)(x,y,t)•(Sxoly, h•St) • ( 1) 

El e>tud\ante puede dc•ostur que lu tnnsfomocloneo 

T•S y SS, d<finlda> por (1) y (l) r.,pretlvomente, oan llnule•. 
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A continuad6n deflnlremoo lo '"''" do tr•noformae!on., y 

el producto por un ••colar poro el euo genero!: 

Oefinicí6n. 

5Hn V y ~ dos <>poeloo voetorloles oobre un a\o~o campo 

I, y '""" T y S dos tr•noformaoloneo de \' en 11: 

1) la'"'" T•S es""' transforud6n ul que: 

{T•S)(V)•T(V)•S(V}, \"V< V. 

>) El producto aT <>una transfarmoo6n tal que: 

{aT) ¡V¡"" r (V¡ , "fa<~.V<V 

Teoro~a \'1. 1. 

SI T y S oon tnnofor•ocloneo llnul.,, entone<! T•S 

or son tlllllbién lineales. 

Onostroei6n. 

a) T•S es lineal. 

Sean V, y V, dos vretores de V, y e un ucohr de~: 

(T• S l ( cV1 ·V, l •T (e V, •V, ) ·S ( CV1 •V, l Por definición 
de T•S. 

que~ando demostrado. 

b) oT ., lineal. 

•cT (V, ) • T(V1 l • eS ¡V1 l •S (V1 J 

•cT(V
1

) •cS(V, J •T ¡V,) •S(V, J 

•c(T (V
1 
)•S(¡;,)) •T(¡;

1 
)•S(V1) 

•c(T•S) ¡;;, )•(T•S) ¡¡;,) 

Par linealidad 
de T y S. 

Por definición 
Je T • 5. 

En efecto, oHn 'V1 y-;;, doo vector., de V,y e un eocuor: 

(oT) (cii' ,•V 1l•o T(cii ,•V 1) 

•o (cT(V 1) •T(V ,l l 

•o (cT(ii' 1)) •aT(ii' ,J 

•c(aT(ii' ,) ) •oT(ii' 1) 

•<(aT){V,)•(aT)(V, 

~or definición de oT. 

Por linealidad de T. 

Por def\nlc\6n de oT. 

' 



! 
i 

que~ondo ~•~oHudo, 

Sun V y W dos eopac!oo vecto~loles y ou L(V,!f) el co~

junto for~•do por tod., lu tron•fonuc!onu lineale• de V en 11, 

L(V,Wl es un eopacio vector!ol. 

De lao definidone• dado• para la oumo de tnnsfor~ocio· 

neo y producto por un eoco\or, o. Uc!l domootror el teoremo ante

rior. Unic•menro enu~eroreM• lao propiedadeo de L(V,W), dejando 

como ejorcic10 ol e"udionto ou de~o<ttoci6n: 

Se•n S,T y U tunoformocloneo linealeo de V en W, eo d<· 

e ir: S, T, U< L (Y,W), 

Cenadun. 

Ya denostru.oo que la ouna ~e uanoformadoneo lineal<> 

es lineal, esto eo, S•T eL (V,W), 

1•sbién demo•trano• que el producto de una tranofo~•-

ct~~ lineal por un .,colar u lln .. l, uto eo, o 1 t L (V, 11), 

Z) S•(1•U)•(S•T}•U, 

l} Trandoruc!~n cero: 

" 
" 

3U<ltV.~) tol que, ~T<L(Y,W): 

1•0·0•1·!. 

1+(·T)•U, donde -1•(·1)T<~(V,W), 

T+S•S+T. 

Sean " y a dos oocolueo cualosqu!na: 

6) o(6T)•(a6)T. 

1) o(T•S)•a1•aS, 

8) (a•6)T•aT•H, 

9) l·T•T. 

' 

. . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . 

Yolv .. oo &hora o U• tronofonooc!oneo T y S doflnidu por: 

' 
T(x,y,<)•(x,h) 

S(x,y,<)•(xoy, •••) 

poro las cuoles •• obtuvo: 

(T•S)(x,y,<)•(h•y, lx•z) "' Lo oumo <le eotos uonoformocloneo •• puode llevor o eobo 

por ~ed!o de loo motrloo5 osociados, referid., o lu b""' con6nlc••-

~eprooonurnoo con M(T), ll(S} y M(T•S) • loo motrlcoo .,ochd., o 

T, S y 1•S roopectivomente) dichas motrloe• son: 

M(T)• [: :J 
o 

o 

' 

~ (S) • 

M(T•S)• [', • 

[: 

:] 
o :] 

Cooc es Ucil c""probar, ona ~!ti~• utrlz puedo tubifn 

obteneru ou .. ndc ho mattl«• N(T} y M{SJ, ~. doch: 

M(T•S) • M(T) • M(S), 

Roccrdeooo que al Inicio do oota oocci6n, tub!fn oe ob· 

tuvo lo tunoformocl6n SS curo <egla de conoopondencia u: 

{!S)(>,y,z}•(!<"IY,, 5x•!<) . . . . ( ¡) 

'"" forma on:llo~o, u=•• que el oultiphcor por el eocolor 5 la 

motrh M(S) do como ro•ultodo H(5S): 

[: :] [: ' :] SM{S)•S • H(!S). 

• • 
~n genero!·, o\ V y w son do• ••podes vectorloleo y S Y 

1 do• tunofor~adone• Unool« cu•lo.quloro do L(Y,W), •• tieM: 
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poro " ,, M{T) 

' M {S) 

OUUI 

-· ' - ' 

poro ol producto por un ••cohr: 

o! M{T) ~ T 

y o eo cuolqulor escolar, 

ontoncoo: ontoocu: 

W{T)•M{S) - "' oM[T) ~ oT 

• <u: o ... , 

M (T) •M{S) ·~('l'•S) oM(T) • M{«T). 

Por lo que, ouD.or tronoformocion<> o oultlpllcarlu por 

un escolar •• oqu\volena o '""'"' sus utrlcu aooclodu o oultl· 

pllcorlu por un .,colar. 

Se dice que qv,w¡ eo loo~orfo al con¡unto do !u ootr.!_ 

cu de orden mxn {dot' ~·dlm W y n•di= V) para lu opeudoneo . 

de >umo y producto por un escolor. 

(Teoromo de lool:IOrfl>mo) 

Poro cualesquleu T y S de L(V,W) y todos loo escolu., 

o •• tiene que: 

' 
M(T•S) 

M(o.T) 

M(T)•M{S) 

~(TJ 

De11ostroremos este aoreu ~olc""'ente poro tunofonoocto 

neo de~· o~·, oopleonJo loo bases con6nlcao. (El cuo ¡:enero¡ • 

se puedo duostror en forma onlloga, tenleneo en cuento quo loo. m! 

trice! ~uo •• von a operar deben eotar rofeTidas o lu mhm.o b•o<>) 

' 
dos tronsformoc!oneo ll· 

noaleo y ocon M{T) y M(S) sus respectiva• motrlceo oouc\eJu,, en 
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"sobuoo que 

' a) Para h ouu: 

T(V)•M(T)V 

S{V)•M{S)Y, 

por deflnlcl~n do T•S: 

(T•S) {V)•T(V)•S{V} 

~·~ {1): 

{T •S) ¡V) •M(T) V'•H(S)Y 

de ll" } . . . . ") 

por la dlotrlbutl~1dod do¡ produeto sobro lo ouao do oatrleeo: 

por otro parte, de (1): 

(T•S) (V)•H(T•S)Y 

de (2) y (l) •• oleu• que 

M(!+S)•M(T)•M(S), 

b¡ Poro el producto por un oocolor: 

p~r deflnlei6n do aT: 

(aT) (V)•oT(V) 

por (1): 

{ o.T) (") •o (M{T) V) 

• • ·• • (2) 

• • • • ( 3) 

por los propledodoo de loo aotrlc•• ~oro el producto por uo eo-

oalar: 

(oT) (") • {o. M {T) )Y 

por otro parte, do (1): 

{a!) (V)•M(oT)Y 

de {f) y (S} oo'oiguo quo 

~(-oT]·a~(T). 

. . . . (') 

• • • • (S) 

Uto completo lo d .. onucl6n. 



' ' 1 
! 

co~rootcto~ do tunofo,.,.ocloneo 1\nuleo. 

l'no o~eucHn bu tanto "" !nterounte con tronoforncto 

neo l!neoloo eo h cot~po•lc\6n. 

Con.!dere~o• el pro~le•• ol¡u!ente: 

Se tiene un se¡~ento d!tl¡!do en el eopoc\o eucll~>ono bi 

dl11enoionol 1 •• deou ¡:lrOTio un tn&ulo d~ 60'(oent!do anühour!~J. 

y unA ve< ¡irodo, oc deoeo ou11entn ocho voces su "'";nltud, 

R<Oolvamo• elto probl<mo en doo porteo: 

Prlm<TO, obton¡noo lo tronofocucl6n llnoal T segdn la-

Por el t<ore 

110 Vl. o, Hotarl con hollor h lmo¡:tn ~e los vectocn de lo'"'" . 
con6n\ca p•r• poJer Jertnlr T, 

quiero e: 

' 

T(I,OJ • (cooe, oen&) 

Tenemoo pues, P"'" "" lngulo cual· 

.. ,. ' 
--->co,:¡ 

Por tonto, lo """11 do la tranofontac!6n en la base cn6 

ntco n: 

e·n M(T)• 
oene ···"'] .. ., • • • • ( 1) 

!!oclndo ' • 60' : 

["' ... H(TJ• ... "' 
.... "']- [l 
••• 60° 7 

-~] .... {¡) 
En oe¡¡undo lu,or, encontro~•• lo tranofOT11l&cl~n l\neOl S 

· .. ' 

••• •ult\pl!co por 1 lo •osnltud de un yectcr. 

Este u un coso l""ed\Oto: S(I,D}•(I,O) 

~(S)·[: :J 
5(0,1)•(0,1/ 

• • (3) 

Yo podemos ruoloor nuestro proble•a: 

Por e)nplo, pou el vector (l,~) ,prl~ero lo ¡:tu .. • 

too ' 

~ ·;] [: l [' "'] Ttl,~) • 
. 

ll•Z 

T{l,<)•(l•l/l, /J•l) 

r de•pu~• lo multiplicomoo por 1: 

[: :] [~:1 
s(1·213', /!•ll•t•·161!, al! • 161 

VeOlo> que el pro,<>O &qu! oe¡u!do se puede , .. ""ir on 

lo uptes\6n: 

~ue u la co111pooici~n de ln tron>fcr,..c!ones S y T, ot.bolltado 

con SOT. (Uue: "S cc•poo>ciOn !"), 

Esto ••, S•T •• uno tunO!onou6n que •• define ••••• 

(SOT) (Y) •S (T (Y)) 

Por ello pode11os eocriblr 

(SOT)(l,•J•(I•lt/1', 1/!•16} 

donJe sor •• juotnento la tronsfoc .. clón que al .~ ••• tlupo ,.u 
un vect.or 60" y lo IIUltlrll<a poc 8. 

SI que remo• obtener lo ••trlz asociad• & SoT pode••• ha· 

cec lo oi,ulente: 
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' 1 
' ' ' 1 

(SoT) (x, y) •5 (T (x , y)) 

Utlllundo H (T) ''"'"'·''' '[[~ ~] [: l 
''"'"'·''" ~ :] [ 4 -~ [:] Utlllundo N(S) 

[. -··'] ['' {SoTl(x,~)· 1 
4/; 4 y 

~(SoT) • [:,'; -·~] 
O~<HYILIIIO> ~oe h ¡natri< ooocudo o SoT n el producto de 

¡., ,..t<lceo .. ociad•• a S y T, esto e.: -~(SoT)•M(S)~(T), 

[· .. '",'] [',] (SoT)(l,4)• 
0 

co~o oo tonla. 

En resu=en, SoTes un• tuno formación lineo! que "reune· 

Jos e!octoo" de S y T, y cuya utd% asoclodo" el producto de loo 

"otrlcu H(S; y M(T) (en ese orden]. 

G:R'~a' 

F:~'~R' 

Veomos otro caso: 

Seon doo tranoformadones l!neale• 

éoda por G{x,y,<,w)•(l>,y,>•w) 

dada p~r F{x,y,>) •(~x•y,<) 

El eotudun« puede veTIHcar tinl11ente quo 

[: 
• • :] [: :J M{G)• • ' 

II(F)• 

• • 

Vl-~151 

oon las motrices uochdu o G y F, on !u bu., coH~nlcu, 

Encontcemos lo motrl< aoocloda o FOG: 

r: :J [: 
• • 

:] M (Fo G) •M (F)N(G) • ' • • • 
M(FOG)• [: ' • :] • 

h claro que FoG es una tnn>fo:noocl6n de R'en a', Gri· 

!lco;pro: ~· ~· 

' 
•• doeic, 

' 
' G (x) 

• 
•• o 

Encont,-ernos por ejemplo lo lmoson dol vootor (·1,4,1,,) 

• :] []. [::] [ .. (FoG)(-1,4,1,8}• 

• 
Esto re•ultado se puedo verificor !!cilmento si ob•orva· 

G(- t ,4 ,1,8) • ( · l ,o ,1 0) 

F(-1,4,10) •{-1,10) 

(FOG) ( -1, O ,l, B.)•F(G{ .¡, 4,1,1)) 

o, en general: 

{F<I G) {V} •F{G (V}) or V do a•, 

que e• lo defini<i6n de FoG, 



¡ 

• 

Da«~os •~oro lo definlc!6n pu~ el cooo genero!: 

Oe!ln!d6n. 

Sun lu tunsformocloneo T: U. V S:V•W. 

Def!nlmos la tuns!arucl6n 

sor:u.w ..... 
(SOTJ (U)•S(T(Ü)) 

Pode,.os ropresentu grlfl<:o•ntc lo c001posld6n de tuns 

for,.oclones lineal« medianto la <ilulento ¡¡ 10ro: 

" 

Fi1ura VI. l. 

SIT:U•V S: V • W oon do• tranoforudoncs lin .. 

sor:U•ll 

tae.blh e< lineal. 

De~ootrac\6n. 

Sean '· ' '· '" vectore• •• "· ' ... . "" ooulor; ··-
ton u.: (SOT)(~Ü 1 • ¡; 1) • S(T(oÜ1•U:1)) ,, deflnlc16n •• s•r. 

• S(oT{U1 l •T(ii,)) ,, llneoltdad •• ,_ 
•oS(J{ü1j)•S(T(Ü.J) ,, llneo)!dod •• '-
•a{son (Ü,J• ¡sor) (i:í 1 ) '" deflnlcl6n •• Sol-

quedando d .. ouudo. 

Huoo oendonado <1 hecho de que lo coopulcl&n de tun~ 

foruc!oneo ltn .. IH corresponde • la ou!Upllcaddn de oonl«<. 

EHo •• puede generoliur con el <iguiento: 

eoromo VI. 11. 

Sean ¡,, tr•n•formac!one• 1\n<aleo T: U • V y S : V • W. 

Soan ~. By C base> UoU,V y W, <eopoctlvomente. Si 

'~(T) •• )o matdt oood•da a T, y M~(S) •• la ~atrlt ••ociada o S, 

M~ IS)~(T) ·{(SCT) 

•• lo ~otr\t ••ooioda • sor, 

Lo duo•tron6n de eHe teHe~o puedo conoultoc•e en b re 

ferenc\o l, pf¡, 121. 

r: R 

Eje~plo VI. ló. 

Tonluoo (ver <i<1'•plo VI. ll) uno tunofoflloclón lineal 

' R dado por T(x,y,t)•(t,x•y), 

Siendo A•I(I,Z,l), (0,·1,·1},(1,1,1}} y B•({1,2},{0,J)} 

do ~· y R' resp<ctivamento, ~abhmoo obtenido 

. ' 
' 

;] 

Yl-52/53 

·-



SI &~oro conoi6UUIOS lo tran5fon~ac1Gn lineo! 

S: R
1 ~ R

1 
dado por 

' 
5(1,2)•(1,2) 

S{O,l)•{O,l) 

y utlll:uos la base conenlco E~((1,0),(0,t)l •• tendrl: 

~~~ (5) • [; ~] 
Por unto, lo matrh .. ~ciodo o 9>T es: 

lo!: (5) )~ (T)• ['' ,"] [_', -.· . ,'] 
[', -_·, ',] • { {Sor) 

EneontTe•o• (SoT)(Y), donde 'i • {·1,,,6), 

Sabuco que: '" - [:] ' 
((SoT)(V))~ • ~~~ {Sol) ('i)A 

{9>T)(-1,4,6)·~ -' :] [ :] [ :] • 

-' 
(!b T) ( -1,4 ,6) • (6 ,l) 

Vemos que en cote cuo lo nonsfor~ad6n S equlule olm 

plemente a un cublo de b .. e en R~ ("e' reoultado del ejeT>plo VI,I3). 

Alrunn pronlododn de lu operadones con nanofon~oclon" lineoles 

Sean U, V y" tres "'paoios ,-ectorhln sobre un •=r• ~-

1 • • SI f: U • V 

S: V • W 

T: V ~ W 

Vl-!>4/55 

"" trofttfono.elon .. llneoles, 
• 

(S•T)oF• ••• • ToF , , __ 

" " " • 
' 

,_ • • • 
"" tuno f cruel o no • lineo! .. 

3.- 51 

{d)•F•o(TOF) 

F: U • V 

G: U • V 

' T: V • 

entoncu 

" •• •• 

oon tnnsfor~odonn llnules, ntonco• 

T•{F•G)• T•F•T•G .. - " ' .. "" .,poclo vectorial ' 
" " • • 
·- ,. • • 
'" • • ' 

son tronsformaclones llnuleo, entone .. 

TO (SO F) • (TOS)•F, 

escolar, . ....... 

~.- SIr: V. W •• uno tronsfornad~n lineo!, entoncu: 

' 
To!v• T 

1 OT• T • 
donde Iv e !~ oon lu uonsfo,.,o~loneo Identidad on los O>poeloo V 

)" w, reopecttvuento (ver def!n!c!6n en el ojnplo VI. 6), 

Observe ~ue eotoo propiedadeo oon equlvolenteo o los r• 
obtenidos poro operoCione-. con JOatrices, en el capitulo IV, 

~6teoe que, 50lvo usoo >~UY part.lculareo, lo cc.posld6n 

de ttonofor .. oloneo llneale> NO ES CO~'l-!llTATIVA (reoultodo onllogo 

ol de '"'lt lpllcocl6n de .otdceo). 



Tuno!on:ut~~ lnr~no. 

Veo::.oo h tu~oto,..adOn Hnul G: R'. ~ t' definida por 

G(a,y)~(ly, y), y conoldnnoo el pro~t .. a de deterllllnu, dado un 

vector del recorrido, de ~ue vector del do~lnlo eo lmo¡en, 

Por ejuplo, soblendo que G{V)·(~,l), quer010oo deterllli" 

nu'V<R
1

• 

Surge .tn embu¡¡o uno dificultad: vor!oo \"ectoTeo del 

dominio tienen o {6,l) como lmo¡<n, 

G(·l,l)•{6,l) 

~enclonomoo por ejemrlo 

! 
~( R,l)•(6,1) ' 
G( ~.1)•(6,1) 

h quo un vector dado del roconldo eo Imagen de mh de 

un vector del dominio, oboorvo~os que o) problema que no• plante•· 

moo NO tiene oolud6n ~nlca. 

Molice~oo otro cuo: 

Como vl~o• en la p~¡lno U, lo tronoformoc16n 

T: a'~ a' cuyo utri• oooc\odo eo 

,,,,. [ ~ ~] 
JIU un vector del plano un lnJU\o de 60' '(oontldo ontlhoror!o), 

Eo fiel! penoor que conociendo un rector l11o¡en oc puede 

dete,.lnor con cenen de que vector del do=lnlo procede, yo que 

butarl ol~pleaente con ¡lrorlo un ln1u1o do -60" (60' sentido M· 

urJo) poro obtener el vector otl;lnal, 

Por ejnplo, •1 

' • • 

t("V1)•(1·ll1, /'!•!), deoeoau dete'"'" 

Obteng~oo poro olio lo trono{~raoc!On S: ' ' l ~ R ~ue 1! 

ro un vector un hgulo de -60°, 

{1) de la p!glno 41, tenemoo: 

leo.(-60') ·•en(•60')]·[ l 
M{S)• ,, 

sen(-60') cos{·60') "7 ~] 

v, {2,4) 

Kuos reouolto el probleu, pues yo teno~oo uno tnnofo!. 

ucl6n {S) quo nos pHmlte "rogreo•r'' cuo1quior voctor dol rocorr.!. 

do al vector del dominio del cual., Imagen. 

' 

' 

' A S le llomare~os tnnsfonnoc\On lnveroo do T y lo repr!_ 

•entoremo• =edhnte r·'. 
Poro el cooo que hemo> onoll••do: 

!{1,4)•(1-lll, 1!•1) 

' t"' (1-1/l, ·'>•1)• (1 ,4) 

Esto es vUido poro todo vector;¡ d• •' • eo doclr: 

V1 ~6{57 
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1 Seo una tcanoformad6n ! : V ~ w, ~ lo tunoform•dón 

r"': w ~V ul que 

r·• ¡r¡;>¡¡.¡; 

' T(T- 1 ¡;;:¡¡.¡;¡ 

" " llama t rans f onnacl6n 

"' '" ' '" " ,, . L oT) ¡;;¡ • ' ' (ToT"'¡¡;¡ • ' 

'f • < V 

v- ;; < w 

lnver>a "' 
tiene que: 

• ' ' ' • ' ' " 

L 

y, por cld<ntci6n do trandormaclón identid•d: 

r·'or • lv 

'" 
( z). 

hto> oxpro>lon••, •on equivalente• o las condicion&o (1) 

y (Zl de la definición. 

Es lógico pregunto'>e ahora cu~ndo una tnn•formod6n ti! 

ne inveua. Paro reopond« a fsto, conviene comparar O)guna• ca-

racter!>t!ca. de la> tran•fom•clone< G y r de loo do• ejemplo• •n· 

teriore•: 

Co~o vlmo<, para la transformación G: R' • R' deflrdJa 

por G(x,y)•(ly, y) exloten vector<> diferentes del dominio ~ue tle· 

nen como i~ogen un mi>mO vector del recorrido. 

te"•ma tran,for~aclón G- 1 tal que G"'(G(;:'))•V 

que G no ti<ne lOVOHo. 

Vi-5815~ 

Entone.,, no <>1! 

'f ¡; t R', ror lo 

Por el controrio, poro la tronofor~ao\~n T: Jt' ~ R' que 

siro un vector 6Q' (puo la cual obtuvimos uno tunoformaoi~n In-

veroa), oo claro que do• vector•• dl{orenteo de\ dominio tienen· 

sJ•~pTO im1~eno. distintos en e\ r.corrido (•e d1co que T e• uno 

o uno) . Dicho d• otro formo: 

A~e~1o, eo f~cll vorHicor que todoo loo vector., do R' 

oon \masen do ol&~n v.etor del dominio, o '""• el recorrido de la 

tunoform,ci6n T: R' ~ R' es todo R
1 

(H dice que T <> •obre). 

~"'" d\forencl" b~olc., entro loo tranoformoclnneo G y 

T oon loo ~uo dotcrmlnan la o>iHencta de U tnnoformoclón lnver

'"· como oe eotubloce • continuación de lo sl~ulente definición, 

Dofinlci6n. 

Deelmoo quo la tran•fomoo\ón T: V~ W eo biyec\lva ol: 

1) T •• uno • uno, ooto es: 

T(;> )•T('V) -"'>V •V 
1 1 L 1 

'f v
1

, V, do V. ' 
1) Tesoohro,o<to.o: 

T(\')•W. 

Podemoo ,hora enundor un teorema que utoble« la cond!. 

cl~n nee<>Hia y •uf\clonte para lo edotoncl• de l• tunoformaci6n 

hi<te 1• inooru de T 

lh·mootroC16n. 

S•• T: V • ~ un• tra¡,ofor~oc\6n b\yoctlvo: 

Como T <o sobro, v- W t w •<lote al .. nos un vector ¡; < V 



1 

U! ~uo T(V)•:;¡, Como T es uno o uno, dicho voctor es ~nlco. 

E<l<to ontoncu uno Cnlco tnnofot!ucl6n G: 11 • V tol que: 

por lo 

Es clno que G •• u~bl~n blyoctlva y que 

T (G (;¡') ) •T (V) .:;¡ 

' G(T(V))•G(i<)·'V 

. ' quo G•T . 

E>to cornpl<to lo demo!tuc\6n, 

TeoTO~.• VI. IJ. 

Sea T: V • W uno tunoformoc\6n lineal, 

Su lnvu,. t"', ol u loto, tubUn eo lineal. 

Duootrod6n. 

Supongamos que o>hte T"': W • V. 

tons de W y ••• o un eocolat. 

No<.,\ tomos do,.oouu quo 

'. ' - - •\ - _, -(ow 1•w1)•oT (w 1)•T (w 1) 

poro lo cuot, consldeto!llOO dos vector., v1 , v1 < V tole• qu<: 

' 
- ., -
v 1 •T {w 1 ) 

Por deflnlc\6n do r"': 

T(V',)•¡¡, 

co•o Tes lineo!: 

y T(Y,)•:;¡, 

T(oY, •V, )•oT(V,) •T(V,) 

de (1) oe oioue que 

T{o>' •V )•o;¡ • w, • • • 
por ddlnlclen do r"': 

o 'V .¡:- •T"' {oW .;; ) 
' . ' ' 

. { 1) 

- .. - {1) 

flnol10onH, do (1): 

ar·' (V, )•t'' ¡;;,¡.r·' (oW, .:;¡, l 

co~o quorfomos domostror, 

RegTOsemos o !u tnnsfonuclonos G y T quo eHOl!los onoll 

undo, 

Vimos quo G: R1 • R1 no oo uno o uno. El loctor puede 

•erifl<u que el n~cloo de G os: 

N(G)•{ {x,O) 1 x < R), 

En cnbio, o! n~oloo do T "" 

N(T)•{{O,O))• {if,) 

y, como vimo•, T e• uno • uno. 

Note~•• que o! nQcleo do G contiene otroo vectores ode

d• del vector coro (por ejemplo, (1,0), {~,O) etc.), alentuo que 

<1 n~cleo do T contleno anicuento al voctor ooro. 

T~orema Vl, 14 

Una tTansfor~oc!6n lineal T: V • •-

•• uno a uno si y s6lo o! o! n~cleo contiene dnlcoaonte o! Yector 

COTO, 0 OTa: 

N(T) • { if ) • 
D•~o<troct6n. 

'" . SI T •• uno o uuo, entontos N(T)•IOvJ' 

En ofecto, <ob•••• que, pot ser T lineo!: 

T(iívl·Ow 

suponga••• que v oott en el nOcleo, es decl< 

Pot h>p6tesl<, T os uno o uno, o oeo que 

Vl-60161 
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l'(Y')•T(Qy) 

N(T)•!ll") 

- Y•ü • 

SI N(T)•(~v)• entonce, 1 •• uno a uno, 

~n efecto, .upcng0111o> que exiH<n doo vectores v 1 , v1 de V 

Ules que T(V1)•T{V1), 

o bien 

Entoncos T(Y1)-T(V,¡. 11,. 

co=c Tes lineo!: 

rcV,-Y,J 1!, 

E> dech, Y1-V1 eul en ol 

v,-ii,·llv 
., ... 

ndcleo y, por h\p6tulo, 

Po< unto: T(V1)•T(V1¡ 4Y1·Y, 

r T •• uno a uno, 

YY,,v, eV 

Queda d.,.ostrodo el toor<!>&. 

Recorde•os que en uno tronsforaact6n lineal T: V • W: 

dla V•dla T{V)•dlo N(T). 

Ah oro b len, >1 S (Tl• (ti,¡ , entonces dl•V•di!OT(V) , 

De •• to ruona~lento y de lo> tOOT<MU VI. 1 ¡ y VI. 1 '• 

•• obtiene el ol¡uiente iapo,ton<e re>ultodo: 

Corolorlo. 

Su un ••podo V de dl .. nsión finito r ouT: V • W una 

tunsfcruct6n lineal 

T tiene lnveroo ,¡ y o6lo ,¡ 

lo. dio V• di~> 11 

Obo~rve .. que utoo condicione< son equtvalento• a ofh

~·r que T TltN~ !~"VERSA SI Y SOLO SI LA MATRIZ ASOCIADA A T F.S CUA 

Vl-52/~l 
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forucl6n dada tiene invor ... Noo folto Onlca,..nto oncontur una 

for~o do colculor dicho ln•uu, cuando u\sta. 

Pou ello, re,ruecoo o h tr&Mformoc\On T ~uo ¡\u un 

vector del p\ono un 1n~ulo de 60", cuya motr\1 osoclodo es: 

M(T)• [ ; ·4] 
.< ' 
-, ' 

Lo tronsfo,..oc\<ln Inverso de T; COIOO so oncootrO UUI"io!: 

••nto, tiene co~o motrit osocloda: 

M(T" 1)• 

h f1cil vor que: 

r; ~1¡; ~] [' "]J; ~] ¡; -~] l, 1J . ...., 1 o 1 ~- 1 ...., ! 

Es dec•r, M(T. 1) ES LA-MATRIZ INVERSA DE M(T): 

M(T"'¡ • (M(T)l- 1 

De hecho, en cualquier transfonoociOn lineal dondo ol do• 

~lnio seo de dimenoi6n finito, poro encontrar la aatrl1 ooociodo o 

la tranoformacl6n lnveroo bootar! con Invertir lo =•trlt asociado a 

la tunofo~uci6n, coao enobloco el si¡ulente: 



Seo la t~on•fo,-,od6n lineal T: V 4 w y oea T"': W + 'i 

<U lnveroo. 

Sean A y B tu ~••peotiva> baoe• de V y W. 

St ¡{(T) <> la 10atrh ••ociada a T y M!(r·•¡ o. Lo ~•Hit 

"' ••ociada a T , entonces: 

M!rr·•¡. rr{rr¡¡· 

Eje~plo VI. !1. 

Sea lo uansformad6n lineal T: R' - R1 dada por la ngl> 

!nve>tlgueonos si tler.e inveuo: 

Pou que un vHtor esté en el n~cleo 

(Jxoy, x•r•z, ly<4z)•(D,O,O) 

Es decir, Jx•y o } X'Y" o '" 
ly•4z o 

1 
' ¡ 1 

Pue>to que .. det<rmlnante 
' ' . ' es diferente 
o ' 

de cHO, el oisteoo (1) tiene por única soluci6n: 

' o 

' o 
' o 

N(T)•{(D,D,D)) 

Ade~.h, p~r ser lo tronofo,..,oci6n de R1 en R1 , podeM< 

conclull" que <>iote la inverso ,.., . 

E< fldl verificar que la 10otrl: uoehdo a Tu: 

[ 
:' 

M(T)• 

0 

' 
' 

Noto que en la obtoncl6n del nCcleo oe lnveHig6 l~plfcl 

t""ente si M(T) es oingular o no lo es, es decir, si •• puedo inVH 

tir,ya que 

pour·•, 

' o 
1 T es preclsa~onto el determinante do M(TJ. 

o ' ' 
c. lnv•,.,• de la ¡natriz M(T) " 

[ : . ' ll (M(T))., • ' •M(T. 1) 

., 
Podemos por attl~o <ncontur la regla de transformoel6n 

' 

[ 
,.,,.¡.] 

• ·Z••6y·f> 

X•lyH 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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vr. ~. VALORES Y VEC~RES C~RACTER!ST!COS. 

Con>ldoremoo lo tunofornac\On lineal T: R' • 11
1 ~ef!nlda 

por: T(~,y)•(lx•y, ~~·y) y encontremos lo jmag~n ~el VHtor (1,2): 

T (1, 2)•(4 ,!)•4 (1 ,l) 

SI represenuños al vector (1 ,l) co~o lln seg~ento dirigi

do en plano x y, poae~os ver que la tronsfo,acHn NO le cubl6 de 

~heccl6n, sino anicomenu de ~ognltud: 

f_l 1 1_1' ' '' 

- j~v~J'~;.¡J~ 
± -1 ';:!:' ' : 1 1 

f-1-~~ ~·pj- ' ' ' 1 
' ' 1 4 1 1 ' ' 1 

SI ahou toma~os el veotot (~,fi): 

T(;,ó) • (1 2, H) •4 (3 .~) 

vemo• que le ocurre exacumente lo ~ismo que al •ntodor (su ,.ognl

tud aumento cuatro v~co• pero no <ambla da dJroeci6n al apliculo lo 

rogh de tnnsfouaciOn). 

OtrO CHO similar: T{·l,-4)•4{-l,-4} 

E• fiel! ver, sin embargo, que lo• vectore• a los que e~ 

te ocurre son casos 1>UY putlculues, y que en ¡eneul la transfo!:_ 

maci6n ~odificari tonto la magnitud co"o la dirección del vector 

<obre el cual actO•. Por ejecplo: 
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T t'l,l) • (!,9) ( l,ll 

_. 
' 

' 
' 1-

_r: 

l ' -¡ 

Cotoo entonces p<eguntarse: 

1.- ¿cómo deben '"T lo• vootore• pata que la troufon,.cl6n n~ lu 

cambie de düecci~nT 

l.- Lo> voctore< que .ogOn T no •on mod!H<ados en dlreeol6n, ue 

multipl!c•n siempr< por el ,;,~o escoUr (4 en eote coso) o

exi>ton alguno• otro• voloreoT 

Pora re>pondor a lo ootetlor, plantee"'o' el problema en 

una forma m~> Reneul, e> decir, veomo• en que c.,oo la lmogen de 

un vector e< •imple~ente el producto do un e>oolor por dicho vec-

tor, .,to •• 

"' 
' . ··-·· ' . '''"" ... -... ~ ...... p.ua o.gun ~ ar , • • • u 

do donde 

. . ... 
Se• V•[x,y) un vector cuolqulora ue ~ 

~equeTl1'0S, de (1), quo 

T(x ,y)•l_(x ,Y) 

Aplicondo lo reglo de tran•forma<16n: 

(lx•y, ~x•y)·''•· >y) 

lx•y ·'• 

óx•y .\y 



o bien: (2-l)x • y• O 

bx•(1-l)y • O } . . . "' 
Como H vi6 en 01 capitulo IV, lu solu<:lon .. do! slote

~• homo~~neo (l) dependen del volor del determinante de la matrlt 

de cooflclenteo: 

ll-> 
1 1- (l-1)(1-).)-b•l'-~•-· 

i 1 -). 

Si eote deter~inante, lhudo pollno~lo cnoct .. IHico, 

•• dlfer<nte M cero, tendre~o• la '"lucl~n trlviU 

'i•(x,y)·(~.o¡ 

que no noo !""teresa, pues eo obvio que 

T(!J )•All pau todo ucahr l. • • 
Por tanto, pan obtener vec>ore> no nuloo, re~uedaoo quo 

el dete,...tr,ante ••• cero, •• d.ciT: 

"' 
que oe conoce co~o ecu•c>6n coracterlstlco, y de ello •• obtienen 

doo voloces de 1, ll~ados volores caracterlotlcoo: 1 1•·1 

l'- • 
Con estos valeros pod<!>05 reue,.r o IU ecuaciones (Z) y 

obtener oc luciones dtferenus de lo t<ivlol: 

Paro l 1 •-1, de (l): Jx•pO 
bx•ly•O 

de donde y•·lx 

Es decir, todo• aquello• vector<> de lo for100 (x;Jx) no 

oufrlrh ca~bio al~uno en ou d!recd6n al apllcule> lo reglo de -

tron>fo,.,oci6n y anicOlllento se ~ultlpllcorln ~or ·1: 

A (x~xJ, con •~O, •~ le conoce c""o vector canoteríst!. 

co uoclado U valor corocterlotlco -1. 

Grdficnente: ' 

T(V) 

fJ! fono.& s!JLilor, lleundo • (11 el otro ulor conctetl!. 

t!co '•"'• se tiene 

-h•y •o 

h·l1*0 

cuya oolucl6o •• y•li. 

Entonces, (x,h), coo x~D, es el vector concterlsttco • 

..odado al valor coract<rhtlco 1, •• decir: 

T(x,hl•4(x,h) 

Obtervo ~ue los vectoreo conoideudos al principio de n· 

ta ucci6n son JuHnent< de lo fo,...a (x,h); de oh! que ol tuno· 

foraorlo• ou ~•gnltud •• multlpllcora por • y no cnbloron ou dlre~ 

cl6n. 

Pod 0 ,.0 o uegurar, por otro parte, que los valOtH obten!· 

du (·1 y 11 oon loo Gnicoo que no• per,.iten hallar .. ctoreo non\!_ 

lo• uleo que 

• • . . ( 1 ) 



ra que cuolquler otro yalor de l neo bario distinto de coro el de· 

temlnonte, quedudo h <chlol (V·Ifvl co~o ~nlco ooluc!On de (1). 

Dare~os ahora lo deflolcl6n fonoal de eotoo conceptoo. 

OeflnictM. 

Seo V un eopaclo vectorial oobre un ca=po k r ••• T:V•V 

no tunofontoc!On lln .. l. Entooceo, ol 

T(V)•lV 

po:o olg6n vector no nulo V<V y algGn escolar lcK, !. •• llo~odo •!!. 

lar cauc«r!otlco ~. T y V •• 1\uado vector cuacterlotlco ooocl;!_ 

do a ¡_(1) 

Obohuoo quo o\ Y eo un vector corooterfstlco uoclodo 

al nlor 1 y ~<l •• un ucolor no nula, entone<5 iV el tnbltn un 

,. [: :J 
Ftclloento se co.pruobo quo lo ootrl< de eooflclenteo dol 

ohteoa (l) (que nao pereltl6 ohener l,.os valoru r vectores couC• 

teríotlcos de 1) eo A-11, olendo ! lo ~otrlz Identidad: 

[, ']-J' "Ü' ']-[' "]F• '] 
6 1 ln 1J l6 1 o ' l6 1-l 

En general, o! Tos uno tronsformacl6n l!ned de un ""P"" 

clo de dimen>l6n finita en s[ mls~o, el problema de encontrar ouo 

volore> y vectoreo cnocter!n!roo oe puede resolver par medio do lo 

motd2 asociada o T. 

En efecto: 

ve<tar coucterhtlco uoclodo o! valor !., S<a V un eopoclo vectorhl de db.on>len finito oobre un 

En efecto, si T ¡V) _, 
' 

entone.,, cc•o T eo lineal: T(k0J H(V) 

T();V) );(lV) 

Eo decir: T(I<V) 1 (~V) y, por deflnlcl6n, 

~¡ eo tnblfn un vector corocterlstlca. 

Volvomos ol problomo de h tronofol"11l&CI6n 11neal T:R
1
•l

1 

Cefinldo ror !(r.,y)•(h•y, 6>•y). 

E• cloro qu~ T(I,O)•(l,6) 

T(D,1)•(1,1) 

por ¡ 0 que lo matrl• uoclodo o lo tunoton .. cl6n en lo b.,e Can6n! 

ca ••: 

"' 
Ex!< ten v .. !os oln6n\ .. s de volor r vector coracterhtlco: 
eisonvolor y e11envutor; valor propio r vector propio; u:2 
valor y outovoctor: He. 
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cupo K, y >ea T:V 4 V uno transfo,...oc!On lineal cuyo 11otrh uod!!_ 

do es A. 

Un vector no nulo Y t V u un vector cuocterhtlco do T 

(oe dice tubl~n que.•• un vector concur!otlco do lo motriz A) •1: 

Es decir: 
~i'"->V·If 

AV-UV·Ií 

(A·l !)V•IJ 

pUo al¡On l.<L 

Al detor~lnant< det(A·U) oe le conoce c<>~~~o pollnudo co• 

rocterl>ti~o, y al l~u•lorlo o cero (poro os! obtener vector•• no 

nulos) se obtiene h ecuac\6n corocterlstica: 

~et{A·li)•Q 

cuya• ool~clones en K oon loo ulore> carocterlstlco< d• lo trono· 

for~•~ión T (o de la ••<rlt A) . 

·-. 



SI lj u un valor corocterlotlco, lo oolucl6n leneul del 

olotuo ho10o¡~noo 

(A-l¡l)V•tr 

noo do loo vrctoru corocteriotlcoo uocladoo o1 valor couctuhtl

co 'J . 

Ejcaplo VI. lS. 

o] Yo hnoo .. tudlodo lo tr.nofo,.,oc!6o lineal T:R' • R' que ¡!ro 

un vector un tngulo de 60', dado pot lo re¡to de corre<ponden-

"' 1/l/ll Ttx,yl·Cr•· ---rY• <" • rrl ..•• (1) 

y cuyo motrlr ooocloda •• 

·-, /jl 
. . . . . (l) 

' ' 
lTendri e>to tronHonucl6n vectoros coroctetiH!co<! 

claro quo no, yo que ning~n vector de R
1 

dl!oren<e del cero con<<r-

uri ou ahao d!recci6n despuh de oplkorlo h tnnofonooc!6n, puco 

el efecto de eoto tron.fonnacl~n •• preclonente comblor la dirrc-

cl6n del vector al girarlo 60'. 

E~plcanJo el pro<•<o de•crlto anteriormente, •• tendrh: 

[ 
l ., 4 l 
4 t 1 

U polinomio coracterhtlco es 

• 

4 
dot(A•Il)• 

} .J. 

cuyu rolcu oon: 
• • • • (S) 

por lo que no o1!sten e<colareo > < R taleo que 

T(V)•J.V, v < ~· 

" -, 

Es decir, 1 no tiene valoreo couc<.r!ot!coo ni, en eoft· 

oecuoncla, vectores coract<TI<tlcoo, como hobluoo concluido ante· 

rlot"11l<nte. ., Conoldoremoo ahoro el probleu ~· due,..,.!nar loo volo<eo cou~ 

Hrlot!co• de uno tun$forud6n T:C 1 • e' {1) dada por h • 

a!s10o r<Jlo: 

T(•,y)•(Í X • 

donde •· y ' c. 

SI elogl,.os lo booo 

uochdo a T •• lo ~l•m•, y: 

'll 
}·J. 

' B•{(I,O),(O,l)l de C, 

• • • • ( l) 

(') 

lo •atrlz .o. • 

Entone .. , los volore• coroctorhtl<o> do T •on lu nl· 

ce• yo obtenidos del polino~io 

, •• n, 
•"r < 

' " J.,•r < i 

coroctorhtlco det(-' J.¡): 

} (>) 

(1) e' •• el e<pacio vectorial do poros ord<nodoo de n~eroo cea· 
pioJos oobre el ca,.po c. 

VI·72{7J 
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• • • • 

por lo que u!Hen escdoru l < e uleo que 

V • e' 
Dodo quo .. t.ten valores couctn!Hieoo, podnoo obtener 

ouo eorr.,pondiontu vectoreo caraeterhtieos: 

L\evondo l 1·} • 4 i a (2), el o\5tuo {,0.-l!)i•lr quedo:. 

[¡ -~ 11, 11 l [ :} o -, ·-, 

4• 
donde x, y' e 

' ' o 
' ' [4 ' "] :] 

·-, • 

11 -4· -, ' 
Resolviendo se obtiene que: y• -ix, .,. o< C, 

(x, ·bl es un vector caracter!stleo "'ociado ol valor 

1 1• } • 4 ! poro cuolquior nd~ero complejo x~O. 
En for111o onllogo oe obtiene que (x, ix) es un vector co· 

nctorhUeo uoelodo o l,·} - 4 ; poro cualquier n11mero co~plojo 
.~o, 

Este ejeaplo pone de 11•nifieHo que la uhtoneio de val~ 

uo coroctorhtleu depende del c""'po oobro ol cual se noboja. 

Ejemplo VI. 19, 

So tiene uno tunoformocl6n lino o\ T: R
1 

• R
1

, cuya ma-

tri• uododa eo: 

•• 

l VJ.74f7' 

'"· 

(lt ' ' 

Eneonuuoo su• nloru eouctorhticoo: 

.... ¡,¡ -

,.. 
o 
o 

' ' ~-~ ' •1 (2-1)(1•1) 

·5 ·5-l 

Valoreo eoroctorlotkoo, 

Obtengo""' lo• \'retores uocl&doo, utllltondo 

(A-ll)\7•1r: 

Poro ' •O • 

~ 
... ·k,) es 

Para l,·l 

! 
O , O) e o "" 
Poro 1 '- • 1 

! 

; J [ :] [:] • 
~; 

"" vector uoelodo a 

' :J [:] m ' • 
.; 

vector uoclodo a 

' :] [:] [:] ' ., 

.. o 
~ y-k, 

•• -k' 

>,•o' '1'" ~ 1 ~ 

,., 
' - ,.o 

••O 

1'. 2' v <,~o. 

•• ·lt' - y•-n, 
,.n, 

•• 

¡.o, .n, Sk ,) " "" vec<or uoehdo • 1,. ·1 ' T <,~o. 

·----- . ' . . -
Observemo< que, si bien lo definición de volor y vector 

caroct•r!•tloo E~CLUYE Al VECTOR C~RO, prrmite •1 esca\or cero ••r 

evontuolmont• un valor caroctodoÚco, como ocun\6 en eote Oltimo 

eJe~plo. O• b•cho, en cualquier trono{ornclón l\noal T:V • V, -

con nacleo distinto del Ofv), todo• loo vector .. no nulo• del n~-



oleo pertenecen ol volor coueter!nlco coro, pueo 

T('i')·lí,•O('i') >1 V e N(T). 

Se ¿eja al estudionte encontnr el n~deo de lo tunofor. 

moción del eje~plo onteTior. 

~je~plo VI. 20. 

Seo f el .. pocio vectorial de todu loo funclOMI 

f: R ~ R que adl>.lten derhod .. de euolqui<T orden en un lntervt

lo (o,b), y con.,dere,.oo el probluo de obtener loo voloTOo y vec· 

toreo cuaoter!sticoo del oporador denvada 

D: f ~ f 

Por oer f un espadO de dioen•lón Infinita, no existe uno 

repreoenud6n utric\ol poro el operador~= F • F. y no podnoo 

proceder """'" en le> ejuploo ontedo<eo. 

cuuir a la definición de valor y vector coracteT!stlco. ,.~~n h 

cual: 

Uno función f, diferente de la hncl6n eero, e• un vec· 

tor eouctHfHieo del opeudor D ol 

o bien 

Df(x)•lf(x) 

df{x),lf(x) 

"' 
lo cual Implico que 

dH:J•¡.dx 

. . • • {!) 

lnte~undo o~boo 1:1lubroo do e•to oxprul6n, pod<~o• nb 

tonH lo fund6n f que buoco!:lo>: 

• 

rdH~l !Adx 

L{f(x))• lx•e: 

f(~) •elx•e1,eAx 0c, 

finalmente, hodendo e
0
'•c: 

f(x)•e.'• Y. e, J. < R, e~D • . ( 11 

Derivando (l) •• eocprueba (1), y• que: 

Vc,l<R.eo'D. 

En coneluoi6n, ce" u un vector cnoctorhtlco &~oclodo 

al valor caraeter!<tico <, Y. 1 < R, por lo que todoo lo• nG01oros 

reo!"' '"" valoreo coraetorl<tico< del operador n: F ~ F 

--------------··-

Volvo,.0 s al ejeoplo VI. 19. T<nhlllo• que {O,k 1,·k1}, 

¡;
1

, o, O) y(-~ .. -<k,, 5k,) oon lo> vootoru corocterfotl<:os u~ 

ciado• o loo valore• counerhtlcoo O, l y -1, reopectlvooento. 

Ff.c>lmento •• c011prueba que eotoo vectore> oon llneol••!!; 

te independiente•. En efHtO: 

DomaHraCl6n. (Por indueei6n utedtieo). 

s.a T: V • v uno tunsforman6n lineal con n valore> co-

"""'fst!cos diferentes 1,, 1,, ... , 'n• y •••• Y,, V,, ... , vn 

' 



los r~spectlvos veetoret cou«er!stlcoo uoclodoJ. 

Oemootroremos que 

o
1
V

1
•o,Y,• .•• •a0V0·lv = •¡•O, 'l'i 

lo. Poro n•l, o,V,·lv = o 1•D, yo que V1ilv 

2o, Supong~o• vllido poro n·~. eo decir 

• • • • { 1 ) 

.,,v, •• ,v, ....... ,v,.¡¡,. ~ o¡•D, v1 

1 verifique~•• por• n•);•l: 

• • • ' (2) 

e,-;-, .e,Y,• ... •!k v, •e1,, v,., •ll"v . • • (l) 

· ,O.p!!~u•~•• lo <ransfo .. ocl6n lineal T en lllllbO< •l•t>broo 

de (J) tooondo en cuento que 

rcV1¡-l1V1 
So tiene entonceo qu~: 

e,•,Y,•e,•,V,• ... •e0•1v1·e,,,•,.,v,,,·trv .... (l'J 
Multiplicando {l) por 11 ,, 

a, 'lo• v, .e, '•·· v, • ...• e,•,.,v, -e .. , ·~ .. "•·, ·ll"v •..• O" 

R .. tondo (l") de (3'): 

e,(>. ,.1,,, JV, •e, p, -•,., JY, •... •e, c•, -•,., JV; ·lv 

Pero por hlpGtosls (ocuoel6n {2)), lo• vectoreo 

v
1

, v
1

, ••• , v
0

, oon llnoal~ente Independientes, es decir: 

a,P,-•,.,1 ·o 
a, e•,·•,.,> ·o 

. • . . ( 1) 

a,(l,·•,.,J . o 
,O.demh, todos loo volar .. couctorht!cos son dlotlntos, 

.. ,. ••· l¡·•,.,;c. '1'1·1, 1, .... k, 

e,•a,· ... -a~· o. 
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ln conoecuencio, de {1), 

Lleundo e >tos volono • ( l) • 

a,. ' V .¡¡ 
); . ' . 

Cooo v,.,..-l,., entonceo a,.,·o 
••• unto, . .. veotores V' ' . ' . 

unte _independ lente• . 

Con esto quedo do•o,.rodo el tOOr<!OO. 

Es conveniente se~dor quo ol recfproco del teoreu Vi.16 

no eo cierto, EHo n, o! T tiene voctoreo coractorhtlcoo lir.o•l· 

•ente independ\ont .. "•• V,, ... , i'0 , entonceo loo correopondlentu 

valores •~t•cteriotlcoo •,. •,, ,,,, In no oon neceoorlo•ente diotlotos. 

Por eJemplo, pon lo trans!on>ocl6n Identidad J:R' • R' 

definido por 

Tenemos: 

1(1,0)·(1,0) 

1(0,1)·(0,1) 

Obviamente, {l,D) y (0,1) son vectores coroeterhtlcoo 1! 
neollftento lndepondl<ntes, a~bos uociodoo ol •lomo valor coracterf!. 

tlco ¡,•1, 

~opado• caucterlstlcoo. 

ReoordelftOS que paro lo tronsioruc!6n T del ejemplo Vl.l9 

se obtuvieron los "Olores couctorht!cos: 1 1•0, >1•2, 1 1•·1. 

El conjunto de todoo loo vectores coroctor!>tlco• uocl!. 

doo ol valor Ao"·l es 

((·k,, -<>,, 5k 1) 1 );, 1 R y k, ... O) 

Si a este conjonto Oft<IIOOOo el vector coro, obten•••• el 

' e 



5ub.,poc1o veotodol de R1 : 

E (). 1)•((-t,, -n,, n,) 1 ~.e Rl 

Uuado e>poclo cancterhtico ••ociado al volor coroctu!otlco > •• 
En fo,..,• >imilor •• pueden ob<en<r los espocloo coracte• 

' 
E P•,J•!!O, k0, -l,J 1 

E (l,J•!(l,, O, O) 

VI. 17, 

•' < RJ 

k, < R) 

Su T:V 4 V una tnn•fo,.aoión l!nu! y oeo l un h!or 

«ncterhtico de T. El conjunto 

!CA)·(>' 1 V t V y T(V)•>Yl 

•• un subespodo vectorial de V. 

Demostrac16n: 

1) Seon V,, V, , E(>). fntonces 

T(V,)•>V, 

' 
T(V1•V,J•TtV 1}•T["V1)•lV1 •>i",•l(>'

1
•V

1
) 

v 1•v1 e E (1). 

l) Seon v, <E (l} 

T(V1)•lV1 

y co•o T <> linul 

y o < l. Entooceo 

T (o V, J ·oT(V 1 J •<>(1>'1 )• 1 (oV,) 

oV1 cE(l}. 

hu dnue>tn el teoreu. 

Definición. 

do ol v&lor CH&eterfot!co l 

EJ•mrlo VI, !1, 

•l Sea h utrh ·- ~ : ::] ~ z o 
!oto ~atril de(lne uno uonoforuo!6n llnool t: R

1 
• R

1 

dado por T V< R1 

Encontrnoo loo eopadoo couctorhtlcoo. 

Poro obtoner loo valoreo conctorCotlcoo, ealculeooo: 

dot(~-11)• 

,_. 
' ' 

,_. 
' 

-' 
-' ... 

Los rolceo de uu pollnoolo son: A1•1 

1/oto que ultten ••loroo coucterhtlcoo repetldoo. 

contre•o• loo oorreopondlenteo vectoteo: 

Pou ; 1 •1 

(A·I !)V• 
• 

de donde 1 

' .. 
{k,, o, n,) 

F.(<,l•C{k 1 , o, n,J 

~ k110, oo un vector •ooc!•do • l,•l y 

k < R) • • 

V!·80/81 



Eot< oubespociG es 1•nerodo por el vector (1,0,2) y, como 

u cloro, di= E(¡, 1)•1, 

Pau A1·1 1•2 

¡: : :J [:]· [:] 
••• 

(t 1, 1<,, U 1) 'f t/0, •• un voctor uoclodo o- -

11•¡, 1•2 y E(J.,l•E(¡, 1)•({k 1, l<,, 2< 1) 1 k, <~J. 

E•te oubeopacio •• g<f•<rodo por el vector (l,l,l) y'" dl~enst6n 

e, di~ E(> 1)•1. 

b) Consióere~o• otro uonofonnact6n con volor<o cuoctorlot\coo re 

pe< Idos. 

••• 

donrle 

1:R ' ' . ' " 
T(VJ•BV 

tunsfotmoc!6n lineal definida por 

'fVcR
1 

.. ¡: ' 
' ' 

Entone .. , 

det(B·)I) • 

,_, 
2 ~- ) 

' ' 
2 ·•'-n'•lSJ.-7 

'. ' 

de donde y•h 

(k 1 , n,, lk 1) 'f k 1fO, •• un voctor uoc!odo o ) 1•7 

y E(l1 )•{(k1 , l!<. 1 , lk 1) ll< 1 < RJ. 

En eote coso, dlm E() 1)•1, yo ~ue es generodo por ol ve~ 

tor (l,l,J) . 

•• decir, x•y•t•O 

o bl•n z--x·y 

' 
' 

(>
1

, l<
1

, -l<
1

-k
1

) 'fl<
1

, l<
1

, no .,.bol coro, oo un voc 

tO< cuacteriotlco uododo a ) 1•; 1•1, y 

E(¡,}"E(1
1
)•{(k

1
, l<

1
, -l<

1
-);.

1
) 

A~oro l• dimenol6n 

¡l<,ktR). 
' ' 

•• doo, pueo t(}
1

) 

vocton• indopendlent., {t,o,-1) y (0,1,-1); 

E{I 1)•E(I
1
)•(',(1,0,·1)•k

1
(0,1,·1Jil<

1
, k

1 
< R¡ 

Tene~o• aqul otro cuo de vectoreo eorocter!stlco> lln<o! 

mente \MopenO>onte• uododoo nJ tnh~o volor corocterht1co 

(ver pógln• 79). 

Ejemplo V!.ll 

Soa T oquello que tnn•formn un voctor euolqulero do! eo 

poclo eucl idlono trldimenolonol on •u olm~trlco co•pecto ot plano 

P q"o <Oiltiene al ojo z r formo un bgulo de 11' con el phno X·z, 



cono •e ~u.,tu u lo ll1uro: 

La 1u1en·~e un vector cuolqul•n (x,y,:) ~e R' .. !~" T 

•• (r,x,:) por lo que 11 rorl• do correopondencio es 

T(x,y,z) • (y,,,Z) • • ( 1 ) 

Co~o eo Ud! verificar, •• troto de una tunsfo,oción 

Unul, p<>r lo que, pon obtoner la .. ulz nocioda o Ten la bHe 

• con6nlca de R , colculo•oo 

T(l,O,C) • (0,1,0) 

T(O,l,O) (1,0,0) 

' 
T(O,O,\) • (0,0,1) 

Entoncu 

r: ' 
:J " . o 

o 
Obten, ... , &h.oro ••• eopocloo eoractel"bticoo de T: 

., o 
det(H-l!)• ' ·• o •l 1{1·1). {1-l)•·l '•¡ '••-1 

haciendo .J',¡',J.¡.o 

l,--1 

,, . 
••• 

o .. o ' . ' 
obtienen ,., valor .. cnocterhtlcn 

Del o!Hno homoa~noo {M·li)V•ll", con 1•·1: 

o 
cuyo oolucl6n ¡enerol •• 

•--y 
'. o 

oe obtiene el eopoclo couctorhtico 

E(lj•((k,, ·k,. O) 1 k1 < Rl 

y del olste•o ~"""'!neo (II·II)V•ll", con l •1 

[; . ' 
o 

cuyo >OIUCI6n t•nera1 eo 

' ·-



udo•= 

.. , 
,. ' 

u obtiene el oopodo carocterhtlco 

E(A,)•{(k,, k,, k1) 1 k,, k 1 < R). 

Vea~•• ahoro la lnterpretac16n geomhrlco dO <oto• rnu!. 

El e•paclo caracter!Hico E(l, 1), de d!menoi6n uno, repr!_ 

oento al conjunto de vectores •obre la recto y•-x alojado en el pl~ 

no x-y. EHo• Helores solo.mente cambian ou oontldo al opllcu T, 

pero conservan su magnitud y dirección. E• decir: 

T(V]•-V, 'f V t E () ) . 
' 

fl espacio coracteristico E (l,), de dloen•l6n dos, rep<!_ 

••nta al conJunto de vectores contenidos en el plano P. Esto• ve_s 

tor .. no •uf ten alteración alguno al opll<or T. 

'fVcE(l,). 

'' 
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lt!IRODUCCION 
Y MATRICES 

Uno Industria fabrica tres tipas do productos (ll .. booloo 

A, ! y C) y c;uenta can un total de 50 abroros ~uo trobajan! hr. di! 

rlu. Eo decir, di>pcno de un total do 400 horoo•hoobro ol dio, 

Pon fobrlcor un producto del tipo A, oo requtuoo ta h· 

roo·hoabre ; pou uno del tipo B, 100 y pon u~o del tipo C, ID. 

E.o condlclon .. nonoloo, no odoton r .. utcclonu do ooto 

rio prloo ni de ooquloorlo y loo obrero• ootan copocltadoo paro In· 

tonenh en lo fobdcoc\6o do cuolqutoro do los productos. 

So ~utou saber, que cantidad do productos A, a r C puo• 

du fabricarse dlarioaento eopleondo lo totolldod do horu·boal>ro 

dhponiblo. 

Podoaoo entonces plantear el oodolo ootooltlco IIIUionto: 

Si o,, o,y o, representan ol nO.oro do productos A, 1 y C 

quo •• fobrlcan dioduento; entonces Zh 1, lDDx,y 40o 1 oor1n, ol nd 

oero do horu·ho•bro emploodu dlut .. onto on hbrlcar todos loo 

producto• A, B y C. 

Co•o •• desean emplear las 100 horoo·hoobro dlopon!bloo, 

los volar .. do x,, x, y x, deben oer tale• quo 

zox,•100x,•40x,•400 ...•.. (1) 

Exprosioneo cooo '''"• reciben o! nombro do ocuocionoo li 

nooloo, 

Uno reopuosto ol probl••• podrh sor fabricar ~ productos 

do! tlpo A, 2 del tipo 1 y l del tipo C, yo quo, ol ouotitulr eotoo 

voloros on lo oopre>i6n (1), se vorlflco lo i¡uoldod. Entonces, • 

di remo• que 

' ·• ' ' 
• '. ¡ • ' _, 

' 
•• uno ooluci6n de lo ocuocl6n (1). 

Sin ubor¡:o, podooo5 notar que esto ooluc!6n no es Gnico 

yo que lo> valores 

• 1•7, x1•1, x,·~. 

to111bifn nti>focen la ecuación (\), por lo que canotltuyen otro so 

luci6n. 

~enH•l!zondo, lo ecuocl6n (1) os uno upreol6n del tipo 

"' o lo quo u .. u•••• ecuación lineal. 

A lo> con>tonte> a 1, o,. ... , 'n •• loo llo•o coof!clontu, 

o b thoino 1ndepend1ente y • x 1 , •,, ••• , •n lnc6¡nltu o vorioble>. 

Veaos que 1 .. lnc6gnltu aparecen todu olovodu o lo pr!oero poten. 

clo, de oh! el noabre de ecuocl6n lineal. 

!V_../5 



IV. 1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

Regresando ol ejoaplo ntorlor, supongoaos que por ruo· 

neo 6o 6eaondo loo producto• e y C deben fobricarse en contldodeo 

l¡ualeo. 

Entonce•, •e tiene lo rutrlccl6n ad>.cionol ,,.,,.que 

nproudo en lo fonu (1) queda 

") 
Allou el probleu constote en encontur una solución que 

uthfa¡:a, slaultlnoamento, las ocuoclones (\)y (l), por lo que· 

In doJ Jolucloneo que antu oncontrOllos no son ~tlles. 

SI •• íabricon 6 produo.oo ~el t!po A y Z de los tlpoa B 

(l) . Entonces dlreaos quo 

•,·6, •,•2, .,.z 
•• uno solución del s>otooa 

lD1 1 •lOO•,•OO•,•OOO} 

o., •••. "•" o 
o! cuol consto de 1 ocuoclonoo con tres Incógnita•. 

Poflnlc\6n. 

Un oi•teoo de ecuaciones llneoles e• un conjunto do ecuo· 

' clones de lo forao (2) quo dobon r••olvorse slaultlneooento, 

In general, un olotooa de • ocuoclones con n lncó¡:nlt•s. 

definido sobre el coapo de loo n~moroo CO~>plojos, eo do la for•• 

-·---
•.•• (S) 

donde "tj • C oon loo coeflcltntos, ~ 1 los lnc6¡¡nlt., Y b¡ < C loo 

t~rmino• Independiente>. 

Dehnici~n. 

Una solucl6n del sistno de ecuac\on., (5) es un conjunto 

ordenado den volorel que ootiohce ol•ultlneomente o toda< los ••!!e• 
clonu. 

Uno forao de obtener soluciones. 

Tal VO>, la Ucnic• fund ... ental paro encontrar loo salud.!!. 

neo d< un slsteu de ecuocione• linulOJ, sea lo de ellminocl6n. El 

pro<e•o consisto en transformar el slstou orl¡lnol en un nuevo Ji.!_ 

temo do ecuocioneJ que puedo ;esolveroo flc!lmonto, El nuevo ols· 

teona, deber! tenor lu mls~os soluciones quo ol orl¡lnd y en eote 

coso diremos que ••bos •l•teonos oon equivalentes. 

Paro obtener el nuevo sisteoa u haoe uso de las •i¡ulen· 

'" transfo .. oclooeo, que reciben el nollbre do ''Transforudone• ·· 

o lnt.rc .. biu "' ecuoclonu. 

o Multlpllcor ""' ocuacllln ,., "' nOoero "' 
') Multiplicar ""' ecuación '"' "' nn•oro "' ' SLUO!U el 

resultado • otra ocuod~n ••• sistua . 



•,e¡ ;:'1 
No es dlflci150

1
Ceptar quo o! s!suu or!¡lnol y ol nuevo 

oisteu oon equí.-olento~<, ¡· Sin 

sultH lo referencia 1•po¡,j414 

eabor¡o, el ootudlonto puedo con-· 

pon una do:aootracl6n. lit 

Pod .. o• i.Iuotur lo t~cnlco aodlanu ol sl.ulento eje.· 

plo: 

Ejeaplo IV.1. 

lx +lx •6 • • 
•, ·h, •• • •• 

. . .. .;, ' . ' ... " 
" lnterc .. biaaoo ... "' " prlaoru ocuoclonos 

.. 
¡ .•• -

• . ' 

' ~~~ 
' (con ol objeto de que 

,, opue<eo on lo prtoou ocuocldn) obtonoooo 

• ·h •• •1 
' . ' 

h +h •6:l • • 
•I H +S. •10u¡,d ' . . 

ol 0uuuo U priaoro oeuoclón o lo urcoro obteno•o"o 

., -h, ••• •1 

2". •Zx,•6 

o-x,•6x1 -11•un~"' 

ol auhiplicaaoo lo oe¡uodo ecuación por 

... ·h, ••• •1 

2 ... •2•, •6 

0•7x •U" Jo 
' 

' :; ~-

1 y ,,...,.., el resultado 

' 

¡ 
dividiendo ¡ .. ecuaciones doo y treo on<u l y 7 nspectivuonto: 

" ' 
•,·2~··•,·1 

'.•.·•,·l 
•,·2 ' 

. '. o • ' " ' . . 
' 

tercero ecuación ln.ediot .. ento veaoo que 

flulunu, ol ouotltuir on lo prlaera ocuociOn u en 
' 

cuontu qu~ •:~1, por lo que lo •olu<i<ln del >lote•• u 

••• 

1 

• '•l ..,. 
". ' . ' . . 

' onlucl<ln: 1un ojo•plo lo ton•ooo 

20•¡;Ioox,•'h,·400} .. 
11 ¡O~,• x,· x,•,o "' 

'· 

L• soluci6n quo ~ob! .. os oonclo 

nodo •• '·1" ,, f 

::~.~~~ •• - 2 

y ol estudtonto puodo coaprobor que 

" ·. • ,·u • '•1 

.. ¡otn ooJuciOn. ~ oote tipo do si>teau, que tienen oh de uno 

oolucl6n, u 1 1n•llaao lndeterolnodo•-
. . ' 

.,, ,IUab!h hoy ohtuu que no oda! ton soluc!<ln. 

plo, ruulu•o!ldnto que el ohteao 

···~.·1 
,, ,.¡••,-l " 

no•<lono oolucl6n, ~""''" quo no uiHen dos nOoeroo cuyo oullO ••• 

blol (o lnconolstontoo). 

1Y·B/g 

"' 



c\6~, leo otn .. u ~o ocuaclouo llneolos so clnlflcon en' ... 

{ Doton.lnodos 
Co.pHibleo '"' (uno solucl6n) . • • .. 

' (t!UOQ solucl6o) lu~ot~,...lno4os . ' .. "'¡'~ (ds de'una solucl6o) 

• loccapotlbles :u~.l6'l " ' ... . ""'~ 
(no 'ttuon sollcUn)' ' ' ' •.. •1 ~.~11·',• _,·'¡•¡•·· . ' 

•••• 
Nls adolonto, y'oon ayudo do Ottos cÓncoptcs'que tutoro• 

pcdroaoo dotonolnorlneun olot .. l tlone'Jolucl6n o no la tiono, 

'" 
• ooto u Qnlco e no l<l u. ·~ ' ' . 

'·•:•~,, ~. ·,r 

• 
' . .. - .,. 

.,._ ' . . ' ' . " .. .. 
. ' 
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IV. ¡ ' !oiATRICes • 

. ·-·~ . n-·¡: :·¡¡ 

'" •• •!El estudio do loo sht .. u do ocuodonos rulludn on lo 
'1 ·' 

cO¡Ditn •x;; . . " . ' x,, ... , 1 11 , yo quo roaloeote oOlo oo 
1 ' ' • • 

coeflciento> o¡¡- Y con los tfralnos lndopon~lontu r , , ' , , . .· 
.,. 

SI onallnoos o! ojomplo IV,l, Yeaos quo ol slstou 
·¡: ,. 

•.•h •2• •6 
·-·~·¡•'·'•· 

1, ·t>:•:n •1 
• ' 1 ' ' • .. ' 

1 I''•X'+o•+lo•IO ' 
' 1 ' .. • ' • 

queda coapletue,nto dotonoludo ol conocer el valor y la poslcl6n 

" de cado uno do loo cooflclofttoo y tfnolnos in~opendlontu. Esta 

lnfonoaci6n oo puedo presentar coovonlenteonto on ol sl¡uhnto ., . . 
arreglo f h 

' 

' 
' 

[::,::¡ 
-1! -.11·~- 10 

d cud se]leoll""" NATRU. 
' 

,. J 

' ' 
l '-~•urono¡lo oft portlculor, consta de 1Z oluontoo (Oh!_ 

ros) dispuestos u ! ren¡loftes 1 4 coluanu, por lo quo dhoaos quo 
• 

lo aotri< •• do ordoft !I,, 



Oeflnlcl~n. 

Uno aonll de ordon axn oobro el CUlpO de loo nd•oroo • 

complejos, es un orroJIO rocton¡ulor 

con o ren¡loneo y n eoluanoo, donde loo 'i¡ < C •• ll .. on sus ole

aento•. 

culo< y a ouo olooentoo con lotroo 6indoculas. En fo,..o obuvlodo 

lo ootr>t (7) puedo ooproooroo cooo 

A•(alj) dondo 1•1,2, .. ,,. y j•1,2, .. ., n 

Loo sublndlcu 1, j indlcon, uspectivaMnto, el ronJII!n 

As! por ojn-

plo, •,, repreooota ol e\eaento que oe encuentro en al tiiUDdo ro~ 

JleR y toreen col"""o de lo .. trlt A, 

Dado lo loportondo do lo poolción que IU&rdon loo ole·

oentos n el onoilo, dodooo que deo oatrlceo oon ijluolu si oon 

del miomo orden y out eleoentoo conespondlonteo ton l¡uolu. A 

eoto obedece lo ol¡ulonto 

Definid6n. 

Sean 

tone u: 

., i. j 

Haciendo uforenclo nuev .. ente ol ej<QPlo IV, 1, podoooo 

ofoctuor con loo ronalonu do lo ootril (6) troufo,..oclonu oqul-

volontoo • 1 .. ofee!uadu con In ecuocioneo do! siotou, 

~~ p<OCooo 10rlo ontonce< o! que $0 lluotn o cootlnuocl6n 

,. ¡::;,;] ,., 

[: : : J roo TOngloneo. 

[: 
., 

J he~•• suudo el Prloer ren~l~n o! 

Nll. ' ' tercero, 

. ' • 

[: 
. ' J oultiplicando ol •ojlundo ren~l~n 

NIII" ' ' , .. }· lo heoo• •uaodo al tor<ero 

• ' 

[: : : l heao• dividido ol ·••~undo y terur 

Lo dHiu motriz (M¡v) represento el slotuo equivalente 

•,•x,•J 

x, •2 

cuyo 5olucl6n'puode obtenerse flciloente . 

Lo IOtrll HIV• Oo dice que eH! en fo.-.o nColonoJo o que 

es uoo oatrlz oocolonodo. En &enero!, uu ootril u uca\onodo •1 

el prioer oleoento dlubto de coro do cado ronal~n. os l¡uol o 1 y 

o\ ollolero do <eroo ontodor .. o dicho oleoento ouaen" de ron¡\6n o 

IV-12/13 



ron¡i6n. '"' oiJuientoo 110tricoo oon oocalonadu: 

[: 
' :] [: 

' ' ] [j ' ' • i] ,_ ,_ o ,_ o ' o o o o o o o o 

Lu tnnofo,..acloft., ahctua4u con loo ren¡lcnu de la 

utrlz N, pan obtener flnal•onte la utr\1 M¡v• se llaun "tran!_ 

fonociones oluentolos por ron¡!On" 1 co•o h .. oo visto, pueden · 

ser de troo tipo.: 

1) !ntorcublo do deo ron¡lonoo. 

l) Mult\pllcaciOn do un ron110n por un n~mero );10. 

J) Nultlpllcoc\On do un ron¡lOn por un ndmoro kiO y su· 

•• del reoultadc a otro ron;IOn do la .. ntz. 

Utlllundo !01 tranoforl!ladoneo ole•enulu por rongl6n, 

oo pooible tranofoTIIor cualquier .. cr\t on una motriz e«alonada. 

fo el ojuplo anterior tone ... , que lao utr\cu M, ~ 1 • 

M¡¡, M¡¡¡ y M¡y son oqulvalont ... 

Ejemplo IV. l 

' • ' • _, 
• • • " ·• ... la utrlz ·- ' ·• • 

-' ' ' • ' 
lY-14/15 

• 
transfornr • la utrlz • '" una utriz •>«lonada oqulvalento •u 
llzando tranoforndonos eluentoles ••• ren¡lón • 

Soluc\On: 

Dividiendo entro l el prlur ' • -' 
ron¡JOn do A obtone•o• • • • " 

_, .,. 
' 

_, • _, 
' ' • ' 

Multiplicando ... -· ,, pri· ' • . ' 
••• ron¡l4n ' SUIIanda " ••• o o o o o 
ron¡l6n .. ., obtonemo• 

A¡ ¡" 

' ' o 

-' ' ' • ' 
)tultlpllcando ... _, 

" p rl· ' • -' ... ru¡l6n y •umondo al Jer. o o o o o 
rengl6n d~ 'u obteneao• 

A¡¡¡• o ·• 6 ·11 • 
. ' ' ' • ' 

Multiplicando ... -' ,, pri · ' • . ' ... ron110n ' 5uaando " ... o o o o o 
ren110n do A¡¡¡ obteneooo 

A¡y" o -o • -U • 
o _, 

' 
-u 

' -, 

!ntocooabhndo ,, se1undo Te!l. ' • -' 
¡IOn "" " cuorto TOAIIÓn .. o _, 

' 
-u 

' -, 
A¡y obt•nemos ..,. 

o _, • ·U • 
o o o o o 



16.oltipHcu~o por 
_, 

" UIUJ! ' • -' 
~o no¡IOo y ouaaodo " tor- • _, 

' 
_, 

' -, 
'"' ront16~ do Ay obteoeaos ..,,. 

• • • • _, 
• • • -· • 

Dividiendo entre 
_, •• u¡un- ' • -' 

•• ren¡li!n " 
..,, obtonoaos • ' " ; -, --.- -, 

Ay¡¡• • • • • _, 
• • • • • 

lllv\dl""do ontr• 
_, •• ter- ' ' • -' 

'" reoal6o de Ay 11abtueaos • ' " ' -, --.- -, 
Ay¡¡¡" • • • • 

• • • • • 
Lo aatdt Ay¡¡¡ •• uno .. trl• ucolonodo. 

- - - - - - - - - - - - - - - -
Al hablar do loo tnnofo,...ocion .. oleaonroln, h .. oo he-

foto obodoco o quo,od! 

ton tronsfcnoodonu, anllo¡u o lu aqul doscrltn, 1 ofoctuod.l.o --

En. <He capitulo no u Juot\flc! 

rt h uhtonclo do dichos tronofonoocionu y uopoco oorln ut\11-

tod01. El .,tudlonto \otonsodo en oobor als acerco do uto; P"!. 

de conultor 10 roforuclo l POI· 141, uno vu que hoyo toraloodo 

el copítulD. 

SI trondorooaoo uno utri< A en IUII aotria ucolonodo 

lluo AANCiO DE LA KATRH A y u repreunta con 

o lo ••tri> B. 

ocuordo con uta doflnlcii!n, cuando dOo ntricu oon 

equivolontoo o~boo thnen el .,;ooo ran¡o. 
' ' 

Lu utrlcos A, A¡, .•• , 

Ay¡¡¡ del ejo .. p\0 IV.2 oon todU de UOIIO l . 

" El concepto do ron¡o de uno aatrll, juea• un popo! auy -
' ' 

ic.ponan<e en: lo toorlo do o\Jte .. • do•ecuoc\ooos lineo\u quo u
' 

nlci6n de ranlo", tal COJIO u eouncta oqul, proporciono o lo •u un 

aftodo poro obtenerlo . 

\V·i6Jl7 



IV.'· PRODUCTO DE MATRICES. 

Consldornoo nuevuente el oisteu 

20x, +100x1+40x1• 400} 
Ox,• x

1
- x

1
•, O 

,,, 
pod .. oo fonar In matrlceo ... 

' '"] -' ,. [ ::] 
' '· " 

donde hooos reunido loo co!ficiente5(en A),loo lncO¡nltos (en i) y 

loo t6noloos lndepondlentot (en li) que oporocen eo ol slste••·: 

Con ayudo .do estas oatricu, pode••• uprour el slste•o 

"' • 
oloopro y cuando deoos uno deflnlci~n adecuado poro el producto 

" 
Lo .. tri1 producto fi., debe oer de orden lxl pora poder 

ostoblocu lo l¡¡ualdad conoD., Ademh, por l¡u•ldad de moldees, ' . 
los oluontot corroopondie~te~ de fi. y !i dobon oer l~tuolos. 

Sob .. os quo la lgualdid entre mattlceo 

[

2h, • 1 o o., •40•,] 
Ox1+ 11 • •, 

so utlsfaco si y t6lo si : 

20•, • 1 OO., +1 Ox, •lOO 

' 
que ooo preclooaente las condiciones qua ootableco ol oio 

te .. (1). Por tonto 

IV-18{19 

. ·, ' ' 
[ 

20•, +100•1•40•,] 

~Ox 1 + x,· x, 
... • • • • (9) 

A:la motrlt M expre .. da en (9) lo llauruos '"ol ptodui 

to de lu utticeo A y i'' (n oso orden). Vouos como puedo obu 

nene la ~~tt.11 Ai", o p.rtlt do lu oottic .. A y 1: 

. Ellprloer olooonto do A'i, es \¡ud o la oumo de loo produs_ 

to• de lo,.elnento• do! prlaer ronJI<In do A por loo ele•entos do la 

Goico colu~n• de i". En !onoa eoquooitico: 

~.1 r-r ¡: :J ""-;., .. ;::j~;,.,.: ... ~'"·. 
[lD •100. 10) 

El,•eJuodo ol .. onto de /<X, u iJuol o la •woa do los pro-

de h anioo 1coluono do i". En !oroo ooqunttico: 

·-

I[Fr[::J 
[10 1,,,, -1] 

••• • . , 
'• 

.• 

0.,•~,-x, 

~E~,fon~~ s!OIIlot, obton¡ULo• ol producto do los .. trlcoo 

r· ... 
L•, 

... ... ., J ... ' [ "•] ... 
•• 

•· 

con~~ objeto de·ootoblecor una doflalcl6o ¡enero!. 

El producto sorl lo oatrl1 



[

a 1 1b 11 +a 11 b.,•a1 ,b 1j ,._ 
o.,b11 •a.,b11 •o,b 11 

donde obsuv .. o• que: 

lo,) fl elemento qu& •• encuentra en el pr!111er ren&l~n 

prl•era columna de la matrl• producto, "' ¡ 0 ouma: 

a.,b,•~.,b.,•a,.b.,• l aq,bx, ·-' 
lo.) El elemento quo •• encuentra en el Hgundo renglón 

pri .. ra colu<nna do lo uni: producto, es lo suma: 

' ' ,_, 
Gonnoli<ando, el elemento que se encuentu en el renglón 

i, columna j, de una matri1 producto AB, es la suma: 

" ' ,_' 
donde n •• el nnmoro do columna• de la motri< A y el nnmero de re~ 

¡¡Iones de lo matriz B, que MborJ ser el mi>mo para que pueda efec 

tuarso el producto. 

Doflnlcl6n. 

Sean: A• (a,i) 

B• (b¡j) ' 
'"' .. tuco. " orden 

~· 

" producto '" e- ( C¡ j) ( 1•1 • 

(i•l, Z, 

(i•l, 2, 

.. " 

... ' 
"'y ¡•1, 2, 

nyj•1,2, 

' "'" respoct i \'amen te. .. ""' maal• 

'' . . . . • y i •1 • ' ' . .. ' ,, 
•• orden -· cuyos elemento• <HAn dados ,., 

• 
0 ij. e •.xbkj ·-' 

•.. ' n) 

... ' p) 

EJe~plo IV.3 

~ara ilustTar h definici6n, obtonguos el producto de Jos 

rnatrice• 

,.¡ ' 
~' 

' 
' 1 ' 

'" 

""' " """ matriz " ,, orden 

e,. 2·9•1· 
_, 

... -O·l•l• o 

'" - -4+0·4· ~o ... -Z·l-l• ~ ' ... - ·1'1Z-1• " ... -0+4·3· ' ... - 2+0+4 -' 
'" - -1+4+l• ' 

entonces, " matri> producto 
_, 

:] ' 

··[ ; 
~' 

h• "' '"' 

" 

' 
' 

~o 

_, 
o 

' : l '" 

Obsérvese que el elemento que se encuentra en el rengHn 

i columna j de la matri> producto AB, se obtiene efectuando el pr~ 

dueto escalar del rengl6n 1 de A por la columna ¡ de B. 

Por ejemplo, el elemento e, es el producto 

[z -l ·1] [~:'] • -4•0·4· -a-e, 

PodontO< concluir, en base a la definlci6n, que podemos 

efectuar o! producto AB >6lo cuando <1 namon> de columna> de A •• 
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i~ual ol nlllllero do ronJ!ones do B. en uto ouo, dlro!IIOO que !u 

.. trices A y B son oonfonoblu poro lo multipllood6n. 

En JUera!, lo mu!tiplicoo16n do !u motrlcu NO oo con-

Incluso, e~ =uchu ocuionoo u tiono que dos uuicoo 

A y B oon confonobloo poro •ultlplioono on ou orden (u docir

puedo obtenerso el producto AB), oiontroo que no son conformobloo 

poro IIUltipllcorso on el orden contrario (no puedo obunoroo el .. 

producto BA). Por tol ootlvo, oo nocourlo prochor ol ordon on 

que los .llotrlceo so von o oultlpllcor. Poro o! coso del pro~ucto 

AB, dlte!IO> quo A pre•~ltlplico o B, o bien quo B poH.IIultlpll<:o o 

' 

obtener: 

Solucl6n: 

~Jnplo IV. 4. 

Dado loo .ll&tricoo 

·- [; :] ,_ 

., " ., 
" ,, 
" ., 
" 

o) RS• [: :] 

[: '] . ' ,_ [: :] 

[::]-[,::] 
(Los 11otdcu R y S son do ordu 2I2, por lo que loo 11!. 

oor0.11oo •otrlcoo cuodrodoo y diroooo olaplooonto quo son do ordon 

" 

b) SR• [, "'] [' '] 3 ·1 l 4 -[ : : l 
fn este cuo, pudieron ol>teneT>e tonto el producto RS co 

me ol producto SR, debido o que ... bu 01atrlces son c~adradu y del 

Sin nbarao, natomo• que RS.ISR puu, COliiO se menci.2_ 

n6, ol producto d~ motrlco• no e• una operación conmutativa. 

e) TS• 

d) ST• 

¡; :] [: :]-[: ;¡ 
[; :J [• . 'J ' ., no so puede 

ofoctuor, yo que ol nO•oro de colu•nas de S (l) es diferente del -

n61110TO do ron11lonu de T Ol. ~n otras palabras, S y T no '"" •• 

conforoobleo poro lo multlplicocióo, 

Obofrvooo que, aunque pudo obtener•• el producto TS, no 

fuf pooib)e obtener ST, lo cual r .. o!to la ioportancio de especif!_ 

cor clor0.11onte el orden en que •• deseo oultiplicor da• ootrice• • 

~flnlcl6n . 

Si una ootrl< A •• de orden nxn, dlreoos que A es una •!. 

tri• cuadrado do orden n. 

!jozoplo IV. S. 

Poro loo ootrlcos 

~-[·1,1,1] ,_ ¡::~ -~ 
_, h~ 



encontur lo• valoreo d~ o,$, p 11 , P,, de tal for01o que se v<rlfi 

~u< la igualdad 

Soluci6n: 

Primero obtennos 

~-¡:::¡ 
. ' . 

Por otra parte, co•o MN•P, 

' 
. ' 
"' 

Teoreu IV. 1 

'] . ' ... 
• 

l•c•l 
p • - 1 
~ 

1 •$•1 

Pu•t 

La IIUltiplicacl6n de utrices (cuando puede efectuarse) 

e$ UOC!H!YO. 

DeaO>tUC16n. 

bu que 

(AB) C • A (BC) 

De la definici6n de producto: 

• 
AB• ( I a;,· •,-xl_,, 

j •1 

donde lo> fndicu llbu• <oo 1•1,2,.,.,• 1 1•1,2, •..• p, y h 11Ud< 

e• de orden axp. (Lo• Indices libre• •on lo• que iodican el ren-

¡lh y la colum~o del nuevo eloaenco). 

Aplicando ahora la dottnlci6n de producto a lu utrlc01 

(AB)~xp y Cpxq: 

' (AB)C• ( ' ·-· multiplicando . ., '" 
' (AB)C• ( I 

·-· 

• 
" ., bjkl ckT)mxq j.' 
cado ••• de !u sumu del par~ntools, ObtOR!. 

• 
(j~ 1 °ij bjk ctrllaxq 

donde lo• lndices libreo son 1•1, 2,. .. ,• y r•l, 2, ... ,q y h 11atrl1 

•• de orden mxq. 

En forwa anllo¡a obtene•o•: 

• A(BC)• ( ¡: 
j •• 

' " ·-· Dado que el orden de lo SUlOa •• arbitrarlo, 

(AB)C• A(BC) 

• 
' j •1 

,¡ 
·-· 

Se recoalenda al estudiante consultar el ophdl<O 1 de la 

roforencia l pan obtener habilidad en ol unojo y coaprensl~n do 

lo• •iabolos do I(su .. ) y U (doblo suao), y hacer lo d011oltracl~n 

coapleta de esto teoren para el cuo poulcuhr do !&o ntrlcoo 

cuadradas de orden doo • 

Ejeaplo IV. 6. 
• 

Vnlficar la propiedad ooochtivo poro ol producto, con 
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[ ' :] [: 
o 

: J ,. •· 
' 

Soluc10n. !lttbeoo• verifica. ••• 
(AI)C•A(BC) 

[ 
., 

A!• 1 :J 
(AB)C• [ ' 

' o 

Por oteo lado: 

(!C)• [ : o 

A(DC)• [ : :] [
. ' o ] 
a-11 ?+ • 

por lo que 

(AB)C•A(BC) 

SI con lu utricu 

[: o 

n ..¡: : l .,. 
' ' o . ' 

ehctu ... oo el producto '" ve~o• ~uo 

'"" [ : :] •• 

IV·26{27 

[ ¡] ,. ' 
' 

. . 

Si con l& mhu motriz 1 ofectua111o• el producto !A, donde A •• uno 

motriz con J ron¡loneo y cualquier n~ero de columnao, obtenoaoo · 

A lo ootn: 1 le lloaaaoo .. uh Identidad do 

orden J ' " repruentuos aedionto '' . 
•• IORUO!, 

' . • 

o 
o 

o 

• " 
o 

o 

o 

utrir cuodado 

o o 
o ... o 

... o 

o 

le 1\aaoruoo utrh !dontidad de orden n. 

Eoto ootrlt puede e~pr<>Orso en fonoo obrevlodo co-o 

o! 1•.1 

11 1 ¡ J 

Teor .. • IV.l 

Poro to~o motrit A do orden oun oo tlono que: 

lmA • A 

o .. ostnct6n 

De la deflnlcién do producto: 

!,..<. • ( • 
' J • ' 

' 

donde loo !ndlcoo llbus ocn i•l,l, ... ,m y k•1,l,,,,,n, 

Cooo !¡J•O 'f ilj:
0 

J
0

A• ( t 

J.' 



donde o~ou, loo !ndlc .. llbr .. son J•1,l, .. ,.,• y k•1,2,,,,,n, 

Cooo ~¡¡·1 ~J: 

Co.o j •• uo bdlco libre 

Matrices olountolos. 

El ruultado de ofoctuu un nGaoro finito de tran>foraoclo 

nes eleaentaloo por ren¡l6n a una aatrl< A de orden oxn, puede obte 

nene t .. bUn si proaultlpllc .. ol A por uno cierta oatri% cuadrado. 

de orden •· 

Pato oootrar lo &Dterlor, coodder .. os por 5oparodo coda 

uoa de 1ao nu naodonoacíooeo olooootalos por ren¡l6n. 

1) llltero .. blo do ru¡Ioou, 

Supoo¡oaos que teneooo uno "atrlz A do oxn y que efectua. 

ooo ol lnterc..,blo de ous ron¡ioneo 1 y j, 

u! obtenida .. tr!t B. 

51 por otro lado, too..,oo lo aatrlt Identidad de orden o 

{1 0) o htorcoabl..,oo sus no¡tonoo 1 1 J, obtondr .. oo uno nueva •• 

trlz que lluouuoo ¡!I,Jl. 

SI ahoro ofectuoaos ol producto ¡~l,J) A, u obtiene ¡ 0 • 

utrlz ~. 

--~--

Ejeoplo IV, 7, 

SeoA·[::] 

lntercoablaoo• ouo ren¡loneo 1 y 1 pon obtener la utrh 

.. ¡: n 
Por otro lado, consldor .. o> lo aaniz 

1,·[~ : ~J 
e lnterc.,.biello> ouo ren¡lon"' 1 y l para obtener 

,;•-•). [; : :J 
Efectuando el producto 

(' .. ) 
I, A' tenuoo: 

[: 

, 
:] [ ; :] [: :] (' . ' ) ' • ' .. • , 

ve~ o• entoncoo que, 1 (• ' 1 ) 
• • •• i3uol • •• 

- - - --- - - - - - - - - . 
l) Multlphcacl6n de un ren¡Hn por un nG!noro IdO, 

c .. oo su reo¡I6n 1 por ol oo<alar ~;o. 

obtenida aatri% l. 

11 (1
1

¡ y DuHipllcooos ou ron¡l&n i por el e.cahr k.OO obtendroo 0, 

uno nueva aotTi< que llaoorooos J,.k{i). 

51 a~oro •feetua~oo el producto •• 
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tri• !, 

EJe.plo IV. !. 

Sea A• [: ' 
•~ltipliqunos el u¡undo ren¡l6n por l paro obtenor lo utrh 

,_r' 
b· ' 

Por otro lado, conoidueaoo la aouh 

•.- [: :] 

\(•). [: :J 
Efectuando el producto 1; ('lA, obten...,., 

4 [o) A• ["' ",] [,' ' 
'" 

,;] -
veaos ontoncu que, ~ C•JA eo l¡uol o!, 

l) Multipl!coci~n dO un ren¡l6n por un n4aoro k~O, luaondo el ro

ouitodo o otro ron¡Ien diforonto. 

Su~onluos quo tenoaos una aatrh A de QO on lo que au! 

tlpUcuos ou ren¡I6n 1 por el eouJ&r biD 1 el ruultodo lo suaa-

Llu .. os o la .. tri! ui obunido, .. oril !. 

Si por otro lado, t.,.uoo lo •atril Identidad de ordon • 

• n.J. aultipl1cuos su reD.Jleo 1 por el ooc&lor k~O 1 el r .. ult.! 

do Jo suauoo at ren¡l~n j, obtendreaos una nueva aatrit quo llaaa 

IV-30131 

, .. o. ~(i,Jl. 

Si ahora ofectuoaos el producto ~{i,Jl_\, se obueno lo 

.. ... t ••• 

' ... ·-[: u 
auHipliqu .. oo ol ptl111er renil6n por l y oumnc• al cuarto reni16n 

paro obtener lo 01atrh 

·-[: u 
'" otro hdo cono id• remos .. motri1 

... [ " " ¡] " ' " " " ' 
" " " 

aultlpllcondo ol primor renj116n , .. l 1 oumondo ol c~orto ren¡¡l6n 

obton .. os 

[j " " ¡j ¡'{',') ' " • • " " " Efectuando el producto 

¡'(',')A·[~ ~ : - " " ' . . 



Yeooo ontonceo quo, 
1 ( ' • J 

1 1 ' A 01 l¡ual o B. 

. . . . '- . -' - - '-
Defln\cl6n. 

A 1 .... ulo .. ¡(I.J) ¡k(\) ¡k(I,J),, loo llu.a utriou 
• • • 'lt • 

elooentoloo oorrupond\ontoo o las tronsfonoac\onu eleoont&loo 1, 
o 

2, l, reopeetiY .. onte. 
" Veooo obota que, codo tronsfo"'-•<l6n ol .. ental puodo oer 
•1• -~······. 

llevada o cobo preoultlpllcondo, h oHil: dada, por 1a oatrlt olo 
' -

oental que oa obtlono efectuando en 1, la aisoa tranofonoael6n ol! 

oental, . '. ' , ' 
Ejooplo IV. 10. 

Hallor ia utril P, do orden-~' tal quo tronofonoe o la 
. ' ' ' ' ' 

oatrl: ~ en una oatrlz oocolonada (es decir, que d producto PA ua 

una oatriz ncalonodo), 
,. 

[, ·_,] 
t 6 1 

' ' o ' 

·--. ,, 

•• 
' ' 
" 

Solucl6n. 

h lo Oilulento Ubio opance,!una ucuonch do treno!Ono! 

clu .. elo .. ntalu quo tr..,ofono& o lo utrl: A en u,.. utril uu 
'l -

tonada, loo corroopondlontoo ootrlcoo eleaentoleo y el rooultodo • 
1 

do efectuor ootoo tronoforoocloneo s<>bre A. 

.. 
• 

1 Transfonooc16n. 

Intercambio do 

¡Jonio 1 y 2 

los ron• 

• 

"-. ' ' 

llultlpHcocl6n del ptl· 

oer T•n~l6ñ"Poi"2~." 

loiUltlpHcaci6n del ron· 

~IOn 1 par ·2 y suaor al 

ron¡l6n J. 

Multlplicacl~n del ron· 

gl6n 2 por .!4l y •uur 

11 TORJlÓn J. 

Hultlpl\cocl6n del ren· 

gl6n J por • :Jr 

[: : q [; ,; ;] 
[

' , ']' ' ¡ o G 1 O t 

' 
'[1 12 ll : : ,;; ·-

[;o_:¡ 
o o :Jr ' 

[' " '] e 1 · ¡ . , ' 

"'" 

·' 

(•urh 

ucalo

nodo) 

n oisoo reoultdo quo oo obtiene al &pllcor la secuench 

de tran•foroocloneo, puedo obtonouo prooultlpllcondo por loo ru· 

poetlvu .. trleeo ele•utolu . 

Efectuando eotOI productos con lo soeuencla quo •arca lo 

tabla y dado que la oultlpllcoc!On 01 o•oclat!Ya, podeoo• e•crlblr: 
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' 

rr: • :1¡: ·. :1¡: · :]¡: · :1¡'~, :11;: :]·[:" :1 
ll~ o ~ o ~ 1J -z o 1 o o :j o o ~~ z } o . o o ;j 

Hnrl• 
escol6~ 

Lo .atri1 P buocodo, url ol producto de los cl~co .. tri· 

uo eleoenulu. 

Sin ~,.¡,••11•, poro obtener la utrh P M e5 necourlo .ul 

tiphcar h• cinco ootrtc .. olnontol .. ; bootut con efectuar la •• 

ohoo oocuonclo do tranofotaoc\onoo ohoentolu sobre la utrh ¡ . 

{refonnda 1, P'll· ~Sl). " 
Los slllulont .. tun.ro.-.oclonu •obre 1 conducen o lo ••· 

trlz P {lo> tron<fOT"'-OCion .. son los do lo tobla). 

¡ " :]J~ , :J.r: ; :]·[: ; :u: ; :]·[ : ; : ]·· 
~ o 1 ~ o 1 ~ o 1 o ·4 ,j w -4 1 ill rtt lh 

Para comprobar, ofoctuoaoo el producto PA 

.J: : :] r; . :] ¡: .. :J 
~ffi Jt lit l~ } o o o 1 

Uno ,ltuocl6n \ntenunto, u prosenu en ol caoo de !u 

ootrlce< cuodradoo de orden n cuyo ron¡o oo taabi~n n, la> cuales 

pueden traJufonoane en la utrlt ldontldod 1
0

. 

E>tu motrlcu son oqu\volentu o una matriz ucalonodo 

de lo t~nu 

IV-:Mf3~ 

., 
, 
, • 

• , 
• 

., 
• " 

• 
• 

• " 

• 
• 

donde todo• los eluento> "ii toloo que I•J (o loo que so ll..,o el!. 

oontoo de lo dio¡onal pr!nclpol) son liuoloo o l, ~~decir, 

"" •o,.•o,·,, ··•nn·l. 
Mootnremo> ahora que, uno ••tri< de ute tipo, so puedo 

tconsfonor en una mat<h identidad 10 mediante uno secuencio de · 

transformoclone• olementaleo, 

En ofecto, si el OltiM ron¡lOn do lo matriz (10) lo mul 

t!pl\co~o• por-•,n y lo su11nos ol prloer ren¡¡lón, luego lo 11ulti· 

plicoooo por -•,n y lo sum ... oo ol oo¡¡undo ron¡l6n, ot<., obtene&os 

lo IU<rh. 

" 
oultlpllcomoo 

ou 1 t lp llc0lllo5 

tonemos 

... ., 
• • " " . 
• 
" 

, , • 
" 

ahora, " pen6l tioo ron¡lón 

'" ·• , n- 1 ' .. oumuos .. 
'" ·•,,n- ,Y •• sumamot •• 

•• eoto nuevo u tri< •• 
prl•er renglón, lue¡¡o .. 

seaundo ren¡lón, etc., .. 



, , 
, , 
, , 

' o , 
Al final de esto proc.,o u obtudrl lo .. utz Identidad 

'•. 

EJeaplo IV.·ll. 

l1•ondo t ron. fOno a< 1 one• ol .. .ntole•, tun•foraoruos la 

utrU escal~n 

[! 
' . ' 

i] 
, 

o 
, o 

en una 111atd< ldentldod: 

' . ' ' " , ' . ' o ' . ' 
, 

' o o , , o 

, , , , , o , , , , o o , , , , 
• • • • • , ' , , ' o , ' , , , o , o , o o o 

' ' ' o , o ' o , , , , , , , o , , , , o o ' 
Eote procediolento puedo oplicoue • cuolquier utriz ., 

colonodo arb>trorlo. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

"" ellbu¡o, •• lopononto notar quo uno ootrh cuadrado 

podrl nunca tronofonoouo en uno ootrlz identidad. 

dnlc .. onte cuoo. 

As! olooo, una u tri< no cuadrado t .. poco podri tronsfor

oar.e on uno utdz identidad (yo que Uto •• uno utriz cuadnda). 

Notrl< lnveuo. 

Con lo que he-oo YhU huta ohoro, sabnoo que 5i •• tie 

no una .. tri< cuodrod& A de orden n y Un¡¡o n, U posible {•edianH 

uno oerio de trao•fon.oclonu ehnnto\eo) tronoforurla primero en 

uno .. uh 05Colonodo 1 luo¡o on la .. ni< identidod 10 . 

TaDUn •• vi6 utulo,.,.ente, que el efocto de una suce

si6n finito de Uanofor .. clonu oluonul•• •obro ouolqui.r uui1 

A, puedo obtonoroo prnultlpll<ondo A por uno ci<Tta .. ait P. Por 

lo que, el ohcto do todo h ,.cuenclo de tranofor .. cione• ut\liud .. 

poro llovor lo .. trit A o la ootr!t 10 , se puooe obten<r pr<multlpl!_ 

cando A por uno cierto motril P. 

Podo••• ontoncoo enunciar el ol¡uionto 

Toonmo IV. l. 

Si A u uno •otriz cuadrado de orden n y rango n, exl<te 

uno utrh P Ul que 

No •• dlffcil domostror( 1) que dicho utrit P, cumple t•!! 

bien con 

ouoquo lo .ultipllcacl6n do •otrlceo no ooo con.utotlvo . 

"' El ootudlooto puodo obtonor uno do•ootrocl6o, o portir de la de 
•ostuct6n del tooro•o ¡g.l·~ do lo r.terenclo 1 (po¡s. Ho y -
OSS). 
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--
.ultlp!lcoci6~ en ol conjunto do loo aotrlcoo cuodrodoo do orden n, 

>poulta odecua~a lo OiiUioDto 

Si A y P ton doo utricu cuodudu de ordon n !&In quo 

. , PA•AP•ln 

a la utril P lo 'lluaruoo ootril lnvoru do A. 

Si lUlO aatrh ,l,tleoe innru, dlroaoo que oo no olnJU· 

lar 1 a o u ln~o~u' io ropreo~~t.orouo con A· 1, Se puodo doacotnr 

que lo lnvoroo-Á' 1do uno •otrl• A oo Onlco y to.bifn quo (roforon· 
' -~ . 

eh 1 P"l· 4Uj ol producto do doo utrtceo u tln¡ulorn es uno •• 

tdt DO "· OiDIUlor. ... 
~~~~o\uo J!U aotrh cududo do ordon o 1 URIO unor qu. 

11 no P'!~de trando,..oru n uu utrlt ldentldd, no uhu Rln1u• 

En ccnoocuonclo, ootao ootrlcoo no tlonon lnvoroo. 
• • A !u 

trice~ que po thno~ lnnroo ~~~ :1oa.!~UOO UUicoo li!IIU~.oroo. 

' 
Can loo concoptoo tr~Udoo ~uu ohoro, ol ondtuto d!, 

be poder dooootrar ~l sl¡ulento 

Teore .. IV. (.-

Sl A u una .. trlz do ordon oun, eXIsto ou lnvoru A·o,¡ 

y solo si 
., 

a•n• R(A).· 

.. . . 
EJeaplo :lV. 11. 

lnveotltu• ol la li¡ulento .. u!z tlono lnveru 

., 
' " 

' 
., ' ' ,. • ' ' 

, 
' " ' ' Soluci6o 

v .. o • • tnosfor.or A ~n una .... ,, eoco!On ., 
' 

, ., ' " ' 
., 

' 
, ., 

' 
, 

' . ' ' " ' ·Y , 
' " , 

' " ' ·-, ·-, 
• • • • ' ' 

, • ' • , , . , • , , ., , 
' 

, ' ' 
, ' ' 

, ' , • " ' ' ' 
., 

' 
., 

' 
, ., 

' 
, . , ' • . , 

' • , •" ' , 
1 ·fí ' , ' " ' , 

' " ' .,. 
' ' 

.,. 
' 

.,. 
' , • • • • , 1 o -11 • , , ,., , 

" • . ' , • • ' , •·lt , •·lt , • , ' , , , ' ' ' 
. ' ' 

, 
, 

1 ·fí ' ' • • " 
, 

, , • , 
ve u o ""' .. .. zrtz escolonada tiene uu ronalonu dlhrentu de 

cero, en consecuendo R(A.)•l. Entonces, A es uno aotrl< oln¡ulor 

'"" nls<eA. 1). 

Poro obtener lo ••trlz Inverso de uno aotrl• no sln¡ulor, 



Teorema IV. l. ' 
Lo lnvor,. do uno ntrlz A no oln11ulor oe puedo obtener 

>1 oplleuo• o 1, 1o nl-omo •oeuondo de tranofonaclones elnonto 

les por ren¡l6n que se utilizan pon tnnsfon~~ar lo 111otrlz A en -

lo utrh l. 

De•o>tucl6n '1 

' Sobemos que pod .. oo tunsformor la 111otrh A en 111odlon• 

to una deno '"cuonela M trano!or~~aolono• olomontaloo. Hntoncu, 

ulote uno •ecuonclo do montee o elementales e,, E,, . • •, Ek· ,. ek · 

tale> que 

•. 
ol il•••••• P al producto do los matdceo el .. enuleo 

P• EkEt., ... E,E, 

pode••• eocribir 

AP• 1 

h decir; P eo lo 1nvern de A. 

Cooo 1 •• ol idhtico poro el producto 

P• PI 

eotonceo 

' 
lo eud no< Indico que P •• obtiene o partir del, ofoctuondo on 

orden lu tranofor~~oclon .. elnentole< quo corresponden o ~., E,, 

Ej..,plo IV. !l. 

lnvootl11u o! lo olllulonto motriz tlono lnveno y on co-

•• oflrutlvo hollorlo. 

A• [: .: ;] 

SOluc\6n: 

Apllcoro111_os o! procooo doocrlto en o! teorou IV.>. Lo 

prlo&ro coluano de lo lillulonte toblo, doocribo lo oocuonch do -

tronoformodoneo olernontoloo por ronJI6n, utilludo poro tronofo:_ 

••r lo rno<rlz A en lo 1110triz l. Lo '"llundo eoluono, oueotro loo 

utrloes obtenldu o putlr de A eon lo opllcoclón <le cotoo tron! 

foroodonu. Lo toreara coluono, ouestro los u<rlcu obtonldu 

o ponlr do 1 con lo oplicocl6n d~ los olsus !ronsfonuc!onu. 

: .. ::::::·:::,::~:·~ .. --·. ·--:l,t : :]·· [: ;, ~] . 1 

y so¡¡undo ronJlones [1 •2 1] [' '] 
Su .. del prl .. r ren11l~n -~ 

2 

: ; ~ ~ 
ot torcoro 

Hultlpllcocl~n d.t '"11"!!. 

• do ren¡l6n por z 

J!6n ol corcoro 

Mlll<lpllcocl6n dol '"!. 

' ' [: : :] ¡; : :J 
' ' ¡:::J ¡;::J . ' 

[: ; J ¡¡: :] 



• 

cer rengl6n por } 

lluu ollora ~e.os tunsforaado a lo .. uiz A en uno u-

trlz escalonada . 

.. trh, por le unto lo Utrll A tlone lonrsa. 

Continuando el proceso: 

l!ultlpllcocl6n del u.-cor 

rengl6n por -1 y SU&or al 

•e¡undo rengl6n 

Multlpllcaci6n del torcer 

ren¡Hn por -1 y •umor 

al priaer rengl6n 

l!ultipllcacl6n del oe¡uodo 

ren¡l6n por l y swoor al 

prl .. r rengl6n 

' 1 ' 

[: ::] [ i -Hl 
' 

. ' , 
, , 
, , 

' 

[: : l· 

' 

[~ : . :] TI" • ., -., 

' ' ' 
IT ' ' 

' : ·:] "'f . ., •A"' 

' ' ' ' 
Lo utrl: que u encuentra al final do h SOiunda colillll-

no, eo lo .. ui< Identidad, en conucuonclo, por ol toore .. IV. !, 

lo .. uh que se encuentro al final do la tercera colwmo es h In 

veru de A. '" .. que: 

" • ' IT ' 
., 

. ' • ' ' • • IT 
., ., 

' ' ' IT ' ' 
IV-42/43 

• 

Podeaos co.probar el resultado efectuando el producto: 

" • ' , 
' IT ' 

., ' 
, , . . ' •· • ' ' . ' IT ., ., • . ., • 

' ' ' . ' IT ' ' ' , . 
En ocaoioneo, en lu¡or de hocor uno tabla co.o la del -

oj .. plo.onurlor, oO trobajo con un arreglo que contiene o lo utrü 

A en el lodo lzq~iudc y o la .utri: 1 en ol lodo derecho. So --

so obtengo la aotri: 1 en el lodo l<qulordo. 

ta on el lodo derocho es A" 1 . 

~n for•• O$quemltlca: 

[• ' l • 

La utrh que re•ul 

[ ' •.. J 



l\'. ~- ' . 

Seon A•(o¡jl y !•(b¡jl doo utTico• del 11is:o orden llln. 

l• odicldn o <Uilo A•! de dichos aotrlces· u uno nuevo ntrh · • • 

C•(<¡jl de ar.<len lltn tol que 

"!J"a¡¡'bij 

~je~plo IV. 14. 

a) Obtenu A•l 

b) Obtenu C•D 

So luciO" ., [
,.. 

- o •l 
' . ' '''] ,., 

,. ' 
~o puede efectuarse lo '""'' C•D dodo que !u utdcu no oon · 

del alomo orden, en estoo cu•• •• dio. que loo matrices no oon e•!! 

fon,.bleo piTO lo ou~a. 

. . . . . . . . . . . . . . . 

Propiedodeo de h ><•U do motrices. 

El .,tudlonte ruedo demootror ¡., olguientes prop!_edodeo. 

Sean A, e y C treo .. u!ceo del 11hmo orden (mxn), H cu!!! 

, .. o! .. tpre que' 

L· (A•!)•C•A• (!•C) .. ·-· •• uoeht!Y& 

' .. ••• • '"' .. ·-· •• COnllUUt! .. 

L· hlste uno ootrh O•(c¡J) (donde <¡¡•O ., •• " •• 
orden un, a lo que lluore,.o< .. triz nulo, tol quo 

utrll o Jo que ll•~•ruos sim6trlca de A y repruentoruoo con • 

·A, tal que 

A• (·A) •[ ·A) •A•~ 

[f~cll~•nto •• puede co~probar que lo o1~6trlco de A•(O¡¡l oo 

De la deflntd6n de suu y <os. proplododos anterior<> •• 

vemos que el conjunto de lao ~•trices del mi>ao orden t~r.on un· 

¡.rupo obellono. 

Un coso particular, •• el de loo •otrlcu cuodudu do 

ord<n n. El conjunto (H) do eotos ootrlces, con loo opetocl~ 

neo de ouoo y producto, fono• un anillo con unidad (no conoutotl 

vo),yoquo, 

.,A, 0, C t {ll} u cw:~ple slupro que' 

" • • ' ' '"' 
' ' ' ()1) 

" (~•D)•C• A•[D•q 

(.\n)C• A(BC) 

" ' , . '"' "' ""' A•O• ~•A•A 

' '"' (M) ul que A ln•l0 A•A 

!V-44f45 
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., 
" ., 

'1' lo.< (11), J ·A e (14) tol que A•(•A)• ·A•A •O 

A•B • !•A 

A(B•C) • ,O.B+AC y (B•C)A • BA • CA 

Lu propiedades 1 o S, so hon tratado yo J>OU el ~uo 10• 

nerol de ~ottlcn do orden mxn, 

demoHrare•o• a contlnuoc!On. 

Lo propiedad dlotrlbutlvo {O) lo 

Pe~ostncl6n. 

quloro de orden n, 

De la deflnlcl6n de oumo 

l•C• (b¡¡''¡¡l 

De lo deflnlcl6n do producto 

A[B•C)• (4¡¡ l (b¡¡ ''IJ) 

" A(B•C)•J:l "IJ(blj'C¡¡l 

Como lo multlpllcocHn n diHrlbutiv. tobro lo 011!10 en 

C y por 1&• proplododoo do lo sumo 

" ,I.(B•C) • t 
j-' 

De lo definición de producto: J.(B•C) • Al•.I.C. 

Lo ••1unda pute .e de•uootro on fo,..o onUot•· 

Lo propiedad dinrlbuUvo do! producto oobro Jo """" do 

.. ulcoo, t&llto por la l<quhrJo como por lo duec~o. pudo ¡ene· 

ullurse (rderench J plg, 26) do lo sl¡ulonu !o,..o: 

>io~<pn y cuondo In operaohnu lndlcodao puod&n nr efouuodu. 

Defln\u,.oo lo uou o ouotrood~n do nuicoo, o put\r 

do h ouu, e•~• 

lo cuol equivale o!mplnento o restar do los eluontoo do A, los • 

ooneo~ondlent., do B. Reoulto duo oe¡¡Gn h deflnld6n que, po· 

u que do• matr\<eo oeon contor~oblos poro la reou del¡,eo oerlo P!. 

ro lo '"~•-

Ejemplo IV. 15. 

Poro ¡., utricoo 

,_ r:· :] B• t~ :] { :] . ' _, 
,, Obtener ,., ., Obtener '"' 
Solución 

,, ""'" [·~;~¡ ·:] 
A·C no puedo ef<ctuuso, 

Producto por un eocolor. 

Defin\c\6n. 

Sun' A•(•¡¡l uno aotrl• do orden .xn y ot C un ucahr . 

h aatrll 

,_ 



Eje~pto IV. 16. 

Soan ~·Ji y A• [; ::J 
el producto oA es t. , .. trh 

... ¡: 
" 

El ootudionte puecle flcll~ente demootrar ~ue esu opera· 

c16n tiene 1 .. siguiente• propledode<. 

Sean A y D dos ~•trices del mismo orden y ~.~ dos n~m•· 

ro< complejo•, •• eu~ple oiempre que: 

1,· (~·~)A•oA+BA 

z.. o(A•B)•wl+o~ 

l.· o(BA)•(oB)A 

1.· 1·A•A 

. ,, "" 

Seo lo matriz A de orden m.n. Lluuno• "'tnn•pues ta 

Id• A" Y la repTeHntoremo> !Oedlonte A' • lo utrh de orden nn 

renglone• son las colu•mu de A y cuya• colwo.n"' oon lo< ·• 

eS dOCH: 

de A. 

entonces 

Se puede de•ootur («íerenclo l pog. ll) que 

(AB)' • B' A' 

Ejuplo "· "· 
Sean ,. 

[: :] ' •• [: :] 
obtener (AB)' 

' 
B' A'. 

Soluci6n 

[: :] [: :] . [: "] ... " o 

~: • :] {AB l' • 

" 
[; :] [; o . :] [,: • :] a' A' • • .. 

• " 
. . . . . - . . - . - . . . -

Ecuodone< ~•tr!cioleo. 

Ejenplo "· "· 
Dad., Iu utrle .. 

[: '] .. r 'i] e-[: . ' :] ·-~ ·:] ,. 
' ·• ·> 

obtoner una utrlz • U! que 

A• • a' - ' •O. 

Solue!6n 

En eote cuo tene~aoo una ecuoel6n entro .. ulceo, donde 

la inc6gnlta •• la no<•l• x. Eote tipo de ecuacloneo pueden ••· 

solv•••e ••Pl•ondo loo propledodes de loo operocloneo que he•o• · 

definido, •lemp.e y cuondo lo ceuodOn hoyo ddo plontudo co«•S. 



t .. ente. 

Poro el cuo ~ue noo ocupo, x de~o oer ul que 

IV.·B' •C•D• 

oumondo en a.c~boo mle!llbroo 

• D•• (A>- 5° ) • • Dx • (C• Dx) 

·Dx• [Ax-iJ •-Dx•(Dx•C) 

-Dx•IV.·B'• (·Px•Px)•C 

( ·Px•A>·B') •B' •C•B' 

·Dx•A•• (·P' •B') ·C•~' 

·Px•Ax•~•C•B' 

Lo ou~o es conmutot!vo. 

,Lo '"''" •• uoc!Uivo. 

·P• eo el lnveuo ~oro lo ouu M 

Lo mot<l< nulo., el !Mntlco po· 

u lo '""''· 

Sumando en ambo o ~le~bros a'. 

L• '""'' eo .,oc!atlvo. 

-B' eo el tnveroo poro lo '""'" de 

••• 
Lo !llotd< nulo e• el !Mntlco po· 

ra lo suOto. 

Lo !llul<lpllcod~n •• dlotrlbut!vo 

oobre lo '""'"· 

ultlpllcons ubos o!e!llbros ~or 

dicho utrh. 

((·P•A)" 1(-D•A))x•(·D•A)" 1(C•t' Por osoclotlvldod del producto. 

l,x•(-D•A}" 1(C•B') Por lo deflnlel6n de ootri: tn•or· 

so. F!nolnente, coao 1, es el ld6ntlco pou ol produe<o y por la 

co~~ut•tlvldod de lo •~• 

!V-50¡51 

x•(A·DJ"' (C•B'j 

Lo que huos hec~o es despejar lo lnc6,nlto o do lo ecuo-

cit~ ,..trlcial, just\f!condo loo puo• de dicho dupeje. Pueden 

o~itir•• ••••• justificoclone< y ol~unoo posos que •• consideren·· 

oO,•ios, con el .objeto do hocer mu corto el procooo. 

Sin embngo, el .. tudionte debe tenor cuidado ol de<pejor 

una inc6gniu ~.una ecuae16n motr!cl.t, yo que .. Joton dif.,enclu 

entre la> p<epieJades do ¡., op«oclonoo con matrices y con n~oeros 

reale<. 

Uectuomo• lo> operoclonc< !ndlcadu en lo nltlmo upre-

[; :: .:] ·[-~ : ·:] ·[.: .: ·:] 
[' _,] [' "'] -[·' ·•] 

O -1 O 1 D •l 

Veuoo >i cfectlnmento ex! u e (A-~)-': 

[: :]· [ : ; ]- [: 1 '. 1 

;] [: 
" ' _;] -' ' r: z ., 

., 
" " " " 

(A-D)" 1• [: ;] ' [ -: : l . ' .. , lo que, •• inc6gntto x puede obtenerse co•o: 

[: :] [ : ' ·:] x• (A D). '. (C•B') • ' • 
' -' 

[ : :] ' 
_, 

' ' 
Final~ente, .. ootrl1 pedido .. 



' 

,. [: : :] 
r z ·r 

- - . . . . . . . . . 

Lo prlnctpol diferencia entre In IIUricu y loo n~11nos 

realu u ~ue, alentros que podemos •uur o aultlpllcor doo nOae·· 

ros cualesqul~u. no ole~pre podemoo ~aculo con lu aotr!CH. Su 

por.iondo que pueden efoctuoroe In cpaocloneo lndlcodu, enliou

~os o cont!nuocl~n In pdncipalos diforencloo entre In propiedo

d., de las opnacion., con n~~ero> y con motr!co.: 

1) Lo ~Ult!pllcocl6n de n~moro> es co»muutivo; lo ~u\tiplicaci6n 

de matriCes no Jo o.. 

l} SI dof!nlmos A'•M, el de.arrollo rnatrkiol (A•8) 1•A1•lAe•e' 

es en general faho {COIIO con .. cuenc!a de 1), 

rrecto es (A•B) 1•A1•A8•RA•B', 

'll desarrollo <o· 

3) El producto de do< nnoeros diferente< do coro nunca •• cero, 

pero el producto de dos aotrlccs diferentes de lo ootrLz nulo •• 

puede ser lguol • cero (lo ~•tr!t nula) • 

,,, eje~plo, •• 

·- [: J ' [ ' -'j "" ~ 
. ' ' .. thn~ qu< A8•0 

~) L• ley concelotin poro el produ<t~ se verifica en lo• n6~e<os, 

pHo no en ¡., notr\ces. 

Eoto u, ,¡ o, b < R y ''" 

(ob • oc) ~ (b•c) 

pero u loo 1utrlc .. 

(H • ~C) ==jb 

ror ejemplo, cen los motrlc•• A y B del ejemplo onterlor 

tonemos que 

AB • AO pero '~0, por lo quo no podemos concelu ~. 

Noto. Aunque (H•AC) P (n•C), ol se cuopJe que 

Ailus de pasor o lo secct~n SliUieMe, •• convu\ento .clo 

ror que ounquo-heoo• defioido ootrlr cooo un orre&lO de n~ero• 

(r<ole• o co,..,leJo•), el concepto de .. utr puede l<ftOT&liru,. co-

oo "un one~\o de n~mero•, funcionO> u operodoreo". 

te capitulo _y en cur>OS posterior., se verl lo utilidad de dicho-

e<tons\6n. 



IV. S. SOLUC!ON Oe SIST~~S D! !CUAC!OU!S. 

Con vlmao al Inicio de la sección IV. '• podemoo repro• 

sector el oiotemo 

2cx, •1 ce., ·•e•, · • ce} 
c. • • . • • e 

' ' ' 
oedloate lo eopreolon eatrlc!ol 

... ( 'J 

A HU •cuoct6n .. tdc!ol, donde X •• lo ~otrlt lnc~¡n!_ 

t& o lndeterminodo, •• lo conoce co~o "'fon~a utrlclol del slote· 

•• de ecuaclon<o [4)"'. 

"" "] -' 
recibe el noabre de "IO&!r\1 de coef\clentn del o\Heoo", y o lu 

.ootrlceo 

·-
oe leo llu.a "vector de tnc~1n!tu" y "vector de t~n~lnos lndepo!!. 

dientoo" rupectlvo~ente. 

En 1•Mr•l, la formo ~otrlclol del oiotema 

•, ,x, ••, ,x,• ... ••,n•n·b, 

• 

. ~i'·li 

donde lo IOO!rlt do cooflclontu oo la IOOU\1 de un: . ., .,. 
• · .. ' . 
• • •• •• 

. '" 
• '" 

'•• 
ol vector de lncógnltoo os lo utrit do n>:T: 

- [ ::] .. -

•• 
y el vector de tfr10tnos Independientes es lo motril de IOIT; 

Eo cloro que ruolvor lo ecuad6n 11atrlcul Ai'•5' u 

equivalente a rooolver el sloteoo, por lo que uno solución do dicho 

ohtoma SeTl uno lioatrh colu10no de n rengloneo 

,. (~¡ ' C) 

tal que Ai•li. 

DefinlrOJ,Ot uno ootrll ah para el olsteo&, o la que lh

urello> "matri1 uoplldo" del olsteu, lo cuo! J••&• un ~&poi l•po!. 

unt• en •1 eotudlo teórl~o ¿o los .,., ... , do ocu&~iones • 



', 

Oeflnicl~n. 

Lo aotrlz ampliado do un oloteao de ecuocloneo, que reprt 

oenuroaoo con (A, D), e o lo utrlz do orden mx(n•l) que resulta de 

ouaentu, o la aotri< de coeflc1enteo, el vector de tlrm.lnoo lnde

pend!enteo. 

Entonen, lo aou¡, upllodo del olote111o e.: 

•,. o, 

(A,D)• 

•,., 0 ao • • • 0 an b., 

Shte11.oo lnco,.potlblu. 

" ano!hlll!oo " Slsteu 
" x,•o,•o,·6 

•,•h,·x,·l 

•,••,••,··S 
••••• ••• ,., ecuaclonn ... ' "· no pueden sothfoceroe otaul U-

nelll!ente, yo que no eoloten treo n~oroo o1 , o,, •, cuyo suao oeo 

l¡uU o 6 y ·S o ,. voz. U olste!lo eo entonceo lncoapotlble. 

Veamos ••• sucede '"" lo• nnaoo de !u u trices 

[: :] ''·"·t 
' ;] •• ' ' ' . ' 

Al ofectuor oolo~ente tronoformoclonoo por rongl~n. eo 

poolbio detoDinor o lo voz loo ron¡¡oo do lu utrl<es A y (A, li) 

operando oobro lo motriz ompllodo, lo cual contiene o la utrh A. 

Tran>foruruoo entonces en uno utrh UC016n el si·· 

1ulente arreglo. 

. . 

' 

' 
' 
"· 

' . ' 
' 

• 
' ., • ' 

' • 
1 : 6] 

. ' : ' . 
o ! -11 

De lo ~!timo ••trio voaos que 

R(A) • 2 

R(A, li) • J 

' • 
., 
• 

u ¿odr R(A) < R(A, D), que u uno corocterlotlca de todoo loo • 

slote!llao lncompatlbloo. 

Sabe~•• quo ol olote>Oa u lncompotlbh porque In ocuoclo 

noo la. y Jo. no admiten oolucl~n olau!tlneo. 

de la lncompotlbllldad de dltl!o sloteu, 

Lo Guin aotrh 

[i ' • 

Ox 1•a 1 -lx 1• -S 

Oa 1•0a 1•0x,·l 

. ' • 

lo Jo. ecuación • Esto Implico que el ststuo equlvolonu no tlo· 

no oolud6n y en consecuencia el slstuo orl¡lnol tOlllpoco. 

Conviene hocer lo slaulento observod6n. 

El rango do lo matrl1 omplloda de un olotno do ecuodo 

no• liHaloo, •• i11u1l o! Tongo do lo motrlt de coefidenteo o •• 

yor en uno unldod, por lo que: 



fn efect~, '""un oht•mo d• a ocuodon .. con n !nce11nl· ... 
o11 x1 •o,.x,• 
• • •o •• 

1> L U 1 

•o X •b 
1 n n 1 

•o X •b u n 1 

cuyo aotrl: do coef!clentu .. , 

[ :" 
... •,,] ·- ... .::n. " 

•., •., .. 
7 cuyo aotT!• ••pliada "" 

[ ... . .. •,. 

(A,S)• ~·~ ... . ,. 
•,, • .. ., 

• • • • (T 1 ) 

. • .. (H) 

n ( ll) 

" 
Seo el congo dr lo "atd: de coef\c!entoo I(A)•r. Uec· 

tuondo en (A, 6) loo a\sau tr.n•!oraoclonc• que oe efcctaan pon 

llevar lo ntTit A o ou fof1!1o <Ocolonodo, obtendruoo la ~atrio: 

.... : .... { 
... ... e,.,., •,. '· • ... ... e' ' r •' •,. '· . 

• • ... ..... , . .. '· • • • • • d,,, 

• • • • • '· 
coMlnuondo con el proceoo, h.,ta tnno!o'"""' eoto motTlz en uno "'' 

nlz eocolonodo obtondruoo: 

lV-58¡59 

... ... •, .•.. .,. '· • ... ... ..... , .,. ' ' . . 
• • ... •••••• ... '• • • ( 14) 

• • • • • • • 
• • • • • • 
• • • • • • rlJ., ' ' j _, 

!"" ol¡Gn ,, L 

donde 
'iJ •O " ,., 

Ex!Hen entonen o6lo doo poolbllldodeo: ,, 
" c•O, R {A , Ol•r•R(A) 

., 
" ... o • pode. os dividir •• "' fstao ron1l6n on· 

'" •• obt.,niondo: 

Jc donde 

... ... ..... , 
• ' " ... •, ... , . . . . • • ... . , .•. , 
• • • • • • • • 
• • • • 

~(A,b) • t•l • R(A)•l 

Entonce• R(A) < R(A, 6). 

.,. '· 
' ' . '· . .. '· .. 
• • • 
• • 

Por tonto, b .. oo dcmoHudo que R(A).: R(A, li). 

Tnruo IV. 6. 

Si en un siHcmo de ecu•cloneo llncolet 

R(A) < R(A,b) 

entoncco el otste .. •• lncomrotlble. 

• ( 1 S) 

• 



~n.ootrocl~n 

Si R(A) < R(A, D), lo rutrh utplbdo del olote .. (11) 

pueM tun•fcnuroe en lo .. tri> {15), 

fol~o rensi6n reprooenta la ecuod6n 

Ox,•O•,• ,,, •C•n•· 

de un olote=• equivalente. 

Obviamente, uto ecuacHn no oo uthhce pon nln¡Gn co~ 

junto de valoreo x,, •,, ... , •n• por lo que ol olotema eo lnco~po-

1 1 b lo . 

Ejemplo IV. 1~. 

lx 1•3x 1•>•,• l 

h 1•9x 1•1>•,• 

Tunofor~omoo lo utrl• de c~of!dente> en uno ~otrlt ••· 

colonada 

[: : J [; : .:]· [: ' 1 

o 
R(AJ•l 

TnnofOrMmoo ohHo la ut<i• •~rl!oda 

lonodo 

[: ' ' :] ~ ' ' :] [; , , 
• • • " • " 

. [: ' ' :] 
, , 
o o 

!] 

en uno ''"ni• e • ca 

' ' :] 
, , 

• o o 

R(A,¡;]• l 

C0100 R(A) < R(A,D), el sittuo no tiene solución. 

Obo~rveoe que •• hubiera llegado o lo ~~•~• concluoi6n 

de haber trabajado directamente con lo matriz ampliado. 

Si•te•U co•poti~les dete,..lnodoo. 

Analice••• pri•eroaente el •••• portlculor de loo oiote· 

""' d• n ecuaciones con n inC~Jnltu, en los.cuolos lo aatrh de· 

co•flclente• •• de rango n. 

•• 

y ,¡ 

Un >lote~• den ecuoclones con n tnc6¡:nltu <lene ;o for 

• .. •• • • ••• •• • • 

• • ••••••••••••• ... 
tn este cno, lo utrll do coeficlonus oo lo utrll cuo• 

... 
:·~1 •,. •• .. . .. 

... .;.J 
oduh A(A)•n, por el teore .. IV. 1 ulHe ou lnveuo .o.·' 

U oioteu puede e•crlblrse <o100 

-. o~bos mlembroo por A 
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S•'•>•'xz.'• 

t ·'• ·'•
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x ugpn¡oo •:>JUU oun ••H•P .!l,.v Ol>npo•d ¡o onb """"d 

·.s,.v onnpOld t• '""""J" o¡po uoo op¡uo1qo ••• opond .!I•!Y 
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' o ,; ]· r: ' o ;] [: ' o l ' ·• • ·O . ' • ·• 
" . ' ' . ' ·O ., 

(A,Ii) 

[: 
' o ,;] [: 

' o 

1] • . ' • . ' 
o ·• o 

O< la Qltlma ~otriz vnoo ••• 
R(A)•3 

R(A,Ii)•l 

•• decir R(A)•R(A,D) 

Ade~~·. R(A)•R(A,S)•n, ... es una canctorhtioa de lo• 

oloteuo COMp&tibleo detemlnadoo. 

loor••• IV. 7. 

SI en un o!stema de m ecuaciones lineo les con n lncOgnl· 

"' 
R(A)•R(A,Ii)•n 

entonceo el olotema eo compotlblo determinado, 

Demootrocl6n. 

Si R(A)•R(A, D)•n, la matrh omplhda del doten (11) 

pue~e uanofonnaue en h "'ott1< ... '•• •, 
" o ... • ' 

renglones 

o " '· 
" o o o . . 
o o . . o "J 

quo roprooonta al olotema equivalente 

'•' 

• c,nxn•d, 

• c 10x0 ·d, 

' ·• " " 
ya que las ecuaciones reprooontad .. por loo nnglono• n•l, ,,,, • 

oon todas de lo fonna 

Dx,•Dx 1• ... • Oxn•O 

y •• oati<focen paca cualquier conjunto de vdons x 1, x1 , ••• , •n· 

El >i>tema equl .. lento tiene n ecuodono• con n lncOgnl

too, y o! ungo de ou matriz do coefidonto> •• tombifn n, pCT lo 

~uo •• compotible determinado. 

Soluc!On 

• 

•,- •,•1 
4:< • • •1 ' , 

Calculemo• le• 

[: 
' 

}[: ' ' ' 
' ' ' ' ' ' 

[: 
'' ~] [: 
,. 

' 
' ' ' 

; ' 
-:; : 

rango• do A y (A,D) 

' 
:] [ l 

1 ¡ 1 z 

' 
o +-1 . ' • • 

o -~ ' 1 
' 

' 
¡] ' 

" 



YUOO ~ue R(A)•R(A,D)•n•2, por lo que d shteu u coa,otlbl~ de 

tenolnado. 

Reo~lYlendo el olote•o equlYolente 

···~··· l 

' ••• ! 

obtene•o• lo oolucl~n 

• >'. ! 

' .,. r 

Shtnu co,.pUlbloo lnd<tu~Jnedoo, 

Volvuo• n••evomente al olote!U 

ZD• 1•100x1 •4Dx1• 

O.,• •.- .,. 

pon el ~ue, •• Inicio ••• copftulo, di .... ... toluc\onu 

' 

pl\o~o 

•• • ' •6 • •, - z' ., •, •n, X 1 •1 , 

Veoaot o~ou cualu 

e: ''" 
., 
·• 

En contocuench 

• 1•S>,•b1 • l~ 

• , .••• o 

.. , 
• 

•,•1 

••• ... un¡oo do A 1 ( .... Sl 

' ' 
. ' 

• 

' 

• 
doeoo o •, ol Yolor de o,•Z, tondr .. os 

o1•5o 1•• ID 

•,-1. o 
Oe lo ••1undo ecuoc\On . . ' • 

~. ouot\tuyendo en lo prlnoro ecuoc!On ... 
' 

con lo que hemoo ohtenldo lo ooluc!6n o). 

Sl en el o\uemo equlvolento hocnoo ohou x,•1, obtene-

MO h 5olud6n ,,_ 

x •5x •n-zo ' . . •,· ·-o 
»e la oe~undo ecuac>6n 

•.- lo; 

y, $UOt\tuyendo en lo prleero 

•,· ,_,.) .. ' • .. ' • 

..... ( 16) 

A lo <>ru•l6n (16) lo JlO!!IUUo• •oluci~n a•no<al do! -

olot~~• (1), yo que, poro cualquier valor do~. loo voloroo do z1, 

x 1 , x 1 dadoo por dicho expreo>On conotituyen uno •olucl6n del olo· ...... 



de encontror el n.:Sero (~,. I" x1) de objetos de dlfuenteo tlpoo 

(,1., B, C) que oe poeden fobricor, por lo que la oolucl~n utA •e•· 

trln¡ldo o volor01 entoroo no ne¡:oUvo• (~. 1, 2 .•• ) de dicbu ;!!. 

dgnitoo. fntoncu, de (16), u Ucil ob•ervu que k pu~do tO~OT 

Qnlcu<nto loo vdorn O, 1 -Y 2 (klJ hario x 1 ne1atlvo), 

Teneaos por tanto un oiotuo indHenoinado con tres solu 

done• (paro l•O, 1, l), 

Sin embar¡:o, o! consider~oo un probleoo en ol quo lo 5 • 

lnc~gnl tos x,, x, y x, pueden tomor cualqu\or valor, tendremos un 

s\oteu Indeterminado con un número Infinito de •oludoneo (uno P.! 

ro cada vator real de k). 

Considerando nuev.,ente loo ranso• de A y (A, 6) y el nú 

moto de lnc6gnltao n, veMs que, pon ol sistema del ejemplo ante· 

rior 

R[A)• R(,l., ~) < n 

quo et una couctorhtica de los shuus coopotlbl01 lndotuml-no· 

do o. 

eorna IV. 8 

SI en un oltteu de 111 ecuoc\ones lineales con n lnc6gn!tos 

R(A)•R(,I., !iJ•r 

s; R(A)•R{,I., ~)•r y r < n 

lo .. tri• ...,p!lodo do! slsteu {11) puede uduciru o lo fol'llla (11}, 

clond~ o•D, 

Los prlanos T renglonoo de dicho Utril son toles que •u 

• 

ro> anterioreo o dicho eleaento ou~enu do ren¡¡I6n o un¡l6n. 

Si llo~~oo '•• '•• ,,,, 'ro lo> lnc6¡¡nltao cuyoo coefi 

dentes •on los eluentoo mendonados, podnoo ordenar ol oloteu 

oqulvalente en lo fo.-o 

' '. 

•,•d, "Pr,r•, '••• • · · ·"Pzn'n 

SI ul¡¡n010o1 valoreo ublturloo a Iu Inc61nltu '•••' 

•,,, .... , 'n tTaolodadu a los ••rundoo ale•broo, el olotou., • 

coapatibie deto.-lnado en la< inC6JniUI z 1, z, •••. , 'r" 

Ahora bien, como o z , , '•• , ••• ,t pL><Iemoo ullnorles r 1 , n 

un número Infinito de valore• ubltrados, el slstemo odnh de • 

ser compatible eo lndoterminodo. 

Ejeaplo IV. 22 

!lesolvor ol siguiente slote .. do ocuaclonu: 

Soluci~n. 

x,+< 1 •x 1-h,·x,• 1 

lx 1•lx 1-x 1•x.•4x 1• 4 

s
1
•x

1
•5x 1-9x,·IX 1• O 

Colcul~os priaero loo r&OIOO 

[i 
. ' . ' : '] [' ' ' 

' . ' ' • • • • • ·• 
' ·• ·• ' . . • • 

deAy(A,6) _, ' : 'l ' ' ' ' • _, 
. ¡ :-1 



t ' 
. , 

' : '] . ¡: ' ., 
' : '] . 

• o o ·• ' ' ' ' o ' ' -}:-} ' 
., 

' ' o o o o o : o o o o o' o 
' 

Co•o ~(-"l-~(.1., 5)·2·r " slst••• .. CO~potiblo, 
Co•o r < n, (l < S)", el olneu •• lndeter•inado, 

Tennos ahora el si>teu equivalente 

···•,••,-l•,-•,· 
•,·{·~- {·,· ·} 

ooo x
1 

y x
1

, ya quo ouo coefielent .. oon loo primeros elemontoo di> 

tintos do cero en loo Hn11lonu de lo ~ltl~• utrl•. En conoecue!l 

breo de los ecuocloneo. 

Aolgnando . ., ' •. • x, loo valoreo x, •1:1, x, •1:1 y ••• . ' 

obtone•o• la ooluc!On pnticular • 

' ' '•"!• x1·t, '•"!• x,•t x,•O 

Otro solución portlculu sorh 

quo se obtuvo poro loo valoreo 

); 1•\: 1•1:,•0 

Loo reoultodoo obtenldoo on oou uccl0n1puoden uou•lno 

eo ol o!Julente cuadro 

Slotem .. do HU! ( 
clonu llneolu 

AK • D 

Co•potlbloo 
R (A) •R{A, li) • r 

lnco•potibl .. 
R(A)<R(A,Ii) 

( DHo..,.\ nodos ... 
lndetorml nodos 

" . 
Lu condlclon .. que oparocen en el euoho,fueron enuncia· 

du en los teore~>.u IV, 6, IV. 7 y IV. a co"'o condlclonu oullclen-

x,•x,•l·l,•Zk,•l, tu. No u d!Hcll probu que dichas ccndiclonu son t .. bUn nece 

' ' ' x,• ·:¡- • 4 1,• l t, sulas. 

Suotltuyendo x
1 

en lo pd•er• ocuoc!On obtono1001 final· Do los ejn~loo utilludoo en el de .. nollo de 0111 ucc\On, 

mente oe ve que un prcceoo conveniente poro obtener soluciones de olotemoo 

' •,·:¡- (5·4k1 •k,·lk1) de ecuocloneo llnealeo •• el siguiente: 

~. ·l, 1) Se obtienen los un¡o• de A y (A, 6J uobojondo dlrectuente · 

' >1•-¡- (·T+7k1 •7k1} con lo uui< o~>.pllodo. 

••• t, 2) Se clnHico el slttuo en bno ol cuodto anterior, 

•• ·1, 
que u lo scl.:clOn 20nerol dol ohte,.o. 

>) De ••• co=potible, oo trabajo con el •i•teu equivolento .. prc 

sentoJo por lo matTit .. ~donodo qu~ oe obtuvo ol colculor loo 

SI por ejoaplo hacemo• ungoo. 

1c,·1, 1,·1, ••• o 'l Se trulodon n·r IAcO¡nlta> o los u¡undos •l .. broo do lu .. 
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' ' 

ecuoclonos, de tal ro .. a que se o~tenro u~ oiot .. a oc••potible 

dete,.lnodo on r lnc6Jnlt ... 

S) Se resuelvo ol •lste,. obtenido en a por cuolqder 11Uodo (•! 

trh ln .. no, ounltuci6n, etc,} 

Rooolver o! olguiente olote~o 

•h 1•x 1-b 1-10x,•2h,•&x0• -~ 

x 1 •h 1•h, · Sx,· x,· 2 

·lx 1•2•,•••,•Sx,•13x0•4x1 •-3 

l1 1-211 -2x 1•lx,-2111•lx,• 1~ 

"· x,·•,·l=,-x,-6x,•x0•2 

obtenr .. os loo ronroo: 

-· 
' _, 
' 

' • 
' _, 

•• 
' • _, 

... 
• 
' ' 

" _, 
" _, 

• 
. ' 
• 
' 

-· 
' -· ·l .¡ 

• 

" ' 

• 
' 
' _, 

. ' ' 

' . 
-· ·1 o . ' _, ' 

.. 

·--,. 
_, 
" " ., 

' . 
. ' 

.. ,, lO -H ·S 

-1 - 6 

.. 
' 

S O lO 20 ·H 
-1 .¡ -1 ·6 

• • • • • 

• 
' _, 
• 

. ' 

' • • -· • •• 

• • 
" -· • -· 

. ' 
' 
' -· • 

. ' 

_, 
• 
' • • 
' 

' . ' 
• • • 

' . • . ' o . ·l . . ' 
• • 

' • 
• -· -· • 

• • 
" -· _, 
• 

-· ' ' -· . ' • 

. ' 
• 
• 
' _, 

. ' • 
' • 
' • 

' ·• _, 

" .. 
' 
' . ' 
• 
• • 

• 

• 

• 

1 o ¡ • 

o 1 • 6 

• • • 
o o o l 

• • • 
D O O D 

• 
• • • 
• 

• 
• • • 
• 

' • • • • 
• 

• • 
' • • • 

_, 
' . ' _, 

• 
. ' 
' . ' 
• • 

·1 : l 
o '-1 

• '. ' • • .. ' 
2 :- 1 . ' . 

• 

- 1 ' 2 
o ,_ 1 

' . ' ' o •-z 
' . ' . 

D : D 

' . . ' • • • • 
• • • • 

' • 
' • 
• 
• 

• • 
• 
• 
• 

-· ' ·• 
' 
' • 

' -1 ' ¡ 
• o ' ·1 

' ' ' • 
D • • 2 

• D 1 • 4 

• • 

• 

r n•6 (n~oro de lnc61nltoo), por lo quo 

o! !loteoo en cuootl6n es •-potlble lndetenolud<O, 

El oinno equivalente que repruento la 11ltt .. utrh u: 

•, •Z•,·••.-s.,-.,·2 

1' .. 2 

Como oe dijo ont<rlormonu, deb011o• d .. pojor n·r•l inc6¡ 

nitos, dejando del lo~o h~uierdo oquellH cuyo cooflcionte u ol 

prloer uno de codo rensl6n do lo .. uh eocolonodo (x,. 1 1, x,, x 1): 

x, +&I,·Sx 1•2·ZX,•x 0 

•,•h,·l•,·-1-h, 

•• •,• J-:x, 
• ,-..z 
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•• 

•• 

Dando Yolore• orbt~~•~loo o ~, 1 x,; 

X 1 -~ 1 

'• •k. 

•h,-5~,-z-n,•t, · 
•,•1•,•2•,·-1-lk, 

x,- x,·3·H 1 

•• -. ¡ 

~"~ ol•teu es do la fo1'11o 

r; : : :] •. [:! 
l~ o o 1 .. • .i., 

1 podnoo r.,olverlo uttllundo lo utrh lnvena de A, co•o 

X·A. 'ti 

.. : '· 

'" tu~o 

CMo es Ucll verificar: ,, • -· ~] l: ' ·• 
• ' • • 

[ 
,_,. ... ·¡ 

• T-lk, 

3·H, _, 

• 
[ 

2•H,•k,·1{3·2~ 1 )·2] 
-1-n, -6(3·2k, 1 -a¡- z) 

3-2k, ·l ., 

x' ·3 ·H,•12>, ['j . [ ....... '"•] :: . ';"· 
~ntoncos, lo solucl~n gonoul del ohtuoa orl¡\nal .,, 

x,··12·H,•n, 
x,•·3·U 1•11k1 

••• • • 
•,•1·2k, 
x1•-l 

•,·k, 

Soa el sist .. o x•y•••6 

x·h •-1 

3x•2y•8 

Sxoly•Sx•O 

_,. k 1 , t 1 l, 

col Pando o ~ uno de eso• voloreo roouHvo'" el olotno. 

Solucl6n. 

Roohdond~ la matr" •~p1\oda o su for~• ••c.lonodo: 

... 



i 

' ' . . ' . . • _, ' . ~ o -' -l :-w 
• • l 1 !O 

: ~ ~' o -l :-10 . ' • 
' • -' • • • • ¡¡ : '] [' . ~ . ] 

T ' • : o o _, -s•B :-30j • _, -s•a:-10 

[j ] [j ' : '] •• ' : 1 o • 
' ' l '1 o 

• • • : . • 4. 8 : o 

• • • • • • • • • • . - • 
Oe lo Qltiu utr11 YO!IO$ que 

SI 4•~·0, R(~)·R{A,I>)•2 (compatible ind<ternlnodo) 

SI 4•810, R(A)•R{A,O)•l (co~potible determlnodo) 

por tanto, el o lo toma tiene so!uc16n Gnica 'f 8 < R, 8 1 -4, 

SI 8;-4, de lo diti~• oatrl• se tiene el •lste•o equivalente 

cuya ooluc\6n •• 

Shtn., 

x•-4, y•lO, t•O 

homogheos, 

• ... o\stuu .. ocuoc\onu llnuln ... •• .... ... • •• • .. . ' .. 
~ ¡ ' "'• 

Se les lloma 

•• • • • •• • •• 
•, • • • •• • .. . . . . . . . . . . . . 
x, • ''' ' 0mn 1 n 

olst .. U homogéneo•. 
• 

.. .. fonu 

• 

Lo repr<Hntoci6n nuldal de un oloto111o hooogéneo n 

Ai"·O (donJe O os la utru nula de orden u!) 

E>to• sist .. u son slupu to>lp.tlbln puuto que adoltu 

lo solucl6n 

x,•x,• ... •o0•0 

llnado soluci6n trlvhl, 

no olempte quo 

R(A)•R(A,I>) 

puesto que ogregondo uno colu.na de cerco no puede elevoroe el ron 

,on de una ••tri: . 

Si R(Al•n, el si•t~•• solo •~!te lo ooluci6n trivio! yo 

que lo •oluci6n de lo acuac16n 

AX•~ .. 
SIR{.~)< n, o! oiste .. e• indeton~hodo 1 ocbllte oorn • 

ooluclone• ademJo do lo trlrlol, loo cuoto• pueden obtenerse ••dio~ 

to cuolqulero do leo prccedl•lentoo vistos ontorlonoente. 

IV·76/77 



IV. 6. DfHRM!N~m'ES, 

tonoldor .. oo el olsteu de eeuononu 

•,,•,·•,•,•b,}· 
A11 x 1•o,,x,•b 1 

,( 11) 

cuyo oatl'll de co<ftdonte> •• 

¡•, ••• ., . "] •, 
Pou <l;•tnor x, por ounucd6n •ultlpl\qu<ooo la prl•!. 

ro <euxc\6n por •., y lo Hcundo por o 11 , con h que ro.ulto el .. 

o lo •u o <QU 1 vo )onto , 

.,,., '., ··, ,•,•,·•,,b, 
roo tondo lo oogundo ocuac\6n do. Jo pri~oro 

(o,,•., ·•, o11 )•1 ·•., b1 -o11 b1 

ol •.,•,·•,.•.,• o 
b,a11 -o11 b1 

x,• •,,•,·•,•, .... (U) 

h fon11.a si,.! lar pode1000 obtener 

••• 
o,,b,-b1o, 1 
0 1 La, ·•, 1°1 L 

... ' ( 19) 

Suot\tuyendo en los eeuoclone• (\7), los valores de x
1 

y 

.. dodoo por \u uprulone• (18) y (19), puode cooproboroe Ud\· 

~<nte quo •• troto de uno solud6n. 

El co•Gn deno~inodor do !u expreo\on .. (U) y (19) <>ti 

expre>odo en tfn~inoo do lo; He•ento• de lo •otriz A de co<fid<!'. 

tu. ~ <ot< n~~ero H le conoce CO!ILO deterrn\nonte de lo •atrit A 

IV·78{79 

y oo lo reprooento con de< (A), Se dice quo os un detonlnonto 

de oo,undo ordon, por oer la motrlt do orden l. 

Poro d .. tgnor ol detenlnonto de lo utrlz A oe e•plu 

lo ol;ulente noto~i6n 

1:11 :"1··, , • ., .• ,.,' ..... (20) 

" " 
dondo ~~~os roupluado loo par~nteo\o reetonJulareo por hzros • 

~Htlcol•• poro di>t!n~ulr al det<rmlnonte de \a utrlz. Eo ~~ 

portante subroyor que, o!ont<as que la ••trlz os un ••••Jlo do nO 

•eroo, el detor•lnante es un nQ~ero perfecto•ento definido por lo 

rnatrh cu•drodo. 

Por ojuplo 

1 ~ ' '1 •( · 1) ($) · (l)( ·1) "10•l•· 7 

' ' 
loo nu•eudoru do Ju upr .. !ones (11) y (\9) tienen lo 

•h•o foraa que el deno•lnodor, o su, UobUn son deten\nanteo • 

do s~¡undo orden. 

De ocu<rdo con lo <>pru!6n (ID) que define ol dote,.,.\· 

~: :::1 • ' . 1"--'"' 
~;: :::! 

.,. 1

'" ,, 

~" 
~ .. ""1 ., 

El numerado< do lo prl•ero expresión es o! dotor•lnonto 

.. 



\ 

do uno ooni< <¡UO u obtiene o 1nrtir do lo unh 1'., ouotituyendo 

lo columna do coef\cientoo do x 1 por ol vector do t~nLinoo indepo~ 

dientes. El n~crodor de lo oc¡undo exproo16n •• el dotonLinanto 

do otro .. ui<, que oc obtiene Umblh o partir de A, rcompluondo 

ahora lo columna de coef\c\cntc• de x1 por el vector do tfnLino• 

independ lentu. 

A lo re¡lo ou;orldo por ostoo cxproolones poro rcoolvor 

un o\otcoo de ocuoclon•• oe Je conoce como ro¡\o de Crooor y obvl~ 

aento eo opllcoble oieopre y cuando det (A) ~ O 

Cono!dcrcmoo ohou el oluemo de l Hnoc\onco con l In· 

., ,., ........ , ,. ,•b 1 

•• , ••••• , ••••• , •• ·b, ( ¡: 1) 

a, ,•, ••,,•, •• 1 ,• ,·b 1 

cuyo ootrlt de coeficientes eo 

,. [." ... ... 
., J . .. ... ? 

... 
•, . .. 

Mediante un prooeoC olm1lor ol CJLpleodo pan ol oht...,o 

(17), onoontrooos que loo voloreo,do loo incO¡nita• que soti•!ocon 

•• ' 
, '. 

••• 

b 1o .,•,, •o, 1b ,•,. •a, 
1
o

1 
,o ,·a, 1o11b 1 ·b ,•, ,o 11 -o 11b ,o, 

(22) 
o, L o,.o "•o ,.o,o 11 •o, ,o,a, ·O ,a,o, ,·o ,o,a, ·o, ,o,o" 

o, 
1
b,•., ••, ,o,b, •b, •, ,o 11 ·•, 1b ,•, ·•, ,• .,b,·b ,•,•, . ',.,. " .. ,.,. " .. , .. " ... ·•, ...... '·•,•, ,. ,·•, ,• ,. " (UJ 

(H} 

Al coman denominador de 1 .. oxpre,¡ono• (l2l, (23) y (H) 

do toreer orden. Lo upnol6n quo defino 01 detorolnonto do ter· 

cor orden eo; ... ... ... 
... ... ... 

Por ejemplo 

" 

. .. .., ................... , .. , ......... ,,., .. ,, . ... . ........... ,,.,, ... . 
_, 

(2$) 

' •• 



1 

1 

"" 
embngo, roquerlmoo de una deflnicl6n para ~1 deton~~lnonto do or-

den n. 

Def!nlcl6n do determlnonto. 

Quoroao• ~•nerauur la deflnlcl6n do duo,..lnante poro 

un n arbitrarlo, en bue a las upreolanoo (20) y (lS) que definen 

o loo detormlnant•• de orden l y l, rupectlvuento. 

Stn .. borso, no u po•lblo bocor eoto del •h~o aedo (u 

decir, reoolvlendo en for•• seneral un ol.,eu de ocuaclonu IIHO!. 

leo), pueo o medido que aumenta n,lo• cllculo• oe hocen ~h coopl!_ 

codeo y, •.lende n arbitrarlo, son prlctlcomento luuUublos. 

htobtecenuo 1>n• ley 11<ner.! uUinando loo deteflllna!!. 

tn de oerundo y tercer orden, y tooor .. oo e<ta ''co•o MflniciOn 

poro el determinante de orden n. Antoo, deflnir .. os loo concep· 

tos de perntoc!On y clue do uno poroutacl6n que noouitunos P!. 

u ~!lo. 

Lu permutoclonu de los n nOucoo del conjunto {!,Z,l, 

••• ,n) son lH d1ferenteo ~•nora• en que pueden oer uregladoo. 

Por ~jell'plo, lu per~utaolonoo de los nOaeroo 1,2,l, oon 

los one¡loo 

' . '· ' '· '· ' '· ' . ' . '. ' ' . ' . ' '· ' . ' 
El conjunto d< todo• las pormutoclonos don ndmeros, o•-

ta fonudo por n! orro¡loo o pentutaolones y oe reprosonta por 5 0 . 

. . 

• 

aparecen en el orden natural. 

!n el ejemplo anterior tenemoo 3!•6 pernuhdonu, donde 

lo porautoci6n prlndpol e• 1, 2, l. 

Cono!dereoos uno per•utacl6n arbitrarlo a 1 , a,, ••• , "n 

do los nOaeros 1, l, ... , n. Olreooo que die~• p~nouud6n e• do 

<laso por o i~por .. ~on exUto un n~mero por o !~por de lnveulo

nes en el orden natural, •• dodr; porojas {"¡•";) tolu qua a 1 pr! 

cede a "k en la per•utaci6n 1 "k'"¡· 

le osl~nore~o• la clue par. 

Paro loo permutoclonoo del eje~plo tone~o• quo: 

1, l, 2 u de cl.,e )apor ya que ulste uno parejo, la • 

pareja (l, 2), tol que l precodo a Z en la por•utac!On y l•l. 

2, l, 1 es do clu< por ya que exhten do• paroju, {2,1} 

y (l,l), talu que l procede o 1 y 1<2; l preoedo a 1 y 1<J 

l, 2, 1 oo de clo•• !opor yo quo eolsten treo pacejos, 

(3,2), (l,1) y (2,1), toles quo l procede al y 2<J; l precedo o 

y !<l; 2 precede o 1 y !<1. 

1, 2, J eo d& clo•e pn (por de!ln\d6n) • 

Procediendo on fo,...o onUo¡o v .. os quo: 

l, 1, l •• de claoe lapar. 

l. 1, 2 eo de <IU< por. 

Recorda"do lo exprool6n ~ue define ol doto,..lnanto de ~o. 

¡• .. 
r .. '"1 ... ·~.,· •. -• .. o., 

obootvo,.o• que: 

1 
1 
• 

.. 



o) El detonolnonto •• lo ou1 .. ol¡:obulco do dos (ll) producto•. ., Codo producto tiene doo foctorel. 

e) <n codo producto hay elemento• de todos los renalones (y uno ·~ 

lo de coda renKl<ln), 

d) En codo producto hay ele~entoo do todoo los colunnoo (y uno o6· 

lo do coda colu111na). 

e) SI los eleaontoo •• ncrlb<o do tol unou que loo pri .. roo fR. 

die•• formen uno por~uucl6n pdnclpol, !O antepone un ol¡¡no • 

al produuo en que loo n11undos Indico• for!Íon uno penouhci<ln de 

close pu y un olmo - ol producto on que los oe¡:undoo hidicu fo! 

un uno permuud<ln de cluo !~por. 

hcordondo lo upresl<ln que defino ol deterolnante de ·• 

... ... ... ... ... . .. •o,' •,.•,' •o,' '• •'• ,••, •"• 'o, o -•, ,•,•,' . ... ... ... ·o,' o,' o,' -o,\ •,,o, . ..... flS) 

obsern~os que: 

o) Il deterolnonto eo lo ouoo olJebrolco do oelo (J~) productoo, 

b) Codo producto tiene ~ foctor<o 

<) En codo producto hay el~•entoo de todos loo 

lo do coda ren&l<ln), 

' TOOJ!OnU (y uno s<l 

d) En coda producto hay olementoo do todas lu columnu (y uno o<llo 

en codo columno). 

o) SI loo ol•••nto> se eo .. lbon do tal ••nora qu~ loo prl•eroo ln

dk .. fouon una pel1!1utod6n prlndpal. 10 ontopono un slano • 

o lo• prOducto• en que loo u¡:undoo !ndleoo fonoon uno ponoutocl6n 

do clue por y un dgno . o lv> producto• en que loo oegundoo lndl-

ces fonou uno penoutaci<ln de clooo lopor; 

• 
Generol!tondo. poro el detenolnonto do ordon n •• tendrl: ., El doter11lnonte es lo OWIO ol~obrolco ' de n: productos, 

b) Codo producto t!ono n factores. 

e) En coda producto hoy oleoentoo de todoo ren1lonoo (y uno o6lo 

de coda ren1l6n). 

d) En codo producto hoy elementoo do todoo loo eoluanoo (y uno ·~ 

lo de codo colu.no). 

e) SI los el•~•ntoo •• oocrlben do tal !llanero que los pr!nroo !!'. 

d!uo for.,en uno peroutocl<ln prlnclpol, se .ntopone un OilnO • 

o loo productos en que los oegundoo lnd!c., for:oan uno pen~tocl<lo 

de clooe por y un signo - o loo productos on que los •o¡undoo lndl 

Estoblozcuos ahora lo ley que defino o! deteTllllnonto·do 

orden n: 

... ... . '" 
• • '•" " " •• ... '"' ••• 

y un producto de n de ouo ele•entoo ... , . '"' 
tooodoo de tol pone ro qoo hoyo elooentoo do todoo ouo reaalonoo (y 

uno s<llo do cado ronglen), y que hoyo ole•entos de todoo suo col~ 

nos (y uno <6lo do C3do coluona), 

Lo> factores de este producto eotln ordenodoo de tol oc

do quo loo prlooroo Indico• for~on uno por~~utoci<ln prlnclpol. Lo 

5Uceol<ln de los oegundoo fndlceo foroon uno perou•ocl6n. 



. ' ' ••• . ... ... 
•• ••• nlimeroo ' . '· . . . •• Paro uu P•fll~toc!On ~ofinlre.os .. 

•·•1 " " perOtutoc!On .. " el u o "' 
<•. 1 " " poroutad~n ., " cluo illlp&l' 

For:mnoo " producto proYhto •• s!¡no 

... (16) 

Cooo el conjunto Sn do codo• loo poroutocloneo do o od.e 

roo estl forRodo por n! orro¡ioo, podeooo fonoor n! productos do! 

tipo (26), 

El detenolnonto do b utdt A u defino co .. o b ouao do 

eno• n! produo<oo dotodos do ol¡no (o loo culu •• h• ll&u Hr 

olnos del detero!nante), 

Deflnlc!6n, 

dot (A)•~ < o
1 " ., • "• • ... • • . . . (l7) 

De la definición ontodor oo concluyo quo: 

1) hra obtenu todos loo lfr111inos do! desonollo do un dotonol: 

nente, buU con eocrlbh el t~nolno prlnclpol (oultlpHcaodo 

lu elementos •obre lo dh¡onol principal) y o portlr do hto ob

tener todos loo d .. h doj.ndo Ojos loo prlooroo !ndlc .. y pentu· 

tondo de toda. los ooneus poolbleo loo oo¡undoo lndlces. 

l) COJIO de lo• .. ,undos !ndlcu hoy n! pen.utaclonu, la oltod -

de cluo por y la oltod do cla,. lopor, hobrl n: tln.inO• en 

ol do•orrollo del dcto,..lnonto, la olud con sl¡no • y lo oiucl 

con oigno •. 

l) Loo sl¡:nO> • y • •• ul¡non oo¡dn lo PuoutociOn do loo ••1"!!. 

dos Indico• ou do clno pu o lopor. 

Ejo10plo IV. 25. 

Obtener ol dooorrollo del doton~lnanto do lo. orden 0 por 

tlr do lo doflnld6n 

dot (A)•¡::: :::1 
De acuerdo con lo anterior, ol t~ralno prloclpol oorl . ..... 
Deja.oo fiJo• loo prillcroo lrullceo y pcn.utuooo loo 

dos do todu lu ooncuo pol!bloo: 

11 clooo por •• 

21 clou lopor 

El duorrollo serl entonceo: 

dot (A) •o, ,o 11-o 1 1o
1 1 

. - . . - - . . - - - - - - - - - - - - . . . 

Hjooplo IV. 26. 

Obtonor o! dourrono del dotonoinonto de ler. ordon, o 

partir do la doflnlddn ... ... . .. 
'" (A) • ... ... ... ... ... ... 

u ... tno prlnclpol: ... ... . ... 
llojonda l!joo loo prlocroo lndlcu, lu ponoutocloou do 

' ' <:luo , .. • • 

' ' ' el no lopor • 

' ' clooe lopu • 

' ' ' e lo o o , .. • • 

' ' cluo "' • • 
' ' e lo u I•por • 

¡ 

' 



.! doourollo oÚI: 

dn (A)·a,,a 1,a.,·a 11a,.a 11 ·a,,a,,a,,••,,•,,•,,••, ,a;,~,.

·•,.a.,•., 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Cl!culo de determinante o 

SI (N) representa al coojuoto do lao aatrices euadradao 

do orden n con ele11entos on C, poduoo definir la funci~n 

det: (N) • ' 
que nlgna a la utrl: A • (N) ol escalar upedtlco dot (A) e C, 

Tol !unci~o queda definido por la eaprooi3n (17) qua ro-

prooenta uno sumo do n: productoo do o!ementoo do A, 

El empleo do dicho eaprosi6n para ol cllculo do dator.l

aanus oo se ocostuabra on !o prlctlca por ruul!Or duuido lab!_ 

rloso, i·cublo se hon deoonol!odo dtodoo ,;_h oeneUios quo con-

du<en a los mlsmoo resultados. Tru do dichos mhodos trotoromos 

u'ooto seccl6n. 

• ' ul principal (llneu llenn) oe reou ol producto de loo ol .. entos 

de la "dhgonol secundario" (lineait puntoadu), Aol tonduaos que 

1

., o" 
X •o,,•.,-•,,a,, 

• , í o., 

quo coincide con el desorrolln se¡~n !o deflnlcl6n. 

por ejemplo 

L3 re¡lo do Sarruo Indico que poro obtener o\ valor de un 

detonoinante de l~r. ~rden, o loo productos do los ole•entos de la 

dlo¡onal principal y paralelas a ella (lineat lleoot) oe re• tan los 

productos de loo olnento• de lo dhgonol oecundorlo r paulolu 1 

ella (lineo• punteodoo}. Paro observar oejor htos productos, H 

pueden oicrlblr el prioero y se1undo ren¡l3n inoedlotaaente deopulo 
• 

del tercero. 

... 

o,,, o,._ -•,, 
• • • •• "-< .,_ .. .. - .- ...... 
"""'" ·-· a-""-• "-" ,, . -. ...... 
o( " " 

•,,• .. •,,•a.,•.,•,,• 
•a,,•,,•,,-•,,•,,a,,

-· • • -· •' 1 """ """ 
oe1dn la doflnld6n • 

Por •J••plo: 

l.: -: 
• 
' • 

(l) (>) (4) • ( 1) (·S) (4)• (•l) (2) (J)- (4) (S) (·l)· 

- (2)(1)(4)- (l)( ·S)(2)•110 

Vole lo peno subrayar que lo roJlo de Suruo oe Ita enun

Ciado e•clusiva•ento poro lo5 determinantes de 2o, y lor. orden, 

Es he<:uente tender o ¡:oneullur uta ro¡lo paro calcu· 

lor detenolnonteo de orden aoyor, sin eabOTJO; el estudiante pue-

de !!cllftonte deaoHror que ol aplicar la re¡lo do Sorruo o un do-

tenananto de orden superior ol tercero, u obtfeno un denrrolh 

qué no coincide con la dellnicl~n . El oftodo que vereooo o contl 

nuocl6n es opllcob1e o un deteroinonte de cualquier ordon. 

VolYiendo •L ojuplo IV. 26, el roouludo obtollido pau 

el <leterolnante de ler. orllen >eJGrt la doflnicl6n oo: 



i 
\ 

dot(AJ·-, 1 a,. a,. -o,, .. 1 a,. . 0,. 011011 •o, ,a,. 01 , • 

........ ,,.o,,o.,a,, 
factori!ondc lo• olo~entoo del prl~er rengl6n tenemo•: 

det (A)•o1 1 (a, 1 a., -a,,~") -a., (a,, o,. -a,
1

o
11

) 

·~··<•,,•,,-• .. •,,) 
de acuerdo con la 

e•criblr: 

deflnic16n de determinante do 2o, orden podemos . " 

., ...... - , ...... ,. , ...... , det{A)•o11 a,. o,. . 
a., •., •., o, a., a,. 

' paro dotel'lllnor loo signo• ~. los Urminoo h<e111o.: 

dot (A) • (- 1) ·, •• •,1"" ""1• ( -1)' '' •,.1"' 1 0
' '1 • 

- .,,.,, ..... . 
• 

• l " 1''""1 • •(·1) o,¡ - {21) .. , ... 
donde , .. exponen tu •• (- 1 ) ••• lo sumo de loo lndlcu '" olu!_n 

to del prl"'er rengl~n. 

'A lo expreoUn (27) se le lltLI!la desarrollo por cohctores 

del dete,.,lnante respecto a su primer ronal6n. 

Se reco~lendo al eHudlonto hacer el desorrcllo del al!_ 

100 deto,.,lnante re$pccto a Oiguno de lo• renglonu o c~lumnos r<!_ 

.t. obvio que el-resultado d< ambos desarrollo• es num6-
' 

rlea.,<r.te igual o dot{A). 

nute• que •<~lti.pllcan o los ele••ntos d<l pu~or rengl6n, pueden 

obteneroe ell~inondo en el deterlllnanto original, ol rengl6n y la 

oaltllllnO doP4e se encuentro e¡ elemento correspondiente, 

. -

Par eJ .. plo, el determinante quo "'ultlplln ol oln~nto 

a,. puedo obtener>e oujorimlendo el p~ioer rengl6n y lo segundo 0.2_ 

lu11na del determinante orl¡lnol 

-a¡r---@--•,-, 

1'" '"1 ... ·~. ... • 
' ... ... ... .,. . .. 

o "''" determinante •e lo llamo o! unor do o., y lo ~opruontaro-

1100 con M 1 , , 

Cenen!! <ando, dorno• la olgulente 

Definlc13n, 
- . ,_ 

Se ll0111o oenor de¡ ele~ento "IJ do un detenolnanto do O!: 

• don n, al determinante de orden n"1 que, so obtlen~ o! •uprlolr, en 

el dOterminante original, e¡ renglón 1 y h coltllllna J, 

Al menor de "IJ lo representaremos con M1J, ., 
De acuerdo con Uta notacl6n, la upresl6n,(Z7) puede •!. 

crlblrse como 

,., ,., ( ,... ' det(A)•(-1) a11 H11 •{·1) ,a11 H11 + ·1 a, 11 • 

o bien, en foraa conden,.da • 

Sl ehglmo• o! rengl6n ~.para de .. rrollar por cobcto

ru el dot<rmlnonte do 3er. ~rdon, dicho duurollc eHI upruo

do por 

y si oleglmoo lo colwmo k, por 

J 
1 
' 

------------ "' 



1 
l 

• i•k 
~U{Io)• I (·1) •ttMik '. ' 

l!ft Jl!nUol. SI lo es uno unls cuo~rodo do ';!don n: 

" k•J do<{lo)•t (-1) 'kJl\¡ 
J.' 

dot(A)• ~ (·1) 1' 1 o11U11 '.' 
donde k< N y t<k<n 

O~flnlcl6n. 

(18) 

' 

ll&ll .. al cof&ctor del eleaento o
11 

al dou .. laonu 

'.,, .. ,' ' ' . !j, o que npruon omoo con !j, 

Con ayudo de esu dofln!d6n, el ahodo n¡oddo por loo 

upudonu (U)1 (29) (ol c¡ue se u .. o "•Hodo do desarrollo por 

cofoctoreo") puodo enundorse como S!Juo: 

f\ _volar de un detorm!nanto puedo obHn.rse efectuando • 

t. suu de los produ<tos do lo> ele•entos'de uno cuo)qu!ero de ous 

[je=plo IV. 21 

Calcular el detn•lnonte do lo •otri< A por el dtodo do

duorrollo por cohctoru, 

•• ¡¡ 
Solucl5n; 

~J 

' ' 

. ' • 
·• . , 

Analizando t. unh, nooo que •• cont. 

olnto el~¡lr ol¡uno de tu ol11uientoo lfneu: 

• 
Zo .. bn¡l~n 

lu. Ren5l6n 

la, Coluor.o 

Jo. Coluono 

ro qua codo uno de el loo tloae un ol .. ento nulo y el producto do -... 
to ol•pllflco el tTobojo al cllculo do s51o tres doto .. tnontu de 

lor, orden, 

Desarrollando por cofoctoroJ oeJOn el lo, ron¡l6n: 

d<t(A) •TA 11 -JA,.•Oio, ,-~4., 

•• Loo cofocto~•• A1J se obtienen co.o 
l• J ' 

A1J•(•1) M¡J 

OeoOTrollondo por lo ro¡lo do Sorrus loo .. noru ""' 

ror., y M., obtenuos: 

M,.• 

M.,• 

' . .. 
flnohoento 

., 
' . ' ' ·-6·40·14•4•60•14•18 

' ., • 

' 
., 

' • . ' ' •·12·1D•1•21•7 ., • 
' ·• 
• ' . ' •-21·1•10•1•-11 

• ., 

dot(A)•·1B-l(7)-6(·11)•27 

-------

,.,. -u 

A00 •7 

A •-11 • • 

en ol cuo JOnorol, ol dourrollo por tofoctoru truofo!: 

•• el problo•o do calcular un dotoJ10iftanto do ordn n en el do <:11-

,_ 



culn a dou .. laOlltu do or<lu a-1. 
•• too puedo dooorrollaroe a 111 vez ,or 

Cada uoo 4• aotoo dete .. laoª 

eofleur .. , obtaaUndo5e aen.'?. 

proeeoo hoota obtener •enoroo do orden J o do orden 2, loo cuoteo 

pueden reoolvoroe eopleondo la re¡lo do Sorruo. 

Propi edodu. olementaleo . 

~o• dotel"llinontu tienen ei.utu propledadoo quo oo dtll 

conocer. Son do lnterh prlnclpal•eato tu condlclouo bajo tu 

afectuodu en lo .. uh, no &Iteran ol ulor del dotor•lnanto o lo 

producen uno oltorocl~n Ucllunto colculoblo. 

' 
• 

Eotu prophdodu, lloaodu proplodadn doantolu, u 

Uauutnn o partir de b doflnlcl6n(2 ) r 1011 loo quo o continua-
' 

cl6n •• enliHon. 

u un ren1l6n o uno cO!UJOni.. 

1) SI una llaoo utl conHituldo por coros, el detol"lllnaota u n!. ,., 
l) SI doo Hnoo• porololu Ion propordoul .. , o! detotlllnonto eo 

nulo. 

deteroloonto oo nulo). 

S) SI u lntorco..,lon doo llnou parololu cualosqularo, ol dete!. 

olnanto •~lo ••~bio do o!1no. 

() Si u oultlpllcon todos los it .. ontoo da una linO. por un noho!. 

ro k, el valor del dotor.lnante que~o •ultlplieodo por k. 

S) El nlor del de•ertlnonto no caobh, si u intircoa~lu renal!, 

"' u eotudlonto puedo conouJur lo doaostrod6n en lo roforoncla 
2 pago. lS o 39, 

• 

aoo por coluonos y !ic•w•r••· 

du(A)•det(A '¡ 

to doctr: 

• 

&) !1 valor de un dotor.inonto no e .. bio, ol o loo ateaentai ~. 

uno do ous l!neoo, so su.aft loo ole•entos corroopoadlentoo a 

otro lfneo porolelo •ultlpllcodoo por un nOaero k • .. , 
On aftodo do condenooclón. 

H dtodo do doHrrollo por cofoctoru, aunque opllcobto 

..,lodo loborlo•o. 

elegir el 2o. tengl6n en 1u1ar del lo., noo hemoo evitado el clku 

lo de un doter•lnonto do lor. orden. 

SI u uno llnu euolquloro do un deter.lnonte, todoo loo 

eleaentoo ucepto uno fueron nulos, oln dudo oocoaorfPO! dicho t!. 

• 
contlnuoei6li •~ buo on oou Uoo y conohte on: 

a) Elealr lo lineo quo conten1o ol ooyor nllaero do coro._ 

b) Aplicar relterodooente lo propiedad (6) hooto reducir o cou-

todoo loo ele•entoo de dicho Unoo eocepto uno. (SI todoo 

loo olooontoo •• roducon o <e<o, el dete,..inonto os nulo por lo 

propledod (1)}. 

e} Oeootrollor por cohctor .. uadn dloho Hnoo. 

d) Repetir el prooooo huto obtener un detenolnonu do OOIUIIdO o 

tor<er acden. 

~Juplo IV •. U 

Colcu!u el dnenoinonlo do b Ulrh A uploondo el ••

todo do condenooc!On. 
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~ .. orrolbnd~ los detenolnonteo obunooos fiul .. nto: 
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So'pu.do d .. ootror quo·lo lnvoru do uno .. tdz A, puodo 

obtuone udlnto h rehcl6n 

,.- •• ··é'm<r· •• dot(X) ..... 

'.o.''<==> dot(.>.J~O. 

En conoeouendo: 

.(lO) 

1) SI A u uno utrlt cuodrodo do ordu n, ao olntuhr, lu ol•ulo!!. 

:u .tlr,.oclon<• son oquholentn: 

o) 3 A' 1 

b) R(A)•n 

e) d<t (A) ~O 

Z) SI A es uno utrh cuodrdo do nd.,. 11, oin¡ulu, ln s!Juloatu 

aflnoocloooo sGn "'lululonteo: 
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Julo do Crour. 
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Otro do lao opllcoctooos do loo dotoñotnont.o, lo oaCO!!. 

u .... on lo ruolucl~n do olltuu do Ocuoclonu llnuln. h 

dofinlclón do detor11\non1o dodo por lo Úpresidn (l7), pe .. lte '!. 

""rallnr lo rorlo de Craoer (3) enunclodo ol principio de ello • 

{3) Lo duootrO<:Ih do ooto ohr~aclón puede coooultoru n lo ro 
foronola ¡ pogs. 10 o 14. 
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R(~J·R{A,O}•l•r ol ohuu u com~otlble 

Z•l, (r<n) ol olneu •• lndotorftlnodo 

Trulodondo o loo ••Kundoo ~lnbroo lo lnc6¡nlto •, y. -
• ul¡nondo el volor do k cbtenuco 
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Uno oolucl~n portlculu u por ojooplo 
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