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" 
~ea idónti.,..meot~ satisfecha por tOlda fun~ión continua <J'(Y,I) i;lull 
n cero paro x- O, .t - 1 y r - T. Aqul, ~ml:>.u fu~ciones ~ y </> 
deben :ener dc:nvadu pri~nera.o; cuyo• cuadrado> sean intesrables en 
el ~ntido de Ld:.esgue •obre el rectángulo O " x < /, O .;: t " T. 
Es1a última exi~ncía para u significa q¡¡e el valor medio con re.pW~ 
a.!Liempo de la energía total de la cuerda 

,_ r· -· 
2T ,, J, 

debe '"' f.nil<>. Tal reslricd6n •obre la función u, y tambifn sobrt 
•u• po•ibles variacwn .. <P, •• UIIJ~Ultado natural del principio de 
Hamohon. 

t... i;!enti<bd (29) es precisameolt la condición de que la primera 
variación del fuocional 

"'f'( ' ) S .. J. , -~-u:-2 u: J"dr+ 

sea Íi'uai a cero. Asl, pues, el problema de la vibración de """cuerda 
fija en el caso considerado •• p~ed• reduc!f al de hallar el minimo 
del nmcion~l S para t<><l.n las funcione> >(~, 1) que son oontinu..s, 
verifican la condición (2'l) y •nn iguoles a ¡¡(x, T) para 1 = T. A de m>•. 
la función dcseaC:.. debe: vm~car 1~ primera de las condiciones (lh\. 

Esta modificación del principio de Hamil!on no' permite, no sólo 
ampl!ar la ,.:.._,. d~ ;oluciuncs admisible> de la ecu~ción (24), .•ino 
tambiCn cmonciar un prob~cma d~ contorno bien de6nido para el:a. 

El hecho de que ••tm >Oiucionc• gcMraliuda' o algunn dc '"' 
dcrivaU,,. no estén definidas en todos Jo, punto5 del ..,;pacio no con· 
duce a r.inguna contradicción con la experiencia, como señaló rc¡>C'· 
tldamente K M. Gjuntcr, cuy,,. Íl\vesti~acione• contribuyeron fur.· 
damcntalmente al cstab:ecimiento de un.~ nuc..-a vi1ión del concepto 
de solución de una ecuación Jc la fi;ic;c matemática. 

Por ejem¡>lo, si queremos determinar e: nujo de un liquido co t:n 
conducto, en !3 jlre•cmaci6n el~""' deborno• calcular el ;·ec:or •clo· 
cidad y la ~r<=-ión en todo punto de la <•>trlcnte. Sin cmb,;c~~. cr. 
:~ pri<:tica nunca >e plantea el c,:¡Jcular Id presión en un punto, ,:r.,, 
mis bien la presión .obre una cierta área; no tampoco intcrc<:o ci 
vector velocidad en un jlllnto dado, •inu la cantidad de tiquid~ G"" 
pa$a a w-a•·i• de cierta loro:& <'O la unidad Jc •iempo. A>i, la clclinici{•n 

i 
• t 
' ' 

' 

! 
1 

• 
' 
·:. 
' 
1 

! 
: 

i . ,. ' 

" 

./[~) ·~ 
,_ 



i' 
' 
' 
1 

1 
¡ 
' i 
i 
¡ 
i 
1 

-! ¡ . 
¡ .. 

• 

" 6. EcuKtona doloro~eooloo oo denvodu ¡>oro,.¡.,· 

propiedades <le óil'crmciabilid.ad de loi coc!kim!es de las O<Ouacim,cs. 
Es cierro que a primera vista este prín<:ipio pai'CCl: ser o.lc!ll<lsi.::do 
fonnal y tener un c:u-:icter puramcnte•matcmático, que no indioa 
dircctamcutc cómo deben ser formlll&dos los problem1.1 de una forma 
aniloga a los problemas cláskos. 
• Daremos aqul un m~todo modificado que no• parece miis <~PIO· 
piado flsicamcntc, ya q~ wá con~o dircct.o.mcntc con el bien 
ccnoddo priucipio de Hamil!on. 

Como ya es ubido, el ~nili•i> de lo> mttodoo de deduoción dr 
ecuaciones diversas de la fl.•ica matcm;\tica llevó, en la primera 
mit.ad del siglo Xlx, al dcscubrimicnto de una nueva ley, conoció 
como principio de Hurrulton. Partiendo de C5lc principio, fue po•ible 
obtener de una manera uniforme rodll$ las ecuac•ones conoci<.J:a de 
la fi>ic.a matemitica. Ilustraremos esto con el ejemplo del probl~rna 
conoiderado en il p.1ra las o•cilaciones Je ulla cuerd .. de lollgiLud 
r.rur .. """ ·~rrcmoo fijo .. 

En primer lugar oonstruyamos la llatn3da funcit>n de Lagrange 
(o lagran¡¡i.ana) L(t) para nne:.tra cuerda, In dífen:ncia entre la encr¡r~ 
cinética ~ la potencial. De lo dicho en !3 .o sigue que ' 

"' 1 ' T ) L(t)~ J. y~u;-2 u! ch. 

De acuerdo ~on el prin~ipio de Hamilton, la integral 

_. t, ó-J 41)dr 

'' 
toma·'" nlor mimmo ¡>{Ira 1~ funcit>n u(.l',l) qu.: corr">¡><>nde al 
movimiento rul de la Cuerda, en éOntro~o.sición con cualquier orr., 
función >(x, t) que ..,. igual a cero para x = O y x = 1 y coincida 
con u(x, 11) y u{x, 1,) p.~ra 1"' 11 y 1 ~ t,_ Aqul r, y t, están fijado< 
arbitrariamente, y Ju funciones • deben tener integrales finita' S. 
Corno resultado de este priiKipio, la llamada primera ~ariación · 
de S (cf. capitulo 8) debe ser igual a cero: 

. . ., ., . " 

is- J' 'j (Qu1<!>1 -Tu,<J>,)Jxdt-O, (25) '• . 
donde <l>(x, t) es una runc16n w-bHrari.o d¡fcreuciable con respec-to 
a s y 1 e ig,¡al a cero •obtll' lo• bordes del rC<'I!n¡ulo O " x _, /, 

'•"'"'·· 

- . 

'. ¡ 

¡ 
¡ 
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~- ' . ' 

¡._., oomlil'U>O<> inicia leo ~ \¡ - • 
u(x, Ol ~ .j.J.x):r. 

u,('· O)= .¡.,(x~ 
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J. D3ndo un golpe brusco a Cualquier segmento peq~cií~ do l.¡ }· 

cuerda, las O>eilaciones que resultan están descritas por la ocu~ci6~ : t 

donde j{~·.r) oorrc•poo.te al efecto prorl~cido y ts una función di;. 
contim10, di,tinta de cero >Oiamcntc •nbre el pequeno segmento do 
cucrd1 y durante un co,to i.nervalo de tiempo. Tal e.:uacoón (c~mo 
puede probarse con fadlid~d) tampoco puede tener soluciono:. c;asica~ 

E<tos ejemplo< ffille<tr~n que cxigienrlo la continuidnd Jc In' dc•ri
>Jdl• p.or~ la solución dc.cJda •e r .. trin~-e fuertememc la dJse <k 
problomn> que podemos resolver, Lo. búsqueda de una C:a;c má• 
ampii.l de problema• resoluble• dúcurnó en primer lug~r en el sen· 
tido de pcrmnir disamtlnuidades de primera especie en lis ~crivada• 
de onlcl\ m~<imo correspondiente¡ a lns funcione.s que sirven como 
.oludone.s dd problema, funciOnO$ que deben verilicar Las ecuac.ione• 
e~ccpto en l<>s puntos <.lo ~iscontinuidad, O.:urre que bl solu<Jo
r.C'S de un~ e<:uo.cidn dd tipo <!u "" O o ~/ét- Llu ,. O no pueden tener 
tal"< dacominuidadO< (lambién llamadas Jébile.s) en cl inleri<>r del 
dominio de dcfmicidn. La• soiucione.s de la ecuación de onJus no 
pueden toner du<:ontinuidades débile• en las ~arJabJes e•p:¡cia!., 
x, y, ;: y en 1 más que •ol>rc superficie< de una forma especiol. llamadas 
IUperlkie• caracteristi=. Si <>na solución ~(x, y.:, 1) de la ecuación 
de t>ndas ;e considera <:omo una funci.:in que define, para 1 = t,. 
un <:ampo esc~lar en el «pacio (~. y. •) en el instante 1, entoncc' 
las •uperlidos de d.i.<continuidad p:¡ra las derivadu "'gund"' de 
~(x, y,<, 1) >e movenin a ll"avé$ del espacio (x,y, z) con una ~ei<X•<lad 
igual a la rai~ cu~drada del coe!kiemc de la laplaciana en la ecua. 
oió.o de onda•. 

El scgtJndo ejemplo referente a la cuerda muema que tambtcn 
e$ necesario considerar soluciones en las cuaJes puedan exi•:ir P"
mera• derivada, dioconJinua•; y en el caro de onda• •onoras y lumi
nosas, debemos considerar inclusn ooluciones que sean ellas mi>mas 
discontinuas. 

La prime(a cuestión que surge al inv•nigo.r.la introducción.¡., 
solucione:s discontinuas con•i<le en aclan:r c•aclamcnte qué funcio,les 
disconHn~os se pueden considerar como •olucion-s fiskamcnte admi
sible• de ur.a ecuación o <!el corrcs¡>ond,entc pr<>blema fisioo._Podrt~· 
mos, por ejemplo, •u poner c¡ue uu r uación arbltroria coruta"ntc a lm· 
zus •• uña «solución simple» de la oc:uoci6n de La place o de 1~ e<uacitln 
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. i"(a'\1>) 1 úx Úl = o. 
- bx' •• 

" ' . ! . 
ecuaciones con cocflcoen· s. L. Sobokv ha demom~_d<:> qua ~Í~ióll de solucion» admi· 

te> ~on>lante• eMos dn• pr.~c•P'01 _~e 'nte ahora "'Mraliadas), •on 
· 1 como,. U:nomm~., torm ..... :ne · -.-

1 1 
· ""'e. 0

• 
0 

a -iones cou ct>efidentcs variab es, • pro-
equillalentcs. Puo, p:¡ra ec_u " . 

1
. ,

1 
_ •

0
• •ta• ecuacion•• 

· · d ·e>uo'· r 1/lap oca~ e. ,,. '' • 
mor ¡mnctr"' puc 

0 
• , .. ,,"·,' >Olucione:. ciiiiJ;as (cf. cjem;olo 1). El f uedcn no tener en 1:" • · · • d d leo;:>o-

> ~-·ndo de e>\Oll p1indpio• proporcicna la pO$lbilod:,. •-~" 
1
"' 

\ - ;;';',~ <olucimoos generai"LIN: . ., con hipóte:s1< niUY am, ... , """re 
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aumenl.:l.d~ cltb1Jo a un~ cni¡ f. d' _ . , 
lo> valores de 11 oscilan ,;uy ,,;'";~ "'"'

00 
de! i'!t~tval<> Je la< .r, 

Y :.ka.ol~n eotas mucho ma p menle d_e postllVo¡ a neg¡;.tivot 
Est,\ clar_o que en tita rabt/f.:;' ,.1"", las !mpue,las inicialmenle. 
me-t~le !•Jo• de la solución verdade 

0 
•• w: hallan txtraordinari4-

. De tslo> ejen>ploo sa!ta a la vi:'~ . , 
":'"JodO de redes paro obtener resulta ~ue " queremos utilizar e: 
C!tn~m<nte e.tactos. deb< do dorno• de conJla117.a y <uf.
tle<:c·ó ·' · mo• proceder con ,,0 " . ' 1 n YO 1111ervo1los .;n la red · . . n pru,.enc¡;¡ en la 
dad .<!•] metodo, e ,nvesugar prcvoamcnre 1~ aplicabili-

W soluci~nes que se obtienen .. 
matem3tica J>.:>ra estos u otro u_ltiLzando las C<"W.ciones de fisicl 
una· descrip.:ión matrmáo'" } ,proolem., do r .. , <"Íoncias no< dan 

• ·'~ ue rurso o carO 1 •~=r.• fi•ico< de>Crito< p~r cotas ecuaciones. e er es!'<'rado de lo• 
Puesto que la <"OMtruccoón de un modeJ 

!u ocua<ione:. do Ja fi~ica matemática <>< 
0 

1.0 lleva a cabo mediante 
"" nuestra< abstra<:eoo¡leS mucb • n vemos fo=do• a ignorar. 
a d~>«bar al~unos ro m~ no .~~~~10' de ts!o~ acontecimienlos. 
bá.tco•, de Jo que <e d«!u e el Y a 1-e!OCQOnar ntro< como 
ab<olutamentc verdadero< ~ que 10' resultados obtcrudo• n~ son 
hemo< considerado. pero· de~~nc=~ ese ~u_ema o modelo que 
mcm,,. p~ra ~•egur .. rnos d P obarse SJCffipre con ~•;-eri· 
fiel ~~ fon,!>menn renl y de q•o:~• n~estro modelo <k! fenómeno es 
euct

1
tud. 0 '" 0)3 con un ¡rulo sulkiento de 

El criterio último de ¡~ vcrac dad:; ··1 
la expcrienci~ práctica •olan1en¡' E e.¡".' resultado• e., por t:lnta. 
que un criterio: la e•pcricncia prl~ti n u l!mo térmmo no hay rr.á< 
«t propiamente comprendida a la 1Cil, ~unque éota •olaln<'nle pocde 
arrollada teoría. "' " uno profunda y bi<n <ie\· 

En d ca..o de b Ct>erda vibr~ntc de sólo podrtmo, entender . . un IOs!tumento mu<:~al r · d como proauc.: >US ton · ' ~""'' os con las leves de "'P•r oS 'ó d <;'' ~ cotamo; r.,mi· 
!loa•. Las rcla~ionc; que 

0
,;,,e/ en:"' 7 • o~<:iL1c•.oncs c~racted,

oomprtnC.cr>c ,¡ estudiamos cém . re a~ frecucuc•a.o. ~óio pucJ
011 

.::material, por la lcm'ón de 1 ° v~en ctotminadas •qué:!a• ror 
<"nomo<. En 

0
,

10 
oa•~ Jo ,_:.cuc Y po~ la maocra de f¡jar ios 

- " .,ru no oo hmlla · 
metodo de ~:o.lcullr cierta; .,, 1.J ,, f . a proporooonar un 
•omb" · .. ' ' a~es ""m nc:u d=••·• · ' '"" •~<1tca prc<:i•amcnlc e .1.1 d . M • S<no que 
:ur.ci~ funuamcnt.ll ""•· , .• u ~, "',l.a' cantidades son de ir..~~r· • • .u .. ,,nc ugar e ~r~-·A ¡· . ' 
Y <;uc sor(¡¡ ob~<:rvado on ~1. ~ ~....... ~tco cxactamcntc 

De ~la forma. el Jomioio d~ la oienc•• .boomo·-~-~ Y' "'"'v rJ,jca m~tc· 

• 

¡. 
·' ,. 

• .. ...: ' . . 
•·. " .. 

m!,¡ica nació ,k b. o.<igencia' de la pr~cLica, pero ejerció a su ve: 
también cie<ta intJueaeia <():m: wi·.prktio:á Y &eil.aló co:miiLO$ pan.· 

, ulteriores progresos. ." • L.~ fi<ioa mo.terná tica e<~* muy eo;trecbamente con~tad;a. coo otra• 
rum~• d~l análi>is matcmAtico. No.pode·lllt)1;, $ÍD em\>ar&O. d¡¡cqhr 
e-.ta• conexione• aqu!, yo q11e no• ]levar!• dcna•iado lejos. 

.. ,;. , ... • • 
...,.,;~ 

-~... .. , ... -
La gama Ce pro~\e,....., u l<» cuales uo ~ fhico ~icne der.

"''" med••nt• (tiiKÍc•n~> conti"""' y d¡fcren~Jables puede oor ampliada 
.• ~ de manera cscnna1 intrüduci:odo ·"" \¡,. ~u•ión solUC!Onn dJ:<OOn· 
~.! ...• -:tinO..,; de e<l.a> CCli·I<:IOL\05. ·'• ·, ":!. 

·: ' En muchOS caw< e•l~ dar<> d~ el printipio que el problem~ 

~ 

~
·~: en consideraóón "" puedo: tener wlucione$ qc~ .un d()O v..:e. con
.~~. tinuameme diforenci~olos; e,, otru p.tlabra...,desde el punto de vi<t:~ 

" del enunciado dis'•co dd pni~iena dado en la sccci6n aneerior. tal:. 

• 

., 

) problen\a M t¡ene wh1C1Ón. :\o obstante, el corr.,.pondimt• proces~ 
~ '· fí>oco si que [)CUrT~. 1i i>i<:n en\:. i'Jdicada da~ de funciones dos veces 
t:> d>fcrcnciab\c> no ni>tr~ r~n~;ones GUe io de<cr1ban. Consideremos· .... 

) :.tg.11'0' ejempio; <omoill~'· •. 
t· l. Si wa ""crda consiMC en'doÚrOzo;de ilifci-cnte t!eiW<lad,Ul~;-

e.1\0nces en !a c.c~n<'o.\Ll · " • · · · •· 

1 
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' 
1 
' 1 . 
' 

l 

' (~4) 

e\ Ncf,ciomc .;cr~ igual~ .t~;' ,on;lante dtfcronte cJ\ c~da uno de ic> 
emr.::,¡>and:ente> trow< y.~"' 1:1nto. la ecuación {24) no tondra, "'' 
gon<ral. >CI~c ;.,,.;., ~¡;.,¡,.,,, , .¡.,, ~•ce• conti nu~meM< difcrcnci'lbb). 

2. Suron~mn< que el c~6óente a "' constanLe, pero qLI<' en 
:~ po>Lción ¡ni~Lal :~ ""erJa tiC!l< \a forma de una lí•L•~ quebrada dada; 
¡">Or \a cou~ción u !1 .. = <¡!{.>). En d 'trticc de la linea q11ebtada, la 
fu!1Ción .pj.l) cvidontcmon\c no ;;uede \0!\Cf dorivad~ ~rimer~. Se 
¡>ucdc prob.Jr qu~ \\O c{L>tC 1ún¡¡una •olución cli•ica de \a couación(24) 
que ,-.,¡ifique la•'<ondic;on•• mióal"' ,- ''~· ·•·· •• l 

~., .... ~o 
. ' ,,_, ... ..,.,_,. 

tn ~~~· ,;~"•· "' ,lennt~ f,lfl). 
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parad nujo de c.o.lor en el co.w en qlle la tc:mperatura no dependa de 
y ni de z. Tomemos k como anchura de la malla de la red según los 
v3IOI'e$ <!e r, y h como anchura según loJ valore$ de .x: 

Entonces 
b forma 

éu u(r +k, x)- u(/,:<} 

7i "' k 

u(1,.>. -;. h)- 2u(r,x) ~ u(t, x-Ir) 

' 
nuestra ecuación puede ..,, escrita apro~imadamente en 

' ·( ') ' li(t+~·.x)=li'u(t,x+h)-r 1-2¡,> ~(t,x)+/1"(1,>-11). 

Si para un •nlor de 1 corrcspondieme a un punto de la rr,al!" cono
cemos los v~lorcs de u en los ;>Un! a> x- /,, x y x +Ir. e.< f~cil bailar 
el valor de u en el pumo "l' en el •iguicntc punto de la m.>ll.> t T k. 
Supon¡;.~mo¡ que la constante k, tJ decir, la anchura ~e la mall.1 
con <C>pttlo a 1, est:i ya elegida. Con•idcrtmos do• ca>OI para la 
elección de h. Pon~amo> h' = k en e! primor caso y 111 = 2k en 
el ""gundo, y resolvamos el si¡uienle problema por el mi:rodo de 1 
redes. · Í. 

En e! in>lante inicial," - ()para todo< lo• valor"" negativo' de x. 
y u = l para lodos lo> valorel no n<GJ!ivo¡ de x. EscnOiendo en 

' 

.. 
. . . ·.,..._ 

' 

" 

11 1" 1 

··- 1 1 "· • 1 . 
E la !ab:a 2 c>b!cnen1~> valore! c;· • .o. pam un in>tanle dado, 

n . • otro Est~ t.;bla da una bueno. a pro-
. vari¡n ,uavooncnlc de un ;~.•n.o a. · · de calor Por otra parte, ~ 

•imación, la '"l"ci6n de la ,-.;uac1ón d~ flUJO . · d h bría >ido' 
1 1 • ' ,, .. , , , .. ,,~¡ -.~arcntcmente. la e<aelllu a 

~aaiJ"·'·"·'"·"' ••• 

.... ., ........ ~.11-l 
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6. Eoua<iones dol<ren<i•lu'en dt1i>adoo 

¡>uede ser repre>entada apro•imadamcnte por la fórmula 

i:l'u 1 · . • 
-,-·- ~ -- [u(x + <h,y +'d)')- ~(x + .dx.;) -r.dly dx dy . • , 

- -tt(x,y+dj)+u(.\".y)J. 

Volvamos ahora ~ n"ema ecuación etl derivadas p.1roi;,b. 
Para prc<:i.ar, 1upongam0$ que se trata de la ecuación de La place 

con dos variable' inde¡>endientts 

il'w i:l'u 
&:.:• -i- ily' = o. 

Aderníls, 5Upongamo, quc.no• dan la función incógnila u •obre la 
frontera S del dominio D. C..me> apnWm.aci6n •upon¡amo• que 

C'u u(x+llx,y) lu(x,y)+u(x-llx,y} 
"áx' - (Lh:\' o,· 

i:l'u u(.<,Y + <ly)- 2u(x,y) + u{x,y-4y) 
-i!y'- - (dy)' 

·Si ponelll<l• .1x- Lly = h, en ton= 

<l'u i:'u 1 -,.'':'';,'' •' 
<!.<" :.¡.. Qy' .,. k' (u(x + l•,y) + u(x,y + h) '+ u(x .:.__ h; y) + 

+ u(x, y- h)- 4u(;;, y)]. 

Recubramos ahora el dominio {i mediante una red cuadriculada con 
vtrticcs en lo• punto• x.,. kh, y- blo (Fi¡. 4) y reemplacomo' d 
dominio !J por el polfgono formado ¡>or aquellos cuadrad<>< que caen 
en el interior de n, de modo que el contorno del don>inio q'"'de 
smtituido r<>r una linea quebrada. Tomemos como valores de la 
función incógnita sobre esta Jfnca quebrada los valores corre<~ron
dicn~• al contorno de S. La ecuación de L&ptacc est.i aproximada 
entone<"'l por la e<:uadón 

u(x + h,y) + u(x,y + h) + u(x-h,y) + u(.r,y-h)- 41i{x, y) -O 

para todos Jos puntot interiores al dominio. Esta. o;uación $e puede 
volver a escribir en la forma 

' --u(x,y)"" 
4 

!u{x + h, y) + u(x, y+ h) + u(x- h,y) + ~(x,y-h)j. 

• .; -~ ... ,. 

una red. 
AdenliJ, puede de· 

mo,trarse que cl m.!todo 
de diferencia< llnit." e.1 
~plicable a o1ro• proble
ma< de flsica oMicm;\¡j. 

, .. ,..,. '. ' 
d~ ••l~cioncs 

• 

FJG. 4 
__ , 

" 
ca: otr:.s ccuacione- Joftrenciok< e inte¡¡t;tl..,. Sin embargo, su aplica-
ción en muchos ~a''" impli•·~ ''" ;;r~n nOmero de dmcultades. 

Puede resul!~r <iue la soh,ción del si•tema de N eeuacionc:s algo· 
braio;u con ,\" in~Og.liLai. .,,,,_¡,~ido ¡>Or el mOtodo de rede•, o no 
0,i>la en general Ó dC un ro,,dtado que o¡ea totalmente diferente ~d 
verdadero. Bt<> •ucede cuandu la resolu\Oión dd 11>\Cma de c.uac•o-:~ 
ncs conduce a nc:.n1ul~ción Jc crrore>; cuanto mh pcquei\;o <ca la 

• longiwd d~ ]~bd(ll d~ lo• c\laJrado• de la red, mayor será el número 
¡ . de.ocuacione>:ob1.:;;oda., de m~o <¡uc el error a~umuW!o pu.edc~ ·~-
¡ b~ccrse mó< ¡::rand,•. · . 

En el i•emplo ,]~do ar.(.·Cto>rrnonle de la ec-~ación de L:lplacc, 
~ c>l<> ""oc~""· L~• errores oJ re,.,;,..,,~ •i>tcma no> se acumulan, 
¡ ., ,¡110 que, por el.:..>ntrMio, ,1,5m.inuyen sen$iblcmcnl! si resolve.mn• 
¡ c1 ,¡,toma, 1'"' ejom;>io, J'<)r un método do aprnx<macJones sucesovas.. 

' ! ·,. 

Para ¡~ ""~~.;u\n t!cl n,,,o ,¡" •alor y p.ra ¡~ eou~ción de ondas e> 

• • 

• • 
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mi1e un,o sopa.r~ción Nmplcl• de variables. E•la separ~ción '~m~lc;a 
do "'-riablc• pueú ha"''"'· como fue probado por e~ m.ltcm.i¡i,.,, 
>ovJOii.:o V. V. Stcp~nov, •~lamente en algunos cuo• e.;>cciales. El 
mo!10do do "'~ración de variables era conocirlo por lo.; matcnd:icG., 
haoe mucho tiempo. fue uui.l.;ldo e\enc•almente por Euler. U.moull• 
)" <J"Aiemb<cn. Fourier lo "'ó sistem:ili,amenle para la solución de 
problemas de fisica matemática. particularmente en la conducción 
dd c~lor. Sin cmbar¡;n. como ya hemos d,cho, cote mólodo e. a 
menudo inapl1c.able; deb<cmos utiliur otros proccdi mientas, ~ uc pasa· 
mw. a d,;culir ahora. 

El m<'tada dt /QJ pol~ndo/~~ 
L1 idea "'cn.;ial de este mótodo ... como ant.-.. la su¡>crposiciún 

de •ol~ciones particular.- para la ""'"tnKci.>n de una solución on 
forma ¡;cncral. Pero csla vu para las s.olucio~c. particulare• fund~· 
mentales U'->remos iünci~nc• quo <e hagan infinita< en un punto. 
llu,tcémo>l<> con las eouacior."' Ge Laplacc y Poísson. 

Sea M o un punto de nues!to espacio. Denotemos por r(M, M0) la 
di51ancia del punlo M 0 al punto variable M. l..?. función lir[M. M,) 
para M, fijo e; \Lna función del punto variable M. 8 fácil establecer 
el hrcho de que e.ta f11nci6n es 11na función armónica del punlo M en 
Indo el o<pacio '· c~ccptro. ¡>or oupuc,IO, en el punto M .. donde se 
hace infinita. junto co11 "" ~crJVadas. 

La ouma de ""-'ias funciones de Cs\a forma 

\~ Á¡-~~-'- ' 
;:, r{M, M,) 

donde' los punlo> .11¡. M,.··· • • 11~ >On punw• cuaie.l.,uicr.t del ••i>·•· 
,;,,, ,., tambié11 una fllnción armóniC.l dd punto M. F.sta f~nción 
tendrá .>in¡ularidades en todos lo< runto< M,. Si cleg1mos lo> punto• 
M 1• M,,· · . M,. tan Jcnsamcn•e distrib:údo• como queramo.l c:1 
un 'olumen fJ, y al mismo tiempo mul!iplicamo• por cooflcicntes A 1• 

podemos pa~t~r allinlilc en ~;ta e<pre.ión y obteoér UWI nueva f uJlció" 

u~ lim 
.~ A 
~'---··~ .. 
-, r(M. M,) ·-

!' 
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Supongarno• que quoremns' c~lc~l . 
una cuerda de longitud 1 fiia ','una soluotón del ¡>roble= 

Buscamos 

EviJomcmcme 

o bion 

Oe donde 

, I'Or 05 extrtm<><: 

u¡ •.• = u l•-1 ""' o. 

colección de soluciones particulares 

ubtenemo•. como antes, 

J..' U,= II'U':T, ' , 
T" U" -'----a' • ., r, u,·= -A •. 

T, ""' At COl J...t .¡- Dr sen Í.,.l, 

V> "- M, <'OS }., x +N. 000 !.:!. 
<1 a .t. 

•• ,Utilicemos las condicione~ de cont . 
'•· At. Par,1 .l, nrb1trario 110 es P 'bi om.~ Polra ~alc¡¡lar lo; ;aJore> 
comorno. Do Ja condición u,¡

0
" ,! ~er.:t<ar am~ conJicíones do 

"J:nr~ca que Ur _N, s.en P-•'~'):. P OD!cnemos Ma - O, y 0_,¡0 
sen ().,l¡'a)- O. Esto sol.lmente Puedes on~end~ x ~ /, obtcLJemo. 
•• un entero. E>to significa que uce er" A.,ifo - k::., donde k 
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De t•td onon~r.¡ );¡, <>>cib~io>¡¡es'caracicrislica• de la cuerda, com.:> 
vemoo, ü~nen fotnlO ,;nu"'i.iol eoo un n~m:m eracro de scmiondas 
sobre el total Jc !.o ,·ucrd~ C!da oso.lación tiene •u propia frecuencia, 
)' ,;,¡., <e r01ed-:r. da,ifoc," ''' orden creciente 

'. .. 
Es bien oono.:ldo .¡~e esta> ·fr=~encoas son pre<:isamenle ~a• <¡ue 
olmo• en la• vibr~"tono> de un• cuerda •onora. La frecuencia A"lf e 
se denomina {r~cucnda f~mJarn~nta/, Y laS frecuencia• rostant .. >(In ( 
ar~oónicos. La• funcione• ~;L(actcristicas Ví{i~n{bu:/1) •<>brc el 
intervalo O.; x o:; 1 ran1bi.m de signo k- 1 vcctS, ya que k:ru/1 
recorre tcodos lo< •~lor~"' <le O a J,;-n, lo Cllal •i!'JiifiC~ que .u $en<> ~ 
can1bi.o de <ogll<> i<- l '"'"'· Lo• p<lnto• en que las funcione• ... rae· W 
tcrbtic:~.• u. ;e anillan "" llaman n<>tfr;.J de Las O$Cilaciones. 

S1 comeguimo• de al~una manera q;¡e la cuerda no "" mueva 
en un punto corn:•poLldicl\IO a un nodo, por ejemplo, de\ primer 
arrnónic<>, entonce> el tooo.l fundamental de>apuo::cri y oor~mo• 
solamente el sonido ,jcl P"""'' armónico, que"' una octava mis allo. 
Tal arlificio, llamad,> pa:-;;.~o. se Uliliz.:t en m.:rumen\OS que"" tocan 
con un arco: el vwhn. la'"':" y d vwlonchdo. 

Hemo' :tt.aliz.!cl<' el mOwJ,> de $C~ar.wión de variabk• en 13.1\IO 
~ue apiic.>do al p:ubi..:m., .!-: hallar O.>t'lla<:ioncs caraclerlstic:~s- :-;co 
ot>star.te. el mo!to~<' "' ¡n:cJc aplicar oon mucha mayor amplitlld 
a\"' problema• M nujo o.lc .. ~:or y a toda una ouie d~ <>IrOs problemas. 

Para la cc-u,¡ü.'>n dd tlt•i<> d<:.~lor 

con la conUicii>n 
T 1s-O 

tendrcmo,, ,:omo ;¡n<H, •'• 
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6- EouOCIOO<S <111"<nc .. le5 •n d•<iv•O>< p;lloi•l« 

La primera de'""' e<uaciones t1ene, como sabemos, la solución 

T- A• co¡ltl + B, sen l.,t, 

donde A• y B. son con•untc• arbitradas. &ta solución ,., 
•ímpli6car Introduciendo el ar&umcnto llu~aiar +· Tenemos 

'· y;:¡-, --'- ii•" = ~n ~ •• . ' . 
Entonces 

T-= .JA¡ + B! >en(.(,, + Í>t}'"' M• sen (.lot + </¡t). 

!.~ función T r<pr<scnta una oscLlacu:>n armónic.a de fno:ucnda 1, 
y Jngulo de fase .¡,,. · 

Más d.t"icil e interc$.lntc es ti problema de hallar una solue~ón 
de la eruaeión 

~U+~U-0 (19) 

;>ara eon~iciones de eontomo homo~nea• dadas; por ejemplo para 
la condLc16n ' 

U !s -O 

(donde S es la frontera do! vo~umen !i en cuc.,tión), o para cw.lquior 
otra ~ondic1ór. hom~génea. La •olu~ión de e> te problema no es •iem
prc facLI de .::onstruLr como comb1naCJón Unita de funciones cono
cidas. aunque siempre e•iste y p~tdc hallar .. con el grad<> desead<> 
de npro,imaeión. 

. La ~nación 4 U -r )!U.., O con b condición U !• =- O tiene on 
pnoCipiO la _soluCIÓn ev1dentc U & O. futa solución es trivial y com
pletamente Inútil ¡>ar~ nLLcmo propósito. s, los 1, son nOmeros clo
¡;¡dos_ arbitrariamente. entonces en ~ne,.._l el problema no tendrá 
soluc1ún. Sin e111bargo, ••istcn norm.tlmente v~:orcs de 1. para los 
rualc. la ecuación ,; tiene una •olución no trivial. . 

Tod<" 1?~ v.._lorc; po;iblo. de la con"an;c .il; es.tin dctercrunado• 
por el req~LS.;o de q"e la ocuac"ln (19) tenga t~na •oluci6n no trivial 
(es d.cir •. d¡,tínta de la función idénticamente nula) que >-1t1sfag.;. 
la cond101ón U ls ~O_ De c•to " <i¡¡ue tdmbi~n que los n~m•ro• 
dcm>lado• ¡><>r -¡! deben <cr negativos. 

l'm;¡ <ada uno de lo> <·olores po•ibtcs de.<. en la ecuación (19) 

• 
• r· 

' • 

' 1 

' ! 

l''"!cLllOs hiiJr al "'"""' ""'' r ... m-:!k, Ut. &to no¡; permite construir 
una •oluc;6n ¡>artic1.;,,. Jc la "'-~dCÍón de ondas (18) en 1~ fornM .• . . " 
Tnl -'~luCIÓn se dcO<IIolÍ ~~~ os.-ila.• .. ·'" caraCier!.lic(l (u o.sci/aci611 prop{¡¡) 
del volull)("n consid<r.1.1o. La co~-tante 4 es la frCCIIcnci.l de la o.<:i
l.<ción car<~eterist1.:a. l b f un.:i,i.l Ut(>', y, :) dotcrmin:~. •~ forma. 
l:1ta función :<e ,!eMt~l~a pnr :o .:~mLln [u11ciJ¡¡ propia(<> funcici" 
~aracurLltica, o auwi••;r;Jn). En :o..!<> i:u:ante, la función Ut, con•:· 
daaJ.t como fun.:1~n 1i< Ja, "" ;.,oics x, y y ~. diluirá de ia funci6n 
Ut{x, y,:) solamente en la e>=ai:~._ 

No di;ponemos do "'r~ciu '"i"i para una dcmowac1ón detallada 
de las mucha• propie<!Ad., nnt~blcs de las o.cilacioncs y funcioncs 
catactcristic.as; por con•iguicntc no• restringiremos solamente • enu-
merar algunas de ellas. , .-

La primera ~ropi,.bd Je la• ~ilacioncs c.aractcrbticas consi>tc 
en el hecho do que paro. Lll <ol11men dado existe un conjunto num,... 
rab:c de frecuencia~ caracteri<ti.:~>. E.tas frecuencias tienden a infi
nito c11ando crece k. 

Otra propiedad de las o>eiloóonco cauc:orl•ticas ~ denomina 
orlo¡:onnl1dad. Consiste en el.hc-ho de que la integral wbre d domi
nio !J del ~ro1111cto rlc la¡ funánnes car.~ctedsticas coric.pondientes 
a Ji•tintos valore> de lt <S ;~uai a cero •. 

j j j U,(x.)", :) U/._<,¡·,:) J;;Jyd:- O (j., k). 

" 
Para j - k supMdrcm<" 

If.f U.(<.)". :)'Jxdyth ~ l. 
" 

El.to siempre "' r''"'~' cor.<r~uir moltiplicand~ las funciono• U.(x, y. :) 
por ~M tOIN~nl.• ~!"''~i~J.1 . .:u:·~ elocción no alterad hc<:hu de que 
la funálin >.lli.,f .. ¡;.l id o~uaciór. (19) y ~a condición U],- O. 

• S< o un I~'""'Q v,<IM '' ,\ '"'"""'"""#" '"""' run""""' U "'"""•lmento 
Oorc«ol<> t'""''n>'"'" '"""'"'"d>:n:c>l. '"""""" <>~ <alo< <1<: .\ ,. "'""';.;,"' 
<nmo" •P•"-"'",. '"' "'"'"""' cou«e~od,.ntc <lo'"""' <O <J co11Junlo do ••lor<'O 
e>.roc!ori>L«O$ 1 •. ¡_, cnnJ,..oo u, MO<OII.>Iiolod ,....,. rur.:ooneo .,.,..,.,..,nd;m. 
1<> •1 ''"'""' ,.,,~, ~' .\, >< ro»l<: •·"""""'' mod.anl< ""' o~6n a<l<cuad• llo 
.. , •• 1<10<'10""'-

' 
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·honto <:olndJci<">ll homo¡':Cnea: lo• vaiNes de la c•pro•ion corrO<· 
po.,dicnte .<.:.brc el contorno '"rin igu.¡le< a cero. 

Por tonto. b variedad tmal de la• solucione< de ta' e.:uaei,.;n. 
para condiciono• <lo contorno dadas. •e ~uerie hallar tomando. pN 
on~ po.rte. ~n~ solución par~icular que , . .,.¡fique las condicione, nn 
homogénea; d.lda•. y por otra. t<xla• las po"ble> soluc•<>nrs <lo la 
'"'"~ac•ón homogéMa que vcrifi que las condiciones de con turno homu
gónea< (pero no. ro uneral. la< inociales). 

la• •olucione, de ecuarione. homn¡:One~s que verifican conJicin. 
""' de contorno homogén..._< "' pu..den •umu o mull<rlicar ;>o>r 
con"·"""' ''" que d<·jcn de ser ;oluciollc,. 

Si una <niuciOn de un_, <>:uacién homogén<a con c~ndocionc; 
homogénea• es función de un p,;mimetro. integrando respe<:Jo ~ istc 
<lblendromo• tambióu una tal •olución. Estoo hecho< forman in h= 
del mC1odo mis im¡:.oruntc de m.olucién de problem:~., lineal~• de 
todas da;es para la.s ocua~iones de la física n•atemAt~ca: el mCt<xlo 
de <upc:rposición. 

La wluci6., del problema serio de la forma 

11 ~· "· .,._ \' "•· 

• 
donde "• e• una <<>lución parlicular de la ttuación, •olución que •eri· 
[;ca¡,, condicione; de cont~mo. aunq¡,~ no h1 inicialc5; 1~, u, <nn 
«Jiu<:iones de la corn:•pondicnte ecuac•ón l•~mogénea, y ,·cnfican la• 
cone•pondionto> condicione. <le contomo homogénea •. s, la .-.:un
ción y la• condiciones <1< cnn:orno fucrnn oriwnalmentc hnn".<>g.'u,·~•. 
ctuonces 1~ solución del problema '" habrá de bu=r en 1.1 f<>rm., 

Con el fin de f'O<)cr ,,.,;,raccr con,::~ioncs inicial"' or~;tr"""' 
mcdi.•ntc lo dccci<in <le 'oiu<ionc' p.>tticJJIJr<> "• de 1" <<<'J,·i~l\ 
ho"'n¡.-énea. e< pr<>iso di>¡>Oner de un a"enal ;ufic•entemente gr,,n~c 
de tale; 'oltJciont<. 

El mi todo~ Je Up4tación de I"Or;obles 

l'•ra la con;tru,.ión de ~<le a""nal.ok •oluc1nnos .,;istc un m<!tod" 
doJhlmJ,\aJio úc rerattJcióll de •acinhler o mé1adu do /·"ouri,·.-. 
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lu- tt•' 

, ,, '·•·• = ¡;_( , .• )". :). u;:,-<= /1(:r, J", o). 11 •••• "· 

11(x. , .. ;. 11 ~ V(.<. i =J T(t). 
• 

~r<"II\W ,~lu~ión en nue.tra 
' ·r· . ".,. ·-· 

ecuación, 

T(l) í U- "r"(1) U. 

' 
Tu '" obtiene micm 110> ¡1or ,. 
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Inicialmente Id• onJ...• so: mueven independientemente un~ hacia b 
otra, para dcspué< comcnt:~r a interaccionar. Cn d scgnn<lo =<~ de 
h figura l habrá un instante Le eompkt'l aniquilamiento de la> 0_-.¡;1. 
lociolles, Ira.¡ lo <·ual las ond~• ,e volvcrh A sepuar. 

Otro cjcn1pio que •• prc>ta f~cilmcnte a un e.tudio cuaiitativo"' 
I.J propagación de onda• en el c•pacio. 

L:t ecuación 

f¡G, 1 

' -

~~ . -
-~ 

;•., ,.,. (16) 

obtenida ante•. tiene do> solucione> p;lfiiculate• de la fo• m~ 

' "• ~ -P,(r -ar). 

' ' "•- -- ,P,i_r + i>l), 
' 

<17¡ 

o.londc r denota la distancia de un punto d~do al origen del .,_,Lcm~ de 
coordcnad.ls, r' ~ x' + ;~ + :', y 1>, y ~ son funcione. orbilr~ri.", 
dos vece< difcrcnciablc>. 
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¡_. dcmo,tr~ó6n ,le quc "·y u/ron 50iueionn ••ria drmMiado 
prolija y l.! on•itilll<" aquí. 

U. forma de ¡,,. .,,Ja, .¡.,,·r:tas por estas soluciun~• es en ¡ener~l 
¡,. mi"na qu.; ¡ur~ la carJa_ ).0 prescindimos del factor 1/r que ¡¡pa
rece en d "'l'""J" ,,,.,nhrc>. c.nonccs J. primer:~ •olnción rep~nb 
ur.a omJa que se pwf'.lga en la dlr.;ceoón de las r trocienteo. E>1a 
nno.l4 ticno >lll>otrh «rt,~a; "' id.!otka en todw los punto.. que 
tienen d nli;ono •·.:!nr ,;, r_ 

El factor 1/r det<lll1ina d ~""la amplitud de la onda""" inver>.~· 
mento prop<>r<inn;ol a :., <ii•;~,.,·;~ desde el origen. Tal oscilación se 
do.wmina ondo <"f<ti.;:, o.!O•.:.-,;ontc. Una buena imagen de ello son 
10> ci"ulo> ~uc sc cxtior.dm <•>'>;e la su¡>oorf>Cic del a¡ua cuando se 
arroja UM r•··,:n en dio, ;~i•• que en es \e caso la• ondas son circu-
lares en v~z de esfór;,·a•. • ' 

E.>ta sc¡¡un.t~ ,,,h,cióll de (1-1) es tan>bién do gran intert.: "<'dono· 
ontna onda conve-r¡tentc) so rropag:¡ en dire«ión al origen: Su ampli
tud tiende u innll>to ~ "'"~idl que"' aproxima al origen. Vcmo• qoc~ 
unl caneen u ación 1 ni ,',e \a 1"'" url>ati6 n en un punto puede cond~cir :
aun cuando la' o-.ciiacion"' i;.icialr:s se.;¡n peque~as, a un choque· 
bn1tal. 

§5. .1/hodm d,• f"I,S/ru,,-i~n á s<Jiudoii•S 

Sobl'e la ¡m.<ib•lotiaJ ole Jesco•!l¡••m<r <ma solución M ciTas mtis sim~•s 
La> '"l<•cionc> .le h» p,-,,~:.;mas ~e Ja fi.:C~ rnat<mática f,rm~

l~o.los con antorio"o.l.!d ~u~J~c. '"'obtenida, nlc<lianle diver.os ani· 
lkin,, ~uc ,·omtilu,o,; 1''•'¡,:,,.,~, c>pecifioo, éiotinto•. Ko obst~n\e, 
co i~ bao,e de e,:,,. n>h~d"' '"Y una ide,¡ genera]. C<>mo ~cmo< 
vi""· l•>das la> ,.;u;.,·ionc> <1•· ~~ Ú;ica mate mili.;.; •on. para p<quelio; 
'·'·~"''de ]a, ;"""""o' '"'''·"''t~s, lillootb con re•pect<> a <'>la.~ • 
"'' dori•ad;o<. !.:1• ~<>nJíoione' de contorno y la• initoales •on ¡am
bicn lin~ale,, 

S• f«rm.'"'"' ;_, ,;,[ere.;.·;,, <OHfO do> >Ohotiollo' cualc>Guicra Le 
t .. mi>Lll-1 ,., . .,, .. ,.;.,, Jocl•a o.l•:'crcncia sera lambiOn solución de 1, 
o.::c.ación ""'el_,,,.,,,¡~ .,,¡,.,,.~ru igual a coro. T~l ,;aación ><: dcno· 
min.1 OC"·'~'''" ;,,,r..,>~-ioco~. i'.>r c)<m~;,, 1'"'" la r.:u.L"ióll <le P<>i>>Oll 
;l" "'-4.<~. J.o /;,•lllo~én,•,o .::orre>p.>no.l!ente "' l.1 e.;uación de 

' 
' . ' 

L:trl·••~ · " ~o. .. 
Si ,j," "':ucic>.:<'' '"' ; .. ni>ma .-cuación >erif1Nn t.;mb:,;n ]a, 

mi"'"" , '''""'i,.,,,., ,;,. ,.,," 1, •'•lO, '" Uifcr<'""'a ,.., i<J'Jr" t .. corrc>pon· 
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Adem:.s do enor¡:ia cinétic.1, la cuerd..~ en &u ¡>(>Sición dc"<plazad~ 
po;ootambién onetgia polenciol. creada r<>r el incremento Je longitu<i 
en cornp.lracn\n con ¡., po;iclón rectilínea. Calculemos esta cncrgi;t 
l'"lCilclal. Conccntrcmono• en un elemento de cuerda conoprend•do 
entrr lo• ¡>untos x y x + áx. Este elemento tiene una posici6n indi
Mda respe.;to al eje Ox. tal que &u longitud es apro .. imadamcmc 
igual a 

por tanto, su alargamiento"' 

'('")' T --¡; J.o:. 

Multiplium.lo este alargamiento por la ten<ión T, hallamos la ener
gía potenc.al del demento ~largado de la cuerda 

Ll c~crgi.t total de l:t cucrJa ~' longi:ud 1 ~obtiene sumaiido> [,¡ 

cncr¡;'ou cinOticn y potencial en IOdo.< los puntO< de la cuerda. Ob
tencmo; 

E=--, T--.¡.,,-- dx ';·¡ ('")' ('")'l 2~. h - ti • 

Si 1->• fuerz..z< que actilan «.>bro lo< c•~tcmo• no efectú.tn lr~b.,¡,,_ 
en ~orlicular _ _, los eMremo< ~e la cuerda están Jljo5. cntonce. J,¡ 
energía total debe <et con<tante: 

Suc>tm cxi''~'i¡\n p~r~ l• kY de co."ervactón de la ener~ia "' 
un corolar .. > rr.atem.:iloco de la< ecuacionc• b4<icas de la nlcc:or,,c,, 
} ,e plledc <k.-ivJr Jc ellas. Comu }'" hemm escr•IO j._.Jeyc> ¿, movi
miento oo la formJ de lol ccu~c.ón difcrcnci:~l de la cucr<la vibr~'"" 
con conJic.ones <obre los exacmo<, podcmo< dar la •iguienlc dcmo•
trac·,.>n matcmállca Je la ley de conscrvnción <le la cncrgla eu este 

1 

' 1 
1 

' 
1 

' 1 
' 
1 

' 

l J, l'robl<m» '""'"¡" l' <1< motor.., 

=!O. Si derivamo• E.""" res;><cto'alliempo, Y luciendo u~ d.e re¡l~ 
·generales básica,, teacn•os: • • 

.JE -,1 ,'., o>u··· bu él'u¡·~ ··, 
-;tt"" J. T·¡-; ~xi!l-+e"Fi C1' ~x .. 

Utilimndo la ~cu•ción do on<la• (6) y su"ituyendo 1/Í_i!'ujal~ por 
T(i!'uj~x'). obteoe>no• .JE;J, -:n la rorma . 

dE f' (i!:. -'~- Cu !'~.¡ d:o _;~· 
-,,-,- ,._ _· • r ?x ''-' ;,, 'f' "' ""' 

Í' ¡- ! ~~~ ;,,11 -J f·-¡~-·--• ,,. ,._, <'1¡ 
. fu iu! _ 7 _1'!!..!!'..[ . 

J~ _~ ,7 7ii ¡,¡ 1$-.t Bx 81 , .. 

Si (au¡at) ¡, .. u u¡,,.. e> nulo, y:WIIbién (eu¡Bx) lz-t o " 
nulo, cnloncc. 

dE 
-- ""O, 

" 

¡ .... ~ 

'" '"" lo cual pr~oc¡,_ '-1''' F. es <~r.otante. . 
1 La ec11ación de oa<lm (?) puede ~r tratada e~actameote __ ¡gua 

p.ra probar q~c :d :ey '"' ,·~01s.erv~c:o~ de la energla t~mbten es 
violida en c>le ,·~"'· !>i 1' "''foca lA ecuaCIÓn (9) Y la cond!C!ÓO ,, 

-.' =0, ón ,. 

r : ,' { ¡'--•·;;_ \. -¡- ·¡· '")' + ( :")' + ..:. ( ~p )'j1 
dx Jy .J~ 

! 1 1 ·, ex} cy <>z a' <1 . ' " 
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"'">U~IOWO<¡o Utw•ll .. Rtl<l!"!PUO> 
"1"' '•o¡nu .uo• ¡~1) l (¡¡) ''""!'!Puo.• '"1 op ''"quo>~w •opuoBo. 001 !S , 

(~¡) 

(~¡) 

(fl) 

-•, ~' IDJX=•jJ¡I+ , ...... , 
' ~ r "! 

<j ~;> 
'(() )J> ~ 1 ---'-

1 d~ 

'((})\'> .. ·~ J 

~CliJOiUO~ Op o;ouOIOIJlUOO» 0n1 Ojl •tm ll9)qW"I f. 
,_,. 1( 

'(;',('r)'f= l7 
1 "~ 

'1: ',( •xft ~ ""'1 d 

ooUO!Olpooo "'1 J>uodw• 
J•n!lq"'! <:! '"Jl'U!J"Jl UO!q ?!<:! U\>)OnJoS J"l >nb ~'"d "O~OJ!ll" '" 
((,) u~p~no~ •r op •~l'""'·'"u souo¡on¡o< '"1 '"Jin~ op ~••~¡q<>¡J 13 
·¡n¡uopuo><n•JI •!"""IJO<!I:JI op so ou "'"!" fl" op O!qw"" un oJ:Id 'io¡ 
--ttlOliOff <~W SUJ)O JOd .O:»h n >um"¡dWOOJ ll>p>nd '"U0101puoo <e¡<] 

sowoJpuo¡ ""'1101110 'som>JiYO !oqw• 110 O)JqTJ!nbo op "9"!'0d Pun u~ 
>:pdg ll'~ ~PJ~no u¡ ·o¡dwof~ Jod '!S -,~)J!¡u~wo¡dn• <oUO)J¡puoo J~~ 
·odw! •ow:>q>p <CWOJJx> •oqtuu U> '<;~lld '!>V ":>Sl~>~¡d~ O¡> U~f>p <OJ 

-O!J>IUL SOI\llld UJ~d ~JW'\"'OW ~~ ~p <~¡(o¡ n¡ UU<>JdX~ onb WjnLUJ9J 
•u¡ ~j>J>no U) ~p <OW:UJ>:> SOj U> '<;IIU" 911.1nd" :>'> ~/, OWOO.'OlO.J 

--·¡ !!'.. 1 "·! 
[x)'n ""' o-•; n 

·¡n!J"'! ~l'll'IS<If ¡o u~ <OJund <o¡ 
<Of>OI •r <>p~p!;>OJ>A ¡: <OUO)J¡ood ;u¡ Jr~!)!JodS> ¡um¡ru so ;nuuJq!A 
~p;ono ~~ op U9!'Vn:~> ~~ UJ00 'S>nd "!>Y ·uw~l'!' ¡op SO)Und <O¡ sopo¡ 
>p !:lf>"Jl!OO!OA SU[ ¡( »J•)JIU! SOUO)J)'Od '"1 U>JOUOJ J< )< OJ>~UIUL 
·PJ>p >JUOWFJ~idWoo y¡so '"'I!AI'W "'<!"'"~<o¡ op np•uopJoOJ ••1 op 
o¡pom mJ '"Pc<»d» udiiM -•~uo•ouJOpon '"1 ~""""'"'""' uo 
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6- E<u>cion.s oloftronml<o on U<rivoo,. l>Jid>l<s 

Do ~¡:,, manera el problema pueJ · 
camos una solució~ de la tcoación ,.·, ~~:mc,·¡;¡rsc so~.o "gue. llu•

"")0 ~ con~•~•un 

r·, ..... T.(.r,y,z) 

Y un~ de las Iros condiciones siguiemes: 

bajo las condicionos 

r(.-~.¡.{QJ. 

-~T 1 ~~ b = 'f(Q), 

ilT Í 
" iJn /.. 7 {JT !s ~ z(Q), 

T :, ... = T.(x, y, z), 

T ls ~ <{¡{Q¡ 

solamem~ puede tener una •ol~ción. 
~ demomac~ón do este enunciado 

tracoon de la UOJcidad de 1~ •oluctóo 
Probamo• en primer lugar que,.¡ 

•• muy •imd~r 
de la ecuación 

(11) 

( 12) 

(1 2') 

(J2") 

a la dcnt.:>s
de lap:ilCC. 

c:,_ton.-.,. _T, c~:;!o función de cu"lro varia:,fes, x, y, z y r(O 'Ó 1 ., 1 ). d"anza t.n mL.¡mo sobre la fron1cra dt! oJ~mio' " 1 · ' ,¡ biCi\ 1 '1- · 10.., o en e •ntcr~or 
' en "' e u t1mo caso neccsariamontc ha d 1 . · inicial, 1 ~o. e oer eo e !Ilstantc 

Si nn fuera asi, el 1 · 1 1 m !U lOo o a canuría en un punto interior. 

. 
' .. 

' ' i -,. 
' 
f. 

' ' ! 
' 

f 

En •~le punto lJ.S derivaJa, primeras, induido ?T¡at. ¡eri~n i¡w:Je• 
a cero, y si este mínimo •e <liera para./= t,, entonces i1,'í.t ..:ría 
no J""Ítiva. A>imismo, en e<<c punte> la> derivad;ts .e¡und;~.; '"'re<":> 
n la.s variable• x, y y : ,~rlan no neg.:¡tiva•. En consecu~ncLO. 
ilT~(I{a'){Cf//!t) ocria no negativa, la que en n11estro CüO..., 
imposiblo. 

E•actamo::r.w Jc la mi,r.u forma ¡>Odcmo-;. cuablecer que, .; 
LIT ~(1/a') (CT/~1) ;:-O. cntoncos en el interior do !J, para O <: 1 < 1,. 
na puede c•i•tir un m;l.i;.tO p.ua la función T. 

Finalmente. ,; .-rr --(1/ll')(DT/[1)"' O, entonces en el in(crior 
de O, p,a;a O < 1 .;; r., la función T no puede akanzar un mhimo 
ni Utl mínimo Ú>10h110'. Y·' que S! T o.ic~n=c. por ejemplo, un 
m!nimo. entone"' sumAndo k d :lrmino r,(r ~t.) y considerando 1~ 
función T1 - T ·t" >¡(1 ~ 1,). no de>tnlir!anw.< el mlnimo absoluto con 
tal de que '1 fuer~ •uf<c:ientemente ptqudo, y eniooca iJT,- (li"") 
{&T,/&1) strla ne¡.ni•o. h> <"Y.!l •• impo<ible. 

De la misma forma, ¡><><lc1110. tambitn. probar la &UioCncia de UD 
mbimo ab<eluto do Ten el ,:ominio considerado. · 

Sin embargo, ~" minimn. o un rniximo, abs.oll>tO de tem~ramra 
,; puede alcanmr<c "' el in,:anto inicial/= O o $Obre la frontera S 
del medio. Si T- C en d in•ta.~te in.icial y sobre la frontera, entonces 
tenemos la identid.~J T .. O en todo el interior del dominio p,araN 
tOOo t " r .. Si do. dimibuciones de tempcratul"l. T1 y T0 tienm¡.... 
•dtntico• valores ...,,n 1 = (j y •obre el contomo, c:>tonccs •u d!fe· 
rcncia T,- r, ~ T •a<i>f,¡r.i b ecuación del calor y '"anulará p.o.ro 
1 - 0 y ..,:He d <NLt~,l~. i:•tO imp~a que T1- T0 ..,,.. igull a 
cero en todll c:.ot". ~cr l•> ¡¡ue las do• di,tribudoneo de lem;>era
tura T, y 1". "''~c. it!.'nt;,·~; . 

En el est11J:~ ''"" 11-U<ffi·•> m:i.s aJelante de¡.,, mttodo> para rc•ol
ver ¡., ec<;a<"ÍM~· ,0: 1:: ft<:.·~ matemática veremos que el valor de T 
N•·a 1- ()) •· '"·"'"Jo '"'""'bro de una do ]3¡ eouacionc• (12) se 
¡'lucJ~n oLr ~r<>ilr~rian,.nt~. ~• do.::ir, GUe la .oluci6n de tal problem~ 
e~j<IO. 

Ltl $n2r¡:i,J ,!,·,',"·"·¡/tu iouo )"ti problema de wntorno para la uuación 
dt osci/u;Wn 
Con<iJ,·'"'"'' :os cur.Ji,·ionC> bajo la' que b leroera de l3s ccua

cionC< difc·ro.t··:a:~, t>!.,ica•. :a c<:u.oci6n (9), tiene una ~nic~ •olución. 
Por .•on<i::o; """"d"''"'"mool"' ecu~"i6n Jc b cucrJa nbtJnlc 

IJ'ufh' ~o;.-:>)(, '~;?r*l. ~'"'' es muy similar a la ecu.1ción {9). dif.,. 
roncl:inJo>c ~"'''-' ;;¡,•n<c uc· dia en el número Jc vacía b.'co csp.o.o:ialos. 
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Lo. ecuacioner d~ Lo¡l/o~e y /'oissotl ;Jwu:bmet .,Wniau y ~nl~idod 
de solución de los probl•ma,¡· de con/OI'tw re/ol/'04 ~ e/l(J.J 
Anaijce.mos esto• problcmu con un poco mi! de detalle. Comen· 

cornos con las ccuaciOilCI de Lo.p!ao: y Poisaon. Lo. tOiae/M dt 
P~lnon e; 1 

.Ju"" -'l"f, 

donde e es usualmente la deruidad. Eo particular, e puede >er nula. 
Para e • O obteacm01 la CCIJllCÍÓ/1 U Lllplac• 

du-O. 

No es d(i¡cll ver <¡ue la dü'crencia. entre dos aolueionea partic~
lares ~, y ~, de la ecuación de Poinon e• una función que verifica 
la ecuación de lap!ace. o. dicho con ouu palabt&$. que es una [wr
citn atm6nico. El espacio total ¿e solucione• de la ecuación de Poi><C>n 
.., reduce, por !allto, al eapaclo de fW>ciones armónicas. 

Una vez obtenida una solución particular "o de la ocu:tción de 
PoÍS$0n, •i defmimo• ur.a nue\'ll función desconocida w por 

u- ... +w, 
vemos que w debe verillc.ar la ecuación de lapl&ce; y ..,.actamcntc 
de la m.Uma manera determmamo• las correspondientes condicio
nes de contorno para w. As!, pacs, es particularmente importante 
estudiar los problem;U de contorno para la c.;uacoón de Laplacc. 

El """' mis frecuente en Jos pro])lcmu matem!tico. es que el 
planteamiento del problema para una ecuación de la fJsicn. matemá· 
tica venga inmediatamente sugerido por la Utuación ~tica. Las 
~ondiciones suplemeDtariao que npar=n en la solución de la e<:u~ción 
de Laplace prc>Vienen del enunciado fi•ico del problema. 

Consideremos, por ejemplo, el cotablccuniento de una lc'Tnpet.l· 
tura esw;ionaria en un medio, es decir, la propagllción del calor en 
un medio en que lu rueotes de ealor son COnltaDtcs y esán s.ituada• 
deotro o fuera del medio. En csw condociones, con el transcurso 
del üempo la temperatur:. alcanzad:! en u.n punto de dicbo medio 
"'rá illdependientc del úempo. A<[, pues, para bailar la temperatura 
Ten cada punto debcmo• calcular aquella aolución de la ecuación 

~; -dT+q, 

1:1 dmbolo .d.oo "" uoa ah«'''iawro do ~ ""P"<"ióa il'o/~+""lb>'+lhJCT" 
~ .. ~<nomon>. lo¡>la<:la"" <le la funcoOn "· 

' ' ' • ' 
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{Jondc q e¡ !.1 den•idad de fuente• de distribución de calor) que es 
independiente de 1. Obtenem"' ·~· . - .... 

l'or tamo. l.l tcmperatuu ~ll nuestro mN:o s.atis.far-e la ec~~;~<ióo 
M Poi,.on. Si ¡.,. densid~d q d~ fuentes de calor es cero, entonc:c1 la 
ecuación de P.:oi"or. ""conv1crte en la ~e Laplace. 

Para calcu:.~r J¿ lem¡><ratura en el intcrio' del medio e• ncce'-Uio, 
;><>r •imples considcraciun"' (i,icas."conocer •ambién Jo que OCllrTe 
en la frontero¡ del mi>mo. · 

Evidentemente, :~, le)·es l1>ica> q¡¡c COO>ideramos anteriormente 
¡>lira puntos onter .. IICS Je ''" cuerpo no<CSII:m formulaCJÓU bica 
di$\iota para puntos del contorno .. 

En el prcblem~ de e<tnblccer u11 estado estacionario de \em¡Je.ra-C. 
tura podemc• impor.cr. o b di;,ribllci6n de la mioma eu d contorno,~· 
o In v~riación de Duj" J~ e.IM a'travt!id' una unid:o.d de área de la 
>u;,.rficie, o. finA\n:cr.te. una ky que relacione l<l temperatura con el . ~· .. . . . . . . . N 
fluJo de calor. • • k . . . .· 

Considerando la tomper.ou.r~ en un volumen Q limitado por laW 
>Uptrfoeie S, po<lemO> t..:robir e<t.U}rc< condicio~es ul: • 

. ,. ' .... ' -· '"' .. :.~.· 
T ~ ~ </>{Q), (lO) 

o bien 

<T. " 
·;¡-' - 'f(Q). .. ' 

( 10') 

o, finalmente, en el ca•o m~• ~·~eral 

• 
<IT, 

"-.--; ·'- {JT 1..- x<Ql. 
en., ~ ·.;,~ ,. .. 

(10") 

donde Q denota un ¡lll nto arbo: r drio de ~~ stll""ffkie S. La; condicione> 
dt la forma (lO)"' dcnom1nan condiciono.s dt conlornt>. El estudio de 
la< ecuacione< de i"orlol<e l' Poisson bajo condicoone> de c~l\torno 
de u~o de esto' li;x•s dc,no•u~:a que. ;xor regla general. 1~ $Oiución 
e•tl> unlvocamonto rlctcrnH11.tJa . 

Por tanto. en "~est,a bú"lueda • de' un~ ·solució~ de la ecuación 
de L~placc u Jc 1.1 oie l'"i"""· >Crá normalmente necesario y suGciente 
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" 6. EcYacioc"" d>fn=i•lto. .,. dori~odas pucia! .. 

cuor~• calien~• a lo• frlO<. Asl, pues, d voctor fl~jo de calor es de 
direa:16n opuesta al llamado =tnr gradiente de tempcr~tura. Tam· 
bién es natura_! •oponer, como ju¡tifiu la upcriellcia, que en una 
prunera_ aprouroac1ó~ la lon¡itud de dicho vtoetor co directamente 
propomona! al gradiente de temperatura. 

Lu componentes del gradiente de temperatura wn 

DT. óT 8T 
~;-· 7¡• a_¡. 

Tomando k como coel1cicate de prnporcionatidad, obtenemo• tres 
ecuaciones 

BT 8T 8T 
'• "--k-¡;¡, r,--ka¡, r,--k"'j¡ 

Estas ecuaciones hay que re;olvcrla5 junto con la ecuación de con
servación de la energla C&lorllica 

e er m. iir. Ur, -.-+-, +-+--• dlx~y~z· 

Sunituyendo r,, '• y r, por sus valores en función de T, obte.aemos 

(O) 

3 .. Finalmente,_ para pequeñas vibrac1ones en un medio ga.se<~so, 
j)Or eJemplo la• >!btaClooes sonoras, la eouacióo 

y las ecuaciones de la d.i.oimic;;; (5) dan 

y, mpooicndo 
obtenemos 

la au..enc:ia de fuerzas e~teroa¡ (Es- F• - F, ... O), 

~1!_ ... a' (-¿_•!' .. (J'p íi'p) ¡¡,. or ... ay> ..,.. é:' (9) , 

' ' 
! 
1 
' 

i 

l J. Pn>bltltl .. inicial .. Y do co~!C>liiO 

(para obtener cola ecuación bast.a. 1unituir la exp=i6n de lu acele· 
raciones en la c-cu.oci6n de conúnuidad y cliaúnar la densidad utili· 
zando la iey d~ Doylc-Ma'i~ttc: p- a'e). · 

Llli ecuaciones (7}, (1!) y {9) son tlpicas de l%lUChos- problcm.u de 
física m.otcnütico. ararte de los considerado• ac¡ul."El hecho de t¡uc 
hayan sido c•lu<li~dos con detalle no¡ permite tener un conocúnie.nto 
de mucbu situacionn fllicas. ·- ... 

Tanto en 1"-' cc•~-.ciono• thLcrc~cia.ln en derivadas ~ciale< como 
en l:.s ordinarias ocurre,,,.¡,~ raras excepciones, c¡uc toda o:uaci6n 
tiene infinil.a> solucinr..:s p.>nicular ... Aol, p~~C", para resolver un pro
blema rl•ico conorc<u. e> olcci;, ;;ara caleular una función dcKOnocida 
que verifique una ecuación J~da,.debemoo .abc:r C.Smo cle¡.ir, en el 
conjuntn infmLto do <olucionc•. la que no> interesa. PM11 e>te propó- e 
sito ;uele ;e; "~''J"o clln•••ec no sólo b, ecuación, sino tambi~ , 
un cieno número de conditiJr.•• <uplemenlafias. Comn vlmru ante- ·· 
rionnente, las ccu.lciones en derivad .. parciales apresan las leyes 
e~crnentales de la n:o"-'nica o la fúica referente> a pec¡ueJ'ia. pa.rtlculas N 
situadas en un n\cUi,,. !'ero,,; queremos predecir e! cuno de un pro- »>o 
ceso, no hlsta con conocer ¡,_, leye> de la mcclnica. Pnr ejempln, 
para predecir el movimiento de loo a~~to> es preci>o conocer no sólo 
!a formulación '"""'•' de 1.- Oc)'CS de Ke...-ton, r..i.no lalllbitn -upo
n<endo que ¡,_, ma"'-> de mos cuerpos >no conocidas- el estado 
ini<:ial del si•tema. es ~ir, b posi~ión del o> I!-IITOS y sus velocidades 
en al¡:iLn instante inicial. Condiciones suplementaria.! de esta da.c 
se cncuentr.m ~iempre en b resolución de problemas de fl>iat m&• 

;cmátiea. 
Asl, pues. 1,,; rrobloma' de fisiea m~temática consisten en el 

dku!o de solucio:~es de <lC\..J::or • .s en <!erivadas pardales que 511~ 
fagan coena• e.mdidone, "'•'lemcntaria<. . 

L~' c<l.aci~nc• (7). i~l y()) difieren en su estructura; de ahl que 
también ><:ar. .!oleremos loo :>.-.oblcmas fisicos c¡uc pueden .. r resuelto• 
por medio"Gc C!'tns e.:uacillnc>: ' 
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E$ta .,. la. ~ción usual que expresa 14 segunda ley d~ Ja me.:áa.ic.:1 
en_ forma mtegral, Es fá¡:¡i tramformarla en forma diferencial El. 
CV!dcot.: que: · 

"' . e ar•- -ax (T•en<¡li). 

Recurriendo a teorem.u bien conoc:1doo del cikulo diferencial es 
tlcil relacionar T oen .J. con lo ( • • do o• ' '1' Un<:lun ... ...:onOCJ u. uteoemol 

Y bajo la. hipótesis de que (í}w/3;<J es- pequ<:do, tenemos 

..... ., .. ;;. 
EntOOCCII 

,,, 
C.ta illtim~ es la .cw>oWn de Id <1#1rda •iJmmu en forma dúc

rencill.l. 

F~>mUU b<ir/C{ll <k ltu ccundonu de la fl•i~a mtJiemdtú:a 

Como ya ~encionamos an!erionnente, ¡...,distintas ecuaciones eo 
denvada• p~rc~.a.lcs que desc~1ben fenómenos fbicos forman normal
mente un s.;stcQla de ecuaciones en vari"-' variables dcsconoc:id= 
Pero en la gran mayorla de los casos es pn>~blc reemplazar .,.10 ,;,._ 
t~ma por una wl~_ e<:uación, como se puede probar fácilmente con 
c¡cmplos muy scn~ollos .. 

Por ejemplo, _vG]va.m~ a las ecuacione> de! movimiento conside
radas. en lrt >«<:tón antenor y tratemos d·.: n:s.olvorl.u junio con ¡3 
ecuactón de contmw<ad. Los métodO$ efectivos de rcaolueión los 
<On<Jdoraremos mis adelante. 

'. ideal . 
Comenc.:mos con la ecuación del flujo uniforme de un fluido 

. Los m~vunien_tos posible:$ de un fluido ¡e puodert dividir en rn\a
aoru.Jes e tl'l_ot&eJ.ot;'Ries, esto• ~!timo• también llanados pot~nda/ts. 
Aunque los UTOtactonalcs sen sóln cuos Cll¡>cdales del movimiento 

' ' 
i 
i 

y, por lo general, el movimiento de un llqu.ido o ¡a.t es siempre má.l 
o meno• ro!.).ciona;, sin :mbar<'CI ~ e~pcri~ncia prveba que m muchos 
C<UOS el movimiento cs pdu:ti.:::amente inotacionai. Por otn ~~ 
1e puede demostrar mediante conaideraciones teóriQ$ que en un 
Huido con vi..:oli<lad nula un movimiento que 01 inicialmente irro-
tacional per>i>te en ••te "'tado, • .• , 

Para uo mo,imícoto p.:>tencial. exi•te una {¡u¡ción =alar 
U(x, y, z, r). llamada porenácl de ~t/ocld~du, tal que el vector velo· 
cid&d viene e~pr_.jo en :<nnillos'de esta fu!lc:ión mediante W 
Fórmulas 

'" '·- --iJx • 

En todos los c~s.o• cstudW!o.o hasta abon hemos tratado con 
sistemu de cuatro c~uacion.,; con cuatro funciones desconocidas o, 
dieho _eon otru palabras, con una ecuacióa escalar y una oo:ua•ióac 
veclonal que contcnlun un c.~mpo escalar y un campo vcctonaJ d ... · 
conocidos. Kor:nalmear• <>'"' ecuac;oncs se puodco combinM en · 
una sola con una runción de•con.xida, aunque esta ecuación sert 
de ,;egundo orden. Hagim.,.lo, empezando por el caso m!s simple. N 

Para un nlO;·Lmiento potondal de un Guido incoro¡>r<>ible, para elU'I 
que ~/21- O; tenemo, doo sistemas do ec~~acion01: la ec~~aa6n de 
continuidad • 

y W ecuaciones ~el movimiento potencial 

<U '" '" ,, = -
• Cx ' ··=a· 

' ' .. --. ' ' 
Swtítuyendo en la ¡>timcta los valores de la,~docid•d que ICII=t!IO$ 
eo la M:g11Dd6, queda · · · 

iJ'U <JIU iJ'U · 
~"'+ ~+7.'-o. 

2 .• El c.o.mpo ve<:toriRI G" dlujo de calor» puede también·~~ 
"''"'· meJkante C"lladnnr:.• <Hferencial«, en términos <.le una magnitud 
escalar, la t.·rr.¡><,~tnra. E• b;e0 .abido que el c..lor «i!U)'C» de los 
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6· Ecuaciones dL!<readaloo en derivo<lu . , f fW<II•<> 

orma que 9• ds expresaba la ean!Ldad de !II.l . 
•~gundn A través de un lire.1 ds. En lu '" d~l 1

<;na que ~b.l ¡>Or 
lencmoo d vector flu;'" ' g l!u¡o de !fqu•do 11 = e• 

A' ecaorr 
nalogamen!e a como hemo• ~htenLdo ¡~ - . . 

dad, q>:c t•presa p.lta e] , , CCU3CIÓO de COO[IOUL• 

v~ción de lama~ podem::'";'~10~ 10 de un !fquido, la ley de consor· 
parciales que exp;.,... la le/d: C::'" una ~ucva ecuación en derivadas 

La densidad de energla 
1 
"-~aCIÓn de la energla: vtim0,¡0 

••pr= mediaol.C la fórm~a "" Q en un punto dado pued~ 

Q-cr. 

donde Ces la cal"'cidad calorífica Y T la tem 
Aqul es fác11 obte_ner la ecuación per_atura. 

+ ''· ---o ;, . '" 
La doducci6n de eMa ecuación es idénl!ca 1 d . 
unutdaJ, su>tituyendo «de · ~ ' a a_ e la ccuactón de con-
-fi , . mLua ~ por «den"dad de • 

" """Y l•UJO d~ masa por nu·o d 1 . en~rg,a ~alo-
la "nergía c.úorlfica en el m J. 0 ca or. Aq.,, h~mos •upuesto que 
' ; ' , 0 to nunc~ aumema Pero · · 
uon <: e caoor en 01, la «:u ación (l) d 1 Tb . · ' " exate una 

debe ~r mod!f~da. Si q "'la den~óda~ ~~"' ~·o do_enorgla calor:fica 
es dectr, la cantidad do cnergia cal orifica P;ru;ct~~dad de la. fu.,nte, 
volumen en un ~gundo entonces 1 • LICt a por untdad de 
cncrgia calofifica adopt~ la •iguie ~ cracu~~ do conscl'\lación. de la 

n e orma, algo máo complicada: 

e iiT ih, ~,. fh 
TI +a;- 'T' a: + a: - q. (JJ 

3· Aun Otra ecuación del mismo tipo ue 1 ·, . . 
puede obtener denY:utdo l'l ,, ' . q a • conunutdad se . -

6 
s;x~to a ltempo Hah• 1 

<:>:uaet n de ;>equcilas oscilaciones de 0 ó · ...,mos o P'lra la 
equ:l1lmo. Su¡xmdrcmas que un f' 'pr "m.o a una posici6n de 
de det.sidad no d para la os oscolae~onea los catnbioo 
y &t!/JI ,•on gran os Y que las cantid~Gos O~J&x óeJáy & ¡; 

>on su cocntemente pequd\a. para qu ' ' P 1. 
•., '• Y •• puedan despreciarse. lintonces e •u• producto> por 

+ b·~+~)-<'ly i!z O. 

' ' ! 
i 
' 
• 

1 
) 

" 
o.,;vandn e•ta e<:~~ación con r~spe<:to al tlcmpo y despreciando los 
producto! d~ ~p/i'l con E•,fiJx, dv,{~Y y. a.,¡Oz, obtenemos 

'" - ·- + ~ ,,. •(-!Ji-J}-o. ,, '" 
Eamddn dd mcv;m;~m<> 

l. Vn importante ejemplo de b e..pre.i6n de una ley flsica. 
mediante una ecu:~oión <b!crenc~•l .. do en lLU ecuaciones de equi~. 
brío o de mo,·imicnlo rle un 011cllio. Sea un medi<> formado por par
tículas material.,; mo>i~ndo'" con distinta> velocidades. Como en 
el primer ejemplo, ddimttemo< mcnt:olmentc en d "'pacio un volu
men {J cncerraci<> por b •uperfieie S y lleno de panlculas de ma.tena 
del medio. y escrtbamas la sc~~nda ley de Newton para las partlculas 
de e• te vo \u m en. Dich• ley cstab\c.;:e que la variaóltn d~ la o:antidad de 
movimiento (ll e: volumen, "'mada pal'l tod.a.s la.> particulas, cs e· 
igual a la suma de torlas 11• fuenas que actdan sobl'l' el volumen ... 
La cantidad de movimieato, .:omo 5C sabe por la m"""nica, está 
reprcscntadu por el vector 

p- ;¡.r ~·diJ. 

La• p~~rtio;ula• q~c """""" :.n pequel'lo volumen diJ con dttcidad e 
llenarán, al c.abo de un ticm,"<> cit, un nuevo volumen d!J' con Jcn
>idad º',si bien la ma..a .. ,;. la mi>~n" 

~·da·~ ediJ. 

St la velocitla,l ' •• tr~Mf,nma durante ese tiempo en una nueva 
velocidad >', es decir. v~r\a en el incremento .1•- •'- •, el corre$• 
pondtente incremento <lo \~ cantidad de movimicoto &«ti 

o en la unidad M tiempo: 

¡ 
¡ 

' ,, 
' 
1 
' 
~ ¡ 
1 

i 
' 



" 

6. EeuooH>n .. dilor....,"los .._ ftnn.U.. VU<::i•l<• 

Para ~lcular la nfiación de nu·o de · . 
del volumen¡;¡ ba.ta dividir esta ex ' .6 ruatena hac~a el e~terior 
la variaci6o de flujo tcnemo• prest 11 poc dt, de modo que para 

donde 
'•~•co.(,.,,¡, q,. ... qcos(..,f). 

La comp0nen1e normal del vector , d 

~:~j~ó:e·~~;~::la~~ ~~~r c~:~b~~~~~~~ =~;::'l~;~b~~ 
'• ~ • co¡; (11, •) -= •~ co• (11, x) + '• co. ¡11, y) .f. ·,, cos.(a: :;:) :. 

ft~;0P::•¡.~,:;_o• ~olver a c.crihir la expresión do la vatioción de 

J. f f :~ dxdydz-
" . 
" 

- - J ¡ (e•~ COI(If, X) -.j- e•. COS (11, y) +@'o COl{ ... :;:)] dt-

- - !f (q, COs (ll, .:r) + fo COl (IJ, Y) + q, COs (11, z) ds. 

Esta relación integral, como hemo• dtcho .., •¡ • •• Q ~- A. - • v., 1~& para t""o volu-
men · "" w=nomma «CCCI3Ci6n de continuidad•. 

' 1 
1 

' 
' 

La integral dd segundo miembro de la llltima ecuaci6o r.c puede 
transformar en una integral de volumen mediante la fórmull. de 
Ü$1rogra<bki. Eota fórmula, dcd\lCÍda m el capitulo 2, no• da ,. 

ff re•• co~(~ . .:r) + e•. co.(..,y) + , .. cos{"' dl dt = 

' ' " 

- i J j' [ <w;e~ +' il(q•,J + il(q .. ) ] "'· 
j h-"'·' ~, üz 

u . . - . 

De aqul ,. deduc~ que 

. f f f [!'!. + Q(~v,) ~--'il(e•,) ':r'' a(e•o) ]'dO-· ¿_ . , 
~~ ~-' ay a: 

" " " 

De esta fonna ohtene¡¡:¡.:n. el siguiente resultado: la integral ú~ 
la función 

'"':•· ,. N 
ó~ + ii(Q'•) + i'(~v,) + 0(~,,) o"2L + 2q, + ~. + ilq, ¡;:o 
21 ~)< ~}' ~- ...... •• ?t ax ·•- .}Y_ ,.,.Tz 

sobre cualquier volumen !! es cero. Pero esto >6lo es pns.iblo oi la 
función es uóéntionmetUc nul~. De esl-e modo obl-ellemoa la ecuación 
de continuidad ~~~ forma diferencial .. " 

_:~q_ + i\r,._,l_ + il(~•") + il(~•J _ 0 
~/ ~X /ly 8t 

(1) 

La e<:uaci6n (:¡es ur. tip;c'<> ejemplo de la formulación de una ley 
fuiC-3 c:n el lengtuje de las ccuaeione• en derivadas pa.rciales. 

2. Co,sidcrcmos otro problema an;llogc: el problema de L1 con
duo:i6n del C11.lor. 

En un mcúio e<Lya> par.:,·ulas estin en movimiento, el calor &uye 
de unos punto• a otros. E.:~ J:.~jo de C>Jor tiene lugar a través de cada 
elemento ~e •ur.,·riicic ds c:ol medio wmiderado. E. posible prol>at 
que el ¡>roc~>O ,,, ;>ue~e ¿<..::ribir numCricamenl< por medio de una 
~nioa mu¡;n•tuú oc·,Lo,iol, e: wctor conducción de calor. que •• denota 
¡>Or ;. Entor.c~• h c.1ntid3<i <k c:Uor que fluye por '"¡undo a u-avis de. 
un dement" •le ~rra di .e ¡>odrá expre~r por •• ds, de la misma 



' 

' ., 

' 
'1 :: 
' 

' 

" 
§2. Uls ocuaciona m.±< Jimp/ts Je ¡., jUico 111attwullica 

La, cooe><iones y relacwne• elementales entre magnitud.,. f4ic:u 
es:án expreudu por las leyes de la mecánica y de la flsica, Si bien 
••tas rclactoru:s son extremadamente Yari&das rn lU carllcter dan 
lugar a otras m:b complicadas que •• derivan de ella& mediante 'argu
mcn~o~ rruuemiu~os y c¡ue son aun mh variadas. U.. leyes de la 
mccaruca y la ~IS!ca se pueden escribir en lenguaje nutcmitico C1\ 

forma de ecuaCIOnes en derwad:u parciales, o quixo\ ecuaciones inte
grales, q.¡c relacu:ma_n entre si funcioncs de¡con<Xidas. Para compren
der lo que esto stgnifica, con.tdetemM algunos ejemplo• de ttuacio
nes de la flsica matemática. 

Ec~aci<Nie.t tlt/4 '""'"""'u;, dt la lll<lSD y tk la t1Wgla CD!orifira 
Expresemos en. fo_rma matemática las lcyc•· fi$kas b4sicas que 

¡;ob1<rnan los movtmtelll<>S de un medio. 
l.. En prill_ler lugar exprc>omos la ley de coc.ervación de la 

matrra contemdll en un volumen D que ddimitamc.> mentalmente 
en el espacio y mantenemo• fijo. Para este propó•üo debemo• calcu
IM:.. m.ua de la materia contenida en dicho volumen. Lama ... Ma{l) 
">ene e.prcsa<4. por la integral 

Ma(1) .. 11/ 1/(JC. J'. :, t}dlr dy d:. 

" 
Est.> masa no será, por supuest~. constante; en un proxeoo oscilatorio 
la deo••dad en cada punto vanará, puc•to que. en '"' osc1lacioncs. 
la. pankula• de mat~ria c•tarán unas vec.:• dcn!rQ del volumen y 
otra• fuera. La vanac1ón de la m•sa .e puede hallar derivando rc•
~to o..l tiempo. y viene dada por la integral 

~ H J :~ d.>:<f¡·.h. 

" 
Es,t~ ta.a de v_ariaci6n de la ma.>a contenida on el volumen se p~cJc 
ca.cul~r tamb,~n de otra maner ... Podemos e•prc>ar la cantidad de 
matcna que pn.>a. cada segundo a través dc la superficie S que lim1ta 
r:~e>tro 'olumen, afectando a la mater .. que -.ale de {) de un >i&no 

' • 

" 
meno.>. Con c;tc fin cocsider~:r¡¡¡¡ en b superlieie" S un elemento <h 
•uficienterw:nto pequeño par .. que se pueda 1uponer plano Y parB 
que tenga d ,,,¡,mo dc:splazamlonto m tod01 IUJ puntos. O~nta
nro• el de<plazamiento de lo\ ¡)untos de un se¡mmto de la •uper· 
ficic durante el intervalo de uempo de 1 a 1 + Jt. Pnmer&mente 
calculamos el vector 

·-,, ' 

que rcrrescnta l.o volocodad r:c cada particula.. En el tiempo Jr las 
p;utlculas GUe e<ti:t sobre ds"' mueven oe¡\l.n el va:tor • lit Y toc..:~n 
la po•ici6n d.<,, mientras que la po•ición ds estará ocupado ahora por 
1.a.t pa:rtku1115 que atO«riot~~~ent: c:st.aban ea di, (F~&- 1). Por tanto. 
durante este tiempo b columr.~ de materia' · · ·· · 
que sale dd volumen D sen. l.l que antes 
est~b>. contenida 011tre J~, y ú•. L& altura ·~,," ' '' 
de e•la column .. es igual a ¡· di ces (•. o), 
donde ~ es la norlt".al exterior a la lll¡lCf
flcie; el volumen de la pequefla columna 
.eni. puo i¡;ual a 

ocos(•.•)dldt, . . .. 

y la m .. a igual • 

p>COS(II, o}d<Jr. 

Uniendo todos estos pe<¡l\cBo• tratos 
obtenemos. para la camid.o.J de materia 
que sale del volUmen durante d tiempo 
di. la expresión ··'· 

Jj pYcOs(n,o)d.sd:. 

101 

• Flo. 1 

En aquello• punh:>< on q<~e ;,, velocidad esli dirigídabacia el interior 
de Del signo dd co"'no "'"~ ne~~two. ¡,que o.r¡nilica_qut en cota 
integral \a ma1ori~ '1''" <""'' en D va afcctad& de u~ or¡no meno•. 
El prorluc1<> do ¡~ vdL'Cidc,,_¡ clel movimiento del medio por iu den
"daJ '" d,·no<n.n .• 11oqn. E: ve.:1or 1\~jo de ta mua e• f- ~·· 
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·OI:>OA sopnlrlfli~m O]U~J Oj Jod UOS ~ U9Eo.>OJ!p U~UO~] <tJJQ "<:JJr¡ 
-~= UTU)WOlEOp ~ f. ">"~Oj~Ull '"-'\U ~ p-ep!<Uop 1!j '~ln>"JOÚUIO¡ r¡ 

<>WO:. '•o"!r,>WnU S~JOJ1!A <n• J....J '"P""!J>J~OJI!'J O)UOE!I~l~!dlUO, OVI'~ 
nunll¡y . .,~p ""lU=J•P op J"' uop~nd =!•U sopn¡!ld-ow <r¡ 
·odmo!¡ ¡~ s:> 1 h 'o¡o1!d» ¡>p oJund un op s~p"uop1ooo su¡ 11oo = Á 
.< 'x opuop '1 !. z •,( ·~· "<>¡Uo¡puod>pu¡ oo¡qV]n::A OJ)tn:i' op <>uo10 
·UnJ Jod SUI!J~IOJ> JOS U>pJnd "Jl"P!IUFO OTIJ'" '¡: <>¡n1¡d1!0 jO UO OIS!A 
•owoq owo;) 'O!JudSO pp m¡und •o¡ ~ <nMI"I" =!•U sopnl•.~ 
•~1-10¡o op 'odwor¡ ¡op u~Jnl o¡ ~ '""""~"~A uo uo¡muoo "'J"'"" 
odWO!l [O f. O!='ll<f<:l jO 110 U~Jl!UO onb <Ol!~J SE><:I"JOJd ,( •Ó=n< SIYJ . 

I~P Ol'>J ¡o :nJoro.odJono ¡op op!1o¡o >EUOW~)l~Jl!qn 

l>J'!"'O<I •op11A]-J>p U> <>t•!>U>J>pp <>Umoon:r,¡ ~ 

" 



G.pítulo 6 

ECUAClONr:S D!FERE:•.-CJALES. 
EN DERIVADAS PARCIALES 

§L /rtlroducdd~ 

' 

En el estudio dr lo. i~nó'''"""' naturaleJ, las ~ncs diferen
ciale. en tkrivada. paroiales ~parecen oon tanta frec:UC<K:ia como las 
ordmaria•. Por regla gtncral <>\o ocurre en casos 011 que.un suceso 
viene <!escrito por""" f.tocti•n do varia1 variables. 

~l eo.tudio d~ 1~ ~aturC..:ela surgió el tipo de e.:uacione• en deri
vadas p.ll<:Ílle>, q~¡; en ci momento presente cu! sicrtdo invutipdo 
m.;\,s a fondo y que ;.rnbab:cmcr.te es el mh impnrtante eo la estructura 
general dd saber!\"'""'""' la' ecuaciones de la fhica matemttica. 

Consideremos en primor ;.,gar oocilaciones en un medio cualquiera. 
En v.rtud de tales n<c·ilacio~oo• todo punto del llledio, que m equi
librio ocupa la l''"ici6n (~.y. z), •• habrá desplazado al cabo de un 
tiempo 1 S<:~\Ín el "''''"' u(~. y, :, t), que depende de la pmición inicial 
del punto (x. y,:) y deltiem,.,... 1. En eMe cruo el proce<o en cucotión 
estará descrit" pür un c..mpv ''cctor:ia!. Pero es f'c:il ver que d cono
cimiento Je este '"·"" ~" l'CC"lor i.>.l. e• lo eo, el campo de de>plaumicnto 
de lo• punto> d,•J "''Jio. no~·. •uficicnte para una destripeión com
pleta de la "·"''la::.<'"'· Ta1nhión es neees:>rio conocer, por ejempl<>, 
la densidaJ ¡>(.l', ;. :, 1) en •~<!a punt<> del medio, la tem¡>eratura 
T(~.y.:,l) y LL '""''ó" in""'"· por ejemplo, la fucna quo oobre 

" 



J'.,r th~ 1 '""''"""" init'.o! C<'m'.iti"~' '< ,,,.,¡ ',;; '' f,,,,; "'" tlw «"CQn<
1 •~'<"), 

1b~ •olutiott> ..,.¡¡¡ :.~ r<~OJ:ar or ''" ¡,(,. • ;,, t!•lf,-,, .. ,' i;•: • '!""' ¡,,., •·•·crvw!wo r 

in the rrCOaB~:e> <'e<rribe~ "''"''"· 1 '"'"''""1' ,, "' •• ·'"" i',firr will 
P"'l"'~··<t• a 1<>n¡¡ th• c!¡,"ac<cri"i" ¡., ''"' <e• •~.,.~;,._ 

,\ ~·rol ¿o al nfwnr\ ""' L~·l< in •:,.- '"'''"''' i1.,',r <>l ,·,.,. t'<'U!ltry "" 1hc 
r>iSl<llC< ~frigrn\'~lu<> '"' ~" + k'u --O"'"'¡,¡,.,."¡ in" rl~tllo'in IJ. 11oo 
on~1n rcoult ;, th•t for ~ ~i<·<n clono~¡, dl!OI .,,,.¡,., .tll)' one <>f tho ,;,,,e 

l>onm<lary co11tliuon• ~ ~ ~. i-u[?"- <'. ¡,,,•;-, ;-],,- <1 {lo> !1 "lo<•> lÍI< 

po>Í1Í<'< ""'m o 1 ;, dir<etrcl nut<idr t~o· ,;,,,.,,, i "), 'locro· ·"e .,]l-. ay• an inr.,.itc 
numher of di>cre<C vahr<> of\', [or e,,.; o ,.r '' !oi• lo "·~,.- ;, ~ .,,luoion. 1" 1 "'" 

1iimrnoiom the viLratÍ<•"' ofa '""'"'·'•""' ti,. ti·,,•,,,: '" lwunc'•"l' iltot,· 
1rotr. lhi• thcurem, Thc va!ueo of k are t!oo· fo•'<J""'" ;., ,.r::,~ inlini<d\' nlatlr 
1'",...-ly harmonic vibration<. T~e cm,.,.,, .,,,din~ ".'" ,; .. .,, ~ivc !loe tlcf,,, ,,,,. 

1ion of ~~-· mrn• '>t' "'" in car:;-·i11~ n·" :1, ' '"" '" ',., :,, ;,- .,..,,i!leti<lm. 
The lir>< m• j<>r "'P ""' óe proof :,)' Se:,,,, .• '•' .,; :!u: e•i\lrncc of thc 

fir" rigrnfunetion of 

that ;,, thc e~i<!encc of a U, ouch tl1al 

.\1/1 -'- LlJ(•.y)fl,- •J 

ancll.'
1 

.. O on thc bnund.ory of tlw ,:,.,,~;, C<>«•i<koccl. lli• mcthOO K~VC 
a proccdure for !inclín~'~" •o:tJtior• ,.,,.¡ 1"'"":''"' !:oc c~kulatinn of kl
PocArd " thcn ,.,a:ol i,¡,.,¿ thc <XIitrnc•· .,[' L 1 ,.. "'' "1•c! ··i~wv,duc !.l. 

Schw."'' ,¡,o •h<>wed tn ti'" iflB' l'•'l'~' '''·" 11ior•t <he dont>.tÍt> VMte> 
coutinnom:y, th< v•lu< of k!, thc :;, '' < :uo '" ,, .. ;,,¡, "'"" bct, al>o V:tllC< 
""" tinu!'u•l••; a~d " :be doHnain lJw., '"'' ,. ',,,\kt , 1: '·ocro·a,es uuboundrdlv. 
T'"" a •mailrr memhrane givc-< off " ·,¡~ ~'"' In~< lt.mnonic. 

In !R9~ Poincan"' Ccmon<~r•'•'<l t!1< ,.,;,.,.,, ,. ;otld 1he ""'tlti.>l 

pro¡~er:iM ~t •11 the rigen.·a!uc> oó 

(fiO) 

,\ <.,m1úx, in a bounclcd, ohrre-diu"-'"'""": ,1,.,.,.;,, "ith N~ O «n thc 
:"'und;ry. The ui>loncc of Ir "'a• <'•'"''"''"~tnl hy .t l';""·rali<.olilln ni' 

' ' ,,. ,. ; . ' ~dowart'< n•r:!>n<i. \le pro,•cu ne" l '·" "1'. ",, ""''"'""'1' IIC '"'"''"" "· 

1•1c ,-,nnü~ ,-ariobt~ ,\ and 1!1a~ tbc 1"''''' aro· n·~l: ti•<">O "'" !mt thr 
~igcnva);,,. ,\,. Th•n )te o!Hained thc douM<•·• "tic >n!u: io•n• 1.',. 1 !oat ;,, 

.'!.U, -'-k~ U,~ O 
u,- o 

(in tl«· iuteoi"t') 
(<lll thc !~"'"Jary). 

.». _,,,, ·'"'- ¡; .. ;,.,., 1<, :HBI, 31'>-6~ • (_.,_ ,tf,¡¡,_ .111, :, '!!.<·<•~· 

'"· ···~~- ll-ol. !17, 18'11, ~~-7. ,9, /!,.,¡~•"'' ¡,¡ ~_,,.¡, .\l•l•"'"'"• di "''"'""• U, 111')·1, 57-1 1•, ~ 1/."""• 9, l'l-9';. 

' ( 

' 

l<("UQ(!)(Al'! 1 \' 1"7 

'!'Jo•• 11 ~rr ,¡,., doao,oci'IÍ<Iic. <nnni>Cr< (<'il:<'ll\'oO),o••) .,,,¡ d•'l<'ct•<Ín•· ,¡, .. 

r«·qurtoci•·· .. r '¡,. rc;pccli'" ' ""' "' t<duic -.n!>tlÍ<on>-
l'loy.i<~lly l'<>in<ao¡', oouolo h¡u "'" foiluwitl~ ,¡~,ilir~nc•. 'J'!oe r,nc· 

tin~o J in (r,n¡ ' "" 1,. lh<o• ·~lll ,r a> ,,., "1 opli,•1l ~'" ,. Tlw li-cc n,ciil.«i"'" ni' 
o '"~clo.noio·,o! <plCm ~r< tho<~ a! whicl> t!u· f<"<l"<i ,,._,,¡;f,O:<'>m <'•'::<""''·"'' 
anol ~"-"""' Í<1IÍ11il<. In l':ocl, l,l>U) ¡, tln: '''1"·"'"" of .uo ""ill."i"~ '~"·•'111 
o·~<'Íittl b) '> j>Cl ioJiraliy V.>rying f,te<' <>f •llllj olitml<- ,/: ;u,) oloo < 11,«-,<cl<'C• 

;,;e ,ol.,lion-. are :h~ fo«· mcillaoio>t>< nf tho· ,~.,,.,.,, "·hido, "''"'' "" ;.,J, 
COillirn>c ¡,,.¡,.¡;,¡,,.¡y, 'l'lu: fo<•quo·nclt'< uf tite ¡,..,. ""·ill.nio"''• whi,-1, ,,,. 

pr<>pottion.ol !o <he 1.,, ~'' ealctrlatrd by Puinca«''< .. .,.,:,,._¡a< 1''" \'d1m· .. of 
v'X for wlti~l! !loo furceJ '"'-illation u loct«n1c• ;,:¡,.;,._ 

A< lile mJ of thc "''"'"'Y 1he 'Y't''"l•tlic th<t><) ,¡· bo.,ud:uy· ..,,J 
inilh<l·v-•1<>• prol>lcm• for par1i.tl di:T<·<C'Ithol ''l";IIÍO'l', whi<lt <I.Oie. ~-'""' 
Sdo"-~"'' r,,J.mcu<dl 11116 1'"1'"· "'"' ,,¡:¡ """"~· ·: J,,- wmk ¡, "'" ,,,-,, 
"'l'"'"lct! 1.1pidiy in thc t"enticth cenl\11')'. 
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poo•h'o·no in own oli"''"';~, IJ,OI nnt ,r .;.,. 1 !io ;, ¡,1, .. 1" ;.,, ¡.,•,. ,,r mirtinlÍ/Ín~ 
th~ 1);,;,¡,;,., ;,,~gml) "'" ·~iven hy J!,.,,,,,.,, ,\.,,,.,!,: Sch"""· (1!}13-
1 ~<'!!), ~ P"pi! ol W ei.cott'a"', wi•~m he ''" cc<'!e<l ,, l i In! i" in !ll'n and who 

,,~~C>t<·<! tloc poo\:o'cm 1" hin•. 1.:»<!•' ~' lU'I;o' ''"'""!'''"'" .11""" lh<: 
IX>oLn<lin~ wrve, an<l hy u•'"~ ~ :"""e" ca:·,,¡ \ '••· ,¡,,., ,.,o<Ín<! pmcodm-r," 

!w do'""""' r.L!<d 1hc •~i•l«>ec ol a ool'' 1 '"", " 
In 1he oamc ye.r, IR70, C:arl C. -.;,.,,,,n,. ~·"·" "'"''""' prMf ofohe 

e~i'I<01« of a •olution of the Oiridolc' 1" ,,•,•,.,, in 1 !o• ,.,. dinl<'n''"'"" by 
,.,; 1 ,~ ¡he m<> hod ,[ an< '"""tic mean•, \ ¡, m~h lw h•o t li <1 to<•l u. o o the Diriclo· 
1<1 prindpl<," Th< priodp .. \ e<!'O"iti•>'l ,f loi> ;,¡,.,,, ;, in hi• 1 'or/tflm.(fh ub<T 

11'"""""'' TittOTÍ< J" A/.,l'm';m /otltK'"''·'"' , 
Th<n !lenri Poiucarf'' u,«\ th" u~rrh•4• d, ~•l•y•t•• tic~ mcthod of 

">wceping ""'•" wh><h appro•ch.- t],.. ,.,.,¡,•,., '•)' louildi•<~ a"''"'~';"" of 
'" ncllon• nnt hat monic in <he tlomTli n N 1,,.1 '·' lill~ '"'' 1 he• corr<'C< bn<Jnd.Ol)' 
, ,,:,<', the fun<Oi<>m bo:cmnin~ more ON\ "'""' 1,,, .,,,,¡,. 

l'inallv, !),,.·id llilbe. \ ,., om~ruc•·oi '¡,. ,.,,:, ,. :,,. ,.¡· ''"' iation< 1ne\lond 
uf ~'hml1<0~ Md !Jirich!e\ anJ ,.,.¡,;¡,:,.,¡ o k ; lio kh!~l priu<Jpl' a• a mcth<>d 
¡;,, P""m~ o he e~i«cnce of a oolu:ioll • ,•· 111<' Dio id:lc\ prob!cm. l n 1 fl~9 " 
llil!>til ,],,.,.cd tha! •.Ln<l<r prop.r ,,,,.,!nion' "' lite rrgion, '"'""''"''Y 
, .• ¡,,.., and 1he admi.,i\:olc function• 1.". ti·~ ¡¡;,i,·'•!<t princip!e d<"JC> !ou\d. 
\le·,,,,¡, lh< DiriciLI« vrinci~le a ¡•·,,.,,,.,¡ ,,.,:in liuo"ion tin·orv. In 
,,,..,,¡,,., puhlica!ion, uf "'or;. ,¡,,,, ;, !'llo:," llilhnl gove "'"·"' ~··ueral 

ro<><'ilinn•. 
T\,• hi•IMy of Lll' ]) irido\ct r•in• i: •'r· ¡, t<·1" '• ~., i>!e. Creen, !Jjridokt, 

Ttonm><m, •nd ollorr> of 1!1<ir 1im~ >o"<:••o<!cJ i: '" ,, ccmp\<'e')' sonnd 
m«'cnd ao"l LL>o·o\ '' fr<d\'. 'l'h<n lt'""·"''' ;, :,:, ,., .. ,.]>~<'< [Lltlclio<\ lh<ory 
''"'"~el it lll be .:<tr.1uroiinarily im>'"""'nl.<: lll !o·.u!in~ 1<> m•_ior f<S<IIh. 
.\!1 of t!1..., men ""'" awaro that the limbt>l<'l<l.>! ··~\,<ene~ qll<"'tion "a' 
'"" ,., !cd, o•ven b<fore 1 \' eÍor<\ral' ·"'"'""" ··t! 1 ,;, ' r i 1 ¡,,,,. in 1 B7(1, wiLLr1• 
~i«<e<lil<d ohe n\«h<>d for oe•·oral drc;h!<". Thc p<Í<lr.ip!~ "'"-' lhen ro.cncd 
;,~ Holbrn ~nd wa; 11sed and extrnJ··•I in ll••• "''""":liad ohc !"'"!:«~• 

'"'"!" wio h <he '"'' of 1 he prinl'i p:o "'' ,•'' ,.,¡ 1 !• :;"'' '·, 11 "' \;, a !." ~·· "~""'" • 

In ''lmm'• "'"l,od ¡, ,¡,r'<h«l ¡, l'rl'' .:;¡,,.,, !<•'•""'~'' ,¡¡, Jir ~-.,,.,.;,¡¡,.~ ''" 
.:!o¡!'""'"' ;~ /'. J~ohood<·'· Che.\<> (,...1";.,•,, ''!'•'~ !, 1' ~~•\ .,.~ OW<" fui\ y in,\, !\. 

! "'., •'•, '1 ''~"' of !'""'""'• l'"'" ,,.,,;,., :, ''"''· C', < .,,,,,,, 1 7, ;\ 1 n•y '"'" ''"' ,., •"'' ""''" 

'" '"' 1,,, .. ""'""· 
" .I!""'""'·JJ.,¡,,, ,J!,J, 1"70, ll\1-"\ ~ ''" ,H_,¡ .. 1"-., :•, lll-71 
""· M•<f:;,~ ...... .;,,M. t;,, ,¡,, 1\'~J. u h•fr:•;, 110/l>, "' ·,r,, ~l·I·J!I. 
1., 'JI" ou<tlu•d ;, ,....,,;.,!;,O. U. ~.·• .. ,,, ¡,,,.,.,,,.,., ,,r i'el''''"l /1""'.'1> Juliu• 
, 1,¡.,~,, t~N. 281 !T. 
.,, '''""d e<i., I~M. 2lK IT. 
;,, .1-•. J .. ,. •f ,lloth., !~. 1~9":1. 111-94 k <l:...~n. ~ • .'~-! IJ. 
·'-· ,1,;,., ¿, /!'"' ,1/,,! ·''""", ~. 19t•O, <'1·1-U~ k¡,,. ,l.',¡,, '1, 1~·1-l. 
<l .. ll•lh .. <oo., ~. !!)(};, 161-8';"' G.,, .u:,, J, 1\-31. 
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,r,;,,.,,.,.,,¡,.,,.,,Lir)' work 011 poter.tiol>lorory and ,'ll"etinn 1heory ,.,,,.!¿ 
h.ovt· !>ot·n lt•>!. 

'J'lor l~opi .. « «¡ualÍOII .'11' • 0 ¡, th~ ba\ic forrn ofdlipti( rlif!'M"entl.L 
<q,atinu< \f.noy mnrc ,.,¡,lrncr tl ... nrr:>O< wrre «'ahlilh<"d lo•· mure 
gc01~ral dlip1ic differeutia: rqnation•, •c..:'• ·" 

(59) a•~ a'" ;;, n, =•-,+a-.c.¡, _ _,.,,~o. 
h i'!J i'x ;~ 

TI" va•·iety <>f ;<Jch 1heomm i• va". We ,¡,~11 oncn•ion ju<t on• ~ev rcsuh. 
11>< e~i•lrnc• and ""''1"""'" of a <nlution of ,¡,;, •qua1io, (thr val~" of tl>< 
solutio"" pu•<cribed on 1he boundory) "'"' demomtoated ~y l'icaul" fM 
<lom•in, of,,flici<•Hly •mall arca. ·n.c re>uh h." b~en o•<<ndcd '" mo10 
v•riableo, IMg< <lomaino, and in othcr =<p<CI• ¡,,. l'ieard and ,,.¡,~,.,- J'icard 
a!'o cstabli,f,·d " l 1,,,¡ oovo·o )' «¡.,al1oll of the ~bovc lOro 11 (M•J t'VCil sl'glo ti)' 
more g<Mral) "h"'~ codfic.ien<• are a~alytic function• ]"""'""' o11lv anAh·tic 
,,¡, 1io"' i n'ide tho dotna'n in which tho oo!~1ioo ;, •oug!.,, "'"" :hou~:, · :ho 
sulution a~'"'""" IIOn-ana>ytic louundary val, 00. . 

'fhc theor<mo di;cu,.e!! thu• far hav~ gentra!ly dcah wilh ana!y1ic 
di!Tcren¡ial o•quation, and analy1ic iuitia! nr boun<lary <lata. 1-lnwevc,, suclt 
COflditions ar< loo restrictivc for application• beta= 1he gi1•cn ph)"i1·a! 
cl.t~ may not be ana\ytic. AnOiher majnr ctau of theorem• <'eAI< with ~,., 
mingent ctm¡\iTi<>m. \\'e 1hail givo jmt une c~ample. Rien<ann'< r'lcthml, 
"·hich appti,.. lo 1he hy¡xrbolic tquation, r.ties opon •he e~Í<Itnct of hi< 
char•clrrl'lit· fu"'tion '' ao1<l, •• W(" poin\erl nu\, !loe t'X><Ienre uf" wa< no\ 
..,,.\:olished \:oy Ri~mann. 

For thi• hyperbo\ic c.><e (occ [40]), Du lloi•·Repnoncl in 188~ rou~ht 
the proper ,-ondition, .1nd obtained remlt>" ,.¡,;,-h, expc~"M fue,¡,.'·'"' 

where ~ ~ '""''· •n<i y m ronR are the chrac1e<i>tio, road tlou" Civcn 
lile ton<in"""' fo¡nct~nns uond ~u/?n al~ng; cucve An lhat ¡,cut not ,,,. 
1han once \:oy ""Y characocri<tic line, thrn th">'< e,;.,, one and on\v """ 
>O!,nion u uf <loe <lilfcren,al equation wlolcb takeo on the ¡;ivtn va:u.:O of u 

•nd 1 .,¡r,. ~~""~,In. Th'• ,,¡,,¡,, i< <lefLtooC in '''" occta'>~'c •'el<"rl1lÍ'"o'é !.>r 
•h• cha<ac<roi«ic< 1hrou<¡h A and throu¡;h H. !fin<1cad the ,.,¡,.,oC a cQn
tin """' ¡,,, 1 inu u "" 1 wo "g"'""" of ch.>!acleristic• "!oich a hu! nnc .>no:lo~r 
.u e givrn, ti• en t1 ¡, ~g.1i n utciq<ld)' Jcl<no 1incd in ¡he ocuato~!e <i<"<r"''••cd 
by li•e eh ara.,,., i>oi<s. !n '""" of x, y, aud" "' <J>"Ii~l <""n'inaiM, ,,,,. 'ir<t 
r<>ult ""'"' !hat the '"'fdcc t~(x, y) ¡:ocs lhT<•ugh ,, givcn >\'•" e c'UI ,., •• u o el 
.,.¡¡h a givcn inclh,aoinn. Thc .ee<md r<<Ull mean• 11>.11 <he oolt•lioo ur 
>urf•co ¡, "'''!,'"'ti in th< '!'·'"" tletermincd l>y two h1l<'T•<c1ing spa<c <'ll<>'c-<. 

~1 Co .. p. p,.J, 107, I~S!l, 939_.1, Jo.,. oh Mol/t., (i), 6, IUOO, l~S-llO, J,.,, oh M•lit., 
¡S),l, t89t., "1';·3Ul. 
!>l Jow ,¡, n·,,¡, ¡•,,¡,,, loO, IH'~I, fi~·IO-, 

!>6. J..,, J., .11•<~ .• 10<, !U8~.1<1-l01. 

"' "' 



PART!A '- '•1 'L ' "'O'' ' < \', "-'~"-''riO~< ! nno- 1 ~110 

"''"'"· •• ""'"1,,- r",¡;v a11d .... ,,,,.; :. ,, 11 ,,!)''·- ,., ;,_, ,.,,;,,:,.,.,, !•• rhi• 

''"~ """ ""'" o:wcofy nn rhe iniri.ol linr ,, ~O •1•-•' 

'.':. '''· .,·. _, 1 ' :. ,, . . ' . _, 

"h<'r~ ~. and '• "'" analyuc. ('l'hc irli•ó.ol ]¡,,. "' "' :.· u·p!.,co<i hy a owve, 
; " "hich '~'' ilzJi'> ""'" he replac<"<l :,y ? '! f 11.) 1 r 1ho· ,,~,.,_~ cnndir;on' are 
:··,!TiTicd, th<<l the m:"tion z- '(x,y; ,.,¡.,, .nul i< ""''!'"' :tntl a!!alytic in 
"-'"'r doma•n •t.arting at the initialli1w. 

(:a,chy'• work on •yotem• wa• ,¡,,.,~ ir'<lt·p·-,.clcntly and in •om~hat 
;,,1,ro•nl form by Sophic KowaTew•:w :u:.'>U-'ll}·" who wa• a l'";>il of 
\\'o·i<r>lfO" and wh" 1-'""urd hi• ;,<,,"- """'''l""lty ;, onc of th~ fc.v 
"''"'"" tna<hem>ticiam <of di>tincti<>"· In IHT•; ~o>phir Germa:, (l776-
W31) hacl won ~ prize awardcd by,:". F,..,,..¡, .\o·.~o1rmy f<>r a t>•P"' "" 
, 'mticit.. Knw.>l"'''k'·· tn~. w<on thc l'.ui< ,\,-.,.1.-.ny'• pri>.o, fo>r a w<>rk uf 
1 :'.~B on, thr in«gr a ti~~ of th~ equ•tiu"' uf.,,..,,¡,., :;,, a >~!id 1>0<!)' ru<ating 
around a ft•nl point; in !66, >he. L"'"''"' .t l""f''""" nfmath••natk• in 
Stnct.h.,Jrn. The proof• ofCaurhy and '.;:mvaic"''k'• ""'" larer irnp,..,ved by 
Go>ur..>l." 

rr, ;,.,,~,· of (~~). th~ givon •ocm•<l .,,.[r, '''l""';..,, ;, in thc form 

(~~) G(z, '• y, p, <¡, ,, '• !) ~ O, 

it ¡, n'<'r'larv to >olve for r before it cn11 !JC P"' iu t!oe foon (5~)- To con>idcr 
A >Írr.¡o!c bu; vital ca.«, if t1te equatio•t is 

l:'z e•, ;_~~ 
'-+211.,.-----,:;-+C~+ 

b' oro·y '" 

,. 
{) ___: _,_ 

;- _t '
-~~ ,_, o :--,-+rz-, ,, 

whcre A, 11, ... , F are fLJIIction> o[> ,ntd '• ,¡,., FGfir "'"" n<>l be O '" 
,.,:,., foor '·In ca« fG¡'i'r =O, t~c .o:,,:,,, ,fdoe C.""d'r rroblem ,,.,x[ not 
cxi<t, and when it doc< ;, not uniqu··. In th< '-"'" <>' ti,cc or more ;.,d.:
¡><-Hr:!cnt variabb (lrt "' con•idcr óro·o·), ""d it 1 :,., r<¿Hation ;, writt<<l a• 

(~7) 
';;:' ~'" ,, ?u {' / A,.-.--.- + -~ 11,,--- + -" ~ j, 
~ cx,rx, - ''• 
(,\' ' 

wh<r< ,¡,. , oonicicn!s are functi<>n< o'''"' i•lllq"-"'¡..nt •·~riahb ~,. ~,, and 
, tlrcn tl1e cxcc,tion•T caoe o<our w'•c!l tioc ;,;,;.¡ >mfacc ,1 ,.,,;,[,., ,¡,,. 
" Ji.,t order partiol Jiffeo<n!Lal NjllaLÍ"'' 

~ l'-

<l.;,,.¡,,·"-'~ .. BU, IB7.1, 1-31. 
<l. /10:/. i .•. ~. ¿, ¡.· .... ,, t~. :891!, 11,-.... 

' 

' 

> 

Alon~ <IIth '"'r,,cc> '"'" •olonio,. of (.~7) c.1n [,. t.tn~ent aod •'V<'n !'""' 
loij!'hcr-on!•·r '""'act. Tlti• pmp.-roy ¡, the '-'"'< a• ¡,., '''" char•c:cr;, 1;r. 
CILI\'O' <>l't~c H•« onler rqudtionf(> " 11 p «) • O (l'ln¡> ''" ,, .. <;) < .... '., '. --·· ,, .. ~'" 
"'thnc omr.t<;" S are~~"' c.ol!ed char•o«ri,tio. l'hy.<i<-,tl:v thc '"'~oc"",,: 
:>re w.,..,. f'""''· 

Thi' t r,,,.,y of cl!at actori>tio• for tho e,,,. of two> in<lrpmd en 1 v.ui.t'. ,1" 

wa, lnown to .\!""~" anc! 10 ,\ndrf-.\larie Am¡>tro ( 1 n,<- W~6). 1" e"~"· 
""'~In thc c:t'<' nf <Ccontl orclcr «¡tMii<>t" :, '""'" 1ha11 '"" i<~t!op<llÚut 
•dnabb '"" hnt made by Alhc.-t Víctor l~'ldl,,d (184~-1'1'2' "• 1¡ . . - ,. ut "'" 
na1 woddy know-n un ti! it w~• «done bv Juln lle•ll'on." 

¡., ¡,¡, '"'""' su• 1~ profmgal;on d,; ""d" (l~t>:l), J«quc> ll~d,un~od 
( 186:.-t%3), tloc lcadin~: l'rcnch math~mario·ian of tloio c~r11ury, grncr•l'iud 
th~ throry .,r doar.o.cter;•tic, to p~rti~l <Hfrro·nti.tT •·qudr;,,,. of ~m' "'Ú". 
Ao an examp!c, lct '" cmr<icler ,, oy>tcm ,r t lorcc p.uri.ol dillCrco"i~l «i"'"""" 
or the >tt<>"d ordcr in the dep.-ndrnt ,..,,iahl"" f, ~' an<T { ano! thr ;,,,:,.. 
J>C_"tlcnt ··~riahlo:< ~,. x,,., ., •.- Thc C-<ll<h)' pr,t.:"" for ,¡,;, 'Y"•m ;,., 
G,.en the valuM of (, ~· {, ~nd ~(lf•., <'T¡/{x., a1ul i'{Jh, on a "surf.<co" 
Mo-r of~ - 1 dimc.,.iom, lO find thc [u!!Clim, {.,,ami/:. Thc ....,¡," of 
thc -•econd •no! ,higl>rc tlt·riv .. liv., of (, -.¡, "'"1 { may tho•• l>r «ompu<etl 
unl<:n M._, .._,,.fia a¡,,, ord<r paTiial di/Tcrcotial cquation of<he •ixtlr 
d"S"cr, .. y lf- O_ ,\11 ",,,faoc-'" .,.,;,<yin~ H ~O aro chac~c!Tri•<ic 
·: ourfaccs." ~.-cordi~og ro tho .'l'""'Y of f,.-.t orrl..,- p.artial di/Tcrcnlial rqu,1-
~"""• the d,fr'orcm"d <'<juauon 11 = O ha• chataoteri.,;c !ina (cun'M) 
d<linod by 

_ ... 
NliiP. , 

w .. 
wherc P,,/',, .•. ,1'._1 a<e thc partial doriv•tivn of x, with '"-'"""' to 
x1, ~, •.. _, x, _ 1 tako" "lo11g the "!urf,¡cc" M, _ 1, Th•,• !inc;r "'" oa;l<'d tloc 
bicharact...-iotin <of the oo·i¡;i,al ><'oond ordr< <ptom. J n '''~ thcory nf li~'" 
ohcy ar~ t).,· ray>. 

l11e d!aN.-!•riotie< """' r>l•y a •·i1al r<>!e in thc th"'"Y ofp.mi.ol ,:¡r. 
fcrontial e<J"•'"""'· For ~xano¡>!<•, Darl,..>u~" ¡,~, ~i 1-cn ~ ;><>"-crf,: ,,,.,:,.,¡ 
of i ntcgrati,~ >ccontl m t!o·1· paro i,,¡ d;n;., ~"' i.1! «¡ ""'''"" ¡ n '"'" ¡ »olo-po't"!'·", 
•oriab!e> thdt rnl> on thr t!omry uf charactcri"i'-". 1t co1,..,.,., lhr P"''''~m 
lO 11>< intq;ration of <>no· or mu., nr<'i<·,ory diffo·rcntial <<]U~1io•" ,,.,¡ 
<rnlrrarcs t he '" <lh"d' ,~_- \1 "".~··, 1 .~pl;oq·, 0>1ol nthn ;_ 

Anothrr ,.!,, .. of cxi,trncc rh,·oiTn!< ~c.tll with tite Ditidt!rt prn'>lcm, 
<hat i<, r-<t~b1i<hiH¡: <he '"''"•·neo· ,.1-.1 «>1 11 1:.,, .,r ,\)' = 11 ,-1o[rcr ,¡1,,.,,¡, ,,. 
by mc:om of ti>' 1 >iddti<'1 1" ;,, iph•. Thc ''"' c•i•lcno·e P"'"f uf thoo Jliciohl.-t 

<l.-'"'"~- A•• .. 1), te?&, ••t-~"-
"· 1/.tl. s.t. Mo<O.- f''"""· 1:•, 11191, 108--~0. 
~'•- .J<m. J, rli<elo ,,·,..,, .\oj•., (1•, /, trt1l>, 1 J.>-!IU. 



o·;..~TM~ ,,,.-, '·" >' 1 '·'' •·o~· • \'1 "'"' l r,,-,_,,~00 

1""''1 uf ilo< ni""'"'~ nf ,, ..-.lulion ~<ou:o' ~• '<·.•·' """'' '''·" ;1 "'•"'-¡, f,, 0 
,,¡,,;,, ,.,,1,1 no! Cu• ""''"'l''i"g •.h~ '"'!"'"il>'•·, ·•·¡.,. >"'"'r ,r ,.,;,.,,.,e 
"oul.l ~¡.,, """''"' lloo '1""" inn : ll'h•• ''' "'' '" ¡,,,,, .d'""' :. gÍ"'" ph )"Íc"l 
,¡, ud<inu, •ha 1 ;,, wloat i ,.¡,¡d \ a••d \.>oun~.,. ~- ,,.,,,¡;¡,.,." it••u" a "''ution ""d 

l"d•·1:.~1 y ·' ""ic¡uc """' ,_.,¡,., <•~j<et;,,.,, ["''''·'1'' '"'' ,.,,;,,,_~•·J at th~ 
1~-r,;,,;,~ of oh e 11orl. ~o ~•i>lcncc \]m.,<·mo, ",., ,. "" -11 , o·cog ,;,_crl. Doc:> 
•1••· •olmio•1 """'!(" """''"""m:y wi•h t!>c :,;,,,¡ , .. ,,•;,;,.,,., or J"'" •omc 
'• o\ ,di)' 1 ,.,. pfi<'lluliiCt<l<tl l'lll Cf whCtL ti. o• jo o 1 ri,o f ni ! ><n1J•(!,Lt )' e<OI•ditÍI!n\ a• e 

,.,,,¡,.,¡ ,¡;~)nly:> Thu. a p•r~bo!ic Mbi• 1'1al ohl,,,,, '"' '''"' ,·,>!tt~ of tlo. 
¡,¡, i•l wlrori 1)' of ~ pl~nct may ~lta,~o '" ., " •·! lq":,- ,,¡ •i< "' ~ e'""equo'lh'C 
uf?. •ligl 1 t chai>~O in lhc initial ve!oci !\ ~ •• , h .o o!; 1 !,., o·ru ,. i,, ur )¡it ;, pi <)'<1-

'" t:y '"o" •igr~itlcant. l'unhcr, \0111< of ,•,. "" olu~!<>",.~¡,., uf,,;,,,;.,,,, ,,.,-¡, 
'" ,¡,.""'o! thc lli•ichlctprincip!., o:· 1;,-,.,-, ,:.,.,.,..,,, 1'"''"1'1-'""'Ú thc 
o·<i•lcn<e uf a particular <o! uoioto, TI¡< , , :,,.-,.,-,. , ,f 1 ;1, "' 1'•" 1 icul.>r ,.,:,,;.,,, 

!O'>d ""' ¡,. . .,, ,-.,ai>!o,hr,L 

lkf<H e "~ ~¡ ,.,, '"""' ¡, icf n><licao ;,,." ,.¡- ,¡, ""' k "" o·xi'"'"' e ''"'"'"'"'• 
it m a¡· 1:..- h<lp!ul to noto a ~!a,.ification ,.r 1'•" ,¡,,; olilr,,,.,, iril cqtWiom th,\1 

"''" ac<uali<• made ratilo1 L11e Íh lh,. «"''''\'· T'l'r·•:;:!o """" dfor\> 1nwaod 
1 lo.,ilirao ion by reo.l ucil>.~ 111<'>< rquaoi"'" '" """"·': "' q,,,<\ar<l r.,,,., l ,,,¿ 
'''"" madr by Lapl-'ct aTJcl Poi...,,, t<•r d~••i>i<.o'Í<>n introCucerl by llu 
!1· ,;,. H ,.,. """"1 has 1o0w l-cu>~THI > L~mi.• e,: l11 : i''i" "' :,,. o!.,"if:c·d llu· ""·"' 
~~"~r~l homog~neom linear cquaticr• ,,.·"'CI"lJ ''"'" 

., 
T~4 

¡ !!' 

; '1 :· -- ... ., 
'., 

1,'-•• ;-:, - o. 

"""'~ the coefficien" are functiom of, .tt>d -~ ,,,,¡ ,·,,.) .1n<! ,¡,,.¡, r.r<t oml 
<'<'<l<od <1toiV.I IÍW> Ul'~ < onti mt«<!<, bv ",,.,, n• ,.o· 1 :,.- < t.,,.,, to"<Í\Iit:> ( (;[o,op. 
2'!, , .. ._ 7). The projectiom of tloe e~,.,.,,.,,.,¡":' ,,,,,., "'''" <111' <'/·JÓilc 
!thc•e projoclions are a!><> called eh"'-"''.;.,:,.! ,_.,:,f,. 

Ti"· d<>o ~• 1 eri>oie< ~·• imagl nar)", 'ea: .n,l ,¡¡,,:,..,, '" rc.ol .1nd cuinridcrll 
,,,,,,.¡¡,~a' 

1'!1 - s• ,. o, TR-.1''<0. '1'!1 -S'- O. 

ll11 Ilni>-Ro·)'Jnl\1\cl r~::cd o!oo>e ca'<" ~·:;p,i.-, l•¡r~··l~··,.-, '""IJ>arabo:•lic, 
tnpe< 1 iHI)'. 1 le \loen p.,;,, cd ou\ 1ha1 !" i "" ,.,¡.,, ;.,g • "'" ,..,,¡ i ,,!q>o·nd•·n 1 
v .. ri•hln 

f - ./.(x, y), 'J - .¡.(x, v). 

• 

j 

¡ 

'"' 
1hr al "'ve \''i"'"¡,, cnn .dw,,.., 1.- ,-,1111 r,,.,,,.,¡ illlo ''"" nf 1 ¡1,. r '""" lyp•·• ,:; 
,.,.,n;ol forn" 

1•) 1 ·f' ,, ' --,. e +-e'") 
''•¡' 

+ P'lfu ,, + Q' iu ,, + z, ~o 

'"' 
S' •''u + 1

,. éu 
'" ., i.'f <, '·'1 

+ Q' ;;" 

"' 
+ Zu- o 

,,, r"' ,. "' "' ,,, 
R' N'+ ce+ ¡·~ + z, - o "' 

rc-<pe~li•cly. Thc: two r~mir;,., <"\(x,y) .. comt. :1ncl i•(x, •J = ~O!l<t. '"'' thc 
~q11a1ion< of two familic. t>f dMractcri<ti"". 

TIH: <uppiciiii'Tllary r<>n<l'lior" th•t "'"' l>c ionpo>cd differ for thc thr<"<' 
1) J>r> of <<¡ ,,,;,.,,, In the diiptic ,.,,e (~) Otll' < nn•'dcro ,, 1 ·~ttn<lcd doon;oin 0 r 
:l•e >y-p!a,,• antl <peciftn lhc •·aloe of" on 1he l><m_ndary (oran equin'cn: 
C<•U<illl<lJI) ;t!H! ,,.1;, f,, Lh< V.>luo nfu i01 tloe ,¡,,,ain. ¡·,, •he initL~!-vo:o:c 
prohlcm uf 1hr hypcr1Mlic di!fcrcn<i•: cq noti<>n (b) '"'" , ""' >pccil)· ,. "'"! 
f•!t:• <•n ''""" ini<i~l curve. Thcre may a:<O Le bouncla•·y condi<io11>. '¡'!,~ 
pnoper Onili,;l contlioinns ¡;,,<he paralon:ic c.<~c (•:) wc·rc ""' <prci~e<: :01 .:,:, 

lime, thonglo it is nO\<' ~11owt1 th.u onc ;,itia\ con<li<io 11 atld ¡,.,,,¿,,,.... 
cotoditinm <·"' !oc imp<>,t"d. Thi' cla"'i fira<ion of pa"i•l <liff<rcnlial tq\<a:ion~ 
"'a> •"cndo·<l "' eqtt.<lion; in more indcp<·ndctl< ,-,11 i01,:c1, i 11 gl,...--,11¡,.,
r~uaoion• ami tn O)'""""· Thnu~h thc da"'i!ication and thc <oo¡>plcm<n!,,,.,. 
rondooimt< \«'re 1101 know11 o•.uly ;, 'h< CCI\IOII'V, 11'<. "'"d'Clll.llici.o•1< 
~~ ddually bcc.,n~ awarc <>f th< <JiS~incliot" ami lht'\c !igu...,,r ;, lhe 0,,;,...,00 
'''"""~"" th~y ,-ere al.!o to pr<wc. 

TI• e w01 k un nÍ\1 elle<: t!Lenfcrm be< .une ,, m.ojo1· <LLI¡,.¡, )' wi\h C.tllcll)', 

who cmploa<ilerl that ni<t~"<e can oú•n ~e ,_..,,,,h\i,loe<l w:1cn· "" ,-~.,-;,.;, 
>olu<ion ;, '"" .m•ilal,k_ ¡,, ,, <erit·• o[ p~pcrs'" C<11tc'oy 11 ~!d li·ac' .,,. 
parlial dilfc,-c,tial «¡ll~tio" o[ ,,·lfcr ~rca<cr thato ouc can L1· n·du• ,.,, ,, , ,1 
•y><cm .,f 1'·" ti,ol dilfcrenlÍo\! o·q uatiom, ~nd he lr"atc-ol ,o,. ,._,¡,w,.-,. uf , 
•nlulinn r,.r ,¡,. "'''''"· l!c· c.dlt-tl ¡,¡, "" thnd ;he ralmltÜ• ¡_..,,¡¡., ¡,,._ ;1 ;, 
kttown toda y n, thc mc1hOO <>f majomm r,,cti• "''· Thc "''"'" ,-,.~che '"<lho "¡ 
;, w sho<>· that a l'""'''r >t•ric• i" tlw i•'<l~¡><ou<!t·nt ,.,,¡,.:,:,., wi1lo ~ tlof,•ite 
~lomain of cnm·crgenec dot•• '" ,;,r~- 1 ~~~ >) >lcm of "1'"1 1 ;,,,., \ \'•• •ha:t illm. 
ttal< thc <ENI..-.d in cotm«lion <>ith (:,uchy'< w<>•~ "".,,¡;""'Y ~il!~rcll· 
lial <<¡uaiÍ<>l" (Ch.op. 2l!, "'C, ·1). !Ji, t!ocurom c<Wo'" ,,,:y 1hc Col<o• of 
•nalytic ''""lhicnt< i" tho: e~"·',;,,, A<lt\ ",,,¡1 oic ¡" ;, ;,, 1 .,_,,,¡¡,¡,,,., 

'J'o n~l:lÍ" "-"110 COIOCCCIC JJ~a ,¡botll C.wch'.'' wurl<, \<'o' •h~ll c.>n,Ít\<r 
what it iwplin fot the scc"'"l "'Jo. '''1''·'1 ;.,, ;, twn ; "''''J'Olldc·hl v~r ;~¡,¡« 

(55) '-f(•,x,.~,f>,q,J,f) 

<O. c..,. fl..,¡_,! l, 1~11, 10.~~!' ~<F-.,, (1), 6, <fol-61, .,~{ c-1. R.,.¿_, 
11-\0, ll'•-1"'· 1.11-~ll ~ "'""'• (1¡, 1, 11-l<, ll----·1''· ··1·'·" 

1 s. 161!, 



¡útfa!!s becatL<e lito!<"""' kno,·n of '''' :.,tcro.ol "• .,,.,•,·e"'·" '''""'"'~ nf 
n>atter; loe,cr it wa.< ;~;r.:,·uit to gra•p any p<:) ,¡, ... ~ ] ,.¡, ,.-jp!<"<. T!"• """'" p
.tom m"'~~-" tO ,.,¡.,¡ btod:es, thc air, aoot: o·t:wr ,.,,¡,,~ fon•n 011<' wtitcr ro 
"""thr .tn<l w<r< t!i•p~t.<!. 1" t!oe ca"' ,r ct!.rr, ":o ido !''<'"'"~b!y pene· 
1 r.neti wlid l>odir• ¡_,.,,.., 'ig!<t p.m!"d : ·., nu~h """ •· ·'' ,: "'·" ,)1,,, h••d 1 'Y 
''''"""· thc t<·l.tdton•hip '>f ''"' ethn tno!•·oult·< ,,, ,:,.. ,,,J,·cu:r, oflhr "'lid 
'•ody .,¡.., pu><d s'"a: dirroculti.,.. 1\'e ,,, '"" ;,,, ,,; '" :or:,., :he p!tysit"l 
• 'trot j,..; of ri•>IÍt l>o<l!e>, nor ¡, our u 11•!··"• .tndi,·~ ,.,,.,, ¡>0t"te rv•-n tnol.\1'. 

:--;,.,¡,.,,. "'" thr flm (1821) '" ;,..,.,,¡;~,,,, o!"• g•·owml r<¡uation• nf 

r~uiliiHiurn and 'il>ration• of r!o"ic '"' i,' -. T'tc on.oto·ri:o! ""' •-"" m'!! w he 
i•otropic, and the equation• ount•in<·<l ·' ,;,~lt· "'·""·'"' '"''"'"''llillg tlot· 
110\<tn" nf the •olid. !!y JS22, otim\0!•<~~ h )",,...,.,.:\ ,-,.rk, C~udt)' loaol 

crrat<d another approoch to the thco• ~ .,f <-1~·1 ¡, ;, . " l:..uchy", "'!"·'""'" 
"""·''" two constan!• '" re¡>r<<<ttt ti"- '"·''c<i,o!"•f Lit•· body, ~nJ li" "" 
¡,,,.,pie l>ody are 

(51) " ' 
(>+ 

é'' " ,..¡ ~y + ,.. .... P-;:¡-_, 

" l'l ~ + ,, ( '«· 
1'·\"· ~ e-· ¡¡-

é.,. 
+ i'= 

JI <te u, <·, aud w ar< oumponen" of di'!''·', '"'"'-"'"'• 1• ¡, ,-,,11<<1 thc tlilatalÍ•on, 
·""' ), ~n<l 1, are c<>n•taniS <>f thr l>ot:h- ' .. ,.,., 1 iuo ... !"<•<" ~· "eral .t~iwtc,.pic 
onroha thc cquat ion• "'" quite cornp''<·• '' .~. "'"' IL "'''y ¡,. 1 ~,;,.,k··< tn " 1 i "' 
ti'""' i" all ~<"<wral i tv, The <'!'·"'''"'" ,,.,. ~;, •'11 l •y (:,,.,, !o y." 

"l'llc ,.,;,, •pecl~coúr triurn~h "' :l•c u•n•·oco·,•lo tcutuoy, with "" 

<u<n tnous imu.ttt on •dencc and tcch: "''"~'', "·" _\' ·""''·!: ·' tlt ri ,. ·' """' in 
:t"il .,¡- tlt< 1."" of e:•·ctroora~tteti"''- '' \t;""•dl, ootoli'-'''~ thc <lc-ctrical 
.n•d "' o<:nctic ro•<~tch<> <>f numco-ou• :" ,.,~"-""" "• ""' ,, ',!,- F.u .H!ay, irt\0'0· 
''""~! t:te uotiun uf a <ii>pl~cetnec\l ,.,.,,.,, •.• ,:;., "'·''''' ""' '"'" fonu "f 
. ' . ' ' - - ,. ' ' ' ' ' ' ' t~t>pl.wroucn: <'u!'Coot1t-anu '"' \ \ '" ""'"'" '""'" ,,,-, ,,,. '''"'" o•.r-c,ro· 

m,I~U\"lÍ~ "ave pmp«g,"iO!!. J!j, cqu:H '"'"• ,.¡,;, 1, ,,,.. """' {<llJV<"'< Uol )' 

>l~:o-<1 m the vector form adoptcd ),,,. .. 1,, '¡•¡,, • ¡¡,.,";"(!'·· ·"'- ''"" ¡,. 
'"""1"·' ;Lnd ¡,_,,:,-e the c'ec!ric he:,· ¡.,,,.,";,., E, t!:o· no-o~tt~lic !iciJ 

ll .. llio<. '' r .r,u. '" s~ .. r •• ;,, <,2), 1, tu1J, .'1 >~"t. 
l", ¡.,,,..;,, ¿, '""~-. IBlB • fFowm, fl), a. 1'' •. ~~''· 

"'""-· 1~!!1 ~ ,.,,,,, 12:. 1<, ,. ·, '.; i . 
• \:o, 1 8<;5, < ~~-~~~ • -'"'"''t' !'•('<'>, ., ,\!•• ••7. 

'' 

' 

' 

intcn•itv n. tloe did<clric '""'"'"' • uf the rn•di•mt, '"'" .... ,¡:nctic pernte· 
ability 1, uf tito m«li11m, and the chu~c clen•'ty r· TI« «luatiom ·"" 

(52) 

(53) 

1 lúE) 
curl H - - --'----, , 

' ' 
cut! E-= 

1 a¡,,n¡ -----
' " 

div ,E - p and <:!iv ,.U • 0.30 

TI•r r,, . ., two e~uatio"' are t~c primary on"' Md ~mount to ,¡~ scalar 
(non·•~ctoo i.tl) partía\ dif!úcntia\ equ~l!o~•- Thr di,placrmenl ctlrl"<l\1 i< 
the t<tm i'(•E)j~l. 

Hy "nr\.i,g with ju" the>c equatiom, :\!a~wcll prodicte<l that dcctro
m•gn<IÍC wa''"' "avol thro.,gh •p«ce an<! at tite <po«l oflisht. Un !h< h."i' 
of the itlonti"· ,r th,; tw<> 'l'' cd<, he dar<"d "' "'""' <h;ot li¡:h' i• a" •1..-.uo
rnagncl¡c ¡.oho·t~omo,on, a precliction t!tat ha< l><<n ~mpl}· confinne<! 'incc 
n;, Hme. 

~u gcnco·,d meohod' lOor 1olving any or <lt~ «~OH >)'<em< of rquanmt< 
aro known. f!o ... .-or, the toinct<"<nth·cenlur)' mcu gradnally reahi-ed •hat 
in thc c.<><" uf pa!lial dilfcrential equatiom, whcth<r >Ítt~lc «!"·"''"" '" 
'Y""""' ~<"'"'"! oololliuo< ·"" uot ~ead1· •o u,cfu\ as t!t' >Ointiom fo< 
opecific prol>lerm whorc <he mitial and l>oumlary conditinn< are ~i,en, and 
"'hctc «]'•rioncnt"l "'"'' oni~~ll al'" ,;d "'""in tnal,ing ,,efnl <ioupi<f)·in;: 
a"umption>. '!be WTÍ ting< of Fourier, Cauchy, and Ricmann funhcrffi thi• 
r•ali,_ation. The work on tite m:ution <o[ t'lc m~ny Íltitial· an~ !mundary· 
,-.lu< prnloit"ttL< w ".¡,¡, h •¡occ'"liz•tiom 01' <he'" <)'ll<tl'- ~a,·e ri>c i.< cnor· 
n•ou•, and ~lmo" al! of the math~ntaticiano of <he c•mury unCertook mch 
prol>!erm. 

8. l~'xiJrmrr Tliwmi!S "' "' 
(>.< thc ci~ltt<·cnth· ,,,¡ 1'Íncternlh•centoB)" tnathematici;om cre~•cd ~ ~a•t 
n•otnhrr n! 'Y!'b of Ci!Tercnlial rqu~lio::<, th~y found :hat ,,..,¡,~,•• nf 

.oh·in~ "'''"l of tlte•o c-<pratio"' w<1c Bol '"'"1 . .1/t·. "'""''"'¡,,.,'"in tlw 
'"" of l"'tytoumi.tl c~u.ttimO>, whrre cf!'>rl> 10 ,o:,·c e~,o:~:int>< of Co"'J"fCC 
bighcr thau !our faile<l an<l Gau" tum<d H.> thc pmul" of "'i"cnco uf~ mol 
(Chap. ~\ ><"C- 2), •o i" ti,.. work on ,¡, !fcn·,\t.<l t'<¡ u,,,;.,,., o:oc f.,ilno e tn f:nd 
c~p:irit >ulnoio"'• \>!lido nfcnursc ip>ofaclo d<mon>to.tto· '""""''<<', e:nts<·J 

the math<m.ot;dan• to '""' tn proof o'' tite ~';"'"""' ol' ><>lotinn<- Sudo 
proof•, cvcB thou~h tite)" do nnl 0-,htlm ~ , 0 !ntinn "' nhihit it itt a Lt<diol 

forrn, ''' , e '"''"' .ol P'" P'""'· 'l'h< diiTnc"l i.t! rqu:otino" "'ere in ll<ar:v a~: 
ca•n thc no.•lh<no.ilÍC.il lt.ronu!ation of phrsical pt·nl>l<m'. :-;o ~uao·.ultcc' 
W"'C av:oil~l>lc tho! tite ,,,,tl\lm,otio·al co¡tL.LlÍOu< ,.,,.¡,¡ b< '"~'o<l; h<JLCe ,, 



I'.-R1"I~~ 1"1•>1 l< > ' o o 1 !, J·.c,:r•A 'l0~1 1 3Pt1- 1 9"" 

,.¡,.¡,._ Tl><-11 ¡he ~""·rali,~d 

' unl! ac!r<l l<> ( ~. ~~ : 

. . ·1·-- ,,,,,," 
Gr.•n'• '!"-""'"' w·- ,.,, ,: "'" · -~ · · " • 

2~•·{(, ~) - - r f r/.(u) ,, Jy 

1
'['" ,, + o--•.,-+ • Cu on 

1 (a,.,,. r_,, '·' _.. /, , . .,, (n, y))· "'J ¿, 

"' 
,, " ,x 3 ~ex p DI - - h 

"' 
,., 1 " •' - • - r•-< D< - i'y 3 '~ (~O) 

<t 1 . ' Du• ' - ,z - 3 1' j ' P !Jr ('~ 

• ' ,., ...... p ..... ,,,, 181:, '1>·~·,,_ ,\1/,.Jor~". • 

' ¡o.\u 

• •'' 
1 1' ,\H' 

j 

' 

wbnr <\ lo." rloc ""'~1 ,.,.,,,;,_~; p ;, oh,• drmity of tOe ~uio~: ,o, t1u· P""''"~' 
u, o, a,d ,. >re tloo com¡Ymcnt• nf"·:nctty .,r the J:,,:,¡ o<""' .1, y, e, ~Hd 
1; .'{, Y,'""¡ Z are li•e <o>mponrnt< <>f ~n <Xtema' $>rce·, thc comt.ln'. 1,, 
which J•·!" nd• "" tl1<• '"""'"ni" thc OttiJ, i~ ·~!lo·J c:Oc "'eiTicio·nt .,; v'•· 
c""ity; ,,.,; rh~ J,.,;,,,.;"- /JfDI h• t!tr m~.nin~ ,.,~:o in«!;, c!,~pi<T n, 
sccli"" 11. "'" "" incut<lJ>r""ib!~ !luid, O e~-

Tiw c~¡.,atiun> wrrc .d,o obtoi>H·cl in 1112'• ''Y l'oi<""'·" TI><·~·'""'" 
titen re<!crned in 1845 on ti>~ b,,¡, of th~ me<h.,,.i~, o~ continua b)" lic"Or~·o 
Gabriel ~l<•k•·• ( 1 n 19-1 Y0:1), pwfc,or ol matlocnwiu at C..mbriJg~ L' ni. 
vo,..ity, in :,;, <>•a)" ·• On th~ Theoric> of !l>e 1 "'""'": l'rictioB of !"!ui<!• 1 n 
Motiun."'" S1okco cn~cavoocd lu acconnt f,,. ,¡,. fri"ionai dction in a!! 
known liqnirl<. lvhi<"h ,·amn tl1c oMtion to ,,¡,,¡J,. lo~ CmlvC"Í"!t" ki11otic 
ener¡:y in tu hc~l. FJu,<!•, by ,.¡, l\1c of t!>dr •·i><.<><ÍIJ", ,;ck '" thc ,orf&c-. of 
>n!id• and t],,. CXI"rt tn!lg"<'lllÍ;o] fon·•·• on th~tn. 

Thc mi.jcct of el~" icit)' wao fnunJcJ ~y C:aiiico. ¡¡.,,;,., '"" 1 .\ 1.1 1 io1 ''' 
anJ was cu·,¡,.~ted br thc !krt¡nulli• antl Eu~cr. 1\u: ''"'"' m~n tk·'~' wi•lo 

>pecinc P'"''i'"""· To '":''< 111-.n thry wuc,ctcJ "d lwc h~p>lll<·<r> ''" hnw 
b~~""• r<><!<, and plat., bchaved under otrco•cs. P'"""'"'• or ~oar\<. "'."loo. 
thcoJ")" po op•·r ¡, t he crco\tion of tho <oinctccntl> «ntury. !"mm tbr. IX"gin•tin~ 
of thc ninc1<·cnth centu<}" Otl a nllmbcr of grcat mct\ workcd poo·<itteo!tlv ''' 
obtain the «¡<~atiom that govero> thc l><~avior of rla•:ic media, l'hic:o 
in elude> thc air, Thcsr n•cn were primaroly ou¡¡hoccr< and ph y•ici>l!. c.~ u eh y 
and Poi,.on are the grca< mathematiciar.< ommog thrm, though C.wchy w.!< 
an <ngine•·r [¡y trainin~. 

'l11e problerru of cla.tidty includc thc beh~viot of boclic• nnder •trc« 
"hcrein o~e cnn•ide,., ,-h~t equilibrium poootino '''•Y "ill ~""'"'· t!t<" 
vibr.lllnJo• nf ho<lin ,.¡,., sct in m"tinn i.Jy an initi;! t!i<lur!>.tn« or hr ~ 

continuo1!>!)· app!ied force, and, in tht e~« of air .uo<l snlitl ]¡,¿¡,.,, th<' 
propag~tion of wa\'t> tiorn"gh thcm. '!"he intcr..-.t in c:a<ticit!' in thc nin~
tconth cet>tuoy wa• hci~ht<·,,ed hy thr "l'!"""·'"c•· 41"'"' lii~O ,[a ,.~,e 

th-'>rY of light, initi4tcd b" the ph)"<ician Thoma• V rm"~ ( 1 71 J-1 H29) .,,,¡ 
1>)' ,'\H~<>>' ;,.J t"a" Ft t·,nd ( 1 7!18 -1 S~; J. an cn¡:i 11ecr, Li_~ '" "·" rc¡:a"!rd a• 
a wa1•c '"otioot i~> cther, and ~th<r W4' bdir-v..-<1 t<> he ;n1 e!a!l<C •nc<liullo. 
HoH<< thc propa~atio11 of light <hrough cthcr he<."''"'" 4 b.uic pmb'~m. 
Anothcr >tinwl"' to" ,tmng intro't<t in ,¡~,ticity in tho e.lll)' "'"""'•"tllh 
ccntury ,.,, Errut F, F. C.:hl4dni'> {17.'>6-1627) c>pcoitm•n" (!787) on tho 
vibrations uf g],,,., ;ond metal, in which h<: slwweJ L!oc uotlal liroc<. The>c 
,hould b1· r<''.t«< tO th~ sotmd< gi\'Cll olf by, fn1 '"';nnpir. ~ ,.¡¡,,,¡.,g 
drumhead. 

Tite work to obtain baoic cguations ofda>ticity wao long and fui! of 

JI. J•·"· J.i'l-.""1' Po/y,, 1~, l~ll, 1-74. 
33. r ... ,. c.,.¡ I'M .'«< , 8, 1 fl.\9, ~87-ll, ~ .1/ol!o . .,J l'h''· l"nfm, 1, 75--1~9 . 



~... . ... 
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"'«rtin we havclet" F ~ "
·•'" ,A thnt k_ Q,<. -,-1,, (46) may l>c wriuon as 

' 'r·····'-''"'?u. ! '' i'(•'·"-'''"')., 
1 ''1-'--'' u- . !\J', u

1
PI'--- ¡.,, .. -:~·· i"\ ' ' .. ,., 4 .... ' ' ' 

. K' '1 r· ¡··,.,.'ct,l'r)bcthevAlueofu 
Tlli• fwmuld wa• gcnorah"d b)' 1 ,,_, ':':: '. :. :" ~ 'a,d lo!f(•) u~ thc 

· 1 1 of d•c bo,ncan ·' • .!lr 1" -·' • "' anl' po>!nt x,y, z . , ;• , ;"ti at 
· _,. • ofi"ulá t'.enK"<-L1•0 ·'•""'''• ' ""'"'I'Onuong va.ue ., · 

'1' [f[l - (rj<)) J.\'+ .;__ ~- r.;:. ¡J:I- {r/')]) JS, 
148) u(/',1)"' -4, r -·~-- •n\ r 

' L \. • l d'fkoontidúo, ,.:,¡, re•pcct lo n appli<:> '" 
Prdvidcd that in tae a" trrm t 1~, 1

0 
. , 

0
, ~ , , .. , ,.,, ¿nd denomiu."or. . · , a" 0_,,:,w, '" .,, """·' · · · . 

, onl)' Jnsofdr as 1t appc r ; , ;u_ <' i·u'i·• at c¿r!icr Umc> •lt 
• 1 • d • /'in tcrm' o ,._, ,.,.," "" • 1 

Thm u" o.l\a1n< a. ,., , 1' Thi• ,.,.,¡, ¡, callcd ]luy~cm'; - r ti c. clooed mrfacc •urroun< ···~ . 
P'""to n '· . d -,¡,a ~0 ,.,.,.,,•;,,, 1 '"" .,fP<>i"""" fqr•nul~. , 
prh•c•p!c af ~'"""''' an '- _ , 

1 
, , ,.,.,.¡, " ¡:cncralt

70
d Creen • 

We ha•·e noled that R<emann ""~'' ·. ' e 1~ , thc 
, ''u•ion <•'. Cn·.-o< • tlw·"~"' th~t '"~ Y 

th<Of<m, The fu,l o:mer~·' · , , . 1 , ;. ,. 'ln' C<<<"'' t'>wr~m. 
• - • • ; , l ., am. ,._.,., 1 " ·' " '" ' 

a•!;umt d<llcr«tlla t<¡u~ Lo. , _ ;• . , ('PJ<-Ho)'' anol [¡<>>11 ,_ "'•' D" >,,.,,~, .. ,.,.,,.,, ' .. -CM><> [¡om a p~p<r uy "U- · 

\f ¡ ~7 IS6Q l-7l ~ !f;""·"A•I'Ii•'·'•~<ll"ol'""""' 1.' ~3--lll. 
11.),,..¡.,, '

1
·• '. 'B l W~· .,••-•,•~o .. ,_.ll·l•.,~,l,tL :••. -~''""l'ko, .llo/. ""'->o "'"• · " ' 

1'!. J•"··' o!, Lü>, 1~6·.>, HI-JQI, ' 

' 

' 

' w 

"' 

Da<l,.-,,., in ILio 1~¡.,;, gl"h•l• dN surj"'";"" both cite Ri,•m.lnn'• )>Oper nf 
18511¡'59. lf the gi>en rqu,l!ion ¡, 

" +''11'" 
- «iy 

t'u 
+ e ¡¡y; -1- {'¡¡ = o, 

whrrci n thc coeflkim\5 are fu notiom ol ~ and g, one j" l<'!(ra!"' t he pr,Juu 
1 f.( <t) uvro Oll arhi !r '"Y <ln<n~iu R of th" ry-p!•ne un<!cr tl•c d"umpticin that 
"'o, •ncl t'<cir ti"' ~ncl >econd p.ar~dl derivat[,c<; a,..-. conlÓnuou,. 'll•en 
Íllle~r•tion hy pan< yi<ld• the gcncrali~ed Gr<cn's tbe01 cm, wloich "·"~' that 

JJ •M(o)<l<dy- -JI •L(u)d~dy- I {QdJ- Pd~). 
where \he douhlc integra], are over the il>trrior of R and thc •Óng.'r intrgra.'s 
nvcr thr. buundd<y of N, 

M(u) 

n(• ?u -
•'• ( '" +e •-,, ( n; M') E-~x-<J"" 

+Bo-,-----u- ~ IJ--,-----.,...uo. ( ,, •'') ( " "') 
cy íJy ""-" •·u 

,l!(r) ¡, thc adjoint e•pre.,ion of l.{ u) and .1/(o) -O;, the a<b'oint ,¡;r. 
fer<ntid! cqu•tion. Conv<.,rly L(u) ¡,tite adjoiut of M(•·). 

T!oe ,;gnificanto of G,.,.,., throrrm Í< th;ll ir c"n he m<"<! lo oiJtain 
>Olution• of <Ome partial differmtial equaoiom. Thu,, <inoc <hr c:iiptic 
,qH;\\ion can alway< be put i11 thc fmm 

+<v .. o, 

f(a<) f'(h•\ 
.1!(•) ~ .:'1•-----;;:-- -.-· + '"' = ll. '" ,, 

Let ''he " 'olU<ion ,r \loe a<ljnint oq,,\\io~ <h,ot lwcn•n<'' ].,~aritl,nic,\[ly 
i~fi.,;,,. a<"" ~rhitrary p<oint (f, ~); '''"' i<, it )).-J¡~,.,., ~i<c 

"e l/.'og,->-1; 

where r ;, <he cli51ancr frotn ((, ~) to {~. J); (/ ~ud 1' aro eontin<lou, ;,. <hr 
Jouoaj" /1 bcing comjd,rt·cl; and U;, ,,.,-.,,,¡;u<i so that U(~,~)~-:. 
:\'o" <Xd<~<ie (~, ~) f,.,, th~ dor11.1in of ;,¡,-~,.,,,;,m by ene!,,;,~ it '" .

1 
~0. Vol,?, llu.,k 11', l.1o.•p. <, ~•KI «!., 1~!>. 
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whac n H and F are continuou• ~nt' ~iiT<·•~nli.tr,le 10 oecond tJTMr funo
'""" of: a~d y. The problem cal~• ¡¡, Ji,dins u al an arloitr~r¡· pt>Í<It P 
(Fi~. 211 3) when on< knov.~ ~ and ht:,-, (wl,i<h .""'~n< ktlowi•~g ?u,l?~ and 
, ,,.;,¡ a long a curv< !'. Hio mtthnd tk:••nd> nn lnnhn~ a funcllon • (calhl 
,, ]zicmam1 fun~'"'" or chM.>ctrri_,.¡, ~""e""")-''• thal <amOc, 11hat" n<>>v 

, Alled tht adjoint cquation 

( ~ 1) .H(•) "' .¡ Fo ~ o 

•nd olher conditiom we sltall opccif¡· ,iJ,,II¡-. 
Rit11\alltt introduced the ,_.gm<nb /'!', ~"d 1'1', ofthe ch~racteri"ico 

(he did no\ "'" th~ tmn) ,, ~ f ami '1 • '1 tlo.-,.ngh 1': .'\ow ~ gc .. o•rali':cd 
t;roon'• th<"<lrtm (in two dimensiom) ¡, .tpp:ictlt" t1>e thlfercnnal •~pre.<>on 

!.(u). Tu "'P'"" the theoren> compa• d), :ct "' inllutiiJce 

; ,., 
"- .¡. JJIÍ" .,; 

1''') - "- + l·.'uo. 

" 

r l.' .,,.) 
J,lt•l.(u) - u.IJ(")J i/S- .s .::, + '<'.• JS 

- r ::: , . .,, (,, •J -f l"cu' ¡,,_t¡)) d<, 

·' 
"¡.~1 • .1' ;0 11\e ~rca in the figmc, C ;, thc ""ti o e lont~lld.u')' uf S, aud co. :n, -') 
;, ¡~,.. <O>ÍI'< ofthr an~l< l>ctw<'Cn thr lll•n'lal '" (" ,,,.,¡ thc X·~Xi>. 

1'· , ... '"'' ''" """". , .... ~ ....... , •• '"'"' '-" "' .• ,,,.,,·, '"'"''""· 

i 

lkyoml !a1Í•fyi ng (41 ), Riemanu rcqui1 e. of '' lhat ,., . -' ,, '· 
(+~) '"' 

~ 
fg - D" -o •• X., !, 

,, ,,, --.e. .. o ,, •• y .. ~-" 

Uy uoin~ thc concliticn that M{•) -.O 11ncl thc couclitions (431, •nd by 
evaluation oC. thc C,:.rvilinear intoiKrO.l over C, Ri<mann obtain; 

. . r ' u(!,>¡} - J,. {X coo (n,Jt) + Y coo (•,JlJ -~~ •. + :!" ((,..),, + (u•),.l. 
. . . . '"' . - . . 

Thu< tbc valuc_ of u M any arbltr-ary poi m Pis .~ivcn i11 ''""' ~fthc valnr• 
of "• 8uj&, v,' and 8oflh! nn 1' and tbc valueo cf IT and o at P, and p,_ 

:-:ow u io givrn at P, •nd P,. Tlt~ fundion • rnu" itoelf he fnuncl by 
solvin~ .\/(~) 1 - O and !h<Cting tbc condiliom in (43). llencc wlrat ~¡ •. 
mann's mcthod achicvc> ;, tn changc the nriginal imtial-,·diuc probtem l'or 
~ to anothcr kind ofimtial-value proble~n, the ono l'or o. Th1· >rton<! pro'J· 
iem ¡, uoually ea>Ícr lo sol ve: In Ri~mann"s phyoical pmblem it wa< oo
pecially ca>y to find v. !lowever the c~Í>tcncc of ouch a,, gonerally wao not 
«tabli<h<:<l l>y Ricmann. 

Thc RJ<marm mcth<o<l ao jmt d<scril>ed is wcful en! y far thc type <>f 
rqualion cxcmplifl<:<l by tlre wavc cqualion (hypcrholic •·quatinn5) Írt lwo 
indep<ndrnt vari~b'e. and cannot l>e c:«tcn<!cd diroctly. Thc cx><n>inn of 
lh< ntrlhnd ln rnorr th.lll two iudepcndellt varial>lo. mceto with the Cini
culty that !he Rio:n1ann function l>ecumr< >ingu!ar nn the boun<l• "' of 1 11c 
dn>ll~in ol' inttgration antl the int<gral• diverge. Thc m<lh<o<l h~s l><'Cn 
e<~endtd at tltc CO>t of ine<ea-.d cntnplication. 

Prog""'' in thc >olution of the wave cquation hy other method• ¡, 
irnitn.Hdy col)ntclrd "'Íth what ar, callcd sttady->tatc problems, "·hich 
l<ad 10 thc reduced wa>e eqnation. The wavt equation, by'" v1·ry l'orrn, 
involvc• <he <ime t·ari~!>!c. In many phy•ical prol>lcms, whcre one is Írl!er· 
e>l<d in simple hdrrllm•i<' waves, one '"'""'e' that" ~ «(>,y, :)•"', and by 
ml>slilutiug this into •Jt< "'"'e eqnation ono oiHains 

"''" + i':' + k'w 

Tbi• i• thc reclur<d ~<·"' cqul\tiou or tite H elmlooil> N] u.ll ion, TJ,c <qua<io" 
ilw .¡. J.'«• a O rqm·>enl! all harmu11i~, acoU>tic, cl.t>tic, ami electro· 
mngno1 ic w;,vt''· \l'hi!,• ti•< oldcr a«thm s ,..,-e _,,tti•liotl tD lincl particular iu
•egrals, Hcrmann vo~ Jl<·lmholtz ( !621-94 ), in hi• work on thc n.cillatiom 

26. F"' '"'~'t;,,.,,¡,,,, !"""''"" ,_;, • ruo«ioo o(f<>ur ,.,;,bino,¡,"'<, ,,d •. h ,.,¡,, 
~ .. M(<] a 1! '" n t'""' ¡¡,., ,.,. '·'"" •· 



• 
6. Tltr :V m·' l:'quation and tl" Red-,,,/1:-'o,"c y,,.,,,¡,:,m 
J'cd•.•n• the '""" ·,, P•'"·"" typ< of ~"' (,_,¡ ti Llf• ,.,, ;,,•, • '1 ... ,úun '« th o wavo 

• - - . ' . e -
,.,1.,,,¡ion. In 1hrce sp,1 to~l dtm•m<on• ·h~ ,,;,,e •''""" 

H) 
,, 11 ~ which sa>i;fi., thc par<ial diffec<llti.<l c·qu,,,; .. , 

')8) 
e'u a•u '-.. 1 , ... 
T.? + i'y' + ¡:_;-, = ;¡,--;¡; 

1,~ 1.rcin 0 ;, a cumtant. Tho >Oiution" ;, ,~;"-" "" 

(3") tt(x, y, :, 1) , -'- r· í'' ,¡,,(x + alsin1···,.,tl,y ., "'';,;,,;, ~-
4,.0. o .'0 

• · <> d" • ,t,. u•udlopheri,·.-,' ''''""lin.ott-o. '1'11<' tlnm.tin .,f¡.,,,-~ta· ""<'"''' "" .,. at c . ,_ . . · h 
.;,.11 ;, the •ur[,1co ora sphere S,, witlt r-a<l•n• "' ahont the poml P "'" 

""'"'inatc> ~ •. ~' and z. 

l!. ,1¡,.,_. i_ "" S<i., ¡•,,,, (l.•, ~, IU: '· l!l • 71• 

' 

To .,¡,,.,;,.«>me ;,<.Jic~<io" ofwhat Poi'>on'• '"'ult meam, lel u• con
>icl<r a ¡.oh y•' cal exarup~e. Suppooe that thc iuit•al di"urbance is .ct up ~)'a 
body V (l'i~. 2!1.2) with b~undary S so that <{>0 a m~ ,¡,, ~'" d<"fincd '"' 1' and 
,,,., O mmic'e of !'. \\'e •~Y that thc ini1ial di,.ur~.mcc ¡, loc"E"'tl in f". 

Physically a "'dVC '""out from V and >pread' out 'mu <pace. l'ui"on'• 
formul.t 1••!1< m "'loul h.op¡>Cil> ,o\ any pnin; l'(x,y, ~) """Í<k ol ¡-. l.<"l ,¡ ,,,d 
/) rcpre>ell< thc ntinimum ~nd tna,imum di>tanc"' nf 1' "'tite points u'":'. 
When t <tija, tite intogral> in (39) aro O bocamc tho ~nmoi11 nfi,t•·~tatt<m 
¡, thc surf~c<: of th~ spl>cr< S., with radiu, o/ an<l ccntcr at 1'. Simr if·v ·""1 
.¡., are 0 on S", then the f.,ncti<>n u ¡, O at /'. This tncam that t!tc wa\"c 
>p,.,.ading out from S¡,.._, li01 rea<lted }'_ ,\t 1- d,l~, the •phm· S,. J"" 
touchcs .1· '" the lr&dillt; fronl of tite wavc rmanotir.~ fr<>m ~ ,,.,¡,.,... ot !'. 

llctween 1 m J.'• and 1 ~ Dfa th< sphcre S,. cu" J' and •o u(/', 1) #- O. 
Finally ¡.,, 1 > !J¡'o, th<O sp'toto s., wi\1 not cut S (t!w '''"'"' rcgitm ¡•¡;,., 
in•ide s.,); lhdl ;,, lhc Íllitiol ,li .. ur!J~ncc has,,, .. ,_.,! ;hroug!t 1'- n •. ,,,. 
again u(/', t) ~ O. Thc 'n><ant 1 - D/4 oorrc-;pond• to <he pa-=<;e nf thr 
!raÍ li 11g e<'.¡;~ ,.[ t', l<' "''"'< d 11 11ugh 1', At "'"' ¡:;•vm :i 1110 1 l! le !c,t<!it"~ <'<!~e .,r 
thc wave <c.~.-. thc r.,,, o[;, >urfacc whic)> •cp.>r~'<' :>«in:, not r~.oc.~·~l l>y 
tht dis\utb•,ce from !hose roachcd. Thi• k~din~ c~¡:t•" the Cll'c'npc· ,.[ the 
[,cm ily úc 'P 'll·re> with <'CIIt<T> on S ond "Íth r dti ii <11, T!w IC"T>Ín'llÍn,~ <~!¡;,· 
of the w~,-,. ·"time 1 ;, a surfac- ><~ar.uing poi m• ~• "hiclt the ~j,turh.>IIC<' 
exi"' ftom tito•• "l'ich thc <'i<turb4nt'r ha> P"""d. Wo• <t·e, thett, ''"" ,¡,,. 
d """han <e "hidt ;, loe .d·l!.ecl Í11 sp.-.cc giw< ri•c ,,, •·o eh ¡miH: 1' '" an dfcn 
that la"' o11:y iOr a linitc rime .. \loreo•·er t 1to wa•-c (di"'<r:.ance) ;,.,, ." 
lea<!ing and " tcflllÍnating t·dge. Thi• <ll1 irc phenotrt<'tlon Í> cal!t-d 1 ht~••:•·m > 

principl.,, 
A qui<e diiTcrcnt method ofsol•·in¡; the irtiti•l-•·aluo pto~lcm fin tlt<• 

wave equatinn wa• creatod l>y ltJctnann ¡, :hr cour<c <ti' his W<>t k "'' tite 
pmpngaúc'n uf >Otltl<l ""ves of i'mito· .omplitutle." Ri'-"'""n cnn<ickr< ~ 
lin~u din(:J c111i~l cqu."ioo of >ecund onlcr th~l can Le pul ;., ihc ¡¡,,,, 

fl'u ''"'-• ¡,._, i'y 
~ 

+D-,,,. ,_.Du F \1 
+";_,y+"~. 



LM"é i011r~<lrrccc~ ,.,·eral new COPr<liu.<'<' -''''''"" •¡, ti"' ~xpr= [>ur• 
p<»< of "'~_.;,~ th~ :.~a< ~~"ation in ¡¡,,_..,e >)''"'""· "' ! 1 ¡, ,.¡, id\y,<cm "'·" olt.-
1 l~reo famili"' of •ur'·""' given by tb· •"'l'••<!iou> 

•' •' •• 
:1' • ·'' + .\•--=--;:; - . " " •· 
•' ,. ·' 
~ • ,. + ¡;>=? ~ ' ,. 

' •• , . ,. 
' "· , + •' •• + ;:;·=<' ~ -

wh<re A' > ,~ > 1-'' > h' > •'· Th.,•· tl1r<.,. !:,,;:;.- '"~ eltipooido, hy
rcr!}(ll"id• •>f one ohe<O, ~,d hyptrbo<nids ,.!' '"'" .• ! ,,.,.:,, all of which ~"""'"' 
, '•• u me fod. An)" •urf.•c. or one fa m C':- c-m.• o'! '1 ,.. "" r.,.,., ~r ,,,. "' ll~r t "'" 

nnl">~onally, and "' f~cl e u" them in ! i .,,., •·' ,.,.,""'"'e l(;~ap ~3. <tt. 7). 
¡\,y puint in opace aa.ordin.~ly h•• cnmd;,,.,,., 1 \, 1'· •). n~rrr<'lv o he.\,/-', 
.tnd • of <he turf.oet'!, or.c fron> eaeh r.,mil}·, ,_,_;,:, ~., du~>ush ,¡,,,, pnin<. 
·n,;, n~w .,,.,.dina:c •v>Wn ;, e.dlr<' •·'lip""c'~:. <l"'"SI• L~onó callcd it 
o'iipoical, a !M"m """' u.ed for anotl1cr w<a·m. 

\.ano,<_ tr.1n•forrned t!1e loe~t equo•imo f,>r !!o~ <t<.><!y·<tat< Ca<e {101!1· 
per•ture inJopcn<!cm u' time), t!,-., ¡,, th<e !'""'"'-·'·''• •·•¡u~üon, \O '.lone 
roord"'""'• ~ud •hcwet! that he ecu'd u•e ><-p.«,,,'"" <>f ,·,oriaL:co '" oed rrce 
t!•c J).lrti,li dilf"Ctolia1 <'lUotiOn '0 t!o•co• ,,,.o;!l,l':-' o!i!'•'!Ctl'ia[ <'<¡Uali<:>m. t)f 
C<>UO« th«e oquatiom mu>l he •n:wr 1 ,.,¡,_¡,.,., ''' ~1'1''''1"¡"'~ ~"""''"'Y 
,,.,,.!itioo,_ !u a paper o!- !839" ¡_.,,.: >tmlio~l ~ .. ,,¡.,.e !~e >tead)"-llalc 
'"''pcr.>ltrtc <li«rih•>tiur. in a three-:•~" c!!ip><oi<' ,.,,d !-'•"'" ~ eomp'••tc ,.,¡,_ 
oiM "~'~" prohleno "~"'"''in hi< 1C3.t !'•<;wo. !rr tfli, ~::~9 ]MJ>Cr !1< .o]<o 
:.,,,,~!"trr! dnnthcr curvi:in<ac eoord"'"'" ')"'"""'• n<>w o·al!ed t~e •phern
,-,.,•1 'Y'"'"• ,.,heroin <lrc coordinar•· _,.¡~:.,-,., .,,. ·' ;;.,,¡;,. of•p'1ero·• anoi 

''"' ~ ""'¡ lir• of conn. 1' hO, ')"''<m "''' L. o"'-'' ,.,,.,¡ "' ,,;, < ho." ~onduLO ion 
, .. ,.,., .. ,,, L"rrré wmt~ many othr 1'·':" ., "" : .... ,. c~.,.:.,co;,., "'ing e:Jip
;,,¡,•~: """>rdin~•~•. ine!to<.li";:- a •ccond ,, .. ,. ,,r: 111'' ''' ,¡,. ''""" vrol"""' r,f<!rc 
J"""''! ¿, ,\J~¡¡,.·moliq""• in wloich he to ,.,.,, >¡>l"< ;., ' N"" ,.e th< c:l ip•uirl." 

·¡ '·•• .u[,ictl of m"'""'.ly ""1"''''''''1 [,,,,:•,¡, .• .,, , . .,f.oc"" had <uc'o 
,.•" ¡,,,, iiUOK;, o a neo in t~c oohHion of "'" ,;,,: ':i•!i ..-.rri.o\ e<J ,,,tÍoll< <ha\ it .. , ... - ,,. ' ... , ,,, .... :,.·, ,.,.,. d •Loi>¡<et n <nv<>Hgatoon on '""· "' ,.,,... u a ¡~•pe e o J~ 

l..o'"~ <omiú1 cd th~ !;<"<'•' 1 pro pe o ,¡,-, .. ~ ·"') t '" e•· '•" ni! ic< e-' '"" 111:o!lv 
""''"~"''•,¡ smf~c<> ""''!:~'·e a proc:ct'•"~ fm ,._,,.,~,;,~ ,, p.mi.1l di!'er.·n-

~~ ·''""'" 1, n; .. ;. ,, """'~· (21 • .1!, 18!), 1 '>rl-c'1l•. 
,,_J ... , J, 1/o~A, 1, '":'"· !10---f,'l_ 
:1. J•"· t.,,.,~ .. '· :~3", ,:.:.a.l. 
·~ • .J •. ., •· r·¡,,.¡, t'"•-- • '· :•·~~. :~1-1es. 

• 

' • • 

' •• 

' 

tial equatlon in ,0ny orthogonal coordi11a1c 'Y''""'•" tochniquc "'"cl <'Oll· 

ti.,ually cwo· •ince. 
(Hcinricl1J E<ILJar~ lkinc (1321-Bl) ~,¡:.,wecl in ¡_,m~', trae"-'· llcine 

in ¡,¡, t!<><to>ra: di,..ertation of ]842 " dctermi11cd thc poocnti.ol ( oi~Mly->totc 

'""'!""' '''"' •·) ""' ,,rrely ft>< thc intrt inr of an dli¡r«>id of r~voiulio11 wloc" 
tht valuo ,.ftllc potcnti"l is ~iven Al tho •uríac,-, l>t•l al•n fur the •~tcrioc nf 
"'eh ~n ~lliv•oi<l an<l for the •ho!l betw«n ..Onfoc.tl r\lipwioh of r<"v.,lutio,. 

L,,,.,·. "'·">o mudo inrprc~<td with wloat he ond ,.¡loe" ~c(Omp!i'h"-' 
Ly th~ '"" of triply orthognnal eoordi11a10 'Y''""" t!•·•l loe tho"~ht ;oll 
varli.!l difl'cmnial rquatio"' eould be rolved by !inding" 0\oitablo <)'>l~on. 
I~oter lo< ocali«d that tlri• wm a mi"uke. In IU5~ he ptol>lt<loed a l><><>k on 
do e who!e •ubjer:t. /~'''" Jur I<S r«>•Jonnl<> euroilitnrs, 

'J'loul'¡r;lo tloc u><" of orout<l.tll)" <>c<hogon.tl famili"' of•urf.tc"'"' tloe co· 
ordinatc •urfae<'> did not >ut,-~ all paroi.o! diffrn·miol «J"·""""· it Ji<l "f'"" 
"l' a n<OW ocduoique tloat conld be exploitrd tu "d'"""'"!:" in'"'"')" proh
:cm,, ']"he"'' ol' ourviliu<Ar coorJ,,dl<> "'·" oarrred uv<r '" otioer p.-rti.·l 
diJTe,-,ntial "luation•. Thu• , ~;rnile-Uonar<l )>!athitu ( 183~ • !900), in ,, 
papcr of !IIGR,•• treate<l tloe vibratiou< of an dliptic menobran~, wh\eh 
invo!v<"> the wa•·o cquotioo, and !>ere introduccd ,.]Jiptic cy!indco· coordi· 
natos and l'unetioru apptcpriate lo lht'!~ coordina\..,, ncw calle<! )>!athicto 
funcoior" (Cioap. 2;1, sec. 2). In tloe •-•m~ "''" Hrinrid1 Weber (!RlZ
!9!3), working with lhc ~qUd!ion B'uJ<1x' + i:'u/i'¡¡0 + l'u • O, <olvcd i<" 
for a domai t\ bounded by a compkto eliip>t and ~loo for :loo rrxion bounclet! 

hv (wn ·" "' nf ,, , 1f0c,ol c:l;p.,·• """ '"'" "'"' nf hypor~ola• co"luc~! witl L th~ 
cÍiif""'. The $p<Cial <a•~ in which thc d)il"'"' and h)"[>erbol;u beco•ne 

00,focal paraUola• "''" ,,•,,o wn>,J.red, a,<l h~o·c Wci><r introduc"'-' func· 
tions appropo iatc lo cxpat10ions in thi< e<Hlr<l i nat" 1) ''"'", ((Ow ""llnl 1\' cUCO" 
1Unctio1" or parabolie eylindcr functi~m. In hit W.s dt p/!_~ti'{'" m<llhfmo

,¡,1,, (IH73,1, :'1-J.nhicu "'"" up ncw pt<>l>'<-ml invoh·ing <h~ e:lip<oid a~d 
introdn<~d •oil< othcr I'<W functi<>"'-

Our <!i« ,,..;on ol' the iclra initiated b~ !.aonf, thc ""' .,( cur<·i!inr>r 
coord'""'"'· ~,._.,-¡¡,.., jol'l ,¡,,. b<·gi~rrri.,g o:"rhi< work . .\!,"<)' •>thco eo"o!lt· 
r•a!c •y•l<n" havo l><cn Ílltruduct<J; ctorro-,¡~mding >f'<'<'Íal function• t!oo¡t 
rcsll!t foorn '"J,·ing ohc otdin"ry cliJf,·o·ont;.,: «¡uatio,.,, wloich .,¡,., fro.on 
••pa,.,tinn of 1-or;~blc•, havo .•l•o bccn •w<liod." .\lo" uf thi• tloc·<>•y .,r 
•pedal ru.,cliom \la• crca!<il ~)· pio)'"ei'" a< ohoy nocdc-d t!1c function< ~nd 
oloeir pr<>pt·o 1 ic• in co~>crc·<•· po .,hlertr' (><·~ a!>o (;hap ~9). 

1~ -'•"'-)" .1! . .-! .~r., lllll,I!05-~16. 
:ro. J-. 1< M41A-, (1), tl, !B!al, 117-:W,, 
~t. ,o¡,.1¡. ,.¡,,, l, llllo9, 1-jt:, 
n. !..-. w.n;,,, f- n,...,.t,, .r. ~~'"""'""'T.,.,;., •• F""" s,.;,, u., ... l«p,ir"). 1~·,~. 
'"el 1:. \ 1", ¡¡,¡,,,.,, {0. '/),_ "'' •i ,\fl.-•~•1 _,J FII•t•·•i•'••l ¡¡.,.,..,.,, t.:h•)«• I"'P""' :. 
~~~l. 
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prol>lcm ll.V = O ha, to l>e •olvcd in •mnc doma in n, thc" hy proper chuic" 
uf the tran>fonl>~tion the domain D' in which <he tr~n•formecl Ll V-. 11 has 
<o be "'lv<d c"l\ be much <i•npler. Here the "'" ofcnnf~rntal tran•f~•rll,>
tion•. •nch "' the Sd o><;ou.-C:hri,.o!Td lran,formatinn, ¡, ,( ~'"'" 50, , ¡, e. 

Wc ,!\,ti! t!Ol pt<nuc thc u•cs of compln follctinn <'''='")'in p<>tential 
lheory he ca 1 "" thc dctail> of i" o•c go far lx:ynnd any :,A1ic rneth~d,ln~y in 
<he <ol.,tiorr of p~rti.>l ,Ji!Tercntinl eq,atiom. lt i•, ~""cv<r, d~4 in ll<•rth 
notit>g dut llldny mathrmatici'ln.< '"'"'cd <he u•e of complox fu"c''ons 
boc"'"" tlwy were !lillnot rcconciled \o comple~ nu"'l'""'· At C•n•hri<!·:•· 
Univcroit)', ~'""" in 1850. c11mbrou• d~ic<S werc tl<e<! :o ~\-oi<l in\'01,-i".~ 
cotnplex fut>c<oum. 1/or dC<: l.amb'• 1i.,tiu "" ¡¡,, .\fa¡/tmlf11i<Q/ TNo'!J .¡Jiu 
Molion <1 F/,iJt, publishrd in 1 R79 ancl >till a cla.,ic (no" known '" H,1,¡,0• 

t/yii41RlÚ), """' tl1c fi,--,< llook to acknow:edg~ the acccpta!lcc of futtc:ion 
!h•or)' al e,,,, bridge. 

5. Curvifi11wr Cnordinnus 
Grecn in!roduccd a numl>er ofmajor idea. whose >ignificance c.tended far 
beyond th~ po,.ntial <qtta\.ion. (j,'>ricl La m<' (1795-1370), a math~ma
tidan and cn~ineer con<.., me,! primarily with the h~at eq,ation, intr<>d!ttod 
another m<>joc «chniqu•, tho ""' of oorvilinur coordin~!e <)"(em5• which 
tuuld airo 1><: u«d 'or rnany lypes ofequatinm. Lamé P"inted Otll in IU33" 
that the !tnt equati.,n ll-l~. hocn •olved only fur c<>nduGti!lp; \:onolies wh(}<;e 
>urfaccs are !>otmal to tire coordinare p:~ne< x = corm., y ~ con,.., ~nd 
z - COtl>t. ! .. m•<"• id e~ was "' illt<oduc< new •Y"""" o[ coorclmote> nrrd \he 
corre<pondin<( coordinate ,urfdce>. 1'n ~ •·ery limitccl "~'""' dli; hod b~en 
dOJTe by F.u:er and Lopl•cc, l>oth <>f"-l•om u,..d •ph~ric~i roordinatC> p. B, 
on<i </>, h1 whi~h caoo the. cnoJdinatc surf.occs p ~ oor 15t., ¡t ~ cnn•t.. and 
+-con" are spherr<, ¡¡bne>, and conr< rC>pecti•·c:y. Kn<>will~ tloc "'!"·•· 
tion• that lramfonn f>om rectangular lo •pherical coordinate<, onc can,"" 
Eulrr and !."place <lid,,,,,¡,.,"' ti'- potrntial "G"ati<>n r,.,,, ""''''n~u!at· 
ro opherical coordinate<. 

The v•lue ofdtc ncw coorclmato sptcm• and •urfacr< is twofold. l'iru, 
a parti.ol clilrcrcntiol equati<>n in rrctangul·or wordiu.ll<• mi~lo\ not be 
oeparablc ;,.,., orclin•ry di!T"<rcntial e<:¡OtO!inn• in thi, "'''""'!no! might \:oc 
oeparablc in sonoe o1h~r •Y"""'- Scco,dl¡-, t!.c phy,ical ·,miMm m-igh! cal! 
for a hnundar)' <On<liriot> ""• >ay, ,1n elli¡,.oid. s,,.¡, "-,,,,mdaoy ;, tc¡>re
oentcd oimpl )' in a coordinate sptem whcr~in ,,,. r,,,;rv ,,f ""r,, 0 ,. C<>tl'Í<ts 
of elh¡»oi<l,, whcrea• in tho rec!angt>IM 'Y""" ,, ,.¡:,iv.-ly cnmp:k">t~d 
<quation ""'" he "'<<1. .\!ur<o,er, afkr ~~¡>aratior> of YOTi~hle. in thc prnpcr 
coordina!< <pum i• <mployed, thio bound;,ry ~ondition l~·r<>mn ap¡>!icaL),. 
!o ju<t o u< of ti> e reoultin~ <>rditt.u y ,¡ i 1]<,,-,., ti,, 1 <<pr;lli""'· 

14. J•.,.d,l'f:<ol< 1~1~ .. H, IR3J, W-1-21\. 
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.,.,_,¡¡ d<>n•-•in aroon<l i:. 'l'h:• conditimo ;, Mt fLJIIilkol "" 1he •utfM< nf :~ ~ 

Acti"lt: mm•. Ou thc ,,.(,,.,. thc '1""'"'''"" ;,•Vjil.>', if'~'F'y', 4n<! r'VF·;' 
hft''' jum¡,.. 

The ""'k thuo far nn thc potcntial e~<IOIÍ~n and on PoiU<>n'< cquation 
a"nmrd ti..- cxi,.rnc< of • \Olution. r_;,,,.,•, proo~ or the o·xi>tcncr <>f ,, 
(:¡ «n'< fu 1" 1 ion r<;led o·td i ro·ly on a ph)"i<a: ~rgu,.co.t. l'rom thc ni<ttl<<c 
>ran~¡ooi111 •!•e fund.i!nt11<al problcm ,f pntenli,ol thcory wm to •how thc 

'"''"'"'"ni'" potcto<ial footlciÍ•>n V, which Witiiam ·n"'"''"" al"'"' 1!1"•0 
,-,dl«l ,, harmonic l'unc<iun, wl"'"' value• aro ¡¡ivcn •m 1hc houn<l~ry nf ~ 
rr~ion ano] whio·h •aú•Ór< .'1!' ~ O in the rcginn. Unr tni~ht r~tahli•l> ,;,;, 
diocClly, nr c'taLl"h !he c~i>lencc of a Croen'• futoction U and from thal 
,,]>lai n V. Th~ prolúm nf c.tal>liohin~ the o·xi,t<·nc~ .,¡ the C.:t em ·, fun.otio" 
or nf 1' it..,·lf ;, knowO> a> th~ lliridolc! proh~c'" ,,,. thc r,," hotmCar¡·.,·olut· 
¡to"ohkm otl pnto•nti•l tlorMy, the moot ha•ir. aud qj¿~,, r~i>t<ncc pmlú~t 
uf tho ouhjrt t. The ¡•ml,'eno of fto>Jin~ • 1' •·•ti>fv'n·; ,, 1' ~ () i11 ,, ""~10to 

,¡,,,lile tnnmal drriv;o\i•< ni" 1" ;, >pecili•·<! 011 the 0K>Ht>o:!ary ;, callt.-.1 1!·r 

.'\enmann pmhlrm, ;ti"lrl C.orl (~. "'"""'·'"" (1!\J~-:~~~·). " 1''"10'"'' '" 
Ldpzig. Tití• •>roblotn i«.:tllrd the s.-cond fundamenta: prnbkm of ¡~•temi.d 
Lh<ory. 

Une approoch tn tiH· pruhle"' nf e>! Ah: i<hin~ t!te c.•i"cnco• nf .t '"~'" ;,,, 
of ~V- ú. whkh Orcen had al,..,a<ly u><:d ("«< [33]), was bTO"~IH il\:o 
prumin,.nco· h)" w;:¡¡,"" TI"""""'- ln 11117'; T!"'"""" a1n1ounc«l t'tt· 

throccm '" princir>!c wltich in En¡:ktnd is namecl ~ftcr him a11d "" th" 

Conti1u·nt h callcd th<" l)irkldct P"""f'lr l>ec.to<e H.'"'""'"" "'¡¡ame<! it. 
n1ou~h Th<>m>on >ldl~d it in a'"""""¡,,,""'" ):O'lct.,] r,, 1n, tite,._,,.,,.,. nC 
thc principl,. may be pul do u>: Con•idcr th~ d .. ., nf all f>tnCiion• /Jth~t ioA\C 

oonti"'""" ,•,,.,·,vat"""'"' ni th" "'""'1 <•n>r '" t!w ·,,,c,inr ;m<!, . .,,, ... ¡.,, 
dnmaim 1' ;md T' f<"<p<:c:iwly •qoaratr~ !>)" a "" ~" ,. S. ·:·¡,. 1 ¡·, "1 ,. w !w 

coutilluous ,.,.,., ywherc aHd a"ume "" S ~l1c ,·.o!ue< nf a e<>tu "'""'" f<•~ction 
J. The limcli<>, 1' ,¡,,.,,,¡.,¡,,;,.e, lhc !Jiric·h!ct ;.,.,.g,..d 

(34) l. ( r 11"")' (''"\' . 1'")'1 r~ ' - • - -- '' . :. ~·J• :y¡ \<~ • . 
¡,¡he o01e th.H ""¡,¡¡..., .J.!' ~ O dnd tah• "" t!oe valucf 001 1hc ¡,,,,<!My S. 

")"],· """"''''"" lwt"<'<>o (.1·1) .<m.l -'1' ¡, tll.lt ,¡.,. lit•l '""''·'""" of 1 i11 th" 
'""" of oh e ,._,.,.,¡,. ,r va ti""""' ;, -' r ·, ,,,.,¡ thi> '" '"' l>c u ¡;,. ,, '" i "¡ ,, ;,; "' 
)'. Su•ce r,, ,.,,¡/.', 1 e~"""' IJc "'"X"';,.,.,¡,""'"'~'·,: c!o·;tc !lo."~ mininú<tn~ 
futoCtlOll J' """' ,.[,¡, ""'1 i( ¡, !hctl llOl <]•f11< Ll11 l<' pt"<•><" it ¡, U"Íif"C. "!'lt,. 
Ditichle! prito,.iplo io tloc>~ ""' appn~'d' '" 1!1>· 1 )¡, ;, !.'o·t pt nhlrm of ¡• olo·nl ;.,! 
th<"')"· 

12. J"'· J• .llot>, "· 1•17, '"" 9<; ~ C.mb>ilt<••J l'•"'•• .\l.,~. J .. ,,~. IA<B, 0!-~1 " 
Jlol~. ••' / .. _,,,.¡ l~pm, 1. !•J·9'J. 



1,30) 

.... ,. ,,, ''·'''·'-"·" •ltoo-1<100. M"Tl•>.n'•P•-'' . "~ 

e•v e'J' 
í9 + Py" 

i' 1' _, ¡:::-:. 

• ' A • f ¡ wacum; ~J<.><!) ;""1" .ti<<> a f11nction of x, y, 
whef'p"''"~CP>ltyo llCa. - r' - 1 Id• 

' '''} 
_ ., 1 ''ed,. ''""'"',.~,,,,m,,¡.,, pro" t lo\\ n 10 

~ 0¿ • T•,oug' """ ca.. ·' · d ' r hat 
•· ·. ~'""' a• he himself ,.,,,.~,;,e<l, ,.,,.,, ¡,1 1k "an are• o t. 

""' •101 ngu " , • 

oimc. . " . -·>'•, ''"_1,1¡"" 1,. th< lllility ofthi> functi<>n 

' ' "'""'" """"', ""'\0" ~ • '-' -· r 011 ,-. •· • ·, '<.-<."-e' thc>urfa;eo 
1' 111 c'utric.tl inve<Ú¡¡~tiom, '""'M"'"~ '"•''·. 1 ~ '~' . , 11 , 1 , ¡;,. 

r 
'

tor muS! !,e c<>n"ant \>'liC'I •!ct'"'"' -''·"~'"a ""'" 
1 1

' ' 
.onv c<>n<" ' r • l><r of pro>· 

-i. · >fover the ,mfacr. ln ot!Lel pap<'1' "',.,.ve" • "''"' . 
lr!uutr '"" ' < r r"cductL"' 

r 
' 

d .. , ,· 00 ,fdo<•c:e 0'1 '"""''~e<> 0 v· 
• 11,. cal'ing or l>< "'"uu 1 '·, - • • ; ' 
'" ' • ' __ ,. r cae'• .,1•,.,_ \Ji< ¡,,,.ir l"Í""'P·" wa• t '·" t '" 
lx:x"<'"\l<lllll< >UUL<\MCil<•l ' f h J •[Or> 

·· ,,,,,, .. ,,,ttic f, 10c ill tlw ;,,,,·rior ,.[·"'Y""" 0 1 e con uc 
'"":"'" V 

'""" il< '''<1· , · >'- ("• "' mcl "'''"'' almo•t · > ,, .. ,•· of La' an- "'"""• '"' ' • · ' ·~npnc ,,. ~~ · ' · r' · •of 
·· ,_ · ,,,. ,fi~Q, ''"'"' 1¡,, .,,.,,.,.,lpro~rnc. o ><>-•"'~n 

ti n~ wa• ~nuw11 '" • "~ ' ~ . l , 
"" " • _ 1 - , 1, ,.·as lx·\1c"d :'•·" ,¡,e ~"""al nM~r• nll" 
1he n"Wllld. ''1"'"0·1· • , 1 '<1 ," 111:,, ··_ o.·-., t'oh ofi'\1Ío·l••""~;,,-,t,L<\•\-UC:ll, 10 "' · 
ron·~·~'''" arunran Ul'C 

1 1 • - , ' · doe 
· -- • ' · d • thcr <l•c dni"''¡,.., of \,lC ""u\lon on 

1 t'l< bounlllLrV "" ""' o • · ' . ; 01 - ·.- ,_ -1. thc o·a>c .,[,to·••'I··•!,<IC heat COil< ""'"'"' " 
bound.Lf\', Y e<" ....-a• ~no,.,·n 1• ·. ' r ' ' atme 

. . r ., '''e l"'"·ntírtl ''1"·''·"'"·''·" 1 '" '""'•'"' ,.,¡1;clo lh< l<mporature •~'"" · . . l bod. · d 101111 jued 
'" hot tli"rilnnion through<>~t ti•~ -~~~~•,c·tlm:~~~:',','~~,e. 11 ; ,-::,. ,~ 1 ._,. nf 1 he 
"hcn th< m~prratl\te alonc "'P"'·1•1"' ""L. 1 

• 
'· 1, .< ... PM• .• '• ¡~15, ~a~ ·•!. ),,, ... , ... 

' ' 

' • 
' 

\ 
' ,, 
' 

.,,.¡,; "" 1 )' fno" 1 ;,,, i 11 Ll"· "'rl"''"l ~encr~l ,,,¡,,, inn of <1 ,. p•lt•·Mi.ol cgu,oti.,11 
"""' ,,,,.¡,,, he fox~\ )¡~ """< othcr COlll\Í!ÍOil. 

;\t <hi, !'nint Uo•orge GJCC!l (17~:1-111-11), • >e!f·téu~\,t l:nsli,¡, ,,,,,llt'· 
m.llÍ<'Í,Itl , lll "t,·, \ .,,¡, 1(> He,¡'·'' d\Íe ~\,-, tri< Í tv ~nd '" ··~nt'l Í'lll ;., ·' ti ,.omu:;'.o~ y 
nuo t;oenl.o lÍo ·' 1 f.o.\oiu11. J "· llrliJ Gr. en pu;,!j,l,·d ~ JOCÍ\'0 tt-:y j>l'Ín<«li ooo,',:et, 
,¡, ¡0,,,,!1"' ¡¡, .lf'tli<~l;.,,, '!! .1/dlumali¡o{ .r .. aly>iJ lo ri" n,,;, •jJO/,-,,,;,¡,,, 
a•1~ .1/~.~ndi""· Thi• """ ,,,~Tccted until Sir 1\'illi~m TI""'""" (J.or~ Ko·h-i n, 
1824-1!~11) .!Í><llvcreoJ ;,, ,.._.,~niud Ít> greal ,-,duc, ""tl ;,,,¡ it puh';,¡,.,_¡ 
in the Jo,,,,,¡ jiir .\1111/.rr•"!lr!..' Goeco, w\,, l<".orned '"""¡, froLll )''""'"''' 
l'"i'""• al<n <'rtrricd o•·er lhc notion of t!ot potcllti~l functiun tu e:<"> tri,ity 
and ma~nt·ti•m. 

fh· '1"' to d with (30¡ .1ml proved thc following the.,rtm<. Lct 1/ .tnd V 

be any two ~ontin1<nm functiom of x, y, ~nd z whm<• doo·i•·atÍ\'<"" ,,e'"'' 
infu1Íit at ·'"Y ¡xoinl of~n ad¡,tr~ry l>otly. Thc majol' thc-u•em """'" that 
(wc >!l~llu>Nl ~r·ror thc ldt hancl •ido of{30), t~uugh it "'" 1w ""'d hy 
Creen) 

(32) " u-'" '" 
-fll rr "" V{!,Ui~+ V-'•· 

• • i'n 

where n is thc <urfacr normal ofthc body dircctcd inward anrl da;, a •u•facc 
dem<llt. Thcnrcm (32). inciclcntally, wa• aloo proved b¡· ~lirhc\ 0.<\co
gr.d<ky (IHUl-(¡J), a R<•"ia, rmHh,matiriall, ,.,¡,n pr<'<cnlrd it to rhr St. 
Petcnhurg ;\cadcmy of ScicncO< in 1818. • 

Creen thm show•·t! tOLA\ thr r<~nirt•ncnt th"\ !' dlld cado ofil< "'" 
cl<riVa LÍI·t< h-- 'on oinnom 1 n th~ in••• ior nf th< body e<lll l,e i 111pn«·<i i n<tca<l 
ofo bounclary r:ondilion on t~e <lerivatin• of V. In liglot ofthi< faet, Grttn 
rrpr«=te<i V in tite;,",.;"' of t!1~ boJy Jll """' uf i" valuo• P '"' thc 
houndary (wh ich flltlCtlnfl '"'" 1d be giv~n) and in lerm• o~· -<t1olh~r fomctiom 
Uwhich ha< lhc pro~ttÍ<"<: (a) 1./mu« be() on the <Lltfac~; (lo) a! ah<"<.! 
btlt utLclet<rmincd poi<Lti' in tlw itH<!Íol, /J llti'Oll>C> i1Lii•lil<" "' !¡'o"'""''' r 
¡, tll• ,list.ln<< n~anv "']ter t><>int from P; (<) U"'"" <ati•ry d1e potenli.ll 
~~uation (30) Í11 th<: intcrio1. lf U Í> knO"'"• and Ít might 1>< fo11lld "'""~ 
rt"dily l,.·c,,,.. it <ati,llt·, ,;,,pler tonditinns than :·, ,¡,,., V mn l,c 
reprc<cnt«l ;!l cvcry inw·ior poillt by 

e.; .... ¡., MorA., J9, rem, ll--11!1; ••. 1851, l~";l; '"'' H, 1851, 161-121 • c,r.·, 
Jl•rl><~•h«ll l'oj""• \U)], 3-11 e>, 
9. ,\/;.,, ,J.,J, <.-;,S!_ /'"'"·• (6), 1, IBJI, 3,__53 . 



•-' ··~·~ 1. .,,, • .,., , .. , • ". • '.'"A'''"'~' r noq- r ~~"' 

' '' 1 '' ,, ' ,, . ·,· ' .. ' ',', ,, '",,,,,,·,,·,,, ,,,_,,,.,._," w wo·e '1·' """''- lr<rr.o ·Y 0<' H' "" '·'· '"" ·'"' • " 

dw ••pl,\c<"' "• ¡,\' (/ Olo<l "!,y q, hro-'o .1'11• 

.. -~ 
1 ¡;.,.,,,\",¡,_ 

,.. .'o • 

wl"'"' F ( <), dtl <'"" f,,_,,..,,.,,, ;, tloe ~¡,.,.,, ;,."; ,, 1 ,..,,.,~-,''""e in lh< inlio~it<'_ 
,! .. onaiu. Tht· 01 ¡,.,,in~ 1,2:11 ¡,. ~~~: ,,. ,! lo)',,,.;,,.,.,-, lo.o•o:{e ,,r,¡,.. nr<!•·• .,¡ 

;n'o ~~ .1\Ío~, whido !-'ocri~r do M'< uOI !••' '" 1 In '1"'"'' ''"'• ¡,.. lld• 

, .. r· u-~1 F(~)d~ , . " .. '"'' ''" •f\ • '" qn dq, 

• 
i'•>IIIÍ<'f tlot·n <loes ti<" ,,na'<>gO<L' thÍ•I~ r,,, '''' oHI<I F(>), ~,,.¡ «J luo;olly 
' . 

"·'' ·'"" 
,~ 1) 

' -~ .. 
u~..:.¡ F~n)dcrf ,·'•''••»•r:<-«)dq. 

"··· ,o 

'llo"' lloc ,.,¡,.,,n ¡, ~'l""""d ¡, c!,.,.d ¡¡,,.,, -'"" ¡;.,.! ~ 11, u;, F(>), 
,.¡,¡,.]\ <ould ¡,.al>)' ~···~n I01ncli<m. 11,,.,,. ¡·,.,.,¡,., ''"''" lhd<, ¡,., ~n 
'"~'''"'Y F(•), 

'"' ql,< - ~l dq, 

wd l!oi, ¡, "'"' form ,ro he !'om;,,- ,-,..,,,,._¡,.,-~,-,,! "'i>''-''"'dtin" nf ·"' 
,¡,;,,,,. !;,,..,¡.,,_ ¡,:,;,lo<'<>~ :-,,.1,;, .. '''"'"''' '""' '" ~''"·"'""!''JI~",[ 

,1 1!1• ,..,;;,,: o·qu.lli""' "it!o ''•'• ;,¡,·~··'· 'lw .. ,.. : .. -, ¡, ''"' l,,.., ti1.L< i•'(11) 

;, "'""'".-<~¡,,-""Y!"""'"'· ohen (~-\' ,¡,,,~., '''·" "~,¡,¡¡,., ,¡,. ;,;,;,,: '""' 
,!ioinn '" r ~O .. \unt'ler u<c ;, "'"''' ,.,.;,~e,, 11 ""'' wo·iO<-. t!w F"""''J' 
""''~r.ol ;., ''P'"'""'"'t ln~rn, ,,.;,~ tlH' E,·, «·1·"""'- , .. ~ ""'' "· ;,¡, '· 
·:·hcn '.~.-,~!><·come. 

'l'oi< ¡,.,,, '""'" that Fr.•) '"'' h·· ,,,.,,,.,·di""',,, ;,.~o,,,."""''"'' ni 
''·""'""'" ''""P<m<nl< "ith cnn<iTLL' .,,,,. '·")'"~ "''I"''"'T ~.'1" .ond witlo 
·""!'::""''' (:,~~) r~~I-'(fi_lr'"""··· · ... ,._,ti .. - .... •:,,,)' ,.,,,¡,., "'1;,., 
,,,.¡"", ,, ~i,-c, r;,,, ,;,,1 '""' ,,, ; .. •., ,,. 1,1, d--• ,,.,,. "'' .. r ''·""'""''' 

, .• '" ' P"' o< " "-
{",,. .. hy\ ¡.',,.,;,., ¡,.,, ~·-·1 ,¡.,,; '·" . '1 ·¡,.. 

1'·'1"-' ¡,. which ;, appr•ro·<l, "TI.,- .. ,;,.,[<- Lo p:<•l'·'~·"'"" ,],., ,.,,¡,.,," 
,,.,,.m'<l ,¡,.. prite nf >he l'ari< Aca•!··•") [,,, 11:1•i.'• 'l'loi• 1'"1~'' i< >!o.-¡;,.,, 

"'"'"'''' '"' ,;,,- ""''" , ... r.1 ¡¡,;,¡, ,, "''•!<'<1 ;,;,;,,.,.,¡ hy 
_,! .... J .. ., .. ,.,., .. ,, l, '"!7 . .l-31~. <}_, "'· ,q, '· ... JI~:"'·'""'~""'""··'.""''· 

!M. J, /,,S... Plnl, 1a11, 1~1-~ 1 y a.""'• :;, ~. !!! !l. 

L,,pl.«~ Íll 117R. Th.,,~¡, C.\ndoy "'" up :lo~ ~nl<·r.•l h)<!rod)ll~mic.ol 
"l "·' ,;,.,., h ¡;,, i" h i 1"~ ·11 ~,''""'' '" '''" ~ 10 •per;,,¡ o mM. :, partic.,l.or ho
oonoi<ler• thc <qnatio11 

m "'""-" q ¡, whal wa• l~!cr called a •·e'ocity )><>tcmial "nd ~ and y are 
spalo'al c~><ordi"••~•- llr: wrúoo duwn without ''!'·'·"'"''"" the ,.,¡.,¡,, 
(cl'. [22]) 

(26) 9- J.~ e<» ,._,,-•~f(m) J,.,, 

whercinj(m) Í> Rrbitrdry thu> f'lc. Sinccy- O'"' the ""focc, q nduc••• to 
,, givcn F(~). 

(27) F(.r) • ~~e<>< m.rf(m) Jm. 
• o 

Then Cauchy ohows that 

(28) f(m) ' r· = - 1. coo mu F(u) du • 
• • o 

\Vith thio vai<Je ofj(m) 

(29) ' r· r· F(x) - - e"' mx coo mu F(fl) ¿, Jm. 
,. • o • o 

Cauch¡- thm "btair" no! only 111~ Fou•ic' rlood>:r-into·!:r~' "P''""'·"ion nf 
F(x), buo he ~:so has thc Fourier oron<form f•nmj{m~ '" F(<) and the in
<"<r>c '"'"'~"'"· Ci,·on F(x),j(m) ;, dctrrminod Ly (n: an<l can 1,., u<r<' 
in (26). · 

S'•or<lv ,,ncr Ca u eh~- tumcd in hi• p•Í>e p~¡><or, l'oi'l(lll, who cou!<! not 
c'()mp<·to for 1 ¡,. l"Í'c L<·c•u« he wa< a "'""' ¡,,., n: \he i\co<lcm)', pLJ lJ1i•hrC 
a m~jor ""'~ On ,.al" 'l<a\"<", ".\lbnoirc >1\t i• ''•fnri,· t:cs onC<~."'· :., 
this wr"k lw Ú<riv<' tlw l'<>uricr Ínte~ml ito ai>Out thc •• une "'"nncr o• 
Cauch. 

4. 77~r l'olmlial Equnlien aná Grun's Tlrrortm 

'fhe ""~' ·'~ni!ie.rll dc,·rlnpnocrn ccntcrcd aiJOut ohc fl"l<llti,,: OO<ju>tion, 
thOll~h <hr pri1orip•l "'" 1l L, ¡;,<'l'!l'> thcnn·rn, h.t< "1'1'! ic.U ¡,, 1 lo 11>:0 llV o•_l,., 
typc. of dilf<e•n•ial ~qu~ti~<l•. Tho potcntial equ~oion lmd figur<d in the 
<ightr.TOIIH<OllL<ry W<>>k "" ~•-ovitatio•n and lwtl ,,¡.,, appt·;lC~d iL< '"" 
ninolc<Lolh-ro-LoiLory ,.,,k'"' hc~o cooductio,, fnr ,.¡,,.,. th< tmoprr;ol>nO 

6 . .tu. •. ,¡, r.t •• J '" ,¡:,;. r .. ;,, (t), 1, 1a16, JI-18Ei. 



r~.,,r, 

,,] u L ¡, 

rA1l1"lA', ""''"''"'' ·~·'""'"' tl""'-'9"" 

-~ .. 
'' . ',_;.,, 

'' 

' \ 

--
<:LO"'-" '<>1 t' rlnN<; 'J •< 1' <'ni 'tU' R JNTI'~'<Al, 

une ,,,,,Id " <"k ~" "'!'·"'"'"' ¡, Lmns of othct i'u '"·' ;,,,_, Of en• '"' l'oi"'"' 
wa< f.<r '"" npointi"i<. 

F1nm uhouo JHI5 '"'he him<-dfsolved a nmnhcr ofbca! <onduclin" 
prnblt•ttl' ;ttL\1 Ult'd <>]J'ttl'inm ;, 1t<gnnnmctr[,· fu!ICLinn,, l.cg<ht!to· poly

no•ni~l•, "'"' 1..'1•1.,.-c •01rf•cc harmnt<ie<. 1\'c <hall""""""''' <flTt•c or ohi< 
,-ork l~tcr. .\lucio of l'oi .. ou'< "-Wk on ltcat c<>nd«<lion wa< ~rorhl<-.1 in hit 
Tld"rit IIWihé•mJii~"' dt /o t hd/n, (] 33 '>). 

3. C!oud S,/utions; tl~e Fo11ritr lnttgro/ 

Dc.pite thr •uccc.. lnd imp•ct of F<>uricr'< scri"' solutions of paoti•l dif
,"· • fcrenoi~l <<]ll~tion,, on~ Or the mojor cffort, cl urÍn<¡" tite 1\<<>clet·nth , ,.,, ""' 

wa• to fiod «>lution• in clo•<<"d fo,m, that i~ in"'""' of ckn>rnLaT)' JitttcLiM<
and in1tg< al• of ludo fuuctions. Such ...,]utioo•, ~~ l<a<t of thc kin<.l knnwtL iu 

thc ci~h:«·ttth a tl<l e;<> ly ni "'''«'<llh e< "''" [e,_ "'''" '"""' "''"'''g•·.tlh, '""' ,. 
pcnpicuot", ;<ttd moro ro.odily ,.,.,_¡ for c,-,Jc.o'~oinll. 

The m"'t<ignilic;,ot mctlo<><l nfoo:,.;.,~ pa,ti&l cliiTcrcolli~l '<¡tt.otiom ¡, 
cl"'cd fornt, which ""'"' frotn "'"'k inioi~ocd h)' l.ap!acc, w~• the Fl>•trier 
intcgr~l. Thc idca i< duc lo l'ouricr, Cauchy, and Poi!.SOn. lt i< '"'l""'i~lc 
Lo "-"lgn priorioy for this intporLant discovery, l><"cau<c all thrce pr.-onoct! 
P•'P"" or.dly "' <he Ac.td<'my .,r Scicl!c.-, Li>at wcre no< puhlisltcd mtti: 
som~ time .tftcrward. IItH cach he<~rd thc othen' P.'P<'", and nne canrwt 
t<·ll fr<1m olw pttl,Jitatio"' "hat cach "'·'''han "'kon frnttt thr vt•thal 

·"-""'"' 
1 n thc J~,, ><'<Lion of hi< pri.c pa¡x-r of 1811 , 1-'ouri,., tr<;l!<d thc propa

gooion ofltc,lt itt J,,,.,;.,, tlt.<t OX<cn<l to in!init;· "' nne titt<'.-[;,,, '!'n o<>l,oin 

an •n'w<r f<,r "'eh proh!cnt>, he <!arto,.¡,¡, t!t< g~"<'r.>l fumt oftlw <o!«tÍ"u 
o[ the hc~t <"JU~Hot¡ for a Uoundcd dntnah,, oam<iy {cf. [1 llj), 

• 
(21) ' . " "' L, a,e-"·' cooq,x, 

••• 

,-],croo thc 7, are dcocrutiru•tl Uy oh e boundar¡• ('QII{IÍtion, ano:! thc «,""'tic

'"' miu,-d b) th<' it titi;ol , <out! i Liom. l'nurit·t rww rc~,\1 J< tlw '1· "' ah~o·i"·" or 
,, wm· .lttd ti«· a,'" ¡[o,· ordinote><>fth.tl c•.U'\'<'- '[hnt a,.., f)(q,] 1>hcrc q 
¡, <omc li111~tiuu of q. lit- oh,-n r<"p!•<<"> (~!) 1>)' 

(22) 



,,¡~ ~· aphically. ! !~!!C<' '''"" ice o·omc:"' !"1 '''·' 1 • ovo • •'•o"' 'i<>u/{>) cuuld ho• 

"'l"'"""'''d '" 

f(x) - :: h. •in •x, 

' ' ' 
'1 j,¡, P"''illili<y h;od, ·.,r <"u\Jr>~, l>eeu ro:k•:t•·•l '•r ,¡,. o·i.~'<l«'"lh-ceutury 

'"~''""' nr<¡H for Dan;<'. !krnoul\i. 
!hM tllLL<h ]',u,-io'l -""'''- oi' tll< ""'~ ,.r' ¡,¡, ]"'e<bo.'IOl'O « m>t c:c~r_ 

1, ,, papr< of 182-~ h~ '-';, 1hat l.ntro ,¡' !!.><l ;,.o,, ,,,.,] him of I:u!.-1 's work 

]Ju' he¡{.,,., mol •••Y w!orn thi> happ<n<d. ;, ''")' """' Fumicr W~> tll>l olc

\<'<>nl 1>)' 1hc upinion> .,r hi• pro·<lco·o·•""'· !le''"'~,, ~···.Ll ""'''"Y u' f"''"' 
,¡,,111)•.-<l. c~ku1 atrd th<" fl.-.t !'ew b, f,, r;<d> functi.,u, «nd pl<>t~cd the '~"" 
,,f ,,,.. ti>>l fcw oem" ofth~ ,;,.e m¡,., (111; ¡;,.cM!>"'"'· ¡:,.,m tlm ¡:t.<phic:\1 

o·v't!cntt' loe roo<C!1>J«l t!>~! th< ,,.,¡,_., ,,:".o" > •'] '" "'rlt>./( <) nver () ..; < < ,-, 
~ ¡,.., 1 ·~·- , ., '", th o ,.,. 1" <•«!\ .o•.'omo i 10' r' ' ""·' ,;,• ,. t' ''' ·,., •.• rl ,J . 11 e ¡><>' "'·' '"''· 
iu loi•IM>Ok l,p. 1911) o!o~\ two funct'<•"' ll<.l) •'~""' i11 •' gi''OII """''·a!¡,,, 
'"" nece,1.miy ouhide that in:<rv~:. ·: 1,., f.oiluro· to ""' this ~'pl,,in< why 

"·" licr monhcllt• •h ian' tncl~tl t'O' •«-• : •' ti>. o 1 ·'" ,, hilo •" y f ut><.l HH1 C "" he 
,.,P"'"!«I io a 11 ig~nornct,ic w::-ies. \\ !o.>! t].,· ,.-, ;,-, ""'" >;i<·e ;, lhe ftrrK!i<'n 

¡, '1". <'nnoaito () tn ~. ¡11 thc iJ1o·1r,: ''"'',"''o! :.,·,iorlh· <"¡>,.litio<'> o!' it 

"""iJc. 
[>ncc Fourier rol,t.oined <he al,,.,,. ,¡,,pi,.'""":'¡;, th~ b, he. like 

1 :,kr, n·•li'<'<l thal e arlo b, can be o''',, i ,,..,¡ ltc "'"1 ti ph i "~ ti": .<cri ,., ( 111) 
.,. ,;, '·' "'',¡ ¡ llt<<¡raltll~ r. ~m o '" ". : ',. ,, :.,. : .. ;,..,. '"" ';,,, ,.,;, :" <le<tlurc 

"·'l'l'!;c"~'e tr> the re;,e•ent•tintl 

P<) - ~ + ;;· "· ... _ ... ,._ 

"' 
11~ ,-omio.krs next do< repr<>•nta<ion •·f M1)'fl•l ;, thc ittten•al (-rr, ~)
'! '•e ,., ;~, ( 1 $,' rcpr co•nu ~n <><Id fun' ,¡.,, iJ (> 1 - - j ( - •)] a m! 1l1e ><·ri.-. 
JJ<H .,1 ~,,., (ut>cüon ;J(>) -J(->:'- llnt ,,,,. r,.,,,;,,1 t'atL ¡,,. "'J>H'· 

:, '""'1 .,, thc """ of an OOd f unctionj,' •) ,,,¡ .,, "'-"" fu u<.< ion j.(-•) "he re 

' 
); ~.-;\1(<) +/(-<)). 

• 
f(•J - ~ +¿(u, Cú• >T 1 !t, >il1 V.l') 

"' 
,.,.,• , ,,,. r""'"··ir<>« ,.,,, br d~t~rminrrl t.v ,,,•.;¡>'ri"'l >ho ,.u~h hy coo ·~ oc 
,¡, ,, ,,.,: ¡,,,,-~,~ting r,,,n _.,. '" ~,"l·•do \"'''1' ',17). 

"tll". U>.A-r >-Q.<'AftO~ A~<> >N"•<•-~ ·~O.l<:t 

' 

., 

/ / 

' ' 
1/ 
1" 
1 

' 
fnlld•·o nr>er ¡:.we "")'complete ¡><<>of that "" ":orbitrary" futtctio11 

c.tr> ]J< '"P""'-'"'"'' by a •cri"' >uch u {WJ. In the l...,., k ho g;, . .., >nrn~ loo,. 
ar~uonc""· ""d in¡,¡, fno.d di«·,,jon ,f lhi• poim (p~r~~'"Ph• 415, 416, 
•nd 4n) lu•~¡i,-n a .~~<do ofa proof. Bot ,_.,.,., !hroe ¡.-,,,¡~, <fue• nnt ''·"•' 
t!IO' cm><liti""' lh.u a J'om<Oinn """' ,,.,;,f)' to IJ< <~p..tn•ihle in" <ti~n~o-
mctci<' \<'ri,..,. Xev~rlla·le•• Fou11oO> COI>Victiom t)I.L' th·1 wa< l'"~<i!"e i< 
cxp> ,.,,,·¡] lh 1 oughout tloe !xouk. l le .J,., si. yo • lhat Jr;, ,.,;,. ""' '""vrr~c"t 
no mattrr "hot f(x) ouay lo~, wloetl"•r or not une ,-,.n ,,;gn ~" .>r.d!nic 

"'1"""'"" l'•}(x) anJ "'~NI•or or n<>l ohr funeti<>n fdl'ow• any rc¡.¡o>ia1 ), 01v. 
Fm1ricr\ ,-,,viction th,rr any fu»rtio" can be c~pat><l«l in a Fourier .,.,; .. 
r<~<od on thr grometrir~l ,-vidcnco cl.ctcoibed al,uw .. \!r .. ut ¡¡,¡, l1e ,,,., ¡, 

l1i< 1"'"' (p ~l}fi), "Xutln,~ ha• a¡>]"'Mcrl <o"' more >ni<ablc tl<an ·~,..,___ 
metrical coto,tructinn< to dr·mn<l,.ra1" tlw truth of the '"'"' r<<ult< ,10 ,¡ tu 
retld<"r into·~~¡-~·oblc thc fnrm• whido atoalysi• cmpioy• r~,. ¡]1cir ,..1,.,.,,;,,,.," 

l'our ;.,,-•, wock i ""'"!"" :cteti •cvcr.ol rnajor advanco. lkynnd furthering 
1he 1hcory nf partial difltn"ntial .-quatiun•, loe f<>oc•-.l ,, rcvi.iotl ;, 11 1 ~ 
tloti"n ol !'u•o<'fion. Suppn,. tloc function~ = > i> reJ>'"'<ntcrl b)· a l'omi~r 
,.,¡,.,. (20: ;, thc irne•v•l ( - n, ,. ). 'Il1e 'crie< I<'JX'•'" ih l>clo,ovior ¡, ene'' 

into•t ,•al ni' lr·t>~lh 1.-_ 1 knce the function givcn hr tloc «<;,._ \ooh ·" •\"""" 
in J-í~torc 2:1.!. S»rh r,,.,,,, "a"""' be , cnre<rn<c·cl. u,- a ,;,,Je ¡r,,,;,c> 

• ' • 1 
anai¡·tic r•po·=i<>n, w!«.-.-~< Fouricr'• pred~c"'""" hatl io•i<Jed that a 
]U,, litm mm! IJe l'")Jr<>t'l<l;<l>lc l>y a ,;,_~:,. "'I"L""'~'L ~;llCr the ClltÍ«' 
fundiOniJ ~ x foral: .r ¡, ""' represented IJ)' 1ho· wir<, tlo.:y coulcl uot ><"t' 

1,,,. ,,, ;r,t_,;,o,uy liot>CtÍ<>II, "lricl> ;, not pcriodk, coukl he rrpt=<lled by 

the ,.r-'r.-., 1\tono~h F.u!er Rntl l.dgratt~c had ,octu"IIY dnno· <U¡¡,. ~Mti.-ul,u· 
nonpni<><lir· f,,,.-,¡o,>- l'uurier ;, cxp:icil '""' ¡,¡, ",_¡.., e•" ''l""c>ll fon1c
,;,,,. rh•t .ti"'"""' cliilo·oent ""dl)'llc~l npco·,;.,,, ;, <lil:i:o'<"<ll part• of<l•e 

;,,.,~~~ (ti, .. ~ or ( - "' n ), whe<hor or not thc "']""'''""' ,;oin """ '""'''"'<' 
<otl1itlllroo"lr. 1!..1"""'' ''"'· lin•lly, tl1at hi• wo>lk >t'lt!e, ti><" ar¡:urn<'"''"" 
.,,]uti<>l>< of ,¡,~ viLrdoi,¡:-•trT,g JH~blrm ¡, f,LI'<>r of ll>nid Br.moulli. 
1-'o11o1'1<'< ', W"' '< markr·tl 111<' break foom oomlyti< li111<'\i<>m or fonn'"'" de· 
,~lup.tl•k ;., T,oy!,r'• .. -,;,.,, lt ¡,al''',¡~,¡¡;,,,,, ,r,,,, " Fr,riCI' ,,,¡,., 

•- r •• , ,,., ~ <f: ... ,, t. ~tP. 



Si"u thr ~0 .,cr~l ,u:ution of(7) ¡, '"' '"'""''_,,:,,¡ ~;,,,. ,:,.,, l>ut ,\ ¡, ""W 

limiteol '" ,¡,~ ~ .. titen' in vi""' of (~)' r. "" ¡, ' ¡,,.;. "' '·". •!ut 

"'"''" b, '"''"' do""''"' the oon.,an< in plae< .,,- b .<nd ,. .. !, 2, 3 •. 
!1 0 ,-r,·rr the cquHti~t> {~) ¡, linc~r, '" ,:,., .1 '""' ur,ulntic"" ;, ",.,tutint>. 

:len ce une can "'"'rt •hat 

(lO) 

• 
T(x, 1) "" ¿o..-·"'"'""'>",;,. 

< •• 

To •atisfy thc initial condition (4), <>toe"""' lo.wr ;,., 1- O 

• 
~ ll) J(-<· .. ¿ ,.,_,¡, . - ' 
1-\mricr thcn fatetl the <]u<"$tion, Ca" J ( •) ¡,.. 1 "l''"""""'d "' ,, lrigonomclric 
.crie•~ ¡, r•tticular, , . ..,, ,¡,. b, be,., .... ,., .. ""'"~ 

Fnurirr proc~rdcd to an•wcr thr>·· '!'''"'""'"· T'"'"~h by thi• time ¡.,. 
"a• •omewl!at con•ciotL> of the prob:,.,., .,¡ o '~"' . ¡,.. l'""c«lrd tU, m• l:y i 11 
<lo< o·i~htc<~Hh-cenlmy >piri< To f•<!nw !·,,.,:"'' ""'k w~ •ha\\, f<>l 

,;mpli~ity,'k< 1 ~ "· 1hu' w< con<ilkt 

f(~J .. 2 6, .;~ .... !o>o " -: -' < "· 

••• 
' 

- e -' ' ·,' " •.•• ;, ... ,.·.·"'' lh<nrrmintn l'<•urirr tal, e, rae 1 "~~ ""''·"on anu '''1'·""" '' ·"- ' • "' ~ 

,, !'•'""' mi<>; that ;,, he me• 

• 
>in •X - ¿ 

••• 
•~ roo'.«< sin _. in ( l ~). The~. i>y ion' : • ¡,,,,";";: t: .,. '" ,!ct uf 1 loe"'"'""''"""· 
·"' ,.;,,.,,,;,., tll>quc>wwrcl .n thc ,¡.,.,. '·•· .,•,,.,;,, 

'1!""/<.<) ¡, -'1'""'"''1 a< ;1 power " .. ·,., '" '· "hido imp\ic-, a "rum: re· 
,,.;o,;,,, ~·• <~>e ~don:,;•,:c f(~) tl,,,, "·'' ""' 1'"''''1':""''<1 1'" '1"" }(.•) 
l-oun<·r tr<.t". Tht< pnw<'l sorir> '"'"' '"' t],· _\1.,,-!,t,.;n mi<> lor J(~l, >O 

._¡,,,, 
• 

' . , . . .. ' j(I) - ¿ ).~J"'(U>'-,_, 

"" 00 

Tllf. tt>.A'I' •<.:UATJON A~L> I'Ol'~JE" n.k<~• 

lly «¡u•ti"K c~elnci<nto nflike !'"'"'"' of x in (14) .1nC (15), Founer li,cl, 
lltalJ"'(fl) - IJ f<>r ,.,.,,. ~ .o>•cl L<·yM<I doat 

n ~ \, 2, 3, ·· 

:-.'ow th" <ki<V~Üv"' ofj(x) "'" l.now,., l>rr.am<" f(<) ¡, ,, ~iv.·n inilial ,·on
tlition. 1 fr,.co ¡he b, are .m infinitc <et of unkn""'"' in an infi,.ite •Y"""' "f 
linear a!~d>r> ic «¡uatiom . 

lll" l"""iou< P'"¡,:,·m, w\wrcir• he face<lthi' •ame kind ofw,.cm, 
Fooricr tnuk 1he fLnt A tern" ~nd th~ right-~1and r<>11>tanl of tl>c fif't k 
rquation<, <o[,·~d Lhcor, and ~y oh1ainin~ a ~<·nrt,\! ··~l>rc-.,imo l'oo b,_,. 
whh h ck•lUteo tho "l'l'""'"'·'te va! u e ,[ b, o!>Uin<tl from the fir.~t l. "'lua
tiono, h~ \x>!dly conc!w1ed lhat ó, .. !im•~~ 0,_,_ How<•vc,, thi• '""" ¡,. 

,lt.ul "'"~h <lilH<ulty ;., ,:,·t•"""i"i"g ,¡,,. !.,. Tk lu<>k "-''"'"! dill<rc"'f'-':·· 
and ,¡,,,.,,,¡ huw tu ol<tcrmit·e <he b, by \"cry cnmp'ic.u.-cl proce<!ur<> th.t! 

invo\vtd <h<•r¡¡ellt <"P'""''""- l:>itLg thr.o •pcci.t\ "'"'' "' d !:";,¡,. l~o· 
oi.JtaÍ!oNI .,o "P'"''iot> for h, involvin~ inflnite produc" and infinit~ """'· 
Fuuri~< r<a!ir.cd that thi• ex pr=ion W.>S rathcr us.ele>>, and i>y fm thcr ¡,~:,¡ 
~n<l in~rttio.,, thou¡:h a¡:ain often q\lo>tionai>!e, ""P' fm>tly arriv..d 0: thr 
fonnu!a 

( 1 5) , r· - J(>) oin "d>. 
" .. 

Tlor conclusion "'"' '" an c~«n< '"'' "~"'· ll't l1ave alr<ad~ ro'.A<<"<-1 
(Chdp. 2U, '""· 5) hov. C!,.iraut ""d 1-:ukt had cxpandcJ '""'" fm•c<i""' in 
Fourier <eri<.-. alld hacl oi>taincd the fonnu:a, 

( 1 7 J O • .. l fJ(x) ,;., re< dx, n <:. l. 

~!urco\1"1, 1\ouri<>'• .,.,u\LI as deri"'d thm far "ere litnitcd, l¡rrau<e lor 
"""""d ¡,¡, f(x) ha<! a ~!aclauritt e<pa,.,;,,, "hich m<an< a" in!lnito• 
m••llhcr .,e •~•·1 t\'a! iv<·'· ¡:¡,.,,]]y, l'uc" ¡,., ·, n•«h.,ol ,-,,, <'<'1 t,,;,.j,. nut nguo O<" 
0110! o>"O. oll!>l<' Wt!!plicato·d t)tan r: .. ler'<. 1\')o,-rc." J·\>torÍcr ha<i lO "><" att 

influilr '~''"'"'oC 1111~ar al_~ci>raic rquati~n,, ¡;,.¡,.,, l"'"''''"'lrtl """'' •i•np'y 
,,,. "';"~ oiw propcolin ol ,.;_~onom.·trie r.,,,,¡ .. ,,. 

]loo( Fuouin now nt:Uic "-'"" rcmdrbi>!r <>h•crv:otim". !le• tto«d tll.l! 
cach b, ,-"'' he int<>']"'"''l o< tloe "'"" Htlllc•r ti«• <'tll<'< ,.r 11 ~ (2/")j(.t) • 
"",.,c.,, , ¡,.t,,.-,, (\ ,.,¡"·~ .. eh an .ore.> tnako'> '""'' cvc11 for \"cry :trbi
"~'l funni<>oh. 'J'k r,,nt·tio"' 1>ccd "ot k C"!!litLt<0\1'' •u:<l he k"o"" 



PARTI,\~ 1" 1 ' '·'1' ' '' -~''''"'~' oli" '""'"" 

,o<,,,.,.,,~ •Lm!c·ct o•f.,,nhem,,,;,., ~.,., :,,,,1 _, .. ·" ' ' .. , 1 ,.,.,.,'' 1' ··: ·'" . ' . . ' . ''·'' •'··· ...... , ,,,,, ,,,;¡,,.., ,,,. !UI<" .,¡h«T- lJc1011"1. ~ (<)O(UlH"Ul<' J•LUI'C _,. -

.,,,,.,, '" 1111' 

.,,¡•¡¡,, \' ,,.¡,,,: 
'¡fe'"'"'<'"-

poiNI'"'"!. \\·,,. .. , ,,,. ···" ,,!: •. ,,,' 
he ''•"' oi"CTH!<(1 !10 ·!'' o·"><o•d ol"<, 1" ,,•, 

!.o'"· <>lher ""'"'"",,e¡,¡, IÍm<', [", ''' ·•' 

!'<M""' «t" iutrrc•l •1' ,l i"·"'~i<·a! !""'''""' '" 
""'"'"" ~uJ "' ~ >Cir11ti!k I""J!c:n ¡, .... , '"l'"' ,•,.,, '"''""' t

1•e lt'"'l''"l,l· 
· ·, · • ''' '' '' ,.,,.,,,·,,, ,,,, .. ,,,.,.,,.,.,.,,,,"'"iohtim,-, '"'~ "' 1 1c onteo tor '' .,. ~-" t, ;e • · ' ' -

~«J ot!,cr such qu"'""'"- lk sulm>Í"•··: ·' ;,,,.;,- ;·.·: ,., "'' ioc.•' C<'11 ~"' ,:,.., 
1., ,¡, Ac><lrmv .,r~'''"cc·, .,,- ¡•,,,-¡, '" ,,,,.,-_, ·;·•.,. "•''·'''' "'•'' ;."··~··~ '•)' 

' 

. , ' ' • .,,·,,, ant' l.~rndrc ar11l "·" ,.¡,, •--•!. ::.,, t1,.- .\'--'":,·my ,:;,o .. >gr~• ',... ., ·~ . . 
"¡,], t« cnt·uoor-~e ¡.·,,,.,., t<• tlC\·dop ¡,;, '•'•··"· _,,.,: ~• '"·"''' th~ 1'''' 1

':,-,, <•1 
•hr l"''l'"~·"¡,, ,[ !>·-~• thr "i!Jjr< t of ,, ~.,,,,¡ 1" ¡,.,. '" :,-·"'·'""ti ¡, 11',1 ~
¡·.,.,.¡,,. '"'"""'""! ~ •••hcd ;>ap<' ;., •:;• 1 , ,·,¡, ·. ""' :,,o~,-<1 1!1' t:,_ 11ocn 
,t'll',l\[\ '11('lll!<1Jl<'d ,l<ot! ,_,<,rr< Jt W<"' 1t,,. [•1ÍI" ',:;• 1<.1> <IÍO'ooilt·d ],¡ j" 

" ' -• ' · · • ·· · .:.•;,,.,,¡," n' tite \e ul :,,·k ,frig<H dlltl >O U<>\ !>"·''"lOv R[l,l,ll llllH 0' ,·•o ' ' • 

""" _ 1-'ouri<r «>entrt! "'" tCC:tW'""' ,,,. <<VI o •·o l. : :,· < • "" iuuúl '" wor'.. 011 

1 ~,.-- , 11 !Jjo:cl of heat ''"''· in 18~2. p••i•'i,],·tl ""'' ,:· ol~o· ,,[o.,Íc> <>l T,,\lh•:· 
,..,,;<>, ·n,;.,;, c"~/q!ip< J, In t/oQ/r>•." : t iH.:m , .. ,.-,,,-,! o loe li"t p~rL <>f hi< 
~:¡j 1 lhlllCf pra<'lil,o\l:, I<Ítltol:l o:,;,,~,--·;·:,¡, lo<><•'< i< ,:,. nt,tin <<>llfU' f<>r 
¡.·,.,,¡,.,.-; iol<·"· T"" ~cM< 'atcr !1< ;,,.,.,,,,. "' ···t.H) ,f lhc .\ca<!eony ,.,,.¡ 
""' .t1JI~ ro have loi; IHll pap<r P"'•':,'n~! io• ;,, ,,j!(i"al form in tite 

_;;;.,";"'-' 
1 oL • ''''ior of • hfl<!v tha! i• ~.,;.,¡.,~m ;,..¡,,~ !oc.ll, lhC lr~llper.t\Ufc .n ,,e,, , . , . 

¡, ~c,.c~a',lyJimihul<~ ""nuniforon\ ,,,,,: <''·"''~" ·'' • "Y """-~~ce ,.,_th 
tiu 1 ~ 1'hu> rhc tempemlure Ti> a f,~,, ,;.,, "' '!'·'''' .tot<! ''""'· lln' :"'"""" 
[,.,,,' <>f thc funCIÍO<l ~cpcn<!o u ¡>u" t 1••· •!o,o¡•· "' l ',,. !.~¡ )' • !he ,\,.,,.¡,,. • tlll· 
·¡o<cit 1,- !tc;o r of 1he IMIC! ial, thc ¡, it i,,' ,:;.,, 'b• 1: ;, '" • '' '/", '''·" Í>, Lhe ,t;,, ,-¡. 

-- • ' · ' ,, ,,, .. ,,,,,,,, ... r 1he 
•,.,,;..,., ~• time 1 ~O, an~- 1h~ rot>C:""'" "'·''"-'"""'' • ' 
].,"~'- 'l'!c< lu>l m•Ju< pro!.:Oon l"t>•L• ,,., .,.,,,.,•,.,,.,: ¡., l•i; :,.,,, \<',lo ''"' 

,;, ''""" ;,.,, ;,.,, of th< • ""'!''''" '"« T ;., ,, ''' ""' ,.~,-· ,.,., '' ·" ,d ¡,..,, "i'¡,. :,, •d\' 
. ' ' ,,,, ' ,,, ''""-~ "" ,;, •. :._,,:, .. ,- p:",;~.: ¡JCÍill ip: ..... _,. ,, :n•"''"" o .•. q, .... _ . . _ 

,.,,, r """' ''" ;,rr·, ~o~ !'·', 1 :,, : ,r:trrt <" · ._,' , ., ••. ,. :, ,., · ·' 1 · ,., 1 ,1,. ¡,,., '''1"·" '"" 
"' ,:.!<~ ·:·~~" ,¡¡,,,.,,.;,,., 

·.1"· 
.,. ?'T ;•r ,;r (S ~¡y + 7''' J ~l. ~--~-

\) : ... ,. 1 ,, ' '1 '·' ,., i~l 

. . ',, ,,,.,., .. ,,,.,,., ..... , ......... . 'l'<c •U•"'""'f'l O> m 1" <o<MV O <.'e"' 

~,':~.,'.'';,';, l•" ""S",/',..,,,(~).;, !J'""C'I', '"•-'•.'···, ,.,,, !11!1, ,,¡ ;, IOJI/l!, 
• ' ~.". ,:,, ', ,_,;, >h< >«o,~l ~!( ;, , """'"'ni '" : ·.,.,,;.--, '• !T"'"• ~. 5-~ l. : \J:O·-··. t~'• ·' , .. 

1 U l. Ul ,\·1 1 \',\ 'ATIU~ A ~!• l<l\' "'"" '"-" "-' 

l". .. u·i.,· <low '"'"~1 'i"'Ó!ic boa¡ <'f>'>d~cti"n proh1cm<. \Ve •ho'l e<m· 
oider" .,,.,. oh:u Í> •noi,-,,1 nfhj, mo·ol•nt1, d•c pr•JI!Ie"' ,.[,olving cq\IO<ion 
( ') l<•r <lo<' ··~:O,.do ¡, ... : rucl "h""" rnó are k•pt ~• O" lempcr~turc and whooc 
'.<1<'<"1 ,,.,¡_,,,. ¡, i""'!.wr! "' th.Ll "" ñe~l iln1" thm.,~lo Íl. Sincc ,¡,¡,roo.! 

(2) " .. !:'Ti 

'"~jec• In llw boundary eondi<imu 

{. 1) -r¡o,t) ~a. 'F(/,1) -o, fori>O, 

.tnd tho inili.d wmlitinu 

T(<, O) ~ J{x) forO<x<l. 

To soh•c thi• ¡mohlt:i 11 ¡-,,, rior lllod the methnd of >e~u.uiuto of v~ri.th:"-'. 
lle le\ ,,, T(r, 1) ~ •/-!-').,.(!). 

O o •ul>sll "" <O<I in the dilfercnti~l •quatioll, he ohtaincd 

fr'(l) 
.. -f(l) . 

!le 1hm argu•d (cf. [30) ofChap 22) ll1at each oflh<><' rali"" mml IJca 
c<lmlan!, -,\ '"-Y• ><> that 

(o) ·V<~l .¡. ,\P,.(r) - o 

"' of'(t) ... .1¡\(1) ~o. 

¡¡,, "''''' 1l1r lmu nJ.ry condilion< (3), in ,~co, uf (5), imp!y that 

(11) 

.¡,(x) - b ,;, ('\'1h + <). 

Th< <oHdilion 1ha1 4·(0,1 ~ {1 ¡,,,,¡;,., '"-" r = il Tilo cm>dition <(>(/) • O 
ill'l"'"" ~ lin•it~tion on ~- llamt•ly that v1 "'""he"" inl«:ca1 multípl•· of 
nfl!. 11 ··neo: t 1 ,,., M< an i ,,lt•oitc """'~" .,¡- ,,Jmi--.i~>l<' val u"' .1, ,r .1 "" 

"' 



•,,.,·,liL<t-\' 1'h"', 1>11" 
.\!ulk<, !695-1<>'!4. 

• 

Partial 
m thc 

.. 

Oiffcrcntial Ec¡uations 
N ineteenth Centurv 

Th' prufound ""dy of "·""" ;, "" "'"''· ''""" """<' or 
!""'-"" >O<'m.o 

l. lnlroduaion 

Th~ >ui>joct of p~rtial <.liJToce•><Íal oqu~tion•, whic.h load ;,. bc.~inning> 'on '''" 
c'ghternth ccnwoy, l><~rg•nned in the nine¡centh. i\• pl,v,ic-.11 <cicncr ('~

pandt:d, in b<tth the varicty a11d depth of the ph~nomena inve<tigdted, ti> e 
nutnber of "'"' 1 l'pc• uf dilfo•t< nt ial ('q' 1at1o"' inerea<cd; anc! cwn ¡Jlc IV!Jt'' 
already knn"'"• tl>e '''"'" <quatinn ancl thc pN<ntial cquatitnl, weoc 
applird to """' ~rea< of i>h).<ÍN. 1' M!ial dof!hcntial e~"·"'"'" becamc a od 
mua'tn !l '' '" ar! uf tllollho·m,Hic•. 'I' l1c:r 11 11 ¡•m (,> ncc fue ph)'•ical '("11<'<' i< 
oni)· onc of t~c rca•""' f<>c a"i¡:nin~ them thi< co!\tral p:acc. J-'r<>"' thc 
,a,dpo>i"' nf ,,a¡ he•~·"ic, :,~:!, !lt<' sol u:;,,, o! \~1r! ia 1 <'ilfc~~!uia: o·<r~a•.iol>< 
cl<ottc<l li»· ,,.,.,¡ fnt uoathe»>,llirol dcvdopH• en'< i t1 1 1 •< 1! !COl')' o[ ]it''Uiotl,, 
~1~ caku'm of ,.,,¡,,¡""'· ,.,;,.,. '-'P~"''""'· <>n.!in~ry dil~crerui,ol ,., 1 ,~, inn•, 
•fgr!JH>, O»d <lil!l-rrntial ~··nnctr;•. TIL<· ,,.¡,_;,.,.,, ¡,~, l><<n»» <t> 1 ''""'"''' 
thdl in tloi, c!t"!Jicr we can ~¡,.,o ni,- a f,." of !he m. ojo•·, .-,ult<. 

\l'c arr .·<·cmton><"<l "~'~y to da<nif)-ill~ p.>rtial tli!ro-rrnt'al rqua!ÍO'lo 
oCCo>dÍII~ tn l\1)('>- ,\t IIH- j.,·~ÍnLtij(~ nO Ll"' n'Lnr•t"t1t!1• (l'ltt<try, "' :':!:o• 
""' k!>o"" ,ohout ¡he "'l,_¡e,r t!>at !lt<· i<'<,o ofdi><ingui'!'i"S <hr v,.,.¡,,., 

'll"" c<>uld ""' """" "'""''"''- The pl>y,ica] pn•!>i<-m> dieta!td 1>!•ich 
'~""''""' ,_.,.,.- "' ¡,,. 1'"""'''1 _,,J tloe »•.<!IL<'m,Uici,," ¡w•<·d ¡,.,.1) ¡¡,,,. 
one , y rr ", ,, "''' l>r r " i ' '" " " n·co~ , i , i n ~ ,., .,~ d i rr,-, ,., ,.,., , ,. "' '"~ 1 ' "., " ' ~ a ' 
v.·~ now """''!' ' funcla,,,.,,,,r_ Th,- phy•i,,.: "'" Id ,_,., .. and qi :: " i nJi 1 1<·1 ""'· 
•o <he ,,..,¡,,.,,,, 1 ¡,.¡,,,,· ' ! ,.,,¡ lio·,ll inn 

2. Thr Hta/ Rqtu;tion ttnd Fouritr Suin 

Tho ftul 
pnrl.wcr, 

., . 
]¡j~ I>ÍIIt!«"<>th·trO!I>lfY •tt•p, 

"''" '"·"'" l•y J ..... l'i' ¡:,,;,., 

.w<i in<l<r(l 
(171'11-III'JO). 

011< nf """'<n"'" U!\· 

t<'L) l'l·l! 

. ' 



l,a,ic rrru,.tiun• an<l ~cnrra:i.cd th<"l•r, • ~cr ,. ¡., r·- ._.,. ·r , .. ·: 1 1 '' el' 1\ !.·r "bert r wt 

""""!o !:u:er, !!e '•>O "'Y' the eqct.ot:.,., .. r 1:,,: '"""''"ate''-"' Jilf,c111! to 
ho lrd111llcd hy "''"')'"· Otriy t 1>e •'•"''> "~ ¡.,¡,, '''')' ""·''1 wo>·r·rn<-•tU are 
<u><.rptih!c or rignrou• ,-~tcu!dtion. 

J n ti o o arra ol 'Y''""'-' ~r P''wo: •' ¡rrcrrmi.rl ··•¡ ""' '""'· thc cqu~tinr,. of 
)r~clr<J<!y,,>min "ere, itr ohe right«·o.:lr "'"'""• L'ot· ,rain iu<pi,-,,,,,, for 
mathemdtica! ro:>c.~rdo <>n thi• "''~•·eL ,\ctu.o!:,· t 0rc cightttnth ccntury 

acc<•mp:i•hcd litt!c in tlr< •ulutio11 r•! "'"""" 

9. Thr Rise ~ lhr ftfatlrrmalica! SPrbjr,: 
t:p to 17fiS pactial clill<:rcntia! eq";"'""' .oppr:,ired only in the solouion of 
~h)•icdl l" oblr:,.,, The fir>t p•p•r ,•,., ""·d "' 1 "" dy m.,,homatica! lmrk "" 
¡rani.: cl i!'!'c,-,-,, ·~: rqua<ion• ;, by ::,•,., : .. ]{,., 1 '""1"'' "" rhtt<'gm: ''"' "• 

l'é'l''·"ion ('~;',:) ~ Dn(~) --l-; (~~}""' ~!"'"~Y .¡,.,~•fter Eui•r Jl"b

: "lwd a trcatioo on the oub_!•rt in th third ,.,• ur~;e uf ¡,¡, buliMi<m•< CtllnAi 

'"1'&'"/i'·" 
llefore cl'N.otnbe<l'> work of :7-1; on thc 1·ihr.r.1ing "ring, partia! 

11 i ffer ,., r'al equatinn• wcre known "-" ··•¡uatinn• of cor~ditiM ~nd Ml~Y •pecial 
•oltltiom ""'" rought. ,\frcr :his "'"' ~ ~·:d d'.\lt·tnb.·r t'> b<>ok ~n \he gcnecal 
e,,.,,,., of wind> ( l 746), the mather";• •it·i,m< 1 c.LI ;,e<J tite <lifferencc b<twe<:n 
'l''"<"i;o 1 ",,¡ general •o'ut'om, ! lm•·c"'', oucc ;m,rre uf thi> ti i"inctinn, 1hcy 
,,,. 111 ,.,¡ to bc:iel'< tha: genera!,.,:.,:,,, """'o: l•c n'•>lc impnrtant. In doe 
lir>t vn!uone oF ¡,;, ,\.'icar.-iqu• ri/t)/t ( i :: 'l'), Lt¡ • ,,, e 1' i!: cor11p!aillcd t h~t t!oe 

¡w•t•ollial equa:i01r in 'l'¡,,,.;.,~! coor~ '''•""' C<>'Ctl ""' !><: ''" e~c~ted in ~cneral 
~;,,,,, ,\ppoe<iation o[ the f.1ct th:ct ~,.,.,.a: ,,.•,.:,.,, _,,el, as 1·:\l!cr and 

d' Alcmben ohtait1«! for thc vilrr•ti"'i "' '"~ \',•,t ,- ''"' ~' mcful a• pat ticu!dr 
oneo >ati•ljring initia! and bounda•y couoliti"'" "·" ""' ~".oin"'l in tiLa: 
< cntmy. 

'!'he mat!rcmaticians d!d !Odiüc thAt oMrti.•' o!i~ferentia! eq"<Hion• 
; nvol"·cl 110 11 ew opcration•l tecl"'' o u•·• iJu L di:':., r·d !'o"'" urJ i ""'}' ,:; 'ICo en
ti.o~ cquatiom in tha< arb;trnry functio•r< ,,;~:,, ";>"r;or i11 thc •o'rrlion. 
'!'he>< thcy exp<"Cted 10 determin• k r •·t~uo ¡.,~ ¡•.<rt!.oi <'i!~Ore,ti.,: oquation• 
tn ordi""' }' orroo. L1rlace ( 1 ?73 J "'" 1 [,.,~,.·•":;" (: 7:: :) ''';' e:,,,, !y tlrdl t hcy 
''~'"'_¡a ¡.oatti~: diffcrential equat.i<m . ., ,.,. .• ,,,,.,-._: ,,r,., it ;, tcduced ro a 
pr11hlo-nt .,¡' 11rdinarv dilfcrell\ial rr¡rr''"""'· .\•1 .•:ter ,,,ti>·e, >U•''l a• Va,ie: 
lkrnou ih ,.,.d for tl;e wave c<¡lln•i"" ·' totl • "' 1 ,' .. , ,. ~" ,; •• :•"11'"1 ;,, 1 ·~' rati"n, 

\1',1• '" "'''" ''-'"'""''''" itt ,.,; .. ~··., ... , ;,,; '"'" '"""-
'fbo onai~r adrie1·~ment of ,;,. ci~!llo'o'ttlh··•·utuO\' work on ¡wtial 

'''""'"'";,,; ,ql'.ttiom "'~' •o rev•~l • !,,.;, 11 '': •·• '·'''' < ¡;,, l''"'':<r.<> of c'~•<O<ill·, 
,. "'"· T""'-• '• ¡;r;~.'<i5, '><l-~•1, """· ''''"'- .,,,,. 1::, ;<, ·!l-7!_ 
·,1, lll'! • fJ{«o,j!', [j_ 

' ' } 
~ 
' 

'Í 
' 
' 

l 
' 
' ¡ 
' 

' • 
~ 
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'" hydrotlynar,:c., ancl gravi t~lion:rl attract ion. E.•e<·¡>t j, tlo~ ~a'" of [-"~"'···-~·, 
work on fi"t orcler equ3ti"'"' llO lrr ~a el ""·tlro>o,J. ,.,-,-e ¡!nc!.,p•-d, ""' "cr ,. 
thr pol<nlialitie'l in the t~>rthod of C>.pall•ioto in 1¡>e<:ial [unc,Í<>n< apprcciate<l. 

Tire rfforl• wc1e dir~ctct! to ~·lvin~ thc •:"'"'"1 <•!"•'''"'" th.0t ""'"' in 
p!oy•io·alproh!entJ. 'J1oc tloc"'Y or the •o'"''"" ,r p.>rti.t! t!ilho-nti.c! "'~"·"ion< 
rmr;oine<lt<> be ra•hio11ed ;olld tloc •ubjen a< a "lonlc "''" •till in it> inf.uocy. 
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""' ldk~ ,;,,.~ 10 «wer. ).~~n~e'< ¡,,..,,._,.¡, .. , "' ,•., ... ,,,._ ... ,.., '"' •nin;•noo: 
""¡;,, <> "·" ~nc o.'¡,;, c.',,.,., '" o,:iOT)'-

Fnr lht· '''!""'ion (t:7J ,,!,o ).!m•~·- ;.,,,.,_,.,,.,.,r ,·,..''"'"'Y uf• houoc«r'•· 
tic-. 'l'h~ oor,ol tlilfcr•núl o·qu.,tin!\ n.'':·.,. :,,,,,., ,:,,,,," ("'l), ti•"' ;,, 

llty'- SJ.<Jy' \'. 

Tloi> «¡u~\iou, .. -hielo appe"rl in hi• "<" ', ,,, ,._,' '1' •" .' !>e i, '' o.'o·lint·< ,., c,\ch 
!'""" ,,f ,,., j 111egr ,LI "" facc two d'rec< :,,. " '·''·' t ,,. ,. :'·•· , 'Mr.t• ,.,.¡,,¡e ,;;,-,..,. 
,;.--.,., a• that roint. Throu~h cach poin•. ,., "" i "'' <', • ,.' .,. '·'<'' t!l't ,. 1'"" L "'" 
e'•~• .,.,., ;,.;,- o·urv<>, a ion~ eadt o!' "•,¡, '• t"" • """ ' "• i"' i '"' •;• ,.! ,.,,;d<'f'< 
'""' h <'<eh olhcr. 

8. Sy>lmu ofFirsl Ordn Parlial J);_J,'r·.•r¡¡IÍ·.'! .-':•:1udi""' 

~''" ,.,, ni' pMti~l Coft'erc,,;.: oq 'L.I!i<'"' ,., < "' '« '' ', 1-.· o i:~h•,,·o·nt h ''''""'Y 
"''"k m, !lui<l d)na\\lÍC> "' !l¡'<.!<O<:!-,.,, ... ;,., -~ :.,. ,.,.,-, "" .r.r•""i'""''•.'•· 
!luiols, for cxampi<, "'"'"· was mot•\',•,lod 1,- ""''' ~"·"'ical pruh'""'-' ·" 
olc,i~nih~ •he hui!' uf 'hip• tn red"c~ '"';,,,,.,..,. ti• ""''">n iu "A~<' anC 
' .o!cuLui "g the ti do., the t:ow of ri•·e· '· '~''' !~<'"' • ·' ",., ,., !, "m _'el', ,, nd th~ 
1" '~"'"-' of w•<<r "" thr >Í<!e< nf a •hip. '!'''" "'"'~ ''" • ""'l"''''ihlc .'it:irh, •ir 
i" 1'-' ''"' l,tr. ,,.,~ht lo ""''1~-.. lh~ ""''"'' ... -.,;, ... , ,,,:-, ... ''"1"· t he c .... it;n 
,,- ,;,ulmill \'all<'>, at~d ¡¡,. l''"P·•~·"'"' ,.,. ,., . .,.,· ·: ·,. "'"'~ wc >t•.«!in' 
o·.ult.-r un lhr pro¡Mg.lti"" of •mom! "-'' !•¡,,,,.:,,, .. ;- , .. , .op¡>'ioatinn of tlw 

,..,,¡, "" hj<!tOCyn•m'c' <p<-coalt7~C ,, .. ,,._ ... , .,• "" '! ""':·" .«'•• 
"\llcr h••·w~ 1\'t·,M<I iiiC""'l'"'''·_- ,..,·,!· •-- '7.'<'.' "' ,, !'•'!"' ._.,.tiohl 

"l',iuriple< of <he .\lolion of F'uió, ., .. !:.,•, .. ",.,.,.,.,::,_,.,: thi• "''""in~ 
l'"l'"' of 17.'iJ, cn:nkd "G.,nor•ll'--·••in',., ,,· •,, .. \!ult,.n .. :· r:,:,:,,"'" 
l !o·• ' he• ~"''o tl10· <til:-r.,,.--.u, <qU·<ti<•ll' .. r •:, · ,: ~ •, .. , '•" f"'r'i..:t (n"uvi•c<>n>~ 
• "'"P' ,-,_,;¡,¡,. ami incomrrr,ih'., !ltú'•. ':·;,. "· _,.: " ''"~·'' ,:,-,¡ "' " U•tltiu1111n1 
otu¿ th~ pMtic!c• 3<l' \llcit h<nt•< tic01\ !-'"' "'' 1 t ,. , . .,, .,:d,.,' t 1 "' f,, ce •«t'n<: "n 
,, '""'1: vol"""' ,,- t l1c lhoir< >ubjed '" t ,•: :'" "'" ,. ,1·, o',.,,;,)' p-, "'"! rxu·t "': 

'~"'"' with '""'!"''""'' 1'. IJ, >.m: R ó"' ., .. ;, '''·'" 
lu om· ,-.• t'•c '·""' •'i'l-''"'''hcs '"::,id cl)"·'mi<> ,:,.,, E1úr ""'ated, 

'·""""in ohe ,,, .. ,.,, .. ,- "' th< <patia: <'•··c"¡"i""· ,¡.,. "'""P"''<'N• TI,,.,,.,,.¡ 
,. ,.<'t!oc 11Llitl ,eJ<>cit!· ~'"~;, . .,.,al,.,., •) !'"''" ., ,¡,.. !'<tiol '"' 

(1'1 J "F u(x,y, :,1), 

:O.'ow 

'" 

,. ~ !'('- '-'· --. ·~-

fll ' ,.. '1 ,, '" .,..- ,!: + 
" 

'"· ¡¡,~_J,r.<urJ ,¡,. l<o,l',n,,l7B4, ''"·''!.¡,.,¡,_ \1!11. 

'" .,., ¡/,', 

" 
-1'• ,.,.., 1· '"'" .1'" Prl••t ,6, 17.161,;, ~;··JI\, ,.,r, iJ~i ~ o,.. •• {1),1Z. 1))-f.ll, 
'i'). /1.,,_ "· "' ¡¡, .. -... i 1' 11 "· '; ;.J! •, ,..... '; • ' ~ • '.'" "• (!¡. ·~. '• ·-~1. 

~ 

"' "' 

'"""' ONIH.R <\''''~"< '•·' t 

l n ti nu· J¡, 1: ..- 1''"' ick "1 ( x, f/, <) wil! tr.w.-1 :o <1 i<t->Uo e " ,¡¡ ¡., th·· ,-.,]¡<ec\ ¡,,.,, 
/'o/!;,. \li<• •¡-<litro oim>, .1ntl 11' di in ol~t ,-dit~otiou. ')'1..-u l!.c dCUo,,: o'''·'"""' 
J,, Jy, :omi o/;:., tlll. <'ll1'<'"¡"" f<>r Ju ac~ ~¡vr" hy ,¡,,.,.. <¡IIO<Hiitic•, "' tl•~t 

¡-, 
.,..- " ,{¡ + 
' ' 

(9U) '" ¡¡-

¡ " ' -·· ,., 

,, 
+ iJ¡' 

.,,¡ tl~t·u• :oc.· th~ «"'"'1""',¡¡,¡: ~'P'""'"'" fo• J¡•/JI •m! du•.'dl. Tho.c 
qn.n>O iti•·• g;,.,. w~at ;, cal'o·cl rmw the convtctivc rate of chau~c of tht ~!ocüy 
al (-',!J, <)M thc com•cctivc occeloration. Ily raict>l•tin¡: t!•c fo~ee. acli•t" 
"" \he parti< :., '" (x, y, '2 ''"'' 'Pplyh>g :\cw\on'• •«-nn<l '1.11v, Eu!<r obt.>in~ 
ti>< '> "~"' .,[' <lilfcrentiAl cqu"tion; 

(99) 

(45) 

,_ f,• ~ 

P éx -" 
Q- "' ,, -- -" . ,, 
,_ 1 fp ''" -Ji' 

p '" 

F."'cr ,.•.,, gm«RIÍ>O<I <1'A!~mbcrt'• diffcrcn<iol e<¡\1ati<><> 
•nd o'.,o.,inrd for comprcnihle now t'>< e<¡uatio" 

fp é(pU) /'{p$1 ?{pu~1 
0 +-.-o·---•---o 
<1 •X •Y h 

(lOO) 

of com'nuitv 

Thero •re fnui n¡uatinm ,\nti flve unknown•, but thc pr<'•urt p '" • ~unetion 
of the d<n•ity. thc equa!ion o~ s!ate, m u" be specif.cJ. ,.,,,,,,-, ...... ,. ' "' ,.,.,. ' . ' 

' .I~J P"~·' ,-,.,,,., '"Y'• "'" L > """ P""'""r to "'\o pont-
tr,,oe :o a uu"J>'otc know'•·•'~e <onccrní"g the H'totioo of lluids, it is 1,._., to 
mechanics, or <o doe insul~iÓCIICY of lite kt~own ¡>rincip'<< of moti<>n, •.h." 
"" musl au,;l,.,e the ca<t«. 1< L> analysis it<e!f whic!1 "''·"•don• '" ¡,.,.0, 
<in ce Rll thc ': •<ur¡· of th< '"otion of !!u id< !u1> jun l><en rctluc<rl to lloo ,.,: 11• 

lion of an•:l''C fonllulA<." L'n[onunaltl\' '"'":"''' "'"' "'11 tnn ""·•k '" clo 
""'eh wiol • t 1,.-,., "'l"·'''""'- l le t he u pr•;CN"<!> ''' clisc11~< •o me s¡or<i.11 ><•lu· 
,;.,,_ He alw '" o• e Othrr pa[><r> on 1he <ubjcct and <lrah wil h ll •e 1 ..,,.,,, nct 
<ncouttkr<<l ]¡y 11li¡" ,,,.,: <hip prl!plll~ton. l:ul<r'< ,.,,,.,:,.,, ""' uol tho 
final ot1<0 f<" hy<fro<ly,aonic<. He ll<gltct.-d vi•e,.ity, ":hich wa< int1oduceC 
'"''enty w~r> latcr loy .'<!.wi.r ond S•okc• (Chap. 2~. ,.,._._ 7). 

Log""'P'1 ''"'• 11''"¡,,.,1 on ll"i<l r>loti<>n. In lltr ¡¡,.,, etlitinn of !li< 
,\fi<o•i'f"< o"•lyliqu•, wh:,¡, c.ml.oin' "'"'" of thc worl, · ~~··o I:ll'rr'< 



l!c ~ •·•~g~nl p!a11e nft~•c \:,,.,~e C<'"" "' '.-'• •r. :•. '• ,,,,.,. r·,,., an ;,Te~r·•i 
•utfM< ~: ¡, c~l'e<l,1 d,,,,,LLcri•lic C\tr\'<' ;•-.,, ,-,,. l, , •. :., ... ~ 1 ·,·". '·'"~''"'- ¡," 
gen« a\or of the :0.. !nn¡;<" 1 onc at tb"' p< ''"', · !''"'" ,.:,,, • ·" 1<'1 i>ei,- cu ,-, ,., ,.,.,. 
the "'"'" a• thme \long<: t!•.duc"<< fro111 t'<e '""'\''•-•" int,...t.l\ ill<l<lrdl.....:! \¡y 
11\0) a<ul ,1rc th~ ",¡,.,¡,,,, cf \!1~ .;,,.,,:,,,,., . .,,, '''!"·"'"'" P~'.'· ll·· "'"' 
;,~¡ 11 ., ol\! in a P"J>ef uf \81)'.! wJoich h•- ill•'"'\"''·"'''\ in hi< .1/'f>)i,~IÍc¡¡ J< 
r~""lysr ,¡lo gh"<ilrit•• (\807) th•t '"''' i'"'H'·'1 ""';"" ¡, ·' \on" or ch.~t-
,,.,,., iot<c cun·co and on 1y ""e c'taract't i"i~ <lltn ,. 1'" ,.,., ,: 'f01lS1

' eac!. [K>illl 

oflh< intccgu\ •urfa«-
T\1c •'gnifoc•me of 1he chamot_,¡,,;,., un·cs 1¡,., iu •!"" ft•ll<>win~. 1f ouo 

~ho<>o<'l a •pace am·e ~(1), y(i), >(1) (fo1 "'~"- Í!>l<·f\-.<1 of¡.,·~luc.; th~t ;, "ot 
~ do.U~U<'r;!liC Ct!l\'C, <hm ti"'~:, }u"~,,.,,,.,~,{·: ,•uf.u·c o'- F- C t'"" 
1'·'"<' lftro<~gh l!oi< cun•c; that ;,, thcrc ¡,;,,, ""''; _~ ~:<.y) •uch tlMt <r) ~ 
~(x(l),y(l)) (for !he r~n!(~ of 1-va!ue•). l•r- '~'<' '"'"'' h:u><l. d< \lm•~e uotet! in 
ktllllCO o[ \M(,, throu~h ''"Y ch~ractct''"" cun·c oru· c·an pa" "" ill!i,!ty 
of inkgra\ <urf>c,., \!oreo•·er, the i"''"''Y of •'•tt.-gra\ mrfac<'< that !-"'" 
llor"11gh thc cmve "re \,tl!gcm 10 ~~eh,..,,., "" tl1.>l cm ve. 

7. ,\ton_¡;, and Nnnhn-ar S!cor1d Orrlcr /:f¡ualiw< 
l 11 .~Cition to the ..,cond o0¿c1 linear ,.,,,,,¡,,.,. 11'< ha ve airead y re•·!•w<"t-1, 
1 he ,rghteonlh·tCtl\Ury rn~thcmatic'an< h:;d .. cca.<Ír•ll In comida more ~<'ncr d\ 
:i:u:ar >econd or<!er cqua!'<>m in t"'o ;,.,•q,rll<!r<n ,.,.;~':>:n a~d ev~~ non· 
~ino~r onc•. Thus thq· ol>tdted tlle linc • .,· eq,ati"" 

"''"'e A, B, 
"'''Jtl<!t ·" 

i'. ;•. 
+ }),::. + Ji'-i' _.¡.J-';+G-0, 

• < ', 

Ar+Rs+Cr ... np~-1,~-~F= <-n~a. 

"·hcr~ ti"' lettcrs r, t, s, p, and 9 h~ve t\1" .. :"•io"' 1' '"'"';"!;"· \.ap~ace •howo~ 
in 1773" that equalion (35) caP.,¡,,.·',¡,_.,~".,.·, . .,,¡,:,\.,., u~ retlu<c<l (U 

!he fnnn 

J+ ap + ~.¡ t cz +.~m (1, 

whcr< a, b, r, anrl g Mt r,.nctiom of x ,,,.,¡ ~ .. uly, pt~vi<l~l lhat 11' - 4.!C 1 
O. !k t!trn •oh•cd tloe <qu~tinn in"'"",.¡-,,,;,¡,,;,,,.,;,,_ 

1 IL hi• Ft>rilifs d'"""/Y"• ,\Ion.~< '""'''1" o·d ':,. ,..,,~;,,..,.,. ct¡ uali<>ll 

(H;¡ 1/•+Ss~-Tt-F 

'"· T"'' :1 ,¡,, ,,,, ..r '"' ,¡,;,.,¡ ,¿;,;.,, or;;, f;.,¡~, d~"'"'"· 
-11. ¡¡,,_ ;, 1'.\,.J. J.,.<«, ¡•,,,;,, 1 nl, p«h. in; • <l.'rrcw, ~. ~-'•''-

"' "' 

itt whidt /1, s. 7: ""', !'are rlt,t'!Íon< ol ···-'1. :, r. _,,., q, '" •'•·'' ,.,, ···"'·"'"'" 
;,line.<t on:y in •he "'couot ~t·rÍ\'"Iivcs '• J, ~n<' l.']'¡,;, •n•: <':<"] ,,.,:,.:, -"'""'-' 

iu lAtsran~e'o wcork on rninim"\ •mfaces, 1ha1 i<, su1 f"ce, u[lo.ui a~·.t !"''""'"'1 
by giHn '1'-'e~ """""'• wher<in lhe >peeific dilfe,--,nti~l "'"at!o>J ¡, : 1 - q" r 
- 2p<¡< + (1 +¡¡')¡m~- ('>et· ~l•o Cita~. 2-1, •~c. -\). T.hmJgh _\!,:.,~,· :,,,',, 
a\ready done"'"'~ wnrk '"' cquatinn (H;~, in the pre><nl , 0,k (:;~•:•.' ;,., 
was aiJ\c 1<> •o'•·e it e!ccgan!ly by the rncthO<! we o!lalt •kcté, 

'"'' '"'' ,,. 
lly UOÍt>~ :he imtned'.nt· f:tc" 

d:: =P'i< + qdy 

dp-rJx+tdy 

dr¡ ~sJx..¡.tJ<¡ 

Attd climin~ting 'and 1 fr<lm (87), (8"). and (90) he obtatned th~ <qll.>.tion 

(~1) s(JI J~' - S J., dy + T dx') - (R dy dp .r.- T dx Jq - l' J,, Jy) - \'. 

Hi> argum<nr then WA' that whenever Ít ¡, ?""ib!c. to •o1ve <imn!l.'""'"''\ 

(92) RJ,('- Slxiy .r.- 7 di'- o .. , 
(93) Rdydp + TbJq- VJ.<rh¡- O 

thrn (~\) will l>• ,.,;,ficd and ><> "'ill (87). 
Equat!M ~'.)2) ;, r<¡ui,·•'en\ to two (,"! on!er rquation• 

(94) ~- 1\',(.r,y, •.p. q) dx- o and dy- w,~x.y, "·"· q:- o. 

!::quations (llll) and {93), togcthu "'"" <ither nnc nf (9-1;, c<>nstinnc • 
'l"'m ofthree t<>tal differ<nllal equationo h thr fivc vari:tll'e. '• ~.:.p . .,,<[ 
q. Whcn th....- thrce c<!"Oiinn• can 1><.: "'[,-,..¡ it i< po>>ih'• '" ~m! ""' ~':". 

''"'" 
.,(x,_~. •,p. q) ~e, ~nd u,(x,y .•. p. q) ~e, 

•nd then 

(9~) "•- o¡\(u,), 

where ~ ¡, acbittary, ¡, • fint ortk.r paru'al dil!'crcntia! «¡oation. ll11· 
<'<¡u.tlitou (%) ;, ca!l<'tl au iul<ru\edi.lt< illte~'-'~- )t, ~ntcr.tl ><>lUtion ;, tlw 
«>~t\\Íon of (1~7), lf llo<' oth~r eq "~tinn i" •:•+: , ,,, ¡,.. """~ t.--.¡;,.thrr "i•h (H'l! 
,.,.¡ (91), w~ ~N an.,lher fl,ICiion 

(~li) 

¡, thi• "~'" (%) ,,,d (Y6) "·"'he solvo·J ,¡,.,.,bnc~.,,]y fm'/'·""1 '/ alld ¡¡,...,. 
v•lu., •'• •ul,tilUt.-d in (ll!l); t!oen thi• tOt.>l <!''!'O<<'ll!l.oi t't'JU:>tinn o',l\1 ]),· 
><dvr<l. Thi• rlt l•·.w ¡,o he !1;.,,.,,.! «11''!ll<', o.,,.~[¡ lile,~"'" ,¡, .. ,,¡1, ,.,. •1u!1 



(80) (~_o)'.¡. (y- b)' .¡. :' ~ R'. 

T!•i• ot¡uation ¡, the complete integra~ 

dill<rential <qU-1!-tlon 

w., 
{-) · two arhitrarv «''"'·""' '' ,. .. ,¡ 1· "'"l c~eMiy >ati,fi<"> l><cau><: ov con1.1un• . . . r .1 

{
ll'l \ ,,¡,familv of opltcrc• inttoc:"""'' ''\ :,.,.,,,~ ¡, ~ .¡\(•) "a amt Y 
•·'"v '• '').{"l'ln 

of ;phcr~• witlt ctnlero on a cun•e, ''"'. """'" ~ ~ ,•,< '" 1 '"_ ·' .·p a ':· 
"!'he en\·<' lo¡>< 0 r t~io onc-paramet<r ~., . .,, ')' ',: 'l.'l"·' ,., :a t "t.uL\1. ":' f,,~e) " 

' ' 
• '{'{) T".••earticuL" ,.,!,"'""''"l"·""co.lhydnnmatmg4 

a ~• a ~• utl<m "· o , " 

ft~m 

(82) 
.-·• = H' 

.. ,, .. , .,, , .. ,,.,.,,"''·"·"""\;•, ano.! 1he panial de<•vatwe o ~. wo. ' " ' 

(83) 

,., 11,,_ ,, r A<oJ. f" s,;., p,,u, 1 J!H, ~.,___,_ 17, 1 tR··~, r"''- !7~1. 

.ent a uJrvc ,.,,11cd a char.octcl i>tic c·un·e- Tioi< C'JP•< ;, ~:<o 1he c11t•< or 
inlersectio~ nf '"u "<o,.<occuti•·•'' mcm!'c" ol ti1e ,,¡l,';,n¡:,. 'l!•c <<' ,.
,·halact,·,-i,tito '"'''"' 111\ '"" thc envc:upe; that i<, the WH·:upe r~uch,·< 
e.>ch meuol><< ,,: the •ubfanoi:y a'ong a doaracterhtie. The -~cn<roi int<~r.>' 
¡, thc "Rg•<g:<'<' ,.f •urfdc<' (rnvdopc• of nnc·p><an!et<r fe.lnil'c,), t'.u·i¡ 
-~cnrratod by'' <<t of ch.,-,oncri"ic curve• The cm·e!opc of ,,:¡ 1he ,.,:u''""' 
of (110), t1•at ;,, th< •ingu!•r so!u1ion, ob">incd !>~· e!in,inalillg o dncl 1• '"""' 

(S\1~ and rhe 1'·'' •iol tlcri••atil•t·; of (SO) witi• r«rcct t.> o olm! [, r<:<pt"<li.-<!). 
io:-iR. 

Thc charuleri>lic curve appcar< Hl a!l(>lhcr wav. Cn"'it!•·r '"''' <llh· 
familics of sphcrt, wl""" r"velopc; ~re t,on~cmi:.: a:ong anv onc <p!•er<- \\'e 
rrúglll cal! >uch ct>velop"" con<<tutive ~n,·c!opc>. T~e cur>"e of ¡,,e'"''"'''''" 

of thc•c '"'" co•"ccu<ive <n<d"p<> is th•o ''""" c~."-!Cteri>t'c '"'"'" "" t>•· 
oph~re ~• the o"~ obtaincd l>y con•idering con>ecu<i•·e meml.>ct> of eilhe•
•uhfarnily. ,\toy onc >p!1c'" mdv hdong to an ¡,•m; ty or <.Hf!"ercnt suh!itmii'« 
who<e en•••!npes Me al[ dilfcrcnt, dnd so thc.c "iil ·.., di!ferent cl•ar•ctcr:<:ic 
cm>"<> on thc ,.,.,. •pllel"". ,\1! >re gnoa\ circ!<> ¡, l'erl'eal plan..,, 

:\l"ng•: g.n·c thc an,,lyli,-,,¡ focm nf tho: difT<r<ntial "'l"ation> uf tiJC 
d••ract<ri>lic ""'""'• "hich amount> 10 the :~ct tha' ot¡uation• (19) <'•:ct· 
mir<c !he ~hMac<erisric "'"ve.< of W'). ().longe uocd !uta! dillercntial C<]"·•· 
tions In expr<:>< !loe c<¡uation• ofthe eh.,.acteri,.ic cu"'""-) 

)I.Jo¡¡ge al -.u introdu<--e<l ( 1 7H4) thc nuHol\ of a c.ha,...cteri•tic con e. At 
""Y poillt (~,y, ! ¡ ,f >p•co (l'ig. 2~ .1) ooe m,oy con•i<!cr a plane who'" n•mn~i 
ha< th~ dircctio, nurnhc.., p, q, -l. l'or a fi~ed (.-,y, :), <he •et of p an<l q 
which '"'isfy 

{M) F(<,y,z,p,q)-oO 

clrtcrmine.•" one-paramctrr family of plane• all p=ing th,ouglt (.T, y, ')
This '"' "f p:."'"' mvclop<> a col\c with ''"""' at rx,y, ")- 'fl•i< ¡, the 
charaetrri<tic '""" or ),.J,nge ame at (.-,y, z). lf "< """' con<idcr • '"'fJtC 
S who•c «]"·";,,, ¡, l ~ ~(x, y), !hen lile ourf,oce ha> d tang''"' plano"' ,.,,cf, 
(x, y, z). A necn"''Y and >nffi~irnt e<>ndition ,¡,., ;l\ch " omfar• Loe ~" 
intr¡;-r•l•u<f,,cc ,,rp- O¡, thdl at •~eh point (.<,y,'),,,.. "'''g''"' pi.""' ,r¡: 



Jf .. ne 1'"'-' into 1h• 1,,., nf 111= th:~· u¡o•,,,¡,.,,, •',.· ,,,·,.,., ,,,· ('.\l,'ftx '""! 
il,\/fi'¡¡ from th< r .. ~· ""'• """ o~tain_< 

(73) 

l'lois ;, rhe cO>J<!ilior\ (GU) IOr the inl>":l··•'•iliry .,,- (7~) •. 1 COI>dition bo"n 
IX"fore, a< L:.g,-,.n~~ r<"mMko. ln (73,' r <'•"' he'·''''",,, tl>e ~¡,.,, lim~t:,, (/ 
ul' '• y, !, ~n<l f m tha~ up!'cl>.:y ,;,e '''!"·<!ion becotla"< 

(14) •·r l:p i'!• 
- Q, i'x + -¡y + (Q - tQ ,) i•: - Q. - rQ. ~o. 

' ' 

Lo~>-.m¡¡e'• p!4n now ;, lo fmd a !101u:i<.,, ,o ~ 1' "' :hi< !ir<< order cquation, 
wh\ch ;, lintor 'tn the d '-' ;,atL vo< of p au.J wh('<.c ".' • 1tl"" co111~in< ~n nr b'LI""} 

C<>""ant a. ll<lving ohtdin.,l ói<, !>e;,,"!:'~''' ::,e'"'" <"<lUdtio"' 

(75) q- Q(.<,y,z,p)- O, p- f>(<,y, 2, a) ~O, 

which '"i''"''"' fr,'h ~'"' ~z/éy "' f'l,c<h>l'> "' -•, ~. :, ,,,.¡ ~t>d• a l~mi:y ,>f 
-x;• int.-.;ral m,f_.c,. uf o he OTigin~: '~'"''''"" {7U); th.n i•, he ¡;,,,, ¡!,e 
comp:etc solonio,, '''ilm •:.r, then, 1-'~'·'"~" h.« replaccJ thc !'"'!':~'" of 
wlving th~ non:inear eqt~ation (70) :.,- •'•e ,.,,,:_,o,., uf '"¡,.¡,K thc lirrtar 

<XI"·"'"" (74). 
In li79 L:.grange gave hi• m~lhn•l .,f,o),i,.¡; lirLe~r first ordcr patli"l 

<IJ!J,·•••IIial cquation<." Hr con<i<!e<> :\1<· ''l"·'''•m .,;11 calloJ !..a~mn~e·, 

:;""'" cqudtiorL 

(7G) Pp + !J•i ~ N, 

whcrc P, Q, and R are function> ofx, 1· a1<d ~: t!oe c<]nation i1 ca:l.-.:1 non
l><otuogtnemo< :><call>C oftheprcoene<· " 1 t!oe 1: •··trn. Tlri< equalion ¡, irrti
"'"'c:,. td>t<"<l to the homogcncou< "'l"·"inn i" 1: • 1 ,.,. inLq.cncl<'Hl v"ri.th:<' 

(77) 

What La~ra~>gc 'h""'' roadily ¡, th • ., il'r<:<, <1, ~J = ,- ¡," ><>'trtioll nf (7ti), 
t'•<nf ~ ~(x,y, !) ;, a <O!ution of('i;; _,,.¡ ,,..,.,.,,.:,-. lkncc thc ¡¡ru!>lco" 
of ;o!vi11~ (7(ij ¡, Cl[lllVIIlmt lo th;<t .,;",olvi"g (17). '1 ¡,,. C<jll:<'i11ll (77) in 
htr>t ¡, rr!at,¿ to th~ ')">lem of ordinal )' <lill<n.·n1io.\ "'1''"' ion< 

(73) 
'' "' 

<i ,, J: 11 
;¡;. ~ ji' 

In f.>CI, ifj ~ u(x,y, ~J .mdj ~ <"(,,, ,, :) ·"'' "'" ¡,,•,-,.,.,d,·,¡ ,.;.,,;,,, "' 
{77), tll<""- ,, an<i r• ~ '• are a~,:,,.;,,,,~- {7B) .n·o! '"""'"-')'. lh·<l<"•'. 
;r,,. '"" find tite •uluriom u~ r, ,,,¡ '' ~ '' "' o,IH),_/ ~ 11 ,,,,¡ /- t· wi!! 
l,c ••>luri<.>t.> ~' ~77) ~nd u - < and • "~ ' ,.,11 k~.:,.,;,,,, of (7b). ;,.¡,.,cO\'CI, 

J! ........ ·'"~- ,¡, r.l..l." ""''"• t779 • ,r, • ._,, '· .. ,,.bll. 

i 

"' "' 

' 

' 

535 

"''" ca11 ,!ww ,..,,tliiJ <h.nj~ 1•(11, r·) ,.¡,,~,•. '' "" •ltl>i•r.11V funtLlon "''~ 
and r; a:•o «<ti;!¡,.., (77). Thcn +(r~, <') - < ol, ,:uce .¡.;, arl>itr.try, >f.(u, t·) ~ ') 
¡,a gt·llctal ><>httion of (J<i). Lt~<'"tl~e ~"'" ~!><: ah<li'C <ehcrnc in !77!1 ~n·l 
g»c a proofi, : 7S~." !t ¡, p<:rh01p< wnr:h ,.,,;,~ ;ucidcnw::y thot t:,tcr "·'' 
,•ware tloat the «J!ution of(J1.' ,-,, br t't!ncc<.l :o :he <O!utinn of¡;'U). 

1 f one "''"' thi• wor k "" 1 i <,L<"ar "!"·"'""' O u c<>nr"'' 1 io•t "'ith thr• 1 ) )~ 
"'"'k on n<tnlit•<'M rqu.o•J,•n>, une ;ec' th: !~<gt.t~gc hcl <u•-~<''"'"1 in 

r«ludu¡¡ ''",,¡,¡''·"Y lmt ""¡,., '''!""''"'' ;, '• y,'""! ''" ,, >)>:t'llt .,,. 
•in<ultaneou1 on\inary Ci!l'rc<·ntial cqua!i<Jn<. He cl<X~ ""' "~'" thr H'<U~' 
oxpllcitly L>'" " li>llow• fmn• ti><: aLove "'ork. CtJri"'"'''• in ! 78> ¡,,. lr.«l '" 
\Oiv• a parti~"'"' for<l on!<-r p~rti~l diiTrrontial <q<>.<<i<>t> "'"' ,,,;¿ ;< "·" 
'1•.npoiS'tl>'.c ''":' '."""""' tl1o<i>O<.h; he_:¡;..,_¡ i<>r<><llten his •~rij" <',1 ~n: ""''-

Then i'aLLI ( ~>a<pit ( <!. 1 Jn-\) 1 n 1 7U4 pre.urnahly eomL>t>le<l <],. rncLh"''' 
for nonlincar ••>d li11ear •qualions 1<> r«..ucc any j(x,y, :,J•, q) ~o·,, a 
<y>«rn .,fon]i,.uy tlilkr~n<i"l ''l"~tinr". Lac•.,i• ••irl ;, 17CIIi that Ci>,<rpit 
:oad •ul>m•:t,¿" pap<r in !/HI {~;!oicio .,., not publi>h,¿) ;, 1'!>ic'• ¡.,. 
r.-ducc.l lil>L 01okr pArll.tl di!ICroloti,d «:•<dti<lll> lo <\<lcm< of t>rJirt,,.l' 
difforcnti•l "'-l"·"im,., Jacubi foun<! L:.«ulX•! ''al<-Jilfl\1 S(lik'n'l ,11\•l 
"l"'"~'cd t!tc ,.¡,¡, that C\o.upit'• ""'k i•c !'"'>iuh<'.!. llut ,¡,:, """' n<>'<" 

done ar>d "" .;,-, not knt>1' '>ll<·tltcr !.,<mi'''"·'''"'""'¡, cotlcct. ,\c'.u.<::v 
Lagrange h•<l done thc fui! jo'• alld Charpi: cou1d h~ve ,,¡,•,¿ r>othin,.. '!'h• 
m.-lhorl giwn :, JJ>odrrn te<!>, ,.,,ltnl tlw !..ag•.•n~<-, b~r.o•t~r··l'l1.upi1, "
Ch~rpi! method, ¡, thc f,,.;un of lhe i<.!e~' ~-'~'a"~< :><'"'en•,-.] ;, !ti< tTi_' 
Jtod 1779 1'"1"''~· Tt "all'< 1],¡tlto •olve tht ~<rtc,,\1 (;<>( o>r<l<r pa1 tiol Jiif<l ,.,,_ 
tial equatio" f(x,~, z,p,~) ~O onr m::« <ni< e the ''-'"'"' o<' onliu.<•y 
diiforcntial r<¡ualion> (tite cl<arl>cteri>ILC c<¡oJat;on< off- 0), 

h 
,1, '"'Pi, <- qj,. 

(79) ,, 
;¡¡ - -J.- f,p, 

,, 
;¡¡ = -J,- J.q. 

The >olutinn ;, ciTccLed lov tindin~ ""Y onc int.-W.JI <>f (7~'.'. ""' u(<,y, .•,_/,, 
q) - A. Une ><>IV<"> ,•,;, a~dj ~ O •imuhancou•ly for p ami 9 .<ttd ,ub•t;'"'''' 
forp d1ld g iu ,¡,- pdx -1- qJ>¡ (oct·l72J). 'l'i1cn one illtq;•·'"'' hy ,¡,,, ,,, . .:,.,\ 
u.al for (65). 

Logr.ut~•·\ methotl ¡, nl\r;r CJ!I<'<! C.>lh•lty'> t<l<'lho>ol of d>Jl'0<"'<-1 :,,;,_ 
beca u>< tite ~,-,.,oli•otioto In IJ v""·'''t,., ,,,- tlt•· mcth<>tl nf ,, 1 i•·in~ al >,;\, 
u'<'d hv l*'~'"ngc ond Chorpil !i>r ,, dilt. < >'<\li.tt "'1"·' <i<>n ir> '"" Í<><k¡~-·"t'""' 

'".' ,., ,, ,. '·'''''"'>'1 v,iri"~ic- ~t<'•<"Jol\ u> wtt.toe• '"IIC \ "''"' 1\ttlll•>lll>l<·o >y "'" ')' ·" . 

11. ,\'"''· Mlm J,r,..,,.J_ "' n,.',,, 1711\ ~ IT"'""· '>, I<J-o~ 
-H. {!oJ!_ ,, '• ,._;¡,¡ f'J.~oJAi¡o<, ·~ ·~. 10·'!1 '><< .._., "'"'~" J' .... ly>< •• ,¡, ¡Jo¡• ..... , • 
2, 21~-n F w"""· {~1. t:•, ¡u "~'-



~HT!Al, ''"'"''-'-'' 1: 1'. 1,·~1 ,\1 W~< 1]<><1-Jfh¡~ 

poim•n· auention be···""" 1hc phy<i~.·: 1""1•1··· ·''rnl:,. '" ,¡,..,.,_ 
.\ fcw >pccia! liN <>c<kr '''l"·"'""' Ja,: •.,-, . ., ,,•,, :, '"'" ''"""'' W<l<" on:1er 
rca~ily inlcgrat<d or ;,,,-~,.•lltd \,y "''~'- ·:·:,. . .,. "'•'' "'"' e.c<p:ion, th" 
cq«"lion '"uatly callctl '"''"Y a total ,:;•r. ,,,,¡_, i • ,,,,,¡.,., ami ''a\"ing thc 

form 

(fi5) J'J~..;. Qdy+ ,,.,¡, ~'\ 
w!•nc !', Q, and R are functinns of x,y, ., .. ,; '· s,,., "" , . .,,,,,ti<>n, ti tntegral>ie, 
ddin'"' • a• a funclion nf x and y. C,,:,_,, ""'"""'"'"<['"eh <quation• in 
1 ;Jy in hi• work on 1he shapc of J!Je ~.tnh." 11' d•o· "'!""'""¡"'' nn thc lefl 
,;Jeof(6j) i.oan exact <liffcrcnti•!, t!'"" i,, ifthcr• i>.t !'"''""" u(x,y, ') ~ C 
•~rh th>l " 

'"' Ju-Pdz-+-QJo+ IIJ,, 

lh<n Clairaut poin" ou: :hat 

i' 1/ r11 -;_-¡" ;-, 

Cl•ira"t ohowed l•ow to .olvc (6S) by J nletlux! "i!T 11«'<1 in mOOer" •~~"
Tloc int~r"'t in cqLJation (65) stemmed '"''" t:.c ::,. • lh.:.: ;r !', Q, JI are •·nm· 
!'"'"'"' of vcl<>eity in nuid mot'o!l, thr" l,r,5) ¡,_,. '" l>e ""' CXdCI dir!"ercntia!. 

lf (5~) ¡,notan uact differentia!, ohrn {;I.Lirant "!"' •howrd that it 
m" y be po~<iLle lo find an i ntegr ~ti 11g r.v. "''', tiLa< '·· ;• [,.,,,, ;.,., ,_(.<, J• z) •nch 
th-11 wh<n multíplio:d into (65), il mú., tl•e """ !c!i oidc ,, D<act Jil!úrmia!. 
C!•iraut" aml Jatcr d'Aiombrrt (Tr,,,.,; dr /',',¡••i/il'"' fl dr< '''"""m"rl d<.< 
jfr~ides, 1744) gave a neoo.,ary condition •hat it ¡,. intrgraL!c (wilh t!oe •id of 
a., Ínft·grat it>~ factor). "J hi• co11dition (" '<ich '' ·"''' ><•l!ici•,t) ;, 

t'jfl\ r(~Q - ~~~) q(~R- d") _¡. ,¡t~·J'- •:(,1) -o. 
• ' ú "! <~ ,.,_ \c·r "' 

The gmttol fi<>t orcler par<ial difrr•o·ntio~l rt:"·"ion in two im.!epenJe•n 

varia\,'"'" of t!le fimn 

(L~) f(x,y, z, f. •¡) = l', 

wi«·«P ~ ~.¡~; ""d g = ~zfé1y.lfthc ,.,,,,.,;,,. ;, ¡¡,.,,,. iup a•~tl 1 t\wn it 
¡, • lin~r partial di[;"~r<"ntia! cquatio" ,.,,¡ if nnt, thc11 non!iflcar. Thc 

<Í~ndicant theory wa< <<>ILll il>111cd by l. 'g• ·"'~··· 
L•~ron~c·, t•rmitw:rnr,·, which i< ,,,:¡ <"IHt<nt, """'k n\llc<! lint '" 

""' Jrr,l.<m.! hi> "~' ~- 1 J e cJa.,ified '1<11 Ll ''• '''' nf ""'':i11c1'• li< '' nrdt·• !''!"·'' ¡,.,, 
"' !<>!!., 11-,_ /\ny , 0:,,;.,, l"'x,•¡, z, 4, b: -• O,,.,,,,; .. ¡,~'"" a<hitmry e""" 
"·"'" i• :he <Omp/<lt •olo/Í~n"' <Dmpl<l< Ínl<.~<&l. Hy ktting b- .¡.(,) w!<cn· .¡. 
:111 .\//.,_ ,¡, I'A<H. ¡, Sú., p • .,,, 1139, 41~-:1<•. 
'\'1, ,\li,., ,¡, I"A<M. J., Sd., p.,.,, 1710, 1?3-3~"), 

' 

• • 

l 

' ' ' 
' "' "' 

' 

• < 
( 

FlR.-r ORU~R 1'.\ ~TI~L D1fFU~~TJAL El;:l"ATIO.~S :m 
¡, •rhitr.ory, "~ <>hlain a onc·P·"""',.'"' r.,mi')· of•~!tni<>:t•- \l"~<tt !~~) i< 
adtitra'", tho om·olopo o,- ,¡,¡, f.tmily i' ca:!t·t! " 1:""'"·' ,, u¡:•oi. ll'hooo a 
,lelmLlc {•(a) i> me~l, tiLo C•ll'c:op~ i< a pat~iw 'ar '"" of li1c g'""'": integra!. 
The cnvrlopt of all thc 5<>lution• in the coonp'«• into~ta: i1 Cll!lcJ :he 
sírtg"lar ¡,.¡,gtd 1\'c 1h.lli "''' l~1<·r what •.!11·<" '"'IJtio•'• ""' ~con~t<rO• a:h·. 
"11!c complc:c ''"<!!ral i• '"" 11nÍ<¡11e in that ,:,ere ca" '>e,,,.,_.,~;,:.,~'" oocs, 
;,_.hich are nut o~<ainablc [,.m, c~oh othe.- hy _, •ion /e L!>aii~C ';, ,;,e ,,,,,¡., ,<rY 
conotant!. B11t !fnrn ""Y'"'"'"" ,·,¡n ~e<,,:¡ t'>c ,.,¡,,¡11 ,, ~'"""by 011 .,::tcc 
duough the P"Clicular ca><"~ and thc •ingul~,- intcgtaL 

1\etweet\ two importan< P·'P'"" oi' 17)~ and 177~, whid1 "'' ,!,all takc up 
,),ortl)", !..agran~e wroto a paptr in J 774 <!iscuuin~ the rc:aoion•~i¡n ar.•on~ 
com¡lieto, ~ene:.\, an<! sin~"'" '«>iutiom ,¡!'m O<der pouoi~l r!.~crell'.l~! 

eqll~tion>. T!1<: ~rncr•l int<g• ,.¡ i• obtaincd by elimina•ing o !rom 1'(~. o, •, 
o, .,6(•)) - O""'' I:V,'I:o ~ IJ whrre .¡\(•) ;, arhitrary-' 0 (l'or a panócu:at ~<~; 
wc gel " parLi•:"!-" 10hotion.) Tite •inguiM w:ution ;, o~tained by elin•irw.
ing• and b fro<ll V(x,y. z, <1, b) -O, BVii:o =O and i!Vfl:b- O . 

Lagl'ang•• ~~\0 flt<\ lhe ge,rral ohrory of Mrtli'lrallil't o1<!er «¡uati"'"· 
ln the !'•'P'' of: 772' 1 he con•idcred ~ ge~~<ral finl ordcr c-qu.Hion with two 
indcpentlcn\ ''R<Íabb ,, ami y and th< d.-prlldellr variab'c :. P.<! e hr im
pnwcd "" ami ~··nemli7.nl wh.ll Eulcr ¿;d ear:ie<, He reg.,..,Jerl equa•.ion 
(69) as given in thc fortn whrrc ~;,a !Unct'o~ of x, y, '·a m: p, n:.n1<:¡-, 

(70) 

and wught to <!eocrminc p a• a !Unction 1' of -',y, ""d z "' tboo the twn 
equation• 

(71) 1- Q(x,y, :,p) ~O and p- l'(x,y, :) ~O 

have a •ingle infinity ofcommcn inl<!!<al •urface<, or, as l..o.~ran~e pu: ;, 
analyttcaily, •o that thc e'l"""'"~ 

(72) dz -:-Pdx- qdy 

by multip\ic"tiou by a '"it.tb~e r,ctor M(.•,y, z) bccom., an e.•act <'ifferen· 
tia! d.\'of .\'(x,y, t) ~O. For lhi• to he"' he must llave 

i' ,\' 
-.,-~M, 
" 

iiN 
-.-- -.\Jp, 
"' " é~ ~ -.\fq. 

For theoo cquatiom <h• intrgr.thi!ity rnndition• (67) imp'y 

Mf ii(Mp) -- - --··· Cx i'.> 
&M=_ é(.\fql. 
-~~~ i': 

i'(.lfp) 
---¡.¡-

40. fo< orbit<&r). it ;, nol g<Ou•H) pONil"" to octuail) <&r.,- out !110 r'im;.,.,;., .,¡ •· 
11>< "'"""'\ ;""'' ,,¡ ;, • '"""''' o mi ""'"""" "' • «ol:«tio" ,r r•"''"l·" ,.¡,.,;""' 
11. N ..... MI•. ¿, t' A,.,¡_ "' n"'"· 1 nl - a;.,..,_ ~- s•~-'~-

• 



0.\U'-"• "ff"O """' ' '·' é I'''''~'I'!ON. 1 j<JOH flno 

llc ,¡,,,¡, wirh ''·"'"'"'] illtc~o-ai r'ltletir·o" ,,r v'• - " • ' ¡¡---::> 
-~ . - '¡<,.-,.- .. ,,.,""'\--¡• 

''''. •, ••:d "' ¡.,,_ !\cr<l Ior ,;,. gm.r.•' "~·ol• j, :,,;,.,1. 1 r,. dtw< 
1
,,._.,. ,¡1c 

1 '·' <J e no \, l o¡; n n a 1 J r v J>rO!'<r: ~ 

m f n. 

~60) 
(.!'!Ocm 

< ~ 

1- 11, 

-~··· ·'- ) 

i',(l) ~ _,. 2 tiP,(Jo:• o!{',\r() _ . 
·'·"-'- 1\ _" ___ -,-.- "" p"" ., op <¡< ~-- cos ~-

f',(¡<)l',l¡<') 

+ .. ·, 

(':e ],;~! ,,., <mm <'Oolai nin~ hig~cr Ccr!•·-tti\'C> nr /',. Thi• <'<)Uation ;, e<]Ui\"

'' '"' '" 
l',(co! Ocos 8' + •in Osit1 8'c<'>(4• '" •1>',1) = 

~.; -"'"'· "' r.••-'· ,¡,, ·''' • ,.,,,, 1189, 372_.., •, • • ., .. ,_ , N>. 

' 

(6 1) '1 "'"] 1 •' 1 -, ¡r - ~·¡ -,_¿< + ":" + r¡ - -, , r: 
'·'· " -x_, 

'

l - x')~" d"f',(.•) · ,,. 

• 
j~ 1 

The P;(x) tht« iulr<xluce<.l are now cal!ccl thc associatffl Lc~rndrc polyno
¡niab. Then Lcgcndrc 1""''"' that 

(62) ¡:,¡:·U.(¡<', o(>')l'.(¡<, ~ •• p.', •f/) olp.' á.¡,'~ 2n
4
: l U.(p., >{>) 

and that 

(63) r, r'· 1, 
.->1• {P.(p.))'á¡•<N•=2n+l. 

The f"ct that tbe 1' ,(x) "'ti..fy L<:gemlr<:'> differ<ntial equatiun i< u>Cd in thi• 
paper. 

)\!any other 1pccia! raulU involving the Legendre polynomial< and 
the <ph<"rical harmoniu wcr< obtai,cd hv Lo·genolre, Lap''""· aud othe,., 
A baslc rault ;, the formn!" of Olinde ;t<xJriguc (17~-:-IR51), g;,.,., i>t 

IBI6," 

(5+) "" 2"n! d>!' 

La place'• work on tloe oo!ution ~f the poteotia\ "'JUation for thc attract· 
ing force of ,phoroid> "''" thc hcginonng of a va" '"'""'"' nf '""k ou ,:,,. 
<ubjrct. Rquall~- important wa• hi< and Lcgendrc'< wor~ on the L.-grnf!re 
po!ynomiah l'.(x), thc ·"'"ci,,te<l Lcgctodro• pol~nomi;>l< /':'(<), '"": •.he 
<pher'cal (surfacc) harmonic• }"0(1,,.¡,~, l>t-cau"' rathe' orhitrary functio"' 
can be expr<<•ed in tcrrm nf inlinite .. ,;., of the 1'., r: and th~ r •. Th= 
><rÍe< offunct Í<>m are "nalugm" tn tho tri~m><lmctric ru ncl inn<, "],¡,. h !),",;,.¡ 
Bcrnoulli c'aimed cou~d al«> l>r u..,d lo rcpr=nt arbitral')' functiol,,, 'll>e 
choice nf c!a" uf functiom •'<"p<n<i• on lho <1 iA'crcntial cquali~u beiu¡: <<>~vecl 
and on thc 11ottial and boun<bry collditinn5. Of cour;c [.,,. more hod to bo 
do>L< and "'·" to he done with the>e !Uncriono to rcndcr thm• more ""'fu\ 
in the <a\uti<m ofp~rtial d<lláential cquotiono. 

5. Firsl Orrla l'arlial DijJtrmlia/lo'qu"lioru 
l.:p to tl•o time of Ll¡:1.n1~' theor W1>< v<"<\' Iittle •y•«·n•otic '""'k on ftr>t 

ordcr partí;~\ dillcre!lti.>! ••qu .• uon•. '!'loe '<"coto<! ""!'~ «]Uation• re<;ri,·c<! 

l1. ~-.,"'f· '" O'<.J, I'.J~., j, l"lti, %L·8S. 



! k ,, ¡,,. prnvnl r!o." ! ho ?C!'<J> o[ •Ú!• ,.-·' r ,,. /' ,, , , • ,. • o·.,l, , 1 o! k>""' li~"" ~"'lo 
nl!l<>, -')"lmrl>i" '>Ír!r f<"!'<CI lO 0, ,,.,¡¡,.>lo~·~~·~'·''"~!"'> rlo~n l. o\1,.

1 !MO <K< !,1',,(<) <J. 

Tlor,, wirh ,¡,,_ help or lhc orthn.~· .,,¡;,,. , ~,.¡;, ;," (50), he proves (l,v 
io!r~mri,, nf:!rr ,...,;,-. lcrm l,y '"''".' :'•·" ,, -~'""" !.,.,coiorn of x' c~n 1x: 
cxpoc,o·tl ;., •mly """ w.w in'' ,er¡,., u!-fuu,·r""" 1",,(<). 

Fi r•al!1·, rosing lhnc and other proo~·nin nf ¡,¡, ¡~>1) "omi~l•, !.e¡;:cndr. 
'"""'" ro ol>o· mai" proillcm nf i:'·"·io,.,;.,,,,¡ ·'"••ction and, mitlg rhe 
CX[lt"'SÍ<>n (4~) fior 1hc j>OlCntiaJ ~,,: !loe ,_.,.,,¡;,¡.,, fnr er¡ui!ibriu"' of a 
fM41illg fluid mau, he o boa in• <he"!"·'';"" r,,. ,¡,,. mcri.Jia, C!li"\\C of ouch a 
"'''" in tito furm <rf" ,,.,;., oflm ~oh·""'" i" h. ! 1 ,. l¡di<>·<·d tlr.r tlri< e~u.otio, 
iuo ¡,¿,d all ¡m•>illl• <Gu!~ihri!lm ~~"'"' ;., .\ •:•'"'"":d .-,e ccvohuion. 

~"" l.apl~<e enrers tire picture. :!o· had .,,¡,.,,, "''"'"1 pApct''"" ¡[ 1" 

lOro-e orf a<lranion nr<t<d l>)· \·oluon·~ <rf on·v:.,,;,., (1772, pub. _1776; 
1 7i:l, puh_ ! 77b; arO<! :715, pul>_ ! 771~_', ;, whi~•, he woohcl wioh tloe cono. 
poHcn" ofllr<: foro-o !out Mt tilo potrn!i.d J'unc<ino. The d<tic!o by Legcni:lr

0 
of 1782, publiohed in i 71:1J, i~•pi,-ro ~ ::unouo a"d rcmarkabie foucth )MP<r 
IJ)' Lapl~ce, "Tho'orie c., anr.crio"' ,,,., 'ih<·•olrlo. '" J,. la b¡urc de> 
pla,~t<>."" Witlrout montionin~ l.r¡:t'!l<!re, l.a~'ncc h>trk "P •loe prul>lom 
of t!le altracrio., exeJ <r-tl h)· an arl>i<r.u ~ 'P"""';,¡ "' uppoocd to Lqe,éro'o 
fi~"'"' of cevolutiun. Hy a 'Phoro;d l.ap'·" e ""'"" any <«rfocc given by,,,. 
«¡uatiot! in •, 9, and +· 

!le OIM" with rhc tl>"<orem that t' ,. :"Jto"i ;,,¡ 1' o!' tire furce an arUi lrMV 
l.>ody cxerl< on an cxternal point, upr<><ttl ;, <?llcrical coon:lina!t:> •, 9, .¡, 
wilh ,.. - eoo O, ._.,;,r. .. tiro polcndal "~"·""'" 

(~ ¡) 

L.aplac• don nol •ay hcre how ho obt~;,,..¡ ,~,~ "'lua<ion, In a lat"r raP<r" 
l:r gi1•co tlr~ rectangular c<>Ordinato f<_,.,, (-i-1). (),,."'ay be f~1rly ""'e,¡,., 
f1e J>O>~ .. <e<l ([)~ f<"C(AIIgUJar form fif>t '""[ <lr•o j Wd ,,;. oph'eric~l C('Of<[in:"e 

fonn f<o"' i~. In r~ct, lrorh form< Ira,~ alre .. th· heen given !>~ Euler ~ .. d 
b~ran.~c, httt '-•place doo·o nut mr!lti,, ,¡,,.,,_ llc "'·'Y owtlra·.c ~'"'"'" 
tln·ic "'"'',, <hmrgh thi• i• doubtfur_ 

l n 1 he J 7112 paprr 1 .ap:acc •u• 

(ó2) f'(o, 8, ·~) -
u, 

+?· 

,. 
' 

-·' ,. 
J:< •. u ... _ '• '-''"'-u,-~-~, p.,;,, t7a1, t tl-••·, P«b t7•'< - u;.,;,,, 10, ~'~-119. 
J<. Jii~. J, !'_I,,.J, J., .1·,;, J•.,;,, 17~7. 24••-•·7. 1'"''· IN•- (/ún<;.,;, 11, :!'1~~2. 

-.~ 

' 

• 
• • 

l 
l 

1 

' 
¡ 
' • 
! 

pQTF.N'1'tAL 111t:01lV 

"hcre ..... ~ ,.,,·, 1·•¡, an< " ~ '' " ;· '" " ' .. ,.,,,,,·, .. ,, .. ,,¡, "' (.''(- ·n.,-, t!r•· io~divid,,,: 1/, 
,,,,,[y" 

, r '"] 1 c•u '."1 -(t-1'•)-.- +-¡---;"7"0-'-n(n->-I)L'•ll. 
P¡tl <'¡¡ 1 - 1" <1> 

\\'irh th~ holp Ql L<gerr<lre', P,. ¡,. io able tn <how that 

(54) U,( O,{·) - IJJ r'"'. l',.(co• flco• 8' ~-""o,¡, o· cns (.¡.- 1>')) 

,;, o• JO' d-fo' dr'. 

~ow Lnhcc uso• thi, r<<'llr and (~~} '" c•lcu:~oe t!r~ pntential of a 
opheroid ditr~ri"R liulo frorn" >phct~. He.,..,;,<> tho equ•!ion ufth~ >ur[;<:e 
ofthc >phcroid n• 

(55) r ~ Q(l + <>;!), 

where ~ "otnall and y on the o¡oholoid ;, a func.tion of O' al\d <{<'. Laplace 
.,u1me• that y{ O, 1>) CM be e~pa,.dcd in a .,,;.,. cf funclium 

y_ r. _._ r, + r, .... 
where 1he r. are runcliono o! e .. nd + at><l ..,,;.ry t're Cini:re<>ti .• i o.¡ua•io" 
(53). 'fhc "'-'ult he o\>tatn• hcre i• li1'<t rha: 

(57) 2n+l¡; 
r.-~""''' .. 

Y., thcn, may be uloC<! in (52). ,\110 !he expa~sion (56) may be""·"' .. 
(58) (2n ->- 1) r 1 f" l',(¡.< ', + ')P, ~¡•J·. ¡.< ', ~· ') d¡, ' d4-', 

" -, .. 
wbere !'' - co• ~- With tbe valu• of y he now ¡,.._. an e•pr=ion for • in (55) 
and with thi• and the U, i¡¡ (54) he obtairu ¡• rn (51). 

L1placc ducs 1101 comi•lcr h<rc do e ge<rcr .1! prubler!l of lh~ devclopmen: 
of ""Y funcrio" orf 8 and .¡,;,,o • >erio ofr.he )',_ In w~ar h• clot:> do_ hcr~ ""'
in la ter pap,-r; !te P'•'"""'' that '"t'l' an expce,..ton ;, po.,tl>k aml" unrqw·. 

ll. [f wc ¡~""" rhc n.iddlc """ N ;, a¡,.nt) oh e «oulti"~ onl"'"' <1·11'«<01;,¡ <qo'''"" 
¡1 wh•< w< """ ,,,11 1-<~"'""\ J,rr,.,.,;,¡ «¡~.oio•r, 

• 



,,, 
' 

k·ltere (Fig. 22.3) r" thc ndiuo =-:tor ·~ •.he at:r.octed p~int, r' ;, the mdius 
'~"'" to Rny point o( '-'•• artrawng i><••'~·, ,.,,¡ y;, :1'" •nglo formed ·" ,¡,, 
cenotr of the body by the two rao!ii ve<'""- '!'lo~ •'• '"'''"'' ihato of the ext<rMl 
f">ÍDt can be túen to be O betause t!H· ,_,•:~ ¡, .\ :;~'''" ofrevolut'~n •rou"d 
t!O" =-axu. Then he "-";>anded doe int··~r~n<! in;'"'·''" ,r,·¡, Thi' ¡, c'uae 
by writing thr denominator a, 

[ ( ,. ,·•¡•·· 
r'J- 2-cu•r--:;.· · 

r r 1 ! 

The quantity in thc b..-acke" con be 1"" in•.o th" nmHcl'ator and then o.
pa.nded by tbe binomial thtorem with the quantit;• in parenthnco ao the 
oocond term of the binomial. L<gtndre ol>t:.in<'<! for !he integranJ, aport 
from the volume elcment, the '""'"' 

1 ( , •• 
::o~ 1 + 31',(= r) :t 
,. ' ' ' + .. -¡-

• 
' Thr coefficicnu P0, P,, ore ra:i<>n•' '"'"<:••: f11~clion• of co• r- Tl~es.: 

f11 cc1ion• are "-hat wc now calltho Lt-:~·-•"'re po'} '"""''' '• or La¡úcc co~flj. 
cinll> or wnal hant10uic•. Lcgcndrc l'•''' 11.- ~Onn ofthe function• 10 that 
thc ¡:enrtall',, narncl)", 

(4 7) 

[··-
cou!1l he infrrrrd. 

He cotJicl now intc~ra<o with rC>¡¡rct to r', ~~~J he obtainccl 

'Jf(l/' 3 JI' 5 JI' } 
:; 1 <- + 7 P,(e<>~r) 0 + ,l',(c"'r)-¡ +··· •ini/'J8'Jif.', ,,.,;_, r.' 

• 

• 

' 

''-"'-'"tAL 1111.01\ V jO. 

e'"" • ,, ' , ,,. ,· ,. ,• Q''•''' ~· l,it ¡, Íllt'o·•.~ .• ent of <f.'l,. "]oc!(: /1 u}\''; L' ,¡~ \',ldl' 1" "' '~· 

IJc thcu h,><l '" iutcg"'"' will• ''''l"'" "' 1'-'. l·ur tl•i< he"'"~·" 

cos y ~ co1 O co• O' _.¡ ,¡, 8 >in 9' co• ,¡.·. 

Jlavi•l~ "'tab'i•lux! th< >ub•idi.")' '"'u!1 

ho obtaintd fi•dly 

P(1, ~.O) 
••• 

z .. -3 
61

•. 
2" - l l',.(cos ';To' 

whcr< 

R~f(O'). · l ,,,· 1 
. < < . <· << 011 thc bas" 0 a commun ca.tou 10111 1-rom 1 ,.. ·' """ '""' '• '"' _ . 

Lap!~C<' L'"l':cndrc <~en ob,aiw:tlth' expr~~Sinn for tbe potcnu.<l f""''""' 
· ' •< ~ ' ,,,. n<>!<ntial dcrivcd thc componen< of thc force for thts prou em, a!lu lrOH> · ~ r~ . 

0f attraction perpendicular to tlo< radtu• vcuor. . . 
In 3 ><:<UIJ<I p•per writtcn 1 n 1 711~," Lrgcudrc dcm·ed •omo prop<"f[!c.• 

ofthe function• P,.. nn" 

(48) f' f(~'JP,.(•) tht. = 0 
• o 

'1""''''"'< ofx' whme <lcu.•ec in .•' i> lc" th~n 11. lf for cach rd!ioP~I intcg•• .... ~ •v• ~ 

r. ¡0 any po>itÍI't" i11toger, 

(49) [' 1'"l',~Jx n(n 2)·-·(n- 2m+ 2) 

• o "'(n + l)(n-+- 3)- --(11 +2m+ 1) 

Jfm ""d" aro positive intcgoJ>, 

(~O) f' P,,{x)P,.{x) dx •• (

tl for m 

~ 4m \_ 1 form*'•· 



T~~ f<><cc e~eroed hv óe enli,- :•~iy '"' ,,,, .• ,.,;, ""'-" at !' 11~, li•o 
eom¡>oncnL.s 

-k ((J 1, ;<-; {d.' do¡<l~ 
• ' r 

(42) J.-

>dr~r<:in <he in1cgral i• <•tended ""'" 1lr~ e.,¡¡,, ,uuacting l>ody. ·:·¡,.,., 
inlc~•rtl< "'' ¡;,,¡,. a"d coorccl ~:•o ":"'" f' i• ;,,.:,•, ''"' a!tr;ocli":~ ·,,,.¡y, 

1 n !lc~d of trea!Lng cado co~•po1 ,..,, "f t '·e lo" ,.,. "'I'•"·"<'IY, it ;, ~'""ihlc 
to inlrodtH:< •me f""ction 1'(;<, y, ~~ ,-:,~"· ron:,,: .~,., iv.oiÍve< "ith r<>¡oeo:t "' 
",y, a11d , r«pee<ivdy ~r< the '~'"" """lkll"'"'' o~· 1hc rorce. ·n,;, fut~c<ion 
" 
143) q.,y,z) .. (fjl:Jt.t-:d('. 

.-. • r 

n,• di!Tercnliating un<'er the intc-gr,,: ,ign ""'' ,.,pect to x,y, anc! ~ w~icl1 
di e invo:.,...d in r, OllC obtain> 

ill' 1 e; ~¡f .. 

and these equati<>no ~1><> h<>ld when /' ;., ¡,.,;,•,. tloe •t~<acting Wy. The 
function Jt i• callcd a potenlial functi""· IV!o•·•• :>roLienl1 tnvolving thc three 

com7•menl$ J.,f., and J. con 1>e ro<i•" ed '" rlro 1" al>lwr af workin~ witb l', 
t!•rr< i• tho ad,•outago of w~rkin~ "; •', """ ;, :" ,¡,,,, ''""'a<l of tln ¡-e. 

Tf O!rc ~IIOW> tite t:i,rribllt'o" ·-:' "'·'" ¡.,;,:,· rhr· hu<l¡·, w!tid1 "'~'"" 

kmnvi"g p •• a fuorcli<>n uf:, ~. and ~. """ ;r.,.,~ ~""'"' lhe preci><: >i>~pe of 
thr 1M>.~ y, on~ can ootlle!imM calcula• • 1' !>y .1<'''-':!y ,-,-.,Juatwg '-~• integr~l. 
Jj.,k'l'\'tr, f<>r mn>t >'rape< Ofi>odit•, lltit toi;.'o· Ít!IC~ta] Í5 !>01 itn~gt·aJJie 11! 

,., "" <~1' ,¡,,pie fLJnCI ion•. ~1 or•ovcr, ",. •'·' > "' '' lt,. '"' ,¡,. \t ,,. dt•tr i! orrtinll u[ 
'"~";.,,;,!e rtoo e.>rlh .1nd o!her l"":¡,.,, tJ,.,.,. !' "'"'' be dctcrlltilln! in 
<>tlo•r w~y.. T!rc princi¡>al fact aboul J'i> tlt.>l (,, puilllt (x, y,<) o"!>iJ, tire 
att<•~•in<: I>O<I)'. it ,.,;,r,.,. the f'<'rl;~l olir.<-rcut:.,¡ '-"1"•'\iun 

( 44) 

in which w~ ""'" llrM p cJ,,., no! ap: ..-.,- TI ,i, ,r,n;_,-, 1 i,rl «¡u.ttioot " k•" '" n 
.. lhC [~>t<nti.o) equ~Ji<J!I and •• Lol''•<•"'' <<jll.lliolll, 

·n.e iclea 1hat n f<>tcc can l-< ''•·rÍ\o·ol f,,,, a ¡x>h"Hti~l lionctim•, atl•' 
"'"" tlrr I"Ctn "1"'1<'''1l.ol functio11," "''''e.,,.,¡ l•y Jl,ttLid lk·,,,.,,q¡ "' 

' 
'"' o 

i • 

1/~roJ_q•a.,;,a (11~8). Tiro: f"'Jirntial cqua';M il•c!f ap!>e.>t~ f?r <!re flr« 
l ·, r.e ¡,. "''" ,r l'.ulc\'', ,,,,·,, 1'"1'"" cuonpo«-<', 'n 17~'!, " l't : ncrpln nf 1h•· 
.\lolion ,[ 1-'lu,h."" 111 d;·a!ir.g wrlh 1ho: C<>•npone¡ll< "·o, anJ "-' ofthovc• 
';>eity of any j"•int in" n,;~,, F,ulrr h.•d ,¡,""'":~al u dx f- < lfr + w Jo n~ml 
!>< an o~act <ii!T<f<'utial. /le introduc,.. tOo r~nr•ion S ""~ 1har dS -
vb+ody-'- <OJ:."l/r<ll 

f:S 
"= ¿/ 

. _,. -•. ,o·~- ,. ,,.,,.,,,,·,,-",~~thelaw 
llut the ""'""" "' tnr<'>'-,P'<'<"~ • u•~• "•u~cec ' 4 

"'' 

ofeontinuit)", nan•e!y, 
• 

(45) '" ~o, ¿·, 

which rxprt'5>0< mathemalicall)' lhe fact that 
troatcrl during the motion. Then it follo"~ t!lM 

i''S cPS 
::;, + .,....,, ,_, < 

¡-'S +.,....,-o. 
" 

How 10 .ofvr thi• equation ~Clltrally, ""'cr Mp, is not kno"n; "'hr r~n
oidel"!!jm1 •red~l ca>.-. whcrc S;, a poi)·nomia[ in "• y, and z. The funcuon 
S "a' latcr ',!1:63) cal'.cd 1>)' Hc'.mlroltt- rlrc vc'.oó!)' p<ll<nlia!. In a _l"'~··r 
puLii>llecl Íll 1762" Lagra"A" o·epl<><icl<'''" .,•t oftl«·se ~'latr\ot,.,, wiHch hr· 
took "'~-' fmnr F.toler witlomol ac~nuwle<lgmenT, l~rou~!r he did imrrove tloc 
<>rd<r nfth< ;¿,.a, anJ tire <~P"""iom. 

Bc-forc w.o ean invaligate the work done to "'¡,"' t~e potenlial oquation 
in be)talf of gra\•rtational attractLon, we tnu<l rcvie.,.,· wme dfort> lo •:-al "a.: e 
thi• ~1\rdÓGn dltcclly '~y m•··"" uf Lho ;"'''~"·''' (~'2) ú< 1~! <'~Hcl',lrL'IL(' '" 
olht·r cnurcli1>a1e 'Y'"""-

In a paper wtittert in 17fl2 but pub<,;,~~d in 1785, enúúd" Rodt<'c~re• 
, 0, l'attra(tion des •ph~roicles,""' 1.<-t¡enclrc, Írtt<r,.,tt"cl in t~e atlr~cu~n 
""'""'d by nid> o( rcvolut\on, provecl t~1c thwecnr: If tlte amawm_• O• a 
><>lid <>f ro:voi1Hio1t i• \;nown for """'Y o•tor~tal poiJlt on lhe prolongatc<'ll ,.f 
¡1_, aú<, 1]rr 11 ·, ;, knowOt 'nr <":ry extrtrral poi ni. !Ir f:r" <xpr<"~<Od f;Lc 
, omponcr~t ,r th< force nf al ll act ion in tire d;r<ct i<>n nf 1he raJru< vector r • 'Y 

toiC~M nf 

(46) /'(,,e,ll)- JJJ (r1 
(r-r')casy ,2 • O'J~'d·"Jr', 
~· ,,,,,,, .. , ,. 
Ltrrosy-,-r, 

1a. ,, .. ;c-... AuJ ¡,·,i. l'•lnr/, G, 17~r;¡~J. 171-llL, l'"l' f1Col ~ Op"'' r1]. 11, 

13J-1Hl, 
29. All«. Tor"., 7, t76t>/bl, 1%-2911, pub. !7>;2 • cr;..,.,, l, SG-'>--1611. 

3\1. Mh>l. ¿, ..,._ """''"• 10, I)B'>, olll-l4. 

• 

. 



'" 
rrvo!uti""" atHI C0"''•!~,.«: r<ileclion "' "l'' '' ·''"' ''·•-•:<! ,-,,:,_ T:o•· <"1o•rt.• 
of t~C'l~ m~n •«re direot<<l to"·Ard ,,_,;, .. ,.,.,"""'~ •'•-•1•·<; '"!;·'" pip.•<; "!! 
""'" of ho'"'" of hy~rho:oida!, conir. ', ""'! n-:;,.,:, ¡.,, T ,¡,_,1'"; '"'""pe!>: 
¡,~:"'; ,uoú ndo~r wiml ;,,,~"''""-

On th~ "ho\e th"'r rlfor:• 10 '":"- ]>•"ti.o! ,!if!,.,.,¡;,,¡ er¡u.,tion> in 
tbrcr a11d four varia!:.!,..""'' limilco!, .. .,¡,,:y :.,.,-.ll'"' ,:,.. .oo!ut'nm "'<re 

''I""''"J iu ,..,;,. invo:•-it><: •evcra! va,:,,<.',., '" "!'!""'''! to <imp:cr "i~n
nomelric octies in~ am! t ""~"'"''"\ :.:: [:W;; .. !<m,:"- ••••thern>.:ici.u" 
~nrw too lit<le about thc !"unc1ion• t!1at ·'l'!""·"'"'l ¡,,¡,.,.,more complic~:cd 

"'''"' ~nd about method• uf dc:en,..iu'••o; !l•e '"~!!ic'cnt<. Such mot!lücll 
wcte snon <levelope~. 

lt ¡, worth mention'.ng <hat F.u'.cr, ¡, ,,.,,.;,•.t·r'.n·~ t1•e smmd of ~ '.Jdl 
.uul rrcon•idering !iOmc of \~~ pro':úm< of !k ,-;:,.,,;""' of rod•, ""' 'oC to 
lourth order partial dill~rentia! eqo>.oi"'"· ¡:,,,,.;-~:,he WRS unab!c lo d<> 
mudt with them an<l in fact, for the re•! .. ~··-'~e ce~'"''""" progr= w~• made 
wlfh them. 

4. !'otmtial Th~ory 
11tc devc1opmet" ofthe mbject ofparti~t .lilk= "'"i.d "'J<>alioru wa• furthcrod 
],) ~nother d"'' of physica! in••eot 'gat'oH<. thc "~ t! ce onajor probkms or the 
t·ighlec!llh cenwry was lite tletcm•i"·"""' ol" thc .IIIIOUIH of g,..,vitA.ttona! 
attraction one ma" c~erts on oMther. tite pnntc '""~ L>oing the attraction 
of thr sun on a p!anct, of t "• earth on a 1 •a ti ic!c e""' ior or interior lo it, ftnd 
of the earth nn another extended ma". \l"lw., t!t•· two mM10 are very far 
apart compare<! ro 1hoir ,;,.,., it i• P''''il,lc 1•> '""·" t 1tem a1 point ma.,.,; 

lout in nlh rr cases, nota!/, 7 t\1e ea•th ·' •.t • '"'"'~ ·' \'" •.ic'.c, 1 he cxteo\1 "' •.\oe 
e.uth mmt be takcn into account. C\,,,·:y ,¡.,. ,[,,,pe «f tlte earth "''"' l>t· 
kuown if one ;, to co~Tcul~te lhe gra<·i•,t:i .. tto1 .ull ·" tion it< Ji>ll iLuted m a" 
•xerts nn a panic\e or o~nother d'stril"'''"' 1 "'·'"· .\11 iwe~~h 1he precú •ha pe 
r<"lllained a •ubjrcl fnr inv.,tigntion (Ch.tp. ~l. ''"L 1), <l "'"' ~lready ci<M 
l>)" 1 700 ti,at ;, 1nu<t be •omo form of .. >¡ i 1'~ >id, 1"" h.t¡" an ob 'ate 'P¡,(:, "id 
(an rl!ip!iOid gencrated by revolvir•g "" dii¡"'" """'""!1hc miru,; ,,.;,). Fu• 
the S<>\iJ oh!ate >pheroid the force of "' tr.>~tio11 ¡,,,¡, "" an c~tr.rna1 ""d on 
a:. ;.,,.,.,.¡ [>-"tick caun<>t l>< c•!ca!~t•<i M ohuu~h q.,. """ ,,.en· cm!ccu· 
tro~tcd at 1bc c~n!<r, 

!n a pri,.c p.1p~r of 17~0 on til~ t'•'.o<, ant1 :,, ¡,¡, 7;,.,;" of F/,.,;,n, 
(! 7~2), .\l.• ci•uri" pt oved t'to~t, lo' A f~oi,l "' ,.,.;•;, "' ,•,,,¡ ty 11•1<k1 """"·'"' 
. ,n~11 1.~.r "''·"'""• ,!te o'>!.!.te •pbemié ;, ·"' ..,,,.;:.:.,;,.,., <lu¡><. Thr., ~~.,~
lanri" pro••rd ')""thcúca!!y th4t, ¡:ivo11 ""' n,,•:,..,,: 1 '"'""~cn<<>ll< ellif"'>¡d, 

"' r 
l 

' 
' 

' 

POTENTIAL 1HWRY 

!'····· , .. 

f•su" 22.2 ( or • 

<>f rcvolution, tloe anractiot" of the two bodi" on the samc par ti de """' "": 
to both, prot•idOO the partid e be on the pro!ongation of thr a xi.< of revo'"""" 

or in the p1ane of the "'~""'"'• will be pro¡o<utional to thr vo1mnts. Sm<>o 
other limit.-.1 ,.,,1,. """" a:,o ~<tabli>hcd ~rolttetdc~!ly in the ninetc<"nth 
century by jam<"S h·ory (' 7GS-l842) a1•d 'l.!iehel Cha,le<. . 

The )!<Ometric.al apprt>-tch to the prol>lem of ~ravitalional att~ael!o~ 
u<ed by 'l."ewton, 'l.fadauritl. ,,,¿ other> is ~ood only for >;><etal Uodt"' a·•~ 

1pecial [ocation• of the ~ttractcd ma'ISCS. Thi• appr<>ach W<oO gavc w•; 1:• 
ona1ytical rnct'•od<, which <>nc find• fir<l in paptro hy Cl4iraut bcfore 17:.! 
and cspeci411y in his famou• hook TMtmt Jt lafig•." dt lo'"" p;¡3): '" 
which be co¡,>i<lcf! both tite •h•pc of tite oarth 4nd ~ravitationAI attract_J?"· 

' ' 
· 'e 1 · !he Le< us ¡,,., 110,, .•omc [;<ct• about t 10 ana yuca .ormu.~t<OtL 

gravit~tiona1 rotee <xrrtoJ 1>y ·"' ext<m~ed body on a unit ma<< P reg•n!;t\ 
as a partid e¡, thc .mm ofl!•<" f<orce< t·w·led h;• a:l t!;e "na:i "'"''"' tha' m.>•; 
"P the bndv. lf df d~ d~ ;, ;• '"'d11 '"hnnc o'."'''" bm'y (1 '·'.\· n.2), "' '"·•:' 
that it 1nay he 1 c~ouJccl ,, a ~•rtidc ccntned at tl•e point (<.'"~J. and tf 
p has tite coor~i""'"' (.r,y, o), tho .tttlactivn O'Crttd by titt· <nt.dl ma" o: 
den<Íty pon tite unil pattidc i• a vcctnr dircned f1<tnl 1' '" th• ,.na\1 ""'~' 
and in vic;.. of thr ;\c~<ton'w 1a" of gmvilati,m, tho comJ""""'" of t!n• 
vcct~r a,., ((~h;tp. 21, <ce. 7) 

'~ Y(~- fJ' +(y- ,) 2 + (z - {)' . 

e , · '1 '<•• ,.,,•,,·,«t·o!;oho""'"'"""'"" Of couroe p no ay ue a "'"""'" '" , ~. anu ~ , . " ' 
body, a con"'"'· 



)'"",..,<>Id (11'l7) ,,,.¡ ''"·'¡,•;,¡,«¡ thi• ''•·'•! ·" .. •,.,,.,¡, .,¡· ,,,\tlocop;"'''': 
p'•;·•ico 1 1 ¡, ¡,.,, "'"'k "" '!w ,,¡,_¡,.u fo:l""'' ,• 1, ;, '" .•.'•" l'•' :..-• HÚ~o< 1 7:·~•, "" 
lo)'JtOO)'"·""'' •. ,\;,. ;, a """1" •·"iL!c r.,;c~, ·""¡ t!o..· ,,, . .,, ,- .,r •~>~ P""l'"~·•· 
timo ..,: ""' nJ ;, paro <>f llui<l "'<Chanic< t.•01J ,.f "'·''' ¡, ;,., lwc ·'"" air ;, aiso 
,,, t•!.t<lit· ><•otli"'")- llm•«·n, tn trca\ ,:,.. 1""1'·'';·•''"'' ,,r-o,.,,d ho m.odc 
'""'""·' !J 1t· ''"'l'!ilicotiu"' ol' thc ~ct\er;o: :, 1<!t "'') ,,,,..¡, ,,¡ o·<¡:<•<I1Ut1<. 

Tln•·o lin• 011d tlclinitive popcr< wero· ,.,,¡,,. ,¡,. l!cdin .\caclemy in 
17-'('. ¡., o!oe ¡¡,.,,, "On thc l'ropagati"" .,f ~""'"!,"'' F,,oler C""''t!ers 11oe 
¡nopa~,,,;,., uf""'"d in 011• <pa~e Jin<•""''""· .\'•o·• "'"" .•ppro~in,úio•,, 
which ~·M'"" to con'i':"ing v.-ave< ,.e ""·''l am¡oli1ude, h~ ¡, :e<l !o thc 
" ,,.,. <1 i '" e ,,.;, ma 1 -.~ve <'<¡ <La t ; on 

wher< y ¡, tilo amp!Ttttde of 'he wa~e a' t'•~ !><>iott > ,,,,_¡ M timo t, g ;, the 
accoloc.uiom <>f sra•·ity ancl k;, a rnmt.":' rr:~,¡~~ ,;,~preNote ancl <.!cmi!y. 
·:1,;, rq11atio11, ., Eulcr of eo>ur>e reccoe"i'«l, ¡, ,:,.. "'m'' a• ohat !'m t:le 

.-;:,r~oing '" ing aT>d he di<: not!ting m~:' '""'·"ir.• ::¡ I'<W iJt "'l,·ing it. 
In¡,¡, seconcl papo:-•" Eu:er gi•·e< tl¡c '""''"'"''IOSitlll~l <'q<o.Hion of 

prop•ga1im1 in ohc form 

(3B) 

where" andy are thc .._ .• ,.e amplitud~:>¡,, tho· .\'·dioccoioto and l'-direction 
""'f>«lively, or the componenl!i of thc ,:,,p·.,co ,,..,.,, aLod e • V'[ih. 1-!c 
gi•e> ohe plane wavc ><>lution 

x. a<{o(aX + f!Y + cV''•''--<,C>f!lt),y •· ¡W-( .•. ~- ; 1~l' te Val+ ,q1r:, 

»herc .¡. ;, an arbittary funclion a~cl a "'"\ p ,., •' ·''!o'"'")' o·nnlt.u"'· 1lor., 

lelli!lg 

(t· ;, c•lkcl the di••crgcncc o( <he di<place·"'"''), !"• ~~-« : h~ lw«-ditn•n,ional 

"'·"'" ''!'""'"'' 
1 "''' ?'• ;o Ct' ~ <•.\"-

llc ~1"' ",, '" 1 he nced for the •uperp-"iri"" uf ,,•,,¡.,"' '" oLI~i" •he """' 
~0- 1 ,.., .d ,, olnli•"' cof thc p">hlcm in ordn '" ,,,.,., ~'""' ¡,:¡,~1 mudi:i<>ll, Llo~l 
;,, lh< v~lue of""' of ~ .,,<.) '1 at 1 - 11. 

u_ _u;.,_ -.r.lroi. ,¡, [!.,lin, t~. 11~9. 13~·~•·:•. l"'''· 11•'••,- "~""'•(l), 1, H9-~l. 
~~ . . 1/tm. •• r,t"d. '' !!"!'"• t.\ 11.1~. 2\il--10, r,t,_ 11"'' ., n,...,., (31. t, Ul-6.1. 

' 

' 

• 
' ' 

' 

' 
' ' 

•" 
,•' . 

Eulcr ohcn s!ww• how t,,. c.on gOl thc JiiT<rcn<i"l cr¡uation wh•= •~lto· 
tioo• Rre rnlhl cylihclrkal Wd\'C' hccom" tho WdVC 'P'<~rl• """' :ik oo 
cxponJio~~ <;·linolo•r. He !ets Z ~ ~'.1'' + i'" and lntro<!ue<s ,. ~J(Z,l) 
"'hercjU arlJitTMy. !Jy leuin~ x ~ vX and y- vY, ~. ol>tAin• from (40) 

1 &'• 3 a.. D'o 
<' <·¡' ~ 2 ;¡z ... cz·· 

l!e alst• oiJt•im in this P·'P"' in a 1imilar manner thc lhroe-dimemio"al 
Wdve oquaoion 

(41) 1 ~·· &'• ;o,.,,= r.r• 
whcrc v ;, ao;.un the divergettce ofthe di>placcn>cnt (x, y, z). Eulcr ~ivc• 
pl.inc w~ve an,! •pherica' "'a\'e so:utiono u<ing o he kin<J of <ub<titotti<>" )"'' 
indicatctl f<>r cyii"drical ""'-'"'· Thc b.uic ~quation for op:,erical wac·es ¡, 

J'- vx• +P.:. .z•. 

~luch of t!oe al>o-. work on •pherical and cylindrical wa•·e• wa< aL10 
done inrlcpcmknt!y by Lagr.on~e at tite cnd o!' thc yc.tr 1759, !:ach ,,,,. 
municaoed hi• roull> 10 the nthrr. Though therc are man¡· deoaib in "'h,ch 
Lagrange'o work <li!Tertt from Euler';, there ,,re no ma;or mathen•ati--..ol 
poin" wor1hy <>fbcing rda<<:<-1 !.ere. 

From <he prop.agation <>f ""'ncl wavo in air it wa> but a "'P to th" 
>1udy of o he soundo givcn .,n· by mnsic~l imtrnmm" th,u rml'ioy a ir ""'''~". 
Th~o >tu<.ly wa.. io>iticoted by D•tltelllcrnoulli in 173~. l!erno,lli, Enlcr, ,,.<.] "--"---' .. Logn.n~·wroto numerous papero on the tnn<> givr10 oll' hy ,,., ahwr;t 
incrediL~ •·arir•.¡· <>f .udt imlllJmena. In~ puhlieuion "r llfo2 ll•,;,.¡ 
lle.-noulli oho"nl thao at the op•·n rn<.! of a n-hmlrical tul•c (m~~" pip~) 
no COI1clen.a1i0<1 of «ir caro r.ake pl.tce." Al .._ du•eJ end ohr ai1 parlic:., 
muot U:, át '"''· l!c C<>ncludc-r.l from ohi• lhat a tubc do.ed ~~ ~oth cncl• oc 
apeo at),IOlh cnd> has lho sanoe fnnrl.•mcnoal mO<k a• a tuhc ofha:f thc 
longtli but ope10 a! ene e~d and rl"'cd "' the ~thcr. !le al<n dioco•·-rerl ohc 
ohrnrcm tha! r,,. closcd m ~an pipo·s oh o· f«gucn,-i.., <>f o he overt<>ro<> aro odJ 
nluhij}lb <>f oh e froqucney ,¡·!he fnndam~noal In <he same papcr lkmoulli 
1ook "P pipe• of othe1 ¡¡,,,, rylindrk•l fonn, ;, partÍcHlar the mnicalpipc, 
f<>r which he ob1a1ned cxpre"i"'" r., the inJi,•idual 1011"' (mod<"<) i><ll 
rccognizcclthal th<'<O lwld o~oly for inlinil!· con"' ami nn< for tloe trunrat<'<l 
ont. For th~ (i11fnoito•) ,.,,.¡,_ulpi¡or tlw m•ertoncs pnweJ to he hat·n,.,ic to 

tho funclam•ntal. 11<-'"""lli ,·oulirm<~ nmny of ¡,¡, ohcort!i.,al rcsulr. ¡.,. 

O<pe<"i""""-
$"'•• 

z6: MI,..' J, r A"" '" Mi., r,.,,, t1li1. 1'1·8~, pub. 1161. 
.~.-

• 



''" 
;\< "'- '"~\! ,.,.. ;, a mom<nt, 1'.•(<1 '"''! ¡,,,,,!,.,ed .t!! 1!10 Hc,"·l 

fur•rt'<>n< of the fi"t o;.,d ;, ~ l'•'f'N "" t' ••· ; ;•,. ·" i•••; • !,-,, ("'" ":"' Uo4p. 
21, 1<:0. 4 a~J 6) ,.,.<.]in thl' !7B\ l'·'l"" he,, . .,,,"~' t!o.ol it ¡, pm<ib1c tn 
•~p....., any motim> bv a,.,;., cf JJ<_,,-! 'uncti""' •:•''"'ri•e <he fact tkot ho 
h~J ~r~U<<! again>l lJ~nic! :'<::"!:0:1:' 1' > ,-·,,,,, Ít1 th \ Í1>• ,L!ÍII~·"ring pro,' •km, 
that ~nv fune:ion can l.>c rcp,....,n:<=<i '" a ''" ¡,., • ·•· ''';:'""'""·trie funuion•). 

p.;,.,,.. on the vibrating ming a:•t' 1hr h.o••~'".'; o·!>.lin, of w11ich t!tc 
n!wve are ju" >ampl.,.., wo•rr pu•,:=,·,c"! '>)' '"·""- .,•,:,cr oncn "P lo t 11c 
rnd of thc century. Thc autho"' contim"·d \<> <l•~·~n·c, corrcot c.l<:h other, 
and 1nakc oll wrt, o' ccror1 in doin·~ ~ •, indu,:=o•g: <'<>"'' •dicting w'•at thq• 
ohcmsclv•o had prcviomlv said On<: ,.,.,, ;•rO«''.'· 'l'!t<)' onade a"crliO•lO, 

"'nlo11tiuns, and rcbutta:, on t~< e,,.,:, ••!' ''""' •''~"''''"'' ~n<'. of:cn )t.>< 
pcrsu11al prodile~t 1 nn• and collvicti~"' Th~\r rcktCl)c<' !o pa¡><n <o move 
their conoeo\liom Jtd not provo wh . .: t 1 w~ d,,.,,J_ 'lh~y aloo rnoncJ to 

>.lreasm, iro11y, invectivo, ~nd oe'f·pt.ti•c __ \li,g!o-d with thcoe all~Ü• ''''"' 
<eeming ag-rcemen" <'I'''"M in onle1 to .,,,,. 1:"-or, p.orticu:arl~ with 
d'Aicmhcn, wlto had romidcrable i:•'!twwo: "i:h Fr•·tkriá 11 ,r J>rmsia 
and as dirtttor of the !l.,rlill ;\caCem,- ,,r s, ;,.," e' 

The second or¿er puti~l di~<roo•=,,¡ '~"·''i'"' pmblcm• Jc•cribed lh"' 
'. , ... ' .,_, ., .. , .. ,, ,, ,,,.,.,,, '"' ""'" •= on )' onc •pace """""e ·'"'- ""''· •'<' <•~ ' <'-" ' '"' u , · 
not go much hcyond thio, In a pap<:r ~~~ !7:.9" l'.t<'or H>Ok up thc vihration 
nf a re<:tangular drum, thus con•id~''"~ a '""'"':imet,.i<>nal hody. He ob
t~inc<l for lhe vortioal dioplacem"M ~ of tlte •urf.tce of thc drtlln 

(~J) 
t a•. ~·: 
? 21' ~ '!'·>' 

wht"r<in x and '1 repr.,ent tbr o<>Ordonat-. nf ·'"'' ¡ ooim on thc drum and t ¡, 
d"~rmine,] IJy tho 1na" ·"«l t<n•'~n_ !·:•t~Ct trit·c~ 

an<l found that ,.~ 

. ('' ·-""-;-"" 

¡o>, . 
.l. o:-!t' 

"· 

u\,;,(!::! -1- e) 
1 \ ¡, 

• 

, 

' 
' 
' , 

t 
! ·' 
1 

' 

'!'he dimrn,ion• of thr drotm ~re Q a!lcl ~. '" th"t O ,; r :; a .... <1 (' ,: V ::; h. 

Whcn th~ ¡,;,¡al ,·docity i• O, JJ and r; m :o y he ,,,:,rn "' [,. \1. 11 tlll' bnuu<l.tt i,., 
' are lixcd, titen {J- mot and y,."" whcro m dnd n 010 itttr:~<"- T!oo.,, 

•ince"' - 2"• wherc • io tite fre<JU<ncy por •ccond, ltr olt!:.it" 1 r:arlil¡ tbt 
Lltc freqttr.,cie< are 

' Jm' ,• ·--· :;+¡]' ' " ' 
He then oonsiden a circular dntm and tran<fnrm< (33) to pol~r coor

dinates (a hig!t!y origina: s<cp), obtain:ng 

(34) 

He now tri<> soitlliom of the fonr1 

l <·': 
~ ¡¡,¡,;' 

(3S) z- u(•) sin ( .. r +A) sin(/!</> -r B) 

>O that u(r) •ati<lies 

(36) ' (•' '') u·+~u'+ ;r--;-¡ u-0. 

Her< lksscl's equation appe~rs in the curren\ form (CI: C:hap. ~1, ,ec. •:]. 
Euler thcn calculates a poiVCr oorie< solution 

which ~ would write now •• 

(. , (')' " 'C,}- ;;; z•r'Jl _._ 

!t also follow• frum (~.'i), ,iotcc ~ mu•t loe nfperi<xl ~"in<!>. that {J ;, an in
tegn Euler ~"er" that fo1 a fi.,·d {J tloerr Me i.,liuitdy m>n)' r<>ut> "' "" 
tltat inlinitdy many <Ímp't loUttoh ''"'1\lt. flnwo<·•••·, he diJ not <.tlcu'"''' 
the>c root•. IJc Jid attctttpl '"lindo •cw"d «•luti,n .,!'(%) hrrt fai!e<l '" t:o 
oo. The throcy of ,¡.,. <ihmtitt¡¡ memhtaHc "'"' tlcri<·t·d ¡,.,¡,-~,.,,¡..,•ly '•y 
l'oiwm" and i>oftr, crnli,~l •olcly to him. 

l::ub, Lagr•to~t·, ·''"~ o:her< wor:.cd Oll th~ pr o¡Mg.tti• >n .,[ '"""d in ,, i' . 
Eulet wro!e ntt thc Oltbjct l of <ound fr.-qtoenr'y fmm 1 he ti mr he "a• t" e o L )' 



(29) "" m ton-

"' 
"'' + ., '·"'- ~ (1, • 

e ' ,,.....,, ••- ·:·loe ,.,•otLi""' ~·· (2!!) ~"' ca!lrrl rloc .,nd he oo!vcs ooc"' m •~·-' e· .-. , . , , .. 

' 
· · 1 es ur c'~cnvaloc uf r'••• pr·,L>,,-,,, 1 h<">< ,-~1"'-" a••, ~• " 0 

,. \amolom<tc ''"u -~ . . ' ,. ; . ' . , 

''' 

; - imnnrtaucciu•hc•!"-"'>"'''·'''''' <llcoen"a ~quar•o". • •• •ce, o po-une ,- • · - . 
· • 'd • ,. , [291 th~t •'"· ,¡,,, ... ,,.,¡,,¡,. f•er¡u"''''"' are""' 1< ., 0 ,m0 n evr er. ron , • ·• · 

i nu~tal mullip1e< uf t1tc ~un<!atnrl'r~! ""''. 
"•• . "•l•r t<XJ< "' rhi• ,,.,.,.,,,. ,1~,,: .. ;., .uonlloer paper ou tho owe>cr,.. - · 11 ]1 

·ibmring ming of variable tlriárro",'" ·'"'1 "·" L' "~ wod' ,2~) re '·'""" 1 1•' 
', r · • ¡ 'or w<rich ,,, :1 ,.,,,,.,, ,,., ,r tloe lrighcr m<><ICS M< t.ocre ~re rUnC\IOrl< <(< '' ' ' 
not inrc¡:r~l mtoltiplcs of oh e fundarrH'I •1 ,,•. 

''

''' ¡,.. ., 0 took ''P the ,.,¡,.~ .,f,.,,;,,Lic tlrickn=·'" llcrc he 
•«nrt,•, '>tlnl"~l 

tl'rt! a ,¡~.,i!'c~ul l'>r!hnd o•f<olutioon ::o." !o,-!'"'~""" ~·< _ear .. ~t 0< ~ '~ 
· ' , ' '", In oh'• , .... ·¡,, .,,,.,,.,._ .n '"e vrl><~""S-"''"~ ''""~o comtarr t "'"' • • • ' " • • , . 

1 

' • d"' ' , ' ',·,,u·,du;<<' ,r.,. ,,,,-, ,,.-,, ''·''~""" ofv~rtal>,...,, "luc.r 

'
""·'"" ,.em><r ''" · · • · . ,, .,. 

; • - · " •.'i"C,.·tllial <<tua•ron< o i> 110\1' • lm•ic rncolro<i n >uou\!01' '" 1'"'''•-' • • • · 

sul,·e 
il'_y(l, x) 

u• 

!1- ¡,~!:• g~x), 

,,~>tit.,ICS this in !he dilfer<ntiat «l'•··tit'"• ""'' oblain• 

l V(1' .~·(·~ 
(:m¡ ~ /•(>) ~ 2.<) · 

' 

·e do now •h ll "ncc ~ 'j¡: ,¡," < rlOl vary when < don, it 
¡¡, 1 ton argncs, a< "' ' • ' .. J h'fl t! · , ion 
tnu•tl"' a e<>mlanl, and by rhclrlu·,n~"""'" ·•1'1'·"' ro '• '" •~pro' ~ 

' 
. ''''' 'fho two «><<•'·'''" ·"'- t''l"·'\ • .:r<l '"" denored by·· '"" mln< "',,con> - . _ 

T'"" !o e ~·" tho l , 0 >epM.HO orcli• ,,, )' <1 i lf,·r "'" o.tl e<¡n.tl>Oit< 

h'(!) - n'.:lr(l)- \' 
g'{<) - ,J,dx) -O. (31) 

ll' T ' 11•;• 1;0 l-'·'>~. pub. 1 ¡,,,; ~ /)"""'• !~!. ;(•, 391-425. 
:.'!.- '"'- '"... ., ' • ,., ...... , ' ' "'·' 
, ,,_ 11• ,, •• ,._ ''"" "' "''""· ••• '.,_., ... ' '' "" ,_ 
'<' 11.,,_ ,.J, ,¡, ""''"· r;, 17!>{>, 315-•JJ, ''"'• ¡;_.J. 

·, 
' 

•¡' 7 

Sin<< n and .1 ''" C<>tr<l.tnP•, radt <>f r!ocsc "'!rrariotr' ;, ·~~dily .ol .... h!~, ~"d 
d'i\krrrl>crl ¡-,,. 

•¡(l,x) ~ h(/).~(1) = [.IJ,•"•• + ,v, • .,·;¡_,J[I',";¡• + q,-•<-•j. 

'file cnd"""''iriutl>, y{l. IJ) _,O and .~{!. i) =O, ie>l <1',\leml,..rt '" """ rl 
th~tg(x) onu>t IJe uf ihe lorm l. <rn l/x >ncl Lhatlo(l) m u" be <of the '-'"'" In• In 
L«·au<t''f(l, ,; "'"" !"• !"''ioJio· in 1. lk kit rhc ma!ler rhcro·_ \la,i<"l :to·r
nou\1 i h.od u"·•l drc ir!o·,o ,,r '<"\~' raliurr ol ,,~, iab!c~ in l 7 3~ in ¡,;, 1 1 ,.,,,,,.,., 
of tito· vil>r'l"""' uf,, cl1ain ou<peotdod tr,,, onc <111!, hut d'Alonrlocn "'"' 
m"'" expli• il, Je>pite r!u· f.tct that he did '"'' cunoplo·tc lhc ,,.¡,"¡""· 

In ¡,¡, \ 7!.:1 papcr <1',\l,·rnbcrt wmtc t!re wa\·o· •·quMiA>r '" 

a•y ?'~ 

i'''- X(•) c.,"' 
and <ou~~~ "''ution• of the fo"n 

"'" í(•) ""' A"t. 
He o\.ltainrcl for ( the cqu~lion 

(32) d'C -A'.-'' - ........ -. 
dx' .\ (x) 

D' A bnLCTt now lrad lo r!<roormine t "' tllat it wa. O at lxt!h end• of¡~e •tring. 
By a t!erai'•~ analysi< Ir e >howrcl th~t !Itere are valuco of ~ fur which { ffi«"l• 
rhi> condirirn>. He did rrot appreciaLe in thi> work thal rhcre are Íllfinild)' 
many ''Aiu<> nf A. The "guiJicarrcc of lhc invntigation ¡, that ;, ;, •"orhcr 
!ttp in llre rlio r•cliorr of !;,oundary value or eigenvalu~ prob]on,. fo.c urdinary 
clifferellti~l cquation•. 

The tramv<I"C osr;ii\ation uf a hu"!f con\iouoos h<'rizoOita: cord "'a5 
take01 up ~}' l>u!er. In tlr~ papee, "On rloe .\lur;lifyittg l:llecl ofTl1cir (),.u 
1\'eight ort rhe .\\olion of SH iug•," " Euler ubta!J" th~ <iill~:etltial r·quarwn 

for cun.,ant r and wirlr r.,.,.¡ cnd• al x - O and x .. /, Euler ~ndo th~t 

el '"I'"''"'N''~"'' !1 ~ - - + 1-(<1 + x) + 11(<1 - ~). 
' 

Tltu< the ,..,ulr. art tire <ame a• for the "wei~hll=" <tring (where lhe 
gra'o'italion•l force;, ignorcd), t>tCtpt rlrat lhe o>eillktinn rak« place alxt•_rt 
the pa<alxtlic iiguro ol «¡,.i'i!Jrium 

21, A<"' A<O¡_ &r Prl>op,, 1, 1)~1, 17fl-~, ~ub, 1 18·1 - llp..,,, (l!), 11, , •. 1-!, bu< ,l.tin" 
fro"' 1 IR ¿ 



'" 
nou>t be .odio in A. l!uwcver, he f.···,.,> '" " .• ::,.. t:o ,. , ,,;v•"• '"'\' "' 'Jitrarv 
function i11, •~y. {' <; ,, ,;; /, thi; funtt'"'' """''' ¡,,. '"i'''·"··d Cn ,__..,,. intnval 
[n/, (n + 1)/j for iu:o.~r.oi n ,tod <O [w ¡>rrÍ.,olic. ( >("""'""• "'<11 a pe,io<J:~ 
fullction might not be reprt"<entab'r hv o11• (c'•»co!l <C.rnt<lia. E"'••· an<.! 

U.~range "'ere, ~t leA" i•• ~:,.¡, 1:~:•,-, _i>htil~o·o' iro hr'ievin~ <h.>: ""' .•1! 
"cli'leon!inuou<" funCIÍ<>n< cou!d be "'!" •~•" ,, , ,: !•y l'nut·i,-r •erio·>, }'Ct «¡ ua: ly 

rig!u in beli<Yin~ {!hOuRh thcy did ''~' ''·"'~ J" ,,,.¡ .' ,; ,,,¡ dte ini ,;,,¡ curve can 
be ••cry genera'. !! nc..,! not l>e ana:":c, n~• no·••l it br pcrio~ic. Bcm.,u:¡¡ 
did •dopl thc corree< po<ition on pi•pica' ~ru•tou!< lmt cou!t! no\ b,,c:; it 
up wilh !he ma:h=•tic>. 

Une of tho vory curiou• foa~u"" of the ~ó.,c <>n thc trigMmmotric 
>erio• repretc•>tation of func::on• i• t!o;t\ .1 ·: th~ ,,, .. , :,vo!,-ed kncw th~t """· 
periodic fu,c•.:onJ can lx- rrp,ncntc-..: (in Hn ime,.·a!) by trig<>nmHe•.ri~ 
,.,.¡., Reb en .oc '<> C'>aptor 20 (oec. C<) "¡ !1 Ó•>w ,¡,~, C!ainu<, E"!~r. Oao\i•! 
lkrno"lli, and oth<" lw.! ac<ual:y ¡>'c>Juc.;d <url> rq>r<><ntation•; m~ny of 
thdr papero a!•n ha<! t!'" formula• ::,, thc c""!'ic>cn" of thc tri'5(>nomctri~ 
<efÍe>_ Pracoica:ly a'! of this lvork "''"in ¡>CÍHl :"- :n9, tloc yc.1r in "·hiel, 
!.ar;rangc p<e>c>Uc¿ his baú pape> "" ''"' v<I><.Hing otrin~ He oould thea 
hvc infcrn<! that anv function hat .t !rio¡oot~ttl.:ttic r•pan>ion and cmtl1¡ 
h~vc read ofl'thc formu:a, for the ,,.,.,~;,¡,.,,,, '"" :,,ilcd <o <lo >o. Only ;,, 

1173, whe11 tloe heat of <he """'""<r>y "'•" pa,t, did Daniel ller"o"lli 
noticr that thc oum ofa trigonom~ir'<· ..--,; .. "'ay re~rO\rnt dtlferent a!ge. 
'"aic expr=ion• in difl'crcnt in~en-.tk Why <!id,,:: >hcoe ,_,,¡¡, lr,wc "o 
in~uen"" on thc conttoveny eonccming tite vihrating uring! lt rnay ~ 
<~pl•ined in teveral way1. Many of tlor re>ult< nn thc rcprc<cntation of quite 
g~n~ral functioru Ly tdgonomelric -;crin w<'rc in pa¡x:r1 on utronorny, ~nt! 
l!~niclllcmolliWmay not havc rcad ,;,..,., a~cl ;o could no! point to tbcm ;, 
d<f""" uf !.i1 po•itio:o. F.ulcr an<' ,!"Nr·m'M"II, \\'il•> mu•t bavc kno"'" 
Cl«i>«<>>'• wor~ o' !i:i7 (C'hap. ~'.', .,·.: .. -•), ""'" pro!~tbly llOt indincd to 
>t<td;• it, >in ro it rcfut< d tltcir own at ~·tt '"'"''· ,\ !0, tlm .l<tronornica! work b) 
C:~irant w~s <o>"' <upc"eJcd ~n<i •;,.~•>llCil. On th< oltitcr !>"'-Ud, "'!.Cr<M 
Eulrr "'ed trigonmnctri~ <crico, a>;,. :,;, "'"'~ on illtrrpo!at'on t!.eury, to 

rrpt'f>Ctrt polynomi.ol <-•prr!>Íon,, ¡,,. t!i<! ""' .«>TJ'I thc ¡¡cncr~l f~<l t!." 
qotitc Mbitmry fur>c'limB cou!<l be'"'''!"''''"''''".!; t>n• e•i"rnc~ of>t\ch ~ 
serin repre>emation, wheto he U<e<i ''· "'·" ,L,.,,,.,.d \¡)• other '""''"'· 

· A11nthc1 iuue, how ~ pAfliAI ,¡ i!li t ,.,,;,,¡ , 'l, t. ti;.,, ,¡,¡, a naly!ic cod! ,_ 
dento (c.g. conOI .. n!•) coniJ h.<vr ,,.,,,.,,,,,,¡),;,, "''"tÍot>, w><< n•>l oc.•:lv 

d.,if•e.J. J n the ca•e 'lf orclinory rliP<·t ,.," ial """·'' ;,,,, i f th<' < nel]ic'"" '' "'e 
~nalytiral, the so:ution• nm.o Uc. !'''"'"'''· ,,,;, ;, not tnw \nr p,rcti.d 
Jifl'cre.,ttal equat'om_ ThouKh E"'''"·",-,,.,.,-,'" ,,,yir>g that ,.,·utÍ•Lth 
with c'ln>cn are atltlli.<Stblo (and ltr ,¡¡,¡ ¡.,,;,, ... , ic), ,\etcnoination or tlw 
<iotgularitieo that Kte a<imi<Sible in ,~,. ~,¡.,, ;,., o•!' )"" ti~t cli!l"montiai ce¡ u,,. 
,;.,,, wa• still f~r in the ft>ture. 

' ' 
'"' "' 
' 

''1 
~- E~/tntiOTI> rift/!e JV,:., F:1uali•m 
Whi!e thc cot>tt'otversy "''<'r <he v•brath~ >lrin)l' wa• ~i~g c~rricd on, th¡t 
i_otcrest in mmic.d Ínslt'llttltnl> prompted further work, ttot on:y on víbr.l· 
tion• of physical '"'"'~'""' but al•o on hyd,odynamica\ qucHion> w~>ich 
conccm the l'~'''[lag.lliorJ ()f <Olnr<i in air. C.!athomatic6!:y, tht"SC itwo~>e 
exlen•iut>< ttf lite WdV< cqunti<>". 

In 1762 Enler too k t>Jl thc: ptohlcm o( thc vibnllino: .,.;,~ ,-ith V«ri,t!>ie 
thickncs:>. lle had ~en llinoulatcd by otle of '"" pli:.ci~.ll quo>tion, oí 
mu<ical acothotic>. Jcan-Phi\ippe Ramt·au (1683-1764) haJ ~x¡.o:ainetl 
(1726) that the ronson.>n«: of a mu;i,;,t! >ound i< duc '" r]te ¡:,ct th., ::,e 
ootnponent '""·"' of any <:>ne <mm<i are harmmuo< .,f the fun<.!amett<al :one; 
that ;,, thcir fmwcnoie< •« '>tlCgral >llultipb of thr' ft•t"l" rncnta! ft cqucmy. 
IJut I:;ulcr, iu ''" Tto!OMt" ,\'01~' 77t.o,/u ,J[UJ,Úr (173~_)" Lttain!~incoJ tiL,,( 
only in propcr mu>iral in<trumcn" w<rc the ovcrlm>t< harmnnics rof tho 
lundamcn la! •.ot>e. He thercfore ut>dcrlO<>~ <<> •how that thr llring of V«r ;,¡;o 
thickno.s< o' nouuni!'orm Co"-<ity ~(x) and ten.tion T g;, . ., ofl' inh<>rttw,i~ 
ovorto)tre<. 

Thc parti.~l Gifferential oq>Lation !><corneo 

(28) "\ 
iJx' 

wi<h ' nuw ~ funetion of '· The llrot •ui:>;tantia~ re>ults were obtai,e<l h 
F.uler in a papcr, "Ün thc Vtbratury :>lo!ion of :\on-Uniform:y T!>i<~ 
String>."" The gentt'al ~'!u:ion he dc-c!ar<:> to be !xyMd the power of 
~nalpi•. lle obtaim • >olu!iott '" the 'peoial e~•• whcre the '"""' distribution 
e is giv~n bv 

" ~ '¡,-':"-" '"'( 
o, 

wher< <o ~ Vr¡ .. ,. The frec¡utnrie. ofthe muda or harmonic. ar~ ~i>cn hy 

' ( •• ~ 21 l + ~) -./'1'¡;., 

·~· 0/"'•. (ll. 1, 197--111. 
1 l. ,,·,..; <'""""· ,¡,.,¡ "'- I''"'P-, ~. i761j6l, H!;---10-<, 1"'~- t lGI ~ 0/'<'•, 12:, 1 O, l'tl-' !l. 



'" uth" for !he noM 1""• and '''""- ,:,;, 1• ,..,,, ,., ·"' '" ,¡¡,~~'"''' _,.,¡ 
o!!<!e<l •• 10 1..-fOH>< ob>oh"":' ""'""''";,,,,;, 1< ¡, onoh· •""'')'"" 
1hat •O in~rnio>t<l • <h«>•' ... "•''""'" ,;,:_. ¡., ""'. l''indpo' '"''• ,'" 
,.-hkh all tht •mall <<'dPI<><"O' ,,.,¡,,.,, "'"'"'"'" "'""'"''mM ~ 

«'•«<1. 

A\1 of 1iois ¡, almo•t tot~l non•cnoc. . 
[.~~'·"'~··'• main haoi< ¡.,,. co!lt<ndi"•; .¡,,,, '" ~,;,.,''"Ji~""'';'!""" 

thc inlti,1] "'""'' J' (•) and initi•l ,-doci• ,. : · ( 1 ·, "' 1 ,.. ~ '''"-" ,..,¡ " th"t •:e <lid 
nol applv diiTcr<:ntia<ion to thetll. llut :•· ''"'' ,.,,.,. '''' 'i:"'''" wh.lt he d•J du, 

rcmiction< would \""'e to !><:: .,.J,•_ 
En!co "'"' d',\lc~obrrt uitic!L...! l. ''" ,.,,~,-\ "~' ~ 1 "" ;o<l "•'llv d id not 

hit at ohe w 4in failing•; !loe•· picked '"' ,¡,,,,¡¡, iu !ú- ''!'''"li~io"' ca'c.,la-
1ion•," as E,. lec pot it. Lo~r;,;~< trJo•J '" """" ,.,., ,•_.,.,.. <"O',;, '¡;m,. T\1e o·cr'ie< 
.w~ rel>utta:• nn l>oth >i<lc• are 100 ~"~"';,,. '" od.Hc herc, though 11\~11)' 
are revcalin~ of 1he thiu~ing uf thc ti•~•·•- F•or '''"'"r:e, l.agrangc rtplaced 
· ' ,., ~ -o.,. ,•, vt<! ,¡n ,.,'"''" ¡,. o•rr'!¡.-. f.>r m~ u;. D'A'conb•n 
.,n,.1m~--~~~._.,, ... - • . 
a:k

1
.,-ro <he fint l>u• no\ the •ecoml, !..-. ,,.,,.. ,¡,,. ,.,,,,'"' of• mvol"ed wcre 

"'"'l"''aUle wi1i1 m. The ohjection 1h~1 a •crÍe> ,f \h~ f"r.n 

11. 

"· " 

CO> ~ + cos 2x ~- ,.,, :•.' • 

l.ar<>ngc, a;:.,...,, H, 16.¡...7{1, 

(/;"""• H, 162-~. 
,1/iu. T•"-• 1,. 1161.li61, tl-177, pub. 11••!- a-;., . .,,, 1, ISI-""· 
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TH" WAV~ EQUXf<O" ,,, 
«JU&tion (v.ith r- 1), And 1>¡• onultipl¡•in~ bv ~" uuknnwn f·on1\l,, ,.,,¡ 
furd"' >!rp< ¡,, r<duccs tloe p.oni.ol di!l•-lC"lllin: cq.,ation to ''"' l<•!uoi<•n "e 
two ordtnacy diller~ntial ,.q.,ation•.' Tl.on by .,;¡¡ lu!!h~r wp;, '"'' a!: 
eo.--rcct, l.agra11~e obtdi"' the 1<•iu1inn 

' ' 'f"' 1¡·-· y(t, -•) ~ o;J(x + 1) + -.;f(x - 1) - ~ l Jx .L ~ g a,, - . -· -· 
wher<inf(x) a y{O, x) an~ ~(x) ~ C¡¡/~1"' 1 ~O are the giw,u initial d.:~. 
/1> Logrange shoW>, 1hi• agre.., with cl',\lcmbcrt's rt>ull. Hut 1hcn, .,-¡o!,~ut 
reforen!:<' lo¡,¡, own wor;., he tri"' to con~inC<' hio rtadtr; that loe <t:d ""' 
'"" any ldw of ··nntinuity (~n.olvticit)·) for thc inítial curv~. ¡, ;, true tha\ he 
did nut "'" any diroct opcration of dilforentiation nn the ininal func<i<'n. 
lJut, in thi• ¡.oapcr al so, to j11sti!)· rigorom~y ¡,;, lirnit proco<'ur~·. one ca•mN 
avoid asoumptimiS about t]oo ront•nuity and dilferentiaL .. ti!y of the itúia! 
functior.•. 

The d~bate raged throughout the 1760• and 1770.. !-:ven !.aplace 
ent.,-ed the fc~y in 1779," ancl •id«.l with d'A'embert. ll'AI•:mLcrt eon
tinued it in a serie. of l>ookleU, en titleJ OpnmJ!t!, w!oich beg~n w appc-•r Íll 
1768. He argued agai11>1 ~:,In, on the ~"""'d lh>t Eulcr .odmi>~cd '"~ 
gene,.,] initi~l curve>, alld ¿g•inot,l)anid lJunoulli, on the ground that hit 
(d'Aleml>en'•J solutiom could notl><: repre.entecl.._. ~ '""' of,ino cUr<"«, 
"'that llemoul!i'• •oluti<ltl' we.e,nol ~cncml enuugh. The idc,, that thr 
infinite oerie. ol trig•mom~tric lunction• !:- 1 a, sin n.< might be made to fit 
any initi~l cur·ve Lec.""" th<rc it an infinity nf o."s to be dct<'tnoined (D~nid 
lkcnnulli !1ad w contended) wa. "'jccted by I::u!er .._. imp<lS5ib!e to exceute. 
He. a loo t aiJed the que!tion of how a trigonometri¿;;,.;~ could r<:prl"knt the 
initial cun·c when only 11 par< of the min~ is iliiturl>etl init~'lly. E"'"'• 
d',\!cmhert, ancl LagtGnge continued doroughom to dcny that a t6gonowctric 
'"'"' rould '"!""'""' any an~lytic function, to say notbing o O more arbitra• )" 
fomction•. --;• ••• 

Many of !he argumcnt> each prcoentecl were gro.«! y incnrrcet; ancl thc 
1nlllto, in the eíghteonth century, were ineoñclusive. One major ;,,,,., 
the <epre<ental>ility of an arl>ito~ry fu01~tion by Í~igonometric "' i.s, wos uol 
oettkd until l'ourler l<>uk i1 up. Euler, d'Aleml~rt, twd La~<allgc werO "" 
the th,.....hold of oliscoveriug the •ignilic~nce of.Foutier serio• Lur diJ ""' 
opprcciate wltat la y bciéJrc thcm. J<•~g•ng by the kno>wlcdge ofrhc ti m<"<, .o!! 
thrce mcn ~nol Hentoulli wcoe COifOC\ 111 their maill_c<>ntcniÍO<"- IJ'Alet1o
bctt, following .1 tr"olition <''luhlished '''"'" Leibñi<'> time, intist<d th,ot 
fuucuo"' mu'l be Oll~l}·ti,-,,1, "' <h:ot ""Y probbn ñot •ulv;>hlo in >Hch '""" 
was uruolvahle. llr ""·" ;,i;u cnn,•ct in •l<e argumenl he gme th.H y(l, •) . ' e 

1779, 707-l<l'), pub, 171f! • <E-"• 10, 1-11!1. 
·~ 

' 



j ;, arhitr~- )i'C<)"""'"""· in !:~lcr"• """'•·! ·""~ "' ._ ... ,.." ~"" "''''""'¡ "' 
a so-n o'•inc Ouncti'"''· !n l~tt, ~e •H•.) '""''~ •,.. ,, ,,...,,,;,,,,,i"'' o!'~''' 
sprcad out o•·cr thc w ~ iHitc .< dorna in "''"-! !·~ ,_¡,¡ ·•·•'-' ¡~orio'<!i,·: \ <'. i>eenmc 
i t ;, di<co!lt!nuo•" (in Eul<r'o <en•c), il • ·' '""" !..- <''-:"'''""<! "' ,, <Un> of <Í!lc 
curve;, J-li • own •ohnin11, !•• ~·hm•. ¡, '" "· ¡,,.,¡,,.,' •" ,, '"" 1 ··•:H"r<. "I'!oe io•i• i.t! 
"""'e, !TI f•et, ncrd not !:>e cxprcS5d:,. 1" ,,., , •¡n.1''''" {'ingle ,,,,,[,·tic 

Hpr=IÍOn). 
l~ulcr al!IO pointed, in thio instanco ,;_~1t:y, '" •he \:.tdat!fÍ<l ,.,¡,, .md 

.. id thh couh! not rcp"-"'<nt any arC'''·'"' f.,,..:,,,, he"c~ nriócr ~"u:d 
an infinile oinc ocri.s. Al: he would it'"'" ""' t'··" !km<m!:t'o triio>1ornctric 
,.,;., tcpresented •pcci•l so!ution<; a<>t! in.!<·nl :,.. •:J:u!~r) had n\.otai,ctl 
>uc!t <flit<tiom in hi• 1749 ¡Mj>C< :-ce' :7· ,.,,¡: !lt¡¡. 

O'A'cmhcrt, io hi• •rlic!c "Foodo<'l"Utal'' ÍIL Yoi•LLII< 7 (175<) ~fthc 
J-:"rydopidir, also aHachd Bw•"''l'i. 1 k,¡;~ ""' brbt•\'C that dll otld ,<mi 
pedodic func1iom c<>uld •,_ n:pre<<llt«l '"'" ... ,;,.,'"eh as (1~). !JCt;tu~t• tht· 
.erie• ;, '"¡"" di!fer~n:iah1c bul al! oCd ;,«] l"'';u<!ic fw1ctiom :.en!~"'¡,., 
«>. llowever, cvn1 w~rn :!'e inOtial cu•¡·c ¡, ,u<tió·tn:v di1Teremia~1c-.md 
•I'Xcml>ert did "'<Juirc th,, it lx twict· ,![tr,·r•"li.tC!!c in his 174b paper
O< nrc<l not Le reprt'!entaJ:e io ll<:rn~ui!t', foron_ On the oamc ~rotmd 

d' ,\!rml>el t objected w Eu'c• '• di<c<>ttl: ""'"" e,,.,.,~. Ad1>dlly <1' A!em~erl '• 
""1"iremcttt that 1ho mLLial curve!/ ~J(•_I '~'"'be 1wicc diiTen:nlidb!e 
w.u corree\, b<-c.""c a •oiution ~cri•·•·•! r,.,,, .utj(<) that ¿""' not h••• a 
.. ron~ derivati<·r at •on:~ ;<.t!ue or v.O < ,.., .,f ' ""-''' "" i•l)• •pecio 1 condition• 
at >UCh 1ingular pointo, 

lkrnoulli dtd not rctT'at frorn '''' \'<,¡.¡.,.,, t, a lcttcr or \756'• he 
rrpeah that he had in the a, an inftni<r numl><r nf .-<:x·fl>cicn\5 at hi• di•p<>S<Il, 
a11d >O by ch()()>.lng thcm P""perl\' m•->'<! rn.tk" t!·c ,.,;.,in (19) a¡;rt~ with 
""v fuo~:im•/(•) atan inilni1e ,,,,.,,,.1 ,¡- :~·;,,,,_ it• aoy •~•• he ;,,.;.,cri 

th•t (20) w"" thc ntost ~·=•eral <O!u:i«' T':•· .tt ~'"'""" 1 '"'"'''"" <i', \:em' ><• :, 
~:uler, and lkrnnulli rnoti11uc<l fnr •' ,•,.,,,.¡,. wiLh "" a•;a·em~nl ,.,_,_,,,.,¡_ 
·p,. "''""•~ nf t!oe pr11bl•m \la< tlw '''"'"' .. :· 1:w ':,,., of [,,,,;,_,.., 11<41 
qru]d 1>< reprt""<:nlrd by the oinr ..,,;...,, .,,-. '"'" < !~'""'"'.,:·y, by F•mrier -•e• ¡,.,, 

l n l 7.~~. L•gr ~n~r, then youn~ ,.,,: u .. k•«•" n, ,.,.,.-,.:d <!1e cG>ttn "''-'". 

ln hio pap<r, "hich de.<'t wit>t '''" ''·"utc ,,.,• pn•p.tgation of SOOI'td," 
he gave omnr roull> O!\ !hot •ubjcr:l ~u<l ti«•> •'I'P!io·<l hio mrthod to lhe 
,-ibroll\1~ stoing. fle pr<>eecdc<l a• ti"'"~!, lor "'''" ,,.,k:ing a ncw problc•n 
Lut rep•·a\C<I mnch 1h.lf )':ul~r .tto<l ti,,,;,.; '!rl'"'"':¡; ha•l <1"''" l~t•fu•~. 
L•~mn~r, wo, <tarwl witll a <\TÍTI~ •,., .. :•·d ><';1,, ,, ¡¡,¡,,. ,.,,.¡,.., <>! cqu.,! 
an<l rqnally •p.t<rd m,,,.,.. •nrl rhrn :u·.,.-,¡ '" ,¡,,. 1ill•il ,.r ·'" i 1 tlilll t•: nU<n!J,., 
,f,n.,....,, 'l'hou~h '" cdti,;,.,¡¡·;,•,.,., ,,..,¡,,.,¡·",, . .,,;e~;,¡;,¡,.. ,.,.,.11'• '" 
continl!O<"' (and!ytie) eurv<', L.agrd\\'(<- .~;.,¡ :,., wo"'d ¡nove that ¡.:.,:,,·, 
'"·; .. ,_J .. S¡ ........ ~! • ..-h ,;,11, 1~7-t.G. 
11. ·''"'· r ... . 1,, , :s~. ,.,, 1-: 11 ~ u:.'""· t. :<~-' 1a. 

TJ!E W~VP. >.Q_UATtO" 

" 
(23) · '~'¿ Nrx r 1 ,,1 _ ,;,_,

1
,. c~r. { 1 X,,,., __ _ 

•• ' 1 '" ' ' '"' '' . ""'1 . "" -,-, 
'' ' 

l!ereYandJ'a th- "\J" 

''

• l , re e ont\ld. "")Lccnwllt ,11 ,¡ ,.,¡ 1;,,¡ ,-c'oci••· of ,¡,_ qt!1 

La~r.>r~r 
ma". e t >rn rrp!dced )' a!<d V b J'( ) 1 ,.. ' ·. 

'·' 1 . . ' ' Y x """ '¡x! '<'<pccúc\· . reg.tru<U 11e quMl!>lle• , 

" 
(24) "' . "" " 

""- J'(-<) dx and > '"' V(x,> dx -~ ( " " ~ 
'" ' - ' . -' 

as intcgr.ol• at>cl he took 1¡,0 imrgmtiun 

-v:.,. 1-'ro•H •lo- ' , • ,_,e ffiOV<' t lO<C ,-..,u tcd 

(25) 

The 
divergcnt 
rerogniZ<· 

y(x, 1) -

"'"' . -,- -1111 

int~rchallge of >U<nma:ion and ;,1...,.,01 ¡0 , ''''' , ·~ only JTltrodue<o: 
senos >ut 'p<:tilcd whate.·er ch•nco J.,.,,""' . l • ~ ~ H"g 1t have had to 

•• • Fo,aic• c"e'flctem 
Lagrange obtainr~ 

,\f"' ~thc, :on~. 1J.<r•cult, 
J:uler's and d',\lcmhen\ rcsult 

127) 

lle concludc<l <ba< thc abo,· e c\e!i"tion l"" '' l . IF 1 1 lTtl<'oryoftl"'~'eatgwmrrc1 -,.Lier. -

b<y<ond oll dollLt d bl'' ' 
- on "" " lOu 011 dir"<:t and cl<ar principlco wh 'eh 

"''' '" no ""Y oo ,,,, 1• ¡ · ' '"' ,__ . " 0 """'"'""" (a,•lttitito·1 whlch ~,, 
""'"'""' "''"'"''' ,,,;., ""'- . 1 - • . •. for 

1 
l • ' vcr,t< '~'>'ttc.lnltappcnoh."tl«,,unc· 

" " ·' Lhat h.<.,<<v<d <o '"P?O" •n~ provr !lor 1¡,..,, ol _\ 1,. n,., .,,.,,:¡; 
~n thc "'""'"' ~¡.,.,<.[,,.,."""' vi~td!;O«• ~hco tloc ' > • , , ,. " n. - ,,,,,,,._ ""'"' 

- ·· """ •hnw, "' '" '""d!idonn wh n ti , bodi ... l -' ••• -< '<TlUlh.,..rnJoitW 
«WmM '"""'"· ¡., foct, ti«'''""'' that <1 ;, ~ ,_ > in · 1 ' ormh.a ""' "~'~' 

P""'"~ rorn oor """"<o 11>< <>1!1" ;, !ud< ¡1 0~ 1 ti - ' . 
whi 1 ' > 1< '""i' r n1n1""" ' ' m>< e ltp < ,,. oh"'l"tc motioro of <h< ~ -• 

w '"' •y!tom ''"""' ,,,,!, 



'"" 
notc!tdnic.! th"'"Y of he o• (a• ~pro•eo\ •,, .'•• ·" •" ,.,• .. • '""') ·'"'! ~;, .• , 
many '""J!t! n11 ó~ 1!1e"'l" "~- g»e«. 

In his P"l>"' of \13~¡3:! dted in ti>•· ~,,.,,.,¡¡,..~ •'•·'!'''''• Bcmnul!i !o~d 
••Pr<"ly 5!~tcd do•< tl•e ,..;l,oratin'l' >lring C<"' •,: !o.wc !li~iwr 1n<>de• nf o•cilia
tion\. lu a !atcr P"P"'' on '"'"'P0'5;,, "'' :::_,,;,.,, •.:· 11•·i~h'-• on a !<Mtled 
'Crticai fle'lblc >l!ing, he 1!\ade the f~'.JPWÍO '-~ 1 <"1 "·" ](: 

5imilnly, o tant m~•ieol "''"~ c.• •1 ~""'' .,., i" Í><>ehronoul tre.,l,l¡n~< 
in"'""'' "'•<• ami._.,., ot<o"h•·: •u ,¡,,.,..,. ,.,¡ 01\itrlv nc;ny,., oo•l 
mOt<O\'tf in rae'• oo!'dt it rrniH .<lo'"''"' "'"'"'"noto. ll1e font ami 

' onu>< natur.! mode "«"" w~r" •'o• 'fri•.·: i•o "' M<il 1a:ion> pr<>du«•• a 
oin~lc arch; thm it m><e< t!,.· ,:,.~.,· .,~;:• .• ,:.,.,. ,>nd -~¡,., ou•. ''"
cl.-¡><>t of .11 i•o l""•ib~e TO~«. '"'''l"''"n' ,l rn ,.·~ '~" rc>\, Tl•e ""' 
mod< d<m•nd.> that tho '""'~ 1"'"!,,-,- ""' '""'"''""!he "1'1""'·'' 
sid<> [of \he ltnn~'• '"" pU•i""" 1 ·" •-1 ',,._,, ''.e mtil' ,<tion• ·"" '"'" •" 
f•lt, •nd now ;, gi•·" out th" ~''""' Q' th, l•uH! ""n"•l sc<~nd. 

Thcn h~ dos.<ribeo the )1igher m<>de•. 1 ¡,. ''""' "' "- ~¡". tioe tn.>thornMic. lont 

it •••·~" cvit!cnl tl•"l he had it. 
In a p•per "" the vil>mtion> nf a :,,,, ""J t't<' '""''<h gi•·•n o'f Ly t!•c 

vibratin~ bar,0 1krnoul1i not only ~iv<-< "•e s<:>.'r,,t• o!lCÚ• in which the llar 

c;o" ,.¡!,Me but "')' di>linu:y :hal !.oot:t •<>U<>~- '·''"' !'~nJamrntal "'"'a 
hi•:l•e• hdrmMÍc) can cxi" togc:her. :·¡,;, ;, t!te !i"t •!Atcment of thc ,.,_ 
~,;,~nce of otnail harmonic osci:lallo"'· 1\""""m 1w.-ol it on ¡,¡, phv<ic~l 
wu~en.tan<IÍilg of h""· thc LMc aroJ th•• '""'"!' ,.,,, ·"·' \,,., g.wc rt" ntaÓ~· 
m.olical cvidcncc that the •u m of two mool"" ;, ,, ~·1" tion. 

Wh~n he read d'Aiom!J.on's ¡¡,..¡ l'·'r"' of 174G ~nd Eu~cr'> paP.r of 
171~' '"' the vibratin~ ming, he hatt<net' to !'"'']¡,¡, the ideal h~ had ha~ r,, 
"'~")' ~"'""·' Aftcr indulgin~ in'""'"'"' ,,¡_..,,t tb~ al>s!rac:neu of d'Xeul· 
l, , t'• .1nd Eul<r', worh, he reu,<'r:O thu '"~"Y "'"''"' ,[ a vihrat i ns •:' ¡,_~ 

• au rót ,;,,ltan('<luslv {tbc "rin¡: , • .,.,, '"']'""<.!' to Lhc '""' '" ''·'~"·· 
P'"'''"" nf•ll thc tM<b) anJ claitu• t'w thi> ¡, all th.ot Euler ·•nd d'Alcon
lxn loa ve ,t,nwn_ T!'~" com« a major i-"'' oot. l k ;,,;,,, tl ''" id/ po"ib'e initial 

~""'"'~re repro:•eollahlc M 

( 1 ~·¡ j(x) "" ,., 
. bec.au>O d>etc •re cno.,gh "''""~n" a, '" "'"k~ <loe .. ,¡,. !it ""Y cotrve. l k<> e~. 
he''""''· al/ ,,\,cqu~tt\ •»ntiom woul<' be 

(20) 
• 

'·c ... ~.~'"'· Sú. ,.,.,.,,, 1~. 1110, 97-106.1"->!.. 17V•. 
>=. ('..,,., ~,.,¡_ .lto. I'•".P-. 13, 1 1' 1/<l, 1 ~1- "'•. """ 1 J \l. 
"· 1/io•_ ¿, /'~r.J_ ''o"'"· •1, 17'• 1, 1-11-n _,.,' '1' '' '· ,,,,, n•,;_ 

'"" Thu5 ''""')' n·~oinn """''l'""'li''l: !o ~ny ini<ia! c_nr" ;, "" 'llOf< ohan a'""' 
uf sinus,¡~,,: :>o·•-OuUic mnolo·•, ,, .,,¡ til< com!>i "ati"" i1a' ,:,,. frc~ uc11 cy of tho 

futodon,cntal. 1 luwcvor, ¡,. ~ivc. no mathcmdt;cal argumo'"" "' l>ack "P ¡,¡, 
contontion•; he relic on tho· phy>ics. In \hio P•l'."' ",r ~7j3 lktnoulli ""'"' 

ln thio 

~!y roncluoia" ¡, thot al! 1onorow loodi"' include '" inh,itv of , 0 "'"'' 

,.¡,¡,a <Oot<1p<mdi,~ inf>niO)' ol """¡" v•l>r>tia•" , _ lll't it ¡, noo ,r 
oh;, .,,.,:.,, utle of ,.,,,,¡, o hao ""'"'· d' ,\f<m~o" a"J T:·olor cloin• ¡o 

lpo".ok .. E.>d• ~¡,,¡ ["d' fundamental modo ~<lt<taoo<;l br •om• 
initia! <l"ve] m"lti¡oli<> an infinito numbtt of '''"" to ><con.l oo 
~ado 'nteova! On ;,.c,.,,, nuon\o<t of cur.<1, onch t~a•. o~ch •>Oint "·' '"· 
ond ?<ht<V<> Ol ,¡., '·"'" ''"'"'"· ohe>e vibrotion• ,,¡,,:,, ,,;Howin~ ohc 
thcon o' .\ 'r. '['")'"', cach "" nval be"' <en t~ o no>clo:• ,¡,u.,ld ._,,,,,. 
the !'""' nf >1"· 10"'1'·"''"" of lh• cycloio! ["'-< c.,no;oiun) <Xt!,-m<ly 
clno~··'<~. 

ll'e then «mMk th.: th< dootd .-lB <""no< n>~k< >iboatiao, only 
conforming to the r-,-,, figure [fu.,clamental) or ,.,0, 1! l"coud ¡,,.. 
ono>>'<) ot Lhi1~ ond '" focth LO infmil>' hut th•t ;, c•n "'"h· a <mnbin,. 

tio, of thm '''"'"''""' ;., >11 """'"~' eoml>inaoiom, >n<l tl•ot o!l new 
CU>v• • ~iven Ly •1'.\:,,,¡,"' ancl Culor >te only CQm~in•ticM of tlor 
To¡lor vib~atoono. 

laot rema<k &rnoulli ascriOO 
ne<·cr dap'a;·""'· Thi• ap.>rl, hownrr, 
moml)' >igntftcatn. 

~now!edge 
!ltrnoulli'> 

Eule.- objwcd al once to llcrnnulli'' l.,, a"crtion. In fan Enlct', [753 
paper prc>ento·t! w th~ lkr1ir1 Acadcmy (.ol,·,1dy re:erred to Ah<we) '""in 
[M' t a • erly tn Herno<>lli'• '"'O paper5. E u ter emp~'"''"' tite inopmtancc of 
•h~ '"~"~ <~ll.>tion a< th~ St4rtin~ ~oint ror the tceo:otcnt of th" ~~~"~';"~ 
otring. !le P'•''''"' lkroo.,llls •ecog••id<m that many n~t:>Ccs c~r. cxi<t ,;., 0 ; • 
t•rt<Oo!>l)' "" ti>at the Olri>lg can emit mao,,- harmoniu in on~ motiou, O•.>t 

denics, a• did d'Aiemb.crt, that all po,.iblc motion• '""'' l>e cx1,.,,0d hy (20). 
ll~ admil< tli:tt.tn inili,¡l wtve \\Lch a• 

(21) 

"'"be exprC>,od by~ oeric <uch a• (19), &moulli woul<! be l>orne ~"' if 
o.·cr} runctiot! cnuld l1<: rep•c>ente<l 4) an infinitc n·i~onomttric St'rÍO', hu< 

,¡,;, E u Ter '"l:~rd\ a< ;.,,Jl'"'ilú. A """ ol' •in~ fu••ctions ''• !:"i"' '")'>, att 
.,Ud pcrio<lic futtction. Hut ¡,, hi< 5olulit•tl (<<-e[!<>]), 

y{l, -•) ' ~ ~f{~ + tr) ' + ;¡f{x - tr), 

< 



• 

1 

' 
1 

1 
Figure 22.1 

rlti; rooce¡>t. Eul<r cal!ed •uch <1'1''"' d;,.,,,.,;,uous, though in moJem 
tcrminology thcy are continum" wi• h ,¡ ¡., ""' i '~"'"' dcrivatlw• ¡, 1 tÍ> '""• 

rhc f•lr.,/urlio of 1746, he ""el< '" ,;,. nntin~ tlut w"' otauclatU in tbc 
ci~hrecnth centrory, that a function '"""loe ~ivrn by a oinglc ""''lytic;ll ex. 
!>'<l>ron. Howe,·er, thc phy•i<"' ,.r ,¡,. ,;,,,_,,;,g->1rin~ prub'~"' '"""" to 
havc bccn ¡,¡, compclling rea•o~ r,, ~rir·~i"<: 110> 11cw c~nccpt c•l ft.nctÍ<'Io '" 

rhe foro. 1 !e acceptecl a~v func!lon •lc:md '•r ;o for1nul• ,P.(x) in -/ ;; x . .; 1, 
and rc~rdcd ,P.(x + 21) - of>(x) to br thc ,¡..:initinn ufthe cuTVC ot,t>iUc { -1, /). 
In~ latcr p>pcr• h~ go<' furthcr; !re '•'}' tlw 

(! 4) y~ f(<l-'- x; + o/>(cr- <), 

(15) 

Thi• fot\ow> by !ul.»titution in tl·r· r!ilfcre"ti~i eqnation. 1\ut tho initial 
curv~ ¡, <qual\y sati<'"actory, whe:.h~r it "··~:"c"""d by somo equati<.ln, or 
whethor it is trace~ in anv fa•h:.,,, "olt"\j'Jc·.<>i!>!•· bv an t''Jltdti<>n. 01' tlle 
iuiua\ curve, on!y t!.- pa;t in O,; x ..; 1 ;, ,~:<'""'": The continuati<>l> of 
,¡,;, part ¡, not to \:te taken into ''"""''"'·"¡"" Tite dilferent P·"" oi"thi< 
curve ar<: thm not joincd to eaclo oth~r by aHv !«~>" of ronlinuity (•illg1c 
anó!ytic ''"P't>•Íon); it ¡, only h :''" ,¡,.,.,:¡>1ion :hatlhcv ,,ejn•n,·d 1'1-

gether. For thi• rca!llln it may be Íll•!""•ih'~ •n c~mpri>c thc entir" cut' e ;, 
""" cquation, <>cept when by ckt•cc thc' """" ;, 'ornc •ine function. 

Jn 1755 Eu!er gavc as a new tk!i~oilion .. : 'un"ion, "lf ><>me quanlitic-. 
deoend on others in mch a wav '" '" nn<!o·•~., ,.,,.:,,,;,,, w!wn thc l,\ltc1" aro . . . 
1-aried, 1hen tho former a•• Cd!!ecl ln11cti""' ,.(l'u· 1~\l<r." ,\,J in ancnlter 
p~p<<' he ,ayo that the p~m of> "<!:"."'"'''""'-"" ~'lnction do not l>tl"n~ 
too> M another n"J are nol detenn:,,·C l!y '""",¡,.~le ct¡uation for tilo l•loolo: 
cxtent of the fnnction. :.torrov.,., J(Í\"<n t'•~ ini::,,\ ohap<: in O :S: ~ $ 1, m.c 
repe~to it in re\"crse nrc'et· in -1 ,¡; ' ,; (1 (>" ,,. :n n¡,,,c it <><'d) a11d cnncei,·eo 
the ron ti m•~: rcpetitíon of this curve ; n e.och ; nw v•l orlength ~1 lo infltoil)". 

•. 11<<1. ¿ r.<<ool '' ~ .. :,.,9, 175~, \%·~'!,pu~. 17~\ u O/"'•• (lJ, lO, Bl·'><. 
~- """''c • ., ... Ao.ul. S.i. r,,,.p., 11, 1Jví, "7-10l, 1,",. ¡;,,¡~O/'<'"· (1), ~). ¡.¡...91. 
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Th~n. if lhi• cm"lf<' {y = /{~)] io u<ed to "!'""""' the in\ti~l function, .r·:rr 
thc time 1 the urdin.ok lltnt will ~tc•wer tu the ,,¡,.e;,._, < of th" ming ln 
vibration wil! be(~!: [131 and [\2]) 

(16) ' .. - -J'~ +ti' • 2 ' • ' + 'i.f(~- el) . 

In hi• \:ta•ic 1 71él p•per Eu1" point• out chal all ¡10s;ih!o lMtÍot" of 
the vil>rating >trlng • ..., periodic in time wlul!<:">"er th~ shape of the strin¡:; 
that is, the pcriod io (u<llalty) the period of wh.at we now call tite funda
mental. H~ ~l:w roalized 1h~t individual rnodt"> ,.·h= pcC:od• are une ha!f, 
one third, and •o on of the ba.<ic {fund~rnental) pe,iod can <>ttur o.o the 
vibroting f<gure. llc ~ive• •nch !pccidl •oltnion• m 

( 1 7) y(t, x) "' . ""X ""'' ~ L., A. <lll -,- co! -,-

when tho initial <hapo is 

(18) 

but doe> MI say wh~ther the summa!ion covero a f<nite or infinite number 
of tenm. C\everth•l"" he IM• ohe id~a of <ll¡>crpo•it<on of mO<I'"'. T!n" 
Eulcr'• main point of di.agreem.nt Wlth d'AI•mbcrt Í< that he would adm•< 
all kinds of initia1 curveo, and thcreforo non·analytic ;olotion.', whct<"," 
d'Akmhert acecpte<l oniy analytic initial curv., and !IO!ution<. 

In il>troducing ¡,¡, "d•se<onlinunus" functiono, Eu!., appreciated that 
he had taken a big <tcp forward. He wrote to d'Aiembcrt on Dccembcr ?0, 
\763, tha1 "con•id<ring su eh funciÍOII< a< are sul>ject ~o tlO law uf continuity 
[analyticity] opens to u< a wholly n•w range ofana!y•i•."• 

1'he <olution ol" •'•e vibrating·•'rin¡: prob!em wa• gi>'<'n in entir<·iy 
diffcrent form by Dan'el!lcmoulli; tltis work "irrrd up .1nother ground [,, 
contrOl"<" Y aboul !he allowable •olution<. Daniel U<mo,\li ( 1 700-82), tht 
'"" of john Bornoulli, """' a profo><or of malhem.llic• ~~ Si. Prtersl"''" 
from t 725 to 1733 and theo, ouce=ivc\y, prof"""r of mn!icine, metap!ll"'ie<, 
ond natund philmorhy al lla~le. Hi1 chicfwurk wa• in hyclrodynatrtic• :tt1d 
c\._.ticity. In <he forme< ~rea, he won a pri<e for a papcr nn the How ,,[ the 
tid<>; lor al>o culltcmpl.w·d tho o>pplicatioll of tho throrv nf the now ni liquid> 
to ti•< How ,fbl<>od in h11man blood v=cl<. He wa• a i<:illcd rxperimen:abl 
~nd throu¡:h cxperiment"l work dioco,•e«d tite ldW of dllracllol\ nf ''·'''• 
clectrlc d 1.,gco hefot e 1 760. "Il1i1 law ;, uou~lly cre<lited to Charb Gouloml> . 
Bernoulli'• HyJt~xfy••""'" ( 1 73B), which <:~~ntain• otudie> that app<ar«'. in a 
numhn of JMJI<", ;, the lir<l major te"' in in fie\d. lt ha• a chapter on the 

6. Op,.l~l. 11, >«. l, l. 
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b • · o ,·, • ,·,,,, ,y, "'.'l""'acho• O, tloe 
11~ "'",. oh•e.-..e 1 tat a• " ctom '"·"' ,. '" v . ' ,, .. ,.,, •hracket«< cxprc•..on >oe<''''"' o y¡.x • • ' e< 

"' 
~'o(r, ~) , ~·~(r, x) 
·¡¡r--• u' 

wh= 0' ¡, now T/o,., hcing the mM> pcr uHil I•Hg~!o, 'l'h«> what i• tiOW 
,..l'ctlthc wav;o equa<iM in o<~< >palia! t!imcmion ap?"a" fnr the fi,..,, ti<.nc. 

:iincc <he nring ;, ti.xcd at thc ent!p<>ill'> .t - O .<ttt! x - 1, <!le soltttJOn 

101m ,.,;,ry 1he l>oundal)' conditCon• 
" 

y{l, O) ~ O, yiJ, /) ~ ll. 

,\1 r ., O doc ming ;, di>plae<d intn oott·•: s'oape r¡ .; f(•) ""d t!o<n rc';a~c_d, 
which rncan• 1hat ,..eh ¡mrticlc "'"" willo :w n witia: wlo~itv. The>c m,,.,,¡ 

''
.... . ... 

co.,di•i""' •n· c.xpr<»« <na! tconallca--~ "' 

y( O,<) ~ f(x), 
fy(l, x)¡ ~ O 

i:l 1<-0 

and 1hey nm>l al>O [,<, s.<<i•'••d l>y tllc <t>'t>tiom. _ . 
Tlti 5 problem wa> "'!v«< by d'A'e<toL-crt ¡, oo c~c.-cr a tna<1<1er tha< '~ " 

ohcn rcproduto:d in mo<.!ern 1<><1.>. We <!di ""' ,,,v_ ':'•''" [,, oll 'he d<ta1k 
¡¡, proved lint tltat 

,,, ' ' y(l, x) = 'i</o(OI + x) + :,¡ ofo(al- x), 

where .¡. and .¡.are as )'Ct unknown fu"'"''""'· . , 
Thu• far d'Aiemh<rt had deduo<'<l tila\ "''Y "'\utoon of the pat'ltal 

di!fe~ential rquation (1) ¡, 1hc oum o'"·• fuwti<•ot <>'-("1 + •) Md a functi<>n 
nl"("l- x). Thc <"•>m·er..: io ""'Y to ,¡,..,"' h)· di'''' •ui><<Íluli<>() of{4; Ínto 
( ¡ ). Of cou.--.e d' Alemllert hat! yet to "" ;,•y ,¡," i" ''"oc l." y ,¡m! ;,.¡,;,,¡ cmodi· 
,¡0,,_ Thc conditiony(i, O) -O app:irt! <u(+) g¡,,.,, lor .ol: 1, 

Pl ' ' 2: .¡.(al) + :¿ •!•(a!) - 11. 

Sit>ce for any x, ..., + 1 ~ •1' for oom•• ,.,,:,e of 1', "'" m.•y MY that fnr "")" X 

ond 1 

(6) .¡.¡:. + •t) - -.¡.¡x + ar). 

Then <he condition y(r,l) - O, become<, in >•icw <>' (·i), 

' ' 2 of.(ar -1-/) - i "'("' - /,1; (7) 

and •ince thi• i• an identity In 1, it 1ho11~ that f ;""" \.., pe<iodie ¡,o/+ K 

woth pcriod 21. 
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THX WAV~ JtQ_UATIO~ 

The contlitio" 

' (8) ily(t,x)l • 0 
e1 ·-• 

yiclJo, from {4) and the fact tht .¡.- - 11, 

(O) o/o'{K) = .¡.'(-.<), 

On intcgratiun 1hio bccomeo 

(lO) •HKl- -+<-xJ, 
and thm .¡; ¡, an odd function of ~- If wc now uoe t.he fact that ~ .. 
(4), form y(O, x) ant! U'<' ( lll), we ha ve th«' 

( IJ) y(ll, x) - .¡.(>), 

an~ sin ce thc initial condLtion ;, y( O, x) ~ f(.<) "'" ha ve 

(12) o/>(%) - f(x) fvr O :; K ,; l. 

To IUm up, 

{l ~) ' ' y(r, x) - 'lofo(dl + x) - 2~(•1- x), 

,,, 

whcrc .¡. ¡, ouLjed 1~ thc abovc conditions of periot!icity and oddne<< . 
.\lorcovcr, if L~~ ÍnÍlial otate is y( O, ~J - J(x), llten {1~) mu>l hold ¡,..,,.,.,.,., 
O and l. Thuo lh""' would h•.ju>t one oolution fu< a givcnj(x). ~ow d'Aiem
b<n rcgardo:d fr,uiot" a< an~lytic ••p<"4io"' fo<mo:d br the proc:es .... of 
algebra and <he calculo>. l·lcncc iftw0 such funclions agrce in une intcrval 
of x·valuC'i, they muo< agrtc for every v<>.luc of x. Sin ce ~(x) - f(x) in 
O .S x .S 1 aml1• had tn IX' <><Id an<l pcriodic,thcnf(') hat! to meet the '"'"'" 
conditi""'· rin.rlly, oince y(r, xj hatl to •ati>fy the di!f<rentia! equati<m, ;, 
had to be ,.,.¡~• dil1úenHah!e. Brtt y( O, •) = f(x), and •o j{x) had t<> bt: 
twice dil1"ercnt'al>lc. 

Within a few montl>• o! sccing d'A!emb<:n's 1746 P"P"''• I:uler wrNC 
¡,;, 0"'" paper, ·· Ull !he Vihraliun ofSmng<," which wa< p«>cntecl on .\i,<)" 
16, l7•1H.' Tho·"~h in tnc<hod of.olulion hr foiJo,.C<J d'Ait·O<lloert, (-:uict !>} 
thio time hada t(}tally dJ!fcrenl idea ~• '" what funrti""' eoul<l be ~dnu<L•:d 
•• initia! curv"' nnd thoreforo •• >ohLtion• of partiol dj!ferential ct¡u•tion< . 
Even hcforr the drt><ote on <he ,·ibrating-otri11g problem, in fa<'l in a work ,.,-
1734, he al\owcd funcoion' fornwd fnom 1'·"" of djffcrent wcll-known ~urv"' 
and n·cn forn>ctl lly d<awin~ (11"'"' frerha,tl. Thu> ti" "'"'C (1-'i)¡. 1~.!) 
for,.,ecl by an .u·c nf • ratah<>!a in thc inlcrv,\1 (~, <j an<l hv ,, "'"o fa thia' 
degroo curve in the Ínt.,-val (<, b) consti<u<«l one curve or one fundion llncler 

3. N ... A,.¡,;~, l7i9, 5'~·27 ~ 0¡,.,., (2), JO,~~; •loo in hon<h b}' >;.,~o,, 

/1"¡, d<I'A<•,¡, ;, ro,.li., <, 17<8. 09-"·' ~ Ofk'o, (2:, 10, 03·77 . 
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/ntroriuction 
A• in the ca•c of Of<!inary ddforenti:ti <'!"''''""'· ,¡,. on.•''•ern,tticiall• did 
11ot con..::iou•ly crc • .:c tlte •uC.jcct o" pa•t'.•1 t!i:ro"-"''~l <'<¡uati<>m. They 
u'li1Ínurt! to explore the <.tm< p!ty,i•·.d ,,.,.,:.-"" ,:,.~: lwl !t-tl tu ti<< former 

' ' ' . ' .. ' ' mloj.-ct; and as 1hey secure<! a bel!et ~r "'1' "· 1 ,.. \'·'"''""' prmctp . .-< "'" cr-
:,.;,,~ t!l~ phcnomcn~, tlrry lurmu: .. •.,: ,,,,,,:,..,,,,,oc·,,: val<'Hlc•lt< :!o.<t :tr< 
,;ow romprised in r~rtial diflúemin: ,.,,,,,;,,.,_ '1 :,,., " .... , ~-" ,,,. Ji,p'ace· 

t!orl\1 o',, vibtating min~ lwd ,,.,..," ,.:,.,¡ '"1'·"·"•'') ·'' ~ fttno ,;,.,, oftimc 
•mi a• a f,nction of1he dht~nce of ,, .,,,¡,, "" 1:rc >toin~ [,,,, '"'" onJ, ti1e 
,lutly <>ithc rli•placcm•Tll "'a fr~nct¡,., ,,• '•"'·'' ,.,,.;.>lo',., a11d .¡,,. alt<"''l''· oo 
.-.on•p•·h~nd ~tt the po<>i'•'c motioo" ',.,: '"" !'•'"'·': di!f""'"''"' '"!"",;,.,_ 
'l'!re n.l\llt•l , . .,,,¡"'''"'"" 0l •!i•• '"1·'·.-, "·'""'•. ,,,,. ·,"'"'''·~·"''"' .,¡ , •. ,.. 

><>uml> co ""'""! !>y oh< '"i"'l' as d1~- : o• ''i'·'~·'·c : ., .o ir, '"" o<.lnc•-.;' a<'di\ ¡,,_.' 
1'"' ti" 1 di lf<Tential "'!"·''-¡'""· Afte• ''·''':,-,.,e ,:,,-,,- ~, ... ,¡, do e ,,,,\Ir""''''; ;.,,. 

. ""' ' e '' ' . ' " ' ·""k "l' th• wunds g"'cn o .• ~y .o<>m• •·· .... '·'·'~,,-,, "C:~·"' 1''1""'· ><·-··,' ''""'· 
,,,.¡ 01he: in<toLtmettl>. 

Ai• ¡, on~ typc offluid, a< tilo,_,'" ¡, "" d :., ,,•,.,¡, •, ""'¡ ''"1'1'"'" '"he 
comp•e.,ii,!c Liqui<l< 41 ,- (vii'LII~l')' ¡,.,,,.,,,.,.,_;;,•,· 1!t:io'•. 'f'i,• i-11<'1 "' 

"''"'"" <>fmch Jhoid> a11cl, in pRnin•'·"· 1!o.- "·"'-' <h.H e,,., 1""1"'!:••'•< ¡, 
!,.t!, ¡,,., .tttc•: ,, ]JO<,,!!¡ fiel<.l nf L~ \'C"i~:l' ¡.,, ,¡,,., '" '" t ""'' i 1\lt<'' ib· <LI !')'''" of 
lt¡·dr<><-!vt<.in•ics. T!tis ftdcl, too, Ka ve • ¡,., '" !'·" ,:,,¡ ,:;ll,·n·nti,o' «t"·"''""· 

'] 111 ""~¡,,,, >lor <'rglrl<..-nlh .:crllt" \', "'·'''" ,,,,¡, ¡_,,, ""''¡'""'11 IU "'"' ~ 
<>n ohc l'"'b'~m oftloc ~ra,·itati!!na: • .:•.a<.ti,., ,._,..,,.,¡¡,.t.~¡¡,.., ufv~rin"' 

;11,,¡)(·<, ""'''IJly ti:<. <-llip.<nid, \\'!rilo· !•.•·'•·•!'! tlr:, ",, ]l!••'•!•·rrr u< r·'t''" 
; rttc¡:r.uion, it ,._. '""'''".-<! by l.._p! ... ,. "''" ,, 1" ,:,•,.,, ,f !'·'"'"' •lillnc"
t'ol '''1''~1 ¡.,,., in .1 '"''" ner w<· •!1.1:: '•''' ,;, "' ,¡," ti) . 

' 
~o-~ 

l, 

"lhm~lo 1pn i ¡:,- l'•'rli,\1 t!i!l<·rclll i.ol e~uatio•l' ":'!""•'' ·" ,.,, · :,. " : 7,: : , " : '"' · 
o..·ork of ¡:,,:.,,: .md in !HJ ¡, d'A!r.~ol><·rl'< T•or!i .!, J''"""Ú'flf, ""''''"l 
"or1h nol ¡,~ """' rl"'"' wil h th~m. Tlw li1" re,\' '""''''' "''':' : '·" t :,, ' , 'i!!•"
rlltial ~qowio••• "'""~ ;, ,.newcd an~c~, ,.,. :'oc ,;•,·ati•o•:-w:,,., l''''''•·"'· 
"pilied l,y 1 he ,.;.,:¡, miH~. ']'[,.. .oppH ,,¡ m~lion llt.'lt t!H: vi:,._.' -~,, ,.,-., •"'·' · 
w•• Ímf""ctl tn make !he ¡>aHial dilfcrm:i.,[ c<¡•.tation "UI,•1>'c .• 'co·: '.•· 
Rnnd J'i\!o·no:wn (!717-1<3), ¡, hi< 1'"!''''' o!· !7-16' cnlit!«! ''!{c-c.C'C!"'' 
on thc Cuo •e ! 'nr>ncd b)· a Sactchei! Su in~ St·: i~!n \'i!>ra liu.,,," '·'\''~e ¡>r"
¡Mr< to show '''·" inll11't••!y '"""Y ctl! I'CI oth•·r !'wr tfle ,;,e~""'" are ,,,.r,., 
o!'vibraúon. 

\\'e '"•') O<'t,dl fto«t lhe ill<'<'<'dÍP.~ CJ.,>jt!<r th,1( Íll !lrc !itst ap¡ow.lÓC' 
to lhc übraoiH~ •trÍt% it "d' '<'!ldfd«l ~·:o "<trim: nflw:":'." 1''·" ;,, ,¡,. 
,uin~ "'"' ""'"'''''' cd tn """'~;n "cli'<'totc «¡ua' .tnd equ.tt:,- '!"'•·ed '"''tllrt• 
joinn! to ~""'' o>ther hy ;>io•c<"< of "-•ightl"''· P.e<ible, ami ~:a.,ic 1!1 road. ']', 
o,·e,>t thc ' or rtio¡• """ "'ing, t IH: tLLimlm of "'<i~l' 1< "'"' .\lluw••d t~ ],cc••n•c 
infinilc whlie t:,~ <Í« ~m! ma"' of <ach "''" ¿ecrea<<"<l, '" 1!tat 1he tot.tl 
lll"-'< <Jftlre inc,·.l!in~ ""'"""' ofindi•·idual"bcatJ<" a¡•:••<>.t• lrt•J ::re :no•, 
of thc continuo'" '"ing. Th<"re were m."hematicdl di~culti~• ¡, ?·"'¡~~ '" 
dre lhnit, '"" t! rcsc >uht!cti<S '>''<O ignn1 e~. 

The case of a di<erelo numb"' of ma,.e·s h~d be<n <r<~«d by jo:.,, 
l!mwulli i11 172? (Ch,op. 2!, <ce. ·1). lfthcming ¡, oflettgt'• 1.\nd ¡¡,, a!nr·~ 
U ,; x ,; /, and ':· x, is the ab-.ci>s.• of the i.t!1 ma<S, L ~ 1, 2, · ·-, o; ~:he.,,:, 
ona<S "' x- 1 ;, tllolintú"), then 

' '-, .. J.-l,2, .. ·,n. 

By an:.lyzins- :lt<• forco on :h< l:lo m~», lkrnoul!i h"d shown lita: if g, ;, •:=~ 

oli>p!o<emcn' ,rtloc Áth "''"'• tiJt·n 

("")' •,T (y,., - 2y, +y,_,), k- 1, 2, .. ·,"- l, 

"·her-.- •' ~ /Tj.lf, Ti• tlrr· t<tl>ion in 1ho stri~>g (w,oid• ¡, taken to l>c con>tallt 

"' 1!10 <toing dho • .,c<), and ,\1 tho '"'"1 n:a". ll':\k,,l,.·rt rq>lacc<l .'1• hr 
~(1, >) .md l,">t hy .'-'. 'l'he, 

!1'•¡{1, •1 ,_,, -'- .:.x) ~•r(l, x) 
(.l,)' 

t. c-.. _ A"'- s,; '"'"P . 1, : n<l~'o. 1 A<-200, pub. 1 7-lu - o,.,., "), "1, ¡;_ h 
l. lh>!. ~' l'.l<oJ, ,!,· ""-'"• :•. 1;11, ~«·1~ ""1 '~1'-·L'l,pol. 17-+'.' 


