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CAPÍTULO 1 

ASPECTOS GENERALES SOBRE EL FLUJO 
PERMANENTE EN CANALES 

De manera elemental, podría definirse un canal como una estructura que conduce un líquido por 

efecto exclusivo de la acción de la gravedad. Obsérvese que esta definición nada tiene que ver 

con la forma geométrica de la estructura. 

Esto significa que, desde el punto de vista hidráulico, son canales aquellos conductos cuyas 

secciones transversales sean como las mostradas en la figura l. 1, y tubos aquellos como los 

indicados en lá figura 1.2. 
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FIGURA 1.1 Canales 
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FIGURA 1.2 Tubos 



1.1 Características generales del flujo en un canal 

Supóngase que un observador se encuentra inmóvil frente a una sección de un escurrimiento a 

superficie libre. Si al transcurrir el tiempo, el área hidráulica A en esa sección no cambia, se 

dice que el flujo es pennanente o estacionado. 

Con base en esta definición, puede concluirse lo siguiente: si el área hidráulica de la sección es 
constante, necesariamente el gasto Q será siempre el mismo y, por consiguiente. la velocidad 

V y el tirante h en la sección tampoco variarán con el tiempo (figura 1.3.a). 

Todas estas características se pueden representar en la siguiente forma: 

aA = aQ = av 
ar ar ar = ah = o 

ar 
(l. l. a) 

es decir, los parámetros indicados son independientes del tiempo para cada sección. 

Desde luego, como se explicará .posteriormente, el hecho de que un flujo sea permanente no 
implica que todas las secciones sean iguales entre sí. Cuando esto último sucede. en realidad se 
trata de un caso particular del flujo permanente que se llama unifomze. 

Cuando el flujo varía con el tiempo, se denomina no pe11nanente o no estacionario. En la figura 
1.3 se representan los flujos permanente y no permanente, ,indicando con los números 1, 2 y 3 
el perfil de la superficie libre en un canal en tres momentos diferentes. 
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/EL PERFIL DE LA SUPERFICIE LIBRE NO VARIA 
rr CON EL TIEMPO. 

Tiempos: 1,2 y 3 
/ 

a) Flujo permanente 

EL PERFIL DE LA SUPERFICIE LIBRE 
ES DISTINTO PARA LOS TIEMPOS 1 , 
2 y 3.· ' 

h) flujo no permanente 

FIGURA 1.3 

1.2 Tipos de flujo pennanimte 

., 

2 

1 . 

3 

En flujo permanente en canales pueden presentarse dos tipos de escurrimientos, a saber: 

unifonne y no unifO/me. 
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En el cuadro 1.1 se indica una clasificación de las posibilidades de flujo permanente que puedan 

presentarse y a continuación se hará una breve explicación de cada una de ellas. 

Uniforme 
FLUJO 

Aceleradll 
PERMA!\'ENTE Gradualmente 

variado Retardado 
o No uniforme ("'remanso··) 

o 
ESfACIONARIO variado Bruscamente 

variado 

CUADRO 1.1 

El flujo unzfonne es aquel en que todas las secciOnes del canal tienen exactamente iguales 

características hidráulicas. Esto es factible sólo en canales prismáticos' de sección constante, 

ya que si hay cambios geométricos de una sección a otra es imposible que todas las secciones 

tengan la misma área hidráulica. Una consecuencia de esta condición es que, en un canal con 

régimen uniforme, las trazas de la plantilla y de la superficie del agua con un plano vertical 

alojado en la dirección del flujo son líneas paralelas, lo que sucede también con la línea de la 

energía debido a que la velocidad media del agua en el canal es constante (figura 1.4.a). 

El flujo no unifonne o valiado es aquel en que las condiciones hidráulicas-son diferentes de una 

sección a otra, y se subdivide en dos tipos: gradualmente ~·aliado y bmscamenle ~·aliado. 

Si la sección y la pendiente de la plantilla del canal son constantes, se puede formar un flujo 

gradualmente ~·aliado que se caracteriza porque sus tirantes cambian en forma continua a lo 
largo del escurrimiento. 

'Canales prismáticos son aquellos cuya sección transversal v pendiente Jonoitudinal son constantes • o 
y además tanto su plantilla como sus paredes Slln planas y están formadas por generatrices longitudinales. 
rectas y paralelas. 

i . .. J ~ • 

4 



'' ' 

a) Flujo uniforme el Flujo gradualmente retardado o remanso 

'-,'!( 

;•)! 

~2"' 

";! ~-------
b) Flujo gradualmente acelerado d) Flujo hruscamente variado (salto hidráulico) 

FIGURo\ 1.4 

Por otra parte, en algunas alteraciones bruscas de sección, de pendiente o simplemente cuando 
existe contacto entre dos masas de agua diferentes, se presenta el flujo bmscamente variado que 
es un fenómeno local, del que el salto hidráulico es un caso típico (figura 1.4.d). Este fenómeno 
se discutirá con detalle en el capítulo 5. 

El flujo gradualmente variado puede ser acelerado o retardado. El primero se presenta cuando 

los tirantes en la dirección del escurrimiento van disminuyendo (figura 1.4.b) y el segundo, 
llamado también remanso existe cuando sucede el fenómeno contrario. Un caso muy típico de 
remanso es el que se presenta aguas arriba de un vertedor o cualquier obstrucción semejante, 
como se muestra en la figura 1.4.c. 

~~~ ,;. 
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1.3 Ecuaciones fundamentales para flujo pennanente en escurrimientos a 
superficie libre 

Un flujo permanente se puede caracterizar con las siguientes tres leyes físicas: 

- Principio de conrinuidad 

- Ecuación de la energía 

- Ley del impulso o de la canridad de movimienro. 

Enseguida se expondrá una explicación de estas leyes. 

1.3.1 Principio de continuidad 

La velocidad media V en una sección de un escurrimiento es aquella que al multiplicarse por el 
área hidráulica A da por resultado el gasto Q que pasa en ese instante por la sección, es decir: 

V A = Q 

Como se señaló anteriormente, en un flujo permanente el gasto Q es constante en cualquier 
sección. Es decir en dos secciones, 1 y 2, escogidas al azar en un mismo escurrimiento, es 
válida la relación: 

(1.3.a, 

Asimismo, el concepto de flujo permanente implica también que el fluido pueda considerarse 
incompresible, como sucede en los problemas de canales a que se enfrenta el ingeniero 
hidráulico. Además, la ecuación 1.3.a se cumple sólo que no haya entradas o salidas entre las 
secciones 1 y 2, debido a que si eso sucediera, el gasto no sería el mismo entre dichas secciones. 

1.3.2 Teor·cma de Bernoulli. Ecuación de la energía 

Supóngase que en un fluido perfecto en movimiento se toma un elemento diferencial de ancho 
unitario cuyas dimensiones están refendas al plano "N-S", como se indica en la figura 1.5. El 

elemento se desplaza en la dirección posJtJ\·a del eje S con una velocidad instantánea V y está 
sometido a la acción de su propio peso y de las presiones indicadas. En estas condiciones, la 

segunda ley de Newton ( F = ma) dice: 
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-y dV 
== - dn ds -

g d! 

siendo EF
5 

, la suma de fuerzas en la dirección del eje S. 
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FIGURA 1.5 

De acuerdo con la figura 1.5 y en la dirección mencionada, la expresión anterior conduce a: 

[p - (p • dp)] dn • -y dnds senO = 

que simplificando, queda: 

y según la figura 1.5: sen 1) = 

dp • "! sen IJ -
ds 

dz 
ds 

¡ dV 
g d! 

'Y dnds dV 
g d! 

= o ( l.J.b) 



por lo que 1.3.b equivale a: 

dp _ 'Y dz + -y dV = 0 
ds ds g dr 

(1.3.b') 

que es la ecuación de Euler. 

Por otra pane, siendo que en general, la velocidad V del elemento es una función del tiempo 1 

y de su posición s, es decir V = j(r,s), por definición de derivada total se tiene: 

dv av av ds = + 
dr ar os dr 

= av ~ v av 
ar as 

y como el flujo es sólo en la dirección positiva del eje arbitrario S, se cumple: 

av dV 
= 

os ds 

(1.3.b") 

tratándose de flujo permanente y, de acuerdo con l.l.a, la expresión 1.3.b" se reduce 

a: dV!dt = V dV!ds , que sustituida en la ecuación 1.3.b' y después de simplificar permite 
escribir: 

dp + -y dz ~ 'Y V dV = O 
g 

al integrar esta ecuación diferencial se obtiene: 

. p + )'Z = ere. 

que puede escribirse: 

z + = ere. (1.3.c) 

Si se acepta. por ahora, que todas las partículas del escurrimiento se desplazan como el elemento 

analizado, puede considerarse que esta expresión es válida para cualquier sección de un 

escurrimiento permanente, ya que no ha sido demostrada para una en particular. Esto significa 

que la suma de los tres términos indicados es igual en todas las secciones de un mismo 

escurrimiento permanente. Así, para las secciones 1, 2, 3, ... i, la ecuación 1.3.c se escribe: 
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p1 
V .2 p2 v2 2 p) Vl l 

7 
1 

7 = zJ + = + + = + + + 
~1 _2g ~2 

2g 2g 'Y 'Y 'Y 

P, v2 
' = Z¡ + + = ere. 

'Y 2g 

que es el teorema de Bernoulli, obtenido por el matemático suizo Daniel Bernoulli, en 1732. 

A los términos de la expresión anterior se les llama respectivamente: carga de posición, carga 

de presión y carga de ~·elocidad. Como es fácil comprobar, estas cargas corresponden, 
respectivamente, a las energías: potencial, de presión y cinética por unidad de peso de la 
partícula del fluido cuyo movimiento estudiamos. 

Rec·uérdese que se ha supuesto un fluido perfecto, pero si se hace referencia a un líquido real, 

es necesario considerar todas las pérdidas de carga 17
1

1-2 entre las secciones 1 y 2, agregándolas 

al segundo miembro de la ecuación en la forma: 

v2 P¡ 1 
+ = 7 + - + 

2g ~ 
'Y 

conocida como ecuación de la energía. 

1.3.3 Ley del impulso o de la cantidad de movimiento 

v1 
l 

2g 
+ h 

!1-l 
(-1.3.d) 

Si una partícula de masa m se mueve experimentando un cambio de velocidad dV en un tiempo 

dt, este fenómeno ha sido provocado por una fuerza F que, en general, es la resultante de un 

sistema de fuerzas F¡ que actúa sobre la partícula. 



La segunda ley de Newton señala que los elementos anteriores están ligados por la expresión: 

o 

F =m 
dV 

dt 

Fdt =m dV 

Al primer término se le llama impulso y al segundo cantidad de mo¡•imíento. La ley del impulso 

expresada por la ecuación anterior indica que ambos términos deben ser iguales cuando se 

refieren a una partícula en movimiento. 

Si se considera ahora un escurrimiento permanente con gasto Q y se escogen dos secciones, 

y 2, de dicho escurrimiento, la masa que fluye por cualquiera de ellas en un tiempo !J.r, es: 

m = yQ .6. t 
g 

Y si .6. V es la diferencia de las velocidades medias de ambas secciones, la segunda ley de 

Newton puede escribirse: 

(1.3.e) 

o bien, separadamente: 

2 

"LF; = yQ (V
2 

- V
1

) 
,.¡ g 

(1.3.e') 

Es importante observar que el carácter vectorial _de esta expresión exige que ambos miembros 

tengan la misma dirección y sentido. Cuando f: F, , v, y v, sean vectores paralelos, pueden 
' • 1 

manejarse como escalares. cuidando únicamente que el signo sea el mismo en los dos miembros. 

1.4 Distribución de velocidades en la sección de un canal. Flujos laminar y 
turbulento 

La distrib•~ción de velocidades, en un escurrimiento cualquiera, está relacionada íntimamente al 

hecho de que la viscosidad de las partí.::ulas fluidas sea o no preponderante en el fenómeno. 
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La acción viscosa, tanto entre las mismas partículas fluidas como entre éstas y las paredes del 
conducto, se manifiesta con números de Reynolds pequeños. Para calcular el número de 
Reynolds en canales. se acostumbra utilizar como longitud característica el radio hidráulico R 

de la sección, por lo que Re = VR !v ( v es la viscosidad cinemática, para agua en condiciones 

normales: v = 0.01 cm 2!s ). 

Cuando Re es pequeño se presenta el llamado régimen laminar, que se caracteriza porque el 
líquido fluye en capas paralelas cuyas velocidades son sensiblemente diferentes entre sí y 
aumentan a medida que los puntos se encuentran más alejados de las paredes. 

Al aumentar la velocidad del fluido y, por consiguiente Re, llega un momento en que pierde 
importancia el efecto de la viscosidad, rompiéndose así la cohesión entre las partículas en 
movimiento y, en consecuencia, éstas se desplazan en forma caótica y provocan el llamado 
régimen turbulento. 

Una característica muy importante del régimen turbulento es que su coeficiente de fricción no 
depende de Re, sino únicamente de la rugosidad relativa de las paredes del conducto. Esto lo 

contrapone al régimen laminar en el que dicho coeficiente es función exclusiva del Re e 
independiente del material de que está hecho el conducto. 

Vista en dos dimensiones, la distribución de velocidades en un reg1men laminar es de tipo 
parabólico y en régimen turbulento se aproxima a· un rectángulo. En la figura 1.6 se repr~sentan 
las distribuciones de velocidades en canales para los regímenes mencionados, ambas curvas 

pueden explicarse si se piensa en el mecanismo del flujo descrito anteriormente. 

V m 
-1 

Vmáx o 05 a 0.2 5 h 

r.l 

a) Régimen laminar b) Régimen turbulento 

FIGURA 1.6 

'· 



El investigador ruso Zegzda, inspirado en los experimentos que hizo Nikuradse para tubos, 

efectuó en 1938 una serie de ensayos tendientes a determinar las zonas laminar. de transición 

y turbulenta en canales para distintas rugosidades y números de Reynolds. 

La gráfica que obtuvo Zegzda (figura l. 7) es análoga a la de Nikuradse y claramente se obsef\ 

que para Re > 60,000 se está ya en la zona turbulenta. No se entrará en más detalles sobre lo 
que sería el flujo laminar en canales porque, como puede comprobarse con facilidad, es 

prácticamente imposible que se presente un flujo laminar en los problemas que afronta el 

ingeniero hidráulico que trabaja con canales. 
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FI<;URA 1.7 E'perimentos de Ze~zd" (Ru'i", 193R) 

Sin embargo, es importante conocer el tipo de distribución de velocidades que se tiene en una 

sección, ya que siempre se habla de una sola velocidad representativa, que es la velocidad 

media, y en general sólo se presenta en algunos puntos de dicha sección. Esta particularidad 
hace necesario efectuar una corrección a la carga de velocidad calculada con la velocidad media 

en la forma que se explicará a continuación. 
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1.4.1 Coeficiente de Coriolis 

Observando la figura 1.6, considérese un elemento diferencial de fluido que pasa por un área 

dA con una velocidad V, su gasto es dQ = V dA y, por definición, la energía cinética que 

desarrolla este volumen, cuya masa es dm, tiene el valor: 

= ..!. dm V 2 

2 

y como dm = 'Y dQ dr , la energía cinética desarrollada en el tiempo dr es: 
g 

v l v2 
dEc = - -y dQ = -y - V dA = 

2g 2g 
'Y V 3dA ( 1.4.a) 

2g 

y la energía cinética en toda el área A será entonces: 

E =.Y__f V 3 dA 
e 2g A ... _ 

:,: (1.4.b) 

Si se desea calcular la:energía cinética con la velocidad media v .. , como se hace al aplicar la 

ecuación de la energia, es 'necesario afectarla con un coeficiente que depende del;--tipo de 

distribución de velocidades existente en la sección. A este factor correctivo se le llama 

coeficiente de Coriolis y se designa con la letra griega a. 

En esta forma se tiene, de acuerdo con la expresión 1.4.a, que la energía cinética en toda la 

sección de área hidráulica A se puede determinar con la expresión: 

( l.4.c) 

Igualando ahora 1.4.c con 1.4.b, para a se obtiene el siguiente valor: 

a = (1.4.d) 

entonces, la ecuación de la energía 1.3.d al aplicarse entre las secciones 1 y 2 debe escribirse 

con todo rigor en la forma: 



PI v2 P¡ v; 1 
h 7 + + 0'1 = 22 + + O'¡ T 

~] 

2g 2g },_ .. 
')' ')' 

( 1.4 .e) 

En que V1 y V2 son las velocidades medias de las secciones correspondientes. En adelante se 
designará con V (no con Vm) la velocidad media de una sección, a menos que se indique lo 
contrario. Casi siempre a se omite, debido a que para el flujo turbulento (prácticamente el 
único que se le presenta al ingeniero civil) su valor es muy cercano a 1 en la mayoría de los 
casos y el grado de precisión que normalmente se tiene en los demás datos no justifica tanto 
rigor. En efecto, en flujo turbulento para canales prismáticos rectos, a varía de 1.02 a 1.20 
aproximadamente. 

Desde luego, si se presentara un flujo laminar sería indispensable conocer el valor real de a 

y tomarlo en cuenta, ya que sería mayor y nunca podría soslayarse sin cometer un error 
importante. 

Debe señalarse que, aun tratándose de flujo turbulento, el coeficiente de Coriolis puede ser 
importante si se tienen secciones muy irregulares, porque en estos casos las velocidades cambian 
también mucho en la misma sección. Un canal de este tipo es el de sección compuesta, 
representado en la figura l. 8. 

® ® ® 

En un caso como éste, puede dividirse la sección en zonas que tengan una velocidad constante 
y calcularse a utilizando elementos finitos con la expresión 1.4.d, es decir, en la forma: 
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l l V l V 1 A 1 
~ V 2 A2 ••• + l A 5 

Ct = 
l 

V~ L A, 
' • 1 

siendo: 

V = 
Q 

m ·j 

L A, 
j a 1 

Como se estudiará en· el siguiente capítulo, las secciones compuestas del tipo mostrado en la 

figura 1.8 se calculan generalmente como si fueran varios canales (cinco en el caso del ejemplo), 

haciendo algunas consideraciones para definir el perímetro mojado de cada "canal". 

1.4.2 Coeficiente de Boussinesq 

U na idea análoga a la anterior es la del llamado coeficiente de Boussinesq, que se designa con 

la letra griega {3 y sirve para corregir la cantidad de movimiento cuando se calcula con la 

velocidad media de una sección. 

En efecto, el impulso desarrollado por un escurrimiento en una sección de área hidráulic.a A 

durante un tiempo dt, de acuerdo con 1.3.e y recordando que dQ = V dA, puede escribirse: 

I=J -ydQv=J rv 2dA 
< g .< g 

( 1.4. f) 

y si se calcula con la velocidad media para toda la sección A, habrá que corregirlo con un 

coeficiente {3 de manera que: 

1={3-yV 2 A m (1.4.g) 
g 

Después de igualar 1.4.f y 1.4.g, puede despejarse {3 y se obtiene: 

(1.4.h) 



Los valores de {3 son generalmente menores que los de a y para !lujo turbulento en canales 

prismáticos rectos varían de 1.01 a 1.15 aproximadamente. 

Ejemplo 1.1 

Para la sección del canal representado en la figura se tienen. además de los datos ahí mostrados. los 

siguientes: 

v, = 3 mis, V, = 5 mis. 

a) Determine si es régimen laminar o turbulento. 

b) Calcule a (coeficiente de Coriolis). 

e) Calcule {3 (coeficiente de Boussinesq). 

z.a 

Solución: 

e, 

b =6m 1 

a) Cálculo del área de .:ada se.:ción · 

hl = [ 6 

l 5 

+ 6 + 2.5 
2 

V, = 2. 75 mis. 

••• 

v = 0.01 cm 'is 

b =4m 
3 

x35] 3_5 36.312 m' 

[ 
b + h, + 2m(h, - h ¡] · J 
-'0---"--:2~--"--___.:._' ( h, - h 1) + l h, + 2m (h, - h,) h 1 

16 



A, ; [-l_O_+_I_0_+_2...,
2

_x_2_._5_x_6_.5] 6.5 + (10 + 2 x 2.5 x 6.5) 3.5 ; 319.375 m' 

A ; 
J 

[ b3 + b; + mh,] h, = + 2.5 
2 

X 3.5] 3_5 

El área total es: 

La velocidad media es: 

donde: 

A = A + A + A · = 385 m' 
T 1 ~ J 

QT 
V = 

m 

QT = A 1 V1 + A, V, + A, V3 

Sustituyendo en· esta expresión los valores indicados: 

=29.313m' 

QT = 36c·3J2 X 3 + 319.375 X 5 + 29.313 X 2.75 ~ 1786.42 m 3/S 

Por lo que en la ecuación ( 1) 

1786.422 = 4_64 mis 
385 

El perfmetro mojado del canal es: 

p T = 6 + 10 + 4 + 2 ( 2 .5' + J ) '" X J 0 = 73.852 m 

donde: 

R = 5.213 m 
p T 73.852 

entonces: 

Re = Vm R ; 464(52 1.3) = 24 189 033.65 
V 0.01 

... (1) 



b) 

e) 

como Re > 60,000 . . el régimen es turbulento. 

"' A v' 
/... ' ' 

' • 1 a=----
" 

V''~" A . /... ' 
' • 1 

sustituyendo valores: 

a = 
36.31 (3)' + 319.375 (5)' + 29.31 (2.75)' 

4.64' X 385 

'~" A. V ' 
/... ' ' 

{3 = -' ·-1'----
• 

V'"' A . /... ' 
' • 1 

{3 = 36.31 (3)' + 319.375 (5)' + 29.31 (2.75)' = 

4.64' X 385 

1.079 

1.029 

1.5 Efecto de la pendiente longitudinal sobre la presión en el fondo de un 
canal · 

La ecuación de Euler 1.3.b' puede escribirse, cuando no existe aceleración, en la forma: 

d - (p + rz) = o 
ds 

(1.5.a) 

Esto significa que, en flujo uniforme, la distribución vertical de presiones en cualquier sección 

sigue una ley lineal y la presión en el fondo de un canal, cuyo tirante es h, está dada por la 
expresión: 

p = rh (1.5.a') 
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Este valor es aplicable también a un líquido en reposo (V = 0). 

1.5.a' corresponde a la presión ejercida por una columna vertical de sección transversal tl.a y 

altura h sobre la plantilla de un canal horizontal o que tenga una pendiente longitudinal tan 
pequeña que pueda considerarse nula (figura 1.9). 

FlGURA 1.9 

En efecto, el peso oe la columna es 'f h tl.a y la presión que ejerce sobre el área tl.a tiene el 
valor 

= -y h tl.a = p 'Y h 

Sin embargo, a medida que aumenta la pendiente del canal se observa que la presión en el fondo 
disminuye, lo que es fácil imaginar si se.piensa en el caso extremo de un "canal" cuyo fondo 

fuera vertical (50 = oo) . En tal situación, todas las columnas de agua, como las indicadas en 
la figura 1.9, son paralelas a la plantilla y, por lo tanto, no ejercen ninguna presión sobre ella. 

Entonces, en casos intermedios a los señalados, es decir, cuando las pendientes longitudinales 
son grandes, se deben establecer algunas consideraciones que tomen en cuenta el efecto de la 
presión sobre el fondo. 

En la figura 1.1 O se representa un canal con régimen uniforme, ancho unitario y una pendiente 
_longitudinal muy pronunciada. Supóngase que el tirante se mide en el punto B del fondo. Por 
costumbre, dicha magnitud se mide siempre perpendicular a la plantilla: luego el mencionado 
tirante en B es la línea BC de la figura. 



r hllacoselj-e 
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FIGURA 1.10 

El peso de la columna BC es 'Y h t:.a y la plantilla recibe la componente normal de dicho peso, 
es decir: 'Y h t:.a cosO, por lo que la presión real en el punto B está dada por 

p = 'Y h cos() (l.S.b) 

En la figura se observa que la otra componente 'Y h !:>a sen() es paralela a la plantilla y tiene la 
misma dirección que el flujo, por lo que no ejerce ninguna presión sobre el fondo. De lo 
anterior se desprende que la línea real de presiones no es la' de la superficie, sino la indicada en 

la figura con línea interrumpida, como si el tirante fuera h' en vez de h. Según la figura l. 10, 
el valor de h' es: 

Y su proyección vertical, que debe usarse en la ecuación de la energía como tirante real, tiene 
el valor: 

v 1 = h cos 8 = y cos1 8 (l.S.c) 

Además se concluye que la energía real E en la sección BC, medida a partir del punto Bes, en 
términos del teorema de Bernoulli, la dada por la expresión: 
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E = h cosil + 

y2 
Ct-

2g 

y así debe considerarse en la ecuación de la energía cuanqo la magnitud de la pendiente lo 

requtera. 

En la mayoría de los casos el ángulo e es muy pequeño y no se justifica ninguna corrección, 
pero cuando dicho ángulo sea mayor de 10°, lo que es muy común en canales de descarga en 

las obras de excedencias, la corrección sí debe efectuarse. En general, el proyectista es el 
responsable de tomar esta decisión, de acuerdo con el caso particular que esté resolviendo. 

Distribución de presiones en curvas verticales 

Cuando el escurrimiento a superficie libre pasa sobre una curva vertical, la distribución de 

presiones también se afecta por la fuerza centrífuga, según se indica en la figura 1.11. 

r 

8 

(al 

' ' ' 1 
1 

1 
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(b) 



Aceptando que en el centro del flujo se tiene la velocidad media V, es decir, cuando el radio es 

r, pueden presentarse los casos que se describirán a continuación: 

a) Si la curva es como en la figura l.ll.a y aceptamos que a = 1 , la 
presión incrementada por la aceleración centrífuga V 'Ir, que corresponde 

a una fuerza Fe, que vale (F = ma): 

F = 'Y h t;.a V 
2 

e g r 

Por lo que, la presión resultante en el fondo, usando la expresión anterior y la 

l.S.b, es: 

'Y h cosó + 
')'h V2 

p = 
g r 

o 

p = 'Y h [casó + ~; ] 

b) Si la curva es como la indicada en la figura 1.11. b, la fuerza centrífuga 
tiene efecto contrario al caso anterior y la presión en el fondo es entonces: 

p = 'Y h [ cosó - ~; l 

(l.S.d) 

( 1.5.e) 

El caso de la figura l.ll.a es común al pie de los cimacios cuando debe cambiar la curvatura 
de la plantilla hasta llegar a la horizontal que da la posición del tanque amortiguador, como se 
verá posteriormente. 

Una situación semejante sucede en las estructuras llamadas de salto de esquí, que se construyen 
al final de algunos canales de descarga en obras de excedencias. En estos casos, la presión real 
sobre el fondo corresponde a un tirante mayor que el aparente, según se indica en la expresión 
l.S.d. Por otra parte, en el caso representado en la figura l.ll.b, la presión real es menor que 
la correspondiente al tirante h, como se señala en la expresión l.S.e. 
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Obsérvese que el efecto de la presión debido a la fuerza centrífuga es el mismo en toda la curva 

si su radio es constante, lo cual no sucede con la presión hidrostática en el fondo, -y h cosó, que 
obviamente alcanza su valor máximo en el punto B donde la tangente a la plantilla es horizontal 
(figura 1.11). 

Ejemplo 1.2 

Calcule la presión p en el fondo de los siguientes canales. si los datos comunes son: 

h = 4 m, b !O m, Q = 450 m'ls 

a) Sección rectangular. considerando un fondo plano con S0 = 0.001. 

b) Sección rectangular con plantilla plana y S0 = 0.56. 

e) Canal de trazo circular cóncavo hacia arriha c:on r = 30m (radio de curvatura) y ó = 60o. 

d) Canal de trazo circular cóncavo hacia ahajo con r = 30 m y ó = 60°. 

l, 

Solución: 

a) ó = ang ran S0 = anx tan 0.001 = 0.057°. 

La presión en el fondo según 1.5.h es: 

p = y h COSÓ = 1000 X 4 X COS 0.057 = 4000 kg/m' . 



b) ó = ang 1011 50 = ang 1a11 0.56 = ~9.25° 

p = )' h COSÓ = ] 000 X 4 X COS 29.25° = 3490.02 kglm' 

e) Siendo la velocidad media: 

V = Q = 450 = 11.25 mis 
A 10 X 4 

y según la expresión 1.5.d: 

p=l000x4 
[ 

cos60° + 
11 ·25 ' ] = 3720.18 kglm' 

9.81 X 30 

d) Para trazo circular cóncavo hacia ahajo. de I.S.e se ohtiene: 

p = 1000 x 4.0 [ cos60o - !1.25 ' ] = 279.82 kglm' 
9.81 X 30 
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Ejercicios propuestos 

1.1 Considérese la sección de un canal como se muestra en la f1gura con los 

siguientes datos: 

v. = 2.15 mis 
Vd = 1.90 mis 

v. = 2.05 mis 
m = 2 

ve = 2.00 mis 
v = 0.01 cm~ls 

a) Determine si el tipo de régimen es laminar o turbulento. 

b) Calcule el coeficiente de Coriolis a. 

e) Calcule el coeticiente de Boussinesq ¡3. 

--1 

1.2 Se desea que la presión sobre el fondo de un canal cóncavo hacia arriba no 

exceda de 10 ron/m'. Si ó = 45 o, V = 30 mis y h = 2.15 m, calcule el radio 

de curvatura mínimo. 

1.3 Calcule la velocidad máxima de un canal cuyo trazo longitudinal es convexo hacia 

arriba, tal que en su fondo no existan depresiones, si: ó = 35° y r = 40 m. 



CAPÍTULO 2 

FLUJO UNIFORME 

Como se explicó en el capítulo anterior, el flujo uniforme se presenta únicamente en canales 

prismáticos de sección constante y se caracteriza porque las condiciones hidráulicas de todas 

y cada una de las secciones son iguales entre sí. Esto da por resultado que la plantilla y la 

superftcie libre sean planos paralelos y que la línea de la energía o "gradiente hidráulico" 

también sea paralela a dichos planos. 

Si se analiza el comportamiento físico de un canal con flujo uniforme, se concluye enseguida 

que la única forma de que no ocurran cambios de velocidad a lo largo del escurrimiento, es 

que no haya ninguna fuerza resultante en la dirección del flujo, es decir, que exista equilibrio 

dinámico. 

En efecto, consideremos un canal con flujo uniforme como el representado en la figura 2.1. 

El volumen confinado entre las secciones 1 y 2 se mueve con una velocidad constante V que 

sólo puede existir si la suma total de fuerzas que afectan el movimiento es cero. 

_~Línea de eneroia 

-----------
V 

w 

2 

---

h 

---

"s " e 



Ahora bien. el volumen tiene un peso W y su componente hx es ta que ¡,, n"~" ;;,,.,e; oc. 

Pero si el flujo es uniforme, debe existir otra fuerza de igual magnirud y dirección opuesta 

de manera que no haya ninguna resultante en la dirección del movimiento. Dicha fuerza es 

la debida a la fricción Fx que. relacionada con Wx, permite plantear las siguientes 

definiciones: 

TIPO DE FLUJO CONDICIÓN DE FUERZAS 

Uniforme Wx = Fx 

Gradualmente acelerado wx > Fx 

Gradualmente retardado 
wx Fx (remanso) < 

Posteriormente se esrudiará que cualquier flujo en canales siempre tiende a hacerse uniforme 

y, por tal ra:z;ón, al flujo uniforme se le llama también flujo establecido o nonnal. 

2.1 Fórmula de Chézy 

Considérese un canal~con flujo uniforme como el representado en la figura 2.2. 
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En la figura se ha delimitado un tramo del canal por dos secciones, 1 y 2. de área hidráulica 

A y separadas una distancia L. 

La única fuerza que contribuye al movimiento del tramo de fluido analizado es la componente 

del peso de dicho tramo en la dirección del movimiento. es decir: 

-y A L senO (2.la) 

Según se explicó al inicio de este capítulo. si no hay aceleración debe existir una fuerza 

colineal con dirección opuesta y de igual magnitud para que el flujo sea uniforme. Dicha 

fuerza es la debida a la fricción que ejerce el fluido con las paredes y el fondo del canal. 

Por otra parte, los experimentos han demostrado que el esfuerzo de fricción f en régimen 

turbulento es proporcional al cuadrado de la velocidad. es decir, f = e V 2
. Además, como 

el área de contacto entre el fluido y el conducto es PL. siendo P el perímetro mojado y L la 

distancia entre las secciones analizadas, tal como se indica en la figura 2.2, la fuerza de 

fricción es: 

cV2 PL (2.1.b) 

y como la pendiente hidráulica es S = senO y el radio hidráulico de la sección R = AIP 

al igualar 2.1.a y 2.1.b, y despejar V: 

Llamando ahora Cal término {ylc , puede escribirse: 

~ 

V = C ..¡R S (2.lc) 

Y, según el principio de continuidad equivale a: 

Q =CA fRS (2. l.c ') 

que es la fórmula obtenida por Chézy en 1768. Esta expresión tiene una gran importancia 

en la historia de la hidráulica, ya que de ella se derivan todas las fórmulas modernas para 

el cálculo del flujo uniforme. Sin embargo, quedaba aún el problema de saber cómo valuar 

la constante C. Chézy sólo dijo que ese valor se encuentra entr~ 30 y 50. 

Un siglo después (1869) en Berna, dos investigadores suizos Ganguillet y Kutter obtuvierv .. 

una expresión para determinar el valor de C en función del tipo de material y de otras 

características del flujo. La fórmula de Ganguillet y Kutter es la siguiente: 



e = 2J - Íill - V.Wl))i.) 

1 + n (23 + 0.00155/S) 1 .fR 
n es un coeficiente que depende exclusivamente del material y siempre se da en Sistema 

Métrico, tal como se determinó originalmente por ser dicho sistema el vigente en Suiza. En 

la tabla 2.1 se presentan algunos de los valores más comunes del coeficiente n. 

1 

MATERIAL l n 
1 

'Y 
1 

Paredes muy lisas (esmaltadas) 0.009 

Cemento bien pulido 0.010 

Acero bien acabado y pulido 0.011 0.06 

Concreto acabado normal 0.014 0.46 

Grava bien acomodada 0.023 

Tierra bien limpia 0.028 1.30 

Tierra con piedras y plantas (ríos) 0.040 1.75 

TABLA 2.1 Valores de n para las fórmulas de Ganguillet-Kutter o de Manning. • 

La fórmula de Ganguillet y Kutter quedó muy simplifioada cuando Manning (irlandés) 

observó en 1890 que:·· 

e= 
n 

lo cual permite escribir la fórmula de Chézy en la forma: 

(2.1.d) 

· Mayores detalles sobre la utilización del coeficiente n se indican en la tabla 2.2. 

·· F.M. Henderson atribuye la observación de que Ces proporcional a R 116 a Gauckler (1868) 
y a Hagen (1881), que la obtuvieron independientemente, y que fue Flamant quien equivocadamente 
la atribuyó a Manning. 
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expresión conocida en América y en los países de habla inglesa como fónnula de Man ning 

y en Europa Continental como fónnula de Strickler. 

La fórmula de Manning tiene el gran atractivo de que, para canales prismáticos. el 

coeficiente de rugosidad depende exclusivamente del material de que esté hech0 el conducto. 

lo que no sucede en la fórmula original de Ganguillet y Kutter. 

Por otra pane, los ingenieros ingleses probablemente pensaron que hacían justicia a sus 

colegas suizos, Ganguillet y Kuner si no cambiaban en absoluto los valores del coeficiente 

n que ellos obtuvieron. Por tal razón. dichos valores aparecen siempre en Sistema Métric0. 

aun en la literatura inglesa, en la que se corrige la fórmula de Manning con un factor para 

adaptar la n al Sistema Inglés. 

La comodidad que implica el uso de la fórmula de Manning, sobre todo en épocas cuando 

la regla de cálculo era el instrumento imprescindible del ingeniero (los exponentes que 

aparecen son de fácil manejo con escalas logarítmicas) le dio tal popularidad a dicha 

expresión que los técnicos olvidaron la paternidad del coeficiente n y aún en nuestros tiempos 

se le llama erróneamente coeficiente de Manning o n de Manning. 

Desde luego no debe culparse a Manning por este error. porque nunc~ pretendió adjudicarse 

la obtención de estos coeficientes. 

Posteriormente apareció la fónnula de Bazin (1897) que tiene la fom1a: 

e = 87 IR 
r + IR 

en que .,. es un coeficiente (no el peso específico del agua). algunos de cuyos valores 

aparecen en la tabla 2.1. Esta fómmla no es muy usada actualmente. 

Enseguida se presentan otras dos fórmulas para determinar e: 

Forchhetmer !l 923 ): e = 

Agroskin (1949): e = + 17.72 !og R 
n 

La sencillez de la fórmula de Manning la conviene en un elemento de cálculo muy usado. 

por lo que será utilizada en este libro en la mayoría de los casos, tomando en cuenta además 

que el grado de precisión obtenido con ella en canales prismáticos rectos es aceptable. 
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Cuando se trata de cálculos en ríos. algunos autores, entre ellos V. Kolar. proponen calcular 

el coeficiente n en la siguiente forma: 

(2.le) 

En la tabla 2.2 se indican los valores de estos parámetros y su significado. 

Tierra 0.020 

Material Roca 0.025 

(no) 
Arena 1-2 mm 0.024 

Grava 2-20 mm 0.028 

Liso 0.000 
Irregularidades en el 

Irregularidades pequeñas 0.005 fondo y las paredes del 
cauce Irregularidades medias 0.010 

(n,) Irregularidades grandes 0.0::!0 

Perfil uniforme 0.000 
Cambios en' la forma del 
área hidráulica a lo largo Pocos cambios 0.005 

del cauce 

(n,l Cambios frecuentes 0.010-0.015 

Despreciables 0.000 

Obstáculos Suaves 0.010-0.015 

(n )j Notables 0.020-0.030 

Bruscos o. 040-0.060 

Poca 0.005-0 OJO 
' 

Vegetación Medtana 0.010-0.025 

( n,) Mucha o 025-0 050 

Demasiada 0.050-0.100 

Aproximadamente recto 1.000 
Trazo longuudmal 

Curva; su;, ,·es 1150 
(l. 1 

Curvas notables 1.200 

TABLA 2.2. Coeficiente de rugosidad n en cauces naturales 
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2.2 Cálculo del flujo unifonne. Problemas de dise1io y de revisión 

El cálculo de este tipo de régimen puede plantearse con base en la fórmula 2.l.d. que el 
principio de continuidad pem1ite presentar en la forma: 

(2.1.d') 

Como S = S0 en el caso común en que e < 10° (figura 2.1) en el flujo uniforme, puede 

sustituirse en esta fórmula el valor de la pendiente longitudinal S0 del canal. 

Podemos preguntarnos ahora qué tipo de problemas se plantean en el proyecto de un canal 

con flujo uniforme. El enfoque, llamado en ingeniería "de diseño". consiste en determinar 

las características geométricas de la estructura que son necesarias para transportar un cierto 

gasto. una vez conocida la pendiente longitudinal y el tipo de material que se utilizará. En 

estas condiciones los datos son Q, n y S0 • y las incógnitas son A y R 2 
• 

3 que despejadas de 

la fórmula 2.1.d' quedan: 

cte. 

Es factible resolver por tanteos este problema una vez definidos los elementos básicos de la 

sección, que son el ancho de la plantilla y la inclinación de sus taludes. El talud depende 

fundamentalmente del material usado en el canal (tabla 2.3). El ancho de la plantilla está 

relacionado con otros factores, como son: la topografía, el gasto, la geología de la zona, el 

procedimiento constructivo, etc. Existen, desde luego, gráficas para apresurar los tanteos 

pero el procedimiento general es necesariamente el descrito. 

Un problema mucho más simple es el llamado "de revisión", que consiste en saber qué gasto 

transporta un canal cuando se conocen la sección. la pendiente y el material usado en su 

construcción, es decir, A, R, S0 y n. Otros problemas menos típicos se pueden plantear 

simplemente escogiendo algunas de las variables de la fórmula como datos. 



MATERIAL m 

Roca 0.0 (o valores cercanos) 

Suelo rellenado 0.25 

Arcilla consolidada 0.50- 1.0 

Tierra 1.5 

Tierra arenosa suelta 2.0- 3.0 

/ , 

//1' 
1- -j m 

NOTA: m es la designación del talud, definida según la figura. 
,·~· 

' 
TABLA 2.3. Taludes apropiados en canales 

Ejemplo 2.1 

Se desea conocer el tirante normal h0 de un canal de sección trapecial que se construirá en el tramo 

A-B. el ancho de la plantilla permanecerá constante b = 20 m y sus taludes: m = l. Se quiere 

transportar un gasto de 500 nr'!s. El material será concreto de acabado normal. 

A :sv.2700 
m.s n.m. 

B Elev.2420 L]t 

L=BOkm f.-- b=20m _...j 
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Solución: 

De la tabla 2.1: 

de la figura tenemos: 

n = 0.014 

so ; 2700 - 2420 ; 0.0035 
80000 

Como es sección trapecial: 

A ; b h + m h' ; 20 X h + 1 X h 2 

1 1 

P ; b + 2h (m' + 1)2 ; 20 + 2 h (1' + 1)2 

R; A 
p 

De la fórmula de Manning: 

20 h + h 2 

20 + 2.8284 h 

2 

Qn = A R 3 
s112 

' 500 X 
0·014 ; A R 3 ; 118.3216 

0.0035 112 

... (a) 

... (b) 

... (e) 

... (d) 

Iterando con las expresiones obtenidas encontramos A. P. R y los sustituimos en (d) hasta 

cumplir la igualdad. En este ejemplo se presentan cuatro valores del tirante h usados en el 

cálculo, tal como se indica en la siguiente tabla: 

h(m) A(m 2) P(m) R(m) AR 213 

3.00 69.0000 28.4852 2.4223 124.4558 

2.90 66.4100 28.2024 2.3548 117.5469 

2.92 66.9264 28.2589 2.3683 118.9153 

2.91 66.6681 28.2306 2.3616 118.2303 
= 118.3216 

Por lo tanto, el resultado es: h0 = 2.91 m. 



2.3 Velocidades pennisibles en canales 

Existe un rango adecuado para la velocidad del agua en un canal. La razón es que después 

de cierto tiempo de funcionamiento, el canal puede cambiar su forma geométrica ya sea 

debido a que materiales en suspensión se depositen cuando la velocidad del agua no es 

suficientemente grande para arrastrarlos o porque las velocidades sean tan altas que causen 

erosiones importantes. En ambos casos se tendrá un canal que después de operar por algún 

tiempo. es en realidad otro distinto al que se calculó originalmente. 

B. Boor (1963) recomienda los valores límites que se indican en la tabla 2.4 para las 

velocidades máximas permisibles en algunos materiales y también para las velocidades 

mínimas aceptables, según el tipo de material en suspensión y la profundidad del agua en el 

canal (tabla 2.5). 

MATERIAL 
V (m /s) 

Arena muv fina 0.15-0.25 

Arena Qruesa 0.45 - 0.60 

Arcilla v tierra arcillosa suelta 0.60- 0.90 

Tierra arcillosa apisonada 1.20- 1.80 

Tierra apisonada con l!rava 1.50 - 2.10 

Recubrimiento de piedra suave 1.80-240 

Roca dura < 5 

Madera < 6 

Concreto < 30 

TABLA 2.4. Velocidades máximas permisibles en canales 

DIÁMETRO VELOCIDAD :\IÍNIMA (nz/s) PARA UN TIRA:\JTE 
MEDIO h 

(mm) h=lm h =2m h=3m 

0.2- 0.3 0.25 - 0.40 0.31- 0.46 0.33- 0.50 

0.3 - 0.4 0.36- 0.55 0.46 - 0.62 0.50 - 0.67 

0.4- 0.5 0.45 - 0.69 0.62 - O. 78 0.67- 0.83 

0.5 - 1.0 0.69- 0.90 0.78- 1.34 0.83 - 1.46 

TABLA 2.5 Velocidades mínimas permisibles en canales según el tipo de material en suspensión 
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2.4 Canales de sección compuesta 

En un canal como el de la figura 2. 3. se tienen en realidad tres escurrimientos definidos que 

pueden considerarse como tres canales. a saber: los de los extremos 1 y 3. y el 2 en el centro 

en que el volumen es mucho mayor que el de los extremos. Por otra parte. !J relación entre 

las masas transportadas y sus respectivas áreas de contacto entre el fluido y el canal. son 

menores en los extremos que en el centro o. dicho en otras palabras. el fluido pasa con 

mayor facilidad por la sección 2 que por la 1 o 3. 

CD 
hl 

® 0 
hz lh3 

p p2 p 
1 3 

FIGCR>\ 2.3 

De manera general. lo anterior redunda en que se tiene en el canal central 2 una velocidad 

sustancialmente mayor que en los laterales. por lo que para el cálculo de este tipo de 

estructuras se aplica el siguiente artificio: 

l. Para el canal central se determina el perímetro mojado como si hubiera 

una pared divisoria entre el canal 2 y los laterales 1 y 3. 

2. En los canales laterales se utiliza el perímetro mojado real. En la 

figura 2.3, se indican estos valores como P1, P2 y P3. 

Así, el gasto que pasa por este canal es el siguiente: 

Si por alguna razón es necesario aplicar la ecuación de la energía en un canal de este tipo. 

utilizando toda la sección a la vez, no puede omitirse el uso del coeficiente de Coriolis, ta 

como se explica en el subtema 1.4.1. 



Ejemplo 2.2 

Un canal de sección trapecial constante, cuyo talud es m = 2, tiene obstáculos suaves en su trazo. 

área hidráulica aproximadamente constante y además las siguientes características: 

- Canal de tierra arcillosa suelta: 

- Trazo recto: 

- Fondo y paredes lisas: 

- Poca vegetación: 

(n0 = 0.020) 

(k = 1) 

(n 1 = 0) 

(n, = 0.007) 

- Materi"; ~.-n suspensión: dm = 0.35 mm 

Tabla 2.2 

b = 40 m, S0 = 0.0002 (constante), y de acuerdo con la tabla 2.2: n3 = 0.01 y n, = O 

a) Determine el gasto máximo que puede pasar. 

b) Si h = 1 m, ¿existe peligro de que se sedimente el material en suspensión? 

Solución: 

a) En la tabla 2.4 se observa que V""' = O. 6 - O. 9 mis. El gasto máximo corresponde 

lógicamente al lírpite superior, por lo que éste se sustituye en la fórmula de Manmng 2.l.d, 
,·¡ 

38 

es decir: ... 
0.9 

n 

Utilizando la fórmula 2.1.e y la tabla 2.4, se obtiene: 

n (0.02 + O + O + 0.01 + 0.007) 1 ~ 0.037 

Por otra pane, el área hidráulica y el perímetro mojado tienen los siguientes valores: 

A ~ bh + mh 2 ~ 40h + 2h 2 

1 1 

P ~ b + 2h(m 2 + 1)2 ~ 40 + 2h(22 + 1)' 

R A 
p 

40h + 2h 2 

40 + 4.4721h 

... (1) 

... (2) 

... (3) 

... (4) 

',J, 

) 



Y según la fórmula(!), el radio hidráulico tiene el valor: 

. 3 

R = [ 0.9 X 0.037] T 
0.0002 1

" 

= 3.613 m 

Ahora la expresión (4) puede escribirse: 

40/z ~ 2h 2 = 3.613(40 + 4.4721 h) 

que equivale a: 

h' + 11.9212/z- 72.2600 o 

Las raíces de esta ecuación son las siguientes: 

h
1 

= 4.42 m h, -16.36 l1l 

Evidentemente sólo tiene sentido el valor: 

h
1 

= 4.42 m 

que según la expresión (2) corresponde a un área hidráulica: 

A = 215.87 m' 

por lo que el gasto buscado, de acuerdo con la fórmula de Manning, es: 

: 1 

Q = 215
·87 (3 61)3 (o 0002)2 = 194.17 m'ls 

0.037 

b) Para h = 1 m. las expresiones 2, 3 y 4 dan los siguientes resultados: 

A = 42 m'. P = 44.47 m, R = 0.94 m 

y de acuerdo con la fórmula 2.l.d. la velocidad del agua en el canal tiene el valor: 

' 
v = _ 1_ (o 94)1" 

0.037 

V = 0.37 mis 

1 

(0.0002)' 

Comparando esta velocidad con el rango V,,= 0.36-0.55 mis, que señala la tabla 2.5 para 

los valores h = l 111 y dm = 0.35 mm, se concluye que la velocidad obtenida está en el límite 

inferior del rango especificado, por lo que el material en suspensión sí se sedimentará. 



2.5 Conductos circulares parcialmente llenos 

. Ya se explicó en el capítulo anterior que independientemente de la fom1a de la sección. s1 

un conducto cerrado no trabaja sometido a diferencia de presiones es en realidad un canal 

y debe tratarse como tal en el cálculo. 

Es muy común que haya túneles. generalmente de sección circular que trabajan parcialmente 

llenos. por ejemplo en obras de excedencias o de desvío. Se trata entonces de canales y. por 

tal razón, su cálculo corresponde a este tipo de estructuras. 

Por otra parte, aunque las primeras fórmulas se dedujeron para canales prismáticos. pueden 

usarse para una sección circular una vez determinados los parámetros A y P, con expresiones 

como las 2. 5. a y 2. 5. b. obtenidas de acuerdo con la figura 2.4. 

o 

1r 
B 

FIGL'RA 2.4 

' 
A = 7f r-

180 
eos_, - (r- h) Jh (D - ,h) (2 5 a) 

(2.5.b) 

B = 2 J h (D - h) (2.5.c) 
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También puede aplicarse la fórmula de Kozeny. obtenida especialmente para este caso y que 

es la siguiente: 

1 

V= (8.86 log h -. NK) (h!D)6 {Si) (2.5.d) 

Algunos valores del coeficiente NK son los consignados en la tabla 2.6 (Sistema Métrico). 

MATERIAL NK 

Fierro fundido nuevo 35 

Fierro fundido viejo 30 

Acero lim¡Jio 36 

Barro vitrificado 34 

Concreto bien acabado 38 

TABLA 2.6 Valores del coeficiente de rugosidad para la fórmula de kozeny 

Ejemplo 2.3 

El conducto circular parcialmente lleno que se muestra en la figura tiene un flujo uniforme y está 

fabricado con concreto. Los demás datos son los siguientes: 

D = 8.00 m. S, = 0.009. h, = 5 m. n = 0.014, NK = 38 

- . • 

D=Bm 
h=5m 

Calcule el gasto Q, utilizando las siguientes fórmulas: 

a) Manning. 

b) Kozeny. 



Solución: 

a) De acuerdo con las expresiones 2.5.a y 2.5.b, se tiene respectivamente: 

A 7r (4)' -1 [ 4 - 5) 
~ -- cos --

180 4 
- (4 - 5) Js (8 - 5) = 33.0486 m' 

P 11"(4) -1 [4- 5) ~ -- cos 
90 4 

14.5878 111 

R 

Q 

A 
p 

33.0486 ~ 2.2655 m 
14.5878 

2 1 
33 ·0486 (2.2655)3 (0.009)1 ~ 386.30 m'ls 
0.014 

b) Sustituyendo valores en la fórmula 2.5.d: 

1 1 

V~ (8.86 log 5 + 38) (518)6 (0.009 x 8)0 10.9647 mis 

Q ~AV = 33.0486 X 10.9647 = 362.37 m 3/s 

2. 6 Sección de máxima eficiencia en canales 

Si se observa la fórmula de Manning en la forma 2. l. d', podemos preguntarnos lo siguiente: 

Para un canal en que se conozca A, n y 50 (A es en general una consecuencia del gasto 

deseado y de la velocidad permisible), ¿cuál es la sección que permite que pase un gasto 

máximo? En el miembro de la derecha de la fórmula de Manning ha quedado como variable 

únicamente R. Por consiguiente Q,.,,, sólo podrá presentarse cuando se tenga el valor máximo 

posible de R. A la sección que cumple con esa condición se le llama sección de máxima 
eficiencia. 

Enseguida se examinará qué características debe tener una sección de máxima eficiencia para 

un canal trapecial. 
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~---------------8----------------~ 
-~-

h 

1------ mh b --+-- mh ---j 

FIGl'RA 2.5 

El radio hidráulico R es máximo cuando el perímetro mojado Pes el menor posible. ya que 

por definición: R = AIP y A se supone constante. 

Según la figura 2.5. son válidas las expresiones siguientes: 

A = bh + mh= 

P=b-2hjm 2 +1 

Si se sustituye b. despejado de la expresión 2.6.a, en la"2.6.b: 

P = A - mh - 2h Jm' - 1 
h 

derivando ahora con respecto a h, se tiene. 

= A -m - 2 Jm' + 1 
h' 

(2.6.a) 

(2.6.b) 

(2.6 e) 

al igualar este valor a cero se tiene el valor mínimo de P que se busca (puede comprobarse 

que la segunda derivada es positiva. lo que garantiza que se trata de un mínimo). 

Después de igualar a cero la derivada anterior. y de sustituir en ella el valor de A. indicado 

en 2.6.a, se obtiene: 

equivalente a: 

b 

h 

b = 2 h (J m= + l - m) (2.6.d) 

que es la condición necesaria para que un canal funcione con máxima eficiencia hidráulica, 

cuando se conoce la inclinación m de sus taludes. 
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Las secciones de máxima eficiencia en canales trapeciales implican anchos de plantilla b muy 

pequeiios y aún menores que el tirante cuando m > O. 75. que es un caso muy común en la 

práctica. Esta característica significa normalmente problemas para la construcción. debido 

a que el espacio para colocar la maquinaria no es suficiente y se requieren exca\·acioncs muy 

profundas. Por esta razón. las secciones de máxima eficiencia no se construyen a menudo 

y sólo podrían convenir en casos en que el revestimiento sea demasiado caro. ya que el área 

de contacto entre el agua y el canal es la mínima posible. En canales rectangulares. sí puede 

convenir este tipo de sección en que: b = 2 h. según 2.6.d. 

Sección de máxima eficiencia cuando el talud no está fijo 

Si se desea conocer el ángulo de inclinación del talud para que lin canal funcione con su 

máxima eficiencia hidráulica. se debe considerar a m como variable y h como constante. En 

esta fom1a. derivando la expresión 2.6 e respecto de m. se tiene: 

aP 
0/11 

= - h ~ 
2 m h 

/m 2 ~ 1 

y el valor mínimo de P se encuentra al igualar la derivada anterior a cero. con lo que se 

reconoce fácilmente que el valor de m para la sección de máxima eficiencia es: 

lll = 
1 

/3 
(Véase la figura 2.5) = cotO e 

es decir. ia sección buscada sería la parte inferior de un hexágono regular. 

En forma semejante. se pueden determinar secciones más eficientes para otras figuras 

geométricas. por ejemplo: para el círculo es un semicírculo y para el triángulo. la mitad de 

un cuadradc' apoyado en uno de sus \·éniccs. por supuesto. y con un talud m = l. 
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Ejercicios propúestos 

2.1 Sea un canal de secc10n trapecial. construido en tierra. por el cual se quiere 

transportar un gasto Q = 200 nr'!s. la pendiente de la plantilla es: 

so = 0.0004. 111 = 2 n = 0.020 

Determine el ancho de la plantilla by el tirante normal h0 si: 

1! = b 
2 

h 

1+--- b= 2 h ----+1 

2.2 Se desea transportar un gasto Q = 300 m3/s por un canal de sección trapecial, 

construido en tierra (n = 0.020). con una designación de talud m = 2.5 y S0 = 
0.00008. 

Determine: 

a) El tirante h0 , si el ancho de la plantilla es b = 40 m. 

b) El ancho de la plantilla, de la superficie libre y el tirante del canal, si la velocidad 

es V = 1.20 mis. 

2. 3 Calcule el valor del coeficiente N¡; de la fórmula de Kozeny para una sección circular 

y diga a qué material corresponde si se tienen los siguientes datos: 

D = 10m, so = 0.0009, h0 = 4.0 m, n = 0.014 



O= lOm 

2.4 Se desea transportar un gasto Q .= 100 m3/s por un canal trapecial con velocidad 

V = 16 mis, revestido con concreto (n = 0.014) y talud m = 0.25. 

a) Calcule para la sección de máxima eficiencia el ancho de la plantilla b, el tirante 

normal h y la pendiente longitudinal del canal S0 . 

b) Si b = 6.0 m y con la S0 , calculada en el inciso anterior, ¿qué gasto puede llevar 

la nueva sección de máxima eficiencia? 

2.5 Un canal de sección rectangular con revestimiento de concreto de acabado normal 

tiene sección de máxima eficiencia y debe transportar un gasto Q = 20 nr'ls con un 

tirante normal h0 = 2.0 m. 
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a) Calcule la pendiente S0 necesaria para obtener las condiciones que se enuncian. 

b) Si S0 = 0.001, ¿cuál es el nuevo gasto? 

e) Calcule el gasto con la pendiente que se obtuvo en el inciso a y con un ancho de 

plantilla b = 6.0 m. 



CAPÍTULO 3 

ENERGÍA ESPECÍFICA 

3.1 Concepto de energía específica en un canal 

En una sección cualquiera de un canal. se llama energía especifica E a la suma del tirante más 

la carga de velocidad en esa sección. De acuerdo con lo expuesto en el sub tema l. 3. 2 y lo 

señalado en el 1.4.1 y en 1.5, la energía específica es entonces la suma de las energías de 

presión y cinética por unidad de peso del conjunto de partículas del fluido que fom1an la sección 

mencionada. es decir: 

E= h cos e V' 
+a-

2g 

expresión que puede también escribirse en la forma: 

E = h cos e ~ a 

Es posible analizar la expresión anterior según dos puntos de vista. a saber: 

l. Para un gasto constante Q0 • esrudiar la relación h = f (E) y 

2. Para una energía específica constante E0, estudiar la relación h = f (Q). 

(3 .l. a) 

(3.l.a') 

El primer enfoque nos permite observar que para un gasto dado existen tres tipos de régimen, 

que se denominan: crítico, subcrítico y supercrítico. 

El segundo punto de vista es de utilidad cuando se desea estudiar el comportamiento hidráulico 

de dos secciones de un escurrimiento en que la energía específica sea constante (E0), o pueda 

considerarse como tal sin cometer error apreciable. 

Enseguida se describirán cada uno de los tres tipos de régimen mencionados en el primer 

enfoque. 



3.2 Relación h = f (E) para un valor Q0 conocido 

El lugar geométrico de la expresión 3 .l. a· es una curva con dos asíntotas que pueden precisarse 

observando dicha expresión. En efecto: 

Si h~ oo :. E-> oo . la asíntota es una línea a 45" con los ejes "E- h". 

Si h~O :. E~ oo . la asíntota es el eje "E". 

Lo anterior queda expresado en la figura 3. l. 

¡ h ' 

1 2 /;,. 

1 ~ /} 

-- f-l _____ h.:_2 ----2;"?;12'--'-/~---- --

"· i' 
1

11. 
h, 

' 
v• 
1 

2; 

l. ! hl j / -, 
1 

' / 

Emín. 

/ 
/ 

h, 

h2 

-----

E o 

SUBCRIT!CO 

-CRITICO--

SUPERCRITICO 

E 

FIGURA 3.1 Variación "h-E'' para Q constante 

Examinando la figura 3.1 pueden obtenerse algunas conclusiones importantes. Por ejemplo. para 

una energía específica cualquiera E0• existen dos posibles tipos de escurrimiento: uno con un 

tirante h1 y una velocidad V1• y otro con un tirante mayor h2 y una velocidad menor V,. Además. 

existe un punto singular que corresponde a la energía específica mínima posible y que se 

caracteriza porque está representada por un solo tirante (he, en la figura) a diferencia de todos 

los demás casos en los que E ;z! Emin 

48 



se llama sección critica en un escurrimiento a superficie libre a aquella en que la energía 

específica es la mínima posible para el gasto de dtcho escurrimiento. Si el régimen está 

establecido. se dice que es critico cuando dicha energía es la mínima posible a lo largo de todo 

el canal. y con ese nombre se designan todas sus características hidráulicas "tirante crítico" (h¿). 

"pendiente hidráulica crítica" (Se). "velocidad crítica" (Ve). etc. 

Si el tirante es mayor que el crítico (he). el régimen se denomina subcritico o lento. y cuando 

es menor (h 1). supercritico o rápido. 

El comportamiento de un escurrimiento está íntimamente relacionado al tipo de régimen a que 

esté sometido y por esta razón es importante conocer dicho régimen. La forma más sencilla de 

identificar un determmado régimen, es compararlo con las caractensticas que dicho régimen 

tendría si fuera crítico. Es decir, una vez determinado el tirante crítico he, se compara con el 

disponible h y se concluye lo siguiente: 

h > he régimen subcrítico o lento 

h = he régimen crítico 

h < he régimen supercrítico o rápido 

(3.2.a) 

Por otra parte, la sección crítica puede garantizarse siempre que en un canal con flujo uniforme 

se pase de una pendiente menor que la crítica o una mayor, tal como se indica en la figura 3.2. 

A estas secciOnes se les llama secciones de control. 

ri. en subcrHico 
e 

e 

FIGURA 3.2 Sección de control 

réolmen 
aupercrilico 



En la figura 3.2 se ha designado con h01 al tirante normal a régimen subcríuco (con la pendiente 

S01 ) y con hll2 al tirante normal a régimen supercrírico. correspondiente a So:. 

Teóricamente, en la cresta de un vertedor, cuando aguas arriba el flujo está en la zona 

subcrítica, también se presenta el tirante crítico, lo que puede comprobarse con un análisis 

semejante al anterior u observando que es precisamente en dicha cresta donde se presenta la 

energía específica mínima, como se distingue claramente en la figura 3.3. 

--=-¡ E. E, 

E1 > E2 > E3 > E4 < E5 < E6 : E mínima = E4 (en la cresta) 

FIGURA 3.3 Sección crítica en la cresta de un vertedor 

3.2.1 Determinación de la sección crítica 

Un escurrimiento se comporta en forma particular según el tipo de régimen a que esté sometido, 

especiaimeme en casos de cambios de sección o de pendiente como se estudiará después. 

Si la sección crítica, tal como se definió en el tema 3.2. se presenta cuando la energía específica 

es la mínima posible para un gasto dado. pueden encontrarse sus características aplicando el 

criterio de la primera derivada a la expresión 3.l.a'. En efecto, derivando E con respecto ah, 

se tiene: 
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dE 
dh 

aQ' dA =}- ___ _ 

gA 1 dh 
(3.2.b) 



Ahora bien. en la figura 3.4 se observa que. para una sección cualquiera. si se llama B al ancho 

de la superficie libre. se cumple: 

o 

dA = B dh 

dA = B 
dh 

B 

FIGURA 3.4 

(3 2.b') 

dA ~dh 
T 

h 

Al sustiruir la expresión anterior en 3.2.b e igualarla a cero, se obtiene que en la sección donde 

la energía específica es mínima, se cumple: 

(3.2.c) 

Esta igualdad nos permite calcular el tirante crítico para cualquier sección, si conocemos el gasto 

y, desde luego, la geometría de dicha sección. 

Como el término de la izquierda es constante, puede resolverse el problema por tanteos o 

dibujando una gráfica del tipo que se indica en la figura 3.5, en la cual se representa la curva 

h = f (A 3/B) para la sección deseada y cuando este valor es igual a Q 2/g, se tiene he en el eje 

de las abscisas. 



A' 
B 

az o<:----..-.+-----------------
11 

FIGlíRA 3.5 

h = f ( A'/ B) 

h 

En realidad. el cálculo del tirante crítico por tanteos no es tan rápido como podría desearse. por 

lo que en algunas secciOnes geométricas especiales se reduce la fórmula 3.2.c a expresiones 

sencillas como se expondrá más adelante. 

Por otra parte, si se llama tirante medio a la relación: 

A h., ~ (3.2.d) 
B 

Y si nos referimos a la seccJon crítica. al sustiruir esta expreswn en la 3.2.c y aplicar el 

principio de continuidad, se comprueba la validez de la relación: 

/¡ 
me 

~ Ci 
V~ (3.2e) 

2 2g 

Es decir, la carga de velocidad en una sección crítica es igual a la mitad del tirante medio en 

dicha sección. 
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De la expresión anterior, puede también despejarse la velocidad crítica. cuyo valor es entonces: 

V :Ji h e a me 
(3 2.0 

y en forma semejante se obtienen otros parámetros para la sección crítica como es. por ejemplo. 

la pendiente hidráulica crítica Se. 

3.2. 2 Cálculo del tirante crítico 

La solución de este problema parte siempre de la condición general 3.2.c. pero en ocasiones 

pueden evitarse los tanteos, como sucede en los siguientes casos: 

a) Sección rectangular 

Si la sección es rectangular: hmc = he, por lo que las expresiones 3 .2.d y 3 .2.e son válidas para 

el tirante crítico real. 

Por otra parte, en las secciones rectangulares a menudo conviene usar el concepto de gasto por 

unidad de ancho del canal, llamado gasto unitario y se designa con la letra q, luego su .valor es: 

que equivale a: 

BhV q:-: hV 
B 

(3.2.g) 

(3.2.g') 

Sustituyendo esta definición en 3.2.e (para canales rectangulares) se tiene que el tirante crítico 

en un canal rectangular puede calcularse con la expresión: 

(3.2.h) 



Otra característica de la sección crítica en un canal rectangular es que en ella se cumple la 

condición: 

(3.2.i) 

lo que puede comprobarse fácilmente con las relaciones 3.1.a y 3.2.e. Esto quiere decir que 

teóricamente. este es el valor del tiranre en la cresta de un vertedor. ya que ahí se tiene una 

sección crítica. tal como se explicó anteriormente. En realidad. el tirante crítico se presenta 

ligeramente aguas abajo de la cresta. 

En ocasiones es conveniente referirse al número de Fraude para saber qué tipo de régimen se 

tiene. sobre todo en canales rectangulares. En efecto. el número de Fraude es por definición: 

Fr = 
V 

.fih 

y la condición 3.2.f para la sección crítica puede escribirse. aceptando que a: = 1: 

= 1 . 1 • o Fr = 1 

lo que permite decir que una vez calculado el Fr para un caso específico. se cumple lo siguiente: 

Si Fr > l. el régimen es supercrítico o rá;¡ido 

Si Fr = l. el régimen es crítico 

Si Fr < l. el régimen es subcrítico o lento 

(3.2.j) 

Desde luego. es posible aplicar estas condiciones a una sección distinta de la r.::ctangular. si se 

refieren al tirante medio. tal como se definió en 3.2.d. 
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b) Sección triangular 

Para una sección triangular. como la de la figura 3.6. la condición general 3.2.c toma la forma: 

( 

., \3 5 

a.Q~ = m hé) =m~ he 
g 1m he 1 

FIGuRA 3.6 

luego, el tirante crítico es: 

h =sJ2a [º]' e g m 
(3.2.k) 

e) Sección trapecial 

Para el caso de la sección trapecial, que quizá sea la más usada. el tirante crítico no puede 

obtenerse explícitamente como en los dos casos anteriores. Sin embargo, en un gran número de 

casos, puede reducirse el número de tanteos si se usa la fórmula aproximada de Agroskin (1944) 

que dice: 

(3.2.1) 

en que her es el tirante crítico que se busca (canal trapecial) y hCR es el crítico que tendría un 

canal rectangular de ancho igual al ancho de plantilla del canal en estudio con el gasto total Q. 



Así, según la figura 3. 7: 

a es un coeficiente cuyo valor es: 

8 
--, 

1 

h 1 
hCT CR 1 

b 

FIGURA 3.7 

a = 

(3.2.m) 

Esta fórmula no es utilizable cuando CJ > 1 , además en el rango de a s; 1 da resultados 

generalmente un poco menores que los reales. por lo que es recomendable comprobar siempre 

con la expresión general 3. 2. e. Pueden también usarse gráficas como la que presenta Chow 

(1959). Cuando a > 1 , se recomienda empezar los tanteos (utilizando 3.2.c) con un 90% del 

valor obtenido con la expresión 3.2.m. 

3.2.3 Relación h == f (E) para diferentes gastos 

De acuerdo con la expresión 3.2.c. para cada gasto que pase por un cierto canal. se tiene un 

tirante crítico diferente. Una observación rápida de dicha expresión, nos llevará a la conclusión 

de que mientras mayor sea el gasto en una sección. los tirantes críticos correspondientes serán 

más grandes, y una serie de gastos haría que las funciones h == f (E) fueran una familia de 

curvas, como la que se indica en la figura 3.8 para el caso de sección rectangular. 
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h 

E 

FIGUR<\ 3.8 

3.3 Relación h = f (Q) para un valor E0 conocido. Principio del gasto máximo 

Supongamos que en una sección se tiene una energía específica E0 , (cosO - 1), es decir: 

(3.l.a") 

si se despeja Q se tiene: 

Q =A J ~ (E0 - h) (3.3.a) 

donde se observa que hay un valor distinto de Q para cada h. El lugar geométrico es una curva 

de tipo parabólico, que para Q = O implica: 

h =E o y h =o 

ya que en este último caso, el área hidráulica A es nula. 



Además. la parábola tiene un valor de Q máximo que puede determinarse con el criterio de la 

primera derivada en la siguiente forma: 

Simplificando y recordando que 

se llega a: 

dA 
- = B 
dh 

2g B (E
0 

- h) - i A 

dQ = _a_~====-a_ 
dh J~(Eo-h) 

e igualando a cero se obtiene el valor de Q máximo buscado, es decir: 

2B (E0 - h) =A 

(3.2.b') 

Al sustituir el valor de E0 , según la definición 3 .l.a. y aplicar el principio de continuidad, se 

deduce que el gasto máximo se presenta cuando se cumple la condición: 

Q2 AJ a = 
g B 

es decir, cuando el régimen es el crítico. según se demostró en 3.2.1 (expresión 3.2.c). 

Lo anterior significa que en las secciones críticas. además de que se tiene la energía específica 

mínima para un gasto dado, dicho gasto es el máximo que puede pasar por esa sección, 

propiedad conocida como principio del gasto máximo. 
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En la figura 3. 9 se representa la parábola h - Q con las características señaladas. 

h 

FIGUR\ 3.9 

Sección rectangular 

Desde luego, si la sección transversal del canal es rectangular, siendo A 

3.3.a puede escribirse usando la definición (3.2.g): 

Q 

Bh. la expresión 

(3.3.a') 

expresión que derivada respecto a h e igualada a cero conduce a la determinación del tirante h, 

correspondiente al de q máximo posible para la energía específica constante E0 . Dicho tirante 

es. entonces: 

(3 .2. i) 

propiedad de la sección rectangular para una sección crítica que ya se había demostrado. En la 

figura 3. 1 O se expresa la ley h - q para este caso. 



h 

"2 
2 

~ 2 ---+¡-g --='"*'=---r- 1--- q mó.. ' e")" ----
1 . Supercr(tico 

Q 

FIGURA 3.10 

. .:-: 

Y al sustituir 3.2.i en.3.3.a' y realizar los cálculos indicados, se obtiene la expresión:' 

[
-
E) 

q . = 1.705 ~ 
mlll O< 

(3.3.b) 

Observando ahora las figuras 3.9 y 3.10, válidas para una energía específica E0 fija, conviene 

hacer los siguientes comentarios: 

60 

l. Dado el gasto Q0 existen dos posibilidades de tirante h2 o h1 • según sea 

el régimen subcrítico o supercrítico, respectivamente. 

2. La excepción a lo anterior es cuando el régimen es el crítico en que hay 

un solo tirante he y E0 es la mínima posible en la sección para el gasto {1 

dado. 

3. La parábola debe entonces interpretarse como válida en uno o dos puntos 

(a y b o e). respectivamente en las figuras 3.9 y 3.10 para una E0 y un Q0 

dado, y se comete un grave error de concepto si se usa para calcular 

tirantes críticos usando propiedades como la 3.2.i, ya que eso sería válido 

sólo en el caso de que, tratándose de un canal rectangular, la E0 fuera la 

mínima posible para el gasto Q0 (V éanse las figuras 3.1 y 3. 8). Entonces, 

los tirantes críticos deben calcularse únicamente como se explica en 3.2.2. 



Para aclarar mejor la tercera observación, se analizará el siguiente ejemplo numérico. 

Ejemplo 3.1 

Un canal rectangular tiene los siguientes datos: 

Calcule: 

a) La energía específica. 

Q ; 20 m3/s 
h ; 4 m 
B; 16m 

b) Las zonas de régimen subcrítico, crítico y supercrítico. 

Solución: 

a) Para la energía específica habrá que calcular primero la velocidad, luego: 

V; "O - ; 0.3125 mis ; 
16 X 4 

V' E ; h + ; 4.00498 m 
2g 

b) El tirante crítico está dado por la expresión 3.2.h: 

V' 1 

2g 
; 0.00498 m 

; ; .) m. h '[ 1.5625 o -4 
e 9.81 ' 1.25 m 3!s!m] 

Luego, si: 

Comentarios: 

h > 0.54. el régimen es subcrítico 

h < 0.54. el régimen es supercrítico 

h = 0.54. el régimen es crítico 

1) Como h = 4 m > 0.54, el régimen es subcrítico. 



2) El máximo de la parábola se presenta para h = 2/3 E. es decir. 

para h = 2.67 m, pero este tirante de ninguna manera es el 

crítico, ya que la energía específica no es la mínima posible 

para ese gasto. En efecto. la energía específica mínima de que 

se habla es: 

E . = 0.54 - [ 
20 

) ~ 
mm 16 X 0.54 _,...,......,...,. 

= 0.813 m 
19.62 

1 

3) Por otra parte. como puede deducirse usando la expresión 3. 3. b 

para et = l. el tirame h = 2.67 m sólo sería crítico si el 

gasto fuera q = 13.665 nr'lslm y no 1.25 m3/s!m, como es el 

caso de este ejemplo (Véase el tercer comentario del tema 3. 3 

referido a las figuras 3. 9 y 3.1 0). Con el fin de aclarar más las 

propiedades de la energía específica, se presenta el siguiente 

ejemplo. 

Ejemplo 3.2 

El canal de la figura es de sección rectangular y ancho constante. Tiene un gasto unitano q = 2 m'lslm. 

Determine h, si h
1 1 

_, = -0 y 50 = O. 

G) 
1 
1 
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Solución: 

La energía específica en la sección l es: 

y según 3.2.g': 

E, ; h
1 

v' 1 
+-

2g 

V
1 

; .!i ; 2 ; 1.25 mis 
h, 1.6 

E, 
( 1.25)' 

1.6 + -=-~,..,..,. 
2 (9.81) 

E, ; 1.679 m 

Aplicando ahora la ecuación de la energía entre l y 2, se tiene: 

donde. 

v' 1 
h, +-

2g 

V ; q 
' h, 

Sustituyendo valores: 

Así: 

; h. 

E
2 

; 1.679 - 0.18 ; 1.499 m 

1.499; h, + 
(21h,)' 
2(9.81) 

1.-+99 ; h, 
0.203 

+-
h2! 

h,' - l.-+99 h': + 0.203 ; O 

Las raíces del polinomio son: 

h,' = 0.4373 /¡,"' = 1.3946 h¡'" =- 0.3329 



Para saber cuál es el valor correcto es necesario calcular el tirante crítico (canal 

rectangular): 

h,='lq' ='J(
2

)' =0.7415m 
g 9.81 

he < h1 = 1.6 m .. es régimen subcrítico. 

Desde luego. se descarta h '" ya que se trata de un valor negativo. El valor correcto puede 

definirse con ayuda de las curvas h - Q para las dos energías específicas E1 y E,. 

En efecto, en el dibujo se puede observar que si el nivel llegara hasta el tirante h,' en la sección 

2. en alguna sección intennedia de la sobreelevación el gasto unitario q tendría que ser mayor 

que 2 m3/slm. alcanzar el valor máximo y empezar a disminuir hasta llegar nuevamente en la 

zona supercrítica a q = 2 ~/slm. Esto no es posible. ya que el ancho es constante y por lo tanto 

q también lo es. Entonces. la solución correcta es h2 ' = 1.39 m. 

E E 

_________ E=.!:_te __ _ 

E
2
=1.50m 

" l T h2 •!.39m 

1 h' =O 44m 
2 

E
1
=1.68m 

1 h
1
=1.60m 

1 1 

1 
q . : 3 71 m'r..lm 
mc~: 1 
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Ejercicios propuestos 

3.1 En la figura se representa un canal rectangular de ancho constante e igual a 10 m. 

Encuentre la altura máxima del escalón (M) sí se tiene un gasto de 25 m1 ls y la energía 
específica en la sección 1 es igual a 1.50 m. Las pérdidas son despreciables. 

"CD 
! 

T 
' 

3.2 En los siguientes casos se presenta la ·energía específica mínima posible. Determine el 

gasto correspondiente y el número de Froude para el inciso b. 

a) 

h=l.5m 

- b=5m 

b) 
íl 

h= !.25m 

1----b = 5 m ---...1 



CAPÍTULO 4 

FLUJO GRADUALMENTE VARIADO 

En el capítulo 2 se explicó que el flujo gradualmente variado es producto de un desequilibrio 

entre las fuerzas de gravedad que provocan el escurrimiento y las de fricción que se oponen 

a él. A continuación se hará referencia a flujos de este tipo en canales prismáticos (véase nota 

al pie de la página 4). 

Generalmente la existencia de un cambio de pendiente o de una alteración en alguna sección 

de un canal es la causa de la formación del régimen gradualmente variado; aunque no se 

presenta en la parte alterada sino en las zonas aguas arriba y aguas abajo de ella .. 

Las características atribuidas a los conductos. en donde típicamente se presenta el flujo que 

nos ocupa, no son obviamente cauces naturales, sino necesariamente canales construidos por 

el hombre. Esto hace que el conocimiento de las leyes a que está sometido el flujo .. . 
gradualmente variado" sea de gran importancia para el ingeniero. 

4.1 Ecuación dinámica del flujo gradualmente variado 

Consideremos dos secciones de un tlujo gradualmente variado separadas una distancia dr tal 

como se indica en la figura 4.1, y tomemos un eje vertical Y, medido a partir de la plantilla, 

y otro longitudinal X alojado en el plano de dicha plantilla, de manera que el origen de 

ambos ejes esté localizado en la sección a partir de la cual deseamos hacer el análisis. 

De acuerdo con esto, en la figura se describe con la variable y, el desnivel entre la plantilla 

y la superficie libre del agua y se indica su valor en las dos secciones mencionadas siguiendo 

las leyes del cálculo diferencial.· 

"Respetando la costumbre, se considerarán las pendientes como positivas cuando están como las 
que se indican en la figura 4.1, independientemente del signo que tengan de acuerdo con los ejes X-Y. 
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Si se desea aplicar la ecuación de la energía entre las dos secciones indicadas en la figura. 

debe observarse que para cada desnivel y, la carga de presión real en la plantilla 

es y cos28 como puede verse en la figura 4.1 y de acuerdo con lo señalado en el tema l. 5 

(expresión 1.5 .e). Con base en estas consideraciones, la ecuación de la energía adquiere la 

forma: 

vz 
+ a- = (y + dy) cos28 + 

2g 

vz 
a-

2g 

que simplificado queda: 

d)' 
-· cos28 + 
dx 

d ahora bien, el término (V 2 ) que equivale a: 
dx 

y como: 
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2 Q2 dA 
dx 

+ ad ( ~;) + dh1 

(4.l.a) 

(4.l.b) 



dA = dA d_v = dA dh dy 
dx dy dx dh dy dx 

si (J es pequeño de manera que puedan confundirse su seno y su tangente, es posible aceptar 

que h = y cos(J (véase figura 4.1 ), por lo que: 

dh = cose 
dy 

Utilizando esta consideración y la 3.2.b', la expresión anterior equivale a: 

dA = B cos(J dy 
dx dx 

que sustituida en 4 .l. b, da como resultado: 

= - 2 Qz B cos(J dy 
A 3 dx 

(4.1. b') 

y como dh1 ldx es,. por definición, la pendiente hidráulica S en el tramo considerado. al 

sustituir esta definición y la expresión 4.l.b' en la 4.l.a, y al hacer las simplificaciones . . 
convenientes, se tiene: _, 

o 

d y = __ s_o_c_o_so-::-;;---s=---
dx Q' B cos2(J - a -- cos(J 

gA3 

que es la ecuación del flujo gradualmente variado. 

Si recordamos que el tirante medio es: 

puede escribirse la expresión 4. l.c: 

dy = S0 cos(J - S 
= --------

dx coszo - a QzcosO 
A2g hm 

~ 

(4.1.c) 

(3 2 d) 

. .. 
~ 

"• 



Y expresando el número de Froude en la forma: 

la ecuación del flujo puede escribirse: 

dy = S0 cose - S 

dx cos20 - aFr; cosO 

y s1 O es menor de 10°, cosO= 1 y la ecuación se simplifica a: 

dv 

dx 
= 

Desde luego. si el canal es rectangular. h = hm y Frm = Fr . 

(4.l.d) 

(4.l.d') 

La ecuación del flujo variado. en su forma 4.l.d o 4.l.d'. describe el perfil de la superficie 

del agua según se comporten las variables Fr, y S a lo largo del eje X, en relación con la 

pendiente longitudinal constante S0. En efecto. observando la figura 4.1 y la ecuación 4.l.d' 

puede deducirse que los distintos tipos de flujo gradualmente variado son: 

a) 

b) 

e) 

70 

dy 
Si < O o flujo gradualmente acelerado. 

dx 

dy 
Si > O o flujo gradualmente retardado. 

dx 

S. dv O . . b.. 1 1 _. = . v = ere. y por conswU!ente. tam 1en z = ere. 
dx · · -

Se tiene un flujo uniforme. que con base en la ecuación 4.l.d'. 

puede concluirse que en realidad es un caso particular del flujo 

gradualmente variado. en el que, además, S0 puede considerarse 

igual a S, si su valor es menor de 10°. como se supuso al 

escribir dicha expresión. 



d) Si dv _,. oo se tendrá una discontinuidad en el perfil de la superficie 
dx 

libre. tendiendo ésta a hacerse vertical. Esto sucede cuando el 

denominador de la ecuación 4.1.d' se acerca a cero. es decir. cuando 

el segundo término del denominador es prácticamente l. o lo que es 

lo mismo, en el instante en que la sección se hace crítica. ya que allí 

habrá de cumplirse la condición 3.2.j para que esto suceda (Fr = 1). 

4.2 Concepto de pendiente hidráulica en flujo variado 

Antes de analizar detenidamente la ecuación del flujo variado (4.1.d'). obsérvese que en este 

tipo de flujo los parámetros Frm y S cambian de una sección a otra. Por lo que respecta al 

número de Fraude Frm, no hay duda que es una característica de cada sección del 

escurrimiento. Pero, ¿cuál es la pendiente hidráulica S en una sección detemlinada~ 

Recurriendo al cálCulo diferencial podemos definir a la pendiente hidráulica como la :1 

derivada de la pérdida por fricción con respecto a la variable que indica el desplazamiento 

del flujo. Desde lu,$!go, para calcular dicha derivada habría que conocer de antemano la 

función que relacioqe ambas variables. Como esta función generalmente no se conoce. sigue '!l 
la duda: ¿cómo calcular la pendiente hidráulica en una sección de un flujo variado.'¡si sólo ~ 
se dispone de fórmulas para flujo uniforme'' 

Lo que se hace es suponer que, aunque de una sección a otra varíen los tirantes, SI nos 

referimos a un tramo suficientemente corto para que sus dos tirantes puedan considerarse 

iguales, en ese pequeño tramo podemos aceptar que existe un flujo uniforme y calcular el 

valor de S para la sección en estudio. aplicando fórmulas del tipo de las 2.l.c o 2.l.d con 

los valores de R y V que corresponden a dicha sección. 

4.3 Características y clasificación de perfiles en flujo gradualmente variado 

Cuando se conoce el tirante en una sección de un escurrimiento gradualmente variado y se 

desea determinar todo el perfil de la superficie del flujo, partiendo de este tirante, el camino 

más lógico es dividir el canal en tramos longitudinales y aplicar entre ellos la ecuación de 

la energía en forma sucesiva. El procedimiento se describirá con detalle al final de este 

capítulo, pero basta por ahora observar que a partir de una sección 1 conocida se puede 

calcular el tirante de otra sección 2 resolviendo la ecuación (véase figura 4.2): 



V/ 
=h+-+h 

2 2g /¡-2 

que resulta aplicable para pendientes pequeñas (8 < 10°) donde se puede considerar 

que h =y 

CD 
~E·'\_:- _,--·-- -· -·-- ---· 

v.2-- -
1 ------2o --

® 

...... -
.. , 

FIGURA 4.2 

La pérdida por fricción hf,., puede determinarse con los datos conocidos de la sección 1 y 

si el tramo no es muy largo, prácticamente no difiere del valor real (después se mostrará que 

debe calcularse con los datos de ambas secciones). Esto reduce la ecuación anterior a: 

y2 
2 

h 2 +- =cte. 
2g 

Ecuación que se satisface para dos valores positivos del tirante h2. Obviamente sólo uno de 

estos tirantes es el correcto y habrá que definir cuál es. 

Un análisis de la ecuación 4.l.d' nos muestra claramente el perfil que debe seguir la 

superficie del agua a partir de la sección en estudio, cuyo tirante es h1 , y con esta 

información podemos seleccionar fácilmente el tirante correcto entre las dos posibilidades que 

se mencionan. Como se verá, la probabilidad de equivocarse en el cálculo de h2 , es tanto 

mayor cuanto se esté más cerca del tirante crítico he. 

A continuación se describen los tipos de perfiles que pueden presentarse en un escurrimiento 
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Caso l. Pendiente longitudinal del canal S0 menor que la pendiente crítica Se del 
escurrimiento 

Cuando un canal funciona en estas condiciones, indicadas en la figura 4.3, es evidente que 

si el régimen estuviera establecido sería subcrítico. En adelante, llamaremos h0 al tirante 

correspondiente a un régimen uniforme o establecido en un canal cuya pendiente longirudinal 

sea S0 , tal como se hizo en el tema 3.2. 

y 

horizontal 

- K .. so-.._ Ax 

1- a 

- -----............ 

~-~:==~--~}y-

----- -- ho -r----he """"-.... ......... 
1 

--......_X 
FIGURA 4.3 

Como ya ha sido señalado, el régimen variado se caracteriza porque sus tirantes son 

diferentes del normal, por lo que pueden encontrarse en las siguientes tres posiciones: 

POSICIONES: (Figura 4.3) 

Primera 
h > ho (perfil l-a) 

Segunda 
ho > h > he (perfil 1-b) 

Tercera 
(perfil l-e) h < he 



Para valores pequeños de S0 (0 < 10°). el escurrimiento puede analizarse con base en la 

ecuación del flujo gradualmente variado que. para estas condiciones. tiene la forma (véase 

tema 4.1 ): 

dY 
dx 

= 
S0 - S 

1 - o: Fr~ 
(4.l.d") 

En efecto. enseguida se determinará el tipo de perfil que tiene la superficie del agua para 

cada posición del tirante. 

a) Primera posición 

En esta posición se tienen las siguientes características: h >h
0 

>h,. 

Por consiguiente: 

S< S0 Ya que la pendiente hidráulica. que tendría un canal con 

flujo establecido y tirante h. sería forzosamente inferior a la 

correspondiente al tirante h0 para el mismo caso. 

Con el tirante h el flujo establecido sería subcrítico y debe 

cumplirse esta condición (3.2.j). 

Aceptando o: = 1 . las dos conclusiones anteriores nos indican que tanto el numerador 

como el denominador de la ecuación 4.1 .d· son positivos y. por consiguiente. también lo 

es la deri\·ada. es decir: 

d.Y~T() 
=----,-=+( 

dx - ( ) 
) . 

Esto significa que en la dirección del eje X (hacia la derecha del dibujo). el tirante h debe 

ir aumentando. Ah,,ra bien. ¿hasta dónde aumenta" lln razonamiento sencillo nos da la 

respuesta. En efecto. si h aumenta. S y Frm van a disminuir y llegarán juntos a cero 

cuando no haya movimiento (V = Üi. En ese momento el perfil estará descrito por la 

ecuación: 

• El parémesis indica que d valor numérico no nos interesa. si sólo se desea conocer el signo de 
la derivada. 
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dv =S 
o dx 

es decir. el perfil se acerca asintólicamente a una línea horizontal. ya que el tirante 

aumenta debido exclusivamente a lo que baja longitudinalmente la plantilla del canal (véase 

figura 4.3). 

El hecho de que la derivada sea positiva. significa también que hacia la izquierda de la 

figura 4. 3. en dirección opuesta al flujo. el tirante debe disminuir. Luego. esto implica que 

aumente S y Frm. es decir, que S se acerque a S0 y Fr"' se aproxime a 1; pero. ¿qué sucede 

primero? El tirante llega antes a la línea de los tirantes normales que a la de los críticos; 

después. en el límite S llegará a ser igual a S0 antes de que Frm llegue a ser igual a 1 (lo 

que no sucede nunca), y la ecuación tendrá la forma: 

dv = 0 
dx 

o h = cte. = h9_ (flujo uniforme). esto es. el flujo hacia la izquierda tiende a hacerse 

uniforme, acercándose suavemente a la línea h = h0 y allí se establece el equilibrio que 

lo convierte en flujo uniforme o establecido. El perfil para este caso se ha indicado en la 

figura 4. 3 con la curva 1-a y en la figura 4.4. a se indica para un caso real. 

b) Segunda posición 

Si h0 > h > he, se cumple: 

por lo tanto: 

dv 
dx 

S> S0 

Fr, < 1 

- ( ) 
= --,-----:- = - ( 

- ( ) 
) 



El tirante decrece hacia la derecha y cuando se acerca al nivel del tirante crítico: 

Frm = 1 , la derivada se aproxima al valor infinito, es decir: 

dy 
---+ 00 
dx 

lo que significa que existe una discontinuidad con tendencia a que el perfil sea vertical. 

Hacia la izquierda, el nivel sube hasta que S = S0 y el flujo tiende asintóticamente a 

hacerse uniforme como en el caso anterior. El perfil descrito corresponde a la curva 1-b 

de la figura 4.3, y un ejemplo real es el indicado en al figura 4.4.b. 

e) Tercera posición 
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Si h < he, el flujo tiene las siguientes propiedades: 

por lo tanto: 

dv 
dx 

= ---+-( ~) + ( 
- ( ) 

) 

El tirante aumenta hacia la derecha. cuando llega a la línea de los tirantes críticos: Frm = 

1 y aparece una discontinuidad con tendencia a la vertical. Hacia la izquierda aumentan 

Frm y S, alejándose cada vez más de sus límites. Este es el caso típico de perfil que se 

forma a la salida de una descarga de fondo cuando el canal tiene pendiente subcrítica 

(curva 1-c de la figura 4.3). En la figura 4.4.c se indican un perfil real para este caso. 
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FlGURA 4.4 Ejemplos de perfiles del caso 1 (S, < Scl· 

Caso 2. Pendiente longitudinal del canal 50 mayor que la pendiente crítica Se del 

escurrimiento 
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En este caso el flujo establecido sería supercrítico. Esto significa que el tirante non11al h0 es 

menor que el crítico. lo que equivale a que la pendiente hidráulica a régimen establecido S0 

es mayor que la pendiente correspondiente a régimen crítico Se. 

y 

-r-- ----+-~2~-~0 ---=-=--=-=-=-:..:-:.=.=.;- L _H~I ~n~l __ 1.. Jt::.y 
1 ' --=--- llx -, ---

he r-------
---------- --------

--- 2-b 
to ~::;:~~-~-~~~~ 

--r~ 2-c ---
_

~::::r:_:_~= 
---

so 
X -

FIGURA 4.5 

Las posiciones que pueden presentarse son: 

POSICIONES: (figura 4.5) 

Primera 
(perfil 2-a) 

Se!!unda 
(perfil 2-b) he 

Tercera 
(perfil 2-c) 

Al analizar cada posición se observa lo siguiente: 

a) Primera posición, h > he 

En esta situación se tienen las características: 
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S< S0 

Fr., < 1 

}¡ > he 

> }¡ > ho 

}¡ < }¡o 
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Luego, la ecuación 4.l.d' quedaría: 

_dy = -·.....,<_"7) = + ( 
dx • ( ) 

) 

El tirante aumenta hacia la derecha, lo que implica que en esa dirección disminuya S y 

Frm. Estos valores llegan a ser nulos como en el caso del perfil 1-a, ya que, en el límite: 

dy = S
0

; (S= Frm = 0) 
dx 

Hacia la izquierda el tirante baja y, cuando llega al nivel del tirante cótico, aparece una 

discontinuidad con tendencia a hacerse vertical, tal como se indica en el perfil 2-a de la 

figura 4.5 y en el caso real mostrado en la figura 4.6.a. 

b) Segunda posición 
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Si he > h > h0 , el flujo tiene las características: 

Luego, la ecuación 4.l.d' queda: 

S< S0 

Frm > 1 

dy = + ( ) = - ( 
dx -_ 7( --:-) 

) 

lo cual significa que, hacia la derecha, el tirante debe bajar. Esto implica que en esta 

dirección S aumenta y al llegar al valor de S0, la ecuación del flujo es: 

dy =o . h h .. =cte. = 
0 dx 

es decir. el flujo tiende a hacerse uniforme de acuerdo con las características del canal. 

De la sección en estudio hacia la izquierda, el tirante debe aumentar, lo cual significa que, 

-



en cada sección sucesiva, Frm irá disminuyendo y al tocar la curva del tirante crítico tendrá 

el valor 1, por lo que: 

y aparece una discontinuidad con tendencia a que el flujo se haga vertical (perfil 2-b de 

la figura 4.5 y en el ejemplo señalado en el perfil b de la figura 4.6.b). 

e) Tercera posición 

Si h < h0 , se tiene: 

por lo que la ecuación 4.1.d' tiene la forma: 

dy = _-_:(e__....:.) = + ( 
dx - ( ) 

) 

Entonces, el tirante aumenta hacia la derecha y al llegar a la línea del tirante norinal S 

alcanza el valor S0 , por lo que: 

dy =O :. h =cte. = h
0 dx 

Luego, el flujo "se estabiliza" o se hace uniforme. A la izquierda los valores de Fr m y S 
aumentan constantemente. Este caso, que es también similar al anterior (figura 4.3, curva 

1-c), es típico de una descarga de fondo, aunque la concavidad del perfil es contraria a la 

vista antes. Este caso se representa con el perfil 2-c de la figura 4.5 y un ejemplo real se 
indica en la figura 4.6.c. 



Caso 3. Canal cuya plantilla es horizontal 

En este caso, figura 4. 7, se tiene: 

La ecuación 4. J.d' queda: 

O - S 
' 

dy = 
dx 1 - a Fr;;, 

Y el tirante puede estar en las siguientes posiciones: 

la. h > he Fr < 1 
dy - S - ( ) \' = = m dx + ( ) 

2a. h he Fr 1 
dv 

00 (posición inestable) = = \' -· -> m dx 

3a. h < he Fr > 1 
dv - S 

+ ( ) y = = m dx ( ) 

y 

Horizontal 

---r-
hc 

. ·- " 

FIGl'RA 4.7 

X 

Un análisis semejante a los anteriores llevará a que la primera y tercera pos1c1ones 

correspondan a los perfiles 3-a y 3-c respectivamente, tal como se indican en la figura 4. 7. 

El perfil asociado a la segunda posición es claramente inexistente, lo que significa que si en 

alguna sección se forzara este tirante. inmediatamente cambiaría su valor quedando en alguno 

de los otros dos casos. 
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Como ejercicio se recomienda al lecror demostrar que los perfiles correspondientes a los 

casos 4 y 5, que se especifican a continuación. son los indicados en las figuras 4.8 y 4.9. 

respectivamente. 

Caso 4. Canal con pendiente crítica 

En esta situación, el tirante normal h0 es igual al crítico he y por consiguiente S0 Se. 

y 

- - - -~ 

T 
-r---

~~---=--

' ' 

'" 1 ' 

' ' 

FIGlJ"RA 4.8 

-
... 

Horizontal 
._.......-

' 

En este caso. al acercarse h a h0 existen las dos tendencias, a saber: perfil vertical y asíntota 

a la línea de los tirantes críticos. Lo que realmente sucede, es que en ese punto hay una 

indeterminación que trae por consecuencia que esta zona sea inestable. 

Se ha visto que el' flujo variado se presenta siempre que S ~ S0 , sin importar los valores 
que adquieran estos parámetros. En realidad, lo verdaderamente necesario para que el agua 

fluya por una sección, es que la pendiente hidráulica S sea positiva ya que la pendiente 

longitudinal S0 puede ser inclusive nula o aún negativa, como en los casos 3 y 5, 

respectivamente. 



Caso 5. Canal con pendiente negativa (S0 < O) 

y 

_________ J:!Qrizontol _ 

::::-=-==='--=-=::-+:::.=: 5- a 

----- X 

FIGURA 4.9 

Ejemplo 4.1 

Identifique el tipo de perfil para cada uno de los siguientes casos si: 

n = 0.016, B = b = 48 m y 50 = 0.02 

a) 

b) Ícompuerta 

t 
O 4m 

;;,¡;. J)' ¡¡,'". 'f". )))),), )1/}j./}/!, ))), 1!1)1}1),,), 

84 



e) 
J/'"m'"'" 

IOm ·/'So 

"'""'"""'""' ( ' ,)}J))}}})IJ ,,,,,,,,,,, 
'"u)hH 

Solución: 

a) 

A = 81.6 m': P = 51.40 m; R = ~ = 1.5875 m 
51.40 

S= [_!d!!_] 2 

= 0.0015: q = Q = 5.70 m 31slm 
AR~3 B 

he = [ ~2 ] 
113 

= 1.49 m: Ae = 71.52 m'; Pe = 50.98 m 

71.52 
50.98 

= 1.403 m: se ;:: 0.00238 

Cálculo de h0 : 

A = 48 h; p = 48 + 2h; 

4R ~3 = Qn = 30.93 
S 112 
o 

Iterando hasta cumplir con la igualdad ( 1) 

h0 (m) A(m!) p (m) 

0.50 24.00 49.00 

0.80 38.40 49.60 

0.78 37.44 49.56 

Por lo tanto h0 = O. 78 m. 

R:/3 

0.62 

0.84 

0.83 

R = 
48h 

48 + 2h 

AR213 

14.91 

32.38 

31.06 = 30.93 

Entonces como S0 > Se > S~ h0 < he < h; Fr < 1. nos encontramos en la zona 

(1) 



subcrítica del caso 2. Ahora. de la ecuación 4.l.d' puede concluirse: 

dy = + 

dx + 
= + (Figura 4.5, curva 2-a) 

b) Si h = 0.4 m. he = 1.49 m y Se = 0.00238, siendo he > h; Se < S. por lo tanto 

Fr > 1 (zona supercrítica) y como también S0 > Se. h0 < he y al ser h0 > h. S0 < S. 

que resumiendo. significa: 

Se < S0 < S; F, > 1 y los tirantes he > h0 > h. 

Valores que en la ecuación dinámica 4.l.d' conducen a: 

dv _. = _ = + (Figura 4.5. curva 2-c) 
dx 

e) Si h = 1.00 m: 

como h < he, S > Se y siendo que h0 < h, S0 > S: luego, Se < S < S0 v Fr > l 

(zona supercrítica) y la ecuación (4.l.d') indicará el siguiente signo: 

dy = + 

dx 
- (Figura 4.5. curva 2-b) 

4.4 Secciones de control 

Cuando en un escurrimiento se presenta un cambio de régimen subcrítico a supercrítico, la 

sección donde esto sucede es una sección crítica, ya que es la única que puede penenecer 

simultáneamente a los dos regímenes. 

Según ya se explicó en el capítulo 3. esta sección se presenta. por ejemplo, en la cresta de 

un venedor o en casos como el de la figura 4.10 (sección C) provocada por un cambio 

brusco de la pendiente longitudinal del canal. al pasar de un valor menor que la pendiente 

crítica Se a otro mayor que ella. 
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Por las mismas razones expuestas, la sección crítica también se presenta en la naturaleza, por 

ejemplo, en el origen de las cascadas o en ríos en que haya cambios bruscos de pendiente. 

i :-·-¡·-· 
01 h 
1 e 
1 

FIGURA 4.10 

La sección crítica se provoca artificialmente en algunas obras de ingeniería como sucede al 

principio de los canales de descarga, comúnmente llamados "rápidas", los cuales trabajan a 

régimen supercrítico y se usan con frecuencia en las obras de excedencia. En este tipo de 

obras, a menudo se fuerza al flujo a cambiar bruscamente de subcrítico a supercrítico (al 

empezar la rápida propiamente dicha) haciendo el cambio de pendiente necesario. 

Es precisamente en estos casos cuando a estas secciones críticas se les llama "secciones de 

control", nombre que se justifica por la razón que se expondrá a continuación. 

La importancia de la sección de control radica en el hecho de que, sabiendo de antemano que 

allí se va a tener siempre un tirante crítico, puede utilizarse como sección de aforos. En 

efecto, si se pinta una escala lineal en las paredes de la sección de control de manera que se 

pueda leer el tirante en cualquier momento, para conocer el gasto basta sustituir el tirante y 

las características geométricas de la sección en la fórmula 3.2.c. O, inversamente, si se 

conoce el gasto, puede determinarse el tirante correspondiente utilizando la misma fórmula 

ya que sabemos de antemano que siempre será el tirante crítico el que se presente en esa 

sección específica. 



Un caso común donde se utilizan las secciones de control, es en las obras de excedencia 

cuando se provoca un salto hidráulico (capítulo 5) y después se construye un canal de 

descarga. En estos casos la sección de control se proyecta precisamente al empezar la rápida. 

tal como se indica en la ftgura 4.11 (sección C). 

Salto hidráulico 
Me .. 

SecciÓn de control 

·e· 

FIGl.:"RA 4.11 

En estas estructuras, la sección de control puede utilizarse en el proyecto como sección 

inicial en el cálculo de los tirantes a lo largo del canal de descarga, y disponer así de una 

serie de perfiles de la superficie libre para distintos gastos. mismos que son necesarios tanto 

para diseñar las estructuras finales de descarga, como para conocer la altura necesaria del 

revestimiento a lo largo del canal. 
.. 

4. 5 Integración de la ecuación dinámica 

El problema consiste en obtener la función h = f(x) a lo largo de un canal prismático con 

flujo gradualmente variado. 

La ecuación dinámica del flujo gradualmente variado (4.l.c) para pendientes pequeñas 

( cos e = 1, h = y) puede escribirse en la forma: 

dh S -S o (4.5.a) = ... 
dx Q1B 

1 -a--
gA3 
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v siendo que: 
S = f 1 (coeficienre de rugosidad. R, V)' 

y R. en un canal prismático varía sólo con el tirante h. que a su vez, en el flujo gradualmenre 

variado. es función únicamente de x. Por otra parte. para un caso dado. es válido el mismo 

razonamiento para la velocidad V, es decir. también ésta es una función de x. Aceptando 

además que en el canal en estudio. el coeficienre de rugosidad es constante. la expresión 

anterior puede escribirse. 

S= fz(x) 

v utilizando esta propiedad, se puede represenrar la expresión 4.5.a, en la forma: 

dh = JC"c) dr (4 5.b) 

que es una expresión teóricamente integrable, aunque esto es posible sólo con base en ciertas 

consideraciones especiales, tal como lo han hecho algunos investigadores según se explicará 

a continuación. 

Enrre los métodos de integración de la ecuación dinámica del flujo gradualmente variado, 

pueden mencionarse Ios debidos a Bresse (1860), Rühlmann (1880) y Bajmetev (1912). Estos 

métodos tuvieron una gran importancia en su tiempo, ya que el otro camino es el de aplicar 

sucesivamente la ecuación de la energía en tramos más o menos cortos (véase tema 4.6) y 

esto implica hacer un número grande de operaciones. Sin embargo, en los últimos 25 años 

ya no hay razón para detenerse ante este problema. debido a que el ingeniero tiene fácil 

acceso a computadoras electrónicas y puede obtener la precisión que desee en sus resultados. 

sin ninguna dificultad. 

No obstante, se considera de interés presentar el razonamiento seguido al menos por uno de 

los investigadores mencionados, ya que esto ayuda a comprender mejor algunas 

peculiaridades del fenómeno. Con este fin, se expondrá a continuación el método desarrollado 
_ .... 

en Rusia por Boris Bajmetev. Se escogió este método. por considerarlo uno de los más 

generales y porque algunas de sus hipótesis pueden ser útiles en otras aplicaciones. 

* /1, fz y f significan: "función de" ( _, _. _ ). 



Método de Bajmetev 

Entre dos secciones de un escurrimiento con flujo gradualmente variado en un canal. la 

fórmula de Chézy (2.1.c') nos garantiza que se cumple la relación: 

(4.5.c) 

Bajmetev obser::S que para cualquier sección son válidas en forma aproximada las relaciones: 

(4.5.d) 

en que x. llamado por el autor "coeficiente hidráulico", depende del tipo de sección. 

Por otra parte. la condición para sección crítica 3.2.c exige que se cumpla (usando 2.l.c'): 

C 2 A 2 
"R S O "U O . 

• (o: = 1) 
g 

(los subíndices O se refieren a flujo establecido). 

Si ahora se multiplica esta expresión por BIA3 y se recuerda que A = RP, puede escribirse: 

Ael B = Q2 B = 

Be Al g A J g 
B 

RPA 2 

que, una vez multiplicado el último término por C 2/C 2 y ordenando sus factores. equivale 

a: 

Llamando) al primer factor y recordando la fórmula de Chézy (2.1.c'), la expresión anterior 

puede escribirse para el gasto Q en estudio: 

' Aé B _ Q2 B _ . S 
Be A' - g A 3 - J So 
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ahora puede expresarse la ecuación original 4.5 .a para a 1 

y según la propiedad 4. 5. d: 

llamando: 

1 - S 

_d_h = So ___ so,_ 
dx 1 . S 

- J 
so 

(4.5 e) 

(4.5.f) 

al sustituir esta variable en la expresión 4. 5. f, multiplicar su segundo miembro por (h/h0)' 

y despejar se tiene: 

' . 
= rr - 1 dr¡ = dr¡ + 

r¡' -1 
1 - j dr¡ 

rr' - 1 

y al integrar entre dos secciones l y 2 del escurrimiento, queda: 

en que 11.: es la distancia entre las secciones cuyos tirantes son h1 y h2• 

(4.5.g) 

La integral se encuentra en la literatura técnica para distintos valores de r¡ o puede 

calcularse numéricamente. 

El valor de j corresponde a la sección que es incógnita o, como recomiendan algunos autores, 

debe calcularse con los valores medios de ambas secciones. 



4.6 Método de incrementos finitos 

Si regresamos a la deducción de la ecuación dinámica, recordando que S = dh.r ldt y 

tomando incrementos finitos, la ecuación 4.l.a puede escribirse en la forma: 

(h "' y. cos e "' 1) . 

(4.6.a) 

Esta expresión se refiere entonces a un tramo del escurrimiento y se interpreta de acuerdo 

con la figura 4. 12. El valor S corresponde a la pendiente hidráulica media del tramo de 

longitud ~x. 

Es decir: 

h 
S = t¡_2 

~X 

y: 

Aceptando que a 1 = a, = 1 , al sustituir estas expresiones en 4.6.a y despejar. se tiene: 

- h 
1 

(4.6.b) 

92 



~ 
-=-.----- ---1-. 

-· G 
-----. ~···-2 --

~ ·- 2 
~ V-

FlGURA 4.12 

2 
O(-

2g 

La pendiente hidráulica media S . habrá que obtenerla en la forma: 

2 

El perfil puede calcularse con la ecuación 4.6.b, aplicada en tramos sucesivos. En efecto, 

conocidas las características de la sección l, se escoge una sección 2 y aplicando la ecuación 

4.6.b se determina la distancia ~ x entre ambas secciones. Posteriormente, la sección 2 se 
convierte en la 1 para el siguiente tramo y se continúa el procedimiento a lo largo del canal. 

Desde luego, el procedimiento es tanto más preciso cuanto más cortos sean los tramos 

escogidos. El criterio para seleccionar las secciones es entonces una decisión del proyectista, 

pero como una regla general pueden escogerse secciones cuyas velocidades no varíen en más 

de un 5%; además, tal como se dijo en el inciso anterior, el número de operaciones no es 

un problema, ya que normalmente se dispone de una computadora electrónica y basta 

elaborar un sencillo programa para aplicar sucesivamente la expresión 4.6.b. 



Debe aclararse que para orientar adecuadamente los cálculos es conveniente. antes de 

empezarlos. hacer un análisis para determinar el tipo de perfil que se tendrá siguiendo los 

lineamientos discutidos en 4.3, de manera que se sepa de antemano si los tirantes van a 

aumentar o a disminuir en la dirección que interese y además saber cuál será su límite. 

Por otra parte. obsérvese que el procedimiento descrito es totalmente general y puede 

aplicarse inclusive a escurrimientos en cauces naturales, aunque en este caso la incógnita es 

el tirante ya que los tramos Llx se seleccionan previamente de acuerdo con la morfología 

del cauce. 

Ejemplo 4.2 

Calcule la longitud necesaria desde la sección en que h = 0.3 m hasta la descarga libre. B = b = 

0.245 m. n = 0.011. S0 =O, Q = 0.06 nf!s. Utilice el método de incrementos finitos (use tramos 
contiguos cuyas diferencias de velocidades sean como máximo 10%). 

® 
h =0.3m 

L ' 

1 

® 
Solución: 

94 

Cálculo de he: 

0.1829 m 

Como h > he y 50 = O. en la sección A -A el tirante debe ser crítico y se tendrá el caso de la 
figura 4. 7 (perfil 3-a). 



~Dirección del cálculo 

- - ,_ 1 - ¡gr ,.,. - -

t::.x 
\1 

De la ecuación 4.6.b y proponiendo h, = 0.20 m y para he = h1 tenemos: 

Para h2: 

Ae = 0.0448 m' 

Pe = 0.6108 m 

R = 0·0448 = 0.0734 m 
0.6108 

V = Q = e -
A e 

0 ·06 
= 1.3393 mis 

0.0448 

1.33932 

Emin = 0.1829 + = 0.2743 = E1 2 X 9.81 

S = [ 1.3393 x 0.011] 
2 

= 0_00706 = S 
e (0.0734 f' 1 

A2 = 0.245 X 0.2 = 0.0490 m' 

P2 = 0.6450 m 

~ = 0·049 = 0.0760 m 
0.6450 

V,= 1.2245 mis; (diferencia con Ve= 8.6% < 10%) 

E, = 0.2764 m 

s, = 0.00564 

Ahora aplicando la fórmula 

0.00706 + 0.00564 = 0.00635 
2 



por lo tanto, según (4.6.b). tomando en consideración que la dirección del cálculo es opuesta a 

la del flujo: 

ÁX = 
E1 - E2 = 0.2743 - 0.2764 = 0_3306 m 
S - S 0.0 - 0.00635 o 

El procedimiento es iterativo, por lo tanto, haremos una tabla con valores de h incrementándolos. 

h (m) A(m1) P(m) R(m) V(mls) E(m) S -
Ax (m) S 

> 

0.1829 0.0448 0.6108 0.0734 1.3390 0.2743 0.00706 

0.00635 0.3306 

0.2000 0.0490 0.6450 0.0760 1.2245 0.2764 0.00564 

0.00504 1.3482 

0.2200 0.0539 0.6850 0.0787 1.1132 0.2832 0.00445 

0.00402 2.4636 

0.2400 0.0588 0.7250 0.0811 1.0204 0.2931 0.00359 

o.oo3n 3.6990 

0.2600 0.0637 o. 7650 0.0833 0.9419 0.3052 0.00295 

0.00271 5.0908 

0.2800 0.0686 0.8050 0.0852 0.8746 0.3190 0.00247 

0.00228 6.5771 

0.3000 0.0735 0.8450 0.0870 0.8163 0.3340 0.00209 

L = Eill: = 19.5093 

Por lo tanto la respuesta es: L = 19.51 m. 

Ejemplo 4.3 

Se tiene un canal de sección rectangular donde: 

8 = 8.00 m, n = 0.016. S0 = 0.0014, h0 = 2.00 m, L = 20m 

Calcule el tirante h2, si en la sección 1 se tienen los siguientes casos: 

a) h1 = 2.60 m 

b) h1 = 1.70 m 

e) h1 =0.90m 

Se utilizará un solo tramo. 
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L =20m 

Solución: 

F 
'h =? 2 . 

Cálculo del gasto: 

a) h1 = 2.6 m 

R0 ; 1.3333 m 

Q; ~ (1.3333)w (0.0014)''' ; 45.3266 m3/s 
0.016 

h ; [ 45 .3266' ] 113 ; 1.4846 m 
e 82 X 9.81 

como h 1 > h0 > he .... S < 50 < Se : por lo tanto Fr < l. 

Luego, el signo de dy en la ecuación (4.l.d') es: 
dx 

dy ; ~ ; + ; figura 4.3 (perfil l-a) 
dx + 

Ecuación de la energía entre (1) y (2): 

h ; [S, + S,) L ¡,_, 2 

s, s, 
E, + - L ; E, + S0 L - - L 

- 2 2 

Cálculo de A, P y R con el tirante h1: 

A = 20.8 nr, P = 13.20 m y R = 1.576 m 

.. 
" 



V= 45 ·3266 =2.1792m/s 
1 20.80 

v,' , 
E,= h

1 
+ _ = 2.60 + 2 ·1792. = 2.8420 m 

2g 19.62 

S = [ 2.1792 X 0.016] 
2 

= 0 _00066 
1 1.57628 

S 
E, + S0 L - -f L = 2.842 + 0.028 - 0.0066 = 2.8634 m 

S, 
:. E2 + Í L = 2.8634 m ... (A) 

Proponiendo tirantes en la sección 2 hasta cumplir con la ecuación A. se obtiene: 

h, A, P, R V3 v, s, 
s, 

E,+ -L 
2 . 2 

3.00 24.00 14.00 1.4324 1.889 0.00045 3.1863 

2.80 22.40 13.60 1.3947 2.024 0.00054 3.0141 

2.70 21.60 13.40 1.3748 2.098 0.00060 2.9304 

2.63 21.04 13.26 1.3604 2.154 0.00064 2.8730 

2.62 20.96 13.24 1.3583 2.163 0.00065 2.8648 

2.618 20.94 13.24 1.3579 2.164 0.00065 2.8632 = 2.8634 

Por lo tamo, el resultado es: 

h, = 2.62 m (0.7')[ de diferencia de velocidades): 

[ [
1 _ ~.164] 1ooJ 

-.179 
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b) h1 =1.70m 

De manera similar al inciso anterior: 

A,= l3.60d P, = l1.40m R, = l.1930m 

V = 45 ·3266 = 3.333 mis 
1 

s, 
[

3.333 X 0.016] 
2 

= 0.00225 > So 
(l. 1930)~3 

como h0 > h1 > he .... S0 < S < Se 

Por lo tanto, Fr < l. 

Luego, el signo en la ecuación 4.l.d' es: 

dy -- = - = - ; Figura 4.3 (perfil l-b) 
dx + 

S, S, 
E, + S

0 
L - -L = E, + _: L 

2 - 2 ,. 

1.7 + 
3 ·333 ' + 0.0014 (20)- 0 ·00225 (20) = 2.2722 m 
19.62 2 

entonces: 

S, 
E, + _: L = 2. 2 7 2 2 m 

2 

Proponiendo h para cumplir con la ecuación (B): 

h, A, pl Rm 
] v, 

1.50 12.00 11.00 1.0597 3.7772 

!.55 12.40 11.10 1.0766 3.6554 

1.60 12.80 11.20 1.0930 3.5411 

1.63 13.04 11.26 1.1028 3.4760 

1.635 13.08 11.27 1.1044 3.4653 

h2 = 1.635 m (4% de diferencia de velocidades). 

... (B) 

s, E, 
S, 

+_:L 
2 

0.00325 2.2597 

0.00295 2.2605 

0.00269 2.2660 

0.00254 2.2713 

0.00252 2.2723 = 2.2722 

., 

-~ 



e) 

100 

h 1 = 0.90 m 

A1 = 7.20 rrt 
P1 = 9.80 m 

R1 = 0.7347 m 
V1 = 6.2954 mis 

S1 = 0.01530 > S0 

como h0 > he > h1 - S0 < Se < S 

luego Fr > 1, el signo en la ecuación dinámica es: 

dy = - = + Figura 4.3 (perftl 1-c) 
dx -

S, S, 
E

1 
+ S

0 
L - - L = E, + ....:. L 

2 - 2 

0.9 + 
6·2954' + 0.0014 (20) - 0·0153 (20) = 2 7950 m 
19.62 2 

S, 
E, + ....:. L = 2.7950 

2 

Proponiendo h2 para cumplir con la igualdad C: 

h2 A p R'/3 v, 

1.00 8.00 10.00 0.8618 5.6658 

0.95 7.60 9.90 0.8384 5.9640 

0.97 7.76 9.94 0.8480 5.8411 

0.98 7.84 9.96 0.8525 5. 7815 

o 984 7.87 9.97 0.8544 5. 7580 

Por lo tamo. el resultado es: 

... (C) 

S, 
s, E, + _: L 

- 2 

0.01107 2.7468 

0.01295 2.8925 

0.01215 2.8304 

0.01177 2.8014 

0.01163 2.79008 = 2.7950 

h2 = 0.984 m (8.5% de diferencta de velocidades). 



Ejercicios propuestos 

4.1 Un canal tiene las siguientes características: 

Q = 273.4 m3
/s. B = b = 48 m. n = 0.016. S0 = 0.000121 

Por medio del análisis de la ecuación dinámica del flujo gradualmente ,·ariado. identific¡ue 

los siguientes perfiles: 

a) 

h=4.5m 

b) 

C) 



4.2 Sea un canal de sección trapecial donde: 

b = 5 m. S
0 

= 0.1759, Q = 10.60 m31s, n = 0.015. m l. 

Calcule la longitud L desde h = 0.95 he hasta 1.05 h0 • utilizando el método de 

incrementos finitos. con diferencias de velocidades menores o iguales a 5o/c. Dibuje a 

escala el pe_rfi l. 

L=? 

4.3 Calcule la cota A en el embalse para que un canal de 150 m de longirud descargue 

libremente como se muestra en la figura. El canal es de sección rectangular con b = 

5 m. n = 0.014. S0 = - 0.0014 y Q = 10 m'!s (escoja tramos cuyas velocidades 

difieran 5 o/c o menos). 

A 
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4. 4 El canal que se muestra en la figura es de sección rectangular, de ancho constante 

igual a 5.50 m, construido con un material que tiene un coeficiente de rugosidad 
n = 0.015. Con los datos que se indican, calcule: 

a) La pendiente de la plantilla S01 . 

b) El tirante h(J2 (donde S02 = 0.096). 

e) Compruebe que el tirante he es realmente el crítico. 

he= 2.16m 

4.5 En la figura se representa un tramo de un canal de sección rectangular, donde b = 

10 m, n = 0.014 y con las características que se indican, determine el valor de h 01 

y h(J2. 

hc=3.2m ., 
1 1 JI 1 

4.6 Considere un canal trapecial con los siguientes datos: 

m = 1, b = 10m, h01 = 4.50 m. n = 0.015, S01 = 0.0002, S(J2 = 0.08. 

Calcule: 

a) El tirante en la sección A. 

b) El tirante h02 . 



1 
1 

1 

@ 

0 

b 

4. 7 Se tiene un canal rectangular con los siguientes datos: 

B = b = 12.00 m, n = 0.016, S01 = 0.0004, S02 = 0.04. 

a) Calcule los tirantes h01 y h02 , así como el gasto. 

h = 2.0m 

b) Si S02 = 0.0006. ¿se puede resolYer el problema·) Explique su respuesta. 

4.8 En un canal circula un gasto de 1650 m3/s con las siguientes características: 

B = b = 30m, h0 = 2.80 m y n = 0.018. 
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En una sección A del canal el tirante es h = 3.50 m. 

a) Identifique el perfil explicando su razonamiento. 

b) Calcule la posición del tirante h8 aguas arriba de la sección. de tal manera que la 

velocidad en ambas secciones difiera en un 10%. 

4. 9 Determine el rango de valores de 501 y 502 para que la sección C-C de un canal 

trapecial con Q = 60 m3/s, m= 1, n = 0.018 y b = 8 m sea de control. 

© 

·- ,; -¡ 
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ECUACIONES FUNDA.UENTALES DE 

LA HIDRAULICA 
4.1 Aspectos generales 

4.1.1 Principios básicos en el análisis 

4 

En la mecánica de fluidos los métodos de análisis consideran la capa· 
ciclad de un flujo para transportar materia y el mecanismo por el que 
cambia sus propiedades de un lugar a otro, para lo cual se establece como 
axioma que en Jos flpjdps se satjsfagan lqs pdncjpjos básicos de la me;. 
eánica del medio cgntjnuo a saber· 

a) Conservación de la materia {principio de continuidad). 
b) Segunda ley de Newton (impulso y cantidad de movimiento). 
e) Conservación de la energía (primera ley de la termodinámica). 
d) Segunda ley de la termodinámica. 

El principio de la conservación de la materia o del transporte de masa 
permite derivar la primera ecuación fundamental o de continuidad, que 
admite diferentes simplificaciones de acuerdo con el tipo de flujo de 
que se trate o de las hipótesis que se deseen considerar. 

La segunda ley de Newton establece la relación fundamental entr~
resultante de las fuen.as que actúan sobre una partícula y la variaci.~Jl 
el tiempo de la cantidad de movimieptg..._De acuerdo con la forma en que 
se aplique, puede conducir a dos ecuaciones : la primera (componente es
calar según el flujo) llamada de la energía, permite calcular las diferentes 
transformaciones de la energía mecánica dentro del flujo y las cantigade~ 
disipadas en energía calorífica que, en el caso de los líquidos, no se apr<>; 
vecha. La segunda. de tipo vectorial !Iau¡;;¡!J.l deL~(!JfJJ.id(l._d__de._ 
nwvimiento, P.ermite determinar alguna de las fuen.as que producen el. 
flujo si se conoce el cambio en la cantidad de moYii!)iento y las re_~tªm~_s_ 
fUerza~. 

En la dinámica de fluidos (especialmente en el flujo de gases) el aná
lisis requiere, además, la inclusión de leyes termodinámicas referentes 
al transporte de calor debido al flujo y, para ello, el principio de la con
servación de la energía permite derivar una ecuación que relaciona la 
presión, densidad, temperatura, velocidad, elevación, trabajo mecánico y 
la cantidad de calor comunicado al flujo (o el que éste cede). Esta ecua· 
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112 ecuacionea fundamentalea de la hidráulica 

cwn admite simplificaciones importantes 
al analizar el flujo de líquidos, al punto en 
que se obtiene la misma ecuación de ener
gía que resulta de la ecuación componen
te de la cantidad de movimiento en la 
dirección del flujo. La segunda ley de 
la termodinámica tiene menos interés en 
el flujo de líquidos. 

Puesto que el interés principal de este 
libro es estudiar el escurrimiento de líqui
dos, se considera suficiente la obtención 
de las tres ecuaciones fundamentales de 
la hidráulica a partir de los dos primeros 
principios y es el objeto de este capítulo. 

4.1.2 Flujo con potencial 

Otro método aplicado a la solución de 
problemas en la dinámica de fluidos y 
que se presenta en el capítulo 10, consiste 
en la elaboración de un modelo matemá
tico basado en considerar la existencia de 
un flujo con potencial. Para este tipo 
de flujo la hipótesis consiste en tratarlo 
como irrotacional, lo que constituye la 
base de la hidrodinámica clásica, una rama 
de la mecánica de fluidos que ocupó la 
atención de eminentes matemáticos como 
Stokes, Rayleigh, Rankine, Kelvin y Lamb. 
En una gran cantidad de problemas prác
ticos de interés en la hidráulica, esta su
posición puede ser aceptada debido a que 
el agua posee una viscosidad muy pequeña 
y se acerca a la condición de fluido ideal. 
En otros problemas, es necesario consi
derar los efectos viscosos y estudiar las 
fuerzas de fricción originadas por la tur
bulencia que acompaña al movimiento. 
Una parte de la energía de la corriente 
se utiliza para vencer las fuerzas de re
sistencia originadas por estos efectos o 
las debidas a cambios en la geometría de 
la_ conducción (cambios de dirección, am
pliaciones, reducciones, etc.); también se 
utiliza en órganos de cierre (válvulas, 
compuertas, etc.) para regular el gasto. 

Esa parte de la energía de la corriente se
transforma en otro tipo de energía que 
en los problemas de hidráulica se consi
dera como energía perdida en el movi
miento y, por supuesto, es necesario de
terminar. 

4.1.3 Método experimental 

El tratamiento de un flujo con base 
exclusivamente en el análisis matemático 
es in,suficiente para resolver todos los pro
blemas, si no es con el auxilio de métodos 
experimentales. El planteamiento racio
nal de un experimento permite continuar, 
complementar o substituir el análisis en 
aquellos puntos en que la solución mate
mática se torna imposible o muy comple
ja, a tal grado que para obtenerla, sea 
necesario conceder hipótesis simplificato
rias; éstas, además de restar generalidad 
a la misma, pueden llegar a falsear resul
tados al punto en que ellos no tengan 
semblanza alguna con la situación real 
del problema. 

Debido a su importancia, la teoría de 
la semejanza, básica para el método ex
perimental, se presenta en el capítulo S. 

4.2 Métodos de análisis 

Los métodos de análisis en la mecáni
ca de fluidos se basan en una extensión 
de los puntos de vista lagrangiano y eu
leriano, para describir un flujo, referidos 
ahora a regiones dentro del mismo sobre 
las cuales se satisfacen los principios fun
damentales enunciados en el inciso 4.1.1. 

En el análisis lagrangiano los principios 
básicos se aplican a una cantidad definida 
de materia que ocupa cierta región del 
flujo y que recibe el nombre de sistemc 
Bste puede cambiar de forma, posición '.> 

condición térmica dentro del flujo pero 
debe contener siempre la misma cantidad 
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de masa en cualquier instante que se con
sidere. La finalidad de tal análisis serár 
predecir el estado del sistema, esto es, 
determinar sus propiedades siguiendo su 
movimiento en el espacio dentro del flujo. 
Se utiliza invariablemente en la mecánica 
del cuerpo rígido donde el sistema se co
noce como cuerpo libre y en la termodiná
mica donde se le llama sistema cerrado. 
Aunque a primera vista parece razonable· 
u ti !izar el análisis lagrangiano, éste se 
aplica sólo en casos especiales debido a la 
dificultad física y matemática para iden:
tificar los sistemas de fluidos, a medida 
que pasan por las distintas configuracio-
nes de frontera. Además, el tipo de infor
mación suministrada por esta forma de 
análisis no siempre es el que se necesita, 

El segundo método de .análisis tiene 
aquí mayor aplicación; se llama euleriano 
y estudia el flujo con. base en el análisis 
de un volumen adecuado de fluido lla
mado volumen de control fijo respecto de 
un sistema coordenado y de forma y mag
nitud constantes. EL contorno de dicho 
volumen se llama superficie de control. 

En el análisis se considera el intercam
bio de masa, energía y cantidad de movi
miento, a través de las fronteras del vo
lumen de control que puede ser de tamaño 
diferencial o de magnitud finita. El pri
mer tipo ha sido tradicional en la mecáni
ca de fluidos cuando se aplica a volúme
nes de control de tamaño muy pequeño 
-de dimensiones llx, !ly, M.- que en el 
límite expresan las condiciones en el pun
to de coordenadas (x, y, z) encerrado por 
dicho volumen. Este tratamiento equivale 
a describir las características del flujo en 
un punto fijo (x, y, z ), observando el mo
vimiento instantáneo de una partícula del 
fluido de masa diferencial representada 
por el punto considerado. 

Al aplicar la ley de la conservación de 
la materia, al volumen de control diferen
cial, se obtiene la ecuación diferencial de 

continuidad; si se aplica la segunda ley 
de Newton, se obtiene la ecuación diferen
cial de Navier-Stokes, cuya derivación 
puede consultarse en la Ref. 19. _En este 
capítulo se presentan la ecuación \iiferen
cial de continuidad y las eet«~Cü:mes- del 
movimiento para un volumen de control 
diferencial orientado según una línea de 
corriente; tienen utilidad posterior en la 
solución de algunos problemas locales de 
flujo. Sin embargo, el intento de una inte
gración general torna las soluciones muy 
complejas y, por lo mismo, de poca uti
lidad práctica. Por otra parte, de acuerdo 
con la naturaleza del problema la infor
mación requerida con frecuencia se refiere 
a resultados gruesos de las características 
en el conjunto, más que a las variaciones 
de un punto a otro. 

La integración aproximada de las ecua
ciones del movimiento dentro de una vena 
líquida, simplifica la solución y equivale 
a utilizar volúmenes finitos de control. _El 
procedimiento consiste en suponer que 
el movimiento de un líquido -en cual
quier conducción- se estudie éomo si 
fuera una vena líquida limitada, tanto en 
el caso de conducciones forzadas o a pre
sión (tuberías) por las paredes rígidas de 
frontera, como en el caso de conducciones 
abiertas (canales) : en parte por paredes 
rígidas y en parte por la superficie libre 
del líquido en contacto con la atmósfera. 
En estas condiciones, la frontera de la 
vena líquida admite cierta deformación 
parcial o totalmente y el problema se re
duce a estudiar el movimiento a lo largo 
de una sola dimensión (unidimensional), 
que corresponde a la dirección en que se 
produce el flujo, eliminando con ello las 
complejidades del tratamiento tridimen
sional. De este modo, las variables carac
terísticas del flujo (velocidad, gasto, pre
sión) se representan a través de la media 
de los valores que hay en los puntos de 
una misma sección transversal de la con-

.~ 
•' 
-~ 

-~ 
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ducción y las magnitudes de dichos pro
medios concentrados en el centro de gra
vedad de la sección. De este modo, hay 
variación de los mismos sólo en la direc
ción del movimiento general y en el tiem
po, aun cuando existan cambios en el 
área de una sección a otra (que pueden 
también depender del tiempo). La direc
ción en que ocurre la variación no es ne
cesariamente rectilínea sino a lo largo del 
eje del conducto. Esto equivale a estudiar 
el escurrimiento sobre la línea de corrien
te hipotética que coincide con dicho eje, y 
los valores medios de las características 
en un punto sobre el mismo serán repre
sentativos de la sección que contiene al 
punto tratado, mediante términos correc
tivos que tomen en consideración la dis
tribución real de velocidades en toda la 
sección. 

En este capítulo se establecen las ecua
ciones fundamentales de la hidráulica, re
feridas al flujo unidimensional; ellas son: 
la de continuidad, la de energía y la de 
impulso y cantidad de nwvimiento. Para 
el establecimiento de estas ecuaciones no 
se hace distinción entre flujo laminar y 
flujo turbulento, pues en ambos casos son 
válidas. En el capítulo 8 correspondiente 
a la teoría de la resistencia al flujo se dará 
mayor importancia a esta manera de cla
sificar los flujos. Análogamente, puesto 
que las ecuaciones obtenidas para el flujo 
unidimensional se refieren al movimiento 
de un líquido real dentro de la vena lí
quida, la clasificación en flujos -rotacio
nal· e irrotacional- basada en el tipo de 
deformación de cada partícula, carece 
de aplicación en estas ecuaciones. 

En la deducción de las mismas, las 
pérdidas de energía antes mencionadas 
se tomarán en consideración empleando 
una fuerza de resistencia, que comprende 
las fuerzas viscosas y de fricción, sujeta 
a una valuación empírica o semiempíri
ca. Su importancia y efectos se exponen 

en los subsiguientes capítulos. En la~ 
ecuaciones se incluyen los coeficientes , 
corrección necesarios para tomar en cuen
ta la distribución real de velocidades en 
una sección y se evalúan sus efectos. 

4.3 Ecuación de continuidad 

4.3.1 Principio de conservación de la ma
teria 

De acuerdo con éste, de la masa de flui
do que en la unidad de tiempo entra a un 

- volumen especificado dentro del flujo, una 
parte se queda almacenada en su interior 
y el resto sale del volumen. Si el volumen 
que se estudia es de forma y magnitud 
constantes (volumen de control), el alma
cenaje no puede ser indefinido. 

Matemáticamente es preferible tratar 
con la cantidad neta de masa que sale -· 
que entra, sumadas algebraicamente; < 
el principio de la conservación de la mate
ria, aplicado a un volumen de control fijo 
completamente arbitrario dentro del flu
jo, se expresa en la forma siguiente: 

[ 

Cantidad neta de masa ] 
que atraviesa la superficie + 
de frontera del volumen, 
en la unidad de tiempo. 

[ 

Rapidez de variación ] 
de la masa contenida =O 

en el volumen 

Este principio se aplica lo mismo a un 
volumen de control de tamaño diferencial 
que a uno finito, de lo cual se deriva la 
llamada ecuación de continuidad. 

4.3.2 Ecuación diferencial de continui 

Si bien esta ecuación no tiene mucha 
aplicación en los problemas de flujo uni-
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dy 1 (lpP, 
(p" - --dx) 

~ 2 ox 

1 (lpt·, 
(pv + --dx) 

~ 2 ox 

' 

Figura 4.1. Derivación de la ecuación diferen
cial de continuidad. 

dimensional en hidráulica, aquí se presen
ta su derivación para ser utilizada en los 
problemas de flujo con potencial. Para 
obtenerla se aplica el principio de conser
vación de la materia: al volumen de con
trol diferencial, mostrado en la Fig. 4.1 
(de lados dx, dy, dz). 

En el centro de masa P del volumen 
considerado corresp;nden los valores p y 

-· v como funciones de punto y del tiempo, 
o bien, el producto pv como función vec
torial. 

Al pasar a las caras normales al eje x, 
que limitan al elemento de fluido, la fun
ción pv se incrementa y decrementa en la 
misma cantidad : 

1 opv. 
¡¡_:_~- dx, ox 

donde el subíndice x indica la componente 
de la función pv según x. De este modo, 
considerando positiva la masa que sale del 
volumen y negativa la que entra, la canti
dad neta de masa que atraviesa estas ca
ras es: 

opv .. 
(pv.+t dx)dy dz-ox 

OPVr d d -(pv .. -t dx) y z= ox 
opv .. d d d- .,· 

= X y Z ox 
Por un razonamiento semejante, la can

tidad neta de masa que atraviesa las ca-
ras normales al eje y es: ·:; 

opv~ d d d x y z· oY ' 
y, la que atraviesa a las normales al eje z: 

opv. d d d X y z. oz 
. Finalmente, la rapidez de variación de la 

masa contenida en el volumen elemental 
es 

o -(pdx dy dz); ot 
de tal manera que el principio de conser
vación· de la masa establece lo siguiente: 

()pv.. d __:_:_ dx dy z + ax dx dy dz + 

,:, 
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()pv. () + dx dy dz + -(pdx dy d::) =O 
oz ot 

y, puesto que el volumen elemental esco
gido no cambia con el tiempo, la ecuación 
anterior se puede simplificar y resulta: 

()pv., ()pv. ()pv, ()p 
---+ + + =0 

()x oy oz ot 

O bien, recordando que 

d
. ( ) ()pv., ()pv. 
!V pV = + 

()x oy 

(4.la) 

()pv. 
+--oz 

la ecuación anterior también se expresa 
en la forma 

d. ()p o 
!VpV + -- = 

ot 
( 4.1b) 

Las Ecs. ( 4.la y b) son dos formas de 
expresar la ecuación diferencial de conti
nuidad, que es la más general para un flu
jo compresible no permanente; admite las 
siguientes simplificaciones: 

a) Flujo compresible permanente 

(opfot =o) 

div (pv) =O ( 4.2) 

b) Flujo incompresible no permanente 
( p = constante) 

divv =0 ( 4.3) 

e) Flujo incompresible permanente 
()p 

(p =constante,--= O) 
. ()t 

div v =O 

igual que la Ec. ( 4.3) para un flujo 
incompresible, sea o no permanente. 

Problema 4.1. Un flujo incompresible per
manente, con simetría axial respecto d 
eje z (Fig. 4.2), está limitado por una su
perficie sólida (con la misma simetría) 
cuya forma está definida por la ecuación 
z r = b ( r, radio medido desde el eje z, y 
b una constante) y tiene un campo de ve
locidades dado por las componentes en 
coordenadas cilíndricas: Vr = a r; v = O; 
v.=-2az. e 

a) Demostrar que se satisface la ecua
ción diferencial de continuidad. 

b) Determinar la expresión para el gas
to a través de la sección horizontal A-A 
y .de la sección cilíndrica B-B. 

e) Determinar la velocidad en el punto 
P(r=z= l.Sm) cuando Q= 10.64 m 3

/ 

seg (Ref. 20). 

Figura 4.2. Flujo del problema 4.1. 

Solución a). El campo de velocidades, 
definido en coordenadas cilíndricas, equi
vale a las siguientes expresiones en coor
denadas cartesianas 

v., = a x 

Vv =ay 

v. =- 2az 

Resulta entonces que 
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divv=a+a-2a=0 

~sto es, se satisface la ecuación de conti
nuidad ( 4.3) y se verifica que el flujo es 
incompresible. 

Para los restantes puntos conviene más 
utilizar las coordenadas polares. 

Solución h). Para la sección horizontal 
A-A, el gasto es 

Y.b/z 

Q=- f 2nr(-2az)dr 

o 

vb/z 
Q=4rcaz[~] =2rrab 

o 
., 

Para la sección cilíndrica B-B se tiene : 

b/r 
2 1[ r (a r) dz = 2'n a r [ z J 

o 

Q=2rcab 

e) Para el punto P: 

b = zr = 1.5 X 2.25 = 3.375m2 

y, considerando el valo'r de Q, se tiene en
tonces que 

Q 10.64 1 
a= -- = ------ = 0.502 seg-

2 re b 2 X 3.1416 X 3.375 

por tanto, la magnitud de la velocidad 
en el punto P, es: 

V = yvl + V} = a y,-'2 + 4 Z2 = 

= 0.502 y2.25 + 4 X 2.25 

v = 1.684 m/seg 

Problema 4.2. Determinar, para los si
guientes campos de flujo incompresible, 
aquellos que satisfagan la ecuación de 
continuidad e indicar cuáles son rotacio
nales (típicos de un fluido viscoso) y 
cuáles irrotacionales (típicos de un fluido 
no viscoso). . 

a) v.=(x-2y) t; v~=-(2x+y) t 

b) ~ 

Vz=A' COS Y; v~=-2x sen y 

y 
d) v.=lnx+y; v.=xy---

x 
e) El flujo indicado en el problema 3.2a. 

Solución a). En todos los casos la ecua
ción a satisfacer es la ( 4.3) : 

ov~ 
-- = t; ox 
div v = 1- 1 =O 

ov. 
--=-2!; ox 

ov~ . 
--= -t o y 

ov~ 
--=-2! o y 

[ rot ~· Jz = O; [ rot ,. J~ = O; [ rot v J. = 

= ( ~;- ~~) 
[rot v J. = - 2 t +. 2 t = O 

El flujo es no permanente, incompresible 
e irrotacional. 

Solución b). 

ov .. 
-- = 2xcosy; ox 

ov. 
-- =- 2xcosy o y 

div v =O 

ov. ov~ 
-- = - 2 sen y; -- = - r sen y ox oy 

[ rot v J. = ( x2 
- 2) sen y * O 

. ~·, 
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El flujo es permanente, incompresible y 
rotacional. 

Solución e). 

ov~ 
--= 1; ox 

ov. = - 1 · div v = O 
oy ' 

ov. 
-1; -=1· oy • rot v =O 

El flujo es permanente, incompresible e 
irrotacional. 

Solución d). 

ov. 1 ov. 1 
--=- --=x--; 
OX X OY X 

divv = x 

no satisface la ecuación de continuidad, 
por lo cual no puede existir un flujo in
compresible con el campo de velocidades 
propuesto. 

Solución e). En el problema 3.2a se de
mostró que el flujo es rotacional para el 
campo de velocidades propuesto. Además : 

ov. =A. 
ox . ov. = - A; div v = O 

o y 

luego, el flujo es permanente, incompre
sible y rotacional. 

4.3.3 Ecuación de continuidad para una 
vena líquida 

La vena líquida mostrada en la Fig. 4.3 
está limitada por la superficie 3 (que ge
neralmente coincide con una frontera sóli
da, o por ésta y una superficie libre) y por 
las secciones transversales 1 y 2, normales 
al eje que une los centros de gravedad de 

todas las secciones. Las velocidades er 
cada punto de una misma sección tram 
versal poseen un valor medio V, que se 
considera representativo de toda la sec
ción y de dirección tangencial al eje·de 
la vena. 

Se considera el volumen elemental de lí
quido -mostrado en la Fig. 4.3-limitado 
lateralmente por la superficie que envuel
ve a la vena líquida, así como por dos 
secciones transversales normales al eje de 
la vena, separadas la distancia ds, donde 
s representa la coordenada curvilínea si
guiendo el eje de la vena. 

La cantidad neta de masa que atraviesa 
la superficie de frontera, del volumen ele
mental en estudio, es : 

[ p V A+ 

- p V A= 0 (p V A) ds 
os 

o (p V A) ds] 
os 

y, la rapidez con que varía la masa dentro 
del mismo, es o (p A ds)/ot. Por tanto, 
el principio de conservación de la masa 
establece que 

o(pVA) ds+~(pAds)=0(4.4) 
os ot 

1', 

Figura 4.3. Ecuación de continuidad para 
una vena líquida. 
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Sin cometer prácticamente error se pue
de aceptar, en la mayoría de Jos proble
mas, que la longitud ds del elemento 
de volumen considerado, no depende del 
tiempo. :J:.ste puede salir de la derivada 
del segundo término de la ecuación an
terior y simplificarse con el que aparece 
en el primero, de lo cual resulta: 

o(pVA) o(pA) 
os + ot 

=0 ( 4.5a) 

Recordando que p, V, A son funciones 
de s y t, al desarrollar las derivadas par
ciales indicadas se obtiene : 

()V oA op 
pA--+pV--+VA--+ 

os os os 

oA op + p-- +A--= O 
ot ot 

( 4.5b) 

o bien, con V= ds/dt: 

av ( oA ds oA ) pA--+p ----+-- + 
os os dt ()t 

+ A( ~ .!!.___ + ~) = O 
os dt ot 

( 4.5c) 

Dividiendo la Ec. ( 4.5c) entre p A y recor
dando el desarrollo de la derivada total, 
resulta entonces : 

()V 1 dA 1 dp 
--+---+---=0 
os A dt p dt 

( 4.5d) 

que es la ecuación de continuidad para una 
vena líquida donde se produce un flujo 
no permanente y compresible. Un ejem
plo clásico de su aplicación lo constituye 
el problema de golpe de ariete. En pro
blemas de flujo no permanente a super
ficie libre (tránsito de ondas de avenida 
en canales y de mareas en estuarios), 
donde se considera que el líquido es in
compresible, desaparece el último término 
de la Ec. ( 4.5d). 

Si el escurrimiento es permanente las 
derivadas con respecto a t que aparecen 
en la Ec. ( 4.5a) se eliminan y esta ecua
ción resulta: 

o (p V A) ___ .:__=o ( 4.6a) 
os 

o bien, 

p V A = constante (4.6b) 

Si, además, el fluido es incompresible: 

V A = constante ( 4.7a) 

Esto significa que es constante el gasto 
que circula por cada sección de la vena 
líquida en un flujo permanente; o bien, 
que para dos secciones transversales 1 y 2 
de la misma, se cumple lo siguiente: 

Q = V, A, = V2 A2 ( 4.7b) 

Problema 4.3. En la Fig. 4.4 se muestra 
la bifurcación de un tubo circular que tie-

Figura 4.4. Flujo en la bifurcación del problema 4.3. 
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ne los diámetros indicados. El agua que 
escurre dentro del tubo, entra en A y sale 
en e y D. Si la velocidad media en B es de 
0.60 m/seg, y en e es de 2.70 m/seg, calcu
lar las velocidades medias en A y D; el 
gasto total; y el gasto en cada rama de 
la tubería. 

Solución. La ecuacwn de continuidad 
( 4.7) aplicada a la vena líquida, conside
rada en la Fig. 4.4, conduce a que: 

de donde 

(
0.30)

2 
v ... = 0.60 -- = 2.40m/seg 

0.15 . 

En forma análoga: 

(
0.30)

2 
(0.10)2 

Vn = 0.60 0.05 -2.7 0.05 = 
= 21.6- 10.8 = 10.8 rn/seg 

El gasto total es 

' 2 _,...2
0 

D2 rr.D A JUJ :re D 
Q = v ... --

4
-= Vc--

4
-+ Vn 

4 

Q = 2.4 X 0.785 X 0.0225 = 0.042 m 3 /seg 

El gasto por el tubo e es entonces: 

2 
rr.Da 

Qa = V e 
4 

= 2.70 X 0.785 X 

X 0.01 = 0.021 m 3/seg 

y, el gasto por el tubo D, el siguiente: 

2 
-:r.Dn 

Qn = Vn 
4 

= 10.8 X 0.785 X 

X 0.0025 = 0.021 m 3/seg 

Esto es, el gasto total Yale 

Q = Qc + Qn == 0.021 + 0.021 == 

= 0.042 m 3/seg 

que comprueba el resultado anterior. 

Prohlema 4.4 En la contracción del due
to, mostrado en la Fig. 4.5, encontrar la 
relación que debe existir entre d y s para 
proporcionar una aceleración uniforme de 
la sección 1 a la 2. Suponer que el flujo 
es permanente y unidimensional (Ref. 12). 

1- '1 
rl 1 

-d, 

1 
Figura 4.5. Esquema aclaratorio del 

problema 4.4. 

Solución. Considerando que el flujo es 
unidimensional, las velocidades en cada 
sección transversal, normal al eje del con
ducto, quedan representadas por la velo
cidad media V. La aceleración para flujo 
permanente es (Ec. 3.5a): 

a=....!!___(~)= el 
ds 2 · 

y, para ser uniforme a lo largo de la cor. 
tracción, se requiere que sea constante. 
Integrando resulta 
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v-' 
-

2
- = e,s +e, 

donde e, y e, son dos constantes que se 
obtienen de las condiciones de frontera, 
a saber: 

para s =O; V= V 1 ; 
V/ 

C.=--• 2 

V 2-V 2 
2 1 

2L 
para s = L; e,= 

Luego: 

Por otra parte, de la ecuación de conti
nuidad 

v = ( -})'v, 

( 
d, )' V, = d, V 1 

que, substituidas en la ecuación anterior, 
resulta 

d,4 V2=( d/ V'-V').!_+V' d' 1 d,' 1 1 L , 

y, de aquí, la relación buscada es: 

4.4 Ecuación de la energía 

4.4.1 Ecuaciones del movimiento 

Si no se incluyen los efectos tennodiná
micos en el flujo ni la adición o extrac
ción mecánica desde el exterior (bomba 
o turbina), es posible derivar las ecuacio
nes del movimiento -aplicables al flujo 

de líquidos- a partir de la segunda ley de 
Newton. Para ello es necesario considerar 
las fuerzas que se oponen al movimien
to, las cuales desarrollan un trabajo me
cánico equivalente a la energía disipada 
al vencer dichas fuerzas. 

Cuando se aplica la segunda ley de New
ton a un elemento diferencial de masa de 
líquido, en la forma dF = dm a, se obtie
nen las ecuaciones del moYimiento -a lo 
largo de una línea de corriente- para el 
flujo de un líquido real, no permanente; 
puede generalizarse para una vena líquida 
en flujo unidimensional. La derivación de 
dicha ecuación corresponde a las condicio
nes particulares del movimiento según el 
sistema natural de coordenadas explicado 
en el subcapítulo 3.3 al derivar las compo
nentes de la aceleración dadas por las Ecs. 
(3.5), con las características del movi
miento en la forma ahí explicada. ~--

Para el planteo de las ecuaciones' es ne
cesario establecer el equilibrio dinámico 
de las fuerzas. en las direcciones tangen
cial, normal y binormal, que actúan sobre 
el elemento líquido (mostrado en \as figu
ras 4.6 ), con la fuerza de peso com() única 
fuerza de cuerpo. Dicho elemento encierra 
al punto P, en el cual existen los valores 
,., p, p, -r (velocidad, presión, densidad, es
fuerzo de fricción). Las componentes de 
las fuerzas que actúan sobre el elemento 
en la dirección + s son las siguientes : 

a) La fuerza de superficie resultante de 
un gradiente de presiones en la dirección 
del movimiento; para la dirección positiya 
de la coordenada curvilínea s (Fig. 4.6b) 
es: 

( 
1 av ) p- - -- ds dn db -
2 os 

-(p + 2_ aP ds)dn db =-
2 as 

= - aP ds dn db as 
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(normal principal) 

Distribución de la 
j-~- velocidad ,, (n) a lo largo de n 

-- -/ -
.,..,........---- +s / / 
/ 

----

Centro de curvatura 
en el punto P 

Nivel de referencia 

Figura 4.6 a). Elemento de liquido en un campo de flujo. 

b) La fuerza de superficie, debida a la 
resistencia al movimiento, se puede eva
luar en términos del esfuerzo tangencial 
de fricción T, el cual varía únicamente en 
la dirección n dado que en la inmediata 
vecindad del punto P no hay variación de 
la velocidad en la dirección b. Esta fuer
za es: 

t' +- --dn ds db-( 
1 (}t ) 

2 on . 

t'- - -- dn ds db = -- dn ds db ( 
1 Ot' ) OT 
2 on on 

e) La componente de la fuerza de cuer
po, debida al propio peso del elemento. 
Con cose = oz/os, vale: 

-pgds dn 
oz 

db cos e = - p g ds dn db -os 

La segunda ley de Newton -aplicada al 
elemento- establece que la suma de estas 
fuerzas es igual a la masa del elemento, 
multiplicada por la componente a. de la 
aceleración dada por la Ec. (3.Sa). Puesto 
que en todos los términos que representan 
fuerzas aparece el volumen del elemento 
ds dn db, resulta entonces: 

--+---pg-- ds dn db= [ 
oP o't' oz] 
os on os 

= p[~(~) + ~]ds dndb 
os 2 ot 

Dado que p ds dn db representa la masa 
del elemento, si los términos de la ecua
ción anterior se dividen entre aquella 
cada término representará una fuerza por 
unidad de masa. Resulta entonces que 
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1 ()t 
( t + - - dn ) d.s db 

2 an 

1 oP ( p _-- d.s 1 dn db 
2 as 

1 ap ( p - -- dn 1 ds db 
pg d.s dn db 2 an 

NOTA: Las dimensiones del elemento son ds, dn y db, medidas a través de su centro; ,., p, p y ..-, Jos 
valores medidos en P. 

Figura 4.6 b). Componentes de las fuerzas que actúan sobre el elemento. 

1 ap 1 a• az 
----+----g--= 

p os p on os 
ov 

..L--ot ( 4.8a) 

ésta es la primera ecuación diferencial del 
movimiento. El primer término es debido 
al gradiente de presiones en la dirección 
de la línea de corriente; el segundo, la 
fuerza de resistencia causada por la fric
ción interna y que induce la disipación de 
energía; el tercero, la fuerza de peso ( to
das estas fuerzas son por unidad de masa) ; 
finalmente, el cuarto término (segundo 
miembro) es el cambio de energía cinética 
(aceleración convectiva) que experimenta 
la unidad de masa a lo largo de la línea 
de corriente; y, el último, la aceleración 
local de la misma. 

La Ec. ( 4.8a) se ha derivado por simpli
cidad para un elemento de área trans
versal constante. Sin embargo, el mismo 
resultado se obtiene si el elemento es di
vergente (Ref. 12). 

En la misma forma se establece el equi-

librio dinámico del elemento, ahora en la 
dirección de la normal principal a la línea 
de corriente, sobre la cual la componen
te. de la acelt~ración está dirigida en sen
tido negativo den y está expresada por la 
Ec. ( 3.5b) y donde, además, no existe fuer
za de fricción. Resulta: 

- 'Op dn ds db - p g ds dn db ~ = on on 
y2 

= - p -- ds dn db 
r 

donde r es el radio local de curvatura 
de la línea de corriente. Dividiendo entre 
p ds dn db, se tiene: 

1 'Op oz y2 
-----g- = -- ( 4.8b) 

p on 011 r 

La Ec. ( 4.8b) permite determinar la dis
tribución de la presión en la dirección de la 
normal principal de la línea de corriente, 
si se conoce la distribución de v sobre la 
misma. Es válida para el flujo compre-
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sible pem1anente o no permanente y sus 
diferentes términos representan a las fuer
zas por unidad de masa . 
. En el caso de que la línea de corriente 

sea de curvatura despreciable (r = oo ), el 
segundo término de la Ec. ( 4.8b) vale cero. 

Finalmente, del equilibrio dinámico se
gún la dirección de la binormal, resul
taría: 

1 (Jp oz 
-----g-=0 (4.8c) 

r ob ob 

debido a que ab = O Ec. (3.5c). La ecua
ción ( 4.8c) es válida para el flujo perma
nente o no permanente y sus términos 
también representan a fuerzas por unidad 
de masa. 

Si se trata del flujo de líquidos los efec
tos térmicos no tienen influencia en p 
y, además, es común que los cambios de 
p y -r, con la posición del punto, sean más 
importantes que los que pueda experimen
tar p (aun en golpe de ariete). Por tanto, 
las E cs. ( 4.8) para el flujo de líquidos se 
pueden escribir en la forma: 

- 2__ (.!:...)-g~ + 2..( _:_) -os p os on \ p 

(4.9a) 

-~ (.!!...)-g~ =- v" (4.9b) on p on r 

-~ (.!!...)-g~ =O (4.9c) 
ob r ob 

Todavía más, considerando las ecuacio
nes ( 3.6) y ( 3.8), la forma vectorial de las 
ecuaciones del movimiento ( 4.9a, b, e) es 
(Ref. 12): 

( 
v" ) o~ = grad -- +rot vxv+--
2 O{ 

( 4.9) 

4.4.2 Ecuaciones del movimiento sobre 
una línea de corriente 

Es importante el poder efectuar la in
tegración de la Ec. ( 4.9a) a lo largo de 
una línea de corriente. Sin embargo, debi
do al carácter tensorial del esfuerzo de 
fricción -r, dicha integración es compleja 
si no se hacen consideraciones simplifica
torias. 

Puesto que los términos de la E c. ( 4.9a) 
representan fuerzas por unidad de masa, 
al dividir la misma entre g dichos térmi
nos expresarán ahora fuerzas por uni
dad de peso. Haciendo esta operación con 
y = p g, y ordenando, resulta: 

-~ (z +_E_+ v") + os y 2g 

o ( 't ) 1 ov 
+ on y =-g-:st ( 4.10a) 

Si, además, los términos de la ecuación 
anterior se multiplican por ds, los resul
tantes expresarán los trabajos mecánicos 
realizados por las fuerzas (por unidad de 
peso) a lo largo de la línea de corriente, o 
bien, las energías equivalentes (también 
por unidad de peso) : 

- ~ (z + .E. + ~) ds + os y 2g 

+: (_.:_)ds=_.!._~ds(4.10b) 
un y g ot 

La integración de esta ecuación sobre 
una línea de corriente conduce a que: 

p v" Jo ('t) z+-+--- .-- - ds= 
y 2g • on y 

1 J ov -= e ( t) -- -- ds 
g • oc 
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El término - J ~ ( 2.) ds se interpreta • on y 
como la energía, por unidad de peso, uti
lizada para vencer las fuerzas de fricción 
y que se transforma en energía calorífica 
no aprovechable en el movimiento. Por 
esta razón se considera una pérdida de 
energía que se designará por h,. De esta 
manera, la Ec. (4.10) será: 

p v2 1 J av z + - + -- + h, = C( t) -- -- ds 
y 2g g • at 

( 4.11) 

donde C( t) es una constante de integra
ción que es función únicamente del tiem
po. Esta es la ecuación del movimiento 
para una línea de corriente en un flujo 
de un líquido real (rotacional) no perma
nente; asimismo, relaciona las diferentes 
transformaciones de la energía por unidad 
de peso a lo largo de una misma línea de 
corriente. Su forma. diferencial, equiva
lente a la Ec. (4.10b), es 

La Ec. 4.11 admite las siguientes sim
plificaciones: 

a) Si el flujo es permanente, la integral 
de la Ec. (4.11) desaparece y C(t) = C1 

(constante). 

p y2 
z :+-- + -

2
- + Jz, =e, (4.13) 

y g 

b) Si en el flujo, además, no hay fric
ción, la Ec. ( 4.13) toma la expresión: 

p V~ 
z +-+--=c. 

y 2g -
( 4.14) 

que es la ecuación de Bemoulli para una 
línea de corriente. 

Por lo que respecta a la componente 
dada por la Ec. ( 4.9 b ), es interesante la 
integración para el caso en que las líneas 
de corriente fuesen rectas o de curYatura 
despreciable, en un flujo permanente. Para 
este caso, r = oo o muy grande y dicha 
ecuación es : 

2-(.!!._ + gz) = o on p 

Por tanto, la integración en la direc
ción de la normal a la línea de corriente 
conduce a: 

p - + z = constante 
y 

(4.15) 

lo cual significa que la presión se distri
buye de manera hidrostática en 1~ direc
ción de la normal principal. Un resultado 
análogo se obtiene para la compon'ente en 
la dirección de la binormal. 

4.4.3 Ecuación de la energía para una 
vena líquida J 

El considerar que los valores de z, p, p, 
h, y v, sobre una línea de corriente ideal 
que coincidiera con el eje de una Yena lí
quida, fueran representativos de cada sec
ción, no implicaría un error apreciable y 
la Ec. ( 4.12) sería igualmente válida 
para la vena líquida de la Fig. 4.3. Esta 
consideración es 5uficientemente precisa 
por lo que respecta a los términos que 
contienen las cuatro primeras magnitudes, 
pero será menos exacta en lo que se re
fiere a los que contienen a v. En efecto; 
al existir una distribución de velocidades 
en la sección, que además se aparta del 
valor medio V ( Fig. 4.7), se comete un 
error en el cálculo de dicho valor medio. 

Puesto que en las ecuaciones ( 4.11) y 
( 4.12) el término v"/2g representa la ener
gía cinética que posee la unidad de peso, 

·:: 
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Eie de ta vena} 

1 r- 1' ----'¡ 

Distribución umforme 
según ta med1a v 

Distribución real 
de velocidades 

Figura 4.7. Distribución de velocidades en una sección. 

la que corresponde al peso del líquido que 
atraviesa el área dA en la unidad de tiem
po será : y v dA. v" /2g. En la misma forma, 
la energía cinética que posee todo el peso 
del líquido que fluye a través de una sec
ción de la vena líquida, en la unidad de 
tiempo, es y V A a V' /2g, donde a corrige 
el error de considerar el valor medio de 
la velocidad. Se debe entonces satisfacer 
lo siguiente : 

V' JJ v2 a-- y V A = -·-y v dA 
2g .. 2g 

Puesto que y representa el valor medio 
del peso específico en toda la sección, re
sulta que 

( 4.16) 

Por un razonamiento análogo con el úl
timo término de la Ec. (4.12), se tiene 

P V p VA= fLv p v dA 

p = ~ H .. ( ~ r dA ( 4.17) 

Los coeficientes a y P se conocen como 
coeficientes de Coriolis y de Boussinesq, 
respectivamente. Con estas correcciones 
la E c. ( 4.12) resulta así: 

o (z V' ) -- - + p + a-- + 1!, = os y 2g 

1 oPV 
( 4.18) =--

g ot 
que es la ecuación diferencial de la ener
gía para una vena líquida, llamada tam
bién ecuación dinámica. Si esta ecuación 
se integra entre dos secciones, 1 y 2 de 
la vena líquida, se obtiene: 

Pt V/ P2 V22 

Z1 +-+ U 1 -- = Z2 +-+ a2 -- + 
y 2g y 2g 

+~h,+~J
2

o(PV)ds (4.19) 
1 g 1 ot 

es decir, la ecmu:ión general de la energía 
2 

para una vena líquida, donde ::2: h, repre-
' senta la disipación de energía interna del 

flujo, entre las secciones 1 y 2, que ade
más, incluye la .constante de integración 
C(t). 

4..1-.4 Interpretación de la ecuación de la 
energía 

Con el objeto de entender mejor las di
ferentes aplicaciones de la Ec. ( 4.19), e!' 
adecuado hacer una interpretación físic 
de los diferentes términos que intervienen 
en ella. El análisis de cada uno de sus 
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ténninos muestra que corresponden a los 
de una longitud o carga. El ténnino z, 
medido desde un plano horizontal de re
ferencia, se llama carga de posición; pjy 
es la carga de presión; a V2 /2g la car-

2 

ga de velocidad; ~ h, la pérdida de 
l 

1 J• oiW carga y - ds la carga corres-
g , ot 

pondiente al cambio local de la velocidad. 
La Ec. ( 4.19) establece las relaciones 

entre las diferentes transformaciones de 
la energía mecánica del líquido, por uni
dad de peso del mismo [F L/Fl La carga 
de posición es la energía potencial; la 
carga de presión es la energía correspon
diente al trabajo mecánico ejecutado por 
las fuerzas debidas a la presión ; la carga 
de velocidad es la energía cinética de toda 
la vena líquida; la pérdida de carga es la 
energía transformada·~n otro tipo de ener
gía (transferencia de calor) que, en el caso 
de los líquidos, no es utilizable en el mo
vimiento; y, finalmente, la carga corres
pondiente al cambio local de la velocidad 
es la energía utilizada para efectuar di
cho cambio. 

a) Si el flujo es permanente, otW == O . ot 
Y la Ec. ( 4.19) se reduce a la expresión: 

p, V,2 P2 
Z1 + - + a, -- == Z2 + - + 

y 2g y 
( 4.20) V 2 2 

+ a,-2- +~h. 
2g 1 

b) Si, además, no hay pérdida de ener-
2 

gía, ~ h, ==O y los coeficientes a1 == a, == 1, 
1 . 

la Ec. ( 4.20) adopta la forma llamada 
ecuación de Bernoulli para tÚta vena lí
quida, esto es: 

p, v,• 
z, +- + -- == 

y 2g 

P2 v.• 
== z2 +- + -

2
-

Y g 
( 4.21) 

P V!! 
e) Si H == z +-+a-- representa la 

y 2g 
energía por unidad de peso que tiene el lí
quido en una determinada sección, la cual 
es medida desde el plano horizontal de 
referencia, la Ec. ( 4.20) se simplifica así: 

2 

H1 ==H.+~ h, 
- 1 

( 4.22) 

En una determinada sección la energía de 
un volumen v del líquido, respecto del 
plano horizontal de referencia, es: 

E== yHv 

y, por definición de energía y potencia, en 
esa sección esta última vale : 

dE dv 
p == -- == yH--

dt dt 

Además, por definición de gasto, la ener
gía del líquido en la unidad de tiempo, 
esto es, su potencia, vale 

P=yQH ( 4.23) 

donde: 

y peso específico del líquido, en kg/m3 ; 

H energía total respecto del plano de re
ferencia, en m; 

Q gasto en la sección considerada, en 
m3/seg; 

P potencia del líquido, en kg m/seg. 

Esto es, si se multiplican ambos miembros 
de la E c. ( 4.23) por y Q, para el flujo per
manente, esta ecuación se puede también 
expresar en la forma 

., 
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2 

( 4.24) 

Una interpretación física de cada uno de 
los términos de la Ec. ( 4.19) para una con
ducción forzada con escurrimiento no per
manente, se muestra en la Fig. 4.8, la cual 
tendría validez para un instante determi
nado. Con este esquema se pueden hacer 
las siguientes definiciones. 

l. La lú1ea de energía une los puntos 
que indican en cada sección la energía de 
la corriente. 

2. La línea de cargas piezométricas o 
gradiente de cargas de presión, une los 
puntos que marcan en cada sección la 

suma de las cargas z + .!!_ por arriba del 
y 

plano de referencia. 
De acuerdo con estas definiciones la lí

nea de cargas piezométricas está separada 
de la línea de energía, una distancia ver-

v'2 1 J" oW tical a-- + - ds, correspon-
2g g 1 at 

diente a cada sección. Al mismo tiempo 
se pueden hacer las siguientes generaliz< 
dones. 

l. La línea de energía no puede ser hori
zontal o con inclinación ascendente en la 
dirección del escurrimiento, si el líquido 
es real y no adquiere energía adicional 
desde el exterior. La diferencia de nivel 
de la línea de energía en dos puntos dis
tintos representa la pérdida de carga o di
sipación de energía por unidad de peso 
del líquido fluyente. 

2. La línea de energía y la de cargas 
piezométricas coinciden y quedan al nivel 
de la superficie libre para un volumen de 
líquido en reposo (por ejemplo, un depó
sito o un embalse). 

3. En el caso de que la línea de cargas 
piezométricas quede en algún tramo por 
debajo del eje de la vena líquida, las pre
siones locales en ese tramo son menores 
que la presión cero de referencia que f 

utilice (comúnmente la presión atmoc 
férica). 

;--- Energía total en la sección 1 

\ 
Linea de cargas 

piezométricas 

\__ E¡e de la 
conducción 

e Plano horizontal 
de referencia •• , .• r 

Figura 4.8. Interpretación de la ecuación de la energía para una conducción forzada. 

• 
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En la Fig. 4.9 se muestra la disposición 
de las líneas de energía, y de cargas piezo-
1étricas, de una instalación hidroeléctrica 

JoDde el flujo es permanente; la turbina 
aprovecha la energía disponible H., b· En 
la Fig. 4.10 se muestra el mismo esquema, 
pero en este caso se trata de una insta
lación de bombeo. Para los dos casos la 
Ec. (4.19) se escribe como sigue: 

V 2 • 

Z1 = Z• + a. -
2
- + :S h, + - - 2g 1 

2 

+ ~ h, +H., b 
b 

( 4.25) 

En la instalación hidroeléctrica la turbina 
queda generalmente muy próxima a la sec-

2 

ción 2 y el término ~ h, es despreciable. 
b 

Por lo que respecta al ,término Ha. b éste 
se ha empleado en la Ec:.(4.25) corrio una 
energía cedida o añadida al flujo y tiene 
las dimensiones de una longitud. En efec
.o, por definición de potencia ( Ec. 4.23) 
tenemos que: 

p 
Ha b = --

' yQ 

Energía total en la sección 1 

es la energía neta por unidad de peso 
que cede o se transmite al líquido por 
efecto de la máquina; tiene signo positivo 
en la Ec. ( 4.25) cuando el líquido cede 
energía (turbina) o negativo cuando la 
recibe (bomba). Aún más, si P. es la po
tencia nominal de la máquina y r¡ su efi
ciencia, entonces 

si se trata de una turbina; y 

H. b =
' 

si es una bomba. 

( 4.26a) 

( 4.26b) 

En el caso de una conducción a super
ficie libre en escurrimiento continuo. ( fi
gura 4.11), con líneas de corriente de cur
vatura despreciable y paralelas, es más 
adecuado medir la carga de posición des
de el plano de referencia hasta el punto 
más bajo de la sección transversal,,:esto 
es, hasta la plantilla del canal. La carga 
de presión coincide con el tirante y de la 
sección, es decir, con el desnivel entre 

-:::::r=~+;,r-,==~-L ___ __:.-.::,_~¡=-- Linea de energia ----
Linea de cargas preiométncas 

i z2 __ L_L :vel de-re-fe-re_nc-ia ___ L_ ______ _j_ __ _L 
1 a !,! 

Figura 4.9. Líneas de energía y de cargas piezométricas en una instalación hidroeléctrica. 

··'' 
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línea de cargas piezométricas l \línea de energía ' 

?• -- 1 j ¡ ~ ". 
-- 1 ------- • . 

1 ------ ------ r 
i - ~;~-~~--T~a, ~~~ 

z, 

Nivel de referencia 

2 

Figura 4.10. Líneas de energía y de cargas piezométricas en una instalación de bombeo. 

la superficie libre y la plantilla, siempre 
que sea pequeño el ángulo e de inclinación 
de la plantilla. Esto equivale a considerar 
que la distribución de presiones es hidros
tática y que no existen componentes de la 
aceleración normales a la dirección del 
flujo. 

Nivel de referencia 

Figura 4.11. Cargas de posición, presión y de ve
locidad en un escurrimiento a superficie libre. 

Finalmente, la carga de velocidad se 
mide desde el nivel de la superficie libre 
del agua hasta la línea de energía. En el 
caso de que sean los ángulos e > 10", 
la carga de presión es distinta y se evalúa 

p 
como- = d cose, en que d es el tirante 

y 
medido en dirección perpendicular a la 
plantilla del canal; o bien, siendo y cos e= 

= d,..!!.. = y cos2 e, donde y es el tirante 
y 

medido verticalmente. De este modo, la 
suma de las cargas de posición, presión y 
velocidad es 

V2 
H = z +deos e+ """"2'g (4.27a) 

o bien 

V2 
H = z + ycos2 e + 2g (4.27b) 

donde V representa la velocidad media en 
la se~ción perpendicular a la plantilla 
correspondiente al tirante d. 

La pérdida de energía que se produce 
al escurrir un líquido real puede deberse 
no sólo al efecto de fricción entre las par
tículas del líquido y las fronteras que cor 
finan a la vena líquida, sino -además- a. 
efecto de separación o turbulencias indu
cidas en el movimiento al presentarse obs-
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táculos o cambios bruscos en la geome
tría. El primer tipo de pérdida se conoce 
como pérdida de energía por fricción; 
es proporcional a la longitud de recorrido 
y suele adquirir gran importancia en es
tructuras largas. El segundo tipo de pér
dida se conoce como pérdida menor y se 
concentra en el sitio mismo en que se ori
gina. 

4.5 Ecuación de la cantidad de movi
miento 

La ecuación de la cantidad de movimien
to en un cuerpo libre o volumen de control 
se deriva de la segunda ley de Newton. Se 
conoce como la cantidad de movimiento 
de un elemento de masa M al producto de 
ésta por su velocidad. Por tanto, la se
gunda ley de Newton establece lo que 
sigue. 

La suma vectorial -de todas las fuer
zas F que actúan sobre'una masa de fluido 
es igual a la rapidez del cambio del vector 

I 

)-., 
X 

lineal cantidad de movimiento de la masa 
de fluido, es decir: 

F = d(Mv) 
dt 

( 4.28) 

Las fuerzas externas son de dos tipos : 
a) Fuerzas de superficie que actúan so

bre la masa de fluido y, a su vez, pueden 
ser ( subcapítulo 1.2): 

Fuerzas F,, normales a la frontera de la 
masa, que se pueden evaluar en términos 
de las intensidades de presión sobre la 
misma. Conviene aquí observar que la pre
sión comprende, además de la presión es
tática, la dinámica ejercida por el flujo. 

Fuerzas FT, tangenciales a las fronteras 
de la masa, que se pueden medir en tér
minos del esfuerzo tangencial sobre la 
misma. 

b) Fuerzas de cuerpo Fe, generalmente 
las de peso propio. 

La masa que fluye en la unidad de tiem
po, a través de un elemento de superficie 
dA de la que encierra al volumen de con-,, 

Figura 4.12. Dcrh'ación de la ecuación de la cantidad de movimiento para un volumen de control. 

.• 
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ORIFICIOS Y COMPUERTAS 

6.1 Ecuación general de los orificios 

Considere un recipiente lleno de un líquido, en cuya pared lateral se 
ha practicado un orificio de pequeñas dimensiones (en comparación con 
su profundidad H) y cualquier forma, además de una área A. El orificio 
descarga un gasto Q cuya magnitud se desea calcular, para lo cual se su
pone que el nivel del agua en el recipiente permanece constante por efecto 
de la entrada de un gasto idéntico al que sale; o bien porque posea un 
volumen muy grande. Además, el único contacto entre el líquido y la 
pared debe ser alrededor de una arista afilada como se muestra en 
la Fig. 6.1 ; esto es, el orificio es de pared delgada. Las partículas de líqui
do en la proximidad del orificio se mueven aproximadamente en direc
ción al centro del mismo, de modo que, por efecto de su inercia, la de
flexión brusca que sufren produce una contracción del chorro, la cual 
se alcanza en la sección 2. A esta sección se le llama contraída y tiene 
una área A, inferior al área A del orificio. En ella las velocidades de las 
partículas son prácticamente uniformes y con un valor medio V. 

- i---
-~-----

H 

Figura 6.1. Orificio de pared delgada. 

203 
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Suponiendo un plano de referencia que 
coincida con el centro de graYedad del 
orificio, la aplica.:ión de la ecuación de 
Bernoulli ( 4.21) entre las secciones 1 y 2 
de una vena líquida, además de considerar 
despreciable la velocidad de llegada al ori
ficio, conduce a la expresión: 

v
H=-

2g 

donde se ha despreciado el desnivel entre 
los centros de gra\·edad del orificio y de 
la sección contraída. De aquí se obtiene: 

V= v'2gH ( 6.1) 

La ecuación se llama de Torricelli y puede 
también obtenerse de la ecuación ( 4.14) 
de Bernoulli entre dos puntos: uno dentro 
del recipiente y otro en el centro de gra
vedad de la sección contraída. Esto es, la 
Ec. ( 6.1) indica que la velocidad sigue 
una ley parabólica. con la profundidad y 
en este caso la velocidad media -V, se 
calcula con la profundidad media del ori
ficio y corresponde a su centro de grave
dad, no obstante que las velocidades de 
las partículas arriba de este punto son 
menores y, abajo, mayores. Esto tendrá 
por supuesto mayor validez a medida que 
la dimensión transversal, no horizontal, 
del orificio sea mucho menor que la pro
fundidad H del mismo. Es más, los resul
tados obtenidos de la E c. ( 6.1) concuerdan 
con los obtenidos experimentalmente sólo 
si se corrigen, mediante un coeficiente c. 
llamado de velocidad, en la forma: 

v = e" v 2 g H e 6.2) 

donde c., coeficiente sin dimensiones muy 
próximo a 1, es de tipo experimental y 
además corrige el error de no considerar 
en la Ec. ( 6.1), tanto la pérdida de ener
gía l'!..h,, como los coeficientes a 1 y a2 • 

Si el área de la sección contraída se 

calcula en términos de la del orificio, por 
medio de un coeficiente Ce llamado de 
contracción (también sin dimensiones), en 
la forma: 

el gasto descargado por el orificio es en
tonces 

Q=C.C.4,,/2gH (6.3) 

o bien, con Ct = e,. Ce (coeficiente de gas
to), el gasto se calcula finalmente con la 
ecuación general de un orificio de pared 
delgada, a saber: 

o= c.Av 2gH (6.4) 

Conviene aclarar que en las ecuaciones an
teriores se consideró H como el desnivel 
entre la superficie libre y el centro de 
gravedad del orificio. Esto resultó de su
poner que era despreciable la .velocidad 
de llegada al orificio y que la presión 
sobre la superficie libre corresponde a la 
atmosférica. Cuando ello no acontece, H 
corresponde a la energía total; esto es, a 
la suma de la profundidad del orificio, 
de la carga de velocidad de llegada y de 
la carga de presión sobre la superficie 
del agua: 

V2 
E=H+-0-+~ 

2g y 
(6.5) 

6.2 Coeficientes de velocidad, contracción 
y gasto, en orificios de pared delgada 

Los coeficientes de velocidad, contrac
ción y gasto, en un orificio, son básica
mente experimentales. Sin embargo, en 
teoría es posible encontrar la magnitud 
del coeficiente de gasto para un orificio 
circular a partir de la ecuación de la can
tidad de movimiento aplicada sobre un 
volumen de control limitado por la fron-
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tera del chorro en contacto con el aire, la 
sección contraída y, dentro del recipien
te, por una superficie semiesférica de ra
dío igual al del orificio (Fig. 6.2). Para 
hacer lo anterior, se designa como v1 la 
velocidad de una partícula sobre la semi
esfera de radio R, trazada en la Fig. 6.2, 
cuya dirección es radial al centro de la 
semiesfera. 

La superficie de la semiesfera vale 

A1 = 2 re R2 (6.6) 

y la correspondiente a la sección con
traída: 

A,=Cc.4=Cc:tR2 (6.7) 

Figura 6.2. Derivación del coeficiente de con· 
tracción para un orificio de pared delgada. 

De la ecuación de continuidad se ob
tiene 

A e 
,., =--V 

A¡ 

Substituyendo en esta ecuación a las 
Ecs. ( 6.6) y ( 6.7) resulta que 

'' 1 = -~e, F (6.8) 

Para aplicar la ecuación de la cantidad 

de movimiento, es necesario conocer -la 
velocidad media sobre la semiesfera en 
la dirección del escurrimiento. La compo
nente paralela al eje del orificio de las 
velocidades v1 , sobre la superficie de la 
semiesfera, vale v1 cos e ; es decir, que 
la variación es según una ley cosenoidal 
como se muestra en la Fig. 6.3. De este 
modo, la media de las componentes de 
la velocidad, sobre la superficie semies
férica, se obtiene por la igualación del vo
lumen del cilindro V, :t R2 con el Yolumen 
encerrado por la superficie de ley cose
noidal; o sea 

V¡ Jf V, = re R' ~ cos e dA 

y, con cos e= vR"-r 
R 

, dA = 2 rt r dr; 

entonces 

ll 2 vl IR ,-R.. -_, d ,. ' = Rs o V - - 1 - r r 

la integración conduce al resultado SI

guiente: 

? \' 
=- _:__:_ [- R'] 

3 R" 

finalmente, se tiene que 

(6.9) 

Substituyendo la Ec. (6.8) en la (6.9) re
sulta: 

V,= _E_:_ V 
3 

(6.10) 

Por tanto, es posible eYaluar los coeficien
tes~ que intervienen en la ecuación de la 
cantidad de movimiento. Por una parte, 
el coeficiente ~ para la sección contraída 
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<' 1 co:- () 

r------
1 
1 

1 

L------

~1".~ 
Figura 6.3. Distribución de las componentes de 
la velocidad normales a la sección del orificio. 

vale 1, pues se supone que la distribución 
de la velocidad coincide con la media ; 
sin embargo, el coeficiente ~ para la semi
esfera tiene un valor distinto de 1 y resul
ta de la Ec. (4.17),·a saber: 

JJ.,v1
2 cos2 8 d.4. 

~ 1 = A V." 
( 6.11) 

De la Fig. 6.3, dA = 2 Jt r dr y además 

"8 r sen· = --· R'2 ' 
. r 

Co,. 8 = 1---... R'2 

Con estas expresiones y considerando la 
Ec. ( 6.8) el valor de ~1 es: 

1 JRe?V1
( r) 

~' = A V,2 o 3 1 - Rz 2 n r dr == 

=· 1 e.~V" [ nR
2 

_ nR~] 
A V,2 2 2 · 4 

y de la Ec. (6.10) resulta entonces que 

9 
~,= R" e" V' :t - e- -

2 :t R2 9 
• V'-

8
-=8 = 1.12s (6.12) 

Es necesario conocer las fuerzas que im
pulsan al volumen de agua limitado por 
la sección contraída y las secciones de la 
esfera; en un punto E sobre la semiesfera 
actúa la presión p. La ecuación de Ber
noulli para una linea de corriente (ecua
ción 4.14), aplicada a este punto, es 

p V 2 

H = z +- +-1
-

y 2g 

Si se acepta que la carga H es muy gran
de en comparación con el radio del ori
ficio, puede entonces despreciarse z y, por 
tanto, sobre toda la semiesfera la presión 
será constante y de valor: 

'· 

( 
·V 2) 

p =y H- 2~ 

Por lo cual la componente en la dirección 
del movimiento del empuje o fuerza total, 
sobre la superficie de la semies.fera, es 

(6.13) 

En la sección contraída actúa la pre
sión atmosférica, por lo que la fuerza so
bre dicha sección será cero. La masa del 
líquido descargada a través del orificio es 

y 
-CeA V 
g 

la cual se acelera desde la velocidad me
dia V, sobre la semiesfera, expresada por 
la Ec. (6.10), hasta la velocidad media V· 
en la sección contraída. Así, de acuerdo 
con las Ecs. (6.8), (6.10), (6.12) y (6.13), 
la ecuación de la cantidad de movimiento 
se expresa como sigue : 

[ 1 (e v )' ] yAH-zg; = 
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== -A Ce V V- -- \1 y ( 9 c. ) 
g 8 3 

Por otra parte, de la Ec. ( 6.2) se tiene que 

1 V' 
H=--

C." 2g 

con lo cual resulta : 

-- 2Ce--Cc2 + -Ce2
--- =O V

2 
[ 3 1 1 1 

2g 4 4 c.• 
o bien, eliminando la carga de velocidad, 
se tiene que 

(3 1) " 1 -- - C,- - 2 Ce + -- == O 
4 4 C." 

por tanto: 

2 2 o Ce - 4C, + -- == e " " 

Debido a que Ce debe ser menor que 1, la 
raíz válida en esta ecuación es la corres
pondiente al signo negativo del radical; 
así, se obtiene la ecuación: 

( 6.14) 

En la tabla 6.1 se presentan los valo
res de C, y C" calculados de la Ec. (6.14 ), 
para diferentes valores de C,, y de la defi
nición de e,. 

TABLA 6.1. Coeficientes de gasto de la Ec. 6.14 

1 
0.586 
0.586 

0.99 
0.60 
0.594 

0.98 
0.615 
0.603 

0.97 
0.631 
0.612 

0.96 
0.647 
0.621 

0.95 
0.664 
0.631 

Mediante un análisis dimensional se 
comprueba (problema A.8, apéndice A) 
que los coeficientes de wlocidad, contrae-

ción y gasto, son función exclusivamente 
del número de Reynolds. De acuerdo con 
los resultados de diferentes investigadores 
(Refs. 21, 22 y 23 ), para orificios circu
lares sus valores tienen la variación mos
trada en la Fig. 6.4. Se obsen•a que para 
números de Reynolds Re > 10", los coefi
cientes c., Ce y Cd son independientes de 
dicho número y adquieren los Yalores 
constantes siguientes: 

c.= 0.99 

e,= 0.605 

cd = o.6o 

De la tabla 6.1 se tiene que para c. = 
= 0.99, la Ec. (6.14) proporciona Jos va
lores Ce = 0.60 y Cd = 0.594 que coinciden 
prácticamente con los coeficientes experi
mentales arriba indicados. 

Por definición de coeficientes de con
tracción, para un orificio circular se ob
tiene 

(6.15) 

y con Ce == 0.605, D == 1.285 De; o bien, 
D, = 0.778 D. 

Cuando se trata de orificios rectangu
lares de poca altura los coeficientes c., Ce 
y Cd, son prácticamente los mismos en la 
Fig. 6.4. En este caso (en lugar de D) en 
el número de Reynolds se utilizá la míni
ma dimensión a del orificio y en la ecua
ción ( 6.4) corresponde a su área A = ab 
( b es la dimensión máxima del orificio). 

Los resultados de la Fig. 6.4 son válidos 
siempre que se tenga una contracción 
completa, que se logra si la distancia en
tre los cantos del orificio y las fronteras 
del recipiente (pared lateral, fondo o su
perficie libre) es por lo menos 3D en ori
ficios circulares, o 3 a en orificios rectan
gulares. 
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Figura 6.4 .. Variación de los coeficientes de velocidad, contracción y gasto, 
.con el número de Reynolds en un orificio circular. 

6.3 Pérdida de energía 

Si al establecer la ecuación de Bernoulli 
para deducir la Ec. ( 6.1 ), se incluye el 
término de pérdida de energía, entonces, 

V' 
H =-+ flh, 

2g 

Por otra parte, de la Ec. ( 6.2) resulta: 

1 V' 
H=c":z;;-

• o 

que, substituida en la ecuación ante
rior, da 

(
1 \V" ,V" 

!lh, = -- - 1 -- = K --e 2 ¡ "g 'la 
V - -b 

(6.ló) 

La Ec. ( 6.16) indica que la pérdida de 
energía es proporcional a la carga de velo-

ciclad media en la seccwn contraída. El 
coeficiente de pérdida K no tiene dimen
siones y es función sólo del coeficiente 
de velocidad siguiente: 

1 
K=--1 

C,}-
(6.17a) 

Así, para C. = 0.99, K = 0.02. De la ecua
ción ( 6.17a) se tiene también que 

c.= (6.17b) 

El perfil de la trayectoria del chorro 
queda determinado por la Ec. (e) del pro
blema 4.13, en que V1 se calcula de la 
Ec. (6.2). 

Problema 6.1. El orificio circular practi
cado en la pared vertical de un recipiente 
que contiene agua tiene un diámetro D = 
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== 0.10 m y desaloja un gasto Q == 29.5 lt/ 
seg con una carga H == 2m. Con el sistema 
de coordenadas indicado en la Fig. 6.5, se 
ha medido en el laboratorio que x = 3m 
y y = 1.15 m, para el punto 1. Calcular los 
coeficientes de contracción, gasto y Yelo
cidad. 

---x---' 

' )' 

Figura 6.5. Ilustración del problema 6.1. 

Solución. Debido a que en la sección con
traída el ángulo de inclinación del chorro 
es e== O, además de que en esa sección las 
componentes de la velocidad son V1, == V 
y V1v==0, de la Ec. (e) del problema 4.13 y, 
de acuerdo con la orientación de los ejes, 
se tiene a 

g x• 
\' = ---

0 2 V' 

Por lo que la wlocidad media en la sec
ción contraída vale: 

1 g ~·9:8-
V=x '--==3 

'2y 2xl.l5 
6.194 m/seg 

De la Ec. (6.2) el coeficiente de Yelocidad 
resulta ser 

V 
c.==----

\12gH 

6.194 
--;;::=::;~ -
y2 X 9.8 X 2 

6.194 e,. = == o.989 
6.261 

De la Ec. ( 6.4) el coeficiente de gasto es 
entonces: 

Q cd = ------
A\12gH 

0.0295 
- -:-::-:-::----:-=-:--::-:-::---:-:-::-::-:- - o .60 

0.785 X ( 0.10 )2 X 6.261 

El coeficiente de contracción, por otra par
te, será 

cd e,=-= o.607 c. 

Finalmente, de la Ec. (6.17a) el coeficien
te de pérdida de energía vale 

1 
K= -1 = 0.022 

( 0.989 )2 

Para el agua -a 15'C- el coeficiente de 
cm!! 

Yiscosidad cinemática es v = 0.0175 -
seg 

( Fig. 1.8); luego entonces, en el orificio el 
número de Reynolds es : 

>/2gHD 626x10 
Re = ----- --:o---::-:-:=- = 3.578 X 105 

\' 0.0175 

Con este número de Reynolds se compnie
ban en la Fig. 6.4 los coeficientes antes 
obtenidos. 

6.-l Orificios de grandes dimensiones o 
cnrgas pequeñas 

En la deducción de la ecuación general 
de los orificios se ha supuesto que la velo
cidad media de todas las partículas s< 
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--- ¡----TT---------¡-

Figura 6.6. Orificios de grandes dimensiones o poca carga. 

puede calcular a partir de la energía to
tal H, al centro de gravedad de la sección 
contraída, lo cual es válido cuando el ori
ficio es de pequeñas dimensiones en com
paración con su profundidad. Resulta con
veniente investigar lo que sucede cuando 
el orificio es de grandes dimensiones y se 
encuentra a poca profundidad. Para lo 
anterior debe considerarse un orificio de 
forma cualquiera practicado en la pared 
vertical de un recipiente y la notación que 
se indica en la Fig. 6.6. 
De acuerdo con la Ec. ( 6.3) el gasto que 
pasa por un elemento diferencial de 
área es 

donde H es la carga al centro de gravedad 
del orificio. 

El gasto total que pasa por el orificio 
es entonces: 

-J+•, Q'=Cdv2g -z5H+z)~ydz= 

= cdv2gHf+=,<, + z )!ydz 
-z, fJ 

Al desarrollar el binomio del integrando, 
si despreciamos los términos de orden su
perior, resulta: 

[ 
1 z 1 z. ] 

1 +- (-)-- (-)- + ... y dz. 
2 H 8 H ., 

Esta ecuación, dividida entre la (6.4), re-
sulta ser · 

- Q' - 1 J+z, 
<1>----Q A -•, ,, 

[ 
1 z. 1 z 2 1J 

l + 2 (H) -S ( H) + . .. y dz 

Como la integral del primer término es A 
y la del segundo vale cero por tratarse 
del momento estático del área respecto 
a su eje centroidal, resulta entonces: 

Q' 1 r +•, 
</> = -- = 1 - 1 (- z2 y dz + 

Q 8 A H2 -•, 

Para el orificio rectangular, y= b (cans
a 

tan te), z, = z2 = -; el valor de q, será: . 2 

Para el orificio circular, y dz = dA, Z1 = 
z D = - = -; el valor de q, es 
2 2 
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(l 1 D 
.¡, =- = 1- - (-)2 (6.19) 

Q 128 H 

A continuación se incluyen algunos va
lores de .¡, para los orificios rectangular 
y circular, obtenidos de las Ecs. (6.18) y 
(6.19). 

a D 
-ó
H H 

2 
1 
0.67 

ORIFICIO 

Rectangular 

0.94 
0.99 
1 

Circular 

0.95 
0.99 
1 

El valor a/H = D/H = 2 equivale al caso 
extremo en el que el nivel del agua en el 
recipiente coincide con el canto superior 
del orificio. En dichas condiciones el ori
ficio no funciona como tal, sino como un 
vertedor de pared delgada (capítulo 7). 
En los restantes casos el coeficiente que 
corrige a C,¡ de la Ec. ( 6.4), resulta despre
ciable y esta última puede utilizarse con 
la misma precisión en orificios de grandes 
dimensiones o de poca carga. 

6.5 Orificios con conlracdón incompleta 

Se puede hablar de dos tipos de contrac
ción incompleta en un orificio. 

a) Cuando las paredes o el fondo del 
recipiente se encuentran a distancias infe
riores a 3D (Des el diámetro 'de los orifi
cios) o bien, a 3 a (a, dimensión mínima 
en orificios rectangulares), se dice que la 
contracción en el orificio es parcialmente 
suprimida. 

b) Si se llega al caso extremo en que 
una de las fronteras del recipiente coinci
da con una arista del orificio, se dice que 
la contracción es suprimida en esa arista; 

en tal caso el orificio se apoya sobre la 
pared del recipiente. 
. En cualquiera de los ejemplos anterio

res deben corregirse los valores señalados 
en la Fig. 6.4. 

En el caso de contracción parcialmente 
suprimida, se puede utilizar ·la siguiente 
ecuación empírica para calcular el coefi
ciente de gasto (Ref. 21), a saber: 

cd = cdo [1 + 0.641 ( ~; r J (6.20) 

donde Cd es el coeficiente de gasto del ori
ficio; Cdo el coeficiente de gasto del mismo 
orificio con con tracción completa; A0 el 
área del orificio; AT el área de la pared 
del recipiente en contacto con el agua 
(Fig. 6.7). 

-" 

Figura 6. 7. Contracción parcialmente suprimida 
en un orificio. 

En el caso de contracción suprimida 
nos interesan los problemas de orificios 
de fondo relacionados con compuertas, los 
cuales se tratarán ·más adelante. 

Problema 6.2. El orificio de pared delga
da, de la Fig. 6.8, es cuadrado (a=0.18 m) 
y trabaja con una carga h = 0.5 m. Sobre 
la superficie libre del líquido actúa una 
presión de Po = 1.45 k g/ cm2

• Determinar el 
gasto que descarga el orificio. 
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: .. ~ p,~-.-: .. ~:: . .. .. .. 
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1 e- 0.1 m 

' -~ L--..b ·q i 1 
: , .. ~ 
¡ 
: b = 0.3 m 1 

Figura 6.8. Del problema 6.2. 

Solución. De acuerdo con la Fig. 6.8 las 
distancias desde los cantos del orificio 
a las paredes más próximas del recipien
te, son menores de 3 a, por lo cual se 
trata de una contracción parcialmente su
primida. El coeficiente de gasto. para el 
caso normal de contracción completa es: 
e~ = 0.60; para hacer uso de la Ec. ( 6.20) 
tenemos que 

y 

AT=b(h+ ~+e)-
= 0.3 (0.5 + 0.09 + 0.1) = 0.207 m 2 

luego entonces: 

[ (
o. 0324) 2 

] . 
e~= o.6o 1 + o.641 x 

0
.
207 

= o.609 

Además, la carga total que actúa sobre el 
orificio es : 

H = h + ~ = 0.5 + 1.45 =15m 
y 

de la Ec. (6.4), el gasto vale 

Q = 0.609 X 0.0324 V 2 X 9.8 X 15 = 

= QJ~S m3/seg 

6.6 Orificios con descarga sumergida 

Cuando el orificio descarga a otro tan
que cuyo ni,·el está por arriba del canto 
inferior del orificio, se dice que la descar
ga es ahogada. El ahogamiento puede ser 
total (Fig. 6.9) o parcial (Fig. 6.10). 

c\f-{ 
1 

1 
~---- ___:_ -~ 

:·( 

Figura 6.9. Ahogamiento total. 

Figura 6.10. Ahogamiento parcial. 

En el caso de descarga ahogada total 
se puede derivar una ecuación análoga a 
la general ( 6.4), con la única diferencia. 
que la energía total Hes entonces !1H (di
ferencia de niveles entre los dos recipien-
tes) ; el gasto es entonces : 

Q = cd A v 2 g 11H ( 6.21) 
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Se recomienda utilizar el mismo coefi
ciente de gasto cd que el de un orificio 
de descarga libre. 

Cuando el ahogamiento es parcial, como 
en la Fig. 6.10, el gasto total descargado 
por el orificio se puede expresar como la 
suma Q1 y Q2 , donde Q1 es el gasto corres
pondiente a la porción del orificio con 
descarga ahogada, es decir : 

y Q2 es el gasto de la porción del orificio 
con descarga libre, a saber: 

No hay investigaciones confiables acerca 
de los coeficientes de gasto cdl y cd2; al 
respecto, Schlag ( Ref. 22) propone que 
cdl = 0.70 y cd2 = 0.675, en el caso de 
que el orificio tenga un umbral en el fon
do, como en la Fig. 6.10. 

6.7 Compuertas 

Una compuerta consiste en una placa 
móvil, plana o curva, que al levantarse 
permite graduar la altura del orificio que 
se va descubriendo, a la vez que controlar 
la descarga producida. El orificio general-

Figura 6.11. Compuerta plana. 

/////////, //,,'/ / //'/,//////' ,,//r'/• -'//, 

---'--~- L' e ICe 

Figura 6.12. Compuerta radial. 

mente se hace entre el piso de un canal y 
el borde inferior de la compuerta, por lo 
que su ancho coincide con el del canal; 
en estas condiciones el flujo puede consi
derarse bidimensional (Figs. 6.11 y 6.12). 

El gasto de una compuerta y las carac
terísticas hidráulicas de su descarga se 
pueden conocer a partir del estudio de 
una red de flujo obtenida por cualquiera 
de los métodos expuestos en el capítulo 10. 
La red de flujo de la compuerta plana, 
de la figura 6.13, permite explicar con 
claridad la contracción que experimenta 
el chorro descargado por el orificio de al
tura a, hasta alcanzar un valor Ce a en 
una distancia L en la que las líneas de 
corriente se vuelven horizontales y tienen 
por ello una distribución hidrostática de 
presiones. Debido al fenómeno de contrac
ción y a la fricción con el piso, se produce 
una pérdida de carga l!.h, que influye en 
el cálculo del gasto. Asimismo, la carga 
de velocidad V1

2/2g con que llega el agua 
en el canal, aguas arriba de la compuer
ta, tiene mayor importancia a medida que 
la relación y1 / a disminuye. 

En el canto inferior de la compuerta 
las líneas de corriente tienden a unirse 
y es ahí donde la Yelocidad adquiere su 
máximo valor. Debido a la curvatura de 
las líneas de corriente una gran presión 
actúa sobre la línea de intersección del 
plano de la compuerta, razón por la cual 
se tiene una velocidad pequeña. 

Para obtener la ecuación que propor
cione el gasto, aquí se considerará el caso 
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Punto de estancamiento 
'

/. LineJ de energia 

DistrJb'JCIC:l d~ 
¡:;res10nes sobre· 
la compuerta 

L ~a e~ r / · :' , ·~ r2g · · / , p h· -<< , 
1 ~--~~~~--~~,~----------~~~ 

_\ÍI r 

t 

/{ 

:..-~------ ~Y,·------~"-1' Dislribució·n de presiones en 
la secetón del orificio 

Figura 6.13. Red de flujo para una compuerta plana. 

más general de u~a compuerta plana, 
con una inclinación ~~ respecto de la hori
zontal (Fig. 6.14) y un ancho b. La inclina
ción e· es equivalente a la de la tangente 
en el labio de la compuerta radial, de la 
Fig. 6.12, y con e = 90• incluye el caso de 
la compuerta vertical de la Fig. 6.11. Se 
establece la ecuación de la energía entre 
una sección 1, aguas arriba, de la com
puerta y la sección contraída, a saber: 

,, 
Por otra parte, de la ecuación de continui-

H 

vl: v.)!? 
H = y, +--- = Cea + -- (6.22) 

2g 2g 

--.¡....__ 1', 

y,= C,.a 

/ / 

Figura 6.14. Compuerta plana inclinada. 

dad ~e tiene : · 

( 6.23) 

que substituida en la Ec. (6.22) condu
ce a: 

y de aquí, tenemos que 

Por tanto, la velocidad media real en la 
sección contraída es: 
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c. v2 = -----:-:=:::;:==-- v 2g y, < 6.24) 
1 Cea , '1+-

y, 

considerar el empleo de y 1 en lugar de H. 

en que c. es el coeficiente de velocidad. 

Si la descarga es sumergida con un ti
rante Ya en el canal, aguas abajo de la 
compuerta, se puede hacer un desarrollo 
análogo al anterior y obtener una expre
sión idéntica a la Ec. ( 6.25) para cualquier 
tipo de compuerta. El gasto es 

CeC.ba 
Q = ---:-=:;:::::= V 2g YJ 

/
' Cea 

'

1+-
y, 

Q == Cabay2gy 1 / (6.25) 

donde: 

(6.26a) 

o bien 

Los coeficientes de velocidad, contrac
ción y gasto los han obtenido experimen
talmente muchos investigadores; sin em
bargo, en ningún caso se ha encontrado 
coincidencia en los resultados. 

Los coeficientes C., C. y Ca dependen, 
desde luego, de la geometria del flujo y 
del número de Reynolds. De acuerdo con 
los resultados presentados por Domínguez 
(Ref. 24) en la mayoria de los problemas, 
en la práctica, se supera el número de Rey
nolds a partir del cual el flujo se torna 
independiente de él. 

Gentilini (Ref. 25) realizó investigacio
nes en compuertas planas inclinadas y 
radiales, con descarga· libre. En la Fig. 6.15 
se presentan los coeficientes de gasto Ca 
obtenidos en compuertas planas con un 
ángulo de inclinación e en términos de la 
relación ytf a. 

En la Ec. (6.26a)'/ 1 + Cea 
)' 
- 1 

sirve para 

Las experiencias de Gentilini incluyen 
el caso de la compuerta plana vertical 
e = 90°, tipo del cual se han ocupado in-

C.8 .: 

0.5 

6 -l ~o f.--- -7 
/ 

/ 
/ 

_.. 

/ / 
~ 

/ / 
~ 

~ --..... 

2 . 4 

v 1--
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8 
'\' la • 1. 

60° 

1 .. 
1 •J ' --

::_-¡ -=--· ¡--- '·, 
- -· ,. -

d 

75' - -

190° '· 
1 

1 
o 

1 ;w)//LiL:~w,;;;;¿;/ 
lO 12 14 

Figllra 6.15. Coeficientes de gasto para compuertas planas inclinadas 
con descarga libre. 



216 orificios y compuertm 

0.6 
,-- Descarga l1bre 

0.5 
~ 

o 0.4 v; 
~ 

00 

~ 
'O 0.3 
~ 
~ 

·g 0.2 

"' o 
'-' 

0.1 

o 
' " 7 8 9 lO ll 12 l3 14 15 16 

Valores de y¡ja 

Figura 6.16. Coeficiente de gasto de una compuerta plana vertical según Cofré 
y Buchheister ( Ref. 24 ). 

vestigadores como Joukowsky y Vedér
nikov (Re f. 6) de la Unión Soviética, Fran
ke de Alemania ( Ref.l), Henry de Estados 
Unidos de Norteamérica (Ref. 26) y Cofré 
y Buchheister de Chile (Ref. 24). Knapp 
(Ref. 23) y Henderson (Ref. 27) exponen 
una comparación interesante de algunos 
de estos resultados que presentan dis
crepancias importantes atribuibles, según 
Knapp, al grado de agudeza del canto afi
lado de la compuerta. Henderson, por el 
contrario, concluye que esto se debe a 
la manera como se desarrolla la capa lí· 
mite a partir del plano de la compuerta. 

Con base en las experiencias de Genti
lini, Knapp propone una ecuación para 
calcular el coeficiente de velocidad en 
compuertas verticales con descarga libre, 
en función de a/ H. Para ser congruentes 
con los anteriores desarrollos, el autor de 
este libro ha modificado la ecuación para 
que la dependencia sea con a/y1 : 

a c.= 0.960 + 0.0979- (6.27) 
y¡ 

Tiene como límite superior c. = l. el cual 
se alcanza para a/y1 = 0.408. Por lo que 

. 
respecta a los coeficientes de gasto, Cofré 
y Buchheister ( Ref. 24) comprobaron y 
ampliaron los resultados obtenidos por 
Henry ( Fig. 6J6 ). Se incluye aquí el caso 
de las compuertas con descarga a,hogada 
en el que se ha calculado el coeficjente de 
gasto cd para que siga siendo válida la 
Ec. (6.25). Aquí, dicho coeficiente depende 
de y 1/a y además de Ya/a, esto es, del 
tirante Ya en el canal aguas abajo de la 
compuerta. El criterio para estudiar el tipo 
de descarga se presentará en el Vol. 2 de 
este libro. 

Como se observa en las Figs. 6.15 y 
6.16, los resultados para e = 90" en la 
primera concuerdan bastante con los de 
descarga libre en la segunda. 

Con los coe"ficientes de gasto para des
carga libre (tomados de la Fig. 6.16) 
y los de velocidad, calculados de la ecua
ción (6.27), se obtuvieron los correspon
dientes a Ce, a partir de la Ec. (6.26b ),los 
cuales mostraron sólo ligeras variaciones 
en torno al valor 0.62, Para fines prácti
cos, se recomienda un valor C, = 0.62 para 
cualquier relación y 1/a, inclusive para des
carga sumergida. 

De acuerdo con la Fig. 6.13 la distancia 
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horizontal, desde el plano de una com
puerta vertical hasta la sección contraída, 
alcanza el valor 

L=-a-
Cc 

( 6.28) 

Según Joukowski y Vedérnikov, esta 
distancia debe ser igual a la abertura de 
la compuerta. 

En compuertas planas verticales, cuan
do y 1 /a < 1.35, se inicia el despegamiento 
del chorro desde el canto de la compuer
ta, además del arrastre del aire al interior, 
por lo que en ese caso deja de ser válida 
la Ec. (6.25). 

Cuando el labio inferior de la compuerta 
se redondee, como en la Fig. 6.17, los 
coeficientes de contracción y de gasto 
--correspondientes a la arista afilada- se 
multiplican por un coeficiente E ( Ref. 28) 
que varía de acuerdo con la relación rja 
como sigue: 

rja 

E 

0.1 

1.03 

0.2 

1.13 

0.3 

l. 25 

0.4 

1.25 

donde res el radio con el cual se redondea 
la arista. 

T 
:11 

,/,/;;;;Y/M/V///?/Y////7//// / 

Figura 6.14. Redondeo en el labio inferior 
de una compuerta. 

Para compuertas radiales Knapp encon-

tró una ecuacwn, semejante a la ( 6.27), 
para calcular el coeficiente de velocidad 
el cual queda también en función del án
gulo de inclinación 8, de la tan!:!entc al 
labio inferior de la compuerta (Fig. 6.12). 
Dicha ecuación modificada es : 

e,.= 0.960+ (0.001615 eo-

- a - 0.047:>)- (6.29) 
y, 

donde C. tiene nuevamente como límite 
superior C, = l. Esta ecuación proporcio
na valores muy aproximados en compuer
tas planas e inclinadas al mismo ángu
lo 8. 

En la Fig. 6.18 se presentan los \"alares 
del coeficiente de gasto obtenidos por 
Gentilini en compuertas radiales con des
carga libre y en función del ángulo e y 
de la relación y 1 / a, que son aplicables a la 
Ec. ( 6.25 ). 

o 
-;;; 

~ 0.70 1--K\WI~-t--..,.---1 
~ 

= 
~ 

~ 0.65t-ri~~ 
·¡:; 

~ 
8 0.60 1----+--t-~~ 

8' 

Figura 6.18. Coeficientes de gasto en compuertas 
radiales con descat·ga libre, según Gentilini. 

Con los valores de c. de la Ec. ( 6.29 ), 
así como de C" de la Fig. 6.18, con el auxi
lio de la E c. ( 6.26b) se puede obtener el 
valor de Ce para cada condición de func 
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namiento, que se puede suponer válido 
cuando la descarga es sumergida. Knapp 
(Re f. 23) ha desarrollado una ecuación 
teórica para calcular e,; sin embargo, sus 
resultados no son congruentes con las ex
periencias. Henderson (Rcf. 27), por su 
parte, propone una ecuación empírica 
aproximada para el mismo objeto: 

Ce= 1-0.00833 oo + 0.0000445 ( 0°) 2 ( 6.30) 

Quizá las experiencias de Toch (Ref. 29) 
hasta ahora son las más completas en lo 
que se refiere a las compuertas radiales, 
pues incluyen el caso de descarga sumer
gida. En la Fig. 6.19 se presentan los 
valores del coeficiente de g'asto obtenidos 
por Toch, los cuales se han relacionado 
con y,/r, ajr, y 3/r pará cada valor de h/r, 
tanto en descarga libre como en sumergi
da, donde h es la altura del perno de la 
compuerta. Esta forma de presentación 
resulta más cómoda de utilizar que la de 
Gentilini. Los coeficientes son por supues
to aplicables a la Ec. (6.25). 

Sin embargo, Toch no presenta los re-

sultados correspondientes al coeficiente 
de contracción, en cuyo caso se reco
mienda calcularlos en forma semejante 
a las Ecs. ( 6.26b), ( 6.29) y Fig. 6.19, to
mando en cuenta que 

y 

h a 
cose=--

r r 

a ajr 
-=--
}"¡ y,/r 

Problema 6.3. En la compuerta del pro
blema 4.16 calcular: a) la abertura que 
debe tener para descargar un gasto de 
7m3 /seg; b) con esta misma abertura, 
calcular el gasto que descarga cu~ndo el 
tirante, aguas abajo, es y 3 = 1.80 ni. 

Solución a). De la Ec. ( 6.25) la abertura 
de la compuerta es : ·' 

Q 
a=------

c., byl2g y, 

OBr--.-\--!r---, --,,-,~-,'~-,--,--r-.--,~-,,--l-,-,-r-V-al~o~r.-d-:':;-¡,.--r--r--~1-.--~ 
1 1 1 ,Je:;CJ;g:l ,¡I[re escJrga 10re _ L _l / 

---¡----¡-¡- ¡ 1· Valor de, ,. 1 :\ ¡
1 

V Descarga / 
" 1 ¡ 1 1 ..,4,J::=:::j=cr.líb~r;..c /O::::::f.---1 0.6 ta 1cr, r#e (j l ~ - • ,- l-

·' _, ..l.:;' . : ~ ~J ]::" ; J--- --r~,·~· / 
-', iJC·;;d i 0 --:f'' V¡ Ví 1 G~ 0'~¡!-5 /-f, _+-;(..,Lf---+--l--1 

1 V/ 1_.../[ 1 -·- Cl ., 1 /. ¡ 1 / 

/
GJ OJ ,_', /~! •! ! ! ¡T¡-t' "~¡ ~:;;¡, 1 1 1 I/ // 
i 1 1

·- :; ~ • ¡ ¡ • : i 1 1 ~ '/ -+-'ic_¡ _ _,_ ,-- - ----;---'---+-t-!r---+llf--+--t--1--+---l ,¡; 
:~ 
'V 
8 0.2 

/1 Valores ~e •'i' 1 1 
,: d. 1 ¡· 1 

r" V- 1 1 1 ; ·¡; ~~~ores eo¡''l Va,},o;esdelaír 1- ~ o¡scar·~ ahG~ada +- - : De-sc.i.fr_g_a a""'~-og-a..,-da;__-+--11-11+-__ -~~H::--_ --'="oe-s-ca.Lrg-a-ah.i.o-ga-:d-"a ---i 

' ' l' '\ , )' 3 1---i-1. -J~-+--t-+--Hf-O . .L7 -._Y~ 
0~~05~..,-8~;-~--:''~i~i~~~~~~~ol~5~0·~'i'~·-...,,~~~~~~~~o~.~7L~¡~'~~~~--:~~ 
04 0.6 0.8 1 O 1.2 1.4 1.6 1.8,0.4 06 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8,0.4 0.6 OS LO 1.2 14 1.6 1.8 

Valores de v,jr 

(/) /1 ·¡ = O.l 

Valores de !'t fr 
b) lifr=.n.:. 

Valores de)',_,,. 
e) h(r == 0.9 

Figura 6.19. Coeficiente de gasto de una compuerta radial, según A. Toch (Ref. 29). 
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7 0.34 --------
c., X 3 V 19.6 X 2.4 

c. 

Suponiendo un coeficiente de gasto para 
descarga libre c. = 0.56, se tiene que 

entonces 

0.34 
a=--= 0.607 

0.56 

--= 
a 

2.4 

0.607 
= 3.95 

Para esta relación, de la Fig. 6.16 un coefi
ciente de gasto más aproximado es 0.57; 
la abertura correcta de la compuerta vale : 

0.34 
a = -- ;:::; 0.60 m 

0.57 

De la E c. ( 6.27) se obtiene un coeficien
te de velocidad c. = 0.985 y de la ecua
ción ( 6.26b), Ce = 0.62, siendo el tirante 
en la sección contraída: 

y 2 = 0.62 X 0.60 = 0.372 m 

Solución b). Con y,/a = 4, Ya/a= 1.80/ 
0.60 = 3; de la Fig. 6.16 el coeficiente de 
gasto es Co = 0.39 y el gasto descargado 
por la compuerta vale entonces: 

Q=0.39x3x0.6 v 2x9.8x2.40= 

=4.81 m 3/seg 

Problema 6.4. Una compuerta radial de 
4.5 m de radio y altura del perno h = 4 m 
debe descargar un gasto por unidad de 
ancho q = 2.60m3/seg/m, con un tirante, 
aguas arriba, y1 = 4.50m y otro, aguas 
abajo, Ya = 3.45 m. a) Calcular la abertura 
de la compuerta para las condiciones de 
descarga ahogada; b) Calcular el gasto, 
por unidad de ancho de la compuerta, con 

la misma abertura si la descarga es libre, 
así como los coeficientes de contracción 
y gasto correspondientes. 

Solución a). Siendo la relación h/r = 
= 0.89, se puede usar la gráfica al extremo 
derecho de la Fig. 6.19. Además, )'1/r = 1 
y y3/r = 0.767. 

De la E c. ( 6.25) la abertura de la com
puerta es 

q 
a=------

c.v 2g y, 

2.60 0.277 

c. 

Para una relación a/r = 0.2 y, por extra
polación, c. = 0.41; resulta que 

0.277 
a=---= 0.675 m. 

0.41 

a 0.675 
Un valor más exacto de - = ---:---::-- -

r 4.5 
= 0.15 y C., = 0.37, siendo 

a= 0.75 m 

Solución b). Para esta abertura, tenemos: 

y con 

a O. 75 
- =- = 0.167 
r 4.5 

cos e = o.89- 0.167 = 0.723 

e :::: 44° 

a a/r 0.167 
- =- = -- = 0.167 
y1 y 1 / r 1 

entonces: 
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C.= 0.96-'- ( 0.001615 X 45°-0.0475) 0.167 = 
=0.964 

Además, de la Fig. 6.19c, el coeficiente 
para descarga libre es 0.68 y el gasto 

q = 0.68 X 0.75 '\12 X 9.8 X 4.5 = 

= 4.79 m 3/seg/m. 

Por otra parte: 

J. a c., "_ 0.167x0.704~ 
"y, (e) - 2 = 0.0498 

y de la Ec. ( 6.26b) resulta: 

e,= o.049S + vo.oo24s +0.496 = 0.755 

6.8 Orificios de pared gruesa 

Cuando la pared en el contorno de un 
orificio no tiene aristas áfiladas, el ori
ficio es de pared gruesa o tubo corto 
(Fig. 6.20). 

i - __ -_ 
1---, --
¡ --

H 

Figura 6.20. Descarga a través de un tubo corto. 

En este tipo de orificio se observa que 
el chorro, una vez que ha pasado la sec-

ción contraída, tiene todada espacio den
tro del tubo para expandirse y llenar la 
totalidad de la sección. Entre la sección 
contraída y la final ocurre un rápido des
censo de la Yelocidad acompa1iado de tur
bulencia y fuerte pérdida de energía. 

Por un razonamiento análogo al de los 
orificios de pared delgada. se concluye 
que la velocidad de salida del líquido se 
puede calcular con la misma E c. ( 6.2): 

V= C.yf2gH 

donde el coeficiente de velocidad Cv se re
duce ahora hasta el valor 0.82, encontrado 
experimentalmente por diferentes investi
gadores, cuando e/ D = 3. Además, siendo 
ahora Ce = 1 la ecuación ·e 6.4) del ga~to 
es la misma, con la única circunstancia 
que e, = c. = 0.82, esto es, el gasto es, 
aproximadamente, un tercio mayor que 
en un orificio de pared delgada. Lo ante
rior se explica debido a que en la secdón 
contraída se forma un vacío parcial con 
presión ligeramente menor que la atmos
férica e incrementa el valor efectivo de 
la carga H. De la Ec. (6.16) la pérdida 
de energía es ahora : 

( 
1 )V" V" f:lhr = " - 1 - = 0.49-

(0.82)- ' . 2g 2g 

Cuando e/D > 3, empieza a tener influen
cia la fricción y el tubo corto debe consi
derarse como un: conducto a presión, in
cluyendo todas sus pérdidas de energía. 

En la tabla 6.2 se presentan los coefi
cientes de gasto C,, para aplicarse en la 
Ec. ( 6.4), valores que han sido encontra
dos por diferentes investigadores para los 
tubos cortos más comunes en la práctica. 
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orificios de pared gruesa 

TABLA 6.2. Coeficientes de gasto para diferentes 
tipos de orificios de pared gruesa 

a) Tubo corto. 

Para e = O' (Domínguez, Eytelwein y Scbu
rinu). 

ejd ~0.5 1 1.5 2.0 2.5 3 5 

c. 0.60 0.75 0.78 0.79 0.80 0.82 0.79 

e/d 12 25 36 50 60 75 100 

c. 0.77 0.71 0.68 0.64 0.60 0.59 0.55 

Para e/D = 3 el coeficiente C4 , según Weis· 
bach, se obtiene de los siguientes valores en 
función de e: 

o o· ¡o· 200 300 40· sao 6o· 

c. 0.82 0.80 0.78 0.76 0.75 0.73 0.72 

T 1 1 s· \ i 
l.l9d~. -+-··cl-¡-l_t:: ¡ 1 

2d---1 

CJ =0.93 Cd =0984 

b) Tubos cilíndricos rentrantes (tubos de 
Borda) 

}-· c. e" e, 
e>3D 0.71 0.71 1.00 

e<3D 0.51 0.97 0.53 
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orificios y compuertas 

-l""---
Oc-_;_---

2Da 3D~ 
Caso a 

--. ~s-:;. 
---

2Da3DJ 
Caso b 

e) Tubos com-crgentes para aristas agudas y 
redondeadas, respectivamente. 

a ()" 4'. 8' 12' 16' 30' 

e~ 0.82 0.916 0.942 0.95 0.941 0.92 
(Caso a) 

e~ 0.96 0.96 0.959 0.955 0.941 0.92 
(Caso b) 

45' 60' 75' 90'' 

0.87 0.82 0.78 0.74 <--(Caso a) 

0.87 0.82 0.78 0.74 <-(Caso b) 

d) Tubos divergentes. Si a"'"' 8' la vena líqttida 
no llena toda la sección y ocurre la separa· 
ción. En el caso de aristas redondeadas el 
coeficiente ed, referido a la sección de salida, 
se obtiene de la siguiente gráfica, donde 

Cd 
o. 9 

0.8 

o. 
o. 
o. 
o. 

7 

6 

5 

4 
B 

B 5' 

7 .5.0 

15' B 10' 

2 4 6 8 10 12 14 
e 

-d 

el coeficiente de gasto máximo se obtiene 
para a= 5'. 

' 
~ 



7 
VERTEDORES 

7.1 Introducción 

Cuando la descarga del líquido se efectúa por encima de un muro o 
una placa y a superficie libre, la estructura hidráulica en la que ocurre 
se llama vertedor; éste puede presentar diferentes formas según las fina
lidades a que se destine. Así, cuando la descarga se efectúa sobre una 
placa con perfil de cualquier forma, pero con arista aguda, el vertedor se 
llama de pared delgada; por el contrario, cuando el contacto entre la 
pared y la lámina vertiente es más bien toda una superficie, el vertedor 
es de pared gruesa. Ambos tipos pue_den utiliZ<!I.~~_G_QIDO .. disposit.i_ws_de 
af9m J:~n..laboratoriCLO.-e.n canales_ cle_p~g1,1eñ~mensiones, pero el se
~~do puede emplearse como obra de control o de excedencias en una 
presa y también de aforo en canales grandes. 

El punto o arista más bajo de la pared en contacto con la lámina ver
tiente, se conoce como cresta del vertedor; el desnivel entre la superfi
cie libre; aguas arriba del vertedor y su cresta, se conoce como carga 
( Fig. 7.1 ). 

7.2 Vertedores de pared delgada 

7.2.1 Ecuación gener-al del gasto 

Considere un vertedor de pared delgada y seccwn geométrica, como 
se observa en la Fig. 7.1, cuya cresta se encuentra a una altura w, medida 
desde la plantilla del canal de alimentación. El desnivel entre la superficie 
inalterada del agua, antes del Yertedor y la cresta, es h y la velocidad 
uniforme de llegada del agua es V 0 , de tal modo que: 

(7.1) 

Si w es muy grande, Vo2/2g es despreciable y H =h. 
De acuerdo con la nomenclatura de la Fig. 7.lb, el perfil de las formas 

usuales de vertedores. de pared delgada se puede representar por la ecua
ción general : 

241 
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h., 

' 
1 

j_ 

a) Elevación 

\' 

j 
1 

\.....o. ___ 11--~--: 

1 

_L __ ...;_~'-"'~"'~4-~~~-___:L_o- -' 
Cresta ¡ '-- x = 1 (\') 

-&) Geometría de la sección 

Figura 7.1. Vertedor de pared delgada de forma generaL 

., 
x=f(y) (7.2) 

,!, 

que, normalmente, será conocida. 

Aplicando la ecuación de Bernoulli para 
una línea de corriente entre los puntos O 
y 1, de la Fig. 7.1, se' tiene: 

o bien 

Vo2 y2 
H = h + - = y + - (7.3a) 

2g 2g 

Si V0
2 /2g es despreciable, la velocidad 

en cualquier punto de la sección 1 vale 

V = y2g ( lz - y) (7.3b) 

El gasto a través del área elemental, de 
la Fig. 7.1b, es entonces: 

dQ = 2 V2g fl X\/h- y dy 

donde !l considera el efecto de contrae-

ción de la lámina vertiente. El gasto total 
vale: "· 

Q = 2y2g f! J:x(h-y)idy (7.4) 

que sería la ecuacJOn general del gasto 
para un vertedor de pared delgada, la cual 
es posible integrar si se conoce la forma 
del vertedor. 

En la deducción de la ecuación se han 
considerado hipótesis únicamente aproxi
madas, como la omisión de la pérdida de 
energía que se considera incluida en el 
coeficiente [!, pero 'quizá la más impor
tante que se ha supuesto,' es la que en to
dos los puntos de la sección 1 las velo
cidades tienen dirección horizontal y con 
una distribución parabólica, Ec. (7.3b ), 
efectuando la integración entre los lími
tes O y h: Esto equivale a que en la sec
ción mencionada el tirante debe alcanzar 
la magnitud h. Por otra parte, al aplicar la 
ecuación de Bernoulli entre los puntos O 
y 1 se ha supuesto una distribución hi
drostática de presiones. Esto implica una 
distribución uniforme de las velocidades 
V 0 y v para tooos los puntos de las sec-

_, 
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ciones O y 1, respectivamente, lo cual está 
en contraposición con la distribución pa
rabólica que se ha supuesto para deriYar 
la Ec. (7.3b ). 

La red de flujo de un vertedor rectan
gular (Fig. 10.12) muestra que las líneas 
de corriente sobre la cresta poseen una 
curvatura que modifica la distribución 
de presiones hidrostáticas, según la ley 
dada por la Ec. ( 7.3). En la Fig. 7.2 se 
presenta la verdadera distribución, tanto 
de presiones como de velocidades. La 
red de flujo indica, a su Yez, que la lámina 
vertiente sufre contracciones en su fron· 
tera superior e inferior, por lo que existe 
una sección contraída X sobre el punto 
de máxima altura alcanzado por la fron
tera inferior de la lámina vertiente, donde , 
se presentan velocidades cuyas compo
nentes horizontales se apartan de la ley 
parabólica; además, hay una distribución 
de presiones también distinta de la hidros
tática, como se muestra en la Fig. 7.2. 

Figura 7.2. Aspecto real del flujo. 

Por último, el coeficiente fl de gasto 
que aparece en la E c. ( 7.4) representa la 
relación entre el área sombreada a, b, e, e 
de la Fig. 7.2, correspondiente a la verda
dera distribución de velocidades; y la f, 

g, d, correspondiente a la parábola de dis
tribución hipotética de Yelocidades, a 
saber: 

área achurada a, b, e, e 
!! = ----::----c--~-7-..:.._-:

área de la parábola f, g, d 

Debe ser de tipo experimental y próxi
mo a 0.60, que corresponde al de un ori
ficio de pared delgada. 

7.2.2 Vertedor rectangular 

Para esta forma de vertedor la ecua
ción (7.2) es del tipo x = b/2 donde b es 
la longitud de cresta ( Fig. 7.3 ). 

Luego, la Ec. ( 7.4) es: 

Q =_¡¡\12gb r (h- y)i (-dy) 
• o 

y efectuando la integración es: 

2 - A 
Q = - 3 fl "\/2g• [ ( lz - y )3í-' ]

0 

y 

t 
1 
1 

- ---., --- -.--

Figura 7.3. Vertedor rectangular. 

y finalmente: 

2 -
Q =- yl2g !! b h310 

3 
(7.5) 

que es la ecuación general. para calcula 
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el gasto en un vertedor rectangular cuya 
carga de velocidad de llegada es despre
ciable. En los países que utilizan el sis
tema inglés de unidades se acostumbra 

agrupar los términos ~ y'2g fl, en un solo 

coeficiente e, de tal manera que 

Q = eb1za12 (7.6) 

Esta ecuación es más sencilla que la (7.5) 
si bien no es homogénea, es decir, que 
el coeficiente e tiene las dimensiones 
[ D T-1 J y vale : 

2 e= 3 -vzgJ..l = 2.952¡..~ (7.7) 

A pesar de que las ecuaciones (7.5) o (7.6) 
valen únicamente en el caso de una velo
cidad de llegada despreciable, diferentes 
autores han investigado y obtenido fórmu
las experimentales para evaluar J..l, en las 
cuales se incluya dicho efecto para permi
tir que tales ecuaciones conserven su va
lidez. En efecto, cuando el vertedor rec
tangular se encuentra al centro de un 
canal, de ancho B mayor que la longitud 
de cresta b del vertedor (Fig. 7.4 ), se pro-

ducen contracciones laterales semejantes 
a las de un orificio. En la Ec. ( 7.5) se 

V2 
utiliza la carga total H = h + -- (ecua-

2g 
ción 7.6a) en lugar de h: 

2 ( V 2 )sr-
Q=3"J..lV2gb h+ 2; (7.8a) 

Esta ecuación se puede también escribir 
en la ~orma siguiente: 

2 Vo2 
Q = 3¡..1( 1 + 2gh 

= K y2g b /¡3/':! ( 7.8b) 

El paréntesis en la ecuación anterior se 
puede desarrollar en forma aproximada 
como sigue: 

Vo2 ) 3/2 3 
2gh = 1 + 2 + ... 

Como el área en la seccwn O es A0 -

- B (h + w), resulta que 

Q2 
- -------~ 

2gh 2gB2 (h+w)2 h 

/////~ '~--b-·-~-l' 1 ' . 1 ¡¿•//// 

'"' : ;...---1[:3 
~"==,..,.¿~=,.,....¡ 

..___· -=-=¡--+-~ _------=-...1. ~ 
1 1 

: 1 
w 

1 

:<:r~---- B ----1--1 
' 

;:;;,~~~m;;::;:z:;:;1m"~m'l?3"-:-% 
a) Sección transversal 1- 1 ;;;, 1h 

b) Elevación 

Figura 7.4. Vertedor rectangular con contracciones laterales. 

. ~. .. 
·r 
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Además, 

( 
V0 2 )"12 3 cy 

1 + 2gh =
1 +22gB2 (h+w)'h 

Por otra parte, de la Ec. ( 7.8 b) se tiene: 

que substituida en la anterior resulta: 

( 
V 0' )"12 1+- = 

2gh 

3 K
2 2gf?h3 

= 1 + - ----:::-,.-:---__...,.,;:-:- -
2 2_g B2 (h + w) 2 h 

= 1 + ~o¡2(-b )'( h )! 
2 B h+w 

Substituyendo en la Ec. (7.8b) resulta fi
nalmente: 

Lo cual demuestra que el gasto se puede 
seguir calculando con la Ec. (7.5) siempre 
que en el coeficiente ¡.¡ se incluyan los 
efectos de b/B y de w. 

Cuando el ancho del canal de llegada es 
igual que el de la cresta (esto es, que el 
vertido se efectúa sin contracciones late
rales) es suficiente hacer b = B en la Ec. 
(7.9) para llegar a conclusiones semejan
tes en el uso de la Ec. (7.5). 

En la tabla 7.1 se presentan las fórmulas 
experimentales más conocidas para calcu
lar¡.¡ de la Ec. (7.5) aplicables a vertedo
res con contracciones laterales o sin ellas, 
que tienen validez únicamente cuando la 
superficie inferior de la lámina vertiente 
se ventila correctamente. Cuando no es 
el caso, en la Ref. 7 se pueden obtener 

fórmulas adecuadas y, en la Ref. 24, una 
descripción detallada del funcionamiento 
para estas condiciones. 
Además de respetar los límites de aplica
ción de las fórmulas, para obtener mejo
res resultados en la medición de gastos 
con vertedores rectangulares se recomien
da que la cresta del vertedor sea perfecta
mente horizontal, con un espesor no ma
yor de 2 mm en bisel y la altura desde el 
fondo del canal 0.30 m < w ;? 2 h. El pla
no del vertedor debe ser normal al flujo y 
la cara, aguas arriba, perfectamente ver
tical, plana y lisa. El vertedor deberá ins
talarse al centro de un canal recto que 
tenga una longitud mínima de diez veces 
la longitud de cresta del vertedor y un 
área de, por lo menos, 8 b h. Si el vertedor 
tiene contracciones, la distancia entre los 
extremos del vertedor y el costado del 
canal no debe ser menor que 0.30 m. Si no. 
tiene contracciones laterales debe hacerse 
una ventilaéión eficiente de la superficie 
inferior de la lámina vertiente. En cual
quier caso, la carga sobre la cresta se 
debe medir en un punto a, por lo menos, 
cuatro veces la carga máxima hacia aguas 
arriba. 

Cuando el vertedor rectangular sin con
tracciones laterales tiene una inclinación e 
con respecto a la horizontal ( Fig. 7.5), el 
coeficiente de gasto ¡.¡ de la tabla 7.1 debe 
multiplicarse por un coeficiente Cs que 
depende del ángulo de inclinación e y. 
que, según Boussinesq (Ref. 30), es: 

e o 

e~= 1.1951-0.3902-·- (7.10) 
u 180" 

Esta ecuación es válida únicamente en el 
caso de que la lámina se encuentre bien 
ventilada y presenta mayor interés en el 
caso que la· cresta sea móvil; por ejem
plo, es conveniente una compuerta articu
lada en el apoyo inferior. 
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T..\llLA 7.1. Fórmulas ex-perimentales para determinar el coeficiente de gasto ~ aplicable a b Ec. 
(7.5) para vertedores rectangulares con contracciones laterales o sin ellas. 

En el caso de vertedores sin contracciones laterales haga b ; B, en ws fórmulas. 

Autor Fórmula l.t•llltes de aplicación Of!sen:aciones 

Hcgly ( Ref. 30) l e_ b) 00041¡ 
O. JO m...::; h :::!:E0.60 m El pnrner lím1te de apli..:a-

(1921) .. ~ o 6075 - 0.045 --¡¡---- + -h- X QjQ m ~ b ~ 2.00 m ctón es el más importante. 
0.10 m :!E! w ~ 1.13 m Para 11/b > 0.13 tiene mayor 

1 e '(hrJ 
precision que la fóm1ula 

' . X [t + 0.55 B) ~ S!AS 

Sociedad de Ingenieros [ ( b)' 3.615-3(b/B)'] 0025::::: h::::: 0.80 m P.Jra vertedores sin contrae-
y Arquitectos Suizos ~~ 0578+0.037 - ~ ' b "'0.3 B e iones laterales los limites 

B 1000h + 1.6 (1924) (Ref. 9) w~ 0.30 m son: 
(Fórmula SIAS) 

X ¡1 + 05H-) • (h: w n h 
- === 1 en el caso O 025 m ~ h :'!f: 0.80 m 
w 0.30 m=w 

de contracciones 
h 
-:o=::t 

laterales w 

.. , Para h!b ~ 0.13, es más pre· 
cisa que la de Hegly. 

Hamilton-Smith ~ = 0.616( 1- _b_) 
0.075 m ::::= Jz == 0.60 m ,Si B(h _,_ w) < !Obh, se de· 

" OJO m:: b bcrá reemplazar en la Ec. .. . . IOB 
OJO m=="' (7.5) el valor de~h por h' 

donde 

"' h==-
. ~V') 2 h' = h .;. 1.4 . 2'g 

... 
b"'(B-2h) 

donde: 

V o= [B(h ~ w)] h 
-~05 
b 

es la velocidad de Jlegada 

Francis t hl t ( V , r ( V • rJ 0.18 m =:: h == 0.50 m Q 
(Ref. 31) ~ = 0.623 1 - o In b 1 ' z:h - Zg~ 2.40 m== b == 3.00 m v."" . 

0.60 m== w== ISO m B(h + w) 

b~31z velocidad de llegada. 
n = 2 en vertedores con con-
tracciones laterales 
n = O en vertedores sin con-
tracciones laterales. 

Rehbock ( 1929) [o e -0.0011) ][ 00011] '" 
0.01 m== h·==o.so m Vale sólo para vertedores 

( Ref. 9) ~ o .6035 ~ 0.0813 1 ~ -- b~OJOm sin contracciones laterales. w h 
w~0.06m Es muy precisa y de las más 
h utilizadas, por su sencillez. -== 1 

"' 
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Figura 7.5. Vertedor inclinado. 

Problema 7.1. Calcular el gasto en un 
vertedor rectangular de pared delgada en 
un canal del mismo ancho de la cresta 
b = 2.5 m, que trabaja con una car· 
ga h = 0.42 m, cuya cresta se encuentra 
a w = 1.00 m del piso del canal. 

Solución. De la fórmula de Hegly ( ta
bla 7.1) para b = B, tenemos: 

[ 
~ 0.0041] 

J.1 = 0.607::> + --:--
0.42 

[1 + o.s5( 
0

'
42 

)
2

] = o.647 
0.42 + 1.00. 

e = 2.952 x o.647 = 1.910 

Substituyendo en la Ec. (7.5): 

Q= 1.910 x 2.5 x (0.42) 312 = 1.299 m3/seg 

Utilizando la fórmula de Rehbock resulta: 

~ .•:~:;¡;_~- ( 0.42 + 0.0011) 
0=2.952 0.6035+0.0813 -----

1.00 

( 
0.0011)8/2 

1+ 2.5 (0.42) 8 12 
0.42 

Finalmente se tiene 

Q = 1.286m3/seg 

Esto es, una diferencia de 1.1 % entre 
ambos resultados. 

Problema 7 .2. Calcular la carga necesa
ria en el vertedor del problema anterior, 
si se desea un gasto de 2m3 /seg en las 
mismas condiciones de descarga libre. 

Solución. Se procede por tanteos supo
niendo que· con C;::::; 1.92 en la Ec. (7.6), · 
el gasto es aproximadamente Q = 1.92 X 
X 2.5 X h312. 

Se empezará a calcular con 

( 
2 )2f3 

h = = 0.56 m 
1.92 X 2.5 

Como e aumenta con h2
, es de esperarse 

que sea mayor que e = 1.91 del problema 
anterior; así, para este caso los valores h 
deben ser menores de 0.56 m. 

De lo anterior, con h = 0.555 m, de la 
fórmula Hegly, resulta e = 1.944, siendo 
el gasto: 

Q = 1.944 X 2.5 (0.555)312 = 2.009 m3/seg 

que es prácticamente el valor buscado. 

Problema 7 .3. ¿Cuál sería el gasto en 
el problema 7.1 si el vertedor tuviera un<J. 
inclinación B = 45° ( Fig. 7.5)? 



2-18 vertedore$ 

Solución. De la Ec. (7.10) tenemos que 

45 e = 1.1951-0.3902 x- = 1.0976 
e 180 

y resulta: 

Q = 1.0976 X 1.299 = 1.426 m3/seg 

Problema 7.4. Calcular la descarga libre 
de un vertedor rectangular de 3m de lon
gitud con una carga de 0.60 m, ubicado 
en un canal de forma rectangular que 
tiene 5 m de ancho, en el que la elevación 
de la cresta es de 0.80 m sobre el fondo. 

Solución. La relación hjb es 

h 0.60 
b = -3- -_0.2 > 0.13 

luego, de la fórmula d_e Hegly: 

( 
S-3 0.0041) 

¡.¡. = 0.607S- 0.045 S + 
0

_
60 

[ (
3)2( 0.60 )2! 1 + o.5s 5 o.6 + o.8 

¡.¡. = 0.618 

y, finalmente, 

Q = 2.952 X 0.618 X 3 X (0.60) 3~ 

Q = 2.544 m 3/seg 

Para utilizar la fórmula de Francis es 
necesario calcular la carga de velocidad 
de llegada, lo cual significa conocer 
previamente el gasto y seguir un pro
cedimiento de tanteos. Suponiendo, por 
ejemplo, que Q fuera el calculado ante
riormente, entonces 

2.S6 
V 0 = -.(----.,... = 0.366 m/seg 

S 0.8 + 0.6) 

V0
2 ( 0.366 )" 

-- = = 0.0068 m 
2g 19.6 

[ 
o. 60] 

Q = 2.952 X 0.623 1 - 0.2 3 

3 X (0.60)"f.! 

Por último: 

Q = 2.501 m 3/seg 

que es prácticamente el valor antes ob
tenido. 

Problema 7 .5. Sobre una placa con las 
dimensiones que se presentan en la figu
ra 7.6 se produce un vertido superior• y 
una descarga por el orificio del fondo. 
El ancho de la placa es de 1.00 m y es 
igual al del canal. Determinar cuál es el 
gasto de vertido si el del orificio es 
Q0 = 0.3 m3/seg, suponiendo que en am
bos la descarga es libre. 

Figura 7.6. Del problema 7.5. 

Solución. Es necesario determinar el ti
rante total que debe existir, aguas arriba 
de la placa, para lo cual se debe supo
ner inicialmente un coeficiente de gasto 
e,, = O.S9S para el orificio ( Fig. 6.16) en 
la Ec. ( 6.2S), de la que 
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( Q0 ) 
2 

y,= Cdbay2g = 

=(--o_. 30----:::==----)
2 

0.595 X 1 X O.lOv-19.62 

y1 :::::: 1.30 m 

Nuevamente se calcula y,/ a = 13; de la 
Fig. 6.16, se tiene que C4 = 0.595, que es 
el resultado anterior. La carga sobre la 
cresta sería entonces: 

h = 1.30- 0.90- 0.10 = 0.30 m 

Puesto que la descarga del vertedor se 
hace sin contracciones laterales, la ecua
ción de Rehbock sería válida, a saber: 

( 
0.301) Ov = 2.952 0.6035 + 0.0813 

1 

( 
1 o. 0011) 3/2 1 (0.30)3/2 

, + 0.30 X X 

Ov = 0.306 m3/seg 

La velocidad de llegada para el gasto 
total es 

0.606 
V 0 = 

3 
= 0.466 m/seg 

1 X l. 0 

y la carga de velocidad de llegada: 

V 0
2 (0.466)2 

--=--o---== 0.01 m 
2g 19.6 

que es insignificante en comparacwn de 
y 1 , siendo entonces válidos los resultados 
anteriores. 

Problema 7.6. Si en la instalación de la 
Fig. 7.7 el gasto que proporciona la bomba 
es Q = 1.00 m3/seg y la longitud de cresta 
de ambos vertedores es b = 1.30 m, deter
minar las condiciones de funcionamiento 
para los siguientes casos : 

a) Para d = 0.50 m (diámetro del ori
ficio), calcular los gastos en los vertedo
res Q.< y QB. 

b) Conocidos QA = 0.900 m 3/seg y QB = 
= 0.100m3/seg, calcular el diámetro d 
del orificio. 

En ambos casos, de la fórmula de Fran
cis, el coeficiente de gasto de los verte
dores es 

e, = 2.952 !l = 1.84 

y el del orificio : 

cd = o.6o 

Solución a) Si el área del orificio es 
A = 0.7854 X (O .SO )2 = 0.1963 m2 y el gas
to descargado por el mismo, es función 
de ~H, de acuerdo con la Ec. (6.21) da 

Q0 = 0.6 X 0.1965 X y2 X 9.8 X M = 

= 0.522 v'Mz (a) 

y el gasto descargado por los vertedores 
será: 

QA = 1.84 X 1.3 ]¡_<3/2 = 2.392 h.<'ft (b) 

y 

Además: 

(e) 

(d) 

(e) 

QJQ + hA = ]¡B + ~/¡ (f) 

Primer tanteo. La variación del gasto en 
el m·ificio es menos sensible que en los 
vertedores al cambiar los niveles er 

- ~-~------ ------· 
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Bomba 

Figura 7.7. Del problema 7.6. 

los tanques; por lo tanto, el gasto Qs será, 
seguramente, menor que Q .... De lo ante
rior se deduce que t>h >O .lO m, pero no 
mayor que 

( 
1 ) 2/3 

h ... = -- = 0.56m 
2.39 

Si 

Mz = 0.30m 

De la Ec. (a) se obtiene: 

Q0 = Qa = 0.522 VOJ = 0.286 m3/seg 

y por lo tanto de la Ec. (e) resulta: 

QA. = 1 - 0.286 = 0.714 = 2.392 h"-3/2 

De la Ec. ( b) tenemos: 

(
o. 714) 213 

hA= 
2

_
392 

= 0.447 

y, finalmente, de la Ec. (f) 

( 
0.286 ) 2

'
3 

ha= 
2

_
392 

= 0.243 m 

Un valor más aproximado para l:lh sería: 

Mz = 0.10 + 0.447- 0.243 = 0.304 m 

que es prácticamente el supuesto, luego 
el tanteo es correcto. De no haber resul
tado así, se hubiera repetido el tanteo, 
siendo de cualquier manera muy rápida 
la convergencia, a saber: 

Q,._ = 0.714 m3/seg 

Qs = 0.286 m3/seg 

Solución b) Resulta más sencillo y las 
ecuaciones aplicables son de (b) a (f), 
pero no la (a); entonces, de las Ecs. (b) y 
(e) resulta : 
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/¡.._ == = 0.:)2 m ( 
0.900 )2/3 " 

o 2.39 

hB == == 0.12 m (
0.100) 2

'
3 

2.39 

De la Ec. (f): 

M = 0.10 + 0.52- 0.12 = 0.50 m 

y para el orificio, su diámetro es 

0.10 = 0.6 X ;t á-/4 y2 X 9.8 X 0.50 

1 0.10 
d == ,. = 0.26m 

1.475 

7 .2.3 Vertedor triangular 

Cuando el vertedor es de sección trian· 
guiar (Fig. 7.8), simétrica respecto del 
eje vertical y con ángulo en el vértice e, 
el valor x de la Ec. (7.2) es: 

1 

l_ __ 

e 
x =y tan-

2 

~ '\ = )' t:lll--;} 

1 
<------JI-X • (J • 

Figura 7.8. Vertedor triangular. 

y la ecuación del gasto (7.4) es 

Q == 2 y2g ¡.t tan (e/2) J: (h- y)1 12 y dy 

la cual se puede integrar por un procedi
miento de substitución. En efecto, hacien-

do z == lz- y, entonces y == 1z - ;:, dy == 
== -dz. Los límites de integración serían: 
para y == O, z == lz y para y = lz, z == O; la 
ecuación anterior sería entonces: 

Q== -2v2g¡.ttan(0/2) J: z! 12 (h-z)dz= 

== -2y2g f.l tan (e/2)l2 lz~
3

/
2 

~ z5
"'[ _ 

Tomando límites y substituyendo nueva
mente a z. se obtiene 

8 - . 
Q== 

15
v'2g tan (e/2) ft h 512 (7.1la) 

o bien 

(7.11b) 

donde e depende de e, f.l y g. Así, por ejem
plo, con 8 = 900 \'emos que 

8 -e = 
15 

v'2g 11 = 2.362 f.l 

En la tabla 7.2 se presentan las fórmu
las experimentales más conocidas para 
calcular 11 ó e de las Ecs. (7.11) y son 
válidas para diferentes ángulos e en el 
vértice. 

Si w es pequeña, el Yertedor triangular 
puede funcionar ahogado. Si h, represen
ta la carga, aguas abajo (Fig. 7.11), el 
coeficiente de gasto con descarga libre 
deberá multiplicarse por un coeficiente k 
independiente del ángulo 8, que vale: 

k = 11 h, [ 1 h, 3 ( lz, ) ~] '----¡¡- +z¡;--+g h 
(7.12) 

Los Yertedores triangulares se recn
miendan para el aforo de gastos inferi01 

.. ----. -·---·---··---· 



TABLA 7.2. Fórmulas experimentales para determinar Jos coeficientes de gasto¡. oC aplicables a las Ecs. (7.lla) o (7.11b) para 
vertedores triangulares con diferentes ángulos 6 en el vértice. B representa el ancho del canal de llegada y \V el desnivel entre 

el vértice del vertedor y el fondo de dicho canal. En cualquier caso, las fórmulas se expresan en el sistema MKS 

Autor 

Universidad Católica 
de Chile (Re f. 24 ). 

Gourley y Crirnp 
(Ref. 31). 

Fórmula 

8 
C = - y'2g tan ( 0/2) 1' K 

15 

1.32 tan ( 6/2) 
C=---

¡1o .01 

1' = 05812 + 
Hegly (1921) (Ref. 30). [ 0.003751 { 1 + [ /z' ] 2 } 

/z B(h+w) 

Barr (1909) ( Ref. 30). 

Koch (1923) 
Yarnall (1926) 

Heyndrickx ( Ref. 30). 

0.0087 
1' = 0.565 + -::-:-:-h o.a 

IL = 0.58 

!" = [0.5TI5 + 0.214 h •.•] .. -

{ 1 + [B(hh:w)] } 

Limites de ap/icaciátr Ul>s.:rvaci<l1lf!S 

Vale para 15• := 6 := 120" . 1'· coeficiente experimental que de-
La profundidad w no tiene in- pende de 11 y O según la Fig. 7.9. 
flucncia eÍ1 el coeficiente de K es otro coeficiente que depende 
gasto. . de B!h según la Fig. 7.10 y vale 1 

si JJ/h;, S para O = 9(J' y si IJfh;, 
;, 2.75 para O = 45•. 

Vale para ángulos 6 de 45•, 60" 
y 90" y para profundidades w 
grandes. 

Vale para O = 90" 
0.10 m'""' h :=O .SO m 
y profundidades w pequeñas 

Vale para O = 90" con cargas 
0.05 m := h := 0.25 m 

w;, 31! 
B;, 8/z 

Esta fórmula, substituida en la ecua
ción (7.1lb), conduce a la ecuación: 

Q = 1.32 tan ( 0/2) lz .... 

Es de las fórmulas más precisas para 
vertedores con ángulo en el vértice 
o = \10". 

El valor 1uedio ¡. = 0.593 que resulta 
de esta fórmula corresponde has· 
tante al resultado de Thompson 
( 1861) y que substituido en la 
Ec. (7.11a), conduce a la ecuación: 

Q = 1.4 ,, '" 

Vale para O = 90" con cargas No se limita con precisión el rango 
muy grandes. de validez. w""' 3h 

B;, Bh 

Vale para O = 60" y cargas nor- Es bastante precisa. 
males. 
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O.SO ,.......,-,----,-,-,-----,-----r----r----¡-----, 

1 

h en m 

Figura 7.9. Coeficiente de gasto ~' de vertedores triangulares en la fórmula 
de la Universidad Católica de Chile (Ref. 24 ). 

a 30 lt/seg y cargas superiores a 6 cm y 
hasta de 60 cm. Su precisión es mejor que 
la del rectángular, para gastos pequeños, 
e incluso para gastos comprendidos en
tre 40 y 300 lt/seg. Para gastos mayores 
es recomendable el rectangular debido a 
que el triangular es más sensible a cual
quier cambio en la rugosidad de la placa 
y, también, porque requiere mayor exac-

1 Oil L_jL~::::-:::b~~-__r:::::-±,=.L__j 
1.0 1.~ :!.0 :.! j 3.0 3.3 l. O ·l.j j.() 

H;'h 

Figura 7.10. Valores de K en la fórmula de la 
Universidad Católica de Chile para vertedores 

triangulares ( Ref. 24 ). 

titud en la medición de las cargas, pues 
el gasto varía con la potencia 5/2 de la 
misma. 

Figura 7.ll. Descarga abogada de un vertedor 
triangular. 

7.2.4 Vertedor trapecial 

El gasto de un vertedor trapecial, como 
el mostrado en la Fig. 7.12, se puede calcu
lar suponiendo la suma del gasto corres
pondiente a uno rectangular con longitud 
de cresta b y el triangular formado con 
las dos orillas. Esto es, de las Ecs. (7.5) 
y (7.11a) se tiene: 

2 -
Q == -v2g¡.¡rbh 312 + 

3 

8 - . 
+ - y 2g tan (O /2) !1• b0~"2 

15 
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:,__r¡_._J 
¡ !u :: 

le ;o 1 
'0,'- 1 .,..___, 

1 
~ 

Figura 7.12. Vertedor trapecial. 

o bien en la forma : 

Q= ~ y'2g[f~,o+; : f! 1 tan(8/2)]bh 3
," 

y 

2 -
Q = -y'2gf!bh 3f2· 

3 
(7.13) 

donde fl agrupa todos los términos del pa
réntesis. 

Debido a que el vertedor trapecial tiene 
escaso interés, ha sido poco estudiado. 
únicamente se le ha dado importancia al 
llamado de Cipolletti que tiene el trazo de 
un trapecio regular con taludes en los 
lados k = 0.25 ( 0.25 horizontal y uno ver
tical) y que encuentra aplicación como 
aforador en canales. La geometría de este 
vertedor ha sido obtenida de manera que 
las ampliaciones laterales compensen el 
gasto disminuido por las contracciones 
laterales de un vertedor rectangular, de 
longitud de cresta b en igualdad de condi
ciones de carga. Sin embargo, este hecho 
no ha sido plenamente comprobado. Se 
ha encontrado experimentalmente que el 
coeficiente u de un vertedor Cipolletti 
vale 0.63 y el gasto se determina con la 
ecuación: 

2 -
Q = -y'2gx0.63bh 312 = 

3 

= 1.861 b h 312 
·.< 

;¡(7.14) 

la cual es válida si 0.08 m < h < 0.60 m; 
a ;;;, 2 h; b;;;, 3 h; w > 3 h y, además, 
para anchos de canal de 30 a 60 11. Cuando 
no se satisfacen estas condiciones.se pue. 
de substituir H = h + V0

2 /2g por h en la 
Ec. (7.14), para tomar en cuenta el efec
to de la velocidad de llegada. 

7.2.5 Vertedor circular 

Stauss ( 1931) derivó una ecuación teóri
ca para determinar el gasto en vertedores 
de forma circular (Fig. 7.13). 

De la ecuación de la circunferencia, en 
la Fig. 7.13, se tiene que X= v'y (D- y), 
y de la Ec. (7.4) el gasto total es: 

o bien 

Q = 2y'2gf!L}5!2 XI: [(y/D) (1-

- y/D) (h/D- y/D) ]'12 d (y/D) 

., 

•: 

1',·: 
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y 

T 
1 

X = ,, y (U- Y) lJ- y 

l 

~L--------D----------~ 

Figura 7.13. Vertedor circular. 

Con t == h/ D y cambiando la variable de 
integración z == y/D, resulta: 

Q==2v2g[lD 5
'

2 r yz(1-z)(t-z)dz 
• o 

La integración de la ecuación anterior 
conduce a 

4 -
Q == -y2g X 

15 

X (2 (1-1+12
) E-(2-3 1+12 ) K]ftl)5l2 

donde E y K son dos integrales elípticas. 
La ecuación anterior resulta, finalmente: 

(7.15) 

donde D se expresa en decímetros y Q se 
obtiene en lt/seg. En esta fórmuia cp es la 
función de h/D dada por la tabla 7.3 y fl 
el coeficiente de gasto determinado de la 
fórmula de Stauss y Jorissen (Ref. 30), 
a saber: 

D h 
fL == 0.555 + 

110
/z + 0.041 D 

la cual vale para 0.20 m < D < 0.30 m 
0.075 < h/D < 1, y para distancias míni
mas a la frontera del canal de llegada de 
3D desde los cantos del vertedor. 

TABLA 7.3. Coeficiente <P de la Ec. (7.15) 

h/D 

0.05 
0.10 
0.15 
0.20 
0.25 
0.30 
0.35 
0.40 
0.45 
0.50 

0.0272 
0.1072 
0.2380 
0.4173 
0.6428 
0.9119 
1.2223 
l. 5713 
1.9559 
2.3734 

h/D 

0.55 . 
0.60 
0.65 
o. 70 
0.75 
0.80 
0.85 
0.90 
0.95 
1.00 

2.8205 
3.2939 
3.7900 
4.3047 
4.8336 
5.3718 
5.9133 
6.4511 
6.9756 
7.4705 

Ramponi propone una fórmula aproxi
mada para calcular <p en la Ec. (7.15), 
como sigue: 
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<p = 10.12 (!z/D)L9'
5

- 2.66 (11/D) 5
·
78 

En caso de que el vertedor tenga diá
metros hasta de 1.00 m y que no cumpla 
con las especificaciones de distancia del 
mismo a la pared del canal, se recomien
da la fórmula de Ramponi para calcular fl 
en la Ec. (7.15): 

( D ) ( A )"] !l = 0.350 + 0.002-11- [1 + ~o 

donde 

A área del vertedor comprendida en
tre la cresta y el nivel correspon
diente a la carga h; 

A0 área hidráulica del canal de lle
gada; 

h carga sobre la cresta, expresada 
en m. 

Cuando la cresta del vertedor tiene for
ma circular en planta (Fig. 7.14 ), según 
Gourley (Ref. 9) el gasto (en sistema mé
trico) vale 

donde h es la carga sobre la cresta, l la 
longitud de desarrollo de la misma (! = 
= 2 :t D) y C un coeficiente que depende 
del diámetro del vertedor (tabla 7.4 ). 

TABLA 7.4. Coeficiente e en la fórmula 
de Gourley. 

D 0.172 0.252 0.343 0.485 0.648 

e 1.471 1.477 1.492 1.so2 1.s22 

Estos resultados son válidos cuando 
h < D/5, de lo contrario se ahoga el ver
tedor. 

Los vertedores de planta circular que 
descargan del interior hacia afuera, son 

útiles como aforadores en pozos artesia. 
nos para extraer agua del subsuelo ( figu
ra 7.15). En la l_lnivcrsidad de Cornell se 
hicieron pruebas con este tipo de . verte
dores para di::ímetros de tubos de 0.3 a 
0.5 m y se encontró que su fun"cionamien
to es efectivamente el de un vertedor cuan
do la relación /1/D < 0.027; asimismo, se 
comporta como un chorro que sale de una 
tubería (flujo fuente) cuando h/D = 1.05, 
y existe un escurrimiento de transición 
entre ambos valores. 

En el laboratorio del Instituto de In
geniería de la l':--.:A:\1, C. Cnlickshank 
(Re f. 32) realizó investigaciones con ob
jeto de comprobar dichos resultados y 
ampliar el intervalo de valores de h/D 
hasta 0.0015. Comprobó que el flujo de ver
tedor se presenta para relaciones h/D<0.2 
y el de chorro para relaciones 1z/D>2, conr 
el de transición entre los dos valores. -

Para el flujo tipo vertedor se recomien
da utilizar la Ec. (7.5), donde bes la lon
gitud de cresta igual a la circunferencia 
interior del tubo; esto es, b = :t D y !l un 
coeficiente experimental que depende del 
tipo de vertido que se presente. En efecto, 
en un vertedor de este tipo es difícil ob
tener flujo de lámina libre si no se toman 
precauciones para ventilarla y, en ocasio
nes -para cargas pequeñas- resulta muy 
difícil lograr que la lámina de agua se 
despegue de la pared del cilindro. Se pre
sentan así los tres tipos de lámina: ad
herente, deprimida y libre, encontradas 
por Bazin en vertedores rectangulares 
(Ref. 24); cada tipo de .lámina depende 
del diámetro de la tuberia. Cuando la 
lámina es libre el coeficiente !l vale 0.63 
y 0.705 cuando es deprimida. Si resulta 
imposible evitar que la lámina se adhiera, 
el vertido se produce normalmente en con
diciones cercanas a un vertedor de cresta 
ancha, siendo para esa condición !l = 0.60. 

En la Fig. 7.16 se presenta un resumen 
de Jo encontrado por·diferentes investiga-
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Figura 7.14. Vertedor de planta circular. 

dores (Refs. 24,32 y 33) para las tres con
diciones de flujo mencionadas, en las que 
la selección de !l depende de los paráme
tros h/D y Q'l/ghlY'. Con la relación h/D 
y la curva de trazo continuo de la Fig. 7.16, 
se calcula el gasto en términos de Q'l / 
gh TY', para las tres condiciones de flujo. 

Siempre que exista la condición de ver
tido, conviene Yentilar la lámina del agua 
después de que ha pasado el brocal del 
pozo, para evitar la condición de lámina 
deprimida cuyo coeficiente !l no está bien 
definido. 

Para el funcionamiento de chorro la va
riación coincide con la ley teórica de 
proporcionalidad de su altura con el cua
drado de la velocidad. La curva con trazo 
continuo, de la Fig. 7.16, indica que para 
/¡ / D > 2 el parámetro ()" / glz TY' se vuelve 
c_onstante e igual a uno, aproximadamente. 

7.2.6 Vertedor parabólico 

La geometría de un vertedor de forma 
parabólica, como el mostrado en la figu-
ra 7.17, sigue la ecuación x = vY(O:. 

VERTEDOR TRMiSiCION FUENTE 

Figura 7.15. Tipos de fun~ÍQ!lllmiento del flujo fuente en pozos. 



258 

1.0 

' 

( !' ·-
gl ¡Jjl 

0.1 

' 

1 

1 

1 .. 
0.01 

0.0·1 

vertedore& 

~( = ll . .:>lt--_
1 

'1 J !' = ll.6i5--...._ :::t_-. 
!' = ll.H 1-............. "-.... ... 

1 [;¡j 
1 1..< .1 

' 1 / o 
' 
l 1 ,'• ( 

' 1 

11' 1' 7{ 
' 

1 

J 1 
1 

1/ 
/ •l. 

' 1 
¡f 1 

,'/ 1 

J 1 

1 
1 

1 1 
1 

0.1 

1 ,j 
1, 

1-: 
"' 1 

' 

1 
1 

1 

' 

" lJ 

1 

1' • , o 

' ... 
ol .. '. . ' ' ' 1 ' ' ' 

1 1 1 ' 1 ' 

1 1 11 

! 

1 

1 

1 1 

1 

Símbolo Diámetro de 
la tubería 

l O.IG 111 

o O.ltl111 

• o \.) ll1 

o O. JO 111 

l. O 10 

Figura 7.16. Flujo fuente en pozos; resumen de resultados experimentales. 

De la Ec. (7.4) el gasto es: 2 -
Q = -y2gf! X 

all2 

., 

.Resolviendo la integral resulta 

X [ ~ (y- h/2) (hy- y2)112 + 

y-h/2]. + h2 /8 ang sen --:-h--
/2 o 

-' = \/Yi" 

y 

• 1 
1 
1 

~--B-~-1 

Q = _n_ ..,¡2g f4 h2 = e h2 
4 a112 

donde: 

1 
" 

( 7.16) 

(7.17) 

·~ ___ l ___ x 
'¡¡ 

Figura 7.17. Vertedor parabólico. 
Las experiencias presentadas por Most
kow (Ref. 7) indican que el coefiCiente e 

·' •. 
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se puede evaluar de la fórmula experimen
tal siguiente: 

2.088 e = --c:--:=a 0.4SS 
( 7.18) 

que es prácticamente el valor teórico de la 
Ec. (7.17); comparando las Ecs. (7.17) y 
(7.18), el coeficiente fl es 

atl2 

fl= C= 
0.7854 y'2g 

2.658 ao.ot2 (7.19) 

'/2g 

TABLA 7.5. Coefici~ntes e y Ji de la Ec. (7.19) 
para vertedores parabólicos según Mostkow 

(Ref. 7). 

a e Ji 

0.625 2.6 0.592 
0.5 2.9 0.591 
0.333 3.6 0.598 
0.25 4.1 0.595 
0.20 4.6 0.592 . 
0.167 5.0 0.589 
0.143 5.4 0.588 
0.125 5.7 0.587 
0.111 6.1 0.585 
0.10 6.4 0.582 

!' 

í 
" 

n) S1métrico 

En la tabla 7.5 se encuentran tabulados 
los coeficientes e y fl indicados por Most
kow, en términos de a, para vertedores 
parabólicos. 

Americe experimentó con un vertedor 
parabólico de ecuación y = 9.85 x2

, obte
niendo para el gasto (en sistema métrico) 
la siguiente ecuación (Ref. 30): 

Q = 0.606 hl.98 

que se aproxima a la Ec. (7.16), si bien e 
es ahora dependiente también de !t. 

Si se calcula e de la ecuación gene
ral (7.18), para a= 9.85, resulta el valor 
0.682 con una discrepancia de 11 % res
pecto del obtenido por Americe. 

7 .2.7. Vertedores proporcionales 

Esta clase de vertedor, llamado también 
Sutro, es aquél cuya forma hace que el 
gasto de \'ertido sea proporcional a la car
ga h. Por esta característica de ley de de~· 
carga, su interés estriba en considerad, 
en un laboratorio como vertedor de aforo 
o en canales pequeños, cuando se desea 
este tipo de ley para facilitar las medi-

e-:. ZT. 
-- ' 
~- ,...___ 
--~- ""-

-! = ajx~ 
1 

1 
/¡ 

''! Asimétrico 

Figura 7.HI. Tipos de vertedor Sutro. 
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ciones. Ha sido estudiado por diferentes 
investigadores, entre otros Mavis, Soucek, 
Howe y di Ricco. 

La geometria del vertedor proporcional 
puede ser de cualquiera de las formas pre
sentadas en la Fig. 7.18. Para seguir usan
do la Ec. (7.4), la correspondiente al ver
tedor simétrico es : 

x = (ajy)l12 

y el gasto es entonces: 

• 
Q = 2y2g aw fl J. ( h~y )

112 
dy = 

. = 2v'2g al-12 fl J: (h/y-1)112 dy 

•· 
Cambiando de variable, con yjh = sen2 e, 
dy = 2 h sen e cos e de ; ahora entre los 

' • límites e y rr./2, la integral sería: 

h 

(h/y-1)112 dy = J o 

- 2 hf"12
(--

1-;;-;:--- 1) 1

:en e cose da= 
- o sen2 e 

)' 

}¡ 

J
·n/2 Jl 

=21! cos2 8d0 (h/y-1)'~'~dy= 
o o 

( 
e sen 2 o l n/2 

= 2h - + = ;r/2 /¡ 
2 4 o 

La ecuación para el gasto resulta en
tonces 

(7.20) 

esto es, efectivamente el gasto es propor
cional a la carga. 

La forma que adquiere el perfil del 
vertedor se muestra en la Fig. 7.19, donde 
se obsen.:a que la curva se vuelve' asin
tótica con el eje x lo cual haría irripráctica 
su construcción. Para eliminar este pro
blema, se limita el perfil del vertedor en 
la parte infelior, hasta un ancho finito b0 , 

para y = e (Fig. 7.19); además, c¡ue el 
área de la superficie del vertedor;<redu
cida por este concepto, se compense ba
jando la cresta por debajo del eje x en 
una cantidad d, de tal manera que el 

ll~~~~-x 
1------- b,,¡2 ____ ___, 

Figura 7.19. Forma de la frontera inferior del vertedor Sutro, simétrico. 
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área b0 (c+d)/2 sea igual al área teórica 
bajo el perfil entre x = O y x = e. 

El área teórica bajo el perfil sería 

fe f' dy 
Ath = 

0 
2x dy = a'12 

0 
yl/2 

= 2 a1
' 2 [y'f.l ]: = 2 a'l2 e'!-' 

Por otra parte, de la ecuación del perfil: 
b0 c112 

para x = bJ2, y = e, a'l2 = 
2 

entonces el área teórica será 

de tal manera que al igualar las áreas re
suJta: 

bo 
-(e+ d) = b0 c 

2 

Esto es, el nivel de la cresta del vertedor 
debe bajar en una cantidad igual a e, la 
cual depende del ancho b0 inicial que se 
desee considerar como límite inferior del 
vertedor. Sin embargo, experimentalmen
te se ha encontrado que debe agregarse 
todavía a d aproximadamente 3 mm más 
para satisfacer la ley lineal de gastos para 
cargas pequeñas. En rigor, la Ec. (7.20) 
es válida para h ;> e. 

De acuerdo con las mediciones efectua
das en 1915 por diferentes investigado
res (Ref. 9), el coeficiente IL varía poco 
con la carga h (tabla 7.6). 
Pudiendo considerarse el valor medio 
!L = 0.62 cuando el canal de llegada tiene 

' dimensiones grandes; y ¡.t = 0.67 cuando 
la plantilla del canal de llegada coinci
de con la cresta del vertedor y su ancho 

TABLA 7.6. Valores de ,.. en la Ec. (7.20) 
para vertedores proporcionales. 

h,enm ,.. 

0.061 0.656 
0.122 0.628 
0.183 0.617 
0.244 0.610 
0.305 0.606 
0.458 0.607 
0.61 0.608 
0.76 0.610 
0.915 0.611 

con b0 (Ref. 34) para el vertedor simé
trico de la Fig. 7.18a. Estos resultados 
son válidos para h ;> c. 

Se han realizado estudios con verte
dores logarítmicos cuya descarga sigue 
la ley Q = In (2h/b0 ) y también del tipo 
Q=B vh. Los resultados se pueden con
sultar en las Refs. 35 y 36. 

7 .2.8 Comparación de características do 
vertedores de pared delgada má:
usuales 

La mayoría de las formas geométricas 
de los vertedores de pared delgada, hasta 
aquí estudiados, se adaptan al perfil dado 
por la ecuación 

y=ar (7.21a) 

o sea, la Ec. (7.2) es: 

(7.21b) 

Si el exponente es r = 1 se tiene el verte
dor triangular, correspondiendo r = oo al 
rectangular; r = 2 al parabólico; r = -2 
al proporcional y así sucesivamente. En la 
Fig. 7.20 se presentan gráficamente las 
diferentes formas adoptadas, donde por 
facilidad se ha considerado a = l. 
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,, = ~/ 
1 . 1 

1 /' = 
~ 1 ' / 

1 //' 1 •/ , 
V/ 

1=-~ 

2 

Figura 7.20. La ecuación y = a x< del perfil de un vertedor, para a = l. 

El área de la superficie ocupada por la 
lámina vertiente, de altura igual a la car
ga h (Fig. 7.1), se puede calcular con la 
Ec. (7.21b) en la siguiente forma: 

A J>x .. 2 fh 
dy = -- y'l'dy = 

alfr o 

2 [ y(l/r+l) ] ~ 
= alfr --1/..,.r_+_1_ o 

al tomar los límites de integración re
sulta: 

2 
A = /¡(1/r+l) = k hf 

alfr ( 1/r + 1) 
(7.22) 

donde f recibe el nombre de exponente de 
forma y vale : 

Además, 

1 
f=-+ 1 

r 
(7.23) 

2 
f a1/r 

(7.24) 

Esto significa que si el perfil de un verte
dor tiene por ecuación a ( 7.21) el área de 
la superficie A depende de la carga 1t ; y 
si la dependencia entre ambos se presenta 
gráficamente sobre un plano coordenado 
con escalas logarítmicas, el exponente f 
es igual a la pendiente de la recta que re
presenta a la Ec. (7.22). 

En la Ec. (7.21) para y = h, x = B/2 
(Fig. 7.lb ), por lo cual: 

al/r = 

siendo entonces 

2/zlfr 

B 
(7.25) 

Con la Ec. (7.23), A de la (7.22), resulta 

B lzt 
A=-f lzl/r 

o bien 

f h 1/r 

B h A' 
f=-=-

A A 

Bh 
f 

(7.26a) 

(7.26b) 
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donde A' = B h representa el área de un 
rectángulo de base B y altura h; de este 
modo, el exponente de forma de un ver
tedor cualquiera representa la relación en
tre el área del rectángulo A' = B h y el 
área de la sección. Esto es, si se conoce 
la carga h de vertido y el ancho B de la 
superficie de un vertedor cuya forma si
gue la Ec. (7.21 ), se puede calcular el área 
de la sección a través del exponente de 
forma f, con la Ec. ( 7.26a) sin necesidad 
de efectuar la integración sobre la super
ficie. El cálculo en sentido contrario es 
también posible; esto es, cuando el perfil 
sigue la Ec. (7.21) se puede calcular el 
exponente de forma f a partir del ancho 
de la superficie libre y del área de la sec
ción vertedora. 

Por lo que respecta a la ecuación gene
ral del gasto, al substituir la Ec. (7.21b) 
en la ( 7.4) se pueden hacer las siguientes 
transformaciones : 

2 yi2g LlJ' Q= o y'l'(h-y)'i2dy= 
a'lr o 

= [ 2 yi2g ll h (3,12+1/r)) X 
a 1jr 

X [f, (y/h)''' (1-y/lz)'/2 d (y/lz)] 

Si se substituye y/lz = z, la ecuación an
terior se puede escribir así: 

donde 

2 '/2g fl 
Q = --- F J¡(3/2+1/r) (7.27) 

alfr 

F = r z'1' (1- z)'r- dz 
• o 

(7.28) 

en la cual se han transformado los límites 

de integración al cambiar de variable: de 
0/lz = O a h/h = L 

Haciendo 

m= ¡Lyi2g Ff (7.29) 

y tomando en consideración las ecuacio
nes (7.22) y (7.24), la Ec. (7.27) se pue
de también expresar en las siguientes 
formas: 

Q= 2 m /¡ (S/2+1/r) = 
a lfr f 

= m k h (Sf2+1fr) = m A h 112 (7.30) 

o bien, con 

3 i 1 
11=-+-=f+-

2 r 2 
(7.31) 

también en la forma 

(7.32) 

ecuaciones con las cuales se podría resol. 
ver el problema inverso, es decir, que es
pecificada una ley de variación de gastos 
de vertido (E c. 7.32), se puede determinar 
teóricamente la forma del perfil geomé
trico de la sección vertedora que la satis
faga. 

El valor del exponente de fonna f posee 
un límite inferior. Puesto que un orificio 
practicado en la pared vertical de la placa 
tiene dimensiones constantes e indepen
dientes de la carga de vertido lz, el expo
nente de forma f ( Ec. 7.23) debe ser cero; 
r = -1 y, por lci mismo, de la Ec. (7.28) 
F = l. Además, en la E c. ( 7.30) A tiene 
que representar el área constante A' del 
orificio, siendo la ecuación de gasto: 

Q =m' A'vh . 

en la cual m', A' son cantidades consta1 

. ---· ~--- .• ~-~· ••••.. ··---..··- _.,.. • .- •• --.~~-.... :w; .. 
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tes, mientras que 111, A son variables en 
la Ec. (7.30) de acuerdo con la fonna del 
perfil del vertedor. Si se comparan las 
ecuaciones de gasto : ( 7 .S) para el rectan
gular, ( 7.11 a) para el triangular, ( 7.16 r 
para el parabólico y (7.20) para el pro
porcional [con geometría que sigue la 

Ec. (7.21) ], se pueden obtener los resul
tados que se anotan en la tabla 7.7 con un 
resumen de los valores caracteristicos de 
las diferentes secciones geométricas para 
fines comparativos. En la Fig. 7.21 se 
presenta la yariación del coeficiente m y 
del exponente n, en la Ec. (7.32), en fun-

TABLA 7.7. Valores caracteristicos de Jos vertedores de fonna usual 

E~;; dJ m rn = ~ "':~ f 1 
Sección 

_,~ 
lor:r.a 1 n F ~ 

1 ~ ~ 0,58 "~ 0,60 "= 0,62 

lffi o -1 0.5 1 4.4343 2.569 2.658 2.746 
1 

. 

Orificio 

B 

'I~ 0.5 -2.0 LO 7r;2 3.7489 2.0178- -2:0873 2.1569 

Proporcional 

,¡S 1.0 X 1.5 2!3 2.9530 1.7127 17718 1.8309 

Rectángulo 

a 1.5 
1 

2.0 2.0 0.3927 2.6092 1.5133 1 5655 1.6177 

Parábola 

B 

/¡@ 2.0 l.O 2.5 0.2667 23627 1.3704 1 4176 1.4649 

Triángulo 

¡¡ 

/& 2.5 2 •3 3.0 0.1963 2.1738 1.2608 13043 1.3478 

Parábola semicúbica 
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ción del exponente de forma f y para los 
valores más comunes del coeficiente 1-1= 
= 0.58, 0.60 y 0.62. Se observa claramente 
la eficiencia de las diferentes formas de 
sección del vertedor, las cuales son útiles 
para conocer el valor del coeficiente n 
aun en aquellos vertedores cuya geome
tría no sigue la Ec. (7.21), bastando para 
ello saber cuál es el exponente de forma f 
a partir de la E c. ( 7 .26b). 

7.2.9 Vertedores con descarga sumergida 

Cuando es sumergida la descarga de 
los vertedores de pared delgada, de cual
quiera de las formas hasta ahora discu
tidas, la ecuación de Villemonte (Ref. 20): 

( 7.33) 

proporciona un método simple para eva
luar el efecto de sumersión. En dicha 
ecuación, Q es el gasto del vertedor con 
descarga sumergida; Q 1 el gasto del mi 
mo vertedor con igual carga en el supue!> 
to de descarga libre, S es la relación de 
sumersión (relación de cargas aguas aba
jo y arriba sobre la cresta); y n el expo
nente de la carga h sobre la cresta en la 
ecuación correspondiente a Q 1 (3/2 para 
vertedor rectangular, 5/2 para triangular, 
etcétera). La carga de sumersión deberá 
medirse desde la superficie, aguas abajo 
(fuera de la zona de disturbios) hasta 1a 
cresta. 

7.2.10 Vertedores con cresta oblicua a la 
corriente 

En los casos en los cuales se desea in-

3.0 r----¡---------.------¡------,. :\o 

o. 
_.:l Curvas para m o-_,:) 

!' = O.íl~ " 
ll.fi(l "' !' = <= 

"' " o 
c. 
~ 

"" ::.o ~.0 "' ·=-· a; 
'• 'O 
/ 

~ 

~ 
::.. E 

~ 

> 

- J.:¡ l.:i 

l.fl 1.0 
11 ti :-, 1.0 J.:, ~-~~ ., -_.:> 

/l _!.l._ ¡¡ ll n 
r'-¡¡- ~::-- - -

"& "~ '·rK "Ld "r"i:::í ~.r~r •c::J-

Figura 7.21. Valores de m y n en la Ec. (7.32) para las formas más comunes 
del vertedor de pared delgada (Ref. 23). 

- ·---· ·- ·-~·----·-·-----·-
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crementar la longitud de cresta de un ver
tedor, para reducir la carga del mismo 
y aumentar su eficiencia, se puede utili
zar un vertedor oblicuo respecto al eje del 
c;¡nal. En la Fig. 7.22 se presenta este tipo 
de vertedor para la forma rectangular con 
un ángulo de inclinación e respecto a la 
corriente. Así, la longitud de cresta es: 

b 
bo = ---,

sen e 

Figura 7.22. Vertedor oblicuo. 

Diferentes autores han experimentado 
con estos vertedores, y han llegado a re
sultados diferentes. En cualquier caso, 
se ha observado que la aparente ganancia 
en longitud de cresta se ve reducida por 
una disminución en el coeficiente de gas
to, por efecto de )a inclinación con res
pecto a la cresta del flujo de llegada, de 
tal manera que los resultados obtenidos 
con la ecuación general ( 7.5) para verte
dores rectangulares se ve afectada por un 
coeficiente de reducción k < 1 en la 
forma: 

(7.34) 

En esta ecuación se· obtiene ~t con una 
ecuación de las indicadas en la tabla 7.1. 
Según Aichel, el coeficiente k vale 

h 
k=l-a

w 
(7.35) 

donde a depende del ángulo e y de la rela
ción b/11·, como se indica en la tabla 7.8 
(Ref. 7), con la condición de que hiw""" 
""" 0.62. 

TABlA 7.8. Valores del coeficiente a en la 
fórmula de Aichd para vertedores oblicuos. 

e 15' 30' 45' 60' 75' 90" 

b/w = 1 0.82 0.47 0.28 0.13 0.04 o 
b/w = 2 0.69 0.36 0.20 0.11 0.04 o 

7 .3. Vertedores de pared gruesa 

En forma semejante a los orificios, si 
la cresta del vertedor no es una arista 
afilada, se presenta entonces el vertedor 
de pared gruesa que puede adquirir va
rias formas. En las figuras 7.23 se pre
senta la forma más sencilla, la cual con
siste en aumentar el espesor de la cresta 
en un vertedor rectangular sin contrac
ciones laterales. 

Cuando ejh < 0.67, el chorro se separa 
de la cresta y el funcionamiento es idén
tico al del vertedor de pared delgada 
(Fig. 7.23a). 

Cuando ejh > 0.67 el funcionamiento 
es diferente, pues la lámina vertiente se 
adhiere a la cresta del vertedor ( figu
ra 7.23b ). Se presentan también distintos 
funcionamientos, dependiendo de la altu
ra w de la cresta sobre el fondo del canal. 
Cabe aclarar que los valores del coefi
ciente de gasto obtenidos por diferentes 
autores difieren entre sí, de ahí qu~ el pro
cedimiento comúnmente aceptado para 
evaluarlo, en el caso de que e/h>0.67 y el. 
vertedor sea rectangular, es el de Bazin; 
éste consiste en utilizar la ecuación de los 
vertedores rectangulares, ( 7.6), afectada 
de un coeficiente de reducción e1, a saber: 

Q =e, e b h312 (7.36) 

donde e es el coeficiente adecuado de un 
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il' <l' 

a) r, 'h <::: 0.67 

/ 

~ 
'2 
% 

% 
//.·/ ///~~ 

l•) e h > O.Gí 

Figura i.23. Vertedor rectangular de pared gruesa. 

vertedor de pared delgada sin contraccio
nes laterales, en iguales condiciones de 
descara libre, que se evalúa con las ecua
ciones de la tabla 7.1 y que toma en cuen
ta la altura w de la cresta sobre el fondo 
del canal de acceso. El coeficiente E1 de
pende de la relación e/h según la ecuación 

0.185 
E1 = 0.7 + e/h (7.37) 

válida para relaciones con un valor hasta 
de e/h = 3. 

Sin embargo, existen diferentes formas 
de funcionamiento de acuerdo con las re
laciones e/h y w/lz, las que se resumen 
en la Fig. 7.24 (Ref. 24), preparada con 
los resultados de Bazin; los valores de r1 

se obtienen de la misma figura. 
En problemas que se presentan dentro 

de la práctica es frecuente encontrar que 
este tipo de vertedores trabajen ahoga
dos; es decir, los casos en que se presenta 
mayor reducción en el coeficiente de gas
to por la influencia de la carga aguas 
abajo, de tal modo que la Ec. (7.36) se 
ve afectada de un segundo coeficiente e., 
que toma en cuenta dicho efecto. Los va
lores E0 se obtienen de la Fig. 7.25 (Re f. 

24) en razón de la relación (lz- h')/h, 
donde lz' es la diferencia entre la cresta 
y la altura de la superficie, aguas abajo, 
del vertedor; h' es negativo cuando el 
nivel está por debajo de la cresta y posi
tivo en caso contrario. La figura mencio
nada se ha elaborado con los resultados 
de Bazin y en ella se manifiesta la· poca 
influencia del nivel, aguas abajo, hast 
valores de h' ~ 0.5 lz. 

Cuando e/h > 3 se establecen, sobre la 
plataforma del vertedor, condiciones de 
flujo con líneas de corriente paralelas a 
ella y de distribución de presiones hidros
tática; además, se deja sentir la influen
cia de las pérdidas de energía por fricción 
y de entt·ada. En este caso, los resultados 
experimentales concuerdan (Re f. 24) con 
la fórmula de Gibson, para E1 : 

0.1 
E1 = 0.75 + -lz 

e/ 
(7.38) 

que es válida hasta valores e/h = 10 y 
para vertedores con descarga libre. 
· Hay fórmulas generales que permiten 

tomar en consideración las pérdidas por 
fricción en el caso de q1,1e e sea grande. 
así como la posibilidad de redondear 

. ---·· . ', _________ ,._ --~~ ..... , 



268 r:ertedores 

umbral de entrada (Fig. 7.23b). Conside
rando Yálida la Ec. (7.6) el coeficiente C 
es ahora·: 

en el caso de arista viva y con J.. = O, en 
esta misma ecuación, para el caso de en
trada redondeada. Esto último significa 
que el redondeo del umbral compensa la 
pérdida por fricción. 
En la Ec. (7.39) 1.. es un factor de fricción 
que depende de w/h, según la tabla 7.9. 
n representa la relación: 

e 
n=-

·yc 
(7.40) 

donde y. es el llamado tirante crítico, que 

SE P.a. .t.( AS~ jDEL ~-1 ~~! Ó 

TABLA 7.9. Valores de l .• en la Ec. (7.39). 

,_ 3.5 3 2.5 2 1.5 1 0.5 0.25 
V • e 

IV 
:=., 2.04 1.78 1.48 1.19 0.91 0.67 0314 0.162 

lt 

Ae 0.33 0.328 0.315 0.282 0.240 0.188 0.110 0.056 

se presenta sobre la cresta y se calcula de 
la ecuación 

'¡(52 
Y e= ' g lT 

(7.41) 

Observe que para calcular Yc se requiere 
conocer previamente el gasto vertido y 
ello da lugar a un procedimiento de ite
ración, el cual se puede simplificar nota
blemente si se utilizan las siguientes rela
ciones. Haciendo h = cp Y e, entonces: 

e 
n=<:ph 

O BO - : - - --- -
1 1 
~~- f\' ·-

o 2 • • 

(7.42) 

8 

Ú Ll_ VWOUl 1 IJ J; ' 1 J 1 j ! 
w 

14 " 
Coeficientes e1 de la Ec. (7 .36) para vertedores de pared gruesa 
con descarga libre, según F. Dornínguez ( Ref. 24 ). 

~ 1 6 8 10 12 

Figura 7.24. 



vertedores con cresta redondeada 269 

O 0.1 U.~ 0.3 0.·1 O.j 0.6 o.; 11 S 0.9 l. U' 1.1 1.~ 1.3 
l. O 

0.9 

0.8 

1 1 1 
1 

' 
,, , .. 1 f:: 

" i 

0.7 w l • l OD 
; ! l o o ' 
l 2 o 9 9 3i 
lo 0.9 8 71 

0.6 1 09 1 o 98 
08 1 o •• 
o 7 09> 

0.5 1 0.6 1 093 ,, 
OA ~ ~ 

e' : 09! 

r- ();~· . . o• o 885 

-e- _A~:?::~:·¡ O> o. e 55 
02' o 8 33 

_L_~T ~--=--=~-----.i h, 0.3 r- 02 0.8 07 

0.2 

~t5 0.170 
010 0.7 2 

'-
7.Wh-. > ~ .J~ '" /ff/.P?w?.'• k/,!W."M." V//)/.J/é/1 008 ' o •• 

o 06 o •• 
0.1 - ' o 04 ,, 

002 ' o •o 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 o o 1 ' 0.26 

o 
u 0.1 u.~ o.~ u.-J U.j 0.6 o_; o.~ 11.~1 1.0 1.1 1.2 1.3 

h- h' ,, 
Figura 7.25. Coeficientes e., para vertedores de pared gruesa con descarga ahogada, 

s"Cgún F. Domínguez (Ref. 24). 

Los valores aproximados de cp se presentan 
en la tabla 7.10 para entradas de arista 
viva. Si la entrada es redondeada, cp tiene 
el valor aproximado de 1.5. 

TABLA 7.10. Valores de <p aplicables a la 
Ec. (7.42) para entraclas de arista viva. 

h 
-- 0.33 0.40 o .so 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 
h+ w 

<p 1.71 1.68 1.65 1.62 1.60 1.56 1.53 !.52 

Problema 7.7. Un vertedor rectangular 
de pared gruesa cuyo espesor e = 0.45 m 
y longitud b = 2.5 m, trabaja con una car
ga h = 0.30 m y una profundidad w = 
= 0.60 m. Determinar el gasto vertido. 

Solución. Las relaciones e/lz y w/h valen: 

e 0.45 
- = -- = 1.5 > 0.67 
h 0.30 

lV 0.60 
-=-=2 
lz o. 30 

Por tanto, de la Fig. 7.24, E1 = 0.82 y de 
la ecuación de Rehbock (tabla 7.1 ), to
mando en cuenta t 1 , resulta: 

2( 0.301) 
Q = 0.82 X 3 , 0.6035 + 0.0813 0.

6
0 

( 1 + 0.00
11

)
812 

y2 X 9.8 X 2.5 (0.30) 312 

0.30 

donde 

Q = 0.625 m 3 1 seg 

7.4. Vertedores con cresta redondeada 

Cuando la cresta del vertedor se redon
dea, el coeficiente de gasto C aumenta 
considerablemente respecto del calculado 
para uno de pared gruesa. Esto se explic< 
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por una ~aja en la contr::~cción del chorro 
sobre el vertedor, pues actúa sobre las par
tículas una aceleración centrífuga debido 
a la curvatura de las líneas de corriente. 

Figura 7.26. Vertedor de cresta circular y talud 
inclinado, aguas abajo. 

En el caso del vertedor de la Fig. 7.26 
el coeficiente ft, de la Ec. 7.5, según Reh
bock ( Ref. 30), es: 

ft = 0.312 + 0.09 h/w + 
+ y0.30- 0.01 (S- h/r)~ 

que vale para 

hjw < 1,w > r > 0.02 m, 

h/r <(6- _2_0_r_) 
w + 3r 

Figura 7.27. Vertedor de cresta circular y talud 
vertical, aguas abajo. 

En el caso de vertedores como el de la 

Fig. 7.27, Kramcr encontró experimental
mente que: 

1.015 
f.l = 1.02- + 

lzjl· + 2.08 

+ [0.04(/z/r + 0.19)" + 0.0223] r/w 

el cual vale para 

lz/r < 4.2 

y 

h/r < 0.4 + 0.32 w/r + 0.06 vr- 12.5 

Este tipo de vertedor es importante en el 
caso de compuertas cilíndricas con ver
tido superior. 

Figura 7.28. Vertedor de cresta elíptica y talud 
inclinado, aguas abajo. 

Para vertedores como el de la Fig. 7.28, 
Kramer propone el empleo de la ecuación 
anterior, considerando que el radio r en 
ella se calcule con la expresión : 

r = + --- 0.573 b ( 
4.57 a ) 

2a/b + 1 20b 

donde a y b son las longitudes de los 
ejes de ia elipse. Esta fórmula ha sido 
verificada para valores de a = b/2, a = b, 
a= 2b y a= 6b. 
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Otros resultados para vertedores de 
pared gruesa, con trazo trapezoidal y for
mas especiales, se pueden consultar en 
la Ref. 31. 

Cabe mencionar que el vertedor de pa
red gruesa más importante es aquél cuyo 
perfil se diseña de modo que coincida 
con la forma de perfil inferior de la 
lámina vertiente, sobre un vertedor de 
pared delgada hipotético. Fue Creager el 
primero que ideó este tipo de vertedores 
a los cuales se les ha dado el nombre de 
"cimacios". Bazin y Scimemi, entre otros, 
han estudiado dicho perfil, pero quizá el 
U. S. Bureau of Reclamation es el que lo 
ha hecho en forma exhaustiva (Ref. 37). 
En la Fig. 7.29 se presentan sus resultados 
para el caso de un vertedor rectangular 
de pared delgada sin contracciones latera
les, perfectamente ventilado por debajo 
del chorro. En dicha figura se presentan 
las coordenadas de los perfiles, superior 
e inferior, del chorro que vierte sobre un 
vertedor rectangular (que trabaja con una 

JO -:!ll-111 O 1 O ~~~ ~iO !O ·, 0 
! ~1' 1 ,Ji 

o H-'-: +1 --~·~ "'c----'+1 +' -i--+-:-' -''--' 
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-l. O 1 ! 1 ' • ' : • 

r 
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.\ --h., 

carga h ), referidas a la carga· h0 medida 
hasta el punto más alto del perfil infe
rior. Esto es: 

h0 = 0.88889 h 

Si se llena de mampostería la porcwn 
existente entre el vertedor de pared del
gada hipotético y el perfil inferior de la 
lámina vertiente, al funcionar el cimacio 
con una carga igual a aquella con la cual 
se diseñó, es de esperarse el mismo coefi
ciente de gasto que el de pared delgada; 
además, sobre la espalda de este vertedor 
se presentan presiones nulas cuando la 
carga de vertido coincide con la carga de 
diseño. Por ser el más utilizado en obras 
de excedencias y el que ha tenido más 
evolución, posteriormente se hará una ex
plicación más detallada del mismo (re
ferencia 37). 

Por lo que corresponde a los vertedores 
de cresta redondeada, que trabajan aho
gados, Keutner realizó experimentos con 

\- all~vics 

Hon:onu,!c~ Pn[1l ;,:¡pfnor r,·rfi,' 111{crior 
.\ ·' ) 
- - -
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Figura 7.29. Coordenadas ele los perfiles, superior e infctior, de la lámina vertiente sobre un \'e" 
tedor rectangular de pared delgada, sin contracciones laterales, según U. S. Bureau of Reclamatim 
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Descarga ondulada 

Figura 7.30. Descarga ahogada de un vertedor 
de cresta redondeada. 

uno semejante al de la Fig. 7.30, obtenié1n
do diferentes formas de funcionamiento 
de acuerdo con la magnitud de la carga, 
aguas arriba h 1 y la de aguas abajo, h2 • 

Los resultados para el coeficiente de ver
tido 11 de la ecuación: 

(7.43) 

se muestran en la Fig. 7.31 'en razón de 
la relación h,/~. Keutner observó que la 
descarga ahogada corresponde a valores 
de h,/ h2 > 1.16 y descargas de forma on
dulada, como se indica en la misma figura 
para 1z1/h2 < 1.16 (Ref. 9). 

2 5 . '.' 

' ''' 

' 
20 '. ''' 

/¡ ¡ 

112 1' 5 

10 1 é>50 055 060 065 07C 075 

Ahogada 

Figura 7.31. Coeficiente ~ de la ecuación (7.43 ), 
para vertedores de cresta redondeada con 
descarga ahogada, según Keutner (Ref. 9). 

PROBLEl\IAS 

l. a) Un vertedor rectangular de pared delga· 
da, con contracciones laterales, tiene una 
longitud de 1 m. ¿A qué altura w se debe 

colocar en un canal, de ancho B = 2 m, para 
conseguir un tirante en el canal de llegada 
lz + w = 2m y un gasto Q = 0.25 m'/scg 1 

b) ¿Cuál sería la carga sobre un wrtedor 
triangular O = 90' para descargar el mismo 
gasto? 

2. Se han realizado experimentos con un ver· · 
tedor rectangular de pared delgada, con una 
longitud de cresta de 0.92 m, colocado en 
un canal de 1.22 m de ancho, a una eleva· 
ción w = 0.61 m de la cresta al piso del ca· 
nal, obteniendo los siguientes resultados: 

Q (en m3/seg) 
h (en m) 

0186 
0305 

0.538 
0.458 

0.835 
0.61 

Demostrar que estas observaciones son con
sistentes con la fónnula: Q = C b Hn, si 
H = h + V02f2g, donde V0 es la velocidad,,¡ 
de llegada en el canal. Determinar los valo-
res de e y n. .; 

3. Un canal de sección rectangular, de 18 m 
de ancho. transporta un gasto máximo de : 
25 m a 1 seg, con un tiran te de 1.50 m. Se : 
desea colocar un vertedor rectangular de 
pared delgada (10m de longitud de cresta) 
de modo que el tirante del río, aguas arriba 
del vertedor, aumente -cuando más- a 
2.25 m. Detenninar el nivel necesario de 
la cresta vertedora. 

4, Un canal rectangular de 10 m de ancho 
transporta 30 m3fseg. Por medio de una 
pantalla vertical se proporciona, en su par
te inferior, una abertura de ancho (igual al 
del canal) de 1.50 m de altura. El nivel de 
la superficie libre, aguas abajo, se encuentra 
a 1 m por encima del borde superior del 
orificio. Calcular el tirante del canal, aguas 
arriba de la pantalla. 

5. Se desea un croquis de la instalación de un 
vertedor de pared delgada destinado a afo
rar un gasto de agua con un máximo de 
70 lt/seg. Este vertedor será instalado den
tro de una zanja, de 1 m de ancho, para 
colectar las infiltraciones provenientes de la 



RESISTENCIA AL FLUJO EN CONDUCTOS 

A PRESióN 

8.1 Aspectos generales 

8 

En la aplicación de los métodos de análisis, de los capítulos 6 y 7, no 
ha sido necesario el cálculo de las pérdidas de energía por fricción, de
bido a que se trata de problemas locales de flujo donde las pérdidas que 
se han evaluado se deben más bien a efectos de aceleraciones súbitas del 
flujo o a separaciones del mismo. Sin embargo, en estructuras largas, la 
pérdida por fricción es muy importante, por lo que ha sido objeto de in
n~stigaciones teóricoexperímentales para llegar a soluciones satisfacto
rias de fácil aplicación. 

Para estudiar el problema de la resistencia al flujo resulta necesario 
volver a la clasificación inicial de los flujos y considerar las grandes 
diferencias de su comportamiento entre los flujos laminar y turbulento. 

Osborne Reynolds ( 1883) en base a sus experimentos fue el primero 
que propuso el criterio para distinguir ambos tipos·de flujo mediante el 
número que lleva su nombre, el cual permite evaluar la preponderancia 
de las fuerzas viscosas sobre las de inercia. 

En el caso de un conducto cilíndrico a presión, el número de Reynolds 
se define así : 

VD 
R.=-- (8.1) 

" 
donde V es la velocidad media, D el diámetro del conducto y v la vis
cosidad cinemática del fluido. 

Reynolds encontró que en un tubo el flujo laminar se yuelve in~stable 
cuando R, ha rebasado un valor crítico, para tornarse después en· tur
bulento. De acuerdo con diferentes investigadores el número crítico de 
Reynolds adquiere valores muy distintos que van desde 2 000 ( determi
nado por el mismo Reynolds) hasta 40 000 (calculado por Eckman). De 
ello se deduce que dicho valor depende en mucho de los disturbios ini
ciales y define además un cierto límite, abajo del cual éstos se amorti
guan, estabilizando al flujo laminar. 

Es interesante obsen·ar que, tanto el flujo laminar como el turbu
lento, resultan propiamente de la viscosidad del fluido por lo que, er. 
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ausencia de la misma, no habria distin
ción entre ambos. Es más, aun en flujo 
turbulento el esfuerzo tangencial o de 
fricción, producido por el intercambio en 
la cantidad de movimiento entre partícu
las que fluctúan lateralmente, en cierto 
modo es resultado de los efectos viscosos. 

En este capítulo se presentan los resul
tados experimentales más importantes 
para el cálculo de la resistencia al flujo 
de líquidos, en conductos sencillos a pre
sión, para después poder analizar sistemas 
más complejos. 

Los resultados que aquí se presentan 
son los de mayor interés práctico. Sin 
embargo, si el lector desea un estudio más 
profundo de la teoría de la' resistencia al 
flujo, se recomienda la lectura del Apén
dice B, en el cual se··.desarrolla la teoría 
semiempírica de Prandt- von Kármán, que 
es clásica de los flujos viscosos. 

Finalmente, conviene presentar aquí al
gunos conceptos importantes que serán 
u ti! izados posteriormente. 

Cuando la superficie de la pared de un 
conducto se amplifica, observamos que 
está formada por irregularidades o aspe
rezas de diferentes alturas y con distribu
ción irregular o aleatoria. Dicha caracte
rística es difícil de definir científicamente 
pues depende de factores como la altura 
media de las irregularidades de la super
ficie, la variación de la altura efectiva res
pecto de la altura media, la forma y dis
tribución geométrica, la distancia entre 
dos irregularidades vecinas, etcétera. 

Puesto que prácticamente es imposible 
tomar en consideración todos esos facto
res, se admite que la rugosidad puede 
expresarse por la altura media E de las 
asperezas (rugosidad absoluta), como un 
promedio obtenido del resultado de 
un cálculo con las características del flu
jo, mas no propiamente por el obtenido 
como la media de las alturas determina-

das físicamente de la pared, en cada con
ducción. Es más importante la relación 
que. la rugosidad absoluta guarda con el 
diámetro del tubo, esto es, la relación E/D, 
que se conoce como ,·ugosidad relativa. 

Existen tubos, como Jos de asbesto-ce
mento, cuya rugosidad es de forma ondu-. 
Jada y que se comportan Tzidráulicamcnte 
como si fueran tllbos lisos (vidrio o plás
tico). 

Tres conceptos geométricos de la sec
ción de una conducción hidráulica. muy 
importantes en el cálculo de las pérdidas 
de fricción, son los siguientes. 

Area hidráulica A, es decir, el área de 
la sección transversal ocupada por el lí
quido dentro del conducto. 

Perímetro mojado P, que es e1 períme
tro de la sección transversal del conducto 
en el que hay contacto del líquido con la 
pared (no incluye la superficie libre si 
ésta existe). 

Radio hidráulico R,, o sea la relación 
entre el área hidráulica y e1 perímetro mo
jado de la sección (R, = AIP). 

8.2 Fórmula de Darcy-Weishach 

Para un flujo permanente, en un tubo 
de diámetro constante, la línea de cargas 
piezométrícas es paralela a la línea de 
energía e inclinada en la dirección del mo
vimiento. En 1850, Darcy, Weisbach y 
otros, dedujeron experimentalmente una 
fórmula para calcular en un tubo la pér
dida por flicción : 

donde 

L V2 
h, = f- -

D 2g 
(8.2a) 

f factor de fricciÓn, sin dimensio
nes; 

g aceleración de la gravedad, en m/ 
seg2 ; 
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h1 pérdida por fricCión, en m; 
D diámetro, en m; 
L longitud del tubo, en m; 
V velocidad media, en m/seg. 

El factor de fricción es función de la ru
gosidad t y del número de Reynolds R. 
en el tubo, esto es: 

f=f(t,R,) 

La fórmula de Darcy-Weisbach, ecua
ción ( 8.2a), se puede derivar por medio 
del análisis dimensional (Apéndice A). 

Si 51 representa la relación entre la 
pérdida de energía y la longitud del tubo 
en que ésta ocurre (pendiente de fric
ción), la Ec. (8.2a) también es 

h, f V' 
S,=--=---

L D 2g 
( 8.2b) 

8.3 Investigaciones experimentales sobre 
las pérdidas por fricción en tubos 

Poiseuille, en 1846, fue el primero en 
determinar matemáticamente el factor de 
fricción en flujo laminar y obtuvo una 
ecuación para determinar dicho factor, 
que es: 

64 64 
f =R.= VD/v (8.3) 

la cual es válida para tubos lisos o rugo
sos, en los cuales el número de Reynolds 
no rebasa el valor crítico 2 300. 

A partir de los resultados experimenta
les, acumulados hasta el año de 1913, Bla
sius llegó a la importante conclusión de 
que existen dos tipos de fricción para el 
flujo turbulento en tubos. El primero está 
asociado con tubos lisos donde los efec
tos de viscosidad predominan y el factor 

de fricción depende únicamente del nú
mero de Reynolds. El segundo tipo se 
refiere a tubos rugosos donde la viscosi
dad y los efectos de rugosidad influye 
en el flujo, además de que el factor de ' 
fricción depende del número de Reynolds 
y de la rugosidad relativa. 

En base a sus propias experiencias y 
con los datos experimentales de Saph 
y Schoder, Blasius formuló la siguiente 
expresión para tubos lisos : 

f = 0.3164 
R,t 

(8.4) 

al substituida en la ecuación de Darcy
Weisbach, resulta que h1 - ~n.~5. 

Años más tarde, Stanton y Pannell, des
pués de investigar detalladamente el flujo 
del aire y del agua en tubos lisos de latón, 
encontraron que al llevar sus resultados 
sobre una gráfica, de f contra R,, los 
puntos se agrupaban a lo largo de una 
curva que -en la zona turbulenta- cor 
cuerda bastante con la fórmula de Blasiu. 
para R,> lOS. Sin embargo, atrás de este·. 
límite existía una gran divergencia indi
cando que el exponente de V, en la rela
ción h, contra V, aumentaba con R,; ello 
fue confirmado por otros investigadores. 

Las contribuciones más importantes las 
realizó Nikuradse, en Gotinga, alrededor 
de i920 (Ref. 38). Este investigador obtu
vo resultados de f contra Re, en tubos 
lisos, que comprendían hasta valores de 
R, = 3 x lCf, obteniendo la siguiente ex
presión: 

o bien 

1 - . 
- = 21ogR,,/f-

v'f 

1 
-- = 2log 

vT 
R.vT 
2.51 

0.8 ( S.Sa) 

( S.Sb) 
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También efectuó mediciones de la distri
bución de Yelocidades, en secciones trans
Yersales.del tubo, que tuYieron gran valor 
en el desarrollo de la teoría semiempírica 
del flujo turbulento en tubos, especial
mente los rugosos. 

Nikuradse trabajó con tubos de rugo
sidad artificial perfectamente verificada 
en el laboratorio, mediante granos uni
formes de arena adheridos con diferente 
distribución sobre la superficie interna del 
tubo. Una combinación juiciosa de E y D 
·Je permitieron establecer seis valores dis
tintos de la rugosidad relativ·a E/D, que 
van de 1/30 hasta 1/1 014. Además, ob
tuvo la ecuación que lle\·a su nombre, 
válida para tubos rugosos en la zona tur
bulenta y que es: 

1 D . 
-- == 2 log -- -i- l.i4 (8.6a) -vr 2E 

o bien 

1 3.il D 
-- == 2log--
vf E 

( 8.6b) 

O.lO~:~rr l j j 

0.01 
10' 10 4 

Los resultados de los experimentos ele 
~ikuradse y la representación gráfica 
de la Ec. ( 8.3) para comparación, se pre
sentan en el diagrama de la Fig. 8.1. 

El diagrama de Nikuradse comprueba 
la validez de la ecuación siguiente. 

f=f(R,,EjD) 

Además, corrobora los siguientes puntos 
importantes. 

a) Dentro del intervalo R, < 2 300 para 
flujo laminar, f depende exclusivamente 
del número de Reynolds y no de la rugo
sidad del tubo. La recta en torno de la 
cual se agrupan los puntos para flujo 
laminar en la Fig. 8.1, corresponde a la 
Ec. ( 8.3 ). Substituida esta ecuación en 
la de Darcy- Weisbach, el coeficiente f ele
pende directamente de la Yelocidad me
dia en el tubo. 

b) A partir de R, = 2 300 se inicia la 
zona de transición ele flujo laminar a 
turbulento, sin poder establecer una ley 
general de variación. Dentro de esta zona, 
f depende, tanto de R. como de E/D. 

1o• 

E 

D 

61.2 
1 

10 1 

Número de Reynolds. R,= J' DP /¡t 

Figura 8.1. Diagr:~ma de Nikuradse para tubos con rugosidad uniforme. 

·• 
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e) De acuerdo con el valor de E/D la 
zona turbulenta se inicia con diferentes 
valores de R,; es decir, que el número 
de Reynolds, como límite superior para 
la zona de transición, depende de la rugo
sidad del tubo. 

d) Dentro de la zona turbulenta, esto 
es, para números de Reynolds grandes, 
fes independiente de R, y varía exclusiva
mente con la rugosidad relativa E/D. De 
acuerdo con la fórmula de Darcy-Weis
bach, ello significa que f depende del cua
drado de la velocidad. 

Como se mostrará posteriormente, la 
evidencia experimental obtenida por Ni
kuradse proporcionó la información que 
Prandtl y von Kármán necesitaron para 
apoyar y completar las fórmulas teóricas 
que definen el flujo turbulento en tubos 
lisos y rugosos. Sin embargo, el valor 
práctico directo de los resultados de Ni
kuradse tuvo algunas limitaciones debido 
a que era difícil correlacionar la rugosi
dad artificial uniforme, con el tipo irre
gular y ondulado de los tubos comer
ciales. 

"" " ~ ::-.-. 
32 

2~ 

-L; LG 
1 

1 

8.4 Resistencia al flujo en tubos comer· 
ciales 

La rugosidad de los tubos comerciales 
no es homogénea, razón por la cual es 
difícil de definir científicamente. Sin em
bargo, se· puede caracterizar por un valor 
medio que, desde el punto de vista de pér
dida, es equivalente a una rugosidad uni
formemente distribuida. Conviene aclarar 
que en dicho valor intervienen, además, 
otros factores comó la frecuencia y ali
neamiento de las juntas en los conductos 
de concreto y asbesto-cemento, o bien el 
tipo de costura o de remachado en los 
tubos de acero y, finalmente, el efecto de 
incrustaciones y acumulamientos en los 
conductos, principalmente metálicos, por 
la acción corrosiva del agua. 

Con el fin de comprobar los resultados 
en tuberías comerciales, diferentes inves
tigadores hicieron estudios posteriores a 
los de Nikuradse y aceptaron. el concepto 
-de rugosidad media- usado por éste, 
la cual determinaron por un proceso ir 
verso. Es decir, una vez que obtuvieron,_, 
experimentalmente la pérdida de fricción 
en una tubería de características hidráu- . 

Ley de transición 
1 ( " 2.51 ) 

.[f ' -2109 310 • R.,..1 

~~ w 
08 

.L21 ~ "\ 
........... .\_ ,._ Ley de tubos rug .ff 09 

251 i\. 
Ley de tubos lisos ~ 

' 
- ~,, 1 . 370 
-- -•21o<;¡-

Jf 1 " Nikuradse 

"" 
t< o B 

Cl 

-o 8 

osos 

' (Rugosidad u;itor~el 
'1 1 -1.6 

02 05 2 200 500 5 20 50 
01 1 10 lOO 

Número de Reynolds de rugosidad R,, = v, •fv 

Figura 8.2. Comparación entre las cun·as, en la zona de transición, para tubos comerciales y <'
rugosidad uniforme. 
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licas y geométricas conocidas, determi
naron el coeficiente f de la fórmula de 
Darcy-Weisbach y obtuvieron, a partir 
de la E c. ( 8.6), el valor de E con números 
grandes de Reynolds. 

Colebrook y White comprobaron los 
mismos resultados de Nikuradse, para las 
zonas laminar y turbulenta en tuqos de 
rugosidad comerdal, lo cual permite ex
tender la validez de las Ecs. ( 8.3) y ( 8.6) 
a tubos comerciales. Sin embargo, den
tro de la zona de transición encontraron 
discrepancias con los resultados en la 
Fig. 8.1, mismos que se muestran, com
parativamente, en la Fig. 8.2. 

Colebrook y White presentaron la si
- guiente fómmla empírica para la zona de 

transición de flujo laminar a turbulento 
en tubos comerciales, a saber: 

----

r 
1 ( E/D 

1 
-= = -2log + 

\ yf 3. 71 

2.51 )(8.7) 

Re ,iT --

Con base en estos resultados Moody pre
paró el diagrama universal, que lleva su 
nombre, para determinar el coeficiente 
de fricción f en tuberías de rugosidad 
comercial que transportan cualquier lí
quido ( Fig. 8.3 ). 

En dicho diagrama se comprueban tam
bién los mismos aspectos para los tubos 
de rugosidad comercial, que con el dia
grama de Nikuradse de la Fig. 8.1. La cur
va límite inferior corresponde a los lisos 

' y coincide parcialmente con la ecuación 
de Blasius ( 8.4 ). 

La precisión en el uso del diagrama 
universal de Moody depende de la selec
ción de E, según el material de que está 
construido el tubo. En la tabla 8.1 se pre
sentan los valores de E para tubos comer
ciales y, en la Fig. 8.4, los valores de la 
rugosidad relativa E/ D para los materia
les más comunes. 

Distintos intentos de evaluar el efecto. 

corrosivo del agua en conductos se han 
llevado a cabo, basándose en la reduc
ción del gasto calculado teóricamente, de 
acuerdo con el PH del agua y el número 
de años de servicio de la tubería (Ref. 40). 
Sin embargo, el criterio que parece más 
efectivo es el de Genijew (Ref. 7) al mo
dificar la rugosidad absoluta del tubo 
nuevo, de acuerdo con el tipo de agua que 
va a escurrir y el número de años de servi
cio; esto es: 

E, = Eo + a t (8.8) 

donde 

Eo rugosidad del tubo (nuevo), en 
mm; 

a coeficiente que depende del grupo 
en el que se clasifique el agua que 
va a escurrir, según la tabla 8.2; 

t número de años de servicio de la 
tubería; 

E, rugosidad del · conducto, después 
de t años de sen·icio, en mm. 

Problema 8.1. Determinar la dirección·-· 
del flujo en el tubo mostrado en la fi
gura 8.5, así como el gasto que transpor
ta, donde Y=800 kg/m3

, f.l=0.14x 10-2 kg 
seg/m2

• 

Solución. Con el plano horizontal de re
ferencia al nivel del punto 2, la suma de 
las cargas de posición y de presión, en el 
punto 1, es 

Pt 14 000 -- + Z1 = --::-::-::-- + 4.6 = 22.10 m 
y 800 

y la carga de presión, en el 2, la siguiente: 

P2 21000 = 26.25 m> 22.10 m --= 
y 800 

luego, el flujo es necesariamente de 2 a 
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TABLA 8.1 Rugosidad absoluta e en tubos comerciales 

Material 

Tubos lisos 

De vidrio, cobre, latón, madera (bien cepillada), acero 
nuevo soldado y con una mano interior de pintura; 
tubos de acero de precisión sin costura, serpentines 
industriales, plástico, hule 

Tubos industriales de latón 
Tubos de madera 
Hierro forjado 
Fierro fundido nuevo 
Fierro fundido, con protección interior de asfalto 
Fierro fundido oxidado 
Fierro fundido, con incrustaciones 
Fierro fundido, centrifugado 
Fierro fundido nuevo, con bridas o juntas de macho 

y campana 
Fierro fundido usado, con bridas o juntas de macho 

y campana 
Fierro fundido para agua potable, con bastantes in-

crustaciones y diámetro de 50 a 125 mm 
Fierro ga!Yanizaclo 
Acero rolado, nuevo 
Acero laminado, nuevo 
Acero laminado con protección interior de asfalto 

Tubos de acero soldado de calidad 11ormal 

Nuevo 
Limpiado después ele mucho uso 
Moderadamente oxidado, con pocas incrustaciones 
Con muchas incrustaciones 
Con remaches transversales, en buen estado 
Con costura longitudinal y una línea transversal de 

remaches en cada junta, o bien laqueado interior-· 
mente 

Con líneas trans\·ersilles de remaches, sencilla o doble; 
o tubos remachados con doble hilera longitudinal de 
remaches e hilera transversal sencilla, sin incrusta
ciones 

Acero soldado, ::on una hilera transversal sencilla de 
pernos en cada junta, laqueado interior, sin oxida
ciones, con circula:ión ele agua turbia 

E, en mm 

0.0015 
0.025 
0.2 a 1 
0.05 
0.25 
0.12 
1 a 1.5 
1.5 a 3 
o .os 

0.15 a 0.3 

2 

1 
0.15 
0.05 
0.04 
0.05 

a 3.5 

a 40 

a 0.1 

0.05 a 0.10 
0.15 a 0.20 
0.4 
3 
0.1 

0.3 a 0.4 

0.6 a 0.7 

1 

285 
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TABLA 8.1 (Continuación) 

Material f,ennznz 

Acero soldado, con doble hilera transversal de per
nos, agua turbia, tuberías remachadas con doble 
costura longitudinal de remaches y transversal sen
cilla, interior asfaltado o laqueado 

Acero soldado, con costura doble de remaches trans
versales, muy oxidado. Acero remachado, de cuatro 
a seis filas longitudinales de remaches, con mucho 
tiempo de servicio 

Tllbos remachados, con filas longitudinales 
y transversales 

a) Espesor de lámina < 5 mm 
b) Espesor de lámina de S a 12 mm 
e) Espesor de lámina > 12 mm, o entre 6 y 12 mm, 

si las hileras de pernos tienen cubrejuntas 
d) Espesor de lámina > 12 mm con cubre juntas 

Tubos remachados, con cuatro filas transversales y 
seis longitudinales con cubrejuntas interiores 

Asbesto-cemento nuevo 
Asbesto-cemento, con protección interior de asfalto 
Concreto centrifugado, nuevo 
Concreto centrifugado, con protección bituminosa 
Concreto en galerías, colado con cimbra normal de 

madera 
Concreto en galerías, colado con cimbra rugosa de 

madera 
Concreto armado en tubos y galerías, con acabado in

terior cuidadosamente terminado a mano 
Concreto de acabado liso 
Conductos de concreto armado, con acabado liso y va-

rios años de servicio 
Concreto alisado interiormente con cemento 
Galerías con acabado interior de cemento 
Concreto con acabado normal 

· Concreto con acabado rugoso 
Cemento liso 
Cemento no pulido 
Concreto presforzado Freyssinet 
Concreto presforzado Bona y Socoman 
Mampostería de piedra, bien junteada 
Mampostería de piedra rugosa, sin juntear 
Mampostería de piedra, mal acabada 

1.2 

2 

0.65 
1.95 

3 
5.5 

4 
0.025 
0.0015 
0.16 

a 1.3 

0.0015 a 0.125 

1 a 2 

10 

0.01 
0.025 

0.2 
0.25 
1.5 
1 

10 
0.3 
1 
0.04 
0.25 
1.2 
8 
l. S 

a 0.3 

a 1.6 
a 3 

a 0.8 
a 2 

a 2.5 
a 15 
a 3 
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TABLA 8.2 Coeficientes a de la fórmula de Genijew 

Gmpo 1 

Agua con poco contenido mineral que no origina corrosión. Agua con 
un pequeño contenido de materia orgánica y de solución de hierro: 

a varía de 0.005 a 0.55; valor medio, 0.025. 

Grupo Il 

Agua con poco contenido mineral que no origina corrosión. Agua que 
contiene menos de 3 mg/lt de materias orgánicas y hierro en solución: 

a varía de 0.055 a 0.18; valor medio, 0.07. 

Grupo lll 

Agua que origina fuerte corrosión y con escaso contenido de cloruros 
y sulfatos (menos de 100 a 150 mg/lt). Agua con un contenido de 
hierro de más de 3 mg/lt : 

a varía de 0.18 a 0.40; valor medio, 0.20. 

Grupo IV 

Agua que origina corrosión, con un gran contenido de sulfato y clom
ros (más de 500 a 700 mg/lt). Agua turbia con una gran cantidad de 

28i 

materia orgánica: ·-· 

a varía de 0.40 a 0.60; valor medio, 0.51. 

Grupo V 

Agua con cantidades importantes de carbonatos, pero de dureza pe
queña permanente, con residuo espeso de 2 000 mg/lt: 

a vatia de 0.6 a más que l. 

dado que la carga de velocidad es la mis
ma en ambos puntos. 

La pendiente de fricción de 1 a 2 es 
constante y vale: 

Sr = _!!_(_!l_ + z) 
ds y 

26.25- 22.10 
- -----=---:--- == 0.451 

9.2 

Substituyendo la ecuacwn ( 8.3) en la 
E c. ( 8.2b) y despejando a V, resulta: 

V 
y s, ¡y. 

32 !l 

800x 0.451 X ( 0.0125 )2 

32x0.14x10" 

~ el gasto será entonces: 

= 0.43 m/seg 
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:t 
Q= -D" V= 

4 

:t(0.0!25)"x0.43 0.527x JO-• m3/seg = 

1 p, = 1.4 lg.'cm' 

Figura 8.5. Ilustración al problenn 8.1. 

y el número de Reynolds se determina, 
una vez calculados p y V, así: 

800 
p=9.8=81.63 kg seg0/m4 

0.41 x w-" 
8

1.
63 

=0.502x10-'m"/seg \' 

0.430x0.0125 
R, o.so2 x 10_, =107.1<2300 

luego entonces el flujo es efectivamente 
laminar. 

De la E c. ( 8.3) el factor de fricción 
vale 

64 f- = 0.60 
- 107.1 

Problema 8.2. En la Fig. 8.6 se muestra un 
dispositiYo utilizado en el laboratorio para 
medir la ,·iscosidad de los líquidos. Con
siste en. un recipiente a superficie libre 
o a presión con descarga al medio am
biente, mediante un tubo horizontal de 
diámetro pequeüo. Dentro del recipiente 
se ha vaciado un líquido cuyo peso espe
cífico es y = 950 kg/m3 y alcanza una 
altura h = 0.80 m; hay una presión mano
métrica Po = 0.1 k g/ cm2 sobre la superfi
cie libre. El diámetro del tubo es D = 5 cm 
y su longitud L = 6 m; el gasto descar
gado es de 182 kg/min. Determinar la 
viscosidad del líquido. 

Solución. El gasto y la velocidad son los 
siguientes: 

182 
Q = = 0.00319 m3/seg 

950x60 

V
.= _Q _ 4x0.00319 -----,--- - 1.625 m/seg 

A :t X (0.05) 2 

Puesto que el tubo descarga al medio 
ambiente, la pérdida por fricción será: 

Figura 8.6. Ilustración del problema 8.2. 
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Po V2 
h1= h + ---- "-' 

y 2g 

( 1.625 )2 0.1 X lo-' 
= 0'8 + 950 -----= 

19.6 

y la pendiente de fricción es: 

1.718 s, = ---::-- = 0.2863 
6 

1.718 m 

Si suponemos que el flujo es laminar, 
de la ecuación que proporcionó la veloci
dad en el problema 8.1 la viscosidad di
námica resulta ser: 

f.L= 
y s, /Y 

32 V 

950 X 0.2863 X ( 0.05 )2 

32x 1.625 

= 0.013 kg seg/m2 

Faltaría verificar si el flujo es efectiva
mente laminar. Con p = y/ g, el número 
de Reynolds vale : 

R.= 
V Dp 

f1 

1.625 X 0.05 X 950 
------ = 606 < 2,000 

O.OJ3x9.8 

luego, el flujo es laminar y los resultados 
anteriores son correctos. 

Problema 8.3. Determinar el diámetro 
adecuado para una tuberia de 305m de 
longitud que transporta 57 lt/seg de acei
te, en la cual se debe vencer una carga 
de 13.6 m, debida a las pérdidas por fric
.:ión. A la temperatura de trabajo, el peso 
específico del aceite es de 900 kg/m 3 y la 
viscosidad dinámica de 0.14646 kg seg/m2

. 

Calcular también la potencia hidráulica 
que la bomba debe proporcionar al fluido. 

Solución. La pendiente de fricción vale 

s, = 
13.6 
305 = 0.0446 

De la ecuación de continuidad y de la 
que proporcionó la velocidad media en 
el problema 8.1, resulta: 

D = ( 128 f1 Q) ~ = 
it y s, 

( 
128 X 0.14646 X 0.057 ) ~ 

re X 900 X 0.0446 

D = 0.304m 

Es necesario verificar que el flujo sea 
efectivamente laminar. La velocidad me
dia vale 

0.057x4 
F = ----- = 0.786 m/seg 

l'l X ( 0.304 )2 

con p =y 1 g, el número de Reynolds será: 

R 
0.786x0.304x900 _ 

e= = 1::>0 
O.I4646x9.8 

donde, por ser menor de 2 000, es correcto 
haber supuesto que el flujo es laminar. 

L'l potencia que debe suministrar la 
bomba está dada por 

P = y Q H = 900 X 0.057 X 13.6 

P = 697.68 kg m/scg 

o bien 

697.68 
p = = 9.3 cv 

75 
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Problema 8.4. Calcular la pérdida de ener
gía por fricción en un tramo de tubo liso 
de 153m de longitud y 0.10 m de diáme
tro. donde fluye aceite de peso específico 
y = 930 kg/m3, viscosidad fl = 0.00-\86 kg
seg/m2, si la Yelocidad media es: a) F = 
= 0.60m/seg; b) F = 3m/seg. 

Solución a). El número de Reynolds es: 

VDp 0.60 X 0.10 X 930 
R. = -- = -------

!A 9.8 X 0.00-\86 

-1172<2000 

luego el flujo es laminar y vale la ecua
ción (8.3), a saber: 

6-\ 6-\ . 
f = - = -- = 0:0546 

R. 1172 . 

La pérdida por fricción es 

h¡ = f !:_ V' = 0.0546 X 153 X 0.36 = 
D 2g 0.1 X 19.6 

_ 1.535 m 

Solución h). Siguiendo un procedimien
to semejante, tenemos que 

3 X 0.10 X 930 
R.= = 5 858 

9.8 X 0.00486 

Del diagrama de Moody, para un tubo 
liso f = 0.0356, resulta: 

1 
0.0356 X 153 X 9 

rlt = = 25.01 m 
0.1 X 19.6 

Problema 8.5. Determinar el gasto que 
fluye en un tubo de acero de 0.30 m de 
diámetro, que conduce agua potable con 
temperatura de 15°C, si se especifica que 
la pérdida de fricción sea de 1.20 m por 
cada 100m de tubería (E/D = 0.00085). 

Solución: Se supone f = 0.0188 para ;.;n 
número de Reynolds grande. De la fómm~ 
la de Darcv-\Veisbach, tenemos: 

V" lz, D 1.20 X 0.30 
2g = fL = -0-:.0-,-18-:8:-x---:1-,.00~ = 0.1915 m 

F = 1.939 m/seg 

Para el agua de 15°C, v = 1.145 X 10- 6 m2
/ 

seg, el número de Reynolds resulta ser: 

1.939 X 0.30 X 106 

R.= = 508 035 
1.145 

y del diagrama ele Moody f - 0.0195, 
luego: 

V' 
2g 

1.20 X 0.30 
----- = 0.185m 
0.0195 X 100 

V = 1.905 m/seg 

El nuevo número de Reynolds es' R, = 
= 499 130; por lo tanto, f = 0.0195. 

El gasto vale, finalmente: 

Q= 
n: X 0.09 

4 
X 1.905 = 0.135 m3/seg. 

Problema 8.6. Determinar el diámetro 
de un tubo de acero (E = 0.0000458 m), 
necesario para transportar 0.250 m3 /seg 
de aceite, de viscosidad cinemática v = 
= 0.00001 m2 /seg, a una distancia de 
3 000 m con una pérdida de fricción de 
23m. 

Solución. De la fórmula de Darcy-Weis
bach tenemos : 

Por lo tanto, 
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8LQ" f= 
g¡t2 hr 

8 X 3 000 X 0.0625 f f 
- 2 = 0.674 

9.8 X :;t X 23 

además: 

4QD 
R, = -~,... 

JtV D' 

4 X 0.250 1 31 831 
- -----,...--- = -=---

lt X 0.00001 D D 

Si f = 0.02, entonces 

D = ..;'10.674 X 0.02 = 0.423 m 

Con el valor aproximado de D, se obtiene: 

R,= 
31 831 
0.423 = 75 251 

asimismo: 

E 

D 

0.0000458 
- --:-,--:-- = o .0000108 

0.423 

Del diagrama de Moody f = 0.0195, el diá
metro será: 

D = ..;'/0.674 X 0.0195 = 0.42 m 

Es decir, prácticamente el mismo Yalor 
que en el caso anterior, el cual correspon· 
de al diámetro definitivo de la tubería. 

8.;') Tubos de sección no circular 

En el caso de tubos de sección no circu· 
lar, con esquinas pronunciadas, el esfuer
zu cortante en la dirección del flujo es 
menor en las mismas que a lo largo de las 
paredes. Lo anterior pro\'oca la formación 

de corrientes secundarias desde la zona de 
alto cortante hacia el centro del tubo, 
mientras ocurre un flujo de circulación· 
hacia las esquinas, con la tendencia a uni
formar el cortante en la pared. El estu
dio fue hecho por Schiller y Nikuradse, 
mismos que determinaron la ley de fric
ción y la distribución de velocidades para 
tubos de sección rectangular, triangular, 
trapezoidal y circular, esta última con es
cotadura. Como conclusión a sus estu
dios encontraron que en estas secciones 
con poca simetría el factor de fricción po
día calcularse, en las tres distintas zonas 
de escurrimiento, con las fórmulas obte
nidas para tubos de sección circular; sólo 
basta cambiar D (diámetro del tubo circu
lar) por 4 Rh, donde Rh representa el ra
dio hidráulico de la sección trans,·ersal 
del tubo. 

Sin embargo, en 1963 J. Malaika (Ref. 
41) realizó experimentos en tubos de sec
ción no circular, con objeto de encontrar 
fórmulas para el factor de fricción f. L? 
idea se basó en que un mismo valor de 
radio hidráulico puede caracterizar a un 
número ilimitado de geometrías de la sec
ción, por lo que deberían interYenir otros 
parámetros (de la sección) capaces de to
mar en cuenta esta contingencia. Malaika 
encontró que los errores causados al des
preciar Jos efectos geométricos son, a me
nudo, más pequeños que los cometidos 
en la apreciación de la rugosidad del con
ducto; sin embargo, dichos efectos pue
den inducir errores en el factor de fric
ción hasta de 35 <\1o, dependiendo su mag
nitud del gasto y de las condiciones de 
frontera. 

Las conclusiones de Malaika fueron las 
siguientes. 

a) Como el diámetro del círculo ins
crito en una sección cualquiera es una di
mensión lineal más represcntati,·a de 1· 

sección (para ser usada en los númen. 
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de Reynolds y en la rugosidad relativa en 
el diagrama uni\·ersal de Moody) es posi
ble utilizar las ecuaciones antes obtenidas 
si en lugar del diámetro D se usa el diá
metro d del círculo inscrito en las seccio
nes (Fig. 8.7). 

b) La eficacia hidráulica relativa, de una 
variedad de formas de secciones trans
versales de conductos, puede expresarse 
por la relación adimensional entre el diá
metro del círculo inscrito y el radio hi
dráulico. 

En la Fig. ·8.7 se muestran cuatro for
mas distintas de la sección transversal de 
conductos, incluyendo el diámetro d del 
círculo inscrito en ellas. 

8.6 Fórmulas empíricas de fricción 

Antes de que se conocieran las fórmulas 
de tipo logarítmico, las únicas disponibles 
para el diseño eran las de tipo exponen
cial, puramente empíricas, cuyo solo mé
rito estriba en su sencillez. Sin embargo, 
fueron y siguen siendo usadas. Para tu
bos que transportan agua, dichas ecuacio
nes toman la expresión general: 

V= a lY S¡ ( 8.9a) 

o bien, con S, = ht! L (pendiente de fric
ción): 

lzr = (-a-=:-)1/v L =[--4-=Q~=-ll/v L 
u :t a vc•+ZJ 

(S .9b) 

/ 1 ,...,_ 
1 \ 
1 1 

l J.d 1 \ 1 ' / ' -

donde el coeficiente a y los exponer.!es x, 
y son empíricos. La expresión no es adi
mensional, por lo que se debe tener cui .. 
dado en la conversión de unidades. 

Es conveniente investigar la relación 
entre el factor de fricción f y los términos 
anteriores. Para ello, si se iguala la ecua
ción (8.2a) de Darcy-Weisbach con la 
( 8.9b) y se despeja a f resulta: 

DC1-z/v) 

f = 2g fillv yc2 1/v) (8.10) 

Dado que a normalmente varia con la ru
gosidad y la viscosidad, tiene por ello las 
mismas características que f. 

Cuando las fórmulas exponenciales se 
representan gráficamente en el diagrama 
estándar f- R,, aparecen como líneas rec
tas con diferentes pendientes. Debido a 
que la verdadera forma de la ecuación 
del factor de fricción es del tipo logarít
mico, de concavidad hacia arriba (excepto 
en tubos rugosos en la zona turbulenta), 
la fórmula exponencial es aproximada
mente válida únicamente en un intervalo 
limitado. En sus extremos, la línea recta 
queda debajo de la curva, con la que re
sulta una subestimación de la pérdida por 
fricción; por lo tanto, es importante tener 
cuidado con el intervalo en el cual se pue
de aplicar cada fórmula exponencial, dado 
que cualquier intento de extrapolación 
puede conducir a serios errores. Normal
mente, la desviación máxima no excede 
de un 3 %, lo cual está dentro de los 
límites de seguridad en la estimación de 

Figura 8. 7. Círculo inscrito en las formas geométricas de secciones en tubos. 



TABLA 8.3. Resumen de las fórmulas para el cálculo de pérdidas por fricción, aplicables al flujo de agua en conductos 
a presión. Las unidades se expresan en sistema MKS 

Tipo de tubería 
y fluio Autor Fórmula Observaciones 

------------ -------- - -------- ---------------- -----------------------

Cualquier tipo Darcy-
de tubo y flujo. Weishach 

Tubos lisos o Poiseuille 
rugosos en la 
zona laminar. 

L V2 

lz, = t-
D 2g 

64 
f=-

R. 

Es la Ec. (8.2) y es de tipo universal; f se obtiene del diagra
ma universal de Moody, o de alguna de las fórmulas indica
das a continuación. 

------ ---- --------------

Es la Ec. (8.3) y se aplica a la fórmula de Darcy-Weisbach 
y vale para R. < 2 300. 

------- --------- ---- ----------------- ------- -- ------------------ ----------
Tubos lisos en Blasius 
la zona de tran-
sición o turbu-
lenta. 

0.3164 

-~-- ---------------------.----------------

Nikuradsc 

Kozeny 
(Re f. 9) 

Richter 
(Ref. 43) 

Ludin 
(Ref. 42) 

~ = 21og(_R.v7) 
y'f 2.51 

2g 
f=------

(7.78log R,- 5.95 )2 

f = 0.01113 + 0.917 /R.o.•' 

Es la Ec. (8.4) y se aplica a la fórmula de Darcy-Weisbach. 
Vale para tubos de aluminio, latón, cobre, plomo, plástico, 
vi_drio y asbesto-cemento para R.> 10". 

-----------------------

Es la Ec. (8.Sb) y se aplica a la fúrmula de Darcy-Weisbach. 
Vale para 2.3 x 10",; R.""' 3.4 x 10". 

Se aplica a la fórmula de Darcy-Weisbach y vale para tubos 
de asbesto-cemento y para R.> 4000. 

Se aplica a la fórmula de Darcy-Weisbach y vale para tubos 
de hule y para R.> 4 000. 

------------ --------------------------------

Er¡uivalc a usar la Ec. ( 8.9b) con a = 57.37, x = 0.645, y = ~/ll. 

Vale para tubos de asbesto-cemento. En esta fórmula Rh es 
el radio hidráulico del tubo. 



Tubos rugosos Colebrook
en la zona de Whitc 
transición o 
turbulenta. 

Hazen
Williams 
(Ref.44) 

Tubos rugosos Nikuradse 
en la zona tur-
bulenta. 

Kozcny 
(Rcf. 9) 

Chezy 

'· 
TABLA ll,3 ( eouti111wción) 

-:=-21og(E/D 2.51) 
vt -+ --

1 3.71 R.vt 

Es la Ec. (8.7) y vale para tubos lisos o rugosos en la zona 
de transición o turbulenta y con R, > 4 000. Se aplica a la 
fórmula de Darcy-Weisbach. 

------ -- --- - ------ ----- ---------

1 3.71 D 
--= 2log---
yf f. 

2g 
f=---=--

( 8.86 log D + N)" 

Equivale a usar la Ec. (8.9a) con a = 0.355 Cu; x = 0.63, 
y ~ 0.54. Es la fór~t~ula m:\s común P"'"" tubos rugosos. el/ 
depel!cle del material del tubo de acuerdo con la tabla 8.4. 

---------- - --------- ---- -

Es la Ec. (8.6b) y se aplica a la fúnnula de Darcy-Wcisbach. 

Se aplica a la fórmula de Darcy-Wcishach. N depende del 
material en la tubería según la tabla 8.4. 

Es la fórmula general para este tipo de tubos y se obtiene de 
la fórmula de Darcy-Weisbach h::~ciendo f) = 4 R 1,. Equivale 
a usar la E c. ( 8.9a) con a = 0.5 e; x = y = 0.5 C es un coefi
ciente que se obtiene de las fórmulas de JJazin, Kutter o 
Manning. 

----------- ------------

Bazin 
(Ref. 31) 

Kutter 
(Ref. 45) 

Manning 
(Ref. 42) 

87 
C=----

C= 

1 + t.JvR,-

100yR-¡:

m + ..jR-¡:-

1 
V = - Rh2!3 s11rl 

n 

Se aplica 
!erial de 
tabla 8.4. 

a la fórmula de Chezy, donde A depende del ma
que está constnddo el tubo de acuerdo con la 

Se aplica a la fórmula de Chezy, donde m depende del ma
terial de que está construido el tubo de acuerdo con la 
tabla 8.4. 

Resulta de la fórmula de Chezy al considerar que C = Rh'l"/11. 
Equivale a usar la Ec. (8.9a) con a= 0.397/n, x '= 2/3, y= 1/2. 
n depende del material de que está constnlido el tubo de 
acuerdo con la tabla 8.4. 



TABLA 8.4 Valores de CH, 1'1, m, >1 y N aplicables a las fórmulas de la tabla 8.3 de acuerdo con el material de que está 
construido el tubo 

Materia 

Acero corrugado 
Acero con juntas láck-l>ar (nuevo). 
Acero galvanizado (nuevo y usa-do). 
Acero remachado (nuevo). 
Acero rcm<~chado (usado). 
Acero soldado o con remache avellanado y embutido (nuevo). 
Acero soldado o con remache avellanado y embutido (usado). 
Ace-ro sin costura (nuevo). 
A ce m sin costura (usado). 
Accm soldado, con revestimiento especial (nuevo y usado). 
r-icn-o fundido limpio (nuevo). 
Fierro fundido, sin incru~tacioncs (usado). 
r-ierro fundido, con incrustaciones ( ,-iejo ). 
Pl{tstico. 
Asbesto-cemento (nuevo). 
Cohre y btt'm. 
Conductos con acabado intcrio¡· de cemento pulido. 
Concreto, acabado liso. 
Concreto, acahZ~do con1ún. 
Concreto monolítico, colado con cimhras deslizantes (D > 1.25 m). 
Concreto monolítico bien cirnbrado y pulido (/) > 1.25 m). 
Concreto monolítico liicn cimbraclo v sin pulir ( D > 1.25 m). 
Concreto con ac;¡bado tosco (/) > 1.2.<; m). 
Concreto con ,i11ni~1S de lll:lchq y C:llllP~lna ( {) > O.R m). 
ConLTcto con junt:1s tosc<Js ( [) > O.'i Jn ). 
Conc1·eto con juntas toscas ( {) < 05 111 ). 

Cnndul"los para alcantarillado. 
Tubos de barro Yitrificado (drenes). 
Túnclc.;; pcrfor~alos ('ll roca s1n n·yc-;1 iTniC'nlo. 
Madera ccpil!arl;~ o en duelas. 

60 
Bo 
125 
110 
so 

120 
90 

130 
130 
110 
90 

150 
135 
130 
100 
130 
120 

110 

120 

0.10 

0.16 
0.23 
0.36 

O.Oó 

0.18 

m 11 N 
-----------~~-------·-- ·--~-

0.25 
0.35 

0.25 
0.275 
0.35 

0.10 
0.20 

O .JO 

0.014 
0.015 a 0.016 

0.012 a 0.013 

0.013 

0.010 a 0.011 
0.011 a 0.0123 
0.014 a 0.015 
O.o!5 a 0.017 

0.0105 a 0.012 
0.0125 a 0.014 
0.014 a 0.017 

0.011 
0.025 a 0.040 

0.0105 a 0.012 

31 
28 a 26 

34 
31 a 27 

3S 
36 

35 

30 

38 

27 a 26 

30 

2R 
34 
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la rugosidad. En la tabla 8.3 se presenta 
un re.sumen de las principales fórmulas 
experimentales para. el cálculo de la pér
dida por fricción en tuberías. 

Prohlcma 8.7. Un tubo de acero trans
porta 0.152 m'/seg de agua. Si 51=0.0025, 
determinar el diámetro del tubo requc 
rielo ele acuerdo con las fórmulas de : a) 
Colebrook-Whitc (t = 0.3nim); b) Hazen
Williams ( Cn = 135); e) Manning ( n = 
= 0.01). Suponer\'= 0.0114 cm'/seg. 

Solución a). En cualquier caso la velo
cidad vale: 

V= 4 Q 0.194 
:tiY ¡y 

Substituyendo en la fórmula de. Cole
brook-White, resulta: 

1 
21 

(14.75 x w-G x D -=- =- og + 
'v1f Vf 

+ 80.9 ~ w-G ) (a) 

De la fórmula de Darcy-Weisbach (Ec. 
8.2 b) se obtiene: 

- f ( 0.~4 )~ 
O.OOb = 19.61 D 1-./ 

de tal manera que: vT = IY·5 ;o.8n, y 
substituida en la Ec. (a) resulta: 

0.877 1 ( 12.94 X 10-G ---,--;:-,:- = - 2 o <1 + [)2.5 o D'·5 

80.9 X 10-6
) 

+ D 

Por un procedimiento de iteraciones re
sulta D = 0.425 m. 

Solución h). Substituyendo en la fórmu
la de Hazen-Williams (tabla 8.3), tene
mos: 

0.194 
--::-::-- = 0.355 X 135 (0.0025)0

·
54 V0·63 

[)2 

de la cual, D = 0.420 m. 

Solución e). Substituyendo en la fórmu
. la de Manning (tabla 8.3) : 

0.194 
[)2 

0.397 [)2!3 ( 0.0025 )1!3 

0.01 

de la cual, D = 0.417 m. 
En la práctica, un diámetro comercial 

de 457 mm sería apropiado para todos los 
valores de D que han sido obtenidos .. Para 
D = 0.425m, v = 1.07 m/seg y R.= 4 x 
X lOS; del diagrama universal de Moody: 
f ..:. 0.0182. Esto indica que el tubo opera 
en la zona de transición. 

8. 7 Pérdidas locales 

8.7.1 Fórmula general 

Las tuberías de conducción que se uti
lizan en la práctica están compuestas, ge
neralmente, por tramos rectos y curvos 
para ajustarse a los accidentes topográ
ficos· del terreno, así como a los cambios 
que se presentan en la geometría de la sec
ción y de los distintos dispositivos para 
el control de las descargas (válvulas y 
compuertas). Estos cambios originan pér
didas de energía, distintas a las de fric
ción, localizadas en el sitio mismo del 
cambio de geometría o de la alteración 
del flujo. Tal tipo de pérdida se conoce 
como pérdida local. Su magnitud se ex
presa como una fracción de la carga de 
velocidad, inmediatamente aguas abajo 
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del sitio donde se produjo la pérdida; la 
fórmula general de pérdida local es: 

donde 

V' 
h=K-

2g 

h pérdida de energía, en m; 

( 8.11) 

K coeficiente sin dimensiones que 
depende del tipo de pérdida 
que se trate, del número de Rey
nolds y de la rugosidad del tubo; 

V'/2 g la carga de velocidad, aguas aba
jo, de la zona de alteración del 
flujo (salvo aclaración en con
trario) en m. 

En los siguientes incisos se presentan 
los valores del coefici!'!nte K, de acuerdo 
con el tipo de perturbación. 

8. 7.2 Pérdida por entrada 

A la entrada de las tuberías se produce 
una pérdida por el efecto de contracción 
que sufre la vena líquida y la formación de 
zonas de separación; el coeficiente K 
depende, principalmente, de la brusquedad 
con que se efectúa la contracción del 
chorro. En la Fig. 8.8 se muestran algunos 
valores tomados de las Refs. 1 y 6. 

La entrada elíptica (Fig. 8.8 h) es la que 
produce el mínimo de pérdidas. Si el tubo 
es de sección circular la ecuación de la 
elipse de entrada es (Ref. 37), (ver tam
bién capítulo 6) : 

....,..,--:::--:::-:-::- + 
(O.SD)2 

y =1 
(0.1SD)2 

(8.12) 

Si es de sección rectangular la ecuación 
res u] ta ser: 

o o x- y-
IP + (0.33 H) 2 = 1 ( 8.!3) 

donde H es la dimensión vertical del con
ducto, para definir la forma del perfil su
perior e inferior o la dimensión hori
zontal para la forma de las entradas late
rales. 

8.7.3 Pérdida por rejilla 

Con objeto de impedir la entrada de 
cuerpos sólidos a las tuberías, suelen uti
lizarse estructuras de rejillas formadas 
por un sistema de barras o soleras vertica
les, regularmente espaciadas, que se apo
yan sobre miembros estructurales; dichas 
rejillas obstaculizan el flujo y producen 
una pérdida de energía. Cuando están 
parcialmente sumergidas y sobresalen del 
nivel de la superficie del agua, el coefi
ciente K puede calcularse con la fórmula 
de Kirschmer que está de acuerdo con las 
experiencias de Fellenius y Spangler, ade
más de ser válida para el flujo normal al 
plano de rejillas: 

K= e, (s/b) 413 sen O ( 8.14) 

donde e, es un coeficiente que depende de 
la forma de la reja; V; en la Ec. 8.11, es la 
velocidad v. frente a las rejas como si 
éstas no existieran. 

En la Fig. 8.9 se indica el significado de 
cada término. 

Cuando la dirección del flujo no es nor
mal al plano de rejillas, la pérdida es ma
yor y el coeficiente K se calcula con la 
fórmula de .Mosonyi ( Rcf. 46), a saber: 

K= K.~ (8.15) 

donde K, es el coeficiente de pérdida para 
flujo normal al plano de reja y ~ otro coe
ficiente que depende del cociente sjb y 
del ángulo & de inclinación del flujo, cu
yos valores se presentan en la Fig. 8.10. 

Como se desconoce el grado de aplica-
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/ 
/ 

<1) ¡.; = 0 .. ; 

/ , / 

d ) 

r !lJ o O.:J4 0.08 

¡.; o 0.26 0.15 

resistencia al flujo en conductos a presión 

0.12 

0.09 

/ 

ú) }; = O 5 + O.:l co>d + 0.~ CO>'•l 

0.16 

0.06 

// 

V -
/ 

•·) }; = 0.06 a 0.10 

>0.2 

>0.03 

g) Valores de K 

e) ¡..._· :::::: 0.1 :J a 0.2:5 

/ 
1) ¡.; = 0.5 

'h) K= 0.0·1 a 0.10 
para tubo circular; ó 
de 0.07 a 0.2 para 
tubo rectangular. 

1) Coeficientes de pérdida por escotadura 
K= 0.05 a 0.10, 

si b¡ D > 1 d b/H > 0.2 
y V> 2m¡seg. 
De lo contrario, K:::: O. 

Figura 8.8. Coeficientes de pérdida -por entrada- para diferentes formas. 
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Forma: ~ ~ ~ ® ~ @ @ 
e,= 2.-12 !.83 1.67 1.03 0.~12 O.ifi I.i9 

Flujo 

~~~~~ 
-h~--1,~ 

Figura 8.9. Coeficientes c
1 

aplicables a la fórmula de Kirschmer de acuerdo con 
la forma de las barras. 

ción de las fórmulas anteriores a rejillas 
completamente sumergidas, se pueue ob
tener una aproximación media con la 
fórmula de Creager (Ref. 37), siguiente: 

K= 1.45-0.45(A./.th)-(A./Ao)2 

(8.16) 

donde: 

A. área neta de paso entre rejillas; 
Av área bmta de la estructura de re

jillas. 

Debe aclararse que, al aplicar la E c. ( 8.16) 
en la Ec. (8.11), V es la Yelocidad neta a 
través de las rejillas. 

8.7.4 Pérdida por ampliación 

Esta se origina al producirse una am
pliación de la sección transYersal del tubo. 
El coeficiente K depende de la brusque
dad de la ampliación y para encontrarlo 
se usa la fórmula de Borda-Carnot (Ec. 
4.45b): 

( 
Ao )2 

K= Ca A: - 1 (8.17) 

donde Ca depende del ángulo e del difu
sor, como se muestra en la Fig. 8.11, 1 
cual incluye los resultados de Gibson. · 
Para ampliaciones bmscas se usa la mis
ma fónnula con Ca = l. 

La pérdida mínima de energía se obtie
ne para ángulos de difusión e = 8°; para 
e > 50" una ampliación bmsca es tan con
fiable como la gradual. 

A fin de evitar separaciones y ca\·itacio
nes, el ángulo e del difusor debe ser 

e vgD 
tan - = para O < 20" 

2 2 V 

donde: 

Según Hutare\\' ( Ref. 3) el ángulo 8 ópti
mo depende del número de Reynolds ( Fig. 
8.12). Para calcular 8 en transiciones e 
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Figura 8.10. Valores de ~ para flujo inclinado, según Mosonyi. 

secc10n distinta de la circular, se usa el 
criterio del cono equivalente, es decir, un. 
cono truncado o limitado por áreas circu
lares, de la misma magnitud que las rea
les; en los extremos de la transición. 

de contracción semejante al de entrada a 
la tuberia, el cual también conviene que 
sea gradual. Si bien en este caso la pér
dida es inferior a la de la ampliación, de
pendiendo de la brusquedad con que se 
efectúa la contracción, el coeficiente de 
pérdida está supeditado al ángulo e al 
cual ésta se produzca, de acuerdo con la 
tabla 8.5 de Kisieliev ( Ref. 6). 

8.7.5 Pérdida por reducción 

En este caso se produce un fenómeno 

1.2 
1 1 1 ...... 

1.0 

• 0.8 u 

D, ' 1 
1- D -u~ D, 
1-' ,/ 3 

1 D, 

'1 
"' "" "' 0.6 
~ 
o 
a; 
> 0.4 

1 

v,- .. \ 
iT 

¡ 
v~ .... V1 e .l. 

1-~· 
l.i. 

0.2 1 
1\.-

o 
O 20' 40' 60' 80' too• 120° 140' i6Q• ISO• 

Valores de 6 

Figur'! 8.11. Coeficientes de pérdida para ampliaciones graduales. 
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Figura 8.12. Angulo óptimo del difusor, en función del número de Reynolds. 

TABLA 8.5. Coeficiente de pérdida por reducción gradualde ángulo e, según Kisieliev 

e 4 a 5' 7' 10" 15' 20" 25' 30" 35' 40' 45' W' 75' 80" 

K 0.060 
0.005 0.16 0.16 0.18 0.20 022 0.24 0.26 028 0.30 0.32 0.34 0.35 

301 

Con objeto de evitar pérdidas grandes, 
el ángulo de reducción no debe exceder 
de un valor especificado (Fig. 8.13). 

Si la contracción es brusca se usan los 
coeficientes de Weisbach, mostrados en la 
Fig. 8.14, en la que aparece también la cur
\'a de Kisieliev ( Ref. 6 ), la cual pretende 
dar los valores medios de todos los auto
res que han estudiado el problema. En el 
caso de tubos de pequeño diámetro, un 
copie reductor tiene un coeficiente de pér
dida K que varía de 0.05 a 2; y para un 
copie que una dos tubos del mismo diá
metro, K varía de 0.35 a 0.9 para diáme
tros Yariando de 100 mm a 25 mm, res
pectivamente. 

Dicho ángulo vale : 

tan 8 = \/ g D 
V 

en que 

D = D, + Dz 
2 

1' = v, + V 2 

2 

Figura 8.13. Reducción gradual. 

y en este caso, Kr = 0.1. 

Cuando la contracción brusca conten
ga un diafragma como el que aparece en 
la Fig. 8.15, el coeficiente de pérdida vale 
(Ref.43): 

K- ( ~~A~o -1r +0.o4( ;: )<8.18) 
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Figura 8.14. Pérdida de energía en una contracción brusca. 

Siendo la pérdida h = K VN2g. 
Si A,¡ < 0.1 A1 y el diafragma tiene can

tos afilados, los valores de fl y K de la 
Ec. 8.18 se muestran en la tabla 8.6 
(Ref. 43): 

TABLA 8.6. Coeficientes ~ y K para el cálculo 
de la pérdida en una contracción brusca con 

diafragma, .para A0 < 0.1 A1 

A0 /A0 ~· K 

o. 1 0.616 231.7 
0.2 0.614 51 
0.3 0.612 19.78 
0.4 0.610 9.61 
0.5 0.607 5.26 
0.6 0.605 3.08 
0.7 0.603 l. 88 
0.8 0.601 l. 17 
0.9 0.598 0.73 
1 0.596 0.48 

·Si A0 > 0.1 A1 y el diafragma tiene can-

tos afilados, los valores de fl de la E'c. 8.18 
se presentan en la tabla 8.7 (Ref. 43). 

TABLA 8. 7. Coeficientes ~ y K para el cálculo 
de la pérdida en una contracción brusca con 

diafragma, para A0 ::= 0.1 A
1 

A0/A 1 ~ 

0.1 0.63 
0.2 0.64 
0.3 0.65 
0.4 0.67 
0.5 0.69 
0.6 0.72 
0.7 0.77 
0.8 0.85 
0.9 0.92 
1 1 

Si A, - A2 y el diafragma tiene cantos 
afilados (A0 /A 1 = A0 /A2 > 0.1), los va
lores de fl y K se presentan en la tabla 8.8 
(Ref.43): 
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TABL\. 8.8. Coeficientes de !! y K para un 
diafragma en un tubo de diámetro constante 

A0 /A 1 !! K 

0.05 1 070 
0.1 0.624 226 
0.2 0.632 47.8 
0.3 0.643 17.5 
0.4 0.659 7.8 
0.5 0.681 3.76 
0.6 0.712 l. 79 
0.7 0.755 0.80 
0.8 0.813 0.29 
0.9 0.892 0.09 
1 1.0 o 

Si A1 es muy grande, fl ;::::; 0.60; según 
Weisbach (Ref. 9) los valores de K se 
presentan en la tabla 8.9 y siguen la 
ecuación 

K= (-A..:c_2 - 1) 2 

¡t .4 0 

TABLA 8.9. Coeficiente de pérdida para un 
diafragma a la entrada de un tubo 

A2/Ao K 
---

1 0.44 
1.25 1.17 
1.5 2 ,-• L:) 

2 5.44 
3 16 
S 53.7 

10 245.5 

8.7.6 Pérdida por cambio de dirección 

Si se Yisualiza el flujo en un cambio de 
dirección, se observa que los filetes tien
den a conservar su movimiento rectilíneo 
en razón de su inercia. Esto modifica la 
distribución de velocidades y produce zo
nas de separación en el lado interior y 
aumentos de presión en el exterior, con 

Figura 8.15. Reducción con diafragma. 

un mo\•imiento espiral que persiste en una 
distancia de 50 veces el diámetro. Si el 
cambio de dirección es gradual con una 
curva circular de radio medio R y rugosi
dad absoluta E, para obtener el coeficiente 
de pérdida K se usa la gráfica de Hoffman 
(Fig. 8.16a) que, además, toma en cuenta 
la fricción en la curva (Re f. 4 7), donde 

( 8.19) 

Si el tubo es liso se usa la gráfica (de la 
Fig. 8.16b) de Wasieliewski (Ref. 47). 

Para curvas en duetos rectangulares, ·-· 
se emplea la fórmula de Abramobich 
(Ref. 6), a saber: 

K= 0.73C DE (8.20) 

donde C, D y E son coeficientes que se 
obtienen de las Figs. 8.17 

Los coeficientes d.c bs Figs. 8.17a, b y e, 
son válidos para curvas en tubos de gran 
diámetro. Si se trata de cun·as en tubos 
de menor diámetro, se usan los resulta
dos de la Fig. 8.18 (Ref. 47) de acuerdo 
con el diámetro nominál del tubo. 

Si el cambio de dirección es brusco, el 
coeficiente de pérdida depende del nú
mero de Reynolds -como se muestra 
en la Fig. 8.19 (Ref. 47)-. de Kirchbach 
y Schubart, para diferentes ángulos. Si el 
cambio de dirección es a base de peque
í1os tramos rectos, los coeficientes de pér
dida se obtienen de la Fig. 8.20 ( Ref. 47) 
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Figura 8.16a. Coeficientes c. para curvas de diámetro constante y R, > 2.2 x 10•, 
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Figura 8.17. Coeficientes C, D y E, para el cálculo de la pé1 di da, en una curva de un tubo de 
sección rectangular. 

que contiene los resultados, de diferentes 
investigadores, para tubos lisos y rugosos. 

· 8. i.7 Pérdida por válvulas 

Los coeficientes de pérdida por válvu
las varían de acuerdo con el tipo y, para 

TAI.ILA 8.10. Coeficientes de pérdida para 
válvulas de compuerta de diámetro D = 50 mm. 

e K A/A0 

1/8 0.07 0.949 
2/8 0.26 0.856 
3/8 0.81 o. 74 
4/8 2.06 0.609 
5/8 5.52 0.466 
6/8 17 0.315 
7/8 97.8 O. 159 

31/32 159 

distintas posiciones, deben ser proporcio-
nados por los fabricantes. A falta de estos 
datos, se pueden utilizar los valores me-
dios que a continuación se indican. 

TABLA 8.ll. Coeficientes de pérdida para vál-
vulas de compuerta cuyo diámetro es menor 

o mayor de 50 mm 

D mm ,-_) 100 ISO 300 900 

Valores de e 0.95 850 680 
0.9 215 165 
0.8 47 35 28 
0.75 32 16 
0.7 16 12 9 
0.6 7 5.5 4 
0.5 4.1 2.6 3.3 2.7 1.8 
0.4 1.7 1.3 
0.3 1.05 0.65 
0.25 0.23 o .14 
0.2 0.68 0.29 
o 0.23 0.14 
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Figura 8.18. Coeficientes de pérdida para los codos. 

Para válvulas de compuerta ( Fig. 8.21 ), 
los coeficientes de pérdida, así como la 
relación del área abierta, al área total del 

TABLA 8.12. Coeficientes de pérdida 
para válvulas esféricas 

6' K A/A0 

S 0.05 0.926 
10 0.29 0.85 
15 0.75 0.772 
20 l. 56 0.692 
25 3.10 0.613 
30 5.17 0.535 
35 9.68 0.458 
40 17.3 0.385 
45 31.2 0.315 
50 52.6 0.25 
55 106 0.19 
60 206 0.137 
65 486 0.091 
82 00 o 

' conducto, varía de acuerdo con la ta-
bla 8.10, válida paraD = 50 mm (Ref. 45.) 

TABLA 8.13. Coeficientes de pérdida 
para válvulas de lenteja 

6' K Al~ 

S 0.24 0.913 
10 0.52 0.826 
15 0.90 0.741 
20 1.54 0.658 
25 2.51 0.577 
30 3.91 0.500 
35 6.22 0.426 
40 10.8 0.357 
45 18.7 0.293 
50 32.6 0.234 
55 58.8 0.181 
60 118 0.124 
65 256 . 0.094 
70 751 0.06 
90 00 o 
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Figura 8.19. Coeficiente de pérdida por codo, K. 

Si la válvula de compuerta es de diá
metro inferior o mayor de 50 mm, la ta
bla 8.11 sirve para seleccionar el coefi
ciente K, de pérdida, adecuado. 

Cuando se utilice una compuerta ra
dial (Fig. 8.24) para controlar la descarga 

Los coeficientes de pérdida, para vál
vulas esféricas ( Fig. 8.22 ), dependen del 
ángulo de abertura O, como se indica en 
la tabla 8.12. 

Para váh·ulas ele mariposa o ele lenteja 
(Fig. 8.23 ), K se obtiene de la tabla 8.13. 

Si la válvula de mariposa está comple
tamente abierta, el coeficiente de pérdi· 
da se obtiene de la siguiente fórmula 
(Ref. 6): 

espesor de la hoja 
-~~---'-- (8.21) 

di.:ímetro 

TABLA 8.U. Coeficientes de pérdida para 
compuertas radiales en una tuberia 

<:>!<Po b/IF K 

0.10 0.07 128 
0.2 0.15 30.2 
0.3 0.24 12.2 
0.4 0.34 6.03 
0.5 0.43 3.23 
0.6 0.54 1.79 
0.7 0.65 0.99 
0.8 0.77 0.56 
0.9 0.86 0.36 
0.93 0.94 0.31 
1.00 1.00 0.30 



K, = O 034 K, = 0.042 
Kr = 0.044 Kr = 0.052 

K,=0.112 K, = 0.150 K, = 0.143 K, = 0.108 
Kr = 0.284 K,= 0.268 Kr = 0.227 Kr = 0.236 

o/n K, K, o/n K, Kr 

0.71 0.507 0.510 
22. OQ 

1.186 0.120 0.294 
0.943 0.350 0.(15 1.40 0.125 0.252 
1.174 0.333 0.384 "<s, 1.50• 0.260 
1.42 o 261 0.377 " 1.63 0.124 0.266 

K 8 =0.130 
K r = 0.165 

1.50• 0.280 0.376 
1.86 0.289 0.390 
2.56 0.356 0.429 
3.14 0.346 0.426 
3.72 0.356 0.460 
4.89 0.389 0.455 
5.59 0.392 0.444 
6.28 0.399' 0.444 

•Valor óptimo de a, interpolado 

K,= 0.236 
Kr = 0.320 

1.23 0.195 0.347 
1.44 0.196 0.320 
1.67 0.150 0.300 
1.70- 0.149 0.299 
1.91 0.154 0.312 
2.37 0.167 0.337 
2.96 0.172 0.342 
4.11 0.190 0.354 
4.70 0.192 0.360 
6.10 0.201 0.360 

-%' 
• K, = 0.471 

Kr = 0.684 

K, = 0.400 
Kr = 0.534 

K 8 = Coef1eiente de pérdida para una superfiCie lisa. 

~ 1.86 0.117 0.272 
·.t, 2.325 0.096 0.317 

? 2.40* 0.095 
2.91 0.108 0.317 
3.49 0.130 0.318 
4.65 0.148 0.310 
6.05 0.142 0.313 

-w· 
K, = 1.129 
Kr = 1.265 

K,= 0.400 
Kr = 0.601 

0.157 0.300 
0.156 0.378 
0.143 0.264 
0.160 0.242 

Kr =Coeficiente de pérdida para una superficie rugosa,1j=0.0022. 

Figura 8.20. Coeficiente de pérdida para curvas compuestas y número de Reynolds de 2.25 x 105. 
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Figura 8.21. Válvula 
de compuerta. 

Figura 8.22. Válvula 
esférica. 

F"igura 8.23. Válvula 
de lenteja. 

en una conducción a presión, el coeficien
te de pérdida, según Abeljew (Ref. 7), de
pende de cf>/</>0 , o bien de b/w, de acuerdo 
con la tabla 8.14. 

Si se utilizan compuertas deslizantes, 
como la mostrada en la Fig. 8.25a, el 
coeficie?te de pérdida depende no sólo 

T AULA 8.15. Coeficientes de pérdida para 
compuertas deslizantes en una tubería. 

b/W K canto afilado K canto redondo 

0.1 186.5 
0.2 44.1 23.2 
0.3 17.8 10.8 
0.4 8.68 4.95 
0.5 4.57 2.7 
0.6 2.43 1.48 
0.7 1.31 0.96 
0.8 0.68 0.58 
0.9 0.38 0.36 
1 0.3 0.24 

de la relación de abertura b/W, sino tam
bién de la forma del lado inferior de la 
compuerta (Fig. 8.25b). El coeficiente de 
pérdida se obtiene de la tabla 8.15. 

IV 
1 

\\\\\\\ ~\\\ \\\\\ \\~'"''"" \\\\\\ \\\\\\~ 

bf8 

b) 
0.9b 

a) 

Figura 8.25. Compuertas deslizantes 
en una tubería. 

Para válvulas de pie ( Fig. 8.26) con pi
chancha, completamente abierta, el coefi
ciente de pérdida depende del diámetro 
(referencia 48), como se indica en la t~ 
bla 8.16. 



./ 

310 resistencia al flujo en coruluctos a presión 

D 

:Figura 8.26. Válvula de pie con pichancha 
abierta. 

TABL.\ 8.16. Coeficientes de pérdida para 
válvulas de pie con pichancha abierta 

D, K D, K 
en m en m 

0.040 12.9 0.20 5.2 
0.050 10.0 0.25 4.4 
0.065 8.8 0.30 3.7 
0.080 8.0 0.35 3.4 
0.100 7.0 0.40 3.1 
0.125 6.5 0.45 2.8 
0.150 6.0 0.50 2.5 

Para calcular la pérdida, exclusivamen
te, en la pichancha, el coeficiente vale 
(Ref. 21): 

K= (0.675 a 1.575)( ~ r (8.22) 

donde· 

A área del tubo; 
Ac área neta (únicamente las perfora

ciones de la pichancha). 

Para una válvula check o de reten
ción (Fig. 8.27), completamente abierta, 
el coeficiente de pérdida depende· del diá
metro (Ref. 48) como se indica en la ta
bla 8.17. 

TABLA 8.17. Coeficientes de pérdida para 
Yáhulas de retención completamente 

abiertas 

Den m K 

0.05 18 
0.075 11 
0.10 8 
0.15 6.5 
0.2 5.5 
o J" ,!.:! 4.5 
0.3 3.5 
0.35 3 
0.4 2.5 
0.5 0.8 

Si la Yálvula de retención está, parcial
mente, abierta entonces K es como se in
dica en la tabla 8.18 (Ref. 30). 

TABLA 8.18. Coeficientes de pérdida para 
\'áhulas de retención parcialmente 

abiertas 

b. K 
~-----

15 90 
20 62 
25 42 
30 30 
35 20 
40 14 
45 9.5 
50 6.6 
55 4.6 
60 3.2 
65 2.3 
70 1.7 

Figura 8.27. Válvula de retención. 
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' 

F 8 28 Va, l\•ula de alivio de forma cónica. igura . • 

Para válvulas de alivio ( Fig. 8.28) re
sulta conveniente emplear la fórmula 
(Ref. 30) siguiente: 

D ( D) 2 

K= 2.6-0.8 z + 0.14 -¡ (8.23) 

Si la válvula es semejante a la de la figu
ra 8.29 (Ref. 40), .entonces tenemos que: 

K = 0.6 + 0.15( ~) 
2 

(8.24) 

Para válvulas de pequeño diámetro total
mente abiertas, se deben usar los coefi
cientes de pérdida indicados en la figu
ra 8.30. 

Figura 8.29. Vá!YUla de alivio plana. 

Para el control de gasto, en tuberías de 
gran diámetro se utilizan válvulas de agu
ja, en puntos intermedios o en el extre
mo final del conducto. L.'1 Fig. 8.31 mues
tra una váln1la -del plimer tipo-- para 

la cual, en posición de apertura t?:al, el 
gasto está expresado por la ecuaoon: 

(8.25) 

donde 

cd = 0.58, coeficiente de gasto; 
D diámetro a la entrada de la válvula, 

en m; 
H energía total antes de la válvula, 

Cuando el diámetro de la váh·ula de aguja 
(del lado de la descarga) es 0.833 D; en 
la Ec. ( 8.25 ), Cd = 0.503. 

La Fig. 8.32 muestra las dimensiones de 
una válvula de aguja, del tipo utilizado 
en el extremo final de un conducto para 
controlar las descargas. El coeficiente 
máximo de velocidad para este tipo de 
válvulas, totalmente abiertas, es e~;::;;; 0.96 
a 0.98. 

Esto es, la velocidad del agua en la sec 
ción contracta del chorro descargado es: 

V,= C.y2gH 

o sea, el coeficiente de pérdida de ener
gía quedaría expresado por la ecuación 
siguiente: 

que afectaría a la carga de velocidad, 
V,2/2 g, para obtener la pérdida. 

En el caso de válvulas de chorro hue
co, como la de la Fig. 8.33a, usadas en el 
extremo final de un conducto para con
trolar descargas, según la firma alemana 
Voith, Cd = 0.808 en la Ec. (8.25) para 
válvula totalmente abierta. Para esta~ 
mismas condiciones (de válvula totalme 

·te abierta), la firma norteamericana U. ~. 
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Figura 8.30. Coeficientes de pérdida para válvulas completamente abiertas. 

Margan Smith propone que C, = 0.85 para 
las válvulas que fabrica. 

El U. S. Bureau of Reclamation estudió la 
válvula de chorro hueco mostrada en la fi
gura 8.33b, para la cual cd = 0.70 en la 
Ec. (8.25); H deberá medirse un diáme
tro, aguas arriba, de la sección de entrada. 

8.7.8 Pérdida por salida 

Esta pérdida vale: 

1.6362 D 

Figura 8.31. Válvula interior de aguja 
(U.S.B.R.). 



pérdiclas local es 313 

Figura 8.32. Válvula de aguja, según Escher. 

h, =K (8.26) 

rs-J 
1 1 Q 

10 

Figura 8.33a. Válvula de chorro hueco. 

Figurn 8.33b. Válvula de chorro hueco 
(U.S.B.R.). 

donde K se obtiene de la tabla 8.19 (refe
rencia 7) ( Fig. 8.34 ). 

'· ~ 
V, 

A, 

Figura 8.34. Pérdida por salida. 

TABLA 8.19. Coeficientes de pérdida por salida 

A, 
A, 

K 

0.1 0.83 
0.2 0.84 
0.3 0.85 
0.4 0.87 
0.5 0.88 
0.6 0.90 
0.7 0.92 
0.8 0.94 

' 0.9 0.%5 
1 1.0 
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-1 
' ' 

a) Separación /1) Unión 

Figura 8.35. Pérdida por bifurcación. 

Si la descarga es al medio ambiente, 
V"= O v h, = V,2/2g para A,= A1 • - -

8.7 .9 Pérdidas por bifurcación 

La pérdida de energía en una bifurca
ción de conductos depende -además .del 
ángulo que forman la tubería secundaria 
con la maestra- de la relación entre los 
diámetros de ambas tuberías y de la di
rección de la corriente. Dicha pérdida es 
mayor en la unión que en la bifurcación 
( Figs. 8.35 a y b) y se expresa como un 
porcentaje de la carga de velocidad, lo 
que demuestra que el coeficiente K es in
dependiente del número de Reynolds. 

Con las designaciones indicadas en la 
Fig. 8.35a para la separación y con las 
secciones próximas al punto en que se rea
liza la bifurcación, la ecuación de la ener
gía entre la corriente principal y la sec
ción e (suponiendo que la pérdida por 
fricción es pequeña), conduce a: 

p V2 Pe V.2 
Zc+-+--=-- +--+ 

y 2g y 2g 

o bien: 

p- Po _ V/ -'- (K _ l) V
2 

+ Zc- 2 ' e 
2 1 g g 

En la misma manera, de la ecuación de la 
energía, entre la corriente principal y la. 
sección A, tenemos : 

p- Po V,2 V2 e___+ z, =--+(K. -1) --
y 2 g 2g 

En el caso· de la unión, en la Fig. 8.35b, 
las ecuaciones son : · 

Pe- P V2 Vc2 

.:____:_ + Zc = (Kc + 1) -
2
-- -

2
-

Y g g 

P•- p V2 Va2 

e___ + Za = (Ka + 1) -
2
-- -

2
-

y g g 

además, en ambos casos son válidas las si
guientes ecuaciones: 

Q = Q. + Q. 

V - 4Q. 
•- D2 1t o 

Los coeficientes Ka y Kc, antes definidos, 
son dependientes de la relación entre gas-
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tos Q./Q y entre los diámetros; del ángu
lo con que se realiza la bifurcación y del 
grado de redondez de los cantos en los tu
bos. Para el caso de cantos agudos, como 
los de la Fig. 8.35 y D = De, los autores 
Vogel, Petermann y Kinne, obtuvieron los 
resultados de la tabla 8.20 (Ref. 1 ). 

cientes de pérdida K, para bifurcaciones 
de diámetro pequeño: 

En obras ·hidroeléctricas son de espe
cial interés las bifurcaciones simétricas 
mostradas en la Fig. 8.37. 
Para la bifurcación del tipo 1 ( Fig. 8.37a) 
(D = constante), con una distribución 

TABLA 8.20. Coeficientes de pérdida para bifurcaciones en tuberías (cantos agudos) 

Separación 
o. a = 90' a= 45' 
Q 

Ka K, Ka K, 

0.0 0.95 0.04 0.90 0.04 
0.2 0.88 ~.08 0.68 ~.06 
0.4 0.89 -D.05 0.50 ~.04 

0.6 0.95 0.07 0.38 0.07 
0.8 1.10 011 0.35 0.20 
1.0 118 0.35 0.48 0.33 

Por otra parte, las relaciones más ade
cuadas para una separación en tubos, 
con cantos redondeados (redondeo con 
0.1 Da), son las indicadas en la tabla 8.21 
(Ref. 43). 

TABLA 8.21. Coeficientes de pérdida para 
bifurcaciones en tuberías (cantos redondeados) 

O.IQ e D,!D F.fv Ka 

900 1 0.3 0.76 
0.3 6(J' 0.6\ 0.8 0.59 

4SO 0.58 0.9 0.35 
-----

900 1 0.5 0.74 
0.5 6(J' 0.79 0.8 0.54 

45° 0.75 0.9 0.32 

90° 1 0.7 0.88 
0.7 6(J' 1 0.7 0.52 

45' 1 O. 7 0.30 

En la Fig. 8.36 se presentan los coefi-

Unión 

e = 90' o= 45" 

Ka K, K. K e 

-1.20 0.04 ~.92 0.04 
~.40 0.17 -038 0.17 

0.08 0.30 0.00 0.19 
0.47 0.40 0.22 0.09 
0.72 0.51 0.37 -0.17 
0.91 0.60 0.37 -0.54 

simétrica del gasto ( Q,jQ = 0.5 ), los .. 
coeficientes de pérdida definidos en cual· 

. d l d . . . \ qUJera e as os sigUientes expresiOnes: '-

V' 
h =Ka 2"¡; 

V" 
h =K;-·-, 

2g 

se obtienen de la tabla 8.22, en la cual se 
incluyen también los correspondientes al 
tipo 2, para diferentes ,·alares de O (re
ferencia 1 ) . 

T A13LA 8.22. Coeficientes de pérdida para las 
bifurcaciones tipos 1 y 2 ( Fig. 8.37) 

Tipo 1 Tipo2 
-----

Rm!D K a K' a o K a K· a 

0.50 1.10 4.4 10' 0.1 0.4 
0.75 0.60 2.4 30' 0.3 1.2 
1.00 0.40 1.6 45' 0.7 2.8 
1.5 o ?-. .0 l. O 6(J' l. O 4.0 
2.0 0.20 0.8 900 1.4 5.6 
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Figura 3.36. Coeficientes de pérdida en l:>ifurcacioncs de diámetro pequeño. 

Q,V 

1y 
Qa,Va 

a) Tipo 1 b) Tipo 2 

Agudo 

e) Tipo 3 rl) Tipo 4 

Figura 8.37. Bifurcaciones simétricas. 

Qa,Va 

-~~· ·Y 
/ 

,. 
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Por otra parte, para las bifurcaciones de 
los tipos 3 y 4, los correspondientes coefi
cientes de pérdida se presentan en la ta
bla 8.23. 

TABLA 8.23 Coeficientes de pérdida para las 
bifurcaciones tipos 3 y 4 ( Fig. 8.37) 

-
b ,.... 
o 

-to,.... 
o ,.... 
o 

K. 
K' • 
K. 
K' a 

K. 
K' a 

K. 
K' a 

0.5 

0.40 
1.60 

0.40 
0.40 

O.S5 
2.20 

0.75 
o. 7S 

1.0 

0.30 
0.30 

0.85 
0.21 

o.so 
0.50 

1.35 
0.34 

Gráficas de valores, más amplias, para 
estos coeficientes se pueden consultar en 
la Ref. 50. 

PROBLEMAS 

l. Si la velocidad crítica del agua, en un tubo 
de 5 cm de diámetro, es de 0.0488 m/seg, 
determinar la velocidad crítica del aire en 
un tubo de IS cm de diámetro, ambos a 
ISoC de temperatura. 

2. Calcular la potencia -en CV- requerida 
para bombear SO tons de aceite por hora, a 
lo largo de una tubería de 0.10 m de diá
metro y 1 609 m de longitud, si el aceite 
pesa 916 kg/ms y tiene una viscosidad cine
mática v = 0.00186 m 0 jseg. 

3. Agua a IO"C es forzada a fluir en un tubo 
capilar D = 0.8 mm y 70 m de longitud. La 
diferencia de presiones entre los extremos 
del tubo es de 0.02 kg/cm2 • Determinar la 
velocidad media, el gasto y el nümero de 
Reynolds para '" = 0.0133 cm2/seg. 

4. Comparar las perdidas de fricción, en 100m 
de longitud, en un tubo de 2.S cm de diá-

metro donde fluye agua con una viscosidad 
0.013 poises con gastos de: a) O.IS9 m 3/h; 
b) O. 682 ms /h. Calcular el factor de fric
ción adecuado con la fórmula de Poiscuille, 
si el flujo es laminar; y, la de Blasius, si 
es turbulento. 

5. Un enfriador de aceite consiste de tubos 
de 125 cm de diámetro interior y 3.6S m de 
longitud. El aceite, con un peso específico 
de 900 kg/ma, es forzado a una velocidad de 
1.83 m/seg. El coeficiente de viscosidad a 
la entrada es 0.28 poises y, a la salida, de 
1 poise; puede considerarse que dicho coefi
ciente varia como una función lineal de la 
longitud. Determinar la potencia requerida 
para forzar el aceite a través de un grupo 
de 200 tubos semejantes. 

6. Agua a soc es bombeada a un tubo de co
bre, liso, a una velocidad de !.S3 m/seg. Si 
el tubo tiene 2.5 cm de diámetro y 46 m 
de longitud, calcular la dif<:'rencia de pre
siones requerida entre los extremos del 
tubo; use la fórmula de Nikuradse, para tu
bos lisos. 

7. Los siguientes datos fueron obtenidos de 
una prueba en un tubo liso de 3.0S m de lon
gitud y un cm de diámetro, usando agua 
cuya viscosidad fue 0.013 poi ses; la veloci
dad fue gradualmente incrementada, como 
sigue: 

Velocidad (m/seg) 
0.183 0.214 0144 0.274 0.305 0.33S 

Pérdida (m) 
0.0226 0.026S O.D305 0.0342 0.0376 0.0506 

Velocidad ( m/seg) 
0.381 0.4S8 0.610 0.915 1.525 3.0S 

Pérdida (m) 
0.084 0.149 0.300 0.61 1.49 S.03 

Dibujando la curva adecuada, estimar el 
valor del número de Reynolds R,, para 
el cu::~l probablemente ocurra la velocidad 
crítica y, también, mostrar que el factor 
de fricción f para R" > S 000, está dado 
aproximadamente por f = OA4/R,'!•. 

8. Un aceite, de peso específico de 801 kg/m', 
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ANALISIS DE SISTE~1AS DE TUBOS 

9.1 Introducción 

En este capítulo se hace una presentación detallada de los métodos 
de aforo y de análisis de sistemas de conductos a presión, que van desde 
el tubo único hasta el de redes de agua potable. El análisis se realiza uti
lizando las ecuaciones de continuidad y de energía, tomando en consi
deración las pérdidas por fricción y locales, cuya forma de cuanti
ficación ha sido presentada en el capítulo 8. Dicho análisis se refiere 
únicamente al caso de flujo permanente. 

9.2 Dispositivos de aforo en tuberías 

El gasto en la sección de una tubería se puede medir indirectamente 
con dispositivos ·de aforo, en el sitio en el que se desea conocer. Los más 
comunes son los venturimetros, toberas y diafragmas, que se adaptan 
generalmente a tuberías de medianas y grandes dimensiones, donde es 
necesario llevar un control de los gastos, como en el caso de redes de 
abastecimiento d.e agua. 

9.2.1 Venturímetros 

La función básica de los venturímetros consiste en producir un estran
gulamiento en la sección transversal de la tubería, el cual modifica las 
presiones. Con la medición de ese cambio es posible conocer el gasto que 
circula por la sección; el estrangulamiento de ésta es muy brusco, pero 
la ampliación hasta la sección original es, por el· contrario, gradual. 

En la Fig 9.1 se presenta el corte longitudinal de un venturímetro para 
una tubería, con algunos detalles sobre su geometría. En la deducción 
de la fórmula se supone despreciable la pérdida de energía, además de 
que los coeficientes a de corrección son iguales a l. 
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Pérdlda de e;erg1a 
Distribución de !lh = ::.p 

T 'í!, l · T p presmnes 

1/ 1 P./y y Mar.érr,:~ro de ;r:ercur10 
V l o ' 

D,--"- -rri+-·+· ¡ 2_5~-----
... ,LV¡ 1 -l' 2 ,_ 

~J,;mn> >; L;mmk:'::0>~::':~~~"' 
Figura 9.1. Venturímetro en una tubería. 

Con z1 y z2 como cargas de posición de 
las secciones 1 y 2, respecto de un plano 
de referencia cualquiera, la ecuación de 
Bernoulli resulta ser: 

V " V., 
P1 1e< 1 v~ 2-z1 +-+-=z,,-+-(9.1) 
y 2g y 2g 

Por otra parte, de la ecuación de continui
dad, tenemos que 

(9.2) 

( Pt) ( Po) . Con h = z1 + y - Zo + y ; subst¡: 

tuyendo.la Ec. (9.2) en la Ec. (9.1), se 
obtiene: 

y en términos de la deflexión en el ma
nómetro de mercurio, el gasto es 

Cv A2 
Q- ----=--- y2gh = 

X 

1 ( A, )" ,1- --
.-1_!._ ____ _ 

Para corregir los errores cometidos, t. 
la no inclusión de la pérdida de carga y · 
que a1 = a2 = 1, la ecuación anterior se 
afecta de un coeficiente Cv. Además, con: 

C,, Cv e á = --_ ---__ -_- - ----

~t-( ~: r v1- nf 

(9.3) 

donde m = ~ es el grado de estrangu
A, 

!amiento, se obtiene finalmente: 

Por un análisis dimensional (ver apén
dice A), se demuestra que el coeficien
te cd depende del grado de estrangu
lamiento m, de los efectos viscosos 
rugosidad del tubo, contenidos en i. 
términos de pérdida de energía y, además, 
del tipo de venturímetro. Valores típicos 
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Figura 9.2. Coeficiente Cd para un venturímctro (Ec. 9.4 ). 

medios fueron determinados experimen
talmente y se presentan en la Fig. 9.2a 
(Ref. 30),la cual muestra que Cd depende 
de m y de R. hasta el límite fijado por la 
línea LL', a la derecha de la cual, Cd es 
independiente de R, y dependiente sólo 
de m, como se presenta en la Fig. 9.2b. 
En estas figuras el número de Reynolds es 

donde D2 es el diámetro de la seccwn 
estrangulada, V 2 la velocidad media en 
la misma, y v la viscosidad cinemática del 
líquido. 

Problema 9.1. Un venturímetro tiene un 
diámetro a la entrada D, = · 0.15 m y 
un diámetro en el estrangulamiento D2 = 
= 0.075 m. La dcflcxión en el manóme
tro de mercurio es de 0.15 m. Calcular 

el gasto para una temperatura del agua 
de 10". 

Solución. El peso específico del mercu
rio es Ym = 13 560 kg/m3 y la viscosidad 
cinemática del agua a lO"C es v = 
= 0.013 cm~/seg. 

El área de las secciones transversales 
vale : 

A1 = :r/4 X (0.15)" = 0.01767m2 

A2 = l'l/4 X ( 0.075 )2 = 0.00442 m2 

El grado de estrangulamiento es igual a 

Az 
11! = -- = 0.25 

A, 

Considerando inicialmente que Cd es 
independiente de R,, de la Fig. 9.2b se ob
tiene que c. = 1.009. De la Ec. (9.4) re
sulta entonces: 
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¡ (13.56 Q = 1.009 X 0.00442' 19.6 X 0.15 
1 

Para este gasto, la velocidad en la sec
ción 2 sería así: 

Q 0.0271 
V" = -- = = 6.13 m/seg 

- A~ 0.00442 

y el número de Reynolds: 

V 2 D2 613x7.5 5 R. = ~__.:..._ - ---~ = 3.54 X 10 
V 0.013 

Con este valor de R. y con m = 0.25, se 
obtiene el mismo valor Cd = 1.009 de la 
Fig. 9.2a, lo cual comprueba el resultado 
obtenido para Q = 0.0271 m3 jseg. En caso 
de que se hubiera obtenido un valor dis
tinto de Cd, en la Fig. 9.2a, con este nuevo 
coeficiente se corregiría el gasto y se ob
tendría otro R. hasta ajustar todos los 
valores. 

9.2.2 Diafragmas 

En tuberías donde se permita una gran 
pérdida de energía para efectuar el aforo, 
se puede utilizar un diafragma para es
trangular la sección (Fig. 9.3 ). Éste con
siste en una placa, donde se practica un 
orificio de área A0 , la cual se inserta 
dentro de la tubería en la sección desea
da. La modificación en las velocidades 
ocasiona un cambio de presiones, antes y 
después del diafragma, cuyo valor deter
mina el gasto. 

Las ecuaciones de continuidad y deBer
noulli para las secciones 1 y 2 de la 
Fig. 9.3 son 

" " l' o P1 , ~, 1- P2 , 2-
--•--=---:---

y 2g y 2g 

Figura 9.3. Diafragma en una tubería. 

Con substituciones análogas a las del 
venturímetro, el gasto teórico es: 

Con los coeficientes de contracción 
Ce = A2/ Ao y de abertura Ct = A./ A1 , qe 
la ecuación anterior se obtiene: 

Al incluir el coeficiente de gasto Cd y 
medir la diferencia de presiones, en tér
minos de la deflexión l:ih, en un manóme
tro de mercurio, el gasto real es final
mente: 

Q = CdAo~2gt1h( ~ -1) (9.5) 

El coeficiente Cd depende no sóló de 
geometría del diafragma y de la rugosidad 
de las paredes, sino también del núme-
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Figura 9.4. Diafragma tipo VD! y coeficientes de gasto (Ref. 39). 

ro de Reynolds que incluye el efecto de 
viscosidad del flujo. De la figura 9.4 se 
pueden obtener los val.ores de cd para el 
diafragma estándar tipo VD! ( Verein 
Deutscher Ingenieure ). Para este tipo de 
diafragma, las tomas piezométricas deben 
quedar localizadas 2.5 cm, antes y después 
de la placa. Se observa que para R, 2: 10'', 
cd es prácticamente independiente de R,. 

9.2.3 Toberas 

En el caso de tuberías con diámetros 
mayores de 30 cm, se emplean toberas en 
lugar de diafragmas. Dos formas común
mente usadas se muestran en las Figs. 9.5a 
y 9.6. La primera ha sido estudiada y sus 
dimensiones especificadas por la Verein 
Deutscher Ingenieure; su forma elimina 
el coeficiente de contracción haciéndolo 
igual a uno. Esto es, las dimensiones del 
orificio coinciden con las del área con
traída de la Fig. 9.3 y Yale la Ec. (9.5) 
con la única sa!Yedad que A,= A, y C.= l. 
De la Fig. 9.4b se puede obtener el Yalor 
de Cd en la ecuación siguiente: 

(9.6) 

Para la tobera de la Fig. 9.6, Cd 'varia 
aproximadamente entre 0.95 para R, = 
= V. D.lv = 10" hasta 0.98 paraR,= lOG, 
a partir del cual conserva constante este 
último valor. · 

Para lograr mejor precisión en los afo
ros con estos dispositiYos, se recomienda 
tener un tramo de tubería recta -de por 
lo menos 10 a 40 D- antes de ellos y -de 
por lo menos 5 D- después de los mismos. 

Prohlemn 9.2. Determinar el gasto en 
una tubería de 0.15 m de diámetro en la 
cual se ha insertado una tobera de 0.10 m 
de diámetro. El manómetro diferencial de 
mercurio marca una deflexión de 0.25 m y 
la temperatura del agua es ele 15°C. 

Solución. De los datos se obtiene que 
Az = 0.00785 m2

, A1 = 0.01767 m2
; y para 

agua a l5°C v = 0.0114cmz;'seg y A2/A1 = 
= 0.444. Suponiendo inicialmente que Cd 
no depende de R,, de la Fig. 9 .Sb Cd = 1.056 
y de la Ec. (9.6) el gasto vale: 
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Figura 9.5. Tobera VDI y sus coeficientes de gasto (Ref. 51). 

Q = 1.056 X 

X 0.00785~!9.6 X 0.25C
3¡56 -1)= 

= 0.065 m3/seg 

entonces: 

Q 0.065 
V1 = -- == --- == 3.68 m/seg 

A1 0.01767 

y el número de Re)rnolds es 

Re == _V_,_D_, - 368 X 15 - 4 84 X 10' 
0.0114 - . V 

De la Fig. 9.5b resulta que Cd es efecti
vamente independiente de R, y el gasto 
es 0.065 m3/seg. 

9.2.4 Aforador de codo 

Otro tipo de aforador es el llamado de 
codo y consiste en medir la diferencia 
de presiones que se genera entre el intra
dós y el extradós de una curva en una 
tubería. En la Fig. 9.7 se detalla la dispo
sición de las tomas piezométricas. 

El gasto se obtiene de la ecuación: 

Q == Cd K A y2 g t:.h (9.7) 

donde A es d área de la tubería; Mt = 
h~- h1 la diferencia en cargas de presión 
(expresada en metros de columna de 
agua) entre el extradós y el intradós; g la 
aceleración de la gravedad; c. y K son 
coeficientes sin dimensiones (el primero 
de gasto y el segundo de forma) que cy¡, 
penden de la relación R/ D radio del cour' 
a' diámetro del tubo, de acuerdo con la 
tabla 9.1. 
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Figura 9.6. Diagrama de una tobera. 

TABLA 9.1. Coeficientes K para el aforador 
de codo, según Addison (Ref. 31) 

R/D cd K 

1.0 1.23 0.570 
1.25 1.10 0.697 
1.50 1.07 0.794 
1.75 1.05 0.880 
2.00 1.04 0.954 
2.25 1.03 1.02 
2.50 1.03 1.02 
2.75 1.02 1.14 
3.00 1.02 1.20 

j 

9.3 Conducto sencillo 

Es el más sencillo de los sistemas. Con
siste de un conducto único alimentado en 
el extremo, aguas arriba, por un recipien
te o una bomba y con descarga libre o a 
otro recipiente. El conducto puede tener 
cambios geométricos u obstrucciones que 
producen pérdidas locales de energía, ade
más de la propia de fricción. 

En la Fig. 9.8 se muestra el comporta
miento de las líneas de energía y gradien
te hidráulico, para el tubo que conecta 
dos recipientes; ambas líneas interpretan 
el significado físico de los términos en la 
ecuacwn de la energía. En la Fig. 4.10 se 
presenta el sistema alimentado por una 
bomba. 

Para el análisis del conducto sencillo se 
utiliza la ecuación de continuidad y la de 

í h, 

l1h 

1 .. 

D 

Figura 9.7. Aforador de codo. 

energía: La primera establece la im·aria
bilidad del gasto en cualquier sección i 
del conducto; a saber: 

Q =A, V, 

La segunda establece la constancia de la 
energía entre dos secciones transversales 
1 y 2 del conducto, para lo cual se acepta, 
usualmente, que el coeficiente a en dichas 
secciones valga uno. Esto es: 

V 2 ,, o 
PI 1 p~ • 2-

Z1 -f- - -f- -- = Zo -f- - -f- -- -f-
y 2g - ¡· 2g 

2 2 

+ ~ 11, + ~ 11, 
1 1 

donde 

2 

~ lz1 = suma de las pérdidas de fricción 
1 h,, en cada tramo de la sección 1 

a la 2; 
2 

~ h, = suma de las pérdidas locales que 
1 

· ocurren. de la sección 1 a la 2 de-
bidas a eritrada, cambios de sec
ción, váh·ulas, etcétera. 

Los dos términos se expresan en razón 
de la carga de velocidad dentro del tra
mo de sección cqnstante, si la pérdida es · 
de fricción o aguas abajo del punto donde 
se produce la pérdida local. Por esta cau-
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Figura 9.8. Conducto sencillo. 

sa, la ecuac10n de la energía contendrá 
los valores de la velocidad, en distintas 
secciones del conducto, mismos que se 
pueden substituir por la velocidad, en un 
sólo tramo, utilizando la ecuación de con
tinuidad. 

Si en el sistema de la Fig. 9.8, el reci
piente de aguas abajo no existe, es decir, 
si el conducto descarga libremente a la 
atmósfera, el desnivel Ji se mide como 
la diferencia de niveles entre la superfi
cie libre en el depósito superior y el cen
tro de gravedad de la sección final del 
tubo. En cualquier caso, dicho desnivel 
será: 

--;· ¡ v; 
JI = - lt + :E lz, + --

2g 

donde V." /2 g es la carga de velocidad en 
la sección final del conducto, considerada 
como energía final en el caso de descarga 
libre, o como pérdida en el caso de des
carga a otro recipiente. Se presentan dos 
tipos de problema: 

a) Revisió11. Conociendo /1, la geome, 
tría y rugosidad del tubo, se desea calcu-·· 
lar el gasto. 

Solución. Supuesto que se desconoce la 
zona de flujo (laminar, transición o tur
bulento) en la que trabaja el tubo, la ve
locidad y los coeficientes de pérdida son 
incógnitas. Si la sección 1 se elige dentro 
del depósito superior y la 2 dentro del 
inferior, de tal manera que la velocidad 
de llegada sea despreciable. De la ecua
ción de la energía se tiene : 

JI ( p, V,
2

) ( P2) 
= z, + y + zg - Zz + y = 

V 2 2 2 

= -'- + :E lz1 + :E Jz, 
2 g 1 1 

en que V, es la velocidad en la sección f: 
nal de la tubería. 

Por la fórmula de Darcy-Weisbach y de 
pérdidas menores vemos que : 

-. 
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y debido a que V, A, = v, A,, entonces re
sulta: 

H 
V,2 

( 1 f1 L. A." fz L:J A." 
=-- +----+----+ 

2 g D1 A1
2 D, Az' 

A,2 A,2 
) 

+ ... + K¡ Al• + K2 Al + ... 

la velocidad en la sección final vale 

V _ ~ 2gH 
' - ~ ( f, L. A," K· A." ) 

l ..L. ""' ---- + ,--
' D A 2 A 2 

t=l ' ' l 

(9.8) 
_./ y el gasto: 

Q =V, A, 

Puesto que se conoce E;/D,, se puede 
estimar un valor para cada f,, por inspec
ción del diagrama de Moody, así como los 
K.. Con dichos coeficientes, substituidos 
en la Ec. (9.8), se determina el gasto; 
de éste, V,=4 Q/rr. D, y con los números de 
Reynolds, se obtienen nuevos \'alores f,. 
El proceso se repite. 

b) Dise1io. Conociendo H, la geometría 
(con excepción de uno de los diámetros), 
la rugosidad y el gasto, se desea calcular 
uno de los diámetros (con más de un 
diámetro como incógnita, la solución es 
imposible). 

Solución. Igual que el problema anterior 
-se utiliza la Ec. (9.8)- estimando f y D 
desconocidos, que se substituyen reitera-

damente hasta obtener el gasto. Este pro
blema es poco común. 

Por ejemplo, en el caso de una tubería 
de diámetro constante y pérdidas locales 
despreciables, de la Ec. ( 9.8) vemos: 

QZ 

DZ 

:t \/2 g H 

4 f L/IJó 

G 18 L Q"-_ 6)0.ÓS2.7 L ()"

" g n2 H f - ' H f 
(9.9) 

también en el número de Reynolds, nos da 

VD 4Q 1 ez 
R, =- = --=- (9.10) 

v rr.v D D 

en el que se conoce a 

e, = 4 Q/nv 

La solución consiste en los siguientes 
pasos: 

a) Se estima un valor de f (por ejem-
plo 0.02). 

b) Se calculaD de la Ec. (9.9). 
e) Se calculaR, de la Ec. (9.10). 
d) Con Re y E/ D, del diagrama de Moo

dy, se determina un nuevo ,·alor de f. 
e) Con el nue\·o valor de f se repite el 

procedimiento hasta que ésta no cambie 
en más de dos ciclos sucesivos. 

Problema 9.3. En la Fig. 9.9 se presenta 
una tubería horizontal, para la descarga 
de fondo, de una presa con una deriva
ción lateral. Los datos son: l!0 = 150m, 
Ls = 20 m, L., = 60 m, L, = 40 m, D0 = 
=4 m, D1 =3m, D2 =2m, A0 = 12.57 m 2 , 

A, = 7.07 m2
, A2 = 3.14 m2

, AR = 120m2
; 

rejillas con s/b = 0.1, e,= 1.67 y O= 7CY'; 
en la válvula de mariposa Ax = 30 m 2 , 

ancho de escotaduras b / lz = 0.2, mgosidad 
del tubo E = 0.5 mm. 
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Como únic::uneme se considera la pérdida 
por fricción, de la fúrmub de Darcy-Weis
bach, tenemos: 

400 
((',.H), = 0.02-- X 0.083 = 3.306 m 

0.20 

y, de las Ecs. (9.11b) y (9.12), resulta: 

Q3 = 0.7SS-l (0.1)" X 

/

1 19.6 X 3.306 X 0.1 
X ' --=-::-::-:.----=-::---0.025x 50 

0.01791 m 3/seg 

Q 2 = 0.7854 (0.1) 2 X 

X~ 19.6x3.306xóT 
0.0094 m 3/seg 

o.025x 180 

conduce a un gasto total, igual a 

Q, = 0.040 + 0.01791 + 0.0094 = 
= 0.06731 m 3/seg 

La velocidad, carga de velocidad y pér
dida en el tubo 1 son : 

T/ -
1 1-

0.06731 

0.0314 
= 2.14 m(scg; 

V, 2 4.59 . 
-- = -- = 0.234m 
2 g 19.6 

400 
(~H) 1 = 0.02-- X 0.234 = 9.36 m 

0.2 . 

fin::~lmente, la carga de presión en el reci
piente A, vale: 

p 
- = 9.36 + 3.304 +.0.083 = 12.75m 

V 
' 

o bien, 

1.275 kg/cm2 

Problema 9.10. El sistema mostrado en 
la Fig. 9.17 tiene la siguiente geometria: 
H = 24_m; L1 = ~ = La = L, = 100 m; 
D1 = D2 = D, = 100 mm; D3 = 200 rnr 
además, f, = fz = f,. = 0.025 y fs = o.o:::-, 
el coeficiente de pérdida en la válvula 
Kv = 30. Calcular los gastos en cada tubo, 
dcspr·eciando las pérdidas locales. 

--------------------------¡ 
Ji 

J~ 
/.., D .. ft 

/1.,. v,. r ____ ;: _______ ""\ 

13 e 

r--.l . ., J ... D .. f,J 
L,,D,,f,) v~K, 

},'igura 9.17. Tubería del problema 9.10. 
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Solución. La pérdida de energía entre B 
y e está dada por la Ec. (9.14). Como en 
1 '1s tubos uno, dos y ·cuatro, únicamente 

lY pérdidas por fricción, resulta enton
ces: 

Lo 100 
K 2 = fz -- = 0.025 -- = 25 

D2 0.1 

K 1 = K 4 = 25 

En el tubo tres, tenemos: 

La 0.02 X 100 
Ka = fs- + K. = . + 30 == 40 

Da 0.2 

Para la Ec. (9.14), nos resulta así: 

i !!_t._= 0"01 + 0.04 = 0.00833 
<~l y'K, y25 '\/40 

[ • vz¡z 
lt ~ 

1 
= ( 3.14 X 0.00833 )2 = 

·~~ vK. . 
= 0.000685 

De la Ec. (9.14 ), por otra parte: 

!J.H= 
8 Q 2 ~119?Q 2 

0.000685 X 9.8 ' - - 4 

Además, con D1 = D,, en la ecuación de 
continuidad, obtenemos: 

vz •• 
2g 

Q,z 
- = 828 Q,2 

19.6 ( 0.7854 X 0.01 )" 

De la ecuación de la energía entre A y D, 
nos da: 

vz vz vz 
24 - K -'- + 1 192 Q 2 

' K -' _¡_ -'--.,2 ,T '? '2" - g - g o 

·Substituyendo términos: 

24 = (2 X 25 X 828 + 1192 + 828) Qf 

Q, = J24
- = 0.0235 ma/Se" 

, 43 420 " 

La pérdida de energía entre B y e, será 

!J.H = 1191 (0.0235)2 = 0.658 m 

Para el tubo 2, lo siguiente: 

V,Z 
0.658 = 25-

2g 

~ 19.6 X 0.658 
Vz = = 0.718 m/se"cr 

25 ' 

Q 2 = 0.7854 X 0.01 X 0.718 = 

= 0.00564 m a /seg 

En la misma forma: 

= 0.01784 ma/seg 

y como comprobación: 

Q == 0.00564 + 0.01784 == 0.02348 m8/seg 

que es prácticamente el gasto total. 

9.5 Redes abiertas 

Decimos que una red es abierta cuando 
los tubos que la componen se ramifican, 
sucesivamente, sin intersectarse después 
para formar circuitos. Los extremos fina
les de las ramificaciones pueden terminar 
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Figura 9.18. Ejemplo de red abierta. 

en un recipiente o descargar libremente a 
la atmósfera. 

Un ejemplo de red abierta se esquema
tiza en la Fig. 9.18. De acuerdo con los 
niveles de los distintos recipientes y la 
longitud de los tubos, se deberá conocer 
o suponer la dirección del gasto en los 
diversos tramos. 

De la ecuación de la energía, entre el 
recipiente superior y los extremos de los 
tubos, resulta entonces: 

( V/) 
Zt- Z¡ + Zg = 

1 
}; lz (9.15) 

donde z1 es el nivel de la superficie libre 
del agua si el tubo descarga a un recipien
te o bien, el nivel del centro de gravedad 
de la sección final, si el tubo descarga a 
la atmósfera; el subíndice j corresponde 
a las características hidráulicas en el pun-

1 
to j. El término }; 1z es la suma de las 

~~ 

pérdidas de energía de los tubos que se 
encuentran en el recorrido, desde el pun
to 1 hasta el extremo j; toma signo posi
tivo para lz en aquellos elementos en que 
la dirección del gasto coincide con la di
rección del recorrido y negativo en caso 
contrario. 

Por ejemplo, para el extremo 7, la Ec. 
(9.15) es: 

y de acuerdo con la dirección supuesta de 
los gastos en la Fig. 9.17, para el extre
mo 13, se obtiene: 
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donde h,1 representa la suma de las pérdi
das locales y de fricción en el tramo que 
va del nudo i al nudo j. 

Además, en cada punto de ramificación 
(nudo) se satisface la ecuación de conti
nuidad, siguiente: 

(9.16) 

y se establece como convencwn que los 
gastos que lleguen al nudo tengan signo 
negativo; y positivo los que salgan del 
nudo. 

Si el problema es de revisión, el resul
tado será un sistema de tantas ecuaciones, 
del tipo (9.15), como extremos finales ten
ga la red; y de tantas ecuaciones del tipo 
(9.16) como nudos existan. Para la red 
de la Fig. 9.18 se pueden establecer ocho 
ecuaciones del primer tipo y cinco del se
gundo. 

Si el problema es el diseño de una red 

50.00 m 

-- .1 

en la que se conoce su geometría y los 
gastos de cada tubo, se deberán elegir 
-por lo menos- (l.m) diámetros de los 1 
tramos que componen la red ( 112, número 
ele extremos finales), para evitar la inde
terminación del problema, ya que las ecua
ciones de nudo se convierten en identi
dades. 

Problema 9.11. Determinar la magnitud 
y sentido de los gastos en los tubos que 
forman el sistema mostrado en la Fig. 9.19. 
Los tubos son de fierro funcliclo, con 15 
ai'ios de servicio (N de Kozeny = 30) y tie
nen la siguiente geometría: 

D1 = 0.55 m 
D2 = 0.60m 
D3 = 0.80 m 

L1 = 680m 
L 2 = 520m 
L3 = 800m 

Solución. Primero, es necesario suponer 
un sentido de los gastos en el nudo D y 

L,. D, 

' 
------~ 

1·;' 1 2g 

'------'- _S'._? 00 111 

e 

Figura 9.19. Sistema de tubos del problema 9.11. 
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3 Golpe de ariete en conductos por gravedad 

3.1 INTRODUCCIÓN 

Es frecuente que en líneas de conducción por gravedad para el abastecimiento 
de agua a poblaciones, en las obras de toma de algunas presas y en los con
ductos de alimentación y desfogue en plantas hidroeléctricas ocurran pertur
baciones en el flujo permanente inicial debido a los procesos de regulación 
del gasto. mediante maniobras de cierre o apertura de órganos de control co
mo válvulas o compuertas. A estas perturbaciones que dan origen a un flujo 
transitorio en los conductos se les denomina comúnmente como golpe de 
ariete, y el conocimiento de sus efectos es de gran importancia en el diseño 
de las obras hidráulicas antes mencionadas. 

En este capítulo se hará la descripción de este fenómeno en un conducto 
por gravedad y se llevará a cabo el análisis de las teorías de la columna rígida 
y la columna elástica; en base a esta última se establecen las ecuaciones de. 
Allievi y las propuestas por Angus para la cuantificación de los efectos del 
fenómeno en estudio. 

Por otra parte, es necesario señalar que tanto en este capítulo como en el 
resto del libro se utiliza el concepto carga piezométrica H. a la que se ha defi
nido como la suma de la carga de presión hP y la carga de posición ZP en el 
eje del conducto, referida a un determinado plano horizontal de comparación. 

3.2 DESCRIPCIÓN DEL FENÓMENO EN UN CONDUCTO 
POR GRAVEDAD 

Con el fin de poder describir el fenómeno del golpe de ariete en un conducto 
por gravedad, por facilidad, se puede considerar un conducto con sección 

39 
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transversal y espesor constantes, con eje horizontal y longitud L tal como el 
mostrado en la figura 3.1, en el cual se tiene un flujo pennanente cuando t= O, 
con !.!na válvula o compuerta (órgano de control) situada en el extrrmo aguas 
abajo que permite regular la magnitud dei gasto y que es alimentado por un 
depósito que contiene una gran masa de agua cuya superficie libre tiene un ni
vel constante. 

Suponiendo que se lleva a cabo una maniobra de cierre instantáneo total 
en el órgano de control, la energía cinética del agua en esta sección del con
ducto se transformará en energía potencial, que a su vez, dará origen a un 
incremento en la carga piezométrica original, llevándose a cabo un trabajo 
elástico de deformación en las paredes del conducto y en el agua. Esta conver
sión de energía constituye lo que se conoce como onda de presión positiva o 
directa que se propaga hacia aguas arriba con velocidad o celeridad a. 

Esta onda modifica totalmente las condiciones originales del conducto 
aguas arriba del frente de la misma ocasionando, como ya se dijo, una defor
mación en las paredes del mismo, el agua al comprimirse aumenta su densidad 
y la velocidad en esta zona se reduce a cero. Aguas abajo del frente de onda, 
el conducto, el agua, la carga piezométrica y la velocidad del escurrimiento, 
permanecen en su estado original (figura 3.2a). 

Cuando el frente de onda llega al depósito en un tiempo t =__k_ , la tota-
a 

lidad del conducto se encuentra deformado (figura 3.2b) la velocidad de !lujo 
es igual a cero, la carga piezométrica es mayor que la original y el agua se 
encuentra comprimida. 

Como el nivel del agua en el depósito permanece constante, en esta zona 
no pueden presentarse modificaciones de ninguna especie, pnmaneciendo la 
misma carga: en esta forma el depósito actú<~ como una pantalla que rdleja to
talmente la onda de presión y en este instantt.; se produce la traslación de una 
onda negativa hacia el órgano de ..:ontrol (figura 3.2c ), ocasionando quL' aguas 
abajo drl frente el agua fluya hacia el drpósito con una velocidad V0 idC·ntica 
en magnitud a la inicial, dando lugar a que el conducto y el agua adquiera·¡ sus 
propiedades iniciales en esta región, y cuando la onda llega al órgano en el 

instante t = lL, todo el conducto y el agua contenida por ~ste se encuentran 
a 
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bgura 3.2 PropagaCión de la onda de presión en un conducto causada por un cierre instan
táneo del órgano de control. 

en su estado original. pero con escurrimiento del órgano hacia l'l depósito t n
gura 3.2d). 
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A esta primera serie de eventos que consisten en la formación de un frent~ 
de onda positivo que viaja del órgano de control hacia el depósito y un fren
te de onda negativo que viaja de este último hacia el primero, se le conoce 
como fase directa del golpe de ariete. 

Ahora bien, como consecuencia del flujo de agua hacia el depósito, se 
origina una caída de carga y una contracción de las paredes del conducto, que 
adopta dimensiones inferiores a las del estado original. y una reducción a ce
ro de la velocidad en la zona aguas abajo del frente de onda negativa que 

viaja hacia el depósito (figura 3.2 e).al que llega en el instante t = 3 L cuando 
- a 

el conducto se encuentra contraído en su totalidad. la velocidad del agua es 
nula y la densidad de la misma es mayor que la original (figura 3.2[). 

A . d 1 . 3L 1 d ó . f . partir e mstante t =--,e ep s1to unc10na nuevamente como una 
a 

pantalla y refleja una onda positiva, volviendo el conducto a su estado original 
aguas arriba del frente de ésta, con un escurrimiento hacia el órgano y con 

velocidad V0 , de tal manera que en el instante t = ~; el conducto vuelve 

a tener las características iniciales en toda su longitud (figura 3.2h ). 
A esta. segunda serie de eventos se k conoce como fase inversa dd golpe 

d . 1 . 1 1 f d" . d . . 2L 1 e ande que. a 1gua que a ase 1recta, t1ene una uracJOn t = --, a a que a 
se conoce como periodo del conducto T. 

Finalmente, es necesario señalar que si no existil"se el cfl·cto ck la fricción 
en el conducto que transforma la energía l'n forma de calor, el ciclo ck l'Ven-

-tos antes descrito se repetiría indefinidamente dando Jugar a una variación de 
la carga piezomé·trica con respecto al tiempo en el órgano de control. talco
mo se indica en la figura 3.3. Sin embargo, dado qul' prácticamente todos los 
conductos son hidráulicamente rugosos, la variación de la carga corresponde 
a la mostrada en la figura 3.4. 
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Figura 3.3 Variación de la carga piezométrica en el órgano de control sin considerar pér
didas por fricción. 
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Figura 3.4 Variación de la carga piezométrica en el órgano de control considerando pérdi
das por fricción. 

- -3.3 TEORIA DE LA COLUMNA RIGIDA 

La teoría de la columna rígida fue desarrolluda para cuantificar la magnitud 
de los efectos del golpe de ariete en un túnel o en un conducto a presión con 
una misma sección transversal en todo su desarrollo con un depósito de nivel 
constante: y un órgano de control, situados en los extremos aguas a'~iba y 

----1 T --- . ------ ó.Hr (Cierre) 

--------

P.H.C. 
X=L 

Figura 3.5 
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aguas abajo respectivamente. tal como se indica en la figura 3.5. Esta teoría 
está basada en las siguientes hipótesis simplificatorias: 

a) El flujo en el conducto es incompresible. 
b) Las paredes del conducto se· considc·ran rígidas o indl'forrnabks. 
e) El conducto pennanccc lleno de agua todo el tiempo y la prcsiL"m míni

ma en cualquier sección de éste siempre es mayor que la presión de 
vaporización del agua. 

d) Las pérdidas de carga por fricción y la carga dv. vt·locidad son despre
ciables en comparación con los cambios de pn·sión t•n el conducto. 

e) Las distribuciones de velocidad y presión vn cualquier sección del con
ducto son uniformes. 

j) El nivel del depósito permanece constante durante el tit,rnpo que dura 
d fenómeno. 

g) La carga piczoml-trica varía linvalmente con respecto a la coordenada 
curvilínea x. 

3.3.1 Ecuación de continuidad 

De acuerdo con las hipótesis a y b mencionadas 
ecuación (2.15) se puede escribir como: 

en la sección antl'rior. la 

--ª-!:=o 
óx (3. 1 ) 

Por otra parte. cuando d órgano de cLmtrol que se muestra en la figura 
3.6 se somete a una maniobra de cierrt• o apertura si¡!uiendo una detnmi
nada ley, la ecuación dt: continuidad aplicada en una sección transversal ubi
cada aguas arriba del mismo conduce a lo siguiente: 

~-----o-----

H 

V • ..... 
1; 1 

~ 

j l u 

-~ - -\. 
An.><~ 1 lt•ctiva. Cd Av 

Figura 3.6 
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Antes de iniciarse la maniobra, cuando el flujo en el conducto es per
manente se tendrá que: 

y al iniciarse la maniobra: 

Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones (3.3) y(3.2): 

V ICd Av¡ 
-=----
Vo ICd A,, Jo 

obien.siH=H0 +D.H,: 

D.H, +-
Ho 

Mi · 

(3 .2) 

(3.3) 

(3 .4) 

(3.4a) 

S. ..(341 r· (CdAvl 
1 en la ecuacwn . a se de me T) = 

d..: escribir como: (C<I Av lo 
Z - r • t y , - H 

0 
• es a se' pu~:-

V= V0 TlVl + Z, ( 3.5) 

Para el caso de una maniobra Je cierr..: lineal o uniforme. e.s decir, cuando 

el úrea efectiva del órgano vana linealmenlc con respecto al tiempo. el valor 
d~: T) será (figura 3.7a ): 

Tlu = 1 

t 
T) = l - ( 1 - Tl¡) T' o ~ t ~ T 

T) = 1)¡, ( ;¡. T 

'<----- Crerre parcial' 

Cterre totul 

'1.-----T 
1 ' '1¡ 
1 ... ,,......---'+."'---' 

PJ (a! b) 

Figura 3.7 Leyes para maniobras de cierre o apertura uniformes. 

(3 .6) 

( 3 .6a) 



46 Golpe de ariete en conductos por gravedad 

Ahora bien, al inicio de la maniobra cuando el flujo es permanente en 
el conducto, scgúi1 la ecuación ( 3.5) V= V0 . ya que r¡ 0 = 1 y Z, = O y. en 
forma análoga. la velocidad al término de la misma cuando el llu,io es nue
vamente permanente es V¡= V0 17¡- De acuerdo con esto la ecuación (3.6) se 
puede expresar como: 

77 = 1-(1 -~)!__ 
V0 r 

(3.6b) 

sustituyendo la ecuación anterior en la (3.5) resulta: 

(3 .7) 

3.3.2 Ecuación dinámica 

Tomando en cuenta la ecuación (3.1) y las hipótesis d y g establecidas en la 
sección 3.3, la ecuación (2.21) se reduce a: 

o bien: 

t::.Hr 1 dV L dV -- +-- - = O. t::. H =- - --
L g dt ' g dt 

L dV z =-- -
' gH0 dt 

(3.8) 

Sustituyendo la ecuación (3.5) en la (3.8}, después de hacer operaciones 
dZ, 

el valor de la derivada-- es: 
dt 

dZ, 
--= 
dt 

-2y'l + Z, [ dr¡ (g f/0 ) ] J 1 + Z, - + -- Z, 
77 dt LVu 

(3.9) 

dZ, 
Si se sustituye la ecuación (3.6b) en 

obtiene: 
la (3.9), al igualar a cero-- se 

dt 

donde 

K / K 2 

Z, = 
2

' ±y K,+--:--

K,=( L t:. V,_) z y .6. V,= V u - Vr 
gf/0 T 

(3.10) 
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De !u ecuación (3.10). la magnitud de la sobrepresión máxima es: 

[
K, J K/ ] (AH,)max =Ho (Z,)mtix = 
2 

+ K,+ -
4
- Ho (3.10a) 

y para el caso de una maniobra de apertura lineal (figura 3.7b), se deduce fá
cilmente que la depresión es: 

[
K, j K,

2 
] (AH,)mill =Ho(Z,)min = 

2
- K,+-

4
- Ho (3.10b) 
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Gráfica 3.1 Valores de sobrepresión y depresión máxima para maniobras de cierrre o aper
tura lineal. Teoría de la columm rígida. 
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La solución de las ecu~cioncs (3.1 Ll a y b) se encnentra en la gráfica 3.1 
1 L ¿ v 1 

en función del valor absoluto del parámetro\---- ! 1 

g Ho T 1 

3.3.3 Limitaciones de la teoría de la columna rígida 

Como pudo verse en la teoría analizada. se supone que el ttu.io t·n el conduc
to es uniforme, no permanente e incompresible. lo cual resulta aplicable só
lo a conductos tal como el mostrado en la figura 3 .S cuando la m~niobra de 
cierre o apertura del órgano de control es relativamente lenta. es decir. don-

de r > ~3 y para una rdación de carga y velocidad para el flujo permanente 
H 

inicial, tal que - 0 
,;;;;; S0. 1 

V o 
En términos generales, para maniobras de cierre o apertura rápida es con

veniente aplicar la teoría de la columna elástica. que se estudia en la siguiente 
sección. 

3.4 TEORÍA DE LA COLUMNA ELÁSTICA 

Esta teoría se acerca más al comportamiento real del fenómeno y ha sido com
probada en laboratorio. Las ecuaciones de continuidad y dinámica en este 
caso están sujetas a las siguientes hipótesis simplificatorias: 

l. El conducto permanece lleno de agua todo el tiempo y la presión mí
nima en cualquier sección siempre es mayor que la de vaporización del 
fluido. 

2. Las distribuciones de velocidad y presión en cualquier sección del con
ducto son uniformes. 

3. Las fórmulas para el cálculo de pérdidas de carga cuando el flujo es 
pem1anente, también son válidas cuando éste es transitorio. 

4. La pared del conducto y el fluido se comportan de una manera elástica 
lineal y tienen pequeñas deformaciones. 

S. El incremento de la presión con respecto a la coordenada curvilínea x 
resulta pequeño comparado con el incremento de la misma con respec
to al tiempo. 

6. El incremento de la carga de velocidad y la densidad del fluido resulta 
pequeño comparado con el de la carga piezométrica. 

3Hr + ~ 3p ""'~~~ 
ilx p ax ~'( 

ap . - -- :::::::: 

ar 
aH 

pg
ar 
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3.4.1 Ecuación de continuidad 

De acuerdo con la hipótesis 5, la ecuación (2.7) se puede escribir como: 

.!.. .!J.p_ ~ lE_ 
p dt El" ar (3 .11) 

Por otra parte, el incremento de la sección transversal del conducto se 
puede expresar como (figura 2.6): 

ór dA = 21Tr ór = 2 A
r (3.12) 

Según la Ley de Hooke para sólidos que tienen un comportamiento elás
tico lineal s~ tiene qué: 

(3 .13) 

Sustituyendo la ecuación (3.13) en la (3.12) resulta: 

dA= ~A da 
1 

(3 .14) 

Observando el diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 3.8 se dedu
cequc*: 

como 

o bien: 

a=Pf", tia=; (p tir+rtip) 

p tir << r tip, A a= J:..á.p 
e 

da=.!... dp 
e 

(3.15) 

Esta última ecuación, al ser sustituida en la ecuación (3.14) da como re
sultado: 

AD 
dA =--dp 

eE1 

e 

o o 

Figura 3.8 

*Con ohjeto de simplific~1r la dcducciún de la ecuación en estudio, no se toma en cuenta la deforma
ción a .... uci.JJ:.~ a !J relari(Jn Je Po1~.\0il. 
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o bien, según la hipótesis 5: 

l dA D ap 
=----

A dt (3 .16) 

Sustituyendo las ecuaciones (3.11) y (3.16) en la (2.15). y tomando en 
cuenta la hipótesis 6, esta última ecuación queda como: 

av + (-1 + _12_) aH =o (3.17 ) ax pg Ev eE
1 

at 

Recordando que Q = V A y ordenando términos. la ecuación anterior se 
puede escribir como: 

aH a 2 aQ - + ---- -=O 
at gA ax 

(3 .1 8) 

donde el parámetro a se define como la celeridad de la onda de presión en el 
conducto y su valor es: 

(3 .19) 

3.4.2 Ecuación dinámica 

La ecuación dinámica para esta teoría puede deducirse fácilmente de la ecua
ción (2. 21) si se considera la hipótesis 6, la definición de carga piezométrica 
H y la relación Q = VA, las que después de ordenar términos permiten escri
bir: 

aQ + gA oH + t Q 1 Q 1 = 0 
at ax 2 DA 

(3 .20) 

Finalmente, es necesario destacar que para el cálculo de las pérdidas por 
fricción en el conducto, como ya se mencionó anteriormente, se ha utilizado 
la fórmula de Darcy-Weisbach; no obstante, es posible utilizar cualquier ex
presión de la forma K 1 Q 1 Q ¡m Db con valores de K 1 m y b que dependen 
de la fórmula utilizada; así. para la fórmula de Manning que en la práctica 
también se aplica a los conductos a presión K1 = 8.08 gn 2 , m= 1 y b =- 10/3, 
siendo 11 el coeficiente de rugosidad. 
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3.5 ECUACIONES DIFERENCIALES DEL GOLPE DE ARIETE 

Con base en las ecuaciones de continuidad y dinámica establecidas para la 
teoría de la columna elástica, despreciando el efecto de la fricción y haciendo 
Q =VA, las ecuaciones (3.18) y (3.20) se pueden escribir como: 

oH+ a2 oV ·--=0 ot g OX (3.21) 

y 

ov + 
ot 

oH _
0 g ox - (3.22) 

que se conocen como las ecuaciones de continuidad y dinámica del golpe de 
ariete que se pueden transformar en las siguientes si se recuerda que 

o2 V _ o2 V o2 H 
ox ot - ot ox Y ox ot = 

y 

o2 H. 
or ox · 

(3.2la) 

(3.22a) 

Para el caso particular de un conducto con eje horizontal y la carga pie
zométrica H valuada con respecto a un plano horizontal de comparación que 
contiene a dicho eje, ésta resultará igual a la carga de presión hp, con lo que la 
ecuación (3.21a) se simplifica como: 

(3.23) 

que es la ecuación diferencial utilizada por Allievi para conductos con eje 
horizontal y sección transversal constante. 

Sin embargo, con el fin de obtener el valor de la carga piezométrica H en 
cualquier sección del conducto, independientemente del perfil de su eje, a 
continuación se analiza la solución e interpretación física de las ecuaciones 
(3.2la y 3.22a), la carga de presión hP se obtiene con sólo restarla carga de 
posición Z P de la piezométrica correspondiente. 

Las ecuaciones antes mencionadas tienen la forma de la ecuación deno
minada de D'Alambat, cuya solución9•18 simultánea general fue obtenida 
por Riemann y para un sistema tal como el mostrado en la figura 3.9 resulta 
(ver problema 3.1 1 ): 
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Figura 3.9 

H = H o +FU + ~) + f (t - X) a a 

V=·Vo- Ji [F(t + x) -f(t- x)J 
a a a 

X para t;;;;, -
a 

(3.24) 

(3 .24a) 

Las expresiones anteriores son las ecuaciones integrales del golpe de arie
te que permiten determinar la carga piezométrica y la velocidad en cualquier 
sección de un conducto durante el flujo transitorio en función de la coorde
nada curvilínea x con origen en el depósito y el tiempo t. 

3.6 INTERPRETACIÓN FÍSICA DE LAS ECUACIONES 
INTEGRALES DEL GOLPE DE ARIETE 

Con el fin de ayudar a la mejor comprensión del fenómeno en estudio y de
ducir ecuaciones de tipo práctico que permitan la cuantificación de sus efec-

tos, resulta conveniente interpretar el signiticado de las funciones F (t + x ) y 
a 

f(t -~). 
u 

Considerando que por alguna razón pudiera justificarse que la !'unción 

f (t - x ) fuese nula, es posible encontrar el efecto que la existencia de 
a 
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X 
F (t + -) traería consigo. De esta manera las ecuaciones ( 3 .24) y (3. 24a) 

a 
tomarían la forma: 

X H = H 0 + F (t + --¡ 
a 

g X 
V= V -- F(t+-¡ o . 

a a 

(< ") -) -·-) 

(3 .25a) 

Si se despeja F (t +~)en la ecuación (3.25a) y se substituye su valor en 
la (3.25) resulta: 

a H=Ho +- (V0 - V) 
g 

(3.25b) 

Al realizar una maniobra de cierre en el órgano de control de la figura 
(3. 9) cuando t =O, se tendrá que la velocidad para el flujo permanente inicial 
V0 será siempre mayor que la velocidad para el tlujo transitorio V, es de
cir, V0 - V> O y por lo tanto H>H0 . 

Ahora bien, para un observador que partiera del órgano de control cuan
do t = t 0 y viajara a lo largo del conducto en la dirección -x con una veloci
dad -a, en un instan te t 1 se enwntraria en la sección x 1 = L-·a(t 1 - t 0 ), 

donde el valor de la función F (t +~)seria (figura 3.9): 

X 'L \ 
F(t 1 +-1 

)=F(-+ t 0 j=cte. 
a .a 

y para otro observador que partiera cuando t = t 0 + !). t y viajara en las mis
mas condiciones, en el mismo instante t 1 se encontraría en la sección x2 = 
L-a (! 1 - t 0 - .1t) resultando entonces que: 

X¡ (' L ' 
F(t 1 +a¡=F a +t0 +!).t)=cte. 

De acuerdo con lo antaior se deduce que F (t + x) representa una onda 
a 

de carga positiva que se propaga con dirección al depósito, de tal manera que 
para un observador que viaja en la misma dirección con velocidad -a, su mag
nitud permanecerá constante. 

Una consideración similar con F lt + :) =O, aceptando que sólo existie-

ra f ( t - x), conduce a la conclusión de que esta última función representa 
a 

una onda de carga negativa que se propaga del depósito hacia el órgano de 
control, con un valor constante para un observador que viaja en la dirección 
+x con velocidad a. 
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Por otra parte, como la magnitud de la carga piezométrica H0 permanece 
constante en el depósito, de la ecuación (3.24) se obtiene para x =O y el ins
tante t: 

f(t)=-F(t) (3.26) 

Además, si se considera una onda directa F que parte del órgano de con
L 

troJ en el instante t, llega al depósito cuando t == t + -. Y se refleja dando 
a 

origen a una onda f con la misma magnitud pero con signo opuesto que viaja 

hacia al órgano al que llega en el instante t == t + 2L , puede afirmarse que en 
a 

la sección del conducto correspondiente a este último resulta válida la siguiente 
relación*: 

f(t)=-F(t- 2L) a , (3.27) 

Es decir, la magnitud .de la onda f en el órgano de control para el instan te 
t es igual a la de la onda F con signo opuesto que partió del mismo con direc-

"ó l d · . 2 L d Cl na epostto - segun os antes. a 

3.7 ECUACIONES GENERALES DE ALLIEVI 

El conocimiento de las funciones F y fes difícil tenerlo a mano para resolver 
un determinado problema, sin embargo, Allievi propuso un sistema de ecua
ciones muy simple cuya solución permite calcular la variación de la carga pie
zométrica y la velocidad en la sección adyacente inmediatamente aguas arriba 
del órgano de control que se muestra en la figura 3.9. Si en las ecuaciones 
(3.24) y (3.24a) se hace x·= L, resulta: 

L L 
H=Ho +F(t+ -)+[(t- -) (3.28) 

a a 
y 

(3 .2 9) 

expresiones que se conocen con el nombre de Ecuaciones de Allievi. 

Por otra parte, si se hace i = j la ecuación (3.27) puede escribirse como: 

f(i T)=- F [(i -- 1) T] 

• L , +L 21. L 
• Esta relaciones equivalente a /{t- -) ~- f (t -- - ) ..,¡~e hace t == t- -. 

a a o a 
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donde i es un número adimensional entero o fraccionario, además, si se define 
f (i T) = [; y F [ (i- 1 )T] = F;_ 1 , la ecuación anterior queda: 

'· =- F- 1 (3.30) J l l-

Al sustituir esta ecuación en la (3.28) para instantes i e i - se ob
tiene: 

H-=H0 - F 1 + F l 1- l 
(3 .31) 

y 

H 1 =H0 - F 2 + F 1 1- l- 1-
(3 .3 2) 

sumando miembro a miembro estas últimas ecuaciones y haciendo operacio
nes resulta: 

H + H 1 - 2H0 = F - F 2 l I- 1 l-

Si se hace un razonamiento semejante con la ecuación (3.29) se llega a: 

a 
-(V¡_¡ 
g 

-V)=F-F- 2 1 1 1-

y al igualar las ecuaciones (3.33) y (3.34) resulta finalmente: 

H¡ + fi¡_,- 2 Ho =:(V¡_, -V¡) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

La ecuación anterior es la fórmula clásica de Allievi y permite llevar a ca
bo un desarrollo en cadena mediante el cual se puede obtener la carga pieza
métrica en la sección aJyacente al órgano de control para el instante i, si se 
conoce su valor para el instante i-1, y el incremento de velocidad entre dichos 
in>tantes, mismo que estára determinado por la ley de cierre o apertura en 
el órgano que se analiza más adelante. 

Es necesario subrayar que en la ecuación original de Allievi el valor de 
la carga piezométrica H que aparece en la ecuación (3 .35 ), corresponde al 
Je la carga de presión hp en un conducto de eje horizontal; no obstante, es
ta última ecuación es válida para cualquier perfil del eje y se reduce a la de 
Allievi, si el plano horizontal de comparación se elige de tal manera que con
tenga al menos un punto del primero en la sección en estudio (figura 3.9), 
lo que da como resultado que en el órgano de control se tenga entonces que 
ll=hp. 

.. 
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3.8 DESARROLLO EN CADENAS DE ALLIEVI 

Si se dividen ambos miembros de la ecuación (3.35) entre H 0 se obtiene: 

H H 1 _1 + 1-

Ho Ho 
2Ho -_a_ (V V 

- Ho - gHo i-1 - i) 

al introducir el valor de V0 en el segundo miembro de la ecuación anterior 
resulta: 

H; + H;_ 1 _ 
2 

= a V0 (V;_ 1 _ V; ) 
Ho H0 g H0 Vo V0 

\ 
H 

haciendo Z 2 = _l 
1 

Ho 
, esta última ecuación toma la forma: 

Z2 + z~ -2 = 2 € ( V¡_ 1 
- ~) 

1 ~ 1 V0 Vo 

(3 .36) 

Ahora bien, si se aplica la ecuación de continuidad para una sección trans
versal ubicada inmediatamente aguas arriba del órgano de control tal como se 
hizo en la sección 3.3.1. y se toma en cuenta lo ya indicado acerca del plano 
horizontal de comparación, se puede escribir: 

o bien 

v . . 
-V~ = 11; Z; (3.37) 

sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación (3.36), se tendrá: 

1 Z2 + z~ 1 -2 = 2€ (r¡. z -r¡ ZJ 1 l ,_ l- 1 !- l l l (3.38) 

ecuación que se conoce con el nombre de Ecuación A dimensional de Allievi. 

3.9 LEYES PARA MANIOBRAS DE CIERRE Y APERTURA 

Como ya se mencionó anteriormente, para poder obtener los valores de lacar
ga piezométnca y la velocidad en el órgano de control cuando éste se somete 

( 

' ' ' 
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a una maniobra de cierre o apertura, es necesario conocer la ley con la cual se 
efectúa dicha maniobra; para tal fin, a continuación se indican las ecuaciones 
que pueden utilizarse para los casos más comunes que corresponden a condi
ciones iniciales de apertura o cierre total. 

3.9.1 Ley para una maniobra de cierre uniforme o lineal 

Si en las ecuaciones (3.6) y (3.6a), se hace r¡ == TJ¡, i == ~ y e==; éstas to

man la forma (figura 3.7a): 

(3.39) 

(3 .39a) 

donde 11¡ >O para un cierre parcial, e igual a cero si éste es total. 

3 .9.2 Ley para una maniobra de apertura uniforme o lineal 

Para una ley uniforme de apertura, ya sea parcial (TJ¡ < 1) o total (TJ¡ == 1 ), se 
puede demostrar fácilmente que (figura 3.7 b): 

(3.40) 

TJ¡ == r¡1. i;;;;. e (3.40a) 

3.9 .3 Leyes para maniobras de cierre o apertura no uniformes 

Cuando la ley de cierre o apertura no es uniforme, se tendrá una variación de 
11 con respecto al ti~mpo tal como la mostrada en la figura 3.1 O; en este caso 
resulta conveniente hacer una gráfica semejante _a las que se indican de acuer
do con las características de la maniobra e interpolar de ésta el valor deseado 
de r¡. o bien, si se dispone de una computadora se puede simular la maniobra 
meJiante líneas rectas como las que se muestran en la misma figura (ver 
capítulo 5 ). 

3.1 O CELERIDAD DE ONDA 

La celeridad de las ondas de presión en un conducto quedó definida por la 
ecuación (3.19), en la cual puede verse que su valor depende tanto de las pro
piedad..:s elásticas Jel conducto y d 11uido, como de la geometría del primero. 
CuanJo el líquido fluyente es agua dulce y en la mencionada ecuación se 



58 Golpe de ariete en conductos por gravedad 

~o= 1 

al 

n 

-·-·-·-· Ley aproxtmada 

Apertura total 

T 1 
'1~-----J'-----------'-'l¡-

T j 
b) 

Figura 3.10 Leyes para maniobras de cierre o apertura no uniformes 

aceptan valores prácticos de Ev = 2.24 X 
obtiene: 

a 1,482 

kg 
108

-
2 

y p = JQJ.94 
m 

(3.41) 
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Tabla 3.1 Valores del módulo de elasticidad E1 para algunos materiales.•· 16 

Material t: ( Kg ) 
r m2 

Acero 2.10 X 1010 

Asbesto-cemento 2.45 x 1o• 
P. V. C. 1.124 x 10" 
Fierro fundido 9.30X 109 

Cobre 1.30 X 10 10 

Bronce 1.05 X 10 10 

Latón 1.05 X 1 O 10 

Zinc 3.70 X 109 

Plomo 1.40 x 1o• 
Estaño 1.30 X 10 10 

Aluminio 7.20 X 109 

Concreto simple 1.25 X 109 

Madera 7.00 X 108 

Hule 3.50 X 108 

Vidrio 7.00 X 109 

La ecuación anterior permite calcular la magnitud de la celeridad de la 
onda de presión en un conducto de pared delgada, cuyo espesor es menor o 

igual a la décima parte del diámetro, es decir, si b.;;; 0.10. En la tabla 3.1 se 

indican los valores del módulo de elasticidad E, para algunos materiales usa
dos en conductos, y en la tabla 3.2 se proporcionan valores del módulo de 
elasticidad volumétrico Ev y la densidad p para algunos líquidos. 

Por otro lado, es necesario señalar que algunos autores sugieren la aplica
ción de la siguiente ecuación para el cálculo de la celeridad de onda: 

(3.4la) 

donde C, es un parámetro que depende de la relación de Poisson JJ del mate
rial con lJlH.: está hecho el conducto y de sus condiciones de apoyo.* 

Tabla 3.2 Valores comúnmente usados del módulo de elasticidad volumétrico Ev y 
de la densidad p para algunos li4uidos. 1•

17 

Liquido 1:·,. (kg(m 1
) 

( kgrseg 
p m• ) Temperatura te¡ 

Agua dulce· 2.24 X 1 o• 101.94 20 
Agua salada 2.38 X ID" 104.60 15 
Petróleo 2.10 X 1 o• 91.80 15 
(;asolina 1.42 X 1 o• 76.46 15 

*Ver rl'fcrcnci;J I.J. 
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Figura 3.11 Tubo de pared gruesa. 

Sin embargo. puede aceptarse un valor práctico de C igual a la unidad 
para la gran mayoría de los conductos. con lo que la ecuación (3.4la) se 
reduce a la (3.41 ). 

Para algunos de los materiales más comunes en conductos de pared delga
da, a partir de esta última ecuación, se puede obtener la siguiente expresión: 

1' 482 
a = ---;=.=='==~ J¡ + Ka D 

e 

(3.42) 

donde Ka = 0.0106.0.091 y 1.993 para conductos de acero. asbesto cemento 
y P. V. C. respectivamente. Obsérvese que si el valor de K~ fuese igual a cero. 
para un material con módulo de elasticidad infinito. el valor máximo de la 
celeridad sería de 1,482 m/seg, que es la velocidad con la cual de propaga el 
sonido en el agua a una temperatura de 20°C. 

Tratándose de conductos de pared gruesa (figura 3.11 ). si se desprecia el 
efecto de la relación de Poisson JJ., la celeridad de onda 5

•
17 se define como: 

a= Ev / P 

¡ (R + e)2 + Rz 1 
(R +e)2 -R 2 

donde R es el radio interior del cOJ1ducto. 

(3.43) 

Para conductos de concreto reforzado existe alguna incertidumbre debi
do a la heterogeneidad del material: sin embargo, para valuar la celeridad de 
onda se recurre a un conducto de acero equivalente con un espesor virtual ev 
dado por la siguiente fórmula: 

ev =ea 1 +--( 
Ec ec ) 
Ea ea 

(3 .44) 

siendo e e el espesor del tubo de concreto, C'0 el de una placa continua de ace
ro equivalente al refuerzo, Ec y Ea los módulos de elasticidad del concreto y 
acero de refuerzo respectivamente. 
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Ro ca 

Figura 3.12 Galería en roca sana. 

En el caso de galerías a presión no revestidas y excavadas en roca sana (fi
gura 3 .12) ia celeridad vale'· 17

: 

a= E" 1 P 

+ 2 E, 
E, 

donde 1::, es el módulo de elasticid-ad de la roca (tabla 3.3). 

(3.45) 

Si la galería está revestida con una camisa de acero de espesor e y módulo 
de elasticidad Ea (figura 3.13) 17

: · 

a- / E,/p 
(3.46) - j, + E,,D 

' 
E,D+Eae 

Por último , para un túnel excavado en roca con relación de Poisson p.,, 

con revestimiento de concreto de radio exterior e interior Re y R¡ respectiva
mente, y una camisa de acero de espesor e (figura 3. 14 ), la celeridad de onda 
~S 5, 17 : 

a= r E,. 1 p 

jl + 2 E, R, 

e t'a 
(1 - <{!) 

Tabla 3.3 Valores del módulo de elasticidad E, y relación 
de Poisson J.1r para algunas rocas 17

. 

Roca E, (Kgjm 2
) llr 

Granito 5. 1 o x 1 o• 0.28 
Caliza 5.16X 109 0.21 
Arenisca 3.85 X 10" 0.28 

(3 .4 7) 

..• 

..• 
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Camisa 

Golpe de ariete en conductos por gravedad 

Concreto 
simple 

Figura 3.13 Galería en roca sana revestida. 
Figura 3.14 Túnel excavado en roca con 
revestimiento de concreto y una camisa de 
lámina. 

donde R¡ 

e 
~=--------------------------

R Ea --' +-
e Ec 

e - i + (1 + ltr) _Q. 
(-

R 2 R 2) E 

2R¡ Re E, 

3.11 GOLPE DE ARIETE EN EL ÓRGANO DE CONTROL 

3 .11.1 Golpe de ariete para maniobras rápidas 

Cuando el tiempo de cierre o apertura T es menor o igual al período de con
ducto T (r .;;; T. e .;;; 1 ), se dice que la maniobra total o parcial es rápida o 
brusca, y el valor de la carga piezométrica que se origina en el órgano de 
control se obtiene de la ecuación (3 .38) aplicada para los instantes i =O e i =e. 
mismos que corresponden a las condiciones inicial y fmal respectivamente. 

aV
0 Si en esta ecuación se hace Z5 = 1 y se recuerda que 2 € = -- y V¡= 

gHo 
r¡¡ Z¡ V0 , ordenando términos resulta: 

H __ m_= 1 
Ho 

a 
+---(V o 

gHo 
-V¡) (3 .48) 

En la ecuacwn anterior H111 representa la carga piezométrica máxima o 
mínima, ya sea que la maniobra sea de cierre o apertura, las velocidades V0 y 
V1 corresponden al flujo permanente inicial y final respectivamente. Así, para 
una maniobra de cierre total (Vr = 0), la ecuación (3.48) se reduce a: 

H = 1 +--- H ( 
aV0 ) 

m gHo o 
(3 .49) 
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o bien, si tJ.H = H111 - H 0 

a V tJ.H=--o 
g 

expresión que se conoce como Ecuación de Joukowsky. 
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(3.49a) 

Si la maniobra es de apertura y se inicia cuando el órgano de control es
tá totalmente cerrado (V0 = 0) se obtiene: 

H111 =(1-::~)Ho (3.50) 

Además, se puede demostrar que para una maniobra brusca la magnitud 
de las cargas extremas que se originan en el órgano de control no dependen de 
la ley de cierre o apertura y se presentan en los instantes i = () e i = () + 1 res
pectivamente (ver problema 3.12 ). 

3.1 1..2 Golpe de ariete en maniobras lentas 

Si el tiempo que dura la maniobra es mayor que el período T, es decir, sir> ,, 
T y () > 1 se dice entonces que ésta es lenta y la variación de la carga con res-
pecto al tiempo se obtiene de la ecuación (3.38). que permite conocer el valor 
de Z¡ conocido el lle Z,_ 1 de acuerdo con la ley de cierre o apertura. Si en 
esta ecuación se despeja z¡ resulta: 

(3 .5 1 ) 

Aquí, es necesario subrayar que los instantes i- 1, i e i + 1 son números 
adimensionales enteros o fraccionarios que difieren entre sí una unidad que 
representa un incremento de T seg. Allievi denominó como instantes de pe
ríodo entero a la serie de valores particulares: 

O, i. 2i. 3i, ... ni 

Para el caso particular de una maniobra de apertura uniforme parcial 
o total iniciada desde un grado de cierre completo en el órgano (r¡0 = 0), 
Allievi demostró que, independientemente del tiempo empleado para lle
var a cabo la citada maniobra, si r > T, el valor mínimo de la carga se 
presenta siempre al final del primer instante de período entero (i = 1 ); así, 

11¡ 
si se sustituye la ecuación (3.40) con 1/¡ = en la (3.51) con r¡0 = O y 

8 
Z 0 = 1 se obtiene: 

-~)2 
\ 8 (3.52) 
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y si la apertura es total (1J¡ = 1 ): 

2 r .j € € 12 zmín = 1 + (e ¡2 -- ¡¡ (3.52a) 

tomando en cuenta que el valor de V que interviene en el parámetro 2E corres
ponde al flujo permanente final. 

Por lo que se refiere a otros tipos de maniobras lentas diferentes a la an
terior, la carga extrema (máxima o mínima) se puede presentar en cualquier 
instante i > 1 por lo que se sugiere aplicar la ecuación (3.51) de manera que 

el incremento entre dos instantes sucesivos sea igual a 0.25 (A t = ~ seg.) 

desde i = O hasta i = O + 2.00. ya que además de obtener la variación de car
ga en el órgano de control. este incremento permite obtener las cargas extre
mas en las secciones correspondientes a x = 0.25 L. 0.50 L y O. 75 L como se 
demostrará en la sección 3.13. 

Finalmente, para citar. un ejemplo, la ecuación (3 .51) puede escribirse co
mo sigue para los instantes 0.250, 1,000 y 1.2s·o: 

para i = 0.250 

2~.2 so = r J (€ Tlo.250 )
2 

+ 2 E 11-0.750 Z-{).750 -Z~o.7 so + 2 - E17o.2SO r 
para i = 1 .000 

Z~.ooo =[.j(E1JJ.ooo)
2 

+ 2E17o.ooo Zo.ooo -Z~.ooo+ 2- ET11.ooor 

parai= 1.250 

ZL5o = [J(€1) 1.250 )2 + 2 €170.250 Zo.2SO -2~.250 + 2- €1] 1.250 r 
3.12 CARTAS DE ALLIEVI PARA MANIOBRAS DE CIERRE O 

APERTURA UNIFORME 

Las cartas elaboradas por Allievi son de gran utilidad para estudios prelimina
res, ya que proporcionan un valor aproximado de la carga piezométrica máxi
ma o mínima en el órgano de control mediante un procedimiento bastante 
rápido. Sin embargo, estos diagramas fueron realizarlos bajo la hipótesis de 
que el área efectiva en el órgano tiene una variación uniforme o lineal con 
respecto al tiempo y, en consecuencia, no dan una estimación exacta de la 
carga piezométrica cuando la maniobra no es uniforme, así como tampoco se 
toma en consideración el efecto de la fricción en el conducto. 
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" 
~ ~ ~ ~ 

~~ ~ ~ ,. 
5.00 ,..--.,..r --r---""TT--,--"""Tr--r-r-,.--"'1 

E 

Figura 3.15 Carga piezométrica máxima para valores de € y e pequeños. 
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Con base en la ecuación (3.38) Allievi realizó unas cartas o ábacos, me
diante los cuales se obtiene la carga adimensional máxima Z~láx para una ma
niobra de cierre uniforme en función de los parámetros E y e. La primera de 
éstas sc muestra en la figura 3.15 donde pueden observarse los valores 
de z;n ;, que sirven para el cálculo de la carga piezométrica máxima de acuer
do con la expresión Hm:.., = H0 Z~ 1 ;_,,_y se utiliza para valores pequeños de 
E y e. 

En la segunda carta, que se muestra en la figura 3.16, se proporciona la 
magnitud de Z~, a_, resultante de una maniobra de cierre uniforme para valo
res intermedios de E y e, así como el instante al final del cual tiene lugar dicha 
carga. 

Para determinar este instante, se hace uso de la familia de curvas S que indi-

can el tiempo en unidades t = 2 L seg que transcurre desde el inicio de lama
a 

ni obra hasta el momento en el que se presenta Z~ áx. · 

Para el caso de un cierre uniforme parcial, en la expresión () = T, r deberá 

ser tomado como el tiempo necesario para realizar una maniobra de cierre 
completo con la misma velocidad con la que se efectúa el primero; en estas 
condiciones, si el tiempo fs indicado por la curva S para dar lugar a Z~áx es 
menor que el tiempo empleado para la última maniobra {t, < r), dicha carga 
s~;rá igual a la producida por un cierre completo y, en algunos casos, puede 
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Figura 3.16 Carga piezométrica máxima para valores de E y 11 intermedios. 

ser mayor aún que el obtenido mediante esta gráfica. Por el contrario, si el 
tiempo fs es mayor que r, esta carga no será alcanzada en este caso particular 
de maniobra. 

De la figura 3.16 puede comprobarse que si e ~ l. Z~"í' ocurre antes o 
al final de la primera fase sin depender del tiempo empleado para llevar a ca
bo la maniobra (cierre brusco), y si e > 1 dicho valor máximo ocurre en 
alguna de las fases posteriores (cierre lento): además, si E< 1, independiente
mente del valor de e. zmáx se presenta antes de la primera fase. 

2 o 5:? 
Z máx C? - -

.o 

~.o 

E 

Figura 3.17 Carga piezumétrica máxima para valores de € y 11 grandes. 

j 
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También resulta interesante observar en esta última figura que si 8 = 1 y, 
por ejemplo, E = 2 el valor de Z~, ax es igual a 5.00; para el mismo valor E pe
ro con 8 = 5, la magnitud de Z~,á' disminuye hasta 1.5 y para 8 = 20 se redu
ce hasta 1.11, lo cual proporciona una idea clara de la disminución del efecto 
del golpe de ariete con el aumento del tiempo de cierre. 

La tercera carta, que se muestra en la figura 3.1 7, define la magnitud de 
z;;, áx para Valores grandes de E y 8. 

También Allievi resolvió el problema para una maniobra de apertura uni
forme del órgano de control, y también elaboró cartas para este caso; así, 
mediante la figura 3 .IBa se puede encontrar el valor de la carga piezométrica 
mínima Z~, in, originada por una maniobra de apertura uniforme iniciada des
de una posición de cierre total hasta cualquier grado de la primera, para valores 

pequeños de E y 8, donde E deberá ser igual a u Vr . Obsérvese en esta figura 
2gHo 

que si 8 .;;;; 1, la magnitud de z~in es independiente del tiempo que dure la 
maniobra (apertura brusca). 

Finalmente, con relación a la figura 3 .18b puede verse que indica la mag
nitud de 2~ in para valores grandes de E Y 8. 

3.13 GOLPE DE ARIETE EN CUALQUIER SECCIÓN DEL 
CONDUCTO 

3.13.1 Ecuaciones de Angus .. 
' 

La ecuación adimensional de Allievi (ecuación 3.38), como ya se dijo, sólo 
sirve para defmir las oscilaciones de la carga piezométrica en una sección del 
conducto adya.:ente al órgano de control; no obstante, en cualquier sección 
se pueden calcular dichas oscilaciones mediante las ecuaciones de Angus. 

En efecto. si se recurre a la ecuación (3.24a) y se despeja el valor 

-; (V- V0 ) resulta: 

-ª-(V- V0 )=F(t+ x)-f(t-x) 
g a a 

Si se suma miembro a miembro esta última ecuación con la ecuación (3.24), 
se obtient! · 

H - H o - ª-(V - V 0 ) = 2F (t + x ) 
g a 

(3 .53) 

y si se resta de la misma ecuación permite escribir: 

a _ x 
lf-lf0 +-(V- Vol- 2/(l- -) 

g a 
(3 .54) 

'. 
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Figura 3.18 Carga piezométrica mínima. 

Q.02 
0.01 

Las dos últimas ecuaciones son de carácter completamente general y por 
tanto son válidas para cualquier sección del conducto: así, por ejemplo, si se 
aplica la ecuación (3 .S 3) en las secciones de coordenadas x 2 y x 1 para los 
instantes t 1 y t 2 respectivamente (figura 3.19), se tendrá que: 

( 3 5 S) 

' ~~ 
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--------------------------1-

Ho 

P.H.C. 
X=L 

Figura 3.19 

y 

(3 :55 a) 

Para poder igualar las ecuaciones anteriores es necesario que F adopte el 
mismo valor en las secciones consideradas y para que esto suceda los argu
mentos deben ser iguales, es decir: 

o bien 
t 1 x 2 t 2 x 1 -+-=-+-
T aT T aT 

Si los instantes t 1 y t 2 se eligen de tal manera que sean múltiplos del pe
ríodo T. de modo que t 1 = hT y t 2 = iT y se recuerda que aT = 2L, de la 
expresión anterior se deduce que: 

. _x...:2::.__-_x.:..1_ 
h =¡-

2L 
(3.56) 

Al igualar las ecuaciones (3.55) y (3.55a) y denotar los instantes t 1 y t 2 

por sus equivalentes adimensionales he i, se puede escribir: 
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(3.S7) 

Aplicando la ecuación (3.S4) a las mismas secciones x 1 y x 2 para los ins
tantes t 1 = iT y t 2 = jT, un razonamiento semejante al anterior conduce a: 

(3.S8) 

donde 

(3.S9) 

A las ecuaciones (3 .S 7) y (3 .S 8) se les conoce como Ecuaciones Conjuga
das del Golpe de Ariete o Ecuaciones de Angus, y permiten el cálculo de la 
carga piezométrica en una sección de coordenada x 1 para el instante i, si se 
conoce el valor de la velocidad en esta sección para el mismo instante y los 
de la carga y velocidad en otra sección x 2 para los instantes h y j. 

No obstante, es posible simplificar el problema planteado en el párrafo 
anterior si se elimina el valor de la velocidad en la sección x 1 sumando miem
bro a miembro las ecuaciones mencionadas, lo que da como resultado la si
guiente ecuación: 

(3.60) 

En el caso común es posible conocer la variación de la carga y velocidad 
en el 6rgano de control a partir de las ecuaciones de Allievi, por lo que si en 
las ecuaciones (3.S6). (3.S9) y (3.60) se hace X 2 =L. x 1 =x. se denotan las 
cargas y velocidades en el órgano como H (L. h) = H h. H (L, j) = H¡. V (L. h) = 
Vh, V (L. j) = Jlj·, y se despeja el valor H (x, i) resulta: 

y 

h=i- L-x 
2L 

(3.61) 

(3 .62) 

(3 .63) 

H. 
o bien, tomando en cuenta la ecuación (3.37), recordando que z¡ = H' , y 

aV o 
2E =--0 

, la ecuación (3.61) se puede escribir como: 
gHo 

1 Z2 (x, i) =1 [Z~ + ZJ- 2€ (17h Zh -TI¡ Z¡)] (3.64) 
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donde 

Z2 ( ') = H (X i) 
x, 1 Ho 

3.13.2 Golpe de ariete en maniobras rápidas 

De acuerdo con lo indicado en la sección 3.11, cuando en el órgano de con
trol se lleva a cabo una maniobra en un tiempo T <;;; T, el valor de la carga 
piezométrica extrcm~ en el órgano de control, es independiente tanto de 
7 como de la ley con la que se efectúe la maniobra. 

T 
Ahora bien, si se recuerda que 8 =-,como 8 <;;; 1 para este caso particu-

T 
lar de maniobra, si en la ecuación (3.64) se hace que h = 8 y j = 1, se tendrá 
que Z~ = ZJ = Z~ y r¡, z, = r¡

1 
Z¡. y en estas condiciones, para una determi

nada sección x =xm del conducto se cumplirá que: 

(3.65) 

además, como 8 < i <;;; 1, en el órgano de control (x = L) resulta: 

(3.65a) 

y de acuerdo con estas dos últimas ecuaciones se puede escribir: 

Z 2 (x, ¡) =z:n. Xm <;;x <;;L (3.66) 

Por otra parte, si se resta la ecuación (3.62) de la (3.63) y se sustituyen 
los valores de h = 8 y j = 1, se obtiene: 

Si se suman las mismas ecuaciones se tiene como resultado; 

i= 
1+8 

2 

(3.67) 

(3.67a) 

Tomando en cuenta lo anterior, y como Z 2 (0, i) = 1 para 8 >O, se puede 
afirmar que la carga que se presenta en el órgano de control se propagará hasta 
una detenninada sección x = xm, en la cual existirá un punto de discontinui
dad en la línea de cargas en el instante dado por la ecuación (3.67a) y el valor 
de esta coordenada dependerá dd que adquiera el parámetro 8; así cuando 
8 = O (maniobra instantánea), el valor de la carga que se origina en el órgano 

. ' 
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....... ----1~- -- -=m-I>H I>H 
-------

LP.H.C. X 

a) Maniobra instantánea(;= O, OL= Ol 

LP.H.C. 

b) Maniobra efectuada en un tiempo T < L L 
!eL <- 1 

a 2 

Ho 

L P.H.C. X 

L L 
e) Maniobra efectuada en un tiempo •=- ( 8L=-

a 2 

Figura 3.20 Variación de la carga piezométrica er un conducto para maniobras bruscas en 
el órgano de control. 

será el mismo en todo el conducto (figura 3.20a) y si (J = 1 dicho valor dismi
nuirá en forma continua desde el primero hasta el depósito (figura 3.20e). 
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LP.H.C. 

L 2L 
d} Maniobra efectuada en un tiempo - < T< 

a a 

2 

L P.H.C. 

Ho 

L 
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2 

2L 
e) Maniobra efectuada en un tiempo T "" (OL = L) 

a 

Carga piezométrica para una man1obra de cierre 

Carga piezométncd para una man1obra de apertura 

Organo de control 

T 
O o-

T 

2L 
T= 

a 

o.c. 

73 

Figura 3.20 Variación de la carga piezométrica en un conducto para maniobras bruscas en 
el órgano de control (continuación). 

3.13.3 · Golpe de ariete en maniobras lentas 

Para poder conocer la variación de la carga adimensional Z2 (x) con respecto 
al tiempo en una sección x del conducto, cuando !a maniobra en el órgano de 
control es lenta, es necesario conocer previamente dicha variación en este úl
timo y aplicar posteriormente la ecuación (3 .64) para los instantes: 
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L-x L-x 
i = - 2L 0.00, 2L 

L-x 
-- ' 0.500. 0.500 + 

2L 

0.250- L 2L X, 0.250. o. 250 + 
L-x L-x 

2
L , ... , n - 2L . n. n + 

L-x 
2L , 0.500 

L-x 
, donde 

2L 
n ,;;;;; 0 + 2 y el orden progresivo de los instantes dependerú del valor de X. 

Sin embargo, generalmente sólo resulta de interés el conocimiento de las 
cargas adimensionales extremas en una o varias secciones del conducto. Así, 

. 1 . 1 . 1 . O L L 3L por ejemp o, st se conocen as pnmeras en as seccwnes x = , 4, 2, 4 y 

L. es posible trazar envolventes y obtener de éstas los valores en otra sec
ción x diferente a las que se indican, o bien, efectuando una interpolación 
lineal o una parabólica entre los valores correspondientes a las secciones más 
próximas a esta última. 

Por otra parte. el valor de las cargas mencionadas en el párrafo anterior 
puede estar asociado a la onda directa que parte del órgano de control con 
dirección al depósito en el instante en que se presenta en el primero una de 
las cargas, o bien, a la onda reflejada que se origina en el depósito y viaja ha
cia el órgano, al que llega en el instante correspondiente al de una carga ex
trema. 

De acuerdo con lo anterior, si para el primer caso se considera que la onda 
directa asociada a la carga extrema Z~, que se presenta en el órgano en el 

instante id. llega a una sección x del conducto cuando i = id + L ;L x. este 

valor sustituido en las ecuacione; (3.62) y (3.63), permite escribir: 

(3 .68) 

(3.69) 

Si se suman miembro a miembro las ecuaciones (3.62) y (3.63). se despe
ja el valor de i y se toman en cuenta las dos últimas ecuaciones deducidas 
resulta: 

.. +L-x 
t = td 2L (3.70) 

y de la ecuación (3.64), con Zh = Z~ se obtiene: 

(3.71) 

En cuanto al segundo caso, la onda rel1ejada asociada a la carga extrema 

Z,2 que parte del depósito en el instante i = i, - ~. pasará por una sección x 

dd conducto cuando i = i, - L -;t, valor que con un razonamiento análogo al 
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realizado para la onda directa y haciendo ZJ = z;, conduce a las siguientes 
expresiones: 

h= i _L-x 
r L 

j = i, 

. . L-x 
1 =¡,--u 

z; (x, i) = ~ [ z~ + z;- 2E (r¡ 11 Zh - T/;Z; ) J 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

Ahora bien, si en las ecuaciones (3.69) y (3.72) se sustituyen los valores 

de x = ~· ; y 
3
}, se obtiene que j =id + O. 750, id + 0.500, id + 0.250 Y 

h = i,- 0.750, i,- 0.500 e i,- 0.250 respectivamente, lo cual permite dedu
cir que al efectuar el cálculo de la variación de cargas en el órgano de control 
mediante la aplicación de la ecuación (3.51 ), desd~ i = 0.000 hasta i ~ 8 + 2 
con un incremento de tiempo entre dos instantes sucesivos igual a 0.250 

(ll. t = ~ scg), es posible determinar las magnitudes de z; y ZJJ en las seccio

nes citadas de acuerdo con el siguiente procedimiento: 

l. Después de realizar el cálculo hidráulico en el órgano de control, el 
instante im en el cual se presenta la carga extrema Z~,, máxima·o mí
nima, se designa como id y se sustituye en las expresiones h = id y 
. . L -x 
¡=¡d +-L. 

2. Conocidos los valores de h y i. se encuentran los de ZJ, 2Er¡¡Z¡. Z~ y 

2~:r¡11 Z11 • con Z~ = Z~ y se sustituyen en la ecuación (3.71 l. obtc-

.. d · 1 Z 2 r ·¡ ct d · · + L - x mcn ose as1 a carga d x. 1 . on e 1 =Id 2L . 

3. Se repite d paso No. 1, hat:iendo im = i,. en las expresiones j = i, y 

h=i _L-x 
r L 

4. Se encuentran los valores de z;,' 2Er¡¡,Z¡,' z; y 2Er¡¡Z¡. con z; = z~. y se 
sustituyen en la ecuación (3.75). que da como resultado la carga 

zz( ·¡d d .. L-x 
r x, 1 , on e 1 = 1,- 2L 

5. Si la carga extrema en el órgano de control es máxima. la correspon
diente a cada sección en estudio será la que resulte mayor al comparar 
ZJJ (x, i) y z; (x. i), y en caso contrario será la menor. 

Es necesario señalar que d m\:todo de eálculo anteriormente descrito es 
de caráctt'r eompletamente general, y aunque en algunos casos es relativa-
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mente fácil identificar el tipo de onda al que está asociado un determinado 
valor extremo de la carga. se recomienda aplicarlo por su sencillez y con el fin 
de evitar algún error. 

3.14 ANÁLISIS APROXIMADO DE CONDUCTOS CON 
CARACTERÜiTICAS VARIABLES 

Hasta ahora. se han considerado conductos con diámetro. espesor y propie
dades elásticas constantes, pero existen casos en los que el conducto varía sus 
características geométricas y/o elásticas a lo largo de su desarrollo (figura 
3.21), y en estas condiciones se pueden aplicar los métodos antes expuestos 
para determinar la magnitud de la carga piezométrica en cualquier sección 
del conducto partiendo de algunas hipótesis simplificatorias mediante las que 
se substituye el conducto real por otro equivalente. cuyas propiedades de
penderán de la teoría que se elija para cuantificar los efectos del golpe de 
ariente. 

3.14.1 Conducto equivalente según la teoría de la columna rígida 

El análisis de un conducto con características geométricas variab!l's, en base a 
la teoría de la columna rígida, se lleva a cabo partiendo de la hipótesis de que 
la energía cinética del agua para el flujo permanente es la misma en los 
conductos real y equivalente. 

De acuerdo con lo anterior, la energía cinética para el conducto real 
E, se puede expresar como: 

(3. 76) 

Ho 

+~ 

---'-P-H._C ----~ F"' 
L' 

Figura 3.21 
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y para el conducto cquiv~lente en términos de la encrgí~ cin~tica del primer 

tramo (figura 3.21 ): 

donde Le es la longitud equivalente. 
Al igualar las dos últimas ecuaciones. recordando que por continuidad 

V 11 A 1 V=--. y después de ekctuar operaciones resulta: 
1 A" 

(3.78) 

luego, para obtener el valor de la carga piezométrica mL,diantc las ecuaciones 
(3.10aJ o i3.10b). u biL·n de la gráfica 3.1. el valur de la longitud L que apa

n:cc en el parámetro K,, deberá ser sustituido por el de la ccuaciún (3.78). 

3.14.2 Conducto equivalente según la teoría de la columna elástica 

En este caso, además de la hipótesis referente a la L!ncrgía cinética antes con
sidc·rada. se supone que el tiempo de traslación de la onda de presión para el 
rlu.ro transitorio es el mismo para los conductos real y cquiv;1lcntc. 

!'ara el conducto cqu¡valcntL' la cncrgí;¡ cín~tica 1:',. pliL'dc· cxp.rcsarsc 
L'OillO: 

E,. = ;g 1 L 1 A 1 + L o A , + . . . + L 11 A 11 l 1 · .. 2 13.79) 

donde J',. es la Velocidad L'C]LiiValcnk. 
Sí se igualdn las ecuaciones (3.76) y (3.79), se rL·cuerda que Q=r1 11 V11 y 

se dc,¡w¡;¡ ,.¡valor de V, .. se obt¡enc: 

(3 .80) 

Pur otra parte. de acUL·rdo con la hipótesis referente al tiempo dl' trasla
ción se puede escribir: 

L 1 L, 
-+-=-+·· u 1 a2 
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o bien 

fk 
k= 1 ak 

(3 81) 

siendo ae la celeridad de onda en el conducto equivalente. 
Una vez obtenidos los valores de Ve y ae se puede definir el parámetro 

2e ·como: 

(3 82) 

y un valor del periodo equivalente: 

que permiten el análisis de este último conducto mediante las ecuaciones 
de Allievi y Angus. o bien. con las cartas elaboradas por el primero. 

Sin embargo. es necesario señalar que los resultados obtenidos con los 
parámetros antes deducidos son aproximados y distarán más de los verdad<> 
ros conforme aumente el número de caracterfsticas diferentes en el conducto. 

3.15 CAVITACIÓN Y SEPARACIÓN DE COLUMNA EN 
CONDUCTOS 

Cuando en el perfil de un nmducto ex isll'n puntos altos como el 1\ dt: la 
figura 3.22, los gases y aire disueltos l'n el agua que contknc el primero for
man burbujas que se acumulan en dichos puntos. donde además la carga de 
presión frecuentemente tiene un valor reducido y las líneas de corriente 
tienden a separarse de la pared superior del conducto, aunque en esta zo
na para condiciones normales de operación •?xista flujo turbulento y una 
carga de presión superior a la de vaporización del agua. 

Ahora bien. cuando por efecto de alguna de las maniobras L'n el órgano 
de control descritas en secciones anteriores. se presenta el fenómeno de gol
pe de ariete y el[!radientc hidráulico resultante es tal·que la ~arga ele presión en 
el punto A resulta ser menor o igual que la de vaporización P, .. tendrá lugar el 
fenómeno de cavilación visto w la sección 2.4. Si además. el tamaño de \a-; 
cavidades o burbujas de vapor permite abarcar la totalidad de. la sección del 
condul·to. se prl'scntaní otro fl'n•ímcno que se conoce como separación de 
columna de agua (figura 3.:22). originando que una zona del conducto situa
da en la vecindad de dicho punto sea ocupada por vapor~.- que SL' formen dos 
columnas de agua en la fronll'ra d..: la misma que SL' vuelven a unir en forma 
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"" ENVOLVENTE OE CARGAS MINIMAS 

""' ~~~UMNAl 
-----T 

VAPOR OE AGUA 

---

P.H.C. 
X=L 

Figura 3.22 Cavilación y separación de columna en un conducto por gravedad. 

violenta cuando la presión es superior a P., lo cual provocará que se generen 
cargas de presión muy grandes que pueden dañar seriamente al conducto. 

Es necesario señalar que: el fenómeno de cavilación puede presentarse en 
cualquier sección dc:l conducto. tal como la correspondiente al órgano de 
control, siempn: que la presión sc:a lo suficit:ntemcnte reducida. y no necesa
riamenk tendrá lugar d de separación de columna de acuerdo con lo. expli
cado en relación al tamaño de las cavidades de vapor. 

Por otra parte. ante la presencia dL' estos fenómenos ya no resultan váli
das las ecuaciones para obtener las presiones extremas que se indicaron 
anteriormente y sólo puede detectarse la posibilidad de su existencia 'de los 
resultados del cálculo del golpe de ariete. que nccesanamcntc debe efectuarse 
cuando se lleve a cabo el proyecto para un conducto, y con esto se podrán 
tomar las medidas necesarias para evitar dichos fL·nómC'nos durante la opera
ci(lii del mismo.* 

3. 16 EJE MI' LOS 

Ejemplo 3.1 

Si en la válvula situada en c:l ,·xtremo aguas abajo del conducto de asbesto 
ccmc:nto que se muestra en la figura E3.1 se lkva a cabo una maniobra de 
cierre lineal total a p.¡rtir de un grado de apertura tDtal. cakular: 

1 d .. . . 
1 

.
1 1 1 

. L L 3L 
a¡ _a carga e pres10n maxuna en a va vu a y a' secc¡oncs x = 

4
. 

2 
Y4, 

de acuado con la teoría de la columna rígida. para un tiempo de cie
rre T = 16 seg. 

b ¡La carga de presión máxima y mínima en la válvula. ekctuando un de-

sarrollo en cadenas de Allicvi y en las secciones x = ~ . ~ y 
3,t. de 

~ Vt:r r~fercnn<J 3. 

•'' 

'\ 
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acuerdo con las ecuaciones de Angus, para un tiempo de cierre T = 
3.96 Te. 

e) La carga de presión máxima en la válvula mediante el uso de las cartas 
de Allievi. 

Solución 

a) De acuerdo con la ecuación (3.10a) se tiene: 

(~1/,),náx =[ ~r +)K,+ Kj ]Ho 

( L~ V )
2 

con K, = glfo; , y de la ecuación (3. 78), L =Le ya que A k =A 1 . 

0.356 
V,= V0 - V1; Va (O. 785 ) (0_ 61 0)2 = 1.218 m/seg, V¡= O:. ~ V,= 

( 
(2,015)(1.218) \ 2 

1.218m/seg,K, =. (9_8 l)(IOO)(l 6) ) = 0.024 

[ 
0.024 1 (0.024) 2 

] 
(~H,lmáx =-

2 
+y 0.024 + 4 - lOO= 16.70 

hpm;, = 100.00 + 16.70-0.00= 116.70 m, 117m. 

L~ V, 11!1, 
Además, de la gráfica 3.1. con 

11 
= 0.156 se obtiene que 11 = 0:17 :. 

(~H,lrr.áx=l7.00m. g 0 T o 

Por otra parte, como la variación de presiones a lo largo del eje del con
ducto, de acuerdo con esta teoría, es lineal, para cualquier sección x se dedu
ce que: 

donde (~H,lmáx (x) es el incremento máximo de la carga piezométrica en la 
sección x, así: 

L 
para x =-;¡-: 

L 
(~!!,)m áx (-:¡) = (0.25) (16.70) = 4.18 m; 

L 
hp máx C-¡l = 100.00 + 4.18- 68.00= 36.18 m, 36m. 

L 
para x =-r 
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ee:.H,lmáx e;)= (0.50) (16.70) = 8.35 m; 

hPmáx e;)= 100.00 + 8.35- 55.00 = 53.35 m, 53 m. 

para x = 3L 
4 

b) 

et:.H,lmáx c3; l = (0.75) (16.70) = 12.53 m.; 

hPmáx (
3; ) = 100.00 + 12.53-27.00 = 85.53 m. 85 m. 

b.J) Cálculo del conducto equivalente según la teoría de la columna elástica. 

De acuerdo con la ecuación (3.80), considerando que el diámetro del con
ducto es constante se tendrá: 

V,= V0 = 1.218 m/seg. 

Por lo que se refiere a la celeridad equivalente, de acuerdo con los espe
sores que se indican en la figura E3.1 se deduce que con excepción del tramo 
de tubería con clase A-14, los restantes son de pared delgada. por lo que 
según la ecuación (3.42) se obtiene lo siguiente: 

para el tramo con clase A-5: 

1,482 
a = -;::;=;=~;::;::;;:::=;;:::;:;:;:::- = 8 5 8 m/ se g . 

.J 1 + (0.0910)(0.610) 

0.028 

para el tramo con clase A-7: 

1,482 
a= -;===;:;:;:=;:=;:;::::;:::- = 952 m/seg . 

.J 1 + (0.0910)(0.610) 

0.039 

para el tramo con clase A-1 O: 
1,482 

a = -:=:_:::=:::;::;;::::-:;:::::;:::=:::;:::::
.J 1 + (0.09Í0)(0.610) 

0.057 

= 1,055 m/seg. 

para el tramo con clase A-14, de acuerdo con la ecuación (3.43): 

;_ - f 



j 

Ejemplos 83 

a 1.482 = 1,108 m/seg . 
..ji+4.48X 108 [0.149+0.093] 

2.45 X 109 O. 149 - 0.093 

luego, de la ecuación (3.81 ): 

2 015 
--[=--.,.-1 ----=~1.:::_-...,-¡-"""] -. --=-5 -=-¡ 5=-- = 9 84 m/ seg. 
500 858+952+1.055 +1,108 

1 y de las ecuaciones (3.82) y (3.83) 

2e = (984)(1.218) = 1.222 
(9.81 ¡(1 00.00) 

(2)(2,01·5) 
Te= = 4.1 O seg. 

984 

b. 2) Desarrollo en cadenas de Allievi: 

de la ecuación (3.39) con T/.f =O 

¡ r 3.96 Te i 
r¡¡ = l -O; e = Te = Te = 3.96 :. r¡¡ = 1 - --

3.96 
(ecuación 1) 

Tomando en cuenta la ecuación (3.51 ), ésta se puede escribir como:. 
2 

z¡ =[ .j b 2 +e- b ] (ecuación 2) 

donde 

b = er¡¡ = 0.611 r¡¡ 

e= 2er¡¡-1 Z¡_¡ - ZL + 2 = 1.222 r¡¡_¡ Z¡_¡ - z;_¡ + 2 

La solución de las ecuaciones ( 1) y (2) se puede llevar a cabo en forma 
tabular como se indica en la página siguiente. 

Así, por ejemplo, para el instante i = 0.250 (columna 1 ), se tendrá: T/¡ = 
0.93 7, f/¡_ 1 = 1.00 (columna 2), Z¡_ 1 = 1.00 (columna 6), ya que i- 1 = 0.250 
- 1.00 =- 0.750, y para i ,¡;;;O Z¡ = T/¡ = 1.000. 

b = (0.611 )(0.937) = 0.573 
e= ( 1.222)( 1.00)( 1.00)- 1.00 + 2 = 2.222 

Zf =I.J (0.573)2 + 2.222 _ 0.573r = 1.048 

Z¡ = .. / 1.048- 1.024 

para i "= 1.250 

(columna 3) 
(columna 5) 

(columna 7) 

(cohJmna 6) 

'· ' 
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(!) (2) (3) ( 4) (5) (6) (7) 

i T)¡ b b' e Z¡ z< 1 

.;;o 1.000 0.611 0.373 2.222 1.000 1.000 
0.250 0.937 0.573 0.328 2.222 1.024 1.048 
0.500 0.874 0.534 0.285 2.222 1.049 1.101 
0.750 ·o.811 0.496 0.246 2.222 1.075 1.156 
1.000 0.747 0.456 0.208 2.222 1.103 1.216 
1.250 0.684 0.418 0.17 5 2.124 1.098 1.206 
1.500 0.621 0.379 0.144 2.020 1.092 1.192 
1.750 0.558 0.341 O. 116 1.91 o 1.082 1.171 
2.000 0.495 0.302 0.091 1.791 1.070 1.145 
2.250 0.432 0.264 0.070 1.712 1.071 1.14 7 
2.500 0.369 0.225 0.051 1.637 1.074 1.154 
2.750 0.306 0.187 0.035 1.567 1.079 1.164 
3.000 0.242 0.148 0.022 1.503 1.087 1.180 
3.250 O. 179 0.109 0.012 1.419 l. 087 1 181 
3.500 0.116 0.071 0.005 1.330 1.084 1.176 
3.750 0.053 0.032 0.001 1.239 l. 082 l. 170 
4.000 0.000 0.000 0.000 1.141 1.068 1.141 
4.250 0.000 0.000 0.000 1.057 -- 1.057 
4.500 0.000 0.000 0.000 0.978 -- 0.978 
4.750 0.000 0.000 0.000 0.900 -- 0.900 
5.000 0.000 0.000 0.000 0.859 -- 0.859 
5.250 0.000 0.000 0.000 0.943 -- 0.943 
5.500 0.000 0.000 0.000 1.022 -- 1.022 
5.750 0.000 0.000 0.000 1.100 -- 1.100 
6.000 0.000 0.000 0.000 1.141 -- 1.141 

7)¡ = 0.684, 7)¡_ 1 = 0.937. 21_1 = 1.024 
b = (0.611 )(0.684) = 0.418 

e= (1.222)(0.937)(1.024)- 1.048 + 2 = 2.124 
Zi =[V (0.418) 2 + 2.124 - 0.418]2 = 1.206 

Z¡ =.J 1.206 = 1.098 

para i = 4.250 

7)¡ = 0.000, 7)¡_ 1 = 0.179, 2 1_1 = 1.087 
b = r.ooo 

c=(l.222)(0.179)(1.087)- 1.181 + 2= 1.057 

z; =e= 1.057 

(8) 

2E7)1Z 1 

1.222 
1.172 
l. 1 21 
1.066 
1.007 
0.918 
0.829 
0.738 
0.648 
0.566 
0.484 
0.403 
0.321 
0.238 
0.154 
0.070 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

\_ 
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Como puede observarse en la tabla de cálculo, el valor máximo de Z 2 se 
presenta en el instante i = 1.000 y su valor es z;,áx = 1.216, por lo que la 
carga piezométrica máxima en la válvula es H 111 á, = ( 1.216)( 1 00) = 121.60 m 
y la carga de presión máxima hp 111 ; .. , = H 111 ;., - Zp. hp 111 á, = 121.60- 0.00 = 
121.60 m. 

La carga· piezométrica mínima se presenta cuando i = 5.000 y su valor es 
~~in = 0.859, lo cual conduce a hpmín = (0.859)( 1 00) = 85.90 m. 

Es necesario señalar que si solamente se hubiese deseado conocer d valor 
de la carga de presión máxima, sólo habría sido necesario efectuar el cálculo 
hasta el instante i = 1.000, partiendo de i = 0.000 con !:li = 0.25. 

b. 3) De acuerdo con el procedimiento descrito en la sección 3 .13.3, de los 
pasos 1 y 2, resulta la siguiente tabla: 

Onda directa 

Carga 
Extrema Sección id 1 z2 

1 2Er¡¡Z¡ Z~-2Er¡hZh Z~(x,i) i 

L/4 1.000 1.750 1.171 0.738 0.209 1.059 1.375 
L/2 1.000 1.500 1.192 0.829 0.209 1.115 1.250 

Máx1ma 3L/4 1.000 1.250 1.206 0.918 0.209 1.167 1.125 
L 1.000 1.000 1.216 1.007 0.209 1.216 1.000 

L/4 5.000 5.750 1.100 0.000 0.859 0.980 5.375 

Mínima 
L/~ 5.000 5.500 1.022 0.000 0.859 0.941 5.250 
3L/4 5.000 5.250 0.943 0.000 0.859 0.901 5.125 

L 5.000 5.000 0.859 0.000 0.859 0.859 5.000 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

y de los pasos 3 y 4: 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

Onda reflejada 

Carga 

Extrema Sección i, h z1, -2er¡hzh Z2 + 2€r¡.Z· r 1 1 Z~(x,i) i 

L/4 1.000 0.250 1.048 -1.172 2.223 LOSO 0.625 
L/2 1.000 0.500 1.101 -1.121 2.223 1.102 0.750 

Máxima 3L/4 1.000 0.750 1.156 -1.066 2.223 1.157 0.875 
L 1.000 1.000 1.216 -1.007 2.223 1.216 1.000 

' ' 
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Onda Re[Ieiada 

' Carga z·-
r 

z;(x,i) Extrema Sección ir h zz -2er¡11 Z11 2er¡¡Z¡ i 
h 

L/4 5.000 4.250 1.057 0.000 0.859 0.958 4.625 
L/2 5.000 4.500 0.978 0.000 0.859 0.919 4.750 

Mínima 3L/4 5.000 4.750 0.900 0.000 0.859 0.880 4.875 
L 5.000 5.000 0.859 0.000 0.859 0.859 5.000 

Así, por ejemplo, para la sección x = ~. por lo que se refiere a la tabla de 

cálculo para la onda directa del paso l. para z~ = z;.,áx' resulta: 

y del paso 2: 

id = 1.000 = Ím 

h =id= 1.000 

j=id +Lzx = 1.ooo+o.1so= u5o 

(columna 3) 

(columna 4) 

ZJ = 1.171 (columna 5), 2Er¡¡Z¡ = 0.738 (columna 6). Z~ = 1.216 = Z~n· 
2Er¡hZh = 1.007, y de la ecuación (3.71) se obtiene· 

Z~ (x,i) = ~ ( ZJ + 2Er¡¡Z¡ + (Z~- 2er¡ 11 Z 11 ) j, 

z~ e¡. i) = ~. ( 1.171 + 0.738 + 0.209) = 1.059 (columna 8) 

1 e columna (5) +columna (6) +columna (7) 1 l olumna (8) = 2 

donde i =id + L 2-Lx = 1.000 + 0.375 = 1.375 · (columna 9) 

En cuanto a la tabla para la onda reflejada siguiendo el paso 3. para 
z~ = z;.,áx conduce a: 

y el paso 4 a: 

i, = 1.000 = im 
j = i, = 1.000 

L-x 
h = i, --L- = 1.000-0.750 = 0.250 

Z~ = 1.048 (columna 5), 2Er¡hZh = 1.172 

(columna 3) 

(columna 4) 

(columna 6) 

1 
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Z'f = 1.216 =Z~, 2er¡¡Z¡ = 1.007, lu~go de la ecuación (3.75): 

Z'f (x,i) = ~ [ Z~ - 2 er¡h Z 11 + (Z; + 2er¡¡Z¡)). 

z; e;. i) = ~ ( 1.048- 1.172 + 2.223) = 1.050 (columna 8) 

[ 
columna (5) +columna (6) +columna (7) J 

Columna (8) = 2 

con i = i,- L ;/ = 1.000-0.375 = 0.625 (columna 9) 

Finalmente, de acuerdo con el p'aso 5, si se examinan las dos tablas ante
riores se puede elaborar la siguiente: 

z2. z2. Hmáx Hmín Zp hpmáx hpmín 
~ección 

max nrn 
(m) (m) (m) (m) (m) 

L/4 1.059 0.958 106 96 68 38 28 
L/2 1.115 0.919 112 92 55 57 37 
3L/4 1.167 0.880 117 88 27 90 61 
L 1.216 0.859 122 86 o In 86 

En 'la figura E3.la puede observarse la evolución en tiempo de lacar
ga Z 2 en la sección x = L y en la figura E3 .1 b las envolventes de las cargas 
extr~mas. 

e) De la figura 3.15 con()= 3.96 y e= 0.611, 
hPmáx =(1.21)(100)= 121m. 

resulta Z2 • _ max 

r 
1.25 

1.20 

1. í5 

1.10 

1.05 

1.00 

0.95 

0.30 

0.85 

0.80 
o 

z2 
. = 1.216 max 

T= H¡ 
Ho 

Fase de excitación + Fase ~endular 

2T 

t 2L 
i=- T= -=4.10seg 

T a 

2 
zmín = 0.859 

6 

= 1.21' 

o 4.10 
2 

8.20 
3 

12.3 
4 

16.4 
5 

20.5. 24.6 t (seg) 

Figura EJ-la 

87 
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Hlm) 

125 

120 

115 

11 o 
Hmáx 

105 

100 

95 
--~ 

90 Ho =100m. 

85 

80 
o 

1 X .,_ 
1.00 L 0.25 

1 

0.50 0.75 

Figura E3-1 b 

Ejemplo 3.2 

Si en el ejemplo anterior, debido a una falla mecánica en la válvula resulta 
que r= 0.80 T. determinar: 

a) La carga de presión máxima en la válvula. 
b) La coordenada x hasta la cual se propaga la onda de presión máxima 

y la carga de presión en esta sección. 
e) Indi<.:ar las modificaciones que requiere el conducto t:n estas condicio

nes. 

Solución 

a) Como r < T se tendrá el caso de una maniobra rápida de cierre en la 
válvula y en consecuencia de la ecuación (3.49): 

( 
a V0 ) ( ( 9 84 )(1 . 2 1 8) ) 

Hmáx= 1+-H Ho= i+ - (100)=222.17m. 
g o (9.81)(100.00) 

b)x=OL;x O.~T (2,015)= 1,612 m. 

dr la figura E3.l. Zp (x= 1,612.00)= 23.00 m. 
Luego hPmáx = 222.17- 23.00 = 199.17 m, 199m. 
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e) Como la carga de presión resultante en la válvula y la sección hasta la 
cual se pmpaga la onda es superior a la máxima que se' especifica para 
el conducto se requiere la instalación de un dispositivo de alivio ubica
do aguas arriba de la mecionada válvula, mediante el cual se pueda 
reducir el valor de la carga. 

El análisis de estos dispositivos se estudiará en el capítulo 6. 

Ejemplo 3.3 

Si el gasto en el conducto de acero que se muestra en la figura 3.21 es de 
8.50 m 3 /seg. para condiciones de !lujo permanente con la compuerta total
mente abierta, L 1 = 48 m, L 2 = L

11 
= 74 m, D 1 = 1.83 m. D 2 = 2.44 m y 

H
0 

= 28.96 m, determinar la carga máxima de presión en la compuerta, si se 
lleva a cabo una maniobra de cierre parcial con Tlf = 0.50 y r = 3.00 seg .. de 
acuerdo con la teorfa de la columna rígida. 

Solución 

De acuerdo con la ecuación (3.78). el conducto equivalente resulta: 

A, L2 (1.83) 2 

Le= L 1 + A
2 

= 48.00 + 2.44 · 74.00 = 89.63 m. 

8.50 
Va 

2 
= 3.23 m/seg .. como T/f = 0.50; 

(0. 785)( 1.83) 

v1 = 3:/3 
= 1.62 m/scg.; ~V,= 3.23- 1.6 2 = 1.61 m/seg., 

(89.63 )( 1.61) 
.
1 

= 0.17. y de la gráfica 3.1. se obtiene: 
(9.81 )l-8.96)(3.00) 

(Zrlma> = 0.18;(~H,lmáx =(0.18)(28.96) =5.21 m. 
hpm;, = 28.96 + 5.21 = 34.17 m. 34m. 

Ejemplo 3.4 

Resolver el problema anterior mediante el uso de las cartas de Allievi. 

Solución 

Cálculo del conducto equivalente: 

para el tramo con D = 2.44 m: 
A = 4.6 7 m2

, V = 1.82 m/scg., e = 0.0094 m 
de la ecuación (3.42): 
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1,482 1 
a =j--¡==~co<='.o~lFi'Of76"")(""29.4747"") - = 765 m seg. 

1 +' ...:...::..:.-=:oo~. o~o794..,-_:_ 

para el tramo con D = 1.83 m.: 
A = 2.63 m 2 • V= 3.23 m/ seg., e= 0.0063 m 

1.482 
a= = 734 m/seg. 

o jl + (000106)(1.83) 

000063 

de las ecuaciones (3080) a (3o83): 

V =)(8.50)[(74000)(1.82) + (48.00)(3.23)] = 
2

_
28 

m/st: o 
e (74.00)(4067) + (48.00)(2063) g 

74000 + 48000 1 
= 753 m seg. 

74000 48000 
ae = 

+ 
765 734 

E 
.:....:(_7.:....:5 3--.:.)(~2.:....:0 2:...:.8~) = 3 o 02 Te 
(1906)(28.96) ' 

(2)(122) 

753 
= 0032 sego 

Para el uso de las cartas de Allievi en este caso particular de cierre, de 
acuerdo con lo indicado en la sección 3ol2·para r¡1 = 0.50, se tendrá: 

T = (2)(3000) = 6000 seg .. 8 = ~:~~ = 180 75 

de la figura 3016, con E= 3.02 y 0 = 18075: 

Z~áx = 1.18 Y IS = (13)(0032) = 4.16 seg.,luego /S< T y 
Hmáx = hpmáx =O 018)(28.96) = 34017 m .. 34m. 

Ejemplo 305 

Para el conducto y la ley de cierre que se indican en la t'igura E3.5 determinar: 

L L L 
a) La carga piezométrica máxima y mínima en las secciones x = 

4
• 3· 2· 

3L L 4Y. 
b) Si la presión atmosférica del lugar es de 1.030 kg/cm 2 o ¿Qué valor de 

Zp dará lugar a una presión absoluta de 1.50 kg/cm 2 en la sección 

x =~o cuando en Gsta se presenta la carga piezométrica mínima? 
) 
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Solución 

lal 

" 
1 00 ....._ 

0.90 
...... 

o 80 

0.70 

o 60 

0.50 

0.40 

0.30 

0.20 

0.10 

o 
o 2 3 4 

lb) 

Figura E3.5 

23.87 
---..,- = 3.27 m/scg. 

(0. 785 )(3.05)2 

X~ L 

¡-.., 
5 6 t lseg l 

L=915m. 

D ~ 305m. 

91 

Do = 23.87 m 3 /seg. 

a = 915 m/seg 

(915)(3.27) (2)(915) 6.00 
2€ =----- = 1.993 T = = 2.00 scg. O = -- = 3.00 de la 

(9.81)(153) ' 915 , 2.00 
ecuación (3.51) n:sulta: 
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y 

Z7 = h/ b 2 +e- b ]2 

b = €7)¡ = 0.9977)¡ 

e= 2e7J;_ 1 Z¡_ 1 - z¡_ 1 + 2 = 1.9937),_ 1 Z¡_ 1 - z;_ 1 + 2 · 

En forma análoga al ejemplo 3.1 se- lleva a cabo la solución de- la ecuación 
anterior d~ acuerdo con la siguiente tabla: 

i t( seg) 17¡ b b' e Z; z' 1 '2E1] 1Z1 

.:;; 0.000 0.000 1.000 0.997 0.993 2.993 1.000 1.000 l. 993 
0.250 0.500 0.950 0.947 0.897 2.993 1.025 1.051 l. 941 
0.500 1.000 0.900 0.897 0.805 2.993 1.052 1.106 1.887 
0.750 1.500 0.790 0.788 0.620 2.993 1.113 1.238 1.7 52 
1.000 2.000 0.700 0.698 0.487 2. 993 1.167 1.363 1.6 28 
1.250 2.500 0.600 0.598 0.358 2.890 1.204 1.450 1.440 
1.500 3.000 0.500 0.499 0.249 2. 781 1.242 1.542 1.238 
1.750 3.500 0.400 0.399 0.159 2.514 1.236 1.528 0.985 
2.000 4.000 0.300 0.299 0.089 2.265 1.235 1.526 0.738 
2.250 4.500 0.200 0.199 0.040 1.990 1.226 1.503 0.489 
2.500 5.000 0.100 0.100 0.010 1.69fi 1.206 1.45 S 0.240 
2.750 5.500 0.040 0.040 0.002 1.457 1.168 1.364 0.093 
3.000 6.000 0.000 0.000 0.000 l. 212 - l. 21 2 0.000 
3.250 6.500 0.000 0.000 0.000 0.986 - 0.986 0.000 
3.500 7.000 0.000 0.000 0.000 0.785 - 0.785 0.000 
3.750 7.500 0.000 0.000 0.000 0.729 - 0.729 0.000 
4.000 8.000 o 000 0.000 0.000 0.788 - 0.788 0.000 
4.250 R.'íOO 0.000 0.000 o 000 1.014 - 1.014 o 000 
4.500 9.000 0.000 0.000 0.000 1.215 - 1.215 o 000 

Como puede verse en la tabla. la carga adimcnsional máxima y mínima 
en la compuerta se presenta en los instantes i = 1.500 y 3.750 con valores de 
Z 2 de 1.542 \" 0.729 respectivamente. luego: 

IJ"'"'' ~ ( 1.542 )( 153 J = 23h m. 

y 

Hmín=(0.729)(153)= 112m. 

En la figura E3.5a puede verse la evolución en d tiempo de la carga Z 2
. 

De acuerdo con el procedimiento descrito en la sección 3.13.3 para la 
onda directa se tendrá: 
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1.60 

1.50 

1.40 

1.30 

1.20 

1.1 o 

1.00 

0.90 

0.80 

0.70 

Carga 
E.r!ICIIu.i 

Máxima 

Mínima 

z' 

z' . ; 1.542 
max 

z' . "o.729 mon L---··-----------..:.:.:;.;.;_ ___ _. 
o 1 
o 2 00 

Sección id 

1.(4 1.500 
1./2 1.500 

3Lf4 1.500 
L 1.500 

L/4 3.750 
L/2 3.700 

3Lj4 3.750 
L 3.750 

2 

4.00 
3 

6.00 

4 

8.00 

Figura E3.Sa 

Onda directa 

j z' 
1 

2er¡¡Z¡ 

2.500 1.503 0.489 
2.000 1.526 0.738 

1.750 1.52g 0.985 
1.500 1.542 1.238 

4.500 1.215 0.000 
4.250 1.014 0.000 
4.000 0.788 0.000 
3.750 0.729 0.000 

5 
10.00 

z'-d 
2er¡hZh 

0.304 
0.304 

0.304 
0.304 

0.729 
0.729 
0.729 
0.729 

r (seg) 

Z~(x,i) 

1.148 
1.284 

1.409 
1.542 

0.972 
0.872 
0.759 
0.729 

y para la onda retlejada: 

Onda refleJada 

Carga Z'+ 
r 

Extrema Sección i, h z' -2er¡hZh 2er¡¡Z¡ z;(x,i) h 

L/4 1.500 0.750 1.23~1 -1.752 2.780 1.133 

' 
1.(1 ].500 1.000 1.363 -1.628 2.780 1.258 

93 

. 

i 

1.875 
l. 7 50¡ 

1.625 
1.500 

4.125 
4.000 
3.875 
3.750 

1 

i 

1.125 
1.250 
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Onda reflejada 

Carga 
z2+ 

r 
2 z;(x,i) Ex trena Sección i, h z" -2Er¡11 Zh 2Er¡¡Z¡ i 

Mhima 31-/4 1.500 1.250 1.450 -1.440 2.780 1.395 1.375 
L 1.500 1.500 1.542 -1.238 2.780 1.542 1.500 

L/4 3.750 3.000 1.21 2 0.000 0.729 0.971 3.375 
L/2 3.750 3.250 0.986 0.000 0.729 0.858 3.500 

Mínima 3L/4 3.750 3.500 0.785 0.000 0.729 0.757 3.625 
L 3.750 3.750 0.729 0.000 0.729 0.729 3.750 

Del paso 5 resulta: 

Sección 2 2 /{,1/ÚY H," Úl 

Z nuí1 zmá.x (m) (m) 

L/4 l.l48 0.971 176 149 
L/2 1.284 0.858 196 1 3 1 

3L/4 1.409 0.757 216 1 16 
L 1.542 0.729 236 1 1 2 

Por lo que se refiere a la sección x =;, los valores de la carga piezométrica 

máxima y mínima, se obtienen interpolando linealmente entre los correspon-
L L 

dientes a las secciones x = - y x = -: 
4 2 

~0.083L----j 
f---------0.250L -------f 

de la figura anterior se deduce que: 

así, para la carga máxima: 

H máx (; )= 176 + 0.333(196- 176) = 183 m. 
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y para la mínima: 

Hmín (; )= 149 + 0.333(131 - 149) = 143 m. 

b) La carga piezométrica absoluta en la sección x = ~- H~ = ;) es igual a la 

suma de la carga piezométrica más Pa, donde Pa es la presión atmosférica 
'Y 

del lugar. es decir: 

y la carga de presión absoluta: 

hp (;) = H(;) + ~ - ZP ; luego 

15.00 = 143 + 1 0.30- Zp; Zp = 138.30 m 

y con este valor resulta una carga de presión relativa: 

hp(~) = 143.00- 138.30 = 4. 70 m. 

Ejemplo 3.6 

Para el conducto que se muestra en la figura E3 .6 determinar las cargas de 
presión máxima y mínima resultantes de la siguiente maniobra de apertura: 

t(seg) 1) 

0.00 0.000 
0.50 0.050 
1.00 0.100 
1.50 0.200 
2.00 0.300 
2.50 0.400 
3.00 0.500 
3.50 0.600 
4.00 0.700 
4.50 0.800 
5.00 0.900 
5.50 0.950 
6.00 1.000 

Solución 

2L (2)(914) T 6.00 
T =--¡¡- 914 = 2.00 seg.; 8 =-;¡ = 2_00 = 3.00; 

····1 
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v,= 1.64 m/seg. 
," = 914 m/seg. 
L= 914 m 

·¡ 
_LI~==----::::=:::::=_--_ =--==--::::~::::::::L=--==-~~==--==---.=--~=--=1 r ~·: ~ 

Figura E3.6 

(914)(1.64) 
2€ = = 1.005; de la ecuación (3.51). se obtiene: 

(9.81 )( 152) 

donde b = er¡¡ y e= 2Er¡;_ 1 Z;_ 1 - Z[" 1 + 2 
Procediendo de la misma forma que en los ejemplos anteriores. la ecua

ción anterior se puede resolver haciendo la siguiente tabla: 

i r(seg) 1)¡ b b2 e Z; z2 
1 2E1)¡Z¡ 

¡.;;; 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 1.000 1.000 0.000 
0.250 0.500 0.050 0.025 0.001 1.000 0.975 0.952 0.049 
0.500 1.000 0.100 0.050 0.003 1.000 0.951 0.905 0.096 
0.750 1.500 0.200 0.101 0.010 1.000 0.904 0.817 0.182 
1.000 2.000 0.300 0.151 0.023 1.000 0.860 0.740 0.259 
1.250 2.500 0.400 0.201 0.040 1.097 0.865 0.749 0.348 
1.500 3.000 0.500 0.251 0.063 1.191 0.869 0.755 0.437 
1.750 3.500 0.600 0.302 0.091 1.365 0.905 0.818 0.546 
2.000 4.000 0.700 0.352 0.124 1.519 0.930 0.865 0.654 
2.250 4.500 0.800 0.402 0.162 1.599 0.925 0.856 0.744 
2.500 5.000 0.900 0.452 0.205 1.682 0.922 O.R49 0.834 
2.750 5.500 0.950 0.477 0.228 1.728 0.922 0.849 0.880 
3.000 6.000 1.000 0.503 0.253 1.789 0.926 0.857 O. 931 
3.250 6.500 1.000 0.503 0.253 1.888 0.960 0.922 0.965 
3.500 7.000 1.000 0.503 0.253 1.985 0.993 0.98i5 0.998 
3.750 7.500 1.000 0.503 0.253 2.031 1.008 1.017 l. O 13 
4.000 8.000 1.000 0.503 0.253 2.074 1.022 1.045 1.on 
4.250 8.500 1.000 0.503 0.253 2.043 l. O 12 1.025 l. O 17 
4.500 9.000 1.000 0.503 0.253 2.012 1.002 1.004 1.009 
4.750 9.500 1.000 0.503 0.253 1.996 0.997 0.993 0.998 
5.000 10.00 1.000 0.503 0.253 l. 982 0.992 0.984 0.989 

En la figura E3.6a puede verse la evolución en el tiempo de la carga Z 2 . 

Sigukndo el procedimiento indicado en la sección 3.13.3 para la onda 
directa resulta: 



Ejemplos 

, . , o 

1.05 

1.00 - - - - --

z2 =0.740 

z2 
. = 1.045 max 

0.70 1.....---------------------+ 

Carga 
Extrema 

Mhima 

Mínima 

o 
o 

Sección 

L/4 
L/2 

3L/4 
L 

L/4 
L/2 

3L/4 
L 

2.00 

id 

4.000 
4.000 

4.000 
4.000 

1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

y para la onda reflejada: 

Carga 1 
Ex trema Secc;ón ir 

L/4 4.000 
L/2 4.000 

Máxima 3L/4 4.000 
L 4.000 

2 
4.00 

3 
6.00 

4 
8.00 

Figura E3.6a 

Onda directa 

j z2 
1 2er¡¡Z¡ 

4.750 0.993 0.998 
4.500 1.004 1.009 

4.250 1.025 1.017 
4.000 1.045 1.027 

1.750 0.818 0.546 
1.500 0.755 0.437 
1.250 0.749 0.348 
1.000 0.740 0.259 

Onda reflejada 

5 
10.00 

z2-
d 

2er¡hZh 

0.018 r 
0.018 

0.018 
0.018 

0.481 
0.481 
0.481 
0.481 

zl+ r 

h z2 
h -2er¡hZh 2er¡¡Z¡ 

3.250 0.922 -{),965 2.072 
3.500 0.986 -{),998 2.072 
3.750 1.017 -1.013 2.072 
4.000 1.045 -1.027 2.072 

t (segl 

Z~(x,i) 

1.005 
1.016 

1.030 
1.045 

0.923 
0.837 
0.789 
0.740 

z;<x.i) 

1.015 
1.030 
1.038 
1.045 

97 

,. 
i 

4.500 
4.250 

4.125 
4.000 

1.375 
1.250 
1.125 
1.000 

i 

3.625 
3.750 
3.875 
4.000 
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Onda reflejada 

Carga ! z2+ 
z2 ' Z~(x,l) Extrema Sección ·~ h -2€Tl11 Zh 2Er¡¡Z¡ i 

h 

L/4 1.000 0.250 0.952 --{),049 0.999 0.951 0.625 

Mínima 
L/2 1.000 0.500 0.905 --{).096 0.999 0.904 0.750 

3L/4 1.000 0.750 0.817 --{).182 0.999 0.817 0.875 
L 1.000 1.000 0.740 --{),259 0.999 0.740 1.000 

Finalmente del paso 5 se obtiene: 

Sección z~áx z:nín hpmáx hpmín 

L/4 1.015 0.923 ]54 140 
L/2 1.030 0.837 ]57 127 

3L/4 1.038 0.789 ]58 120 1 

L 1.045 0.740 ]59 ]] 2 1 

3.17 PROBLEMAS PROPUESTOS 

Problema 3.1 

De acuerdo con la teorfa de la columna elástica, determinar la carga mínima 

de presión en las secciones x = ~, ~, 3f y L del conducto que se muestra en 

-~-

X/L zp (m 1 

0.25 90.00 
0.50 55.00 
0.75 20.00 
1.00 0.00 

X=L 

Figurn P3.1 

0=3.05 m. 
Oo=23.90 m/seg. 
a= 914 m/seg. 

X 

COMPUERTA 

i ~'-
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la figura P3.1 si en la compuerta se lleva a cabo una maniobra de apertura 
con la siguiente ley. 

t( seg) 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 
1) 0.000 0.106 0.213 0.330 0.670 0.809 0.894 0.957 1.000 

(Respuesta: 36, 49, 75 y 87 m.) 

~-

3 0 0 = 1.00 m /seg. -
X= O 

a) 

r¡ 

~=1.00-0.lOr. o.;;r.;;,l.OO 

0.60 

~= 1.1o-o.2or . 1.oo<r.;;s.oo 
0.40 

0.20 (r= i Te) 

TJ=o.so-0.10r. s.oo.;;r<s.oo 
0.___..._ _ _...2 ___ 3 __ 4~--5-..;::, ... 6 ___ _. r !se~.) 

b) 

Figura P3.2 y P3.3 . 
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Problema 3.2 

Para el conducto que se muestra en la figura. determinar las cargas de 
presión máxima y mínima en la válvula y la sección A. cuando en la primera 
se efectúa la maniobra de cierre cuya ley se indica. 

(Respuesta: 154 y 22 m.; 90 y 19 m.) 

Problema 3.3 

Resolver el problema anterior aplicanc:io la teoría de la columna rígida, supo
niendo una maniobra de cierre uniforme total en un tiempo T = 6.00 seg. 

(Respuesta: 133 y 35 m.; 77 y 33 m.) 

Problema 3.4 

Determinar la carga. de presión máxima y mínima en la compuerta y las sec-. 

· L L ?>L d 1 d t 1 r· . 1 . ClOnes x = 4· 2 y ·-¡- e con ucto que se mues ra en a ¡gura. s1 a pnmera 

se somete a una maniobra de cierre con la siguiente ley: 

r(seg) 0.000 

11 1.000 

X= O 

X/L 

0.00 
0.25 
0.50 
0.75 
1.00 

0.750 1.500 2.250 1 3.000 3.750 4.500 5.250 6.000 

0.975 0.925 0.850 "1 0.800 0.650 0.500 0.350 0.00 

(Respuesta: 80. 33,53 y 67 m.; 12, 13, 15 y 13m.) 

Zplm) 

30.00 
23.00 
12.00 
6.00 
0.00 

Figura P3.4 

V o= 1.00 m/seg. 
a= 1 098 m/seg. 

Ho= 46 m. 

X=L 
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Problema 3.5 

Si en el problema anterior, por una falla en la compuerta ésta se cierra en un 
tiempo T = O. 75 T, determinar el valor de la carga de presión máxima en la 
misma y la coordenada x hasta la cual se propaga la onda de presión. 

(Respuesta: 158 y 309m.) 

Problema 3.6 

Para el conducto que se muestra en la figura, de acuerdo con la teoría de la 
columna elástica, determinar la carga máxima de presión en la compuerta y 

1 . L 2L . ·r d 1 . t' d d as secciOnes x = 3 y -
3
-, para un c1erre u m orme e a pnmera par 1en o e 

un grado de apertura total hasta llegar a un valor TI¡= 0.50 en un tiempo T = 
3 seg. 

Problema 3.7 . 

Si la velocidad en la sección 
puede expresar como: 

(Respuesta: 126, 110 y 118m.) 

del conducto que se muestra en la figÚra se 

donde h pi es la carga de presión inmediatamente aguas abajo del órgano de 
control (sección 2) que permanece constante, y H; es la carga piezométrica en 
la sección 1, partiendo de la ecuación (3.35) demostrar que: 

-.....,¡¡_.---!-- o -, 
H0= 100m. 

d = 975 m/seg 
V o= 1.68 m/seg. 

-=+===~~:::::::::::::====::::=-\-_Lj _., X 

P.H.C. 
""""------ L= 732 m.-------1 COMPUERTA 

X= O X=L 

Figura P3.6 

.. 
• ,'1 

.•. ~ 

,_ 
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-

X=L 

Figura P3.7 

siendo 

H¡ -hp¡ aV0 Z 2 = ---- v 2€ =--
' H~ . gH¿ 

Problema 3.8 

Calcular la carga máxima de presión en la válvula del problema 3.3, utilizan
do las cartas de A\lievi. 

(Respuesta: 133m) 

Problema 3.9 

Calcular la carga máxima de presión en la compuerta del problema 3.6. utili
zando las cartas de Allievi. 

(Respuesta: 128 m) 

Problema 3.1 O 

Si en el conducto mostrado en la figura 3.5 se efectúa una maniobra de cierre 
total en el órgano de control. con base en la teoría de la columna rígida y su
poniendo que la carga piezométrica en la sección ubicada inmediatamente 
aguas arriba de x = L, se puede expresar mediante la relación lineal (ver figura 
P3.10): 

t 
H= Ho + (Hmáx- Hu)

T 

X 
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T 
Ho 

1 

demostrar que: 

H 

f-~~~~T-~~~~ 

Figura P3.10 

2LV0 +-
gr 

103 

H 

donde fl máx es la carga máxima en d órgano que se presenta en d instante 
t = r. Esta ecuación se conoce en la literatura tt!cnica como Fórmula de 

LVO 
Michaud 5

· 
17 (ver capítulo 1 ), y resulta aplicable para valores de ,;;;; 1.5. 

grf/0 

Problema 3.11 

Vaificar que las ecuaciones (3.24) y (3.24a) son soluciones generales de las 
ecuaciones (3.2la y 3.22a). 

Problema 3.12 

Con base en la ecuación (3.38) demostrar que si se efectúa una maniobra de 
cierre brusco (O,;;;; 1) en el órgano de control de la figura 3.9, de acuerdo con 
la ley que se indica en la f¡gura P3 .12las cargas extremas en el órgano resultan: 

y 

skndo su magnitud independiente de la ley de cierre y se presentan cuando 
i=Oei=O+l. 
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r 
' t 

Problema 3.13 

Golpe de arieu en conductos p01 gravedad 

-+--- 9 --+
Figura P3.12 

Verificar que la evolución de carga en el órgano de control de la figura 3.9 es de 
la forma que se indica en la figura P3.13 para las condiciones e= O, O< e < 1 
Y e= t. 

Problema 3.14 

Verificar qut: la evolución de carga en las secciones x =O (inmediatamente 
aguas abajo del depósito), 0.25 L, 0.50 L y 0.75 L de la figura 3.2 es la que 
se indica en la figura P3 .14. 

-----9 =o 
----o<9<1 
---·- 9 = 1 

Figura P3.13 
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T 
2E T! ~L------,---'----

1.1_ 

1 

T 
2• 

Ti 
1.1_ 

1 

T 
2E 

T! 
1_t_ 

1 

T 
2E 

Ti 
1_t_ 

1 

1 

0.5 1.5 
( a) 

2 

·~ z 
-

--- -

-
. 

0.5 1.5 
b) 

2 z 

---- -· 

' 
0.5 1.5 

e) 

1 

2 

2 

1 

2 

X 
-=O 
L 

2.5 3 

---, 

--

X 
~ = 0.25 
L 

2.5 3 

--

X - = 0.50 
L 

' 
2.5 3 

-----------------------e-------------

X 
- 0.75 

L 

. 
0.5 1.5 2 2.5 3 

d) 

Figura P3.14 

JOS 

.. 

' 
·.¡ 

• 

.. 
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4.1 INTRODUCCIÓN 

El golpe de ariete en plantas de bombeo puede presentarse como resultado 
de diversas condiciones de operación que modifican el régimen de !lujo 
permanente a través de los equipos y las tuberías de succión y descarga, 
dando lugar a oscilaciones del gasto y la carga piezométrica. 

Dentro de las causas que originan la presencia del fenómeno en estudio 
pueden citarse las maniobras de cierre o apertura de válvulas de secciona
miento en la tubería de descarga que se efectúan antes del paro o después 
del arranque de una bomba respectivamente, el arranque o paro de una 
bomba sin válvulas en la tubería de descarga. las fallas mecánicas en la bom
ba, y el paro ocasionado por una interrupción brusca de energía eléctrica al 
motor. 

En nuestro medio. la condición que se presenta con más frecuencia es 

aquella en la que se instala una válvula de no retorno en la tubería de descar
ga para impedir la inversión del !lujo en la bomba y para cuantificar los efectos 
del golpe de ariete en este caso,* sólo se requiere conocer el comportamiento 
de la bomba wando el flujo consL-rva su dinxción original. Por la importan
cia de esta condición en la práctica, en este capítulo se describirán los méto
dos para obtener el valor de la carga piezométrica tanto en la bomba (x = 0) 
como en cualquier sección de la tu bcría de descarga, para el caso de plan
tas de bombeo con equipos iguales operando en paralelo, a partir de las leyes 
de semejanLa para máquinas hidráulicas. y la aplicación de las e..:uacioncs de 
Allievi y Angus estabkcidas m los dos últimos capítulos. Es importante 
señalar que 'en este capítulo no se considera el efecto de la fricción y, por 
tal motivo, la carga piezométrica en cualquier sección del conducto H(x) 

se considera constante e igual a Ho para las condiciones de tlujo perma
nente inicial (figura 4.1 ). 

*l'ara los lct:torc'i intcrc,atll.l'i l'n el l:Úkulo del golpe de- ariete sin ha prcscnda dt• una v;'¡lvula de no rl'

torno en la tu hería úc t.h:..;c.u~a se rl'l.~omicnd;m l<.~'i n:fCrcncia~ 1. 3. 8 y 9. 

107 
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4.2 DESCRIPCIÓN DEL FENÓMENO 

En la sección 3.2 se llevó a cabo la descripción del fenómeno en estudio para 
el caso de un conducto con un depósito de nivel constante y un órgano de con
trol situados en los extremos aguas arriba y aguas abajo respectivamente. lo 
que permitió. tener un conocimiento cualitativo del mismo para este caso 
particular. 

Sin embargo, ahora es necesario efectuar una nueva descripción para otro 
caso que se presenta con frecuencia en la práctica y que consiste en la inte
rrupción instantánea del suministro de potencia en una planta de bombeo tal 
como la mostrada en la figura 4.1. donde puede verse una bomba que opera 
en condiciones normales antes de la interrupción y un depósito de nivel cons
tante situados en los extremos aguas arriba y aguas abajo de una tubería de 
descarga desprovista de válvulas respectivamente. 

•X 

X=L 
Ho 

(P.H.C. 

Figura 4.1 

En el instante en que se presenta la interrupción citada en el párrafo 
anterior, se inicia la denominada Zona de operación de bomba (figura 4.2) 
donde la única energfa que permite seguir girando a los elementos rotatorios 
del conjunto bomba-motor es la cinética de estos últimos. pero debido a que 
ésta es muy pequefia comparada con la requerida para las condiciones norma
les de operación. la velocidad angular de tales elementos disminuye rápida
mente; tan pronto como esto acontece. la carga piezométrica y el gasto 
suministrado por la bomba también decrecen y se generan ondas de presión 
que partiendo de ésta viajan por la tuberfa hasta llegar al depósito donde se 
reflejan. 
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h, V, U' 

ZONA DE OPERACIÓN 

DE BOMBA D~?IPACION 
t DE ENEAGIA 

COMO TURBINA 

....,;::_ 

l f(h) 
H 

h=-

0.0 

Ho hmáx 

~-{ ¿ V o 
v=- = -

V o 00 

"--i\-- w n 
Cl' =- =-i\ Wo no 

0 
hmin 'T .J.v=O" 

1 
1 V=Ó \. a: = o' 

'\- f(Cl') \. 
'\ 
'\ \ - v máx 

'\ . r··· 1\ \ 1 

'<\<__L "'' l 
·"-.._./_ 

1.00 

L 
t=O r~-- r 

a 

Figura 4.2 Zonas de operación de una bomba despues de la interrupción instantánea del 
suministro de energía. 

Mientras tanto, la disminución de la velocidad angular sigue progresando 
rápidamente hasta un límite en que la bomba no puede seguir alimentando a 
la tu berfa de desca1ga, y como no existe una válvula que .lo impida el flujo 
a través de la carcasa de la bomba invierte su dirección, aunque los elementos 
rotatorios todavía giren en el sentido original, iniciándose con esto la llamada 
Zona de disipación de energía. 

A partir del instante anterior la velocidad angular disminuye aún más 
rápidamente hasta llegar a un valor igual a cero, terminando con esto la zona 
de disipación e iniciándose ~a operación de la bomba como turbina denomi
nada como Zona de operación de turbina, y a medida que la velocidad de 
rotación inversa de los elementos de la bomba se aproxima a su valor máxi
mo, el flujo invertido que circula a través de ella se reduce rápidamente. 

En cons,,cucncia. puede Vc,rs,, que cxistcn tn·s 1.01ws de' fum:ionamknto 
de la bomba perfectamente bien definidas que son: las de operación de 
bomba, disipación de energía y operación de turbina. La primera se caracteri
za por un decremento tanto en la carga piczométrica, que alcanza su valor 
mínimo en esta zona, como en el gasto bom bcado que se reduce hasta cero; 
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h. V 

2L 
T=

a 
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-r--1 --·------~ 

Ho 
VÁLVULA DE NO 

CP.H.C. 

' T l ., T 

Figura 4.3 Variación de h y v en la bomba cuando existe una válvula de no retorno en la 
tubería de descarga. 

la segunda y tercera. por el incremento tanto en el nujo invertido como en la 
carga que llegan hasta su valor máximo en la última zona. 

Ahora bien, si en la tubería de descarga existe una válvula de no retroce
so que cierra cuando se invierte el nujo en la bomba (figura 4.3), ésta sólo 
trabajará en la primera zona y, en el instante de cierre, tendrá origen la osci
lación asociada a la carga máxima que se presentará en la bomba T seg des
pués, y si en lugar de esta válvula hay una de seccionamiento en la que se 
inicia una maniobra automática de cierre en el instante correspondiente a la 
interrupción de energía, dependiendo de la ley con la que se lleve a cabo dicha 
maniobra, serán las zonas en las que opere la bomba y la magnitud de las 
oscilaciones de carga y gasto. 

Por otra parte, para la condición de paro normal de una bomba el efecto 
del golpe de ariete puede atenuarse si se instala una válvula de seccionamicn
to en la tubería de descarga que se cierra lentamente antes de la interrupción 
de energía. 
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Cuando se interrumpe el summistro de energía al motor de una bomba, la 
rapidez de variación de la velocidad angular w de los elementos giratorios del 
conjunto bomba-motor dependerá del momento de inercia de los mismos!, 
que a su vez está relacionado con el par motor Tr de acuerdo con la siguiente 
expresión: 

dw 
Tr=-1-

dt • 
11"n* 

w=--
30 

( 4.1) 

recordando que la potencia suministrada por el motor está determinada 
como: 

P=wTr 

de las dos últimas ecuaciones resulta: 

y 

dw 
P=-Iw

dt 

Por otra parte, de acuerdo con la ecuación (2.34) se puede escribir:' 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

y el subíndice o denota las condiciones para el flujo 

permanente inicial. 
Al sustituir las ecuaciones (4.4) y (4.5) en la (4.3) se obtiene: 

• , -t 
w esta expresada en scg y n en r.p.m. 

Ao (7rno)2 1 

9Qf}yQ0 H 0 

dOI. 
01.-

dt 
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si la ecuación anterior se integra tomando como Hmites las condiciones ini
ciales (o:= 1, t = 0). y las correspondientes a cualquier instante de la primera 
zona de operación de la bomba (o:, t): 

da como resultado: 

donde 

r do: 
-= 

t 
¡=-y 

T 

(4.6) 

Como puede observarse, la ecuación anterior permite obtener el valor de 
O:; conocido el período T y el parámetro Kb, que depende de las condiciones 
iniciales de operación de la bomba (Q0 , H0 , 11 0 y /. 0 ), y del momento de 
inercia proporcionado por el fabricante. 

Es importante señalar que generalmente el procedimiento a se¡!uir para ob-
1\'ner la variación de o: con respecto al tiempo. implica el conocimiento del par 
Tr, también como una función del tiempo, o bien. del parámetro adimensional 

Tr 
{3 =--,que difícilmente se encuentra disponible en la práctica. No obstan-

(Tr)0 
te, de acuerdo con los cálculos de golpe de ariete realizados por el autor, para 
valores de Kh Tcomprendidos entre 0.1 O y 5.00, la ecuación (4Jí) proporcio
na resultados precisos para la primera zona de operación de la bomba. o sea. 
cuando Q ;?- O. 

4.4 ECUACION DE ALLIEVI PARA PLANTAS DE BOMBEO 

Para determinar los efectos del golpe de ariete en el equipo de bombeo sin 
considerar el efecto de la fricción, además de la ecuación ( 4.6), cs necesario 
recurrir a la fórmula clásica de Allievi (ecuación 3.35), sólo que c·n este caso 
como la dirección del nujo para las condiciones iniciaks coincide con la de 
propagación de la onda directa de presión, el segundo miembro ,!2 esta ecua
ción es negativo y entonces adquiere la forma: 

H-+H- 1 1 1-

a 
- ?H = -·· (V·- v. ) - u l '-1 g 

(4.7) 
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H¡ 
s1 en la expresión anterior se hace h¡ = 

2E = 
a 1' o 
-- . se puede escribir: 
glf" 

l'· = 
1 

1 /l¡ + h¡_ 1 - 2 = 2E(V¡- V¡_ 1 ) 1 

113 

V¡ 
Y se recuerda que 

v' o 

(4.8) 

que es la ecuación general que rige el fenómeno de golpe de ariete en la bom
ba. En forma semejante a lo visto en el capítulo anterior, los valores de V¡ 

dependerán de la ley con la cual se modifique el gasto en la tubería de des
carga a través del tiempo. 

Para el caso de una planta de bombeo tal como la mostrada en la figura 
4.3, donde los equipos de bombeo son iguales y operan en paralelo. el valor 
de V

0 
requerido para el cálculo de 2€. deberá ser el correspondiente al nú

mero de equipos que operen en la planta sin considerar el efecto de la 
fricción, por ejemplo. si sólo opera un equipo que proporciona un gasto Q0 , 

la velocidad será V0 , si operan dos equipos el· gasto será igual a 2Q0 y la 
velocidad ·a 2 V u: asimismo, la carga suministrada por los equipos será siem
pre igual a Hu. 

4.5 CURVAS CARACTERISTICAS DE UNA BOMBA 

Las curvas características que de be proporcionar el fabricante para el equipo 
de bombeo cuando éste opera en las zonas descritas en la sección 4.2, son 
semejantes a las que se muestran en las figuras 4.4a a 4.4d. 

Por otra parte, p3ra poder cuantificar los efectos del fenómeno en estu
dio cuando existe una válvula de no retorno en la tubería de descarga es 
necesario disponer de las curvas correspondientes a la primera zona de ope
ración (figuras 4.4a y 4.4d); sin embargo, con excepción de las curvas para 
las condiciones de operación normal de la bomba, con frecuencia no se dis- . 
pone de las restantes y es necesario obtenerlas a partir de las leyes de seme
janza que se vieron en el capítulo 2. 

En efecto, si se considera la curva carga-gasto para la condición de opera
ción normal, generalmente es posible expresarla mediante una ecuación para
bólica de la forma: 

H = a + bQ + cQ2 
, Q ;;;.. O, n = n 0 

donde a. b y e son constantes que pueden ser obtenidas mediante una regre
sión de tipo parabólico. Asimismo, para la operación de N equipos en para
lelo, de la ecuación amerior se deduce fácilmen'te que: 

\' .. 
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b e 
H=a +-Q +-Q2 

N N2 
(4.9) 

Por otra parte, con base en las ecuaciones (2.32) y (2.33) se pueden escri
bir las siguientes ecuaciones: 

H¡ 
= a~ 

H ' 

que sustituidas en la ( 4.9) da como resultado: 

H¡ =aa[ + 
b e 
Na¡Q¡ + N2 Q[ 

Introduciendo los parámetros adimensionales h¡ = 

(4.9a) 

li¡ = 
Q· l . 

--s¡en-
NQo 

do Q0 el gasto suministrado por cada bomba y H 0 la carga normal de opera
ción, la ecuación anterior adquiere la forma adimensional: 

( 4.1 Ü) 

donde 

y e, -~ 

Y representa a una familia de curvas con parámetro a semejante a la que SL' 

muestra en la figura 1.4a. 
Una vez determinada la ecuación anterior, si ésta se sustituye en la 4.H. 

después de hacer operaciones y despejar a V¡ se obtiene: 

( 4.11) 

ccuacJOn que permite obtener la magnitud de V; a partir de las constantes 
Ab. Bb y C'h, así como de Jos valores h¡_ 1• 1'¡_ 1 • 2E y a¡ previamente calcu
lados. y determinar después el de h¡ de la ecuación (4.8) para la zona de 
operación de bomba. 
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4.6 GOLPE DE ARIETE EN LA BOMBA CUANDO EXISTE 
VÁLVULA DE NO RETROCESO EN LA TUBERIA DE 
DESCARGA 

117 

Si en la tubería de descarga existe una válvula de no retroceso y se parte de 
la hipótesis de que ésta cierra instantáneamente cuando se invierre el Oujo en 
la bomba. el golpe de ariete en esta última estará regido por las ecuaciones 
( 4.6 ), ( 4.8) y ( 4.11 J y el tiempo t

0 
que transcurre desde la interrupción de 

energía hasta el cierre d.: la válvula dependerá de la inercia de los elementos 
gira torios. de la eficiencia. gasto, carga de operación del equipo y la magni
tud de la celeridad de onda en la tubería. De acuerdo con lo ant.:rior y por 
la definición de los parámetros Kb y 2€ se puede escribir: 

t = j'(Kb. T, 2€) 
" 

Así, cuando el valor de 10 resulta ser menor o igual al período T, se dice 
que el paro de la bomba es rápido, y si t 0 > T éste se conoce como lento. 

Aquí, es importante subrayar que la magnitud de la carga mínima h
111

¡n 

en la bomba (x = 0), es illlkpendientc d.: la presencia de la válvula de no 
retroceso si el paro es lento. 

4.6.1 Golpe de ariete en paros rápidos 

Si el valor de 1'; dado por la ecuación ( 4.11) es igual a cero cuando i.;;;;; 1, se 
tt:ndr~ que /t¡_

1 
= lj_ 1 = 1, io cual conuucc a: 

A b Cl.} + 2E- 1 = O ( 4.12) 

sustituyendo en esta ecuación la ( 4.6 ), el valor de K b Ti resulta: 

-¡ (4.13) 

donde pueuc verse que el parám.:tro 2€ deberá ser menor que la unidad. Si el 
segundo miembro de esta ecuación se designa como fp se obtiene: 

( 4.14) 

que es la ecuación de una hipérbola equilátera en el plano Kb T-i, cuya re
presentación se muestra en la figura 4.5 donde el valor mínimo de Kb T 
corresponde a un valor de i = 1, y el máximo es del orden de 5.00. 

Por otra parte, si en la ecuación (4.8) se hace h.= h ·n, h. 
1 

= v. 
1 

= 1 
l m1 1- r-

Y V; =O, se tendrá: 

h . = 1 - 2€ mm (4.15) 

Al sustituir esta última en la misma ecuación, con V¡= V; _
1 

= O, resulta: 

·' 
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o 
Figura 4.5 

hmáx = 1 + 2E ( 4.16) 

y de estas dos últimas ecuaciones se deduce que: 

(4.16a) 

De acuerdo con lo anterior. se concluye que la existencia de un pnro 
rápido en un equipo de bombeo implica necesariamente que 2E < l. y valo
res de Kb T tales que Kb T;;;, fP: además. en este caso particular de paro. es 
importante destacar que la magnitud de las cargas extremas hmáx y l!mín no 
depende del momento de inercia del conjunto bomba-motor. 

l 
Finalmente, si en la ecuación ( 4.14) se hace i = T se tendrá: 

f t =...:..e___ 
o K 

b 

4.6.2 Golpe de ariete en paros lentos 

( 4.1 7) 

De acuerdo a lo señalado en la sección anterior, se deduce que cuando 
2e ;;;, 1 y Kh T < fp, se tendrá un paro lento en el equipo de. bombeo. En 
estas condiciones el gasto suministrado por la bomba será mayor que erro 
cuando i = 1 y el valor de la carga h seguirá disminuyendo después de este 
instante hasta llegar a un mínimo en otro pasterior, en el cual se pueden 
distinguir dos casos: 

a) El instante i > l asociado a la carga mínima. corresponde aproximada
mente al de la condición de gasto igual a cero (figura 4.6a). 

b) El instante i > 1 asociado a la carga mínima no corresponde a la con
dición v = O, misma que tendrá lugar en un instante posterior (figura 
4.6b). 

,_ 
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En el primer caso, el valor de esta carga siempre será positivo, y puede 
aceptarse que coincide con el de la condición v = O; en el segundo caso el 
valor puede ser incluso negativo, aunque siempre alcanzará uno positivo cuan
do v =O. 

o 

h. V 

~l(v) 

"'c-~-flh) 

"\ 

J•=O 
¡, ;;.n 

al 

1.00 

o 

h. V 

o 

V= 0 
(i ;): /) 

e) 

-v 

Figura 4.6 

h. V 

t 

(h2. v2) 

V= 0 
u;;.n 
b) 

d) 

h 

+V 
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El procedimiento de cálculo para las cargas hm ín y la asociada a la condi
ción v =O que se designa como h v = 0 • y tiene lu¡!ar en el instante i,. =o. consis
te en aplicar las ecuaciones (4.6 ). ( 4.8) y ( 4.11) con !:J.i = 0.250 desde i = 0.000 
hasta i = iv = 0 • y se pueden obtener en algunos casos pequeñas oscilaciones de 
carga en la bomba antes de conocer la magnitud de la carga mínima en esta 
última (figura 4.6c); además. con relación al cálculo de h,. =u. rara vez se 
llegará a un valor de v exactamentL' igual a cero y generalmente se ohtendr~ 
un par de valores h 1 y P 1 positivos en el instante i,. = 0 - 0.250. que en el 
siguiente i = iv=o· conducirán a otro donde 1' 2 <O y 11 2 >O. Para fines 
prácticos es posible realizar una interpolación lineal entre los puntos que 
definen ambos pares en el plano h - 1'. tal como se muestra en la figura 
4.6d, de la que se deduce: 

(4.181 

Por lo que se refiere a la carga máxima. ésta se presentará en la bomba 
T seg después del cierrre de la válvula. y el procedimiento de cálculo sugeri
do es el mismo que antes se describió para determinar hm ín y 11,. = v. pero 
por el efecto de la válvula se tendrá ahora que v, =o y sólo se requiere la 
aplicación de la ecuación (4.8) desde el instante i v = 0 hasta i.;;;; i,. = 0 + 2.00. 
con lo que dicha ecuación adquiere la forma: 

lz. = 2 - lz. 1 - 2€ l'. 1 
' ,_ 1-

( 4. 1 9) 

o bien, si h. 
1 

= h y 1'. =O resulta: 
1- v=o 1-1 

(4.201 

Como puede verse. en la última ecuación el cálculo de /¡m¿, se puede 
efecruar fácilmente una vez que ha sido determinada h ,, = 0 • y su aplicación 
en lugar de la (4.19) es conveniente cuando sólo se desea determinar la 
carga en la bomba. Obsérvese que si lzv =u = hmín• la ecuación (4.20) se 
reduce a la (4.16a). 

Con la finalidad de conocer la magnitud aproximada de h m ín y h 111 ;, 

en el equipo de bombeo, en las figuras 4. 7a y b se presentan unas canas 
elaboradas por el autor que se pueden utili7.ar cuando se presenta una inte
rrupción brusca en la operación y existe una válvula de no retorno en la 
tubería de descarga, para valores de 0.10.;;;; Kh T.;;;; 5.00 y 0.50.;;;; 2E.;;;; 8. 
Estas cartas fueron realizadas en base a datos obtenidos de la referencia 
8. para bombas centrífugas con una velocidad específica 11 5 = 25 y mediante 
la aplicación del método de las características. cuya descripción se realizará 
en el capítulo S. Aquí es importante aclarar que los resultados obtL·nidm dL' 

•¡ 
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Figura 4.7 Cartas para bombas cuando se presenta una interrupción brusca en la opera· 
ción y existe una válvula de no retorno en la tubería de descarga, a) Carga mínima en la 
bomba. 

1<~ figura 4. 7u sólo son aplicables si la carga mínima absoluta de presión rcsul· 
tan te. es mayor que la de vaporización del agua. es decir si: 

p P,, 
+-a--z >-

'f p 'Y 

donde Pa es b ¡Jresión atmosférica y ZP la carga de posición en la sección 
X= O. 

4.7 GOLPE DE ARI_ETE EN CUALQUIER SECCION 
DE LA TUBERIA DE DESCARGA 

En forma semejante a lo visto en la sección 3.13.1, a partir de las ecuaciones 
d~ Allievi (3.28) y (3.29), se puede demostrar LJUC las l'CUaciones de Angus 
para el caso en estudio ad4uicrcn la forma: 

o 

·' ' 
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Figura 4.7 b) Carga máxima en la bomba. 

con 

y 

X 
h =i- --

2L 

X 
j=i+ 

2L 

(4.21) 

(4.22) 

( 4. 23) 

donde h (x, i) es la carga piczométrica adimcnsional en la sección x y el ins
tante i (figura 4.8). que depende- dc la carga y velocidad adimensionalcs en la 
bomba para los instantes h y j, mismas que se denotan como hh, vh. h¡ y v¡ 

rcspectivamcn te. 

/. 
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L 
P. H. C. 

Figura 4.8 

4. 7.1 Golpe de ariete en paros rápidos 

123 

+X -

'r 

En la sección 3.13.2 se trató el caso de maniobras rápidas en el órgano de·· 
control de un conducto por gravedad y se vio que existe un punto de discon
tinuidad en la línea de cargas ~uya ubicación depende del tiempo empleado 
para llevar a cabo la maniobra. En la tubería de descarga de una planta de 
bombeo, cuando el paro de los equipos es rápido, se presenta un fenómeno 
con características muy semejantes a las del conducto antes mencionado, de 
tal müncra que la magnitud de las cargas máxima y mínima que tienen lugar 
en los equipos será la misma a lo largo de la tubería hasta una sección x 
donde existirá un punto de discontinuidad en la línea de cargas. El valor de 

x se deduce de las ecuaciones (4.22). (4.23) y (4.14) haciendo h = _!i_, 
. KbT 

j = 1 y con un razonamiento análogo al efectuado en la citada sección, mis-

mo que permite escribir·(. j~ . !E_ 

xrn = 1 - Kb T )L. Kb T ,;;;; 1 (4.24) 

f 
De esta ecuación y la ( 4.14 ), puede concluirse que si _P_ = l. (h = 1) se 

KbT 
tendrá el límite de transición entre un paro rápido y uno knto que conduce 
a un valor de x 111 = U. y con esto la magnitud de la carga en la bomba evolu
cionará en forma gradual desde ésta hasta el' depósito (figura 4.9a); asimismo. 
si se acepta un valor máximo de Kh T del orden de 5. la coordenada x asocia
da a éste resulta (figura 4. 9b ): 

X m á' = (1 - ; )L (4.25) 

.•. 

., 
' ·' ... 
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t P. H. C. 

a) 

Figura 4.9 

De acuerdo con lo anterior. de las ecuaciones ( 4. 21) a ( 4. 23) con h" = h¡ 
= h,, vh =V¡ =O. y definiendo ah,., como la carga máxima o mínima en la 
bomba se obtiene: 

con 

para la carga mfnima o: 

h(x,i)=h, 

f 1 +-p-
KhT i = __ _.:.:..__ 

3+ 
J;, 

K,,T i= __ __:_:_ 

' para la carga máxima con valon:s c..lc-x tal que: 

(4.26) 

(4.27) 

( 4 28) 

/ 
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4. 7. 2 Golpe de ariete en paros lentos 

Para esta condición de paro la variación de la carga adimensional h respecto 
al tiempo en una sección x de la tubería de descarga, se determina con la 
aplicJción de la ecuación (4.21 ). en base al cálculo previo de dicha variación l 
en la bomba para los instantes: 

X X· X X X 
i =-

2
L . 0.00, :!L . 0.~50- ~L . 0.~50. 0.250 + 

2
L . 0.500-

2
L , 

X X X 
0.500. 0.500 + - .... /l- - /l /l + 

~L 2L ' ' 2L 

donde 

11.;; i,. = () + ~.00 

y e 1 orden progresivo de los instan tes dependerá del valor de x. 
Ahora bien. si se efectúa un razonamiento semejante al realiz:;do en la 

sección 3.13.3. se obtienen las siguienks ecuaciones para el caso de la onda 
directa con h =id y h11 = hd. 

}¡ = i d 

X 
j =id + 

L 

X 
i = i + J 

~L 

y para la onda re !leja da con j = i, y h
1 
= h,: 

X 
J¡=i -

y L 

( 4.29) 

( 4.30) 

( 4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 
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X 
i=i -- (4.35) 

' 2L 

1 
h, (x, i) =- [ hh + h,- 2E(V¡- vh)] 

2 
(4.36) 

En consecuencia, si el cálculo hidráulico en la bomba se lleva a cabo pura 
los instantes i = 0.000, 0.250. 0.500 ... n- 0.250, n donde ll ~ iv=o + 2.000, 
es posible conocer los valores de la carga máxima y mínima en las secciones 

L L 3L 
x =- - - y L de la tubería de descarga, mediante la aplicación del si-

4' 2' 4 
guiente procedimiento: 

l. Una vez efectuado el cálculo hidráulico en la bomba. el instante i"' en 
el cual se presenta en la carga extrema h 111 máxima o mínima se designa 

como id y se sustituye en las expresiones h = iú, i = iú + l· 
2. Conocidos los valores de h y j, se encuentran los de h

1
, 2€1"¡. 2H1, y 

hd con hd = h, y se sustituyen en la ecuación (4.32), con lo cual 
X 

se obtiene la carga hd (x, i), donde i =id + -. 
L 

3. Se repite t:l paso No. 1, haciendo im = i, en las expresiones j = i, y 

X 
h = i,--. 

L 
4. Se encuentran los valores de lz¡,, 2Ev11 . 2€1'¡ y h, con h, = h, y se 

sustituyen en la ecuación (4.36), que da como resultado la magnitud 
X 

de la carga h, (x. i), donde i = i,--. 
L 

S. Si la carga extrema en la bomba hm es máxima. la correspondiente a la 
sección lJUC se analiza será la lJUC resulte mayor al comparar hd y h,. y 
en caso contrario será la menor. 

4.8 ANÁLISIS APROXIMADO EN PLANTAS DE BOMBEO 
CUANDO LA TUBERIA DE DESCARGA TIENE 
CARACTERISTICAS VARIABLES 

Como pudo verse en la sección 3.14. los procedimientos para hacer el análisis 
de conductos por gravedad con características geométricas y/o elásticas varia
bles. no dependen de los ele-mentos ubicados en las fronteras (depósito y 
órgano de control). por lo que también pueden ser aplicados al caso de una 
planta de bombeo que tenga una línea de descarga con características varia
bles. 
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Estos fenómenos definidos en la sección 3.15 para el caso de conductos por 
gravedad, también se pueden presentar cn los equipos de bombeo y las tube
rías de succión y descarga de los mismos, en situaciones tales como una falla 
en el suministro de energía, causando en ocasiones graves dafíos. Las sec
ciones de esta última tubería que son más susceptibles a la presencia de la 
cavitación y separación de columna, son las indicadas como A y B respecti
vamente en la figura 4.1 O. 

SEPARACION DE COLUMNA ,J-~..,L.-
8 

H 

P. H. C. 

Figura 4.10 Cavilación y separación de columna en plantas de bombeo. 

4.10 GOLPE DE ARIETE DURANTE EL ARRANQUE 
DE UN BOMBA 

Los efectos del golpe de ariete debidos al arranque normal de una bomba 
centrífuga generalmente son despreciables. Sin embargo, con objeto de 
n:ducir laks efectos, generalmente se instala una válvula de seccionamiento 
en la tubería de descarga inmediatamente aguas abajo de los equipos que 
permanece cerrada durante el proceso de arranque y acekración de los mis
mos hasta lkgar a la velocidad normal de operación. 

Posteriormente. se abre la válvula lentamente hasta llegar a la condición 
de flujo permanente. lo cual se logra con un grado de apertura mcnor del 
10% del total debido a que las pérdidas de carga después dc éstc se reducen 
considcrablcmen te. 
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4.11 GOLPE DE ARIETE EN LA TUBERfA DE SUCCIÓN 

En las secciones anteriores se ha concentrado la atención al golpe dC' arietC' 
exclusivamente en la bomba y la tubería de descarga. No obstante. cualquier 
cambio de la magnitud del gasto en C'sta última se presC'nta también en la de 
succión y como consecuencia el golpe de ariete. Sin embargo. si se toma en 
cuenta que su longitud es generalmente pequeila. los efectos que produce el 
fenómeno resultan despreciables y es poco frecuente que ocurra una falla por 
esta causa. 

4.12 EJEMPLOS 

Ejemplo 4.1 

L 
Determinar la carga de presión máxima y mfnima en las secciones x =O.- . 

4 

~ y ~L. en la tubería de descar)!a de la planta de bombeo que se muC'stra en la 

figura. cuando en ésta se presenta una interrupción brusca en el suministro 
de cnergfa considerando lJUe sólo existe un ClJUipo en operación cuya curva 
caractcrfstica adimensional está definida como:* 

h¡ = 1.333o} - 0.056 CX¡l'¡- 0.271) r/. ex¡> O, 1"¡;;;, O 

donde la carga H 0 está referida al P.H.C. que se indica. 

Solución 

De acuerdo con la definición del parámetro 2€ y el período T se obtiene': 

2€ 
( 1.000) ( 1.77) 

(9. 81) ( 1 50) 

(2) (386) 
= 1 203 T = =O. 772 seg 

. ' 1.000 

luego, según lo indicado en la sección 4.7.2 se tendrá un paro lento del equi
po de bombeo. De la ecuación ( 4.6) resulta· 

CX·= 
' Kh Ti+ 1 

(ecuación 1) 

*Se c:on~idcra lJIIl' L'i}!a'\lo de opcracihn corrc~pondc aproximadamente a la carga sin tom:H en cuenta 
el efecto de fric.dún. 
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Ho= 150m 

donde 

LPH.C. 

Válvula de no retorno 

D = 0.610 m. 
L=386m. 
a = 1,000 m/seg. 

3 
0

0 
= 0.517 m /seg, por bomba. 

V 0 21.77 m/seg 
WR 2 
-- = 18 kg m seg , por bomba 

g 

n
0

=1.440 r.p.m, 
1.

0 
=0.80 

NÚMERO DE EQUIPOS EN OPERACIÓN: 1 

X/L ZP (m.) 

o -3.00 
L/4 0.00 
L/2 65.00 

JL/4 125.00 

Figura E4.1 y E4.2 
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X=L 

(900) (1,000) (0.517) (150) (0.772) 
Kh T = (0.80) ( 18) [ (7r) (1 ,440) J' = 0.183 

y de las ecuaciones (4.8) y (4.11): 

h¡=(2- 2EV¡_ 1 ) + (2EV¡-h¡_ 1 ) (ecuación 2) 
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(ecuación 3) 

con: 

-0.056 0'.¡ - 1.203 

-0.556 

2- 2€V¡_ 1 - Ab o::Z - h-
' J - 1 

2- 1.203 V¡_ 1 - 1.333 o:? -h¡_ 1 =-----'---'------'----'--
- 0.278 

e=-------------
Cb 

En forma semejante al caso de conductos por gravedad, aquí tambi&n se 
resuelven las ecuaciones (1 ). (2) y (3) de acuerdo con la siguiente tabla de 
cálculo: 

(1) ( 2) (3) ( 4) (5) (6) (7) (8) (9) ( 1 O) 

i a¡ b b' (' 2- Aba:¡ 2H·¡- h¡ ll i 
2EV i _ l h. r-r 

0.000 1.000 2.264 5.127 5.525 0.797 1.333 0.203 1.000 1.000 
0.250 0.956 2.260 5. 107 5.112 0.797 1.218 0.217 0.924 0.937 
0.500 0.916 2.256 5.089 4.752 0.797 1 .118 0.060 0.857 0.881 
0.750 0.879 2.252 5.072 4.435 0.797 1.030 0.000 0.797 0.831 
1.000 0.845 2.249 5.057 4.155 0.797 0.952 - 0.054 0.743 0.786 
1.250 0.814 2.246 5.043 3.360 0.873 0.883 - 0.138 0.735 0.653 
1.500 0.785 2.243 5.030 2.655 0.940 0.821 - 2.221 0.719 0.529 
1.750 0.7 57 2.240 5.017 2.018 1.000 0.764 - 0.301 0.699 0.412 
2.000 0.732 2.237 5.006 1.450 1.054 0.714 - 0.377 0.677 0.304 
2.250 0.708 2.235 4.995 0.680 1.214 0.668 - 0.558 0.656 0.147 

2.500 0.686 2.233 4.985 -0.065 1.364 0.627 - 0.737 0.627*,-·<1.0 1) 

2.750 -- -- -- -- 1.504 - 0.699 0.805 0.000 --
3.000 1.634 - 0.677 0.957 0.000 -- -- -- -- --
3.250 -- -- -- 1.823 -- - 0.651> l. 167 0.000 

3.500 -- -- -- -- 2.000 ·-- 0.630 1.370 0.000 --- -- -- --3.750 2.000 - 0.805 1.195 0.000 -- -- -- -- --
4.000 -- 2.000 - 0.957 1.043 0.000 -- -- -- --
4.250 -- -- -- -- 2.000 -- - 1.167 0.833 0.000 
4.500 -- -- -- -- 2.000 -- - 1.370 0.630 o 000 

*Se considera que v¡=O y h¡=0.630 (cierra válvula de no retorno). 

En la columna ( 1) se indican los instantes i con un incremento l:J.i = 0.250. 
desde i.;;; 0.000 hasta i = 4.500. 
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En la columna (2) se resuelve la ecuación (1 ), en las (3) y (4) se calculan 
los valores de by b2 respectivamente; en las (6) y (7) se anotan los correspon
dientes a 2- 2ev¡_ 1 y Abo}. que junto con el de h¡_ 1 permiten calcular el 
valor de e que aparece en la columna (5), y en la ( 1 0) el valor de 1'; que resul
ta de la ecuación (3 ). 

Finalmente, en la columna ( 8) se calcula el valor de 2EV; - h¡_ 1 que 
conduce al de h; que aparece en la (9) como resultado de la aplicación de la 
ecuación 2. 

As!, por ejemplo, para i = 0.250 se tendrá: 

1 
Q. = = 0.956 1 

(0.183)(0.250)+1 . ' 

- (0.056) (0.956) + 1.203 - 2 -
b- 0.556 -2.260. b -5.107, 

e= 

2- 2EV¡_ 1 = 2- 2EV_ 0 _750 =2- ( 1.203) ( J.QQQ) = 0.797, 

2- 2EV¡_ 1 -AbQ[-h¡_
1 

cb 
= 

o. 797 - 1.218 - 1.000 

-0.278 

V¡ =J 5.107 + 5.JJ2
1
- 2.260 = 0.937, 

2€1'¡- h¡_ 1 = ( 1.203) (0.937)- 1.000 = 0.127, 

h¡ = 0.797 + 0.127 = 0.924 

para i = 2.500: 

DI¡ ------- = 0.686 
(0.183) (2.500) + 1 

b = 
(0.056) (0.686) + 1.203 

--'----'----- = 2. 233, b2 = 4. 985 
0.556 

2- 2EV¡_ 1 = 2- ( 1.203) (0.529) = 1.364 

= 5.112 

~\· 

(ecuación 3) 

(ecuación 2) 

.. ' 

q:. 
' 
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1.364-0.627-0.719 
e= =- 0.065 

- 0.278 

v¡=J 4.985-0.065
1
-2.233 =- 0.015 

2€v¡-h¡_
1 

=-(1.203)(0.015)-0.719=-0.737 

h¡ = 1.364- 0.737 = 0.627 

Como puede observarse, en este instante se presenta la inversión del 
flujo en la bomba, por lo que de la ecuación (4.18) se obtiene: 

(
0.656 - 0.627 ) 

hv=o=0.656- O.I 47 +0.0I
5 

· (0.147)=0.630 

con 

i 1,= 0 =2.500 

A partir de eqc instante se tendrá que l'¡ =O y la ecuación(:!) se reduce 
a: 

h¡ = 2- 2€V¡_ 1 - lz¡ _ 1 

resultando que para i = 3.500: 

h3.5oo = 2- 2€V2.Soo - h 2 . 500 = 2.000-0.630 = 1.3 70 

De acuerdo con el procedimiento descrito c·n la sección 4.7.2. de los p~sos 
1 y 2. resulta la siguiente tabla: 

(1) (2) (3) (4) (S) (6) (7) (8) (9) 

Onda directa 

Carga Sec· 1 id i h¡ - 2EV· hd + 2E vh hd (x, i) i 
1 

Extre· ción 
m a 

o 3,500 3.500 1.370 0.000 1.370 1.370 3.500 
L/4 3.500 3.750 1,195 0.000 1.370 1.283 3.625 

Máxi- L/2 3.500 4.000 1.043 ).000 1.370 1.207 3.750 
m a 3L/4 3.500 4.250 0.833 0,000 1.370 1.102 3,875 

,--
o 2.500 2.500 0.630 0.000 0.630 0.630 i 2.500 
L/4 2.500 2.750 0.805 0.000 0.630 0.718 2.625 

Mfni- L/2 2.500 3.000 0.957 0.000 0.630 0.794 2.750 
m a 3L/4 2.500 3.250 1,167 0.000 0.630 0.899 2.875 
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y de los pasos 3 y 4: 

( 1 ) ( 2) (3) ( 4) (5) (6) (7) (8) (9) 

Onda reflejada 

Car~a Se e-
ex tre· ciún i, h hh 2Evh h,- 2EV¡ h, (x, i} i 
m a 

o 3.500 3.500 1.370 0.000 1.370 1.370 3.500 
L/4 3.500 3.250 1.167 0.000 1.370 1.269 3.375 

Máxi- l/2 3.500 3.000 0.957 0.000 1.370 1.164 3.250 
m a 3l/4 3.500 2.750 0.805 0.000 1.370 1.088 3.125 

o 2.500 2.500 0.630 0.000 0.630 0.630 2.500 
l/4 ~- 500 2.250 0.656 0.177 0.630 0.732 2.375 

Mí ni- l/2 2.50D 2.000 0.677 0.366 0.630 0.837 2.250 
m a 3l/4 2.500 1.750 0.699 0.496 0.630 0.913 2.125 

., 

L 
Asf, por ejemplo, para la sección x = 4, con relación a la tabla de cálcu-

lo para la onda directa del paso 1, para hm = hmáx, se obtiene: 

id= 3.500 = im 

h =id= 3.500 

X 
j =id +- = 3.500 + 0.250 = 3.750 

L 

y del paso 2: 

h¡ = 1.195 columna (5), 2€ l'¡ = 0.000 

hd = 1.3 70, 2EVh = 0.000 

y de la ecuación (4.32) resulta: 

hd (X, i) = ~r (h¡- 2€ V¡)+ (hd + 2€ Vh) J. 

hd(~- i)=~ (1.195 + 1.370)= 1.283 

(columna 3) 

(columna 4) 

(columna 6) 

(columna 8) 
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[ columna (8) =columna ~5) +columna (6) +columna (7)] 

X 
donde i =id + - = 3.500 + 0.125 = 3.625 

2L 
(columna 9) 

Por lo que se refiere a la onda reflejada, siguiendo el paso 3, para h m = 
hmáx, se tiene: 

y el paso 4 a: 

i, = 3.500 = im 

j = i, = 3.500 

X 
}¡ = i,-- = 3.500- 0.250 = 3.250 

L 

(columna 3) 

(columna 4) 

hh = 1.167 (columna 5), 2Evh = 0.000 (columna 6). h, = 1.3 70 = hm. 

2€ v1 = 0.000, luego de la ecuación ( 4.36): 

h, (x, i) = ~ [ (hh + 2E ~·h ) + Uz, - 2E 1'¡) l 
}¡(¡. í)= ~ (1.167 + 1.370)= 1.269 (columna 8) 

[ columna (8) =columna ~5) +columna (6) +columna (7) J 

X 
donde i =id -

2
L = 3.500- 0.125 = 3.375 (columna 9) 

De acuerdo con el paso 5, si se examinan las dos tablas anteriores se pue
de elaborar la siguiente: 

Sección hméx hmín Hmáx Hmín zP hPmáx hPm!n 
(m) (m, (m) (m) (m) 

o 1.370 0.630 206 95 -3 209 98 
L/4 1.283 0.718 192 108 o 192 108 
L/2 1.207 0.794 181 11 9 65 116 54 

3L/4 1.102 0.899 165 13 S 125 40 10 
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Finalmente, en la figura E4- la puede verse la evolución en el tiempo de la 
carga h y en la figura E- 1 b las envolventes de cargas ex tremas. 

Ejemplo 4.2 

Si en el problema anterior, el diámetro de la tubería de descarga es de 
0.762 m. la longitud es de 3.300 m y la celeridad de onda es 985 m/seg, cal
cular la carga piezométrica máxima y mínima en la bomba y la coordenada x 
hasta la cual se propagan éstas. 

h 

1.40 

1.30 

1.20 

1.1 o •= 

1.00 

0.90 

0.80 

0.70 

0.60 o 
o 

Solución 

Fase de excitación Fase pendular 

H· 
' h-~-

1 Ho 

t 

f---2T---l 

2L 
T T= -- = 0.77 seg 

a 

0.77 
2 

1.54 

hmín= 0.630 
!v= 01 

3 
2.32 

Figura E4-1 a 

4 
3.09 

Con estos valores resulta: 

5 
3.86 

j 
t lseg) 

A= (0. 785) (0. 762)2 = 0.456 m2 • 
0.517 

V0 = 0.4
56 

1.134 m/seg 

(985) (1.134) 
(9.81) (150) = 

0
'
759 T 

(2) (3,300) 
= = 6.701 seg 

985 

(900) ( 1 ,000) (0.517) ( 150) (6. 701) 
KbT= (0.80) (18) [ (71') (1,440)]2 = 1.587 

de las ecuaciones 4.13 y 4.14 se obtiene: 
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220 

200 

180 

160 

140 

120 

100 

80 

60 

40 

20 

o 
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0.25 0.50 o 75 

Figura E4-lb 

j 1.333 1 
!p = -----1 = 1.351 

1-0.759 

i= 
1.3 51 

1.587 
= 0.851 

H 0 =150m 

1.00 
~ 
L 

en consecuencia, como 2€ < 1 y Kb T > f,,, se tendrá el caso de un paro rá
pido cuando i = 0.851, y de las ecuaciones (4.15) y (4.16) para la sección 
x =O se tendr:í: 

h'" ín = 1-0.759 = 0.2~·1 

y 

hmáx = 1 + 0.759= 1.759 

por lo que se refiere a la sección x 'hasta la cual se propagan las cargas ante
riores, la ecuación (4.24) conduce a: 
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x= 1- (3.300)=491 m ( 1.351) 
1.587 

Ejemplo 4.3 

el 1 1 d .. . . .. 1 . OLL a e u ar a carga e prcswn max1ma y m Jiu m a en as scccJoncs x = . 4· -:¡y 

3L 
4 

d~ 1~ tubt:ri~ lk descarga correspondiente ~ la plantad~ bombeo que se 

H =57 m 
o 

LP.H.C. 
Valvu/a de no retorno 

D= 3.35 m 
L=1463m. 
a= 1219 m/seg. 

3 0
0

=- 5.81 m /seg, por bomba. 

WR 1 

9 
= 1,397 Kg. m. seg 2, por bomba. 

n
0

= ]27 r.p.m. 

?.
0
= 0.89 • 

NUMERO DE EOU!POS EN OPERACIÓN. 2 

X/L Z¡>lml 

o 0.00 
L/4 1.00 
L/2 22.00 

3L/4 33.00 

Figura E4.3 

----x 
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muestra en la figura E4.3 cuando en ésta se presenta una interrupción brusca 
de energía, considerando que existen dos equipos en operación. cuya curva 
característica adimensional se puede expresar como: 

h; = 1.29 o'/ + 0.1 O a,.v,.- 0.39vl , 

Solución 

V = (2) (5.81) 
o 8.81 

1.319 m/seg 

(1.219) ( 1.319) 
2e= =2.875. 

(9.81) (57) 

(2) (1.463) 
T= 

1.219 
2.40 seg 

(900) (1.000) (5.81) (57) (2.40) 
KbT= 

2 
=0.545 

(0.89) (1.397) [ (1T) (327) 1 

De las ecuaciones ( 4.6). ( 4.8) y ( 4.11) resulta: 

a-=----
1 Kb Ti+ 1 0.545i + 1 

(ecuación 1 ) 

h¡ = (2- 2EV¡_ 
1

) + (2€V¡- h¡_ 
1

) = (2- 2.875v¡_ 1 ) + (2.875v¡- h¡_ 1 ) 

e= 

(ecuación 2) 

v,.=)b 2 +e
1 
-b ( l'cuación 3) 

2- 2e V¡_ 
1 
-A" a? - h¡_ 1 

cb 
= 

O. lOa,-- 2.875 
= ---'-----

- 0.780 

2- 2.875 V¡_ 1 - 1.29 a? - h¡_ 1 

-0.39 

En forma semejante al ejemplo 4.1: la solución de las ecuaciones ( 1) a (3) 
se lleva a cabo mediante la siguiente tabla: 
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b b' 2-2H. ' 2E V- h h, '· ' a¡ e Aba¡ 1 ' ,., 
' ' .;; 0.000 1 000 3.558 12.657 8.115 0.875 1.290 1.875 1.000 1.000 

0.250 0.880 3.573 12.767 7.369 - 0.875 0.999 1.628 0.753 0.914 
o 500 0.786 3.585 12.853 6.851 - 0.875 0.797 1.455 0.580 0.854 
0.750 0.710 3.595 12.923 6.474 - 0.875 0.650 1.326 0.451 0.809 
1.000 o 647 3.603 12.981 6.192 - 0.875 0.540 1 231 0.356 0.776 
1.250 0.595 3.610 13.029 4.713 - 0.628 0.457 0.978 0.350 0.602 
1.500 0.550 3.615 13.071 3.654 - 0.455 0.390 o 786 0.331 0.475 
1.750 0.512 3.620 13.106 2.859 - 0.326 0.338 0.630 0.304 0.376 
2 000 0.478 3 625 13.138 2.262 - 0.231 0.295 0.504 0.273 0.299 
2.250 0.449 3.628 13.165 0.874 0.269 0.260 - 0008 0.261 0.119 

2 500 0.423 3.632 13.189 - 0.185 0.634 0.231 - 0.406 0.228 - 0.026' 

2.750 0.919 0.304 0.615 0.000 
3.000 -- -- -- 1.140 -- - 0.273 0.867 0.000 
3.250 -- -- -- 1.658 -- - 0.261 1.397 0.000 

3.500 -- -- -- 2.000 -- - 0.234 1.766 0.000 

3.750 -- -- -- 2.000 -- -0.615 1.385 0.000 
4.000 -- -- -- 2.000 -- - 0.867 1.133 0.000 
4.250 -- -- -- 2.000 -- - 1.397 0.603 0.000 
4.500 2.000 l. 766 0.234 0.000 

*Se considera que 1'¡=0 y h¡ =0.234 

*Se ronsidcra que V¡ =O y h¡ =0.234 

Como puede observarse en la tabla anterior la inversión del flujo en la 
bomba se presenta cuando i = 2.500, de tal manera que la ecuación (4.18) 
conduce a: 

[ 
0.261 - 0.228 ] 

hv=o = 0.261- O.ll
9 

+ 
0

_
026 

(0.119) = 0.234 

Aplicando el procedimiento descrito en la sección 4.7 .2 resultan las si
guientes tablas: 

Onda directa 

Carga Sección iú 1 h¡ - 2€ v. 
1 hú + 2€ ''¡, hd(x.i) i 

!:'.t.: trema 

o 3. 5{)0 3.500 1.766 0.000 1.766 1.766 3.500 
L/4 3.500 3.750 1.385 0.000 1.766 1.576 3.625 

Máxima L/2 3.500 4.000 1.133 0.000 1.766 1.450 3.750 
3L/4 3.500 4.250 0.603 0.000 1.766 1.185 3.875 

o 2.500 2.500 0.234 0.000 0.234 0.234 2.500 
L/4 2.500 2.750 0.615 0.000 0.234 0.425 2.625 

Mínima L/2 2.500 3.000 0.867 0.000 0.234 0.551 2.750 
3L/4 2.500 3.250 1.397 0.000 0.234 0.816 2.875 

.• 
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Onda rcj /e jada 

Car¡;a Sección i, h h¡, 2€ l'h h - 2E l'· r 1 h, (X, i) i 
extrema 

o 3.500 3.500 1.766 0.000 l. 766 1.766 3.500 
L/4 3.500 3.250 1.397 0.000 1.766 1.582 3.375 

Máxima L/2 3.500 3.000 0.867 0.000 1.766 1.317 3.250 
3L/4 3.500 2.750 0.615 0.000 1.766 1.191 3.125 

o 2.500 2.500 0.234 0.000 0.234 0.234 2.500 
L/4 2.500 2.250 0.261 0.342 0.234 0.419 2.375 

Mínima L/2 2.500 2.000 0.273 0.860 0.234 0.684 2.250 
3L/4 2.500 1.750 0.304 1.081 0.234 0.810 2.125 

Sección hmáx hmin Hmáx Hnzin z ht)máx hPmin p 
(m) (m) (m) (m) (m) 

o 1.766 0.234 1 o 1 13 o 1 o 1 13 
L/4 1.582 0.419 90 24 11 79 13 
L/2 1.450 0.5 S 1 83 3 1 22 61 9 

3L/4 1.1 91 0.810 68 46 33 35 13 

4.13 PROBLEMAS PROPUESTOS 

Problema 4.1 

c~kul~r la carga tk presión 
3L 

L L 
máxima y mínima en 1~s secciones x = O, -. -y 

4 2 
- en la tubería de descarga de la planta de bombeo que se muestra en la 
4 
figura P.4.1 cuando en é·sta se presenta una interrupción brusca de energía, 
considerando que existen dos equipos en operación. cuya curva caracterís
tica adimensional se puede expresar como: 

h¡ = 1.29 a} + 0.1 O ex¡ v,. - 0.39 l'/, v, ;;;. o. 01.¡ >o 

Respuesta (111. 94.79 y 62 m: 6, 3, 2 y 2m) 

Problema 4.2 

Determinar la carga de presión máxima y mínim~ en la bomba. (x = 0) del 
problema anterior. mediante las cartas dl' la figura 4. 7. 

(Respuesta 110 y 6 m) 

. / 
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Problema• propuestos 

Problema 4.3 

LP.H.C. 

Válvula de no re10rno 

X= O 

L 1=450m 
D 1=0.75m 

L2=550m. 
D¡ = 0.75 m. 

a 1 = 900 m/seg a¡= 1,100 m/seg. 

0
0 

= O .250 m J, seg, por bombd. 

1 72 lo..g rn seg 2
, por bomb¡¡. 

9 

n
0

= 1,100r.p.m. 

NUMERO DE EQUIPOS EN OPERACION: 2 

X/L zp (m) 

o o 00 
L/4 7.00 

L/2 15.00 
3L/4 28.00 

Figura P4.1 

Demostrar las ecuaciones 4.21 a 4.23. 

Problema 4.4 

Demostrar la ccuac16n ( 4. 24) 
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6 1 Dispositivos de alivio 

6.1 INTRODUCCION 

Una de las formas de cuantificar la importancia de los problemas que se pre- · 
sen tan en la operación de un sistema hidráulico. es pensar en los daños que en 
ocasiones produce el golpe de ariete cuando se presenta en un conducto por 
el que diariamente circula una gran cantidarl de agua. Controlar los efectos 
asociados a este fenómeno requiere del estudio tanto de su mecanismo como 
de los dispositivos de alivio que deberán adoptarse para su control. 

Así, un sistema hidráulico puede ser diseñado con un factor de seguridad 
relativamente grande para poder soportar las cargas máximas y mínimas que 
se presentan, por ejemplo, en una planta de bombeo ante la interrupción en el 
suministro de energía a las bombas, o en un conducto cuando se lleva a cabo 
una determinada maniobra de cierre en algún órgano de control ubicado en 
cualquier sección del mismo. 

Sin embargo, para el diseño óptimo de un sistema deberá tomarse en cuen
ta la instalación de uno o varios dispositivos de alivio, analizando un número 
conveniente de alternativas que permitan seleccionar aquella que presente 
la mejor respuesta ante el fenómeno en estudio y, a su vez, resulte factible 
económi.:amente. 

Eu términos generales, las cargas de presión indeseables en un sistema se 
pueden evitar modificando el trazo de los conductos que lo componen, redu
cicnJo el valor de la velocidad durante el flujo permanente, o bien, instalan
du dbpositivos de alivio. 

Por lo <J<le se refiere a la reducción de la velocidad, si en la ecuación 
(3.48) se hace !J.H = H,n -:- H 0 y 11 V= V¡- V0 , ésta se puede escribir co
mo: 

179 
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t:.H = - !!. t:. V g 

Dispositil•os de ali1•io 

expres10n de la que fácilmente se deduce que al disminuir el valor de V0 • 

cualquiera que sea el de V¡, da como resultado una reducción en el de t:.H. 
En cuanto a los dispositivos de alivio, los de uso más común son las vál

vulas y, en algunos casos que así lo requieren, los tanques de oscilación. los 
tanques unidireccionales y las cámaras de aire. 

En este capítulo se hace una descripción de los dispositivos antes mencio
nados, se propone un método basado en las ecuaciones de Allievi para la 
selección de válvulas, se obtienen las soluciones analíticas para cuatro condi
ciones de operación de sistemas hidráulicos con tanques de oscilación y cá
maras de aire, y se presentan unas cartas para tanques de oscilación y cámaras 
de aire que permiten estimar en forma aproximada las cargas extremas en 
estos dos últimos dispositivos. 

Finalmente, se establecen las condiciones de frontera que permiten simu
lar el comportamiento de válvulas. tanques de oscilación y cámaras de aire. 
con objeto de poder efectuar el diseño definitivo de los sistemas hidráulicos 
que se estudian en este libro. 

6.2 DESCRIPCIÓN DE VÁLVULAS 19 

6.2.1 Válvulas de no retomo 

Estas válvulas se encuentran representadas esquemáticamente en la figura 
6.1, y sirven para impedir la inversión del flujo en un conducto. En general. 
una válvula de este tipo deberá instalarse siempre en la tubería de descarga 
de una bomba para evitar el flujo en dirección opuesta a la ori!,!inal en los im
pulsores de ésta, también se instalan en el extremo agu;¡s ahajo del conducto 
que une a un tanque unidireccional con la tubería de descarga de una planta 
de bombeo, lo cual se verá en la sección 6.1 O. 

Es muy importante destacar que estas válvulas normalmente cierran en 
forma instantánea cuando se presenta la inversión del flujo y, en algunos ca
sos, su diseño permite que el cierre sea lento y se lleve a cabo un poco antes 
de la inversión, con objeto de reducir la magnitud de la sobrepresión asocia
da a un cierre instantáneo, pero si por alguna causa una bomba opera en la 
zona de disipación de energía durante un determinado intervalo de tiempo 

Figura 6.1 Válvula de nn retorno. 
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Resane ------._ 

--·-\ff.---¡9-4; _IO_l __ 
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• 

- - - ,..-----, 

P. H. C. 

Figura 6.2 Válvula de seguridad. 

antes del cierre de la válvula, el awnento de carga será bastante mayor que el 
producido por cualquier tipo de cierre ya sea lento o instanljneo.9 

6.2.2 Válvulas de seguridad 

Estas válvulas se indican en forma esquemática en la figura 6.2a y sirven para 
disminuir el incremento de presión asociado al golpe de ariete. 

Cuando se alcanza una presión p 2 en el conducto de tal manera que la 
ful!rza generada supera a la resistencia del resorte, la válvula abre totalmente 
en forma instantánea (figura 6. 2b) y permite la salida de un determinado vo- ,. 
lumen de agua hasta que la presión disminuye y adquiere un valor igual a p 1 

cerrando totalmente y también en forma instantánea. Estas válvulas operan 
totalmente al.Jiertas o totalmente cerradas. 

6.2.3 Válvulas aliviadoras de presión o supresoras de oscilaciones 

Este tipo de válvulas están constituidas por los elementos que esquemática
mente se indican en la figura 6. 3a y su funcionamiento es el siguiente: 

En condiciones normales de operación la válvula CD permanece con un 
grado de apertura previamente calibrado, mientras que la {1), constituida por 
un mecanismo de resorte, se encuentra cerrada; así, la carga de presión que 
existe en el conducto es la misma a la que se encuentran sujetas tanto la cá
mara @) como el mecanismo de la válvula principal @, prevaleciendo un 
equilibrio de fuerzas que permite a esta última permanecer también cerrada. 
Al producirse un aumento de la presión en el conducto que sobrepasa la pre
fijada para mantener cerrada la válvula (1:), es decir, cuando p > p 1 (figura 
6.3b ), se gen..:ra una fuerza F2 y esta última se abre parcialmente y permite 
tanto el flujo a través de ella hacia la descarga como una reducción de la pre
sión en la cámara, y la generación de una fuerza F 1 en el mecanismo de la 
válvula principal® que da lugar a que ésta inicie su apertura, la cual aumen-
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Resorte 

----
Conducto 

P.H.C. 

Corte A-A 

a) 

Dispositivos de ali•'io 

Comportamiento 
11

a ~proximado 

T ---~~ 
1.00 1 i 
1 1 1 

L.__~----:::-- p 
P 1 P 2 
r- l>P-----1 

b) 

a¡. 2, 1 

A.J-

a¡_ n 

_j_ 0¡+2,1 

1-- A 

~::¡::.- -v 
1 

Válvula 

-l-oi+1, 1 

Figura 6.3 Válvula aliviadora de presió11 o supresora de oscilaciones. 

ta graduahnente conforme el valor de la presión en el conducto se aproxima 
a un valor igual a p 2 , instante en el que se presenta la apertura total y el valor 
del gasto máximo a través de dicha válvula. 

Posteriormente, como consecuencia del volumen descargado por la válvu
la principal la presión en el conducto disminuye, y cuando tiene un valor 
igual a p 1 la válvula (6) cierra y se establece un nuevo equilibrio de fuerzas en 
el mecanismo de la válvula principal que da lugar al cierre de ésta. 

6.2.4 Válvulas reguladoras de presión 

Estas válvulas tienen un funcionamiento semejante al de las vistas en la sec
ción anterior, sólo que tanto la apertura como el cierre de las mismas se lleva 
a cabo mediante la acción de un servomotor, y se caracterizan porque el tiem
po de apertura es relativamente pequeño comparado con el de cierre (figura 
6.4a), lo cual ocasiona incrementos de presión despreciables en el sistema por 
causa de esta última maniobra. 

En la figura 6.4b se puede apreciar el efecto de una válvula de este tipo 
ubicada inmediatamente aguas arriba del órgano de control situado en el ex
tremo de un conducto por gravedad, transformando una maniobra de cierre 
total del primero en otra de cierre parcial, atenuando con esto el incremento 
de presión a lo largo del conducto. 
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1 
1.00 

1 
í 
1.00 

1 
tz ------1 

al 

fl, Tia· 11c 

---==--- ---- ---_;;.·-¡ ., ..... / 
·, ,, ~----...1 

' '· __ , 1 . .... ---; ' ----\ 1 1 

\ 1 1 • 1 
\.¡ 1 

;x" \ 
/ • 1 

/ '·" 1 / .,_ 1 
..,...,/ ........... .__ 

~------1¡ ----~~ 

--·-·-Órgano de control (~) 
----Válvula (r¡8 ) 

-------- Maniobra combmada (f1c) 

bl 

Figura 6.4 Operación de una válvula reguladora de presión. 

6.2.5 Válvulas de admisión de aire* 

Son·como se muestra esquemáticamente en la figura 6.5 y su funcionamiento 
es el siguiente: 

El orificio de admisión de aire, que en condiciones de flujo permanen
te se encuentra cerrado, se abre cuando por efecto del golpe de ariete la pre
sión en la sección donde se encuentra ubicada la válvula desciende por debajo 
de un límite prescrito y pem1ite la entrada de una determinada cantidad de 
aire que evita la formación de un vacío para prevenir el colapso del conduc
to, cerrándose nuevamente cuando la presión aumenta. 

Orificio de admisión de aire -. 

>+--Aire 

------}<·---·---·--- -- -- ------1-· --

Figura 6.5 Válvulas de admisión de aire. 

t 

* Para los lectores interesados en la simulación de este tipo de válvulas y las consecuencias que trae 
t:onsi~o la o.uJmh.i[,n de aire en un conducto, se recomienda consultar las referencias 3 y 8. 

::h 

., 
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6.2.6 Instalación adecuada de válvulas 

Una instalación adecuada de válvulas en un conducto por gravedad es como 
se muestra en la figura 6.6a. 

al Conductos por gravedad 

G) Válvula o compuerta de seccionamiento. 

@ Válvula de no retorno. 

@ V81vula aliviadora de presión, reguladora de presión o de seguridad. 

G) Válvula de admisión de aire. 

b) Plantas de bombeo 

Figura 6.6 Instalación adecuada de válvulas. 
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Así. con las válvulas o compuertas de seccionamiento se puede regular el 
gasto y es posible efectuar trabajos de mantenimiento en el conducto cuando 
éste así lo requiera; con la válvula de admisión de aire se evita la posibilidad 
de formación de un vacío cuando se cierra la válvula de seccionamiento 
ubicada aguas arriba y con la válvula del tipo aliviadora de presión. regulado
ra de presión o de seguridad, se reduce la magnitud de la sobre presión si la de 
seccionamiento que se encuentra aguas abajo se cierra. En cuanto a las plan
tas de bombeo, la ubicación de válvulas se indica en la figura 6.6b. Sin em
bargo, es necesario destacar que la ubicación de válvulas propuesta puede 
variar de acuerdo con las condiciones particulares de cada sistema y, en 
algunos casos, podría resultar necesaria la instalación de válvulas de los tipos 
mencionados en secciones adicionales a las que se indican, por ejemplo, de 
una válvula de admisión de aire en un punto alto de la tubería de descarga 
en una planta de bombeo. 

Asimismo, es posible que la carga de presión máxima resultante por efec
to del golpe de ariete en los sistemas en estudio, sea de una magnitud tal que 
no se requiera de la instalación de válvulas para la reducción de ésta. 

Finalmente, es necesario mencionar que de cada uno de los tipos de vál
vulas descritas existe una gran variedad en el mercado, y las características 
especiales de cada una de ellas deben ser proporcionadas por el fabricante. 

6.3 MÉTODO PARA LA SELECCIÓN DE VÁLVULAS DE 
SEGURIDAD 

6.3.1 Válvulas en conductos por gravedad 

De acuerdo con lo indicado en la figura 6. 2 el gasto total Q,, que pasa por 
una v'ilvub y c:l gradu dc: apertura de la nJisn1a Tia· se pu.;dcn expresar como: 

(6.1) 

y 

(6.2) 

donde los subíndices a y m denotan a la válvula y el grado máximo de apcr
t ura de ésta. 

1'0r otra parle, si se aplica la ecuación de continuidad y se elige el plano 
honLontal de comparación de talmam:ra que H ;¡:. :t.pa, se obtiene: 
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Si se dividen ambos miembros de la expresión anterior entre 

se recuerdan las definiciones de ~'¡. TJ¡ y Z¡. dcsput:s de sustituir la ecuación 
(6.2) y efectuar operaciones, resulta: 

v,. = [1),· + 'a 1) ) Z· a¡ 1 (6.3) 

donde 

(6.3a) 

De acuerdo con lo anterior, si se lleva a cabo una maniobra de cierre en 
el órgano de control de un conducto tal como el mostrado en la figura 3.1 
en cuyo extremo aguas abajo existe una válvula de seguridad, al sustituir la 
ecuación anterior en la (3.38) se puede escribir: 

Zf +Zf_¡ +2=2€[(1J;-t +'a 1la¡_¡)Z¡-¡ -(TJ;+ 'a 11o¡)Z¡) (6.4) 

Ahora bien, si· se considera que en el instante i la válvula se encuentra 
totalmente abierta, la carga piezométrica adimensional adquiere un valor 
máximo permisible Zfmm, y si en el instante anterior, i- 1, la válvula se en
cuentra totalmente cerrada, la ecuación (6.4) se reduce a: 

(6.5) 

de la ecuación (3.38), con Z¡ = Zmáx y TJ; = 'TJz máx, se obtiene: 

Zf-t -2-2€1J¡_¡ Z¡_¡ =-(z;áx +2E1)z . Zmáxl (6.6) 
max 

Sustituyendo la ecuación anterior en la (6.5) y haciendo operaciones re-
sulta finalmente: · 

~a m 

Z2 = 
máx 

( 
r¡, . + 'a ) ] 2 2 m•x 

- € 
Zmdx 

+2E1)zmáx) 
Zmáx 

(6.7) 

expresión que permite calcular la relación entre las cargas piczométricas adi-
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mensionales permisible y máxima en el órgano de control, si se conoce el 
valor de '• definido por la ecuación (6.3a). Obsérvese q_ue si 

En la figura ·6.7 se presenta una familia de curvas para diferentes valores 

2€Tizmáx 
del parámetro K,, = z . que permiten obtener la relación de cargas men

max 
2Er 

cionadas en el párrafo anterior en función del parámetro -2 a • 
mdx 

En consecuencia, el procedimiento para seleccionar una válvula de segu
ridad será e 1 siguiente: 

a) Efectuar el cálculo hidráulico para obtener los valores de z;ndx, 

1/z máx Y Kv. 

b) Establecer de acuerdo con las necesidades de proyecto el valor de t. 
z2 2Era 

perm, de la figura 6. 7, determinar el valor de T y de éste el 
max 

de '•· 

z2 

1.00 ,~= máx r=: 

~ 

\ ~ ~ 1\: ---

!'," 0 
0.90 

\ '\ 

~~ -- --

0.80 

0.70 

0.00 

o 0.5 
0.00 0.20 

. 

t--.. 

~ ~ ¡-¿ ~ 1'\. 

"' 
..... 

' 
~ "" '\ 
-~ 

0.40 

1 L~'-max 
Kv= 

Zmáx 

-....... 

~ r:::::- ¡--......_ 

""' 
!'---

.........___ 

~ ............. !"-... 

~ 
...... ............. r--=:: ' 1'--- 1'-t-.. r-... 

'!"'\.. 
........ 

1'--. 
....... 

1'---
......... 

¡--......... -Kv=S. 

r--.... 

""' 
............. 

...... ¡-...... 4.00 

r--........ ¡-...._ 
o+---

........... \"-. 3.00 ·o o ~o t'---.. 

00 

"" "" 
............. 2.00 

0.00 0.80 1.00 1.20 1.40. 

Figura 6. 7 Curvas para la selección de una válvula de seguridad en un conducto por gra
vedad. 
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e) Determinar el gasto que debe desalojar cada vá!Yula y el área efectiva 
requerida de acuerdo con las expresiones: 

y 

Q - Qo ra zper/11 ,.---r\1--
. ,. 

ra Qu 
(Cdu Au) = ,, _ ¡""'.,=Hn= 

l\ ,. V _g O 

siendo Nv el número total de válvulas. 

Por último, es importante señalar que el área y diámetro nominales defi
nitivos de la válvula dependerán de las especificaciones establecidas por el fa
bricante. El procedimiento para la selección de válvulas de seguridad también 
puede ser aplicado en forma conservadora al caso de válvulas aliviadoras de 
presión. 

6.3.2 Válvulas en plantas de bombeo 

Si se lleva a cabo un razonamiento semejante al de la sección anterior para la 
tubefía de descarga de una planta de bombeo. tal corno la indicada en la figu
ra 4.3, al presentarse una falla en el suministro de energía a la planta. y supo
niendo que inmediatamente aguas abajo de la válvula de no retorno se instala 
una de seguridad, a partir del instante de cierre de la primera i,. =o se puede 
escribir:* 

(6.8) 

Si se sustituye la ecuación anterior en la (4.8) con lz¡ = hperm y 11a¡ = 1, 
ésta adquiere la forma: 

(6.9) 

de la ecuación (4.8), con lz; = h,,..;x resulta: 

(6.10) 

sustituyendo la ecuación anterior en la (6.9). después de hacer operaciones. 
se obtiene: 

hrwrm 
hmJx 

+ 2) -JÍ((2E ~+ 2)2 ·- 4] 
Jz,nJ t' 

( 6.1 1) 

* Aquí e" impnrtnntc aclar.~r qm: 1:1 v;¡ríable l'i qt1cd.t t.kl iuLd.t eomo 1'¡ =_!di. .;kndo /\'el nÚn11.:1o dl! 
NQO 

bomba" que operan 1..'1l p.IT.Iklo y Q0 el !!:l!'to suminhtiado por cada bomba. 

~ -
' 
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expresión mediante la cual se puede detemlinar la relación de cargas piezo
métricas adimcnsionalt:s permi,ibk y máxima en la bomba. si se conoce el 
valor de ra. En la figura 6.8 se presenta una curva que pennite obtener dicha 

1E ra 
relación en función del parámetro /h .. 

\.. max 

En forma semejante a la sección anterior, el procedimiento para seleccio
nar una válvula de seguridad en una planta de bombeo, tomando en cuenta lo 
ya mencionado con relación a sus dimensiones definitivas, es el siguiente (fi
gura 6.2): 

1.00 

0.90 

0.80 

0.70 

0.60 

a) Efectuar el cálculo hidráulico para obtener el valor de h,. 0 , 

b) Establecer de acuerdo con las necesidades de proyecto el valor de 
2E ~'a 

hperm. de la figura 6.8, determinar el valor de ~ y de éste d 
V "múx 

de ra 
e) Determinar el gasto que debe desalojar cada válvula y el área efectiva 

requerida de acuerdo con las expresiones: 

hperm 

hmáx 

~ 
~--· 

=r .... ---

--+-- ------,~ 

=[~ 
~ r---
-~--

1 "' ---

-J·. -~----·-

--~-- ---~ 

1 1 
1 

1 --- ---

------

NQo ra V lzperm 
Q ,. = _ _:__:l\~'_:__..!:.::.:._:_ 

l' 

---- --- ·-----

~--- --· ----

' __ ¡ 
-

""' ~ .......... -
'-..J 

-· --- --

"" """ ------ -- -- ·--

""" 0.50 
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 

'--.... 2cra 

0.50 0.60 0.70 

Figura 6.8 Curva para la selección de una válvula de seguridad en una pl;mta de bombeo. 

:¡ 

1 ~.. vi. 
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y 

donde N es el número de bombas que operan en paralelo, Q 0 el gasto 
sumir.i;;!~ado por cada bomba y Nv el número total de válvulas que 
deben ser instaladas en la p !anta. 

6.4 TANQUES DE OSCILACIÓN 

6.4.1 Descripción 

Un tanque de oscilación es un dispositivo de alivio frecnentemente utilizado 
en estaciones hidroeléctricas y en plantas de bombeo para reducir el efecto 
producido por el golpe de ariete. 

Con objeto de analizar el funcionamiento de estas estructuras se pueden 
considerar los sistemas que se muestran en las figuras 6.9a y b. en los que 
existe un tanque de oscilación con un orificio en su parte inferior. en la sec
ción del conducto inmediatamente aguas arriba o aguas ahajo de un órgano 
de control o una válvula de no retorno respectivamente, y un depósito con 
nivel constante situado en el otro extremo. 

Con relación a la estación hidroeléctrica de la figura 6.9b, cuando se efec
túa una maniobra de cierre total en el órgano de control el nivrl del agua en 
el tanque aumenta en forma gradual transformándose la energía cinética del 
agua en potencial. y con esto se reduce el efecto del golpe de ariete en el tra
mo del conducto situado aguas arriba del tanque; asimismo. cuando la mani
obra en el órgano es de apertura, el nivel dl'l agua en l'l tanquC' dC'sciC'nde y 
contribuye junto con el conducto a la demanda inmediata de agua por parte 
de la turbina. 

Por lo que se refiere a la planta de bombeo de la figura 6.9a. al presentarse 
una interrupción en el suministro de energía o una falla mecánica en la bom
ba, ante la reducción de la carga en esta última, el nivel del agua en el tanque 
desciende y da lugar a una disminución en la variación del gasto en la tube
ría de descarga. disminuyendo con esto también el valor de la depresión en 
esta última; posteriormente, cuando se invierte el flujo en la tubería y cierra 
la válvula de no retorno. el nivd del agua en el tanque empieza a subir y se 
transforma la energía tal como se mencionó en el p3rrafo anterior, redu
ciéndose con esto el valor de la sobrepresión en la bomba y la tubería de 
descarga. 

Por otra parte. cuando se pn:st,nta el arranque de la bomba la mayor par
te del flujo inicial penetra l'n el tanque, lo que reduce tanto el aumento súbito 
del gasto en la tubería como el incremento de carga en la misma. 
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6.4.2 Tipos principales de tanques de oscilación 

Básicamente los tanques de oscilación se clasifican en vertedores y no verte
dores. Los primeros tienen una altura menor que la qll" alcanzaría el nivel 
máximo del agua en el tanque, lo que provoca el vertido del agua, y se utili
zan cuando las condiciones topográficas del terreno lo permiten sin ocasionar 
problemas. 

Dentro de los dos tipos existen varios modelos. los principales son: 

• Tanque de tipo simple. Consiste en un cilindro abierto en la parte su
perior que se une con el conducto en su parte inferior (figura 6.10a). 

• Tanque con orificio dijáencial. Es semejante al tanque de tipo simple, 
sólo que en la parte inferior tiene un estrechamiento conocido como 
orificio diferencial, que produce pérdidas de carga que resultan mayo
res cuando el agua entra al tanque que cuando sale de éste. por lo 
que ofrece una operación más ventajosa que la del tipo !jimple (figura 
6.1 Oc). 

En algunos casos, además del orificio diferencial existe upa tubería 
de unión como la mostrada en b figura 6. 1 O d. 

• Tanque d¡(erencial o tipo Jolmson. Estú constituido por un tanque 
principal donde se aloja un tubo central o tubo elevador. con orificios 
en su parte inferior (figura 6.1 Oe). y un diámetro aproximado al del 
conducto (80% como mínimo).' r 

Cuando existe un incremento de carga en el conducto, por cualquiera de 
las causas descritas en la sección 6.4.1. el agua sube rápidamente en el tubo ele
vador y se vierte en el principal, iniciándose un ascenso del agua con menor 
rapidez hasta llegar a un determinado nivel máximo: asimismo. cuando se re
quiere el suministro instantáneo de agua en el conducto. el agua desciende 
rápidamente por el tubo elevador y. en cualquier caso, la amortiguación de las 
oscilaciones se verifica en forma efectiva gracias al efecto del tanque principal. 

6.4.3 Requisitos para la operación correcta de un tanque de 
oscilación 

Con el fin de que un tanque de oscilación opere con efectividad, su locali
zación y dimensiones deberán estar basados en las siguientes consideracio
nes:4· 16 

a) En una estación hidroeléctrica donde la descarga está controlada por 
un gobernador, el tanque debe tener suficiente área transversal para 
ser estable, de manera que las oscilaciones del nivel del agua en el 
mismo se amortigüen durante el tiempo que dure la descarga. En caso 
de que C'l área Sl'a muy pequl'i'ia. un cambio cn la carga de la turbina 
puede originar oscilaciones continuas o crecientes. 
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El área mínima se puede calcular de acuerdo con la siguiente ex
presión: 

LA V6 
Armin = Cr H¡

1 
(Ho -H

11
) }g (6.12) 

la cual se conoce como Condición de Thoma, donde A r es el área 
mínima del tanque. en m 2 , Cr es un coeficiente cuyo valor según 
Rich es de 1.5 y H¡ 1 es la pérdida de carga en el conducto. El resto 
de las variables que aparecen en esta ecuación ya han sido definidas 
anteriormente. 

b) El tanque de oscilación deberá estar situado lo más cerca posible de la 
estación hidroeléctrica o planta de bombeo, ya que el efecto del gol
pe de ariete será de una intensidad bastante mnyor en el rramo del 
conducto comprendido entre el tanque y el órgano dl' control (figura 
6.9b), o bien, entre éste y la válvula de no retorno (figura 6.9a). 

e) Debe tener una altura suficiente para evitar derrames que se puedan 
presentar en cualquier condición de operación, excepto cuando el 
tanque sea de tipo vertedor. 

d) El nivel mínimo del agua en el tanque no deberá permitir el vaciado 
del mismo, y con esto la entrada de aire al conducto. 

6.5 ECUACIONES DIFERENCIALES PARA SISTEMAS 
HIDRÁULICOS CON TANQUES DE OSCILACIÓN 

6.5 .1 Ecuación dinámica 

Con objeto de simplificar y poder obtener una solución analítica de las ecua
ciones dinámica y de continuidad para un sistema hidráulico de características 
geométricas constantes, tal como los que se muestran en las figuras 6.9a y b, 
se pueden hacer las siguientes hipótesis: 

a) El flujo en el conducto es incompresible. 
b) Las paredes del conducto se consideran rígidas o indeformables. 
e) Las cargas de velocidad en el conducto y el tanque de oscilación son 

despreciables comparadas con las de presión que se generan en los 
mismos. 

d) Las distribuciones de velocidad y presión en cualquier sección dd 
conducto son uniformes. 

e) El nivel del agua en el depósito situado en el extremo opuesto del 
tanque de oscilación permanece constante. 

f) Las fórmulas para el cálculo de pérdidas de carga utilizadas cuando el 
flujo es permanente en el sistema, también son válidas durante el flu
jo transitorio. 
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g) La carga piezométrica varía linealmente con respecto a la coordenada 
curvilínea x. 

h) El gasto suministrado por las bombas o el proporcionado a las turbi
nas es una constante. 

Tomando en cuenta las hipótesis anteriores y de acuerdo con las figuras 
6.9a y b, si se sustituye la ecuación de continuidad para el conducto (ecua
ción 2.15) en la dinámica (ecuación 2.21), y se efectúan operaciones, se 
obtiene 

L dV ( 
--± S+K 
g dt 

vlwll)+rL v¡v¡=o 
2g D 2g (6.13) 

donde el signo de los términos entre paréntesis es positivo o negativo, según 
se trate de una estación hidroeléctrica (figura 6.9b) o una planta de bombeo 
(figura 6.9a) respectivamente. 

VI lVII 
El término K -., representa la pérdida de carga debida al orificio _g 

diferencial, siendo K un parámetro que depende de la geometría de éste y ., 
la del tanque* El valor de la velocidad V1 se considera positivo si el agua 
entra al tanque y negativo en caso contrario. 

6.5 .2 Ecuación de continuidad del sistema ,. 
" 

De acuerdo con lo indicado en las figuras 6.9a y b se puede escribir: 

dS 
VA ±A T dt = Qb, r (6.14) 

donde t:l signo positivo corresponde a la planta de bombeo, el negativo a la 
estación hidroeléctrica y el término Qh 1 e~ el gasto suministrado por las 
bombas (Qb ), o el proporcionado a las tmbinas (Q 1 ). 

6.5.3 Sistemas sin fricción 

Con t:l fin de conocer el comportamiento ideal de los sistemas hidráulicos en 
estudio se pueden despreciar los efectos de la fricción en el conducto y la 

* l<.~ pl-rd1d.1 de rarg:..~ en el orifkio ~cncr:..~lmcnt~ .;;e expresa como K o 
QT/QT/ 

2 gA ~ 
, donde K o es un 

par:Ímctru que depende dl· la ~comt.:tría del orificio, A o el área de éste y QT es el gasto que entra o 

sak del t.JJH¡uc. Sin cmhar!!o. por convcnicm:itJ p;ua la !<>olución an;.~lítica de las ecuaciones diferencia
le., que~ l:~tudian, -.e utiliz;~ h.1 cxprcsiún cquiv.1lcntc que SI! indica. 

., 
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pérdida de carga debida al orificio diferencial. y de esta manera la ecuación 
(6.13) se reduce a: 

LdV±S=O 
g dt 

(6.15) 

Por otra parte, si se derivan con respecto al tiempo ambo~ miembros de 
la ecuación (6.14) y se toma en cuent11 la hipótesis h de la sección 6.5.1. 
resulta: 

dV d 2 S 
A dt ± Ar dt 2 = O (6.16) 

Al sustituir la ecu:1ción anterior en la (fí.lS ), y al recordar lo ya men
cionado acerca de los signos de los segundos términos de estas ecuaciones, se 
obtiene: 

gA 
--S=O 
LAr 

(6.17) 

que es una ecuación diferencial de primer grado y segundo orden, que tiene 
la siguiente solución general: 10 

riA /gA 
S= C1 cosy iA;. t + C2 sen y LAr t (6.18) 

La ecuación anterior fue resuelta para cuatro condiciones extremas de 
operación de los sistemas en estudio: 

l. Cierre total instantáneo del órgano de control en una estación hidro
eléctrica. 

2. Apertura total instantánea del órgano de control en una estación hi
droeléctrica. 

3. Arranque instantáneo de los equipos en una planta de bombeo con 
una válvula de seccionamiento instalada en la tubería de descarga que 
permanece totalmente abierta. 

4. Paro instantáneo de los equipos en una planta de bomheo con una 
válvula de no retorno instalada en la tubería de descarga que cierra en 
forma instantánea. 

Los resultados obtenidos se resumen en la figura 6.11 donde pueden v.:r
se los valores de la sobrelevación máxima S0 y el periodo de oscilación del 
tanque T para las cuatro condiciones de op~ración antes mencionadas. 
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Figura 6.11 Solución de ecuaciones diferenciales de sistemas hidráulicos sin considerar el efecto de la fricción. 
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6.5.4 Sistemas con fricción 

Para poder encontrar una solución analítica de las ecuaciones (6.13) y (6.14 ). 
considerando los efectos de la fricción en el conducto y la pérdida de carga 
debida al orificio diferencial, éstas se pueden escribir en la siguiente forma: 

L dS dV +(S+ K 
g dt dS -

V 1 IV 1 1 ) L V \V\ +[--=O 
2g D 2g 

(6.19) 

y 

dS '-= ± (Qb 1 -VA)==V1 (6.20) 
dt AT 

S. 1 ·¡ . . * l V Q V A Qb. 1 
1 en as u tlmas ecuac10nes se lace v == V, o == o , q == Q , 

L V5 A V5 S 
0 

Hr 
0 

H[¡ =ID 
2
g, H¡

2 
=K (-) 2 

-, S0 =- y r¡ == _·_2 • se sustituye la 
AT 2g H¡1 H 

ecuación (6.20) en la (6.19) y se efectúan operaciones, r/c~raanao 1a cvn" 
vención de signos establecida en la sección anterior, se obtiene para v ;;:;¡, 0: 

1'
2 ==O· V ~O , 1 

para estaciones hidroeléctricas y 

(
LQfi ) dv 2 
gAAT (q- v) dS

0 
-H¡1 [Sa ± 'r (q- v)2] + H2 ¡•2 ==O· V ~O 

[1 ' 1 

para plantas de bombeo. 

Sustituyendo el valor de 
LQ2 

S5 = gAAoT (figura 6.11) en las ecuaciones an-

teriores y ordenando términos, resulta finalmente: 

y 

dv _ 1 [ Sa + v2 ] 
dSa (So )2 q-v -'r (q- v)+ q- v =O, V¡ ~O 

H¡t 

S a 
q-v 

(6.21) 

(6.22) 
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Por otra parte. si en las condiciones extremas de operación y 4 men
cionadas en la sección 6.5.3 se supone que Qb, t =O, las ecuaciones (6.21) y 
(6.22) se escriben como: 

dv + 1 [ Sal' + (r¡ + 1 )¡> ] = 0; V ;;;., 0 
dSa (~J2 

(6.23) 

y 

1 l s. 1 +(So ) 2 v - (r¡ + i)v =O; v;;;. O 

fl¡l 

(6.24) 

mismas que pueden reducirse a dos ecuaciones diferenciales lineales de pri
mer orden, cuya solución se indica en las figuras 6.12 y 6. 13. 

En cuanto a las condiciones 2 y 3 de la citada sección, si Qb, = Q0 las 
ecuaciones (6.21) y (6.22) adquieren la forma: · 

y 

dv 1 l Sa ( r¡(l-v)
2 
-v

2 
)} 

S 
(S ) 

1 ,; O; V ;;;. o 
da ¡Jf

1

2 ]-¡• -v 

S a 

1- 1' 
) 1 = 0; v;;;., 0 

para la cual no se dispone de una solución analítica. 4 

(6.25)· 

(6.26) 

Sin embargo, es posibk efectuar una integración numérica de las ecua
ciones anteriores mediante alguno de los métodos que existen para tal fin. 4 

Tomando en cuenta lo anterior, en las figuras 6.12 y 6.13 se muestran 
las soluciones de las ecuaciones (6.25) y (6.26), obtenidas con base a las si
guientes sustituciones: 

dv _ Av 
dSa - Sa¡ -Sa¡.¡ 

1 
, Av= v¡ -V¡ _ 1 , j = 1, 2, 3 ... Av 

que permiten obtener un esquema de cálculo convergente para los valores 
extremos de S a si Av.;;;; 0.01 O. 
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Figura 6.12 Solución de ecuaciones diferenciales para determinar cargas extremas en estaciones hidroeléctricas con tanques de oscilaci<'nl consi
derando el efecto de la fricción. 
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Finalmente, es importante s~fialar que la evolución en el tiempo de la 
carga piezométrica en los tanques de oscilación que han sido estudiados y en 
las cámaras de aire que se analizan en la siguiente sección, puede ser obte
nida mediante la solución de las ecuaciones (6.21 ). (6.22), (6.36) y (6.37) de 
acuerdo con los procedimientos antes descritos y llevando a cabo la integra
ción gráfica o numérica de las siguientes expresiones: 

• 1 i 
J dt = ± 

s •. f¡-¡ 
1 ;-¡ S a¡ 

para las condiciones extremas 1 y 4, o bien: 

• 1 i 
) dt = ± 

t¡ -¡ 

s •. r , 
. Sa¡-¡ 

-
1' 

dSa 
1-v 

para las 2 y 3 tomando en cuenta la convención de signos cstabkciúa en la 
sección 6. 5. 2. 

6.6 CÁMARAS DE AIRE 

Un dispositivo eficaz para el control de las oscilaciones de carga que se origi
nan en una planta de bombeo, al presentarse una falla en el suministro de 
energía a la misma, es la llamada cámara de aire que generalmente se instala 
inmediatamente aguas abajo de una válvula de no retorno colocada en la tu
bería de descarga (figura 6.14 ). 

Como puede verse, la parte inferior de la cámara contiene agua. mientras 
que la superior posee aire, que para las condiciones del flujo permanenlt! ini
cial se encuentra comprimido bajo la carga de operación normal y almacena 
energía en forma análoga a un resorte. Al ocurrir la falla de energía, la presión 
en las bombas disminuye, el aire se expande y el agua sale de la cámara a 
travt!s del orificio situado en el fondo, reduciendo con esto el cambio de velo
cidad y la caída de carga en la tubería. Una vez que la válvula de no retorno 

cierra, cuando el flujo en la tubería se invierte. t:1 agua penetra en la cámara y 
el aire se comprime bajo una carga superior a la del flujo permanente inicial. 

Las cámaras de aire deben ser abastecidas constantemente con pequefias 
cantidades de air~: comprimido para reemplazar el que se disuelve en el agua, 
lo cual constituye su principal desventaja; asimismo, para lograr un funciona
miento más efectivo se requiere de un orificio diferencial en la cámara tal 
corno d que se ilustra en la figura 6.14. donde el flujo úe la tubc·ria a la cáma
ra proporciona una pérdida de carga generalm~nte 2.5 veces mayor que para 
el flujo rn la direc<.:ión opuesta. 9 logrando con esto una mejor amortiguación. 
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X 

H 0 Ho 
X=L 

H!B) 

L ~ 
Hf = f --

1 D 2g 

x=o 

'--- Válvula de retorno 

v, <o 
v>o 

Figura 6.14 Cámara de aire. 

6.7 ECUACIONES DIFERENCIALES PARA PLANTAS DE 
BOMBEO CON CÁMARAS DE AIRE 

6. 7.1 Ecuaciones dinámica y de continuidad 

P. H. C. 

·.: 

Procediendo en forma semejante a la sección 6.5.1 y de acuerdo con la figura 
6.14, las ecuaciones dinámica y de continuidad para una planta de bombeo 
adtjuicrcn la forma: 

y 

LdV_(s+K 
g di 

V 1 1V1 1) L 
7 + fD _g 

Vi VI --· . =o 
2g 

donde dCw es el volumen de agua contenido por b cámara. 

(6.27) 

(6.28) 
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6.7.2 Ecuación de proceso del aire en la cámara 

El proceso de compresión y expansión del aire dentro de la cámara se puede 
considerar como uno intermedio entre un proceso adiabático y otro isotér
mico,8 de tal manera que la relación entre la carga de presión ahsoluta H: 
en la cámara y el volumen C del aire dentro de la misma. se puede expresar 
como: 

(6.29) 

donde el subíndice O denota las condiciones para el flujo permanente inicial. 
y la carga de presión absoluta se puede definir como (ver figura 6.14 ): 

H*=H- Y+H -K a b 1 

V1 !V1 ! 
2g (6.30) 

Sin embargo, el empleo directo de las dos últimas ecuaciones no permite 
obtener una solución analítica de las ecuaciones diferenciales que se estable
cen en esta sección, por lo que se requiere hacer las siguientes hipótesis sim
plificatorias: 

a) Durante el proceso de compresión y expansión del atrc dentro de la 
cámara se acepta que: 12 

y 

dH: di/ 
"" dt dt 

De acuerdo con lo anterior, si se derivan ambos miembros de la ecuación 
dH * dS 

(6.29) con rL·spcdo al tie-mpo y se efectúan operaciones. con--a-=-- se 
dt dt 

obtiene: 

dC 
. dt = dS 

dt 

Por otra parte, si ..:1 volumen total de la cümara es de Ce resulta: 

c+c =e w '(' 

(6.31) 

•Aunqut· l'n l:1 '-L'f!UIHia hipl•ll'"i' 'implific:llori,l L'' pu-,ihll' tomar en Ull'llt:l d nivl'i dd a~ua L'll la c<Í· 
111ara Y, ,t.' ''~:,id~.-·r.J que 'l! '.·kr!!J puedo..: ,,.r onnlid,, 
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o bkn 

dC = 
dt 

sustituyendo 1~ ccu~ción anterior en la (6.31) se puede escribir: 

dCw _ ( _ _s;_ ) .!JS 
dt - 1.2H; 

0 
dt 

6.7 .3 Plantas de bombeo sin fricción 
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(6.32) 

Si se sustituye la ecuación (6.32) en la (ó.2H) y se derivan con rc'!;peeto al 
tiempo los dos miembros de la ecuación resultante, se tendrá que: 

dV ( C ) d
2
S 

A it+ 1.2/l~' 
0 

dt 2 =O (6.33) 

ecuación que sustituid~ en la (6.27) con K= f =O y 11; = HS da con]o re- !!! 

sultado: .tr. 

( 6.34) 

.; 

que es una ecuación totalmente semejante a la (6.17), con la siguiente solu
ción general; 

(6.35) 

La solución de la ecuación anterior, para las comliciones extremas (3) y 
(4) de 1~ sección 6.5.3,se muestra en la figura 6.11. 

6. 7. t Plantas de bombeo con fricción 

Si la ecuación (6.27) se escribe en la misma form~ que la (6.19). se sustitu
yen en la ecuación resultante las (6.28) y (6.32) y se utilizan los parámetros 

[ !_:2 AH~1
2 

!6 definidos en la sección 6.5 .4 con 1112 = K Co 
2
g se pueden escri-

bir las siguientes ecuaciones para v;;;. 0: 

) ] =o (6.36) 

2 Q, 
--

2 
..,¡ \t' ilacl' K 1 

2,J.,'Ar, 
=·('" )2 11., 

1.1 Hr~ A 0 



Sistema 

al t , t+s rb Smáx~ Í- ____ ~ 

H& í ~Co< D H o O :""'---..; 
1 1 1 Ao A /' 

._. ·~/ ¡ -5"!Uj L 

L Vá1vula de 

no retorno 

Ht ,.._ 
'+ 

S m in 
+ 

S 

\j ___ v--- , 
t-oo. S --+Q 

Condición de operación 

Arranque instantáneo de los 

equipos en una planta de 

bombeo. 

Ecuación diferencial 1 

[ 1 ~·v + ( r f (; = v:_,,,.._--v""' --) -1--=-o;_o_<;;_v_.;;_1_( 1-1--11 

=---
2gA6 ---V ,f_ (H•) · S H¡ 

v=--·-.s0 =1.100b,j-; - .s.=H-.'t=-¡; 
v0 gA C O f¡ f¡ 

Condiciones de frontera y solución numérica 
f-------:-:---

1 -0; Sao -o. ''o o. Samáx• V -1 

Sa¡ = ;- [ J 8 2 
- 4C - d J.¡= 1.2. 3 ... 

- 2 ' B='t 11- 1'·1 - ... - -s. 
t:.v 

1 1 a, ·1 

c=[r
2
-r¡ 11-''·1 2 1 S. -11-v 1 ( 

1 1 aJ-1 1 

•·¡= ''i-1 + Lll' Llr <;; 0.01 

So)' - Llt· 
H¡l 

dv 

dSa 
+ _1'---

( ~ )' Ht, 

Ecuación diferencial 

[:a -Ir¡ +11v} =o; o<;; v<;;1 121 

Paro instantáneo de los equi· Condiciones de frontera y solución anal{t¡ca 
pos en una planta de bombeo. t--·--------------'-----------------1 

t =O; S a= 1, l' -= 1; Samín· v -O 

v2 =A 11 +B Sal+ [ 1 -A lB+ 11 ] e-8 11 -Sal 

2(r1 +11 
B= 

(~,/ 
Figura 6.15 Solución de ecuaciones diferenciales para determinar cargas extremas en plantas de bombeo con cámaras de aire considerando el 

efecto de la fricción. 



Dimensiones aproximadas de una cámara de aire 207 

para la condición exlr<'ma 3, y 

~s. + (&_ )' [ :· - ''1 + ll +o 
Hfl 

(6.37) 

para la condición extrema 4, siendo S0 = 1.1 O Qh ~ 
0 

(figura 6.11 ). 

La solución de las ecuaciones anteriores, se muestra en la figura 6.15. 

6.8 CARTAS PARA DETERMINAR CARGAS EXTREMAS EN 
TANQUES DE OSCILACIÓN Y CÁMARAS DE AIRE 

Con base a la solución de las ecuaciones diferenciales establecidas para siste
mas hidráulicos con fricción, correspondientes a las condiciones extn:mas de 
operación mencionadas en la sección 6.5.3, se obtuvieron las cartas que se 
muestran en las figuras 6.16 y 6.1 7. 

Mediante la carta de la figura 6.1 6 pueden calcularse los valores de la 
sobrelevación máxima dd nivel del agua en un tanque de oscilación o de 
la carga <'n una cámara de aire situados inmediatamentt: aguas abajo de una 
válvula de no retorno, para la condición de un arranque instantáneo de··los 
equipos de bombeo. 'i Se' conoc,·n los valon:s de S0 , H¡

1 
y r1 antniormrnte 

definidos (ver ejemplo 6.4 ). 
Asimismo, en esta carta ta.nbién se puede determinar la sobrelevación 

mínima en un tanque de oscilación situado inmediatamente aguas arriba del 
órgano de control de una cstación hidroeléctrica, para la condición de una 
apertura lula! instantánea de este último. 

Por lo que se refiere a la carta de la figura 6.17, permite conocer los valo
res de la sobrclcvación mínima dd nivel dd agua en un tanque de oscilación 
o de la carga en una cámara de aire ubicados en la misma forma que sc men
cionó en el párrafo anterior, para la condición de un paro instantáneo de los 
equipos de bombeo, o bien, la sobrelevación máxima en un tanque de oscila
ci"D dt: una estación hidrat:l<!drica, para un ciare total instantáneo ctel ór
gano de contr JI (ver ejemplos 6.3 y 6. 5 ). 

6.9 DIMENSIONES APROXIMADAS DE UNA CÁMARA DE AIRE 

Para determinar las dimensiones aproximadas de una cámara de aire se pro
pone el siguiente pro..:cdimiento: 
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1 / 1 

V / / / V 
.1 / / 

1-¡--- -~"' ¡---
¿ 

71- - - pi" / ~ - - ---
o / ¿ 

"·_[ V / 11 '/ / 

X _1 " 11 1 / / 
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-' '\ 

/ 1 ./1 ' 1'/ / 
V / ' / 

V / / ~- ji' "-V V ¡.._01 
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¿ .1 / V / ¡-- -- ----1- - ¡---- -- -v V V / V V e- V 
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V / V 
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V V - ¿ 
V 7 7 / ~ 

-- t--- -- --- ---- - - --- - - --'- - -
1 _:_o_ / V V 

V--V V /"' 
-- -- t---- Ht, f- ....... V ~ 

1.5 2 

L v6 
H1 -f -

1- D 2g 

3 4 5 6 7 8 9 1 o 

Figura 6.16 Cartas para tanques de oscibciún y c<hnaras Jc aire cuullllo :t; pre-;cnta un 
arranque instantáneo de los equipos en una planta de bombeo u una apertUI.I total instan

tánea del órgano de control en una estación hidroeléctrica. 

208 



Dimensiones aproximadas de una cámara de aire 209 

1~,1 
70 

60 
1 

50 
~ ~ 

~ ~ 
k~ ~ 

k: ¡;;;; ~ ... V 
30 1 

' 1 1 
1 

1 V !? 
1 1 e7 

-<U '' ~(,-V. ~ l7 
~;:; ¡,.. ,.. 

v ~ ~~~-- v 
V ::-:: V' v :,o 

v t:::::: ::::;;; / v 
10 1-1---

9 
8 

' 
1 ~;,¡ 7 

' 1 1-,_ 
6 o 5 ¡Q 30 40 EO 6 70 80 90 100 , 

Figura 6.16 (continuación) ' 

a) Se determina la depresión mínima que puede aceptarse en una sección 
crítica de la tubería de descarga. tal como la B de la figura 6.14; y se 
calcula la correspondientl' a la cámara mediante la expresión:* .. 

b) Se calcula el valor de ~~ 1 y de la figura 6.1 7 se obtiene el de 

\~tl 
e) Se obtkne el valor de C01111 , que será el volumen mínimo de aire 

para d flujo p.:rllldlll.!ntc inicial correspondiente al nivel máximo del 
agua que se indica en la figura 6.14. de acuerdo con la expresión: 

Ht;L e = ---~--~------
·o m in gA ( ff¡ 1 •)2 ( ~ )2 

l.IOQb H¡t 

d) Conocido d valor de C0 min se determina el volumen de aire corres

pondiente al nivel mínimo del agua en la cámara de acuerdo con la 
exprc,ión: 

donde K f varía entre 0.3 y O. 7. 

" ¿ 

'. 

'. 

'· 
·' .• 
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Figura 6.17 Cartas para tanques de oscilación y cámaras de aire cuando se presenta un 
paro instantáneo de los equipos de una planta de bombeo o un cierre total instantáneo del 
órgano de control en una estación hidroeléctrica. 
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Figura 6.17 (continuación) ., 

,, 

y para este volumen máximo se calcula la depresión mínima S'mín en 
la cámara con base en la figura 6.1 7 y la expresión: 

e) Conocidos los valores de C0 máx y S' mín se obtiene el volumen de 
aire máximo para elllujo transitorio mediante la expresión: 

- o f¡ 
[ 

fl * + H ]o.sJ 
Cmáx- Comáx Hó -!S'minl 

f) Con el fin de no permitir la entrada de aire en la tubería de descarga 
el volumen de la cámara se calcula como: 

~.~. 
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6.1 O TANQUES UNIDIRECCIONALES 

Los tanques unidireccionales son dispositivos de alivio que tienen un funcio
namiento hidráulico semejante a los de oscilación. pero sólo sirven para ate
nuar la depresión que tiene lugar en la tubería de descarga de una planta 
de bombeo al presentarse una falla en el suministro de energía a la mis
ma. 

Como puede verse en la figúra 6.18, están conectados a la tubería ele des
carga mediante un conducto que tiene en su extremo aguas abajo una V:.lvula 
de no retorno que cumple con la función de impedir el llujo hacia el tanque. 
y otro de menor sección con una válvula de llotador que cierra una vez que 
el tanque se llena cuando las condiciones de operación de la planta son nue
vamente las normales. 

6.1 0.1 Dimensiones aproximadas de un tanque unidireccional 

Con objeto de obtener en forma aproximada el área requerida por un tanque 
unidireccional, supóngase que para condiciones de llujo permanente éste 
opera con una carga piezométrica Y 0 = H0 . de tal manera que al presentar
se una falla en el suministro de energía a la planta se comporta como un 
tanque de oscilación. y en estas condiciones. si la carga pir?Onll'trica mínima 
permisible en la sección x = O de la figura 6.18 es H 111 in > 1'¡,. se puede de
mostrar que el área mínima requerida por éste resulta: 

Ho 

----------T 

Tubería 

de llenado 

Válvula de flotador 

----~ Y, 

yb 1 

Válvula de no retorno 

~H 

-- l_ 

H,., = '!._~~-~'~ (- p __ f 
· L 0, 

o 30 o !:": 0, !S 0.60 o 

--- ___ e_ P H C. 

Figura 6.1 R Tanque umd ircccional. 



Jonde el 
. . ¡so 

ternuno IH 
[¡ 

se obti~ne de la figura 6.1 7 en función de los valores 

de 
H¡, 

Por otra park, si se consiuera que la energía potencial dd agua contenida 
en el tanque que se transforma en energía cinética resulta ser: 

y se hace la hipótesis de que con otro tanque que tenga una carga normal de 
opcra~ión Y0 = H0 - D.H y un área Ar , se alcanza la misma carga mínima 

u 

si en este último se transforma la misma cantidad Je energía, se obtiene que: 

Aru = ( 
\Smín\ 

iSm in 1 - Ll fl 

Finalmente, es necesario subrayar que las dimensiones de los dispositivos '' · 
de alivio que ilan sido analizados hasta aquí. son solamente aproximadas, y 
sólo sirven como datos de partida para una simulación con las condiciones de 
frontera que se establecen en las siguientes secciones, misma que permitirá 
obkncr las dimensiones ucfinitivas. 

6.11 CONDICIONES DE FRONTERA PARA VÁLVULAS 

6.11.1 Válvula aliviadora de presión situada en el extremo aguas abajo 
de un conducto por gravedad 

Para este caso, de la figura 6.3a se puede escribir: 

Q =Q + Q 
P¡,, pi+l,l pj+2.1 

(6.38) 

Por otra park, si >C rc~uerda que Qp. = (Cd Av)P y' 2g flp se susti-
1+ 2, 1 

luye la ecuación (6.1 )en la (6.38), y se considera queflp. =Hp. =Hp 
1. n ¡+ 2, 1 

despu~s d~ cf~ctua1 operaciones con z =O resulta 
Pa 

(6.39) 

H¡ 1., D 
>r El valor de 1/(

2 
pucdL' "u poner~ igu;.al a -'-'--1 - (~5 donde Lu y Du son la longitud y el diámetro 

L Du 

de la tubcrí<.~ de unión entre el tanque y cJ conducto respectivamente. 0.30D E;;; Du < 0.60D 

213 
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Si ahora se sustituye en la ecuación anterior la (6.2). y se hace 

V =V 
P P¡+ 1.1 

después de hacer operaciones ésta adquiere la forma: 

(6.40) 

igualando la última ecuación con la (5.24), con ePa= epa¡ se obtiene: 

(6.41) 

donde los valores de 1Jp dependerán de la ley de cierre en el órgano de con
trol, y los de 11aP se deducen de la figura 6.3b, de tal manera que: 

1zp-lz1 
11aP = h h ,p1 <p <P2 

2 - 1 

11a P = 1 , P ;;;. P 2 

11a p = O, P ,;;;;;, P 1 

(!) 

Como puede verse. al sustituir cualquiera de las ecuaciones del sistem;1 (1) 
en la (6.41) permite la solución de esta última para obten..:r el valor de lzp, 
y la de (6.40) el de Vp. 

6.11.2 Válvula aliviadora de presión situada en el extremo aguas 
arriba de la tubería de descarga de una bomba 

En este caso, aceptando que la válvula aliviadora opera una vez que la de no 
retorno se encuentra cerrada, de la figura 6.3 se deduce que Qp. =O, lo 

J+ l. 1 
que da como n:sultado: 

Siguiendo un procedimiento semejante al de la secc10n anterior, con 
V p. = Vp. = Vp, de la ecuación anterior y la (6.8) se obtiene que: 

¡,n ¡+2.1 

V P = - r a 11a p.,¡¡:¡;-

y de la ecuación (5.25) con en . = e na resulta: 
a¡ 

~ lzp 
r a 11aP V 11 p + - + C = 0 2€ na 

(6.42) 

(6.43) 
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Así, en base a la ecuación anterior y al sistema (1) es posible determinar el 
valor d~ lip, y de b ( 6.42) el de l'p. 

6.1 1.3 Válvula reguladora de presión 

Como puede deducirse fácilmente, las condiciones de frontera para una vál
vula reguladora de presión son las mismas que las correspondientes a las ali
viadora, Je presión, sólo que en este caso los valores de r¡0 p dependerán de 
la ky d~ apertura de b válvula y sustituyen a los proporcionados por el 

sistema (1) (ver ejemplo 6.6). 

6.12 CONO ICIONES DE FRONTERA PARA TANQUES DE 
OSCILACIÓN Y CÁMARAS DE AIRE 

6. 12.1 Tanque de oscilación situado en cualquier sección del 
conducto 

Para establecer las condiciones de frontera en un tanque de oscilación se pue
de considerar un sistema tal como el que se muestra en la figura 6. 19a donde 
puede observarse que existe una tubería de unión entre el tanque y el con
du.:to, cuya longitud Lu es pequeña comparada con la de este último, y un 
orificio diferencial en la entrada del tanque. .f, 

Las ecuaciones requeridas en la tubería de unión son las siguientes: ' 

• Ecuación de cargas. Si las pérdidas de carga entre las secciones (j,n), y 
Hp 

(j + 1. 1 )son despreciables. recordando que lzp = Ha resulta: 

(6.44) 

• Ecuación característica adimcnsioual positiva para la sección (j, n): 

lzp 

e J.n )' = ---,:;-'-'---
P¡,u paj 2f. 

1 
(6.45) 

• Ecuación característica adimensional negativa para la sección U+ 1,1 ): 

Vp. = Cn + 
J+l.l ai+l 

• Ecuación de continuidad: 

hpj+l,l 

2e¡ + 1 

V = Vp. - Vup .''i+l,t ¡,n 

(6.46) 

(6.4 7) 
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1 

~¡ 

1 
1 

1 
x, 

1 

H -H -H p. - PJ 1 1 - p 
J. n + ' y Yp 

Trdmo j Tramo j + 1 
X 

---¡--- ---,/-- r- --
i. n j + 1, 1 

IPH.C. 

a) 

bl el 

Figura 6.19 Condiciones de frontera para un tanque de oscilación. 

donde 

dy 

dt 
(6.47a) 

'1 
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En la ecuación anterior y es la carga piezométrica adimensional en el 

tanque. definida como y = ~· . y J'u P es el gasto adimensional en la tubería 
o Q 

1 .. .1 t" .. 1 11 p .. 1 ·¡. . 1 tl . te unwn uL' 1111uo como J'
11

p = Ou que se cons1uera pos1 1\'0 SI e lijO es 

hacia el tanque y negativo en caso contrario. 
Por otra parte, si se consideran como indeformables las paredes de la tu

bería anteriormente citada, y el flujo a través de ésta como incompresible, las 
ecuaciones (2.21) y (3.1) permiten escribir: 

o ( 6.48) 

si en la ecuación anterior se acepta que: 

ah __ l_(y + KoQ~ 
ax 1 - Lu , P 2g H

0 
A~ (6.49) 

y 

dl' u 

dt 

V -V 
Up 11 

D.t (6.50) 

y se considera que· para el cálculo d.: pérdidas por fricción Vup "'"vu, des
pués de sustituir las dos últimas ecuaciones en la (6.413) y hacer operaciones 
resulta: 

(6.51) 

donde 

K u = 
gAu H 0 

Qo Lu 

F = 
f., Lu Q5 

11 
2g H 0 D11 A~ 

Cor(. 
Ko Q5 

2g H 0 A~ 

dy .l'p-y 11u + l'uP 
y de la ecuaciñn (ú.47a) con l' uP =---.., y -= , se obtiene: 

dt fj. t 

(6.52) 
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Aquí, es necesario señalar que el parámetro K 0 tendrá dos valores dife
rentes para las condiciones de entrada y salida al tanque respectivamente, y 
si no existe orificio diferenciaL K 0 =O. 

Como puede verse, se dispone de un sistema de 6 ecuaciones lineales 
(ecuaciones 6.44 a 6.47, 6.51 y 6.52) con 6 incógnita> (hr¡, n· hr

1
+ t. 1 • 

Vpi.n. ~'P¡ + 1 _1 , V u p y Yp ). mismo que puede ser resuelto mediante el uso 
de algún método numérico destinado para tal fin. 

Cuando el tanque de oscilación está conectado al conducto sólo con un 
orificio diferencial, de la figura 6.19b se deduce que: 

hp = Yp + C0 ,¡_ l'u il'u 1 (6.53) 

donde l'u representa en este caso el gasto adimensional en L'l orificio. 
De esta manera, el sistema de 6 ecuaciones lineales con 6 incógnitas es el 

mismo que se estableció anteriormente, sólo que ahora la ecuación (6.51) 
debe ser reemplazada por la (6.53). 

Finalmente. cuando el tanque de oscilación es del tipo simple- (figura 
6.19c). se tendrá que hp = yp, y esto da como resultado un sistema de 5 
ecuaciones lim:ales (ecuaciones 6.44 a 6.4 7 y 6.5 2) con 5 incógnitas (hp , ¡. n 

6.12.2 Cámara de aire situada en cualquier sección del conducto 

En forma semejante al caso de un tanque de oscilación, para analizar las con
diciones de frontera de una cámara de aire se puede tomar en cuenta una 
instalación tal como la mostrada en la figura 6.20 donde puede verse una tu
bería de unión cuya longitud debe ser lo más pequeña posible y un orifi
cio diferencial en la entrada a la cámara. 

Las ~:cuaciones que se requieren en este caso son las siguientes: 

• Ecuación de cargas. Despreciando las p<.'rdidas de carga L'ntre las sec
ciones (j,n) y (j+ 1.1 ). se obtiene 

(6.54) 

• Ecuación característica adimensional positiva para la sección (j,n): 

(6.55) 

• Ecuación caraclL'rística adimcnsional negativa para la secLión (j+ 1.1 ): 

h 
_!1~ 

l'p¡.+l.l =e + 
rtaj+t 2E¡+l 

(6.56) 
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Gradiente hidr.lulico 

¡.......,;~--'---'-! - - - --
---+-- --

Hp. =Hp. =Hp 
¡,n J+l,l 

y Yp 

Tramo· Tramo 
., 

P. H. C. 

a) .. 

X ... --+------------------

b) 

Figura 6.20 Condiciones de frontera para una cámara de aire. 
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• Ecuación de continuidad: 

1' Up 

• Ecuación de proceso del aire en la cámara (ecuación 6.29): 

h* el .2 = h* 
a/' P a o 

donde 

Ht" /¡* =--Cp 
ap Ho' 

Cr ( H:) =-y/¡* = -C0 ao H o 

• Ecuación para d nivel del agua en la cámara: 

• Ecuación para el volumen del aire en la cámara (ver figura 6.20 ): 

A,. H0 cp =e- --'=--"-- (r, -- ¡·J 
Co - r . 

donde Ac es el área de la sección transversal de la cámara. 

(6.57) 

(6 58) 

(6.59) 

(6.60) 

Por otra parte. si se lleva a cabo un razonamiento análogo al de la sección 
anterior para la tubería de unión, con base a la ecuación (6.49) y haciendo 

Hb Q 11 
hb = Ho Y vu = Qo t¡ue obtiene: 

a_!!_ __ l_¡ . ,. _ K o Q~ a - L \ J P +ha hb + 
X 1 u 1' 2g H 0 A~ 

(6.61) 

Sustituyendo esta ecuación y la (6.50) en la (6.48). con V11 P "'V11 n·sulta: 

(6.62) 

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones (6.54) a (6.57) se obtiene: 

epa· - ella· -- 1' 
1 1 + l ll /' 

_l + l 
2e¡ 2e¡+t 

(6.63) 
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y lk las ecuacion~s (6.5 8) a (6.60): 

(6.64) 

Como puede observarse se dispone de un sistema de 4 ecuaciones (ecua
ciones 6.59 y 6.62 a 6.64) con 4 incógnitas (v 1., ~"up• hp y 11;1'¡ y, debido a 

que la ecuación (6.64) no es lineal, es necesario recurrir a un método intera
ti\·o para la solución de dicho sistema, tal como el de Newton-Raphson. Los 
valores de ''1'· . ''r· y Cp se determinan de las ecuaciones (6.55). 

/,11 ¡+1.1 

(6.56) y (6.60). 
Si la cámara de aire está conectada al conducto de manera semejante a la 

indicada en la figura 6.~0b, se deduce que: 

(6.65) 

Sustituyendo la c·cuación antc·rior ·y la 16.60) en la (ó.'iRl de~ como re
sultado. 

1' ll' 1 ) Up Up =h* (6 66) a o . 

Así. para este caso. el sistema se rC'ducc a 3 ecuaciones (6.59. (L63 y 6.66) 
con 3 incógnitas lYp· flp y 1'11 P). 

6.13 EJEMPLOS 

Ejemplo 6.1 

Determinar el gaslo que debe desalojar y el área efectiva requerida por una 
válvc~la aliviadora de presión que sc:r~ instalada inmediatamente aguas arriba 
de1 órgano de control del conducto dd ejemplo 3.5, considerando que J¡¡ car
ga piezomdrica adimelhion<Jl permisible es igual a 1.15. 

Solución 

De acuerdo con los datos del ejemplo 3.5 se tiene que: 

2e = 1.993, H0 = 153.00 m. Q0 = 23.87 m 3 /seg. 

Z~,á, = 1.542 y r¡. . = 0.500 Juego, según Jo indicado en la sección 6.3.1 
·ma.\ 

resulta: 
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a) zlmáx = 1.542. 11- . = 0.500, Kv = 
-max 

K = (1.993) (0.500) 
V .J 1.542 0.80 

2E11:máx 

zmáx . 

ZJ;erm 
b) z~erm = 1.15, z: . 115 2era 

= 1:542 = 0.75, de la figura 6.7, zmáx 
max 

(0.40h/ 1.542 
r = = 0.25 

a ( 1.993) 

= 0.40, 

Q _ Qo~ Zperm Q _ 'l y'¡ 47 _ 4 3/ e) v - N , v - (23.87) (0.-5) .S _ 7. 1 m seg. 
1' 

(0.25) (23.87) 
= .J----F<=:J 9==. 6~)~(1=:5""'3 .""'o o~) 0.109 m2 

Ejemplo 6.2 

Determinar el gasto que debe desalojar y el área efectiva requerida por una 
válvula aliviadora de presión instalada inmediatamente aguas abajo de la vál
vula de no retorno del ejemplo 4.1, considerando que la carga piezométrica 
adimensional permisible es igual a 1.05. 

Solución 

De acuerdo con los datos del ejemplo 4.1 se tiene que: 

2E = 1.203, H 0 = 150.00 m. Q0 = 0.517 m3 /seg. 

y hmax = 1.370 luego, según lo indicado en la sección 6.3.2 resulta: 

a) lzmáx = 1.370 

hperm _ 1.05 . 2€ ra 
b) h--- - 137 = 0.77, de la f¡gura 6.8. = 0.26, 

max · v' hmáx 

(0.26)y' 1.37 
ra = 1.203 = 0.25. 

_ NQo ra lzperm _ ---
7 

3 
e) Q v - Nv - (0.517)(0.25)y' 1.05 - 0.13- m /seg. 

(Cd A ) _ NQ 0 ra = (0.25) (0.517) = 0 _0024 m.2 

a a- Nv.J2gH0 y'(19.6)(150.00) 
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Ejemplo 6.3 

Calcular la sobrckvación máxima en d tanque de oscilación de la figura 6.9b, 
producida por un cierre total instantáneo del órgano de control para las si
guientes condiciones: 

a) Despreciando los efectos de la fricción en el conducto y la pérdida de 
carga en el orificio. 

b) Tomando en cuenta la fricción y la pérdida de carga. 
e) Considerando que el tanque de oscilación es del tipo simple. 

Los datos de proyecto son los siguientes: 

Ha = 152m. 
L = 914 m. 

AT = 29m 2
• 

D = 3.05 m. 
Q, = 24m 3 /seg. 

H}l 4.08 m. 

Hn 6.12 m. 

Solución 

a) De acuerdo con lo indicado en la figura 6.11, para el sistema b ), se 
tiene que: 

¡So¡ 15.91 Hh 
b) f/

11
1= 4.08 =3·90·r¡= H¡

1 
= 

luego, de la figura 6.1 7 resulta: 

6.1 2 1 50 
4.08 = . ' 

¡
Smáx /_? . _ _ 
H ¡-_.50, Smáx- (2.50) (4.08)- 10.20 m. 

J 1 . 

e) Para un tanque de oscilación del tipo simple se tendrá que rf =O y de 

la figura 6.17 con~~ J = 3.90 resulta: 
J 1 

smáx = (3.20) (4.08) = 13.06 m. 
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Ejemplo 6.4 

Calcular la sobrelevación máxima en el tanque de oscilación de la figura 6.9a. 
producida por un arranqw: instantáneo de los equipos de la planta. para las 
mismas condiciones del ejemplo anterior y los siguientes datos de proyecto: 

Ho lOO m. 
L = 1.500m. 

A¡ = 3.14 m 2 

D = 0.910 m. 
Qb = 1.30 m 3 /seg. 

H,l = 4.04 m. 

H¡, = 5 . .25 m. 

Solución 

a) De acuerdo con lo indicado en la figura 6.11 para d sistema a) se 
tiene que: 

/L (¡r) (0.910)2 
2 

S0 =Qhy'g~·A= 4 =0.650m 

S 0 = (1.30))¡9 _81 l (~.;~~) (3_14) = 11.25 m. 

b) ISHof 11 = 11.25 2 79 5.~5 1 30 -4.04 = · : rr= 4.04 = · 

luego. de la figurÚ 6. 16 resulta: 

I
S"' 0 '1-"'IO·S -(1"'0 (404 -889 Ji - ~-- · máx - -·- ) · ) - . m. 

1 1 

l
su 1 

e) con ,-1 =O y H;,, = .2.79. se: obtiene: 

1-:l'á~l = 2.90: smáx = (2.90) (4.04) = 11.72 m. 
1 1 

Obsérvese que el resultado anterior es mayor que el calculado en el in
ciso a. y esto se debe al efecto ck la fricción en el conducto que ocasiona un 
incremento dd gasto que entra al tanque. 

Ejemplo 6.5 

Determinar d volumen de una cámara de :lire. tal como la mostrada en h1 fi
gura 6.14. de tal manew que la depresión mínima en la sección B no exceda 
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el valor de 0.28 Ht cuando se presenta un paro instantáneo de los equipos, 
considerando un valor r 1 = 1 O y para los siguientl!s datos de proyecto: 

Ho = 60 m. 
L = 610 m. 

Xn = 305m. 
A = 1.82 m2

. 

Qb = 2.83 m3 /seg. 
H,, 0.91 m. • = 
Hb = 10.36 m. 

Solución 

De acuerdo con el procedimiento propuesto en la sección 6.9 se tiene lo si
guiente: 

a) ISmfn 1= ( 610 ~1 ~05 ) (0.28) (60 + 10.36)- 9.10= 30.30 m. 

b) ISmrnl = 30·
30 

= 33.30 y para 'r = 10 de la figura 6.17 se obtiene H11 0.91 

~;~ínl=40 
e) e - (70.36) (61 0) = 17.58 m3. 

Omfn- (9.81)(1.82) ( 0.91 )2 (4Q)2 
(1.10) (2.83) 

d) Comáx =(1.10)(17.58)= 19.34m3. 

1

Somrn
1

_ (1.10)(2.83) Á610)(70.36) _ 
Hf, - 0.91 V(9.81)(1.82)(19.34)- 38·14• 

S' 
de la figura 6.17 1 Hmfn 1 = 32; 

t, 

ls,;,rnl = (32) (0.91) = 29.12 m. 

[ 
70.36 + 0.91 lQ.8) - 3 

e) cmáx = 19.34 70.36- 29.12 - 30.45 m . 

f) ce= (1.10) (30.45)= 34m3. 

Ejemplo 6.6 

Deducir las condiciones de frontera para el caso particular de un conducto 
por gravedad con un órgano de control y una válvula reguladora de presión 
situada en el extremo aguas abajo. 
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Solución 

De acuerdo con la ecuación (6.40): 

Vp = (T)p + 'a TJa p) JTl; (1) 

donde T)p y "7" P son funciones del tiempo para el tipo de válvula que se ana

liza; asimismo si se hace: 

donde TJ, es el grado de apertura efectivo del órgano de control, la ecuación 
p 

(1) se reduce a: 

(2) 

En consecuencia, la simulación del efecto de la válvula reguladora se 
puede realizar mediante la aplicación del programa del apéndice B para una 
maniobra de cierre parcial con TJo = 1.00 y TJJ = r a, k• cual resulta válido 
tomando en cuenta lo ya mencionado con relación al tiempo de cierre de la 
válvula en la sección 6. 2.4. 

Ejemplo 6.7 

Determinar la carga piezométrica max1ma y mm1ma que se presenta en la 
compuerta de la figura E6. 7, para las siguientes condiciones: 

a) Sin considerar ningún dispositivo de alivio en el conducto, y la com
puerta se somete a la siguiente ley de cierre: 

t 
(seg) 0.00 1.50 3.00 4.50 6.00 

T) LOO 0.58 0.30 0.13 0.00 

b) Considerando que existe una válvula reguladora de pres10n ubica
. da inmediatamente aguas arriba de la compuerta, con un valor de 

r a = 0.80, que se somete a una maniobra de apertura con la siguien
te ley: 

t 
(seg) 0.00 1.50 300 4.50 6.00 

tia 0.00 O. 175 0.500 O.R 13 1 000 
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Ejemplos 

X = O 

(al 

1.00 

0.90 

0.80 

0.70 

0.60 

0.50 

0.40 

0.30 

0.20 

0.10 

Ho 
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Ha = 183m. 
0 0 = 0.730 m 3/seg.· 

O = 0.610 m. 
L = 1.464 m. 
a = 975 m./seg. 
f = 0.012 

X = L 

/ 
.t 

_,. . .._., ----
."'' ....... 

----- Condiciones simuladas 
en el programa. 

~------~------~------~----_J~------~---~ 
o 00 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 t (seg.l 

(b) 

Figura E6.7 

Solución 

a) De acuerdo con lo indicado en el apéndice A, los datos requeridos 
para utilizar el programa son: 

Ho = 183.00 .11. 

VAcp = 1.00 
Qo = O. 730 m3 /seg. 
L¡ = 732.00 m. 
D¡ 0.610 m. 
a¡ 975 m/seg. 
/¡ = 0.012 
L2 = 732.00 m. 

,, 
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h 

1.80 

/ \ 

/ \ -- Con válvula reguladora .. 
1 -: 

-· -·- S1n válvula reguladora \ 

1. 70 

1.60 

/ \ 
7 \ .. 

li ' \ 

1.50 

1.40 

1.30 

7 [7 1\ 1\ / 
77 \ \ 1 

Ir '· v/i 1\ \ / 

\. \ [/ / .. 

1.20 

1.10 

1.00 

0.90 

0.80 ~ 

0.70 

0.60 
o 2 3 4 5 6 7 B 9 t (seg 1 

ICJ 

Figura E6.7 

D2 = 0.610 m. 
a2 = 975 m/seg. 
[2 = 0.012 
At = 0.375 seg. 
T1o = 1.00 
111 = 0.58 
712 = 0.30 
11¡ = 0.00 
t, = l.SOseg. 
t 2 3 .0') seg. 
T 6.00 seg. 

Tiempo de impresión: = 9.00 seg. 

De los resultados del programa se obtiene que para la compuerta 
hmáx = 1.769 y hmín = 0.784. La variación de la carga piezométrica 
adimensional con respecto al tiempo se muestra en la figura E6. 7 .c. 
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b) De las maniobras que se llevan a cabo en la compuerta y la válvula 
reguladora, recordando del problema anterior que Tiep = r¡p + r0 r¡0 , 
se obtiene la siguiente tabla: P 

t 
(seg) 0.00 1.50 3.00 4.50 6.00 

11e 1.000 0.720 0.700 0.780 0.800 

Sin embargo, con objeto de poder utilizar el citado programa, 
se consideró la siguiente ley equivalente de cierre parcial: 

t 
(seg) 0.00 1.50 3.00 4.50 6.00 

TI,. 1.000 0.720 0.700 0.800 0.800 

de acuerdo con lo anterior, los datos requeridos por el programa para 
la condición en estudio son los mismos que Jos requeridos para el in
ciso anterior, con excepción de los siguientes: 

Ti o = 1.000 
T¡¡ = 0.720 
Ti2 = 0.700 
Ti¡ = 0.800 
t¡ = 1.50 seg. 
(2 = 3.00 seg. 
T = 4.50 seg. 

Los resultados obtenidos en este caso son hmáx = 1.235 y hm fn = 
0.803 y la variación de carga se indica en la figura E6.7c. 

6.14 PROBLEMAS PROPUESTOS 

Problema 6.1 

Determinar el gasto y el área efectiva requerida por una válvula aliviadora de 
presión que debe ser instalada inmediatamente aguas arriba del órgano de con
trol del conducto por gravedad del ejemplo 3.1, considerando que la carga 
piczométrica adimensional permisible en esa sección es 1.05. 

(Respuesta: 0.068 m3 /seg, 0.0015m2 .) 
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Problema 6.2 

Determinar el gasto y el área efectiva requerida por una válvula aliviadora de 
presión que debe ser instalada inmediatamente aguas a bajo de la válvula de no 
retorno de cada una de las tuberías de descarga de las bombas del ejemplo 
4.3, si la carga piezométrica adimensional permisible es 1.20. 

(Respuesta: 1.09 m3 /seg, 0.030 m2 ) 

Problema 6.3 

Calcular la sobrelevación máxima en el tanque de oscilación de la figura 6.9b 
producida por un cierre total instantáneo del órgano de control para las si
guientes condiciones: 

a) Despreciando los efectos de la fricción en el conducto y la pérdida de 
carga en el orificio. 

b) Tomando en cuenta la fricción y la pérdida de carga. 
e) Considerando que el tanque de oscilación es del tipo simple. 

Los datos de proyecto son los siguientes: 

Ho = 61 m. 
L = 610 m. 
Ar = 19m2

• 

D = 2.44 m. 
Q, = 17 m 3 /seg. 
HJ t = 2.60m. 
Hll = 12.20 m. 

(Respuesta: a) 14.22 m, b) 8.10 m y e) 12.50 m.) 

Problema 6.4 

Determinar el volumen de una cámara de aire, tal como la mostrada en la fi
gura 6.14, de tal manera que la depresión mínima en la sección B no exceda 
el valor de 28 m cuando se presenta un paro instantáneo de los equipos, con
siderando un valor de r¡ = 0.9 y para los siguientes datos de proyecto: 

Ho = 76 m. 
L = 1370 m. 
XB = 460m. 
A = 0.657 m2

. 

Qb - 1.28 m 3 /seg. 
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H11 = 8.50 m. 
Hb = 10.36m. 

Problema 6.5 

Demostrar la ecuación (6.18). 

Problema 6.6 

Demostrar la ecuación (6.21) y su solución. 

Problema 6.7 

Demostrar la ecuación (6.24) y su solución. 

231 

(Respuesta: 38 m3 .) 
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7.3 Throatless flumes with broken plane transition 
7.3.1 Description 

The geometry of the throatless flume with broken plane transition was first developed 
in irrigation practice in the Punjab andas such is described by Harvey (1912). Later. 
Blau ( 1960) reports on two geometries ofthis flume type. 8oth sources relate discharge 
and modular limit to heads upstream and downstream ofthe flume. h 1 and h2 respecti
vely. Available data are not sufficient to warrant inclusion in this manual. 

Since 1967 Skogerboe et al. ha ve published a number of papers on the same flume. 
referring to it as the 'cutthroat flume·. In the cutthroat flume. however. the flume 
discharge and modular limit are related to the piezometric heads at two points. in 
the converging section (hJ and in the downstream expansion (hh) as with the Parshall 
flume. Cutthroat flumes ha ve been tested with a flat bottom only. A dimension sketch 
of this structure is shown in Figure 7 .8. 

Because of gaps in the research performed on cutthroat flumes. reliable head
discharge data are only available for one ofthe testcd geometries (b, = 0.305 m. overall 
length is 2.743 m). Because of the non-availability of discharge data as a function 
ofh 1 and h2 (or H 1 and H 2) the requircd loss ofhead ovcr thc flume to maintain modu
larity is difficult to determine. 

In thc original cutthroat flume design. various discharge capacities were obtaincd 
by simply changing the throat width b" Flumes with a throat width of l. 2. 3. 4. 5. 
and 6 feet ( 1 ft = 0.3048 m) were tested for heads h,, ranging from 0.06 to O. 76 m. 
All flumes wcre placcd in a rectangular channcl 2.44 m wide. Thc upstrcam wingwall 
hadan abrupt transition to this channcl as shown in Figure 7.8. 

Obviously. the flow pattcrn at thc upstrcam piczomctcr tap is intluenccd by thc 
ratio bj8 1• Egglcston ( 1967) rcports on this influcncc for a 0.3048 m widc flumc. A 
variation of dischargc at constant h, up to 2 pcn.:cnt was found. Wc cxpcct. howevcr. 
that this variation will incrcase with incrcasing width b, and upstrcam hcad. Owing 
to the changing entrancc conditions it evcn is possiblc that the piezomctcr tap for 
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measuring h" will be in a Ztlné o!' tllm s..:paral!tlll. .'\,; alr.:ady mc·nttunc·d 111 .',;:cttclll 
7.2.3. the ratios bJB: and b)L: are also expccted to inllucncc the hcad-di,;chargc r..:la
tionship. 

Bennett ( 1972) calibrated a number of cutthroat llumes having othcr ovcrall\ength,; 
than 2. 743 m. He reponed large se ale effects between geometrically identical cutthroa l 
llumes. each ofthem having sufficiently largc dimensions (b. ranged from 0.05 lO 0.30~ 
m). Those scale effects were al so mentioned by Egglcston ( 196 7 ). Skogerboc and H ya t. 
( 1969). and Skogerboe. Bennett. and \Valker ( 1972). In all cases. however. thc reponed 
large scale effects are attrihuted lO the impropcr proccdure of comparing mea,;urc
ments with extrapolated relations. As a consequencc of thc forcgoing. no hcad-dis
charge relations of cutthroat flumes are givcn he re. Beca use of thci r complcx hydra ulic 
behaviour. the use of cutthroal flumes is not rccommcnded by thc prcsent \\Titers. 

7.4 Parshall flumes 
7.4.1 Description 

Parshall flumes are calibrated dcvices for thc mcasurcmcnl ofwater in opcn channels. 
They were developed by Parshall ( 1922) after whom thc devicc was named. The flume 
consists of a converging section with a leve! !loor. a throat section with a downward 
sloping !loor. and a diverging section with an upward sloping !loor. Beca use of this 
unconventional design. thc control section of thc flume is not situatcd in the throat 
bul near the end of the leve! ·crest' in the converging section. The modular limit of 
the Parshall flume is lower than that of the other long-throated flumes describcd in 
Section 7 .l. 

In deviation from the general rule for long-throated flumes where the upstreaiT' 
head must be meas u red in thc approach channel. Parshall flumes are calibrated again~ 
a piezometric lü:ad. h". measured at a prescribed location in the converging section. 
Thc 'downstream · piezometric hcad h" is meas u red in thc throat. This typical American 
practice is also used in the cutthroat and H-flumes. 

Parshall flumes were developed in \·arious sizes, the dimensions of which are given 
in Table 7.3. Care must be taken to construct the flumes exactly in accordance with 
the structural dimcnsions giwn for cach of thc 22 llumes. hecause thc flumes are not 
hydraulic scale models of each other. Since throat length and throat bottom slope 
remain constant for series of flumes while other dimensions are varied. each of the 
22 flumes is an entirely different device. For cxample. it cannot be assumed that a 
dimension in the 12-ft flume will be three times the corresponding dimension in the 
4-ft flume. 

On the basis ofthroat width. Parshallllumes ha ve been some what arbitrarily classi
ticd into three main groups for thc convenience of discussing them. selecting sizes. 
and determining discharges. Thcse groups are ·very small' for 1-. 2-. and 3-in flumes. 
'small' for 6-in through 8-ft llumcs and ·Iargc· for 10-ft up to 50-ft flumes (USBR 
1971 ). 
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Table 7.3 Parshall O u me dimensions (milhmetres) 

Dimensions as shown in Figure 7.9 

A 

1 •• 

2" 
25.-l 363 
50.~ 414 
76.2 467 

6.. 152.4 621 

9" 228.6 879 
1" 304.8 1372 
t•6•· 457.2 1448 
2" 609.6 1524 
3" 914.4 1676 
4. 1219 2 1829 
5" 1524.0 1981 
6. 1828.0 2134 
7' 2133.6 2286 
8" 2438.4 2438 

10" 304K 
12· 365X 
15. 4572 

20' 6096 
25' 7620 
Jo· 9144 
411" 12191 
50' 15240 

a B 

242 356 
276 406 
311 457 

414 
587 
914 
965 

1016 
111 S 
1219 
1321 
1422 
1524 
1626 

610 
864 

\343 
1419 
1495 
1645 
1794 
1943 
2092 
2242 
2391 

1829 4267 
2032 4S77 
2337 7620 
2X45 7620 
3353 7ó20 
3861 7925 
4S77 8230 
5R93 X230 

e 

93 
135 
178 

394 
381 
610 
762 
914 

1219 
152-t 
1829 
2134 
2438 
2743 

D E 

167 229 
214 254 
259 -157 

397 
575 
845 

1026 
1206 
1572 
1937 
2302 
2667 
3032 
3397 

610 
762 
914 
914 
914 
914 
914 
914 
914 
914 
914 

3658 4756 1219 
4470 5607 1524 
55KS 7620 1829 
?J\5 9\44 2134 
8941 1 0668 2134 

10566 123\3 2134 
13818 15481 2134 
17272 18529 2134 

Photo 3 Transparant model of a Parshallllume 
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76 
114 
152 

203 206 19 - 29 8 13 3 
254 257 .,., ·B 16 25 6 

305 309 25 57 25 38 13 

305 
305 
610 
610 
610 
610 
610 
610 
610 
610 
610 

610 
457 
914 
914 
914 
914 
9!4 
914 
914 
914 
914 

914 1829 
914 2438 

1219 3048 
1 X29 365S 
1829 3962 
1829 4267 
1829 4X77 
1829 6096 

76 305114 902406 51 
76 305 114 lOSO 406 51 
76 381 229 1492 sos 51 
76 381 229 1676 508 51 
76 381 229 1854 508 51 
76 381 229 2222 508 51 
76 457 229 2711 610 51 
76 457 229 3080 610 51 
76 457 229 3442 610 51 
76 457 229 3810 610 51 
76 457 229 4172 610 51 

76 -
76 -
76 
76 -
76 -
76 -
76 -
76 -
76 
76 -
76 -

152 - 343 
152 - 343 

-'-- 229 - 457 

305 229 -

- 305 - 686 
- 305 - 686 
- 305 - 686 
- 305 - 686 

305 - 68ó 

- 305 229 -
- 305 229 -

305 229 
- 305 229 
- 305 229 
- 305 229 -

305 229 
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Very small flumes ( 1 ". 2". and 3'') 

The discharge capacity of the very small flumes ranges from 0.09 l;s \0 32 1/s. The 
capacity of each flume overlaps that of the next size by about one-half the discharge 
range (see Table 7.4). The flumes must be carefully constructed. The exact dimcnsions 
of each flume are listed in Table 7.3. The maximum tolerance on the throat width 
b, equals ± 0.0005 m. 

The relatively deep and narrow throat section causes turbulcncc and makes thc h" 
gauge difficult toread in the very small flumes. Conscqucntly. an h,-gauge. locatcd 
near the downstream end of the diverging section of the flumc is addcd. Under sub
mergcd flow conditions. this gauge may be rcad instcad ofthc h0-gaugc. Thc h, rcadings 
are converted to h" readings by using a graph. as will be explained in Scction 7.4.3. 
and thc con verted h 0 readings are then used to determine thc discharge. 

Small flumes (6". 9". 1 '. 1'6". 2' up to 8') 

The discharge capacity of the small f1 u mes rang:cs from 0.0015 m\'s to 3. 95 m '/s. The 
capacity of each size of flumc considcrably overlaps that of thc ncxt sizc. Thc lcng:th 
of the sidc wall of the convcrging section. A. of the flumcs with 1' up to 8' throat 
width is in metres: 

A - b, 1 '19 - 2 + ·- (7-3) 

where b, is the throat width in mctrcs. Thc piezomcter tap for thc upstream head. 
h., is located in one of the convcrging walls a distance of a = '!3 A upstrcam from 
the end of the horizontal crest (see Figure 7.9). The location of the piezometer tap for 
the downstream head, hb. is the same in al! the 'small' flumes. being 51 mm 
(X = 2 inch) upstream from thc low point in the sloping throat !loor and 76 mm (Y = 3 
inch) abovc it. The exact dimensions ofeach sizc offlume are listed in Table 7.3. 

Large flumes ( 1 O' up to 50') 

The discharge capacity ofthe large flumes ranges from 0.16 m3/s to 93.04 m3/s. The 
capacity of each size of flume considerably overlaps that of the next size. The axial 
length of the converging section is considerably longer than it is in the small flumes 
to obtain an adequately smooth flow pattern in the upstream part of the structure. 
The measuring station for the upstream head. h •. however, is maintained ata = bc/3 
+ 0.813 m upstream from the end of the horizontal eres t. The location of the pieza
meter tap for the downstream head, hb. is the same in al! the 'large' flumes, being 
305 mm ( 12 in) upstream from the !loor at the downstream edge of the throat and 
229 mm (9 in) abo ve it. The exact dimensions of ea eh size of flume are listed in Table 
7.3. 

Al! flumes must be carefully constructed to the dimensions listed, and carefullevel
ling is necessary in both longitudinal and transverse directions ifthe standard discharge 
table is to be used. When gauge zeros are established, they should be set so that the 
h.-, hb-, and h,-gauges give the depth of water abo ve the leve] crest - not the depths 
above pressure taps. 
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If the Parshall tlume is never to be opcratcd above thc 0.60 submcrgencc limit. there 
is no nced to construct the portian downstrcam of the throat. The truncatcd Parshall 
tlumc (without di\·erging section) has thc same modular tlow characteristics as the 
standard tlume. The truncated llume is somctimcs referrcd toas thc 'Montana llume'. 

7.4.2 Evaluation of discharge 

The upstream head-discharge (h,-Q) relationship of Parshall tlume of various sizes, 
as calibrated empirically. is representcd hy an cquation. having the form 

Q = Kh" ·' (7-4) 

where K denotes a dimensional factor which is a function of the throat width. The 
power u varies between 1.5.22 and 1.60. Yalues of K and u for each size of llume 
are given in Table 7.4. In the listcd equations Q is thc modular discharge in m3/s. 
and h., is the upstream gauge reading in metres. 

The tlumes cover a ran2e of dischar2es from 0.091/s to 93.04m3/s and ha ve overlap-..... ...... . . 
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ping capaciues to facilita te the selection of :1 suitahk size. Each of ¡he llumc> listcd 
in Tahle 7.4 is a standard devicc and has been calihrated for the rangc of dischargc, 
shown in the table. Dctailed information on the modular dischargc for cach sizc of 
flumc as a function ofh., are prescntcd in the Tahlcs 7.5 to 7.11. 

Ta ble 7 4 Dischargc ch.tractcnstics or P.trshallllumc~ 

'" ""'' " 

Throal 
width h, 
m fect 
or me hes 

¡·· 

T' 

)" 

6" 

9" 

1' 
u- 1 '6" 

,. 
y 

4' 

5' 

6' 

7' 

8' 

10' 

12' 

15' 

20' 

25' 

30' 

40' 

50' 

228 

Dischar~c ranuc 
in m·;:s ;: ¡o-.f 

lllJmmum ma\.Jmum 

0.09 

o.lo 
0.77 

1 .50 

2.50 

.1.32 

-l.XO 

12.1 

17.6 

.15.X 

44.1 

74.1 

X5.S 

97.2 

0.16 

0.19 

0.23 

0.31 

0.38 

0.46 

0.60 

0.75 

5A 

IJ.2 

.12. 1 

111 

251 

457 

(Jt)) 

l)J 7 

1-127 

1923 

242-1 

:!929 

.1-lJS 

.1949 

S.2X 

14.68 

15.04 

37.97 

47.14 

56.33 

74.70 

93.04 

. 0.060-l h, 1 
" 

01 1 0711 1.'! 
• - .1 

1 "" 0.1771 h, . 

U JX 1 ~h.~ 1 
"·" 

() .:; 1.:;4 h 1 53 . ~. - ,[ 

O.!,<J()9 h,, 1 ,,, 

1 Oi6 h 1.11., 
• - .! 

1 ..J2X h,1 l :'i.'iO 

2.IX4 h,
1 

1 ~ 116 

") l)<:1 h 1 )7-" 
-- ~. .1 

, 71"l h J SS7 
. -- ,[ 

4 'i[lJh 151J5 .. ,[ 

5 . .ll2hal601 

6.112 h.~ 1 607 

7.46J hJ 1 60 

8.859 h.~ 1 
(Í() 

10.96 h, 160 

1445hl.60 

' 17 94 h 1.6() . ' 
21.44h, 160 

2o.43 h, 1 
ó(> 

35.41 h, 1 w 

1 kad rangc 
lJl mctrc~ 

ll111111lllllll 111:t)...lllllllll 

11.(115 

0.015 

0.0.1 

o.m 
li.0.1 

0.0.1 

0.0.1 

0.046 

0.046 

0.0(, 

0.06 

(1.()76 

0.076 

li.076 

0.09 

0.09 

0.09 

0.09 

0.09 

0.09 

0.09 

0.09 

0.21 

0.2-1 

{1..1.1 

0.-15 

0.61 

o. 76 

O. 76 

O. 7(, 

O. 76 

0.76 

(1 76 

O. 76 

O. 76 

O. 76 

1.07 

1.37 

1.67 

1.83 

1.83 

1.83 

1.~3 

1.83 

i\hH.Iubr 
\un Jt 

hh h:l 

0.50 

o. 50 

O. 50 

0.60 

O. 60 

0.70 

(1 70 

!l. 70 

0.70 

O. 70 

0.70 

O. 70 

0.70 

O. 70 

O.XO 

0.80 

0.80 

0.80 

0.~0 

0.80 

0.80 

0.80 



Table 7.5 Free-flow discharge through 
Q = 0.0604 h, 1 55 

1" Parsha!l measuring flume in 1/s computed fro"m thc formula 

Head h, 
(m) .000 .001 .002 .003 .004 .005 .006 .007 .008 .009 

.01 0.09 0.10 0.11 0.12 O.D 

.02 0.14 0.15 0.16 0.17 0.19 0.20 0.21 0.22 0.24 0.25 

.03 0.26 0.28 0.29 0.31 0.32 0.33 0.35 0.36 0.38 0.40 

.04 0.41 0.43 0.44 0.46 0.48 0.49 0.51 0.53 0.55 0.56 

.os 0.58 0.60 0.62 0.64 0.66 0.67 0.69 0.71 0.73 0.75 

.06 0.77 0.79 0.81 0.83 0.85 0.87 0.89 0.92 0.94 0.96 

.07 0.98 1.00 1.02 1.05 1.07 1.09 1.11 1.14 1.16 l.! S 

.08 1.20 1.23 1.25 1.28 1.30 1.32 1.35 1.37 1.40 1.42 

.09 1.45 1.47 1.50 1.52 1.55 !.57 1.60 1.62 1.65 1.68 

.10 1.70 1.73 1.76 1.78 1.81 1.84 1.86 1.89 192 1.95 

.11 1.97 2.00 2.03 2.06 2.09 2.11 2.14 2.17 2.20 2.23 

.12 2.26 2.29 2.32 2.35 2.38 2.41 2.44 2.47 2.50 2.53 

.13 2.56 2.59 2.62 2.65 2.68 2. 71 2.74 2.77 2.80 n4 

.14 2.87 2.90 2.93 2.96 3.00 3.03 3.06 3.09 3.13 3.16 

.15 3.19 3.22 3.26 3.29 3.32 3.36 3.39 3.43 3.46 3.49 

.16 3.53 3.56 3.60 3.63 3.66 3.70 3.73 3.77 3.80 3.84 

.17 3.87 3.91 3.95 3.9H 4.02 4.05 4.09 4.12 4.16 4.20 

.18 4.23 4.27 4.31 4.34 4.38 4.42 4.45 4.49 4.53 4.57 

.19 4.60 4.64 4.68 4.72 4.75 4.79 4.83 4.87 4.91 4 95 

.20 4.98 5.02 5.06 5.10 5.14 5.18 5.22 5.26 5.30 5.34 

.21 5.38 

Tab1e 7.6 Free-flow dischargc through 2" Parshall mcsuring llume in 1/s computcd from the formula 
Q = 0.1207 h, 1 

" 0 

Head h, 
(m) .000 .001 .002 .003 .004 .005 .006 .007 .008 .009 

.01 0.18 0.20 0.22 0.24 0.26 

.02 0.28 0.30 0.33 0.35 0.37 0.40 0.42 0.45 0.47 0.50 

.03 0.53 0.55 0.58 0.61 0.64 0.67 0.70 0.73 0.76 0.79 

.04 0.82 0.85 0.89 0.92 0.95 0.99 1.02 1.06 1.09 1.13 

.05 1.16 1.20 1.23 . 1.27 1.31 1.35 1.38 1.42 1.46 1.50 

.06 !.54 1.58 1.62 1.66 1.70 1.74 1.79 1.83 1.87 1.91 

.07 1.96 2.00 2.04 2.09 2.13 2.18 2.22 2.27 2.31 2.36 

.08 2.41 2.45 2.50 2.55 2.60 2.64 2.69 2.74 2.79 2.84 

.09 2.89 2.94 2.99 3.04 3.09 3.14 3.19 3.24 3.30 3.35 

.10 3.40 3.45 3.51 3.56 3.62 3.67 3.72 3.78 3.83 3.89 

.11 3.94 4.00 4.06 4.11 4.17 4.22 4.28 4.34 4.40 4.45 

.12 4.51 4.57 4.63 4.69 4.75 4.81 4.87 4.93 4.99 5.05 

.13 5.11 5.17 5.23 5.29 5.35 5.42 5.48 5.54 5.60 5.67 

.14 5.73 5.79 5.86 5.92 5.99 6.05 6.12 6.18 6.25 6.31 

.15 6.38 6.44 6.51 6.58 6.64 6.71 6. 78 6.84 6.91 6.98 

.16 7.05 7.12 7.19 7.25 7.32 7.39 7.46 7.53 7.60 7.67 

.17 7.74 7.81 7.88 7.96 8.03 8.10 8.17 8.24 8.31 8.39 

.18 8.46 8.53 8.61 8.68 8.75 8.83 8.90 8.98 9.05 9.12 

.19 9.20 9.27 9.35 9.43 9.50 9.58 9.65 9.73 9.81 9.88 

.20 9.96 10.04 10.12 10.19 10.27 10.35 10.43 10.51 10.59 10.66 

.21 10.74 10.82 10.90 10.98 11.06 11.14 11.22 11.30 11.38 11.47 

.22 11.55 11.63 11.71 11.79 11.87 11.96 12.04 12.12 12.20 12.29 

.23 12.37 12.45 12.54 12.62 12.71 12.79 12.87 12.96 13.04 13.13 

.24 13.21 
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Tabk 7.7 Free-llo" d1schargc through 3 .. Pa r>ha!l mc;J:.Unn~ J1UI11L' 111 l "' comrutcd t'n1111 th,· t'l1rn~ub 

Q = 0.1771 h., 1 ""\1 

Uppcr-
head h., 
¡m) .000 .001 .002 .1103 .004 .00~ .006 .007 .oog .009 

.03 077 O.SI 0.~~ o 90 () 9-l IJ.9S 1.02 1.07 l. 1 1 1 16 

.04 1.21 1.~5 1.)(1 1 35 1 .-lO 1.4~ 1.50 1.55 1.60 1.65 

.05 l. 70 1.76 1.81 1 g7 1.92 1.9S 2.03 2.09 2.15 2.::!0 

.06 :!.26 ' '' -·-'- 2.3~ 2 4-l 2.50 2.56 2.62 2.6~ 2 75 2.s 1 

.07 2.87 2. 94 3.00 3 06 :u3 3 :!O 3.26 3.33 3.411 3.46 

.08 3.53 3.60 3.67 .174 3.S 1 3 g~ . 3.95 4.02 4.09 4. 1 7 

.09 4.24 4..11 4.39 4.-!6 4.53 4 61 4.69 4 76 4.84 4 91 

.JO 4.99 5.07 5.15 5.23 5.30 5.3~ S 46 5.54 5.62 5.70 

.11 5.79 5.87 5.95 6.03 6.\2 6 20 6.2~ 6 37 6.45 6. 54 

. J::! 6.62 6. 71 6 79 6.88 6.97 7.05 7. 14 7 .2) 7.32 7.41 

.13 7 50 7 59 7 68 7.77 7.80 7.95 S.04 8.13 S.22 :-:.32 

.14 8.41 8.50 8.611 ii.69 s./8 X.SX S.97 9.07 9.ló 9.26 

.15 9.36 9.45 9.55 9.65 9. 75 9.85 9.94 10.04 10.14 10.24 

.16 10.34 10.44 10.54 10.64 10.75 10.85 10.95 11.05 11.15 JI .26 

.17 11.36 11.46 1 1.57 1 1.67 11.78 11 xs 11.99 12.09 12.20 12.:11 

.18 12.41 12.52 12.6) 12.74 12.84 12 95 1.1 06 1.1.17 13.28 13.39 

.19 13.50 1.1.61 13.72 13.8:1 13.94 14.05 14.16 14 28 14.:19 14.50 

.20 14.62 14 73 14 84 14.96 15.07 15.19 15 .. 10 15.42 15.53 15.65 

.21 15.76 15.88 16.011 16.11 16.23 16.:15 1 1>.4 7 16.59 1 i>. 70 1 (J.i'oi2 

.22 16.94 17.0(> 17.1 S 17.30 17.42 17.54 17.66 17.79 17.91 18.0J 

.23 18.15 18.27 18.40 1 g_52 18.64 IX 77 18.89 19.01 19.14 19.26 

.24 19.39 19.51 19.64 19.77 19.89 2o.m 20.15 20.27 20.40 20.53 

.25 20.66 20.78 20 91 2 1.04 21.17 2 1..10 21.-lJ 21.56 21 69 21.82 

.26 21.95 22.08 22.21 22.34 22.48 22.61 22.74 22.87 23.01 23.14 

.27 23.27 23.41 23.54 23.67 23.81 23.<J4 24.08 24.21 24.35 24.49 

.28 24.62 24.76 24.89 25.0) 25.17 25.31 25 44 25.58 25.72 25.86 

.29 26.00 26.14 26.28 26.42 26.56 26.70 26.84 26.98 27.12 27.26 

.30 27.40 27.54 27.6~ 27.8) 27.97 28.11 2S.25 28.40 28.54 28.68 

.31 28.83 28.97 29.12 2t.J.26 29.41 29.55 29.70 2'!.84 29.99 30 14 

.32 30.28 30 43 J0.58 JO 72 30.87 31.02 31.17 31.32 JI 46 31.61 

.33 31.76 31.91 32.06 

230 



Table 7.8 Free-Oow discharge through 6" Parshall mcasuring Oume in 1/s computcd from the formula 
Q = 0.3812 h,'-580 

Upper
head ha 
(mi .000 

.03 1.5 

.04 2.4 

.05 3.4 

.06 4.5 

.07 5.7 

.08 7.0 

.09 8.5 

.10 10.0 

.11 11.7 

.12 13.4 

.13 15.2 

.14 17.1 

.\5 19.0 

.\6 21.1 

.17 23.2 

.\8 25.4 

.\9 27.6 

.20 30.0 

.21 32.4 

.22 34.8 

.23 37.4 

.24 40.0 

.25 42.6 

.26 45.4 

.27 48.2 

.28 51.0 

.29 53.9 

.30 56.9 

.31 59.9 

.32 62.0 

.33 61l.\ 

.34 ll9.3 

.35 72.6 

.36 75.9 

.37 79.2 

.38 82.6 

.39 86.\ 

.40 89.6 

.41 93.2 

.42 96.8 

.4.1 100.5 

.44 IU4.2 

.45 108.0 

.001 

1.6 
2.4 
3.5 
4.6 
5.8 
7.2 
8.6 

\0.2 
11.8 
\3.6 
15.4 
17.3 
\9.2 
21.3 
23.4 
25.6 
27.9 
30.2 
32.6 
35.1 
37.6 
40.2 
42 9 
45.6 
48.4 
51.3 
54.2 
57.2 
60.2 
63.3 
66 .¡ 
69.6 
72.9 
76.2 
79.6 
83.0 
86.5 
90.0 
93.6 
97 2 

\00.8 
104.6 
108.3 

.002 

1.7 
2.6 
3.6 
-l. 7 
6.0 
7.3 
8.8 

10.4 
12.0 
13.7 
15.6 
17.4 
19.4 
21.5 
23.6 
25.8 
28.1 
30.-l 
32.9 
35.4 
37.9 
40.5 
43.2 
45.9 
48.7 
su, 
54.5 
57.5 
60.5 
63.(1 
6ó.8 
70.0 
73.2 
76.5 
79.9 
~0.3 

8ó.X 
90.3 
93.9 
97.5 

\01 2 
\04.9 
108.7 

.003 

1.7 
2.6 
3.7 
4.8 
6.1 
7.5 
8.9 

\0.5 
12.2 
13.9 
15.7 
17.6 
\9.6 
21.7 
23.8 
26.0 
28 3 
30.7 
33.1 
35.6 
38.2 
4!U 
43.5 
46.2 
49.0 
51.9 
54.8 
57.8 
60.8 
63.9 
67.1 
70.3 
73.ú 
76.9 
80.2 
X3. 7 
X7 .2 
90.7 
l)4 3 

97.9 
101 6 
1 ()5.) 

\!N 1 

.00-l 

1.8 
2.7 
3.8 
5.0 
6.2 
7.6 
9.1 

10.7 
12.3 
14.1 
15.9 
17.8 
19.8 
21.9 
24.1 
26.3 
28.6 
30.9 
33.4 
35.8 
38.4 
41.0 
43.7 
4ú.5 
-19 . .1 
52.2 
55.1 
58.1 
61.1 
64.2 
67.4 
70.(1 
73.9 
77.2 
80.(1 
8-1.0 
87.5 
91.0 
94 6 
98.3 

102.0 
105.7 
\09.5 

.005 

1.9 
2.8 
3.9 
5.1 
6.4 
7.8 
9.2 

10.8 
12.5 
14.3 
16.1 
\8.0 
20.0 
22.l 
14.3 
26.5 
28.S 
31.2 
33 6 
36.\ 
38.7 
41.3 
-14.0 
-1(>.8 
.jl) (> 

52.5 
55 4 
58 .¡ 
ó 1.4 
M.ú 
67.7 
70.9 
74.2 
77.6 
80.9 
84.-l 
87.9 
91.-l 
95 o 
9X.ú 

\02 .1 
106.1 
\09 8 

.006 

2.0 
2.9 
4.0 
5.2 
6.5 
7.9 
9.4 

11.0 
12.7 
\4.4 
16.3 
\8.2 
20.2 
12.3 
24.5 
26.7 
29.0 
31.4 
33.8 
36.4 
38.9 
41.6 
4-U 
47.0 
49.9 
51.8 
55.7 
58.7 
ó 1.8 
ó4.9 
68.0 
71.3 
74.6 
77.9 
H 1.3 
84.7 
88.2 
91.8 
95.-l 
99.0 

102.7 
10ó.4 
1 1 () 2 

.007 

2.1 
3.0 
4.1 
5.3 
6.6 
8.0 
96 

11.2 
12.8 
14.6 
\6.5 
18.4 
20.4 
22.5 
24.7 
27.0 
29.3 
3\.6 
}4.1 
36.6 
39.2 
.¡ \.~ 
44.6 
47.3 
50.2 
53.0 
56.0 
59.0 
62.1 
65.2 
68.4 
7\.6 
74.9 
78.2 
8\.6 
85.1 
X8.6 
92.1 
95.7 
99.4 

\03 1 
106.8 
\10.6 

.008 

1.1 
3.1 
4.~ 

5.4 
6.8 
8.2 
9.7 

\1.3 
\3.0 
14.8 
16.7 
18.6 
20.7 
22.8 
24.9 
27.2 
29.5 
3\.9 
34 4 
36.9 
39.5 
42.1 
44.8 
47.6 
50.4 
53.3 
56.3 
59.3 
62.4 
65.5 
68.7 
71.9 
75.2 
78.6 
82.0 
85.4 
88.9 
92.5 
96.\ 
99.7 

\03.4 
107.2 

.009 

2.3 
).2 

4.4 
5.6 
69 
8.3 
9.9 

11.5 
\3.2 
15.0 
\6.9 
\8.8 
20.9 
23.0 
25.2 
27.4 
29.7 
32.1 
34.6 
37.1 
39.7 
42.4 
45.1 
47.9 
50.7 
53.6 
56.6 
59.6 
62.7 
65.8 
ó9 o 
72.2 
75.5 
78.9 
82.3 
85 8 
89.3 
92.8 
96 4 

\00.1 
103.8 
107.6 



Tahk 7.9 Frcc-fiow discharcc through 9" Par~hall mca:;unng 11unh: 111 l =' computcd fn_)m th.: 1Clrmui.; 

Q - o .::;-;.::;1¡ ¡):>ti 

Uppcr
hcad h., 
tml 

o~ 
11-1 

.05 
06 

.07 

.0!'1 
(ll) 

111 
11 
1: 

.U 
14 
15 

.\(1 

17 
.IX 
1'! 
](l 

.21 

2_1 
.2-l 
25 
26 

.27 

.2S 

.29 
J(l 

..11 

.32 
.1.1 
3-1 
. .15 
.J(, 
.3i 
. .'X 
Jl) 
40 
.41 
.42 
.43 
.44 
45 

.46 

.47 

.4S 
4'! 
.50 
.51 
.52 
.SJ 
.5-l 
.55 
.56 
.57 
.58 
59 

.60 

.61 

232 

- -~~ _-t 1,1 

.000 

l ') 
5.5 . ' 1 -

9.2 
\1.2 
1:'4 
IS.X 
IX 3 
20.9 
23.(1 
2(14 
2Y.4 
32.-l 
35 6 
1X.X 
.e.::: 
45 6 
49.2 
52.X 
5(1.5 
60.3 
64.2 
6H.2 
72.2 
76.-l 
X0.6 
X4 X 
X9.2 
YJ.7 
9X 2 

102.X 
107.4 
1 12 2 
1 17 11 
12\.S 
126.X 
1 J \.S 
1 J(l X 
142.0 
147.2 
152.5 
157.8 
163.2 
lóX.ó 
174.2 
17Y.8 
185.4 
IY 1.1 
1%9 
202.7 
208.ó 
214.5 
220.5 
226.6 
232.7 
238.8 
245.0 
251.3 

.001 

2.6 
40 
S.ó 
7.-1 
y.¡ 

11.4 
1 J 7 
\6_0 
\S 5 
21 2 
::::; 9 
2(¡ 7 
2<..) 7 
]2 7 
35 9 
JY.2 
42.5 
46.0 
--19.5 
53 2 
5(J.l) 

60.7 
(,.f,6 
6S.6 
72 (1 

76 S 
X 1.11 
SS ~ 
Si) 7 
Y4.1 
lJS.6 

103.2 
107 .Y 
112.(1 
117 4 
122 J 
127.3 
132..3 
137.4 
142 5 
147 7 
153 () 
15S.J 
163.7 
169.2 
174 7 
180.3 
1 Xó.ll 
191.7 
197 4 
203.3 
20Y 2 
215 1 
221.1 
227.2 
233.3 
239 ..¡ 
245 7 

.002 

2.~ 

-L~ 
)_¡.; 
7 6 
9.6 

1 1. 7 
1 J.'l 
\() __ , 
IS.S 
21 4 
2-+.2 
27 () 
_10.0 
:no 
]6 2 
39 5 
-C.9 
-l(t.J 
49 \) 
51.5 
57 J 
(JI 1 
(t5.0 
(,l}. () 

73 o 
77.: 
XI -1 
:-15.7 
l)i)_j 

q..¡ 6 

99.\ 
103.7 
IIIX -1 
11 J l 
117.4 
1 :: .• <.; 

127 :-; 
132 ~ 
1 ~ 7 ,l) 
143.\l 
I~S.2 

153.5 
15X 9 
164.3 
\6Y ~ 
175.3 
1 XO Y 
[!:{(1 5 
192.2 
IYX.O 
203.9 
20'1 .S 
215.7 
22 J. 7 
227 S 
233.9 
:'40.1 
246.3 

1103 

2.•) 
4 3 
60 
H 
9.X 

11 y 
14 1 
ló.:' 
19 o 
21 7 
2--i 4 
27 3 
30 ~ 
_,_, ~ 
J(, (l 

3\) ,"i 

~.1.2 
46 7 
50.2 
::.1 l) 

:'7 (1 

(•1.5 
(,5 ... 
(,l) ~ 

7.\.4 
77 (, 
SI S 
:\(1 2 
90.5 
95 (1 
l)() 5 

1 0~.2 
Jos.s 
113 (l 

IIX.4 

133 .. ' 
1 3S ~ 
¡.n s 
14S.X 
15-+.1 
159.~ 

16-l.S 
17\l.J 
175.!\ 
1 X 1.4 
IS7.1 
IY2.:\ 
19X 6 
20~.4 

210 3 
216.3 
222J 
22S.4 
23~.5 

240 7 
246 o 

.00-1 

3 () 
~ 5 
6.2 
Xll 

IO.Il 
12.1 
14.4 
16 !\ 
IY.3 
22 () 
24 7 
27.6 
30.6 

36 9 
40.2 
~3 6 
47 o 
:'U.ó 
5-+.3 
5X O 
(11 9 
(l5.X 
(,l) S 
73 9 
no 

Sh.6 
91.0 
9:5.5 

lOO O 
l0-l.6 
1 09 3 
114.1 
!IX Y 
123 S 
12S.?\ 
13J.h' 
1 JX.Y 
1-14.1 
\-l9.3 
15~.6 

1 óll.ll 
165.4 
170 R 
176 4 
ll-\2.0 
1 X7. 7 
191.-Í 
\49 2 
205.0 
210.9 
216.9 
221.9 
229.0 
235.1 
241.3 
247.6 

.110' 

' ' ' 
4 ¡ 
6 .. \ 

X ' 
JO.':: 
12.3 
14 ¡, 

1 7 ll 
19 ,(1 

"' 
25.0 
27 9 
30.9 
3-l.O 
:n.::: 
.. UJ . ." 
~3.lJ 
~7.J 

51.0 
:'~.11 

SS 4 
ó2.2 
M1 2 
70.2 
7-l.3 
7X ~ 
S2. 7 

· X7 O 
l) 1.4 
95.lJ 

lOO:' 
1 05.1 
I09.S 
11 ~.(1 
J[l) 4 
12-4 3 
129.3 
13~.3 
1 3l) 4 
144 6 
149 S 
!55 1 
160.5 
165.9 
171.4 
177 o 
JS2.6 
ISS.2 
1 Y4.0 
IY9.X 
205 6 
211.5 
217.5 
223.5 
229.6 
235.7 
]41. 9 
248.2 

.006 

4 X 
6 .:; 
S4 

[()_..l 

12 5 
14.S 
17.3 
llJ.S 

2:\.2 
31.2 
34.3 
37) 
~o.:-: 

44.2 
477 

:' 1 ·' 
55.0 
)S S 
h2 (1 

(1(1,(1 

7() 6 

7-l 7 
7S.9 
,o..;_-; 1 

S7 .5 
l)Jl) 

46 4 
1110 y 
1 os 6 
110.2 
115.0 
119.9 
!24.S 
129 S 
13-l S 
139 1) 

145.1 
150.4 
155.6 
1 (>i o 
1 (J6 5 
172 o 
177.5 
IS3 1 
lXX S 
194.6 
200.4 
206.2 
212.1 
21 X.l 
224.1 
230.2 
236 4 
242.6 
248.R 

007 

3A 
:'. {l 

6.7 
S.6 

\0.6 
12.l' 
15 1 
17.5 
20. 1 
:::::.s 
25 6 
2S.5 
31 5 
3-l 6 
37.S 
..¡ 1.2 
..¡..¡ 6 
4S 1 
51.7 
55.4 
59.2 
ú3 o 
(17 o 
71.0 
75.1 
79.~ 
SJ.(1 
S7.4 
92 ~ 
96.S 

101 .4 
1 Oú.O 
110.7 
115.5 
120.4 
125.~ 
130:; 
JJ5.3 
140.4 
1-'5.6 
150. q 
156.2 
1 ó l.ó 
167.0 
172.5 
17S.I 
ISJI 
1 XY.4 
195.1 
200.9 
206.R 
212.7 
2107 
224.7 
230.8 
237.0 
243.2 
249.4 

.nos 

3 6 
5.1 
6'! 
S S 

lil ' 
!_\ () 

15.3 
17 S 
:o_..¡ 
::; (l 

25.Y 
2S S 
3 l.S 
35.0 

-+1.:' 
4-1 q 
4' .¡ 
52 1 

~5.S 

59 5 
(JJ.4 
(17 _..¡ 
71 4 
75 5 
79 7 
¡..:4_ (l 
SS.3 
lJ2.S 
97.3 

1111 S 
l 06.5 
111.2 
116.0 
120.S 
125.S 
1 '11 X 
IJ5 .. "i 
14 1 .11 
j.¡(l : 

1 SI 4 
156 7 
162 1 
ló7.ó 
173.1 
17S.ó 
1 S4.3 
190.0 
195.7 
201.5 
207.4 
213.3 
219.3 
225.3 
23! 4 
237.6 
24H 
250.1 

.OIIY 

70 
lJ .O 

1 1 1) 

13.: 
15.6 
11' o 
:o (1 

26.:' 
21:! l 
32 1 
.\5.3 
JS.5 
-11 X 
45.:. 
4X.S 
52 .t 
56.1 
5'.J l) 

tlJ.S 
67.S 
71 S 
75.9 
XII 1 
X4.4 
ss.s 
93 2 
\)/. 7 

1 02 J 
107.0 
111.7 
116.5 
121.~ 
126:; 
1 _, l :; 
136.3 
141.5 
14ó.7 
1 Sl.9 
157.3 
162 6 
16S.I 
173.ó 
179.2 
IX4 8 
190.5 
196.3 
202.1 
208.0 
213.0 
219.9 
225.9 
232.0 
238.2 
244.4 
250.7 



Table 7.10 Free-flow discharge through Parshall measuring flumes 1-to-S foot size m l¡'s computcJ frorn 
the formulae as shown in Tablc 7.4 

Uppcr
hcad h, 
(mm) 

30 
32 
34 
36 
38 
40 
42 
44 
46 
48 
50 

5~ 

54 
56 
58 
60 
62 
64 
66 
68 
70 
~~ 

7-1 
76 
i8 
80 
H2 
84 
86 
88 
90 
92 
94 
9ó 
98 

[1)1) 

102 
104 
lll6 
lOS 
llll 
112 
114 
116 
118 
1~0 
122 
12-l 
126 
128 
13() 
1 '
[_"q 

1~6 

138 
140 
142 
144 
146 
14~ 
1)0 

Dischargc in 1/s for flumes ofvarious throat widths 

feet 

3.3 
37 
4.0 
4.4 
48 
5.2 
5.6 
6.0 
6.4 
6.8 
7.2 

7 7 
8.1 
8.6 
9.\ 
9.5 

1 O.ll 
\0.5 
1 1 1) 

\1.6 
12.\ 
12.6 
13.1 
13.7 
14.2 
14.8 
15.4 
15.9 
16 5 
17.1 
17.7 
IX 3 
IX.9 
\Y.S 
20.1 
20.)-; 

21.-l 
22 o 
22.7 
23 .¡ 
24 o 
24.7 
25.-l 
26 o 
26 7 
27..+ 
2X.I 
2S.S 
29 5 
JO 2 
J 1.0 
31 7 
32.4 
33 2 
33 9 
34.7 
35 4 
36.2 
37.0 
37.7 
3X.5 

1.5 
feet 

-l. S 
5.3 
5.8 
64 
69 
7.5 
8.1 
8 7 
9 3 
9.9 

10.5 

11.2 
11.9 
12.5 
13.2 
\4.0 
\4.7 
15 4 
16.2 
16.9 
17 7 
IX.5 
Jl) 2 
20.! 
20 9 
21.7 
22.0 
23 4 
2-l.3 
25.1 
26 () 
26.9 
27.S 
2X 7 
29 7 
30.6 

J 1 5 
J2.5 
33 5 
34 -l 
_,5 -l 

J() -l 
37 .¡ 
3X 4 
.N 5 
-lO 5 
41.5 
-1.2 6 
-l ~ {l 

44.7 
45S 
46 9 
-lS.O 
-19 1 
50.2 
51.3 
52.5 
53.6 
5-l S 
55 9 
57 1 

2 
fcct 

12.1 
12.9 
13.7 

\4.ñ 
15.5 
\6 4 
17.3 
18.2 
19 2 
20 2 
21.1 
22 1 
23 2 
24.2 
25.2 
26.3 
27 -l 
2X.S 
29.6 
30.7 
31.9 
33.0 
3-l.2 
35A 
36.6 
37 X 
39.0 
40.2 

41.5 
-l2.S 
-l-l o 
45 -l 
..¡(,_(\ 

-lX O 

-N .. ' 
50.7 
:'2 () 
53 4 
:'4.S 
)(l 2 
:; 7 .(1 

:'9 .O 
IJ() 4 
hl_q 

(13.4 
64 S 
66 3 
67.S 
ó9' 
70 S 
Z2A 
739 
75.4 

3 
fect 

17 6 
IX.S 
20.0 

21 3 
22.6 
23.9 
25.3 
26.7 
~B.l 
29.5 
~~ o 
)2 4 
33.9 
35 5 
.17 o 
J!\.ú 
40.2 
4\.X 
·P.S 
45.2 
46.S 
-IX.6 
50 .. ~ 
52.1 
5~ S 
55.{1 
57.5 
59 3 

(d .2 
ld.l 
(1) () 

(l(l_l) 

<1S <l 
70 . .S 
72.X 
74 .S 
/(1. 1) 

7X.9 
XI O 
SJ.I 
.S5.2 
X7 1 
~·q -) 

')\ () 

•J.~.S 

'}()o 

9H.2 
\00.5 
102 7 
105.1) 
107.3 
109 h 
112.0 

4 

fcct 

36 7 
3S 6 
40.5 
42.5 
44 .¡ 
4tí 5 
48 .:' 

50.6 
52 7 
54.9 
57.0 
59 3 
(1 1 .:' 
h3 S 
Óó.l 
6:-: ..¡ 
70 X 

75 (1 

7X 11 

:-;o 5 
XJ O 
S) (J 

XX 1 
•JO : 

•) ~ ·' 
1.)(1,() 

')S !1 

¡1) 1 3 
\04.11 
lOó X 
104 6 
112 ..¡ 
liS 2 
11;\ (l 

120 9 
\23.S 
126 S 
12Y 7 
132.7 
135 7 
1 J.S 7 
¡.¡l. X 
144.9 
\48 ti 

5 
fcct 

45.2 
47.h 
50 o 
52..¡ 
54.S 
57 4 
59.9 
62.5 
65.1 
678 
70 5 
7.\.2 
76.0 
7X ') 
X\.7 
S4 (J 

:-\7 ,(1 

90.5 
93 5 
l)6 (¡ 

99 7 
1 n::: s 
\06 o 
1 ()l). 1 
1 12.4 
115 (J 

\l.S.9 
122:: 
125.(1 
129.0 
132 ..¡ 
1 JS 9 
139.4 
142 1) 

\4(1.5 
!50 l 
15.1 7 
157.4 
161.11 
\64.X 
168.5 
172 J 
176.\ 
\811.0 
\83 X 

6 
feet 

74.1 
7i.J 
X0.4 
X.1.7 
S?. O 
90.3 
93.6 
•)7 1 

\00.5 
¡o.¡ 1) 

l 07 _(J 

11 1.2 
114 X 

\\8.5 
122.2 
126.0 
l2'J.X 
1.1.\ 7 
1 3 7 (l 
141.5 
145.5 
14') 5 
15.1.(¡ 
157.7 
1 (, 1 8 
\6(1,() 

170 2 
174.5 
178 X 
IX,.\ 
!Si 5 
1'!1.9 
\9(l.4 
200 l) 
.205.4 
210.0 
214 6 
219 2 

7 
feet 

X5 X 
X9.4 
93.1 
96.1} 

100.7 
\0-1.(, 
1 OX.5 
1\2 5 
116.5 
120.6 
124 7 
12S.lJ 
133.1 

\3 7.4 
\41 X 
\46 1 
l51l.h 
155.1 
!59 6 
164.2 
\6X S 

\73 5 
17X.2 
\83 o 
IS7.9 
192.7 
197 6 
201.6 
207.6 
2\2.7 
217 X 
223 () 
228.1 
233.4 
13X.7 
::..¡..;o 
244 4 
254 8 

8 
fect 

97.2 
\01 3 
105.6 
1 09.X 
114.2 
11 S.l1 
123.0 
127.5 
132 1 
\J(J.:\ 
141.5 
\46 2 
151 1 

1 56.0 
160.9 
165.9 
171 o 
176 1 
l H \. 2 
IX6 5 
1 ") 1.~ 
1 ')) 1 
202.5 
::os 1) 

213.5 
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705 405 S 616 S S.W.7 1.26J 1701 .214.' 2"SS 30J5 J4S.5 
71 tl -1-10 2 623.6 SN S 1.:77 1720 .2167 2t•l7 .'070 .\525 
715 _,¡ 1-1- 6 (lJtl-+ S-.ilJ () 1292 17N ~191 21•-l6 _, 105 .1565 
720 -.il9 1 637.2 S5S.2 1306 175:-: 221 (, 2(· /(¡ 313Y .\(,()5 
725 -+23 5 (,_,¡_,¡_o Sú7.5 1320 1771' 22-+0 2 7()(1 _, 17-+ )(,.,¡) 

/J(l -CS.O 650.S S7(d.; 1.13-.i 1747 2.265 2736 .'210 .\(ll:\6 
7J5 -L\2.-+ (157. 7 SSú.l 1 .\-.i9 1X17 .:~::<4 27(•5 3.2-45 3727 
7-.ifl 43() l) (,(,-.i.6 X95.4 1\(JJ 1 SJ(, 231-l 27Y(• :;::-:o 3767 
7-.i5 441.-l (,?J.5 YO.t.S 1377 IX 56 :!JJl) 2S26 JJI6 3XOS 
750 -+-t5 9 (,7s.-+ 9 1-t.J LN2 JS75 236-.i 2S56 .'351 3:-:so 
7(j'\ 450.4 6S5 4 'J23.7 140() IX95 2JX4 2SS6 33X7 .1X41 
7(10 -.i55 o 6l).2 -1 l)JJ.2 l-.i21 1915 241-l 2917 \-12J J932 
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Table 7.11 Free-f1ow discharge through Parshal! measuring f1umes 10 to 50 fect size in m3;s. Computcd 
from the formulae as shown in Table 7.4 

Upper- Discharge per m3/s for f1umes ofvarious throat widths 
head ha 
(mm) 10 12 15 20 25 30 40 50 

feet feet fect feet feet feet feet feet 

90 0.158 0.188 o 233 0.307 0.381 0.455 0.603 0.751 
95 0.173 0.205 0.254 0.334 0.415 0.496 0.658 O S 19 

100 0.187 0.223 o 275 o 363 0.451 0.539 0.714 o 889 
105 0.203 0.241 0.298 0.392 0.487 0.582 0.7i2 0.962 
110 0.218 o 259 0.321 0.423 0.525 0.627 o 832 1.04 
115 0.234 o 278 0.344 0.454 0.564 0.674 0.893 1.11 
120 0.251 0.298 0.369 0.486 0.603 0.721 0.956 1.19 
125 0.268 o 318 0.393 0.519 0.644 0.770 1.02 1.27 
130 0.285 o 339 o 419 0.552 0.686 0.819 1 09 1.35 
135 0.303 0.360 o 445 0.587 0.728 0.870 1.15 1.44 
140 O. 321 0.381 0.472 0.612 o 772 o 923 1.22 !.52 
145 0.340 o 41l3 o 499 Oó58 o 817 o 97ó 1.29 1.61 
150 0.359 0.426 0.527 0.694 0.862 1.03 1.3 7 1.70 
155 o 378 0.449 0.555 o 732 0.91l9 1.09 1 44 1.79 
160 0.398 0.472 0.584 O. 770 0.956 1.14 1.51 1.89 
165 0.41 S 0.490 0.613 0.809 1.00 1.20 1.59 l. 98 
170 0.438 0.520 0.643 o 848 1 05 1.26 1.67 2 os 
175 0.459 o 5~5 0.674 0.889 1.10 1.32 l. 7 5 2 IS 
ISO 0.480 0.570 0.705 o 930 1.15 1.38 I.S3 2.2S 
¡gs 0.502 o 595 o 737 0.971 1.2! 1.44 l. 91 2 3S 
190 0.524 o 621 o 769 1.01 1.26 1.50 1.99 2.4l'l 
195 0.546 OJ,-+S 0.801 1.06 1.31 1 57 :.os 2.59 
200 0.568 0.675 0.835 1.10 1 37 1 63 2.\6 2.70 
205 0.591 0.702 O.X6S 1.14 1.42 1 711 2.25 2.SO 
210 0.614 o 7 39 o 9112 1.19 1.48 1.77 2.3~ 2.92 
215 11.638 o 757 o 937 1.24 1.53 uo 2.-0 3.03 
220 0.662 o 7Sh 0.972 1 28 1.59 1.90 2.52 3.14 
225 O.ó86 IJ.814 1.111 1 33 1 65 1.97 2.61 3.26 
230 11.711 o 844 1.04 1 JX 1 71 2.04 2.71 3.37 
235 11.736 o.sn I.OX 1.42 1.77 2.11 2.SO 3 49 
240 o 761 0.903 1.12 1.47 J.X3 2.19 2.90 3.61 
245 lUXó 1) 9.1.1 1.15 1.52 I.X9 2.2() 3.00 3.73 
250 O.XI2 o lJ64 1.14 1.57 1 !.)5 2 33 3 09 3.R5 
255 O.SJX 0.9~5 1 23 1 62 2.02 2.41 3.19 3.9S 
260 O.Xó5 1 0.\ 1.27 1 67 2.0S 2.4S .l29 4.111 
265 O.X91 1.06 1.31 1.73 2.1-l 2.56 3.40 ·L~J 
270 0.919 1.119 1.35 1.78 2.21 2.64 3.50 4.3(> 
275 O. 94(1 1.12 1.39 I.XJ 2.27 

, ,, __ ,_ 3.611 4.49 
280 0.974 1 16 1 43 1.89 2.34 2.SO .1.71 4.62 
2X5 1.002 1 19 1 47 1 94 2 -l! 2.XX 3 S2 4. 75 
290 1.030 1 22 1 51 J.l)l) 2 -lX 2 l)(l 3 92 4.X9 
295 1.058 1.26 !.55 2.05 2.5-l 3.04 4.113 5.02 
)011 I.OX7 1 29 1.60 2 11 2.() l 3.12 4.14 5 16 
305 1.116 1.33 1.64 2.16 2.6:S 3.21 -l.25 5.30 
31 () 1.146 1.36 1 6X , , 2.75 3 29 4.36 5.44 
315 1.175 1 40 1.7:\ 2.2X 2.S3 3.JX 4 48 5.58 
320 1.205 1.43 1 77 ::.:n 2 90 3.46 4.59 5.72 
325 1.236 1.47 l. S 1 2.3Y 2.97 3.55 4.71 5.86 
330 1.266 1.5() I.X6 2 45 3.114 3 64 4 s:: 6.01 
335 1.297 1.54 1.911 2.51 3.12 J. 73 4 94 6.15 
340 1.328 1 5~ 1 95 2.57 3 19 3 x:: 5 06 6.30 
345 1.360 1.61 2.00 2.63 3 27 3 91 5.18 6.45 
350 1.391 Uí5 2.04 2.69 3.34 4.00 5.30 ó.óO 
355 1.423 1.64 2 09 2.76 3.42 4.09 5 42 6.75 
360 1 455 173 2 14 2.X2 3.50 4 18 5 54 6.91 
365 1.488 1.7i ~.19 2.XH 3.58 4 27 5.67 7.06 
370 1.521 1.8 1 2.23 2.94 3.66 4.37 5 79 7.22 
375 1.554 1 S4 :::.:.s 3 01 3.73 4.46 5.92 7 37 
.180 1.587 1 8~ , " __ j_, 3.07 3.81 4 Só 6.05 7.53 
385 1.621 1.92 JJX 3.1-l 3 90 4.66 6.1 i 7.69 
)90 1.65 19ó 2.43 3.20 3 9R 4.75 6.30 7.85 
395 1.69 ::.on 2.-lX 3.27 4.06 4.85 6.43 8.01 
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Tahk 7.11 continued 

Upper
hcad h., 
(mm) 

:\)0 
~J) 

5411 
550 
560 
570 
5SO 
;'l.}() 

(J()() 

(l]() 

6~() 

630 
(1-lO 
650 
660 
670 
{¡X() 

(l')() 

700 
710 
720 
7.10 
740 
750 
760 
770 
7SO 
7~0 

SIIIJ 
SIO 
S20 
8.10 
X40 
R50 
860 
870 
880 
890 

238 

10 
fcel 

1 ~~ 
1 76 
1 7~ 
1 XJ 
1 S(l 

1~11 
[ 9_1. 

l.Y7 
2 ()] 
2.04 
2 os 
2 12 
2 15 
2 jl} 

2:27 
:!JI 
2.3-.1 
2 JX 
2 42 
::: 46 
2.50 
2.54 
2.5X 
1 (J2 
::: (lÚ 

:::.70 
:::.74 
2.7S 
2 H7 
2 l}5 
J.04 
3.1::: 
:t::: 1 
J.Jo 
J JX 
J.-J7 
3.5ú 
.1ó5 
3.75 
J.X4 
.1.9.1 
4.0.1 
4.12 
4.22 
4.31 
4 41 
4.51 
461 
4 71 
4.81 
4.91 
5 01 
5.12 
5.12 
5.33 
5 43 
5.54 
5.65 
5.75 
5 86 
5.97 
6.08 
6.19 

1 ~ 
kct 

: (¡...¡ 
2_!)\1 

: IY 
: 17 
:.21 

.: _-;n 

.: J-+ 
: JS 
: 4.' 
:A7 
:51 
::: 5(1 

::: (J() 

2 65 
::: hl.} 
:: ¡..¡ 
:.7:-: 

2 1.}2 
2 91 
J 02 
-~_[)(l 

·' 1 1 
J 16 
J :1 
J 2b 
J.J 1 
3 ..l(l 
-~ 51) 

3 6(1 
_, 71 

-~ S 1 

·' ~ 1 
..¡ o: 
.¡ 1: 

..¡ ~..,¡ 

..¡ -t5 

..¡56 

..¡ 67 
4 7S 
.; S4 
5 (J 1 

5.1: 
5 2-+ 

5 ..¡¡ 
5.5Y 
5 71 
5 SJ 
5 95 
6 O.'i 

(J 211 

6.32 
6 45 
6 58 
6.70 
6.83 
6 96 
7 09 

7.35 

15 
ket 

2 5S 
2 63 
2 óS 
2 74 
: 79 
2 S-l. 
2.!N 
2.'15 
_, 00 
_;_os 
J 11 
J: 16 
_; 22 
_1 27 
_; _ _1_1 

J.W 
-;.-J..¡ 
_; 50 

·' 5ú 
3 (J2 
_1_(1 7 

.1.7."1 
J.N 
J S5 
_"': 91 
3.97 
.¡ 111 
-UllJ 

-L~t 
.¡ )1 

4 46 
4 SS 
-1.71 
.¡ S-l 
...¡ 97 
5!() 
5.23 
5 .. '7 
5 50 
5 6-t 
577 
5 l)[ 
(¡ 05 
{1 ¡y 
(J.)-t 
h ..J.S 
6.62 
tl.77 
6 92 
7 06 
7.21 
7.J6 
7 52 
-¡ (17 

1.S2 
nx 
X 1.1 
X.29 
o.45 
X.61 
877 
8.93 
9.10 

20 
feet 

3.-tO 
.3.47 
:; 5-t 
3 6\ 
J ót\ 

·' ¡...¡ 
J :-;¡ 
3 SY 
3% 
-t.OJ 
4 111 
-1.17 
.t.2-t 
-t.:t~ 

-t .. W 
.¡ -17 
...¡ 5-t 
-L62 
.t.úY 
4.77 
-l S4 
...¡ 92 
5 ()() 
so:-; 
5. ¡ 5 

5 J! 
5 JY 
5 55 
5 71 
5.SS 
().()...¡ 
() 2! 
(¡ Jt\ 

ú.55 
(J7J 
ú. YO 
7.11X 
7.25 
7.43 
7.61 
7 so 
7 9K 
X.l7 
X .l5 
S 54 
S.73 
X 93 
y 1.2 
9 . .11 
9.51 
l) 71 
1J.91 
111 1 
HU 
10 5 
10 7 
10.9 
11.1 
11.4 
1 1.6 
11.8 
12.0 

-+.2: 
-t .. ' 1 
-t.JY 
-l..JS 
..¡ ~~1 

...¡ 65 

.+_7-l 

...¡.:-;: 
-1.91 
:'.011 
5 09 
:'!S 
5 27 
:' Jh 
5.45 
:'.5-l 
5 (l-l 
:'.73 
5 S2 
5.Y2 
(l () 1 

(l,l t 

(¡::o 
(J JO 
!1-lll 
{).)0 

ú.)l) 

6.(19 

f1 S9 
7.09 
7 JO 
7 50 
7 71 
7.lJ2 
X 1) 
:-\.35 
S 57 
S.7S 
l) .00 
9.~J 
y .t5 
9 6S 
l) 91 

IU.I 
1 (1 4 
t () (l 

1 u.x 
11 1 
11 ) 
11.6 
11 S 
t 2.1 
12.3 
12 6 
t 2 S 
13 1 
13..1 
13.6 
13.R 
14 1 
1-l 4 
14 6 
14.9 

30 
feet 

..¡ 95 
5.05 
5 15 
52:' 
5.35 
5 .t5 
5.5(1 
5 ()() 
5 7(1 

5.Si 
5% 
{l os 
6 1 L) 

h Jo 
(14! 
(J. 52 
{l 63 
6 7-l 
(1 S5 
(l 1.)(¡ 

7.07 
7.19 
7.Jtl 
7.-t2 
7.53 
7 ()) 
7. 7ú 
l.XX 
S.OU 
S.24 
S.4X 
S 72 
S Y7 
9.22 
1).-t/ 
9 72 
9 tJS 

'1 0.2 
111.5 
1 U.S 
11.0 
11..1 
11 6 
11 S 
12.1 
12 4 
12 7 
1 ).U 
13.2 
13.5 
13.8 
14.1 
14 4 
1-l 7 
15.0 
15 J 
15 6 
15.9 
16.2 
16.5 
16.8 
17.2 
17.5 
17.8 

.jQ 

fcet 

(J.5b 
(1 (ll) 

t1.SJ 
{• 9t-
7 lll 

7.51 
7 6-t 
i7S 
7 92 
S tl6 
S 21 
S.J:i 
S.-l9 
S.h-l 
X.7~ 

S.9J 
1) os 
y 23 
9 3S 
9.53 
9.6!-1 
IJ S.i 
ll.99 
lill 
JO 3 
10~ 

1 () 6 
1 11 9 
1 1 2 
1 1.6 
11 9 
1: 2 
12.6 
J:: l) 

1 ·'·= 
1 J 6 
1.1 9 
14 3 
1-l 6 
15.0 

1 o ·' 
! 5 7 
1 ó 1 
1 (l 4 
l<l.S 
17.2 
17 6 
17.9 
18.3 
1 K.7 
19 1 
19.5 
1 \) 9 
20 3 
20.7 
21.1 
21.5 
21.9 
22.3 
22.8 
23.2 
23.6 

50 
fect 

S 17 
S J.l 
S.Stl 
S 67 
S l\4 
9.01 
IJ !S 

9.52 
9.69 
9.S7 

1 o 11 
10: 
111.4 
1 0.(1 

1 o.s 
1 11 -~ 
1 l. 1 

1 1.3 
1 1.5 
11.7 
1 1.9 
12.1 
1:.: 
12A 
12.6 
12.S 
l 3.6 
lJ.O 
13.6 
14.0 
14 .¡ 
1-t :-.; 
15.~ 
15.6 
!(¡,] 

16.5 
1 (J.9 
17.3 
17.R 
1 S.2 
IX7 
ji/ 1 

1 '/ (l 

20 o 
:o.s 
.:::o.4 
:! 1.4 
~ 1.9 
22.3 
2~.8 
2) 3 
:J S 
2~ J 
2-l S 
25.3 
25.8 
26.3 
26.g 
27.3 
27.R 
28.3 
2g 9 
29.4 



Table 7.11 continued 

Upper- D1scharge in m 3/s for f1umes ofvarious throat widths 
head h, 
(mm) !O 11 15 10 ~5 30 40 50 

feet feet feet feet feet feet feet feet 

900 6.31 7.48 9.26 \2.2 15.2 IS.I 24.0 29 9 
910 6.4~ 7.62 9.42 ~~ 4 15 4 18 4 24 .l 30.5 
no 6.53 7 75 9.59 12.6 15.7 18.8 24.9 31.0 
930 6.64 7.89 9. 76 12.9 16.0 19.1 25.3 31.5 
940 6.76 8.02 9.93 13 1 16.2 19.4 25 S 32.1 
950 6.87 8.16 10.1 13.3 16.5 19.8 26.2 32 6 
960 6.90 8.30 10.3 13.5 16 S 20 1 26.6 " ' -'-'·-
970 7.11 8.44 10.4 13 8 17 1 20.4 27 1 33. i 
980 7.23 S 58 10.6 14.0 17.4 20.8 27.5 34.3 
990 7.34 8.72 10.8 14 2 17 7 21. 1 :::s.o 34 S 

1000 7.46 8.86 11.0 14 4 17 9 21.4 28.4 35.-+ 
1010 7.58 9.00 11. 1 14.7 \8.2 21.8 28 9 36.0 
1020 7.70 9.14 11.3 14 9 18.5 22.1 29.3 36.5 
!OJO 7.82 9 29 11.5 15 1 18.8 22.5 29.H 37.1 
1040 7.95 9.43 11.7 15.4 19.1 22.8 JO J 37.7 
1050 3.07 9.58 11.8 15 6 19.4 23 2 30.7 38 J 
10611 8.19 9.72 12.0 15 9 19.7 23.5 31.2 38 l) 

tOJO 9.87 12.2 16.1 20.0 23.9 31 7 39.5 
10811 10 o 12 4 \6 3 20.3 2-l 2 32.2 40 1 
1090 \0.2 12.6 ló 6 20.6 24 6 32.6 40.6 
11 00 \0.3 12.X 16.8 20.9 25.0 33.1 41.2 
1110 \0 5 \3.0 ! 7 l 21 2 25.3 33.6 41 S 
1120 10.6 \3 1 17.' 21.5 25.7 3-U -C.-l 
1130 10 8 13.3 17 6 2\.S 26 1 3-l n 4.1.1 
11411 10 9 \3.5 17 8 22.1 26.4 35.1 437 
1150 11. 1 1 J. 7 18.1 22.-+ 26.:-i ~5.6 44.3 
1160 11.2 13.9 !S 3 22.7 27 2 36.1 4-l 9 
1170 11.4 14 1 \S 6 23 l 27.6 36.5 -15 5 
1180 11 5 14 . .1 IS.S 23.4 27.9 ."170 46.\ 
1190 11.7 14.5 19.1 23.7 28.3 37.6 46 S 
12110 11.9 14.7 19.1 ~4.0 :?X. 7 JS.I 47 4 
1210 12.0 14.1) 19 6 24.3 29.1 38 6 4X.O 
1220 12 2 15.1 19.9 2-t7 29.5 39.1 48.7 
1230 12.3 15.3 20 1 25 o 29 9 39.6 49 .1 
12-UI 12.:' 15.5 20 4 25.3 30.2 411.1 50.0 
1250 12.7 15.7 20 7 25 6 30.6 40.6 50.6 
1260 12.X \S.lJ 20.9 26.0 31.0 41.1 51 .1 
1270 13.11 16.1 21.2 26.3 31.4 41.7 51.9 
12811 13.1 16.) 21 4 26 6 31.8 42.2 52.6 
1290 13 3 16.5 21 7 27.0 32.2 42.7 53.2 
1300 13.5 16.7 :::.o 27.3 32.6 4J.J 5J.l) 
13111 !:' () 16.9 22 3 17 (1 33.0 43.X 54.5 
13211 13.S 17.1 .,., " :?S.O 3.1.4 44 .. 1 55.2 
13311 14.11 Ji .3 22 X 28.3 J3.S 44.9 55.9 
13411 14 1 17.5 23 1 2X.7 34.2 45.4 5fl.6 
1350 14.3 l 7.9 23 4 29 () .14 7 46.0 57 2 
1360 14.5 17.9 23 6 29.3 35.1 46.5 57.9 
1370 14.7 IX.I 23.9 29.7 .15.5 47.0 5S 6 
13XO IX.3 24: .10.0 35.9 47.6 59 . .1 
\390 IS.6 2-t.:' .10 4 36 3 4X.2 60.0 
1400 18.8 24 ~ 30 7 .16.7 4S 7 60.7 
14111 19.11 :s n 31.1 37.2 49 . .1 61 4 
1420 \9.2 25.3 31 4 37 .(J 49.S 62.1 
14.111 19 4 25 6 Jl.l'\ JX.o 50 4 62.X 
14411 llJ.ó 25 9 32.2 3X.4 51.0 63.5 
1450 19.9 26: 32.5 3X.9 51.5 ó4.2 
14611 20.1 26 :5 32 9 39) 52.1 64.9 
1470 20 3 26.S 33.2 39.7 52.7 65.7 
14XO 20.5 27 1 33 6 40 1 53 2 ó6 . .1 
\-NO 20.7 :74 34 11 -W.6 :D.S 67.0 
1500 21.0 2? 6 34.3 41.0 54.-l 67.7 
15111 21.2 27.9 34.7 41.5 55 o 68 5 
1420 21.-l :s: .15.1 41.9 55.6 69.2 
1530 21.6 :s 5 .15 .¡ -C.3 56 1 69 4 
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7.4.3 Submerged flow 

When the ratio of gauge reading hh to h, exceeds the limits of 0.60 for 3-. 6-. and 
9-in tlumes. 0.70 for l- to 8-ft tlumes and 0.80 for lO- to 50-ft tlumes. the modular 
tlume discharge is reduced due to submergence. The non-modular discharge of Par
shall tlumes equals 

(7-5) 

where Q equals the modular discharge (Tables 7.5 to 7.11) and QE is the reduction 
on thc modular discharge dueto submergence. 

The diagrams in Figures 7.10 to 7.16 give the corrections. QE. for submergence for 
Parshall tlumes of various sizes. Thc correction for the 1-ft tlume is made applicable 
to the 1.5-ft up to 8-ft tlumes by multiplying the correction QE for the 1-ft tlume by 
the factor given below for the particular size ofthe tlume in use. 

Size ofOume 
corrcction 

b, In ft be mm factor 

0.3048 1.0 
1.5 0.4572 l..l 
2 0.60% 1.8 
3 0.914-1 1..1 
..¡ 1.2191 3.1 
5 1.52-10 3.7 
ó 1.8288 -1.3 
7 2.1336 -1.9 
8 2.4384 5 .¡ 

Similarly. thc corrcction for thc 10-ft tlumcs is m a de applicable to the largcr tlumes 
by multiplying the corrcction for thc 10-ft tlume by the factor given below for the 
particular tlume in use. 

Sizc nfllumc 
corrcction 

b,: in ft be.: in m factor 

10 3.048 1 o 
12 3.658 1.2 
15 4.572 1.5 
20 6.096 2.0 
25 7.620 2.5 
30 9.t44 3.0 
-10 l2.192 40 
50 t5.240 5.0 

lfthe size and elevation ofthe tlume cannot be selected to permit modular-tlow opera
tion. the submergence ratio h,. h, should be kept below the practica! Iimit of 0.90. 
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since the tlume ceases to be a measuring device if submergence excceds this limit. It 
is rccommcnded to use a long-throated tlume (Section 7.1) instead of a non-modular 
Parshall flume. 

As mentioncd. turbulencc in the relatively dcep and narrow throat ofthe ·very small' 
flumcs makcs thc hh-gaugc difficult to read. If an h,-gauge is used undcr submerged 
tlow conditions. the h,-readings should be converted to hh-readings with the aid of 
Figure 7.17. and the convcrted hb-values are then used to determine thc submcrged 
discharge with the aid ofFigures 7.10to 7.14. 

7 ..!..1 Accuracy of discharge measurement 

The error in the modular discharge read from the Tables 7.5 to 7.11 is expected to 
be about 3%. Under submerged flow. cÓnditions thc error in the discharge becomes 
greatcr. until at 90% subrhergence the flume ceases to be a measuring de\'ice. The 
method by which thi~-dischargé .error is to be combined with crrors in h.,. hb, and 
the tlume dimensions are shown in Annex 2. 

7 .4.5 Loss of head-through the tlume 

The size and elevation of the cre'!it ofthe tltirr;e depend on the available loss of head 
through the tlume L'ih( ""L'iH). Since for the Parshall tlume h., and hh are meas u red 
at rather arbitrary. locations. the loss of head through the tlume L'ih is not equal to 
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the difference between h, and. hb but has a greater value (Figure 7.18). The head loss 
~h can be determined from the diagrams in Figures 7.19 and 7.20 for small and large 
flumes. For very small flumes no data on ~h are available: 

7.4.6 Limits of application 

The limits of application of the Parshall measuring flumes essential for reasonable 
accuracy are: 
a. Each type of flume should be constructed exactly to the dimensions listed in Table 

7.3; 
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b. The flume should be carefully levelled in both longitudinal and transverse direc
tions: 

c. The practica! range of heads h, for each type of flume as Iisted in Table 7.4 is 
recommended as a Iimit on h,; 

, d. The submergence ratio hb/h, should not exceed 0.90. 
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7.5 H-flumes 
7.5.1 Description 

On natural streams where·it is necessary to measure a wide range of discharges, a 
structure with a V -type control has the advantage of providing a wide opening at 
high flows so that it causes río excessive backwater effects. whereas at low flows its 
opening is reduced so that the sensitivity ofthe structure remains acceptable. To serve 
this purpose the U.S. Soil Conservation Service developed the H-type flume, ofwhich 
three geometrically different types are available. Their proportions are shown in Figure 
7 .21. They are: 

HS-flumes 

Of this 'small' flume, the largest size has a depth D eqi.Ial to 0.305 m ( 1 ft) and a 
maximum capacity of0.022 m3/s. 
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