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1 Fuentes electromagnéticas, fuerzas y campos
1.1 Carga y densidad de carga

Las particulas cargadas elementales son el electrén y el
protén, los cuales tinene cargas que son iguales en mag-
nitud‘pero opuestos en signo. La carga del electrén es e.
donde:

e = —1.602102107*° [coulomb)

De ésta expresion, vemos que toma muchos electrones
1 [coulomb] de carga
110"

lecoulomb = 160910 — 6.24180762210 Belectrones

Los electrones pueden ser considerados ” cargas puntuales™.
por lo tanto poseen una carga finita dentro de un voli-
men pequeno.

Las cargas producen efectos que son un funcién no so-
lamente de ;Cuénta carga estd presente en una region?
sino también ;Coémo esta distribuido?. Debido a esto
a menudo es necesario describir a las distribuciones de
cargas sobre una base punto por punto. Para carga dis-
tribuida a travez de un volimen. Definimos a la densidad
de carga volumétrica como:

_ AQ | coulombs
PV = avmo Av

(1)

.ms

Donde como se muestra en la Fig. 1. a., AQ es la carga
total contenida dentro del voliumen Aw.

Aunque cxista siempre algin espacio entre las cargas
en una distribucién de carga volumétrica las distancias
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Figure 1: Geometrias usadas para definir distribuciones de carga:

a)volumétricas, b)superficial v c)lineal

usualmente son bastante pequenas tal que la carga pueda
ser considerada una distribucién continua.

Existen muchas situaciones en la cual, la carga estd con-
finada a una capa delgada. Por ejemplo, cuando la carga
estd depositada sobre un conductor, y es siempre dibu-
jado para la superficie.

En casos semejantes a esto, conviene modelar a éstas
distribuciones de cargas como: distribuciones de car-
gas superficiales, donde la carga es supuesta estar-den-
tro de una profundidad infinitesimal, Refiriéndonos a la
Fig. 1. b, definimos a la densidad de carga superficial
como:

(2)

pPS =As—p lim
) As

me

AR l:coulombs}

Donde AQ es la carga contenida dentro de la superficie
As.
Existen también situaciones de donde la carga estd confi-



nada a lineas con pequenas secclones transversales, tales
como en un alambre o el haz electrénico en un tubo
de rayos catédicos (TRC). Por lo tanto la densidad
de carga volumétrica para éstas distribuciones son ex-
tremadamente grandes dentro de las linas y cero en el
exterior. Por lo que es mas conveniente considerar a
éstas distribuciones como: distribuciones de carga lin-
eales donde la carga es supuesta estar dentro de una
seccion transversal infinitesimal a lo largo de una linea.
Refiriéndonos a la Fig. 1. C. La densidad de carga
es:

(3)

. AQ [coulombs}
pf =As—0 lim :

Al

m

Donde AQes la carga que estd dentro de la longitud AL
La carga total contenida dentro de un volimen, super-
ficie o linea puede ser determinado en términos de las
densidades volumétricas, superficiales o lineales por in-
tegracién de las ecuaciones, 1, 2, y 3 respectivamente,
dandonos:

Q= /pudy ps = pf = 0 en el interior de v) (4)
. A .

Q= /psds- (pf = 0 interior de s) (5)

Q= | phat (6)



1.2 Corriente y densidad de corriente

La corriente es carga en movimiento. La corriente puede
especificarse en dos tipos de cantidades: escalar o un
vector.
La cantidad escalar llamada corriente escalar (o simple-
mente corriente) como es empleado en-los andlisis de cir-
cuitos.

Figure 2: Torrente de lineas de corriente huyendo mads all4 a una sup. pequeiia

— , AT . | Ampere
J = lzmAs—vOE |ma_\' (max [_’"F;‘—_:|
Donde a max es perpendicular a la superficie As y apunta
en la direccién que maximiza a la corriente Al fluyendo
a traves de As. .
Para ver como la densidad de corriente J y la corriente [
estan relacionadas, consideremos a la situacién mostrado
“cn la Fig. 3. Aqu1 una corriente J estd fluyendo hacia
a fuera a traves de s por la suma de las contribuciones
de I que pasan a traves de cada elemento de superficie
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Area = ds

Figure 3: Geometria para la determinacion-de la corriente pasando a rraves de
una superficie

diferencial. d's = dséan, dgnde an apunta hacia afuera

cie)sde la fuente. Cuando J y ds son perpendiculares

J no tiene la tendencia a fluir a traves de la superficie,
- — _)

as{ dI es cero. D= otra manera, cuando J y ds son

paralelos, d/ = Jds. Entonces podemos escribir:

di=J-dF

Integrando dJ sobre toda la superficie de s, obtenemos
la corriente total [ pasando a través de esta superficie:

1= /_f . d's [Amperes|
Cuando s es una superficie cerrada, d's es escogida por
convencién para apuntar hacia el volumen encerrado, v
en esta forma, I es definido como un flujo hacia afuera.
Existen muchas situaciones en las cuales una corriente
fluve dentro de una capa delgada. Por ejemplo, en las
altas frecuencias, la corriente fluye dentro de una capa



delgada bajo la superficie de un conductor. Podemos
modelar a éstas distribuciones de corriente como: dis-
tribuciones de corrientes superficiales, donde la corriente,
la densidad de corriente, en otra forma es una cantidad
vectorial que especifica ambas caracteristicas: a la mag-
nitud y direccién del flujo de la corriente en cualquie
punto.

1.3 Corriente escalar

La corriente escalar I es definido como la razdn en la cual
la carga fluye a traves de una superficie especificada en
una unidad de tiempo t.

d@ | coulum

1%

I 6 Ampere

dt seg
En ésta definicién, dQ es la carga que pasa a través de
una superficie s en el tiempo dt. El signo de d@ depende
sobre la direccién de este flujo con respecto a la superficie
normal a; positivo carga moviendose a través de s en la
direccién indicada por an constituve una corriente pos-
itiva, conforme la carga negativa estd pasando a traves
de s en el sentiao opuesto. En los circuitos, la corri-
ente escalar es indicado sobre los diagramas mostrando
el valor numérico de I, junto con una flecha que define
la direccién de la corriente positiva. como un ejemplo
consideremos a los iones positivos vy negativos fluyendo
en el tubo mostrado en la Fig. 4. Aqui ambos iones pos-
itivos y negativos imparten contribuciones positivas para
la corriente I, por lo tanto: p+-an>0 y u_-an <0
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Figure 4: Portadoras de cargas positivas v negativas fluvendo en un tubo

1.4 Densidad de corriente

La descripcién para una corriente usando la corriente
escalar es aceptable cuando la direccién del flujo es obvio.
tal como cuando la corriente fluve sobre los alambres
en un circuito de baja frecuencia. Sin embargo existen
muchas veces cuando la direccién de la corriente v su
magnitud varia a través de un volimen. En éstos casos
es mejor representar a la corriente como: densidad de
corriente volumétrica, la cual cs una cantidad vectorial.
La Figura 2 muestra a varias torrentes de lineas que
indican las travectorias de movimientos de cargas. ¢s
supuesta a fluir dentro de una capa de profundidad in-
finitesimal. Refiriéndonos a la Figua 5, a, definimos a la
densidad de corriente superficial como:

Js=1i Al {max A
. = I A P _
At—=0"%0, : ( LAY

De la férmula escrita arriba Af es medido perpendicu-

b |
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Figure 3: Una corriente superficial : a) vista seccidn tansversal. b) vista desde
arriba :

lar a la direccién @ max que maximiza la razén Al/AL.
En ésta figura, ambos a max y Js estan dirigidas hacia
afuera del papel.

La corriente escalar que fluye pasando a traves de un
contorno arbitrario ¢ sobre una superficie puede ser en-
contrado por la notacién como la corriente duyendo que
pasa el segmento en la Fig. 5.b es

Al = Js- Aba,

Donde an estd en el plano de la corriente superficial v
perpendicular a la trayectoria diferencial Af. Integrando
sobre el contorno entero ¢. encontramos que la corriente
total que atravieza el contorno c es:

I= /Ts’ Gyl [A]



1.5 La ley de Conservacién de la carga

Ahora que ya hemos discutido los conceptos de corri-
ente vy de carga, estamos listos para introducir la ley de
conservacion de la carga. Este principio constituye uno
de los postulados basicos sobre la cual toda la Teoria
Electromagnética se cimenta. As + 0 como todas las
leyes experimentales, estan basados en la observacion y
es aceptada como cierta, debido a que no existe evidencia
contradictoria ha sido encontrado.

La ley de conservacién de la carga.- "Establece que la
carga contenida en un sistema cerrado permanece con-
stante por todo el tiempo”.

Un sistema cerrado es un sistema en el cual (la carga) no
puede entrar o salir. Un corolario de esta ley establece
que si cada carga total contenida dentro de una regién
cambia, debe ser acompanada por un flujo de corriente
dentro o afuera de la regién.

Para ver que restringe a ésta ley se coloca sobre la carga
v las distribuciones de corriente, considerando a la cor-
reinte ] pasando hacia afuera a través de la superficie
cerrada s mostrado en la Fig. 6.

I ?(J i dQsalzda
T dt

Donde d@) salida es la carga pasando hacia afuera a traves
de s en el tiempo dt. De acuerdo a la ley de conservacién
de la carga, d@Qsalida no puede ser creada espontanea-
mente en s, sino mas bien debe venir desde dentro del
volumen v que esta limitado por la superficie cerrada
s. Esto significa que la carga total ¢ encerrada dentro
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Figure 6 Geometria para la dernvacion de la ecuacion de continuidad

del volimen v, debe disminuir en exactamente la misma
razén en la cual la carga pasa hacia afuera a traves de s.
En ésta forma

dQsalida  dQencerrada

dt dt

sustituyendo esta ecuacion, en la anterior se obtendra:

%deﬂgf:_M
dt

Esta expresion es llamada. La ecuacion de continuidad,
debido a que establece que la carga contenida en una
regién es constante cuando no fluyen corrientes hacia
afuera de la region.

Podemos derivar una forma puntual de la ecuacién de
continuidad recordando que la carga interior s puede ser
expresada como una integral de volumen de la densidad

10



de carga. En ésta forma:

s dQenc  d J
ds =———= vdy

7 atdt),”

Donde v es el volumen encerrado por s. Si I/ s constante

en el tiempo, el orden de la diferenciacion e integracion

puede ser intercambiado, dando

_, 8
‘fjd /ng

Enseguida usando el Teorema de la Divergencia, para
escribir la integral doble en el lado izquiedo como una
integral de volumen, ddndonos:

f?d?:/vfhu ‘/%V

Finalmente, ésta cxpresién es valida para todos los volumenes
v. conforme v — 0. En ésta forma, los integrandos dc.
ambas integrales de volumen debe ser igual en todos los
puntos, dando:

VoS =- dr
Esta expresion es llamada la forma diferncial (o puntual)
de la ecuacion de continnidad.

S

1.6 Leyes de Fuerza. Dos acciones en una distancia

La primera de las leyes que fue propuesta vio los efectos
como interacciones punto a punto de cargas y corrientes
v son llamadas leyes de¢ accién en una distancia. La mas
simple de las leyes es la de coulomb.- La cual predice. la
fuerza entre dos cargas,'y la ley de Ampere que predice,
la fuerza entre dos corrientes., Se vera la primera ley.

g 11



1.6.1 Ley de fuerza de Coulomb

Esta ley en su forma més simple, describe la fuerza entre
dos cargas puntuales estacionarias suspendidas en el es-
pacio libre. la Fig. 7 representa a dos cargas puntuales
Q1 v (2 localizados en r; y 79 respectivamente.

La ley de Columb establece que la fuerza ejercida sobre
una carga puntual ¢y, por alguna otra carga (> es:

I 1 6o A
F| = —~F¥ a2 [N] cargas en el espacio libre.

/ Q.
)/ __,._,,_._.‘2-—"""- F::

Y

}/

Figure 7: Dos cargas puntuales ejerciendo fuerzas entre si

En donde R es la distancia de Q1aQ, a0 es el vector
unitario dirigido de @2 a @,

o= Constante de proporcionalidad llamada per-
mitividad del espacio libre

Co= 8854210712 ~ W2 [ om?s L]

36+ m
En la ecuacién, parte superior fl) esta dirigido a lo largo
de la linea de unién extendi¢éndose de )1 a (J2. La mag-
nitud de F} es proporcional a 1 producto de las magni-
tudes de las dos cargas y es inversamente proporcional

12



al cuadrado de la distancia entre ellas.

El signo del producto ¢1@» determine si la fuerza es
atractiva o respulsiva, asi signo(-) indicara fuera de atracién
y signo(+) fuerza de repulsién o sea cargas diferentes se

atraen y _cargas semejantes se repelen, asi ao; = —aoy v
F1 = —F,. En ésta forma la ley de Coulumb es consis-

tente con la Tercera Ley de newton de la Mecdnica, la
cual establece que cada accién se tiene una reaccion igual
Yy opuesta.

La ley de Coulomb, puede expresarse en términos de los
vectores de posicién de las dos cargas, en la forma sigu-
lente:

|

dyy = Trg;%j ., R=|r — 73] Entonces
—

Fy = —?@—’—1_% [N] (cargas en el
TEo |y —Tg|

espacio libre)

1.6.2 Ley de Fuerza de Ampere

La ley de fuerza de Ampere describe la fuerza cjercida
por una corriente sobre alguna otra, cuando ambas cor-
rientes son invariantes en el tiempo. Tales corrientes son
llamadas corrientes estacionarias. Cuando las corrientes
estacionarias fluyen en lazos completos. ninguna carga
neta es transportada, v la densidad de carga es constante
en donde quiera, (por ¢jem. la estdtica) en el tiempo.
La Fig. 8 muestra a dos filamentos de longitudes difer-
enciales df, y df, que llevan corricntes estacionarias /) ¢
I> respectivamente, tales filamentos deben ser secciones
de circuitos completos a lazos, considerando a éstas sce-
clones carta.

13



Figure 8: Dos filamentos de corrientes ejerciéndose fuerzas entre si

A travez de una serie de esperimentos Andre Marie Ampera(1775-
1836) dedujo que en el espacio libre, el segmento de cor-
riente I»dfs ejerce una fuerza sobre el segmento de corri-
ente I, dfl que estd dada por:

dF, = ol d[‘“r(%d(’m“ [N] (corrientes en el
espacio hbre)
Donde el vector unitario as; apunta de segmeto a 2 al
segmento 1, v R es la distancia entre los segmentos. No
es la constante fisica de proporcionalidad llamada la
permebilidad del espacio libre

po = 4wxl107" [N/Agé H/m]

Haciendo uso de la siguiente ec. de productos: Az (BzC) =
(A-C)YB—-(A-B)C
d;_,—l’ _ g 11[0 (d£1 . CLO]) d[f) _,)(dgl . dfg) as

in R~

Fl /Loflfoﬁgl%&d&:c (dlazaay)

R‘)



Comparando ésta ecuacion de la ley de Fuerza de Am-
pere con la Ley de Fuerza de Coulumb, observamos que
las fuerzas entre los filamentos de corrientes infinitesi-
males, se tienen alguna similitud es con las fuerzas entre
cargas puntuales. En particular, ambas fuerzas varian
inversamente con el cuadradode la distacia R entre las
fuentes, ademds ambas fuerzas son proporcionales a los
productos de los valores de las fuentes, (J; v ¢» para las
cargas el [> para las corriente. Sin embargo mientras la
fuerza ejecida por una carga estdtica sobre alguna otra
estd siempre dirigida a lo largo de la linea entre ellos,
la direccién de la fuerza ejércida por un filamento de
corriente estacionaria sobre alguna otra depende de sus
orientaciones relativas entre si, como muestra la Figura

).

hat,

” [',C“ ' .'d( .

T dFy \,\
: / .'T oF; =0
K '

S f—;df . !-.dl' -1-—

Figure 9: Descripcidn grafica de la fuerza entre filamentos de corrientes.
a)Filamentos paralelos b)Filamentos No.1 es perpendicular a la linea conectando
a los filamentos c)Filamentos No.l es perpendicular a la linea conectado a los
filamentos v los filamentos son perpendicuiares entre si



1.6.3 Ley de Fuerza de Lorentz y el Concepto de Electromagnetismo

Fue Michael Faraday el primero que propuso una Teoria
de Campo del Electromagnetismo, especulé que ”alguna
cosa” se propaga hacia afuera desde la cargas y las corri-
entes manifistandose ellos mismos como dos S campos vec-
toriales; La intensidad de e campo electrico E y la densi-
dad de Flujo magnético B, siendo una proposicién muy
valiente en los anos de 1830, sin embargo ninguno de
estos cientificos anteriores habia especulado sobre la ex-
istencia de fotones, los cuales conocemos ahora como los
agentes responsables éstos campos.

El punto de arranque de la Teoria de campo del Elec-
tromagnetismo es la Ley de Fuerza de Lorentz, la cual es-
tablece "Que la fuerza electromagnética total o actuando
sobre un punto (carga de prueba) de valor ) puede ser
siempre expresado como”

— — - —

F=Q(E~+ U;cB) N]
En donde: E = Esla intensidad de campo electrico
en Q. [m]
B: es la densidad de flujo magnético en Q, [f2] =
[1ebherel 6 [Testa] U'; Es la velocidad de Q con re-
specto al marco de referencia del Laboratorio.
La ley de fuerza de Lorentz fue nominada en honor de
Hendrik Lorentz (1853-1928) aunque contiene contribu-
ciones de Joseph Thompson y Oliver Heaviside. Seme-
jante a la ley de Coulomb v de Ampere estan basadas
en evidencias experimentales: Pero difiere de las leyes de
fuerza de accidén en una distancia en que la fuerza sobre
una carga estd descrito en términos de los campos E

16



- .
v B generados por otras fuentes cuyas localizaciones v

magnitudes no necesitan ser conocidas. La ley de fuerza
de Lorents es vdlidas uinicamene para fuentes invariantes
con el tiempo.

De acuerdo a la ley de Lorentz, existen dos clases distin-
tas de fuerzas que otras corrientes y cargas pueden ejercer
sobre una carga de prueba. La primera es la Fuerza mag-
nética definida como:

Fe=QE [N]

Fuerza que depende solamente sobre la magnitud de ¢
de la carga de pl‘l)leba y la magnitud de la direccién del
campo eléctrico E. Tambi’e}n su direcciéne es siempre co-
lineal con la direccién de E. La otra fuerza pridicha por
la ley de Lorentz es llamada la fuerza magnética definida
como:

Fm=QuzB [N]
La fuerza magne*ica es proporcional a al magnitud de ¢
de la carga de prueba.
Estas fuerzas difieren sin embargo en que la fuerza eléc-
trica es independiente de la velocidad de la carga de
prueba, mientras que la fuerza magnética estd presente
unicamente cuando la carga de prueba esta en movimiento.
También, la direccién de la fuerza magnética es perpen-
dicular a ambas la direccién de la velocidad de la carga
de prueba 7 vy la direccién de la magnitud de la densidad
de flujo B.
Aunque las particulas cargadas pueden experimentar am-
bas fuerzas electricas y magnéticas, inicamente las fuerzas
eléctricas pueden trabajar sobre una carga y cambian su

17



energia cinética. Iista es debido a que la fuerza mag-
nética es siempre perpendicular al movimiento de la carga.
Las fuerzas magnéticas pueden sin embargo, cambiar la
direccién de una carga en movimiento.

De las ecuaciones anteriores podemos escribir:

Py

Qlc’m

y que _

E = Jim 0%
m:y?:Q(?xE))a: Qﬂ§|u|° Qv (7 E)

En donde se ha usado una prop. procglcto

Para resolver de ¢ésta ecuacién para B, necesitamos es-
coger "la velocidad de prueba 7 tal que V- § = 0.
esta elecién de la direccién de 7', Maximiza a Fm por lo
taANto 1/1§ es maximizado cuando T2 B son perper-
diculares entre (si). Por lo que resolviendo la ecuacion

—

anterior para B bajo esta condicién se obtendra:

— 1 F_n)w:-ﬁ
Q1 fuf

Por lo tanto, el propésito de la carga de prueba () es
medir al campo producido por las otras fuentes sin afcc-
tarlas. tomando ahora el limite de esta ecuacién:

B =¢- lim { i [i’fi] ma.x} (226 Teslal

| l‘ c-m
Cuando las cargas estan moviéndose. se hace conveniente

expresar a la componente magnética de la fuerza ejercida

Imax

18



dobre ellos en téminos de corriente de prueba, mds bien
que una carga de prueba. La Figura 10 muestra a un
alambre delgado que lleva una corrlente de prueba /. En
donde podemos calcular la fuerza dFm que actua sobre
el segmento

Figure 10: La accién del campo magnético sobre un elemento de cornente

diferencial Id¢ por.

Q7 _dQ
dt T odt
Donde d() es la carga contenida dentro de la longitud d¢.
Sustituyendo esta ecuacién en la de la Fm =Qvz B.
en contramos que:

[d7¢ = Zdt = dQT

—_— —_ —

dFm=1d{zB
En forma similar, las fuerzas magnéticas actuando sobre
la superficie diferencial v elementos de volimen son:

d}Tn; = ﬂxgds
dm = 7$§

19
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La fuerza total d F' actuando sobre un volimen diferen-
cial dv en una distribucién de carga en movimiento es
igual a la suma de las fuerzas eléctricas y magnéticas.

dF = dFe +dFm=dQFE + JxzBdv

Si reemplazamos d() con pydr, ésta expresion se con-
vierte en:
-— — — —
dF = (puE—’r J:z:b)dy
Para las distribuciones de carga lineales y de superficic.
esta ecuaién se convierte en:

dF = (psf + jgzg) ds

ot

dF = (pu_;’dé + fd?f'zﬁ)

respectivamente.

1.7 Campo Eléctrico

El campo eléctrico E c¢s definido como la fuerza por
unidad de carga de prucba.

7 F 1 . [N v
= —_— —Qar — —_—
q 47r50r9a c’m

La Figura . 11 muestra una carga de prueba ¢ v una
carga puntual QQ en el origen.

La figura de arriba mnuestra a un volumen v que contienc
a una distribucién volimetrica de carga con densidad de
carga pv. La carga que estd contenida dentro del ele-
mento de volumen diferencial dv! es dQ = prdy; donde

20
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Figure 11: Geometria para la determinacion del campo eléctrico E generado
por una carga puntual en el origen
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Figure 12; Geometria para la determinacion del campo eléctrico E generado
por una carga puntual localizado en un punto arbitario
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Figure 13: Geometria para la determinacién del campo eléctrico £ de una
distribucién de carga volumeétrica

pr es la densidad _d)e carga dentro del volumen diferen-
cial. El campo dFE que ésta carga genera en el campo
puntual pues

dE =

prdvt (7 = 71 [U]

dmeg |7~ ?’1|3 m

donde 7! es el vector de posicién que se presenta la
posicion del volumen diferencial dv* y. 7 es el vector de
posicidon p. Por lo tanto d E' es proporcional a la densi-
dad de carga pv v ¢ es constante. Usando el principio
de superposicién que establece que la respuesta total en
un medio lineal debido al nimero de fuentes es igual a
la suma de las respuestas debido a cada fuente individ-
ualmente. Integrando las contribuciones de cada fuente
individualmente. Integrando las contribuciones de cada
elemento de carga. diferencial prdy' obtenemos:



Para distribucién de carga volumétrica

= _ 1 7T 2]
= V—7al —_—
47?50/Vp 7 - 7P ™

Para distribucién de carga superficial

— 1 T =7l v
Ameg Jo© |7 = T m

Para distribucién de carga lineal

_ 1 |

=T
ameg Jo o |7 =TT m

1.8 Calculo de campo usando la Ley de Gauss

La ley de Gauss establece que "El Flujo neto pasando
a través de una superficie cerrada es proporcional a la
carga () encerrads por aquella superficie”

f E _ D? _ () encerrada
< £0

La superficie S usado cuando evaluamos la ley de Gauss
es llamado superficie Gaussiano. Por lo tanto la leyv de
Gauss es una ccuacion explicita para @ enc. Un uso
comun de la ley Gauss es encontrar la carga total con-
tenida dentro de alguna superficie encerrada.

1.9 Voltaje y Potencial eléctrico

Arrancaremos nuestra discusion de _Potencial eléctrico
recordando que 7 El campo eléctrico E generado por una
distribucion de carga estdtica, tiene cero rotacional cn
todos los puntos del espacio

VzE =0
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En forma integral ésta expresion, puede escribirse como:

— —
E-df =0
c
Ambas ecuaciones establecen que el campo electrostatico
E es un campo vectorial conservativo, por lo tanto, cualquier
campo vectorial conservativo puede ser representado en
cualquier punto como el gradiente de una funcién escalar.
o sea: ,

—

E=-Vv
Donde v es llamado funcién potencial eléctrico. [volts)

%

El signo menos es escogido en ésta expresion tal que E es
un campo vectorial conservativo. por lo tanto, cualquier
campo vectorial conservativo puede ser representado en
cualquier punto como el gradiente de una funciénescalar.
0 sea:

N
E=-VV

Donde v es llamado funcién petencial eléctrico. lvolts] .
El signo menos es escogido en ésta expresion tal que E
siempre apunta hacia valores decrecientes de v.
Podemos desarrollar una interpretacion fisica de la fun-
cién potencial eléctrica integrando ésta ultima ecuacion
entre dos puntos. Tomando el producto punto de ambos
lados con un vector desplazamiento diferencial d i ¢in-
tegranodo a lo largo de la travectoria entre dos puntos
Pa v Pb y obtenemos:

—/ E’-d?:/%-d?:/dv:va—w
b b b

La integral de linea en el lado izquierdo de ésta ecuacién
es definida como el voltaje entre los puntos Pa y Pb v es
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expresado por el simbolo Vab

a_, . b_) R
Vab= — E-dé’:/E-DE
b a

(campos electrostdticos y variantes con el tiempo).
Esta definicién es vélida tanto para campos electrostati-
cos y variantes con el tiempo. Vabesigual a la diferencia
de potencial de los potenciales en los puntos extremos.
Asf el término Voltaje y Diferencia de potencial son in-
tercambiables para los campos electrostdticos. Esto sig-
nifica que el voltaje entre dos puntos en el campo elet-
rostdtico es indpendiente de la trayectoria de integracion
escogida entre los puntos extremos.

"El voltaje entre dos puntos es una medida del trabajo
necesario para mover una carga entre dos puntos . Para
demostrar esto consideremos dos puntos Pa v Pv mostrado
en la Figura 14. También mostraremos dos travectorias
conduciendo desde el punto Pa al punto Pb. la fuerza
actuando sobrc una carga de prueba ()

cs QE asf ¢l trabajo por unidad de carga hecha
por el campo sobre la carga cuando la movemnos desde

Pa a Puv es:
_Wab b,
—(-gi / E-df = Vab

Usando este resultado podemos ofrecer la sigulente in-
terpretacion de los voltajes entre los dos puntos.

"Il voltaje Vab entre dos puntos es el trabajo por unidad
de carga o carga unitaria hecha por el camnpo eléctrico.
cuando una carga de prueba positiva es movida desde P
a Pb a lo largo de una travectoria dada.

3=
on



Path #2

Figure 14. Dos diferentes trayectorias con puntos extremios comunes €i un
e
campo electrostdtico E

Es importante especificar que los voltajes con el signo
correcto, por convencién, la diferencia de potencial Vab
es indicado denotando un signo "+ en el primer punto
(Pa) v un signo "-” en el segundo punto Pv. Por lo tanto
ésta notacion claramente indica que v es el voltaje entre
los puntos ”+” y ”-”{como en el anilisis de circuitos).
Ha sido definido el potencial eléctrico v en términos de
E. pero también es posible derivar una expresion para
V' en términos de la distribuciéon de carga puntual v en-
segulda generalizaremos ésta expresion para un distribu-
cion de carga arbitraria.

La Figura 15 muestra a una carga puntual @ y dos puntos
a v b localizados a distancias radiales Ra y Rb de Q.
respectivamente.

La diferencia de potencial Vab entre estos puntos es:

vab=-/ E.d?
b
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Figure 15: Geometria para la determinacién de la diferencia de potencial entre
—_
dos puntos. debido al campo electricoE de una carga puntual

La trayectoria mas simple entre los puntos mostrada en
la figura , es desde Pb, a Po, a Pa. La contribucién
para Vab a lo largo de ésta porcion de Ea; trayectoria es
cero. En ésta forma, usando el campoE de una carga
puntual, podemos escribir.

Vab = — /Ra ! g&ﬁ’dﬁ&ﬁ = Q |: ! — i]

m dms, R? dmegR |Ra  Rb

Donde el vector unitario ag apunta hacia afuera desde Q).
Si escogemos a Rb sea infinito se obtendra la siguiente
expresion para el potencial v en una distancia radical R
desde una carga puntual @), referido al infinito.

Q
- 471‘:','0R
De ¢ésta expresion. vemos que el potencial crece conforme
uno se apoxima a una crga puntual positiva.
Podemos generalizar ésta ultima ecuacién. para encon-
trar la funcién potencial generada por una distribucién

Vv V]

(o]
|



de carga arbitraria. En primer lugar, para una coleccion
de N cargas puntuales, encntramos:

N
Q Qk
V= e —
471‘80sz=;| 7 — Tk

Donde 7 es el vector de posicién que representa al campo
puntual y 7 es el vector de posicién de la carga ;.

A continuacién para una distribucion de carga volumétrica.
dada por la siguiente Figura No. 16.

<t

Figure 16: Geometria para la derernunacién del campo potencial generado por
una distribucién de carga arbitraria (en este caso volumeétrica)

En donde, la contribucion de la carga prdi! en el voli-
men dy! para el potencial en un punto arbitrario es:

prdv!

47T:?()|? — T1|

dy =

Donde 7"y 7! son vectores de posicion del campo pun-
tual y p v el diferencial de volimen dv! respectivamente
sumando las contribuciones de todas las cargas, obten-
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€IN0S!:

/ pudv
V= — [V]
dney J, |7 =T

En esta integral, las variables primadas, son las variables
de integracién pesadas. También la integracién se realiza
unicamente en las localizaciones donde la carga estd pre-
sente. Usando una secuencia similar de pasos, podemos
encontrar a las siguientes funciones potenciales para las
distribuciones de cargas lineales y superficiales, como se
muestran en seguida '

/ psds? ]
v = v
—ln‘-‘o l _—>l|

donde la distribucién de carga superficial ps estd con-
tenida en la superficie s y

/ pldf? 8
Y= dreg Jo T~ T v

donde la distribucién de carga lineal pf estd contenida
sobre el contorno .
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LA ONDA
PLANA
UNIFORME

En este capituio se aphcaran las ecuaciones de Maxwell para introducir la teoria fundamental del
movimiento de la onda La onda plana uniforme representa una de las aplicaciones mas sencillas
de las ecuaciones de Maxwell, y sin embargo ilustra los principios que estan detras de la
propagacion de energia. Se introduciran la velocidad de propagacion, la longitud de onda. Ia
impedancia de onda, las constantes de fase y atenuacion, asi como el uso del teorema de Poynting
para encontrar la densidad de potencia. Finalmente, se considerara {a refiexion y transmision de
una onda plana uniforme en la frontera entre dos medios diferentes. El uso de la razén de onda
estacionaria y la i/mpedancia de entrada nos prepararan para considerar muchos de los problemas
practicos de la transmision guiada g2 potencia € informacidn, en el siguiente capitulo.

MOVIMIENTO DE LA ONDA EN El. ESPACIO LIBRE

Como se senald en el andlisis de las condiciones de frontera en el capitulo antenor, la solucion de
las ecuaciones de Maxwell sin la apiicacion de algunas condiciones de frontera representa un tipo
de problema muy especial. Aunqu2 se restringe la atencidon a una solucidon en coordenadas
cartesianas, puede parecer, aun entonces, que se estan resolviendo vanos problemas diferentes
conforme se vayan considerando d:versos casos especiales en este capitulo. Las soluciones se
oblienen primero para las condiciones del espacio libre, luego para dieléctrncos perfectos, después
para dielectricos disipativos y finalmente para buenos conductores. Se hace aprovechando las
aproximaciones gue se aplican en cada caso especial y dando énfasis a ias caracteristicas
especiales de la propagacidn de onda en estos medios, aungque no €s necesango usar tratamentos
por separado. es posible (y no muy dificil) resolver el problema general de una vez por todas. E|
analisis de la propagacién en el dietéctrico disipativo comienza con una consideracién del caso
general, pero luego se simplifica el anabsis confinando la atencion a dieléctnicos con pérdidas
retativamente pequenas

Se consigerara pnmero ef movimiento de la onda en el espacio libre, las ecuactones de
Maxwell pueden escribirse en términos de E y H unicamente, de la siguiente manera

oE{ .
VxH=g —
x Euar (h
dH
VXE =—y —
X Mo, (2)

f. ®
@
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-Ahora se vera, si es posible inferir el movimiento de la onda a partir de estas cuatro ecuaciones sin
resolverias reaimente. La primera ecuacion establece que si E estd cambiando con el tiempo en
algen punto, entonces H tiene rotacional en ese punto y puede considerarse como si formara un
pequefio circuito cerrado que eslabona o circunda el campo E cambiante. También, si E cambia
con el tiempo, entonces en general, también H cambiara con el hempo, aunque no necesariamente
de la misma manera. Después, a partir de la segunda ecuacién, se cbserva que este campo H
cambiante produce un campo eléctrico que forma pequefos circuitos cerrados sobre las lineas de
H Se tiene. ahora, una vez mas un campo eléctrico cambiante, la hipotesis original, pero este
campo a<ta presente a una distancia pequena del punto de la perturbacion onginal. Se podria
presuponer (correctamente) que la velocidad con ia cual el efecto se propaga alejandose del punto
originat es la velocidad de la luz, sin embargo esto se debe verificar por medio de un analisis mas
cuantitativo de las ecuaciones de Maxwell.

Se escribiran primero las cuatro anteriores ecuaciones de Maxwell, para el caso especial

de una variacion senoidal respecio al tempo (mas estrictamente, cosenoidal). Esto se logra por
medio de notacion compleja y fasores. Dado el vector campo

E=Fa,

se supone que la componente £, estd dada como
E =E__cos(aa+y) (5)

donde E,,; es una funcion real de x, v, y Z, y tal vez de  pero no del tiempo y yres un angulo de
fase gue pueae ser tambien funcion de x, y, 2 y « Haciendo uso de |a identidad de Euler,

o

e  =cosa+ jsenar

5€ liene

E =ReE, e"“ "' =ReE_e've™ (6)

donde Re significa que se toma 'a pane real de la cantidad que le sigue Simplificando la

nomenctatura con la omision de Re v supnimiendo & . la cantidad E, de campo se convierte en un
fasor, o una cantidad compleja. ia cual se identifica usando un subindice s, £,;. Entonces

En = En:e’v ) ‘ N

Se puede considerar que la s, \ndica una cantidad del dominio de ia frecuencia expresada como
funcion de |a frecuencia compieja s, aun cuando so6lo se consideren aquellos casos en los cuales s
€S un IMaginano puro, § = jw

Por ejemplo, se puede tomar E, =100 cos(lo'r -05z+30°W /m y expresarlo como un
fasor Primero se recurre a la notacion exponencial,



E =Re[l 00’1005 70

Y m”, se obtiene el fasor

E = looe-Jﬂ.S:ﬂ'JO'

y luego eliminando Re y suprimiendo e

Ndétese que £, es real, pero E,; en general es complejo. Notese también que comunmente se utitiza
una nomenclatura mezclada para ¢l éngulo. Esto es, -0.5z esta en radianes, mientras que 30° esta
en grados.

Dado un componente escalar o un vector expresados como un fasor, se puede recobrar

facimente la expresion en el dominio del tiempo. Por gjemplo, considérese el vector de intensidad
de campo, identificado como un faso.: por su subindice s,

E, =100£30%, +20£ -50%  +402210°%, Vim

Supdngase que la frecuencia esta especificada como 1 MHz. Se selecciona primero la notaciéon
exponencial para tener clandad matematica,

st @
E, = 10072, +20e”"*"a +40e'"'"a,
Reinsertando el factor e’

E,(1)=(100e"*"a +20e”"*"a +40e'*'"a_je'**'""

3 2 LI LP |
:10061(..H0°N)0‘:a‘ +20£,H..RICH SU“]a‘ +40e;lbrmr -IU"]a

Y tomando la parte real, se obtiene el vector real,

E(t) = 100cos{27t10"1 + 30%)a, + 20cos(2710°t — 50°)a,
< 40cos(210°t + 210%a V /m
Ninguna de las ampiitudes o angulos de fase en este ejemplo, estan expresadas como funciones

de x. yo Z. pero s alguna lo estuviera ei mismo procedimiento resulta efectivo. Por tanto, si
H, =20e"""""a A/m, entonces. '

H(s) = Re[20e™ " e **e™ Ja, = 20" cos(e — 20z)a, Alm

Ahora, pueslo que

aa% = %[EH costa + Y] = —af _sen(ad + )
= Re jaE e™

Es evidente que tomar la derivada parcial de cualquier cantidad de campo con respecto al tiempo
es equivalente a multiplicar el fasor correspondiente por jaw Por ejemplo, si



o g o
la ecuacion fasonal correspondiente es
aE ] aHl‘J
.] is E% a:

donde tanto E,; como H,; pueden se. cantidades complejas.

En seguida se aplicara esta notacién a las ecuaciones de Maxwell. Entonces, dada la ecuacion
VxH= E;] -*a—
!

la relacion correspondiente en térnunos de vectores fasoriales es

leHs =ja£;)E,] (8)
La ecuacion (8) y las tres ecuaciones

[VXE, = -jagyH,| (9)

[V.E =0 (10)

V-H =0 (1

san las cuatro ecuaciones de N axwell en notacion fasonal para una vanacidn senodal con el
uempo. en el espacio hbre Debe notarse que (10} y (11) no son relaciones independientes ya que
se pueden obtener tomando la divargencia de (8) v (9), respectivamente,

E! siguiente paso es obtener la forma de estado estable sinusoidal de la ecuacion de la
onda. paso que podria omitirse porque e! sencillo problema gque se va a resolver proporciona
facilmente un solucion simultanea de las cuatro ecuacianes anterores Sin embargo, 18 ecuacion
de onda es una ecuacion mportante, y es un importante punto de partida para muchas
Investigaciones.

El método por el cual se obtiene la ecuacion de la onda podria efectuarse en un solg
renglon {con cuatro signos igual utlhzando una hoja de papel mas ancha)

VxVXE =V(V.E )-V'E, =—jayVXH,
=(U:H,E;,E‘ =_V:E\

puestoque V E =0.Entonces:

V'E, =-aF iLEE, (12)




Esta concisa ecuacion de vectores fasoriales se conoce también como la ecuacion vectonal de
Helmholtz. Resulta bastante sobrecogedora cuando se desarrolla, aun en coordenadas
cartesianas, puesto que resultan tres ecuaciones escalares fasoriales y con cuatro términos cada
una. La componente x de (12}, conservando ia notacion del operador del, viene a ser,

VE, =—&’ 6, E,, (13)

y el desarrollo de| operador conduce a fa ecuacion diferencial parcial de segundo orden

$E, O°E. OE,
+ —E

IX

A= o HEE (14
ox” oy* oz’ K& a9

Se intentara una solucion para (14) suponigndo que es posible una solucién sencilla, en ia cual E,;
no vana con x o y, de modo que las dos denvadas correspondientes son cero, lo que conduce a la
ecuacion diferencial ordinana

d°'E \

5o T TYHEE, (15)
Por inspeccion, una solucién de {15) seria,

E. = Aeg 'Y (16)

1y
Si se vuelve a inclurr el factor ¢'™ |y si se reduce a la forma trigonométrica al tomar la parte real,

E, = Acos[ans —:\/yoso )

donde el factor de amplitud arbitrario puede reemplazarse por E,p. que es el valor de £, en z=0,
t=0

E- ZEIUCOS[m!_:'\JﬂnEU )} {(17)

El problema 1 al final detl capitulo indica gue

E. =Ewcoslaat + 2 8, )] . (18)

Tamién se puede obtener a partir de una solucion allemativa de la ecuacion vectonal de
Helmnoltz

Antes de obterer cualquier otra componente del campo debe entenderse |z naturaleza
fisica de la naluraleza fisica de la unica componente del campo eléctnco que se obtuvo en (17).
Se ve que es una componente x, que puede descnbirse como dingida hacia armba en la superficie

de una tierra plana El radical 'Jﬂofu tiene el valor aproxmado de 1/(3x10°)s/m, que es el
reciproco de ¢, es decir de la velocidad de la luz en el espacio libre,

c= . =2.998x10" =3x10° m/s
;M:Eu




Supéngase que el eje z esta dirigido hacia el este y que se toma z = 0 en Chicago. Entonces, en
Chicago el campo esta dado por

E =E  cosa

la cual constituye una sencilla y comin vanacion en el tiempo. Una carga libre (tal vez una antena
receptora vertical) se acelera hacia arriba y hacia abajo por w/2n veces por segundo. En Cleveland,
cerca de 500 km al este, se encontraria

5x10°

E =FE ,cos| 0} 1 - ——r
3x10

= E_, cos[aat — 0.00167))

lo gue indica que la intensidad del campo en Cleveland es 1gual al que existia en Chicago 0.00167s
antes. Asi, en términos generales, debe esperarse que el campo en cualguer punto z metros al

este de Chicago se retrase con respecto al campo de referencia por z\/,ugeo o Z/3x 10° }s.

Ahora. cambiando el punto de vista e inspeccionando el campo en cualquier parte en ¢ = 0.

L=k, cos(—az,[ g)=E, cos—

se encuentra una variacion pencdica con la distancia. Ei penodo de esta onda coseno medido a lo
largo del eje z se ie llama longitud de onda .,

g-_—z;;
C

A= —j- = 3_><}l_0_ (espacto libre)

En cualguier punto, se encuentra una vanacion sencidal con el tiempo cuyo periodoes 7 =1/ [,

en cualquier instante, se encuentra una vanacion senodal con la distancia de periodo 2, en todo
punto y en cualquier nstante ce tempo. E, estd dingido verticalmente Ahcra considerese la
respuesta s| ambos, tempo y localizacion, varian Ciertamente se puede decir que £, no cambia si

el angulc de fase aXt — ./, &, b no cambia, o

~ 24/ L€, ) = constante

Tomando diferenciales se tiene.
axdr - d=\Jp6,) =0

Por consiguiente,

ZR i



A esta velocidad se le llama velocidad de fase puesto que define un punto de fase constante. Aquf
la velocidad de fase es igual a la velocidad de la luz ¢, y el campo por tanto se estd moviendo en la
direccion z con la velocidad de la luz ¢. Cualquiera que sea ei valor instantaneo del campo en 2z =
z4. t= 4, tendré un valor idéntice en Z; en un tiempo posterior {zx-z¢)/c, y también tendra el mismo
valoren t = t; a una distancia {; - t;)c mas lejos hacia el este. El campo eléctrico estd en
movimiento y se le lama ldgicamente onda viajera.’

La ecuacion (18), que también fue una solucion de la ecuacion de onda, obviamente representa
una onda que vigja en la direccion — z, u oeste. Por conveniencia se estd considerando en este
momento, solo la onda que viaja positivamente.

Considérense, ahora, las ecuaciones de Maxwell, de la (8) a la (11), para determinar la forma de!
campo H. Dado E;, H; se obtiene mas facilmente a partir de (9).

VXE>=—ja¥JoHs . 9)

que se simplifica enormemente para el caso de una sola componente E,,, qQue varia séilo con z,

oF .
T:" =—Jja,H

Al aplicar (16) en E,s con A = E,;, se tiene

1
H,, =——E, (- jo g, e '™
2T #

H =E, icos[a{t—i]] (20)
H ¢

Se encuentra por lo tanto que esta componente vertical de E que viaja hacia el este, esta
acompanada por un campo magnétuco horizontal {norte - sur). Ademas, la razdén de las
intensidades de campo electnco y magnético dada por la razon de (17) entre (20),

—== = (21)

es constante Usando el lenguaje de la teoria de circuitos, podria decirse que E, y H, estan “en
fase”. pero esta reiacion en fase se refiere al espacio asi como al tiempo. Se acostumbra dar esto

por hecho en un probiema de circurtos en el que la comente [_cosal se supone que hene su

maximo de amplitud /_ a lo largo de todo un arrcuito completo en sene, en el instante t=0. Sin

embargo, ambas expresiones, (17} y (20), muestran claramente que e! maximo valor de E, o H,
ocurre cuandoe @Xf—:/c¢) es un multiplo entero de 2 rad; minguno de los dos campos. es
maximo en todas partes en el mismo instante. Entonces, s un hecho notable que la razon de
estas dos componentes, que cambian en el espacio y el tiempo, sea una constante en todas
partes

La raiz cuadrada de la razon de la permeabilidad y la permitwvidad se llama rmpedancra
mtrinseca del medio v (eta),



o

n= (22)

donde 1 tiene dimensiones de ohms. La impedancia intrinseca del espacio libre es

H  _aqr
g,

Esta onda se denormina onda plana uniforme porque sus valores son uniformes en otdas pares de
cualguier plano, z = constante. Representa un flujo de energia en la direccion z positiva. Tanto e
campo electnico como el campo magnético son perpendiculares a la direccion de propagacion, es
decir. ambos estan contenidos en un plano que es transversal a la direccion de propagacion; la
onda piana uniforme es una onda electromagnética transversal, o una onda EMT

M A ;
D™

~

&) ' h

FIGURA 1

a) Las fiechas representan ios valores instanianecs de Em COS[C&I! =-=z/ C)] ent =0 alolargo de una linea arbitrana

en el plano x = O paraiela al eje Z, y a lo largo de una linea arbitrana en el plano y = O paralela al eje z. b} Las valores
zorrespondiese de Hy estan indicados Notese gue £, y H, estan en fase en todo punto y para todo instante.

Una visualizacion de la forma en gue esios campos varian en el espacio puede obtenerse a partir
de la figura 1a y 1b La intensidad de campo eléctrico en la figura 1a se muestra para el tiempo =0
y €l valor instantaneo del campo es representado a lo largo de tres lineas, el eje z, y lineas
arbitrarias paraielas al eje z en fos planos x = Oy y = O. Puesto que el campo es uniforme en
planos perpendicutares al eje Z, la vanacion a lo largo de las tres lineas es la misma. Un ciclo
completo de la vanacién ocurre en una longitud de onda A. Los valores de H, para 1os mismos
tempos y posiciones se muestran en la figura 1b.

No puede existr fisicamente una onda plana uniforme porque se extenderia al infinito en
dos dimensiones por lo menos, y representaria una cantidad infinita de energia. Sin embargo, el
campo distante de una antena de transmision, es esencialmente una onda plana uniforme en
alguna region hmitada. Una onda que alcanza una antena receptora en Cleveiand, desde Chicago,
se analza como una onda plana unforme en la vecindad de la antena; una sefial de radar que
tnCide en un blanco distante tambien es aproximadamente una onda plana uniforme.



Aungue se ha considerado solamente una onda que varia sinusoidalmente con el tiempo vy
el espacio, puede hacerse una combinacion apropiada de soluciones a ia ecuacion de la onda para
lograr una onda de cualiquier forma deseada. La suma de un namero infinitc de armonicas por
medio del uso de las series de Fourier puede producir una onda periodica de forma cuadrada o
tnangular tanto en espacio como en tiempo. Se pueden obtener ondas no peridédicas a partir de la
solucién basica por métodos de la integral de Fourier. Finaimente, las ondas en otras direcciones
se pueden incluir también, representando tal vez una onda que se propaga un poco al sur del este,
Estos temas estan comprendidos entre aguellcs que se incluyen en libros mas avanzados sobre
tecria eiectromagnética.

MOVIMIENTC DE LA ONDA EN DIELECTRICOS PERFECTOS
Se ampliara ahora el estudio analitico de la onda plana uniforme para incluir la propagacidén en un

dielectrnico perfecto (sin pérdidas) de permitividad € y permeabiidad p El medic es isotropico y
homogeneo, v la ecuacion de onda es ahora

VE, =-w ek, (23)

Para £,; se tiene

- = - pEE (24)

- En lugar de escribir inmediatamente abajo !a solucion de (24) se hara la hipdtesis de una solucion
de forma mas general y Se empleara (24} para especificar vaiores apropiados de los parametros
utilzados. Se permitird una atenuacion exponencial, suponiendo que

- -
E =E, e cosiawr - )
0 su equivalente en notacion exponencial compie)a,
Eu = E‘,,(’-mt’”&

£l factor exponencial real permite ahora considerar casos en tos cuales ia onda puede atenuarse a
medida que se propaga en la direccion + z. a a se le llama la constante de atenuacion. Dado que el
medio es "sin perdidas” se tendra que demostrar que a es cero. Notando que /& debe medirse en
radianes (supomendo P real), es logico que sea llamada la constante de fase. Es una medida del
cornmiento de fase. en radianes por metro En general, se combinan con frecuencia oy p en una
constante de propagacion comple)a y (gamma),

(25)

ast que se puede escribir
— -¥
Ex; - Elﬂe

Al sustituir en (24)
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Asi, se requiere que

Y =-ope
o

y=1+jofue
de aqui que
Yy

B=a\ue (26)

donde se ha selecoionade la rale que produce la propagacion en la direccion del eje z positivo
Entonces

E, =E  cos{a— fF)

y puede interpretarse esto como una onda que viaja en la direccidn + Z con veiocidad de fase v

(27

Jee g,

La longitud de onda es ia distancia jue se requiere para efectuar un cambio de fase de 2rn radianes

&:271"

Lo cuai conduce a la definicion fundamental para la longitud de onda

2
B

Se sigue que

T 2r A

| ¢
B ofue fJue fime,  Jme

(29)




Donde Ay es la longitud de onda del espacio libre. Notese que wkar > 1, y por consiguiente la

longitud de onda es mas pequefa y la velocidad es menor en todo medio real, en comparacion con
el espacio libre

Asaociada con E, esta la intensidad de campo magnético

H = £-ﬂcos(cu - &)
n

donde la impedancia mtrinseca es

Una vez mas, los dos campos E; y H,. son perpendiculares entre si, y perpendiculares a la
direccion de propagacion, y estan e fase entre si, en todas partes. Nétese que cuando se forma el
producto vectorial de E con H, el vector resultante esta en la direccidén de propagacion. Se verd la
razon de esto. cuando se estudie el vector de Poynting.

Aplicando estos resultados a una onda de 300 MHz que se propaga a traves del agua dulce,
aunque no sea un medio no disipatvo o sin perdidas, se desprecia la atenuacion por el momento y
se supone a = 0. Porlotanto, te = 1, 5= 78 (para 300 MHz), y

B=wfue =2rx300x10°\[18 e, =555  rad /m

u 80 8%/pulyg, ¥y

1._‘_0_)_6JTX|0'

=0.339x10* m/s

mientras gue 1a longitud de onda en el awe habna sido de 1 m Contnuande con los calculos, se
encuentra que

n=n,,|— === =427 Q
Suporendo gue 1a intensidad de campo electrico iene una amplitud maxima de 0.1 V/m, entonces
E, =0 lcos(6mmi0*r - 55.5z)

H = £ _ 2.34x107* cos(6m10*t - 55.57)
n

12



ONDAS PLANAS EN DIELECTRICOS DISIPATIVOS

Todos los matenales dieléctricos tienen alguna conductividad, y aunque puede ser despreciada en
muchos casos se considera necesano estabiecer el criteno para hacerio. Se continuara
confirmando la atenuacion a las variaciones temporales de tipo senodal, de este modo. las
ecuaciones de Maxwell son

VxH, =] + juek,
VxH, =(o+ jae)E,

VXE, =—jag#l, (31

El onico efecto que aparece por incluir ia conductividad « es que el factor jae se convierte en
o+ wE Por tanto se puede calcular inmediatamente el nuevo valor de |la constante de propagacion,

. Y =(0+ jaE) jou

Y=%J(O+ juE)jau

Dvidiendo todo entre un grupo ya familiar de constantes, se obtiene

. c
y= jantE -y (32)

donde se ha conservado solo el signo mas del radical por una razdn gue sera evidente en breve.
Esta expresion difiere det caso nix disipative o sin perdidas, por la presencia del segundo factor
radical. que se hace 1 conforme  se hace cero. En el caso general, pueden inclurse valores para

a i *y wen (32), uego caicular las partes reales e imaginanas de y
Yy=a+ jB

y la componente x de la intensidad de campo eléctrico que se propaga en la direccion + 2,
cbteniendose -

- |-l
E, . =F_ ¢ e

el uso del signo mas para el radical (32) conduce a valores numernicos posilivos para a y B. y por lo
tanto corresponde a la propagacion en ia direccion + z ’
Con (31} es tacil mostrar que H,; es

donde ia impedancia intrinseca ahora es una cantidad compieja,



e |Ja \/E ! 33
O+ JaE £ :Z]-—j(af GE)

Los campos eléctnco y magnético va no estan en fase temporal.

Antes de considerar un ejemplo que ilustre estos célculos, la naturaleza de! factor exponencial
e’ merece alguna explicacion. Para una onda que Se propaga en la dweccidon + z, este factor
provoca una disminucion exponencial en la amplitud con e! aumento de los valores de z. La
constante de atenuacion se mide en nepers per metro (Np/m) para que el exponente de e sea
medido en las unidades adimensionales llamadas nepers. Entonces si o= 0.01 Np/m la amplitud
de la cresta de la onda en z = 50 m sera e **e © = 0.607 de su valor en z = 0. Recorriendo una

distancia 1/en la direccion + z, la amplitud de ia onda se reduce por el factor de e * 00.368

Algunos resultados numéricos se pueden calcular para agua destilada, que es un dieléctrico
bastante malp Con = 1011 radl/s o f = 15.9 GHz, valor que cae en |la banda de SHF (super alta
frecuencia), los valores represen.ativos de los parametros ug=1, "2 =50y o=20 Q Ut m,
Trabajando con un poco mas de precision que la normal, se tiene '

12
O . 20107 4518
e 10" x50x8.854
Y
y=j10"J47> 107 x8.854x50x 107 J/1- j0.4518
= j235941.0973£-24.31°
=2471£77.84°=520.3 + j2415 m™
Por lo tanto

o=520.3 Npim

y fa amplitud de E, o H,, se atenuara por un factor de 0.368 para cada 1/520 m (alrededor de 2
mm} de propagacion en e! agua. El termino “propaga” se usa sin mucha propiedad. La gran
atenuacion indica ta razon por la cual el radar es ineficaz en el agua y en su lugar se utiliza el
sonar esto tambien sugere que 13 humedad o la liuvia en Ia atmésfera pueden provocar problemas
enr la propagacion a altas frecuencias

La constante de fase es

= 2415 rad / m
B

y s& ha afectado solo levemente por la conductividad distinta de cero, puesto que los calculos
numerncos antenores muestra que habria sido 2359 rad/m si  fuese cero. La longitud de onda en el
aire en esta frecuencia es 1.886 cm y dado que PB=2n/a, tiene un valor de 2.601 mm en el agua.

" Se encuentra que la /mpedancia intrinseca es

n= 47107 I
50x8.854 |/l - j0.4518

=50.86212.16°=49.72 + j10.7] Q
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y £, se adelanta a H, por 12.16° en cada punto.

Se considerara ahora el caso mas practico de un material dieléctrico que tiene cierta pérdiga
pequefa. El criterio por el cual debe juzgarse si la pérdida es pequefia o no, es que la magnitud de
olaf sea compatible con fa unidad, como muestran (32) y (33). El término o/« se refiere a la
tangente de perdida por una razon que sera clara cuando se considere la ecuacion de Maxwell del
rotacional de H que constituyé el punto de parhida del analisis,

VxH =(o+jae)E, =] +],

La razon de la densidad de corriente de conduccion y la densidad de corriente de despiazamiento
€s

o o
J

as

g
JOE

Es decir, estos dos vectores apuntan en la misma direccion, pero estan 90° fuera de fase con
respecto al tiempo. La densidad de corriente de desplazamiento adelanta a la densidad de
corfiente de conduccion cerca de 90°, de la misma forma en que la corriente a través de un
condensador adelanta a la comente, a través de una resistencia en serie con él. cerca de 90° en
un circuito ordinano. Esta relacion de fase se muestra en la figura 2

I Figura 2

. La relacidn fase-tempo entre Ju, Ja. J» ¥ B La tangente de 8

* . es Igual a o/we y 90°-0 es el angulo comin de factor potenca.
© et angulo por el cual J, adelanta a E,.

._|...‘

El angulc @ina se confunda éste con el angulo polar en coordenadas esféricas) puede por o tanto
idenuficarse como el angulo con el cual la densidad de comente de desplazamiento adelanta a la
densidad total de corriente, y

tan 8= < (34)
GE

Esta refacion ha causado que se le dée el nombre de tangente de pérdida a o/ae La Q de un
condensador { su factor de calidad. no su carga), que tiene dieléctnco disipativo, es el reciproco de
la tangente de perdida.

Si la tangente de perdida es pequefa, se pueden obtener aproximaciones utiles para las
consiantes de fase y atenuacién, y la impedancia intrinseca. Dado que

. . O
'}’=Jﬂ’\ﬁz I-JE (32)
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y se puede desarrollar el segundc radical por medio del teorema del binomio

l+x)" =l+nmx+ T 3

donde x| < 1. identificando x como —jo/eEy ncomo %, entonces

de agui

™
n
s
-
;._.
S——

o en muchos casas,

Bz

De manera similar, se encuentra

n(n-1) [N n(n—1)(n-2) S

(35)

(36 a)

(36 b)

(37 a)

(37 b)

Con el proposito de ilustrar la exactitud de 1as aproximaciones, se volvera a calcular & By n para
el ejemplo del agua destilada utiizado antenormente, aun cuando {a tangente de pérdida tenga el
vaior relativamente grande de 0 4518. Con & =50,0=20 Q im. w=10"", y ik =1, a partr de

{35). se tiene
o= 532.8 Np/m

que es compatible con el valor exacto de 520.3 Np / m. Con (36a), la constante de fase es

g =2419  radim

que resulta muy cercana al valor exacto de 2415 rad/m, mientras que (36b) proporciona el valor

para el caso sin perdidas ¢ no disipativo,
p=2359 rad/m
Finaimente se encuentra que la impedancia intrinseca es, por (37b),

n =5065213.75° =48.20+1203 0

lo cual es compatible con el valor exacto de 50.86212.16° = 49.72 + j10.71 2, mientras que con

{37b) se comele un error Mayor



n=5462£1273"=53.28 +j12.03 £

Aunque la tangente de pérdida en este ejemplo es 0.4518, los errores mvolucrados al usar las
formulaciones fmas aproximadas fon probablemente poco importantes, porque ia conductividad y ia
constante dieléctrica relativa rara vez son conocidas con una precision mayor. Sin embargo se
recomienda el uso de las aproximaciones solo cuando o o' < 0.1; cualguier aproximacion
adicional se debe basar en un juicic de ingenieria.
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En la mayor parte de los dielectricos fisicos la tangente de perdida varia menos con la
frecuencia que la conductividad. Esto es. la conductividad tiende a aumentar con la frecuencia
aungue no hnealmente. Tambien pueden ocumr cambios relativamente rapidos de conductividad,
de permitividad y de tangente de perdida en la region infrarrojo y en la region ultravioleta. Una
grafica de la vanacion de a gy o/ur con la frecuencia se muestra en la figura 3, para el piranol
1467. el teflon y el polestireno, en una escata logaritmica de frecuencia.



EL VECTOR DE POYNTING Y CONSIDERACIONES DE POTENCIA

Con el propésito de encontrar la potencia de una anda plana uniforme, es necesarno desarrollar un
teorema de potencia para et campo electromagnético, conocido como el teorema de Poynting. Este
fue postulado originalmente por el fisico inglés John H. Poynting.

Se tiene como incio la ecuacion de Maxwell,

VxH=J+92
ot

Al realizar el producto punto con E en cada lado de la ecuacion,

E VxH=J-E+E-%2
t

Ahora, haciendo uso de la identidad vectonal

VA(ExH)=~E VxH+H VxE

La cual puede comprobarse med'ante su desarrollo en coordenadas cartestanas. Entonces

H»VxE-V-(ExH)=J'E+E-%9~
!
perc
oB
VxE=-—
3 ot
y por lo tanto
—H-a—B—V {ExH)=.lvE+‘Evé-Q
ot ot
Q
-V (ExH)=]J E-rzsﬁ’g--ﬁ;,z.:H-~a_fi
or ot
Sin embargo,
B_E_EBE _a & _
o 23T oar| 2
b
oH o puH"
H “d—,-s:[_ 2 ]
entonces

’ 2 2
SRR Lav
dary 2 2

finaimente, integrando a traves ¢e un volumen, resulta
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- jv-(ExH)dv =L:’ : Edv+%jm E—i—:-+ “’;2 }h'

vol

y con la aphcacion del teorema de la divergencia para obtener

gt el 2 2

d &’ :
'i(EXH)-ds:JJj-Edv-f--—— -—-+#H }11. (38)

Si se supone, que no hay fuentes dentro del volumen, entonces la pnmera integral a la derecha
es la potencia ohmica total (e instantanea) disipada dentro det volumen Si hay fuentes presentes
dentro del volumen, entonces el resultado de integrar sobre el volumen de la fuente sera positivo si
la potencia esta siendo suministrada a ia fuente, pero serd negativa si la potencia es suministrada
por la fuente.

La integral en el segundo término de fa derecha es la energia total almacenada en los campos
giectrnico y magneético, y las denvadas parciales con respecto al tiempo provocan que este lermino
sea la razén de cambio con respecto al tiempo de la energia aimacenada dentro de ese volumen. ¢
sea. la potencia instantanea que hara gue la energia almacenada dentro de este volumen
aumente. La suma de {as expresiones a la derecha debe ser, por lo tanto, la potencia total gue
fluye hacia el voiumen, en consecuencia, la potencia total que fluye fuera del volumen es

nfS(ExH)-dS

donde la integral es sobre la superficie cerrada que rodea el volumen. El producto cruz Ex H. es
conocido como el vector de Poynting P,

(39)

que se interpreta como una densidad de potencia instantanea medida en watts por metre cuadrado
{Wlmz) Esta interpretacion. esta sujeta a las mismas consideraciones filoséficas come en el caso
de la interpretacion de % D » Eo 2 B + H como densidades de energia. Lo unico que se puede
demostrar ngurosamente es que la integracion del vector de Poynting sobre una superficie cerrada
properciona |a potencia total que atraviesa la superficie en un sentido hacia fuera. Sin embargo, la
interpretacion como una densidad de potencia, ne esta mal encaminada, especialmente cuando el
vector de Poyntung se aplica a campos que vanan sinusoidalmente. Se pueden encontrar
resultados extranos cuando el vector de Poynting se aplica a campos constantes en el tempo.

La deccion del vector de Poynting P indica la direccion del flujo de potencia instantaneo en el
punto, ncluso muchos de ustedes piensan en el vector de Poyntmg_ como un vector ‘apuntante”.
Este homomimo, aunque accigental. es correcto

Puesto que P esta dado por el producto cruz de Ey H. la direccion del flujo de potencia en
cualguier punto, es normal @8 ambos vectores Ey H Esto concuerda muy bien con la experencia

ccn la onda plana uniforme puesto gue la propagacion en la direccidon + z estuvo asgciada con una
componente E, y una H,

Ea xHa =Pa,

En un dieléectnico perfecto, estos campos E y H estan dados por



E, =E_,cos(ay - fF)

)

H = -E‘—"cos(a) -5
n
¥y por tanto

P, =§;—°cosz(m— &)
n

Para encontrar la densidad de potencia promedio en el tiempg, se irtegra sobre un ciclo y se divide
entre el perodo T = 1/f.

Prpen = /[ E2 co5* (e - B)a
n

:iE__.r [L+ cos(2w - 2 F)dr
P
f 1 f

=l l+——5en 20 -2
2 n [: 20 ( &)}0

v

e = L Ex hY Wim' (40)
t 2

Si se utihzan valores de raiz cuadratica media {R.M.S., por sus siglas en inglés} en lugar de
amplitudes pico, podria no aparecer el término Y.

Finalmente. |a potencia promedic que fluye a través de cualquier area S normal al eje z es

“1E
Z.prom -4

- n

W

£n el caso de un dieléctnico disipativo E, y H, no estan en fase con el tiempa.
Se tiene

Ex=FE e cosicu - [F)

54,

n=n<e,

entonces se puede escribir la intensidad de campo magnético como

L3

Ex(] -
H =I€ COS(GJ—*&-G,T)

'Entonces,

20



>

P,=E H, =-E‘—°e‘2“‘ cos(a - F)cos(ar - f£-6)
.

Ahora es el momento de usar la identidad cos A cos B = Y2 cos (A + B) + %2 cos (A — B), que mejora
considerablemente la forma de la Gltima ecuacion,

4

P =L os200 — 2 - 6,) +cos 6]
n“ +

z

Se encuentra que la densidad de potencia tiene sélo una componente de segunda armonica y una
camponente de cd. Puesto que el prirmer término tiene un valor promedio cero sobre un numero
entero de periodos, el valor promedio en tiempo del vector Poynting es

-~

z.prom = %_E:ﬂe—zm cos 911 (41)

2 aZ

Notese gue la densidad de potencia se atenua como e “ mientras que E, y H, decaen como e ’

Se haran ahora unos cuantos célculos de potencia para el e)lemplo del agua dulce considerado
en 1a seccion pasaga Algunos de los datos eran’ f= 300 MHz, g2 = 50, o= 20 Q '/ m, o= 520.3
Npim. 3= 2415 radimy n= 506812 16° . Si se selecciona ahora E,g = 100 Vimy z=1 mm
Entonces z=0.5203y z=2415rad o 138.4°. Se tiene

E. =100e™%% cos(67r10° 7 - 138.4%) = 59.4 cos(6710°1 —138.4°)  Fim
H = ,100 e % cos(6710°r —138.4° - 12.16°) Alm
50.86

o]

H =1.169cos(6rd 0" ~150.6°) Alm
De manera que

P =E H =694cos(67c10° - 138 4° cos{6710° 1 — 150.6°) Wiln'

P, =34 7cos(127710"t ~ 289.0°) + c0s512.29]
=33.9+34.7cos(121 0% — 289.0°) Wim

la ecuacion {41} da ia pane de la repuesta, correspondiente al promedio en tiempo muy
rapidamente

_110
ERem 2 50.86

1

e ™ e0s12.16° =339 Wim'
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PROPAGACION EN BUENOS CONDUCTORES: EL EFECTO PIEL

Como ejemplo final de una propagacién no codificada, se investigara el comportamiento de un
buen conductor cuando una onda plana uniforme se establece en él. En lugar de pensar en una
fuente encajada en un bloque de cobre y que lanza una onda en ese matenal, el interés se
centrard en una onda establecida por un campo electromagnético existente en algun dieléctrico
externo en contacto con la superficie del conductor. Se vera que la transmisidon pnncipal de energia
debe tener lugar en fa region fuera del conductor, porque todos los campos vanantes con el tiempo
se atendan, /muy rapidamente al penetrar en un buen conductor.

El buen conductor ttene una conductividad alta y corrientes de conduccion grandes. La energia
representa por la onda que via)a a través del matenal disminuye conforme la onda se propaga.
porgue siempre existen pérdidas éhmicas Cuando se analizo la tangente de pérdida se vio que la
razon de la densidad de cornente de conduccion y la densidad de comente de desplazamento en
un material esta dada por o/« . 51 se elige un matenal conductor metalico y una frecuencia muy
alta como un gjempilo conservativo, esta razén para en nicromo (o = 105) a 100 MHz es alrededor
de 2 X 10° De este modo se tiene una situacion donde o/a? >> 1, y se pueden hacer varias
aproximaciones buenas tendientes a encontrar ¢ By npara un buen conductor.

La expresion general para la constante de propagacion es

e
Y= se\ue i o

La cual se simplifica inmediatamente para obtener

= -9
y= jopEe i

0
Y= Jy- joou
pero
- j=1£-90°
y
- ] |
l 900 = 14—450 = —_—
Ve R
por tanto
] | -
7-}(7? JUE' }Jam
o —
y=Ul+ W uc (42)
de aqui.

o= B= (muc @)

A pesar de los parametros y o del conductor, o de la frecuencia del campo épllcado. ay pson
Iguales 51 se supone nuevamente que solo existe la componente E,. que viaja en la direccion + z,
entonces



E = Exoe""i’“‘_“ cos( s — z4 f:y’,uo) (44)

Se puede atribuir este campo e el corductor a un campo externo en la superficie del.conductor Se
considera que la region z > 0 es et buen conductor y ia region z < 0 es un dieléctrico perfecto. En la
superficie de frontera z = 0, (44) viene a ser,

E =E ,cosar (z=0)

Este se considera como el campo fuente que establece los campos dentro del conductor Dado
que la corrente de desplazamienic es despreciable,

J=of

Enlonces la densidad de cormente de conduccion en cualquer punto dentro del conductor esta
directamente relacionada con E

], = = cfme':‘rm cos(@ — z-JT;ﬂJO’) (45)

Las ecuaciones (44) y (45) contienen nqueza de informaciéon Considerando primero el termino
negativo exponencial, se encuenira una disminucion exponencial en la densidad de cornente de
conduccion y en {a intensidad de campo eléctnco a medida gque la penetracion en el conductor
aumenta (alejandose de |a fuente} Elfactor exponencial es uno en z = 0 y disminuye a e 1= 0.368
cuango

1

ts
1]

Esta distancia es denotada por Sy es llamada la profundidad de penetracion o profundidad de la
pret

= Jmic o« B o

Este es un parametro importante an la descripcidn del comportamiento del conductor en campo
electromagneticos Para tener uaa dea de la magnitud de la profundidad de la piel, considerese el
cobre ¢r= 5.8 X 10" (2 \/m. a vanas frecuencias diferentes. Se tiene

_ 0.066!
C

A una frecuencia de la fuente de alimentacion de 60 Hz, &, = B.53 mm, alrededor de pulg.
Recordando que la densidad de potencia lleva un término exponencial e -2"‘, se ve gue la densidad
de potencia se multiplica por un factor de 0.368° = 0.135 para cada 8.53 mm de penetracion en el
cobre

&

A una frecuencia de microondas de 10 000 MHz, Ses 6.61 X 10™ mm o alrededor de un octavo
de la longitud de onda de la luz vistble.
Entonces. todos los campos en un buen conductor, como el cobre, son esencialmente cero a
distancias mayores que unas cuantas profundidades de piel. Cualquier densidad de corriente ¢
intensidad de campo eléctnco establecida en la superficte de un buen conductor disminuye
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rapidamente a medida que penetra en el conductor. La energia electromagnética no se transmite
en el interior de un conductor; sino que vieja en la regién que rodea at conductor, todo lo que hace
el conductor es sencillamente guiar las ondas. Las comentes establecidas en la superficie del
conductor, se propagan en el conductor en una direccidon perpendicular a {a direccidon de ta
densidad de corriente, y son atenuadas por perdidas ¢hmicas. Esta potencia perdida es el precio
que exige el conductor para actuar como una guia.

Supéngase gque se tiene una linea de transmision de cobre en la subestacion de una compaidia
publica de electncidad, y se desea que conduzca cormnentes grandes, por tanto, se seleccionan
dimensiones de 2 por 4 pulg. De esie modo, se desperdicia mucho cobre pues los campos son
reducidos grandemente en una profundidad de pigi, airededor de  pulg. Un conductor grueso con
un grosor de pared de alrededor de 2 pulg seria un disefic mejor. Aungue se estan aplicando los
resultagos de un analisis para un conductor plano infinito a uno de dimensiones finitas, los campos
son atenuados en el conductor de tamano finito de manera similar (aunque no idéntica).

La profundidad de piel extremadamente corta a frecuencias de microondas muestra que
unicamente la capa superficial del conductor guia es importante. Una pieza de widrio con una
superficte de plata evaporada de 0.0001 pulg de grosor es un excelente conductor a estar
frecuencias

A continuacton se determinaran expresiones para la velocidad y la longitud de onda dentro de
un buen conductor, se tiene a partir de (46)

Entonces, dado que

se encuentra que |a longitud de onda es
A=2m5 (47)

Tamben, recuerdese la ecuacion (27)

-

=g

Asi,
v = an (48)

Para el cobre a 60 Hz, A=536cmy v= 322 m /s, 0 alrededor de 7.2 mi /h. Muchas personas
pueden correr a una velocidad mucho mayor que ésa. Desde luego, en el espacio libre, una onda
de 60 Hz liene una longitud de onda de 3100 mi y viaja a ta velocidad de la luz.

Con el proposito de encontrar H,, se necesita una expresion para la impedancia intrinseca de un
buen conductor Comenzando con la ecuacion (33). seccion 1.3,

Jort
O +aE

n=

Dado que o>>wk, se tiene
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la cual puede escribirse como

CJazase 1

T 0B b
Entonces. rescribiendo (44) en términ_os,‘ de la profundidad dlé piel. .
"E —E £l co{a} —--é)
luego
H o= S cof —3—7—1-)
o2 5 4

(49)

{50)

(51

y se ve que la amphtud maxma de la mtensidad de campo magneético ocurre un octavo de ciclo

despues que la amplitud maxima de la intensidad de campo eléctrico en cada punto ’

A partir de (50) y (51) se pucde obtener €l vector de Poynting promedio en tiempo aplicado (41),

B - .
-~

Se observa nugvamente que a una distancia de una profundidaci de piel Iq densidad de potencia es
1

s

uricamente e~ = 0 135 de su valur en la superficie

La perdida total de potencia es una anchura 0 < y< b y longitud 0 < x < L en direccion de la
cornente. como se muestra en la figura.1 4, se obliene encontrando la potencia que atraviesa la

superficte del conductor dentro de esta area,

O P g
' im0

= lzcrébLEjo

"En terminos de la densidad de cornente Jo en la superficie, ~ =~ o
.

J‘Q = GE.Q

Se tiene

(52)



1,
. _ -y PR
Hvsl —-_Exloe. "

(56)
donde 1), es compleja a menos que O, sea cero. Esta onda plana en la region 1 que viaja hacia la
superficie de la frontera en z = 0 es llamada la onda incidente. Puesto que la direccion de
propagacion de la onda incidente es perpendicular al plano de la frontera se describe esta como
incidencia normal.

Ahora se raranoce que es posible |a transmision de energia a través de la superficie de frontera en
z = 0 hacia Ia region 2 considesando que existe una onda con movimiento en a direccion +z en
dicho medio -

220

H.. =L Ene ‘ (58)

x20

E., =E,e™ ‘ (57)

2
Esta onda que se mueve alejandose de ia superficie de 1a frontera hacia la region 2 se llama la
onda transmitida; notese el uso e las diferentes constantes de propagacién 7, y la impedancia

intrinseca T}

Ahora, se deberan satisfacer las cundiciones de frontera en z = 0 con estos campos supuestos E,
es un campo tangencial; por tarto, los campos E en tas regiones 1 y 2 deben ser iguales enz = 0.
Haciende que z = 0 en {55) y {57) se requiere que E‘m = E'yp Sin embargo. H, es tambén un
campe tangenciai y debe ser continug a 1o largo de |a frontera (no existen cornentes laminares en
medios reales) Sin embargo, cuando se hace z = 0 en (56) y (58), se encuentra que debe tenerse
E'we/ 1, = E'x 77,: dado que E'yyp = E'. entonces 73, =17,. Pero esta es una condicion muy
-especial que no concuerda con Jos nechos en general, y porlo tanto no se pueden satisfacer las
condiciones de frontera con solamente una onda incidente y una onda transmitida. Se requiere una
onda que viaje alejandose de la frontera en ia region 1, como muestra la figura 5; esta se llama una
enda reflejada,

Ex_|| = Ex.ll"er; (59)
E. ..
Hi=-oer _ (60)
1

Donde puede ser una cantidad compleja. Come este campe esta viajando en ta direccion -z, E 1 =
— 7). H,s1. puesto que el vector de Poynting muestra que E'y x H'y debe estar en la direccion —a,.
Las condiciones de frontera se pueden satisfacer ahora con faciidad, y en el proceso las

amphtudes de 1as ondas transmitida y reflejada pueden encontrarse en términos de E',yp. La
intensidad total del campo eléctrico es continua en z = 0,
Euwi=En 2=0)
E.:H * E-IS" = E’u2 (Z = 0)

por tanto

E.xlﬂ + E-ﬂO = E.:.?O - . ' (61)
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Ademas,
Hys1 = He2 (z=0)

H‘ys1 + H-ys‘l = H*ySZ {z= 0)

Y por consiguiente
E:m _ E;IO - E;m (62)
i/ 7, Th

Al resociver (62) para E'xzo y susti;vir en {(61), se encuentra que

+ - n: + T’J -
ET+E,, =?1Es|o_;‘]"'£no
0
- . -7
El,=E, o+ 7 '

La razon de las amplitudes de ios campos electricos reflejado e incidente, es ilamada el coeficiente
de reflexion y se designa por I (gamma),

= £ =Tk"‘77|

Eho ™7

(63)

El coeficiente de reflexion puede ser complejo, en cuyo caso hay un desplazamiento de fase en la
onda reflejada

La amphtud relativa de la intensidac de campo eléctrico transmitido se encuentra combmando (63)
y (1)

E,_ 2n.

" : (64)
£, n+7

Esta se conoce como el coeficiente de transmusion, pero como no se usa demasiado no se justifica
designarta con un simbolc especial
Se vera como estos resultados se pueden aplicar a varos casos especiales. Primerg, sea la region

1 un dieléctrico perfecta y la region 2 un conductor perfecto. Dado que ¢, es infinita

.= __J_@"_:O
O, + JOE,
Y de (64)
E'.zo =0

No pueden existir campos vanantes con el tiempo en el conductor perfecto. Una forma alternativa
ce ver esto es notando que la profundidad de pre! sea cero.

Dado que 1. =0, entonces (63) muestra que

IN'=-1

. . -
E0=-E w0
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La onda reflejada es igual en amplitud y de signo opuesto a la onda incidente. Toda ta energia
incidente es reflejada por el conductor perfecto, y el campo total E en la region 1 es

Exst = E'xs1 + Byt
— [ - + 1B
- Erlﬂe ) c- E:I()e

donde se ha considerade ¥, =0+ /3. en el dieléctico perfecto. Estos términos pueden
combinzrzz y simplificarse,

Enl = (eﬁjﬂl: - elﬁ‘: )E;IO
=— j2senf3 zsen@ (65)

t

Multiplicando por '™ y tomando la pare real, se puede eliminar el subindice s y obtener la

funcion real de! iempo
E, =2E] senf3zsentd (65)

Este campo total en la region 1 no es una onda que viaja. a pesar de que se obtuvo combinando
dos ongas de igual amplitud que viaian en direcciones opuestas. Si1 se compara su forma con la de
la onda tnodente

E, =E] cos{@-[=) ‘ (66}

£n esta ulima se ve el término @ — ¢z u @1 - =/ v,). que caracteriza una onda que viaja en
la direccion +z con una velocidad v, = w/ ﬁ, Sin embargo, en (65}, los factores que involucran

tiempo y distancia estan separados por terminos trigonométricos. En todos los planos para los
cuales - = nJIr, E. es cero en todo instante. Ademas, cada vez que & = nsT. E.y es cero en

todas partes. N campo de la forma de (65) se conoce como onda estacionaria
Los planos en los cuales E,, = 0, se localizan donde se cumple

B:=nr (n=02%1%2..)
por tanto
2
——I=nn
A _
Y

"
]
=

EJ‘}"

Por tanto. E,, = 0 en la frontera z = 0 en cada numero entero de medias longitudes de onda desde
la frontera de la regidn 1, z < 0, como se ilustra en la figura 6.

Dadoque E'xs12 Hiygi1), y Ehss = - Hys177,. €l campo magnético es

H - E;IO (e-;ﬂ.: +e;ﬂ|:)



E; '
H,=2—*Ycos Bzcos@ (67}
T
Esta también es una onda estacionana, pero muestra un maximo de amplitud en los lugares donde

E.: = 0. Y esta también 90° fuera de fase con Eg; en todas partes. Por lo tanto, no se transmite
potencia promedic ni en una n en otra direccidn.

Considérese ahora dielécirnicos perfectos en ambas regiones 1y 2; Y 1L son cantidades reales

positivas y O = O =0. De la ecuacidén (63} se puede calcular 2t coeficiente de reflexion y
encontrar E,, en términas de la amplitud incidente E .. Conociendo E,; y E,i. Se puede
entonces encontrar Hy1 y Hyy. En la region 2, E.2 se encuentra a partir de (34), y esta
determina luego a H‘yz Como gjempio numenco, se seleccionan

n, =300
. =100
E g = 100 Vim
Entonces
00 -
_100-300 _
100+ 300
E't‘lO = - 50 Vim
las intensidades de campo magnetico son
H, = 100 0333 am
300
- 50
H,, =——=0.167 Am
300

la densidad de potencia promedio incidente es

1 . -
Bl e =T E L H = 16,67 wim’
mieniras que B
- 1 . ) 2 --
P_‘_pr.u— =—:E|HIH;IU=4'!7 Wim
Enlaregion 2 ]
“+
Ely=——E—E =50 Vim
n.+n
y
. 50
S —=—=0.500 Am
entonces
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i .

= EnH = 125 wim?

P

- Prom

Notese que {a eneregia se conserva:
+ - +
Pt oom = Pt gom + P2 pom

La relacion de potencia entre las potencias incidentes, reflejada y transmitida debe compararse con
la ecuacion gue expresa la continuidad de la intensidad de campo eléctrico tangencial en ia
superficie de la frontera,

+* - *
Evio *Exo= E s

Las ondas incidente y reflejada en la regidn 1 pueden combinarse para producir el campo lotal ahi,
pero esto se reservara para ia siguiente seccidn

RELACION DE ONDA ESTACIONARIA

Una de las mediciones que se reaiiza facilmente en sistemas de transmuision es la ampiitud relativa
de la intensidad de campo eléctrico 0 magnético, por medio del use de una sonda. Un pequefio
circuito acoplado dara una indicacidn de la amplitud del campo magnetico, mientras que un
conductor central extendido levemante de un cable coaxial probara al campo eléctrico Ambos
dispositivos son sintonizados generalmente a la frecuencia de operacion para proporcionar una
mayor sensitividad. La cornente de salida de la sonda es rectificada y conectada directamente a un
rmicroamperimetro o puede ser transmitida a un voltimetro electrénico o a un amplficador especiat
La tectura es proporcional a la amplitud del campo senocidal variante con el tiempo. en el cual la
sonda esta inmersa

Cuando una onda plana uniforme viaja a traves de una region no disipativa, y no se presenta una
onda reflejada, la sonda indicara ia misma amplitud en cada punto. desde iuego, el campo

instantaneo Qque muestrea la sonda diferird en tase por ﬁ(:: —2,) radianes, a medida que la

songa se mueve de z = 2. a Z =z, pero el sistema es insensible a la fase del campo Los voltajes
de ampltud 1gual son caracteristicos de una onda viajera no atenuada.

Cuando una cnda viaja en un medio no disipativo y es reflejada por un conductor perfecto, el
campo total es una onda estacionana y la sonda de voltaje no proporciona ningun voltaje de salida
cuando esta situada en un numero entero de medas iongitudes de onda desde la superficie
reflectora Como la posicion de la sonda esta cambiando, su salida vana como pen [3z|, donde z

es la distancia desde el conductor. La variacion senoidal de la amplitud se muestra en la figura 7,
es caracteristica de una onda estacionana.

Una situacion mas comphcada se presenta cuando el campo reflejado no es ni el 0 ni el 100 % de
la onda incidente Cierta cantidad de energia se transmite a la segunda region y cierta cantidad es
reflejada. La region 1, por tanto, sostiene un campo gque esta compuesto por ambas, una onda
vigjera y una onda estacionana. Se acostumbra describir este campo como una onda estacionaria
aunque también este presente una onda vigjera. Se vera que ningun punto de los campos
mantenen una amphtud cero en todo instante y el grado que el campo se divide entre una onda
gue viaja y una onda estacionaria vergadera se expresa por ia razén entre la maxima amplitud
encontrada por la sonda y la amplitud minima.
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Utilizando los mismos campos investigados en la seccién anterior se pueden combinar la
intensidades de campo eléctrico incidente y reflejado

Ea=E%1+Exy

El campo E,; es una funcidn senoidal de t (generalmente con un Angulo de fase distinto de cero), y
varia con z de una manera por ahora desconocida. Se inspecciona todo z para encontrar las
amplitudes maxima y minima, y determinar su razén. A esta razon se le llama la relacion de onda
estacionaria y se simboliza con s.

Ahora se mostrara la mecanica de este procedimiento para el caso en el que el medio 1 sea un
dieléctrico perfecto, ¢, = 0, pero la regidn 2 pueda ser cualquier material. Se tiene

E. = E;me"'ﬂ':
EL= rE;loejﬁ‘:
donde
r - nl‘ “TII
n+7n

y 7), esrealy positiva pero T}, puede ser compleja Entonces I puede ser compleja y se toma en
cuenta esta posibilidad poniendo

Fr=Tje”

Si la region 2 es un conductor perfecto, ¢ esigual a 7T; ysi 1), es realy menor que 7). @ es

tambien qual a 7T, y si 7). es real y mas grande que 7}, ¢ es cero. El campo total en la regién 1
es

E,i = (e +|Tie 5 E,, 9

a1l I

Se buscan los valores maximo vy minimo de ia magnitud de {a cantidad compleja dentro del
parentes:s mas largo Seguramente se tendrd un maximo cuando cada terming en el parentesis

largo tenga el mismo angulc ge fase entonces. para ~+'¢ positiva y real

E =(1+iTNE], (69)

1l man

y €510 suCede cuando
-B:=[Bz+¢+2nm (n=0zx1,£2...)

Entonces

- ﬂ:m‘ -

+nr (70)

RN R

Notese que un vollaje maximo se encuentra en el plano de la frontera (z = 0) si ¢ = 0; ademas ¢

=0cuandgo [ es real y positiva. Esto sucede en 1), ¥ 1. reales cuando T}, >7},. Entonces existe
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un volumen maximo en Ia superficie de la frontera cuando la impedancia intrinseca de la region 2
es mayor que la de ia region 1 y ambas impedancias son reales.

Para el conductor perfecto ¢» = 7T, y estos maximos se encuentran en — f3,2 = "‘/ .37. y asi

sucesivamente, como se vio antes.

Los minimos ocurren cuando el angulo de fase de los dos términos en el paréntesis largo. difiere
por 180% entonces

E mn = (=T DE, 7
y estos ocurren cuando

-B:=B:+¢+m+2nm (n=0x122..)
0

-B-.. =-(2E+nﬂ'+%r ' (72)

Los mimimos estan separados por multipios de una media longitud de onda (como los maximos). y
para el conductor perfecto el primer mimimo ocurre cuando -— ﬁ: =0, o en fa superficie

conductora. En general, se encuentra un voltaje minimo en z = 0 siempre gue ¢ = 0, estro ocurre

51 1. < 7], y ambas son reales

Para ilustrar algunos de estos resultados. considerese una onda de 3 GHz, 100 Vim que se esta
propagando en un matenal que tiene £, =4.4L =1 y o, =0. La onda incide normaimente

sobre otro dieléctrico perfecto en la region 2. z > O donde £,, =9 y L, =1 (Fig. 8).

Se calcula =60 rad:s. B =\fue =4madim.y B =O.fiLe =60madim.

Aunque ia longitud de la onda en el are sena de 10 cm, aqui se encuentra que

il el -
A=Zosema =2E2333em. 1 =607 1 =407 y T=E") _ 09 puesto
. B (. +7,)

gue T es real y negativa (7. < 1},). habra un minimo del campo electrico en la frontera, y se

repetira a intervalos de media longitud de onda (2.5 cm) en el dieléctrico 1. Con base en (71), By
m- = 80 vim,

Los maximos de E se encuentran a distancias de 1.25. 3.75, 6.25,...cm desde z = Q estos
maximos tienen todos amphtudes gde 120 Vim, como lo predice (69).

No hay maximos o mirtmos en ia region 2 ya que ahi na existe onda reflejada. La razén de las
amphtudes maxima y mirima se llama |a relacion de onda estacionaria

_E i 1#IT
£ I-iT|

(73)

1zh.mun

Puesto que T i< 1. s siempre es positiva y mayor 0 1gua! a la unidad. Para e! ejemplo antenior.
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S) {I"| = 1. las amplitudes reflejada e incidente son iguales, toda la energia incidente es refigjada y
s es Infinita, Pueden encontrarse planos separados por muttiplos de A /2. en los que E,; es cero
en todo instante. A la mitad entre estos planos, E. tiene una amplitud maxima de dos veces la
longitud de onda mincidente.

51 1. = 1. entonces T" = 0. no hay energia refiejada y s = 1, las amplitudes maxima y mimma
son iguales.

Si la mitad de la potencia incidente es reflejada, II"I2 =05 || =0707, ys =583 Como la
refacion de onda estacionaria es una razon entre amplitudes, las amplitudes relatvas
proporcionadas por una sonda permiten su uso para determinar s expenmentaimente. Por este
motivo a3 relactdn de onda estaciongria es un parametreo importante de la linea de transmision, y se
usara extensivamente en el siguiente capitulo.

Supongase ahora que la region 1 es un material disipativo para el cual no es cero Una onda
incidente que viene de la 1zquierda sufre una atenuacion exponencial a medida que se propaga en
ja direccion +z. La onda reflejada se atenua conforme se propaga en la diren:cion —z. Con el iempo,
su amplitud es despreciable comparzda con la onda incidente. Entonces. una serie de maximos y
mimmos puede percibirse cerca oe la superficie reflectora, los cuales se desvanecen a grandes
distancias de ella, La figura 9 muestra una grafica de la amplitud de E,,, cuando la region 2 es un

conductor perfecto y la regidn 1 “iene una constante de propagacion 7y = 1+ j4sr. Debe notarse

gue ni dos de los maximos tienen la misma amplitud, ni tampoco dos de ios minimos sucesives La
relacion de onda estacionaria es una funcion de z. y su valor no puede ser definido
especificamente para un caso como el mostrade A menos que se especifigue 1a posicion en la
cual se mide la relacion de onda estacionana, resulta mucho mas informativo descrnbir el
comportamiento en términos del coefimente de reflexion y del factor de atenuacion.

Aungue el caso mostrado en 13 figura 11.9 es extremo. debe notarse tambten que no existe en |a
practica ia hinea de transmision no disipativa verdadera y la relacién de onda estacionana siempre
es una funcion de Ia position con raspecto a la carga. El valor de s es plenamente significativo solo
cuanda no cambia sigruficativame e a través de la region en la cual se esta interesado

Nuevamente restringiendo fa atencion a un medio no distpativo 1, se encontrara la relacién de las
intensidades totales de campo electnco y magnetico Para una onda wviajera la relacién es qual a

= 1},. €l signo depende de la direccion de viaje. Sin embargo, la reflexion en un conductor perfecto

muestra que existe la posibiidad de que E.g1 0 Hat sean 1guales a cero en ciertos lugares. y su
razon entonces puede variar desde cerg hasta un valor mfinito Los campos totales en z = -l son

=(e"? +Te "™ E],

E

al
H., =™ —I't»?"ﬂ")i
n

A la relacion se le denomina una impedancia intrinseca de entrada 77,

LI

_E. _ e’ +Te#
n"" - H - e}ﬂif _re-laﬂ

]
M PR
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n.-n
n+

(17, + 1), )cos Bl + jsenB]) + (1, — 1}, Ncos Bl - jsenB1)
(N, +1, )cos B1 + jsenfBl) - (1, -1 )(cos B~ jsenfl)

Con la expresion I = y la identidad de Euler, se tiene

nem = nl x

Esto se simplifica facilmente para dar

1. + jn tan B/

74
7, + 1, tan B 7

ncnr : nl

Cuando 71}, esiguala 7}, 7], también esigual a 17 ; no existe reflexion, y se dice que el sistema
de transmision es concidente. Si 7}, = 0 (conductor perfecto), 77, = 73 tan ﬁJ , la impedancia de

entrada es cero cuando 3/ =nJsr y ahi Egy = 0. También, 1).., es infinita en todos los lugares
donde H,., = C.

Se usara (74) profusamente en el siguiente capitulo en una forma que es aplicable a las lineas de
transmusion, pero se conclura este capitulo sobre ondas planas mostrando como disefiar una
ventana transparente para una aniena radar. Este problema surge, por que es necesario proteger
estas antenas del mal tiempo con cubiertas o domos protectores. Supéngase que la antena esta
hacia la 1zquierda en el espacio libre, z < -l, como muestra la figura 10. La region 1 esta entre z = -
y 0 Se supondra gue la regian 1 es una placa de dieléctnco perfecto, haciéndola tan delgada como
se pueda, para conservar valida la suposicion de cero perdidas. A la derecha de la region 2, z > 0,
esta la region del espacio hibre a la cual se envia la senal de radar. Con el proposito de evitar que

cualgwer refiexion de potencia regrese a Ja antena o para hacer coincidir ia sefal de la entena con
la que sale al mundo exterior, en ia region 2 se hace =1, = 377 Q). Puesto que . = 377, se

ent

tiene

377+ jm an B

377 =.
g n + j377tan !/

Multipiicando, se encuentra

377 wn B = jn wan B

Dado que 1), < 377 para todos los matenales no magneticos, solo se puede salisfacer esta

ecuacion seleccionando 3/ = n7. El domo protector mas delgado se obtiene cuando B/ =7 o

[= l‘/ . Entonces, si fa frecuencia de operacion es 10 000 MHz, se puede seleccionar un

plastco hgero bajo en perdidas para el cual £,, = 2.25 y con un grosor

]
]:il‘_=‘—'=——-—3x'0 =10"m {0 1cm)
22 242.2510"

Si el domo protector fuera de 0.5 cm de grosor, podria mostrarse que 1,,= 167.5 Q2 vy el 14.8%
de la potencia incidente podria ser reflejada.



PROBLEMAS A RESOLVER

Problema 1

La intensidad de campo magnétco en el aire de una onda plana uniforme es de 20 Algn en la
direccion a,. La onda se propagd en la direccion a; a una frecuencia de 2 Grad/s (2 x 107 (rad/s)
Encuentre a) la tongitud de onda, b} la frecuencia; c) el penodo; d) la amplitud de E.

¥  Resp 0.942m, 318 MHz; 3.14 ng; 7530 Vim

Problema 2

Sea £, =[300£-40%, +(200—j600)a:]e”04' V' /m en el espacio hbre. En-
cuentre a) w. by Een (2,311}, t=U,¢c})Een (23 1)ent=10ns, d)Een (3. 42)ent=20ns

v Resp 119.9 Mrad/s, 36.3a. -291a. V /m, 478a, + 417a. V /m; 439a, + 632a. V/m

Problema 3

Una onda plana uniforme de 9375 MHz se propaga en pohestireno Si la amphtud de la intensidad
ce campo electnco es 20 Vim y el matenal se supone gque es no disipauvo, encuentre aj la
constante de fase, b) la longitud de onda (en el pohestireno); ¢) la velocidad de propagacion, d) la
impedancia intrinseca, e) la constante de propagacion; f) la amplitud de la mintensidad de campo
magnétice

v Resp 314 rad/m, 0.0200 m: * 877 x 10% m/s. 236 Q; ;314 m ', 0.0848 A/m

Probiema 4

Dado un matenal no magnétco, ei cual tene *x = 225y o=10 “ 0 im encuentre vaiores

numericos en 25 MHz para a) la tangente de perdidas, b) la constante de atenuacion; ¢) la
constante de fase, d} la impedancia intrinseca

v Resp 0320. 0.012 40 Np/m, ¢ 0796 rad/m, 2452 8.86°Q

Problema §

Considerese un matenal para el cual tg= 1, *& = 4, y |a tangente de pérdida 0.1. S estos valores
son independientes de la frecuencia para 0.5 MHz < f < 80 MHz, calcule: 3} oa 1y 50 MHz, b) Aa
1y 50 Mhz, ¢} va 1y 50 MMz

¥ Resp. 223y 1113 10 'im, 148 7y 2 99 m, 1.497 X10° m/s dos veces
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Problema 6

A frecuencia de 1, 100 y 300 MFz, la constante dielectrica del hielo hecho de agua pura, tiene
valores de 4 15, 3.45 y 3.20, respectivamente, mientras que la tangente de perdida es 0 12, 0.035.
0 0009, tambien respectivamente. Si una onda plana uniforme con una amphtud de 100 Vimen z =
0 se propaga a traves de! higlo, encuentre la densidad de potencia promedio en tiempoen z = 10m
para cada frecuencia

Resp 27 1y 257 Wim%, 24 7 y 6.31 Wim?%, 23.7 y 8.63 Wim?

Probiema 7

Un tubo de acero esta construidc de un matenal para el cual se puede suponer 4 =200y o
=5x10° /m Los radios exterior e interior son de 8 y 6 mm, respectivamentr, y la longitud es de 80

m. Si ia corriente total transportada por el tubo es 2 cos 10° 7m4 , encuentre: a) la profundidad de
mel. b} la resistencia efectiva, c) la resistencia cd, d) la perdidad de potencia promedio en tiempo.

v Resp 0.225mm, 1.1414 .0 18190, 283 W

Probiema 8

.

Et piano x = 0 es la frontera entre dos dielectricos perfectos. Parax < 0, L = Lo £:= 3 677 pFim,
yG=0.parax>0 tL = f, . E:=1447 pFim. yo, =0. 81 £ (1) = 60cos(10°r - Bx) Vim,
encuentre a) ﬁ, . b} la intensidad de campo magnético incidente como funcién del tempo. ¢) E,,,
o B e £

¥ Resp. 377 rad/m. H' 4(1) = 0 18 cos(10% — 3 77x) A/m, -20c0s{10% + 3.77x) V/m. 7.54 rad/m;
40cos(10% — 7 54x) Vim :

Problema 9

Sea f,, =10. £,=25y O, =0enlaregion1,z<0:paraz>0, i, =1, £.=4y ©.=0. Una
onga incidente £ = 600cos(10"7 — 3-) vim. se encuentra en la regién 1. Encuentre. a) s en la

regior 1.b) 1. enz=-Tem.c} £ enz=-Tcm

v Resp 4. 470/58.4° {) - 523/66 6° v/m
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