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1 Fuentes electromagnéticas, fuerzas y campos 

1.1 Carga y densidad de carga 

Las partículas cargadas elementales son el electrón y el 
protó~, los cuales tinene cargas que son iguales en mag
nitud pero opuestos en signo. La carga del electrón es e. 
donde: 

e = -1.60210xl0-19 [coulomb] 

De ésta expresión, vemos que toma muchos electrones 
1 [coulomb] de carga 

lxl019 

lcoulomb = = 6.24180762xl0-18electrones 
1.60210 . 

Los electrones pueden ser considerados "cargas puntuales'·. 
por lo tanto poseen una carga finita dentro de un volü
men pequeno. 
Las cargas producen efectos que son un función no so
lamente de ¿Cuánta carga está presente en una región? 
sino también ¿Cómo esta distribuído?. Debido a esto 
a menudo es necesario describir a las distribuciones de 
cargas sobre una base punto por punto. Para carga dis
trihnída a travez de un volümen. Definimos a la densidad 
de carga volumétrica como: 

l . 8.Q [coulombs] pv = 1m --
,:,v-o 8.v m3 

(1) 

Donde como se muestra en la Fig. l. a., 8.Q es la carga 
Lut.al contenida dentro del volümen 8.v. 
Aunque exista siempre algún espacio entre las cargas 
en una distribución de carga volumétrica las distancias 

1 



-~ 

D ·/ 

(' ¡ e . 
! JI¡~~ 

Jls).s ' p.llv 

V 
S 

(a) (b) {e) 

Figure 1: Geometrías usadas para definir distribuciones de carga: 
a)volumétricas, b)superficial y c)lineal 

usualmente son bastante pequeñas tal que la carga pueda 
ser considerada una distribución contínua. 
Existen muchas situaciones en la cual, la carga está con
finada a una capa delgada. Por ejemplo, cuando la carga 
está depositada sobre un conductor, y es siempre dibu
jado para la superficie. 
En casos semejantes a esto, conviene modelar a ésta.s 
distribuciones de cargas como: distribuciones de car
gas superficiales, donde la carga es supuesta estar· den
tro de una profundidad infinitesimal, Refiriéndonos a la 
Fig. l. b, definimos a la densidad de carga superficial 
como: 

_ 1. b.Q [coulombs] 
ps - Ll.s~o 1m -:::;-os me 

(2) 

Donde b.Q es la carga contenida dentro de la superficie 
b.s. 
Existen también situaciones de donde la carga está confi-
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nada a líneas con pequeñas secciones transversales, tales 
como en un alambre o el haz electrónico en un tubo 
de rayos catódicos (T RC). Por lo tanto la densidad 
de carga volumétrica para éstas distribuciones son ex
tremadamente grandes dentro de las línas y cero en el 
exterior. Por lo que es más conveniente considerar a 
éstas distribuciones como: distribuciones de carga lin
eales donde la carga es supuesta estar dentro de una 
sección transversal infinitesimal a lo largo de una línea. 
Refiriéndonos a la Fig. l. C. La densidad de carga 
es: 

. 6Q [coulombs] 
pf! =6.s~o hm 6/! m . (3) 

Donde 6Qes la carga que está dentro de la longitud 6C. 
La carga total contenida dentro de un volúmen, super
ficie o línea puede ser determinado en términos de las 
densidades volumétricas, superficiales o lineales por in
tegración de las ecuaciones, 1, 2, y 3 respectivamente, 
dándonos: 

Q = jpvdv ,. 
(ps = pf. = O en el interior de v) ( 4) 

Q = lpsds (pi! = O interior de s) (5) 

Q = 1p€df. (6) 
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1.2 Corriente y densidad de corriente 

La corriente es carga en movimiento. La corriente puede 
especificarse en dos tipos de cantidades: escalar o un 
vector. 
La cantidad escalar llamada corriente escalar (o simple
mente corriente) como es empleado en los análisis decir
cuitos. 

J 

Figure 2: Torrente de líneas de corriente huyendo· más allá a una su p. pequeüa 

--> l, !J.! l , · [ Am·mP."_ere] J - 2mc.s-O !J.s m!L"< amax , 

Donde a max es perpendicular a la superficie !J.s y apunta 
en la dirección que maximiza a la corriente !J.! fluyendo 
a traves de !J.s. 

--> 
Para ver como la densidad de corriente J y la corriente I 
están relacionadas. consideremos a la situación mostrado 

.. -> 
· en la Fig. 3. Aquí, una corriente J está fluyendo hacia 

a fuera a traves de s por la suma de las contribuciones 
de I que pasan a traves de cada elemento de superficie 
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ds- ds á'l 

Area = ds 

Figure 3: Geonletría para la determinación ·de la corriente pasando a rravcs de 
una superficie 

diferencial. d7 = dsán. donde án apunta hacia afuera 
' ____. 

desde la fuente. Cuando J y d7 son perpendiculares ____. 
J no tiene la tendencia a fluir a traves de la superficie, ____. ____. 

así di es cero. D~ otra manera, cuando J y d s son 
paralelos, di = J ds, Entonces podemos escribir: 

____. ____. 
di= J · d S 

Integrando di sobre toda la superficie de s, obtenemos 
la corriente total ; pasando a través de esta superficie: 

¡____. ____. 
i = J · d s [Amperes] 

. . 

Cuando s es una superficie cerrada, d7 es escogida por 
convención para apuntar hacia el volumen encerrado, y 
en esta forma, I es definido como un flujo hacia afuera. 
Existen muchas situaciones en las cuales una corriente 
fluye dentro de una capa delgada. Por ejemplo, en las 
altas frecuencias, la corriente fluye dentro de una capa 
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delgada bajo la superficie de un conductor. Podemos 
modelar a éstas distribuciones de corriente como: dis
tribuciones de corrientes superficiales, donde la corriente, 
la densidad de corriente, en otra forma es una cantidad 
vectorial que especifica ambas características: a la mag
nitud y dirección del flujo de la corriente en cualquie 
punto. 

1.3 Corriente esc¡,Jar 

La corriente escalar I es definido como la razón en la cual 
la carga fluye a traves de una superficie especificada en 
una unidad de tiempo t. 

I ~ ddQ [coulum ó Ampere] 
t seg 

En ésta definición, dQ es la carga que pasa a través de 
una superficie s en el tiempo dt. El signo de dQ depende 
sobre la dirección de este flujo con respecto a la superficie 
normal a; positivo carga moviendose a través de s en la 
dirección indicada por an constituye una corriente pos
itiva, conforme la carga negativa está pasando a traves 
de s en el sentido opuesto. En los circuitos, la corri
ente escalar es in:iicado sobre los diagramas mostrando 
el valor numérico de I, junto con una flecha que define 
la dirección de la corriente positiva. como un ejemplo 
consideremos a los iones positivos y negativos fluyendo 
en el tubo mostrado en la Fig. 4. Aquí ambos iones pos
itivos y negativos imparten contribuciones positivas para 
la corriente I, por lo tanto: J.L + ·an >O y J.L _ · an < O 
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Figure 4: Portadoras de cargas positivas y negatlvas fiuyendo en un tubo 

1.4 Densidad de corriente 

La descripción para una corriente usando la corriente 
escalar es aceptable cuando la dirección del flujo es obvio. 
tal como cuando la corriente fluye sobre los alambres 
en un circuito de baja frecuencia. Sin embargo existen 
muchas veces cuando la dirección de la corriente y su 
magnitud varía a través de un volúmen. En éstos casos 
es mejor representar a la corriente como: densidad ele 
corriente volumétrica, la cual es una cantidad vectorial. 
La Figura 2 muestra a varia'3 torrentes ele línea~ que 
indican las trayectorias de movimientos de cargas. es 
supuesta a fluir dentro de una capa de profundidad in
finitesimal. Refiriéndonos a la Figua 5, a, definimos a la 
densidad de corriente superficial como: 

-->] - ¡· /::,./ 1¡, IWLX [A] 
' S = ~m~¡ ~0 /::,.{' IIULX m 

De la fórmula escrita arriba 6€ es medido perpendicu-
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Figure 5: Vna corriente superficial: a) vista sección trulSYersal. b) \·ista desde 
arriba 

lar a la dirección a max que maximiza la razón !:::.! 1 !:::,.{. 
~ 

En ésta figura, ambos á max y J s están dirigidas hacia 
afuera del papel. 
La corriente escalar que fluye pasando a traves de un 
contorno arbitrario e sobre una superficie puede ser en
contrado por la notación como la corriente fluyendo que 
pasa el segmento en la Fig. 5. b es 

~ 

!:::.! = J S . Má/1 

Donde an está en el plano de la corriente superficial y 

perpendicular a la trayectoria diferencial !:::.t. Integrando 
sobre el contorno entero c. encontramos que la corriente 
total que atravieza el contorno e es: 

I = 1 ~ · a,d€ [A] 
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1.5 La ley de Conservación de la carga 

Ahora que ya hemos discutido los conceptos de corn
ente y de carga, estamos listos para introducir la ley de 
conservación de la carga. Este principio constituye uno 
de los postulados básicos sobre la cual toda la Teoría 
Electromagnética se cimenta. As + O como todas las 
leyes experimentales, están basados en la observación y 
es aceptada como cierta, debido a que no existe evidencia 
contradictoria ha sido encontrado. 
La ley de conservación de la carga.- "Establece que la 
carga contenida en un sistema cerrado permanece con
stante por todo el tiempo" . 
Un sistema cerrado es un sistema en el cual (la carga) no 
puede entrar o salir. Un corolario de esta ley establece 
que si cada carga total contenida dentro de una región 
cambia, debe ser acompañada por un flujo de corriente 
dentro o afuera de la región. 
Para ver que restringe a ésta ley se coloca sobre la carga 
y las distribuciones de corriente, considerando a la cor
reinte I pasando hacia afuera a través de la superficie 
cerrada s mostrado en la Fig. 6. 

1 = 1]. ds = dQsalida r . dt 

Donde dQ salida es la carga pasando hacia afuera a traves 
de s en el tiempo dt. De acuerdo a la ley de conservación 
de la carga, dQsalida no puede ser creada espontanea
mente en s, sino más bien debe venir desde dentro del 
volúmen v que esta limitado por la superficie cerrada 
s. Esto significa que la carga total Q encerrada dentro 
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Figure 6· Geometría para la derna.ción de la ecuación de continUidad 

del volúmen v, debe disminuir en exactamente la misma 
razón en la cual la carga pasa hacia afuera a traves de s. 

En ésta forma 

dQsalida 

dt 

dQencerrada 

dt 

sustituyendo esta ecuación, en la anterior se obtendrá: 

J"j. dS' = _ dQenc 
!s dt 

Esta expresión es llamada. La ecuación de continuidad, 
debido a que establece que la carga contenida en una 
región es constante cuando no fluyen corrientes hacia 
afuera de la región. 
Podemos derivar una forma puntual de la ecuación de 
continuidad recordando que la carga interior s puede ser 
expresada como una integral de volúmen de la densidad 
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de carga. En ésta forma: 

i -¿ -+ dQenc d ¡ 
J ··d s =- = -- pvdv 

s dt dt 1, 

Donde v es el volúrnen encerrado por s. Si ves constante 
en el tiempo, el orden de la diferenciación e integración 
puede ser intercambiado, dando 

i-• -+ ¡ iJpv 
.! . d s = - -d dv 

" V t 
Enseguida usanrlo el Teorema de la Divergencia, para 
escribir la integral doble en el lado izquiedo como una 
integral de volumen, dándonos: 

J . crs = \7 . J dv = - -dv i -+ ., ¡ -+ ¡ iJpv 
" 1, V dt 

Finalmente, ésta expresión es valida para todos los volúmenes 
v. conforme v -+ O. En ésta forma, los integrandos de. 
ambas integrales de volumen debe ser igual en todos lo::; 
puntos, dando: 

". ~1 = _aev 
V i)t 

Esta expresión es llamada la forma diferncial (o puntual) 
ele la ecuación ele continuidad. 

1.6 Leyes de Fuerza. Dos acciones en una distancia 

La primera de las leyes que fue propuesta vio los efectos 
como interacciones punto a punto de cargas y corrientes 
y son llamadas leyes de acción en una distancia. La más 
simple de las leyes es la de coulomb.- La cual predice. la 
fuerza entre dos carga.5, ·y la ley de Ampere que predice, 
la fuerza entre dos corrientes., Se verá la primera ley. 
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1.6.1 Ley de fuerza de Coulomb 

Esta ley en su forma más simple, describe la fuerza entre 
dos cargas puntuale,; estacionarias suspendidas en el es
pacio libre. la Fig. 7 representa a dos cargas puntuales 
Q1 y Q2 localizados en r 1 y r 2 respectivamente. 
La ley de Columb establece que la fuerza ejercida sobre 
una car~a puntual Q1, por alguna otra carga Q2 es: 

F1 = 41r
1
E

0 
Q}/i2 a21 [N] cargas en el espacio libre. 

z 
R 

/ 0 2 Fé 1 ______ ......-___ 
01 ---

F, 

V 

X 

Figure 7: Dos carga<; puntuales ejerciendo fuerzas entre si 

En donde R es la distancia de Q1aQ2, a2 1 es el vector 
unitario dirigido C:e Q 2 a Q1 

Eo= Constante de proporcionalidad llamada per
mitividad del espacio libre 

-8 8-4 o-12 ~ 10-9 [c2 2- F] Ea- . o xl ~ 36_ -\,m o-
" I o m __, 

En la ecuación, parte superior F1 esta dirigido a lo largo 
de la línea de unión extendiéndose de Q1 a Q2. La mag-__, 
nitud de F 1 es proporcional a 1 producto de las magni-
tudes de las dos cargas y es inversamente proporcional 
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al cuadrado de la distancia entre ellas. 
El signo del producto Q1 Q2 determine si la fuerza es 
atractiva o respulsiva, así signo(-) indicara fuera de atración 
y signo(+) fuerza de repulsión o sea cargas diferentes se 
atraen y cargas semejantes se repelen, asi &21 = -a.21 ~' 
---'> ---'> 
F1 = - F2 . En ésta forma la ley de Coulumb es consis-
tente con la Tercera Ley de nev,rton de la !Vlecánica, la 
cual establece que cada acción se tiene una reacción igual 
y opuesta. 
La ley de Coulomb, puede expresarse en términos de los 
vectores de posición de las dos cargas, en la forma sigu
iente: 

Entonces 

~ n.n"'--p'-~ 1'!-7'? 
] - )-r 1 -¡3 -t"c:o r 1 -r2 

[N] (cargas en el 

espacio libre) 

1.6.2 Ley de Fuerza de Ampere 

La ley de fuerza de Ampere describe la fuerza ejercida 
por una corriente sobre alguna otra, cuando ambas cor
rientes son invariantes en el tiempo. Tales corrientes son 
llamadas corrientes estacionarias. Cuando las corrientes 
estacionarias fluyen en lazos completos. ninguna carga 
neta es transportada, y la densidad de carga es constante 
en donde quiera, (por ejem. la estática) en el tiempo. 
La Fig. 8 muestra a dos filamentos de longitudes difer
enciales dt 1 y dt2 que llevan corrientes estacionarias 11 e 
l2 respectivamente, tales filamentos deben ser secciones 
de circuitos completos a lazos, considerando a éstas sec
ciones carta. 
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Figure 8: Dos filamentos de corrientes ejerciéndose fuerzas entre si 

A travez de una serie de esperímentos Andre Marie Ampera(ll75-
1836) dedujo que en el espacio libre, el segmento de cor-
riente hd€2 ejerce una fuerza sobre el segmento de corri-
ente I1d€1 que está dada por: 

if = f:.!J.I,dr 1.r(I2 dr2.r<i,,) [N] 
1 ~" R-

espacio libre) 
(corrientes en el 

Donde el vector unitario á21 apunta de segmeto a 2 al 
segmento 1, y R es la distancia entre los segmentos. No 
es la constante física de proporcionalidad llamada la 
permebilidad del espacio libre 

¡.¿0 = 4T<xlo-• [N/A2ó H/m] 
Haciendo uso de la siguiente ec. de productos: Ax (BxC) = 

(A· C)B- (A· B)C 

if = f.io 1 1~ (dt1 · á21l dt2- (d€1 · d€2) á21 
¡ 4 1 - R~ 7f -

1~ 



Comparando ésta ecuación de la ley de Fuerza de Am
pere con la Ley de Fuerza de Coulumb, observamos que 
las fuerzas entre los filamentos de corrientes infinitesi
males, se tienen alguna similitud es con las fuerzas entre 
cargas puntuales. En particular, ambas fuerzas varían 
inversamente con el cuadradode la distacia R entre las 
fuentes, además ambas fuerzas son proporcionales a los 
productos de los valores de las fuentes, Q1 y q2 para las 
cargas ehJ2 para las corriente. Sin embargo mientras la 
fuerza ejecida por una carga estática sobre alguna otra 
está siempre dirigida a lo largo de la línea entre ellos, 
la dirección de la fuerza ejércida por un filamento de 
corriente estacionaria sobre alguna otra depende de sus 
orientaciones relativas entre si, como muestra la Figura 
) . 

t,dl 1 

,.);F, '·di. 

!t dF 1 =O 

ibl le) 

F1gure 9: Descripción gráfica J.e la fuerza entre filamentos de corrientes. 
a) Filamentos paralelos b)Filamentos T\o.l es perpendicular a la línea conectando 
a los filamentos c)Filamentos :\o.l es perpendicular a la línea conectado a los 
filamentos y los filamentos son perpendiculares entre si 
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1.6.3 Ley de Fuerza de Lorentz y el Concepto de Electromagnetismo 

Fue Michael Faraday el primero que propuso una Teoría 
de Campo del Electromagnetismo, especuló que "alguna 
cosa" se propaga hacia afuera desde la cargas y las corri
entes manifistandose ellos mismos como dos campos vec-

--> 
toriales; La intensidad dscampo electrico E y la densi-
dad de Flujo magnético B, siendo una proposición muy 
valiente en los años de 1830, sin embargo ninguno de 
estos científicos anteriores había especulado sobre la ex
istencia de fotones, los cuales conocemos ahora como los 
agentes responsables éstos campos. 

El punto de arranque de la Teoría de campo del Elec
tromagnetismo es la Ley de FUerza de Lorentz, la cual es
tablece "Que la fuerza electromagnética total o actuando 
sobre un punto (carga de prueba) de valor Q puede ser 
siempre expresado como" 

_, 
En donde: E = Es la intensidad de campo electrico 

en Q. [ ,~,] 
E: es la densidad de flujo magnético en Q, [¿',~) '""'"' 
["",~~i'r'] ó [Testa] v; Es la velocidad de Q con re
specto al marco de referencia del Laboratorio. 
La ley de fuerza de Lorentz fue nominada en honor de 
Hendrik Lorentz (1853-1928) aunque contiene contribu
ciones de Joseph Thompson y Oliver Heaviside. Seme
jante a la ley de Coulomb y de Ampere están basadas 
en evidencias experimentales: Pero difiere de las leyes de 
fuerza de acción en una distancia en que la fuerza sobre _, 
una carga está descrito en términos de los campos E 
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y B generados por otras fuentes cuyas localizaciones y 
magnitudes no necesitan ser conocidas. La ley de fuerza 
de Lorents es válidas únicamene para fuentes invariantes 
con el tiempo. 
De acuerdo a la ley de Lorentz, existen dos clases distin
tas de fuerzas que otras corrientes y cargas pueden ejercer 
sobre una carga de prueba. La primera es la Fuerza mag
nética definida como: 

--> --> 
Fe= QE [N] 

Fuerza que depo2nde solamente sobre la magnitud de Q 
de la carga de p.!1eba y la magnitud de la dirección del 
campo eléctrico E. También su direccióne es siempre co-_, 
lineal con la dirección de E. La otra fuerza pridicha por 
la ley de Lorentz es llamada la fuerza magnética definida 
como: 

---> --> -> 
r'm=QuxB [N] 

La fuerza magne.ica es proporcional a al magnitud de Q 

de la carga de p:-neba. 
Estas fuerzas difieren sin embargo en que la fuerza eléc
trica es independiente de la velocidad de la carga de 
prueba, mientras que la fuerza magnética está presente 
únicamente cuando la carga de prueba está en movimiento. 
También, la dirección de la fuerza magnética es perpen
dicular a ambas la dirección de la velocidad de la carga 
de prueb~ 11 y la dirección de la magnitud de la densidad 
de flujo B. 
Aunque lru; partículas cargadas pueden experimentar am
bas fuerzas electricas y magnéticas, únicamente las fuerzas 
eléctricas pueden trabajar sobre una carga y cambian su 
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energía cinética. Esta es debido a que la fuerza mag
nética es siempre perpendicular al movimiento de la carga. 
Las fuerzas magnéticas pueden sin embargo, cambiar la 
dirección de una carga en movimiento. 
De las ecuaciones a.nteriores podemos escribir: 

y que 
--> --> Fe 

E= lim -Q 
Q-0 . 

Fmx v = Q v xB x v = QB lvl-- Q v v · B ----; --> (--> -->) --> --> ? --> (--> -->) 

En donde se ha usado una prop. producto --> 
Para resolver de ésta ecuación para B, necesitamos es-_, --> --> 
coger "la velocidad de prueba v tal que v · B = O. 
esta eleción de la dirección de /J, maximiza a fu por lo 

_____,. --? ---:)- ___,. 

tanto v 1: B, es 'na.ximizado cuando v 1: B son perpen-
diculares entre (,;i). Por lo que resolviendo la ecuación --> 
anterior para B bajo esta condición se obtendrá: 

Por lo tanto, el propósito de la carga de prueba Q es 
medir al campo producido por las otras fuentes sin afec
tarla'>. tomando ahora el límite de esta ecuación: 

B = lim {.l [¡-;;;rv] ma.x} [N·só Tesla] 
Q-0 Q lvl- c·m 

Cuando las cargas están moviéndose. se hace conveniente 
expresar a la componente magnética de la fuerza ejercida 
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dobre ellos en téminos de corriente de prueba, más bien 
que una carga de prueba. La Figura 10 muestra a un 
alambre delgado que lleva una corriente de prueba J. En 

--> 
donde podemos calcular la fuerza dFm que actuá sobre 
el segmento 

Figure 10: La acción del campo magnético sobre un elemento de corrH'Ilt!' 

diferencial I de por. 
_, dQ _, dQ _, _, 

Id e = did e = --¡¡¡ v dt = dQ v 

Donde dQ es la carga contenida dentro de la longitud di.. 
--> -

Sustituyendo esta ecuación en la de la Fm = Qv 1: B. 
en contramos que: 

--> _, _, 

dFm=Idf!xB 

En forma similar, la~ fuerzas magnéticas actuando sobre 
la superficie diferencial ~' elementos de volumen son: 

--> ---> _, 
dFm = JsxBds 

y 
--> _, ---> 

dFm = JxB 
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----+ ' 
La fuerza total d F actuando sobre un volúmen diferen-
cial dv en una distribución de carga en movimiento es 
igual a la suma de las fuerzas eléctricas y magnéticas, 

---? ----+ ---t ----7 ----+ ---7 

d F = dFe + dFm = dQ E + J x B dv 

Si reemplazamos dQ con p!!dv, ésta expresión se con-
vierte en: 

iF = (pv E + J x b) dv 

Para las distribuciones de carga lineales y de superficie, 
esta ecuaión se convierte en: 

d F = pe E di' + Id e x s ----+ ( ----+ ----+ ~ ) 

respectivamente, 

l. 7 Campo Eléctrico 

El campo eléctrico E es definido como la fuerza por 
unidad de carga de prueba, 

----+ 

E= f_ = _l_Qar [Nc.ó mv] 
q 47L:0 r 2 

La Figura , 11 muestra una carga de prueba q y una 
carga puntual Q en el origen, 
La figura de arriba muestra a un volúmen v que contiene 
a una distribución volúmetrica de carga con densidad ele 
carga pv. La carga que está contenida dentro del ele
mento de volúmen diferencial dv 1 es dQ = pvdv; donde 
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z 
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y 

F 
q 

Figure 11: Geometría para la determinación del campo eléctrico E generado 
por una carga puntual en el origen 

E 

y 

X 

Figure 12: Geometría pa'ra la determinación tlel campo eléctrico E generado 
por una carga puntual localizado en un punto arbitario 
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Figure 13: Geometría para la determinación del campo eléctrico E de una 
distribución de carga Yolumétrica 

PI/ es la densidad de carga dentro del volumen diferen-
-+ 

cial. El campo dE que ésta carga genera en el campo 
puntual pues 

-+ p//d//1 (r' - -;¡:'1) [V] 
dE= 3 -

47fEo Ir_ -;¡:'11 m 

donde r' 1 es el vector de posición que se presenta la 
posición del volumen diferencial d//1 v r' es el vector de 

-+ • 
posición p. Por lo tanto dE es proporcional a la densi-
dad de carga pi/ y Eo es constante. Usando el principio 
de superposición que establece que la respuesta total en 
un medio lineal debido al número de fuentes es igual a 
la suma de las respuestas debido a cada fuente individ
ualmente. Integrando las contribuciones de cada fuente 
individualmente. Integrando las contribuciones de cada 
elemento de carga diferencial p//d// 1 obtenemos: 
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Para distribución de carga volumétrica 

1 ¡, ---> ---> 1 
---> r-r 1 E=-- pv 3 dv 

47ico v ¡7- 7 1
1 

[~] 
Para distribución de carga superficial . 1 ---> ---> 1 ___, l r-r 1 E = -- ps ___, ___, ds 

47ico s ir- r 1
1 

[~] 
Para distribución de carga lineal 

---> ---> 1 
---> 1 1 r-r E = -;-- p€ ___, _,

1 
d€ 1 

'•7icQ ( 1 r - T -1 
[~] 

1.8 Cálculo de campo usando la Ley de Gauss 

La ley de Gauss establece que "El Flujo neto pasando 
a través de una superficie cerrada es proporcional a la 
carga Q encerrad<' por aquella superficie" 

t ~. ---> Q encerrada 
E · D S = --=------

. [Q 

La superficie S uc;ado cuando evaluamos la ley de Gauss 
es llamado superficie Gaussiano. Por lo tanto la le~· ele 
Gauss es una ccuacióll explícita para Q ene. Un uso 
común ele la ley Gauss es encontrar la carga total con
tenida dentro de alguna superficie encerrada. 

1.9 Voltaje y Potencial eléctrico 

Arrancaremos nuestra discusión de_potencial eléctrico 
recordando que "El campo eléctrico E generado por una 
distribución de carga estática, tiene cero rotacional en 
tocios los puntos del espacio 

---> 
\lxE =O 
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En forma integral ésta expresión, puede escribirse como: 

iE·if=O 
Ambas ecuaciones establecen que el campo electrostático 
E es un campo vectorial conservativo, por lo tanto, cualquier 
campo vectorial conservativo puede ser representado en 
cualquier punto como el gradiente de una función escalar. 
o sea: 

-t 
E= -'Vv 

Donde v es llamado función potencial eléctrico. [volt.s] 
----t 

El signo menos es escogido en ésta expresión tal que E e::; 
un campo vectorial conservativo, por lo tanto, cualquier 
campo vectoria: conservativo puede ser representado en 
cualquier punto como el gradiente de una funciónescalar. 
o sea: 

----t 

E= -'VV 

Donde v es llamado función petencial eléctrico. [voltsL 

El signo menos es escogido en ésta expresión tal que E 
siempre apunta hacia valores decrecientes de V. 

Podemos desarrollar una interpretación física de la fun
ción potencial eléctrica integrando ésta última ecuación 
entre dos puntos. Tomando el producto punto de ambos -lados con un vector desplazamiento diferencial d e e in
tegranodo a lo largo ele la trayectoria entre dos puntos 
Pa y Pb y obtenemos: 

- [

1 

E· df! = [
1 

'Vv · df! =¡a dv =Va- Vb 

La integral de línea en el lado izquierdo ele ésta ecuación 
es definida como el voltaje entre los puntos Pa y Pb !' es 
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expresado por el símbolo V ab 

r· _, _, rb _, ~ 
Vab-- lb E· d € =la E· D € 

(campos electrostáticos y variantes con el tiempo). 
Esta definición es válida tanto para campos electrostáti
cos y variantes con el tiempo. V abes igual a la diferencia 
de potencial de los potenciales en los puntos extremos. 
Así el término Voltaje y Diferencia de potencial son in
tercambiables para los campos electrostáticos. Esto sig
nifica que el voltaje entre dos puntos en el campo elet
rostático es indpendiente de la trayectoria de integración 
escogida entre los puntos extremos. 
"El voltaje entre dos puntos es una medida del tra baju 
necesario para mover una carga entre dos puntos''. Para 
demostrar esto consideremos dos puntos Pa y Pv mostrado 
en la Figura 14. También mostraremos dos trayectorias 
conduciendo desde el punto Pa al punto Pb. la fuerza 
actuando sobre una carga ele prueba Q 

- -> 
es F = Q E, así el trabajo por unidad ele carga hecha 
por el campo sobre la carga cuando la movemos desde 
Pa a Pv es: 

-lVab ¡¡,-> -> . 

Q = E · d f = '' ab 
n . 

Usando este resultado podemos ofrecer la siguiente m
terpretación ele los voltajes entre los dos puntos. 
"El voltaje V ab entre dos puntos es el trabajo por unidad 
1k carga o carga unitaria hecha por el campo eléctrico. 
cuando una carga de prueba positiva es movida desde Po 
a Pb a lo largo de una tra~'ectoria dada. 
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E 

Pt.· 

/ 
Path #2 

Figure 1-L Dos diferentes trayectorias con puntos extremos comm1e~ cu un 

campo electrostático E 

Es importante especificar que los voltajes con el signo 
correcto, por convención, la diferencia de potencial F oh 
es indicado denotando un signo "+" en el primer punto 
(Pa) y un signo"-" en el segundo punto Pv. Por lo tanto 
ésta notación claramente indica que v es el voltaje entre 
los puntos "+" y "-" (como en el análisis de circuitos). 
Ha sido definido el potencial eléctrico v en términos de 
---+ 
E. pero también es posible derivar una expresión para 
V en términos de la distribución de carga puntual y en
seguida generalizaremos ésta expresión para un distribu
ción de carga arbitraria. 
La Figura 15 muestra a una carga puntual Q y dos puntos 
a y b localizados a distancias radiales Ra y Rb de Q. 
respectivamente. 
La diferencia de potencial V ab entre estos puntos es: 

111__, __, 

Vab =- b E· de 

26 

¡, 



• 

Figure 15: Geometría para la determinación de la diferencia de potencial entrC' 
dos puntos. debido al campo electricoE de una carga puntual 

La trayectoria más simple entre los puntos mostrada en 
la figura , es desde Pb, a Po, a Pa. La contribución 
para V ab a lo largo de ésta porción de la trayectoria es 

----> 
cero. En ésta forma, usando el campo E de una carga 
puntual, podemos escribir. 

. 1Ra 1 Q . . Q 
V ab = - -:-:::-2 aRdRaR = ...,.---=-= 

Rb 4n ~o R 4íiEoR 

Donde el vector unitario ÍÍR apunta hacia afuera desde Q. 
Si escogemos a Rb sea infinito se obtendrá la siguiente 
expresión para el potencial v en una distancia radical R 
desde una carga puntual Q, referido al infinito. 

V= Q [V] 
4íi::0 R 

De ésta expresión. vemos que el potencial crece conforme 
uno se apoxima a· una crga puntual positiva. 
Podemos generalizar ésta última ecuación. para encon
trar la función potencial generada por una distribución 



de carga arbitraria. En primer lugar, para una colección 
de N cargas puntuales, encntramos: 

Q N Qk 
V = L ---+ ---+ 

47rcoR k=
1 

1 T - T kl 

Donde r' es el vector de posición que representa al campo 
puntual y Tk es el vector de posición de la carga Q k· 

A continuación para una distribución de carga volumétrica. 
dada por la siguiente Figura No. 16. 

y 

X 

Figure lG: Geometría para la dcrernunacJón del campo potencial generado por 
una distribución de carga arbltraria (en f'ste caso volumétrica) 

En donde, la contribución ele la carga pvdv1 en el volú
men dv 1 para el potencial en un punto arbitrario es: 

dv = pvdvl ~ 
4íí.:o 1 r - ¡· 1

1 

Donde r' y r' 1 son vectores ele posición del campo pun
tual y p y el diferencial de volúmen dv 1 respectivamente 
sumando las contribuciones ele todas las cargas, obten-
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e m os: 

[ l/ l 

En esta integral, las variables primadas, son las variables 
de integración pesadas. También la integración se realiza 
únicamente en las localizaciones donde la carga está pre
sente. Usando una secuencia similar de pasos, podemos 
encontrar a las siguientes funciones potenciales para las 
distribuciones de cargas lineales y superficiales, como se 
muestran en seguida 

1 1 psds
1 

v = 4m:o s 17 - 7 11 [ l/ l 

donde la distribución de carga superficial ps está con
tenida en la superficie s y 

[v] 

donde la distribución de carga lineal pf está contenida 
sobre el contorno f. 
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LA ONDA 

PLANA 

UNIFORME 

En este capitulo se aplicarán las ecuaciones de Maxwell para introducir la teoria fundamental del 
movimiento de la onda La onda plana uniforme representa una de las aplicaciones mas sencillas 
de las ecuactones de Maxwell, y sin embargo ilustra los principiOS que están detras de la 
propagación de energía. Se mtroducm3n la velocidad de propagación, la longitud de onda. la 
1mpedanc1a de onda, las constantes de fase y atenuación, así como el uso del teorema de Poynting 
para encontrar la denstdad de potenc1a. Finalmente, se considerara la reflexión y transmisión de 
una onda plana uniforme en la frontera entre dos medios diferentes. El uso de la razón de onda 
estactonaria y la Impedancia de entrada nos prepararán para considerar muchos de los problemas 
pract1cos de la transmisión gutada d'3 potencia e información, en el siguiente capitulo. 

MOVIMIENTO DE LA ONDA EN El. ESPACIO LIBRE 

Como se señaló· en el análists de las condtciones de frontera en el capítulo antenor, la soluctón de 
las ecuaciones de Maxwell stn la aplicación de algunas condiciones de frontera representa un ttpo 
de problema muy espectal. Aunqua se restringe la atenctón a una soluctón en coordenadas 
cartestanas. puede parecer, aun entonces. que se están resolviendo vanos problemas diferentes 
conforme se vayan considerando d:versos casos especiales en este capitulo. Las soluciones se 
obt1enen pnmero para las condtctones del espacio libre, luego para dieléctncos perfectos, después 
para d1electncos dtstpattvos y finalmente para buenos conductores. Se hace aprovechando las 
aprox1mactones que se aplican en cada caso especial y dando énfas1s a las característtcas 
esoectales de la propagactón de onda en estos medtos, aunque no es necesano usar tratamtentos 
por separado. es posible (y no mu) dificil) resolver el problema general de una vez por todas. El 
anahs1s de la propagactón en el dteléctrico dis1pativo comtenza con una constderación del caso 
general. pero Juego se Simplifica el análisis confinando la atenctón a dieléctncos con pérdtdas 
relativamente pequeñas 

Se conSiderara pnmero el rrovtmtento de la onda en el espacto libre. las ecuactones de 
Maxwell pueden escribtrse en términos de E y H Umcamente, de la stguiente manera 

lv E-ül 

IV·H =ül 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 



-Ahora se verá, si es posible inferir el movimiento de la onda a partir de estas cuatro ecuaciones sm 
resolverlas realmente. La primera ecuación establece que si E está cambiando con el tiempo en 
algún punto, entonces H tiene rotacional en ese punto y puede considerarse como si formara un 
pequeño circuito cerrado que eslabona o circunda el campo E camb1ante. También, si E cambia 
con el tiempo. entonces en general, también H cambiará con el t1empo, aunque no necesariamente 
de la misma manera. Después, a partir de la segunda ecuación, se observa que este campo H 
camb1ante produce un campo eléctrico que forma pequt¡!ños Circuitos cerrados sobre las líneas de 
H Se t1ene. ahora, una vez más un campo eléctrico camb1ante. la hipótesiS origmal, pero este 
campo Pc::t:=. presente a una distancia pequeña del punto de la perturbación angina!. Se podria 
presuponer (correctamente) que la velocidad con la cual el efecto se propaga alejándose del punto 
orig1nal es la velocidad de la luz. sin embargo esto se debe verificar por medio de un anális1s mas 
cuant1tattvo de las ecuaciones de Maxwell. 

Se escribiran primero las c-uatro anteriores ecuac1ones de Maxwell, para el caso espec1al 
de una variación senoidal respecto al t1empo (más estrictamente, cosenoidal). Esto se logra por 
med1o de notación compleJa y fasores. Dado el vector campo 

E=Ea 
' ' 

se supone que la componente E. está dada como 

(5) 

donde E•yz es una func1ón real de x. y, y z. y tal vez de w pero no del tiempo y ljFes un ángulo de 
fase que puede ser tambien func1on de x, y, z y w Haciendo uso de la identidad de Euler, 

e = e os w + ; sen w 

se t1ene 
'·'· 

(6) 

donde Re significa que se toma 1a parte real de la cantidad que le sigue Simplificando la 
noinenclatura con la omis1on de Re y supnm1endo filii , la cantidad E/( de campo se convierte en un 
fasor. o una cantidad compleja. la cual se 1dentif1ca usando un subind1ce s. Exs. Entonces 

E -E e'• _.,- n-: (7) 

y 

E, = E.,aJ 

Se puede considerar Que la s, 10d1ca una cantidad del domm1o de la frecuencia exPresada como 
func1on de la frecuencia compleja s, aun cuando sólo se consideren aquellos casos en los cuales s 
es un rma·gmano puro, s = jru 

Por e¡emplo, se puede lomar E, = 100 cos(IO' r- 0.5z + 30°)V 1m y expresarlo como un 

fasor Pnmero se recurre a la notación exponencial, 
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E, "'Re[IOOe'"'''-"·'••""'] 

y luego eliminando Re y suprimienao ej
1lt', se obtiene el tasar 

El.J = lOOe- 1 o. 5
:•

130
• 

Nótese que E y es real. pero Eys en general es complejo. Nótese también que comúnmente se utiliza 
una nomenclatura mezclada para r.l angula. Esto es. -0.5z está en radianes, mientras que 30' está 
en grados. 

Dado un componente escal3r o un vector expresados como un fasor. se puede recobrar 
fac1lmente la expres1ón en el domtnio del tiempo. Po~ BJemplo, considérese el vector de intens1dad 
de campo, identificado como un faso: por su subindice s, 

V/m 

Supóngase que la frecuenc1a está t::specificada como 1 M Hz. Se selecciona primero la notac1ón 
exponencial para tener clandad matemática, 

Re1nsertando el factor e 1 ~a 

E,(t) = (l00e'""a, + 20e-•'~a. +40e' 21 '"a,Je''''''' 

= lOQe'I~Jrlcfr+)O"Ja + 2Qeli~IO~t-SO"Ja + 4Üe 112Jfl0°r .. ~IO"Ja 
1 ' 

Y tomando la parte real. se obttene el vector real, 

E(t) = 100cosi2Jt!O'r + 30°)a, + 20cos(2Jtl06
t- 50°)a, 

.._ 40cos(2nl0' r + 210°)aX 1m 

Ninguna de las amphtud.es o ángulos de fase en este ejemplo, están expresadas como funciones 
de x. y o z. pero st alguna lo estuvtera el mismo procedtmtento resulta efectivo. Por tanto, si 

H = 20e( 0 
l· '~ 01 a ~ Nm. entonces. 

Al m 

Ahora. puesto que 

aE a a:-= dr [E,., COS( W + t¡/)j = -aE,,sen(W + t¡/) 

=Re jaE,e,., 

E> ev1dente que tomar la derivada parcial de cualquier canbdad de campo con respecto al tiempo 
es equtvalente a multiplicar el tasar correspondtente por jco Por ejemplo, si 
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la ecuación fasonal correspondiente es 

J
.o:E = __ 1 oH,., 

" t;, o: 
donde tanto Exs como Hys pueden se; cantidades complejas. 

En segu1da se aplicará esta notación a las ecuaciOnes de Maxwell. Entonces, dada la ecuac1on 

o E 
VxH =t;,or 

la relac1ón correspondiente en térm1nos de vectores fasoriales es 

La ecuac1on (8) y las tres ecuaciones 

/VxH, = jo.E¡,E,j 

/V x E, =-jcq.J,H,/ 

¡v E, =O/ 

¡v H, =O/ 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

son las cuatro ecuaciones de fv al(well en notación fasonal para una vanac1ón seno1dal con el 
t1empo. en el espac10 l1bre Debe notarse que ( 1 O) y ( 11) no son relaciones 1ndepend1entes ya que 
se pueden obtener tomando la d1vorgenc1a de (8) y (9), respectivamente. 

El s1guiente paso es obtener la forma de estado estable sinusoidal de la ecuación de la 
onda. paso que podria omitirse porQue el senc1llo problema que se va a resolver proporciona 
fac1lmente un soluctón Simultanea de l~s cuatro ecuac1ones anteriores Sin embargo, la ecuactón 
de onda es una ecuac1on Importante. y es un Importante punto de part1da para muchas 
lnvest1gac1ones. 

El método por el cual se obt1ene la ecuación de la onda podría efectuarse en un solo 
renglon (con cuatro s1gnos igual ut1hzando una hoJa de papel mas ancha) 

VxVxE =V(V·E )-V'E =-;·r.•tVxH ' ) • -r-o • 

=wuc-E =-V'E 
/"'"!1'"-1'1 ' ' 

puesto que V E, =O. Entonces: 

1»' E, = -w J..i..,t;,E .1 (12) 
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Esta concisa ecuación de vectores fasoriales se conoce también como la ecuación vectonal de 
Helmholtz. Resulta bastante oobrecogedora cuando se desarrolla, aun en coordenadas 
cartesranas, puesto que resultan tres ecuaciones escalares fasoriales y con cuatro términos cada 
una. La componente x de (12), conservando la notación del operador del, viene a ser, 

( 13) 

y el desarrollo del operador conduce a la ecuactón diferencial parctal de segundo orden 

i!'E d1E a'E , --"-' + --"-' + __ ,_s = -(JJ 11 ¡:: E 
a , a , a ' ..... '1) .. x- )'- : 

(14) 

Se intentara una solucion para (14) supomendo que es posible una solución sencrlla, en la cual E11s 
no vana con x o y, de modo que las dos denvadas correspondrentes son cero, lo que conduce a la 
ecuacrón diferencral ordrnana 

a'E , 
--" = -(JJ 11 "' E 
a:~ r"'(l'"-1) .fS 

(15) 

Por rnspección, una solucrón de (15) seria, 

(16) 

Si se vuelve a inclurr el factor e ICII' ,y si se reduce a la forma trigonométrica al tomar la parte real. 

E,= Acos[w.,r -=~J.lot;, )] 

donde el factor de amplitud arbttrario puede reemplazarse por E,0, que es el valor de E, en z=O, 
t=O 

JE. =E,"cos[w.,r-=wnJ (17) 

El problema 1 al final del capitulo mdrca que 

(18) 

Tambrén se puede obtener a partir de una solución alternatiVa de la ecuac1ón vectonal de 
Helmholtz 

Antes de obtener cualqu1er otra componente del campo debe entenderse la naturaleza 
fís1ca de la naturaleza f1sica de la U mea componente del campo eléctnco que se obtuvo en ( 17). 
Se ve que es una componente x. que puede descnb1rse como dmgida hac1a arnba en la superficie 

de una tterra plana El radical ~ JI,E, toene el valor aproxtmado de 1/( 3 x 1 08 
) s/m, que es el 

rec1proco de c. es dec1r de la velOCidad de la luz en el espaCIO libre. 

1 
c=~=:!.998xl01 ;3xiO' mis 

-JJ.loE:, 
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Supóngase que el eje z está dirigido hacia el este y que se toma z = O en Chicago. Entonces. en 
Chicago el campo está dado por 

E, =E,, cosw 

la cual constituye una sencilla y común vanación en el tiempo. Una carga libre (tal vez una antena 
receptora vertical) se acelera hacia arriba y hacia abajo por w/21r veces por segundo. En Cleveland. 
cerca de 500 km al este, se encontraria 

[ { 
5x10

5 )~ E, =E,,cos o r-
3

x
10

, ~=E,,cos[a:(r-0.00167)] 

lo que ind1ca que la intens1dad del campo en Cleveland es 1gual al que existía en Ch1cago 0.00167s 
antes. Asi. en términos generales, debe esperarse que el c~mpo en cualqu1er punto z metros al 

este de Ch1cago se retrase con respecto al campo de referencia por z~J.l,E0 o= /(3x IO' )s. 

Ahora. camb1ando el punto de vista e mspeccionando el campo en cualquier p~rte en t ;;; O. 

E, =l:.·.,cos(-W~J.l,t;,)=E,,cosro . e 

se encuentra una variac1on penódtca con la distanc1a. El penado de esta onda coseno medido a lo 
largo del eje z se le llama long1tua de onda i •. 

oX 
- = 2:tr 
e 

A=.::_= 3xiO' 

f f 
( espacw libre) 

En cualquter punto. se encuentra una ·¡anae~on seno1dal con el tiempo cuyo periodo es T = 11 f , 
en cualquier instante. se encuentra una vanac1on seno1dal con la diStancia de periodo i., en todo 
punto y en cualquter mstante de ttempo. E~ está dmgido verticalmente Ahc..ra constderese la 
respuesta SI ambos. ttempo y localizac1on. varian Ciertamente se puede decir que E~ no cambta SI 

el angulo de fase úJ..t - =~ g,E,, ) no camb1a. o 

C1J. 1 - :~ ).1,E, ) = constante 

Tomando diferenctales se ttene. 

Por conSIQUiente. 

d= 1 
- = ,. = r:;-::- = e 
dr v J..loE, 

(19) 

7 



A esta veloc1dad se le llama velocidad de fase puesto que define un punto de fase constante. Aquí 
la velocidad de fase es igual a la velocidad de la luz e, y el campo por tanto se esta moviendo en la 
d~rección z con la velocidad de la luz c. Cualqu1era que sea el valor instantáneo del campo en z = 
z,. t = t,, tendrá un valor idéntico en z2 en un tiempo posterior (,zz-z,)Jc, y también tendrá el m1smo 
valor en t = t2 a u·na distancia (2 - 11)c más lejos hacia el este. El campo eléctrico esta en 
mov1miento y se le llama lógicamente onda viajera: 

La ecuación (18), que tamb1én fue una solución de la ecuación de onda, obviamente representa 
una onda que viaJa en la dirección - z. u oeste. Por conveniencia se está considerando en este 
momento. sólo la onda que viaja positivamente. 

Considérense. ahora, las ecuac1ones de Maxwell, de la (8) a la (11), para determmar la forma del 
campo H. Dado E,, H, se obtiene más fácilmente a partir de (9). 

¡vxE, =-J~H.I 

que se Simplifica enormemente para el caso de una sola componente E.5 , que varia sólo con z, 

oE., _ . H 
o= --;~ ~ 

Al aplicar (16) en E:rs con A= E.0• se t1ene 

y 

H., =-.-1 -E,,(-Jro,[AA)e-'~'· 
}~ 

(9) 

(20) 

Se encuentra por lo tanto que esta componente vertical de E que v1aja hacia el este. está 
acompañada por un campo magnétiCO honzontal (norte - sur). Además. la razón de las 
<nlenSidades de campo electnco y magnético dada por la razón de (17) entre (20), 

(21) 

es constante Usando el lenguaje de la teoría de Circuitos, podría decirse que Ex y H. estan "en 
fase". pero esta re1ac1ón en fase se refiere al espacio asi como al tiempo. Se acostumbra dar esto 

por hecho en un problema de circurtos en el que la comente 1 .. cos OJ se supone que t1ene su 

max1mo de amplitud I. a lo largo de todo un orcu1to completo en sene. en el instante t=O. Sm 

embargo. ambas expres<ones. ( 17) y 120). muestran claramente que el máximo valor de E, o H, 
ocurre cuando Cll.t- = 1 e) es un mull1plo entero de 2t rad; nmguno de los dos campos, es 

max1mo en todas partes en el m1smo instante. Entonces. es un hecho notable que la razón de 
estas dos componentes. que cambian en el espacio y el tiempo, sea una constante en todas 
partes 

La ra1z cuadrada de la razón de la permeabilidad y la permit1v1dad se llama rmpedancra 
mtnnseca del medto 11 (eta). 
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(22) 

donde r¡ tiene dimensiones de ohms. La impedancia intrínseca del espac1o libre es 

/ 11 =~ :377:120rr· nJ 

Esta onda se denomma onda plana uniforme porque sus valores son uniformes en otdas partes de 
cualqu1er plano, z = constante. Representa un flUJO de energia en la dirección z positiva. Tanto el 
campo electnco como el campo magnético son perpendiculares a la direCción de propagación, es 
dec1r, ambos están contenidos en un plano que es transversal a la dirección de propagación; la 
onda plana umforme es una onda electromagnética transversal, o una onda EMT 

, 
(G) (o, 

FIGURA 1 

a/Las fleChas representan los valores tnstant;:¡neos de E ,0 e os[ aJJ - = 1 C )] en t =O a lo largo de una linea arbitraria 

en el plano x = O paralela al e¡e z. y a lo largo de una linea arbitraria en EH plano y= O paralela al eje z. b) Los valores 
:orrespondtese de Hyestan tnd1ca0os Notese aue E. y H, estan en fase en todo punto y para todo Instante. 

Una v1suahzac1Qn de la forma en que estos campos varian en el espacio puede obtenerse a part1r 
de la f1gura 1a y 1b La intensidad de campo eléctrico en la figura 1a se muestra para el tiempo t=O 
y el valor mstantáneo del campo es representado a lo largo de tres líneas, el eje z. y lineas 
arb1tranas paralelas al eje z en los planos x = O y y = O. Puesto que el campo es uniforme en 
planos perpendtculares al eje z, la vanacion a lo largo de las tres líneas es la misma. Un ciclo 
completo de la vanac1ón ocurre en una longttud de onda A.. Los valores de H, para los mismos 
t1empos y posic1ones se muestran en la figura 1b. 

No puede existir fisicamente una onda plana uniforme porque se extendería al infinito en 
dos d1mens1ones por lo menos, y representaría una cantidad infinita de energía. Sin embargo, el 
campo d1stante de una antena de transmision, es esencialmente una onda plana uniforme en 
alguna reg1on limitada. Una onda que alcanza una antena receptora en Cleveland, desde Chicago, 
se anal1za como una onda plana un1forme en la vecindad de la antena; una señal de radar que 
1nc1de en un blanco d1stante tamb1én es aproximadamente una onda plana uniforme. 
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Aunque se ha considerado solamente una onda que varia sinusoidalmente con el tiempo y 
el espacio. puede hacerse una combinación apropiada de soluciones a la ecuación de la onda para 
lograr una onda de cualquier forma deseada. La suma de un número infinito de armómcas por 
med1o del uso de las series de Fourier puede producir una onda periódica de forma cuadrada o 
tnangular tanto en espacio como en tiempo. Se pueden obtener ondas no periódicas a partir de la 
solución básica por métodos de la 1ntegral de Fourier. F1nalmente. las ondas en otras d~recciones 
se pueden 1nclu1r también, representando tal vez una onda que se propaga un poco al sur del este. 
Estos temas están comprendidos entre aquellos que se Incluyen en libros más avanzados sobre 
teoria electromagnética. 

MOVIMIENTO DE LA ONDA EN DIELÉCTRICOS PERFECTOS 

Se ampliará ahora el estudio analít1co de la onda plana uniforme para incluir la propagación en un 
d1electnco perfecto (s1n pérdidas) de permitJvidad E y permeabilidad ll El medio es isotrop1co y 
homogeneo. y la ecuación de onda es ahora 

V' E, = -oi J.lá, (23) 

Para E:r:s se tiene 

(24) 

En lugar de escribir inmediatamente abaJO la soluc1ón de (24) se hará la hipótes1s de una soluc1ón 
de forma más general y se empleará (24) para especificar valores aprop1ados de los parámetros 
utilizados. Se permitirá una atenuación exponencial. suponiendo que 

E, = E,,e-~ cos(w- /±) 

o su equ1valente en notac1on exponenc1a1 compleja. 

El factor exponencial real perm1te ahora cons1derar casos en los cuales la onda puede atenuarse a 
medida que se propaga en la d1recc10n + z. a a se le llama la constante de atenuac1ón. Dado que el 
med1o es "sm perd1das" se tendrá que demostrar que a es cero. Notando que f1 debe medirse en 
rad1anes (supomendo P real). es logico que sea llamada la constante de fase. Es una medida del 
cornm1ento de fase. en radianes por metro En general. se combtnan con frecuencia a y p en una 
constante de pro,oagac10n compleja y (gamma). 

(25) 

a si que se puede escribir 

Al SUStituir en (24) 

J 
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Así. se reqUiere que 

i = -oi J.IE 

o 

Ir= ±Jc:ufLiE! 

de aquí que 

y 

(26) 

donde se ha seleccionado la ra1.:: q~e produce la propagación en la d1recc1ón del eje z pos1t1vo 
Entonces 

E, =E,, cos(úl- {i) 

y puede Interpretarse esto como un;::~ onda que viaJa en la dirección + z con velocidad de fase \' 

(J) 
v=-

/3 

Para una onda plana umforme que se propaga en un d1eléctnco perfecto. se encuentra que 

1 e 
\' = -- = --;:== 

.fiJE ~J..l,E, 

(:'71 

La longttud de onda es ta d1stanc1a :::¡ue se requ1ere para efectuar un cambiO de fase de 2n: rad1anes 

(3).. = 2;r 

Lo cual conduce a la deflnLCLOn fundamental para la longitud de onda 

(28) 

Se s1gue que 

(29) 
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Donde Ao es la longitud d" onda del espacio libre. Nótese que ~ > 1, y por consigUiente la 
longitud de onda es más pequeña y la velocidad es menor en todo medio real. en comparación con 
el espaCIO libre 

Asociada con E, esta la Intensidad de campo magnético 

E 
H, = _;.!!._cos(w- /±) 

TI 

donde la Impedancia mtrinseca es 

(30) 

Una vez más, los dos campos Ex y H1 , son perpendiculares entre si. y perpendiculares a la 
d1recc1ón de propagación, y están e,1 fase entre sí, en todas partes. Nótese que cuando se forma el 
producto vectonal de E con H. el vector resultante está en la d1rección de propagación. Se verá la 
razón de esto. cuando se estudie el vector de Poynting. 

Aplicando estos resultados a una onda de 300 MHz que se propaga a traves del agua dulce. 
aunque no sea un medto no dlstpatJvo o sm pérdidas, se desprecia la atenuación por el momento y 
se supone a = O. Por lo tanto, ~ = 1, ER = 78 (para 300 M Hz), y 

u 80 8'/pulg, y 

\' =- = 
W 6JrX 10' 

f3 55.5 
0.339xiO' mis 

2Jr 2Jr 
A=-=-=0.113 m 

f3 55.5 

rad /m 

m1entras que la long1tud de onda en el atre habrta stdo de 1 m Continuando con los cálculos. se 
encuentra que · 

Supon1endo que la intens1dad de campo eléctnco t1ene una amplitud máxima de 0.1 V/m, entonces 

E, =0.1cos(6mO'r-55.5:) 

E 
= -' = 2.34x 10-' cos(67riO't- 55.5:) 

17 
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ONDAS PLANAS EN DIELÉCTRICOti DISIPATIVOS 

Todos los matenales dieléctricos tienen alguna conductivtdad, y aunque puede ser desprectada en 
muchos casos se considera necesano establecer el criteno para hacerlo. Se continuará 
confirmando la atenuac1ón a las variaciones temporales de tipo seno1dal: de este modo. las 
ecuaciones de Maxwell son 

V'xH, =J, + jt:JJJ3., 
o 

V'xH, =(CT+ jlíE)E, 
y 

V'xE, =-jcq.R, (31) 

El ún1co efecto que aparece por incluir la conductividad q es que el factor jltE se convierte en 
a+ úE. Por tanto se puede calcuiCJr inmediatamente el nuevo valor de la constante de propagación, 

y' =(a+ JlíE)jo:p 

01v1d1endo todo entre un grupo ya familiar de constantes. se obtiene 

(32) 

donde se ha conservado sólo el s¡gno más del radical por una razón que será evidente en breve. 
Esta expres1ón difiere del caso n1) d151pativo o sin perd1das, por la pre.sencta del segundo factor 
radtcaL que se hace 1 conforme se hace cero. En el caso general, pueden inclutrse valores para 
cr f-1. "y wen (32). luego calculat las partes reales e imagtnanas de y · 

y= a+ j/3 

y la componente x de la rntensrdarl de campo eléctrico que se propaga en la drreccion + z, 
obtentendose 

el uso del stgno más para el radtcal (32) conduce a valores numéncos positivos para o. y J}, y por lo 
tanto corresponde a la propagacrón en la drreccrón + z 

Con (31) es facll mostrar Que Hys es 

donde la rmpedancra rntrinseca ahora es una cant1dad compleja, 
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(33) 

Los campos eléctnco y magnétiCO ~·a no están en fase temporal. 

Antes de considerar un ejemplo ~ue ilustre estos cálculos, la naturaleza del factor exponencial 
e-uz merece alguna explicación. Para una onda que se propaga en la dirección + z. este factor 
provoca una d1smmución exponenc1al en la amplitud con el aumento de los valores de z. La 
constante de atenuación se m1de en nepers por metro fllptm) para que el exponente de e sea 
medido en las umdades adimensionales llamadas nepers. Entonces SI ct= 0.01 Nptm la amplitud 
de la cresta de la onda en z = 50 m sera e -o 5te .o= 0.607 de su valor en z = O. Recorriendo una 
d1stanc1a 11 aen la dirección + z, la amplitud de la onda se reduce por el factor de e·', o 0.368 

Algunos resultados numéricos se pueden calcular para agua destilada, que es un dieléctrico 
bastante malo Con w= 1011 radts o f = 15.9 GHz, valor que cae en la banda de SHF '"uper alta 
frecuenCia). los valores represen,atiVOS de los parámetros f.l- R = 1, 'R = 50 y CT = 20 Q '

1t m. 
Traba¡ando con un poco más de precisión que la normal, se t1ene 

y 

Por lo tanto 

a 20x JO" 
--= 
úE 10" x50x8.854 

0.4518 

y= j!0 11 ~4m: 10 'x 8.854x 50x ¡o·" ~1- }0.4518 

= j2359.JI.0973L- 24.31 o 

= 2471Lí7.84°=520.3+ }2415 m·' 

a= 520.3 Nptm 

y la amplitud de E, o H,. se atenuará por un factor de 0.368 para cada 1t520 m (alrededor de 2 
mm) de propagación en el agua. El termino Mpropaga"' se usa sin mucha prop•edad. La 'gran 
atenuac•on 1nd1ca la razon por la cual el radar es Ineficaz en el agua y en su lugar se utiliza el 
sonar esto tamb1en sug1ere que la l'u.medad o la lluv1a en la atmósfera pueden provocar problemas 
en la prooagac1on a altas frecuenc1as 

La constante de fase es 

/3= 2415 rad !m 

y se ha afectado sólo levemente por la conductividad d1stmta de cero, puesto que los cálculos 
numencos antenores muestra Que habria ssdo 2359 radlm si fuese cero. La longitud de onda en el 
a1;e en esta frecuencia es 1.886 cm y dado que ~=27t ti., tiene un valor de 2.601 mm en el agua. 

Se encuentra que la 1mpedanc1a intrinseca es 

4Jr!O_,., 1 
-J =50.86Ll2.!6°=49.72+ j!0.7! 

50x8.854 1- )0.4518 
TJ= 
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y E, se adelanta a H, por 12.16• en cada punto. 

Se considerara ahora el caso más practico de un material dieléctrico que tiene c1erta pérdida 
pequeña. El criterio por el cual debe juzgarse si la pérdida es pequeña o no. es que la magnitud de 
alúf sea compatible con la unidad, como muestran (32) y (33). El término alúf se refiere a la 
tangente de pérdida por una razón que sera clara cuando se considere la ecuación de Maxwell del 
rotac1onal de H que conslituyó el punto de part1da del anahsis, 

'VxH, =(a+ jaE)E, =J"' +J., 

La razón de la dens1dad de cornente de conducción y la dens1dad de corriente de desplazamiento 
es 

Es decir. estos dos vectores apuntan en la m1sma dirección. pero están 90° fuera de fase con 
respecto al tiempo. La densidad de corriente de desplazamiento adelanta a la densidad de 
comente de conduccJón cerca de goo, de la misma forma en que la corriente a través de un 
condensador adelanta a la comente, a través de una resistencia en serie con él. cerca de goc en 
un CirCuito ordinano. Esta relación de fase se muestra en la figura 2 

' t: 

J,¡. - ~~ .. ~ 
Figura 2 

La relación fase-nempo entre J ... J,., J, y E. La tangente de 8 
es 1gual a a/(J)(y go•.e es el ángulo común de factor ootenaa. 

o el angulo por el cual J. adelanta a E.. 

E! angula 8/no se confunda éste con ·el angula polar en coordenadas esféricas) puede por IÓ tanto 
1dent1f1carse como el angula con el cual la densidad de comente de desplazamiento adelanta a la 
densidad total de corriente, y 

a 
tan e=

aE 
(34) 

Esta relac1ón ha causado que se le dé el nombre de tangente de pérdida a al<tE. La O de un 
condensador ( su factor de calidad. no su carga), que t1ene dieléctnco disipativo, es el reciproco de 
ta tangente de perd1da. 

Si la tangente de perdida es pequeña. se pueden obtener aproximaciones útiles para las 
constantes de fase y atenuación, y la 1mpedancia intrinseca. Dado que 

(32) 
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y se puede desarrollar el segunde radical por medio del teorema del binomio 

" n(n-1) , n(n-l)(n-2) 3 (l+x) =l+nx+ x + x + ... 
2! 3! 

donde 1 x 1 < 1. Identificando x como -jo-/ <LEy n como Y,, entonces 

de aqui 

(35) 

y 

(36 a) 

o en muchos casos, 

(36 b) 

De manera s1milar. se encuentra 

rP[ 3 ( CJ )' . CJ ] TI= IJ'E 1-8 üE + J 2üE 
(37 a) 

o 

(37 b) 

Con el propostto de ilustrar la ex~cbtud de las aproxtmaciones. se volvera a calcular a f3y r¡ para 
el e¡emplo del agua destilada utiliZado antenormente, aun cuando la tangente de pérdida tenga el 
valor relativamente grande de O 4518. Con & =50. cr = 20 n ·'tm. w =10 11

, y ~ =1. a parttr de 
(35). se llene 

a= 532.8 Nplm 

que es compatible con el valor exacto de 520.3 Np 1 m. Con (36a). la constante de fase es 

{3 = 2419 rad/m 

que resulta muy cercana al valor exacto de 2415 rad/m, mientras que (36b) proporciona el valor 
para el caso sm oérd1das o no dlstpattvo. · 

{3 = 2359 radlm 

Fmalmente se encuentra que la 1mpedanc1a intrinseca es. por (37b), 

r¡ = so.65L13.75" = 49.20 + ¡12.03 n 

lo cual es compatible con el valor exacto de 50.86L12.16" = 49.72 + j10.71 n. mientras que con 
(37b) se comete un error mayor 
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r¡= :4.62L12.73' = 53.28 + j12.03 n 

Aunque la tangente de pérdida e~ este ejemplo es 0.4518, los errores rnvolucrados al usar las 
formulaciones fnás aproximadas r.on probablemente poco importantes, porque la conductividad y la 
constante dieléctrica relativa rara vez son conocidas con una precisión mayor. Sm embargo se 
recomienda el uso de las aproximaciones sólo cuando a al < 0.1; cualquier aproximación 
ad1cional se debe basar en un juicio de ingemería. 
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Figura 3 

La variae~on de a. ~ y CJIUJE se muestra en 
a). b) y e). respecJVamente. para el p1ranol 
1467. pohestire1o yteflon. Notase el uso de 
escalas logantm1cas para todos los e¡es. 
excepto& . 

En la mayor parte de los d1electncos fJSJCOS la tangente de pérdida varia menos con la 
trecuenc1a que la conduct1v1dad. Esto es. la conductividad t1ende a aumentar con la frecuencia 
aunque no linealmente. Tamb1en pueden ocurnr cambiOS relativamente r3pidos de conductividad, 
de permitlvidad y de tangente de perd1da en la reg1ón Infrarrojo y en la región ultravioleta. Una 
graf1ca de la vanactón de a ER y Glt.JL con la frecuencia se muestra en la figura 3, para el p1ranol 
1467. el teflón y el pohestJreno, en una escala logaritmJca de frecuenc1a. 
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EL VECTOR DE POYNTING Y CONSIDERACIONES DE POTENCIA 

Con el propósito de encontrar la potencia de una onda plana unzforme. es necesano desarrollar un 
teorema de potencia para el campo electromagnético. conocido como el teorema de Poynting. Este 
fue postulado originalmente por el fíSICO 1nglés John H. Poynting. 

Se tiene como mtcio la ecuación de Maxwell, 

. ClD 
VxH=J+

ilr 

Al real1zar el producto punto con E en cada lado de la ecuación. 

iJD 
E VxH=J-E+E·

Clr 

Ahora. hactendo uso de la identidad vectonal 

V· (E xH) =-E -Vx H + H · VxE 

La cual puede comprobarse med1antG su desarrollo en coordenadas cartesianas. Entonces 

pero 

y por lo tanto 

o 

S1n embargo. 

y 

entonces 

ClD 
H-Vxf-V (ExH)=J·E+E·

ilr 

iJB 
vxE =-

ill 

iJB 
-H---v 

01 
iJD 

(ExH)=J-E+E·
ilr 

iJH 
ilr 

-'V-(ExH)=J E+--+--a ( EE' ¡..¡H') 
ilr 2 2 

Fmalmente. Integrando a traves de un volumen. resulta 
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i:l (EE' pH'} JY'·(ExH)dv=J J·Edv+-J -+-- '' 
•ol at ~o/ 2 2 

'"' 

y con la aplicación del teorema de la divergencia para obtener 

_¡ (ExH) ds=fJ·Edv+-J -+- ~,. i:l (EE' pH' 
Js '"' i:lt ~1 2 2 

(38) 

Sr se supone, que no hay fuentes dentro del volumen, entonces la pnmera rntegral a la derecha 
es la petenera óhmrca total (e instaPtclnea) drsipada dentro del volumen Si hay fuentes presentes 
dentro del volumen, entonces el resultado de mtegrar sobre el volumen de la fuente sera posrtrvo si 
la petenera esta siendo sumrnistrada a la fuente, pero seré negativa si la potencia es suministrada 
por la fuente. 

La integral en el segundo térmrno de la derecha es la energia total almacenada en los campos 
electnco y magnétrco. y las denvadas parcrales con respecto al tiempo provocan que este termtno 
sea la razón de cambro con respecto al tiempo de la energía almacenada dentro de ese volumen, o 
sea. la potenc1a mstantánea que hará que la energía almacenada dentro de este volumen 
aumente, La suma de las expr~s.ofleS a la derecha debe ser, por lo tanto, la potencia total aue 
fluye hacia el volumen, en consecuencia, la potencia total que fluye fuera del volumen es 

i (Ex H) dS 

donde la mtegral es sobre la superficte cerrada que rodea el volumen. El prCtducto cruz E x H. es 
conoctdo como el vector de Poynting P, 

lP-ExHJ (39) 

que se tnterpreta como una dens1dad de potenoa instantánea medtda en watts por metro cuadrado 
(W/m

2
) Esta mterpretactón. esta su¡eta a las mtsmas constderactones filosóficas como en el caso 

de la tnterpretacton de Y2 O • E o lí B • H como denstdades de energía. Lo único que se puede 
demostrar ngurosamente es que la integracton del vector de Poynting sobre una superf1cte cerrada 
proporc•ona la potencta total quR atrav•esa la superficte en un senttdo hac1a fueta, Stn embargo. la 
mterpretacton como una denstdad de potencia. no está mal encam1nada. especialmente cuando el 
vector de Poynttng se apl1ca a Campos que vanan stnuso1dalmente. Se pueden encontrar 
resultados extraños cuando el vector de Poyntmg se aplica a campos constantes en el ttempo. 

La d•rección del vector de Poynt•ng P tndtca la direccion del fluJO de potencia instantaneo en el 
punto. mcluso muchos de ustedes ptensan en el vector de Poynhng_ como un vector ·apuntante~. 
Este homon.mo. aunque aCCidental. es correcto 

Puesto que P esta dado por el producto cruz de E y H. la d~reccion del flujo de potenc1a en 
cualQUier punto. es normal a ambos vectores E y H Esto concuerda muy b1en con la expenencia 
con la onda plana uniforme puesto que la propagac1Ón en la dirección + z estuvo asoc1ada con una 
componente E. y una Hr 

En un d1eléctnco perfecto. estos campos E y H estan dados por 
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y por tanto 

E 
H = ~cos(aJ- fj:) 

' r¡ 

E' 
P =~cos'(m- /3:) 
' r¡ 

Para encontrar la denstdad de potencia promedto en el tiempo, se trttegra sobre un ciclo y se divtde 
entre el penodo T = 1/f. 

r'' 1 E' P.,.,m = f 1 __¿¡_cos'(m- fj:)dt 
1J 

fE' '! =-~! [l+cos(2aJ-2fj:)dr 
i. TJ o 

= f j t+-sen(2m-2fj:) E'[¡ ]ur 
2 r¡ 2úl o 

\' 

--.!._E;, S P;. 1.ru"' 2 r¡ 
W !m' (40) 

Si se utiliZan valores de raíz cuadrática med1a (R.M.S .. por sus siglas en mglés) en lugar de 
amplitudes pico. podria no aparecer el térmmo Yl. 

Fmalmente. la potencta promedtc que fluye a través de cualquaer área S normal al eje z es 

w 

En el caso de un dteléctrico dtsipativo Ez y Hy no están en fase con el tiempo. 
Se ttene 

Si. 

entonces se puede escribtr la mtenstdad de campo magnético como 

H, =~o e-~ cos(m- fl- 8") 

'Entonces. 
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E' 
P = E,H =-!!Le-'~ cos(w- {3:)cos(W- /3:-8,) 

z 1 ~ ., 

Ahora es el momento de usar la identidad cos A cos B = Y, cos (A + B) + Y, cos (A- 8). que me¡ora 
constderablemente la forma de la últtma ecuación, 

E' 
P, = ---!!!.e-'~[cos(2w- 2{3:- e,) +cose,] 

11., . 

Se encuentra que la densidad de potencta tiene sólo una componente de segunda armómca y una 
componente de cd. Puesto que el primer térmmo tiene un valor promedio cero sobre un número 
entero de periodos, el valor promedio en tiempo del vector Poynting es 

P 
1 E;. _,~ e 

z.prom = 2-11.,- e cos 1J (41) 

Nótese que la denstdad de potencia se atenúa como e ·2aZ. mientras que Ex y Hy decaen como e ·o:z 
Se haran ahora unos cuantos cálculos de potencia para el ejemplo del agua dulce constderado 

1 . 
en la secc1on pasada Algunos de los datos eran· f =300M Hz. a.= 50, rr= 20 n · 1m. a= 520.3 
Np/m. {3= 2415 rad/m y r¡ = 50.68.::12 16° n. S1 se selecciona ahora E, 0 = 100 V/m y z = 1 mm 
Enlences z = 0.5203 y z = 2415 rad o 138.4°. Se tiene 

E, = 1 O O e"""" cos(6n1 O' 1- 138.4°) = 59.4cos( 6n1 O' 1 -138.4°) V í m 

100 -"''0' > =--e -- 'cos(6n10 1-138.4° -12.16°) 
50.86 

H Al m 

o 

H =1.169cos(6n10'1-150.6°) Alm 

De manera que 

P. =E, H. = 69.4cost 6Jc10' 1- 138 4° cos(6n10' 1- 150.6°) W 1m' 

o 

P. =3-17[cos(l2n10'1 -289.0°)..-cos12.2°] 

=33.9+3-1.7cos(12n10 81-289.0°) W!m' 

la ecuac1on (41) da la pan e de la repuesta. correspondiente al promedio en tiempo muy 
raotdamente 

P - 1 100: -:•Ol:OJ 12 16° 33 9 ----e cos . = . 
Lp•om 2 50.86 W !m' 
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PROPAGACIÓN EN BUENOS CONDUCTORES: EL EFECTO PIEL 

Como e¡emplo final de una propagación no codificada, se invesligará el comportamiento de un 
buen conductor cuando una onda plana uniforme se establece en él. En lugar de pensar en una 
fuente encajada en un bloque de cobre y que lanza una onda en ese matenal, el interés se 
centrará en una onda establecida por un campo electromagnético existente en algún dieléctrico 
externo en contacto con la superficie del conductor. Se verá que la transmisión pnnc1pal de energia 
debe tener lugar en la región fuera del conductor, porque todos los campos vanantes con el tiempo 
se atenúan, muy rápidamente al penetrar en un buen conductor. 

El buen conductor t1ene una conductividad alta y corrientes de conducción grandes. La energia 
representa por la onda que via¡a a través del matenal disminuye conforme la onda se propaga. 
porque siempre existen pérd1das óh:n1cas Cuando se analizó la tangente de pérdtda se vio que la 
razon de la dens1dad de comente de conducción y la densidad de comente de desplazamtento en 
un material esta dada por al cd . S1 se elige un matenal conductor meté.hco y una frecuencia muy 
alta como un ejemplo conservativo, esta razón para en nicromo (cr = 106

) a 100 M Hz es alrededor 
de 2 X 108 De este modo se tiene una Situación donde a to.:l >> 1, y se pueden hacer varias 
aproximaciones buenas tendientes a encontrar q {Jy 77 para un buen conductor. 

La expresión general para la constante de propagactón es 

La cual se stmpltfica mmedtatamente para obtener 

o 

r=J~- i~ 

pero 

- j=lL-90° 
y 

por tanto 

o 

y= u 1 + l¡..J if J.lCf (42) 

de aqui. 

0: = f3 = ~l(¡.JCJ (43) 

A pesar de los parámetros y o del conductor, o de la frecuencia del campo aplicado, a y fl son 
tguales St se supone nuevamente que sólo existe la componente E •. que v&a)a en la dtrección + z. 
entonces 
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(44) 

Se puede atribUir este campo e el ccr.ductor a un campo externo en la superficie del. conductor Se 
cons1dera que la región z > O es el buen conductor y la región z < O es un dieléctrico perfecto. En la 
superfic1e de frontera z = O, (44} viene a ser, 

E_ = E,, cos m (z= O) 

Este se cons1dera como el campo fuente que establece los campos dentro del conductor Dado 
que la cornente de desplazamien;.o e~ despreciable, 

J =oE 

Entonces la densrdad de comente de conducción en cualqUier punto dentro del conductor está 
drrectamente relacronada con e· 

(45) 

Las ecuaciones (44) y (45) contienen nqueza de información Considerando primero el termmo 
negatrvo exponencral. se encuen:ra una drsmrnución exponencial en la densidad de comente de 
conduccrón y en la Intensidad de campo eléctnco a medida que la penetración en el conductor 
aumenta (ale1andose de la fuente) El factor exponencial es uno en z =O y disminuye a e ., = 0.368 
cuando 

= = -Jlifpa 

Esta d1stanc1a es denotada por óy es llamada la profundidad de penetración o profundidad de la 
0181 

1 1 1 o- ----- -Jlifpa- a- f3 (46) 

Este es un parametro rmportante an la descripcrón del comportamrento del conductor en campo 
electromagnétrcos Para tener u.1a tdea de la magn1tud de la profundidad de la piel. cons1derese el 
cobre cr= 5.8 X 1 O~ ~l ·1/m, a vanaJ frecuencias d1ferentes. Se t1ene 

0.0661 o,, = .¡¡ 

A una frecuencia de la fuente de alimentaCión de 60 Hz. liu = 8.53 mm, alrededor de pulg. 
Recordando que la densidad de potencia lleva un término exponencial e -2"z, se ve que la densidad 
de potencia se mult1phca por un factor de 0.3682 = o.135 para cada 8.53 mm de penetración en el 
cobre 

A una frecuenc1a de microondas de 10 000 MHz, óes 6.61 X 10 .. mm o alrededor de un octavo 
d~ la long1tud de onda de la luz VISible. 

Entonces. todos los campos en un buen conductor, como el cobre. son esencialmente cero a 
dlstanc¡as mayores que unas cuantas profundadades de p1e1. Cualquier densidad de corriente o 
1ntens1dad de campo eléctnco establec1da en la superficie de un buen conductor disminuye 
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r;ipidamente a medida que penetra en el conductor. La energía electromagnética no se transmite 
en el interior de un conductor; sino que vieja en la región que rodea al conductor, todo lo que hace 
el conductor es sencillamente gUiar las ondas. Las comentes establecidas en la superficie del 
conductor, se propagan en el conductor en una dirección perpendicular a la direcc1ón de la 
dens1dad de corriente, y son atenuadas por pérdidas óhmicas. Esta potencia perdida es el precio 
que ex1ge el conductor para actuar como una guia. 

Supóngase que se tiene una línea de transmisión de cobre en la subastación de una compañia 
publica de electncidad, y se desea que conduzca comentes grandes, por tanto, se seleccionan 
dimensiones de 2 por 4 pulg. De este modo, se desperdicia mucho cobre pues los campos son 
reducidos grandemente en una profundidad de piel, alrededor de pulg. Un conductor grueso con 
un grosor de pared de alrededor de /S pulg seria un d1seño mejor. Aunque se estan aplicando los 
resultados de un anéhs1s para un conductor plano Infinito a uno de dimensiones finitas, los campos 
son atenuados en el conductor de tamaño finito de manera similar (aunque no idéntica). 

La profundidad de piel extremadamente corta a frecuencias de microondas muestra que 
úmcamente la capa superficial del conductor guia es importante. Una pteza de vtdrio con una 
superfic1e de plata evaporada de 0.0001 pulg de grosor es un excelente conductor a estar 
frecuenc1as 

A contmuactón se determinaran expresiones para la velocidad y la longitud de onda dentro de 
un buen conductor, se tiene a partir de (46) 

Entonces. dado que 

a= f3 = .]_ = ~;ifJ..LCJ 
8 

f3=2TC 
A. 

se encuentra que la longitud de onda es 

Tamb1en. recuerdese la ecuac1on t27) 

w ,·=-
f3 

A si. 
,. = úi5 

(47) 

(48) 

Para el cobre a 60 Hz. A • 5.36 cm y v • 3.22 m /s, o alrededor de 7.2 mi /h. Muchas personas 
pueden correr a una velocidad mucho mayor que ésa. Desde luego, en el espacio libre, una onda 
de 60 Hz llene una long1tud de onda de 3100 mi y v1a¡a a la velocidad de la luz. 

Con el propósito de encontrar H,. se neces1ta una expresión para la impedancia intrinseca de un 
buen conductor Comenzando con la ecuac1on (33). seccion 1.3, 

Dado que O>>(J)(. se tiene 

1)= r;c;¡¡ 
\)~ 
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7]= ~jap 
- '. O" 

la cual puede escribirse como 

(49) ,, 
1 

Entonces, rescrib1endo (44) en términos de la profundidad de piel. 

(50) 

luego 

(51) 

y se ve que la amplitud mcixlnli.l de la 1ntens1dad de campo magnétiCO ocurre un octavo de ctclo 
despue~ que la amplitud max1ma de la intensidad de campo eléctrico en cada punto · 

A part1r de (50) y (51) se puede obtener el vector de Poynllng promediO en tiempo aplicado (41), 

o 

Se observa nuevamente que a lli13 d1stanc1a de una profundidad de p1el la denstdad de potencia es 
·2 1 • j 

un1camente e =O 135 de su valur en la superiic1e 
La perd1da total de potencia es l!na anchura O < y< b y longitud O < x < L en d1rección de la 

comente. como se muestra en la figura, 1 4. se obt1ene encontrando la potencta que atravtesa la 
superf1c1e del conductor dentro de esta área. 

p =J. p dS =s· L.f"",.. ,l l.tlrom J 

= .!_alhLE' 4 ,o 

·En termmos de la dens1dad de comente ~o en la superficie.· 
j ,"'!. 

Se t1ene 

1 "'- , p . =-= . 
L.P'"'"' 4a U .ro (52) 

,1 
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H
• - 1 E•, _,, 
-- e vsl 11J J:!O , 

(56) 

donde r¡, es compleja a menos que 0 1 sea cero. Esta onda plana en la región 1 que via¡a hac1a la 

superficie de la frontera en z = O es llamada la onda incidente. Puesto que la d~recc1ón de 
propagación de la onda mcidente es ~erpendicular al plano de la frontera se describe esta como 
1nctdencia normaL 

Ahora se ,..o,..l')noce que es pos1ble la transmtsión de energía a través de la superficie de frontera en 
z = O hac1a la regtón 2 constde::mdo que extste una onda con movimiento en la dtrecctón +z en 
dtcho medto 

(57) 

(58) 

Esta onda que se mueve alejánclose de la superficie de la frontera hacia la región 2 se llama la 
onda transmittda; nótese el uso de las diferentes constantes de propagación Y: y la ¡mpedancta 

mtrinseca 11~ 

Ahora, se deberán satisfacer las cund1ciones de frontera en z = O con estos campos supuestos E. 
es un cclmpo tangencial; por tar,to. los campos E en las reg1ones 1 y 2 deben ser 1guales en z =O. 
Hac1endo que z = O en (55) y (57) se reqUiere que E•,10 = E·,~ Sm embargo. H, es tamb1én un 
campo tangencial y debe ser contmuo a lo largo de la frontera (no ex1sten comentes lam1nares en 
med1os reales) S m embargo, cu.Jndo se hace z = O en (56) y (58), se encuentra que debe tenerse 

E·,,o/1]1 = E'"" r¡,; dado que E·, 10 = E·,0 • entonces r¡, = r¡,. Pero esta es una condic1ón muy 

·especial que no concuerda con los nechos en general, y por· lo tanto no se pueden satisfacer las 
cond1c1ones de frontera con solamente una onda incidente y una onda transmitida. Se requiere una 
onda que viaJe aleJandose de la frontera en la region 1, como muestra la figura 5; esta se llama una 
onda reflejada, 

(59) 

w 
"' 

= _ E;lll er1= (60) 
1], 

Donde puede ser una cant1dad compleJa. Como este campo esta viajando en la dirección -z, E,. 51 = 
-71: Hys,. puesto que el vector de Poynt1ng muestra que E·, x H·, debe estar en la dirección -az. 

Las condiciones de frontera se pueden satisfacer ahora con facilidad, y en el proceso las 
amphtudes de las ondas transmitida y refleJada pueden encontrarse en términos de E·., 0 . La 
1n1ens1dad total del campo eléctrico es continua en z = O, 

.Eu1 = En2 
o 

por ta':lto 
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Ademas, 
Hys 1 = t--\-s2 (z =O) 

o . - . 
H ys1-r Hys1 = Hys2 (z =O) 

Y por consiguiente 

(62) 

Al resolver (62) para E·,,o y susti:~" en (61), se encuentra que 

o 

La razón de las amplitudes de los campos electncos reflejado e incidente, es llamada el coef1ciente 
de reflexión y se designa por r (gamma), 

f= E;,o = r¡, -r¡, 
E;,o Tf: +J1 

(63) 

El coeficiente de reflexión puedE ser compleJO. en cuyo caso hay un desplazamiento de fase en la , .,. 
onda refle¡ada 
La amplitud relattva de la tntensidac' de campo eléctnco transmitido se encuentra combmando (63) .. 
y (61) 

E;, = 2r¡, 

E:,, Tf: + 71 
(64) 

Esta se conoce como el coefic1ente de transmtsion. pero como no se usa demasiado no se JUStifica 
designarla con un símbolo espec1al 
Se vera como estos resultados se pueden aplicar a vanos casos espectales. Pnmero. sea la regron 

1 un dieléctnco perfecto y la reg1on 2 un conductor perfecto. Dado que a~ es tnfrmta 

Tf: = ~ jú11-:_ =o 
a,+ Ja:E-, 

Y de 164) 

No pueden extsttr campos vanantes con el tiempo en el conductor peñecto. Una forma alternativa 
de ver esto es notando que la profundtdad de ptel .,;ea cero. 

Dado que T), =O, entonces (63) muestra que 

r = -I 
y 
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La onda refle¡ada es igual en amplitud y de signo opuesto a la onda incidente. Toda la energia 
incidente es refle¡ada por el conductor perfecto, y el campo total E en la región 1 es 

donde se ha considerado 1'í = O+ j [3. . en el dieléctrico perfecto. Estos térmmos pueden 

comb1nc:.:-:: y simplificarse. 

E =(e-'~''- e'~'' )r 
nl xiO 

=- j2senf3.zsen{i1 (65) 

Multiplicando por e ,ro1 y tomando la parte real, se puede eliminar el subíndtce s y obtener la 
funcion real del t1empo 

(65) 

Este campo total en la región 1 no es una onda que v1aja. a pesar de que se obtuvo combmando 
dos onaas de tgual amplitud que via1an en dtrecciones opuestas. St se compara su forma con la de 
la onda tnctdente 

(66) 

En esta ulttma se ve el térmmo ú1 -<A= u liJ(t- =/ \' 1 }. que caracteriza una onda que vtaja en 

la d1recctón +z con una veloctdad v1 = wf A. Sin embargo, en (65). los factores que mvolucran 

tiempo y dtstanc1a están separados por térmmos trigonométricos. En todos los planos para los 
cuales A== ntr, El, es cero en todo anstante. Ademas. cada vez que ID= n1r. Ex, es cero en 

todas partes. N campo de la forma de (65) se conoce como onda estacaonaria 
Los planos en los cuales E., :::: O. se localizan donde se cumple 

por tanto 

y 

f3.:=nJT 

2JT 
;¡;-==nJT 

:=n.i , 

( n = 0.±1.±2 .... ) 

Por tanto. E.,:::: O en la frontera z :::: O en cada numero entero de medias longitudes de onda desde 
la frontera de la reg1ón 1. z < O. como se Ilustra en la figura 6. 

o 
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E. 
= 2 .-!.!E.. e os /3, z cos CiJ 

11 
(67) 

Esta también es una onda estacionana, pero muestra un méximo de amplitud en los lugares donde 
E,,= O. Y esta también 90' fuera de fase con E. 1 en todas partes. Por lo tanto. no se transm1te 
potenc1a promedio n1 en una m en otra dirección. 

Considérese ahora d1eléctncos perfectos en ambas reg1ones 1 y 2; r¡, y 17, son cantidades reales 

positivas y o; = a, =O. De la ecuac1ón (63) se puede calcular el coeficiente de reflexión y 

encontrar E.,, en términos de la amplitud incidente E:".._ 10. Conociendo E'"~ 1 y E· .. ,, se puede 
entonces encontrar Hy 1 y 1-fyt- En la región 2, E'"x 2 se encuentra a part1r de (34), y esta 
determma luego a H•y 2 Como eJemplo numénco, se seleccionan 

171 = 300 

17: = 100 

E·,,o = 100 V/m 

Entonces 

r = 100-300 -ú.5 
100+300 

las 1ntens1dades de campo magnetic:o son 

w = 
100 

= 0.333 
"' 300 

-50 H:, 0 = 
300 

=0.167 

Al m 

Al m 

la dens1dad de potenc1a proined1o mcidente es 

W/m
2 

mtentras que 

W/m2 

En la reg1ón 2 

• 2TJ. 
E,,,= · E; .. ,= 50 V/m 

11: ... TJ, 
y 

H: '" = 
1

5

0
°
0 

= O. 500 Al m 

entof'!ces 
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W/m
2 

Notese que la eneregta se conserva: 

La relación de potencia entre las potencias incidentes, reflejada y transmitida debe compararse con 
la ecuación que expresa la contmuidad de la intensidad de campo eléctrico tangencial en la 
superficie de la frontera. 

Las ondas mctdente y refle¡ada en la región 1 pueden combinarse para producir el campo total ah t. 
pero esto se reservara para la SIQutente sección 

RELACION DE ONDA ESTACIONARIA 

Una de las mediCIOnes que se realiza tacilmente en SIStemas de transm1stón es la amplitud relattva 
de la mtenstdad de campo eléctdco o magnético, por medio del uso de una sonda. Un pequeño 
ctrcuito acoplado dara una indicación de la amplitud del campo magnéttco. mientras que un 
conductor central extendido levem :mte de un cable coaxial probara al campo eléctrico Ambos 
d1spostttvos son smtontzados generalmente a la frecuencta de operación para proporctonar una 
mayor sensit1v1dad. La comente de salida de la sonda es rectificada y conectada directamente a un 
m1croamperimetro o puede ser transmitida a un voltímetro electrónico o a un amplificador especial 
La lectura es proporcional a la amplitud del campo senoidal variante con el tiempo. en el cual la 
sonaa esta 1nmersa 

Cuando una onda plana uniforme v1aja a través de una región no d1S1pativa, y no se presenta una 
onda reflejada. la sonda ind1cara la m1sma amplitud en cada punto. desde luego. el campo 

1nstantaneo que muestrea la sonda difenra en fase por {j.: = - : 1 ) rad1anes. a med1da que la 

sonda se mueve de z = Zt a z = z2. pero el sistema es insensible a la fase del r:ampo Los voltajes 
de ampl1tud tgual son característiCOS .:le una onda v1ajera no atenuada. 

Cuando una onda via¡a en un medio no diS!pativo y es refleJada por un conductor perfecto, el 
campo total es una onda estac1onana y la sonda de volta¡e no proporciona nmgún voltaJe de salida 
cuando esta Situada en un numero entero de medias longitudes de onda desde la superficie 
reflectora Como la pos1ción de la sonda esta cambiando, su salida vana como ~en f3zj. donde z 

es la dtstancta desde el conductor. La variación senoidal de la amplitud se muestra en la figura 7, 
es característica de una onda estac1onana. 
Una s1tuac1on mas complicada se presenta cuando el campo reflejado no es ni el O ni el 100 % de 
la onda mc1dente C1erta cantidad de energia se transm1te a la segunda región y cierta canbdad es 
refle¡ada. La región 1, por tanto, sostiene un campo que esta compuesto por ambas, una onda 
via¡era y una onda estacionana. Se acostumbra describir este campo como una onda estacionaria 
aunque también este presente una onda v1ajera. Se verá que ningún punto de los campos 
mant1enen una amplitud cero en todo instante y el grado que el campo se divide entre una onda 
que vla¡a y una onda estac1onaría verdadera se expresa por la razón entre la max1ma amplitud 
encontrada por la sonda y la amphtud min1ma. 
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Utilizando los m1smos campos invest•gados en la sección anterior se pueden combinar la 
Intensidades de campo eléctnco incidente y refie¡ado 

El campo E,, es una función seno1dal de t (generalmente con un Angulo de fase distinto de cero). y 
varia con z de una manera por ahora desconocida. Se inspecciona todo z para encontrar las 
amplitudes máx1ma y mínima. y determinar su razón. A esta razón se le llama la relac1on de onda 
estac10nana y se simboliza con s. 
Ahora se mostrará la mecánica de eSte procedimiento para el caso en el que el med1o 1 sea un 
dieléctrico perfecto, a 1 ;;; O, pero la región 2 pueda ser cualquier material. Se tiene 

donde 

r 

y T), es real y pos1t1va pero T), puede ser comple¡a Entonces r puede ser comple¡a y se toma en 

cuenta esta pos1bl11dad pomendo 

f=ifle"' 

Si la reg1ón 2 es un conductor perfecto, cf> es igual a n: y si T), es real y menor que T),, cf> es 

tamb1en •gual a 7C, y si 17: es real y mas grande que T), , cf> es cero. El campo total en la reg1ón 1 

es 

(68) 

Se buscan los valores maximo y mimmo de la magnitud de la cantidad compleja dentro del 
oarentests mas largo Seguramente se tendrá un max1mo cuando cada term1no en el parentes1s E. 
largo tenga el m1smo angulo oe fase entonces. para .e~ u pos1t1va y real 

(69) 

y esto sucede cuando 

- {3,: = {3,: +(/H 2n7C (n = 0.±1.±2 .... ) 

Entonces 

(70) 

Nótese que un volta¡e máximo se encuentra en el plano de la frontera (z = O) si cf> = O: además cp 
= O cuanoo r es real y positiva. Esto sucede en 7)1 y T), reales cuando 7), >7)

1 
• Entonces existe 

33 



un volumen maximo en la superficie de la frontera cuando la impedancia intrínseca de la reg1ón 2 
es mayor que la de la región 1 y ambas impedancias son reales. 

Para el conductor perfecto <fJ = 7r, y estos max1mos se encuentran en - {3,= = ~, 3~. y a si 

sucesivamente, como se VIO antes. 

Los minimos ocurren cuando el ángulo de fase de los dos términos en el paréntesis largo. difiere 
por 180'; entonces · 

E,,m., = (1-l r IJE;,, (71) 

y estos ocurren cuando 

- {3., = = {3, = + l{l+ 7r + 2n 7r (n = 0.±1.+~ .... ) 
o 

- /3., =mm 

(f¡ 7r 
=-+nn+-

2 2 
(72) 

Los mimmos estan separados por rr.UitJplos de una media 1ong1tud de onda (como los m8x1mos). y 

para el conductor perfecto el pr1mer min1m0 ocurre cuando - /3.. ~ = O, o en la superficie 

conductora. En general, se encuentra un voltaJe mimmo en z = O s1empre que (/> = O. estro ocurre 

SI TJ: < T]1 y ambas son reales 

Para tlustrar algunos de estos resultados. ~onsiderese una onda de 3 GHz. 100 V/m que se esta 

propagando en un matenal que t1ene ER 1 = 4.~ 1 = 1 y a¡ =O. La onda mc1de normalmente 

sobre otro dieléctrico perfecto en la región 2. z >O donde E., = 9 y ).J., = 1 (F1g. 8). 

Se calcula m= 6Jrt0" rad .' s. {3., = ~ = 40:nrad 1m. y A =ID~ ¡..LE, = 60ro·ad 1m. 

Aunque la longttud de la onda en el atre sena de 10 cm. aqui se encuentra que 

. 2n - , 2n 3 '3 .... o.... r ( 1]. -1], ) -'· =-=)cm.A. =-= .o cm. 1], =60, .... r¡. =4 ,.,, y = · =-0.2 Puesto 
f3.. A . (TJ,+TJ,) 

que r es real y negattva (TJ: < 17, ), habra un mintmo del campo electnco en la frontera. y se 

repet~ra a Intervalos de med1a 1ong1tud de onda (2.5 cm) en el d1eléctnco 1. Con base en (71), E.,1_ 

m.- = 80 V/m. 

Los maxrmos de E se encuentran a dtstanctas de 1.25. 3.75. 6.25, ... cm desde z = O estos 
maxtmos t•enen todos amphtudes de 120 Vlm. como lo predace (69). 

No hay maximos o mimmos en la regton 2 ya que ahi no existe onda reflejada. La razón de las 
amplitudes máxtma y mintma se llama la relacton de onda estaoonaria 

s= 
E,,""--' 

EuL.mm 

1+ 1r1 =---
1-f r 1 

(73) 

Puesto que r ;~ l. S Siempre es POSitiva y mayor O 1gual a la unidad. Para el ejemplo antenor. 
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s= 1+!-0.2! =g =!.S 
1-l-0.2 ! 0.8 

s, 1 r 1 ; 1. las amplitudes reflejada e incidente son iguales, toda la energía mcidente es refle¡ada y 
s es mfiMa. Pueden encontrarse planos separados por múltiplos de ?..,!2. en los que E,, es cero 
en todo mstante. A la mitad entre estos planos, E,., tiene una amplitud maxima de dos veces la 
longttud de onda tnctdente. 

SI T), ; T), . entonces r; o. no h•y energía reflejada y S ; 1: las amplitudes maxima y mimma 

son tguales. 

s, la mitad de la potenc1a incidente es refle¡ada, 1r 12 ; 0.5. ¡r 1 ; 0.707, y s ; 5.83. Como la 
relacion de onda estactonari~ &s una razón entre amplitudes, las amplitudes relattvas 
proporcionadas por una sonda permtten su uso para determtnar s expenmentaimente. Por este 
motivo la relactón de onda estac1onc..:ria es un parámetro importante de la línea de transmtston. y se 
usara extensivamente en el stguiente capitulo. 

Supóngase ahora que la regtón 1 e~ un material dtsipativo para el cual no es cero Una onda 
tnctdente que vtene de la tzquierda sufre una atenuación exponenctal a medida que se propaga en 
la dtrecctón +z. La onda reflejada se atenúa conforme se propaga en la d1re'~C1ón -z. Con el t1empo. 
su amplitud es despreciable corr:parada con la onda InCidente. Entonces. una serie de max1mos y 
min1mos puede perc1b1rse cerca ae la superfic1e reflectora, los cuales se desvanecen a grandes 
d1stanc1as de ella. La figura 9 rr.ue;tra una gráfica de la amplitud de E,. 1, cuando la reg1ón 2 es un 

conductor perfecto y la reg1ón 1 '1ene una constante de propagación )'í = 1 + j4n Debe notarse 

que n1 dos de los máx1mos tienfn la misma amplitud, ni tampoco dos de los mínimos suces1vos La 
relac1on de onda estacionaria e~ una función de z. y su valor no puede ser defm1do 
esoec1f1camente para un caso con1o el mostrado A menos que se especifique la pos1ción en la 
cual se m1de la relactón de ont..la estac1onana. resulta mucho mas mformatlvo descnb1r el 
comportamiento en términos del coefir.1ente de reflexión y del factor de atenuacion. 

Aunque el caso mostrado en la figura 11.9 es extremo. debe notarse también que no ex1ste en la 
pract1ca la !mea de transm1sión no d!S1pat1va verdadera y la relac1ón de onda estactonana s1empre 
es una functon de la pos1cion con nspecto a la carga. El valor de s es plenamente stgmficat1vo solo 
cuanao no camb1a Slgn1ficativame1te a través de la regtón en la cual se esta Interesado 

Nuevamente restnng1endo ta atenc1on a un med1o no d1stpat1vo 1. se encontrara la relac1ón de las 
mtens10ades totales de campo electnco y magnético Para una onda VIajera la relac1ón es 1gual a 

~ TJ1 • el s•gno depende de la dtrecc10n de VIaJe. S1n embargo, la reflex1ón en un conductor petiecto 

muestra que ex1ste la posibilidad de que E..~, o ~5 1 sean IQuales a cero en ctertos lugares, y su 
razon entonces puede variar desde cero hasta un valor. mfinito Los campos totales en z = -1 son 

H =le'''' ,., 

A la relacton se le denomina una 1mpedanc1a Intrínseca de entrada 1],.,
1

• 
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Con la expresión 
f= r¡, -r¡, 

TJ,+Jl 
y la identidad de Euler, se tiene 

(r¡, +r¡,)(cos {3.,1 + jsenf3.1) + (r¡, -T~J)(cos {3/- jsenf3./) 
r¡'"' = T/, x (T/; + 11J )(cos {3.1 + jsenf3.1)- (;, -T~J )(cos {3.1- jsen/3.,1) 

Esto se Simplifica fácilmente para dar 

r¡, + i11 tan Al 
T/,, "" 77J r¡, + ir¡, tan A¡ (74) 

Cuando r¡, es 1gual a r¡, , T/,, también es igual a r¡, ; no existe reflexión, y se d1ce que el s1stema 

de transm1sión es co1nC1dente. S1 7), =O (conductor perfecto}, r¡'"' = }TIJ tan /311, la impedancia de 

entrada es cero cuando f3.J == n1t y ahi E.s, = O. También, 11rnt es infinita en todos los lugares 

donde Hy,, =O. 

Se usara (7 4) profusamente en el Siguiente capitulo en una fonma que es aplicable a las lineas de 
transmisión, pero se conclUirá este cap1tulo sobre ondas planas mostrando como diseñar una 
ventana transparente para una antt>na radar. Este problema surge, por que es necesano proteger 
estas antenas del mal t1empo con cub1ertas o domos protectores. Supóngase que la antena esta 
hac1a la IZQUierda en el espac1o libre, z < ·1. como muestra la figura 10. La región 1 esta entre z = -1 
y O Se supondrá que la regtón 1 es una placa de dJeléctnco perfecto, haciéndola tan delgada como 
se pueda, para conservar valida la suposicton de cero perdtdas. A la derecha de la reg1on 2. z > O, 
esta la reg1on del espac1o hbre a la cual se envía la señal de radar. Con el propósito de ev1tar que 
cualquter reflexión de potenc1a regrese a la antena o para hacer coincidir la señal de la entena con 

la que sale al mundo exterior. en la region 2 se hace 7)_.,= T), = 377 Q. Puesto que 7), = 377, se 

t1ene 

Mult1phcando. se encuentra 

3 7 
. 3.77+jr¡,tanf3./ 

7 = 7) 
' 7), + j377tan {3,1 

j3'7' tan/3,/ = )1),' tan/3,1 

Dado que 1]1 < 377 para todos los matenales no magnettcos, solo se puede satisfacer esta 

ecuacton seleCCIOnando {3, 1 = n 7r. El domo protector mas delgado se obt1ene cuando /3.,1 = 7r o 

1 = -'¡{. Entonces, si la frecuencia de operac1on es 1 O 000 M Hz. se puede seleccionar un 

ptasttco ligero ba¡o en perd1das para el cual E, 1 = 2.25 y con un grosor 

1=}., =-'-' = 3xl0' =10-'m 
2 2/, 2-l2.25IO"' 

(o 1 cm) 

s, el domo protector fuera de 0.5 cm de grosor. podria mostrarse que TI •• ,= 167.5 n y el 14.8% 

de la potencia InCidente podria ser refle¡ada. 
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PROBLEMAS A RESOLVER 

Problema 1 

La 1ntens1dad de campo magnétiCO en el a1re de una onda plana uniforme es de 20 AJm en la 
d1reccJon ay. La onda se propagé-1 en la dJrecc1ón az a una frecuencia de 2 Grad/s (2 x 10

9
(rad/s) 

Encuentre a) la longitud de onda, b) la frecuenc1a; e) el penado; d) la amplitud de E. 

,¡ Resp 0.942 m, 318 MHz; 3.14 n"; 7530 V/m 

Problema 2 

Sea E =[500L-40°a +(200- j600)a.]e.104
' 

' ' . V 1m en el espac1o libre. En· 

cuentre a) w. b) E en (2,3, 1 ), t = lJ, e) E en (2,3, 1) en t = 10 ns, d) E en (3,4,2) en t = 20 ns 

.1 Resp 119.9 Mrad/s, 36.3a. ·<'91a. V /m, 478a, + 417a. V /m; 439a, + 632a. V /m 

Problema 3 

Una onda plana un1forme de 9375 M Hz se propaga en pohest1reno S1 la amplitud de la 1ntens1dad 
de campo electnco es 20 V/m y el matenal se supone que es no dJsJpatJvo, encuentre a) la 
constante de fase. b) la longitud de onda (en el pollesttreno); e) la velocidad de propagación, d) la 
1mpedancJa mtrinseca, e) la co11stante de propagación; f) la amplitud de la mtensidad de campo 
magnétiCO 

,( Resp 314 rad/m. 0.0200 m:. 877 X 108 mls, 236 n: ¡314m·'. 0.0848 Nm 

Problema 4 

Dado un matenal no magnético. el cual t1ene •R = 2.25 y a= 10 
4 n -1/m encuentre valores 

numertcos en 2 5 MHz para a) la tangente de perd1das. b) la constante de atenuac1on; e) la 
constante de fase, d) la 1mpedanc1a mtrínseca 

" Resp O 320. 0.012 40 Np/m, O 0796 radlm, 245L 8.86on 

Problema 5 

Cons1derese un matenal para el cual 1-f? = 1, •R = 4, y la tangente de pérdida 0.1. S1 estos valores 
son 1ndepend1entes de la frecuenc1a para 0.5 MHz s f S 80 MHz, calcule: a) era 1 y 50 M Hz, b) A. a 
1 y 50 Mhz. e) va 1 y 50 M Hz 

-' Resp. 22.3 y 1113 ¡.n ·'tm, 149 7 y 2 99 m. 1.497 X108 m/s dos veces 
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Problema 6 

A frecuencia de 1, 100 y 300 Ml-'z, la constante dieléctrica del hielo hecho de agua pura. llene 
valores de 4 15. 3.45 y 3.20, respectivemente, mientras que la tangente de pérdida es O 12. 0.035. 
O 0009. también respectivamente. Si una onda plana unifonme con una amplitud de 100 V/m en z = 
O se propaga a través del h1elo. encuentre la densidad de potencia promediO en tiempo en z = 10m 
para cada frecuencta 

Resp 27 1 y 25 7 W/m2
, 24 7 y 6.31 W/m2

, 23.7 y 8.63 W/m2 

Problema 7 

Un tubo de acero esta construidc de un matenal para el cual se puede suponer g = 200 y a 

=5x10
6 

/m Los radtos extenor e interior son de 8 y 6 mm, respectlvamentr, y la longitud es de 80 

m. Si la comente total transportad• pr el tubo es 2 cos 104 1liA, encuentre· a) la profund1dad de 
p1el b) la res1stenc1a efect1va. e) la res1stenc1a cd, d) ta perd1dad de potencia promed1o en t1empo. 

• Resp 0.225 mm. 1.1414 n. Q '819n. 2.83 W 

Problema 8 

El plano x =O es la frontera entre dos d1electncos perfectos. Para x <O, )1, = J.lo. E 1= 3 67r pF/m, 

y cr = O. para x > O. J.1: = )1,,. E 2 = 14 41!' pF/m. ya, = O. s, E:, (1) = 60cos( l 0' 1- fl..ri Vim. 

encuentre a) /3.. b) la tntenstdad de campo magnético inctdente como función del ttempo. e) E y 1 , 

O¡ fl e) E", 2(t) 

• Resp. 3 77 rad/m. H',,(t) =O 18 cos(10't- 3 77x) Afm. -20cos(10't + 3.77x) V/m. 7.54 radlm; 
40cos( 1 0'1 - 7 54x) V/m 

Problema 9 

Sea f.l,., = 1 O. E., = 2.5 y a, = O en ta region 1. z < O: para z >0, ¡..¡., = 1. ER: = 4 y a, = O. Una 

o no a •nc•Oente E:, = 600 e os(! O" 1 - f3..:) V/m. se encuentra en la reg1ón 1. Encuentre. a) s en la 

reg•or. 1. b) 77,~ en z = -Jr cm. e) E .. en z = -Jr cm 

-' Resp 4. 470/58.4' n ; 523/66 6' V/m 
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. · V] /o \ 1 ' doJ ú''J'l.:tlc;.. ·:U. _A., f·1 ~'x lo~ '--'-.\JC."'t1ci e , ,) ;;__ 1 kdo.n \-&- .J .,...,_¡,nv-m<9->_~a C..Q}l<Y, o. ,rra i<m o:.~. e-n 

Q.,Jtr<ic.,cc,·:ci ~ ~Ccil l'n-~·n[tl-- .. 
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(/¿?1 .faíJLJ%1(/f!.(e dd: !!t?1ci.udQ.,1 j<í¿f<feaff:., (,o ~o 1 -<.i?~<SJ m~¿t-es.J tcun5J IJ)(e<'cú .4..C 

c.awú.Jde en : 

(15 \ 

() 

Incidencia obl.'cu.a de ondas plarras Umformes sobre fronteras planas. 

é!f 12 cm ir nu a el· en UrJ1.11 ((.e·¡ Q·1Cf'Y} <% :q_ tw; c-nda<J f1 1 Ct!llO/J.i v.;J?..r~l~ w c¡M
1
!JI¿W>t ~~11 <;/~~!fw vn 

·fe'-J.; )f { CUr? G-!J e{¡¡ 7r¡G')'7 fi!_ ~ QJJ JIJI1 ü.JTI ~'U.. (Gt- c't/tbi i¡rCULL.$-J., dJ2. Un ~l C/OJYieJ.Q • j 1!U e~· cvm.cnfu,t..-upc'7'1 c{,"e -

iYJe-t· ~.(<Q la 1'la71fr¿~C: G~,f;~ IC'1J ~lC1J ?11é¡{¡'M.I G3fo
1 

2111 <e( !J(CN,H!' X ':J. cz'Gi! ·1Jéd""LC,J c4: J&':j·t1-
h <77~ CJ..o /av vYl_dO.i~ . .vn CCI ru/17 (w

1 
/tt:p:.QjCJ.r:i.ctJ! ~~ +rums nu tfc{ct·Y ¡!{. <l.':f!Jc7l c(;1ct.rr..,u 'i./Yl Q.lJ..t.n /ye_,r¡ 

l J 1 1- !¡-
.suYI ¡¿{Y-' wn~ 'X.~ j C1¡CI' 

1
A.c'ra ir.f.f~'l(ci~· Ce7Y'.c:. .un j'J lam~ el< .;nQ.{ctvrtua • <H a,nq.u ~ ctJ: m-

(E ¡'c0.melQ :9¡" Mlu:{ Yl'.QcU'c{<sJ ~iiYl ,1.f¡1.1C('R d. U:t/Q Yll!l~'n"oJ. <A {a AW/\oo.L,¡,¡e <;.cn1.0 M Yf1,u.!l<lfrCH.'l'l 
1 r, . r / J'"'"'"''r 

.fa ,s cg, w·~:m le fg(L'W . 

medlo~ 
G¡,E.¡tl, 

¡ 

1 
1 

1 

1 

1 
1 

-i 

si)t'm:'í él1 )'T'erde 1 d ~nii« (&--e« u:: f-1c "~·;, e(: h "ncta :"-¡([;j(, ct (1,¡ 1 9 r, />-f.fla' »Ltcll.ciJ;.l ft>.,.,,b;e ~<!.en~
·h-- a [a JK.:1:mai.. ó'U11a .l<¡r;;.v; 10., c(c icL ,.,,((o .. i7rtct'r{c:rtlc> Mito' ha:n:urniiTr{(.! vrt d ~c<t'-'~ 1 ~ ¡¿( 

1 J 1 

~nc¡,u,(c;c.c\c trun;,l"'J·, • ~ 1 ~ e.( ,;,t(jd(SC! ~ ·f rt:' "'·~ n" ·, ,,",-¡ d9 ¿,la CT\cta ~-itcta 1 ~t 1 
.wtÓ '\'1\Qdi-

d 10 -lo J11 be;1 l!.tYljl.C''fJQ~f:Y ::¡tu':L M-' .. r~.cté "' [a {n:nba 1Q,-mo /'-" l!l6>o;w a ':"\a 'f~1Ct ctada. 

CQn e{:•!LjrsJ dJ. fa t'h<!iOL?ICIO nc~Ama( Fr>.Y.ctr·'IOci.~cudMÚ-''1;rl'!<l.'rlfe 1 f"tn\;m'Tl!G1J f!A..'.~~ 
";ÍI.l0~0.[·c~_:, rU ~ O'i/!Ci(úiO e{ 19 tU e( ~O. '11'f'G) W ~h,'('c;..l ru (o. C"Y\~Q t:Y.Qtt\.t >tfe. ~tú j"<llfn~ad.o O.U la 
ct(, t c.ctc-Yl X • x&,a lct ~.:nl!.iclf.'>\~tQ 11 b\teua 1 +er')erttM! U1Y\ ·ru.vm.M~ '"'tt1'1<t~ eL. ct\4t;n ta.u .!"e-l<'bt .. 

)ictad.c1> ... PCL~a lar() [Clo..uj::~cio4, e\.'..( CO'Y11:f'~ el~ctrlt& .. t.. \a C"'M .Me:.i<:k>tte. 
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:PropagaciÓn en dtreccíones de espaci(}s arhltrarios. 

-zQ C'f'!JirW;le u m en da pfama JJ,n({m-'lfme j-"1Cj1:tgai,¡cWJ;: ~rn la cLi"'~c<.cn z 1e,?1 "'n ~?wta ~ cv,-d.t,-r.ad.~ 
(S!,¡h:;;gt~~at Q él'Y'-jOU.Mt~· ctl!. (CJV ';JQ.·j, x', !:1 '·;¡ i' <!L'71'1.0jl-'2 ~luol7:z vn la_;Jl(jut'c'l1fc 1<rfL'LC<. 

x_~ 

1 

j' 

.::fc-1.-· ccur:Pc'-1· jctjc:'u·a fe'- ll.i 11 oh ,Ü·Jkn'a <cnrit·r>a rt~ .lc-fl tcrnetrtc\<S0 ~JY! uc.iifa u >U).;Jln~.li f"!J11lf-a

ctG:.,. :t:~i:.·lu::¡._:~ {C-t.: C:.ll~·¡l.b!·Y1~C.1: -.:c}'(l~~. 

' - )l~l ~ 

(B\ 
~ S m e a . .._ ' !:. 

A ¡::, ~ JI i' " ' lé>O) 
H "' e a~ 

"1 
éQy_·n•cw(me·nfe, e,1fame-~ J.ñf<.IUU:'k:-1-' vf! wna_¡'tcd·JJO.t.c/n cG 1&-JJ c(~rV .iv",fJz.rr.cv!l ,m-cft.nar!.~. . ' 

J:·Jf~·--' {e__.' ::LQ.n1S~)(:2fct-11~G--li (,~~~Ú~'1~c(C5;..''J.:]~· N \('·JI Ce:t~:n&1.1 ~·ruQiG:'.1l.ClJ. 
( 91) 

C:n .. jhjc·,rrci p::oc0.mc• (:_j"''~:,,¡. 
-y¿ 1 - lt' ( ~~ Gx X '- Q.OJ e d ~ t&L GE" l e =- e - caz) 

~- 1 -lr f,., t.' O / O .;> 

(C'." rc,.rü.colfl/rJc(é) _ff.ll''"- c.S.l~>'-'llt,~ ~'l'! u:na. J.~vrr CJJ mcu.. ~""'f'c"'<" , 4-l clatVrt.lrT".G'L oJ.. <>J~~fw, <>4. 

. f !.llC:· VJUCi O ~.l...;_:;'J e..err'-1!-' ~, 
/ • :,¡ 

(!H) 

, . 



L!O 

To.m b(én , ¿j0 <0.d~rrr1~ ckf,<iU:r oi .rwdticvéd<WO! cli'1t~<'MJ d.L~ru cC cMÚ}."'l1 to_,,W:"' d..!li.bv ,JI/¡f<> _ 

-maAJ JcnndQ¡YJod&v a. .ltM ;rwnl2: w¡ <i:j<Jiomc9! <!:ardl1!r..t9.m.M ct (ff1.! <:~$-1i :wcf.,_~,·ote'l! e.leéh·<~<!0 ~ 
mo.SjY1~ftQ<9-clo (e¡ rn¡da 1 \'-m. m f'-' Yl'1<!l.lt>~ci.<S' <I.M late'~¡ a 0Jl'lfont'C9.1. 

ft A A 

r ~ x' a~· -t ~' a :1, '" :o' a-. ' 
" A A = X a~ -t ~ a~ t z. a-t (8~) 

éQ( i11.rocW.dC:.<- clr Ji 3 r da 

....._ ~ A A A ,.,.. (Ss;""\ 
= >i x a"' · a, - 'i y a~ . a~ '" 'f ?e a., . ci < 

&•,"!& M rll.'dllc e ct ·. 
' ' 

(86) 

A ft 

al'· a~= Q.~Os \61\ 

á~· . ~h ~ <:e;. 0::. 

;fÚ,•1 ic;:: fa.1¡/<?1 ic-}t1.'~n"-L.nG-!/~ox)'ln1~'1'.<:LÍ:iliv <i..'n iCWWJ.úciwJIJJ (10) ~ (8o)¡f1JJ.dWI~'!Q.jW-kHJ 
zY?'-(_,¡c;í/c:¡,a J.Ün j.l!tipiJ.~ ~n U;>'U.J~a:¡•c'!(();!o;npCLrta ~e-n¡~ 

clcnde · 11
)<. ~ lteM, o.~ 

Y~~á"~G-J8y 

':!~ "'J'Q<-¡,Q~ 

oJ ::->1 fct·iJ pll: IJ:éCL o:¡;:.. :0.( vcef¡;_·¡ :(; .\-"1"'-,\JCI cp ~,·e~ )>o ¡,,,.c (G-1; <l.j 0u eqr<iQ.rtads-ti ¡w·, J1M:;cMJ 1 'f-U
U Y' j¡~ httF u'': "!_;'.J(l./ ra d ¡;_ {·n'JJ(Cl1 fa.n+e ) ~u 9-'J..( OJJ;).'ll:CC' F ( (.i,)) tcnvotcJ.ir! tlij) c9..c. a t~;'fl)JQClt;Yl 'j c!.o-{Cw.Q. 

rl:; (o C•'c\ct ·;:,c 1 'J. "' \1'c:í:t'c n ~' f':,'l)_ ~Q 1!'07'1'-fl:·>'-'iYt m u ""'1 \cvJ) cltOQ~Ct<l'\Jl..1.1 X, :1 ":l l. . 

.¿_)¡)~len 'f ~e. -,PL"--1 ~w)fru ~ct,;l, (a yHCUjc~úir1 el>. ~,:!.o~~ w C.C1tJ\aJd~ a: f0~0JJ ~ la f-cltc<úcm 
e«( )')V·,•tc P. \é2(fV:-rT:: \~el·(a' '-'n "-'l'lyJIU.>!'-<:J"j"-' QJ¡ <Q.1TC<ymctl.o XI.). C:Ci".fin:rno:nclo-r>.lti!<l<lf¡;¡J ~ 
d x*'-n::;;- (.;-n·TQJ\"t'0nde!>J ::1. (~Celol1'7~ J ti' rnn.t'ó \J,v <Oll wrt juleNrtc9-JO..O {'a.t.e t<nN>l-a.nfe 'J ;:¡,pt\tu d. UJI1l'fvl_

)'Vle .yJo:~:;¡ 1:1 c-ndo . 



·\~l<to~rq:> mt q¡m-,¡.¡vf•WG 

(lrTT) P "-~'l1i.U\Y.ltiiDoh>c0 .'U! "U. I)_l'T1l'Á'lcn<n ""~ Wll) il :;-,~;) \.'lP,l 'tJcUD~ f·O\.tu.D0.~1;tr'l ") Ol Uú nf~'CI 
Wll 'T.f;lffl)m)J.mt> ~ u">'V m h b '\ rnb ~1 -'-'el'-' 91, o~ ·1mc-l! "-!'·) ,··or:ri ,nl:O.}LI');Jl1\.< ~Y).''·"''" "01"0~ 

h 
l1>ó') t <e ~3 +f-e h3" ... '2 '3) "u-e " \ <~ ¿~ + ¡;~ ¡;~ +-i~";: )· \vvVV VV V 

:'V"--'.8 (I~)CC'" of)O)J '2>j't.J.dl):•cDiif. 

-~v"" ~"Jl.~Ow. ¡o,'-'-'1.)n1'-' 0'vlW.\J;:, ¡n L "')no ¡n::.' "J )'il t•.'rt ~Jt'ljíJ 'l.\ ou.n n'? 'l e>l> l ~HlO 11)
3 

b 1 "-':\ 

o¡;.u-¡¡ IVP~'*'' r.il).lú'-'.,_,.Ll...>~ 1)"-'·'ji_,~J' ,,.,r:'J/;L~'-~' ··.· ,..,y0"f'JT' )v" 9-JV)(\, C'¡,f-;,¡cJ )' p·b' ~;.,¡ Ci.")1J 

lt-
:: H 

1,9 <e 'l>o ~'E ¡;e 1"'~ + "~"e~·u = 

' ,.\C 1 
-¡:= 
, • e = tq:; V 

· '0T}'ú.Jifl'f~ )-:<p <:J'r.;ú.'O('o b] :,ím-t>.f'l·t·,il·<>.¡<:.-::n . ~ 

\ 1 Ó) ~-\ C' F ') ~i(LC">_I")OTn () ('fJ ¡ 1JJ?) 1) l.Ur~ r¡.-;;p:: n. ~-'\¡_,-; ¡v :'" Á)cf IL
1
'll0 tr-~.p ·~ Jf) C lt-n;-v.F D 1 -l..:r:-! ~L=-) c-q; (. ~ 

· ~\-1 h hfi 
1 

:\. H 1 ?:3 
1 

¡::3 
1 

,..·
3 . t:U)-l Dl_11vf ~)JCU.~H."Vr ::lll :1~Yo-

v-\---vvvv D~ 

fJ·e) ~"'V í·i'-l.'+o,"'IJ u w. Í:. ,_,.J "'+(o l" ~·lfl 0 .'L'~.J.v~r·.· f7.,cy,,, u) <.-¡ :;-¡: w~"-"? 0 vulnJtt;.\-r.'DJ J,'YJ ":'''-'""'+'JQ; 1 ;::: 

· r¡; ~-' h[. 
1 
>~ 1.;D'¡C' 

('JL'DJ rre·p.JJML...V "'"-r,~_¡:u ""'l ~'9 o.-, ":~'nbocf:nr-f 0o L:o¡ ~>r-J3)' re;::-•'·'.l"v·>bc<t.\' WOJ I.'Y'•·_r,,,_.., • ..,_pg \ í 
·. 0p 'J. ',H'•1DJ r6>l'(;.)O" .. <f J"d · ·srpouu'!"J wu. 

""l"''·J):l.Ll-"01 u"'-o4';,-d p .-tf¡:>'Own-of ,.,1,.1mwzyun 1> ¡¡.e"J.?v TJ)J ~>']'PlL ".P"fV owc-f-"-"1T:l ~Y<] P 1,u w.·tr9} ¡-,¡,nJ+ ~il,l ~ 
-p:»\'n v;u ~\ C) "-<<[ L'.ln~] vrru ""' n )\ ;'Jww' or .. -nf o"~ lJ<.t11 pt"W 

1 
'JO~·.,¡.. t'it)J llJ jn\''Olf)" O;; itLl)JlC';l.j ll ". yt~lJ nl:0lt!P 

. 1 h \\ ' )( I:'C_\li 'W) 1fl1") o~' .->Jj)YJI.UY\tr.f· O l.t ,'1\l-p-otvcp.~-;:J 1)\,l/ aj \!\S )" \,1 o 
'JQ¡no>)>"-•'cl'ln'\1>'0 "'1"' ~ro+:¡¡ f' ~'IJ'> ~><] "F ~oJ.IJnuo~iDt-..1' r:o¡ co ~ <-1-1 ' h T1 ' "1-1 ~ ' '-3 ' ~::; ' ><'3 a pt~ )" 

v·vY '-"''YV 

\0\3) 

·. D úJ.nrof '1 u;a ,yyf; 

-. ;¡f,'V] w¡, -¡j¡pU.rDp J"rYÜ .tiW)J'OW~ -0W J:JlW~J.lJ~ fO}' ~VJ '11il/ crt' 'Wwnwt;,'4 LJ.fb (O~) f l 0 t.) ~v<.DJv 
-m?k> rrv¡ 'P·"'"..!J~..vfi})* h'c~rn.t¡~rya a·J)P.n•tJ.(>uf\ ~tf.wn~ rr~;., -L,;CJ!lJ""1 w11 Vfr0ll·vrriJ mzm¡ 7J~ 



n~IYir.. CfpcJer(co ébsp1nosa Sindoval 
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le~es de SneH. 

Ret~UrtClJnd"'- o.J: ;J'>'Llllbie..tl]Q. ge.n.¡¡¡_al, de la ií;c.<'de l1Cict <DG!t~LJ.Q 1 ~lleLJI!Il1fuct<Y .• m la F'r ~10: .m; 
-Vnüdé'YlÜcL o6(ctuo. 

1 
cúvma. ~ l'1l(¡_lf:;lci}tcún ~UJl10JJJ -:'J'l>l~<tdQde.t.: ~VYl"-~olwck la-iJ ¿y¡g,deJJ 

cJ¡: ..Jn ¿¡'c{Q.I'(lQict 1 ;'!.e~ lt¡u'm "¿\ fjl<W]:<'n1t's(o;,¡) (}r, G r d G t /tQ!J)3<Kti•J0.:)'1lfUYl.te. ib_,lf;CL1i jtdo.Ül!JJYIQA.J e'Y!

h--e fo.JJ 11/teiiQcit..b d'Yl'j.llÚ9-.IJ JC1~cÚtl tj.OLe.Jt'Ylo.cl&ll ·J"= ea ~da. .Srfl~. ii\.na m~;fro..l eÁfwJ 

./tQ [o.<!.tGJYl"-i-, 0l·~v hrÍTtl c.JJ ct- I&JJ ~OJ111Y-10h! ~JeQf<'JJticLlw {Oil.s.1(etl.cJJ, ... :71C:ic:Wr!fu.v 1 ~J 'eJ. e\ (X) ~ 
TmY'.A.rr.itídC-l.i ~cmtr.9-' VYl lcul! <Z-WO.CÚ~'Y/~IJJ (00) ·¡j \~!) o_p$-Ujt.lcrwJn1l"-U¡ M¡¡ y.>ÚJd(::l.a e(¡¡ g~Y!01a(¡'_ 

clud t¡..IJ..( ic!:d&;; i lMI fr<¿ll c'\l:;ch1élhliJO.q CD.j'Cl~ auc'YJ ut~l'l VYl d %Jiosr7&.> 'X -i 1 iifV euc!{Ql! ¡nf3.v j'~
·+C/!LWm~v liCCn1C'- Q.l téiÍc<nc<.Jd..:. l.Í1<eü:lvr~<!tCI. &n Q.Ófo f"'<ma.,I&J.JIIiedC'J-•]Q)J el.!;, J'l'1CD.j<u~aoú~ IT~'Tl\'Yl 

r ~r , . 
ti crr pcnl'l1 (1!A),,uni"eOJm run fe liJY/ lai! c{(~cC2iC710lJ X ~ .t; • cf~W@ run',jl.l~ 1\/CQt(ll_;¡( C\ \Q!J ;c,I.Ji ~+rt ~C!lJ j 
)1) og·nétrc.:c..J JlUecle'Yl nm.~-'L Q.C711f!cn0YI t<-11 o. [C'J- 1 ang~ ~ ~~ +r% ~w <Scm-d-t~la ctoHJ. T(f>11C1U

ol~ l!:r! e_u.unia /Q g~<"Y1'1"-fn~ cf..r¿ la 'Fi<jU''lCL e((: JY¡¡:úk/)'!_Cf-a Cllb((wa 1 ¿fG2CÚwm<W "-1CV11bl'tt a. (&-i! 

\:((:YJ'LJQ.]J 4a;J~'¡(cLi.e!J L'C77!t9-' ~ 
J l 

( 05) 

(9(,) 

(>'>1\ 

(98) 

l ~· i 

uco) 

<fi. 1 :.::qw rirt .~ !t,!J01<Jn!S-v .(a·;; UYJci(f(a?' .. ev e({' t" mf~ta r:Jn la <td<!RpGe. <Í;Jy¡ ~-=o . iftHJ Q o,w.¡J(}j) 

c:.ic:~f.ct'~Oc tcc'll~l'!PC"út00 ck.Ü'i.!ll:~cL ~cy¡i/r¡tLH. Jle la,J eaweicm0~ (!lS'l a la (iOO\ <Dbhmem~: 

- 1 ,;;- t A ¿' t A 1 e-'"'•.A>mét '( z.~ o (lOL) 
- ~ -x a" + ~ ~ a~ · 

Grnfrs.tTT'O. . .!.iMi(oet <·11 Z.= e: 1 I!..Í C!ctm~' 111ill!J•,;Iii!~ TCiin;j.~>n.llictí! cte~ ,IIQ.i. ~crnh~wl]!)'. 

\ ~~i a +~la l ·e-~J¡l.Jon81X r .A Y' ~ A\' r A 1 e-~¡Mifl6rX 
_ ' " ~ e.~ J · -¡- L 1-h~ a,., -+ .., ~ ~ ' 

=- [í.l"ta,_.,. 1 4J~je:t,,..ome~ox \!02) 

0n o.,m Gw c.wuuú~.C.!J ( to 11 ~ C LO.q,) {~..; f{'V,Mn~J) í'.'ijJWG11CJ a la•¡ cl,¡¡w¡~ rp..t aW, : . 



e-t¡AQJJ1\ltx -~•,A•me~x -'l."z~nGtX 
=e =-e ' ( 103) 

ée'lfCJ! 1 1k:.S lLI fa ¡_.y¡ d ~ ~ ondtdme-11 : 

Gi:::: Gr li04) 

/f,¡urr 01""" tzrw et- l lOS) 

-f: . / 
""a a~ a ce n1 ( 10 4) t:-l! fti!-·f,uu'c{~ \Q.c·rnoJ . "o::.'a t.ev d_Ur_Qf [,_ X'l'o-Í1 d& <{;,mcJ:.C '' -, &it cvh g-u ltS'-' cl..é v'í?~i-

cie?1C(Q cl.d.JC;g1 (g<.!CLf cU 0,l1CJ·HicJ cU ¡'¡_Q vi '1-lim. cfa jl!~unc(a ¡u:.{o.~·.-t¡ c{ac{a f &-due Wo~'an 
(J.OS'l vY,:'-kfe.'ttCI.& \O~Gl : Ja ft:Jc!efti'-f;wcru·~ c{Q ,Sy¡e_lt ': c;v.;,11J~ .ea..u ,_/nt~o,rJrrr!-oCJ./9-)]('jJ pu:;J

d~·n J.u cr G t~núial! ~p01w l1';cl. ~!J "-n: pri:u:uda.·!J, ar¡.u.(¡<Je~c'11 ciJrctrn ~.u!! CIJfT' ht'-i! m~~.cU.eJ.> ,4G?'l. 

~(7 t;¡clt r/cLJ) (VI : Tz =o ) taJ ~u..c ( 104) M e.cmt~~·de ~ ~ 

.1.íJr1 6 t = Á-(3~ ~ 
,.wn éit 

,u':(¡ w<,cr.l(jc.J (b = w jue_ cc¡fr-,.J 4/'c Q.c'Y!t·?':.?te 
1 u ' ¡- . 

. 4~.7101 _ j <Jz[z 

,J;_l)(]t_- \ ,(!¡ ft 

( 10G) . 

(j; .. j /{,! t•,.1 ,o( tt:; ¡~ (((c. &· h' c:PricC f;w.nHnif<r{"' 1011cf_Mlo ÚU',¡ad_(!)) cd' c(ng<J[IV c<.o UlJ0.Ú(Ic'nQJ.Q 

. pG-? ice~ ¡,.,e pt'~ ric:.cl.r.JJ ,{,: 1 r:v d6i! mM! ~v . .J&,a leí! m.ccú't1/ J.ú.{c ~n ·~w Hp!CMJ e;¡= rnm fan 
1) ( ~ 

1-" r 1--'"" U .Y ' ' ru r ~-¡;~:.. lL"/i!'ti,01·;_l{Q(·!.J 1 1 r =- ,.. 
1 
CL~ ~~ 

líO">) 

6:,( t'nc(,(cc(I iu.:-fw@Úc;1 cZ:1.c·>! m:cú.G. 9u.r i<i!_-!11:. ).-(re i vJci!lfúúc<.G1 o[ofl!(J).· (a,(la"i~c(Q.. 
-fa,_., lt:-:!ccúd ,i.J. /u lu'b e.'>?~{ e;yJa~t~ {;'brw j-lct/a aqw:.Lfc;. ~·>¡ Jnl.Q_ci.t~ 

(HO) 

( !li) 

¡=é·;,·.-, fct i>ctn:>mw'o;Jck un 0nrarercclorGT.'ttT1 nw{[!J)mú.~ dvnJf?), Erz > fri ,~l ju.Ji. 

(),·< (3 1' ·';!- qur {el c-r_clc!} /J-c,l1,.''11'ct<clG. ('1 C!ILWQrifS) f•u«·a fa ·nt"-'U711CLC. f611~ wo.(' IHl-16>-'j"o.JT.u (a. 

hc-nJnu:¡0d.t lu-~ dr)rucJ.:~pau~ fikM i!Y1Q.{ag.ua, er¡,(sfaf1 efe. 



20 

I• 'd . bt·' d" o y -''el nct e neta o tcua, me tO sm pe., .... t as. 

'iQ O)llJ¡Cff:/W/1Q!Y77r!JiJ ofg_v.,na :fDQirto»jcteicm CL~~iiJ¡_a)«a ~ fa .~J ~'j"rut' ~icn (/ncai. e~ c{c¡ ~cla.J 
1 
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E r •111 tM 6(- '\j > tl%8t 
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TH =- E-t _ .< ilj, u ifJ; 
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·'~lfllalíf :r'p o¡JYbuD p :.;.w iJ ~)J.J 1rup0l/ f''J Uf'.lJV rrn 12}~) :Hioj, lj 1J:/ ;n(i ?JlUiF:Yfi.J'v <Ll Y¡J ,.,yniJu11 ) ·JI 
' . 

\/PI) \~fJ¡Ilrn/-¡)2 \*) := 
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