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CAPITULO 1

FUNDAMENTOS MATEMAT ICOS

1.1 Introduc016n
En el desarrollo de la Teoria de la Mec&nrca del Medlo Con-
tinuo se manejan una serie de conceptos de la Fisica que al en -

globarlas en las leyes que los gobiernan se tranéforman sistemd-

‘ticamente.a modelos matemdticos. Las cantidades fisicas comun -
mente se especifican en un sistema de referencia. apropiado para

su medicibn pero no son exclusivos de &l y por lo tanto son inde .

pendientes del mismo. Desde el pnnto‘dé vista matem&tiéo tales

‘cantidades se les conoce con el nombre de tensores. -

Las cantidades tensoriales se especifican en un sistema de

dos diadicas, a los de orden 3 triadicas, etc.

- ‘referencia en particular mediante un cierto conjunto de elementos

conocidos ‘como sus componentes. Al especificar las componentes

de un tensor en un sistefia de réferencia tambi&n se podr&n déteré‘

‘minar sus componentes en otro cualesquiera mediante alguna ley de .- ..

transformacién. Las leyes de transformacién de las componentes

de un tensor proporcionan las bases para definir -a dicho tensor. =

'Los tensores. se pueden clasificar por‘su ordeﬁ} de acuerdo _b
‘con la forma particular de la- ley de transformac16n que obedecen.,
Esta misma clasificacibén se ve reflejada en el nﬁmero=de componen'
tes querun tensor posee en un espacio euclIdeano.de_ n dimensio-_

. ) N
nes. Asi un tensor de’ orden N posee 3 componentes en un es-

pacio de,tres dlmen51ones. A los tensores de orden cero se les

denomina ‘escalares, a los de orden uno vectores a los de orden

A .continuacidén se presentén algunas caracteristicas de los

. -0 . 4 .
tensores usuales de este curso y generalmente se hara referencia

'\aI espacio euclideano de tres dimensiones a menos que se especi-

fique.lo contrario.

1.2 Vectores-
Ciertas cantidades. de la Fisica, tales como las fuerzas, las
velocidades, para poder especrflcarlas se requlere definir su mag

nitud y su direccién. Tamblén es usual representarlas geometrlca

. mente por llneas rectas dlrlgldas. Estas cantldades vienen a ser

ejemplos de los entes matemsticos denomlnados vectores o tensores

de prlmerforden.




Definiciéﬁ 1.2.1 5Un'vector es una cantidad caracterizada por los
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siguientes conceptos:

i)

T ii)

iii)

Magnitud: .que es su longitud o tamafio

Direccién,o linea de accibn: que es 1a. 1fnea sobre la cual.

se -localiza

Sentidb:vque indicé'haciavqué‘extremo de 1la 1fnea estd diri-

gido. . .

‘La representacifn geométrica se indica en 1la fig 1.2.1‘(

A

Fig 1.2.1 Repreéentacién geométfica del vector 'é.

en dondée se especifica al vector que va del'pdnto ‘A al punto B

y en donde se puéden identificar los conceptos que ihterviéneh en

la definicibén de un vector, que son:.

c1)

ii) -

iii)

Magnitud = |AB| = distancia entre los puntos A y B
Direcéién; es;é da&a §orrla linea 'L ‘que‘es.dohde esgéh
“contenidos los puntos A y B. h

Sentido; se ;ndica’por la flecha y muestra que_el_vector

ests definido del punto A al punto B.

1.2.1 Notacién simbélica

En la notacidén simb6lica, un vector queda representado por

aigﬁn simbo}o que puede ser alguna ‘letra de algun alfabeto, que

es lo mas.usuéi, éon una raya horizonﬁal bajo—dicho'simbolo.,.rg
- Asi.el vector mostrado en la figura 1.2.1 esta representado por

a. 'Esta notacibn no es finica y se utilizan otras como'las_indg,

-> . -
cadas a continuacién a, a, a, etc., pero la que actualmente
se ha estado utilizando en los articulos rélacionados con iaamg

cénica es la que en estas notas se ha seleccionado.

La magnitud del vector a quedari representada por - lal ..

Definicién 1.2.2. ‘Un vector que tenga magnitud igual a cero y

direccibn arbitraria se denomina vector cero o vector nulo.

- Se indica por 0.

Definicién 1.2.3. Dos vectores a y b son igﬁales si y. solo
si sus magnitudes son iguales, sus lineas de accifbn son parale-
las y sus sentidos son iguales. Lo anterior queda expresado me

diante la ecuacibn vectorial siguiente

a=>»> : : , , (.2.1)

La representacifn geométrica de. la ec 1.2.1 se muestra en

la figura siguiente
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La suma de dos vectores a y b es otro vector ¢ y se
x indica de la forma siguiente
c=a+b" : . : 1:2.2)
La suma vectorial es conmutativa y asociativa. ~Esta asevera .
' ci6n se demuestra mediante la definici6n de suma vectorial entre
Fig 1.2.2 Representacibén geométrica de dos-vectoies iguales. dos vecto;eé. ; v
. mefinicibn 1.2.4. Suma de dos vectores. Para efectuar la suma o e S ) o R
: e a+b=Db+a i ley conmutativa - LT (1.2.3)
del vector a mas el vector b: se hace uso de la regla del pa - : - o i ’ e
. 1xakelog£émo-que dice: = A partir de un punto 0 se coloca el o- o o ) ) . R
. o : : o ) (@a + b)+d = a+(b + 4) " -ley asociativa (1.2.4)
- B rigen del vector a cuyo extremo .final quedar& indicado por 1la : ) ‘ - L : -
7 V}’\u N . . . . C ~ ) : ) .
: letra A. ' Tomando como origen del vector B el punto A, ob- L ) : B ) . J :
o o SE : c _ - Definicién 1.2.5. Multiplicacién de un véctor -por .un nfimerc real.
tengase el extremo: del vector b indicado por el punto’' B. El . . ) . ) ) ) , : e ) '
g i : » o . ) : Sea: m un n@mero real. Entonces m a. es un vector con las si-
-vector formado con extremo inicial en 0 vy extremo final en B ’ o o .- - ' : .
) . . . ) o — : - . 'guientes caracteristicas
resulta ser la suma de los vectores a 'y b. En la fig 1.2.3 L . . Ce
. ’ - . e I i) © Magnitud: |m a] =m| a|
se muestra graficamente la regla del paralelogramo para la suma ) S ’
g - S e L ’ ii)  Linea de accién: igual a la del vector a .
de los vectores a. y - b. - . ) . I : )
i . iii) Sentido: igual a la del vector a si ' m > 0 contrario a.
Lo la del vector a si m <0
'$@§   o : v si m= Of:ellvector ma ’sér& igua1>a1 vector 0. -
' —_____E__;__';—?—“ En la multiplicacién de un escalar por un vector se presen- =~ '
' : tan las siguientes propiedades
- a) Vectores . v o - b) Construccifn del paralelo ' ) ‘ o
: ‘ ~gramo o ma=am o . ley conmutativa . T (1.2.57
Fig 1.2.3 Regla del paralelogramo para suma de dos vecto - ) '
res. . (m n)a = m(n a) ) ley asociativa ; (o206
i . } . o
B 4 -
Lo
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{m+ nja=m2aina ley distributiva (1.2.7)
mia+b} = @ asm b

ley distributiva o (1.2.8)
donde- m y 1 son nﬁme:os reales.

En base a’la multiplicacién de un vector por un nimero real

se puede construir la diferencia entre dos'veqtores de acuerdo con

la expresién siguients

¢ =at{-)b=a-b . . S o {1.2.9)
En la fig' 1.2.4 se muestra la operacibn resta de dos vects -
‘res comparada con la suma de los mismos v

-b

[{=]

a+b

Fig 1.2.4  Resta de dos vectores

143 Dependencia Lineal

:pefiniciﬁnfl.a.lm Los 'n. vectores »él,'gé; vee s a  son 1i -
nealmente dependientes'si‘y solo si existén n nfimeros reales
m . mz,r..{ /M no todos 1gbales a cé;o de tal ﬁanera que’ se

A

_ cumpla la expresifn siguiente

mypag#myant...tmoa = 0 : . ) . (1.3.1) )

De no cumplirse la cdndicién\an;exior se dice que los vecto-

res son linealmente independientes.

Ejemplo 1.3.1. Un veétor es linealmente dependiente si y solo si es

" el vector cero.

ma=0

Si m#F0. a=0
Ejemplo 1.3.2. Dos vectores paralelos son linéalmenté Aependientes.

b=kxa L k#o

St a//b.
: m
si k=-_L- )
. - My -
. my _ . o
b =v_‘ﬁ; a con my #0 y m, #0
myatm,b = 0-

Definicibn 1.3.2. La totalidad de vectores m a para un nfimero

real m  arbitrario y a # 0, constituye un espacidlﬁeotofial.

linealvunidimensional.

2
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Ejemplo 1.3.3Tres vectores en un plano son’lineaimehte dependien
tes. Sean a, 'b Yy ¢ tres véctoresvcoplanares,~por tal razén‘

“se podra: tener la Sltua016n mostrada en la fig 1.3. 1 en donde ‘se’

tiene que

Fig 1.3.1 Dependencia lineal de -tres vectores coplanares

51 en la ecuac16n anterlor se sustltuyen los sxgulentes va~-

lores

|

J_conl m, My Yy mg no todos nulos se tendri la expresién siguiente

mlg+h29+m3g =0

Los rgspltados anteriores conducen a las definiciones siguien
tes ’ ‘ '
Definicidn 1.3.3. La férmula m a+n b; donde a y b son dos vector

res llnealmente 1ndepend1entes y los . nﬁmeros reales: ‘m y n ar- -

- bitrarios, definen a un espacio vectorial bidxmenszonal;

”Defin1c16n 1.3.4. Si los n vectores a,, @y, ««« ¢ 8, SON lineal

mente 1ndepend1entes y los n nﬁmeros ‘reales m, my, mn son arbi- -’

: trarlos, entonces, la s1guiente combindcibn lineal

mjay+moa .. Hmoa I _ ' ;(1,3.2)

define al espacio vectorial linéal n~dimensional.

" Es de observarse que en un espacio vectorial n-dimensional, - °

n+l vectores son linealmente dependientes.

1.4 cCoordenadas cartesianas, vectores hase

: En la def1n1016n l 3.4 se especific6 que en un espac1o
n-dlmen51ona1 existen n vectores llnealmente 1ndepend1entes.
En- partlcular para el espacxo de tres dlmen51ones cualquier vee- ©
tor sg;podréleXpresar como la combinacifn lineal de tres vectores

linealmente independientes.

Definicién 1.4.1. -Sean el, éz Y e, tres vectores linealmente

1ndepend1entes en un espac1o de tres dimensiones. Si los tres

. vectores anterlores permanecen fijos en el espac1o Yy se utlllzan
- para represéntar a cualquier vector arbitrario en el mismo espa-

- cio, entonces, a la tercia de vectores fijos, linealmente inde -

pendientes se les conoce con el nombre de vectores base. “si
la magnitud de los vectores base es igual a la unidad, los vec-
tores base reciben el nombre de vectores base rectilfneoé'unitg

rios o 51mp1emente ‘vectores unitarios rectllineos. Si la direc C

c16n de los vectores base cambia ‘en el espac1o, no ‘son rectlll_

\

neos.
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N : L . s ] : i .4. i 1 igui resultados
Entonces cualquier vector a del espacio de tres dimensiones N En baée,a la fig 1.4.1 sg obtleneé Os siguientes re e .
se podra expresar como ) ) ’ - ‘ .; o £
OA=0B+0A, (1.4.2)
. — 1 2 2 ~ .
c.a i,el+3 ez+§ ey ‘ . v ) (1.4.1) a :
: : v S Qi"- Q_Al+“0 A, - v : (1.4,3)
.a las cantidades al', a? 'y a? se les conoce con el nombre de com » )
gponéntes del vector a respecto a los vectores rectilineos e e sustltuyendq 1a ec.1.4.3'en ;arec 1.4.2 se obtiene
J.oeg. Los superindices que aparecen en las componentes no son expo ) ’ ) )
. ) ) . ) ) - : _ . . . . .
nentes. La representacién grédfica del vector- a indicado por la . oA . Q—Ai 'Q—AQ Q—Aﬁ (1.4 4)
ec 1.4.1 se muestra en la fig 1.3.1 en donde se explica la idea A . . ' 7
: considerando que los vectores base son unitarios, es decir
de componentes de un vector o —
le.] =1 ‘ ‘ ©(1.4.5a)
5 X . ‘ ) jgm
lepl =1 o _ (1.4.5b)
legl =1 : (1.4.50)
k4
entonces se podfén obtener las expresiones siguientes
oA =loa)le. (1.4.6a) -
oa = lo 52‘32 : ‘ (1.4.6b)
A, - . 0Ay = o A3lg3 . (1,4,6c)
: sustituyendo las ecs 1.4.6 en la ec 1,4.4 se obtendr& la expresibn

Fig' 1.4,1 Representacibén gréfica de las.componentes ‘de -un

A= :
. . o 2 1o 2;le;+10 Ayley*l0 as]ey (1.4.7)
vector respecto a una base rectilinea.
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De acuerdo a la fiy 1.4.1 se podra &seribir que

ProyecciBn paralela da O A sobre g = al

Proyeccidn paralela de O A sobre 2, 2

pre c016u paralela de O A sobre e, = a?

S 3

Representando al vector O A como a y escribiendo la ec

1.4.7 en té&rminos de las proyecciones paralelas se tendzr§

a-= a'gy+a gy+a &3 : {1.4.1)

due @35 la demcstracibn de la ec-1.4.1. E1 desarrollo anterior
sirve para identificar a las componentes del vector a respecto
a los. vectores base rectilineos’ como 1as proyecciones paralelas

sobre los vectores base correspondientesa

Definicién 1. 4 2. ‘Los vectores base rectilineos. 20 8 ¥ &3

se éen@m}na sistema dexecho, cuando -l conjunto de vectores es-
td orientado de tal manera que un tornillo de.rosca derecha avan
2a -en el- sentido del vector e; cuando se le hace girar con el

movimiento que provoca -la rotacidén del vector e1 hacia el .vec~
tor e2 _tomando como eje de giro el vector e, y 1. &ngulo de

giro de e hacia €, sea menor que 180° De no presentarse

1
estas condiciones, se dice que el sistema es izgquierdo.,

En'la fig 1.4.1 si el &ngulo 6 que forman los vectores
€) Y &, es menor que 180°, entonces el sistema mostradd. en dicha

figura es un sistema derecho. o -

Definicibn 1.4.3. Cuando se tiene el caso particular de que los

de vectores base ortogonales. $Si adem8s 1los vectores son unita =

*ios, entonces se les llama vectores base ortonormales.

Por ser un caso muy especifico el sistema rectilineo ortonor

mal, los vectores base sé representardn con la letra i 1latina

en vez de la letra e; . es decir, la base ortonormal se indicard
por los vectores. i, ”3. Al sistema rectilineo ortonormal

se le llama vectores base rectangular. En la fig 1.4.2 se mues-

(5]

|
~
Y
| AN

a) Proyecciones paralelas
Pig 1. 4 2 DistribuciGn\entre proveccxones paralelas b4
ortogonales
tra gr&flcamente la diferencia entre las proyecciones paralelas
y ortogonales para un sistema de vectores base rectilineo general

y un s1stema de vectores base ottonormal

Definicibn 1.4.4.  Si 'a es el vector de posici8n © A de un
punto A entonces las componentes. at . respecto a la base e;

se denominan coordenadas rectilineas, mientras que. las componen
tes a asociadas a la base ii se denonminan coordenadas rectan

gulares. - . . -

" b) Proyeccienes ortogonales

vectores base sean mutuamente perpendicualres reciben ©) nombre
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Para identifiear la linea de accisn de los vectores base se.
acostumbra lismarlos por las letzas x!, x?, 2% tanto para los vee
- toxes hase ¢, “omo para los gi. Bl vevtor de posicibn O A

vsa acostumbyrx vapresentarlos por las expresioneé sigu&éntes

P o 452 ands N > ' »
D A=x 31+x‘gaw33§3 R eén coordenadas rectilineas (1.4.2)
oa-= x,iléx‘ga+x?§3 3 en coordenadas rectangulares . (1.4.3)

La ¥4y 1-4.3 muestra la representacidﬂ gr8fica de las ecs
1,4.2 y 1.4.3. '

x3

.xs
X3 : 7 ax [ X3,
" g ‘
£
0 —_— -

o % %2

1A

7

X‘ »
b\\\xg
a) Coordenadas rectilineas b) Coordenadas rectangulares o

. ) : : Coordenadas cartesian
Fig 1.4.3 sistemas coordenados 2

1-186 .
A
. La razén de emplear super:ndineé y_subindiceé en los concep
-tos anteriores se debe a la posibilidad de podér-diferenciat»ex- Rad
< plicitaments concepﬁos tales como: bases reéiptocas, componentes
covariantes y cqntraﬁarianqés de . un vector, tensor métrico éucli"‘
‘deano y otros conceptés aplicables a sistemas de.generalesﬁfor.-
mados ton vectores base rectilineos. Los conceptos- anteriores
'ge simplifican sensiblemente en un sistema de referencia formado
con vectores ortonormales y aparentemente pasan desapercibidos.
£1 hecho de que en este curso se emplearén Gnicamente referencias.
ortogonales, hace que las componentes de un vector se puedan tra- ;-’
~ bajar exclusivamente con subindices. y por lo tanto la referencia
cartesiana quedari como se indica en la fig 1.4.4 , mostrada a
continuacibn _ P
X2 £
. , ALK Xg X 5)
=3 -
) A — xl
4 /I, -
X
QA =2 = xitxlyxgly
Fig 1.4.4 Referencia cartesiana en términos dé»subthdice .
@,
SN



1.5 Notacién tensorial cartesiana.

El“hecho de utilizar como referenbia‘un sistema cartesiano
1mp11ca que- las écuaciones que goblerna ‘a los conceptos plantea-
dos en-la Mecénica del Medlo Continuo Y sus manlpulac1ones sub' -
secuentes se. harén en térmlnos de las componentes carte51anas.
Las man1pulac1ones anterlores ‘resultan sumamente elaboradas cuan
do cada térmlno tenga que ser escrito explic1tamente y consecuen
temente se tlene con31go el pellgro ‘de ocultar 1a 51mplicidad
estructural de las ecuac1ones, las. manipulaciones y los resulta—
dos. Para evitar los peligros anterlores se utlllzar& una nota—
cibn taqu1gr§fica basada en unas cuantas convenc1ones senc111as
que aqui se presentaran. La notacion | taqu1gr5f1ca se conoce

como .notacibén fndice cartesiana.

Definicibn 1.5.1. Rango. Cuando un té&rmino posee un subind1ce
no repetido, . se deber& entender que dicho Indlce toma 1os valo-
res 1, 2,...¢ » N. E1 valor N es un nﬁmero entero especiflca

do y recibe el nombre de rango.

Ejemplo 1.5.1

a. =b i=1,2,3 : . -0 H{1.5.1)
En la ecuacifn anterior existe un solo indice, el rango es

igual a 3 y en forma desarrollada resulta ser

para i=1 a; = bl

para i=2 . a, = b2

]
w
o

]
o

para i

Definicién 1.5.2. Convencién suma. Cuando un indice aparece do
ble en un término, se deberd ‘entender que representa una suma res.

pecto a dicho indice sobre su rango.

Ejemplo 1.5.2

a..b.= c. i,j =1, 2, 3 - . . (1.5.2)

En el térmlno de la izquierda de la ecuacibn anterior apare
cen dos indlces, el - i y el 3j ambos con rango lgual a 3 pero
el indice j aparece repetldo y de acuerdo con la def1n1016n de
convenci6n suma se tendr4

b +a b +a 3b3 =c

2i1°1 i

como el indice " i. no estd repetido la ecuacibn anterior implica

(1.5.3a)

para i=1 llb1+a12b2+a13 3 <

51D Yagabytaysby = ¢y

para i=-3 31b1+a32b2+a33b3 =C3 (1.5.3¢c)

para i=2 ! (1.5.3b)

Las. ecs 1.5.3 son la forma desarrollada de la ec 1.5.2 pues

ta en forma taquigré&fica.

Definicién-1.5.3. A los Indices que aparecen solos se les lla-
a Ifndices libres mientras que los indices dobles se les denomi

na indice falso. En un término donde aparezcan indices falsos

-




~ el simbolo de los mismos se puede cambiar siempre y cuando se con k el indice repetido j indica suma, por lo tanto

serve el rango.

- L . o : . B ,ai = 611b1+6 b +Gi3b3

st

a._.b. = : = = o= ' . - - ‘ ’ 7 .
13P5 = 2ixPx -ailblr ajqPy =etc ;1,3 k, 1,0 = 1,2,3. - para i=1. a; =5 b+, bo+6 =,
3 o AR P : 11 2P2*813P3

L D : ' : ' o para i=2 a, = &8, bi+5, b +8,.b; = b,
~ Definici6n 1.5. 4. La delta de Kronecker § - 2 217177227°27723°3 2

es un simbolo con by+8,,b,#6,2b, = b
) . p ]

para 1 =3 ray = 83)byto3;bytissbs

ij; ’
doble" indlce de mismo ~rango definido de—la forma siguiente -

que es la demostracibn de la ec (1}5.5).

T T . S - (1.5.4)  Ejemplo 1.5.4
0 si i#Fj L

. . (1.5.6)

Lo anterior en forma desarrollada queda: -
' La demostracibn de esta ecuacibn es entéramente similar a la

para ‘i =1 j =1 5. =

. . 11 1 pugsto que i=3= ; ec 1.5.5.
para: i =1 i=2 §,=0 puesto que i # j . o L : - . ,
para. i =1 j=3- 513ig 0 puesto que i # j ‘Definicién 1.5.5. El simbolo de permutacibn eijk és un simbo-.
para i = 2 j=1 521>= 0 puesto‘qﬁe i# 53 " lo con tres indices de rango igual y puede tomar tres yélqres_dgf'
para i = 2 ? = 2 522 =_1 puesto que i=3j=2 finidos q§mo
para i = 2 i=3 623 =0 puesgo que i # j ) - N
;pa;a i=3 j =1 831 =0 »pﬁegto que i #3 i) eijk = 0 cuando al menos dos de los subindices son iguales
) para i =3 ° j=2 532 =0 , »pﬁesto-qﬁe »i £3 . v ii) eiik ="1 Cuando la secuencia de los valores nunéricos asig
para-i =3 j=3 833 =1 puesto que i=j =3 - na§os a los indices estd dada por la secuencia 1,
- o 2, 3 o alquna.pérmutacién par de la misma
Ejemplo 1.5.3 - o ) )
- O o . : o . ' iii) eijk'--l Cuando 1la secuﬂnc1a de los valores numér1cos asig
a.»= S..b.‘évb; ,v‘b’ i;fj =1, 2, 3 . » ] 11.5.5) ' nados a los 1ndlces estd dado por una permutac16n

impar de la secuen01a l, 2, 3.

Ll
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. e ‘ ' . o 122
/‘~} ~
De acuerdo con la definici6n anterior se debera tener gue el - €153 =1 T paraj=2 y k=3 o . o
@ . simbolo de permutacibn e;4yx+ Posee 27 elementos cuyos valores . ) : : ) )
* 1) - ‘@5, =1 para j =3 y k=2
. 132 ] . N
Zen: - . S : ) )
a} Yalores nulos o . C . o ) e o . ‘”: ..  Entonces sustituyendo en la ec 1.5.7a se tendrd
- a1 T %112 T %113 T fia1 T f122 T & 33 7 0 ' S e
©211 T €212 T ©221 T %222 = 223 T 232 “'€333 =0 a, = byes-byc,
i . = - a- - = — - 210 2T 2
S €311 T €313 T 322 T ©323.7 331 T €332 T 333 T o : co . : : o
) ’ - o con razonamientos'analogbs para calcular los valores distintos __'1> e
& valoxeé”positivos B o o UERRE ; . . de cero para los simbolos de permutaci6n e2jk 'y 'e3jk se con-
| cluye que S . e
€123 = %231 T %312 = ! S ' ' o
.a‘2 = b

3°17P1%3
c) -Valores negativos - ) ] : ' A
L ' - v S : L o 33 = bycybycy
. ®132 = €321 T €13 = 71 o .
- ) . . ) - - Coe [ 1.6 Producto escalar de dos vectores
' ’ Ejemplo 1.5.5 ' : : ’

.

Definicibn 1.6.1. El producto escalar.de.dos vectores a y b,

ai_=t eijkbjck ‘ i"j',k =1,2,3 ) S : (1.5.7) " da lugar a un escalar definido como el producto de ‘la magnitud -

Para desarrollar la éxplicacibn anterior se puede proceder - de los vectores por gl.cosgno_del angulo que forman. .

de la forma siguiente Los elementos de la definicibn anterior se muestran en la

para i =1 a fig'1.6.1 en donde la expresibn mateméticafdél producto escalar

1= eljkbjck; -{1.5.7a)

Los fndices repétidos j y k indican una suma

toria>§ue va'a'contener'términos positivos, nega

tivos y ﬁﬁIOS‘dependiendo del valor del sihbolb'l =(g .b)
. de per@utaciGn eijk' : ;
Los Gnicos valores distintos de cero del sfmbolo
- _A "'?:d’ia:p‘e'rmﬁ‘t’jasian = eijk ==son l
e . - o . o ' ; R N »
. - Fig. 1.6.1 Figura ilustrativa para el producto escalar.
-
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indicadio pox 3. b, al'b, a' by queda

z.b = Jalinl 2os {(a,b) o : S 11.6.1)

La ecuavisa anterior e puede escribir como -

1o

= |a] " Proyeccisn ortogonal de b sobre

= {p|"

iﬁ'
4v

!b
|v
o

Prbyecciég ortogonal de a sobre

Entonces wna aplicaci®n inmediata del producto escalar ser&
_para el calculo de las proyecciones ortogonales de un vector. so-
bre otro. De acuerdo con las ecs 1.6.2 y 1.6.3 se tiene

Proyecci6n ortogonal de b sobre

13
(14

Proyeccibn ortogonal de a &sobre b =

Los vectores ‘Ea y -b que se indican en las ecs 1.6.4 y 1.6.5

son- vectores unitarios asociados a las direcciones de los vecto-
-res a y b -respectivamente. Esto quiere decir que para. calcu
lar la proyeccién ortogonal de un vector sobre una direccidn nni

~taria basta:s con efectuar el producto escalar.

,,D§ 1a misma definicien'de producto escalar dada por la ec -~
1 6.1 ‘se pueden concluir los resultados: siguientes. h '

1) g Q,a 0 siy solo si cumple que a= 0 o b=0 o bien

cos (a,b) =0 lo que signifxcatia que los vectores son petpendi

culares.

(1.6.2)
(1.6.3)

b/lal =u,.b (1.6.4)

a.p/Ipl = a.uy . 1.6.5)

1-24 =

iij £l producto escalar es asociativo; distributivo y conmutativo

a.b=Db.a . conmutativo . (1.6.6) .
a. (b+c) = a.bta.c _ distributivo L a.e.n’
m(a.b) = (m a).(b) " . asociativo T (1.6.8).

‘ Los vectores. base ortonormales 33 “'satisfacen la expresién

-4 = 85y A : C(1.6.9)

La dém?straciGn es directa ya que

iy.1,= Iijlh*lcos(ij,ék) =-cos(ijiy)
1 si ij =k
0 si j#K

-puesto que: cos (ij.ik) =

. 1o cual demuestra la ec 1 6. 9, al tomar en cuenta la definicién

de la delta de Kronecker.

1.6.1 ,Produéto‘escalér_en términos de las componentes vectoria-

‘les. Sean a. y b 1los veétores‘cuyas expresiones en términos de

sus componentes rectangulares quedarén -

.

)
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27353
- b= byiy
entonces
a.b = (ajlj)f(bklk) = ajbk(}j.ik) = ajbksjk'= ajt5 : © (1.6.10)

. . . .

La longitud ‘|a_| de un vector a estd dada por

a.a =.|alla| cos 0° = |a]?
Jal = @.2)'/? (1.6.11)
. o . i)
El &ngulo que forman dos vectores a y b, " de acuerdo con
1a ec 1.6.1 resulta ser
. 3'_)2 a.b. . -
cos (a,b) = — = 1/3 J v _ (1.6.12)
bl 7 (a.a. b.b.
lallb] ( 5 J} ( 5 J) .
Ejenmplo ‘1.6.1‘. Sean los puntos A y- B de vco_ordenadas cartesia
nas - A(5,2;73) 'y B{4,15,20). Calcule los siguientes conceptos:
N i . .
4) ‘vectores de posicién de los puntos - a y B. o - d)

ii) El vector que.va del punto A al punto B. .
iii) El1 tamafio de los vectores anteriores
iv) Los angulos interiores del ‘triéngulo'form‘ado ‘por el origen

del_sistema de referencia y los puntos A y B.

B (4,15,7)

X2

Fig..1.6.2. Figura del ejemplo 1.6.1,

La solucibn se describe a continuacién
Los vectores de posici6n de los puntos A y 'B quedarin

expresados_como

o

»
]

(1]
|

= (5)i,+(2) i+ (=313 = 51,421,314

o
(]
I
1o
1]

(A) 1+ (I5) i+ (7 iy = 41 +15i,+71y

Las expresiones anteriores se basan en la ec 1.4.1
El vector que une los puntos A y B se ‘obtendrd al restar
del vector b el vector a, 'es decir

AB=c=b-a-= ‘4'5)i1+‘15"2312*”+3)i3

v) La distancia normal del punto O a la lfnea AB.

c = 1,+131,+10i, -

2

,
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iii) E1 tamafio de los vectores a- Q:‘y:fg se obtendrd de a -

cuerdo con las ecs 1.6.10 y 1.6.11 de la forma siguiente

10
T
I

a.a = |al? = (5) (5)+(2) (2)+(-3) (-3) = 25+4+9 = 38
b.b = |bl? = (4) (4)+(15) (15)4(7) (7) = 16+225+49 = 290
= (=1) (=1)+(13) (13)+(10) (10) = 1+169+100 = 270

lel?

©

lal = /38 =6.16

|b| = /280 =17.05
le| = /270 = 16.45

iy)gi Los &ngulos inter;ores;del t:iéngulo mostrado en_ la figura

' se calcularé&n de Acuerdo con:la ec 1.6.12 y serén:

a) El ahgulo con vértice en el origen es el angulo'que foE 

 ‘man los vectores a y b
. ¥XA0B-= (a.b)
cos {a.b) = _a.b .~
- lallpl
a.b = (5) (4)+(2) (15)+(=3) (7) = 20+30-21 = 29

29 . 29 :
.COS(E.b) = = —_—1.._— = 0'276
-b =5 230  6-16%17.05

1-28

XA 0B = (a.b = cos l(0.27¢) = 74°

:,‘xb)VEl‘angﬁlo con vértice en el puntb B es el que»fofman

los vectores *“b Yy -c

4 0BA= (-b-0)

<

el

o’

cos(-b,-c) =

=2

b.c = (4) (-1)+(15) (13)+(7) (10) = -4+195+70 = 261

\

cos(-b,-c) = 261 _ 261 - 0.931

7386 /270 17.05x16.45
J0BA= (-b-c) = cos 1(0.931) = 21°20'

- ¢) El &ngulo con vértice en el punto A es el que estd

formado por los vectores -a y ¢

> -

‘g oAB= (-ad)

-a.c

cos(-a,c) =-
lallel

Canc = (5) (-1)+(2) (13)+(=3) (10) = -5+26-30 = =9

cos(-a,c) = 2 exTe a5 - 0080

s/ ot

L Y
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r"‘}
oA B = (<a,0) = cos l(0.089) = 84°40"
? . - “ . = L
Una'forma ée comprobar estos resultados consisteAen uti
iizar el teorema que establece qup la suma de los &ngu-
ilos t<riores de un tr1§ngulo igual a5180° . Ast
A0B = 7‘4*’00"”
0B A= 21020
OAB = 84°40' Lo
g 179°60" = X AOB+JOBA+YOAB
v) La disﬁanéia.normal del punto - O ;é lariineav Aﬁ de la’-
- » ‘ fig‘l 6. 2 'se obtiene de acuerdo con las ideas mostradas en
j ” .77 la fig 1.6.3 en donde se’ utlllza el hecho de ‘estar contenl‘
l do en un plano del triangulo en estudlo. Asf, ‘la distan -
1 '&T . . ’

Fig. 1.6.3 Esquema apxiliar para elvejemplo'l.s.l.

. cia que interesa es la que va del punto 0 al punto D y
-se podra calcular con cualesquiera de 1os trléngulos rec-

- tédngulos formados.

1-36

a) vtilizando el tri&ngulo recténgulo O AD..
.El lado AD es la proyecc16n rectangular del vector )
sobre el vector c vy se podréa calcular ‘con la operaciGn
producto escalar de acuerdo con la ec 1. 6.1 quedando
|a | = Proy(-a)sobre ¢ = |alcos(-a,¢) = - ac

ICI

lé_EI - (=9 _ 9.
/776 V770

‘por tratarse de,un,triéngﬁlo recténgulo y de acuerdo

con el teorema de Piﬁagoras se.deberd tener Que_

, , . —— 81" _/ I0I79
lool' =/ 1al?*-Ia oi* =/ 38- 5557 o

b

<

Utilizando el tfiangﬁio”recténgulo' C B D.
El-lado D B es la proyeccién del vector b .sobre el

vector ¢ y su valor resulta ser

o
10

1

|p ﬁl.;.Proybde b sobre.c = b cos(b,¢) =

o

Entonces el lado 0D resultard ser

lo ol = /TB[2-|D B|2 =/ 200- 575~ %/ 270 o

que es iguél al valor yaAcalculadQ.‘ o .
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1.7 Producteo vectorial.b

Definici6n 1:7.1. El producto vectorial de dos vectores a 'y

T réprasentado o ‘Lmbéllcamente por a Xx.b, se define como. un

vector con las ”aracteristlcas 51gu1entes
i) Magnitud = |ax bl = |a||blsen(a,m).
: . : : ¢

ii) Direccién = Perpendicular al plano que forman ios vectores

~ayb-

iii) Sentido - Es’, tal el grupo de los tres vectores a . b y

L8

& X b forman un. sistema detecho simple y cuan

do se ordenen en dicho sentido.

Si a la direccibn del vector ax b ‘se le representa con
el vector unitario e, entonces la expresiGn del vector producto
vectorial a x b estard dado por 1la ec 1 7.1y la representa -

cibn geométrica se muestra en la fig 1.7.1
axb=lallb| sen@bin o aaw

- Plano formado. por._los vectores 0 y b

e
B ]
lo

‘ ) n = Vector unitario perpendi-
0. . @ » » _cular al plano formado por
: : los vectores ay b

biFi§‘1;7.1 Ilustracién geométrica del producto vectorial.

La representacifn geométrica de. los términos que aparecen
en la expreéién para calcular la‘magnitud del vector a x b el

se indica en la'fig 1.7.2,k>E§vdicha figura se éuede observar

Jexpl = lal Ibl sen (g, )

- Fig 1.7.2. Elementos.de la magnitud del producto'vectorialu R

a x b

que la expresi6n |a x EJA,se puede éséribir.como

la x b} =.|§|(Pr§yecci6n:ortpgonal de b sobre la al vector a)
- : ) ST (177. 1)
la'x b} = ]g[(PréyecciGn ort§§onal de  a sobre la al vector b) ‘
- e : ¥ » 2)
que ‘es el producto de dos cantidades orientadas en direcciones
ortogonaléé; De la defiﬁici6ﬁ deVprodqcto vectorial se pueden
concluir 16 siguiente
1) axb=20siysolosia-= d;‘o b = 0 o bien ‘que sen(a,b)
La Gltima condlcién 1mp11ca que los vectores a y b sean
paralelos.
i1i) El prddﬁcto vectorial'és ésOCLQtivq y distributivo,
~(m a)x(n b)'=m n(a x b) asociativo - (1.7.3)




-

Qistributivo (1.7.4)

iii) El producto vectorial no.es conmutativo. Este hecho.hace

- que al éémbiaf el orden de los multiplicandos se cambie '

ﬁnicamente el sentido del vector - e por io tanto el del

.producto. Lo anterior conduce a la expresifn siguiente

axb=-bxa B o (1.7.5)

iv)" Los: vectores base ortonormales ij satisfacen la expresién

i, x-1

i; x 1y = ejydx (1.7.6)

la -demostracibn de la ec 1:7.6 se hace por susﬁituéiﬁn directa.

. obteniéndbse
i X iy = epp3i3 =1
i x4y = ek = 4
iz x 1) = ezl =1y

nm~un

iy xiy =eppiy =0

¥ 1= ey

i3 = e33pdy
1.7.1 Producto vectorial en términos de las componentes
De acuerdo con la expresifn de los vectores .a y b en

térninos de sus componentes, expresadas como

" sada como’

1o
|

o

.

- El producto véctorial.quedafé'

axbs= (ajij)x(bkik) = ajb (1;x i)

al tomar en cuenta la ec 1.7.6, la ecuacibn anterior queda expre

axb-= eijkajbkii . o ‘li7.7)

el desarrollo de la ecuacién antericr se muestra a continuacién

2 x b= e gasbliteyypdbiates sty 1s
a'x'b = (e),3aybyte;3yazhy)i+(ey)3a byve,31a3b) )iyt (ey) ja byt
: ' o + 32120 13
a x b= (aby-asb )11+(a3b1-alb3)£2+(a1b2-a2b1)§3 (1.7.8) -

3 7372

La ec 1.7.8 corresponde al desarrollo del determinante si =

guiente
4
T aya 83 % 4 %2 :
axb R LU T Y B B L+ A R = IE S AT
b, b, by b, by Iby by b, b,
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Ejemplo

cule lo

1{7.1.

51gu1ente.

ii) Igual al inciso V) “del e]emplo 1.6. l.

La

. plano.

En el pfoblema aescrito en el ejemplo 1.6.1 cal

Si). La d1recc16n normal al plano que pasa por los puntos o, A, ‘B.

respuesta al inciso i) se puede obtener a1~¢a1cular'el

Asi

a) Usando los vectores a° ¥y b.’

|
x

o
1]

Es
tarios.

por

|

1]

la x bI— /(59 2+ (-8 Z+(67) 2

1
101

i, i i v
x b =5 2 3| =| 2 -3| i+ |-3
4 15 7 15 7 7

(14+45)il+(j12-35)12+(75-8)£37

591, -471,+671,

" - producto escalar de. dos vectores cualesqulera contenldos en el

i+ |5 2 i

14 15

practica usual indicar las direcciones por vectores uni

Entonces la direccién del vector a x b

»®
14

E]
AT

=y 10179

= (594 -4715+671;)

sé indicar&

b)

w
»

|
td

)
1]

c)

o
H

calculados con cualquler par de vector

Tamblén es de observarse que si se cambia el orden de los vecto

(e}

Q

10

1-36
empleando los vectores é» y ¢

. 'l‘iI:EZ 13 : oyt

=15 2 -3 =}2 -3 i

l-l 13.10f {13 10| -

= (20+39)1,+(3-50)1,+(65+2) i,
= 591;-471i,+67i3
S " (59i,-471 +671 )
/10179

utilizando los vectores b y ¢

1

c |4 15 7| = |15 7| i+
-1 13 10 13 10
= (150-91) i +(~7-40) i, +(52+15) i,
c = 59i,-471,+67iy -
1 . . .
(591, -471,+67i3)
/10179

Se puede observar la igualdad entre los vectores unitarios

i

7
10

4
-1

=2

-1

res se cambiaria también el sentido dgl vector unitario.

de dos caras-denominadas de diversas maneras.

sitiva y'negativa, anterior. y posterior, interna

"La figura 1.7.5 muestra estas observaciones

Por ejempilo: po-

15

es contenidos en el plano._

Es de

‘cir un plano posee dos sentidos y en la pr&ctica usual se ha

y externa, etc.:

13



Aa) cara positiva, o cara posterior, b) ‘cara negativa o cara ante
‘0 cara externa, etc. : rior, o cara ipterna, etc.

Fig. 1.7.3 Orientacidn de las caras de un plano.

La respuesta al inciso . ii) se puede obtener tomando en cuen
‘ta la-definicidn de la magnitud del producto vectoriéi* Usando

la fig 1.6.2 se puede escribir que

Jo D] = Proyeccién ortogonal de a sobre-la_| al vector
: axc .
c = P— -t
lel

también se podré,gipreéar'comov

:‘9_2“3 Proy?gci6g’ ortogohal de b sobre la _| al vector c =
¢=— N
lel ' '
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Deracuerdo con los reéultados anteriores se tiene ‘gue

- entonces i LV

lo p| = E0I75_ _[10179 B : L

- /270 d 270

que es el mismo resultado obtenido en el inciso 1.6 pero con lér

operacifén producto vectorial %esulta mucho mas sencillo y répido.

.1.7.2 Representacibn vectorial de superficies planas.

La superficie conteﬂida en un plano se podré& espécif;car
por el 8rea y por la orientacibén del plano gque la contiene. Los- .
elementos anteriores se pueden hacer identificar como los elemen

tos de un‘vector de la forma siéuiénte.

i) magnitud. -  Ser§ el drea A de ia superficie C c

ii) direcci6n. Perpendicular al plano donde este contenida }a
superficie. Esta direccifn se indicari por el
vector unitario n. ;

iii) sentido. Lo del avance de un tornillo de roscavderecha cuagv

do se hace girar en el sentido asociado a la curva.

frontera que limita a dicha superficie.

La fig 1.7,4 ilustra esta definicibn, Si se considera que .
el plano donde esta contenida la superficie es ei mismo del éjeg
plo 1.6.1 y el &rea de la superficie es igual a A, El vector

asociado seréd
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- - A
/10179

~ (591, -471,+671,)

Curva frontera C , que limita
i a 1o superficie . '

Plano donde esta
contenido 1o s:per-
ficie

n= Vector unitario perpendicular al plano

A= Area de la superficie

, -

A = A n = vector superficie -

Fig 1.7.4 Representacibn vectorial de una superficie plana.

Una aplicaéién muy frecuente se presenta cuando se tiene un
° cuerpo cuyo volumen esta limitado por una superficie cerrada y
desde luego no plana segfin Se muestra en la fig 1.7.5. La repre

Sentacién en forma vectorial de la diferencial de drea dA, aso-

.S = Superficie elaborada que limita
al cuerpo de voiumen V

Fig 1,7.5 Diferencial de &rea para superficies alabeadas.
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* ciada @ un punto P cualesquiera de la superficie frontera S

seré:
dA = mda

donde n es un vector unitario, perpendicular al plano tangente
a la superfipie S 'en el punto P, orientado de tal manera qué .

salga de los puntos interiores encerrados por la sup‘erfiéié S.

1.8 oOtros productos entre vectores.
—

Debido a su utilidad, es conveniente que ciertos productos
entre vectores queden indicados en forma explicita. De los més

usuales se cuentan a los productos entre tres vectores.

1.8.1 Triple perucio escalar

El triple producto escalar de los vectores a, b y ¢,

indicado por a x b .-c¢c o bien [“a b c], es un escalar con las-

siguientes caracteristicas

i) El valor numérico de a x b . ¢

es igual al volumen del para
lepipedo cuyas-aristas son los tres vectores a , b, c. 'El sig- -

no serd positivo si la tercia de vectores esti orientada como

"una base derecha, y serd negativo si 'la orientacibn es izquierda.» )

La fig'1.8.1 muestra el paralepipedo.
ii) E1l volumen serd nulo si alguno de los vectores a, b'y ¢ 'son

nulos o bien é es par’ale}d a b oaxb es perpendicular a ¢.




A

%,

Fig 1.8.1 Triple producto escalar.

iii)-. Si los vectores a, by ¢ estdn dados en términos de.sus

' componentes rectangulares se tendr§ gﬁe

as= aiii

b=b.i.

b = byl;

e = coly

a x b.c = (e);4a;b51 1) (eyd k’ = eng 1b3°k61k

a x b.c a.b.c = a.b.c ©(1.8.1)

kl) i“§7k 1Jk i¥37k

La ec 1.8.1 es el desarrpllo del siguiente determinante

I
]
1o
10
no
M
I
|o*
o)
1
]
o

b, by _ 7 (1.8.2)
\ .

iv) . El intercambio del punto por la cruz no altera al trlple

producto escalar Es decir

(1.8.3)

axbe.c=abxc
1.8.2 ' Triple producto vectorial.
Se.define asf al vector d definidovcomb
d=ax (bxc) , : B L sy

El vector g"‘es perpendicﬁiarna a ya bxc locual lo |

obliga a estar contenido en el plano formado por b y"g. Al de

sarrollar la ec 1.8.4 se llega a obtener la siguiente exprésidﬁ

‘d=ax(kxg) = (cab-(bale o .s.4)

Es de esperarse la expreslén sigulente para el triple produc

to vectorial
ax(bxc) #(axhb) xc L s (1.8.5)

1.9 Transformacién de coordenadas debido a moviﬁiento de cgerpo\>

rigido de la referencia cartesiana.

Sea el sxstema de referencia rectangular cuyos vectores basé:
ortonormales 'son 1i,, i _2, i, Cuando a la referencia anterior se

le desplaza yvgira,‘lé orientacifn de los vectores base ortonor-

" males son por lo gehetal distintos a la :eferéncia original y se
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. les representard por i} i) ij. La fig 1.9.1‘muestra_las re- = p'+b » ' ' 1.9.3)
ferenc;as‘de§cr1tas. ’Enﬁqnceg cualquier punto p se podra ex- i o= x'i'+blit ) ] . ) (1.9.6) - »
= T i -k “mem-mem ) -
ltiplicéndo escalarmente los términos de la'ec 1.9.6 por el vec
s i, ‘se tendrd ' S i
- = 'l i e s » . ) 1.9.6
7§ék'£kv xpit.i+brd i, _ 7 (1.9.6)
mo i .i, =1y ademés
a) ReferenciaAinicial, o . b). Referencia final, o ‘ ~ 1e
.Referencia original, o - Referencia transformada, o Li, =i, .i' = cos(i';i,) = cos{i, ,i) = (1.9.7)
primera referencia segunda referencia . i =k k" 'ﬂl_k o k' =m Sk
Fig.iuQ.l Rotacifn y traslacién de referencias rectangulé ) o . S ) ‘
i S : . . . -e viene .a ser los cosenos directores de los ejes de una refe - -,
res. : . . P
' ncia respecto a otra. Para diferenciar de que referencia se
presar en forma vectorial como - R ' ata se hace uso de la tabla 1.9.1.
. ) *
Tabla 1.9.1 Cosenos directores entre sistemas de re’
ferencia rectangulares.
P = xkgk en el sistgma original . ﬁl.9.l) -
p= xﬁiﬁ “en el, sistema transformado . ) (1.9.2) Referencia
- ’ - original
: x3 X, X3
al vector de posicifn b, del o:igen del sistema transformado se
) ) ,
pod;& expresar de acuerdo con g x] 91, qlz- q;3
2%
: 281 xs q q q
b=zb i R en el sistema original ‘ ’ (1.9.3) 2% 2 2L 22 23
S » ' - SRl x q q q
b=bli] - en el sistema transformado (1.9.4) e 31 32| 733

La relacibn vectorial entre las dos referencias se muestran

en la fig 1.9.1 quedando expresadas como




.
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La tabla antericy también puede representarse mediante la

“matriz sigoiente : S = .

‘ 91 %12 %3 |

i v ] )
Q3 S22 923 | 1.9.%

| 931 932 933

Entonces los renglohes,:epresentan los cosenos directores’
As los' ¢jes de la referencia transformada medidos respecto a la o
xeferenéia original mientras que las columnas representan los co
senos directores de la referencia original medidoéﬂrespeéto a la

referencia transformada.

Ec 1.9. % quedard

Ry = qm%“ﬁ*qu§& o - _ A )

gue permitir8 ccnocer las componentes Xy referidas al sistema
original siempre y cuando se conozcan v

i) - Las componentes xﬁ medidas en el sistema transformado.
ii) Los cosenos directores Dk

N

iii) Las componentes b& medidas en el sistema transformado.

De la ec 1.9,5 se tiene gue

p=p-® , ) aean
- ¥adn = Kdyrbydy _ ' . . 1,9.11)
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© . multiplicando escalarmente los t&rminos de la ec 1.9.11 pbx -}

vector i se tendrd

Roin-dn = Mo rbdiedy S | san
o bien
x!;i = ‘quxk“qubki ‘ R ) . £1.9.13)

" La ecuaci®n anterior permite conocér las componentes x&

" medidas en el sistema transformadc siempre y cuando Se conozcan

los elementos siguientes )

i) Las componentes X medidas en el sistema original
ii) Los-consenos directores’ T

iv) Lasrcompdnentes b, medidas en el sistema original.

Para el caso particular en que fnicamente exista rotacién
en el sistema de vreferencia, es decir bk = 0, las ecs 1.9.9

¥ 1.9.13 se reducen a
¥ = IuXm Lo S e

R S ‘ : (1‘9‘15i

al sustitu!; la ec 1.9.15 en la ec 1.9,14 se obtiene que

¥ = GIm*) =S¥ @.9.26)
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lo cual implica la siguiente conclusifn

Uy 7 T T Skl ‘ ) a o (1917

‘Ejemplo 1.3.1 8i los cosehos directores entre un sistema de re-

ferencia original y un sistema de referencia transformado esté

' 'dado por la siguiente matriz de transformacién

,';l/ 2 1/2 -1./2.

]
!
Pl o0 NZT 17
| vir w2 -2

desarrolle los siguientes puntos

i) Es realmente la matriz dada una matriz de cosenos directo-
~ res entre referencias rectangulares?
ii) En caso de serlo, calcule los mismos conceptos del ejemplo

1.6.1. en la referencia transformada.

Para contestar el inciso i) se hara uso de la ec 1.9.17 que
establece las condiciones de ortonormalidad entre los cosenos di
rectores.

qu9m1‘= 6k1 {1.9.17)

o

para k=1 1=1
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999t 9% < S
1,1,3 .
i‘i‘z?‘z = d
para k=1 1'=2
411915%951925%931932 = 81
- hedroc Do 2o
/2 Ve
para k =1 1=3
93193%921923%931933 = S13
- S hro e 3
2 V2 /2
para k=2 1l=1
8§21

912911%922921%932%31 <

(D oo
2T T VT

para k = 2 1=2

§

952912%922922%932932 < °22

»
o
5
=0
®
=0




Vot

A

para k:%wz' 1L=3"

41,91 3%922%23%932933 = S23.
1 1 1.0, 1., 1
(=2)(-3)+( =) ( — Y+ ( 5 ) (-
R R

para k=3 1=1

=6

9y3931+923921+933931 31

1

1 1 N
(- 3) (= =)+ ( =) (0)+ (- N(—) =0
2 - A 2

para. k=3 1 =2

43391 2%923922% 933932 = 832

o1 1 1

(=2 3+ =) =)+
232 =

para k=3 1=3

9;49134923923%933933 = %33

‘ 1 1,1 1. 1 1
CFhHeEbhi - =1
SR g /T 2.2

La ec 1.9.17 se puede escribir en forma matricial.de la

forma siguiente

[y]” [l = B

-1 5
/3
11
i

11

L 2 vz

3}

M-
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i

A

N

11 [
1 =,
2
1
-1 |0
— L

(1.9.18)"

El inciso ‘ii) se puede llevar a cabo de la forma siguiente -

usando La’ec 1.9;15.

x
[
I

X5 = dp) X Hdp)XptdysX
’ll.__ 5
¥y = d31%*d30%p " 933%
o bien

x' = Ca;yJx

a) transformacibn del vector de posicibn a

= d)1¥)%9) %5 9 3

3

3

3

(1.9.19)
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— — -
— . L L ——] ! _1 ) o . . - /
.. — 50 . o 5{/2=2) _ , | 'Las operaciones anteriores se realizaron con el fin de -
JZ - ‘ : B . : g . o
;o R ejemplificar en forma objetiva el hecho de que los conceptos - '1_9
a' = 0 > _— 2 =1 -2 ) : .. que 'se hah estado manejando no dependen de la posici6n del
) R ' : . observador, es decir, de la diferencia utilizada para cuanti
1 17 1 i, 5 (/732) .7 - ficarla y por lo tanto serdn las mismas: tndependient'es”de" 1a’_'.
L /2 . e L _ | . referencia utilizada. .
b) transformacién del vector de posicién b o : i ) 1.10 runciones vec_tor;iales Y derivadas.
. T L Es de esperarse que el estudiante conozca los conceptos )
. S S . 4 2(/2-1)
< Jr 2 2 RO : relativos al cé&lculo diferencial aplicado a funciones escala
b' = -0 ‘-1 15 =20 n res que son funciones de otras escalares. En este inciso se
] . : presentgré brevemente las extensiones de tales conceptos a
1 21 -1 : : L ) . ) - .
E -3 - 2 o o 7 - 2(/2+1) . funciones que involucren a vectores y escalares. Las varia— : S &
L - PR N . - . - B Lo F
' " bles que usualmente se’ cons:.derar&n ser&n las que determi—
c) transformacién del vector. ¢ nan la posici6n de un punto .en una referencia y se indicarsn .
B . por el. vector de posxcién _x y la variable. tiempo t,. que :
-1 3242 es.una escalar cuyps' valores est&n definidos en un intervalo
) 'cl> = 13 = __l_ 46 finito.
10.‘ 3‘,2—_ 2 : . pefinici6n 1.10.1. Si para cada valor de la variable escalar

t, le corresponde un valor al vector u entorces el vector

S : . u es funcién de la escalar t se ind' ica como
obtencién de las magnitudes de los vectores. = . : - scala Y ‘ ;

|e

=u (t)

|+

(25 (V2=2) 2+ (~2) 2425 (/2#2) ) = 38

: o i Definicin 1.10.2. Si para cada valor del vector x le co-
“p'.b' =2 (4(/2-1) 24121+4 (V2+1) ?) = 290 . Definicibn 0 _si para cada valor del vector x le

rresponde un valor a la escalar ¢, entonces la escalar ¢

c'.c = %{:(3/712) +(46) +(3/§22{] = 270
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es funéiﬁn del vecter X Yy se escribe
® = . - (1.10.2)

Defi‘ni*ci'ﬁn‘ 1.10.3. si para cada valor del vector x le corres

~ - .
ponde un valor al vector u, entonces u es funcibn de X ¥

- se escribe como , .

w=u® S e (1.10.3)

' Las relaciones funcionales expresadas en las ecs 1.10.1 a -

1.10.3 son formas especiales de 'laé relaciones mas generales in-

dicadas por '
% = 0lx,1) - : I (1.10.4)
u=aulxt) : . - {1.10.5)

como X es el vector y t .el tiempo se dice qué ¢ es una es

Q) sur U go an aclor’ futan' év-"’/w;uoijuﬁi.(fo -

'c'al'ar‘ funcibn de posicifn y del tiemp% En témino; de 'las com
pénentés ¢ y u se podran escribir de la forma siguiente to-

mando en cuenta que las componentes de X Son {x;.,X,,X3) . "En-

tbn;es
%= Mz_:,t)v = ¢(XyrX)y0X30t) . i, (1.10.6a)
D u s ulet) = w0 i, () iyt i t) ' © (1.16.5b)

~El extremo de u define la curva C. Con los elementos mostrados

‘a) Curva C trazada

donde )

By 06 E) = (X)X Xg,t) 3 7 aa10.8c
Uy (e B) = U,y (%) 0%y, %5,E) S © q1.a0.88)
Uy (X, E) = Uy (kg sX50%q,t) : 11.190.5e)

Definicifn 1.10.4. Una funcibn de pbsicibn escalar o vectorial
asigna a cada punto x ‘en un vt‘ie.mpo - & ‘un valor definido de
una escalar o un vector. A todos los puntos de 1la reéi&g espe-
cificada junto con sus correspondientes valcres de las cantida-

des escalar o vectorial reciben el nombre de campo. BSi‘'se tra-

ta'de funciones escalares se tiene un campo escalar y si se tra

“ta de funciones vectoriales se tiene un campo vectorial.

La fig - 1.10.1 muestra la variacién del vector u respecto a t.

en la fig 1.10.1 se puede definir la

N . . wt— ASN

1 . T 45

por u (t) i . S

Fig 1.10.1 Ilustracibén para la derivada de u (t).
Lo
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La ‘derivada del vector U (%3 de la forma siguinte

du _ lim aw _ lim 2B 1in BB 49

It © 0 IE T A+07AE T At-0 A8 B

iim 48

= £>00E o T (1.10.7)
) lim 28 _ ds o v .
COMO  At,0dE - at ( o - (1.10.8)

(1.10.9)

donde AS es la magnitud del arco sobre la curva c 'y que va del
punto A al punto B. e, es un vector unitario-con direccién tangen-
te a la curva en el punts A y sentido el correspondiente ‘a moverse

del punto A al punto B.

’sustituyendo laé ecs 1.10.8 y 1.10.9 en la ec 1.10.7 se obtiene la

expresion

du d4s . ' : (1.10.10)
—_— = — 31: . : . . . .
at  dt

Aplicando la definici6n de’deri&ada se'pdede demoétrar las éxptesig:

nes siguientes

IT

d  (kw _ Y du +d} u R ) ’ (1.10.11)
aE Qu -} % d_i_\ = .

(u+ g) du +av (1.10.12)

aje
|

- 5
e (u.y dEeTre. A (1.10.13)
I : aT at
4 {axy) ZxTruxd L Ga0ae
at at at e )

donde ;\ es una funcibn escalar.
En caso de que el vector u esté dado .en términos de sus coﬁponeg,
tes se tendrd que '

u, 1 _ 39k Ik 4 Uk 9

k =k = g5 s

puesto que los vectores ik base somn vectores fijos, la ec ante

u

015.
e

n1m
ot

rior se indica ¢omo

~ du .- du . du, . u, » ..
du_ Tk Lo _1i;, 21, 31 (1.10.15)
aE I

Cdt dt- ~dt.-

Para calcular la derivada de una funci6n.ésca1ar ¢_funci6n del

vector de posicifn X se harT@ uso de los elementos mostradosg en

24 :

la fig-1.10.2 y de’ la

. X,
Fig 1.10.2 Ilustracibn para la derivada de ¢ (X ).

ec 1.6.6a que indica a la:funcibén ¢ en términos de los componen-

tes del vector x, es decir

*



§§gd.¢ = gfa&iente de ¢ =3

| d§ = diferencial del vector posicibn = dx

S =9 lxg umy %) . . {1.10.15)

Zntences 1& diferencial de ¢ quedaré exéresada conig

=93¢ dx + 3 d&a dx S i (1. 19. 16)
"5 -9 51 (?x ) Xy k)

En la ecuacién anterior-la diferencial d¢ quedé exp*esada en

' términos de un producto escalar de los vectores

i h (1.10.17)
xj‘ .

k3% (1.10.17)

-El vector das indica la direcciﬁn en que se calcula la‘difeten:
" cial do y se puede expresar en términos de una ditecciﬁn nni

taria de acuerdo con la expresion

as = |ds[n=dsn o C (1.10.18)

sustituyendo la ec 1. .10.18 en la €c'1.10.16 y dividiendo ambos '

‘miembros entre ds, se obtiene 1la derivada de la funci6n ¢ res- 

pecto a ds.

= (grad ¢ ) - ds n_grad ¢ . n L (1.10.19)
ai $£i- - v .

De -acuerdo. ‘con la definxcién de producto ‘escalar. se tendra que

}'la ec 1 10. 19 se puede expresar como

g% ==ul_gn}rad ¢|~ |y| cox&(gréd ¢»,2)= Ibér;d r‘b_" cés(grat:i o£, n

(1.10: 19aT

El valor m&ximo de -la ecuacibn antezidt‘ee-prasenta cuando

’coseno del 5ngulo que forman el vector grad ¢ y el vector uni-

tario n vale uno es. decit

(

'el simbolo ¥

1
e
[e3]

g%? mu@igmé.ﬂ - , (1@0.29)

Lis ecuacibn anterior permite interpratar al vector gradiente

. de ¢ como un vector de las siguientes caracteristicas

Magnitud ‘grad ¢| = gi)
38/ max :
Quedan especificadas a

g:adu¢ =" { direccibn y sgntida

’ o a través de sus componen~

) tes-indicadas en-la ec
1 10 17.

Deftntci&n 1.10.5 a1 operador diferencial vectorial cuya

expresi&n en términos de los componentes cartesianas estd dado o

por la expresién siguiente
2 =1y 2 L1 a FO (1.10.21)

se le conoce con el nombre de nabla o del y se representa con -

@
El vector grad ] se puede escribir usando el operador ‘nabla -

' mediante B
.grad ¢=V ¢ ) e (1 10.21)

‘ Puesto que nabla es un operador vectorial, entonces los opera- R o

" dores: V y Ux .se pueden asociar a cualquier campo vectorial

lograndose 1as definiciones siguientes
Definicién 1.10.6. La divergencia de unvcampo vectorial u eéf

una éantidad escélar~y se défine de acuérdo-coﬁ'la operaéiGhA

siguiente : - ‘.f'>‘
. - '_ E : . ' . .
diva=Teu= 2k (1.10.22)
k .




betinic«um 1780.7. El rotdcional de un &amya‘iéétoriaiFB es
una cantiGed vectorial:definidd de acverdo con 1la ‘operacifn
siguiente: -

R I e . ”\Uk it )
yof tem curdd = yox s e Ttyr(1i12.23)

" pefinfcifn 3.10.8. E1 operador de'Lavplécé'o Lablaciano es

" un operadoi- déferencial escalar de segundo orden. -deéfinido. .

mediante ‘Ta expresi6n siguiente _ ' .

Ty i 21 . _ai_'_’i{ A (1.10;24?
- = ’BA’DX». VE Xt x:

La conmkinzc{8i del operador nabla.d&<1ugar a éexpresiones

como lus mostradas a continuacibn

3
4011 Teoremas integrales

V. 96 = div (grad 4) : (1.10.25)
¥ x96 = rot (grad-¢) , (1.10.26)
¥ (Y.u)= grad (div u) L (1.10.27)
V. Uxu = div ( rot w) o (1.10.28)
Vx(Vxu)= rot (rot u) ) . (1.10.29)

1.11. Definiciones Y teoremas integrales.

- En el inciso anterior se definieron en forma diferencial
los coﬂceptos-dé gradienie, diveigenéiéAy rotacional. En

“.este 1nc150_correspoﬁde éxplicandolos‘ep forma ;ntegraI

y enuncian los teoremas'integrales resultantes. -

‘Definicionbl.ll.l._otra forma de definir al vectbr gradiente .

‘de un‘campo escalar ¢(x) se hard de acuerdo con la expresibn-

~ siguiente

grad ¢ = lim 1 ¢nda (1.11.1)
’ A V+0 AV ) AS - W

=60

donde-tvada: ung de . Xos términos que aparece en la ecuacién” . ..

anterfor-ge muestran enla £4g¥Fa 1,11.1 ‘que se presenta a un.

puntO;P conteﬁiendo dentro - de una superficie cerrada - AS: en
cuyos puntogrge define una’ diferencial de supetficie en fotma j'

vecto;1al, nda orientada de adentro hacia afuera.

88

. ¢Eaa.

¢ = ¢(x) campo escalar

fAS Superficie que encierra

al punto P

Volumen limitado por AS

av

normal a cualgquier punto
_Bobre AS

15
[}

Fig 1. 11 1 Elementos para la definicibn integral de un gradxente

Definicién 1.11.2 Sea-P un punto del campo vectorial g =‘g_(§)

y los elementos>mostradbsen la fig‘l 11.2. Entonces el flujo neto '

~ én el punto P'del campo u por'uﬁﬁﬁm(de volumen de la regiﬁn que

la encierra es la divergencia del campo u.

div .-u = "lim- .1 ( u.nda o ©(1.11.2)
AV >0 AV . :
: s

fig 1.11.2 Elementos para la definicién integral de divergencia:

B
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oAy -6 L S : |
; . . N dv grad ¢ = “¢nda | C : (1.11.6)
; Definicién 1.11.3 Usando ‘los elementos de la fig 1. 11 2 se o - ‘ AS . .
| » deflne al rotacional de un campo vectorial de acuerdo con la ) -
! N . N .: e -
| . : expres:|.6n siguiente : : B oo dvidivi = (1.11.7)
| 5 o »
| (1.11.3)_ : -
| dv.rot u = (1.11.8)
| ; : . u
| o Defin1c16n 1.11.4 Las componentes del rota01ona1 de un campo - ’ N "JAs |
| ‘u=u (x) ‘en térmlnos de “su c1rcu1ac16n alrededor de una . . o A . T - }
B © “nda. rot u-=- u.ds - - o (1.11.9) |
curva contenlenda. en el plano con normal n esta dada por la : - b N : ' ' |
ecuac16n . ' o o n }
tu = ﬁ"m - €. “ ds= Ba- - —(1,111~4) . . Las ecs 1.11.6 a 1.11.9 son la base para la demostraci6n de los:
n-ve sdwe 4a Jc 4890 '
. n ‘ ’ . teoremas integrales sigulentes en donde V es el Volumen limitado B
- » o ) ﬂonde los elementos de la ec 1.11.4 se muestran en la f1g 1. 11.4 - : . . :
' por ‘la superf:.c:ne S. oL o S -
y la c1rculacién se’ def.me como la- integral ‘'siguiente .
& . A S ) ) . . Teorema 1.11.1 Teorema del gradiente
Nt . . . L - - . . L c . . . i ) B . ) - s
circula‘cién de u = u. ngds S (1.11.5) = S R B - . ' ' B
g : : ' L : . ¢nda = @ grad ¢ dv . e o (1.11.10)
s v o : ‘ » v .
normal 3plano I ’ ‘ . - Teoremé 1,11}2‘ Teorema de la divergencia- o ’;‘eorema de gauss - .
\

Plano 1~

Yolu
T
n

R S §g.nda=' %divgdv' (1.11.11)
,/.t’r . : ‘ ' S JsT T v ‘ , .

Teorema 1.11.v3, Teorema del rotacional i
L curva Gy 7

f =.area gontenida en e plano.I - § u x nda = rot u 4v:. . v T a2
encerrada por la curva c, Jds . v } ;

. S Teorema 1.11.4 Teorema de Stokes (ver fig 1.11.4)
:1_35: vector contenido, en ‘el plano I :

_ tangente a la curva c : ? u. as = | ‘!-of u.nda o ’ (1.11.}3)
- fig 1;11._3 Componente de un rotacional en términos de la circula : ¢ Js o
'cién V L -
Las ecs 1. 11 1a1.11.4 se ‘pueden poner en {orma diferentnal al o \

tomar el limite quedando




Giﬁ::ccﬁﬂ'ad a ¢

1-e3

superficie S

fig 1 11.4 Elémentos deil teorema de Stokes ; 

1 12 Leyes de transformacldn de los tensores carte51anos :

i En" los-temas de este 1nc1so se cons;deraran dos sistemas de

referencia rectangulares, uno sers el orlglnal con coordenadas
LS 4 el otro sera el. transformado con coordenadﬂs ?Cn. Los
cosenos dlrectores de un 51stema respecto al otro serén ?mk.

Definicifn 1.12. 1 Un temsor cartesiano general es un conjunto

de nﬁmeros caracterizados por un determinado nﬁmero de indices -

asociados a los e]es de un sistema de referencia cartes1ano.
Dicho  conjunto de nfimeros se debe de transformar de acuerdo con
la expresibn siguiente que es la ley de transformacién asociada
al tensor de orden n..

' - A
t j = ? j -ga ‘ i J t,

J,30e.s 3, =~ 1434 Foeso .
172 L igigeeedy @.12.1)

. en forma reciproca se deberid tener que

tigin... dip = giljl %232... gin gn ipipeead,  412.2)

Lo anterior enfatiza el heého de que unmtgnsor no se cafacte:iza

simplemente por el nﬁmero de componentes y en asociac16n a

© de indlces. La caracter1st1ca esenc1al consxste

s "398 “In iCes .se refieran estrlctamente a:un sistema

o . i

:1 12. 2 se presentara las formas P

carte51anos.

. =G4
coordenado .y que las componentes se transforman de acuerdoJcon

una ley en partlcular.

3_En base a- ‘la definicibn general Lndlcada por las ecs 1,12,1'y

;gglareste algunos tensores

Def1n1c16n 1.12.1 Escalafés o tensores de orden cero. Son

faquellas cantldades que conservan su valor en cualquier 51stema

- de referenc1a ya que para su transform3016n no se requiere cono :

cer los cosenos dlrectores mk.
La temperatura en un ejemplo de escala: 5 s:.¢ ﬁ(l)es un campo
escalar se deber& tener que )

@(xly x2' x3!) = ¢(xll xz 'x3r.j ‘ B vv(1-12-3)‘

Definicién 1.12.3 Vectores o tensores de orden uno. Sonflaé
cantidades con -un subindice y se transformdrén de acuerdo con

las expresiones

1 . ) : ' S ]
ug = QL. LL,, L o | . (1,.12..4)
;< N : 1.12.5)
’ui:?fjud _ : @1z

" E1 gradiente de -la escalar'& es un tensor de orden uno ya que.

sus componentes 3¢/3xi se transforman de acuerdo con la expre=

' si6n siguiente

94;'9_413__‘_%9( =9,

Y. 2w dx) OLC “ ax

‘Def1n1c16n 1.12. 4 Tensores de segundo orden o Difdicas. Son

" cantidades con dos subindices cuya ley de transformacifn estéd

dada por las expre51ones .
o o (1.12.6)
G = %%t ol
?«;,' fee ﬁd'z



.

-

" 1.13 -Problemas

(ST

Ejemplo 1.12.1. Demuests& gque la delta de Kronecker es un tensor
cartesiano de segundo ordeu.

En caso de serlo deberd satisfacer la ec 1.12.6, es decir

8 ]

je =935 Ykedix = 915 Yie _
La ec anterior esuidénticg a la ec 1.9.17 y por lo tanto se
comple la demostracifn.

Otro’ejemplo ld constituye 3u1/axk‘ y se,demuestra a continua-

- cibn

_aul - 3 (qijul) qij aui _ qu aui Bxk
e e (oXg Exk éxe
3u 3 (g '
=1y g gy €0 = Iy%e ot

"A‘medida que se vaya desarrollando el curso irdn apafe;iendo

otros tensores de segundo orden.
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CEFITULO .2

" DEFORMACION

2.1. Ihtro&uccidn

Es un hecho . experimental el gue todos los cuerpos construidos

con. alguna substancia naturald%1ntét1ca cuando se les someté
a cargas externas sufren camblos de forma Y se muewen. Es el
prop651to de este capitulo desarrollar 1as bases necesarias

que permltan medlr el mov1m1ento y los cambios geometrlcos

“‘de ‘los puntos de un medio contlnuo sin importar el tipo de

substanc1a y las fuerzas en cuestlén.

El desarrollo de este capitulo conduc1r§ a la obtencién de un

.modelo matemético ‘que exprese- las caracterist1cas fisicas del
-pgoblema. En_un_principio:se manejaran-fenbmenos de la ffsica

Y su representacibn matématica con sus respectivas manipulacio

nes para construir el modelo. -

La observacién, muestra a un cuerpo que posee un 01erto volu-

~men con una forma determlnada. Desde ‘el punto de vista matem&-

tico gl cuerpo anterior se le identificard por un conjuhté de

puntos denomlnados puntos materiales que forman un volumen
WVK 11m1tado por una superf1c1e cerrada v:f_ Es conveniente
hacer énfa31s en la existen01a de puntos: 1nterlores y de: pun
tos frontera q;e forman la superfic1e tf El conjunto de

L,
puntos materiales interiores y de frontera forman una :eglon

B y se expresar& con la ecuacién

Regibn B=B';'A/1/'+ s 2.1.1.)

En lo que slgue el cuerpo queda representado por la ec 2 1.1.

y el mov1m1ento y el camblo de forma de dlcha regx6n repre-
sentard al movimiento y al camblo de forma del cuerpo.

2.2 Slstemas de Referenc1a.» i

La localizacién de 105»punto§ qé la regién B ;e hard envbaseb

a un sistema de referéncia cartesiano. o
Definicibn 2.2.1. A la posic16n que gu#rdan todos 1os- puntos
materlales en un’ 1nstante dado se 1lama conflgurac16n.
Entonces,la reglén en un 1nstante dado estd dada por. la con—
figuracién correspondlente. lﬂue

El movimiento y el cambio de formaAsufre un cuerpo de un tlempo
t1 a otro tiempo t se podré conocer si se conocen las
conflguraclones correspondlentes a cualquler tlempo t compren
dido entre ty y t, . es depxr, vt| Z\I t é t,. La fig 2.2.1 mues-
tra en forma esquemitica el moVimientQ y cambio de forma -

del cuerpo B en &l intervalo < t £t




1 e=ty .'t=.1,:x;r'
Bl "” + &f =“Tf‘4'9& B »Bn_éﬂgf 3;

fig 2.2.1 Esquema para el moblmiento Y. _cambio de forma del

cuerpo B..

Si se conocen las leyes que permitan pasar de 1a confiquracidn

B a la configuracién Bz,el proceso se repetiria con las confi
guraciones_subsecuentes hasta llegar a la configuracién final Bn.
En este éaﬁitulo'ﬁhicamenté.se désarfoliéran las léyés que rela-
cidnan a dbsvconfigdraqioneé'sucesivés. A la configuraciénvpri-
meré’se 1e 1lamar$ confiéﬁraei6n no defo;mada y a la sucesiva se
le llamari configuraci6n deformada.

A los puntos que constituyen la conflguracidn no deformada se

* denominan puntos mate;ialgs y su localizacibn se hard mediante
Abuh 91steﬁabae referencia‘éartesiane denominado material 6
L;grangiano. Todas las variables medidas en el sistema lagrangia
‘no se representaran con letras mayusculas.

A los puntos que . constltuyen 1a configuracxén def rmada se deno—

minan puntos‘espaciales y su localizacién,se hard con otro sistg
ma de referencia cartesiano denominado sistema espacial o eule-
‘riang.

Asf mismo la representacifn de las cantidades en este sistema

2 -4 : a A

se har8 mediante letras minﬁsculés.‘Lé fig 2,2,2 muestra las:

definiciones anteriores..

a) Sistema material o lagrangiano
para localizar la configuracién

no deformada en el tiempo t=0 } )
: b) Sistema espacial o euleriano

para localizar Ia configura-
cién deformada en el tiempo

t=t

Fig 2;2.2 Sistemas de réferencig en‘dés configufaciones sucesi-
vas. . . ] . ) | .
De acuerdo con la terﬁiholoéia aﬁterior se podri aéfinir a %a
‘deformacién y al movimiento como el transporte dé ibs.puntos.
espaciales en un tiémpo t. La expresibn mateﬁ&tiqa de lo ante

rior serd .

X = Xy (gl,'Xz, X3, é) =Xy (Xk, t) (2.2.1) !

 ;§




-

tiempo t las funciones xp (X, 1)

z2 -5
la exprésidnvinvefsa,de lo anterior serd

Xk = Xk (xl, Xor X3, ?) = Xk (xk,t) : (2.2.2.)
en otacibn vectorial simb6lica -las ecs. quedarén expresadas
como '

@ k)
x = x (X,t) X =X (x,8) (2.2.3)
La ec ‘'2.2.3a. representa un mapeo de puntos de la regién

B a la regién by la ec 2.2.3b mapea - puntos de la'regién

b a la regidén B. En lé_que sigue se supondrd que el mapeo

indicado en las ecs.2.2.3 es monovaluado .y las derivadas parcia.

les respecto a sus argumentos son continuas hasta el orden
deseado. Ademds se supondrd que la ec 2,2.1 es la inversa
finica de la ec 2.2.2. y viceversa.

La hipb6tesis anterior se conoce como el axioma de continuidad

. : . o de .
.en la teorfa de medios continuos y expresa el hechopque -la

materia no ‘se destruye ni se genera y ademds es .impenetrable.

. Lo gnterior es equivalente a asegurarque una regién de volumen

finito nc puede deformarse en otra regién con .volumen nulo o

. de la o 1
volumen infinito y que dos o més ‘ puntosAno deformad@ no pueden

estar represeﬁtados por uno solo en la regién deformada.

El axioma de continuidad se asegura con. el teorema de la fun-

cibén iﬁplicita y se gnuncia a continuacién.

Teorema 2.2.1 Teorema de la funcién implicita. Si Par& un

) 7

i),Son continuas con derivadas parciales de primer orden con-
tinuas en una vecindad IXi —;xk]<:A,

‘ del punto P

ERE

X3

X, T X

if) El jacobiano j de la transformacibn en la misma vecindad no
se anule, es decir

B,XI/BX1 axl/&¥2 ax1/3x3

Xy 1 3x,/8X)  3x,/3X, 3%,/3Xy |

#F0  (2.2.4)

=

. 'ax3/ax1 3x3/3X2* ax3/3x3

entonces existe Uina inversa @inica dada por la ec 2.2.2 en una

‘vecindad |Xi - xk|‘< $ del punto p en el mismo tiempo t.

Ejemplo 2.2.1 La descripcién euleriana del movimienfo de un

cuerpo dada por

: o v (2.2.5a)

X, = (2A X, + B) ol e
x, = CX, (2.2.5b)
= DX, (2.2.5¢c)

donde las coordenadasxk'y P4 son. cartesianas y A,B,C, y D son

-
constantes. S pide calcular, en caso de ser posible, las ecua-

ciones lagrangianas del movimiento.

. De acuerdo con el teorema de la.funcién implicita si‘dadéila ec

(X

k

X t) o - D B (2,2.1)

kl
para que. exista lé_ecuaéién inversa

X

= xk (xk, t) » o (2.2.2)

se deberdn cumplir los requisitos eSpecificadoé en dicho'teoremak

y son




parciales

a g

;) Que las funciones *k sean monovaluadag y contlnuas en las
vvec1ndades de. los puntos.
Por, 1nspeccién se puede asegurar que las ecs, 2.2.5 son moné;
'valuada551empre y cuando en. la ec 2 2 Sa se especifique
ﬁnlcamente un solo valor ya sea el p051t1vo o el negativo
S ded rad1ca1 y continuas ‘en cualquier vec1ndad seleccionada.

b) Las prlmeras derlvadas parciales de las funciones Xy también

deben ser continuas.

El c&lcqlo,dg los elgméntbs’del gradiénte de deformacién %k %

quedara

axI:.A __A X o 3x1 =0
1 VIAX1+B Xy fa‘L ’ ;ﬁ;

aﬁ =0 aﬁ =C M2=0

Xy %5 8%,

3x3 =0 '3‘*3» = O.v ) 3x3 =D

°Xy x X

También por inspeccién se concluye'que las prlmeras derivadas

Ix
k son continuas
ax, !

b) El1 jacobiano de 1la transférmécién debé ser distiht6 de cero

en la misma vecindéd

; ‘ . 2. -8 B

P=X

Ly

z_:e;l_ ax,  9xy 'A(2Ax1+B) 0 0]
X 5%, 3%, j
j = aet k) =' X | _|2X2 2%y 3%
5%, X | T8 X, 8%;=| o c o0
3x3 3x3 99X 0 0 D -
§X~1 sz_ A 5X‘3 : .
A Ly,
. . § = ACD (2ax,+ B) /?

1
spara que el.jacobiano de 1la traﬁsformacidn sea diStintb”de cero
se requiere que

aA# 0, C # 0y D # 0v
Doy .

De acuerdo con 10 anterlor se puede asegurar la ex13tenc1a de'

las ecuaciones Lagranglanas del movzmlento y resultaran ser

i) De 1la ec ?v? 5a se tiene queA.§1.= 7A(x1 -B)

L) De la ec 2.2.5b se tiene que X, = xz/ c

il) De la ec 2 2.5¢ se tiene que X3 = 3/ D ‘
Entonces las ecuaciones anterlores definen el mov1m1ento la—
grangiano del cuerpo. o
De acuerdo con la fig 2.2.2 se pod:&p eécribir 1psivectorés
de §osic16n de cualquier puntﬁ_ya sea material 6 bien egpacial

. S
mediante las expresiones

k lk Vector de>posici6n, puntobmaﬁerial' (2}2.6a)

£=x i, Vector de posicifn, pﬁnto espacial (2.2.6b) -

los vectores infinitesimales dP yidg ‘se'podr&n'obténer de las

ecs 2.2.6 de la forma siggiente -

x = g Iy . - : (2.2.7a)
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| 2-9
- ®
| ap = °p dx, ‘= dx, i ‘ o : ‘ Vx = 3xk Yk’ oo : o (2.2.9)
. REN 3 (2.2.7Db) ' o
| . ' d?‘\«\— "Qﬁ‘s' X = K&KJXK b . n -sus componentes V, en el sistema
T c u
| _El tamafio de 1os vectores dP y dp se calculard mediante o bien si se’conoce 3 k
? lagrangiano sus correspondlentes en el 51stema euaerlano ‘se
; (d@s)? =|dap|? = dp.dP = (dX, - dx; I )—C%,,JYEXL=dXKde (2.2.8a) calcular&n medlante
| ' ) P v, = oxk V. : ' : ‘ (2.2.10)
) V2 = 2 = i =5 ,47 = . k : 14 . E
‘ (@s)? =|ap|? = dp.dp = (dx, i) . (Axyi)) Sultdx, =dx,dx,  (2.2.8D) . v : o ) o
| o ) Ademis la ec 1.9.17 conduce a las relaciones siguientes
{ . NOTA 2.2.1. Los sistemas de referencia lagrangiano v euleviano ' :
‘ se han selecclonado cartesianos y por lo tanto sas SKk ng =gKL ‘ ) (2.2.11a)
| vectores pbase correspondientes son ortonormales. 5 : g ) . . o
] a . Kk XKI = 0kl . - - . (2.2.11b)
Entonces, el producto escalar '
- o Es de observarse la d1ferenc1é que existe entre 1as deltas de -
B I,..i, =1 = 3- 2; (2 i 9) Kronecker ykL o 5&1 y los cambiadores é-Kk.
Lp-iyp = I-L ki~ kK M :
- : ‘ ) - . ) 2 3 Gradlentes de deformac16n 3% Tensores de deformac16n (defor-
- proporciona los cosenos directores entre los sistemas de refe-
- o matlon).
i rencia._Conviene enfatizar que el sistema de referencia lagran- )
| Def1n1c16n 2 3 1. se define la hotacibn derlvada parcial de una
| giano se definib para medir una configuraéi&n no deférmada y el .
| . v.func16n escalar ¢ o una vectorlal Uk respecto a las varlables
| 51stema de referencia Q;Lﬂeruanqueflnlé para medir una configu - N .
| - ‘independientes’ xj mediante las expresiones - ) ) ;
| racién dnformada,y para tener presente esta distincibn,el produc ‘ ’ : . C
|
| to escalar ‘indicado por 13 ec 2.2.9 se representari por el sfmbo 9¢ =@%
X
h) SKk y se bautizar& con el nombre de cambiadof pero se opera- 3
r4 con las reglas indicadas en el 1nclso 1. ‘/ y por lo tanto el Buk = Uh i
X% ?
cambiador gKk es idéntico a la matrlz [quJ ) B ) ) .
en caso de tenerse derivadas parciales.de orden superior se
De acuerdo con esta observacibn,si se tienen las componentes vk : ) : ) :
. . - escribirén como
de un vector medido en el sistema~dfulériano, sus componentes ]
) e ! 32 - ¢,jk
. S ) : . IK 0 Xy )
Vk en el sistema lagrangiano se podrén obtener de acuerdo con ]
. . 3 : :
) . U . )
~ la expresién DU = Uy pmn . ot
‘ quozmgln : . o
|
) |
_ | | \
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z 2 -1 o SN e A ! 2 12
l Las diferenciales de las ecuaciones de movimiento ( ecs 2.2.1 N ) - S N . . -
’ H i . ‘ - 7 . S 2. ".'4
y : y 2.2.2 ) quedardn: o » \ Ih:\:\ = eKLM emmth e, Xmypp € 2.3.4)
L : N - | " B
} V d;(L = _D_é".-_ d XK = L, '3 o : Al derivar la ec. 2.3.4h se podrs obtener la identidad de Ja- :
| R % o T (2.30a) cobi expresado como: = ' ’
| 7 dXe = %)i“ dxe = X, d X ' (2.3.1b) DI — cofachr Yo, = Xe,k L (2.3.5)
| . - . Sustituyendo en las ecs. 2.2.6 las correspondiente dadas -- -
Las cantidades X, = X /D Xk y Xk, = ka/bxt bt | tte
) ) ' . por las ecs. 2.3.1 se obtendré: . -
reciben el nombre de gradientes de deformacién. De acuerdo -con : v
H la de la cadena, las ecs. 2.3:.1 conducen a las ecs. si _ »
‘I- a regla ‘ | df’: (Xk)k ;K)Jik = gk‘dxk ( 2.3.6a )
: guientes: g )
— ‘ ~ & ‘
' %———1" Xe _dXe  ,bien X0 Kk, = Ot ( 2.3.2a) » dP ("h w i) dX GK dXK » ( 2.3.6b )
. o ) K DALy JXQ ) ) ' R . L .
o . o ) ‘ . o : i )
~ : . o ' I o . o © o Ene las ecs. 2.3.6 se definen en forma natural dos nuevos --
‘ [y : ) )
| : o DK e d Xe r biew Xk;k Ly, = Xk)_ - ( 2.3.2b ) v - vectores base los Cy y los &, de acuerdo con las expresno -
» SR dXu o T ‘  nes. ' . S » S
k o 2. 25 resentan siste‘mé‘s ‘de ‘ecuaciones: ] . Y o ~2.3.7a) ;
i Las ecs. 2.3.2a o 2.3. rep --Qt ?51&(5 ;f.t)‘ x.K,k I\g | o ( | 7 )
L algebra'cas, es decir, nueve ecuaciones con nueve incégnitas. - : 8 ) : v : . F
: ' En caso de cons'derar como’ uncégmtas a los valores de )(,< “ ’ o , , o .
| : o gy = G (X )= e by ( 2.3.76)
* y de acuerdo con la regla de Kramer se tendré ) ‘ v ‘ = - 5 e . ) . o
» T . St Co e : A . ‘Usando las ecs. 2.3.7 y las relacicies dadas por #hs ecs. -
’ X T lofactor xt:Kt X, Yoy (2:3.3.) * 2.3.2 se obtendran las expresiones inversas de las ecs. 2.3.7
. K,k = __——_.—-——-———— = QJ eKLM E’Um Ry ‘ . - . ‘
o . . J i : -+ quedando : L ' S



&

=

2 -.13

To=Ye e (2.3.8)

= Xioe Gr ( 2.3.85 )

Otra forma de calcular las magni tudes de los vectores di -

Fe‘renciales dP ydp se obtendrs usando las ecs. ( 2.3.6 ).
(dS) = dP.dP = (Cholig) /C(dxt)
C; dlhdll :C“_ th JIQ oo ( 2.3:9‘3 )

(d9)*= db-dp= (Ge dXy)- (4, dXL)

En las ecs. 2.3.9 se utilizan ‘las definiciones dadas por las

expreslones sngulentes :

Cpe = Ch £q —(Xk EI ) (XLQI)

= Sk X, Ky = Xeow Xuyg = 0 ( 2.3.10a)

Qi = §z L-(’(h,k La) (Xe,L ‘1)

-5&«1& Ye)L-Ik,h L-GLK . (2.3.j0b)

Definicién 2.3(%. Al elemento Chg ~cuyos valores se calculan

Jcon la ec 2.3.10a2 se le: llama tensor de deformactén ( defor-

matuon )} de Cauchy.Este tensor permute cuantificar en el sis-
@QuUPeyin o
tema de referencighia magnxtud del vector 9P asociado a una

configuracién no deformada mediante Je ec.. 2.3.92 .

=Gk G kadXL:G,CL dx, dx, (2.3.9)

2 - 14

Definici6on 2.3.3. Al elemento éxg cuyos valores se calculan -

" con la ec. 2.3.10b se le llama tensor de deformacién ( deforma-

‘tion ) de Green. Este tensor permi te cuantlf'car en un sistema

de referenC|a lagrangiano la magnitud del vector d# a una con--

figuracion deformada mediante la ec.. 2.3.9b .

2.3.1. Caracterrstnca tensorlalde los. tensores de defor-

macién. de Cauchy y de Green

Para demostrar que una cantidad es un tensor se deberd estu-

_ diar su ley de transformacién al cambiar la referencia en que -

se mide. En la demostracién del caracter tensorial de los ten-

sores de Caychy y de Green se trabajaré Gnicamente con el tensor

’de Green que opera en el sistema de referencia Lagreaglano La

demostracnén para el tensor de Cauchy seré»enteramente similVar.

Sup6ngase que el sustema coordenado XK se transforme a otro

X de acuerdo con la ecuacién -

X = Xk ()(: > X:: ) X; ) B ( 2.>3.n )

Entonces la diferencial dXK"quedara‘ '

dXy = 2§;d Xo S B
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Sustituyendo la ec. 2.3.12 en la ec. 2.3.10b se tendrd :

(as)= Gk gx" FDXL dX,', ax,j=G»'m d)(; dx"l, o ‘2.3.13)

donde %
e - DXK BXL
M~ Q: BXM )XN

B o (2.3.14)
dy neg wnds ov

" Les tensore;&son cantndades que se transforman de acuerdo --
con la ley de transformacién especificada en la ec. 2.3.14

Ejemplo 2.3.1 utilizando los datos del ejemplo 2.2.1
'nCalcule Tos conceptoé siguientes :

i) Los componentes de los vectores Cpy G

\ii) Los compbﬁentes de los tensores de CauchyFC§¢ y de Green G, -

iii) El |ncremento .de tamaﬁo del vector daferencnal al ocufrcr

la deformacvdn, “en ambos. szstemas de . referencia,y compruebe su

equlvalencua

De acuerdo con la ec. 2.3.7a se tiene que :

gh = xik,k ‘;K »

Habr& que calcu]ar‘losgelemqnto§§d§l;gradien;e de deforma-

cién

2 -18

%: ﬂ Bx' =0 Dx‘ =Or
2%, A 22X, 3%,
’B.Xl = Q ’é&":‘l—

ox, 2y, <
. :))(3, -5 D Xa N

‘C\II Bxl

) i§)<| k ‘ X P

Q = —— T + 2 = _{.’.
TR T T e T 5?3‘ T2 =3 1
e, - X P 22X "

=2 - == J__:‘ + 2221, + 2 Y.=- L1

: X, 2511 . 2x, =2 -2
Q. = :)X'.I + :BXQ T. + X -1

De acuerdo con la ec. 2.3.7b se tiene que:

gK - IQ)K ‘_it

‘En el ejercicio 2.2.1 ya se calcularon los @elementos del ;4v

gradiente de deformacién Xy Kk, entonces



g, 2%
- aX,

e _ el

2, - =3
zr axl,

G, = 2x,

5 2%,
L

2 - 17
CRS o PES _
oxy * 2%, 7>
2Ls 2%

t + 2 L., =
K, TR N7
DXy éa + 2, ~é5 =
Xy % Xy

35 componentes del feﬂccr de Cauchy se deAzm-nar

seg ln

1

G

ec. 2.3.10a quedando su arreglo en forma matricial de Ta forma

. si \Jleﬂte.
Y 9 _
‘ R
b ” . .
’ [clz(] = | ¢
EP

"El tensor. de Green se construnré de acueedo con
2 3.10b y queda :

[_6{« =

ng

Q.s . .(2'1_

Fé,-g,'

'.(Z,

' g,

In

C2°¢9q
Sy ¢

p 4
G -4 =t
=3 x?
552'.;: =]0
é} ﬁ? O

x
A ©
L
la ec.
°© o
c? o
‘© ;bz

(d92~<d§f;(
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El enunccado del inciso |||) se expresa de acuerdo con la --

ecuacnén >|guuente

(ds)*~ (dS)i:']df,z;

4P

La Ecuacién 2. 3 15 se puede cuantlflcar tanto en. un sistema

‘lagrangiano como ‘en un sistema euleriano.

.Para valuar la ec. 2.3.15 en un

- cial o euleriano se podrs hacer de

(ds)

o O T3

De acuerdo con lasvéés. 2.2.86 Y ‘a

1df| = dxk az,l_ JWJ Ikdx,(

(I

sistema de referencia espa-

la forma siguiente :

( 2.2.8b )

(d)°= 1dPI's G dY, dy = 427[e] dx (2.3.90)
donde : d}i’:» dy, lzk= [oixy ‘d1,~ JIJ ]
s en anl (5 o o ][ e
- o —'1 ) dll '1' (dI)«:-(dxz)-;. (413)2
< z

<

31 ﬁ:f‘

se tlene 3 ",7

)ux 4(.~_)(a11 +(l '—, (dls)




la misma i:antidad pero en diferentes sistemas)se har& usando -

- 1as ecuaciones 2.2.5 y 2.3.1

2 - 1_9' . ) ‘ ) 2 - 20 -
Para encontrar el valor de la ec. 2.3.15 en el sistema de - :
referencna material o |agrang|ano : . - dx, = )—ﬁ__ C{XL - A dX,
: o 2% X
(4= = & e dXK d¥%. = })( [Ger] dx . ( 2.3.9b) ] ‘ : , R
: : . dr, = £t g = < oAX : . (e)
A . o . . S ?)xk . o . . .
donde : .d)( d)('< .-,-IK =‘[dx‘ dxz d)(a] ‘ : » |
. - C . N . . ‘
¢ o PO o dxyz 2% dXe = DK -
B [dx"““z d%s ] A-z o ol [dX,] AR B Xk : B ‘
o X , _ : . : -
o Cz o dX ‘-'-'-’%(dx)-i-c(dxg)-ﬁ-b(d Sustiguyendo las ecs. e en la ec. b se obtiene la ecuacibn - .. . ‘
. i siguiente: : : . ‘
2 . ‘ . .
o o D |dX . , e iig |
' ‘ (d5)°- (dS)-(iz :)(dx.) + (R (-0 )t
v . : . que es la ecuacién d.- A
usan-_do la ecs. c'yd sg obtiene : 2.4 Tensores de defo‘rmacién ( Strain ) y vector desplazamiento. ' P

R . . . ; - _ Qbserbva’ndd las ecs. 2.2.8 y .2.3.9 se resurﬁ'e que han de'sarro"?

(dS)’L: ’df’ = kaCjXK: g&t_ dX‘k' dX,_ . ( 2.2,83 ) ) ) : : Y . i . T
- ) : - . . : - 1lado dos expresiones para cuantificar el cuadrado de las mag--
ni tudes 3'(:13‘):«‘(0?5): del vector diferencial deformado y no ’dé .-

usando las ecs. 2.2.8a y € se tendrd : formado dp de' Las dos formas ‘corresponden-a mediciones asocia- "

o » N : q s i 2., - 2’ oo das a los ststernas de referenc»a que se han convemdo usar, es
@9V (L -1)eaX )+ (< SO E%)T ey decir : |
La form“a deICO-‘lj\Pi'obvar las ecs. b y dbanteriores‘(cua'n_tifican: v ' (dS)i: SKL dXK dXL = Gy dlh dlz

( 2.4.1a )

5)2:: ézL a'XK dXL = 97&[()1/3 5’1’;




9% (9= 2B Ak dX =2 dxedy (2 k)
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de

Una medida de cambigjforma de un cuerpo se podra cuantificar

a través de la diferencia (ds) *_ (d5)*asociada a cada punto del -

cuerpo.

Es de esoerarse que cuando la dlferencia anteriorvse anule -

para todos !os puntos del cuerpo,el movnmiento que: esté Gnica--

mente podré ser de cuerpo rfgido. Al cuantificar la diferencia en

‘un mismo sistema de referencla se tendrén las expresiones sl --

"’guuentes

(d5)2 (ds’l GdeXkJXL JLLAXKdXL (GKL B-KL)JXI:JXL

= 26, dle alX,._ (en dvsisfm‘vf"a’“"s‘“m)( 2.4.2a )

(ds)’ (dS) Sudx.l An-ﬁ’ualx, dxz = (5e- Cu) "“‘k "’xl

= leu dlkdIR (em J s/sﬁma, eu/zrtano) ( 2.4.2b )

'Débido a la igualdad de las ecs. 2.4.2a y 2.4.2b se podrs -

escriblr -

. Donde se definen dos cantidades nuevas de acuerdo con las -

expresiones siguientes :’

"y de Green se Ies eeocio la palabra lnglesa

2 - 22 -

thos(Gs®)

A€y = <Su - Cu) - : (vz.u.’s)

Definicién 2.4.1 Al elementol%L cuyos’. valores se calculan con
la ec. 2.4.4 se le 1lama tensor de deformacion ( Strain ) de -
Lagrange. Este tensor permu;e cuantlflcer‘e| cambio de longitud

@E}-(dS)zasocledo..a~un punéo"de'un cuerpo, coendo éste naSa de

‘una configuraclén lagrangiana a una conflguracién euleriana.

Las componentes de fiLestan referndas a un sistema legran-

giano. El tensor de- deformacidn de Lagrange es simétrico debi-

_do a que el tensor ‘de Green y 1a delta de Kronecker también lo

o

son.

 Definicion 2.4(2 Al elenento €y cuyos valorés se calculan ==

‘con la ec. 2.b. 5 recnben el nombre de tensor de deformacién -

{ Strain ) de Euler..

Este tensor permite medlr el mismo cambio de Iongitud que -

el tensor de Lagrange pero en un sistema de referencla eulerla-

- no. El tensor de. deformacidn ‘de Euler es simétrico puesto que

el tensor de Cauchy y la. delta de Kronecker tamblén lo son.
NOTA 2.4.1 Al deflntr los tensores de deformacldn de, Cauchy -

fdeformation "y

" a los tensores de deformaclén de. Lagrange y: de Euler la pala-=

) bra." Strain ". La razén -de-tal hecho se deoe a que en espafol

no existe una traduccién blen"definida DeSde Juego que todos

los tensores anteriores permlten cuantlficar el cambio de for-

ma pero cada uno Ao Aace con una Caracferw{lca espema/’
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|

Para evitar confusiones se convendrd asociarle al término -

tenéor el nombre con que fueron bautizados \2 el estudiahte debe=

ra tener presente la distinci6n entre ellos. Asf al tensor Che
se le llamars tensor de deformacién de Cauchy, al tensor - Gu,

se le llamara tensor de defofmacién de Green, al tensor  Exy

\

formacuén de Euler. o
Usando las ecs. 2. 3 1 y 2. h 3 se- puedenobtener las relacuo-

nes sigulentesk

EKL = Cu’".r‘hk It:L S ) - . :(_.'_2';‘6_.63 )
T
3 o ; . DeflﬂlClOn 2.4.3 . Se Ilamaré vector- deaplazamnen:o u ~de’dn--'

- -punto de un medto contnnuo, al vector que une a un mlsmo punto

mnento se encuentra en Ia confnguracuén no deformada y el extre
| o ) mo flnal en la configuracién deformada . . '

La- flg. 2.4.1 muestra el vector desplazamiento.
Cuerpo B

Fig. 2.4.1 Vector desplazamiento.

tensor de deformacidn de Lagrange Y al tensor eittensor de-de-

en ‘dos, conflguracnones. El extremo 'niclal del vector desplaza-

. -
v 2 - 24
De la fig. 2.4.1 se puede escribir:
- ‘ . : —_— . -~
(_L='f~f+b=?<z£(_—><l_ 1, +b ( 2.4.7)
Los vectores U y b se pueden referir é éualquier‘sistema de referép
cia, asl. ‘ o
W= YU I TNl ( 2.4.8a )
k.- = 6L';LZT_E£’—( ) i - 2.4.8b )
Multlplucando escalarmente ambos mnembros de la ec. 2.b. 7 por los --
~_ vectores i se- tendra . S i : =
ueby =% Lk XL sl bt
: Eh ) : -
- Sustituyendo las ecs. 2.2.9 y 2.4.8 en la é;uécidn anterior sévobtfé,v
‘ U, = %X, — 0Oy, : > ‘ v .
k e »‘ELkXL"‘.'Lk‘_ (2.4.9)
Sn ahora se,multnplnca escalarmente la ec. 2 k 7 por: el vector ;Ek,y
efectuando unproc@so anél go él anterlor se obtuene Ia ecuacuOn sug"
UK—,SKQ l Xk + ‘ \r.__ B v(r 2.4.10 )
La definicldu del vector de desplazamlentos permnte expresar a los:
tensores -de deformacuén en térmnnos de las componentes de dicho vec- \

2

tor ‘de ‘acuerdo con el desarrollo presentado a contlnuacién.
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De las ecs. 2.3.7 y 2.4.7 se podran calcular los vectores Gy y ¢,

G, =2F _ 2 (Piulpy=E . ou . o
= ‘DX.‘(‘J" e) oXe T 3y, = Tat elu

’Wg
q, :1:}E‘ -
dy %

n..

Q),Q)

)( -
' : T (2.ka2)

Chwab)e D2
n . - - L .

Los tensores de deformacién de Cauchy se ealcularén mediante las

ecs. 2.3.10 , 2.4.11 y 2.4.12

Gep = G GL-‘—" (Io+Uie L) (L +%L‘;L—U)

61:1.;-' S,kl. + U“JL + UL>‘<+ Sun ({M’K UN"" | ( 2.4.12)

th -:‘ (_Zk' Cl :(-Lt —‘ gm)h _“:M) . ( él_ uﬂ,l én)

Cey = 5&: U - Y ,L+v5;n7 u"’.a-’;”’-’;(

( 2.4.14 )

‘Los tensores de deformacion de Lagrange y Euler se calcularanusan-

do Ias ecs, 2.4.4., 2.4.5, 2.4, 13 y 2.4.14
2B =Gu by, = Uk ¥y + um Uy Uvyil (22015 )

1e_u~= 3 ~Ceg = ”t,q*“t)k”’ﬁ_ Frn “m‘{k, "m] o K 2."&.‘16'- )

- Es usual escribir a los tensores de deformacidn en forma matrlcnal -

quedando :

. o Jen en e |

m
»
»
m
»
v
™
z
~
| N—
0

Y . Caa €
Esa Eay . €, €32 €33

il

“'~a) Sistema de referencia

Say [ (2.47)
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Debido a la simetrfa de los tensores Ex, 9 ell, de las nueve .

“cantidades que forman a dichos tensores se requiere conocer --

Gnicamente a seis; los trés'alojados sobre 1a ‘diagonal prinélr‘
pal y los otros tres seran los que estéan afriba o abajo de la -

diagonal principal.

o o ' 3
Cuando se tiene el modelo ‘matemdtico desarrolladoise -
busca el método debsoluCIOn. es practica usual trabajar con --

variables sin sﬁblndiées.segan se muestra en la figura 2.4.2

P(XJY«vZ)A _ | o ',“(IJY‘A")‘*‘

‘ e i_y' ,“ B  11:~. V : J' »1?:
Sustuvw]T o s Wl

B A
4 V=0(X,Y, 2) o 3_. ) 
b) Sistema de reﬁerencia o

‘lagrangiano. - ) T euleriano.

fig. 2 4, 2 Vanahles en los sistemas de referencia para

: representar los . modelos matematncos en-su e~

tapa de solucién.

- Al expresar las ecs. 2, h IS -y 2 14, 16 en tales sustemas se
Dw\z

tendré. B
I{E-xx"é'xx =4 (%—-4‘(3—,()*5{) \ax




. 2 ezz »7'2613': - <.
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2 2 2
C - = Zzll. ;QEL) 1 ( 2)&) 4 ZL!L)
2y =gy - 1= 287 +55) +(55) + (55
P F ~Grs—ls 2W »L('a__y_)ﬁ QAR (1\«4)2
PR oz \oz/ \9d2/ \22/ (,4.8a)
2k —I*i-f = ='?£+21+ VY D_\_/&/ W Dw
Xy yx Gxy = oY * 5% Aax.f’by-"ax- 3Y,+ D—X-%T
2 &z =28, = G, -2, 2, Wow, W, w o
C . 2 A Y_ . aY gz  'QY‘QZ  2¥ BF;
Sax = Az = Gay = W LW L SU Y v Y, 2w dw
2 Eax xz = Gax V3X,+3—z.+-';)*z'v§;f?'—g%(‘ % %
D RPN \2 2
et 132 - (38 @) - (32
2€y= 1 - Cyy = 230 _(24\ _ (2w \_ [2w)?
”",”,l%‘(ﬁ), %) (%)
degp=i= Cpp s 22W _/2u\L U)z_ Wit ey
= T T 52) (a.z . (?_z) (2480
205y= 20y = o 224 L DY | U Qv Qv _ Jww
3 yx = —exy T2y YT ox 23  x 9y x 9y ‘
A&y 20 = -Gz W L W wu - Q- u _ 2w QW

2

Definicién2.4.b. Los

bdiago‘nal principal en

2z - JYy 3y
A VI
oX 2z Jz

)

componentes de los tensores de deformacién B,

ey e&é con. »s-ubgfndice fepetido,es decir, lps 'quéﬂestan_ alojados_ sobré la

la eé. 2.L.17, 'recibe‘n el nombre de'defor_macl_o»

~nes longitudinales o norm_ales.; mientras que los que estédn alojados ---

fuera de la diagonal principal se Ilama'n'deformacipnes angulares o de

corte.
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~ Ejemplo 2.k.1 Utilizando los datos del ejemplo 2.3.1
v Calcule los coneeptos siguientés:‘ ) )
i) £l tensor de deformacgién‘de E‘ulerAeu' .utilizando el tensor
de,_CéU?thY Chg v |
ii) E1 tensor de déformacién de Lagrange utilizando 41 tensor .
‘de_ Green Ge ‘ ] ' ) v
, !iii) El tensor de »déformaciones de Euler uti_liéando el tensor
de deformaciones de Lagrange. 7 7 _ ' . ,
v iv) El tensor de deformaciones de Lagrange utilizan&o el ten/-‘

sor de deformaciones de Euler.

De acuerdo con la ec. 2.L.5 se tiene que :

2.€y, :(J‘LL‘— vek,‘)

" En el ejercicio 2.3.1 ya se calculd el ‘tensor . %¢ -, enton- -

" ces o r ‘ _
. ‘_Z_‘} O -
L _ AL o}
Lew]=% |0 =& o] (.,
e o =L
| o ,DL )

De acuerdo con Ia,ecv. 2.‘9..10 sé.tiéne que : -
- AE,, = (GgL--‘_‘v ‘KL)

Utilizando los resultados obtenidos en el ejercicio 2.3.1

.para el tensor de Green &g, se tiene .
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~ 2 — ) Empleando los resultados obtenidos en el ejercicio 2.2.1 --
A ) . ' . .
Xz -1 _ © © ’ s . para el gradiente de defofmacién J‘h,k. se tiene
(EL =+ o a*-y o (b)
Lo j= = '
2 - Ce )

o o I 2

\ fL ‘ : . : , 20 o|[-5 o o [[A o o] [&

] . xl Ai x‘ 1'1_"
o : g se _
El inciso iii) se resuelve utilizando Ié ec. 2.4.6b quefexpre . B&L]= o e o o I-éi o |lo ¢ o1,

sa como-

T R TP OB LN N EN (L9

Utilizando Tos elementos del gradiente de deformactén-calcu- -

lados en el ejercicio 2.3.1-se tiene’

-

G Op|x
o n—- o

Se hacgnDOtar en este problema las distintas formas de cal-
" “‘eulae Tos tensores de deformacién, dependiendo de las cantida-

. des que 'se conozcan. Asl, en el inciso i) y iii) se calcula el

tensor de deformaciones de;Euler en dos formas distintas y los

AL o 'il ];xl. : ,resultédos,como es de esperarse, son iguales. Lo mismo se pue-
of . .—2-l o o ||—0o o 1 0 O ) R » o : mo _
X, A i " de decir del tensor de Lagrange calculado en los incisos ii) y
ol 10 ¢~ ollo L ollo 1-L o] (c) , : -
’ [ = ct T iv) . '
L =1 : . : ‘ T~
IJ ‘o o D%-L o o —lto o \-L1

_El inciso iv) se resuelve con la ec. 2.4.6a que se expresa

como

: = Y 4 - = ] X :l
Exe™ €p¢ Xy X, 7 [E‘q—] [xk)k] [ekﬂ} [ br]
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Ejemplo 2.4.2 Sea el campo de -desplazamiento referido a un sus-

'aw A[ z» (_:z&) or' ].-,

2 - 32

= | BT '>,040"9.2vo.?:>j |

tema de referencia euleriano xgz el dado por n M
‘ '9_1‘-_"= - Aﬁf 32 +<)+35>r.2]
weAxz ol Az /--A[ (>+/') %y r?v | )
re. ’ o o = +/“/r :

. 3 . 2 .
donde T = (X + jz + Z°) "/. Al y M4 son constan ) 92 E )+/“'
tes. ) s : g L

Para l'os valores vde A:31’3_XID )‘)\,:105‘ )/«v,

: T T L _ : .se tiene e v ‘
Calcular el tensor de deformaciones de‘Euler’en en el punto : u 3'-(7 PRSI

) ‘ . e TR _ L RUW _ U . = W -
de coordg‘nadas (1:“;) .)’?.)71;) y con valorgs de lgs‘ constantes ‘ 'ax ok Ty BY 3

. - s - : .
A »azqu N = " L A = 3 X 10 L 214/'_ -II)SXID =2 v ey

v B - .7 o 3’( Dj - 7

De ‘acuerdo con las ecs. 2.4.18b para valuar las ‘componentes o 14.%‘ :

: : - ) entonces sustutuyendo enAZ k, 18b : )
~del ‘tensor se tendradnque calcular los elementos del gradiente de o ‘ »
desplazamiento como sigue : : ze,x:L’— 0~ o — 7\)( ,0’(\ J10. 25,(/ -7 -0 OII'?.?S; o

F 2 2 e\, Y, ' - - ST

3 T=(X +j +z)z.:. [ | | 28yy = 0=0- 7)(/0"_//0 15,(/0’(: -0.1011945-
) Szl A€ s = o “2 _ - .
R : o2 - CReL, = 2,y = - ' o

. W . 4 . . o : xy :lejz-_ sx/o L 3402y -a~ 6. -?5)(/0 40’/025‘
or For Fx -0 Y 2, > =
—,—s:-.afa_:—af'i(,--,___,:;-,af . "Br -3y JzZ - Ze‘ '.0‘/05)(/02‘—0_ _51 . -

X _ 31( o5y Yy T 2 R J o - #7.25 x10” " . o. /09,7,:_7— |

*/‘ L : . o . -“ae;z:vzezi:‘—/osxm%_o_a‘&_ 47 25)(10)1 _o /09725 -

- _ R L ’
’2—«"_’: Az IT‘)_ AZ[X(‘ 3'-1)‘}‘- ] = ‘___A z (l’z; 3X ) b b.0 ’ o \‘ L

T s R [ 925 —mwz;’ T - o;:/oﬂ:zr S
U - axzlar sAxya 7 4 AX (riagf ’[e]-'“ R " " ‘
o < — = - v — T == ~oo0ll9a - 0.109%2
Y 93 J o ¥; re ~R) T o 0.0 ,57 o 75—
o ) ' S) w’w#&éty
dr_ R oV Ag o3 ' : o
2= - 3AXYyZ M ,/)3 = ___(r 34 )/ 52" ( 2) e



dp = Qe dX, =(One + U"z’%'),—IM dxk’-’ .‘h d X "(:_2';_-5?:1 ) e L Y - e
o , P S O Clelrn o )N & €y dts o bydy,
. Ol.P ?.Qk'dlk = <S"‘k" “’m,,&.) tm C!xk —K K ( 2 5 2 ) N : N P! JF' ‘ : N : : ‘_P:bkdll
o ) S | : - AN 4,':/‘ - T
. - . . : . - ‘ LJI|/\,>,/ 7 d
, Puesto que Ia deformactbn transfonnaal vector dP en el vector dg,_, () SN 7y | T dX
entonces es. convenuentg observar. c6mo se deforman- las flguras geomé--n’ '.; y Do D '”_’ A Li[e .

) . N T . Q x
‘ta fng. 2. 5 L muestra como se deforma un para#elepfpedo rectangu-‘ Sl I : ib' . * -
lar en.un paraleleprpedo rect«lfheo y como se. cuantlfccan las aristas a) Paralelepipedo rectiltneo b Paralelepipedo rectangularf
‘de éste . ' ‘ ' en 13 ¢°ﬂf19ur8316n no ‘: : L en la configuracidn deformada.
o N _ deformada S
'Fig. 2 5 2 Deformacian de un; paralelepipedo en una representaci6n
euleriana
=é;kirk Las ecuac1ones 2.5.1 y 2.5.2 al multipllcarse escalarmente por .
vvlos vectores base ik 'y ER quedarﬂn como: : L
dxk (gmc+ MK L. gk"_de= (§m+ M, k) g Mk AX (2.5.3)
N _ R : S . ’dxk (Jmk - V) g I ax = (Smk m,k) gm.k ax, (2.5.4)
: a) Paralelepupedo ractangular o) Paralelepipedo’fettilfneo ’ o S . . o
en.la confuguracnén no deformada.. - en la confugurac?dn deforma

:'fig. .5.1 Deformacién de un‘paralelepfpedo en una repnesentacfon )
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_En 1a fig. 2.5.2 se presenta la geometria que deberla de tener un

2.5 Representacnén geometrlca de la deformaclén.

cuerpo para que en su configuracidn deformada le cor:esponda un

De las ecs.-z b.)l y 2:.4,12 se. podrén expresar las d!ferenccales paralelepigedo rectangular.'

gjﬁ :j gkdxt

de Ios vectores .

i

‘tricas elementales.

da

.lagrangiana.




.2 - 35

2.6 Deformaciones y rotaciones infinitesimales.

Al observar las éxprediones de Ioé tensores Ey 'y‘e|l°~ se puede"ob:

servar la presencia de térmlnos lnneales y términos cuadrétlcos

‘Defsnacsén 2.6.1. Se defune ER los tensores de deformactén(Stratn) -

unfinitesimales EKL b} Eilc - a los tensores formadds con los --
térmlnos !lneales de los tensores correspondlentes EKL Y €pqg -+

De. acuerdo con las ecs. 2.4, IS y 2. h 16 ‘se tendra
Ee (Ug4+ “4) T (26

~

~o
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Las formas matriciales de la ec 2.6.5 quedan como

- camente tres componentes independientes,entonces se puede pensar en res

presentar por un- vector al’ tensor antﬁsnmétrlco de la forma snguiente. o

‘'se definen con las expresiones“sugu:entes:,

Re = % (Ye,, ‘ Y,k)

I . s o N . - . _ " —6= Wy

Los tensores unfinntesumales anteriores son:-simétricos:.

" Definicioén 2 6. 2. Los tensores de rotacldn fnfinitesimalgs

¢ 2.6.3 )
T~ L : . - 2,64 ) -
rua -L(“n,e < Uzb_) . R o A )

Al analizar las ecuaclones anternores se puede conclulr que los-

" -tensores de rotacudh lnfinitesnmales gori antisimétricos, es decir

. -satisfacen la expreslon.'

'Km. = - Ry 5o fee=- Gy (265

'.Ru i ekLM ﬁt-H , R A‘H.g%s

e = &y “u PR “6‘9)

- ehl_ ehi — ‘_L( k."' Mk.) (eml+ F "y ) ,_.;,v-(:_ 261‘) "

ChE s e r'i[aa - '{,f_'?e]('-z.ﬁ.- )

Al sumar Ias ecs. 2. 6 | y 2, 6 3 se’ obtiene :.;'

U = Bt B

suﬁando'ahora,las:e¢s. 2.6.2y 2.6.4

' Sustltuyendo las ecs. 2.6.8 y 2. 6. 9 en las ecs. 2 h lS y,2 W, l6 o

- se obtendran las ecuaciones suguientes

El = Em_‘\‘ -\-( EM/:.-FRML)(EML*‘ RHL) -G 6. 10 )

-



o

-

. 2 - 37 . qu¢
De la ec. 2. 6 10 se puede concluir: parytlos tensores E-KL

—~

~
EKL

(e
EMk. EN{_‘)EHK]\”L jRMKEHL. Sean de orden inferior respecto a - .

los lineales para que adicionados no modlflquen a . los. términos

lmeales u.o mismo se podré decir para los términos no Imeales

de Ia ec. 2 6. ll con lo anternor en mente se debera tener que

Fe % Eee y '-."e,let T o€y, (2612

También,usando las ecs. 2.5.3,se podrs calcular la expresion -

siguiente’

%k To, = (S + U ) (o W J M M {2603

Consnderando la hnpétes-s de que los elementos UM Kk 9y Uu),_"

éorresponden a deformac'ones mfnmtesumales se tendré Que :

Zk )< l’? L (YMK g;uL SMQ v ;Kk. ‘YLf ' ( i.6.‘lh )
Sustntuyendo la ec. 2.6. M en la ec.. 2. lo 6a se llega a’ )

Ekt, /’t €t gk,k. ‘;)_LZ. : R S 26008 )
An&logamente 1a ecb.vz,'.”h.“6b se tranﬁsf:o'.'ma en o

(o e

S~ Bl Sk E,;z = (2.6.16)

land
sean vguales se requ:ere que los términos cuadratlcos e EML,
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En base a las consxderaccones enunccadas para |¢5 deformacno
nes mﬁmtesumales y Tas’ ecs. 2.5.3 Y- 2.5.#,105,;,cambnadores. -
de 1a ec. 2.6.16 se convierten en d'elvta.s de Krdnécker, y,por lo

tanto,se pierde 1a distincién entre una réferencia"lagréng'iana

y una ei.xleriana. ‘Por loanter:orse puede conclucr que donde se ‘- "

utllnzan tensores de deforrnacnones unflmtesnmales no se- hace -

necgsarla la utilizaci6n de los dos sistemas de referencvl

Es conveniente enfatizar que en general el hecho que el

tensor de deformaciones mfunutesumales se anule (’—'_AL. --o)

no lmphca que ‘el tensor de deformacnones de Lagrange tambxén '- 
se anule (b,“-o) y por lo tanto la condicién EK,_;—O no es -
una conductén suflcnente para movimiento de cuerpo rfgldo ja -
) que YE;“ no es una med»da de 1la. deformacndn, sino. una apro--:"

xsmacnén para el ‘caso mfmltesnmal

: EJemplo 2 6.1 Utlluzando los datos del eJempIo 2. ’+ 2...

Calcule’ los conceptos sugunentes

i) El tensor de deformac:ones tnflnltesumales eu y comparar-

1o con el tensor de deformaciones: fH’ltaS E‘uexpresando en por -

clentovlasdlferenClas entre -las’ comppnentes respectlvas de_ambos
tensores.

ii) El tensor de rotaciones infinitesimales(,
De acuerdo con'la ec. 2.6.2 se tiene que :

Sy = (U + e, )

A
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En el ejercicio 2.4.2 ya se calcularon ios.elementos del ---

E} inciso ii) se resuelve utilizando la ec. 2.6.4 que se ex--
gradiente de desplazamiento, entonces : )

presa como

o . u )
exy = 3)—{ = O ‘ o~ . .
: . ) , o BV N T ut)b.B :
Syy = 2% = o , ' . . . - : e
j ] : ] o sustithygndo Jos resultados obtenidos en el ejemplo 2102 para. -
4, g D 4’5)(,0‘1 ot T 16s elementos del gradiente de desplazamiento, se tiene
o oz L - N~
. S ’ = Tu. = _ =
. ~ ~ 3 fau. (27}- - 2 rlx' 53 2z °
S _ = o= 4 2% =~ 3%x10 o
- x.g'ejx ,‘H:,az, va‘] ’3 ) g ’ o 5 )
. . ~ ~ u - 4
~ ~ . . : e Ty = - =—L-(——-—-—)- -3+3)X16 =o
e, - S5, =4 %54—?5"‘—""!:_5.15“01' 3 X T ANy £ (
uz e ez ER _ _ o - - S = e
‘ o o , Cpaz Vo= L (24 2w ). 2( 0400.8)052 s900,7%
. = = LT - 525 X0 ¢ ) e i o/~ c ,
I Cax T Cxz =z L X T2 J 5_ _ . - of . o
- — ——r— ' LM,z -to= (V. _w L/ 041050 % 250"
: : 0. - Tye vzgva(-—--__.)=,~(0 SRS 0"
e |- ~ " fe [Ty . - 2 : . . s
X S | e, [ Hupmx| - U
T N ] ° o o.o525
XX | -0.0059625| - - o - - 100" N _ Lo
) | - | T . ’[ru]: e o . o.05125
9 |- 0.00579625 o - 00 , R v A
22| 0.0440 _ooods | - 22z | 5,
R - I D - R ’ T -
| X4 |~ 0.038s125, -0.03 - 156 ‘ o
| 22 = clos49 62| -0.0525 | - Y. 3
|92 | - cosvweéas) _, 0525 | T 43
* ESTOS -»vm.;bga,sr ELTIN CALC K ADLS LESpECTD A LAS COMODNENTES bE ek", .
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£jemplo 2.6.2.Dado el gradiente de despiaZamieatb en’ forma ma--

=\ tricial como

[ve] =

: Oetermina? 1os tensores

De acuerdo ala ec. 2. 6.8 que se. expresa como

[5:4] [’en]

Uk)L

Por 10 tanto sustituyendb

o 3
-5 o
luego
-
' Ekl_,: o
o

= £kl, + 2!1_

R

2 -

[

o [Uk,L

o

QS

jek

U
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2.7 Iaterp}etagiéﬁ'gebmétrica de los componentes de los

tensores de -deformacién y de rotaciébn. .

Existe una forma de éSignar!es ﬂn $3gnificado geométrico a - 'ji‘

los elementos de 305 tensores de deformacaén y de rocactén, me-

'dnante e! caicuio de los cambios en énguio y de longctud que seA

presentan en ei proceso de deformac:én.

dP dx='G dXt
_dex' ‘

5 B,,*“ 31 4dngulo que forman los
. . AV (m 23
. Q—m‘dx*\ ? ) ‘

~

.'Fﬁg{ 2.7.1 Deformacifn de an para]elépfpedo redtanguiar

; En“1a'fﬁg- 2.7.1 se mmestra 1a deformacaén que sufre un pa-

radeﬂeplpedo rectanguﬂar unfumatesumai en una representacnén la
grangnana.'Su s€ def«men a dos vectores unmtaraos Nyn ‘alojados ..
. en las- dnre@cu@nes de dWDj d# fespactwvamente. entonces sus

expresiones seran

.vectores gl dx' 3 gzdx‘



—A——*
\
N

2_ 43

N=dE _dX L uX oy Ldke ( 2.7.1)
B dx) s e kT ds -

o= d¥ = 41 ___.f_i_):__. e ”h_ dxb \ ‘(~ 2'7'2)

ﬁefini,éicn 2§.7.!. Al cocfénte con.stitui,dovc.on l_a; magni tudes de
lo; vecftores"diferencialés' \dEr y Id_Pl se denominard. alarga -
" miento y se representard por la _lertvrav"griegg AC&) f)(n‘)'sega,‘.‘

se exprese en términos de cantidades medidas en un sistema de <

\o- ) . referencia lagrangiano o euleriano, es decir :.

También se deber$ tener. q‘ue

I o G2
)(.) e, "” ;\fél _ (2.7.6)

I.os resultados anterlores ejemplnfvcan que la ‘ ec. 2 7. 3 in- v
“dica que la componente. del tensor Ggy en la direccién de N es'-;"'_v-' =
ts dada por el cuadrado del alargamlento en la m'sma dlreccwn -
. mientras que la ec. 2 7. ‘b establece que la -componente de Gu en .

13 dv.reccu.bn de M ests dada por el recfproco del cuadrado del o

alargamnento en tal di reccién.

A __ Jsuaxhdx.. -v'\/"”xkdx 2730
L o 4(&) aq 4SS ds ds
s Vékl. Ne 'JL . : :
S ds L SR NSNS X R
) = s = Qé : 'F—Qk'{dxn- DA ’Gé( dﬁ dxe .
Lk T TE S

Desde Iuego que los almudm-en“fos zL/ﬂ)j/\(w)son iguales,

nada ma's quej\cuantnfican en diferentes s1 stemas de referencaa.

Para tener una idea mds obj et'va sobre el alargamnento, cons;- o

dérese .que "estd alojado sobre el ‘eje .‘X‘ , entonces

.- Z '.."‘1
I { 2.7.5)

/T oo é’r/v—'— -Av(:)

- D“ﬁ*n‘w‘lﬁ?‘“—z=7=2—5ﬁ“f ine ¢ a—ra—ext'envsro:\, cuya—repTe"S‘emacnon
» est# dada mediante E(N) 7 €¢nyde acuerdd con la expresuén Si-- -
guiente : : ) R
s Aem~i= de=d5  (a30) "
“«(-v.u) ecm A(N <-‘) T Tds T
- La ‘ex-t.ens?iOn,,_‘ pa'rﬁa el easo de éstar . N orientado en la Rl
direccién del eje f)(;l 5 valdra o v
E¢ =N, 1= ,/\g‘,,‘,i' - :m -4 ( 2.7.8) |
€} O v » . . |
) (2.7.9)
:Lgpum)qj AO )
:
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La gxpresi6n ;nterior permite cuantiffcar las componentes»nbf-

> v males del ‘tensor dé deformaci6én de Lagrange en ;éfminos de l#s -
extensidqes o de los alardgamientos aééciados‘a las mismas direc»

ciones, v . ) .

. Al.desarrotlar la ec. 2.7.9 se obtiene .

By = E(x) 4‘ 7 Eey

En la teorfa de la deformaciones .infinitesimales los términos

cuadraticos son de orden inferior a los tineales;se tendrad que

: £, E’{C: EZJ) jf"' L o - B ¢ 2.7.11)

- La ec, 2.7.11 permite aseverar que las componentes normales -

" del tensor de deﬁormacibnﬁinfinitesimales son aproximadamente --

& N nguales a las extensiones asocnadas a las direcciones de los e)es.

del sistema coordenado de referencia para el caso de la teorfa -
vde 1a deformacién infinltesimai )
Al calcular las extensiones en un sistema de referencia eule-

‘riano se tendré

T e =

ficie, o tzaazy

o blcn,

B , [1 <|+ ey) ] A(;) 02393

P ) e 2 3 \ ‘ "ve': v
e =41 -(1 - 28 F3€ TS T ’:) 270

"

(2.7.10)
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Para el caso de deformaciones infinitesimales en donde los -
términos elevados a una‘pgtencia igual o mayor a dos son de orden -

superior @ los términos lineales , se tendrd

e, A &g, e(, - ( 27915 )

que v:ene a comprobar lo afirmado para los tensores de deforma-
ci6én de Lagrange’ y ‘de Euler para el caso especial de !a teorfa de -

deformacuones inf:niteslma]es.

Para visualizar el ‘significado geométrico de las deformacio- B

-nes de conte K, L, )‘513 de]_tensor de deformacloneiisg cal-~ ,L

4ncu]ara el camblo de 4ngulo que sufren dos direcciones ﬁﬁ j~§kl

Para simplificar el proceso ses coﬁsiderarén’los dos vectores, PR

'?’_;.dx. Y Ta dX,L los cuales en la confuguracndn deformada,

- corresponden a Jos vectores &G,dX, jg dXx respectivamente --4-_’;"';'_

: ( ver fig. 2, 7 1 ). De acuerdo con la definicién de producto -

“escalar se tendré :

5, |
c% D -(_gx) (é,dxx) . el (2.7.6)
pE) I( A1 dn] N ieae, [ 1i2G

" la-ec. Z;ijé se puede transformar usando la ec. 2.7.8y queda.

1E,a G +’~'<,>)< 14 "’-u.)) Cos b, 2  (27am T

Para eﬂ casouyé'ﬂas deformac!ones +nf?nitesimales la ec. -~

2.7.17 se puede escribir como:
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286, X 2K, X Qo5 8(,2)

el cambio de &ngulo que sufren los vectores I, dx, vj‘ .1:2 dX.,;_., .

inicialmente rectos, se escribira. como

y"_’ﬂ" [ :E- . Y
Ql,i)_ ry ;j-e("i) b 'zbllr\. Q(/,z) 2 lz.,)z) { v\2.7.|9 )

Como. se consldera pequeiio este cambio de angulo, se justlﬁca

1a operac-én sngulente

: T S T
1€050¢1,2y = @5[?{ - [Z')l)]’ Sen IC-GI) - F"w!) ( 2.7.20)

S.ustzi‘tuyendo avla ec. 2.7.20 en la ec. 2.7.18 se obtiene

15.1 2k, F(, Y ( 2.7.21)

La ecuacibén anterior establece que las deformactones de corte

infinitesimales son’ aproxumadamente iguales a la mitad del cam -

bio de sngulo que sufren los ejes coordenados inicialmente rec -
tos. ,

También de la ecuacién 2.'7.16 se concluye que, para que en una
configuracién deformada no ocurran cambios de &ngulo,es condi e

cién necesaria y suficiente que se anulen las deformaciones de -

cortante. del tensor de deformaciones. Adem&s,de la ecuacién 2.7.8

se concluye que, para que se.anule Jla extensién,es necesario -y
suficiente que se anulen las deformaciones normales del tensor
de defo_rma;uones de Lagrange K =4, =L, =0 © bien

que las deformaciones normales del tensor de Green sean iguales

a3 la unidad: G, = G2y =Gy, = |/ .

( 2.7.18)

~ plano formado por los ejes coordenados X, LR
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Resumiendo las conclusiones se puede aseverar que, para que un
movimignto sea una deformacio6n de cuerpo rfgido,se requiere que

se :satisfaganalgunas de las condiciones siguientes:

Guee = I ( 2.7.22a )
Co¢ = X‘( » ( 2.7.22b.)
( 2.7.22¢ )

EKL= ek( =0

L s elementos del tensor de deformaciones infinitesimales --

' tnenenotra mterpretacnén gréfica mds objetiva que la anterlor y

] es la que/\descrube a contlnuacvén.
Para 1as deformaciones normales considdrese la componente: a

lo largo del eje X, como se muestra en- la fig. 2.7.2 en donde Se

X, |
k. eom o Anl=lee]du -2y,
;Xm, . :  1
« A Xy
o AT AT

Fig,2.7.2 Deformacién normal del tensor de deformaciones infinite-

simales.

muestra la caradel paralelepfpedo rectangular contenido en el -

2 La configura

cién no deformada serd el rect&ngulo ©ABC y la conf iguracién

deformada, para el caso en que existan Gnicamente deformaciones

w



2 by

n_om‘)aLes, seré la del rectingulo OABC . ‘Tomando en cuenta la --

. . S
igualdad entre extensiones y deformaciones normales se tendrd -

E =y T %U = Jo ) -lefl =99 L .x. - QU
; ,X, |-—ﬁ| T 'dX,v dx|~ : axl

Para el caso de que existan Gnicamente deformacnones de corSe,
en la fig. 2. 7 3 se muestra la confrguractén no deformada por el
rectédngulo OABC y la confuguracu6n deformada por el paralelepl’-A
pedo OA, B <, . ' '

U, componente del vector desplazamlento
en la dnreccnbn del eje X,

| U= componente del vector des--
plazamlento en la direccio6n
del eje X,

= dX—

Fig. 2.7.3 Defom'naéwn de cértan.te del tensor de deforma-
ciansinfivnitesiﬂmales". 1 -
Si- r,' Y I—' son los éngulos que. for‘(nan las lineas on, Eon. OA

joggmoc respectivamente y considerando que son mfmltesmales E

se deberé tener ;

W g, Su
T“ t = = _?_&.——-— = ok
mm 0A) = X AoA= - ax T 5%
| L | /%‘*“‘- d¥Xe . DU
- _ VS = < X 2_ = 0.

/ . . ¥ ) ) : : =~

fig.. 2.7.4. Sea_ N un vector unitario alojado en el plano --
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Entonces el cambio de &ngulo -que sufren los ejes coordenados

X,';Xz' se podré _caleulan_" como - | 7 - S
- _»_vg_,: ,»= | *Tl A Bf:/ ’Dg”,~=254
el g 2%,

—

El sighificado geométrico de las rdtaciones infin‘itesima'les -
se hard en base a 1a definicién de la rotacuén media de un punto

‘introducida por ’Novoz"\ Iov y la terminologfa se presenta en la - -

-

/
o/
IS g
-l
><
rl

Fig. 2.7.4- Representacion' geométrica para la rotacibn

media de un punto.

X, X4 enla configuracién no deformada y sea N el mismo vec-

tor pero en la configuracién deformada. Sea o, el. 6n§ulo que.

gira la direccion N respecto-al eje X, : y serd funcién. de ¢

! Novozhi ‘oa VV., " Foundations of the Nonlinear Theory of
EIast:c:ty ", Graylock Press (1953 ) : ) -




extensiones Ecm)e(n) Pa"“
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- Definicién 2.7.3.5e define al valor medio de tang, , (< fM95>)

sobre todo el rango del .éngulvo, o) (0) 'Iﬂ') mediante la expre--
sidén siguiente . ‘
- ' ar : ,
Ltan 0> = ?'E-L tan 6, (4) dd‘» (*2.}'23 )
de acuerdo con gringehzia expresion anterior result:a‘ser.

R:a. Lo e

<t b = - . _.R Crgm
57 =, [<n+£,,)<u+s,z)- Enz]‘/’“ 1g {7 ‘

la ecuacién anterior éstablece la reiaciéri entre la rotaci6n me-

dia de un punto y las componentes ‘del tensor .de .rotacién infini-

tesimales.’

Ejemplo 2.7.1. Sea el cuadrado infini‘tesirﬁal mestrado en la fi‘g'un"a

dL : v
R Q 5

e TAL
) ¥

i 3 ' X
¥ )
Para la descropcnén eulerlana ‘del movumlento

:'C14x'|+B)/’ xa:cx; . x,_bx

_ del problema 2.2.1, Calcular los alargamnentosA(u) )(,\)y las

i) El elemento OP paralele 2] eje Xz

2 Eringen, A.C. " Mechanics of Continua.x', Johnl'w;ieQ"'( 1967 ).
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" ii) El elemento diagonal oQ

.De acuerdo a'rl'asv expresiones 2.7.3 y 2.7.4 se tiene que
7 ' N

Ny = Geg M, 7 Nyy= N
2 . A o

ey = T o
(Y

1
2
Cog Mo nl | Xen

Para la direcci6n paralela al eje X,
Lo 1 o7

En el ejercicio 2.3.1 ya se calculd el-.tensor é'kL; entonces

2 .
ﬁ—z.o-o o
. 2 2.
= . o =C
A(’l);) [0 ] O ! . .
o o] > | o

Para calcular )\(,‘)es necesario obtener ‘Q)es decir la direc- "~

cién paralela.al eje X, en la configuracién defqrmadé, por lo tan :

to:
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De acuerdo & ta expresidn 2.‘7.‘7
=Dy =t 7 T

Para resolver el inciso ii) se determinars _’\) Y n ~en la di-

‘E@) = €(ny = Moy 7

.rec;vi»vjn ce le disgonal. © & . :
V= ' (oI,+dL11+dLI )= _L[o ]
- _ =
2 [ g ;{7‘- 0 ° ro .
Ay = L0 L= | 2
| V)~ [ o ¢ o -‘ﬁ—_ = i((’_-’;b)

e ° Y=

Para encontrar 1 se tiene

oR - o:,“-\—» dL Lo + dLTs

utahzando la transformacaén dada por la descnpcwn euleriana -
del movimiento las- posiciones de los puntosoj & son (By‘ 0, 0 )-
Y (3'/2 cdL, DJ‘L)respectwamente ‘

»]uego' 'CEQ:QJ;.—FCdLLZ 4—'7)0@]\;5

Q&)= yetupt dL oy n=

2

X
N 2 3 [o c 'D] Y
Xeo et "
0

. . ..t
‘ _ 4D

>‘( LAN —4‘—‘ ﬁ‘ - / 7
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finalmente —_—
— JLie2,ny

Ewy = €y = VILEHD) ’

Ejemplo 2.7.2 £1 campo de despla;amiento de un cuerpo esta dado

por

Ulr.-—-CXg. +~8X£

U~ - AXs +CX

Qa: sz—Bx‘

donde A, B, C, son constantes peéueﬁas. Si se considera v4lida - o
1a teor#a de deformaciones pequedias, -investigar bajo que condidig
nes el cuerpo tiene una deformaéidn de cuerpo rfgido, - .

. Para que 12 deformaci6n sea de cuerpo r!’gijdo se debe satiﬁfa; e
cer cuaiquier‘a de las condiciones fexpresédas por Ias_v ecs. 2.7.22-

como .
ék‘ 'é;;_ ; @t( = ;&l J E-zl_ = ekt =0
Para el campo de desplazamiento dadc} utilizando la ec. 2.4.12

se tiene
g,= 1l +o0+o0+0+c%m®= 14 c%4r7

Gy = ;+a+o+<‘+o«w‘l’—; 14+c24 A2
G35 1+ 0+ 0+ B+A%0x |+ 82422
Gi2a= O =-C +L + o4 0-Ap ’-“’»AB
G35 OIBR-B +06 ~AC+0 = - A¢

G23= O-H+A ~-L8 +0 4 p = -

despreciando térmimosde orden superior.

j ' o °| ‘
{éxé{ 1o 5 luego se trata de una deformacién
~ ot de cuerpo rfgido. :
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2.8 Elipsoide de deformacién. Teoremas de Cauchy,
Para fortalécer la nocién de la deformacién local en la ve -
cindad de un punto P de un cuerpo no deformado, se estudiars la
deformacién de una esfera Infinitesimal de radio constante
con centro en-el punto P‘localizado.por'el:vector de posicién X,
i ,d){ es Ié representacién de‘éuanqier rédio de la esfera in-
finitesimal, isu ecuacicn_estarévdada'por '
SKL dXKdXLz'dZ(_ . dx:(ds) = ( 2.8.1)
La ecuacién anterior es una forma cuadratica positiva defini-
da. v
" La forma cuadratica de la ecuacién2.8.2 medida en una confi-

guracioén deformada quedard, de acuerdo con la ecuacién 2.3.9a°

2
Cue dXy dxq =( ds) =g? ( 2.8.2)

que . tambfen serd una forma cuadrética. positiva deftn«da y la for

ma ‘geométrica serd un eltpsovde?

© Dbe manera »s‘mnlar-consndérese una esfera en la configuracion

deformada con rqdio_conétan#e J;_, cuya ecgacion’sera una fqrmé

cuadratica dada. por .
5;( dx, dx = (ds)?= k -‘(‘2.8.3 )

en la configuracién no deformada, la esfera se transforma en -

una forma cuadrética segin la ecuacién 2.3.9b que corresponde a -

un elipsoide.

E Firov,, " Formas Cuaurdticas y Fai-ices * EditoniSJ MIR (19700 .

res diferenciales ortogonales dX*
. 1a fig. 2.8.1
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GZ4>‘dx.k,deL = (ds)x -

A los elipsoides anteriores se les conocen con el nombre de -
l«psoide de deformacaén de Cauchy. El elopsoide dado por la --
ec. 2. 8 2 se conoce con el nombre de elipsoide material de Cauchy
y el descrito por la ec. 2.8.4 elipsoide espacial de Cauchy. E1 -
estudio de las caracterfbti;as b&sicas de alguno de los elipséi-
de contribuird a clasificar el caracter de la deformacfdn en la

vecindad de un punto.

Un an&lisi's que proporciona mucha informaéién consiste en es-

tudiar ;6?no se deforma una terna de radios de la esfera construi- .
da en. el punto P. ' _' - )
‘Este problema se contempla en los teoremas-de Cauchy descru--

tos a continuacién.
Teorema 2.8.1 . Primer teorema de Cauchy.

Los didmetros perpendiculares en una esfera infinitesimal en
X se deformanen dismetros conjugados de elipsoide material en
< .

La demostracién del teorema se hace al considerar dos vecto-- Co

dﬁ

segln se muestran en --

a) esfera b)vE”PSOide Material' ) “"1

Fig. 2.8.1 Deformacién de una esfera en un. elipsoide de Cauchy.

(2.84) L
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De la fig, 2.8.1ase tiene que la condicién de ortegonali-

dad quedard .
A - ( 2.8.5)

De acuerdo cen las ecs. 2.3, 7 h_a lecuacién anterior se

xransforma en :

(&kd’%) (cz ﬁ”‘z) Cit dl'k dﬁ(j = e (286

La e, 2.8.6 indica que el vector te del elipsoide en

e} extremo de X'y Mudlg _es perpend) at &l v vector @'1"
" Jambién se puede interpretar como el vecr.or gradjente del  --
elipsoide en el ex:remo de dx*, ¢y, d;gx perpendwuiar al vee~
tor d7 . Lo anterlor se muestra con 1a f!g,LB,!b.

"De. acuerdo con 1as propiededes geonvetrjcas del chpsoide se -"

'puedeneonel\ufr los. comlarios siguten:es;

. _;Cbio!l‘arl.b 2.8.1 , En =un'..pynto ,'.P(Z‘)' de 1o configuractén no.

deformada . existen,al menos, tres direcciones mutuamente perpen-
~ diculares, las cuales en la configuracién deformada permanecen -
-mutuamente perpenduwlares y constnwyen fos ejes principales -

del ellpsolde de deformacion en e psmt,o 49(2;)

€ acpro‘lard‘o anterior se debe a que en un eliysb;l\de. existen 8l

:_ menos tres di&me-tros que son perpendiculares & sus planes conjus -

gados y son .pr.es:i<samente _‘lbls ejes del \evllp«sb;lde .

Corolario 2.8.2, S el ‘tensor de Cauchy en el punte F - estd -
referido a los e€jes principales, las deformaciones de cortante se

anulan; es declr &g z ¢y = \44_3 T 2 & ‘Q‘l.% = Qgé =0
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Lo anterior se basa en el »'hécho de que s se conseryé un e

para1elep|’pedo recténgular en la terna. de didmetrosen P, corres ,

pondientsas a 1los ejes princ1pa’les del eJJpsoide de deformacioén -

en p, el parale]sptpgdo sigue 'siendo nectangular por no haber -
,camblos angulares de los ejes sobre los que se aonstruyd. ‘

Cor@larlo 2.8. 3. La deformacténlglra los ejes pr.lm;ipales del ..."’
.gﬂpsbide de deformacién en X a los ejes principales del elipe
soide de deformacién en X . o ‘ ‘ ‘

La fig. 2.8.2 muestra las: aseveraciones del corolario 2,

para los @Hpsoides de’ Cauchy materlal y espac!al

a) Elipsoide material

:bt‘) £ ipsoide e-slp;ac{ilé‘:l"-

Fig. 2.8.:2 ‘Rotacion de los -.ejc.s"‘,przi;ncizivp:al'é's:'con ‘lé'defb'r'macwn



BaJo coﬂdlc:ones especuales los eltpsondes pueden degenerarse
en el el;psoade de rotacoén o en esferas. En el caso de elipsoi-
des de rotaCtén, la terna de ejes_prlnCIpalesvse deformars de --

. , : T 2-59
‘ D X .—.;‘C-v-.;..:‘u:"? se
j " pueda seleccionar cualquier par de ejes perpendiculares y el res
| Sk tante seré.elfeje'de rotacién. En el caso ‘en que el elipsoide se

degenere en una esfera, cualquier terna ortogonal serdn los ejes

] Se ha Gbservadg&; enlos dismetros de una elipsoide en el punto
_espacial P. Pbr lo tanto se puede concluir que.los alargamientos
sﬁq—los coc?eﬁtes formados con los didmetros del elipsoide entre
1os diéme:rosvtorréshdﬁdientes de 1a esfera,

En un ellpsonde se puede observar que las longltudes de los -
‘eJes prnncupales son tales que al. menos ¥RO es mayor, otro es --
menor y 2l tercero ests entre los anteriores.

* Teorema 2.8.2 Segundo teorema de Cauchy.
“En cualquler ‘punto ? exnstenel menos .tres dureccnones mutua-
mente perpend:;ulares en donde se presenta la particularidad si-
‘, guiente’ » »
i} Sobre alguné‘éireccién ée presenta que el alargamiento ro --
e$ Tenor que'para cualquier direcﬁién
ii) De las dos direcciones restantes, en alguna se presentar§ -
 un alargamnento que no es mayor que en otra direcci6n cualesquie
ra. '

~iii) En la tercera direccién el alargamie nto es un minimax.

Cuando los alargamlantos se ordenan como _/\ [ /\ 2) 7 /ﬂ (2) _

se conservardn en la proporcién A,y - A(;) /\(,)a la longitud de

los ejes principales del elipscide de deformacién.
o .

: N principales.. '»9“'[“ Aitarons de wna eofera, om J,smz.& me’JPuJZ[O‘""M

260

De acuerdo con lo anterior la extensién mixima Ec) =2Ncy -
ocurrird a lo largo del‘gje,mayor'del elipsoide de deformaciGH,

Cele LY etoeTAn menor E(2) ocurrirévsobre el eje

menor. A las extensnones que ocurransobre los ejes principales -
del e!:psoude de deformac-bn se denomlnarén extensnones pr:ncn-ﬁb?
pales. '
- Con los razonamientos presehtadqs en este inciso ée puede a-- .
severar qdé el broceso de la' deformacién local queda lo suficien -
te clafo. También se puede sintetizar que los puntos materiales
localizados sobre la esfera en el punto P y“sobre'sus diémetrog,
adquieren una posiéién final sobre un elipsoide en fo y sus -
dismetros correspondientes. La posicién final se puede visuali--

zaf en las tres etapas mostradas en la fig. 2.8.3 . .
Confi §U7@ 8 no defermiada Contigurae s deformeads

Ao

@)

a) Movimiento de cuerpo
rfgido. Traslacién. :

) Movimiento de cuerpo rf-
gido. Rotacién.

,¢> Cambio de geometrfa.

Fig. 2.8.3 Deformacién de una

esfera éiferencial_

en el punto P

A
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En el movimiento asociado a las etapas a y b se preservan

“las distancias originales entre los puntos materiales y es por

eso que se le llama movomdnto de cuerpo rfgldo. En :la etapa ¢ - -

unicamerte ‘se modifican las distancias originales y por lo tanto

‘el cambio de geometrfa.

3

Sl procesg de la deformacién se resume en el teorema siguien-

te cuya demostracién se encuentra en el libro de Eringen‘

- Teorema 2.8.3. La deforhacién en un'punﬁo,_de]cua]qu&er elemento

lineal se puede coﬁsiderar como el resultado de una- translacién

y una rotacuén de cuerpo rfgndo de los eJes pruncapales de de --

formacion y de alargamientosa lo largo de dichos eJes._

: Ejemp!o 2. 8 1 Dada 1a daprupcibn euleriana del mov’mvento por

‘X=—/"—X, oy :\/

a
Verificaf que esta transfqrmécibn mapeé.g' )
: . ] ' ‘
Ti) La elipse(bz) 'L y" b" en el cfreulo. %? _“jz; bz'v .
a
C§1) E1 cfrdulo x2+y4%nlaehpu (“‘)x +4y?-aq? |,
AO'!CJdo la transformacion X =& 5 ,y.4 a la elipse -
| X=L % Yy

__)X'L+ ‘/;1 L2 - se tiene x4y 42 - p%

N atr S ) .
vPéra el inciso ii) se aplica 1altrn§formaéi6n 2al ;f}cu1o

X%+ \/l = a,u, ¥ se‘t.iene (% z)z =at

) 4F>Izﬁjlzrdz .
Bt/ ,

2.9 Defc maciones y direcéioneb'principales.

En el inciso anterior se dijo que la deformacién gira las di-

recciones principales del elipsoide de deformacién en P a las

direcciones principales del elipsoide de deformac§6n~en ¥ .
También se dijo que en las direcciones principales se presen-
tan los valores. extremales de los alargamientos. Entonces convie
ne conocer las orientaciones de las direcciones prlnclpales res—
. pecto al snstema de. referencna que se esté utnllzando,para ello
se requiere plantear el problema para encontrar los valores ex--

tremales de los alargamientos.

son las componentes de-la’ dlrecccén .. U

_unitaria de uno de los ejes prnncupales, el calculo del alarga-~ T

m-ento en dlcha dureccubn se haré de acuerdo con Ia ec. 2. 7 3
s. Alcy):éz‘.:"édi R O X R

“en donde M debe satisfacer la coﬁdicién)de ser una direccién

‘unitaria.

~

e MM =1 & bien JZLNKNL-i =0= '-Tn”n N € 2.9.2)

EI problema de encontrar los valores exfnzmaksde la ec.. 2 9 1

" con Ia condicodn de que las var'ables vndependientes satisfagan

Ta. restrxccnbn |nd|cada en 13 ec. 2.9.2, se sumpluf:ca sl se --

:<ut|]|za el metodo.de Ios multnpl’cadores de Lagrangeb. Sl<$ es

el multfpliéador de Lagrange, la funcién por minimizar sers :

4 ver por ejem. Courant, R. Y Hilbert, D, " Metqus of Mathemati -
cal Physics ", Interscience Publishers, 1953
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F=G, M N +G (1 ";/\/’//4 A{/_) ( '2.9.3 )
wo ia condicibn
2 [ G e N+ &1 =des Me M) ) =0 (294"
QNM o SRR o ’

se obtienenlas expresiones siguientes

(6kl. "GS‘kL )NL =0 i g ‘ : N K | { 2.9.4)_

El proBle_ma indicado por la ec. 2.9.4 esun caso paﬂrtivcular

de un modelo matemstico conocido con el nombre de Problema de

Valores Caracter{sticos y expresado en forma matricial de la -

forma siguiente: "~

— -

BYsrx rie (83D)xeo  (a5)

Gef?nicién.'z,s.,!,A los vectores X que satisfaceh la ec. 2.9.5
se des conoce con -los nombres de vectores caracterlstzcos, --

e-genvectores O vectores propios., .

Definicidn 2.9.2, Llos valores del parametro )\ que satisfacen
la ec2. 9 .5 reciben el nombre de valores caracterlstacos, eigen-

" valores o valores propvos.'

La identificacion de los términos de la ec. 2 .9.4 con l'a ec.’

2.9.5 son tales que al tensor de Green éIkL le corresponde la

matriz é 5 la delta de Kronecker ka con la matriz

identidad- . I , el multcphcador de Lagrange & ~con

5 ver por ejem. :Wizlzkii;n:son, J H. " The A’lgebra«c Elgenv ﬁi
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- L. . .
el valor caracteristico A y el vector asociado a.la direc

ci6n de los ejes principales” N, con el vector caracter{stico x

-_—

La ec. 2.9.4 se puede expresar en terminos del tensor de La--

grange K, usando la ec. 2.4.4 y queda

donde . ) »
£=4 66"') ' : ‘ | - (2.9.7)
' ) w/orea

T El metodo que mds se acomoda para resolver el problema de/@a- s

racter-st«cos, ya que Fi fE;L son matrices de 3x3, e§ el de

- encontrar las rafces del polinomio caracterfsticos

Definicion 2.9. 3 Se denom:na pollnomuo caracter:st:co al’ deter-.

minante .del snstema |ndlcado por las ecs. 2 9 4.0 2.9.5 o --

’ 2 9.6 0gualado ‘a cero. Asf para. la ec. 2.9.6 el polmomlo carac’

terlstlco .seré

Lk £, . £
p XEKL —E‘S;L] = Ea, E‘*“g Sa» =0° ¢ 2.9.‘8‘11)'
Esy  Esg Esy~E

" De aéﬁev.do con teoremas desarroliados en la teorfa del pro-

:' blema de valores. caracterlstlcos se puede concluh' lo sngulente

para el caso muy especaal de la matriz k"L

Problem”, Clarendon Press {1965 )

-
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i) Existen tres valorés de £ .indicados por E, ,E2 Y4 Egs.
o . tres vectores N,) Ny Ig.’;a cada val_or Ea( le corresponde /gn
vector '_).Jd o, A a l,‘ é, >,
ii) Por ser el tensor Exj rea_ljsimétfico se puede aseverar que
los valores caracterfsticos Ex. y los . vectores caractern’sticos
N son ceales. Ademés los vectores caracterfst-cos sergn o<

ortogonaleS)

Definicion 2.9.4 A los valores del mul‘tiplicador de Lagrange Ex

ue vienen a ser los valores caracterfsticos de la ec. 2. 9.6,
que alse/ s De acutilor ap of - "w’feclo-'b(_(

Leornbd prim
reciben el nombre de;(;olucibn se ccionado. las deformaciones -

- principales se obttenen al calcular las ra:ces del polinomio ca-*-

racterfstico.
il ) Al desarrollar la ec. 2 9 8 se obtiene .
. ..-Es*"IEE _HE E-*-’LTI' | ‘( 9.9 )
@ - e , ' .
. donde. los coeficie’n't_ésv del polinomio estan dados por las ekpre-
siones ' v :
T, = Epp = Eq * €+ Egy ( 2.9.10)
v T ~2 2 2
_n's = . Eﬂ,’a P Eas /" + £, ’Eaa." ‘tﬂ._av' 5:9, "51.3 o
;e . K25 Easl By £y |- ‘ £ Eia : .
- L%} Egw B3 EBS B2y Eap '
-

L |
m;, = £, kag Ban 2L, £,55, -5, Fiy =%, £, = £5, 't/z‘

£, ',,E,,_,_.‘ ‘ Z, 4
-—'*“,E = -E," Ean 23 (2.9.12‘ )
S Faz . gy

Definici’én 2'9'5’ . A los tres vectores caracteristicos N.‘ a-. 5

sociados a las tres deformaciones principales E;g)se tes llaman

direcciones principales. Desde luego que, de acuerdo con el metodo .

. se .
seleccionado, 1as direcciones principalesjcalcularén de los siste
mas de ecuaciones homogeneasque resulten al sustituir los valo--

res £¢ en la ec. 2.9.6 es decir

1]

i) Para K, ,se forma el sistema (E,q_f £, ng)u“'
ii) Paré E, )€ _fprina el sistema (EEL - £ J;,_) M
§i}) Para ,_é; _~5é forma el sistema (g, - & J}L) My =0

El Tensor de deformaci6n_se simplifica sensiblemente cuando
el snstema de referencaa ‘utilizado para su medlcibn comctde con
las direcciones principales. En este sistema de referenc»a las :

direcciones prmcipales Nq,deberén satlsfacer
Nak =0 para o Fh
Nek = |- Para x =k

entonces Mg en este sistema de referencia es una delta de ---

Kronecker, es decir -

= Juk R L (2.9.13)
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Al sustit‘u’irE,( Y NdL en-la ecuaciébn 2.9.6 se tiene

. . = - = EL O - o . o
ExiNag = Ex ug N = Ba Ny € 2.9.1% )
NOTA 2.9.1 Una raya horizontal sobre un fndice indicars -qiﬁe 58
destruye, la notacion suma; es decir. - ) oo

Ex Nay -5‘_° indica suma sobre el indice of

sustituyendo la ec. 2.9.1. en la ec. 2.9.14 se tiene

Ey, o4 = Ea et k.

auée se transforma en

~ | (295
Exduy - I -
La ecuacién an.terio;- puesta en forma matri cial queda.

B ' : 0
Kay. = o E, { 2.9.16 )
£ 3 O. [¢]

Lo anterlor demuestra que las deformacnones prlncipales E

son deformacwnes normales asocnadas a los ejes pruncnpales. .

. También se puede aseverar que Ias componentes de ‘cortante

»(EkL?Ma.k#L)se anulan em un sistema de referencna paralelo a

los ejes pr:ncxpales.

La ecuacién del elipsoide de deformacion referido o wn Sis=—

tema de referencia principal queda como
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| @) & = Grer, ng C?XL"-' S & (d)(.c)z < ‘2‘.;9‘,;17“ )

v .
donde los »6,( 1lamados nGmeros propios se calculan con la ec.
2.9.7.

Los a’lrargam‘i entos calculados con las ecs. 2 T3y 2.7.4 toman-f",:
do.en cuenta la ech 2.9.17 y la’ ecuac:bn del ehpsoude espac:al -

~en términos de - los ndmeros proplos Q( de @gz -quedan

'VdXe(‘ R o | ( 2.9.18) :

v ode L o o
>‘.‘("<) T ok E—l S (2.9.19 )
como A;Cﬁl) :>‘ (=) se tiene ‘que bv

?Gec_? B )\_‘ } | - : . t29.20)

@

Tanmbi#n se. puede demostrar que las direcciones principales del

elipsoide de deformacién material
du—eccuones principales del ehpscude de ‘deformacién espacaal

mediante las expresiones s:guuentes

N = X nae N S tze.21)

=, EE S  (2.9.22)
Ny = V% = Lo, Nay - AESEA

estén relacionadss.con las --
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Los coeficientes de la ecuacién caracterfst'ca ) cuando se

utxl:za el tensor de deformacnones referido a los ejes principa-

les ( ec. 2.9.16 ),quedan

( 2.9.25 )

- Puesto que las longitudes ffsicas no .cambian en una transfor-

. macudn de coordenadas, se. tendrs que los térmmos Te JI: Y

Iﬂ} son snvariantes respecto a cualqucer transformaciOn de coor-

denadas.

" Definicién 2. 9‘6 ‘Al término i se le llama primer inva-.-

riante o lnvariante Iineal del tensor de defOtmacaones Epl A1 --

térmungkse le' 11ama segundo invariante o invariante cuadrético

de! censor de deiormacsones Er y,al término DJF;e le denomina erer .

invariante o invariante cGbico del tensor de deformaciones,

" Desde luego que existen invariantes de los tensores de-defor-

macién de Cauchy, Green 'y Euler y se pucde demostrar que son ---

vélldas las relaciones sigulentes
Ig =3+ Is“i o .

( 2.9.26 )

'3 v 2.9.27°

: J:;'z $ -'Q;IEL
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s ;‘i‘#: 2T + 4 ﬂ‘:? Yl

(2.9.28)
(2.9.29)
T, = 3- 4Te (2930

‘_'\']1’:,1 = 1= 2T+ 4,E€v.."9me. (‘2.‘9,.31 )

°

Nota 2.9.1. La represehtécién gré&fica del/eséado de deformacibn de

- un''cuerpo -en un punto, se hace'med?ante los.conocidos clfrculos de

Wohr. Debldo a que esta representac:én gréfica es. similar a la del

estado de esfuerzos en un punto, la descrcpcuén de los cfrculos de

'Mchr se hara en el capttulo L4, para no hacer mé% extenso el capr -

tulo en desarrpllo.

Ejemplo 2.9.Y.Dédo el tensor de deformacidneg'dg Lagrange : R
como ! ‘ o
0,002 - -0.0012 - e
002 062 -o.001
[gzg] =| -0.002  o0.002 ,
P -b.ool' Ao"olo"

determinar fas deformacuones y dlreccnones pr:nclpales para esta -

deformac+6n )
L

De acuerdo a 1302.9.6 el problema de deformacnones y dureccno -

nes: QranQ|pa|es se reduce a»resolver el modelo siguiente
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) , , o ‘ i . | 3 L - -, )
(Eer- Edc) M = @ | - D= R assNEFEN 2
| v v N 'P'(.)S'i 3‘,)}; 1) )\ '+ -7.5 -
Una forma de encontrer los valores de £, es resolviendo la ST '
ec. cafacterféti;:a .dada por 2.9.9 como Lo N . .
SR ‘ R o Y - las rafces se pueden obtener mediante -
2 - . . ) R - ‘, . . . -
_E I EY.IO,FE vy =0 = pee)
| | S EEEIRR T A
, - S . o v ) S Q)
L . L R B = 2PN _ :
Utilizando las.ecs. 2.9.10.a 2.9.12 SN o : R ’
’ . » Por,lo tanto, sea . ‘ f; -0.5
To= £, = 5510 S . . . v
Lo o | 1 .55 7.5 -2.0 | ©5
r= |2l salas o s |2s o o os ms el
S X0 _— | X107+ I R T - - . ; oA
| -1 i o ‘ ‘ v‘“D:J-SXID. = .[. -5:0 *?‘ ﬁ.‘s‘» J P(G)-wa
.2 2 o . .
s 2.5 -9 o / . S . . Lo » o - -1 ?. 5 . v 0.5
I -3 _ = S s s ' . :
mé: | -+« 2 —(‘ X 10, Q)UO - S o = '._ ‘/ — . . ! - 2.
A DR © 3 4.5 a.75 . PUn) = s
. 0 - | ‘ ] 7.5 | | 5. o _

0.5 _ - 0. s_o,zr 0. 32,

, B , _ . .o 5-
: . Aplicands @ . T3 =937 2.725 7
luegg - K~ +°S: s%0 E 7. §RiD *E +axb’=0 . BT l L
' : haﬁi.'_,_,.zzjl.,u >\ = E XIO . (a) o oA =55 Fes f_z.o 0.32
-9 ' 7 e V.62 - .87 ,
?\asuo— 5.5 %10 )\ +?$x:o >\ +1xm ‘ . — - o
S ' » , Ry T 583 —0.3 . P(-l;.).-'.-o.:/‘a
N -5 SN+ FEN+a=0 S
- ‘ A  <~’>) = y 7.5 0.32
Uno de los mé&todos utvlvzados para resolver la ec. . S L 016 32 P’(W )= 43
' o : - ' L~ . a/ =%
' ,,(b) -es el de’ Newton Raphson y d|v1516n smtétlce/en donde se tlene . 3 =100 - 4.3 s




‘o : ) . : o -0. 1
" Axlicando C . 5= 0,32 - z - 6.32%40.03 = 0.35
. J . ./.5
i - 55 7.!5 -2 . 5.35 -
& “‘\
o - g A
1 -5s 5.7 >

Luego /\' -0, 35

y la ec.cibica se reduce a una ec. de 2°grado dada por

. 2
X -5.08 ) +5.3 =0

resolviendo esta ecuacién se tiene -
X =2.5%5 + fet-5.7 = 2575t 0. 95
por lo-tanto : . » ) : o
e T
- L s

Sustituyendo los valores de Z

lLéb2s 5 Ay = 3.5a5

Ve jlY )b en (a) se obtienen "’
-t . . " las deformacfones princiosales -

- . ) ) -3
Esneasxio> . E s3.525%0

-

- ' ) -3
. E’ =0.38 x /0 /'
Las direcciones principales a'sociadas, & cada valor de 15 de-
formacién principal, se obtienen al substituir los valores E, en
la ec. 2.9.6,es decir
‘Para E,', se forma el sistema

.<£"<.l. - & A:u) ML. :o

-

N

.'despej‘:‘ndo deA(d)y (g). M, y My respectivamente y sustituyen-
e : !

‘do enAh se tiene

_ que resuelve el problema de velores caracterfsticos ‘por este método. -

- 2-74
2.5-0.25 -2 ° N”
. R .08y - =
. v Ny | =@
° .
-1 1-0.35 Nin P
208 My = 2N = 0 : ‘ @)
‘2~u + "-‘S’Mt.ﬁv‘ :s‘a. . : C;)
— Ny ¥ 0.65N, = 0 o (4)

. - - :
que es un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas pero sd =
lo dos de ellas son independientes y la tercera ecuacién resulta

de la condicién 2.9.2 dada por .
U‘}4M1+‘~,3 =\ ‘ - P (h) o

Ny = s o;s.)»)!" 5 Mg = e S My ()

N

"

. - : ‘ 2 ’
+ / /541,,7“ + 2. -Z(A/,, =/ :
- l/ " -
”“-, Joze -
{

N, = ¥ 4. ?Cxlo" : '-‘N,B:_'_':J.:x:o ’

o -
+ 4. s5 %10
- .

doee Mg =1

sustituyendo en (i)

_De manera similar se.obtiene

i : . - . ‘l’ v - - : -
Ny, = + 3. 35 X0 . N‘?.: :3'4)(’0 5 A&s- T 5 ¥xe0 E

. . . — v -/:. o - -
-/ = . . = .
My, = Eeax10y Way =TI 4 = T ek

Existen otros métodos para resolver el probleme de valores ca- . !
rac - terfsticos,. y uno de. los mds utilizados es el método de Ja - : _ o

cobi. En el &pendice A se describe un programa de computadora '




2-7¢

_ 2.10 Ecuaciones de Compatibilidad.

Se ha trabajado en 'un espacio de tres dimensiones y sehande-
finido los tensores de deformaci6n de Green y de Lagrange en -
términos de seis compongntes independientes. De acuerdo con la
e;uacién Z;A.Ls, dichos tensores se pueden expresar-en términos

de las tres componentes del vector desplazamientoly
S = % (Ger = 8r) =3(Uy 3 Yoy + Uiy, Ung, ) 21001 )

_Es fécil comprobar que si el vector desplazamiento LL , po -
seé derivadas parciaies de primer orden continuas, entonces se
podran calcular las seis componentes independiéntes de los. ten-
s‘ovres» Ex, ¥ Ge, , segtn la ecua‘c”i.On 2.10.1. 7

También es v&lido plantear el problema inverso; es decir. sl
dadas las seis componentés del tensor de deformaci6n Ek‘_, --
existe un. campo aé'desplazamiento continuo, monovaluado esocia-
do- a dicho tensor de deformaciones. Al observar ta ecuacién - -
2.10.1 se puede concluir que es un sistema de seis ecuaciones -
en. derivadas parciales =— una para cada componente independien-
te del- tensor . — ‘con tres incoégnitas U, . Es de afirmarse -
que el sistema 2.10.1 puede no tener solucién para las tres -
nncbgnjtas Qt , @ menos que se satisfagan ciertas condiciones
de untegraballdad Las condncnones de |ntegrab|ltdad constitu -
yen*un conJunto de ecuaciones en derlvadas parciales que. Invo
lucran unxcamente a las componentes de Ex. y se denominan e- -
cuaciones de compatibilidad. Cuando se. violan las ecuaciones de

compatibilidad habr& de esperarse campos de desplazamiento que
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no sean unicos como los most?ados en la fig. 2.10.1; En la fig.
2,10.1a se tiene localizado un tridngulo en un cuerpo no defor-
mado. En las figsf 2.10.1 by € se presentan posibles configu -
raciones deformadas asociadas a deformaciones que violan las e--

cuaciones de compatibilidad.

a) Cenfiguracion

b) Configuracién c) Configuracion

10 deformada deformada. deformada.

Fig 2.10.1 llustracnén esquemética de confcgurac-ones deformadas no

compatibles.

Una forma de obtener las ecuaciones de compatibilidad con---
siste en eliminar los desplazamientos Lé; de la ecuaci6n 2,10.1
Tal eliminaci6n se debers llevar a cabo mediante derivaciones -
parciales. Es conveniente aclarar que para el caso-de deforma -
ciones infinitesimales este proceso es relativamente simple - -
mientras que para las deformaciones finitas el proceso resulta
ser teduoso.

Otra forma para obtener las ecuaciones de compatibilidad -

consiste en hacer uso. del teorema siguiente
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- ) ) ) Teorema 2.10.7. Teorema de Riemann. Las condiciones necesarias

y suficientes para que un tensor simétrico a“ sea un tensor
métrico en un espacio euclideano seran:
i) Que dpe¢ sea un tensor no singular, positivo definido.

Ca)

Lii) Que. se anule el tensor de Riemann - Christoffel, Rum,\ --

formado con tal tensor.

Para argumentar el uso del teorema de Riemann conviene recor-
dar que las configuraciones no deformadas .estdn referidas a un -
sistema cartesiano. También las magnitudes al cuadrado de los --

‘vectoresdP yd P estsn dadas por las ecs. 2.4.1, es decir

( 2.10.2a )

(dS)*= dee dXe dX, = Gy vdlt dxg

@)= Gee dXed¥L = 8¢ dx dxg ( 2.10 2b )
Desde luego quese consideré que el cuerpo en su configuracién
_no deformada como en su configuracién deformada est§ " en un es--
pacio euclideano. La ec. 2.10.2a indicague 1a longitud original‘ -
se puede calcular en el sistema Xy ‘Asi'empre y cuando se conoz-
ca el tensor de deformacién de Cauchy. La éc. 2.10.2b implica --
que la longitud deformada se puede calcular en la referencia ---
Xx cuando se conozca el tensor de deformacién de Green. Si se
piensa-en el movimiento definidD por la ec. 2.2.1, es decir
A= X (X i t), ( 2.10.3)
como una transformacién de coordenadasde la referencia rec--

tangular Xk la curvillnea Xy entonces el tensor de --

2-78

Cauchy le juega ellk papel de un tensor métrico en las coordena--
das curvilfneas Xp .-Lo mismo e$ vdlido para el tensor de Green
61:4. en el movimiento inve:rso dado por la ec. 2.2.2 . Ademss :-
conviene recordar que en un espacio. euclideano seis cantidades -
cualesqu-iera akq constituyen un tensor métrico si satisfacen -
el teorema de Riemann. 7

Conviene recordar que los ténsores @u 56« satisfacen el in-
ciso-i) del Teorema de Riemann. Ademis el tensor de Riemann- Chris

(a)

toffel, Rum\ formado con el tensor Qh( resulta ser

/

@ e - | , |
K.“’"": % (Gen, tm +al")h'\-al'-m)9.n’almtm> (22104 )
+ ;s (Ltms]Lenr] ~Lon,sICkm,])
donde [lzi,m] “es el sfmbolo de Christoffel de primera clase --

cuya expresién est& dada por

Let,m3= 4 (Qem,e + Aoyl ~ At 5m )

o -1 :
Yy a,-s es el inverspde A,y de tal manera que debers satis- .
facer |a expresién siguiente '

-1 -1

Qng 9s¢ =0, Qs = X_"t - ( 2.10%5)

Entonces para que Qujéq. sean tensores métricos se requieren

que satisfagan las expresiones siguientés

) .
Ryisens =0 (2.10.6 )
(2) ,
Riemn =0 : ( 2.10.7)
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. El1 tensor de Riemann- Chriestbffél,' klmn en un espacio de tres.
dimenciones posee 81 componentes pero inicamente seis son alger
' braicamente independientes y no representan uyna identidad de
.ceros, La ec, 2,10.6 conduce a ecuaciones en derivadas parciales
en términos de Gy
dad para dicho tensor. Las ecuaciones de compatibilidad para el

y constituyen las ecuaciones de compatibili-
tensor de Cauchy se obtendrdn de la ec, 2.10.7. Las ecuaciones
compatibilidad’ para los tensores de deformacidn de Lagrange E

- y de Euler ey, se obtendr&n usando las ecs, 2 10.6 y 2,10.7
. junto con las ecs. 2.4.,4 y 2.4.5 dados por )
E,. =1 (G )
3 KL KL

KL ( 2;10;8)

Ty (O $i1 ) (2.10.9)
Si se sustituye la ec. 2. 10.9 en la ec. 2,10,7 se obtendrs la

expresibn szguiente.

kn,1m * ®im,kn ~ ©gn,km = ©xm,1n

“Crs [(ekr,n * ®nr,k 7 %kn,r) Cis,m * ®ns,1 " Cin,s) (2.10.10)

" ®km,r) (®1s,n + ©ns,1 "~ eln,-s'):' =0

(ekr,m + emr,k
.vPara el caso de querer las ecuaciones de compatibilidad del
tensor de deformaciones 1nfinitesimales ekl los términos
jlineales de la ec. 2. 10 10. son los fnicos que se conservanrén,
quedando' :

d

kn, 1m * elm kn ~ ekm In " eln,km =0 L (2.10.11)'

- También se presentari el método ae eliminar las componentes
de desplazamiento para obtener las ecuaciones de compatlblli-
VQad del tensor de deformaciones infinitesimales ek[ . De
acuerdo con las ecs. 2.6.2 se tendr&-

eh( ,mn

~~ .
‘_ekmglﬂ. =
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= b (U + Up,,)

ol ( 2.10.12)

~
Iy

der:vando dos veces parcnalmente la ecuacién anterior respecto a

1"75 X, se obtendré

o~

- _’L\_(‘uh,lfmn +”‘“e,£w\ )

~ de manera similar se podré&obtener las expresiones siguientes

.

ol =% (»um,nu _L Um»ﬂa) (2,101 )
_,el;n)-;gm. =_|i<u4).,.k,m.+ Up k) ( 2.10.15")
( 2.10.16 )

4 (U mpn + Y, keen)
Combinando ‘las ecs. 2.10.13 a 2.10.16 se obtendrs la-expre---
sién siguiente ' ' '

N

€ptymn ¥ .emv\;k(‘ S, km” eb.»)ln =0 ( 2.10.17)

es facil demostrar que

o . = L 2.10.18
eké,m»L + Cun bt = ekn;lw‘.-"‘ Cemy b ( )

De las 81 ecuaciones indicadas por las ecs. 2410.11 0 2.10.17
unicamente seis son algebraicamente independientes. La; seis ---

ecuéciones‘de compatibilidad expresadas en un sistema de referep

( 2.10.13 )
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2x 34

( 2.10.19b)

( 2.10.19¢)
( 2.10.19d)

( 2.10.l§e)

( 2.10.19f)

EJempIo 2.10.1. Da-do el tensor de deformacones |nf|n|te51mal¢s

e
cia rectangular con vartables 7,u£ quedan
@ - ‘_f‘é}(x (Deyz
2 e
0 eyy =,;2—<~ -JLD 2
22 e
fD 2§_~ = -9—(-)3& -
X ?j 22 \ X
2 2 o
‘ 2 €xx N ey,
o ayt ot
!-‘\_ v 2 R
: DSy 4 D € _ g
@ 272 251
'B g;z T Belx
22 0z2°
de un cuerpo como
XL 2
XX ozt
N

X2

¢

( 2.1019a)
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~verificar si es un estado compatible de deformacién.
us
De cuerdo a las ecs. 2‘10 gfepresentaw las ecs. de compatibi-

!:dad cen !as cuales, si se sat»>facen. se asegura que el estado

deformaCIén es compatlble

22" + 2 D‘ll ’:_)_I_‘_f - 33'.)»_3.
o~ " %y T3/

2.10.192 se satysface ) ) e
LN YA T A L TL R
FrZ I Tl Gl TR ¥
2.10.19b se satisface

R D v(; 22t _ X Djz > -2

21y 23 :
2.10. 19c se sat(sface . } .

Daxt gt | %y .

oyr oxt 2xQy

2.10.19d se satisface

: 2, : 2. 5,2 -
D22 R 965)._2’,)2.’:0

azz 2y2 YR
.2, 10 19e se satasface '
23(s) 92)41 9‘1; s

22t dzz ? 2x 9%

No. se satisfacen 2.!0.19f'

luego el tensor é%l no representa un estado compatlble de. defor -

" macién,




e
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-2.11 Deformaciooes de areas y voldmenes diferenciales.

Las expresiones de les diferenciales de drea como vector & &

-y de volumen Ju— ~en un sistema de referencia euleriano, son -

de uso frecuente en la '4ecémca del Medio Continuo por eso es -

convemente cuantificarlas.

En las figs.

2;5.1 Yy 2.7.1 se ha presentado la deformacién de

‘un paralelepfpedo rectangh!ar. De r_\ue,vo‘se graf‘icai—é este parale-

lepfpedo en la fig. 2.11.1 con el fin de visualizar los desarro--.

a) Configuracién b) Configuracifn

no deformada . deformada

Fig. 2.11.1

llos siguientes

"~ E1 vector..

Deformacién de un paralelepipedc rectangular

infinitesimal:

-dgd, se calculars de .ac‘uerdo con el. producto --

vectorial de los vectores. g' c])(»l 3 _6;,1“0[)(2

0, =(2. )G ) = GX6, AN ¥y (ann)
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usando la ec. 2.3.7b y el hecho que dAs :Jxl dXZ la ec.

2.11.1 se transforma en

.

10, = To,i X, Sh X da, = ekemyku-’yi,zémdg( 2.11.2)

Al desarrollar la ec. 2.3.4 se llega a la expresidn

A Pl @Y, %, X EENER

o bien

: . e V ' ( 2.11.4 )
J Xs)w\ = eklm xk,( X, , .
gustituyendo la ec. 2.11.4 en la ec. 2.11.2 se tiene que
C'Q5=JX3_,M L dAy : o (2.11.5)

los valores de da) 30[41 serén .andlogos al de la ec. 2.11.5 ,

£l vector da estard dado por

0[4 "“'d 140(& ‘J(X ,kOM +Xz Ig_dA 4X3,tdﬂ )L"C
clg :-d Xk’r;?_ dAp Ly o 2
dag = 4 Y\c,jbr dA, R B TN

- La magnitud del _a}rea ) dq__ se calculars mediante el produc-- '

to escalar, es decir

,l da.lz'__ o’ia? = vdg. da :',yxk,kXL,;LdAdek (‘z.?u.s )
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De acuerdo con la ec'. 2 3 10b y 2. Il .3 y la defm;mér del -
tercer invariante del tensor GkL se tendrs )
| Gecl= | X, ?é’;p\ = lg,klz=7f__t;,’.=, JZz | (_2.‘1:‘.9.7)

De ']a,'{devfini(.ciwoﬁ- del inVer;o del t‘_e'ns‘or GKL sg 't;n-clré

[ G:n,'y :'»Xf.'u.‘: o ‘ :: 211000

su#tituyendo la ec. 2.3.10b en la ec. 2:11.10 se tiene

-1

' K =3 - S v.n.’n g
Xy Yt Gons = kM - (2 )

. multtp!icando ambos miembros por Xh h XL K y- tomando en’ ‘cuen-

ta: 1a ec. 2.3.2b se tendra v ]

Xe, Xam XL,z Xt,_z.- Gur = den X“a“ 'X'-»L,
-l . ‘ )

Gum = Oens Xiese XLk

v;( R
Gy = _X;,g-xy,_,'a‘

!

(-A 2.'”.1-25

sustituyendo las ecs. 2.11.9 y-2.11.12 en la ec.. 2,11.8 se llega

a la expresién siguiente

"daz:'ﬁ‘; 6-2‘4. QIA‘S dAL ‘. | ' | ‘( z_.u.':ls)

b-ohr:dg g dxs
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' De la ec. 2.11.7 s_e'ti‘ene que

4
dAk.: J Ikék .d'a‘k

- o'bien

dA A x.m( d Clk. 1\:( » '(',z.n,.l,g)'-j*' ’

Para calcu\ar la dnferenctal de volumen euleruano dv se hara

. uso de la fig. 2. H b en dénde el volumen de) paraleleplpedo -

estara dado por

( 2.!1.16 )

Sustltuyendo en la ecuac;én anterior el valor de dQ dado -

por ‘la ecuac»on 2.1, .5 y el valor de Cz', dado: po- - la ecuacub_n -

2.3.7b ‘se obtgn_dra

'

e (X k b dAs): (tmys Lo AKs) = Xy Xms b b dAndl X,

: d\rQ").Xi,k Loy S;zm AV:A,X’U‘ xkﬁo\v:‘i dV (2.11.7)

Tornando en cuenta la ecuacuén 2. H .9, la ecuacién 2.]1.!7 .-

se puede escnblr como . '

do - ddv \/ 'olv - (‘;‘2-.,,’.",8_")‘:4 ,

Usando Ias ecuaclones 2, ll !8 y 2 9.28 se podra escnbir la -

expresnén sngulente

[ B . ’ N

C2anae)
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‘ : - T ‘ .dU' - ,/ 1 ’/z ' :
. 0 . - . i . | em— — = -+ --
R | 0|V 3 = VI, ("‘215 4_7_7;4.,9&7;) (2.0009)

Para el caso especial de las deformacnones |nf|n|te5|males, -
—_ . o la ecuacién 2,11.19  se puede escrnbcr como _ ' . -
L R o de (|+2I~) I+ T~ S (2.1.20) ' _ o
o o s : dV . & . .
] ' poe T - o bien de la forma siguiente
dv— dV o o ‘
.’% Ie A Ie ( 2.11.21)

aVv

La- ecuacudn anterior tndoca que en la teorfa de deformacuones
unfmttesnmales el mcremento de volumen entre el volumen inicial
T . “es igual al primer -invariante Tp~= Lo, del tensor de defor-
' maciones infinitesimales. Al térmano (d"-dv)/d\/se le llama di - -~
. . w’ "c~ - -
: Jatacué%y Gnicamente en la teoria de. :las ~deformaciones infini-
tesumales es vgual al prlmer invariante del tensor de deformacio-

nes.
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MECANfCA-DEL MEDIO CONTINUO

Notas preliminares paca un.primer curso.

Ramén Cervantes Beltrén *

Victor Porras Silva
* Profesores !nvestigadores, ?aéultad dé Ingenierfa, UNAM.

CAPITULO 3
MOVIMIENTO

3.1 Introduccibn.

En el capltulo anterior se estudid la forma de poder relacio-
nar dos configuraciones en dos instantes especfﬁiéos del movimien
to. Es decir cdmo medir los conceptos de un medio continuo al --
pasar de uﬁa configuracién no deformada a otra deformada. Es ob-
- jeto de este capftulo el poder'estUdiar al movimiento como el --
cambio gontinuo de confngraciones respédto al tiempo. Por 16 -
tanto en los conceptos que aqui §é van a‘ih;roddcir juega un pa-

pel muy importante la variable tiempo.

3.2 Rapidez de Variacién respecto al tfempo de Vectores.

En la cinemdtica de los medios continuos es usual trabajar. -

con rapideces de variacién respecto al tiempo de cantidades veg-
toriales asociadas a puntos materiales. En-la determinacién de

las rapideces de variacién respecto al tiempo de cantidades de
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campo transportadas por un punto material se debe tener en cuenta

ademds del cambio en un punto espacial fijd ( cambio local ), el

cambio en el campo como el observado por la partfcula debido dni
camente a su movimiento ( cambio convectivo).

Definicién 3.2.1, La rapidez de variacién material respecto al -
tiempo de un vector o tensor ;{ o derivada respecto al tiempo

o .
on vectorAtensor Y se define mediante la expresién siguiente
( 3.2.1)

Lo anterior implica que las variables X permanecen cons-

tantes en el proceso de derivacién. Si ¥ es una funcién material,

es decir
Sy Crit) = e (X0E)Tu ( 3.2.2)
entonces de acueédo con la ec. 3.2.1 se. deberé tener que

Ay D% - I S o
—Z = 57 == - N

puesto que las variablesjs,fson independientes en la referencia
material o Lagrangiana y ademss I~ es un vector fijo. STY es
una funcién espacial, se tendrd que

. k) o .; ., . :
Y= (z,¢) = Ju (£,4) 2% ( 3.2.4)

y aplicando la ec. 3.2.1 a‘la‘fdncidn espacial anterior se obten




A%N)
w

drd la expresién siguiente

24 '( Lej, + ( 3.2.5)

| o 2 2%
,/t 27 /= cx, ~af

lo anterior se presenta ya que de acuerdo con la ecuacién. de mo-

- vimiento dado por la ec. 2.2.1 se tiene que la variable x ‘en -

ta funcién ¢, también es funcién de la variable X, es decir

= (x,4) R o (3.2.6)

=y (x,2) =4 [=(x,¢),¢] | (3.2.7)
La éc. 3.2.5 se puede escribir como
{‘74 _:_7=~m/‘ s%ie  (3.28)

Definici6n 3.2.2. La derivada material de una funcién espacial

JQ estd dada por la ecuacién sfguiente

D_ -»'~-2ét;c 2= ( 3.2.9)
zt"%" Ta = 52 T Y%4e 37 ,
Al primer término del miembro de la derecha de la ec. 3.2.9

se le llama rapidez local o estacionaria mientras que al segun-
do se le llama rapidez éonvectiva.

- Se puede usar el sfmbolo Eﬁ? para indicar la derivada material

de vectores espacuales y vectores materiales de acuerdo con las

expresiones siguientes

3.4

= Ve (X,2¢)

i) vectores materiales ;

2% =Y = f;,; o ‘ ( 3.2.10 )
ii) vectores espaciales ; =.% (=, _
. B,I ‘ —
j— af +.%z 57 (3.2.11)

NOTA 3.2.1. Obsérvese que,en generé],para un vector espacial se

. presenta la desigualdad siguiente entre operadores

%{%-““3,5 | | . | ( 3.2.12)

Es -facil comprobar qwe la derivada material obedece las reglas

de derivacién parcial que involucran sumas y productos , es decir

%(z+g'/2.):%.ﬁé + 2 : ( 3.2.13)
_ :D% (4 2 )= 3%.,%‘21 + % %2/ | (3.2.4)
' e Lo

' Deflntcvén 3 2.3, El vector Velacidad g de una partnculgAra--

pidez de varvacnénvmaterlal respecto al tiempo de su vector de --

posicién,

V=

<
~

~
\

;i/_f;—z)‘,z , ' e 2.1
T g T e ) | ('3.2.15)

( 3.2.16 )

koo
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donde X ‘es constante en IL (x

De acue:do con la ec. 2.4, 7 se tiene QUe

ALt . ( 3.2.17 )

Como 4 es un vector constante Y P es indepen&iente del --

tiempo se tendrs que en base a la ec. 3.2. 17 la ec. 3 2.15 se

reduce a

Ve o , DU, ' C ey
Ve ot o bier 7[:-5{—"/“ ( 3.2.18 )
considerando a X constante.'

En la ec. 3.2.15 se puede consuderar que se conoce la |dent1— )

dad de la partfcula X y tener

\__
\

=V (Xt “( 3.2.18 )

gue ) ) . : .
puestoAde acuerdo con el movimiento inverso dado por la ec. 2.2.2,

es decir X = X (z=,%), laecuacién 3.2.18 queda

=[x (Est) 4] = v iEt) S (3.209)
EntOnces se puede ‘conclufr que existen dos formas _para des=-
cribir al vector velocidad V/ ; la descripcién material dada -

L por la ge. B3.2.48 4 L fa ¢ wa& ’
_por la ec. 3.2.19, 7 = (J{,/é § eAﬁ“’ =/ ‘Z‘z/a,

Definicién 3.2.4, EIl vector aceleracnén a de una partrcu -
la es la rapidez de varvacténtrespecto al tlempo del vector ve-

Lm

‘Definicién 3.2.7. Moviﬁiento'unidimensionélio lineal es équél en

A= (xt) 5 k=dh=0 (3.2.22)

: 3-6 ’
locidad correspondiente. Es decir N
Sy 2 e . _ . o
&= 0 T 5z 44;‘ . ‘ ' ( 3.2.20)°
. 2 5 A :
Pu= ST s P2 ( 3.2.21 ).

NOTA 3.2.2. En la representac:én lagrangiana, es odentlfncable~--

la partfcula material con una velocidad o aceleracién dadas. Este
esquema es una extensién inmediata de la mecanica de la partfbula.

Sin embargo la descripci6n euleriana no tiene equivalencia en la

.-se ‘conocen los'vectores velocidad y aceleracién asociadosa cada

punto espacial pero no se conoce la partfcula que lo 6cupa..Como b
el movimiento mapea puntos materiales a puntos eSpaciales, el -
punté‘mapeado adquirird la velocidad y la aceleracién asociadas-

a tal puntoé en tal instante.

Definicién 3.2.5. Punto de estancamiento es aquel en el cual ==
V=20 '

|

|
mecénica de la bart!éyla y lo que sucede es que en un tiempo t .
Definicién 3.2.6. Movimiento estacionario es aquel que su velo-

cidad no varfa con el tiempo, es decir _\Z= _‘_/(2) . S

que se anulan dos componentes.del vector velocidad y la tercera . - i
cdmponente_depende de una-sola variable espacial. Las ecuaciones

siguientes definen a tal movimiento-

" *En forma andloga se puede definir él'mov{miento plano. - ) ) :




do por las siguientes ecuaciones

]

o d

_ Unérvez‘definido el concepte de dérIVadd'ma:eria!'conv}ené --
aplicarlqwa“loé.conceptos que eséén presentes en Tos’ ax iomas bé-~f
‘sicos de la Mecdnics. Dentrs de Ios'conceoFO" se cuentan las uxFe
ren"{a‘°é-d# longitud, superficie y de \oluman, las zntcgra!es --
que lnvolucran regiones tales como l!neas, superflc'es Y volumenes
!os tensores “de deformac:én, ‘etc. En el :ncn503~35e presentan ta-

les aplxcacnones.

Ejemplo 3.2. ! El campo de desplazamnentos de un. cuerpg esté

dado en su ‘o~ma !*grang«ana como’. U, =
Up = t()(r)(,)/z"'e (K= \,)/1 X2 5 U

Determinar las componentes de veloctdad en su forma lagrang‘ana.

—a (cx1+x_a)/z € (Xz X3)/2-Xs

De—acuerdo 2 la Ec. 3.2. 18 se tlene que

"ysy =DY

L5 =757 .

Comoc U es una fun.vén mater:al
. V:?u L . 3Ug
- 'b\': r'»_ x 2%
entonces i

V,=0; V Q(X +X3)/2 e(xz X.a)/l

Ejemplo 3.2.2. EI caﬁpo de velocndades de un cu;rpo.esté da-

Vg =X, [CHE)  31:>‘/<'+"£>

=X, /(l+t)
" Determinar las- componentes de acelerac»én para este mov:mlento.
- De acuerdo a 13 ec. 3. 2.20 se tiene  a -.d¥
. . - = b"’- .

Como ¥ es una Funcvén espac-a! por la Ec. 3. 2 9
DY /v R =0

= . __L+'\ DI T

1>£ .‘Bt [§

5t 2
a.zgi_r_,__-x.- +_\_< )4_04—0 }
"TDe T Gror et +e

-e (x,+x3)/z +e (Xz’ Xs)/2

D"rlz '2\5‘& +~,yk’£ Ty = %{i +f157‘2“?3,'+ 7/:,:1‘); 4,_'0;3"); =2

= 1j21 ;ZQ‘Q ,/XQ: = 14&_[ aJEZ

: 3_8  ' . V ' N .

a, = D% o Ay o>’+i (z)(‘).;.o _ A,
L. 2
1+t C1+t)

(14¢)? o (|+~¢)

ay= 0% _ 3% o +0+=—( 331/ 7ov
2 Dt 0+t)2 + - ) T+ j 04t)2

3.3 Derlvadas Matertales de daferencvale;.
Se requuere este tipo de rapideces de varlacuén ya que apare-
cen acompanados con los operadores de integracién, N
Para los desarrol!os que siguen se necesita conocer la derlvg
da material de los gradientes de desplazamlento.

' La derivada materlal de la dnferencnal ckr se obtendré usando

,la ec. 2. 3.1a

- D P2 P ’ l
-3:)—{‘. (ﬁ/%éJ ‘—"5?( (3-:(:& D/XK) ( 3.3.1 )

puesto que en'la défihiéién de dérivéda'materiél‘ X se conside

~ra fija .y ademss los operadores ——-7’ son_intercambiables, en-

tonces la ec. 3.3.1 se reduce a

=5 @) - a%r (=) /xu

: 13.3.2)
' /

_sustituyendo la ec. 3.2.16 en la ec. 3.3.2 y usando la reglé

de la cadena para deriVadés pafciéles se tendr& que

&1,4 3.::1 CJX

— (a/zz)_, /z ,/>< et 9)( (3.3.3)
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Si-en la ec. 3.3.3 se sustituye el valor de aﬁ;& porel dado
en la ec. 2.3,1gse tendr§
) <

.Z’-é ("/m« 7Ky )=3 D (j“‘) o Xie =—¢L;,;z//&'JXk_ (3.3.4)

1a ecuacidn anterior se puede escribir como

z’i.cx/z,g)ga,j,_z» o (335)
-Para calcular la derivada del grad!ente de deformacié A e par

te de la ec. 2.3.2a

2 ‘ D e D ' -

i (8re)= o7 (X4, X,‘/_,)= £ e Xus+( 3.3.6)
+ X,k —‘?— (¥ r) . »

tomando en cuenta que.R(&L) oy laec 3.3.5, la ec. 3 3. 6 se. -

reduce a

xﬁk ‘.Dt ()‘K,é) +1)— '"/K"*“;I = O , ( 3.3.7 ).

tomando en cuenta que la ec. 2.3.2a establece que

T Xae =

sustituyendo la ec. 3.3.8 en la ec. 3.3.7 se tiene

'IA,K ) <></<,k) -+ Jm[ . ., ( 3-3.9‘ )

»multlplncando la ec. 3 3.9 por :><k;{_ y-dsaﬁdo la.ec. 2.3.2a

se tlene

. D , Bl ‘
X, Ly, o (xlé'x,> Ul X,y = O

o tien.

&1 (ng) + %L ><z,z =0 . ~ (3.3.10)
la ec. 3.3.10 se‘puedg escribir como
57(_)(&,4) = =iy Kt ‘ ( 3.3.11)

Teorema 3.3.1 La derivada material. del cuadrado de la diferencial

de longitud est4 dada por

%(/5).‘1? .ﬁ//ez-‘é/iﬂ‘/xj - (3.3.12)

donde- cﬁzes el tensor raprdez de deformacién de Euler cuya expre

A cién estars dada por

44/5{451):—}/-(");,1 +z4) o S | (3.3.13)

De acuerdo con la ec. 2.2.8 y la'ec. 3.3.3 se tiene el -desa-

“rrollo siguiente

B &)= o7 (S dx“) ZJX" G/X“). IREERTET
= 2y oz oz, _

T&mando en cuenta que !a ec. 3ﬂ3.f3 es simétricé,_ se podré if
escribir como ’ ' - : -

T

:_DD? C:T;{d)z: (.’p‘;‘,)z‘ + é) J:,{ /I[ 294/ /14/.2’ ( 3. 3 12 )
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que es precisamente la ec. 3.3.12.

De la ec. 3.3.12 se puede aseverar que jf% Gj%)f: o siy -
sélo si G&) =0 |, Lo anterior implica  que la distancia entre -- ) £
t - . ‘, T . e &
dos puntos vecinos ﬁiﬁ/ , no varia respecto al ‘tiempo,que es por
~definici6n el movimiento de cuerpo rfgido. Lo anterior ests con-
temp!ado en el teorema de Killing. _

Teorema 3.3.2. Teorema de Killing. La anulacaén del tensor de de-

formacién de Euler constituye la condici6n necesaria 7/Au9/:z¢n72
para 7./‘ 2l vnovTeniento Ao cuta’/:'a Ala Az cuerbo ;4’ .
. : que
6"/%0 L
Teorema 3.3.3. La derlvada materlal de la dlferenClal de area, -

esta dada por la ecuaC|6n siguiente
'JE(’/‘Z“) 7"””' ‘—’/44—7):«, A2 O (3.3.13)

Para demostrar la ec. 3.3.13 se requiere calcular la derivada

material del jacobiano-de Ia transformacidn, J .

D .2 [%e | = __.(Z___. :Dzk./z T
= 4= 3.3.14 )
frE el B s

' sustitdyenﬁo las ecs. 2.3.5, 3.3.5 en la ec. 3.3.14 'se obtiene -
la expresién siguiente .

K

%"/ J Ko J;,z "/"=Z&1J =f Ty (33050

Para catcular 3§§-44§ se harévuéo de la ec. 2.11.7.

2 () f P X d A = (it X g e (3316

sustituyendo las ecs.
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3.3.11 y 3.3.15 en la ec 3.3.16 se obtiene

(////,) (/ o2, 77 Xl[ué‘/’dk-(‘f 1)(/41 c://dx ( 3.3.17 )

usando la ec. 2.11.7 se tendr§

2 (da) = 7)’,,7, a/a% - Lot

es la ec. 3.3.13.

o

estd dada por la expresi6n

cién de Euler.

2, ll 18 y 3.3.14 obteniéndose

)

Z;'(éfaafj

it

27
2

A

[ Yot o

= Yk 47

= Zd ST

A2,

%} A7) = Ay IV = Toydd

( 3.3.13 )

Teorema 3.3.4. La derivada material de.!a diferencial de volumen

( 3.3.18)

donde {ZQ/ es el primer invariante del tensor rapidez de deforma-

Para la demostracién de este teorema se har4 uso de las ecs.

(3.3.8)

]
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3.4 Derivadas materiales de integrales.

En la Mecinica del Medio Continruo se presentan conceptos ex -

N - N . . rd - P
presados 3 través de integrales-de linea, superficie y volumen.

A continuacién se presentan las derivadas materiales de tales in-

tegrales. .

‘La derivada material de la integral de Tnea de cualquier ‘cam-

po ? sobre una curva material C , est8 dado por

%L}""% =cf(f Pz + P iyt 4/2-’1)‘ (s

Puesto que la curva C es material, la integrél sobre tal cur-
va tendrd un Ifmite fijo en la descripcién material y se podré -
efectuar el intercambio de los operadores derivéda material e in-
tegral. Entonces,trabajando con el término de laAizquferda de la

ec. 3.4.1,se tiene

-.Z%‘_/;f‘/x‘ei':[% GP"’&) =f§£’—f‘t*‘f§>"‘*] (342 ‘)

sustituyendo la ec. 3.3.3 en la ec. 3.4.2 se tendrs Ya ec. 3.4.1.
Cuando la intggral se hace sobre una curva espacial fija, la

derivada meterial resultars ser

R

57[3"9’?% =cf—a.—fi’/a - (3.4.3)

La dérivada material de una integral de superficie de cual- - -

quier campo sobre una superficie material jp estard dada por -

las expresiones sig-uientes.

3-14

> Ja,, ’-'ﬁj;"'f/dé. +Jf-[f/’>;;[~ Iy —w;’_[ JJI)J (3.4.6)

%L?/aﬁz‘éﬁ,+g& Ut = G dep )y 3RS

La demostracién de las ecs. 3.4.4 y 3.4.5 se hace al poder in-

tercambiar los bpefadores y utilizando la ec. 3.3.13. Para el ca-~
ve S : ¢

' so deAla superficie de integracién sea espacial y fija se deber&n

tener las expresiones.

%Lydakvglgf dae o B ( 3.§.'6 )1
%Z%c/ak g{%gédm

La derivada material de une integral de volumen de cualquier -

(3.4.7)

campo sobre un volumen material estars dada.por la expresién

—f;[/ f’?f’? J(ﬁjﬂfé,k){{jﬁgg’ + (Pk), ]a’d.‘( 3.4.8)

La demostracién de la ec. 3.4.8 se hace al intercambiar los -

operadores y al utilizar la ec. 3.3.18.
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' 3.5 Tensores rapidez de deformacién.
. ‘ como .
Se ha definido al tenscr rapidez de»deformacibn de Eu!er’A\)a;
parte simétrfca del grad#ente de velocidades y esta” dade pdr la
ec. 3.3.13 o

dut =y =L (T + L) (3:5.1)

4

También.se puede definir un tensor amtisimétrico con la parte
antisimétrica del gradiente de velocidades. Tal tensor se repre-
senta por el sTmbolo uﬁq y se.denomina tensor giro ( spin ).

WZ/=7);,1) = _ZL (/0/,1 -i;/{) ( 3.5.2)

Al sumar las ecs. 3.5.1 y 3.5.2 se obtiene la expresion
Ao b= A + le (3.5.3)
De manera similar a como se trabajo”con el tens'or de rotacio-

nes infinitesimales, del tensor .de giro se puede construivr un -

vector axial «Jz , llamado vector de vorticidad.

wi= Chyy Aot = Cup, 2,y

( 3.5.L)

( 3.5.57)
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El significado ffsico de las componentes de los tensores ra -
pidez de deformacién y giro se entenderd tal y como se hi_zo para
los tensores. de def&rmaéién‘,o sea, mediante el estudio de la ‘rapiz'b
dez de variacién respecto al tiempo de las longitudes y angulos.

Para-el c‘a'sbo del tensor rapidez de deformacién de Eulrer,. dk[ .

. se definir&n -las cantidades ffsicas siguientes,

" Definicién 3,5';1. Se entenderd por rapidez de alargamiento en la’
direccién unitaria N en un punto x, a la cantidad J(a) definida

por la expresién siguiente.

() _

4 D ;- '
dr) = g ) (3.5.6)
donde Yl = %’;‘5 (3.5.7)

Definicién 3.5.2. Se define a la rapidez de corte_-e'-(Ql,L?z)va la
rapidez de variacién respecto al tiembo_del adngulo que forman -

dos vectores unitarios ny y Q, en el punto =X

Si las direcciones unitarias ‘n,, y ‘Yl estan dadas por- la ex-

presion
=2 = TEz | ( 3.5.8)
' &3, S =T T, o :

la rapidez de corte €(Yi,M:)se obtendrs de la expresién

& (1,e) $en©.(2,112) = 2ty 7Y 1Y - [ Ao cos 0 (a,m) (3059 )

®



X

—6 (Z2)= 24’23_ o
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Si la direcciofi N de ls ec, 3.5.6 se selecciona de tal maneea.

. . : ‘. .
que ccincida con un eje coordenade, vy sea €ste el eje Z, . En -

tonces se tendrd que "=/ y Tiz=rs=0.
Con tales valores, la rapidez de alargamiento a lo largo del -
eje x, resultg ser, de acuerdo con la ec. 3.5.6,

c/(/) =.ﬁ//14 ( 3.5.10.)

Cuando se hace coincidir an con los otros ejes se tendrd que

d(t) .=‘¢/22 ) )' ,6/[9) = d;g ( 3.5.11 )

S$i las direcciones 1, N, que definen a la rapidez de corte -- .

e(m,ﬂ:) se hacen coincidir con algunas direcccones de los ejes - -

coordenados, por ejemplo Yl .con X, y Yz con :tz se tendré de -

acuerdo con la ec. 3 5.9.

- C/;2)=2€/ZZ . o o : : ( 3.5.12 )
)os .siguientes resultados se obtlenen al tomar-los pares rgstan -

tes de los ejes coordenados

°

-6y, = 2 (3.5.13)

Los resultados vndtcados por las ecs. 3 S 10 & 3. S 13 se re -

sumen en el teorema svgucente.
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Teorema 3.5.1. Las componentes normales del tensor rapidez de -
deformacién de Euler son Jas rapideces de alargamiento en las -
dxrecc:ones de los ejes coordenados y los componentes mlxtos son

la mitad de las rapideces de cor'e de los ejes coordenados

Para visualizar el sigoificado. ffsico del tensor de giro se -.

deberd calcular la rap’idevz con la cual un elemento diferencial
dz gira alrededor de una direccioén unitarla_)? .
Si ?(Q,ﬁ? es el angulo tal que

caéy(g,g) :cqs Y, d=x ) = %DA = )’)A‘?« ( 3.5-1‘! )

al calcular 1a derivada material de la ec. 3.5.14 se tiene

’5”(_0,4)*5"’50(.2,-5) = Ugg 7y D= (n) cosjﬂm'g) (-3.5.14 )

Si el &ngulo original entre d= yD es de 7, , vlé.eﬁz.}S.S.lbh
se transforma en
~Yin = IR, (3515 )

Si Q y X se hacen coanc:dur con los ejes coordenados, por e -

Jemplo D con X, y n con Ig, la ec. 3. 5 IS se reduce a

e d
12 = V42

( 3.v5’:!6 )

" De acuerdo con la ec. 8.5.16 se puede afirmar que J, 2 es la

rapidez a la.cual un elemento alojado en la direccién del eje -

L, , estd rotando hacia la direccién alojada en el ejeX y con
2 J Jje 4

" sentido contrario a las manecillas del reloj . -
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\Latfig; 3.5.1 muestra lé”rapidez de fotacién de los ejes X,y X,.

De acuerdo con el concepto de

Fig. -3:5:1 Rapideces de rotacion de los ejes coordenados X,y xX,.

rapidez de corte, ésta se podré calcular de acuerdo con los con -

ceptos 1ﬁdicados en la fig. 3.5.1 y queda

=B,z T ‘LP.L' 4)2. = 2dig { 3.5.14 ) "

Ahora bieﬁé para calcular 1a rapndez de rotacién en el sentido
contrario a las manecillas de! reloj, de acuerdo con Ia fug 3 5.1

se tendrd que
LP:U ;‘,"F,,. = UT:L —’U;), = 20"1 . o » . ( .3'5;15, )

Eﬁtoncés la ec. 3.5.15 establece que la componente Uy del
tensor de giro, es la mntad de la duferenc'a relatlva de las ra -

a !as manecn!las de!

pfdeces'de rotacién - - ‘en sentcdo contrar:o

3-20
reloj - de los ejes coordenados X, yX, . Interpretaciones ente---
ramente andlcgas se podrfan hacer para las componentes restantes
del tensor de.giro.

Otra interprete i6n ffsica que puede asocidrsele al tensor de

giro se puede concluir del desarrollo siguiente

Sea n un vector unitario dado por la Ec. 3.5.7, su derivada ~

material estard dada por la expresién

M= Bp(dXe) - L B(dn) - g b(dp)‘( 6
E—Dt—d:'————— k. da? Dt 3.5.16 )

la ec. 3.5.16 se transforma en base a las ecs. 3.3.3 y 3.5.6 y --

queda

[1)‘“~ol(m5wt>m [Oltzq + Wi - devy J"u] )

= 1 dee = dem Sy ] g + W e o (3.5.17)
Si n es una direcci6n principal.del tensor rapidez de deforma
cién de Euler, entonces debe satisfacer la expresién siguiente
_(du’—-’d‘(v_j’) gg([)M{ =D‘ N . } ( 3.5.18 )

Entonces para el caso de ser n, las direcciones principales
-k

-del tensor dkl se tiene que la forma especial de la ec. 3.5.17 -

debers ser la siguiente,’éﬁ base a la ec. 3.5.18-

N = “J;z " ( 3.5.19)

La ec. 3.5.20 permitevla interpretacién flsica del tensor de.
giro contenida en el teorema siguiente- o

Teorema 3.5.2.

El tensor de gnro es la velocudad angular de 105 ejes prunci

.pales del tensor rapidez de deformacuén ‘de Euler.

Teorema 3.5.3

,

‘Las derivadas materiales de los tensores de deformacién de -



e

A\EKL =
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- Lagrange y de Euler se cuantifican de acuerdo con las expresio -

nes siguientes

z\_d

( 3.5.20 )
= Ju - emz """» - €we ’f”bh ( 3.5.21 )

Para demostrar la ec. 3.5.20 se partirs de la definicién de

derivada material, es decir

feT Tpe T ot . e

la ec.” 3.5.22 se d_esarrol‘laré usando la ec. 2.4.4

. _ R Dé’. |
bb-_.lz_bb_t(ézze 5‘;@),—‘9‘:-&““‘ ( 3.5.23 )

.en base a la ec. 2.3.10b la ec. 3.5.23 se puede escribir como

E; =4 D (I"’ xk > i‘[b(%k)xkd-x“‘bm% 3.5. zu

-la ec. 3.5.24 se transforma en la.ec. 3.5.20 al hacer uso de la

ec. 3.3.5.
Para demostrar la ec. 3.5.21 se hace uso de 1a ec. 2.4.6b.
Ast '

= X XL
Sy = m<‘kahXLa) E"kakx‘ﬁ""gg“)(k"‘) 2

+ Ex i -E;:'XL,L 7 . (3.5.25)

~
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al sustituir las ecs. 3,5.20 y 3.3.11 en la ec. 3.5.25, ésta se
tranforma en la ec. 3.5.21. '

También es facil. demostrar que

.

Qe = 2&:;:,‘ . ' | ( 3.5.25)
Gt =~ 2€re =Gy Uiy = Cme Uiy (3.5.26 )

De las ecs 3.5.20 y 3.5.21 se puede observar que tanto Ev.
como ékc son distintos de Y.C'kl . Para el caso especial de tener

=0, es decir en la cénfigukaciGn no deformada se tendr§- que

Xe= dep Y R o 3.5.27 )
£ (X,0)=det e S (3.5.8)
éu(;"'o) = diy o ( 3:5.29 )

Para el caso de la teoria de deformaciones infinitesimales
los gradientes de deformacién son aproximadamente iguales a los
cambiadores y estos a su vez son deltas de Kronecker. Por %o

tanto , .de acuerdo con la ec. 3.5.20 se tendrd que-
Epe 20 dee Oee See - ' ( 3.5.30 )
Para que se presente la condicibn siguiente ‘

ekt X dhl ' ( 3.5.31)
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se requiere que tanto €y 'dkt Y4 sean infinitesimales para que
de la ec. 3.5:21 se pueda pasar a la ec. 3.5.31,

Ejemplo 3.5.1. Sea la descripci-on euleriana del movimiento de

vn cuerpc

"
=<
+
>
v
~
n
|
=

X,

Ry
]
>

»
t
P4

ol

~

»

-~
L
\er

Considerando vdlida la teorfa de deformaciones pequedas, y los «-.
sigtgmas coordenados O\(,)(z)(3 5 0% A Xy superbuestos_ con b=0, -
calcular los siguientes conceptos § ‘

i) Los campos de desplazamientos y yélo,cidades.

. —~ .

ii) Los tensores infinitesimales de deformacién €, y de rota--

cién Ty, _ '

iii) Los tensores infinitesimales rapidez de deformacioén O’&L

y giro (spin) W;L '

. . . A : ) .
iv) Los . tensores al y f'u_ y comparar los resultados con -
los obtenidos en el inciso iii).

De acuerdo con la ec. 2.4.9

uz = xk.. - Xl. v por‘lo tanto
. -3t -2
a,sz(e.—a)') u,=1,(e _f) , Uy=o0
utilizando la ec. 3.2.18

N Y]
T D&

tiene

" descomponiendo la matriz en una parte simétrica y una antisimétri

3-24 . N

Como U es una funcién espacial, se utiliza la ec. 3.2.11 y se --

Para resolver el inciso ii) se hace uso de la expresién 2,6.9 da-

da por
~e e
Yot = €4 + Ty

2 . QU Qe

bg Lug,q_l = [é\:;(_] + Eﬁet]

Py - PUs _ B4 _ DUy

X e By, g, | PX wxa  mm, T O

A I VRN

21, : ox,
2y, Y o, | [ i
(o ow om] [ o &

- ou. de. DY ' : | 2t

[ULL]\‘ - %x, wm, @ | =|o . o €-l
Puy,  Qus - Dds | : >
L5, & ]l Lo © .

ca: ’ :

o o &4 [0 o é#( ' o o e%y|
o o ¥ = -;: o o €5 + Ja'., o o é»”e“ify |

o o o &% éif( o -é?%' & oo

- St
eitq € -
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an ’ r . st _ ' ' o) o '3&.’é
- 0 ] . e - .
! . . . s2d. | .
Of I | e o et LU);'-] = e e -er
[ru] = 7 -1} o et ot R
@ -3¢ é!é : , el ) . — .
TE TE o : v El inciso iv) se resuelve utilizando el co-ncepto de derivada .
Para resolver el inciso .iii) se hace uso de la expresién 3.5,3, - ) material, es decir € = . Cee ; -como éh(. es una funcién es
dada. por ' pacial, utilizando la expresién 3.2.9,se tiene
Vgt = - W o [weT=[du]+ Lu
WO W dw D ah D%,
ox, 31, 21, oL g My 2%, DX,
D20 _ Bc—,s’t 3 DUy - -2 é2£
’13 . . 313 . ' . .
LAY PR ' -5t
— Ad} 2 -
[ | M A% o o  -2e
: Uy } = oA . -t
- t v W W || o -26*
E L TS o
. L e e 2% o o o
@ - . ) | 2%, Er X, | -

haciendo la descompos-cuén de la matriz en una parte simétrica y

una - antnsamétrtca. se tiene.

st

° o ' -ae (4 o 6 o -3€ )
A ‘ . 4 ) resultado que es de eseerarse debido a la exprésién 3.3.1 meduan -
-2 ~ -2
° ° -2e o ° e 2 - ‘ te la cual, dh( Xy ekt J {finalmente
6] : o) P -sééé ~ad i %éjé éz‘. o i o ‘ o -353‘. »
. R ' - 2 . -2t
. st |- : ' L : [ - 4 o -2e
(o o e IR (4 S PR
’ ‘ _ S . : ‘ | -
, - -ad o : 3e“‘-'?e o
| = o ) -e . . . g
- R . s ! ' . ' de donde
E R _J | -' T
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3.6 Axiomas fundamentales de la Mecénica del Medio Continuo. ©

En este inciso se definen los elementos necesarios para enun--
ciar cuatro de los cinco pr:ncnptos b&sicos que se van a- utilizar
en el desarro!lo de la teoria de la Mecsnica del Medio Continuo.
Los principios bésocos se consideran que son los resultados auto-
evidentes de nuestra experiencia con el mundo ffsico.

En la mecé&nica a cada cuerpo se leasocialﬁna medida de la ma -

teria, denominada masa. -

Definicion 3.6.!. Se def?ne a lamasa M de un cuerpo, como una
cantidad no negatrva aditiva e :nvar|ante al movimiento. Son v&<

lidas .las aseveraciones siguientes

i) La masa se define con su propia dimensién, independiente de
Ta longitud'y del tiempo.

ii) Si la masa es absolutamente continua en las variables espacia
les, existe entonces una densidad de_masé A tal que la masa to -

tal del cuerpo se podrs calcular con la expfe$ién.

M=) Pav (3600
i i

- La densndad /9 tendré un:dades de masa por unidad de volumen,

es decir, ML .

iii) La densidad de masaisera tal ‘que ‘cumpla la condicién

°e< f< 0 (3.6.2)
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Definicién 3.6.2. 1La cantidad de .movimiento o cantidad de movi--
miento lineal ﬁ) de un -medio contlnuc de volumen total 4", se de--

fine mediante la expresidn siguiente

P-| PYdv o (3.6.2)
" .

.donde V es‘el vector velocadad y f9 la- densudad de masa del me-

dio. ¥ es una cant:dad_vectortal.

Definicién 3.6.3., El momento .de la- cantldad de mov:mtento o can-
tidad de mov:maento angular“ft respecto al origen 0, de un medlo

cont|nuo de volumen total ﬂf 5. se define como:

P‘Px\/ ahr o | (3.63)

b es el vector de posncndn de 15 partfcula con dlferencwal\de'mg

sa, dm = Fd\? . Tambtén “Tf es una cantidad vectorial.

Definicién 3.6;#. La energfa cnnétrca"?( de un medio continuo de

volumen ~/~ se danne mediante:’ :
‘K=% _P!"_/d‘" REIP C(3.6.4)

La energfa éinétiqa es una cantidad escalar. :
Las ecs..3.6.2 a.3.6.4 , expresaéas en términos de las’cpmp0w

nentes en un sistema cartesiano de referencia, quedan.
?z ,f PYdv = : (3.6.5)
fp Cum Yo Ym d - S (3.6.6)
.--Lf P dv 36T
Axioma Fundamental No. 1 ;. PRINCIPIO DE LA'CONSERVACION DEL-

LA MASA. L& masa total del.¢uerpp.no cambia durante el movimien-

to. Cuando este principio es v&lido para una vecindad infinitesi-
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mal de cada punto'mate;ial.,sé dice que la masa se conserva local- '
_mente. -
Si /e, es la deﬁsidad’de masa inicial del medjo continuo, en-- -

' tonces su masa tota! M en cualquuer conflguractén debe ser la mls

’Vma. anterlor se expresa con.

f/’dv- =[fdv. _‘ A _A(;-_».B.sia',i

Otra forma de expresar la conservacuén de lamasa consaste en ha-- -

cer cero su deruvada materval, es “decir:

_ij dv =0 . 1(359)
I

Al trabajar con el crité?fo dado pof 1a eé;.3 6.8 se“puedén pre--

sentar las formas scgunentes para el pr'nCIplo de conservacnén de
la ‘masa. v

i) Conservac:én global de la masa. Ugando la ec. 2 ll 18 la ec.

3. 6 8 se transforma en

;.S ( Jf)dv“°' ; .'= f_‘ ¥,:i»..'i(é&é@ai

|i) Conservacién local de:la_ﬁasa. Al haéer Vié 6/en la ec. - -

‘3 6 lOa, se tendré que

e o Vo | V;_ -
p d/) pd ('“I “m ”?'j) (‘346.1'|'a )

Al‘hacef _"fcboen la ec. 3 6 10b se obtaene

peih R RO Ao ) <3.f.6-1,“’.[>‘,

AN trabajé}’con~el crrter»o dado,pqr la ec. 3;6.9 setllega a-la -

‘forha'siguiente del prﬁ;cipio de conservacién de la masa

‘| « Pdv ‘f\:lo_,_ i]dvf(f’-iﬁ »b)d"j[%“ﬂj"‘)& 'r( 3 6. 'zb',)fjfjb

L i) Conservac:én local de la masa. ‘Al hacer ‘ﬁ’-’ o en las ecs. .

o sa.

Axioma fundamental ‘No. 2. 'PRINCIP10 DEL BALANCE DE LA CANTioAd g

—_ = R ’ [ IR .6.14 O
-0 bien : -

) -Ax'oma fundamental No. 3. PRINCIPIO DEL BALANCE DEL MOMENTO DE: LA b
. CANTIDAD DE MOVIMIENTO. La rapidez de camb-o respecto al txempo k
_del momento " de la cantidad de movnmnento alrededor de’ un- punto fll

" jo o, _es. ogual al” momento resultante‘j% , respecto al mi smo pun-'7¢

| 330
i) Conservacién globél de la masa. lntercambaando,operadores en

15 ec. 3.6.9 y usando la ec. 3 3. 18 se obtendré

“v

Dt

3.6.12 se obttene

Y ( Pdv)

S e  ;.('3;,_’6'.'|3-$)":j'-
2/’ . (po;)b_o S L (36as)

Algunos éutores acostumbran Namar écuaciones de continuidad a -- -

las ecuaciones resultantes del principio de conservacién de la-ma- -

DE MOVlMIENTO’ La rapidez de cambto respecto al tnempo de la can:gf

tidad de movnmlento es |gual ala fuerza resultante f? que actaaf

sobre dncho cuerpo. e

to 0, que ‘actda en dIChO cuerpo.

dY
e

;ﬁ% ‘i'l ,‘ SRR ST (3.6.15a )
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o bien )
~ o I 0 - o :
= j Feum Yl Lk O‘V =M, P (3.6.15b )
o o e . T . B
Nota 3.6.1. Las ecs. 3. 6 4y 3, 6 15 son las ecuaciones de Evler *

del movumtento Y se pueden considerar como extensnones de las le-

yes de Newton del movnmnento para una parttcula.

"Axioma fundamental No. 4. PRINCIPIO DE LA CONSERVACION DE LA ENER

GIA.. La rapldez de camblo de la energfa C|nét-ca fAf . més la ener

gla interna }E , es ugual a'la suma del traba;o que’ desarrollan -

" las fuerzas externas por unadad de tnempoﬂ@V(més otras’ energras:

que. entran o salen del cuerpo, por unldad de t|empo 24¥
Dt(”fc r )= Z@/,C

‘Las. Fuentes de energfa por unndad de tlempo 2{; pueden ser de ener
gfa calorffica, energfa eléctrlca, energ!a qulmlca, etc. Este - -
axioma implica que las energfas son adltnvas y que el térm:no que

,svrve para balancear todas las energfas debldas a efectos exter--

S

- nos es. la energfa interna E Para los Med«os Contmuos se supo

ne una. densndad de energfa 1nterna por unldad de masa, E ,- tal=-

E f,ﬂé dv- ' o (3.6.16 )

En los’ capftulos que s.guen se. estudlarén en forma minuc«osa

que

los axlomas fundamentales 2 3 y N Y tambuén se plantearén las --

bases para el axioma fundamental No 5
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3.7~ Tensores objetivos,

Conviene .introducir en este capftulo un concepto relacionado -

" con el movimiento del observador.

valor es indépendiente'del»moviﬁ}énto del obsefvador.

Ejemplos - de cantudades objetnvas 1o son Ia dustancna entre dos
puntos, el éngulo entre dos dlreccsones, Ias propcedades que defi-
nen a un materlal, etc. Cantadades como la posncuén y la velocudad
de un punto st dependen de 1a posicién del observador y por lo --
tanto no son cantndades ob;etuvas. '

Si se t-ene que un“sistema de referehsia rectangular ﬁ? ests

en movnmnento de cuerpo rtgndo ‘respecto a otro sistema de referen

cia también’ rectangular ﬁ{ R entonces un punto de coordenadas rec

tangulares 1;; en 1a referencva 4{ y en’el tlempo t, tendrs coor- 

>',denadas rectangulares Ib -en la referencua ﬁ? .en el tnempo t'

'Puesto que’ ambas neferencnas estén ‘en movimaento de cuerpo rfgtdo'

'una respect “' otra, se deberé tener la relacvdn sug ente

- u(f) Qu (é) )(z * 6¢ U) ='é-a; S 3»:7.1‘"_)3"

La ‘constante a, permute seleceuonar el orvgen de los tlempos
en las referencias L vy gg . Desde luego que Jasvcantldades - -
Qe (t)':‘Q (é')j b(¢) son funciones del tiempo puest&":qﬂé» _4;;0 es -

el movcmuento del origen del sistema ﬁ? y Q}g[)' ,n”}@sicosénos

directores de la referencia 6? respecto a: 7?

Qlt an

G?kt Qm(

- 3.7.1 con la condlcicn |ndlcada por la ec 3 7 2. es !a mas'g ne- -

Definicién 3;7;1. Se llaman cantigades objetivas aquellas cuyo -
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ral en donde permanecen invariantes la longitud y el cambio de angu

lo. .
Un vector objetivo 2 en.la referencia @E ,- tendrd componentgs
5ZL mientras que-en 1a feferencia ﬁ{ tendré
Qy = Qe Gr (3.7.3)
- . . 7 Y
Definicidn 2.7.2. Dos movimientos - /X f) 1&,(X él) son ob-

Jetlvamente equivalentes sl y s6lo sf satvsfacen la expresnén

X, (X,¢) = Qe (X f)”’é () ditea (554

-.con Qu (f) restringido por la ec. 3.7.2.

Dos movimientos objetivamente equivalentes difieren Gnicamente
en la referencia y en el origen de los tiempos.

Asf, si una referencia ests fija y para un‘tieﬁpo'también fijo,

los movimientos pueden hacerse coincidir mediante la superposicién

de un mov:mnento de cuerpo rfgido y un movimiento del origen de --

los tiempos:

Definicién 3.7.3. Se dice que una cantidé& ténéorfal es_bbjetiva‘
si en cualqyier‘par de movimientos, objetivamente equivalentes, -
obedecen. las leyes de ttansformachn apropiadas' para cada_fgnsor
y para todos los tiempos. ‘

Sl Cﬁ_es un vector y SL( un -tensor de segundo orden, ambos -
ObJethOS entonces,en dos movimientos objetivamente equivalentes

deben satisfacer las4leyes.de'transformaciOn siguientes

a, (¥, 1) =Que(®)a( X, ¢ o  (33_..7.'5 y

SN, e) = e ey WS (K

Desde iuego que todos los tensores que son ‘independientes del

;un tensor obJetuvo
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tiempo son objetiyos.pero los que sf depénden del tiempo puede que
’

no lo sean. Por ejemplo, cons'dérese el vector velocrdad kz

-

Usando la ec. 3. 7 4 se tendrs

.;i ‘le j EE 4%5 Xy + éb C(3.7.7)
o bien: : “
f ; : . : i - .
Vp = Y+ &y X {ré;b : C (378

‘ desde luego se puede observar que la ec. 3.7. 8 no es. de lalforma B

dada por la ec.. 3.7, S y por lo tanto, la veloc:dad no es un tensor.
objetuvo.

- Teorema 3.7.1. El tensor rapidez de deformacién de Euler dég es

Usando laec. 3.7.8 y la regla de 1a cadena se puede obtener -

la expresion

1 S E A ,’ . '
Yoo = Qb Uiy 3—91; + Qppe 2L

N -wwra S '( 3.7.9.)
4 2 :*QZQ : ‘
Para calcular la derlvada Ségi' ‘se. haré uso de la ec. 3.7. I
" e PR
Es decir," despejando xé_se obtiene o » R
X = th(zm -ém) - ( 3.7.10)
entonces . . o ‘
2% _ o, o
L2 = Qug ( 3.7.11)
9.!4

usando la ec. '377'11» la ec. 3.7;9 se'trahsférmaﬂen”
= Ry QIV( , Tty "‘QEM Qem - - (3.7.12)
anélogamente, se podré obtener 1la exprestén sngunente

/L = Qém A?fn 7y m Q/}ﬂ leh{ A 3.7,.13‘)
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Sumando las ecs. 3.7.12 y 3.7.13 se obtienen

. ) - N T
Ol * %) = Qe Oty (B Yo, )+ R Y G O € 32710
Tomando en cuenta la ec. 3.7.2vse puede tener

% ( 57:»'-) = L}}t ( Quy Q»}g)

o bien -
. ! , .
0= Ry Qmy + Qe Q»ve ' ‘ ( 3.7.15)

Usando la ec.-3.7.15 y la definicién del tensor rapidez de defor--

ma;ién, la ec. 3.7.14 se transforma en’
) . o
C/é( = ‘Qém QM -d””’ : ( 3.7.16 )

lo cual demuestra al teorema.

~ .También se puede demostrar quée el tensor de giro ’u42 no. es --

‘objetivo. La demostracién se hace al tener en cuenta la definici6n

“del ;tensorv.ﬂ);L y las ecs. 3;7.12 y 3.7.13 v o
El cor'ncep.to de objetividad';iene unaaplicacion muy importante

en la teorfa constitutiva de los materiales como se verd en el ca

pftulo 6.
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CAPITULO &4
-ESFUERZO

Q;I lntrdducciéng'

En el capftulo anterior ¥ prec:samente en. los prlnc1paos de

balance se hace mencxbn de !a resultante de las fuerzas externas

Y

pecto a un -punto flJo Es de esperarse que el concepto de fuerza
se presente con’ mucha frecuenc:a en-la mecanaca 1 es el prop6

sito de este capftulo el describir las hip6tesis que este concep

to rnvolucra en la- Mecén:ca del Medlo Continuo.

4.2 Fqérzas-resultantes,

Es un hecho expérimental que un cuerpo se deforma cuando. est§
sometrdo ala acc:én de fuerzas externas e |nternas. Tamblén es -

demostrable que las fuerzas pueden ser de orxgen mecénnco, eléc -

tr'co, qufm:co o de algGn otro tipo.

De acuerdq'»on la mecénlca neutoniana, las fuerzas mecdnicas .

. . que actu#sn sobre una partfcula son funciones del vector de posi--

cién X ,’vector de velocidades ¥ y el tiempo % . Sin embarge

: o ’ ’ s . . - . e
tegrales de varios ordenes, asl como variables.eléctricas, qufmicas.-

que actaan sobre un cuerpo, .asf como del momento resultante res -

4.2

‘en la Mec&nica del Medio Continuo se analiza el movimiento de una

- \ :
coleccisn muy-grande de part?cu‘as de cal*maneka~que si se -conti -~

nuara con el crlterlo utl]IZadO para una. partficula, fas errzas de-

. penderén de las historias de la: pos»cuén y veloctdad de todas las

partvculas ‘de la colecctén. Adem&s, como las partfculas no se lden-
tuf:can se tendré que hacer |nterven:r 1as historias de las defor’-

maciones’ relatlvas de las partfculas respecto a sus vec-nas. Enton-

.ces las fuerzas podrén depender de los gradlentes espac:ales de va-  N

rnos_érdenes,devlas rapldeces de varyactén respecto al tiempo e ihj"'

y otro tipo. o ) .

En*vista de lo anterior se procedeta” a adicibnar a'la lista de

’cantvdades no defun'das'constltuudas por la posncoén cel tlempo y

la masa, otras dos que son Ta fuerza jy y el paf vﬁtque actGan 5O .-
bre'el cuerpo. Ambas son cantidades vector:ales, conocndas a pruqrs, -

'y se cuantofncan de acuerdo con las siguientes expresuones

L Cl . ) ("h.z.f ) o ‘.\‘
o o~ . R ) - . ’
J%.—.f (txd_fr,gau). (4.2.2)
se S ’ L
De |as ecs. 4.2.1y 4.2 34puede observar que Ta fuerza total ~f
jF', consiste de la suma total de todas |as fuerzas que actﬁan s

sobre el cuerpo y que el par tofalJV, consmste de dos»partqs. la

primera agrupa al momento total de todas las fuérzas dj? respecto

a un puntof , (o y la segunda es la suma total de los -

pares dJM | For ;cﬂcJ“’l“d se /zaco. amdalw"dfwt# f’ on JW
deb ol nas 4@ 4%7Q1e~<c¢4) ‘ B

.Desde el punto de vista de un contonuo, )as fuerzasMx-gares se

pueden dIV[drr en tres.categor:as lndependlen;emente de'su_origen'




4.3

y son
-/

Défiwicié4 Lo2.t, Férgas’de cueipo. ‘Son las fuerzas y pares que se
pre>entan de los efectos. externos Uyt actﬁan sobre la masa asociada
s cada punto del cuerpo ‘

Las fuerzas de cuerpo se cuantifican al suponer 1z existencia

de una densidad de fuerza de cuerpo por unidaa'de masa £,, y una
densidad - de par de cuerpo por unldad de masa -I. . fjem— -

plos de este tnpo de cargas lo son las fuerzas de gravedad y Ias

electroestdticas. No son cantidades objettvas.

Definicion 4.2.2. Cargas de superficie. Se llaman asf s las car’ -
gas ocasionadas por la accién de un cuerpo sobre otro a través de
las superficies frontera.

Tamblén se supone la existencia de las densndades de fuerza de

"é Y Pavea do Ayw.,(m poronidad d asea. mC")
superfnc:e por unidad de area ("ZI\ES de esperz:se ‘que las fuer-
% :

zas de,spperfnc:e y pares de superficie{donde actuan y tal orien -

tacién se indicard por el vector unitario n ornentado con la nor -

By eveeohar 4obre ina ““"'?"41
mal extersor ala superf»c1e. La presuén htdfostétncg‘gs un ejem-- .~

plo representatuvo de Ias cargas de superflc:e.

DeF?niciéq h.2.3.-Cargasvinternas. Se definén asf a aquellas que
resultan de lasvaccisneS‘mutuasbde bare§ de partfculas 19caliza -
das ‘en €l interior del cuerpo. - ‘_ _
De'acuérdo con lé tercera ley de Newton, la accién mutua de un

;’par de partfculas consiste de dos fuerzas que actGan a lo largo

»de la llnea que. las une, lguales en magnotud y de sentidos .opues -
.. tos de tal manera que su resultante es |gual a cero y por lo tan-
to son cantudades obJetlvas. '

- El efecto.de las fuerzas entre pargréblés en un medio continuo

4.4

se presenta‘comqg\ efecto resultante de una parte_del cuerpo sobre

la otrs a través de la superficie comin a ambas. Este concepto con-.

duce a la hipétééis de esfuerzo que se estudiard en el inciso que

"sigue.

Ademés de las cargas antercores, se puede suponer la existencia

de fuerzas concentradas J&_que actdan sobre el cuerpo, en puntos

'ﬁ( , asi como'de pares concentrados‘m_“}.ao(es un subfrdice para
|nd|car un nGmero flnuto de las cantidades conceotradas. »
La resultante de las fuerzas externas .que actdan sobre el cuer-

po :f-#”Y'. asl como de sus momentos respecto a un punto fljo o ,

se podrén calcular de acuerdo con las expresiones sugulentes.

A @ & 2L bels

??'.__ fy i‘-i\_)'da- + Lffdv+§?.( K u.iz‘.z );

)?L':{ [ eay t X Lyl da +J;£(:-”f .X‘E')J"+z(~ﬁ;+ f}?;)(. b.2.4 )
L7, A . T .

Con el fin de evitar dificultades en los teoremas concernien -

tes a situaciones locales, por ejemplo, eSfuer;os infinitos en la.

. vecindad de una'carga.concentrada;_se supondré que los teoremas

locales se aplicardn a puntos donde no ‘existan cargas concentra -
das. En el caso de teoremas globales 1a hipbtesis anterior no es
‘necesaria. L o

Para evitar singularidades no se consideraran cargas concen -

ffadaé y las ecs. 4.2.3 y H.Z,h‘se reducen a

T § f(“)daq Mdv

‘]d“—J p(lﬂox{)dv N 2. 6)

(lozs)

g Py vt <

Ea




@y .

4.5
- %
Lna vez cuantificados la resultante delas fuer2as externas I y
o .
el momento resultante J_"_L , las ecuaciones corres:)i:mdien*es al

a balance “de 1o cantidad de ncvn.reqw ( zc., 3 6 14 Y.y al balance

del momento de la cantidad de movimiento ( éc. 3.6.15 ), quedan

ex?resadas como‘ _2 quk O@‘U’ = iztz

D&

d,f PYdv =§’ temy da + f pfdw |
) =T by =70 L (b2.7)

9& ﬁ&tmﬁp’t/da /T

e PRV dv }Em(“)ﬂ-,jaxf(w)]da-\- P(T+pud Y€ 428 )

" Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Euler del mo -
; o
vimiento. Por no ser objetivas las fuerzas de cuerpo, las ecua- -
ciones de Euler no son objetivas.

4.3 Hipbtesis de Esfuerzo.

Las cargas internas y su conexi6n .con las -cargas de superficie

se puede explicar medlante la aplicacién del principio del balan-

ce de la cantidad de movvmlento a una, reg:On conte‘g‘l parcnal o

totalmente en el cuerpo "4+"V . AsT en 1a fig. 4.3.1 .se muestra

una. regién pequefa totalmente contenida en el cuerpo Y+4. La
regron pequeiia estd definida por un volumen V- limitado por una

sunerﬁCle cerrada A . En un punto #

(—v“hr par ‘eafuecye m(ﬂ) v
dineccin de le nprorad I/;(W n
o Ao ba supeficie A e o purites p

Vedlor 40#1&%30 X ﬁ(n)

fig. 4.3.1. Representacién de los wectores esfuerzo y par esfuerzo.

muy especial eon el fin de poder cuantificar cantidades en un sis-

4.6

de A , el efecto de! cuerpo"?" ¥ es equupolente a un slst.ema de
Tortas Lo

4 et e ) ue
fuerzssAy 2 pares de superficic men) 1Yamados vectores par-de-

asfuerzc. Desde !vego qus ambos’ vec{ores son objetivcs. §i por el
mismo pur*to $ ,.se hacen pasar otras superf cies con orxantacxo-:-
nes difare_htes_,_ los. vectores esfuerzo y par de esfuerzo también
serén, ’en_gén‘ér?l,.diferentés, Entonces las cérgas anteriores depen-
den no sdlo del w_sctdr de pésicién f en la frontera & , sino de

la normal-exvfé'ri»or»n asociada a dicha superficie en el mismo pun-

to.. La depenﬁené} antenor se indica explfc«tamentememante el

subfndice Y} asoc:ado en los vectoces ‘é(w) y- m(n) . Las cargas |
de cuerpo que actﬁan en el cuerpo Ww+R son equnpolentes ala ---
fuerza de cuerpo por umdad de volumen /’; y a. un par de cuerpo por

unidad de volumen {’I Los_ principios de balance llamados asf al

principio de 1a cant«da‘d’d‘e’ inovvimiento‘ (ec. b.2.7 ) y al princi -

. pio del bal‘ance del momento de la cantidad de movimiento { ec. :--

L.,&.8 ), definidos para la regrén MV-LY, también son véludos para
la regién Dequena U+,

La dependencia de los vecto_rés esfuerzo 'y par de esfuerzo: res- -

pecto a la normal exterior, se hars evidente al aplicar_ los prin -

‘cipios de balance ‘a una regién pequefa; definida de una manera

tems de referencta euler:ano. gaz

La regién pequefa se formara de tal maneraAla superficie fron. -
téra,o, estd formada por 4 reglones seglin se muestra en Ja fig.
4.3.2, Las,regioneé Ay Ry YA, estan loéalizacfas sobre los plan,os}
de referencia: y -por o ‘tanto' sus normales exter"ivores coinc-iqirén

Lo
con los vectores base EL , pero con sentido contrario.




Fig. 4.3.2 Cuerpo pequefio V-+a para vi'sQalizar la dependencia de

t(;*_\)'y Y"\(n\ . réspecto a Y_\_ .

La regién /.}, , es la superficie restante'c}ué hace que AR=pr, +,¢2*ﬂ8+ﬂ'4
‘sea. una superfvcve cerrada, y la normal exterior correspondiente
se rnd:cara para cualqu:er punto,con M . Los vectores esfuerzo
' que actGan sobre las superfucues A' ‘“'a.y 4, se indican con -t , ~t,
y- _,respect:vamente, mientras que el vector esfuerzo actuante en
Aq se indicard con é('.\) . Las 'nagmtudes de las superf!cnesr

Y Ay s Ay Y Ay se |ndlcara’n como. Aa,, Aa AO y AQ respec -

tnvamente. ‘ ’ '

Al apltcar Ta ec. 4.2, 7 al cuerpo en estudlo, las integrales

se’ e_s.t«mar,aﬂ.de ‘acuerdo con el ‘teorema del ’\'/alor medio,- quedando ., _
%(f.,!”'Aw) O,,)ACL f Aak*"f £lan (a3

donde /*, V y £ son, respectlvamente, los valores de £ ,Vy

€]
f, en algun punto ant;rlcr de W& mventra: que t(n) y _7_5 son

" los valores de .f(g)» y _i'k en algan punto de Aa yAakrespectwamen{e,

’

4.8
- De acuerdo con el prrnc:oxo de la conservaccén de ld masa - ---

3.6.13a ) se tendrd que

. ° *- :
P '.\./ A% (4.3.2)
sustltuyendo a- la ec.~b4.3.2 en la ec. 4.3.1 y dlvvdvendo ambos - -

mvembros entre. AQ se.’ tlene

/’*V AY tt )'f*Aa‘ + /’*-F Av (4.3.3)
da ba - N ’
“Al tomar el 1fmite de la ecuacién anterior cuando AGP»0se --
tendrd que el ipu'nto interior donde se ‘cuantlfican las cantidades -
con asterisco tiende hacia la superflcve Ry que a su vez, se pue-
de consuderar como’ un plano Ademés como las cantrdades F V y
£* estan acotadas y Av’/AQ"" la ecuacién 4.3.3 en el lfmnte, ‘w

resulta ser

' : . d’ag,‘ '
teny = e a (b.3.5)
Como A=A,+A,_+/J3+A4 . y por estar R /.\.’. Y A, en las ca-

ras éoordenadas, la representacién vectorial de superflcces con -

duce a las snguventes expresiones

d,g:nola.:a'an»gk

(4.3.50)

da, = y]k da ( 4.3‘.51:, )

Al sustituir la ec. 4.3.5 en la ec. 4.3.4 se obtiene la ecua--

ci6n siguiente



/‘@

&

Vector -1,
Plano x,=ak

vector -1,
.Pea.v\ov I.:C’l.

a) Caraa d'nﬁrz'orea),,

4.4

La necesidad de ura cenvenc! i6n de signos se dernva de la depen--
denua de la cr.enLacnon de Tos planos coordenados respecto 21~
sistema de reFerenc:a usado y también de la necesidad de orven--
tar las componentes del vector esfuerzo respecto a los ejes coor-
denados. AsT -el elemento ég corresponde ala componente alo -
‘ largo del eje’ X, del vector esfuerzo 'tz que actﬂa en el plano -
= constante. L :
tas nueve cantidades iu_ mostradas en la‘fig.'h.lo.l se acos= -

tumbra ordenarlas en un arreglo matricial de la forma siguieht'e

\;7°t°r1"t§ tia 4y
ano Xs=0e% ' (b.4.3)
= [ o o ‘
.*sz £§3

En la fng L. ose. observa que las - componentes del tensor es-

-
o ng”;f fuerzo normales a Ia superfncne donde actGa el vector esfuerzo, -
i h 'b_; / ; | ' poseen subfndicesr,epe,tidos,v mientras que aglas componentes con -
,',//"-:- :;’; : t’%/j:’: < tenidas en el plano Tes ;ovc"respo'ﬁdenf subfnd_i'ce}ls; di~sftin€os. A las
/,IJ— 3 ‘ /,“é’.». v/"_;_’ componentes con .fndice . repetido, es decir, t”, ’ é, v,,é,‘;‘, svev les -
//.LMZ/_- A2 /," ‘ Ny o 1lama esfuerzos normales Y. @ las componentes- con fndices difef'-en-»
e { _ ‘tes se les llama eéfu_en"z_os cortantes, En el arr_e‘g‘lo matricial ‘in - .
.Vec‘f'cr ‘é. \/ec‘fof’ﬁ& Ve‘cfor‘ 'ﬁ dicado por la ec. 4. 4.3 los esfuerzos nérmales ‘es_tén alojados en
. ?fano' r,:ah : - Plavs Yz =e7é o2 la diagenal prinvcipal"y 1os esfuelb'zosAcortant'esv'_fuera de ella.

Fig 441

6) Carae Pos?‘in"ar@'

| Elementon del iema.aw . @/%o,' ‘

Plavio X5 =c% s
} : Al sustituir la ec. 4.4.2 en la ec.. 5.3.6 se.obtiene la expre-

sién siguiente

. - n,.c¢ .
' =) = e Tk ( b.bb)

© en términos de sus componentes




. . 4as

bmyp = Ty M

Las ecuaciones L. h. b y L 4.5 constituyen la prueba del teore--

ma siguiente,

Teorema L. L. 1. £1 vector esfuerzo que actfs en cuslquier plano
que se hace pasar por un punto, estd completamente definido por

. el tensor de esfuerzos correspondiente a dicho .punto.’
L.L.1 Cardcter tensorial del tensor esfuerzo.

A continuacidn se demostrard que las cantidades th constitu -
yen en realidad un tensor cartesiano de orden dos y asf justifi -
car el nombre de tensor. . ‘

Supongamos que el sistema de referencia Xk , donde se calcu -

la el ténso} thl , se gira a otro sistema tambidn rectangular
'XALF. Siendo ik los. vectores basgé de la réferencia Xg ; en”

’ 7.
y .. . A .
tonces los vectores base de X, se indicaran por Ly oS ins es

el tenscr esfuerzo medido en-la referencia»girada IL , el vector

esfuerzo i(ﬂ) se podrs calcular tanto en una referencia como en

otra de acuerdo con la expresién siguiente
. Coon ey

. : = L

teny = teg M by = trs Nr ts

~.

( 4.4.6)

1a normal exterior Y\ medida en %, tendr$ ;omponenfes indicadas

por N 'y cuando se mide en la.referencia girada Il;tendra com -

)
ponentes Vg . La relacibn existente entre las componentes ---

71k v W;,, por ser n una cantidad vectorial, estard dads por

. o
Qe = &r - =k

- : : '
-Lrsln;. =_"1-'u Qe Qse Ne

4.16 ;

e = Qre M (447

donde

! '( 4.4.8 )

~multiplicando escalarmente los términos de la ec. 4.4.6 con el -

.
vector lm se obtiene

S S SRR TR .
ts Me bs o lm = Tt M Y- & (.49 )
sustituyendo en T2 ecuaci6n anterior las ecs. LL7yht8se -
obtendré v

l
o (kbor0)

S ) ) _
por ser arbitrario el vector Y1' ,.la ec. 4.4.10 se reduce a la -

forma siguiente -

I S
ts = Qri Qs Tat (b))
Procediendo de una manera enteramente similar se puede demos -
trar que. ‘
ts = Qur Qp Ty (bbaz)
Las ecuaciones L 4. 11 y B,h.lz_establecen que las cantidades
iﬁ[ se transforman como.lo hacen los tensores carfésianos de

segundo orden. El término cartesiano se debe a la referencia u--

tilizada. Se puede demostrar que en coordenadas curvilfneas tb(




4.7

se transforma de acuerdo con las leyes de transformacién para -

‘tensores. Todo lvoA anterior justifica el nombre de tensor esfuer-

“zo para thi. ST o . -

Es muy fre‘cueﬁte el p\robl-en{a de ‘conoi:.g_ar ‘a1.*:tensor ide ve,sfuer-'-
205 ikf en una- referenc'ia'kit y se requiere obtener sus compo
nentes pero referidas a-otro sistema de refqr'ehqié IL St ambos -
sistemas de referencia son cartesianos Iaﬂ expresibn que rfesue’lv'e
el problema es 1a ec. bhon y-cuyav expresioén Aenv forrvna“v‘matricia,l

resulta ser la siguiente

U IR B S
& Aélzv t, ) Q", &a Qs "Lu tuv éo "Qu' 'Q‘, 43,
{;l ‘d’ f 1. Qa, ng QQ {1" t”\. *’3 ,le ‘ Qu _9_”' ( 4.4-.,1‘3 )

L R @2 Qs ta ééz 4|

.Q;5 Qgg 033
La matraz de transformacaon ri B cuyos elementos son los - v
cosenos drrectores de los ejes del sistema de referenc»a 11:. res-

pecto a los e;es 15_ » se puede esquernatlzar en-la t.abla s:gulente.

°

Tabla 4.b4.1, Matriz de tc_an’sfofmaciéﬁ de ejes cartesianos.

X, | Xa | X,

. VI-' ) /Q“ Qu. i Q;_a )
P '_ Qy, Q“\ . QTA}
X Qi anb Qs

En-la tabla anternor los renglones representan Ios cosenos - . -

\dvrectores de los e_jes glrados. También se puede mterpretar de

" tal manera que l-as,cclumnas,sean)os,co_senos dnrectore_s de los - - .

Rl

4.18

ejes originales respecto a los girados. *

h.vb.z._,;E‘sfuerz,os_ en la frontera del cueipo. L

A la superfucue o1 que rodea a un cuerpo, desde el punto de -
vista matemét«co se le conoce con el nombre de frontera. En la -
frontera se .conocen ya sea en una par..e o en su totalxdad el va-

lor de Ias cargas de superfu:le. S5i S es el vector fuerza de su~

Vperfac:e que actua en la frontera, su relaccén con el tensor de.-
" esfuerzos se obtiene de las ecs. b.4.b y 4:4.5 conduciendoala si- .

' guiente expresién denominaza condiciones de frontera.

ACO LRI VU TR 78 Y

fen =% oy

4.4 .3 Notaciones usuales para el .tensor-' ésfuerio.

La notacnbn para mdlcar Ias componentes del tensor esfuerzo }'”
no es Gnica y en la actualidad las md’s utlllzadas son las que se
muestran en la tabla mostrada a contmuacsén.

Tabla 4, 4.2 Notacubn usual para el tensor esfuerzo utullzada por

VGTIOS autores.

gtz,;zbé; »%¢M |

Avtores , »
i E“'V‘8¢"L Tf‘desJé/, ) ‘. - ’tu : é”. ‘t&, .-élzr‘ i&’ {3(
1 Tnmoshenéo y las mgenwmj G;. G:‘) “} ) zxj jz @z

Gretfl y 1una. Dusas, /mm,m_ T By Cas znzv_. Gzx %,

e oG, Gy G,
ﬁ%mlpg J'rv;luba« At vicavas O Siz T, 2 :4 Sl
Tex Gy g %y . Gz T |




SR ) o o 4.9 S ) I o 4.20
Voo B "N Ecuac.:iones ‘de equilibrio de Cat:tchy. . . v o ‘ L g L y ; ‘ - '
S N o v o : %f‘xlﬁwudMﬂth)’a4"’1{5 Qkxtkffxth,h)dl’ ((4:5.7)
- . o n o Tu Co : o o

Las ecuaciones de balance o ecuacicones de EUIEI’ para ‘un medio - . o o ) ) T s
. en la. ec. 4.5.7 se hizo uso de la definicién de ékexpresaJo'como '
contunuo, no po!ar, «esultan ser . : - o : . ] .
d pv dv = {M) da+ Pw(olﬂ* L A T f,h; : _ ' ‘ (45.8)

sustituyendo las ecs. k.5.6 N 4.5.7 en las ecs. b. 5.by bs. 5 res-

pectlvamente se llega a’ \> L(N}‘V l;(&-;{ ,‘_x_eﬂ{)c}«r ﬁD

Y se consndera véhdo el principio de la conservac:on local de | j L f b. + F('F O.)Jo"t)' k-3 (. )
7 : : — - 5.9
la masa dado por, la- ecuac:én siguiente S ‘ L— Q = % .

| ) . %-{<qu,) = 5 ) o v . (.4.5.3) {\4-7’ j' {Qkx{— ka[{.‘kk*-F £ Q-] } 9‘(’-‘.?,.‘,0)'

SF kx Vdv. ..f *xt(w)dod- Pbx?dv—(usz)

-

: ) Las ecuacu zes anteriores son las expresiones matematicas del
y si ademés se trabaja con-una reglén pequeﬁa ‘U-*A' , Y totalmen- asl dr o~ g balarce )
balance globalAdel momento de la cantidad de movimiento suempre y
te contemda dentro del cuerpo "7/4- j’ y las ecs. de Euler se trans-
. L B cuando se cumpla el prvnccplo de la conservacndn local de 1a masa.
Forman en - : o : R e
o La condicién necesaria Y sufncuente para que. lo anterior sea v4 -

(‘45‘0)

J pa CI'U" ‘ f -Lh nh da + J Pfdw ) o : ) hdo en cua!quuer volumen arbltrano ‘L‘- 7 es’ que los |n - '\-‘»

,. tegrandos e anulen Entonces, se obtlenen las expresuones respec-

) o Jp*,xa_ d'l!- § "‘X «é Y‘kdq.{_.[ﬁﬁxfdru. '.’" (‘ 4.5.5) - ‘ tivas del balance local y son
. | | f/e,h “‘-.P(‘f—ﬂ)_.: “‘Lf oh COM)M] (b5 )

o SEn las expres:ones anterlores tamblén se utlllzaron las ecuacno-

\
‘ ™ L. 1 les d fi : ‘ : '
6&‘3-“' 70 o Pnes Lob2 y b L L, Para transformar as mtegra es de superficie a ‘ Lk " ’th =0 B | e asiE g
vntegrales de volumen se; hace uso del teorema de’ Green (ec.t. 11,11, ) (‘{ Ce . _ .
L - quedando “ (é ) l;\‘\ R Uink = "L) ° ,
. La ecuacnén correspondlente al balance local de la cantidad de
e uow, S e ecuscio o1 batance local e 1
N e da /’b\)\,g Y ( b5.6 ) movimiento ( ec. 4.5.11 ), se puede escribir en términos de las:
o N =My, .5. : ‘ A » R -
Si J% A\ ‘ m h } k\ln}*“ ‘& "2) \‘" ) . ) compbnentes cartesianas de los vectores que intervienen.y para el
X %d ) , one . est ) ‘
; NN ) ) o , ] )

Tj%‘\ o Lo

uﬁ'

o
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1 - h N : N
caso especifico del vector esfuerzo éh‘y se utilizaré la cc.

{ 9.&.2_),’quedandq .

o
4.5.114.)
o bien .
‘ {ﬂk E + f7(’¥ - dk_) =0 (k513 )
Al sustlkuyr la ec: L.4.2 en la expresvéw del balance local del

momento de la cantxdad de mavum|°nto ( ec. k. 5.12 ) se obtlen=

ka(fu Lz)’z;‘é. x ity = g ‘ '} R .

4.5.12a )

recordando~qme el producto vectorial de‘los‘vectorés base ortonor-:

mcles se puede expresar mediante el >fmbolo de permutac:cn eiklnl'

de acuerdo con la ec.

fald

sustituyendo la ec. 4.5.1k4 en larec.i§.5;123yse-obtiéne
Chim ty tm = 0 ( 4.5.12b )

o bien en térn;nos de las componente> cartescanas de los vectores

que antervrenen
o o LT CT o (ksatace )
De acuerdo. con los valereg del “sTmbole de permutacién se tie

f’/ ez(l»o ¢ (/L@}W"“ , |

@' ; /’”;/ <& t'{v"? (& ufc JUE Ai"Z J
' : oc <1, ﬂ“Q
e /amﬂ/ﬁ e v.

ne que-

g}j

[>S e ,&é@‘\a

Eaa
c,c,/,cf\w\ L L

£/ tregee ,cd,,a/a,;@ 2’,4 ¢ @l wekd

) o ao éav«aalu
(et <€ - F& A
Sy

=3

et

1

~A

5

V}p Qﬁé%wCaa

4.22. )
Chins = 7 €4 R (450157
* La ec. 4.5.72c se puede escribir de la forma siguiente ati]iZQD,t‘
do Ya ec. L4.5.15, ) o :

Ty = {ML( C 4.5.16 )

1A la ec. h;S.l3, que representa el balance local de la cant:dad ‘

de’ movumlento, se le conoce con el - nombre prlmera ley de Cauchy

" del movimiento. A laec. 4.5, 16, que es 1a expresuén del balance

local del momento de Ta cant»dad de movumrento,vse le conoce con el

lnombre de segunda ley de Cauchy del movnmtento.

Los desafrollos anterxores son las demosfraC|ones “de los suguven-

Fes ,teoremas. .

Teorema U 5.1, La‘primera’ley de Cauchy~cel'movimlento es la condi- -~

cién necesar|a y. suficiente para -que se satasfaga el balance local

de 1a cantudad de mov1mxento..

',Teorema L, S 2. La segunda ley de Cauchy del movimiento es la con-=-

ducnén necesar»a y suFlcnente para que se sat:sfaga el balance No- -

" cal del momento de la cantldad de movnmlento. : ‘ - A.M:T'

Cabe recordar que las ecuacuones de Cauchy son valvdas para un -

medno continuo no polar en donde se cumple el princnplo de la conJ_

;serVaCIOn local de la masa. Tamblén se debe tener presente que el

tensor de esfuerzos fg( esta medldo en .una referencna euleriana.y

'reCtbe el nombre de .tensor de esfuerzosde Cauehy Entonces las ecs.

de Cauchy son las ecuaciones del movimierto medeoJan una referen-'

of eulerianz. Para expresar las ecuaciones del' movimiento en una




'vector desplazamvento Ul como

szg%éu,,_. o twsaey ,»,4::({:)-“;

4.24
4.23
referencia lagrangiana se hace usc del tensor de _esFuerzosée'

.Piola - Kirchoff que es muy Gtil para estu’“cs de ﬂe.c!\?o;c.mti—"" A A= oY=, oz ,y"‘+ i Ve - 2v= Z;
nuos no '{neale‘s tn este prumer curso de Mecamca del Medio Con- ’ X 2t a-‘L L 37 oz .
tmuo no se presentaré esta formulacién. _A ; : ] d/: ;iz,l_ ?_Zi 7)’,; + %’127{7 + 27y Z‘;: - ( 4-'5.21,‘).
Cuando se utiliza la nomenclatura no indicial para el sistema : . 2z i
de referencia cartesiano, las ecuaciones de Csuchy .se pueden es - az= B—ﬁ- + ,—:-a—g Jx + 2%z . ‘J} + ?_.7/‘; J;
" cribir en forma ;expll'cita comc ’
fD'l(.x;( ’){,3 . g{ | : TR E e = D= + 9/(/x‘7);* P73 1)}’,_ T
ZE 4+ Tt B o+ F(rﬁ - % )~=.ov o _ R == 24 ]
~ a o gl 2 W, 2T Ty, 2 e --
o ) - Iy = >4 J—»ax >. 52 - (h.5.22)
ghy i-‘ DL-”.‘J + Dtlﬂ +. P (‘p ~ aj)‘o (&.5.17) C ) 7 ) o : A
¢ Dy | . Jee 292, 2% Wz %R gy, 2% 2
: _ ot ox 24 oz
Dtax 'Df_yz" ’){,3_., +/)(-Q -Qz>—° . : .
LK 3y ' '
o . R I ) o o N ) . 4.6 Cuadrstica de esfuerzo de Cauchy.
-t - t X : : - . B o S . .
xy = TI% - ( 4.5.18 ) ~ - : -
t_“ = {’--:_y La componente normal ,V del vector esfuerzo {(a) que actua en .
V"ézl‘ = £12 : un punto,b de la superfucue,d' con normal exterlor 71 » seglin. se
Ei véctor aceleracién ak' -esAt'é dadoupoi" - muestra en la fig. b. 6. l,»se puede calcular como Ia proyeccnén de
. ) o _ ‘ : f[_) sobre Ia direccion %
Dy = 2% , g, o - ' :
_ 'k ) . 4.5.1
a, = 3k L5 (-h.5.19 )

donde Vi es el vector de" velocudadg ests dado en térmmos del

f|g 561 Componentes del vector esfuerzo ‘f(a). ’

tw= f(n) [« {AI Ny /)/ ) i '(4;6: 1)

Las ecs 4.5.19 y 4.5.20 expresadas en forma explfcita quedan .
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Supongamos cue el va'lor -de tv permanezca fijo y que la-varia-

ble sea la orientacién V1 de la superfocue A en 4@ . Can esta

-

consideracién la ec. h.6.1 representa una superficie cuadrética

denominada cuadrética de esfuerzo de CauchyQ Las variatles "y -

estéh'sujetaﬁAa la condicién de ser édsenos’directofes,”es decir
NeNg = Sk Npy=4 o : (46.2)

e

h,? ‘Esfuerzos y dirgcciones briﬁéfpéles.

Este problema es totalmente snm:lar al problema planteado en el

inciso 2.9. La razén desde luego la constctuye el hecho que desde

,e! punto de vista matemdtico los tensores de defofmacxon y el ten-

" sor de esfuerzos son tensores cartesianos delmismo orden. E1 hecho

de’ repetir algunos desarrollos creemos que ayudard a la interpre -

tacién. flsica de los elementos del tensor de esfuerzos.

Para ealcular los valores extremales de la funcién fy.»da¢a por
la ec'h'7 1 en doﬁde las‘variables éStan sujetas aila reétriccién
_dada por la ec. L.6. 2, se haré uso del método de los mutiplicadores

de Lagrange. Entonces si f es el multiplicador de Lagrange, da-

funcién que tendré que minimizarse seré

B=to-t (S Mans-1) = ted ru - £ (Sht 7t 431 )

eﬁtbnces
2
5%# S E’W, 71 -t ¢ Sut Nlar=0)]=0  (u1.2)
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dessrrollando 1a ecuacién anterior se obtendrs

(ta —fa’,&/)nl}: o - o o (4.7.3)

La ec. 4.7.3 representa un sistema de ecuaciones algebraicas

homogénees que puestas en notaci6n matricial quedan

.‘oa;f £/8 1 {/’ - 7’( -

o ‘ .
o taz-t  tas| || =0 , (b.7.4)
O ,

ty tsz | tn-é s
El sistema de ecuaciones mostrado en Ta ecuacién anterior con-
siste de tres ecuaciones.y cuatro incégnitas que son 71, , s,

My, y t . Por ser el sistema homogéneo y para obtener una so -

lucién distinta de la trivial se debers tener que el determinante

del sistema debe de anularse.gs'l
{u-‘ ffz {I} .
'ﬁu fS,Q(‘ {:z-t '{z,s_, -v-'_-'O' Lo ('“1,‘7,.'5'.)‘ \
: f./.  dar et e
Al determlnante anterior se le conoce con el _nombre de determl-
nante caracterfstico.

A la ecuacién cabica en f que resulta al desarrollar el determl - N

nante caracterlstico se llama ecuacién caracterfstica y es de la

‘forma siguiente.

-1, ¢+ It -1I[,=0 (4.7.6)

" Los coeficientes de la. ecuacién caracterfstica reciben el nom-

bre de invariantes de esfuerzo y se cuantifican de acuerdo.con
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{/4/{ =L+ fzz +-‘2f’33

( 4.7.7)

II = ‘é‘ Cbrk tu - Z(k/ ijé )= {22 433 +{3; L +‘[{/ {zz
Yoz iez +‘f>> Zz// +‘£” ‘l‘zz - izz, -f;, '—i,zz

( 4.7.8)
{z‘g 428 2o Z}/' : t(// ‘,.{"
: + |
42 232 Za Zas| - 1ty {2
]]]{_ 21 tzz s + 2412 éeg £ -4y {,3 ~tzz tay =225 z/
. {440 "2 £r» ) (4.7.9)
= a/n‘ (fé/) = |£es Ctzz dgs '
5. ta 49

Al invariante J; se le llama primer invariante de esfuerzo de-
bido a que contiene ‘Gnicamente 'tAénmi‘nosv lin’eaulés_.' El ‘invariante

T4 es el s,égundo'invarianté de ésfuerzb y contiene términos cua-
dréticos, mientras que I].h es el terCer invariante de.esfuerzo

formado por términos cébicos.

- Definicién L.7.1. A las .tres direcciones N asociadas a los tres
valores extremales 1‘.,( se les llaman direcciones principales del

tensor esfuerzo {ﬂ .

Def:mcnén 4L.7.2. A los tres valores extremales {,,.« se les denomi -

v

nan esfuerzos principales,

Los esfuerzos principales se obtendr&n mediante la ec. L.7.6 vy

" ° : . - ’
las direcciones principales de las ecuaciones homogeneas 4.7.3 que

4.28

resultande sustituir caddfvalgr 4 . Es decir. :
) i) Para { , se forma el sistema homoge'neo~ ('tf/d -4, 5,&.() Nt "0
i) Para 45 , se forma el s:stema homogéneo. (tas -4, Sﬂ) )7‘/_ 0
iii) Para {; , se forma el s:stema homogeneo.‘ (sz is&,{)ﬂg/.

~ También se puede demostrar que las’ componentes del tensor de :
esfuerzasde Cauchy referidas al sistema de ref'erenc:a paralelo a
las direcciones prmcupales resulta ser S
4 o o] S
[, =0 ¢ o .
o o t

(4.7.9)

en donde se puede observar que »Ieﬁ las direcciones principalés exise

ten Gnicamente conponentes normales del iensor esfuerzo. También

de la terna £, se conocersn los valores méximo y mfhimo de los -

esfuerzos y la orlentacnén de la superficie. donde actuan. )
Los vectores esfuerzo que actfian en las direcciones prnncvpales

_quedarén expr,esadosven cualquier referencia per

Z(n) =ty Vo ( 4.7.10 )

. Cuando el sistema de referencia sea el principal, 7J4 coincidi-
ra’ con la base ortonormal j.j 7en tal sistema 1a ec. 4.7.10 que-

daré como

_f(r)?l‘dl (4.7.11)

-

El vector esfuerzo en cualquner direccién n medndo respecto

a la principal quedars seg(m lasecs,’-s lo hoyk, 7 9.




{(ZZ):' £y 7is + 4277 +'./;7/a ‘ : . (4712

Los componentes del vector h.7{12 referido al sistema principal

resultan ser

nyy = 4r o ’ ( 5.7.13a )
o ey = A2 " L (8703

“hems = damy , I ( 4.7.13¢ )

tomando en cuenta que el vector 7. es unitario se debe tener -que
.z z z
() + (712) # (7)== /. S b.7.14)

al sustituir las ecs. 4.7.13 en la ec. 4.7.14 se obtiene

tons
5=/

ﬁ(”)l {(”)t
I

+ (4.7.15)
La ec. h.7;15 puede tener la interpretécidn giguiente. Sea un
sistema de referencia rectangular en donde las variables que se
miden alolargo de los ejes tienen unidades de esfuerzo. St en cada
eje se mide una cdmpoﬁente Jelveétor esfuerzo fzq)entonces 15 ec.
k.7.15. representa la ecuacuén de un elipsoide en su forma canénica.
Cada punto de la superF'C|e del elipsoide representa por lo tanto
a un vector esfuerzo fzgu . Ademds los semiejes del elipsoide son
los esfuerzos principales. Al elipsoide dado por la ec. 4. 7 15 se

le conoce.con el nombre de elipsoide de Lamé

4.30

L.8 Valores ex;remales de los esfuerzos cortantes.

La componente tangencial o de: corte ‘del. vector f(a) mostrado

en la fig. 4.6.1 resulta ser
2 £ z 42 . '

2= (2] -4, - (4.8 )

De las ecs.v§.6.i y b.7.12 se 6btiené que

tvmden g =ttt b v dsmf (L5,

/{m)/ Zinyteny = 4707 4 2277 4 z‘ , ( 4.8.3)
sustituyendo Jas ecs. 4.8.2 y 4.8.3 en la ec. 4.8.1 se tiene

By

=47 77/:+le 772 +Z(3 772 ~(?f/77/ 4-{277: +i3)’)3)( 4.8.4 )

Es conveniente ordenar .los valores extremé[es de los esfuerzos

de tal manera que
1, 24, 2 4, ‘ : ‘ ( 4.8.5)
) Z '
£l calculo de los valores extremales de 'f; con la restriccidn
- ; . o '
Tl e =7 . - ) ( 4.8.6)

se podrd hacer usando el métodb de los multiplfcadores de Lagran -

ge. Si /k Ces el multiplicador. de Lagrange, la condicién de valor
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extremal :

= - = \
é;:« ('fr /(7/!4”&) (L8277
“conduce 5 las ecuacicnes S’iguiente-si
ﬂ/[z/ -24; (%/7”,+1‘zﬂ:+,,=7” +/(] o . ( z,"g'ga‘)v N
v‘//z[ {21,,f Z‘Zz ('54 77/z+fz_ 7722 +2/3//g ) +)\J = 0 - _ “( 4.88b )A
773[{3 —2‘{9 ({/77/ '/‘{z”z +i2}7 )+/(J O ‘V . (1‘-88‘: )
Les valores méximos de tT' Y sus direcciones correspondientes '
. o N N
resultan )e. © e \y\xi,m\‘\f% \’)\ Q’”ﬁmﬁ Lo
PPN “m «(\ UC Ao
n=[o , &+ '/H)i"/rl '£ ‘; “4)(4.8.9 )

wo=[t Wz , 0, * '/Fj fy l(f f;). {5810 )
n, =+ '/JT +'/F’ ] (‘ tﬂ\)(h8n)

De las ecs. - £.8.9 a 4.8,11 sz pued; ;onc]anr que las dire on}s

de los cor*antes méximos estén a 45 respecto-a las direccion®s de

los normales m&ximos.

4.9 Cfrculo de Mohf.

. . - : e
_En este inciso se demostrar& que existe una representacion gra - .

fica en un. p!ano del estado de esfuerzos en un punto. Para ello se

) requ;ere que el <1stema de referenma sea prmcnpal y tomandg en !

" cuenta las ecs 4.8.1 a 14 8 6 se tendra:

» 432
' . 2
= tnt i, '+ 1, nl

] e
(b.9.1)
T R L R o
t, i e (4.9.2)
! : n," + ﬂ:‘ +- Yl;'*,' e : (,#.9.3 )
' - Del ‘sastema de ecuaclones am:eroores se obtlene que '
;'1:9;_ ‘tz)(iu )""ﬁz' Lo
T oy A B9h)
L ('h""%)(ﬁnftg} L ’ _,( % )
1: (tN‘fj)(iu ‘v_£|)‘+t7 ) ¢ "'-9-5)
(- t)(4a-t)
Gy - 4) ($o =63+ t’-‘r " _ (4.9.6)

(-t,) (ty-t) v
lDe‘hmuén %.9.1. Plano de Mohr o Plano de esfuerzo : es ‘aquel en -
dondeAed eje de las abscusas se mlden las componentes narmales de los
;vectores esfuerzo y sobre el eje de !as ordenadas Ias componentes de
jcortante Es decir cualquier vector de postcxén en tal plano repre--
Esenta a un vector esfuerzo enAe's'péclo & "dﬂqensuonal .
9.k a-

conduce a los clrculos de ﬁohr,

CEl anéllsss de las ecs. 4

Al estudiar lacec. &4

‘condiciones dadas’ po#’ ta ec

'(;t'M —éz) (-t"v - £3)+ -L:' >/O o - ( h.9.7)

La desagualdad lf 9 7 grafucada en. el plano de esfuerzos represen-

ta puntos (-EA/) T)del 4rea. asciurada mostrada en la fig. 4.9.1




[ £ +46),

(*z)o)

°]

ty
-[;'3 4.9:.1 Zona Je{ini’da-Pf( — ~L~3_4 AN
7 ; Los denguoldodes 4.9.7 & 4.9-8 —_ t, ]
T — ‘

Desigualdad 4.9.7 se puede.poner de la forma siguiete

[t ()] 82 2[4 -0)]?

'?i% 4.9.2 Zov\w di.éwua[ag) fer (7299 a’eugaaﬂaa’eq,
&y 2

4.9.8
( 4.9 ) La ec. 4.9.6 es equivalente a las desigualdades siguientes
2
. ‘ _ _ >
La igualdad en la desigualdad 4.9.8 representa a la circunferencia ' (‘éu "i,) (iN i3> + -bT z 0 ( 5.9.11)
lan mostrada en la fig. 4.9.1 )
La ec. 4.9.5 conduce a la desigualdad sigufente
o bién
2 . .
(to=8) (1t -4) + 45 (4-9.9) L3714 44 o Tu )y]* -
’ ’ » [%N_',l:(il.’- 2)] +.£T Z[g(*,-il ( 4.9.12)
o bien
La zona definida por las desigualdades k. 9.11 0 4.9.12 en un plano
[iN (-L+t3)] + 4 ‘[‘L(* )T (usao P S
. de esfuerzos, se muestra en la fig. 4.9.3
La fig. 4.9.2 muestra las zonas limitadas por las desigualda- s : -E-&('é,+tz),o]
des 4.9.9 o 4.9.10 en un plano de esfuerzos. La igualdad en la desi- (* )
250
guald 4.9.10 es la ec. de la ccrcunferenc:a C;_ mostrada en la fig. - ) .

"92

\:«‘é\& o
t, :

Zona da.fimido; por (799 Jutguafdade@ 4-9.0] > 4. 7."/1

{:uj 4.9.3
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' La ec. de la circunferencia'e mostrada en la fig. 4. 9 3 se obtie-
ne al tomar la igualdad en la desngualdad 4, 9 12

Una vez estudnadOs por separado el comporlam:ento de las ecs. 4.9.4

a 4.9.6 para el {angg_de los cosenos dtrectores[n,m,g]convlene acla-

rar que las ecs. Lﬁ 9.6 estén Ingadas por la ec. 4.9.3, es decir de--

ben de combinarse para definir una regabn Gnica. Al combinar las de- '

sngualdades 4.9.8, 4.9.10 y h 9. 12 se obtune el area ascnurada mostra
"da en la fig. k 9.4 : S
t ’ : NR P(tN )tT)
T )

Fi%. ‘-\.Ol-:‘i ma.w ele Mobrr ——WM\,L, el 94'“’70“‘4—
L Ao Ao ;¢~e¢23f£4 4w/444rff Y /n444tlb
Desde.iuego que el drea asciurada representa a todos los vectores

- esfuerzo que resultan al variar la orientacién de la superfucne don-

de se supone que actﬁan.

Definicion 4. 9 2 A las circunfefencias C,,ia 4 Csdefinidas por-el -

simbolo de Jgualdad ‘en las desigualdades L. 9 8, b. 9 10 y 4.9.12 recj

ben el nombre de circulos de Mohr. -

4.36

Definicion 4.9.3. Al drea- comprendnda entre los ctrculos de Mohr, en "

un plano de esfuerzo, recibe el nombre de diagrama de Mohr. E] dia--
grama de Mohr es la representacién grafica de los vectores esfuerzo
que pasan por un punto.

De acuerdo con lo’anté?ﬁor se puede afirmar qde con el Diagrama de
Mohr se conoce el lugar geométrico de todos los vectores esfuerzo que

Pasan por un punto. Entonces en el dlagrama de Mohr, para locallzar

un vector esfuerzo en especial habré que especificar la direcci6n del

drea en que actla tal ‘vector.

Para localizar una direccién unitaria en el plano de Mohr analice_

mos la localizacién de dicha direccién en una esfera unitaria referrﬁ

da a los ejes princiaples segln se muestra en la fig. 4.9.5

= Direccion unitaria

Fig 4.9.5 Direccion unitaria referida a una esfera unitaria en
un sistema de ejes principales
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/

Un punto Q sobre la esfera se puede localizar medlante la inter--
seccibén de un par de circunferencias, por eJem. KL _7 MAJ ijUV
. 7 biiw P’Nj UV .Las circunferencias KL "WyUV se pueden considerar --
como la intersecci6n de superfucaes cbnicas, cuyos ejes son los ejes
coordenados y vértnce comén P con la esfera. Asl a la circunferen--
cla Mu le corresponde el cono con &ngulo , @ la circunferencia
UV el cono con 6ngulo/8 y a la circunferencia kl_ el cono con &n-
gulo ¥ . De acuerds con lo’ antenor se debe tener que : ‘ ’

N = Coa o ' ,}:C’-w/@) Y)b:@.‘q.x

v

Usando las ecs. 4.9.4, 4.9.13 y la flg. 4.9.5 se podrén obtener -

“las conclusaones sugulentes

1) sin Oentonces* ‘I y la"circuﬁfec;encia rq\r\] si coincidiras con
5T . |

2) Usando la ec. 4.9.4 se obtiene la'eg.:'uacién de la circunferencia
<, ’ ' ‘

3) En el plano de Mohr los ejes princlpales aparecen de punta El

eje t se localiza en el centro de la circunferencia <,

4) Puesto que los ejes coordenados en la fig. 4.9.5 forman un &n--

gul§ de 90° mnentras que en el plano de Mohr forman un éngulo de 180°

es de pensarse que cualquoer 6ngulo, en elzplano de Mohr, sea el do-

’ ble de un angulo real . Lo anteruor se veca;ﬁ”rafn el caso de que -

las cortantes extremales foman un angulo de 45 ) respecto a los ejes

principales y en la representacién de Mohr forman un angulo de F0°

5) De acuerdo con la flg. 4, 9 5 a la circunferencia ¢ la cortan ‘

las circunferencias kL Y ov en Ios puntos Ly V' respectivamente.

El punto V se localiza al trazar el &ngulo }9 que forma el conov ‘con

eje el coordenado, f,. En la representacion de Mohr el angulo serd

de 1/5 con vertlce en el centro de <, Y se medira del ‘punto {,__

( 4.9.13 )

L 4.38

punto 113 . El puntoﬁse localiza al trazar el angulo X en el cono cuyo

eje coinctde con ‘13 En la representacnbn de Mohr se hars al medir )

un angulo de 24 con origen en el centro de C, y se mednré del pun_ .
to £3 ol punte Ta. , ' -
6) De acuerdo con la fig. 4.9.5 la circunferencia EI. es concéntrica
con la circunferencia - Eg que se obti'ene:,-al hacer _X=g y de --
acuerdo con la ec. 4.9. 6 resulta ser la circunferencia C3 . Entonces,

la curcunferencua que pasa por e) punto L tiene su centro igual a

la (_3 J deberad cortar a la cnrcunferencna C&, en el punto Kk

7) En base a la fig. 4.9. s La circunferencua UV es concén- a4
trica con la circunferencia RT y esta se obtiene del hacer/a g
y de acuerdo con la ec. 4.9.5 resulta ser la ecuacién de la circunfe
rencia Cl - Por lo tanto, la circunferencia que pasa por el punto VY
tiene el mismo centro que la circunferencia' YCA .

8) . Al trazar las circunferencias que pasan por los puntos L. Y Y

se obtendra el punto de interseccion Q que correspondera en la repre-

_sentacion de ‘Mohr, al vector esfuerzo asociado a la direccién con co-

senos directores

L oo o s> Goop o.n.y] Ln, s ungy

La fig. 4.9.6 muestra la representac-én de Mohr discutida- en los -

P::tos am;er:o#-es | '-&‘; ‘-k ' ] Q.CTN,{:T)
| SN TN 1 - Lesseas car]
. [ \/(\ \ AY, a;vga/@ ilyados
Tn o ‘i )
n) e .: “1/37 \
o h < G 4 G4 4,
‘F’j 4.96 Local.'gauw\; dol 'u.cd‘? a/a&gr tcn) womdr‘

Como” 6@4! & &rwaq, c, . -
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- Desde luego que la representacioén de Mohr puede realizarse usando
como base las circunferencias restantes.
Asi la fig. 4.9, 7 muestra tal representacion usando a la c:rcunfe-

rem:ta €, y en la fug. 4.9.7 se utiliza la cnrcunferencaa 4N

Q(TN' tT)
M K n =[cos a, cos 8, cos a]
~.2 - %, Y, &ngulos usados
FAY-
) 1:‘(n) / N
2Y
2
t, ,
3 4 G % 3 t1 ty

Fig 4.9.7. Locahzac:.én del vector esfuerzo t usando como base
la circunferencia C =@

2°
oty ty)
= |cos a, cos B, cos. Y|
i M a, B, &ngulos usados
\Q :

Emy e / /o ]

; 28 2a

Fig 4.9.8. Local:.zac:.én del vector esfuerzo t(n) ; usando como

base 1la c1rcunferenc1a C3
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NOTA #.9.1. En las fig 4.9.6 a 4.9.8 unicamente se dibujaran las --
mitades de los diagramas de Mohr ya que estos son simétricos con res-
pecto al eje -&N Lo anterior aparentemente puede ocasionar confu--
siones al definir las intersecciones en la circunferencia que se es-

te utilizando cono base. La confusién desaparece al tener presente la

simetrfa del diagrama de Mohr.

: '4?_10 Descomposicion del tensor esfuerzo.

En ciertas aplicaciones es conveniente descomponer al tensor de -

'esfuerzo de Cauchy tk( en las dos componentes nnducada en la ecuacién

~

sngucente.

2, = _é_-ﬁmm’gu + Sy = ihL + Sy ( 4.10.1)

en donde &l tensor l’—hb se le llama tensor esférico o hidrostdtico y

es un tensor diagonal de la forma

\ o ol I o o v
'ék(, = —’5 imm o | ol =]o % © 4.10.2)
o o | o o 1

y el tensor Sy, ~ denominado esfuerzo desviador, es de la forma

il{'I 411 . {,3
& 1y -4, = -
H BL bL + 4 4, -1 G ( 4.10.3)
Yo 5, 133,-2‘-.

Es facil demostrarque
1) Las direcciones principales del tensor de esfuerzo desviadorT Su
conncrden ‘con la del tensor '{:kl
2) Los esfuerzos principales St del tensor eéfuerzo desviador,Sb(

estdn dados en términos de los esfuerzos principales {:t del tensor
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mediante !a expresion siguiente
=ty =t (4.10.4)

3) El primer invariante I del tensor esfuerzo desvié.dqr es nulo.
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CAPITOLO 5

TERMODIRAMICA

5.1 Introduccidn

En este c_apituld se presentan brevemente los conceptos de ter-
1 N - t . -7

modinimica de los medios continuos conéiderando Gnicamente ener -

gias calorificas. Se esiablecep los axiomas fundamentales de la ~

'conservacié_r; de la energfa y de entropfa, las :estxiccipﬁe's ter -

modiné;niéas de materiales muy usuales cox}no’b lo son los s6lidos e

- 1asticos.y los fluidos viscésos,' También se hace la distincién -

entre los equilibrios temédinémico y mecfnico y se establece un

:‘principio variacional v&lido para cuerpos en equilibric térmico y

‘mecénico.

5-2
5.2 Principio de la.conservacién de la energfa.

El principio de la conservacién de la energfa, em.su fogma ===
global se eneuncid en el inciso 3.6. La expresién matemftica de =
tal principio en términos de la energfa cinética "X y la energfa

interna % yel trabajo desarrollado 4/ por unidad de tiempo,

por las :f\ie;zas‘ actuantes y las energfas = %, que por unidad -
o .

.de tiempo se le. asocian a un medio continuo de voiumen, Ay su=

perficie frontéra_ Y resulta ser
D VE)=H4E =W T | ‘
o% (K +E)=H € =W T uq (5.2.1)

En el término asociado a las energias g 'uc( se .{ncluyen

2
a los varios tipos de energias, que puedan presentarse, por ejem= -

plo, las energfas térmicas, quimica,: electromagnéiica, etc. Por

_cuestion de simplicidad ea los modelos matem§ticos resul tantes se

: consideraran nicamente sistemas termomecinicos definidos comojy

befihicién 5.2.1. sistemas termomecinicos, son »a.que/llos en los cuq_
les la energfa térmica es la dnica que -puede estar presente.

Si la energfa térmica, por un;l.dad de tiempo, que est§ presente -
en un sistema termomecénico se xepresénta por Q el principio

de la conservacién de la energia para .tal sistema resuité;&. ser .

Las unidades de las cantidades "”/.3 (son_de trabajo por unidad de

timpo, es decir, distancia (L) por fuerza:(ML /T2)entre tiem a
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po(T) o bién, M L- ."JTB - 'Para cuani;:.f:.ca}' 1la energia de calor, \que por unid;d de tiempo, -
' ' entra o sale del cue?po se -supondra que én» cada punto X .sobre la sup. o
La imer: Ne s L ! ; : i o R R oo
\ Primera ley de ‘termodl‘,nam.lca».. Se ‘puede obtener ‘de la ec == - -superficie - - existe un vector calor ¥ por unidad de area. @
4+< a suponer el caso Partlcular de vla‘temoststlca, es: decir, R . La orientacién del area donde actda el vector calor 'se in- .
a- con o o .
: siderar cambios. 1ndepend:.entes del tlempo Para tales cam= - 7. dicari por N . La energfa de calor asociada al volumen se cuan-
. . )
bios se . L :
' cumplen las cond1c1ones 51gule\tes . Lo S “o-tificardr al suponer en cada punto interior la ex:.stenc:.a de una
o= i T e T S - fuente de calor asoc.'l.ada al volumen: se. cuantificard al suponer en
S R o (5.2.3a)
- E Co T o R - cada pun‘_to interior la existencia de una fuente de calor/tpor’ un:i_.-
E cHS = d "Q’ . T O o dad de masa. De acuerdo con estas. considefaciones, la energfa de
. S ' , (5.2.3b) ’ T - ' "
g ; ’ s i s calor Q en tdodo el cuerpo, resultarad ser
. w dt = S ' i o ' . ' \ ‘ ,
(572.3c) Q=jg- %.ndq-!-jfhdv =§ 9, N da +th_dv (5.2.5) : o
" . : K} oy - & . &
Qdt = 52 S ' o
, ( 5.2.34d) ) ) ) .
) , ' La energia mecanica o trabajo "M/ que desarrollan las fuerzas
: donde los térmi i ' ) ) . o . B ) ) : o
< €rminos de la' derecha de las ecs. 5.2.3c ,d se refie- » de cuerpo ‘£ y de superficie ‘é(n\se obtendran de la definicién
- Ten a incrementos y no a diie;encia;es."Sus&_:ituyendo las ecs: 5.2.3 de potencia , e's.décir, ‘
en la ec. 5.2,2 se obtiene . -
. . = U £, 0,
= e ‘ ' *’M/_} Ty ych+JP£ vdv =g & U t"'“‘*JF pUede (5.2.6)
dE = oW+ 53 B s v I v -
: ) ) . o ) = ‘ IR : Las expresiones de la energfa cinética “K e interna 'g se
e ' s 7 . . R o ) . .
que es la expresion de la primera ley de la termodinamica. ) obtienen del inciso 3.6 ( ecs 3.6.7 y-3.6.16) .
En un medio continuo %"+ ¥ el calor Q puede ascciarse r . - o
a la superficie Y por  donde puede entrar o s'alivr tal energfa "'k, = _21_ i P l dqf (5.2.7 )
: ) o . .

o . - : .~ . .
bién al volumen 4 en donde pueden existir fuentes de calor.
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@ ) o ~ Las derivadas materiales de las ecs 5.2.7 y 5.2.8 resu.ltar4n

o TR [pracana

[’oé dv + ¢ %: (de)]; _ (5.2.10)

<€d"’)] , (5.5.9)

Las ecs 5.2.5 y 5.2.6 se pueden poner en téminos de integra-

les de ‘volumen al usar el ‘teorema de  Gauss Y quedan

a / ( b 7 IDA)‘/”' o - (5.'2;11)

"lx/:f (fzh;g Y+ z‘& DZJ( + F'rk vk)‘%_ (.’>>.2.12)”

AN , :
sustituyendo las ecs 5.2.9 a 5.2.12 en la ec 5.2.2, se obtiene
la expresicn siguiente.

[ (Pt v - Ph )cmf (€ 447,52, (Pdv) -
FV ' : v ,

"j 'U_k [{ik,t + F(‘Fk' ala)jd*f =0 (5.2-.-13)
W "

La ec.5.2, 13 es 1a expresion final del princ:.pio de la consevacion

de la energ;[a en su fo Tma global

Cuando la expresion de la consevacién de la energia (ecS 2, 13)

. se aplica a una vecindad infinitesimal arb:i;traria, de un puntoj( X )}

- se deber& satisfacer la expresidn siguiente

- cantidad de movimiento, es decir

(et Uy~ e = Ph)+(E 440w ) 2 (Pdv)
~ Ut ot Pe-a) ] = o

tamando en cuenta qﬁe en la condicién anterior sean v&lides los px:in-.

(5.2.14 ) -

cipios, en su forma l6cal, de conservacién de la masa y balance de 1la

%t( {’d'tf) =0

( 5.2.15‘)',;
By * POCE’- ") = e , | | ( 5.2.16 )}
la ecuacién 5.2.14 se reduce a la expresién siguien;te.
f’£ = ék& et Y, + Ph ( 5.2.17 )

que es la expresién de la comservacién local de la energfa para un me-
dio no polar, considerado como un sistma termomecénico. Tomando éh -

cuenta las ecs. 3.5.1, 3.5.2 y 3.5.3 se tendri que

i = A+ v, Chaasy

G = Ay A+t Y= by i = ¢ (5.2.19)
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y la ec. 5.2.17 se puede escribir como

oty + +Ph=0d+9, , + .
PEJ' bt “tk et kb €h ( 5.2.20)
_ donde al _te’mino ¢ se acostunbra llamarlo potencia de esfuerzo.

La ec.. 5.2.20 establece que ei cambio de la enérgia'viﬂterna
por unidad de tiempo se debe a.la éoiencia de esfuer#o yalae -

neréia calor{fica.
5.3 Energfa Potencial.

. En la mecénica de la partfcula se llega al concepto de energia
potencial cuando lg fuerza considerada és funcién del vector de -~
posicibén y pueda, a su vez obtenerse de un potenciai. En la meca-
nica, del medio continuo Se trabaja con fuerzas de superficie y o
fuerzas de cuerpo. A las -Fuerzas de cuerpo se les asociari el con-
ce-pto‘:cAle ..e.m‘a‘rt_;iia pbténcial. »

8i las fuerzas de cuerpo son estacionarias y se Apueden obtener
de un potencial U(i(),' se podr§ definir el concepto de enexgfa po-
tencial en los medios continuos. Bajo las condiciones antgriorea -

se podr4 escribir

{ 5.3.1)

fo=-Uy
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Definicién 5.3.1. Energfa potencial u- . es la cantidad obtenida -

mediénte la expresién sigu:.lente
ﬂl(=fPUdV' (5.3.2)

Tomando en cuenta que las fuerzas de cuerpo son estaconarias, se

podra escribir q\:e ’

»

U ] ,
5 =e , A , (5.3.3)

entonces, la derivada material de la energfa potencial sera -
1=[e0dv+[up (pan) =[ PU % dv +[ U2 (pa
u «[y by Bt v e » 2 (f 1r)( 5.3.4)
5 bim
. ( 5.3.5)
[PU B dv=2-[uD(pdv)
v o

sustituyendo las ecs. 5.3.1 y 5.3.5 en la ec. 5.2.6 se podr§ ob -

tener los desarrollos siguientes

‘14/=75£1TM— U, & 4
ykl(kaPQkhU'

/IV

= _é ty Y My da +1,[Vu%__(f’vf”) -9

( 5.3.,6 )
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Al sustituir la ec. 5.3.6 en el principio de la consevacién de

la energfa ( ec 5.2.2 ) se obtiene
KB+t =f, by Yda ] PUCPdT) + q (5.2.7)
(s -
En base a la ec. 5.3.7 se puede enunciar el teorema siguiente.

Teorema 5.3.1. Conservacién de iaenergia mecénica. La suma de las
energias cinética, interna y potencial es constante. Este teore -
ma es vilido si se satisfacen las hip6tesis siguientes.

i) Bl cuerpo esta aislado termicamente, es decir

Q:o (5.3.8).
1i) La energfa generada por las fuerzas de superficie es nula, -

O sea.

§y by T da =

(5.3.9)

iii) El potencial total generado por la variacién de la masa se -

anula.

J;V fu %(pdv) =0 - ( 5.3.10 )
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5.4 Energfa de deformacién.

Puesto que la energfa potencial sé éséci6 a las fuerzas de cﬁer-
po, es natural preguntarse si puede existir una situacién similar -
para las fuerzas de superficie. Se puede afirmar que la contestacién .
a esta pregunta conducirs al concepto de energfa de deformacién.

Existen bases experimentales para suponer que el tensor de es -

fuerzos se puede escribir como

'
-

b= et + Ay (5.4,
en donde el tensor Eék( representa a un tensor de esfuerzos cokr-,
rrespondiente a l; parte reversible o recﬁperable del tensor fé[.,
que puede obtenerse de un potencial. El tensor 1)£2¢ correspondéré

a la parte irreversible o disipativa del tensor £k£ ; Al tensor .-
recuperable Et%@ se acostumbra llamarlo tensor de esfu?rzds hi -

pereldstico y el potencial donde se deriva se considerara &nicameg-

.te funcibn del gradiente de deformaciones, es decir

=5 (e, ) ' T (5.4.2 )

y sometido a la condicién siguienﬁe

- = U,
g —E{;H di = E£k1 Lk (5.4.3)




Jetar- J;z»dw fit dut o[ (k)

ey
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Usando las ecs 5.4.1 y 5.4.3 la expresién de la conservacién lo~

cal de la energfa ( ec 5 2.17 ) quedari expresada como

Fé;rfkt dpt 4#&16’&1 + ‘f'/z,k + N’" - ( 5.4.4‘)>
= €2+ i ey + G, +Ph

Y_Al integrar la ec 5.4.4 sobre el volumen "Vdel cuerpo, la ecua -

cién resultam te seré . .

(5.4.5)
Si se definen las cantidades -siguientes .

( 5.4.6)

El\a_;f (;dv = 6,;:”5@'; e de/wmaa;nlx_, Zé:é/

D :Léhf dk( d’]}' = P&/ﬂmc{a, M/)QC«')/L 74)4/ » ( 5.4.7 )

la ec 5.4.5 se reduce a la expregién dada a continuaciédn

E:?,”L@*Q an (5.4.8).

_conviene recordar que la ec 5.2.17.es v4lida si se cumplen local -

mente, el principio de la conservacién de la masa Yy el balance de

1a cantidad de movimiento ( primera ecuacién de ‘Cauchy ), y por lo

) ta_n“’to:, la ec 5.4.3 también tendri tal restriccién Yy no correspon =
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derd a qha expresién general para la conservacién global de la =

energfa. La expresiGn general para la consevacién global de la e =~ .

nergia se obtendri al usar las ecs. 5.2.13, 5.4.1, 5.4.3, 5.4.6,

Yy 5.4.7 y resulta ser

E T"‘o@ +Q %/ED(MV)"] ("llée*ﬁé)d'f(s«ts)

_Para el caso particular en que la densidad de energf.a internaé ,‘

sea igual al potencial de energia A (E Z) la ec 5.4.8 se reduce a

D+Q =0 \ ' (5.4.10)

-la ec 5.4.10 establece que la energfa disipativa se trnsforma to - 

talmente en calor.

' la expresién del tensor de esfuerzo hipereléstico ££é[ se - .

puede obtener en forma explfcita segin se indica a continuacién.

La derivada material de . se puede escribir de la manera siguieni:é'

al usar la ec 3.3.5

2:25 _/B_Z_ l)__()(t ) rbC E { IZ)K
. bt ‘__Dzk) D S

sustituyendq la ec 57,4.11 en la ec 5.4.3 resulta.

0z e _é

. el = T Ve ' (5.4.12)

EIb)K

°x,, - ( 5.4.1; )
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\
tomando en cuenta que el tensor de esfuerzo es simétrico, la ec.

5.4.12 conduce a las expresiones siguientes

Eff/,i = F DG_ :(())k ( 5.4.13 )
: D:I(k>k
0= p2& %] (5.4.14 ),
92%:b)k >k

Se tiene_un caso muy especial de energfa de deformacién cuando
el potencial de energfa es fu ncién unicamente del jacobiano de -

la transformacién J = def C Ik, k )

c=2(iH =zl /e)

( 5.4.15 )

Usando 1la ec 2.3.5 al calcular el tensor de esfuerzo hiperelisti-

€O con las ecs 5.4.13 y 5.4.14 se cbtiene

W= P28 2J 8 - 28
Ez.’é ) K'aj ﬁ(k’gﬁ)ak - F;()_I{xk)hxégk‘ fgfd'zﬁ( =Mt 5.4.16 )

en donde al término

T=1(5) = =-FA ?—C- ( 5.4.17 )
: o : 4

se le conoce con el nombre de presién hidrostitica.

sustituyendo la éc 5.4.16 en 1a ec 5.4.3 y haciendo uso de 1la ec.

‘Puesto que la potencia disipativa debe ser nula, D= O , 1la ec.
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3.3.18 se obtiene

Pe=-MY%,,= - T %é””)' ( 5.4.18 )
la ec. 5.4.18 es equivalente a

e D () '
Jz—j.VE(JV)+f;%(Pdv) ( 5.4.19 )

Y L4

De los resul;ados anterio¥es 8e puede deducir como un caso par-
ticular el primer principio de 1la termostét;ca. La termostéticar -
clésica trata con sistemas homogeneos Y los esfuerzos consisten -
dnicamente de presién hidrostatica constante. Se puede suponer que,

en general, la presién hidrostitica 17 » sea funcién del tiempo,

es decir

T=1(t) ( 5.4.20)
;ajo tales condiciones la ec 5.4.19 ge reduce a

9:',— - 77’/“10/ ( 5.4.21)

N

5.4.8 se puede eécribir como

)
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7 g ' : - la variacién: del ‘calor “3*—;7 se pueda expresar como una diferen - '
dE=-rdw i1J2 . (5.4.22 ) P . ,
) N ) cial total El factor de integracién se indicar§ como I/5 de tal ) & :
. : . manera que se cumpla la ecuacién siguiente o
en donde ) ) . ) ) :
s di I & = dH - , . (5.5.1))
dy = % : ‘ (5.4.23) 5 ‘ ,
. : . : Al utilizar la ec 5.5.1, la ec 5.4.22 se podré escribir en forma
59 —qdt : o (ssae) 22 e poard eecx
- : o ’ diferencial como
¥y ‘las consideraciones zdicionales de que todas las varimciones son - o — :
. . d E = =} d"’l'/ + Q D’H N - { 5.6,2 ;]
indeperdientes d=l tiempo v estén asociadas a cambios entre esta~
dos vécinos, _
, Las nuevas variables § Y H que aparecen én las ecs. 5.5.1 y =
La ec 5.4.22, que es la expresibn de la primera ley de la ter - v . )
5.5.2 reciben los nombres de temperatura absoluta y entropfa to -
mostitica estd sujeta a las hipbtesis siguientes, . ‘
tal, respectivamente, Carathecdory fue el primero que investigd = -

1) El sistema es uniforme y explic:.\.amente lndepe d:.ente del -

bajo que condiciones erz posible la ec 5.5.1 , y llegé al concep~
tiempo. o :

) . to de temperatura y entrzopia mediante el concepto de equilibrioc =
ii) La parte disipativa del tensor esfuerzo se anula.

7 - i .
termico y la hipébtesis de que para cualguier estado, existe ctro,
iii) La parte no disipativa del _tensor esfuezzo consigte Unicamente : )

‘axbitrariamente cercano, que el sistema termodingmico no podzrd - =
de pres:.én hidrostitica, '

alcanzar a menos de que expand® trabaio,

Para prosssca gee no estén en eguilibrio, que son mas naturales

5.5 Entropia, que los que si ‘estan, todos los intentos para definir la entropia

. Yy la temperatura afrontah 'grandeS'idiﬁ’culﬁadeé al grSdo que en la-
La ecuaczén clisica del prmer princip:.o de la termostétz.ca - ' actualidad todavia no existe una teoria adecuada para la- termodiné-'
(ec 5.4, 22 ) se puede poner en una forma diferencial siempre y -~ mica 1rrevers:.ble.

cuando se pueda encontrar un factor de integx@ﬁn de tal manera que

La introduccién de los conceptos de entropfa y temperatura como
\ B

,




o)

¥

sl

las N+ variables indepemiieﬂtes p )) (v( -l 2

‘de un punto material x que ocupa un lugar 1- en un tz.empo é

g =609 %, X)
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variables primitivas, enteramente similar a como se hizo para la ma-

sa, es el acceso mas acertado en la termodinfmica actual. Entonces,

para calcular la entropia total H , ge supondr§ una densidad de en -

tropfa por unidad de masa p B de‘ tal manera que

L/F’qur

(5.5.3)

temperatuta por unidad de masa.

Defim'.gién 5.5.1. Estado temodinémi‘cb. Se define asf a la clase de

fluyen sobre la densidad de energia interna E y la tanperatura [=)

-

Los par&netros &'

tricas.

 La densidad ‘de entropfa tendra unidades de enezgia por-unidad de -~

Y?) queln‘-

txenen dz.mensiomes de um.dades mecén.icas y eléc-

_De acuerdo con 1la defim.cxén anterior se pod.r&n formula.r las e -~

cuaciones siguientes,

5(7 x)

(5.5.4 ﬂ:)

(5.5.5)

y

" guno fisico, se deben de comprobar que no contradiga los ax:lomas

: constitut:.va. El grupo de restricciones que forman, los axiomas t;‘

© 5=19

Y vienen a ser las ecuaciones constitutivas termomecsnicas de ia ~

densidad de energfa interna Y la temperatura. .Adelantindonos al = .

concepto de ecuaciones constitutivas las ecs 5.5.4 y 5.5.5 estaran
sujetas a las restricc:.ones impuestas por la desigualdad de cumsms-
DUHEM y a los axiomas de la teorfa constitutiva que se estudiar&n -
posteriomente. La selecc16n de laa variables & ( en ocaeiones, se
escri.biré en forma vectorial. es decir l] - ) depende:'del:;‘:-‘
estado tennodinémico del cuerpo. La experiencia con el sistema fisi-

_co-es la. base para definir el carﬁcter temodinémico del cuerpo y ’-

por lo tanto la seleccién de las variables 9 . Una vez seleccio: -

nados los valores de )),'L . Se tend:é el estado termodinimico a'e"_'-_ .

un deteminado sistana ideal.Para que este estado represente a al -

bésicos de ‘»,la‘ mecanica, los ‘de la temodinémica Y los de la teor

feridos contituyen las condiciones de admisibilidad en los esta.dos

temodinémicos de un sistema ideal.

Definicién 5. 5 2, Procesos temodinénicos. Asf se denom.tnan a los ot

cambios que ocurren en la densidad de energia interna £y la tem -

.peratura 9 debido a los cambz.os ‘en el estxlo temodinﬁmico 7 j

La descn.pc:.én de los procesos™ termodinimicos se preaenta en las

ecs 5.5.4y S 5.5 razdn por la que. ‘en ocasiones se les llama ecua -

ciones de estado.
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‘Definicién 5.5.3. Proceso termodinimico homogéneo. Es aquél en don-

de las funciones £ y & son independientes de la posicién X

COnviene enfatizar que para un proceso termod:l.némico estaciona -
‘rio las formas func:.onales de la densidad de energfia interna 5 y -

- la temperatura son las mismas para todos los puntos del cuerpo.

si de la ec 5 5.5 se puede resolver 7 . se podré selecczonar a

@ como una variable de estado nueva que reemplazaré a )? e Una

cond.lcién suficiente para que )? se pueda resolver de la ec 5.5.5,
en alguna veczndad de 7 Yy para valores fiJos .de 2( ., consiste

en que la expresién

28

EIERS

- sea continua Y no se anule en la vec1ndad requer:.da de 7 . Para -

tal caso se deberi tener que

0= o A, %)

(5.5.6)

€ - s[7<° XD, 2, é]

vm7
o~
- ©
A
p

"(.5.5.7)

- donde las funciones 7 Y- E estén dadas para el punto X . En -

. caso. de. tenerse un proceso termod:.ném;co homogéneo, las func:.ones

7}(6

mas para todos los puntos del cuerpo.

| de

seran independientes de X y por lo tanto seran las ms- i
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. Definicién.5.5.4. Temperatura te'rmqstética’. Se representa con & y
se define mediante la expresién siguiente’ &
Y S - . . (5.5.8)
Se debe de enfatizar 1a dz.stlncién entre la temperatuta 8. y -
-da temperatura temostética 9 . En incisos posten.ores se pxesenf'
- tardn las cond:.c:.ones para que sean 1gua1es en algunos sistemas -
termomecénicos.
Definicién 5. 5 ‘5. Tensiones temostét:l.cas. se representan con {< y
se definen con las expres:.ones sig\u.entes -
: De ‘, [~ ('559)1.
G = = ) AL S -

..‘7313

Un cambio arbitrario de un estado termodinSmico en un punto mav-"; '

-terial X.-provocari un cambio en la densidad ‘de -energfa interna ‘=

que se obtendri al usar las ecs. 5.5.4, 5.5.8 y 5.5.9 quedari ex =

presado como

(5.5.10 ).

= éd?"‘ ‘C&c/»)?,c

la ec 5 5 10 se le conoce con el nombre de ecuac:.én -de Gibbs en su_

forma local. Para un punto f:.)o X se debera tener 'la expres:.én

ey
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5y . - @ . i . ‘ . . ' .
£ =0 7+ & 2 o (5.1
) S O ) S . . .
En base a las ecs 5.5.8 y 5.5.9 se tendr§ que laé funciones - 9-
A
% Z« son 'de la forma
=-9(7\_,2.>.&) o L, T (s.sa12)
Z,(=z‘«(7,£);)_<) ) t ( 5.5.13 )
si 'l se puede obtener de la ec 5 S. 12, se podxé seleceionar -
» . B dQ como una variable de estado nueva que sustituya a )z ' pu -

diendose escribir las ecuaciones siguientes

. o Yl '((9 > X) L - (5.5.14)>
€ = 5(5, 2:5) o (s.5.15)

Gy = ‘,(<§, L),, _>S) o | ¥ 5.5.16 )

[T Y - Prj.—ncip_io -de 'Enﬁropfa*.' T

*. Axioma fundamental No. 5. Desigualdad de Clansius-Buhem,

tal. SJ. se define a la fuente de entropfa local 'L, mediante la,i' .=
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La rapidez de variaci@n del cambio de la entropfa total H . had

nunca es menor que. la suma de la entx"ada de la entropfa S a tra\'rés"""" '

de la- superf:.cie v del cuerpo y de la entropia B suministrada -

por: las fuentea de cuerpo. Esto se postularé como verdad para todas

las partes del cuerpo para todos los procesos :lndependientes.

La .expre‘_si6n_ de la desigualdad de clausius-Duhem q\;édaré

\

di _ g "§'§~d3 N
“dt ¥ ' )

donde se. define ala qantidad ' 1lamada produccién de entropfa -1':6-"

expresJ.Gn

=f [4 Ef-:d'u'
v

la ,desi’gualdad’_.de Clausius-Duhem podréd escribirse como

a F’?di)‘:“ ,Pédﬁr~f> skdak o(sss)
v R4 Y

- cuando la ec 5, 6.3 es valida para una vecindad direrenc:lal arbitta-j,..

anfv'—.ké = Se 7o s
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donde K es la produccién de. entropia local La entrada de entro -

.nomenoa debidos a camb:.os term:.cos. de fusibn, quimicos, eldctri -

‘cos, ete. ‘Siempre seré pos:.ble expresar a la entrada de entropfa y

a la fuente de enttopfa como se ind:.ca a conunuacién

é:ii +§| : ! : . (5.6.5)
] .
b o= h b, o (5.6.6)

de entropia debido al calor de entrada y ,'\ / & es la fuente de -
entropia debide a la fuente de calor, mientras que S,

trada de entropia b'4 b

\
|
en las expresiones anteriores se tendri que . 2 /0 es1a entrada
B la fuente de entropia debidae a loe ti-

pos testantes de efectos que provocan entropia.

- Si la fuente de calor h se cbtiene de la conservacién local

de’ la energia ( ec 5;2.17 ). la ec 5.6.6 se podré escribir como

pob = ,oee +FE iu %e C sea)

Al sustituir las éés 5.6.5 y 5.6.7 en. la ec 5.6.4 se tramsforma en

Uk ez?k -~ (,5.6.8)

L)
~ div 2, - ph 7

e

pia S Y 1las fuentes de entropia b dependerén de los d:.versos fe-

es la en-
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@
Def1mc16n 5.6.1. Proceso temomecan.ico simple. Se llama as:. a un - ‘

: .
proceso- temodin&uco en donde la entropia la causa el calor, es = o L ]
decir. - 4
e e ’ o (5.6.9)"

= o o - o (5.6.10)
s=4 9%  (sel1)
- 6 . , _ . ) - .
b= h (5.6.12)
Para un proceso termomecénico simple la desigualdad de clausius-
Duhemensuformalocal(ec568)sereducea , .

Fy= P(Y'[— %_)+-'3’*kl Uk +é§ % 6 20 (5.6.13)
y la expresmn global de tal desigualdad quedar4

Para un primer curso de esta materia se tratarin -unicamente pro=.
cesos termomec&nicos smples. Para un proceso adiabatico se tendr§ »

que ' =-¢ . k=6 10 cial hace. que la ec 5.6.14 se reduzca a




&

&

4
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=2 0 . Lo anterior establece que 21 un proceso adiabjtico, -~

la entropia global no puede disminuir,

A la temperatura se le impondra la condicidn de ser absoluta, -

es decir,

. - r
g>o iy &8 = O ( 5.6.15 )

I3

Al introducir la funcidn de eneréia libre de Helmho‘+1 90'

-definida como

()D:E"'.—BVZ. o . (5.6.16 )
la'ec 5.6.13 se puede escribir segin se indica a continuacién

‘2 QJQ/O( 5.6.17 )

o Def1n1c16n 5.6.2. proceso adm151ble ternqdlnam1Cumente ‘Se llama -

as{ a un proceso tetmodlnamlco que obedece la de51gualdad local de

ClaLs;ts-Duhen Y posee una temperatura flnlta no negatlva.

lo lanterior se- puede’ escnbur como + '’

¥re B S T
0Le <= Ll 62,
. ( 5.6.18b )
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Definicibén 5.6.3. Proceso admisible mecénicamente ¢ Consistente , -
) A;i;se llama a-un proceso termodinimico que obedece los
axiomas deAmovimiento. Los axiomas de movimiénto los forman los ;;
axiomas de éonservacién de la masa el balance de la cantidad de:
mpvimiénto, el balance del momento de la cantidad de mov1m1ento y
.la consevacién de la energia. Cabe menc1onar que un proceso es adml-
51ble constxtutlvamente si esta restringido por los axiomas de la

teorfa constitutiva (los axiomas de la teorfa constitutiva se pre-

sentaran en el capitulo 6).

Teorema 5.6.1. En un proceso termomecinico simple, admisible ter -
modinémicamente, caracterizado POor un conjunto de variables de es-

tado Vl; V% con las caracteristicas siguientes.

i) Las variables k& son independientes de la variable *z
ii) El proceso es independiente de las rapideces de variacién e =
- integrales, respecto al tiempo, de la variable V( .

Bnmtonces la temperatura O vy 1a temperatura termostitica & son

iguales.

De acuerdo con la definicién 5.6.2, 1a restrlcc16n del proceso

seri la ec 5.6.13, que en base a las ecs 5 5.4 y 5. S 9 se- puede es=

cribir como

(5.6.19 )




.capftulo,
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para mantener la. ec 5.6.19 independiente de q; . se deber3 anular

su coeficiente, teniendose

év:_z_é
?Q V. X

- 5 X

{5.6.20)

. la ec 5. 6. 20 viene a ser la def1n1c16n de la temperatura termosté-

' tica dada por la ec 5.5.8.

5.7 Restricciones Termodinémicas‘de algunos materiales.
Con el fin de hacer énfasis en losrtemas desarrollados en este -
se _Presentarén las restricciones termodinimicas de dos -

materxales que todav1a ngkpan estudlado en este curso pero para e -

fectos de apl ‘cacién bastari con deflnlrlos.

5.7.1 sélidos elasticos.

Un sélido elastico se define de tal manera que las ecuaciones

mecinicas y térmicas se pueden escribir como

tk[ :%h( < YL N I(g, k) “

(5.7.1)

—fs .
1]

('5.7.2°)

k ?k(yz:xkﬂ;)
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é:z’(q& éCL,K).

(5.7.4)

6 =0 (5 %i,i)

-las ecs 5.7.1 Q. 5 7.3 se. pueden interpretar como el haber elegldo

a los valores szgulentes de kl

))A:" xk:K =<:|)l,-‘-)q )

Y =0 4 «>1 (5.7.5 ) ’

La temperatura termostatica © y las tensiones -termodinmi =

cas se cbtendrén de las écs 5.5.8, 5.5.9 y 5.7.5

Cpy = € ‘ (5.7.6)
(5.7.7.) |
éj = 215. :
Q B

La derivada material de la-densidad de energfa interna & , se

. ) A
calcula usando las ecs. 5.7.3 y 3.3.5 C

'-.+‘§)E

=2 7 D(Ik,K) ’38.1,,_’96 15 ng (5.7.8)
Gl

0%y bt Q'L

sustituyendo la ec 5.7.8 en la ec 5.6.13 se obtiene

Pi= ,D(l

:)E_)YL_‘. I (iht pDE xe K) Oab.

o
(5.7.9)




.

La ec 5.7.9 es funcién de n- . Vet ¥ 6, pero las ecs.

’

5.7.1 a 5.7.4 indican que tales cantidades no intervienen en ikd

ﬂb , & Y ®& . Para que las cantidades Mo Yy LY @
tengan variaciones independientes Y se satisfaga la desigualdad da-

da por la ec 5.7.9, se deberah anular los coeficientes de n., -

v S,k . obteniendose las expresiones siguientes

(5.7.11)

(5.7.12 )
(5.7.13 )

comparando las ecs 5. 7.10 y 5.7.6 se concluye:que la temperatura (=

y la temperatura termostitica son iguales
€ =6

(5.7.14 )

Al sustituir la ec 5.7.6 en la ec 5.7.11 se obtiene la relacidn en-

tre el tensor esfuerzo .y las_ fenslOncs_termostatlcas=w=x*****“‘**"**ﬂ‘“““”'

LTI

.

(5.7.15 )
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Los resultados anteriores son la demostracién del teorema si -

guiente,

Teorema 5,7.1. Un s6lido el&stico con ecuaciones constitutxvas da-
das por las ecs. 5.7.1 a 5.7.4 es admisible termodinédmicamente si

Y solo si se satisfacen las ecs. 5.7.10 a 5.7.13.

1
La ec 5.7.13 establece que los sélidos unicamente responden a -
cambios adiabiticos. Se puede demostrar que la restriccién dada por.
la ec 5 7.12 es equivalente a establecer que la densidad de ener -

gia 1nterna & ., debe ser funcién»del tensor de deformacién de -

Green,
5.7.2  Fluidos Viscosos,

Se pugde definir a una elése<de fluidos viscosos mediante las -

ecuaciones constitutivas siguientes.

)

( 5.7.16 )

ak‘%((ﬂ)“: Q) ‘5’7"17\)
£=¢e0n, ‘P_ sVe,t) N W—( ;‘:.7.18 )
G=9(Y(>Jf;livk,z> ( 5.7.19 )
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Y
De acuerdo con la ec 5.7.18, la derivada material de la densi- - coeficientes respectivos. y sé obtiene con taJ. restriccién que
, S dad de energfa interna & . resulta ser” ' : . ) - ' v I K » o - ) e
| ) : ) . o = Eé_ R ' Co(5.7.25 ) ‘ '
| ‘ ¢ . . « - an :
6.=?__Q_ _l__ QE_ P.b"' e Vi, 1 «{ 5.7.20) v
| PR Ry LW 95 o . ©(5.7.26))
| . - 5 v =0 - )
: R donde & indica .1/P . Tomando en cuenta la ec 3.6.11bse po - Ve , )
» . dra ob’t;ener la expresién siguiente ’ . La ecuacién 5.7.26 establece que la densidad de energfa & , -~

‘ . : : : o debe ser independiente del gradienﬁé de velocidades ,u e Y - o
' E ) = g J = Dy +J D-P ‘
; o m R = N R Dt

( 5 7.21 ) R por las ecs 5.5.4 y 5..5.5 , la temperatura  también lo debe-

ra ser. Ademis- la ec 5.7.25 establece que la temperatura & vy -

! o puesto via'ue (P Jeo y usando la ec 3.3.15, la ec 5.7.21 se re - la temperatura termostat:.ca 9 son iguales. De acugrcl‘o con lo -.

dice a establecido por lgs ecs '5(._'1.25‘y 5.7.26 se podrj ‘es.cribir lo si - = Ed
| : . : * guiente, } ) )
‘ AT P b‘J . P U . . ) . . ¢ . )

P = - - == = = ksl
- . : (5.7.22) 7. *
: BRI : . &:E(Yls-l—) : :
: P ' ((5.7.27) :
o usando la ec 5,7.22, la-ec 5.7.20 se puede escribir como . ) . De : é
| ‘ ‘ _ o } ' @:Q(’];—Fl‘_)= ‘—?7‘ p"z, . (5.7.28))
| . S D . N ' - : : ) ‘ ) 3 ]
| €= —‘—é 1 +F‘ ,,f-—_—l Uple + 96 Ve, ¢ (5.7.23)
| - ' Q7
; . ‘ 1 P U"!J!. Y la ec 5.7.24 se reduce a
| T .
| sustituyendo la ec 5.7.23 en la ec 5.6.13 se obtiene BN
L : : . L% IR _ (}(_J_(%uﬁ“rou)?)}la*éz LG 20 (5.7.29)
‘ . R . f))) Q gu‘ ‘Z)L' /a"| k k
' o : Rl S (5.7.24) ‘ .
; __J_ ik ?){ b + 4 ﬁ Q k.,> o o en donde al término {7, definido por la ecuacibn

para que la des:.gualdad dada por la ec 5.7. 24 se cumpla para cual~

quier variacién arbitraria de

( 5.7.30

~

r). y -U;)l se deber&n anularse sus ﬂ-‘ . = =




=)

s
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se le conoce con €l nombre de presién termodinSmica.

Tomando en cuenta que ihz y m son independientes de 9,4 ,
para que ée siga satiéfacieljldo la desigualdad de la ec 5.7.30 al

tener cualquier variacién Q)L se deberi tener»que;

4= 0 - : (5.7.31)

‘y, la desigualdad de_ la ec 5.7.29 se reduce g

(tey +T8 ) Vee 20

(5.7.32)

- conocida como desigualdad de disjipacién.

Los desarrollos anteriores son la demostracién del teorema si -

guiente.

Teorema 5.7.2. Un fluido viscoso que tenga las ecuaciones consti -

) tutlvas dadas por las ecs 5.7.16 a 5. 7 19 es admisible temod:.na.-zl

micaménte si y solo si- & y © estén dadas por las ecs 5.7.27
Y 5.7.28 y el tensor de esfuerzos satisface la desigualdad de disi-
pacién. Ademds tales fluidos Gnicamente pueden responder a cambios

adiabiticos.
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5.8 Equilibrios Termodin&mico Y Mecénico.

Definicién 5. 8 l Equ:.la.br:.o mecam.co. Se define asf al equilibrio
asociado a un. sistema en donde se anula la aceleracién para cual -
quier sistema :merc:.al. Para el caso de equilibrio local se tendr§
que QA= ! =0 ky las ecuaciones ‘de Cauchy se reducen a

{‘éf,lz "‘.(J‘C{ (5.8.1)

4p; = e : ’ : { 5.8.2)

-Definicién 5.8.2, Equilibrio termodinimico o termico. Es el aso -

ciado al sistema cuando 1a produccién de entropfa es nula. Puede -
asociarse al caso local o al global en donde;.

Y /.
’—‘ =0 Q%dl[léf’@ 7Lemu<,o ﬁégba( (5.8.3)

)

Y =06 g?w//'érz"a +€r,r>itiao local (5.8.4)

“obsérvaciones s. slgu:.entes.

5.8.1 sélidos el3sticos

se haran las_. ...
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Para los sélidos el&sticos especificados en el inciso 5.7.1 se

obtuvieron las condiciones slgulentes pPara que sea admisible ter -

) modlnémlcamente.

e

6= 9¢ - o
@Y’L' Lo LT . (5.8.5)

(5.8.6 )

OT (g, ke
p 2¢ %], =0 (5.8.7)
o%Xpy i
(5.8.8)

En base a las ecs 5.8.4 a 5.8.8 se puede establecer el teorema

siguiente.
=

Teorema 5. 8 l ‘Los . SO‘ldOS elastmcos admxsxbles termldlnamlcamente
y caracterlzados POr ecuaciones constltutlvasde la forma ‘dadas por

}gs ecs. .5 7.1 a 5.7.4, estan en equlllbtlo termico. Para tales sé-

lidos, la temperatura y. los esfuerzos_gg'derivan de un potenciai, -

que es la densidad de énergia interna.

5.8.2 Fluidos Viscosos.

Los fluidos viscosos caracterizados por las ecs 5.7.16 a 5.7.19,

estarin en equilibrio térmico local si se satlsfacen las ecs sigui-

entes,

e
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he - rEL- 2% 3, s>
0 - e 101

= ( 5.8.10 )

Y SRR
€& =0 (5.8.11) -
CL S B T
g=0 | L . (5.8.12 )"

las ecuaciones anteriores son la demostracién del teorema sigquien-

te.

Teorema 5.8.2, Los fluidos viscosos admisibles termodinamicamente
Yy caracterizados por las ecuaciones constitutivas de la forma da -
das por las ecs 5.7. 16 a 5 7.19 estan en equilibrio. térmzco si y -

solo si el esfuerzo es una‘pres16n hidrostética. Para tales f1u1 -

. dos la temperatura se deriva de un- potencial que es la den91dad de

energia 1nterna.
5.9 Principio del Trabajo Virtual.

Para el caso de cuerpos que estén tanto en equilibrio térmico -
como en equilibrio mecinico es posible construir ﬁﬁ principio'dél
trabajo virtual, de ~donde ‘se pueda derivar la prlmera ecuacién de ~
Cauchy y sus condlclones de frontera, como un caso especial de un -~

criterio general de equilibrio. N

AN



8
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Definicién 5.9.1. Considérese una familia de deformaciones ——
X = X < & N /1 ) , donde \ ’es un parfmetro y su-
péngase que esti dada la deformacién para X\ =o , es decir, -
.:_( = X < l N 0.) - Se define a la primera variacién

de X , e indicada como - 55 » mediante 1a expresién.

5‘5: 2% | da ' © - (5.9.1)
8’\ A’:o:& »

El simbolo de variacién g Y el operador derivadd. parcial son

conmutativos. También conviene, aclarar que el operador Ix
/

es similar a la derivacién mater:.al al reemplazar )\ por + .

Se postulars como criterio. general de equ:.l:.brlo a la unién -

del principio del trabajo virtual con el equilibrio termodingmi-

CO y se expresa mediante

gj Féofv:% é(w)ké— da +J Pl 0, dlv'

(5.9.2)

5jpy(du~=o - (5.9.3)
Ly .

con la condicidn de que todas las variaciones satisfagan el prin-

cipio de conservacién lecal de la masa.

r(l"dlf = | , ( 5.9.4)

\

En la ec 5.9.2 se establece que la variacién de la energfa in -
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terna total es igpal al trabajo virtual que desarrollan las fuer -
zas de cuerpo y de Quperficie Y en la ec 5.9.3 establece que la -
variacién de la entropfa tdtal es nula. Tomando en cuenta que son -
conmutativos los operadores variacién 5' e integracién. f .-

la ecuacién 5.,9.2 se puede escribir como

J[Pdvgé +ed(Pdv)] =§'£(mb_ 3%e da +JFTP 51&{2 o5 )
2 i v

la variacién (YE Se_puede calcular en forma similar a como se -
obtuvo 1a ec 5.5.'101 obteniéndose

g€ =83y + 8 Y

(5.9.6 §
sustituyendo las ecs 5 9.4y 5.9.6 en 1la ec 5.9. 5 se obtlene

( 5.9.7 )

J(P9V7+f54 )O'V %ém);&;rlw}a‘* P+ be dav
(IV- .

usando la ec 5.9.4, 13 ec 5.9.3 se puede escribir comoy

jﬁvf X)Z d : o) | | | | " '5".‘9.3 )

-=en-donde se"establécd qua ’Z es constante y su var:n.ac:.én se -

anula. Tomando en ¢uenta este resultado, la ec 5,9.7 se reduce a

J P2 5% dv ﬂﬂéoz'uz %X da -*;/VF-Q Slga?zr

oy (5.9.9)




S
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Si las variaciones se trataran como variables in-

X}Z‘ Y SII&

dependientes la ec 5.9.9 conduciri a los resultados ‘'siguientes.

‘6"(:0 ; ‘A(‘y_])h-:o -’QL:O ¢ 5.9.10.)

Si los valores de }& se toman como x/i)'l( . que corresponde al

~ sb6lido elistico de los incisos anteriores,. la ec 5.9.9 se puede es-—

cribir de la manera siguiente

r{l )K Y ‘

(59./2)
ar

la ec 5.9.11 se puede escribir como

Ay, a (’Bth ) h‘>)(

FQ_DE_ 12,\:))231L( 5.9.13 ).
gy

Al sustltuir la ec 5.9. l3 en la ec 5.9.11 se obtiene

§; ?l-‘(n)k 0¥, da J(FD’-‘ Lok SIQ)% du- +
o Xk

J RPN} X k), 0] 3% dvg

Al usar el teorema de Gauss para transformar la primera integral de

( 5.9.14 )

volumen queda

4;(’50_1)\1 F- 1, W£>Sxk”’q f[(?—* :k)>( ]:(05.9.15\

. Wm o(%wo‘ brec 32.5, m podra Sbtenes b ‘?"/”‘3“"""“
s:gua S Xn,z) 1‘1‘ )2
1 ‘us ec .12, el lntegrando del miembro de la izquierda de -
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Las condiciones locales para el equilibrio conduce a que los in -
sl . SY !
tegrandos que multiplican a las variaciones e se anulan y

se podrén escribir las ecuaciones siguientes.

(p 2¢
kpa- Ie’k>if + F&:o‘. en Y ( 5.9.16 )
R |
=‘( taa%é— Yo,k )qu Ackie Y (5.9.17 ) .
kyk

En base a lo establecido en los incisos 5.7.y 5.8, se podri escribir

que
! .
'é!k 2.§_ Xo, (5.9.18 )
DX,

lo que establece que los esfuerzos de equilibrio son iguales a los -
esfuerzos termodindmicos. Las ecs 5.9.16 Y 5.9.17 quedan expresadas

como,

g +FPh=e P

( 5.9.19)

ZL(n)/a = L/Uz Ne Ao0bre S

(5.9.20)

Mientras que el principio del trabajo virtual conduce a la prime-
ra ley de cauchy del movimiento Y a las condiciones de frontera para
el equilibrio, la segv*xda ley de Cauchy no se puede obtener Se pue-

de demostrar que al postular la invariancia de la densidad de energia '




Vo

interna ‘é

.

a rotaciones de cuerpo rfgido del cuerpo deformado/

se podra obtener la sequnda ley de Cauchy

¢

bajo la forma.

xaj,k = 0

v . ( 5.9.21)
91[&,»:

5.10 Problemas.
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MECANICA DEL MED10 CONTINUO.

Notas preliminares para un primer curso.
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CAPITULO &6
ECUACIONES CONSTITUTIVAS

6.1 Introduccién .

.Las leyes bisicas del movimientd, proporcionadas por las axiomas

fundamentales de 1a mecénica, que son la conservacidn de la masa,
el balance de la cantidad de movimiento, el balance del momento
de la cantidad de movimiento, la conservacidn de energia y el
Principio de entropia, son v&lidas para todos los tipos de mate-
riales. Es un hecho experimental el que dos cuerpos de geometria
Y cargas iguales pero formados con.matériales diferentes poseen‘
comportamientos diferentes. En general; un s6lido sometido a
cargas pequenias sufre deformaciones pequefias mientras que un fluido
fluye y toma ié forma del recipiente.

La causa de comportamientos diferentes se debe a la constitucidn
interna dél material que en general, es distinta de un material

a otro. La organizacién axiomdtica de la teorfa constitutiva es

tan reciente que en 1la actualidad Gnicamente estd tomando forma.
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Ya existe material para estudiar series de este tema por la univer

salidad de los axiomas en que se sustenta, la verificacién de expe-

riencias afiejas y el desarrollo de teorias Para materiales nuevos.
Los temas desarrollados en este capitulo, en general comprender&n
puntos como la necesidad de la ecuaciones constitutivas, los

axiomas en que se basa el estudio de las ecuaciones constitutivas

Yy algunos materiales  con caracteristicas especiales.

6.2 'Necesidad para las ecuaciones constitutivas

Los principios bdsicos de la mecédnica del medio continuo desarro-
lladosen los capitulos anteriores se podrén resumir en las ecuacio

nes siguientes, referidas a un sistema cartesiano.

ap _ : . .
et (v, =0 (6.2.1)
Yk, * (Fevy) =0 . o (6.2.2y
ar =t ' ) (6.2.3)
pe= t,{l'v;,.k ta e+t b (6.2.4)
oYE (- §) + %tkkvl’k + %qu Brg 20 (6.2.5)

Allanalizar‘las ecs 6.2.1 a 6.2.5 se puede,concluir~que‘se tienen
ocho ecuaciones independientes (una ‘en 6;2.1, tres en 6.2.2,

tres en 6.2.3 y una en 6.2.4 Ya que la ec 6.2,5 es una Qesigualdad)
y diecinueve inc6gnitas. (una por cada elemento de la lista
p,s,q,e,,Fres por cada una de vg 4y Y nueve para tkz)'ya que en’
generél ﬁjfk se eséecifican. El problema que se Presenta es de
indeterminacién, Ya que existe un dé&ficit de once ecuaéiones[

Cabe recordar que el problema se complicarfa en extremo al consi-

derar otro tipo de variables, por ejemplo, las eléctricas y las




‘.
quimicas,

La situacion antevior no debz arovocsr sorpresas puasto que la
de las'ecs €.2, a £.2.5 . se hizc independientemanta

obtenc'cn
de los materialus. y por 10 tanto son validos para todos., El ca-
récter del matarial se introducird en la formulacién mediante las
ecuacicnes constitutivas apropiadas para cada material con las
variadles conmstitutivas restringidas'a la regioén de‘definéc}On.
Jaberd tenerse sresente que las sScuaciones constitutivas definen

3 un material ideal, . -

En la seleccion de las variables constitutivas y en la formula-
cion de las ccuaéiones constitutivas se deberdn satisfacer ciertas
consideraciones fisicas y matematicas. En la actualidad no existe
una regla definida que incluya a todas las variables que deban
cstar oresentes para un materual dado. - También dgberé quedar
establecido que no podra haber avances en la descripcién de mate
riales, sin un conocimisnto a oriorf, aunque sea burdo, de la

depnndencna del comportamiento del material a cargas externas

del rango gque-se esners cubrir, Por lo tanto una teorta constitu
tive Gnicament: se encamina a descrlbnr un ndmero Ilmntado de

fendémenos fisicos determinados al principio para un material dado.

6.3 Mxiomas de: ka teoria Constitutiva
que

Parajuna teo¥fa camstitutiva represente adecuadamente a un mater|a!

se deberén satt<facer ciertos requnsxtos fisicos y matemétlcos.
A continuacién se presentan los ax iomas que forman la base de’
las " ﬂcuac.ones constltutnvcs.

i) Axioma de Causalidad

iii Axioma de daterminismo

i) Axioma de Zquipresencia

iv) Axioma de Objetlvudad

v) Axioma de Invariaﬂcla material L _

vi) Axioma de Vecindad : #
vil) Axioma de Memoria , v

viil) Axioma de Admlsibllfdad‘

6.3.1 Axioma de Causal idad. _ )
El axioma de Causalidad esta encaminado a la seleccién de las
variables constitutivas |ndepend|entes de un mater!al sometldo a

camblos Hmitados y establece lo~ stgulente° Se considera al mo-

.vimiento de los- puntos wateriales de un cuerpo y sus temperaturas

como efectes observables, autoevidentes, en cualquier comporta-

miento termodindmice del cuerpo'*- Las cantldades restantes, dis-

tlntas a8 las que puedan: ohtenersc-de la temperatura y del movimien
‘to, que imrv!eaeu en tas ecs 6.2.1 a 6.2.5 son Ias causas o

vag labl es const i tutwas depend fentes

us ex: mas .s@. ebserva que ocurren -

cie'rtos cambﬁ S, por eje@!o, se’ deferma 'Y ocurren camblos térmi-
c&s, qufa!cos y electromagnétlcos. Al princlpio se podrs selec-
cionar a un conjunto Fudepemliente de eambios ebservables como

los _efe os producidos en el cuerpo. Este conjunto constitute

las varrables constltuﬂvas «Independientes para una clase llmlta
da’ de fenémenos fTslcos Yy qu!nlcos observables en un material,
Uné vez seleccnonadas Ias variables’ coﬁst[tutivas Irndependientes,
las var_lab,les restantes que no se pueden obtener de ellas Y que

aparecen.en las ecuacienes de movimiento (ecs 6.2.1 a 6.2.5) for

-man la lista de variables constitutivas dependientes, En este

curso Gnicamente se tratarsn fenomenos termomecénicos.




bli_i‘) La dens idad de masa - 2 = -PJ
: ‘Las yarlables ,constltut Ivaﬁ'»l,ndepend.ientgs resul tan séf.'

1) €l tensor esfuerzo ey ,“ que en oc»ai:.loneis:se escribirs como

Las ideas de fenémenos _naturales son el resu!tado de algunas

observaciones simples o experiencias _pasadas, Sm tales expernen
cias y sin la observacuén no sers posible construir un modelo de

la naturaleza. En hase a lo anterior, el axloma ‘de causalndad es

,adecuado para una decislén, que no necesarnamente serd (m‘ica,

,sobre el con]unto de variables constltutivas mdependientes. Una

vez decidldos los efectos, las causas se obtendran de las expre-

stones de los axlms dé la mecénica. Para feriduienos termomecs- .
nlcos, Yas varlables mdependrentes, en base al axioma de causa- ‘
Vidad, serén o ‘ - ‘

sex@o  (6.3.1)

e,e(xt)-' R (O BB
_Las variables que son derivables -de las ecs’ 6 3 1 Y. 6 3 2 resul-
tan ser. o ' B '
) La velocidad, y = x

,“),' 1) -gradiente de velocldades 1)2-,;4

x ) .
l_i): El vector calor ik H v

iit) La dens idad de energia mterna e

iv) La densidad de entropia ’(

6.3.2 szoma de Determm»smo. -

~El axioma de detemlnismo es un axiome de excluslén ¥ establece

To sigulente Los valores de las funciones constntutivas temome )

cénicas t ¢ ,; q en un punto maternai X del cuerpo@ en el

6.3.3 Axioma ‘de 'Equi_p'rese,nci’}a )

\

tlempo t, estan determlnados por la. historia del movunlento Y.

temperatura de todos los puntos mater:.ales de £

Este axioma excluye la dependencia del comportamiento. material

-en X sobx:e cualquier punto exterior al cuerpo y sobre eventos
’ futuros. Por lo tanto, los fen6menos futuros relatlvos al compor

4tam1ento del cuerpo estarén totalmente determinados al conocer,

todos los movimientos pasados. De acuerdo con este teorema, las

ecuaciones constitutivas termomec&nicas se podrén escrlblr como

t(x,t) P[x (xt),e(xt),xt]  ,' o (6.3.3)
g @ - gl e, o e, x¢] C6:3.4)
€ ()_{_)t) = E&(ﬁzt')'e(é')t')' K)t] (6.3-5)

" donde f{-v\'_e's una func:.onal valuada tensorlalmente, 5 es una funcional

valuada vectorialmente y~; 1ona1es valuadas’

escalarmente y de‘ fiida's sobre el ca.mpo de las funciones reales

X (X' t) ye(Xt ) con

5'6 3»_th. _»<t ) : . ) ; ‘ 7 (6-3-7"){’

Este axioma es una medida de precauc:.dn y establece que al prm—v o
c1p1c>, todas 1as func:.onales constltutlvas deberén expresarse v
en térmlnos de 1las m:.sma llsta de variables constltutlvas inde- -
pendlentes hasta que se demuestre lo contrario.

El axJ.oma de ‘equipresencia ayuda a no olv:.dar O a estar pre’Jul—

c1ado contra cierta clase de. varlables o bien en favor de

otras en la expre516n de las funcionales constltutlvas.
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. Se deberé estar de acuerdo en emplear Ta misma lista de varia

bles constltutnvas lndependuentes hasta que no se demuestre otra- .

COSQ.

'6.3.4, Axioma de Objetlvlgad.‘

Establece que las ecuaciones constitutivas &eben ser de forma -

invariante respecto a movimientos de cuerpe rigido del sistema de

..referencia espaclal

Desde luego que las propiedades del materval no. pueden dependcr

del movimiento del observador.‘ Si dos referenclas '.’C y X se pueden

hacer coincidir: con un movimiento de cuerpo rlgldo Y un cambio en -

el origen de los tiempos, ambos deberén quedar relacionados median-

te la expresibn }

Z(X «%)' Q) 2 (X, 1)+ b (¥) | csse)

. donde Q es la matriz de cosenos directores de la referencia X

respecto a I y por lo tanto una f‘awsfafmacrm ‘ortogonal propia, k().

es la traslaclbn del ovlgen yt se obtlene de 4 'qadlante un cag-

- 'blo de or!gen de tiempo.” l.o anterlor se podri lnd ar con

QQY Q' Q =-_,dd'g=o) £=‘£—q,. (639)

De acuerdo con el axioma de oijet l‘vldad

las fuac lonales cons-

tltuttvas dcberan ser de fom lnvarlante cuando se use .;_-E en

- lugar de x para el conjunto de transfomaciones propias {Q@)}

oY traslaclones {l':: (1:); del slstema de referencla espaclal y el con- i

juntp de camb ios de or!gen de los- tiempos { S En base a ﬁue el

conjunto de transfomacaones )) Q% pu_ede

" ejes , es decir

det @ =

lnclulr reflexlom de.

(6.3.10)

. Tes constituttvas deberén de ser de forma invariante bajm 1as” tra

se pueden tener las deﬂnlcrones s-gulentes. _
Definicaon 6.3.4.1. Hemitropla Espaclal Sec llm asi a la ﬂuc- B B ‘,,;
cién en donde la funcionales constltutlvas son de forma invariante o
cuando el conjunto de transformaciones {Q ('L)g es tal que dd. g-:
Def!nlctén 6.3.4.2. Isotropta Espacial. Se define asl ala sItuaf

cién en donde . las funcionales cﬁnstitufivas son de forma i‘nvarlan‘l'e }

vuando el conjunto de transformaciones ))Q (t)} es tal-que da‘Q -J-‘

6.3. 5. Axaoma de lnvariancla naterial - o

Existen en los materiales orfentaciones preferénclélés que oca~.
sionan restricciones en. Ias ecuaciones constitutius Sea { S}
el conjunto de otlentaclones que puede ser un subconjunto del. gm-

po total de las transformac!ones ortogonales, y sea {Q} s el e=.

v conjunto correspondiente a las traslaciones.: El axioma de Invartan

cia material establece lo sigulente- )
I.as ecuaciones constututivas deben ser de forma lnvariante resm &
to'a un grupo de transformaciones ortogonales . J\ SS y tragia--
ciones l,B} de las coordenadas materiales. Las restruccuones ante-A
riores son el resultado de condiciones de simetr!a lnducadas por
5} y I)B} en el sostema de referencia material X

De acuerdo con el axioma de- invariancia mater!a] l&fmim" e

;-formac iones de ia forma

R=sx+e  wam ‘
-donde ‘ f o v

T - S =+ (6.3.12)
ssT=5Ts=T ; dd s | g
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El grupo de transformaciones oortogonales /1§} , que en gene=

- ral es un subconjunto del conjunto total de transformaciones. re --

presenta simetrfas geométricas en las propiedades fisicas de los -
materiales en un puntoX mientras que el 'con]unto de traslaciones
representa a las no homogeneidades de dichas propiedades, en el mis-

mo punto x .

Definicién 6.3.5.1. Materiales Hemitroplcos. Son aquellos en donde
las simetrias geométrlcas 1] 5’) en las propiedades fls!cas compren=

den al_grupo total de transformaciones ortogonales proplas.

. Deflnicvén 6. 3 5 2, Naterlales Isotréplcos. ‘Son aquel\os en donde -

las slmetrfas geométrlcas 115 j. en las propledades ffslcas _compren=

den al grupo total de transformaciones ortogonales,

Definicion 6.3.5.3, Materiales Homogeneos. Son aquellos en que las -

propcedades ffsucas no dependen de las traslacuones { 5} del o--

-rigen de:las- coordenadas materiales. SI no sucede lo anterior se di-

ce que el material es no ho_mogéneo_.
6.3.6. Axioma de Vecindad.

Este axloma establece lo sigulente Los valores de las variables -
constitutivas.independientes Jocal izadas en puntos materiales dis -
tantes del punto X , no afectan en forma apreciable los valores de

las variables constitutivas dependientes en el punto >_< .

El axioma de vecindad implica que los movimientos =z (2& 5 + ) y
las temperaturas & (Z(_I-> i') de puntos. materiales X' que no es-

tén cercanos al punto X , nho contribuiran, en forma apreciable, en

los valores. de Z , 9 , Vl en el punto X . Lo anterior es

equivalente a establecer que los valores de las funclonaleﬁ constltu-
tivas en el punto X y tlempo + , son msensibles a las hlstorlas
de los movlmlentos y temperaturas de puntos distantes de X-. En la

actual h‘.lad no exlste una forma simple para formular este prlnclplo.

A contvnuacién se presenta la mas usual.
6.3.6.1 Vecindad Suave.

Supbngase que las variables constitutivas mdependientes J((X i)y

Q(X 'l’. ) ‘admitan desarrollos en serie de Taylar alrededor del " -

* punto X X ¥ para- todo f <t y teranﬁs hasta gradientes: de
! orden P para I(& t‘) y Q para QO(q t) . Entoncss.

x ( g =20, (X, - X ) Lo (X, #) +
’~'(an X“. <Xk1 x“-z) HtCX U) RAREE
+F!!(X\<‘X ) (ka k,.)rk...k,(x '&)(63'3)

)= O(X, )+ (X, =% )8,y (x &)+
% (Xlk. ka‘)(xL1~ k,.) O (X, )+ -+
i ) (K X, g O6 1)

Se dfce que un materlal sat!sface la hlpbtests de vecindad suave -

(6311')

en un punto X vy para todo ¢! ¢t  sias funcionales corstitutivas

son lo suflclentemente suaves de tal mnera que se puedan aproximar -

" -por las funcionales definidas en el campo de las funciones reales da- .

das a continuacién.




x(x t (x ), . X

K, Ky 'kp()s,i") ( 6.3.15 )

.. kQ(x)t')( 6.3.‘? ) -

: : de rmaterialew
A los materua!es de este tipo se les conoce con el nombreAno sim -

' @ (& ':t') Y Q:K'<1 )'L')a e, 95":“4 :

“ples del tipo gradiente material En algunas consideraciones,_el rane
go de la. vecmdad se establece con los gradientes _mas altos de de -

formaclén Yy de temperatura que se hacen lntervenlr.
6.3.7 -Axioma de Memoria

Este #rincipio‘es la contrgpaft_e del axioma de \lecindad en el do -

min{o del tiempo y se puede enunciar como.

) Los valores de las varlables eonstltutlns independlentes asocia -
dos a tlempos pasados y dmtantes del presente no afectan en forma a-

precnable 2 los valores de las funcuones constitutlvas dependlentes

De. acuerdo con este axioma se puede afirmar que la ‘memoria de mo.
vumentos Yy temperaturas pasadas de cualquler punto material decae .-
rapidamente. Tampoco existe una formulacnén matematlca uhica y a con-

tinuacién se presentan dos casos que actualmente se estén estudiando.
6.3.7.1 Memoria Suave.

. ‘ : ’ ) . 1 [
Supéngase que las historias termomecénicas DCO( ”t) y Q(X ‘é)

admitan desarrollarse en serie de Taylor respecto al t iempo 1'=%¢ ;

a partir de un tiempo z y para todos los puntos X contemdos en

°

N
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a regién material @ de tal manera que se Ilebuen hasta rapldeces

de variacién de orden f- para I(x t) y 7 para @& (& ZI,)

i)‘x(x )+ (E-) X (’Q f)+ & t) "’%x ) 6.3.17 )

'QOS'J)-9(>_<')%)+(¢’-t)é(>§?t)+ (- t)g(”( '{) (6.3.18)

%

v

‘ . o /
para todo t' comprendido entre 5 <'f. <t  y puntos m;te;lales X

AN

contenldos en la reglén material & , En las ecs 6.1:;:.7 y6.3.8a -

parecen los térm:nos siguientes,

- b
x(h) 95 _ A
- T O X! - g ’ (6.3.19)
o 2o (.6.3.20 )
. T D¢ 5' ‘

Se dice que un material satisface la hipétesis de veé'lndad sua -
ve, en un punto )_(_' 4 8 y para todo Z.,<‘f'$'t si las fun§i§
nalve\s—eensti\.tutfvasA son lo §uflcfeatemente suaves de tal maﬁera que
se puedan aproximar por las funcionales defmidas en el .campo de |as ‘

funciones reales dadas a contlnuacuén v

1 . '(") o L
ZN(-)S ){-)) J—CCX )'t)_) ""),Z» <x’ t) ‘('.6,3,21 )

6 06), 6(x +.>)... Py o3y

Alos materlales de este tipo se les conoce con el nombre de ma-

terlales del tipo de rapidez de varuacaén respecto al tiempo.

.
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6.3.7.2 Memor ia Gradual ( Fading ).

Se pueden presentar situacnones en donde las funciones-I(X C) Q(Y' 9
no son tan suaves como para admitir expanslones en serie de Taylor
de la forma dadas por las ecs 6. 3 17 y 6.3.18, Sin embargo fas -
funcionales const!tutlvas pueden ser tales que suavicen las dis=~

) Q(X é) o bién

en sus derlvadas respecto al tiempo. Esta sntuacuén conduce a ===

continuidades en las funciones x

establecer crlterlos que no se dlscutlrén en este prlmer curso de
mecénica del medio continuo.
6.3:3. Axioma de Admisnbilidad

Esfe axioma establece lo sigulente~ Todas las ecuaciones cons~
t{tuttvas deben—;e; consrstentes c§n>};;.proncvp|os béslcos de la
mecénaca del medio continuo. £s decor deben estar sujetas a los-
pr{nc4plas de conservacnén de la masa, balance de Fa cantldad de““-

movnm'ento, ba!ance del! momento de la cantldad de movumn@nto con

- servacién de la energua Y des»gualdad de Claus.us-Duhem

v°

El exioma de adm!sibllldad ayuds a e'vminar la dependencna sobre
ciertas varlables constitutlvas snempre que se puedan obtener ‘me-
dlante las ecuaciones de movimiento.

6.4 Materlales Termcmecénicos. »
. Usualmente la deformacuén y el movumiento provocan calot e in-

versamente los materisles sometldos a la acc!onLkI calor se defor-

man 'y fluyen El efecto de los camblos térmicos sobre el comporta-

’miento del materlal dependeré de la magnitud y el _rango de taleS‘

cambios. . )
Las ecuaciones constitutivas termomecanicas estén encamunadas

a describir las propiedades fisicas de los materiales cuyo compor-

itamuento esté Influenciado por Ta deformacuén y los camblos tér--

micos. De acuerdo con los axiomas de causalidad, determinismo y -
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y'equipresencia, las ecuaciones constltutlvas de tales materlales

son las indicadas por las ecs 6.3, 3 a 6.3.6 anotadas a contvnuacuén

L(x 4)=% [x(x, t) o(X, '), X ,¢] (6.5.1)

200, 0=FL(X ), 8K, %,¢]  (emz)
€(x,t)- BLZ(X L), 8058 . X, 4] Coms)

7(x ) =Nx(X, 1), o0X t) X t] ( 6.4.5 )

Ahora |as funC|onales Jh gf? éf :7'/Vr estardin: g@jetas a 1as res-
trlcc»ones impuestas por los axxomas restamtes de las ecuacaones
constltutuv@s, es decvr, las ax!omas de objetiv!dad invariancia
material;, vec'rdad memoria vy admns-bvlidad A contlnuacuén se
describirén las consecuanclas de tales restriccienes.

NOTA 6. b 1. Puesto que e! procedlmiento descrtto 3 contlnuacibn

" es enteramente sumilar para las. cuatro func!onales Jv g ‘g Y JV

el procedimiento se desarrollaré Onlcamente con la funcional _E? .
6. h 1 Restricc:ones debidas al. axloma de objetividad . v

De acuerdo con el axioma de objetivldad Ta funcvonal f;r debe-
ser cnvarlante respecto a dos movnmientos objet1vamente equiva-
lentes cualesquiera x A,‘J_ X la\‘relgs‘:i_o‘n éntre X y X

ot =

estara d;da por
X(K,E) = QX (), )+ kD (euisy

con las condiciones dadas.por

9d-Qo -1 , I'-t-e  tewe_
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. o
,»l.a ilnvar‘iancia de la funcional 7 qe daré indicada como

CFLxX ) o 1), X f]/f&@,f)amxg 6.4.7)

_En general a un- movimlento de ~cuerpo rIgldo de la referencia »
rﬁaterial se le puede descr‘il:a;v mediante una traslacibn un cambio‘
de orlgen de tiempos y una rotacién. .,

LA continuacibn se describen tales pasos.
6. h 1.1, Traslacién rfgida de la referencia e'spacial

Para este caso los elementos Q b oy« de la ec 6 ’4 5 --

tome. los valores s:guientes

Q(t)-1 (6.5.82)
L(t)==2(X,1) (6.5.85)
a-o - .  (6.4.8c)

Las ecs 6. b, 8 mdican que la traslacuén es tal que el punto -
_ materval X ‘en el tiempo. t' se encuentra en el oragen._
Los mov:m:bntox objetivaman*e equivalentes quedarén relacionados

como

w

como

£(X.A)= [z@J{) 1@( ) o(x' {})(i](sam)

‘ gon las ecs 6. l& 11, la ec 6;‘4.5 resulta ser

<_>S '&): 5(2& { ) ;r(')SJ t;‘)/' {; i’ (-6.4.9 ).

Usando las ecs 6.4.7 y 6.4.9 , la.ec 6.4.1 se puede escribir - .
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6.4.1.2 Canbio del origen de los tiempos

‘Este caso se puede realizar al hacer lo siguiente- '

Q(t')=1 o | . (6.4.11a)
L= o o
= = (6.4.11b)
a=1t SR

B (6.4.11¢)

-—

- 0 ’ '( ,V‘
l(x -L ;(x’,t‘)'; + :‘}: -t J %41{1‘0( 6.4.12)

Al su#tifulr la ec 6.4, 12 en 1a ec 6.4.7 se obtiene que

Flate 1), 90<’£)X,i]m(x DO 1] (g

%

—

Para que sea vélida la.ec 6 ls 13. ta funcional de esfuerzo

debe ser explicitamen»te independlente de 'é, es decir

(X t) @JII(X f) 9<X’£) X] (6bih‘)v

se 'défine a z’ Vl,a‘ dife'rehc'ia de’tietpbo's;, como

-t 3o ;' 06< zl< = L 6.8.15)

AI utulizar lTos resultados dados en las ecs 6. l& 14y 6 h IS
la ec 6.4, wm se puede escrlbir '
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o~ | R . " ( 6.4.16)
¢ (>5,Jc.)=Jf[1f(xLt-Z)fg(i,f-Z),Q(x,é—z));(]
La ec 6.4.16 establece que la funcional @' es funcién de los -

mov imientos relatlvos respecto al actual y de las temperaturas, de

x'e 3B

todas las partfcula

6. & 1.3 Rotac'lones rigidas de la referencia espacial,
“Las rotacnones rigidas arbitrarias de la referencia espacial se

“indicars mediante los valores siguientes

Q&' ) arbitrarir ( 6.4.17a
b (¢ =0 ( 6.5.17b

-E1 tensor esfuerzo t ., sometido a la rotaclén dada por la ec.
6. h 17 deberé transformarse de acuerdo con la ec b, ‘o My expresa-

da en notacién matricial queda ‘
£(X,4)= Q) £ (X, ) QT(xY (6.4.18)
Ademés el movimiento relatlvo X(x/' ¢- z)-z(x,e- )que es una canti-
dad vectorlal al ser sometldo a la rotacion dada por la ec 6.4.17
se transformara mediante la expreslén
T(X4- ;) X(X,¢-8')=
= 8G-g)[x(X ,4-8)-x(X ,¢-&))]
En base-a las ecs 6.4.18 v 6.4,19, 1a funcional % debers es -

(6.4.19)

tar restringida a la condicién sigulente.
Q) FLr(x , ¢-2)-2(X, t-2), 0(x' 4-), X7 &%) =

fﬁQ(e%’)[_’r( A=) -x(x ,t-80],0(X 4- z'), x }

Puesto que el movimiento de cuerpo rigido mas general asociado ‘a

( 6.4,20)

la referencia espacial»-j‘unto con un cambio de origen en los tiempos‘

se puede obtener por una sucesién de los cambios indicados en  --

~

~

“los incisos 6.4,1.,1 a 6,4,1.3,

>t

‘para todos los elementos del conjunto

se poc{ré afirmar que la funcional
._@' ‘dada por la ec 6,4.1 satisfat;e el principio de ‘objetivl-
dad. ' ' )

Si tiene la forma mostrada en la ec 6.4.16 y esta sometida a
la restricclén .especificada en la ec 6,.‘0.20,.' ‘

6.4.2 Restriciones debidas ial axioma de .!nvariancia material,

Este. 'axi'oma se refiere a la slmetrfa que, en caso de existir,
esté caracterizada por un conjunto de transformaciones ortogona~
les is 3

cla material. X .

y traslaciones B'{ del slstema de referen-
Entonces, Ias funclonales constitutivas de-

beran ser de forma invariante bajo |a transformaclén

-

=3 X +p (6.8.21)
ssT=8'5 =1 det 5 =+ ' (6.5.22)

1,53 Como la restri--.
ccion de invariancia material respecto a- la transformaclén dada ' ‘
por la ec 6.4.21 es enteramente similar a la restriccién esta--
blecida para la réferencia‘i es_pacial dada por la ec  6.4.5, es -
valido concluir que para conocer las consecuencuas del axioma -
de invariancia material se proceder4- de manera simllar a como --
se hizo-en el axioma de objetividad pero trabajando con .la re--

fevrencvl'a' materia!;)_(_,Por. ejemplo) la empresién correspondiente a




transformacnones ortogonales propaas (obal‘ 3 -.-t-l) , Se tendr§ un mate

. punto 2& =X
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la dada por la ec 6.4.7 se podrs escribir como

Pl -20-202,0-20,0(x, L-7), X ]
N , : (6.4.23)

= ?[%(éﬁ % t-z) x(sX 4B, 4 z),g{:xw{—z)sms]

Conviene recordar que cuando el conjunto %5} es el grupo de las -

rial hemutréplcoasi el conjunto J) }es el grupo de transformaclones -

- rotogonales completo (JCLS "‘l), se tendr§ un material lsotrépico.

Cuando las propuedades del material son las mlsms para todos ‘Tos pun- -

tos del cuerpo ( 13 = o)se tiene un materia! homogeneo.
6.4.3 Restricciones debidas al axioma de vecindad suave,

- De acuerdo con el axioma de vecindad suave las funciones :C(X - Z)

Ly /:(X ) poseeen expansiones en serles de Taylor alrededor del -

. para todo é . como se indica en las ecs. .-

6.3, 13 y 6. 3 lh y las funcnonales contltut:vas se podran representar -

" .como se 3ndrca a: conttntuactén.

: é()-(>{> =‘~U[’.'£¥)k( ('L‘;J I)E,k i(‘é‘gl),";') X,kg’ vor kp(z‘g') |

IS I CEB x]m.zz. y

donde los subindices K, . kﬁ'\.... kP «.- Kq varian de 1.2,3,

NOTA6.4.2, En la ec 6.b4.24 se emplea la netacicn sigulente:

6, (4- z') = Q,k(g,t-'z') K 6.4.25b )

NOTA 6.4.3, En 1a ec 6.“0.2“ se lndica la dependencia de 1a funcion#-l

f’;\' respecto 3 tres vectores Dk_ . Lo anterlor se debe a que en un .

espac!o de tres dimenslones todos los vectores dlreccionales X X R
que se orlglnan en el punto A , se pueden representar con tres vec -
tores. base Dh . La presencla de los vectores dlrecc-onales X )(

se debe -a la forma de |a serle de Taylor dada por la ec 6.3,13,

Definlcléa 6.b4.1, Qe‘s;rlptor‘es materiales. Se llaman asi a los vecto -
res base 'Qk ' -

. l.os descrlptores aaterlales DK se pueden escoger coincldentes -

.con los vectores base ortonomales IK . EL hecho de indicar explt

‘ cltamente la dependencia en. los funcionales contltutvvas de los des

criptores 'Dg , conslste en enfatizar Ia dependencla dlreecnonal de -

las propledades de los matertales en un-punto X . Cuando no: existe
. _amblguedad para lndlcar tal dependencia, se podra quitar a- Dk dq. -

los argumentos.

A los materiales caracterlzados por las ecuaciones const:tutivas de '

la forma indlcada en la ec 6 b 24 se les llama materiales no slmples -
-del tlpo gradnente material El orden de los materiales se espec:flca

_en términos de los . brdenes de los gradientes indicados por P y Q.

De Hmcion 6.4, 2 Un. material se dice que es de grado macamco P y

grado térmico Q-, indicado como G (p, Q). si Y solo si’las funciona -

(’ 6'.".253 ) ‘
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les constitutivas dependen de gradientes de orden P para -*((X t-zZ )y
gradientes de prden Q para v4] (X {‘ Z)
Para muchos materiales, la_s, varlables constitutivas depend‘i’entesi -
. _‘é’ ? , e'j 7 en X se pueden ccnsvihdcrar adnicamente influencia -
des .por vecindades inmediatas. es ‘decir aquellas donde \ 5""_(, es pe=
queﬁa. Ee tales casos se acostumbra usar gfadientes de primer orden vy

tales materiales reclben el nombre de materiales simples.

Defmucién 6.4.3. Los materlales termnecémcos de. -grado mecénlco uno '

y.grado termlco uno, es dec!r 6(/ /) se denominan materlales sim. =
_ples, Para tales materlales las ecuaciones constitutivas dadas por la

ec 6 4,24 se reduce a

é(X )= [I,K(*‘- 5) 9(£ C,),Qt(é ;)b, x](ens)

Es tmportante hacer notar que los materiales simples contlenen a -

o muchos materlales usuales a cont lnuacibn se esquemptlzan algunos

i) Los. materlales independientes de: 1 6(0, /), son materlales
rfgtdos 1 :

tl) Los materiales lndependtentes de - 9k , 6 (I 0) , son materiales

no conductores de calor ) ) ”

HI) Otros mterlales especlﬂcos comeo |os sol idos eléstlcos fluldos-
de Stokes etc. ) T

Se puede construlr una funclonal escalar F,:L , qﬁe 'sea invarian -

te a movimientos de cuerpo rigldo del sistema de referencla espac-al )3

‘mediante la axpresibn stgulente

\ . - '
'F,-KL - IE,K>I(>L g;( (6',"';'2,7,.)

. pres ion s!guiente
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La funcién Fu, se puede escribir de otra manera en base a un -

teorema de Cauchy que establece lo sugulente ‘Una funclén monovalua-

'-‘_;’( LL,.o-- Q)k ‘9)‘4“‘ e

S VGC"

da Fk/ de los ‘argumentos ,z
se puede reducir a funciones de los ‘productos escalares de
Tomadsd por parear.Como la {)ota) ‘ueclorea’ avg
toreAargumentos de 1a funciona! dada por la ‘ec 6 4, 2& es muy grande
y ademas complicada, se presentarén a contlnuaclén las correspondlen-

tes a materiales s-mp!es ( ec 6.4.26 )

Ik,g({~ z'),IZ,L (£-2') Sy = Gxe R (6628 )

AP 2 R s;u;.z'fé )
| %o, (2737)] = § Xoe v

- En base a las ecs 6.4, 28 y 6 ll 29, la ec 6 h 27 para materlales sim_

ples se podré escrubnr como

;.;L_ u[g,w(t z) ple-2), oct- ::) a,h(tc) Cems0)

‘K,x]

como la.ec 6.4, 27 se puede escribvr como

@;1 = fu Xy XL.)[ « 6..#.3:!_”)

: al sustltwlr ‘lascecs 6. lt 30y 6 lt 31 en la ec 6 k 26 se obt!ene Ia ex-

tu X 1)- zléw(f 2), Pee-g') 6 (e c) (6.4.32)
sz(t 5) M;X]XKJQXLJ(

6.4.4, Restricclones debidas al axioma de memoria suave. '

Si.las funciones a_rgumento de _f'v en la“ec 6‘024 _poseen derivadas
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. N ’ ’ .
parciales respecto a & en © =1 , entonces este axioma establece
que las funcuonales. para una clase de materiales con memoria Hmota-

da al rango 7, <” o £

Yy —e0 < &, » se pueden representar por fun-
ciones qye involucran varias‘rapideces de variacién de la'teﬁperagu -
ray Ios‘vgradlant»es asociados a la deformaaiéh y.a 1; temperatura.

si T es 1a funcién fensorisl, la ec 6.'0.2#, por.ebs.fe axioma, Sa -

podrén escribir como;

i N . .. . . .
—()Sb-’l‘)—‘g(:—(-)k. )E)‘Q?X'Kl D] .—L‘k'_zz ‘)£>‘<|sz ‘(6. l‘ 33 )

Q) é)é;"y '9115/ ’ip’k/)-"_‘) DK)?-(-]A .

El namero de las rapideces asociadas a cada gradiente dependera de

~los fundamentos .que en algin sentido, tieﬁe Ya memoria en dichos gra-

dientes, Es claro que el axioma de objetivldad restringlna la forma -

de las funciones. f . Si los argumentos que aparecen en 1a funcién -

Fr, de la ec 6.4.32 Pposeen derivadas parc:ales continuas respecto..

a z', hasta de orden »I“ asociado a Cyp y 4 ssociado 8 g ., di-

cha acuacwn podré escribnrse, en base al axioma de memoria suave, de

la manéra siguienieV . : .

*t)( (2( -'~/~/\':‘ FLTL(CMU ;'C:M’ s ,1,,) s CA(/,:J))
P fP
o, Q'/ &, -y ‘9(1)

é:K > Dm, X)XK&XL,

6.4.4, Restricciones debidas a! axioma de admisibilidad.

s

. . ( 6l h 3" )
é’k )Q)K b} 9‘)2 5.

‘Da acuerdo con &1 principiq de la conservacion Jocal de la masa ex-

presada como

£ooj rbie B g4 20061

SN T
N e )\K

( 6.4.35)
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se podrs afirmar que‘se ‘puede excluir la depehdenc!a de Fg_,__ de P -

ya que se incluira al tomar en cuenta la dependencia de (k/. . El re-

sultado anterior establecejﬁt funcional F,, debe ser compatible con

la ecuacién de la conservacién de la masa. -

v Convlena aclarar que para ciertos materiales ( fluidos por eje;uplo)
desaparece la dependencia de FzL en CzL (’Q,,‘) y por lo tantoA la de -
pendencia de {’ deberé de permanecer. V o

La desugualdad de Clausius- Duhem incorpora restricclén de |mportan-

c!a a las formas de las funclonales contuyutivas En los lncisos que -

. restan de este capftulo se haréa énfascs en las ecuaciones constitutivas

de ciertos materiales que son de uso frecuente.

6.5 S6 lidos ef'é;tlcos -

Definicibn 6 S 1 Materlal elastico. Un material simple se Hama elés-
tico si el tensor esfuerzo .éhl’ ‘el vector calor QL , Ia densldad =
de energia lnterna &, yla densidad de entropla 7 ,l unlcamente de-
penden del grad!ente de deformactones L,, v la temperatura 6 en el
punto. (X {,) y no de la historna termomecénica completa.

De acuerdo con Ia deflnlcion anterior, las ecuaciones constitutuvas

para los matertales e}asticos estaran dadas por -

by (X 4) - f(ac,k,p, Dy 5 %) | (6._‘5;1:‘)“ \‘
0= 7 (556, b5 %) cesay
E(X,t)- < Q»L'{'@’_Dl LX) (6.5.3)
’7(&#).:_,”‘(3&@.{ B X (6.5.8 )



Las ecuaciones anterlores éoh'casos particulares de las ecuaclo-
nes indicadas por la ec 6.4.26 en donde no se considera la dependen-
- - ‘ cia del gradiente de temperatura Q,k (é 5) y se el lmlna la de -
pendencia de la memorta en los termlnos I e (&- G)Y yA] (é C)

para B ;‘»E Desde Iuego que también seran css particulares de las
ecs 6.4,.33.

de la configuraclbn en el ttempo {: Si se selecclona como conffgura-

cién lnlclal a la conflguraclén X , Mo deformada. sln esfuerzos y

-—

} : R 3 | camblo de los materiales elasttcos se debe unicamente a cawb:os
| .

|

\

|

|

\

\

con temperatura uniforme, la ec 6 5 1 establece que el tensor esfue:
~zo en el tiempo. i‘ se debe a cambtos relathes respecto al estado

: lnicial de la configuracién y la temperatura mientras _que los ~cam-
" .blos lntermedtos no Intervieneu. De acuerdo con lo anterlor se puede

- . .af!rmar que los materlales elasttcos poseen anlcamente meroorla de Ia
configurac!bn lniclal

resul tan ser

vﬁ‘L Lo Yy, fy,

(6.5.5)

( 6,'5‘;6_.)

L &y,

ALas funcuones "kL)Qk,ejn deben ser objetivas Tomando en cuenta .

el teorema de Cauchy enunclado en el inciso 6 h 3 las ecs 6 5.1

©

6. 5 4 se podra escribir de la forma siguiente

'Fkl. = FKL <6'<L>) f‘f) 0;'-D-k 3-)—<)
QK: QK ('é;zg 5,’0-‘

(6.5.7)

, 6,0, X)) (¢c.508)

Las funciones P, Y 0/: similares a ’a da‘a por la ec 6 ‘0 2.7~

6 C( zL,P 9 >
7:’ n(Ger, Ple, Do X)

(6.5.9)
( 6.5.10)

lo anterior se débe a las-ecs 6.4.28 y 6.4.29, v
Toman—do en cuenta que el afguménto f_’ eg‘té inf:_)uido fn‘_el té‘;:-
min.o Ckz. mediaﬁt"’e la éc 6—h29,que es una forma de la conserva'--
cton local de la energta, y en base al axioma de admlsibnidad se pg 7
dfé quitar. Puesto que FzL ¥ ‘Qk estén referldas al sistema material

)(l'. 5 los descriptores materiales ' E ¢ podréan qultarse de los ar--

‘gumentos pues ya no ‘seré necesarlo enfatlzar tal dependencla.‘En base a
do: aateriorjen las ecs 6 5 Sy 6 5 6, las ecs 6 5. 7 a 6 5 10 se pue--

" den escribir co-o

sz = J:LL (Cm_ 5. 9 Xh) Xk,g_ XL V'3 ( 6;5;."i

ik = QK( 7zL 5 9 XK) Xk k { 6.5.12)
E;é<6KL ?9>'Xa> " ( 6.5.13)
Ccsam

7= (G0, xk) |
’El,axloma de admlslbi”dad establece qug las ecs. 6 5 1L,a 6 5 !k
sean cons!stentes con los axiowas fundamemales de lmica cuyas
expresiones son .

-‘ . . l
= d’#_é/a_ =(Hlé) /z

( 6.5.15)




(6.5.16)

- Z'f, '
Ere £i ( 6.5.17)
A& = {/fe Ao 4 P Ph ( 6.5.18)
/(h € ) + L4, jfa"’-!— % &y 20 ( 6.5.19)

~1
" La ec 6.5, 15 ya(utlluzé al elumvnar la varlable P en las ecs

6.5.11 .3 6 5.14, A contunuacuén se usara la desugualdad de Clausius-

Duhem para obtener las. restriCC|ones termodnnamscas del material e-

. lastico.

Dqﬁacuerdo con las ecs 6;5.‘3_y 6.5.14 se puede escribir que

~

Y In_ - - . -
= 61{, + Q)i [ . 6.5.2
}7 ) aqu . '3 20 ( .5:‘ 0)
E=2e 4 4 2e P , ( 6.5.21)
ey, ) o8 o . T ’

usando las-ecs 3.5.20 y 3.5.23 se obtendrs que

G, = 2 d’u ‘Ilz,z: X, (6.5.22)

Sustituyendo la.ec 6.5.22 en las ecs 6. 5 20 y 6 5,21 Y tales re-

#u]tados permitiran escribir a 1a ec 6. 5.19 como
_1loe
[’a/)(’bqq 99(7 )rk)kx@,[" éktjd/éf‘f(an é )

( 6.5.23)
th %O 2 '

para que la desigualdad'anterlor se satisfaga para todos los procesos

termomecénicos fndependlcntes donde Cikz 5 g g é sk sean

arbltrarios y que esté presente el material modelado con las ecs 6.5, ”

8 6.5.14, se deberan cumplir las condlcaones slguuentes

- 2 _ ,2n - o
éé‘V 'Qf(%a- ‘ @TQKL) L, ?fe)u_r (6520
9p(2e oM e (6.5.25)

P(aézL ¢ )x&;l‘fldn\ =0 ,
n A C ' } A o e e '
N _ 4L e : ( 6.5.26)
286 ) '9—9- =0 AR
' A | ( 6.5.27)
2/7- =.0 R s

donde las ecs. 6 S 2& v 6 (R 25 se obtienen al

anular el coefuciente
de c{gg

bas ecs 6 5,26 y 6, 5 27 son los coeficientes de --

pa) Y 95& ngualada a cero, de la ec 6.5.23, A} hacer uso de la fnn-

< clién de energfla lnbre de Helmholtz 50 definida ‘como .

}l//zél/(é«)é,-x):e—_@": a_—wz ‘ (e.s.za)

las ecs 6.5, 2 a 6.5. 27 se pueden escribir de la manera svguiente

Ly = le 941/ r(k x Xl (6.5.29)

- R

_;P;—Z [h,k %], L=0 ( 6.5.30 )

nN=_2¥ ( 6.5.31 )
- |

H0 ' (6532

2 -0 | |
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s Lgtiecuaciones correspondientes a fas ecs 5.5,7 a 6.5.10 se po-
dran egcribir usando las ecs 6.5.29 a 6.5.30 y quedan
‘ - KL / ()5”,‘/ ;‘11 G : - ( 6.5.33)
o 4 L o o
) Ry SRR = ( 6.5.34)
€= P-0dY ' ' ( 6.5.35)
36 o

- ) 290- » ] - . o

ST == . (6.5.3"
7 26 ’ ’ . : )

los desarrollos anteriores corresponden a la demostracién del teore
ma slgulente ’ '

. Teorema 6.5. l Un material s6lido eléstico es admlsible termodinémka-
vnedes! y ‘'solo si el tensor esfuerzo, la densidad de cnergla interna
y la densldad de entropla se obtienen de un poteneial EE Y debe-
réa estar sujeto a cambios adiabaticos locales. La expres i6n de las

.ecuacjones constitutivas quedan como se indica a cont!nuacién
;

Ly = 2 P 2 v
A ’Mf (k’k Z")JL . ( 6.5.37
Bne ( 6.5.38)

£-4(5-022 S
§ ( e ) (€ 6.5.39)

n._ L 2% | .

(i F | - ( 6.5.40)

en donde el potencial 2. esta relacionado con la funcién de ener
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gfa libre de Helmholtz 99, ﬁédiante la expresio6n

s=%(c,, [)_,'XK)Q,@O Y(G , 4, X)) ¢ 6.5.&3);"

/a

y estars sometido a la restriccion siguiente

2P 2%

' ( 6.5.42)
X
b DGkL [k’k 1@]

NOTA 6.5.1. El hecho de ser sumétrico el tensor de deformacion de -

Green, la ec 6.5.42 resultara ser una ldentidad

6.5.1 SGlidos ﬁiperelésticos o sélidos elésticos de Green.

‘ioefInICIOn 6 5.2, Sélidos hiperelésticos o s6lidos elésticos de -=

Green. A los materaales caracter;zados por las ecuacuones consti-
tutivas dadas por las ecs 6.5, 37 a 6, 5.40 reciben el nombre de solP
dos elasticos de Green o s6lidos hiperelasticos . '
En los materiales solidos hlperelésticos los cambios en 1a densi
dad.de.entropia se deben un:camente a las fuentes de calor }ﬂ,

Lo anterlor se demuestra como se indica a continuacién ‘Al sustitutr

_!as ecs” 6. 5. 37 R 6. 5 ho en la ecuacton de la conservacibn de la enec
fg'a ( ec 6.5, 18 ) se tendré

/(2 9292 _999§> .QP'DZ kax, +p£,(65b3)
: f Po?(qg‘_ .

Al tomar ‘en cuenta la ec 6.5.22 y la expresion siguiente

'
Tt

( 6.5.84 )

ji = 9 igii + éikL, 792;

Gkg'




la ec 6.5.43 se reduce a

,-\ - . .
L2z ) ( 6.5.45 )
10 20 - o
al‘usar ia’ec.G.S.#O, Ie ec 6.5.45 se reduce. a
W = h ( 6.5.46 )

que es la aseveraclbn que se querla demostrar. De la ec 6 5. h6 se
lpuede concluir que sf no existen las fuentes de calor ( h) é =0
Temblén se debe de enfatizar que las ecuaciones constitutivas’ da-
das por |as ecs 6.5, 37 a: 6 5 4o .se obtuvleron al tomar la iguaidad a
cero en la desigualdad de Clausius~0uhem ( ec 6. 5 23 ) por lo tanto,

nte

se tendrs demostrado el teorema slgul

Teorema 6 5 2, Los materuales sélldos hiperelastlcos estan en equi--
’ librio térmico. ': o

La ecuacién de la conservaclén de Ta energte ( ec 6 5. |8 ) se pue
de expresar de otre fe rma, al -usar las ecuaclones eonetitutlvas de
‘_Ios sélidos elastlcos de Green segan se lndica a contlnuacién.

Susti;uyendo_las ecs 6.5.39 y 6.5.46 en 1a ec 6.5.!8 se obtiene.
f9 </:£ &

Jda ec 6. 5. k6 se puede escribir de la forna siguiente al usar la ec-~
65&0 ‘ '

'_9. o=

ao Y

ikﬁ di

,f Z'*‘f”?@ (6.-5.1_'7()

%) hudes P70 cosmer
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6.5.2. Sé6lidos elasticos incompresibles

La desigualdad de Claus!us-Duhem dada por l1a ec 6. 5 23 se puede -
satlsfacer bajo otras condvciones distintas a la desct:ta -por ejempb
se puede tener 9 z0 o constante y no serd necesario la restriccién

gk = o .También podrfa tenerse el caso- cﬂ; =~o que corresponde a
un movimiento de Cuerpo rigido ( teorema 3.3, 2 ), el tensor esfuerzo

éﬁZ' _quedars. indefinido. Las situaciones anteriores corresponden
a algunas restrlcclones en la dependencia de las funciones constitu-
tivas o en sus variables Cuando las restrnccionesemnsﬁynen forma na
tural se teadrén que hacer las modificaciones correspondientes a las
ecuaciones constitutivas y en especval en este :nciso se conslderarén

Tos. sé)idos e!estlcos Incompresibles de{lnidos como ;-

PDefinlcfbn 6 5. 3 Solidos elasticos lncompresnbles Se definen ast
ie los materlales solidos elésticos .en donde la densudad de masa per-
manece constente. Lo anterior se puede escrlbnr al usar Ia ecuaclén

‘de conservac!én de la masa ( ec 6. 5 15 ). de la manera slguvente

- yImr. ' - ( 6.5.48 )

2 =
; 5

la condlcibn dada .por.ia ec 6. 5 k8 establece restrlcclones al ten-

sor .de Green de tal manera que. todas: Ias componentes de Gk no son

. lndependlentes y poriTe tanto se debe tener culdadnpara calcular las

2%

der1vadas parciales 9¢ F Y. t;—-— Fara lograr las derivada parciales

34;L
texbara»uso del método de los multlpllcadores de Lagrange y de la e-

cuacion slgulente

(‘6.5.h9 )

St
PRRY Gue =

e Ty Sue
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. La demostraclén de la ec 6.5, ‘69 se presenta a continuacién. La ec

2 3. S se puede escr'blr como

29 _ D4 DGmw _ iy -
2% ’; X T X‘S’a ( 6.5.50)
k) GAW ’) By
“al usar la.ec 2_.3.-10!3 se poqlra escribir que
aé"’"’_ 5;,1 Ik 1) C6.5.51)

al sustituir la ec 6. 5.51 enla ec 6,5, so y multiphcando ambos miem=

,‘> bros por el gradlente XN pse obtendré
24 : N e
—"_— 5;:1}1: ’xk,M'XNaf _d-,-Xk?k XN’,,Q_ “ .
en béﬁe a las ecs 2.3.2a y 2.”“2’, la eﬁ 6.5,52 se puede escribir
como ‘

(6.5.53 )

R . [ _‘ .
24 I
Dy = d STV
CLTV A Lo
. o bien
B_,é_ Guw =g
36&»,, o g _ .
y. el pasar de la ec 6 5. Sh a la ec 6 5.49 ya resulta tr!vval
.Regresando al problema de calcular las derivadas parctales

g—' con la restriccion indicada por la ec 6.5, 48 se utalizart el

método de )os lnultlplicadores de Lagrange util |zando la funclén

w L(ﬂ ) S \ v (6.5.?’5)

ap ” S

Y 6.5.52 )

( 6.5.54 )

%-u _2’2262 Ifkmzz) - F ‘T
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en vez de 7” donde f es un multlpllcador de Lagrange.

De acuerdo con la ec 6 5. 33, se deberé tener que

P = 9/9 [gl/ " (171' ‘)]Gméu;

_—z%’é G -/o _-As._émgéw
5 e T, AN
al usar. Ia ec 6.5, ‘&9 -en la ec 6 5.56 se obtlene ‘
P = 1/ €7~/< Gaw;‘/’ P Z, ):,g 64/1.
| o 6..'5".5_7:_' )

'2/ Dw Gug GML. = % th. '

en la ec 6.5. 57 la derivada (ZW/ZGMU se debe calcular ‘en Ia :
restriccion lndlcada en la ec 6 5. ue M sustitulr fa ec 6 5. 5} en

la ec 6 5. !l se obtlene

Ly 'JP -‘0- 5»& AL, Xk I:, Xu,z %"L XK;ulz XL;’.‘_'L" (6.5 's‘s--)'

“(:he :ﬂf'aﬂ_. IMJH rﬁ,ﬂ ;mh' 5:12 = Fyrk:rz
= zpaﬂ_ Xy, 14,,—4‘51

'

.al hacer _uso del potenclal 2 ( ec 6 5 '01 ) Y la condictén g/ﬂ‘*

(ec65108) laec65h9$ereducea

( 6.5.60 )
kL

. que és la ecuacién contitutiva del tensor esfuer:o para sél Idos elas-

tocos mcompreslbles El multlpllcador de l.agrange ; es una ----‘

lncognlta del problema Y se le conoce con el nombre de presaén

( 6.5.56)

( 6.5:.59= )




6.6 S61 idos 'elést'icos ’isétrqpos

- Las ecuacvones const!tutivas dadas por las ecs 6, .5. 37a 6.5.40 y

. 6.5.60 son validas para los mater-ales e|ést|cos amsotrbpicos, ===
entonces el axioma de lnvar!ancla material les Impondr& restvicclo-_

. Nes asociadas a las condiciones de simetrifa, en caso de que estas -

existan Si el material posee condiciones de simetria caracteriza -
das por los conjuntos de transformaclones ortogonales ‘[55 y tras-

laciones {le de los ejes materlales & , es decir

= SX+8

%!

1- .
5 ss'= =T dets =%1(6.6.1)
entonces el axioma de lnverlancua material estableceré que el poten'
cial 2 sea de fonna lnvarlante cuando cualquier slstm de refe-v

rencia material L este relaclonado mediante la ec 6.6.1, es de -

cir,

Z(Ge , 6, %)= Z'(Gm 6,X) (6.62)

en la ec 6.6.2, ademés de la ec 6.6.1, se usan las relaciones sigul

entes; ) e
Gee = S G, 8T L tesn
=0 e e

La ec 6.6.2 tambien se puede escribir: como

.z’(éékéto) SX +§>=§(§kL )‘9 ,“K_) ( 6.6.5)

6-‘36

y seré véllda para todos -los miembros de los. grupos 1\59 Y %Bj.

Un caso particular de material seré aquel en donde se satlsfagan -

las condiciones
s=I 'y B o=-X (6.6.6)

.
P

ocas ionando que la ec 6 6 5 sea mdependlente de los puntos materia

~les. )\( . A tales materiales se les denominan homogeneos y la ec -

6. 6 5 se reduce a las exprestones siguientes,

= E— (Ger, 8) _ o (>6.-6.77).

2(56“57 e) E(GKL>9) - (6.A6;s:)'i

Lta sumetrle material nas simple se obtiene cuando el grupo ‘/153
es el grupo - total de trgnsfor-actoaes ortogonales o To que es lo .. ‘

mlsmo las propledades de los materlales no dependen de la orlenta- _

cién de los ejes materiales. Tales materleles se denanlnan Isotrépos..

Deflniclén 6 6. l Sélido eltstlco 1:6tropo. Se dice que un material
sblldo elestlco es lsotropo st el potenclel E es lnverlante bajo
el grupo total de las trahs‘omaclones ortogoneles 43 S de los éjes
materlales XK - o~

-Para que Io dicho en la deflnlc!bn 6. 6 1 sea clerto se deberé te

ner que S sea funcién de Tos. lnvariantes del tensor de deforma ol '

ciones de Green GgL ) Entonces para un material elastico e tso- 7

tropo se eeberé tener que

= =234, 1, Ulg, x) (6.6.97

&,

i
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Tomando en cuenta las relac:ones establ’ecidas entre los tenso -
res de deformacnén de-Cauchy *kl;_’ Green féIkL s Lagrange Ekl_
y Euler r“-'bt: en el capitulo 2,,,se podras enunciar el teorema sigui_

ente,

VTeorema 6.6.1, E‘l potencial 2 _para los materiales Mperelas -

‘ticos isotropos. se puede considerar como funcuén de cualesquiera -

'de las medidas de la deformaclon dadas por les tensores de deforma-

A'c:én de Cauchy ‘EL Green GL’L . Lagrange bkz\ y Euler ekl, .

En base al. teorema 6 6.1 el potenclal Z » para Ios materiales

o elasticos e lsétropos se podra esc:ibir en Ia forma sagulente,

s-% ( LT, %) T Cesany

donde I y ]I 111 representan a los invariantes de aiguna de las -
‘medtdas para la deformacion Para les mterlales en cuestlon exls -

Lote una forma especial de las ecuaciones constdtutivas gue se oesa -

-rrollara ‘a continuaccén Supongase que se utlllzaré al tensor de -

) .deformacién de Cauchy "kc . entonces la ec 6 6. 10 quada _
E(@u .0, Xk} E(I¢ Jl¢ m¢,9 L) (66")

. para calcular el tensor esfuerzo 'll.u_ se usaré Ia ec 6.5. 107 y sus

el ementos se cal cu Iaréncano

. D= dox 2245 | tesazy

By Y-

: puesto 'qu'e\ -135};6 6 l6 se debe satls’face !
de los- teasores agL y fuﬁ s 8€ dobora satlsfacar qua.
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' De acuerdo con lasﬂ‘ ecs."2.h.51 y 3.5.21 se tveAndra_ que
sk (66,13 )
sustltuyendo Ta ec 3 S 3. enlat ecG 6 13 y tonando en cuonta la sI ==
metria ‘del tensor répldez de deformacién de Euler dat y la antisl-
metria del tensor glro 'wzl ', se ‘podra escr!blr
e'_u = -,z_cm‘,(k d_ﬂ) -2 _c.v,(,; uf;q | "u, 6.6.18 )

.snstitnyendo las ‘ecs.. 6 5. 00 y*6 6 2L en la ec 6 6.12 se » obtiene qoo» .

z?_i_. Cm(kdm() .2,,32 Cm(krw:v[)_p 79( 6.6. vs )‘ ;
PICYE o ;

Al sustitutr la ec 6 6 15 en la ec 6,,5,.&] se. obtlene la expreston sl

gu lente

(66!6)

aﬁgl.omsrtléb‘fﬁﬁths -

g-éz ,_ 2P 2% ¢,

foz ')&"(L ) I T (6 17-)
-2 P P f_ Ck] <o | .?:(.v&:sf’si}'& yo

“Las ecs 6. 6 17 y 6 6 !8 son las ecuaciones constltutivas del” ten-

) ;: sor esfuerzo para materlales elésticos e lsotropos Las ecs 6, 6. l7 y

6.6.18 se pueden expresar en terminos del tensor de Euler ek{ al -

.-
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usar la ec 2 b.sy quedan °°"'° se lndlca a °°””““°°'°" ‘ Defmiclon 6.7.1. Fluido. Se llama asi a los materlales que contltu -5 ‘ '
. ékt ; ( e, DZ € ) o ’ _ ' yen a un medio continuo en ‘cuyas configuraclones deformadas la densi- - - N
T . e&L }Q e e o (6.6.19) - ' dad de fmasa no cambia y tales conﬂguraclones pueden tomarse como re-
S . o o o ferencias. . o ’
P22 o _ 92 L . (6.6.20) : , , |
Go ,De ’bew; Tkm ] — _ T ' Al considerar uh material simple que contenga hasta prlmeras rap!-
o La ecuacion constututiva de esfuerzos para matertales elésticos - 7 deces de variacion _respecto ‘al tiempo, la ec 6.4 .34 se reduce a
. /.
'lsOtropos e Incompresibles corresﬁondlmtes a la ‘ec '6.6.19 se pue - )
- de demostrar que resulta ser v ' : - - t/el <X é) &L (6””/ 6"1”7 P P 9 9 Q)K )Q»‘IUX) 6 7. v )
B ) ‘é.u‘ ':ffzfa S‘u + ?i 92 ek C - Di eg ( 6.6.21 ) - De acuerdo con la deﬂnlclbﬂ de fluido, cualquler conﬂguracwn s@ pug_ .
- Lo . . 3 y N " — ' § .= .4
1 ) . : ge“_' /aemz, ’ ‘de tomar como referencia)\se escogeré a )
| Puesto quc para un matarial lucowreslble K m< =], en la ec. - . . ‘ : - o . o
| ~6.6.21 o1 potenclal Z .es funcién de ‘Tos lnmlapeos I yI unl e X=x Qo ' M - t6.7.2) ‘ o
| . o , : .
| " camente, ademas de 6 y X, por ejemplo . o ) , ‘ » o o Co
| : : . La ec 6.7.2 establece lo siguiente .
\ z z(:rg,_e,evx) v 5 s
- ok ke : (6.7.3)
‘ - . . - . . - e .
L . . : ) . |
| y el tercer Invariante me quedaré expfesado como se indlca a con- . . - } . . S .
" o G = O (6.7.) .
\- S _tlnucién al usar Ias ecs 2.9, 29 a 2. 9 31, . AR : |
-& I + _L I TS Genm Ado Loy B, — 2y : L 1675
6;7 FluldosAde Stok'es. ‘ B . ' : é”k sl : - (6.7.6)
| - o ; . AR
\ A un ﬂuldo se le puede reconocer por el hecbo de que en cualqul - : QJK e >k )’7 (6.7.7)
‘ er conﬂguraclbn deformada 1a densidad de masa: o cambla y ademas no °

flulclon slgulente. cuen ta la ec 5, 7 22 que es una forma de expresar la ley de la conser-

) . - . - . . - . PO

|
posee memoria deaconfiguraclones pasadas l.o anter!or permlte la de - : »I.a elimlnaclén de f en la ec 6.7.1 “ puede hacer " tomar en © N » ‘
|
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vaéién de la masa. También al tomar en cuenta las ecs 672 a 6.7.7

la ec 6.7.1 se puede escribir como

- . } . :
éu=7gl(c/m)_fjg,9};,, B, X) (6.7.8)

-

A continuacién se estuadara un fluido que sea independiente de

.

8 ' 6,, 7 Q)k , deflmcllo como.

un ) .
" Definicion 6.7.2. Fluido de Stokes. Es/(medio termomec&nico cuyas ecua

ciones consti'tuttvas estan dadas por las expresiones siguientes

fée=ﬁe(dmn> , '£> . .-(6.7.’9)7
N
€= e(dm, P’; 8, £> i | - K 6.};:1 )"
9=.“<0|,,m )"_P_.‘,Q,)_;)‘- - , (;6.7.122-

y éstan sometidas a los axiomas. de objetividad, invariancia material

y adm!slbn Idad

‘EV axlona de ob]etlvldad que esta presente en la ec 6.7.1 se des-

truye al tomar la conflguraclén indicada por la ec 6.7.2 y llegar a

"~ las ecs 6.7.9 a 6.7.12. Puesto que e‘ ziboma de objetivldad esta ==

AN
‘blece que 7(;Q , ?k , e y hAser de forma invariante bajo

. movimientos de cuerpo rtgudo dependlentesdel tiempo, de la referencia

',espacial Si X vy 1 son dos movimlentos ob]etivamente equlva -

lente se deberé tener que

S QUEDX + k()

Iad]

(6.7.13) -

44" -de =1 o Genmy

entonces la ec 6.7.9 quedaﬁa como

e : = -1 - 5! ' \
."é&L :‘fh( (Glm%) P 2 9 9;): pr(dMn’ f, 9’ t ) (_6-7-'5 )

st Q=T y ba-x ,’ la ec 6 7 15 se puede escrlblr

ﬁke ‘f (d*‘vta P Q O)f ‘fki(‘!’"" F 9 X) (67'6)

por lo que {u _no debe depender expl lcltmnte de I . Lo antgi
rior es validopara 9, , e y n . ' | |

Si se selecciona & v vb =0 y QC4) arbltfarlo, las transfor-

‘mcione;vvectolfiales % Y tensorlales é&e y ‘/lzL deberan ser

e =9 6, Q - o (6.7_.1»7"’;)

he=@du @ (enmey
4 =q q C6r9)
=129, F-i9:d

La objetividad de las ecuaciones constltutivas al usar las ecs <

" 6.7.17 a 6. 7 19 quedaran expresadas como

L (Qdm@i 'f-‘;@v) ( 6.7.20 7‘)‘

Qhe (A d,.,,;, 7e)Q -
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) .‘-f AT ! |
Q A (chin, 0 9.) -‘-;@[Q d’””Q 2 £ 9) ( 6.7.21 )

: -t '
eldw, F,0) = e(Qdmn Q" () o) (6.7.22)

m(dm_,npﬂjél =V\(Qde / 9) '»(6.7.23)

“E1 axioma de admisibil idad establece que 4‘,

deben . satlsfacer las ecuaciones de conserv&c!én de 1a masa, bg

- lance de la cantsdad de movimlento, balance del momento de la can -

'tldad de movlmiento, conservaclén de 1a energ!a y princlplo de en -

-tropia, es declr

Gy, + P( pf‘ "% ). €6.7.25)
Lor = tax ( 6.7.26 )
'féfszl'd’gé 1‘{"3&;&»4- /A B (67.27)

P (v _§_>+l_ ’fejl‘-?dik"'plz 7. Q,k 20  (67.28)

cuando las ecs 6.7.9 a 6.7.12 se sustituyen en la ec 6 7 28 se ob -

. vtlene la expresien slgu!ente

W DeNgd, (M| e
a3 Gh w8 f e o
(oM 1 e Ngudt ot o
+’.f(;(; 5 5 9+9 M TR e 70

: ge €y

( 6.7.26 )

6 - 44

Sl 1a ec 6. 7 29 se cumple para cualquter proceso termomecénlco a-

sociado a un medlo cont inuo formado con el materlal indlcado por las-

ecs 6. 7 9 a 6.7.12 se debera am.nar los coef-cxe ites de Ios termmos

JhL .6y 6,4 » es decir

Dhn _L e . |
95’@( @ 5—226 = 0" | | ( 6-7.39 )
n _ L 2e _ o ' S (6.7.31)
2e ) v : o ,
) L ‘ - (6.7.32)
?‘,& = 0-" E » . . .

Al usar la ec 5 7. 22 junto con las. ecs 6 7. 30 6.7.32 ylaec »-_V

6 7 29 se reduce a

- '
£~ L Qe
(9:"," ) 2,o >4“"‘

S$1 se Introduce la funcién de energia libre de Helmholtz, es de-

L Goo di 20 (6.7.33)

cir;

Y = ':-:»"'9”," (6.7.34 )

1a ec 6 7. 30 establece que 50 es iddepgnc_ﬂente de a/é, _y por lo
tanto o ' v ‘ '

¥ = 9&((‘?_‘9) = &-6én . (6.7.35)

ademss la ec 6.7.31 junto con la ec 6.7-.35 pei’uulte escribir la ecua- ‘

7

f\
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( 6,7.36 ) -
28 '
La ec; 6.7.33 se-pueﬂe escribir como
% ( Lo + ﬂ’dkc)-dua Zo ( 6.7.37)
donde  [7 es la presion termodlnamlcaﬂ esta dada por
ey v
’—Qw = (F,8) (6.7.38).
B /’ o : |
. puesto que 4 70y tomando en. cuenta que.
tee =t + T e (6.7.39)
la ec 6.7.37 se puede'~”e,s§flb'tr,cog‘e‘}"
peed die 7 ° (6.7.% )

cién sigufente. )

AR

‘y la desigualdad de Clausius-Duhem establece que la en_grgta.dt_sipaf

tiva debe ser no negativa ( ec 6. 7. bo )
Al sustltulr las ecs 6 7. 35 6 7. 36 y 6 7. 38 “la ecuacién asocig

da a la conservacion de la energla ec 6 7 27, se reduce 3

{kﬂ dzk’ + PL\

(6.7.1)

ren =

y la ec 6.7.41 estgblece que ﬁnicamente la ener«éia dlsipat]va y las

fuentes de calor son las que contribuyen a los cambios de la entro-

pla.

-E1 equilibrio termdlnémlco se podra establecer, segan la ec, -
6.7.40, mediante las condiciones slgulentes.
i)

R (6.7.82)

o lo que es lo mismo, al tratar con fluidos. no viscosos.
i) i N
, Ay =0 - (6.7.43)
Al tratarse de movimientos de cuerpo rigido.

1)) '

La ecuécién 6.7.44 es l’a‘e<xp'res16n en ta cual los movlmlentos-
.de los alargamientos princlpales son pérpendlcub res a Ios es-
fuerzos prlncipales lo cual correspcnde aun caso Mpotetlco

y raro. ] ) ' '

-E1 resumen de las ecuaciones constltuﬁlvas _para los fluidos. de -

. Stokes, queda como sigue

'éle.e = -—ﬂ“((,’ o) JL( + D'pu ({m»“ ,ﬁj 6)

L 675
Lﬂ [p 6) - g 3 tﬁ S
- ( 6.7.47 )
\7“‘%‘5— B B (67a8)
Aovde o | DR
T | (6.7.49)
77/(f;g b)) = - élf? . el

-

'(6.7."0#).»,




6 -47

y 1a parte d!ﬁpativa del tensor esfuerzo b{ké‘

a las condiclones.

"&(L)iu(v/ o @)Q'f)-fu(ﬂ?dmo ¢ 9)

/;“ «9/24_ Zo

La ec 6, 7 S1 establece ademss que si .béél
dpe . se tendré que

D'ék(. (Q. ‘,/3'>)£)-=Q

estard sometido

(6750)

( 6.7.51)

es continua en -

(6.7.52)

y por lo tmto se podré aflrmar ‘que la parte dislpat!va del tensor

esfuerzo se anula al anularse el tensor rapldez de deformac»én de -

Euler

Definicion 6 7.3. Fluido.de Stol:es lncompreslble. Es aquel matortal

defmido por las ecuaciones constntutivas dado por’ las ecs 6.7. ‘vS a-

6 7. Sl en donde 1a densidad de masa es’ cortante es declr

f = (g 1{.&'»1,‘/& = /a

\
r

l.a restricclén 6.7. 53 p!antea problemas para calcu!ar la ec 6, 7 %

{ 6.7.53 Y

- Ya que resulta ser lndefln!da tal operacién. Tal operaclén se haré. -

. usando los mltiplicadores de Lagrange ﬁ » Y se reemplazars a -

w('p 0) por la ;xpresion

vk 4)

( 6.7.54 )
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al usar &l término dado por la ec 6.7.54 en vez de ¥
6.7.49 se reduce a

= m(8) =4 | e ).:."

y. para este caso la expresién de la parte dlslpativa»_del tensor es -

fuerzo quedars '

béu —=-"!u+ f‘&( _ IR (6.7.56.) -

'La preslén /ﬂ definida por la ec 6. 7 SS es una incégnlta de: 1a

teoria y se debera detemlnar -al resolver las ecuaciones de movimi-

~ento bajo ciertas &nﬂlctouu de frontera.

8,8 Fro‘blqmas;

, laec. -



