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Resumen

En este trabajo se calcularan sismogramas sintéticos para el campo de desplazamientos
(Uz, Uy y U,) debido a fuentes puntuales y fuentes volumétricas actuando en medios horizon-
talmente estratificados. Para obtener el campo de desplazamientos se usa una formulacién en
coordenadas polares propuesta por Sanchez-Sesma et al. (2011), aprovechando que el medio
es simétrico respecto al eje vertical. Esta formulacién facilita el calculo de las funciones de
Green en el dominio del nimero de onda, debido a que se resuelve una integral en el ntimero
de onda radial en lugar de resolver dos integrales en los ntimeros de onda horizontales como
sucede usando la formulaciéon 3-D en coordenadas cartesianas.

La formulacién usada para calcular los coeficientes de los esfuerzos y desplazamientos es la
propuesta por Knopoff (1964), mientras que para el calculo de la integral en el namero de on-
da radial se usa el método del nimero de onda discreto propuesto por Bouchon y Aki (1977)
(DWN por sus siglas en inglés). Para validar el uso de este programa creado a partir de la
formulacion descrita anteriormente, se calcula el error residual entre los resultados generados y
los desplazamientos calculados usando el programa AX ITRA® propuesto por Coutant (1989)
para distintos ejemplos.
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Abstract

In this work I developed the calculation of synthetic seismograms for the components
of the displacement field (U, Uy y U.) due to the application of point forces and explosive
sources in horizontally stratified media. To calculate the displacements, I use the formulation
in polar coordinates proposed by Sanchez-Sesma et al. (2011) using the advantage that the
media is symmetrical in the angular direction. This formulation has the advantage to reduce
the computation of the Green functions because, instead of solving two integrals in the hori-

zontal wavenumbers, it just solves one integral in the radial wavenumber.

The formulation used to calculate de coefficients of stresses and displacements is the one
proposed by Knopoff (1964), and the radial wavenumber integral is solved using the discrete
wavenumber method, commonly known as DWN proposed by Bouchon and Aki (1977). To
validate the use of this new code based on the described formulation, I calculated the residual
between the generated results and the displacements calculated using the program AXITRA®
proposed by Coutant (1989) for several examples.
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INTRODUCCION

1.1 Antecedentes

Desde que Lamb (1904) calculd el campo de desplazamientos de un semi-espacio elastico debi-
do a una fuerza aplicada en la superficie libre, otros autores como Pekeris (1955) y Chao (1960)
estudiaron la solucién a este problema, pero sélo en el caso particular de v = i. El problema
fue retomado por Mooney (1974), quien extendi6 la solucién de Pekeris a una relacion de
Poisson arbitraria para la componente vertical del campo de desplazamientos. La modelacién
de este problema clasico de la elastodindmica ayudd a entender la fisica de la propagacion
de las ondas en medios elasticos, sin embargo, este modelo era poco realista para entender el
desplazamiento del suelo debido a una fuente sismica por tratarse de un semi-espacio eldstico
homogéneo e is6étropo.

En el siglo pasado se desarrollaron varios métodos que permiten estimar la respuesta dindmica
de un medio estratificado. La contribucién de ondas superficiales a la respuesta total ha sido
examinada por Haskell (1964), Ben-Menahem y Harkrider (1964) y Harkrider (1964). Por otro
lado, expansiones asintéticas con teoria de rayos fueron desarrolladas por Hron y Kanasewich
(1971), Kanasewich et al. (1973) y Hron et al. (1974). Aunque las técnicas basadas en sintesis
de ondas superficiales y expansiones de teorfa de rayos son excelentes aproximaciones, debido
a la interpretacién fisica que se le puede dar a los distintos términos involucrados, estos no
otorgan una representaciéon completa de la respuesta de un medio estratificado y no fueron
desarrollados para ese proposito (Luco y Apsel, 1983). Otra técnica es el método de reflecti-
vidades de Fuchs y Miiller (1971) en el cual la respuesta en la superficie libre para una fuente
volumétrica, se obtiene mediante la integracién sobre un rango de ntimeros de onda radiales.
La técnica estéd limitada para ondas compresionales refractadas en las capas consideradas.

En los dltimos anos se ha dado mas atencién a métodos que permiten calcular la respues-
ta dinamica completa. Herrmann (1977) obtuvo el campo de desplazamientos completo de la
onda SH-Love para un medio estratificado en el dominio de la frecuencia usando integracion
de contorno empleada por Lamb y evaluando numéricamente las integrales de linea. Alekseev
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y Mikhajlenko (1976) calcularon la respuesta en el dominio del tiempo para fuentes axisimé-
tricas usando diferencias finitas con un esquema unidimensional espacial para propagar ondas
con diferentes niimeros de onda en la direccién vertical combinado con integracion directa
sobre el namero de onda radial. Una variacion de esta técnica fue propuesta por Olson (1978)
quien emplea un esquema de elemento finito combinado con una expansiéon discreta Fourier-
Bessel en el nimero de onda horizontal. Estas técnicas aunque parecen bastante razonables
son poco eficientes en componentes de alta frecuencia (Luco y Apsel, 1983). Bouchon (1981)
propuso una técnica analitica para obtener las funciones de Green basada en la discretizacién
de la integracién del niimero de onda considerando fuentes circulares distribuidas a intervalos
de radios iguales. Este método del nimero de onda discreto, DWN por sus siglas en inglés, es
usado en coédigos comerciales que permiten obtener el campo de desplazamientos en medios
estratificados debido a diversos tipos de fuente.

1.2 Objetivos

En este trabajo se busca desarrollar una herramienta capaz de calcular sismogramas sintéti-
cos usando la formulacion Sanchez-Sesma et al. (2011) desarrollando el método de Bouchon
y Aki (1977) para obtener la respuesta dinamica debido a una fuente actuando en un medio
estratificado en las tres direcciones del espacio. El desarrollo del programa para calcular estos
desplazamientos cumple los siguientes objetivos particulares:

> El programa debe ser capaz permitir el calculo de la respuesta tanto en la superficie libre
como a cualquier profundidad.

> El tipo de fuentes que deberéd permitir calcular el codigo seran fuentes puntuales y fuentes
volumétricas.

> El programa debe permitir colocar la fuente a cualquier profundidad.

» Conocer las suposiciones y simplificaciones hechas en sismogramas sintéticos que se usan
hoy en dia como practica rutinaria sismologica.

1.3 Justificacién y Alcance

Obtener el campo de desplazamientos con una formulacion en el dominio de la frecuencia y del
ntmero de onda resulta muy conveniente para medios estratificados sin irregularidad lateral
porque se considera que existe simetria del medio respecto al eje vertical. En la formulacion
se aprovecha esta simetria ya que en lugar de calcular dos integrales en los niimeros de onda
horizontales cartesianos s6lo se calcula una integral en el numero de onda radial. Esto reduce
los célculos significativamente.

Aunque existen diversos métodos para resolver la integral en el ntimero de onda radial. Muchos
de los métodos, como la regla de Simpson, exigen una discretizacién costosa para aproximar la
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solucion a la solucion analitica y los limites de la integral deben estar definidos. E1 DWN tiene
la ventaja de que la discretizacién depende de la velocidad maxima del medio y la ventana
de tiempo que se requiere. Otra ventaja es que a pesar de que el intervalo de la integral es
indefinido se puede hacer un andlisis paramétrico para truncar el niimero de términos de la
suma del DWN para que sea convergente con la solucién analitica.

Se usa la formulacion de Knopoff (1964) para calcular los coeficientes de esfuerzo y desplaza-
miento debido a su estabilidad en el calculo de altas frecuencias. Esta formulacién presenta
desventajas en el tiempo de célculo pero este defecto puede ser compensado usando méto-
dos eficientes para calcular sistemas de ecuaciones lineales. Ademas, en esta formulacion es
sencillo introducir los términos de fuente como discontinuidades en las condiciones de frontera.

La razén principal por la que se desarrolla esta herramienta es para contar con una formu-
lacién bien documentada que, de ser necesario, pueda ser modificada para validar resultados
con distintos métodos. Ademaés, entender esta formulacion y sus suposiciones ayuda a ser un

usuario consciente de paqueteria existente y también ayuda a tener un mejor uso del mismo.



2

MARCO TEORICO

2.1 Fundamentos de Elastodinamica

El estudio de la elastodinamica esta basado en la perturbacién de un estado de equilibrio de un
solido elastico (Aki y Richards, 2002). Para poder aplicar la teoria de la elasticidad en geofisica
se supone que la tierra es aproximadamente un cuerpo elastico sujeto a fuerzas que perturban
su estado de equilibrio. El comportamiento dindmico de un campo eléstico estd dado por la
ecuacion de equilibrio para un volumen, V', elastico y homogéneo rodeado por una superficie
S, de acuerdo con la formulacion de Euler, esta ecuacién en notacién indicial estd dada por
(Aki y Richards, 2002):

/deVJr/TZdS:/ pu;dV 1=1,2,3 (2.1)
14 S 14

donde f; es la fuerza aplicada al solido por unidad de volumen en direccion 4, T; son las trac-
ciones o vector de esfuerzos en una superficie dS, p es la densidad del medio y ; es la segunda
derivada parcial con respecto al tiempo del desplazamiento. De acuerdo con D’Alembert el
producto pii se considera una fuerza por unidad de volumen en sentido opuesto. La relacién
entre el vector de esfuerzos y el tensor de esfuerzos o0;; esta dado por la relacién de Cauchy:

TZ' = 045N (2.2)

con n; como la normal de dS. Aplicando el teorema de Gauss en la integral de superficie para
convertirla en una integral de volumen, obtenemos para un medio infinito (Aki y Richards,
2002)

fi + Oij,5 = pdi (Z = 1, 2, 3), (23)

donde o;; ; es el operador divergencia. El tensor de esfuerzos a su vez se relaciona con el tensor
de deformaciones mediante la Ley de Hooke generalizada (Aki y Richards, 2002)

Tij = Cijki€kl (2.4)
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donde c;j1; es el tensor de constantes elasticas. El tensor de deformaciones infinitesimales de
Cauchy, se puede expresar en términos del campo de desplazamientos como:

1
€h = 5(%,1 +uk)  (k1=1,2,3) (2.5)

La traza del tensor, es decir, la suma de elementos en la diagonal principal, mide la deformacién
volumétrica!. Asi, se cumple que Cijkl = Cjikl = Cklij = Cijlk, esto implica que el tensor se
simplifica de 81 a 21 constantes independientes. Si ademas el s6lido esta sujeto a deformacion
plana entonces solo seis constantes se mantienen independientes (Ben-Menahem y Singh, 2012).
Sustituyendo la ecuacién 2.5 en la ecuacion 2.4 y a su vez la ecuacion 2.4 en la ecuaciéon 2.3
se obtiene la ecuacién dindmica escrita en funcién de los desplazamientos

(cijklum),j + fi = pu; (Z =1,2, 3) (2.6)

Ademas, si se considera que el solido es isotropo, es decir, que tiene las mismas propiedades
elasticas en todas las direcciones, el nimero de constantes elésticas independientes se reduce
a dos. Por el teorema de Riulin-Ericksen, A y u son las constantes elasticas e independientes
de Lamé, donde p es el modulo de elasticidad en cortante (Ben-Menahem y Singh, 2012); Asi,
cijii adquiere la forma:

Cijkt = AN0ij0xs + p(0ardj1 + dudjx), (2.7)

donde ¢;; es la delta de Kronecker y toma los valores de

1 si i=3j
0;i = 2.8
J { 0 si i#7 (28)

Con la relacion anterior, la ley de Hooke para un medio continuo e isétropo es
0ij = Njj€rk + 2€;5, (2.9)

donde €y = uy . Sustituyendo la ecuacion 2.9 en la ecuacién 2.3 se obtiene la ecuacion de
movimiento para un medio elastico, homogéneo e isotropo (Ben-Menahem y Singh, 2012)

(A + g + puigj + f = pii, (i =1,2,3) (2.10)

La ecuacién 2.10 es conocida como la ecuacién de Navier-Cauchy. Sustituyendo el teorema de
Helmholtz en la ecuacién 2.10 se obtiene:

(A +2p)uji5 — peijkCrimtm,; = pis,  (1=1,2,3) (2.11)

'Los otros elementos del tensor miden las deformaciones angulares.
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FIGURA 2.1: Medio estratificado en coordenadas cilindricas. Se muestran las propiedades materiales
densidad (p), velocidad de onda P (a ) y velocidad de onda S (8) que definen al medio elastico,
homogéneo e isétropo.

donde €;;;, es el tensor Levi-Civita y se define como

1 si (ijk) es par
Eijk = { -1 si (ijk) es impar (2.12)
0 si i=5 6 j=k 06 k=i

Para resolver la ecuacién de movimiento 2.11 se debe tomar en cuenta la naturaleza del pro-
blema, es decir, las condiciones iniciales y de frontera (Ben-Menahem y Singh, 2012). En este
trabajo se adoptard una descripciéon basada en potenciales. El desplazamiento en términos de
esas funciones potenciales se puede expresar como:

i = @i + €ijkEkimVm,ji + €ijkXk,j (2.13)
vy en notacién vectorial se expresa como:

Vo+VxVxp+Vxy (2.14)

U

donde ¢ es el potencial escalar para las ondas compresionales P, 1 el potencial vectorial para
las ondas transversales polarizadas verticalmente SV y x el potencial vectorial para las ondas
transversales horizontales SH. La divergencia de los potenciales vectoriales es nula, por lo que
no causan cambios volumeétricos. Mientras que el rotacional del potencial escalar es nulo e
implica que no causa rotacion (Aki y Richards, 2002).

Las ondas P — SV estan acopladas y son independientes de las ondas SH. Sustituyendo
los potenciales en la ecuacién 2.11, separando la ecuacién para cada potencial y descartando
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momentineamente la fuerza externa? obtenemos:

_ 199

T a2 o2’

1 0% 2 1 9%x

2 1 o0 _ 19%
Vw_ﬁ@t?’ X 32 0

V3¢ (2.15)

las velocidades de onda P y de onda S se definen respectivamente como:

(A +2p) e
a= ,/7p 8= \ﬁ (2.16)

Cuando el medio es horizontalmente estratificado este desacoplamiento entre P — SV y SH
persiste tanto en coordenadas cartesianas como polares (Aki y Richards, 2002), por ello es
conveniente tener las ecuaciones potenciales de esta forma. Aplicando la propiedad de diferen-
ciabilidad de la transformada de Fourier? a las ecuaciones 2.15, se obtienen 3 ecuaciones de
Helmhotlz:

V20,0, 2,0) = ~ 250010, 2, 217)

vz'lﬂ(?",e,Z,W) - _Ziw(raeasz) (218)
2

V2X(T‘,0,Z,W) = —@X(T,Q,z,w) (219)

transformando el laplacianode las ecuaciones de Helmholtz a coordenadas cilindricas obtene-
mos:

10, 0¢ 10% 9%  w?
v ) Tz T o = g2? (2.20)
10, 09 10% 0%  w?
ror (r 87“) r2 002 922 _ﬁ2w (2.21)
10, dx 1 0%¢ 0%y B w?
2o ) T mae T o = X (222)

El sistema de ecuaciones diferenciales (ecuaciones 2.20, 2.21 y 2.22) se pueden resolver usando
el método de separaciéon de variables. Esto consiste en que la solucién de cada potencial este
dada por la multiplicacion de funciones independientes entre si, por ejemplo, para el potencial
de ondas P:

o(r,0,2) = R(r)0(0)Z(z) (2.23)

Sustituyendo en la ecuacion 2.20 y dividiendo entre R(r)O(6)Z(z):

w? 1 (rR'(r)) 1 ") Z'(z)

a2 r R(r) 2 0(0) Z(z)

(2.24)

2La fuerza externa f; de la ecuacion de onda se descarta para poder resolver la ecuaciéon de onda homogénea
pero se debe retomar en la siguiente seccion.

La convencién de la transformada de Fourier directa de una funcion f(¢) al dominio de la frecuencia se
define como f(w) = ffooo f(t)e™™“*dt, y la transformada inversa de una funcion f(w) se expresa como f(t) =

5= |7 f(w)e"™"dw. La propiedad de diferenciabilidad de la transformada de Fourier es: .Z { f™(t)} = (iw)" f(w).



Capitulo 2. Marco Teérico 8

En la ecuacién 2.24 se observa la separacién de las variables: del lado derecho la ecuaciéon es
funcion de (1,0, z); reacomodando la ecuacion:

Z”(z) w?

Z(z) o

(rR'(r))" 10"(6)
R(r) r2 ©(6)

- % (2.25)

en esta ecuacion se iguala una funcién de r y una funcién de 6 con una funcién de z. Entonces
tanto el lado izquierdo como el derecho de la ecuacién deben ser igual a una constante —k?,
que es el nimero de onda radial, de tal forma que

Z”(Z) 5 w?

=k* - —. 2.2
Z(2) a? (2:26)
La solucién de la ecuacion 2.26 es de la forma
Z(z) = Aje*r? (2.27)

donde A; es la constante de integracion de la ecuacion y v es el nimero de onda vertical para
onda P, dado por:
w2 )
=1\/——k 2.28
7= (2.28)
elegimos esta solucion pues cumple la condicion de irradiacion al infinito Im{vy} < 0. Se ha

reducido la ecuacion 2.24 a una ecuacion de la forma

R s ©'(0)

R(r) o(9)

(2.29)

Continuando con la separacién de variables, ambos lados de la ecuacién son iguales a una
constante n?

0"(9) = —n20(0) (2.30)

Asi, que la solucién es de la forma:
0(0) = Aze™ = Ay(cosnb + isinnd) 0 € [0,2m) (2.31)
Puesto que 6 puede tomar los valores de 0 a 27 en el sistema cilindrico, ©® debe cumplir que
©(0) = O(27) (2.32)

Esta condicién de periodicidad angular obliga a que n € Z. Tomando en cuenta esta restriccion,
podemos resolver para R(r) a partir de la ecuacion:
(rR'(r))

TiR(r) + k% —n?=0 (2.33)
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Que puede ser reescrita como

1 5 n?
Para cada valor de n, ésta es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, lineal y
homogénea conocida como la ecuacion de Bessel (Ben-Menahem y Singh, 2012). Las soluciones
de esta ecuacién son las funciones de Bessel, y dependeran del entero n, usado en la ecuacién
2.34. Por lo que la solucién para la ecuaciéon 2.34 es:

R(r) = AsJn(kr) + AsY, (kr) (2.35)

donde J,(kr) es la funcion de Bessel de primera especie de orden n y Y, (kr) es la funcion
de Bessel de segunda especie y orden n. Las funciones de Bessel son ejemplos de funciones
especiales. * Las funciones J,,(r) son reales y oscilatorias en r con amplitud decreciente para un
r creciente y toman valores finitos en 7 = 0, mientras que las funciones Y, (r) son indefinidas
en r = 0, véase figura 2.2.

1 Funciones de Bessel de Primera Especie 1Funciones de Bessel de Segunda Especie
_jo
0.8+ J | 0.8
1
0.6 J 0.6
2
0.4+ _J3 - 0.4+
0.2 1 0.2}
£ o < o
= >_C
-0.2 . -0.2
0.4+ 1 0.4+
-0.6 -0.6
0.8+ - -0.8F
1 . -1
0 2 4 6 8 10 0

FIGURA 2.2: Funciones de Bessel de primera y segunda especie.

La solucién de la ecuaciéon de Helmholtz mediante separaciéon de variables del potencial
de ondas P de acuerdo con la ecuacion 2.23 es el siguiente catalogo de soluciones:

ok, w) = AeF? (Ag,]n(kr) + A4Yn(k7~)) (cosnf + i sinnf) (2.36)

“Las funciones especiales son soluciones a ecuaciones diferenciales de gran estudio en la fisica matematica.
(Abramowitz y Stegun, 1965).
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Analogamente, las soluciones de las ecuaciones de Helmholtz para los potenciales de las ondas
SV y SH correspondientemente son de la forma:

Y(k,w) = Be"? (Ban(kr) + B4Yn(k:r)> (cosnb + isinnd) (2.37)

x(k,w) = Ce*? (C;),Jn(k:r) + C4Yn(k:'r)) (cosnf + isinnh) (2.38)

Donde v es el nimero de onda vertical para ondas S y se define:

v=y|— —k? que cumple la condicion Im{v} < 0. (2.39)

En este trabajo, dado que se desarrollara la formulacion en coordenadas polares, se usaran las
funciones de Bessel de primera especie. Las condiciones Im{r} < 0 e Im{v} < 0 garantizan
que las exponenciales complejas de las ecuaciones 2.36, 2.37 y 2.38 sean 0 en el infinito. El
nimero de onda vertical respectivo permite representar a las ondas que se propagan en el
sentido positivo del eje z (e~%* 6 e~¥7%) y las ondas que se propagan en el sentido negativo del
eje vertical (eT™% ¢ e7%). Como estas ecuaciones se resolverdn en el dominio de la frecuencia
y del namero de onda (f — k), las ecuaciones 2.36, 2.37 y 2.38 pueden ser reescritas como trans-
formaciones inversas al dominio del espacio, considerando que A, B y C son la multiplicacion
de las constantes tenemos:

o(r,0,z,w) = / Aer7 ], (kr)(cosnb + isinnb)dk (2.40)
0

U(r,0,z,w) = / Bet2 1, (kr)(cosné + i sin nf)dk (2.41)
0

x(r,0,z,w) = / Ce* I, (kr)(cos nf + isinnb)dk. (2.42)
0

Més adelante se ahondaré en la integracion en el nimero de onda radial.

2.2 Funciones de Green

Consideremos una ecuacion diferencial parcial inhomogénea de la forma
L(u(f,t)) = £(z,1) (2.43)

donde L es un operador lineal. En el caso elastodinamico, L corresponde a un operador di-
ferencial vectorial definido en las componentes del campo de desplazamientos u(z,t); f(Z,t)
corresponde a la funcién que representa a una fuerza puntual unidireccional. Usando la relacién
de la ecuacién de onda, el operador L queda definido como:

(L(U)), = pii; — (Cijriun,) j (2.44)

)
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El problema es resolver el campo de desplazamientos impuesto por una fuerza de cuerpo
actuando en un medio elastico y homogéneo (Aki y Richards, 2002). La funcién de Green de
este problema satisface la ecuacién

L(G(gz, 3 t)) — §( — &,1) (2.45)

con 6(Z —&,t) como la funcién delta de Dirac espacial, ésta indica que el impulso est4 aplicado
en la posiciéon € y el tiempo t. Multiplicando la ecuacién 2.45 por la fuerza aplicada en £ e
integrando sobre el volumen V alrededor del punto £ se obtiene

L /V G E.0)f(ENAV] = /V 5(% — E0)f(E 1)V, (2.46)

Recordando la propiedad de integracion de la delta de Dirac la ecuaciéon 2.46 se reescribe como:

L] /V G E0f(ENAV] = 1) (2.47)

y relacionando este resultado con la ecuacién 2.43 se obtiene

(@, 1) = /V G2, E.0) f(E,0)dV (2.48)

donde la funcion de Green es el kernel de la integral de volumen. La fuerza de cuerpo por
unidad de volumen se representa con f; = §(z — £)3(t)8;;, donde d(t) indica que la fuerza
se origind en el tiempo t = 0s. Si se sustituye la fuerza f; en la ecuacion 2.1, las soluciones
son los desplazamientos elasticos para cada punto de coordenadas x, en cada tiempo %, estos
desplazamientos quedaran representados por el tensor Gy,;(Z, £, t) donde i es la direccion de la
aplicacion de la fuerza y & es la coordenada de aplicacion. La ecuaciéon 2.1 queda expresada
como:

/medV—/Cn]lek%andS:/ (5(:?—5)(5@)57”6”/ (24:9)
Vv S \%4

Las soluciones de esta ecuacién son las funciones de Green del medio y dependen de sus ca-
racteristicas, coeficientes elasticos, densidad, forma del volumen y condiciones de frontera en
S. Para cada medio existe una funcién de Green que describe como reacciona el medio meca-
nicamente a una excitacion impulsiva (Aki y Richards, 2002). El teorema de representacion es
una herramienta con la cual el desplazamiento de modelos de fuentes especificas se sintetiza
a partir del desplazamiento producido por fuentes simples, como pulsos unitarios, que actiian
en un tiempo y posicion en el espacio preciso (Aki y Richards, 2002).

un(x,t)—/ dT/ fZGde
—00 \%

o0 (2.50)
+/ dT/(Gm’Ti = Cijriui Gk n;j)dS
—00 S
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Esta ecuacién representa el desplazamiento elastico dentro de un volumen V' como la suma
de dos integrales dobles. La primera es la integral de volumen de las fuerzas de cuerpo mul-
tiplicadas por la funcién de Green y la segunda es una integral de superficie de las tracciones
aplicadas en cada elemento de area dS multiplicados por la funcién de Green maés los despla-
zamientos por las derivadas de la funcién de Green. La funcion de Green actiia como funcién
de transferencia que considera los efectos de fuerzas o esfuerzos en (£,t) para determinar los
desplazamientos en (Z,t) (Aki y Richards, 2002). En general la determinacion de las funciones
de Green no es un problema sencillo, el caso mas sencillo es para un medio infinito, homogéneo
e isdtropo. En este trabajo, se calculardn las funciones de Green para un medio estratificado,
aprovechando la simetria en la direccion 6. Si tenemos la funcion de Green para cierto medio,
entonces es posible obtener el campo de desplazamientos mediante la relacion:

un(Z,t) = Xo(t) * G (2.51)

Donde el desplazamiento es simplemente la convolucién de la funcién de transferencia con la
forma de onda en tiempo Xo(¢).

2.3 Integracion en el nimero de onda radial

La integracion del namero de onda radial k£ sobre el eje real de 0 a oo es complicada por varias
razones. La primera es que las singularidades de las ondas de cuerpo ko = 3, kg = % y los
polos de las ondas de Rayleigh y Love se encuentran en el eje real k. Esto hace que el célculo
de ¢(r,0, z;w), Y(r,0, z;w) v x(r, 0, z;w) sea muy inestable. Afortunadamente para un modelo
de atenuacion, donde las velocidades son complejas, los polos y singularidades del integrando
se mueven sobre el eje real k y esto ayuda a estabilizar el calculo de la integral. Las velocidades
de onda longitudinal y cortante son

041204(1—2221)) 5125(1— 222) (2.52)
donde @, y Qs son los factores de amortiguamiento histerético. Otra forma de establizar la
integral a lo largo de la trayectoria de integraciéon en el eje k es introduciendo una pequefa
parte imaginaria negativa en la frecuencia angular w (Bouchon y Aki, 1977), este procedimiento
desplaza los polos y las singularidades sobre el eje real k. En lugar de calcular el kernel de la
integral en funcién de w se calculard en funcién de w — iwy. wy se puede calcular mediante

N27T

Tt

wr (2.53)
donde ¢, es la ventana de tiempo del sismograma, esta pequena parte imaginaria ayuda a
suavizar la senial en tiempo favoreciendo los primeros arribos esto a su vez reduce el enmas-
caramiento o aliasing. La atenuacién inducida se usa para minimizar la influencia de fuentes
virtuales vecinas (Bouchon y Aki, 1977).
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2.4 Meétodo del Niimero de Onda Discreto

El potencial que representa ondas esféricas se puede expresar como la integral de Sommerfeld,

@(r,z;w):/ — Jo(kr)e 1k (2.54)
o vy
Receptor

= 4

i R,

R Leeeeeer gl e P SR Loeeenn
Fuente Fuente Fuente Fuente

Original

FI1GURA 2.3: Interpretaciéon del método de DWN, la fuente original es reemplazada por un arreglo
infinito de fuentes distribuidas horizontalmente en un intervalo L. Modificado de Bouchon, (2003).

Cuando el medio es verticalmente heterogéneo el kernel de la integral 2.54 tiene n polos
y singularidades, por lo que la integracién sobre el nimero de onda radial se vuelve numérica-
mente complicada (Bouchon, 2003). Para evitar estas complicaciones se reemplaza el problema
de una sola fuente con un problema de multiples fuentes distribuidas periédicamente en arre-
glos circulares centrados alrededor de la fuente puntual y distribuidas a un intervalo radial L
(Bouchon y Aki, 1977), véase figura 2.3. La discretizacion de esta funcion se logra reempla-
zando el problema de una sola fuente por un arreglo periédico de fuentes. Este arreglo fisico
implica que la ecuacion 2.54 se exprese como:

N

kn, »
O(r,zw) =Y Wjo(knr)e mlzl A g (2.55)
n=0 " '"

donde Ak es la frecuencia espacial, k, es la frecuencia espacial n-ésima. N es el nimero de
términos de la suma. El DWN calcula la ecuacién 2.55 en lugar de evaluar la ecuacion 2.54.
kn vy Ak se expresan como:
kn = 2—7rn y Ak = 2 (2.56)
L
donde L es la periodicidad de las fuentes. Para este punto los calculos se han reducido, sin
embargo, hemos reemplazado una integral continua en k£ con una suma de ntimeros de onda
radiales discretos, esto equivale fisicamente a sumar todas las contribuciones de un nimero
infinito de fuentes puntuales distribuidas uniformemente en el plano horizontal (Bouchon,
1981). La segunda parte del método consiste en encontrar la solucion de una sola fuente en el
problema de miltiples fuentes. Esto no seria necesario si fuera posible calcular la transformada
de Fourier analitica de ®(r, z;w), ya que se podria aislar el problema de una sola fuente en
el dominio del tiempo con espaciamiento L entre fuentes (Bouchon, 2003). Sin embargo, en
la practica s6lo podemos calcular ®(r, z;w) para cierto numero de frecuencias y calcular la
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transformada rapida de Fourier para regresar al dominio del tiempo. Aplicando la transformada
de Fourier: ,
oco+iwr )
O(r, z;t) :/ (r, z;w)e™ dw (2.57)
—0o0+1wr

Donde wy representa la frecuencia imaginaria que se ocupa para darle estabilidad al método,
evitando que las ondas provenientes de las otras fuentes alteren la respuesta del sistema (Bou-
chon, 2003). Como se menciond en la secciéon anterior, la parte imaginaria de la frecuencia
suaviza el espectro aumentando la respuesta de los primeros arribos respecto a los arribos de
fuentes mas lejanas. Para la integracion en la frecuencia temporal, fiqa. v Af se determinan
con At y la duraciéon de la senial T' de la siguiente forma:

1 1

fmax — TAt Af — T (2.58)

El éxito de calcular la respuesta de desplazamientos usando DWN depende de la seleccidon
de los parametros. Se debe tomar una N lo suficientemente grande (N > Emodo fundamental)
para que en los sismogramas sintéticos se puedan observar ondas superficiales y una Ak lo
suficientemente fina para que se puedan muestrear la mayor cantidad de polos posibles.



3

FORMULACION PARA MEDIO
ESTRATIFICADO

En este capitulo se desarrollan la ecuaciones de esfuerzos y desplazamientos en coordenadas
cilindricas en medios estratificados para una fuente puntual actuando en el eje z, y dos fuentes

horizontales actuando en los ejes x e y respectivamente de acuerdo con la formulacién de
Sénchez-Sesma et al. (2011), véase figura 3.1.

F1GURA 3.1: Problema del medio estratificado de N capas sobre un semi-espacio. La fuente (represen-

tada por la combinacion de fuentes puntuales) se encuentra sepultada en la j-ésima capa, mientras que

el receptor se encuentra en la n-ésima capa donde se obtienen las componentes cilindricas del campo
de desplazamientos.
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Partiendo de las ecuaciones 2.36, 2.37 y 2.38 del capitulo 2 se desarrollaran las expre-
siones que seran utiles para obtener las funciones de Green para medios estratificados y las
condiciones de frontera de acuerdo con Harkrider (1964). Para poder aplicar la solucién de la
ecuacién de onda al modelo de n-estratos consideramos que el estrato j-ésimo es homogéneo e
isétropo y tiene las siguientes propiedades: pj, a;, 3; v hj = z; — zj—1. Ademés el campo de
desplazamientos en ese estrato es distinto al calculado para el estrato 7 + 1 puesto que tiene
distintas propiedades elasticas (fj4+1, @j+1, Bj+1 ¥ hj+1 = 2j+1 — 2j)-

En el sistema de unidades usado en este trabajo, p; tiene unidades de [%}, las velocida-

des a; y B; de [%] y hj en [m] y la densidad de los materiales, p, tiene unidades de [%]
Mientras que el nimero de onda radial (k) y los ntimeros de onda verticales (y; y v;) tienen

unidades de [%] .

3.1 Fuerza Vertical

Debido a la simetria axial en el eje vertical, una fuerza en direccién z, armoénica y unitaria
que actia en un punto especifico en el espacio (véase figura 3.2) solo tiene dependencia radial
y vertical (Sanchez-Sesma et al., 2011).

******

.........

FIGURA 3.2: Esfuerzos y desplazamientos de interés ante una fuerza puntual vertical.

En la interfaz donde se encuentra la fuente los esfuerzos cortantes son nulos mientras
que el esfuerzo normal vertical es:

Oszp = —0(2)0(y) (3.1)

expresando las funciones delta de Dirac como integrales en los nimeros de onda en = y y, k,
y ky respectivamente y reexpresando en coordenadas polares tenemos que

1 > > tkex 1 1 =
0oy = 47r2/_Oo /_ooek;z ey dkpdk, = 27T/0 k Jo(kr)dk (3.2)
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donde k es el numero de onda radial. Ademés, los tinicos desplazamientos de interés son u, y
u,. Los potenciales para onda P y SV de acuerdo con las ecuaciones 2.36 y 2.37 son

o(r, 0, z,w) :Aeimzjo(kr)

w(rae,Z,W) :Beiiyzjo(kr) (33)

en este caso n toma el valor de cero porque no existe dependencia en 6 (Harkrider, 1964). Para
el j-ésimo estrato estas ecuaciones se reescriben como:

¢j(r, z) = (Azj—1 e~1i=z) 4 As; em‘(Z*ZJ’“)) Jo(kr) 5
Wy (r, 2) :<BZJ~71 e~ ilz=2) 4 By, eiuj(z—z,j+1)>J0(kr) '

donde Agj_1 y Baj_1 son los coeficientes que representan a las ondas Py SV respectivamente
que se desplazan en sentido positivo del eje vertical mientras que Ag; y Bo; son los coeficientes
de las ondas que se desplazan hacia arriba segun la convencién usada en la figura 3.1. La
ecuacion 3.4 trae consigo el término e™? que permite a los potenciales ser transformados al
dominio del tiempo, este término quedara implicito por ahora. Las componentes del campo de
desplazamientos para el estrato j-ésimo se expresan en funcién de los potenciales de acuerdo
con Knopoff (1964)

oo, 5
U =or T oroz 35
8(;5 a2w w2 ( . )
Uy, =7~ + =5 + 50
I 0z 022 2

desarrollando las derivadas de los potenciales se obtienen los siguientes desplazamientos:

Ur, (r,z) = (A2j71 e~ 1i(z=2) _ ivj By, 1 o~ wi(z=2))
| | (3.6)
+ A2j Gl’Yj(zizijl) + iVj BQ]- ewj(z*zi”rl)) < —-kJ; (kT’))

Uz; ("", Z) :< — ’L"Yj Aijl e_i'Yj(z_zj) + kQ B2j71 e—il/j(z—zj)
; , (3.7)
+ 17 Az, eti(z=2i41) 4 2 By, ewj(zfzjﬂ))bjo(k?a)_

En la figura 3.2 se observa que los esfuerzos que acttian en la interfaz de una fuerza vertical
son o, v 0,,. Para obtener dichos esfuerzos, se hace uso de la ecuacién 2.9 que corresponde a
la ley de Hooke generalizada. Si ademas suponemos que & = v? — k2, con unidades de |5
J J ’ m* |’

los esfuerzos se expresan de la siguiente forma:

8urj Ouzj
gzrj —/-L]< 62 * 8r ) (3 8)

02y =205 +2p—7=
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Donde © es la dilatacién volumétrica definida como © = V - u. Desarrollando las ecuaciones
anteriores obtenemos:

Gurs (1 2) =1 ( — 2 Ay, o~ i(z=2) _ & Ba,—1 e~ wi(z=2;)
| . (3.9)
i 2i’Yj A2j ezfyj(z—zj'+1) _ fj B2j el’jj(z_zj+1)) ( —k Jl(k’r'))

Uzzj (7“, Z) :/Aj ( — fj A2j_1 6_i7j(z_zj) — 214 Vj kz ng_l e—iuj(z—zj)
. ‘ (3.10)
— & Ay, eti(z=2j41) 4 2ivjk? By, ewj(z*zjﬂ)){]o(kr)

con la funciéon de Bessel de primer tipo y primer orden, J;(kr) obtenida a partir de la derivada
de Jo(kr).

3.2 Fuerzas Horizontales

Si se aplica una fuerza puntual en direccién positiva del eje x y otra fuerza en la direccion
positiva del eje y, existe una dependencia azimutal. En consecuencia, en z = zr los esfuerzos
que actian son los cortantes (0., y 0,9), mientras que o, es nulo en la interfaz (véase figura

3.3).

FIGURA 3.3: Esfuerzos y desplazamientos de interés ante la aplicacion de fuerzas puntuales horizon-
tales.

Los desplazamientos que se desarrollaran seran u,, ug y u,. Los potenciales para onda
P, SV y SH de acuerdo con las ecuaciones 2.36, 2.37 y 2.38 son

(1,0, z,w) =AeT ], (kr) cos @
U(r, 6, z,w) =Ber"?Ji (kr) cos 0 (3.11)
x(r,0,z,w) :Ceﬂ”z]l(lm“) sin 6



Capitulo 3. Formulacién para Medio Estratificado 19

como se observa, a n de las ecuaciones 2.36, 2.37 y 2.38 le corresponde el valor de 1 por su
dependencia de 6 (Harkrider, 1964). Desarrollando las ecuaciones 3.11 para el j-ésimo estrato

i(r,0,2) = (AQj_l e~ G) 4 A, eiW*Zm)) J1(kr) cos 0
V;i(r,0,2) :(B2j71 e~ iEmz) 4 By, ei”f(z_zj“)),h(kr) cosf (3.12)
x;j(r,0, 2) :<ng_1 e~ WilFm2) 4 Cy, ei”j(Z*ZHl))Jl(kr) sin 6,
es importante recordar que las ecuaciones 3.12 se multiplican por el término arménico e™*.
De acuerdo con la figura 3.3 los esfuerzos considerados, debido a la aplicacion de fuerzas

horizontales, son 0y, 0,9 ¥ 0... El campo de desplazamientos en funcion de los potenciales de
la ecuacion 3.12 se expresa como:

L9 10x %
Ui = T 00 T srez
19 Ox 1 0%

Y90 or T o00z

(3.13)

Derivando los potenciales 3.12 se obtienen los siguientes desplazamientos horizontales:
(2 ('r’ 07 z) = (A2j*1 e_i’Yj(Z_Zj) _ ZUJ B2j71 e—iuj(z—z]-)

. . J
+ Ay, ei(Fmz1) ivj By, e“’j(z_zf“))k‘ [J - k—” cos @ (3.14)

J1(kr)
kr

+ (ng_l e ilz=2) 4 CQj eiVj(Z*ZjH)) i

Up; (Tv 0, Z) = (AQj—l e i (2=2) _ ) v Bijl e Wi (z—2;)

Jl (k’T‘) 5
kr

_ <02j_1 e~ wilz=2j) Co, ei'/j(z*zjﬂ))k [J _ %} sin @

+ A, eiE=zi) 4 ivj By, eil’j(z_zj“)) k ind (3.15)

donde los términos Cy; 1 y Cs; corresponden a las ondas SH que se desplazan en el sentido
positivo y negativo del eje vertical respectivamente. Notese que los términos entre paréntesis
de las ecuaciones 3.14 y 3.15 son idénticos. Mientras que los términos dependientes del radio
r se intercambian para la parte P — SV y para la parte SH. El término entre paréntesis de la
parte P-SV de la ecuaciones 3.14 y 3.15 son iguales al término entre paréntesis de la ecuacién
uyr;, debido a una fuerza vertical. Mientras tanto, el desplazamiento vertical se expresa como:

Uz, (r,0,2) :( — i A2j—1 e~ i(z=2j) 4 k2 B2j_1 e 1vi(2=2;)
- . (3.16)
+ iy Az, eti(z=241) 4 2 B, ezuj(z—szrl))Jl(kT) cosd,
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los términos entre paréntesis son los mismos que para el desplazamiento vertical debidos a una
fuerza F,, tnicamente cambian los términos radiales y azimutales. Los esfuerzos obtenidos
mediante la ley de Hooke se denotan de la siguiente forma:

1 3uzj (%9])

720, =1 (5" + 2.
2

ou :Aj( - ;}quﬁ) +2p (%f)

Desarrollando las ecuaciones 3.17 se obtienen:

(3.17)

Uzrj (Ta ‘93 Z) = Ky ( — 2@"}/]‘ A2j—1 e_i')’j(z_zj) _ fj BQj—l e—iuj(z—z]-)

+ 207 As, ei(z=z11) _ & Bo, eivj(zfzjﬂ))k [Jo _ %} cos 6 (3.18)

r

. 4 k
+ (— iv;C2, 1 e~ wile=%) 4 iv;Co, e”’j(z_'z”l)) k Jllgzrr) cos 0

020, (r,0,2) = —py (— 24 A2j*1 o i(z—2) _ 13 B, 1 o—ivi(z=2)

Jl (/{7“) 5
kr

— ( — Z.I/jCQj_l 67illj(zizj) + il/jCQj eiuj(zizﬁl))k [J() - %} sin 6

+2i7; Ag, i (z=241) §j Ba; e“’f(z_‘zf“)) k in6 (3.19)

UZZj ('ﬁ 9; Z) = ( — 5] A2j*1 e—i'Yj(Z—Zj) _ 211/] k’2 B2j*1 e—il/j(z—zj)
- . (3.20)
_ §j AQ]' el’Yj(Zfszrl) 4 22'1/], ]{72 B2j ezuj(zfzjgrl)) Jl(lﬁ“) cos 0

Estos campos de esfuerzos y desplazamientos presentan simetrias utiles, ya que el célculo
dentro de la matriz global se simplifica significativamente.

3.3 Fuente Volumétrica

El potencial de ondas P para una fuente volumétrica en coordenadas cilindricas se representa
a través la integral de Sommerfeld (Bouchon, 2003):

M (w)

D(r,z;w) = F(w)/ HJO(k‘T)e_”‘Zldk, donde F(w)
0
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y M(w) es la magnitud de la fuerza en (N) y p es la densidad del medio. El campo de
desplazamientos se calcula a partir del potencial ® como:

0P o
por lo que los desplazamientos radiales y verticales son:
k? ’
Uy = —F(w)—Jy (kr)e "z (3.23)
vy
uy = —F(w)kJo(kr)e 12 *Flsgn(z — zp) (3.24)
donde sgn(z — zp) toma los siguientes valores:
1 si z;
sgn(z — zp) = + SA = ZFuente (3.25)
=1 si 2j < ZFuente

de acuerdo con la ley de Hooke generalizada los esfuerzos correspondientes se calculan con las
siguientes derivadas:

O = u(%l;“ + %l:f) 0. = AO + ZM(?;: (3.26)

desarrollando los esfuerzos:
Oor = 2uF (w)K2J1 (kr)e 15 2Flsgn (2 — 2p) (3.27)
Ouz = —uF(w)ﬁ(yz — k2 Jo(kr)e~ " (z=2F) (3.28)

vy
En este caso no serd necesario calcular los términos SH. Esto se debe a que una fuente
volumétrica solo genera onda P y cuando alcanza alguna interfaz solo se generan ondas P—SV.

3.4 Condiciones de Frontera

A continuacion se desarrolla la continuidad de esfuerzos y desplazamientos para N estratos
sobre un semi-espacio de acuerdo con Harkrider (1964). La representacion de la fuerza puntual
en la interfaz entre dos estratos se impone como una discontinuidad en los esfuerzos. Para el
caso de las fuerzas horizontales existen discontinuidades en los esfuerzos cortantes:

ot —o.. = —d(z)d(y) cos b

= (3.29)
oy—0h = d(x)d(y)siné

Zz=zF




Capitulo 3. Formulacién para Medio Estratificado 22

considerando la identidad de la ecuacién 3.2 y desacoplando la parte P — SV con la parte SH:

5(2)5(y) = — /Ooo [k(Jo(kr)—Jllik’"))w‘]llik’”)}dk (3.30)

2 r r

debido a que la integral sobre el ntimero de onda radial se resuelve mediante DWN, las dis-
continuidades en los esfuerzos se representan como:

r=zp = THer [27:;3 (JO - %) + QWZzF (%)} cosd

F
—— iz |:27TZZF (%) + QWizF (JO - %)} sin 0

Las condiciones de frontera para el contacto entre la superficie libre y el primer estrato son:

(3.31)

Oup,  Ouy, B
Tz zZ= 1( 0z + or ) 2=0 =0
Oug, 10uy,
— Z = 3.32
0261‘220 'ul( 0z +r 00 ) 2=0 0 ( )
Ou,
0221 ‘z:O =MO1+ 21 8,21 0 =0

La continuidad de esfuerzos en la interfaz entre el j-ésimo y el estrato j + 1 para o,,, 0,9 ¥
0., Se escribe como:

1 (8% + auzj)

(8u7"j+1 n uz; )

= Myt

0z or z=z; 0z or Z=2Zj41
Oug, 10u,, Oug. 10u,,
j j j+1 Zj+1
- ) I | = ) 3.33
“J( 9z 1 00 My, P\ T T 00 ) esyn, (3:33)
Uy, ouy, .,
Ai©O; + 2u;,—2 =Xi110,41 + 20, Chs
j 3 Hj 9 |oes, J+195+1 Hj+1 E
mientras que la continuidad de desplazamientos para u,, ug y u, se expresa como:
Ur; }z:zj = Urjp ‘z:zj
ué’j }z:zj = uej-!—l |z:zj (334)
Uz; }z:zj = Uzjp }z:zj' :

La continuidad de esfuerzos en la frontera entre el estrato N-ésimo y el semi-espacio solo tendra
los términos de las ondas que bajan P y S debido a que no se reflejan ondas en el semi-espacio.
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Esto se expresa como:

MN(aurN 4 6U2N> Oy, n 8uzz\r+1)

Z=ZN - 'UJN+1< 82 87"

82 87" Z=ZN41
Ougy | 10uzy ) (au9N+1 10uzy )
- = - 3.35
“N< 9z 7 00 ey MV T0 TR0 e, (3:35)
ou ou
ANON +2un aZN = AN 1ON 11+ 2Nt
Z lz=zN 82’ Z=ZN+1
mientras que la continuidad de desplazamientos se expresa como:
Ury ‘Z:ZN = Urniq |z:zN+1
UG ‘Z:ZN = 'LL@N+1 ‘ZZZN+1 (336)

Z=zZN - urN+1 |Z:ZN+1 °

Para el caso de una fuerza vertical la discontinuidad se impone en el esfuerzo normal o,
mientras que la componente cortante es nula (Harkrider, 1964).
—k

= 5 Jo(kr) (3.37)

En el caso del contacto entre el primer estrato con la superficie libre existen dos condiciones
de frontera, de tal forma que

ou, Ou,
Tary ‘3:0 lul( (32’ + 87' ) 2=0 (3 38)
ou '
Ozz ’z:O =M101 + 21”672’2 2z=0 =0
Our,  ur dug.  Ous, . .
con ©; = gﬂ + UTJ + % 1;9] + % para j = 1. Es decir, los esfuerzos en el contacto con

la superficie libre deben ser nulos a menos que se aplique la fuerza vertical. En la frontera
entre el j-ésimo y el siguiente estrato (j + 1) debe existir continuidad para los esfuerzos y los
desplazamientos de no existir una fuerza en esa interfaz. Para los esfuerzos o, y 0., esto se

1 (8% + auzj)

escribe como:

<8UTJ+1 n Otz 1y )

ST Mt

0z or z=zj 82 or z=2zj (339)
Ai©; +2 Ouzj =Xi110541 + 20, Otz
7 j Hj 97 o, j+195+1 Hj+1 Ea
mientras que la continuidad de desplazamientos se expresa como:
Ur; }z:zj- = Urjy ‘z:zj (340)
Uz, }z:zj- = Uzjpy }z:zj- '

En el caso de la frontera entre el estrato N-ésimo y el semi-espacio (la interfaz z,) también
debe existir continuidad entre los desplazamientos y los esfuerzos si no se estd aplicando la
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fuerza vertical. Del lado derecho de la ecuaciones de continuidad (ecuaciones 3.40 y 3.39) so6lo
se tendran los coeficientes de las ondas P y S que bajan debido a que el iltimo medio es un
semi-espacio. Esto se expresa como:

MN(agTN + agZN ) = [UIN+1 ( Oty + auZN“)
z T Z=zZN Bz 87’ Z=zZN (3 41>
ou ou )
ANON + 2un—N = AN 1ON 1 F 2Nyt
82 Z=zZN 82 Z=ZzZN
Ury ‘Z:ZN = Urns |Z:ZN (3.42)
Ury ’z:zN = Urnyq |z:zN'

Por lo que se tienen cuatro ecuaciones para resolver y cuatro incognitas (Az;, Ba,, A2;—1y
By, 1) para cada estrato. Esto se retomard en la seccién 3.5 donde se usaran estas ecuaciones
para obtener la matriz global.

En el caso de la fuente volumétrica las ecuaciones 3.23, 3.24, 3.27 y 3.28 se usan para de-
finir las discontinuidades de desplazamientos y esfuerzos respectivamente. Considerando que
en este caso la fuente se encuentra en medio de un estrato, existen 4 ecuaciones de discontinui-
dad en la interfaz superior y 4 ecuaciones de discontinuidad en la interfaz inferior (i-ésima+1).
Las ecuaciones para los desplazamientos radial y vertical son:

k2 .
= £(—1)F(w)— Jy (kr)e =]
F=EE o (3.43)
= +(=1)F(w)kJo(kr)e " **Flsgn(z — 2p)

z=zp

Up; — Ur;gq

Uz — Uziqq

mientras que para los esfuerzos las ecuaciones son:

= 42, F (w) k2 Ty (kr)eilF2Flsgn(z — 2p)
- k (3.44)
= + (=) piF(w)— (12 — k?)Jo(kr)e i (z=2r)

z=zp Y5

Ozr; — Ozri4

Ozz; = Ozzita

Estas ecuaciones se usan para armar los vectores de términos independientes del sistema de
ecuaciones de la matriz global.

3.5 Matriz Global

Para resolver el problema de propagacién de ondas en un medio que consiste de un gran ntimero
de capas, en primer lugar se considera que cada capa es homogénea. Esto se debe a que las
ecuaciones para medios homogéneos son mas sencillas que aquellas ecuaciones para medio
inhomogéneos (Knopoff, 1964). Compensando la facilidad de lo anterior, se deben resolver
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muchas ecuaciones simultaneamente con un ntimero correspondiente de incégnitas. La soluciéon
de las incognitas (A, -1, Ba;—1, C2,-1, Ag;, Ba; y Cz;) de un medio estratificado se puede
expresar como la solucién de ecuaciones simultdneas, donde cada ecuacién representa una
condicion de frontera correspondiente para desplazamientos o esfuerzos en cierta capa. Cuando
el ntimero de capas aumenta, el nimero de ecuaciones también. Considerando nuestro caso de
estudio, interesa conocer el movimiento antiplano (SH) y el plano (P — SV'). Debido a que
la matriz P — SV es la misma para las fuerzas horizontales y la fuerza vertical existen dos
sistemas de ecuaciones desacoplados, estos sistemas tienen la forma:

Mz = b, (3.45)

donde M sera el kernel, matriz donde se imponen las condiciones de frontera. Por columnas
se acomodaran los términos por coeficiente y por renglones las ecuaciones correspondientes a
cada condicion. x serd la matriz de coeficientes y b la matriz de términos independientes. Los
términos independientes seran cero excepto para las interfaces donde se aplican las fuentes, en
esta interfaz el término seré igual al salto en las condiciones de esfuerzos y/o desplazamientos
(en el caso de la fuente volumétrica los términos independientes seran distintos de cero en
las interfaces entre la posicion de la fuente). La solucion de estos sistemas de ecuaciones se
calculard mediante la factorizaciéon LU, debido a su rapidez en el tiempo de célculo.

3.5.1 Caso Plano

Para el caso P — SV observemos que las ecuaciones que describen los desplazamientos para
la fuerza horizontal w, y ug (ecuaciones 3.14 y 3.15 respectivamente) tienen los términos
entre paréntesis similares, Unicamente cambia el signo y a su vez ug, debido a las fuerzas
horizontales, tiene esos mismos términos iguales que u, para el caso de fuerza vertical (ecuacion
3.6). Mientras que u, debido a la fuerza vertical y las fuerzas horizontales (ecuaciones 3.7, 3.16
respectivamente) tiene los términos entre paréntesis iguales. En el caso de los esfuerzos también
se repiten estas simetrias.

B

F1GURA 3.4: Medio estratificado con ondas planas P y SV, con amplitudes A; y B; respectivamente,
que ascienden y descienden.
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Por lo anterior, es posible resolver solamente un sistema de ecuaciones para el caso plano
va que s6lo cambiaria la excitacién, es decir, las discontinuidades en los esfuerzos dentro de
los términos independientes. Se expresard a la matriz global M en funcién de sub-matrices.
La sub-matriz de esfuerzos se puede armar usando la contribucién plana de o,, y 0.9 debido
a la fuerza horizontal (o 0., debido a la fuerza vertical). Esta matriz se expresa como:

A,
B,
o Ik 3.46
i e (3.46)
By,
donde
P_gv —&; e~Miz=z)  _9; vj k? e~ (z—2) —¢; ei(z=zj+1) 94 vj k? ei(z—z41)
£ —Hilg; yj e (z—25) +¢; e~ (z—25) —2in; i (z=2j+1) +&; e (z2=2j+1)

(3.47)

la sub-matriz de desplazamientos se puede expresar a partir del desplazamiento u, y ug debido
a la fuente horizontal (o u, debido a la fuerza vertical)

Ay,

B,
DSV |2 3.48
i Ay (3.48)

J

Bs.

J

donde:

PSSV —i7; e~ i(z=z5) L p2e—wi(z—z) 4y v ei(z=zj+1) 2 eivi(2=2j+1)
DJ - —eii%' (zfz]') +Z yj eiil/j (Zfzj) _ei'Yj (Z*Zj+1) —i Vj eil/j (zfzﬂ_l) (349)

En la condicién de frontera libre la ecuacion 3.47 se reduce a

EFSV - —.51 —2iv k2 —§1 eiﬁ(z_z_l) +2iu k:2 ei”i(z_zl) (3.50)

2iv +& —2iy M (z—=21) +&p e (z—2z1)

mientras que los esfuerzos y desplazamientos en el semiespacio son
_ - —2ivni1 k?
BESY = | SV 3.51
N+t 20N +EN+1 (3:51)
_ —i +k?

pP-svV _ LYN+1 3 59
N+t -1 +ivnp (3:52)

cada sub-matriz (D; y Ej) es de 2 x 4 excepto las sub-matrices Dy11y Eny1 que son de 2 X 2
debido a que no existen reflexiones provenientes del semiespacio. Con base en las ecuaciones
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anteriores el sistema de ecuaciones lineales que se debe resolver para las fuerzas puntuales
tiene la siguiente forma

Fuerza, th Fuerza. Fg-e/rz\ah

[Ey 0 0 0 0 0 ] A A ] 0 0
Dy -Dy 0 O 0 0 By By 0 0
Ei ~B; 0 0 0 0 Ay A 0 0
0 Dy -Ds 0 0 0 : : 0 0
0 E —?3 0 0 0 As,_, Ag, _ksg-n(z) :
By, By, om0

: : Do . : _ Ag, A, 0 kﬁiﬁ”

0 0 0 0 Dny-1 —Dn 0 By, By, 0 0
0O 0 0 0 Eyy —-Eyv 0 : ; .
0 0 0 0 0 Dy  —Dpnis AN1 ANy 0 0
[0 0 0 0 0 Ex -Exu)]l Bva Bva ] | o 0
(3.53)

Los coeficientes de la primer columna de la matriz de incégnitas corresponden a la fuerza
vertical, mientras que los coeficientes de la segunda columna corresponden a las fuerzas hori-
zontales. En el caso de la fuerza vertical, la discontinuidad se encuentra en el esfuerzo normal
0,,, mientras que para las fuerzas horizontales la discontinuidad se encuentra en los esfuerzos
cortantes 0., y 0,9. La matriz de global tiene extension de (4N + 2) x (4N + 2) mientras
que la matriz de incognitas ( o matriz de coeficientes) tiene una extension de (4N + 2) x 2 al
igual que la matriz de términos independientes. Este sistema de ecuaciones se resolverd para
una frecuencia (w) y un nimero de onda radial (k) determinado y estara dentro de la inte-
gral del nimero de onda radial, es decir, la matriz se resolvera hasta Ny veces para un receptor.

El caso de una fuente volumeétrica es parecido al sistema de ecuaciones 3.5 pero con condiciones
de frontera distintas. En el vector de términos independientes se deben imponer continuidades
de esfuerzos y desplazamientos en las interfaces que rodean a la fuente.

3.5.2 Caso Antiplano

La matriz global SH es mas sencilla en términos de extensiéon que la matriz P — SV debido a
que solo se tienen dos incoégnitas por estrato, la extension de la matriz M5 es de (2N +1) x
(2N + 1) y esta determinada por los esfuerzos o, y los desplazamientos u, en cada interfaz,
que correspondientemente denotaremos como:

S’jSH = 1 [z vie Wimm) iy, e“’j(zfzﬂ'“)} (3.54)

TSH — [+€*iVj(Z*Zj) _|_el'l’j(2*2j+1)]

; (3.55)
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FiGURA 3.5: Medio estratificado con ondas planas SH, con amplitudes C}, que ascienden y descien-
den.

La condicién de frontera libre se expresa como:

SOSH = [l v iy ei”l(z_zl)} (3.56)

En este caso las sub-matrices son de 1 x 2 excepto las matrices que definen los esfuerzos y
desplazamientos para el semi-espacio, ya que s6lo tienen 1 elemento y se definen como:

SEH = pvan [~ivw] ¥l = [+1] (3.57)

De acuerdo con las matrices anteriores el sistema de ecuaciones SH que se debe resolver queda
definido como:

Se 0 o0 - 0 0 ]|© 0
T Ty O 0 0 % 0
S —Sy 0 0 0 : :
0 T Ty 0 0 Ca, 0
_ = | sgn(z) (3.58)

0 Sz —53 0 0 Co, sgn(z)

. .‘ 27.(-“]'
0 0 0 - Txn ~Twu|| : 0
(0 0 0 - Sy =Sval|oyn] | o |

El vector de términos independientes y el vector de coeficientes tienen dimensiones de (2N +
1) x 1. El término de fuente se ubica en la discontinuidad de esfuerzos entre los estratos donde
se encuentra la fuente dentro del vector de términos independientes. Al igual que el sistema
P — SV, el sistema de ecuaciones SH se resuelve para cada frecuencia y para cada nimero de
onda radial.
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3.6 Funciones de Green para el medio estratificado

Una vez resueltos los coeficientes Az, Ag, |, Ba;, Ba;,_;, Co, y C2,_, se podrén calcular

-1
las funciones de Green. Las funciones de Green debidas a las fuerzas aplicadas en el plano

horizontal son:

Gre = / (AQJ- €7i7j (2=2) _ il/j ng eii’/j (z—2;)
0 ;

iy (2—zj ; wj(z—2z; J
+ Az, 1 ) 4y, By, 1€ i ( y+1))k[,]0— k—i] cos 0dk (3.59)
o —wi(z—z; ivi(z—2: Jl(k'r)
+/0 (cgje 1(57%5) Oy, _q e J+1>> k== cosOdk
Gy = —/0 (Azj e~ iEm%) ivj Ba, e—1i(z—2;)
+ g,y €I 4y B2j71e"”j<z‘zj+l)) k) G pak (3.60)
r

- / " (Coy ™2 4+ Cyyg b2 Yk | %} sin Ok
0

o
Gp :/0 (_ ivj A, e~ ilz=z) 4 2 By, e~ wi(z=2)

(3.61)
iy A1 ei(z=zi+1) 4 g2 Ba, 1 ei”j(z_zf“)) J1(kr) cos 6dk
Gry = / (A2j e~ i(z=z5) _ ivj By, e~ wi(z=2)
0
A i (2=2j+1) ; (2= 2j+1) N1 3.62
+ Ay, 1€V J + zvagj_le i J )k[JO_H] sin Odk (3.62)
+/ (Czj e~ wilz=z) | Co,—1 er(z—ZjH)) k M sin Odk
0 r
Goy = _/0 (Azj e~ ilz=z) _ ivj By, e~ wi(z=2)
+ Ag, eti(z=2j41) 4 ivj By, eil'j(z—zj+1)> k Jl}ik"r) cos Odk (3.63)
T
= /0 (Coy em72) 1 Gy, g =2 Yk [y — %} cos Odk
Gy = / ( —i7; A, e~ i(z=2) 4 12 By, e~ wi(z=2)
0 (3.64)

+in; Agy—1 ei(z=zj+1) 4 12 By, 4 eil’j(z—zj“)) Jy (kr) sin 6dk
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Mientras que para la fuerza aplicada en direccién z

G, = / (_ A2j e—i’Yj(Z_Zj) + ’iVj B2j e—il/j(Z—Zj)
0 (3.65)
— A2, eMiEmR) iy, By, 1 ei”j(Z—ZjJrl)) ke Jy (kr)dk

o) ‘ ‘
G.. = / (— i Ag, e~ i(z=2) 4 2 By, e~ wi(z2=2)
0 (3.66)

+ i'Yj A2j—1 ei’\/j(z_zj+1) + k’2 sz,1 eil’j(z_zj""l)) Jo(k‘r)d]{

donde estas funciones dependen de las coordenadas cilindricas del receptor y la fuente. Para
obtener el tensor de Green en coordenadas cartesianas se deben realizar las siguientes proyec-
ciones:

Gpy =Grgpcosl — Gy, sinf
Gyz =Grysinf + Go, cos

Gzz =Gen

Gy =Grycos — Ggy sin 6

Gyy =Grysinb + Gy, cos 0 (3.67)
Gy =Gy

Gyr =Gy cos0 — Gy, sinf
Gy, =G, sinf + Gy, cos
Gzz :Gzz-

La integral en el nimero de onda radial de estas funciones de Green se resuelve usando el
DWN. Usando la ecuacién 2.51 del Capitulo 2 podemos obtener los desplazamientos mediante
las funciones de Green para el medio. Donde la funcion X(t) puede ser un pulso Gaussiano
definido como:

2 t—tg
Xo(t) = ——5e donde a=m (3.68)
47 tp
o un pulso de Ricker que se expresa como:
9 1 g2
Xo(t) = —(a* — 5)6 (3.69)

donde ¢, es el periodo del pulso, y t5 es el corrimiento en el tiempo, ver figura 3.6.
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Ondiculas
'\ =Pulso Gaussiano
1 =Pulso de Ricker

Amplitud

Tiempo ()

FIGURA 3.6: Pulso de Gauss y su segunda derivada respecto al tiempo, el pulso de Ricker. El periodo
de los pulsos es t, = 0.25[s] y tiempo de amplitud méxima es ¢t; = 0.5[s].



RESULTADOS

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos con los programas creados a partir de
las ecuaciones del Capitulo 3. En la primera seccién se muestra la calibracion del DWN con
la solucién analitica de la funcién de Green, con ella es posible determinar los valores para
asegurar su convergencia. También se muestran resultados generados con el programa usan-
do DWN en el semiespacio para fuerzas puntuales y su comparacion con los desplazamientos
generados con el programa AXITRA® desarrollado por Coutant (1989). Posteriormente se
muestran ejemplos calculados con el programa como: un estrato sobre un semiespacio, medio
con gradiente de velocidad con fuerzas puntuales y un modelo de inversiéon de velocidad, pro-
puesto por Chen et al. (1996), con una fuente volumeétrica.

El campo de desplazamientos debido a fuentes puntuales se calcula usando las funciones de
Green convolucionadas con un pulso de Ricker. Debido a que el kernel est4 en el dominio de la
frecuencia y el nimero de onda, se debe transformar al dominio del espacio y el tiempo. Esto
se logra realizando la suma en k y calculando la transformada inversa de Fourier. Para hacer
la transformada inversa de Fourier se usa el codigo de la transformada rapida de Fourier pro-
puesto por Claerbout (1985), mientras que la integral en el numero de onda radial se calcula
usando el DWN. El programa para calcular los desplazamientos provocados por cierta fuente
para n-estratos y x-receptores sigue el siguiente algoritmo:

do i=1,fmax
do j=1,kmax
do 1=1, # capas
se calcula la matriz global
end do
terminos de la fuente y se resuelven los coeficientes
do m=1, # estaciones
se calculan las funciones de Green por receptor
end do
end do
end do
se calcula la transformada inversa de Fourier
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4.1 Convergencia del DWN

A continuacién se verifica la convergencia del DWN mediante los parametros para resolver la
integral. Estos parametros son el nimero de términos de N de la suma y la distancia entre
fuentes ficticias L que a su vez determina el muestreo del nimero de onda radial Ak. Para
lograr este objetivo, se muestra la funcidon de transferencia en funciéon de la frecuencia lineal.
Para verificar si los pardametros del DWN dependen de la distancia de la fuente se muestran
graficamente los médulos de la funcién de transferencia a distintas distancias de la fuente. Para
esta calibracion se trabaja con la funcion de Green G, (ecuacion 3.66) y su solucion analitica
propuesta por Chao (1960). La fuente se encuentra en la posicion (0,0,0), y los receptores se
encuentran en la superficie libre en el eje x para las figuras 4.1 y 4.3, mientras que para la
figura 4.2 los receptores varian su posicién respecto a la profundidad, véase tabla 4.1. Estos
distintos arreglos de receptores permiten entender mejor la convergencia del pardmetro N.

Modelo de velocidades

o = B = [, &
6.3 3.5 1.0
Parametros para receptores con variacién horizontal
-fz'fuente [km] Tinicial [km] Ffinal [km]
(0,0, 0) (0.08, 0, 0) (0.7, 0, 0)
Parametros para receptores con variaciéon vertical
ffuente [km] Tinicial [km] ffinal [km]
(0,0, 0) (0.01, 0, 0) (0.01, 0, 0.5)

TABLA 4.1: Pardmetros usados para la verificar la convergencia de los pardmetros del DWN. Z fyep
son las coordenadas de la fuente, 7ipiciq; son las coordenadas del receptor inicial y 7fi,q; son las
coordenadas del dltimo receptor.

En la figura 4.1 se compara la solucién analitica contra las soluciones calculadas con
diferentes N, notese que mientras el nimero N aumenta el calculo discreto se aproxima mejor
a la curva analitica. Se observa que en las primeras frecuencias la convergencia de la solucién
discreta es mayor para las soluciones mayor distinto niimero de términos y al aumentar la
frecuencia, la solucién requiere mas términos de la suma para asegurar que la curva sea parecida
a la analitica. Recordando que k4, €s el nimero de onda radial méximo, el nimero de términos
de la suma se calcula como:

kma:c
N = (4.1)
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Convergencia del numero de términos de la suma, N
receptores con variacion radial

- -

I T I T I T I I
0.7 AWM,\/N,\V N LN ,,:g%l:\‘ciﬁzfgggtica P
A ANANAN Y

==:DWN N=100
DWN N=50

Distancia fuente-receptor (km)

| l | | | | | | l
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Frecuencia (Hz)

FiGURA 4.1: Convergencia del DWN usando distinto nimero de términos (N). Se muestra el modulo
de la funcion de transferencia de cinco estaciones contra la frecuencia. En color negro se observa la
solucion analitica, en cian la funcién de transferencia calculada con 50 términos de la suma, la curva
roja es la funcion de transferencia calculada con 100 términos de la suma y la curva magenta representa
la funcién de transferencia calculada con N=1000 términos. Nétese que la funciéon de transferencia se
vuelve mas oscilatoria a mayor distancia de la fuente r y la solucién falla al aumentar la frecuencia.

por lo que el ntmero de onda radial méaximo se calcula como:

) (4.2)

donde vy, es la menor velocidad dentro del modelo de velocidades propuesto y Fi es un
factor empirico. Este criterio ayuda a calcular una k., suficiente para que la solucién sea
convergente. El valor de Fj varia con la posicién del receptor respecto a la fuente, cuanto
mas cerca se encuentre el receptor de la fuente en profundidad necesita mas términos de
la suma para converger a la solucién analftica, esto sucede porque al ser la exponencial de
la propagacién vertical igual a cero el integrando oscila lentamente con el nimero de onda
(Hisada, 1994).
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Convergencia del numero de términos de la suma, N
receptores con variacion vertical
I I T I T |
= Solucién Analitica
— DWN N=100
DWN N=500
=« DWN N=1000

.. .
pRCTSTLLY

Distancia fuente-receptor (km)

N Rnae.,
LTTN
l

25 30 35 40 45 50

Frecuencia (Hz)

F1GURA 4.2: Convergencia del DWN usando distinto ndmero de términos (N). Los receptores varian
respecto al eje vertical. Se muestra el modulo de la funcién de transferencia (G.,) de cinco estaciones
que varian respecto a la vertical contra la frecuencia. En color negro se observa la solucién analitica,
en azul la solucién con N=100 términos, en verde la solucién con N=500 términos y en rojo la solucion
con N=1000. En este caso se requiere mayor nimero de términos para que la solucién sea convergente.

En este anélisis tanto la fuente como los receptores se encuentran a la misma profundidad
y por esta razon se requieren alrededor de 1000 términos para asegurar la convergencia (Fj >
10). Sin embargo cuando la fuente esta a distinta profundidad de los receptores, véase figura

4.2, se requiere un menor nimero de términos, es decir, un factor Fj ~ 3.
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Convergencia del parametro L

.

* aae® | enas® =

.. " i" ‘-I‘ "l-l‘: 1'.-". ..-lﬁ .'I-' ‘l'-"
0.7 m"‘{"' "K‘“’ ;:,}N" I‘.\‘ N [==Solucién Analitica
& g +=sDWN L=1 km

==:DWN L=5 km
DWN L=10 km
g

Distancia fuente-receptor (km)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5
Frecuencia (Hz)

FiGURA 4.3: Convergencia del DWN variando la distancia entre fuentes virtuales (L). Los receptores
varian respecto al radio y se encuentran en la superficie libre. Se observa el médulo de la funcion
de transferencia de cinco estaciones contra la frecuencia. En negro se observa la representacion de la
solucién analitica, en azul la solucion de la funcién de transferencia con L = 1km, en rojo la solucion
de la funcién de transferencia usando L = 5km y en verde la funcién de transferencia con L = 10km.

Por otro lado, en la figura 4.3, se observa la convergencia de la solucién variando el factor
L. Recordemos que L esté relacionada con Ak mediante la ecuacion:

2
por lo que entre mayor sea la distancia entre fuentes virtuales, menor serd la tasa de muestreo
de las frecuencias, es decir, se obtendra mejor resolucion de las singularidades de la integral.
La distancia L necesariamente depende de la distancia a la que se encuentre el receptor. En la
figura 4.3 se observa como se deteriora la convergencia a mayor distancia de la fuente original

y no depende de la frecuencia. Una regla conveniente para determinar la distancia L es
L > 2umaqte (4.4)

donde v, €s la velocidad méaxima del medio y £, es la duracién de la ventana de tiempo. De
cumplir con la regla 4.4, el campo de desplazamientos no serd perturbado por fuentes vecinas.
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4.2 Calibracién en un semiespacio

A continuaciéon se muestran los sismogramas sintéticos calculados con el programa del DWN
usando matriz global y los sismogramas generados con el programa de AX ITRA® desarrollado
por Coutant (1989) para un semi-espacio infinito. Los parametros usados para calcular estos
sismogramas sintéticos se describen en la tabla 4.2.

Modelo de velocidades

a g B e [l Q

2.0 1.0 1.0 1000
Parametros de tiempo

tp,  |seg| | ts [seg] | At [seg] Nfrec

0.03 0.075 0.001 128

Parametros de DWN y Fuente
L [km] wr [m 2 fuente [km] Fy,

seg

1.024 1.0 0.01 3.0

TABLA 4.2: Pardmetros usados para la verificaciéon del método en un semi-espacio. N, es el niimero

de frecuencias calculadas, L es la distancia entre fuentes virtuales, w; es la parte imaginaria de la

frecuencia, zruente es la profundidad a la que se encuentra la fuente y Fj, es el factor para determinar
cuantos numeros de onda radiales (k) se calcularan para cada frecuencia.

El arreglo de los receptores se observa en la figura 4.4. La linea de receptores se en-
cuentran en la superficie del semi-espacio a una 6 = 45°. Esta alineacién de los receptores a
superficie implica que todas las componentes del tensor de Green son distintas de cero puesto

que los receptores no se encuentran en planos nodales.

zv

FIGURA 4.4: Esquema del arreglo de receptores en el semi-espacio, la fuente se encuentra a 10 metros
de profundidad.

En las figuras 4.5, 4.6 v 4.7 se observa el campo de desplazamientos para una fuerza
horizontal aplicada en direccién x. En la figura 4.5 se observa la componente de desplazamiento
U, con un error residual entre los sismogramas calculados con AXITRA® y el codigo generado
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en este trabajo del orden de 7 x 1073 en los receptores més cercanos a la fuente. En la
componente de desplazamiento U, (figura 4.6) se observa un error residual de 3.5 x 1073 en los
receptores cercanos a la fuente provocado principalmente por la diferencia de amplitud entre
la onda S. Mientras que en la componente de desplazamiento U, (figura 4.7) el error residual
en las componentes mas cercanas a la fuente es de 16 x 1073.

015 Despl iento U, debido a una fuerza F, Error Residual <1073
T H—=AXITRA , —_— N
- DWN+MG /
- Onda P 7 7
H-oOndas ——dm— A\ —m———
0.1 /
/
6
/J'\./\\'
/
0.05 y .
=
= £
£ %
© 2 14
k) 0 \ o
5 Z
b \ £
[a] \ [=) -3
2
-0.05 —}\'\f\/—
\
\ 2
‘\\./\'
\
0.1f \ 1
——— A\~
\
\
A — . S 0
0.15 & L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
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FIGURA 4.5: Sismogramas sintéticos de la componente de desplazamiento U, debido a una fuerza

aplicada en direccién x para un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el codigo del

DWN usando matriz global (linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para
visualizar el error relativo entre ambos resultados.
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FI1GURA 4.6: Sismogramas sintéticos de la componente de desplazamiento U, debido a una fuerza

aplicada en direccion x para un semi-espacio. ) Sismogramas sintéticos generados con el codigo del

DWN usando matriz global (linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para
visualizar el error relativo entre ambos resultados.
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FIGURA 4.7: Sismogramas sintéticos de la componente de desplazamiento U, debido a una fuerza

aplicada en direccion x para un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el codigo del

DWN usando matriz global (linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para
visualizar el error relativo entre ambos resultados.
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Las figuras 4.8, 4.9 y 4.10 representan el campo de desplazamientos para una fuerza
horizontal aplicada en direccion y. Para la componente de desplazamientos U, (figura 4.8) el
error residual entre los sismogramas calculados con AXITRA® y el codigo del DWN usando
matriz global es de 3.5 x 1073 en las componentes mas cercanas a la posicién de la fuente.
Debido a la simetria del tensor de Green y que la linea de receptores se encuentra a 6§ = 45°,
esta componente es igual a la componente U, debido a F,. En la componente de desplazamiento
U, (figura 4.9) se observa un error residual de 7 x 1072 en los receptores cercanos a la fuente.
En la componente de desplazamiento U, (figura 4.10) el error residual en las componentes mas
cercanas a la fuente es de 12 x 1073,

Despl o U, debido a una fuerza F, Error Residual ©10°
015 4
H—AXITRA — —r
— DWN+MG , ’
— Onda P 7 /7
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F1GURA 4.8: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccién y para

un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el codigo del DWN usando matriz global

(linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para visualizar el error relativo
entre ambos resultados.
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Ficura 4.9:

Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccién y para

un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el cédigo del DWN usando matriz global
(linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para visualizar el error relativo
entre ambos resultados.

Desplazamiento Uz debido a una fuerza Fy
0.15

—AXITRA —_—_———
— DWN+MG A
= Onda P 7

Onda de Rayleigh 1

0.1

Distancia (km)
=)
T

-0.1

-
-0.15 L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Tiempo (seg)

Error Residual %1073
18
16
0.1
14
0.05 -12
-
=
£ -10
<
]
'o 0
H 8
z
2
o
2
= 6
-0.05
4
01 2
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Tiempo(seg)

FI1GURA 4.10: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccién y para

un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el codigo del DWN usando matriz global

(linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para visualizar el error relativo
entre ambos resultados.
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En las figuras 4.11, 4.12 y 4.13 se representa el campo de desplazamientos para una fuerza
vertical aplicada en direccién positiva del eje z. En teoria, la componente de desplazamientos
U, (figura 4.11) debe ser igual a la componente de desplazamiento U, debido a F, para un
semiespacio homogéneo, sin embargo el error residual es del orden de 16 x 1073, Esto se debe
a la simetria del tensor de Green y que la linea de receptores se encuentra a 8 = 45°. En
la componente de desplazamiento U, (figura 4.12) se observa un error residual de 16 x 1073
en los receptores cercanos a la fuente, esta componente de desplazamiento debe ser igual a el
desplazamiento U, debido a una fuerza en direccién F),. La componente de desplazamiento U,
(figura 4.13) presenta un error residual en las componentes mas cercanas a la fuente de 0.035.
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F1GURA 4.11: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direcciéon z para

un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el codigo del DWN usando matriz global

(linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para visualizar el error relativo
entre ambos resultados.
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FiGURA 4.12: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccién z para

un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el cédigo del DWN usando matriz global

(linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para visualizar el error relativo
entre ambos resultados.
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FiGURA 4.13: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direcciéon z para

un semi-espacio. a) Sismogramas sintéticos generados con el codigo del DWN usando matriz global

(linea roja) y con AXITRA® (linea negra). b) Mapa de contornos para visualizar el error relativo
entre ambos resultados.
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4.3 Estrato sobre un semi-espacio

A continuacién se desarrolla el caso de un estrato sobre un semi-espacio, donde la fuente se
encuentra enterrada a una profundidad de z = 50m. Los pardametros usados para calcular
estos sismogramas se encuentran en la tabla 4.3 mientras que el modelo de velocidades y el
arreglo de receptores se observa en la figura 4.14. En este modelo la linea de receptores se
encuentra sobre el eje horizontal x, esto implica que los receptores se encuentran en un plano

nodal donde las componentes del tensor de Green Gy, Gy, G.y ¥y Gy. son iguales a cero.

Modelo de velocidades de
0estrato sobre semiespacio

—Velocidad P
—Velocidad S

0.02 - !

| B

. Y YYYYYY .
0.04 - -+

p=09gcm3 }" i
A Z.PWJ?!’CZSD m

0.06

'£0.08- 1 d
= h=100m !
g '
S 01 Lb—i -
2
c
2 :
So12r f v

0.14 p=1lgcm’

0.16 - f

0.18 f

0.2 ‘ ‘

2 4 6

Velocidad [km s7']

F1GURA 4.14: a) Modelo de velocidades propuesto para un estrato sobre un semi-espacio. b) Esquema
de un estrato sobre un semi-espacio, la fuente se encuentra a 50 metros de profundidad.

Parametros de tiempo

b [seg| | ts [seg] | At [seg] W b

0.004 0.008 0.0004 512
Parametros de DWN y Fuente

L [km] wr [% Z fuente [km] Fy,

5.0 1.0 0.05 3

TABLA 4.3: Parametros para un estrato sobre un semiespacio.

Las figuras 4.15 - 4.24 representan el campo de desplazamientos (U, U, y U,) debido a
cada una de las fuerzas (F,, Fy, y F3) con su respectivo error relativo méaximo entre la curva
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del AXITRA® y la curva del DWN. En las figuras 4.15 y 4.19 se observa en la primera traza
un arribo calculado con el programa del DWN que no se calcula con AXITRA®.

Modelo de estrato sobre semiespacio
desplazamiento u, debido a una fuerza F,

0.5

0.4

vy

! —DWN-+Matriz Global
A4 AXITRA -
," A A ,~+Onda P Directa
=0Onda Refractada PPP
Onda Refractada PSP
--0Onda Refractada PPS
—Onda Reflejada PP
A Onda Reflejada PPP L.
—Onda Reflejada PS
—Onda Reflejada PPPP [~
—Onda Reflejada PSPP
Onda Reflejada PSSP
|

Distancia (km)

| | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Tiempo (seq)

FIGURA 4.15: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F, para el modelo de un estrato sobre

un semiespacio. Sismogramas sintéticos, la curva de color negro representa el campo de desplazamientos calculado con el

c6digo del DWN usando matriz global mientras que la curva en magenta representa el campo de desplazamientos calculado
con AXITRA®,
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FIGURA 4.16: Mapa de contornos para visualizar el error residual entre la solucién con DWN vy la soluciéon con AXITRA®
para el campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F, para el modelo de un estrato sobre un semiespacio.



Capitulo 4. Resultados 46

Modelo de estrato sobre semiespacio
desplazamiento Uz debido a una fuerza Fx
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FIGURA 4.17: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F, para el modelo de un estrato sobre

un semiespacio. Sismogramas sintéticos, la curva de color negro representa el campo de desplazamientos calculado con el

c6digo del DWN usando matriz global mientras que la curva en magenta representa el campo de desplazamientos calculado
con AXITRA®.
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FIGURA 4.18: Mapa de contornos para visualizar el error residual entre la solucién con DWN vy la solucién con AXITRA®
para el campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F,, para el modelo de un estrato sobre un semiespacio.
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Modelo de estrato sobre semiespacio
desplazamiento Uy debido a una fuerza Fy

0.5
0.4
€
~ 0.3
©
‘O
©
z 0.2
[a)
—DWN+Matriz Global [~
0.1 -« AXITRA L
-~Onda Love
~-0Onda Refractada SSS

Onda Reflejada SS
—Onda Reflejada SSS
| | | |

i § |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Tiempo (seq)

FiGURA 4.19: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F, para el modelo de un estrato sobre

un semiespacio. Sismogramas sintéticos, la curva de color negro representa el campo de desplazamientos calculado con el

c6digo del DWN usando matriz global mientras que la curva en magenta representa el campo de desplazamientos calculado
con AXITRA®.

Error Residual de Uy debido a una fuerza Fy
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FIGURA 4.20: Mapa de contornos para visualizar el error residual entre la solucién con DWN vy la solucién con AXITRA®
para el campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F), para el modelo de un estrato sobre un semiespacio.
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Modelo de estrato sobre semiespacio
desplazamiento Ux debido a una fuerza Fz
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FIGURA 4.21: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F, para el modelo de un estrato sobre un
semiespacio. La curva de color negro representa el campo de desplazamientos calculado con el cédigo del DWN usando
matriz global mientras que la curva en magenta representa el campo de desplazamientos calculado con AXITRA®.
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FIGURA 4.22: Mapa de contornos para visualizar el error residual entre la solucién con DWN vy la soluciéon con AXITRA®
para el campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F,.
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Modelo de estrato sobre semiespacio:
desplazamiento Uz debido a una fuerza Fz
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FIGURA 4.23: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F, para el modelo de un estrato sobre un
semiespacio. La curva de color negro representa el campo de desplazamientos calculado con el cédigo del DWN usando
matriz global mientras que la curva en magenta representa el campo de desplazamientos calculado con AXITRA®.
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FIGURA 4.24: Mapa de contornos para visualizar el error residual entre la solucién con DWN vy la solucién con AXITRA®
para el campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F.
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4.4 Medio estratificado con aumento de velocidad

En esta seccién se muestran los resultados para el caso de 2 estratos sobre un semi-espacio. En
este modelo las velocidades aumentan respecto a la profundidad, véase figura 4.25. La fuente
se encuentra a una profundidad de 30 metros y los receptores se encuentran a un radio fijo y
profundidad variable. Los parametros usados para calcular estos sismogramas se encuentran
en la tabla 4.4.

Modelo de velocidades
((:)on gradiente de velocidad

—Velocidad P
—Velocidad S

0.005 p=0.8g cm3
_!_"MX_,
0.011 7 h,=10m
3 y
o h,=10m
T 0.015F p=0.9gcm?
©
c
2
e
o zfmm:?:[) m
0.02 —

0.025 - p=1.0lgcm> -

0.03 I I I
0 1 2 3 4

Velocidad [km s™]

FIGURA 4.25: a) Modelo de velocidades propuesto para dos estratos sobre un semi-espacio. b) Es-
quema de la posiciéon de los receptores a profundidad.

Parametros de tiempo

tp,  |seg| | ts [seg] | At [seg] Nfrec

0.005 0.01 0.0005 512
Parametros de DWN y Fuente

L [km] wr [% 2 fuente [km] F,

4 1.0 0.03 6

TABLA 4.4: Modelo para 2 estratos sobre un semi-espacio.

En los sismogramas mostrados a continuacion, se observa el fenémeno de refraccion,
donde las ondas viajan por el medio més rapido y a una distancia determinada llegan antes
que la onda directa.
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Medio Estratificado:
desplazamiento U, debido a una fuerza F.
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FIGURA 4.26: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza en direcciéon x para el caso de 2 estratos sobre un
semiespacio. La curva negra representa los desplazamientos calculados con el programa del DWN usando matriz global
mientras que la curva magenta representa los desplazamientos calculados con el programa AXITRA.
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FIGURA 4.27: Mapa de contornos que representa el error residual entre los desplazamientos U, debido a una fuerza en
direccién x.



Capitulo 4. Resultados 52

Medio Estratificado:
desplazamiento Uz debido a una fuerza Fx
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FIGURA 4.28: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza en direccion x para el caso de 2 estratos sobre un
semiespacio. La curva negra representa los desplazamientos calculados con el programa del DWN usando matriz global
mientras que la curva magenta representa los desplazamientos calculados con el programa AXITRA.
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FIGURA 4.29: Mapa de contornos que representa el error residual entre los desplazamientos U, debido a una fuerza en
direccion x.
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Medio Estratificado:
desplazamiento Uy debido a una fuerza Fy
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FiGURrA 4.30: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza en direccién y para el caso de 2 estratos sobre un
semiespacio. La curva negra representa los desplazamientos calculados con el programa del DWN usando matriz global
mientras que la curva magenta representa los desplazamientos calculados con el programa AXITRA.
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F1GURA 4.31: Mapa de contornos que representa el error residual entre los desplazamientos U, debido a una fuerza en
direccion y.
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Medio Estratificado:
desplazamiento Ux debido a una fuerza Fz
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FIGURA 4.32: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza en direccién z para el caso de 2 estratos sobre un
semiespacio. La curva negra representa los desplazamientos calculados con el programa del DWN usando matriz global
mientras que la curva magenta representa los desplazamientos calculados con el programa AXITRA.
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FIGURA 4.33: Mapa de contornos que representa el error residual entre los desplazamientos U, debido a una fuerza en
direccién z.
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Medio Estratificado:
desplazamiento Uz debido a una fuerza Fz
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FIGURA 4.34: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza en direccién z para el caso de 2 estratos sobre un
semiespacio. La curva negra representa los desplazamientos calculados con el programa del DWN usando matriz global
mientras que la curva magenta representa los desplazamientos calculados con el programa AXITRA.
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FIGURA 4.35: Mapa de contornos que representa el error residual entre los desplazamientos U, debido a una fuerza en
direccién z.
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4.5 Fuente Volumétrica en medio de un estrato blando

A continuacién se muestran los resultados para el ejemplo de una fuente volumétrica en un
estrato blando que se encuentra entre dos capas mas rigidas. El modelo de velocidades es el
propuesto por Chen et al. (1996) y se muestra en la figura 4.36. Los parametros para calcular
los sismogramas sintéticos se encuentran en la tabla 4.5.

Modelo de velocidades
con estrato blando

—\/elocidad P
—Velocidad S
0.02 4
0.04
p=2.6679 cm
0.06 |- 4
£0.08- -
=
3
T 0.1r 4
g p=12.628 gcm™3
2
2012} .
0.14
0.16 |- p=2.9gcm? 1
0.18 -
0.2 ‘ ‘
2 4 6 8

Velocidad [km s™]

FIiGURA 4.36: Modelo de velocidades para estrato blando
rigidas.

que se encuentra entre dos capas maés

Parametros de tiempo

i [seg] | ts [seg] | At [seg] Wb

0.0013 0.00013 0.00013 512
Parametros de DWN y Fuente

L [km] wWr [% Z fuente [km] F k

2 1.0 0.1095 3

En los sismogramas se observa que los arribos tienen velocidad predominante del medio

TABLA 4.5: Modelo para inversién de velocidad.

rigido superior. La mayoria de la energia que se quedd en los dos medios subyacentes no llegd




Capitulo 4. Resultados o7

a la superficie libre. Lo que se observa en los sismogramas es la energia que logr6 escapar del

medio blando.

Ur
0.35 T
0.3 ~\ -
AN
A
AL
0.25 A Y
yed ) AM
A ™V
d A
Dyl A A
02 AL — T A
3 AN Z 2 A
< AN A
=1 M AL N
= ) ¥
T 015 ) ‘f[’l‘j i A ~ d =
c Y LN|) 1 A [ .
IS Vv 1 WYY X v | APy v
0 Ly vy ~ v v \d
%} 1 v XV Vv
© o1 v v bom p
omsm— o X
(¥ v A A
0.05 [ M ) M) 4
I A A —A \ |
A A A A—A W
AK : il A M
v 7
o } pila
-0.05 ! | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
Tiempo (sec)

FIGURA 4.37: Sismogramas sintéticos de la componente radial de un estrato blando entre dos estratos
mas rigidos.
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FIGURA 4.38: Sismogramas sintéticos de la componente vertical de un estrato blando entre dos
estratos mas rigidos.
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4.5.1 Malla de receptores para el desplazamiento radial
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FIGURA 4.39: Desplazamiento radial para fuente volumétrica en un estrato blando rodeado de estratos
de mayor velocidad.
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4.6 Conclusiones

Se ha obtenido una herramienta que calcula el campo de desplazamientos en medios estratifi-
cados debido a fuerzas puntuales y a una fuente volumétrica. Para entender el comportamiento
de los parametros del DWN se ha hecho el analisis paramétrico para asegurar su convergencia
a la solucién analitica. En este analisis se demostré que el nimero de onda radial maximo
depende de la frecuencia maxima y que la distancia entre fuentes virtuales depende de la dis-
tancia fuente-receptor.

Los resultados obtenidos a partir de esta herramienta se han validado para fuerzas puntuales
con los resultados generados por AXITRA® calculando el error residual entre ambos. Este
error residual principalmente se debe a la diferencia de amplitudes y no a los tiempos de
arribo, es decir, los arribos tanto en los resultados de AXITRA® como en los resultados del
programa generado y las polaridades de los pulsos son iguales excepto en las figuras 4.15 y
4.19 donde se observan arribos que no se tienen los calculos con AXITRA®. La componente
de desplazamiento que presentd mayor error en los medios estratificados fue el desplazamiento
U, debido a una fuerza aplicada en direccién y, mientras que en el semiespacio fueron las com-
ponentes de desplazamiento debido a la fuerza vertical. La discrepancia entre amplitudes de
los sismogramas sintéticos puede ser debido a las diferencias entre los modelos de atenuacion
usados en AXITRA® y en el programa generado en este trabajo, en este programa se usa

amortiguamiento histerético.

Para trabajos posteriores se debe validar la solucién para fuentes volumétricas con otro codigo
comercial en medios estratificados, de esta forma el codigo generado en este trabajo podra ser
atil para hacer validaciones para céalculos de desplazamiento e incluso para calcular el modelo
directo dentro de un problema de inversién. También se planea extender esta formulaciéon con
potenciales para introducir fuentes de dislocacién estéticas.

Este trabajo es 1til para comprender la propagacién de ondas en medios estratificados. Puede
ser usado en problemas de exploracién sismica, ya que se puede calcular la respuesta que se
esperaria obtener para cierto arreglo fuente-receptor y ciertas propiedades del medio. Tam-
bién es posible usar esta herramienta como el modelo directo en un problema de inversién de
propiedades del medio, aunque se recomienda resolver los sistemas de ecuaciones lineales con

métodos eficientes para matrices bandeadas para acelerar los calculos significativamente.
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