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Introducción 

La ingeniería de yacimientos es una rama de la ingeniería petrolera que tiene como 

fin estudiar y representar los fenómenos que afectan el flujo de los fluidos en el yacimiento 

para optimizar la productividad de los sistemas de producción. De esta manera, con 

ayuda de un equipo multidisciplinario, pueden definirse las mejores prácticas de 

explotación de los campos petroleros y maximizar el valor de los hidrocarburos.  

Dentro de las diferentes áreas que existen en la ingeniería de yacimientos, este 

trabajo se enfocará en estudiar aspectos fundamentales del modelado y caracterización 

de sistemas de flujo a nivel macroscópico, donde las soluciones abordadas se encuentran 

definidas para su aplicación a nivel pozo-yacimiento.  

El desarrollo de las áreas indicadas requiere que el ingeniero de yacimientos tenga 

bases sólidas de física, matemáticas aplicadas y métodos numéricos. Considerando lo 

anterior, este trabajo busca definir un marco fundamental para el desarrollo de la 

disciplina, tanto a nivel académico como práctico, en el que se aborden tanto la 

metodología de resolución de los problemas de flujo, como algunos de los métodos más 

utilizados dentro de este segmento. Finalmente, con la intención de reducir las brechas 

existentes entre el modelado y la aplicación, se define un flujo de trabajo escalable a los 

procesos de caracterización en la industria petrolera. 

Para la consecución de los objetivos anteriores: 

1. se realizará una revisión extensa de la literatura, 

2. se presentará la resolución de algunos de los problemas de flujo que 

definen a los modelos clásicos utilizados en la disciplina, y 

3. se ilustrará el proceso de caracterización mediante modelos analíticos. 

El desarrollo de estos puntos se presenta en la investigación como se indica en seguida: 

• En el Tema 1 se presentan conceptos y definiciones matemáticas básicas 

para abordar el análisis y resolución de problemas de la ingeniería de 

yacimientos. 
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• En el Tema 2 se desarrollan las ecuaciones fundamentales de flujo, las 

variables y conjuntos adimensionales que se utilizarán a lo largo de la 

investigación, así como otros modelos que resultan relevantes para la 

disciplina. 

• En los Temas 3, 4 y 5 se presentan diferentes herramientas para la solución 

de los problemas de flujo, de acuerdo con las características definidas por: 

geometrías de flujo, condiciones de pozo y de frontera. 

• En el Tema 6 se introducen los conceptos de convolución y deconvolución, 

así como su aplicación para extender el análisis de datos de producción. 

• En el Tema 7 se define la metodología de resolución a los problemas de 

flujo de interés para la disciplina. Para ello se analizan las expresiones 

utilizadas en el análisis de datos de producción. 

• En el Tema 8 se presenta un flujo de trabajo para la caracterización de 

sistemas de flujo macroscópico mediante modelos analíticos, mismo que se 

ilustra mediante un caso de estudio. 

• Por último, se presentan las conclusiones de este trabajo escrito, así como 

también recomendaciones para profundizar los alcances de esta tesis. 

• En adición, se presentan anexos que complementan lo presentado en 

algunos temas. 
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Tema 1 Fundamentos de matemáticas para la 

ingeniería de yacimientos 

 

Las matemáticas son las bases primordiales en cualquier área de las ingenierías, 

y la ingeniería de yacimientos no es la excepción, por lo que, en este primer tema, algunas 

definiciones matemáticas básicas e importantes para entender y abordar el desarrollo de 

problemas en esta área, y porque no en otras, son presentadas. Tales definiciones tienen 

un carácter puramente informativo, ya que, para definiciones más formales, así como 

para el desarrollo detallado de algunos procedimientos, se recomienda consultar las 

referencias del capítulo. 

Dentro de los conceptos básicos presentados está el del límite, útiles para 

entender la definición de la derivada y la integral, dos de los conceptos, que sin duda 

conglomeran muchos de los problemas de ingeniería, por lo que se considera importante 

su conocimiento y entendimiento. Además, es de suma importancia conocer métodos de 

aproximación numérica, ya que en muchas ocasiones no es posible encontrar una 

solución analítica a nuestro problema, así que se introducen algunos métodos de 

aproximación numérica, así como métodos de ajuste por medio de polinomios y series. 

 

1.1 límites de funciones 

Los límites son una herramienta útil para analizar la aproximación de un valor a 

otro, y son de gran ayuda para definir conceptos fundamentales como la convergencia, 

la continuidad, la derivación o la integración. De esta manera, siendo 𝑓 una función 

definida en un intervalo abierto que contiene a 𝑐 (salvo posiblemente en 𝑐) y 𝐿 un número 

real, la afirmación: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝐿 ,   ...............................................................................................  1. 1 
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significa que para todo 𝜖 > 0 existe un 𝛿 > 0, tal que, si 0 < |𝑥 − 𝑐| < 𝛿, entonces 

|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜖. Esto lleva implícito que el limite existe y es igual a 𝐿 (Larson [1]). 

Informalmente, el hecho de que una función 𝑓 tiene un límite 𝐿 en un punto, 𝑎, significa 

que el valor de 𝑓 puede ser tan cercano a 𝐿 como se desee, tomando puntos 

suficientemente cercanos a 𝑎, pero distintos de 𝑎. 

Algunas de las propiedades de los límites de interés en este trabajo se presentan en la 

Tabla 1. 1. 

 

Tabla 1. 1. Propiedades de los limites 

Límite de una 

constante 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑐 = 𝑐 1. 2 

Conmutatividad del 

límite 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑚𝑥 + 𝑏 = 𝑚𝑎 + 𝑏 1. 3 

Límite de una suma 

de funciones 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ± 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) 1. 4 

Límite de un 

producto de 

funciones 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) = [ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)] ∗ [ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)] 1. 5 

Límite de un 

cociente de 

funciones 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥) =
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
,   𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) ≠ 0 1. 6 

Regla de la 

potencia 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑥𝑛 = 𝑎𝑛 1. 7 
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1.2 La derivada 

La derivada es un operador matemático que permite medir el cambio de una 

variable como consecuencia del cambio en otra, y permite analizar la variación puntual 

de una función, está definida en 𝑥 para una función 𝑓 como: 

𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  ,  ...........................................  1. 8 

donde 𝑓′(𝑥) representa la primera derivada de la función 𝑓 en 𝑥, en la misma forma que 

lo indica la notación 𝑑𝑦/𝑑𝑥, siendo que 𝑦 corresponde a 𝑓(𝑥). La Figura 1. 1 representa 

el concepto gráfico de la derivada, en ella puede verse que siendo dos puntos 

cualesquiera de la curva 𝑓(𝑥), de coordenadas  (𝑥, 𝑓(𝑥)) y (𝑥 + Δ𝑥, 𝑓(𝑥 + Δ𝑥), se puede 

trazar una recta secante, a medida que el valor de Δ𝑥 tiende a cero, el valor Δ𝑦 también 

decrece y los puntos en cuestión se aproximan. En el límite, cuando Δ𝑥 tiende a cero, la 

recta secante inicial tiende a compartir un solo punto con la curva de 𝑓(𝑥), es decir, tiende 

a ser una recta tangente. En este punto, como se estudia en la Geometría analítica 

elemental, la expresión Δ𝑦/Δ𝑥 es una medida de la pendiente de la recta. Así, es válida 

la interpretación de la derivada de una función en un punto como la pendiente de la recta 

tangente a este punto. 

En la Tabla 1. 2  se muestran algunas reglas de derivación de interés. 

 

 

Figura 1. 1. Esquematización del concepto de la derivada 
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Tabla 1. 2. Reglas de derivación 

Aplicación de la 

regla de la cadena 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 1. 9 

Regla del producto 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑣) = 𝑢

𝑑

𝑑𝑥
(𝑣) + 𝑣

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢) 1. 10 

Regla del 

coeficiente 
𝑑

𝑑𝑥
(
𝑢

𝑣
) =

𝑣
𝑑
𝑑𝑥
(𝑢) − 𝑢

𝑑
𝑑𝑥
(𝑣)

𝑣2
=
1

𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
−
𝑢

𝑣2
𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

1. 11 

Regla de la 

potencia 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑛) = 𝑛𝑢𝑛−1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 1. 12 

 

1.3 La integral 

El Teorema fundamental del Cálculo (estudiado en cursos de cálculo elemental) 

establece que la integral indefinida de una función continua es su antiderivada general. 

Es decir, si 𝐹 es una función continua de 𝑥 tal que 𝐹 = 𝑓′(𝑥), según el teorema antedicho, 

∫𝐹𝑑𝑥 = ∫𝑓´(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) + 𝐶 ,  ..................................................................  1. 13 

donde C es un número real arbitrario. Asimismo, nótese entonces que: 

𝑑

𝑑𝑥
(∫𝐹𝑑𝑥) =  

𝑑

𝑑𝑥
(∫𝑓´(𝑥)𝑑𝑥) =  

𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥) + 𝐶) = 𝑓′(𝑥) = 𝐹 ,  ......................  1. 14 

por lo tanto, la integral puede verse como una operación inversa a la diferenciación, por 

lo que su uso permite apreciar el comportamiento promedio de una variable en un 

intervalo definido. De esta manera, para una función 𝑓(𝑥) = 𝑑𝑔(𝑥)/𝑑𝑥, su integral 

definida puede escribirse como: 
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∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

∫
𝑑

𝑑𝑥
[𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = 𝑔(𝑥)|𝑎

𝑏   
𝑏

𝑎

= 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) .  .................................  1. 15 

Geométricamente, la integral definida en un intervalo puede interpretarse como el 

área bajo la curva de la función 𝑓(𝑥) en dicho intervalo, tal y como se muestra en la 

Figura 1. 2 . Algunas propiedades de integración útiles se presentan en la Tabla 1. 3. 

 

 

Figura 1. 2 Esquematización del concepto de la integral 

 

1.4 Series de Taylor 

Muchas veces es de gran utilidad expresar algunas funciones o el valor en un 

punto de una función como una serie de polinomios simples, esta es la función principal 

de las Series de Taylor, las cuales para una función 𝑓, en el punto 𝑥0, están definidas 

como: 
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Tabla 1. 3. Propiedades de la integral 

Relación base ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑥∑𝑓(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑛−1

𝑖=1

 1. 16 

Relación de 

reflexión  
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

−∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

 (𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑏 > 𝑎) 1. 17 

Superposición ∫ [𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 1. 18 

Homogeneidad ∫ 𝑐𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

𝑐 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 1. 19 

Propiedad partitiva 

del intervalo de 

integración 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑐

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

 

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑐

𝑏

𝑐

, 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 

1. 20 

Cambio de variable ∫ 𝑓[𝑔(𝑥)]𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑔(𝑏)

𝑔(𝑎)

𝑏

𝑎

 (𝑢 = 𝑔(𝑥)) 1. 21 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +∑
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛

𝑛!

𝑁

𝑛=1

𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑅𝑁+1 , ....................................................  1. 22 

donde 𝑅𝑁+1, representa el residuo (Ertekin et. al [2]) e incluirlo en la serie define una 

representación completa de la función 𝑓(𝑥), y está dado por: 

𝑅𝑁+1 =
1

(𝑁 + 1)!
∫(𝑥 − 𝑥0)

𝑁+1

𝑥

𝑥0

𝑑𝑁+1𝑓

𝑑𝑥𝑁+1
𝑑𝑥 ,  ......................................................  1. 23 
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si se desea, este último término puede eliminarse, resultando en la mera aproximación 

de la serie a la función. Cuando la Ec. 1. 22 se evalúa en 𝑥0 = 0, la serie lleva el nombre 

de Serie de Maclaurin (Larson [1]).  

La Ec. 1. 22 puede extenderse para 𝑛 variables: 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = ∑ {
1

𝑛!
[∑(𝑥𝑘 − 𝑥0𝑘)

𝜕

𝜕𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 ]

𝑛

𝑓(𝑥01 , 𝑥02, … , 𝑥0𝑛)}

∞

𝑛=0

 ,  ...........  1. 24 

y para una función que depende de dos variables, 𝑓(𝑥, 𝑦), se define como sigue: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑
1

𝑛!
[(𝑥 − 𝑥0)

𝜕

𝜕𝑥
 + (𝑦 − 𝑦0)

𝜕

𝜕𝑦
]
𝑛

𝑓(𝑥0, 𝑦0)

∞

𝑛=0

 .  .................................  1. 25 

 

1.5 Derivación e integración numérica 

Debido a que muchos problemas de ingeniería se apoyan en herramientas 

computacionales para facilitar los procesos de solución de problemas, es importante 

aproximar funciones o ecuaciones a través de métodos numéricos, por lo que en este 

apartado se presentan métodos de derivación e integración numérica, que pueden ser de 

utilidad en la solución de problemas de la ingeniería de yacimientos. 

 

1.5.1 Derivación Numérica 

A partir de las series de Taylor es posible definir aproximaciones a las derivadas 

de una función, para los fines del presente trabajo se presentan los métodos de 

diferenciación a través de diferencias finitas (Chapra [3]) y el método de Runge-Kutta: 
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Diferencias finitas hacia adelante 

𝑑𝑓(𝑥𝑖)

𝑑𝑥
=
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
 ,  .............................................................................  1. 26 

𝑑2𝑓(𝑥𝑖)

𝑑𝑥
=
𝑓(𝑥𝑖+2) − 2𝑓(𝑥𝑖+1) + 𝑓(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)2
 ,  ..........................................................  1. 27 

 

Diferencias finitas hacia atrás 

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
=
𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
 ,  ...............................................................................  1. 28 

𝑑2𝑓(𝑥𝑖)

𝑑𝑥
=
𝑓(𝑥𝑖) − 2𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖−2)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)2
 ,  ..........................................................  1. 29 

 

Diferencias finitas centradas 

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
=
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

2(𝑥𝑖+𝑖 − 𝑥𝑖−1)
 ,  ...........................................................................  1. 30 

𝑑2𝑓(𝑥𝑖)

𝑑𝑥
=
𝑓(𝑥𝑖+1) − 2𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖−1)

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)2
 ,  ..........................................................  1. 31 

para lograr mayor exactitud en las fórmulas de derivación, basta con emplear más 

términos de la serie de Taylor. 

 

 



Tema 1 Fundamentos de matemáticas para la ingeniería de yacimientos 

 
- 24 - 

Método de Runge-Kutta 

En la derivación de las diferencias finitas, cabe señalar que el error disminuye con 

forme se empleen más elementos de la serie, lo cual conlleva al empleo de derivadas de 

orden superior para calcular la derivada deseada. Para evitar tal inconveniente, se 

presenta un método que logra la misma exactitud que las series de Taylor, pero sin 

emplear las derivadas consecuentes, tal método es conocido como Runge-Kutta 

(Carnahan et al. [4]). 

El método de Runge-Kutta presenta la forma siguiente: 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + [𝜙(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , ℎ)]ℎ ,  .............................................................................  1. 32 

donde ℎ es el paso o tamaño del incremento y el término 𝜙, es llamado función 

incremento, y representa la mejor aproximación a la función en el intervalo 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1, 

y se define como: 

𝜙 = 𝑎1𝑘1 + 𝑎2𝑘2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑘𝑛 , .......................................................................  1. 33 

donde 𝑎𝑛 son constantes y las 𝑘𝑛 son: 

𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)                                                                                                           
𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝑝1ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑞11𝑘1ℎ)                                                                            
𝑘3 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝑝2ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑞21𝑘1ℎ + 𝑞22𝑘2ℎ)                                                         

⋮                                                                                                
𝑘𝑛 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝑝𝑛−1ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑞𝑛−1.1𝑘1ℎ + 𝑞𝑛−1,2𝑘2ℎ +⋯+ 𝑞𝑛−1,𝑛−1𝑘𝑛−1ℎ)

 ,  ............  1. 34 

Donde las 𝑝 y las 𝑞 son constantes. Para encontrar el valor de las constantes debe 

elegirse un grado del polinomio, 𝑛, una vez que se elige 𝑛, se obtienen las 𝑎, 𝑝, 𝑞 

igualando la Ec. 1. 33 a los términos en la expansión de la serie de Taylor. Para un 

procedimiento más detallado véase (Chapra [3]). Aquí se presenta el resultado de este 

procedimiento para los polinomios de RK de orden 4: 
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𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)ℎ ,  ..........................................................  1. 35 

donde:  

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)                            

𝑘2 = 𝑓 (𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1ℎ)

𝑘3 = 𝑓 (𝑥𝑖 +
1
2ℎ, 𝑦𝑖 +

1
2𝑘2ℎ)

𝑘4 = 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3ℎ)        

 . .......................................................................  1. 36 

 

1.5.2 Integración numérica 

Entre los métodos de integración numérica, destacan aquellos que buscan 

aproximar el valor de la integral de un conjunto de datos mediante el empleo de un 

polinomio. Estos métodos son conocidos como fórmulas de Newton-Cotes cerradas 

(Chapra [3]). Entre estos métodos encontramos la Regla Trapezoidal y la Regla de 

Simpson.  

 

Regla trapezoidal 

Consiste en aproximar la integral mediante un polinomio de primer grado. Esto es, 

aproximar la integral mediante el área formada bajo la recta entres dos puntos de la curva, 

lo cual da como resultado una figura trapezoidal, si se utilizan  𝑛 trapecios, como se 

muestra en la Figura 1. 3. 
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Figura 1. 3 Aproximación del área bajo la curva por 𝐧 trapecios. 

 

La regla de los trapecios para aproximar ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 estará dada por: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈
𝑏 − 𝑎

2𝑛
[𝑓(𝑥𝑜) + 𝑓(𝑥𝑛) + 2∑𝑓(𝑥𝑛)

𝑛−1

𝑖=1

]
𝑏

𝑎

  .  .......................................  1. 37 

 

Regla de Simpson 

La regla de Simpson nos permite aproximar la integral mediante un polinomio de 

segundo grado, Figura 1. 4. Así pues, dada la continuidad de 𝑓 en el intervalo [𝑎, 𝑏] y sea 

𝑛 un número entero par, la regla de Simpson para aproximar ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 viene dada por: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈
𝑏 − 𝑎

3𝑛
[𝑓(𝑥𝑜) + 𝑓(𝑥𝑛) + 4 ∑ 𝑓(𝑥𝑖)

𝑛−1

𝑖=1,3,5…

+ 2 ∑ 𝑓(𝑥𝑖)

𝑛−2

𝑖=2,4,6…

]
𝑏

𝑎

 .  .........  1. 38 
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Figura 1. 4 Descripción gráfica de la regla de Simpson. 

 

Cuadratura Gaussiana 

Además de las fórmulas de Newton-Cotes, encontramos las llamadas fórmulas de 

integración mediante polinomios ortogonales, entre las cuales está la Cuadratura de 

Gauss, que consisten en seleccionar los puntos de la evaluación de manera óptima y no 

en una forma igualmente espaciada como sucede con los métodos anteriores, la integral 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 es aproximada entonces como: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈
𝑏

𝑎

𝑏 − 𝑎

2
∑𝑤𝑖𝑓(𝑧𝑖)

𝑛

𝑖=1

 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑧𝑖 = [
𝑏 − 𝑎

2
] 𝑥𝑖 + [

𝑏 + 𝑎

2
]  ,  ....................  1. 39 

donde las abscisas, 𝑥𝑖, y las ponderaciones, 𝑤𝑖, para el presente trabajo se obtienen de 

las tablas 25.4 de (Abramowitz & Stegun [5]) págs. 916-919. 
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1.6 Funciones especiales 

El uso de funciones especializadas para describir el comportamiento de variables 

de producción es común en los modelos de ingeniería yacimientos. Algunos casos de 

interés son: 

1. Función error y función error complementario. Tabla 1. 4, Figura 1. 5 y Figura 

1. 6. 

2. Función gamma. Tabla 1. 5 y Figura 1. 7. 

3. Función integral exponencial. Tabla 1. 6 y Figura 1. 8. 

4. Funciones de Bessel 𝐽 y 𝑌.Tabla 1. 7, Figura 1. 9 y Figura 1. 10. 

5. Funciones de Bessel 𝐼 y 𝐾.Tabla 1. 8, Figura 1. 11 y Figura 1. 12. 

Además de las definiciones y aproximaciones presentadas, en el Anexo A se 

incluyen algunos polinomios útiles para su cálculo. Otras expresiones auxiliares para 

determinarlas, así como tablas de valores, son presentadas por (Abramowitz & Stegun 

[5]).
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Tabla 1. 4. Expresiones para las funciones error 𝑒𝑟𝑓(𝑥)  y error complementario 𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑥). 

Definición 𝑒𝑟𝑓(𝑥) =
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑡

2
𝑥

0

𝑑𝑡 , 𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑥) =
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑡

2
∞

𝑥

𝑑𝑡 = 1 − erf (𝑥) 1. 40 

   

Representación como 

una serie 
𝑒𝑟𝑓(𝑥) =

2

√𝜋
∑

(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

𝑛! (2𝑛 + 1)

∞

𝑛=0

 1. 41 

   

Aproximación Racional 

𝟎 ≤ 𝒙 ≤ ∞ 

𝑒𝑟 𝑓(𝑥) = 1 − (𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡
2 + 𝑎3𝑡

3 + 𝑎4𝑡
4 + 𝑎5𝑡

5)𝑒−𝑥
2
, 𝑡 =

1

1 + 𝑝𝑥
 

 

𝑝 = 0.3275911, 𝑎1 = 0.254829592, 𝑎2 = −0.284496736 

𝑎3 = 1.421413741, 𝑎4 = −1.453152027, 𝑎5 = 1.061405429 

1. 42 
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Figura 1. 5 Comportamiento de la función error. 

 

 

Figura 1. 6 Comportamiento de la función error complementario. 
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Tabla 1. 5. Expresiones para la función Gamma 𝛤(𝑥). 

Definición 𝛤(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡
∞

0

𝑑𝑡 1. 43 

   

Representación como 

una serie 1 

1

𝛤(𝑥)
= ∑𝑐𝑘𝑥

𝑘

∞

𝑘=1

 1. 44 

   

Aproximación 

Polinomial 

𝟎 ≤ 𝒙 ≤ ∞ 

𝛤(𝑥 + 1) = 𝑥! = 1 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3 + 𝑎4𝑥
4 + 𝑎5𝑥

5 

 

𝑎1 = −0.5748646, 𝑎2 = 0.9512363, 𝑎3 = −0.6998588 

 𝑎4 = 0.4245549, 𝑎5 = −0.1010678 

1. 45 

 

 

                                            

1 Para los coeficientes 𝑐𝑘 véase las tablas de H. T. Davis [5]. 
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Figura 1. 7 Comportamiento de la función Gamma. 
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Tabla 1. 6. Expresiones para la función integral exponencial 𝐸𝑖(𝑥). 

Definición 𝐸𝑖(𝑥) = −∫
𝑒−𝑡

𝑡

∞

−𝑥

𝑑𝑡 = ∫
𝑒𝑡

𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−∞

, 𝑥 > 0 1. 46 

   

Representación como una 

serie 

𝐸𝑖(𝑥) = 𝛾 + ln(𝑥) +∑
𝑥𝑛

𝑛𝑛!

∞

𝑛=1

 , 𝑥 > 0 

𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 = 0.5772156649 

1. 47 

   

Aproximación polinomial 

𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏 

𝐸𝑖(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3 + 𝑎4𝑥
4 + 𝑎5𝑥

5 − ln (𝑥) 

 

𝑎0 = −0.57721566, 𝑎1 = 0.99999193, 𝑎2 = −0.24991055 

 𝑎3 = 0.05519968, 𝑎4 = −0.00976004, 𝑎5 = 0.00107857 

1. 48 

Aproximación racional 

𝟏 ≤ 𝒙 ≤ ∞ 

𝑥𝑒𝑥𝐸𝑖(𝑥) =
𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2
𝑥2 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2

 

 

𝑎1 = 2.33473, 𝑎2 = 0.25062, 𝑏1 = 3.33066, 𝑏2 = 1.68153 

1. 49 
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Figura 1. 8 Comportamiento de la función integral exponencial. 
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Tabla 1. 7. Definiciones de las funciones de Bessel2 𝑱𝒗(𝒙) y  𝒀𝒗(𝒙). 

Ecuación diferencial 𝑥2
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ (𝑥2 − 𝑣2)𝑤 = 0 1. 50 

Representación de 

𝑱𝒗(𝒙) como una serie 
𝐽𝑣(𝑥) = (

1

2
𝑥)

𝑣

∑
(−

1
4 𝑥

2)
𝑘

𝑘! Γ(𝑣 + 𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

 1. 51 

Relación3 entre las 

soluciones 𝑱𝒗(𝒙) y 

𝒀𝒗(𝒙) 

𝑌𝑣(𝑥) =
𝐽𝑣(𝑥)𝐶𝑜𝑠(𝑣𝜋) − 𝐽−𝑣(𝑥)

sin(𝑣𝜋)
, б−𝑛(𝑧) = (−1)

𝑛б𝑛(𝑧),   1. 52 

Fórmulas de 

derivación 

(
1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
 )
𝑘

{𝑥𝑣б𝑣(𝑥)} = 𝑥
𝑣−𝑘б𝑣−𝑘(𝑥) 

(
1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
 )
𝑘

{𝑥−𝑣б𝑣(𝑥)} = (−1)
𝑘𝑥−𝑣−𝑘б𝑣+𝑘(𝑥) 

1. 53 

 

 

                                            
2 Los polinomios de las funciones se presentan en el Anexo A. 
3 Donde б representa a las funciones de bessel 𝐽 o 𝑌. 
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Tabla 1. 7. Definiciones de las funciones de Bessel 𝑱𝒗(𝒙) y  𝒀𝒗(𝒙) (continuación). 

Relaciones de 

recurrencia 

sean 

𝑝𝑣 = 𝐽𝑣(𝑎)𝑌𝑣(𝑏) − 𝐽𝑣(𝑏)𝑌𝑣(𝑎), 𝑞𝑣 = 𝐽𝑣(𝑎)𝑌′𝑣(𝑏) − 𝐽′𝑣(𝑏)𝑌𝑣(𝑎) 

𝑟𝑣 = 𝐽
′
𝑣
(𝑎)𝑌𝑣(𝑏) − 𝐽𝑣(𝑏)𝑌

′
𝑣(𝑎), 𝑠𝑣 = 𝐽

′
𝑣
(𝑎)𝑌′𝑣(𝑏) − 𝐽

′
𝑣
(𝑏)𝑌′𝑣(𝑎) 

1. 54 

Entonces 

𝑝𝑣+1 − 𝑝𝑣−1 = −
2𝑣

𝑎
𝑞𝑣 −

2𝑣

𝑏
𝑟𝑣, 𝑞𝑣+1 + 𝑟𝑣 =

𝑣

𝑎
𝑝𝑣 −

𝑣 − 1

𝑏
𝑝𝑣+1 

𝑟𝑣+1 + 𝑞𝑣 =
𝑣

𝑏
𝑝𝑣 −

𝑣 + 1

𝑎
𝑝𝑣+1, 𝑠𝑣 =

1

2
𝑝𝑣+1 +

1

2
𝑝𝑣−1 −

𝑣2

𝑎𝑏
𝑝𝑣 

𝑝𝑣𝑠𝑣 − 𝑞𝑣𝑟𝑣 =
4

𝜋2𝑎𝑏
 

1. 55 
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Figura 1. 9 Comportamiento de la función Bessel Jv(x). 

 

 

Figura 1. 10 Comportamiento de la función Bessel Yv(x). 
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Tabla 1. 8. Definiciones de las funciones de Bessel4 𝑰𝒗(𝒙) y 𝑲𝒗(𝒙). 

Ecuación diferencial 𝑥2
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑤

𝑑𝑥
− (𝑥2 + 𝑣2)𝑤 = 0 1. 56 

Representación de 

𝑰𝒗(𝒙) como una serie 
𝐼𝑣(𝑥) = (

1

2
𝑥 )

𝑣

∑
(
1
4𝑥

2)
𝑘

𝑘! Γ(𝑣 + 𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

 1. 57 

Relación entre las 

soluciones 𝑰𝒗(𝒙) y 

𝑲𝒗(𝒙)5 

𝐾𝑣(𝑥) =
1

2
𝜋
𝐼−𝑣(𝑥) − 𝐼𝑣(𝑥)

sin (𝑣𝜋)
, б−𝑛(𝑧) = б𝑛(𝑧),   1. 58 

Fórmulas de 

derivación 

(
1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
 )
𝑘

{𝑥𝑣б𝑣(𝑥)} = 𝑥
𝑣−𝑘б𝑣−𝑘(𝑥), (

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
 )
𝑘

{𝑥−𝑣б𝑣(𝑥)} = 𝑥−𝑣−𝑘б𝑣+𝑘(𝑥) 

𝐼0
′(𝑥) = 𝐼1(𝑥), 𝐾0

′(𝑥) = −𝐾1(𝑥) 

1. 59 

Relaciones de 

recurrencia 

б𝑣−1(𝑥) − б𝑣+1(𝑥) =
2𝑣

𝑥
б𝑣(𝑥), б′𝑣(𝑥) = б𝑣−1(𝑥) −

𝑣

𝑥
б𝑣(𝑥) 

б𝑣−1(𝑥) + б𝑣+1(𝑥) = 2б′𝑣(𝑥), б′𝑣(𝑥) = б𝑣+1(𝑥) +
𝑣

𝑥
б𝑣(𝑥) 

1. 60 

                                            
4 Los polinomios de las funciones se presentan en el Anexo A. 
5 Donde б representa a las funciones de bessel 𝐼 o 𝐾. 
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Figura 1. 11 Comportamiento de la función Bessel Iv(x). 

 

  

Figura 1. 12 Comportamiento de la función Bessel Kv(x). 
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1.7 Método de Mínimos Cuadrados 

El método consiste en aproximar la tendencia de una serie de datos a un polinomio, 

𝑃, de grado 𝑚, es decir: 

𝑃(𝑥) = 𝛼1 + 𝛼2𝑥 + 𝛼3𝑥
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥

𝑚 .  ......................................................  1. 61 

Como todos los puntos de la serie deben aproximarse al mismo polinomio, se 

tendrá un sistema de 𝑛 ecuaciones: 

𝛼1 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥1
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥1

𝑚 = 𝑦̂1

𝛼1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥2
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥2

𝑚 = 𝑦̂2
⋮

𝛼1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥3
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑛

𝑚 = 𝑦̂𝑛

 ,  .........................................................  1. 62 

donde 𝑦̂𝑖, es una aproximación de la coordenada 𝑦 de cada punto. Las ecuaciones 

anteriores pueden escribirse en forma matricial como: 

[
 
 
 
1 𝑥1 𝑥1

2 ⋯ 𝑥1
𝑚

1
⋮
1

𝑥2 𝑥2
2 ⋯ 𝑥2

𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑛 𝑥𝑛

2 ⋯ 𝑥𝑛
𝑚]
 
 
 
[

𝛼1
𝛼2
𝛼3
⋮
𝛼4

] = [

𝑦̂1
𝑦̂2
⋮
𝑦̂𝑛

] ⟹ 𝐴𝑥 = 𝑣  .  .............................................  1. 63 

La matriz que contiene a los 𝑥𝑖 se le ha identificado como 𝐴, al vector de incognitas 

𝛼𝑖, como 𝑥 y al vector que contiene a las 𝑦̂𝑖 como 𝑣. Dado que para todo 𝑥𝑖 habrá una 𝑦̂𝑖 

diferente de 𝑦𝑖, ya que el polinomio no necesariamente pasará por todos los puntos. 

Entonces esta diferencia, que será la distancia entre 𝑦̂𝑖 y 𝑦𝑖, será el error, 𝑒2, el cual 

estará dado por: 

𝑒2 = (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2 = (𝑦𝑖 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑖 + 𝛼3𝑥𝑖

2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑖
𝑚))

2

 ,  ......................  1. 64 

y el error total, 𝜀2, de todo el método, estará dado por lo siguiente: 
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𝜀2 =∑[𝑒𝑖
2] =∑[𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖]

2

𝑛

𝑖=1

=∑[𝑦𝑖 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑖 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑖
𝑚)]2

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 .  .........  1. 65 

Podemos escribir el error en forma vectorial, como se muestra a continuación: 

e = |𝑣 − 𝐴𝑥| =

[
 
 
 
 
𝑒1
𝑒2
𝑒3
⋮
𝑒𝑛]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑦̂1 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥1

2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥1
𝑚)

𝑦̂2 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥2
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥2

𝑚)

𝑦̂3 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥3
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥3

𝑚)
⋮

𝑦̂𝑛 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑛 + 𝛼3𝑥𝑛
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑛

𝑚)]
 
 
 
 
 

 .  ................  1. 66 

Donde la norma del vector error, se obtiene como sigue: 

|e| = ||

[
 
 
 
 
𝑒1
𝑒2
𝑒3
⋮
𝑒𝑛]
 
 
 
 

|| = √𝑒1
2 + 𝑒2

2 + 𝑒3
2 +⋯+ 𝑒𝑛2 = √∑[𝑒𝑖

2]

𝑛

𝑖=1

= 𝜀 .  .................................  1. 67 

Una manera de garantizar que se tenga la mejor curva de ajuste es minimizando, 

la suma de los cuadrados de los residuos, 𝜀2, esto es: 

𝑆𝑟 = 𝜀2 =∑[𝑒𝑖
2] =∑[𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖]

2

𝑛

𝑖=1

=∑[𝑦𝑖 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑖 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑖
𝑚)]2

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 ,  ...  1. 68 

para ello debe derivarse la expresión anterior respecto a todos los coeficientes: 
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𝜕𝑆𝑟
𝜕𝛼1

= −2∑[𝑦𝑖 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑖 + 𝛼3𝑥𝑖
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑖

𝑚)]

𝑛

𝑖=1

            

𝜕𝑆𝑟
𝜕𝛼2

= −2∑𝑥𝑖[𝑦𝑖 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑖 + 𝛼3𝑥𝑖
2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑖

𝑚)]

𝑛

𝑖=1

⋮

       

𝜕𝑆𝑟
𝜕𝛼𝑚+1

= −2∑𝑥𝑖
𝑚[𝑦𝑖 − (𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑖 + 𝛼3𝑥𝑖

2 +⋯+ 𝛼𝑚+1𝑥𝑖
𝑚)]

𝑛

𝑖=1

 ,  ......................  1. 69 

si las ecuaciones anteriores se igualan a cero y se reordenan como se muestra: 

∑𝛼1

𝑛

𝑖=1

+∑𝛼2𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑𝛼3𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+⋯+∑𝛼𝑚+1𝑥𝑖
𝑚

𝑛

𝑖=1

=∑𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

                          

∑𝛼1𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑𝛼2𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+∑𝛼3𝑥𝑖
3

𝑛

𝑖=1

+⋯+∑𝛼𝑚+1𝑥𝑖
𝑚+1

𝑛

𝑖=1

=∑𝑦𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

⋮

             

∑𝛼1𝑥𝑖
𝑚

𝑛

𝑖=1

+∑𝛼2𝑥𝑖
𝑚+1

𝑛

𝑖=1

+∑𝛼3𝑥𝑖
𝑚+2

𝑛

𝑖=1

+⋯+∑𝛼𝑚+1𝑥𝑖
2𝑚

𝑛

𝑖=1

=∑𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑚

𝑛

𝑖=1

 .  ...........  1. 70 

Si se observa que ∑ 𝛼1 = 𝑛𝛼1
𝑛
𝑖=1 . Las ecuaciones anteriores pueden escribirse de 

manera matricial como: 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

         ∑𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

     … ∑𝑥𝑖
𝑚

𝑛

𝑖=1

    

∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

        ∑𝑥𝑖
3

𝑛

𝑖=1

     … ∑𝑥𝑖
𝑚+1

𝑛

𝑖=1

⋮

∑𝑥𝑖
𝑚

𝑛

𝑖=1

⋮

∑𝑥𝑖
𝑚+1

𝑛

𝑖=1

⋮

∑𝑥𝑖
𝑚+2

𝑛

𝑖=1

⋱
…

⋮

∑𝑥𝑖
2𝑚

𝑛

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝛼1

𝛼2

𝛼3
⋮

𝛼𝑚+1]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∑𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

    ∑𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖

⋮

      ∑𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑚

𝑛

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .  ......  1. 71 
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Si nombramos al vector de ∑𝑥𝑖 como 𝑆𝑥, al vector de coeficientes 𝛼𝑖 como Α, y al 

vector ∑𝑦𝑖𝑥𝑖 como 𝑆𝑥𝑦: 

𝑆𝑥𝐴 = 𝑆𝑥𝑦 ,  ....................................................................................................  1. 72 

y 𝐴 es obteniendo mediante cualquier método de solución de sistemas de ecuaciones, 

algunos de los cuales se presentan en (Chapra [3]). 

El error estándar del estimado (Chapra [3]) se calcula como: 

𝑆𝑦/𝑥 = √
𝑆𝑟

𝑛 − (𝑚 + 1)
 ,  ...................................................................................  1. 73 

y el coeficiente de determinación como: 

𝑟2 =
𝑆𝑡 − 𝑆𝑟
𝑆𝑡

 .  ................................................................................................  1. 74 

Donde 𝑆𝑡 es la suma total de los cuadrados alrededor de la media (Chapra [3]) y 

está definida como: 

𝑆𝑡 = (𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2 .  ..............................................................................................  1. 75 

 

1.8 Polinomios de ajuste 

Los polinomios de ajuste son herramientas que, dado un conjunto de puntos, nos 

permiten encontrar una función del tipo polinomial que pase por tales puntos, este 

procedimiento es conocido como interpolación (Ahmed [6]), aquí se presentan dos 

métodos mediante los cuales es posible encontrar dichos polinomios interpoladores. 
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1.8.1 Polinomios de Lagrange 

Los polinomios de Lagrange asociados a los puntos 𝑥𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛, son los 

polinomios de grado 𝑛 definidos por: 

𝑝𝑛(𝑥) =∑𝐿𝑖(𝑥)𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=0

 ,  .................................................................................  1. 76 

Donde: 

𝐿𝑖(𝑥) =∏(
𝑥 − 𝑥𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗  
)

𝑛

𝑗=0
𝑗≠𝑖

  , 
 .................................................................................  1. 77 

donde el polinomio 𝐿𝑖 será de orden 𝑛, con igual número de raíces (Ahmed [6]). 

 

1.8.2 Polinomios de Chebyshev 

Para 𝑛 ∈ ℕ, se define: 

𝑇𝑛(𝑥) = cos(𝑛 𝑐𝑜𝑠−1 𝑥) .  ...............................................................................  1. 78 

Para el intervalo [−1,1]. Se tiene entonces que: 

𝑇0(𝑥) = 1 ,  ....................................................................................................  1. 79 

𝑇1(𝑥) = 𝑥 ,  ....................................................................................................  1. 80 

y para 𝑛 ≥ 1, la función 𝑇𝑛(𝑥) satisface la relación inductiva (Ahmed [6]): 

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛−1(𝑥)  .........................................................................  1. 81 
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Tema 2 Flujo de fluidos en medios porosos 

 

Para abordar los problemas de flujo de fluidos en el medio poroso es necesario 

obtener una ecuación que modele tal flujo y para ello se requiere conocer ciertas 

expresiones que nos ayudarán en el proceso, tales expresiones son: 

1. Ecuación de continuidad: modela el flujo de materia dentro del medio poroso. 

2. Ecuación de transporte: modela como se transmite la cantidad de movimiento 

en un sistema. 

3. Ecuaciones constitutivas: expresiones auxiliares que representan el 

comportamiento de variables específicas. 

 

2.1 Ecuación de continuidad 

La formulación matemática de este principio se lleva a cabo sobre el flujo a través 

de una superficie cerrada arbitraria, 𝑆, de medio poroso, que encierra un volumen material 

𝑉, Figura 2. 1. El principio de conservación de la masa requiere que la diferencia entre 

las velocidades a las que el líquido ingresa y sale del volumen a través de su superficie 

debe ser igual a la velocidad a la que la masa se acumula dentro del volumen. 

Dicho lo anterior se tiene entonces que la masa de fluido, 𝑀𝑓, encerrada dentro de 

la superficie, está dada por la siguiente expresión: 

𝑀𝑓 =∭ 𝜌𝜙𝑑𝑉
𝑉

 .  ........................................................................................  2. 1 

Ahora bien, la tasa de cambio de masa dentro de 𝑆, esta dada por: 

𝑑𝑀𝑓

𝑑𝑡
=
𝑑

𝑑𝑡
∭ 𝜌𝜙𝑑𝑉

𝑉

=∭
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜙)𝑑𝑉

𝑉

 .  .....................................................  2. 2 
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Y por el principio de conservación de masa, esta relación debe ser igual a la tasa a la 

cual la masa atraviesa la superficie 𝑆. 

 

 

Figura 2. 1 Superficie arbitraria cerrada de medio poroso. 

 

Considerando un diferencial de superficie, 𝑑𝑆, la tasa a la cual el fluido a traviesa 

la superficie6, está dada por: 

𝑑𝑀𝑓

𝑑𝑡
= −∯ 𝜌𝜙𝑣̅ ⋅ 𝑛̅𝑑𝑆

𝑆

 .  ..............................................................................  2. 3 

Dado el principio de conservación de masa, las Ecs. 2. 2  y 2. 3, son iguales: 

∭
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜙)𝑑𝑉

𝑉

= −∯ 𝜌𝜙𝑣̅ ⋅ 𝑛̅𝑑𝑆
𝑆

 ,  ...........................................................  2. 4 

                                            
6 Para un desarrollo más explícito de esta formulación véase el Anexo B. 
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y aplicando el Teorema de Divergencia o de Gauss al lado derecho de la Ec. 2. 4: 

∭
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜙)𝑑𝑉

𝑉

= −∭ ∇(𝜌𝜙𝑣̅) 𝑑𝑉 

∭ [
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜙) + ∇ ⋅ (𝜌𝜙𝑣̅)] 𝑑𝑉

𝑉

= 0 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜙) + ∇ ⋅ (𝜌𝜙𝑣̅) = 0 .  ..............................................................................  2. 5 

De la Ec. 2. 5 se observa que el producto 𝑣̅𝜙 representa la velocidad de flujo 𝑣⃑, que 

representa la velocidad media de flujo a través de la garganta de los poros. De esta 

manera se llega a  

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ (𝑣⃑𝜌) = 0 ,  ....................................................................................  2. 6 

que es la ecuación de continuidad, en forma general para cualquier geometría de flujo. 

En el Anexo C se desarrolla la ecuación de continuidad para las geometrías de flujo 

lineal, radial y esférico. Cabe señalar que para utilizar esta expresión es necesario 

describir cada uno de los términos que le constituyen. 

 

2.2 Ecuaciones constitutivas 

Existen diferentes tipos expresiones constitutivas que describen el estado de un 

sistema a condiciones de presión y temperatura de interés. Algunos modelos útiles se 

presentan a continuación, considerando: 

1. La compresibilidad de los fluidos. 

2. La compresibilidad del volumen poroso de una formación. 

3. Las fuerzas intermoleculares de los fluidos. 

4. La reología de los fluidos. 
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2.2.1 Compresibilidad de los fluidos  

La compresibilidad isotérmica, en general, se define como el cambio de volumen 

que sufre un volumen unitario por unidad de variación de presión (Garaicochea [1]): 

c =
1

𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑝
 .  .....................................................................................................  2. 7 

Y para un fluido su compresibilidad 𝑐𝐹 puede definirse en términos de su densidad, 

como sigue: 

𝑐𝐹 =
1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑝
 .  ...................................................................................................  2. 8 

 

2.2.2 Compresibilidad del volumen poroso de una formación 

Es definida de igual manera que la compresibilidad, con la particularidad de que 

esta representa el cambio en las partículas contenidas en la matriz rocosa de la 

formación, y se define como el cambio en el volumen poroso unitario por unidad de 

cambio en la presión (Garaicochea [1]), es decir,  

𝑐𝑓 =
1

𝜙

𝜕𝜙

𝜕𝑝
 .  ...................................................................................................  2. 9 

 

2.2.3 Clasificación de los fluidos de acuerdo con su compresibilidad 

El cambio en el volumen del fluido está estrechamente relacionado con los 

cambios en su densidad, esto es, dada la definición de la densidad. Por lo anterior, los 

fluidos pueden caracterizarse de acuerdo con el comportamiento de su densidad 𝜌 con 

respecto de la presión 𝑝, como: 



Tema 2 Flujo de fluidos en medios porosos 

 
- 50 - 

Fluido incompresible: al no variar el volumen total del fluido y mantener la masa 

constante, la densidad de fluido no varía con los cambios de la presión, 𝑝, que existen en 

el sistema, y se tiene que: 

𝜕𝜌

𝜕𝑝
= 0 ,  .......................................................................................................  2. 10 

este es el caso de un fluido ideal. 

Fluido ligeramente compresible de compresibilidad constante: en este caso 

la densidad de los fluidos cambia en forma lineal con la presión, y se cumple que: 

𝜕𝜌

𝜕𝑝
= 𝑐𝑡𝑒 ,  .....................................................................................................  2. 11 

este comportamiento es característico de sistemas que sufren variaciones pequeñas 

respecto a los cambios que ocurren de presión, P.E. el agua o el aceite bajo-saturado. 

Fluido compresible: el comportamiento de estos no mantiene una pendiente 

constante, y representa el caso general de cualquier sistema de fluidos. De esta manera, 

la densidad respecto de la presión es: 

𝜕𝜌

𝜕𝑝
≠ 𝑐𝑡𝑒 ,  .....................................................................................................  2. 12 

ejemplos de estos fluidos son los gases y el aceite saturado. Para el primero se tiene que 

la densidad es, 𝜌 = 𝑝𝑀/𝑧𝑅𝑇 y derivando respecto a 𝑝: 

𝜕𝜌

𝜕𝑝
=
𝑀

𝑅𝑇
(
1

𝑍
+
𝑝

𝑍2
𝜕𝑍

𝜕𝑝
) .  ..................................................................................  2. 13 

donde 𝑀 es el peso molecular del gas, 𝑅 la constante universal de los gases, 𝑇 la 

temperatura del medio y 𝑍 el factor de desviación del gas a dichas condiciones.  
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Por otro lado, para líquidos con gas en solución, pueden utilizarse modelos de 

ecuaciones de estado, como correlaciones, para obtener el cambio en su densidad 

respecto de la presión. 

 

 

Figura 2. 2 Comportamiento de la densidad de diferentes fluidos 

 

2.2.4 Reología de los fluidos 

El término reología, inventado por el profesor Bingham de la Lafayette College, 

Indiana y aceptado por la Sociedad Americana de Reología en 1929, es definido como la 

rama de la física de medios continuos que se dedica al estudio de la deformación y el fluir 

de la materia (Barnes [2]). Su objetivo principal recae en la observación del 

comportamiento de los materiales sometidos a deformaciones, para posteriormente 

obtener el modelo matemático que permita describir sus parámetros reológicos. Dentro 

de los parámetros reológicos importantes se encuentran: 
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1. Viscosidad (𝜇): Definida como la resistencia del fluido a sufrir una deformación 

en presencia de esfuerzos cortantes. 

2. Esfuerzo de cortante (𝜏): es la componente tangencial de una fuerza que actúa 

sobre una superficie, por unidad de área. 

3. Razón de deformación (𝛾̇): Gradiente de la velocidad de flujo en la dirección 

perpendicular a la velocidad. Por ende, si la velocidad 𝑣 (la componente 𝑥) del 

flujo que fluye en la misma dirección 𝑥 varía en 𝑦, la razón de corte es 𝑑𝑢/𝑑𝑦. 

 

De acuerdo con si estos parámetros varían o no con el tiempo se pueden clasificar 

a los fluidos en dos grandes grupos: 

 

2.2.4.1 Fluidos independientes del tiempo 

Para los cuales la razón de deformación en un punto dado depende únicamente 

del esfuerzo instantáneo en ese momento. Además, las propiedades viscosas de un 

fluido se determinan de acuerdo con el grado de correspondencia entre el esfuerzo 

cortante ejercido (𝜏) y la velocidad corte (𝛾̇) del material. Dentro de estos están: 

 

Fluidos Newtonianos 

Los fluidos newtonianos se definen como aquellos que muestran una 

proporcionalidad directa entre el esfuerzo y la velocidad de corte, esto es: 

τ = 𝜇𝛾̇ ,  .......................................................................................................  2. 14 

donde 𝜇 es la viscosidad dinámica. En general, los fluidos para los cuales la Ec. 2. 14 no 

se cumple, se conocen como no newtonianos. 
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Modelos de ley de potencia 

La ley de potencia de Ostwald-de Waele es el modelo reológico más utilizado para 

problemas de flujo en medios porosos. Como se desarrolló originalmente, la ley de 

potencia se representa como: 

τ = 𝐻𝛾̇𝑛 ,  .....................................................................................................  2. 15 

donde 𝑛 es el índice de la ley de potencia; y 𝐻 se llama coeficiente de consistencia. Para 

𝑛 =  1, el coeficiente de consistencia se convierte en la viscosidad dinámica. Cuando se 

compara con Ec. 2. 14, la ley de potencia conduce a la definición de la viscosidad 

aparente (𝜇𝑎): 

𝜇𝑎 = 𝐻𝛾̇
𝑛−1 .  .................................................................................................  2. 16 

 

Modelo plástico de Bingham 

El plástico Bingham es un tipo de fluido no newtoniano que posee una estructura 

interna que impide el movimiento para valores de esfuerzo de corte inferiores a un valor 

de cedencia (𝜏𝑦); y para 𝜏 > 𝜏𝑦, la estructura interna colapsa por completo, lo que permite 

que se produzca un movimiento de corte. Una vez que el fluido comienza a fluir, exhibe 

una pseudo-viscosidad constante (𝜇𝐵). El modelo resultante para un plástico Bingham es: 

τ = 𝜏𝑦 + 𝜇𝐵𝛾̇ .  ................................................................................................ 2. 17 

 

Modelo Herschel-Bulkley 

El modelo de Herschel-Bulkley se desarrolló como una generalización para fluidos 

no newtonianos independientes del tiempo. Está dado por: 
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τ = 𝜏𝑦 + 𝐻𝛾̇
𝑛−1 ,  ...........................................................................................  2. 18 

donde 𝜏𝑦 es el límite elástico por encima del cual la sustancia comienza a fluir, 𝐻 es el 

coeficiente de consistencia y 𝑛 es el índice de comportamiento de flujo. 

La Figura 2. 3 muestra el comportamiento de los diferentes modelos de fluidos 

cuya reología es independiente del tiempo. 

 

 

Figura 2. 3 Relaciones típicas de esfuerzo cortante y velocidad de corte para 

fluidos no newtonianos (después de Hughes y Brighton). 

 

2.2.4.2 Fluidos dependientes del tiempo 

Son aquellos para los cuales la tasa de deformación es una función tanto de la 

magnitud como de la duración del esfuerzo. Estos fluidos se clasifican como: 
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Tixotrópicos (work softening) 

Al actuar una tensión tangencial a este fluido desde el estado de reposo, sufre un 

proceso, de fraccionamiento a escala molecular seguido de una reconstitución estructural 

a medida que transcurre el tiempo. Eventualmente y en ciertas circunstancias, se logra 

un estado de equilibrio donde el fraccionamiento molecular iguala a la reconstitución. Si 

la tensión tangencial cesa, el fluido se recupera lentamente y vuelve a adquirir su 

consistencia original en un proceso que se caracteriza por su reversibilidad. 

 

Reopécticos (work hardening). 

Los fluidos reopécticos se comportan en forma parecida a los tixotrópicos, pero en 

ellos la variable 𝜇 tiene un incremento con la velocidad de deformación similarmente a la 

de un fluido dilatante en su fase inicial de deformación hasta alcanzar un valor límite 

donde 𝜏 comienza a disminuir con 𝛾̇. 

 

Fluidos viscoelásticos 

Poseen propiedades tanto de fluidos como de sólidos elásticos, que muestran una 

recuperación elástica tras la eliminación de un esfuerzo deformante; y el estudio de su 

comportamiento reológico requiere la inclusión de las derivadas temporales del esfuerzo 

cortante y la velocidad de deformación. 
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Figura 2. 4 Curvas de flujo para fluidos no newtonianos tixotrópicos y reopécticos 

dependientes del tiempo (después de Bear y Skelland). 
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2.2.5 Ecuación de transporte 

Son aquellas que nos permiten modelar la cantidad de movimiento que se 

transmiten entre las moléculas de un fluido. De acuerdo con el modelo reológico utilizado, 

se pueden obtener diversas ecuaciones de transporte. 

Antes de presentar las ecuaciones de transporte, se tiene que entender el 

experimento de Darcy en el que se hace pasar un gasto 𝑞 de un fluido a través de un 

medio poroso de longitud 𝐿, área transversal 𝐴 y en el cual se observa un diferencial de 

presión, Δ𝑝, entre la entrada y la salida, Figura 2. 5: 

 

 

Figura 2. 5 Esquema del experimento de Darcy en un elemento poroso. 

 

A partir de este experimento se puede definir a la velocidad de flujo como un 

promedio de las diferentes velocidades 𝒗⃗⃗  con las que el fluido atraviesa el medio poroso, 

que pueden ser altas, si el paso es a través de una garganta de poro estrecha, o bajas, 

si es en una de mayor tamaño. Además, Darcy observó que esta velocidad tenía cierta 

proporcionalidad con los parámetros del experimento, esto es: 
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{
 
 

 
 𝑣 ∝

Δ𝑝

𝐿

𝑣 ∝ 𝜇𝑒𝑓𝑓

𝑣 ∝ 𝑘

 .  ...................................................................................................  2. 19 

 

2.2.5.1 Ecuación de Darcy 

Una expresión muy completa de la ley de Darcy es presentada por (Rodríguez 

[3]). En la cual se tiene que la suma de todas las fuerzas que actúan sobre el elemento 

𝑑𝑉 da una resultante 𝐹 𝑅, a la cual se opone (y es igual) a la fuerza de inercia. Como ésta 

es muy pequeña, en la mayor parte de los casos de flujo de fluidos en medios porosos, 

(el flujo en régimen laminar) entonces se puede despreciar, resultando así la siguiente 

aproximación: 

(−∇𝑝 + 𝑘⃗ (𝜌1 − 𝜌2)𝑔 −
𝜇

𝑘
𝑣 +

2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
)𝑑𝑉 = 0⃗  .  ............................................  2. 20 

De donde: 

𝑣 = −
𝑘

𝜇
[∇𝑝 − 𝑘⃗ (𝜌1 − 𝜌2)𝑔 −

2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
] .  .........................................................  2. 21 

Los últimos dos términos representan los efectos gravitacionales y capilares, 

respectivamente, sobre la velocidad del fluido. En general, una expresión más utilizada 

de esta Ley es presentada por Hubbert: 

𝑣 = −
𝑘

𝜇
[∇𝑝 − 𝑘⃗ (𝜌1 − 𝜌2)𝑔] = −

𝑘

𝜇
∇Φ ,  .........................................................  2. 22 

donde Φ es el potencial de flujo del fluido. 
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2.2.5.2 Ecuación para ley de potencia 

La Ec. 2. 16 se utiliza para desarrollar una ecuación de transporte de tipo Darcy 

para fluidos de ley de potencia (Gallardo [4]). Por lo tanto, despreciando los efectos de 

la gravedad, la expresión resultante es:  

𝑢𝑛 = −
𝑘

𝜇𝑒𝑓𝑓
∇𝑝 ,  ...........................................................................................  2. 23 

donde 𝜇𝑒𝑓𝑓 es una viscosidad efectiva dada por: 

𝜇𝑒𝑓𝑓 =
𝐻

12
(9 + 3/𝑛)𝑛(150𝑘𝜙)(1−𝑛)/2 ,  ............................................................ 2. 24 

Y  𝛻𝑝 es el gradiente de presión. 

 

2.2.5.3 Ecuación para plástico de Bingham 

Al igual que con los fluidos de ley de potencia, una ecuación de transporte se 

formula como (Gallardo [4]): 

u =

{
 

 −
𝑘

𝜇𝐵
(1 −

𝐺

|∇𝑝|
)∇𝑝, para |∇𝑝| > 𝐺 ,

 0,                                          para |∇𝑝| ≤ 𝐺 .

  ..............................................  2. 25 

Donde el parámetro 𝐺 representa el gradiente de presión mínimo requerido para iniciar 

el flujo, y se define como: 

G =
𝜏𝑦

𝑑
 .  .......................................................................................................  2. 26 

siendo 𝑑 el tamaño de poro característico del medio poroso. 
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2.2.5.4 Ecuación para Herschel-Bulkley 

La ecuación de transporte correspondiente es (Gallardo [4]): 

u =

{
 
 

 
 
(−

𝑘

𝜇𝑒𝑓𝑓
∇𝑝)

1
𝑛

[1 − 𝛼
𝐺

|∇𝑝|
] , for |∇𝑝| > 𝐺 ,

 0                                                         for |∇𝑝| ≤ 𝐺 ,

  ......................................  2. 27 

donde 𝜇𝑒𝑓𝑓 es: 

𝜇𝑒𝑓𝑓 = 2𝐻(1/𝑛 + 3)𝑛𝑘1−𝑛𝑟𝑛−1 ,  ...................................................................  2. 28 

y 𝛼: 

α =
𝑛 + 4 + 1/𝑛

1 + 3𝑛 + 2𝑛2
 .  ......................................................................................  2. 29 

 

2.3 Ecuación de difusividad 

Haciendo uso de las tres ecuaciones anteriores se puede llegar a una ecuación 

que modela el flujo de fluidos en el medio poroso, así, dependiendo de la naturaleza del 

fluido se tendrán tres casos: 

 

2.3.1 Ecuación de difusividad para fluidos incompresibles 

Partiendo de las Ecs. 2. 6, 2. 22, y sustituyendo 2. 22 en 2. 6 se tendrá que: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ ((−

𝑘

𝜇
Φ)𝜌) = 0 ,  ..........................................................................  2. 30 
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que para flujo monofásico incompresible pueden hacer algunas consideraciones que 

ayudan a simplificar el desarrollo de la ecuación de difusividad, tales como: 

• Los términos capilares y gravitacionales de la ecuación de Darcy pueden 

considerarse despreciables. 

• La densidad y viscosidad del fluido pueden tomarse como constantes, con 

lo que: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
= 𝜌

𝜕𝜙

𝜕𝑡
 

∇ ⋅ (𝜌
𝑘

𝜇
∇𝑝) = 𝜌

𝑘

𝜇
∇ ⋅ (∇𝑝) 

• El medio es homogéneo e isótropo respecto de la permeabilidad. 

 

De acuerdo con las consideraciones anteriores, la Ec. 2. 30 se reduce a: 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
∇ ⋅ (∇𝑝) = 0 ,  ................................................................................  2. 31 

y aplicando la regla de la cadena al primer término para la presión, como sigue: 

𝜕𝜙

𝜕𝑡

𝜕𝑝

𝜕𝑝
=
𝜕𝜙

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
 

la Ec. 2. 31 puede reescribirse como: 

𝜕𝜙

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
∇2𝑝 = 0 ,  ......................................................................................  2. 32 

donde ∇2 es el laplaciano de la función 𝑝. 

Multiplicando y dividiendo el primer término por 𝜙: 
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ϕ(
1

𝜙

𝜕𝜙

𝜕𝑝
)
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
∇2𝑝 = 0 ,  ............................................................................  2. 33 

que, en términos de la compresibilidad de la formación, 𝑐𝑓, es: 

ϕ𝑐𝑓
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
∇2𝑝 = 0 ,  ....................................................................................  2. 34 

multiplicando toda la ecuación anterior, por 𝜇/𝑘: 

𝜇𝜙𝑐𝑓

𝑘

𝜕𝑝

𝜕𝑡
− ∇2𝑝 = 0 ,  ......................................................................................  2. 35 

que, en términos del coeficiente de difusividad hidráulica, 𝜂 = 𝑘/𝜇𝜙𝑐𝑓, la ecuación 

resultante es la ecuación de difusividad para fluidos incompresibles: 

1

𝜂

𝜕𝑝

𝜕𝑡
− ∇2𝑝 = 0 ,  ...........................................................................................  2. 36 

 

2.3.2 Ecuación de difusividad para fluidos ligeramente compresibles 

Partiendo de la Ec. 2. 30 se tendrá que: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ ((−

𝑘

𝜇
Φ)𝜌) = 0 .  ..........................................................................  2. 37 

Las consideraciones que se harán son las siguientes: 

• La viscosidad se mantiene constante a lo largo de la vida productiva del 

yacimiento. 

• El yacimiento es homogéneo e isotrópico respecto de la permeabilidad. 
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• Los efectos gravitacionales y viscosos son despreciables. 

En este caso la densidad del fluido varía conforme la presión varía, por lo cual este 

término no puede considerar constante, la Ec. 2. 37 puede simplificarse como: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
∇ ⋅ (𝜌∇𝑝) = 0 ,  ................................................................................  2. 38 

expandiendo la ecuación anterior: 

ρ
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝜙

𝜕𝜌

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
[𝛻𝜌𝛻𝑝 + 𝜌∇2𝑝] = 0 ,  ...........................................................  2. 39 

factorizando 𝜌𝜙 de los dos primeros términos, y 𝜌 del tercero: 

ρϕ (
1

𝜙

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+
1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡
) − 𝜌

𝑘

𝜇
[
1

𝜌
𝛻𝜌𝛻𝑝 + ∇2𝑝] = 0 ,  ..............................................  2. 40 

a partir de aquí es conveniente encontrar una expresión que relaciona la densidad y la 

porosidad con la presión, para poder incluir las expresiones de la compresibilidad, por 

ello se aplica la regla de la cadena a los siguientes términos: 

𝜕𝜙

𝜕𝑡

𝜕𝑝

𝜕𝑝
=
𝜕𝜙

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
,

𝜕𝜌

𝜕𝑡

𝜕𝑝

𝜕𝑝
=
𝜕𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
, 𝛻𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑝
= 𝛻𝑝

𝜕𝜌

𝜕𝑝
 

de acuerdo con lo anterior, y simplificando términos, la Ec. 2. 40, resulta en: 

ϕ(
1

𝜙

𝜕𝜙

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
) −

𝑘

𝜇
[
1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑝
𝛻𝑝𝛻𝑝 + ∇2𝑝] = 0 .  ......................................  2. 41 

Ahora bien, factorizando 𝜕𝑝/𝜕𝑡 del primer término: 

ϕ(
1

𝜙

𝜕𝜙

𝜕𝑝
+
1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑝
)
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
[
1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑝
(𝛻𝑝)2 + ∇2𝑝] = 0 ,  ..........................................  2. 42 
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y recordando la definición de 𝑐𝑓 y 𝑐𝐹, se tiene: 

ϕ(𝑐𝑓 + 𝑐𝐹)
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
[𝑐𝐹(𝛻𝑝)

2 + ∇2𝑝] = 0 ,  .......................................................  2. 43 

el producto 𝑐𝐹(∇𝑝)
2, puede despreciarse ya que la compresibilidad resulta ser un número 

de orden pequeño, la cual multiplicada por el gradiente de presión al cuadrado, (∇𝑝)2, 

resulta ser aún más pequeña en comparación con el laplaciano de 𝑝, ∇2𝑝, por lo cual la 

Ec. 2. 43 se reescribe como: 

ϕ(𝑐𝑓 + 𝑐𝐹)
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
∇2𝑝 = 0 ,  ..........................................................................  2. 44 

y en términos de la compresibilidad total, 𝑐𝑡 = 𝑐𝑓 + 𝑐𝐹: 

ϕ𝑐𝑡
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
𝑘

𝜇
∇2𝑝 = 0 .  ....................................................................................  2. 45 

Multiplicando toda la ecuación por 𝜇/𝑘: 

𝜇𝜙𝑐𝑡
𝑘

𝜕𝑝

𝜕𝑡
− ∇2𝑝 = 0 ,  ......................................................................................  2. 46 

que, en términos de la difusividad hidráulica, resulta en la ecuación de difusividad para 

fluidos ligeramente compresibles de compresibilidad constante: 

1

𝜂

𝜕𝑝

𝜕𝑡
− ∇2𝑝 = 0 .  ...........................................................................................  2. 47 
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2.3.3 Ecuación de difusividad para fluidos compresibles 

En esta categoría, como se mencionó anteriormente, recaen aquellos fluidos que 

sufren un cambio drástico en su densidad conforme ocurren cambios en la presión, 

motivo por el cual, las consideraciones hechas anteriormente no son válidas. Dicho lo 

anterior, para el desarrollo de la ecuación de difusividad, antes es necesario, definir un 

concepto denominado pseudo-presión: 

𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜 − 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑖ó𝑛 = 𝑚(𝑝) = Ψ = 2∫
𝜌𝑘

𝜇
𝑑𝑝

𝑝

𝑝0 

 .  ............................................  2. 48 

Así, la Ec. 2. 30 una vez despreciado los efectos gravitacionales y viscosos, es: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
− ∇ ⋅ (𝜌

𝑘

𝜇
∇𝑝) = 0 ,  ................................................................................  2. 49 

aplicando la regla de la cadena como se muestra: 

∇𝑝
𝜕Ψ 

𝜕Ψ
= ∇Ψ

𝜕𝑝

𝜕Ψ
 

se tendrá que la Ec. 2. 49, puede reescribirse como: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
− ∇ ⋅ (𝜌

𝑘

𝜇
∇Ψ

𝜕𝑝

𝜕Ψ
) = 0  ..........................................................................  2. 50 

donde la derivada de la pseudo-presión con respecto a 𝑝, es: 

𝜕Ψ 

𝜕𝑝
=
𝜕

𝜕𝑝
(2∫

𝜌𝑘

𝜇
𝑑𝑝

𝑝

𝑝0 

) = 2
𝜕

𝜕𝑝
(∫

𝜌𝑘

𝜇
𝑑𝑝

𝑝

𝑝0 

) = 2 (
𝜌𝑘

𝜇
) 

y, por ende: 

𝜕𝑝

𝜕Ψ
=

𝜇

2𝜌𝑘
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substituyendo en la Ec. 2. 50: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
− ∇ ⋅ (𝜌

𝑘

𝜇
∇Ψ(

𝜇

2𝜌𝑘
)) = 0 ,  ...................................................................  2. 51 

simplificando: 

𝜕𝜌𝜙

𝜕𝑡
−
1

2
∇2Ψ = 0 .  ......................................................................................  2. 52 

Ahora bien, si se expande el primer término y haciendo las operaciones 

necesarias, tales como en el caso de los fluidos ligeramente compresibles, se llega a: 

ρϕ𝑐𝑡
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−
1

2
∇2Ψ = 0 ,  ..................................................................................  2. 53 

a la cual puede aplicarse el siguiente cambio de variable: 

𝜕𝑝

𝜕𝑡

𝜕Ψ

𝜕Ψ
=
𝜕Ψ

𝜕𝑡

𝜕𝑝

𝜕Ψ
=
𝜕Ψ

𝜕𝑡
(
𝜇

2𝜌𝑘
) 

substituyendo en la Ec. 2. 53: 

ρ𝜙𝑐𝑡
𝜕Ψ

𝜕𝑡
(
𝜇

2𝜌𝑘
) −

1

2
∇2Ψ = 0 ,  ........................................................................  2. 54 

y simplificando: 

𝜇𝜙𝑐𝑡
𝑘

𝜕Ψ

𝜕𝑡
− ∇2Ψ = 0 ,  ....................................................................................  2. 55 

que, en términos de la difusividad hidráulica, 𝜂, se obtiene: 
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1

𝜂

𝜕Ψ

𝜕𝑡
− ∇2Ψ = 0 ,  ...........................................................................................  2. 56 

que es la ecuación de difusividad para un fluido compresible. En la Tabla 2. 1, se 

presentan las diferentes formas de la pseudo-presión de acuerdo con el fluido estudiado, 

respectivamente. La divergencia y el laplaciano de una función, 𝐹, sea presión o pseudo-

presión, se presenta en la Tabla 2. 2. 

 

Tabla 2. 1 Definiciones de la pseudo-presión para diferentes fluidos. 

Variable Definición  Ec. 

Pseudo-presión Ψ = 2∫
𝑘𝜌

𝜇
d𝑝

𝑝

𝑝0

= 2𝜌𝑒∫
𝑘

𝐵𝜇
d𝑝

𝑝

𝑝0

  ..................  2. 57  

Pseudo-presión para sistemas 
de gas* 

Ψ = 2∫
𝑘𝑝

𝜇𝑍
d𝑝

𝑝

𝑝0

  ..........................................   2. 58 

Pseudo-presión en sistemas 
donde 𝑘 no depende de 𝑝  

Ψ = 2∫
𝜌

𝜇
d𝑝

𝑝

𝑝0

= 2𝜌𝑒∫
d𝑝

𝐵𝜇

𝑝

𝑝0

  ........................  2. 59  

Pseudo-presión en sistemas de 
gas donde 𝑘 no depende de 𝑝* 

Ψ = 2∫
𝑝

𝜇𝑍

𝑝

𝑝0

d𝑝  ..........................................  2. 60 

*La definición de ψ para sistemas de gas se obtuvo al incluir la ecuación de los gases reales (𝑝𝑉 = 𝑍𝑛𝑅𝑇). 
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Tabla 2. 2 Definiciones de los operadores divergencia y Laplaciano en diferentes 
geométricas de flujo (Modificado de Bird et al., 1960)7. 

Tres dimensiones Una dimensión 

Coordenadas Rectangulares 

(∇ ∙ 𝐅) =
𝜕Fx
𝜕𝑥

+
𝜕F𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕F𝑧
𝜕𝑧

 (∇ ∙ 𝐅) =
𝜕Fx
𝜕𝑥

 

(∇2F) =
𝜕2F

𝜕𝑥2
+
𝜕2F

𝜕𝑦2
+
𝜕2F

𝜕𝑧2
 (∇2F) =

𝜕2F

𝜕𝑥2
 

Coordenadas Cilíndricas 

(∇ ∙ 𝐅) =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟Fr) +

1

𝑟

𝜕F𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕F𝑧
𝜕𝑧

 (∇ ∙ 𝐅) =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟Fr) 

(∇2F) =
1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟
𝜕F

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2F

𝜕𝜃2
+
𝜕2F

𝜕𝑧2
 (∇2F) =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕F

𝜕𝑟
) 

Coordenadas Esféricas 

(∇ ∙ 𝐅) =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2Fr) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃F𝜃) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕F𝜎
𝜕𝜎

 (∇ ∙ 𝐅) =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2Fr) 

(∇2F) =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕F

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕F

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2F𝜎
𝜕𝜎2

 (∇2F) =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕F

𝜕𝑟
) 

Coordenadas Ortogonales Generales8 

(∇ ∙ 𝐅) =
1

𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3
[
𝜕

𝜕𝑥1
(𝑎𝑥2𝑎𝑥3R𝑥1) +

𝜕

𝜕𝑥2
(𝑎𝑥1𝑎𝑥3R𝑥2) +

𝜕

𝜕𝑥3
(𝑎𝑥1𝑎𝑥2R𝑥3)] 

(∇2F) =
1

𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3
[
𝜕

𝜕𝑥1
(
𝑎𝑥2𝑎𝑥3
𝑎𝑥1

𝜕F

𝜕𝑥1
) +

𝜕

𝜕𝑥2
(
𝑎𝑥1𝑎𝑥3
𝑎𝑥2

𝜕F

𝜕𝑥2
) +

𝜕

𝜕𝑥3
(
𝑎𝑥1𝑎𝑥2
𝑎𝑥3

𝜕F

𝜕𝑥3
)] 

 

                                            
7 Donde 𝐅 es una función vectorial y F es una función escalar 
8 Donde 𝑎𝑥1, 𝑎𝑥2 y 𝑎𝑥3  son los factores de escalamiento 
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2.4 Forma General de las ecuaciones de Flujo monofásico 

Como las Ecs. 2. 36, 2. 47 y 2. 56 poseen la misma forma y características (ecuaciones 

homogéneas parabólicas de segundo grado), estas pueden generalizarse en términos de 

la variable de análisis 𝑌 y el coeficiente 𝜔 como: 

∇2Y =
1

𝜔

𝜕Y

𝜕𝑡
 ,  .................................................................................................  2. 61 

donde Y representa a la presión o la pseudo-presión y 𝜔 al coeficiente de difusividad 

correspondiente, de acuerdo con el modelo utilizado. 

 

2.5 Geometrías de flujo 

Los diversos modelos desarrollados para describir el avance de la onda de presión 

en el yacimiento dependen de la configuración del pozo y las fronteras existentes. 

Considerando que el movimiento de los fluidos ocurre en forma perpendicular a las 

isobaras que se forman en el medio poroso, en esta sección se describen los modelos 

de flujo en geometrías de expansión lineal, radial y esférico, así como el caso del flujo 

pseudo-estacionario. 

 

2.5.1 Flujo lineal 

Este modelo puede ser utilizado cuando la sección drenada asemeja un canal 

alargado, el potencial cambia en dirección a 𝑥 y las líneas de flujo son paralelas entre sí, 

habiendo simetría respecto a los ejes 𝑦 y 𝑧, Figura 2. 6. 
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Figura 2. 6 Esquematización de la geometría de flujo lineal. 

 

Algunas aplicaciones del modelo de flujo lineal sirven para describir: pozos 

hidráulicamente fracturados de conductividad infinita, canales alargados, pozos 

horizontales, acuíferos con un empuje lateral, y yacimientos naturalmente fracturados. 

 

2.5.2 Flujo Radial 

El modelo más común de flujo en un yacimiento corresponde al radial, donde las 

líneas de corriente convergen a una sección cilíndrica dentro del yacimiento, por lo que 

hay simetría respecto a los ejes θ y z, Figura 2. 7. 

 

Figura 2. 7 Esquematización de la geometría de flujo radial. 
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2.5.3 Flujo esférico 

Este modelo ocurre al superponer dos componentes radiales, uno vertical y otro 

horizontal, que convergen a un mismo origen, Figura 2. 8. 

 

 

Figura 2. 8 Esquematización de la geometría de flujo esférico. 

 

2.6 Estados de flujo en el yacimiento 

Los estados de flujo en el yacimiento se pueden dividir en dos tipos, de acuerdo 

con la influencia de las fronteras del yacimiento sobre el mismo, en: 

i) Flujo gobernado por las fronteras 

ii) Flujo no gobernado por las fronteras 

  

2.6.1 Flujo gobernado por las fronteras 

Este tipo de yacimientos son aquellos en los cuales la onda de presión, causada 

por la producción de los pozos, ha viajado por todo el yacimiento y ya ha conocido las 

fronteras de este, una vez que ha sucedido esto, pueden ocurrir dos cosas: (1) que la 

frontera sea de no flujo y por tanto exista una caída de presión a lo largo del yacimiento 

o (2) que exista una frontera permeable con mantenimiento de presión. De acuerdo con 

lo anterior, dentro de los yacimientos gobernados por las fronteras, podemos reconocer 

dos casos particulares: 
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Estado Estacionario 

Este estado de flujo es característico de los yacimientos en los cuales existe un 

mantenimiento de presión, esto debido a un acuífero asociado y una frontera que permite 

que los fluidos de este ingresen al yacimiento, o por la inyección de fluidos de manera 

artificial al yacimiento La representación de este estado se muestra en la Figura 2. 9. Lo 

que en términos de la presión es: 

𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 0 .  .......................................................................................................  2. 62 

 

 

Figura 2. 9 Representación del estado estacionario en un yacimiento radial. 

 

Estado pseudo-estacionario 

En este caso podemos encontrar aquellos yacimientos que en sus fronteras no 

existe flujo, ya sea porque no exista un acuífero asociado o porque la frontera sea 

impermeable, de tal manera que una vez que la onda de presión, generada por la 

explotación del yacimiento, alcance las fronteras, ocurrirá un abatimiento de presión, 

Figura 2. 10. En estos yacimientos, el comportamiento de la presión respecto al tiempo 

será: 
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𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 .  ........................................................................................  2. 63 

 

 
Figura 2. 10 Representación del estado pseudo-estacionario en un yacimiento 

radial. 

 

2.6.2 Flujo no gobernado por las fronteras o transitorio 

Es el caso de cualquier tipo de yacimientos, sea volumétrico o no, pero en este 

estado de flujo, se considera que la onda de presión aún no reconoce las fronteras, por 

lo que el yacimiento se comporta como un yacimiento infinito.  

En la Figura 2. 11 se muestra el avance del frente de presión cuando a) se 

mantiene constante la presión de fondo del pozo (𝑝𝑤), y en b) cuando se mantiene el 

gasto constante. El comportamiento de la presión respecto al tiempo para este estado de 

flujo será variable y será una función del tiempo y en qué punto del yacimiento nos 

encontremos: 

𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 .  .............................................................................................  2. 64 
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Figura 2. 11 Representación del estado transitorio en un yacimiento radial que 
produce con un pozo a condiciones de a) gasto constante, y b) presión de fondo 

fluyente constante. 

 

2.7 Condiciones necesarias para plantear y solucionar problemas de flujo 

Antes de abordar los problemas de flujo es necesario definir ciertas condiciones 

que nos permitan formular soluciones a problemas específicos, es decir, limitar el espacio 

en el cual se requiere conocer la solución del problema. Para ello existen condiciones 

iniciales y de frontera. 

 

2.7.1 Condiciones iniciales 

Las condiciones iniciales reflejan el comportamiento de la variable de análisis 

cuando 𝑡 = 0, para el caso particular de la ingeniería de yacimientos, representan 

aquellas condiciones que se tienen al inicio de la explotación del yacimiento. Una 

condición inicial muy recurrente, es la de expresar la presión en cualquier punto del 

yacimiento (𝑠) como igual a la original o inicial del yacimiento, esto es: 

Y(𝑠, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 .  ...........................................................................................  2. 65 
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2.7.2 Condiciones de contorno o frontera 

Son aquellas que reflejan el comportamiento, ya sea del flujo o de la presión, en el 

límite o borde de nuestro sistema analizado, que puede ser el pozo, las fronteras del 

yacimiento o las fronteras del acuífero, si lo existiera. Dentro de las condiciones de 

frontera podemos encontrar dos tipos: 

 

Condiciones tipo Dirichlet 

Las condiciones de este tipo expresan los valores que toma la función en la 

frontera (𝑠𝑒), es decir, son expresiones de la presión en un punto definido: 

Y(𝑠, 𝑡 > 0)𝑠𝑒 = 𝑔(𝑥) .  ....................................................................................  2. 66 

 

Condiciones Tipo Neumann 

Expresan el valor que toma el gradiente de la función en la frontera: 

∂𝑌

𝜕𝑠
|
𝑠𝑒

= 𝑔(𝑥) .  ...............................................................................................  2. 67 

 

Condiciones tipo Robin 

Expresan las condiciones de frontera como una combinación del tipo Neumann y 

tipo Dirichlet, esto es: 

Y(𝑠, 𝑡 < 0)𝑠𝑒 +
∂𝑌

𝜕𝑠
|
(𝑠𝑒)

= 𝑔(𝑥) . ......................................................................  2. 68 
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Una vez entendido lo anterior, se presentan en la Tabla 2. 3, algunas condiciones de 

frontera recurrentes en problemas, tanto analizados a gasto constante, como para 

presión de fondo fluyendo constante, donde 𝜖 es un factor de cambio definido en la Tabla 

2. 4 con los subíndices 1, 2, 3 y 4 para los casos de las Ecs. 2. 57 a 2. 60, respectivamente. 

 

Tabla 2. 3 condiciones de frontera recurrentes 

 Representación  Ec. 

Pozo fluyente a presión 

constantes 
𝑌(𝑠 = 𝑤, 𝑡 > 0) = 𝑌𝑤 2. 69 

Pozo fluyente a gasto 

constante 

𝑑𝑌

𝑑𝑥𝑛
(𝑠 = 𝑤, 𝑡 > 0) = 𝑌𝑤

′ = −𝜖
𝑞𝑤𝐵𝜇

𝑘𝐴
 2. 70 

Pozo fluyente en un 

yacimiento infinito 
𝑌(𝑠 → ∞, 𝑡 > 0) = 𝑌𝑖  2. 71 

Frontera de mantenimiento 

de presión 
𝑌(𝑠 = 𝑒, 𝑡 > 0) = 𝑌𝑒 2. 72 

Frontera de no-flujo 
𝑑𝑌

𝑑𝑥𝑛
(𝑠 = 𝑒, 𝑡 > 0) = 𝑌𝑒

′ = 0 2. 73 
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Tabla 2. 4 Valores de 𝝐 para las diferentes variables de análisis comúnmente 

utilizadas. 

Variable Representación  Ec. 

𝑝 𝜖 = 1  ...............................................................................................  2. 74 

Ψ1 𝜖 = 2
𝑘𝜌

𝜇
= 2

𝜌𝑒𝑘

𝐵𝜇
  ...........................................................................  2. 75 

Ψ2 𝜖 = 2
𝑝𝑒
𝑇𝑒

𝑘

𝐵𝜇
𝑇  ...................................................................................  2. 76 

Ψ3 𝜖 = 2
𝜌

𝜇
= 2

𝜌𝑒
𝐵𝜇

  .............................................................................  2. 77 

Ψ4 𝜖 = 2
𝑝𝑒
𝑇𝑒

𝑇

𝐵𝜇
  .....................................................................................  2. 78 

 

2.8 Variables adimensionales 

En muchas ocasiones, los problemas de flujo resultan mucho más prácticos de 

resolver si se utilizan variables adimensionales, esto debido a que simplifican muchos 

cálculos. El proceso para transformar la ecuación de difusividad de variables reales a 

variables adimensionales se realizará sobre a ecuación de difusividad en coordenadas 

radiales, que de acuerdo con la Tabla 2. 2 y la Ec. 2. 61, es: 

1

𝜔

𝜕𝑌

𝜕𝑡
−
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
𝜕2𝑌

𝜕2𝑟
= 0 ,  ..............................................................................  2. 79 

o: 

1

𝜔

𝜕𝑌

𝜕𝑡
−
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑌

𝜕𝑟
) = 0 .  ..........................................................................  2. 80 

Para continuar es necesario definir los siguientes términos adimensionales: 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑟𝐷 =

𝑟

𝑟𝑟𝑒𝑓

𝑌𝐷 =
Δ𝑌

𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑡𝐷 =
𝑡

𝑡𝑟𝑒𝑓

=
𝑌𝑖 − 𝑌

𝑌𝑟𝑒𝑓
 .  ..................................................................................  2. 81 

Que expresan el cociente entre cualquier radio, caída de presión y tiempo, y sus 

respectivos valores de referencia, lo cuales se encontrarán al final de este apartado. 

Otras de las expresiones que ayudarán en el proceso de adimensionamiento serán 

las derivadas de las expresiones anteriores respecto de los valores 𝑟, 𝑌 y 𝑡 

respectivamente: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟

=
𝜕

𝜕𝑟
(
𝑟

𝑟𝑟𝑒𝑓
) =

1

𝑟𝑟𝑒𝑓
                                   

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑌

=
𝜕

𝜕𝑌
(
Δ𝑌

𝑌𝑟𝑒𝑓
) =

𝜕

𝜕𝑌
(
𝑌𝑖 − 𝑌

𝑌𝑟𝑒𝑓
) = −

1

𝑌𝑟𝑒𝑓

𝜕𝑡𝐷
𝜕𝑡

=
𝜕

𝜕𝑡
(
𝑡

𝑡𝑟𝑒𝑓
) =

1

𝑡𝑟𝑒𝑓
                                   

 .  ..................................................  2. 82 

Una vez definidas las Ecs. 2. 79 a 2. 82, se procede a aplicar la regla de la cadena 

al primer término de la Ec. 2. 80, como se muestra a continuación: 

𝜕𝑌

𝜕𝑡
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑌𝐷

) (
𝜕𝑡𝐷
𝜕𝑡𝐷

) =
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

𝜕𝑌

𝜕𝑌𝐷

𝜕𝑡𝐷
𝜕𝑡

 

y de la Ec. 2. 82 se sabe que: 

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

𝜕𝑌

𝜕𝑌𝐷

𝜕𝑡𝐷
𝜕𝑡

=
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

(−𝑌𝑟𝑒𝑓)(
1

𝑡𝑟𝑒𝑓
) = (−

𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑡𝑟𝑒𝑓
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

 .  .......................  2. 83 
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De igual manera para el segundo término: 

𝜕𝑌

𝜕𝑟
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑌𝐷

) (
𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟𝐷

) =
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌

𝜕𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟

 

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌

𝜕𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟

=
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

(−𝑌𝑟𝑒𝑓) (
1

𝑟𝑟𝑒𝑓
) = (−

𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑟𝑒𝑓
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

 .  ......................................  2. 84 

Por último, aplicando la regla de la cadena al tercer término: 

𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟𝐷

) [
𝜕𝑌

𝜕𝑟
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑌𝐷

) (
𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟𝐷

)] =
𝜕

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟

(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌

𝜕𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟
) 

𝜕

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟

(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌

𝜕𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
𝜕𝑟
) =

𝜕

𝜕𝑟𝐷
(
1

𝑟𝑟𝑒𝑓
) [
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

(−𝑌𝑟𝑒𝑓)(
1

𝑟𝑟𝑒𝑓
)]

= (−
𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑟𝑒𝑓
2 )

𝜕

𝜕𝑟𝐷
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

) . 

 ...........................  2. 85 

Substituyendo las Ecs. 2. 83 a 2. 85 en 2. 80, se tendrá: 

1

𝜔
(−

𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑡𝑟𝑒𝑓
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

−
1

𝑟𝐷𝑟𝑟𝑒𝑓
(−

𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑟𝑒𝑓
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

− (−
𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑟𝑒𝑓
2 )

𝜕

𝜕𝑟𝐷
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

) = 0 ,  ...................  2. 86 

simplificando: 

−
1

𝜔
(
𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑡𝑟𝑒𝑓
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

+
1

𝑟𝐷
(
𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑟𝑒𝑓
2 )

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

+ (
𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑟𝑒𝑓
2 )

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 = 0 ,  ....................................  2. 87 

multiplicando la Ec. 2. 87, por 𝑟𝑟𝑒𝑓
2 /𝑌𝑟𝑒𝑓: 

−
1

𝜔
(
𝑟𝑟𝑒𝑓
2

𝑡𝑟𝑒𝑓
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

+
1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

+
𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 = 0 .  ...........................................................  2. 88 
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Ahora bien, se debe de cumplir que toda la ecuación anterior es adimensional, por 

lo tanto, el término: 

1

𝜔
(
𝑟𝑟𝑒𝑓
2

𝑡𝑟𝑒𝑓
) = 1 .  ...............................................................................................  2. 89 

Esto se comprueba rápidamente, realizando un análisis dimensional: 

1

𝜔
(
𝑟𝑟𝑒𝑓
2

𝑡𝑟𝑒𝑓
) =

𝜇𝜙𝑐𝑓

𝑘
(
𝑟𝑟𝑒𝑓
2

𝑡𝑟𝑒𝑓
) =

(𝑀𝐿−1𝑇−1)(1)(𝑀𝐿−1𝑇−2)−1

𝐿2
𝐿2

𝑇
=
(𝑀𝐿−1𝑇−1)(1)(𝑀−1𝐿𝑇2)

𝐿2
𝐿2

𝑇
= 1 

Por lo cual la Ec. 2. 88, resulta en: 

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

+
1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

+
𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 = 0 .  ........................................................................  2. 90 

Que es la ecuación de difusividad en coordenadas radiales y variables 

adimensionales. Donde el radio adimensional se define, a partir de considerar al radio del 

pozo, 𝑟𝑤, como el radio de referencia, como: 

𝑟𝐷 =
𝑟

𝑟𝑤
 ,  .......................................................................................................  2. 91 

por lo tanto y a partir de la Ec. 2. 89, tendremos que el tiempo de referencia será: 

𝑡𝑟𝑒𝑓 =
𝑟𝑤
2

𝜔
 ,  .....................................................................................................  2. 92 

Y en consecuencia el tiempo adimensional, 𝑡𝐷: 

𝑡𝐷 =
𝑡

𝑡𝑟𝑒𝑓
=

𝑡

𝑟𝑤2

𝜔

=
𝜔𝑡

𝑟𝑤2
 . 

 ..................................................................................  2. 93 
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Ahora bien, para conocer la presión adimensional se parte de la ecuación de 

Darcy: 

𝑞 = −
𝑘𝐴

𝜖𝐵𝜇

𝜕𝑌

𝜕𝑟
 , 

donde el área de flujo, 𝐴, considerando la cara del pozo, será: 

𝐴 = 2𝜋𝑟ℎ  , 

por lo que: 

𝑞 = −
𝑘ℎ

𝜖𝛼𝑅𝐵𝜇
𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
→. 

Así, despejando 𝑟𝜕𝑌/𝜕𝑟: 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
= −𝜖

𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
  , 

que en variables adimensionales será: 

𝑟𝐷𝑟𝑤 (−
𝑌𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑤
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

= −𝜖
𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
  , 

y: 

𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝜖
𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ

1

𝑌𝑟𝑒𝑓
  . 

Para que toda la ecuación sea adimensional se debe cumplir que: 

𝜖
𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ

1

𝑌𝑟𝑒𝑓
= 1  , 

así, realizando el análisis dimensional: 

𝜖
𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ

1

𝑌𝑟𝑒𝑓
=
(𝐿3𝑇−1)(1)(𝑀𝐿−1𝑇−1)

(𝐿2)(𝐿)

1

𝑀𝐿−1𝑇−2
= 1 

por lo tanto: 
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𝑌𝑟𝑒𝑓 = 𝜖
𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 

lo que implica que: 

𝑌𝐷 =
Δ𝑌

𝑌𝑟𝑒𝑓
=

𝛥𝑌

𝜖
𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇
𝑘ℎ

=
𝑘ℎ

𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇
Δ𝑌 .  .............................................................  2. 94 

En la Tabla 2. 5 se presentan los valores de las variables adimensionales, para 

las diferentes geometrías de flujo, así como las respectivas ecuaciones en variables 

adimensionales, las cuales pueden obtenerse por un camino similar, y en la Tabla 2. 6 

se presentan las unidades y valores de las variables utilizadas. 

 

Tabla 2. 5 Variables adimensionales para las diferentes geometrías de flujo. 

Geometría Lineal Radial Esférica 

distancia 

adimensional 
𝑥𝐷 =

𝑥

𝐿
 𝑟𝐷 =

𝑟

𝑟𝑤
 𝑟𝐷𝑠𝑝ℎ =

𝑟

𝑟𝑤
 

Tiempo 

adimensional 
𝑡𝐷𝐿 =

𝛽𝑘𝑡

𝜙𝜇𝑐𝑡𝐿2
 𝑡𝐷 =

𝛽𝑘𝑡

𝜙𝜇𝑐𝑡𝑟𝑤2
 𝑡𝐷𝑠𝑝ℎ =

𝛽𝑘𝑡

𝜙𝜇𝑐𝑡𝑟𝑤2
 

Presión 

adimensional 
𝑌𝐷𝐿 =

𝑘𝑏ℎ

𝜖𝛼𝐿𝑞𝐵𝜇𝐿
Δ𝑌 𝑌𝐷 =

𝑘ℎ

𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇
Δ𝑌 𝑌𝐷𝑠𝑝ℎ =

𝑘𝑟𝑤
𝜖𝛼𝑆𝑝ℎ𝑞𝐵𝜇

Δ𝑌 

Ecuación de 

Flujo en 2D 

adimensional 

𝜕2Y𝐷𝐿
𝜕𝑥𝐷

2 =
𝜕Y𝐷𝐿
𝜕𝑡𝐷

 
𝜕2YD

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕YD
𝜕𝑟𝐷

=
𝜕Y𝐷𝑅
𝜕𝑡𝐷

 
𝜕2YD

𝜕𝑟𝐷
2 +

2

𝑟𝐷

𝜕YD
𝜕𝑟𝐷

=
𝜕Y𝐷𝑠𝑝ℎ
𝜕𝑡𝐷
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Tabla 2. 6 Unidades y valores de las variables  

Variable Darcy 

Unidades en el 

Sistema 

Internacional 

Unidades de 

campo en sistema 

inglés 

Unidades de 

campo en sistema 

métrico 

𝒌 𝒅𝒂𝒓𝒄𝒚 𝒎𝟐 𝒎𝒅 𝒎𝒅 

𝒀 𝒂𝒕𝒎 𝑷𝒂 𝒑𝒔𝒊𝒂 𝒌𝒈/𝒄𝒎𝟐 

𝒒 𝒄𝒎𝟑/𝒔 𝒎𝟑/𝒔 𝒃𝒑𝒅 𝒎𝟑/𝒅 

𝝁 𝒄𝒑 𝑷𝒂 ∙ 𝒔 𝒄𝒑 𝒄𝒑 

𝑩 
𝒓𝒄𝒎𝟑

𝒔𝒕𝒄𝒎𝟑
 

𝒓𝒎𝟑

𝒔𝒕𝒎𝟑
 

𝒓𝒃𝒍

𝒔𝒕𝒃
 

𝒓𝒎𝟑

𝒔𝒎𝟑
 

𝒕 𝒔 𝒔 𝒉 𝒉 

𝒄𝒕 𝒂𝒕𝒎−𝟏 𝑷𝒂−𝟏 [𝒑𝒔𝒊𝒂]−𝟏 [𝒌𝒈/𝒄𝒎𝟐]−𝟏 

𝒉 − 𝒓𝒘 𝒄𝒎 𝒎 𝒇𝒕 𝒎 

𝑨 𝒄𝒎𝟐 𝒎𝟐 𝒇𝒕𝟐 𝒎𝟐 

𝜶𝑳 𝟏 𝟏 𝟖𝟖𝟕. 𝟐 𝟏𝟏𝟗. 𝟓𝟖 

𝜶𝑹 𝟐𝝅 𝟐𝝅 𝟏𝟒𝟏. 𝟐 𝟏𝟗. 𝟎𝟑 

𝜶𝑺𝒑𝒉 𝟐𝝅 𝟐𝝅 𝟕𝟎. 𝟔 𝟗. 𝟓𝟐 

𝛃 𝟏 𝟏 𝟐. 𝟔𝟑𝟕 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟑. 𝟒𝟖𝟗 × 𝟏𝟎−𝟒 

 

2.9 Ecuación de difusividad para flujo no Newtoniano 

Además de las ecuaciones presentadas anteriormente, algunos autores 

desarrollaron ecuaciones de flujo para cuando se presentará un fluido que no fuera 

newtoniano, estas ecuaciones son: 
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2.9.1 Ecuación de flujo para un fluido ley de potencia 

Para este tipo de fluidos la ecuación de difusividad presentada es: 

𝜕2𝑝

𝜕𝑟2
+
𝑛

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 𝑐𝑡𝜙𝑛 (

𝜇𝑒𝑓𝑓

𝑘
)

1
𝑛
(−

𝜕𝑝

𝜕𝑟
)
1−
1
𝑛 𝜕𝑝

𝜕𝑡
  . ....................................................  2. 95 

Para simplificar y generalizar la Ec. 2. 95, Ikoku y Ramey (Gallardo [4]) 

propusieron los siguientes grupos adimensionales: 

𝑝𝐷𝑁𝑁 =
𝑘

𝜇𝑒𝑓𝑓𝑟𝑤
1−𝑛

(
2𝜋ℎ

𝑞𝐵
)
𝑛

(𝑝𝑖 − 𝑝) ,  ................................................................  2. 96 

𝑟𝐷 = 𝑟/𝑟𝑤 ,  ....................................................................................................  2. 97 

𝑡𝐷𝑁𝑁 =
𝜂

𝑟𝑤
3−𝑛

𝑡 ,  ..............................................................................................  2. 98 

y 𝜂 esta definida como: 

η =
𝑘

𝜙𝜇𝑒𝑓𝑓𝑐𝑡𝑛
(
2𝜋ℎ

𝑞𝐵
)
𝑛−1

 .  ...............................................................................  2. 99 

Substituyendo las Ecs. 2. 96 a 2. 99 en la ecuación 2. 95, se obtiene: 

𝜕2𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

2 +
𝑛

𝑟𝐷

𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

= (−
𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

)

1−
1
𝑛 𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑡𝐷𝑁𝑁

 .  ..............................................  2. 100 
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2.9.2 Ecuación de flujo para un fluido plástico de Bingham 

Para estos fluidos la ecuación de flujo obtenida es: 

𝜕2𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

2 +
𝑛

𝑟𝐷

𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

= (−
𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

)

1−
1
𝑛 𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑡𝐷𝑁𝑁

 .  ..............................................  2. 101 

donde 𝜂 es definida como: 

η =
𝑘

𝜙𝜇𝐵𝑐𝑡
 .  .................................................................................................  2. 102 

Y el subsecuente grupo de variables adimensionales para este problema, como: 

𝑝𝐷𝑁𝑁 =
2𝜋𝑘ℎ

𝑞𝐵𝜇𝐵
(𝑝𝑖 − 𝑝) ,  ................................................................................  2. 103 

𝑟𝐷 = 𝑟/𝑟𝑤 ,  .................................................................................................  2. 104 

𝑡𝐷𝑁𝑁 =
𝜂

𝑟𝑤2
𝑡 ,  ...............................................................................................  2. 105 

𝐺𝐷 =
2𝜋𝑘ℎ𝑟𝑤
𝑞𝐵𝜇𝐵

𝐺 .  .........................................................................................  2. 106 

Sustituyendo las Ecs. 2. 103 a 2. 106 en la Ec. 2. 101, se tendrá: 

𝜕2𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

2 +
1

𝑟𝐷

𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑟𝐷

+
𝐺𝐷
𝑟𝐷
=
𝜕𝑝𝐷𝑁𝑁
𝜕𝑡𝐷𝑁𝑁

 .  .............................................................  2. 107 
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2.10 Ecuaciones para flujo multifásico de fluidos en el medio poroso 

En este caso se tiene el flujo de tres fluidos presentes en el yacimiento: agua, 

aceite y gas, pero asumiendo que no existe transferencia de masa entre las fases, para 

un análisis sin este supuesto véase (Peaceman [6]). Para el desarrollo de la ecuación de 

difusividad se deben tener en cuenta las siguientes expresiones: 

𝑆𝑔 + 𝑆𝑤 + 𝑆𝑜 = 1 ,  ......................................................................................  2. 108 

Se asume que las tres fases saturan todo el medio poroso en sus respectivas 

proporciones. 

Se añade el concepto de presiones capilares entre las fases: 

{
 
 

 
 
𝑝𝑐𝑜𝑤 = 𝑝𝑜 − 𝑝𝑤

𝑝𝑐𝑔𝑜 = 𝑝𝑔 − 𝑝𝑜 

𝑝𝑐𝑔𝑤 = 𝑝𝑔 − 𝑝𝑤

 ,  ........................................................................................  2. 109 

donde los subíndices 𝑜, 𝑤 y 𝑔 representan al agua, aceite y agua respectivamente, y los 

subíndices 𝑜𝑤, 𝑔𝑜 y 𝑔𝑤 representa la interacción entre las fases correspondientes. 

Se define de igual manera la ecuación de Darcy, pero para cada fase: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑣 𝑜 = −

𝐾𝑘𝑟𝑜
𝜇𝑜

[∇𝑝𝑜 − 𝑘⃗ (𝜌𝑜1 − 𝜌𝑜2)𝑔 −
2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
]   

𝑣 𝑤 = −
𝐾𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤

[∇𝑝𝑤 − 𝑘⃗ (𝜌𝑤1 − 𝜌𝑤2)𝑔 −
2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
]

𝑣 𝑔 = −
𝐾𝑘𝑟𝑔

𝜇𝑔
[∇𝑝𝑔 − 𝑘⃗ (𝜌𝑔1

− 𝜌𝑔2
) 𝑔 −

2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
]

 ,  ......................................  2. 110 
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donde 𝐾 es la permeabilidad efectiva, y 𝑘𝑟𝑖 es la permeabilidad relativa de cada fase, 𝜇𝑖 

es la viscosidad de cada fase, y 𝜌, la densidad de cada fase. 

Y se tendrá una ecuación de difusividad para cada fase: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝜕𝜌𝑜𝜙𝑆𝑜

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ ((−

𝐾𝑘𝑟𝑜
𝜇𝑜

[∇𝑝𝑜 − 𝑘⃗ (𝜌𝑜1 − 𝜌𝑜2)𝑔 −
2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
]) 𝜌𝑜) = 0

𝜕𝜌𝑤𝜙𝑆𝑤
𝜕𝑡

+ ∇ ⋅ ((−
𝐾𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤

[∇𝑝𝑤 − 𝑘⃗ (𝜌𝑤1 − 𝜌𝑤2)𝑔 −
2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
]) 𝜌𝑤) = 0

𝜕𝜌𝑔𝜙𝑆𝑔

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ ((−

𝐾𝑘𝑟𝑔

𝜇𝑔
[∇𝑝𝑔 − 𝑘⃗ (𝜌𝑔1

− 𝜌𝑔2
)𝑔 −

2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
]) 𝜌𝑔) = 0

 .  .....  2. 111 

 

2.11 Modelos de flujo composicionales 

Muchas veces, además de representar con mejor exactitud el número de fases 

que fluyen en el yacimiento, se busca analizar el cambio que sufren los componentes de 

cada fase a medida que se explota el yacimiento, para ello se recurren a modelos 

composicionales. 

 

Balances Composicionales 

A medida que se extrae materia del yacimiento, con el paso del tiempo no se tendrá 

la misma cantidad de masa de las fases. Además, debe tenerse en cuenta la 

transferencia de masa entre las fases. En cambio, para cada componente la masa total 

si debe conservarse. Ahora bien, como las densidades de flujo de masa para cada una 

de las fases son 𝜌𝑔𝑣 𝑔, 𝜌𝑜𝑣 𝑜 y 𝜌𝑤𝑣 𝑤 (en masa por unidad de área por unidad de tiempo), 

entonces la densidad de flujo de masa para el i-ésimo componente debe ser: 
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𝐶𝑖𝑔𝜌𝑔𝑣 𝑔 + 𝐶𝑖𝑜𝜌𝑜𝑣 𝑜 + 𝐶𝑖𝑤𝜌𝑤𝑣 𝑤 , ....................................................................  2. 112 

donde 𝐶𝑖𝑔, es la fracción másica del i-ésimo componente en la fase gaseosa, 𝐶𝑖𝑜 la 

fracción másica del i-ésimo componente en la fase oleosa, y 𝐶𝑖𝑤, la fracción másica del i-

ésimo componente en la fase acuosa. 

La masa del componente 𝑖 por volumen total unitario de medio poroso es entonces: 

𝜙(𝐶𝑖𝑔𝜌𝑔𝑆𝑔 + 𝐶𝑖𝑜𝜌𝑜𝑆𝑜 + 𝐶𝑖𝑤𝜌𝑤𝑆𝑤) ,  .............................................................  2. 113 

por lo tanto, la ecuación de continuidad, sin término fuente o sumidero, será:  

𝜕

𝜕𝑡
[𝐶𝑖𝑔𝜌𝑔𝑣 𝑔 + 𝐶𝑖𝑜𝜌𝑜𝑣 𝑜 + 𝐶𝑖𝑤𝜌𝑤𝑣 𝑤] + ∇ ⋅ [𝜙(𝐶𝑖𝑔𝜌𝑔𝑣 𝑔 + 𝐶𝑖𝑜𝜌𝑜𝑣 𝑜

+ 𝐶𝑖𝑤𝜌𝑤𝑣 𝑤)] = 0 , 

 .....................  2. 114 

y substituyendo la ecuación de Darcy en la ecuación anterior, se obtiene la ecuación de 

difusividad composicional: 

𝜕

𝜕𝑡
[
𝐶𝑖𝑔𝜌𝑔𝐾𝑘𝑟𝑔

𝜇𝑔
(∇𝑝𝑔 − 𝑘⃗ (𝜌𝑔1

− 𝜌𝑔2
)𝑔 −

2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
)

+
𝐶𝑖𝑜𝜌𝑜𝐾𝑘𝑟𝑜

𝜇𝑜
(∇𝑝𝑜 − 𝑘⃗ (𝜌𝑜1 − 𝜌𝑜2)𝑔 −

2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
)

+
𝐶𝑖𝑤𝜌𝑤𝐾𝑘𝑟𝑤

𝜇𝑤
(∇𝑝𝑤 − 𝑘⃗ (𝜌𝑤1 − 𝜌𝑤2)𝑔 −

2𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟ℎ
)]

+ ∇ ⋅ [𝜙(𝐶𝑖𝑔𝜌𝑔𝑆𝑔 + 𝐶𝑖𝑜𝜌𝑜𝑆𝑜 + 𝐶𝑖𝑤𝜌𝑤𝑆𝑤)] = 0 , 

 .................  2. 115 

En esta ecuación diferencial hay tantas ecuaciones como componentes se tengan, 

o se requieran analizar. Sin embargo, se tendrán 3𝑁 + 15 variables dependientes, por lo 

cual para dar solución se requieren igual número de ecuaciones. En la Tabla 2. 7 y Tabla 

2. 8 se listan las variables dependientes y las ecuaciones auxiliares, respectivamente: 
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Tabla 2. 7 Variables independientes 

Variables Número 

𝐶𝑖𝑔 𝑁 

𝐶𝑖𝑜 𝑁 

𝐶𝑖𝑤 𝑁 

𝑝𝑔, 𝑝𝑜 , 𝑝𝑤 3 

𝑆𝑔, 𝑆𝑜 , 𝑆𝑤 3 

𝜌𝑔, 𝜌𝑜 , 𝜌𝑤 3 

𝜇𝑔, 𝜇𝑜 , 𝜇𝑤 3 

𝑘𝑟𝑔, 𝑘𝑟𝑜 , 𝑘𝑟𝑤 3 

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 3𝑁 + 15 

Tabla 2. 8 Ecuaciones auxiliares 

Relación Ec. Número 

𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑 2. 116 𝑁 

𝛴𝑆𝑖 2. 117 1 

𝛴𝐶𝑖 2. 118 3 

𝜌 2. 119 3 

𝜇  2. 120 3 

𝑘𝑟  2. 121 3 

𝑃𝑟𝑒𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝐶𝑎𝑝𝑖𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠  2. 122 2 

𝐸𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝐹𝑎𝑠𝑒𝑠 2. 123 2𝑁 

 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 3𝑁 + 15 
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Tema 3 Soluciones mediante Separación de 

Variables 

 

Para resolver problemas de valores iniciales y en la frontera definidos por EDP de 

segundo orden lineales, quizá la técnica más común es la separación de variables. La 

idea inicial es suponer que la solución de la EDP se descompone como producto de 

funciones de las distintas variables independientes. Esto reduce el problema a un sistema 

de ecuaciones diferenciales ordinarias, más un conjunto de condiciones de frontera. La 

solución de estos sistemas está dada, en general, por un número infinito de funciones de 

tal forma que la solución al problema original resulta ser una suma de estas. Finalmente, 

partiendo de esta solución superpuesta, se determinan los coeficientes de la expansión 

de tal manera que se satisfaga la o las condiciones iniciales (Zamora [1]).  

 

3.1 Linealidad 

En el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el concepto de linealidad 

será de mucha importancia. Un operador lineal 𝐿 por definición satisface: 

𝐿(𝑐1𝑢1 + 𝑢2𝑐2) = 𝑐1𝐿(𝑢1) + 𝑐2𝐿(𝑢2),  .............................................................  3. 1 

para cualesquiera dos funciones 𝑢1 y 𝑢2, donde 𝑐1 y 𝑐2 son dos constantes arbitrarias, 

además cabe recalcar que cualquier combinación lineal de operadores lineales es un 

operador lineal (Haberman [2]). 

Una ecuación lineal es de la forma: 

𝐿(𝑢) = 𝑓 ,  .....................................................................................................  3. 2 



Tema 3 Soluciones mediante Separación de Variables 

 
- 92 - 

donde 𝐿 es el operador lineal y 𝑓 es una función conocida. Cuando 𝑓 = 0, la Ec. 3. 2 

resulta en 𝐿(𝑢) = 0, y es llamada ecuación lineal homogénea. Por otro lado, si 𝑓 ≠ 0, se 

dice que la ecuación es no homogénea. La propiedad fundamental de los operadores 

lineales, representada en la Ec. 3. 1, da pauta al siguiente principio: 

Principio de superposición: Si 𝑢1 y 𝑢2 satisfacen una ecuación lineal homogénea, 

entonces una combinación lineal arbitraria de ellas, 𝑐1𝑢1 + 𝑐2𝑢2, también satisface la 

misma ecuación lineal homogénea (Haberman [2]).  

 

3.2 Método Separación de Variables 

En el método de separación de variables, las soluciones de los problemas son en 

la forma de producto: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥)𝐺(𝑡) ,  ......................................................................................  3. 3 

donde 𝜙(𝑥) es una función únicamente de 𝑥 y 𝐺(𝑡), únicamente de 𝑡. La Ec. 3. 3 debería 

satisfacer la ecuación lineal homogénea y sus condiciones de frontera. Para los casos en 

los que se resuelva una ecuación diferencial parcial, mediante el método de separación 

de variables, es conveniente que sus condiciones de frontera se encuentren 

homogeneizadas, es decir, valuadas en cualquier punto de la región estudiada, sean 

iguales a cero, por lo que se dedica un apartado para presentar un método practico para 

ello. 

 

3.2.1 Homogeneización de las condiciones de frontera 

En este método se busca una función 𝑤(𝑥, 𝑡) tal que: 

𝑈1(𝑤(𝑥, 𝑡)) = ℎ1(𝑡), 𝑈2(𝑤(𝑥, 𝑡)) = ℎ2(𝑡)  , 

donde 𝑈𝑖, representa la condición de frontera y ℎ𝑖, representa el valor de la condición de 

frontera valuada en el punto de interés. De acuerdo con, el tipo de condición que se tenga 
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(véase cap. 2), se presentan una serie de ecuaciones para obtener el valor de 𝑤(𝑥, 𝑡) 

(Rodellar [3]). 

 

Condiciones tipo Dirichlet: 

𝑈1(𝑤) = 𝑤(0, 𝑡) = ℎ1(𝑡) 𝑦 𝑈2(𝑤) = 𝑤(𝐿, 𝑡) = ℎ2(𝑡) .  ....................................  3. 4 

Para tal caso se propone la siguiente expresión para determinar 𝑤(𝑥, 𝑡): 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑥

𝐿
[(ℎ2(𝑡) − ℎ1(𝑡))] + ℎ1(𝑡) .  ...........................................................  3. 5 

Condiciones tipo Neumann 

𝑈1(𝑤) =
𝜕𝑤(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= ℎ1(𝑡) 𝑦 𝑈2(𝑤) =

𝜕𝑤(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
= ℎ2(𝑡)  .  ................................  3. 6 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑥2

2𝐿
[ℎ2(𝑡) − ℎ1(𝑡)] + 𝑥ℎ1(𝑡) .  .........................................................  3. 7 

Condiciones de Robin 

𝑈1(𝑤) = 𝑎1𝑤(0, 𝑡) + 𝑎2
𝜕𝑤(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= ℎ1(𝑡)

𝑈2(𝑤) = 𝑏1𝑤(𝐿, 𝑡) + 𝑏2
𝜕𝑤(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
= ℎ2(𝑡)

  .  ......................................................  3. 8 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
[𝑎1ℎ2(𝑡) − 𝑏1ℎ1(𝑡)]𝑥 + [𝑏1𝐿 + 𝑏2]ℎ1(𝑡) − 𝑎2ℎ2(𝑡)

𝑎1𝑏1𝐿 + 𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2
 .  ...............  3. 9 

Para la resolución del problema, hacemos entonces uno nuevo en términos de 

esta nueva variable, como: 
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𝑣(𝑥, 𝑡) =  𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑤(𝑥, 𝑡) ,  ..........................................................................  3. 10 

donde 𝑢(𝑥, 𝑡) es nuestra variable inicial, y 𝑣(𝑥, 𝑡) es la nueva variable por resolver, la 

solución es hallada en términos de esta nueva variable, para posteriormente expresarla 

en términos de la variable original. 

Es común, a la hora de encontrar las soluciones mediante el método de separación 

de variables, que nos encontremos con expresiones agrupadas en sumatorios, estas 

tienen una característica especial, y es que asemejan a un tipo especial de series, 

conocidas como Series de Fourier. 

 

3.2.2 Definición de Series de Fourier 

Supóngase que 𝑓 es seccionalmente continua en el intervalo −𝐿 ≤ 𝑥 < 𝐿. 

Supóngase además que 𝑓 está definida fuera del intervalo −𝐿 ≤ 𝑥 < 𝐿, de modo que es 

periódica de periodo 2𝐿 sobre todo ℝ. Entonces 𝑓 tiene una representación en serie de 

Fourier: 

𝑓(𝑥) =
1

2
𝑎0 +∑(𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝐿
+ 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 

∞

𝑛=1

,  ..............................................  3. 11 

con los coeficientes dados por las fórmulas de Euler-Fourier:  

𝑎𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) cos (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥) 𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 , ......................................................................  3. 12 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) 𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥) 𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 , ......................................................................  3. 13 

para 𝑛 = 1, 2 , 3… la serie de Fourier converge a 𝑓(𝑥) en los puntos donde 𝑓 es continua 

y a [𝑓(𝑥 +) + 𝑓(𝑥−)]/2 en todos los puntos en los que 𝑓 es discontinua (Zamora [1]). 
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Si una función definida en el intervalo (−𝐿, 𝐿) tiene simetría impar, ésta puede 

representarse como una serie de senos; en cambio, si la función tiene simetría par, ésta 

puede representarse como una serie de cosenos. No obstante, en un caso general, para 

representar una función con simetría arbitraria, se incluyen ambos términos. 

 

3.2.3 Propiedades de la Serie de Fourier 

En la Tabla 3. 1 se presentan algunas de las propiedades de las series de Fourier 

de interés para este trabajo. 

 

Tabla 3. 1 Propiedades de las series de Fourier 

Propiedad 
Coeficientes de la 

serie 

Ec. 

Linealidad 𝐴𝑥𝑝(𝑡) + 𝐵𝑣𝑝(𝑡) {𝐴𝑐𝑛 + 𝐵𝑑𝑛} 3. 14 

Multiplicación 𝑥𝑝(𝑡) ∙ 𝑣𝑝(𝑡) ∑ 𝑐𝑘 ∙ 𝑑𝑛−𝑘
∞

𝑛=−∞
 3. 15 

Desplazamiento en 

el tiempo 
𝑥𝑝(𝑡 − 𝜏) 𝑐𝑛𝑒

−𝑗𝑛𝜔0𝜏 3. 16 

Conjugación 𝑥𝑝(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑐−𝑛̅̅ ̅̅̅ 3. 17 

Inversión en el 

tiempo 
𝑥𝑝(−𝑡) 𝑐−𝑛 3. 18 

Escalamiento en el 

tiempo 
𝑥𝑝(𝑎𝑡) ∑ 𝑐𝑛𝑒

𝑗𝑛𝜔0𝑎𝑡
∞

𝑛=−∞
 3. 19 
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3.3 Solución a problemas de flujo lineal  

3.3.1 Yacimiento produciendo a presión de fondo fluyendo constante con 

mantenimiento de presión en la frontera externa 

El primer caso, esquematizado en la Figura 3. 1, presenta un yacimiento en el cual 

se tiene flujo lineal hacia el pozo y además es un yacimiento con mantenimiento de 

presión en la frontera externa, es decir presenta flujo estacionario. 

 

  

Figura 3. 1 Esquema de un yacimiento que presenta flujo lineal y régimen 
estacionario. 

 

La ecuación de flujo que modela este sistema y sus respectivas condiciones 

iniciales y de frontera se presentan en la Tabla 3. 2, tanto para variables reales como 

para variables adimensionales. 

La resolución de este problema se hará con las variables adimensionales, ya que 

resulta más práctico, y evita el acarreo de variables en el proceso. Ahora bien, el método 

de solución propuesto es mediante separación de variables, pero para ello, antes se debe 

garantizar que las condiciones de frontera sean homogéneas y se observa que la CFI no 

lo es, por lo cual se propone el método presentado anteriormente para homogenizarlas. 
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Tabla 3. 2 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

Sean las condiciones de frontera: 

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=0 = ℎ1(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝐿 = ℎ2(𝑡) 

Tenemos entonces que 𝑤(𝑥, 𝑡) = ℎ1(𝑡) + [ℎ2(𝑡) − ℎ1(𝑡)]
𝑥

𝐿
. Que para nuestro caso  

𝑤(𝑥, 𝑡) = 1 + (0 − 1)
𝑥

𝐿
= 1 − 𝑥𝐷, por lo tanto: 

𝑌𝐷𝐿 = 𝑌𝐷𝐿
∗ + 1 − 𝑥𝐷 ,  ......................................................................................  3. 20 

y la solución se reescribe en términos de 𝑌𝐷𝐿
∗ , por lo cual se tiene el nuevo problema: 

𝜕2𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑥𝐷
2 =

𝜕𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑡𝐷
 ,  .............................................................................................  3. 21 

sujeto a las condiciones, ahora homogéneas, siguientes: 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑥2
=
1

𝜔

𝜕𝑌

𝜕𝑡
 

𝜕2𝑌𝐷𝐿
𝜕𝑥𝐷

2 =
𝜕𝑌𝐷𝐿
𝜕𝑡𝐷

 

Condición Inicial 𝑌(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷𝐿(𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑌(𝑥 = 0, 𝑡) = 𝑌𝑤𝑓 𝑌𝐷𝐿(𝑥𝐷 = 0, 𝑡𝐷) = 1 

Condición de frontera 

Externa 

𝑌(𝑥 = 𝐿, 𝑡 > 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷𝐿(𝑥𝐷 = 1, 𝑡𝐷) = 0 
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𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = 𝑥𝐷 − 1  ,  ..........................................................................  3. 22 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 = 0, 𝑡𝐷) = 0 ,  ....................................................................................  3. 23 

𝑌DL
∗ (𝑥𝐷 = 1, 𝑡𝐷) = 0 .  ....................................................................................  3. 24 

Dado que se cumple que las condiciones de frontera son homogéneas, el método 

de separación de variables puede ser aplicado, para ello se buscan las soluciones que 

tengan la forma: 

𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝑋(𝑥𝐷)𝑇(𝑡𝐷) = 𝑋𝑇 ,  ..............................................................................  3. 25 

cuyas derivadas parciales respecto de 𝑥𝐷 y 𝑡, respectivamente son: 

𝜕2𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑥𝐷
2 = 𝑋′′𝑇

𝜕𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑡
= 𝑋𝑇′   

 ,  ...............................................................................................  3. 26 

sustituyendo lo anterior en la Ec. 3. 21: 

𝑋′′𝑇 = 𝑋𝑇′ ⇔
𝑋′′

𝑋
=
𝑇′

𝑇
 ,  ................................................................................  3. 27 

se ve entonces que un lado de la igualdad solo depende de 𝑋, mientras que el otro 

miembro solo depende de 𝑇. Puesto que 𝑋 y 𝑇 son variables independientes, ellas no 

dependen entre sí, y por tanto la Ec. 3. 27 puede ser cierta si y solo si cada miembro de 

ella es igual a la misma constante, 𝜆, llamada constante de separación. De la Ec. 3. 27 

se tiene que: 
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𝑋′′ − 𝜆𝑋 = 0

𝑇′ − 𝜆𝑇 = 0 
 ,  ...............................................................................................  3. 28 

que al resolver para 𝑇, se tiene lo siguiente: 

𝑑𝑇

𝑑𝑡𝐷
= 𝜆𝑇 

∫
𝑑𝑇

𝑇
 = ∫𝜆 𝑑𝑡𝐷 

ln(𝑇) = 𝜆𝑡𝐷 + 𝐶 

𝑇(𝑡𝐷) = 𝑒𝜆𝑡𝐷+𝐶 = 𝑒𝐶𝑒𝜆𝑡𝐷 = 𝐴𝑒𝜆𝑡𝐷  .  ...............................................................  3. 29 

Como se sabe, el siguiente paso en el método de separación de variables es 

conocer si 𝜆 es positiva, negativa o nula, para ello nos apoyaremos de la Figura 3. 2, en 

ella se puede observar el comportamiento de la variable 𝑌𝐷𝐿
∗  en cualquiera de los tres 

supuestos anteriores, y de acuerdo con el comportamiento esperado en un yacimiento, 

el valor de 𝜆 tiene que ser negativo, ya que con ello se logra que la presión decaiga con 

el tiempo, lo cual es un comportamiento congruente con la realidad. 

 

 

Figura 3. 2 Comportamiento de 𝒀𝑫𝑳
∗  para valores de 𝝀. 
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Por lo tanto, la Ec. 3. 29, es: 

𝑇(𝑟𝐷) = 𝐴𝑒
−𝜆𝑡𝐷  .  ...........................................................................................  3. 30 

 

Ya que se conoce el signo de 𝜆, se procede a solucionar en X: 

𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0 

Lo cual en términos del operador derivada puede escribirse como: 

(𝐷2 + 𝜆)𝑋 = 0 

Cuyo polinomio asociado es: 

𝑚2 + 𝜆 = 0 

Y cuyas raíces son: 

𝑚 = ±√−𝜆 = ±√−1 ∗ 𝜆 = ±𝑖√𝜆 

Dado que las raíces son complejas conjugadas de la forma 𝑎 + 𝑏𝑖, la solución está 

dada por 𝑒(𝑎+𝑏𝑖)𝑥 = 𝑒𝑎𝑥(cos(𝑏𝑥) + 𝑖 seno(𝑏𝑥)), por lo tanto: 

𝑋ℎ = 𝐶1𝑒
𝑖√𝜆𝑥𝐷 + 𝐶2𝑒

−𝑖√𝜆𝑥𝐷 

𝑋ℎ = 𝐶1(cos(𝑥𝐷√𝜆) + 𝑖 seno(𝑥𝐷√𝜆)) + 𝐶2(cos(−𝑥𝐷√𝜆) + 𝑖 seno(−𝑥𝐷√𝜆)) 

𝑋ℎ = 𝐶1(cos(𝑥𝐷√𝜆) + 𝑖 seno(𝑥𝐷√𝜆)) + 𝐶2(cos(𝑥𝐷√𝜆) − 𝑖 seno(𝑥𝐷√𝜆)) 

𝑋ℎ = (𝐶1 + 𝐶2) cos(𝑥𝐷√𝜆) + (𝐶1 − 𝐶2)𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑥𝐷√𝜆) 

Redefiniendo a 𝐵 = 𝐶1 + 𝐶2 y 𝐶 = (𝐶1 − 𝐶2)𝑖, la solución para 𝑋, esta dada por: 
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𝑋(𝑥𝐷) = 𝐵 cos(𝑥𝐷√𝜆) + 𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑥𝐷√𝜆) .  .........................................................  3. 31 

Para encontrar el valor de las constantes se evalúan las condiciones de frontera. 

Evaluando la condición de frontera interna: 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 = 0, 𝑡𝐷) = 0 

Se tendrá que: 

𝑋(𝑥𝐷 = 0) = 𝐵 cos(0 ∗ √𝜆) + 𝐶𝑠𝑒𝑛(0 ∗ √𝜆) = 0 

𝐵(1) + 𝐶(0) = 0 

𝐵 = 0 . 

Evaluando la condición de frontera externar: 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 = 1, 𝑡𝐷) = 0 . 

Se tendrá: 

𝑋(𝑥𝐷 = 1) = 0 ∗ cos(1 ∗ √𝜆) + 𝐶𝑠𝑒𝑛(1 ∗ √𝜆) = 0 

𝐶(𝑠𝑒𝑛(√𝜆)) = 0. 

En este punto se tienen dos posibilidades: que 𝐶 = 0, y que 𝑠𝑒𝑛(√𝜆) = 0, dado 

que si 𝐵 = 𝐶 = 0, se tienen las soluciones triviales, las cuales no nos interesan en este 

caso, se plantea entonces la segunda opción. 

Para que 𝑠𝑒𝑛(𝑥) asuma el valor de cero, se tienen las siguientes posibilidades: 

𝑠𝑒𝑛(0) =  𝑠𝑒𝑛(𝜋) = 𝑠𝑒𝑛(2𝜋) = ⋯𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋) = 0, ∀ 𝑛 = 0,1,2,3… 

Por lo tanto: 

seno(√𝜆) = 0 , 
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angseno(seno(√𝜆)) = angseno(0) , 

√𝜆 = 𝑛𝜋 

𝜆 = (𝑛𝜋)2 

Sustituyendo este valor en las Ecs. 3. 30 y 3. 31, se tiene: 

𝑇(𝑟𝐷) = 𝐴𝑒
−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷

𝑋(𝑥𝐷) = 𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ,

  .  .................................................................................  3. 32 

Por lo cual la solución, planteada como 𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝑋(𝑥𝐷)𝑇(𝑡𝐷), es: 

𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝐴𝑒

−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷  .  ...................................................................  3. 33 

𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝐷𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷 , ∀ 𝑛 = 0,1,2,3… ,  ......................................  3. 34 

donde 𝐷 = 𝐶 ∗ 𝐴. Esta es la solución al problema descrito en la Ec. 3. 21, pero puede 

observarse que existen 𝑛 soluciones al problema a lo cual, echando mano del principio 

de superposición, se tiene entonces que: 

𝑌𝐷𝐿
∗ =∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷

∞

𝑛=0

 .  .............................................................  3. 35 

Observe que en la ecuación anterior tiene la forma de una serie de Fourier, y 

además se tiene aún, una constante de la cual se desconoce su valor, para ello se hace 

uso de la condición inicial. 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = 𝑥𝐷 − 1 

Por lo tanto, la Ec. 3. 35 valuada en la C.I. es: 
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𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = ∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2(0)

∞

𝑛=0

= 𝑥𝐷 − 1 . 

∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ (1)

∞

𝑛=0

= 𝑥𝐷 − 1 . 

∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷)

∞

𝑛=0

= 𝑥𝐷 − 1 .  ........................................................................  3. 36 

La Ec. 3. 36 representa una ecuación en un número infinito de incógnitas, pero 

debe ser válida en cada valor de 𝑥. Si sustituimos mil valores diferentes de 𝑥 en 3. 36, 

cada una de las mil ecuaciones se mantendría, pero todavía habría un número infinito de 

incógnitas. Esta no es una forma eficiente de determinar el 𝐷𝑛. En cambio, con frecuencia 

se emplea una técnica extremadamente importante basada en notar (quizás desde una 

tabla de integrales) que las funciones propias 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) satisfacen la siguiente propiedad 

integral: 

∫ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜋𝑥𝐷

1

0

)𝑑𝑥𝐷 = {

0, 𝑚 ≠ 𝑛

1

2
, 𝑚 = 𝑛

 ,  ........................................  3. 37 

donde 𝑚 y 𝑛 son enteros positivos. Para usar esta condición, para determinar 𝐷𝑛, 

multiplicamos ambos lados de la Ec. 3. 36 por 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜋𝑥𝐷), y llamando 𝑓(𝑥𝐷) = 𝑥𝐷 − 1: 

∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜋𝑥𝐷)

∞

𝑛=1

= 𝑓(𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜋𝑥𝐷) . 

Integrando de 0 a 1, (limites adimensionales de nuestro problema): 

∑𝐷𝑛∫ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜋𝑥𝐷)
1

0

∞

𝑛=1

= ∫ 𝑓(𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜋𝑥𝐷)
1

0

 . 
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Para series finitas, la integral de una suma de términos es igual a la suma de las 

integrales. Se supone que esto es válido para esta serie infinita. Ahora evaluamos la 

suma infinita. De la propiedad integral representa en la Ec. 3. 37, vemos que cada término 

de la suma es cero siempre que 𝑚 ≠ 𝑛. Por lo cual el único término restante es cuando 

𝑚 = 𝑛, lo cual nos da el valor de 1/2. 

∑𝐷𝑛 (
1

2
) 

∞

𝑛=1

= ∫ 𝑓(𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷)
1

0

 . 

𝐷𝑚
2
= ∫ 𝑓(𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷)

1

0

 . 

Integrando el lado derecho: 

∫ (𝑥𝐷 − 1) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) =
1

0

∫ 𝑥𝐷 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷)
1

0

−∫ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷)
1

0

= −
1

𝑛𝜋
𝑥𝐷 cos(𝑛𝜋𝑥𝐷)|

0

1

+
1

(𝑛𝜋)2
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷)|

0

1

+
1

𝑛𝜋
cos(𝑛𝜋𝑥𝐷)|

0

1

= −
1

𝑛𝜋
cos(𝑛𝜋) +

1

(𝑛𝜋)2
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋) +

1

𝑛𝜋
cos(𝑛𝜋) −

1

𝑛𝜋
 

∫ (𝑥𝐷 − 1) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷)
1

0

= −
1

𝑛𝜋
⟺ 𝐷𝑚 = −

2

𝑛𝜋
 

Que al sustituir en la Ec. 3. 35, se obtiene: 

𝑌𝐷𝐿
∗ = ∑

−2

𝑛𝜋
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷

∞

𝑛=0

 . 

𝑌𝐷𝐿
∗ = −

2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷

∞

𝑛=0

 . 

Sustituyendo en la Ec. 3. 20: 

𝑌𝐷𝐿 = −
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷

∞

𝑛=0

+ 1 − 𝑥𝐷 



Tema 3 Soluciones mediante Separación de Variables 

 
- 105 - 

𝑌𝐷𝐿 = 1 − 𝑥𝐷 −
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜋𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2𝑡𝐷

∞

𝑛=0

 .  ..............................................  3. 38 

Que en variables reales es: 

𝑌𝑖 − 𝑌

𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓  
= 1 −

𝑥

𝐿
−
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) ∗ 𝑒

−(𝑛𝜋)2
𝛽𝑘

𝜙𝜇𝑐𝑡𝐿2
𝑡

∞

𝑛=0

 

𝑌𝑖 − 𝑌 = (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (1 −
𝑥

𝐿
−
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) ∗ 𝑒

−(
𝑛𝜋
𝐿2
)
2 𝛽𝑘
𝜙𝜇𝑐𝑡

𝑡 
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑖 − (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (1 −
𝑥

𝐿
−
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) ∗ 𝑒

−(
𝑛𝜋
𝐿2
)
2 𝛽𝑘
𝜙𝜇𝑐𝑡

𝑡 
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑖 − (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) + (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (
𝑥

𝐿
+
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) ∗ 𝑒

−(
𝑛𝜋
𝐿2
)
2 𝛽𝑘
𝜙𝜇𝑐𝑡

𝑡 
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑤𝑓 + (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (
𝑥

𝐿
+
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) ∗ 𝑒

−(
𝑛𝜋
𝐿2
)
2 𝛽𝑘
𝜙𝜇𝑐𝑡

𝑡 
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑤𝑓 + Δ𝑌 (
𝑥

𝐿
+
2

𝜋
∑

1

𝑛
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) ∗ 𝑒

−(
𝑛𝜋
𝐿2
)
2
𝜔𝛽𝑡 

∞

𝑛=0

) .  ....................................  3. 39 
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3.3.2 Yacimiento produciendo a presión de fondo fluyendo constante con fronteras 

externas de no flujo 

En este caso, se trata de un yacimiento en el cual se tiene flujo lineal hacia el pozo 

y además es un yacimiento con frontera de no flujo, es decir presenta flujo pseudo-

estacionario, Figura 3. 3. En otras palabras, es un yacimiento volumétrico. 

 

 

Figura 3. 3 Esquema de un yacimiento que presenta flujo lineal y régimen pseudo-
estacionario. 

 

De igual manera que en el caso anterior, la resolución de este problema se hará 

con las variables adimensionales, para después hacer la transformación a variables 

reales. En la Tabla 3. 3 se presenta la ecuación de flujo que modela este sistema y sus 

respectivas condiciones iniciales y de frontera, tanto para variables reales como para 

variables adimensionales: 
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Tabla 3. 3 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

Cabe señalar que una característica que presenta este problema es que se 

requiere de homogeneizar sus condiciones de frontera, pero en este caso al tratarse de 

condiciones mixtas (tipo Robin), se procede de la siguiente forma: 

Sean las condiciones tipo Robin de la forma: 

𝑈1(𝑤) = 𝑎1𝑤(0, 𝑡) + 𝑎2
𝜕𝑤(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= ℎ1(𝑡) 𝑦 𝑈2(𝑤) = 𝑏1𝑤(𝐿, 𝑡) + 𝑏2

𝜕𝑤(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
= ℎ2(𝑡) . 

y las condiciones de frontera del problema: 

𝑎1𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=0 + 𝑎2
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
|𝑥=0 = ℎ1(𝑡), 𝑏1𝑢(𝐿, 𝑡) + 𝑏2

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
|𝑥=𝐿 = ℎ2(𝑡) 

Se tiene, que: 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
[𝑎1ℎ2(𝑡) − 𝑏1ℎ1(𝑡)]𝑥 + [𝑏1𝐿 + 𝑏2]ℎ1(𝑡) − 𝑎2ℎ2(𝑡)

𝑎1𝑏1𝐿 + 𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2
 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑥2
=
1

𝜔

𝜕𝑌

𝜕𝑡
 

𝜕2𝑌𝐷𝐿
𝜕𝑥𝐷

2 =
𝜕𝑌𝐷𝐿
𝜕𝑡𝐷

 

Condición Inicial 𝑌(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷𝐿(𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑌(𝑥 = 0, 𝑡) = 𝑌𝑤𝑓 𝑌𝐷𝐿(𝑥𝐷 = 0, 𝑡𝐷) = 1 

Condición de frontera 

Externa 

𝜕𝑌

𝜕𝑥
|
𝑥=𝐿

= 0 
𝜕𝑌𝐷𝐿
𝜕𝑥𝐷

|
𝑥𝐷=1

= 0 
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𝑤(𝑥, 𝑡) =
[(1)(0) − (0)(1)]𝑥 + [(0)𝐿 + (1)](1) − (0)(0)

(1)(0)𝐿 + (1)(1) − (0)(0)
=
1

1
= 1 

y por lo tanto: 

𝑌𝐷 = 𝑌𝐷𝐿
∗ + 1  .  ........................................................................................  3. 40 

La solución es reescrita en términos de 𝑌𝐷𝐿
∗ , por lo cual se tiene el nuevo problema: 

𝜕2𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑥𝐷
2 =

𝜕𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑡𝐷
 .  ...............................................................................................  3. 41 

Sujeto a las condiciones, ahora homogéneas: 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = −1  ,  ..................................................................................  3. 42 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 = 0, 𝑡𝐷) = 0 ,  ....................................................................................  3. 43 

𝜕𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑥𝐷
|
𝑥𝐷=1

= 0 .  ....................................................................................  3. 44 

Se procede de la misma manera que en caso anterior, se buscan las soluciones 

que tengan la forma: 

𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝑋(𝑥𝐷)𝑇(𝑡𝐷) = 𝑋𝑇 ,  ..............................................................................  3. 45 

cuyas derivadas parciales respecto de 𝑥𝐷 y 𝑡, respectivamente son: 
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𝜕2𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑥𝐷
2 = 𝑋′′𝑇

𝜕𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑡
= 𝑋𝑇′

 ,  ...............................................................................................  3. 46 

sustituyendo lo anterior en la Ec. 3. 41: 

𝑋′′𝑇 = 𝑋𝑇′ ⇔
𝑋′′

𝑋
=
𝑇′

𝑇
 ,  ................................................................................  3. 47 

y: 

𝑋′′ − 𝜆𝑋 = 0

𝑇′ − 𝜆𝑇 = 0
 ,  ...............................................................................................  3. 48 

que al resolver para 𝑇, se tiene lo siguiente: 

𝑇(𝑡𝐷) = 𝑒𝜆𝑡𝐷+𝐶 = 𝑒𝐶𝑒𝜆𝑡𝐷 = 𝐴𝑒𝜆𝑡𝐷 ,  ...............................................................  3. 49 

de igual manera la única 𝜆 que proporciona un comportamiento congruente al real es para 

𝜆 = −𝜆 Por lo tanto la Ec. 3. 49, es: 

𝑇(𝑡𝐷) = 𝐴𝑒−𝜆𝑡𝐷  .  ...........................................................................................  3. 50 

Ya que se conoce el signo de 𝜆, se procede a solucionar en X: 

𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0 

y se llega al mismo resultado anterior: 

𝑋(𝑥𝐷) = 𝐵 cos(𝑥𝐷√𝜆) + 𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑥𝐷√𝜆) .  .........................................................  3. 51 
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Para encontrar el valor de las constantes se evalúan las condiciones de frontera. 

Para el caso de la condición de frontera interna: 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 = 0, 𝑡𝐷) = 0 

Se tendrá que: 

𝑋(𝑥𝐷 = 0) = 𝐵 cos(0 ∗ √𝜆) + 𝐶𝑠𝑒𝑛(0 ∗ √𝜆) = 0 

𝐵(1) + 𝐶(0) = 0 

𝐵 = 0 . 

Para el caso de la condición de frontera externa: 

𝜕𝑌𝐷𝐿
∗

𝜕𝑥𝐷
|𝑥𝐷=1 = 0 . 

Se tendrá: 

𝑋(𝑥𝐷) = 𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑥𝐷√𝜆) 

𝜕𝑋

𝜕𝑥𝐷
= 𝐶√𝜆𝑐𝑜𝑠(𝑥𝐷√𝜆) 

𝜕𝑋

𝜕𝑥𝐷
|𝑥𝐷=1 = 𝐶√𝜆𝑐𝑜𝑠 ((1) ∗ √𝜆) = 0 

𝐶 ∗ 𝑐𝑜𝑠(√𝜆) = 0. 

En este punto se tienen dos posibilidades: que 𝐶 = 0, y que 𝑐𝑜𝑠(√𝜆) = 0, dado que 

si 𝐵 = 𝐶 = 0, se tienen las soluciones triviales, las cuales no nos interesan en este caso, 

se plantea entonces la segunda opción. 

Para que 𝑐𝑜𝑠(𝑥) asuma el valor de cero, se tienen las siguientes posibilidades: 

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
) =  𝑐𝑜𝑠 (

3𝜋

2
) = 𝑐𝑜𝑠 (

5𝜋

2
) = ⋯𝑐𝑜𝑠 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
) = 0, ∀ 𝑛 = 1,2,3… 

Por lo tanto: 



Tema 3 Soluciones mediante Separación de Variables 

 
- 111 - 

𝑐𝑜𝑠(√𝜆) = 0 , 

𝑎𝑛𝑔𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠(√𝜆)) = 𝑎𝑛𝑔𝑐𝑜𝑠(0) , 

√𝜆 =
(2𝑛 − 1)𝜋

2
 

𝜆 = (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
)
2

 

Sustituyendo este valor en las Ecs. 3. 50 y 3. 51, se tiene: 

𝑇(𝑥𝐷) = 𝐴𝑒
−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷

𝑋(𝑥𝐷) = 𝐶𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

  .  ......................................................................  3. 52 

Por lo cual la solución, planteada como 𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝑋(𝑥𝐷)𝑇(𝑡𝐷), es: 

𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝐶𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝐴𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷  ,  ..............................................  3. 53 

𝑌𝐷𝐿
∗ = 𝐷𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷 , ∀ 𝑛 = 1,2,3… ,  ...................  3. 54 

donde 𝐷 = 𝐶 ∗ 𝐴. Esta es la solución al problema descrito en 3. 41, pero puede observarse 

que existen 𝑛 soluciones al problema, a lo cual, echando mano del principio de 

superposición, se tiene entonces que: 

𝑌𝐷𝐿
∗ =∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷

∞

𝑛=1

 .  ..........................................  3. 55 
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Observe que en la ecuación anterior tiene la forma de una serie de Fourier, y 

además se tiene aún, una constante de la cual se desconoce su valor, para ello se hace 

uso de la condición inicial. 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = −1 

Por lo tanto, la Ec. 3. 55 valuada en la C.I. es: 

𝑌𝐷𝐿
∗ (𝑥𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = ∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

(0)
∞

𝑛=0

= −1 . 

∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ (1)

∞

𝑛=0

= −1 . 

∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

∞

𝑛=0

= −1 .  .................................................................  3. 56 

Para determinar 𝐷𝑛, multiplicamos ambos lados de la Ec. 3. 56 por 𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑚−1)𝜋

2
𝑥𝐷): 

∑𝐷𝑛𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑚 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

∞

𝑛=1

= −𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) . 

Integrando de 0 a 1, (limites adimensionales del problema): 

∑𝐷𝑛∫ 𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑚 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

1

0

∞

𝑛=1

= ∫ −𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑚 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

1

0

 

De la propiedad integral 3. 37, vemos que cada término de la suma es cero siempre que 

𝑚 ≠ 𝑛. Por lo cual el único término restante es cuando 𝑚 = 𝑛, lo cual nos da el valor de 

1/2. 

∑𝐷𝑛 (
1

2
) 

∞

𝑛=1

= ∫ −𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

1

0

 . 
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𝐷𝑚
2
= ∫ −𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

1

0

 . 

Integrando el lado derecho: 

∫ −𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) =

1

0

2

(2𝑛 − 1)𝜋
cos (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)|

0

1

=
2

(2𝑛 − 1)𝜋
cos (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
) −

2

(2𝑛 − 1)𝜋

=
2

(2𝑛 − 1)𝜋
(cos (

2

(2𝑛 − 1)𝜋
) − 1) 

∫ −𝑠𝑒𝑛 (
(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷)

1

0

=
2

(2𝑛 − 1)𝜋
(cos (

2

(2𝑛 − 1)𝜋
) − 1) ⟺ 𝐷𝑚 = −

4

(2𝑛 − 1)𝜋
 

Que al sustituir en la Ec. 3. 55, se obtiene: 

𝑌𝐷𝐿
∗ = −∑

4

(2𝑛 − 1)𝜋
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷

∞

𝑛=0

 . 

𝑌𝐷𝐿
∗ = −

4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷

∞

𝑛=0

 . 

De tal forma que la solución en términos de 𝑌𝐷𝐿, es: 

𝑌𝐷𝐿 = −
4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷

∞

𝑛=0

+ 1 

𝑌𝐷𝐿 = 1 −
4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋

2
𝑥𝐷) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2
)
2

𝑡𝐷

∞

𝑛=0

 ,  ....................  3. 57 

que en variables reales es: 

𝑌𝑖 − 𝑌

𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓
= 1 −

4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2𝐿
) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2
𝛽𝑘
𝜙𝜇𝑐𝑡

𝑡
∞

𝑛=0
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𝑌𝑖 − 𝑌 = (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (1 −
4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2𝐿
) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2
𝛽𝑘
𝜙𝜇𝑐𝑡

𝑡
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑖 − (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (1 −
4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2𝐿
) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2

𝜔𝛽𝑡
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑖 − (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) + (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (
4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2𝐿
) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2

𝜔𝛽𝑡
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑤𝑓 + (𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓) (
4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2𝐿
) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2

𝜔𝛽𝑡
∞

𝑛=0

) 

𝑌 = 𝑌𝑤𝑓 + Δ𝑌 (
4

𝜋
∑

1

(2𝑛 − 1)
𝑠𝑒𝑛 (

(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2𝐿
) ∗ 𝑒

−(
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2

𝜔𝛽𝑡
∞

𝑛=0

) .  .........  3. 58 
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3.4 Solución a problemas de flujo radial 

3.4.1 Yacimiento radial infinito produciendo a gasto constante 

Para el caso de estudio, de un yacimiento radial infinito produciendo a presión de 

fondo fluyendo constante, Figura 3. 4, la ecuación diferencial que modela el 

comportamiento de la presión a lo largo del yacimiento y a través del tiempo, como las 

respectivas condiciones se presentan en la Tabla 3. 4: 

 

 

Figura 3. 4 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado 

transitorio explotado a gasto constante. 
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Tabla 3. 4 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

A simple vista las ecuaciones no permiten aplicar el método de separación de 

variables, ya que constan de más términos, es por lo que, se emplea un cambio de 

variable denominado, Transformación de Boltzmann. 

 

3.4.1.2 Transformada de Boltzmann 

El cambio de variable a través de la transformada de Boltzmann es un método que 

permite pasar de una ecuación diferencial parcial a una ecuación diferencial ordinaria, 

por medio de la inclusión de una nueva variable, denominada “Variable de Boltzmann”, 

lo cual se realiza mediante un procedimiento puramente algebraico. 

Para el problema descrito en variables adimensionales, llamaremos 𝜝 , en a la 

relación: 

𝛣 = 𝑎𝑟𝐷
𝑏𝑡𝐷
𝑐  ,  ....................................................................................................  3. 59 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
1

𝜔

𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 0 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 

Condición Inicial 𝑌(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷, 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟→0

= −𝜖
𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷→0

= −1 

Condición de frontera 

Externa 

𝑌(𝑟 → ∞, 𝑡) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷 → ∞, 𝑡𝐷) = 0 
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y cuyas derivadas parciales respecto de 𝑟𝐷 y 𝑡𝐷, respectivamente son: 

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
= 𝑎𝑏𝑟𝐷

𝑏−1𝑡𝐷
𝑐  ,  ............................................................................................  3. 60 

𝜕2𝛣

𝜕𝑟𝐷
2 = 𝑎𝑏(𝑏 − 1)𝑟𝐷

𝑏−2𝑡𝐷
𝑐   ,  ...............................................................................  3. 61 

𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷
= 𝑎𝑐𝑟𝐷

𝑏𝑡𝐷
𝑐−1  .  ............................................................................................  3. 62 

La Ec. 3. 59 será la variable de Boltzmann que utilizaremos para transformar 

nuestra ecuación a una que permita aplicar el método de separación de variables. Para 

encontrar el valor de los coeficientes 𝑎, 𝑏 y 𝑐, se parte de la siguiente ecuación: 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 ,  .............................................................................  3. 63 

que en forma expandida es: 

𝜕

𝜕𝑟𝐷
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

) +
1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 .  ....................................................................  3. 64 

Aplicando regla de la cadena para 𝛣: 

𝜕

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝛣
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝛣
) +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝛣
−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝛣
= 0 

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕

𝜕𝛣
(
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
) +

1

𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

−
𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

= 0 

Desarrollando: 

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
[
𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
+
𝜕

𝜕𝛣
(
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
) ∗

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

] +
1

𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

−
𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

= 0 
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𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

(
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
)
2

+
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕

𝜕𝛣
(
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
)
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

+
1

𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

−
𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

= 0 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

(
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
)
2

+
𝜕

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

+
1

𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

−
𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

= 0 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

(
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
)
2

+
𝜕2𝛣

𝜕𝑟𝐷
2

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

+
1

𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

−
𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

= 0 

Factorizando 𝜕𝑌𝐷 𝜕𝛣𝐷⁄  del segundo, tercer y cuarto término: 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

(
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
)
2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(
𝜕2𝛣

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
−
𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷
) = 0 ,  ...........................................  3. 65 

Dividendo entre (
𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
)
2

: 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(

 
1

(
𝜕𝛣
𝜕𝑟𝐷

)
2

)

 (
𝜕2𝛣

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝛣

𝜕𝑟𝐷
−
𝜕𝛣

𝜕𝑡𝐷
) = 0 ,  .....................................  3. 66 

sustituyendo las Ecs. 3. 60 a 3. 62 en 3. 66: 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(
1

(𝑎𝑏𝑟𝐷
𝑏−1𝑡𝐷

𝑐 )
2)(𝑎𝑏(𝑏 − 1)𝑟𝐷

𝑏−2𝑡𝐷
𝑐 +

1

𝑟𝐷
𝑎𝑏𝑟𝐷

𝑏−1𝑡𝐷
𝑐 − 𝑎𝑐𝑟𝐷

𝑏𝑡𝐷
𝑐−1) = 0 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(
1

𝑎2𝑏2𝑟𝐷
2𝑏−2𝑡𝐷

2𝑐) (𝑎𝑏
2𝑟𝐷

𝑏−2𝑡𝐷
𝑐 − 𝑎𝑏𝑟𝐷

𝑏−2𝑡𝐷
𝑐 +

1

𝑟𝐷
𝑎𝑏𝑟𝐷

𝑏−1𝑡𝐷
𝑐 − 𝑎𝑐𝑟𝐷

𝑏𝑡𝐷
𝑐−1) = 0 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(
𝑎𝑏2𝑟𝐷

𝑏−2𝑡𝐷
𝑐

𝑎2𝑏2𝑟𝐷
2𝑏−2𝑡𝐷

2𝑐 −
𝑎𝑏𝑟𝐷

𝑏−2𝑡𝐷
𝑐

𝑎2𝑏2𝑟𝐷
2𝑏−2𝑡𝐷

2𝑐 +
1

𝑟𝐷

(𝑎𝑏𝑟𝐷
𝑏−1𝑡𝐷

𝑐 )

𝑎2𝑏2𝑟𝐷
2𝑏−2𝑡𝐷

2𝑐 −
𝑎𝑐𝑟𝐷

𝑏𝑡𝐷
𝑐−1

𝑎2𝑏2𝑟𝐷
2𝑏−2𝑡𝐷

2𝑐) = 0 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(𝑎−1𝑟𝐷
−𝑏𝑡𝐷

−𝑐 − 𝑎−1𝑏−1𝑟𝐷
−𝑏𝑡𝐷

−𝑐 + 𝑎−1𝑏−1𝑟𝐷
−𝑏𝑡𝐷

−𝑐 − 𝑎−1𝑏−2𝑐𝑟𝐷
−𝑏+2𝑡𝐷

−𝑐−1) = 0 
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𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(𝑎−1𝑟𝐷
−𝑏𝑡𝐷

−𝑐 − 𝑎−1𝑏−2𝑐𝑟𝐷
−𝑏+2𝑡𝐷

−𝑐−1) = 0 ,  .....................................  3. 67 

para que la Ec. 3. 67 se reduzca, se toman valores de 𝑎, 𝑏 y 𝑐 que simplifiquen la ecuación, 

para tal caso se supone un valor de 𝑏 = 2 y 𝑐 = −1,con lo cual la ecuación se reduce a: 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(𝑎−1𝑟𝐷
−2𝑡𝐷 − 𝑎

−1(2−2)(−1)𝑟𝐷
0𝑡𝐷
0) = 0 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(𝑎−1
𝑡𝐷

𝑟𝐷
2 +

1

4
𝑎−1) = 0 ,  ................................................................  3. 68 

y si 𝑎 = 1/4, entonces: 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(
4𝑡𝐷

𝑟𝐷
2 + 1) = 0 ,  ...........................................................................  3. 69 

regresando a la Ec. 3. 59, la variable de Boltzmann queda definida como: 

𝛣 =
4𝑡𝐷

𝑟𝐷
2  ,  ......................................................................................................  3. 70 

y por lo tanto, la Ec. 3. 69, es: 

𝜕2𝑌𝐷
𝜕𝛣2

+
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝛣

(
1

𝛣
+ 1) = 0 ,  ...............................................................................  3. 71 

la cual al depender solo de la variable 𝛣, puede escribirse como una ecuación diferencial 

ordinaria: 

𝑑2𝑌𝐷
𝑑𝛣2

+
𝑑𝑌𝐷
𝑑𝛣

(
1

𝛣
+ 1) = 0 ,  ...............................................................................  3. 72 
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Para comprobar que la Ec. 3. 72 puede solucionar en la variable de Boltzmann se 

debe de cumplir que el número de condiciones deben ser iguales en número, en la 

ecuación original y en la ecuación transformada. 

 

Ecuación original Ecuación transformada 

𝑌𝐷(𝑟𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = 0 𝑌𝐷(𝛣 → ∞) = 0 

𝑌𝐷(𝑟𝐷 → ∞, 𝑡𝐷 > 0) = 0 𝑌𝐷(𝛣 → ∞) = 0 

𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

(𝑟𝐷 → 0, 𝑡𝐷 > 0) = −1 2𝛣𝐷
𝑑𝑌𝐷
𝑑𝛣

(𝛣 → 0) = −1 

 

Comprobado lo anterior, se puede decir la ecuación transformada tiene solución 

en la variable de Boltzmann, se procede a solucionar la Ec. 3. 72 por el método de 

separación de variables: 

 Si 𝑈 = 𝑑𝑌𝐷/𝑑𝛣 

𝑑𝑈

𝑑𝛣
+ 𝑈 (

1

𝛣
+ 1) = 0 

𝑑𝑈

𝑈
+
𝑑𝛣

𝛣
+ 𝑑𝛣 = 0 ,  .......................................................................................  3. 73 

e integrando: 

𝑙𝑛|𝑈| + 𝑙𝑛|𝛣| + 𝛣 = 𝐶 ,  .................................................................................  3. 74 

donde C es una constante de integración. Si simplificamos la ecuación inmediata anterior: 

𝑙𝑛|𝑈𝛣| = 𝐶 − 𝛣 
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𝑈𝛣 = 𝑒𝐶−𝛣 

𝑈𝛣 = 𝐶2𝑒
−𝑦 

y recordando que 𝑈 = 𝑑𝑌𝐷/𝑑𝛣: 

𝛣
𝑑𝑌𝐷
𝑑𝛣

= 𝐶2𝑒
−𝑦 ,  ............................................................................................  3. 75 

y de la tercera condición: 

𝛣
𝑑𝑌𝐷
𝑑𝛣

(𝛣 → 0) = 𝐶2 𝑙𝑖𝑚
𝛣→0

𝑒−𝛣 = −
1

2
 

𝐶2 = −
1

2
 

Sustituyendo en 3. 75: 

𝛣
𝑑𝑌𝐷
𝑑𝛣

= −
1

2
𝑒−𝛣  ⇔ 𝑑𝑌𝐷 = −

1

2

𝑒−𝛣

𝛣
𝑑𝛣 

e integrando en ambos lados: 

∫ 𝑑𝑌𝐷

𝑌𝐷

0

= −
1

2
∫
𝑒−𝛣

𝛣
𝑑𝛣

𝛣

∞

 

La integral del lado derecho es una integral muy interesante en el ámbito de las 

matemáticas, esta es conocida como, Integral Exponencial y se denota por 𝐸𝑖(𝑥). 

Entonces la solución a la Ec. 3. 63 viene dada por: 

𝑌𝐷 = −
1

2
𝐸𝑖(−𝛣) = −

1

2
𝐸𝑖(−

𝑟𝐷
2

4𝑡𝐷
) ,  ................................................................  3. 76 

Que en variables reales es: 
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𝑘ℎ

𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇
Δ𝑌 = −

1

2
𝐸𝑖 (−

𝑟2

𝑟𝑤2

4
𝛽𝑘𝑡

𝜙𝜇𝑐𝑡𝑟𝑤2

) 

𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓 = −
𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

2𝑘ℎ
𝐸𝑖 (−

𝜙𝜇𝑐𝑡𝑟𝑤
2𝑟2

4𝛽𝑘𝑡𝑟𝑤2
) 

𝑌𝑤𝑓 = 𝑌𝑖 +
𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

2𝑘ℎ
𝐸𝑖 (−

𝜙𝜇𝑐𝑡𝑟
2

4𝛽𝑘𝑡
) .  ................................................................  3. 77 
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3.4.2 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con recarga en 

la frontera externa 

Un yacimiento radial cuya frontera externa tiene un mantenimiento de presión en 

la cual un pozo se encuentra produciendo a presión de fondo fluyendo constante, se 

esquematiza en la Figura 3. 5. La ecuación diferencial que modela este yacimiento, así 

como las respectivas condiciones del problema se presentan en la Tabla 3. 5: 

 

 

Figura 3. 5 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado 

estacionario. 

 

Un dato, de mucha utilidad en este problema, es que, al tratarse de un yacimiento 

con mantenimiento de presión, el estado de flujo en el yacimiento es estacionario, lo cual 

implica que: 

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 ,  ......................................................................................................  3. 78 
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Tabla 3. 5 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

Esto debido a que, para este caso particular, se obtendrán la solución asintótica del 

problema, en el capítulo posterior, se abordará el tema de las transformada de Laplace, 

con lo cual se obtendrá la solución completa para este caso. Teniendo en cuenta lo 

anterior, el problema puede reducirse a: 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 0 ,  .......................................................................................  3. 79 

que, al tratarse de una expresión en una sola variable, podemos escribirla en términos 

de derivadas ordinarias: 

𝑑2𝑌𝐷

𝑑𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝑑𝑌𝐷
𝑑𝑟𝐷

= 0 ,  .......................................................................................  3. 80 

a la cual podemos aplicarle el método de separación de variables. Si tomamos a 𝑈 =

𝑑𝑌𝐷/𝑑𝑟𝐷, entonces la Ec. 3. 80: 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
1

𝜔

𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 0 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 

Condición Inicial 𝑌(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷, 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑟𝑤

= −𝜖
𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= −1 

Condición de frontera 

Externa 

𝑌(𝑟 = 𝑟𝑒 , 𝑡) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷 = 𝑟𝑒𝐷 , 𝑡𝐷) = 0 
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𝑑𝑈

𝑑𝑟𝐷
+
𝑈

𝑟𝐷
= 0 ,  ................................................................................................  3. 81 

Y multiplicando por 𝑑𝑟𝐷/𝑈: 

𝑑𝑈

𝑈
+
𝑑𝑟𝐷
𝑟𝐷

= 0 ,  ..............................................................................................  3. 82 

E integrando: 

∫
𝑑𝑈

𝑈
+∫

𝑑𝑟𝐷
𝑟𝐷

= 0 

𝑙 𝑛(𝑈) + 𝑙𝑛(𝑟𝐷) = 𝐶 

𝑙𝑛(𝑈𝑟𝐷) = 𝐶 

𝑈𝑟𝐷 = 𝐴 ,  ......................................................................................................  3. 83 

Y como 𝑈 = 𝑑𝑌𝐷/𝑑𝑟𝐷 : 

𝑑𝑌𝐷
𝑑𝑟𝐷

𝑟𝐷 = 𝐴 

𝑑𝑌𝐷 =
𝐴

𝑟𝐷
𝑑𝑟𝐷 

𝑌𝐷 = 𝐴𝑙𝑛(𝑟𝐷) + 𝐵 ,  .....................................................................................  3. 84 

y de la condición de frontera interna: 

𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= −1 

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

=
𝐴

𝑟𝐷
⇔ 𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝐴 
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𝐴 = −1 

De la misma manera, parala condición de frontera externa: 

𝑌𝐷(𝑟𝐷 = 𝑟𝑒𝐷, 𝑡𝐷) = 0 

(−1) ∗ 𝑙𝑛(𝑟𝑒𝐷) + 𝐵 = 0 

𝐵 = 𝑙𝑛 (𝑟𝑒𝐷) 

Por lo tanto, la solución es: 

𝑌𝐷 = −𝑙𝑛 (𝑟𝐷) + 𝑙𝑛(𝑟𝑒𝐷) , 

𝑌𝐷 = 𝑙𝑛(𝑟𝑒𝐷/𝑟𝐷) ,  ............................................................................................  3. 85 

que en variables reales es: 

𝑘ℎ

𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇
𝛥𝑌 = 𝑙𝑛(

𝑟𝑒
𝑟𝑤
𝑟
𝑟𝑤

) 

𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓 =
𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
𝑙𝑛 (

𝑟𝑒
𝑟
) 

𝑌𝑤𝑓 = 𝑌𝑖 −
𝜖𝛼𝑅𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
𝑙𝑛 (

𝑟𝑒
𝑟
) .  ...........................................................................  3. 86 
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3.4.3 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con frontera 

impermeable 

Un yacimiento radial cuya frontera externa no presenta flujo y que se encuentra 

produciendo a presión de fondo fluyendo constante, se esquematiza en la Figura 3. 6. 

La ecuación diferencial que modela este yacimiento, así como las respectivas 

condiciones del problema se presentan en la Tabla 3. 6: 

 

 

Figura 3. 6 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado 

pseudo-estacionario. 

 

Para este caso se tiene un yacimiento que presenta un estado de flujo pseudo-

estacionario, por lo cual: 

𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 𝑐𝑡𝑒 .  ......................................................................................................  3. 87 
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Tabla 3. 6 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

Dado que no se tiene más información sobre a que es igual la constante, pero se 

sabe que el yacimiento es volumétrico, se puede emplear la ecuación de balance de 

materia para un yacimiento de aceite bajo-saturado (Gallardo [7]): 

𝑁𝑝𝐵𝑜 = 𝑁𝐵𝑜𝑖 [
𝐵𝑜 − 𝐵𝑜𝑖
𝐵𝑜𝑖

+ 𝐶𝑡Δ𝑌] 

𝑁𝑝𝐵𝑜 = 𝑁(𝐵𝑜 − 𝐵𝑜𝑖) + 𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡Δ𝑌 ,  ................................................................  3. 88 

despejando a Δ𝑌: 

Δ𝑌 =
𝑁𝑝𝐵𝑜

𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡
−
𝐵𝑜 − 𝐵𝑜𝑖
𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

 

y derivando con respecto de 𝑡: 

𝑑Δ𝑌

𝑑𝑡
=
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑁𝑝𝐵𝑜

𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡
−
𝐵𝑜 − 𝐵𝑜𝑖
𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

) 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
1

𝜔

𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 0 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 

Condición Inicial 𝑌(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷, 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑟𝑤

= −𝜖
𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= −1 

Condición de frontera 

Externa 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑟𝑒

= 0 𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=𝑟𝑒𝐷

= 0 
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𝑑

𝑑𝑡
(𝑌𝑖 − 𝑌) =

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑁𝑝𝐵𝑜

𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡
) −

𝑑

𝑑𝑡
(
𝐵𝑜 − 𝐵𝑜𝑖
𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

) 

Dado que el factor de volumen (𝐵𝑜), la compresibilidad (𝐶𝑜), el volumen original 

(𝑁) y la presión inicial (𝑌𝑖) pueden considerarse constantes, se tiene que: 

−
𝑑

𝑑𝑡
𝑌 =

𝐵𝑜
𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

𝑑

𝑑𝑡
𝑁𝑝 ,  .................................................................................  3. 89 

y recordando que la producción acumulada de aceite es igual a la integral de 0 a 𝑡, del 

gasto, es decir: 

𝑁𝑝 = ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

𝑜

⟺
𝑑𝑁𝑝

𝑑𝑡
= 𝑞(𝑡) .  ....................................................................  3. 90 

Sustituyendo la Ec. 3. 90 en la Ec. 3. 89 : 

−
𝑑

𝑑𝑡
𝑌 =

𝐵𝑜
𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

𝑞 

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= −

𝑞𝐵𝑜
𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

 .  ............................................................................................  3. 91 

La Ec. 3. 91 representa la variación de la presión con respecto del tiempo en un 

sistema cerrado. Sustituyendo en la ecuación de flujo se tendrá que: 

𝜕2𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝜔

𝑞𝐵𝑜
𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

= 0 

y dado que ahora solo se tiene la derivada con respecto de 𝑟, se puede reescribir en 

forma compacta, como: 
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1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑌

𝑑𝑟
) +

1

𝜔

𝑞𝐵𝑜
𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡

= 0 .  .........................................................................  3. 92 

Recordando que el volumen original de hidrocarburos a condiciones de yacimiento 

es 𝑉𝐻𝐶𝑆 = 𝑁𝐵𝑜𝑖 = 𝜋ℎ(𝑟𝑒
2 − 𝑟𝑤

2)𝜙, y haciendo que: 

𝑊 =
𝑞𝐵𝑜

𝜔𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡
=
𝜙𝜇𝐶𝑡
𝑘

𝑞𝐵𝑜
𝑉𝐻𝐶𝑆𝐶𝑡

=
𝑞𝐵𝑜𝜇𝜙

𝑘𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)𝜙
=

𝑞𝐵𝑜𝜇

𝑘𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)
 

sustituyendo 𝑊 en la Ec. 3. 92 y procediendo a aplicar el método de separación de 

variables, se tendrá que: 

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑌

𝑑𝑟
) = −𝑊 

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑌

𝑑𝑟
) = −𝑊𝑟 

e integrando con respecto a 𝑟: 

∫
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑌

𝑑𝑟
) 𝑑𝑟 = −𝑊∫𝑟𝑑𝑟 

𝑟
𝑑𝑌

𝑑𝑟
= −

𝑊

2
𝑟2 + 𝐶 .  .......................................................................................  3. 93 

Evaluando la segunda condición de frontera: 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑟𝑒

= 0 

se tendrá: 

𝐶 −
𝑊

2
𝑟𝑒
2 = 0 
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𝐶 =
𝑊

2
𝑟𝑒
2 .  ....................................................................................................  3. 94 

Sustituyendo la Ec. 3. 94 en la Ec. 3. 93: 

𝑟
𝑑𝑌

𝑑𝑟
= −

𝑊

2
𝑟2 +

𝑊

2
𝑟𝑒
2 

y dividiendo ambos lados entre 𝑟, e integrando de 𝑟𝑤 a 𝑟: 

∫
𝑑𝑌

𝑑𝑟
𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

= −∫
𝑊

2
𝑟

𝑟

𝑟𝑤

𝑑𝑟 + ∫
𝑊

2

𝑟𝑒
2

𝑟
𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

 

∫
𝑑𝑌

𝑑𝑟
𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

= −
𝑊

2
∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤

+
𝑊

2
𝑟𝑒
2∫

1

𝑟
𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

 

𝑌(𝑟) − 𝑌(𝑟𝑤) = −
𝑊

2

𝑟2

2
|
𝑟𝑤

𝑟

+
𝑊

2
𝑟𝑒
2 ln|r||

𝑟𝑤

𝑟

 

𝑌(𝑟) − 𝑌𝑤𝑓 = −
𝑊

4
(𝑟2 − 𝑟𝑤

2) +
𝑊

2
𝑟𝑒
2 ln |

r

rw
| .  .................................................  3. 95 

Recordando que 𝑊 = 𝑞𝐵𝑜𝜇/𝑘𝜋ℎ(𝑟𝑒
2 − 𝑟𝑤

2 ). Sustituyendo 𝑊 en la ecuación 

anterior: 

𝑌(𝑟) = 𝑌𝑤𝑓 +
𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ

𝑟𝑒
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
 ln |

r

rw
| −

𝑞𝐵𝜇

4𝜋𝑘ℎ

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
 

𝑌(𝑟) = 𝑌𝑤𝑓 +
𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ

𝑟𝑒
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
 ln |

r

rw
| −

𝑞𝐵𝜇

4𝜋𝑘ℎ

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
 .  .......................................  3. 96 

La Ec. 3. 96 es la solución al problema para cualquier radio. Para obtener una 

expresión que incluya al tiempo, basta con integrar la Ec. 3. 91 con respecto de 𝑡 desde 

0 hasta 𝑡. 
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∫
𝑑𝑌

𝑑𝑡
𝑑𝑡

𝑡

0

= −
𝑞𝐵𝑜

𝑁𝐵𝑜𝑖𝐶𝑡
∫ 𝑑𝑡
𝑡

0

 

𝑌(𝑡) − 𝑌(0) = −
𝑞𝐵𝑜

𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)𝜙𝐶𝑡
𝑡 

𝑌(𝑡) − 𝑌𝑖 = −
𝑞𝐵𝑜

𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)𝜙𝐶𝑡
𝑡 

𝑌(𝑡) = 𝑌𝑖 −
𝑞𝐵𝑜

𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)𝜙𝐶𝑡
𝑡 . .......................................................................  3. 97 

Igualando las Ecs. 3. 96 y 3. 97: 

𝑌𝑖 −
𝑞𝐵𝑜

𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)𝜙𝐶𝑡
𝑡 = 𝑌𝑤𝑓 +

𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ

𝑟𝑒
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
 ln |

r

rw
| −

𝑞𝐵𝜇

4𝜋𝑘ℎ

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
 

𝑌𝑤𝑓 = 𝑌𝑖 +
𝑞𝐵𝜇

4𝜋𝑘ℎ

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
−

𝑞𝐵𝑜
𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)𝜙𝐶𝑡

𝑡 −
𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ

𝑟𝑒
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
 ln |

r

rw
| .  ..............  3. 98 

La Ec. 3. 98 es una expresión que relaciona a 𝑌𝑤𝑓 en términos del radio y del 

tiempo. Si se desea obtener la solución en términos de 𝑌̅ (promedio), se procede a 

calcularla como: 

𝑌̅ =
∭ 𝑌(𝑟)𝑑𝑉

𝑉

∭ 𝑑𝑉
𝑉

 

𝑌̅(𝑟) =
∫ ∫ ∫ 𝑌(𝑟)𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧𝑑𝑟

2𝜋

0

ℎ

0

𝑟

𝑟𝑤

∫ ∫ ∫ 𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧𝑑𝑟
2𝜋

0

ℎ

0

𝑟

𝑟𝑤

=
2𝜋ℎ ∫ 𝑌(𝑟)𝑟𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

𝜋ℎ(𝑟2 − 𝑟𝑤2)
=
2∫ 𝑌(𝑟)𝑟𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

(𝑟2 − 𝑟𝑤2)
 ,  ..............  3. 99 

donde 𝑌(𝑟) de la Ec. 3. 95: 

∫ 𝑌(𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤

= ∫ [𝑌𝑤𝑓 +
𝑊

2
𝑟𝑒
2 ln |

r

rw
| −

𝑊

4
(𝑟2 − 𝑟𝑤

2)] 𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤
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= ∫ 𝑌𝑤𝑓𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤

+∫
𝑊

2
𝑟𝑒
2 ln |

r

rw
| 𝑟𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

−∫
𝑊

4
(𝑟2 − 𝑟𝑤

2)𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤

 

= 𝑌𝑤𝑓∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤

+
𝑊

2
𝑟𝑒
2∫ ln |

r

rw
| 𝑟𝑑𝑟

𝑟

𝑟𝑤

−
𝑊

4
∫ (𝑟2 − 𝑟𝑤

2)𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤

 

= 𝑌𝑤𝑓
𝑟2

2
|
𝑟𝑤

𝑟

 +
𝑊

2
𝑟𝑒
2 (
𝑟2

2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

𝑟2

4
)|
𝑟𝑤

𝑟

−
𝑊

4
(
𝑟4

4
− 𝑟𝑤

2
𝑟2

2
)|
𝑟𝑤

𝑟

 

∫ 𝑌(𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑟

𝑟𝑤

= 𝑌𝑤𝑓
𝑟2 − 𝑟𝑤

2 

2
 +
𝑊

2
𝑟𝑒
2 (
𝑟2

2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

4
)

−
𝑊

4
(
𝑟4 − 𝑟𝑤

4

4
− 𝑟𝑤

2
𝑟2 − 𝑟𝑤

2

2
) . 

 ...........................  3. 100 

Sustituyendo la Ec. 3. 100 en la Ec. 3. 99: 

𝑌̅(𝑟) =
2

𝑟2 − 𝑟𝑤2
[𝑌𝑤𝑓

𝑟2 − 𝑟𝑤
2 

2
 +
𝑊

2
𝑟𝑒
2 (
𝑟2

2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

4
) −

𝑊

4
(
𝑟4 − 𝑟𝑤

4

4
− 𝑟𝑤

2
𝑟2 − 𝑟𝑤

2

2
)] 

= 𝑌𝑤𝑓  +
2𝑊𝑟𝑒

2

2(𝑟2 − 𝑟𝑤2)
(
𝑟2

2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

4
) −

2𝑊

4
(
𝑟4 − 𝑟𝑤

4

4(𝑟2 − 𝑟𝑤2)
− 𝑟𝑤

2
𝑟2 − 𝑟𝑤

2

2(𝑟2 − 𝑟𝑤2)
) 

= 𝑌𝑤𝑓  + 𝑊
𝑟𝑒
2

𝑟2 − 𝑟𝑤2
(
𝑟2

2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

𝑟2 − 𝑟𝑤
2

4
) −

𝑊

2
(
(𝑟2 + 𝑟𝑤

2)(𝑟2 − 𝑟𝑤
2)

4(𝑟2 − 𝑟𝑤2)
−
𝑟𝑤
2

2
) 

= 𝑌𝑤𝑓  + 𝑊
𝑟𝑒
2

2
(

𝑟2

𝑟2 − 𝑟𝑤2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

1

2
) −

𝑊

2
(
𝑟2 + 𝑟𝑤

2

4
−
𝑟𝑤
2

2
) . 

Sustituyendo 𝑊 = 𝑞𝐵𝑜𝜇/𝑘𝜋ℎ(𝑟𝑒
2 − 𝑟𝑤

2 )  en la ecuación anterior: 

𝑌̅(𝑟) = 𝑌𝑤𝑓  +
𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ

𝑟𝑒
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
(

𝑟2

𝑟2 − 𝑟𝑤2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

1

2
)

−
𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ
(
𝑟2 + 𝑟𝑤

2

4(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)
−

𝑟𝑤
2

2(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)
) . 

 ......................................  3. 101 

La Ec. 3. 101 es la solución al problema original en términos de la variable 𝑌 

promedio del yacimiento. De igual manera basta con igualar las Ecs. 3. 97 y 3. 101, para 

obtener: 
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𝑌𝑤𝑓 = 𝑌𝑖 −
𝑞𝐵𝑜

𝜋ℎ(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)𝜙𝐶𝑡
𝑡 −

𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ

𝑟𝑒
2

𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2
(

𝑟2

𝑟2 − 𝑟𝑤2
𝑙𝑛 |

𝑟

𝑟𝑤
| −

1

2
)

+
𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ
(
𝑟2 + 𝑟𝑤

2

4(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)
−

𝑟𝑤
2

2(𝑟𝑒2 − 𝑟𝑤2)
) . 

 ...............  3. 102 

La Ec. 3. 102 representa a la presión de fondo como una función del radio y del 

tiempo.  
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Tema 4 Soluciones mediante la transformada de 

Laplace 

 

La transformada de Laplace (representado por el operador ℒ) es una herramienta 

matemática muy poderosa en la solución de ecuaciones diferenciales, en especial 

aquellas que pueden ser imposibles de resolver por métodos convencionales. En esta 

sección se discuten algunas de sus propiedades, así como su aplicación en problemas 

de flujo. 

 

4.1 Definición de la transformada de Laplace 

Para una función 𝑓(𝑡) la cual se encuentra definida en el intervalo [0,∞), su 

transformada (𝐿{𝑓(𝑡)}) se define como la integral impropia de la Ec. 4. 1 (Arfken and 

Weber [1]): 

𝐹(𝑠) = {𝑓(𝑡)}∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

 .  ........................................................................  4. 1 

Al utilizar la transformada de Laplace se pasa el problema de un dominio 𝑡 a otro 

𝑍, con lo que se facilita el tratamiento de las ecuaciones al convertir las integrales y 

derivadas en operaciones algebraicas de multiplicación y división de menor complejidad. 

Esto permite obtener soluciones prácticas a los problemas planteados. 

 

4.2 Propiedades de la Transformada de Laplace 

Para poder solucionar un problema que se ha trasladado al espacio de Laplace, 

es importante tener conocimientos sobre el álgebra y sus propiedades. La Tabla 4. 1 

presenta algunas propiedades que son de interés para el presente Tema. 
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Tabla 4. 1 Propiedades de la Transformada de (Laplace Arfken and Weber [1]). 

Linealidad ℒ{𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)} = 𝑎ℒ[𝑓(𝑡)] + 𝑏ℒ[𝑔(𝑡)] 4. 2 

Cambio de 
escala 

ℒ{𝑓(𝑎𝑡)} = 
1

𝑎
𝐹 (
𝑍

𝑎
) 4. 3 

Primera 
propiedad de 
translación 

ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑍 − 𝑎) 4. 4 

Segunda 
propiedad de 
translación 

ℒ{𝑢(𝑡 − 𝑎)𝑓(𝑡 − 𝑎)} = 𝑒−𝑎𝑍ℒ{𝑓(𝑡)} 4. 5 

Transformada 
de una 
derivada 

ℒ{𝑓(𝑛)(𝑡)} = 
𝑍𝑛𝐹(𝑍) − 𝑍𝑛−1𝑓(0)

− 𝑍𝑛−2𝑓′(0)−. . . −𝑓(𝑛−1)(0) 
4. 6 

Derivada de 
una 
transformada 

ℒ{𝑡𝑛𝑓(𝑡)} = (−1)𝑛𝐹(𝑛)(𝑍) 4. 7 

Transformada 
de una 
integral 

𝐹(𝑍)

𝑍
 = ℒ {∫𝑓(𝑢)

𝑡

0

𝑑𝑢} 4. 8 

Integral de 
una 
transformada 

ℒ {
𝑓(𝑡)

𝑡
} = ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑢

∞

0

 4. 9 

Convolución ℒ{𝑓(𝑡) ∗ 𝑔(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑍𝑡 {∫𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏}

𝑡

0

}𝑑𝑡

∞

0

 4. 10 
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4.3 Soluciones a problemas de flujo radial a través de la transformada de 

Laplace 

4.3.1 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial infinito 

En la Figura 4. 1, se esquematiza el modelo de yacimiento planteado, y en la 

Tabla 4. 2 se muestra la ecuación de flujo fundamental, así como la condición inicial y de 

frontera, ambos en variables reales y adimensionales. 

 

 

Figura 4. 1 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado 

transitorio. 

 

Para encontrar las soluciones en el espacio de Laplace debe definirse la siguiente 

transformación: 

ℒ{(𝑌𝐷)}{𝑍} = 𝑌̅𝐷 = ∫ 𝑌𝐷𝑒
−𝑍𝑡𝐷𝑑𝑡𝐷

∞

0

 .  .............................................................  4. 11 
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Tabla 4. 2 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

Teniendo en cuenta la definición anterior y la ecuación de flujo en variables 

adimensionales: 

ℒ {(
𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0)} 

que, por la propiedad de linealidad presentada en la Ec. 4. 2: 

ℒ {
𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 } + ℒ {

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

} − ℒ {
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

} = ℒ{0} 

Debe observarse que, de la definición presentada en la Ec. 4. 11, la 

transformación es llevada a cabo sobre 𝑡𝐷, por lo cual puede aplicarse lo siguiente: 

𝜕2ℒ{𝑌𝐷}

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕ℒ{𝑌𝐷}

𝜕𝑟𝐷
− ℒ {

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

} = 0, 

que por definición resulta en: 

 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 0 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 

Condición Inicial 𝑌(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷, 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟→0

= −
𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷→0

= −1 

Condición de frontera 

Externa 

𝑌(𝑟 → ∞, 𝑡) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷 → ∞, 𝑡𝐷) = 0 
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𝜕2𝑌̅𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

− 𝑍𝑌̅𝐷 − 𝑌̅𝐷(𝑡𝐷 = 0) = 0 .  .......................................................  4. 12 

Para continuar es necesario de las condiciones de frontera, y debido a que se 

pretende llevar el problema a otro espacio, debe entonces llevarse al mismo espacio las 

condiciones iniciales y de frontera como se muestra a continuación: 

ℒ{𝑌𝐷(𝑟𝐷 , 𝑡𝐷 = 0)} = 0 ⇒ 𝑌̅𝐷(𝑟𝐷, 𝑡𝐷 = 0) = 0 .  ................................................  4. 13 

ℒ {𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷→0

} = −1 ⇒ 𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷→0

= −
1

𝑍
 .  ................................................  4. 14 

ℒ{𝑌𝐷(𝑟𝐷 → ∞, 𝑡𝐷)} = 0 ⇒ 𝑌̅𝐷(𝑟𝐷 → ∞, 𝑡𝐷) = 0 .  ..............................................  4. 15 

Dado lo anterior, aplicando la condición inicial presentada en la Ec. 4. 13 en la 

Ec. 4. 12: 

𝜕2𝑌̅𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

− 𝑍𝑌̅𝐷 − 0 = 0 

𝜕2𝑌̅𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

− 𝑍𝑌̅𝐷 = 0 .  ............................................................................  4. 16 

Aplicando el siguiente cambio de variables (que puede obtenerse mediante el 

procedimiento descrito en el Tema 3 para la obtención de la variable de Boltzmann) se 

llega al siguiente resultado: 

𝜒 = √𝑍𝑟𝐷 

Aplicando la regla de la cadena a la Ec. 4. 16: 

𝜕

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝜒

𝜕𝜒
(
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝜒

𝜕𝜒
) +

√𝑍

𝜒

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

𝜕𝜒

𝜕𝜒
 − 𝑍𝑃̅𝐷 = 0 
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𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷

𝜕

𝜕𝜒
(
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷
) +

√𝑍

𝜒

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷
 − 𝑍𝑌̅𝐷 = 0 

𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷

𝜕

𝜕𝜒
(
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

)
𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷
+
√𝑍

𝜒

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷
 − 𝑍𝑌̅𝐷 = 0 

(
𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷
)
2 𝜕2𝑌̅𝐷
𝜕𝜒2

+
√𝑍

𝜒

𝜕𝜒

𝜕𝑟𝐷

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

 − 𝑍𝑌̅𝐷 = 0 

y puede verse rápidamente que 𝜕𝜒/𝜕𝑟𝐷 = √𝑍, por lo tanto: 

(√𝑍)
2 𝜕2𝑌̅𝐷
𝜕𝜒2

+
√𝑍

𝜒
(√𝑍)

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

 − 𝑍𝑌̅𝐷 = 0 

𝑍
𝜕2𝑌̅𝐷
𝜕𝜒2

+
𝑍

𝜒

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

 − 𝑍𝑌̅𝐷 = 0 

multiplicando y dividiendo por 𝜒2/𝑍: 

𝜒2
𝜕2𝑌̅𝐷
𝜕𝜒2

+ 𝜒
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

 − 𝜒2𝑌̅𝐷 = 0 , ......................................................................  4. 17 

y recordando la ecuación de Bessel, presentada en la Ec. 1.50: 

𝑥2
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ (𝑥2 − 𝑣2)𝑤 = 0 ,  ...............................................................  4. 18 

y cuya solución presenta la forma: 

𝑤 = 𝐴𝐼𝑣(𝑥) + 𝐵𝐾𝑣(𝑥) ,  ..................................................................................  4. 19 

donde 𝐴 y 𝐵 son constates. Tomando en cuenta lo anterior, se tiene entonces que para 

la Ec. 4. 17, 𝑣 = 0, por lo que la solución tendrá la forma: 
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𝑌̅𝐷 = 𝐴𝐼0(𝜒) + 𝐵𝐾0(𝜒) .  ................................................................................  4. 20 

Para encontrar el valor de las constantes se emplean las condiciones de frontera. 

Para ello se necesita el valor de la derivada con respecto a 𝑟𝐷, de tal manera que: 

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝐴
𝜕𝐼0(𝜒)

𝜕𝑟𝐷
+ 𝐵

𝜕𝐾0(𝜒)

𝜕𝑟𝐷
 

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝐴
𝜕𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)

𝜕𝑟𝐷
+ 𝐵

𝜕𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝜕𝑟𝐷
 

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝐴
𝜕𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)

𝜕𝑟𝐷
+ 𝐵

𝜕𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝜕𝑟𝐷
 

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝐴√𝑍
𝜕𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)

𝜕𝑟𝐷
+ 𝐵√𝑍

𝜕𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝜕𝑟𝐷
 

De las fórmulas de derivación presentadas en la Ec. 1. 59. 

𝐼0
′(𝑥) = 𝐼1(𝑥), 𝐾0

′(𝑥) = −𝐾1(𝑥) 

𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝐴√𝑍𝐼1(𝜒) − 𝐵√𝑍𝐾1(𝜒) 

multiplicando por 𝑟𝐷: 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝐴𝜒𝐼1(𝜒) − 𝐵𝜒𝐾1(𝜒) ,  ...........................................................  4. 21 

evaluando la condición de frontera interna transformada, Ec. 4. 14, se tiene que: 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷→0

= 𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝜒→0

= lim
𝜒→0

[𝐴𝜒𝐼1(𝜒) − 𝐵𝜒𝐾1(𝜒)] = −
1

𝑍
 

Recordando el comportamiento de las funciones 𝐼𝑣 y 𝐾𝑣, vistas en el Tema 1: 
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Figura 4. 2 Comportamiento de la función Bessel Iv(x). 

 

 

Figura 4. 3 Comportamiento de la función Bessel Kv(x). 
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Se puede observar que: 

𝐼1(𝜒 → 0) = 0 

𝐾1(𝜒 →) =
1

𝜒
 

Por lo cual: 

lim
𝜒→0

[𝐴𝜒 ∗ 0 − 𝐵𝜒 ∗
1

𝜒
] = −

1

𝑍
 

−𝐵𝜒 ∗
1

𝜒
= −

1

𝑍
 

𝐵 = −
1

𝑍
 .  .....................................................................................................  4. 22 

 

De la misma manera valuando la condición de frontera externa, Ec. 4. 15, en la 

Ec. 4. 20: 

𝑌̅𝐷(𝑟𝐷 → ∞, 𝑡𝐷) = 𝐴𝐼0(𝜒 → ∞) + 𝐵𝐾0(𝜒 → ∞) = 0 

Analizando el comportamiento de 𝐼0 y 𝐾0, se tiene que: 

𝐼0(𝜒 → ∞) = 1 

𝐾0(𝜒 → ∞) = 0 

por lo cual: 

𝐴 ∗ 1 + 𝐵 ∗ 0 = 0 

𝐴 = 0 .  .........................................................................................................  4. 23 

Substituyendo A y B en 4. 20: 
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𝑌̅𝐷 = 0 ∗ 𝐼0(𝜒) + (
1

𝑍
)𝐾0(𝜒)  

𝑌̅𝐷 =
𝐾0(𝜒)

𝑍
 

𝑌̅𝐷 =
𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
 .  ...........................................................................................  4. 24 

Que es la solución en el espacio de Laplace, para obtener la solución en el 

espacio de 𝑌𝐷 debe emplearse algún método de inversión numérica. 
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4.3.2 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con 

mantenimiento en la frontera externa 

En la Figura 4. 4, se esquematiza el modelo de yacimiento planteado, y en la  

Tabla 4. 3 se muestra la ecuación de flujo fundamental, así como la condición 

inicial y de frontera, ambos en variables reales y adimensionales. 

 

 

Figura 4. 4 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado 

estacionario. 

 

De la misma forma que en el caso anterior, la ecuación resultante será: 

𝜒2
𝜕2𝑌̅𝐷
𝜕𝜒2

+ 𝜒
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

 − 𝜒2𝑌̅𝐷 = 0 , ......................................................................  4. 25 

Y cuya solución presenta la forma: 

𝑌̅𝐷 = 𝐴𝐼0(𝜒) + 𝐵𝐾0(𝜒) ,  ................................................................................  4. 26 
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Tabla 4. 3 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

pero sujeta a las condiciones siguientes (en el espacio de Laplace): 

𝑌̅𝐷(𝑟𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = 0 .  ......................................................................................  4. 27 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= −
1

𝑍
 .  ......................................................................................  4. 28 

𝑌̅𝐷(𝑟𝐷 = 𝑟𝑒𝐷 , 𝑡𝐷) = 0 .  ....................................................................................  4. 29 

Evaluando la condición de frontera interna: 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= 𝐴(√𝑍 ∗ 1)𝐼1(√𝑍 ∗ 1) − 𝐵(√𝑍 ∗ 1)𝐾1(√𝑍 ∗ 1) = −
1

𝑍
 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 0 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 

Condición Inicial 𝑌(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷, 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑟𝑤

= −𝜖
𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= −1 

Condición de frontera 

Externa 

𝑌(𝑟 = 𝑟𝑒 , 𝑡) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷 = 𝑟𝑒𝐷 , 𝑡𝐷) = 0 
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𝐴√𝑍𝐼1(√𝑍) − 𝐵√𝑍𝐾1(√𝑍) = −
1

𝑍
 .  ...............................................................  4. 30 

De la misma manera para la condición de frontera externa: 

𝑌̅𝐷(𝑟𝐷 = 𝑟𝑒𝐷, 𝑡𝐷) = 𝐴𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐵𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) = 0 

𝐴𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐵𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) = 0 

despejando a 𝐵: 

𝐵 = −𝐴
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)
 ,  ......................................................................................  4. 31 

y sustituyendo 4. 31 en 4. 30 y despejando a 𝐴: 

𝐴√𝑍𝐼1(√𝑍) − (−𝐴
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)
)√𝑍𝐾1(√𝑍) = −

1

𝑍
  

𝐴√𝑍 [𝐼1(√𝑍) +
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)
] = −

1

𝑍
 

𝐴√𝑍 [
𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)
] = −

1

𝑍
 

𝐴 = −
1

𝑍√𝑍

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
 

𝐴 = −
1

𝑍3/2
𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
 ,  ........................................  4. 32 

sustituyendo 4. 32 en 4. 31 : 
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𝐵 = [−
1

𝑍
3
2

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
]
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)
  

𝐵 = −
1

𝑍
3
2

𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
  ...........................................  4. 33 

Por lo cual, la solución viene dada por: 

𝑌̅𝐷 = [−
1

𝑍
3
2

𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
] 𝐼0(𝜒)

+ [−
1

𝑍
3
2

𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
]𝐾0(𝜒) 

𝑌̅𝐷 = −
1

𝑍
3
2

𝐼0(𝜒)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(𝜒)

𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍) − 𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

 .  ..........................................  4. 34 

La cual es la solución en el espacio de Laplace para un pozo produciendo a gasto 

constante en un yacimiento con régimen estacionario. 
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4.3.3 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con frontera 

externa de no flujo 

En la Figura 4. 5, se esquematiza el modelo de yacimiento planteado, y en la 

Tabla 4. 4 se muestra la ecuación de flujo fundamental, así como la condición inicial y de 

frontera, ambos en variables reales y adimensionales. 

 

 

Figura 4. 5 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado pseudo-

estacionario. 

 

De la misma forma que en el caso anterior, la ecuación resultante será: 

𝜒2
𝜕2𝑌̅𝐷
𝜕𝜒2

+ 𝜒
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝜒

 − 𝜒2𝑌̅𝐷 = 0 , ......................................................................  4. 35 
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Tabla 4. 4 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales. 

 

Y cuya solución presenta la forma: 

𝑌̅𝐷 = 𝐴𝐼0(𝜒) + 𝐵𝐾0(𝜒) ,  ................................................................................  4. 36 

pero sujeta a las condiciones siguientes (en el espacio de Laplace): 

𝑌̅𝐷(𝑟𝐷 , 𝑡𝐷 = 0) = 0 ,  ......................................................................................  4. 37 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= −
1

𝑍
 ,  ......................................................................................  4. 38 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=𝑟𝑒𝐷

= 0 .  ......................................................................................  4. 39 

Si se evalúan las condiciones, 4. 38: 

 Variables Reales Variables Adimensionales 

Ecuación de flujo 
𝜕2𝑌

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑌

𝜕𝑟
−
𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 0 

𝜕2𝑌𝐷

𝜕𝑟𝐷
2 +

1

𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

−
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

= 0 

Condición Inicial 𝑌(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝑌𝑖 𝑌𝐷(𝑟𝐷, 𝑡𝐷 = 0) = 0 

Condición de Frontera 

Interna 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑟𝑤

= −𝜖
𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= −1 

Condición de frontera 

Externa 

𝑟
𝜕𝑌

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑟𝑒

= 0 𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=𝑟𝑒𝐷

= 0 
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𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= 𝐴(√𝑍 ∗ 1)𝐼1(√𝑍 ∗ 1) − 𝐵(√𝑍 ∗ 1)𝐾1(√𝑍 ∗ 1) = −
1

𝑍
 

𝐴√𝑍𝐼1(√𝑍) − 𝐵√𝑍𝐾1(√𝑍) = −
1

𝑍
  ,  ...............................................................  4. 40 

y 4. 39: 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=𝑟𝑒𝐷

= 𝐴(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐵(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) = 0 

𝐴(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐵(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) = 0 ,  ..........................................  4. 41 

se obtienen las Ecs. 4. 40 y 4. 41, respectivamente. Si despejamos 𝐴 de la segunda y 

sustituimos en la primera se llega a: 

𝐵 = −
1

𝑍
3
2

𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
 

y sustituyendo esta expresión en la Ec. 4. 41 se obtiene: 

𝐴 = −
1

𝑍
3
2

𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
 

Substituyendo 𝐴 y 𝐵 en la Ec. 4. 36: 

𝑌̅𝐷 = −
1

𝑍
3
2

𝐼0(𝜒)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(𝜒)

𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)
 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2[𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍) − 𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

 .  ..........................................  4. 42 

En la Tabla 4. 5 se presentan un compendio de las soluciones en el espacio de 

Laplace (Gajdica [2]). 
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Tabla 4. 5 Soluciones para distintas condiciones de frontera internas y externas en el espacio de Laplace. 

Condición de 

Frontera Interna 

Condición de Frontera Externa 

Yacimiento infinito Presión constante No flujo 

Gasto Constante 
𝑌̅𝐷 =

𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2𝐾1(√𝑍)

 𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍) − 𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

 𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2[𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍) − 𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

 

Gasto Constante 

con 

Almacenamiento 

𝐷 = 𝐾1(√𝑍) + 

𝐶𝐷√𝑍𝐾0(√𝑍) 

𝑌̅𝐷 =
𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2𝐷

 

𝐷 = 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍) + 𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

+ 𝐶𝐷√𝑍[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)

− 𝐼0(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)] 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷) − 𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝑍
3
2𝐷

 

𝐷 = 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍) − 𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

+ 𝐶𝐷√𝑍[𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

+ 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)] 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2𝐷

 

Gasto Constante 

con 

Almacenamiento 

y Daño 

𝐷 = 𝐾1(√𝑍) + 

𝐶𝐷√𝑍𝐾0(√𝑍)

+ 𝑍𝐶𝐷𝑠𝐾1(√𝑍) 

𝑌̅𝐷 =
𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2𝐷

 

𝐷 = (𝐶𝐷𝑠𝑍 + 1)[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)

+ 𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

+ 𝐶𝐷√𝑍[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)

− 𝐼0(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)] 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷) − 𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝑍
3
2𝐷

 

𝐷 = (𝐶𝐷𝑠𝑍 + 1)[𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)

− 𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

+ 𝐶𝐷√𝑍[𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

+ 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)] 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2𝐷
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Tabla 4. 5 Soluciones para distintas condiciones de frontera internas y externas en el espacio de Laplace (continuación). 

 

 

 

Presión 

Constante 

𝑌̅𝐷 =
𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍𝐾0(√𝑍)
 

𝑞̅𝐷 =
−𝑟𝐷𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)

√𝑍𝐾0(√𝑍)
 

𝑄̅𝐷 =
−𝑟𝐷𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍
3
2𝐾0(√𝑍)

 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷) − 𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝑍[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍) − 𝐼0(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]
 

𝑞̅𝐷 =
−𝑟𝐷[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

√𝑍[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍) − 𝐼0(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]
 

𝑄̅𝐷 =
−𝑟𝐷[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

𝑍
3
2[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍) − 𝐼0(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

 

𝑌̅𝐷 =
𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝑍[𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)]
 

𝑞̅𝐷 =
𝑟𝐷[𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)]

√𝑍[𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)]
 

𝑄̅𝐷 =
𝑟𝐷[𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)]

𝑍
3
2[𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)]

 

Presión 

Constante 

con daño 

𝑌̅𝐷 =
𝐾0(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍[𝐾0(√𝑍) + 𝑠√𝑍𝐾1(√𝑍)]
 

𝑞̅𝐷 =
−𝑟𝐷𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)

√𝑍[𝐾0(√𝑍) + 𝑠√𝑍𝐾1(√𝑍)]
 

𝑄̅𝐷 =
−𝑟𝐷𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)

𝑍3/2[𝐾0(√𝑍) + 𝑠√𝑍𝐾1(√𝑍)]
 

𝐷 = 𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍) − 𝐼0(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

+ 𝑠√𝑍[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)

+ 𝐼1(√𝑍)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)] 

𝑌̅𝐷 =
𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷) − 𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝑍𝐷
 

𝑞̅𝐷 =
−𝑟𝐷[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

√𝑍𝐷
 

𝑄̅𝐷 =
−𝑟𝐷[𝐼0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝑒𝐷)]

𝑍
3
2𝐷

 

𝐷 = 𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)

+ 𝑠√𝑍[𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍)

− 𝐼1(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)] 

𝑌̅𝐷 =
𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍𝑟𝐷) + 𝐼0(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝑍𝐷
 

𝑞̅𝐷 =
𝑟𝐷[𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)]

√𝑍𝐷
 

𝑄̅𝐷 =
𝑟𝐷[𝐼1(√𝑍𝑟𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) − 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)]

𝑍
3
2𝐷
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Tema 5 Soluciones mediante Funciones de Green 

 

Las funciones de Green son herramientas matemáticas que nos permiten resolver 

ecuaciones diferenciales en derivadas ordinarias o parciales no homogéneas, eh ahí la 

importancia de este método. En el ámbito de la ingeniería petrolera, la ecuación de 

difusividad se convierte en una EDP no homogénea al incluir en esta un término fuente o 

sumidero. Dado lo anterior la ecuación de difusividad incluyendo este último término, es: 

𝜔∇2𝑌 −
𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 𝑞(𝒓, 𝑡) 

en la cual, 𝒓, representa el vector de posición correspondiente. Esta ecuación es útil para 

representar problemas de flujo en los cuales, además de tenerse el pozo, normalmente 

ubicado donde convergen las líneas de flujo del elemento de volumen representativo 

como se expuso en temas anteriores, se tiene además en cualquier otra parte de este, 

un elemento de inyección o producción adicional. 

 

5.1 Función Delta de Dirac 

Una de las funciones generalizadas más importantes es quizá la función delta de Dirac, 

y como se verá posteriormente las funciones de Green están íntimamente ligadas a ella. 

Por definición la función delta de Dirac, denotada por 𝛿, es (Duffy [1]): 

𝛿(𝑡) = {
∞, 𝑡 = 0
0, 𝑡 ≠ 0

 ,   ..................................................................................  5. 1 

Tal que: 

∫ 𝛿(𝑡)𝑑𝑡 = 1,
∞

−∞

 ,   ...........................................................................................  5. 2 
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pero una definición más práctica está dada por: 

∫ 𝛿(𝑡 − 𝑎)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑎)
∞

−∞

 ,   ..........................................................................  5. 3 

que, en forma multivariable es: 

∭ 𝛿(𝒓 − 𝒓𝒐)𝑓(𝒓)𝑑𝑉 = {
𝑓(𝒓𝟎), 𝑠𝑖 𝒓𝟎 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑉,
0,                𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑖𝑒𝑟 𝑜𝑡𝑟𝑜.                   𝑉

 ,   ......................  5. 4 

donde 𝒓 es el vector del origen a algún punto 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑥) y 𝒓𝟎 es el vector del origen a otro 

punto 𝑃(𝜉, 𝜂, 𝜁). Algunas relaciones importantes de la función delta de Dirac, así como 

sus representaciones en diferentes geometrías se presentan en las Tabla 5. 1 y Tabla 5. 

2, respectivamente. 

 

Tabla 5. 1 Relaciones importantes que involucran a la función delta de Dirac. 

𝛿(𝑡) = {
∞, 𝑡 = 0
0, 𝑡 ≠ 0

, ∫ 𝛿(𝑡)𝑑𝑡 = 1,
∞

−∞

 5. 5 

∫ 𝛿(𝑡 − 𝑎)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑎),
∞

−∞

 5. 6 

𝛿(𝑐𝑡) =
𝛿(𝑡)

|𝑐|
, 𝛿(−𝑡) = 𝛿(𝑡) 5. 7 

𝛿(𝑡) = −𝑡𝛿′(𝑡) 5. 8 

𝑓(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑎) = 𝑓(𝑎)𝛿(𝑡 − 𝑎) 5. 9 

𝛿(𝑡2 − 𝑎2) =
𝛿(𝑡 + 𝑎) + 𝛿(𝑡 − 𝑎)

2|𝑎|
 5. 10 

𝑥𝑛𝛿(𝑚)(𝑥) = 0, 0 ≤ 𝑚 < 𝑛 5. 11 

𝑥𝑛𝛿(𝑚)(𝑥) = (−1)𝑛
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
𝛿𝑚−𝑛(𝑥), 0 ≤ 𝑛 < 𝑚 5. 12 
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Tabla 5. 2 Representaciones de la función Delta de Dirac 𝜹(𝒓 − 𝒓𝟎) en varios 
sistemas de coordenadas. 

 Dimensión 

Coordenadas Tres Dos Una 

Cartesiana 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0)𝛿(𝑧 − 𝑧0) 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0) 𝛿(𝑥 − 𝑥0) 

Cilíndrica 
𝛿(𝑟 − 𝑟0)𝛿(𝜃 − 𝜃0)𝛿(𝑧 − 𝑧0)

𝑟
 

𝛿(𝑟 − 𝑟0)𝛿(𝑧 − 𝑧0)

2𝜋𝑟
 

𝛿(𝑟 − 𝑟𝑜)

2𝜋𝑟
 

Esférica 
𝛿(𝑟 − 𝑟0)𝛿(𝜑 − 𝜑0)𝛿(𝜃 − 𝜃0)

𝑟2 sin(𝜃)
 

𝛿(𝑟 − 𝑟0)𝛿(𝜑 − 𝜑0)

2𝜋𝑟2 sin(𝜃)
 

𝛿(𝑟 − 𝑟0)

4𝜋𝑟2
 

 

5.2 Identidades de Green 

Las fórmulas de Green están desarrolladas a partir del teorema de Divergencia del cálculo 

multivariable (Duffy [1]). Existen dos tipos y son denominadas Primera y Segunda 

fórmula de Green, y son, respectivamente: 

∭ ∇𝑢 ⋅ ∇𝑣𝑑𝑉
𝑉

+∭ 𝑢∇2𝑣𝑑𝑉
𝑉

=∯ 𝑢(∇𝑣 ⋅ 𝐧)𝑑𝑆
𝑆

 ,   .....................................  5. 13 

y 

∭ (𝑢∇2𝑣 − 𝑣∇2𝑢)𝑑𝑉
𝑉

=∯ (𝑢∇𝑣 − 𝑣∇𝑢) ⋅ 𝐧𝑑𝑆
𝑆

 ,   .....................................  5. 14 

las fórmulas de Green establecen la relación entre las fuentes y el flujo de dos campos 

escalares. 



Tema 5 Soluciones mediante Funciones de Green 

 
- 159 - 

5.3 Funciones de Green 

Se tiene un problema en derivadas parciales con la siguiente estructura: 

𝐿𝑢 = 𝑔 ,   .......................................................................................................  5. 15 

donde 𝐿 representa un operador lineal diferencial, de la forma: 

𝐿 = 𝑎
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕2

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝑐

𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑑

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑒

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑓 ,   ..........................................  5. 16 

con 𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑓, al igual que la función incógnita 𝑢 y el termino inhomogéneo 𝑔, funciones 

de (𝑥, 𝑦). Esto es, 𝐿 = 𝐿(𝑥, 𝑦). 

Para resolver el problema original, se replantea un nuevo problema en términos de la 

función delta de Dirac, que, para este caso, se utiliza la nomenclatura en dos 

dimensiones, esto es: 

𝐿𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0) = 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0) ,   .........................................................  5. 17 

si la ecuación anterior, es multiplicada por la función 𝑔 evaluada en un punto arbitrario 

(𝑥0, 𝑦0) e integrar sobre todos los valores de 𝑥0 y 𝑦0 (suponiendo que son (−∞,∞)) se 

obtiene: 

∫ ∫ 𝐿𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0)𝑔(𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥0𝑑𝑦0

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ ∫ 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0)𝑔(𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥0𝑑𝑦0

∞

−∞

∞

−∞

 ,  

 .................  5. 18 

comparase, la Ec. 5. 18 con la Ec. 5. 3, se puede observar que el lado derecho de la Ec. 

5. 18, es por definición igual a 𝑔(𝑥, 𝑦), por lo tanto, puede reescribirse como: 
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∫ ∫ 𝐿𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0)𝑔(𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥0𝑑𝑦0

∞

−∞

∞

−∞

= 𝑔(𝑥, 𝑦) ,   ......................................  5. 19 

Ahora, dado que 𝐿(𝑥, 𝑦) es un operador diferencial de segundo orden; basta con 

que 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0) sea de clase 𝐶2 para que 𝐿 pueda salir de las integrales. Suponiendo 

esto, se tiene: 

𝐿∫ ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0)𝑔(𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥0𝑑𝑦0

∞

−∞

∞

−∞

= 𝑔(𝑥, 𝑦) ,   ......................................  5. 20 

Al compararla con la Ec. 5. 15 obtenemos directamente que: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫ ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0)𝑔(𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥0𝑑𝑦0

∞

−∞

∞

−∞

 ,   ........................................  5. 21 

que es la solución al problema original. La función 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0), que satisface 5. 17, es 

llamada la función de Green asociada al operador diferencial lineal 𝐿. Dado el carácter 

de funciones unidad de las deltas de Dirac, 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0) puede pensarse como el 

operador inverso de 𝐿. Otro aspecto notable es que a partir de su conocimiento puede 

obtenerse la solución general del problema original. En ese sentido la función de Green 

asociada a 𝐿 es una solución fundamental (Zamora [2]). 
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5.3.1 Funciones de Green para la Ecuación de Difusividad 

5.3.1.1 Función de Green para la ecuación de difusividad en coordenadas 

cartesianas con un término fuente 

La ecuación de difusividad considerando un término fuente o sumidero, en coordenadas 

cartesianas y en una dimensión está dada por la siguiente expresión: 

𝜔
𝜕2𝑌

𝜕𝑥2
−
𝜕𝑌

𝜕𝑡
= 𝑞(𝑥, 𝑡) ,   ..................................................................................  5. 22 

donde 𝑞(𝑥, 𝑡) representa al gasto como una función de (𝑥, 𝑡). 

Para resolver lo anterior, se plantea un subproblema en términos de 𝐺: 

𝜔
𝜕2𝐺

𝜕𝑥2
−
𝜕𝐺

𝜕𝑡
= 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑜)𝛿(𝑡 − 𝑡0) ,   ...............................................................  5. 23 

aplicando la transformada de Fourier, respecto a 𝑥 y 𝑡 respectivamente, como se muestra 

a continuación: 

ℱ𝑥{𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥0, 𝑡0)} = 𝑈(𝑘, 𝑡; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥0. 𝑡0)𝑑𝑥
∞

−∞

 ,   ...............  5. 24 

ℱ𝑡{𝑈(𝑘, 𝑡; 𝑥0, 𝑡0)} = 𝑉(𝑘,𝑤; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑤𝑡𝑈(𝑘, 𝑡; 𝑥0. 𝑡0)𝑑𝑡
∞

−∞

 ,   ...............  5. 25 

aplicando la Ec. 5. 24 a 5. 23, se obtiene: 

(−𝑖𝑘)2𝜔𝑈 −
𝜕𝑈

𝜕𝑡
= (

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0) 𝛿(𝑡 − 𝑡0) ,   .....................................................  5. 26 

aplicando ahora la Ec. 5. 25 a 5. 26: 
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−𝑘2𝜔𝑉 + 𝑖𝑤𝑉 = (
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0) (

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑤𝑡0) ,   ................................................  5. 27 

despejando a 𝑉: 

𝑉 = (
1

𝑖𝑤 − 𝜔𝑘2
) (

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0) (

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑤𝑡0) ,  ...................................................  5. 28 

tomando la transformada inversa de Fourier, dada por: 

ℱ𝑡
−1{𝑉(𝑘, 𝑤; 𝑥0, 𝑡0)} = 𝑈(𝑘, 𝑡; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) =

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑤𝑡𝑉(𝑘,𝑤; 𝑥0. 𝑡0)𝑑𝑤
∞

−∞

 ,   ........  5. 29 

ℱ𝑥
−1{𝑈(𝑘, 𝑡; 𝑥0, 𝑡0)} = 𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) =

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑈(𝑘, 𝑡; 𝑥0. 𝑡0)𝑑𝑘
∞

−∞

 .   ..........  5. 30 

Por lo tanto: 

ℱ𝑡
−1{𝑉} = 𝑈 = (

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0)ℱ𝑡

−1 {(
1

𝑖𝑤 − 𝜔𝑘2
) (

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑤𝑡0)} 

o bien, aplicando las propiedades de la convolución: 

𝑈 = (
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0)ℱ𝑡

−1 {(
1

𝑖𝑤 − 𝜔𝑘2
)} ∗ ℱ𝑡

−1 {(
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑤𝑡0)} 

donde: 

𝑝(𝑡) = ℱ𝑡
−1 {

1

𝑖𝑤 − 𝜔𝑘2
 } = −√2𝜋𝐻(𝑡)𝑒−𝑘

2𝜂𝑡 

𝑞(𝑡) = ℱ𝑡
−1 {

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑤𝑡0} = 𝛿(𝑡 − 𝑡0) 

donde 𝐻(𝑡) es la Función de Heaviside (o escalón unitario), y está definida como: 
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𝐻(𝑡) = {
1, 𝑠𝑖 𝑡 ≥ 0
0, 𝑠𝑖 𝑡 < 0

 

tomando en cuenta lo anterior: 

𝑈 = (
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0) (𝑝 ∗ 𝑞)(𝑡) 

por definición la convolución, es: 

𝑝(𝑡) ∗ 𝑞(𝑡) =
1

√2𝜋
∫ 𝑝(𝑡 − 𝑠)𝑞(𝑠)𝑑𝑠
∞

−∞

 

dado lo anterior, la ecuación pude escribirse como: 

𝑈 = (
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0)

1

√2𝜋
∫ (−√2𝜋𝐻(𝑡 − 𝑠)𝑒−𝑘

2𝜔(𝑡−𝑠))𝛿(𝑠 − 𝑡0)𝑑𝑠
∞

−∞

 .   ...............  5. 31 

 

La Ec. 5. 31 de acuerdo con la Ec. 5. 3, puede escribirse como: 

𝑈 = (
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0) (−𝐻(𝑡 − 𝑡0)𝑒

−𝑘2𝜔(𝑡−𝑡0)) 

continuando de igual manera para la transformada inversa en el espacio, se tiene que: 

ℱ𝑥
−1{𝑈(𝑘, 𝑡; 𝑥0, 𝑡0)} = 𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) = ℱ𝑥

−1 {(
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0) (−𝐻(𝑡 − 𝑡0)𝑒

−𝑘2𝜔(𝑡−𝑡0))} 

𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) = ℱ𝑥
−1 {

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0} ∗ ℱ𝑥

−1{−𝐻(𝑡 − 𝑡0)𝑒
−𝑘2𝜔(𝑡−𝑡0)} 

si: 

𝑃(𝑡) = ℱ𝑥
−1{−𝐻(𝑡 − 𝑡0)𝑒

−𝑘2𝜂(𝑡−𝑡0)} =
−𝐻(𝑡 − 𝑡0)

√2𝜔(𝑡 − 𝑡0)
𝑒
−

𝑥2

4𝜔(𝑡−𝑡0) 

𝑄(𝑥) = ℱ𝑥
−1 {

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥0} = 𝛿(𝑥 − 𝑥0) 
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entonces: 

𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) = 𝑃(𝑥) ∗ 𝑄(𝑥) =
1

√2𝜋
∫

−𝐻(𝑡 − 𝑡0)

√2𝜔(𝑡 − 𝑡0)
𝑒
−
(𝑥−𝑠)2

4𝜔(𝑡−𝑡0) 𝛿(𝑠 − 𝑥0)𝑑𝑠
∞

−∞

 

 

𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥𝑜 , 𝑡𝑜) =
−𝐻(𝑡 − 𝑡0)

√2𝜔(𝑡 − 𝑡0)
𝑒
−
(𝑥−𝑥0)

2

4𝜔(𝑡−𝑡0) 

y por lo tanto:  

𝑝(𝑥, 𝑡) = ∫ ∫
−𝐻(𝑡 − 𝑡0)

√2𝜔(𝑡 − 𝑡0)
𝑒
−
(𝑥−𝑥0)

2

4𝜔(𝑡−𝑡0)𝑓(𝑥0, 𝑡0)𝑑𝑥0𝑑𝑡0

∞

−∞

∞

−∞

 . 

Si se toma un camino similar para dos y tres dimensiones, además de otras coordenadas, 

se obtienen las G, presentadas en la Tabla 5. 3. 
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Tabla 5. 3 Funciones de Green para diferentes sistemas de coordenadas (Duffy [1]). 

 Dimensión 

Coordenadas Dos 

Cartesiana 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡; 𝑥0, 𝑦0, 𝑡0) =
𝐻(𝑡 − 𝑡0)

4𝜋𝜔(𝑡 − 𝑡0)
𝑒
[−
(𝑥−𝑥0)

2+(𝑦−𝑦0)
2

4𝜔(𝑡−𝑡0)
]
 

Cilíndrica  

𝐺(𝑟, 𝜃, 𝑡; 𝑥0, 𝜃0, 𝑡0) =
𝐻(𝑡 − 𝑡0)

4𝜋𝜔(𝑡 − 𝑡0)
𝑒
[−
𝑟2+𝑟0

2−2𝑟𝑟0 cos(𝜃−𝜃0)
4𝜔(𝑡−𝑡0)

]
 

𝐺(𝑟, 𝑧, 𝑡; 𝑥0, 𝑧0, 𝑡0) =
𝐻(𝑡 − 𝑡0)

8[𝜋𝜔(𝑡 − 𝑡0)]
3
2

𝐼0 [
𝑟𝑟0

2𝜔(𝑡𝑡0)
] 𝑒

[−
𝑟2+𝑟0

2+(𝑧−𝑧0)
2

4𝜔(𝑡−𝑡0)
]
 

 Tres 

Cartesiana 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡; 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡0) =
𝐻(𝑡 − 𝑡0)

[4𝜋𝜔(𝑡 − 𝑡0)]
3
2

𝑒
[−
(𝑥−𝑥0)

2+(𝑦−𝑦0)
2+(𝑧−𝑧0)

2

4𝜔(𝑡−𝑡0)
]
 

Cilíndrica 𝐺(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡; 𝑥0, 𝜃0, 𝑧0, 𝑡0) =
𝐻(𝑡 − 𝑡0)

[4𝜋𝜔(𝑡 − 𝑡0)]
3
2

𝑒
[−
𝑟2+𝑟0

2−2𝑟𝑟0 cos(𝜃−𝜃0)+(𝑧−𝑧0)
2

4𝜔(𝑡−𝑡0)
]
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Tema 6 Uso del principio de superposición en 

problemas de flujo 

 

En este capítulo se presenta un tratamiento fundamental de la integral de 

convolución y su aplicación en las pruebas de pozo y de presión transitoria. La integral 

de convolución es usada para resolver ecuaciones diferenciales parciales parabólicas 

lineales, aplicables a la transferencia de calor o masa, y difusión de la presión en medios 

porosos con condiciones de frontera dependientes del tiempo. 

 

6.1 Integral de superposición o convolución 

En pruebas transitorias de presión, la integral de convolución es una expresión 

matemática de la presión del pozo en términos de la tasa de flujo medida y el 

comportamiento de la tasa constante de presión del yacimiento, esto es un problema 

directo (Kuchuk [1]). Un problema inverso, se tiene cuando la presión del pozo con la 

correspondiente tasa de flujo es medida, es entonces posible identificar el sistema y 

estimar sus parámetros, para ello se utiliza la deconvolución, de la cual posteriormente 

se hablará más a detalle. 

Para obtener la integral de superposición o convolución obsérvese la Figura 6. 1, 

si se quiere calcular la caída de presión total en el pozo debido a una variación en el 

gasto, es necesario hacer uso del principio de superposición, el cual establece que la 

caída de presión total será igual a la suma de las caídas de presión causados por cada 

cambio en el gasto desde el momento de cada cambio, es decir: 

Δ𝑌𝑡 = Δ𝑌𝑤(𝑡) + Δ𝑌𝑤(𝑡 − 𝑡1) + Δ𝑌𝑤(𝑡 − 𝑡2) + ⋯+ Δ𝑌𝑤(𝑡 − 𝑡𝑁−1) 

Δ𝑌𝑡 =∑Δ𝑌𝑗(𝑡𝑗

𝑁

𝑗=1

− 𝑡𝑗−1) 
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Figura 6. 1 Comportamiento de un sistema que se produce a gastos múltiples. 

 

Recordando la definición de la presión adimensional, y tomando en cuenta que, 

del lado izquierdo puede existir una 𝑞 que puedan representar el comportamiento total 

del sistema, se puede obtener la siguiente expresión: 

𝛼𝜖𝑞𝑒𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
𝑌𝐷(𝑡𝐷) =

𝛼𝜖𝐵𝜇

𝑘ℎ
∑Δ𝑞𝑗𝑌𝐷 (𝑡𝐷 − 𝑡𝐷𝑗−1)

𝑁

𝑗=1

  

reduciendo términos: 

𝑞𝑒𝑞𝑌(𝑡𝐷) =∑Δ𝑞𝑗𝑌𝐷 (𝑡𝐷 − 𝑡𝐷𝑗−1)

𝑁

𝑗=1

 

despejando a 𝑝𝐷 y multiplicando el lado derecho por Δ𝑡𝐷𝑗/Δ𝑡𝐷𝑗  : 
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𝑌𝐷(𝑡𝐷) =∑
Δ𝑞𝑗

𝑞𝑒𝑞
𝑌𝐷 (𝑡𝐷 − 𝑡𝐷𝑗−1)

𝑁

𝑗=1

Δ𝑡𝐷𝑗
Δ𝑡𝐷𝑗

 

renombrando a Δ𝑞𝐷𝑗 = Δ𝑞𝑗/𝑞𝑒𝑞: 

𝑌𝐷(𝑡𝐷) =∑Δ𝑞𝐷𝑗𝑌𝐷 (𝑡𝐷 − 𝑡𝐷𝑗−1)

𝑁

𝑗=1

Δ𝑡𝐷𝑗
Δ𝑡𝐷𝑗

=∑
Δ𝑞𝐷𝑗
Δ𝑡𝐷𝑗

𝑌𝐷 (𝑡𝐷 − 𝑡𝐷𝑗−1)

𝑁

𝑗=1

Δ𝑡𝐷𝑗 

y tomando limites cuando Δ𝑞𝐷𝑗 → 0 y Δ𝑡𝐷𝑗 → 0: 

𝑌𝐷(𝑡𝐷) = ∫
𝑑𝑞𝐷
𝑑𝑡𝐷

𝑌𝐷(𝑡𝐷 − 𝜏)

𝑡𝐷

0

𝑑𝜏 .   .................................................................  6. 1 

Si se sigue un camino similar para el gasto se llega: 

𝑞𝐷(𝑡𝐷) = ∫
𝑑𝑌𝐷
𝑑𝑡𝐷

𝑞𝐷(𝑡𝐷 − 𝜏)

𝑡𝐷

0

𝑑𝜏 .  .....................................................................  6. 2 

La Ec. 6. 1 y la Ec. 6. 2, son conocidas como integrales de convolución, donde 

𝑑𝑞𝐷/𝑑𝑡𝐷 y 𝑑𝑝𝐷/𝑑𝑡𝐷 son conocidas como funciones de influencia, y son soluciones de la 

ecuación de difusividad. Las funciones 𝑞𝐷(𝑡𝐷 − 𝜏) y 𝑝𝐷(𝑡𝐷 − 𝜏), son llamadas funciones 

de forzamiento, y suelen ser condiciones de frontera dependientes del tiempo (Kuchuk 

[1]). En la terminología de pruebas de pozos, normalmente se genera la presión del pozo, 

se ingresa la tasa de producción y el modelo del yacimiento es el núcleo de convolución.  

Cada una de estas integrales nos permiten: 

• Analizar gastos múltiples, en una prueba de presión. 

• Obtener una relación entre 𝑞𝐷 y 𝑌𝐷 en el espacio de Laplace 

• A través de la convolución extender el periodo de análisis de un sistema 

fluyente. 
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6.2 Deconvolución 

En los últimos años, la deconvolución se ha utilizado cada vez más para la 

interpretación de pruebas transitorias de presión. La deconvolución simplemente es la 

resolución de la integral de convolución para el núcleo de convolución, es decir, despejar 

de alguna manera a 𝑑𝑌𝐷/𝑑𝑡𝐷 o 𝑑𝑞𝐷/𝑑𝑡𝐷 de las Ecs. 6. 1 o 6. 2. En otras palabras, la 

deconvolución es una herramienta que permite reconstruir (calcular) una respuesta de la 

reducción constante del gasto equivalente (extrapolado) para todos los periodos de 

producción y cierre combinados. 

En las pruebas transitorias de presión, la deconvolución se define como la 

determinación de la función de influencia o el comportamiento de la respuesta unitaria de 

un sistema (una respuesta constante equivalente) a partir de la presión transitoria medida 

y los datos de la tasa de flujo.  

Si tomamos la transformada de Laplace de la Ec. 6. 1, se obtiene: 

ℒ{𝑌𝐷(𝑡𝐷)}{𝑍} = 𝑌̅𝐷(𝑍) = ℒ {
𝑑𝑞𝐷
𝑑𝑡𝐷

} ℒ{𝑌𝐷(𝑡𝐷)} 

y despejando a ℒ{𝑑𝑞𝐷/𝑑𝑡𝐷 }: 

ℒ {
𝑑𝑞𝐷
𝑑𝑡𝐷

} = 𝑌̅𝐷(𝑠)
1

ℒ{𝑌𝐷(𝑡𝐷)}
 .   ...........................................................................  6. 3 

Tomando la transformada inversa de la Ec. 6. 3: 

𝑑𝑞𝐷
𝑑𝑡𝐷

= ∫ 𝐹(𝜏)𝑌𝐷(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 .   .........................................................................  6. 4 

donde 𝐹 = ℒ−1{1/ℒ{𝑌𝐷}}. La Ec. 6. 4 representa la integral de deconvolución para el 

gasto. 
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Tema 7 Metodología de solución de problemas de 

flujo 

 

Con base en los casos previamente revisados, se propone la siguiente 

metodología útil para la resolución de problemas de flujo en el yacimiento: 

1. Planteamiento del problema. En este paso se requieren definir las características 

básicas del problema a resolver: 

i. Escala de estudio (p.e. a nivel de poro, a nivel de pozo, a nivel de yacimiento 

u otras similares). 

ii. Las variables involucradas (como los gastos de inyección y producción, el 

número de fases en el yacimiento, y las presiones que pueden tener lugar). 

iii. Sistema coordenado (cartesiano, radial, esférico u otro que simplifique el 

análisis de las variables al considerar las simetrías existentes en el 

problema). 

iv. Expresiones fundamentales que representan el comportamiento del 

sistema (como las distribuciones de permeabilidad, la velocidad de Darcy, 

la continuidad de la materia, y el modelo del fluido). 

v. Condiciones iniciales y de frontera (de acuerdo con las características de 

producción, los fenómenos observados en los límites físicos del sistema 

estudiado y los estados de flujo existentes). 

2. Definición del modelo. Con los elementos anteriores, se deben conformar las 

ecuaciones fundamentales de flujo correspondientes, cuidando que las 

condiciones de frontera elegidas sean representativas de la situación y 

consistentes para su uso en las formulaciones elegidas.  

Asimismo, es conveniente considerar el uso de conjuntos adimensionales que 

permitan parametrizar los problemas, simplificar los procesos de resolución y 

generalizar las soluciones obtenidas. 
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3. Elegir el método de solución. Para este punto se identifican las características 

de las expresiones fundamentales de flujo conformadas: su tipo, linealidad, 

condiciones de frontera y homogeneidad, así como las dimensiones en las que se 

encuentran definidas. 

Antes de solucionar el problema es conveniente realizar una búsqueda en la 

literatura de problemas análogos previamente resueltos. 

4. Analizar y validar las soluciones obtenidas. Es conveniente inspeccionar las 

soluciones generadas, si los comportamientos obtenidos al evaluarlas 

corresponden con lo esperado. En muchos casos, es posible utilizar un modelo 

asintótico como referencia, permitiendo validar los resultados obtenidos. 

A continuación, se presenta la aplicación de esta metodología para la obtención 

de las soluciones de Fetkovich en el análisis de datos de producción, así como métodos 

para su aplicación basados en el principio de superposición.  

 

7.1 Análisis clásico de datos de producción 

Una de las formas más recurrentes de analizar los datos de producción es 

mediante los modelos de declinación de la producción de Arps, estos están basados en 

relaciones tiempo-gasto puramente empíricas, desarrolladas a partir de la observación 

de la declinación de los pozos, y están limitadas a dos aspectos (Sun [1]):  

1. La recuperación final estimada puede ser estimada bajo la asunción de que las 

condiciones de producción se mantendrán inmutables en el tiempo.  

2. La representación de la curva de declinación está definida a condiciones de 

flujo dominado por las fronteras, por lo que no puede ser usada para analizar 

datos bajo el periodo de flujo transitorio. 

De manera general las ecuaciones de Arps están dadas por: 
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𝑞(𝑡)

𝑞𝑖
=

1

(1 + 𝑏𝐷𝑖𝑡)
1
𝑏

 .   .....................................................................................  7. 1 

Donde 𝑏 es el factor de forma de la curva, 𝐷𝑖 es el índice de declinación y 𝑞𝑖 es el 

gasto inicial del modelo. Para 𝑏 = 0, se obtiene la ecuación para la declinación 

exponencial: 

𝑞(𝑡) = 𝑞𝑖𝑒𝑖
−𝐷𝑖𝑡 ,   ............................................................................................  7. 2 

y para 𝑏 = 1, se refiere a la declinación armónica, dada por: 

𝑞(𝑡) =
𝑞𝑖

1 + 𝐷𝑖𝑡
 .   ............................................................................................  7. 3 

Para valores de 0 < 𝑏 < 1, la Ec. 7. 1  Describe un comportamiento hiperbólico. 

Una manera práctica de presentar las curvas de declinación de Arps, es a través del uso 

de variables adimensionales. Tales variables adimensionales fueron propuestas por 

Gendry (Sun [1]), y son: 

𝑡𝐷𝑑 = 𝐷𝑖𝑡 ,   ....................................................................................................  7. 4 

𝑞𝐷𝑑 =
𝑞

𝑞𝑖
= 𝑒𝑡𝐷𝑑  .   ..........................................................................................  7. 5 

Las curvas de las Ecs. 7. 1 a 7. 3 en variables adimensionales se presentan en la 

Figura 7. 1. 
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Figura 7. 1 Curvas tipo de Arps. 

 

7.2.3 Modelos de declinación de Fetkovich 

Las soluciones de Fetkovich complementan el trabajo de Arps en el período de 

flujo transitorio. Buscando un sustento matemático que explicará el porqué de las curvas 

de Arps lograban representar el comportamiento de la producción, siendo que estas se 

basan en conocimientos empíricos. 

Para obtener los modelos de este autor se utilizará la metodología de resolución 

de problemas presentada:  

1. Dado que el análisis se realizará para un sistema pozo-yacimiento, para la definición 

del problema se supone un yacimiento radial volumétrico, cuya presión de fondo fluyendo 

permanece constante. 

2. La ecuación diferencial parcial, así como las condiciones iniciales y de frontera que 

representan el problema están dadas (en variables adimensionales) por: 

0.001

0.01

0.1

1

0.01 0.1 1 10 100 1000

q
D

d

tDd

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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1

𝑟𝐷

𝜕

𝜕𝑟𝐷
(𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

) =
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷

 ,   .................................................................................  7. 6 

𝑌𝐷(𝑟𝐷 , 0) = 0 ,   ..............................................................................................  7. 7 

𝑌𝐷(1, 𝑡𝐷) = 1 ,   ..............................................................................................  7. 8 

𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=𝑟𝑒𝐷

= 0 ,   ........................................................................................  7. 9 

𝑞𝐷 = −(𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

)
𝑟𝐷=1

 .   ...................................................................................  7. 10 

Para lo cual las variables adimensionales correspondientes se definen como: 

𝑌𝐷 =
𝑌𝑖 − 𝑌

𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓
, 𝑡𝐷 =

𝑘𝑡

𝜙𝜇𝐶𝑡𝑟𝑤2
, 𝑟𝐷 =

𝑟

𝑟𝑤
, 𝑟𝑒𝐷 =

𝑟𝑒
𝑟𝑤
, 𝑞𝐷 =

𝑞𝐵𝜇

2𝜋𝑘ℎ(𝑌𝑖 − 𝑌𝑤𝑓)
 . 

3. Dado que el problema presentado es similar a otros presentados en la literatura (Van 

Everdingen y Hurst [2]), se propone el uso de la Transformada de Laplace (Tema 4), 

obteniéndose como solución a 𝑌̅𝐷 las Ecs. 7. 11 a 7. 13: 

𝑌̅𝐷 = 𝐴𝐼0(√𝑍𝑟𝐷) + 𝐵𝐾0(√𝑍𝑟𝐷) ,  .....................................................................  7. 11 

𝐴 =
1

𝑍

𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)
 ,   ...............................................  7. 12 
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𝐵 =
1

𝑍

𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)

𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)
 ,   ...............................................  7. 13 

luego, para obtener la solución del gasto en el pozo, se deriva a la Ec. 7. 10 con respecto 

de 𝑟𝐷 y se multiplica por esta misma variable:  

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

= 𝑟𝐷[𝐴√𝑍𝐼1(√𝑍𝑟𝐷) − 𝐵√𝑍𝐾1(√𝑍𝑟𝐷)] 

con lo que al evaluar en 𝑟𝐷 = 1 se obtiene 

𝑟𝐷
𝜕𝑌̅𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=1

= 𝐴√𝑍𝐼1(√𝑍) − 𝐵√𝑍𝐾1(√𝑍) = −𝑞̅𝐷 

o bien, sustituyendo las Ecs. 7. 12 y 7. 13: 

𝑞̅𝐷 =
1

√𝑍
[
𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝑍) − 𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐼1(√𝑍)

𝐼0(√𝑍)𝐾1(√𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝑍)
] .   ........................................  7. 14 

La Ec. 7. 14 es la solución de Fetkovich para el periodo transitorio, que al evaluar 

a diferentes tiempos adimensionales y utilizando el método de inversión numérica de 

Stehfest (Reyes [3]) resulta en la Figura 7. 2.  

4. Para validar la solución obtenida se analiza el comportamiento a tiempos largos del 

sistema. En este caso, al ser un yacimiento cerrado, se espera que durante el período 

dominado por las fronteras (𝑡𝐷 = 𝑡𝐷𝑒𝑖𝑎) el gasto se ajuste a la declinación exponencial de 

Arps. 

Una vez validada la solución, para extender la aplicación de la solución obtenida, 

Fetkovich planteó el uso del principio de superposición presentado por (Van Everdingen 

y Hurst [2]), en el cual la solución para la presión a gasto contante y la solución para el 

gasto a presión de fondo fluyendo constante, pueden relacionarse como: 

𝑌̅𝑤𝐷(𝑍)𝑞̅𝐷(𝑍) =
1

𝑍2
 . 
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Figura 7. 2 Curvas tipo de Fetkovich para el periodo transitorio. 

 

Así, despejando a 𝑞̅𝐷(𝑍) y sustituyendo la solución para la presión de fondo en el 

espacio de Laplace para flujo pseudo-estacionario, se tiene que: 

𝑞̅𝐷(𝑍) =
1

𝑍2
1

2
𝑍2𝑟𝑒𝐷

2 +
1
𝑍 (ln

|𝑟𝑒𝐷| −
3
4)
=

1

2
𝑟𝑒𝐷
2 + 𝑍 (ln|𝑟𝑒𝐷| −

3
4)
  , 

que al obtener su transformada inversa resulta en: 

𝑞𝐷 =
1

ln|𝑟𝑒𝐷| −
3
4

𝑒
−

2𝑡𝐷

𝑟𝑒𝐷
2 (ln|𝑟𝑒𝐷|−

3
4
)
  . 

Considerando lo anterior, Fetkovich comparo esta solución con la ecuación exponencial 

de Arps (en variables adimensionales): 

𝛼𝑞𝐷 = 𝑒−𝛽𝑡𝐷   , 
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0.1

1
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y a partir de esto, formuló dos nuevas variables: 

𝑞𝐷𝑑 = 𝛼𝑞𝐷 = (ln|𝑟𝑒𝐷| −
3

4
) 𝑞𝐷 ,   .......................................................................  7. 15 

𝑡𝐷𝑑 = 𝛽𝑡𝐷 =
2

𝑟𝑒𝐷
2 (ln|𝑟𝑒𝐷| −

3
4)
𝑡𝐷 .   ................................................................  7. 16 

Incluyendo estas nuevas variables en la ecuación de difusividad (Ec. 7. 6) se tiene 

el problema: 

1

𝑟𝐷

𝜕

𝜕𝑟𝐷
(𝑟𝐷

𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

) = 𝛽
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑡𝐷𝑑

 .   ............................................................................  7. 17 

Sujetas a las condiciones: 

𝑌𝐷(𝑟𝐷 , 0) = 0 ,   ..............................................................................................  7. 18 

𝑌𝐷(1, 𝑡𝐷) = 1 ,   ..............................................................................................  7. 19 

𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

|
𝑟𝐷=𝑟𝑒𝐷

= 0 ,   ........................................................................................  7. 20 

𝑞𝐷 = −𝛼 (𝑟𝐷
𝜕𝑌𝐷
𝜕𝑟𝐷

)
𝑟𝐷=1

 ,   .................................................................................  7. 21 

de manera similar al primer caso, si se soluciona este nuevo problema en el espacio de 

Laplace el lector podrá llegar fácilmente a la solución siguiente: 
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𝑞̅𝐷 =
𝛼√𝛽

√𝑍
[
𝐼1(√𝛽𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾1(√𝛽𝑍) − 𝐾1(√𝛽𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐼1(√𝛽𝑍)

𝐼0(√𝛽𝑍)𝐾1(√𝛽𝑍𝑟𝑒𝐷) + 𝐼1(√𝛽𝑍𝑟𝑒𝐷)𝐾0(√𝛽𝑍)
] .   ............................  7. 22 

La cual, con ayuda de un inversor numérico, se obtiene sus representaciones en 

el espacio real, Figura 7. 3, en la cual se observa cómo antes del periodo dominado por 

las fronteras, el flujo es controlado por 𝑟𝑒𝐷, para cuando 𝑡𝐷𝑑 > 𝑡𝐷𝑑𝑒𝑖𝑎, el periodo de flujo 

cambia a ser gobernado por las fronteras y coincide con la declinación exponencial. 

 

 

Figura 7. 3 Curvas tipo de Fetkovich para 𝒒𝑫𝒅 con 𝒓𝒆𝑫 de 𝟏𝟎 a 𝟏𝟎𝟔. 
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7.2.4 Modelos de Arps-Fetkovich 

Considerando que los modelos de Fetkovich, en el periodo dominado por las 

fronteras, muestran una declinación exponencial, es posible incluir los modelos de Arps 

a partir del momento en el que concluye el periodo transitorio de flujo en las curvas. De 

esta manera puede extenderse la aplicación para el análisis de datos de producción, 

como se muestra en la Figura 7. 4. 
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Figura 7. 4 Curva tipo del modelo de Arps-Fetkovich. 
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7.2.5 Modelo de Blasingame 

Tanto los modelos de Arps como de Fetkovich, se basan en el supuesto de que la 

presión de fondo fluyendo se mantiene constante y consideran principalmente los datos 

de gasto, además de no considerar el cambio en las propiedades de presión-volumen-

temperatura (PVT) con la presión del yacimiento. Sin embargo, el método de Blasingame 

tiene en cuenta la condición de presión de fondo variable y las propiedades PVT, que 

cambian con la presión del yacimiento, además de que hace uso del tiempo de balance 

de materia para superponer las diferentes tasas de flujo (Sun [1]).  

El tiempo de balance de material es la relación entre la producción acumulada 

actual y la tasa de flujo diaria, que podría describirse como: 

𝑡𝑐 =
𝑄𝑝

𝑞
=
1

𝑞
 ∫ 𝑞(𝑡) d𝑡

𝑡

0

 ,   ................................................................................  7. 23 

o en términos de variables adimensionales: 

𝑡𝑐𝐷 =
𝑄𝑝𝐷

𝑞𝐷
 ,   ...................................................................................................  7. 24 

y para las variables de Arps-Fetkovich, la Ec. 7. 24 resulta: 

𝑡𝑐𝐷𝑑 =
𝑄𝑝𝐷𝑑

𝑞𝐷𝑑
 .  ...............................................................................................  7. 25 

Su significado geométrico se muestra en la Figura 7. 5. Basados en la Ec. 7. 25 

una relación equivalente entre producir a una tasa contaste y variable podría ser 

construida. 
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Figura 7. 5 Esquematización del tiempo de balance de materia. 

 

Para ejemplificar el efecto del tiempo de balance de materia sobre las soluciones 

de flujo, se incluye la Figura 7. 6, en la cual se muestra la solución de Fetkovich evaluada 

en términos de 𝑡𝐷𝑑 y 𝑡𝑐𝐷𝑑. Se observa que durante el periodo transitorio la 

correspondencia de las escalas de tiempo es lineal, lo que provoca que los valores 

obtenidos para ambos casos sean similares. No obstante, a partir del periodo dominado 

por las fronteras, el tiempo de balance de materia extiende el comportamiento observado 

de las soluciones, como consecuencia de lo expuesto en la  Figura 7. 6. 
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Figura 7. 6 Solución de Fetkovich evaluada en 𝒕𝑫𝒅 y 𝒕𝒄𝑫𝒅 en 𝒓𝒆𝑫 = 𝟏𝟎𝟎. 

 

Además, por el principio de superposición, el tiempo de balance de materia permite 

usar soluciones obtenidas a condiciones de producción a gasto constante, como: 

𝑞𝐷𝑑 = 𝑞𝐷𝑑(ln 𝑟𝑒𝐷 − 𝜔, 𝑡𝑐𝐷𝑑) =
ln 𝑟𝑒𝐷 − 𝜔

𝐿−1[𝑌̅𝐷]
 ,  .....................................................  7. 26 

donde 𝑌̅𝐷 es la solución para la presión de fondo en el espacio de Laplace, obtenida a 

condiciones de producción a gasto constante. Por ejemplo, la Figura 7. 7 muestra los 

comportamientos de la solución de Fetkovich y su caso análogo, Ec. 7. 27, contra el 

tiempo de balance de materia, observándose que ambas se sobreponen. 
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𝑌̅𝐷 =
1

𝑧√𝛽𝑧

[
 
 
 
 𝐾1(𝑟𝑒𝐷√𝛽𝑧)

𝐼1(𝑟𝑒𝐷√𝛽𝑧)
+
𝐾0(√𝛽𝑧)

𝐼0(√𝛽𝑧)

𝐾1(√𝛽𝑧)

𝐼0(√𝛽𝑧)
−
𝐼1(√𝛽𝑧)𝐾1(𝑟𝑒𝐷√𝛽𝑧)

𝐼0(√𝛽𝑧)𝐼1(𝑟𝑒𝐷√𝛽𝑧) ]
 
 
 
 

 .  ..............................................  7. 27 

 

 

Figura 7. 7 Comportamiento de las soluciones de Fetkovich y Blasingame para un 

yacimiento cerrado a presión de fondo y gasto constantes contra 𝒕𝒄𝑫𝒅, 𝒓𝒆𝑫 = 𝟏𝟎𝟎. 
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Tema 8 Caso de Estudio 

 

Para este último capítulo se plantea el problema de un yacimiento de gas, cuya 

temperatura es de 176 [°𝐹] y cuyas propiedades se presentan en la Tabla 8. 1. Además, 

se tiene información de producción, reportadas en la Tabla 8. 2. Se requiere conocer el 

modelo de yacimiento, así como sus parámetros. 

 

Tabla 8. 1 Propiedades del yacimiento. 

 

Para el estudio de este caso se propone la siguiente metodología una vez validada 

la información: 

1. Analizar el comportamiento de los datos deconvolucionados de la presión y su 

función derivada para conceptualizar el modelo de flujo. 

2. Identificado el modelo, analizar el gráfico especializado para determinar los 

parámetros correspondientes a cada etapa de flujo. 

𝒑𝒊 [𝒑𝒔𝒊𝒂] 4351.13 𝝁𝒈𝒊[𝒄𝒑] 0.0228 

𝒌 [𝒎𝑫] 2 𝑩𝒈𝒊  [𝒄𝒇𝒕/𝒔𝒄𝒇] 0.00395 

𝒄𝒕 [𝟏/𝒑𝒔𝒊] 
1.73𝑥10−4 𝜸𝒈 0.6 

𝑺 −5.52 𝑻𝒑𝒄 [°𝑹] 352.25 

𝒉 [𝒇𝒕] 32.8 𝒑𝒑𝒄 [𝒑𝒔𝒊𝒂] 677 

𝝓 [𝒇𝒓𝒂𝒄𝒄. ] 0.1 𝒓𝒘 [𝒇𝒕] 0.328 

𝑮 [𝑴𝑴𝒔𝒄𝒇] 7063 𝒓𝒆 [𝒇𝒕] 1640.42 
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3. Una vez obtenidos los parámetros, evaluar la solución general del caso de 

producción mediante uno o más tipos de soluciones. En este trabajo se 

propone el uso de las curvas de Arps-Fetkovich. 

Por tratarse de un yacimiento de gas, en el cual se asume que la permeabilidad 

no depende de la presión, se recomienda el uso de la Ec. 2. 60, presentada en el Tema 

2 de este trabajo. 

 

Tabla 8. 2 Datos de producción. 

Tiempo Gasto 
Presión 
de fondo 
fluyendo 

Gp Tiempo Gasto 
Presión 
de fondo 
fluyendo 

Gp 

Días Mpcd psi MMpc Días Mpcd psi MMpc 

1 7055.87 4020.45 7.06 350 395.52 2327.86 2155.25 

2 7052.34 3949.38 14.13 360 5297.2 2295.95 2208.23 

3 7045.28 3904.42 21.19 370 5254.82 2264.04 2261.2 

4 7041.74 3872.51 28.25 380 5212.44 2232.13 2313.46 

5 7034.68 3847.85 35.32 390 5170.07 2201.67 2365.38 

6 7027.62 3826.10 42.38 400 5127.69 2171.22 2416.94 

7 7024.09 3808.69 49.44 410 5088.84 2140.76 2467.79 

8 7017.02 3794.19 56.15 420 5046.47 2110.3 2518.64 

9 7013.49 3779.68 63.21 430 5007.62 2079.84 2568.79 

10 7006.43 3768.08 70.28 440 4968.77 2050.83 2618.58 

20 6949.93 3685.41 140.2 450 4926.4 2021.83 2668.02 

30 6896.95 3627.39 209.42 460 4887.55 1992.82 2717.11 

40 6840.45 3573.73 277.93 470 4848.7 1963.81 2765.84 

50 6787.48 3522.97 346.08 480 4809.86 1934.8 2814.23 

60 6730.98 3472.20 413.54 490 4771.01 1907.25 2861.9 

70 6678.00 3422.89 480.63 500 4735.7 1878.24 2909.58 

80 6625.03 3375.03 547.02 510 4696.85 1850.68 2956.54 

90 6572.06 3327.17 613.06 520 4658 1823.12 3003.51 

100 6519.09 3280.75 678.4 530 4622.69 1795.57 3049.78 

110 6469.65 3235.79 743.02 540 4583.84 1768.01 2989.74 

120 6416.67 3190.83 807.65 550 4548.53 1740.45 3141.59 

130 6363.70 3145.87 871.57 560 4513.21 1714.35 3186.8 

140 6314.26 3102.36 935.13 570 4477.9 1686.79 3231.64 

150 6264.82 3060.30 997.99 580 4442.58 1660.68 3276.14 

160 6215.38 3018.24 1060.15 590 4407.27 1634.58 3320.28 
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170 6165.94 2992.13 1122.30 600 4371.96 1608.47 3364.43 

180 6116.5 2937.01 1183.39 610 4336.64 1582.36 3407.86 

190 6067.06 2896.4 1244.49 620 4301.33 1556.26 3450.95 

200 6017.62 2857.24 1304.88 630 4266.01 1530.15 3493.68 

210 5971.71 2818.08 1364.91 640 4234.23 1504.04 3536.41 

220 5922.27 2780.37 1424.24 650 4198.91 1479.39 3578.44 

230 5876.36 2742.66 1483.22 660 4167.13 1453.28 3620.11 

240 5830.45 2704.95 1541.84 670 4131.82 1427.17 3661.78 

250 5781.01 2668.69 1599.75 680 4100.03 1402.52 3702.74 

260 5735.1 2632.44 1657.32 690 4068.25 1377.86 3743.71 

270 5689.19 2597.63 1714.53 700 4032.94 1351.75 3783.97 

280 5646.82 2561.37 1771.03 710 4001.15 1327.1 3824.22 

290 5600.91 2526.56 1827.18 720 3969.37 1302.44 3864.13 

300 5555 2493.2 1882.98 730 3937.58 1276.33 3903.68 

310 5512.62 2458.39 1938.42 740 3905.8 1251.68 3942.88 

320 5466.71 2425.03 1993.16 750 3877.55 1227.02 3981.73 

330 5424.33 2391.67 2047.54 760 3845.77 1202.36 4020.22 

300 5555 2493.2 1882.98 770 3813.98 1177.71 4058.72 

310 5512.62 2458.39 1938.42 780 3785.73 1153.05 4096.5 

320 5466.71 2425.03 1993.16 790 3753.95 1126.94 4134.29 

330 5424.33 2391.67 2047.54 800 3725.7 1102.29 4171.72 

340 5381.96 2359.76 2101.58     

 

El procedimiento para el cálculo de la pseudo-presión es el siguiente: 

1. Definir un rango de presiones a los cuales se requiera calcular la pseudo-presión, 

normalmente desde la presión atmosférica (14.7 [𝑝𝑠𝑖𝑎]) hasta la presión inicial del 

yacimiento (4351.13 [𝑝𝑠𝑖𝑎]). 

2. Calcular las propiedades necesarias (viscosidad y factor 𝑍). 

3. Cálculo de la pseudo-presión. El cálculo de la pseudo-presión puede ser calculada 

mediante algún método de integración numérica presentadas en el Tema 1, de 

este trabajo; para este caso se empleó la Regla Trapezoidal. Recordando la Ec. 

1. 37, la pseudo-presión puede aproximarse como: 

𝛹(𝑝) = 2∫
𝑝

𝜇𝑔𝑍
𝑑𝑝 ≈

𝑏

𝑎

2{
𝑏 − 𝑎

2𝑛
[𝑓(𝑥𝑜) + 𝑓(𝑥𝑛) + 2∑𝑓(𝑥𝑗)

𝑛−1

𝑗=1

]} ,   ....... 8. 1 

Donde: 
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𝑓(𝑥𝑗) =
𝑝𝑗

𝜇𝑔𝑗𝑍𝑗
,   ................................................................................... 8. 2 

𝑏 − 𝑎

2𝑛
=
𝑝𝑖 − 𝑝𝑎𝑡𝑚

2𝑛
 .   ............................................................................. 8. 3 

 

Los resultados para los pasos 1. al 3. Quedan resumidos en la Tabla 8. 3, en la 

cual se han omitido algunos valores con el propósito de no hacer tan extensa la tabla. 

 

Tabla 8. 3 Cálculo de la pseudo-presión. 

Presión Z µg Ψ(p)x10-6 Presión Z µg Ψ(p)x10-6 

Psia  cp  Psia  cp  

14.7 0.9987 0.0133 0.0 2190 0.9039 0.0167 343.1 

30 0.9974 0.0133 0.1 2205 0.9040 0.0167 347.5 

45 0.9961 0.0133 0.2 2220 0.9040 0.0168 351.9 

60 0.9948 0.0133 0.3 2235 0.9040 0.0168 356.3 

75 0.9935 0.0133 0.4 2250 0.9040 0.0168 360.7 

150 0.9873 0.0134 1.7 2325 0.9043 0.0170 383.1 

165 0.9861 0.0134 2.1 2340 0.9044 0.0171 387.7 

180 0.9848 0.0134 2.4 2355 0.9045 0.0171 392.2 

195 0.9836 0.0134 2.9 2370 0.9046 0.0171 396.8 

210 0.9824 0.0134 3.3 2385 0.9048 0.0172 401.4 

225 0.9813 0.0134 3.8 2400 0.9049 0.0172 406.0 

240 0.9801 0.0134 4.4 2415 0.9050 0.0172 410.7 

255 0.9789 0.0135 4.9 2430 0.9052 0.0173 415.3 

375 0.9699 0.0136 10.7 2550 0.9066 0.0176 453.2 

390 0.9688 0.0136 11.5 2565 0.9069 0.0176 458.0 

405 0.9677 0.0136 12.4 2580 0.9071 0.0176 462.8 

420 0.9666 0.0136 13.4 2595 0.9073 0.0177 467.7 

615 0.9535 0.0138 28.7 2790 0.9113 0.0182 532.1 

630 0.9526 0.0138 30.1 2805 0.9117 0.0182 537.2 

645 0.9517 0.0139 31.6 2820 0.9121 0.0182 542.2 

660 0.9507 0.0139 33.1 2835 0.9125 0.0183 547.3 

675 0.9498 0.0139 34.6 2850 0.9129 0.0183 552.4 

855 0.9395 0.0141 55.4 3030 0.9183 0.0188 614.7 

870 0.9387 0.0142 57.3 3045 0.9188 0.0188 620.0 

885 0.9380 0.0142 59.3 3060 0.9194 0.0189 625.3 
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900 0.9372 0.0142 61.3 3075 0.9199 0.0189 630.6 

915 0.9364 0.0142 63.4 3090 0.9204 0.0189 635.9 

930 0.9356 0.0142 65.4 3105 0.9210 0.0190 641.2 

945 0.9349 0.0143 67.6 3120 0.9216 0.0190 646.6 

960 0.9341 0.0143 69.7 3135 0.9221 0.0191 651.9 

975 0.9334 0.0143 71.9 3150 0.9227 0.0191 657.3 

990 0.9327 0.0143 74.1 3165 0.9233 0.0191 662.6 

1200 0.9235 0.0147 108.2 3375 0.9325 0.0197 738.9 

1215 0.9229 0.0147 110.9 3390 0.9332 0.0197 744.4 

1395 0.9165 0.0150 145.3 3570 0.9426 0.0202 811.4 

1410 0.9160 0.0150 148.4 3585 0.9434 0.0202 817.1 

1425 0.9156 0.0151 151.4 3600 0.9443 0.0202 822.7 

1440 0.9151 0.0151 154.6 3615 0.9451 0.0203 828.4 

1455 0.9147 0.0151 157.7 3630 0.9460 0.0203 834.0 

1470 0.9142 0.0152 160.9 3645 0.9469 0.0204 839.7 

1485 0.9138 0.0152 164.1 3660 0.9478 0.0204 845.4 

1500 0.9134 0.0152 167.3 3675 0.9486 0.0204 851.1 

1515 0.9130 0.0152 170.5 3690 0.9495 0.0205 856.8 

1530 0.9126 0.0153 173.8 3705 0.9505 0.0205 862.5 

1545 0.9122 0.0153 177.1 3720 0.9514 0.0205 868.2 

1560 0.9118 0.0153 180.5 3735 0.9523 0.0206 873.9 

1575 0.9114 0.0154 183.8 3750 0.9533 0.0206 879.6 

1590 0.9111 0.0154 187.2 3765 0.9542 0.0206 885.3 

1605 0.9107 0.0154 190.6 3780 0.9552 0.0207 891.1 

1620 0.9104 0.0154 194.1 3795 0.9561 0.0207 896.8 

1635 0.9100 0.0155 197.5 3810 0.9571 0.0208 902.6 

1650 0.9097 0.0155 201.0 3825 0.9581 0.0208 908.3 

1665 0.9094 0.0155 204.6 3840 0.9591 0.0208 914.1 

1680 0.9091 0.0156 208.1 3855 0.9601 0.0209 919.9 

1695 0.9088 0.0156 211.7 3870 0.9611 0.0209 925.6 

1710 0.9085 0.0156 215.3 3885 0.9621 0.0209 931.4 

1725 0.9082 0.0157 218.9 3900 0.9632 0.0210 937.2 

1740 0.9079 0.0157 222.5 3915 0.9642 0.0210 943.0 

2115 0.9040 0.0165 321.6 4290 0.9932 0.0219 1089.6 

2130 0.9040 0.0166 325.9 4305 0.9944 0.0219 1095.5 

2145 0.9040 0.0166 330.2 4320 0.9957 0.0219 1101.5 

2160 0.9040 0.0166 334.5 4335 0.9970 0.0220 1107.4 

2175 0.9040 0.0167 338.8 4351 0.9984 0.0220 1113.3 
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Una vez calculada la pseudo-presión para el rango de presiones, se grafica en 

escala normal 𝑝 𝑣𝑠 𝛹(𝑝), y ajustarse una curva de tendencia, en el rango de valores que 

se tengan para 𝑝𝑤𝑓 y 𝑝𝑖, tal y como se muestra en la Figura 8. 1.  

 

 

Figura 8. 1 Ajuste de la curva de tendencia. 

 

Con la ecuación de la curva de ajuste, se calculan la pseudo-presión para los 

valores de Δ𝑝𝑤𝑓, cabe destacar que estos valores fueron calculados mediante el proceso 

de deconvolución y son presentados por Martínez [2]. Posteriormente el cálculo del 

cambio de pseudo-presión aparente, 𝛥𝛹𝑎(𝑝), y su derivada con respecto del 𝑙𝑛|𝑡|. Las 

ecuaciones correspondientes son: 

𝛹(𝑝𝑤𝑓)𝑗
= 1.30𝑥10−5 (𝑝𝑖 − 𝛥𝑝𝑤𝑓𝑗)  +  2.84𝑥10

−1 (𝑝𝑖 − 𝛥𝑝𝑤𝑓𝑗)  −  368.5 ,   ... 8. 4 
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𝛥𝛹𝑎(𝑝𝑤𝑓)𝑗
=
𝜇𝑔𝑖𝑍𝑖

𝑝𝑖
(𝛹𝑖(𝑝𝑤𝑓) − 𝛹(𝑝𝑤𝑓)𝑗

) , .................................................... 8. 5 

y la derivada puede ser calcula por la fórmula de Bourdet: 

(
𝑑𝛥𝛹𝑎(𝑝𝑤𝑓)

𝑑𝐿𝑛|𝑡|
)
𝑗

= 𝑎𝛥𝛹𝑎(𝑝𝑤𝑓)𝑗−1
+ 𝑏𝛥𝛹𝑎(𝑝𝑤𝑓)𝑗

+ 𝑐𝛥𝛹𝑎(𝑝𝑤𝑓)𝑗+1
 .  .................. 8. 6 

Donde los pesos 𝑎, 𝑏 y 𝑐 están dados por (Gallardo [1]): 

𝑎 = −
ln (

𝑡𝑖+1
𝑡𝑖
)

ln (
𝑡𝑖
𝑡𝑖−1

) ln (
𝑡𝑖+1
𝑡𝑖−1

)
 .  ............................................................................... 8. 7 

𝑏 =

ln (
𝑡𝑖+1𝑡𝑖−1
𝑡𝑖
2 )

ln (
𝑡𝑖+1
𝑡𝑖
) ln (

𝑡𝑖
𝑡𝑖−1

)
 .  ................................................................................... 8. 8 

𝑐 =
ln (

𝑡𝑖
𝑡𝑖−1

)

ln (
𝑡𝑖+1
𝑡𝑖
) ln (

𝑡𝑖+1
𝑡𝑖−1

)
 .  ................................................................................... 8. 9 

 

En la Tabla 8. 4 se presentan los resultados para el cálculo de estas variables. 

Posteriormente se presenta el grafico de 𝛥𝛹 vs 𝑡 y Δ𝛹𝑎(𝑝)/𝑑𝑙𝑛|𝑡| vs 𝑡, ambas en escala 

doble logaritmo, en la Figura 8. 2. Además, en la Figura 8. 3, representa el esquema 

general de flujo presente en este yacimiento, como puede observarse, describe el flujo 

de fluidos del yacimiento hacia una fractura. Este modelo puede ser simplificado a partir 

del supuesto de considerar un yacimiento con flujo radial con daño por flujo hacia una 

fractura. 
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Tabla 8. 4 Resultados de los cálculos de 𝜳(𝒑), 𝜟𝜳𝒂(𝑷) y 𝒅𝚫𝜳𝒂(𝒑)/𝒅𝒍𝒏|𝒕|. 

tiempo ∆pwf Ψ(p) ∆Ψa(p) dΨa(p)/dlnt 

Horas psia psia2/cp   

0.001 0.175 1113.896 0.000   

0.01 0.854 1113.626 0.676 0.505 

0.1 2.912 1112.809 2.723 1.433 

0.2 4.039 1112.361 3.845 1.938 

0.6 6.866 1111.238 6.657 3.166 

0.7 7.362 1111.041 7.150 3.376 

0.8 7.831 1110.855 7.616 3.581 

0.9 8.264 1110.683 8.047 3.762 

1.0 8.652 1110.529 8.433 3.925 

2.0 11.703 1109.318 11.467 5.178 

5.0 17.615 1106.971 17.344 7.454 

7.0 20.289 1105.910 20.002 8.413 

9.9 23.458 1104.653 23.151 9.491 

10.1 23.618 1104.589 23.310 9.547 

50.4 43.317 1096.780 42.870 14.631 

100 54.020 1092.541 53.486 16.045 

199 65.389 1088.041 64.755 16.614 

298 72.210 1085.343 71.513 17.065 

303 72.499 1085.229 71.799 17.082 

403 77.574 1083.222 76.824 18.157 

501 81.782 1081.559 80.990 19.710 

603 85.706 1080.009 84.873 22.028 

701 89.247 1078.610 88.376 24.765 

801 92.743 1077.229 91.834 26.842 

901 96.143 1075.887 95.197 30.320 

1013 99.905 1074.402 98.916 33.141 

1515 116.552 1067.834 115.364 49.480 

2014 132.945 1061.374 131.544 64.764 

3012 164.606 1048.917 162.743 91.464 

3502 179.585 1043.033 177.480 104.132 

3561 181.371 1042.332 179.237 105.564 

4005 194.628 1037.130 192.266 116.728 

4503 209.319 1031.370 206.692 130.917 
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6089 255.574 1013.272 252.019 167.556 

8097 310.245 991.952 305.415 207.697 

10068 361.147 972.173 354.954 248.917 

14804 476.182 927.721 466.287 329.188 

15055 481.912 925.516 471.810 331.422 

18720 563.051 894.381 549.789   
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Figura 8. 2 Gráfico de diagnóstico. 
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En la Figura 8. 2 se puede identificar 4 geometrías de flujo: lineal, elíptico, radial 

y pseudo-estacionario, con lo cual se puede concluir que el sistema está afectado por 

una fractura y además es un sistema cerrado. El modelo de yacimiento interpretado se 

presenta en la Figura 8. 3, en la cual se representa el flujo lineal muy cerca de la fractura, 

para dar paso al flujo elíptico, presente en la transición hacia el flujo radial tardío. 

 

 

Figura 8. 3 Modelo del yacimiento. 

 

Una vez que se ha identificado el modelo de yacimiento, es necesario identificar 

los parámetros característicos del mismo, tales como, la permeabilidad, el daño, la 

longitud de la fractura y el radio de drene, para ello en la Tabla 8. 5 se presenta un 
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compendio de fórmulas para obtenerlos mediante la interpretación de las pendientes de 

los flujos característicos. 

 

Tabla 8. 5 Diferentes modelos de flujo con el valor de su pendiente en la derivada. 

Modelo 𝒃 𝓶 Ec. 

Radial 70.6
𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
 0 8. 10 

Lineal 0.1964
𝑞𝐵𝜇

1
2

𝑤ℎ√𝑘𝑓(𝜙𝑐𝑡)𝑓
 1/2 8. 11 

Bilineal 9.4925
𝑞𝐵𝜇

ℎ√𝑘𝑓𝑤𝑓(𝜙𝜇𝑐𝑡𝑘)1/4
 1/4 8. 12 

Esférico 1226.5
𝑞𝐵𝜇√𝜙𝜇𝑐𝑡

𝑘𝑠

3
2

 −1/2 8. 13 

Pseudo-

estacionario 
0.234

𝑞𝐵

𝜙𝑐𝑡ℎ𝐴
 1 8. 14 

Almacenamiento 
𝑞𝐵

24𝐶
 1 8. 15 

 

Por consiguiente, se tiene que, para el periodo de flujo radial, se estima un valor 

de la intersección entre el eje de las presiones y la línea horizontal de 18, con lo cual 

podemos obtener el valor de la permeabilidad, dada por la Ec. 8. 10: 
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𝑏 =
70.6𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
→ 𝑘 =

70.6𝑞𝐵𝜇

𝑘ℎ
=

70.6(
1𝐸6 𝑓𝑡3

5.615
𝑓𝑡3

𝑏𝑏𝑙

) (0.00395
𝑐𝑓𝑡
𝑠𝑐𝑓

) (0.0228 𝑐𝑝)

(18)(32.8 𝑓𝑡)
 

𝑘 = 1.92 𝑚𝐷 

Para el periodo de flujo lineal, el valor de la ordenada al origen leía a 1 [ℎ𝑟] es igual 

a 4.5, con la cual se puede obtener el valor de la longitud de factura con ayuda de la Ec. 

8. 11: 

𝑏 = 2.032
𝑞𝐵𝜇

1
2

𝑤ℎ√𝑘𝑓(𝜙𝑐𝑡)𝑓
→ 𝑤 = 2.032

(
1𝐸6 𝑓𝑡3

5.615
𝑓𝑡3

𝑏𝑏𝑙

) (0.00395
𝑐𝑓𝑡
𝑠𝑐𝑓

) (0.0228 𝑐𝑝)1/2

(4.5)(32.8)√(1.92 𝑚𝐷)(0.1)(1.73𝑥10−4 1/𝑝𝑠𝑖) 
 

𝑤 = 253.87 𝑓𝑡 

y por lo tanto el daño, 𝑠: 

𝑠 = 𝑙𝑛 |2
𝑟𝑤
𝑤
| → 𝑙 𝑛 |2

0.238

253.87
| 

𝑠 = −5.958 

Por último, para el periodo dominado por las fronteras es posible conocer el radio 

de drene, si se toma el valor leído a 1 [ℎ𝑟], se tiene el valor de 0.03, y por ende de la Ec. 

8. 14: 

𝑏 = 0.234
𝑞𝐵

𝜙𝑐𝑡ℎ𝐴
→ 𝐴 = 0.234

(
1000000 𝑓𝑡3

5.615
𝑓𝑡3

𝑏𝑏𝑙

) (0.00395
𝑐𝑓𝑡
𝑠𝑐𝑓

)

(0.1) (1.73𝑥10−4
1
𝑝𝑠𝑖)

(32.8 𝑓𝑡)(0.03)
 

𝐴 = 9′669,900 𝑓𝑡2 

Y por ende el radio de drene: 
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𝑟𝑒 = √
𝐴

2𝜋
→ 𝑟𝑒 = √

9669900 𝑓𝑡2

2𝜋
 

𝑟𝑒 = 1,754 𝑓𝑡 

Por último, es importante ajustar un modelo de flujo para tener mayor certidumbre 

en los parámetros obtenidos mediante el gráfico de diagnóstico y reducir los problemas 

de unicidad asociados. Para este caso se propone el modelo de Fetkovich. 

Haciendo uso de las variables de Fetkovich y partiendo de los datos 

proporcionados en la Tabla 8. 1, se presenta la Figura 8. 4, en esta se puede observar 

el comportamiento de los datos de producción en relación con las curvas de Arps y 

Fetkovich. El mejor ajuste se logrará cuando la serie de datos se empalme con la curva 

de Fetkovich en el periodo transitorio y con la curva de Arps en el periodo dominado por 

las fronteras.  

 

 

𝒌 [𝒎𝑫] 𝒔 𝒓𝒘 [𝒇𝒕] 𝒓𝒆 [𝒇𝒕] 

2 −5.52 0.328 1640.42 

Figura 8. 4 Comportamiento a las condiciones originales. 
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Para lograr el ajuste se varían aquellas propiedades en las cuales se tiene mayor 

incertidumbre como la permeabilidad, el radio de drene y el daño. En la Figura 8. 5 se 

muestra el resultado del proceso de ajuste, en esta se puede observar como la serie de 

datos se empalma en el periodo transitorio con la curva generada por el modelo de 

Fetkovich y para el periodo dominado con las fronteras con un modelo de declinación 

hiperbólica. Para el periodo dominado por las fronteras el modelo que logra el mejor 

ajuste es con una declinación hiperbólica y un valor de 𝑏 = 0.95 

 

  

𝑘 [𝑚𝐷] 𝑠 𝑟𝑤 [𝑓𝑡] 𝑟𝑤
∗   [𝑓𝑡] 𝑟𝑒 [𝑓𝑡] 𝑏 

1.92 −5.96 0.328 126 1754 0.95 

Figura 8. 5 Mejor Ajuste de las Curvas. 

 

Es importante recalcar la importancia del uso de la pseudo-presión como variable 

de análisis en este problema. La Figura 8. 6 y la Tabla 8. 6 muestran una comparativa 

entre los resultados obtenidos al utilizarla respecto a aquellos que se tendrían al usar 
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ambas variables. De esta manera, con la pseudo-presión se obtiene un valor de 𝑏 = 0.95, 

mientras que el factor de forma de la curva con la presión resultó de 0.8. Esto es 

importante ya que puede dar un valor erróneo para el cálculo de las presiones de 

abandono y por ende el cálculo de las reservas, que en este caso serían subestimadas. 

 

 

Figura 8. 6 Comparativa del uso de la 𝝍𝒘𝒇 y la 𝒑𝒘𝒇. 

 

Tabla 8. 6 Comparativo de los datos de ajuste con respecto a la variable de análisis. 

𝑷𝒔𝒆𝒖𝒅𝒐 − 𝒑𝒓𝒆𝒔𝒊ó𝒏 (𝜳𝒘𝒇) 𝑷𝒓𝒆𝒔𝒊ó𝒏 (𝒑𝒘𝒇) 

𝒌 [𝒎𝑫] 1.92 𝒌 [𝒎𝑫] 1.92 
𝒔 −5.958 𝒔 −5.894 

𝒓𝒘 [𝒇𝒕] 0.328 𝒓𝒘 [𝒇𝒕] 0.328 

𝒓
∗ 𝒘 [𝒇𝒕] 

126 𝒓 ∗ 𝒘 [𝒇𝒕] 119 

𝒓𝒆 [𝒇𝒕] 1754 𝒓𝒆 [𝒇𝒕] 1754 

𝒃 0.95 𝒃 0.8 
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Conclusiones  

 

A continuación, se enlistan las conclusiones obtenidas durante el desarrollo de 

este trabajo:  

1. Se generó un marco conceptual en el que se presentan los fundamentos 

matemáticos necesarios para el desarrollo y aplicación de modelos útiles en la 

caracterización dinámica de yacimientos. 

2. Se presentaron diferentes esquemas de solución a la ecuación de difusividad, 

acorde a las condiciones del problema, utilizando para ello una variable general 

que puede representar tanto a la presión como a la pseudo-presión.  

Los esquemas abordados incluyen el uso de herramientas matemáticas, tales 

como, Series de Fourier, Transformada de Boltzmann, Transformada de 

Laplace, Funciones de Bessel y Funciones de Green. 

3. Se presentaron algunas aplicaciones del principio de superposición utilizadas 

en la ingeniería de yacimientos para extender la aplicación de modelos 

analíticos y reducir los problemas de unicidad presentes durante la 

caracterización. 

4. Se presentó una metodología para la resolución a los problemas de flujo. Para 

ello se solucionó el problema de Fetkovich, validando los resultados con las 

soluciones empíricas de Arps. 

5. Se mostró un caso práctico para ilustrar la aplicación avanzada de modelos 

analíticos de flujo para la caracterización de sistemas macroscópicos. Para 

esto, se elaboraron rutinas de cómputo para mejorar la precisión de los 

cálculos. 
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Recomendaciones 

Se recomienda extender el análisis aquí presentado a problemas de flujo en 3 

dimensiones, esto con el propósito de poder aplicarlo en la validación de simuladores 

numéricos. De igual manera se propone ampliar y mejorar los contenidos de este trabajo 

con miras al futuro de su publicación en la Facultad de Ingeniería. Además es 

recomendable ahondar en la literatura presentada al final de cada Tema con el propósito 

de profundizar y/o entender de mejor manera los procedimientos aquí expuestos. 

Cabe señalar que debido a las aplicaciones tan relevantes que tienen las 

soluciones fuentes obtenidas mediante el método de Funciones de Green, se hace 

especial hincapié en desarrollar y mejorar el apartado dedicado a ello, con el fin de 

presentar algunas de las aplicaciones de estas en la ingeniería de yacimientos.   
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ANEXO A Aproximación polinomial para las 

funciones de Bessel 

 

Para 𝐽0(𝑥): 

 

Si −3 ≤ 𝑥 ≤ 3 

𝐽0(𝑥) = 1 − 2.2499997 (
𝑥

3
)
2

+ 1.2656208 (
𝑥

3
)
4

− 0.3163866 (
𝑥

3
)
6

+ 0.0444479 (
𝑥

3
)
8

− 0.0039444 (
𝑥

3
)
10

+ 0.00021 (
𝑥

3
)
12

+ 𝜖 

|𝜖| < 5𝑥10−8 

 

si 3 ≤ 𝑥 < ∞ 

𝐽0(𝑥) = 𝑥−1/2𝑓0cos 𝜃0 

𝑓0 = 0.79788456 − 0.0000077 (
3

𝑥
) − 0.0055274 (

3

𝑥
)
2

− 0.00009512 (
3

𝑥
)
3

+ 0.00137237 (
3

𝑥
)
4

− 0.00072805 (
3

𝑥
)
5

+ 0.00014476 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 1.6𝑥10−8 

𝜃0 = 𝑥 − 0.78539816 − 0.04166397 (
3

𝑥
) − 0.00003954 (

3

𝑥
)
2

+ 0.00262573 (
3

𝑥
)
3

− 0.00054125 (
3

𝑥
)
4

− 0.00029333 (
3

𝑥
)
5

+ 0.00013558 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 7𝑥10−8 
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Para 𝐽1(𝑥): 

 

Si −3 ≤ 𝑥 ≤ 3 

𝑥−1𝐽1(𝑥) =
1

2
− 0.56249985 (

𝑥

3
)
2

+ 0.21093573 (
𝑥

3
)
4

− 0.03954289 (
𝑥

3
)
6

+ 0.00443319 (
𝑥

3
)
8

− 0.00031761 (
𝑥

3
)
10

+ 0.00001109 (
𝑥

3
)
12

+ 𝜖 

|𝜖| < 1.3𝑥10−8 

 

Para 3 ≤ 𝑥 < ∞ 

𝐽1(𝑥) = 𝑥
−
1
2𝑓1𝑐𝑜𝑠𝜃1 

𝑓1 = 0.79788456 + 0.00000156 (
3

𝑥
) + 0.01659667 (

3

𝑥
)
2

+ 0.00017105 (
3

𝑥
)
3

− 0.00249511 (
3

𝑥
)
4

+ 0.00113653 (
3

𝑥
)
5

− 0.00020033 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 4𝑥10−8 

𝜃1 = 𝑥 − 2.35619449 + 0.12499612 (
3

𝑥
) + 0.0000565 (

3

𝑥
)
2

− 0.00637879 (
3

𝑥
)
3

+ 0.00074348 (
3

𝑥
)
4

+ 0.00079824 (
3

𝑥
)
5

− 0.00029166 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

𝜖 < 9𝑥10−8 

 

 

 



ANEXO A Aproximación polinomial para las funciones de Bessel 

 
- 209 - 

Para 𝑌0(𝑥) 

 

Si 0 < 𝑥 ≤ 3 

𝑌0(𝑥) = (
2

𝜋
) ln (

1

2
𝑥) 𝐽0(𝑥) + 0.36746691 + 0.60559366 (

𝑥

3
)
2

− 0.74350384 (
𝑥

3
)
4

+ 0.25300117 (
𝑥

3
)
6

− 0.04261214 (
𝑥

3
)
8

+ 0.00427916 (
𝑥

3
)
10

− 0.00024846 (
𝑥

3
)
12

+ 𝜖 

𝜖 < 1.4𝑥10−8 

 

Si 3 ≤ 𝑥 < ∞ 

𝑌0(𝑥) = 𝑥
−
1
2𝑓0𝑠𝑖𝑛𝜃0 

𝑓0 = 0.79788456 − 0.0000077 (
3

𝑥
) − 0.0055274 (

3

𝑥
)
2

− 0.00009512 (
3

𝑥
)
3

+ 0.00137237 (
3

𝑥
)
4

− 0.00072805 (
3

𝑥
)
5

+ 0.00014476 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 1.6𝑥10−8 

𝜃0 = 𝑥 − 0.78539816 − 0.04166397 (
3

𝑥
) − 0.00003954 (

3

𝑥
)
2

+ 0.00262573 (
3

𝑥
)
3

− 0.00054125 (
3

𝑥
)
4

− 0.00029333 (
3

𝑥
)
5

+ 0.00013558 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 7𝑥10−8 
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Para 𝑌1(𝑥): 

 

Si 0 < 𝑥 ≤ 3 

𝑥𝑌1(𝑥) = (
2

𝜋
) 𝑥𝑙𝑛 (

1

2
𝑥) 𝐽1(𝑥) − 0.6366198 + 0.2212091 (

𝑥

3
)
2

+ 2.1682709 (
𝑥

3
)
4

− 1.3164827 (
𝑥

3
)
6

+ 0.3123951 (
𝑥

3
)
8

− 0.0400976 (
𝑥

3
)
10

+ 0.0027873 (
𝑥

3
)
12

+ 𝜖 

|𝜖| < 1.1𝑥10−7 

 

Si 3 ≤ 𝑥 < ∞ 

𝑌1(𝑥) = 𝑥
−
1
2𝑓1𝑠𝑖𝑛𝜃1 

𝑓1 = 0.79788456 + 0.00000156 (
3

𝑥
) + 0.01659667 (

3

𝑥
)
2

+ 0.00017105 (
3

𝑥
)
3

− 0.00249511 (
3

𝑥
)
4

+ 0.00113653 (
3

𝑥
)
5

− 0.00020033 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 4𝑥10−8 

𝜃1 = 𝑥 − 2.35619449 + 0.12499612 (
3

𝑥
) + 0.0000565 (

3

𝑥
)
2

− 0.00637879 (
3

𝑥
)
3

+ 0.00074348 (
3

𝑥
)
4

+ 0.00079824 (
3

𝑥
)
5

− 0.00029166 (
3

𝑥
)
6

+ 𝜖 

𝜖 < 9𝑥10−8 
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Para 𝐼0(𝑥): 

 

Si −3.75 ≤ 𝑥 ≤ 3.75 

𝐼0(𝑥) = 1 + 3.5156229𝑡
2 + 3.0899424𝑡4 + 1.2067492𝑡6 + 0.2659732𝑡8 + 0.0360768𝑡10

+ 0.0045813𝑡12 + 𝜖 

|𝜖| < 1.6𝑥10−7 

 

Si 3.75 ≤ 𝑥 < ∞ 

𝑥
1
2𝑒−𝑥𝐼0(𝑥) = 0.39894228 + 0.01328592𝑡−1 + 0.00225319𝑡−2 − 0.00157565𝑡−3

+ 0.00916281𝑡−4 − 0.02057706𝑡−5 + 0.02635537𝑡−6 − 0.01647633𝑡−7

+ 0.00392377𝑡−8 + 𝜖 

|𝜖| < 1.9𝑥10−7 

 

Para 𝐼1(𝑥): 

Si −3.75 ≤ 𝑥 ≤ 3.75 

𝑥−1𝐼1(𝑥) =
1

2
+ 0.87890594𝑡2 + 0.51498869𝑡4 + 0.15084934𝑡6 + 0.02658733𝑡8

+ 0.00301532𝑡10 + 0.00032411𝑡12 + 𝜖 

|𝜖| < 8𝑥10−9 
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Si −3.75 ≤ 𝑥 ≤ ∞ 

𝑥
1
2𝑒−𝑥𝐼1(𝑥) = 0.39894228 − 0.03988024𝑡

−1 − 0.00362018𝑡−2 + 0.00163801𝑡−3

− 0.01031555𝑡−4 + 0.02282967𝑡−5 − 0.02895312𝑡−6 + 0.01789654𝑡−7

− 0.00420059𝑡−8 + 𝜖  

|𝜖| < 2.2𝑥10−7 

Donde 𝑡 = 𝑥/3.75 

 

Para 𝐾0(𝑥): 

 

Si 0 < 𝑥 ≤ 2 

𝐾0(𝑥) = − ln (
𝑥

2
) 𝐼0(𝑥) − 0.57721566 + 0.42278420 (

𝑥

2
)
2

+ 0.23069756 (
𝑥

2
)
4

+ 0.0348859 (
𝑥

2
)
6

+ 0.00262698 (
𝑥

2
)
8

+ 0.0001075 (
𝑥

2
)
10

+ 0.0000074 (
𝑥

2
)
12

+ 𝜖 

𝜖 < 1𝑥10−8 

 

Si 2 ≤ 𝑥 < ∞ 

𝑥
1
2𝑒𝑥𝐾0(𝑥) = 1.25331414 − 0.07832358 (

2

𝑥
) + 0.02189568 (

2

𝑥
)
2

− 0.01062446 (
2

𝑥
)
3

+ 0.00587872 (
2

𝑥
)
4

− 0.0025154 (
2

𝑥
)
5

+ 0.0053208 (
2

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 1.9𝑥10−7 
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Para 𝐾1(𝑥): 

 

Si 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 

𝑥𝐾1(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛 (
𝑥

2
) 𝐼1(𝑥) + 1 + 0.15443144 (

𝑥

2
)
2

− 0.67278579 (
𝑥

2
)
4

− 0.18156897 (
𝑥

2
)
6

− 0.01919402 (
𝑥

2
)
8

− 0.00110404 (
𝑥

2
)
10

− 0.00004686 (
𝑥

2
)
12

+ 𝜖 

|𝜖| < 8𝑥10−9 

 

Si 2 ≤ 𝑥 < ∞ 

𝑥
1
2𝑒𝑥𝐾1(𝑥) = 1.25331414 + 0.23498619 (

2

𝑥
) − 0.0365562 (

2

𝑥
)
2

+ 0.01504268 (
2

𝑥
)
3

− 0.00780353 (
2

𝑥
)
4

+ 0.00325614 (
2

𝑥
)
5

− 0.00068245 (
2

𝑥
)
6

+ 𝜖 

|𝜖| < 2.2𝑥10−7 
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ANEXO B Flujo por transporte de masa o flujo 

convectivo 

Consideremos una superficie de control (fija en el espacio) 𝑆, Figura B. 1. Debido 

al movimiento de las partículas del medio, existirá una cierta cantidad de la propiedad 𝒜 

que, asociada al transporte de masa, atraviesa la superficie de control 𝑆 por unidad de 

tiempo. 

Se define como flujo convectivo (o flujo por transporte de masa) de una propiedad 

genérica 𝒜 a través de una superficie de control 𝑆 a la cantidad de 𝒜 que, debido al 

transporte de masa, atraviesa la superficie 𝑆 por unidad de tiempo. 

 

Figura B. 1 Flujo convectivo a través de una superficie 𝑺. 

 

Para obtener la expresión matemática del flujo convectivo de 𝒜 a través de la 

superficie 𝑆, consideraremos un elemento diferencial de superficie 𝑑𝑆 y el vector de 

velocidades 𝑣 de las partículas que en el instante 𝑡 están sobre 𝑑𝑆, Figura B. 2. En un 

diferencial de tiempo, 𝑑𝑡, estas partículas habrán recorrido un trayecto 𝑑𝑥 =  𝑣𝑑𝑡, de 

forma tal que en el instante de tiempo 𝑡 +  𝑑𝑡 ocuparán una nueva posición en el espacio. 
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Si se consideran todas las partículas que han atravesado 𝑑𝑆 en el intervalo [𝑡, 𝑡 +  𝑑𝑡], 

éstas ocuparán el cilindro generado al trasladar la base 𝑑𝑆 sobre la generatriz 𝑑𝑥 =  𝑣𝑑𝑡, 

cuyo volumen viene dado por: 

 

Figura B. 2 Volumen generado por las partículas 

 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑆 ⋅ 𝑑ℎ = 𝑣 ⋅ 𝑛 𝑑𝑡 𝑑𝑠 .  ..........................................................................  B. 1 

Conociendo el volumen, 𝑑𝑉, de partículas que atraviesan 𝑑𝑆 en el intervalo de 

tiempo [𝑡, 𝑡 +  𝑑𝑡], podemos obtener la masa que atraviesa 𝑑𝑆 en el intervalo de tiempo 

[𝑡, 𝑡 +  𝑑𝑡], multiplicando la Ec. B. 1 por la densidad: 

𝑑𝑚 = 𝜌𝑑𝑉 = 𝜌𝑣 · 𝑛 𝑑𝑡 𝑑𝑆  ..............................................................................  B. 2 

y multiplicando por la función Μ (cantidad de 𝒜 por unidad de masa), se obtiene la 

cantidad de 𝒜 que atraviesa 𝑑𝑆: 

Μ𝑑𝑚 = 𝜌Μ𝑣 · 𝑛 𝑑𝑡 𝑑𝑆  ..................................................................................  B. 3 

Dividiendo por 𝑑𝑡 la Ec. B. 2, obtendremos la cantidad de la propiedad que 

atraviesa el diferencial de superficie de control 𝑑𝑆 por unidad de tiempo: 
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𝑑Φ𝑆 =
Μ𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 𝜌Μ𝑣 · 𝑛 𝑑𝑆  ............................................................................  B. 4 

Integrando la Ec. B. 4 sobre la superficie de control 𝑆 , tendremos la cantidad de la 

propiedad 𝒜 que atraviesa la totalidad de la superficie 𝑆 por unidad de tiempo, es decir, 

el flujo convectivo de la propiedad 𝒜 a través de 𝑆: 

Φ𝑠 =∯ 𝜌Μ𝑣 · 𝑛 𝑑𝑆
𝑆

  ....................................................................................  B. 5 

Ahora bien, si la propiedad analizada es la masa, entonces Μ será la masa por 

unidad de masa, es decir, la unidad: 

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= ∯ 𝜌𝑣 · 𝑛 𝑑𝑆

𝑆

  ......................................................................................  B. 6 

 

  



ANEXO C Derivación de la ecuación de continuidad en diferentes coordenadas. 

 
- 217 - 

ANEXO C Derivación de la ecuación de 

continuidad en diferentes coordenadas. 

C.1 Derivación en coordenadas cartesianas 

Al realizar un balance de materia sobre el EVR de la Figura C. 1, se tiene que la 

cantidad de materia de un fluido 𝑓 acumulada en el elemento, en un momento dado, es 

igual a la diferencia entre la masa que entra y sale por cada una de sus caras: 

(𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝑥 + (𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝑦 + (𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝑧 = 𝑚𝑓,𝑎 .  ......................................  C. 1  

donde 𝑚𝑖 representa la cantidad de materia que entra al sistema, 𝑚𝑜 la que sale, 𝑚𝑎 la 

que permanece acumulada, y los subíndices 𝑥, 𝑦 y 𝑧, las direcciones de flujo. A su vez, 

los términos que refieren al transporte de materia en dirección a 𝑛 pueden reescribirse 

como en la Ec. C. 2, y el acumulado como en la Ec. C. 3. 

 

 

Figura C. 1. Flujo en un elemento de volumen en coordenadas cartesianas. 
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𝑚𝑓,𝑛 = (𝑚̇𝐴∆𝑡)𝑓,𝑛 = (𝜌𝑣𝐴∆𝑡)𝑓,𝑛 .  .....................................................................  C. 2 

𝑚𝑎𝑐 = 𝑚𝑡+Δ𝑡 −𝑚𝑡 = [𝑉𝑏𝜙(𝑠𝜌)𝑓]𝑡+Δ𝑡
− [𝑉𝑏𝜙(𝑠𝜌)𝑓]𝑡

 .  ......................................  C. 3 

Dado que el fluido entra en las caras situadas en 𝑥, 𝑦 y 𝑧, y sale en las que están en 𝑥 +

Δ𝑥, 𝑦 + Δ𝑦 y 𝑧 + Δ𝑧; y si 𝑉𝑏 y 𝜙 son constantes, la Ec. C. 1 se reescribe como: 

[(𝜌𝑢𝐴)𝑥 − (𝜌𝑢𝐴)𝑥+Δ𝑥 + (𝜌𝑢𝐴)𝑦 − (𝜌𝑢𝐴)𝑦+Δ𝑦 + (𝜌𝑢𝐴)𝑧 − (𝜌𝑢𝐴)𝑧+Δ𝑧]𝑓∆𝑡 

= 𝑉𝑏𝜙[(𝑠𝜌)𝑓,𝑡+Δ𝑡 − (𝑠𝜌)𝑓,𝑡] , 
 ....  C. 4  

o bien, al dividir por Δ𝑡 y 𝑉𝑏: 

[(𝜌𝑢𝐴)𝑥 − (𝜌𝑢𝐴)𝑥+Δ𝑥 + (𝜌𝑢𝐴)𝑦 − (𝜌𝑢𝐴)𝑦+Δ𝑦 + (𝜌𝑢𝐴)𝑧 − (𝜌𝑢𝐴)𝑧+Δ𝑧]𝑓
𝑉𝑏

 

=
[(𝜙𝑠𝑓𝜌𝑓)𝑡+Δt

− (𝜙𝑠𝑓𝜌𝑓)𝑡
]

∆𝑡
 , 

 ....  C. 5 

y como 

𝑉𝑏 = Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧, 𝐴𝑥 = Δ𝑦Δ𝑧, 𝐴𝑦 = Δ𝑥Δ𝑧, 𝐴𝑧 = Δ𝑥Δ𝑦 ,  ........................  C. 6 

al aplicar límites cuando Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧 → 0 y Δ𝑡 →0 sobre la Ec. C. 5, y considerando que sólo 

una fase satura al medio poroso (𝑠𝑓 = 1) se llega a la siguiente expresión, donde 𝑓 se 

omite por comodidad: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑢𝑦) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑢𝑧) = −

𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌) .  .................................................  C. 7 

 
 

  

C.2 Derivación en coordenadas cilíndricas 

En este caso, el balance de materia sobre el elemento de la Figura C. 2, se tiene: 

(𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝑟 + (𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝜃 + (𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝑧 = 𝑚𝑓,𝑎 .  ....................................  C. 8 

donde los subíndices 𝑟, 𝜃 y 𝑧 son las direcciones de flujo. En forma similar a la Ec. C. 5, 

la Ec. C. 8 puede ser expresada como: 

[(𝜌𝑢𝐴)𝑟 − (𝜌𝑢𝐴)𝑟+Δ𝑟 + (𝜌𝑢𝐴)𝜃 − (𝜌𝑢𝐴)𝜃+Δ𝜃 + (𝜌𝑢𝐴)𝑧 − (𝜌𝑢𝐴)𝑧+Δ𝑧]𝑓

𝑉𝑏
  ....  C. 9 
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=
[(𝜙𝑠𝑓𝜌𝑓)𝑡+Δt

− (𝜙𝑠𝑓𝜌𝑓)𝑡
]

∆𝑡
 , 

y como en una geometría cilíndrica se tiene que: 

𝑉𝑏 = 𝑟Δ𝑟Δ𝜃Δ𝑧, 𝐴𝑟 = 𝑟ΔθΔ𝑧, 𝐴𝜃 = Δ𝑟Δ𝑧, 𝐴𝑧 = 𝑟Δ𝑟Δ𝜃 ,  ..................  C. 10 

al tomar limites, considerando que sólo una fase satura al medio (𝑠𝑓 = 1), se llega a 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝜌𝑢𝑟) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌𝑢𝜃) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑢𝑧) = −

𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌) ,  .........................................  C. 11  

 

 
Figura C. 2. Flujo en un elemento de volumen en coordenadas cilíndricas. 

 

C.3 Derivación en coordenadas esféricas 

En este caso, el balance de materia sobre el elemento de la Figura C. 3, se tiene: 

(𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝑟 + (𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,𝜃 + (𝑚𝑖 −𝑚𝑜)𝑓,Θ = 𝑚𝑓,𝑡 .  ....................................  C. 12 
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Figura C. 3. Flujo en un elemento de volumen en coordenadas esféricas. 

 

donde los subíndices 𝑟, 𝜃 y Θ son las direcciones de flujo. En este caso, los balances 

resultan en: 

[(𝜌𝑢𝐴)𝑟 − (𝜌𝑢𝐴)𝑟+Δ𝑟 + (𝜌𝑢𝐴)𝜃 − (𝜌𝑢𝐴)𝜃+Δ𝜃 + (𝜌𝑢𝐴)Θ − (𝜌𝑢𝐴)Θ+ΔΘ]𝑓

𝑉𝑏
 

=
[(𝜙𝑠𝑓𝜌𝑓)𝑡+Δt

− (𝜙𝑠𝑓𝜌𝑓)𝑡
]

∆𝑡
 , 

 ....  C. 13 

donde: 

𝑉𝑏 = 𝑟
2Δ𝑟Δ𝜃ΔΘ senΘ,    𝐴𝑟 = 𝑟

2ΔθΔΘ senΘ,    𝐴𝜃 = 𝑟Δ𝑟ΔΘ,    𝐴Θ = 𝑟Δ𝑟ΔΘ ,  .....  C. 14 

al tomar limites, y como una fase satura al medio poroso (𝑠𝑓 = 1), se llega a 

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝜌𝑢𝑟) +

1

𝑟 senΘ

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌𝑢𝜃) +

1

𝑟 senΘ

𝜕

𝜕Θ
(senΘ𝜌𝑢Θ) = −

𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌) ,  .........  C. 15 

 

C.4 Forma diferencial general para sistemas ortogonales 

Las Ecs. C. 7, C. 11 y C. 15 pueden ser generalizadas considerando la siguiente 

definición para la divergencia (∇̇ ∙): 

∇ ∙ 𝐑 =
1

𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3
[
𝜕

𝜕𝑥1
(𝑎𝑥2𝑎𝑥3R𝑥1) +

𝜕

𝜕𝑥2
(𝑎𝑥1𝑎𝑥3R𝑥2) +

𝜕

𝜕𝑥3
(𝑎𝑥1𝑎𝑥2R𝑥3)] .  .....  C. 16 
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donde ∇ ∙ es el operador divergencia; 𝑎𝑥1, 𝑎𝑥2 y 𝑎𝑥3 son los factores de escalamiento para 

la geometría de interés; y 𝐑 es una función vectorial cualquiera. Así, la ecuación de 

continuidad resulta en: 

∇ ∙ (𝜌𝐮) = −
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌) ,  .......................................................................................  C. 17 

donde 𝜌𝐮 es el vector de flujo másico por unidad de área. Los factores de 

escalamiento usados en la Ec. C. 7 son todos iguales a la unidad, en la Ec. C. 11 son 𝑎𝑥1 =

𝑎𝑥3 = 1 y 𝑎𝑥2 = 𝑟, y en la Ec. C. 15 𝑎𝑥1 = 1, 𝑎𝑥2 = 𝑟 senΘ y 𝑎𝑥3 = 𝑟. 

 

 

 

 


