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Introduccidén

La ingenieria de yacimientos es una rama de la ingenieria petrolera que tiene como
fin estudiar y representar los fendmenos que afectan el flujo de los fluidos en el yacimiento
para optimizar la productividad de los sistemas de produccion. De esta manera, con
ayuda de un equipo multidisciplinario, pueden definirse las mejores practicas de

explotacion de los campos petroleros y maximizar el valor de los hidrocarburos.

Dentro de las diferentes areas que existen en la ingenieria de yacimientos, este
trabajo se enfocara en estudiar aspectos fundamentales del modelado y caracterizacién
de sistemas de flujo a nivel macroscopico, donde las soluciones abordadas se encuentran

definidas para su aplicacién a nivel pozo-yacimiento.

El desarrollo de las areas indicadas requiere que el ingeniero de yacimientos tenga
bases sdlidas de fisica, matematicas aplicadas y métodos numéricos. Considerando lo
anterior, este trabajo busca definir un marco fundamental para el desarrollo de la
disciplina, tanto a nivel académico como practico, en el que se aborden tanto la
metodologia de resolucién de los problemas de flujo, como algunos de los métodos mas
utilizados dentro de este segmento. Finalmente, con la intencidén de reducir las brechas
existentes entre el modelado y la aplicacién, se define un flujo de trabajo escalable a los

procesos de caracterizacion en la industria petrolera.
Para la consecucion de los objetivos anteriores:

1. se realizara una revision extensa de la literatura,
2. se presentara la resolucién de algunos de los problemas de flujo que
definen a los modelos clasicos utilizados en la disciplina, y

3. se ilustrara el proceso de caracterizacidon mediante modelos analiticos.
El desarrollo de estos puntos se presenta en la investigacion como se indica en seguida:

e En el Tema 1 se presentan conceptos y definiciones matematicas basicas
para abordar el analisis y resolucion de problemas de la ingenieria de

yacimientos.

-14 -



Introduccion

En el Tema 2 se desarrollan las ecuaciones fundamentales de flujo, las
variables y conjuntos adimensionales que se utilizaran a lo largo de la
investigacion, asi como otros modelos que resultan relevantes para la
disciplina.

En los Temas 3, 4 y 5 se presentan diferentes herramientas para la solucion
de los problemas de flujo, de acuerdo con las caracteristicas definidas por:
geometrias de flujo, condiciones de pozo y de frontera.

En el Tema 6 se introducen los conceptos de convolucion y deconvolucion,
asi como su aplicacion para extender el analisis de datos de produccion.
En el Tema 7 se define la metodologia de resolucién a los problemas de
flujo de interés para la disciplina. Para ello se analizan las expresiones
utilizadas en el analisis de datos de produccion.

En el Tema 8 se presenta un flujo de trabajo para la caracterizacion de
sistemas de flujo macroscopico mediante modelos analiticos, mismo que se
ilustra mediante un caso de estudio.

Por dltimo, se presentan las conclusiones de este trabajo escrito, asi como
también recomendaciones para profundizar los alcances de esta tesis.

En adicion, se presentan anexos que complementan lo presentado en

algunos temas.
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Tema 1 Fundamentos de matematicas para la

ingenieria de yacimientos

Las matematicas son las bases primordiales en cualquier area de las ingenierias,
y laingenieria de yacimientos no es la excepcion, por lo que, en este primer tema, algunas
definiciones matematicas basicas e importantes para entender y abordar el desarrollo de
problemas en esta area, y porque no en otras, son presentadas. Tales definiciones tienen
un caracter puramente informativo, ya que, para definiciones mas formales, asi como
para el desarrollo detallado de algunos procedimientos, se recomienda consultar las

referencias del capitulo.

Dentro de los conceptos basicos presentados esta el del limite, Utiles para
entender la definicion de la derivada y la integral, dos de los conceptos, que sin duda
conglomeran muchos de los problemas de ingenieria, por lo que se considera importante
su conocimiento y entendimiento. Ademas, es de suma importancia conocer métodos de
aproximacion numérica, ya que en muchas ocasiones no es posible encontrar una
solucién analitica a nuestro problema, asi que se introducen algunos métodos de

aproximacion numerica, asi como métodos de ajuste por medio de polinomios y series.

1.1 limites de funciones

Los limites son una herramienta util para analizar la aproximacion de un valor a
otro, y son de gran ayuda para definir conceptos fundamentales como la convergencia,
la continuidad, la derivacion o la integracion. De esta manera, siendo f una funcion
definida en un intervalo abierto que contiene a c (salvo posiblemente en ¢) y L un nimero

real, la afirmacion:
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significa que para todo € > 0 existe un § > 0, tal que, si 0 < |x —c| < §, entonces
|f(x) — L| <e. Esto lleva implicito que el limite existe y es igual a L (Larson [1]).
Informalmente, el hecho de que una funcion f tiene un limite L en un punto, a, significa
que el valor de fpuede ser tan cercano a L como se desee, tomando puntos

suficientemente cercanos a a, pero distintos de a.

Algunas de las propiedades de los limites de interés en este trabajo se presentan en la
Tabla 1. 1.

Tabla 1. 1. Propiedades de los limites

Limite de una

limc=c 1.2
constante x=a
Conmutatividad del )
limmx+b=ma+b 1.3
l[imite x=a
Limite de unasuma . . ,
_ lim[f(x) £ g(x)] =lim f(x) £ lim g(x) 1.4
de funciones x—a x—a xma
Limite de un
producto de lim f(x) * g(x) = [Lim f(x)] * [lim g(x)] 1.5
x—a x—-a xX—a
funciones
Limite de un lim £ (x)
. . __x-a :
cociente de Jlcl_r)réf(x)/g(x) _—limg(x)' cuando }lcl_TLl gx) =0 1.6
funciones x=a
Reql I
egla dela limx™ = a" 1.7
potencia xma
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1.2 Laderivada

La derivada es un operador matematico que permite medir el cambio de una
variable como consecuencia del cambio en otra, y permite analizar la variacién puntual

de una funcion, esta definida en x para una funcién f como:

f'(x) = lim fa+ad) - o) _ lim A_y = d_y
T Ax—0 Ax T ax—0Ax  dx’

donde f'(x) representa la primera derivada de la funcién f en x, en la misma forma que
lo indica la notacion dy/dx, siendo que y corresponde a f(x). La Figura 1. 1 representa
el concepto grafico de la derivada, en ella puede verse que siendo dos puntos
cualesquiera de la curva f(x), de coordenadas (x,f(x)) y (x + Ax, f(x + Ax), se puede
trazar una recta secante, a medida que el valor de Ax tiende a cero, el valor Ay también
decrece y los puntos en cuestidén se aproximan. En el limite, cuando Ax tiende a cero, la
recta secante inicial tiende a compartir un solo punto con la curva de f(x), es decir, tiende
a ser una recta tangente. En este punto, como se estudia en la Geometria analitica
elemental, la expresion Ay/Ax es una medida de la pendiente de la recta. Asi, es valida
la interpretacion de la derivada de una funcion en un punto como la pendiente de la recta

tangente a este punto.

Enla Tabla 1. 2 se muestran algunas reglas de derivacion de interés.

Figura 1. 1. Esquematizacion del concepto de la derivada
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Tabla 1. 2. Reglas de derivacion

Aplicacién de la dy dydu L9
regladelacadena dx dudx :
Regla del producto d (uwv) = d (v) + d 1.10

g Y oy w) =u— (v vdx(u) .

d d

Regla del d su va(u) —uﬁ(v) ldu udv 1.11
coeficiente a(;) - 2 T vdx vldx
Regla de la

0 . i(u") =nu”‘1d—u 1.12
potencia dx dx

1.3 La integral

El Teorema fundamental del Calculo (estudiado en cursos de calculo elemental)
establece que la integral indefinida de una funcion continua es su antiderivada general.

Es decir, si F es una funcion continua de x tal que F = f'(x), segun el teorema antedicho,

dex = ff’(x)dx =f(X)FC, 1.13

donde C es un numero real arbitrario. Asimismo, nétese entonces que:

%(] Fdx) = j—x(j f(dx) = j—x(f(x) O = Q) =F, e 1.14

por lo tanto, la integral puede verse como una operacion inversa a la diferenciacion, por
lo que su uso permite apreciar el comportamiento promedio de una variable en un
intervalo definido. De esta manera, para una funcion f(x) =dg(x)/dx, su integral

definida puede escribirse como:
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b b

d

f f(x)dx =f d—[g(x)]dx =g@)E =g)—g(@). e 1.15
a a x

Geométricamente, la integral definida en un intervalo puede interpretarse como el

area bajo la curva de la funcion f(x) en dicho intervalo, tal y como se muestra en la

Figura 1. 2 . Algunas propiedades de integracion utiles se presentan en la Tabla 1. 3.

»
flarzax)
flat2Ax) —

ft) -
fa -

N
/7
a arAx ar2fx as3Ax b

Figura 1. 2 Esquematizacion del concepto de la integral

1.4 Series de Taylor

Muchas veces es de gran utilidad expresar algunas funciones o el valor en un
punto de una funcion como una serie de polinomios simples, esta es la funcion principal
de las Series de Taylor, las cuales para una funcion f, en el punto x,, estan definidas

como.
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Tabla 1. 3. Propiedades de la integral

n-—1

Relacion base f fGodx = lim sz F(x) = £(b) - f(a) 1.16
Relacion de b a
. f f(x)dx = —f f(x)dx (parab > a) 1.17
reflexion a b
b b b
Superposicion J. [f(x) £ g(x)]dx —f f(x)dxi—f g(x)dx 1.18
b b
Homogeneidad f cf (x)dx :Cf fx)dx 1.19

b c b
Propiedad partitiva f f(x)dx =j f(x)dx +j f(x)dx

del intervalo de 1.20
b a
integracion = f f(x)dx — f fo)dx, a<c<b
C c
b g(b)
Cambio de variable f flg()]g' (x)dx = f fwdu (u = g(x)) 1.21
a g(a)
(x —x)" d"f
£ = f(xo) +Z |° T Ruats s 1.22

donde Ry,,, representa el residuo (Ertekin et. al [2]) e incluirlo en la serie define una

representacion completa de la funcion f(x), y esta dado por:

X

1

N+1f
Ry = oy

d
f(x ) A s R ——_ 1.23

X0
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si se desea, este ultimo término puede eliminarse, resultando en la mera aproximacion
de la serie a la funcién. Cuando la Ec. 1. 22 se evalla en x, = 0, la serie lleva el nombre

de Serie de Maclaurin (Larson [1]).

La Ec. 1. 22 puede extenderse para n variables:

[ 1 n P n
[, %0, 0, X)) = Z {—| [Z(xk - ka)a_xk] f(xol,xOZ, ...,xon)}, ........... 1.24

y para una funcién que depende de dos variables, f(x,y), se define como sigue:

> 1 ) a1
f(x»J’):ZE[(x—xo)a+(J’—3’o)@ F(X0,V0) « e, 1.25
n=0

1.5 Derivacion e integracion numeérica

Debido a que muchos problemas de ingenieria se apoyan en herramientas
computacionales para facilitar los procesos de solucion de problemas, es importante
aproximar funciones o ecuaciones a través de métodos numéricos, por lo que en este
apartado se presentan métodos de derivacion e integracion numérica, que pueden ser de

utilidad en la solucion de problemas de la ingenieria de yacimientos.

1.5.1 Derivacién Numérica

A partir de las series de Taylor es posible definir aproximaciones a las derivadas
de una funcion, para los fines del presente trabajo se presentan los métodos de

diferenciacion a través de diferencias finitas (Chapra [3]) y el método de Runge-Kutta:
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Diferencias finitas hacia adelante

df (x;) _ fOivn) = F(x0)

I Mppy T 1.26
d*f () _ f(eiaz) = 2f (i) + £ (60 127
o = G —x)? e e .

Diferencias finitas hacia atras
df (@) _ ) = fxin) L 28
D Dy .
A2f(x) _ f) = 2f (xia) + f (i)
= X7 S s 1.29
Diferencias finitas centradas
df (x)  f(xip1) — f(x-1)
o T T 1.30
d*f () _ f(in) = 20 () + £ (xica) 131

P R R R TN

dx (Xi41 — Xi—1)?

para lograr mayor exactitud en las formulas de derivacién, basta con emplear mas

términos de la serie de Taylor.
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Método de Runge-Kutta

En la derivacion de las diferencias finitas, cabe sefialar que el error disminuye con
forme se empleen mas elementos de la serie, lo cual conlleva al empleo de derivadas de
orden superior para calcular la derivada deseada. Para evitar tal inconveniente, se
presenta un método que logra la misma exactitud que las series de Taylor, pero sin
emplear las derivadas consecuentes, tal método es conocido como Runge-Kutta
(Carnahan et al. [4]).

El método de Runge-Kutta presenta la forma siguiente:

Yi+1 = Vi + [¢(xi,yi, h)]h, ............................................................................. 1.32
donde h es el paso o tamafio del incremento y el término ¢, es llamado funcion
incremento, y representa la mejor aproximacion a la funcion en el intervalo x; < x < x;,,
y se define como:

d) :a1k1+a2k2+“‘+ankn, ....................................................................... 1 33

donde a,, son constantesy las k,, son:

kl = f(xini)
k, = f(x; + p1h,yi + q11k1h)

ks = f(x; + p2h, Yi + q21k1h + g2k, h) ) e 1.34

kn = f(xi + Pn-1hYi + qno1.1k1h + quq2koh + -+ g1 n-1kn_1h)

Donde las p y las q son constantes. Para encontrar el valor de las constantes debe
elegirse un grado del polinomio, n, una vez que se elige n, se obtienen las a, p, g
igualando la Ec. 1. 33 a los términos en la expansion de la serie de Taylor. Para un
procedimiento mas detallado véase (Chapra [3]). Aqui se presenta el resultado de este

procedimiento para los polinomios de RK de orden 4:
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1
yl+1=yl+g(k1+2k2+2k3+k4)h' .......................................................... 1.35
donde:
(kl zf(xini)
1 1
kz = f(xi +§h’yl +§k1h>
X 1.36

ks = f (x +%h,yi +%k2h)

\k4 = f(xl‘ + h’yi + k3h)

1.5.2 Integracién numeérica

Entre los métodos de integracion numérica, destacan aquellos que buscan
aproximar el valor de la integral de un conjunto de datos mediante el empleo de un
polinomio. Estos métodos son conocidos como férmulas de Newton-Cotes cerradas
(Chapra [3]). Entre estos métodos encontramos la Regla Trapezoidal y la Regla de

Simpson.

Regla trapezoidal

Consiste en aproximar la integral mediante un polinomio de primer grado. Esto es,
aproximar la integral mediante el &rea formada bajo la recta entres dos puntos de la curva,
lo cual da como resultado una figura trapezoidal, si se utilizan n trapecios, como se

muestra en la Figura 1. 3.
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Yy
N
/_\ fod
AN
T T 7 x
X =a x x x =b

Figura 1. 3 Aproximacién del area bajo la curva por n trapecios.

La regla de los trapecios para aproximar f: f(x)dx estard dada por:

b h— n—1
ja F)dx ~ 7“ [f(xo) FFG) +2 Z f(xn)] e 1.37

Regla de Simpson

La regla de Simpson nos permite aproximar la integral mediante un polinomio de

segundo grado, Figura 1. 4. Asi pues, dada la continuidad de f en el intervalo [a, b] y sea

- . . b .
n un numero entero par, la regla de Simpson para aproximar fa f(x)dx viene dada por:

b h— n-1 n-—2
fa FOO)dx ~ Wa [f(xo) + f(xy) + 4 z Flx) +2 Z f(xi)] e 1.38

i=1,3,5... i=2,4,6...
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o
It

Figura 1. 4 Descripcion gréfica de laregla de Simpson.

Cuadratura Gaussiana

Ademas de las féormulas de Newton-Cotes, encontramos las llamadas formulas de
integracion mediante polinomios ortogonales, entre las cuales estd la Cuadratura de
Gauss, que consisten en seleccionar los puntos de la evaluacion de manera 6ptima y no

en una forma igualmente espaciada como sucede con los métodos anteriores, la integral

b .
fa f(x)dx es aproximada entonces como:

b b—ax b—a b+a
J f)dx ZTZ w;f(z;) donde z; =[ 5 ]xi +[ > ] ) e e——— 1.39
a i=1

donde las abscisas, x;, y las ponderaciones, w;, para el presente trabajo se obtienen de
las tablas 25.4 de (Abramowitz & Stegun [5]) pags. 916-919.
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1.6 Funciones especiales

El uso de funciones especializadas para describir el comportamiento de variables
de produccién es comun en los modelos de ingenieria yacimientos. Algunos casos de

interés son:

1. Funcion error y funcion error complementario. Tabla 1. 4, Figura 1. 5y Figura
1. 6.

Funcién gamma. Tabla 1. 5y Figura 1. 7.

Funcion integral exponencial. Tabla 1. 6 y Figura 1. 8.

Funciones de Bessel J y Y.Tabla 1. 7, Figura 1. 9 y Figura 1. 10.

a » DN

Funciones de Bessel I y K.Tabla 1. 8, Figura 1. 11y Figura 1. 12.

Ademas de las definiciones y aproximaciones presentadas, en el Anexo A se
incluyen algunos polinomios utiles para su calculo. Otras expresiones auxiliares para

determinarlas, asi como tablas de valores, son presentadas por (Abramowitz & Stegun

[SD).
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Tabla 1. 4. Expresiones para las funciones error erf(x) y error complementario erfc(x).

Definicién

Representacion como

una serie

Aproximacion Racional

0<x<

erf(x) = \/%fxe_tz dt, erfc(x) = j—Efwe_tz dt = 1 — erf(x) 1. 40
0 X

3 2 e (_1)nx2n+1 141
erft) = 7= sl (Zn+ 1) '
n=

er f(x) =1 — (a,t + ayt? + ast3 + a,t* + agt®)e ™, t=

1.42

p = 0.3275911, a; = 0.254829592, a, = —0.284496736
az; = 1421413741, a, = —1.453152027, as = 1.061405429
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1.a0

-1.a0

Figura 1. 5 Comportamiento de la funcién error.

2.a0

2.00

1.a0

1.00

erfc(x)

0.a0

0.00

-0.50

Figura 1. 6 Comportamiento de la funcion error complementario.
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Tabla 1. 5. Expresiones para la funcion Gamma I'(x).

o

Definicion r'(x) =f t*le tdt 1.43
0
Representacion como 1 -
_ —— = Z cx® 1.44
unaserie! reo &

F'(x+1)=x!=1+a;x + ax? + asx3 + a,x* + asx®
Aproximacion
Polinomial 1.45

0 a; = —0.5748646, a, = 0.9512363, az = —0.6998588
Sx<

a, = 0.4245549, as = —0.1010678

! Para los coeficientes ¢, véase las tablas de H. T. Davis [5].
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20

13

10

I

Figura 1. 7 Comportamiento de la funcién Gamma.
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Tabla 1. 6. Expresiones para la funcién integral exponencial E;(x).

Ooe—t X et
Definicion E;(x) = —f Tdt = f ?dt, x>0 1.46

Representacion como una  Ei(x) =y +In(x) + Z
serie n=1 " 1.47

y = constante de Euler = 0.5772156649

Ei(x) = ag + ayx + ayx? + azx® + azx* + asx® — In(x)

Aproximacion polinomial

1.48
0<x<1 a, = —0.57721566, a; = 0.99999193, a, = —0.24991055
a; = 0.05519968, a, = —0.00976004, as = 0.00107857
x*+ax+a
xe*E;(x) = #
Aproximacion racional x% +byx + by
1.49

1<x<ow

a, = 233473,  a, = 0.25062, b, = 3.33066, b, = 1.68153
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Figura 1. 8 Comportamiento de la funcién integral exponencial.
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Tabla 1. 7. Definiciones de las funciones de Bessel? J,(x) y Y, (x).

2
Ecuacidn diferencial x2 d’w + xd_w+ (x2—vHw =0 1.50
dx? dx
k
Representacion de © 1 51
J»(x) como una serie Jo(3) = ( ) Z 'r(v + k +1) '
Relacions3 entre las (x)Cos (o) 0
. _ Jy(x)Cos(vm) — J_,,(x _ n
sol(ug:lones J,(x)y Y,(x) = Sin(om) , 6_,(2) = (—1)"6,(2), 1.52
Y,(x
1d\"
Formulas de (EE) 676, (0} = 276, ()
1.53

derivacion

1d\"
(G3) G6@) = (~DRx 6, ()

2 Los polinomios de las funciones se presentan en el Anexo A.
3 Donde 6 representa a las funciones de bessel Jo Y.
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Tabla 1. 7. Definiciones de las funciones de Bessel J,(x) y Y,(x) (continuacion).

Relaciones de

recurrencia

sean
by = J»(@)Y,(b) — J, (b)Y, (a),

= ]lv(a)yv(b) - ]v (b)Y,v(a);

Entonces
2v 2v
Pv+1 — Pv-1 = _;CIv - 77‘,,,
v v+1
Tyy1 T qy = Epv - Tpv+1r
4
PvSy — QvTy = 2ab

qy = J,(@)Y',(b) — ', (b)Y, (a) 1.54

sy =J',(@Y",(b) = J',(D)Y',(a)

v v—1
Qv+1 T 1y = Epv - Tpv+1
1 1 2 1.55
Sy = Epv+1 +§pv—1 _%pv
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1.20

a N\

0.40 N\

0z \ " O
% 0o s T
=020 / ——

040

060

080

100

120

i 2 b ; i i 12
X
JO(x) J1(x) J2(x) J3(x)

Figura 1. 9 Comportamiento de la funcién Bessel Jv(x).

e KO(x) K1(x) K2(x) K3(x)

Figura 1. 10 Comportamiento de la funcion Bessel Yv(x).
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Tabla 1. 8. Definiciones de las funciones de Bessel* I,,(x) y K,,(x).

2
Ecuacion diferencial x?2 d’w + xd—w— x2+vHw=0
dx? dx

k
Representacion de (% 2)

1 V' x
1,(x) como unaserie v = (Ex) Z KIT(v+k + 1)
k=0

Relacién entre las
1 I—v(x) - Iv(x)

recurrencia

luci I = _ =
soluciones I,,(x) y K,(x) ST (o) 6_n(2) = 6,(2),
K, (x)5
1 d “ v v—k 1 d “ —v —-v—k
Férmulas de <;a) {x76,(x)} = x" %6, (x), (ZE) {x76,(x)} = x7" 6,41 ()
derivacion
Iy(x) = L (x),  Ko(x) = —K;(x)
2v , v
Relaciones de 6v—1(x) - 6v+1(x) = 761;(95); 0 v(x) = 6v—1(x) - ;617(95)

60100 + 6y42 () = 26, (1),  6'5(x) = 6412 () + = 6,(x)

1.56

1.57

1.58

1.59

1.60

4 Los polinomios de las funciones se presentan en el Anexo A.
5 Donde 6 representa a las funciones de bessel I 0 K.
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240
220
2.00
1.80
10
140
¥ 120
= 100
0.80
0.60
0.40
0.20
0.00
0 0.5 | 15 2 25 3 35 4

10(x) 11(x) 12(x) 13(x)

Figura 1. 11 Comportamiento de la funcién Bessel Iv(x).

24

0 —
0 0.5 I l.a 2 23 3 3.0 4

KO(x) K1(x) K2(x) K3(x)

Figura 1. 12 Comportamiento de la funcién Bessel Ky(x).
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1.7 Método de Minimos Cuadrados
El método consiste en aproximar la tendencia de una serie de datos a un polinomio,
P, de grado m, es decir:

P(X) = a1 + aX + A3X2 + o g 1X™ 0 e 1.61

Como todos los puntos de la serie deben aproximarse al mismo polinomio, se

tendra un sistema de n ecuaciones:

a + ayx; + azx? + o+ A Xt =9,
Uy 4 UpXy + A3XZ 4 o A1 X0 = Py s et 1.62
@y + ayx; + azx: + o+ A XM =9,

donde y;, es una aproximacion de la coordenada y de cada punto. Las ecuaciones

anteriores pueden escribirse en forma matricial como:

2 m -
1 x xp - xq 91
1 x, x2 - x||% %
. 2 2 ag| = |72 D AX =V . e, 1.63
1 x, x2 - xMllay Yn

La matriz que contiene a los x; se le ha identificado como 4, al vector de incognitas
a;, como x y al vector que contiene a las y; como v. Dado que para todo x; habra una y;
diferente de y;, ya que el polinomio no necesariamente pasara por todos los puntos.
Entonces esta diferencia, que sera la distancia entre 9; y y;, sera el error, e?, el cual

estara dado por:
2 5.2 2 m 2
et = (yl.—yi) = (yi—(a1+a2xi+a3xi + ot A1 X] )) ) e, 1.64

y el error total, €2, de todo el método, estara dado por lo siguiente:

=40 -



Tema 1 Fundamentos de matematicas para la ingenieria de yacimientos

Podemos escribir el error en forma vectorial, como se muestra a continuacion:

y1— (@ + azx; + a3xf + -+ amﬂx{”)]
P2 — (a1 + axx; + azxs + - + Ay x5 I

~

€1
e = |v _AX| =|€e3|= V3 — (al + Ay X3 + a3x§ + -+ am_l_lx;n) P 1.66

€n

P — (a1 + azxy + asxy + -+ am+1x;ln)J

Donde la norma del vector error, se obtiene como sigue:

Una manera de garantizar que se tenga la mejor curva de ajuste es minimizando,

la suma de los cuadrados de los residuos, 2, esto es:

n n
= Z —9:* = Z[yi — (a1 + apx; + o+ g x™M1®, .. 1.68

n
i=1 i=1 i=1

para ello debe derivarse la expresion anterior respecto a todos los coeficientes:
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n
aS
h = =2 ) [ — (@ + g+ asd e ()]
% i=1
as -
aar = _ZZ xilyi — (ay + aox; + asxf + - + @y x™)] 169
2 - ) sasssassssssssssesaass
i=1
n
-2 z xMy; — (a1 + apx; + a3xi2 + ot A xi)]
aam+1

i=1

si las ecuaciones anteriores se igualan a cero y se reordenan como se muestra:
n

n
Yot Y+ Y a4 +zamﬂx -V,
l=1 11

i=1 i=1

n
alxl + Z azx + Z a3x + -+ Z am+1x = z yixl' 1 70
et
ax" + Z ax™t + Z azx"? 4t Z A1 XF™ = z Vi X]

3

INGERR

i=1

INGE

i=1

Si se observa que Yi*; @; = na;. Las ecuaciones anteriores pueden escribirse de
manera matricial como:

- n n n . _ n .
2 m
. . . S .
i=1 =1 i=1 i=1
n n n n n
2 3 m+1[] X2
X X; Xj Xi = YiXxo f o 1.71
i=1 i=1 i=1 i=1 as i=1
n n n ' n a n
z “Om+1- Z
m m+1 m+2 2m m
Xi z X z Xi Z Xi YViXi
“i=1 i=1 i=1 i=1 - - i=1 -
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Si nombramos al vector de ), x; como S, al vector de coeficientes a; como A, y al

VeCtor ), y;x; COmO Sy,

y A es obteniendo mediante cualquier método de solucién de sistemas de ecuaciones,

algunos de los cuales se presentan en (Chapra [3]).

El error estandar del estimado (Chapra [3]) se calcula como:

Donde S; es la suma total de los cuadrados alrededor de la media (Chapra [3]) y

esta definida como:

St = (F = J)2 . oottt 1.75

1.8 Polinomios de ajuste

Los polinomios de ajuste son herramientas que, dado un conjunto de puntos, nos
permiten encontrar una funciéon del tipo polinomial que pase por tales puntos, este
procedimiento es conocido como interpolacion (Ahmed [6]), aqui se presentan dos

meétodos mediante los cuales es posible encontrar dichos polinomios interpoladores.
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1.8.1 Polinomios de Lagrange

Los polinomios de Lagrange asociados a los puntos x;i=0,1,..,n, son los

polinomios de grado n definidos por:

n
pp(x) = z Li(I) F(X1) ) et 1.76
i=0
Donde:
n
_ X — Xj
Li(x) —n(xi_x)’ ................................................................................. 1.77
Jj=0 J
j#i

donde el polinomio L; sera de orden n, con igual nUmero de raices (Ahmed [6]).

1.8.2 Polinomios de Chebyshev

Para n € N, se define:

Tp(X) = COS(T COSTIX) . oo 1.78

Para el intervalo [—1,1]. Se tiene entonces que:

y paran = 1, la funcion T, (x) satisface la relacion inductiva (Ahmed [6]):

Tne1(%) = 2XTH(X) = Tre1(X) e 1.81
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Para abordar los problemas de flujo de fluidos en el medio poroso es necesario
obtener una ecuacién que modele tal flujo y para ello se requiere conocer ciertas

expresiones que nos ayudaran en el proceso, tales expresiones son:

1. Ecuacion de continuidad: modela el flujo de materia dentro del medio poroso.

2. Ecuacion de transporte: modela como se transmite la cantidad de movimiento
en un sistema.

3. Ecuaciones constitutivas: expresiones auxiliares que representan el

comportamiento de variables especificas.

2.1 Ecuacion de continuidad

La formulacion matematica de este principio se lleva a cabo sobre el flujo a través
de una superficie cerrada arbitraria, S, de medio poroso, que encierra un volumen material
V, Figura 2. 1. El principio de conservacion de la masa requiere que la diferencia entre
las velocidades a las que el liquido ingresa y sale del volumen a través de su superficie

debe ser igual a la velocidad a la que la masa se acumula dentro del volumen.

Dicho lo anterior se tiene entonces que la masa de fluido, M, encerrada dentro de

la superficie, estd dada por la siguiente expresion:

Ahora bien, la tasa de cambio de masa dentro de S, esta dada por:

%=%M/ p¢dV=UjV %(pcp)dV. ..................................................... 2.2
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Y por el principio de conservacion de masa, esta relacion debe ser igual a la tasa a la

cual la masa atraviesa la superficie S.

n
S

x‘ ds

A

A v

¢
I
_3)_>x

é 3

Figura 2. 1 Superficie arbitraria cerrada de medio poroso.

Considerando un diferencial de superficie, dS, la tasa a la cual el fluido a traviesa

la superficie®, esta dada por:

dM;
—_—=— R T A TR 2.3

Dado el principio de conservacion de masa, las Ecs. 2.2 y 2. 3, son iguales:

MV %(p¢)dV=—ff£ POT - TUAS,  evrerereereieieeeeeeee et 2.4

6 Para un desarrollo méas explicito de esta formulacion véase el Anexo B.
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y aplicando el Teorema de Divergencia o de Gauss al lado derecho de la Ec. 2. 4:

fﬂv %(p¢)dV == fﬂ V(pg7) dV
fffv [%@qﬁ) +7- (ppv)|av =0

a > J—
a(p(,b)-l-V'(quv)—O. .............................................................................. 2.5

De la Ec. 2. 5 se observa que el producto 7¢ representa la velocidad de flujo v, que
representa la velocidad media de flujo a través de la garganta de los poros. De esta

manera se llega a

0
aLf’w-(ﬁp):o, .................................................................................... 2.6

que es la ecuacion de continuidad, en forma general para cualquier geometria de flujo.
En el Anexo C se desarrolla la ecuaciéon de continuidad para las geometrias de flujo
lineal, radial y esférico. Cabe sefialar que para utilizar esta expresion es necesario

describir cada uno de los términos que le constituyen.

2.2 Ecuaciones constitutivas

Existen diferentes tipos expresiones constitutivas que describen el estado de un
sistema a condiciones de presion y temperatura de interés. Algunos modelos utiles se

presentan a continuacién, considerando:

1. La compresibilidad de los fluidos.

2. La compresibilidad del volumen poroso de una formacion.
3. Las fuerzas intermoleculares de los fluidos.
4

. Lareologia de los fluidos.
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2.2.1 Compresibilidad de los fluidos

La compresibilidad isotérmica, en general, se define como el cambio de volumen

gue sufre un volumen unitario por unidad de variacion de presion (Garaicochea [1]):

1oy
“Vop’

Y para un fluido su compresibilidad c; puede definirse en términos de su densidad,

como sigue:
L 2.8
pop

2.2.2 Compresibilidad del volumen poroso de una formacion

Es definida de igual manera que la compresibilidad, con la particularidad de que
esta representa el cambio en las particulas contenidas en la matriz rocosa de la
formacion, y se define como el cambio en el volumen poroso unitario por unidad de

cambio en la presion (Garaicochea [1]), es decir,

_10¢

2.2.3 Clasificacion de los fluidos de acuerdo con su compresibilidad

El cambio en el volumen del fluido esta estrechamente relacionado con los
cambios en su densidad, esto es, dada la definicidon de la densidad. Por lo anterior, los
fluidos pueden caracterizarse de acuerdo con el comportamiento de su densidad p con

respecto de la presion p, como:
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Fluido incompresible: al no variar el volumen total del fluido y mantener la masa
constante, la densidad de fluido no varia con los cambios de la presion, p, que existen en

el sistema, y se tiene que:

este es el caso de un fluido ideal.

Fluido ligeramente compresible de compresibilidad constante: en este caso
la densidad de los fluidos cambia en forma lineal con la presion, y se cumple que:

este comportamiento es caracteristico de sistemas que sufren variaciones pequefas

respecto a los cambios que ocurren de presion, P.E. el agua o el aceite bajo-saturado.

Fluido compresible: el comportamiento de estos no mantiene una pendiente
constante, y representa el caso general de cualquier sistema de fluidos. De esta manera,
la densidad respecto de la presion es:

ejemplos de estos fluidos son los gases y el aceite saturado. Para el primero se tiene que

la densidad es, p = pM/zRT y derivando respecto a p:

a—pzﬂ(lJrﬂa—Z). .................................................................................. 2.13
Op RT\Z Z?0p

donde M es el peso molecular del gas, R la constante universal de los gases, T la

temperatura del medio y Z el factor de desviacion del gas a dichas condiciones.
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Por otro lado, para liquidos con gas en solucion, pueden utilizarse modelos de
ecuaciones de estado, como correlaciones, para obtener el cambio en su densidad

respecto de la presion.

WV

Figura 2. 2 Comportamiento de la densidad de diferentes fluidos

2.2.4 Reologia de los fluidos

El término reologia, inventado por el profesor Bingham de la Lafayette College,
Indiana y aceptado por la Sociedad Americana de Reologia en 1929, es definido como la
rama de la fisica de medios continuos que se dedica al estudio de la deformacién y el fluir
de la materia (Barnes [2]). Su objetivo principal recae en la observacién del
comportamiento de los materiales sometidos a deformaciones, para posteriormente
obtener el modelo matematico que permita describir sus parametros reoldgicos. Dentro

de los parametros reoldgicos importantes se encuentran:
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1. Viscosidad (u): Definida como la resistencia del fluido a sufrir una deformacion
en presencia de esfuerzos cortantes.

2. Esfuerzo de cortante (7): es la componente tangencial de una fuerza que actta
sobre una superficie, por unidad de area.

3. Razon de deformacion (y): Gradiente de la velocidad de flujo en la direccion
perpendicular a la velocidad. Por ende, si la velocidad v (la componente x) del

flujo que fluye en la misma direccion x varia en y, la razon de corte es du/dy.

De acuerdo con si estos parametros varian o no con el tiempo se pueden clasificar
a los fluidos en dos grandes grupos:

2.2.4.1 Fluidos independientes del tiempo

Para los cuales la razén de deformacién en un punto dado depende Unicamente
del esfuerzo instantaneo en ese momento. Ademas, las propiedades viscosas de un
fluido se determinan de acuerdo con el grado de correspondencia entre el esfuerzo

cortante ejercido (7) y la velocidad corte (y) del material. Dentro de estos estan:

Fluidos Newtonianos

Los fluidos newtonianos se definen como aquellos que muestran una

proporcionalidad directa entre el esfuerzo y la velocidad de corte, esto es:

donde u es la viscosidad dinamica. En general, los fluidos para los cuales la Ec. 2.14 no

se cumple, se conocen como no hewtonianos.
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Modelos de ley de potencia

La ley de potencia de Ostwald-de Waele es el modelo reoldgico mas utilizado para
problemas de flujo en medios porosos. Como se desarrolld originalmente, la ley de

potencia se representa como:

donde n es el indice de la ley de potencia; y H se llama coeficiente de consistencia. Para
n = 1, el coeficiente de consistencia se convierte en la viscosidad dinAmica. Cuando se
compara con Ec. 2. 14, la ley de potencia conduce a la definicion de la viscosidad

aparente (u,):

Modelo plastico de Bingham

El plastico Bingham es un tipo de fluido no newtoniano que posee una estructura
interna que impide el movimiento para valores de esfuerzo de corte inferiores a un valor
de cedencia (z,); y para t > 7,, la estructura interna colapsa por completo, lo que permite
gue se produzca un movimiento de corte. Una vez que el fluido comienza a fluir, exhibe

una pseudo-viscosidad constante (). El modelo resultante para un plastico Bingham es:

Modelo Herschel-Bulkley

El modelo de Herschel-Bulkley se desarrollé6 como una generalizacion para fluidos

no newtonianos independientes del tiempo. Esta dado por:
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=1, + Hy" T, 2.18

donde 7,, es el limite elastico por encima del cual la sustancia comienza a fluir, H es el

coeficiente de consistencia y n es el indice de comportamiento de flujo.

La Figura 2. 3 muestra el comportamiento de los diferentes modelos de fluidos

cuya reologia es independiente del tiempo.

y T

Esfuerzode

razén de deformacién, y

Figura 2. 3 Relaciones tipicas de esfuerzo cortante y velocidad de corte para

fluidos no newtonianos (después de Hughes y Brighton).

2.2.4.2 Fluidos dependientes del tiempo

Son aquellos para los cuales la tasa de deformacién es una funcién tanto de la

magnitud como de la duracion del esfuerzo. Estos fluidos se clasifican como:
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Tixotrépicos (work softening)

Al actuar una tension tangencial a este fluido desde el estado de reposo, sufre un
proceso, de fraccionamiento a escala molecular seguido de una reconstitucion estructural
a medida que transcurre el tiempo. Eventualmente y en ciertas circunstancias, se logra
un estado de equilibrio donde el fraccionamiento molecular iguala a la reconstitucién. Si
la tension tangencial cesa, el fluido se recupera lentamente y vuelve a adquirir su

consistencia original en un proceso que se caracteriza por su reversibilidad.

Reopécticos (work hardening).

Los fluidos reopécticos se comportan en forma parecida a los tixotrépicos, pero en
ellos la variable u tiene un incremento con la velocidad de deformacion similarmente a la
de un fluido dilatante en su fase inicial de deformacién hasta alcanzar un valor limite

donde t comienza a disminuir con y.

Fluidos viscoelasticos

Poseen propiedades tanto de fluidos como de sélidos elasticos, que muestran una
recuperacion elastica tras la eliminacion de un esfuerzo deformante; y el estudio de su
comportamiento reoldgico requiere la inclusion de las derivadas temporales del esfuerzo

cortante y la velocidad de deformacién.
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£
§ £
Independiente del tiempo
Tocotrépico
Tiempo, t
a) Comportamiento de los fluidos no newtonianos bajo el efecto de un esfuerzo de corte
“ A
_§ Tocotrépico
Reopéctico

>
razén de deformacién, y
b) Comportamiento de fluidos no newtonianos dependientes del periodo de corte

Figura 2. 4 Curvas de flujo para fluidos no newtonianos tixotrépicos y reopécticos
dependientes del tiempo (después de Bear y Skelland).
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2.2.5 Ecuacién de transporte

Son aquellas que nos permiten modelar la cantidad de movimiento que se
transmiten entre las moléculas de un fluido. De acuerdo con el modelo reoldgico utilizado,

se pueden obtener diversas ecuaciones de transporte.

Antes de presentar las ecuaciones de transporte, se tiene que entender el
experimento de Darcy en el que se hace pasar un gasto g de un fluido a través de un
medio poroso de longitud L, area transversal A y en el cual se observa un diferencial de

presion, Ap, entre la entrada y la salida, Figura 2. 5:

q
AP E>o

Figura 2. 5 Esquema del experimento de Darcy en un elemento poroso.

A partir de este experimento se puede definir a la velocidad de flujo como un
promedio de las diferentes velocidades ¥ con las que el fluido atraviesa el medio poroso,
gue pueden ser altas, si el paso es a través de una garganta de poro estrecha, o bajas,
si es en una de mayor tamafio. Ademas, Darcy observo que esta velocidad tenia cierta

proporcionalidad con los parametros del experimento, esto es:
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2.2.5.1 Ecuacién de Darcy

Una expresion muy completa de la ley de Darcy es presentada por (Rodriguez
[3]). En la cual se tiene que la suma de todas las fuerzas que actian sobre el elemento
dV da una resultante F, a la cual se opone (y es igual) a la fuerza de inercia. Como ésta
es muy pequefia, en la mayor parte de los casos de flujo de fluidos en medios porosos,
(el flujo en régimen laminar) entonces se puede despreciar, resultando asi la siguiente

aproximacion:

R 26cos0 -
—Vp+k(p1—p2)g—ﬁﬁ+ AV = 0. 2.20
k rh
De donde:
. k S 26cos6
v=—;[Vp—k(p1—p2)g— s l ......................................................... 2.21

Los ultimos dos términos representan los efectos gravitacionales y capilares,
respectivamente, sobre la velocidad del fluido. En general, una expresion mas utilizada

de esta Ley es presentada por Hubbert:
. k - k
v=—;[Vp—k(p1—p2)g]=—;VCD, ......................................................... 2,22

donde @ es el potencial de flujo del fluido.
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2.2.5.2 Ecuacién para ley de potencia

La Ec. 2. 16 se utiliza para desarrollar una ecuacion de transporte de tipo Darcy
para fluidos de ley de potencia (Gallardo [4]). Por lo tanto, despreciando los efectos de

la gravedad, la expresion resultante es:

donde u.rr €s una viscosidad efectiva dada por:

H
Herf = E(g 4 3/M)M(150kP)A7/2 | L 2.24

Y Vp es el gradiente de presion.

2.2.5.3 Ecuacién para plastico de Bingham

Al igual que con los fluidos de ley de potencia, una ecuacion de transporte se

formula como (Gallardo [4]):

——(1——)Vp para |[Vp| > G,
u =J Up |Vpl 2 .25

kO para |Vp| < G.

Donde el parametro G representa el gradiente de presion minimo requerido para iniciar

el flujo, y se define como:

siendo d el tamafio de poro caracteristico del medio poroso.
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2.2.5.4 Ecuacién para Herschel-Bulkley

La ecuacion de transporte correspondiente es (Gallardo [4]):

1
( kv>ﬁ[1 G for [Vp| > G
— -0 or ,
w= ey P Vpl e 2.27
|
kO for |Vp| < G,
donde u.fy €s:
Herr = 2H(1/n + 3)nk1—nrn—1 2 2.28

y a

_nt4+l/n 2.29

o(_1+3n+2n2_ ......................................................................................

2.3 Ecuacion de difusividad

Haciendo uso de las tres ecuaciones anteriores se puede llegar a una ecuaciéon
que modela el flujo de fluidos en el medio poroso, asi, dependiendo de la naturaleza del

fluido se tendran tres casos:

2.3.1 Ecuacién de difusividad para fluidos incompresibles

Partiendo de las Ecs. 2.6, 2.22, y sustituyendo 2. 22 en 2. 6 se tendra que:

dpo k
s A== = 2.30
o +V (( MCI))'O) 0, e e
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que para flujo monofasico incompresible pueden hacer algunas consideraciones que

ayudan a simplificar el desarrollo de la ecuacion de difusividad, tales como:

e Los términos capilares y gravitacionales de la ecuacién de Darcy pueden
considerarse despreciables.
e La densidad y viscosidad del fluido pueden tomarse como constantes, con

lo que:

9p¢ _ 99
ar Pt

v(kv)— kY. )
pLP) =PV (T

e El medio es homogéneo e is6tropo respecto de la permeabilidad.

De acuerdo con las consideraciones anteriores, la Ec. 2. 30 se reduce a:

dp k
— V. = 0, et e, 2.31
3t MV (Vp) =0,

y aplicando la regla de la cadena al primer término para la presién, como sigue:

dpdp 0d¢dp
dt dp Op ot
la Ec. 2. 31 puede reescribirse como:
T, 2.32
dp ot u

donde V2 es el laplaciano de la funcién p.

Multiplicando y dividiendo el primer término por ¢:
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que, en términos de la compresibilidad de la formacion, c¢, es:

adp k
i =3 RS 2.34
der P

multiplicando toda la ecuacion anterior, por u/k:

uepcy 0p
T V2P = 0, ceeereereeeeee ettt ettt st ne et st ens 2.35
k ot P

que, en términos del coeficiente de difusividad hidraulica, n = k/u¢cs, la ecuacion

resultante es la ecuacion de difusividad para fluidos incompresibles:

10p
= = U D = 0, e 2.36
n dt p

2.3.2 Ecuacion de difusividad para fluidos ligeramente compresibles

Partiendo de la Ec. 2. 30 se tendré que:

Las consideraciones que se haran son las siguientes:

e La viscosidad se mantiene constante a lo largo de la vida productiva del

yacimiento.

e El yacimiento es homogéneo e isotropico respecto de la permeabilidad.
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e Los efectos gravitacionales y viscosos son despreciables.

En este caso la densidad del fluido varia conforme la presién varia, por lo cual este

término no puede considerar constante, la Ec. 2. 37 puede simplificarse como:

dpdp k
e e A (2070 T 2.38
3t u (pVp)

expandiendo la ecuacién anterior:

d¢ p k
— — ——[VpV 2] = 0, e 2.39
Po T P5; H[pp+pr] 0,

factorizando p¢ de los dos primeros términos, y p del tercero:

1d¢p 1dp kil
—— = = p=[=VPVD + V2P| =0, oo, 2.40
P (¢6t+p6t> p,up pVP + V7P

a partir de aqui es conveniente encontrar una expresion que relaciona la densidad y la
porosidad con la presién, para poder incluir las expresiones de la compresibilidad, por

ello se aplica la regla de la cadena a los siguientes términos:

dpdp 0¢ap dpdp 0dpdp 6p_V dp
atop apot’ atap apot’  PapT "Pap

de acuerdo con lo anterior, y simplificando términos, la Ec. 2. 40, resulta en:

(1 6¢)6p+16p6p> k[lap
¢dp dt padpadt

=V + V2 = 0. e, 2.41
1159, VPP VP

Ahora bien, factorizando dp/dt del primer término:

190¢p 10p\dp krlap
(53 * 5n) ¢l
at u

——t—— —— (VD)2 + V2P| =0, e 2.42
$dp pop pap(p) TP
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y recordando la definicion de c¢ y cg, se tiene:

op k
$(cr + cr) Fra 04D e ) = 2.43

el producto cz(Vp)?, puede despreciarse ya que la compresibilidad resulta ser un niimero
de orden pequeiio, la cual multiplicada por el gradiente de presion al cuadrado, (Vp)?,
resulta ser alin mas pequefia en comparacion con el laplaciano de p, V2p, por lo cual la

Ec. 2.43 se reescribe como:
dp k
+ e o o 2D = 0, e ————— 2.44

y en términos de la compresibilidad total, ¢, = c¢ + cg:

Multiplicando toda la ecuacién por u/k:

,u¢ct0_p
k 0t

—UZD =0, et 2.46

que, en términos de la difusividad hidraulica, resulta en la ecuacion de difusividad para

fluidos ligeramente compresibles de compresibilidad constante:
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2.3.3 Ecuacién de difusividad para fluidos compresibles

En esta categoria, como se mencion6 anteriormente, recaen aquellos fluidos que
sufren un cambio drastico en su densidad conforme ocurren cambios en la presion,
motivo por el cual, las consideraciones hechas anteriormente no son validas. Dicho lo
anterior, para el desarrollo de la ecuacion de difusividad, antes es necesario, definir un

concepto denominado pseudo-presion:

P ok
pseudo — presion = m(p) = ¥ = Zf %dp R RSN 2.48

Po

Asi, la Ec. 2.30 una vez despreciado los efectos gravitacionales y viscosos, es:

dpd k
—_—— — 0, cetetee e e e e e e e — e e e e — e e e e anrrreeeannaaaaeaans 2.49
ot v ('D,qu) 0,

aplicando la regla de la cadena como se muestra:

donde la derivada de la pseudo-presién con respecto a p, es:

ol ) ) -2(6)

Yy, por ende:
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substituyendo en la Ec. 2. 50:

simplificando:

%9 1 oay_y 2.52

5 T2V P S 0L

Ahora bien, si se expande el primer término y haciendo las operaciones
necesarias, tales como en el caso de los fluidos ligeramente compresibles, se llega a:

0 1
pq)cta—zz—zvhp:o, .................................................................................. 2.53

a la cual puede aplicarse el siguiente cambio de variable:

6p6W_6W6p_6‘P< U )
atov  at ¥ At \2pk

substituyendo en la Ec. 2.53:

¥/ u 1_,
— ) —= = 0, e s 2.54
PPC 5y <2—pk> ZVr=0,

y simplificando:

ugpc, 0¥
k ot

CV2ZW = (), eeeeee ettt et e et e e 2.55

que, en términos de la difusividad hidraulica, n, se obtiene:
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que es la ecuacion de difusividad para un fluido compresible. En la Tabla 2. 1, se

presentan las diferentes formas de la pseudo-presion de acuerdo con el fluido estudiado,

respectivamente. La divergencia y el laplaciano de una funcion, F, sea presion o pseudo-

presion, se presenta en la Tabla 2. 2.

Tabla 2. 1 Definiciones de la pseudo-presién para diferentes fluidos.

Variable Definicion Ec.
Pkp P
Pseudo-presién Y= 2] —dp = 2pej B—dp .................. 2.57
Po 14
- i i Pk
(I;’seudci presion para sistemas f —de .......................................... 2.58
e gas po M
Pseudo-presion en sistemas W jpgd —> J” d 5 &9
donde k no depende de p L p = 2p, B
., . p
Pseudo-presion en sistemas df Y j L 2. 60
gas donde k no depende de p po HZ

*La definicion de (s para sistemas de gas se obtuvo al incluir la ecuacion de los gases reales (pV = ZnRT).

-67 -



Tema 2 Flujo de fluidos en medios porosos

Tabla 2. 2 Definiciones de los operadores divergencia y Laplaciano en diferentes
geométricas de flujo (Modificado de Bird et al., 1960)’.

Tres dimensiones Una dimension

Coordenadas Rectangulares

dF, O0F, 0F, 0Fy

(v F)_ax+8y+az (V-F)—ax
0%F 0%F 0°F 0%F

2R — 2p) = —
(V") 0x? + dy? + 0z? (VF) dx?

Coordenadas Cilindricas

VF_la F 10F, OF, VF_1a .
( )—;E(T r)"';ﬁ'i' e ( )—;5(7‘ r)

1 0% ; OF 1 0°F O0°%F 19/ OF
() =122
(VF) r Or? (r ar) + 2002 + 0z2 (V°F) ror r or

Coordenadas Esféricas

(V- F) = 5 (r2Fy) + ——— (sin 6F) + —— 2 (V-F) = 5~ (r2F,)
“rzorY Y T sineae YN T Gine do T rzgro T

d OF 1 d dF 1 0%F 10 JoF

- ) ) g = )
(V7F) 26r<r or +rzsin969 Sme(’)@ +r25in29 do? (V°F) r2or r or

Coordenadas Ortogonales Generales?

d d
(V ) F) = (axzax3Rx1) + E (axlax3Rx2) + a_xs; (ax1ax2 Rxs)]

[ 9]
Ay, Oy, Ay, LOXy

(VZF) — 1 [0 (Clxzax3 0F>+ d (axlax3 6F>+ d <ax1ax2 oF )l
Ay, Oy, Oy, [0X1 \ Gy, 0% 0x, \ a,, 0x, 0x3\ @y, 0xs

1 2

7 Donde F es una funcién vectorial y F es una funcién escalar
8 Donde a, , a,, Y a,, son los factores de escalamiento
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2.4 Forma General de las ecuaciones de Flujo monofasico

Como las Ecs. 2.36, 2.47 y 2.56 poseen la misma forma y caracteristicas (ecuaciones
homogéneas parabdlicas de segundo grado), estas pueden generalizarse en términos de

la variable de analisis Y y el coeficiente w como:

10

2
Y__ )
w Ot

donde Y representa a la presion o la pseudo-presion y w al coeficiente de difusividad

correspondiente, de acuerdo con el modelo utilizado.

2.5 Geometrias de flujo

Los diversos modelos desarrollados para describir el avance de la onda de presion
en el yacimiento dependen de la configuracion del pozo y las fronteras existentes.
Considerando que el movimiento de los fluidos ocurre en forma perpendicular a las
isobaras que se forman en el medio poroso, en esta seccion se describen los modelos
de flujo en geometrias de expansion lineal, radial y esférico, asi como el caso del flujo

pseudo-estacionario.

2.5.1 Flujo lineal

Este modelo puede ser utilizado cuando la seccién drenada asemeja un canal
alargado, el potencial cambia en direccion a x y las lineas de flujo son paralelas entre si,

habiendo simetria respecto a los ejes y y z, Figura 2. 6.
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Caradel
P

q

=

PN

d o e e e e e e e e e e — — — — — — e - - =

Figura 2. 6 Esquematizacion de la geometria de flujo lineal.

Algunas aplicaciones del modelo de flujo lineal sirven para describir: pozos
hidraulicamente fracturados de conductividad infinita, canales alargados, pozos

horizontales, acuiferos con un empuje lateral, y yacimientos naturalmente fracturados.

2.5.2 Flujo Radial

El modelo mas comun de flujo en un yacimiento corresponde al radial, donde las
lineas de corriente convergen a una seccién cilindrica dentro del yacimiento, por lo que

hay simetria respecto a los ejes 8 y z, Figura 2. 7.

(q.cti)

Figura 2. 7 Esquematizacion de la geometria de flujo radial.
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2.5.3 Flujo esférico

Este modelo ocurre al superponer dos componentes radiales, uno vertical y otro

horizontal, que convergen a un mismo origen, Figura 2. 8.

(q ctte)

Figura 2. 8 Esquematizacion de la geometria de flujo esférico.

2.6 Estados de flujo en el yacimiento

Los estados de flujo en el yacimiento se pueden dividir en dos tipos, de acuerdo

con la influencia de las fronteras del yacimiento sobre el mismo, en:

i) Flujo gobernado por las fronteras

i) Flujo no gobernado por las fronteras

2.6.1 Flujo gobernado por las fronteras

Este tipo de yacimientos son aquellos en los cuales la onda de presién, causada
por la produccion de los pozos, ha viajado por todo el yacimiento y ya ha conocido las
fronteras de este, una vez que ha sucedido esto, pueden ocurrir dos cosas: (1) que la
frontera sea de no flujo y por tanto exista una caida de presion a lo largo del yacimiento
0 (2) que exista una frontera permeable con mantenimiento de presion. De acuerdo con
lo anterior, dentro de los yacimientos gobernados por las fronteras, podemos reconocer

dos casos particulares:
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Estado Estacionario

Este estado de flujo es caracteristico de los yacimientos en los cuales existe un
mantenimiento de presion, esto debido a un acuifero asociado y una frontera que permite
que los fluidos de este ingresen al yacimiento, o por la inyeccién de fluidos de manera
artificial al yacimiento La representacion de este estado se muestra en la Figura 2. 9. Lo

gue en términos de la presion es:

oY
= 0. eteeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e e eee—e—reeeeee e e e o ——————reaaeeeeaaa et reraeee e e e nnrrarraeaaens 2.62
ot 0
.
w
T < > T

Figura 2. 9 Representacion del estado estacionario en un yacimiento radial.

Estado pseudo-estacionario

En este caso podemos encontrar aquellos yacimientos que en sus fronteras no
existe flujo, ya sea porque no exista un acuifero asociado o porque la frontera sea
impermeable, de tal manera que una vez que la onda de presion, generada por la
explotacion del yacimiento, alcance las fronteras, ocurrird un abatimiento de presion,
Figura 2. 10. En estos yacimientos, el comportamiento de la presién respecto al tiempo

sera:
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oY
—— = CONSEANEE . ceeeireeiie i 2.63
ot
r
— »
| Y- .Y,
! t t i
| ’ |
| I
I I
| ) ] :
I |
| |
| |
T— . >
T, Produccién a q constante r,

Figura 2. 10 Representacion del estado pseudo-estacionario en un yacimiento
radial.

2.6.2 Flujo no gobernado por las fronteras o transitorio

Es el caso de cualquier tipo de yacimientos, sea volumétrico o no, pero en este
estado de flujo, se considera que la onda de presién aln no reconoce las fronteras, por

lo que el yacimiento se comporta como un yacimiento infinito.

En la Figura 2. 11 se muestra el avance del frente de presion cuando a) se
mantiene constante la presién de fondo del pozo (p,,), y en b) cuando se mantiene el
gasto constante. El comportamiento de la presidn respecto al tiempo para este estado de

flujo serd variable y serd una funcién del tiempo y en qué punto del yacimiento nos

encontremos:
15)4
T 7 ad o1 21 = 2N 2. 64
ot
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tiempo tiempo

r
|
|
I
|
|
I
|
|
I

h)Pmdwciénannshnte b) Produccién a q constante,

Figura 2. 11 Representacion del estado transitorio en un yacimiento radial que
produce con un pozo a condiciones de a) gasto constante, y b) presion de fondo
fluyente constante.

2.7 Condiciones necesarias para plantear y solucionar problemas de flujo

Antes de abordar los problemas de flujo es necesario definir ciertas condiciones
que nos permitan formular soluciones a problemas especificos, es decir, limitar el espacio
en el cual se requiere conocer la solucion del problema. Para ello existen condiciones

iniciales y de frontera.

2.7.1 Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales reflejan el comportamiento de la variable de andlisis
cuando t =0, para el caso particular de la ingenieria de yacimientos, representan
aguellas condiciones que se tienen al inicio de la explotaciéon del yacimiento. Una
condicion inicial muy recurrente, es la de expresar la presion en cualquier punto del

yacimiento (s) como igual a la original o inicial del yacimiento, esto es:

Y(S, £ = 0) = Vi o oot oottt ettt ettt ettt 2. 65
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2.7.2 Condiciones de contorno o frontera

Son aquellas que reflejan el comportamiento, ya sea del flujo o de la presién, en el
limite o borde de nuestro sistema analizado, que puede ser el pozo, las fronteras del
yacimiento o las fronteras del acuifero, si lo existiera. Dentro de las condiciones de

frontera podemos encontrar dos tipos:

Condiciones tipo Dirichlet
Las condiciones de este tipo expresan los valores que toma la funcion en la

frontera (s, ), es decir, son expresiones de la presion en un punto definido:

Y(S,8>0)s, = G(X) 0 oo 2.66

Condiciones Tipo Neumann

Expresan el valor que toma el gradiente de la funcién en la frontera:

Condiciones tipo Robin

Expresan las condiciones de frontera como una combinacion del tipo Neumann y

tipo Dirichlet, esto es:

oY
Y(s,t <0)g, +== = () o e ———
aS (se)
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Una vez entendido lo anterior, se presentan en la Tabla 2. 3, algunas condiciones de
frontera recurrentes en problemas, tanto analizados a gasto constante, como para
presion de fondo fluyendo constante, donde € es un factor de cambio definido en la Tabla

2.4 con los subindices 1, 2,3 y 4 para los casos de las Ecs. 2. 57 a 2. 60, respectivamente.

Tabla 2. 3 condiciones de frontera recurrentes

Representacion Ec.
Pozo fluyente a presion
constantes Ys=w,t>0)=Y, 2.69
Pozo fluyente a gasto dy
_ _ 1o qWBH
constante E(s =wt>0) =Y, =-e=7 2.70
Pozo fluyente en un
. e Y(s > oo,t>0)=Y; 2.71
yacimiento infinito
Frontera de mantenimiento
de presién Y(s=et>0)=Y, 2.72
- dy
Frontera de no-flujo d_(s =et>0)=Y/=0 2.73
x‘l’l
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Tabla 2. 4 Valores de € para las diferentes variables de analisis comunmente

utilizadas.

Variable Representacion Ec.
p € = o 2.74
Y, €= ]L—p = 2’;;5 ........................................................................... 2.75
v, €= Z%Bk_uT ................................................................................... 2.76
W, €= 25 = g—; ............................................................................. 2.77
w, e= I;—:BT—M ..................................................................................... 2.78

2.8 Variables adimensionales

En muchas ocasiones, los problemas de flujo resultan mucho mas practicos de
resolver si se utilizan variables adimensionales, esto debido a que simplifican muchos
calculos. El proceso para transformar la ecuacion de difusividad de variables reales a
variables adimensionales se realizara sobre a ecuacion de difusividad en coordenadas

radiales, que de acuerdo con la Tabla 2. 2y la Ec. 2. 61, es:

Para continuar es necesario definir los siguientes términos adimensionales:
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r
(rD —
rref
AY vy, -vY
Yy = = — © e e e e e e e e e e eeee—ee e e e e e e e e e e a—e e e te e e e anns 2.81
Y,
ref Yref
- t
P tref

Que expresan el cociente entre cualquier radio, caida de presion y tiempo, y sus
respectivos valores de referencia, lo cuales se encontraran al final de este apartado.

Otras de las expresiones que ayudaran en el proceso de adimensionamiento seran

las derivadas de las expresiones anteriores respecto de los valores r, Yy t

respectivamente:
(Orp 0 (r\ 1
or or Tref B Tref
Y, AY Y,—-Y 1
e L B e B 2.82
Y  0Y\Yer) OY\ Yyf Vier
dtp 0t 1
L0t 0t \tref)  tres

Una vez definidas las Ecs. 2.79 a 2. 82, se procede a aplicar la regla de la cadena

al primer término de la Ec. 2.80, como se muestra a continuacion:

ay (c’)YD) (c’)tD) _0Yp 0Y 0ty
at \ay,/) \ot,) adt, dY, ot

y de la Ec. 2. 82 se sabe que:

dtp dYp Ot dtp ref tres Lrer 3 tD- ....................... )
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De igual manera para el segundo término:

ay (GYD) (arD) _0Yp 9Y Onp

ar \aY,/ \or,) ~ arp aY, or
oYy 9Y drp _ 0Yp a 1\ _ ([ Yeer\0% 5 84
arD aYD or arD ref T'ref T'ref aT'D e .

Por ultimo, aplicando la regla de la cadena al tercer término:

0 (arD) ay (aYD) (arD)] 0 0np (aYD ay arD)
ar \orp/ lor \ay,/) \or,/] ~ orp, or \or, aY, or

d 0rp (0Yp 0Y Odrp d 1 \|[dYp 1
( )= (~Yrer)

drp Or \0drp dYp Or 0rp \Trer ) |01 Tref
B Yiep\ 0 <6YD>
B 12 ) 0rp \orp/

Substituyendo las Ecs. 2.83 a 2.85 en 2. 80, se tendra:
1(— YTef) h_ <— YTef) ™ _ (— et ) ° (aYD) Z0, 2.86
w tref) Otp  TpTyes Tref ) OTp Tief drp \drp

simplificando:

1 (Yeer\0Yy, 1 /Y, aY, Yrer\ 0%,
e e i P e e 2.87
w \trer ) dtp  1p Tief arp Ter) 019

multiplicando la Ec. 2. 87, por r,?ef/Yref:

2
—1<r”f>aYD+ L 2.88

w \trer) Otp p O1p arz
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Ahora bien, se debe de cumplir que toda la ecuacién anterior es adimensional, por

lo tanto, el término:

2
l<r—f> L e 2.89
w tref

Esto se comprueba rapidamente, realizando un analisis dimensional:

1 (rfef> _ Hg (rfef> _ MITTTHOWLTTHTE | (MITTTYWMIULT) 2

@ \tre k \tres 12 T 12 T

Por lo cual la Ec. 2. 88, resulta en:

oy  10Yy 0%y _
atp  rpor, Or2

Que es la ecuacion de difusividad en coordenadas radiales y variables
adimensionales. Donde el radio adimensional se define, a partir de considerar al radio del

pozo, r,,, como el radio de referencia, como:

Y en consecuencia el tiempo adimensional, tp:

t

t t
D = = —
tref T

w

wt
2’ 2.93
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Ahora bien, para conocer la presion adimensional se parte de la ecuacion de

Darcy:

kA oY

1= “eBuor

donde el area de flujo, A4, considerando la cara del pozo, sera:

A= 2nrh ,
por lo que:
B kh  0Y
1= " capBu or
Asi, despejando radY /or:
avy arqBu
"or T T kn

gue en variables adimensionales sera:

Yref)% ___arqBu

rDrW<_ T, / 01p “Tkn

. Yp EaRqB,u 1
D or, kh  Yeer

Para que toda la ecuacion sea adimensional se debe cumplir que:

arqBu 1 —1
kh  Y..r '

asi, realizando el andlisis dimensional:

agqBu 1 (PT™HOWMLTY 1
kh Yef (L2)(L) ML-1T-2

1

por lo tanto:
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lo que implica que:

AY AY

YD =

Yref =€

= = AY
Yref G%hBM EaRqB:u

arqBu
kh

En la Tabla 2. 5 se presentan los valores de las variables adimensionales, para

las diferentes geometrias de flujo, asi como las respectivas ecuaciones en variables

adimensionales, las cuales pueden obtenerse por un camino similar, y en la Tabla 2. 6

se presentan las unidades y valores de las variables utilizadas.

Tabla 2. 5 Variables adimensionales para las diferentes geometrias de flujo.

Geometria

distancia
adimensional

Tiempo
adimensional

Presion
adimensional

Ecuacion de
Flujo en 2D
adimensional

Radial Esférica
_ T _ T
p = TW rDsph = T'W
L _ Pkt
 pucers Psor ™ e,
kh kr,,
YV, = — Y L A—
P eagqBu Pseh ™ eag,n,qBu

0°Yp  10Yp Y, 0%, 20Y, O0Yp,

AY

ory 0y Otp arg 1 01p dtp
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Tabla 2. 6 Unidades y valores de las variables

Unidades en el Unidades de Unidades de
Variable Darcy Sistema campo en sistema campo en sistema
Internacional inglés meétrico
k darcy m? md md
Y atm Pa psia kg/cm?
q cm3/s m3/s bpd m3/d
u cp Pa-s cp cp
. rem3 rm3 rbl r_m3
stcem?3 stm3 stb sm3
t s s h h
c, atm™1 Pa? [psia]~! [kg/cm?]™1
h—r, cm m ft m
A cm? m? ft? m?
a 1 1 887.2 119.58
agp 2 2 141.2 19.03
Asph 21 21 70.6 9.52
B 1 1 2.637 x 1074 3.489 x 1074

2.9 Ecuacion de difusividad para flujo no Newtoniano

Ademas de las ecuaciones presentadas anteriormente, algunos autores
desarrollaron ecuaciones de flujo para cuando se presentara un fluido que no fuera

newtoniano, estas ecuaciones son:
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2.9.1 Ecuacioén de flujo para un fluido ley de potencia

Para este tipo de fluidos la ecuacion de difusividad presentada es:

1 _1
Op nop_ (#eff)ﬁ(_f’_P)1 O oo 2.95
or?2  ror t k or ot

Para simplificar y generalizar la Ec. 2. 95, lkoku y Ramey (Gallardo [4])

propusieron los siguientes grupos adimensionales:

k 2mh\"
— 2.96
Dby o T ( 4B ) (Pi = D) ) e
7D S T[T ) ceeeeeteeeeetee e et e e e et e e et e e e e et e et te e e e —a e e e —e e e a—ae e e ate e e et aeeaabaeeanraeeaas 2.97
U]
toyn r3—_nt, .............................................................................................. 2.98

y n esta definida como:

n-—1
ne " <Z”h) et 2.99
Puerrcen \ qB
Substituyendo las Ecs. 2.96 a 2.99 en la ecuacién 2. 95, se obtiene:
2 1-%
9oy 7 OPowy _ (_OPoan) "OPoan 2.100
aTDZ 18)} aTD aTD atDNN '
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2.9.2 Ecuacioén de flujo para un fluido plastico de Bingham

Para estos fluidos la ecuacién de flujo obtenida es:

1
*Poyy , "oy _ (_Pouy\ "oy 2.101
org rp 01p orp Otpyy |

donde n es definida como:

Y el subsecuente grupo de variables adimensionales para este problema, como:

2rtkh

e et (2t ) ISR RSSO 2.103
pDNN CIB,MB pi p
10 o I 2.104
Ui
toyn —'Egt, ............................................................................................... 2.105
T i 2.106
qBug

Sustituyendo las Ecs. 2.103 a 2.106 en la Ec. 2. 101, se tendré:

aZPDNN 1 aPDNN Gp aPDNN
— Ny Wy = W
o rp 0rp p  Otp,y
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2.10 Ecuaciones para flujo multifasico de fluidos en el medio poroso

En este caso se tiene el flujo de tres fluidos presentes en el yacimiento: agua,
aceite y gas, pero asumiendo gque no existe transferencia de masa entre las fases, para
un analisis sin este supuesto véase (Peaceman [6]). Para el desarrollo de la ecuacion de

difusividad se deben tener en cuenta las siguientes expresiones:

Sg+Sw+S, =1,

Se asume que las tres fases saturan todo el medio poroso en sus respectivas

proporciones.

Se afiade el concepto de presiones capilares entre las fases:

Pcow, = Po — Pw

donde los subindices o, w y g representan al agua, aceite y agua respectivamente, y los

subindices ow, go y gw representa la interaccion entre las fases correspondientes.

Se define de igual manera la ecuacién de Darcy, pero para cada fase:

(. Kk N 20cos0
5 = Ko IVpO = k(poy = poy)a —— l
o
R Kk, S 26 cos0|
$ V= — ™ leW —k(pw, — Pw,)9 — PR 2.110
. Kk,4 - 26cos0]
A Hg leg—k(pgl—pgz)g— rh
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donde K es la permeabilidad efectiva, y k,; es la permeabilidad relativa de cada fase, y;

es la viscosidad de cada fase, y p, la densidad de cada fase.

Y se tendra una ecuacién de difusividad para cada fase:

( 0p, S Kk, | S 26cosH
2 °+V-(<— = Vo = k(poy = por)9 ——— Dpo>=o

Jt Ho
0p,,bS Ko T . 26cos0]
9 —vgt 2 +V- ((— —‘u‘:w Vpw = k(pwy = Pwy)g = rh )Pw) B a1

0pg S, Kk,4 S 26cos0|
kT"'V' - ity Vpg_k(pg1_pgz)g_ rh | Pg | =0

2.11 Modelos de flujo composicionales

Muchas veces, ademas de representar con mejor exactitud el numero de fases
gue fluyen en el yacimiento, se busca analizar el cambio que sufren los componentes de
cada fase a medida que se explota el yacimiento, para ello se recurren a modelos

composicionales.

Balances Composicionales

A medida que se extrae materia del yacimiento, con el paso del tiempo no se tendra
la misma cantidad de masa de las fases. Ademas, debe tenerse en cuenta la
transferencia de masa entre las fases. En cambio, para cada componente la masa total
si debe conservarse. Ahora bien, como las densidades de flujo de masa para cada una

de las fases son p,v,, po¥, Y pwi, (€N masa por unidad de area por unidad de tiempo),

entonces la densidad de flujo de masa para el i-ésimo componente debe ser:
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Cigpgﬁg + Ciopoﬁo + Ciwpwﬁw e eeaeaasseeesseesessresesessessresisessessresiessiennrrtiastrannes 2.112

donde C;4, es la fraccion masica del i-ésimo componente en la fase gaseosa, C;, la

fraccion mésica del i-ésimo componente en la fase oleosa, y C;,,, la fraccion mésica del i-

ésimo componente en la fase acuosa.

La masa del componente i por volumen total unitario de medio poroso es entonces:
d)(CigpgSg + Cl-opoSo + CiprSW) ) e aaaaaaaaaasasaasasssssssssssssssssssissiians 2.113

por lo tanto, la ecuacién de continuidad, sin término fuente o sumidero, sera:

a - - - - -
a [Cigpgvg + Ciopovo + Ciwpwvw] +V- [(ib(cigpgvg + Ciopovo

+ Ciwpwﬁw)] =0,

y substituyendo la ecuacion de Darcy en la ecuacion anterior, se obtiene la ecuacion de

difusividad composicional:

0 [CigpgKkyg S 26cos0
[P 5, = (5, 1) 9 -7

CiopoKk
+ lOpO ro
Ho

- 26cosf
Vpo — k(Po; — Po,)9 — —

CiwpwKk S 26cosf
+ M<pr - k(pwl - pwz)g - rh )l

Hw
+V- [¢(Cigpgsg + CioPoSo + CiwpwSw)] =0,

En esta ecuacion diferencial hay tantas ecuaciones como componentes se tengan,
0 se requieran analizar. Sin embargo, se tendran 3N + 15 variables dependientes, por lo
cual para dar solucion se requieren igual nimero de ecuaciones. En la Tabla 2. 7y Tabla

2. 8 se listan las variables dependientes y las ecuaciones auxiliares, respectivamente:
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Tabla 2. 7 Variables independientes

Variables Numero
Cig N
Cio N
Civ N
Pg>Po)Pw 3
S5, S0, Sw 3
Pg» Pos Pw 3
Hg» Ho» Ky 3
Ky g Kror Ky 3

Total = 3N + 15

Tabla 2. 8 Ecuaciones auxiliares

Relacién Ec. NUumero
ecuacion de difusividad 2.116 N

2S; 2.117 1

2C; 2.118 3

p 2.119 3

U 2.120 3

k., 2.121 3
Presiones Capilares 2.122 2
Equilibrio de Fases 2.123 2N

Total = 3N + 15
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Variables

Para resolver problemas de valores iniciales y en la frontera definidos por EDP de
segundo orden lineales, quiza la técnica mas comun es la separacion de variables. La
idea inicial es suponer que la solucion de la EDP se descompone como producto de
funciones de las distintas variables independientes. Esto reduce el problema a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, mas un conjunto de condiciones de frontera. La
solucion de estos sistemas esta dada, en general, por un nimero infinito de funciones de
tal forma que la solucion al problema original resulta ser una suma de estas. Finalmente,
partiendo de esta solucion superpuesta, se determinan los coeficientes de la expansion

de tal manera que se satisfaga la o las condiciones iniciales (Zamora [1]).

3.1 Linealidad
En el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el concepto de linealidad
sera de mucha importancia. Un operador lineal L por definicién satisface:

L(ciug + upcy) = c1L(Up) 4 CoL(U3),  coeeeee e 3.1

para cualesquiera dos funciones u; y u,, donde c; y ¢, son dos constantes arbitrarias,
ademas cabe recalcar que cualquier combinacion lineal de operadores lineales es un

operador lineal (Haberman [2]).

Una ecuacion lineal es de la forma:

-91 -



Tema 3 Soluciones mediante Separacion de Variables

donde L es el operador lineal y f es una funcion conocida. Cuando f =0, la Ec. 3. 2
resulta en L(u) = 0, y es llamada ecuacién lineal homogénea. Por otro lado, si f # 0, se
dice que la ecuacion es no homogénea. La propiedad fundamental de los operadores

lineales, representada en la Ec. 3.1, da pauta al siguiente principio:

Principio de superposicion: Si u; y u, satisfacen una ecuacion lineal homogénea,
entonces una combinacion lineal arbitraria de ellas, c;u; + c,u,, también satisface la

misma ecuacion lineal homogénea (Haberman [2]).

3.2 Método Separacién de Variables

En el método de separacion de variables, las soluciones de los problemas son en
la forma de producto:

UL E) = PUA)G(E) ) oot e et e e e e eaae e 3.3

donde ¢(x) es una funcion unicamente de x y G(t), Unicamente de t. La Ec. 3. 3 deberia
satisfacer la ecuacién lineal homogénea y sus condiciones de frontera. Para los casos en
los que se resuelva una ecuacion diferencial parcial, mediante el método de separacion
de variables, es conveniente que sus condiciones de frontera se encuentren
homogeneizadas, es decir, valuadas en cualquier punto de la region estudiada, sean
iguales a cero, por lo que se dedica un apartado para presentar un método practico para
ello.

3.2.1 Homogeneizacion de las condiciones de frontera
En este método se busca una funcion w(x, t) tal que:
Up(w(x, 1)) = hy(t),  Uy(w(x,t)) = hy(0) ,

donde U;, representa la condicién de frontera y h;, representa el valor de la condicion de

frontera valuada en el punto de interés. De acuerdo con, el tipo de condicion que se tenga
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(véase cap. 2), se presentan una serie de ecuaciones para obtener el valor de w(x,t)
(Rodellar [3]).

Condiciones tipo Dirichlet:
U w)=w(0,t) =h®) yU,(W) = w(L,t) = hy(t) . e, 3.4

Para tal caso se propone la siguiente expresion para determinar w(x, t):

w(x,t) = = [(ha(®) =Ry ()] + A1(E) . o 3.5

o~ R

Condiciones tipo Neumann

U(w) = aw(gg, 2 =h@)yU,(w) = awa(i, 2 =Ry (1) . e 3.6
xZ
w(x,t) = o [hy(£) — Ry()] + xhy(E) . creereeeseeee e, 3.7

Condiciones de Robin

dw(0,t)
Ui(w) = a;w(0,t) + a, o hy (t)
TR 3.8
ow(L,t)
Uy(w) = byw(L,t) + b, = h,(t)
dx
w(x, t) = [a1hy (©) = biha (D1x + (b1l + bolhu (6) = azhy (6) T, 3.9

alblL + a1b2 - b1a2

Para la resolucion del problema, hacemos entonces uno nuevo en términos de

esta nueva variable, como:

-93-



Tema 3 Soluciones mediante Separacion de Variables

V(1) = UGGLE) — WX, L) ) e e e e e e e e e e 3.10

donde u(x,t) es nuestra variable inicial, y v(x,t) es la nueva variable por resolver, la
solucion es hallada en términos de esta nueva variable, para posteriormente expresarla

en términos de la variable original.

Es comun, a la hora de encontrar las soluciones mediante el método de separacion
de variables, que nos encontremos con expresiones agrupadas en sumatorios, estas
tienen una caracteristica especial, y es que asemejan a un tipo especial de series,

conocidas como Series de Fourier.

3.2.2 Definicién de Series de Fourier

Supongase que f es seccionalmente continua en el intervalo —L <x < L.
Supongase ademas que f esta definida fuera del intervalo —L < x < L, de modo que es
periddica de periodo 2L sobre todo R. Entonces f tiene una representacion en serie de

Fourier:

1 c nmx
f(x)=EaO+Z(ancosT+bnsinT), .............................................. 3.11
n=

con los coeficientes dados por las formulas de Euler-Fourier:

paran =1,2,3 ... la serie de Fourier converge a f(x) en los puntos donde f es continua

ya[f(x+)+ f(x—)]/2 en todos los puntos en los que f es discontinua (Zamora [1]).
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Si una funcion definida en el intervalo (—L,L) tiene simetria impar, ésta puede
representarse como una serie de senos; en cambio, si la funcién tiene simetria par, ésta
puede representarse como una serie de cosenos. No obstante, en un caso general, para

representar una funcion con simetria arbitraria, se incluyen ambos términos.

3.2.3 Propiedades de la Serie de Fourier

En la Tabla 3. 1 se presentan algunas de las propiedades de las series de Fourier

de interés para este trabajo.

Tabla 3. 1 Propiedades de las series de Fourier

_ Coeficientes de la Ec.
Propiedad .
serie
Linealidad Axy,(t) + Bry(t) {Ac, + Bd,,} 3.14
Multiplicacion x, (t) - v,y (1) Z Cr " A 3.15
n=-—oco
Desplazamiento en .
. xp(t — 1) cpe~Inwot 3.16
el tiempo
Conjugacion x, () . 3.17
Inversion en el
_ xp(—t) C_n 3.18
tiempo
Escalamiento en el o .
_ x, (at) Z c,e/nwodt 3.19
tiempo n=—o
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3.3 Solucién a problemas de flujo lineal

3.3.1 Yacimiento produciendo a presion de fondo fluyendo constante con

mantenimiento de presion en la frontera externa

El primer caso, esquematizado en la Figura 3. 1, presenta un yacimiento en el cual
se tiene flujo lineal hacia el pozo y ademas es un yacimiento con mantenimiento de

presion en la frontera externa, es decir presenta flujo estacionario.

-
-

d o e e e e e e e e e - - - - — — — —— - - - =

Figura 3. 1 Esquema de un yacimiento que presenta flujo lineal y régimen
estacionario.

La ecuacion de flujo que modela este sistema y sus respectivas condiciones
iniciales y de frontera se presentan en la Tabla 3. 2, tanto para variables reales como

para variables adimensionales.

La resolucién de este problema se hara con las variables adimensionales, ya que
resulta mas préctico, y evita el acarreo de variables en el proceso. Ahora bien, el método
de solucién propuesto es mediante separacion de variables, pero para ello, antes se debe
garantizar que las condiciones de frontera sean homogéneas y se observa que la CFI no

lo es, por lo cual se propone el método presentado anteriormente para homogenizarlas.
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Tabla 3. 2 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Variables Reales Variables Adimensionales

» _ 0%y _10Y 0%Yp, 0Yp,
Ecuacion de flujo 2 oot ox2 at,
Condicién Inicial Y(x,t =0) =Y, Yp, (xp,tp =0) =0
Condicién de Frontera Y(x=0,t) = Yis YDL(XD =0,6,) =1
Interna
Condicién de frontera Ya=Lt>0) =Y, YDL(xD 1) =0
Externa

Sean las condiciones de frontera:
u(x, t)le=o = ha(t),  ulx, t)|x=r = hy(t)

Tenemos entonces que w(x,t) = hy(t) + [h,(t) — h,(t)] % Que para nuestro caso

w(x,t) =1+ (0— 1)% =1 — xp, por lo tanto:

y la solucién se reescribe en términos de Yj, , por lo cual se tiene el nuevo problema:

0%Y;, 0Yp,
ax3 9ty

S T

sujeto a las condiciones, ahora homogéneas, siguientes:
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Y[;L(.XD, tD = 0) = Xp — 1 ) e e eare e rsa s e s s ra s e raa e ray 3.22
YSL(XD =0, tD) 0, e e e aaaaaa 3.23
G T T T 3.24

Dado que se cumple que las condiciones de frontera son homogéneas, el método
de separacion de variables puede ser aplicado, para ello se buscan las soluciones que

tengan la forma:

YD*L = X(XD)T(tD) S T 3.25

cuyas derivadas parciales respecto de xp, y t, respectivamente son:

%Yy,
gL — XIIT
0xp
) et eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e 3.26
aYp,
= XT'
at
sustituyendo lo anterior en la Ec. 3. 21:
XII TI
X T = T 0 o = o, eotee et 3.27
X T

se ve entonces que un lado de la igualdad solo depende de X, mientras que el otro
miembro solo depende de T. Puesto que X y T son variables independientes, ellas no
dependen entre si, y por tanto la Ec. 3. 27 puede ser cierta si y solo si cada miembro de
ella es igual a la misma constante, A, llamada constante de separacion. De la Ec. 3. 27

se tiene que:
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X"—2X=0
) eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeetteteteteteetettett—.————————————————————————a—....n 3.28
T'"—AT =0
gue al resolver para T, se tiene lo siguiente:
ar iT
dtp
dT
T(tp) = eMp+C = CeMD = AeMD | .. 3.29

Como se sabe, el siguiente paso en el método de separacion de variables es
conocer si 1 es positiva, negativa o nula, para ello nos apoyaremos de la Figura 3. 2, en
ella se puede observar el comportamiento de la variable Y;, en cualquiera de los tres
supuestos anteriores, y de acuerdo con el comportamiento esperado en un yacimiento,
el valor de A tiene que ser negativo, ya que con ello se logra que la presion decaiga con

el tiempo, lo cual es un comportamiento congruente con la realidad.

Figura 3. 2 Comportamiento de Y}, para valores de 4.
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Por lo tanto, la Ec. 3. 29, es:

Ya que se conoce el signo de A, se procede a solucionar en X:
X"+2X=0
Lo cual en términos del operador derivada puede escribirse como:
(D2+ )X =0
Cuyo polinomio asociado es:
m?2+1=0
Y cuyas raices son:
m=4V-21=+V-1x21=+iVi

Dado que las raices son complejas conjugadas de la forma a + bi, la solucion esta

dada por e(@*+PD* = ¢a%(cos(bx) + i seno(bx)), por lo tanto:
Xp = CeVA0 4 C eV
Xp = C1(cos(xpVa) + iseno(xpV2)) + C5(cos(—xpV2) + i seno(—xp V1))
Xy, = C1(cos(xpV2) + i seno(xpV2)) + C,(cos(xpV2) — i seno(xpv2a))
Xy = (C + C3) cos(xpV2) + (€, — C)isen(xpV2)

Redefiniendoa B = C; + C, y C = (C; — C,)i, la soluciéon para X, esta dada por:
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X(xp) = Bcos(xpVA) + Csen(xpVA) . oo 3.31
Para encontrar el valor de las constantes se evallan las condiciones de frontera.
Evaluando la condicion de frontera interna:
Y5, (xp = 0,65) = 0
Se tendra que:
X(xp=0)=B cos(O * \/I) + Csen(O * \/I) =0
B(1)+C(0)=0
B=0.
Evaluando la condicion de frontera externar:
Yp, (xp =1,tp) =0.
Se tendra:
X(xp =1) = 0*cos(1*v2) + Csen(1*V2) =0
C(sen(v2)) = 0.

En este punto se tienen dos posibilidades: que € = 0, y que sen(v4) = 0, dado
que si B = C = 0, se tienen las soluciones triviales, las cuales no nos interesan en este

caso, se plantea entonces la segunda opcion.
Para que sen(x) asuma el valor de cero, se tienen las siguientes posibilidades:
sen(0) = sen(mw) = sen(2m) = ---sen(nm) =0, vn=0123..
Por lo tanto:

seno(ﬁ) =0,
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angseno(seno(\/z)) = angseno(0) ,
VA =nn
A= (nm)?

Sustituyendo este valor en las Ecs. 3.30 y 3. 31, se tiene:

T(rp) = Ae~™*tp

................................................................................. 3.32
X(xp) = Csen(nmxp),
Por lo cual la solucion, planteada como Y5, = X(xp)T(tp), €s:
Yp, = Csen(nmxp) * Ae™ D s 3.33
Yp, = Dsen(nmxp) * e~(mtp VN =0,1,2,3 .0,  ooerrrrernrernrnrnnnnnnnnnnnnnnnnn 3.34

donde D = C * A. Esta es la solucion al problema descrito en la Ec. 3. 21, pero puede
observarse que existen n soluciones al problema a lo cual, echando mano del principio

de superposicion, se tiene entonces que:

Yp, = Z Dysen(nmap) * € D e 3.35

n=0

Observe que en la ecuacién anterior tiene la forma de una serie de Fourier, y
ademas se tiene aun, una constante de la cual se desconoce su valor, para ello se hace

uso de la condicidén inicial.
YSL(XD;tD =0)=xp—1

Por lo tanto, la Ec. 3. 35 valuada en la C.I. es:
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Yp, (xp,tp = 0) = Z D,sen(nmxp) * e ™*© = x, — 1.

n=0

z D,sen(nmxp) * (1) =xp — 1.
n=0

z DpSen(NITXD) = Xp — L. oottt 3.36
n=0

La Ec. 3. 36 representa una ecuacion en un numero infinito de incognitas, pero
debe ser valida en cada valor de x. Si sustituimos mil valores diferentes de x en 3. 36,
cada una de las mil ecuaciones se mantendria, pero todavia habria un namero infinito de
incognitas. Esta no es una forma eficiente de determinar el D,,. En cambio, con frecuencia
se emplea una técnica extremadamente importante basada en notar (quizas desde una
tabla de integrales) que las funciones propias sen(nmxp) satisfacen la siguiente propiedad

integral:

0, m#n

1
J sen(nmxp) * sen(mmxp)dxp =4 1 s e ————— 3.37
0 > m=n

donde m y n son enteros positivos. Para usar esta condicion, para determinar D,,,

multiplicamos ambos lados de la Ec. 3. 36 por sen(mnxp), y llamando f(xp) = xp — 1:

oo

Z D,sen(nmxp) * sen(mmnxp) = f(xp) * sen(mmxp) .

Integrando de 0 a 1, (limites adimensionales de nuestro problema):

Z D”_[ sen(nmxp) * sen(mmxp) = f f(xp) * sen(mmxp) .
e} 0 0
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Para series finitas, la integral de una suma de términos es igual a la suma de las
integrales. Se supone que esto es valido para esta serie infinita. Ahora evaluamos la
suma infinita. De la propiedad integral representa en la Ec. 3.37, vemos que cada término
de la suma es cero siempre que m # n. Por lo cual el Gnico término restante es cuando

m = n, lo cual nos da el valor de 1/2.

i D, (%) = folf(xD) * sen(nmxp) .

n=1

Dy (%
- = fo f(xp) * sen(nmxp) .

Integrando el lado derecho:

1

xp * sen(nmxp) — j sen(nmxp)
0

1 1 1

1
+ ——=sen(nmx + —cos(nmx
0 (TlT[)Z ( D) o nr ( D) o

1

jl(xp — 1) * sen(nmxp) =j
0 0

1
= ——Xp cos(ntx
— xp cos(nxp)

1
> sen(nm) + — cos(nmw) — —
nm

1
= ——cos(nm) + —
nmw (nm) nm

1 1 2
—1) *se =——oD,=——
]0 (xp = 1) * sen(nxp) = —— & Dy = ——

Que al sustituir en la Ec. 3. 35, se obtiene:

o)

-2
YD*L = z %Sen(nrch) « e~ (mitp

n=0

o)

Y, = _z 1sen(mrx ) x g~ (m*tp
DL T n D "

n=0

Sustituyendo en la Ec. 3. 20:

2% 1 2
Yy, = _Ez Esen(nnxD) xe~(MM7tp 4]y

L
n=0
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2% 1
Yp,=1—xp— —z —sen(nmxp) * e D e, 3.38
s n
n=0
Que en variables reales es:
- > Bk
Yl Y = — f — Ez lsen (nn-x) * e_(nn)z(p,ucth
Y, — Y, L nlun L
f n=0
2% 1 nmx _(M)z Bk _,
L g - — — L2) ¢
Y=Y =( wa)<1 I T[Znsen(L)*e uee
n=0
x 2vw1 nmx _(M)Z Bk _,
= . . — —_——— — — L2 ¢
Y=Y, - wa)<1 I T[Znsen(L)*e uer
n=0
x 201 mmxy  (nmy? Bk
Y=Y~ (YY) + wa)<z+;z£sen( )« o 7l7) Guc
n=0
x 2vw1 nix _(%)2 Bk_,
Y = wa+(Yi—wa)<Z+EZEsen( e
n=0
2% 1 (o
— — —_ 2
L+ﬂznsen( )*e T 3.39
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3.3.2 Yacimiento produciendo a presion de fondo fluyendo constante con fronteras

externas de no flujo

En este caso, se trata de un yacimiento en el cual se tiene flujo lineal hacia el pozo
y ademas es un yacimiento con frontera de no flujo, es decir presenta flujo pseudo-

estacionario, Figura 3. 3. En otras palabras, es un yacimiento volumétrico.

Frontera

Y e ——— impermeable
wf ' coorz e i )
L L —— - T T T «

_.1”-{’2""— I ¢

.. __________ L
"‘
0 L

Figura 3. 3 Esquema de un yacimiento que presenta flujo lineal y régimen pseudo-
estacionario.

De igual manera que en el caso anterior, la resolucion de este problema se hara
con las variables adimensionales, para después hacer la transformacion a variables
reales. En la Tabla 3. 3 se presenta la ecuacion de flujo que modela este sistema y sus
respectivas condiciones iniciales y de frontera, tanto para variables reales como para

variables adimensionales:
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Tabla 3. 3 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Variables Reales Variables Adimensionales

5 _ 0%y 19y 0%Yp, dYp,
Ecuacion de flujo 92 @t 9x2 atp
Condicién Inicial Y(x,t =0) =Y, Yp, (xp,tp =0) =0
Condicion de Frontera Y(x=0,t) =Y, Yp, (xp = 0,65) = 1
Interna
Condicion de frontera o, _ oYy, —0
Externa 0x =t %D |, ey

Cabe sefalar que una caracteristica que presenta este problema es que se
requiere de homogeneizar sus condiciones de frontera, pero en este caso al tratarse de
condiciones mixtas (tipo Robin), se procede de la siguiente forma:

Sean las condiciones tipo Robin de la forma:

ow(0,t) ow(L,t)

Ui(w) = a;w(0,t) + a, ar hy(t) y U(w) = byw(L,t) + b, ax

= hy(t).

y las condiciones de frontera del problema:

ou(x,t)
0x

du(x, t)

u
a,u(x, t)|y=o + a; lx=0 = hq(0), byu(L,t) + b, x| lx=r = ha(t)

Se tiene, que:

[aihy(t) — bihy (D)]x + [byL + by]hy (t) — azh,(t)

t) =
W(x ) alblL + a1b2 - b1a2
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[(1)(0) — (OW)]x + [(O)L + W]IA) — (0)(0) _1

DO)L+ DD - OO 11

w(x,t) =

y por lo tanto:

— *
Yo=Y, 1 . 3.40
La solucién es reescrita en términos de Yy , por lo cual se tiene el nuevo problema:

0%Y;, aY,

= © ettt EEeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaaanhee—ereeeeeeaaaaann————rtaaaeaeaannrrnees 3.41
oxg  Otp
Sujeto a las condiciones, ahora homogéneas:

YD*L(xD:tD = 0) L 3.42
YD*L(xD = O; tD) = O ) Es s s S EEEE S S E RS EE S EEE NS ESEEEEEEEEREEEENEEEREEEEREEEREEEEREEEREEERRERERRREERREBEDE 3' 43
oY,

L =00 e 3.4
dxp xp=1

Se procede de la misma manera que en caso anterior, se buscan las soluciones

que tengan la forma:

Yo, = X(Xp)T(ED) = XT ) oo 3.45

cuyas derivadas parciales respecto de xj y t, respectivamente son:
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%Yy
gL — XIIT
0xp
) e 3.46
aYp,
= XT'
at
sustituyendo lo anterior en la Ec. 3.41:
XII TI
D D, ¢ L = USSP 3.47
X T
y:
X'=2X=0
) eeeeeeeeeeeeeeeteteetetesetttsesestetesteteteteteteetettetttttttt.t.........—................ 3.48
T'"—AT =0
que al resolver para T, se tiene lo siguiente:
T(tp) = eMp+C = eCetp = AeAD ... 3.49

de igual manera la Unica A que proporciona un comportamiento congruente al real es para
A = —APorlotanto la Ec. 3.49, es:

T(tD) = Ae_AtD i e maaaemaa s EEEEEEEEEE s EEEEEEEEE AR aEarra s 3- 50

Ya que se conoce el signo de 4, se procede a solucionar en X:
X"+2X=0

y se llega al mismo resultado anterior:

X(xp) =B cos(xD\/i) + Csen(xD\/I) e ————————————————————————————————————— 3.51
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Para encontrar el valor de las constantes se evallan las condiciones de frontera.

Para el caso de la condicion de frontera interna:
Yp, (xp =0,tp) =0
Se tendré que:
X(xp = 0) = Bcos(0 V1) + Csen(0 V1) = 0
B(1)+C(0)=0
B=0.
Para el caso de la condicion de frontera externa:

oYy,

0xp bp=1 =0

Se tendré:
X(xp) = Csen(xpV2)

(')_X = C\/Icos(xD\/z)
dxp

0X
E'xuﬂ = CVAcos ((1) * ﬁ) =0

C * cos(ﬁ) =0.

En este punto se tienen dos posibilidades: que € = 0, y que cos(¥1) = 0, dado que
si B = C = 0, se tienen las soluciones triviales, las cuales no nos interesan en este caso,

se plantea entonces la segunda opcién.

Para que cos(x) asuma el valor de cero, se tienen las siguientes posibilidades:

s 3m 5n 2n—-1Dm
cos (E) = cos (7> = cos <7> = .- coS (T) =0, vn=123..

Por lo tanto:
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cos(\/z) =0,
angcos(cos(\ﬁ)) = angcos(0),

_@n-Dm

\z 2

1= ((Zn; 1)71)2

Sustituyendo este valor en las Ecs. 3.50 y 3. 51, se tiene:

(2n—1)7‘r>2tD

T(xp) = Ae_( 2

© e eeeeeeeeee e e e e ————eeteeeeena———————aaaaaeen 3.52
2n—-1Drm
X(xp) = Csen (TxD)
Por lo cual la solucion, planteada como Y5, = X(xp)T (tp), €s:

2n—Dm _(Gn-1my®

YD*L = Csen (%XD) * Ae ( 2 ) tp e 3.53
2n— D _(@n-1m\?

Yy, = Dsen <%x0) * e ( 2 ) b VN =1,23.., oo 3.54

donde D = C = A. Esta es la solucion al problema descrito en 3.41, pero puede observarse
gue existen n soluciones al problema, a lo cual, echando mano del principio de

superposicion, se tiene entonces que:

- 2n — 1)m _(@n=1)m\?
Yp, =ansen(%xD)*e (%% )t”. .......................................... 3.55

n=1
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Observe que en la ecuacion anterior tiene la forma de una serie de Fourier, y
ademas se tiene aun, una constante de la cual se desconoce su valor, para ello se hace

uso de la condicion inicial.
YD*L(xD’tD = O) = _1

Por lo tanto, la Ec. 3.55 valuada en la C.I. es:

— 2n-1m 2
—(Zn Dr XD) * e_(f) ©

YI;L(XD, tD = O) = z Dnsen( > =-1.
n=0
c Cn—-1m
Z D, sen (Tx[,) *(1)=-1.
n=0
= 2n— 1w
ZDnsen (%xD) e S 3.56
n=0

Para determinar D,,, multiplicamos ambos lados de la Ec. 3. 56 por sen ((Zmz_l)" xD):

i D, sen (@ xD) * sen (@xl,) = —sen (@xl,) .
n=1

Integrando de 0 a 1, (limites adimensionales del problema):

ZDn jolsen <wx0) * sen (wxl)) = JOI —sen (MJ@)

De la propiedad integral 3. 37, vemos que cada término de la suma es cero siempre que
m # n. Por lo cual el Unico término restante es cuando m = n, lo cual nos da el valor de
1/2.
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DTm = j: —sen (—(Zn _ anD) .

2

Integrando el lado derecho:

1 (2n—-Dm B 2 (2n—-Dm
fo —sen <TXD> =Zn—Dn cos( 5 xD>
2 (2n— D 2
“n-Dr ( 2 ) T n-Dn

= ﬁ (cos (ﬁ) -1)

1 —
-fo —sen <M%> = ﬁ(cos (ﬁ) - 1) =D, = —ﬁ

Que al sustituir en la Ec. 3.55, se obtiene:

2n—Dn _<—(2”_1)”)2t[,
vg = Z 2 .
D= (2n — D’ < 2 p)re

) be— 1 (2n — D _(Gn-Dm?,
o=-7 O(zn—l)sen< xD>*e< =),
n=

1

0

De tal forma que la solucion en términos de Yj, , es:

4w— 1 (2n — D _(G@n-Dm?,
;Zm’«T)( e
n=

AN (2n— D _(@n-umy?,
YDL=1—;Z)(2n_1)sen< > xD>*e< 2 )D, .................... 3.57
n:

que en variables reales es:

- - — (2n-1)m\* Bk
Yl Y =1-— iz —1 sen —(Zn 1)7TX * e_<T) ¢Hctt
Y, Y, ﬂ_O(Zn—l) 2L

wr
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(2n — Dnx

a1
Yi—Y—(Yi—YWf)(l—;Z)mm< 2L
n=

> . e_((an—Ll)n)

VY (Y -1 1 4w 1 (2n — Dnx {%
= . — . — —_— — - *
= (= hyp) s ZO 2n-1 " 2L ¢
n=

o)

n=0

4 1
Y:wa+(Yi_YWf)<%Z(2n—1)Sen< 2L
n=0

4 1 (2n - Drx\ _(@robm),p,
Y=Y, AY | = 2L .
wf T <ﬂ EO(Zn—l)Sen< T )*e
n=
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3.4 Solucion a problemas de flujo radial
3.4.1 Yacimiento radial infinito produciendo a gasto constante

Para el caso de estudio, de un yacimiento radial infinito produciendo a presion de
fondo fluyendo constante, Figura 3. 4, la ecuacion diferencial que modela el
comportamiento de la presion a lo largo del yacimiento y a través del tiempo, como las
respectivas condiciones se presentan en la Tabla 3. 4:

Figura 3. 4 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado

transitorio explotado a gasto constante.
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Tabla 3. 4 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Variables Reales Variables Adimensionales
» _ azy+1ay 1ay_0 aZYD+iaYD_aYD_
Ecuacion de flujo ar ror oot orZ rporp, 0ty
Condicién Inicial Y(r,t =0) =Y, Yp(rp,tp =0) =0
Condicién de Frontera aY _ qBu - Yp I
Interna Orlr—o kh "D rp-0

Condicién de frontera Y(r - o0,t) = Y, Yy (rp = o0,tp) = 0

Externa

A simple vista las ecuaciones no permiten aplicar el método de separacion de
variables, ya que constan de mas términos, es por lo que, se emplea un cambio de

variable denominado, Transformacion de Boltzmann.

3.4.1.2 Transformada de Boltzmann

El cambio de variable a través de la transformada de Boltzmann es un método que
permite pasar de una ecuacién diferencial parcial a una ecuacién diferencial ordinaria,
por medio de la inclusion de una nueva variable, denominada “Variable de Boltzmann”,

lo cual se realiza mediante un procedimiento puramente algebraico.

Para el problema descrito en variables adimensionales, llamaremos B , en a la

relacion:
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y cuyas derivadas parciales respecto de r;, y tp, respectivamente son:

% = abrg"ltg ) e e e e e e e e e s e e e e e e e e e e e Ea s EatE e Ear RN 3.60
d°B
a_T'DZ =ab(b — 1)1'})7_21:5 ) e eeeeeeeeeeeeaeeaeeaseaeeeseeteeeaeeariareariatiaeiataetantantaniarines 3.61
0B
e ot o4 SO 3.62

La Ec. 3. 59 sera la variable de Boltzmann que utilizaremos para transformar
nuestra ecuacion a una que permita aplicar el método de separacion de variables. Para

encontrar el valor de los coeficientes a, b y ¢, se parte de la siguiente ecuacion:

2
A 3.63
ory rpdrp Otp

)

gue en forma expandida es:

p aTD atD

darp

6(%) 1 dY, aYD—O. 3. 64
darp

Aplicando regla de la cadena para B:

Jd OB (6YD aB) 10Y,0B 0Yp0B

drp B \ar, 0B) ' 1,01, 0B dtp OB

0B 0 (BYD aB) N 1 0B oY, 0B aYp
or, OB\ 0B 0r,) 1p,0rp 0B Otp OB

Desarrollando:

oB [02Y, 0B N 0 (aB) Yp N 1 0B dY, 0B dYp
RN | — _ — ) ¥ ——— _ — =
orp | 0B? dr, 0B \dr,/ OB| r,drp, 0B dtp, OB
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3B 7,91y 0B 0ty OB

82YD(88)2 aB 0 (aB)aYD 1 dB @Y, 0B aY,

982 \or,) *ory08 \or,

aZYD(aB)Z d 0BAdY, 1 0BAY, OBY,

382 \ary) Yoryor, 9B T ryory 0B 0ty 0B

aZYD(aB)Z 0?BdY, 1 B aY, 0B Y,

982 \ory) Tz 9B T 7,91, 9B 9ty 0B

Factorizando dY,/dB), del segundo, tercer y cuarto término:

2 2 2
aYD(aB) b (0°B 108 0B 20, e 3.65
0B2 \0rp 0B \orZ rpory, Odtp
- aB \2.
Dividendo entre (E) :
02, aYD/ 1 \ 0°B 1 0B 4B
> +— - =0, e, 3.66
dry T1p0drp Otp

982 | 3B 2
\(&))

sustituyendo las Ecs. 3. 60 a 3. 62 en 3. 66:

0%Y, 0y, 1 1
Py 2 ( )(ab(b — Drp=2ts + r—abr[,"ltf) - acr£t§‘1> =0

2 p
0B* = 0B \ (abrp=1tg) b

92y, av, 1 1

+ ab?r=2t¢ — abrl =2t + —abrltf — acrbtc‘1> =0
382 9B \a2p2r 2 ( b tp b “tp +abrp Tty ptp
92y, N Y, [ ab?rd%t§ abrp~2t§ 1 (abrg~'tf) acrptg? 0
0B% ~ 0B \a2b2r2b~2t2°  a2b2r2P72t2 1y a?h2r2b2t2°  a?b2rPbTiti)
%Y, 0Y,
aBS + _61; a iy Pty —a by Pyt + am b Pept — a b 2erp Pt ) = 0
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%Yy oYy, . . _ o
aBZ +£(a 1rDthC—a 1b Zchb+2tDC 1) = 0, .....................................

para que la Ec. 3.67 se reduzca, se toman valores de a, b y ¢ que simplifiquen la ecuacion,

para tal caso se supone un valor de b = 2y ¢ = —1,con lo cual la ecuacioén se reduce a:

2%y, aY,
2+ —2 (@M%t —a 27D (=Dr9td) = 0

o2 T8 @
0%, aYp( _tp 1 _,
—— a7 S a7 | =0, 3.68
aBZ+aB( Z 1t '
y sia = 1/4, entonces:
92y, oY, (4t,
0, et et r e e e e e e anns 3.69
982 ' 9B <rD2 t1)=0
regresando a la Ec. 3.59, la variable de Boltzmann queda definida como:
4t
B e 3.70
U
y por lo tanto, la Ec. 3.69, es:
3.71

E)ZYD+6YD<1+1>_O
57 T35 (3 2 (0, eereereeeeeeeeee et e e e e e e ettt et et et et et et e teeeens

la cual al depender solo de la variable B, puede escribirse como una ecuacién diferencial

ordinaria;

4Bz T 4B

d?Y, dYp /1
b D<§+1):0, ...............................................................................
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Para comprobar que la Ec. 3. 72 puede solucionar en la variable de Boltzmann se
debe de cumplir que el nimero de condiciones deben ser iguales en nimero, en la

ecuacion original y en la ecuacion transformada.

T‘DTD(T'D _)O,tD >O) = _1

Ecuacion original Ecuacion transformada
Yp(rp,tp =0) =0 Yp(B — ) =0
YD(T'D—)OO,tD>0)=O YD(B_>OO):O

dy,
ZBDE(B - 0) =-1

Comprobado lo anterior, se puede decir la ecuacion transformada tiene solucion
en la variable de Boltzmann, se procede a solucionar la Ec. 3. 72 por el método de

separacién de variables:

SiU =dYp/dB
dU+U(1+1>—O
dB B B
dU dB
— 4 — T2 0, rerrrrreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeie——————aeeeaee e e e —————raaaeeaeaaa————— 3.73
U B +dB =0,
e integrando:
IN[U| F IN|B| 4 B = C,  eeeeee ettt e e e e e e e 3.74

donde C es una constante de integracion. Si simplificamos la ecuacion inmediata anterior:

InlUB|=C—-B

- 120 -




Tema 3 Soluciones mediante Separacion de Variables

UB = e B
UB = C,e™”
y recordando que U = dY,/dB:
dYp
—_— = Y ettt eeaeeaeeeeeseaeeaeeateaeeaeeaeeaeeaeareatiariaririeaaeariariariar 3.75
B 1B Cre ™,

y de la tercera condicion:

dy, o
BE(B_)O)_CZgL%e = -

. = 1
272
Sustituyendo en 3. 75:
dyp 1, le "B
——=——e" Y = —=—dB
ag - 2¢ S =-gpd

e integrando en ambos lados:

B

Yp

de— 1je_BdB
b= 2] B

0

[0e]

La integral del lado derecho es una integral muy interesante en el ambito de las
matematicas, esta es conocida como, Integral Exponencial y se denota por E;(x).

Entonces la solucion a la Ec. 3. 63 viene dada por:

2

D e 3.76

1 1
Y, = —~E;(—B) = — = E,(—

Que en variables reales es:
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2

r
kh 1 2
AY = __Ei _L
eagqBu 2 4 Pkt
pucrz

__€apqBp [ ppceir?
' 4ABktr2
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3.4.2 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con recarga en

la frontera externa

Un yacimiento radial cuya frontera externa tiene un mantenimiento de presion en
la cual un pozo se encuentra produciendo a presion de fondo fluyendo constante, se
esquematiza en la Figura 3. 5. La ecuacioén diferencial que modela este yacimiento, asi

como las respectivas condiciones del problema se presentan en la Tabla 3. 5:

Toor Produccién a q constante T

Figura 3. 5 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado

estacionario.

Un dato, de mucha utilidad en este problema, es que, al tratarse de un yacimiento

con mantenimiento de presion, el estado de flujo en el yacimiento es estacionario, lo cual

implica que:
D et 3.78
dtp
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Tabla 3. 5 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Ecuacion de flujo

Condicion Inicial

Condicién de Frontera

Interna

Condicién de frontera

Variables Reales

0%y 19y 10Y

W-I_rar w6t=

Y(r,t=0)=Y;

aY _ qBu
"orl_. = " kn

Y(r=r1n,t)=Y,

Variables Adimensionales

0%y  10%, 0Yp _
o2 rpor, Oty

Yp(rp,tp =0) =0

F)A

i = -1
i darp

rp=1

Yp(rp = Tep,tp) =0

Externa

Esto debido a que, para este caso particular, se obtendran la solucion asintética del
problema, en el capitulo posterior, se abordara el tema de las transformada de Laplace,
con lo cual se obtendra la solucién completa para este caso. Teniendo en cuenta lo

anterior, el problema puede reducirse a:

0%Y, 10Yp

3 —_—
aTD 18} aT'D

) rrsaaaaaaaasraaasaarasaaaaasEsEaIasEsEaIEsEaIEsEsEaTEsEsEaTEsEaEEsEsEaTasEsEasEsEaEaas

que, al tratarse de una expresion en una sola variable, podemos escribirla en términos

de derivadas ordinarias:

Yy 1dY _

>+ ——
dry rpdrp

a la cual podemos aplicarle el método de separacion de variables. Si tomamos a U =
dY,/dry, entonces la Ec. 3. 80:
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A, 3.81
drp 1p
Y multiplicando por dry, /U:
D e 3.82
U D
E integrando:
dUu drp
J T+
In(U)+ In(rp)=C
In(Urp) =C
O 3.83
Y como U = dY,/dry -
dYp
ETD =A
Y, = —
d D ™ dTD
Yp = AIN(TD) F B, oo 3.84
y de la condicién de frontera interna:
aYp
D — = -
b arp rp=1
Y, A Yy

=—S1r—
arp,  1p arp
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A=-1

De la misma manera, parala condicion de frontera externa:

Yp(rp = Tep,tp) =0
(-1 *xIn(r,p)+B=0
B = In(ryp)

Por lo tanto, la solucion es:

Yp = —In (rp) + In(r.p),

Yp = In(rep/7p) ,

que en variables reales es:

re

kh
AY = In| &
€arqBu —
w
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3.4.3 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con frontera

impermeable

Un yacimiento radial cuya frontera externa no presenta flujo y que se encuentra
produciendo a presion de fondo fluyendo constante, se esquematiza en la Figura 3. 6.
La ecuacion diferencial que modela este yacimiento, asi como las respectivas

condiciones del problema se presentan en la Tabla 3. 6:

oo Produccién a q constante r

Figura 3. 6 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado

pseudo-estacionario.

Para este caso se tiene un yacimiento que presenta un estado de flujo pseudo-

estacionario, por lo cual:

Oy e o 3.87

Jt

-127 -



Tema 3 Soluciones mediante Separacion de Variables

Tabla 3. 6 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Variables Reales Variables Adimensionales
» _ azy+1ay 1ay_0 aZYD+iaYD_aYD_
Ecuacion de flujo ar T ar war or2 ' mor, 0ty
Condicion Inicial Y(rit=0) =Y, Yp(rp,tp =0) =0
Condicién de Frontera ra_y — ¢ qBu 9Yp - _1
orl_. = kn P oy
Interna T=Tw rp=1
Condicién de frontera Y _ p —0
Externa 07 lr=re "l p=ren

Dado que no se tiene mas informacion sobre a que es igual la constante, pero se
sabe que el yacimiento es volumétrico, se puede emplear la ecuacion de balance de
materia para un yacimiento de aceite bajo-saturado (Gallardo [7]):
 —

B, — B,;
—— + CAY

ol

N,B, = NB,, [

NpB, = N(By — Bpi) + NBoiCLAY , o 3.88

despejando a AY:

_ NpBo _ Bo - Boi
NBoiCt BoiCt

AY

y derivando con respecto de t:

aAy d ( N,B, B, -— Bm-)

dt  dt\NB,;,C,  B,;C,

- 128 -



Tema 3 Soluciones mediante Separacion de Variables

Ly = i( Ny B ) _E(M)
dt dt \NB,;C,) dt\ B,C,

Dado que el factor de volumen (B,), la compresibilidad (C,), el volumen original

(N) y la presion inicial (Y;) pueden considerarse constantes, se tiene que:

d,__ B, d
dt - NBOlCt dt R R R R R R

y recordando que la produccién acumulada de aceite es igual a la integral de 0 a t, del

gasto, es decir:

t dN.
N, = f GOt S o (D) . e 3.90
. dt

Sustituyendo la Ec. 3.90 en la Ec. 3.89 :

La Ec. 3. 91 representa la variacion de la presion con respecto del tiempo en un

sistema cerrado. Sustituyendo en la ecuacién de flujo se tendré que:

0’y 19y 1 ¢qB,
— +-— 4= =
or rdr wNB,C;

y dado que ahora solo se tiene la derivada con respecto de r, se puede reescribir en

forma compacta, como:
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1d(dY)+1 qB,
el L DNBC,  Or

Recordando que el volumen original de hidrocarburos a condiciones de yacimiento

es Vycs = NBy; = mh(r? — r2)¢, y haciendo que:

_ 4B  _¢uC aB, _ qBopp  _ 4Bon
wNB,;C; k VycsC:  kmh(rZ —n2)¢ kmh(r? —n2)

sustituyendo W en la Ec. 3. 92 y procediendo a aplicar el método de separacion de

variables, se tendra que:

1d< dY)_ W
rdr rdr N

d( dY)_ W
ar\"ar) ~ r

e integrando con respecto a r:

ay w
o e 12 £ oo 3.93
rdr 27" + C.

Evaluando la segunda condicion de frontera:

aY 0
r— =
ar r=re
se tendra:
W 2
C — 77'3 =0
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Sustituyendo la Ec. 3.94 en la Ec. 3.93:

v _ W, W,
"o T T2 T

y dividiendo ambos lados entre r, e integrando de r, a r:

T dy Tw W2
—drz—f —rdr+f ——dr

ry AT o 2 . 2T

rdy w W "1
—dr = —— rdr+—r2f —dr

ry AT 2 J., 2 ~ T
wril" w r

Y(r)=Y(r,) =———=| +—=rfIn|r|
22| "2 "

w 14
V0D = Yy = = (2 =) + 17 ln|—| ................................................. 3.95

Recordando que W = qgB,u/krnh(r? —r2%). Sustituyendo W en la ecuacion

anterior:
2 2 _ 2
qBu 7 r| qBurs-—ry
Y — ¢ pl—|-1==

() =Yur +50n 2mkh 12 — 12 " ryl 4mkhr2 — 12

B 2 r Bu r? —n2
V() =Yy o Lo || o BRI e 3.96

2nkhrZ — 1% Iry |  4mkhr? — 12

La Ec. 3.96 es la solucién al problema para cualquier radio. Para obtener una

expresion que incluya al tiempo, basta con integrar la Ec. 3.91 con respecto de t desde

0 hasta t.
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de B fdt
0 dt NBOlCt

qB, .
mh(r¢ —r2)C,

Y(t) -Y(0) = -

qB,

YO -1 = -z e

qB,

Y(t) =Y, — Lt e 3.97
O =Y ez —mec,
Igualando las Ecs. 3.96 y 3.97:
B r2 r Bu r?—
Y, — b, =Y + o qBu ; nl = qs5u
mh(r? —rw)q')Ct 2khr? — 12 ry, 47Tkhre — 12

2 .2 2

Vop = ¥, 4 SR T T 450 abi e, |i| .............. 3.98

J— t —
Atkhr? — 12 wh(rZ —nr2)pC,  2mkhr? —n2 " 'y

La Ec. 3.98 es una expresion que relaciona a Y, en términos del radio y del

tiempo. Si se desea obtener la solucion en términos de Y (promedio), se procede a

calcularla como:

Mf, Y@)av
[, av

Y =

frwff Y(r)rd@dzdr Zﬂhf: Y(r)rdr 2fr Y(r)rdr 299
Y(r) = fff o ERGI =T iy :

donde Y (r) de la Ec. 3.95:

- g (r? — rw)] rdr

W|

" " w r
j Y(r)rdr = j [wa +—r2ln
T o 2 r
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r r W r r W
= | Y, rdr+ f —721n |—| rdr — f —(r? = r2)rdr
J;W wf - 2 e o - 4 w

r 14 T r w
= rdr+—r2f In |—| rdr——f (r? — r2)rdr
ij;w ) '€ Iy 4 - w
2

w
r2|” +W " rzl |r| r2\|"  w [r* 27"2 "
2| T2 2 MR 7

Tw Tw

4 ré—mny W _(r* |r| r*-ni
Y@rdr =Y ——— 5 (71” |E B )
Yo T 3.100
w r4—r‘,§_r2r2—r‘,§
4 4 w2

Sustituyendo la Ec. 3.100 en la Ec. 3.99:

_ 2 r’—r:2 w r? r| r?-—r? W (r* —nr} r?—nr2
Y(r) = " [wa =12 <— In |— — W) — —< 2 — 12 W)l

212 2 2 ¢\ 2

v 2Wrk rzl r| r?-n2\ 2W/[ r*-n} , TPy
T T2 =)\ 2 " Ty 4 4 \4(r2—-nr2) rWZ(rZ —12)
B W 2 rzl r| r?2—=n2\ W/[(@?*+r)@?*-1r2) nr2
- r2—r2\ 2 " Ty 4 2 4(r2 —nr2) 2

r2( r? ri 1\ W /[(r +nr: nr2
=Yy AW || —2) - [ —2 -2,

2 \rz2—nr2 In,l 2 2 4 2

Sustituyendo W = qB,u/kmh(r? —1,2) en la ecuacion anterior:

Y(r) =Y,

N qBu 12 r? ,
I 7 2nkhr? —r2\r?2 — 12

qBu < r? 4+ 12 r2 >

T 2nkh\4(r2 —1r2) 212 — r2)

La Ec. 3. 101 es la solucion al problema original en términos de la variable Y
promedio del yacimiento. De igual manera basta con igualar las Ecs. 3.97 y 3. 101, para

obtener:
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vo—y qB, . qBu 12 r? r; 1
WET U nh(r2 —r2)¢C, 2mkhrZ —12\r2 -2 Ir,| 2 3 102
+ un r2 + T“A% rWZ --------------- "
2nkh \4(r2 —1r2) 2(r2-r1r2)/)"

La Ec. 3. 102 representa a la presion de fondo como una funcion del radio y del

tiempo.
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Laplace

La transformada de Laplace (representado por el operador £) es una herramienta
matematica muy poderosa en la solucion de ecuaciones diferenciales, en especial
aguellas que pueden ser imposibles de resolver por métodos convencionales. En esta
seccién se discuten algunas de sus propiedades, asi como su aplicacién en problemas
de flujo.

4.1 Definicion de la transformada de Laplace

Para una funcion f(t) la cual se encuentra definida en el intervalo [0, ), su
transformada (L{f(t)}) se define como la integral impropia de la Ec. 4.1 (Arfken and
Weber [1]):

F(s) = ()} f €7 VAL . e 4.1
0

Al utilizar la transformada de Laplace se pasa el problema de un dominio t a otro
Z, con lo que se facilita el tratamiento de las ecuaciones al convertir las integrales y
derivadas en operaciones algebraicas de multiplicacién y division de menor complejidad.

Esto permite obtener soluciones practicas a los problemas planteados.

4.2 Propiedades de la Transformada de Laplace

Para poder solucionar un problema que se ha trasladado al espacio de Laplace,
es importante tener conocimientos sobre el algebra y sus propiedades. La Tabla 4. 1

presenta algunas propiedades que son de interés para el presente Tema.
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Tabla 4. 1 Propiedades de la Transformada de (Laplace Arfken and Weber [1]).

Linealidad

Cambio de
escala

Primera
propiedad de
translacion

Segunda
propiedad de
translacion

Transformada
de una
derivada

Derivada de
una
transformada

Transformada
de una
integral

Integral de
una
transformada

Convolucion

L{af(t) + bg (D)}

L{f (at)}

Lletf (1))

Llut - a)f (t - )}
L{f™ )

L{"f (O}

F(2)

Z

L {@}
t

L{f () » g(O)}

al[f(O)] + bL[g(1)]
1 VA
al (a)

F(Z —a)

e “L{f (D)}

Z"F(Z) — Z™"1f(0)

— Z"2F1(0)—... — (" (0)

(—D)"F™(2)

t
LS| fw)du
o

(o]

J F(u)du

0

4,2

4,3

4.4

4.5

4.6

4,7

= f e~ %t {f f(‘c)g(t—r)dr}} dt 4.10
0 0
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4.3 Soluciones a problemas de flujo radial a través de la transformada de

Laplace
4.3.1 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial infinito

En la Figura 4. 1, se esquematiza el modelo de yacimiento planteado, y en la
Tabla 4. 2 se muestra la ecuacion de flujo fundamental, asi como la condicién inicial y de

frontera, ambos en variables reales y adimensionales.

Figura 4. 1 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado

transitorio.

Para encontrar las soluciones en el espacio de Laplace debe definirse la siguiente

transformacion:

[00]

LOHZY =T, = j L 4.11
0

- 138 -



Tema 4 Soluciones mediante la transformada de Laplace

Tabla 4. 2 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Variables Reales Variables Adimensionales
. _ 0% 1oy ov_ %Y, 10, 9% _

Ecuacion de flujo ar T ar ot oz | rpor, 0ty
Condicién Inicial Y(r,t=0) =Y Yp(rp,tp =0) =0
Condicién de Frontera aY|  qBu vp —_q

"5 ~ kh i or, N
Interna 0rlrs0 kh Dlrp-o0
Condicién de frontera Y(r - oo, t) = Yi Yy (rp = o0, tp) = 0
Externa

Teniendo en cuenta la definicion anterior y la ecuacion de flujo en variables

0%Y, 10Y, Y,
L P+ ——2——2=0
aTD 18)} aTD atD
que, por la propiedad de linealidad presentada en la Ec. 4. 2:

L {aZYD} +L {iaﬁ} _yy {aﬁ} = £{0}

aTDZ 18} arD atD

adimensionales:

Debe observarse que, de la definicibn presentada en la Ec. 4. 11, la

transformacion es llevada a cabo sobre t,, por lo cual puede aplicarse lo siguiente:

02 L{Y, 1 90L{Y, aY,
{2D}+_ {D}_L{ D}:O’
ory r, 01p datp

gue por definicion resulta en:

- 139 -



Tema 4 Soluciones mediante la transformada de Laplace

92¥, 14v, _ _
—t+——=—-7Y, - Y = 0) = 0. et —— 4.12
or? + Tp 0Tp b~ ¥p(tp =0)=0

Para continuar es necesario de las condiciones de frontera, y debido a que se
pretende llevar el problema a otro espacio, debe entonces llevarse al mismo espacio las

condiciones iniciales y de frontera como se muestra a continuacion:

‘C{YD(rDI tD = 0)} = 0 = YD(T'D’ tD = O) = 0 s arssarsissrsissrsrssreEssreEssserEsreEesrenanne 4’- 13
,E{ aYp } !> oYy 1 414
r Y = - r 5 T i rirrasraesresrsrasresrasrarra ey -

D or, — P or, 0 Z
L{Yp(rp = 00,tp)} =02 Vp(rp = 00,tp) = 0. oo 4.15

Dado lo anterior, aplicando la condicion inicial presentada en la Ec. 4.13 en la
Ec. 4.12:

aZYD+ L 9%y 77, —0=0
aTDZ TD arD b -

Aplicando el siguiente cambio de variables (que puede obtenerse mediante el
procedimiento descrito en el Tema 3 para la obtencion de la variable de Boltzmann) se
llega al siguiente resultado:

X= ‘/77”0

Aplicando la regla de la cadena a la Ec. 4. 16:

d 0y (0Y,dx +\/7617Da;( _
drp dy \0rp Oy

- 140 -



Tema 4 Soluciones mediante la transformada de Laplace

dx 0 (9Yp dx\ VZ oY, ax 27 =0
drp 0y \ Oy Orp X 6)( arD b
dy 0 (dYp\ 0 Z0Yp 0 _
X9 (% X+£_D_X_ZYD:0
drpdy\ dy Jorp x Oy Orp

ax\*0%Y, ~Z ay oy, _

(X> b, V2 ox 2 -7V =0

drp/ dx?  x Orp Oy

y puede verse rapidamente que dy/drp, = VZ, por lo tanto:

2 0%Y, Y,
(V2)" ? —(\/_)—D—ZYD—O
9%y, Zzav,  _
o Vo ZV, =0
multiplicando y dividiendo por y2/Z:
02y, v,
z YD = 0, e 4.17
X 57 + X X5y ~X

y recordando la ecuacion de Bessel, presentada en la Ec. 1.50:

d?*w dw
2 - L e ¢ H 4.18
X dx2+xdx+(x vI)w ,

y cuya solucién presenta la forma:

W = AL(X) 4 BEy(X) ) cooeeeeeiee ettt 4.19

donde A y B son constates. Tomando en cuenta lo anterior, se tiene entonces que para

la Ec. 4.17, v = 0, por lo que la solucién tendr& la forma:
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YD = Alo(X) + BKo(X) B eraaassssaaaraaaaeraasssssaarrEEEEEE s sssaErEEEEE s 4' 20

Para encontrar el valor de las constantes se emplean las condiciones de frontera.

Para ello se necesita el valor de la derivada con respecto a rp, de tal manera que:

Y, al 0K,
D_ 4y oX) LB o)
arp darp darp

o7 _ 0 (V7r) | OKo(VZry)

drp arp drp

v, 4 al,(VZrp) B 0K, (VZrp)

drp arp drp
ay, aly(VZ 0Ky (VZ
— 2 AVZ 01o(VZ1) +BVZ OKo(VZr)
arp arp darp

De las formulas de derivacién presentadas en la Ec. 1. 59.

Ih(x) =L,  Ko(x) = =K (x)

ay,
——= = AVZL,(x) - BVZK, (x)
arp
multiplicando por ryp:
ay,
rDa_D=AX11(}()_BXK1(X)' ........................................................... 4.21
p

evaluando la condicion de frontera interna transformada, Ec. 4. 14, se tiene que:

1
= lim[Axl;(x) — BxKi(x)] = —7
x0 X0

Recordando el comportamiento de las funciones I, y K,,, vistas en el Tema 1:
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240
2.20
2.00
1.80
160
14D
& 120
= 100
0.80
0.60
0.40
0.20
0.0
o o5 1 15 2 25 3 35 &

10(x) 11(x) 12(x) 13(x)

Figura 4. 2 Comportamiento de la funcion Bessel Iv(x).

24

KX

0.8

0.4

KO(x) K1(x) K2(x) K3(x)

Figura 4. 3 Comportamiento de la funcidén Bessel Ky(x).
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Se puede observar que:

L(x—-0)=0
Ky =) =~
X)) ==
! X
Por lo cual:
1
lmle*O—Bx*—]z——
X Z
B 1 1
J— K ——= — —
X ¥ 7
1
B o e 4,22
Z

De la misma manera valuando la condicién de frontera externa, Ec. 4. 15, en la
Ec. 4. 20:

Yp(rp = oo, tp) = Aly(x » ) + BKy(x » ) =0

Analizando el comportamiento de I, y K,, se tiene que:

Iy(x > ) =1
Ko(x » ) =0
por lo cual:
Ax1+B*0=0
e 4.23

Substituyendo Ay B en 4. 20:
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Fo = 04100 + (3) K60

2 KO D) e 4.24
D Z .

Que es la solucién en el espacio de Laplace, para obtener la solucion en el

espacio de Y, debe emplearse algin método de inversidbn numerica.
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4.3.2 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con

mantenimiento en la frontera externa
En la Figura 4. 4, se esquematiza el modelo de yacimiento planteado, y en la

Tabla 4. 3 se muestra la ecuaciéon de flujo fundamental, asi como la condicion

inicial y de frontera, ambos en variables reales y adimensionales.

r Produccién a q constante T

Figura 4. 4 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado

estacionario.

De la misma forma que en el caso anterior, la ecuacion resultante sera:

0%y, oYy _
2 2 D = 0, e 4.25
Y cuya solucién presenta la forma:
YD = AI()(X) + BKo(X) ) e raa s e s earsa s rarsa st et sty 4.26
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Tabla 4. 3 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Variables Reales Variables Adimensionales
3 _ 0% 1oy ov_ 0%y, 10Y, aY,
Ecuacion de flujo ar T ar ot or2 ' morp, 0ty
Condicién Inicial Y(rit=0) =Y, Yp(rp,tp =0) =0
Condicién de Frontera ra_y — ¢ qBu rDaﬁ __
Interna orlr=p, kh orpl,
Condicién de frontera Y(r=r,t) =Yi Yy (rp = Top, tp) = 0

Externa

pero sujeta a las condiciones siguientes (en el espacio de Laplace):

YD(TD, tD = 0) 0 . e 4.27
v, 1 4.28
TD arD o - Z T e ErsrEEsEEEsEEEsE R TR EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETEEEEEEEEEEEEER .
D=
YD(TD = TeD, tD) = O B emmsaassssssasrrsaaassasssssssssreEaasaasssssssssrreaaassa s 4- 29

Evaluando la condicion de frontera interna;:

oYy

’r' —
b arp .
b=

= ANZ+ )L (VZ +1) ~ B(VZ » DK (VZ # 1) = —
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AVZIL(VZ) - BVZK,(VZ) = — % ............................................................... 4.30

De la misma manera para la condicién de frontera externa:
YD(TD = T'eD, tD) = Alo(\/?reD) + BK()(\/ET'ED) = 0
Alo('\/?reD) + BKo(ﬁreD) - O

despejando a B:

Iy (\/Zren)

B=-A ) e ea e eeeeeeseeseeseeeeseeasesseseteeaseasesetsesseaseasesetiinrenetaetiinrinrins
K, (\/77‘61))

y sustituyendo 4. 31 en 4. 30 y despejando a A:

)z () = -

Iy (\/ZreD)

AVZIL,(VZ) - <—A Ko(VZren)

MVE|L(2) + ’0(“7’"”’)“1(“7)] __1

KO (ﬁTeD) Z

i [ODAT) + T D)t

Ko (ﬁTeD)

_ 1 Ko(ﬁreD)
 INZL(VZ)Ky(VZrep) + 16(NZrep) KL (VZ)

1 Ko(VZrep)
73/2 Il(ﬁ)KO(\/ZTeD) n Io(\/?rep)Kl(\/?) ) e

A=

sustituyendo 4.32 en 4. 31 :
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o Ko(VZrep) I,(VZr,p)
| BL(Z)K(VZrep) + 1o(VZren)Ks(VZ) | Ko(VZ7ep)
p=—L L 4.33
72 L(VZ)Ko(VZrep) + 1o(VZrep ) Ky (VZ)
Por lo cual, la solucion viene dada por:
7,=|-~ Ko(VZ1en) Io(x)
* 7T EL(D) K (VZren) + (V1) Ks(VZ) |
e W(VZr20) o
A L(Z)Ko(VZrap) + lo(VZrep)Ks(VZ) | ° %
7= _l IO(X)KO(\/ZreD) + Io(ﬁreD)Ko(X)
P ALK (VZrep) + 1o(VZrop) K (VZ)
Y, = Lo (V21 )Ko(VZrep) + (V210 ) Ko (ﬁrD) e ——————————————— 4.34

22010(VZrep)Ks (V) = (VD)Ko (Vo)

La cual es la solucion en el espacio de Laplace para un pozo produciendo a gasto

constante en un yacimiento con régimen estacionario.
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4.3.3 Pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento radial con frontera

externa de no flujo

En la Figura 4. 5, se esquematiza el modelo de yacimiento planteado, y en la
Tabla 4. 4 se muestra la ecuacion de flujo fundamental, asi como la condicién inicial y de

frontera, ambos en variables reales y adimensionales.

r
— ¥
Y oo "4
| t‘l t I
| ) |
| I
I I
| L t, |
I |
| |
| |
Y « ! . > T
oo Produccién a q constante r,

Figura 4. 5 Esquema de un yacimiento que presenta flujo radial y estado pseudo-

estacionario.

De la misma forma que en el caso anterior, la ecuacion resultante sera:
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Tabla 4. 4 Planteamiento del problema en variables reales y adimensionales.

Variables Reales Variables Adimensionales
» _ 62Y+16Y aY_O aZYD+iaYD_aYD_
Ecuacion de flujo ar T rar ot or2 ' mor, 0ty
Condicién Inicial Y(r,t=0) =Y Yp(rp,tp =0) =0
Condicién de Frontera ra_y — ¢ qBu 9Yp - _1
orl_. ~ < kn P orp
Interna r=Tw rp=1
Condicién de frontera Y _ p —0
Externa Orlr=re "D lrp=rep

Y cuya solucion presenta la forma:

YD = Alo(}{) + BKo(X) T 4.36

pero sujeta a las condiciones siguientes (en el espacio de Laplace):

YD(TD’tD = 0) = O, ...................................................................................... 4.37
oY, 1
D E T T 4.38
rp=1
A
DA 0 e ——— 4.39
D=TeD

Si se evallan las condiciones, 4. 38:
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rD% = A(VZ«1)L,(NVZ «1) = B(VZ x 1)K;(VZ % 1) =—%
AVZL(VE) ~ BVZK(VE) = =7, o 4.40
y 4. 39:
Tp ? = A(\/Erw)]l(\/frw) - B(\/freD)Kl(\/freD) =0
A(VZrop)L(VZrep) = B(WZ1ep)) Ky (VZTop) =0, oo 4.41

se obtienen las Ecs. 4. 40 y 4. 41, respectivamente. Si despejamos A de la segunda y

sustituimos en la primera se llega a:

1 L(VZryp)

? T AR (VFreo) — h(VZr ) (V)

y sustituyendo esta expresion en la Ec. 4. 41 se obtiene:

_ _l K1(\/7Te0)
- 73 W(VZ2)Ki(VZrep) = L(VZTep) K1 (VZ)

Substituyendo Ay B en la Ec. 4. 36:

7 __ 1 1K (VZrep) + 11(VZen ) Ko ()
v 73 h(VZ)Ks(VZ1ep) — h(NZrep ) Ky (VZ)

7 IO(\/ETD)Kl(\/ZTeD) + Il(ﬁreD)KO(\/frD)
22[L, (V1) Ks (VZ) — L(VE)K, (VZrap)]

En la Tabla 4. 5 se presentan un compendio de las soluciones en el espacio de
Laplace (Gajdica [2]).
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Tabla 4. 5 Soluciones para distintas condiciones de frontera internas y externas en el espacio de Laplace.

Condicion de

Frontera Interna

Condicién de Frontera Externa

Yacimiento infinito

Presion constante

No flujo

Gasto Constante

7. = Ko(\/z’n)
2K (V2)

7 = Io(VZrp)Ko(VZ1ep) + 1o (VZ1ep ) Ko (VZ7p)

v Z%[lo(ﬁYeD)Kl(\/?) - 11(\/7)1(0(\/77%1))]

7. = Iy (‘/77”0)1(1 (ﬁTeD) +1; (ﬁreD)KO(\/?rD)
" AL (VZr0) K (VZ) - (V2K (VZrey)]

D = 1,(VZrp) K, (VZ) + L(NZ) Ko (VZ1p)

D= 11(\/77}30)1(1(\/?) - 11(\/7)1(1(\/71‘31))

D =K {Z)+
Gasto Constante + CpVZ[1(VZrep ) Ko (VZ) + CVZ[1,(VZ) K, (VZr.p)
CoVZK,(VZ) (V7
con —I,(VZ)Ko(VZr,p)] +1,(VZrp ) Ko (VZ)]
Almacenamiento Y, = KO(\é?rD) = [O(ﬁreD)KO(‘/?TD) - 10(\/77'0)1(0(‘/77’:30) = IO(‘/ZrD)Kl(‘/ETeD) + Il(ﬁreD)KO(ﬁrD)
73D = 3 Y= 3
72D Z2D
D= K,(VZ)+ D = (CpsZ + 1)[Iy(VZrp) Ky (VZ) D = (CpsZ + 1)L (VZr.p) K, (VZ)
Gasto Constante + 1L (VZ)Ko(VZrp)] — L, (VZ)K,(VZr,p))
CoVZKo(V2) CoNZ 1o (VZran Ko (VZ N[ (VK. (VZ
con /Z +Cp [0( 7”eD) 0( ) +Cp [0( ) 1( reD)
Almacenamiento + 26t (V2) ~ 1 (VZ)Ko(VZrep)] + 1 (VZrep )Ko(VZ)]
y Dafio Y, = 71(0({770) 7. = Io(ﬁTeD)KO(\/?TD) - Io(ﬁrD)KO(ﬁreD) 7. = IO(ﬁTD)Kl(ﬁTeD)Il (ﬁTeD)Ko(ﬁrD)
72D D= =

3
Z2D

3
Z2D
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Tabla 4. 5 Soluciones para distintas condiciones de frontera internas y externas en el espacio de Laplace (continuacion).

L (VZrp)Ko(NZrp) + 1(NZrp) Ky (VZ7p)

1y (\/ZreD)KO (ﬁrD) - Io(ﬁTD)KO (VZr,p)

AoV, (Vo) + b (Ko7

7, = KalVZn) 7
T 2K,(VZ) 2l (VZren )Ko(VZ) = Is(VZ)Ko(VZ1p)]
Presion __ oK (VZnp) [l (VZrep)Ks(VZ1) + L (NZr ) Ko (VZrp)] | 1o[L(VZr0) Ky (VZ1ep) — 1L (NZrep ) Ko (VZ15)]
T NZK(V2) T Tz, (VZre) K (VZ) — 1o (V2) Ko (V0] ~ VZ (V2K (VZren) + 1 (VZren ) Ko (VZ)]
Constante
A — —1pK; (\/77”0) A — 1 [IO(ﬁTeD)Kl (\/77”1)) +1 (ﬁTD)Ko(\/Z”eD)] 5 — 1§)) [11 (\/ZrD)Kl (ﬁTeD) -1 (\/ZreD)IQ (ﬁrn)]
22K, (VZ) 22[10(VZre) Ko (VE) ~ 1o (VZ) Ko (VZrep )] 221 (V2)K (VZrep) + (V10 Ko (VZ)]
D = Iy(NZrop)Ko(VZ) = Iy(NZ) Ky (VZ7,p) D = 1)(VZ)K\(VZrop) + 1, (VZ1op ) Ko (VZ)
+ sVZ[I,(VZr,p) K (VZ) +sVZ[L,(VZrp) K (VZ)
7, = KolZr) VD)Ko(VZ VDK (VZ
> = 2Ko(VZ) + NZK (V7] + 1L, (VZ)Ko(VZr,p)] - L(VZ)K,(VZryp)]
Presion N ok (V7r) 7 - 10(\/77‘61))1(0(ﬁrD)Z—l)Io(ﬁrD)Ko(\/freD) 7 - Il(ﬁreD)Ko(ﬁrD)Z—;IO(ﬁrD)Kdﬁrw)
Constante | = VZ[Ko(NZ) + SVZK,(VZ)]
con dafio _ —p|Io(VZrep) Ki(VZ1p) + L (VZ1p ) Ko (VZ 7)) _ 1p|L(VZrp)Ki(VZrep) — 1, (VZrep ) Ky (VZ1p)|
QD _ —TDK1(\/7TD) - \/71) = \/ED
2572[K,(VZ) + sVZIK, (V2]
A — ) [IO(ﬁTeD)Kl (\/77"1)) +1 (ﬁTD)Ko(ﬁreD)] A 1§} [11 (ﬁTD)Kl (ﬁreD) -1 (ﬁTeD)Kl (\/77”17)]
73D 72D
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Las funciones de Green son herramientas matematicas que nos permiten resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas ordinarias o parciales no homogéneas, eh ahi la
importancia de este método. En el &mbito de la ingenieria petrolera, la ecuacién de
difusividad se convierte en una EDP no homogénea al incluir en esta un término fuente o

sumidero. Dado lo anterior la ecuacion de difusividad incluyendo este ultimo término, es:

wV?Y — n_ q(r,t)
ot ’
en la cual, r, representa el vector de posicion correspondiente. Esta ecuacion es Gtil para
representar problemas de flujo en los cuales, ademas de tenerse el pozo, normalmente
ubicado donde convergen las lineas de flujo del elemento de volumen representativo
COmO Se expuso en temas anteriores, se tiene ademas en cualquier otra parte de este,

un elemento de inyeccién o produccion adicional.

5.1 Funcién Delta de Dirac

Una de las funciones generalizadas mas importantes es quiza la funcién delta de Dirac,
y como se vera posteriormente las funciones de Green estan intimamente ligadas a ella.

Por definicién la funcién delta de Dirac, denotada por &, es (Duffy [1]):

0, t=20
5(t)—{0’ [0 e 5.1
Tal que:
j GUE)AL = 1), oo 5.2
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pero una definiciobn mas practica esta dada por:

foo6(t—a)f(t)dt=f(a), .......................................................................... 5.3

que, en forma multivariable es:

f(re), si rg esta dentro deV, 5
— = T .4
fﬂv §(r—ro)f (r)dv {0, cualgier otro. ’

donde r es el vector del origen a algun punto P(x,y,x) y r, es el vector del origen a otro
punto P(&,n,{). Algunas relaciones importantes de la funcion delta de Dirac, asi como
sus representaciones en diferentes geometrias se presentan en las Tabla 5. 1y Tabla 5.

2, respectivamente.

Tabla 5. 1 Relaciones importantes que involucran a la funcién delta de Dirac.

6@ ={{ o J 5(t)dt = 1, 5.5
jm6(t — Q) f(®)dt = f(a), 5.6

5(ct) = %, S(—t) = 8(t) 5.7

() = —td'(t) 5.8
f®)o(t—a)=f(a)é(t—a) 5.9

5(t2 — q?) = 2T a)zl“;f(t — ) 5.10

x5 (x) =0, 0<m<n 5.11

x"8M (x) = (—1)"m6m‘”(x), 0<n<m 5.12
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Tabla 5. 2 Representaciones de la funcién Delta de Dirac 6(r —ry) en varios
sistemas de coordenadas.

Dimension
Coordenadas Tres Dos Una
Cartesiana S(x —x0)0(y —v9)8(z—25) S(x—2x0)6(y —yp) 6(x — xp)
Cilindrica 6(r—1y)8(0 —6,)6(z — zy) 6(r—1y)8(z — zy) 6(r—rmy,)
T 2nr 2nr
Esférica §(r—1)6(p —g)8(0 —6y)  8(r—1)6(p — po) §(r —1,)

r? sin(6) 2nr? sin(0) 4mrr?

5.2 Identidades de Green

Las férmulas de Green estan desarrolladas a partir del teorema de Divergencia del calculo
multivariable (Duffy [1]). Existen dos tipos y son denominadas Primera y Segunda

férmula de Green, y son, respectivamente:

Wv Vu-VvdV+wV uvzvdv=#s U(VV - n)dS, oo 5.13

jj (uV?v — vV2u)dV = # (WUVY —vVu) - ndS, 5.14
14 S

las férmulas de Green establecen la relacién entre las fuentes y el flujo de dos campos

escalares.
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5.3 Funciones de Green

Se tiene un problema en derivadas parciales con la siguiente estructura:

donde L representa un operador lineal diferencial, de la forma:

0% 0% 0%

L= b
a6x2+ 6y6x+cay2+ dx ay

cona,b,c, ..., f, aligual que la funcion incognita u y el termino inhomogéneo g, funciones

de (x,y). Estoes, L = L(x,y).

Para resolver el problema original, se replantea un nuevo problema en términos de la
funcion delta de Dirac, que, para este caso, se utiliza la nomenclatura en dos

dimensiones, esto es:

LG(x,V;X0,V0) = 0(X —X0)O(Y = ¥0) ) orveeeeeeeeeeeeeeiiiie e e e e e e e e et e e e e e e eeeaans 5.17

si la ecuacion anterior, es multiplicada por la funcién g evaluada en un punto arbitrario
(x0,Y0) € integrar sobre todos los valores de x, y y, (suponiendo que son (—, ©)) se

obtiene:

j j LG(x,y;x0,Y0)9 (X0, Y0)dxod Y

= j j S(x —x0)8(y — ¥0)g(x0, Yo)dxodyy ,

comparase, la Ec. 5.18 con la Ec. 5. 3, se puede observar que el lado derecho de la Ec.

5. 18, es por definicion igual a g(x, y), por lo tanto, puede reescribirse como:
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f J. LG(x,V;%0,Y0)9 (X0, ¥0)AX0dYo = G(X, V), eooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 5.19

Ahora, dado que L(x,y) es un operador diferencial de segundo orden; basta con
que G(x,y; xo,y,) Sea de clase C? para que L pueda salir de las integrales. Suponiendo

esto, se tiene:

Lf f G(x,Y;%0,V0)9 (X0, Y0)AXodYVo = (X, V), coeeeeeee, 5.20

Al compararla con la Ec. 5. 15 obtenemos directamente que:

u(x,y)zf f G, Y;%0,V0)9 (X0, Y0)AX0AYVo ) eoveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 5.21

que es la solucion al problema original. La funcion G(x, y; x, ¥o), que satisface 5. 17, es
llamada la funcion de Green asociada al operador diferencial lineal L. Dado el caracter
de funciones unidad de las deltas de Dirac, G(x,y;xy, V,) puede pensarse como el
operador inverso de L. Otro aspecto notable es que a partir de su conocimiento puede
obtenerse la solucién general del problema original. En ese sentido la funcion de Green

asociada a L es una solucién fundamental (Zamora [2]).
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5.3.1 Funciones de Green para la Ecuacion de Difusividad

5.3.1.1 Funcion de Green para la ecuacion de difusividad en coordenadas

cartesianas con un término fuente
La ecuacion de difusividad considerando un término fuente o sumidero, en coordenadas

cartesianas y en una dimension esta dada por la siguiente expresion:

0%y oy
wﬁ—azq(x't)' .................................................................................. 5.22

donde q(x, t) representa al gasto como una funcion de (x, t).

Para resolver lo anterior, se plantea un subproblema en términos de G:

%G 0G
wﬁ—a=5(x—xo)5(t—to), ............................................................... 5.23
aplicando la transformada de Fourier, respecto a x y t respectivamente, como se muestra

a continuacion:

1 @

FAG(x, t;x0,t0)} = Uk, t;x,,t,) = Ef_me”‘xG(x, t;Xo-to)dx, e 5.24
1 ” iwt

FlUk, t;x0,t0)} = V(k,w; x,,t,) = —Z_HJ e™ U (k, t;xo. to)dt, .o 5.25

aplicando la Ec. 5. 24 a 5. 23, se obtiene:

au
—il)2 . -
(—ik)*wU 3

I
~/
?I
Q
=
I
<)
N———
S
~
o~
I
o~
o
—
ul
N
(o)}

aplicando ahora la Ec. 5. 25 a 5. 26:
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—k?wV +iwV = (\/L_eikxo) (\/L_ ethO) PR
2T 2T

despejando a V:

1 1 . 1 .
V= ( )( e”‘xo) (—ethO), ...................................................
iw — wk?/ \\21 N

tomando la transformada inversa de Fourier, dada por:

1 <

FrHV(k,w; xg,t0)} = Uk, t;x,,t,) = Ef e~ W (k,w; xg.to)dw, ...
1 * .

FrHUKk, t;x0,t0)} = G(x, t; x4, t,) = \/T_nf e R XUk, t; xo. to)dk . ...

Por lo tanto:

Fvy=U= (\/%—neikx")f (e —1wk2) <\/;_7r o)

o bien, aplicando las propiedades de la convolucién:

v =gz (a7 ()

donde:

p(6) =Fi {— 1wk2 } = —V2rH (e "

w —

1 .
a(0) = i { =) = 8t~ 1)

donde H(t) es la Funcion de Heaviside (0 escaldn unitario), y esta definida como:
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1, sit=0
H(t)_{o, sit<O0

tomando en cuenta lo anterior:

U= —e”‘"") (p * (1)

(=

por definicidn la convolucién, es:

p(t) xq(t) = p(t —s)q(s)ds

=l

dado lo anterior, la ecuacion pude escribirse como:

1 N1 (® )
U (Eelkxo>Ef_w(_@H(t = $)e OS5 (s = to)ds . ervrrrrrrennnn 5.31

La Ec. 5.31 de acuerdo con la Ec. 5. 3, puede escribirse como:

1 . 2
U — ( elkx0> _H(t —t )e—k w(t—to)
V2 ( ° )

continuando de igual manera para la transformada inversa en el espacio, se tiene que:

1 .
FMUG 60, 60)) = 65 8%, 66) = Fi (= e ) (<H (e = to)e =)
Von

1 .
G(x, t;x,,t,) = j-"x—l {_elkxo} * g:x—l{_H(t — to)e—kzw(t—to)}

V2r
Si:
—H(t—ty) X __
P(t) = Tx_l{—H(t _ to)e—kzn(t—to)} — Me Tw(t—ty)

V2w(t —tg)

000 = F* {m=etho) = 5(x — xo)

V2n
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entonces:

SH(t = t) S
e

1 J“x’ N Cnl)
4o(t=to) §(s — x¢)ds
V2o ol t0) ¢

G(x,t;%0,t0) = P(x) * Q(x) =

—H(t—ty) %)’
e

—_— 7 5 dw(t-ty)
V2w(t — tg)

G(x, t;x,,t,) =

y por lo tanto:

© O _H(t—ty) - X%
p(x,0) = j f (1) i) xo, t0)dodto

w+/20w(t — tg)

Si se toma un camino similar para dos y tres dimensiones, ademas de otras coordenadas,

se obtienen las G, presentadas en la Tabla 5. 3.
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Tabla 5. 3 Funciones de Green para diferentes sistemas de coordenadas (Duffy [1]).

Coordenadas

Cartesiana

Cilindrica

Cartesiana

Cilindrica

Dimensién

Dos

H(t — tO) (x—xo)2+(y—3’o)2]

G(x,y,t;x9, Vo, tg) =————e 4w(t-to)
(x,y 0 Yo, to) 4wt — tg)

2,2 _
H(t — to) r2418 21714 cos(0 90)]

G(r,0,t;x0,00,t) = ——— 40 (t=to)
( 0,00, to) 4w (t — ty)

r2+18+(2—20)?
4(D(t—t0)

H(t —ty) T
G(r,z,t; Xy, 2o, ty) = 3 1o e
8[rw(t —ty)]2 20(tt,)

Tres

_ (x—x0)2+(y—¥0)*+(z—2¢)?
H(t —t) e[ O yo) 0]

G(x,v,2,t; X0, Vo, Zo, to) = 3
[4mrw(t — ty)]2

H(t —ty)

124122179 c0s(0—0,)+(z—25)?
4w (t—to)

G(r,0,2zt;x0,00, 2y, ty) = 3
[4mw(t — t)]2
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problemas de flujo

En este capitulo se presenta un tratamiento fundamental de la integral de
convolucién y su aplicacion en las pruebas de pozo y de presion transitoria. La integral
de convolucion es usada para resolver ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas
lineales, aplicables a la transferencia de calor o masa, y difusién de la presién en medios

porosos con condiciones de frontera dependientes del tiempo.

6.1 Integral de superposicion o convolucion

En pruebas transitorias de presién, la integral de convolucién es una expresion
matematica de la presion del pozo en términos de la tasa de flujo medida y el
comportamiento de la tasa constante de presion del yacimiento, esto es un problema
directo (Kuchuk [1]). Un problema inverso, se tiene cuando la presién del pozo con la
correspondiente tasa de flujo es medida, es entonces posible identificar el sistema y
estimar sus parametros, para ello se utiliza la deconvolucion, de la cual posteriormente

se hablara mas a detalle.

Para obtener la integral de superposicion o convolucién obsérvese la Figura 6. 1,
si se quiere calcular la caida de presion total en el pozo debido a una variacion en el
gasto, es necesario hacer uso del principio de superposicion, el cual establece que la
caida de presion total sera igual a la suma de las caidas de presion causados por cada

cambio en el gasto desde el momento de cada cambio, es decir:

AY; = AY,,(t) + AY,,(t — t;) + AY,, (t — t;) + -+ AY,, (t — ty_1)

N
j=1
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A
>

—gasto

Presién, Gasto
/
J

t’

Figura 6. 1 Comportamiento de un sistema que se produce a gastos multiples.

Recordando la definicién de la presién adimensional, y tomando en cuenta que,
del lado izquierdo puede existir una g que puedan representar el comportamiento total

del sistema, se puede obtener la siguiente expresion:

N

A€qeqBu aeBu

—en (o) = WZ Aq;Yp (tD - tDj—l)
]:

reduciendo términos:

N
GeqY (tp) = Z Aq;Yp (tD - tD]-_l)
=1

despejando a pp y multiplicando el lado derecho por AtD]./AtD]. :
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N
At
Yy (tp) Z 9 YD tp; .
= j= 1)AtDj
renombrando a Aqu = Aq;j/qeq:
AQD
— 1 -
Yp(tp) = ZAquYD tD] ) At AtD tDj_l)AtDj
y tomando limites cuando Agp;, = 0y Atp, — 0:
tp d
YD (tD) = j qD YD (tD —_— T) d’[ ................................................................. 6. 1
dtp
0
Si se sigue un camino similar para el gasto se llega:
qp(tp) = j dt CID(tD = T) AT . e 6.2
D

La Ec. 6.1 y la Ec. 6.2, son conocidas como integrales de convolucion, donde
dqp/dtp Y dpp/dt, son conocidas como funciones de influencia, y son soluciones de la
ecuacion de difusividad. Las funciones qp(tp — 1) Y pp(tp — 7), son llamadas funciones
de forzamiento, y suelen ser condiciones de frontera dependientes del tiempo (Kuchuk
[1]). En la terminologia de pruebas de pozos, normalmente se genera la presion del pozo,

se ingresa la tasa de produccion y el modelo del yacimiento es el nacleo de convolucion.
Cada una de estas integrales nos permiten:

e Analizar gastos multiples, en una prueba de presion.
e Obtener una relacion entre qp y Y, en el espacio de Laplace
e A través de la convolucion extender el periodo de analisis de un sistema

fluyente.
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6.2 Deconvolucion

En los ultimos afos, la deconvolucion se ha utilizado cada vez mas para la
interpretacion de pruebas transitorias de presion. La deconvolucion simplemente es la
resolucién de la integral de convolucion para el nicleo de convolucién, es decir, despejar
de alguna manera a dY,/dtp, 0 dqp/dt, de las Ecs. 6.1 0 6. 2. En otras palabras, la
deconvolucién es una herramienta que permite reconstruir (calcular) una respuesta de la
reduccion constante del gasto equivalente (extrapolado) para todos los periodos de

produccion y cierre combinados.

En las pruebas transitorias de presion, la deconvolucion se define como la
determinacion de la funcion de influencia o el comportamiento de la respuesta unitaria de
un sistema (una respuesta constante equivalente) a partir de la presion transitoria medida

y los datos de la tasa de flujo.

Si tomamos la transformada de Laplace de la Ec. 6. 1, se obtiene:

_ dap
L )2} = Fol2) = L {12} £ ()}

y despejando a L{dqp/dtp }:

L{dﬂ}zYD(s)—. ........................................................................... 6.3
dtp L{Yp (tp)}

Tomando la transformada inversa de la Ec. 6. 3:
d
ﬂ: f F(‘[)YD(t—‘[)d‘[, ......................................................................... 6.4
dtp

donde F = L71{1/L{Y,}}. La Ec. 6. 4 representa la integral de deconvolucién para el

gasto.
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flujo

Con base en los casos previamente revisados, se propone la siguiente

metodologia util para la resolucion de problemas de flujo en el yacimiento:

1. Planteamiento del problema. En este paso se requieren definir las caracteristicas

bésicas del problema a resolver:

Escala de estudio (p.e. a nivel de poro, a nivel de pozo, a nivel de yacimiento
u otras similares).

Las variables involucradas (como los gastos de inyeccién y produccion, el
namero de fases en el yacimiento, y las presiones que pueden tener lugar).
Sistema coordenado (cartesiano, radial, esférico u otro que simplifique el
andlisis de las variables al considerar las simetrias existentes en el
problema).

Expresiones fundamentales que representan el comportamiento del
sistema (como las distribuciones de permeabilidad, la velocidad de Darcy,
la continuidad de la materia, y el modelo del fluido).

Condiciones iniciales y de frontera (de acuerdo con las caracteristicas de
produccion, los fendmenos observados en los limites fisicos del sistema

estudiado y los estados de flujo existentes).

2. Definicién del modelo. Con los elementos anteriores, se deben conformar las

ecuaciones fundamentales de flujo correspondientes, cuidando que las

condiciones de frontera elegidas sean representativas de la situacion y

consistentes para su uso en las formulaciones elegidas.

Asimismo, es conveniente considerar el uso de conjuntos adimensionales que

permitan parametrizar los problemas, simplificar los procesos de resolucion y

generalizar las soluciones obtenidas.
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3. Elegir el método de solucion. Para este punto se identifican las caracteristicas
de las expresiones fundamentales de flujo conformadas: su tipo, linealidad,
condiciones de frontera y homogeneidad, asi como las dimensiones en las que se
encuentran definidas.

Antes de solucionar el problema es conveniente realizar una busqueda en la
literatura de problemas analogos previamente resueltos.

4. Analizar y validar las soluciones obtenidas. Es conveniente inspeccionar las
soluciones generadas, si los comportamientos obtenidos al evaluarlas
corresponden con lo esperado. En muchos casos, es posible utilizar un modelo

asintotico como referencia, permitiendo validar los resultados obtenidos.

A continuacion, se presenta la aplicacion de esta metodologia para la obtencién
de las soluciones de Fetkovich en el andlisis de datos de produccion, asi como métodos

para su aplicacion basados en el principio de superposicion.

7.1 Analisis clasico de datos de produccién

Una de las formas mas recurrentes de analizar los datos de producciéon es
mediante los modelos de declinacién de la produccion de Arps, estos estan basados en
relaciones tiempo-gasto puramente empiricas, desarrolladas a partir de la observacion

de la declinacion de los pozos, y estan limitadas a dos aspectos (Sun [1]):

1. Larecuperacion final estimada puede ser estimada bajo la asuncion de que las
condiciones de produccion se mantendran inmutables en el tiempo.

2. La representacion de la curva de declinacion esta definida a condiciones de
flujo dominado por las fronteras, por lo que no puede ser usada para analizar

datos bajo el periodo de flujo transitorio.

De manera general las ecuaciones de Arps estan dadas por:
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q(t) 1
a 1
: (1+ bD;t)d

Donde b es el factor de forma de la curva, D; es el indice de declinaciony q; es el
gasto inicial del modelo. Para b =0, se obtiene la ecuacion para la declinacion

exponencial:

q(t) = qiei_Dit, ............................................................................................ 7.2

y para b = 1, se refiere a la declinacién arménica, dada por:

q;
1+Dit' --------------------------------------------------------------------------------------------

q(t) =

Para valores de 0 < b < 1, la Ec. 7.1 Describe un comportamiento hiperbdlico.
Una manera practica de presentar las curvas de declinacion de Arps, es a través del uso
de variables adimensionales. Tales variables adimensionales fueron propuestas por

Gendry (Sun [1]), y son:

Las curvas de las Ecs. 7.1 a 7. 3 en variables adimensionales se presentan en la

Figura 7. 1.
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Figura 7. 1 Curvas tipo de Arps.

7.2.3 Modelos de declinacién de Fetkovich

Las soluciones de Fetkovich complementan el trabajo de Arps en el periodo de
flujo transitorio. Buscando un sustento matematico que explicara el porqué de las curvas
de Arps lograban representar el comportamiento de la produccién, siendo que estas se

basan en conocimientos empiricos.

Para obtener los modelos de este autor se utilizara la metodologia de resolucién

de problemas presentada:

1. Dado gque el andlisis se realizara para un sistema pozo-yacimiento, para la definicion
del problema se supone un yacimiento radial volumétrico, cuya presion de fondo fluyendo

permanece constante.

2. La ecuacion diferencial parcial, asi como las condiciones iniciales y de frontera que

representan el problema estan dadas (en variables adimensionales) por:
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18/ aYy,\ aY,
- (rD ) = P T T 7. 6
Tp 0T1p darp dtp
YD(TD,O) = 0, .............................................................................................. 7.7
YD(l, tD) = 1, .............................................................................................. 7.8
aY;
D= = 0, e 7.9
arD TD=TeD
( aYD> 10
q S > Y=l N 7.
D D arp -

Para lo cual las variables adimensionales correspondientes se definen como:

Y, =Y kt r T, qBu

Y, = , thp = —, h = —, T,p = —, = )
PV Y, P gucrz PTR P TR T mkh(y v,

3. Dado que el problema presentado es similar a otros presentados en la literatura (Van
Everdingen y Hurst [2]), se propone el uso de la Transformada de Laplace (Tema 4),

obteniéndose como soluciéon a Y, las Ecs. 7.11 a 7.13:

Yp = Alg(NZ1p) + BKo(VZTD), oo 7.11
a=1 Ka(VZrep) 7.12
2K (V) + LT K (V7) e :
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B = l L (ﬁreD)
 Z1,(N2)K(VZrep) + L (VZrep) Ko (VZ)

luego, para obtener la solucion del gasto en el pozo, se deriva a la Ec. 7. 10 con respecto
de rp y se multiplica por esta misma variable:
ay,

=™ [A\/EQ(‘/ETD) - B\/EKl(\/ZrD)]

con lo que al evaluar en r, = 1 se obtiene

a7,
i arp

= AVZI,(VZ) - BVZK,(VZ) = —qp

rp=1

o0 bien, sustituyendo las Ecs. 7.12y 7.13:

_ i [11(\/7reD)K1(\/7) - K1(\/7ren)11(\/7)
P V2 1(V2) K (VZren) + 1 (VZren)Ko(VZ))

La Ec. 7. 14 es la solucion de Fetkovich para el periodo transitorio, que al evaluar
a diferentes tiempos adimensionales y utilizando el método de inversion numérica de

Stehfest (Reyes [3]) resulta en la Figura 7. 2.

4. Para validar la solucién obtenida se analiza el comportamiento a tiempos largos del
sistema. En este caso, al ser un yacimiento cerrado, se espera que durante el periodo
dominado por las fronteras (t, = tp.;q) €l gasto se ajuste a la declinacion exponencial de

Arps.

Una vez validada la solucién, para extender la aplicacion de la solucién obtenida,
Fetkovich planted el uso del principio de superposicion presentado por (Van Everdingen
y Hurst [2]), en el cual la solucion para la presion a gasto contante y la solucion para el

gasto a presiéon de fondo fluyendo constante, pueden relacionarse como:

_ 1
YWD(Z)GD(Z) = ﬁ

———————
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Figura 7. 2 Curvas tipo de Fetkovich para el periodo transitorio.

Asi, despejando a qp(Z) y sustituyendo la solucion para la presion de fondo en el

espacio de Laplace para flujo pseudo-estacionario, se tiene que:

. 1 1 1
qD — — = )
72 2 1 3 2 3
Z—ZrezD + 7(1n|TeD| — Z) _TeZD +7 (lnlreDI — Z)

gue al obtener su transformada inversa resulta en:

2tp
rezD(lnlrwl—%) .

1 _
dp = —36
In|rep| —Z

Considerando lo anterior, Fetkovich comparo esta solucidn con la ecuacion exponencial

de Arps (en variables adimensionales):

— ,—pt
aqp = e Fo
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y a partir de esto, formul6 dos nuevas variables:

3
qu = an = (lnlreDl _ Z) qD T 7. 15
t = ptp = 2 t
pa = Ftp =— TP 7.16
TeD (lnlreDl Z)

Incluyendo estas nuevas variables en la ecuacion de difusividad (Ec. 7. 6) se tiene

el problema:

1 0 ( aYD> aYp

— = © e e e e e e 7.17
rp 01p D darp p

Sujetas a las condiciones:

YD(TD’ 0) = 0 ) eeesssasassassssaaassraassEassEEEassEEassEEEssEEEsstEE s tE s taE s a s a ey 7. 18
YD(]" tD) = 1 ) eeesessasassasesssssssssassEsasEEEassEEasatEEssEEEsstE s tEa s tEa s aa s a ey 7 19
aY;
ba— =0, e 7.20
b TD=TeD
( aYD)
4p a\Tp orp rD:ll ................................................................................. 7.21

de manera similar al primer caso, si se soluciona este nuevo problema en el espacio de

Laplace el lector podra llegar facilmente a la solucion siguiente:
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7y = a/B | L(\BZrep)Ki(JBZ) — Ki(JBZrep) 1 (\/BZ) _
D \/Z IO(W)Kl(\/ﬁreD) + Il(\/ﬁreD)KO(\/ﬁ_Z) ............................

La cual, con ayuda de un inversor numérico, se obtiene sus representaciones en
el espacio real, Figura 7. 3, en la cual se observa como antes del periodo dominado por

las fronteras, el flujo es controlado por 7,p, para cuando tpy > tpg,,,, €l periodo de flujo

cambia a ser gobernado por las fronteras y coincide con la declinacién exponencial.

100 :
i
Region de flujo | Region de flujo
transitorio I dominado por las
0 i fronteras
i
1
1
i
2 | 1
o
01
0.0
0.0001 0.001 0.om 0.1 | 10
tha
— 10 20 50 10? 102 10* 10° 106 etbd

Figura 7. 3 Curvas tipo de Fetkovich para qpg con r.p de 10 a 10°.
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7.2.4 Modelos de Arps-Fetkovich

Considerando que los modelos de Fetkovich, en el periodo dominado por las
fronteras, muestran una declinacion exponencial, es posible incluir los modelos de Arps
a partir del momento en el que concluye el periodo transitorio de flujo en las curvas. De
esta manera puede extenderse la aplicacién para el analisis de datos de produccion,

como se muestra en la Figura 7. 4.
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Figura 7. 4 Curvatipo del modelo de Arps-Fetkovich.

B ——————
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7.2.5 Modelo de Blasingame

Tanto los modelos de Arps como de Fetkovich, se basan en el supuesto de que la
presion de fondo fluyendo se mantiene constante y consideran principalmente los datos
de gasto, ademas de no considerar el cambio en las propiedades de presion-volumen-
temperatura (PVT) con la presion del yacimiento. Sin embargo, el método de Blasingame
tiene en cuenta la condicion de presion de fondo variable y las propiedades PVT, que
cambian con la presion del yacimiento, ademas de que hace uso del tiempo de balance

de materia para superponer las diferentes tasas de flujo (Sun [1]).

El tiempo de balance de material es la relacién entre la produccién acumulada

actual y la tasa de flujo diaria, que podria describirse como:

y para las variables de Arps-Fetkovich, la Ec. 7. 24 resulta:

tepg = D 7.25
Apa

Su significado geométrico se muestra en la Figura 7. 5. Basados en la Ec. 7. 25
una relacién equivalente entre producir a una tasa contaste y variable podria ser

construida.
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A

Figura 7. 5 Esquematizacion del tiempo de balance de materia.

Para ejemplificar el efecto del tiempo de balance de materia sobre las soluciones
de flujo, se incluye la Figura 7. 6, en la cual se muestra la solucion de Fetkovich evaluada
en términos de tpy Y topq- Se observa que durante el periodo transitorio la
correspondencia de las escalas de tiempo es lineal, lo que provoca que los valores
obtenidos para ambos casos sean similares. No obstante, a partir del periodo dominado
por las fronteras, el tiempo de balance de materia extiende el comportamiento observado

de las soluciones, como consecuencia de lo expuesto en la Figura 7. 6.
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Figura 7. 6 Solucién de Fetkovich evaluada en tp, Y t.pq €N r.p = 100.

Ademas, por el principio de superposicion, el tiempo de balance de materia permite

usar soluciones obtenidas a condiciones de produccién a gasto constante, como:

Inr,p —w

— e 7.2
1[7,] 6

qpa = qpa(nTep — W, tepg) =

donde Y, es la solucién para la presion de fondo en el espacio de Laplace, obtenida a
condiciones de produccion a gasto constante. Por ejemplo, la Figura 7. 7 muestra los
comportamientos de la solucion de Fetkovich y su caso analogo, Ec. 7. 27, contra el

tiempo de balance de materia, observandose que ambas se sobreponen.
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[ Kl(reD\/E)_I_KO(\/E) ]

g __1 L(rep/Bz)  1o({/B2) 7 97
) = e, .
2Bz |Ki(\/Bz) _ L (VBz)Ki(rep/B2)
Le(vBz)  1o(JBz)L (rep/F2) ]
I ......
0.l
&
0.0
0.001 .
| 10 100 1000 10000 100000 1000000 10ODOOOO
th
qDd(tcD) 1/PD(tD) eeeees qDd(tD)

Figura 7. 7 Comportamiento de las soluciones de Fetkovich y Blasingame para un

yacimiento cerrado a presion de fondo y gasto constantes contra t.pg, rep = 100.
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Para este ultimo capitulo se plantea el problema de un yacimiento de gas, cuya
temperatura es de 176 [°F] y cuyas propiedades se presentan en la Tabla 8. 1. Ademas,

se tiene informacion de produccién, reportadas en la Tabla 8. 2. Se requiere conocer el

modelo de yacimiento, asi como sus parametros.

Tabla 8. 1 Propiedades del yacimiento.

p; [psia 4351.13 Iy, lcp]
k [mD] 2 By, [cft/scf]
¢, [1/psi 1.73x107* Yg
S ~5.52 T, [°R]
h[ft] 32.8 Ppc [psia]
¢ [fracc.] 0.1 ry, [ft]
G [MMscf] 7063 re [ft]

0.0228

0.00395

0.6

352.25

677

0.328

1640.42

Para el estudio de este caso se propone la siguiente metodologia una vez validada

la informacion:

1. Analizar el comportamiento de los datos deconvolucionados de la presion y su
funcién derivada para conceptualizar el modelo de flujo.
2. ldentificado el modelo, analizar el grafico especializado para determinar los

parametros correspondientes a cada etapa de flujo.
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3. Una vez obtenidos los parametros, evaluar la solucion general del caso de
produccion mediante uno 0 mas tipos de soluciones. En este trabajo se

propone el uso de las curvas de Arps-Fetkovich.

Por tratarse de un yacimiento de gas, en el cual se asume que la permeabilidad
no depende de la presion, se recomienda el uso de la Ec. 2. 60, presentada en el Tema

2 de este trabajo.

Tabla 8. 2 Datos de produccion.

Presion Presion
Tiempo  Gasto de fondo Gp Tiempo Gasto defondo Gp
fluyendo fluyendo

Dias Mpcd psi MMpc Dias Mpcd psSi MMpc
1 7055.87  4020.45 7.06 350 395.52 2327.86 2155.25
2 7052.34  3949.38 14.13 360 5297.2  2295.95 2208.23

3 7045.28  3904.42 21.19 370 5254.82 2264.04 2261.2
4 7041.74 387251 28.25 380 5212.44 2232.13 2313.46
5 7034.68  3847.85 35.32 390 5170.07 2201.67 2365.38
6 7027.62  3826.10 42.38 400 5127.69 2171.22 2416.94
7 7024.09  3808.69 49.44 410 5088.84 2140.76 2467.79
8 7017.02 3794.19 56.15 420 5046.47 2110.3 2518.64
9 7013.49  3779.68 63.21 430 5007.62 2079.84 2568.79
10 7006.43  3768.08 70.28 440 4968.77 2050.83 2618.58
20 6949.93  3685.41 140.2 450 4926.4 2021.83 2668.02
30 6896.95  3627.39 209.42 460 4887.55 1992.82 2717.11
40 6840.45  3573.73 277.93 470 4848.7 1963.81 2765.84
50 6787.48  3522.97 346.08 480 4809.86 1934.8 2814.23

60 6730.98  3472.20 413.54 490 4771.01 1907.25 2861.9
70 6678.00 3422.89 480.63 500 4735.7 1878.24 2909.58
80 6625.03  3375.03 547.02 510 4696.85 1850.68 2956.54
90 6572.06  3327.17 613.06 520 4658 1823.12 3003.51
100 6519.09  3280.75 678.4 530 4622.69 1795.57 3049.78
110 6469.65  3235.79 743.02 540 4583.84 1768.01 2989.74
120 6416.67  3190.83 807.65 550 4548.53 1740.45 3141.59

130 6363.70  3145.87 871.57 560 4513.21 1714.35 3186.8
140 6314.26  3102.36 935.13 570 44779 1686.79 3231.64
150 6264.82  3060.30 997.99 580 444258 1660.68 3276.14
160 6215.38  3018.24 1060.15 590 4407.27 1634.58 3320.28
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170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
300
310
320
330
340

6165.94 2992.13  1122.30 600 4371.96 1608.47 3364.43
6116.5 2937.01 1183.39 610 4336.64 1582.36 3407.86
6067.06 2896.4 1244.49 620 4301.33 1556.26 3450.95
6017.62 2857.24  1304.88 630 4266.01 1530.15 3493.68
5971.71 2818.08  1364.91 640 4234.23 1504.04 3536.41
5922.27 2780.37  1424.24 650 4198.91 1479.39 3578.44
5876.36 2742.66  1483.22 660 4167.13 1453.28 3620.11
5830.45 2704.95 1541.84 670 4131.82 1427.17 3661.78
5781.01 2668.69  1599.75 680 4100.03 1402.52 3702.74
5735.1 2632.44  1657.32 690 4068.25 1377.86 3743.71
5689.19 2597.63  1714.53 700 4032.94 1351.75 3783.97
5646.82 2561.37 1771.03 710 4001.15 1327.1 3824.22
5600.91 2526.56  1827.18 720 3969.37 1302.44 3864.13

5555 2493.2 1882.98 730 3937.58 1276.33 3903.68
5512.62 2458.39  1938.42 740 3905.8 1251.68 3942.88
5466.71 2425.03  1993.16 750 3877.55 1227.02 3981.73
5424.33 2391.67 2047.54 760 3845.77 1202.36 4020.22

5555 2493.2 1882.98 770 3813.98 1177.71 4058.72
5512.62 2458.39  1938.42 780 3785.73 1153.05 4096.5
5466.71 2425.03  1993.16 790 3753.95 1126.94 4134.29
5424.33 2391.67 2047.54 800 3725.7 1102.29 4171.72
5381.96 2359.76  2101.58

El procedimiento para el calculo de la pseudo-presion es el siguiente:

1.

Definir un rango de presiones a los cuales se requiera calcular la pseudo-presion,
normalmente desde la presion atmosférica (14.7 [psia]) hasta la presion inicial del
yacimiento (4351.13 [psia]).

Calcular las propiedades necesarias (viscosidad y factor 7).

Célculo de la pseudo-presién. El calculo de la pseudo-presién puede ser calculada
mediante algin método de integracidbn numérica presentadas en el Tema 1, de
este trabajo; para este caso se empled la Regla Trapezoidal. Recordando la Ec.

1. 37, la pseudo-presion puede aproximarse como:

b b n-1
W(P)=2f l%dp ~2 Wa f(x0)+f(xn)+22f(xj) y e 8.1
a g =1

Donde:
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__Pj
) = 8.2

9;%j

b—a — Pi — Patm
2n 2n

Los resultados para los pasos 1. al 3. Quedan resumidos en la Tabla 8. 3, en la

cual se han omitido algunos valores con el propdsito de no hacer tan extensa la tabla.

Tabla 8. 3 Calculo de la pseudo-presion.

Presion Z Hg  W(p)x10® Presion Z Hg  WY(p)x10-6

Psia cp Psia cp

14.7 0.9987 0.0133 0.0 2190 0.9039 0.0167 343.1
30 0.9974 0.0133 0.1 2205 0.9040 0.0167 347.5
45  0.9961 0.0133 0.2 2220 0.9040 0.0168 351.9
60 0.9948 0.0133 0.3 2235 0.9040 0.0168 356.3
75  0.9935 0.0133 0.4 2250 0.9040 0.0168 360.7
150 0.9873 0.0134 1.7 2325 0.9043 0.0170 383.1
165 0.9861 0.0134 2.1 2340 0.9044 0.0171  387.7
180 0.9848 0.0134 24 2355 0.9045 0.0171 392.2
195 0.9836 0.0134 2.9 2370 0.9046 0.0171  396.8
210 0.9824 0.0134 3.3 2385 0.9048 0.0172 4014
225 0.9813 0.0134 3.8 2400 0.9049 0.0172 406.0
240 0.9801 0.0134 4.4 2415 0.9050 0.0172  410.7
255 0.9789 0.0135 4.9 2430 0.9052 0.0173 415.3
375 0.9699 0.0136 10.7 2550 0.9066 0.0176  453.2
390 0.9688 0.0136 11.5 2565 0.9069 0.0176  458.0
405 0.9677 0.0136 12.4 2580 0.9071 0.0176  462.8
420 0.9666 0.0136 134 2595 0.9073 0.0177  467.7
615 0.9535 0.0138 28.7 2790 0.9113 0.0182 532.1
630 0.9526 0.0138 30.1 2805 0.9117 0.0182 537.2
645 0.9517 0.0139 31.6 2820 0.9121 0.0182 542.2
660 0.9507 0.0139 33.1 2835 0.9125 0.0183 547.3
675 0.9498 0.0139 34.6 2850 0.9129 0.0183 5524
855 0.9395 0.0141 554 3030 0.9183 0.0188 614.7
870 0.9387 0.0142 57.3 3045 0.9188 0.0188 620.0
885 0.9380 0.0142 59.3 3060 0.9194 0.0189 625.3
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900
915
930
945
960
975
990
1200
1215
1395
1410
1425
1440
1455
1470
1485
1500
1515
1530
1545
1560
1575
1590
1605
1620
1635
1650
1665
1680
1695
1710
1725
1740
2115
2130
2145
2160
2175

0.9372 0.0142
0.9364 0.0142
0.9356 0.0142
0.9349 0.0143
0.9341 0.0143
0.9334 0.0143
0.9327 0.0143
0.9235 0.0147
0.9229 0.0147
0.9165 0.0150
0.9160 0.0150
0.9156 0.0151
0.9151 0.0151
0.9147 0.0151
0.9142 0.0152
0.9138 0.0152
0.9134 0.0152
0.9130 0.0152
0.9126 0.0153
0.9122 0.0153
0.9118 0.0153
0.9114 0.0154
0.9111 0.0154
0.9107 0.0154
0.9104 0.0154
0.9100 0.0155
0.9097 0.0155
0.9094 0.0155
0.9091 0.0156
0.9088 0.0156
0.9085 0.0156
0.9082 0.0157
0.9079 0.0157
0.9040 0.0165
0.9040 0.0166
0.9040 0.0166
0.9040 0.0166
0.9040 0.0167

61.3
63.4
65.4
67.6
69.7
71.9
74.1
108.2
110.9
145.3
148.4
151.4
154.6
157.7
160.9
164.1
167.3
170.5
173.8
177.1
180.5
183.8
187.2
190.6
194.1
197.5
201.0
204.6
208.1
211.7
2153
218.9
222.5
321.6
325.9
330.2
334.5
338.8

3075
3090
3105
3120
3135
3150
3165
3375
3390
3570
3585
3600
3615
3630
3645
3660
3675
3690
3705
3720
3735
3750
3765
3780
3795
3810
3825
3840
3855
3870
3885
3900
3915
4290
4305
4320
4335
4351

0.9199 0.0189
0.9204 0.0189
0.9210 0.0190
0.9216 0.0190
0.9221 0.0191
0.9227 0.0191
0.9233 0.0191
0.9325 0.0197
0.9332 0.0197
0.9426 0.0202
0.9434 0.0202
0.9443 0.0202
0.9451 0.0203
0.9460 0.0203
0.9469 0.0204
0.9478 0.0204
0.9486 0.0204
0.9495 0.0205
0.9505 0.0205
0.9514 0.0205
0.9523 0.0206
0.9533 0.0206
0.9542 0.0206
0.9552 0.0207
0.9561 0.0207
0.9571 0.0208
0.9581 0.0208
0.9591 0.0208
0.9601 0.0209
0.9611 0.0209
0.9621 0.0209
0.9632 0.0210
0.9642 0.0210
0.9932 0.0219
0.9944 0.0219
0.9957 0.0219
0.9970 0.0220
0.9984 0.0220

630.6
635.9
641.2
646.6
651.9
657.3
662.6
738.9
744 .4
811.4
817.1
822.7
828.4
834.0
839.7
845.4
851.1
856.8
862.5
868.2
873.9
879.6
885.3
891.1
896.8
902.6
908.3
914.1
919.9
925.6
931.4
937.2
943.0
1089.6
1095.5
1101.5
1107.4
1113.3

-192 -




Tema 8 Caso de Estudio

Una vez calculada la pseudo-presion para el rango de presiones, se grafica en
escala normal p vs ¥ (p), y ajustarse una curva de tendencia, en el rango de valores que

se tengan para p,s Y p;, tal y como se muestra en la Figura 8. 1.

1200
(000
= 800
~
§ Hill]
S 400
200 y = 1.301E-05x2 + 2.841E-01x - 3.685E+02
R2=1.0
0
3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 460D
p [psia]

Figura 8. 1 Ajuste de la curva de tendencia.

Con la ecuacion de la curva de ajuste, se calculan la pseudo-presion para los
valores de Ap, ¢, cabe destacar que estos valores fueron calculados mediante el proceso
de deconvolucién y son presentados por Martinez [2]. Posteriormente el célculo del
cambio de pseudo-presion aparente, A¥,(p), y su derivada con respecto del In|t|. Las

ecuaciones correspondientes son:

¥ (puy), = 1.30x1075 (p; = dpwy,) + 284x107" (p; = dpuy;) — 3685, .. 8.4
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I (s R 95 ) PR —— 8.5

y la derivada puede ser calcula por la formula de Bourdet:

(dA Yo (Pwy)

dLn|e| >,- = ald¥(pus),_, + bA%a(Pus), + cA%a(Pus) ) s 8.6

Donde los pesos a, b y ¢ estan dados por (Gallardo [1]):

8.7

b= s 8.8

o = 8.9

En la Tabla 8. 4 se presentan los resultados para el célculo de estas variables.
Posteriormente se presenta el grafico de AY¥ vs t y A¥,(p)/dIn|t| vs t, ambas en escala
doble logaritmo, en la Figura 8. 2. Ademas, en la Figura 8. 3, representa el esquema
general de flujo presente en este yacimiento, como puede observarse, describe el flujo
de fluidos del yacimiento hacia una fractura. Este modelo puede ser simplificado a partir
del supuesto de considerar un yacimiento con flujo radial con dafio por flujo hacia una

fractura.
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Tabla 8. 4 Resultados de los célculos de ¥ (p), A¥Y,(P) y dA¥ ,(p)/dIn|t|.

tiempo
Horas
0.001
0.01
0.1
0.2
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
2.0
5.0
7.0
9.9
10.1
50.4
100
199
298
303
403
501
603
701
801
901
1013
1515
2014
3012
3502
3561
4005
4503

Apwt
psia
0.175
0.854
2.912
4.039
6.866
7.362
7.831
8.264
8.652
11.703
17.615
20.289
23.458
23.618
43.317
54.020
65.389
72.210
72.499
77.574
81.782
85.706
89.247
92.743
96.143
99.905
116.552
132.945
164.606
179.585
181.371
194.628
209.319

Y(p)
psia’/cp
1113.896
1113.626
1112.809
1112.361
1111.238
1111.041
1110.855
1110.683
1110.529
1109.318
1106.971
1105.910
1104.653
1104.589
1096.780
1092.541
1088.041
1085.343
1085.229
1083.222
1081.559
1080.009
1078.610
1077.229
1075.887
1074.402
1067.834
1061.374
1048.917
1043.033
1042.332
1037.130
1031.370
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A‘-I-'a(p)

0.000
0.676
2.723
3.845
6.657
7.150
7.616
8.047
8.433
11.467
17.344
20.002
23.151
23.310
42.870
53.486
64.755
71.513
71.799
76.824
80.990
84.873
88.376
91.834
95.197
98.916
115.364
131.544
162.743
177.480
179.237
192.266
206.692

dWa(p)/dint

0.505
1.433
1.938
3.166
3.376
3.581
3.762
3.925
5.178
7.454
8.413
9.491
9.547
14.631
16.045
16.614
17.065
17.082
18.157
19.710
22.028
24.765
26.842
30.320
33.141
49.480
64.764
91.464
104.132
105.564
116.728
130.917
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6089
8097
10068
14804
15055
18720

255.574
310.245
361.147
476.182
481.912
563.051

1013.272
991.952
972.173
927.721
925.516
894.381

252.019
305.415
354.954
466.287
471.810
549.789

167.556
207.697
248.917
329.188
331.422
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log|AW,(p)|, log|dAW, (p)/dIn|t]|

1000

100

Flujo radial n=0

10 100
log|t|

Figura 8. 2 Gréafico de diagnostico.
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10000
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En la Figura 8. 2 se puede identificar 4 geometrias de flujo: lineal, eliptico, radial
y pseudo-estacionario, con lo cual se puede concluir que el sistema esta afectado por
una fractura y ademas es un sistema cerrado. El modelo de yacimiento interpretado se
presenta en la Figura 8. 3, en la cual se representa el flujo lineal muy cerca de la fractura,

para dar paso al flujo eliptico, presente en la transicion hacia el flujo radial tardio.

Figura 8. 3 Modelo del yacimiento.

Una vez que se ha identificado el modelo de yacimiento, es necesario identificar
los parametros caracteristicos del mismo, tales como, la permeabilidad, el dafio, la

longitud de la fractura y el radio de drene, para ello en la Tabla 8. 5 se presenta un
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compendio de formulas para obtenerlos mediante la interpretacion de las pendientes de

los flujos caracteristicos.

Tabla 8. 5 Diferentes modelos de flujo con el valor de su pendiente en la derivada.

Modelo b m Ec.
. qBu
Radial 70.6 —— 0 8.10
0.6 h
1
Lineal 0_1964CIB—MZ 1/2 8.11

th/ kf (d)ct)f

qBu
ili 9.4925
Bilineal h\/W(s‘bliCtk)l/“ 1/4 8.12

qBu./ puce
3

Esférico 1226.5 3 —~1/2 8.13
kg
Pseudo- 023425 1 8.14
estacionario T ¢pchA '
. B
Almacenamiento 17 1 8.15
24C

Por consiguiente, se tiene que, para el periodo de flujo radial, se estima un valor
de la interseccion entre el eje de las presiones y la linea horizontal de 18, con lo cual

podemos obtener el valor de la permeabilidad, dada por la Ec. 8. 10:
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3
70.6 L’;fﬁ (0.00395 %) (0.0228 cp)
70.6qBu , _ 70.64Bu 5.615p77
= ———_— = =
kh kh (18)(32.8 ft)
k =1.92mD

Para el periodo de flujo lineal, el valor de la ordenada al origen leia a 1 [hr] es igual
a 4.5, con la cual se puede obtener el valor de la longitud de factura con ayuda de la Ec.
8.11:

3
AE67t ) (0.00395 ﬂ) (0.0228 cp)/?
1 ft scf
qB’uz 5.615W
b=2.032— 2t > w = 2.032
wh /I, ($co); (4.5)(32.8)y/(1.92 mD)(0.1)(1.73x10* 1/psi)
w = 253.87 ft

y por lo tanto el dafio, s:

0.238

S:lnlerW| _’ln|2253.87

s = —5.958

Por altimo, para el periodo dominado por las fronteras es posible conocer el radio
de drene, si se toma el valor leido a 1 [hr], se tiene el valor de 0.03, y por ende de la Ec.
8.14:

3
1000000 ft (0_00395cft>
ft3 scf
b=0234—18_ . 40234 >O1>Fhr
= (. - = (.
¢c.hA

0.1) (1.73x10‘4%) (32.8 1)(0.03)

A =9'669,900 ft>

Y por ende el radio de drene:
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A 9669900 ft?
L il R

1, = 1,754 ft

Por ultimo, es importante ajustar un modelo de flujo para tener mayor certidumbre
en los parametros obtenidos mediante el grafico de diagndstico y reducir los problemas

de unicidad asociados. Para este caso se propone el modelo de Fetkovich.

Haciendo uso de las variables de Fetkovich y partiendo de los datos
proporcionados en la Tabla 8. 1, se presenta la Figura 8. 4, en esta se puede observar
el comportamiento de los datos de produccion en relacion con las curvas de Arps y
Fetkovich. EI mejor ajuste se lograra cuando la serie de datos se empalme con la curva
de Fetkovich en el periodo transitorio y con la curva de Arps en el periodo dominado por

las fronteras.

10

01
0.0 04 1 10

thq

e Fetkovich Arps == == Datos

kmD] s rw]|ft] re|ft]
2 —5.52 0.328 1640.42

Figura 8. 4 Comportamiento a las condiciones originales.

- 201 -




Tema 8 Caso de Estudio

Para lograr el ajuste se varian aquellas propiedades en las cuales se tiene mayor
incertidumbre como la permeabilidad, el radio de drene y el dafio. En la Figura 8. 5 se
muestra el resultado del proceso de ajuste, en esta se puede observar como la serie de
datos se empalma en el periodo transitorio con la curva generada por el modelo de
Fetkovich y para el periodo dominado con las fronteras con un modelo de declinaciéon
hiperbdlica. Para el periodo dominado por las fronteras el modelo que logra el mejor

ajuste es con una declinacion hiperbdlica y un valor de b = 0.95

10
S
01
0.0 0.1 | 10
tha
Fetkovich Arps = = Datos
k [mD] S Tw [ft] rw [ft] re [ft] b
1.92 —5.96 0.328 126 1754 0.95

Figura 8. 5 Mejor Ajuste de las Curvas.

Es importante recalcar la importancia del uso de la pseudo-presion como variable
de andlisis en este problema. La Figura 8. 6 y la Tabla 8. 6 muestran una comparativa

entre los resultados obtenidos al utilizarla respecto a aquellos que se tendrian al usar
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ambas variables. De esta manera, con la pseudo-presién se obtiene un valor de b = 0.95,
mientras que el factor de forma de la curva con la presion resulté de 0.8. Esto es
importante ya que puede dar un valor errébneo para el calculo de las presiones de

abandono y por ende el calculo de las reservas, que en este caso serian subestimadas.

01
0. 1 10

thq

e Pseudo-presion Presién

Figura 8. 6 Comparativa del uso de la s y 1a pyy.

Tabla 8. 6 Comparativo de los datos de ajuste con respecto a la variable de andlisis.

Pseudo — presion (¥,,5) Presion (pyy)
k [mD] 1.92 k [mD] 1.92
s —5.958 s —5.894
Tw [ft] 0.328 Tw [ft] 0.328
:wl'ft] 126 r«w[ft] 119
re [ft] 1754 re [ft] 1754
b 0.95 b 0.8
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Conclusiones

A continuacion, se enlistan las conclusiones obtenidas durante el desarrollo de

este trabajo:

1.

Se generd un marco conceptual en el que se presentan los fundamentos
matematicos necesarios para el desarrollo y aplicacion de modelos utiles en la
caracterizacion dinamica de yacimientos.

Se presentaron diferentes esquemas de solucién a la ecuacion de difusividad,
acorde a las condiciones del problema, utilizando para ello una variable general
gue puede representar tanto a la presion como a la pseudo-presion.

Los esquemas abordados incluyen el uso de herramientas matematicas, tales
como, Series de Fourier, Transformada de Boltzmann, Transformada de
Laplace, Funciones de Bessel y Funciones de Green.

Se presentaron algunas aplicaciones del principio de superposicion utilizadas
en la ingenieria de yacimientos para extender la aplicacion de modelos
analiticos y reducir los problemas de unicidad presentes durante la
caracterizacion.

Se presentd una metodologia para la resolucion a los problemas de flujo. Para
ello se solucion6 el problema de Fetkovich, validando los resultados con las
soluciones empiricas de Arps.

Se mostré un caso practico para ilustrar la aplicacion avanzada de modelos
analiticos de flujo para la caracterizacion de sistemas macroscopicos. Para
esto, se elaboraron rutinas de cdmputo para mejorar la precision de los

céalculos.

- 205 -



Recomendaciones

Se recomienda extender el andlisis aqui presentado a problemas de flujo en 3
dimensiones, esto con el propdsito de poder aplicarlo en la validacion de simuladores
numericos. De igual manera se propone ampliar y mejorar los contenidos de este trabajo
con miras al futuro de su publicacion en la Facultad de Ingenieria. Ademas es
recomendable ahondar en la literatura presentada al final de cada Tema con el propésito

de profundizar y/o entender de mejor manera los procedimientos aqui expuestos.

Cabe sefialar que debido a las aplicaciones tan relevantes que tienen las
soluciones fuentes obtenidas mediante el método de Funciones de Green, se hace
especial hincapié en desarrollar y mejorar el apartado dedicado a ello, con el fin de

presentar algunas de las aplicaciones de estas en la ingenieria de yacimientos.
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ANEXO A Aproximacion polinomial para las

funciones de Bessel

Para J,(x):

Si—-3<x<3

Jogy = 1 — 2.2499997 (g)2 +1.2656208 (§)4 — 0.3163866 (g)6 + 0.0444479 (g)8

10 x 12

— 0.0039444 (g) +0.00021 (§) te

le|] < 5x1078

Si3<x <

Jo(x) = x~Y2f,cos 6,

3 3\2 3\3
fo = 0.79788456 — 0.0000077 (;) —0.0055274 (;) —0.00009512 (;>
4 5 6

3 3 3
+ 0.00137237 (;) —0.00072805 (;) + 0.00014476 (;) + €

le] < 1.6x1078

3 3\2 3\3
6, = x — 0.78539816 — 0.04166397 (;) —0.00003954 (;> + 0.00262573 <E>
5 6

\* 3 3
—0.00054125 (;) —0.00029333 (;) + 0.00013558 (;) +e€

le] < 7x1078
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Para J; (x):
Si-3<x<3
1 X\ 2 x4 X\ 6
-1 _ - - _ _
x71(x) = 5~ 0.56249985 (3) +0.21093573 (3) 0.03954289 (3)

+0.00443319 (g)8 —0.00031761 (g)10 +0.00001109 (g)lz +e

le] < 1.3x1078

Para3 <x <o

J1(x) = x_%f150591

2 3

3 3 3
f1 = 0.79788456 + 0.00000156 (;) + 0.01659667 (;) + 0.00017105 (;)
4 5 6

3 3 3
—0.00249511 (;) + 0.00113653 (;) —0.00020033 (;) +€

le] < 4x1078

3 3\2 3\3
6, = x — 2.35619449 + 0.12499612 (;) + 0.0000565 (;) —0.00637879 (E)
3\* 3\° 3\°
+ 0.00074348 (;) + 0.00079824 (E) —0.00029166 (;> + €

€ <9x1078
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Para Y,(x)

Sio0<x<3

Yo(x) = (2)1 (1 ) (x) + 0.36746691 + 0.60559366 (x)2 0.74350384 (x)4
h(x) = - n 2x Jo(x . . 3 . 3

+0.25300117 (2)6 —~0.04261214 (g)8 +0.00427916 (g)10

X\ 12

—0.00024846 ( 3) +e

€< 1.4x1078

Si3<x <o

1
Yo(x) = x"2f,sinf,

3 3\2 3\3
fo = 0.79788456 — 0.0000077 (;) —0.0055274 (;) —0.00009512 (;>
4 5 6

3 3 3
+ 0.00137237 (;) — 0.00072805 (;) + 0.00014476 (;) +€

le] < 1.6x1078

2 3

3 3 3
6y = x —0.78539816 — 0.04166397 (;) — 0.00003954 (;) + 0.00262573 <;)
4 5 6

3 3 3
—0.00054125 (;) —0.00029333 (;) + 0.00013558 (;) +e

le|] < 7x1078
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Para Y; (x):

Sio0<x<3

Y, ( )—(2) z (1 ) (x) 06366198+02212091(x)2+21682709(x)4
xlx—nxnzlex . . 3 . 3

x 8 X+ 10 X\ 12

— 1.3164827 (3)6 +0.3123951 (g) — 0.0400976 (5) +0.0027873 (5)

+ €
le] < 1.1x1077
Si3<x<
1
Yi(x) = x"2f;sin6,
3 3\2 3\
f, = 0.79788456 + 0.00000156 (;) + 0.01659667 (;) +0.00017105 (;)
3\* 3\° 3\°
—0.00249511 (E) + 0.00113653 (;> —0.00020033 <;> + €
le] < 4x1078
3 3\2 3\3
0, = x — 2.35619449 + 0.12499612 (E) + 0.0000565 (E) —0.00637879 (;>
3\* 3\° 3\°
+ 0.00074348 (;) + 0.00079824 (;) —0.00029166 (;) + €
€ <9x1078
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Para I,(x):

Si—3.75<x <375

Iy(x) = 14 3.5156229t% + 3.0899424t* + 1.2067492t° + 0.2659732t® + 0.0360768t*°
+ 0.0045813t'* + ¢

le] < 1.6x1077

Si3.75<x <

1

xZe *[y(x) = 0.39894228 + 0.01328592t ! + 0.00225319t % — 0.00157565¢t 3
+0.00916281t™* — 0.02057706t > + 0.02635537t~° — 0.01647633¢t 7
+0.00392377t 8 + €

le] < 1.9x1077

Para I (x):

Si—3.75 <x <3.75

1
x L (x) = > + 0.87890594t2 + 0.51498869t* + 0.15084934t° + 0.02658733t8

+ 0.00301532t° + 0.00032411¢t*% + €

le] < 8x107°
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Si—375<x<

1

x2e I, (x) = 0.39894228 — 0.03988024t~ ! — 0.00362018t "2 + 0.00163801¢ 3
—0.01031555¢t™* + 0.02282967t > — 0.02895312t % + 0.01789654t 7
—0.00420059t "8 + €

le] < 2.2x1077
Donde t = x/3.75
Para K,(x):
Sio<x<2
X Xy 2 x\4
Ky(x) = —In (E) Io(x) — 0.57721566 + 0.42278420 (5) +0.23069756 (5)

X XA 10 XA 12

+0.0348859 (;)6 +0.00262698 (2)8 +0.0001075 (E) +0.0000074 (E)

+ €
€< 1x1078
Si2<x<o
1 2 2\2 2\3
x2e*Ky(x) = 1.25331414 — 0.07832358 (;) + 0.02189568 (;) —0.01062446 (;)
2\* 2\° 2\°
+ 0.00587872 (;) —0.0025154 (;) + 0.0053208 (;) + €
le] < 1.9x1077
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ANEXO A Aproximacion polinomial para las funciones de Bessel

Para K; (x):

Sio<x<?2

xK,(x) = xIn (;) I,(x) + 1 + 0.15443144 (g)2 — 0.67278579 (;)4 — 0.18156897 (§)6

X8 X 10 X\ 12
—0.01919402 (E) — 0.00110404 (E) — 0.00004686 (E) te
le] < 8x107°
Si2<x< o
1 2 2\2 2\3
xZe*K,(x) = 1.25331414 + 0.23498619 (;) — 0.0365562 (;> +0.01504268 <§)
24 2\° 2\6
— 0.00780353 (;) +0.00325614 (;) — 0.00068245 (;) te
le| < 2.2x107
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ANEXO B Flujo por transporte de masa o flujo

convectivo

Consideremos una superficie de control (fija en el espacio) S, Figura B. 1. Debido
al movimiento de las particulas del medio, existira una cierta cantidad de la propiedad A
que, asociada al transporte de masa, atraviesa la superficie de control S por unidad de

tiempo.

Se define como flujo convectivo (o flujo por transporte de masa) de una propiedad
genérica A a través de una superficie de control S a la cantidad de A que, debido al

transporte de masa, atraviesa la superficie S por unidad de tiempo.

n

4

X
3

Figura B. 1 Flujo convectivo a través de una superficie §.

Para obtener la expresion matematica del flujo convectivo de A a través de la
superficie S, consideraremos un elemento diferencial de superficie dS y el vector de
velocidades v de las particulas que en el instante t estan sobre dS, Figura B. 2. En un
diferencial de tiempo, dt, estas particulas habran recorrido un trayecto dx = vdt, de

forma tal que en el instante de tiempo t + dt ocuparan una nueva posicion en el espacio.
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ANEXO B Flujo por transporte de masa o flujo convectivo

Si se consideran todas las particulas que han atravesado dS en el intervalo [t,t + dt],
éstas ocuparan el cilindro generado al trasladar la base dS sobre la generatriz dx = vdt,

cuyo volumen viene dado por:

dx=v-dt

v’ |

Figura B. 2 Volumen generado por las particulas

AV = dS AR = U - M AU AS . oottt et e et e e e e B.1

Conociendo el volumen, dV, de particulas que atraviesan dS en el intervalo de
tiempo [t,t + dt], podemos obtener la masa que atraviesa dS en el intervalo de tiempo

[t,t + dt], multiplicando la Ec. B. 1 por la densidad:
Am = pdV = pr - ndt dS ..o B.2

y multiplicando por la funcion M (cantidad de A por unidad de masa), se obtiene la

cantidad de A que atraviesa dS:
MAm = pMU - AL AS  eeeeeeeeeeee e B.3

Dividiendo por dt la Ec. B. 2, obtendremos la cantidad de la propiedad que

atraviesa el diferencial de superficie de control dS por unidad de tiempo:
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ANEXO B Flujo por transporte de masa o flujo convectivo

m
ch)Sz—tszv-ndS ............................................................................ B.4

Integrando la Ec. B. 4 sobre la superficie de control S , tendremos la cantidad de la
propiedad A que atraviesa la totalidad de la superficie S por unidad de tiempo, es decir,

el flujo convectivo de la propiedad A a través de S:

Ahora bien, si la propiedad analizada es la masa, entonces M sera la masa por

unidad de masa, es decir, la unidad:

dm

— = o 7 K SR SP R B.6
T Spv ndS
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ANEXO C Derivacion de la ecuacién de continuidad en diferentes coordenadas.

ANEXO C Derivacion de la ecuacidon de

continuidad en diferentes coordenadas.

C.1 Derivacion en coordenadas cartesianas

Al realizar un balance de materia sobre el EVR de la Figura C. 1, se tiene que la
cantidad de materia de un fluido f acumulada en el elemento, en un momento dado, es

igual a la diferencia entre la masa que entra y sale por cada una de sus caras:

(mi - mo)f,x + (ml- - mo)f’y + (mi - mo)f_z SMpa .

donde m; representa la cantidad de materia que entra al sistema, m, la que sale, m, la
que permanece acumulada, y los subindices x, y y z, las direcciones de flujo. A su vez,
los términos que refieren al transporte de materia en direccion a n pueden reescribirse

como en la Ec. C. 2, y el acumulado como en la Ec. C. 3.

Y,
>up < P

7 T
I =

v v

Figura C. 1. Flujo en un elemento de volumen en coordenadas cartesianas.

-217 -



ANEXO C Derivacion de la ecuacién de continuidad en diferentes coordenadas.

Men = (mAAt)f,n = (vaAt)f,n e eaaaaaaaeaeeeeeeeeeaaaaaaaaaas C.2

Mye = Mpppr — My = [Vb({b(SP)f] - [Vb({b(sp)f]t e C.3

t+At
Dado que el fluido entra en las caras situadas en x, y y z, y sale en las que estan en x +

Ax,y+Ayyz+ Az;ysiV,y ¢ son constantes, la Ec. C. 1 se reescribe como:

[(pud), — (pud)xrax + (pud)y, — (pud)yiay + (pud), — (puA) z4as) At

C.4
= Vb¢[(SP)f,t+At - (Sp)f,t] )
o bien, al dividir por Aty V,:
[(pud)x — (puA)rax + (pud)y — (pUA)ysay + (pUA); — (pUuA)zinz]
Vo . C.5
B [((PSfPf)HAt - (¢SfPf)t]
B At ’
y como
Vy, = AxAyAz, A, = AyAz, A, = AxAz, A, = AxAy, C.6

al aplicar limites cuando Ax, Ay,Az —» 0 y At —0 sobre la Ec. C. 5, y considerando que sélo
una fase satura al medio poroso (s; = 1) se llega a la siguiente expresion, donde f se

omite por comodidad:

0 0 0 0
F (puy) + @ (puy) + Ep (pu,) = — T (PP) - e C.7

C.2 Derivacion en coordenadas cilindricas
En este caso, el balance de materia sobre el elemento de la Figura C. 2, se tiene:

My —my)pr + (M —my)rg+ (M —Mp)f, =Mpg . i C.8

donde los subindices r, 8 y z son las direcciones de flujo. En forma similar a la Ec. C. 5,

la Ec. C. 8 puede ser expresada como:

[(pud), — (pud)riar + (pud)g — (pul)gag + (pud), — (pul) 4azls

C.9
Vp
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ANEXO C Derivacion de la ecuacion de continuidad en diferentes coordenadas.

[(‘rbsfpf)t_,_m - (¢SfPf)t]
At ’

y como en una geometria cilindrica se tiene que:

V, = rArA0hz, A, =rABAz, Ay =Ardz, A, =TATAO, oo, C.10

al tomar limites, considerando que solo una fase satura al medio (s, = 1), se llega a

10 10 0 0
- - — = ———(PP),  ceereeererriree s C.11

%7%(

r

Figura C. 2. Flujo en un elemento de volumen en coordenadas cilindricas.

C.3 Derivacion en coordenadas esféricas
En este caso, el balance de materia sobre el elemento de la Figura C. 3, se tiene:

(mi - mo)f,r + (mi - mo)f’g + (mi - mo)f’@ FEMef e C.12
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\:A\‘)sine

rA©

Figura C. 3. Flujo en un elemento de volumen en coordenadas esféricas.

donde los subindices r, 8 y 0 son las direcciones de flujo. En este caso, los balances

resultan en:

[(pud), — (pud)rsar + (pud)g — (pul)gspo + (pud)e — (pul)o+nely

Vp
C.13
[(‘P SEPf), o pe — (@57PF) ]
At
donde:
V, =1r2ArABAO@sen®, A, =12ABAOsen®, Agp =TArAO, Ag =TATAO, ... C.14
al tomar limites, y como una fase satura al medio poroso (s = 1), se llega a
10 1 1 d
=——(p), eeeen C.15
23 (r?pu,) + p———Y: (p 0) t ——57g (SenOpue) = (qbp)

C.4 Forma diferencial general para sistemas ortogonales

Las Ecs. C.7, C. 11 y C. 15 pueden ser generalizadas considerando la siguiente

definicion para la divergencia (V -):

1

V'R = GO ) [6 (axzaxSRxl) + (axlaxSRxZ) + (axlaxZRxg)] ..... C.16
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donde V - es el operador divergencia; ay,, ay, Y a,, son los factores de escalamiento para

la geometria de interés; y R es una funcidn vectorial cualquiera. Asi, la ecuacion de

continuidad resulta en:

0
V- (pu) = _a(d)p)' ....................................................................................... C.17

donde pu es el vector de flujo méasico por unidad de area. Los factores de

escalamiento usados en la Ec. C.7 son todos iguales a la unidad, en la Ec. C.11 son a,, =

ay, =1ya,, =r,yenlakc.C15a, =1,a,, =rsen®ya,, =r.
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