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RESUMEN DEL TRABAJO

En este trabajo se aborda el problema de control robusto por salida de sistemas con

entradas desconocidas. Se considera el caso en que las entradas desconocidas se en-

cuentran acopladas a la señal de control. Se usa un observador vía modos deslizantes

de segundo orden para identificar las entradas desconocidas y obtener los estimados ex-

actos del estado. La convergencia finita de los errores de observación e identificación

permite la compensación de las entradas desconocidas.

Se considera como caso de estudio la estabilización del sistema. La compensación de

entradas desconocidas se aborda de dos maneras distintas. En la primera se usa la señal

identificada para realizar una compensación continua, mientras que la segunda emplea

un compensador discontinuo basado en el control por modos deslizantes integrales.

Se analiza la exactitud de los procesos de identificación y observación considerando el

tiempo de muestreo del sistema y se discute el efecto que producen en las estrategias

de compensación propuestas. Los resultados se simulan e implementan en un péndulo

invertido rotatorio.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Motivación

El control de los sistemas con incertidumbres y sujetos a perturbaciones es uno de

los problemas principales de la teoría de control. Una de las estrategias más efectivas

para abordar este tipo de sistemas es el control por modos deslizantes.

Los modos deslizantes son rubustos ante incertidumbres e insensibles a las per-

turbaciones acopladas a la señal de control. No obstante, existen inconvenientes en su

implementación. Uno de estos inconvenientes son las oscilaciones de alta frecuencia

comúnmente conocidas como chattering debidas a la imposibilidad de los actuadores

para conmutar a una frecuencia infinita; este efecto puede llegar a ser muy dañino para

el sistema. Otro inconveniente reside en la necesidad de conocer el estado completo.

Además no son robustos a las perturbaciones no acopladas y, en el caso de los modos

deslizantes convencionales, es necesario que el sistema llegue a la superficie deslizante

para garantizar insensibilidad a las perturbaciones. Antes de que eso ocurra el sistema

es vulnerable incluso a las perturbaciones acopladas. Los modos deslizantes integrales

no presentan este último inconveniente [31].

En muchas aplicaciones no siempre es posible contar con todo el estado, ya sea por



Introducción

razones prácticas o económicas. En [9] se aborda el problema del control por modos

deslizantes por salida, para el caso en que el sistema es de grado relativo uno.

Cuando no se cuenta con todo el estado y el sistema está sujeto a incertidumbres es

menester aplicar un observador robusto que garantice la convergencia de los estados en

presencia de entradas desconocidas. En los últimos años se ha prestado gran atención

a la observación de este tipo de sistemas y existen varias alternativas. Por ejemplo, los

observadores de alta ganancia. Estos, sin embargo, no llegan a ser exactos y presentan

el llamado efecto de pico durante el transitorio del observador.

Usualmente, el diseño de observadores para sistemas con entradas desconocidas

requiere que el sistema tenga grado relativo uno con respecto a la entrada desconocida.

Esta restricción permite descomponer el vector de estado en dos partes, una que no

es afectada directamente por las entradas desconocidas la cual además es observable.

La otra parte del vector es completamente conocida. Otra característica especial es que

estos observadores son asintóticos, es decir, el estimado del estado converge en un

tiempo infinito [23].

Los observadores basados en modos deslizantes son ampliamente utilizados debido

a sus características de robustez con respecto a incertidumbres (acopladas y acotadas)

y a la posibilidad de identificar las incertidumbres a través de la inyección de salida

equivalente (ver los capítulos correspondientes en [9] y [30] ). Su realización requiere

que el sistema sea transformado a una forma triangular para después aplicarle un obser-

vador en modos deslizantes de primer orden y reconstruir sucesivamente (paso a paso)

las componentes del vector de estado a través de los valores de control equivalente [5].

Esta metodología asegura teóricamente una convergencia en tiempo finito del estado, no

obstante, se requiere el filtrado del control equivalente en cada paso para su realización.

En las dos últimas décadas se han desarrollado algoritmos de observación basados

en modos deslizantes de orden superior, los cuales reconstruyen exactamente el estado

en tiempo finito para sistemas fuertemente observables (ver [8] y [4]). Además, iden-
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Introducción

tifican las perturbaciones en un tiempo finito. En particular, en [4] se propone un ob-

servador jerárquico basado en el algoritmo de Super-Twisting (AST) [19], que garantiza

la observación exacta del estado del sistema en un tiempo finito, así como la identifica-

ción de las perturbaciones de los sistemas lineales invariantes en el tiempo con entradas

desconocidas que satisfacen las condiciones de observabilidad fuerte. Este tipo de ob-

servadores se basan en las reconstruciones sucesivas del producto de los bloques de la

matriz de observabilidad por el vector de estado vía un diferenciador basado en Super-

Twisting [19]. Una vez que el producto de la matriz de observabilidad por el vector de

estado es reconstruido, lo único que se necesita para la observación e identificación del

sistema es premultiplicar el producto antes mencionado por la pseudoinversa de la ma-

triz de observabilidad. Esto permite reconstruir los estados y las perturbaciones suaves

y acotadas exactamente y en un tiempo finito. El objetivo de esta tesis es implementar

un control de salida basado en este observador.

1.2 Contribución

En este trabajo se usa un observador jerárquico basado en AST para reconstruir el

vector de estado y las perturbaciones acopladas en tiempo finito y compensarlas vía el

control. Se proponen dos estrategias:

Control continuo por retroalimentación de salida con compensación de entradas

desconocidas usando el estimado exacto de los estados y la señal identificada.

Este control garantiza robustez y evita el chattering.

Control discontinuo basado en Modos Deslizantes Integrales usando los estima-

dos exactos. Este control es insensible a perturbaciones acopladas pero presenta

chattering.

Se realiza un análisis de los controladores antes mencionados considerando en cada

caso la información acerca de la discretización tanto del controlador (actuador) como del

3
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observador:

Se estima la precisión del controlador continuo por retroalimentación de salida

con compensación debida a la discretización del observador, a la precisión de

la identificación de la señal desconocida y al actuador del controlador.

Se estima la precisión debida a la discretización del observador y del contro-

lador de modos deslizantes integrales.

La información que arroja el análisis comparativo entre las estrategias de control

antes mencionadas ayuda al diseñador a tomar una decisión sobre qué método utilizar, el

control por modos deslizantes integrales, teóricamente más exacto pero con chattering;

o bien, el control continuo con compensación, menos preciso pero sin chattering.

1.3 Estructura de la tesis

En el Capítulo 2 se presentan algunos conceptos de observación y se resume el

funcionamiento del observador jerárquico basado en el algoritmo de Super-Twisting.

Además se presentan las técnicas de identificación de entradas desconocidas y se discute

su precisión. Por último, se describe y modela el sistema de péndulo invertido rotatorio.

El Capítulo 3 describe la metodología de control por salida con compensación de

incertidumbres. En el Capítulo 4 se proponen los modos deslizantes integrales por re-

troalimentación de salida. El Capítulo 5 está dedicado al análisis de la precisión de los

controladores tomando en cuenta la discretización del observador, de la identificación y

del actuador, se sugiere una estrategia para la elección del controlador y se presentan los

resultados experimentales. En el Capítulo 6 se presentan las conclusiones.
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Capítulo 2

Observador jerárquico basado en el

algoritmo Super-Twisting

En este capítulo se aborda el problema de observación para sistemas con incerti-

dumbres. La observación de este tipo de sistemas ha recibido considerable atención en

las últimas dos décadas [23]. Las condiciones para la observación de sistemas con en-

tradas desconocidas y su detección han sido estudiadas en distintos trabajos (véase p. e.

[22], [27], [14] y [15]).

El problema de observación en sistemas con incertidumbres ha sido abordado amplia-

mente usando la técnica de los Modos Deslizantes, gracias a sus características de ro-

bustez con respecto a incertidumbres acopladas y a la posibilidad de estimar las incerti-

dumbres usando la inyección equivalente de salida.

2.1 Formulación del problema

Considérese un sistema lineal invariante en el tiempo con entradas desconocidas

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) + Dw (t) , x(0) = x0

y (t) = Cx (t) , t ≥ 0
(2.1)

donde x (t) ∈ Rn es el vector de estado, u (t) ∈ Rm es el control, y (t) ∈ Rp

(1 ≤ p < n) es la salida del sistema. El par {u (t) , y (t)} se asume mensurable en
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cualquier instante de tiempo t ≥ 0. w (t) ∈ Rq (1 ≤ q ≤ n) es el vector de entradas des-

conocidas. Las matrices A, B, C, y D son conocidas y de las dimensiones apropiadas

con rango(C) = p, y rango(D) = q. El estado actual x (t), así como el estado inicial

x0 no son medibles.

A lo largo del capítulo se asume que:

A1. La terna (A, C,D) no tiene ceros invariantes, esto es

∀s ∈ C rango(P (s)) = n + q, P (s) :=

sI − A −D

C 0

 (2.2)

A2. Existe una constante w+ tal que ‖w(t)‖ ≤ w+

Para simplificar el análisis del observador se considera que u (t) = 0 dado que el

efecto de u (t) puede ser compensado por cualquier observador. Esto es, se considerará

un sistema de la siguiente forma

ẋ (t) = Ax (t) + Dw (t) , x(0) = x0

y (t) = Cx (t)
(2.3)

Antes de continuar es conveniente hacer las siguientes definiciones.

2.2 Conceptos preliminares

Definición 1. s ∈ C es llamado un cero invariante de la terna {A, C,D} si

rango(P (s)) = n + q P (s) :=

sI − A −D

C 0

 (2.4)

Donde P (s) es conocida como la matriz de Rosenbrock del sistema (2.3) y se obtie-

ne tomando la transformada de Laplace de dicho sistema y reordenando, es decir

6



Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

 sI − A −D

C 0


 X(s)

W (s)

 =

 x(0)

Y (s)


Los ceros invariantes son el conjunto de frecuencias complejas {s} tales que una

entrada u(t) = u(0)est distinta de cero, provoca una respuesta del estado x(t) =

x(0)est distinta de cero, mientras que la salida del sistema es idénticamente cero para

todo tiempo. Una condición necesaria y suficiente para que esto se presente es que x,

x(0) y u(0) satisfagan

P (s)

 x(0)

w(0)

 = 0 (2.5)

Es claro que la información con respecto a la existencia de los ceros invariantes

puede obtenerse del análisis del rango de P (s) en la ecuación (2.5).

Definición 2. [16] El grado relativo del sistema (2.3) con respecto a la entrada desco-

nocida es el número r tal que para la salida y sus derivadas

y = Cx

ẏ = Cẋ = CAx + CDw

...

y(r−2) = CA(r−2)x + CA(r−1)Dw

se tiene

CAjD = 0, j = 1, ..., r − 2, CAr−1D 6= 0 (2.6)

Considérese el caso p = q = 1. La transformación de coordenadas xo = Ox, donde

7
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O =



C

CA

...

CAn−1


tal que el sistema transformado

ẋo = Aoxo + Dow(t)

y = Coxo

con

Ao =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

...
...

... . . . ...

0 0 0 . . . 1

−a1 −a2 −a3 . . . −an


Do =

[
CD . . . CA2D CAn−2D CAn−1D

]T

Co =

[
1 0 . . . 0

]
El polinomio característico p(s) de la matriz de Rosenbrock P (s) es invariante con

respecto a las transformaciones de coordenadas. Éste se calcula como p(s) = det P (s)

det P (s) =
(
sn−1 + ans

n−2 + . . . + a2

)
CD

+
(
sn−2 + ans

n−3 + . . . + a3

)
CAD + . . .

+ (s + an) CAn−2D + CAn−1D

8



Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

entonces, la terna (A, D, C) no tiene ceros invariantes, si y solo si



CD

CAD

...

CAn−2D


= 0 CAn−1D 6= 0

Definición 3. El sistema (2.3) es fuertemente observable si y solo si para cualquier

condición inicial x0 y para cada entrada desconocida w (t), la condición y (t) = 0 para

todo t ≥ 0 implica que x (t) = 0 para todo t ≥ 0 [14].

Definición 4. V es un subespacio de salida nula, (A, D) invariante, si para toda x ∈ V

existe alguna w tal que (Ax + Dw) ∈ V y Cx = 0. V∗ denota el máximo subespacio de

salida nula, (A, D) invariante, i.e., V ⊆ V∗ para cada subespacio V [22].

Los siguientes enunciados son equivalentes (veáse por ejemplo, [22], [14], [15], y

[28]).

(i) El sistema (2.3) es fuertemente observable

(ii) La terna (A, D, C) no tiene ceros invariantes.

(iii) V∗ = 0.

Esto significa que si la terna (A, D, C) tiene ceros invariantes, entonces existe una

condición inicial x(0) = x0 y una entrada desconocida w (t) tal que y (t) = 0 para todo

t ≥ 0 y x (t) no es igual a cero para todo t ≥ 0. Es decir que, en tal caso sería imposible

hacer una estimación del estado x (t) que sea independiente de w (t).

2.3 Recuperación del estado

El siguiente algoritmo [4], resume el funcionamiento del observador jerárquico.

9



Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

La idea principal del estimador consiste en construir un vector tomando la parte

desacoplada de las entradas desconocidas de la salida y sus derivadas. Este vector está

formado por la multiplicación de la matriz de observabilidad fuerte por el vector de

estado. Una vez que se obtiene este vector basta con premultiplicarlo por la inversa

de la matriz de observabilidad para obtener el estado. Se usa un diferenciador basado

en ST para reconstuir de forma sucesiva el producto de los bloques de la matriz de

observabilidad por el vector de estado. A continuación se describe su funcionamiento.

Antes es necesario definir para alguna matriz F ∈ Rr×q (r ≤ q) que tenga rango h,

la matriz F⊥ ∈ Rr−h×r de rango r − h tal que F⊥F = 0. La matriz F⊥ no es única.

Algoritmo 1. 0. Dado que y = Cx, se define

M1 := C

1. Se propone una combinación lineal de la salida que no este afectada por las

entradas desconocidas (CD)⊥ y (t) y se deriva

d

dt
(CD)⊥ y (t) = (CD)⊥CAx (t)

después, se construye el vector extendido d

dt
(CD)⊥ y (t)

y (t)

 =

 (CD)⊥CA

C


︸ ︷︷ ︸

q
M2

x (t)

2. Ahora, se deriva una combinación lineal del vector M2x(t) que no sea afecta-

da por las incertidumbres

d

dt
(M2D)⊥M2x (t) = (M2D)⊥M2Ax (t)

10



Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

la derivada tampoco es afectada por las incertidumbres. Ahora, se combina

con la salida para construir el vector extendido

 d

dt
(M2D)⊥M2x (t)

y (t)

 =

 (M2D)⊥M2A

C


︸ ︷︷ ︸

q
M3

x(t)

dando como resultado el vector M3.

...

k. En general, se puede resumir como sigue: derivar una combinación del vector

MKx(t) que no sea afectada por las incertidumbres

d

dt
(MkD)⊥Mkx (t) = (MkD)⊥MkAx(t)

Posteriormente, formar el vector extendido

 d

dt
(MkD)⊥Mkx (t)

y (t)

 =

 (MkD)⊥MkA

C


︸ ︷︷ ︸

q
Mk+1

x (t) . (2.7)

El cuál da como resultado el vector Mk+1x(t)

Suponiendo que para algún ` existe una matriz M` generada por el algoritmo previo

tal que el rango (M`) = n. Esto significa que la ecuación algebraica

 d

dt
(M`−1D)⊥M`−1x (t)

y (t)

 = M`x (t)

11
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tiene una solución única para x (t) que podría ser encontrada por medio de la premulti-

plicación de ambos lados de la ecuación por M+
` :=

(
MT

` M`

)−1
MT

` . Esto es,

M+
`

 d

dt
(M`−1D)⊥M`−1x (t)

y (t)

 = x (t) (2.8)

Donde M`−1 y M` deben ser diseñadas de acuerdo con (2.7).

En [22] ha sido probado que la existencia de la constante ` que satisface rango (M`) =

n es equivalente a la no existencia de zeros invariantes de la terna (A, C,D).

2.4 Observador jerárquico por modos deslizantes

Para realizar el proceso de observación es menester usar un diferenciador basado en

el algoritmo de Super-Twisting (AST) (ver [20]).

El Super-Twisting es un algoritmo basado en modos deslizantes de orden dos.

En sistemas de grado relativo uno con perturbaciones suaves, actúa como un control

continuo y permite compensar exactamente las perturbaciones absolutamente continuas

sin necesidad de usar un filtro. En cambio, modos deslizantes convencionales (de primer

orden) es un algoritmo discontinuo que permite compensar las perturbaciones acotadas

y medibles a través del filtrado del control equivalente.

Este diferenciador garantiza la convergencia en tiempo finito de las derivadas y

provee la mayor exactitud posible tomando en cuenta el paso de muestreo e incluso

en presencia de ruidos determinísticos. El apéndice B se presenta un ejemplo de la apli-

cación consecutiva de este diferenciador.

Debido a que el diferenciador es semiglobal es necesario garantizar que el error de

observación sea acotado. El siguiente sistema auxiliar tiene como objetivo hacer cumplir

esta condición.
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2.4.1 Sistema dinámico auxiliar

Para el siguiente sistema dinámico

�
x̃(t) = Ax̃(t) + Bu(t) + L (y (t)− Cx̃ (t)) (2.9)

donde L es diseñada tal que

A3. los valores propios de Ã := (A− LC) tengan parte real negativa.

Sea el error e (t) = x (t) − x̃ (t), entonces, de (2.1) y (2.9), la ecuación dinámica

que gobiernan e (t) es

ė (t) = [A− LC] e (t) + Dw (t) = Ãe (t) + Dw (t)

Dado que A2 es satisfecha, entonces e (t) tiene norma acotada i.e., existen algunas

constantes γ, η, µ > 0 tales que

‖e (t)‖ ≤ γ exp (−µt) ‖e (0)‖+ ηw+ (2.10)

Por lo tanto, la desigualdad en (2.10) conduce al siguiente enunciado. Para alguna

constante e+ que satisface e+ > ηw+ se tiene

‖e (t)‖ < e+ para toda t > − 1

µ
ln

e+ − ηw+

γ ‖e (0)‖
(2.11)

Esto significa que si e+ > ηw+ para un tiempo finito, e (t) será acotada por e+ y

permanecerá en esta situación para todo tiempo siguiente.

Ahora para realizar (2.8) se usa el algoritmo Super-Twisting como diferenciador.

2.4.2 Procedimiento para recuperar Mkx (t)

Como se muestra en (2.8) el estado puede ser recuperado por una combinación lineal

de la salida y sus derivadas independientemente de las entradas desconocidas.

13
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Para recuperar el estado es necesario reconstruir los vectores M1x(t), M2x(t), ...

hasta llegar a M`x(t), multiplicar por M+
` para obtener x(t). Esta sección resume el

método de reconstrucción de dichos vectores. El vector M1x(t) es conocido pues se

definió como M1 = C. La construcción de los vectores subsiguientes implica una difer-

enciación, por lo que hay que aplicar el algoritmo de Super Twisting `− 1 veces.

Debido a la inserción del término x̃, en el procedimiento que a continuación se

describe se usa Ã en lugar de A. Se puede probar que los ceros invariantes de (A, D, C)

son los mismos que los de la terna
(
Ã, D, C

)
, (véase [4] ). Luego entonces el proceso

para recuperar MK es el mismo.

Durante el procedimiento que se propone un vector auxiliar definido como

ẋa = Ax̃ + Bu (2.12)

La recuperación de M2x (t) está basada en el diseño de la superficie deslizante s(1)1

y esto corresponde a la inyección de salida v(1) usando el algoritmo Super-Twisting[19].

Los componentes de v(1) se definen como

v
(1)
i = z

(1)
i + λ1

∣∣∣s(1)
i

∣∣∣1/2

sign
(
s
(1)
i

)
,ż

(1)
i = α1sign

(
s
(1)
i

)
(2.13)

la variable s(1) está dada por la fórmula

s(1) (y(t), xa(t)) =

 (CD)⊥ [y (t)− Cx̃ (t)]∫ t

0
[y (τ)− Cx̃ (τ)]dτ

−
∫ t

0

v(1) (τ) dτ (2.14)

Aquí vale la pena notar que todas las soluciones del sistema dinámico están definidas

en el sentido de Filippov [11]. La dimensión del vector v(1) es la misma que la dimensión

de s(1) y esta es igual al número de renglones de (CD)⊥ que dependen de los valores

específicos que toman las matrices de la terna (A, C,D) . De esta manera, en vista de

(2.1), (2.9) y (2.7) la derivada con respecto al tiempo de s(1) es

ṡ(1) (t) = M2 [x (t)− x̃ (t)]− v(1) (t) (2.15)
1 el superíndice (n) indica el número de la superficie y no la derivada
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Ahora, eligiendo las ganancias escalares λ1, α1 tal que las siguientes condiciones se

cumplan

α1 > β1 ≥ M2

(∥∥∥Ã∥∥∥ e+ + ‖D‖w+
)

λ1 >
(α1 + β1) (1 + θ)

(1− θ)

√
2

α1 − β1

, 0 < θ < 1

(2.16)

Donde e+ satisface (2.11). En vista de (2.11), se puede siempre satisfacer (2.16) en

tiempo finito. En [19] se muestra que si las cotas en (2.16) se satisfacen, entonces existe

un tiempo finito t1 tal que las siguientes desigualdades

s(1) (t) = ṡ(1) (t) = 0, t ≥ t1 (2.17)

se cumplen, donde t1 es el tiempo de alcance. De (2.13), es claro que si s(1) = 0,

entonces v(1) ≡ z(1), tal que el vector M2x (t) puede ser recuperado de (2.15) en la

siguiente forma:

M2x (t)−M2x̃ (t) = z(1) (t) for t ≥ t1 (2.18)

Ahora, para recuperar M3x (t) se diseña una superficie deslizante s(2) y su inyec-

ción de salida correspondiente v(2)

v
(2)
i = z

(2)
i + λ1

∣∣∣s(2)
i

∣∣∣1/2

sign
(
s
(2)
i

)
, ż

(2)
i = α1sign

(
s
(2)
i

)
La variable s(2) esta dada por la fórmula

s(2)
(
y(t), z(1) (t)

)
=

 (M2D)⊥ z(1) (t)∫ t

τ=0
(y (τ)− Cx̃ (τ)) dτ

−
∫ t

τ=0

v(2) (τ) dτ (2.19)

Sustituyendo (2.18) en (2.19), s(2) toma la forma

s(2)
(
y(t), z(1) (t)

)
=

 (M2D)⊥M2 [x (t)− x̃ (t)]∫ t

τ=0
(y (τ)− Cx̃ (τ)) dτ

−
∫ t

τ=0

v(2) (τ) dτ

De este modo, la derivada de s(2) es

ṡ(2)
(
y(t), z(1) (t)

)
=

 (MkD)⊥M2Ã [x (t)− x̃ (t)]

y (t)− Cx̃ (t)

− v(2) (t)

= M3x (t)−M3x̃ (t)− v(2) (t)
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Ahora, eligiendo las ganancias escalares λ2, α2 de la siguiente forma

α2 > β2 ≥ M3

(∥∥∥Ã∥∥∥ r+ + ‖D‖w+
)

λ2 >
(α2 + β2) (1 + θ)

(1− θ)

√
2

α2 − β2

, 0 < θ < 1

se garantiza la existencia de un tiempo finito t2 tal que las siguientes igualdades se

cumplen

s(2) (t) = ṡ(2) (t) = 0, t ≥ t2 ≥ t1 (2.20)

Por tanto, dado que en el movimiento deslizante v(2) (t) ≡ z(2) (t), se tiene que

M3x (t)−M3x̃ (t) = z(2) (t) for t ≥ t1

Se puede seguir el mismo procedimiento recursivamente para obtener Mkx (t), k =

1, ..., ` − 1. Abajo, se describe el diseño general del sistema auxiliar y las superficies

deslizantes con su correspondiente inyección de salida

a) Diseño de la inyección de salida v(k) en el k-ésimo nivel como un controlador

Super-Twisting (ver [19]):

v
(k)
i = z

(k)
i + λk

∣∣∣s(k)
i

∣∣∣1/2

sign
(
s
(k)
i

)
, ż

(k)
i = αksign

(
s
(k)
i

)
(2.21)

donde λk y αk son constantes que satisfacen

αk > βk ≥ Mk+1

(∥∥∥Ã∥∥∥ r+ + ‖D‖w+
)

λk >
(αk + βk) (1 + θ)

(1− θ)

√
2

αk − βk

, 0 < θ < 1

 1 ≤ k < `− 1

α`−1 > β`−1 ≥
(∥∥∥Ã∥∥∥ e+ + ‖D‖w+

)
e+

λ`−1 >
(α`−1 + β`−1) (1 + θ)

(1− θ)

√
2

α`−1 − β`−1

, 0 < θ < 1

 , k = `− 1

(2.22)

Donde e+ debe satisfacer (2.11).
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b) Las variables s(k) y z(k) están relacionadas como

s(k)
(
y, z(k−1)

)
=

 (M1D)⊥ [y (t)− Cx̃ (t)]∫ t

τ=0
(y (τ)− Cx̃ (τ)) dτ

−
∫ t

τ=0
v(1) (τ) dτ , k = 1

 (MkD)⊥ z(k−1)∫ t

τ=0
(y (τ)− Cx̃ (τ)) dτ

−
∫ t

τ=0
v(k) (τ) dτ , 1 < k < `− 1

M+
`

 (M`−1D)⊥ z(`−2)∫ t

τ=0
(y (τ)− Cx̃ (τ)) dτ

−
∫ t

τ=0
v(`−1) (τ) dτ , k = `− 1

(2.23)

Nótese que, debido a que el rango (M`) = n la matrizx M+
` =

[
MT

` M`

]−1
MT

` está

bien definida y M+
` M` = I . Este es el porque de incluir M+

` en la variable s(`−1), pues

esto permite obtener directamente una representación del estado x (t) esto es mostrado

en el siguiente lema.

El siguiente lema establece como los vectores Mkx (t) pueden ser recuperados por

los movimientos deslizantes de segundo orden (s(k) = ṡ(k) = 0).

Lema 1. Bajo los supuestos A1-A3, si el vector auxiliar del estado x
(k)
a y la variable

s(k), para toda k = 1, ..., `− 1, son diseñados como en (2.21)-(2.23), entonces, a partir

de algún tiempo finito tk se tiene

Mk+1x (t) = Mk+1x̃(t) + z(k) (t) , para k = 1, .., `− 2

x (t) = x̃(t) + z(k) (t) , para k = `− 1
(2.24)

Los detalles de la prueba en [4].

2.4.3 Diseño del observador

De (2.24) se tiene que

x (t) = x̃(t) + z(`−1) (t) para todo t ≥ t`−1 (2.25)
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donde t`−1 es el tiempo de alcance. Debido a que el lado derecho de la ecuación (2.25)

es conocido, el observador se diseña como

x̂ (t) = x̃(t) + z(`−1) (t) (2.26)

Ahora, se pueden resumir los resultados previos en el siguiente teorema

Teorema 1 Bajo las consideraciones A1-A3,

x̂(t) = x(t) para toda t ≥ t`−1 (2.27)

La prueba se sigue directamente de (2.25) y (2.26).

2.5 Identificación de entradas desconocidas

Para comenzar el análisis se propone la variable x̄, la cual satisface la siguiente ecuación

˙̄x (t) = Ax̂ (t) + Bu (t) + Dū (t) (2.28)

donde u(t) es un pseudo-control. Se define una superficie deslizante σ (t) de la forma

σ (t) = D+ (x̂ (t)− x̄ (t)) (2.29)

Tomando (2.1) y (2.28), la derivada con respecto al tiempo de σ (t) para todo t ≥ t`−1

resulta ser

σ̇(t) = D+(ẋ(t)−
.
x̄(t)) (2.30)

= D+A(x(t)− x̂(t)) + D+D(w(t)− ū(t)); x(t) = x̂(t) para todo t > t`−1

= w(t)− ū(t)

Es decir, cuando el sistema (2.28) llega a la superficie deslizante σ = σ̇ = 0

ūeq(t) = w(t) (2.31)

A continuación se proponen dos técnicas de diseño para ūeq(t).
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2.5.1 Identificación vía filtrado del control equivalente

Sea el pseudo-control

ū (t) = κ
σ (t)

‖σ (t)‖

con la condición κ > w+. El control ū(t) es una señal de alta frecuencia, para superar

este inconveniente, el control ūeq se sustituye por la salida del filtro de primer orden

τ ˙̄uav + ūav = ūeq, τ > 0

Para τ → 0 muy pequeña la salida del filtro se aproxima a el control equivalente ūeq,

i.e., ĺım
τ→0

∆/τ→0

ūav = ūeq [29], donde ∆ es proporcional al tiempo de muestreo del sistema.

De este modo, seleccionando τ = ∆η donde 0 < η < 1 significa que se necesita un

intervalo de muestreo ∆ muy pequeño para identificar w (t) por medio de la sustitución

de ūeq por uav en (2.31), en otras palabras, la identificación de la entrada desconocida w

es alcanzada por medio de la señal ŵ (t) = ūav (t) donde

ĺım
τ→0

(w(t)− ŵ(t)) = 0 para todo t ≥ t`−1

Esto puede verse claramente en el siguiente Lema

Lema 2 ([29]). Si en la ecuación diferencial

τ ż + z = h(t) + H(t)ṡ

donde τ es una constante, z, h y s son vectores de dimensión m,

1) las funciones h(t) y H(t), y sus derivadas de primer orden son acotadas en

magnitud por un cierto número M y

2) ‖s(t)‖ ≤ ∆, ∆ es un valor constante y positivo, entonces, para cualquier par

de números positivos ∆t y υ existe un número δ(υ, ∆t, z(0)) tal que ‖z(t)− h(t)‖ ≤ δ,

∆/τ ≤ δ y t ≥ ∆t

‖z (t)− h (t)‖ ≤ ‖z (0)− h (0)‖ exp (−t/τ) + M (τ + ∆) + 3M

(
∆

τ

)
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Evidentemente, para algún ∆t > 0 ĺım
τ→0

∆/τ→0

z(t) = h(t)

2.5.2 Identificación usando el algoritmo de Super-Twisting

Si la entrada desconocida w(t) es absolutamente continua, es viable aplicar el AST

nuevamente, luego entonces se diseña el pseudo-control como

ū = −Γ |σ|1/2 sign(σ) + ū1

˙̄u1 = −γsign(σ)

Nótese que el criterio para elegir Γ y γ debe satisfacer ([19]).

γ > w+

Γ >

√
2

γ − w+

(γ + w+) (1 + p)

(1− p)
, 0 < p < 1

De esta forma, después de un tiempo finito t ≥ t`−1 se tendrá σ (t) = 0, σ̇ (t) = 0; luego

entonces,

ŵ(t) := ū1(t) = w(t)

2.6 Discusión sobre la exactitud del observador y de la

identificación de las entradas desconocidas

La exactitud, es decir el orden de error entre el valor real de la variable y el valor es-

timado por el observador, de las metodologías antes presentadas depende sensiblemente

del tiempo de muestreo del sistema δ, de los ruidos presentes y del número de veces

que se ejecute el diferenciador exacto `. En las siguientes secciones se analiza la exac-

titud del observador y de cada una de las metodologías de identificación de entradas

desconocidas.
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2.6.1 Exactitud del observador jerárquico

Lema 3. Sea δ el tiempo de muestreo del sistema, la exactitud del observador será

O
(
δ

1

2(`−2)

)
.

Demostración. Se ha visto que el observador jerárquico calcula un estimado exacto del

estado en tiempo finito después de ` − 1 aplicaciones sucesivas del algoritmo Super-

Twisting. Puesto que el AST se lleva a cabo con un tiempo de muestreo igual a δ, en-

tonces como se sigue del Teorema A.1 (Apéndice A), después de aplicar por primera vez

el AST, el error en la estimación de la primera derivada sera O (δ) . Este error entrará

como un ruido de la salida en la siguiente aplicación del AST, esto significa que de-

spués de la segunda aplicación del AST se tendrá un error O
(√

δ
)

(veáse Teorema A.2,

Apéndice A). Después de (`− 1) aplicaciones del AST se tendrá un error de estimación

de estado O
(
δ

1

2(`−2)

)
.

Lema 4. Sea η un ruido medible en el sentido de Lebesgue en los sensores del sistema

entonces, la precisión del observador jerárquico debida a este ruido será O
(
η

1

2(`−1)

)
.

Demostración. En el Teorema A.2 (ver Apéndice A) se muestra que la precisión de

estimación del AST cuando existe un ruido determinístico de magnitud η es de O
(√

η
)
.

Este entrará como ruido en la siguiente aplicación del AST generando un error de

O
(
η

1
4

)
, después de `− 1 aplicaciones del AST se tendrá un error en la estimación del

estado de O
(
η

1

2(`−1)

)
.

Una vez que se tiene el vector de estado x(t) disponible, las entradas desconocidas

w(t) pueden ser identificadas usando la técnica de control equivalente [29]. En el caso

que w(t) sea suave es posible derivar la proyección del estado en el espacio de w,

aplicando nuevamente el AST [19].
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Figura 2.1: Péndulo invertido rotatorio.

2.6.2 Exactitud de la identificación por filtrado del control equivalente

Lema 5. Tomando en cuenta que la exactitud del observador jerárquico es O(δ
1

2`−2 ),

entonces, ∆ = O(∆
1

2`−2 ), si la constante del filtro τ se propone como τ = ∆
1
2 de

acuerdo con el lema anterior, el error de identificación conjunto entre el observador y

el filtro podría ser (en el peor caso) O(δ
1

2`−1 ).

Demostración. Si τ = ∆
1
2 , entonces la precisión O (τ) = O

(
∆1/2

)
de donde se

sigue que la precisión del filtro será de O

((
δ

1

2`−2

) 1
2

)
, es decir O

(
δ

1

2`−1

)
.

2.6.3 Exactitud de la señal identificada usando el algoritmo de Super-Twisting

Lema 6. La exactitud de la señal identificada via AST será O(δ
1

2`−1 ).

Demostración. Realizar la la identificación de la entrada desconocida mediante el AST

significa aplicar el diferenciador de manera sucesiva ` − 1 veces por lo que el orden de

exactitud del método será O(δ
1

2`−1 ) como en el caso anterior.
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2.7 Péndulo Invertido Rotatorio

Considérese el sistema mecánico de la Fig.2.1, el cual consiste de un péndulo in-

vertido rotatorio (PIR) . El sistema se compone de dos brazos articulados, un brazo

en forma de L que puede girar gracias a la acción de un par τ. Al final de este brazo

se encuentra conectado un péndulo. El sistema tiene dos direcciones de giro, es decir es

un sistema con dos grados de libertad (2GL), Como se puede apreciar en la figura, el

brazo en forma de L rota alrededor del eje y0 y su ángulo es denotado por θ, mientras el

péndulo unido al brazo rota alrededor del eje z0 y su ángulo es llamado α. Supóngase

además que el sistema es sometido a perturbaciones.

2.7.1 Modelado matemático

Para obtener el modelo del sistema anterior se puede utilizar el método del La-

grangiano.

Expresando la posición xp, yp y la velocidad
·
xp,

·
yp del centro de gravedad del pén-

dulo en términos de los angulos α y θ.

xp : = rsen(θ)− `psen(α) (2.32)

yp : = h− `p cos(α) (2.33)

derivando (2.32) y (2.33) con respecto al tiempo para obtener las velocidades se tiene

·
xp : = r cos(θ)

·
θ − `p cos(α)

·
α (2.34)

·
yp : = sen(α)

·
α

La energía potencial total del sistema está dada por la ecuación

Vt = Mpg(h− `p cos(α)) (2.35)
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La energía cinética total incluye la energía cinética rotacional tanto del péndulo (Tp)

como del brazo (Tb), así como la energía cinética traslacional del centro de masa (Tcm) .

Tt = Tb + Tp + Tcm (2.36)

=
1

2
Jeq

·
θ

2

+
1

2
Jp

·
α

2
+

1

7
Mp

(
·
x

2

p +
·
y

2

p

)
(2.37)

El lagrangiano del sistema

L = Tt − Vt (2.38)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange están dadas por

∂2

∂t∂θ̇
L− ∂

∂θ
L = τ −Beqθ̇ + w (2.39)

∂2

∂t∂α̇
L− ∂

∂α
L = −Bpα̇ + w1

Dónde w y w1 son perturbaciones, las cuáles pueden deberse a variaciones en el

voltaje del motor, fricciones, vibraciones, etc. . Sin embargo, los coeficientes de fricción

viscosa del brazo Beq, y del péndulo Bp son despreciados debido a que su valor es muy

pequeño. Por otro lado, en el presente trabajo se abordarán únicamente perturbaciones

acopladas w y se supone que no existen perturbaciones desacopladas, es decir w1 = 0.

Sustituyendo (2.36)-(2.38) en (2.39) y reorganizando en forma matricial se tiene

 Jeq + Mpr
2 cos2 θ −Mpr` cos θ cos α

−Mpr` cos θ cos α Jp + Mp`
2


 θ̈

α̈


+

 −Mpr
2
·
θ cos θsenθ Mpr`α̇ cos θsenα

Mpr`θ̇senθ cos α 0


 θ̇

α̇


+

 0

mg`senα

 =

 τ + w

0


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Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

Donde el par τ geneado en el brazo debido al voltaje del motor Vm es

τ =
Kt

(
Vm −Kmθ̇

)
Rm

Despejando θ̈ y α̈ se obtiene:

θ̈ = f1(θ, α, θ̇, α̇, τ, w)

α̈ = f2(θ, α, θ̇, α̇, τ, w)

f1 = − M2g`r cos (θ) α(
(Mr2senθ)2 − Jeq −Mr2

)
Jp −M`2Jeq

− JpMr2 cos θsenθθ̇2(
(Mr2senθ)2 − Jeq −Mr2

)
Jp −M`2Jeq

− Jp + M`2(
(Mr2senθ)2 − Jeq −Mr2

)
Jp −M`2Jeq

(τ + w)

f2 = − `Mg (−Jeq + Mr2sen2θ −Mr2)(
(Mr2senθ)2 − Jeq −Mr2

)
Jp −M`2Jeq

α

− `MrsenθJeqθ̇
2(

(Mr2senθ)2 − Jeq −Mr2
)
Jp −M`2Jeq

+
`Mr cos θ(

(Mr2senθ)2 − Jeq −Mr2
)
Jp −M`2Jeq

(τ + w)

Haciendo xT =

[
θ α θ̇ α̇

]
, u = τ, y linealizando alrededor del punto xT

r =

(0, π, 0, 0) se tiene
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ẋ1 = x3

ẋ2 = x4

ẋ3 = f1(0) +
∂f1

∂x

∣∣∣∣
xr

x +
∂f1

∂u

∣∣∣∣
xr

u +
∂f1

∂w

∣∣∣∣
xr

w + O2(θ, α)(u + w)

ẋ4 = f2(0) +
∂f2

∂x

∣∣∣∣
xr

x +
∂f2

∂u

∣∣∣∣
xr

u +
∂f2

∂w

∣∣∣∣
xr

w + O2(θ, α)(u + w)

Se tiene que

A =



0 0 1 0

0 0 0 1

0 rM2`2g
JpJeq+M`2pJeq+JpMr2 − Kf Km(Jp+M`2)

(JpJeq+M`2pJeq+JpMr2)Rm
0

0 M`g(Jeq+Mr2)

JpJeq+M`2pJeq+JpMr2 − M`KtrKm

(JpJeq+M`2pJeq+JpMr2)Rm
0



B =



0

0

Kt(JP +M`2)

(JpJeq+M`2pJeq+JpMr2)Rm

M`Ktr

(JpJeq+M`2pJeq+JpMr2)Rm


Donde:
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Símbolo Descripción Valor Unidad

Mp Masa del péndulo 0,027 kg

` Longitud al centro de masa 0,153 m

L Longitud total del péndulo 0,191 m

r Longitud del pivote del brazo 0,066 m

Jeq Momento de inercia del brazo 1,23e-4 kg ·m2

Jp Momento de inercia del péndulo con respecto a su eje 6.98e-4 kg ·m2

g Constante de aceleración de la gravedad 9,81 m/s2

M Masa del brazo 0.28 kg

Km Constante de fuerza electromotriz del motor 0,27 V/(rad/s)

Kt Constante de par del motor 0,27 N ·m/A

Rm Resistencia de armadura del motor 3,30 Ω

Vm Voltaje del motor +/-24 V

Finalmente, se tiene



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4


=



0 0 1 0

0 0 0 1

0 82,49 −1,31 0

0 56,81 −0,37 0





x1

x2

x3

x4


+



0

0

46,75

13,20


(u(t) + w(t)) (2.40)

Se aplica ahora la metodología descrita en este capítulo para diseñar un observador

e identificar las perturbaciones acopladas.

2.7.2 Observación e identificación de entradas desconocidas para el PIR

Sea el sistema de péndulo invertido descrito como (2.40). Donde u(t) = −Kx(t);

K es elegida tal que la matriz A−BK sea Hurwitz, la matriz L es diseñada tal que

Ã = A− LC es Hurwitz.

27



Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

K =

[
−9,6e− 3 6,30 −49,4e− 3 0,719

]

L =



11,40 −0,76

−1,56 13,28

24,70 78,54

−12,07 100,44


El vector D = B, la perturbación w(t) = 0,2sent+0,5. Las matrices Mk, k = 1, 2

son respectivamente:

M1 =

 1 0 0 0

0 1 0 0

 M2 =



−11,40 0,76 1 0

1,56 −13,28 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0


Se simulan los resultados usando el método de Euler con un tiempo de integración

δ = 10µs . En la Fig.2.2 se muestra el error de estimación para cada uno de los estados,

se aprecia los estimados de las velocidades convergen en tiempo finito al valor real. La

exactitud del observador es de aproximadamente (10µ) ≈ 2× 10−5.

En la Fig. 2.2 se muestra la señal identificada por los dos métodos. Identificación

usando Super-Twisting (Fig. 2.2.a) eligiendo las constantes para (2.5.2) como Γ = 3,5

y γ = 2,5. En Fig. 2.2.b se uso filtrado del control equivalente; la constante del filtro τ ,

fue elegida de acuerdo con el lema (6), es decir τ =
√

10−6s. La exactitud en ambos

casos es aproximadamente la misma como se esperaba, es decir (
√

10µ) ≈ 0,08.

La Fig. 2.4 muestra la identificación de una señal discontinua por medio del filtrado

del control equivalente.
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Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

Figura 2.2: Error de estimación e(t) = x(t)− x̂(t)

Figura 2.3: Identificación de la perturbación.(a)Usando Super-Twistig por filtrado del
control equivalente (b).
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Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

Figura 2.4: Identificación de una perturbación discontinua, por filtrado del control equi-
valente con τ =

√
10−6s.

La gráfica (Fig. 2.5) muestra la identificación de una señal de frecuencia de 100rad/s,

es decir w(t) = 0,2sen(100t)+0,5. Con α = 55, λ = 11. El error en este caso es alrede-

dor de O
(√

10−6
)
≈ 0,14. Debido a la presencia de dinámicas parásitas la respuesta del

diferenciador se deteriora. Este deterioro aumenta con la frecuencia. En [3] se propone

una técnica para analizar la respuesta en el dominio de la frecuencia de los algoritmos

de modos deslizantes de segundo orden en presencia de dinámicas parásitas.
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Observador jerárquico basado en el algoritmo Super-Twisting

Figura 2.5: Identificación de una perturbación continua de 100[rad/s]. (a) Usando fil-
trado del control equivalente; (b) usando Super-Twisting.
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Capítulo 3

Control por salida

En este capítulo se propone un control por retroalimentación de salida con compen-

sación de perturbaciones. Los modos deslizantes han mostrado ser una estrategia de

control efectiva cuando se desea controlar un sistema con incertidumbres, no obstante

debido a su naturaleza discontinua su implementación se ve afectada por oscilaciones de

alta frecuencia conocidas como chattering. El objetivo principal es proponer un control

robusto a las perturbaciones pero libre de chattering. .

3.1 Descripción del problema

Sea el sistema

ẋ (t) = Ax (t) + B [u (t) + w (t)] (3.1)

y (t) = Cx (t) , t ≥ 0 (3.2)

donde x (t) ∈ Rn es el vector de estado, u (t) ∈ Rm es el control, y (t) ∈ Rp (1 ≤ p <

n) es la salida del sistema. Las matrices A, B, C son conocidas y de las dimensiones

apropiadas. El par {u (t) , y (t)} se asume medible para cualquier instante de tiempo
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t ≥ 0. w (t) es el vector de entradas desconocidas. El estado actual x (t) así como el

estado inicial x0 no son medibles. La perturbación w (t) es acotada (ver, 2.1 Capítulo

2) y acoplada.

Se considera que el estimado de estado x̂ converge al valor real del estado x(t) en

tiempo finito T ≥ t`−1 y no asintótico. La incertidumbre w(t) puede ser identificada por

los métodos discutidos en la sección 2.5 dependiendo de su suavidad.

3.2 Control óptimo robusto por retroalimetnación de salida CORRS

Se desea construir una ley de control robusta del la forma

u(t) = u0(t) + u1(t) (3.3)

Donde u0(t) es un control diseñado para el sistema nominal sin perturbaciones

(w(t) = 0)

ẋ0(t) = Ax0(t) + Bu0(t) (3.4)

u1(t) es un compensador para la perturbación w(t).

Se propone como control nominal

u(t)0 = −Kx(t) (3.5)

El control u0(t) se diseña para el sistema (3.4) tal que minimice el siguiente criterio

J =

∫ ∞

T

(
xT (τ)Qx(τ) + uT (τ)Ru(τ)

)
dτ (3.6)

donde Q = QT ≥ 0 y R = RT > 0 son matrices de pesos. El contro óptimo que

minimiza 3.6 es (ver, [1] )

K = R−1BPC (3.7)

La matriz PC satisface la ecuación algebraica de Riccati

33



Control por salida

APC + PCAT − PCBR−1BT PC + Q = 0 (3.8)

El compensador de la perturbación u1(t) se diseña como

u1(t) = −ŵ(t); (3.9)

donde ŵ(t) es la señal identificada de acuerdo con el procedimiento descrito en la

Sección 2.5.

Sustituyendo la ecuación (3.3) en el sistema (3.1) se tiene

ẋ (t) = Ax (t) + B (u(t) + w(t))

= Ax(t) + B (−Kx(t)− ŵ(t) + w(t))

= (A−BK)x(t) + B (w(t)− ŵ(t)) (3.10)

Es claro que entre mejor sea la identificación de la entrada desconocida w(t), la

señal de control continua compensará las incertidumbres y las soluciones de los sis-

temas (3.1) y (3.4) coincidirán.

3.3 Ejemplo

En esta sección se aplica el control por salida para el sistema del péndulo invertido.

Se simuló usando el método de Euler con un paso de integración de 10µs El observador

es el mismo que el que se diseñó en la sección 2.7.2. Las simulaciones se llevaron a cabo

con el método de Euler con un paso de integración de 10−6s.

Usando w(t) = 0,2sen(4t) + 0,5. En la Fig. 3.1 se muestran los estados no com-

pensados, es decir con u(t) = −Kx(t). En la Fig. 3.2 y Fig. 3.3 se muestran los estados

cuando se aplica el control compensado u(t) = −Kx(t) − B+ŵ(t) usando filtrado de

control equivalente en el primer caso y aplicando el AST en el segundo.
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Figura 3.1: En la figura se muestran los estados del sistema sin compensación de incer-
tidumbres.

Figura 3.2: En la figura se muestran los estados del sistema con compensación de incer-
tidumbres por filtrado del control equivalente.
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Figura 3.3: En la figura se muestran los estados del sistema con compensacion de incer-
tidumbres vía el algoritmo de Super-Twisting.
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Capítulo 4

Modos deslizantes integrales por salida

Los modos deslizantes integrales (MDI) fueron propuestos por primera vez en [31],

se trata de una técnica de control robusto cuya característica principal es la insensibilidad

a las perturbaciones acopladas a la señal de control desde el tiempo t ≥ 0. Sin embargo,

el diseño de un MDI requiere de la medición de todas las variables de estado, esto limita

sus usos ya que en muchos sistemas esto no es posible. En este capítulo se propone

un control por modos deslizantes cuando sólo se cuenta con la salida. Para esto, se

emplea el estimado exacto del estado obtenido con el observador jerárquico basado en

el algoritmo de Super-Twisting del Capítulo 2.

4.1 Descripción del problema

Se tiene el sistema lineal perturbado

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) + g(t) (4.1)

y(t) = Cx(t) (4.2)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estado, u(t) ∈ Rm es el vector de entradas, A, B, C

son de las dimensiones apropiadas, a salida del sistema es y(t) ∈ Rp. Se asume que
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A1. El par {A, B} es controlable y que el par {A, C} es observable,

A2. La función g (t) es acotada y acoplada, i.e.

g(t) = Bw(t)

‖w (t)‖ ≤ w+ w+ > 0

A3. El sistema es fuertemente observable

Como se presentó en el Capitulo 2, es posible obtener un estimado del estado que

converja en un tiempo finito T al valor exacto.

4.2 Control por modos deslizantes integrales por salida CMDIS

Se desea encontrar una ley de control u(t) tal que el efecto de las incertidumbres

representadas por g(t), en el sistema (4.1) sea nulo desde el instante inicial T. Si se

considera una entrada de control de la forma

u(t) = u0(t) + u1(t) (4.3)

donde u0(t) es el control para el sistema nominal

ẋ0 (t) = Ax0 (t) + Bu0 (t) . (4.4)

la ley de control u0(t) puede ser continua o discontinua, de tal forma que estabilice al

sistema nominal, en este caso u0(t) = −Kx(t), donde K se calcula de acuerdo con (3.6)

- (3.8), La señal de compensación u1(x) debe ser diseñada para rechazar la perturbación

w(t) en el modo deslizante s(x, t) = 0. La función s(x, t) se define como

s(x, t) = s0(x, t) + z(x, t) s, s0, σ ∈ Rm (4.5)

la superficie s0(x, t) es diseñada como una combinación lineal del estado del sistema

s0(x, t) = B+x(t), donde B+ es la inversa por la izquierda de B, esto es B+ =
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(
BT B

)−1
BT mientras que la parte integral z(x, t) es elegida para alcanzar x(t) = x0(t)

para todo t ∈ [T,∞). En otras palabras, el estado del sistema pertenece a la superficie

deslizante para todo t ≥ 0, y el control equivalente ueq(t) se encarga de compensar el

término de perturbación

ueq(t) = −w(t). (4.6)

Para alcanzar este propósito, z(x, t) se obtiene de la ecuación

ż(t) = −∂s0

∂x
{Ax(t) + Bu0(t)} , z(0) = −B+s(x(t0)), (4.7)

donde ∂s0

∂x
= ∇ · s = B+. Finalmente la superficie deslizante tiene la forma

s(x, t) = B+

[
x(t)− x(T )−

∫ t

T

[Ax(τ) + Bu0(τ)] dτ

]
. (4.8)

El compensador u1(x, t) se diseña como un control discontinuo unitario

u1 = −ρ(x)
s(x, t)

‖s(x, t)‖
(4.9)

Calculando la derivada de la función de Lyapunov V = (1/2)(sT s), se tiene

V̇ = sT ṡ,

V̇ = sT B+ (ẋ(t)− [Ax(t) + Bu0]) ,

V̇ = sT B+ {Ax(t) + B(u0 + u1) + g(t)− [Ax(t) + Bu0]}

V̇ = sT B+ (Bu1 + Bw(t))

V̇ = sT

(
−ρ

s

‖s‖
+ w(t)

)
V̇ ≤ −‖s‖ (ρ− ‖w(t)‖)

(4.10)

Se observa que V̇ < 0 si

ρ > ‖w(t)‖ (4.11)

se comprueba entonces que s(x, t) es atractiva desde t ≥ T.
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4.3 Ejemplo

Nuevamente se valida para el sistema del PIR. Los resultados fueron obtenidos us-

ando el método de Euler con un paso de integración de 10(µs) Se considera una per-

turbación w(t) = 0,2sent + 0,5, de tal modo que ρ = 2 satisface la condición (4.11).

El control u0 es un control lineal cuadrático. En la Fig.4.1 se muestran los estados del

sistema PIR usando control por modos deslizantes integrales por salida, se observa que

el sistema es robusto a la perturbación.

Figura 4.1: Estados del sistema PIR usando un control por modos deslizantes óptimos.
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Capítulo 5

Análisis del error

La elección de las metodologías de control por salida propuestas en los capítulos

anteriores está sujeta a la discretización de los algoritmos de obervación e identifica-

ción, así como la implementación del controlador. En este capítulo se realiza un análisis

comparativo y se discute bajo que condiciones es más adecuado utilizar el control por

modos deslizantes integrales o bien el control continuo con compensación de incerti-

dumbres.

5.1 Exactitud del control

La exactitud de los algoritmos de control, representada con la letra ε, está en fun-

ción de los tiempos de discretización (observación - identificación) y de la constante de

tiempo h, la cual depende generalmente de las constantes de tiempo de los actuadores.

5.1.1 Precisión del control óptimo robusto por retroalimentación de salida

CORRS

El error del CORRS (Capítulo 3) depende de la discretización del observador y de

la compensación de la entrada desconocida así como del control, esto es
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ε = O(h) + O(δ
1

2`−2 ) + O(δ
1

2`−1 ) (5.1)

5.1.2 Precisión del control con modos deslizantes integrales por salida CMDIS

En el caso del CMDIS (Capítulo 4) no es necesario identificar y compensar la en-

trada desconocida, por lo tanto la precisión queda como

ε = O(h) + O(δ
1

2`−2 ) (5.2)

5.2 Discusión entre CORRS y CMDIS

Si analizamos el orden de error entre las dos metodologías de control propuestas en

este capítulo tenemos que el error causado por el control con identificación y compen-

sación de perturbaciones (5.1) y el error causado por el control por modos deslizantes

por salida (5.2) se puede observar que el primero puede ser del orden o incluso mayor

que cuando se usan modos deslizantes integrales. Se discuten los siguientes casos

A. Si O
(
δ

1
`−1

)
<< O (h) , el ruido del controlador es mayor que el del proceso

de identificación. En tal caso, resulta más conveniente usar CORRS y evitar el

chattering de CMDIS.

B. Si O
(
δ

1
`−2

)
<< O (h) << O

(
δ

1
`−1

)
el ruido provocado por el controlador

será menor que el provocado por el proceso de identificación. Considerando que

la precisión de CORRS queda determinada por el proceso de identificación,

el uso de CMDIS puede ser una mejor opción en caso de que el sistema sea

tolerante al chattering, es decir, a oscilaciones del orden de O( 1
h
)[2].

C. Si O (h) << O
(
δ

1
`−2

)
, el error provocado por el controlador será menor que

el error del proceso de observación. Teóricamente la precisión del CORRS que-
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da determinada por la precisión de la etapa de identificación, es decir O
(
δ

1
`−2

)
,

mientras que la precisión de CMDIS solo depende del proceso de observación,

i.e O
(
δ

1
`−2

)
. No obstante el uso del CMDIS podría amplificar los ruidos del

observador en las altas frecuencias [2].

5.3 Ejemplo

Se realizaron simulaciones para diferentes tiempos de discretización δ y de imple-

mentación h para comparar el desempeño de cada metodología.

Usando una constante de actuador de h = 10−3s, un tiempo de discretización

δ = 10−6s, se tiene el caso A, donde el error del controlador es mayor que el de iden-

tificación. Los resultados de las simulaciones se muestran en Fig.5.1. La columna de la

izquierda muestra los estados observados x3 y x4, la columna de la derecha muestra sus

respectivas amplificaciones. Se ve claramente que el peor caso es el que se observa en

Fig. 5.1.a el cual corresponde a CMDIS como se esperaba. La Fig. 5.1.b y Fig. 5.1.c

muestran los resultados para CORRS-AST y CORRS-Filtrado de control equivalente, la

precisión es del mismo orden en ambos casos.

Considerando una constante de actuador h = 0,001s y un tiempo de muestreo

δ = 0,00025s, que corresponde al caso B donde la precisión del controlador O (10−4)

es mejor que la de la identificación O
(√

δ
)

. La Fig. 5.2 muestra los estados observados

x3 y x4 en la columna izquierda y su amplificación en la derecha. La Fig. 5.2.a muestra

el desempeño del CMDIS, Fig. 5.2.b y Fig. 5.2.c se obtuvieron usando CORRS apli-

cando el algoritmo Super-Twisting en (b) y filtrado de control equivalente en (c) para

identificar y compensar la entrada desconocida. Se observa una mejor precisión con

CMDIS (Fig. 5.2.a ).

Finalmente se presentan resultados para el caso C cuando h = 0,00001(s) y δ =

0,001(s) en la Fig. 5.3. Nuevamente la columna derecha representa los estimados de x3
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y x4 y la de la derecha su amplificación. El error aproximadamente del mismo orden

en los tres casos. Es claro que el control por modos deslizantes integrales amplifica los

errores ocurridos en el observador.
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Figura 5.1: Estados x3 y x4 para h = 0,01(s), δ = 0,00001(s).El renglón (a) corres-
ponde a CMDIS, el renglón (b) a CORRS-AST y el (c) para CORRS-filtrado de control
equivalente. Se aprecia una mejor precisión para CORRS.
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Figura 5.2: Estados x3 y x4 para h = 0,001(s), δ = 0,00025(s). El renglón (a) corres-
ponde a CMDIS, el renglón (b) a CORRS-AST y el (c) para CORRS-filtrado de control
equivalente. Se aprecia una mejor precisión para CMDIS (a).
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Figura 5.3: Estados x3 y x4 para h = 0,00001(s), δ = 0,001(s).El renglón (a) corres-
ponde a CMDIS, el renglón (b) a CORRS-AST y el (c) para CORRS-filtrado de control
equivalente. La precisión es aproximadametne igual en los tres casos
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5.4 Experimentos

Se llevaron a cabo los experimentos en el PIR usando una tarjeta dSPACE 1103.

Los programas se realizaron en Simulink, bajo estas condiciones, el tiempo máximo de

integración permitido fue de δ = 10µs, aun cuando este podría ser optimizado si se

programa directamente en Lenguaje C. La tarjeta dSPACE recibe la información de los

sensores de posición angular del péndulo (x1, x2) y entrega la señal de control a la etapa

de potencia, la cual la acondiciona para mandarla al motor. En este caso, la etapa de

potencia es la que determina el valor de h, pues su dinámica es más lenta.

Bajo estas condiciones fue posible realizar los experimentos que a continuación se

señalan.

La Fig. 5.4 muestra los resultados de la implementación del control con compensa-

ción de entradas desconocidas. Se usó un tiempo de muestreo y de integración de 10µs,

con una señal modulada en ancho de pulso con frecuencia de 2,5KHz lo que equivale

a una constante de actuador h = 400µs. En la figura se muestran los estados estima-

dos x1...x(4) y la identificación de la entrada desconocida w(t). Se aprecian diferentes

eventos: de t = 0 hasta aproximadamente t ≈ 8s el sistema no ha sido compensado;

de t ≈ 8 a t ≈ 18 el sistema es perturbado; en t > 18 se compensa la perturbación,

posteriormente se aumenta la frecuencia de la perturbación.

Ahora, aumentando el tiempo de muestreo (e integración) del sistema a δ = 20µs

y manteniendo h = 400µs. La Fig. 5.5 muestra los estados estimados x1...x(4) y la

identificación de la entrada desconocida w(t). Se aprecian los siguentes eventos: de t =

0 hasta t ≈ 12 se tiene la respuesta del sistema nominal, es decir, sin compensación y sin

perturbaciones; de t = 12 y hasta aproximandamente t = 27 se agrega la compensación

obteniéndose una mejor respuesta, lo que implica que se están eliminando o al menos

atenuando las entradas desconocidas; en el tiempo restante se perturba al sistema con

una señal conocida.
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La Fig. 5.6 muestra el detalle de las señales identificadas para la misma entrada

desconocida pero con diferentes tiempos de muestreo. Se espera que el error en ambos

casos sea O
(√

δ
)

. La Fig. 5.6.a se identificó con una δ = 10µs. La señal Fig. 5.6.b se

identificó con δ = 20µs. Vale la pena señalar que la señal identificada corresponde a la

señal senoidal propuesta más las entradas desconocidas del sistema.

La respuesta del sistema bajo la acción de una entrada desconocida usando modos

deslizantes se muestra en la Fig. 5.7. Se uso un tiempo de integración de δ = 10µs.

Aunque se logra mantener estable el sistema a pesar de la perturbación se aprecian una

mayor oscilación en las posiciones.

Usando modos deslizantes por salida con δ = 20µs (Fig. 5.8 ) con una h ≈ 70µs la

respuesta presenta chattering.

En los experimentos anteriores se logra controlar usando ambas metodologías. No

obstante, los modos deslizantes presentan chattering lo cual ocasiona un desgaste del

sistema.

Para un tiempo de muestreo menor, δ = 70µs con una constante de actuador de am-

plificador de aproximadamente h = 71µs que corresponde a una frecuencia máxima de

funcionamiento de 14KHz, se obtuvieron las gráficas de la Fig. 5.9. El control CORRS

no funcionó en este caso, el ruido de la identificación O
(√

70µ
)
≈ 8400µ es mucho

mayor que el ocasionado por el actuador.

49



Análisis del error

Figura 5.4: Resultados experimentales. Control del PIR usando CORRS con δ = 10µs y
h = 400µs. Del muestran los estados estimados x1[rad], x2[rad], x3[rad/s], x4[rad/s]
y la identificación de la entrada desconocida w(t).
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Figura 5.5: Resultados experimentales para el control del PIR usando CORRS
con δ = 20µs y h = 400µs. Del muestran los estados estimados
x1[rad], x2[rad], x3[rad/s], x4[rad/s] y la identificación de la entrada desconocida
w(t).
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Figura 5.6: Identificación experimental de entradas desconocidas para diferentes tiem-
pos de muestreo. En (a) se usó un δ = 10µs; en (b) δ = 20µs.
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Figura 5.7: Control del PIR usando modos deslizantes con δ = 10µs y h = 400µs. Del
muestran los estados estimados x1[rad], x2[rad], x3[rad/s], x4[rad/s]
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Figura 5.8: Resultados experimentales para el control del PIR usando modos
deslizantes con δ = 20µs y h = 70µs. Del muestran los estados estimados
x1[rad], x2[rad], x3[rad/s], x4[rad/s] y la identificación de la entrada desconocida
w(t).
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Figura 5.9: Control del PIR usando modos deslizantes con δ = 70µs y h = 70µs.
Estados estimados x1[rad], x2[rad], x3[rad/s], x4[rad/s]
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Capítulo 6

Conclusiones

Se abordo el problema de control de sistemas con entradas desconocidas acopladas

cuando só0lo se cuenta con la señal de salida. Cuando el sistema es fuertemente observ-

able, es posible reconstruir tanto el estado y las entradas desconocidas en un tiempo

finito usando observadores jerárquicos basados en el algoritmo de Super-Twisting.

Se estudiaron dos estrategias de control:

La primera, el control óptimo robusto por retroalimentación de salida, es un

control continuo con compensación de entradas desconocidas. La compensa-

ción se lleva a cabo usando el estimado exacto de la perturbación y no presenta

chattering.

La segunda estrategia es un control por modos deslizantes integrales basados

en los estimados exactos del observador. Este control recupera las ventajas de

los modos deslizantes integrales, es decir, insensibilidad a las perturbaciones

acopladas desde el primer momento (i.e. una vez que el observador converge).

En este caso la entrada desconocida acoplada es compensada a través de un

control discontinuo lo cual provoca chattering.

En el Capítulo 2 se analizaron los errores del observador y de las estrategias de
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identificación. Estos se retomaron en el Capítulo 5 donde se comparó la precisión de

las metodologías de control y se sugirió un criterio para elegir entre dichas metodologías.

Se determinó que teóricamente el control via modos deslizantes por salida tiene mejor

precisión pero presenta chattering, en cambio el control continuo con compensación de

entradas desconocidas es menos preciso pero esta libre de chattering. Se estudiaron tres

casos:

A. Cuando el ruido del controlador es peor que la del algoritmo de identificación,

en ese caso se prefiere usar control continuo y evitar el chattering.

B. Cuando la precisión del controlador es menor que la de la identificació y mayor

que la de observación, en este caso el control por modos deslizantes integrales

podría ser el indicado en caso de que el sistema sea tolerante a chattering.

C. Finalmente, cuando el ruido del observador es mayor que el del controlador, se

observa que el control por modos deslizantes amplifica los errores del obser-

vador.

Se realizaron pruebas experimentales con el péndulo invertido, y se analizaron las

condiciones en las que resultaba conveniente el empleo de cada uno de los controladores

tomando en cuenta el criterio anterior además de las limitantes del propio experimento.
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Apéndice A

Algoritmo Super-Twisting

Actualmente se han desarrollado algoritmos con modos deslizantes de segundo or-

den, muchos de los cuales utilizan la derivada del estado como una señal para generar

el control (ver i.e. [18] [12]). Estos controles utilizan entonces tanto al estado como su

derivada para garantizar que x = ẋ = 0 en tiempo finito.

Considere el sistema dinámico dado por

ẋ = a(x, t) + b(x, t)u (A.1)

y suponga que para algunas constantes positivas C, KM , Km, UM , q

|ȧ|+ UM

∣∣∣ḃ∣∣∣ ≤ C, 0 ≤ Km ≤ b(x, t) ≤ KM , |a/b| < qUM , 0 > q > 1. (A.2)

El siguiente algoritmo no requiere la medición de ẋ para garantizar la convergencia

de x = ẋ = 0 [ref 12]

u = −λ |x|1/2 signx + u1 , u̇1 =

 −u, |u| > UM

−αsignx, |u| ≤ UM

(A.3)



Algoritmo Super-Twisting

Con Kmα > C y λ suficientemente grandes, el controlador (A.3) formará un modo

deslizante de segundo orden atrayendo todas las trayectorias hacia x = ẋ = 0 en tiempo

finito [18]. El control entrará en tiempo finito en el segmento [−UM , UM ] y se mantendrá

dentro. Si el valor inicial se encuentra dentro del segmento, este nunca lo abandonará.

Una condición suficiente para la convergencia está dada por la elección de λ como

λ >

√
2

(Kmα− C)

(Kmα + C)KM(1 + q)

K2
m(1− q)

Calculando u̇ con |u| > UM obtenemos u̇ = −1
2
λẋ |x|−1/2−u.De la ecuación (A.1)

y las restricciones (A.2) se tiene que ẋu > 0 con |u| > UM , entonces, u̇u < 0, |u̇| > UM

cuando |u| > UM y por lo tanto |u| ≤ UM se satisface en tiempo finito.

Por el contrario, cuando |u| < UM , con x 6= 0 :

ẍ = ȧ + ḃu− b
1

2
λ

ẋ

|x|1/2
− bαsign(x) (A.4)

en donde se usa la identidad d
dt
|x| = ẋsignx. Nótese que los valores pertenecientes

al conjunto de medida cero no son tomados en cuenta para la diferenciación, entonces

la diferencial es realizada cuando signx = const. Reescribiendo la ecuación (A.4) en

forma de inclusión diferencial se tiene

ẍ ∈ [−C, C]− [Km, KM ]

(
1

2
λ

ẋ

|x|1/2
+ αsignx

)
(A.5)

Las trayectorias del sistema se encontrarán confinadas dentro de la curva más amplia

descrita por la inclusión (A.5) llamada curva mayorante, por lo que el cálculo de dicha

curva es necesaria para probar la convergencia. Con x > 0.ẋ > 0 la trayectoria quedará

confinada entre los ejes x = 0, ẋ = 0 y la trayectoria descrita por la curva mayorante

ẍ = −(Kmα− C) ver Fig. A.1. Sea xM la intersección de esta curva con el eje ẋ = 0.

Obviamente x(Kmα− C)xM = ẋ2
0. Es fácil ver que
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Figura A.1: Curva mayorante del algoritmo Super-Twisting.

x > 0. ẋ = 0,
1

2
λ
|ẋ|
|x|1/2

>
C

Km

+ α → ẍ > 0

Entonces la curva mayorante para x > 0 puede considerarse como

ẋ2 = 2(Kmα− C)(xM − x); ẋ > 0.

x = xM ; 0 ≥ ẋ ≥ −2

λ

(
C

Km

+ α

)
x1/2,

ẋ = ẋM = −2

λ

(
C

Km

+ α

)
x

1/2
M ; ẋ > −2

λ

(
C

Km

+ α

)
x1/2

por lo que la curva mayorante tendrá la forma mostrada en la Fig.A.1.

Es suficiente satisfacer
∣∣∣ ẋM

ẋ0

∣∣∣ < 1 para probar la convergencia cuando |u| < UM ,

esto es

2(Kmα + C)2

λ2K2
m(Kmα− C)

< 1

eligiendo adecuadamente λ de acuerdo a la forma propuesta en (A.2) es fácil ver en la

anterior igualdad que el algoritmo converge.

Para probar el tiempo finito de convergencia es suficiente considerar una pequeña

vecindad del origen cuando |u| < UM . Considere la variable auxiliar ξ = a(t) + b(t)u1.

Es fácil ver que ξ = ẋ en el momento que x = 0, y u1 → −a/b cuando t → ∞,
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entonces ξ = b(a/b + u1) tiende a cero. A partir del momento en que |u1| < UM , la

derivada ξ̇ = ȧ + ḃu1 − bαsignx satisface las desigualdades

0 > Kmα− C ≤ −ξ̇signx ≤ KMα + C

Entonces la variación total de ξ estará dada por
∑
|xi| , la cual es regida por una

serie geométrica con índice menor a uno y por lo tanto converge. Entonces el tiempo de

convergencia puede estimarse como

T ≤
∑
|xi|

(Kmα− C)
.

La anterior prueba permite garantizar que el conjunto ẋ = x = 0 será un conjunto

no vacío compuesto por trayectorias en el sentido de Filippov. Por lo que el uso del algo-

ritmo de control (A.3) sobre el sistema (A.1) producirá un modo deslizante de segundo

orden atrayendo todas las trayectorias del sistema en tiempo finito.

Analizando el controlador Super-Twisting, es posible destacar ciertas características

que posibilitarían su aplicación a una dinámica de segundo orden. De la condición |α̇|+

UM

∣∣∣ḃ∣∣∣ ≤ C es posible deducir que el algoritmo es aplicable a un sistema que posea una

segunda derivada acotada, aún cuando la aplicación del algoritmo de control se lleva a

cabo en un sistema de primer orden. El algoritmo (A.3) se encuentra dividido en una

parte lineal, que permite la convergencia fuera de la región UM , y una parte no lineal,

compuesta por el algoritmo de modos deslizantes, que permite la convergencia en la

región UM del origen y que asegura el tiempo finito de convergencia. La aplicación

del algoritmo Super-Twisting de control posee cierta robustez a perturbaciones acotadas

actuando sobre el sistema.

Algunos teoremas del algoritmo de Super-Twisting

Sea una señal de entrada f(t) una función medible y localmente acotada definida

sobre [0,∞). Para diferenciar esta señal desconocida, se considera la ecuación auxiliar
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ẋ = u (A.6)

Se define la variable deslizante s = x − f(t). Aplicando el algoritmo de Super-

Twisting, tal que s = ṡ = 0, se obtiene

v = z − λ |s|1/2 sign (s) (A.7)

ż = −αsign(s) (A.8)

con α, λ > 0. Aquí, u(t) es la salida del diferenciador. Las soluciones de (A.6) y (A.7)

son entendidas en el sentido de Filippov [11].

Teorema A.1 (Teorema 3, [20]) Se define δ como el tiempo de muestreo, para una

señal de entrada f(t) diferenciable con constante de Lipschitz C > 0.Después de un

tiempo finito t > 0 se tiene que

∣∣∣u(t)− ḟ(t)
∣∣∣ ≤ µ1δ

Teorema A.2 (Teorema 2, [20])Sea f(t) = fo(t) + n(t), donde fo(t) es una señal

diferenciable, con constante de Lipschitz C > 0, y n(t) es un ruido |n(t)| ≤ ε. En-

tonces, existe una constante µ2 tal que después de un tiempo finito t > 0 se cumple la

desigualdad

∣∣∣u(t)− ḟ(t)
∣∣∣ ≤ µ2(ε)

1/2
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Apéndice B

Análisis del error en las derivadas

consecutivas aplicando el diferenciador

basado en Super-Twisting
Se obtienen derivadas consecutivas de una señal f(t) aplicando un diferenciador

basado en el algoritmo de Super-Twisting. La salida del diferenciador consiste esencial-

mente de la derivada exacta de la señal y una señal pequeña de alta frecuencia. Al volver

a diferenciar, esta señal entrará como un ruido en la siguiente etapa. Los ejemplos que

se presentan muestran que el error es proporcional al tiempo de integración. En general

se puede afirmar que el error en la i-ésima aplicación del diferenciador es O
(
2

1

2i−1

)
.

Los resultados se simularon usando el método de Euler para distintos tiempos de inte-

gración.

v(i) = z(i) − λi

∣∣s(i)
∣∣1/2

sign(s(i))

z(i) = −αisign(s(i)) (B.1)

Como ejemplo se propone la señal f(t) = sen(t) + 5t, con αi = 8, λi = 6,

(i = 1, ..., 3). Se comparó la precisión obtenida con diferentes tiempos de integración

δ, los resultados se muestran en la siguiente tabla.
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Super-Twisting

ḟ(t) f̈(t)
...
f (t)

δ O(δ) O(
√

δ) O
(
δ

1
4

)
80µs 0,0010 0,20 2,42

100µs 0,0012 0,18 2,20

200µs 0,0022 0,22 3,00

400µs 0,0042 0,40 4,00

1000µs 0,0100 0,50 6,00

Los resultados son representados en Fig.B.1.

Ahora, se tiene la función f(t) = 0,1sen(10t) + 5t, aplicando (B) con αi = 1,1ai,

λi = 1,5
√

ai, (i = 1, ..., 3), donde ai representa el valor de la aceleración para cada

caso. La precisión obtenida con diferentes tiempos de integración δ, se muestra en la

siguiente tabla.

ḟ(t) f̈(t)
...
f (t)

δ O(δ) O(
√

δ) O
(
δ

1
4

)
80µs 0,0008 0,42 34

100µs 0,0010 0,48 38

200µs 0,0022 0,70 45

400µs 0,0050 1,00 50

1000µs 0,0100 1,50 60

La Fig. B.2 representa el incremento del error en función del orden del diferenciador.
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Super-Twisting

Figura B.1: Errores del diferenciador para las derivadas consecutivas de f(t) = sen(t)+
5t con diferentes tiempos de integración
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Super-Twisting

Figura B.2: Errores del diferenciador para las derivadas consecutivas de f(t) =
0,1sen(10t) + 5t con diferentes tiempos de integración.
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