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P R E F A C I O

En febrero de 1979 se firm8 un convenio de colaboracién entre la-
UNAM, PEMEX, IMP y el CIPM (Colegio de Ingenieros Pettroleros de =
México). El objeto del convenio ha sido elevar el nivel académico
de los alumnos del &rea de Ingenierfa Petrolera en la Facultad. --
de Ingenieria, tanto de licenciatura como de posgrado, asi como -
crear el Doctorado, y promover la superacién de un mayor n@mero -
de profesionales que laboran en la industria petrolera, por medio

de cursos de actualizacidn y especializacidn.

Uno de los programas que se est4n llevando a cabo a nivel de - -
licenciatufa, dentro del marco del Convenio, es la elaboracién y-

actualizacién de apuntes de'las materias de la carreéa de Inge---
niero Petrolero. Con esto se pretende dotar al alumn& de mds y --
mejores medios para elevar su nivel académico, a la Vez que pro--

t{ .
porcionar al profesor material diddctico que lo auxilie en el-

‘proceso ensefianza-aprendizaje. En cada caso particular de apuntes

se presenta informacidn sobre las personas que los han elaborado-
S

o han participado en alguna forma en su preparacién.

DEPARTAMENTO DE EXPLOTACION DEL PETROLEO







INTRODUCCTION

En los momentos actuales, se presenta cada vez con mds frecuencia,

‘ entre los directivos de diversas industrias, la necesidad de tomar deci-
siones a corto o mediano plazo, las cuales pueden 1legar a involucrar

inversiones del orden de los cientos o miles de millones de pesos. Tales

decisiones estdn soportadas, en la mayoria de las veces, por estudios o

’ ~ trabajos técnicos los cuales a su veZ se encuentran restringidbs por el
factor tiempo. Bajo estas*circunstancias-resu]ta imprescindible poder .
‘ contar con herramientas que permitan efectuar los estudios necesarios en
tiempos restringidos. Hacia esta misma conclusion se llega cuando se con-
sidera la gran cantidad de informacién involucrada, tal como es el caso
particular de los estudios que se realizan para la industria pétroléré;
Una herramienta que ha evolucionado y que contindia evolucionando al ritmo

de las necesidades actuales y que ha probado ser eficaz en la solucidn de

numerosos problemas, es la computadora.

Fué quizas tal con;epcién simplista 1o que motivé a la Divisidn de
Ingenieria en Ciencias de la Tierra de la Facultad de fngenieria.de la
Universidad Autdnoma de México‘a incorporar, dentro de los planes de es- _
tudio de la carrera de ingeniero-ﬁetro]ero,vla materia de Computacidn

Aplicada a la Ingenieria Petrolera.

a la materia y de proporcionarle un medio de estudio al alumno, se decidid

elaborar este conjunto de apuntes. .De ninguna manera se pretende que éste

\
\
Consecuentemente, y con el objeto de darle un cardcter mds formal

sea un trabajo concluido. Con el tiempo surgirdn errores. Nuevos concep-

tos hardn que se modifiquen o agreguen algunos capitulos.




E1 esfuerzo en la realizacion de la tarea fue compartido con mi
primera generacién de alumnos. Junto con ellos, los ejercicios fueron
elaborados y corregidos. No puedo dejar de expresar que en esta empresa,

tanto ellos como yo, fungimos como "conejillos de indias".

Juan M. Ber]ahga

Ciudad Universitaria

Diciembre, 1980.
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CAPITULO I
- INTRODUCCION

- Todos aquellos ingenieros que por el cardcter de su trabajo em-
plean la computadora deben saber, al menos badsicamente, cudles son las
restricciones de la computadora; su eficiencia en Ta ejecucion de opera
ciones tales como la suma y la multiplicacién; cuantos nimeros pueden
ser representados en uné‘computadora;‘CGM6 evitar 16s errores de trunca

miento en la elaboracifn de programas, €tc.

’

/7
E1 tema de este capftulo gira precisamente alrededor dé estos

conceptos. E1 propdsito aqui es familiarizar al lector coh el ambiente

de la computadora.

Ndmeros en Punto Flotante. 7 ;

Uno de Tos aspectos més.impbrtanfés»éh'é19amﬁiéhté*déiiés compu
tadoras es el de la aproximacién de los nifiercs reales o 16§ ndmeros en
punto flotante. Tal aproximacidn puede observarse en el cdlculo simple

de una fraccién. Por ejemplo

ol

igual a 0.333333...

En el mundo real y finito de las computado?as;géétéﬁﬁGMéroVpuede

ser representado Gnicamente con cierta precision

aproximadamente igual a 0.333333

o L




Diversos métodos han sido propuestos para la representacién de

nimeros reales en computadoras. E1 mds empleado de ellos es el de los
nimeros en punto flotante. Los nimeros en punto flotante forman un
conjunto F, el cual estd caracterizado por cuatro parametros: un nime-
ro base B, un nimero de precisidn t y un rango de exponente (L, U),
de tal forma que cada niimero en. punto flotante x en F puede represen-
tarse como: - - |
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donde los enteros d,, d,, ..., d. satisfacen que:

ot

Cio<d < B=1 ¥i=1, ..., t
yL<ex<lU
En todos aquellos casos donde x sea distinta de cero, x € F y

d, # 0, se dice que, segiin la representacidn anterior, x esta normali-

zada.

" A Me" se le nombra exponente, y al ndmero
d, ’dz dy )
f=(—+—+ ...+ —) se le 1lama "fraccidn".

B g2 t

La tabla que a continuacidn se muestra presenta algunos ejemplos

™

de los pardmetros mds empleados en la representacién en Punto Flotante.




~ COMPUTADORA et L
UNIVAC 1108 2 @ am
Honeywell 6000 2 27 -128
POP-11 2 8 128
Control Dta 6600 2 48 -976
Cray-1 - 2 48 -16384
Iliac-1v 2 48 -16384
Setun (rusa) 3 18 2
Burroughs B5500 8 .13 -51
Hewlett Packard HP-45 10 10 a98.

IBM 360 y 370 (short precition) 16 =~ 6 .- =64
.1BM 360 y 370 (long precition) 16 14 -64
Maniac 11 . 65536 2.69

1
~Id

U

127
127

127
1070
8191

16383

? .

77
100
63

63

*La columna macheps representa un valor aproximado’ de Bl"t

1
1

7.
.11x10718

.22x107

MACHEPS*
.49x107®
.49x10" 8

45x10"°

.11x1071°
L11x10718
.74x107°
.86x107" "
.0x107°
.54x1077

16

.25x107°

* E1 conjunto de niimeros en punto flotante F, ne es continuoy ni

siquiera finito, y contiene exactamente 2(8-1) Bt"

(U,L+l)‘{ 1 nimeros ;

ademds, estos nimeros no se encuentran igualmente espaciados a lo largo

de su rango de valores. Unicamente para potencias sucesivas de g, el es

paciamiento es el mismo.

Segiin 1a formula anterior

Figy contiene 1.7293823 x 107 + 1 nimeros

Fum'vac

Fepe contiene 5.7617928 x 167 + 1 nimeros

contiene 3.4359738 x 10! + 1 nimeros




La figura 1 muestra un conjunto hipotético F de 33 puntos para

ef»caso de un sistema donde g =2, t =3, L =-1, y U= 2; En la mis-
ma figura puede observarse que no todos los niimeros reales pueden ser
represéntados en este sistema hipotético. Por 1o tanto, cada nimero en
F debe de representar un intervalo completo de nimeros rea]es.-Si X es
un’ﬁﬁmero real el cual cae dentro de un cierto intervalo de valores en

F, entonces representaremos con fg(x) al nimero en F mds cercano a X.

E1 error relativo en la aproximacién, puede demostrarse, queda
expresado como una funcidn de los parametros g y t:
fz(x) - X
) X

i%_Bl-t

Considérese el ejemplo siguiente. E1 nimero decimal 0.1 es selecciona-
do frecuentemente como incremento en ciertos algoritmos iterativos.
Pregunta: ésén 10 pares de éamaﬁo 0.1 equivalentes a un par de tamafio
1.0? y la respuesta es iNo!, no al menos en un. sistema de punto flotan
te cuya base sea dos (B = 2),0 una potencia de 2. Esto es debido a
que 0.1 no tiene una representacidon finita en potencias de %3 esto es:

1.
10

IO

I ES
2% 28

N"‘lo
+

NNiO
+

Nm IO
+

N
w

(0.1)10 = (0.000110011001100...)2
(0.121212121212121...)4
(0.063146314631453...)8

(0.199999999999999. ..) 4

donde los subindices denotan la base 8. Las ‘cantidades a la derecha han
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sido truncadas después de t digitos, y cuando 10 de ellas se han suma-

db, el resultado no ha sido 1. x , .

Otra operacién5ccmﬁn es la de Sumaﬁ &os nﬁﬁeros en punto fijo

~x e y cuyo resultado x K} y ¢ F es un e]emento frecuentemente no en F:

el valor real de la suma: es aproximado en este casa por f (x +y). Lo
jdeal seria que si x + Yy estuv1era en el rango de F, se tendria x +y =
X0y = K(X +y). En la mayor1a de 1as eomputadoras, este ideal es ob

tenido o casi obtenido para ciertos valores de xyy. .

La diferencia éntre Xy y x+y ’ES»el error de redondeo in :
troducido por la suma en punto flotante @ . Prop1edades similares pue-

den observarse en la resta, mu1t1p11cac10n y en la division.

En el ejemplo de los 33 e1ementos,podemos observar que: : -

>eF 3ef | :
5 . 3_13 ,5,3_3:17

1585 75%°87°2°7

13 3 _ ' i d dond

§ - 5 - error de truncamiento o de redondeo

+ %-= 7 no estd dentro de F, ya que 7 es mayor que

=<
N~

. el mis grande de los nimeros generados (Overfiow).

La operacion de ﬁa'mu]tip1icaciéﬁ (x » y) puede producir "Overflows"
mds frecuentemente, ya que ella abarca 2t o 2t-1 digitos significativos.

Por To tanto la multiplicacin produce truncamientos con mas frecuencia )



que la adicién.
NOTA.- En el ambiente de: una: computadora las operaciones. en' pun:

to fTotantezde;suma:y‘mu]fip]itaciéhzson_COnmutatiVasa~

La exactitud de la operacidn suma en punto flotante puede ser
caracterizada por el término: "Machine-epsilon", o sea el nimero e mas
pequefig, tal que:. 1l & e > 1‘ 

Existen diversas formas. de: computar e (o un.valor aproximado: de: €)

10'EPS = 0.5 * EPS

i
m
+
'—J

EPSRL, =
: ¢ . . . IF(EPSPI.GT1) GO: TO 10:
ET siguiente es um ejemplo de error- por truncamiente.. Sea la

funcitn .. Deseamos: programar- un: algoritmo: que: permita efectuar el. cal

culo de eX para cualquier- nimero: x en: punto: flotante:.

po ‘Expandiendo e® em series se: tiene:
Si 8= 10y t = 5 caracterizan el sistema,. y se desea calicullar eli-valor
de ™ "5,, substituyendo: en Ta: serie: se: tiene:

e,s'. 5 _ 1.0000

15,125
-27.730
- 38,129




—————————————————

0.0026363

La suma ha sido calculada empleando Gnicamente 25 términos ya que
los términos subsecuentes no la modifican. :Es la respuesta satisfacto-

ria? Sabemos que el resultado correcto es

™35 = 0.00408677
Nétese, por otro lado, que algunos de los términos son mayores,
por varias veces, a la respueSta’fiha] Por ejemplo el ndmero 38.129 tie-

ne ya,en s mismo,un error de truncam1ento tan grande como e1 resultado

final. En efecto, el cuarto digito dec1ma1 se ha perdido

38 129 ?
mismo que juega un papel 1mportante en e] resultado final.
Una solucidn, aunque costosa, seria la de efectuar las operacio-

nes empleando un nimero mayor de dfgitos significativos. Sin embargo,

. - P - o rd . 5. }
una solucidén mis préctica seria la de calcular.e” 5 y luego obtener su



reciproco,

e Lo : = 0.0040865
e 14444151254 ., e

con lo cual el error se reducirfa a un 0.007 por ciento.

Como conclusion podemos observar que el computo de ciertas ope-
raciones no tiene que ser necesariamente complicado para incurrir en

serios errores de truncamiento.
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Ejercicio # 1

Evaluacién de la Funcién Error.

E1 propsito de este ejercicio es mostrar que algunas funciones
matematicas pueden ser, en ocasiones, dificiles de calcular y que di-
versas aproximaciones pueden proporcionar resultados completamente di

ferentes.

Un ejemplo de tales funciones es la funcidh error, empleada en
diversos problemas de Ingenieria Petrolera, Estadfstica, etc.; la cual

se define como:
_ 2 |
erf(x) = —=— [ e dt
o

Dado que muchos sistemas computacionales tienen esta funcién im-
plementada, el problema puede darse por resuelto. Pero supongamos que la
funcién no estd disponible en uno de estos sistemas Y que uno trata por

diferentes medios de computarla.

A continuacidn se mencionan tres métodos, los cuales varian en
eficiencia, exactitud y requerimientos de memoria. Escriba un programa
el cual emplee cada uno de los métodos siguientes en el cdlculo de la
funcién error. Deberé\evaluar erf(x) para argumentos de x en el rango
0 <x <5, a intervalos de 0.5. En aquellos métodos donde se consideran
series infinitas, dé el resultado empleando 5.términos y 10 términos.

Evalie Ta funcion error empleando 1a funcién ERF( ) del sistema y compa

rela con sus resultados calculados.




Use simple-precision en todos sus cdlculos. Entregue el listado

“del programa con resultados, asi como una breve descripcion de éstos.

METODO 1~

La serie de Taylor es frecuentemente empleada en la representa-

cién de muchas funciones. Por ejemplo, empleando tal serie en la fun-
cién exponencial, uno puede substituir en la funcién error

. ' X
erf(x) = 2//m [ (1 -t% + th/20 + ce)
0

e integrar cada término.

Escriba la serie resultante y iisela en la evaluacion de erf (x).

METODO 2

Una razén por la cual la serie de Taylor es inexacta para valo-
res grandes de x es que existe un error substancial por cancelacion, de-
bido a la naturaleza alternante de la serie. Si se jntegrara por partes,
se obtendria la serie |
| -x2 , ‘
2x. & P S €250 LA 2.5 R

(1+ 255+ 135 * 12357

erf (x) =
m

Esta serie no es alternante y pof'To,tanto no sufre del problema
de cancelacién. Use esta serie en la evaluacién de erf (x). ¢Qué opina

“de ella desde el punto de vista de su- eficiencia?
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METODO 3

Finalmente, uno puede intentar una funcién de aproximacién. Por
ejemplo, una funcién racional en ocasiones es mids exacta cuando el mis

mo ndmero de coeficientes (comparada con la serie) es empleado.

Tal aproximacidn podria ser:

erf(x) = 1 - A "
(1 + ax + a2x2 + a3x3 + a“x“)
donde
a, = 0.278393 a, = 0.230389
a, = 0.000972 a, = 0.078108

Evalie erf (x) y diga si ésta es mis exacta o no que la aproxi-

macion de los dos casos anteriores.
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CAPITULO 11
SISTEMA DE ECUACTONES LINEALES Y NO-LINEALES

En pricticamente todas las ramas de la 1ngenierfé uno de,ibs
problemas mds frecuentemente encontrados es el de la solucién de sis-
temas de ecuaciones lineales. Tales sistemas se representan en forma
matricial como Ax = b, donde A inQica una matriz cuadrada de orden NXn,
b un yvector columna de n términos independientesny.x un vector co-

Tumna de n componentes desconocidos.

En cursos de- Algebra Lineal el lector ha podido aprender dife-
rentes técnicas para la solucidn de tales sistemas. La regla de ‘Cramer
y €1 método de eliminacidn Gaussiana son dos ejemplos de dichas técni-

cas, las:cuales no analizaremos en este curso. La gran mayoria de los .

- programas- de cémputo disefiados para la solucién de sistemas de ecuacio

-nes lineales se basan precisamente en el método de eliminacién Gaussia-

na. Un ejemplo de estos programas son los programas DECOMP y SOLVE, en-
listados al:final del capitulo. Una ventéja de Tos brogrgmas:DECOMPlxﬁ,
SOLVE sobre otros programas convencionales es la de, aparte de evaluar
el vector columna x, poder calcular el nimero de la condicion de la ma-
triz A. Este ndmero indica qué tan cercana estd la matriz de ser singu-
Tar. Un ndmero de condiciones muy l‘gwahde" indicarfa una matriz suma-
mente inestable, es decir, que cualquier pequefio cambio en algunb de
sus coeficientes producjria en x un resultado totalmente diferente. Es-
te ndmero asigna de cierto modo un grado de confiabilidad en la evalua-

cion del vector x. A una matriz no-singular, ei programa DECOMP le aso-




cia un nidmero de condicidn igual a 1, y a una matriz singular un nime-

ro de condicidn igual a 1032. Cualquier otro nimero entre 1 y 1032 in-
dicaria la posicién relativa de la matriz con respecto a la no-singula

ridad o a la singularidad.

E1 nimero de la condicién de la matriz A se define como

|1Ax] |
max ———
x| x]]
Cond (A) = ————
. LIAx] |
min ———
x|Ix]] '

donde ||x ||indica 1a norma del vector x.

Es importante mencionar que aiin cuando DECOMP y SOLVE pueden re
solver cualquier sistema. de forma Ax = b, existen otros algoritmos
que son mds eficaces bajo determinadas circunstancias partjculares. Por ejem
plo si la matriz A fuera tfidiagona], el algoritmo de Thohas proporcio-
naria la soluciér‘del vector x a través de un nimero de operacionés mu-

cho menor al requerido por el método de eliminacién Gaussiana.

Algoritmo de Thomas.

Sea A una matriz tridiagonal de forma



¢
b, ¢,
a3 by ¢

- Ana

b

2

n=1 Cn-r

15

b,

entonces A puede ser factorizada como el producto de dos matrices,

K = LU donde




Si esto es cierto cada elemento de la matriz LU serd igual al elemento

respectivo en la matriz A,

o 1#1
%2 3,81%% )
a3 338, tag aqB3
LU = . L[] * .
an-l an-iBn-2+Qn-l o‘n-IBn—l
3, aan-lmn
es decir,
oy = bl-
o 81.=fc1. s, 1=1,2, ..., n=-1"
a, Bi-1+°‘1'=bi, i=2,3, ...,

despejando o,y Bi del conjunto de ecuaciones anterior -

81 = ci/oz1 , 1=1, 2, s nfl
: a; = bi-aisi-l , 1,é 2, 3, s N

- ‘ obtenemos expresiones para las a'sy B's’ elementos de las
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matrices L y U.

Un sistema de ecuaciones Ax = f puede expresarse como L Ux = f.

Haciendo Ux = y se obtendra el sistema Ly = f;vél cual se resuelve en

forma directa por sustitucién'hacia adelante

¥y = /oy
f.-a.y. ‘
Y =>_1___Ll:.]; 'i=2’ 3, ..., n
1 Ols :

1

Una vez calculado el vector y se puede evaluar directamente x en el sis .

tema Ux = y, por substitucién hacia atrds

X0 = Yn

X; = ¥y7By Xi4p 0 1 =n-1,.n-2, ..., 1

En el apéndice A se describen algoritmos similares para la solu-
cidon de sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices presentan formas

bi-tridiagonal, tri-tridiagona} y penta-diagonal.

Apticacion de la Solucién de Sistemas de Ecuaciones Lineales al Preblema

“~del Flujo Transitorio Uni-dimensional en Yacimientes,Cbnfinados:,

La solucién de-la ecuacién uni-dimensional de difusién hidrduli-
ca es requerida en problemas de flujo lineal transitorio (una fase) a

través de medios porosos..

% 1%
3X2 "at
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es la ecuacién de difusién donde

P -.presion
X - coordenada
t - tiempo

coeficiente de difusién

3
]

. Aproximado por diferencias finitas sabemos que

2

3%p  Pis1,j " 2P4,5MPi1,
D .

axX sz

ap . Piygrr T Pi,
ot At

Sustituyendo en la ecuacién de difusién podemos resolver explfcitamen-

te para p, 541,

0bv1amente es necesario conocer 1as cond1c1ones de frontera para

que el prob]ema este b1en definido; seun estas por eJemp]Q

p(0,t) = p(1,t) = p* ¥t >0
p(X,O) = DO(X) s V¥x ‘

- Substituyendo en la ecuacién de difusidn las aproximaciones por diferen ™~

cias finitas, obtendremos en forma explicita

= . Atny T _
Pi,g+1 = P4, sz"P‘+1 i Zpilj+’pi;1 ik

donde p j? es e1 valor de 1a pres1on P en e] nodo 1Ap, jat
’ - 3 E

La férmula anterior representa un esquema explfcito de fdcil solucién, pero

el cual no ofrece las mejores caracteristicas de convergencia y estabi-



po(x)

(i-1,3) (i,3) (i+1,3)

{ (1,3+1)
|

Ct(1,3-1) .

ibx
(c)

Figura 2. (a) Seccidn cilindrica del material representando condicio-
nes frontera. (b) pf{t)es la funcidn condiciones inicia
les. (c) Posicidn ~de los nodos donde .una solucidn
aproximada serd calculada oy
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1idad.
DEFINICION.
Convergencia: Si en un punto (xi, tj) se obtiene que

= P(x;y ti)|=x 0

rim [Py 5 - Pl 8

AXx, At + 0

para un determinado esquema, entonces se dice que el esquema es conver-

gente.

Estabilidad:

Fijos ax y At, y‘observando el comportamiento del algoritmo a me
dida que t » =, es decir, observando que los errores no se ampli
fiquen cuando t - =, entonces, se dice que el esquema es esta-

ble.

Tim [Py g - Plxgs ty)] < 1

t»

2

En el caso particular del esquema explicito anterior, si at/ax” < 1/2,

entonces habrd convergencia y estabilidad en el algoritmo.

Existen otros esquemas en los cuales los valores de At y ax pue-
den ser seleccionados independientemente. Aproximando la derivada ‘azp/ax2
por incrementos en el tiempo j+l, y la derivada ap/st por incremento en
el tiempo j+1, tenemos:

Pisl,j+1 = 2Py 541 * Piop,i4l

azp/sz =




-
W

0 bien

Pt~ Pig P g

nat A%

Pio1,j+1

Esta ecuaci6n tiene como incognitas p, ,j+1° Pi-1 J+1 Y Pi+1,5+1

y puede escr1b1rse de la manera s1gu1ente

2
Pic1,541 = P Py,541 *Pi5e T Eop, ara i =1, 2 n-1
2 J 1.J ’J nat sJs P ’ 3 sseoes .
N S
donde p = AT 2

= n* =
Po,5 = P* = by

Y p.i’o

E1 sistema de ecuaciunes anterior puede escrihirse en forma

tricial como

-0 1

1 - 1
1 o 1

nsJ

ﬁbpo iAX

]

J

Vi

S Te

*ademas, dadas las condiciones frontera

At
P1,i+1 Pl,j+_2;§ p
P2,5+1
P3,i+1 Pas

- . X2

nat

Pn-2,j+1 Pr-2,;
P . naAt o«
n=1,4+1 b e P

21
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E1 resultado es un sistema tridiagonal, cuya solucién es ficil
de hallar empleando el Algoritmo de Thomas.
Este esquema, puede demostrarse, es incondicionalmente estable.

Es posible, mds adn, introducir un refinamiento extra (Esquema

Crank-Nicolson), tomando diferencias centrales en el tiempo

. 1
J+ 2
ap _ Pign T Piyg
ot At
y promediando la aproximacién de g;g en elvtiempo J+ %3,con To
- que se obtendria: X
p Lp - 2p - P Y+ 1P, 2P, 4P L L)
Pigtt ~Pi,5 _ 72 WPinngen © Fa,541 7 Tia1,g4’ T2 V4,579 41

nAt Ax2

Puede demostrarse que este sistema, como el anterior, es tridia-

gonal.



Ejercicio # 2

+

Un ingeniero petrolero requiere disefiar 1a seccidn de la torre

de perforacién mostrada en la figura 3

10 ton
Figura 3. Disefio torre de perforacion

Como parte del disefio resulta necesario conocer las fuerzas que
actdan en cada pieza a fin de poder determinar el diadmetro de la pieza.
En la parte superior de la estructura una fuerza de 20 toneladas simula
el efecto del levantamiento de la tuberia de perforacién cuando ésta se

introduce o extrae. En la parte media de la estructura una fuerza de 5
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toneladas simula el efecto debido al apoyo de las tuberias contra la
estructura. Y, en la parte inferior, una fuerza de 10 toneladas simula

el peso de la estructura.

Si Exdendta.las componentes de las fuerzas horizontales y Fy

las componentes de las fuerzas verticales, y si se consideran condicio

‘nes estdticas de equilibrio, el problema puede plantearse para su solu

cién de la manera siguiente:

Junta 2 { JFy = f, + rfz - 20 =0
v JFx = rf, + fo + rf, =0
Junta 3 3 5 7 '
JFy = fo + rf, - rfy =0
JFx = f = 0
Junta 4 | >
YFy = fg - f4 =0
YFx = fg = 0
“Junta 5 3
JFy = f1g - fg = 0
JFx = fq + rf, + rf,. - 5=0
Junta 6 { 2 7 1

JFy = fyp + ¥fyy - vfy = f0 =0,

{ JFx = fig+rf +rf =0
Junta 7 JFy = f., + rf

1t s -y - fip =0
= fy =0
Junta 8 | . )
XF‘Y = f16 - flz - 0

Junta 9 {

t
o

IFy = rfig +rfig - iy =




JFx = f0 + rf = 0
Junta 10 { S 15

IFy'= fag = rfig = f1g = 0
Junta 11 { JFy =10 - rfig - f,q = 0

Escriba un programa que emplee las subrutinas DECOMP y SOLVE en

la solucién del problema planteado.
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'Métodos Iterativos para la Solucidén de Sistemas de Ecuacjoﬁes

No-Lineales.

Sea

fl(xl, ceas X ) =0

folxys ovs x) =0
‘ (1)

i
o

fn(xl, vevs X

un sistema de n ecuaciones no-lineales, real,  con n incdgnitas, don-
de la funcidn f.(x) = 0 es la i-éima funcidn real no lineal, y sea

o= |a1, cees unjt el vector solucién buscado. Si el vector o es la

solucidn, entonces se debe satisfacer que fi(a) =0, ¥i=1, ...,

Consideremos ahora las n funciones Fi(x) definidas de tal mane-

ra que

x; = F(x), ¥i=1,...,n (2)
las cuales implican que
fj(Fl(x),_Fz(x), ...,.Fn(x)) =0,¥j=1, ..., n

Lo que se pretende aqui es reordenar el sistema (1) en un nuevo

sistema mis “"conveniente" (2).

En particular, observando la expresidn (2), se tiene que

. ) ot o
a; = Fi(a). Sea el vector xg = [xl,O’ cers xn,d] una aproximacién

inicial del vector solucidn a.




27

Aproximaciones sucesivas pueden definirse a partir de la funcién

o sistema (2), de la manera siguiente:
X,k T Pyl - @

Supongamos ahora la existencia de una regidén R donde

|x; = ajl <h, ¥j=1, ..., n, yque para toda x e R existe un nime

J
ro positivo p < 1, tal que.

éFi(x)
_dxj

n

, <u, Vi=1, ...,
j=1

Demostraremos a continuacion que si la aproximacidn inicial del vector

a (vector xj) estd dentro de 1a regién R, entonces la funcién (3) con-

verge a la solucién del sistema (1), esto es

Tim xk =

k + o
Empleando el teorema del valor-medio tenemos que:

%k = Filer)

oy = Fila)
X - o= Fylxey) - Fyla)
n BF,i - /
SIS L 5§3"l“ et Gy - o] @

donde

0 <k <!




X; o = Oy (. - ay) —
i,k i j<1 Jsk-1 J ale

Yy considerando la desigualdad del tridngulo

9%y

A
ll.M pom ]

Xjok=1 " %

Ahora, si el punto xj k-1 cae dentro de la region R, se tiene que
?

n , '
=< wh<h, Vi=1,..,n

j=1
mostrandose con ésto que el punto X, cae también dentro de la regidn R,
Igualmente, de la expresidn anterior |

aFi

X,
%

n
<1
j=1

k-1 7Y
y procediendo por induccién, tenemos que

n
< L omax
&1

BFi

BXj

)

i,k ™%

ik-1 7%

donde "max" representa el mayor de todos los valores absolutos

i |
'xj,k-l - ajl. Efectuando operaciones

~n
< max ( )

ok T4 SR Rkl T 5% ;

J

j=1

28
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[= P

-1 o) <

lxi’k “ oyl < umgx (

¥ ya que si ésto es cierto, también se debe de cumplir que

) ... etc,

Tt = o] s " ""J,k.-z - o

hasta 'ijji & dj' g umgﬁ ('3350 - ajl) § yh

Fiﬁﬂiﬁeﬁté, ~ o< 1 Ampliea que  14m kb= 0, o 1o que es 1o mismo

S

que 11m ,x* k- 61| =0

k+®

51 en particular 1a§,Fuﬁciones,F1(x) fuesen 1{neales, ehtohces

Una sollicion mas simple serfa emplear el fétodo de Jacobi,

Ejemplo.
| X, X |
Sean fi(xls 12) 2 %~sen xl x2 - Z%-“ §l-= 0
: ‘ : it 2Xi . .
y fz(XI’ Xz) = (1 - Z) (e < e)+ exz/ﬂ - 29x1 =0

Reescribiendo 1as ecuaciones en 1a forma del sistetia (2)

X1 = FI(XI; XZ) z seh ‘ Xl Xg a" X2/21T
' éki“1

xg = Fplrys xg) = 20 xy= b - 1/8) (& © - 1)

Escogiendo como valores iniciales xi 0 =04 ¥ x5 =30 |
X1§1 ® FI(XI 0; X2 0) = seh (1 2) = 322ﬂ & (455 |

Iteracion . {
Jacobi

Xp,q * Fz(xi,O‘ Xy.0) = n (:4) = (ﬂ - 114) e 2 1) = 3,03




x1,1 = F1{x1,00 %2,0)

= Fo(X 45qs X |
Iteracion ' 2°7 117 2.0)
Gauss-Seindel xy,2 = Fr{xg 10 %5 1)

X2,2 = Fal*1,00 %2,1)
Con To cual la convergencia se acelerarfa.

Método de Newton-Raphson en la Solucién de Sistema de~ﬁcuaciones

Mo-Lineales.

Partiendo del sistema de ecuaciones nn-lineales (1), podemos de-

finir 1a matriz ¢(x)cuyos elementos estén dados . por la expresidn

E]1 determinante de la matriz @(x) no es otro que el Jacobiano

del sistema evaluado en el vector x.

Definamos la funcién vectorial f(x) como

= t
f(X) = (fl(x): ceey fn(X)) p

E1 proceso iterativo de Newton Raphson puede iniciarse conside-

rando un vector inicial

30



31

y un esquema

X1 = X ¥ Gkﬁ
donde dk vendria a seri]a solucidn del sistema de ecuacioné§ 1ineé1es

ﬂ(xk) 6'( = -f(Xk)
Aplicacidn al Disefio de un Sistema de Recoleccién y Distribucidn de Gas*

E1 problema del diseﬁb de sistemas de recoleccién de gas puede
resolverse por medio del método de Stoner el cual estd basado en la so-
lucion de ecuaciones que simulan el flujo de gaé en sigtémés de recolec
cién. Este método tiene la Ventajé de que incorpora en el sistema ele-

mentos tales como tuberias, compresoras, vdlvulas y pozos.

Modelo.

Considérese el sistema de recoleccién de gas mostrado en la figu

ra 4, el cual consiste de una red de tuberias, compresoras, pozos, etc.

E1 régimen a considerar es el de flujo pQrmanente, Simplificando
el sistema, este puede representarse por nodos y conectores. Los nodos
representan puntos donde los elementos del sistema se inician o termi-

nan. Los conectores son los medios que permiten el intercambio de masa

~de un nodo a otro (figura 5).

e

Denominemos con la letra P al conjpnto de conectores y con la le-

tra n al nimero de nodos.

*Pomis L.J., 1974. Transporte de Gas en Régimen Permanente. Proyecto
D-341A. Publicacién No. 74BH/164. Instituto Mexicano del Petrdleo.
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COMPRESOR

O—

e

5

O

b

EBscala

0 1

2 3 km

Figura 4. Representacidn esquemdtica de un sistema de recoleccidn de gas.
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CONECTOR

Figura 5. Representacifn de un sistema de recoleccidén de gas por medio
de nodos y conectores.




34

En un sistema como el descrito, se debe satisfacer la ley de

conservacion de masa en cada uno de los nodos

F. = ) Sijqij t*0,=0, Vi=1,...,n | (5)

donde

Sij es una variable que indica el sentido del flujo

1 el flujo va del nodo i al nodo j, ¥y

1]

si Sij

si S, -1 el flujo va del nodo j al nodo i

iJ
qij es el gasto de gas que fluye a través del conector de los nodos iy

j.
Qi indica la adicidn o extraccién de masa al sistema a través del nodo i.

Por ejemplo, en el caso del nodo 1 se tendria como ecuacidn de conserva-

cién de masa (figura 5)
FL=Sppap "0 =1

Cada gasto 9 5 puede expresarse en términos de las diferencias de presio

nes en los extremos del conector como

- 2 _ pzN : 6
a5 = Cyj lPi le | (6)

donde
Cij es un coeficiente de transmisién de la tuberia, el cual depen
de de la geometria del tubo, de las condiciones de flujo y de

la composicidn del gas.
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i es la presi6n en el nodo i, y

n es un exponente que depende de la forma de la ecuacion.

Substituyendo 1a expresién (6) en (5) se obtiene

2

- 2 -

Fo= I SiyCyy P -P3Y +0p=0,fen (7)
CJ/i53)eP

|

‘ Considerando el sistema total de nodos y conectores, la suma

‘ © de los "flujos exteriores" (adicién o extraccidn de masa) deberd ser

jgual a cero.

n
i=1
Q=12x106ftq/d
A
2 km
@ : | @P=AOOO psi. é§ q=13x10% £c3/4
R ;2 km : ‘
P=3200 psi ‘
2 km 2 km 2 km
Omrs T
2 km . 2 km 2 km 2 km
P=4000 psi ,
< km 2 km 2 km 2 km
(3 ) (gi) ‘ (6 ) (%;) P=3900 psi
P=4000 psi  Q=-3x108 ft3/a Q=-1.5x10° ££3/4 2 kn

@ P=4200 psi

Figura 6. Campo "Las Margaritas". Estudio de un disefio de recoleccién de gas.
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E1 problema aqui consiste en estimar el conjunto de gastos y
presiones, Qi y Pi para cada ncdo tal que éstos satisfagan las expre-

siones (7 y 8).

E1 sistema de ecuaciones (7), (la ecuacién (8) estd implicita en
el sistema (7)), define un sistema de n ecuaciones conzn incégnitas.
Por lo tanto, para poder resolver el sistema serd necesario'asignar n
valores, obteniéndose con ello un sistema compatible de n ecuaciones

con n incégnitas.

Sin embargo, adn cuando el sistema es compatible, éste es no-
lineal, por lo que resulta necesario emplear, en su solucidn, un método
de solucién de sistemas de ecuaciones no-lineales, tal como el de

Newton=-Raphson.

F1 procedimiento de solucidn propuesto es el siguiente:

(I).- Asiynar valores a n variables, presiocies y/o gastos.
(I1).- Asignar valores iniciales a las n variables reStanteél .
(I11).- Substituir Tos valores de Tos pasos (I) y (II) en el sis-
| tema (7) y obtener el valor correspondiente de
Fi’ ¥yi=1, ..,n
(1Iv).- Probar si max ‘Fi\ es menor o igual a cierta tolerancia

J
fijada. Si esto ocurre el problema se da por resuelto,

siendo los valores del paso (II) la solucidn. Si esto no

ocurre, continuar con el paso siguiente.




(V).- Calcular el valor de las derivadas parciales

y resolver el sistema
B(x) 8 = -f(x,)
donde §, representa al vector de las incégnitas.

(VI).- Calcular el nuevo valor de las incdgnitas segiin el esque
ma

Xer1 = X ¥ 8¢

{(VII).- Regresar al paso (III) y repetir el procedimiento.

Observaciones.

Es conveniente hacer notar que el sistema de ecuaciones del paso
(V) es lineal y que la matriz resultante contiene una gran cantidad de
elementos nulos. Puede observarse también que la estructura de la matriz

no varia a lo largo del proceso iterativo.

3z




Ejercicio # 3

E1 siguiente ejercicio es un ejemplo de aplicacidn a un caso

real.

E1 campo Las Margaritas, situado en el Distrito‘Frontera Nores-
te, estd produciendo gas a través de 8 pozos y 17 tuberia§ segln el
arreglo de Ta figura 6. E1l ﬁﬂmero entre paréntesis indica la longitud
en kilémetros de cada 1inea. Todos los diimetros interiores son de 2

pulgadas.

La cafda de presidon en la tuberia puede calcularse segiin la for-

mula
( ) 217 0.5
((P./Z.) -~ (PL/Z.
Gi. = 142,69 E |— 1 3 g, 2-665
ij 0.6215 Lij 1]
donde
qij = gasto de gas en ft3/d
E = factor de eficiencia
Pi = presién en el nodo i en psi
Z, = factor de desviacidén del gas a la presién Pi

Lij = longitud de la 1inea en km.

didmetro de la 1inea en 1in.

Usando como base el sistema de recoleccidn de la figura (7), se desea
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In
\C
e
U

0 2 4 km

Flgura 7. Representacifén esquemitica en términos de nodos y conectores del sistema
de recoleccidn en el campo ''Las Margaritas"

Las flechas indican el sentido del flujo a través de los conectores.




entregar en el purito-A un gasto de 12x106 ft3/d de gas, y en el punto

B de 13x106‘ft3/d. Ademds, se conoce la presidn en la cabeza de 6 po-

zos y el gasto en 2 pozos mis, tal como se ilustra en la misma figura.
Se desea determinar:
(i) A qué presidn se entregard el gas en los puntos A y B.

(i) Cudl serd el gasto Q, y Ta presion P, en cada nodo

donde la presidn y/o el gasto se desconozcan.
(i11) Cudl sera el gasto a;; 2 través de las lineas.

(iv) E1 nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la

solucion.

El disefio de sistemas de distribucidn en un cémpo es un
problema impurtanté a resolver, ya que permite: (a) analizar el sistema
de distribucién de gas, (b) cuantificar el efecto que produciria cual
quier cambio en el sistema, (c) determinar la capacidad maxima del sis
tema, y (d) estudiar el comportamienty del yacimiento, considerando la in-

teraccién entre los pozos en la superficie.

E1 sistema de ecuaciones resultante para este caso particular se

deriva facilmente de 1a ecuacidn (7)



41

Substituyendo‘la ecuacion del gasto se tiene

' | 2 2,505 ,
Fo= 1 sy ea2ee9 £ (Pl - Pyl 24665

T /Gg)ep ) 0.6215 L ij Y

i !
Asumiendo un factor de eficiencia de 0.80, un factor de compresibili-

dad constante e igual a 1, y observando que en el sistema

dij =2" vy Lij =2 km ¥ i,j, se tiene que la expresidn anterior se
reduce a
§oKS.. (P oty Qs ¥i=1
F. = - +Q., 1 =1, s N
B VIG 1% D S ‘
~ n

siendo ) Q. =0,

. i

i=1

k = 3835 y n = 15.

En forma explicita el sistema de ecuaciones resultante queda:

1/2

para n =1, k(PT- Pjo) t Q= F1
para n =2, k(Pz - P?l)‘l/2 + 02 = F2
para n = 3, k(Pz - Pfl)l/2 *Qy=F,

para n = 4, k(Pi - sz)l/2 +Q, = F,

para n = 5, k(P: - sz)llz - 3x10° = Fe

para n=6; k(P2 - P12 - 15x10° = F,

para n =7, k(Pj - Pf“)l/2 - k(pj - pi)l/z " Q7 = F7
para n =8, k(PZ u-.Pj)l/2 + Qg = Fg

para n =9, -k(P:v— Pfa)l/2 + 12x10° = Fg




- .para n s;ié;fukfpzh, Pz)l/Z _ k(P2 PZ )1/2 + k(Pfo‘ P:)I/Z = F

107 T 10”0 T 11

10

-, 1/2 1
para n = 11, -k(Pz . P2)1/2 - k(P? - P2)1/2 - k(p? - p? )(P k(P2 Pfa) i

11 2 11 3 11 12 11-

11

- 2 _ p241/2 1/2 1/2 1/2
para n = 12, k(P - P7.) - k(sz- Pi) 2, k(PfZ- Pfa) / - k(sz' pi}/sz
- ‘ (2 2 \1/2 2 2172 2 2 41/2 _
para n = 13, -k(p? - P2 )7 L2 - o2 k(pr - b2 )2
. _L(p? _ p2y1/2 2 21/2 /.2 2 \1/2 _
para n = 14, .k(PH sz) - k(qu- P7} + k(qu- st) = Fiq

2 2 \1/2 6 _
para 15, -k(sz_ Plk) + 13x10° = F15

>
]

donde PI’A Pzg P3’ P“, P7, y PB
son presiones conocidas.

Aplique el método de Newton-Raphson para resolver el sistema ante-

rior considerando los siguientes valores iniciales:

0, =-2.9x10%¢>/d P_ = 3990 psi
q, =-3.6x10%t%a P, = 3700 psi
o woq b3 - :
0, =-3.6x10"1t%/d P, = 1000psi
Q, =-3.1x1077L/d P, =3100 psi
0, =-1.2x1dit?/d P, = 3830 psi
- 6 .3 _
q, =-6.0x10° ft/d P, = 3900 psi
= E 1
P13 = 3750 psi
P, = 3400 psi

P =1000 psi

Stoner ha recomendado, con el propdsito de acelerar el proceso de

12
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convergencia, substituir en las primeras iteraciones, e] vector

<8
k -
6k por el vector §, o 5k > 5 Yk=0,1

k
2

Considere esta recomendacifn en su programa.




SUSROUTINE DECOMP( MDIM,\N)A,COND,XIPVT, WORK) 00460000

¢ .
INTEGER NDIM,N : 8§§§§§§§
COUSLE PRECISION A(NDIM,NI,COND,NORK(N) 0€000030
INTEGER IPVTIN) ) 00000040

¢ 00000050

I DECOMPOSES A DOUBLE PRECISION MATRIX BY GAUSSIAN ELIMINATION 00000060

g AND ESTIMATES THE CONDITION OF THE MATRIX. ‘ 06000070

; 0000008

¢ USE SOLVE TO COMPUTE SOLUTIONS TO LINEAR SYSTEMS. o 00300&93

¢ ) 00000100

c INPUT.. , " 00000110

¢ : 00000120

c NDIM = DECLARED ROW DIMENSION OF THE ARRAY CONTAINING A. 00000130

[ 00000140

¢ N = ORDER OF THE MATRIX. 00000150

c y . 00000160

c A = MATRIX TO BE TRIANGULARIZED. 00000170

c ; 6C000180

c OUTRUT. . : 00000150

¢ i 00000200

c A CONTAINS AN UPPER TRIANGULAR MATRIX U AND A PERMUTED 60000210

(I VERSION OF A LOWER TRIANGULAR MATRIX I-L SO THAT 00000220

¢ (PERMUTATION MATRIXI®A = L*U . . 00000230

c A 00000240

¢ COND = AN ESTIMATE OF YHE CONDITION OF A . 00000250

¢ FOR THE LINEAR SYSTEM A¥X = B, CHANGES IN A AND B 00000260

¢ MAY CAUSE CHANGES COMD TIMES AS LARGE IN X . 00000270

c IF COND+l = COMD, A IS SINGULAR TO WORKING PRECISION 40000280

c COND = 1.0D+¢32 IF EXACT SINGULARITY IS DETECTED. 00000250

¢ ) 00000300

[ IPVT = THE PIVOT VECTOR. : 00000310

c IPYT(K) = THE INDEX OF THE K-TH PIVOT ROMW 00000320

c IPVTIN) = (-LI¥*(NUMBER OF INTERCHANGES) 00000330

c ’ , . 00000340

c WORK SPACE.. THE VECTOR MWORK MUST BE DECLARED AND INCLUDED: 06000350

c IN THE CALL. ITS INPUT CONTENTS ARE IGNORED. 00000360

c ITS OUTPUT CONTENTS ARE USUALLY UNIMPORTANT. 00000379

c 00000380

c THE DETERITINANT OF A CAN BE OBTAINED ON OUTPUT BY 00000390

¢ DET(A) = IPVTIN) # A(1,1) # A(2,2) % .., ¥ A(N,NI, £0000400

¢ _ 00000410
DOUSLE PRECISION EK, T, ANORM, YNORM, ZNCRM 00000420
INTEGER NM1, I, J» K, KPL, KB, KMl, M 00000430
DOUBLE PRECISION DABS, DSIGN £0000440

c 00000450
IRVTIN) = 1 00000460
IF (N .EQ. 1) GO TO 80 = 00060470

- NML = N - 1 : 00000480

c ‘ 00000490

c COMPUTE 1-NORM OF A : < 60000500

¢ 00000510
ANORH = 0.000 00000520
D0 10 J = 1, N 00000530

T = 0.0D0 » : » 00600540
DO S5 I=1, N 00000550
- T = T ¢ DABSIA{INJ)) o 00000540
5 CONTINUE 00000570
IF (T .GT. ANORM) ANORM = T 00010580
, 00030590 -

10 CONTINUE
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GAUSSIAM ELIMINATION WITH PARTIAL PIVOTING

DO 35 K = 1,AM1
KP1= K+l

FIND PIVOT

M=K
DO 15 I = KP1,N '

IF (DABS(A(I,K)) .GT. DABSTA(M,K))) M = I
COMTINUE : . .
IPVT(K) = M
IF (M .NE. K) IPVT(H) = -IPVT(N)

T = A(M,K) .
A(MK) = A(K,K)
A(KHK) = T

SKIP STEP IF PIVOT IS ZERO
IF (T .EQ. 0.0D0) GO TO 35
COMPUTE MULTIPLIERS

DO 20 I = KP1,N
A(LK) = <ALI,KIM/T
CONTINUE :

INTERCHANGE AND ELIMINATE BY COLUMNS

DO 30 J = KP1,N
T = AfH,J)
AlMyJd) = A(KNJ)
AlK,J) = T
IF (T .EQ. 0.0D0) GO TO 30
BO 25 T = KP1,N

ALT,J) 5 ALLLJ) + ACTKINT

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

COND = (1-NCRM OF A)*(AN ESTIMATE OF 1-NORM OF A-INVERSE)
ESTIMATE ODTAINED BY ONE STEP OF INVERSE ITERATION FOR THE
SMALL SINGULAR VECTOR. THIS INVOLVES SOLVING TWO SYSTEMS
OF EQUATIONS, (A-TRANSPOSEI®Y = E AND A%Z = Y' WHERE E.
IS A VECTOR OF +) OR -1 CHOSEN TO CAUSE GROWTH IN Y.
ESTIMATE = (1-NORM.OF Z)/(1-NORM OF Y)

SOLVE (A-TRANSPOSE)*Y = E

D0 50 K =1, N
T = 0.000
IF (K .EQ. ¥) GO TO 45
KMY = K-1
DO 40 I =1, KMl
T =T + A(I,K)*HORK(I)
CONTINUE
EK = 1.0D0
IF (T ,LT. 0.000) EK = -1.0D0
IF (A(K,K) .EQ. 0.0D0} GO TO 90

. 00000600

00000610
00000620
00000630
00000640
00000650
00000660
00000670
00000680
00000690
00000700
00000710
00000720
00000730
00000740
00000750
00000760
00000770
00000730
00000790
00000800
00000810
000003520
00000330
00000840
00000850
00000860
00000870
00000880
00000890
00000900
00000910 -
00000920
00000930
00000940
000009590
00000960
00000970
00000980
00000990
00001000
00001010
00001020
00001030
00001640
00001050
00001060
00001070
00001080
00001090
00001100
00001110
00001120
00001130
00001140
00001150
00001160
00001170
00001160
00001190
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HORI(K) = =(EK + TIZALK,K) 00001200

50 COMNTINUE 00091210
DO 60 KB = 1, NML 00091220
K=H-KB - . 00001230

T'= 0.000 00001240

¥Pl = Kel ) 00091250

DO 55 I = KP1, N 00001260

T =T + ALI,KI¥HORK(K) 00001270

58 . CONTINUE ; . 00051280
WORK(K) = T 00001290

M = IPVT(K) ; 00001300

IF (M .EQ. K) GO YO 60 60001310

T = WCRK(M) 00021320
WORK(M) = WORK(K) » 00001330
CRK(K) = T © 00001340

60 CONTINJE o ] 00001350
‘ 00001360

YNCRM = 0.0D0 00001370
DO 6S I =1, N ' 00001380
YNORM = YNORM + DABS(WORK(I)) .~ 00001390

65 CONTINUE ' 00€01400
: 00001410

SOLVE A¥Z = Y 00001420

' 00001430

CALL SOLVE(NDIM, N, A, WORK, IPVT) 00001440

: 00001450

ZNORM = 0.0D0 00001650
DO 70 I %1, N 00001470
MORHM = ZNORM + DABS(WORK(I)) 66001450

70 CONTINUE 00601490
: 00601500

ESTIMATE CONDITION 00001510
00001520°

COMD = ANORM*ZNCRM/YNORM 00001530

IF (COND .LT. 1,0D0) CONO = 1,0D0 00001540
RETURN : 0€001550

‘ ‘ 00001560

1-8Y-1 , 00C01570
00001580

80 CONO = 1.000 00031590
IF (A(),1) .NE. 0.000) RETURN . 00001600
00001610

EXACT SINGULARITY ~ 00001620

_ : 00001630

99 COND = 1,0D+32 00001640
RETURN 00001650
END 00001660
SUSROUTINE SOLVE(NDIM, N, A, B, IPVT) ; © 00001670
00001680

INTEGER NDIM, N, IPVT(N) : 00001650
DCUBLE PRECISION A(NOIM,N),B(N) . 000017C0
00001710

SOLUTION OF LINEAR SYSTEM, A¥X = B . 00001720
DO NOT USE IF DECOMP HAS DETECTED SINGULARITY. 00001730
00001740

INPUT. . 00001750
00001760

NDIM = DECLARED ROW DIMENSION OF ARRAY CONTAINING A . 00001770

‘ 00001780

‘ 00001790

N = OPDER OF MATRIX.




oo0oO00O0OO0OOOOG

oo

aOoo0n

A = TRIANGULARIZED MATRIX OBTAINED FROM DECOMP .
B = RIGHT HAND SIDE VECTOR.
IPVT = PIVOT VECTOR OBTAINED FROM DECOMP .

QUTPRUT. .

10
20

30

50

B = SOLUTION VECTOR, X .

INTEGER KB, KMl, NMl, KP1, I, Ky M
DOUBLE PRECISION T

FORWARD ELIMINATION -

IF (N .EQ. 1) GO TO 50
NH1 = N-1
DO 20 K = 1, NMl
KPL = K+l °
M = IPVT(K)
T = B(M)
B(r) = B(K)
B(K) = T
DO 10 I = KP1l, N
B{L) = BII) + A(T,K)T
COHTINUE -
CONTINUE

ACK SUBSTITUTION

DG 40 KB = 1,NML
KM1 = H-KB
K = KMl+l
B(K) = BIKIZAIK,K)
T = -B(K) '
DO 30 I = 1, KMl
B(I) = B(I) ¢ ALLKI*T
CONTINUE
CONTIHUE
B(1} = B(LI/A(1,1)
RETURN
END

00001800
00001310
00001820
0001830
60001840
00001850
00601860
00001870
00001830
06901690
00001500
00001910
00001920
000019390
00001940
60001950
0001960
00001970
00001980
00001990
£ 60002000
00002010
0002020
00002630
00002040
00002050
03002050
00002070
00662080
00002090
00002100
- 00002110
00002120
00002130
00002140
00002150
. 00002100
00002172
00602180
00002190
00002200
00002210
00002220
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CAPITULO III
INTERPOLACION

La interpolaci6n es uno de los problemas que con mds frecuencia
se enfrenta el ingeniero petrolero en la prdctica. En este capitulo se

describen algunas técnicas de interpolacion.

Considérese un problema en el cual se tiene un conjunto de puntos

en R2 definidos por sus coordenadas
(X1s ¥q)s (Xps ¥o)s vevs (x5 ¥y)

y donde

Los valores Yi pertepecen a observaciones efectuadas de un cier-

to fenémeno a las condiciones xi.

E1 problema de la interpolacidn Tineal consiste en construir una
funcién f tal que, el valor de f bajo las condiciones x; sea igual a -

las observaciones Yy
f(x_i) = y].,,ij =1, ..., N

A1 mismo tiempo, la funcién f debe tomar "valores razonables" en
tre los puntos dato cuando se use con propdsitos de interpolacidn. En
la practica, existen tantos criterios para definir "valor razonable" co

mo problemas distintos. Por ejemplo, si las observaciones,yi provienen
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de una funci6n matemtica "suave", la técnica de los splines cibicos
puede,proporcfonar buenos resultados. Para valores Y; experimentales y
provenientes de observaéiones mds o menos imprecisas, no serd necesa-
rip forzar a que la funcién ajustada pase porvlos pu;tos dato. Bastard,
en este caso, con‘el ajuste de una funcién global para obtener resulta-

dos aceptables.

En términos matemdticos, el suavizamiento de una funcifn estd

‘relacionado con el valor absoluto de la segunda derivada de la funcién
|70,
y la simplicidad estd asociada con el grado de la funcidn.

E1 problema de la interpolacidén principia pues con la definicidn

de " funci6én razonable"..

La mayoria de las funciones f(x) se construyen a partir de otras
funciones mis elementales. La combinacién 1lineal de monomios (x) pro-
duce una funci6npolindmica. En general, la forma de las funciones inter

" poladoras es

A fi(x)

Si las funciones f, estuvieran definidas como

f, = Sen ix 6 fi = Cos ix,

la funcién interpoladora f(x) representaria un polinomio trigonométrico.
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Si fi estuviese definida como

o 'Ot x ’ LI ' (X.X

f, = . .
i BO + le + ...+ snx"

f(x) representarfa una funcidén racional,
Estas son algunas de las funciones interpoladoras que a continua
cién se presentan,

Interpolacién Polinomial.

Histérica y pragmiticamente, las funciones polinomiales constitu-
yen el tipo de funciones mds empleadas en procesos de interpolacidn.

Una funcion polinomial de grado n,

= +a,X + ...+
p(x) = ag + ayx a_x
es facil de derivar e integrar, y sus coeficientes pueden estimarse sin
dificultad. Ademds, segin el teorema de Weierstran*, cualquier funcidn

continua h(x) puede ser aproximada dentro de un cierto intervalo cerra-

do por una funcién polinomial dnica.

La existencia de los coeficientes a, estd asegurada ya que hacien
do-

y] = pn(x_) = z akx V'i:l, waey N

*Ratston, A., 1965. A Finst Cowuse in Numerical Analysis. McGraw-HLRL.




se obtiene un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz A serd no 1i-

neal toda vez que se cumpla la condicién de que
Xy # xj; Vi #3.

En la prdctica, sin embargo, se ha observado que la mafriz A es
sumamente mal condicioﬁada. Un ejemplo cldsico es el de valores X, re
gularmente espaciados en el interya1o [0, 1], los cuales al ser susti-

" tuidos en las funciones 1, x,xz, ..., x™ generan elementos positivos

entre 0 y 1, produciéndose con ello una estrecha dependencia entre las

columnas o entre los renglones de A.

Un método de interpolacidn mds efectivo,que ‘no presenta el pro

blema de la dependencia, serd descrito mds adelante (Descomposicidn del

valor Singular).

Otra alternativa para la construccién de funciones interpolado-

ras es la de los polinomios de Lagrange.

(x - xg) (X - Xq) eee (x - Xj-l)(x ;‘xj;l) v (x=x)

Zj(X) = (ij 'XO)(Xj SENIE (xj - xj-l)(xj'xj+1) ces (Xj" X)

»Kj(x)=
0 si i#3

La funcidn intérpo]adora de Lagrange de grado n se define a par-

tir de la éombinacién lineal
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Z.V Z(x

En particular, nétese que el polinomio yj zj(x) adquiere el valor Y;
cuando x se sustituye por xj, y toma el valor cero cuando X5 # xj,

¥i #3j.
Splines Cibicos.

Una técnica de interpolacién mas sofisticada que las anteriores,

es la de "Splines Cibicos".

Las funciones ciibicas "spline" constituyen un desarrollo matema-
tico reciente. Estas funciones se caracterizan por ser continuas y por

tener primera y segunda derivadas continuas.

A d1ferenc1a de las técnicas de 1nterpo1ac1on que emplean funcio
nes polindémicas en las cuales a un conjunto de N datos se les agusta
un polinomio dnico de grado N - 1, en el método de las funciones clbi-
cas "spline" se ajustan N-1 polinomios de tercer grado, un polinomio
por cada uno de los N - 1 intervalos definidos. Esta idea se ilustra

gréficamente en la figura 8.

Gran parte de la teoria de los "splines" se inici6 con el teore-

ma de Holladay.

Sean las abscisas a = Xg < x1 < ...<x, =b

y las ordenadas {y;} (i =0, 1, 2, .++s N) dados,
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(&)

()

Figura 8. (A) Funcidn polindmica finica de grado n-1 ajustada a un conjunto de

n datos. (B) n-1 funciones ciibicas spline ajustadas en n-1 interva

los.




De todas las funciones f(x) con segunda derivada contfnua en el
intervalo [a, b] tales que f(xi) = Y5 i=0,1, 2, ..., N, 1a fun--
cién spline s(x) con segunda derivada igual a cero en los extremos del
intervalo, s"(a) = s"(b) = 0, minimiza la integral

b

[ x))2 ax
a .

Prueba:

0 < [ (£(x) = s"(x))? dx

O &
b ) b b,
0<f (F"(x))“dx - 2 [ (f"(x) - s"(x)) s"(x) dx =f (s"(x))" dx
a a a A
b » b » n-1 ‘xk+1
0<[ (f"(x))°dx ~ [ (s"(x))“dx +2 § (f(x) - s(x)) s"'(x)'
a a k=1 .xk
b
= 2(f'(x) - s'(x)) s"(x)
a

En el miembro del lado de%écho, el tercer término desaparece de-

bido a 1a condicidn de que
fx;) = s(x;) =ys, (1=0,1,2, ..., N); el cuarto término de-
saparéée también segln la condicién de frontera

s"(a) = s"(b) =0
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Asi | "
f(s"(x x<j’ (F"(x))?
La funcidn clbica Spllne con condicién s"(a) = s"(b) = 0 1lamada
también spline natural, ‘es 1a funcién que posee la menor curvatura de

todas las funciones que pueden interpolar entre puntos dato y cuya in-

tegral

b . ‘
/ (f“(x))2 dx < = existe. En este sentido, la funcién clibica
a ,

spline es la funcidn mds suave qye,puede ajuséarse a un conjunto de qg
tos. |

Con el objeto de entender mejor la construccién de estas funcio-
nes es conveniente contar el nimero de parametros que intervienen. En
los N - 1 intervalos, existen N -1 secciones separadas de curvas cibi
cas;ﬁcada una con cuatro pardmetros, haciendo un total de 4N - 4‘paré-
metros a determinar. E1 hecho de que T1a funcidn s(x) sea continua y
tenga primera y segunda derivadas continuas en cada uno de los N-2
nodos interiores Xy introduce 3(N - 2) condiciones en s. Luego, el
hecho de que s(xi) séa.igua1 ay;en cada uno de los nodos impone N con
diciones mas en's(x),Lhaciendo un total de 4N - 6 condiciones. Para ge-
nerar'un sistema compétib1e es necesario ~ contar entonces con dos
condiciones mis, mismas que puedenrser sugeridas por las condiciones

frontera, s"(a) = S"(b) = 0.

La construccion de una funcién spline es un proceso simple y nu-

méricamente estable. Considérese el subintervalo (x%, xi+1) y sea




hy = Xin

'X,', W’(X ‘Xi)/hi, Wzl-w.

Ya que x fluctda sobre este subintervalo, w variars de0alywde]l
a 0. Representemos la funcién spline en este'Subihtervalo5pof medio
o i v

S0 = wypg + Wy 4 W) oy 4 G W)o.j

‘hdonde o; ¥ °i+1 son ciertas .constantes por determinar. Los dos prime-
ros términos en esta expres1on representan una interpo]ac16n 11nea1
m1entras que los térm1nos entre paréntesis rectangulares representan
una correcc16n cubica, ]a cua] proporcionard la suav1dad en la solu-
~-ci6n. Notese que el término corrector desaparece en los extremos del

subintervalo, de tal manera que

i) =yy oy slog) =y

~ Segln ésto, la funcidn s(x) interpola exactamente los datos, cualesquie

ra que -sean los valores oy

D1ferenc1ando 1a func16n s( ) tkes veces y usando la regla de la

cadena asf como e] hecho de que w' l/hi yw = -l/hi, tenemos que

sHx) = vy - yi)/h1 +hy [(3w - 1) 044y - (- 1) 0;]

s"(x) b ".1'+1 + 6w “i v Y
".( ) = 6(01+1 U )/h

theSe que_s“(x§ es una funcién lineal la cual interpola entre
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los valores 601 y 6°i+1'

Consecuentemente g; = s"(xi)/ﬁ. Esto explica el significado de
;s Pero no determina su valor. Notese también que s'"(x) es constante
en cada subintervalo y que la cuarta derivada de s(x) es igual a cero.

Esto debe ser cierto, desde luego, ya que s(x) es una funcién cibica.

Evaluando s'(x) en los puntos extremo del subintervalo tenemos
s'(x,) =@, - h; (oi+1 + 201)

] -
s (xq41) =84+ hy(2044 * 0y)

donde

@. = (‘yH'l = .V.‘)/h.i

En 1a expresidn anterior resulta necesario definir s; y sljvya
que Ta férmula de s(x) se cumple dnicamente en el intervalo [xi, x1+1]
de tal forma que las derivadas en los puntos extremo no estdn bien de-
finidas. Con el objeto de obtener la continuidad deseada en s'(x) se

imponen las condiciones siguientes en los puntos interiores

Adn cuando el valor de s'(xi) se calcule al considerar el subin-
tervalo [xi-l’xﬂ su férmula puede ser obtenida al reemplazar i por i -1

en s_(x1+1), 1o cual conduce a

LY

@1‘_1 + h.i_l (20'1 + U.i_l) =@i - h,i ((')'_i+1 + 20'1)
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0 bien a

M;1%_1+2“L1+“ﬂ %a-m %” ﬂ9 -%-P' 152“.”

La'eXpresién'anterior representa un sistema de N - 2 ecuaciones

lineales con N incGgnitas, o, i =1, 2, ..., N. Bajo tales circunstancias, 2

condiciones adicionales deberdn ser especificadas para poder obtener una
solucidn dnica. Considerando un spline natural, el problema queda re-

suelto, ya que s"(xl);= s"(x ) = 0, implicard que

n

g o

1 Y sean ambas idénticas a cero.

Un spline con estas condiciones frontera en las incégnitas o's

define el sistema de N - 2 ecuaciones lineales con N - 2 incégnitas si

‘.guienté:

hy 2(hy* h3)  hy 3 | ley
hp-3 ‘z(hn;3 th o) Moz | |%n-2 o ®-3

Este sistema puede resolverse facilmente empleando.el algoritmo

de Thomas.

En ocasiones, resulta mds conveniente calcular los coeficientes

actuales del spline ciibico bi’ Cis ¥ di’ i= 1,\2, eevs N =1, para
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cada i ( [ vy X ] si
a intervalo Xiv Xippl o siendo

2+ dytx - 2%

s(x) = y; t bi(x'- xi) + ci(x - X P i

LK EX <X,
i x._x..',_'.ls

a partir de las férmulas siguientes;

by = (yup = ¥3)/hy - hylog,y + 207)
vc]. ='3(71.
di = (ogy = o)/ para =1, 2, ..., M-l

De esta manera se simp]ifican-mdniphlationeseen-s(x)ttélfs,como
“‘derivaciones e integraciones. Como comentario ‘final, podemos :agregar
que éstos son precisamente los coeficientes :que calculan 'la ssubrutina

SPLINE que se enlista al final del capitulo.
Splines en Tres Dimehsiones.

La aplicacidon de las funciones spline-al :caso de tres :dimensiones
resulta inmediata. SUpéngase el siguiente‘prob1ema9en'e1;cualfse"tfenen
M datos en el sentido del eje X por Il datos;entei“sentiﬂ07éé1&aje Y, ca
| - da uno de-ellos con un cierto valor correspondiente Z; tas ccoordenadas
| - “del punto 1 siendo (Xl’ Yl) y las del pUntolMxN;siendo‘GXMaEXN),?t&lvcg

mo se ilustra en la figura 9.

Los MxH  .puntos definen una reqidn rectangular de iriterpola-
cion R. E1 problema es estimar el valor 7 en cualquier punto ‘(X*, Y*)

-en la regién R.




L=

Vv

X (Xys¥y) (oY)

FIGURA 9. Regidn de aplicacidn de las funciones ciibicas spline.

El procedimiento es como sigue:
a).- Para‘cada~Yj,~j=1, ...» N seleccionar las M parejas de pun-
tos (Xi; Zi‘);'i=1,1;.;;«M-correspondientes y ajust?r)por el método des
o k
_crito en la seccidn anterior las funciones spHne-Sj (x), k=1..., M-1
y J=1, ..., N generdndose con ello un total de (M-1)x(N) funciones cibi

cas.




Y " s(1) g(2) s

N N
YN-1 {\/\} e

- . ) . .

Y, e © o .- o @
S0 5, Y

Y1 “/“\\‘,{'\\~”. v e q‘“\qdﬂjr
S%l) SF) | S§M‘
Xp Xy XF Xy Xv-1 *m Siaths

Figura 10. Secuencia de cdlculo en la utilizacidn de la técnica: "cubic
spline" en 3 dimensiones.

b).- Una primera aproximacién Z en el punto (X*, Y*) se obtiene

seleccionando primeramente aquél conjunto de funciones

s K, 521, N
J

que interpolen en el intervalo [Xk’ xk+l]’ y el cual contenga a la absci
sa X", es decir, X < X* 5-Xk+1; enseguida, calcular en las funciones

seleccionadas

/

NR

(k) . 5 _ oK)y
S; (x)s §=1, ..., N los valores Z y 5 Ly 5 Sj_ (X*)
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c).- Considerando 1a pareja de valores

Yc, i W) ;. 9 e ]
( J X*,J) J. 1 N

ajustar las funcioneslSp]ine correspondientes y calcular finalmente en la

A
funcién apropiada el valor Z, esto es

£ = 1, ceey N'l

SRSV

7 = st (v*), Y,

Esta técnica proborcionaria el mismo resultado en Z si en lugar
de seleccionar en el punto (a) las parejas (Xi’ Zij) se hubiesen selec

cionado las parejas (Yj, ij)' para cada X;, 1 =1, ..., M,

Ajuste de Datos por Minimos Cuadrados y Descomposicién del Valor Singular.
La de minimos cuadrados es una de las técnicas de interpolacidn
mis empleada en todas las ramas de la ingehierfa.

Supongamos‘que cierto conjunto de datos (xi, yi),’i al, ...,m
son dados, siendo x la variable independiente y y la variable dependien

te. Ambas estdn relacionadas mediante una funcidn desconocida
y = y(x)

Por tal motivo la variab]e y serd aproximada mediante una combi-

nacién lineal de n funciones bésicaé'¢j,f
y(x) = ¢y ¢1(x) *c, ¢2(x) tote ¢n(x).

A esta combinacidn 1ineal se le conoce como modelo matemdtico lineal. El




problema es selecci¢nar los n coeficientes Cys vees Cps. de tal forma
que el modelo se "ajuste“ a los datos de algdna manera preestablecida.
E1 modelo es lineal ya que esa es 1a forma en que lTos coeficientes apa

recen. Las funciones ¢i(x) pueden ser no-lineales, sin embargo. .

E1 modelo lineal mds comin es el polinomial

- 2 ‘ n-1
y(x) = €yt CoX + Cx™ ...+ X
donde cada . 6.(x) es igual a w1
funcion J
Para ¢j(x).= senjx el modelo lineal correspondiente serfa
y(x) = cisenx. + ¢, sen2x + ... + c. sen nx
. X )
y para ¢j(x)‘= e serfa
: XX ApX A X
e 1 2 i n
y(x)-ple +c,e +...v+cne

En el Gltimo caso, si las Ai tuviesen que ser determinadas, entonces el

modelo seria no-lineal.

En ade]ante, un1camente cons1deraremos el caso donde el numero

de puntos dato es mayor 0 1gua1 a n, el nimero de coef1c1entes, m > n.

De todos los métodos utilizados en la evaluacion de los coeficientes cJ,

el de minimos cuadrados es el mis emp]eédo.

,

Los coef1c1entes cJ se determ1nan de ta] forma que el cuadrado

de las diferencias entre’ X c ¢ (x ),y ¥; ‘es m1n1m1zado,,es dec1r
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. m 9 m n o 2
minimizar 7§ re = L] c.o.(x) - y.)
o i=l i=1 g=1 JJI1 T
J

Eféctuando las derivadas parciales con respecto a cada coeficiente Cy

e igualando a cero se tiene:

cj.¢j(xi) - yi) J

0, ¥k-=

]
—
-
]
S

Cae :
L e 1=
A 3

m
4y !

i

0, Vk

i
—
"
-
>

m n
6 igl 2 ¢k(xi) (jgl Cj¢j(xi) - yi)
sistema que puede ser expresado también como:

Z¢ ) zc¢(x)- z A =1, oo

O

n m - m |
.g Cj -igl ¢k(x.i) ¢j(x.i) = 121 q)k(x,i)y1, V k = 1’ vees N

Jj=1

y que en forma matricial puede ser escrito simplemente como Pc q don-

de P es una matriz de orden nxn cuyos elementos son

nbvas

(P} -

(x ) ¢; (x ), q es el vector de n térm1nos independien-

i=1

om , .
tes qk‘='.§1 ¢k(xi)yi,:y=c es el vector de coeficientes.
i=

En el caso particular donde la funcién y(x) es aproximada por la
ecuacidn de una 19nea recta y(x) c; ¥ czx, 1a matriz P. y el vector de

térm1nos 1ndepend1entes resu1tan 1gua1es a
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En principio, e] sistema Pc = q puede resolverse empleando
Tas subrutinas DECOMP f SOLVE; Sin embargo, dado que P es una;matriz
simétrica, el espacio de memoria puede reducirse a la mitad, y también
dado que P es una matriz positiva definida, no es necesario'buscar el
elemento pivote, ya que Tos elementos de la diagbnal principal serdn to

dos diferentes de cero.

La prdctica ha demostrado que la matriz P tiene, en muchas oca-
sianes, un ndmero condicional (COND) sumamente grande. Esto produce que;
cualquier ﬁequeﬁo error cometido en los datos. se tradUzca en un error
amplificado en el cdlculo de los coeficientes. Igualmente, en el caso
extremo de funciones base'¢j(x) dependientes, 1aymatriz P sera singular,

Yy su-ndmero condicional podrd considerarse como infinito.

Consecuentemente, cualquier método que evite la generac1on de ni

meros cond1c1ona1es grandes en la matr1z P, puede cons1derarse como un

‘buen detector de dependenc1a lineal entre las funciones base. E] numero

cond1C1ona1 COND ca]cu]ado por la subrutina DECOMP es de ayuda pero e]

~ por st sélo,vno proporgionaré una.solucién al problema.

A continuacidn, describiremos una técnica que permite detectar y

manejar el problema de la dependencia en las funtiones base.V

E1 método mds confiable que permite calcular 1os'coeficientes.de]
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problema de minimos cuadrados estd basado en la factorizacidén de una
matriz. Dicho método es conocido con el nombre de "descomposicion del

valor singular" (DVS).

E1 método se ihicia con la generacién de la "matriz de disefio"
del andlisis estadfst1co de experimentos, o sea con una matr1z A de

orden mxn cuyos e]ementos ‘vienen definidos por la expres16n o

o

33 =¢j(x1)»

nsiuyﬁdehgta al vector de m elementos {yi}, y ¢ al vector de confis
cientes, entonces la aproximacién del modelo matemitico Tineal =~

i

n

] .
321 c ¢ (x .) = Yy Vi=1, ..., m

puede escribirse en forma matricial como
Ac =y,

El método DVS descompone la matriz A en tres matrices %I, Uy V. I es
una matriz diagonal de orden mxn cuyos elementos no- negat1vos ‘son 105
valores singulares de 1a matriz A. Las matrices Umxm ann{ son dos ha-
trices ortogona]es un1tar1as las cuales son usadas en la transformac16n
del sistema Ac =y en~un sistema equ1va1ente Ic = i;.y En otras pa]a-
bras, si 1a matriz A Buede expresarse como Uz VY, entonces Ta aproxima-

cion Ac = y puede substituirse por

uzvic =y




omo U y‘Vr§on dostatrices ortogonales, tales que wt = I 6 U'“1 =1Ut,

?}a,expresién:anteriOr puede escribirse como

R 4 t. - , - o

o‘bien como Ic =y donde Yy = Uty y ¢ =’Vtc

~Ahora bien, écomo se construyen las matrices Z, Uy V, tales que I sea

“una matriz.diagonal y U y V sean matrices ortogonales?

‘Los valores singulares de la matriz A no son otros que las rafces cua-
“dradas .positivas de los eigenvalores de la matriz AAt,»qﬂe:nor:ciento
zson-iguales a los eigenvalores de la matriz Ata. Los vectores singula-

res izquierdo y derecho son los eigenvectores de las matrinesfﬁﬁtnydﬁgﬁ

xespectivamente, y ellos constituyen las columnas de las matrices U yV.

-Si las funciones base ¢j(x) fueran linealmente independientes en

“los puntos dato, entonces los valores singulares serfan diferentes de ce’

i o I

“E1 uso correcto del método de 1a descomposicién de1iyaTorASingu-
“lar -debe de considerar una tolerancia ¢ la cual refleje la precisidn de
ilos:détos.originales.hﬁualquier valor singularaoj mayor que g serd.acep-
“tado y;su-correspondiénte coeficiente 35 podté;ser ca]culagp;cvmo
E%&/gj. Por otra parte,‘cualquier valor singulaf o, menor qué.;tseré;cgﬂ
@siﬂerado como ‘cero y eI corréspbndiente coeficiente'Es se igﬂalaf§:ﬁace—

/ ‘donde ¢ es el mayor valor singulary:

ﬁmo.fElscgc1ente o Umin max

, min
#el-menor valor singular, puede considerarse como otra forma-alternativa

max

de:definir al nimero condicional de la matriz A

COND(A) = Umax/omin
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E1 método DVS se encuentra totalmente prograMaddvaa subrutina

Ly

SVD (1istada al final del capitulo) calcula, dada 1é‘matriz Aﬁ*n’
las matrices U, £ y V. E1 siguiente programa ilustra el uso de esta

subrutina.
Ejemplo del Uso de 1a Subrutina SVD.

(I)  Creacidn de 1a matriz de disefio A.

DP 20 1

= 1, M
T (1) % abscisa del punto dato 1.
Y‘(I) = ordenada del punto dato i.
W10J = 1, N
A (I, d) = J-esima funcién base evaluada en el valor T(I)

10 C@NTINUE
20 CONTINUE

- (II)  Llamada a la subrutina

CALL SVD (MDIM,M,N,A,SIGMA,.TRUE.,U,.TRUE.,V, IERR,WJRK)
IF (IERR.NE.O) WRITE (6,13) o
13 FORMAT ('ERRGR ENCONTRADO EN S V D ')

(111) Bisqueda del mdximo valor singular y deteccién‘de'va1ores‘sihgu-

‘lares despreciables. Inicializacién del vector de coeficientes.

SIGMAL = 0.
DP 30 J= 1, N
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IF(SIGMA(J).GT.SIGMA1) SIGMAl

: SIGMA(J)
C(J) |

0.
30 CONTINUE

V) Se proporciona un error de tolerancia relativo RELERR, Si los
datos -tienen una exactitud de 3 digitos, entonces.RELERR = 10'3,

por ejemplo. Calcula 1a tolerancia en el error absoluto ¢
| TAU = RELERR*SIGMAl

Calcula el vector de coeficientes C(J) de acuerdo al desarrollo

en la expresién (1).

Dp 60 J = 1, N
IF(SIGMA(J).LE.TAU) G@ T@ 60

S = 0.
Dg 40-1 = 1, M
s = SHU(I,d)*Y(1) vy = uly
40 CPNTINUE
s = S/SIGMA(J) T o= 3y
Dp 50 I = 1, N |
c(1) = C(I)+s*V(I,J) ...c = Ve

- 50 CONTINUE
60 CONTINUE

En este programa M representa el nimero de datos y N el nimero

de funciones bqse.

Ahora los coeficientes estan 1istos para ser'emp1eados.




WRITE(G,’____)(C(J), J = 1, N)

V) La rafz cuadrada de 1a suma del cuadrado de los errores residua

les puede obtenerse a partir de la expresidn (Ac—y)t (Ac-y)

RSQ = 0.

DP9 I = 1, M

RI = 0.

DpP8OJ = 1, N N

RI = RI+C(J)*A(I,J)

80 CONTINUE
RSQ = RSQ+(RI-Y(I))**2

90 CONTINUE
R

SQRT(RSQ)

Como ilustracién del método DVS y del ajuste por minimos cuadra

dos veamoé el ejemplo siguiente:

En un yacimiento de petréleo se desea inyéctar gas nitrﬁgeno co
mo técnica de recuperacién secundaria. En el cdlculo del gast§ y de la
presion de inyeccidn es determinante conocer el valor del faééor de
compresibilidad Z de]Anitrégeno. La grafica de la figura 11 proporcio-
na el valor de Z en funcfén de la presidn y de ia temperatura; Sin em-
bargo, con el objeto de predecir y controlar la operacion a'través de

una computadora, resulta necesario contar con una expresién analitica’

de Z.
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Por tal motivo, se leyeron de la grdfica los valores de Z para
todasllas temperaturas indicadas y para las presiones de 0 psia a
4000 psia a intervalos de 500 psia. Como expresion analitica se eligié

la funcion cibica

Z=Cpr G, P+ Gy T w G PR T 4 TP P34, POT 4

A

P72 g T

4 6 7 8

Cq

140

75’Factor de Compresibilidad

14
105) -~
100 e
095,560 4000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 §000 5500 600 6500 %000

Presidn

oA

Figura 1l1l. Factor de Compresibilidad *Z" del Nitréggno.
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donde P' y T' adoptaran diferentes valores segin las alternativas:

Alternativa A,ET'

= T N p! = P
b T o I-184 , _ P-2000
A1ternat1ya Q T = o Po= o
A]ternativa_c T = Ii%gi , P' = P-2000

1000

donde P y T son los valores leidos de la grdfica, y las constantes 184
y 2000 son los valores lefdos promedio de la témperatura y de la pre-

~ sibn, respectivamente. Los divisores son factores de escala.

Considerando’cgda una de las tres alterhativas, se efectus el
ajuste segﬁn minimo§ éuadrados y seglin la técnica D V S. E1 resumen de
‘Tos resultados obtenidos se muestra en la tabla 1. En la tabla, p es
el coeficiente de correlacién estadistico e indica la bondad en la pre
diccién. Si p = 1.00 la prediccidn es "perfecta"; si p = 0.00 no hay .

e ——

tal prediccién. vZr? es la raiz cuadrada de la suma de los errores
-i . .
al cuadrado 'e indica que tan cerca pasa la funcidn ajustada a los pun-

~tos dato. Valores menores de /Eriz denotan mayor cercania. Como pue-

de observarse, M-C permanece inalterable en 1qsbvalores de p y /iri?
ante las tres alternativas, lo cual es obvio ya que por construccidn M-C.
s61o minimiza 1as degviaciones y no le afectan los cambios de escgla
en las variab]es jpdependientes. DVS es, excepto en 1afa1ternativa A,

mejor que M-C: Ademds, D V S es sensible a los cambios de escala.

La figura 12 muestra dos grdficas donde el valor real del fac-
tor de compresibilidad Z, en las absisas, ha sjdq graficado contra el

valor ca1¢u]ado\2*; eh las ordenadas. La grdfica A corresponde al ajus




(B) | R

FIGURA 12. (A) Diagrama de correlacién entre variable real (abscisa)
y variable estimada (ordenada) por minimos cuadrados.
(B) 'Diagrama de correlacidn entre variable real (abscisa)
y variable estimada (ordenada) por DVS.




74

Tabla 1. Resumen de resultados del ajuste MC VS DVS

Alternativa
A B C
o 0.48 0.48 0.48
M.C. |[vzriz | 0.4361 0.4361 0.4361
COND | 0.4501x1023 | 0.7448x10% | 0.1462x103
0 0.79 1.00 1.00
D.V.S{|vzri? | 6.8109 0.0349 0.0349
. 11 . 4 ' 2
COND | 0.2789x10 0.8425x10% | 0.1220x10

-

te por M-C.(alternativas A, By C) y la grdfica B corresponde al ajué-‘
te segiin D V S (alternativa C.). En 1a tabla 1, COND representa el ni
mero de condiciéh de Ta matriz del sistema. En todas las alternativas
el método DV S prodﬁce un nimero de condicién siempre mucho menor al

calculado por M-C,

Los valores de los coeficientes Ci de la funcién ajustada por

la técnica DV S y bajo 1a alternativa C fueron:

0.10437360 x 101

c, -
C, = 0.35185506 x 107
¢, = 0.17852805 x 1071
C, = 0.70853098 x 1072
C. = 0.32667433 x 1072




Ce = -0.54567901 x 1072
C, = -0.34567901 x 107
Cg = =-0.29738655 x 1073
Cg = -0.79286510 x 1072
Cp = 0.12825284 x 1072

~La funcidn ajustada proporciona un ajuste confiable para valo-

res de T y P dentro del rango 32 < T < 400°F y 0 < P < 4000 psia.

Kriging - Una Nueva Fi]osof?a Dentro de los Procesos de Interpolacién.

En contraste con los métodos bi-dimensionales de interpolacion,
interpolar en tres dimgnsiones resulta sumamente costoso en tiempo de
cémputo y los requisitos exigidos a la informacién pueden, en muchas oca
siones, no ser satisfechos. Considérese el siguiente problema donde se
desea obtener un plano configurado de las permeabilidades calculadas a
través de prueba§ de presion efectuadas en un cierto ndmero de pozos (Fi
gura 13). Como suele ocurrir en estos casos, lo primero que se observa
es que la informacidn no esté distribuida regularmente en el espacio. Es

to impediria la aplicacién del método de las funciones bi-cibicas o del

método de minimos cuadrados descrito en el Apéndice B. Otra caracteristi

ca importante de la informacidén es que ésta se encuentra agrupada en

ciertas porciones del drea de estudio formando To que se conoce como "nu

bes de informacién". E1 ajuste de una superficie polinomial produciria,

bajo estas circunstancias, resultados incoherentes ya que la informacidn

mis aislada estaria ejerciendo fuerte influencia sobre los resultados de
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FIGURA 13. Representacion grdfica de un campo petrolifero donde localizaciones
de pozos perforados han sido indicadas con cruces. A través de prue
bas de presidn, permeabilidades han sido calculadas en cada pozo.




los coeficientes del polinomio.

Por tales motivos, se han creado otros métodos de interpolacidn,
tales como el de bonderacién con respecto al inverso de la distancia,
ponderacidn con respecto al inverso del cuadrado de la distancia, etc.,
Tos cuales empleados conjuntamente con la técnica de bisqueda octal pue-
den producir resultados‘"aceptables": Todos estos métodqs, sin embargo,

no pueden evitar el error inherente de todo proceso de interpolacion.

Existe un método que bor disefio minimiza precisamente el error
del proceso de interpolacidn y el cual se conoce como método Kriging de
estimacidon. Tratar de ekp]icar este método en toda su extensidn tomaria
por si sélo un curso completo. Aqui nos limitaremos a resumir 10s prin-

cipios bdsicos.

La piedra angular del método Kriging es una funcidn denominada se

mi-variograma la cual expresa el grado de correlacién espacial existente

entre la informacién. Una vez estimada la funcién semi-variograma, es po

sible expresar el error, o mejor dicho, el valor promedio del error en
términos del semi-variograma. Lo que resta es simplemente una aplicacion
del método de los multiplicadores de Lagrange sobre 1a expresion del

error.

Si 1o que se busca es estimar el valor de la variable desconocida

Z empleando un estimador Z' definido como

A, L,

z' = g 1T

e~

i

donde 1os n valores Zi son datos conocidos, entonces el método Kriging
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~ proporcionard 1os n valores Ai tales que el valor esperado del cuadra-

do de la-diferencia entre Z y Z', esto es, E[(Z-Zi)z] es el minimo.
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EJERCICIO # 4

Escriba un programa para la solucitn del siguiente problema. Un
gas natural conteniendo 0.7% de nitrdgeno fue sometido a un andlisis
de laboratorio donde ei factor 'de compresibilidad Z fue medidb. La ta-

bla siguiente muestra los resultados obtenidos.

Presidn | Temperatura A
(psia) 32°F 100°F 190°F 280°F
1.4 0.6885 :0.8213 0.9097 0.9557
1.6 0.6593 0;8044 0.9009 0.9516
1.8 0.6433 0.7896 0.8943 0.9486
2.0 0.6369 0.7805 0.8899 0.9472
3.0 0.6981 0.7901 0.8932 0.9571
4.0 0.8103 0.8600 0.9356 . 0.9890
5.0 0.9333 . 0.9516 1.005 1.0384

Empleando el algoritmo de "bicubic-splines" descrito, interpole
los valores de Z considerando valores de presidon de 1.4 psia a 5.0 psia
a intervalos de 0.1 psja,y considerando valores de temperatura de 32°F

a 100°F a intervalos de 2°F y de 100°F a 280°F a intervalos de 10°F.

Comente la exactitud en la interpolacién del método.




EJERCICIO # 5

En yacimientos productores de aceite cuando éste fluye por la
tuberfa de produccién del pozo se libera gas produciendo un flujo en dos |
fases. Poettmann y Céfbenter han derivado una expresion analitica que
permite calcular la caida de presion en tuberias verticales con flujo

multifdasico

2
sp 1 f(qM)
ah T 142 [P ¥ 7413 x 1019 d°

donde
P es la densidad de la mezcla gas-aceite,
gM es el gasto de aceite por masa de la mezcla,
f . es el facfor de pérdidas de energia el cual depende del

gasto qM,

d es el didmetro interno de la tuberia, y

%E es el gradiente de presién.

Se desea encontrar, dado un cierto diametro de tuberia d, el

gasto gM que producird la minima caida de presién en la tuberfa.

Del andlisis sabemos que derivando Ap/Ah con respecto al gasto
gM e igualando a cero, obtendremosklas condiciones buscadas en el gasto
que producirdn la caida minima de presion. Sin embargo, el factor de
pérdidas de energfa f depende también del gasto gM, por 1o que resulta

necesario generar una funcidén que exprese f en términos de gM. Dicha
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funcidén deberd ser substituida por f antes de proceder a la deriva-

cioén.

La curva de abajo,obtenida experimentalmente por Baxendell, ex-
presa el factor de pérdida de energia en términos del gasto gM/d. Em-
pleando la técnica de minimos cuadrados o la de descomposicidn del va
Tor singular, ajuste una funcién a la curva mostrada. Substituya la
funcidén ajustada eﬁ Ta ecuacion de Poettmann y Carpenter y encuentre
una expresion del gasto gM en términos del diémetrb d, para la cual

la caida de presidn en la tuberia sea minima.
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SUCROUTINE SPLINE (N, X, Y, By C, D)
INTEGER N
DOUBLE PRECISION X(NJ), Y(MH), B(N), C(N), DI(N)

FGR? A CUBIC INTERPOLATING SPLINE

FOR X(I) .LE. X .LE. X(I+l)

INPUT..

THE NUM3ER OF DATA POINTS OR KMNOTS (N.GE.2)
THE ABSCISSAS OF THC KNOTS IN STRICTLY INCREASING ORDER

THE ORDINATES OF THE KNOTS

LU L 1)

N
X
Y

OUTPUT..
B, C» D = ARRAYS OF SPLINE COEFFICIENTS AS DEFINED ABOVE.

USING P TO DEMOTE DIFFERENTIATICH,

Y(I) = S(X(I))

B(I) = SRIX{IN

C(I) = SPRIX(I)NI/Z

D(I) = SPPP(X(I))/6 (DERIVATIVE FROM THE RIGHT)

THE ACCOMPANYING FUNCTION SUSPROGRAM SEVAL CAN BE USED
TO EVALUATE THE SPLIKE.

IMITGLE ML, IB, X
1CUBLE PRUCISION T

:1

1= N1 .
N .LT. 2 ) RETURM
N .LT. 3 ) GO TO 50

[ e I

e it

(
(
SET JP TRIDIAGONAL SYSTEM

B = OIAGCNAL, D = OFFDIAGONAL, € = RIGHT HAND SIDE.

[sEeRrNeNe]

X(2) = X(1)
(Y(2) = Y(1))/D(1)
2, NML
B(I) = X(I+1) = X(I)
B(I) = 2.%(0(I-1) + DLI))
CLI+1) = (Y(I+1) = Y(I))/0CI)
C(I) = C(I+¥l) - C(I)
10 CONTINUE

D1}
cee)
DO 10 I

"o

ouou

END COMDITIONS. THIRD DERIVATIVES AT X(1) AND X(N)
CBTAINED FROM DIVIDED DIFFERENCES

OO0

B(1)
BIN)
cy)
C{N)
IF (
C(l)
C(N)
Ct1)
C(H)

-0(1)

-D(N-1)

0.

0.

.EQ. 3 ) GO TG 15
CU3)/(X(4)=X(2)) = C(2}/(X(3)=X(1))
C(N=1I/(XIN)=X(H-2)) = CIN-2)/(X(N-1)=-X(N-3))
ClLI¥D(1)%%2/(X(4)=X(1))
=CIN)*DIN-1)%%2/(X(N)-X(N-3))

U HuaZunnu

c
C FORWARD ELIMINATION

c
15 00 ;0 I =2» N
D(I-1)/B8(I-1)
B(Il = B(I) - T*D(I-1)
C(I) = C(I) = T*C(I-1)

20 CONTINUE

!
THE COSFFICIENTS B(I), C(I), AND D(I), I=1,2,...,N ARE COMPUTED "'

S(X) = Y(I) + BLIIH(X-X(I)) & CIII*(X=-X(I))%%2 + D(II*(X-X(I))*%3

000006000
00000010
00000020
00000030
C0C00040
03000050
9000005¢C
00000070
00000030
0000090
00000100
030c0110
0gecoleo
03000130~
03800149
00000150
03000160
00000170
08000180
060000190
00000200
0o0Jocclo
00gooza0
00300230
00000240
00000250

. 00000249

00000270
00000280
£0600290
00000300
00000310
09050320
36000330
00000340
00000350
00000330
03060370
00905380
CCo00350
00200400
0Cc00410
00000420
00000430

00900C4%0

00C00450
00000450
06300570
00000450
00000490
00000500
60200510
00000520
00C00530-
09000540
000C0550
00030560
00000570
00000580
00000590
00006400
€0000:10
00000620
00000630
00000640
00030650
000C0560
0000670
60000530
00060690
00000700
00000710
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BACK SUBSTITUTION

C(N) = C(NI/B(N)
DO 30 IB = 1, Nl
I = N-IB
ClI) = (CLI} - D(INXC(I+1))/B(I)
30 CONTINUE

C(I) IS NOW THE SIGMA(I) OF THE TEXT
COMPUTE POLYNOMIAL COEFFICIENTS

B(H)Y = (Y(N) = YONML))/ZD(NML) + D(NML)*(C(NM1) + 2.%C(N})

DO 40 I 1, NM1
B(I) (Y(I+1l) = Y(I))I/D(Y) - DOIIX(C(I+1l) ¢ 2.%C(I))
D(I) (C(I+1) = C(I))/D(Y)
C(I) = 3,%C(I)

40 CCHTINUE
CIH) = 3,%CIN)
D(H) = D(N-1)

RETUR

i HH

ny

-

(Y(2)-YA1))/(X(2)=X(1))
0.
0.

50 B(1)
C(1)
D)
RETUR
END

Zuumn

DOUSLE PRECISION FUNCTION SEVAL(N, U, X, Y, B, C, D)

INTEGER N .
DOUBLE PRECISION U, X(N), Y(N), B(N}, C(N}, D(N)

THIS SUSROUTINE EVALUATES THE CUBIC SPLINE FUNCTION

SEVAL = Y(I)  B(ID*(U=X(I)) + COIN¥(U=XCI))I*%2 + D(L)I¥(U=X(T))#x3

RHERE  X(I) .LT. U .LT. X(I+l), USING HORNER'S RULE

IF U .LT. X(1 THEN I =1 IS USED.
IF U (GE. X(N) THEN I =N IS USED,

INPUT. .,

THE NUMBER OF DATA POINTS

THE ABSCISSA AT WHICH THE SPLINE IS TO BS EVALUATED.
= THE ARRAYS OF DATA ABSCISSAS AND ORDINATES

yD = ARRAYS OF SPLINE -CCEFFICIENTS COMPUTED BY SPLINE

pr

O~ un

U
X
B,

IF U

IS
BINARY SE

[39]
ARCH IS PELRFCRMEZID TO DETERMINE THE FROUPER INTERVAL.

INTEGER I, J» K

DCUELE- PRECISION DX

DATA I/1/. :

IF (I .GE.N)I=1

IF (U .LT. X(I) )60 TO 10
IF ( U .LE. X(I+l} ) GO TO 30

BINARY SEARCH

101
J = N+l

20 K = (I+J)/2
IF (U LT, X(K) ¥ J =K
IF (U LGE, X(IK) ) I =K
IF ( J .GT. I+l ) GO TO 20

1

-
-
=

EVALUATE SPLINE

30 DX = U - X(I)
SEVAL = Y(I) ¢ DX#(B(I) + DX*(C(I) + OX%R(I)))
RETURN
END

T IN THE SAHEFINTERVAL.AS-TRE PREVIOUS CALL, THEN A ‘

006000720
00000730
0000740
00000750
00300760
00C00770
€0030730
00000730
00000800
60000810
oood0el

0000C830
0000C840
00000359
00000860
00000570
0000880
€0000390
000009G0
00000910
0CNLI9N0
0C%u0330
0003567250 .
000C05E)
00000950
060C0970
03000980
000009%0

.

00001000 °

00001010
ooccloz0
030C1030
003010450
00001050
000010060
0001070
02001030
03001¢°0
020C1100
00001110

03001120

00001130
00001140
6a0Cl1s0

00001160

00001170
00051150
00001190
00001209

60001210
0000122

00001230
cocc1240
€C001250
003501260
€C201270
GLl0ll&0
60601250
00001300
00001310
00C01320
03001330
00021340
C0301359
C0C01360
00601370
00001350
00001390
00091400
03001410
00061420
00001430
00001440
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SUTRQUTING SYDIRML MM, A8, MATU, UL HATY, V, TERR,RVY)

NTTGES I,J KoL, TIL, I, MK, K LL L1, MNL N ITS, TERR
TAL~S ACRLHI RN UNA N VR, NDY L RVI(H)

REAL#8 C,F,6,H,5,%X,Y,Z,EPS,SCALE,MACHEP

REAL*8 DSART,OMAX1,DABS,0SIGN

LOGICAL HATU,MATV .

THI5 SUDROUTINE IS A TRANSLATION OF THE ALGOL PROCEDURE SVD,
tistl. MATH. 14, 403-620(1973j SY GCLUB AND REINSCH.
HAKDEGOK FCR .AUTO. CCMP., VOL II-LINEAR ALGEERA, 134-151(1971).

THIS SUBROUTIME DETERMINES THE SINGULAR VALUE DECONPOSITION

T .
A=USV GF A REAL M BY N RECTANGULAR MATRIX. HOUSEHOLDER
BIDIAGONALIZATICN AND A VARIANT OF THE GR ALGORITHM ARE USED.

ON INPUT:

NM MUST BE SET TO THE ROW DIMENSION OF TWO-DIMENSIOHAL
ARRAY PARAMETERS AS DECLARED IN THE CALLING FROGRAM
DIMEMSICH STATEMEHT. HOTE THAT NM MUST BE AT LEAST
AS LARGE AS THE MaXIMUM OF M AHD Nj

M IS THE NUMBER OF RCWS OF A (4HD U3
N IS THE HUMZER OF COLUMNS CF A (AND U) AND THE ORDER OF V;
A COMTATHS THE RECTAMGULAR INPUT MATRIX TO BE DECOMPOSED;

MATU SHOULD BE SET TO .TRUE. IF THE U MATRIX IN THE
CECOPOSITICH IS DESIRED, AND TO .FALSE. OTHERWISE;

MATY SHCULD BE SET TO .TRUE. IF THE V MATRIX IN THE
DECOMFOSITION IS DESIRED, AND TO .FALSE. OTHERMWISE.

ON QUTPRUT:
A TS UNALTERED (UNLESS OVERWRITTEN BY U OR V)3

W CCHTAINS THE N (ROM-NEGATIVE) SINCULAR VALUES OF A (THE
DIAGCHAL ELEMENTS OF S). THEY ARE UNCRDERED. IF AN
ERROR EXIT IS MACE, THE SINGULAR VALUES SHOULD BE CORRECT
FOR INDICES IERR+1,IERR+2,...,H;

U COMTAINS THE MATRIX U (ORTHOGOHAL COLUMN VECTORS) OF THE
CECOMPOSITION IF MATU HAS ECEN SET TO .TRUE. OTHERWISE
U IS USED A5 A TENPCRARY ARRAY. U MAY COINCISE WITH A.
IF AN ERROR EXIT IS MADE, THE COLUMNS OF U CCRRESPONDING
70 INDICES OF CORRECT SINGULAR VALUES SHOULD BE CORRECTS

V CONTAINS THE MATRIX V (ORTHOGONAL) OF THE DECOMPOSITION IF
MATV HAS BEEN SET TO .TRUE. OTHERWISE V IS NOT REFERENCED.
V MAY ALSO COINCICE MWITH A IF U IS NOT NZEDED. IF A ERROR
EAIT IS MADE, THE COLUNKS OF V CCRRESFORDINS TO INJICES OF
CIRPECT SINGULAR VALUES SHCULD BE CORRECT; '

i 001
=32446002
32640003
31940634
306040665
3040305
3350007
30450008
32440009
32440010
32440011
3nas601R
32430013
32640014
2440015
30440016
326440017
30440018
32640019
32440020
32440021
326440022
32440023
32440024
32450025
326440026
32449027
30440028
32640029
32440030
32440031
326450032
2440033
30440334
30440035
30460026
2640037
30440038
38440039
32440040
32440391
32340242
32440043
32440069
30440045
32450046
32440047
32440048
32640049
32440053
2640051
2440052
38440053
324400564
32440055
324640056
32640057
32440058
30640059
32466060




(o] [g] (¢ OO0 00O0000O0ODN0C0:

fx]

%

100

120

130

140

I£+2 IS SET TO | 30440061
ZERQ FCR NOAMAL RETURN, 3650062

K IF THE K-TH SINCULAR VALUE HAS NOT BEEN 32940003
DETERMINCD AFTER 30 ITZRATIONS; 30490064

: 32440065

RV1 IS A TEMPORARY STCRAGE ARRAY. : 32450056
30440057

QUESTIONS AND CCMMENTS SHOULD BE DIRECTED TO B. S. GARBOM, 306440008
AFFLIED MATHEMATICS DIVISION, ARGONME NATIONAL LABORATORY 32460089
32440070

cemmememmmma e e m———————— R ———- -=32440071
; 32440072

t:rrr228tt MACHEP IS A MACHINE DEPENDENT PARAMETER SPECIFYING 30440073
THE RELATIVE PRECISION OF FLOATING FOINT ARITHMETIC. 32440074

MACHEP = 16.000%%(=13) FGR LONG FORM ARITHMETIC 32450075

CN 8360 t:rsrirsss - 32440076

DATA MACHEP/Z3410000006900000/ ; 32440077
: ‘ , 32640078
IERR = 0 : ' . 32640079
, . 32460030

DO 100 I = 1, M & . : 326440021
; : 32440052

£O 100J = 1, N . , 30540083
ULIJd) = ALTL ) 32446084
CCNTINUE * 32440045
t1rizziiis HOUSEMOLDER REDUCTION TO BIDIAGONAL FORM :s3z:iszids: 326440005
G = 0.000 326450037
SCALE = 0.0D0 .. 32440083
% = 6.0DO 30440089
: 32640090

CO 8 I =1, N ; ‘ 32440091
L=+l - 2440092
RYL(I) = SCALE % G ' 2440093

5 = 6.000 2440094

$ = 0.000 12440065
SCALE = 0.0D0 306440096

IF (I .G6T. M) GO TO 210 12440097
32440093

0O 120 K = I, M 32540069
SCALE = SCALE + DASS(U(K,I)) : , 32540100

- ‘ 32440101

. IF (SCALE .EQ. 0.0D0) GO TO 210 : 32440102

: 32440103

DO 130 K = I, M 32440104
UCK,I) = ULK,I) / SCALE . 32440105

S = § + U(K,I)x%2 : - 32440125
CONTINUS = : 32440107

: g : ' , - 32440108

F = UI,I) 32440109

6 = -DSIGH(DSQRT(S),F) ‘ 32440110
H=F%6-9S : 326440111
UI,I)=F -6 32490112

IF (I .EQ. N) GO TO 190 326450113
32440114

00150 J = L, N - 2450118

S = 0.0D0 32640116
2440117

DO 140 K = I, M o ' 32440118

S = 5 + UK, I) % UlK,J) 32440119

' : 32440120
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[g]

[¢]

O

(2]

230

siely
IF
02

L3

co

e

H

122 K = *. M

UK,

CONTINLE

J) = ULKyJ) + F % UK, I)

DO 200 K =TI, M
= SCALE # UIK,I)

W(I)
G
S = 0.00¢C
SCALE

UtK,I)

-
=

SCA

2.Cdo

IF (1

DO 22
SCALE =

0

LE * G

= 0.000

.GT.
K =

M .CR. I .EQ. N) GO TO 290
L, N

SCALE + DABS(U(ILK))

IF (SCALE .EQ. 0.0D0) GO TO 293

DO 230 K =
UCI,K) = UCI,K) / SCALE
S =
CONTINUE

(":CG)’"

H wouou

f""ﬂ

U

S +

I,L)

~DGIGN

-

DO 240
RV1(K)

* G
= F

K

Ul

» N
U(I,K)#%2

{DSART(S),F)
- S .
-G

Ly N
I,K) /7 H

IF (I .EQ. M) GO TO 270

D0 260 J =

S

0.C

Ly M
Do

DO 250 K = L, N
S = S + UlJ,K) * ULI,K)

DO 280 K. =L, N
UlJ,K) = UCJ,K) + S # RVI(K)
CONTIMUE ‘

Do 280 K : L. N _
UCI,K) = SCALE % UCI,K) ,

X = OMAXL(X,DABE(N(I) J4DABS(RVL(I)))
TvE

g23iiii ACCUMULATION OF RIGHT-HAHD TRANSFORMATIONS
(.NOT. MATV) GO TO 410

iiriii: FOR I=N STEP -1 UNTIL 1 DO == t::f3sis::
400 IT = 1, N

I=M+1=-1I

IF (I .EQ. N) GO TO 390

IF (6 .EQ. 0.0D0) GO TO 360

DO 320 J = L, N

323333 DOUBLE DIVISION AVOIDS POSSIBLE UNDERFLOW

esee seve
IR SRR R R

3240401
3taaclrea
ILa48123
3C44012¢6G
30440125
35410126
32440127
32440128
32440129

2640130
32440131
32440132
32440133
32440134

32440135

22440136
30440137
32640138
32540139
32460140
32440141
32440142
324450143
3244014%
32440145
32640246
32440147
32440146
32440149
24ﬁ0150
QQOJSI
"“’401
440’:3
32440154
304490155
32440154
32440157
32440158
324490159
32440160
32440161
32490162
32440163
32440164
32440165
32440166
32450167
324401638
22440169
2440170
2440171
32%40172
324340173
32440174
32440175
32440176
32440177
32440178
32440179
326440189
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<d

450

450
470

475
450

HILI) = (UL, Z Gt /2 6

CO 340 K = L, N
S = 5 + UILK] ¥ V(K,J)

D0 350 K = Ly N
VIKy,J) = VIK,J) + S % V(K,I)
CCNTINUVE

DO 380 J = L, N
V(I,J) = 0.0D0
V(J,1) = 0,000

CONTINUE

V(I,I) = 1.0D0

G = RVUI) . .

L=1I §
CONTIMY

iriiiitic ACCUMULATION OF LEFT-HAND TRANSFORMATIONS s::iisssis

IF (.KOT. HATU) GC TO 510 »
133333383 IFOR ISMIN(M,N) STEP -1 UNTIL 1 DO =-- 33333233333
M= M

IF (M .LT. N) MN = M

LO 500 IY = 1, MN
T=Mi+ 1 -1
L I+
) NS
IF {I .EG. M) GO TC 430

wonou

DO 420 J = Ly N
UtI,J) = 0.000

IF (C .EQ. 6.000) GO TO 475
IF (I .EQ. NN) GO TGO 460

S = DO

DO 440 K = L, M

S = S + UK, I) % U(K,J) )
$33i3iiii DOUBLE DCIVISION AVOIDS POSSIBLE UNDERFLOW 3333t

F={(s/7WUIIN /G :

0O 450 K = I, M
U(K,J) = UIK,J) + F # UIK,I)

CONTINUE
BO 470 J = I, M
Utd,I) = UJ,I) /7 G

GO TO 490

DO 430 J = I, M
U(J,I) = 0.0D0

UCI,I) + 1.0D0

utIL I

22440181
I2Ga0182
304495183
3069013%
33%93135
3044915
34%0187
32440188
38440189
329490190
30650191
32660192
32440163
30440193
2440193
32560138
26%0197
38440195
2664019¢
32440200
32440201
32640202
32446203
30640204
35490205
30440206
32440007
33450203

32640209

32540210
32440211
32440012
32460213
32440214
32440015
324402016
32440217
38443213
32460219
3244002
32440221
3laqQ222
2540223
32640224
3~4Q0235
32440
324408 L27
32440228
3244022
32440230
32446231
32%40232
32440233
3245%023%
32440235
32440235
32440237
324%0238
32440239
324402850
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le]

(g7

£30 ¢ i
’.----.--: DIAGCNALIZATION OF THE BIDIAGONAL FORM s::tsssss:
510 EFS = MACHER ® X .
SEILIININY FOR K=NW STEP -1 UNTIL 1 DO == isisisiss
G3 700 KK = 1, N
Kl = N - KK
K=Kl +1
ITS = 0
$isiiiiiit TEST . FOR SPLITTING.
FOR L=K STEP =1 UNTIL 1 DO == s223d:stz:
520 DO 530 LL =1, K
Ll = K - LL
L= Ll ¢+
IF (DABS(RVI(L)) .LE. EPS) GO TO 565
133333233 RVI(Y) IS ALWAYS ZERO, SO THERE IS NO EXIT
THROUGH THE EOTTOM OF THE LODP 133333t

IF (CABSCGR(LL)) .LE. EPS) GO TO 240

539 CONTIHIUE

s111:33125 CANCELLATION OF RVL(L) IF L GREATER THAN 1 33sirisi:
540  C = 0.000
S = 1.000

DO 560 I = L, K

F = 8 % RV1(I)
RVI(I) ='C # RVI(I)
IF (DABS(F) .LE. EPS) GO TO 565
WITD
CSRRTIF#F+G%G)
= H
G/H
-F /4 H
NCT. MATU) GO TQ 560

HUOEZXITO
-
LU O A T

-
-~

DO 550 J =1, M
Y = UJ,L1)

Z = U(J»I)

UtJd,L1) = ¥ C+ Z*®S

UtJ,Iy = -Y S + 2 %C
CONTINUE

P3SNl TEST FCR CONVERGENCE ssssasssse

IF (L .EQ. K) GO TO 650
triiriii: SHIFT FROM BOTTOM 2 BY 2 MINOR ::izszisss

IF (ITS .EQ. 30) GO TO 1000

ITS = ITS + 1 it

X = W(L)

Y = W(K1)

G = RV1I(KY)

H = RV1(K)

F= (Y «2Z)% (Y +2Z)+(G=H) #(6+ H)) / (2.0D00 % H »* Y)

G = DSGRT(F#F+1.000)

Fs((X«2)% (X +2Z)+H#% Y/ (F+ DSIGN(G,F)) = H)) 7/ X
3133333330 NEXT QR TRANSFORMATION ::stisssss

C =1.0D0

S = 1.0D00

[a]0] 600 I1 =L, K1

=11 +1

324403241
Acaaslee
32645043
32440204
304490045
3 1490246
460247
32“40243
32440249
Q640250
'”ﬂwo 51
326490252
32440253
326460254
32540255
32640256
30440057
30640253
32540259
32640260
32460261
32440262
32440263
32640264
326440065
32440269
325602467
38440206
32440269
326440270
326450271
32940272
32550273
30440274
32650275
32440276
32440277
30440273
3264027
32440280
32%G0081
32450282
32640883
32440284
324402865

132440286

32440287
32640288
32440289
329440250
32490291
32440292
32440293
32640294
32669295
32440294
32440297
“"410298
244029
324@0300




(2]

oo

(8]

(L]
~J
Ui

580

590

600

650

699
700

1030
1001

-
<

TGNGOI<
<
LTI T LI U O L S VI TR T IR VI

HIOTWY

-

Do

V1(I1)

Fo I S 3 )
“3 ~

CONNUEAO O
*

GRAT(F*F+H#*H]

Lo %]

* NN e

HIEIMHDOWET

r

< =<1
P
3 x %
*
oW
o
4+
)
*
o

T

o~

b

MATV) GO TO 575

570 J = 1, N

X = V(J,I1)

Z = Vi, 1) ,
VIJ,I1) = X ¥ C + Z %S
VI 1 ==X %S+ Z#C

CONTINUE

Z =
W(I

IF
c
S
F
X
IF

W ouu

Do

COR

DSQRT(F#F+H=H)

1y =2

¢ ROTATION CAN BE ARBITRARY IF Z IS ZERO $::
(Z .EQ. 0.000) GO TO 580

FZzZZ

H/2Z

C#G+§ %Y

-5 ¥ G+ C*Y

(. HNOT. MATU) GO TO 600

590 J =1, M

Y = U(JrI1)

Z = UJ,I)

UGJL,I1Y = Y % C + Z %
UlJ,I) = =Y % S + Z ¥
TIRUE

S
c

CONTINUE

RV1(L)
RVL(K)
WIK) =

= 0.000
= F

x

G2 TO 520 - )
CCNVERGENCE sssissssss
IF (Z .GE., 0.CDO) GO YO 700
sitisiiit WIK) IS MADE NON-NEGATIVE $33sssssse
RIK) = =Z
1F (.NOT. MATV) GO TO 700

DO 699 J 5 1, N :
VEILK) = =V(J,K) . -

CONTINUE
€O TO 1001
t13t::1231 SET ERROR == NO CONVERGENCE TO A ‘
SINGULAR VALUE AFTER 30 ITERATIONS ::i:iss
IERR = K
RETURN
siirerr: LAST CARD OF SVD s3ssstirss

3200301
324940302
324403503
3249030%
32450385
32450306
32440307

32440308

32940309
32440310
326440311
32440312
38440313

30644031G |

324540315
32440316
32440317
30440318
32440319
32640329

12440321

32440302
32440323
32440326
3244030
32440326
32440327
32440308
32640329
32440330
32440331
32440332
32440333
32440334
12440335
226440335
324640337
32440338
32440339
32440340
32440341
324640342
32440343
32640346
32440345
32440346
32440397
30490348
32440349
30440350
32440351
30440352
32440353
32440354
32440355
32440356
32640357
32440358
32940359
32440300
2440381
32440362

59




CAPITULO TV
INTEGRACION NUMERICA
Lxisten diversos métodos numéricos que permiten efectuar la inte

gracion y/o la diferenciacién de funciones. E1 método mds apropiado pa-

ra cada problema particular dependerd principalmente de la cantidad de

informacién disponible sobre la funcién. Los problemas bdsicos que tra-

Laremos en este capitulo scerdn los de las .funciones reales de una sola
variable x, definida sobre un intervalo [a, b]. Estas funciones pueden

dividirse en 4 cateqorias:

1) La f@ncidn f(x) estd bien definida y puede ser eQa]uada en

cualquier valor real de la variable x sobre el intervalo

[a, b].

[1) Los valores f(xi) estdn disponibles Gnicamente en ciertos

wntos x. del intervalo [a, b].

ITI) La definicién de la funcidn puede ser extendida-analitica-

mente al campo de los complejos.

1V)  Una foérmula explicita de la funcidn f(x) se encuentra dis-
ponible en una represéntacién apropiada para su manipula-

cion simbolica.

En todas aquellas funciones que caen dentro de las dos primeras

categorias, la diferenciacién numérica es bdsicamente mas dificil que la

90




91

integracién. Esto es debido a que la diferenciacién tiende a amplificar: .
cualquier error presente en la informacidn y 1a_integkac16n tienda a
suavizar o disminuir tal error. Asi mismo, en aquellos casos donde los
valores de la funcién f(x) son conocidos, o pueden ser calculados con
cierta exactltud y donde se requ1eren un1camente las primeras deriva-
das de la funcidn, entonces 1os metodos basados en funciones splvnes o:
funciones polindmicas prOporcionan, en general, resu]tados satisfacto»
rios. Si ademds, derivédas de'altp-orden son déseadas, o si los valores
de la funcidn presehtaﬁi"ruido“, entonces los resultados pueden ser ine.

xactos. ' ; | .

~Dentro de la térceka categoria; podemos conéiderar aquellas fun-
ciones donde expresioheé trigonométricas u otras funciones elementales
forman parte de las funciones a integrar y/o diferenciar, Finalmente,
si la extensién en el dominio de los complejos C es factible de hacerse,

entonces la integracion en C puede producir resultados satisfactorios.

En el 1enguaJe de los métodos numéricos, el término "regla" o
wcuadratura" es empleado en la definici6n de aquellos algor1tmos cuyas
metodologias sirven parq calcular aproximadamente ciertas integrales de-
finidas. En este capitulo estudiaremos exclusivamente aquellas reglas o
cuadraturas aplicables al tipo de funciones descritas en las categorias

Iyll

Regla del Rectdngulo y de]'Trapezoide.‘

Seévlé,'b] un intervalo finito para la variable x, el cual se ha




dividido en n subintervalos o pédneles [xi, Xi+11’ i=1, ..., n.

Sean x1 = a, xn+1 = b donde

< .00 <

< Xa < X, <

Xp X2 S X35 X%y n+1?
siendo hi = Xi4q T X5 el ancho de los pédneles, y sea f(x) una funcidn

definida en el mismo intervalo [a, b].

Una aproximacién a la integral I(f) = [ f(x) dx es deseada.
a

Tal aproximacién podria derivarse a través de la suma de las integrales

sobre paneles hi’ es decir

I,, donde I, =1.(f) =] f(x) dx.
1 X

I(f) =
i

Ho~—S

f(x) 1&




Una.regla de cuadratura simple es una férmula que permite apro-

" mula que aproxima la integral I(f) mediante una suma de reglas de cua-

dratura simples aplicadas a cada integral Ii'

Dos de las reglas de cuadratura simple mds usadas son 1a regla
del rectdngulo y la del trapezoide. La regla del rectdngulo utiliza en
su estimacién los valores de la funcién f(x) en los puntos medios de los

paneles,

aproximando cada integral Ii mediante el drea de un rectdngulo de base

|

ximar las integrales Ii' ‘Una regla de cuadratura compuesta es una for
hi'y de altura f(yi),fes decir

\
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La regla del trapezoide emplea los valores de la funcién en los extre-
mos del pdnel y aproxima cada integral a través del area de un trape-
zoide cuya base es h,i y cuya altura varia linealmente deéde f(xi) a

f(x.,.), es decir

i+l

f(x,) + f(x.+1)
1(f) = hy (———)

\§/

La regla compuesta del irapezoide resulta entonces

v

\ f(xi) + f(xi+1)

T(F) =
1

Ho~-1S
N

1 ‘i

Puede mostrarse que si f(x) es una funcién continua (o simplemente in-
tegrable segdn Riemann) en el intervalo [a, b], y sihs= max»hi, enton-
° , ;

ces ambas reglas convergen al resultado exacto a medida que el ancho de
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l1os subintervalos tiende a cero;

lim R(f) = I(f) y Tlim T(f) = I(f).

h>0 h-0

La pregunta obligada es ahora: ¢Qué tan rdpido convergen estas
reglas?. La regla del rectdngulo estd basada en la aproximacidn de una
constante en cada subintervalo, mientras que la reg]qﬂée] trabezoide
estd basada en una interpolaciéq lineal. Intuitivamente, uno podria es
perar mayor exactitudgen la regla trapezoidal. Sin embargo, observemos

que pasa en el caso de la funcién

f(x) = x definida sobre el intervalo [0, 1).

f(x)A

0 | T =
La regla trapezoidal obviamente no da error, ya que la 1nterpo]ac16n 1i

neal concuerda con la funcién f(x). Sin embargo, la regla rectangular
da un resultado también sin error a pesar del hecho de que la funcidn
interpoladora en el punto x = %- no concuerda con la funcién f(x). EI

error promedio es, en ambos casos, cero.

D
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Es este ejemplo tipico, o simplemente es suerte de la cuadratura

del rectdngulo? éQué regla es en general mds exacta?

Para dar respuesta a estas interrogantes, considere una funcién
f(x) y su expresion en series de Taylor con respecto al punto y, Toca-

lizado en el centro del panel [x,, xi+1], esto es

fx) = fly;) + (x=y;) f'y;) + %T (x-y,-)2 ' (y,) + %T-(x-yi)3 1 (yy)

=

oo (x—_y.)4 fvi(y.) + ...
! i j

~

La primer suposicién consiste en considerar que los términos
m .. " son menos significativos que los términos mostrados explicita-

mente.

Observemos 1o siquiente:

Xiv1 il
en 1a integral [ f(x) dx = [ [fly,

i
Xi X,i

) + (x-yy) f'{y;) + 0] dx

se obtiene que las potencias impares al ser integradas dancero:

fhi , si p=0

0 , si p=1

i+l 3
p _4h;
Ix. (X-yi) dx —< T%-’ si p=2
i
0 , si p=3

si p=4

,,
=EA
-7
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Por 1o tanto, la integral Ii puede ser expresada como -

Ty, TO0 @e=hy flyg) e g By £ () * g g TOD
R(F)

i

donde, para valores de hi pequefios, el error en la aproximacion

3 P
h f"'(yi), mds algunos

por la cuadratura del rectdngulo (R) serd %I i

términos menos significativos.

Volviendo a la serie de Taylor y substituyendo en ella el valor

X=X primeramente, y posteriormente el valor x = Xip1® tenemos:

' -2 3
f(x1)=f(y1) é_h f(.Y)+"h f(.,) lllBh f"'(y]..)+3—gih f'V( 1)'0'...

y

COMERIARS IRINRS 1>

2
i i

3
Frly,) + dg by FUY) * g ny $1Y0y,

de donde sumando las dos expresiones anteriores se obtiene que

fx,) + flx;y,) | 2 4
i i+l | 1 " 1 'y
2 Fly) + gy 0y) + ggg g PV *

Combinando esto con la expresidn anterior,

X, .
j‘ i+l 1 ) 5 v
X-i f(x) d:X = hT' f(y1) + 5F h, f (y) 1920 h f'V(y.) +‘

y considerando que

fx.) + f(x

w

h Fly;) = hy (—— fnly L2 ey,) - gy PV

1

) I
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se obtiene que

X. : '
1 .
[ fx;) + f(x,,.) 3 5
: _ 1 i+] - ]-___ " - __L '
X; f(x)dx = hi( 5 ). i3 hi f (yi) 755 N f v(yi) + ...
CT(f)

Para valores pequefios de hi’ el error en la aproximacién de la regla

trapezoidal (T) en un panel es:

1,3 .

mis otros términos menos significativos. E1 error total de cada regla

serd la suma de los errores en todos los paneles, es decir, haciendo

L (v:)
E=%7 ) h, f"(y
24 ie1 |
1 0 :
|- Q.. - ty
F=1955 ) 0y FY0y)
i=1
el ekror total resulta:
I(f) =R(f) +E+ F+ ... (Rectdngulo)
I{f) = T(f) - 2E - 4F + ... (Trapezoide)

_ . 5 3
Para valores de hi < 1 entonces hi << hi y por lo tanto F << E, provis

to que f'V no se comporte ruidosamente.

Conclusiones

a) R es cerca de 2 veces mds exacta que T.




99

b) La diferencia entre los valores de R(f) y T(f) puede emplear-

se en la estimacién del error en la integracidn
R(f) - T(f) = -3E - 5F = -3E

c) Duplicando el nimero de paneles hi - 51, se cuadruplica la
exactitud ya que, por una parte, E se reduce pdr un factor de %3 y por
ofra, el ndmero de pdneles Se:incrementa en 2, lo cual hace que el tér
mino total se vea reducido en %; Estrictamente hablando, el factor no
es %3 ya que la funcién f" no es generalmente constante y los términos
de mayor orden ejeréén alguna influencia. Desde un punto de vista prac-
tico, en ambos casos, Ry T, al doblar el nimero de paneles, cuadrupli

can su exactitud.

Esta técnica de doblar fepetidamente el nimero de pdneles y de
calcular mediénte Ry T el error, puede programarse para producir un mé
todo, el cual automdticamente pueda determinar el nimero de paneles ne-
cesarios, de tal forma que’1a integral aproximada sea computada dentro
de cierta tolerancia de error prescrita. Esta técnica seré empleada én

reglas de cuadratura mds sofisticadas.

Cuadratura de Simpson.

-

En la seccidn anterior hemos definido las cuadraturas Ry T

n . v Ct Xy
R
":
nohs . )
T(f) = Z 5 Lf(X1.+1) + f(xi )J

i=1




y ademds hemos probado que los errores de estas cuadraturas estdn dados

por:
I(f) - R(f) =E+F +
I(f) - T(f) = -2E - 4F +
donde
. £ = §%~121 h? ' (y;) y ‘ F - ié%_-igl h? £1Y(y,).

Combinando estas dos cuadraturas podemos producir otra cuadratura don-

de el error no contenga los términos E.

Sea S(f) = % R(f) + % T(f)

6 S(f) = &ho [Flx) + AF(y) + Flx,)]

.i

o~
—

Esta cuadratura recibe el nombre de Simpson y puede derivarse, como en
los dos casos anteriores, integrando pieza a pieza una funcidn, parabd-

lica en este caso, la cual interpole los datos.

E1 error puede obtenerse directamente de las férmulas de los

errores en Ry T.

I(f) - s(f)

[H]
wir

[1(F) - R(£)) + 5 [1(F) - T(£)]

(E+F+ ...) + % (-2E - 4F + ...)

1
wiro
Wi

- (2.2 2_4
_(§’3)E+(3 3)F+...
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1

2880

5 "
hs f (yi) + ...

e

i=1

La cuadratura S(f) esta basada en una interpolacién de segundo grado y

su error contiene derivadas de cuarto orden, por lo tanto, S(x) serd

una cuadratura exacta para funcidnes cibicas.

| ’ h,
Cuando la longitud del intervalo es dividida, h, +,7}, el térmi

5 .
no h1 decrece por un factor de é%—, al mismo tiempo el nimero de su-
mandos se duplica siendo la reduccidn del error total, un factor aproxi

. 1
madamente igual a 16

Esta técnica de combinar dos aproximaciones con errores simila-
res para obtener una aproximacién mds exacta puede ser continuada. Por
ejemplo, los valores de S(f) pueden combinarse con las cuadraturas R o

7 .
T, para obtener errores del orden de hi y fv'(yi). La regla general que

describe este procedimiento se conoce con el nombre de cuadratura de

Romberg.

Regla de Cuadratura Adaptada.

Esta regla es un algoritmo numérico el cual, empleando una o dos
cuadraturas bdsicas, determina automdticamente el tamafio del subinterva
To de ta]bmanera que-ciertos requisitos de ekactitud sean satisfechos.
E1 principio bdsico de esta regla consiste en seleccionar un tamaio re-

lativamente grande de intervalos donde la funcién a integrar tenga un
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comportamiento suave, y un intervalo pequefio donde la funcién cambie abrup

tamente.
Esta regla requiere de la siguiente informaciodn:
(i) un intervalo finito [a, b],
(ii) una funcién a integrar f(x) definida en el intervalo [a, b],
(iii) y un error de tolerancia .

E1 algoritmo de cuadratura adaptada caiculard una cantidad Q tal

que

b
|0 - [ f(x)dx| < &
a
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E1 intervalo de integracién se divide en n subintervalos
[Xi, Xi+1]’ el ndmero de subintervalos dependerd de £ y de la funcién

f(x).

Sea, como antes, hi = Xy " xi,,(x1 =a ¥y Xy T b). E1 esquema o re-
gla de la cuadratura adaptada aplica dos cuadraturas diferentes a-cada
subintervalo. Sean los dos resultados de estas cuadraturas Pi y Qi‘ Por

ejemplo, un esquema basado en la cuadratura de Simpson emplearia la for

mula de 2- pdneles siguiente:

h, h,
= 1 + Af 1
Po= 5 [Fx) +4f(x; + 5) + f(x; + hy)]

® 4+ -

.
e - o - - - -

x
x

LU X
2

-
-

4

y un esquema de Simpson con 4-paneles emplearia

. - h, h h

o 1 i i
Qi 5 [F(xg) + af(xg + 7) + 2f(x; + o)+ AF(x, + 3 g0) o+ Fxg 4 h)].

=

Pi y Qi son dos aproximaciones distintas de la integral
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fxi+1 )
<. f(x) d; = Ii‘

i
E1 principio de la cuadratura adaptada consiste en comparar es-

tas dos aproxfmationes'y obtener de 1a comparacién una medida de la

exactitud de cada' aproximacién.

Si el resultado es aceptable una de las dos se toma como el va-
lor de la integral, de 1o contrario se subdivide el intervalo en dos o

mds partes y el proceso se repite en Tos subintervalos mds pequefios.

Es imbortahte notar que la evaluaci6n de la funcidn f(x) se sim-
plifica, ya que como puede observarse 1o§ términos Pi Y Qi tienen cier-
tas partes comunes. Qi‘contiene Gnicamente dbs términos que no estdn en
Pi' En 1o que resta, deberd entenderse que Qi se obtiene aplicando la
regla de Pi dos veces, una vez para cada mitad del intervalo. Esta idea

facilitard el andlisis de la regla adaptada.

[

Consideremos por un momento que la regla de Pi da la respuesta
exacta cuando la funcifn integrante es un polinomio de grado p-1, o equivalen
temente, f(p)(x) = 0. Expandiendo por series de Taylor con respecto al

punto central de un subintervalo, puede demostrarse que

o ptl (p) "
I, ‘Pi Chi f (Xi + 2) + ..

(ver esta misma expresidn en la cuadratura del rectdngulo pg. 98).

Como hemos supuesto que Qi es la suma de dos Pi's calculados en subinter

valos de longitud 7}3 podemos concluir que
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~h, pt+l h; h,
I, -0Q =c —2‘- [f x+31)+f(p)(x1.+3-j“l)]+...

Pero dado que

h, . h, h,
#(p) (x; + 37 * #(p) (x; + 3 7) = 2(P) (x; +5) + o

los dos errores estardn relacionados por

I, -Q, = 3%;~ (I, = P) + oo == (1 = P) + oo

-
-

N
—

Esto indica que al partir el subintervalo, el error decrecerd cerca de

2P veces.

Rearreglando términos:

= 1
I, (1 - 2p) = Q, P Py +
11(2p -1)=2° Q - Py +
P, 1
1 P g, - —1 - Q. +
I - Q PPy Pl

1
2P 1

Finalmente, el error en la expresién mis exacta Qi es cerca de

veces la diferencia entre las dos aproximaciones.

E1 objetivo esencial serd pues, dividir cada subintervalo hasta que




la desiqualdad

£ sea satisfecha.

h,
& es la tolerancia requerida. La expresidn b 1 T E resultard

evidente a continuacién. Si todo el intervalo [a, b] fuera cubierto por

n subintervalos, entonces el resultado seria:

Tomando en cuenta lo anterior y despreciando los términos de alto

orden tenemos:

-/ foox| = | ]
qQ - x)dx| = Q; -1
a =T %
n
Lo
1 n

A
’M
o

1 2P
S5 v -R & h, =
P b - 121 ‘

A

1o cual coincide con 1o planteado arriba.

No se debe pasar por alto que en este andlisis se requiere de la

. ez P .2 - .
suposicion de que f( )(x) sea una funcidn continua y proporcional a

?+1 f(P)(x).

h'I

Hasta aqui y por simplicidad hemos empleado el criterio de error absoluto,
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es decir
Q- [f] <&

En ocasiones el criterio de error relativo, el cual es independiente de

1a escala de f, es empleado

Q- [ fl
__.__.._.._<£
[ fl

Esto complica el andlisis ya que el denominador |[ f| puede ser cero.
Ademis una buena aproximacién del denominador solo se obtendria hasta el

final del cdlculo.

Otro criterio podria ser

o - JfI
[ Ifl

en cuyo caso el denominador no serfa cero, al menos que la funcién f(x)
fuese idéntica a ceroyen cuyo caso el andlisis serfa igualmente compli-

cado.

De cualquier manera elusuario de la cuadratura adaptada debe es-
tar siempre conciente del tipo de error que se estd empleando en la sub-

rutina paquete que utilice para aproximar integrales.

Al final del capitulo se enlista la subrutina QUANC8 la cual apro

xima integrales por el método de la cuadratura adaptada.




Cuadratura Sp]ine.

La técnica de interpolacién de las funciones cibicas "spline"

puede emplearse en la obtencidn de resultados interesantes en proble-

mas de integracidn.
Para el intervalo x, <x < X, ., Sead
i =" =it

- 2 3
s(x) = fi + bi(x - Xi) + ci(x - Xi) +rdi(x - xi)

la funcién spline que interpola f(x) en el intervalo [x;, Xip1)e

b
Si a-= Xy Y b= Xpt1* la integral [ f(x)dx puede ser aproximada

b a
por la integral [ s(x)dx,
a
b n
; e 1_2 1_3 1,4
fa s(x)dx = 1%1(h1fi t 5 h by + 3 h1 c; *3g hi di)
donde hi = X4 T s

Los coeficientes bi’ c; ¥ di pueden obtenerse por medio de la técnica
cubic-spline ya descrita. (Dado que existen n+l nodos, la subrutina

SPLINE serd 1lamada con N = n + 1).

La funcién s(x) puede representarse también como (ver capitulo

I11):

- 2 3
s(x) = wf.,, + wfo + hy [(W” - w) gy ¥ (W - W) o;]

i+l
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X = X, s"(xi) c;
W= —p— = l-w, 0,=—p—=73

'y donde las incdgnitas g son calculadas a partir de un sistema de ecua

ciones tridiagonal.

Para obtener la formula de la cuadratura observemos que:

i+l 1
/ s(x)dx = h, [ s(w)dw
X 0
Ademd fl wdw = = fl (w3 - w)dw = S

Entonces, substituyendo en la primera integral se obtiene que

X.
i+l f. + f,
[ s(x)dx = hi ( ~l*—§—lil) - h

X,
1

3%t %,

ivTa

En otras palabras, la férmula de la cuadratura spline es la mis-
ma que la formula de la cuadratura trapezoidal, mds un "término de co-
reccion", el cual contiene a la variable PR Una férmula mds convenien

te para el cdlculo en el intervalo total seria

b n . . +
[ s(x)dx = ¥ h, —51= - h, ——p—t .
a =

En este caso, (nicamente los datos (x, f) y el arreglo de segundas deri

vadas ci,calcu]ado por SPLINE, serian requeridos.




Con respecto a Ta exactitud podemos observar que

c. +¢

138 " Ciny 3 5T 0) * 5Ty
3ty

12 i 24

f"(yi) donde R

Lad B2
N~ W

Por lo tanto e interesantemente, el término.de correccidén provisto por
la cuadratura SPLINE aproxima al término error de la cuadratura trape-
zoida]. En 1a literatura no se han reportado resultados practicos don-
de se haya aplicado la cuadratura SPLINE; sin embargo, por los resulta-

dos mostrados aqui, ésta parece ser de gran utilidad.

Por .G1timo, debemos observar que la cuadratura spline no pre-

senta la forma convencional de otras cuadraturas, es decir,

b n+l
[ f(x)dx =} oy Fx;).
a i=1

En la cuadratura spline cada coeficiente o dependerd de los va-

Tores f(xi) en forma mas complicada.

Aproximacidn de Integrales por el Método de Monte Carlo.

Supongamos que se desea integrar la funcidn g(x) en el intervalo

a<x<b,

b
I =/ g(x)dx,
a




111

La metodologia a emplear consiste en seleccionar una funcién de densi-

dad arbitraria PV(X) de una variable aleatoria V definida en el inter-

| valo [a, b], es decir

Py(x) 20, Vx e[a, b]
b

i Pv(x)dx =1

a

Posteriormente, ademds de la variable aleatoria V, se requiere definir

la siguiente funcidn aleatoria

Ahora bien, la definicién de valor esperado E[fv(v)] = | f(v)PV(v)dv
a .

puede aplicarse directamente en la funcidn H, esto es

b oy
e - ] %Pv(v)dv -1

En vez de una.variable dleatoria H, consideremos ahora n variables

B aleatorias independientes e jdénticamente distribuidas

Hl’ HZ’ H3, ees Hn tales que

EfH] =1, ¥ i=1,....n




Si formamos una nueva variable aleatoria H*, definida como

* =
H H1 + ...+ Hn’ entqnces

E[H*] = nI
Var [H*] = nvar [H]

Segiin el teorema del Limite Central, la distribucién de la nue-
va variable aleatoria H* tenderd a la distribuci6n normal, acercdndose

a N(K,9) a medida que n » =, es decir,

Pr{|H* - nI| < 3/ Var H* } = 0.997

n
6 Pr{| } H; - nI|] <3/ nVar H } = 0.997,
i=1

Dividiendo entre n

.

n
Pr {I-,l; I Hy-1] <3/ yg——‘;——” } = 0.997,

i=1

. n |

1o que también se interpreta como una variable aleatoria %- ) H, cerca-
=1

na al valor I con probabilidad 0.997 y con un error menor a 3/!9%—|i .

A medida que n crece se observa que

1 1
n n .

Hes-1s
—
pm o
—
1]
-
ne—s
faary
O
<<
< je
-
R
—

i

Ahora bien, segin hemos visto en el cdlculo aproximado de I,pue-




de emplearse la distribucién de cualquier variable aleatoria V. En cual-

quier caso, el estimador serd insesgado ya que

- g(v)
EfH] =E [——(—TPV V]
y su varianza serd Var[H]. La pregunta que ahora se presenta es, ¢como

reducir la varianza del error?, esto es,

o b2
win Var (H] + min(E(W] - 12) = min (f TP ax - 19) .
a Vv

A continuacién mostraremos que Var[H] se minimiza si se elige

una funcién de densidad Pv(x) proporcional a |g(x)|.

Haciendo u = —2(X)L y v =/Py(x) en la desigualdad de Schwarz
v/ Py(x)

2
b b
< uz(x)dx [ vz(x)dx
a

a

b
[ Ju(x) v(x)| dx

a

se obtiene:

2
b b 2
[f Ig(x)IGXJ s[a %—V—((ﬁ—)ydw Pylx)dx = [ —de (1)

y de acuerdo a la definicidn de la varianza se tiene c¢ntonces que

a

-b 2 )
Var [H] > [f lg(X)ldXJ - 12,




Seleccionando PV(x) proporcioha] a |g(x)|, es decir

la(x)|
Py(x) = 5

[ la(x)]dx

a

obtendremos que la expresién (1) se COnVierte.en la identidad,ya que

2

b g~ (x)dx b b | b ,
| % 01 = 19| Jgba]dx o J
) a f lg(X)|dx a - lg(x)l _[a |9(X)I X fa Ig(x)!(x
a R

y por consiguiente  Var[H] se convierte en igualdad.

En la practica no se seleccionan funciones Pv(x) complejas ya
que ello haria sumamente laborioso el método Monte Carlo. Por otro la-

do, Ta funcién g(x) puede ser una guia para la seleccidn de la funcidn
Py(x).
Asi  mismo, las integrales de forma
b

I =/ g(x)dx
a

no se resuelven por el método Monte Carlo, sino por métodos de cuadratyu
ra. En cambio, en el caso de integrales miltiples la situacién cambia,
el método de la cuadratura se vuelve sumamente complejo, mientras que

Monte Carlo permanece prdcticamente inalterable.

Ejemplo de aplicacidn:

LhVE

Sea la integral I = [ sen x dx
0



cuya solucidon sabemos es 1.

A | o

VIE

Con propésito de ilustracidn considérense las dos funciones de

densidad siguientes:

= 8

A

3o

(1) y = Py(x) =

La funcidn de densidad (I) pertenece a una variable aleatoria
con distribucién uniforme definida en el intervalo [O, %ﬂ . Intuitiva-
mente se observa que la funcién de densidad (II) satisface mejor las re
comendaciones de proporcionalidad, por lo tanto, de ella se esperaran

los mejores resultados. Para cada caso se tiene:

2

(a) py(x) = 2

175




V= Voin t v [Vmax - Vmin]

Or

- MU . :E =
v » yaquev .o=5 Y v 0.

n . n
- . .1 i -
Segin 1o anterior, I = - Zl 5;(;;7 o izl sen v, .

Generando 10 valores aleatorios Ul’ ...,U10 se producen, segin la for-

mula v = %} , otros 10,v1, cees Vig Y el valor de la integral resulta

I = 0.952
- 8
(b) Py(x) = %5
n

8x _
fo‘-*-z-dx U

™

T
V - 2 /U
- EE. g sen v

By Yy

para n = 10, I = 1.016

La medida del orden del error estarfa dada por 3/ !Qﬁlﬂj, pero
un resultado mas prdctico seria 0.675/ !ﬁﬁLﬁJ, entonces para cada

uno de los casos vistos se tendria el error siguiente:

Var [H], = 0.256

116
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Var [H|; = 0.016

Integracién Numérica a Través de Polinomios Ortogonales.

Polinomios Ortogonales.

Definicidn: Dos funciones, gm(x) y gn(x), obtenidas a partir de una fa-

‘ milia de funciones {gk(k)}, se dicen ser ortogonales con respecto a la
funcién w(x) en el intervalo [a,Ab], si ellas satisfacen que:

b
[ w(x) gm(x) gn(x) dx =0, ¥m#n Yy
a

2

m(x) dx = c(m) # 0 ¥ m.

b
[ w(x) g

Como ejemplo de estas funciones pueden citarse las funciones se-
no y coseno (sen Rx, cos Rx).

La propiedad de ortogonalidad se interpreta, en términos de espa-
| cios vectoriales, como la perpendicularidad existente entre dos vectores,
|
en un espacio n-dimensional (n muy grande) (Figura 14). Los elementos o

vectores de este espacio vectorial no son otros que los formados con la

familia {gk(x)}.

La familia de polinomios {xk}, k=0,1, 2,..., define un espacio
vectorial cuyos elementos no son ortogonales. Otras familias,tales como
las de los polinomios de Legendre, Laguerre, Chebyshev y Hermite, ademds

|
de definir un espacio vectorial, sus elementos son ortogonales.




Figura 14.- Familia de funcibnes ortogonales representada por medio de

un espacio vectorial n-dimensional. Cada vector en el espa-

cio representa una funcién.
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(i) Polinomios de Legendre {Pn(x)}.

Los polinomios de Legendre satisfacen la propiedad de ortogonali

dad en el intervalo [-1, 1] con funcién peso w(x) = 1, es decir:

1 0, m#n

/ Pm(x) Pn(x) dx =

-1 (c(m), m=n

Los tres primeros polinomios de Legendre se definen como:

1

O
(e ]
—
x
~
i

P,(x) = & (3¢

Los polinomios de Legendre subsecuentes pueden obtenerse a partir

de la férmula de recurrencia siguiente:

. 2n-1 n-1
P (x) = ==X Pn-l(x) - = Pa(x)

(i) Polinomios de Laguerre {Ln(x)}.'

Los polinomios de Laguerre satisfacen la propiedad de ortogonali

dad en el intervalo [0, =] con funcién peso w(x) = ™%, o sea que:

{o, m#n

[+

jo e X L (x) L (x) dx =

Los tres primeros polinomios de Laguerre son iguales a:
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Lo(x) =1
Ll(x) =1 -x
Ly(x) = x
olx) = x" - 4x + 2

La férmula de recurrencia de los polinomios de Laguerre es:

L (x) = (2n - x = 1) L (x) - (n - 1)°

n Ln_z(x).

(111) Polinomios de Chebyshev {T (x)}.

Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en el intervalo

[-1, 1] con funcidn peso w(x) = (1 - x?)” %} dando

1 0, m#n

[ (1- x?)

-1
2
-1 :

Tm(x) Tn(x)dx =

Los tres primeros polinomios de Chebyshev se definen asf:

To(x) =1
Tl(x) = X
T,x) = 2% - 1

y la férmula de recurrencia es:

(x) - T_p(x)

To(x) - T _ n-

n 1

(x)}.

iv) Polinomios de Hermite {Hn

Los polinomios de Hermite satisfacen la propiedad de ortogonalidad




.Xz

en el intervalo (-», «) con funcidn peso w(x)=e , esto es:

o 2 0, m#n

/ e X _Hm(x) H

-00 .

n(x) dx =

c(m), m=n

Los tres primeros polinomios de Hermite son:

HO(x) =1
Hl(x) = 2X
Hy(x) = ax2- 2

con férmula de recurrencia H (x) = 2xH__,(x) - 2(n-1)H__,(x)

Cada uno de los polinomios definidos arriba es un polinomio con
poeficiehtes reales, de grado n en la variable x y con n raices reales
distintas, 1as cuales caen dentro del interya]o de integracién de cada
po]inomio. Como ejemplo, todas ]és raices del polinomio de Legrendre

P,(x) caen dentro del intervalo [-1, 1].

Una propiedad importante de los polinomios ortogonales es la de
generar el espacio vectorial de todos los otros polinomios, ortogonales

0 no.
Sea pn(x) un polinomio arbitrario de grado n

n
pn(x) = z o, X

E1 polinomio pn(x) puede representarse como la combinacidn lineal de

cualquiera de las familias de polinomios ortogonales mencionadas arriba:
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n
p,(x) = g B: Z,(x)

siendo Zi(x) el polinomio de grado i de una de las familias de polino-

mios ortogonales.

Ejemplo:

E1 polinomio de cuarto grado

i . P
p4(x) = ) a, x puede, expresarse de manera Ginica en términos

de los polinomios de Legendre, es decir:

. R
Pa(x) = izo By Py(x) &

3 +

35 4 15 X2

3
RS e 3 )

oo w

] 3.2 1), .5
pg(x) = By + Byx + Byl5 X7 - 5) + B3(5 x

Agrupando términos segin el grado de la variable x

W

) - 2,3 3 3, _15,,2,5,.335; 4
Pa(x) = (By - 5=+ 3 84)+(81-282)x+(262 7 Ba)x" + 5 BaXT+ 5= ByX

e igualando con los coeficientes a se deduce que:

-8
By =35 %
2
By =5 o3
2
By = 3 (ay + 3 ay)




RS

‘ =a _1_,(! }_a
y , Bo 0t3 2%%
Es facil de vérificar que el polinomio
| ’ 4 : 2 v
pa(x) = X + 3x3 - 2x +2x -1

puede ser expre%adorxambién ‘como:

) 19, . 16 6 8
Pa(x) = =I5 Po(x) + 5 P1(0) - 37 Pp(x) + 5 P3(x) + 35 P4(x)

Cuadraturas Gaussianas.

En general, el método de las cuadraturas gaussianas propone apro

x1mar la integral

b
[ w(x) F(x)dx
a

por ‘medio de una suma de n términos

@

n
W.F(T.).

& 1F(T1)’

i=1

siendo los Ti y wi, ciertos nodos y ponderadores, respectivamente. La fun
cién w(x), en la integral, no es otra que la funcidn peéo asociada a algu
na familia de po]inomfos ortogonales. Los nodos Ti son las raices del po-
linomio ortogonal de grado n perteneciente a lé misma familia anterior y
el cual es empleado como herramienta de soiucién:del problema. Cada ele-

mento ponderador wi ‘es la solucién de la integrh] efectuada sobre un po




linomio de grado i (de la misma familia anterior), en el intervalo [a, b].

En otras palabras, muchas de las técnicas de integracién numé-
rica, tales como Simpson, Romberg, etc. (donde w(x) = 1) emplean puntos
equidistantes Xis To cual puede ser conveniente pero no necesario. En
Tos métodos Gaussianos no se seleccionan puntos equidistantes, sino mas
bien se emplean puntos (nodos)que son las rafces de un polinomio ortogo
nal de grado n definido sobre el intervalo [a, b] y con funcién peso,

la funcidn w(x).

La razon de los nodos y ponderadores resultard mds clara con 1o

que se explique a continuacidn.
(i)* Cuadratura Gauss-Legendre.

En el método de la cuadratura de Legendre, la herramienta de so-
lucidn a la integral

b
[ f(x)dx, son los polinomios de Legendre.
a

E1 método consiste en aproximar la funcién f(x) por medio de un
polinomio cualquiera de grado n que pase por n puntos X; Y que sea jgual
a f(xi)(vi), mds una cierta funcién error Rn(x),'1a cual contenga el

error en la aproximacion

£(x) = pp(x) + Ry (x) (1)

La funcién pn(x) puede ser expresada en términos de polinomios Langragia

nos (ver Capftulo III) como: '

*V.I.Krilov, Approximate Calculation of Integrals, Macmillan,New YorX, 1962.




n
pn(x) = z L’i(-x) f(Xi) : (2)
i=0 ‘
dondé cada funcion L%(x) es el polinomio de grado n igual a:

n X = X. : .
L.(x) = 1 (;r—jyﬁ%—), y la funcién error, segin el método de
i=0 % T
J#i
Lagrange de interpolacifn, es

(n+1)

. (x - xi) f(ﬁiij%él“ a<gc<hb (3)

==

R (x) = 1’

Substituyendo las expresiones (2) y (3) en (1) se tiene:

n+1.)’a<€<b (4)

(n+1)
Jf

Siendo el intervalo de ortogonalidad de los polinomios de Legeudre~'
[-1, 1], es necesario, antes de integrar la funcién f(x), efectuar un

cambio de variable a fin de modificar el intervalo de integracidn de

[a, b] a [-1, 1].

Haciendo

- (at : < .
z = 255—:i%—gl » la funcidén f(x) se convierte en una nueva fun-

cién en z,

b - b
F(x) = F(z) = ;2oL 4 (@ + b))

quedando la expresidén (4) definida entonces como:
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f

(Z) = Z L. (z (z,) + [I
1

(n+1) | .
FM )
A (z - zi)J =17 ,‘71 <£g<1

—_ =

(5)

donde L,(z) = T (-~17)

Si la funcién f(x) (6 F(z)) fuera un polinomio de grado 2n+l, en

n ' e
tonces, el term1n Z 1.(z) F(zi) seria un polinomio de, a lo mis, gra

do n, el término ni»(z - z;) serfa un polinomio de grado n+l, y el
. .i=0 . .

F(n+1) ) )
término —TE;TT$5— seria un polinomio de grado n.

Considerando &ste G1timo término igual a uh,polinomio de grado n,

qn(z), e integrando entre -1 y 1, la expresidn (5) se convierte en:

1 1 1 fn 1 .
F(z)dz L. (7 F(z,)dz + [ | T (z - z,;)| q.(2)dz.
= f—1 1§ ! I AL L
EE 1 :
En conclusidn, la integral | F(z)dz puede aproximarse por 1la
expresion i
n | : SRS : i ‘ : -
igo My Pl 4 | oo e

con un error dado por la expresidn

1 .
Error = n (z -z, ) q.(z)dz,
-1 1-0 n




siendo

1 3 1 n zZ -2,

W] = f—], L]. (Z)dZ. = I-] JI_}O (Eﬁ)dz o ' (7)
i#i

E1 objetivo fundamental serd seleccionar aquellos valores z; que anulen
(o minimicen) el error en la aproximacién. La ortogonalidad de los poli
nomios de Legendre puede emplearse con este propésito.. .

n

Ahora bien, expandiendo los polinomios qn(z) y 1 (z - Zi) en
4=l
términos de polinomios de Legendre se tiene:
(z) E (z) | | (8)
q.(z) = c. P.(z y ' 8
SR e
n n+l '
m(z-z,)= 1) b, P.(z). (9)
i=0 L R
n .
E1 producto qn(z) n (z - Zi) resulta entonces igual a:
i=0 .

n+l

n
¥ b, c, P.(z) P.(z)

Lo ko i G 5(2), mismo que al ser 1ntegrado’entre (-1, 1] se

reduce a:

1 2
. by c, f—l[Pi(Z)] dz

Error =

He~-1s

1

Para que el error sea igual a cero serd menester igualar los n+l
coeficientes bi a cero. Por otro lado, en la expresaidn (9), si todos

los bi (i = 0, ..., n) son iguales a cero, exceptuando el @iltimo, se ob
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tiene que: : S
n

n(z -z

=0 ;) = b Prg(2). | 3€£ 'i%'(10j

ntl “n+l

En esta G1tima expreéién el polinomio de la izquierda tiene co-
mo coeficientes del término de mayor orden, la unidad. Pdr To tanto,
si la expresion (lq)se cumple, bn+1 deberd ser igual al {ﬁverso‘del coe
ficiente del término de mayor-orden del polinomio Pos1(2). Mas ain, si
ambos polinomios son iguales, ellos deberdn tener las mismas raices, o
To que es lo mizmo, las raices de Pn+1(z) deberdn de ser las mismas que

las raices de 1II (z§;~zi), que son precisamente, todas las 2,
' i=0

Habiendo definido los puntos z; como las raices deT_po1inomio de

Legendre de grado n+l, P_ .(z), los pesos wi en la aproximacidn inte-

n+l
gral (expresidn (6)) se definen de manera inmediata a través de la ex-

presién (7).

Todo este desarrollo se ha basado en la suposicién inicial de una
funcién f(x) polinémica de grado menor o igual a 2n+l, Si dste no fuese
el caso, se incurriria en un error en la aproximacion igual a:

ont3 4

: \ 2n+2 ‘
Error = [I"+1)’] 3 F( " )(E), -l1<g<l.
N (2n+3) [(2n+2)!)

(i1) Cuadratura Gauss-lLaguerre.

E1 desarrollo del método de la cuadratura Gauss-Laguerre, es simi

lar al anterior. Los nodos Z, son, en este caso, las rafces del polino-




mio de Laguerre de grado n+l, Ln+1(z), Y los pesos asociados a cada no-

do estdn dados por la expresién ~
. o ., N z-2z,
W, = [ e z Li(z)dz = [ e Z (E——:~Eiddz.
o 1 0 =0 Zi " %
J#i

ET error en la aproximacién integrai de funciones no-polinémicas ests

dado por:
2

En = %%’J‘ F2) (), 0<gcam

(ii1) Cuadratura Gauss-Chebyshev.

Andlogamente, los nodos z; son las raices del polinomio T .,(z),

Tos pesos W, estan dados por la expresidn

1
1 (z) dz ,

Wi — e
-1 /1 =22 )

il
—

y el error para funciones no polindmicas es igual a:

2n F(2"+2)(g), sl<g< 1.

E =
UL PR

(iv) Cuadratura Gauss-Hermite

En este caso, z, serdn las rafices de Hn+1(z), los pesos-wi esta-

ran definidos por

® 2 »
W, = [ e Li‘z) dz

- 00
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y el error en funciones no-polindmicas serd

S (Lo VML G TP W

Conclusiones.

(I) Cualquier funci6n f(x) que exista en el interva1b de integracidn
puede ser integrada eupleando alguna de las cuatro cuadratuﬁaé an

teriores. \

s

(I1) Si la funcién peso w(x) no coincide con ia funcidn peso de las cua

draturas Gaussianas, entonces es recomendable usar la siguiente

transformacion:

b b £ b"
Ia f(x)dx = Ia w(x) W%;%'dx =-fa w(x) g(x)dx

donde w(x) serfa la funcion peso apropiada.

(I11) Si el intervalo de integracién no coincide con el intervalo de la

cuadratura Gaussiana, entonces la siguiente transformacidon puede.

emplearse:
z = 25—%-§§§El, intervalo (-1, 1).

La subrutina GAUSSQ listada al final del capitulo cq]cula, segin

sea el tipo de cuadratura a emplear, los valores de los nodos Ti y pon-

*

deradores W, para diferentes valores de N, el nimero de términos en la

aproximacién.




Ejercicio # 6

Distribucién de Velocidades Adimensionales.

Gi11 y Scher* derivaron una expresién de la distribucién de velo
cidades de un fluido en una tuberia circular modificando la ecuacidn de

Prandtl.

:.., . . ) + ) g v " ;
La velocidad adimensional u en la direccidon x estd dada en fun-

. . . . . + , S : .
cidn de una distancia adimensional y , medida a partir de la cara inter

na de la tuberia.

+
u's dy =[] —S——dy
fo - & 0 1+ /1 + dcd
(ﬁ&ndt’j
: FR—
2 2 ‘¢(y /y ) 2 »
c = (0.36)" (y+)" (1 - e )
F
d=1 - {‘;‘
Yy

T LTI Z7 T LT 7, T

Y — v D didmptro interno

27 P T R T 72 F T 7 7

\

* W.N. Gill and M.Scher, "A Modification of the Momentum Transport
Hypothesis", A.I.Ch.E. Journal, 7, 61-65 (1961).




-+ . L :
y es la distancia adimensional correspondiente al eje de la tuberia

y estd dada por

N
=+
y -——-—ge

] hi

¢ es una funcién empirica de y *

¢=z*- 60
22
NRe - nimero de Reynolds y

f - factor de friccién de Fanning.

Ambos, NRe

propiedades fisicas del fluido, 1a rugosidad dé'la tuberfa y la veloci-

dad del fluido, principalmente.

estd dado por la férmula

NRe
N = ¥Dp
Re M
donde
v - velocidad medig del fluido
D - diémetré.inte}nb

o - densidad

i

u = viscosidad

{
Para el caso de tuberfas circulares no muy rugosas donde NRe fluctla en-

tre 2000 y 5000, T puede representarse adecuadamente por la chacidn de

y T son parametros adimensionales que dependen de las

en unidades compatibles




Blasius 4
- -0.25
f = 0'079_NRe
Escriba un programa general que efectie el cdlculo de la inte-
gral |
b
[ f(x) dx
a

empleando la cuadratura de Chebyshev y de Legendre con n puntos de ex-
pansidn. Substituya apropiadamente f(x) y los intervalos (a, b) en la

- . . . +
expresion de la velocidad adimensional u .

Compare‘los resultados obtenidos de la integral por las dos cua-

draturas para valores del nimero de Reynolds de

N, = 5000, 10000, 25000 y 50000

Re
y para distancias adimensionales de

y+ =1, ¢, 5, 10, 20,50, 100, 200, 500 y iOOO
empleando

2, 4, 6, 10 y 15 puntds de expansidn.
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' +
Grafique en papel semilogaritmico los resultados de log y+ VS.u

obtenidos cuando el nimero de partes en la expansién es 15. Comente los

resultados.




Ejercicio # 7

Considere la siguiente integral:

I = Il'o _q?.(._.-
0.01 e*-1

a).- Evaldese analiticamente:

b).- Aproximg I empleando 1a cuadratura de Simpson con N paneles
. igualmente espacia@os. Dada la singularidad en el punto x=0, cerca del
intervalo de integracidn .01, es probable encontrar dificultades con

la exactitud del método. Corra un programa con N = 10, 20 y 40.

c).- Reescriba I como: _

“1’:.*0’_ 1 1 1.0

S A

I = o
01 X1 X 0.01 *

Evalde la segunda integral anaifticaméﬁte y‘la'prfmera usando la
cuadratura de Simpson, entonces sume los dos valores para obtener l.

Use, otra vez, N = 10, 20 y 40. iObtuvo resultados mds exactos que en

el inciso (b)? iPorqué?.

d).- Repita los incisos (b) y (c) usando la subrutina QUANC8 en
lugar de la regla de Simpson, Use una tolerancia de 10'5 para ambos, el
error absoluto y el error relativo, Imprima el nimero de funciones eva-

luadas requeridas. (Es QUANC8 mds exacta que la regla de Simpson?
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SUEROUTINE QUANC&(FUN,A,B,ABSERR:RELERR.Rﬁ?ULT:ERREST-NOFUN:FLAG) 00000000

c. . e ‘ " 0099¢010
DOUSLE PRECISION FUN, A, B, ABSERR, RELERR, RESULT, ERREST, FLAG 006305020
INTEGER NOFUN 00500030

c ‘ , : 00000050

C  ESTIMATE THE INTEGRAL OF FUN(X) FROM A TO B . ' 00000050

C TO A USER FROVIDED TOLERAMCE. - . 06000060

C AN AUTCMATIC ADAPTIVE ROUTIME BASED ON g 66000GT0

C  THE 8-PANEL NEWTON-COTES RULE. 00200030

c 600C0dSH

C  INPUT .. . 000001C0

c ‘ 00000110

C FUN THE NAME OF THE INTEGRAND FUNCTION SUBPROGRAM FUN(X). 00000120

cC A THE LOWER LIMIT OF INTEGRATION. 00000130

c B THE USFER LIMIT OF INTEGRATION.(B MAY BE LESS THAN A.) 00090140

C RELERR A RELATIVE ERROR TOLERANZE. (SHOULD DE NCH-NEGATIVE) 0C0CO150

€  ABSERR AN ADSOLUTE ERRCR TOLERANCE, (SHOULD BE NON-NEGATIVE) 05009160

c 00003170

C  OUTPUT ,. 00000150

¢ €0000190

C RESULT AN APPROXIMATION TO THE INTEGRAL HOPEFULLY SATISFYING THE 00000200

c LEAST STRIMGENT OF THE TWO ERROR TOLERANCES. 00000210

c AN ESTIMATE CF THE MAGHITUDE OF THE ACTUAL ERPOR. 00000220

c THE NUURER OF FLMCTION VALUES USED IN CALCULATION OF RESULT.C0200230

o A RELIABILITY IKDICATCR. If FLAG IS ZERO, TiiEM RESULT 00009240

z FROBABLY SATISFIES THE ERRCR TOLERANCE. IF FLAG IS eCOG22ED

c XXX.YYY , THEN XMX = THE NUMBER OF INTERVALS WHICH HAVE 06000260

c NOT CONHVERGED AHD  0.YYY = THE FRACTIOH OF THE INTERVAL 00000270

c LEFT TG DC WHEM THE LIMIT ON NOFUM WAS APPROACHED. 00600260

c 00000299
DUUBLE PRECISION HO,WI W2, H3,H%, AREA,X0,F0,5TONE ;STER,CORLY, TEMP 00500300
DOUZLE PRECISION QFREV,GNOW,QDIFF,GLEFT,ESTERR, TOLERR 00C00310
GLUBLE BRICISICH QRIGHTI31),F(16),X(16),FSAVE(8,30),XSAVE(B,30) 03000320
DCUSLE PRECTSION DAES,DMAXY . 00000330
INTEGER LEVHMIN, LEVI1AX, LEVOUT,NOMAX,NOFIN, LEV,NIM;X,J 00000340

I ‘ : 00000350

€ %%%  STAGE 1 #%%  GENERAL INITIALIZATION 00900340

€ SET CONSTANTS. 03CCI370

C - 00600739
LEVHIN = 1 00000550

e LEVHAX = 30 00000490
LEVOUT = 6 00000410

NCMAX = 5000 " 00000420

NOFIN = HOMAX = 8%( LEVMAX-LEVOUT+2%%( LEVOUT+1)) 00000430

¢ 0000CH40

€  TROUBLE WHEN NOFUN REACHES NOFIN : 000$0450

c 09000460
W0 = 3$56.0D0 / 14175.000 : 00000472

- W1 = 23552.0D0 ¢ 14175.0D0 00000480
= W2 = -3712.000 / 14175.000 00000490
W3 = 41984.000 / 14175.0D0 ‘ 00000500
W4 = -18160.0D0 / 14175.000 00000510




3

c
C  INITIALIZE RUMMING SUMS TO ZERO.
¢ : .

FLAG = 0.000
PESULT = 0.0D9

cca11 = 0,000
EXREST = 0,000

AREA 0.000
NCFUN = ©

"IF (A .EQ. B) RETURN

NN®  STAGE 2 Wk INITIALYIZATION FOR FIRST INTERVAL

D00

GUREY = 0.000

= FUN(X0)
STOHE = (B - A) / 16.0D0
X3} (X0 #+ X(16)) # 2.0D0
AlLg) (K0 + X(8)) 7 2.000
A1) (X(8) + X(16)) /7 2.000
X(2) (X0 + X(4)) 7 2,000
X(s) (X(4) + X(8)) / 2.000
X(10) (X(8). + X(12)) # 2.000
X(14) (X{12) + X(18)) # 2.0DO
DO 25 J = 2, 16, 2

FLJ) = FUN(X(J))

25 CCI*INbE

NCFUN =

st HHHH Gy

%% STAGE 3 ##%  CENTRAL CALCULATION
REQUIRES QPREVX0:1X2:X%)...+X16,F0,F2,F4,...,F16.
CALCULATES Yl;X3n.‘.X15. Fl:FS»...F15,QLEFT:QRIGHT:QNON;QDIFF:AREA‘

DOoOOO0n

30 X(1) = (X0 + X(2)) / 2.000
F(1) = FUNIX(1))
D0 35 J = 3, 15, 2
R(J) = (X(J=1) + X(J+1)) / 2.0D0 ,
F(J) = FUNIX(JD)
35 CONTINUE
NCFUN = NOFUN + 8 ‘
STEP = (X(16) = X0) / 16.0D0 .
QUEFT = (LOX(FO + F(8)) + WLX(F(L)+F(7)) + H2X(F(2)+F(6))
1+ H3%(F(3)4F(5)) + W4¥F(4)) % STEP
QRIGHT(LEV+1)=(KO*(F(8)+F(16) 1+H1¥(F(9)+F(15) J+N2%(F(10)+F(14))
1+ W3#(F(LL)+F(13)) + WGNF(12)) % STEP

won

— Qnﬁd = QLEFT + QRIGHT(LEV+1)

CUIFF = QHCH « QFREV
AREA = AREA + QDIFF

%x%  STAGE & w¥# INTERVAL CONVERGENCE TEST N

Q00

ESTERR = DABS(GDIFF) / 1023.0D0
TOLERR = DMAX1(ABSERR,RELERR*DABS(AREA)) #* (STEP/STONE)
IF (LEV .LT. LEVMIN) GO TO 50
IF (LEV .GE. LEYMAX) GO TO 62
IF (NOFUN 6T, NOFIN) GO TO 60
IF (ESTERR .LE. TCLERR) 80 TO 70
[N o

00000520
00000530
06600540
00000550
02000560
00000570
0C0J05R0

000005%0
00000600
00000610
00000520
00000630
00002640
00000650
00000650
00090670
€0000630
00800690
00000700
00000710
00000720
00000730

- 00000740

00900750
©C000760
coceor70
00000750
00000793
6c0008C0
06000810
00200820
00000330
000003490
000002350
¢CC00350
0000937¢
0300820
00C00850
06000900
00000010
00000720

€Cooes30

00000540
00030950
06000950
00009570
00600930
00000990
00001600
0C001010
£2901020
00001030
09001040
00001059

00001060 -

00¢0l070
000601080
600010959

00001100

00001110
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OO0

50

OO0

52

cOoo0

55

OO000

60

0oO0on0n

62

OO0

70

O0O0aG

T2

75

c

’

_ ¥x%w  STAGE 5  #x®&  NO CONVERGENCE
LOCATE NEXT INTERVAL.

NIM
LEV

2<MIM
LEV+l

"

STORE RIGHT HAND ELEMENTS FOR FUTURE USE.

COS2 I =1, 8

FSAVE(I,LEV) = F(X+8)
KGAVE(I,LEV) = X(I+3)
CONTLHUE

ASSEMELE LEFT HAMD ELEMENTS FCR IMMEDIATE USE.'

oo

=

-0
+—
@

-

]
&

(S}
-
b
o
P

uu

F(J+9)
N(2#J+18) = X(J+9)
CCHTINVE )

30 TO 30

sev STAGE. 6 ®N¥  TROUSLE SECTION' ,
NUIEZR OF FUNCTION VALUES 1S ABOUT TO EXCEED LIMIT. -

HOFIN = 2¥NCFIN

LEVMAX = LEVOUT

FLAG = FLAG + (B = X0) /7 (B = A)
60 TO 70

CURRENT LEVEL IS LEVMAX.

FLAG = FLAG + 1.000

#¥#  STAGE 7  ¥ax% INTERVAL CONVERGED
ADD COMTRIBUTIONS INTO RUNNING SUMS.

RESULT = RESULT + QNCH
EFREST = ERREST + ESTERR
COR11 = COR1l + QDIFF ¢/ 1023.0D0

LOCATE NEXT INTERVAL.

IF (NIM .EQ. 2%{NIM/2)) GO TO 75
NIM = HIM/2

LEV = LEV-1

GO TO 72

NIM = NIM + 1

IF (LEV .LE. 0) GO TO &0

C  ASSEMBLE ELEMENTS REQUIRED FOR THE NEXT INTERVAL.

c

78

&0

oOn OO0

82

QPREV = GRIGHT(LEV)

X0 = X(16)

FO = F(16)

DO 78 I =1, 8
F(2%I) = FSAVE(I,LEV)
X(2%T) = XSAVE(T,LEV)

CUOTHNE

f0 70 30

%wi  STAGE 8  **#  FINALIZE AND RETURN

RESULT = RESULT + COR11

MAKE SURE ERREST MOT LE3S THAN ROUNDOFF LEVEL.

TF (ERREST .EQ. €.0D00) RETURN

TENR = DABS(RESULT) + ERREST

IF (TEMP .NE. DABS(RESULT)) RETURN
ERREST = 2.0DOXERREST

GO TO 82

END

00CG1120
00001130
€0002140
CoCeL150
€2001160
0CCCL1170
¢0001180
00C0115¢
¢0501200
65291210
01220
0CC01L30
00001250
€og01280
0C0012560
00001270
ocooize
0C001290
00001300
GL2C1310
80001320
00001330
00001340
03001350
0S0Ul350
00001370
0Lol1380
00231390
00001400
00021410
0000142
03001430
€N001440
03001450
00001460
00001470
000014230
000014730
00001500
00001510
00001520
00C01530
00001540
00001550
00001560
00001570
00001580
00001530
00001600
00001610
0001620
00001630
00001640
000C1650
00001669
00001670
0001660
00001690
00001700
00001710
oCLuL7I0
CCUs1v30
000C17v0
0e00L759
00001706¢C
00001770
0c501780
0Ccel7s0
¢6C01330
00CC1510
00C01620

00C01830 -

00001649
00001850
00001860,

37
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l, C ANRAXMXERRXUARKKAAXKARKRNER START OF GAUSSQ #RXKNMKHMRHLNNX A HEEK XN
2., C LAST UPDATED: FEBRUARY, 1976
:: ; SUBROUTINE GAUSSQ(KIND, N, ALPHA,, BETA.'KETS.*ENDPTS, B, T, W)
2. g N(J;n;s SET og,aourxnas COMPUTES THE NODES T(J) AND WEIGHTS
6 ¢ W) onggggsxan-rvpz QUADRATURE Rungs WITH PRE-ASSIGHNTD
. ¢ S, T ARE USED WHEN ONE NISHES‘TO'R?PROXIN&TE
‘3. g INTEGRAL ( (FROM A TO B) F(X) W(X) DX
11, Cc ' N , *
12, c BY U ' SUM W F(T )
13. c T “ ‘ S Jd=1 g J
1. ¢
15, c (NOTE w(x) 'AND W(J) HAVE NO' COMNEGTION WITH EACH OTHER.)
16. c ‘HERE W(X) “IS ONE OF SIX POSSIBLE NON-NEGATIVE WEIGHT
17, . C FUNCTIONS (LISTED BELOW), AND F(X) I& THE
18. c FUN_TION TO BE INTEGRATED., GAUSSIAN QUADRATURE IS PARTICULARLY
19. ¢ USEFUL ON INFINITE INTERVALS (WITH AFPROPRIATE WEIGHT
S?. ¢ Fuucrxous). SIN“E THEH OTHER TECHHIQUES OFTEN FAIL.
. c .
ez, c AQSOCIATED WITH EACH uzxcur FUNCTION W(X) 15 A SET OF
23, c ORTHOGOMAL POLYNOMIALS. THE NODES T(J) ARE JUST THE ZEROES
24, C OF THE PROPER N-TH DEGREE POLYNOMIAL. =
25, o] ' -
26. c INPUT PARAMETERS (ALL REAL NUMBERS ARE IN DOUBLE PRECISION)
27. ¢ SR TR . . y .
28, c KIND AM INTEGER BETWEEN ‘1 AND 6 GIVING THE TYPE OF
29, c QUADRATURE RULE: : ‘ :
30. ¢ L ‘
31, c BIND = 1:  LEGENDRD QUADRATURE, W(X) = 1 OK (-1, 1)
32, ¢ KIND = 2: : CHEBEYSHEV QUADRATURE OF THE FIRST KIND
33, c T W(X) = 1/SQRT(1 = X¥X) OH (=1, +1) ‘
3y ¢ KIND = 3:. CHEBYSHEV QUADRATURE OF THE sacoun KIND
35. c e SRR N 4 N - 1 ¢1 3 o O T . 39 T o { N 6.0 IR I B
36. ¢ "RIND = 4: HERMITE QUADRATURE, W(X) = EXP(-X¥X) ou H
37. ¢ mem“m_mﬁw““$;;ﬂatuprx. HINFINITY), .
38, ¢ KIND = 5: JACORI QUADRATURE, W(X) = CT=RXYWNRLPHA ® (1+R) u*
39, c y -~ BETA OM (=1, 1), ALPHA, BETA .GT. =1,
40, Kol © NOTE: ‘KIND=2 AND 3 ARE A SPECIAL CASE OF THIS.
41, c hIND = 6: GENERALIZED LAGUERRE QUADRATURE, W(X) = EXP{(-R)*%
gz. c ;‘X**ALPHA ON (0, +INEIN1TY).~ALPHA LGT., =1
3. c . g
by, c N fmun uunnau OF POIKNTS usso rou THB QUADRATURE RULE
45, c ALPHA ‘REAL PARAMETER USED ONLY FOR GAUSS-JACOBI AND GAUSS-
U6, c ., LAGUERRE QUADRATURE (OTHERWISE USE 0.D0).
47, c BETA REAL PARAMETER USED ONLY FOR GAUSS-JACOBI QUADRATURE--
Ha . ¢ (OTHERWISE USE 0,D0) |
49, c KPTS .. (INTEGER) MORMALLY 0, UNLESS -THE LEFT OR RIGHT EWD-
50. c POINT (OR BOTH) OF THE INTERVAL IS REQUIRED TO BE A
B1. c . . NODE (THIS 1S CALLED GAUSS-RADAU OR GAUSS-LOBATTO
52. ¢ ' .., QUADRATURE). THEN KPTS IS THE NUMBER OF FIRED
83. c "ENDPOINTS (1 OR 2).
54, c _;gggzg“__gaAL ARRAY OF LENGTH 2. conrn:ns THE VALUES‘OF
: 565. c . RHY FIXED ENDPOINTS, IF KPTS = 1 OR 2.
56 . ¢ . B ‘ RBAL SCRATCH ARRAY OF : LBNGTH N
57. c E
58, c OUTPUT PARAHETERS (BOTH DOUELE PRBCISION anman oF LBNGTH N)
' 59, c
60. c

T ‘vWILL CONTAIN THE DESIRBDMNVODFS-‘



61
62

3.

64

65,
66 .
67.
63.
69.

QO\‘}QOOOO(‘EQOOOQOOOQOQQOQQQOQQQOOOOOOQ

Qo

acooocaoaaaoae

Q

coaoaaaeaa
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W © WILL CONTAIN THE DBSIRBD‘NEIGHTS weay.,

SUBROUTINES REQUIRED

SOLVE, CLASS, AND IMTQL2 ARE PROVIDED. UNDERFLOW MAY SOMETIMES
OCCUR, BUT IT IS HARMLESS IF THE UNDERFLOW INTERRUPTS ARE
"URNED OFF. TO DO THIS, THE FIRST CALL OF THE MAIN PROGRAN
SHOULD BE e e e b et " s 0 i o S g

[caLL TRAPS (0, 0, 10000, 0, 0) IN_WATFIV

OR
CALL INIT } IN FORTRAN G OR H.

‘ACCURACY

THE ROUTINE WAS TESTED UP TO N = 512.FOR LEGENDRE QUADRATURE,
UP TO N = 136 FOR HERMITE, UP TO N = 68 FOR LAGUERRE, AND UP
TO N = 10 OR 20 IN OTHER CASES. IN ALL BUT TWO INSTANCES,
COMPARISON: WITH TABLES IN REF.: 3 SHOWED 12 OR MORE SIGNIFICANT
DIGITS OF ACCURACY. THE TWO EXCEPTIONS WERE THE WEIGHTS FOR
HERMITE AMD LAGUERRE QUADRATURE, WHERE UNDERFLOW CAUSED SOME
VERY SHALL WEIGHTS TO BE SET TO ZERO. THIS IS, OF COURSE,

COMFLETELY  HARMLESS, ; }

METHOD

THE COEFFICIENTS OF THE THREE~TERM RECURRENCE RELATIOHN
YOR THE CORRESPOMDIHG SET OF ORTHOGOHAL POLYHOMIALS ARE
USED TO FORM A SYNMETRIC TRIDIAGONAL MATR1X, WHOSE
FIGENVALUES (DETERMIHED BY THE INMPLICIT QL-METHCD WITH
SHIFTS) ARE JUST THE DESIRED NODES. THE FIRST COMPONENTS OF
THE ORTHONORMALIZED EIGENVECTORS, WHEN PROPERLY SCALED,
YIULD THE WEIGHTS. THIS TECHNIQUE IS MUCH FASTER THAN USING A
ROOT-FINDER TO LOCATE THE ZEROES OF THE ORTHOGONAL POLYHOMIAL.
FOR FURTHER DETAILS, SEE REF. 1. REF. 2 CONTAIHNS DETAILS OF
GAUS S*HﬂDAU AND GAUSS-LOBATTO QUADRATURB OHLY.

REFERENCES

1. GOLUB, G. H., AMD WELSCH, J. H., "CALCULATION OF GAUSSIAN
QUADRATURE RULES," HATHENATICS OF COMPUTATIOH 23 (APRIL,
1969y, PP. 221-230.

2., GOLUB, . H., "SOME MODIFIED MATRIX EIGENVALUE PROBLEMS, "
SIAM REVIEW 15 (APRIL, 1973), PP. 318-334 (SECTION 7).

3. STROUD AND SECREST, GAUSSIAN QUADRATURE FORHULAS. PRENTICE-
HALL, EMNGLEWOOD CLIFFS, N.J., 1966.
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DOUBLE PRBCISION B(H), T(M), W(N), EMDPTS(2), MUZERO, T1,
X GAM, SOLVE, DSQRT, ALPHA, BETA

CALL CLASS (KIND, N, ALPHA, BETA, B, T;JNUZERO)

THE MATRIX OF COEFFICIENTS IS ASSUMED TO BE SYMMETRIC.
THE ARRAY T CONTAINS THE DIAGONAL ELEMENTS, THE ARRAY
B THE OFF-DIAGONAL ELEMENTS .

MAKE APPROPRIATE CHANGES IN THE LONER RIGHT 2 BY 2
SUBMATRIX.

IF (KPTS.EQ.0) GO TO 100




121.
122,
128.
124,
=125,
126.
127.
- 128,
129,
130,
131,
132,
133.
134,
135,
136.
137.
138.
139,
140,
11,
142,
143,
144,
145,
146,
147,
148,
149,
150,
L1571,
152,
153,
L 154,
155,
156,
157.
158.
159,
160.
161,
162.
163.
164.
165.
166,
167.
168,
169,
170,
171.

173.
174.
175.
- 176.
177.
178.
[ 179.
180,

aaoaaaaoaaao

172, -
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50

100

105

10

IF (KPTS.EQ.2) GO TO 50 | ‘ .140

IF KPTS=1, ONLY T(HN) HUST BE CHANGED

T(N) = SOLVECEMDPTS(1), N, T, B)*B(H-1)%X%¥2 + ENDDPTS(1)
GO TO 100 ‘ '

IF KPTS=2, T(N) AND B(N-1) MUST BE RECOMPUTED

GAM = SOLVECENDPTS(1), N, T, B)

T1 = (CENDPTS(1) =~ ENDPTS(2)) /7 (SOLVECENDPTS(2), N, T, B) = GAM))
B(H=1) = DSQRT(T1)

T(N) = ENDPTS(1) + GAM¥TI

NOTE THAT THE INDICES OF THE ELEMENTS OF B RUN FROIl 1 TO M-
AHD THUS THE VALUE OF D(N) IS ARBITRARY. |
HOW COMPUTE THE EIGENVALUES OF THE SYNHETPIC TRIDIAGONAL
MATRIX, WHICH HAS BEEN MODIFIED AS NECESSARY.

THE HETHOD USED IS A QL-TYPE METHOD WITH ORIGIN SHIFTING

WC1) = 1,000
DO 105 1 £ 2, N
WCL) = 0,0D0
CALL IMTQL2 (N, T, B, W, IERR) i v
bo 110 I = 1, N .
W(I) = MUZERO % W(I) ¥ W(1)

RETURN
END

DOUBLE PRECISIOH FUNCTION SOLVE(SHIFT, N, A, B)

 THIS PROCEDURE PERFORMS ELIMINATION TO SOLVE FOR THE
N=-TH COMPONENT OF THE SOLUTION DELTA TO THE EQUATION

(JN ~ SHIFT®*IDENTITY) * DELTA = EN,

WHERE EN IS THE VECTOR OF ALL ZEROES EXCEPT FOR 1 IN
THE N-TH POSITION.

THE MATRIX JN IS SYMMETRIC TRIDIAGONAL, WITH DIAGONAL
ELEMENTS A(I), OFF-DIAGONAL ELEMENTS B(X). THIS EQUATION
MUST BE SOLVED TO OBTAIN THE APPROPRIATE CHANGES IN THE LOWER
2 BY 2 SUBMATRIX OF COEFFICIENTS FOR ORTHOGONAL POLYNOMIALS.

DOUBLE PRECISION SHIFT, A(CN), B(N), ALPHA

ALPHA = A(1) = SHIFT
NMY = N - 1 :
DO 10 I = 2, NM1

ALPHA = A(I) = SHIFT - B(I-1)%*%2/ALPHA
SOLVE = 1.0DO0/ALPHA
RETURN
END



181. . ¢ 1718
:gg. SUBROUTINE CLASS(KIND, M, ALPHA, BETA, B, A, MUZERO)
. c . '
184, o] THIS PROCEDURE SUPPLIES THE COEFFICIENTS A(J), B(J) OF THE
185 ¢ RECURRENCE RELATION * i
186 c , , '
187 c B P (X) = (X=-A)P (X) - B. P _.(X)
‘ 188 ¢ N N | ; J J-1 S =1 J=-2
189 c
190 ¢ FOR THE VARIOUS. CLASSICAL (NORMALIZED) onruosonnn POLYNOMIALS.
191 -~ C AND THE zzno TH MOMENT
iv2 c
jus c nuzaao = INTBGRAL W(X) DX
{9y, c
Y5, c OF THE GIVFH POLYNOMIAL'S WEIGHT runcrrou N(X) SINCE THE
96 n POLYHOMIALS ARE ORTHONORMALIZED, THE TR!DIAGONAL nnraxx 1s
b7, o] GUARANTEED TO BE SYMMETRIC. :
ng, c
g?. c THE xupuw PARAMETER ALPHA IS USED ONLY FOR LAGUERRE AND
300, c JACOBI POLYNOMIALS, AND THE PARAMETER BETA IS USED ONLY FOR
go1. c JACOBI POLYHONIALS. THE LAGUERRE AND Jncoax POLYNOMIALS
e, C REQUIRE THE GAMMA FUNCTION.
204, ¢
ﬁut.‘ Cc ..............‘.....‘..o....‘....n‘“...:....’,'{_;\..,-.,-....ﬂ.-........
2“5. C ‘ : l,Y,;._ : '
2ub. DOUBLE PRECISIOH A(MN), B(N), MUZERO, ALPHA, BETA
Fa7. : DOUBLE PRECISION ARI, A2B2, DGAMIA, PI, DSQRT, AB
g, DATA PI ~ 3.141502653589793D0/ X
aid, c ’
210, HM1l = N = 1 ,
21, Go T0 (10, 20, 30, ug, 50, 60), KIND
212 ¢ ‘ SIS
o3 ¢ KIMD = 1: LEGENDRE POLYNOMIALS P(X).i,.
iy c oM (»1. +1), W(X) = 1. : ' \
¢ :

10 MUZERO = 2.00D0
pO 11 I = 1, NMI
ACI) = 0,000

ABI = I
1" BCY) = Anx/osanT(u*Aax*Aax -~ 1.0D0)
ACN) = 0.0DO -
RETURN
c o :
¢ . KIND.= 2: CHEBY.SHEV POLYNOMIALS OF 1HE ‘FIRST RIND T(X)
¢ ' ON (=1, +1), W(X) =17 san(t - X¥X)
c. R = o .
20 MUZERO = PI ' L ‘
po 21 I = 1, HMI
ACI) = 0.0D0
21 BCI) = 0.5D0
3¢1) = DSQRT(0.5D0)
A\ CH) = 0.0DO
RETURN
c ‘ . iy
c KINDj= 3: CHEBYSHEV POLYNOMIALS OF.[HE SECOND KIND U(X)
C ON (=1, +1), W(X) = SART(1 - X¥X) S ‘
¢ .
30 MUZERO = P1/2.0D0
DO 31 I = 1, NMI
ACI) = 0,000

» -



24y, 31 B(I) - 0.5Dn | - 142
242, ACH) = 0.0n0

243, RETURN i . : T -
24y, c i o .

5321 g 5;39.= g: nmwnxrs-vopwucnanns,u(x>'on (-INFINivLY,

246, FTHEINTITY), WN¥) = EXNP(--N&¥D)

2u7. C ;| o L

248, H0 NUZERO = DSQRT(PI) Lt

249, DO 41 1 = 1, HMI

250. ACLI) = 0.0DD

251, 41 BOI) = psQRT(Iz2.0n0)

252, ACH) - 0.0n0 , R j

253, RETUIL A § -

254, c i } ’ .
255. c KIND = 6:° JRCODBT POLYNONILLS PORLPHA, RETYAY(E) ON

256. c (rly 1), WOX) = (1=-X)S¥ALPNA 4+ I+ EYRETA, LLFHA A1D
257, C BETA GREATER THAN -1

258, ¢ : ,

259, 50 AL = RLPUHA 4+ BETA

260, EBI = 2,000 4+ AR ' Ciat ot

261, HUZERU = 2,000 XX (AR + 1.00N0) % DEAMUACALPUA + 1.0DG) % DGLIVILC A
262. X BETA 4 1.000) 7 DGANUNACABY) ¥ o

263, ACY) = (RETA - ALPUR)ZARI S S

264, BC1) = BSORTCU.EDOX(T,.0D0 + ALPHEYX(1.0D0 + BETA)ZC(AB] + 1.(unjy.
265. . 1 ART¥ABI)) ' P

2606, A2RZ = LETAXBLTA = ALPHAXALPHA

267 . DO 51 1 = 2, MM ~

268. ABI = 2.0D0%Y + AB

209, ACLI) = A2R2/7CCAMT = 2.000)XaR%)

270. 51 BCID) = DSORT (N, 0DOYH(Y 4+ ALPHAD®CL + BLTRI®C(T + AR

271, | COABYSART - 1)XABI¥®ARY)) \

272, ABL = 2.GDO%N + pB ‘ B

273, ACH) = A2B2/7CCABY ~ 2,0DO0Y%RDBIY . . . By

274, RETURN ‘ e i

275, c ‘ et ST

276. ¢ KIND = 6:  LAGUERRE POLYNOMNVALS LCABPRAYCE) O

277. ¢ (0, +INPINYITY), W(X) = ENP(=X) % X®&ALVINA, ALPHA GRLATHD
278, ¢ THAN =1,

279, c -

280. 60 MUZERO = DGANMNACALPIA + 1.0D0)

281, DO 61 I = 1, NMI

282, ACI) = 2,0D0%) < 1,0D0 + ALPHA ‘.

283, 61 BCl) = DSQRT(I¥(I + ALPHA)) !

284, ACNY = 2,0DO%N = % + ALPHA

285, ‘ RE1URN i

286, END )

287. c o )

288. ¢ TN " ‘ £ _

289, SUBROUTINE INTQL2(N, D, E, Z, IERR) i

290, ] ' ' P R .

291, c THIS SUBROUTINE IS A TRAMSLATION OF THE ALGOL PROCRDURE IMYTQLZ,
292, c NUM. MATH. 12, 377-383(1968) BY MARTIN AMD WILLIMHSON,

293. ¢ AS MODIFIED IN HUit. MATH. 15, 450(1970) BY LUDAULLE. :
294, c HANDBOOK FOR AUTO. COMP., VOL.IT-LINEAR ALGEBR', 201-248(1971).
295, . c THIS IS A MODIFIED VERSION OF THE ‘EISPACK' R TINC 1NTAL2. '
296. c ’ , : :

297. ¢ THIS SURROUTINE FINDS THE EIGLHMVALUES AMD FIRS. CONPONENTS. OF TuLb
298. c EIGENVECTORS OF A SYMMETRIC TRIDIAGONAL MATRIX BY THE IMBLYCIT €l
299, c METHOD . ’ S R

300, c




301,

302.-

303.
304,
305,
306.
307.
3083,
309,
310,
311,
312,
313,
314,
315,
316.
317.
318.
319,
320,
321,
322.
323.
324,
325,
326.
327
28.
329,
330.
331,
332,
333,
334,
335,
336,
337.
338,
339,
349,
31,
32,
33,
344,
345,
346,
347,
348,
349,
350,
351,
352.
353,
354,
355,
356.
357.
358.
359,
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ON INPUT: . ; 143
N IS THE ORDER OF ‘fHE MATRIN;
D CORTAINS THE DIAGOHAL LLEMENTS Of THE INPUT MATRIX;

E CONTAINS THE SULDIAGOMAL FLENUENTS OF THE INPUT MATRIY
‘ IN ITS FIRST N-1 FOSITIONS, ECH) T4 ARBITRARY;

(z CONTAINS THE FIRST ROW- OF THE IDENTITY MATRIX.
ON OUTPUT:

D CONTAINS THE EIGENVALUES IN ASCIHDING ORDER. IF AN
ERROIR BXIT IS MADE, THE LIYGFHYALUES ARE CORRECT BUT
UNORDERLD TFOR IHDICES 1, 2, ..., IERR-1;

E 1.5 BELKN DESTROYED;

"Z CONTAIMNS THFE FIPST COMPORUVHTS OF THE ORTHOKORMIL EIGENVECTORS
OF THE SYMHUETRIC TRIDIAGOIAL MATKIX. . IF RN ERRODR ENIT 18
NIDE, Z COHTAYNS TUE E1GEUVECTORS ASSOCIATED WITH THE STORED
EIGENVALUES; ' :

ICRR IS HET 1O
ZEROD. . . FOR HORNMAL RETURH, ; .
J ©IF THE J--TH- LI(PNVALUI HAS HOT DIEEN
DETERMINED AFVITER 30 ITLERATIONS.

- e e e G e e Pe S M me h B W0 e ma W e P e Sa. the S S mew e e e e e W e G Bel S e B bae Ta7 M S S LTS $@ e e S Bt te SN e G P e e e el e

INTEGCR I, J, K, L, M, N, 1I, ML, YERR
DOURLE PRECISION D(N), ®(N), 2(N), B, C, F, G, P, R, 8, NICHEP
DOUBLE PRECISICN bsanRrtT, DADS, DSICH :

trersrees MACHRP IS8 A MACHIND DEPENDENT PRRAHETLR SPRCIVYING
THE RELATIVE PRECISION OF FLOATIHG POYNT ARITHIRTIC.
HACHEF = 16.0DOX%(~13) FOR LONG KFORN RRITHHETIC.
ON 300 st

DATA MACHEP/Z3H100000000000CO/

JIERR = 0
IF (N ,EQ. 1) GO TO 1001

E(N) = 0.0D0
po 240 L = {1, N
J = 0 Cle '
srtssrtrets LOOK FOR SMALL SUR-DIAGONAL ELEMENT s stigs
DO 110 " = L, K : o ; '
1F (M .EQ. H) GO TO 120 2
IF (DARS(E(IM)) .LE. MACHED ¥ (DABS(D(I1)) 4+ DABSEBD(M+41))))
GO TO 120 .
CORTIHUE '

P = D(L)
IF (1M .EQ. L) GO TO 240
Ir (3 .EQ. 30) GO TO 1000

J = J + 1
1ttty FORM SHIFT ;ersressag :
G = (D(LH¥Y) = P) ~/ (2.,0DC % E(L))



361,
362.
363.
36U,
365.
366.
367.
368.
369.
370.
371.
372,
373.
374,
375.
376.
377.
378.
379.
380.
381,
382.
383.
38y,
385,
386.
387.
388.
389.
350.
391.
392.
393.
394.
395,
396.
397.
398.
399.
400,
4o,
402,
403,
4ou,
405,
406,
407.
4o8.
409,
nio,
(RN
y12.
y13.
yy,
15,
416.
417,
4518,
419,
420,

c

R = DEQRT(G%G+1.0D0)

G = D(M) = P + ECL)Y 7 (G + DSYICHCR, G))
S = 1.0b0

C = 1.000

P = 0.0n0

MML = M - [

0 11 o= 1, ML
= 1N - 11
F o= 8 % E(I)

= C ¥ BE(I)
F (DABS(F)Y .LT. DARBS(G)) GO TO 150
G 7 F

DEORTCCHCHY. ODO)

- 0w

(1+1) = F xR
= 1,000 7/ R .
GO TO 160
150 S = F s G
: R = DSORT(SE¥S+1.,000)
. R(Y#1) = G OX R
C = 1.000 7 R
5 = 8 ¥ .
160 G = D(1+1) = P
R (DCI) = GY ¥ S 4+ 2.0D0 % C % B
p:s-ﬁ(—n ‘
DCI+1) = G + P N
6 = C ¥ n =B
trrirriit: FORM FIRET COMPONENT OF VECIOR :::
F = z(111)
ZC1+1) = 8 % Z(i) + ¢ ¥ F
200 Z(1) = ¢ % Z(1) - § % F
D(L) = D(L) = P
E(L) = G
E(M) = 0.0D10

GO TO 105
240 CONTIHNUE

ORDER EXGENVALUES AND EJGENVLCTORS

po 300 II = 2, N
1 = 11 - 1
K =1
P = p(1)

DO 260 J = II, N
« IF (D(J) .GE. P) GO TO 260
K = J
P = D(J)
260 CONTINUE

“IF (K .EQ. I) GO TO 300

D(K) = D(1)
D(I) = P

. P o= Z(D
Z(1) = Z(R)
Z(R) = P

300 CONTINUE -~

#: FOR I=N=-1 STEP -1 UHTIL L DO =- :::

[ |
LR BRI S

.......
--------

sy e
LR I
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Gn TO 1001

C trrititts: SOET ERROR - HO COHVERGUHCE TO AN
¢ EIGENVALUL AYTER 20 1YLRRETIONS s

10906 ILER = L
1001 RLTURNR
(o ti1srsrsr s LASYT CRRD OF YNMTQLZ s:issiiiss:
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CAPITULO V

SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

En una ecuacidn diferencial de primer orden y' = f(y,t), el obje-

tivo es encontrar aquella funcién y(t) que satisfaga la ecuacidon diferencial.
La ecuacién diferencial

2
dt

‘

QX==f(ygtL% y+t

tiene como solucién una familia de curvas y = y(t). Si la funcién f(y,t)

fuera igual a y, la-ecuacién diferencial tendria como solucién la fun-

t
cién y(t) = Ce

Al elegir un valor inicial y, = y(0) se seleccionaria una de las

curvas que integran la familia de curvas,

v 4

y=Ce

—
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En el caso de ecuac1ones diferencia]es ordinarias (EDO) con varias
var1ab1es depend1entes, el problema consiste en reso]ver el s1stema de

EDO de forma

y'o=fly, 2, t)

2' = g(y, z, t).
I‘

La solucidon analitica dé este sistema involucrardbs constantes,
requiriéndose para eT1o dos piezas adicionales de 1nformac16n Si los va
lores de y y z fuesen especificados para un cierto valor t0 de la varia-
‘ble independiente t, entonces la so]uc1on seria un1ca El problema de
la determinacién de los valores'de y y z para va]ores de t > to es cono-

cido. con &1 nombrede“prob]ema del valor 1n1c1a1".

Finalmente, una EDO de orden n,donde la derivada de mas alto or-
den es despejable, puede ser escrita también como un sistema de n ecua-

ciones diferenciales de primer orden introduciendo n-1 nuevas variables.
La_ecuaci6n diferencial ordinaria
u" = g(u, u', t)

~puede escribirse también como:

z' = g(u, 2, t)
u' = 2z

Dado que en la practica no todas las ecuac1ones diferenciales pue

.

den ser resueltas ana11t1camente, es deseab]e entonces definir otros mé-
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todos de solucién tales como los métodos numéricos. Ademds de la infor-
macidén requerida en la solucidn aralitica de. ecuaciones diferenciales,
-la  solucién numérica requiere de dos piezas adicionales de informa

cién:
(1) Una expresién que indique el error a tolerar, y

.(ii) Una expresidn que indique cuanto se desea pagar por alcanzar

- tal solucién.

Las aproximaciones numéricas de interés en este-capitulo involucran
~ los métodos de paso a paso (o de'diferencias o de variables discretas)
- los cuales consisten en la generacidn de una secuencia de.puntos, tO’

. inter i = -t V )
tys » con intervalo variable hn = tn+1 tn En cada punto tn’ la
solucién y(tn) es aproximada por un n&mero_yn_el cual es calculado a par

tir de ciertos valores anteriormente estimados. o

. En general, si K valores estimados son empleados en el cdlculo
del valor y_ .., el método se denomina, método de K pasos. Cuando K es
igual a 1, el Método recibe el nombre de método de paso simple, y cuando

K > 1 el método se nombra método de multipasos.

Un ejemplo del método de paso-simple es el método de Euler, donde

| el valor y es calpuladd a través de una extrapolacidn lineal de! va-

nt+l : .
lor anterior Yo Tal es el caso de la ecuacién diferencial ordinaria

y' = fly, t) - con condicién inicial y(ty) =y,

donde la pendiente de 1a solucién y(t) es calculada a partir de la condi-

¢idn inicial, esto és;
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¥ = tlygs to)

y donde el valor estimado ypscorrespondiente a y(t ) es ca1cu1ado em-

pleando los dos prwmeros términos de 1a serie de Taylor

Y(t ) = yo + h f(tos yo)

Equ1va1entemente, para t2 ty+hpsy (tz) serd aproximada mediante

la expresion

y en general

y(th;l) g y8;1 ? yn + hn f(t ’ y )

E1 método. de Eu1er, sin embargo, puede crear errores. cons1dera~
bles en la solucidn de a1gunas EDO. En el caso de la ecuacién y' =y,

donde et

es la solucidn, a medida que t aumenta, el error seraAmu]t1p1i-
cado por un factor étkprbduciendo inestabilidad en 1a ED (Figﬁka 15), en
cambio, pafa'y' ==Y, dahde‘e"t es la solucion, lbs errdres.§§’verén‘dis-
‘minuidos- a medida que t aumente de valor, produbiéﬁdose;gnajéélucién’EStg

ble (Fiqura 16).

A

A cont1nuac1on se presentan los métodos numer1cos de aproximaciﬁn
mis comdnmente empleados para 1a solucion de ecuac1ones dxferenciales or=-
dinarias. Unicamente se presentarén los algor1tmos de so]ucidn sin hacer

alucion a1guna al prqplgmafdeiJngst§b111dad.
(1) Método de Taylor-

Sea y(t) Ta soluci6n de cierta EDO, la cual al expresarse en tér-
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Figura 16. Familia de curvas solucién a la EDO y' = =Y.

S _ LTSI S A

minos de series de Taylor queda como:
Dol 2
y(t+h) = y(t)+ ho y'(t) + 50 y"(t) + ..
\ LR S S

E1 método de Euler pUede ser visto como un caso particular del

método de Taylor. Una aproximacién de orden p tendria la Forma.siguiehte:'
) ‘
y =y +h‘=y'+h yu + N (P)
ntl  “n Lt no 2. " P' In

donde las derivadasy',v", .sserian evaluadas en térm1nos de las der1va-

das parciales de ]amfunc1on f en la ecuac1on d1ferenc1a1

Usando 1a reéia de la cadena repetidas veces, pueden demostrarse

las igualdades siguientes:




[ R E |
yref vt fy

T Ty Y Ty Ty vty Ty

g2 2
Fo. fE 4 oF
Yy : fy y

etc.

(IT). Método Runge-Kutta

yt o f+f f oy +Ff f 4 f

e ff f 2

it * thy ¥

LAY

‘Eétevmétodo-tieneﬁ1a~ventajaffundam6ﬂtal sabre:e1 método:de“Se*w

'rTeﬁ de Taylor: de que no PGQU]EPE 1a -evaluacin dellas derlvadas de se:

,gﬁaéa'y mayor- orden.;La aprox1mac16n se obtiene: evaluando la: funCJén

ffyq ) varias: veces. ‘

ET?métodnsde-R&nge~Kutta de 4°’orden; por ejemplo, estd dado por

la:expresion

'> = .1'. . =l
Yner = In ¥ 5 (kg * 2K

1M ™e T2 % ' T2
h
1 ey
k2 =h f(y + kl.,tn,+ 2)

_+-2k2,+fk3).

N6tese Gue cuatro eva1uacionesade-1a-funcidnef(y;t)550narequayﬂdas
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en cada paso Yo > Ypi1

E1 método de Runge-Kutta puede ser visto como una extensién del
método de Simpson a lasolucién numérica de ecuaciones diferenciales.
Si f fuera funcién de t dnicamente, Simpson y Runge-Kutta serfan idén-

ticos

-

¢ .
n+l ~h t +t
e 0 —n_ntl
fth f(t)dt = - [f(tn) tAf(—) 4 f(tn+1)]
E1 método de Runge-Kutta es facil de programar y en la mayoria
de los prbeemas es numéricamente estable. El método puede iniciarse
por sf m1§mo,\dado;que s61o se requiere de una so]ucidn inicial Yor

Ademds, el tamafio del intervalo hn puede haéerse variar en cada evaﬁug

cién.

(ITI) Método de Multipasos.

En los dos métodos anteriores los valores de Yn+1 fueron calcu-
lados exc1usivamen£e en base a los valores yn’tn y hn' Es razohablg
pensar que si se empleara un ndmero mayor de 1nformac16h} sé mejo?afia
la exactitud. Por ejemplo, en la aproximacidn de y(tn) Qe podrian em-

plear los resultados previos,

Yp-1? .Yn_‘zs e Y fn-l’ fn-2' coe

siendo cada f1 igual a f(yi. ti)' El método“de‘mu1t1pasos se basa en

)

esta idea y és'sumamente efettivo.'La férmula general del método de mul

tipasos 11neal,es‘
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=

k

donde k es un entero y a; O B; Son coeficientes diferentes de cero. La

férmula es lineal en f.

Una vez que el método se ha inicializado, 1a evaluacidn del tér-

mino y 4 requerird de los términos
Yo Yne1, 00 Ynekrr Y e oo o Tk

Es importante notar que si Bo =0, el método seré ekpifcito, y que si
# 0 el método seré implicito, ya que se- requer1ré el cdlculo de am-

bos, fn+1 Y Yppp» €N UN mismo paso.

Por 1o general, el método de multipasos se trabaja jterativamen-

te de la manera siguiente:

i) Uh'método explicito, 1lamado predictor, es aplicado primera-

_ mente.

i1) Un método implicito, 11amado corrector, es aplicado una o va

rias veces, a continuacion.

Aplicando los dos métodos conjuntamente. e1 método completo se

denomina método predictor-corrector. Un eaemplo es el método de Adams

de cuarto orden, donde el método predictor estd dado por la expresion

Do £ - gL
+ o (65 fy =59 f + 3T, -9 foo3)

.yn+1 = .y




154

y el método corrector viene expresado como

+ M0 (g f

Yn+l N yn 24

w1 F1Of -5 f o)

Ambas férmulas son de 4° orden, es decir, requieren de cuatro

evaluaciones de la funcidon f en cada paso.

E1 algoritmo iterativo para el calculo de Yo+l es como sigue:

. . : - (0)
(i) Empleando el método predictor calcule Y(n+1)? 0 sea una

primera aproximacidn de Yo+l
(1) Evalde la funcion

o) (1)

n+l = f(yn+1 ’ tn+1)

(iif) Calcule una mejor aproximacién de Y1 usando el método

corrector

(yn+1(‘) es la i-ésima aproximacion de.yn+1).

(i+1) (1)
NOELIER AR
resulta mayor que una cierta tolerancia e, entonces incremente i en una

unidad y vaya al paso (ii); de otra manera defina Y1 = yél{l)

(iv) Si el valor absoluto de la diferencia (y
y el
problema se da por resuelto.

Tres son Tbs,procesos que tienen lugaren este algoritmo:

(a) E1 paso del predictor (i), e] cual denotaremos por l1a letra

P.

(b) E1 paso de la evaluacion (ii), denotado por E; y
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(c) E1 paso de la correccidn (ii1) denotado por C.

E1 paso (iv) puede ser reemplazado por un paso en el cual se

efectlan exactamente m iteraciones del corrector.
E1 método resultante se expresa en forma compacta como:
m
P(EC)

Problemas con Valores en la Frontera

Hasta équilhemos discutido EDO con condiciones iniciales en la
variable dependiente bién definidas. Ahora deseamos resolver un proble
ma donde las condiciones de la variable dependiente se especifiquen
para diversos valores de la variable independiente. Tal problema se re-

conoce como problema con valores en 1a “frontera".

Los métodos para la solucién de estos problemas son completamen
te diferentes a los de valor inicial. Aqui daremos un método el cual permiti
ré reducir un problema con valores en la frontera a una secuencia de

problemas con valor inicial.

Sea el siguiente sistema de EDOl

N
y' = f(y, t) donde y = ),
Y2

B, yb#0

<
N
~
o
—
]

E1 algoritmo de solucidn es como sigue:

(i)  Seleccione un valor & que aproxime el valor de y2(0).




(i1) Resuelva el problema de valor inicial

~ ~

y' = fly, t), y(Q) = (g),.donde y es una'aproximacién

de la funcién y.

(iii) Si el valor absoluto |¥2(b)-3| es menor que una tolerancia
e , entonces haga y(t) = y(t); de otra manera ajuste & y

regrese al paso (ii).

E1 valor de £ estd estrechamente relacionado con los conceptos
de regifn de cdnvergéncia de]lmétodo de Newton-Raphson para la

solucidn de sistemas de ecuaciones no-lineales .

156
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APENDICE A

ALGORITMO DE THOMAS'PARAkLA SOLUCION DE MATRICES TRIDIAGONALES

Las ecuaciones son: N _
Qi by g -+ cilen =
para | <7 <R

con a,=6Cg =0

El algoritmo es como sigue:
Primero, estime

B =kt - %fca-. - con @ =b,
Y (84} - )
@Q:: Ji A iy con 9;= é!
LY '
Los valores de la variable dependiente se calculan a partir de

@i
ALGORITMO PARA IA SOLUCION DE MATRICES'PENTADIAGONALES

I.as ecuaciones son:
Ai Uiea + biWi-o + G+ e + €1l =&

para | < ( < R

con ot ~ b\ P a& = eR'\ = dR = CR = 0

El algoritmo es como sigue:
Primero calcule

1=<L/¢l
A= &/
"f‘= ;:/C\

M= Ca — b,_é.




8= (da~ b, K[y
j\“ Caf,

a

Y (5 -bY )k,

Entonces para valores :c::le- i entre 3 < i £ (R- 2), calcule
3= bt - ;&

M= €= et - Ailiea

St= - Suim 1/

A= Selm

Y= (fem BV, =AYy fue

%

]

Luego calcule

ﬁﬂ:’l = bR-—\ ;aﬂ“\é‘«:s .
Me-y = Cem ~PreSer Qemifes
5&_1 =} (AQ"! "8@,‘ Q.&)w@"'
\fﬂ«\ = (Fa-y "ﬁaﬂ"rﬁ"f a‘“""\&"s ! W

Se=ba - %eba-a

Pe=Ck - _Brde- - Qe ke-a

Vo= Fa- %o ~Qdaa M

Los ﬁg yM: son usados Unicamente en el cdlculo de 5:., )\: y \: v no

necesitan ser almacenados en memoria después de ser usados. Los €1
A y Y. deben ser almacenados conforme son usados en la solucién .

hacia atras. Esto es
. u*""‘ ’\f&

Moot =Yooy - S(l"l Ue,

W= Y - &um - }\;\L;u

para (R -2) > {>1
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ALGORITMO PARA LA SOLUCION DE MATRICES BI-TRITIAGONALES

Las ecuaciones son:
\ @) () (Y 0 ' Q@)
QU + QP+ B Mg+ BT U G MU 4G Vi, = O

W Q) o «) W () @
AT +A v, e U e b s 4G, =

para 1 </ <R

con Q"“‘_C,}{m‘ =0 para 1 €< 4

El algoritmo es como sigue:
Primero calcule

Q) () Q) AL (2) 4 ¢8)
O b a0 ey,
@) Wy o u.\ (]
ﬁt-ﬂ= (. = Q\‘ Aia l(-‘
) (1) W t (9 q .
A bT -al Al -ad A
) L) (3) ACX) W) X}'I)
B = b - Qg 3\(. = A AR
con :""’: bt"“) para 1 € m< 4
y
W () w o (1), .(a)
83 = C"\ “j.l‘l -Q\ Y;-\

6:1!: d ‘\(1\ - q}n v(n _ Q:‘G\ ‘\S“Ki‘\
K . ta) (a)
con (‘ d‘(‘ Y CS‘ = A‘L
Q] ) I'¢ 1)
Y NMi =B ﬁfm - .ﬁ;“) - S5

Los f&‘m W\\ j-ﬂ son almacenados en memoria para facilitar el cdlculo
de las 51gu1entes funciones y no requn.eren ser almacenados después de
su utilizacién en ‘

| L) (%)

o (P e - g
u\ (ﬁ(ﬂ W .mc;(“ )y M

9:*; (p _afc M
R‘{"= (ﬁc‘) M- ‘(i%'\ a J/%
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v :
) ) e tn ) (<)
V= (RS -BTET m
(al D) <)
A y ) _‘5 .
Ve (o8t - BTST m
(A (Y '
Los valores de < YY& deben ser almacenados conforme son
empleados en la solucibn hacia atr&s. Esto es
()]
U = Je
)
Vo= Yo
Y ) ()
() ¢ )
ui -_-'\{{ - 1£|) uin - 1&, “hl
) ) Q) S Aca)
' ’UQ = "{L - RL Wi - { Vieo

para (R -D)>(>1

ALGORITMO PARA LA SOLUCION DE MATRICES TRI-TRIDIAGONALES

L.as ecuaciones son:

Wy, (2) ($)) \ (2 o .
A oMV, 00w+ bW b W+ BT

) '(3) o)
+COMWL, +CE,, + GO W, = d

-~ 14 (s\ ) R ‘
A uc‘.-\ +Q'\ di-\ + Qf‘ \U,;-\ + b‘;“ L\( + 5(-‘:’)(!'\ + bf‘) w v

' ' ) ) ) :

+C'\W u‘\“ ' +C'\“ UC*' +C((‘ UJ(‘“ = O,

3] (% Q) (9) (S
uiﬂ +QL' U‘i-\ +Q; 'W'\-a +b-‘(n\}\_l + b,: U"' +\3; UJ.,

a.
L (8 QY] !
+C'|( )uin +.Ci Uiﬂ +Cq, (‘Ui-u =‘d\

para 1 £ { R

)
con Q:m‘ = (:” = 0 para 1 s m £ 9




El algoritmo es como sigue:'

Primero calcule

B - &) -’ { - ey el
ﬁ;n _ bzn _ Qtn ?—\ . u\ lcr) . Ct.m 1(5.)‘
o= 6™ "R a3 a2
LU 6 AR, LR Laf s
B o _a®AE _a@al _a® il
ﬁém= ba“) _ ai(«)l(i)( _ (5‘\ Rm _ a:c) ,)Lm
Bf;1= ‘oi('ﬂ _ {3\ 1?-" _ f”l‘;q Q’(ﬂ 1§_
m \bm‘ _af? l(‘.‘ _ a® c:? mlm
ﬁm (cn _ le“ R‘(}') _ ch' 1“) 3 O\icq) 12:")
con ﬁ,w}= o para 1 <m £ 9
’ L R £ At
61(1\= dlm _ m)«Tm _ q,\tS\xf_m d y‘a)
d}m-—- 6(3\ _ “"-j"ﬁ‘,“ amxf(z) _ mufu)
con ’ é:ﬂ‘\\:—- A:M’ para 1 £ m £ 3 |
Los Gi‘m‘) son usados en':estimacién-de otras funciones y no
quieren ser almacenados después del cé&lculo de:
m ﬁ :s) m) _ ‘i.) ﬁa“)
o ﬁ(c)ﬁm -ﬁL(Q)Pi“)
ST LB - BN
em R: ) (8) —_ﬁ‘_(ﬂ Lm)
SHE ﬁa"‘.ﬂiw _ AR AT
Qe alp® - AL A
oM O ﬁaﬂ ,(52“)

(®) m (v Q)
@g = ﬁ( - «D( 'B

c«) W, (S

L"ﬁc 3

(€3]

- A

161

re-




‘ 162
7 Wy ) ‘ ’ :
¢ = . A ) 5 (2) )
M N ﬁ‘ + QA+ @é“’ :

é‘ _(""‘) .( ~) . ‘ .

Los G y//A son empleados en la estimacibn de otras
funcmones y no requieren ser almacenados después del célculo
de: : : : ‘

(1) (*)

K= (e +0f” +0M ™ )
2 (@0 + 0 L afa® ) m
122 (CB:.m G & @{(Q)C.' “r 4 @i(:‘)Ci(‘" )///i

«1(*«) (@i(:uci(.) + eccf)c;(.Q) + egz)c;(‘n )//Ui

R@ (O G);_@C:‘Q m . | )//U%

G GO LM @ @""a") ) (i

22 (0P e+ B G
R:;s)v(’@i(z)cicﬂ + G)g“)C: ¢s) + @Lm C.¢®» Ve

28 (@0 s e@® s ot G

’ RO (g g + 88T+ o8
'\‘f;‘:') ( 9;_“‘ cs"fﬂ + @::“) (5';“) + @6(3) J&m ) / )U;

‘ ( ‘ )
VL (008" +ot&" 0N ET .

‘ : o () tma A
Los valores de :M Yy ‘ﬁ ‘deben ser almacenados conforme son

empleados en la solucibn hacia atrés. Esto es:

‘f“’
-\j- ()

Wa— ,.l/m

Y
t " ) ()
Wi :-.-(‘f;_‘ - }‘t Wisy - ZJ‘U';“ - 'l Wie)
| ¢3) (©
\rg = ﬂ.’\(‘(l) - R‘:Q)UNI - 1' d\'*l R ‘UJl-M
. (8)

‘para (R -1) >i>1
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APENDICE B

PROCEDIMIENTO PARA EL AJUSTE DE FAMILIAS DE CURVAS *

Supongamos una funcidn de dos variables independientes x y z,
y = y(x,2)

o graficamente

Un procedimiento para ajustar un polinomio a esta familia de cur

vas es la siguiente:
a) Leer los valores de x vs y, para z = z,

b) Ajustar un polinomio (por minimos cuadrados) a estos puntos, obtenién
dose una ecuacidn de la forma.

2 n '
X + P - x" paraz =z
a, o, X 3. »p az 1

y=a 0%y 1,2

* Segdn notas de Tomds Limbn.
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en donde los coeficientes a a s «.. @ se determinah mediante
1,0 1,1 1,n ,

el ajuste polinomial.
c) Repetir los pasos (a) y (b) para las curvas correspondientes a z = Zgs
Z =235 -ees etc., obteniéndose

= 2 n .
Y =230 + «‘112’1 X + a2,2 T+ ... az’n X para z = z,

= 2 n _
y a3,0 ¥ a3,1 X+ a3,2 O 33,n X para z = z4 ... etc,

d) Este conjunto de polinomios se reduce a uno del tipo

2 n
= +
y=bytby Xx+tb, X+ ... +b x

en donde los coeficientes b's son funciones de z, notando que
.» corresponden’a z = 295 Z = 255 Z = Zgs cens

1,0° 32,0 3, 0* -
etc.. Por lo tanto, los coeficientes en (a) estdn dados por expresiones

del tipo
b, = C + C z+C 22 +
0 0,0 0,1 0,2 et
by =Ci o+ C12+C 0,24 ..,
b =C ~+C .z+C .22+
n n,0 n,1 n,2

Los coeficientes CO,O’ Co,l’ CO,Z’ ..., de la ecuacidn para bO’

son el resultado de un ajuste polinomial donde se han considerado los

puntos (zl, al’0 )s (22, aZ,O)’ (23, a3,0), ...y €tc.

De manera semejante, los coeficientes C1,0’ Cl,l’ C1,2 son el re-
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sultado de un ajuste polinomial a los siguientes puntos
(215 21,10 (250 35 3)s (23 33300 oo ete.

y asf sucesivamente hasta obtener los coeficientes de los polinomios

de bZ’ b3, N bn.
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APENDICE C

E1 siguiente es ‘un 115tado por nombre de 99 subrut1nas pr1nc1pa-
les y a]rededor de 140 subrut1nas aux111ares Estas subrutwnas pueden
constituir una herramienta Gitil para aquellos Tectores que en el futuro
su trabéjo demande 1la e]éboracién de programas de computo 1igados a pro-

blemas reales mds especificos.

Las subrutinas se han clasificado en cinco grupos~de acue}do al
problema que intentan resolver. Al margen izquierdo aparece el nombre
de la subrutina principal, y a continuacidn, en el margen derecho, apa-
rece una breve descripcién del problema. En algunos casos, generalmente -
donde el problema a resoiver es mds complejo, se enlistan inmediatamente

después de la descripcidn, un grupo de subrutinas auxiliares las cuales

deberdn acompafiar a la subrutina principal.




DECOMP Y SOLVE

SPLINE Y SEVAL
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PAQUETE DE SUBRUTINAS BASICAS

Usadas conjuntamente permiten resolver cl siste
ma AX=BRB. _ ‘ -
Donde A - matriz de coeficicnte

B - vector columna

X = vector solucidn

Usadas conjuntamente permiten interpolar aplicag
do el método de "splincs" ciibices. .

QUANCS Integra la funcién f(x) entre los 1Tmites A y B
usando el método de 8-pineles de Newton-Cotes.

RKF45 Disefiada para rcsolver sistcemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden por el métedo de
Runge-Kutta-Fchlberg de cuarto-quinto orden.
RKFS
FENL

ZEROIN valcula las rafces de la funcidn f(x) entre los
intervalos AX y KX, o

FMIN Localiza el punto X dentro del intervalo AN, BX
‘donde la funcidén f(x) adquiere un minimo.

] PAQUETE DE SUBRUTINAS NUMERO UNO
ZRPOLY "Calcula rafices de polinomios con coeficientes
. reales,

UERTST
ZRPQLB
ZRPQLC
ZRPQLD
ZRPQLE
ZRPQLF
ZRPQLG
ZRPQLH
ZRPQLI

FFT Aplica transformada de Fourier a varias varia-

bles complejas.




ICSFKU

ROOT -

LINSYS

CSPLIN
CSEVAL

LINSLSQ

QNMDER

QNMDIF
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Ajusta por minimos cuadrados una serie de poli-
nomios de tercer grado (splines) a un conjunto
de puntos fijos en el plano.

ICSFRV

UERTST"

Calcula una raiz de la ccuacidén no lineal f(x)=0.
Paquete de subrutinas cmpleadas en la solucidn

de sistemas de ecuaciones no simétricas del orden
de 150 o menor.

© LSDCMP*

LSSOLV
LSIMPR

Versién modificada de la subrutina "SPLINE"
(ver SPLINE).

Versién modificada de la subrutina "SEVAL" (ver
SEVAL).

Resuclve el problema ponderado de minimos cua-
drados siguiente:

M
Hin Y (ME)*(B() - (x, T(1))*%2)
i=1

donde f(x,T(i)) es un "modelo pre-especificado.

HECOMP
HOLVE
RESID
COVAR

Encuentra el minimo de la funcidn f(xl,.,.,xn)
. " &

usando el método ‘'quasi-Newton con

primeras derivadas parciales.

LNSRCH
OUTPT

CIMDCH
UPCHOL

Encuentra el minimo de la funcidn f(xl,...,xN)
usando el método "quasi-Newton con
diferencias finitas.

APROXG
LINSCH
ouTPT

CIMDCH
UPCHOL
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NSOIA Resuelve un sistema de ecuaciones no lincales
de forma f(x)=0, donde f y x son vectores de
N componentes.

LSTNVT*
INVRT2*

'LCHNA S Tntenta definir el punto X en el cual la fun-
cién escalar f(x), dos veces derivable y conti
nua, adquiecre su minimo, sujcta a M ccuaciones
restriccién, pudicndo & estas ccuaciones es-
_ tructuradas con igualdades o con desigualdades.

DoT
1.SOL
ELTSOL
1L.DLSOL
WQDLSL
FSMAVC
- FRLBND
FRMCHL
DELCON
ADDCON
KTMULT
NEWCON
PRJISS
UPZTGZ
RFINEX
LNSRCH

MNA Fncuentra el minimo de la funcidn f(x) de M va-
riables independientes sujeta a no restriccidn.

LNSRCH
OuUTrT
TORMCH
HESS

ZANLYT Define las raices de una funcidn analitica com-
pleja usando el método de Mueller.

UERTST
-ZSYST“ Calcula el vector solucidn del sistema no lineal
da N ecuaciones y N incdgnitas f(x)=0.

Donde f y x son vectores de N componcntes.

UERTST
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LCLIN- - ~ Resuclve ¢l siguicnte problema de programacidn
lincal:

minimiza la funcion lineal clxi+...+ch, sujeta
a las restricciones lincales N

A X +...+A1NXN R(1) B

1171 )|

A Xt s X R(M) B

MRN"N M

donde cada R(I) pucde ser definica como

" i ll’ " 3- ll, 6 1" = ll'
LDLSOL
SQDLSL
PSHMNVC
DELCON
ADDCON
KTMULT
RFINEX
NEWCON

VARPRO Regresidn miltiple no lineal. Dado un conjunto
de N observaciones, Y(1), ...y, Y(N) de una va-
riable dependiente Y, donde Y(1) correspende &
la 1V variable(s) independiente T(I,1),...,T(T,
~1V), VARPRO trata de calcular un ajuste pondera
do de minimos cuadrados a la funcidn ETA (el mo
delo) definida como:

ETA(alf,beta; T) =

beta.*phi. (alf;T) +
; 3P J( )

[ R ond

1

phi , (alf;T)

L4l
donde phi son funciones no lineales. En otras
palabras, determina los pardmetros lineales
beta(j) y el vector de parimetros no lineales
alf,minimizando

: } N
NORMA(RESIDUAL)? = ] W *(¥,~ETA(alf,beta;1;))

k=1

DPA
ORFACL
ORFAC2
BACSUB.
POSTPR
cov




REALTR

LAGRN1

BESIO

BESEIO

BESEI1

BESI1

BESJO

BESJ1
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XNORM
INIT
VARERR

Realiza la transformada de Fourier de un conjun
to 2*N de datos reales.

Ajusta un polinomio de Lagrange de grado N, a
N+1 puntos.

Calcula valores de la funcién Besel modificada
de primera clase y orden cero.

FCNMON
MONERR
NATSIO

Calcula valores de la funcidn Besel modificada
de primera clase y orden cero multiplicada por
EXP(=X).

FCNMON
MONERR
NATSIO

Calcula valores de la funcion Besel modificada
de primera clase y orden uno multiplicada por
EXP (-X).

FCNMON
MONERR
NATST1

Calcula valores de la funcién Besel modificada
de primera clase y orden uno.

FCNMON
MONERR
NATSI1

Calcula valores de la funcidn Besel de primera
clase y orden cero.

FCNMON
MONERR

Calcula valores de la funcidn Besel de primera
clase y orden uno.

FCNMON -
MONERR




BESKO

BESEKO

ICSSCU

IKATCU

Calcula valorces de la funcidn Besel modificada
de scgunda clase y orden cero.,

FCNMCN
MONIRR
 NATSKO

Calcula valores de la funcidn Besel modi ficada
de scgunda clase y orden cero multiplicada por
EXP(-X).

FCNMON
MONERR
NATSKO

Realiza suavizamiento de datos a través de "spli

nes" cibicos.

UERTST

Aproxima una funcién f(x) por el mé&todo de
Chebyshev. o

LEQTIF
LUDATF
LUELMF
UERTST

DVDQ

DEROOT

PAQUETE DE SUBRUTINAS NUMERO DOS

Solucidn de ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden variable.

Integra un sistema de hasta 20 ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden de la for-

ma
Y (1
DY() _ ¢(r,v(1),...,Y(NEQM))
DT
Y(I) dada al tiempo T.
INTERP
STEP

ROOT
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les ordinarias de primer orden.

|
|
: QUADS2 ' "Aproxima la integral de la funcidén f(x) entre
_ o ciertos limites definidos por el tipo de cuadra
: . ‘ tura especificada. - o

GAUSHY Calculada nodos y coceficientes para la aproxima
cidn de una integral usando ¢l método de la cua
dratura. Aplicable en aproximaciones a la inte-
gral
B N
[ £GouIDX =} W.F(T.)

A j=1 3
SOLVE
CLASS
IMTQL2

SQUANK Integra la funcidn FUX por el método de la cua-
dratura de SIMPSON ("sin ruido").

GEAR " Conjunto de subrutinas empleadas para la solu-
cidn de sistemas de ecuaciones diferenciales or
dinarias.

INTERP

STIFF

COSET -

PSET

DEC

SOL
| DCADRE Integra la funcidn f(x) entre los 1imites A y B
| : usando el método de extrapolacidn de Romberg.
UERTST
ODE Integra un sistema de NEQN ecuaciones difercuciﬁ
|

puntos A y B.

DE
i INTRP
STEP .
DCSQhU Integra una funcidn "gpline" ciibica entre los

DBCEVU Eval@ia derivadas parciales mixtas utilizando

| UERTST
“"splines" bicGbicos.
|

UERTST




RSGAB

RSGBA

RSG

NSITIM

PAQUETE DE- SUBRUTINAS NUMERO TRES

‘Ca]cu]ar valores caracteristicos Y vectores carac
teristicos du; sistema ABX = (LAMEDA)X. -

donde A - matriz recal y simétrica
B - matriz rcal y simétrica definida positi
vamente,
X - vector caracteristico
LAMBA - valor caracteristico

REDUC2
TRED]
TQLRAT
TRED2
T(L2
REBAK

Calcula valores caracteristicoes y vectores caracte
risticos del sistema real y QJmeLrlco
BAX = (LAMBDA)X.

donde A - matriz recal y simétrica
B - matriz rcal y sinétrica definida posi-
tivamente
X - vector caracteristico
LAMBDA - valor caracteristico

REDUC2
TREDI
TQLRAT
TRED2
TQL2
REBAKB

Calcula valores caracteristicos y vectores carac-
teristicos del sistema real y simétrico
AX = (LAMBDA)BX

REDUC

TREDI

TQLRAT

TRED2

TQL2

REBAK

Mejora el vector solucidn del sistema lineal AX = R
por un método iterativo.

SOLVEM




WTEND

SOLVEN

HDEC

WIVEC

WTMTX

LShCMP

RS

RG
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Pondcra los elementos del sistcma lincal AX = B,

CHLEXD
ENDSLI
CeRbIM”

Usa el método de la decomposicidn de "Houscholder"
en Ja matviz A = Q * U (Q ortogonal, U triangular

superior) para encontrar el vector que minimiza la
norma cuclidiana de (AX - B).

Usa transforuacion "Houscholder" e¢n la decomposi-
cidn de una matriz no singular A en A = QU.

Pondera los elementos del sistema lineal AX=B con
la matriz diagonal D, tal que DAX = DB.

Pondera los elementos del sistema lineal AX = B

siguiendo el método de Cholesky.

CHLSKY
CHSLV1
CHITIM

Dada la matriz A, define las matrices triangular
inferior y superior Ly U, y una matriz permuta-
cién P tal que A = PLU o forma candnica de lua ma-
triz A. ’

Determina la "decomposicidn singular' A = USV de
una matriz real.

Encuentra valores y vectores caracteristicos de-
una matriz real simétrica.

TRED1 -
TQLRAT
TRED?
TOL2

Encuentra valores y vectores caracteristicos de
una matriz rcal gencral,

BALAXC
EILMHES
HQR
ELTRAN
HQR2
BALBAK




RT

" RSP

RSB

RST

LINSY2

DPPUT y IPTOLT

CcG

Encuentra valores y vectores cavacteristicos de
~una matriz real tridiagonal.

. FIGI

IMTQL1
FIGIZ
IMTQL2

. Encuentra valores y vectores caracteristicos de

una matriz real "compacta" y simétrica.

TRED3.
TQLRAT
TQ12
TRBAK3

Encuentra valores y vectores caracteristicos de
una matriz real en "banda" y simltrica.

BANDR
TQLRAT
TQLZ

Calcula valores y vectorcs caracteristicos de una
matriz real, simétrica y tridiagonal.

IMTOL1
IMTQL2

Encuentra la solucidn del sistema de ecuaciones
AYX =D, . '

DECMP2
SOLVE?
IMPRV2

Ejecuta conjuntamente acumulaciones de productos
escalarcs de dos vectores.

Calcula valores y vectores caracteristicos de una
matriz compleja general.

CBAL
CORTI!
COMQR
COMQR2
CBABK2
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CHLBND Expresa una matriz A, positivamente definida, si-
.mGLriCa y en banda, como el producto de una matriz
triangular inferior en banda y su transpuesta
As L L%

BNDSL1 Resuelve el sistema lineal AX = B donde A es una
matriz real, triangular inferior y en banda.

CBNDIM Por medio de un proceso iterativo, el vector solu-
¢idn del problicema anterior, es mejorado,

CHSLV1 " Resuelve el sistcua lincal AX = B donde A es una
matriz triangular inferior.

CHITIM Por medio de un proceso iterativo, el vector solu
cidn del problema anterior, es mejorado.

CHLSKY Particiona la matriz A real, simétrica y definida
positivamente, cn el producto de una matriz. trian-
gular inferior y su transpuesta A = L L*.

i

PAQUETE DE SUBRUTINAS RUMERO CUATRO

MNSTD ‘ Calcula la media aritmética y la desviacidn stan-
dard insezgada de los renplones de la matriz A.

REGRSN : Calcula los coeficientes de regresién del sistema
lineal AX = B.

- MNSTD
WTIVEC
COVARC
WIMTX
WTBND#*
HDEC*
SOLVEH
HSITIM

DISCR , Calcula un conjunto de funciones lincales las cua-
les sirven de indices en la clasificacidn de wn in
dividuo en distintos grupos (anilisis de diserimi- -
nacidn).




CORRE

CANOR

URAND

RLONE

RLMUL

USPLH

USHIST

USHIUT

| RLEAP

Calcula medias, desviaciones standard, sumas de
productos cruzados de desviaciones y coeficien-
tes de correlacion, ' :

Calcula la corrclacidn candnica entre dos conjun-
tos de datos.

MIRNV *
NROOT*
EIGEN#*

Generador de nimeros aleatorios uniformemente dis

tribuidos (U(-0.5, 0.5). Recom¢ndado sobre RAXNDU
(versién de ITBM).

. Analiza un modelo simple de regresidn lineal,

" MDBET

MDBETI
RLPRD1
UERTST

Analiza un modelo miltiple de¢ regresidn lineal.
LUELMP ’

MDBET

MDBETT.

UERTST

VMULFS

Grafica en la impresora hasta 10 funciones.

UERTST
USMNMX *

Imprime histogramas.
UERTST

Imprime histogramas. Permite escribir dos frccuen-
cias/barra.

UFRTST

Determina un cierto niimero de regresiones Optimas
basadas en subconjuntos de datos pertenecientes a
aquel conjunto de datos de una regresion total.

MDFD
RLEAP1
RLEAP2
RLEAP3
UERTST




USLEAP

CGAMA

GFIT

FTAUTO

CTRRYC

BEMIRIL

MDTPOS

MDTD

MDCDFI
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Imprime las regresiones Optimas calculadas por
RLEAP.

Genera pscudo-nimeros aleatorios ‘con distribucidn
Cama (A,1). También pucde usarse cn la gencracidn
de nimeros aleatorios con distribucidn exponcencial,
chi-cuadrada, chi, beta,t, y T. ‘

GGNOR
GGUB
MERFI
MONRIS
MiZRFCI
VERTST

Prueba chi-cuadrada de bondad en el ajuste de cier
tos datos a la distribucién CGaussiana.

MDCDOFI
UERTST

Dada una serie de tiempo calcula:

1. Media y variancia '

2. Autocovariancias

3. Autocovariancias y autocorrelaciones
4. Autocorrclaciones parciales

Analiza tablas de contingencia.
UERTST
Calcula wmedias, coeficientes de regresidon con me-

didas de error y desviaciones standard para arre-
glos que pucdan contener valores “"perdides".

UERTST

Estima la densidad de probabilidad y la distribu-
cidn acumulativa de una variable aleatoria con
distribucidn Poisson.

Calcula valores de la distribucidn de probabili-
dad t "student".

UERTST

Calcula valores de la distribucién de probabili-
dad chi-cuadrada.

UERTST




MDBIN

MDF1

MHOFDRE

MD

BEIUGR

BETGRP

ALSQAN
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Calcula valores de la distribucidn de probabili-
dad binonial. ‘

" UERTST

Caleula valores de la distribucidn inversa de pro
babilidad F.

MDBETA
MDBETT
UERYST

Distribucidén de probabilidad F.

MDBLTA
UERTST

‘Calcula valores de la distribucién de probabilidad

F.
UERTST

istima parimetros estadisticos en datos desagrupa-
dos.

UERTST
Estima pardmetros estadisticos en datos agrupados.

UERTST
VABMXS *
VABMXY

Analiza datos en '"disciio cuadrado latino".

UERTST
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11.

12.

13.
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