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Resumen

Este trabajo analiza la propagacion de la incertidumbre existente en el modulo de elasticidad de
un material, en el campo de desplazamientos calculado mediante un modelo del elemento finito.
Se utiliza el Método del Elemento Finito Estocastico (MEFE), recurriendo a la técnica del
analisis espectral. Asimismo, se evalua la utilidad de este enfoque mediante ejemplos sencillos.

Las principales incertidumbres en los resultados de los analisis por el método del elemento finito
en geotecnia se deben a la variacion espacial de las propiedades de los materiales de un punto a
otro en la masa de suelo, a errores aleatorios durante las pruebas de laboratorio, asi como a
errores sistematicos que se presentan al usar correlaciones aproximadas entre propiedades fisicas
y mecénicas. Cuando se cuenta con un nimero suficiente de mediciones en distintos puntos de la
masa del suelo, la incertidumbre puede ser representada por un campo aleatorio descriptivo. Se
realiza entonces un analisis de incertidumbre a posteriori. El enfoque espectral del MEFE
(MEFEE) para este tipo de analisis fue propuesto por Ghanem y Spanos y consiste en la
discretizacion del campo aleatorio descriptivo mediante una expansion truncada en serie de
Karhunen-Loéve ; dicha expansion se representa por un conjunto de variables aleatorias
Gaussianas y funciones base deterministas que quedan definidas por la soluciéon de una ecuacion
integral expresada en términos de la funcion autocovarianza; la respuesta del sistema, es decir el
campo de desplazamientos, se evaltia entonces a través de funcionales no lineales representados
por un conjunto de polinomios ortogonales de orden p de variables aleatorias Gaussianas llamado
caos polinomial.

Los resultados de los analisis indican que la mayor incertidumbre se presenta cuando la distancia
de correlacion es aproximadamente igual a la dimension horizontal del cuerpo en estudio.
Ademas, tales analisis muestran que la distancia de correlacion juega un papel importante que
representa la heterogeneidad local que puede presentar un material estadisticamente homogéneo.
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1. Introduccion

1.1 Antecedentes

El interés por estimar la incertidumbre que afecta los resultados de los analisis geotécnicos se
remonta a la época de Casagrande, quien en su articulo: “Role of the calculated risk in earthwork
and foundation engineering” (Casagrande, 1965), enfatiza la importancia de evaluar otras fuentes
de riesgos, ademas de las calculadas, inherentes a las obras geotécnicas, relacionadas, por
ejemplo, con el juicio y la experiencia humana para estimar ciertas cantidades que intervienen en
la solucion de un problema geotécnico. En la actualidad, se ha empezado a recurrir a las técnicas
probabilistas y estadisticas para modelar la incertidumbre dentro un marco racional para diversos
problemas en el campo de la geotecnia (Auvinet, 2002).

Los andlisis con el Método del Elemento Finito (MEF) permiten modelar el comportamiento de
un problema geotécnico, pero no toman en cuenta que los pardmetros de las materiales con los
que el modelo constitutivo es alimentado se encuentran en un amplio rango de incertidumbre,
debido a la naturaleza compleja y heterogénea de los geomateriales con los que la misma
geotecnia trata; ademas también ignoran, la existencia de factores aleatorios que en ocasiones son
independientes de la naturaleza del propio material, pero que influyen en la determinacioén de
estos parametros, afectando los resultados de dichos analisis. Combinando el MEF con la teoria
de la probabilidad, es posible desarrollar un método de elementos finitos estocasticos, que permita
cuantificar la incertidumbre que induce la dispersion de los pardmetros de los materiales en los
resultados de los analisis. Las técnicas mas usadas en geotecnia hasta el momento que permiten
aplicar el Método del Elemento Finito Estocastico (MEFE) son: los métodos de perturbaciones y
de simulacion (Auvinet, 2002); sin embargo, los avances computacionales aunados a los métodos
numéricos, permiten el desarrollo de nuevas técnicas matematicas que hacen posible modelar e
integrar cada vez mejor las incertidumbres en los analisis mecdnicos con elementos finitos. Tal es
el caso del enfoque espectral, cuyas bases matematicas se fincan en los métodos del analisis
funcional y mas especificamente en un espacio de funciones de Hilbert. Su utilidad reside en
representar la variabilidad espacial de las propiedades del material como una dimension adicional
que permite una formulacion aleatoria del vector de desplazamientos.



En la literatura reciente se puede encontrar una abundante informacion sobre el MEFE; en cuanto
a sus aplicaciones a la geotecnia, esta es muy limitada. Las primeras aplicaciones a la geotecnia
se deben a los trabajos realizados por Auvinet y Cambou (1974); posteriormente, se han aplicado
a diferentes problemas getécnicos, por ejemplo, terraplenes (Orlandi, 1996; Bouayed, 1997,
Vazquez, 2005), presas de tierra y enrocamiento (Mellah, 1999; Louault, 1997; Pérez-Duarte,
2000) y analisis de flujo de agua a través de medios porosos (Auvinet y Lopez Acosta, 2001). El
uso del enfoque espectral en los analisis geotécnicos, en comparacion con las demas técnicas del
MEFE, es limitado debido a que se encuentra aun en un estado de desarrollo. Sus bases y
aplicaciones en la ingenieria han sido presentadas principalmente por Ghanem y Spanos (1991)
quienes expusieron el método para problemas de elasticidad lineal y analizaron tres ejercicios de
ingenieria mecanica como: una viga en cantilever con rigidez aleatoria y carga estatica, una placa
cuadrada con rigidez aleatoria sujeta a tension en la parte superior y una placa con geometria
curva. Entre otros usos se pueden citar los trabajos de Ghanem y Brzkala (1996) quienes trataron
el problema de una masa de suelo con dos estratos con propiedades deterministas e interfase
aleatoria. Ghanem y Member (1999) lo aplicaron a problemas de conduccion de calor
considerando dos campos aleatorios. En cuanto a investigaciones sobre la validez y exactitud del
método se puede citar el trabajo realizado por Baroth et al., (2003).

1.2 Objetivo

El objetivo de este trabajo es exponer la viabilidad de analizar la propagacion de la incertidumbre
existente en el modulo de deformacion de un material en el campo de desplazamientos calculado
mediante el Método del Elemento Finito Estocéstico, utilizando la técnica del analisis espectral.
Ademas, se busca evaluar la utilidad del método a través de distintos ejemplos.

1.3 Alcances

En este trabajo se sefialan las fuentes de incertidumbre mas importantes que se relacionan con
parametros como el médulo de deformacion y se resumen brevemente los conceptos probabilistas
que permiten la representacion de la incertidumbre. Ademads, se presentan los conceptos
matematicos basicos del Método del Elemento Finito Estocéstico Espectral (MEFEE) los cuales
se reducen a dos expansiones: Karhunen-Loéve y caos polinomial; estos conceptos permiten
determinar el comportamiento aleatorio de la respuesta del sistema. Tomando en cuenta las
limitaciones practicas actuales de esta técnica, en este trabajo se limitan los analisis presentados
al caso en el que el material se puede considerar en una primera aproximaciéon como eldstico
lineal, es decir que se puede caracterizar con dos parametros: modulo de deformacion y relacion
de Poisson. Se ilustra la utilidad de este enfoque con el andlisis de tres ejemplos sencillos de
utilidad practica para la ingenieria y la geotecnia.



2. Incertidumbre en los analisis realizados por el MEF

2.1 Fuentes de incertidumbre en geotecnia

Generalmente, los resultados de los andlisis geomecénicos realizados con el Método del
Elemento Finito (MEF) se ven afectados por numerosas fuentes de incertidumbre, que tienen que
ver principalmente con la determinacion de las propiedades de los materiales. Las principales
fuentes de incertidumbre que afectan el modulo de deformacidn son la variabilidad espacial y los
errores aleatorios y sistematicos en su determinacion que a continuacion se describen:

2.1.1 Variabilidad espacial

La incertidumbre asociada a la variabilidad espacial de las propiedades del suelo depende
principalmente de la historia geoldgica de formacion del suelo. Esta ademas condicionada por la
cantidad de informacién obtenida en la exploracion geotécnica que, si es limitada, implica el
riesgo de un error estadistico que se refleja subestimando o sobreestimando la propiedad de
interes.

2.1.2 Errores aleatorios y sistematicos

Los primeros se cometen durante la realizacion de las pruebas de laboratorio o de campo; los
segundos son debidos a un sesgo en la medicién, producido por ejemplo, por el remoldeo de
muestras o por el uso de correlaciones estadisticas aproximadas entre propiedades indices y
mecanicas.

2.2 Representacion de la incertidumbre en geotecnia

Aun cuando existen otros enfoques, como el de los conjuntos borrosos, la teoria mas aceptada
hasta el momento para representar la incertidumbre en ingenieria es la de la probabilidad. A
través de ella, es posible modelar la incertidumbre de los pardametros de los materiales que
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intervienen en los analisis con elementos finitos por medio de variables aleatorias 0 campos
aleatorios (Apéndice A).

2.2.1 Variables aleatorias

Se recurre al concepto de variable aleatoria cuando se requiere modelar la incertidumbre asociada
a informacion limitadarespecto al pardmetro mecéanico de interés V para el medio estudiado. La
estimacion de las caracteristicas generales de una poblacion (esperanza E{V} y varianza Var[V])
se realiza mediante estimaciones puntuales o intervalos de confianza. La representacion de la
variacion espacial mediante variables aleatorias no toma en cuenta la posicion especifica de las
muestras ni la dependencia existente entre ellas.

2.2.2 Campos aleatorios

Un concepto mas adecuado para representar la variabilidad espacial y tomar en cuenta la
correlacion espacial en un dominio dado de las propiedades del medio analizado es el de campo
aleatorio V(X,6). La propiedad de interés en cada punto X del medio se considera entonces como
una variable aleatoria (funcion del resultado del experimento,é). Por medio de la funcién de
autocovarianza se describe la correlacion espacial entre las distintas variables puntuales,
quedando el campo definido por esta funcién, su valor esperado y su varianza (Apéndice A).
Cuando no exista confusién posible en el contexto, el campo se escribe simplemente V(X).
Auvinet (2002) ha clasificado los campos aleatorios como: estimativos o descriptivos.

2.2.2.1 Campos estimativos

Cuando no se cuenta con muestreo ni mediciones de campo, se realiza un andlisis de
incertidumbre a priori. La variacion espacial de los parametros de los materiales es entonces
definida como una variable aleatoria para cada subdominio que reune ciertas condiciones de
homogeneidad. EI grado de correlacion entre diferentes variables estimativas es siempre dificil de
avaluar; dicha correlacién se establece a partir de la incertidumbre que se tiene en la estimacion
de sus valores esperados. Conviene considerar que existe correlacion entre las propiedades de
materiales diferentes cuando se tiene el mismo tipo de dudas respecto a su valor o cuando han
sido determinadas experimentalmente por el mismo procedimiento (Auvinet, 2002).

2.2.2.2 Campos descriptivos

El campo de tipo descriptivo corresponde a una situacion en la que se tiene un numero suficiente
de mediciones en distintos puntos de la masa del suelo, el andlisis de incertidumbre se realiza a
posteriori. Se considera que el valor de la propiedad en cada punto del dominio en estudio es una
variable aleatoria y el conjunto de estas variables aleatorias constituye un campo aleatorio
descriptivo. Para ser implementado en los andlisis con elementos finitos estocasticos, se requiere
que este campo sea discretizado en un nimero manejable de variables aleatorias (Inciso 3.2).

En la practica, se define un campo condicional que tome en cuenta los datos disponibles usando
por ejemplo las técnicas de la geoestadistica. Este campo condicional no es estacionario porque la
varianza es nula en los puntos de medicion. Para asignar valores esperados condicionales de la
propiedad de interés en los puntos donde no existe mediciones se recurre a técnicas de estimacion
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condicional (Auvinet, 2002) como el Kriging (Matheron, 1965). Es importante hacer notar, que
los campos aleatorios tridimensionales no pueden tomarse en cuenta en los analisis realizados con
MEF en estado plano de deformacién. Este tipo de analisis asume una homogeneidad estricta en
la direccion perpendicular al plano de anélisis lo que contradice la hipotesis de variacion espacial.

2.3 Método del Elemento Finito Estocastico

Combinando el Método del Elemento Finito (MEF) con la teoria de la probabilidad, es posible
desarrollar un método de elementos finitos estocasticos, que permita cuantificar la incertidumbre
que induce la dispersion de los parametros de los materiales en los resultados de los andlisis. Las
técnicas mas ampliamente usadas en geotecnia hasta el momento que permiten aplicar el Método
del Elemento Finito Estocastico (MEFE) son: los métodos de perturbaciones y de simulacion
(Auvinet, 2002)

2.3.1 Método de perturbaciones

El método de las perturbaciones consiste en obtener los i primeros momentos estadisticos (donde
el nimero i depende de la técnica utilizada) de cada uno de los resultados de interés del analisis
(desplazamiento, deformacion, potencial hidraulico, velocidad de flujo, etc.) que resultan ser
funcion de las variables aleatorias del sistema (propiedades mecénicas, cargas, permeabilidades,
etc.), (Auvinet, 2002). La funcion se representa en forma aproximada mediante un desarrollo
truncado en serie de Taylor. En la practica, el método consiste generalmente en obtener
solamente los momentos de primer y segundo orden, por lo que la respuesta del sistema queda
representada por su valor esperado, varianza o desviacion estandar, y por la covarianza entre las
distintas variables que caracterizan la respuesta.

2.3.1.1 Planteamiento general (aproximacion segundos momentos)

Si V = (Vi, V..., V)" es un vector de variables aleatorias estandarizas que representa las
desviaciones de los pardmetros aleatorios del sistema respecto a su valor esperado, el vector
campo de la variable resultado, U (por ejemplo desplazamiento), definido en el dominio
estudiado puede escribirse en la forma siguiente:

ij
i=1 j=1

U=U°+Zn:Ui'Vi +;§n:§nlu'ﬁvivj +.. (2.1)
i=1

donde U| y Ui'jI son las derivadas parciales del vector U, definidas de la siguiente forma:

UI _ aU . n_ 82U

= 0 U= (2.2)
AN ) vV,

V=0

La exactitud en el céalculo de los dos primeros momentos de la respuesta del sistema depende del
grado de aproximacién de la funcion:
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a) Si la aproximacion es de primer orden, el vector U queda expresado por los dos primeros
términos de la serie de Taylor como:

Uu=U’ +Zn:ui'vi (2.3)
i=1

El valor esperado de las variables aleatorias del vector V, es decir cuando V = 0 se calcula de la
siguiente forma:

E'{U}=U"° (2.4)

La matriz de covarianza se obtiene como:

Cov'[U,U] = E{(U-E'{UN(U-E'{UN"}= Y Y UV EVY}  (25)

i=0 j=0
Este método recibe el nombre de Primer Orden — Segundos Momentos.

b) Si la aproximacion es de segundo orden, se recurre al desarrollo en serie de Taylor hasta el
tercer término, escribiéndose U como:

U=U°+iu;vi +;anzn:U;j'vivj +o (2.6)
i=1 i=1 j=1

El vector de las esperanzas se estima como:

n

E'{U= E'{U}+ 1Y Y Uy, 2.7)
2 1] J

i=l j=1

1 n n n n

Cov"[U, U] = Cov' [U, U] +, . UMUM (EVVIEQV V3 + EVVIEQV VY (28)

i=L j=L k=L I=1
2.3.1.2 Método de las perturbaciones aplicado al MEF lineal

En elasticidad lineal, la ecuacién de equilibrio del método del elemento finito que permite estimar
desplazamientos y deformaciones, se expresa mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

U=K'F (2.9)
donde:

U es el vector de desplazamientos de los nodos del sistema, F es un vector de fuerzas exteriores y
volumétricas aplicadas en los nodos, y K es la matriz de rigidez.
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Si las propiedades aleatorias de los materiales se encuentran contenidas en la matriz de rigidez,
ésta puede escribirse como:

K=K°+> K}V, +;ZZK;j'vivj +e (2.10)
i=1 i=1 j=1
donde:

n: numero de variables aleatorias.
K’: matriz de rigidez evaluada para el valor esperado de las propiedades aleatorias.

Ky Ki'j' : derivadas parciales de la matriz de rigidez, K, definidas como:

2
K =K K! = 0°K (2.11)
N, VoV,
= V=0

Es posible obtener los primeros momentos de los desplazamientos mediante las ecuaciones 2.4,
2.5, 2.7 y 2.8; usando una notacion similar para las derivadas parciales de los vectores U y F, se
tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

U =K’ F°
U =K° (F' -KU°) (2.12)
Ul =K° (F' -K/U| -K'U/ +K}U°)

H 0 | 1
que permite obtener U™, U; y Uj.

Las expresiones para estimar la incertidumbre respecto a esfuerzos y deformaciones se obtienen
por un procedimiento totalmente analogo al anterior; se toma en cuenta que estas cantidades se
expresan en términos de los desplazamientos nodales a través de las siguientes ecuaciones:

¢e=B°U*® (2.13)
¢: vector del tensor de deformaciones en el elemento finito e.

B°®: matriz geométrica del elemento e.
U®: vector de desplazamientos del elemento

o=D° (2.14)
donde:
o : vector del tensor de esfuerzos del elemento e

D®: matriz de elasticidad del elemento e

Dado que se conocen las derivadas de los desplazamientos respecto a las variables aleatorias del
sistema, basta con derivar las ecuaciones anteriores para obtener las deformaciones y esfuerzos
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respecto a estas mismas variables y poder construir su desarrollo en serie de Taylor (Bouayed,
1997).

2.3.1.3 Método de aproximaciones puntuales

Rosenblueth (1975) desarroll6 un método simple para estimar los primeros momentos
estadisticos de una funcion continua de variables aleatorias, conociendo solamente los tres
primeros momentos de cada variable, evitando el calculo de las derivadas parciales. El método se
basa en una aproximacion mediante valores puntuales; se recurre a una distribucion de
probabilidad discreta con los mismos momentos que la densidad continua considerada. El autor
demostrd que la técnica puede ser generalizada a un numero cualquiera de variables aleatorias.

a) Estimacion bipuntual. (Funcion de una sola variable)

Sean M y X unas variables aleatorias con M = g(X). Cuando la distribucion de M no interesa, sino
Unicamente una aproximacion a sus primeros momentos, se puede ignorar la funcion de densidad
de probabilidad de X y utilizar solamente sus correspondientes primeros momentos, obteniendo
una solucion independiente de la distribucion que se le asigne.

Dada la funcion f, (x) de probabilidad de una variable aleatoria continua X, con dos valores de
X; X.Y X+, localizados en ambos lados del valor medio, x, , como se muestra en la Figura 2.1; se

puede deducir expresiones aproximadas para los momentos de la distribucion de M.
Seleccionando las funciones de densidad de probabilidad:

P+§(IUX - X+)

P (i, —X ) (2.15)

£ (0

X
X Hx X+

Figura 2.1 Discretizacion de la funcion de densidad de X en dos puntos

donde: P.y P.son probabilidades, y des la delta Dirac. Cuando M admite una expansion en serie
de Taylor en y, , se tiene que la esperanza de M es:

E{M"}=P.m] +P.m" (2.16)
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donde: m, = g(X,) y nesun namero real.

P. y X, deben satisfacer el siguiente grupo de ecuaciones simultaneas

P +P =1 (2.17)

P.x, +Px =uy (2.18)

P.(X, =y )" +P_(X_py)? = 0% (2.19)
P.(X, =y )° +P_(x_py ) =V oy (2.20)

cuya solucion permite conocer los valoresde P,, P, x, y X_

P = (2.21)
P=1-P, (2.22)

P,
X=Uy Oy P—* (2.23)

donde v, es el coeficiente de asimetria de Pearson.

Cuando v, es desconocido se puede asumir que es nulo, en este caso la funcion de distribucion
de probabilidad es simétrica y las expresiones anteriores se simplifican.

1

P, == 2.24

.= (2.24)

X, =uy, toy (2.25)

Los tres momentos de la variable aleatoria M se definen como:
“m,_+m
g = (2.26)
2
aM=m+;m 2.27)
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m, —m_
m, +m_

v, = (2.28)

Donde V es el coeficiente de variacion. Si las dos primeras derivadas de g(X) existen y son
continuas en la vecindad de u,, la ec. 2.26 constituye una aproximacion de segundo orden,
mientras que las ecs. 2.27 y 2.28 son de primer orden.

El principio del método para una funcion de una sola variable aleatoria se representa en la Figura
2.2.

f, (X) f, ()

Y =g(X) ‘

»
| 4 X »

o
N Y =g(X)

4 XO ' yO
X X" y y

v

v

Figura 2.2 Principio del método de Rosenblueth
b) Funciones de varias variables

Para funciones de varias variables, Y = Y(X1, Xp,..., Xn) estadisticamente independientes,
Rosenblueth generalizé las ecs. 2.26 a 2.28 obteniendo:

Hwm ;'U'VH 'uMz Hwun (229)
m m m m
14V =4V JL+ v ) L+v2 ) (2.30)

donde m:g(yxl,yxz,...,yxn), Y wy, Y Vy son respectivamente el valor esperado y el

coeficiente de variacion de M calculado como si X; fuera la Unica variable aleatoria y las otras
fueran iguales a sus valores esperados. Si M es el producto de funciones de X; Unicamente, X;
Unicamente, etc., las ecs. 2.29 y 2.30 son exactas. SOlo se requiere 2n+1 6 2n estimaciones
puntuales.

10
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2.3.2 Métodos de simulacion. Monte Carlo

Por medio de repetidas simulaciones se puede evaluar la sensibilidad de un sistema ante
variaciones de sus parametros constitutivos, sin necesidad de recurrir a los métodos de
transformacion, analiticos o numéricos. EI método de Monte Carlo consiste en evaluar
repetidamente el comportamiento del sistema de interés para un conjunto de valores de
parametros considerados como variables aleatorias con distribucion de probabilidad conocida o
supuesta. Esta operacion se repite hasta que se defina la tendencia central, la dispersion e
inclusive la densidad de probabilidad de los resultados.

Si el vector de variables aleatorias considerado tiene componentes independientes, la simulacion
se realiza para cada uno de los componentes independientes. Si el vector tiene componentes
dependientes, es posible regresar al caso anterior utilizando el método de Cholesky generalizado
para diagonalizar la matriz de covarianza de estos componentes.

Existen varias técnicas para determinar el nimero de simulaciones necesarias para lograr una
aproximacion estadistica determinada; entre ellas se encuentran el método clasico de
convergencia (intervalos de confianza de la esperanza y de la varianza de la cantidad estimada) y
el uso de la desigualdad de Chebyshev.

2.3.3 Método espectral

El método espectral es una herramienta de discretizacion espectral basada en la expansion de
funcionales sobre un espacio de dimensiones infinitas, en donde la aleatoriedad del sistema esta
representada en forma intrinseca en la formulacion. En el siguiente capitulo se exponen con
detalle las bases matematicas de la formulacion del MEFEE y en el capitulo 4 se presenta la
aplicacion de dicha técnica.

11
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3.1 Introduccion

Matematicamente, el Método del Elemento Finito Estocastico Espectral (MEFEE) tiene su
fundamento en los métodos del andlisis funcional y mas especificamente en el concepto de
espacio de funciones de Hilbert, que permite representar el campo aleatorio de entrada (en este
caso el campo del médulo de deformacion) por medio de funciones deterministas base, de modo
que la variabilidad espacial de las propiedades del material pueda ser tratada analiticamente en
ese espacio y la aleatoriedad de los desplazamientos se plantee desde la formulacion del MEFE.

El enfoque espectral fue propuesto por Ghanem y Spanos (1991). En geotecnia se puede utilizar
para realizar analisis de incertidumbre a posteriori, en donde primero las propiedades de los
materiales, en este caso el modulo de deformacidon, se modela como un campo aleatorio
descriptivo Gaussiano, eventualmente después de una transformacion del campo real.
Posteriormente, las caracteristicas (esperanza, desviacion estandar) del campo aleatorio de la
respuesta (desplazamientos, deformaciones, etc.) son determinadas a través de un andlisis de
segundos momentos.

En el caso de la elasticidad lineal, el método espectral consiste en utilizar la funcion de
autocovarianza para representar el campo aleatorio del moédulo de elasticidad, a través de una
expansion en serie llamada de Karhunen-Loeve (Papoulis, 1991), utilizando un nimero finito de
variables aleatorias Gaussianas que posteriormente son utilizadas para representar la respuesta del
sistema mediante una expansion en caos polinomial. Este procedimiento es un artificio
matematico que permite finalmente, simplificar el planteamiento del método de elementos finitos
estocasticos.

En este capitulo se presentan las herramientas matematicas del método espectral que permiten
realizar la formulacion del MEFEE para problemas de elasticidad lineal.
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3.2 Discretizacion de campos aleatorios descriptivos

Como en el caso de los elementos finitos deterministas, las funciones son representadas por un
conjunto finito de pardmetros. Lo mismo es necesario en la formulacion del Método del Elemento
Finito Estocastico (MEFE); se requiere que el campo aleatorio esté representado en términos de
un conjunto finito de variables aleatorias que permita el tratamiento de éste numéricamente. Este
procedimiento se conoce como discretizacion de un campo aleatorio.

La mayoria de los métodos de discretizacion existentes en la literatura consideran que el campo
aleatorio V(X) es Gaussiano. Un campo es Gaussiano si cada una de las variables del campo tiene
una densidad de probabilidad Gaussiana y ademas las densidades de probabilidad conjuntas de
cualquier orden de estas variables (Apéndice A) son también Gaussianas (Auvinet, 2002). Si el
campo queda definido en términos de un grupo de n variables aleatorias, dicho campo se
representa por medio de una densidad de probabilidad conjunta; se puede entonces, denotar V
como un vector de variables aleatorias {V(X31),..., V(Xn)}, p es un vector de valores esperados y

K,y representa la matriz de covarianza de las variables aleatorias. La mayoria de los métodos

asumen que el campo aleatorio se discretiza a través de una malla de elementos que puede
coincidir o no con la malla de elementos finitos (Li y Der Kiureghian, 1993; Matthies et al.,
1997). Los métodos de discretizacion de campos aleatorios descriptivos se dividen en tres grupos:

a) Meétodos de discretizacion por puntos.
b) M¢étodos de discretizacion de promedios.
c) M¢étodos de expansion en series.

La utilidad de cada uno de los métodos ha sido evaluada por Li y Der Kiureghian (1993) y Sudret
y Der Kiureghian (2000).

Es conveniente aclarar que estos métodos de discretizacion asumen que el campo es estacionario
en el sentido amplio; es decir que sus caracteristicas (valor esperado y varianza) se suponen
constantes en la escala de un elemento finito o grupos de elementos finitos, ignorando que la
existencia de mediciones reduce la varianza en la vecindad de los puntos de muestreo. Es
necesario entonces, considerar un campo condicional sobre dichas mediciones que permita
estimar, a partir de la propiedad medida, el valor medio de la misma propiedad en cualquier otro
subdominio, y asi asignar directamente los resultados de las mediciones.

3.2.1 Métodos de discretizacion por puntos

En los métodos de discretizacion por puntos se utiliza una malla para la discretizacion espacial,
en donde las variables aleatorias son valores seleccionados del campo, que se representa
fisicamente por algunos puntos en la malla. Estos métodos se clasifican en:

a) Método del punto medio

Este método fue propuesto por Der Kiureghian y Ke (1988), consiste en aproximar el campo
aleatorio de cada elemento como una variable colocada en el centroide.

13
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V(X)=V(X,), XeQ (3.1)

e

La discretizacion del campo aleatorio \7(X) estd definida por un vector de variables aleatorias
V= {V(Xg),...\/ (XCNe)} ; donde Ne es el nimero de elementos de la malla.

b) Método de funciones de forma

Fue propuesto por Liu et al. (1986), el campo aleatorio se discretiza para cada elemento usando
valores nodales y funciones de forma como:

(3.2)

. q

VX)=D N(XIV(X), XeQ,
i=1

Donde: q es el numero de nodos de cada elemento, X; las coordenadas de i-ésimo nodoy N; son

funciones de forma de cada elemento. La aproximacion del campo aleatorio \7(X), queda
definida en términos de V ={V(X,),..V(Xy)}, donde {X; i=I,..., N} es un conjunto de

coordenadas nodales de la malla.

¢) Método de puntos de integracion

En este método el campo aleatorio es discretizado por medio de los puntos de integracion
gaussianos que aparecen en las ecuaciones de elemento finito. El nimero de variables aleatorias
queda definido por el nimero total de puntos de integracion usados. Sin embargo, el nimero total
de variables aleatorias incrementa drasticamente con el tamafio del problema.

d) Método de estimacion lineal 6ptima

El método de estimacion lineal 6ptima fue propuesto por Li y Der Kiureghian (1993) y permite
discretizar al campo aleatorio V(X), por medio de una funcién lineal de valores nodales
V={V(X)),..V(X,)}en la forma:

\7(X):a(X)+zq:bi(X)iVi =a(X)+b" (X)V (3.3)

Donde: q es el nimero de puntos nodales en el dominio; a(X) y b(X) son funciones determinadas
minimizando el error de la varianza (Var[\/(X)—\i(X)]) en cada punto X; las condiciones a
cumplir son:

Minimizar Var[V (X)-V (X)] (3.4)
Con E{V(X)—\?(X)}:O; XeQ (3.5)

14
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La solucion de las funciones a(X) y b(X) fue dada por Li y Der Kiureghian (1993), a partir de ella
se comprueba facilmente que el método de estimacion lineal dptima permite minimizar el error
de la varianza como:

VarV (X) -V (X)] =67 (X) = K} x v KWKy v (3.6)
El campo aleatorio discretizado se expresa como:
V(X) = E{V(X)} +Kj K (V—p) (3.7)

Donde K, y,y es un vector N x1 que contiene las covarianzas del campo V(X) con los elementos
de V;y K,, es la matriz de covarianzas definida no singular. El segundo término de la
expresion (3.6) es idéntico a la varianza del campo aproximado \7(X) . Asi el error de la varianza
es la diferencia entre las varianzas de V(X) y \7(X) . Puesto que el error de la varianza es siempre

positivo, el campo estimado \7(X) sobreestima siempre la varianza del campo original V(X). El

método anterior es Optimo en el sentido de que el error de la varianza se minimiza para cualquier
punto. Este método es similar al método de Kriging (Vanmarcke, 1983), excepto que en este
ultimo, V representa valores observados del campo.

3.2.2 Métodos de discretizacion de promedios.

La discretizacion en estos métodos ocurre sobre un dominio para el cual la integracion se realiza.
El dominio del campo aleatorio representa el area del i-esimo elemento de la malla. Estos
métodos se dividen en dos grupos:

a) Métodos de los promedios espaciales

Propuesto por Vanmarcke (1977) y Vanmarcke y Grigoriu (1983), este método utiliza una malla
para realizar la discretizacion del campo aleatorio. La discretizacion se hace en cada elemento
como una constante que a su vez se calcula como el promedio del campo aleatorio original sobre
cada elemento, como:

jQ V(X)do, _

V(X)= o =V., XeQ (3.8)

e
Los valores \7e forman un vector de variables aleatorias V' :{\7e e=1,...Nc}. El vector de

valores esperados p y la matriz de covarianza K., estidn dados en términos de integrales de

funciones momentos del campo aleatorio (Vanmarcke, 1983).
b) Método de las integrales pesadas

Este método fue desarrollado por Deodatis y Shinozuka (1991). La idea principal en elasticidad
lineal es considerar a la matriz de rigidez de cada elemento como cantidad aleatoria; dicha
cantidad se proyecta sobre el espacio de polinomios que constituyen las funciones de forma.

15
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Usando la notacion del elemento finito, la matriz de rigidez asociada a cada elemento es:

e _ T
k —J‘QEB DBdQ, (3.9)

Donde D es la matriz de elasticidad y B es una matriz geométrica que es obtenida por derivacion
de las funciones de forma con respeto a las coordenadas.

Considerando el mddulo de elasticidad como un campo aleatorio (V(X)), la matriz de rigidez de

cada elemento queda expresada como la suma de una parte determinista y otra estocdastica, en
donde la matriz B se puede escribir como polinomios B (X, Y,2), de la siguiente manera:

k*(0) =k +AK*(0), AK;(0)=[ P i(xy,2V(X)dQ, (3.10)

P, puede escribirse como:

W
Py (%, y,Z)=IZ_l:ai',-X“' yiz (3.11)

donde W es el nimero monomial en B;.

La matriz de rigidez es evaluada a través de integrales pesadas (weighted integrals) como:
W
2780) = jg x“yA 7V (X)dQ,, K=K+ AK[yf (3.12)
. =1

Cada integral pesada representa una variable aleatoria. El nimero de integrales depende del tipo
de elemento usado, el cual determina las funciones de forma a usar.

3.2.3 Métodos de expansion en serie.

En los métodos de expansion en serie el campo aleatorio se representa por medio de una
sumatoria que involucra variables aleatorias y funciones espaciales deterministas, la
discretizacion del campo se obtiene con el truncamiento de la serie. Estos métodos se dividen en
tres grupos:

a) Método de expansion en serie de Karhunen-Loeve

Este método no requiere de una malla especifica para la discretizacion del campo aleatorio, la
discretizacion consiste en expandir la matriz de rigidez, para cada elemento de la malla de
elementos finitos, a través de funciones base deterministas. La exactitud del método esta en
funcion del nimero de variables aleatorias empleadas en la expansion. La serie de expansion de
Karhunen-Loéve se utiliza para la formulacion del MEFEE. La descripcion y aplicabilidad del
método se presentan con detalle en el inciso 3.3.1.

16
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b) Método de series de expansion ortogonales

El método de expansion en series ortogonales fue propuesto por Zhang y Ellingwood (1994), y
evita resolver la ecuacion integral de Fredholm (Inciso 3.3.1.3), seleccionando un conjunto de
funciones ortogonales que formen una base en el espacio de Hilbert. El procedimiento de
discretizacion puede resumirse en los siguientes pasos:

©
i=

- Se selecciona un conjunto de funciones ortogonales {hi(x)} . (por ejemplo, polinomios de

Legendre).

- Se calcula la matriz de covarianza K del vector de variables aleatorias Gaussianas

correlacionadas V = {V(Xy),..., V(XN)}.

\AL

- La aproximacion del campo aleatorio se calcula como:
M
V(X)=EV(X)}+ DV (Oh(X) (3.13)
i=1

Para que la expresion anterior quede expresada en términos de variables aleatorias Gaussianas se
recurre a una transformacion de variables aleatorias no correlacionadas, de tal forma que el
campo queda representado como:

V(X)ZE{V(X)HZQ(@)\/Z(DK(X) (3.14)

Este método es similar al método de expansion en serie de Karhunen-Loeve, siempre y cuando
las funciones caracteristicas ¢, (X) de la funcién de autocovarianza sean aproximadas utilizando

el mismo conjunto de funciones ortogonales {hi(x)} usadas en la soluciéon numérica de la

i=1
ecuacion integral de Fredholm.
¢) Expansion del método de estimacion lineal optima.

Este método, propuesto por Li y Der Kiureghian (1993), es una extension del método de
estimacion lineal dptima usando una representacion espectral del vector de las variables nodales
V; por lo que la aproximacion del campo aleatorio queda representada como:

Vo0 =envo+Y 99k, (3.15)

N

Donde: N es el nimero de términos de la serie, &; son variables normales estandar independientes
y (A, i) son los valores y vectores caracteristicos de la matriz de covarianza Kyy de

V={V(X,)..V(Xy)}

17
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La eficiencia del método depende de dos factores: el tamafio de la malla del campo aleatorio que
controla el tamafio de la matriz de valores caracteristicos, y el nimero de términos N utilizados en
el truncamiento de la serie.

3.3 Representacion de la incertidumbre

3.3.1 Representacion de campos aleatorios mediante la expansion en serie de
Karhunen-Loéve.

La expansion en serie de Karhunen-Loeve es un camino diferente para representar un campo
aleatorio descriptivo; en donde la variabilidad espacial del médulo de elasticidad se trata como
una dimension adicional en el espacio de Hilbert de dimension infinita (Apéndice A). Dada la
naturaleza abstracta de los espacios funcionales, en el que se estudia la variabilidad, no es posible
una discretizacion fisica del dominio, por lo que se recurre a una discretizacion espectral
(Ghanem y Spanos, 1991). El término espectral se refiere a que se utiliza una funcion especial.
En resumen, la expansion en serie de Karhunen-Loeve se basa en la expansion espectral de la
funcion de autocovarianza cuyo fin es encontrar los valores y funciones caracteristicos de dicha
funcion.

3.3.1.1 Formulacion

Un concepto importante en la teoria de campos aleatorios es la representacion espectral; si el
campo es estacionario en el sentido amplio tiene una alternativa de formulacion con la expansion
en serie llamada de Karhunen-Loéve (Papoulis, 1991). Dicha serie permite expandir el campo
aleatorio por medio un conjunto de variables aleatorias y funciones deterministas base, con la
forma mas general:

VOO =Y 1©On(X) (316

Donde: y,(6) es un conjunto de variables aleatorias ortogonales, & es un elemento del espacio
de eventos aleatorios y ¢, (X) es un conjunto de funciones deterministas ortonormales, las cuales
son relacionadas con la funcion de autocovarianza C, (X, X,), del campo aleatorio. Una forma
mas conocida de la representacion espectral es plasmada con las series de tipo Fourier como:

V) =3 JAEOR(X) (317

donde: &(6) son variables aleatorias independientes de X, A, y ¢;(X)son los valores y funciones

caracteristicos, respectivamente, de la funcidon de autocovarianza. Asimismo, la descomposicion
espectral (Ghanen y Spanos, 1991) de la funcion de autocovarianza se expresa de la siguiente
manera:

Cy (X X,) = 3 4y (X))o (X,) (3.18)

n=0

18



3. Enfoque espectral

La expresion anterior queda definida en términos de los valores y funciones caracteristicos ya
mencionados, los cuales pueden obtenerse al solucionar la ecuacion integral:

_[QCV(XlaXz)(Pi(Xz)dez =4 (X)) (3.19)

donde Q es el dominio espacial en el cual se define el campo aleatorio.

La ec.3.19 se conoce como ecuacion integral de Fredholm homogénea de segundo género, donde
el nucleo C, (X,,X,), esta definido por la funcion de autocovarianza, que es real, simétrica y

positiva. El conjunto de valores caracteristicos (espectro) es real, positivo y contable. El conjunto
de funciones caracteristicas forma una base completa ortogonal en el espacio de Hilbert (£(Q2))
(Apéndice A) que satisface la siguiente ecuacion:

fgfﬂi(x)(/)j(x)dX=5i,- (3.20)
donde ¢; es la delta de Kronecker.

Si los valores y funciones caracteristicos son conocidos, el campo aleatorio se representa a traveés
de la expansion en serie de Karhunen-Loéve truncada a un numero finito de términos, M, como:

V(X) = EV (X)) + 26 0)/40:(X) (3.21)

donde: E{V(X)} representa la esperanza matematica sobre todas las realizaciones del campo
aleatorio (del modulo de elasticidad), & (6) son las coordenadas de realizacion del campo

aleatorio con respecto a un conjunto de funciones deterministas ¢,. ¢

. se considera un grupo

finito de variables aleatorias.

Las variables aleatorias & (6) de la expresion 3.21 tienen las siguientes propiedades:

E{&(0)}=0

3.22
E{&(0)¢,0)} =5, (3.22)

La expansion en serie de Karhunen-Loéve (expresion 3.21) proporciona una caracterizacion de
segundos momentos en términos de variables aleatorias no correlacionadas y funciones
ortogonales deterministas. El objetivo principal de la expansion en serie de Karhunen-Loeve es
encontrar los valores y funciones caracteristicos que permiten crear una nueva configuracion del
campo aleatorio en el espacio de funciones de Hilbert. En este sentido, las funciones
deterministas (funciones caracteristicas) representan la escala de variabilidad de la propiedad
(modulo de elasticidad) que dependera de la posicion espacial X, y los valores caracteristicos
definen el nuevo espacio en el cual el campo aleatorio se representa.
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3.3.1.2 Propiedades

- Las variables aleatorias que aparecen en la expansion en seric de Karhunen-Loéve
(expresion 3.21) son ortogonales si y so6lo si las funciones deterministas ¢,(X) y las

constantes A, son los valores y funciones caracteristicos, respectivamente, de la funcion

de autocovarianza.

- La base formada por las funciones caracteristicas de la funcion de autocovarianza es
optima en el sentido que el error cuadratico medio por truncamiento es minimo. (Es
minimo, por ser la suma de los valores caracteristicos mas pequenios de la funcion de
autocovarianza.)

- Si el campo aleatorio se define Gaussiano, entonces el conjunto de variables aleatorias (&)
que aparece en la expresion 3.21 forma un vector Gaussiano ortogonal.

- La expansion es optima en el sentido que el error cuadratico medio resultante de la
representacion finita de la serie es minimizado.

3.3.1.3 Solucion de la ecuacion integral

La ecuacion integral de Fredholdm homogénea de segundo género (ec. 3.19), puede ser resuelta
analitica y numéricamente.

a) Solucioén analitica

Esta solucion involucra una relacion espectral, y se considera que el campo es estacionario en el
sentido amplio con una funcidn de autocovarianza de tipo exponencial dada por:

[ Xi=X,|

C,(X,X;)=e * (3.23)

donde L es la llamada distancia de correlacion entre dos puntos del campo aleatorio, que se define
sobre un dominio unidimensional [-a , a].

La ecuacion integral de Fredholm (ec. 3.19) queda expresada, por tanto, como:

a X=Xy
[e o p(X)dX, =4a(X) (3.24)

—a

La solucion de la ecuacion anterior es proporcionada por Ghanem y Spanos (1991), se considera
una densidad espectral del campo aleatorio.

20



3. Enfoque espectral

Para un dominio en una dimensién:

- Para i impar, i>1:
2L

= 3.25
' l+e’l (3-25)
cos(m, X
P(X)=- (@X) (3.26)
\/ sen(2:,a)
a+
20,
donde ; es la solucion de:
1 . r . 1.z
——w;tanwa=0 enunrango |(I—-1)—,(1——)— (3.27)
L a 2°a
-Parai par,i>2:
R 2L
== 3.28
' l+ e’ (3-28)
sen(m, x
P (X)= (@ )* (3.29)
A sen(2w, a)
20,
donde ; es la solucion de:
1 . 1.z .z
—tanwa+w =0 enunrango |(I——)—,I— (3.30)
L 2°a a

Para un dominio en dos dimensiones

Para un dominio en dos dimensiones, la solucion de la ecuacién integral se obtiene por productos
de la solucion unidimensional (Sudret y Der, 2000), como:

A= AP x AP (3.31)

P(X)=0(X,y) =@, ()%, (Y) (3.32)

donde el superindice 1D se refiere a la solucion encontrada en una dimension.
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b) Solucién numérica

Cuando la solucién analitica de la ecuacion integral de Fredholm no es viable, existen métodos de
expansion que permiten una solucién numérica.

Los métodos de expansion consisten en aproximar cada funcion caracteristica por una
combinacion lineal de funciones base determinadas. Esto resultara en un error en la ec. 3.19, que
puede ser minimizado utilizando métodos tales como: Galerkin, colocacién o Rayleigh-Ritz. Para
el caso donde la funcidn de autocovarianza es real simétrica y positiva los métodos anteriores son
idénticos.

La solucion numérica a través de un procedimiento tipo Galerkin fue propuesta por Ghanem y
Spanos (1991) y se resume en los siguientes pasos:

1. Se selecciona un conjunto de N funciones base, como f,(X), f,(X),..., f, (X)
2. Cada funcion caracteristica es aproximada como una combinacion lineal de estas funciones

¢i<X)=Zdik f (X) (3.33)

donde: d; son coeficientes constantes para las i-ésimas funciones.

3. Tomando una funcién de autocovarianza de tipo exponencial (ec. 3.23) y sustituyendo (3.33)
en la ec. 3.19; el error se calcula como la diferencia entre el lado izquierdo y el lado derecho de
tal ecuacion, teniendo:

EN:Zdik[[gcv(xlaxz)fk(xz)dxz_ﬂﬁfk(xﬂ] (3.34)

Haciendo el error ortogonal al espacio aproximado por {f(.), i=1, ..., N}:

{en, fl(X))=0 (3.35)
Reescribiendo 3.34 se tiene:
N N
Syl [ Gy X0 X £, 000X, £,0)d% |- 230, [ 00 f, k. ]=0  (336)
k=1 k=1

La condicién anterior puede expresarse como un sistema de ecuaciones lineales:
AD = ABD (3.37)
donde las componentes de todas las matrices N x N son:
Ag = [ Cu(Xi Xo) FXo) F (X )dX, X, (3.38)
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Dy = dj (3.39)
Ay =84, (3.40)
By = [ f(X)f,(X,)dX, (3.41)

La ec (3.37) representa la generalizacion algebraica del problema de valores caracteristicos, que
puede ser resuelta obteniendo los valores caracteristicos 4, y los coeficientes d, . Las funciones
base son seleccionadas como polinomios; el grado de estos dependera del numero de términos

usados en la expansion de Karhunen-Loeve. El método anterior es mas exacto para valores
caracteristicos que para funciones caracteristicas (Ghanen y Spanos, 1991).

Huang, Quek y Phoon (2001) compararon los dos tipos de soluciones, para una funcién de
autocovarianza de tipo exponencial; la solucion analitica proporciond significativamente mejores
resultados que la numérica.

3.3.2 Representacion de la respuesta

La respuesta del sistema es una funcion de la variabilidad del modulo de elasticidad, se expresa
en términos de funcionales no lineales, representados a través de un conjunto de polinomios
ortogonales de variables aleatorias Gaussianas llamado caos polinomial. La respuesta se expande
sobre el espacio de funciones de Hilbert, por medio de estos polinomios debido a que la funcion
de autocovarianza no es conocida a priori como en el caso de la representacion de la variabilidad
del modulo de elasticidad. El fin del caos polinomial es representar cada desplazamiento nodal
aleatorio sobre la misma dimension en que la variabilidad espacial esta representada.

3.3.2.1 Formulacién de la expansion caos polinomial

El concepto de Caos Homogéneo fue introducido por primera vez por Wiener, cuyos
fundamentos fueron el resultado de investigaciones de funcionales no lineales del movimiento
Browniano (Wiener, 1938). A grandes rasgos puede decirse que este concepto es una
generalizacion de las series de Taylor a funcionales no lineales basada en el teorema de Cameron
y Martin (1947).

En el espacio de funciones de Hilbert, I' /(& (0),...,&, (0)) representa el conjunto de todos los

polinomios ortogonales de variables aleatorias Gaussianas, el cual es llamado caos polinomial; al
subespacio I') ocupado por tales polinomios se conoce como Caos Homogeneo. En tal espacio

cada desplazamiento nodal aleatorio puede ser expresado como:
u(®) = h[g(0),x] (3.42)

donde: u(@)representa la solucion del sistema y h[-] es un funcional no lineal
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Cualquier variable aleatoria de segundo orden puede ser expandida en términos de un caos
polinomial como:

U(O) = U,y + Y U T, (& O)+ Y DU, T, (0).4, (0)+.. (3.43)
iy=1 =1 ip=1
donde: u; son las coordenadas de la variable u(@) asociadas al orden p (cero, primero, segundo,

etc.) del caos homogeneo, I' [ (&,,...,&, ) de dimension M.

a) Construccion del caos polinomial

El caos polinomial de dimension finita se construye a partir de un ntimero M de variables
aleatorias Gaussianas ortonormales provenientes de la expansion en serie de Karhunen-Loéve. Su
desarrollo propuesto por Ghanem y Spanos, 1991 se realiza a partir de polinomios
multidimensionales de Hermite de variables aleatorias.

El niimero de caos polinomiales (polinomios cadticos) que contiene toda la estructura

probabilista de cada desplazamiento nodal aleatorio u, se puede determinar por medio de una
combinacion binomial de la siguiente manera:

P(M+k-1
P= (3.44)
par k

En la literatura los valores mas usados son M =4 y p = 2,3, en la tabla siguiente se muestran
algunos ejemplos de P.

Tabla 3.1 Numero de P coeficientes en la base polinomial para valores de M y p

p: orden del caos polinomial
01 2 3 4
1
1
1

3 6 10 15
5115 | 35 70
7128 | 83 | 210

Y ES TS <

Asi, cada desplazamiento nodal aleatorio se expresa en términos de estos P coeficientes que a su
vez estan en funcion de la dimension del espacio ocupado por el caos polinomial. La
representacion de la respuesta a través de estos coeficientes se expresa:

u(@) =2 a¥i[{& @} (3.45)

donde: a, y W,[{&(O)},] corresponden a U, vy I, (0),...5 (0)) respectivamente.

Y [{E (O] se puede expresar resumidamente como W, (8)y es el i-ésimo caos polinomial de
dimension M, representado por polinomios multidimensionales de Hermite.
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Por ejemplo, el caos homogéneo para p =2 y M =2 se expresa de la siguiente manera:

Orden del caos homogéneo

1—‘0({ }):1 0
r1(§1):§1a Fl(‘fz)zgz 1
FZ(é:l’gl):glz -1, rz(é:lagz)zflfza 1"2(41,52):522 -1 2

Es decir los caos polinomiales son:

Orden del caos homogéneo

lPO(g):l 0
W, (&)=¢,¥(&)=¢, 1
W, (&)=¢7 -1, W, (&)= &8, W(6) =& -1 2

3.3.2.2 Implementacion de polinomios de Hermite
a) Polinomios de Hermite

Un polinomio de Hermite unidimensional de variables normales Gaussianas se puede definir
como:

Hy = (9]

S (3.46)

Los polinomios de Hermite de variables normales Gaussianas son ortogonales con respecto a su
producto interno sobre el espacio de Hilbert:

E{H,(&)H,(&)} =0, m=n (3.47)

b) Polinomios multidimensionales de Hermite

El caos polinomial de orden p y dimension M se construye a partir de polinomios
multidimensionales de Hermite. Cada polinomio multidimensional de Hermite se define como
una secuencia de M enteros no negativos {al,...,aM } (Ghanem, 1999) como:

¥ = ]M[ H, (&), @20 (3.48)

donde H_ es un polinomio de Hermite asociado a la secuencia o cuyo grado es menor o igual
1

que p.
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¢) Calculo de esperanzas de polinomios multidimensionales de Hermite

El célculo de esperanzas de polinomios multidimensionales de Hermite se requiere para la
formulacion del MEFEE y para conocer las caracteristicas del campo aleatorio de
desplazamientos. Ghanem y Spanos (1991) presentaron un algoritmo para el calculo de
esperanzas que resulta ser complicado, sin embargo Sudret y Der Kiureghian (2000) construyeron
un algoritmo que se basa en la utilizacion de un abaco que permite calcular de manera sencilla
tales esperanzas.

—Producto de dos polinomios multidimensionales de Hermite

Por definicion, los polinomios de Hermite de variables normales estandar son ortogonales uno de
otro con respecto a su esperanza matematica:

E{H,(OH (&)} =5,,p! (3.49)

Por tanto los polinomios {‘P i»1=0,..,P— 1} son ortogonales y satisfacen la siguiente condicion:

M

E{w,¥,}=0,]]a! (3.50)

i=1

Donde: 6

s ©s la delta de Kronecker, cuyo valor es 1 si @ y S son iguales y 0 en el caso

contrario.
Cuando el campo aleatorio es Gaussiano, la esperanza del producto de dos polinomios

multidimensionales de Hermite puede interpretarse entonces, como el cuadrado de la norma de la
funcion base W, es decir:

¢, =E{¥3} (3.51)

J
- Producto de dos polinomios multidimensionales de Hermite y una variable normal estandar

Por definicion se tiene:

Cp =E{EW, W, | =E{&H(OHED} [TE{HAEH (&) (3.52)

1#i

Si ¢ y f son diferentes, la ecuacion anterior se reduce (Sudret y Der Kiureghian, 2000) a:

Cu =E{&Y, ¥, =E{&H(HL (D} [a! (3.53)

1#i

El problema se reduce a calcular E{c_‘fH (&HH q(f)}, donde H, y H, son polinomios de

Hermite de variables normales Gaussianas, el calculo detallado para conocer tal esperanza fue
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desarrollado por Sudret y Der Kiureghian, 2000. Finalmente, tal esperanza matematica se expresa
como:

E{&H,(OH (&)} =15, +0!0,,, (3.54)

La expresion anterior es sustituida en 3.53 para calcular el coeficiente c , requerido para la

ijk 2
formulacion del MEFEE (cuando la variabilidad espacial se modela como un campo aleatorio
Gaussiano), que se define como:

Cy =E{&¥, ¥, (3.55)

3.4 Formulacion del MEFEE
3.4.1 Introduccion

El proposito de los andlisis de problemas continuos con elementos finitos estocasticos en
geotecnia, es cuantificar la incertidumbre que induce la dispersion de los parametros de los
materiales sobre el campo de desplazamientos. Aunque el método espectral también cuantifica la
incertidumbre sobre los desplazamientos, la diferencia con las demas técnicas es que la
formulacion es aleatoria desde el vector de desplazamientos.

La formulacion del método espectral se realiza sobre un espacio de dimension infinita en el que
la variabilidad espacial se modela como una dimension adicional a través de funciones
deterministas base, utilizando la expansion en serie de Karhunen-Loéve; las funciones base son
correlacionadas con la expansion en caos polinomial con el fin de discretizar la dimension del
espacio, y que el campo de desplazamientos quede representado sobre la misma dimensién en
que la variabilidad espacial se trata. Acoplando esta dimension con la discretizacion espacial del
elemento finito, se tendra un sistema, cuyo tamafio se define en una nueva dimension; y por tanto
la ecuacion de equilibrio estocastica del MEFEE queda representada en tal dimension.

3.4.2 Ecuacion de equilibrio del Método del Elemento Finito

En el analisis lineal con el método del elemento finito clasico se establece un sistema de
ecuaciones lineales de dimensiones N x N con la siguiente ecuacion de equilibrio:

K-U=F (3.56)
donde: F es un vector de fuerzas nodales y volumétricas; U es un vector de desplazamientos

nodales y K es la matriz de rigidez total, que se obtiene ensamblando las matrices de rigidez de
los elementos ( kK°), expresada como:

k= jg B'DBdQ, (3.57)
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3.4.3 Derivacion de la ecuacion de equilibrio estocastica

Para que la matriz de rigidez K, refleje la variabilidad espacial de la propiedad del material; el
modulo de elasticidad se modela como un campo aleatorio Gaussiano y por tanto, la matriz de
elasticidad de D para un punto X se representa como:

D(X)=V(X)D, (3.58)

Donde: D, es una matriz de elasticidad calculada con un moédulo de elasticidad unitario. Como

se vio anteriormente, un campo aleatorio puede ser representado en el espacio de funciones de
Hilbert por medio de una expansion en serie de Karhunen-Loéve (expresion 3.21)

V(X)= ENV (XD} + Y& (040X (3.59)

Si las expresiones (3.58) y (3.59) son sustituidas en la matriz de rigidez del elemento, ésta queda

expresada por una parte determinista K y una parte estocastica como:

K(@0)=k +> K (0) (3.60)

i=l

Donde: k' es el valor esperado de la matriz de rigidez, expresado por:

e .

k :jg E{V/(X)B'D,B (3.61)
k; es la parte estocastica de la matriz de rigidez del elemento, con la forma:

e _ T
k=4 jge 2 (X)B'D,BdQ, (3.62)

Considerando la parte determinista y la parte estocéstica de la matriz de rigidez, la ecuacion de
equilibrio (ec. 3.56) puede escribirse, entonces, como:

i=1

[E+ iK@j(@)}U(@) =F (3.63)

La ecuacioén anterior estd expresada solamente en términos de una sola expansion, faltaria
considerar la representacion aleatoria del vector de desplazamientos; en donde el vector de
desplazamientos nodales se escribe, de acuerdo a una expansion en caos polinomial, como:

U(9) = iU ¥ ,(0) (3.64)
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Finalmente, si la expresion de arriba se sustituye en 3.63 la ecuacion de equilibrio del MEFEE
queda representada en términos de las dos expansiones de la siguiente manera:

[iKié(ﬁ)]EiU,-‘P,-(ﬁ)J—F =0 (3.65)

Debido al truncamiento de la serie en M términos para la expansion de la matriz de rigidez y P
para la expansion del vector de desplazamientos, se genera un residuo, de tal forma que se tiene:

M P
EM,P:ZZKiné:i(e)\Pj(Q)_F (3.66)
i=0 j=0
Para tener la mejor aproximacion posible de los desplazamientos, se requiere que el residuo €,

sea ortogonal al espacio ocupado por los polinomios {¥, }_, ; debiendo cumplir con la siguiente
condicion:

E{ey, ¥, }=0 k=0,.,P (3.67)

Multiplicando la ec. 3.66 por ¥, y tomando esperanzas de ambos lados para cumplir con la
condicion de ortogonalidad, se tiene:

P

E{ewe Yef=2 2 KUE [£©)Y, 0, |-E{FY,} (3.68)

i=0 j=0

La ecuacion anterior representa la ecuacion de equilibrio global del MEFEE en funcion de la base
polinomial generada sobre el espacio de Hilbert. Asi, tal ecuacion queda formulada en términos
de las esperanzas de productos de polinomios (Inciso 3.3.2.2 c¢); donde:

Cu =E{EW, W, ) (3.69)
F, =E{¥F) (3.70)

Fy es cero para k> 0 en el caso de cargas deterministas.

Sustituyendo el coeficiente Cijk y 3.70 en la ecuacion global de equilibrio (ec. 3.68) se tiene:

p

M
D> > KU, =F, (3.71)

=0 j=0
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Haciendo:

M
K; =Y c;K; (3.72)

M
K, =¢; K+ ;K j,k=0,..,P (3.73)
i=1
Donde el término i = 0 corresponde al valor esperado de la matriz de rigidez y la ec. 3.71 se
puede expresar como:
P
D> K, U, =F, k=0,..,P (3.74)
i=0

El tamafio de la matriz Kjx estd determinado por el nimero fisico de grados de libertad en el
modelo del elemento finito y el numero de coeficientes usados en la expansion en caos
polinomial.

Finalmente, se tiene que la ecuacion de equilibrio global del MEFEE establece un sistema de
ecuaciones lineales de dimensiones NP X NP con la siguiente forma:

K, Kor || U, F,
K Kf"’ Ul (,) (3.75)
Ke, -+ Kpp||Up 0
Escribiendo el sistema anterior en forma compacta, se tiene:
KU=F (3.76)

3.4.4 Calculo de la incertidumbre sobre los desplazamientos

Para conocer las caracteristicas del campo aleatorio de la respuesta se recurre a un analisis de
segundos momentos, teniendo que:

- La esperanza del vector de desplazamientos nodales es el primer término de la expansion:

E{U}=T, (3.77)
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- La matriz de covarianza del vector de desplazamientos nodales es:

Cov[U,U]=E {(U-E{U)(U-E{U})"} =]

En iy (3.78)

P
=1
donde E {‘I’f} corresponde al cuadrado de la norma de la funcion base V.

Especificamente, el MEFEE recurre a dos artificios matematicos que permite representar todo el
sistema sobre un espacio aleatorio. Estos artificios matematicos combinan la expansion de
funcionales con la técnica de minimizacion del error por truncamiento. Por la naturaleza de los
espacios funcionales en los que el enfoque espectral se formula, su representacion es abstracta, lo
que lleva a que su uso sea limitado.
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4.1 Introduccion

Para ilustrar y evaluar la utilidad del método espectral presentado en este trabajo se analizaron
tres ejemplos de interés practico para la ingenieria y geotecnia. El primero de ellos se refiere a un
solido cubico sujeto a carga axial; después se analiz6 una placa simplemente apoyada con carga
aplicada puntualmente y por altimo, una prueba de deformacién plana. Mediante estos ejemplos
sencillos se analiz6 como se propaga la incertidumbre sobre el médulo de elasticidad de un
material al campo de desplazamientos calculados. En los anélisis se considerd que la funcion de

autocovarianza que representa el campo aleatorio del modulo de elasticidad es de tipo
X=X

exponencial: (C, (X,, X,)=e b ), donde la “distancia de correlacion” A (es decir la distancia a

partir de la cual la correlacion se vuelve despreciable), definida en forma convencional como
L=2/X, es un pardmetro de andlisis.

Para los ejemplos se utilizd una subrutina del programa FERUM version 3 (Finite Element
Reliability Using Matlab), llamada FERUMSssfem (Sudret y Der Kiureghian, 2000) presentada en

el Apéndice B, a la cual se le hicieron algunas modificaciones. El programa permite analizar
problemas de elasticidad lineal en dos dimensiones.

4.2 Ejemplos de aplicacion

4.2.1 Solido cubico

4.2.1.1 Planteamiento

Retomando un ejemplo estudiado anteriormente por Auvinet et al. (1996), se considerd un sélido

cubico de dimensiones unitarias, constituido de un solo material con médulo de deformacion
aleatorio, sometido a presion vertical de 100 kPa. Los apoyos en el extremo inferior restringen el
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movimiento vertical; el central lo restringe también horizontalmente. En la Figura 4.1 se observan
las condiciones de carga y de apoyo antes mencionadas. El analisis se realiza bajo la suposicion
de esfuerzos planos. Se evaluard la incertidumbre en los desplazamientos horizontales y
verticales con el MEFEE.

Se asume que el campo aleatorio del modulo de deformacion es estacionario en el sentido amplio
con las siguientes caracteristicas:

Modulo de deformacion: Relacién de Poisson:
E{E}=1000 kPa E{v}=0.3
CV{E}=0.1 CV{v}=0

A 100 kPa

Y

flidadin 1

_

Figura 4.1 Sélido cubico

4.2.1.2 Representacion del dominio de analisis

El cubo es discretizado con una malla de 100 elementos finitos, la presion es representada como
cargas puntuales aplicadas en los puntos nodales superiores de la malla. En la Figura 4.2 se
muestra la malla, asi como las condiciones de apoyo propuestas.

Figura 4.2 Malla de elementos finitos
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4.2.1.3 Resultados

A través del coeficiente de variacion de los desplazamientos horizontales y verticales es posible
evaluar la variacion de la incertidumbre de tales desplazamientos en todo el cuerpo de la probeta.
Las curvas de isovalores de las gréaficas que se presentan a continuacion muestran el
comportamiento de la incertidumbre en la probeta para distintas distancias de correlacion.

i) Distancia de correlacién =0

10 0‘.1 0‘.2 O.‘3 0‘.4 0?5 0‘.6 0?7 0‘.8 0‘.9 11 10 0‘.1 O;Z 0‘.3 O.‘4 0‘.5 0‘.6 0‘.7 0‘.8 0;9 11
0.9+—0.09 0.09—+0.9 0.91 0.9
0.87 r0.8 0.8 r0.8
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Figura 4.3 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos verticales
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Figura 4.4 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos horizontales
Para una distancia de correlacion igual a cero, la incertidumbre en los desplazamientos verticales

y horizontales es nula en todo el cuerpo del sélido, como se observa en las Figuras 4.3b y 4.4b,
debido a un efecto de compensacion estadistica que se origina por la interaccion de materiales
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vecinos independientes que anula la desviacion estdndar. ElI material se comporta como un
material heterogéneo pero estadisticamente homogéneo.

ii) Distancia de correlacion = 0.64 m
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Figura 4.5 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos verticales
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Figura 4.6 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos horizontales

En la Figura 4.5b se observa que si la distancia de correlacion es aproximadamente del mismo
orden que el ancho del solido, la incertidumbre sobre los desplazamientos verticales es nula en la
parte inferior del sélido, donde el movimiento fue restringido, mientras que en el resto del solido
se observa un efecto de promedio espacial o compensacion estadistica; es decir, para esta
distancia de correlacion el sélido se comporta heterogéneamente. Por ejemplo: la incertidumbre
en el punto superior de la esquina del sélido es mayor que en el punto superior central debido a
gue el nimero de materiales con baja correlacion que interactian es mayor en el punto central
que en el de la esquina. Por otra parte, en la Figura 4.6b se observa como el CV de los
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desplazamientos horizontales tiende a infinito sobre el eje de simetria; en este caso el
comportamiento del material es fuertemente heterogéneo lo que da lugar a que se presenten
variaciones aleatorias alrededor de su valor esperado (que es nulo), originando una incertidumbre
relativa infinita sobre tal eje.

iii) Distancia de correlacion = infinita
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Figura 4.7 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos verticales
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Figura 4.8 Esperanza y coeficiente de variacién de los desplazamientos horizontales

Cuando la distancia de correlacion tiende a infinito, se observa en la Figura 4.7b que la
incertidumbre sobre los desplazamientos verticales nuevamente es nula en la parte inferior donde
no se permitié movimiento, en el resto del cubo se observa que el valor de incertidumbre méximo
alcanzado en los desplazamientos verticales es igual al valor impuesto en el modulo de
deformacion. En la Figura 4.8b se aprecia la variacion de la incertidumbre en los desplazamientos
horizontales en todo el cuerpo del solido. Primero la incertidumbre sobre el eje de simetria es
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nula, lo que significa que no existen variaciones aleatorias del material alrededor de su valor
esperado (que es nulo); después, en el resto del sélido el valor de incertidumbre impuesto en el
maddulo de deformacion es el maximo valor que toma el CV de los desplazamientos horizontales.

La Figura 4.9 representa la incertidumbre (desviacion estandar) del desplazamiento vertical para
el punto central superior (punto A) y para el punto de la esquina superior (punto B) con respecto
a la distancia de correlacion. Cuando la distancia de correlacion es pequefia, la incertidumbre
sobre el desplazamiento es nula para ambos puntos, este resultado obedece a un efecto de
compensacion estadistica, en el que el material es muy heterogéneo pero estadisticamente
homogéneo. Conforme la distancia de correlacion aumenta la incertidumbre sobre estos
desplazamientos también crece, hasta alcanzar el valor de incertidumbre impuesto en el mddulo
de deformacion, donde el material se comporta como estrictamente homogéneo. Se presenta
también un efecto de compensacion estadistica en un cierto intervalo de valores de la distancia de
correlacién, mayor para el punto A, debido a que el comportamiento del material es mas
heterogéneo para ese punto que para el del punto B.

1,2E-02 — ‘ ‘
Punto central Punto de la esquina Material estrictamente homogéneo
o superior (A) superior (B) ‘ \ !
2
5 LOE02 [~ || A
E | |
© | |
N | |
< | |
% 8,0E-03 - i ;
2 £ | Punto de la esquina superior (B)
S ~ | ‘
3 % B0EO03 T | Unmaterial [T TTT T AR Ay
] L—D | |
€% | :
‘% 4,0E-03 T | Punto central superior (A) |
c : | :
:9 | | |
2 Material fuertemente ! l l
3 20803 1~ B R RS e
3 eterogéneo ! ! !
o / l l l
0,0E+00 + * \ T } T }

1,E-08 1,E-06 1,E-04 1,E-02 1E+00 1,E+02 1E+04 1,E+06 1,E+08
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Figura 4.9 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre en los desplazamientos
verticales

La incertidumbre (desviacion estdndar) sobre el desplazamiento horizontal en funcion de la
distancia de correlacion para el punto central superior (punto A) se observa en la Figura 4.10.
Igualmente, para distancias de correlacion pequeiias se presenta el efecto de compensacion
estadistica ya mencionado. Posteriormente, la desviacion estandar sigue aumentado y cuando la
distancia de correlacion es del mismo orden que la dimension del dominio horizontal en estudio
se presenta el maximo valor de incertidumbre; después, para distancias de correlacion mayores, el
material comienza a estabilizarse estadisticamente y la incertidumbre de los desplazamientos
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también, hasta alcanzar nuevamente valores nulos; el material tiene entonces un comportamiento
estrictamente homogéneo que representa la simetria axial de los desplazamientos. El punto B se
comporta estadisticamente en forma similar que el punto A; la maxima incertidumbre alcanzada
por dicho punto es mayor que para el punto central superior, debido a que el comportamiento del
material en el punto de la esquina es menos heterogéneo que en el central. EI menor valor que
toma la desviacion estandar en el punto de la esquina superior no es nulo y esta condicionado por
la magnitud de incertidumbre impuesta en el médulo de deformacion.
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Figura 4.10 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre en los
desplazamientos horizontales

4.2.2 Placa simplemente apoyada

4.2.2.1 Planteamiento

Se analiz6 una placa metalica simplemente apoyada colocada de canto de 4mm de espesor, sujeta
a una carga de 120 kN; la Figura 4.11 muestra las dimensiones del elemento y las condiciones de
apoyo. La placa esta constituida por un material aleatorio, cuyo modulo de elasticidad se modela
como un campo aleatorio descriptivo; se asume un estado de esfuerzos planos. Se estudié el
efecto de la variabilidad del médulo de elasticidad sobre el campo de desplazamientos, utilizando
el MEFEE.
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0.1'm \|120 kN

Z 0.004 m

o
|

0.3m

Figura 4.11 Placa simplemente apoyada

Se considera que el campo aleatorio del médulo de elasticidad es estacionario en el sentido
amplio con las siguientes caracteristicas:

Modulo de elasticidad: Relacion de Poisson:
E{E}=21x10" MPa E{v}=0.3
CV{E}=0.10 CV{v}=0

4.2.2.2 Representacion del dominio de analisis

En el caso de la placa, si la esperanza de los desplazamientos (horizontales y verticales) se
analiza con una malla burda, su comportamiento es mas rigido que el real; a medida que aumenta
el nimero de elementos, su comportamiento tiende a ser mas flexible y las deformaciones son
mas precisas. Tomando en cuenta lo anterior, para el andlisis de la placa con el MEFEE se
construy6 una malla de 450 elementos, con las condiciones de carga y de apoyo que se muestran
en la Figura 4.12.

120 kN

Figura 4.12 Malla de elementos finitos para placa simplemente apoyada

39



4. Aplicacion

4.2.2.3 Resultados

Con las curvas de isovalores de las siguientes graficas se observa tanto el valor esperado como la
variacion de la incertidumbre (coeficiente de variacion CV) de los desplazamientos horizontales

y verticales en todo el cuerpo de la placa; considerando distancias de correlacién igual a cero e
infinito se tienen los siguientes resultados:
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Figura 4.13 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos verticales
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Figura 4.14 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos horizontales
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Figura 4.15 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos verticales

En la Figura 4.13a se observa que los mayores desplazamientos verticales se presentan bajo el
punto de aplicacién de la carga y desaparecen en los apoyos, donde el movimiento se restringio;
sin embargo, la incertidumbre, como se aprecia en la Figura 4.13b, de tales desplazamientos es
nula en todo el cuerpo de la placa debido a la compensacion estadistica que, como ya se
menciono, anula la desviacion estdndar. En cuanto a los desplazamientos horizontales, la Figura
4.14a muestra que el mayor desplazamiento se presenta en la esquina inferior donde éste no se
restringio; la incertidumbre de estos desplazamientos es también cero en toda la placa, Figura
4.14b, provocada por el mismo fendmeno de compensacion estadistica.
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Figura 4.16 Esperanza y coeficiente de variacion de los desplazamientos horizontales

Cuando la distancia de correlacién tiende a infinito, el valor de la incertidumbre impuesto en el
maodulo de elasticidad es propagado sobre los desplazamientos horizontales y verticales en toda la
placa, tal como se observa en las Figuras 4.15b y 4.16b.

La distribucion de la incertidumbre (desviacion estandar) de los desplazamientos verticales en el
punto de aplicacion de la carga (punto A) en funcién de la distancia de correlacion se presenta en
la Figura 4.17. Para distancias de correlacion pequefias la incertidumbre de tales desplazamientos
es nula debido al efecto de compensacidn estadistica. Posteriormente la incertidumbre aumenta
conforme la distancia de correlacion crece hasta alcanzar el valor de incertidumbre impuesto en
el mddulo de elasticidad y se mantiene constante, en donde el material es estrictamente
homogéneo. La variabilidad de la incertidumbre para el punto de la esquina superior (punto B) es
exactamente igual que en el punto A; para distancias de correlacion pequefas, el material se
comporta como fuertemente heterogéneo y, para distancias de correlacion infinitas, es
estrictamente homogéneo, solo que para este punto la incertidumbre es mucho menor que en el
punto de aplicacion de la carga. Los resultados indican, entonces, que la distribucion espacial de
la incertidumbre de los desplazamientos es una funcidn de la condiciones de carga y de apoyo.
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Figura 4.17 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre en los

desplazamientos verticales

En la Figura 4.18 se aprecia la distribucion de la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos horizontales para el punto A y el punto B, en funcion de la distancia de
correlacion. Se observa que la variabilidad de estos desplazamientos es igual que la de los
desplazamientos verticales con excepcion que para el punto A, el valor maximo de la desviacién
estandar alcanzado es menor para el desplazamiento horizontal.
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Figura 4.18 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre en los

desplazamientos horizontales

Un ejercicio de interés para este ejemplo, acerca de la influencia de la distancia de correlacion
sobre la heterogeneidad del material, se presenta en la Figura 4.19 que muestra como la
incertidumbre (desviacién estdndar) sobre los desplazamientos verticales para una malla fina es
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mayor que para un malla burda; sin embargo existe una cierta distancia de correlacion (DC =

100)

para la cual, el material tiene un comportamiento estrictamente homogéneo,

independientemente del nimero de elementos de la malla, como se muestra en la Figura 4.20.
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Figura 4.19 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre de los
desplazamientos verticales de acuerdo al nimero de elementos de la malla
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Figura 4.20 Influencia del nimero de elementos sobre el coeficiente de variacion de los
desplazamientos verticales, para distintas distancias de correlacion
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4.2.3 Ensaye de deformacion plana

Las gravas y los enrocamientos son materiales de gran interés en el disefio de presas y terraplenes
para carreteras, por ello la necesidad de conocer sus caracteristicas de resistencia y
compresibilidad. Un aparato que permite realizar pruebas de deformacion plana fue montado por
el Instituto de Ingenieria de la UNAM en colaboracion con la Comisién Federal de Electricidad
(CFE) en los afios 1970 (Marsal, 1972). El dispositivo permite evaluar el comportamiento
esfuerzo-deformacion de materiales para enrocamientos con particulas de hasta 15 cm de
didmetro.

4.2.3.1 Descripcion del ensaye

Aparato. El aparato de deformacion plana, como se muestra en la Figura 4.21, fue disefiado para
ensayar especimenes prismaticos de 70 x 75 cm de seccion transversal y 180 cm de altura. La
probeta esta confinada por paredes rigidas y mdviles. Las primeras estan ligadas entre si por
barras huecas, por medio de transformadores diferenciales se mide el esfuerzo principal
intermedio (o,); las moviles formadas por placas de acero, cuelgan de ruedas y van guiadas por
mecanismos que impiden su giro alrededor de un eje vertical. A través de un gato hidraulico con
capacidad de 600 T se generan esfuerzos axiales (o). La presion lateral (o,) se aplica a las
paredes mdviles con 6 pares de gatos hidraulicos (50 T de capacidad cada uno). Con los
dispositivos de carga descritos se puede desarrollar esfuerzos maximos de 100 kg/cm? en
direccion o, y de 22 kg/cm? en direccion o, .
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Figura 4.21 Aparato de deformacion plana (Marsal, 1972)

Preparacion del espécimen. En el caso de enrocamientos, la probeta se forma por capas de 20
cm, compactadas mediante una vibradora. La probeta no se satura. Con el objeto de reducir a un
minimo la friccion entre el material y las paredes confinantes, estas se tapizan con tres capas de
placas de poliestireno engrasadas.

Ejecucion de la prueba. Durante la construccion de la probeta, las paredes mdviles se mantienen
fijas. Se aplica las cargas axiales por incrementos permitiendo que se aumente la presion lateral
(o5) hasta alcanzar el valor deseado; a partir de ese momento se permite el desplazamiento de las

paredes moviles de modo que o, permanezca constante. En cada incremento de carga, al lograr

el equilibrio, se mide las presiones desarrolladas en la cabeza y en la base del espécimen, el
esfuerzo intermedio y las deformaciones axial y lateral.
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4.2.3.2 Planteamiento

Considerando que el material que constituye la probeta tiene un modulo de deformacion
aleatorio, se evalud la incertidumbre sobre las deformaciones laterales y verticales en este tipo de
ensaye de deformacion plana con el MEFEE. El especimen de enrocamiento es un prisma solido
sujeto a esfuerzos axiales y horizontales, de 9.2 MPa y 0.85 MPa respectivamente, los apoyos en
el extremo inferior restringen el movimiento verticalmente, a excepcién del central que también
lo restringe horizontalmente, como se muestra en la Figura 4.22.

Y
9.2 MPa

Yo

Material de
enrocamiento

1.8 m
|
| +
]

Figura 4.22 Representacion de la probeta para el ensaye de deformacion plana

4.2.3.3 Representacion del dominio de analisis
Para simular el ensaye con el MEFEE la probeta es representada con una malla de 300 elementos

sujeta a carga axial y lateral con las condiciones de frontera indicadas en la Figura 4.23. Los
valores de o, y o,son tomados como datos de las pruebas de deformacion plana (Marsal, 1972).
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AAAA

Figura 4.23 Malla de elementos finitos

Se acepta que el modulo de deformacion varia en dos dimensiones de acuerdo con un campo
aleatorio estacionario en sentido amplio. Se ignora la variacion en la direccion perpendicular al
plano de prueba (lo que equivale a suponer correlacion perfecta en esta direccion y puede
considerarse aceptable tomando en cuenta que el espécimen es delgado en esta direccion). Las
caracteristicas supuestas del campo aleatorio del modulo de deformacion son:

Maddulo de deformacion: Relacién de Poisson:
E{E}=40 MPa E{v}=0.3
CV{E}=0.10 CV{v}=0

4.2.3.4 Resultados

La variacion de la incertidumbre (coeficiente de variacion CV) sobre los desplazamientos
verticales y horizontales en todo el cuerpo de la probeta se aprecia con claridad con las curvas de
isovalores de las siguientes graficas, establecidas para distintas distancias de correlacion.
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Figura 4.25 Esperanza, desviacion estandar y coeficiente de variacion de los desplazamientos

horizontales
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En este primer analisis, el campo aleatorio es del tipo “ruido blanco” (sin autocorrelacion). Las
Figuras 4.24c y 4.25c muestran que la incertidumbre en los desplazamientos verticales y
horizontales es entonces nula, debido a un efecto de promedio espacial 0 compensacion
estadistica que anula la desviacion estandar y, por consecuencia, el CV es igual a cero en todo el
cuerpo del sélido. Un material cuyo moédulo presenta una variacion aleatoria espacial que puede
representarse con un campo de ruido blanco se comporta por tanto como un material homogéneo
no aleatorio.

if) Distancia de correlacion = 0.65 m
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Figura 4. 26 Esperanza, desviacion estandar y coeficiente de variacion de los desplazamientos
verticales

En la Figura 4.26¢, se presentan los resultados del analisis para una distancia de correlacion del
mismo orden que el ancho de la probeta (0.65m). Se observa que, como era de esperarse, la
incertidumbre sobre el desplazamiento vertical es nula en la frontera inferior donde este
desplazamiento fue restringido. En el resto del espécimen se aprecia el complejo efecto de
compensacion estadistica entre los desplazamientos de zonas poco correlacionadas. Se observa
en particular que la incertidumbre es minima en la parte central superior de la probeta. En cuanto
a la incertidumbre sobre los desplazamientos horizontales, Figura 4.27c, se ve que, debido a que
la esperanza del desplazamiento sobre el eje de simetria vertical es nula y que las posibles
configuraciones aleatorias de la probeta no son simétricas, el CV tiende al infinito sobre el eje de
simetria del espécimen.
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Figura 4.27 Esperanza, desviacion estandar y coeficiente de variacion de los desplazamientos

horizontales
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Figura 4. 28 Esperanza, desviacion estandar y coeficiente de variacion de los desplazamientos
verticales
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Figura 4. 29 Esperanza, desviacion estandar y coeficiente de variacion de los desplazamientos
horizontales

Si la distancia de correlacién es infinita, el material se comporta como un s6lido homogéneo pero
aleatorio. En la Figura 4.28c, se observa que, nuevamente, en los nodos donde el movimiento se
restringié no existe incertidumbre. En el resto del espécimen la misma magnitud de la
incertidumbre en el médulo de deformacion se refleja directamente en los desplazamientos
verticales. Por otro lado, tomando en cuenta que se conserva en este caso la simetria de los
desplazamientos horizontales, la incertidumbre sobre el eje del especimen, donde el
desplazamiento es necesariamente nulo, es también nula, como se muestra en la Figura 4.29c. En
el resto del espécimen, la misma magnitud de la incertidumbre en el mddulo de deformacion se
refleja en los desplazamientos horizontales.

La variabilidad del desplazamiento vertical para el centro superior de la probeta (punto A) en
funcion de la distancia de correlacion se muestra en la Figura 4.30. Para distancias de correlacion
pequefias, la incertidumbre sobre este desplazamiento (desviacion estdndar) es nula; tal resultado
se debe al efecto de compensacion estadistica ya mencionado debido a que el material es
entonces fuertemente heterogéneo (ruido blanco) pero estadisticamente homogéneo. Conforme la
distancia de correlacion aumenta, la incertidumbre crece hasta alcanzar la magnitud de la
incertidumbre en el moédulo de deformacion, cuando el material se vuelve estrictamente
homogéneo. Existe un intervalo de valores de la distancia de correlacion en el cual la probeta se
comporta heterogéneamente observandose un efecto de compensacion estadistica mayor en el
punto superior central A que en el punto de la esquina superior B.
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Figura 4.30 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre en los
desplazamientos verticales

La variabilidad del desplazamiento horizontal en el centro superior de la probeta (punto A) en
funcidn de la distancia de correlacién se presenta en la Figura 4.31. Para distancias de correlacion
pequefias, la incertidumbre (desviacion estandar) de tal desplazamiento es nula, existiendo
también un efecto de compensacion estadistica; después, la incertidumbre se incrementa y
alcanza su méximo valor para una distancia de correlacion del mismo orden que la dimension
horizontal del dominio en estudio; conforme la distancia de correlacion se sigue incrementado , el
material comienza a estabilizarse estadisticamente y la desviacion estandar de los
desplazamientos comienza a disminuir, hasta alcanzar nuevamente un valor nulo, lo cual
representa la homogeneidad estricta del material con rigurosa simetria axial. EI comportamiento
estadistico del material para el punto superior de la esquina del espécimen es similar al punto
superior central del especimen, a excepcion de que para este punto el menor valor alcanzado no
es nulo y esta condicionado por la incertidumbre impuesta en el mdédulo de deformacion.
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De acuerdo a los resultados de los andlisis, la distancia de correlacion constituye por tanto un
parametro importante que representa la heterogeneidad local que puede presentar un material

estadisticamente homogéneo.
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5. Conclusiones

En este trabajo se presentaron brevemente los conceptos probabilistas que permiten modelar la
incertidumbre sobre los andlisis con elemento finito y se expusieron las técnicas que permiten el
uso del Método del Elemento Finito Estocéastico (MEFE). Se resumieron los métodos de
discretizacion de campos aleatorios descriptivos que permiten representar la variabilidad espacial
de las propiedades del material y que son usados en conjuncion con los anélisis del MEFE,
asimismo se presentaron las herramientas matematicas del enfoque espectral que constituyen la
base de la formulacion del Método del Elemento Finito Estocastico Espectral (MEFEE) para
problemas de elasticidad lineal. Finalmente, se evaluo la utilidad de la técnica espectral mediante
el analisis de tres ejemplos, considerando la variacion espacial del modulo de elasticidad.

Se vio que en el método espectral, un campo aleatorio se define como una funcién expandida en
el espacio de Hilbert, y la representacion de la respuesta es a través de funcionales expandidos
también sobre el mismo espacio, por lo que la precisién de los resultados arrojados por el
MEFEE dependerd del nimero de términos utilizados en estas dos expansiones. Se puede
entonces decir que el MEFEE consiste especificamente en la expansion de funcionales
combinada con la técnica de minimizacion del error por truncamiento.

En la técnica espectral la formulacion aleatoria se plantea desde el vector de desplazamientos, es
decir, al representar cada componente del vector de desplazamientos por los coeficientes de la
expansion en serie caos polinomial, se esta considerando la aleatoriedad de éstos (se dice que es
una representacion intrinseca), lo que representa una ventaja sobre las demas técnicas
comunmente usadas por el MEFE.

El MEFEE permite una representacion continua del campo aleatorio; sin embargo, en la practica
de la ingenieria, el campo de las propiedades del material solamente se conoce a través de datos
puntuales, por lo que se puede definir un campo aleatorio condicional sobre dichas mediciones
que represente la variacion espacial de las propiedades.



5. Conclusiones

Tal como se plante6 en este trabajo, el método solamente se aplica a problemas de elasticidad
lineal y la representacion de la incertidumbre es a través de un solo campo aleatorio (en este
trabajo el modulo de elasticidad); sin embargo, la formulacion del MEFEE se puede extender al
caso de dos campos aleatorios (por ejemplo, los parametros E y v de un material), aun cuando
esto ocasiona un mayor esfuerzo de célculo.

De acuerdo a las herramientas matematicas presentadas, la formulacion del MEFEE se lleva a
cabo en un espacio abstracto, en la que la representacion matematica de los campos aleatorios se
aleja del concepto fisico, razon por la cual puede resultar poco atractivo para los ingenieros
geotécnicos.

La cantidad de célculo requerida en un determinado problema, utilizando la técnica espectral, es
mucho mayor que la que se necesitaria en un problema determinista. Esta situacion quizés sea
una de las causas por la que el MEFEE se encuentre en un estado de desarrollo, no asi un
obstaculo para su utilizacion, pues el rapido crecimiento de la computacion permite dia con dia
minimizar el costo de célculo.

En cuanto a la utilidad del enfoque espectral, los ejemplos presentados en esta tesis ilustran como
incluir la variacion espacial del mddulo de elasticidad en un andlisis con elementos finitos
estocasticos; los resultados reflejan el comportamiento aleatorio del material, que aclara el
fendmeno de la compensacién estadistica.

Los comentarios presentados en este trabajo marcan las ventajas y limitaciones del método y
deberian ser Gtiles para el ingeniero deseoso de utilizar este tipo de técnicas.
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Apéndice A

A. Elementos tedricos

A.1 Conceptos basicos de probabilidad.

A.1.1 Espacio muestral

La teoria de la probabilidad considera el problema de un experimento (£) que, a priori, puede
tener varios resultados (&). El conjunto de todos los resultados posibles se llama espacio

muestral (S). Un evento es cualquier subconjunto del espacio muestral.

El concepto de probabilidad se relaciona con la frecuencia relativa de ocurrencia de un evento.
Por tanto las probabilidades deben ser fracciones entre 0 y 1. Supdngase que un experimento
tiene asociado un espacio muestral S, entonces, la probabilidad es una funcion que asigna un
valor numérico P[A] a cada evento 4 de tal manera que son validos los siguientes axiomas:

1. P[A]=0
2. P[S]=1
3. Si 4,4,,...,es una sucesion de eventos mutuamente excluyentes, es decir 4, N 4, =0 para

toda i # j, entonces:
P[AU B]=P[A]+ P[B] (A.1)

De acuerdo con el axioma (3) se llega a la conclusion de que si 4 y B son eventos mutuamente
excluyentes:

P[i A,} =3 PL4)] (A2)

i=1



A. Elementos teéricos

A.1.2 Variables aleatorias

Una variable aleatoria /" se define como una funcion que asocia el resultado de un experimento a
los numeros reales, esto es, V(g), donde ¢ es un elemento del espacio muestral. Una variable
aleatoria suele representarse con la letra mayuscula (por ejemplo V) y los valores numéricos
reales que puede tomar por letras mintsculas (v).

Las variables aleatorias se pueden clasificar en dos tipos, cuando toman valores que pueden
asociarse con los enteros, se llaman variables aleatorias discretas, en el caso contrario continuas.

a) Las variables aleatorias discretas toman so6lo un nimero finito, o un nimero infinito contable,
de valores posibles, de acuerdo con los axiomas presentados con anterioridad:

1. PV =v]=p,(v)20

2. Z plV =v]=1, siendo la suma con respecto a todos los valores posibles de v.

v

A la funcién P (v) se le llama funcion de probabilidad de v. A esta funcion se le llama también a

veces distribucion de probabilidad de V o funcion de masa de probabilidad de V para dar la idea
que se apila una masa de probabilidad en puntos discretos.

La funcion de distribucion o distribucion acumulativa F (v) de una variable V' se define como:

F,(v)=P[V <v] (A.3)
Siendo: P la probabilidad de v.
Si V es discreta

F()= > p,w) (A.4)

definiendo p,(v) la distribucion de probabilidad.

Las principales medidas numéricas descriptivas que permiten cuantificar las variables aleatorias
son la esperanza, la varianza y la desviacion estandar.

El valor esperado o esperanza matematica de una variable aleatoria discreta (V) con distribucion
de probabilidad p,(v), se define como:

EW}=2 w,() (A.5)

donde la suma es con respecto a todos los valores de v para los cuales p (v)>0.

Es comun emplear la notacion:
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A. Elementos teéricos

EVS =y (A.6)

La varianza de una variable aleatoria es la esperanza del cuadrado de la desviacion del valor de
dicha variable con respecto a su esperanza:

VarlV1=E\V - u,)* | = o7 (A.7)

El valor minimo que puede tomar o, es cero, y eso solo sucede si toda la poblacion toma un

unico valor. La varianza se hace mds grande en la medida que se esparcen mas los puntos con
probabilidad positiva (Auvinet, 2002).

La desviacion estandar de una variable aleatoria V es igual a la raiz cuadrada de la varianza:

oy = E{(V — )"} (A.8)

El coeficiente de variacion se define como:

cy =" (A.9)

Hy

b) Las variables aleatorias continuas toman un nimero infinito de valores asociados con
intervalos continuos de numeros reales y existe una funcion de densidad de probabilidad, f,(v),

tal que:

1. f,(v) >0 paratodav

2. j f.(v)dv =

3. Pla<V <b]= _[f,,(v)dv

Notese que para una variable aleatoria continua V-
b
PV =a]= j £, ("dv=0 (A.10)

para cualquier valor especifico a. No debe preocupar el hecho de que se deba asignar
probabilidad cero a cualquier valor especifico @ ya que hay un numero infinito de valores
posibles que puede asumir V. La probabilidad cero asociada a un evento no lo elimina como
posible, sino so6lo dice que la probabilidad de ocurrencia de ese valor exacto es despreciable.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria continua V' se define como:

F,(v)=P[V <v] (A.11)
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PV <v]= IfV(u)du (A.12)

La derivada de la funcién de distribucion es: F, (v) = £,(v).

Al igual que en el caso discreto existen medidas numéricas para cuantificar las variables
aleatorias.

El valor esperado de una variable aleatoria continua (V) que tiene una densidad de probabilidad
£.(v), se define por:
EW} = [vf,(vav (A13)

—0

Las definiciones de varianza, desviacion estandar y coeficiente de variacion dadas en el caso
discreto son validas también para el caso continuo.

A.1.3 Funcion aleatoria
En la practica, hay magnitudes aleatorias que varian sus valores en el proceso del experimento E
y cuyos resultados & pertenecen a un espacio S. La magnitud aleatoria que cambia su valor en el

proceso de una prueba representa una funcion aleatoria.

Se puede dar la siguiente definicién general: Se llama funcion aleatoria a aquella cuyo valor,
para cada valor del argumento (o de los argumentos) es una variable aleatoria.

Si la variable aleatoria es a su vez funcidon de otra magnitud (por ejemplo, el tiempo) entonces se
llama proceso estocastico.

Un proceso estocastico puede representar como:
X(t,¢) (A.14)

Si el parametro ¢ no depende del tiempo, sino es una dimension espacial, tal proceso se conoce
también campo aleatorio.

A.1.4 Campos aleatorios.

Las variaciones espaciales de una determinada variable aleatoria (fisicas, mecanicas o
geométricas) convienen modelarse como un campo aleatorio, es decir, las funciones que se
emplean para describir dichas variaciones dependen generalmente de una o varias de las tres

coordenadas en el espacio, asi un campo aleatorio se define:

V(X,e)=V(X) X , del dominio en estudio R?, (p=1,2063) (A.15)
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Los valores tomados de la variable en cuestion en un dominio o subdominio pueden considerarse
como una realizacion particular de un campo aleatorio que representa el desconocimiento que se
tiene de dicha variacion. A partir de la informacion obtenida de la realizacion es posible definir
los parametros del campo.

Valor esperado o Esperanza: u, (X)=E{V'(X)} (A.16)

Varianza: o, (X) = Var[V(X)] (A.17)

Desviacion estandar o, (X) = W (A.18)
gy, (X)

Coeficiente de variacion CV(X) = (A.19)

EW (X))

El grado de dependencia lineal existente entre los valores de la propiedad de interés en dos
puntos diferentes del medio puede definirse por medio de la funcion de autocorrelacion que es un
momento de segundo orden mixto que puede centrarse introduciendo el concepto de funcion de
autocovarianza.

CV (Xl s Xz) = COV[V(Xl )a V(Xz )] = E{[V(Xl) - /UV(Xl) ][V(Xz) - IUV(XZ)] (A-ZO)

La autocovarianza puede escribirse bajo la forma de un coeficiente de autocorrelacion
adimensional, cuyo valor queda siempre comprendido entre -1 y +1.

_Cy(X, X))

Vv

(A.21)

Orx)9r(x,)

Es importante de decir que las funciones (A.20) y (A.21) no son propiedades intrinsecas de los
puntos X, y X, yaque dependen también de la poblacion (Auvinet, 2002).

Un campo se considera es Gaussiano si cualquier vector {V(X,),..V(X,)}es Gaussiano. Es

estadisticamente homogéneo si la esperanza y la varianza son constantes; si ademas de ser
homogéneo la autocovarianza espacial depende de la distancia entre los puntos X, y X,, se dice
que el campo es estacionario en el sentido amplio y se cumple:

C, (X, X,)=Cp (X, -X,)=C,(h) (A.22)
donde / es llamada longitud de correlacion.

Para campos aleatorios unidimensionales el espectro de potencia es definido como la
transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacion (Papoulis, 1991).
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S, (@)= TRV (hye ™ dh (A.23)

A.2 Espacios matematicos
A.2.1 Espacio Vectorial

Un concepto indispensable de comprender en las matematicas y sus aplicaciones es el espacio
vectorial. De hecho el concepto de espacio vectorial es basico en el analisis funcional, el cual
tiene aplicaciones a las ecuaciones diferenciales, el andlisis numérico y otros campos de interés
practico para la ingenieria.

El problema del analisis funcional de dotar al conjunto de funciones con estructura que refleje las
propiedades basicas de estos elementos es en general un camino posible. Una de estas estructuras
es llamada espacio vectorial (V) definido como un conjunto constituido por un niimero infinito de
vectores (matrices, funciones, operadores, etc.) para los cuales se han definido las operaciones de
adicion y multiplicacion por un escalar, y que ademas, estan definidos sobre un determinado
campo A (Courant y Hilbert, 1953).

Un espacio vectorial puede ser definido a partir de su producto interno para cada par de vectores
aybenV, si:

(a,b)=0 : son ortogonales (A.24)
HaH = (a, a) (=20) :eslanormadea (A.25)

La dimension de un espacio vectorial esta determinada por el nimero maximo de vectores
linealmente independientes en el espacio.

Un espacio es llamado de dimension infinita, £, si para cada entero n, hay mas que n vectores
linealmente independientes en el espacio; el tamafio de dicha dimension estd determinada por los
valores caracteristicos. Un espacio de dimension n estd dado por el producto interno, (la
dimension n resultante en el espacio euclidiano es denotada por E,). En tal espacio, los grupos de
vectores son mutuamente ortogonales normalizados, llamados grupos ortonormales.

En el analisis funcional un espacio funcional puede verse como un espacio vectorial de
dimension infinita, cuyos vectores base son funciones, no vectores. Esto significa que cada
funcién en el espacio funcional puede representarse como una combinacion lineal de funciones
base. Mientras que el espacio bidimensional estd generado unicamente por dos vectores, el
espacio funcional esta generado por un nimero infinito de funciones base. Un espacio funcional
es de dimension infinita.

A.2.2 Espacio de Hilbert

Un espacio vectorial de dimension infinita con producto interno es llamado un espacio de Hilbert.
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Un espacio de Hilbert, £, es una funcion f(x) en el intervalo (a, b) que puede definirse como un

conjunto de valores adquiridos por la infinidad de coordenadas constituidas por todos los valores
que la misma funcién adquiere en el intervalo , por tanto a f(x) se podra llamar punto del

espacio de infinitas dimensiones asi definido (espacio de Hilbert).

Se llaman funciones de cuadrado sumable en (a , b) todas las funciones f(x) definidas en dicho
intervalo y tales que existe y es limitada la integral:

jb" £ (x)dx (A.26)

La importancia del hipdtesis del cuadrado sumable estd en que permite extender al espacio
hilbertiano el concepto de distancia.

El espacio de funciones del cuadrado sumable se representa por £%(a , b) y es util para el
desarrollo de polinomios de Hermite. Los espacios de Hilbert también son de ayuda para el
estudio del concepto de expansion de Fourier.

A.2.3 Espacio probabilista de Hilbert.

El espacio vectorial de variables aleatorias es denotado por (2, F, P), donde Q el espacio de los
resultados posibles 6 de un experimento E; F forma una clase aditiva completa (c-algebra)
asociada a ciertos subconjuntos de Q llamados eventos; P es la medida de probabilidad de F.

1
Por otra parte, la norma de una variable aleatoria puede ser definida como HX H = <‘x‘P>" para

0 < P <. En particular, en el espacio de Hilbert £(€, F, P) de variables aleatorias, con producto
interno (X,Y) = <XY > , la esperanza matematica denotada por <> , puede ser definida como:

(XY)=E{XY} (A.27)

Finalmente un campo aleatorio V(X, 0) puede ser definido dentro del espacio probabilista de
Hilbert £(Q, F, P) como un conjunto de variables aleatorias, tales que X € €, donde Q es un
conjunto de los reales ,R ¢, que describe la geometria del sistema. Cualquier realizacion del
campo es un elemento del espacio de Hilbert £2(Q) de funciones del cuadrado sumable.

A.3 Método del elemento finito
A.3.1 Introduccidn

El Método del Elemento finito (MEF) permite resolver una gran variedad de problemas fisicos en
ingenieria; se define como una técnica numérica de discretizacion de problemas continuos que
permite estimar esfuerzos y deformaciones, cuya resolucion se basa en principios variacionales o
a través de ecuaciones diferenciales. Con el MEF se tiene una expresion aproximada de la
solucion.
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A.3.2 Descripcion general del MEF

En todo problema cuya solucion sea aproximada con elementos finitos se llega a un sistema de
ecuaciones (Zienkiewicz,199) con la forma:

Ka+f=0 (A.28)

al que se han incorporado las condiciones de frontera y que, tras despejar el pardmetro a, debe
proporcionar una solucion aproximada al problema planteado. K, es la matriz de rigidez, a es un
parametro que se relaciona con las funciones de forma.

La solucion general a problemas lineales por el MEF encierra los siguientes pasos:
a) Discretizacion de la estructura

El primer paso es dividir la region o el dominio de las variables de las ecuaciones diferenciales,
en subdivisiones o elementos.

b) Seleccidn de una interpolacion adecuada o modelo de desplazamiento.

La idea basica del elemento finito es aproximar la solucién a cada subregion por medio de
funciones de interpolacion (funciones de desplazamientos) que representan el campo de
desplazamientos. En general el modelo de interpolacién toma la forma de un polinomio, que de
acuerdo al orden de éste corresponde la exactitud de la solucion.

c) Deduccion de la matriz de rigidez del elemento y vectores de carga.

Todo calculo con MEF busca una expresion aproximada de la solucion de la forma:
U= Nga, (A.29)
i=1

en la N, son funciones de interpolacion expresadas en términos de las variables independientes y

1

a, son incognitas.

Para obtener la matriz de rigidez se parte de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
problema y se transforman en ecuaciones que gobiernan en forma aislada a los elementos finitos
mediante formulaciones especificas como:

- Formulacion directa
En este método, los razonamientos fisicos son usados para establecer las propiedades del

elemento en términos de variables apropiadas. La aplicabilidad de este método esta limitada a
tipos simples de elementos.
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- Formulacion variacional

El aprovechamiento variacional ha sido ampliamente usado para la formulacion de las ecuaciones
del elemento finito, sin embargo, no en todos los problemas de ingenieria es posible establecer la
forma variacional.

El principio variacional establece un integral / definida en términos de parametros desconocidos
y de sus derivadas. La solucion del problema es dada cuando la integral / es minimizada. Asi el
conocimiento de los conceptos basicos del calculo variacional es necesario para comprension
general MEF.

- Formulacion residuos pesados o ponderados.

En este método, las matrices del elemento y los vectores son deducidos directamente de las
ecuaciones diferenciales gobernantes del problema que va acompafiado de condiciones de
frontera (impuestas a las funciones incognitas) (Zienkiewicz y Morgan, 1983). En esta
formulacion existen procedimientos generales para la derivacion de dichas ecuaciones tal como
el método de Galerkin o el método de los minimos cuadrados. Esta formulacion puede ser
aplicada a la mayoria de los problemas practicos de ingenieria.

Finalmente, a partir de cualquiera de las formulaciones, se establece que la matriz de rigidez es:

K= jVBTDBdV (A.30)

d) Ensamblaje de las ecuaciones del elemento para conocer las ecuaciones de
equilibrio total.

Antes que las ecuaciones de cada elemento puedan ser ensambladas es necesario realizar una
transformacion de un sistema de coordenadas locales a un sistema de coordenadas globales
(Zienkiewicz y Taylor, 1995).

Puesto que la estructura es compuesta por varios elementos, la matriz de rigidez y el vector de
cargas de cada elemento son ensamblados de manera que cumplan la ecuacion de equilibrio dada
por:

K-U=F (A31)

En su forma mas general

Ka+ f=r (A.32)

donde K es la matriz de rigidez global, a es el vector de desplazamientos nodales, f es el

vector de fuerzas internas y » es un vector de fuerzas externas concentradas en los nodos, es
decir:
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m

K=>K; (A.33)
e=1
p=Y f (A.34)
e=1
e _ _[arr _ T T
o= J.VN Xdv jVB DgodV+jVB o,dV (A.35)

En la ultima ecuacion los tres términos representan las fuerzas internas debidas respectivamente a
fuerzas de cuerpo, a fuerzas debido a deformaciones iniciales y a fuerzas por esfuerzos iniciales.

e) Solucién de los desplazamientos nodales.

Después de la aplicacion de las condiciones de frontera se tiene un conjunto de ecuaciones
lineales que puede ser resuelto directa o indirectamente.

f) Calculo de esfuerzos y deformaciones del elemento en medios continuos y elasticos.

Una vez conocidos los desplazamientos nodales U , si se requiere, los esfuerzos y deformaciones
del elemento pueden ser calculados usando las ecuaciones de equilibrio de so6lidos o mecanica
estructural.

o =DBa (A.36)

Las deformaciones, y por tanto los esfuerzos, pueden expresarse en funcion de los
desplazamientos nodales como:

&=Ba (A.37)
donde
Ol
£, ox
E=1¢&, = o (2.11)
oy
Vs ou Ov
- + -
oy Ox

Si se considera un estado plano de esfuerzos, se tiene:
o =D& =DBa (A.38)

De otra forma
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o, E I o 0 £,

o, (= o 1 0 g, (A.39)
l-v 1-v

Txy 0 0 T yxy

En la ecuacion (A.38) a son los desplazamientos que se obtienen al resolver el sistema de

ecuaciones.
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Apéndice B

B. Descripcion del programa FERUM

B.1 Introduccién

Para la realizacion de los ejemplos presentados en este trabajo se utilizo una de las subrutinas del
programa FERUM (Finite Element Reliability Using Matlab) version 3.0, llamada FERUMssfem.
El programa FERUM fue desarrollado en 1999 y hasta la fecha sigue en constante desarrollo;
consiste en un conjunto de subrutinas (funciones) escritas en Matlab que permite realizar analisis
de confiabilidad con elemento finito. FERUM esta conformado por 10 partes y so6lo en una de
ellas esta implementado el Método del Elemento Finito Estocéstico Espectral. A continuacion se
describe la estructura de dicho programa (FERUMssfem, FERUM spectral stochastic finite
element method).

B.2 Estructura general de FERUMssfem

El programa FERUMssfem esta estructurado por tres etapas:
B.2.1. Etapa de preprocesamiento

Se genera y almacena informacion que describe el modelo mecénico, realiza la discretizacion del
campo aleatorio y genera la base de la expansion en caos polinomial.

B.2.2. Etapa de analisis

Calcula la matriz de rigidez global, a partir de la expansion Karhunen-Loéve de la matriz de
rigidez de cada elemento, posteriormente se ensambla en un sistema global de ecuaciones lineales
en el cual las condiciones de frontera son aplicadas. El sistema de ecuaciones es resuelto y se
obtiene la esperanza de los desplazamientos nodales.



B. Descripcion del programa

B.2.3. Etapa de posprocesamiento

Realiza el andlisis de incertidumbre una vez obtenida la esperanza de los desplazamientos.
B.3 Descripcion de las etapas

B.3.1 Etapa de preprocesamiento

Esta etapa esta conformada por tres funciones principales; cada una de ellas pasa informacion a
otras funciones (referencias de funcidén) que al ser ejecutadas permiten realizar el analisis de la
etapa. Las funciones principales son:

B.3.1.1 Funcién MakeModel

a) Guarda en una estructura llamada “Model” todos los datos que describen el problema en
estudio como:

- Caracteristicas de la malla (nimero de elementos, coordenadas nodales, etc.).
- Tipo de analisis (esfuerzo plano, deformacion plana).

- Pardmetros deterministas y probabilistas del material (E, v).

- Condiciones de frontera.

- Condiciones de carga.

b) Calcula las coordenadas de los puntos gaussianos y los coeficientes de peso para la integracion
numérica mediante la funcion IntegrationSchemes.

B.3.1.2 Funciéon DiscRandomField

a) Almacena los datos de las caracteristicas del campo aleatorio en una estructura llamada “RF”.
Los datos que guarda esta estructura son:

- Tipo de campo (gaussiano, lognormal).
- Caracteristicas del campo aleatorio (E{E}, CV{E}, C{X,X>), L).
- Orden y tipo expansion de serie.

b) A continuacion lleva a cabo la discretizacion del campo aleatorio utilizando la funcion
KLExpansion en donde se obtienen los valores caracteristicos y funciones caracteristicas de la
funcion de autocovarianza considerando la solucion analitica propuesta por Ghanem y Spanos
(1991).

B.3.1.3 Funcién MakePC

a) Esta funcion calcula la base de la expansion caos polinomial y almacena toda la informacion
generada en una estructura llamada “PC”. Los calculos que se realizan son:

- Calcula el nimero de vectores base, utilizados para la expansion en caos polinomial,
asociado con el orden de las dos expansiones.
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B. Descripcion del programa

- Calcula los polinomios de Hermite
- Calcula el cuadrado de la norma ¢, = £ {\Pf }

- Calcula los coeficientes ¢,
B.3.2 Etapa de anélisis
Esta etapa esta constituida por una funcién principal (assemble_bc) que, al igual que en la etapa

anterior, hace uso de referencias de funciones que permiten finalmente obtener la esperanza de
los desplazamientos.

B.3.2.1 Funcién assemble_bc

Este procedimiento establece la ecuacion de equilibrio global en términos de un sistema de
ecuaciones lineales de dimensiones NP x NP (Inciso 3.4), para ello realiza los siguientes célculos:

a) Calculo de las matrices de rigidez de los elementos.

La matriz de rigidez global se forma a partir del célculo de las matrices de rigidez de los
elementos, para ello la funcion assemble_bc recupera datos de las estructuras model, RF, PC,
posteriormente llama a la funcion stoch_quad4 para calcular tales matrices.

- Funcién stoch_quad4

Esta funcion calcula la parte determinista y la parte estocastica de la matriz de rigidez para cada
elemento de la malla. La funcién obtiene:

- La matriz de elasticidad unitaria, D,

- Las funciones de forma, la matriz B y la suma de pesos sobre los puntos gaussianos de
integracion.

- El valor esperado de la matriz de rigidez (Ke mean) y la matriz estocastica (Ke), para
cada uno de los elementos de la malla (se consideran elementos rectangulares de
cuatro nodos).

b) Ensamblaje de matrices.

Ensambla las matrices de los elementos Ke mean y Ke en matrices de rigidez globales, llamadas
MeanStifMatrix y StifMatrices respectivamente.

c¢) Obtencidén de la matriz de rigidez global, GlobalStifMatrix.

A partir de MeanStifMatrix y StifMatrices la funcion calcula las matrices Kj; usando c;x € impone
las condiciones de frontera. Finalmente obtiene la matriz de rigidez global, GlobalStifMatrix.
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B. Descripcion del programa

d) Resolucion del sistema lineal de ecuaciones

Se obtiene la esperanza de los desplazamientos horizontales y verticales al resolver el sistema
lineal de ecuaciones.

B.3.3. Etapa de posprocesamiento

En esta etapa se calcula la desviacion estandar de los desplazamientos utilizando el cuadrado de
la norma, ¢; = E[Y jz] obtenida con la funcion MakePC.

B.4 Diagrama de bloques para el andlisis de problemas lineales utilizando
FERUMssfem.

El siguiente diagrama de bloques presenta en forma resumida las etapas de analisis ya descritas.

Caracteristicas generales del problema
(Dimensiones de la malla, parametros deterministas y probabilistas del material,
condiciones de carga y de frontera)

ssfem
(Método del elemento finito estocastico espectral)

\ 4

Etapa de preprocesamiento
-Valores caracteristicos y funciones caracteristicas

-¢; = E[¥]1, ¢

v
Etapa de analisis
-Ke _mean, Ke,
- Ky con ¢
- Kglobal
-E{U}

A 4
Etapa de posprocesamiento

c B r £ o2 T
- Cov(U,U) = ELU - EUNWU - EUY)" = T E[¥7 U,V

i = tamafio de la expansion de Karhunen-Loéve
J, k=P (tamafio de la base polinomial) 74



