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P REFACIO

En febrero de 1979 se firmd un convenio de colaboracidn entre
la UNAM, PEMEX, IMP y el CIPM (Colegio de Ingenieros Petrole-
ros de M&xico). ELl objeto del convenio ha sido elevar el ni=
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en la Facultad de Ingeniéria, tanto de licenciatura como de -
posgrado, asf{ como crear el Doctorado, y promover la supera--
cidn de un mayor ntmero de profesionales que laboran en la in
dustria petrolera,>p6r medio de cursos de actualizécién y es-

pecializacién.

Uno -de los programas que se est4n 'llevando a cabo a nivel de-
licenciatura, dentro del marco del Convenio, es la elabora---
cibn y actualizacién de apuntes de 'las materias de la carrera
de Ingeniero Petrolero. Con esto se pretende dotar al alumno-
de mds y mejores medios para elevar su nivel académico, a la-
vez que proporcionar al profesor material did&ctico que lo --

auxilie en el proceso ensefianza-aprendizaje.

Estos apuntes fueron preparados en la Seccifn de Yacimientos-
Petroleros, a cargo del candidato a dqctorado M. en C. Rafael
Rodriguez Nieto, a partir de 1la Tesis profesional del Ing. =
Agustin V. Mejfa Dfaz, que fué dirigida y revisada por el M.-

en I. Ricardo GO6mez Saavedra.
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INTRODUCCION:

ET nombre de 1a materia sugiere las relaciones de un fluido con un medio
conductor de &1; se tendrdn algunas limitaciones en el estudio de esta -

~materia. Pero dada 1a complejidad matemdtica que puede presentarse al --
tratar casos complicados, estas limitaciones serdn impuestas tanto a Tas
caracteristicas del fluido, restringiéndolo a ser homogéneo, como a 1a -
naturaleza del medio poroso, forzado por conveniencia a ser continuo, co
municado y homogéneo.

AsT pues, por fluido homogéneo debe entenderse un fluido con las mismas-
caracteristicas en cualquier porcidn de &1, de una sola fase, ya sea ---
agua, aceite o gas, o inclusive aceite conteniendo gas disuelto, sin que
ello signifique que el gas pueda ser liberado del aceite durante el estu
dio de su movimiento a través del medio poroso; To anterior involucra --
consideraciones de miscibilidad entre fluidos y excluye el de inmisci---
bles.

En cuanto al medio poroso, las simplificaciones de caricter prictico, --

nos Tlevan a un medio poroso con porosidad efectiva, ésto es, con una co
municacién de poro a poro, sin cambio o ausencia del medio conductor y -

con caracteristicas iguales de &1 en toda su extensidn, tanto geométricas
como litoldgicas.

No se tomardn en cuenta los cambios del medio poroso ‘en el tiempo y en -
el espacio, aiin cuando estos d1timos podrdn considerarse mediante funcio
nes que expresen dichos cambios. En otras palabras, .no va a tener signi-
ficado el cambio de porosidad por factores geoldgicos, ya que la simpli-
ficacion a un medio poroso homogéneo asi 1o amerita; en cambio, pueden -
existir porosidades diferentes como intergranular y de canales, siempre-
Y cuando estén presentes en la misma forma homogénea en todo el medio en
estudio.

También se intentard hacer comprender algunos de los problemas basicos -
de flujo de fluidos a través de medios porosos, con el estudio de las ca
racteristicas fisicas bisicas de los materiales y de los fluidos que con
tienen. ‘ '
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Asf mismo, se desarrollard la teorfa elemental del flujo y su expresidn
matemdtica por medio de ecuaciones que permitirdn resolver problemas --
practicos reales, haciendo hincapié en el flujo de tipo laminar, dado -
que en la Ingenierfa Petrolera es de interés fundamental, en tanto que-
el flujo turbulento se mencionard cuando se trate de comprender otro ti
po- de fenSmenos .. ’ '



CAPITULO
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EL_MEDIQ POROSO *

DEFINICION:

Un materﬁl poroso es aquel s61ido que contiene huecos o cavidadés co-‘
nectados ‘0 ro, dispersos dentro de &1 de una manera reqd1ar o aleato--
ria y que se presentan con una frecuencia relativamente alta dentro --
del s61ido.

En dichos espacios vacfos, sobre todo si son pequefios, las fuerzas mo-
leculares entre el sGlido y el fluido, son de aran importarcia y en es
tos casos, la porosidad es 1lamada de intersticios moleculares; en cam
bio eanOS huecos arandes, la pared porosa influye sé]o parcialmente -
en el movimiento de fluidos; naturalmente que para el fin de esta mate
ria importard solamente los espacios vacfos o huecos que estén comuni-
cados.

Algunos autores definen el medio poroso como el portador de fluidos a-
través de huecos dejados entre los granos de roca que hace que Tos --
fluidos tomen trayectdrias impredecibles y que formen redes complica--
das de canales de flujo.

Precisamente‘esta conexidn midltiple de canales y aberturas que caracte
riza al medio poroso, la diferencia completamente de ia hidrodinamica-
cldsica.

También hay que citar que los_prbblemas que se pfesenten se restringi-
rén a la dindmica del flujo y no a las fuerzas o esfuerzos en la es---
tructura porosa.

* Conceptos tomados del "Collins" (Ver 1a Bibliografia).




CLASIFICACION:

La c1a§1ficaci6n del medio poroso, puede diversificarse bastante; asf pue-
de hablarse del medio poroso homogéneo o hetercaéneo; por el tamafio de los
poros en intersticio ~cavernoso o intermedio entre estos dos, de acuerdo a
la distribucidn de espacios vacfos; en ordenado o disperso; comunicado o -
no. comunicado. En todo caso como 1a realidad de los yacimientos lo muestra
el medio poroso podrd ser descrito solamente en t&rminos estadisticos y --
tratando el problema en particular, en forma macroscépica ante la imposibi
lidad de hacerlo en forma microscépica, dada la complejidad de las var1a--
bles que intervienen, asi como su dificil determinacidn.

DESCRIPCION ESTADISTICA DEL MEDIO'POROSO:

Existen a la fecha muchas teorias que intentan relacionar la distribucidn-
del tamafio del poro o hueco, con propiedades macroscépicas del material y-
aunque ello ha contribuide a comprender los procesos fisicos basicos den--
tro del medio poroso, no ha ayudado a solucionar el‘problema en una escala
macroscépica.

La teorfa macroscépica del flujo en medios porosos se ha desarrollado en -
dos formas; una que parte de una teorfa estadfstica microscépica que mues-
tra cémo e116 conduce a leyes macroscépicas, tal y como sucede con la teo-
rfa cinética de los gases que concluye y concretiza con la‘ley de Boyle; -
_la otra se basa en leyes macroscépicas establecidas a phrtir de relaciones
- empfricas obtenidas experimentalmente.




Dado' que ninguna de las teorfas establecidas encaja satisfaétoriamente.con
todos los fendmenos macroscépicos, se ha aceptado mds la primera forma; es
to es, la estadfstica. Solamente donde se considere necesario se traerd a-
-discusidn la estructura borosavmicfascépica para entender fendmenos macros
copicos. Asf las propiedades macroscdpicas de los materiales porosos. ten--
" drén s1gn1ficado s61o para muestras de material poroso que contenga relati
vamente gran nimero de poros.

Distribucidn de porosidad.

En, virtud de que los mater1a]es porosos naturales poseen una estructura --
vm&s 0 menos aleator1a, no es sorprendente que muestras pequefias del mismo-
) mater1a1 tengan porosidad y permeab1]idad d1ferentes Se ha observado que-
a mayor volumen, para una muestra,. son mds parecidos los valores de Tos --
respectivos pardmetros; esta caracterfstica del mater1a1 poroso natural --
puede entenderse por medio del siguiente andlisis:

.Con51dere un vo]umen grande de material poroso. e imau1ne que esté d1v1d1do
en parale]epfpedos rectanaulares muy pequefios, Estos elementos tendran una
distribucién de porosidad deb1do a una estructura porosa aleator1a, To: ---
cual permite denotar a la funcifn de diStribucién de porosidad por F(@),--
por lo que‘F(ﬂ) d@ es. 1a fracci6n de los elementos que tienen porosidad --
entre 0.y @ + dg.

La pofosidad media de estos elementos} que es la porosidad real del volu--
'mn@mﬂwhheﬂé&hpw:ﬁégﬂFM)w.

Asimismo, la desviacidn esténdar,(r), de la d1str1buc16n de § estﬁ def1n1-
da por:

FERLE of ®-0%F0) @,

Ahora‘supﬁngaﬁe‘qﬁe se toman muestras del material poroso. EV.yolumen' Y de
cada muestra estard compuesto de n paralelepfpedos elementales Entonces, -
la porosidad de 1a muestra es

n '
1 z
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donde ¢i son las porosidadeé de los bloaues elementales.

Segiin el teorema del 1imite central, la funcidn de distribucidn para fs
deberd aproximarse, para valores gqrandes de n a la distribucién Gaussiz
na. De este modo, denotando a 12 funcién de distribuci6n de @ por --==
G(@s), se tiene:

‘ . ' | s -mZ
G(@s) @ exp [ iy nz]

dado que 0 < @ £ 1. Esto es, 1a media de 1a distribuci6n de 1a mues-
tra es la misma que la media de la distribucién de los blogues elementa
les, y la desviacidn estdndar de 1a distribucion de la muestra-es la --
desviacién estdndar de la distribucidn de los bloques elementales divi-

da por '

Ya que el nimero de elementos, n, en una muestra es proporcional al vo-
Tumen V de 1a muestra, entonces la desviacion estdndar observada para -
las muestras es inversamente proporcional a la rafz cuadrada del volu--
men de la muestra. De este modo, si se denota por & al volumen de un --
paralelepipedo elemental, se tiene que:

y por tahto:

donde @s es la desviacifn estdndar para 1a distribucién de la muestra.

Para bloques elementales muy pequefios (£ -o0) se obtiene una sola dis=-
tribucién. Como E se aproxima a cero, son posibles dos valores de poro-
sidad para los bloques elementales, es decir 0 6 1. Ademds, la fraccidn
de bloques que tienen cero de porosidad se aproxima a 1-@, y lafraccidn
que tiene porosidad igual a uno se aproxima a @. De este modo, se puede
esperar que para algunos valores pequefios de €, digamos Eo,

. ap
1im of' F(@)dg=1-7

E—’EO»




X .
1m lﬁwm) a =3,
_Eﬂ*Eo

donde AP es un incremento 1hf1'n1tesima1 en §.

Entonces de la definicidn de &, se tiene.

e =10 [ 0-D° K@) ®-F 0F)
E-&,

¥s por tants, la funcién de distribucién de porosidad para muestras con
volimenes V>>E s es .

6(95) {7 grrgr— e { G ok ]

Las aplicaciones de esta ecuacién en materiales porosos naturales han si-
do péco investigadas. ETV vo'lumén' caracterfistico, £ puede reJacionarse -
con el tamafio y uniformidad de los poros y consecuentemente, puede rela--
-cignarse con 1a permeabilidad; esto ya ha sido estudiado para e] caso de-
areniscas.

‘ <Distr1buc16n del tamafio del grano:

Debido a la complejidad de 1a'distribuc1‘6n del tamafio del poro en el me--
dio poroso .y a su diffcil cuantificacibn, es usual determinar mejor el ta
" mafio del grano y su distribucién como representativo del medio poroso; --
por 1o anterior, es aceptable suponér que el tamafio del grano es equiva--
Tente al tamafio dél poro.

: SUPERFI CIE ESPECIFICA:

La superﬁme especifica (&), .de un mateﬂal poroso es definida como el --
~ drea superficial intersticial de Tos pores por unidad de volumen de roca-
de material poroso. Los materiales estructurados finamente exhiben una ma
yor &rea de superficie especifica que los materiales ordinarios.

La superf1c1e especifica juega un papel muy 1mpor'tante en los disefios de-
) columnas de fiitros, columnas de reactores y columnas de cambw de 'iones

PZ-




Es también un pardmetro importante con respecto a la conductibilidad
del fluido o permeabilidad de un material poroso; sus dimensiones --
son: ’ '

wh
Mediciones de la Superficie Especfficaﬁ

Yajque la superficie interna de alglin material poroso natural es de
extrema complejidad, el drea de la superficie especifica (£) puede-
ser determinado .por medios estadfsticos o indirectos; aquf se des--
criben tres metodos:

1.- Método Estadistico:

E1 método estadfstico para determinar 1a porosidad desarrollada
por Chalkley, Cornfield y Park, fue también extendido para la -
determinacidn de la superficie especifica.

En su método se usa una microfotografia amplificada de una sec-
ci6n de un medio poroso.

Si una aguja de largo "L" es bajada un gran nimero de.veces so-
bre 1a fotograffa y se cuenta el nilmero de veces al terminar, -
de los puntos que cayeron dentro de los poros, y el nimero de -
veces que la aguja ‘intersectd el perfmetro de los poros; enton-
ces ‘una ecuacidn basada en 1a teorfa de la probabilidad puede -
ser aplicada para calcular (). '

Llamando "n" el nidmero de veces que 10s puntos cayeron dentro -
de los poros,.y "C" el nimero de intersecciones del perimetro,-
esta ecuacion es:

g=40C
nL




donde M es la amplificacidn de 1a figura.

2.- Método de Adsorcidn:

Este método se basa en Ta medicion de la cantidad de vapor que pue- '
de ser adsorbido sobre una superficie, pero como esta superficie --
queda restringida al drea expuesta al flujo, no & la superficie to- .
tal que incluye los pequefios intersticios moleculares del material-
pov'éso, el método no es mds que una aproximacidn y da siempre valo-
res menores de 1o que realmente existe.

3.- Método basado en ei flujo de fluidos:

La ecuacifn de Kozeny o 1a ecuacidn de Kozeny-Carman {ambas) rela--
cionan 1a conductividad del fluido, la permeabilidad y 1a superfi--
cie especifica de un medio poroso.

Por-ello, Tas mediciones de 1a conductividad del fluido se han usa-
do para calcular la superficie especffica a partir de estas ecuacio
nes.

‘Ya que 1a ecuacion de Kozeny no.es estrictamente correcta, los valo
res de superficie especifica determinados de esta manera no son mis
que aproximaciones. :

En la Tabla I se muestran valores tipicos para las caracterfsticas bdsi
cas de tipos de materiales porosos. Estos ejemplos sirven para ubicar -
los rangos que pueden ser encontrados en Tas caracter{sticas ffsicas bd
sicas. : i




T AB L A 1

SUBSTANCIA | ESpeRTEIeR ﬁﬁﬁ?‘gﬁgggm :REFERENblA
Polvo de sTIL | 37 _ 49 (6.8 - 8.9) 10°| (1.3 - 5.1) 10°2| Carman
Arena suelta .37 - .50 [ (1.5 - 2.2) 102 20 - 180 Carman
Tierra .43 - .58 ‘(2 -4 )>103 19 - 140 Peerlkamp
Arenisca .08 - .38 (1.5-10 ) 10°| ‘5 x 10°* - 3. | Muskat
Limonita 04 - .10 (.15 - 1.3) 10*], 2 X ig:: ' Locke
o R e S
Cuero 56 - .59 | (1.2 - 1.6) 10°(3:3 X 1070 Milton
5;';‘;"1‘0"& .88 - .93 (5.6 - 7.7) 102| 24 - 51 Wiggens et al

HOMOGENEIDAD Y ‘HETEROGENEIDAD:

Un medio homogéneo es aquél en el cual se considera que la porosidad de un
punto a otro es- constante para cualquier tipo de empacamiento.

Generalmente las rocas que se encuentran en el subsuelo que son acumulado-
ras de fluidos, o sea de carﬁcter poroso, tienen la porosidad diferente de

un punto a otro; &ésto es 1o que se 11ama un medio heterogéneo.

En reali--

dad, se supone casi siempre medios homogéneos debido a la gran dificultad
para resolver las ecuaciones de flujo y sintetizar las soluciones.

-1
*En cm.
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En 1a prédctica, cuando se simula al yacimiento, se le considera dividido -
en bloques o celdas y de esta manera se puede representar a &ste segin con
venga como un medio homogéneo o heterogéneo; de esta manera se tiene una -
mayor aproximacidn en los' resultados. :

FASE DESPLAZANTE
(Agua)

FASE FASE
DES(I—:‘L\LQIEA)NTE DESPLAZADA

(Aceite)

Fig. 1 Desplazamiento de aceite por agua en un medio mojable bor agua.

En una roca saturada de aceite y agua, mojada por ésta, la superficie espe
cifica juega un papel muy importante:cuando se sujeﬁa a inyeccién de agua,
ya que el aceite es expulsado por la compreSiénko empujé que ‘origina el au
mento en la saturacidn del agua que cubre o rodea la supefficie de los gra
nos ~ (Fig..1). ‘

ISOTROPIA v ANISOTROPIA:

Un medio poroso cont1ene poros comunicados y no comunlcados, para el flujo
de f1u1dos los ‘de importancia son 1os poros comun1cados, ‘por otro 1ado, -

- 11




la permeabilidad de un medio poroso, se define como la habilidad de éste

para permitir el flujo de fluidos a través de é&l.

Se dice que un medio poroso es isdtropo si la permeabilidad de éste es -
la misma en cualquier direccién y se dice que es anisdtropo si la permea
bilidad es diferente, en distintas direcciones. '

Para un mejor entendimiento, se incluye lo siguiente:

Supongamos que en un medio poroso se tienen 2 puntos como' se ilustra en-
la Fig. 2, bidimensionalmente, se presentan las siguientes posibilidades:

1

Medio poroso homogéneo e isGtropo.
Kxl = Kyl Xl =ky2 B =9,
Kx2 = Ky2 - Kyl = kx2 ’

1.

Medio poroso homogéneo y anisdtropo.

N
.
]

- Kx1 # Kyl Kx1 = K2 §y =y
Kx2 # Ky2 Kyl = ky2

3.- Medio poroso heterogéneo e isdtropo.

Kx1 = Kyl Kl # Kx2 - @y 7 0,
Kx2 = Ky2 Kyl # Ky2 '

4.- Medio poroso heterogéneo y anisdtropo. -

Kx1 # Kx2 # Kx2 # Ky2 I )

Kyl

Py

Fig. 2 Homogeneidad e 1'sotropﬁ (o falta de) de un medio poroso.

-12 -




Los .yacimientos de aceite por lo.general son heteroaéneos, anisétropos
y naturalmente fracturados:* en base a mediciones hechas a nicleos se-
observa que en general la pen’neabilidad en la direccidn horizontal (kx,
ky) es mayor que la penneabﬂidad en Ta d1recc1on vertwa] (Kz) deb1-

“do'a la sobrecarda.

En realidag Ta permeabi lidad se puede representar mateméticamente como
un tensor K (Ver el "Collins"):

% Kxx Kxy Kxz
Ki ={Kyx Kyy Kyz
R Kzx-. Kzy . - Kzz

en el que 1a Matriz tensorial es simétrica;

esto es,
Kxy = Kyx  Kyz = Kzy Kxz = Kzx
© Si se giran los ejes hasta 1legar a encontrar 10s ejes
. prmcipales de una matriz simetmca, se t1ene una ma--
‘triz diagonal, : o
donde:

Kxx 5 K.Y.Y s Kzz

Soni 1os dnicos valores¥* y. repres‘enAtah 1as permeabilidades en las di-
recciones principales, sieridtj"qntggong]es entre si; naturalmente indi
cardn las direcciones de flujo principal. De este modo puede decirse-

" que un medio‘es isétropo si:

Kxx = Kyy = Kaz,

* Aunque sea con un minimo grado de fracturamiento.
#* No nulos.

S w A




siendo la direccién de flujo igual a la direcci6n del gradiente de presidn
que se aplique.

Un medio es anisétropo si:
Kxx = Kyy = Kzz

Y en este caso, la direccidn de flujo es diferente a la direccifn del gra-
diente de presidén aplicado.

1y
Yo
N

Kxz ' Kzy

yX

Fig. 3.Distribucidn de 1a permeabilidad.

En 1z Fig.3:se muestra 1a distribucién de permeabilidad en cada una de las -
direcciones a lo largo de los diversos planos, por ejemplo: Kkxy, es la -
permeabilidad en la direccién "y" a To largo del plano XY; asf en for-
ma andloga.se interpretan Tos divérsos casos existentes.

- 18 -




CAPITULOQ I

| ' CONCEPTOS MATEMATICOS:

Frecuentemente se encuentran, en problemas de flujo de fluidos a tra-
vés de medios porosos, modelos. matemdticos complicados que para su fd-
cil solucién se recurre a simplificaciones y uso de funciones tales co
mo la funcin gamma, funcin error, transformada de Laplace, funcién =
de Bessel, etc.. A continuacidn se expone en forma breve cémo se defi-
nen dichas funciones, cudndo se usan y qué se consigue con ellas.

FUNCION ERROR.

Se define como:

X
erf(x) = —2— [ exp (<9t ... ... .. m
a O

Estd programada en alaunos sistemas computacionales para mayor, facilidad,
pero es conveniente ilustrar la manera de calcularla por tres diversos mé |
‘todos :

Método (a):

Sustituyendo el integrando por la serie:
2 th
(1-¢t + o 4 vees)
. X
44
erf(x) = —2— J -t —;E-r— +)dt
o .

e

Aquf se integra cada término de la serie, truncando hasta la aproximacién |
deseada.

-15 -



Método (b):

Solucidn analitica, integrando por partes:
e oy 22X EXD(=X2) (1 4 2X%, (2X3)2, (2 x*)? 2x2)" ‘,
eff (x) = BABRL) (14 35 L L I ever (=2 UL

Que es -una serie no alternante y por 1o tanto, no sufre problemas de cance

lacidn.

Método (c):

Aproximacidn tomada mediante la funciodn:

- 1
erf (X) = 1 - TrarxFa TFar o Fam ) » 0t (3)
donde:
o = 0.278393
| ap = 0.230389
| a3 = 0.000972
| ay = 0.000089

‘ Como un ejemplo de aplicacidn en Ingenierfa Petrolera, se tiene que la fun
cibn error es utilizada en la solucién que describe el comportamiento de -

presién para el caso de flujo Tineal (Figura 4),en un yac1m1ento semi-infil
nlto, cuya expre516n es: :

|
' / $, u, Ct, K

q ]

h

Fig. 4 Flujo-Tineal.
=16 -




N “ 2 +
P(xst) = P, - 2‘,%‘- Exp( - ZEC tx Y= x erft (+
P [T

de donde

La expresidn para p(x;t) es la solucién de la ecuacidn,diférencial parcial.

P

2P _mt 3P,
X2t "3t

con las condiciones siquientes: ' ; |

“C.I P(xst=0) =P,

C.Fi 5. P Py E% Tovt
I x - i
x=0

C.F LimP(x,t) =P, W

Xoh oo i -

_siendo C.I, C.Fi, D.Fe las condiciones inicial, de frontera interna y --.
frontera externa, respectivamente, en tanto que erfC es 1a funcién  error
complementaria 'y es igual a 1 - erf.

FUNCION GAMMA,

Es una funcidn no.elemental definida por Ta integral:

T _‘(:):a _[ Exp (-t) = dt, «>0 .....;...(4)

- 17 -



donde = > 0, es evidente al considerar:
‘ ¢ . w1 @ . el
I {=) = o,r Exp(-t) t dt +él' Exp(-t) t~ dt
¢ = Constante positiva.
segunda integral de la Ec. 5 existe para toda «.
cambio la primera integral:
c a-lv c -l
of Exp(-t) t dt=kaf t T dt

la Ec. 6:

En esta solucidn:

Si « > 0, entonces t°— 0 cuando t — 0, por lo tanto la integral es
td definida.

Si «< 0, entonces t"—s « cuando t = 0, y la integral no existe.

Para « =0, se tiene de Ec. 6:

=1

c c
koft, dt=-kLnt]°

Que tiende'a infinito cuando t tiende a cero.

De 1o anterior se'concluye que la integral de la Ec. 4 5610 estd definida
para « > 0. " :

I




De 1a definicidn de 1a funcifn gamma se tiene que para el argumento « + 1:
. - v
r ('w+1)=°f Exp(-t) t dt

Integrando por parfes:

<

v=t
do==t" dt
dv.= Exp(-t) dt
V = - Exp(-t)

-1

| : 1 (= +1) = - Exp(-t) t“]‘: + ¢°FEXp(-t) 71 dt
T(et1)=-Bxp(-t) t°| 4T (<) w0
- [
- Pero: ‘ _
. -
1m E—'(_)xp =0
: vtnao
Y utilizando el teorema del L' Hop'ital.
!l'fm E——p(—)— 0
¥ ) T :
Por lo que: - Exp(- t)t“ =0
Fle+1)=aT(e); «>0 .o oo v v e v ewnenn. (7)

Si «=n;y "n" es un ndmero entero

T+ =nlr (MI=nla-1)r1(n-1)]-
=n (n=-1)n=2) .... (3)(2)(1)r(1)
=qtr (1)




Por definici6n:

r(1) ={ Exp(-atfF- of" - Exp(-t) d t

r) =ep(-t) | -0 -1 =1,

por 1o que
S TMn+1)=n=0,1,2 . .. .. ..coe . (8)

Definiendo la funcién gamma cuando el argumento < es negativo, de
la Ec. 7 se tiene:

R CER I CEE) I

r(«):-l- (r (“"'”)‘_l_ (I‘ (:Iﬁ)‘ x(«1+1)> (I' (.::g))'
P (e+n+1) «f0, -1, -2, ...(9)

E1 numerador de esta ecuacién se puede obtener de la definicidn de
funcién gamma para = < 0, pero de tal manera que « +n + >0

Asi es posible calcular TI(=), para « < 0, pero=diferente de -1, -2,...

Ejemplo: Aplicando la primera parte' de 1a Ec. 9 o
) _r (=12 +x+1) _~T(/2) _ 1
r(- 1/2) —-(——:77-2———)- =1/ 77

A continuaci6n se demostrard que: T (1/2) = /T

0

r(1/2) = ‘{ Exp (-t) t~ 12 4 = {_Exp (-\)2) 27‘3693—# {

- 2 ’
Exp (- v) dv
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Haciendo:

t =2

Ccdts Z"udu

[r (1/2)1° = 4‘0;' Exp(=v?) dv uf., Exp(-v?) d v = 4 of“ﬂf“ Exp'("'zfvz)'dddv

v'Ercose . : 0<p>w
v = r sene 0<0<,
dA = r drds

‘ Viw : E .
It (/)7 = 47 FExp(-r?) rd rda =45 7 Exp(-rf) rdr
pE e p2 . B _A'
dn=-2rdr oo [r (2T =4 3 (-1/2) fen(r)(-zrdr)

= b‘ T EXD(*Tz) T  -
0

B e R
Lt s |

:La funcidn gahma se relaciona con 1a 'trénsfbnnada de Laplace, en la forma -
siguiente:

Si:

’ () = _
Lt = S Eplest) 2 dt

«




" pefiniendo:

t=%; dt = S
R - X o d x

£{t% = 1 Exp(-x) (=) =5

£t =—§g1';-; ofm Exp(-x) X* d x

Recordando que:

ofm Exp(-x) X*d x =T (a + 1)

+ 1

£ {t%) = ———(——)—rsu“ tl

Y si "n" es un nimero entero:

np . I (n+1) _ _nt!
- £ {th) = s'(‘“ -

£ (s-a) =f Bt R0 dt = [ Exp(-st) [Exp(at) F(£)d t]

De este modelo:

£ (S-a) =& {Exp(at) f(t)}
£ {Exp(at) f(t)} = f (S - o)

Qo T (a+1)
£ {Exp(at) t*} Goae .y

E 1 = S-a
£ {Exp-,at) co_Smt} = —(—S-“—“)z—_,_'—u;?
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Como un ejemplo ilustrativo.de la utilizacion de 1a funcién gamma en Inge-
nieria Petrolera, se tiere el andlisis de pruebas de presidn para el caso
" de un pozo fracturado; esto se ilustra en la Fig. 5

‘g

Fig. 5 Pozo fracturado.

Se entiende por flujo bilineal aquél gue ocurre simultdneo en dos lineas,
uno de tipo de flujo 1lineal incompresible en la fractura y otro de flujo -
lineal compresible en la. formacidn, como se ilustra en la Fig. 6

Fig. 6 Flujo bilineal
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' Aquf Ta caida de presidn adimensional en el pozo, estd dada por:

P ' Ll ' :/“‘
D TT.25) v Z (kg belp Xf
(k¢ bg)p = Conductividad de 1a fractura,adimensional.
Pup = Cafda de presidn en el pozo, adimensional.
tD,, = Tiempo adimensional.

TEORIA ELEMENTAL DE ECUACIOMES DIFERENCIALES:

A una solucién de una ecuacidén diferencial de segundo orden, se le 1lama -
solucién general si contiene dos constantes arbitrarias independientes, -
constantes que no pueden ser reducidas a una sola.

Una soluci6n particular se obtiene asignando valores definidos a estas dos

constantes.

Dos funciones, G(x), H(x), son Tinealmente dependientes en un interva-
lo si son proporcionales entre sf, para toda x en el intervalo.

Dos soluciones linealmente independientes forman un sistema fundamental de
soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden.

Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales que tienen coeficientes cons-
.tantes, pueden ser resueltas por métodos algebraicos y las soluciones son

funciones elementales; en cambio si los coeficientes son variables, es ne-
cesario utilizar otros métodos de solucién, como el 1lamado en serie de po

tencias.




ECUACION DE BESSEL:

Una‘ecuaéién diferencial de la forma: -

™ 4

Ax(x) Y+ B,'(ﬁf‘) Y =0,

‘donde. A(x) .y B(x) son funciones definidas en x =0, tiene al ‘menos -

una sbluci6n que. puede escribirse:

v(x)=x‘” T Cme=Xr(Co+C1x+ng2+...+C.me) e 11)
e

Co =0,

donde:

r = No. real o complejo.

A continuacién se presenta el pmced1m1ento de so]uc16n, ilustrandose -
con un ejemplo: .

METODO'

‘ a) Se supone una soluc16n -de "_y -en ser‘ie de potencias.

b) Se caleculanY', Y".

c) Se sustituyen 'y, y', y" en la ecuacién diferencial del tipo (10).

d) Se Igualan'a cero los coeficientes de X X2 X3..,obteniéndose sucesiva- :
mente los valores de cada una de las constantes, con lo que se completa
1a solucidn.

Si. por ejemplo, se tiene la ecuacigSn diferencial:
Yt - Exp(x) Y = '

-25 -




Entonces:

TR LI LA s I LR I I U

e o™ (rr 1) X (re2) CxTF D e (rem) (TR

Y- Exp(x)Y=  [rCox” = Me(r+ 10"+ (re 200X e (e s nepx{r¥n-1)g.

rtl

- Exp()CoX # CX HCX ™ 2 e e = 0

Ko T +1)Ca-Cobxp(x) A e+ 20CoCabxpl) . X Ml e

Haciendo igual a cero, los coeficientes dé cada potencia de X:

rCe = 0 (a)

(r+1) €1=Co=0 . (b)
(Y‘+2) C=Ci =0 (C)
(r+n) Cn-Cph-1 =0 (d)

/

De (a) dadoque Co=0, r=0

De (b) Ci1=2Cq

De (c¢) 2C, = Cy <= > C; =2C,
De (d) nCp = Cp-1 :

Por lo tanto:

. x2 X3 L3 .
Y=C°(1+X*1§T+§T+H+"",“_

Solucién de Y' +_Exp(x) Y=0,
para A(x) = Exp(x)

X=0

-26 -




Si la ecuacidn es de segundo orden,de (10)
X2Y" + X A{x) Y' +B(x) Y=20 e e e e e e e 1)

De:

Y(x) = x Tt Eon ™
Q .‘."“',0. P L B SRR SRS AP
Derivando 1a ecuacitn ar;te'rior':% )
Xm+r 1

Y'(x) z cm (m+r)

Tomando segunda derivada:
V=5 (mer)(miro1) XUFTE2 (13)
m=0 i

Sustituyendo ‘(11)}(12) y (13) "réh':""la.ég,' 21.14"-:. L

X2 % (m# ) (mr=1) Cn X" 772 XA (), T, (mer)en XO0N 7 1 B0 f’, e g

+ry mEr g

CE (mEF) (e - 1)Cp X "‘”‘A(x) B Y ey X"
0 =0

B(X) Z Cp X
m= 0

m=

T (e Py T Ly

3 (m+r)(m+r=-1)Cq M X(T am X™
=0 m=0 0

5/\

(
m m

£

Igualando a cero 1os coeflcientes de cada potenc1a de 'x,: se obt1ene un '-
‘sistema de ecuaciones que involucra los coef1c1entes con mcﬁgmta' "Cm“
La potencia mas pequefa es X" , cuyo coeficiente es:
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[r(r-1)+a,r+b,]Co=0 s

de donde:

rP+(ao-1)r+bo=0 . .............(4

A esta ecuacién se le 1lama"ecuacidn de Tndices"de la Ec. 10 y se puede de
mostrar que para obtener una segunda solucidn linealmente independiente de
(11) se tienen tres posibilidades, que corresponden a los siguientes ca- -
sos:

1.- Las rafces de la ecuacidon de Tndices son diferentes y no difieren por
un entero. La segunda solucién es también de la forma (11).

2.- Las dos rafces de 1a Ec. 14 son-iguales. La segunda solucién es de la
" forma:

Yo (x) = Yo(x) Lnx + - § ‘am XPFT L. N ¢ 1))
m=1

3.~ Las rafces difieren por un entero. Lla seguhda solucion es de la forma:

Yolx) = k Yi(x) Ln(x) + - § Smx™¥" . .‘. ... (16)

La ecuacidn de Bessel es:

XY+ XY+ (X2 -v3)Y=0, ....... e (1)
donde v es un nimero real, positivo; es una de las ecuaciones diferen- -
ciales ordinarias que aparecen con mds frecuencia en Ingenierfa de Yaci- -

mientos, y en general, es de las’ més importantes en las matemdticas aplica
das.
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Como se ve, la ecuacion de Bessel tiene la forma {(11)', haciendo = - = = =
Alx) =1y B(x)ﬂxz-yz y por la consiguiente tendrd por 1o menos una solu-
cién de 1a forma (11); Ta ecuacidn de indices correspondiente a (17) es:

(F+o)r-=v)=0, .. ¢ winweeoeea (18)
siendo:

ry =v B

Pamay St tmeerete e e oo (19)

Se demuestra, también mediante el procedimiento del método (1) que para -
= V. S

Cb=Ci=C=...=0

i

También se puede demostrar (pdgi: IéO,”Kreysijg)qué?:

- Com == WT'}TTW Cs(m=*1), m = 1,2, ...
Aplicando esta férmula sucesivamen’te; se.obtiene:

+

.(Ll_mv .

B ctmein ) ) i) -
R SN 0] O Fos M2 = Lyr iy cee o (20)

gy

Recordando . 1as relacjones de 1a funcidn gamma ,

(v )V e 1) (v 1) vé‘———(-——T—)-Pf("’v'ﬁ"?l" )

entonces:

.29,

S B i S e




" Por 1o tanto, una solucibn particular de la ecuacion de Bessel es:

2m+ Vv

Yi(x) =2°r (v+1) C § —5 )
1() (v ) °m=0 27 m!I‘(v+m+1)

Hasta ahora C, es una constante arbitraria.

Si se escoge:

Co = W—]{\T—rﬂ_ se tiene

N(x) = § gt x2MEY
1X'm£0 2° "’_m!r(v+m+1)

A esta solucidn particular se le 11ama funcién Bessel de primera clase
de orden v y se denota por Jy(x). Es decir:

Cym xEmtY
2EMFV m i T (v+m+1)

Ju(x) = %
m=0

Para rp=-v

(- Y g2V

o 22m =V m!r(v+m+1)"""(22)

duy(x) = g

que es linealmente independiente de Jv si v no es entero. Por lo ante
rior, para v = entero, 1a solucidn general de la ecuacién de Bessel es:

Y(x) = C2 dy(x) + Cz doy(x)

Si v =n, entero; Jn(x) y J.n(x) son linealmente dependientes.




Si v=20, ja ecuacién de Tndices tiene las rafces ri = r, = 0:, por lo
que la segunda sclucidn linealmente independiente es:

Yo(x) = Yo(x) Ln(x) + £ dm X™*F

m=1

=do(x) Ln(X) + F amX"*T L.
m=1 .

Los coeficientes dm se pueden evaluar en forma similar a lo visto con an

teriorjidad.
‘ i " o .(_lim-l hm k;lm
Ya2(x) = Ja(x) Lnx '+m'£'1 X RN CREDER N

€n donde:
| hm=—%—'+—%-+—§—+__”+_:l_
Por 1o tanto, la so]ucifm‘ general en este caso, es de la forma:
Y() = Ado(X) #BY2(X) et )
ﬁi A =ab; B =1 7 |
Y(x) =a [Ya(x) + b Jo(x)]

por facilidad, se escoge:
a=2/"7
b=r-Ln2
. r =0.5772



.2 1 s ()" x™) L. (26
Y(x) = 5 »( Jo(x)(Ln + r)+ El = Zm(m,)z

A esta solucién se 1e 1lama funcidn Besse] de segunda clase, de orden
cero 6 funcién de Neumann de orden cero y se denota por Yo(x).

La Ec. 23 es 1a solucion de 1a Bessel si v # n. Con el fin de tener -
una solucifn general, vdlida para todo .valor de v, se define una se-~

gunda solucidn, que se 1lama funcidn Bessel de sequnda clase, de or--
‘den v o funcién de Neumann de orden v; la ecuacidn es:

Y (x) = gornrs (3,(x) cos 1 - d, (x)) .. (27

Por lo tanto la solucién general para todo valor de. v es:
¥(x) = Adu(x) + BY x) ... .. e (27'y

Y Yn(x) se obtiene tomando el 11mite de Yv(x) cuando v —en. E1 desarro-
: llo en serie de Yn(x) se calcula a partir'de las series de J (x) y ---

(x), considerando el 1fmite cuando v-sn también como resultado de --
pr‘&blemas de. flujo en medios porosos, se ha podido definir otras solu--
ciones de 1a ecuacion.de Bessel, que son complejas para valores reales-
del argumento X. Estas son:

(1) - -4 . ,
H, (x) = Jv(x) +iy, (x) ..o .. . (28)
(2) - sworoy i ' g
H, (;) Jv(,x) - Yv(x) .......... .« (29)
Y se deriomvnan Funciones Bessel de tercera clase de orden v 6 funcio--
nes primera y segunda de Hankel de orden v.

A continuacién se presentan dos relaciones entre funciones ‘Bessel, que
se pueden obtener a partir de las representacxones en serie correspon- .
diente: .

5 O 9,60 = X ,(x) ............ (30)

-g; (X78,(x)) = = XV 3 g (x) L (3
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De estas ecuaciones se obtienen las siguientes relaciones de recurrencia:

3100+ doif B B(x) ... (32)
Jye1 () = Tt 2 00(K) o e (33)
: -

Como en el caso de la funciun error, en la soluc1on de ecuaciones diferen-
ciales que describen el flujo de fluidos a través de medios porosos, se -
Tlega a p]anteamientos tales que para su soluc1on se tiene que utilizar -
funciones Bessel de primera y segunda c]ase, de primer y segundo orden co-
mo el. 51guiente caso'

'

Sea el sistema, mostrado en la Figura 7. f

/

Fig. 7 

Cuyo modeTo matemdtico describe el flujo de un fluido de compresibilidad -
constante, para un yacimiento infinito en flujo radial; como condicidn de
frontera interna del yacimiento, se supone produccion a gasto constante - -

'y para la frontera externa, que se considera infinita, se supone presién

constante e igual a la inicial. Matemdticamente se expresa a continua- -
cidn: ' B ’ '

p o BCt B 1 st b
v .at""r.ar(" )= -




C.1 P(r,0) = Pi; rw<r<e

Cr )

"Lmh t>0
C.Fe Lim P(r,t) = Pi t>0
r — @

y, ’ :
Si se define en forma adimensional -al radio, tiempo y presién como tp, rp

y Pp .respectivamente, se pueden expresar matemdticamente:
r
=
tn = kt
D auctrmz
_2m kh (Pi-P(r,t
by = 1= P(r,t))

La solucidn al problema planteado es:

Polrps tp) = = F (1- Exp(-u? tu))[gl(uzU; iun'o)u ¥1(V) Jo(u "D)] 4,

La solucién grdfica se muestra en la Fig. 8.

16
Pp
1 /
0.1 %7/
2.1 ‘ 0.1 1 1n 100 tp/rp?

ﬁig; 8 Solucidn gréfica del problema.
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CAPITULO 111

TEORIA DE FLUJOibE'FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS.

MECANISMO Y. TIPO DE FLUJO ECUACIONES Y LIMITACIONES DE LA
HIDRODINAMICA: .

Si se analizan los principios fundamentales de la hidrodinémica, se
encuentra que son adaptaciones de los principios de mecdnica adapta
dos al flujo. de fluidos; por ello, aunque &stos no son sistemas ri-
gidos, estdn sujetos a la ley de 1a conservacidn de 1a materia que-
dice: "En un sistema cerrado Ta masa no se crea ni se destruye".

Para el propdsito de fluidos en movimiento, puede definirse la ley
de la conservacidn de la siguiente forma:

E1 flujo de masa por unidad de tiempo que entra o sale de cualquier
elemento de volumen infinitesimal de un sistema de fluidos, es ---
"igual al cambio por unidad de tiempo ‘de 1a densidad de los fluidos-
en el elemento, multiplicado por el volumen de é1.

z -

Fig. 9 Elemento de volumen d V.
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Si el principio se aplica a un elemento paralelepipedo rectangular de lados
dx, dy, dz paralelos a los ejes coordenados y con centro en el punto - -
P(X, ¥, Z), la masa que fluye por la cara de entrada (dy-dz) perpendicu--
lar al eje X a una distancia x - dx/2 del plano Y, Z, por unidad de --
tiempo, es: -

[ovy = —— (ovx) ] dy dz.

En la cara de salida (dy-dz) a una distancia x + dx/2 serd:

Tovx + =2 (ovx) 51 dy dz.

Por lo anterior, el fluao neto que queda en el parale]epfpedo, serd la res-
ta algebraica, esto es:

~— (pyx) dx dy dz.

Si se procede en forma idéntica para las caras dx-dz y dx-dy y se suman
las tres direcciones de posibles ‘flujos, el flujo resultante total por uni-
dad de tiempo que se queda en el elemento dv = dx dy dz es:

[—ﬁ%—-(pvx) + (DVy) + —=— (cvz)] dx dy dz.

Por otro lado, la masa que estd en elemento de volumen es  fpdxdydz, sien-

‘do "p" el.valor instantineo de l1a densidad y "f" la porosidad del medio; -

por lo mismo, 1a perd1da 0 ganancia de masa en el elemento dV = dx dy dz -
en la unidad de t1empo se. puede expresar por:

T— dx dy dz
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Iqualando estas expresiones y usando Ta forma vector-1a1 se 11eqa alo
s1quiente .

Ve =-¢ 22 L 1)
A ésta se le r11ama' Yecuaci6n. de continuidad" y aparece en todas las ra
mas de la fisica, expresando en este caso la ley de. Ta conservacidn de
la materfa; la de conservacién de enerafa en termodinamica, Puede 1le
gar a simplificarse y asumir otras formas, como cuando el flujo es in-
dgﬁpeh,di_gnt‘e., del tiempo. (régimen permanente), entonces: .

Y .(e¥) = 0.

Como la ley de conserw)acidn de masa en' este c‘asoﬁn\m ucra fluidos, de
be espec1f1carse 1a naturaleza de &1, asT como las. caracterfsticas teF
modindmicas y ‘tipo de movimiento; por ello hard: falta asociarla a una-
ecuac16n de estado y a una de mov1m1ento

Cual quier ecuacion de estado puede representarse ana] Tt1camente por -
una funcidn:

T ’(Pres,iﬁn, densidad, temperatura) = 0. . . . . . (2)

Un'1fquido incompresible- tendrd por'ecuacién de estado p = cte, mien---

tras que un:gas ideal tendrd P - 9&- = 0; mds adelante se especificard

. cufles son los diversos tipos de ecuacwnes de estado.

E1 cardcter termodindmico del flujo puede usar otra ecuacién de la mis
ma forma de 1a Ec. 2 y por lo mismo, podrd agruparse con la de estado.
Con‘1'0"‘ant'er‘ior,‘fpddrﬁ verse que ‘l1a ecuacién para un 1fquido incoinpr_e_ :

‘sible tendrfa por ecuacidn de continuidad V.pV = 0; ‘pero analfiticamen-

te no pai-fams‘detéhﬁ”inar "las‘compnnentes de 1a velocidad; ni se pudrfa}
discriminar entre 2 fluidos 1ncompresmb1es, tampoco podrfa distinguirse
entre sistemas de ﬂujo s;uetos a fuerzas de cuerpo o de diferenciales-
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de presidn, ni entre fluidos que fluyen en medios porosos o en
tuberfas Tibres. Por ello es evidente gue se tiene que caracte
rizar el fluido también dindmicamente y establecer cémo reac--
ciona a gradientes de presion y fuerzas externas. Para ello, -
se partird de la ley de Newton que dice: "LAS FUERZAS QUE AC--
TUAN EN UN CUERPO, SON IGUALES AL PRODUCTO DE LA MASA POR LA -
ACELERACION".

Un elemento de volumen estd sujeto a tres tipos de fuerzas: de
cuerpo, de inercia y externas.

Considerando estas fuerzas se tiene:*

Dix 2P 2 41,00
P9 Bt 3 T Fx +uv Vx t3u X
Dvy _ | 3P 2 B )
pth a‘y+Fy+quy+31_\3.y
vz 2P 2y 41,20
°9 ot szt Fz Ty, r—ug

Estas ecuaciones son las obtenidas originalmente por Navier-Sto-
kes y definen totalmente un sistema hidrdulico, junto con la =--
ecuacion de continuidad y 1a de estado, para solucionar las cin-
co incdgnitas que son p, P, vx; vy, v, de cualquier sistema de -
fluidos en movimiento..

Dado que el tratamiento de problemas de flujo a través de cana-
les irregulares y tortuosos como los de arenas Son complejos, -
se tiene que recurrir a otras ecuaciones diferentes a las de Na

“vier-Stokes.

* Collins, R.E.




Es posible entender mejor las leyes de flujo, incluyendo la de Darcy, si se con
sidera antes la teorfa dimensional.

Utilizando el mecanismo de esta teoria se puede ver que la caida de pre- -
si6n AP, en una columna de arena de longitud L, que tiene un fluido de
densidad o y viscosidad u con una velocidad v wmedia, debe relacionar

se como sigue:

Considerando: (F,L,T) o (M,L,T) y utilizando el teorema 1 de Buckingham
Ndmero de variables m =6

m-n=6-3=13

ml=op [FT2L™"] m3 =u[FTL"2] m5

ag [L]

it

m2 = aP [F L7%] md = d [L] m6 = vV [L T7']
m o= pf1 @Y MY
= sz Y2 uZz v

1 = o3 d¥? E3 g

m = Xt a¥r B P = FOLOT
FO LO TO = [F T2 L4T%Y LI [F T L7207 [F L2
F=0; %, +2,+1=0 Xy =1
sL=0; -8xy +yy 22, =2=0 — y1 =2

XT=Q;2X1_.*Z;=0 21=‘2
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0 bien:

m = p d® p~2 AP

. sz de u22 v = FOLoTO

FO LY TO = [F T2 L-»]Xz [L}Yz [FT L-z]Zz [L 1]

X, + 2y =0 X =1
- ldxz ty, -2, +1=0 —— y2=1
2Xz+22'1=0 ' Zz=-1

m=pduty
7y = an d.Ya uza Ag = FO Lo TO

FOLO 7O = [F T2 LT [LIY® [F T L2173 [1]

X3 + 23 =0 = . X3 =0

-4x; +y; -223+1=0 _— 23 =0

2X3"'23 =.0 y3=-»1
n3'=¢'1 Ag

. i 2
a»(S’ E‘\:d "éduAP)=

o
.
.
.
.
T~
w
~

°s

AP vd 2
2T 6 D)

C = Constante que depende de las unidades.
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En esta ecuacién o es una funcidn que se determina empiricamente y d
es un pardmetro que representa el tamaﬁo.del poro o el tamafio del grano.

Numerosos inVestigadores han coincidido en que el argumento de la funcitn
esté elevado a la primera potencia, lo cual hace que la Ec. 3 quede:

R ovd
A—S--C—ppa—a—a(u) ..............(4)

Si pv es constante a 1o largo de un sistema lineal en régimen permanente,
entonces el gradiente de presidn en 1fquidos serd uniforme sin tomar en -
cuenta el cardcter de flujo.

Asi se ve que el argumento de a« representa el nimero de Reynolds (d re-
presenta el didmetro de la. tuberfa). ‘

Si ademds se tiene un sistema de flujo con bajas velocidades, bajas densi-
dades de. fluido y didmetros pequefios de tuberfa, entonces o es el argu--
menta mismo, por lo tanto, la Ec. 4 queda:

AP uv
“ae C -4 R (5)

Este resultado es el mismo a que se 1lega por 'la hidrodindmica clééica y -
conocido como la ley de Poiseville para fluidos viscosos.

Comparando el.flujo viscoso en tuberfas con el flujo viscoso de fluidos en
medios porosos, vemos que la distribucidn del campo de velocidades es dife

 rente como se observa en las figuras siguientes:

—
— 3
Fig. 11 Flujo en medios pdrbsos * Fia. 12 Flujo en tuberfas

I




" Se observa que la distribucién de velocidades para tuberfas es de tipo
‘parab6lico con 'Vméx. en el centro-y cero en las paredes de 1a tuberia-
y para el flujo en medios porosos, la velocidad macroscipica es lineal

"y uniforme en toda la seccidn, o sea que estadfsticamente el campo de-
velocidades es lineal y la justificaci6n de lo anterior, estriba en el
hecho de que los fluidos scportan fuerzas aue 'camb'ian la distribucién-
de velocidades, debido a 1a heterogeneidad del medio poroso. Esto 'se -
debe a que los fluidos tienen masa; y por lo tanto, se pueden ejercer-
fuerzas en ellos para cambiar 1a maanitud o la direccién de la veloci-
dad, segin 1a segunda ley de Newton del movimiento. Asf, cuando un flui
do fluye en un medio poroso, la velocidad de un elemento de €1, cambia
répidamente de punto a punto a 1o largo de su trayecto.ria tortuosa y -
las fuerzas que producen estos cambios, también varfan rdpidamente; --
sin embargo, en el medio poroso puede esperarse que l1a multitud de tra
yectorias de &1, tengan un cardcter aleatorio y puede suponerse aue --
tanto las var_iaciones"eyi direccion y en magnitud promedian cero. Asi -
para el f1ﬁjo laminar permanente, las fuerzas laterales asociadas con-
las variaciones microscpicas de la velocidad en la superficie expues-
-ta a1 flujo en un medio poroso, pueden considerarse nulas en ‘promedio.

No sucede lo mismo con las fuerzas de inercia en la dir,eccién del flu-
Jo, las cuales' s61o pueden despreciarse para oastos bajos. Asi mien---
tras que para el flujo de Poiseville, este es proporcional al cuadrado
‘del area de Ta secci6nsen el medioi poroso es proporcional ‘s6lo a 1a =-
" primera potencia del &rea. La forma encontrada por Peiseville es la si
guiente: ' ‘

ci A" oh - {pa)* Ah%

Q=528

T T8uL

Por otro lado, para valores altos de v, D, p 6 1 sea arandes valg

" res del nimero de Reynolds, que pasen de.2 000, la naturaleza de flujo
en tuberfas Tibres cambia sdbitamente de una trayectoria suave v orde-
nada,aunaqué muestra fluctuaciones o distribuciones irreaulares ‘dg remo.
"+ 1inos. y que -se denomina "flujo turbulento”.




'

La transicidn aqui es siempre bien marcada, afin cuando hay que hacer
notar que el incremento o decremento de velocidad en la reaién de -~
transicidn muestra histéresis.

Alin. cuando no se han explicado las razones de discrepancia entre mu-
chos autores, se tiene establecido 1o que parece ser 1a representa--
cién. de los resultados mds relevantes de las investigaciones a la --
ley de Darcys; que son:

1.- A bajas velocidades (bajo nimero de Reynolds) el gradiente de --
presién varia con la velocidad v.

Esto 10 dio originalmente Darcy y en contraste con la Ec. 12, debe -
recordarse que la seleccidn de la funcién’a, trae consico una expli-
cacién de la variacifn de %g-éon las otras variables d, p, u y es -
de notar que si en Ta Ec. 12 los valores de n exceden de 2, siani-
ficarfa que %E—disminuiria al crecer u, To cual no es razonable fisi
camente.

2.- E1 tipo de flujo que describe la Ec. 7 puede ser 1lamado de tipo
-viscoso. :

3.- A medida que el niimero de Reynolds se incrementa, el aradiente --
de presidn %% se incrementa mds rdpido que v y asume una varia--
cidn que es descrita mejor por la Ec. 11, conocida como la ecua-
cién de Forchheimer. )
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Una figura  publicada por Fancher, Lewis y Barner; da una represen-
tacion de datos de flujo para un nimero de arenas consolidadas y no -
consolidadas, utilizando el factor de friccién (§).

Aqui la cantidad § = dAp/2 L pv 2, es dimensionalmente equivalente -
al factor de friccidn, usado en el estudio de flujo de fluidos en tube
rias.- Las abscisas son el nimero de Reynolds pvd/u y el factor de -
friccién § sigue siendo proporcional al diametro del grano definido

por la ecuacion:

3 3
d =, Snsds® R . (8)

§ns

ds = Medida aritmética del didmetro
ns = Nimero de granos de didmetro- ds.

Para R =1 )

Los datos obedecen a la relacidn:

log § =a-TlogR, .. .. .. ........ ... (9)
donde se define 4%2 = C, que estd de acuerdo con la ley de Darcy.

Se puede ihterpretar que esta ley admite pérdidas en ciertas situacio-
nes y que el flujo es parcialmente turbulento para grandes valores de

vV Yy P/As.

Los datos empiricos pueden ser expresados en todos los casos de una .~ .
forma semejante a la Ec. 10, con 'n' teniendo un valor en el exponen
te de 2.



- Un ejemplo de este tipo de representacién, con 'n' exactamente = 2,

estd pub1icado por Lindquist, sobre el flujo de agua a través de co

lumnas de med1da uniforme.

Ffsicamente, ‘d" debe representar el poro nromedio, més que el dia-
metro - del grano, pero como el primero s6lo puede ser med1do d1recta
mente por examen microscdpico de la seccion del medio poroso, se ==
prefiere usar el diametro del grano.

Como puede verse, la ley de Darcy pierde su valor, a medida que v o

el nimero de Reynolds aumentan,y parece no haber una modificacién -
inica a dicha Tey para adecuarla a valores altos de v; Lindauist y-
Nemenyi asf‘comp FanchernLewis y Barnes, que han efectuado estudios

&kpéra encontrar relaciones o rangos de aplicabilidad a 1a ley de Dar

" ey, -atribuyen. 1a desviacién de flujo viscoso cuando la velocidad su

be al. aumento de las fuerzas de inercia coﬁparadas con las fuerzas-:
viscosas, mis que a una turbulencia real.

- Lo-anterior es 16gico, ya que no-se puede ganar energfa cinética en

un canal lineal, de modo que las cafdas de presién se consumen sélo
en pérdida por friccidn.

Nemenyi observd que el nlmero devReynolds én que aparece la desvia-
c10n, es mucho menor que aquéT en que se desarrolla turbulencia pa-
ra tuberfas 11bres, 1o anterior es debido a que las ve10c1dades rea
les en los poros 'son aumentadas en ocho o mds veces que la veloci--

dad macrosc5p1ca v, ya que el f]ujo tiene 1uaar realmente en cana--

les de variacién marcada, por 1o anter1or, no es aceptable ya que -
la desv1acion de la ley de Darcy, que aparece en rangos del nimero--

’,de Reynolds de 1< Re< 10, sean man1festac1ones de turbulencia real-
~ diseminada en el sistema de fTuJo, puede decirse entonces que Tos -
. datos empfr1cos de un exper1mento, pueden expresarse en todos los -

casos por una ecuacién ‘de Ta forma de la Ec. n, con 'n! cercano a-
2. :

-85 -




Como ya se dijo, 1a desviacién del flujo de tipo viscoso (Ec. 7), es
debida a 1a naturaleza capilar e irrecularidades de los canales porg
sos, por 1o que se desarrolla oradualmente, y no siibitamente como en
canales libres. De hecho, 1a ausencia de una zona de transicién mar-
cada, da lugar a 1a Ec. 6 la aceptan muchos investioadores como des-
criptiva de flujo en medios porosos.

Es claro que esta ecuacion se aproxima a Ta relacién lineal, a medi-
da que v disminuye. S61o que Tos datos sean de una precisién conside
rable en flujo de bajas velocidades, puede notarse gue existe desvia
cidn.

Es importante hacer notar que la ley de flujo en medios porosos, da-
da por la Ec. 4, es 1a misma para qases y 1iauidos con el mismo nime
ro de Reynolds; la varvac1on de densidad para cases se tiene en cuen
ta con el término pg K§' 0 su equivalente 2P , cuando el flujo es -
isotérmico (p = °, P).

De hecho Chalmers, Tal1aferro y Rawlins encontraron de sus 'experimen
tos, que la variacidn de P se podfa representar por:

de =alev)+b (V)

con 'n' variando entre 1.75 y 2.01 para medios porbsos diferentes. -
También debido a 1a baja viscosidad de los cases, se encuentran des-
viaciones apreciables de 1a ley de Darcy para bajas velocidades, in-
feriores a las que se tienen en 1iquidos. ‘

Como se ve, todas las consideraciones anteriores referentes a la ley
de Darcy, 1levan a afirmar la proporcionalidad entre Tlav macroscopi
ca en el medio poroso y el aradiente de presién para bajas velo@ida—
des, 10 que es mds dificil es precisar de alauna mnera €l ranco de vali-
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“dez, ya que la dificultad reside en:definir :'d'; del nimero de Rey--
nolds; asf Lindquist 1imita la-validez aiun. Re dgualsa 4, mieptras.-
que otros autores con experimentos en empacamventos de vidr'no seﬁa]an
’Re igua1 a 12. Throt L8 ‘ :

BT AR PRt

“ Por: otro 1ado, se tiene que para un médw heterogéneo ¥ conso]idado,e«-
el ’H‘mite de. desviacién'és - Re igual-a.l; pero se debe:al g do .deva
‘-r1ac1‘6n en el tamafio de poros, angularidad: de granos: y grado de.cemen-~
- 'tacién. 00mo dato Curioso puede citarse qUe en; un’tubo. libre de 2. cm.
"% de digmetro, 1a relacion” de superficie.a vo]umen -es-de:2- {em, 1
tras que en el mismo tubo: relleno de granos- esfé;i.cos d,e._o./ mm. de S
didmetro y con una porosidad del medio del.20%, la.misma: relacidn..es; =
de 1200 (cm.='). Por todo lo dicho antes, puede aceptarse como 1fmite
seguro, donde aiin no ‘se tienen desviaciones apreclables, el va]or de -
Re=1, con 'd' definido como el. diametro. promedw de los granos de
arena del.-medio. L :

. ASPECTO PRACTICO:

Hé’b‘i‘énﬁo}indji(:ado To anterior. queda por anaHzar en’ qué rango supermr a
‘ uho,”el ‘iiﬁmer'-d 'de Reynoids *e_ ‘de interés prictico. e

" ‘Debe terierse” presente ‘que en muchos flujos
Re puede ser superwr al.

Por p"rfht:‘ipib ‘no es ‘probable en un' yacimiento .que 1as’velocidades macros-
& cdpicas de- ﬂujo puedan exceder Ta que se tierie’ eﬂ 1a 'cara® productbra dﬁ'l
szO. PR e - E it Wy

Si se ejemplifica un pozo con 6 pulgadas de didmetro, que produce 1000 -
BPD de aceite de dens1dad de 1 (gr/cc) y .01 (poises) de viscosidad que -
cruza un yammiento de espesor igual a 10 pies y con un diimetro de grano
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‘d* igual a .05 (cm.), la velocidad serfa de .126 (cem/seg),s con lo cual et
'_el nimero de ‘Re serfa de .63 y por lo tanto, menor a 1.

.-Similarmente un pozo de gas 92 Tac mismas caracterfoticac dal anterior, o
que produce a 20 grades f:ent?‘gra'dcs, 100 000 pies cdbicos por dfa de gas, -
~con densidad igual .7 con respecto al aire, con una viscosidad igual a la

,‘dé't‘meta"no, el nimerc de Reynolds serfa de .79 también mencr que 1; claro
_que este gasto debe relacionarse a sflo 10 pies de espesor; a 100 pies se
tendria un gasto de’ 1 'x 10% pies cibicos por dfz. Cabe decir que las va '
" lotidades de flujo “de agixa 2n pozos artesianos, con gastos de la3millg
nes de pies cibicos por afos son de .005 (cm/seg.), con lo cual el ndmero
_de Reynolds también es menor a 1.

" Como ya'se dija’, dado que la eonvergencia geométrica del flujo radial en -
un pozo, hace que la velecidad a sdlo 2.5 pies del centro del pozo,'» se reQ
duzca a un décimo del valor que tendria en la cara productora, puede con--
cluirse que en la mayoria de los casos de interés prdctico, el flujo es --
descrito estrictamente por la ley de Darcy.

Otro concepto a favor del- uso de esta ley, comparada con modificaciones - -
propuestas para rangos completos de velocidades.es la flexibilidad, dada -
su simplicidad analitica, que 1leva rdpidamente a otras ecuaciones genera-
tes .como la: de Laplace; que hace posible tratar cuant‘rtatﬁlamente una-gran
variedad de problemas prdcticos de flujo. :

Es fdcil ver que las ecuaciones i1 y 12 consideradas como modificacio-
nes simples, -1levan sin embarge de inmediato a ecuaciones diferengia]es -
complicadas, de modo que no es posible generalizar resultados a sistemas -
de flujo con geometria diferente.
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POTENCIAL DE CORRIENTF:

E1 flujo de fluidos a través de medios porosos, estd relacionado con 4 ti-
pos de potencial de energfa o fuerzas:

Pt

Gravitacional.

Presién.

Capilar.

42 (Cinética (despreciabledébidoala velocidad del fluido).

N
10 10 10

[23

12 Potencial Gravitacional:

Fg = mg

U8t esta masa "m" se muéve bajo la accién de 1a fuerza Fg- el cambio -
en energia gravitacional (trabajo) estd dado por ‘

dEg = Fg Edz = mg dz

E
f dEg=mg fdz
Eo

Eg-Eo=mg_(z-zo)

77 77 /v/' 7777 z = 0; NIVEL DE REFERENCIA
Se ‘considera que zg =0 y que E;g=0
Eg = mgz

Por la definicidn: Potencial = Energfa/masa.
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2% Potencial de Presign:

En general para procesos de desplazamiento de fluidos la expresidn pa-
ra el trabajo es: -

dW = vdp

dEp = VdP

Entonces, la energfa disponible en un fluido a cierta .presién es equi-
valente al trabajo efectuado para comprimir el fluido hasta 1levarlo a

su estado actual.
Eo P
i) dEp = [ VP — Ep =V
Eo Po PP




P P
EP =m f ~d.g-.- 3 -(pp = -EL: I -«-‘-’_E-\-
. Pg P m Po P

E1_Concepto de Potencial de Flujo {2).

Para 1levar un fluido a un punto, es necesario efectuar var1os -tipos de tra
bajo. La suma de estos trabajos (potenciales) es la energia mecénica del
fluido en ese punto:

P 3
dp v?
= — % gz +
[] Pfo P g ZQC

Los cambios de potencial cinético (energia cinética), son pequefios compara
dos con los de potencial de presién y gravitacional. R

: dp
= f —
=/ > [} 4

~ Otra definicion para el potencial es:

p
Q‘=—§—.=].—d_.P_+‘z.

Po 3]

Para condiciones de un fluido incompresible (p = cte., pg — cte.)

Si: Pe=0 . En: 20=0
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Otra definiciﬁn para el potencial en fluidos incompresibles es:

Para el -caso genefal‘de aceite, gas y agua:

ACEITE:

AGUA::

$2 =pgo” =P +pg2z .

20

dw

p
J ..EEL-} gz
Py, 0

o .
fgig_+ g
Po- P9
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LEY DE DARCY:

Los principios fisicos que rigen el comportamiento de flujo de fluidos vis
cosos en tuberfas fueron estudiados: inicialmente por Navier-Stokes entre -
otros investigadores de la hidrodindmica, cuya base es la distribucidn del
campo de velocidades en cualquier sistema fluyente, estableciendo el equi-
librio dindmico entre las fuerzas de inercia, viscosas, fuerzas ‘de cuerpo

externas y la distribucién interna de pres)l‘ones del fluido.

Esté es, sirvid de base para que Henry Darcy realizara experimentos en fil
tros empacados con arena en los que hacfa fluir agua. que lo condujeron.a
,estab]ecer su teorfa.de. flujo de fluidos homogéneos; en. un medio poroso (Fi
gura 13).

Darcy encontré empiricamente que:

Lo the
Q=C— .

Ahe

et B _Figura 13 Empacamiento de arena .
donde ‘
R Q = Flujo vol umetrico de agua
A = Seccién transversal. v
L = Longitud del empacamiento dé arena
Ahw = Altura de 1a columna de agua.
C = Constante que depende de las caracteristicas del medio
poroso y propiedades del fluido.

T
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Este resultado puede intuirse a partir de 1a hidrodindmica cldsica por
analogfa a 1a ley de Poiseville, y su justificacién analitica por me--
dio de 1a ecuacidn de Navier-Stokes. Se puede dar el caso de flujo len
to, esto es, despreciando las fuerzas de inercia en el flujo de fluido
viscoso debido a las bajas velocidades que tiene el fluido a través de
medios porosos; lo anterior ha motivado que se hayan hecho estudios a-
cerca de la validez de 1a ley de Darcy; estas investiaaciones son de -
dos tipos:

a) Las que 1levan el objetivo de verificar la ecuaci6n o determinar mo

dificaciones apropiadas a ella.
® . .
b) Las concernientes a la naturaleza de la constante C, determinada --
por las propiedades del.medio poroso.

ECUACION DE FORCHHEIMER

E1 flujo turbulento se caracteriza dindmicamente, por el hecho de aue-
la funci6n a es proporcional al cuadrado de $u argumento, en particu--
lar 1a velocidad, por To que 1a Ec. 4 toma la forma:.

AP _ .~ p V? :
‘E-;%— .. v .o (10)

Cabe decir que lo anterior es.para tuberias rugosas, ya que para tubos

lisos de equivalencia del nimero de Reynolds es menor que 2. De acuer-

do a los resultados de la Ingenierfa Hidrdulica, muchos: autores han in

tentado representaciones similares para el flujo en columnas de arena,

habiendo encontrado que debido a los canales irreaulares y tortuosos -

del medio poroso, la zona de transicién entre flujo viscoso a turbulen

to no es marcada como en tuberfas libres; por ello se ha sugerido una-

representacidn del gradiente AP/As como la suma de términos de varias-
potencias de v (la velocidad macroscépica del flujo por unidad de drea

del medio). En este caso, - '




la ley de flujo. queda expresada por algunos autores como:

AP _ n )
oo av+byv R O ¢ 8 9

%u=av" e 1EN<2 e e e (12)
S.

Como puede verse de las Ecs. 10, 11 y 12,el gradiente de presién es inde--
pendiente de la viscosidad del fluido y en cambio en flujo viscoso laminar
es proporcional a la viscosidad.

Las ecuaciones qnteribres son en principio consistentes con los requieri--
mientos dimensionales de 1a Ec. 4, ya que las constantes a y b son - -
ajustadas para absorber el factor u%/pd®, 'y las potencias de pd/u, so-
brantes al separar v del nimero de Reynolds.



PERMEABILIDAD RELATIVA:

Cuando un medio poroso estd saturado por un salo fluido o existen 2
fases, pero una de ellas es inmbvil, a la facilidad con que puede -
fluir la otra fase a través del medio poroso, se-le denomina permea
bilidad absoluta. Cuando el medio estd saturado por 2 6 mds fases -
con facilidad de flujo, cada una de ellas tiene permeabilidad 11a--
mandose a ésta‘permeabilidad efectiva.

Puede definirse a la permeabilidad relativa como el cociente de la-
permeabilidad efectiva con respecto a 1a permeabilidad absoluta.

Matemdticamente se expresa como:

kri = K

i =>0, g, W.

CONDICIONES DE FRONTERA:

En problemas especificos de Inaenieria de Yacimientos, es necesario
conocer ciertos pardmetrosdél yacimiento bajo determinadas condicio
nes de flujo o hacer suposiciones que describan el yacimiento, para
poder resolver tales problemas. En general es posible representar -
matemdticamente, mediante un modelo, el comportamiento de flujo de-
un yacimiento; normalmente se obtiene una ecuacidén diferencial par-
cial de segundo orden y para desarrollar soluciones especificas de-
ella es necesario aplicar condiciones de frontera interna y externa
del yacimiento; las condiciones en forma general pueden ser:

Presidn constante o

FRONTERA INTERNA: [

Gasto constante.

Presidn constante o
FRONTERA EXTERNA:
Gasto constante.
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Cualquier combinacidn es vdlida; todo depende del fendmeno fisico
a representar matemdticamente.

LEY DE DARCY EN FORMA DIFERENCIAL PARA UN MEDIO ANISO'I;RQPO':

La 1e§ de Darcy es de naturaleza estadistica, debido a que la velo- ’
cidad macroscdpica, el valor de 'd' y las variables dindmicas son -
solo promedios. Ademds, como estd rgstrinaidé a una dimensidn, es -
necesario generalizar los resultados antes de desarrollar una teo-- ’

‘ria completa apl icable a cualquier sistema de flujo.

Por ello, se supondri q‘ue‘ la velocidad resultante en cualquier pun=
to es directamente proporcional en magnitud y direccidn a la resul-
tante del gradiente de presién en ese punto, por lo gue puede descom
ponerse en tres componentes paralelas a los ejes: '



La permeabilidad varfa de un punto a otro y es diferente para las tres di-
recciones a menos que el medio sea is6tropo.- ’

Si 1legan a tenerse componentes de velocidad verticales, las ecuaciones an
teriores no serdn suficientes para cubrir esa posibilidad, ya que es obvio
que la gravedad no estd interviniendo.

Por ello, se incluirdn todas las fuerzas de cuerpo con componentes Fx, -

Fy, Fz por unidad de volumen, que actian en el fluido y afectan la veloci
dad de igual forma que el gradiente de presidn. De este modo se tiene:

K,
.
= !ﬁ dP
Yy T ( dy fy)

.. K
-

dp
& " F)

0 bien si F tiene un potencial & se podria determinar:

=k
s = — (p f T)
De ‘modo que el sistema queda:

vy = . 3% .
X ol




0 sea - § es una funci6n cuyo gradiente da el vector velocidad y entonces
queda més simple: :

VE eV B e e e e e e e ... (13)

Esta G1tima ecuacidn es considerada como la ley de Dafcy,lgener315zada y -
es tomada como la base dindmica para todos los problemas de flujo viscoso

en medios porosos y flujo homogéneo. Dado que no contiene la var1abie que»
representa las fuerzas de inercia o de aceleracidn en el fluido ( -—), -
indica que estas fuerzas se desprec1an debido a la gran superf1c1e de] me
dio poroso expuesta al flujo, que hace que las fuerzas viscosas de resis--
tencia excedan en mucho a las de inercia o aceleracidn, a menos que Haya -
turbulencia. .

DIFERENTES TIPOS DE ECUACTONES DE ESTADO:

Una ecuac16n de estado, predlce el comportam1ento de un fluidd en funcidn
de Ta pres1on, densidad y temperatura; a continuacion se establecen unica
mente Tos pr1nc1pa1es tipos usados en la Ingenierfa Petrolera.

1.- Para un fluidq'inéompresib1e.

p = constante.

2.- Para un fluido de“compresibilidad constante:
0=p eC(P-i’o)
3.- Para un fluido ligeramente compresible:

=po[1+c(P-P)]

4.- Para un gas ideal:

PV =nRT



5.- Para un gas real:

PV=ZnRT

Si una ecuacidn de estado para un fluido incompresible, junto con una de -
movimiento (Ley de Darcy) se introducen a la ecuacién de continuidad, se -
forma un sistema que describe por completo al f]ujb en espacio y en tiempo;
a la ecuacién resultante se le 1lama “ecuaci6n de difusidn" y se forma de
la siguiente manera:

Partiendo de:

-V-pV=-§at—¢p, e e e e e e e e e .(1.4)

si el medio poroso es incompresible, se tiene que ¢ sale del operador:

-V-p\-l'-"-—g% S 6 1)

Si aquf se sustituye la ecuacidn de estado para un fluido incompresible y
1a ecuacién de movimiento; agregando el término Wxyz y expresando la e--
cuacifn en coordenadas cartesianas:

( XBP

9 _x op %2 ap w -
TR By e 2 (o2 Py -

¥ dy

donde: wxyz = Ritmo de inyeccién de masa por unidad de volumen.

Si el medio es homogéneo e isGtropo (kx = ky = kz) y la viscosidad -es inde
pendiente de la presifn, se tiene:

v2 P+ —E-¥515—13 0, it (16)

que corresponde a la ecuacién de Poissén.

* Ademés Ky Ky = =
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' Aquf xyz

corresponde al punto fuente (inyeccidn) o sumidero
(produccign). '

Si no existe el punto fuente o sumidero, se tendrd la ecuacidn de difusién
mds simple Tlamada "ecuacién de Laplace"

Si se considera la ecuaci6n de estado para un fluido de compresibilidad -
constante junto con la ecuacidn de movimiento,considerando el gradiente de
presidn en.‘lugar de la funcidn potencial, se tendrd

kx 3Py , 3 _13P 3 aP -
( T 3x)+ (o " 3_y)+ (o —"a‘z‘ wxyz =

¢,-§% ... (18)
o

Usando Ta 'regla de 1a cadenay la definicidn de compresibilidad isotérmica
c. 1 d e . 1
i

Sustituyendo en la Ec. 18%

dp
ax

2k ey, K1y, ke
3x(°ucpdx)+3y(°u -pa';%)*f (o =

weeea(19)
donde para:

k = cte. = cte. C = cte.

wxyz = 0

Se tiene:
¢
g2, = Buit gt_, ........ SN 1))
- 61~



que corresponde a la ecuacién de difusidn para fluidos de compresibilidad
¢ constante y yacimientos con cafdas pequefias de presién y flujo compresi
ble.

-De la ecuacidn de estado para un fluido de compresibilidad constante y con '

siderando P, = 0 se tiene:

Usando 1a serie de Taylor:

H2) = fla) + Fla)z-a) + o) Rl o L v g Lalzo)]

n!
P _ cP . c2p? ¢pn
e =l gttt
P < 0.01 —> c2P2 << 0.00 e =1 4P
Sop =0 (T+HCEP) o e e e e e e (21)

La Ec. 21 es la ecuacién de estado para fluidos ligeramente compresibles -
(aceite con gas disuelto).

Derivando se tiene:

%.3 = 0o (c .3.)':.. e e e e e e (22)
2 2

oo le %x—f ......... e (23)

30«2 (oo (1+cP)) =00 (e g%) ......... (24)
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, Sustifuyendp (23), (24) en (20):

o v p=Epl oo S
vlszs—L%c——%:—- ......a......'..(25)‘

Que corresponde a la ecuacidn de d1fus16n para un Fluido ligeramente com--
presible (considerando las demds suposu:iones de la Ec. 20 )

P‘orf otra lado,'a partir de la ecuac-iﬁn 1 y de Py=ZnRT,en la -

e¢uaci6n de difusién se tendrd:

kx P My o Ky op P kz oP PM
3 (u 3x ZRT =0 * 3y < dy —R—T) (u az ZRT) *uxyz = 8 at (zRT - en
Simplificando queda: :
gty 2 ey, 8, oz P g2 Py
, 3x (uz ) (uz P 3y) + % (“Z P:Qz)f*‘ X . ¢ = (7) de —
' . _pl2 ‘
2 (p/2) = &5 (P/2) B = (kg2
. d P _ ' 2 _____laz Pc '3P. v
3 (p/z) 3 (1/z - P/z ) = ( -3 aP) = 3. 615 S5 bt ,
- donde:
uxyz = » vol B
De la ecuaci6n de Boyle: - , .
Pq =P1 ql —-—-k éc.s % Py q.ylpC-‘s; ‘ < :"%'- .—i'—""ﬁ—
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uxyz Py _ Pc.s Gval c.s Bg Py _Qvol c.s zy Ty pe.s, _
= P ( ) =

zy Pc.s zy Pc.s. zy ¥ Ye.s Py

c.s Tx dvol g =2y Ty Pe.s
Tc.s -3 9 " zg,s Tc.s Py

Py _14.7 Ty 9vol '
wxyz ZprS l 0X5 615 e e -}- . .‘ ..... (29)
Sustituyendo 1as.Ecs. 28 y 29 eh 27:

k k T P
_;(XPBP)+_&_(_1P aP)+a (zgaP) lgzgx%g\{gl g Pc 3P (30)

9 “u-Z 3 z dy B Z 3z 5152 at
donde
2 kepapy _kxp ot 9P a (kxpyoop
9x "m Z dx u z ax? g P ‘u z7 3y
Ckx a P kx p
"% p L aP ( )( ............ (3;)

Para reducir la no linealidad de la ecuacién 31 , se define el potencial
de un gas real como:

P
- dt
_’P* éro ul g Z\g

"3P*_ 3P* 3P _ P 3P
Bx 3P 3x ].lz 3)(

La ecua_ciﬁn 30 ', también puede ser representada como:

aP*y 3 P* a aP*‘ '14.7 Ty Gvol 3
(kxa Y e (k“ Vi ke g0+ SrEEE < 8 3t (P/2)




por 1o que la G1tima ecuacibn de la pdaina anterior puede expresarse
como: ' ' : :

B 8P LD BP* 1877 Iyol _ caP* ..(32) ¢
5, a1ty . )t 50GeTs C seTs .

donde el factor 1/5. 615 del 1ado derecho es un factor:de convers16n de

vumdades para uso en el sistema inglés.

K(1.127 x Darcy), T(°R); P(psia)

901 (STB/dfa), u(cP), t(seq), c(psia)~!

La Ec. 32 es la ecuacién de difusitn de un aas real, con fuente o sumi-
dero, flujo laminar, viscoso, medio poroso incompresible, homogéneo, --

- ani'sdtropg, isotérmico.

Con vi’scosidad' dependfe‘nté de la presidn, para un medio heterogéneo, -~
compresible y anis6tropo, el pl anteamie‘ntq de 1a ecuacidn de flujo tran-
sitorio para la fase aceite es el siguiente:’ ’

( v ATy ) b+, (STB/dfa) = 5T (0 B—"-)
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CAPITULO v

APLICACIONES

ECUACIONES DE FLUJO EN DIFERENTES SISTEMAS DE COORDENADAS:

Dada la ecuacién de Laplace de la forma:

se hace 10 siguiente:

. )
Fig. 14 Sistemas de coordenadas. |

Derivando con respecto-a x:

2 (x) = r (~ sen 9) 0 4 cos 0=
ax. ax ax

ar _
=0

(y) = r (cos 8) 2 + sen o
X 9x

3z
=5 0




De las tres Gltimas ecuaciones se tiene:

: a8
+ -
l4+rseno ™

""Cos 6

: ar
~ sén 9§ X

r.cos o

Sustituyendo (3) en (2):

+.r sen.o (- sen 6 3r/ax/r cos 8) _ 1 - sen® 8 dr/ax/cos @

ar _ 1
ax cos ‘8 . cos 8
1 - sen? o/cos o L

X CcoS 9

Sustituyendo este dl1timo- valor en (3):

39 _ -'senecos 8 _ _senso
x r cos © r

Andlogamente, derivando con respecto a y: '

) = - NS iB_ i 2:2‘ i
gy(x) r (- send) ay+coseay 0

" e 20, g _= 4~_
3y (y) =rcos e 3y + sen 8 ar/ar =1
""Resolviendo simultdneamente: .
36
e TN

dy  cos e

A - X = cos 6
|

|

|

|

\

‘ o
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ar
. 1 - sen s 3

r cos 6

Sustituyendo ( en (3):
1-sen (fsen 8 3e/3y )

cos 6

r cos 6

2
l_r(sen )

€0Ss 6
r cos 6

cos 6 - r sen? ¢
r cos2 @

= (rcos® e + r sen? 9) = cos 8

Sustituyendo este dl1timo valor en ( 2): :

cos 6 -
ar r sen ¢

| _"oseno =
3y cos © T sen @

Ademds utilizando la regla de 1a cadena:

ar , 8P 28
ax. 98 dx

ar + 3_P 38
3¥ EL) ay




Con 1o anterior se puede detéminar: :

3_::.=_a.?‘cose+ (sene) I T
g—;=-§—g— sene+——(_.°£§_.9_..) e e
22P _ 3 3Py . 2 (3Py ar . 3 3Py 30 :
3x? G = (ax)ax ae(a)ax
o 3P ap ar 3 T '
T ()= () ae()ay"""
Ademds de' ( 4):
9%P _ 3 P sen o 9P 9P sen 0.3P
= 'a[ cose = ]x ae[ cos 8.~ = ]
azP=[<:os.e'azp sen o, (1 e ( ))] COSG*
S R el T rarae
+[cose( (- ‘sen 9) --—(sene—-—E+-a-P-cos 8)]
aear* 362 © 80 . -
. - sen o
; ,(“rﬂr )
32P 2 _'a_g_l %P, 1 _a_P
W [cos® o 55 sen § COS 6 e + 35 sen 8 cos @ +
1 32p 1 2 BP 1 2 32P
+ [~ sen .6 cos 0 gzzz + .5€n” @ 55 + oy sen 8 55zt
1 : aP,"L
+ 7z sen 8 COS 8 35
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| a2p 2, 3%P , 2 3P 1 2 . 0P . 1 2
o= s = L = e =
v cos® 0 57 + 77 Sen 8 €oOs 6 oo sen” 6 = + 5 sen® o
2 2
P 2 %P
aez - % sen 0 cos 8 3=
De (5)
\
| 2
| a_g__ 9P + 3P cos 84 ar | + 3P cos 8y 38
| 57 [ sen 6 + = r]‘y [ sen o + -5 r‘]y
| .
2%P 3%P : 32P _ oP 2
LS = AN i — - +
| 352 [sen o 5y * Cos ((1/r) 555+ 55 (- 1/r?))] sen o
\
| .
| aP. 3%p 3%P cos 0
| + ar°°se+5e"°aae+ (6059362" ( sen 6))] ——
9—2£=sen2 63—£+lsenec05 8 T 2P 1 sen 6 cos o &+
dy? 3r2 arae 36
+ Licos2. 'e—af--'-lsen 6 °cos © 2P + L cos? e 3%P -—l-seh 8 coS 6 -
T arag. . 12 202 T v2
.3
36
%P | gen o 2P . zsenecose£+gsenecoseazp+
dy? arz 26 arae
1 2 _ag_ 1 2 . 3%P
+ 7 cos? o 5o + 17 €os? 8 o7
Ademds como: '
3%p _ a%p ’
ol B yaque 2z2=12
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BZP 2P 2 4 9%P 2 P ;1 2 5 9P
+ 2L ————= SEt e = =
e taE e [cos?® 6 +o5 sen 6 cos o o+ sen o 4o+

+lsenze-a-—£—3senecose ]+[sen 63 a%p
vz 3062 arae rZ

P, 2 32p 1 aP
_._+_ AL L8
—= Seén 6 cos 6 36 sen 6 COS © 3138 + = cos? © 3 +

zP
267" 322
y ]
< et ettty
3—-2— [sen® g + cos? 6] +% ‘2‘5‘ [sen? ¢ + cos? 6]

32p 2 2 3P
L + + 25
362 _[Sen 6 Ccos GJ 392

Finalmente:

22P
2 =

P ar2 +

Para el caso de pasar la ecuacidn de Laplace de coordenadas cartesianas a

esféricas (figura 15), 1as relaciones son:

X =.r cos 6 sen ¢ - y {r, 8, ¢)
. v e/,

y=rsenosend
z=rcos ¢

 Fig. 15 Sistemas ‘de coordenadas tartesiano y esférico.

-7 -




Siguiendo el mismo mecanismo, puede 1lecarse a:

1 32P Cot @

9P , 2 3P 1 3%, 3%P
_— + 0L 29, 1o y2=0....
r? sen? § 30" r? 3t ar r? 8p? ' ar? ° @

SOLUCIONES DE.ECUACIONES DE DIFUSION PARA DIFERENTES COMDICIONES
DE FRONTERA (YACIMIENTO INFINITO; GASTQ CONSTANTE, YACIMIENTO CI
LINDRICO, .GASTO CONSTANTE EN EL POZO Y CERO FLUJO EN LA FRONTERA
EXTERNA, etc.):

La ecuacion de difusion presentada de la siauiente manera:

2
7P,
ar?

al%
—~
)
2

1k _Quc
r ar k

tiene como suposiciones principales:

1.- Medio poroso homogéneo e is6tropo.
11.- Medio poroso incompresible.
I1I1.- Viscosidad independiente de la presién.
IV.- No existe variacidn de la presidn en la direccion Z.
Para un radio determinado 'r' la presién es la misma en todas
direcciones.
VI.- Efectos capilares y aravitacionales despreciables.
VII.- No existen fuentes ni sumideros.
VIII.- Fluido ligeramente compresible.
IX.- Flujo laminar. Para obtener una solucidn de 1a Ec. 8 es necesa
rio usar dos condiciones de frontera y una condicidn inicial:

<
1]

a) P(r, 0) = Pi; r> 0 (condicidn inicial).
b) (r %gbr =-~qu/2Tkh, t> 0 (condicién de frontera interna)
W
c) LimP (r, t) Pi, t> 0 (condicién de frontera externa)
r ——ac
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La condicién (b) puede ser aproximada por: -

~Lim r—a?-*-'ﬁq'—ﬁ—ﬁ- (b)*

r—0
Lo anterior, facilita 1a solucion del problema planteado.

Si se define la variable:

padpert L

1lamada transformacion de Boltzman, es posible expresar la pres16n como func16n
a esta variable un1camente, es dec1r 1a Ec. 8 se transforma en una ecuacidn di-
ferencial ordinaria.

2 .
_ pucr r 2 2y o 10
- _2__Z_E_T_i_l_ ) = B .__%%______ 2y (10)

gucr? (4k) _ gucr? (4k)=_’(__1_)y e . (1)

R (3 i S S (X %)

3k

Aplicando la regla de la cadena:

FoarTY By or r.ay(.,‘) ........... (12)
N e R 3(9" Ay
rz - ar 'ar 3y ar 3y "ar o

.—.P-=(—.§_2a¥_+a )l
arz 3y dyar ar ayz )

TP e @ BE
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2P _ (2P 2y, (_1)2 ayZ

arz . \ay’ r2

Sustituyendo- (12), y 1a expresién correspondiente a 3P en 1a Ec.
Bt

2y 3P, 4y* 2% 1 3P 2yy _guc 3P
YR AT Ry

4y P 4y* %P _ _guc y P

rz 3y r2 ay2 kt Yy
Y.B.P_+v2ﬂ=_¢’uc(r2)y§ﬂ

3y 3y2 kKt ‘47" 3y

® ,y2 2% . a2, 2,y P_ P
Yay+Y y2 \ ay ° ay+vay2 Yay
BP(1+Y)+v——-0

(Aqui puede usarse la notacitn de derivadas ordinarias)*
Por otra parte, de las condiciones (c) y (b) y de la Ec. 9:

Si
Es-decir,

* puesto que "y" queda {nicamente en

ay?

Lim P(y) — Lim

(¢11CP'
“A Kt

t—0 [} -
y - ikt

q
Lim r‘(aP Zl)_ TT—wuk

y—0

.74 -
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(d)




Haciendo:

Y*ay""(l'l’Y)P"o

-~
"

“{1+Y)p

r g e!(1+Y)%¥

lLnP"=-LknY-Y+Cl

Exp(- Ln ¥ = ¥) Explc1) = BT pyp(en);

De 1a condicién:

Lin 2y §= Lim 2Exp(-Y) C2=-Qw2rkh

Y—20 Y—»O
C2=fqyl4nkh

F-lew-n Twankh

.75 .

. {15)

S pT o=
|
c2 = Exp(C1)
P~ =L exp(- v) c2 = g; 7 g; =202 Exp(-Y) - . -(16)



dp = ‘—;1 Exp(- Y)(- 9 w4 = kh)

Integrando ambos miembros y utilizando la condicidn (d):

y ) Y Exp(- ¥)
S dP= T Q(E-$—l{“)-dy(-qu/4nkh)=-qu/4“khfExwr U gy

: n L0 -pi .9y .. guc r2
y e Ei(- Y) = Pi y e Ei(- KT ) TN (17)

Y -
Ei(-v) = 7 2=V 4

Esta d1tima expresidnes la funci6n integral exponencial; para valores del -
argumento menores de 0.0025, 1a funcién anterior puede aproximarse por:

Ei(-Y) =Lln VY +vy; y = 0.5772

La Ec. 17 es 1a soTu;ién fuente Tineal contfnua de 1a Ec. 8

Para radios pequefios y/o tiempos arandes, la Ec. 17 se puede aproximar
por:

. q
P=Pl-ﬁ(LnY+y)

"Puede verse que con la aproximacidn:

P _ 9 n P _ 9 u
”(SF'rm R E k" Lim r r "Z7hk




Se hizo mds sencillo resolver el problema matemdtico.

‘La diferencia de los dos resultades obtenidos usando:
. v )
PP~ ek BB,

en rgiacidn de Tos que ée obtienen aplicando la condicidn:

s6lo es notable para tiempos de explotacion muy cortos (de] orden
de unos segundos).

E1 desarrollo de la solucidn con las condiciones (a), (b}, (c) es
mis complicado que dicho desarrollo con las condiciones (a), (),
(c); pero el resultado para fines practicos es el mismo; sin embar
go_la condicién (b) es mids general, y se puede evaluar, por ejem--
plo: Para r = re; esto es aplicable en problemas de entrada de ---
agua a los yacimientos:

A continuacidn se presenta el desarrollo con las condiciones (a),-
(bY, (c). Utilizando variables adimensionales, 1o que permite te--
ner una solucion mds general, siendo una ventaja adicional el gue-
las ecuaciones quedan en forma mds compacta; definiendo:

t =__l(__t__—_
D ﬂﬂctrfz

. P - Pi

D guw2tkh




t (seg), c(1/atm), u (cp), re(cm), donde re es el radio de la
frontera interna (del pozo o del vacimiento).

Utilizando la regla de la cadena:

3P _ 3P 3"D

5?"“‘“"?3%1&' 3"0)(_?) ....... (22)
g T ! 2 1y 20 _gu 1o 1
5 p2 drg 27 rp rgt 3 21 kh re arﬁ\ re
%P _ qu 1 2P (23)
ar2 27kh et 8rDz ‘
ke 3%

t 3t b

it!l:_‘?.( kt ) k

3t 3t Pucry? i crge

3_"_[1:._3__( P-Pi_ .29 kh 3P

3ty 3ty ‘qu/2Tkh qu 3ty
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3P _ Qu _Q_P_Q
3t Zwkh atp ﬁuCrfz

Substituyendo las Ecs. 22, 23 y 24 en la Ec. 8 y,

simplificando:

22P0 1 oPp _ofp - 4 o :
W+ "ll g atD S (25)

: que es - la ecuacion de difusidn en: forma adimensional,
cuando las caracterishcas de“flujo varfan con rgy tD. '

Con Tos cambios de variables anteriores, las cond1ciones (a) (b), (c) se
~transforman como sigue: -

P(r, 0) = Pi,

Pp = q"%?i"?:lli'ﬁ 5 haciendo P = Pi

=0 o Pp(rp.0) =0, ryxo

©A"

‘De la condicidn (b):

Sy o __ 9
3, " Zrkw t20




3P _ 2P "D

=

~ar 3rp ar
P 9 aPp 1
FTTkE g

. o qy aPpoa q ‘
ST ok hp Ty Zakh

Pp. - :
3.0y . .
arp )Y‘D-‘-; b 20

De la condicién (c):
Lim P(r, t) = Pi,  t20

Y — ©
De:
Pg=q—,%-§-?h—-k- . para P=Pi
Pp.=0
si:
Py "é-—»o

sLfm Py (rpstg) =0, t5z 0

Pd-—-va

--------




Si ahora se aplica la transformacién de Laplace a cada término de la
. Ec.-25, recordando el teorema de transformada de Laplace de deriva--
das: i ) :

@P. 1 4 e B o
+F5-a-r-;‘n' D s D, ---.---,-,f(26)

. cﬁ‘
e

donde se ha utﬂizaddf(&)'y ”n(? D, s) es la transformada dé"Lapl‘ace-
de PD("D, 1:D). En forma similar se tiene de las condiciones (b) y i-
(€): o ‘ ‘ v
LodP o N
®r g = -5
v rD =1
(e)*tin Po (rp, s) = 0

LY Bacad
Por otro lado, recordando que la ecuacidn de Bessel modificada es:

XA A (s ¥ Y =0,

la Ec. 26 phe&é éscri birse en esta forma, haciendo eJ cambio de va,
riable: : ' LRI

W =/~S—‘PD

afp _ aPp ¢
arp (N

. og"‘n-
o
o

oaefo_ 4 afoy 4 ocoeP
o dyfnz . dW ( JrD ) d"u’ s § "awz».

Sustituyendo estas ex#resiones en 1(5@ 26 y simpliﬂ_c,andq,? se 1leda a:
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De 8sta, se deduce que y =0y por lo tanto una solucion particular
de la Ec. 27 es I, (w) = I, (/5§ rD), que es la funcién Bessel modi-
ficada de primera clase de orden cero.
Una segunda solucidn de la Ec. 27, linealmente independiente de I,

( /s rD), es 1a funcidn Bessel modificada de seaunda clase de or
. den cero, que se denota por ko ( /s rD).

Po(rgs $) = A Lo (/5 rp) +B K ( /5 rp) . . .(28)

"~ Si el argumento:

/s rp —>= , entonces Io( /S rD) — @

Por consiquiente, 1a solucidén general de la Ec. 26 es:
|
\
|
\
\
| Ke( /5" rp) —> 0

Entonces aplicando (c)", se tiene A = 0 y la Ec. 28 se reduce a:

| Pp (rps S) =8 Ko S PR (29)
Ademds, se puede demostrar que:

@ G5 )= /S Kl h

| " Por consiguiente, de la Ec. 29:

p : .
d D.ad Ko (/S rp) . g VT oy
.ar_D.._.-'B -a"—_-D—-o h D/ = B S K1(S TD)’
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Aplicando (b)**

B =
s k(7 F)

Sustituyendo en (29):

Fplrps §) =S O .30
& (/)

ue es la solucidn del problema en el espacio transformado.

Hurst y Van Everdigen, presentan el desarrollo de Ta solucidn PD(rD, tﬁL
empleando la transformada inversa, a partir de (30), esta solucidn es:

: ey 2 2 1= Exp(=v3td)) [J;(v):¥ g (vrd) =y; (v) Jo(vrd
Pplrp, tg) =2 .,F % [d12(u) + y?_)_.(_‘%:j,(_)___o_(_ll o

én donde (Jo, Jy) son las funciones Bessel de primera clase de orden 0y
1, respectivamente; Yo, y Y1 son las funciones Bessel de segunda clase -
de orden 0 y 1, respectivamente y u es la variable de integracidn.

En la prictica es posible simplificar la solucifn en el espacio transforma
do antes de aplicar la férmula de inversion.

Asi:
Lim f(tg) =Lim SE(S) . . ... ...... v e o(32)

td—-»o S o

Lim f(tp) = Lim S F(S), PRI £ <)

td — S =0
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En donde F(s) es la transformada de Laplace de f(tD). De acuerdo
con las propiedades anteriores, las simplificaciones posibles --
son para tiempos pequefios, que corresponden a valores arandes -- -
del pardmetro 'S' y para tiempos arandes, que corresponden a va-
Tores pequefios de S, en la funcién transformada.

Considerando 1a Ec. 19, la aproximacién para tiempos adimensiona
les 'tD' pequefios es aplicable cuando re= Tos hasta un valor de
terminado del tiempo real.'t'; es decir, esta aproximacidn es --
Gtil en problemas en los cuales la frontera interna del sistema-
es el radio del yacimiento. En forma similar, la sequnda aproxi-
macion es aplicable si re = Ty incluso para pequefios valores --
del tiempo real 't'.

En la préctica se considera que el tiempo adimensional es arande
si 8ste es mayor de 100.

Aplicando 1a aproximacién para tiempos adimensionales pequefios y
para rp = 1 se tiene, de 1a Ec. 30:

puesto que:

Kn(z) =[g Exp(-z)s . .. .. ... b. (35)

para argumentos z grandes.

De Tablas de transformadas de Laplace, se obtiene la funci6n ori-
ginal correspondiente a PD (1,8):



Pg(1.‘tg)=_z/‘ﬁ;7,,— e e e e e b e e eee o(36)

Esta es 1a aprohmaciﬁn de 1a solucidn, evaluada en rp =1, para un sis-
tema infinito con un gasto constante a través de la frontera interna de -
radio ‘re‘. :

L’ai segunda simplificacién-de la Ec. 30 aque es para tiempos adimensiona
les grandes, se puede escribir como:

P (1, SHe-S 2oy L (37)

.en donde v = .5772 es la constante de Euler, puesto que,,svi el va}gumevnto )

Z es pequefio,
Kol2) = = (Ln F+v)

Ka(2z) = 1/2

La funcidn original corresbondiente al segundo miembro de la’ ecuacidn 37
es:

Pi(1. tp) =% (Ln4 tg - ) = § (Ln &5+ 0.80807), . . . . (38)

(;ue'es 1a aproximacidn para un sistema infinito con un gasto constante a -
través de 1a frontera interna .de _radio ‘rw',

Obsérvese que 1a ecuacién 38 es equivalem:e a.Ta ecuacién 17 , cuando en

‘esta dltima el argumento de ‘la funcibn mtegral expouencia? es pequefio.



\
\
|
' YACIMIENTO CIRCULAR. GASTO CONSTANTE EN LA FRONTERA INTERNA
Y CERO FLUJO EN LA FRONTERA EXTERNA

En este caso, se trata de reso]ver la ecuacién 8 con las condiciones si

guientes:
(d) P(r, 0) = Pi, rz0
@ (r2) =-aw2zrkh, tso0

™y

W

aPy_ .
‘(f) (5= 0, tz0
Ta

Considerando los cambios de variable de las ecuaciones 19 y 21 y toman
do en cuenta que ahora el radio de la frontera interna es ry se obtiene
la ecuacién adimensional:

1 3 Pb_5 Pp

22 Pp, 0
arD‘z 'Y._D' am’ = atD P e e e s s e e e e e e (3)
con las condiciones: }
(d)*  pplrg, 0) =0, mpz0
(e)* (8 PD) =-1, tp >0
L
P
' 3 My . .
N )"en 0, tpz 0

Aplicando la transformacién de Laplace a la ecuacién 39y a las cond1c1o--
nes (d)' a (f)', en forma similar al prob]ema anterior, se tiene:

a2 Pp 1 4 1 DS |
e 737 T 3 Pp e e e (40)
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(e)" (d D) = 15

" d 'Y )
(f) ( d"B ) . » respectivamente

La solucidn general de 1a ecuacidn- 40 es:

Fprgs S) = A Lo/ rp) + B ke(/ S rp)

Derivando esta ecuacién con respecto a rp, evaluandoen rp=1 y Tep
y aplicando las condiciones (e)" y (f)" se tiene:

AV/TII(V/_S_)‘B\/_E—Kl(/T)=’1/S

AV/S 1:(Tep vS) -BYS Ki(Fep /5 ) =

de donde:

Ky(red /_ )
" atreg 75 (/) - LI/ Kilrep rrn

1,(rep /5 )
"7 [n(ren /) Kl/T) - LIS) Kalrep /5T

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién 41 , se obtiene:

Pplm, ) = Ké;(rED ST To(rp VS )+ 1;("8D /5 ) Ko(Pp VS )

2 [Li(reg /5) k(YT - L(/T) Kalrep /T)




que es la transformada de Laplace de la solucidn, cuando se tiene un

yacimiento circular con un pozo situado en el centro del mismo, que-
produce a gasto constante.

Para valores pequefios del pardmetro “s", la Ec., 42 se puede aproxi-
mar por:

'

o freDz teD répas. PDz repz |y renp
oo 9= 5 Uy WD eyt -
) |
re . .
D+ 1 1 2 C e e e e e e e . (43)
'u‘”enz'»') ' § ey ,

a la cual corresponde 1a funcién original:

2 : N
= ety L 2 . o2t rep 3 Meplq reg Ln rep
fo (10 ) = ™ (4 D) -l by rez-T -

2 p2

llreDz_ 1)?

’

que es vdlida para valores grandes del tiempo adimensional ED'

Para obtener 1a funcidn original correspondiente a la Ec. 42, se utili-

za el teorema de residuos de Cauchy (Pressure Buﬂdup and Flow tests in
Wells,Matthews and Russell, pag. 132).

Esta funcidn es:

re

ry t 2 __ Mot
Pp ( D, D) = ;E-'“:rf (*z— + D) - —-“;—:T-— tn rp-

3. arept e, "en2 -1
4(7‘902' ])2

+

+9 § Exp(-on?®p) g (en "ep)

n=1

* Termina en 1a siguienie pagina.
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En donde on son las rafces de:
di{=n rep) Yi(=n) - J;(=n) Y1(en V'ED) =
con la que'se obtiene -‘PD'(»rD’,»tD)! para cualquier \/alor de ‘tp.

Para valores grandes del t1empo ad1mens1ona11, la .serie inf1n1ta de la Ec.
45 tiende a cero.

Suponiendo que re >> rw, para rp = 1' 1a ecuacion sé puede aproximar ~ ="
por: e 8

i tp
Ppl1, tD=—2—D—+Ln r‘eu-aﬂfz Z

n=1 u"r| Jl
puesto que:®

Ji(en) Yo(an) - V1(°‘ﬂ) J

YACIMIENTO CIRCULAR ﬂSTO CORSTANTE EN LA FRDNTERA IHTERNA
Y PRESION CONSTANTE EN LA FRONTERA EXTERNA

La dnica diferencia con el problema anterwr”" es l’é‘\éeg‘uhda‘*éoﬁﬂicidn de -
frontera. Esta se expresa como:

'(g:) ‘P(re, t) = Pi, . ‘-v"}tg'O;

En forma-similar a como se obtuvo la Ec, 42, séfﬂega‘- az

* continuacidn de la ecuacién.




Po(rp, §) = Lo(CD /) Ko(TD /¥ ) - Ke("8D /) 1o("D /) CL (8)
» /=c11(/‘§') Ko(ren TT) 4 Ka(/T) fa(rey 7T)

que es 1a solucidn del problema en el espacio transformado. La funcin -

original. correspondiente es: - )

D oo
Pp(r, t)-Ln-——-wz -
D’ (] ) n=1

(49)

- en donde én son soluciones de. la. ecuacidn:

32(8n) Yo(8n rep) = Ya(8n) Jo(8n rep) = 0

$i rp=lide la Ec. 49 se tiene, considerando la Ec. 47.

Pp(1, tp) = Ln,ren-zﬁil o

con la cual se puede calcular la cafda de:.pr,esiég(.enheg pozo.

A medida: cjue tp aumenta, la serie infinita de la Ec. 49;  tiende.a.cer
ro, por consiguiente, para tiempos. adi.‘m,ensjona]e,,sj.,}gmnd_e‘s:

Pp(rp) =Ln-r;1’-=l.n-;? SR PP Y £ 11 1

. 1o que significa. que. las. condiciones de. flujo,. Hegan a.ser.en: reglmen per-

manente, para tiempos suficientemente grandes. - : S

Puesto que la cafda de presion fa,‘d‘imensionalﬂ est§ dada por:




P = P-Pi
D qu/ZTkh ?

entonces, de la ecuacidn anterior:

_29 kh(P-Pi)
q w LNre/r = °

que es una de las ecuaciones mis conocidas en yacimientos, en la
| cual 'P', es la presién a una distancia 'r' del pozo.

-



Fig. 16 Flujo lineal

SIMULACION NUMERICA DE YACIMIENTOS:

Considérese la ecuacion de flujo monofdsico, unidimensional, en
régimen permanente (el caso mds sencillo) con el siouiente arre
glo de pozos que se muestra en la Fiq, 16

* 3P

__a_(kXA ___)'AZ"'CI'-'O,
Ix uB 33X

de donde, para kx, A; u y B constantes

Utilizando la serie Taylor y usando diferencias centrales, para
expresar la segunda derivada:




2 -1 - .
PR BLolo2HARIEL L (ue)

b

Susti tuy,eﬁdo:

Pi-1-2Pi+Pi+1,9uB_,
Ax? ' AzkxA

2

donde se tiene un error al aproximar la segunda derivada. -

A continuacidn -se ilustra con un programa de c6mputo la solucidn-de este -~
problema:

DIMENSION A(50), B(50), C(50), D(50), X(50)

15 READ (5, 81, END-=’1)N

81 FORMAT (I12)

READ- (5,100) (A(1), B(I), €(I), D(I),. 1 =1, N)
100 FPRMAT (4F10.3) - '

IF(N.IE.0) 68 T9 1

CALL THEMAS (N, A, B, C, D, X)

- WRITE (6, 99)

99 FPRMAT (1M1, 60X, ‘LA SPLUCIQN DEL SISTEMA PR THEMAS ES'//)
Dp71=1,N ’ :
WRITE'(S, 200)(A(1), B(I), C(I), D(I), X(I)), N

7 CENTINUE ‘
200 FRMAT (5X, 4F12.7, 9X, F12.7, 6X,I2)
6@ 9 15

1S
_END

I



C

. C

C  SUBRQUTINE TH@MAS
SUBRGUTINE THEMAS (N, A,.B, C, D, X)

" 'DIMENSIEN A(50), B(50), €(50), D{50), X{(50), U{50), Y(50), Z(50)

3

u(1) = B(1)
Y(1) = c{1)/u(1)

P 5»1'= 2, N

u(1) = B(1) - ACD* ¥(1 - 1)
Y(1) = c(1)/u(D) )
CONTINUE

2(1) = p(1)/u(1)

DB 61=2N »

2(1) = (0(1) = A(D)* Z(T - 1))/9(1)
CONTINUE

1=N

I=N-1

X(I) = Z(I) = Y(I)* X(I # 1)

N=1 : o
IF(N.GT.1) 60 T0 35

N=1

“ RETURN



RESULTADOS:

49, = 800 BPD
9 = - 800 B8PD

Gp = 0- e e =4,=0

P, = 800 (psi)
Py = 728.57 (psi)
Py =  657.14 (psi)
P, = . 585.71 (psi)
Ps = 514.28 (psi)
Ps =  442.85 - (psi)
Py = 371.42 (psi)

Pg = 300.00 (psi)




©

N = < 4 00 o

© 5 3 =~ ra -Hh a

NOMENCLATURA

Area.

Factor de volumen.

Constante.

Compresibilidad del sistema roca - fluidos.
Energfa.

Funcidn exponencial.

Frontera.

Funciones.

Funcién Bessel de lra. clase de orden v.
Permeabilidad absoluta,

Longitud.

Peso molecular.

Presidn.

Potencial de un gas real.

Constante universal de los gases.
Pardmetro en el plano de Laplace.
Gradiente gravitacional.

Volumen.

Trabajo.

Factor de compresibilidad.

Diametro.

Porosidad del medio poroso.
Aceleracion de la gravedad.
Espesor.

Inicial.

Masa.

Elementos.

Aceite.
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qQ w e e

N

QWI('QQJ<€<VC“11'-'N("I

N < X ¢ 5 O

—
R
~

E. % O - ©

Gasto.

Distancia radial.
Tiempo.

Direccitn en x.
Direccifn en y.
Direccidn en z.

Porosidad media.
Potencial de flujo.
Porosidad.

Desviaci6n estandar.
Volumen de la celda.
Superficie especifica.

. Viscosidad.

Funci6n Gamma.

- No. real positivo.

Funcién Bessel de 2a. clase de orden y.
Gradiente.

Parcial.

Densidad.

Velocidad. -

Factor de friccién.

Angulo.

SUBINDICES

Muestra.
Adimensional.
Fractura.
Inicial.
Relativo.
Pozo.
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