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P R E F A C I O.

En febrero de 1979 se firmd un convenio de colaboracidén entre la-
UNAM, PEMEX, IMP y el CIPM (Colegio de Ingenieros Petroleros de -
México). El1 objeto del convenio ha sido elevar el nivel académico
de los alumnos del drea de Ingenieria Petrolera en la Facultad --
de Ingenieria, tanto de licenciatura como de posgrado, asi como -
crear el Doctorado, y promover la superaci6én de un mayor nGmero -
de profesionales que laboran en la industria petrolera, por medio

de cursos de actualizacién y especializacidn.

Uno de los programas que se esfén llevando a cabo a nivel de - -
licenciatura, dentro del marco del Convenio, es la elaboracidn y
actualizacién de apuntes de las materias de la carrera de Inge--
niero Petrolero. Con esto se pretende dotar al alumno de mis y --
mejores medios para elevar su nivel académico, a la vez que pro--
porcionar al profesor material didictico que lo auxilie en el pro

ceso ensefianza-aprendizaje.

La elaboracién de estos apuntes fué realizada por los Ingenieros
Luis Ayala Gémez y José Serrano Lozano, bajo la direccién del Dr.
José Luis Bashbush. El Ing. Francisco Garaicochea y el Dr. Gui--
llermq Dominguez V., colaboraron en su re§isién. La sefiorita An-

gélica Serrano Lozano se encargo de la mecanografia.
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PROLOGDO

La evolucibn y desarnollo de La industria petrnolena, ha traido
como consecuencdia La aplicacibn de téenicas cada vez mds depuradas
y sofisticadas, onientadas a maximizan La produceibn de hidrocarbu
nos, pero al mismo tiempo, LLevando a cabo una explotacién racio--
nal de Los mismos; entre dichas téenicas, se encuentra La simula--

cibn numénica de yacimientos, La cudl, "es una hernramienta" suma--

mente dtil, para predecin el compontamiento de Los yacimientos.

Debe tenense en cuenta, que s4 La informacién proviene de fuen
tes fidedignas, Los nesultados que se obtendrdn sendn congiables.
SL porn el contrarndo no se cuenta con buena informacibn, Los resul-
tados obtenidos sendn un elemento indicativo para deteaminar que -
pandmetros deben obtenense con precisdién.

Dada La importancia que tiene La ingenienfa de yacimientos en-
La explotacién de Los hidrocarburos y teniendo en cuenta Las nece-
sdidades de Los estudiantes de ingenienia petrnolera, se elaboraron-
estos apuntes con La intencdbn de brindar una fuente de informa- -
eibn escnita en castellano, ya que en La mayorfa de Los casos di--
cha informacibén estd escrnita en otrno Lidioma. A través de Los mis--
mos se pretende despentarn el interés del alumnado, motivdndolo pa-

ha su mejon preparacdbn.
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CAPITULO 1

1.1 INTRODUCCION

EL objetivo primordial al hacer uso de La simulacibn numénica,
es predecin el comportamiento de un yacimiento en cuestidn y en--
contrar La manera de optimizarn cLentas condiciones para aumentar-

La necupenracibn.

En La ingendenfa de yacimientos tradicional se trata al yacd-
miento en forma burda, considendndolo como un tanque con propieda
des promedio, mientrnas que La simulacibn de yacimientos pon medio
de computadoras, penmite un estudio mds detallado, al poden divi-
din vintualmente a dicho yacimiento en un ndmeno gfinito de celdas
0 bﬂoqueA'y aplican Las ecuaciones fundamentales de fLujo de flul
dos en medios porosos panra cada celda conjugadas a La ecuacibn de

balance de matenia.

Es impontante seialarn que La utilfidad de Los rnesultados obte-
nidos de una simulacidn, estard en funcidn de La destreza y expe-
niencia que el Lingendeno tenga para Lntenpretanlos, dependiendo -
de Las condiciones de explotacibn de un yacimiento, ya sea en su-
etapa inicial o en una efapa de afuste a través de La historia -

del yacimiento.

1.2 DEFINICION

La simulacibn numénica de yacimientos, es un proceso mediante

el cudl el ingenieno, con La ayuda de un modelo matemditico, inte-



-gna un confjunto de factonres para describin con ciernta precisibn-
el compontamiento de procesos {§LsLicos que ocurren en un yacimien-

to.
1.3 OBJETIVO

Lo que se pretende al hacen uso de La simulacidn es predecin-
el comporntamiento de Los yacimientos sujetos a difernentes pollti-
cas de explotacidn y en base a resultados obtenidos de dicha simu
Lacibn, poden seleccionar La manend mds adecuada de explotarlos.-
Dependiendo de La politica de La empresa, La manera mds adecuada-
de explotar un yacimiento puede requernin; maximizar el gasto, ma-

ximizan La recuperacdibdn, maximizar La ganancia, efc.

También en muchas ocasiones, con ayuda de La simulacidn, se -
puede LLevar a cabo ef desarrnollo de un campo en base a una Linforn
macidn Limitada, pudiéndose determinar donde pernforar nuevos po--
zos o establecen un esquema para comparar el agotamiento por recu
peracibn primania y La que se tendrfa con una recuperacidn secun-

dania o0 necuperacién mejorada.

La enorme ventaja que se tiene al hacern uso de La simulacidn-
es que permite "producirn" un yacimiento varias veces y en muy di-
fernentes manenras, con Lo cudl se pueden analizan difernentes alten
nativas y seleccionar una de ellas; en La que se obtenga por ejem
plo, La méxima necuperacibn, mientrnas que fisicamente el yacimien
to puede producinse una so0la vez, y Lo mds probable es que no sea
en La forma mds adecuada, dado que un ernror cometido en el proce-

50 afectarnd cualquiern cambio subsecuente.



1.4 DEFINICION DE UN MODELO MATEMATICO DE SIMULACION

Bdsicamente un modelo matemdtico de simulacibn de yacimientos,
consiste en un ndmero determinado de ecuaciones diferenciales par-
ciales, que expresan el principio de conservacién de masa y/o enen
gfa acopladas con ecuaciones nrepresentativas de fLujo de §Luidos,-
temperatuna y/o La concentracibn de dichos §Luidos a través de me-

dios porosos.

Las ecuaciones nesultantes, son ecuaciones difernenciales panr--
ciales "no Lineales" y su s0lucibn es posible dnicamente de una ma
nera discrneta, es decin, en un ndmero de puntos pnaéeﬂeccéonado5 -
en Liempo y espacio y no de una manera continua; por Lo cual es in

dispensable el uso de un programa de cémputo.

1.5 INFORMACION REQUERIDA

Para £Levarn a cabo una simulacibn se hequiere La informacibn -
sdgudlente:
a) Propiedades petrofisicas.

Ponosidad ( ¢ )

1

Peameabilidad (k)

S )

Satunaciones de agua, aceite y gas (S _, S _, g

Presibn capilan entre diferentes intenfases
Pc P

w-o’ o-g’ cg—w )
Penmeabilidades nelativas; al agua, al aceite y al gas

(Pe

( krw: kro, krg )
b) Propiedades oWT de Los §Luidos del yacimiento



-Factornes de volumen ( By, By, Bg
-Relacibn de so0lubilidad (Rs )
-Viscosidades (uw,uo,ug )

-Compresibilidades (cg, ¢

W ? c c )

o’ g

c) Limites del yacimiento.

d) Caractenisticas del aculfero que rodea al yacimiento

¢) Cuando se trata de hacer un ajuste de La histonia del yacimien-
to, se nequienen; nitmos de produccibn, declinacibén de La pre--

s46n, etc,

Tanto Las propiedades petroflsicas como Las propiedades PVUT, -
se deteaminan en el Laboratorio a través de muestras del yacimien-
Lo, que e procunra sean nepnebentatiqu. Registros eléctnrnicos obte
nidos durnante La perforacibn proporcionan Lnformacién complementa-
nia, necesarnia en La correcta evaluacidn de Las propiedades petro-

gLsicas .

Los £imites del yacimiento y Las canracternisiicas del aculgeno,
se determinan con estudios geolbgicos ayudados de métodos Lndirec-

tos como son Los hegdistros geoglsdicos, ete.

De suma importancia en un estudio de yacimientos por medio de-
simulacién, es La detemnminacidn de Las permeabilidades nelativas y
Las presiones capilanes. Las penmeabilidades relativas determinan-
el flujo fraccional de Las fases y porn ende Los nesultados del s4i-
mulador. Obviamente Las cunvas obtenidas en el Laboratornio en pe--
queiios nucleos, cuyas dimensiones se miden en centlmetnos, deben -
sen ajustadas antes de poder usanse en un simulador cuyas celdas -
se miden noamalmente en centenares de metrnos. La evalweidn oporntu-

na y sistemdtica de un conjunto de "pseudo permeabilidades relati-



-vas" es un proceso indispensable y a menudo olvidado en La simula

cibn matemdtica de yacimientos.

Las cunvas de presién capilfar son necesanias para podern descni
bin La disirnibucibn de saturaciones y el tamaiio de La zona de than

sdicibn, Los contactos agua-aceite y gas-acedite.

1.6 RESULTADOS

Los nesultados tipicos que se obtienen de un programa de simu-
Lacibn, consisten en La distribucibn de presiones, saturaciones en
cada una de Las celdas en Las que se ha dividido al yacimiento, --
asL como nefaciones agua-aceite y gas-acedite para Los pozos produc

tones.

S4L hay inyecceibn de fludidos, se obtiene; o el nitmo de inyec--
cibn de Los pozos Lnyectonres, o Las presdiones necesarias para Lin--

yectarn Los volumenes establecidos.

1.7 UTILIDAD DE LA SIMULACION

Un modefo matemdtico de simulacibn calibrado adecuadamente, es
La hennamienta mds poderosa con La que cuenta un Lingeniero para po
den predecin con cdento grado de precisién el comporntamiento de un

yacimiento sufjeto a diferentes politicas de explotacibn.

Adn cuando en ocasiones no se conozcan Las caracteristicas pe-
troflsicas de un yacimiento La simulacibn puede sen dtif en obte--
nen La sensibilidad de Los nesultados a vardiaciones en La descrnip-

cibn en el yacimiento. Pon efjemplo 44 se tiene una propiedad "x" y



se sabe que dicha propiedad puede varian en un nango de x1 a x2, -
es decin, x4 £ x £ x, y se efectdan 2 6 3 corridas de simulacibn,-
84 Los nesultados no vanfan mucho se puede:
1) Tomar como buena una de Las predicciones.

Z) Relegan a segundo téamino esfuernzos edpeciales para medin con -

precisibn dicha propiedad.

SL porn el contrario Los nesultados de simular el yacimiento --
con difernentes valores de La propiedad "x" vanfan considenablemen-
te, entonces se debe tenen especial cuidado en La obtencién de La-
déstnibucibn de La propiedad "x" en diferentes dreas del yacimien-
o para mefjoran La descripcibn del mismo, ya que su distribucibn -

agectarnd considerablemente La necupenracién.

Adn 84 hay diferencia en Los nresultados al variarn Las propieda
des, se puede tratarn de buscar cientas invariantes en La recupehra-

cibn por medio de déﬁenenteé gormas de explotacibn del yacimiento.

Ejemplo:

S£ el valorn asignado a una propiedad, digamos porosidad es -
(¢1), y Los nesultados de una simulacibn indican Las sdigudientes ne
cuperaciones:

- Por agotamiento. natural 20%
- Por un método de inyeccibn A 30%

- Por un método de.Lnyeccidn B 40%

EL incnemento en La recuperacibn al aplicarn el método de inyec
cibn Aes de 50% y el Lincremento al aplican el método de Lnyeccibn-

B es 100 %

Ahora, 84 el valorn asignado a La porosidad es ¢, Y Los rnesulta

dos Andican que La necuperacibn es:



- Pon agotamiento natunal 23%
- Por un método de inyeccidn A 35%

- Pon un método de inyeccibn B 47%

En este caso el Aincrnemento en La necuperacibn al aplican ef mé
todo de inyeccidn A es de 52% y el incremento cornesponde al méto-

do de Ainyeccidn B es de 104%.

De Lo anteniorn se observa, que adn habiendo vaniaciones en Las
propiedades de o, ad, Los incrementos calculados para ambos méxto
dos de Linyeccdidn son practicamente Los mismos porn Lo que se deduce
en este casdo no es necesario conocern toda La ingormacibn en forma-
precisda. En una forma mds realista, La precisibn de La informacibn
debe sen proporncional a La sensibilidad de Los nesultados a varia-

ciones de dicha Linformacidn.

1.8 CONSECUENCTIA DE UNA INFORMACION DEFICIENTE

Lo antendion no significa que La simulacibn de yacimientos deba
aplicarse en cualquier ocasidn. Dada La complejidad y so0fistica- -
cibn de La simulacidn numénica de yacimientos, carece de sentido -

su utdilizacdbn sino se trata previamente de obtener buena Lnfon
macién, debido a que La confiabilidad de Los nresultados de una s4-

mulacibn, estd en funcidn de La Linformacibn proporcionada.

Para usarn La simulacién apropiadamente, se citan a continua- -

cibn clentas consdideraciones fundamentales.

- Se debe hacen un muestreo adecuado y suficiente, para asegunrar -

que La Aindommacibn sea nrepresentativa del yacimiento.



- AL determinar Las propiedades petrofisicas y pVT de Las muestras
de debe tratan de aproximan al mdximo Las condiciones que real--
mente prevalecendn en el yacimiento.

- Es Ampontante, tratan de nepnodueiﬁ en el Laboratonio, 104 meca-
nismos de desplazamiento que operandn en el yacimiento para de--
Terminan Las permeabilidades nelativas que tanta thascendencia -
Tienen en La nrecuperacibn. Ademds, en el caso de simulaciones --
areales o tridimensionales, es indispensable efectuar primeno es
tudios en secciones trhansvensales que permitan detenminan Las --
curvas de pseudo permeabifidad nelativa que permitan calibran --
Los nesultados de un modelo bundo con celdas nelativamente gran-
des a Los nesulitados obtenidos al utilizar una mefon definicibn-

del nidmeno de capas y con celdas mds pequenas.

SL pon el contrario La Anformacibn disponible es insuficiente-
y ademds no representativa, La utilizacibén de un modelo simplifica
do taf como Las ecuaciones de balance de matenia, aplicadas con --
buen critenio ingenienil pueden utilizanrse con ventaja sobre un mo

delo de simulacibn.

Indiscutiblemente, un modelo matemdtico adecuadamente ajustado
que ha penmitido neproducin La histornia de un yacimiento, es el --
instrumento mds poderoso para predecir, con el mayorn grado de con-

fLanza, el comporntamiento de dicho yacimiento.

1.9 TIPOS DE SIMULADORES

1.9.1 MODELO DE CERO DIMENSIONES O MODELO DE TANQUE

(Por consideran af yacimiento como un tanque)



Este modelo, supconc que ef yacimdiento se componta como un tan-
que con propiedades promedio, ademds supone que Las propiedades -
PVT son funcién de La presién media y que La permeabilidad nelati-

va es Unicamente funcibn de La saturacibn media.

A este modefo comunmente se Le LLama balance de materia (Fig. 1).

1.9.2. MODELOS DE UNA DIMENSION

Dicho modefo fue genenado por BUCKLEY-LEVERETT, para darn gna -
s0lucibn anallftica al comportamiento por recuperacidn secundania.
En simulacibn de yacimientos dicho modelo se puede aplicar, 54 Ae-
tiene un yacimiento en el que el fLujo en una dineccedbn es predo--
minante. Por ejemplo en Los casos de Lngeccién'de gas en La cresta
de un yacimiento o en La inyeccibn de agua (o entrada natural de -

agua) pon el flanco de otro yacimiento (Fig. 2).

En una dimensifn también se puede utilizan un modelo en forma-
nadial. Este modelo es dtil para pruebas de formacdidn y pruebas de
incnemento o decnemento de presidn. En cada celda se pueden varian

propiedades tales como porosidad y permeabilidad (Fig. 2a).

1.9.3. MODELOS DE DOS DIMENSIONES

1.9.3.1. MODELO AREAL

Se tiene varniaciones de Las propiedades en dos dirnecciones, pu
diéndose considenan ademds, Los efectos gravitacionales al asignan

difenentes profundidades a Las celdas del modelo, el cual puede --



sen nepresentado por una malla. Este modelo se aplica a yacimien--
Zos donde genenalmente Los espesones son pequeiios con respecto a -
du drea y no exdiste efecto muy marcado de estratificacibn o se ha-
generado un confunto adecuado de pseudo permeabilidades nelativas-

(Fig. 3a).

1.9.3.2 MODELO DE SECCION TRANSVERSAL

0trno tipo de modelo de dos dimensiones se tiene en La hepresen
tac&bn de secciones transvensales en donde Las propiedades de Las-
capas varfan. La utilidad de estos modelos estrniba en su versatili
dad en La descripcidn de La distrnibucibn ventical de saturaciones-
de avance de un frente (gas y/o agua) ademds de sen Los instrumen-
tos para La obtencibn de Las mencionadas curvas de pseudo permeabi

Lidad nelativa (Fig. 3b).

1.9.3.3 MODELO AREAL DE DOS DIMENSIONES EN FORMA RADIAL

’
Incluyen algunas de Las consideraciones del modelo anteniorn --

ademds de La ventaja de podern analizan con mayorn detalle Los cam--

bios bruscos de presidn y saturacidn que ocurren en La cercania de

Los pozos (Fig. 3c).

1.9.4 MODELOS TRIDIMENSTONALES

Existen yacimientos con espesores muy grandes, por Lo que es -

necesandio consdidenan vandiaciones tanto horizontales como venticales

1



(Fig. 4). 0trno tipo de modelo de trnes dimensiones, se puede repre-

sentan en forma nadial (Fig. 4a).

1.10 TIPOS DE FLUJO:

Hasta aquf se han mostrado solamente vaniaciones en La geome--
tnla o sea Las dimensiones; sin embango, en el yacimiento se pue--
den considenar también varnios tipos de fLujo, como son el monofdsi

co, bifdsico y trnifdsico.

1.70.1 FLUJO MONOFASICO

EL gLlujo monofdsico estd dado por el fLujo de un 56Lo fLuido -
en particulan. Pon efemplo en Los aculfenos el agua; aceite en un-

yacimiento bajo saturado o gas en un yacimiento de gas volumétrico.

1.10.2 FLUJO BIFASICO

Se presenta cuando dOAyéﬂuidOb digenentes fluyen al mismo tiem

po por efemplo:

Gas y Acedite: En un yacimiento que produce pon empujfe de -
gas disuelto RLibenado.
Agua y Acedte: En un yacimiento bajo saturado con entrada -
de agua, cuya presibn se mantiene arniba de-
La presibn de burbujeo.
Agua y Gas: En un yacimiento de gas con entrada de agua-

0 cuya saturacidn de agua congénita es mayonr

12



que La saturnacibn crhitica.

1.10.3 FLUTO TRIFASICO

Se presenta cuando hay fLujo de tnes gluidos a La vez: agua, -
aceite y gas. Este caso se contempla en yacimientos que producen -
por empuje combinado, en Los que La entrada de agua, el empuje de-
gas disuelto y/o el empuje de un casdquete ondiginal o secundario --

tiene Ainfluencia en La produccién.

Porn todo Lo anternion se puede tener combinaciones entre mode--
Los y tipos de f§Lujo; es decin, se puede tenen un modelo de una di
mensién con 3 fases o bién uno en 2 dimensiones con ? fases o gene

nalézando un modelo de 3 dimensiones con 1, 2 6 3 fases.

1.11 MODELOS COMPOSICIONALES

Existen otrnos tipos de modelos, donde no 86L0 se toma en cuen-
ta La varniacibn de La geometnia y el tipo de §Llujo, sino también -
La variacibn de La composicibn de Los fLuidos del yacimiento al ex
plotarlos .En esta categornfa se incluyen 204 yacimientos de aceite-
voldtil y Los yacimientos de gas y condensado con condensacién he-
trnégrada, para Los cuales se debe toman en cuenta La composicidn -
de Los f§luidos oniginales. Consecuentemente, este tipo de simulado
nes permite predecin variaciones en La composicibn de Los gluidos-
producidos, asi como variaciones en Los gastos y presdiones del ya-

cimlento.

13



1.12 MODELOS TERMICOS

Cuando se somete un yacimiento a un proceso de recuperacibn me-
jorada por medio de un método ténmico, como pon ejemplo La inyec- -
cién de vapor o La combustibn in-situ, Andependientemente de exis--
tin flujo de fluidos en el medio poroso a causda de gradientes de
presibén, se genera un Lntencambio de enengla en el yacimiento, va--
niaciones de tempernatura y viscosidad de £0s tLuidos, efectos de --
desdtilacién y/o craqueo, etc. Estos generan una serie de modifica--

ciones en Las propiedades de Los fLuidos.

Tendiendo en cuenta Lo antenion se pueden elaborar modelos que -
involucren tanto Las variaciones de gLufo, como Las variaciones en-
Las propiedades de Los §Luidos ded yacimiento en funcidén de Los - -

efectos composicionales y/o variaciones en Las Lemperatunas .

14



“ Diagrama Indicativo para la seleccién
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FIG.1 MODELO DE CERO DIMENSIONES

HORIZONTAL

/ INCLINADO

VERTICAL

FIG.2 MODELO DE UNA DIMENSION
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CAPITULO 2

PRINCIPIOS BASICOS Y ECUACIONES FUNDAMENTALES

2.1 INTRODUCCION

EL fLujo de fluidos en medios porosos es un fendmeno muy comple

fjo y como tal no puede sern descrnito explicitamente.

En §Lujo a través de tubenfas o conductos, es posiblLe medin La-
Longitud y el didmetrno y calculan La capacidad de glujo como fun- -
cibn de La calfda de presibn; sin embango, el fLujo en medios poro--
505 es diferente, ya que se tienen que considerar ecuaclones que --
desceniban el §Lujo de Ros fLuidos en una, dos o tres fases, a trha--
vés de "canales de fLujo" que presentan varlaciones de uno o varios
ondenes de magnitud en donde Los -fLuidos pueden sen tratados como -
incompresibles, Ligernamente Lincompresibles o compresibles. Ademds -
para representan el sistema de fLujo pueden considerarnse una, dos o
trnes dimensiones, Ancluyendo, 54 se desea, heterogeneidad en Las --
propiedades petrofisicas, efectos gravitacionales, efectos capila--

nes y trans ferencia de masa entre Las fases.

2.2 POTENCIAL DE FLUJO ( ¢ )

EL potencial de fLujo combina Los efectos de presibn con Lo --

efectos gravitacionales y se define pon:

o= p - pgD (2.1)

en donde:
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©
n

(p,e)

Pg es el peso especifico

A=
n

es La profundidad (positiva hacia abajo) medida a -

partin de un plano conveniente de neferencia.

De acuendo a Las unidades comunmente usadas en ingendenia petno

Lena, el potencial puede sern expresado como:

® = p + _L_ g oh (2.2)
144 g,

®-p- - 9 ,p (2.3)
144 g,

en donde
p = presidn (Lb/pg?)
o = densidad (Lb/pies’)

h = altura medida hacia arniba de un plLano dado (pies)

D = profundidad medida hacia abajo de un plLano dado -
(pies)

g = aceleracibn de La gravedad en el Lugar que se este-
trabajando.

go = constante gravitacional condiciones normales y es -

Lgual a 32.2 péeA/Aeg?

La varniacién del potencial en una direceién horizontal es equi-

valente al cambio de presidn en esa direccidn.

+ 0 (2.4)

de _ dp
dx dx

Sin embargo, La vaniacibn del potencial en La dineccidn venti--

cal incluye también el efecto gravitacional:

do _dp 1 g 5 (2.5)

dz dz 144 g
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2.3 LEY DE DARCY

La ey de Darcy establece La proporncionalidad de La velocidad -
de flujo de un §Luido homogéneo en medio poroso con el gradiente de

presibn,

4 ~ gradiente de presién (2.6)
A
en donde

q = VA (2.7)

Para cambiar el signo de proporcionalidad pon el s4gno Lgual es
necesario toman en cuenta tanto Las caractenfsticas del medio poro-
40 (permeabilidad) como Las del fLuido (viscosidad); ast para §Lufo
honizontal La ecuacibn de Dancy se expresa como:

k
a .. * dp (2.8)

-
=

Q.
(o)

La vatidez de La ecuacibn anternior presupone Las sdgudientes con
dicdiones:

a) Fluido homogéneo (una so0la fase)

b) No exdisten nreacciones quimicas entre el gLuido y el me-
dio ponroso.

c) La permeabilidad es independiente del gtuido, de La tem
peratura, de La presidn y de La Localizacidn.

d) Régimen Laminar.

e) No existe efecto de Klinkenbeng.

§) FLujo permanente e incompresible.

g) EL fluido satura 100% al medio poroso.
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EL s4igno (-) de La ecuacibn antenion, surge al considerax que -
La presibn disminuye cuando La Longitud aumente Yy se requdiene panra-

compensar el s4igno negativo del gradiente.

Para flujo inclinado es necesario considerar tanto La variacsidn

en La presibn como La variacibn en La canrga gravitacional.

v = == ( —pg) (2.9)

La nazén del signo (+) se nelaciona con La dirececidn que se Le-

de a "2', La cual puede sern positiva hacia arniba o viceversa.

Ahona bien, La velocidad a La que se nefiene La ecuacibn de - -
Dancy es La velocdidad aparente, por Lo que 84 se desea evaluar La -
veLocidad real habrd que dividin fLa velocidad apanrente por La poro-

sdidad efectiva del medio, o sea:

u

v = — (2.10)

med.
%
donde
v = velocidad neal o media.
med
u = velocdidad aparente.
%' = porosidad efectiva.

La ecuacibn de Darcy en forma vectorial se expresa como:

- > E- 8—4)
Vo© 3 e T4 (2.17)

Haciendo un andlisis de cada una de Las variables que intenrvie-

nen en La ecuacién (2.11)
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- La viscosidad (v ) es un escalan.
- La porosidad (¢ ) es un escalanx.

->
- La velocidad (v ) por tenen magnitud, direccibn y sentido es un -

vecton.
-}
- EL potencial (%%r) también es un vecton.

-> .
- La permeabilidad (k) es un tenson, capaz de influir en La direc-
cidn de flujo, La cual no siempre es gobernada exclusivamente pon

el gradiente de presién.

Dados Los ejfes x, y, z no necesariamente ontogonales, Las compo

nentes de La velocidad v ('ﬁx, Ey, az ) se expresan, de acuerdo a -
La Ley de Darcy, como:
- 1 30 30 390
Uy = - _E—'( kxxﬁi—'+ kxy 3y P Ryz 3z ) (z.12)
® ¢
O LT e L Sy (2.13)
y u YX3x VY 3y 3z
| 30 3¢ 30 :
U,= N ( kzx 5x * kzy 5y ! hzza 2 ) (2.14)

La matrniz Zensorn de permeabilidad tiene nueve componentes:

kxx kxy hxzw
fi5 - [Ryx Ryy Ry,
k k k
zZX zy zz

mientrnas que La velocdidad y el potencial, siendo vectonres tienen --

trhes componentes solamenter

00 = 3¢ 30
3 X dy 9dz

)

+
v = w, w, w ) 5 2
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Debido a La Laboriosidad de trhabafar con tensornes, se hacen co-

munmente Las siguientes suposiciones, para simplificar Las ecuacio-

nes

1) La matniz tensonial es simétnica, o sea:

k.o =k__,k

Xy yx? %

=k, sk

~

vz

k

XX

kxy

k

XZ

2) AL notarn Ros ejes de

diagonal.

:kzy

kyy

kYY

Ry

-

Rz

ks

k

Z2Z
-

una matniz simétnica se obtiene una matrniz

hzz J

En donde Los ejes son orntogonales y estdn alineados con Las di-

recciones princdipales de flufo. Pon Lo que Las componentes de La ve

Locidad se reducen a :

kxx LX)
u 9x
yy 29
u Yy

hzz 9o
u 0z
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En genenal Las direcciones principales de gLujo son:
S; La dineccibn mdxima, paralela a Los planos de sedimentacibn.
4; La dineceibn minima penpendicular a Los planos de sedimenta-

cibn.

Si el medio es Lsotnbpico (R, =hy=kZ ), entonces La direccibn-

del flujo es Ligual a La dineccién del gradiente aplicado.

S{ el medio es anisotnldpico s4in embanrgo (kx¢hy¢kz), La dinec--

cibn del §Lujo es difernente a La dirneccibn del gradiente aplicado.

EJEMPLO:

Sea un medio poroso bidimensional donde k =4k, 54 se aplica
un gradiente con un dngulo de 45°(0 sea €?1=%¥L
X y

y
) encontran La di--

heccedidn del gLujo.

SOLUCION
vy &
dinecedidn del gradiente de presidn
dineceibn de fLujo
Uy
Uy
+
X
[ 4 50
X"'TW
___1 Y]
13 ) u d
- 4 39 1 3¢
uxy-'T(—a—;——u'—(—a—)




La magnitud del vector noamal estd dada por:

o1 30
Iu’—-r'\/;(‘a—k—)

La direccdidn del vecton unitario estd dada pon:

s - . kx 30 ky 93¢

u uV{;, X W7 oY

0 sea La aplicacibn de un gradiente a 45°a este medio, resulta en -
un vector velocdidad cuya direcceibn prinedpal tiene un dngulo 6 = tan

1/4,6=14°02

2.4 ECUACION DE CONTINUIDAD ¥ DIFUSIVIDAD

La desenipcibn matemdtica del §Lujo de gLuidos en medios ponro--

404 esta basada en La Ley de La conservacién de La masa.

Z.4.1 ECUACION DE CONTINUIDAD PARA UN SOLO FLUIDO

La ecuacdibn de continuidad es consecuencia de La aplicacibn del
princdipio de conservacibén de La masa, el cual establece que £a masa
dentro de un s.istema permanece constante con el Liempo, es decin, -

dm/dt = 0. La ecuacibn de continuidad para un ciento elemento de me
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-dio poroso establece que La napidez de crecimiento de La masa den-

trno det elemento es exactamente igual al g§lujo neto de masa hacia -

(upr)
el mismo elemento. Wi(x,y,z) z+4z
///(UP)Y
i ‘,’/
(uP)y : (uP) x+ax
2 - |

\
\
\
N\
\
——

;o v

(UP)yytay (ur),

Considenese un pequeiio paralelepipedo de un medio poroso de di-

mensLiones Ax, by, Az; a través del cual existe fLujo en todas Las -

caras .

Haciendo un balance de maternia durante un Lntenrvalo pequeio de-

tiempo A%,
Se puede consdideran que:

EL fLujo de masa por unidad de supernficie es igual a La veloci-

dad multiplicada por La densidad

u e (2.18)

DimensLonalmente

Ahora bien 84 el fLujo de masa se multiplica por el drea thans-

vensal al glufo, se obtiene como nesultado, el fLujo mdsico.
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S R e R R

?

upA - oq (2.19)
donde
A= dnea
M= masa
T= Xiempo

u= velocidad

P= densidad

Porn otrna parnte se puede consdiderarn que La entrada de masa al -
elemento considerado es positiva (inyeccibn), mientras que La sali
da de masa se considera negativa (produccibn). EL ténmino fuente -
(0 sumideno) se nepresenta por W { x,y,z), el cual tiene unidades-

de masa por unidad de voldmen de roca.

w (x,y,z) Masa

unidad de vol. de rnoca
W (x,y,z) ( + ) Inyeccidn

W (x,y,z) ( - ) Producedibn

Porn otrna pante:
Masa de §Lluido en el elemento,
en el tiempo £: Ax Ay Lz | ¢p )¢ (indcial)

en el téempo t + at: Ax Ay bz [ dp ) L o (4inat)

Del principLo de conservacibn de masa:
(Masa que entra) - (Masa que safe) = Acumulacdiidn,
Acumulacidn = (Masa final) - (Masa Andcial)
La cara ny, sz b perpendicular al flufo en La direccibn x, con -
Lo cual La cantidad de masa neta que entra en La direccddnxse ex- -
phresa como:
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Ay Az (2.20)

ot [(oul, - lou),,, ]

B} , " u " u , . .,
Para Las dirneccdiones y, y z 4se obtienen expresiones similares.

Ahorna La acumulacibn se escribe como:

Acumulacibn = Ax by AZ(¢p)t+ - Ax Ay Az(¢p)t (2.21)

At

tomando en cuenta Las expresdiones anterniones

At [ (ou)x - (pu)x+Ax] Ay Az + A% [ (pu)y - (pu)y+Ay] AX Az

+ AL [(pu)z - (pu)z+Az ]Ay Ax + W(x,y,z) = axayaz [(¢°)t+A%{¢°)t]

dividiendo entrne Ax Ay Az At se obitiene:

) (oul ay” (pu)x_ (pu)y+Ay- (pu)Y- (pu)Z+Az- loul
AX Ay AZ
. Wix,y,z) _ (60) pe™ lo0) _ (2.23)
Ax Ay Az A% At

tomando LLmites cuando ax +0, Ay~ 0, Az+ -0 y At>0y recorndando La -

definicibn de dernivada de una funcibn:

Y oy em Yl x + ax ) - oyl x )
dx x-+0 AXx

se tiene que:

_dlpux) _ a(ouy)  3lpuz)

+ W(X,y,Z) - 8(¢p) (2-24).
X ay )4 0t

Esta ecuacibn es La forma general de La ecuacién de continui--

dad en un medio poroso.
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2.4.2 ECUACION DE DIFUSTVIDAD

Substituyendo Las componentes de La velocidad porn La Ley de -

Darcy en La ecuacibn de continuidad se tiene:

3X uoo9Xx oy oy 0z U 9z at

Esta es La ecuacibn general de difusividad que nrepresenta el -

fLujo de un s0lo fLuido a través de un medio poroso.

Para el flujo de vanios fLudidos, es necesario considerar tam--
bién que el medio pornoso estard sdujeto a variaciones en La satura-
cibn porn Lo tanto, después de proceder en gorma similan a La ante-
ndon, La ecuacdbn de difusividad para §Lujo multifdsico en donde -

k¢ nepresenta La permeabilidad efectiva al flujo en cuestibn, se -

tiene:
) kfg 39 3, kfy 30 3, Rfz 3 _ 23(Sf9ep)
-é-;(—(pr— —8—)2) + W(Du—l 7) + a—z-(pu -a—?) + W(X.y z)= —5f (2.26)

Para La solucidn de €sta ecuacdidn es necesario utilizarn una --

ecuacdidn de estado que nelacione La densidad con La presién.

2.4.3. TIPOS DE FLUIDOS

Los fLuidos de un yacimiento son clasificados dentro de trnes -
grupos, dependiendo de su compresibilidad.

a) FRuidos incompresibles.

b) FLuidos Ligenamente compresibles.

c) Fluidos compresibles.
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En un §luido 4incompresible, La densidad de Los fluidos se consi

dera constante,

Un §Luido se denomina Ligeramente compresible 44 su densidad -
se puede considenar como una funcibn Lineal de presién (porn cjem--

plo compresibilidad constante).

Finalmente un f§Luido compresible es aquel que presenta un cam-
bio significante de densidad con La presdidn.

Gragicamente se tiene Lo sigudlente:

P A compresible

ligeramente compresible

incompresible

ov

2.4.4 ECUACIONES DE ESTADO

Dependiendo del fluido que se este manefando, existen vanias --

ecuaciones de estado.

a) Si el fluido es incompresible quiere decin que La densidad -

send constante.
o = ctte. (2.27)

b) Si el fluido es Ligenamente compresible (£Lquido) La ecua- -

cibn de estado send:

1 dp
¢ = 0 ( Bp)T=ctte. (2.28)




c) Para un gas Ldeal

]

pV = nRT (2.29)

d) Para un gas real

pV InRT

(2.30)

Antes de introducin Las ecuaciones de estado a La ecuacibén de -

difusividad, se definen algunos téaminos.

vol. @ c.y. ]

Bo = Facton de voldmen en [
vold. @ ¢c.5.

Qyop. = Ritmo de inyecedibn en [ vol. @ c.4./dia ]

péea de noca

por Lo que

Wix,y,z) = Ritmo de inyeccibn de masa por unidad de vo-
Ldmen.

Wix,y,z)= Bo oL, ° (2.31)

Wix,y,z) = vol. @.y.1[vol.@ c.5. masa ]

vol. @c.s.” dia’ pied “tuvol. @c.y

Z.5 DESARROLLO DE ECUACIONES PARA LOS DIFERENTES TIPOS DE FLUIDOS

2.5.1 ECUACION PARA FLUJO INCOMPRESIBLE

9p

84 p = ctte. , £ =0 . (2.32)

34



y ademds La viscosidad es constante. De La ecuacién de difusividad

Q
|2
Q
©

kx 30, 84oky 30, 3 okz
u 0z

_ 93l¢p)
U 9X 0y Y u b+ Wi, y,z) = S

3
EZ(O oL

Q
Qo

z

substituyendo el valon de W, sabiendo que —%% = 0, multiplicando -

por v y dividiendo por o (ambas constantes):

(2.33)

En La ecuacibn antenion Las permeabilidades pueden variar en X,Y,2;

es decin
kx = kx(x,y,z)
ky = kylx,y,z)
kz = kz(x,y,z)
S4L el medio es Lso0tnbpico y homogéneo
kx = ky = khz=z k

Dividiendo La ecuacién (2.33) por k

uq B
3,09 3,99 3,939 vol~ _
xlax! P aglsy! tarlsr) Rt 0
2 2 2
Hq
Bf+3§>+8§+\)k0£ = 0
aX oY 32

La cual se puede expresar como
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+ ———E—L— = 0 Ecuacibn de Poisson (2.35)

S4 no exdste dnyeceibn La ecuacidn antenion se simplifica a:

Vo =20 Ecuacdidn de Laplace (2.36)

Las unidades que comunmente se usan en ingenienia petrolera Aon Las-

sdigudlentes:

B [y g ]

A1b

tuol. [W]

x,y,z [ pies )

o !.b/)og2 )

w [ ep )

por Lo que

5x | T44° X
o [ e (2.37)
1
5 1 3D
gg‘ - 1220 gc 7
ap g 3h
sy * T4F °g, 3y
2 |
3y
ap . 1 g 3D (2.38)
3y 144 “g. 3y
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) 1 dh
3§+W°g'—57
20 ¢
5;‘{ (2.39)
sp . 1 g 23D
Eg 747 pgc 3z

2.5.2 ECUACION PARA UN FLUIDO LIGERAMENTE COMPRESIBLE DE COMPRESIBI-

LIDAD CONSTANTE.

Recorndando La ecuacibn general de compresibilidad dada pon:

= (2

v p T

(2.40)
a partin de ella se podrd obtenen una ecuacidn que nrelacione ALa den

sidad del fLuido con su compresibilidad, con ayuda de La siguiente -

ecuacLbn:

o = densddad, m= masa y V= voldmen. Despejando el voldmen de La-

ecuacdLdn antenion,

v = 2 (2.41)

dendvando La ecuacibn (2.41) con nespecto a La presibn (p) se tiene:

@
3
(o34

©

u 2 (2.42)
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sustituyendo en La ecuacibn (2.40) Las expresdiones (2.41) y (2.42).

P (

m/o p23p

-map )

c- 1 30 (2.43)
o ap

La ecuacidn antenion nos nepneéentd La nelacibn de La densidad-
de un LLquido con su compresibilidad. Para obtener La variacidn de-
La presibén en Las dinecciones " x,y,z ", bastard con despejan " dp "
de £a ecuacibn (2.43) y denivar nespecto a cada una de Las dinecedo

nes cornespondientes.

despefando "dp":

dp

n

dendivando nespecto a "x,y,z"

dp 1 dp

= (2.44)
dx = c¢p dx
dp _ _1 do (2.45)
dy Cp dy
dp _ _1 dp (2.46)

dz cp dz

S< el espeson del yacimiento es pequeiio y de bajo nelieve estruc

Tural, es decin para §Lujo hornizontal, se puede hacern La considena--
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-cdib6n de que el potencial de §Lujo es aproximadamente Lgual a La --

presién.

Ahona bien, 84 no se tiene Linyeccibn en ningdn pozo (w(x,y,z)=0u

tomando en cuenta La consideracibn anterion y necondando La ecuacibn

de difusividad dada porn La siguiente expresibn:

P (2.47)

2 (, hx 30 ) , _3 ( Ry 0 ) , 3 ; Rz 00
X H X oY u oY vz u 9z
(CFeo |
+ W (x,y’z) - 9\ Fop I
ot
sustituyendo en La ecuacdibn antenion Las ecuaciones (2.44), (2.45) ,
(2.46), y (2.47) se tiene:
CH phx 180y 4, & . Ry 1T 90 ), _3 5 Rz 1 _3p
3Xx H cp 3x dy W Cp Y 3z uoCp 3z
_ alep)
ot
simpligicando La ecuacibn anterion:
B(k-x 789)+ B(ky 1 30 ) 4 B(hz 1 90 ).
Ix Moe o dx dy L dy dz Hooe dz
3 (op]
ot (2.48)
Considenando un medio Ls0tnépico (kx=ky=kzzk), La viscosidad -

constante (u=cHe), multiplicando por we y dividiendo entre k, se -

39



obtiene:

d 9 d d 3
— (=2 (=2 ) + [ =2) - fue o
dx dx dy dy 3z 3z k 3t
0 sea:
2 2 2
3 0 4 30 , 8 p _ _¢uc 9p
3x ay? 3z2 k at

sdendo equivalente a

2. _¢%uc 3p "
k LEs

(2.49)

La ecuacidn obtenida antenionmente es La representativa para el-

flufo de un gludido Ligernamente compresible de compresibilidad cons--

tante, La cuak puede sern aplicada'para LLquidos y para gases en in--

ternvalos pequeiios.

La ecuacibn (2.49) no es muy prdetica para su utilizacibn en La-

gorma obtenida, debido a La dificultad que presenta La evaluacién de

Las densidades, pon Lo que es conveniente expresar La ecuacibn (2.49)

en guncdidn de La presibn.

De La ecuacibn (2.45)

o ap o dp

despejando "cdp" se tiene:
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cdp 1 doe

n

Lnitegrando de p_a p

fp cdp

n
v\
°
o |al
I'O

R o
e obtiene:
- = S
c (p po) Tn °
O
despejando " "
- c( p-p_ )
o o @ o (2.50)

o

fel
n

densidad indicial def fLuido valuada a una presibn inicial --

( P, )

presidn medida a cualquien tiempo.

p

Recordando que La f6rmula de expansibn de una funcibn "§(z) ", --
en Las cencanfas del valon conocido de La funcidn por medio de La 4se-
nie de Taylon, siendo "a" el punto conocido:

$lz) = §la) + S la)lz-q, f"(a)e-af, ., £7Calz-a)"

oooooooo

1! 2! n!

por Lo tanto se puede expandin La funcibén f§(xalrededon del punto x=0,

entonces:

§(x) = 1 + x + x + X7t e + X
1! 2! 3! n!
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porn Lo tanto:

cp 2 2 3 3 n n
e =1 + ¢ + ¢ + e et et ) ;,O_ .
1? ZTP c3? " e . 2.57)

En La mayonfa de Los casos en ingenienia petrolera (para Liqui- -
dos), se cumple que:
cp < 0,01
cp?2< 0.0001

por Lo que La expresdidn (251) se puede simplificarn a:

ef: 1 + ¢p (2.52)

sustituyendo La ecuacidn (2.52) en La ecuacidn (2.50) se tiene:

P =p (1 + ¢cp ) (2.53)

e}

tendlendo La densidad como funcidn de La presidn, se podrd obtenen La-

ecuacibn de fLujo nepresentativa.

Sustituyendo La ecuacdbdn (2.53) en La ecuacibn (2.49)

9 [a[po(1+cp)] ] , _9® [3[°o(l+cp)] ] . 0 [3[00‘7+CP)] ]

ox X dy Ay 9z 9z

puc 3E0(1+cpﬂ
k at

(2.54)

sdiendo "P " La densidad indicial del fLuido(constante), entonces:

3Po
oL

=0
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por Lo que, en La direccibn "x" se tiene:

__E)_(o,,cpo_iﬂ)
93X 9 X

neduciéndose La ecuacibn (2.54) a:

2 2 2
cpo[3§+3§+3i2]=1&000_3_ﬁ
X 3y 32 k at

dividiendo entrne cp
(o]

o P , 3P, 3P _ _duc P
7 7 pi
3 X 3y 32 k 3%
0 Aea:
| 2
| n vV p = ouc op n (2.55)
k 3%

que es La ecuacibn de difusibn para un §Luido Ligernamente compresible
habiendo hecho Las siguientes considenraciones:

- medio Ls0trnbpdlco

- meddio homogéneo

- viscosdidad constante

- compresibilidad constante

La impontancia que reviste dicha ecuacidn es trascendente, debido

a su madltiple utilidad. Entre otrnas aplicacdiones se Lienen:
- pruebas de presidn (incrnemento, decremento, intenfernencia, etc.)
- pruebas de Limite de yacimientos

- simulacdidn de yacimientos.
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2.5.3 ECUACION DE FLUJO PARA UN GAS REAL

Para poden obtenen La ecuacidn representativa de flujo de gas,-

¢s necesanio introducin La ecuacibn general de Los gases.

Recordando La ecuacibn genenal de Los gases dada pon:
pV=2nRT (2.56)

n = n? de moles = = masa (2.57)

m
M peso moleculan

sustituyendo La ecuacibn (2.57) en La ecuacidn (2.56).

(2.58)

de £La ecuacibn (2.40) o =

sustituyendo La ecuacibn (2.40) en La ecuacibn (2.58) y despejando--

"o e tiene:
po=_m_ = _pM (2.59)

involucrando el valon de La densidad de un gas dada por La ecuacidn-

(2.59), en La ecuacibn de difusividad.

S M kx dp oy, _ 3 (PM_ky 3p .y, _ 3 (pM_ kg _3p |+

9x  IRT boodx dy  IRT u 2y 9z  IZRT w23z
. = d p
PM_ q. vol. (x,y,z) 5 ( M ) (2.60)
IRT ox IRT
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S< se LLama 1 a Las condiciones de yacimiento y 2 a Las condicio-

nes de supenficie

ptVy = po Vs
IANE 1,T;

como Vy = q vok. (x,y,z)
Py q vol. (x,y,z) = p, q vol. (scf)/d (2.61)
ZlTl 22T2

sabiendo que Las condiciones estandar son:

T, = 60°F = 60+460 = 520 °R
2, = 1

py = 14.7 £b/pg?

d = dia

despejando ¢ vol. (x,y,z) de La ecuacibn (2.61) y sustituyendo Los -

vatores de Las condiciones estandan:

q vol. (x,y,z) =_14.7 x q vol. (scf/d) I;T,
520 P

sustituyendo La ecuacibn (2.62) en La ecuacibn (2.60)

o ( pM k x ap ) " 9 ( pM ky p ) o+ 3 ‘ pM kz p )+

3x IRT pnoo9x 3y IRT u 3y 3z IRT u 3z
p (14.7) q vot. (scf/d) =y —2 pM ]
Z Tep x 520 0t IRT
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como M, R y T son constantes; multiplicando por R T y dividiendo ---

entre M nesulta Lo sigudiente:

B(JO hx._a.ﬁ)+ 8(_[0@ 3P)+__3(_E_’EZ_._BE)+

X u Z X Yy v Z oY p Y4 v Z 3z
14.7 q vot. (scf/d) = 1 CH (2.63)
520 x 5.615 5.615 3t Z

que es La ecuacdibn de difusidn para un gas real, en donde:

scf/d
1. Vot [ pied roca ]

T ‘Pé]

P [e6/pg?]
5.615 facton de convensién [ 1 bg = 5.615 pie3 )

La ecuacidn antendion es una ecuacibn no Lineal.
Para nreducin La no Linealidad de La ecuacidén se utilizard un antifL-
Lo,

Definase al potencial de un gas real como (p*):

P
n P* - f 3 de "
P wulz) Z (g)

La integral antenion se puede calcular a través del método de Simp--
son para funciones discrnetas. EL método consiste en elaborar una ta-
bla de valores y una grdfica de "p" VS "p/uz", donde a partin de La-

unibn de Los puntos se obtendrd una curva, por medio de La cual se -
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podrd obtenen el valon de La integral en un intervalo, que nepne-

senta el drnea bajo La cunva.

La funcibn anteniorn peamite trnansforman La ecuaecibn no Lineal -
de La sdigudlente manena:

AL

n

o 0P _ P _3p
X P 53X Wz  9x

(2.64)

—— — —

- —

B>
p

sustituyendo el valon de La ecuacibn (2.64) en La ecuacibn para un-

gas neal se Zendnrd:

3 (kx ap* 8 Ry 3p* ), _3 ( ka _ap*, ,

X 3X oY oY <2 LKA
14.7 q. vol. (scg/d) = 1 3 oP ) (2.65)
520 x 5.615 5.615 3t Z

ademds de La expresidn antendior se pueden obtenen otrnas 2 expresdio-
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-nes: de La Ley de Los gases neales:

V= Im R T

(2.66)
M P
denivando nespecto a "p" La ecuacién anterion
3V _ mRT ( 12 . 32 ]
ap M p P dp
op M P ap 2

sustituyendo La ecuacddn (2.66) y La (2.67) en La ecuacién de compre

sibilidad ecuacibn (2.40).

- ¢ = - 1( BV
v dp T
¢c=- _pM  mRT ( ! 3z - 1 )
Zm RT M P P p?
simplificando
¢ = - Ry 1 82 _ 2
Z P ap p2

n

e= 1 _ 1 3z (2.68)
P Z  ap

que nrepresenta La ecuacdbén de compresibilidad para gases.
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Del ténmino p) ( P | de La ecuacibén (2.65), 44 se conside-
3t Z

na La porosdidad ( ¢) como una constante, se tiene:

2Py .22y g ez, 1w,
pEs VA P Z ot 72 3p z ot
P ( 1 _ 1 32 ] 3P
z P z 3p Py
como c = 1 1 32
P l op
entonces:
n 3(!2)=P"~ 3)0 ap* n
3t Z Z ap* ot

S{ se tiene una difernencial total, es decin que "p*" es funcidn-

de "p" entonces:

p_ 1
ap* ap*/ op
0 Aea:
dp . 1 B 1
dp* dp*/dp P/uz

por Lo que:
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n "

ot Z Z p at at

quedando finalmente La ecuacién para un gas neal en tres formas dife

hentes:
fa) —2 (kX 30T, 5 (ky _ap* ), 5 (kz _ap* ),
X 3X 3y oY 32 3z
14.7 qg. vok. (scf/d) = gpe ([ 2P (2.70)
520 x 5.615% 5.615 &
7a) —2 | kx _ap* ) + —2 | ky _sp* )+ —2 kz _yp* ) +
ax X dy dy 3z dz
14.7 q. vol. (scf/d) = ¢pc ( ag*)
520 x 5.615. 5.615 ot (z.71)
* * *
3a) 2 ( Rx 2p' ), 3 ( ky_ap* b2 Rz _gp*
3 X X 3y 3y 52 dz
14.7 q. vol. (scf/d) = 3 (P
520 x 5.615 5.615 0t 2 (z.72)

NOTA: La consideracién de que La porosidad es constante, es acepta--
ble debido a que La compresibilidad de La roca es mucho menon que La

compresdibilidad del gas.
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2.6 FORMULACION INTEGRAL DE UN PROBLEMA TRIFASICO

Para formulan Las ecuacdones de fLugo trnifdsico, se Zomaron en-
cuenta Las propiedades de cada fLuido en particularn. Procediendo en
gorma similarn a La utilfizada para deducin La ecuacibn de §lujo mono

gdsico, se Llega a Las sigudentes ecuacdones de flujo de thes fases.

AN .
Ax ‘Az
\\\\ 1
) Y- Ay —
Acedte:
v ( KezoA o )y 4 q, stb/d = vo Lo e (2.73)
Hy Bo 5.615 3% Bo
Agua:
v Keew Age )4 4 og stbid - YB3 (4Sw (2.74]
Uw Bw 5.615 3% Bw
Gas:
v | Kkrg A Avcbg + R KhkroA Vo, ) A + g s%b/ d= Vo _3 (2.75)
Ug Bg Yo Bo 5.675 axt
‘¢Sg + ¢SO RS )
Bg Bo
donde
A =0xbz, V. =Aaxbybz

Ademds del fLujo de cada fase se tienen Las sigudlentes ecuacdo-

nes auxiliares que connesponden a La presdibn capilfar, ecuacdibén de -
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saturacibn y Las ecuaciones del potencial.

- Pco_w =Py T Py (2.76)

T Peyo TPy T P (2.77)
So + Sw + Sg

1
-
n

(2.78)

* Medio mojado porn agua, donde generalmente P> Po> Py

Como se menciono antenionmente el compontamiento de La presibn-
capilfan, se obtiene por medio del andlisis petnrofisico LLevado a ca

bo en el Laboratonrio.

Pog.o |
V][/' Sw' + Sor
Peo.w B
>
Sw

En algunas nrocas p se vuelve negativa, Lmplicando un cam--

Co-w

bio de mojabilidad.

Relaciones de potencial.
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b = Py - _L.Lpov (2.79)

144 3¢
<I>w i _1___9___ OWD (2.80)
144 deo

bg = pp - 19 o0
144 g, (2.81)

Con Lo cual se tendrndn 6 ecuacdones con 6 Lincégnitas y porn Lo-
tanto el sistema send compatible. Los pandmetrnos que se deben de- -

tenminarn son: p_, P, pg, So, Sw y Sg.

2.7 CONDICIONES INICIALES Y CONDICIONES DE FRONTERA

a).- Condiciones indciales.

Cuando una de £Las varniables independientes en una ecuacifn dife
nencial panrcial es el tiempo, se necesdita conocern entre otras cosas,
La vaniable dependiente a un tiempo % para obtenen La s0fucibn de-

La ecuacibn a otrnos tiempos. A Esta se Le LLama condicibén indicial.

En simulacidn de yacimientos, generalmente La variable depen- -

diente es La presibn.
Las presiones y saturaciones deben sen conocidas al Ziempo t=£ .

Para determinarn Las condiciones anterniones, é€stas se deleaminan
a trhavés de un efjemplo LLustrativo. Dadas Las presdiones del acedte,

La saturacién de agua y La saturacibn de gas.
Sg =1 - So - Sw
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=
[

" Py Pegoy (Sw)

Py = Pom Pe,_, (Sg

o

En La prdetica se debe proceder de La siguiente manera:

Conocern el plano estructural y estratigrdfico

Conocern Las profundidades de Los contactos (g-o,w-o
Existencda y Zamaiio del aculfero (54 es que existe)
Propiedades pVT de Los fLuidos en funcidn de La presibn
Cunvas de presién capilan (pcg_o, Pe, _ )

(e]

Cunvas de permabilidades nelativas.

krg = krg (Sg)

krw (Sw)

kyw

kro = kyro (Sw, Sg )

A A A A

krw Kro krg

p —p
Sw Sg

agua — aceite aceite - gas

En La actualidad no existe un equipo efectivo para deteaminan --

Las penmeabilidades nelativas de 3 fases, Lo que se hace es elaboran

? gndficas utilizando 2 fLudidos para cada una (g-o y w-o0).
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7.- Como dftimo dato se nequiene definin La presidn en un plano de -

refenencdia.

Antes de entran al andlisis de fronteras, deginase algunos téami

nos necesdanios para su entendimiento.
+ Trhansmisividad (T)

La trhansmisividad se define como La capacidad de transmitin, da-

da porn La sigulente ecuacdbn:

¢ =Tp,
de La ecuacidn de Darcy

¢=- K Ap

u L

entonces

T = K A

u

b).- Condiciones de frontenrna.

Si se conoce La presién, yl/o Las primenas dernivadas espaciales -
de La misma, en determinadas regiones de un yacimiento para todo va-

Lon del tiempo, a Estas se Les conoce como condiciones de frontera.

Las frontenas son Limites del yacimiento, que pueden estar abien
tas o cennadas al fLujo. De acuendo a Los problLemas que se presentan

en simulacién de yacimientos, se consideran gronternas cearnadas .

Frontena cennada. Frontera caractenizada por La inexistencia de

feujo. Su cualidad gundamental esta dada por:
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| ngf #0 ) = Condiciones de frontera de presibn y/o gastos cons
n g
Lantes.
mw = Vector perpendicular a todas Las superngicies equd-

potenciales .
i Cémo cennan Las gronternas ?

Bdsicamente existen 2 formas de cennan Las gprontenras cuando se --
utiliza una malla de bloques, y €stas son Las siguientes:
1) .- Evitar el f§Lujo a través de toda La perndifernia, haciendo Las - -

thansmisividades en dicha periferia igual a cenro.

Tyiﬁ =0
LLLLL LSS LY

. / y’
j /

; %

Txy,5%0 ; Ty g 470

/] %
/]

L/

/
/

VAV Y e GV av GV av s
T =
Yi,Ny+170

donde:
Nx = Ndmeno de bloques en La dineccibn "x"
Ny = Ndmero de blLoques en La dineccién "y"
2) .- La segunda forma se puede hacern a través de extendenr La malla -

agregando bloques vintuales extennos a dicha grontera y haciendo Los-
potenciales, permeabilidades, presiones, ete. de cada blogque agrega -
do dguales a Los del bloque Linterniorn inmediato adyacente. De tal fonr-
ma que no haya cambio de blogue a blogue adyacente y el fLujo sea ce-

ho.

(8]
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'y 1" tienen Las mismas caracterisiticas del bloque adyacente, es -

decin:

por Lo tanto el fLufo de 1 a 1' es Ligual a ceno.

La deficiencia de €sta segunda forma es que se genera una nueva-

ned o sea:

de (Nx) (Ny) a (Nx + 2) (Ny + 2) - 4

(Nx + 2) (Ny + 2) - 4 = 2(Ny + Nx) + Nxfy-Nxy

por Lo que se agregarnfa un ndmero considerable de ecuaciones.

POZ0S INYECTORES O PRODUCTORES (téamino fuente)

+ Para un modelo aneal

Si el nitmo de Lnyeccidn es dato, se incluye como ténrmino fuente
(sumidero) en La ecuacidn y se detemaminan Las presionesd y saturacio--

nes como en cualquien otro bloque.

S4 se qudene deteaminan el gasto en funcibn de formaciones se - -

tendrd que nelacionar La presién en el fondo con La presidén de fondo-

57




§Luyendo.
+ Para un modelo ventical o trnidimensional.

Se debe dividin el gasto entre Las capas "disparadas". Hay va---
nias formas de hacenlo, La mds simple es dividin el nitmo total de -

acuerdo al producto kh de cada blogue.

Porn efemplo.- Para 3 bloques (capas y un aitmo de inyeccidén dado)

v
A'NN
h'
1 w2
ha
+ w3
"
K h
4, - - 2y
K h1 + K, h2 + K h3
K2 h2
@, = QT
K1 hl + K2 h2 + K3 h3
K h
q, = 33 2,
K1 h1 * K2 hz * K3 hs

se puede presentan el caso de que Kx # Ky # Kz (anisotnépie ).
Para propbésdito de dividin Los gastos, so0lo se toma Kx y Ky.

Pon Lo que se puede calculan "K" de diferentes formas.

1.- Promedio anitmético
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K1 = 1/2 (le + Ky1 )

Z.- Promedio geométnico

K Ky
K1=/x1 LY

1

2 2 N
K1 iv///le + KUI

2
3.- Promedio arménico
o _ 1 . 1
K1 2Kx1 2Ky

Ejemplo:

Dada K( 150, 180, 10 ), calculan K1

Solucibn:
.- K, = 1/2 (150 + 180) = 165
7.- K, = V150 x 180" - 164.32
2.q.- K, :/(150)2 + (180)2 = 165.68
7
3.- K, - 7 - 163.64
1 + 1

2 x 150 2 x 180

Ejemplo No. 2: K ( 150,15,10)

Solucibn:
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1.- K, = 1/2 (150 + 15) = §2.5

1
.- K, =/150 x 15 = 47.43
2 2"
2.a.- K, =/115012 + (15F = 106.6
2
3.- K, - ]
1,
300 30

De Los efemplos anteniores se puede conclufn:
a).- Se puede utilizar cualquien foama cuando se Liene andisotropia.

b).- A través de expeniencias se ha detemnminado que en anisotroplfas-
considenables, es necomendable el promedio geométrico para La -

peameabilidad hornizontal del blogue.

2.8 REQUERIMIENTOS, DATOS GENERALES Y PREPARACION DE UN SIMULADOR

1).- Mapas bdsicos nequenidos:

l.a.- Mapa estructural.- Sirnve para determinan a thdves de Las -
curvas de nivel, Las profundidades de Los pozos, efectos geoldgicos-
de subsuelo como fallas, asi como La vista en planta del yacimiento,

Limites delf mismo, contactos agua-acedte, gas-aceite y/o gas-cgua.

1.b.- Mapa de Lscpacas.- Lineas que unen puntos en el yaedmdento
de Lgual espeson. Entrhe otras cosas, sirve para cuantiflcar volume--
trhicamente ya sea el voldmen oniginal de acedlte y/o voldmen oniginal

de gas efc.

l.c.- Mapa de {soporosidades.- Por medio de ndcleos y de regds--

tios geoflsdicos se determina La porosdidad en cientos puntos, Los cua
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-Les son nefendidos a un plano. Posteniormente se Ainterpola entre di-

chos valores para asignar un valor de porosidad a cada celda.

1.d.- Mapa de Lsopermeabilidades.- Igual al de Lisoporosidades, -

La digenencia entre ellfos es que en €ste dlLtimo se utilfizan permeabi
Lidades.
Z)

.- Sistema de cuadrnicula de La malla.

Un s4istema de cuadaicula o sistema de celdas es sobrepuesto al --

plano estructurnal del yacimiento, siendo cada celda una unidad bdsi-

ca

de

de
al.

b).

c).

d)

e).

gl .

usada en el simuladorn de fLufo de fLuidos y calculos de balance -

matendia panra cada celda.

Algunos puntos bdsicos a considernarn en La sefeccidn del sistema-

celdas es el sigulente:

EL sistema de La malla en toda su forma send nectangulan.

La matla contendrd La menon cantidad de bLoques como sea posi--
ble, dependiendo de La heterogeneidad del yacimiento.

- La malla send conrnectamente ondientada, clasificada segdn su ta-
maiio y du forma para permifin una buena aproximacibn de Los RL-

mites del yacimiento.

.- S4 existe penmeabilidad direccional u onlentada, un eje de La -

malla estarnd en La dineccibn de mdxima peameabilfidad. Dicha pen
meabilidad podrnd sen determinada por medio de pruebas de presidn
pruebas de pulso, etc.

- Trnatan de colocan un pozo por bloque y en el centro del mismo.

Si La exdistencia de un aculfeno es conocdida o 54 el fLujo de --
agua es sospechado, el sistema de malla incluird hilenras exitras

de celdas a cubrin el aculfero para simular el fLujo del agua.
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CAPITULO 3

3.1 INTRODUCCION

Las ecuaciones que nepresentan el fLujo de fLuidos en medios po-
nos0s8 son en genenal ecuacdiones difernenciales parciales no Lineales,
Las cuales nelacionan cambios de presibn y saturacibn con el tiempo-
a través delf medio. Esas ecuaciones son extremadamente complejas, y-
La obtencidn de una solucibn se complica por La presencia de condi--

ciones de Limite (de frontena) especializadas.

La s0lucibn de esas ecuaclones por medios analiticos, es general
mente Lmposdible, excepto para casos triviales. La s0lucidn numérica-
de esas ecuaciones es generalmente el dnico camino para que una s0lu
cifn pueda sen obtenida en £a mayonfa de Las aplicaciones. Para re--
solven numérnicamente estas ecuacdones se procede a usarn algunos de -
Los métodos de so0lucdidn, entre Los cuales se encuentran Los siguien-

tes:

a).- Métodos de diferencias finitas.

La s0fucidn numénica de Las ecuaciones presenta respuestas a pun
tos discrnetos dentno del sistema. La trans formacibén de una ecuacibn-
difenencial (continua) a una forma discreta se hace por el uso de di

gernencias finditas.

b).- Métodos vanrniacionales.

Estos métodos no tan s0Lo nresuelven Las ecuacliones en puntos dis
crhetos, sdino ademds aproximan Las solucdiones por meddio de un confun-
to de polinomios de divernsos grados. Dentro de estos métodos se en--

cuentra el método de Galenkin.
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Estos métodos son muy utilizados en La so0lucién de problemas que
consideran §lufo de calon, esfuenzos genenados por cambios de tempe-

ratunra, efc.

5.2 SERIE DE TAVLOR

La senie de Taylorn es el principio bdsico usado en La denivacién

de Las f{6rmulas de aproximacién en diferencias finitas.

Sea una funcidn §(x), el valor de esta funcibén expandida alrede-

don de un punto A cualquiera, estd dado pon:

§x) = ay + ay (x-a) + a, (x-a)® + a, (x-a)® +...... (3.1)

3

en donde Las incognitas son Las constantes ag, a;, a

19 Qoy veee- a .

obtencifn de estos vakones se Logra denivando sucesivamente La fun--

cldn ondiginal:

§' (x) = ay + 2a, (x-a)1 + 3a, (x—a)2 + 4a4 (x-a)3 +

§'' (x) = Za, + 3.%a, (x—a)1+ 4.3a4 (x-a)2 + 5.4a5 (x-a)3 +
§'' (x) = 3.2.0ay + 4.3.2a, (x-a)®+ 5.4.3a, (x-a)? + ......
§7 (x) = n ! a, + (n-1) Da 4 (x-a) + oo,

Ahona,evaluando Las dendivadas en el punto x=a y despefjando se ob

tendrndn Los valores de Los coeficientes a;

64



a, = §lx)
a, = §'la)
1!
a, = _f'' (a)
2!
ay = 4'"'" la) _ _4'"" (a)
3.2.1 3.
&n = ¢ (a) |
n.

Sustituyendo en La ecuacibn (3-1) el valor de Los coeficientes-

encontrados, se tendnd:

§lx) = §la) + §' (a) (x-a) + §'' (a) (x-a)? + 4'"" (a) (x-a)® .
1! 2! 3!

+ ' (a)  Ax-a)”

nl

Para obtener una aproximacibn adecuada evaluando el menor ndme-
no posible de ténminos de La sendie es necesario que, para elf enési-
mo téamino (x-a)® < n! (y/o que La enésima dernivada sea pequeia).

Porn Lo tanto s4 se quienen considerar un ndmeno neducido de térn

minos es necesarnio que (x-a) sea pequena.

3.3 SERIES DE MC. LAURIN

La senie de Me. Launin de una funcidn se genera expandiendo La-

misma alrededon del punto a = 0.
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§ (x) = § (o) + 4" (00 x + £'' (0) x7+ grov (o) x5+
' 2! 3!

n! (3.3)

y = § (x) = sen 18°

Evaluando La funcidn y sus dernivadas en el punto a=0, y tomando

en consideracibn que 18°son n/10 nadianes:

n
S

= sen x

-
!

n
-

= C08 X

-
-
]

= - sen x = 0

-
~-
-
h

= - 008 X = -1

sen x = 0

-
-
-
-
-
1

= cos X = 1

-
-

rene = - sen x =0

-~
~-

rrran = - c0s4 X = -1

< < < < < < < < <
n

]
S

rrrra = sen Xx

Entonces
§ ( n/10) = 0+ o o+ 0 - 1  ( 1/10)% + 0+ 1 ( 4/10)5+
10 6 120
0 - 1 ( ¢/10)7

7!
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0.314159265 - 0.005167713 + 0.00002502

g ( n/10)

0.309016994

$ ( «w/10)

5.4. APLICACION DE LA SERIE DE TAYLOR EN LA EVALUACION DE DERIVADAS

Considénese el intenvalo 0,1 dividiendo en R subintervalos de

Longitud x.

En un punto cualquienra X, ¢

X, = 4 ox, y obviamente

La distancia entre dos. puntos consecutivos es La "Difernencia 64
nita x.

En el método de "Diferencias Finitas" La evaluacibn de Las fun-

ciones, y sus denivadas se efectda solamente en Los puntos x _, -
1

L=0,1,2,..... R
x-Ax X x+Ax
| A x 1 Ax _J
[ N S -
A — - —p
| = 1 ' '+ 4 X 1
R= —
A x
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x- Ax & -1

X+tAx s it9

3.4.1 SERIES DE TAYLOR EN UNA DIMENSION

Utilizando La notacibn anternion Las expansiones en senie de Tay-

Lon para una funcibn § (x), en Los puntos Xipq Y X, be escniben co

1
mo:

f.,. = i+ ax a4 , lax)2 324 . (ax]3 a3§ .

il ax |1 2! x2 | 3! X i
+ (ax) P Bng (3.4)

n! 90X i

Y BRI S B 0t S K ' (ax)3 3% ..

i1 * ox | 2! ox? |3 3! ax® |1
L Lax) ™ 9%y (3.5)

3.4.1.1 PRIMERA DERIVADA

La expresién de La primena dernivada, se obtiene despefando La -

ecuacibn (3.4) en ténminos de dicha denivada:

84 . _fata-fs o ax 8% _ax)? 2% Faus (3.6)

X i AX 2! ax 2 i 3! ax 3 i
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en donde el ténmino del Lado denecho de £a ecuacdidn es una aproxima
cifn en difenencias finitas a La primena denivada de fa funcfn. La
precisidn de dicha aproximacibn depende del ndmeno de tEaminos que-

d¢ utilizen en el Lado dernecho de La expresién.

Los ténminos no utilizados (truncados) constituyen el ennorn de-
Truncamiento. En genernal como cada tEamino sucesivo es menor al an-
Lendon, el ennon de truncamiento se determina porn el onden, o expo-

nente de La diferencia finita ax, del primen téamino truncado.

La ecuacién (3.6) considerando at concepto del ennon de trunca-

miento queda de La siguiente manena:

__M_ = —ﬁi_tj_-_ﬁ.i._-r olax)

X i AX

La cual tiene un ennor de thuncamiento de primen onrden.

De Ligual gorma, La expresibn para La primena denivada obtenida-

a partin de La ecuacibén (3.5) se escribe:

_9f - fi=g=f; , _bx 32§ oo (3.8)
3X i AX 2! ax? i

_9f - Bi-amfs L g(ax) (3.9)
90X i AX

Combinando expansiones diferentes para una guncibn, es posible-
obtenen §6rmulas mds precisas o de mayor onden, por efemplo, nestan

do (3.5) de (3.4) se tiene:

24 . _fit1—fi-1 (ax)? 334 b eeonnan (3.10)

dx i 2 AX 3! ax 3 i
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La cual Ziene un ennron de truncamiento de segundo onden,

T S N FLETLAR £ LR (3.11)

X i 2px

Procediendo en forma andloga se pueden obtenen f6amulas de mayon
precisidn para La primera derndivada, expandiendo La funcibén en otrnos-

puntos cencanos al punto x, por efemplo:

PR Y S N ] LI LY S IR T7 LA 7 S
1 3x i 2! ax 2 i 3! ax 3 i

" ral (3.12)
) ) ) (2ax)2 324  (2ax)3 534 (2ax)"
f..,7 6, - l2ax) =4 | 4 .
1 1 35X i 2! 3x2 3! ax3 4!
L
o' (3.13)
ax

3.4.1.2 SEGUNDA DERIVADA

Una expresidn de La segunda denivada se obtiene sumando Las ecua

ciones (3.4) y (3.5)

2 m 4
§. o+ §. =0 4+ (ax)2 2748, (8x) 34 FRRRRE (3.14)
1+1 11 i BXZ ; 12 ax’-{» i

en donde el ténmino del ennon es de segundo ornden
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326 . 6i+1—261 +6i_1 _ (Ax)2 a“ﬂ 6i+1 -26i +6i—1

5x2 i (8x) 2 17 ax 11 (ax) 2

2
+ 0(Ax] (3.15)

3.4.2 SERIE DE TAYLOR EN D0S DIMENSTIONES

Para La obtencidn de f6rmulas en diferencias finditas que Lnvolu-
crnen dos dimensiones, se puede utilizan La expansidn de La senie de-

Taylon, en dos dimensiones:

36 6
11,521 = §1,5 * (£8x] Lt (rag) 2 Lt
X 1,7 Y 1573
+ 2 42 * 2
(—AX) 9 6 " (*AX) (+Ay) _giﬁ__ + (_Ay) 326
2! 3x2 i,j - - X3y i,3 2! Byz i,3
Fooaa (3.16)

0trna altennativa, generalmente mds sencilla se Logha utilizando-
Las §6rmulas de una dimensibn, haclendo varndianr La funcibn en una di-
necedidn y manteniendo Los subindices de Las otras dirnecciones cons--
tantes, por efemplo; La expansibn de La funcidn §(x,y) en el punto -
(i+1,3+1 ) se puede obtenen por efemplo expandiendo primero en La -
en La dirneccddn "x", manteniendo constantes Los Indices de La dinrec-

edibn "y", ejemplo:

2
) (ax) © 3%
. . = PR + AX —*ﬁ* . + +
i+1,9+1 7 81 541 | a3t T T 2 |i,j+1
(1) (2) (3)
3 3
(ax] = 37 o (3.17)
3! ox 3 1 i,9+1
(4)
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Nétese que La funcibn y Las denivadas estdn euazqadaé en (i+1,

jl es decin en el punto (x,y+tay ), porn Lo tanto es necesario ex--
pandin nuevamente cada uno de L0 ténminos- numenados, manteniendo -
ahona constantes Los indices en La dinecceibn "x" y varndian Los {ndi-

ces en La dineccidn "y";

2 2
(1) 4. . = §. .+ Ay 2 R (ay) 274 . + (3.18)
19]""1 1,] 3y 1,3 2! 3y2 1,3
3
(2) -2 . f boay 22, (ay)” 23 .
ox  li,5+1 ax i,] dX dy 3! axay 2 l1i,5
........ coo (3.19)
3
(3) b 3% y 334 , Lay)” 3t ..
ax li,5+1 ox2 |i,5 ax 23y 2! ax 23y 2 i,]
........... (3.20)

La expresidn final se obtiene cuando Los Lndices de La funcién-

y sus dendivadas son precisamente (i,5), en este caso:

5
804,521 83 §(iAX)‘%% +(1Ay)_53 + i%¥L2—%;§ P (3.21)

3.4.3 SERIE DE TAYLOR EN TRES DIMENSIONES

La expansibn de una funcibn en tres dimensiones se Logra en una

goama andloga a La anternion o mediante La expansibn de La senie de-
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Tayton en tres dineceiones 4,4, k:

= + [+ Ax + +
fisn gen e T 6y 500t (L ox 2t oy 5+ az ) b5 5.k
9x 3y 9z
! 2
+ (+ ax 5 + ay + Az 3 )6, .
2! - - - 1,3,k
X oy 0z
1 3
tr— F ax 5 o+ opy 4 gz )5ijk
5X Y 32 e
LA (3.22)

3.5 METODO DE GREENSPAN

Este método es dtil para encontran expresiones de cualquier dend-
vada en téaminos de valores de La funcidn, en Los puntos cercanos en-
cuestibn. EL método consiste en asociar a cada uno de Los puntos se--

Lecedonados una constante, La cual se valua posteniormente.

A continuacidn se presentan varios ejemplos para {Lustrarn La apli

cacibn del método.
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3.5.1 INTERVALOS TGUALES

x-Ax X x+ Ax
k— - e N

- s g
i-1 i i+1

Ejemplo No. 1
Encontran La expresdidn para La primerna denivada de La funcibén u

en ténaminos de Los valores de La funcibn en Los puntos <i,e, £ + 1.

Cy C2
i i+4
® -

PROCEDIMIENTO.

1) Asdignan Las constantes a Los puntos L,e, L + 1,

U

= Cqoui + Co ujsr + €
X i

2) Para vakuan C; y C,,expandimos por senies de Taylox.

2 2
- = Cyuz + Cy [ wy + dx 24 lax}” @ - ] + ey
ax i Ix |5 2! Ix i
U ‘ ou (Ax) 2 32u
= (C12 + Co ) uj + Co ax + Co n + et
Ax i X i 2! X i

3) Igualan coeficientes panra obtenen Los valores de Las constantes-
y del ennon de truncamiento. (Lado Lzquiendo y Lado derecho de La

ecuacidn) .
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1 2 2 AX

) "9 2 "7
¢, Lexl 7w e g e .oy Lt o

71 5x2 |3t t 2! ax? i
2
1 2 A 2 . :
e - (ax)® 932u .. _Ax 324 . € = téamino dek

t ax 2! 3x? |1 2 ax? I3

ennon.,

4) Substituin Los valores obtenidos en La ecuacidn en donde aparez-

can Las constantes.

u u
du e - i . i+l Ax  3°%u
3% i AX AX Y 3x 2 i
u. u.
ou 1+1 i + O(AX)
X i AX

EJEMPLO No. 2

Expresar La segunda denivada mixta de una funcibn en téaminos -

de Los valones de La funcibn en Los puntos £ + 1,

TR FRVARES IV AR PRV IV RS PRV B

£-1, §-1 i1, f-1

£=1,% f+1 i+l jHl
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len paso. Expresan Lo antenior matemdticamente:

76

2 ' P N
2t er [u, v (ax) 2 b olay) D4 S R
Bxay ts] X 133 3!/ lsj 2: ox laj
2 2 .2 3 3
+lax) (ay) 24— o A
3X 3y i, 2! dy < i, 31! ax i3
2 3 2 3 3 3
s Slax)? (ay)  33%u , 3(ax) (dy)” 3°u , L8y) "~ 88u | ]
2 ' 3
3! ax%y i,4 3! 3x dy 1,4 3! dy L,j
d u (Ax}2 32y
ro) [u, v (o) X — (ay) 24 = ¢
1] ox 11,5 sy 1i,5 2! ax 2 1,3
2 2 32 A 3 33
- (ex) (ay) 2 - Ll tne Pl i
3x 3y i,4 2! 3y i3 31 X i,5
2 3 2 3 )3 3
5(w)” () 3% , 3lax) (ay) a3u _ lay a%u | ]
! 2 3! X5y 2 ) 3! Y
’ X 4 A PO 7 kL5
du au (ax)2 2324
# C3 [ ui,5 - (ax) — (ay) 2 + -
X 1,5 3y i3 Z! dX 1,7
2 3
2 2 X 33u
- (ax) (ay) 2“ R ‘sg) 22 _ (g') —
9 ! 9 ! X
RN PO S PO i,
s 3
3(ax) 2 (sy) 3% 3(ax) (sy)2 33 ) ® a3u ]
3! 3X 23y o 3! 3X 3y 2 3! oy 3 N
1,7 5 5]
AU su (AX)2 32u
roy [u, - (ax) v (ay) ¢
t +o] X 1i,5 dy 11,5 2! ax 2 i,
3%u (Ag)2 3%u (ax] 2 a3u
- (ax) (ay) - + — - il
axay li,; 2. Sy i, 3! Ix i,4



316¢)2 (8y) 3% 310x) (8y4)%  3%u RECVIRRE TR
3
3! ox23y |5 3! 8X3Y2 |3 5 3. 3y li,j
(1) (2)
32u U
2% -y, . (C.+C+C_+C ) + ax (C4+C,-C4-Cy)
3% 3y i,3 1 2 3 & ax 11,7 { 17273 '4}
(3) (1)
au 3%u (AX)Q }
oL py (C,-C.-C,*+C ) + (Cq#CH#+Ca+Cy)
X i,5 { 1 2 3 q} 3X2 2! ! ’ ’ ¢
(4) , (1)
32U 32u (ay)
+ (AX-) (Ay) (C ‘C +C 'C ) + (C +C +C3+Cj+)
. sxay |, j { 17 v2 3 by } 3y { , 1742 }
(2) (3)
y3u (ax)° - Ca- 3 2
' ax> s .{ 3! [Car ComGo Cq)} i { tal tan (C1'02'03+C4ﬂ
1,3 ¢ axz_ay 2!
(2)
3 2 53 Ay) S
+ = { Lol L89)° fepecp 0o G} ; { -
dX 3y . 2. 3y i3 3.

(3)
( Cl- C2- C3+ Cu) } + et

Igualando Los coeficientes de

de La ecuacidn, se Ziene:

Cqi1+ Cp+ C3+ Cy

Ci1+Cop-C3-Cy
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Los ténminos andlogos en ambos Lados

(1)

n

()




C1-Co-C3+ Cy =20 (3)
- Sumando (1) y (2)
2 C1 + 2 C2 = 0
donde C1 + C2 =0 por Lo que C1 = - 02
- Sumando (2) + (3)
2C -2¢ =0
1 3
nL cC =2¢
po 0 que 1 3
- Sumando (1) + (3)
2Cp+2Cy =0
por Lo que C, = - C,
- Sustituyendo en (4)
C,+Cp+C v, =
Ax Ay
1
4 C1 =
AX AY
1
por Lo que Cq =
4axAy
C2= - ] » C3 = 1 yc = - 1
40x Dy 40x Ay 4A0x Ay
Sustituyendo en La ecuacdbn inicial y neduciendo téaminos:
124 Ui+l , 541 _ Ui+l,§-1 , Ui-1,5-1 _ Ui-1,5+1
= t o(axAy)
3Xoy 4 Ax ny
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3.5.2 INTERVALOS DESIGUALES

k““”“_Ax Ahw:é?ﬂ_waeb

P
L 4

i-4 i i+1

Otrna aplicacibn de Las senies de Taylon es para Lntervalos desi-
guales .
EJEMPLO No. 3

Expresan La primena dernivada de La funcidn "u" en el punto i "en-
t&nminos de Los valones de La funcibn en Los puntos "i + 1", " - qm
(n6tese que ax # 6x).

Expresando el problema en forma matemdtica

128 C
X i

expandiendo La funcibn "u" porn medio de Las senies de Taylor, valua-

da en Los puntos "L + 1" , "4 - 1"

2 ,2 3 3
gl;(Ll =C1[u.—Ax u L 1ox) 3%u _(ax) 3°u
* ax i 2! x?2 i 3! ax 3
+
C2u1
2 3
2 3
e, [ W+ ax U , Lex) 32u . ex) a3u |
+ ox |1 2! ax 2 |4 3! 8X3|1
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2
= (e 00 ) u v (0, ax-C ax) 4 » (o fax)T, o (8x),

] Y x i 2

au I
)X i

g 3
. (AX) ) ou e
3! ax 3 t

, 3
aful + (o L8X)1 _ ¢
3
3!

ax? |

Igualando Los coeficientes de Los ténminos andlogos en ambos La-

dos de La ecuacibn:

C1 + 02 + C3 = 0 (1)
03-6x - 01 Ax = 1 (2)
c, (ax)® + oy (e1)? = 0 (3)
2 2
De La ecuacibn (1)
C2 = - Cl - C3 (4)
De La ecuacién |(3)
2
€y =nCq Lox (5)
(Ax)
Sustituyendo (5) en (4)
2
C, = C, (6x) C
2 3 1220 . *~3 6
(AX)Q (6)
Sustituyendo (5) en (2)
C36x + Ca(dx)2 Ax = 1 (7)
2
(ax)

Despefando C3

C3 [ AX  8X +Ax(6x)2 ] = ]
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3 2
§x Ax + (8x)
Consecuentemente
C — §Xx - AX - (SX.
2 Y C1 : 2
(ax) (8x) Ax 8x + (Ax)

nétese que para el caso en que Ax = §x, Las constantes Ae simplifican

a-:

y La §6rmula para La primerna denivada para el caso de intervalos uni-

formes se escnibe como:

u - u + u
. - . - 2
ou - i+1 i i-1 + O(AX)

~ax . 2 Ax

por Lo Zanto La {6ramula buscada se expresa como:

_o_ | (ax)2%50q™ (6202w p {‘5x)2-(Ax)2}ui
i (6x + axJaxsx t

3.6 RESOLUCION POR TABLA (Féramulas de Bickley)

En Las ecuaciones (3.4.1.1) y (3.4.1.2) se obtuvienron Las aproxL-
maciones de La primera y segunda derivada. En aquellos casos en que-
se desee Lncrementar el grado de aproximacién (disminuin ol ténmino-

def enton) se deben usar mds puntos. EL manefo de un mayor ndmerno de
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ténminos y expansiones en sendies de Taylon, Lncrementa La posibilidad

de ernnones algebraicos.

Para obviarn Las posibilidades de ennon, BickLey compif6 una tabla

con Los coeficientes de La {f6rmula sigudlente:

k ' m
_dflx) .k jz_o Aj §(x]) (3.23)

dxk X=Xn m!hk

Aj = coeficientes dados en La tabla sigulente

h = bLx

k = onden de La dendivada

m = ndmero de puntos que se desea usarn en La aproximacddn, menos uno
n = ndmero del punto en ef que evalua La denivada

4 (xj) = funcibn evaluada en cada punto.

EJEMPLO No. 4
Obtenen una aproximacién en La primenra derndivada, en el punto L, -

wsando 3 puntos porn medio de La tabla de BickLey.

_ Ax _ . Ax____
g X T ) X ,1
i it+t1 it2
(0] 1 2

Nétese que Los puntos en cuestidn se numernan de Lzquierda a dere-
cha comenzando con cero. Asi,ed punto "A" Le corresponde el ceno, al-
punto "L + 1" el ndmero uno y al punto "4 + 2" el ndmenro dos.

Pon Lo tanto en este caso el onden de La denivada el primeno k=1.
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EL valor de "m" es "2" gg que es Lgual af wndmeno de puntos a --
usan (3) menos uno. Finakmenite, ya que se desea evaluarn La derivada

¥
en el punto "A" "n" es ceno.

Aplicando La §6rmula :

dﬁ 1!
g — [ Ao * Agby * Asg, *+ € ]

dx Ix = x; 2! (ax)! ) t

de La tabla 1

Con Los datos de primena denivada (k = 1), m =2 yn = 0 se ob-

Lienen Los valonres de Los coeficientes AO, A A2 y el ténmino del-

1)
CANRON.

' 1 l3 d3
A = - =4 A = - 7 = —
0 5 A 2 y & 3 Lax) = | %3

C

Sustituyendo estos valornes en La ecuacibn se tiene:

3
_df - [-sg 44, - 6, + I (Ax)3.41_g_ ]
dx 1x = x; 24x 0 1 3 dx z

y en La notacdibn orniginal La f§érmula para La primera dernivada se ex

presa como:

dg . -3 6i + 46i+1 - 6i+2 L, ( Ax) d3ﬁ
dx lx = x; 2 ax 6 dx° c
Nota:

3 .
La d def ténmino del ennon se evalua en el intervalo £, £ + 2,-
dx
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es decdt X.<T<X. ,no se evalua cn (.
1 1+2
EJEMPLO No. 5
Obtenen una expresibn para La segunda denivada de § evaluada en-
el punto x = X, utilizando 6 puntos. | x; = 2 )

Asignando primeno ef onden a Los puntos

0 1 2 3 4 5
©
£-2 L-1 e L+1 L+2 L+3

De La tabla de Bickley se obtiene:

Ag = =5, A = 80, A = -150, A_ = 80, A, = -5, A_=0

Expandiendo La {6rmula para esdte caso en particulanr:

324 | ) 2!
3x 2 ’x-x 5! (AX)2 [A06O.'-Alﬂ1+A2624‘ASﬁ3+A‘+6L++A565+ et]
T2 *

6 !
e = ! (Ax)6 —%—%— ’
X

180 c

Sustituyendo Los coeficientes:

1
180

(ax)®

2
df . 2t |- 54+ s04 - 1504 + 804 - 5§ + 0 +
dx 5! (Ax) 0 1 2 3 L
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264 |

ax® ’g

Simpligicando:

2 ‘6._ + 16 6 . - 30 6 + 16 6 - 6 6
9 6 - i-2 i-1 5 i i+1 i+2 4 1 (Ax)u 3°4
9x2 12 (ax) 10800 ax®

Obsérvese que puede darnse el caso que uno mds de Los coeficientes
dea cero. Esto quiere decin que para expresar La derdivada en cuestibn,
no es necesardio el valon de La funcidn en todos Los puntos del inten-

vato. Ademds observe que La suma de Los coeficientes de La f6rmula de

Bickley es cenro.
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SBWNHO WO

NbhwN—HO

COEFFICIENTS FOR DIFFERENTIATION

. - i (1)
Differentiation Formula: “ ,5‘("—)
FIRST DERIVATIVE (k<1)
do 43 Ao A3 Ay 4; %lf Error
Three Point (m=2) '
-3 4 -1 1/3
-1 0 1 ~1/6 13 ®)
1 -4 3 173
Four Point (m=38)
-1§ 18. -9 f -1/4
- -3 6 - 1712
1 -6 3 2 A 4@
-2 9 -8 11 174
Five Point (m=4)
-50 9% =72 32 -6 1/5
%6 -20 3% -12 2 -1/20
2 -6 0 16 -2 17308319
-2 12 -3 20 6 -1720
6 =32 72 -9 50 1/5
Six Point (m=5)
-274 600 —600 400 ~-150 24 -1/6
24 -130 240 -120 0 -6 1/30
6 -0 -40 120 -30 4 ~1760, 6 (8)
-4 30 -120 40 60 -6 1760
6 -40 120 -240 130 24 -1730
-24 150 -400 600 -600 274 176
SECOND DERIVATIVE (k=2)
d L A Ay Ay %‘ Error
Three Point (n=2)
1 =2 1 -1/2 *¢®
1 -2 1 —1724n*e®
1 -z 1 172 n¥e®
Four Point (m=3)
g —12 1; -3 11/24
- -1724
0 3 % 3 Z1/5qnt
-3 12 -15 6 11724
Five Point (m-:4)
35 -104 114  -56 11 =5/12 15 ,(5)
11 =20 6 4 ) 6.6
A1 16 =30 16 -1 1/1800°1®
-1 4 6 -20 11 -1724 5,9
11 -5 114 -104 35 5/12
Six Point. (m 5)
225 =770 1070 ~-780 305 -50  137/360
50 -75  -20 70 30 5 2137360
s 80 -150 80 5 0 17180 s, (¢)
0 -5 80 -150 80 -5 1/180% ¢
5 -30 70 -20 -75 50  -13/360
-5¢ 305 -780 1070 -770 225 1377360

Compiled from W. G. Bickley, Formulae for numerical differentiation, Math. Gaz. 25, 19-27, 1941

TABLA
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- 3

. 1)L =
Tmy: M LTS
J

I

4i0(s7)

THIRD DERIVATIVE (k-3)

J A A Az Ay Ay As
Four Point (m=38)
0 -1 3 -3 1
1 -1 3 -3 1
2 -1 3 -3 1
3 -1 3 -3 1
Five Point (m~4)
0 -10 36 —48 28 )
1 -6 20 -24 12 -2
2 -2 4 0 —4 2
3 2 -12 24 =20 [
4 6 -28& 48 =36 10
Six Point (m=5)
0 -8¢ 355 -590 490 -205 35
1 =35 125 =170 110 -35 5
2 -5 -5 50 ~70 35 -5
3 S -35 70 =50 5 5
4 -5 35 -110 170 =125 35
5 =35 205 490 590 -355 85
FOURTH DERIVATIVE (k=4)
J Ao 4 Ao Ay A4 A5
Five Point (m=4)
0 1 -4 6 —4 1
1 1 -4 6 -4 1
2 1 -4 [ -4 1
.3 1 -4 6 -4 1
4 1 -4 [ -4 1
Six Point (m=5)
0 15 =70 130 =120 55 -10
1 10 -45 80 =70 30 -5
2 5 -20 30 -20 5 0
3 0 5 -20 30 -20 5
4 -5 30 ~70 80 -45 10
5 -10 55 =120 130 =70 15
FIFTH DERIVATIVE (k-3)
J <o <h A2 Ay EN s
Six Point (m 5)
0 -1 5 -10 10 -5 1
1 -1 5 =10 10 -5 1
2 -1 5 -10 10 -5 1
3 -1 5 -10 10 -5 1
4 -1 5 -10 10 -5 1
5 -1 5 -10 10 -5 1

h* *
T Error

3

-1/12 4 _(8)
1/12% *
174

-5/16
-1748
1748
-1748
1748
5/16

o el®)

R*Error
k!

-1/12 n3£(5)

-l/24 =, )

-1/144n"¢ ,
1724 5 (5
152 » f

17/144
57144
-1/144 ¢ (&)
~-1/144
5/144
17/144

h
i Error

-1,48
-1/80
17240, 6 (6)
17240
1/80
1/48

(with permission).
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CAPITULO ¢4

SOLUCTON DE ECUACTONES DIFERENCIALES EN DERTIVADAS PARCIALES POR EL METODO DE DIFERENCIAS

FINITAS.

4.1 INTRODUCCION

Las ecuaclones obtenidas para La simulacibn de yacimientos son ge-
nenalmente ecuaciones difernenciales en denivadas parciales no Lineales
para Las cuales, salvo en algunas excepciones, no se han encontrado 30
Luciones analiticas. Por esta razbn es necesardo utilizarn métodos nu-

ménicos para LLegan a una solucdbn.

Antenionmente se presentaron Las bases del MEtodo de Diferencias

Finitas que es La té&cnica mds comunmente utilizada para este tipo de

problLemas. Ahora se presentard una breve clasificacibn de Las ecuacio
nes diferenciales en denivadas parciales, algunas consideraciones A0-
bre La forma de expandir ef Lado derecho de Las ecuaciones de fLujo |
(el ténmino de acumulacibn) y Los divensos procedimientos phropuestos
para resolven Las ecuaciones de fLufjo de fLuidos a trhavés de médios

procesos.

4.2 CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES.

En general Las ecuaciones diferenciales en dernivadas parciales pue-
| den sen clasificadas como elipticas, parabblicas, hiperbélicas o mixtas.
Cada una de estas clases pueden sern Lineal o no LLineal. La mayoria de
Las ecuaciones nesulitantes de problemas prdcticas de simulacdibn son ecua

ciones no Lineales, es decin, RLos coeficientes de Las dendivadas pan-
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-ciakes son funciones tanto de Las variables dependientes como de --

Las variables independientes.

Porn esta nazén, y en especial Las ecuaciones rnesultantes en pro-
blemas de §Lufo en dos o tres fases pueden sen muy diffciles de cla-
dificarn, ya que ademds de Las no Linealidades de Las ecuaciones, es-

tas aparecen como sistemas de ecuaciones Yy no como una so0fa ccuacibn.

Una ecuacdidn diferencial panrcial de segundo orden es una ecua- -
cibn que contiene denivadas hasta de segundo onden y mds de una va--
niable independiente. La forma mds general de una ecuacidén difenen--

cial pancial de segundo orden con dos variables independientes es:

2 2 2
Ayl ===+ B () 2% o (x,y) 22 L gy e du
3x 2 Ixdy ay?2 dx dy

e e e e e e (4.7)

en donde "x" e "y" so0n Las variables independientes y "u" es La va--
niable dependiente. Noamalmente "x" e "y" se nefienen a posicibén pe-
rno en phoblLemas en Los que una de Las variables sea ef tiempo "y",

de puede nefenin a tiempo. Si Los coegicdientes A, B y C son funcio--
nes dndicamente de Las variables independientes, son constantes o son
ceno, La ecuacdibn es KLneaﬁ,}Eéza ecuacibén es no Lineal 54 cualquie-
na A, B o C es funcibén de La varniable dependiente. Pon efemplo La -

eccuacidn (4.2) es Lineal.

8 _kx  ap ., _ 3 (ky_ dp ), lgstp) x,y,% po—3L
3 x TR P 3y uo 3y AX MY R

.. (4.2)
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y La ecuacddn (4.3) es no Lineal.

3 ( kx P 9p |+ d ( ky P 3p ) o+ P )C L+

5 X u Z 5x dy u Z Jy T

(gstb ) xpt = ¢ 9 ( £ ) (4.3)
Ax Ay 31t 4

La ecuacidn (4.1)se clasificard como eliptica, parabblica o hi--
penb6lica dependiendo del valon del discriminante B> - 4AC, panra un-

punto dado (x,y)

54 B %- 4AC < 0 ELLlptica (4.4)
54 B %- 4AC . 0 Parab6lica (4.5)
54 B %- 4AC > 0 Hiperbdlica (4.6)

Esta delimitacibn involucra que La ecuacidn pueda cambiar de - -
clasificacibn dependiendo de Los valones de "x" e "y" bajo considera

cibn (valores de Los coeficientes A y B).

AsL porn ejemplo La ecuacibn

2 2
ofu , 37u es sdiempre hipenbélica;
3 x2 3 y?

La ecuacibn 524 524

+ = 0 es sdempre eliptica, (ecuacibn
9 x2 3 y?
de Laplace)
y La ecuacibn 32u 1 du es sdempre parabblica, (ecua-

2
9 x ¢ 21 cibn de onda)
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Sin embargo, La ecuacidn

( 1-y ) 3%u +2x_£u__+(1+g) 82u = 0
dx2 AXdy dy ?

cuyo discrniminante es:

D= (2x)? - 4 (1 - y) (1 +v)

D= 4x? - 4 (1 - y?

D = 4x% - 4 + 44?2

D= x2 + y2 -1
es ellptica dentrno del cinculo x2 + y2 = 1 (efemplo: disceniminan-

te negativo),hipenbflica fuera det czncuko(ejempzo discniminante po-

84%4vo) y parabblica en La gfrontera. (efemplo: discriminante ceno).

Los problemas en Los que el signo del discniminante depende de -
La solucibn pueden presentar dificultades especiales ya que el tipo-
de ecuacdibn gobienna el ndmeno y La naturaleza de Las condiciones -

indiciales y/o de gfrontena.

Es decin, un probLema complejo puede tener en un clerto rango -
una solucddn dnica y bien determinada mientras que en otro rango Las

so0luctones pueden sen miltiples y no deteaminadas o adn no existinr.

Sin embargo Las ecuaciones netamente elipticas, parabdlicas o hi
perbélicas se mantienen como tales, independientemente de Las dimen-
siones y del sistema de coondenadas que se considere. AsL, pon efem-

plo, Las ecuaciones

3%2p , 82%p s 8%p _ 1 3p
X 2 3y ? 3z2 n 3t
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32p 1 ap 1 ap

+ =
an 2 n Y4 n pY s

son también parabblicas.

4.3 ESQUEMAS DE SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE FLUJO

La formulacién de un esquema adecuado de so0lucibn a Las ecuacio-

nes diferenciales parciales es de suma importancia ya que de &L de--

penden La estabilidad y precisibn de Las so0luciones. En general se

puede decin que entre mds Limplicito sea el esquema de solucidn, se

Logrand una mayohr eAta—-bLtLdad; y se podrdn utilizarn intervalos de

tiempos mayores. Desaforntunadamente, entre mds implleito sea un es-

quema mayor serd el grado de dificultad para nesolvenlo (o avanzar
La solucdbn del tiempo t al tiempo t+AL).

Pon esta nazbn es necesarlo encontrar un equilibnrnio entrne un es-
quema s4imple que permita Aintervalos de tiempo pequeiios y requiera -
poco tiempo de cdmputo para avanzar La solucdbn y un esquema muy com
plicado que sea estable adn para Lintervalos de tiempo grandes penro -

que requiera un tiempo de cdmputo considenablemente mayon.

Determinante en La formulacibn de estos esquemas es el nivel de-
tiempo al cual Los términos de f§Lufo, o sea Las denéuadaébeépaciaﬁeé,
e evaldan. Tres de Los esquemas. mds comunmente utilizados son el es
quema explicito, el esquema mixto y el esquema Lmplicdito. Su LLustra

cibn se hard mediante La ecuacibn simplificada de fLujo monofdsico:

( k 3p ) - P (4.7)
X uB 3 X 0k
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La cual se aproxima en diferencias finitas como:

T

) = .._g_b_i._ (pr}+1 n

Xip172 Wipq Py ) o- Xi 170 Py 7Py ot i Py

1

(4.8)

en donde, Tx es La transmisividad entre Las celdas y Vi @8 el votd-

men total del bloque 4.

4.3.1 ESQUEMA EXPLICITO.

En este esquema, Las presiones y trhansmisividades de Los téami--
nos de flujo se evaluan al nivel de tiempo conocido "n".
Porn esta nazén es el esquema mds sencillo. Su expresibn en dife-

nencias finltas se escndibe como:

n n n n n n _ bi n+1 n
Txi+1/2 (pi+1 Py b~ Txi_1/2 (pi P4 | = % (pi Py )
(4.9)

Como en este esquema La dnica Lncbgnita es p?+1 , para avanzanr-

La s0lucibn de "n" a "n + 1" Lo que se nrequiere es aplican La ecua--
cibn (4.9) a cada uno de Los puntos de La malla. Por su sencillez ed
te esquema presenta Limitacdones fuentes de estabilidad Lo que Limpli
ca Lenen que usan Lntervalos pequeiios de tiempo al avanzarn La solu--
cibn, Esta Limditacidn hace que su aplicacibn Aed Amprdetica en La ma

yornfa de Los problemas de simulacidn.

4.3.2 ESQUEMA MIXTO.
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Este es el esquema que 4e utiliza con mayor frecuencda y consis-
te en evaluarn Las presiones al nivel nuevo de tiempo "n + 1", mien--
tras que Las transmisividades se evaluan al nivel de tiempo conocido

"n". AsZ, La ecuacibn en diferencias finitas se expresa como:

n+l _ n+1 ) ' l/bi (pn+1_ n

n n+1 n+1 .n
) T i i-1 i P
AL

x -
i+1/2 'Pisa P i-1/2 i

e e e (4.10)

Para cada celda para La que se escribe La ecuacibn (4.10) se tie

n+1l n+1 n+1
i-1 2 Pi 0 Piyg

zarn La solucdbén del tiempo "n" al Liempo "n + 1" se nequdienre escribin

nen ahora tres incdgnitas p por Lo tanto para avan-
Las ecuaciones para todas Las celdas y posterionmente resolven un --

sistema de ecuaciones algebraicas Lineales.

Este tipo de esquema se utiliza con €xito en sdimuladores areales
y trnidimensionales en Los cuales, en-general, no se dan cambios brus
cos de presdiones y/o saturacdiones de un Lntervalo de tiempo al otro.
Sin embango pueden presentan senlas Limitacdiones de estabilidad y -
consecuentemente rnequenin intervalos de tiempo muy pequeios en simu-
Ladonres de glujo convergente tales como simuladores de condficacibn-

y algunos simuladores de secciones Zransvensales.

Es de mucha Ampontancia La forma en que se manefan Los términos-
fuente en este esquema, especialmente en modelos tridimensionales y-
de secciones transvensales en donde exdisten pozos terminados en va--
nias capas. Una formulacibn inadecuada de Los téaminos fuente puede-
disminuin La estabilidad def modelo y neducir en mucho el mdximo An-
crnemento de tiempo (at) peamisible panra obtenen resultados acepta- -

bles.
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4.3.3 ESQUEMA IMPLICITO.

Este esquema consiste en evaluar tanto Las presiones como Las --
transmisividades al nuevo nivel de tdlempo "n + 1" quedando La ccua--

cibn en difernencias finitas como:

V..
n+l (p n+l _ n+1 ) - Txn+1 ( n+l n+1 ) bi (pn+1_ n )

i+1/2 1+1 i i-1/2 i i-1 At i i

(4.17)
Nuevamente, al escraibin La ecuacibn para cada celda Las incégni-
tas nesultantes son pn+1 , p?+1 , pgii » pon Lo tanto para avanzanr -

La so0lucién hay que escribin Las ecuaciones para todas Las celdas. -

EL sistema nesultante no puede evaluarse dirnectamente ya que Los coe

gLcientes Tx 1/2dependen de presiones al nivel "n + 1", 0 sea que -

sde Liene un sistema de ecuaciones no-Lineales. La so0lucidn se Logra-

mediante técnicas iterativas tales como La de Newton-Raphson extendd

da al caso de varniables maltiples .

Por esta nazén el esquema implicito es el que Lnvolucra mayor es

fuenzo de computo para avanzarn La solucién de un nivel a otrho (tres-
0 cuatrho veces mayor que el esquema mixto) sin embango esta formula-
cibn permite utilizarn incrhementos de tiempo mucho mayores que el es-

quema mixto y adn permenecer estable.

Para §Lujo multifdsico, Las técnicas de solucién utilizadas nonr-

matmente combinan Los dos dLtimos esquemas presentados .

La figunra adjunta presenta una comparacién esquemdtica de Los --
Trhes esquemas en La cual Los cirnculos nepresentan Los punIOA en Los-

cuales se evaluan Las pneALoneé y Los Ltridngulos Los puntos en donde
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se evaluan Las transmisividades .

ESQUEMA EXPLICITO. NIVEL DE TIEMPO

' pn+l ,
} i
_—e S n+ 1
| ﬁ}
| | |
| | |
‘ | )
fpt, ~ﬂn P
& A D A O n
R YR T
SELE V- I AV
| | N
i-1 i it

ESQUEMA MIXTO.

l ntl ? n+l l n+l

Py P, Pisi n+ |

o) : _qu)‘ S ¢

I

! "

' i |

b A @ A n

, n ! n i

| Ty-1/2 | Txiti/2 |

i-1 i i+l

ESQUEMA IMPLICITO.

| n+l i n+l ! n+

p. p. P,

P i _4£"£| n+ |
R T

o Ticvz o Txivize

3 ! '

in |
o o n

3 | |

i |

i-1 i i+
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De acuendo a La discusibn anternion, Las ecuaciones en dife-
rencias finitas presentadas en Las secciones previas pueden sen
nesueltas utilizando dos procedimientos diferentes para proble-

mas mulitifdsicos:

EL primen procedimiento es implicito en presdidn y explicito
en satunacibén (IMPES) y el segundo es implicito en presibn y sa

turacidn (IMPIS),

En La mayonfa de Los estudios de yacimientos se puede utild
zarn ventajosamente el procedimiento IMPES, sin embanrgo, en pro-
bLemas tales como conificacién en donde se utilizan celdas muy -
pequenas cerca del pozo es necesario usdar un procedimiento ----

IMPIS 0 una de sus variaciones.

En problemas monofdsicos La presién en LLquidos, o el poten
cial neal del gas para gases son Las dnicas variables dependien
tes y es convendiente caleularnlas implicitamente. Porn esto para-
problemas monofdsicos no hay Limitaciones en el tamaiio del in--
tervalo de tiempo a utilizan, en cuanto a estabilidad se nefie-

re.
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CAPITULO 5

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS.

5.1 INTRODUCCION.

EL objetdivo de esta seccidn es presentar maneras de resolven Las
ecuacLones de presibn, Las cuales forman un sistema Lineal de ecua--
ciones simultaneas. Dichas ecuacioncs pueden sern escnitas con La 54-

gudente notacidn matricial:
Ap == (5.1)

La ecuacdidn (5.1) puede sern LLamada ecuacifn vectorial o ecua- -
cibn matniciLal y nepresenta un ndmero de ecuaciones Lineales sAimulta
neas, debido a que Eag ecuacsoned son Lineales, porn que La matriz A
contiene s0ko coefdicdientes que son constantes. EL vector "p" nepre--
denta Las Linclgnitas de presidn en todos Los puntos del sistema con-

sidenado.

La s0lucibn de La ecuacidn de presibn puede sen en todo caso muy
sdimple o muy compleja, dependiendo del problema §isico. Cuando La 40
Lucdbn es nelativamente §dcil, como en el caso de problemas de una -
dimensibn y muchos problLemas de dos dimensiones, La so0lucibn de La -
ecuacddn de presibn constituye s0lo una fraceién del tiempo total --
computacsdn y del costo de La simulacifn del yacimiento. En proble--
mas diflciles como algunos de dos y La mayorfa de thes dimensiones,-

el esfuenzo nequenido para hesolver La ecuacidn de presién tiene un-
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mayon significado en nelacibn al nesto del problema de La simulfacidn

del yacimiento.

ExdisZe un ndmero de téenicas para nesolven La ecuacidn (5.1), Za
mayor parte de €stas estan ondientadas hacia problemas de dos dimen--
sdiones puesto que estos ocurren mas grecuentemente en simulacidn de-
yacimientos. A continuacidn se explica un ndmeno. de técnicas de s0Lu

cifn comunmente usadas para La simulacién de yacimientos .

5.2 PROBLEMAS EN UNA DIMENSION.

Para el problema de una dimensidén, se puede sern mds especlfico -
acerca de La Lintenpretacién de La ecuacién vectorial A p = b. Para -
prinedpdlan considénese el siguiente diagrama esquemdtico (Fig. 5) -
usando un ndmero de celdas Nx Las cuales se encuentran numeradas de-
Lzquienda a derecha. Cualquien celda puede sen refenida a La celda -
"{" con el propdsito de escnibin una ecuacién genenal. De La ecua- -
cibn de simulacidn de yacimientos, se sabe que una ecuacibn escrita-
para La celda "L" involucra también Los valones de Las dos celdas --
continuas préximas, desde Las cuales puede ocurrirn el fLujo de fLui-

dos. Una ecuacddn para La celda "i" presenta el siguiente aspecto:

$ Pioqg P bypy e byt dg (5.2)
Para La celda le 1, solamente una celda esta préxima, y esto re-

presenta La condicibn Limite de no fLufjo en el final de La celda.

Sus ecuaciones estan dadas pon:

b te.p, s d1 (5.3)

i1 Pq i
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p. = d (5.4)

+ b:
ail pNx—l INx "Nx Nx

A continuacibn se presentan Las ecuacdones corrnespondientes a -
un probLema de cinco celdas, estas celdas se encuentran esquematiza
das en La (Fig. 5.2). Para este problema de cinco celdas se tienen-

cinco Lnebgnitas tienen una solucdbn dnica.

bil P, * ey b, = d, (5.3a)
Qig Py * Byopy + Cyy Py = d, (5.3b)
@ig Py * byt eiymy = dy (5.3¢c)

@iy Py * by Pyt Chy P = d, (5.3d)

a.. p, * bi5 pe = d5 (5.3e)

Las ecuaciones (5.3), pueden sen escnitas en forma matnicial, -

La cual es La sigulente:

biy i1 0 0 0 P4 dy

%32 6:0 €i2 0 0 P d,

g i3 b,y ©is3 0 Ps| = | 45

0 0 2y b,y Ciy Py d,

0 0 0 2is b;s Psg dg

L. - L. . L -
. (5.4)
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EL anneglo de Los coeficientes ¢ una matniz, desdignada pon A.
Los anneglos de Las Ancdgnitasnpry de Los téaminos independientesmd
>

>
don vectores, denotados como p y d nespectivamente. La ecuacién -

vectornial del anneglo es La siguiente:
> ->
Ap=d (5.5)

AL inspeccionarn La matriz mostrada en La ecuacién (5.4), 3¢ ve-
que Lo0s coeficientes estan alineados en una gorma diagonal. Esto --
sdiempre send el caso A4 se ondenan Las celdas de Lzquiernda a dene--

cha como se muestra en Las figuras (5.1) y (5.2).

La matrniz A es una matniz trnidiagonal y es caracternistica de -
problemas de una dimensidn. Nétese que Las Zres diagonales son ce--
nradas, s4in ceros Lintermedios. Este tipo de ecuaciones vectoriales-

son muy fdcdiles de nesolven.

5.2.1 TECNICAS DE SOLUCION.

Como efemplo de algunas de Las técnicas de solucibn de ecuacio-
nes, consdidérese La ecuacibn para el fLujo monoqdsico, Lncompresd--

ble, (eliptica).

RA A1b P
v - Vpl-a + g = (o9),

En La direccdbn "x" La ecuacibn antenion queda de La siguiente-

manehnra:
) ( kx Jp ) ,

X u B X
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44 el medio es homogéneo, entonces no habnd varniacibn en La permea-

bilidad y kx es constante ademds 54 el medio es Lncompresible, el -

factor de voldmen B y La viscosidad p se pueden considerar como - -

constantes. Lo que nesulta:

3%p ., _quB | 0, (5.5)
3x < kx

Nota: En La prdctica es prefernible no hacer este tipo de simplifica
ciones ya que es convendiente condervar Las unidades de cada término

en undidades de gasto.

En el sistema prdetico de unidades de campo,

kx = perm ( 1,127 x dancies)

p = presidn | Lb/pgz)

q = gadto de (Lnyeccdibn (+) (stb/d /piés roca)
x = distancia (pies)
u = viscosddad (cp)

Escnibiendo La ecuacidn (5.5), en diferencias finitas

p. . -2 p. +p,
1-1 i i+1 pB qA/tb/d

+ q = 0
(ax) 2 kx vol. celda £

EJEMPLO No. 1
Caleular el gasto y La distrnibucidn de presiones para el siguiente-

sLstema.
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PR . - 420" o
.l 02 03 04 05 .6 .7
= 60"+
FIG. 5.1y 5.2
kx = 200 mD
w= 1 oep
A = 200 pies?
p, = 600 £b/pg?
2
P, = 100 £b/pg

Se tiene un sdistema Lineal, medio homogéneo, hay un pozo Lnyec-

ton en La celda 1 y un pozo productor en La celda 7.
SOLUCION:

Los gastos se pueden caleculan con.la ecuacidn de Darcy

RA__ap _ _(0.2) (1.127) (200) , _ (600-100)
TRy (1.0) (360)

q =

q = 62.61 bls/dLa.

En este caso particulan Las presiones se pueden caleularn en una-
gorma muy sencilla. Consdidernando que se trata de un sistema Lineal,-
La presién varia en forma Zineaﬂ para cada celda y el gradiente -
permanece constante en el sistema, se puede hacen una grdfica de x -
vs p tomando en cuenta Los datos proporcionados, de tal manera que -

para cada distancia se pueda ftenen un valor de presién.
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600 |- 1

500

400

—— e . o
1

p(Ib/pg?2)

300 |-

200

e
|

100

Y 60 120 180 240 300 360 420

x( pies)

Otra gorma de nesolven el problema es utilizando La formulacidn
en difernencias finitas. Escrnibiendo La ecuacibn genernal para cada -

nodo en el cual no se conoce La presibn, se tiene Lo siguiente: l

PR P v Bo
5 + [qatq =0
(ax) kx (Vol. def nodo <)

sustituyendo Los valonres connespondientes en La ecuacién anternion:

P —2p.+)0-
i-1 i it+1 , _1.0) (1.0) (q stb/d)i _

(60) 2 (0.2) (1.127) (200x60)

donde para (q stb/d), = 62.61, (q stb/d), =-62.61. Los gastos son -
Lguales en valor absoluto debido a que el §Lujo es incompresible --
por Lo que se dice que el gasto que se inyecta (+) es igual al gas-
to que se produce (-). En Las celdas 2,3,4,5,6 existe fLufo pero no

hay fuentes ni sumidenos por Lo tanto:
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(g stb/d) .

i=2.3.,4,5,6 ° 0; Las inclgnitas son Las Pi=2.,3,4.5,6"

para Lo cual se tiene que escnibin La ecuacibn en diferencias para -
cada uno de Los nodos en donde no se conoce La presién. Para esto se

Liene Lo sigudente:

Nodo

£=12 2 - Zp, + Py * 0 + 0 + 0 + 0 = 0
£=3 0 + P - Ipg + Py * 0 + 0 + 0 = 0
L=4 0 + 0 + P - lp, + ps + 0 + 0 = 0
L=5 0 + 0 + 0 + P, - 2p5 + pg * 0 = 0
L=6 0 + 0 + 0 + 0 + Ps - 2Zpg + Py = 0

pasando Las presiones conocidas al Lado derecho de Las ecuaciones

- 2p, + p3 + 0+ 0 + 0 = - 600
po - 2pg + py * 0 + 0 = 0
0 +  pg - Ip, + ps * 0 = 0
0 + 0 + by, - 2pg + pg = 0
0 + 0 + 0 + ps - 2p6 = - 100

Este sistema de ecuaciones Lineales se puede escnibin en nota- -

elbn matnicial como:
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[, 1 0 0 0| p; --600 |
1 -2 1 0 0 P, 0 |
0 1 -2 1 0 Py | = 0 !
0 0 1 -2 ] P 0
0 0 0 1 -2 P 100

EL anneglo de Los coeficientes puede sen LLamado matriz de coe-
ficientes (A), el anneglo de Las presiones p (s5) como vector de in-
clgnitas (;) y el arnneglo de coeficientes del Lado dernecho de La -
Lgualdad como Lado dernecho (D). La ecuacidn vectornial del arneglo -

es La sdigudlente:

premultiplicando a La ecuacdbn vectonial pon La Linvensa de A, con -

el objeto de tenen el vecton de inclanitas en funcién de (A~ y (D)
AtAp=ATto | poa

Este sistema podrnd rnesolvense porn Lnvernsibn matnicial sofamente

84 es posible obtenen La invensién de A (A~Y en otnas palabras A6-

Lo 84 det#0.

Para sistemas pequeios es relativamente sencillo obtenen La in-
vernsa de La matrniz de coefdcientes, perno para sistemas grandes pue-
de sen ventafoso utilizan en La so0lucibn métodos Liternativos.

Una {Lustracidn de Los métodos mas comunes se presenta a continua--

cibn.,

5.3.1 METODO DIRECTO.
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Antes de presentar el método dinecto se necorndarnd el Leonema fun-
damental de equivalencia, el cual es La base para el desarrollo de La
eliminacién de Gauss. Este teonema se expresa de La sigulente forma:
S4 en un sistema de ecuaciones se sustituye una de ellas por una com-
binacidn Lineal de Las ecuaciones del sistema, se obtiene un nuevo --

sdistema que es equivalente al antenior.

5.3.1.1 METODO DE ELIMINACION DE GAUSS.

Este método es un método exacto para resolven sistemas Lineales , -
el cual bdsicamente consiste en sistematizan el teorema fundamental -

de equivalencia.

EL método consiste en aplicar a una matriz ampliada (La cual se
forma con La matriz de coeficientes y el Lado derecho de La ecuacién-
vectorndial (5.4 ), un ndmeno detemminado de opernaciones, Las cuales -
son LLamadas operaciones elementales sobre Los nenglones de una ma- -
tniz, con el f4in de obtenen un sistema equivalente al anterion en don

de se pueden obtenen facilfmente Las incbgnitas.

Tomando el sistema orniginal, el objetivo es Ltrans formar a La ma--

Iniz de coefdcdentes A, en una matriz tridiagonal supenrdion.

[, 1 0 0 0] —)02- [ 400
0 -2 1 0 0 Py 0
0 1 -2 1 0 p,| = 0
0 0 1 -2 1 P 0
0 0 0 1 -2 P _—1004




gormando La matniz ampliada, se obtiene:

- ' _
-2 1 0 0 0 ; 600
o -2 1 o0 o | 0
|
0 1 -2 1 0 I 0
0 0 1 -2 1 { 0
I
0 0 0 1 -2 { -100
-2 1 0 0 0 ! -600
I
0 -3/2 1 0 0 | -300
|
o 1 -2 1 o | 0 12 mubtiplique el primex
0 0 1 -2 1 : 0 nenglén pon 1/2 y sdmese
: al segundo renglén.
0 0 0 1 2 -100
B | -
-7 1 0 0 0 : ~600
0 -3/2 1 0 0 : -300 22 multiplique el segundo
0 0 -4/3 1 0 ; -200 nengldén por 2/3 y sdmese
| al tercero.
0 0 1 -2 1 I 0
I
0 0 0 1 2 : -100
| -
F-Z 1 0 0 0 I -600
l
0 -3/2 1 0 0 : -300 32 multiplique el tenrcen
0 0 -4/3 1 0 : -200 nenglén porn 3/4 y sdmese
! al cuarnto nenglén.
0 0 0 -5/4 1 : -150
I
o0 0 1 -z | -100]
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-2 1 0 0 o ) 400
|
0 -3/2 1 0 0 .} -300 42 multiplique el cuanto
0 0 “4/3 1 0 ! 2200 nenglén por 4/5 y sdmese
| | al quinto.
0 0 0 -5/4 1 b -150
I
0 0 0 0 -6/5 | -220
- 2
Por Lo que pg = (220) (5) . 183.338b/pg sustituyendo este valon en
-6
el cuanto nenglén
- 5/4 ps + p6 = = 150
o - (-150 - ;83.33) 4) _ 956.67 2p/p6°

y a La vez susitituyendo P, en el 3en nenglén

- 4/3 p, = - 200 - 266.67
p, = 350 &b/pg?
ahona p, en el 2do nenglén
- 3/2 p = - 300 -350
po= 433.33Lb/pg?

y por altimo, sustituyendo P, en el len nenglén

-2 p = - 600 - 433.33

p,= 516.67 Lb/pg?

1o



obteniendose La siguiente distnibucién de presiones:

P, = 600 psi, P, = 516.67 psi, Py = 433.33 psd, Py, = 350 psd, pe =

266.67 pg = 183.33 psai y p. = 100 psd.

9=626 | q=0 q=0 =0 q=0 Q=0 |[q:=-626
M *3 a | 7% 1 %

p=600 | p=516.6 | p=433.3| p=350 | p=266.6 p=183.3 | p= 100

a(bl/dia) , p(Ib/pg?)

5.3.2 METODOS TTERATIVOS.

5.3.2.1 METODO DE JACOBI. (DE PUNTO JACOBT)

Escrhibanse Las ecuaciones de tal manenra que cada ecuaciln conten-
ga una incbgnita en funcién de Las otras cantidades, La incbgnita co-
nrespondend con el onden de La ecuacibn. Pon el ondenamiento de estas
ecuaciones La Aincbgnita tiene generalmente el coeficiente mds grande.
Este método converge siempre que por Lo menos un elemento diagonal -
dea, en valon absoluto, mayor que La suma del nesto de Los elementos-

def mismo nenglén. Aplicando el método ol ejemplo antenion.

L = 2 Py - 2p2+ Py = 0
LU PR

Zp, = Py * Py,

1




py,=1/2 Lpy +py )

L= 2 p™ Y s 12 p™ e p ) = 172 ( p™ + 600 )
5 3 1 3

Haciendo Lo mismo para Los sigudlentes nodos se tiene:

. 1

L 0= 3 p2+ = 1/2 | pg *py )

. m+1 _ m

L= 4 p, = 172 { py+ pg )

L= 5 pItt a1z (pl 4 pg )

L= 6 pTtt = 1/2 (pT e p,) = 1/2 (pg+ 100 )

En Las ecuaciones anteniores La inclgnita estd en el Lado Lzquier
do de La Aigualdad y se Le asigna el nivel de Lternacibén "m+1", La pahr-
te conocida se encuentra en el Lado dernecho y se Le asigna el niveld -

de Lteracibn "m".

EL proceso Ltenativo consiste en suponern valores para cada una de
Las incbgnitas, nesolviendo Las ecuacdiones del método y mediante €ste
proceso mejoran Los valores supuestos por medio de Liferacdones.
EL proceso se continua hasta que dos valonres consecutivos de todas --

Las varniables presentan una variacibn a una tolerancia predeterminada.

EJEMPLO:
lena Itenacidn

suponen: poy= P

entonces:
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pé = 1/2(;0(1) * ;og) = 1/2 (600 + 0) = 300
Pé =1/2(p8+ pi) = 1/2 (0+ 0) =0
pe = 1/2(pg + pl) = 1/2 (0 + 0) = 0
Pé = l/thﬁ + pg ) = 1/2 (0 + 0) =0
pe = 1/2(pd + pd ) = 1/2 (0 + 100) = 50

2da Iteracidn

p2 = 1/2 (0 + 600) = 300
2

P3 = 1/2 (300 + 0) = 150
2

p- = 1/2 (0 + 0) = 9
n
2

pZ- 1/2 (0 + 100) = 50

Parna Las demds LternacLones el procedimiento send el mismo, hasta
el ndmeno de Lternaciones nrequenidas. Para €ste efemplo el ndmerno de-
Ltenaciones pedidas es de nueve. Los nesultados son presentados en -

La tabla (5.1).

5.3.2.2 METODO DE GAUSS SEIDEL.

Este método es similarn al de Jacobdl, pero permite acelerar La --
covengencia del método Lternativo, al tomar ventafa del hecho de que-
cuando se calculan variables posteniornes a La segunda, Las Lncbgni--
tas de menon subindice se conocen a un nivel de Literacidn mds avanza
do. Este es el método de Gauss-Sedldel también LLamado de Literaciones

parciales o desplazamientos sucesdiLvos.
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Para el efjemplo anternion Las ecuaciones se escriben como:

py™t = 172 (p7 + pT)

p2+1 1/2 (P2+1 + pﬂ,

pm+1 1/2 (pm‘l'l + pf;l)

4 3
p?+1 - 1/2 (pE+1 + pg)
pg+1 = 1/2 (p?+1 + pg’
lena Iteracidn
supondiendo nuevamente que pg = pg = pg = pg = pg = 0
m = 0
m+ 1 =1
Pl = 1/2 (0 + 600 ) = 300.00
p, = 1/2 (300 + 0 ) = 150.00
pr = 1/2 (150 + 0 ) = 75.00
pr = 1/2 [ 75+ 0 ) = 37.50
pg = 1/2 ( 37.5+ 100) = 68.75

2da Iteracidn

pi = 600, pé = 300, pé = 750’ pi = 75, pé’ = 37.5’ pé = 68.75
1
[ 100 psi

2

p, = 1/2 (150.00 + 600) = 375.00
p, = 1/2 (375 + 75) = 225

131.25

pe = 1/2 (225 +37.5)
pg = 1/2 (131.25 +68.75) = 100
pé = 1/2 (100 + 100) = 100
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3na Itenrnacibn

pi =600, p2 =375, p2 - 225, pl - 131,25, p? - 100, pi = 100
po = 100 psi

py= 1/2 (225 + 600) = 412.5

py= 1/2 (412.5+ 131.25) = 271.67

pf = 1/2 (271.87 + 100.00) = 185.93

ps = 1/2 (185.94 + 100.00) = 142.97

po=1/2 (142.97 + 100.00) = 121.48

Iterando sucesivamente se obtienen Los valonres presentados en La ta-

bla (5.2]).

5.3.2.3 METODO DE SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESIVA (PSOR)

EL concepto de sobrenelajacibn es un método de aceleramiento en -
La convengencia de Los anteriores procesos Lternativos. En este caso -

1

el nuevo valon de itenacibn p ™t se obtiene con parte del nuevo y par

te de La itenracibn antenion p ™

Pana el ejemplo antenior, Las ecuaciones del método PSOR se escnd

ben de La siguiente manera:

pg+1 w(1/2 (p% + 600) ) + (1-©) p7

p2+1 uﬂl/z(p2+1+ pul )+ (1-w) p¥

w

m+1 _ m+1 m _ m
p, " = w(l/Z(p3 + pg J+ (1-w) P,
m+1 _ m+1 m _ m
pe - w(1/2 (yo‘+ + pG))+ (1-w) P
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durante La sobrerelafacidn, se amplifica La magnitud del cambio de -
presibn durante cada L{tenacibén multiplicando €ste cambio de pres.idn-
por un pardmetro de relajacién, w>1.0.

S4 w estuvdese comprendido entre cerno y uno, se tendrfa bajornelaja--
cibn. Este procedimiento no es efectivo para el tipo de problemas de

yacimientos ,

S{L w =1, el PSOR se neduce al Método de Gauss-Sedidel. Ahora u--

sando un valon de 1.334 para w se tiene:

Jena TteracdLbn

supondiendo pg = pg = pg = Pg = Pg = 0
Py = 1.334 (1/2 (0 + 600))+ ( 1-1.334) (0) = 400.2
Py = 1.334 (1/2 (400.2 + 0))+ ( 1-1.334) (0) = 266.93
po = 1.334 ( 1/2(266.9 + 0))+ ( 1-1.334) (0) = 176.04
pé = 1.334 11/2 (176.0 + 0))+ ( 1-1.334) (0) = 115.75

100))+ ( 1-1.334) (0) = 145.91

+

pg = 1.334 (1/2 (118.7

2da Iteracibn

py = 400.2, py = 266.9, p. = 178, p: = 115.7, pe = 145.91

py = 100
po = 1.334 (1/2 (266.9 + 600) + (1-1.334) (400.2) = 444.57
pa = 1.334 (1/2 (444.5 + 176.0) + (1-1 334) (266.93) = 326.13
pe = 1.334 (1/2 (326.13 + 118.7) + (1-1.334) (178.00) = 237.27

16



1.334 (1/2 (237.27 + 145.9) + (1-1.334) (118.7) = 215.91

ON N

1.334 (1/2 (215.91 + 100) + (1-1.334) (145.91) = 161.9¢

AZenando sucesivamente se obtienen Los valones presentados en La ta-

bla (5.3).
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TAELZ., 5 .1 (continuacidn)
< e A c 4 6 n
12a 13z 14a 15a Téa 17a 18a 19a
475.09 485,z 485.51 493,304 493.30 499.14 499.14 503.52
371.02 371..¢ 386.61 386.610 398.29 398.29 407.05 407.05
266.94 287.7° 287.70 303.280 303.2¢8 314.96 314.96 323.72
204.39 204.2%3 219.95 219.950 231.63 231.63 240.3¢8 240.38
141.684 152, 7= 152.19 159,980 159.98 165,81 165,681 170.19
T A 2 L AL 5 . 2 (continuacidn)
t e 1 c L 6 n
12a 13z 14a 15a lTéa 17a 18a 19a
508.45 510.53: 512.04 513.200 514.06 514.71 515.20 515.57
4721.01 424.9- 426.40 428.136 429.43 430.41 431.14 431.68
337.68 340.7: 343,07 344.800 346.10 347.07 347.80 348.35
257.43 259.7: 261.47 262,766 263.74 264.47 265.07 265.43
178.71 179.58: 1860.73 181.380 181.87 182.22 182.20 182.712
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TABILA. = . 3 (continuaciédn)
£ X e n a ¢ 4 6
Ila 12a 13a 14a 15a lé6a 17a 18a 13a
516.63 516.66 516.57 516.63 516.66 516.66 516.66 516.66 516.66
433.30 433.30 433.24 433.30 433.32 433.33 433.33 433.33 433.33
349.9¢ 349.99 349.94 349.9¢ 349.99 349.99 349.99 349.99 349.99
266.65 266.66 266.63 266.65 266.66 266.66 266.66 266.66 266.66
183.33 183.33 183.32 183.32 183.33 1863.33 183.33 183.33 183.33
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Comentanios y conclusiones

En Las tablas antenionres se obsenva La eficiencia de cada uno de
Los métodos. Obteniendose Los nesultados sdgudientes :
al.- Para el método de Jacobi debido a que el método pon estructura-
cibn es Lento, arrofa un total de 74 iteraciones para convergin,
con una folerancda de 0.001 de presidn, LLegandose a La siguiente --

distribucibn de presiones:
py = 600.000 £b/pg?
p, = 516.666 "
py = 433.324 "
p, = 349.999 "
ps = 266.659 "
pe = 183.329 "
p,= 100,000 "

b).- Para el método de Gauss-Seidel como se planted anteniormente es
mucho mds eficiente, arnojando un total de 36 itenaciones para con--
vergin, con una tolerancia de 0.001 de presibn, obteniendose La 44--

gudente distribucibn de presiones:

py= 600.000 gb/pg?
p,= 516.666 "
p,= 433.320 "
p, = 349.990 "
pg= 266.659 "
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pg - 183.329 "
p, = 100.000 "
c).- AL sobrenelajarn el método de Gauss-Seidel, es decin, aplicando-

PSOR dnicamente se necesditaron 10 L{ternaciones para que se LLegara a -
La convengencia con La misma tolerancia de 0.001 de presién, obte---

niendose La sigudiente distrnibucibn de presiones:
p, = 600.000 £b/pg®
p, = 516.666 "
py = 433.320 "
p, = 349.980 "
pg = 266.650 "
peg = 183.329 "
p, = 100.000 "

En forma breve e f{Lustrativa se efemplifico La eficiencia de 3 -
métodos Ltenativos, siendo el PSOR el de mayor utiﬂiaad. Aplicado -
ya a una simulacién en computadora La disminucdién de Ztiempo es suma-
mente notable aunada a una disminucidn en Los costos.

1

5.3.2.4 CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

’

EL cnitenio para que el PSOR convernja es:
1).- La matniz sea diagonalmente dominante.
2).- EL valon de w sea menor que 2.
Diagonal dominante quiene decirn que ef valor absoluto de La dia-

gonal principal sernd mayorn o Lgual a La suma de Los valones absolutos
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de Los otnros coeficientes para algin nodo. Flsicamente en simulacidn
de yacimientos, esta condicifn es dLempre satisfactonia 84 se tiene-
formulado un s.4istema §Ls4ico propio. Los requenimientos pana que esto
ocurra es que La compresibilidad del sistema fLsico sea positiva, ok
thanscunso del tiempo positivo, y La thansmisividad positiva. S el-
PSOR no converge, es posible que haya un ennon en of s4stema §is4ico,

probablemente ocurra una compresibilidad negativa en algin nodo.

1 max

-

La proposicién de convergencia puede ser analizada por el téami-

no LLamado factonr de reduceibn, o , primeno se definind una medida-
de convergencia neferida a una variable a cada mdximo nesidual. Si -
se obsenva el mdximo nesidual a cada L¥enacibn y se thaza este valon
v4 el ndmeno de iteraciones se tendnd La Fig. (5a )

f

log | ri j Imax

CONVERGENCIA
ASINTOTICA

— >

k iteraciones
FIG. 5a

Durante ésta convengencia asinténica, el mdximo nesidual y todoes
Los otrnos nresiduales en Las celdas estan gobennadas porn La nelacibn-

sAigudente:
k+1 k
Re & = pr. .
1,] 1,]
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donde o es LLamado el factorn de neduccibn y es Lgual al radio espec-
trat de La matniz foamada durante el proceso PSOR,p depende del va--

Lon de w y £a velocdidad y nazén de convengencia.

EJEMPLO: “ 4 “ m+1
Calcule ” d‘l y e, en donde p= I e

<]
max

por el método de Gauss-Seidel
Solucdbn

De La tabla 5.2 se tiene Lo sdgudente:

7a Lteracdibn 8a Lternacibn 9a Lteracdidn
P, = 482.0800781 490.7165527 497.2015381
Py 381.4331055 394.4030762 404.1343689
P, = 298.0959960 311.0671997 320.8003998
p5 = 227.7313232 237.4664307 244.7668076
P = 163.8656616 168.7332153 172.3834038

diferencia mdxima entre La 7a y 8a Literacdbn
12.9712037
difernencia mdxima entre La 8a y 9a Lteracibn

9.7332001

de ta f6rmuta S

imax

max
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entonces

o - .2.7332001 = 0.7503698442
12.9712037

COMPORTAMIENTO DE w

En genenal, se paede obtenen un valon de w que optimize el proce- i

50 Lterativo. Una manena prdctica de obtenen Wopt, » consisite en efec

tuarn unas 10 iteraciones conw = 1. Entre La 7a, 8a, 9a, y 10a s¢ ob--

tiene o, Por efjemplo para el problema de Gauss-Seidel o = 0.75037

L . = 1.334
—
1 +a/1 - 0.7507

Wopt .=

EL pardmetro de nelafamiento w es mayor para problLemas mas com--
plicados, porn efemplo; grandes contrastes en permeabilidad y su com--
portamiento esquemdtico es similan al presentarlo en La siguiente 64

gura.

No. de iternacién
para alcanzar La

convengencda.

5.4 EJEMPLO DE FLUJO MONOFASICO BIDIMENSTONAL INCOMPRESIBLE.

De La ecuacibn para §Lujfo monofdsico Lncompresible en 2 dimensio-
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-nes, se tdene:

3 kx 8p I by dp

+
3X uoBo 3x 3y uoBo dy

+q=0

Expandiendo en difernencias finitas, suponiendo kg, ky, y Bo como cons

tantes
kx  Pic1,3 " PPy 5t Piiag L _ky  Pi,i-1 7 Zps 5 * Pi, 541
Bo (ax) 2 Bo (ay)?
4 s2b -0
(vol. det nodo)i .
100' ST -
Datos - —> / -7 -7 :
I
= |
ky = 200 mD. ( |
1 0 o l
ky = 50 mD. 120 1 2 °3 |
Mo = 1.5 cp. }_ ’/6/1
"
Bo = 1 2
o o o
h = 20 pdles 4 5 6
x = 100 pies L/
y . 120 n /
/
¢ = 500 bt/dia . o o o
1 7 8 S
Qg4 = -500 " %
2 / / // / // /
Py = 1000 £b/pg

Es imporntante notarn que el sistema es cerrado, es decirn, que no-
hay §Lujo en La grontera extenna. Para hacen esto, recorndando La - -

ccuacién de Darcy, en donde el gasto es proporcional a La calda de -
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presidn:
q = ctte. p

SL el flufo es cero en La frontera p tiene que sen cero. Pon Lo-

tanto hay que aumentar nodos fLlcticios alrnededorn del s4istema cuyas -
presiones son Ldenticas a Las de Los nodos Anmediatamente contiguos- i

dentro del sistema.

Escnibiendo Las ecuaciones corrnespondientes a cada uno de Los no

dos se tiene Lo siguiente:

Nodo
1) LeZx 1127 P " PPy " Py .05 x 7127 Py - %Pyt R, ,
(1.5) (1.2) (100)2 (1.5) (1.2) (120)2
500 .
(100 x 120 x 20)
7) L.z x1.127 P17 Py " Py 9,05 x 1,127 Py 7 2P, * b, .
1.8 (100)2 1.8 (120)2

) 0.2 x1.127 P2 " 'Ps* Py 9,05 x 1,127 | Pyt 205 ¢ pg
(100)2 1.8 (120)2

+

Ly
(>

40 0.2 x 1,127 Py T PPyt Py 905 x 1127 L1ty Py

1.8 (100) 2 1.8 (120) 2
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5)

6)

7)

§)

0 =0
0.2 x 1.127_ Pu ~ Ipg * pg 0.05 x 1.127 _ Po = 2P * Py
.8 (100)2 1.8 (120) 2
0 =0
0.2 x 1.127_ Ps ” Zpg + Pg 0.05 127 Ps” Zpg + 1000
.8 (100) 2 (120) 2
0 -0
0.2 x 1.127 _ P7 ~ Ip, + Py 0.05 27 Py ” Zp, * Py
8 (100) 2 (120) 2
0 -0
0.2 x 1.127 P77 Pg* 1000 g.05 x 1.127  Ps - Ipg * Pg
L& (100) 2 (120) 2
0 -0
Q14 a4 g Py a4
Py T,
A3 235 tagg P a4
P, a,
Pe - a,
P lg
P, a.,
dgq g2 t agg pg %8 |
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Resolvuiendo el Asistema de ecuacdiones por eliminacibn de Gauss

(método dinecto), se obtiene La sdigudiente distnibucién de presiones:

p, = 1303.6270 2b/pg°
py - 1216.6606

p. = 1174.7270

p = 1189.2844 +

p. - 1151.8139

p, = 1114.5426 -

p, = 1128.9000

pg = 1086.9664 ~

q=500 q=0 q=0
(o} (o} (o]

I 2 3
p=1303.6 p=1216.6 p=11747
q=0 q=0 q=0

(o} o
°4 5 6
p=1189.2 p=1151.8 p=1114.3
q=0 q=0 q=-500
(o] (o] (o}
7 8 9
p=1128.9 p=1086.9 p =1000

q(bl/dfa), p(1b/pg?)

5.5 ARREGLOS CARACTERISTICOS RESULTANTES DE FLUJO MONOFASICO.

a) .- Una dimensibn
Ecuacidn:
n+1l -7 n++1 n+1 n+1 n
pi—l pl, pi.,.j_ - Pi - pPi
((Mx)? bt
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XX p,
XXX P
XXX o
XXX p
XXX p
XXX P

XXX p

XXX P

| xx | | n, J

Obtendiendose una matriz tridiagonal

b).- Dos dimensiones
Ecuacibn
n+1 2,0+l 4 ,n+l n+l 2,0t+1 4
Pica " "Pi 3" Psyay , Pi5oa T PPy
(ax) 2 (ay) 2
n+1 n
pi.)" pl,d
AL
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j
| o
i i1
2 ° ® °
i1, i) i+, j
3 .
iyjtl
4
5

Suponiendo que se tiene una malla de cuatro porn cinco, se obiendrd
una matrniz pentadiagonal, diagonalmente dominante, en donde La parte -
centrnal de La matniz, esta formada por cinco matrices de 4 x 4, que co

nnespondend al §lujo en La direccibn "x".

Las diagonales adyacentes a La parte centhral conrnesponderndn al fLlu

jo en La direccdbn "y".
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o

10
11
12
13
14
15
16
17
1§
19
20

-
[x
i X

|
L

X

X

X .

X

X

X

> ] >

[><
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01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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La dinec-
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c) Trnes dimensiones (fLujo monofdsico)

Ecuacibn
ténmino en ténmino en
X + y +
n+1 2n+1 R n+1 n+1l n
o Piid.k-1 pi.g,k Pidaker _ 1 Pig” Pigx
( Az) . o At
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e

. \

D,EyF —— FLUJO EN LA DIRECCION "x"
By H—— FLUJO EN LA DIRECCION "Y"
ZyS

FLUJO EN LA DIRECCION " z"
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5.6 ALGORITMO DE THOMAS PARA UN SISTEMA DE ECUACIONES TRIDIAGONAL.

EL algonitmo de Thomas es esencilalmente una variacdibén de La eli-
minacibn Gaussdana y con el cual se evita el crecimiento del ernrnon -
asocdlado con La so0lucidn de Las ecuacdones y se disminuyen Los pro--

bLemas en cuanto a capacidad de computadora.

Supongase que se tiene un sistema de n ecuacLones con Las incdg-

nitas I O T donde:
b1 ci 0 0 0 0 x1 d1
a, b2 c, 0 0 0 X, d2
0 a, b3 ¢, 0 0 X 4 d3
0 0 a, bu e, 0 X, du
an—l n-1 cn-—i xn—i dn—i
a b X d
| n n _ | n J N n _
+ X 4+ = d
blxl cl 2 1
X + b x + ¢ x + = d
(12 1 2 2 3 2
+ X + b x + ¢ X = d
%, 33 3y 3
+ + b x + ¢ = d
T T W s 4
= d
n—-1xn—2 n-1 n-1 n-1 n n-1
an xn-1+ bn Xn - dn



Por definicién

despejando X, de La

%1 (2

anteniones se tilene Lo sigudente:

entonces

d, €1
X, = — X
1 b b 2
1 1
X, = Yy "Wy e (3)

primena ecuaclbn y sustituyendo Las expresiones -

sustituyendo La ecuacidn (3) en La segunda ecuacibén del sistema se -

tiene
a
2 (Yl

gfactondizando x

—w. X ) +bx +cx_ =d

172 2" 2 33 2

(b - a ) x + ¢ x =d - a
2 2% T 373 2 2Vq
defindiendo a
Bo = by - aguwq
d, - a,v, €y X3
2 * B N B
2 2
ahora
d - a.vy J
Yr = 2 2 1 s W = 2
2 g 2 B
2 2
X =y  -w e .. 1 4)

continuando el

por Lo tanto

proceso hasta n-1,ya que hasta n-1 habrdn
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i i i i-1
d. - a.vy.
i 1Y1—1
Y. =
1 B
i
c.
w = 1
i B.
i
= - w
Xn—l Yn—i n-lxn

sustituyendo Las expresiones anterndiores en La dliima ecuacddn del -

Adlstema se tiene,

a (v -w x ) +bx =d
n n-1 n- nn n
(b - a w ) x =d -av
n n n-1 n n n n-1

X =y .

n n

X, =Y. -w, X,

i i i 1i+1

como ya se conoce el valon de X ahona se conocendn Los valores de-

X X , etc. EL algonitmo de Thomas consiste en dos secuen

X n-2’ "n-3

n-1-
cLas:

1).- Primena secuencia progresdiva:

B = b
1 1
c,
Wie — 2 , L=1,2,3, .c.vo. n-1
B.
1
B.= b, - aw L=12,3,4, .......n
i i i 1i-1
d d. - a.v
y = L ey, 3 i i-1 L =2,3,4, .cvivva
1 B 1 B
1 i
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2).- Segunda secuencia regresiva

X. = ¥y, -w_ X

i : DX 4 =n-1, n-2, n-3, ..... 1

5.7 FLUJO POCO COMPRESIBLE, HORTZONTAL, EN DOS DIMENSIONES.

La ecuacibn para este tipo de fLujo es La sdigudiente:

d ( Ax Kx dp | ax + d ( Ay Ky p_ ) M+ g i
X Uy Bo X 3y Lo Bo 3y stb/d
v C Vb Jp
5.615 ot
En donde:
A Area Zransvensal total ;pie2]
K_ Penmeabilidad absoluta (1.127 x Danrcy) ?ancﬂ
Uo Viscosidad del fLuido B:d
Bo Factorn de voldmen }02. cy./vol.@c.A]
P Presidn Jb/PQQ]
X,y Distancia [pie]
6x, by Longitudes de Las celdas [?Le]
¢ Porosidad knaccid@
c Compresibilidad del gLuido &02./v0£.£b/p92]
z Tiempo kiaé]
vy Voldmen total de La celda @423]
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A = hix <S5 ///4

h ax Ay

<<
n
B
NN
!
o
<

La expansién en difernencias finitas send:

- 2 +
32p pi—l.'i Pig pi+1.‘i
3x 2 (ax) 2
- 2 +
320 _ Pi41 7 Py g TPy 44

oy 2 (ay) 2

¥ 1,127 ctte. de trnansformacidn para que el gasto de dirnectamente en

b1/dLa

Formulando La expresidn en La dirneccdbn "x" se tiene:

- 2 .t p. .
( Ax Kx ax ) pi—l.i pi.] pl"'l,il ) o= | Ax Kx )
Ho Bo (AX,Q Uo BolAx
- 2 +
Pyt T it Paas
Ax Kx
( ) PR SRR N B
M BAX pl—l,J pla] 1,7 i+1,3
( AX. Kx ) ( pn+1 _ pn+1) - Ax K x I( pr}+1 - r'1+1 .)
HoB oA X i+1,] i,] MoB oAX i,] i-1,7
i+1/2, i-1/2,]
en La dineccibn "y"
1 1
( AL] Kﬂ ) ( ’On+ _ pn+ ) _ ( Af_// Ky ) ( pn+1 _ pn+1
H ,Boly i,j+1 i,] HoBoAy i,3 i,j-1
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obteniendose

La siguiente expresdibn:

n+1 n+1

x K n+1 n+1
(A b el ) Ax K N
uoBobx [ >3 > HoBoax 1,3 1-1.73
iH/ 2, i-1/2,]

¥ ¥
* i+1/2,5 ) Txi-1/2,j
Ax Kx
UOBoAx 1%1/2,3
A K n+1 n+1 n+1 n+1
(—4——=4 P, . . - p. . ([ —Au Ky ﬂ (p. . -p, . . )+
LoBony 1,j+1 1,3 W B Ay ‘ 1,] 1,3-1
i,j+1/2 ' ihj-1/2
+ +
- T
Py 512 Yi,5-1/2
o C Vb- .
q. . stb/dia = — pitl - pn )
i,] 5.615 At 1,3 1,7
esta ecuacidn se puede escnibin en La notacién SIP:
B + + E + F + H =
i, Pi,9-17 T1,3Pi-1,5 1,3 Pii 7 Ta,3 Paen,s T a5 Pagen T 9y
en donde:
B, . = (A4 Ky . D, - ( Ax Kx . .
1,] Ho BOA_{/ 193_1/2 1,3 o BOAX 1-1/29]
_ Vby g e . Ay Ky
Fl j- Hl,] = ( . o
A K r. o n
F, .= [ A% R e1/2 ¢, . = - stb/dia, , - —isi-p
4y d HoBoAX 1 s ] 1,7 1, At 1,7
E = Ex_ _+ Et_ _+ Ey_, |Ex, = - | Ax Kx | Ax Kx
1,7 1,7 1,3 1 Ji 1.7 Lo BoAx i+1/2,] uo BoaAx,

1-1/27



I‘;n
E/t..=-—-£’—1— Egij=_

Ex.

- D+ F ) Ey; 5 -

5.8 ESQUEMAS DE SOLUCTION.

1.- DIFERENCIAS PROGRESIVAS
- Nivel de tiempo ( n ) en ef LIE*

-CondLicionalmente estable:

- Ennon O(AX)2 + ofat) + O(Ay)2

2.- DIFERENCIAS REGRESIVAS
- Nivel de tiempo ( n+l1 ) en el LIE
- Incondicionalmente estable

- Ernon olax) 2+ olat) + ol ay)?

3.- CRANK - NICHOLSON
- Nivel de tLempo 1/2 ( n+1 ) y 1/2 ( n
- Incondicionalmente estable
- Ennon ol ax) %+ olat)? + ol ay) 2
4.- PROMEDIOS PONDERADOS
- Nivet de tiempo of n+1 ) y ( 1-9) |

- Incondicionalmente estable 54 1/2<p<l

* LIE LADO TZQUIERDO DE LA ECUACION
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- Condicionalmente estable 54 0 <0 < 1/2

5.- DUFORT - FRANKEL
- Trhes ndveles de tiempo ( n-1 ), (n ), ( n+l )
- Explicito en ( n+1 )

- Puede sen Lnconsistente .°. no es recomendable

6.- ADEP (PROCEDIMIENTO EXPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE)
vensién de BARAKAT - CLARK
- Expllcito
- Incondicionalmente estable

- Ernnon O(Ax)2 + e(Ag)2 + O(At)2

PRIMER PASO

n+1 n+1 n n n+1 n+1 n n
. . - R . . . - . - . .- .
i-1,73 i,] i,] it1,j , _i,j-1 i,] i,] 1,j+1
2
(ax) 2 ( ay)
n+1 n
u, .- u
1 i, i,
a M
54 a = “MQ y b = aM2
(ax ) (ay )
n+1 n+l n n n+1 n+1 n
al . ., -all, ., - ald. .+ al. .+ bu. . - bU, ., - 0bUu. .-
i-1,3 1,7 1,3 i+1,] i,j-1 i,] i,]
n n+1 n
bu . =u, ,-u. .
1,j+1 i,] 1,3
despefando
n+1 n n+1 b n
u + al + bU + bU
AR Y T T PP EY IR s TS0 i,9-1 i,941
1] T+a+b ’ 1+a+b
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Ahonra, se banne La malla en el siguiente onden:

] = 1 4-'7,2,3, ..... Nx
j = 2 4 ’(-'1’2,3, ooooo NX
] = 3 ; ’(»'7,2,3, ..... Nx

{ Ny ; 4=1,2,3, .... Nx

SEGUNDO PASO

n n n+1l n+1 n n n+1 n+1
U.l. u. . - .- u. . u. . - u -u, .- u, .
1-1,7 1,7 1,7 1+1,3 + 1,j-1 1,7 1,7 i,3+1
(ax) 2 (ay) 2
n+1 n
g Ui,y - Uids
a AL
n n n+1 n+1 n n n+1 n+1
al .- oal - al . + al .t bl - bU_, . -bUu_ 4+
i-1,5 i,] i,] i+1,3 i,j-1 1,7 1,]
n+1 n
u, . -u
1,7 1,
despejando
. n n+1 n n+1
n+1 1-a-b n aui—l,j + an+1,j + bUi,j-1 + bUi’j.,.j_
u, . = ——u,  +
i,5 1+a+b 1,] T+a+b

ahora, se barne La malla en el siguiente orden:

§= Ny ; 4= Nx, Nx-1, Nx-2,...., 1
§= Ny-1; 4= Nx, Nx-1, Nx-2,..., 1
{= Ny-2; 4= Nx, Nx-1, Nx-2,..., 1
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j: 1 ; A= NX,, NX-’, Nx-2 e e ey 1

TERCER PASO (1) (z)
n+1 U?+% + U?+%
u. . = 1,] 1,7
laj 2
J= i J=i
‘ . e - Q*; PE—
- e
- e — T—— q-—_——- e
N _—
— = D —
- - S
—= -5 L —
- I __P.————‘
—p D —
S By -
- L -9
J=Ny J= Ny
i=1 i=Nx i=| i=Nx

7.- ADIP (No Literativo)
(PROCEDIMIENTO IMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE)

Peaceman y Rachford, Trans .AIME 1959,

PROPOSITO: Avanzar La so0lucibn del tiempo "n" ak tiempo "n+1"

PRIMER PASO

Se considenan implicitas Las inclgnitas en La dineccién "x" Yy ex-
pllciztas Las incbgnitas en La dineccibn "y". Ademds en Los ténaminos -
¢, . , EZL, 8¢ usa un intervalo de tiempo de At/2. (ponr efjemplo -

1,3

r . /AZ/2). En el primen paso se avanza La solucibén del nivel "n" -

°

al nivef "*n,

n n n
D p* . + (Ex+EL)P*  + F p* ., = - (B P, + Ey P + HP
i-1,75 1,7 i+1,7 i,j-1 i,j i,5+1
+ 0
i,3

Para cada (£, §) se tiene una ecuacibn con tres Aincbdgnitas, pon -
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Lo tanto para poden nesolvern el sistema es necesardio escribin Nx ecua-
ciones para toda "L" y una "§" dada. Las Nx ecuaciones con Nx incbgni-
tas nesulian en un sistema tridiagonal que se puede resolvern eficiente

mente con el algoritmo de Thomas.

ADIP
valor intermedio
7/2 At/2
n n+l

- At e—— e

SEGUNDO PASO

Ahona se considenan implicitas RLas Lincbgnitas en La direccidén "y"-

y expllceitas Las Lncdgnitas en La direccdLdn "x":

n+1 n+1 n+1

= - * * *
8Py P (BGPERL Py g HPy eg = - DRL, P EXR PR )0

n

q. .
153 L. . . , . .
7 Similanmente se analizan simultaneamente Ny ecuaciones con Ny in-

n n

clgnitas escribiendo Las ecuaciones para toda "§i" y una "i" dada. la -

s0lucibn se obtiene por medio del algoritmo de Thomas.
i

1 -

ler. paso 20. paso

Companativamente, para una malla de 10 x 20 el esquema regresdivo -
genena 200 ecuaciones con 200 Lincégnitas, dando Lugar a una estructura
pentadiagonal. Porn Lo tanto, panra avanzar La solucidn de "n" a "n+1"
se neceslta rnesolven este zéétema. EL esquema ADIP requdiere nesolven -

10 ecuaciones veinte veces mds 20 ecuaciones diez veces, todas ellas -
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con estructura tridiagonal.

METODOS TTERATIVOS

n n+1
OBJETIVO: Avanzar La solucibn de Pi 5 a Pi ; por medio de Aiteraciones
{m
m (m+1) (m)
P. ., Aternando hasta P. 57 Py ¥i,i. En genernal, Los métodos -

{Lerativos nequienen menon capacidad de almacenamiento que Los méto--
dos dinectos.

La ecuacdibn base para Los métodos iterativos se obtiene despefan-

do P. .
1,]
Pi is - ——(-q. ,+B. . P . +D. _P. _+F P
1,] E 1,7 1,] l,j_l 1,] 1'1,] 1,3 l+19]
i,j
H, . P. . )
1,3 i,j+1

§.- ADIP ITERATIVO PARA FLUJO PERMANENTE (Peaceman-Rachfonrd)

2 2
La ecuacibn ClnC T CIal q = 0 es un caso Limite de v2u + ¢ =
9x2 ay2
e para Liempos muy grandes para Los cuales se tiene que L > 0
LS ‘ ot
PASO 1
. (m+1/2) (m+1/2) (m+1/2) (m) (m)  (m)
u, .- 2u, + U, . u, . -zu, .+ u, |
i-1,7 1,7 i+1,4 + i,j-1 1,7 i,j+1 +q
( x) ( y) 1,3

- o

(m+1/2) (m)
u

1,] 1,3
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PASO 2

(m+1/2) (m+1/2) (m+1/2) (m+1) (m+1) (m+1)
ST At U B U UF B % PSRt U0 Bt 98 S
ik [ay) ?
(m+1) (m+1/2)
R R |

Los a, son PARAMETROS DE ITERACION. Su empleo acelera La convern--

gencia del proceso. Normalmente se utilizan de 4 a & pandmetnos de -
itenacibn en fonma cfclica. Porn efemplo, 54 se selecclonan cuatro pa-

ndmetnos ao,= 4, a,= 2, a, =1, a, = 0.5 se usarnfa o, para La primera

1 L 1
itenacibn, o, para La Aegunda,as para La tercehra, a, para La cuanta,

a, para La quinta, a, para La sexta, etc. EL método convenrge para --

1
cualquien valon positivo de a.

En todos Los métodos Liternativos hay que Lnvestigan 84 ya se alean

z6 La convengencia después de cada Lteracibn, porn efjemplo

(m+1) (m)
¢ Max . u, . - u, . < g ?
i, i,] i,]
METODOS ITERATIVOS PARA FLUJO TRANSITORIO
9.- METODO DE JACOBI
n+1 n+1 n+l
(m+1) 1 n (m) (m) . P(m)
Piy ot LUty B P T P Py P Paras
i,J
n+1l
(m)
Hi,j Pi,j+1 ]

Este método es muy Lento y por Lo tanto no es recomendable utilizanrnko
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10.- METODO DE GAUSS-SEIDEL

n+1 n+1 n+1 n+1
(m+1) 1 n (m+1) (m+1) (m)
P. . . B - . 3 . .P. . + . .P. .+ . .P. .
1,7 E. . ( ql,J Bla]PlaJ'1 Dl,Jpl—l,J Flsjpl+1,3+
n+1 153
(m)
i,571,9+1 !

11.- PSOR (SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESIVA)

n+1 n+1
(m+1) (m)
P. . = ( 1- w) P. . +
1,] 1,]
n+1 n+1 n+1
1 n (m+1) (m+1) (m)
e R P R S S L P P SRR
i,j
a8
m
Pi,j+1 )}

12.- LSR (RELAJACION LINEAL SUCESIVA) :w = 1

En este método se tienen dos opciones, considerar La dineceibn "x"
Amplleita, o considenan La dineceibn "y" implLcita. Para La primera -
Atenacibn se tiene Lo sigulente:

n+1 n+1 n+1 n+1

(m+1) 1 n (m) (m+1) (m+1)
P T st B P T P Pa s Ty P
n+1 1]
(m)
+ H. P )

1,7 1,j+1

despefando:

n+1 n+1 n+1

(m+1) (m+1) (m+1)
+ E . P. . + F =

1,3 1-1,73 1,3 1,3 1,7 1+1,3
-------------- Ancbgnitas --------=-------
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n+1 n+1
(m) (m)

S T I VE L VE R TR DS L S P%

--------- ténminos conocddos ----------------

Porn Lo tanto se tlene que para:

4= 1  4e genenan Nx ecuaciones

j= 2 n n n n
j‘ = 3 n n n n
jz 4 n n n n

i= Ny se generan Nx ecuacdones

Estos sistemas de ecuacdones se deben nesolven M veces hasta que-

se obtiene converngencda.
13.- LSOR (SOBRERELAJACION LINEAL SUCESIVA)

Nuevamente, panra este método se tienen Las dos opciones del LSR.
Teustrando ahora La forma de Las ecuaciones al consdderar La direccddn

"y" Ampllcita.

n+1 n+l
(m+1) (m)
P. . = (1-w) P, .+
A, 1,3
n+1 n+l n+l
1 n (m+1) (m) (m)
o e B Pt P Pt P Pyt
i,3
(n+%)
m+
SRS}

Despefando:
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n+l n+1 n+l
Bi,j (m+1) (m+1) (m+1)

P. . + E, ., P, . + H, . P, . =
1 ls]'l 1,3 1,] 1,] laj+1

ténminos desconocidos o inclgnitas

n+1 n+1 n+l
(m) 1 n (m) (m)
Hral Pyt T T ey P Py Py g Paeays
1,3

En este caso, se tiene que para:

L= 1 se generan Ny ecuaciones
L= 2 se genenan Ny ecuaciones

L= 3 n n "

Nx se genenan Ny ecuaciones

~.
]

Estos sdistemas de ecuaciones se deben nesolven M veces hasta obte-

nen convergencia.

Para obtenen w optima en LSOR se procede en forma similarn al caso-
de PSOR, pon efemplo se efectdan varias Lteraciones con w = 1 (LSOR) -
obteniéndose el nadio espectral (p). Con este valor se calecula wopt.
ADIP ({tenativo) PROCEDIMIENTO IMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE
Peaceman-Rachford, Douglas-Rachford (no usarnlo ni en problemas en tres

dimensiones ni en fLufjo multifdsico)

PRIMER PASO

Considerando implicitas Las Linclgnitas en La dineccidn "x" y ex--

pllceitas Las inclgnitas en La dinecedibn "y
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(%) (%) (%)

D P - hky - -

g1yt VEBEE - ReNT) PL L FP g - [BR e (Ey s
(m) (m)

aksT) P+ WP ]
i,7 i,j+1

SEGUNDO PASO

Consdidenando ahora implicitas Las Lncdgnitas en La dineccibén "y" y

expllceitas Las Lncdgnitas en La direccidén "x":

g (m+1) . (m+1) (m+1) [ (%)
i,9-1 + (Ey+Et- hkzT) Pi,j + H Pi,j+1 = qi,j ~ D Pi-l,j + (Ex+ hk:T)
(%) (%)
P. .+ F P, } ] PEACEMAN-RACHFORD
1,73 i+1,5
[ (%) (%)
T,y TP Py g BXPy g
(m) (%) ]
hksTP. . + F P, . DOUGLAS-RACHFORD
i,7 i+1.,7

Nétese que La dndica difenencia entre Los dos esquemas Lternativos -
(m+1) (%)
P

es que P-R Le suma al LDE: hkzT (P, . - ) mientrnas que D-R Le su-

(m+1) (m) 1,7 1,7
ma al LDE: hkzT (Pi 5 - Pi ; ) en el segundo paso de La Liternacibn.
EL procedimiento D-R en 3 dimensdiones es Aéqggan usando niveles de
(%) (#*%) (m+1) go e (m)
Ltenacibn, , y y sumando hksT (me+1)— P }) al LDE -

nespectivamente,

5.9 CONSISTENCIA, CONVERGENCIA, Y ESTABILIDAD.

En esta seccdibn se vendn formas de analizarn Las expansdiones en di-

gerencias ginditas y deteaminar que tan representativas son para Las -
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ecuaciones diferenciales parciales onrniginales, asi como bajo que con-

diciones el esquema propuesto es estable.

Se dice que una ecuacibn en diferncencias finitas ¢4 CONSISTENTE 0-
COMPATIBLE s4 Ziende a sen idéntico a fLa ecuacibn diferencial parcial

oniginal a medida que ax~ 0 y At~ 0.

Se dice que una ecuacibn en diferencias finitas es CONVERGENTE 54
La solucibn exacta a Las ecuaciones en diferencias (u) tiende a La s0
Luctbn exacta a Las ecuacdiones diferenciales ( u ) para todo valor de

X a medida que ax> 0 y s~ 0.

Se dice que un sistema de ecuaciones en diferencias finitas es -
ESTABLE 54 un ennon en La so0lucibdn (introducido porn cualquier forma)-
tiende a desvanecense a medida que avanza La s0lucibn y 44 Los enno--
nes de truncamiento en Las openaciones aritméticas no se acumulan con

el tiempo.

CONSTISTENCIA 0 COMPATIBILIDAD

EL andlisis de con&iétencia de un esquema en diferencias ginitas-
se LLeva a cabo en una forma similan a La desarrollada para analizanr -
el ténmino del ennon, es decin, se expanden Los téaminos en funcibn -
de senies de Taylorn y se analiza el comportamiento de La expresibn ne-

sultante a medida que M y M tienden a ceno.

Ejemplo: Analizan La consistencia del esquema de Dufornt-Frankeld.

ecuacdbn difernencial panrcial: 21 M,
ax 2 a ot
‘6 d'ﬁ ‘s finitas 2 P n n+1 n n n+1l
ecuacibn en diferencias finitas: A [ ) _ ]_
_Z'a—? Ujpq - Uy Uy + Uz qf= Uj
AX
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expandiendo en senies de Taylonr:

n n 2 3 4
2aAI2 [ui b (ax) U (x)° 3%u , (8x)° 33 (Ax) " 3ty TR
(ax) ax |, 2! ax? 3! ax3 4! ax
n n 2 3 i
S U, - (bg) (82)° o%uw _ (82)” 33w _ (at)" _3%u
. —_— — — , .......
* ot |, 2! a¢2 3! a3 4! ot
n " 2 3 4
S UL o+ (ag) ou L (A%) d°u . (at) 3%u  (ag) d3tu .o
* 2t |, 2! 31?2 3! a3 4! o™
n 2 2 3 3 4 N
UL - (ax) du . (Ax) U (ax) %u (Ax) d*u ..J B
* 39X 2! ax2 3! ax3 4! ax ™t
‘n
n 2 3 4
= U. + (At) ou + (at) oTu + (a2) o u + (a2) o u Fooonnons
* 51t 2! a2 3! a3 4! att
I1'1
n ‘ 2 2 3 3 L y
S UL+ (82) du | (at) 9%u . (af) 33u (A%) otu
* 3t | 2! 312 3! 812 4! "
simpligicando téaminos, La ecuacibn se nreduce a:
n n ‘n |1'l
2 2, 2 "
ZaAtz [ (Ax)z 22y [ ) (At)z 32y , o%u | ( Ax) %y ; _
(ax) 3x2 | 222 | at? | . 12 ax 't |
1 1 . 1
=1’1 |1'1 N
mn ; 3 x
(at) dfu | | u | (At) a3u
- -2 1o | — |
12 L | oL ‘. 3 ot 1.
1 1

dividiendo por 2abt
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22u _ (at)? 0%, (s a%u at)t ata 1 s (ag)?

ax 2 (ax) 2 at2 12 ax ™t 12(8x) 2 agd a  az ba
83u
az3
32u 1 du +[ (ax)° 3% _(a8)? a3 o (At)2)2 3%u
ax 2 a oz 12 axt ba at 3 (Ax) 922
2 4
1 ( (at) )2 dtu ] -0
12 (ax) ath

Ahona La pregunta a contestar para analizarn La consistencia de es-
ta dliima ecuacibn es s4 tiende a La ecuacibn diferencial parcial a me

da que Ax+> 0 y que At~ 0.

Como se puede comprobarn el primeno, segundo y cuarto término del -

2
parénitesis Zienden a cero a medida que Ax~> 0 y At~ 0 (el téamino 1at)”
At Ax

que aparece en -
AX

el Zencen ténmino puede sen un ndmero finito, digamos B por Lo tanto -

probablfemente se acerca a ceno) pero el cociente

el esquema Dugort-Frankel nepresenta mas bién una ecuacibn del tipo de

La ecuacibn de onda, porn efemplo:

32u _pe A% _ 1 _ou
9x 2 312 a3t

Una vez asegurada La consistencia de un edquema iterativo y para -
poder tener una aproximacibn vdlida, €sta debe arnojan nesultados que-
esten mds o menos cenca de La solfucdién del problema oniginal. Esta con
s4denacibn se puede analizar en dos formas difernentes:

Primeno se puede consddernarn un punto f§4L4o xz Yy preguntan acenca de

n n
La diferencia entre .y ui a medida que La malla (espacio-tiempo) se -
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hace cada vez mds fina. Se espera que en el Limite, a medida que Ax+ 0

y At> 0, el ernnon Zienda también a cenc. (CONVERGENCIA) &

EL segundo aspecto delk comportamiento de La aproximacién en dife-
nencias gfinitas puede‘eAtudLanAe‘manteniendo fifas bx y Lt y examinan
do que pasa a medida que La solacibn se avanza en Liempo. Se espera -
en este caso que Ko{xennonéé no se ampkiﬁéquen'a tq£~§ﬁado que Los ne

sultados obtenidos no sean vdlidos (ESTABILIDAD).

CONVERGENCTIA - ERROR DE TRUNCAMIENTO

En genenal, entre menon sea el ernon de truncamiento, La conven--
gencia de fLa ecuacidn en diferencias a La ecuacién diferencial es mds
ndpida. Pon esto, una forma de analizan La convergencia de un esquema

en diferencias finitas es analizando su ernror de truncamiento.

Ennon de truncamiento es el ennon inecurrido af neemplazar La ecua
cibn difernencial porn una ecuacibn en difenrencias 6£ﬁita4. Debido a es
te ennon, La s0lucddn exacta a La ecuacibn en diferencias (s4in ernon-
de nedondeo) es diferente a La so0lucibn de La ecuacibn diferencial --

parcial conrespondiente.

EL Zénmino "ennon de truncamiento" viene delf hecho de que al reem
plazan dendvadas por cocientes de difernencias es equivalente a utili-

zan serdes de Taylon "truncadas".

EL ennon de truncamiento Local de una aproximacibn en difenencias

ginitas se define como: n n
E, = LU, -(Lu.)i
en-donde:
E, = errnon de truncamiento Local
L, = forma en diferencias finitas

157



Lu = fonma difenencial

Por efemplo: Para el esquema en difernencias progresivas:

Ly = 32y . du
ax 2 ot
n n n n+1 n
n u. -2 U. + U. u. - u
L u - 1-1 1 1+1 _ i 1
b i . (ax) 2 At
(ax) % 3% At 32y V2
E, = - é EL = olax)© + of at)
12 ax 2 3t 2

SL se Zuviesen Las soluciones exactas se podrfa definin ef ERROR-

DE TRUNCAMIENTO GLOBAL mediante:

En La mayornfa de Los casos, no se tiene La solucién exacta u(xi, tn)
por Lo Zanto el problema consiste en tratar de encontrar Los Limites-
al ennon global. Para ecuaciones diferenciales sdmples normalmente se
pueden encontrar pero, a medida que Las ecuaciones se hacen mds comple
jas, La estimacidn de estos Limites se hace bastante mds diffceil.
Agortunadamente se ha encontrado que Los erronres globales muestran el-
mismo onden de dependencia con nespecto a Los tamaiios de malla (espa--
cio-tiempo) que Los ennores Locales. De aqul que Los ERRORES LOCALES -
DE TRUNCAMIENTO que so0on mucho mds fdciles de estiman 4e puedan usan -
por Lo menos como gufa para el orden de CONVERGENCIA de La solucidén a-
La ecuacdbn en diferencias finitas a La solucién de La ecuacién dife--

rencial a medida que ef tamaiio de La malla tiende a ceno.
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En La prdcitica, panra pnobkemaa que tengan algdn grado de dificul-
tad La estimacibn def enrnon se obtiene nesolviendo La ecuacién en di-
gjernencias utilizando difernentes tamainos de malla vardiando tantc Los -
inchementos espacdales (Ax, Ay, Az) como el LAncremento temponal (AL)

para encontran sus efectos en La solucdibn.

En muchas ocaé{oneé, valones prndcticos de bx y At (para Los cua--
Les el tiempo de computacibn no se hace excesivo), son tan grandes --
que el ennon no parece disminuin tan rdpddamente como Lo predicen Las
§6rmulas para el ennor Local de truncamiento. La nazdn de esto es que
Las expresiones que se obtienen para el crden del errnorn describen el-
comportamiento asimptético a medida que ax y M tilenden a cero y no -
dicen mucho acerca del comporntamiento del ernor para tamaiios de malla

nefativamente grandes.

Porn estas nazones, normalmente se tienen que consdiderar como estd
maciones empinicas ded ennon obtenidas corniendo el mismo problema --
con diferentes tamaiios de mallas. Una vez encontrado el tamaio de ma-
LLa que equilibra el costo de usar un tamaiio pequeiio, contra el nies-
go asocdiado al utilizan una malla grande y aumentar el erron, se co--

nnen Los sdlgulentes casos con ddicho Ztamaio.

ESTABILIDAD

Un esquema en diferencias finitas es ESTABLE s4 el efecto de un -
ennon (o perntunbacién) hecha en alguna de Las etapas de cémputo no se
propaga en errones a medida que £a solucdidn se avanza en efapas poste

niones de cdleulo.

Para el andlisis de estabilidad no importa cual es La fuente del-

ennon pon efemplo, ernon de truncamiento, enrorn de nedondeo o afguna-
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otna causa.

En genenral hay tres métodos para analizar La estabilidad de un es

quema en difenencias finitas:

L) Método de Kanplus
LL) Andlisis Aaménico (erniternio de Vonlleumann)

LLL) MéEtodo Matnicial.

Los dos primenos métodos toman en consideracidén La ecuacién en di
ferencias solamente sin incluin ni Las condiciones iniciales y de - -

frontera ni Los ténminos fuente.

EL método matrnicial es el mds general ya que considerna La ecuacién

Las condiciones iniciales y de frontera, y también Los ténminos fuente.
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CAPITULO 6

CONTENTIDO

CONSIDERACIONES GENERALES
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CAPITULO 6

CONSIDERACTONES GENERALES

I.-

La simulacién de yacimientos una hernamienta dtil, que au-
nada a otrnos procesos de predicedibn penmite obtenen mejones
nesultados en el estudio de yacimientos petrolehros.

La efectividad de una simulacibn estd en funcibn de La re-
presentatividad y de La calidad de La informacibn que se
proporcione.

Los modelos matemdticos pexamiten simular el comportamiento
de un yacimiento, bajo diferentes altennativas de produc-
cibn, a §in de seleccionar La forma Gptima de desarnrnollan
y explotar un yacimiento de acedite y/o gas.

En ocasiones es conveniente desarnoflar un modelo matemdti
co, de acuerdo a Las caractenisiticas del yacimiento porn es
tudian.

La predicceién mediante una simulacibén, s0Lo puede ser con-
g§iable cuando se cuente con La caracternizacibn precisa del
yacimiento y, ademds cuando ef modelo permita simulfarn Los
nuevos mecanismos de desplazamiento asi como sus fenbémenos
asocdlados que postendiormente se presentardn.

Ningtn modelo simula Los fenbmenos de convencibn, supensa-
tunacibn de acelite y el de Lnvensibn de pre—si6n asocia-
dos af mecanismo de La segregacibn gravitacional.

Un modelo matemdtico, una vez ajustado, es el mejorn recun-

50 para predecin el comportamiento de un yacimiento.
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Teniendo en cuenta Las consideraciones anternionres se infie
re que La aplicacdbén de un modelo simplificado, con un buen

chitendio Lngendenil, puede tener ventafa sobre un modelo 50

g§isticado de simulacién.
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NOMENCLATURA

Bo

Bw

SIMBOLOS

: Area

Factor de voldmen del gas (Bg<1)

Facton de voldmen def acedite (Bo>1)

Factorn de voldmen def agua.

Compresibilidad
Compresibilidad de La formacibn

Compresibilidad del gas

i Compresibilidad del aceite

Compresibilidad del agua
Profundidad
Errnon de truncamiento global

Ernon de truncamiento Local

: Ténmino del ennon

Funcibén evaluada en cada punto
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UNTDADES FACTIBLES

DE USARSE

(péuz)

3

pies,

@c.y

.3
pLQAg @c.5

. 3
pies  @c.y + gd.@c.y

. 3
pies  @c.s

piebi @c.y + gd.@c.y

. 3
pies — @c.s

(e./pg?) "
(%./pg*) ™t
(2. /pg°) "
(8./pg") "
(&./pg") ™
(pies)



g : Acelenracibn de La ghravedad. (pieb/éeg?)

9, : Constante gravitacional @ condiciones.

noamales y es Lgual a 32.2 pies/éeg? (pLeA/Aeg?)
h i Altuna. (pies)
I :‘Potencéaﬁ de un gas neat.
K : Peameabilidad absoluta. (Darcy)
hg Permeabilidad efectiva al gas. | (Darcy)
R : Penmeabilidad efectiva al aceite. (Darcy)
k. Permeabilidad efectiva al agua. (Darcy)
hrg : Penmeabilidad nelativa al gas. (Darcy)
hro : Permeabilidad nelativa al acedte. (Darcy)
&rw : Penmeabilidad nelativa al agua. (Darcy)
L i Longdtud. (pLes)
M : Peso moleculan ' (£b/mole- 2b)
m : Masa. A m)
N x : Ndmeno de bloques en La dirneccidn "x"
Ny : Ndmerno de bloques en La dineccidn "y"
Nz : Ndmero de bloques en La direccién "z"

Ndmero de moles ( n = m/M )
W : Vecton penpendicular a todas Las supen-

| gicles equdpotenciales.

0 : Enncn de truncamiento.
P : Presidn. (Kb./pgz)
pe i Presdidn capilan. (£b./pg?)
pco_g : Presidn capilan entre Las Antenfases

gas-acedte. (Kb./pgz)
+ En algunos capitulos se hace, M = masa, so0lLamente para fines de and-

Lisis dimensional.
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Sgr
Sor
Swr

Swi

H

u

g
++ En algunos capltulos se hace, T = tiempo,

: Presibn capilar entre Las intenfases
agua-acedte.
Ritmo de Linyeccdbn y/o produccidn.
Gasto.
Constante undivensal de Los gases.
Razdén gas disuelto-acedlte.

¢ Saturacdidn de fLudldo en genenal.

¢ Satunacidén de gas.

: Saturacibn de acedite.

¢ Saturacibn de agua.

: Saturacibn de gas nesidual.

:Saturacdidn de acedite nesidual.
Satunracibn de agua nesidual.

: Saturacidn de agua Lintensticial.

++
Temperatuna

Ak
n Bax

Trhansmisividad T =
Tiempo.

Velocddad aparnente.
Velocddad media.
Voldmen bruto de noca.

Voldmen.

Téamino fuente o sumideno.

Facton de desviacidn de Los gases reales.
Porosidad.

Porosidad efectiva.

Viscosidad.

Viscosdidad del gas.

andlisis dimensional.
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(zb./pgz)
(bl.@c.s/dia.pies
(be./dia)

3)

( B-pg?/°R-moke- &)
. 3 ; 3
(p&@bg/p&eéo)
o)
poros
o)
poros

(pies @c.y/pies

W H w

(pies” @c.y/pies

0Q

@c.g/péeés )

(pies poros

‘043
-
gc.g/pLeAporos)

3 )
poros
3 )
poros
3 )
poros
S
poros

(pies
(pies”@c.y/pies
(pLes @e.y/pies

(pies@c.uy/pies

T W w0 WM wsE W o w

(pies @c.y/pies

(°R)
(pLQAQ mD/cp pies)
(dLas )

(pies/seg.)
(ples/seg.)

(péeAB)

(barniles)
(Masa/voldmen de noca)

3

(pieésponoé/pieé roca)

3noca)

(péeéaponoa/péeé
(poises)

(poises)

solamente para fines de



u : Viscosdidad del acedite. (poises)

M i Vidscosddad del agua. (poises)

5 : Densidad. (£b/pies’)
0y : Densidad del gas. (ﬂb/pieég)
o ¢ Densdidad delf acedlte. (Zb/pieés)
- ¢ Densdidad del agua. (tb/pieéa)
o : Potencial de fLujo. (Zb/pg2)

w : Razén de convengencia.

0 : Radio espectral de La matriz.

@c.s ¢ Meddido a condiciones estandar o supernficiales.

@e.y : Medddo a condiciones de yacimiento.

SUBINDICES

L : Thrneductible.

g : Gas .,

0 : Acedte, indclal.

w : Agua.

X,4y,z Dineccdiones orntogonales en Los efes x,y,z

L,§,k Dinecciones ontogonales en Los efes x,y,z

TERMINOS USADOS EN TABLAS

A . Coefdcientes dados en La tabla.

m . Ndmerno de puntos usados en La aproximacién menos uno.
n . Ndmenc del punto en ef que se evalfua La derdivada.

LD . Forma en difernencias gfinitas.

Ly . Forma diferencial.
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FACTORES DE CONVERSION

Longitud
I pg = 2.54 cm.
I pie = 30.48 cm.

Volidmen

1 BL

159 £t = 42 gal

1 BL = 5.615 pies’
I m® = 6.29 B = 35.314 pies
Presidn

I atm = 760 mm. Hg
2
I atm = 14.7 £b/pg abs.

CONSTANTES

Condiciones supenficiales (c.4); 1 atm y 20°C 6 14.7 L/pg’ y 60°F

TEMPERATURA ABSOLUTA °K °C + 273

°R °F + 460
Peso moleculan medio del aine seco = 28.97

Voldmen de 1 mole-gn de gas @c.s 22.40 Litrhos

Vokdmen de 1 moke-L£b de gas @c.s = 379.40 pies’

3 3
Peso especiflco del agua @c.s 1 gn/em = 62.4 Lb/pie

0.0764 (4&b/pie’)

Peso especifico del gas @c.45.

R

8§2.05 (atm-cm ) / (°K- mole-gn)

R = 10.73 (&b/pg?2- pied) / (°R-mole- &b)
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