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1 | v SLIGTECA
ANEXQ
I NTRO D UCCTION.- Un examen de los origenes de cual

quier campo cientfifico, sea Astronomia, FisicaAo Psicologfa, indi-

ca que la disciplina comenzé como una masa de observaciones y expge
‘ .

rimentos. Es natural, entonces, que los primeros pasos en cuantifi |
: | |
car la materia deban involucrar la coleccibén, presentacién y trata
|

miento de datos. Consecuentemente, el estudio de la Estadistica ha
jugado un_papel dominante en la preparacién matemdtica de estudiaﬁ
tes que trabajan en las &reas cuantitativas de las Cienéias Socia-
les y de la vida. Un tratamiento estadistico de los dat&s puede

ser muy elemental, involucrando un poco més que listado, seleccién

|

y unos pocos célculos. Puede ser también muy sofisticado, involu--
| o
crando complicadas ideas matem&ticas y problemas dellcados de dise
|
fio de experimentos. 1‘ "“Nt
N@ e r‘?’ .
El problema original casi siempre se presenta en eL,muﬁda )

real, algunas veces en las condiciones relativamente controladas
de un laboratorio y algunas veces en el menos entendible ambiente
de todos los dfas. Por ejemplo, un ingeniero observa el nimero de
y

artficulos defectuosos producidos por cierta m&quina, un genetista;
anota los resultados de un experimento de hibridizacién:o un eco-
nomista registra el volumen de transacciones internacionales bajo;
ciertas politicas de tarifas, y entonces, conjeturan Fiertas razo
nes para sus observaciones. Estas conjeturas pueden estar basadas
completamente en la intuiciép, pero m&s a menudo son ei resultado

de un estudio detallado y del reconocimiento de ciertas similitu-

des con otras situaciones que se entienden mejor.
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El siguiente paso es un intento de hacer al problema tan
Qreciso como sea posible. Esto quiere decir un entendimiento cla-
ro y definido de las palabras y conceptos usados. Un aspecto im--
portante en este paso es el intento de ideﬁtificar y seleccionar
aquellos conceptos que se consideren b&sicos en el estudio. El
propésito es eliminar informacién innecesaria y simplificar 1la
que se cons;rva tanto como sea posible. Este paso de identifica--
cién, aproximacién e idealizacién se conoce como construccién del
modelo real. Por ejemplo, en el caso del ingeniero, &€l puede cons_
truir un modelo real en el cual todos los artficulos se puedan cla
sificar como defectuosos o no defectuosos Y nunca estén en un ni-
vel intermedio.

En el siguiente paso después del estudio y formacién del
modelo real, uno ve este modelo e intenta identificar el proceso
operativo. La meta es expresar la situacién entera en té&rminos
simb6licos. Entonces el modelo real se convierte en un modelo ma-
temédtico, en donde las cantidades reales y los procesos se reem--
plazan por sfmbolos y operaciones matemdticas. A menudo mucho del
valor del estudio se pierte en este paso, debido a que una identi
ficaci6én inapropiada entre el mundo real Y el mundo matemdtico no
puede llevar a resultados tGtiles.

Después de que el problema ha sido transformado en té&rmi--
nos simb6licos, el sistema matemidtico resultante se estudia usan-
do técnicas e ideas matem&ticas apropiadas. Los resultados del es

tudio matem&tico son teoremas, desde el punto de vista matemdtico,



y predicciones desde el punto de vista empirico. La motivaciébn pa
ra el estudio matemdtico no es producir nuevas matemiticas, es de
: !
cir, nuevas ideas abstractas o nuevos teoremas, aunque ésto puede

suceder, sino més importante, producir nueva inforpacién acerca

de la situaciébén estudiada.
{

El paso final en el proceso de construccién del modelo es la

comparacién de los resultados predichos en base al trabajo matemd

tico, con el mundo realr (

El proceso anterior se puede representar de la siguiente ma-

nera:
Aproximacién
Idealizacién,aéol,,—’ Abstraccién
Comparacién abc%ia-’ Representacién
ces% -~ simbb6lica
(o]
(e~ ~
-
-
Conclu51one;tr Modelo
y matemdtico
prediccionfi/v‘ Teorfias y técnicas . !
matemdticas , ; S
’ ] J"\L \\-'")
AN REE

Uno de los primeros aspectos que sSé deben deterhinar acerca
de una situacién es si se debe modelar mas apropiadamente en tér-
minos deterministicos o estocisticos. Un modelo se dice que es de
terministico si dada suficiente informacién en un instante de
tiempo oen una etapa, entonces se puede determinar exactamente el
comportamiento futuro del sistema. Por ejemplo, se puede escoger
modelaf el crecimiento de una poblacién en términos deterministi-

cos. La hipbtesis es entonces que el crecimiento de 1la poblacién

se conoce y que se di el tamafio de ella en un instante de tiempo,




de manera que se puede
blacién para todos los

Por otrb lado, un
miento probabilistico.
tal naturaleza, que no

instante de tiempo, es

determinar exactamente el tamafio de la po--
tiempos futuros.

modelo estocdstico s{ incorpora el comporta
Para estos modelos las predicciones son de
importa cudnto se conozca del sistema en un

imposible determinar con certeza absoluta

el estadd del sistema en el futuro.

Muchos de los modelos mds Gtiles en las Ciencias Sociales Yy

de lé vida son modelos

cuya descripcién matemdtica involucra el

azar y la incertidumbre, y ésto es de esperarse, ya que aunque el

mundo real es un sistema deterministico, la imperfeccién de los me-

dios que tenemos para percibirlo Y lo limitado de nuestros senti-

dos, nos lo presentan como un sistema estoc&dstico. Es por ésto que

se impone antes que nada, el estudio de técnicas Yy conceptos mate-

miticos probabilisticos.



5

FUNCIONES DE PROBABILIDAD.- Dado un es
pacio muestra S y una.familia A de eventos en S, una funcién de
probabilidéd Ssocia a cada evento A de A un némero real P(A), 1la
probabilidad del evento A y se deben cumplir los siguientes axio--
‘mas: .

l1.- P(A)2 0 para todo A

2.- P(S)=1

3.- Si existe un conjuhto contable de eventos A',Az,...,Ak

y si estos eventos son mutuamente exclusivyos, entonces

P(AvA,v... vA,) = P(A,) + P(A,)) + ... + P(a,)

VARIABLES ALEATORTIAS.- El espacio muestra
S es el conjunto de todos los eventos elementales que son los po-
sibles resultados de algln experimento simple. Estos resultados
puede ser numeros (por ejemplo, una temperatura en °C de cierto
lugar en un mes determinado, el precio del oro en un dia particu-
cular, etc.) o se pueden expresar en términos no numéricos (por
ejemplo, el sexo de cierta persona, el hecho de que llueva o né
en un dfa particular).

Si el simbolo X representa una funciédn que asocia un nlGmero
real a todos y cada uno de los eventos elementales (cualquier ele
mento de S) en el espacio muestra, entonces X se llama una varia-

ble aleatoria. En otras palabras, una variable aleatoria X es una

funcién real definida en el espacio muestra.




; : T R
La expresién P(X=x) simboliza la probabilidad de que la varia
ble aleatoria X tome el Qalor particular x.

- Sea un conjunto de eventos {Al’Az"“’Ak} y supénga
se que formen una particién del espacio muestra S, es decir, son
mutuamente exclusivos y exhaustivos. El conjunto de probabilidades

P(AI)JZP(Az)}...,P(Ak) es una distribucién‘de probabilidad.’
Por ejemplo, considérese el espacio muestra de todos los em-
pleados en una f&brica. Sé selecciona un empleado al azar y se re

gistra su altura. Se utilizan sels intervalos de clase para la al

. tura y la distribucién de probabilidad puede ser

Altura en cms. Probabilidad

150 - 158 0.023
' . 159 - 167 0.136
168 - 176 0.682

177 - 185 0.136 '
186 - 194 0.021
195 - 203 0.002
1.000

Un conjunto de probabilidades o una distribuéién de probabili
dad para los ;ventos elementales en S determina un conjunto de pro
babilidades o una distribucién de probabilidad para cualquier va--
riablé aleatoria definida en S. Por ejemplo, Se tiene el espa--

cio muestra de los resultados de tirar dos monedas: {aa,as,sa,ss}

Y sea la variable aleatoria Y el nGmero de &guilas que aparecen al



tirar estas dos monedas. Entonces la distribucién de probabilidad
del resultado de tirar las dos monedas es: EAGULTAD BE 1252 EAIA

x P (X=x)

aa 0.25

as 0.25

sa 0.25

ss . 0.25 e n
.00 it

La distribucién de probabilidad del nidmero de &guilas es:

i

P(Y=y)

Y
0 0.25
1 0.50
2 0.25 -

1.00 |

Si la variable aleatoria X puede tomar ﬁnicsmente‘valores fi
nitos determinados o valores en un conjunto infinito contable, se
dice que es una variable aleatoria discreta.‘La distribuciéﬁ de
probabilidad de una variaBle discreta se puede especificar listan
do todos los posibles valores de la variable aleatoria -junto .con

T-.:

. T aNe 3
sus correspondientes probabilidades. Este listado se pued?;gflgégy
; AT R
sentar a menudo por una gr&fica, que se denomina funcién de proba

bilidad de masa o simplémente funcién de probabilidad. Por ejem--

plo, para la variable aleatoria Y definida arriba -

P (Y=y)

(@,

-

N
v
l<
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En algynos casos Puede ser posible expresar la distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria discreta en la forma de
una funcién matem&tica. Por ejemplo, sea la variable aleatoria X

que puede tomar exactamente K posibles valores, los enteros 1l a K,

Y que cada valor tiene probabilidad 1/K. Esta distribucién se pue

de expresar como sigue:

1/K si x=1,2,...,K
P(X=x) =

0 si x tiene otro valor

Una vgriable ileatoria X se‘éice que es continua si para to-
do par de valores u Y v-tales que P(Xgu)<P(X§v) se cumple que .
P(u<x<v)>0, es decir, la variable tiene cierta probabilidad de to
maf cualquier valor en un intervalo de valores y tiene probabili-
dad cero de asumir un valor particular en el intervalo. O sea que
en el caso continuo no se considera 1la probabilidad de que X tome
un valor x. En lugar de ésto se trabaja con la densidad ae proba-
bilidad de' X en x, simbolizada por:

f(x) = densidad de probabilidad de X en x

La probabilidad en un intervalo (a,v) estd dada por:

v

P(asX<v) = ]f(x) dx
es decir, la proggbilidad de un intervalo es el &rea bajo la cur-
va de la densidad de probabilidad en el intervalo de interés, )4
el 4&rea total es igual a 1.

Una funcién de densidad de probabilidad, f(x), debe satisfa-

cer dos propiedades:

1.- f(x)20 para toda x.



[f(x) dx = 1.0

Ejemplo: sea X la vida Gtil (en horas) de un foco. Suponga
que X esté'uniformemeﬁfe‘distribuida en el intervalo de 80 a 100,
es decir, se est4 seguro de qﬁe‘ellfoco durard al menos 80 horas
pero no mas de 100. Entre 80 y 100 horas la probabilidad estd u-
niformemente dlStIlbUlda. Esto 51gn1f1ca que si se divide el in--
tervalo entre 80 y 100 en subintervalos de longitud i, estos sub-
intervalos tienen la misma probaﬁilidad. La funcién de densidad
de probabilidad de X se puede representar en forma funcional de

la siguiente manera:

1/20 si 80§#_ﬁ_100’

f(x) =

0 para otros valores de x

Se puede verificar fécilmente‘que f(x) gatisface los dos requeri-
mientos de la funcién de densidad de probabilidad.

FUNCION DE’DIS‘T‘RIBUCION ACUMULADA".

La probabilidad de que una variable aleatoria X tome un valor
igual o inferiof a un‘nﬁmero dado x se escribe como:

P = P(XSx) = [£(x) ax

El simbolo F(x) ;épresenta la funcién de distribucién acumq%ai
da, la cual debe satisfacer ciertas propiedades matem&aticas, sien
do las m&s importantes:

1.- 0LF(x)<L1

2.- si a<b entonceé F(a) £ F(b)

3.- F(o) =1 Y F(-») =0

Una variable aleatoria X se dice que es continua si su fun--
|

cién de distribucién acumulada F(x).es una funcién'continua. por
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otra parte, la funcién de distribucién acumulada de una variable
aleatoria discreta es siempre una funcién escalonada. Si se cono-
ce la funcién de distribucién acumulada F(x), es posible conocer
la funcién de densidad f (x).
f(x) = ng(x)
Por eje;plo, para el casd del foco:
x x
F(x) = ./f(x) dx ==‘r0 dx +A ](1/20) dx = x/2q1 = (x-80) /200
-® )

-
La grafica de F(x) es

F(x)
1.0%

v

80 90 100

La probabilidad de que uﬁa variable aleatoria tome cualquier
valor entre los 1limites a y b se puede encontrar de la siguiente
manera: P(a<X<b) = F(b) - F(a)

VALOR ESPERADO.- Si la distribucién de X es dis-
creta, entonces el valor esperado de X se define como:

E(X)‘= 2.X P(X=x) = ¥ x P(x)

x x

donde la suma se considera para todos los valores que pueda tomar
X. Para una variable continua, el valor esperado se défihe como:

Qo

E(X) = /x f(x) dx

- Q00
Por ejemplo, sea X la ganancia que se obtiene al comprar 100

partes de un inventario y venderlas dentro de un afio. La distribu

cién de probabilidad de X es
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X P (x)
-500  0.03
-250 0.07 .
0 ' 0.10
250 .0.25
; 500 0.35
o 750 0.15

1000  0.05

El valor esperado de X es:

E(X) = (-500) (0.03) + (-250) (0.07) + (0)(0.10) + (250) (0.25)
+ (500) (0.35) + (750) (0.15) + (1000) (0.05) = 367.5

luego la ganancia esperada por vender este bien es de $367.50°

La vida esperada del foco d€ los ejemplos anteriores serfa:

oo 100 100 :
E(X) = ]x f(x) dx = ]x (1/20) dx = x?/40| = 3600/40 = 90
-® . 4 80

luego la vida esperada del foco es de 90 horas.
Las reglas para manejar el valor esperado son:

~1.- Si g(X) es alguna funcién de X, entonces

E[lg(X)] = %ig(x) P(x) para el caso discreto. mygmw. .
,ﬁ'\' f = § P
| Yy E[g(x)] = ]g(x) f(x) dx para el caso coné‘:i.nd&c‘\ﬁ( E NN
A «‘Q@"Lﬂ@f{hl o
2.- Si a es una constante, entonces E(a) = a

4 ' ]

3.- Si a es una constante real y X es una variable aleatoria
con valor esperado E(X); entonces %
E(aX) = a E(X)
4.- Si a es una constante real y X es una variable aleatoria,
entonces: E(X + a) = E(X) + a
5.- Si X es una variable aleatoria con valor esperado E(X) y
Y es una variable aleatoria con valor esperado E(Y), en-

tonces: E(X + Y) = E(X) + E(Y)
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6.- Dado un ntmero finito de variable aleatorias, el valor es
perado de la suma de estas variables es la suma de los va
vlbges esperados individuales. Esta regla es una generali-
zacién de la anterior para cuando se tienen K variables

. aleatorias. | ‘ |
MEDIDAS DE TENDENUC IA CENTRAL.-
Itl.—'La media: E(X) = # = media de 1la distribucién de X
El valor esperado de la desviacién alredasdor de la media es cero

en’cuélquieg distribucién.

E(X -p) =E(X) -E(K) =E(X) ~# = p=p =0

2.- La medianaé si P(XZ£a)20.50 Y P(X2>a) 20.50 entonces

2 se llama la mediana de la distribucién de X. La mediana es una
clase de las‘médidas conocidas como fractiles. |

Si F(a) = P(X_S_a)'ﬁ;f Yy P(X2a)21-f entonces

2 se denomina el fractil f de 1la distribucién de X.

3.- La moda: es el valor de X en el cual la funcién de densi

dad de probabilidad de X alcénza su punﬁo mas alto.

Una distribucién se puede describir pPor el nimero de miximos

relativos que exhibe, es decir, su modalidad.

Rx)
fix)

———— - - X

- X

Distribucién Unimodal Distribucidén Multimodal
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Otra caracterfstica de una distribucién es su simetrfa, o in

versamente, su sesgo. Una distribucién es simétrica s6lo si es po

sible dividir su gréfica en dos imédgenes especulares. guLTAD BE INGENERIA

.o ' fix)
Nix)

X

U i

—_— x

BisLIOTECA

AIWNEXQ

’Dlstrlbuc16n Simétrica Unimodal Distribucién Semétrica Bimodal -

Una distribucién no simétrica se dice que es sesgada, lo que

significa que la longitud de una de Sus'colas, relativa a
|

~cién central, est§ desproporcionada respecto a la otra.

fix)
Nix)

]
|
|
|
1
|
|
|
!
1
|
|
|
|
1

\
|
|
|
|
!
|
|
|
1
|
1

.

la sec-

X

]

|

|

|

L x
Mo Md H M Md Mo

Distribucién Positivamente Sesgada pjistribucién Negativamente Sesgada

MEDIDAS DE DISPERUSTION.-

l.- La variancia: para cualquier distribucién, el indice V(X)

o o , igual al valor esperado del cuadrado de la desviacién de la

2

2
media: V(X) = 0" = E(X - Mu) se llama la variancia de la distribu-

cién.

Las reglas para la variancia son:

a) La viariancia de una variable aleatoria es igual al valor

esperado del cuadrado de la variable aleatoria menos el cuadrado

del valor esperado de la variable.
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vix) = ¢ = B(x?) - (E(X))?

d o .
b) si a 2s una, constante real Y X es una variable aleatoria
con valor esperado E(X) y variancia o2 + entonces la variable alea

\
toria (X + a) tiene variancia ¢?2 . :

V(X + a) = V(X) = o2

c) Si a es una constante real Y X es una variable aleatoria

con variancia az, la variancia de la variable ageatoria aX es
V(aX) = a’ V(X) = a?,?

2.- La desviacién estandar: la rafz cuadrada de 1la variaqgia
de una distribucién se llama la desviacién éstandar, Y es un indi
ce de variabilidad expresado en las unidades de medida originales.

La variancia refleja el grado de expansibn, ya que V(X) ser4
cero sihy s6lo si hay un solo valor para X, la media. Conforme
los valores tiendan a diferir entré sf y de la media, mayor seré&
la variahpia.

'LE;;:;jemplo, sean X y Y las ganancias en pesos por adquirir

dos tipos de seguros. Sus distribuciones son:

x P (x) Yy P(y)
0 0.10 -500 0.10
500 0.80 0 0.20
1000 0.10 500 0.40
1000 0.20

1500 0.10

Efectuando c&lculos se tiene que E(X) = 500, E(Y) = 500,
V(X) = 50,000, V(Y) = 300,000

La variancia de Y es sefs veces m&s grande que la de X, refle
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{

jando mayor dispersién en la distribucién de Y. Al comparar los
dos seguros se puede decir que, aunque las ganancias esperadas

son iguales, la seguridad representada por Y es mucho mis riesgo-

sa que la seguridad representada por X.
| - La deﬁviacién estandar de X es o =V50,000 = 223.6 y la de E
Yes o 5\/5667666 = 547.7. Hay que hacer notar en este ejemplo
que lalvariqnéia tiene unidades en términos cuadrados (pesos)2 ’
mientras que la desviacién estandar tiene unidades de pesos-

La variancia y la Aesviacién estandar se calculan siempre
en términos de la media ya que es entonces cuando el valor esp;—
rado del cuadrado de la desviacién es el menor.

/
El uso principal de la media y la desviacién estandar es

transformar variables aleatorias en variables aleatorias estanda-

rizadas. Si X es una variable aleatoria, su correspondiente varia

ble aleatoria estandarizada es: FE
a4 N i
7z =X -EX) =X -4 ) ANL#J\ o
o 4 tlﬂtlﬁi&m@

La variable aleatoria estandarizada es una desviacién del valor
esperado, relativa a la desviacién estandar. Para cualgquier valor
de X, elyvalor correspondiente de Z dice cuéntas desviaciones es-
tandar se aleja el valor de X de la media E(X). La media de 1la
distribucién de una variable aleatoria estandarizada es siempre
0, y la desviacién estandar es siempre 1.0.

Hay una conexién muy cercana entre el tamafio de las desvia--
ciones de la media y la probabilidad, que se cumple para distribu
ciones con variancia y media finitas. La siguiente relacién es la

desigualdad de Chebyshev:
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P(IX -p| 2 b) S o¥p?
es decir, la probabilidad de que una variable aleatoria X difiera
abselutamente de su valor esperado en b o m&s unidades (b >0) es
siempre mszner o igual que la relacién de o? a bz. Cualquier des--
viacién del valor esperado de b o m&s ﬁnidades no puede ser mé&s

' 2
probable que az/b'. Si se hace b = ko, entonces
P(|X - u|fo2k) <1/K

es decir, la probabilidad de que una variable aleatoria estandari
zada tenga ﬁn valor absoluto mayor o igual q;e élgﬁn nimero pési-
tivo k es siempre menor o igual que l/kz. O sea, dada una distri-
bucién con media y variancia finitas, la probabilidad de observar
un caso con valor estandarizado de 2 o m&s (descartando el signo)
debe ser cuando mas 1/4.

Ejemplo: sea X el nidmero de dias que tarda en llegar un pa--
quete por correo de México, D.F. a Zurich en Suiza. Todo 1lo que
se sabe de la distribucién de X es que su media es 100 Yy su des--
viacién'estandar 25. Es imposible hacer postulados probabilfsti--
cos més exactos sobre X, ya que no se conoce exactamente su dis--
tribubién. Sin embargo, usando la desigualdad de Chebysheb 'se pue
de hacer un postulado probabilistico aproximado en forma de des--
iéualdadgs de probabilidad. De manera que la probabilidad de dque
X, esté a}ejadaw75 unidades de la media en cualquier direccién se
puede calcular de la siguiente manera: Los valores estandarizados

son: Z;= (25 - 100)/25 = -3 vy Z, = (175 - 100)/25 = 3
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luego P(|2| 2 3) £1/9; la probabilidad de observar un valor de 3 6

més desviaciones estandar de la media es no mis de 1/9, sin impor-

tar la distribucién. Esto significa que hay cuando m&s 1/9 de proba
bilidad de que el paquete llegue en 25 dfas o menos,o0 en 175 dias

O mé&s.
i

MOMENTOS DE UNA DISTRIBUCTIOQN.- Los mo

|

mentos de una distribucién son simplemente los valores esperados

de las diferentes potencias de la variable aleatoria. O sea que el
|

primer momento alrededor del origen de la variable aleatoria X es i

E(X) = la media. El segundo momento alrededor del origen es E(X’);

el tercero es E(Xa),‘etc. Cuando la media se substrae dgjx antes
, , o f
de que se tome la potencia, se dice que el momento es alrededor de
. . 2 |
la madia; la variancia E[X - E (X)] es el segundo momento alrede--

dor de la media; E[X - E(x)f es el tercer momento alrededor aé le
media, y se usa para medir el grado de sesgo; seréd cerolpara una
distribucién simétrica, negativo para una sesgada a la izquierda y
positivo para una sesgada a la derecha.

D { STRIBUCION DE PROBABILIDAD

é ONJUNT A.- SupSngase que se tienen dos variables alea
torias discretas: X cuyo rango es X 1 X re00.X

Y éuyo rango es y‘,yi,...,yk

Se puede discutir el evento de que X tome algin valor x y de que
Y tome algdn valor y, éste es el evento (X = x,Y = y)

pAon:
UG id7d
NN In{LA
£ o

lidad P(X = x,Y = y). E1l conjunto de todos estos ébentos‘junﬁg Y
NI ;

con sus probabilidades, constituyen la distribucién de probabili-
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dad éonjunta de X y Y. Aunque el interés principal puede estar cen
trado en la relacién entre ‘las dos variables aleatorias, se puede
querer saber algo de las dos variables tomadas individualmente;

las distribuciones individuales calculadas de la conjunta se lla--

man probabilidades marginales.

K
Y PX=x. ,¥Y=1y )
ko1 ] ) k
J /
P(Y=y, ) = ) P(X=x, ,Y¥= y, )

j=

P(X = x. )

. j ‘ ‘
Usando las probabilidaces conjuntas y marginales se pueden determi

nar las probabilidades condicionales:

P(X=x/Y=y) =P(X=x,Y=y)/P(Y =y)

It

x)

x) = P(X = x,Y

P(Y = y/X y)/P(X

|
i

Para el caso de una variable aleatoria continua, se conside-.
ra una funcién de densidad conjunta f(x,y) tal que:
l.- f(x,y) 20 para todo real x,y : ‘

oo Qo
2.- //f(x,y) dx dy = 1.0
-00-00 b d

Aquf P(a<X<b,cLYL4d) = [/f(x,y) dx dy
Y.

las funciones de densidad marginal son

i

(o o]
f(x)=]f(x,y) dy o

—00 00
f(y)=[f(x.y) ax
-0

b

Las funciones de densidad condicional son;

I

f(x/Y = y) f(x,y)/£(y)
f(y/X = x)

Ejemﬁié: sea X la porcién de horas durante el dia que hay sol

I

£(x,y) /£ (x)

en Acapulco durante el mes de mayo de cualquier afio, y Y represen

te lo mismo para el mes de septiembre del mismo afio. Suponga que -
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la densidad conjunta de X y Y est& dada por: !
dxy si 0<x<1, 0<y=x<1
f(x,y) =
o para otros valores

Las funciones de densidad marginal de X y Y son:
oo

1
£(x)= [4xy dy = [4xy, dy = 2xy2|' = 2x para 0<x<1
0

- 00 01!
f(y)= I:lxy dx /4xy dx = 2>‘<2y[‘=2y 'para 0Ly<1
' f (]
o

Las funciones de densidad condicional son:

f(x/y) Axy/2y = 2x para 0<x <1, 0<y<1

4xy/2x

f(y/x) 2y para 0<x<1, 0<y<1
Dos variables aleatorias X y Y son independientes si y sb6lo
si é(x =x,¥Y=y) = P(X = x) P(Y = y), para todo par de valores X,y

Una variable aleatoria X con densidad f(x) en X Yy una varia-

ble aleatoria Y con .densidad f(y) en y son independientes si y sé-

lo s:. para todo(x,y) f‘(x,y) ‘= f(x) £(y).

Si X y Y son variables aleatorias con funcién de prébabilijdad
conjunta P(x,y) en el caso discreto, o funcién de densi@ad conjun
ta f£(x,y) en el caso continuo, y si g(X,Y) es una ,funciéh de X y
de Y, entonces:

Elg(x,Y)] = z ;g(x,y) P(x,y) para el caso discreto.

E[gf(x_,'Y)] = ]/g(x,y) f(x,y)y dx dy para el caso ‘qontinuo.

Dada la variaiale aleatoria X con valor esperado E(X) y la
variable aleatoria Y con valor esperado E(Y), entonce'sf"’gk'ﬂm Y
sop independientes:‘ E(XY) = E(X) E(Y). Si E(XY) # ‘E (X)‘ E(X)g%;g
variables X y Y no son independientes.

Un momento de la distribucién conjunta de X y Y que‘refleja
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'
i

la diregcién de su relacién, es la covariancia, definida como si-

gue:
cov(X,Y) = E[(X -p, ) (Y -p,)]
cov(X,Y) = E[(XY)] - E(X) E(Y) |

Si X y Y son independientes se tiene que cov(X,Y) = 0. Supéngase

que X y Y estén positivamente relacionadas, significando ésto que
a‘valores grandes de X corresponden valores grandes de Y y a valo
res bajos de X corresponden valores bajos de Y, entonces la cova-
riancia es positiva. Si a valores grandes de X corresponden valo-
[

res bajos de Y y viceversa, entonces la covariancia es negativé.

Desafortunadamente la magnitud de la covariancia depende de las

unidades de X y Y, de manera que es difficil dar una interpreta---
ciébn de la‘fugrza de la relacién entre X y Y. Este pfoblema se re
suelve dividiendo 1; covariancia entre una cantidad que tenga las

mismas unidades de X y Y. Esta medida que refleja la fuerza y la

direccién de la relacién, es el coeficiente de-corelacién:

p = Cov(X,Y) Y -1 Sp=+1

o, 0O,
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DISTRIBUCIONES DE P ROBABILIDAD
ESPECIALES.-
f.— Proéeso de Bernoulli: la distribucién de probabilidad
m&s simple es una coﬁ sélo dos eventos, cada uno con cierta proba-
bilidad. Un experimento que puede resultar en uno de dos posibles
resultados se llama ensayo de Bernoulli. Un proceso de Bernoulli
consiste en una serie independiente de ensayos de Bernoulli. Cada
evento del ensayo se denomina éxito o fracaso, p es la probabili—
dad de éxito en un ensayo dado, y permanece fija de ensayo en en-
sayo. |
Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién

Bernoulli cuando s6lo puede tomar los valores (0,1) y su funcién

de probabilidad puede expresarse COmMO:

p six =1
P(x) = 1-p  six = 0
0 para otros valores
E(X) = (1) (p) + (0)(l—p) =p '
vx) = BE(X -u) = Ex?Y - Ex)% = p(1l-p)

2.- Distribucién binomial: se dice que una variable aleatoria
X tiene una distribucién binomial si su funcién de probabilidad

puede expresarse COmo:
- Gy,
_n! p* (1-p) x=0A2N £

Xt (n - xX)! ‘
IP@H ‘m?

P(x) = ‘ S

0] para otros valores

donde n es un entero positivo y 0<p <]l. Se dice que n y p son loé

par dmetros de la distribucién.

: .
[y
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M= np o*= np(1-p)

Esta funcibn de distribucién pog da la probabilidad de obser
var exactaménte x éxitos en n intentos.

Aunque lg regla matem&tica para la distribucién binomial es
la misma sin importar los valores particulares de n y p, la for-

|

ma del histograma u otra representacién de la distribucién bino--

mial depende de n Y pP. P(x)
0.4 %
P{x)4
n ==6 n 6
0.3] p = 0.50 0.3 p = 0.15
0.2, 0.2
] 0.1
0.1 J
- ' { i '-*;-x 3 ' 4 ;x
0 1 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Ejemplo: supéngase que el gerente de una planta se enfrenta

con el siguiente problema en un proceso de manufactura. De
tiempo en tiempo, el proceso se éale de control y produce muchos
artficulos defectuosos. Si est& fuera de control, se puede corre--
gir con un ajuste. Sin embargo para efectuarlo tendr§ dque llamar
awun mec&nico y gastar dinero. Por otro lado, si el pProceso perma-

1

nece fuera de control, resulta muy caro reparar los artfculos de-
fectuosos. Si el procéso estd bajo control, el gerente no quiere
pagar por el ajuste, pero si est& fuera de control, sf est& dis-

puesto ‘a hacer el gasto.

NS AR
d Yo

En este caso el proceso se puede pensar como un proceso de
Bernoulli con parémetro p, es decir, 1la probabilidad de que un so
lo artfculo sea defectuoso. El proceso se considera bajo control

si p no es mayor que 0.10, de otra manera el proceso est8 fuera
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Y

de control. En otras palabras, el gerente tiene una hipéteéis:

el proceso!esté bajo control, es decir, p no es mayor que 0.10.
Si é1 Pudiefa estar seguro de que su hipbtesis es cierta, tomarfa
una accién, no ajustar el proceso; pero si pudiera estar seguro
de que su hip6tesis es falsa, tomaria una accibén diferente, es de
cir, llamarfa al mec&nico para ajustar el proceso.

El gerente no tiene la menor idea de si el proceso esté o pé
fuera de control, pero puede observar una‘mueétra decdigz articu-~
los. Suponiendo la distribucién' anterior y suponiendo que el bro-
ceTo es independiente y estacionario (eé decir, los ensayos sohf }
in#ependientes y p permanece fija de ensayo en ensayo), puede cal
cular las probabilidades Ae las varias posibles combinaciones re-
sultantes para una muestra de tamafio 10, usando la distribuciébn
binomial.

La decisién de llamar al mec&nico o né, depende no s6lo de
los resultados de la muestra, sino también, de los costos relevan
tes. Esto es, depende del costo de llamar al mecénico y del costo
de reparar los articulos defectuosos.‘si el primero es mucho ma--
yor que el segundo, el gerente puede decidir continuar aun cuando
el resultado de la muestra favorezca poco su hipétesis. ?i el se-
gundo es mucho mayor que el primero el gerente puede decidir lla-
mar al mec@nico aun cuando el resultado de la muestri tiMﬁg
vorecer su hipétesis. ‘?{ 5{ ){ (}

‘3.— Distribucién de Pascal: una variable aleatoria X tiene -

una distribucién de Pascal si tiene la siguiente funcién de pro-
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babilidad:
x-1 r x=r - — v
(r-l) p (1-p) iz 0,1,...,x
P(X) =
0 para otros valores
# =rxr/p o?= r(1-p) /p?

Se puede pensar que esta funcién representa lé pfobabilidad de que
tome exactamente X ensayos de tipo Bernoulli el obsefvar r éxitos.
Un caso especial es la distribucién geométrica. 1

4.- ﬁistribucién geométrica: una variable aleatoria X tiene
distribucién geométrica si tiene la siguiente funcién de probabi-
lidad:

p(l—pf;‘ x=1,2,3,...
P(x) =
0 para otros valores

Se puede pensar que la variable aleatoria X denota el ndmero
de pruebas de un ensayo de Bernoulli hasta que se obtiene el pri-
mer éxito.

5.- Distribucién multinomial: los conceptos basicos de la
“distribucibn binomial se pueden generalizar a situaciones con més
deado;‘evenfbs. Esta generalizacién se conoce como distribucién
multinomiai y tiene la siguiente regla:considérenseK eventos ex--
clusivos y’exhaustiVos, con probabilidades P, +P, s+--- 4Py - Si se
efectdan n observaciones independientes y al azar, entonces la

probébiiidad de que exactamente n, sean del evento 1, n, del e--

del evento K donde n, + n, + ...t n, =n, esté&

vento 2,..., n .

k

n
dada por: n! (p,)
Nt ...ng !

Ejemplo: un artfculo defectuoso de un lote de produccién

'p,) T (B )"
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IRER RN i(),f";‘ GCA
puede tener 1, 2, 3 6 4 defectos. Las probabilid%&%@zaél diferente

i

ntGmero de defectos son: p, = 0.8, p, = 0.18, P, = 0.01 y p, = 0.01.

Estas probabilidades son las mismas para todos los artfculos defec
X |

tuosos, y los ensayos soOn independientes. Se puede considerar que

}Lel proceso es multinomial, Yy la probabilidad de obtener exactamen-
[ \,
' te 5 artficulos con un defecto (n, = 5), 3 articuloé\cdn 2 defectos
. \ \
| by
(n, = 3), 2 artfculos con 3 defectos (n, = 2) y1 artficulo con\4

\

z\ »
‘defectos (ng = 1) en una muestra de 11 artficulos defectposos es:
W
—_11' (.80 18 01 01) = 0.000053 . ||
sl - Y (.18) (.01 (.01) ]
|
6.- Distribucién hipergeométrica: dada una poblgcién con w
elementos, que se puede dividir en K clases mutuamente exclusivas‘

y exhaustivas, con w, elementos en la clase 1, w, en 1312, .;.,

w, en la K. Se toma una muestra de n observaciones, aléézar y sin
reemplazamiento, y se encuentra que contiene n, elemenﬁOs de la
lclase 1, n, de la clase 2, ..., Dy de la clase K. La probabilidaa

1 o

de ocurrencia de esta muestra estd dada por:

Wi\ /W, (W ) 'C.Dé‘MGEN! E
(_r_l_;) (n,) .- (n:_) ‘ “.IBLIOTEO‘.:'I »

(%)
n
donde n, + n, + ... +n,=n yw + W, + ... + W =W

(¥) = =T

., Ejemplo: en una poblacién muy pequefia de iﬁ dﬂgﬁﬂﬁlnxes de

4

café, 10 prefieren la marca X, 6 la marca Y y 4 ],a,‘u{agix Q to
, an

ma una muestra al azar de 10 consumidores sin reemplazamiento. La
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probabilidad de que 7 prefieran la marca X, 2 la marca Y y 1 1la

(13) (g )(j )= 0.03897
(3)

si el muestreo hubiera ocurrido con reemplazamiento se hubiera

marca Z es:

utilizado la regla multinomial.

7.- Distribucién de Poisson: se pPuede demostrar matem&ticamen
te que si en una distribucidén binomial n se hace muy grande y p
muy pequefia, de manera que el producto np permanece constante, 1la
distribucién de X se aproxima a la Poisson, la cual se puede ek——
presar como: |

P(X = x/n,p) = x!

0 bara otros valores

Ya que np permanece constante, se acostumbra hacer np =At, donde
A se considera la intensiéad del proceso (tasa esperada de ocu---
rrencia de A) por unidad de tiempo y At es la intensidad en un pe

rfodo de tiempo de longitud t, de manera que:

x
“AT (At) X=0, 1, ...
P(X = x/a,t) = x1
0] Para otros valores
u=At o’= 1t

Ej?mplo: un conmutador de teléfonos maneja 300 llamadas en

promediowq§ranté una hora de actividad y el tablero puede hacer
R 243 el

AN T . . o
agldﬁmésﬁlaacoﬁ%x1ones por minuto. Estimar la probabilidad de que
EL R AT

PRSI Yo
P

el tablero esté sobrecargado en un minuto dado.

Se pide P(X 210) = 1 - P(X <10)
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P(X210) = T P(x) =3 e~4Tat)
‘ ‘ x X!

A= 5 1llamadas/min. t = 1 min. At = 5 1lamadas

luego P(X<10) = 3 o-55* = 0.9863 P(X 210) = 0.0137

X1
8.- Distribucién exponencial: una variable aleatoria cuya

funcién de densidad est& dada por:
1
f(x) ={B
0] x<O0
sé conoce como una variable aleatoria distribuida exponencialmente.
La distribucién exponencial es una funcién de un solo parémetro,
1/B, donde B > 0. Esta funciédn tiene la forma general:
f(x)
)

1
B

X

»
>

La distribucién exponencial es la distribucién de la cantidad
de tiempo hasta la primera ocurrencia de un evento, o equivalente
mente, la distribucién de la cantidad de tiempo entre ocurrencias
de un evento, cuando las ocurrencias estin gobernadas por un pro-
ceso de Poisson.

Ejemplo: una central telefénica genera en promedio 2 llamadas

por minuto y se desea conocer la distribucién de la cant #ESEN IRk,

i‘nf,l‘(mt‘nn‘
Si las llamadas se producen de acuerdo a un proceso de

tiempo en minutos hasta la siguiente 1lamada.

Poisson, esta distribucién es exponencial con 1/ = 2. La proba-
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bilidad de que la siguiente llamada se produzca en los préximos -

5 minutos es
5

/f(x) dx = / 1 e‘i_dx = - e—x/ﬁ|5= 1 - e B
o B °

o
1 -¢e = 0.999955

i

| P(X< 5)

Es decir, se‘tiene‘casi la certeza de que la siguiente llamada se
efectde dentro de 5 minutos.

9.- Distribucién‘uniforme: una variable aleatoria se dice que
tiene distribucién uniforme si su funcién de densidad est§ dada -

por:

b - a si a<x<b

0 para otros valores

2
u = b+a 0’2=!b‘a!
2 12

Ejemplo: anteriormente se discutid que la vida en horas de -
un foco tiene distribucién uniforme en el intervalo de 80 a 100.
Se desea saber la probabilidad de que el foco falle en 86 horas 6
menos, de que dure exactamente 93 horas, y de que en un lote de -

{

. 20 focos exactamente 4 duren m&s de 95 horas.

El primer caso es igual a la probabilidad de que el foco du-

re 86 horas o menos, es decir:
86

P(X<86) = fl/zo dx = x/20|" = (86 - 80)/20 = 6/20 = 0.3
80
80
la probabilidad de que falle en 86 horas o menos es 0.3.
Para el segundo caso, ya que la variable aleatoria es conti-

nua,siagprbbabilidad de que tome un valor particular es cero.

Para el tercer caso, la probabilidad de que un foco dure m&s
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de 95 horas es:
95

. . . . 9
P(X>95) = 1 - P\X<95) = 1 - [,1/20 dx = 1 - 1/20 x|
" . ) 8

o

L3

80

1 - (95 - 80)/20 = 1 - 3/4 = 0.25

i
1

‘Lé,probabilidad de qué un foco dure menos de 95 horas es 0.75.

La probabilidad de que en un lote de 20 focos, exactamente 4 du--
f . | |
ren mas de 95 horas es igual al producto: (0.25)'(0.75f5 = ,000039.

10.- Distribucién normal: una de las distribuciones m&s impor
i i |

- tantes en estadistica es la distribucién normal. Su funcién de den

~sidad estd dada por:
e_(x_ P)Z/ZU"'

f(x) = 1
| vV2no? .
Los nlmeros n, e, y 2 sonvsimplémente'constantes matem&ticas po-
| o |

sqtivaé, la parte de trabajo en la funcién es el éxponente:
‘ ~(x - n)/20°

donde un yalor particular x de la variable X apareée junto conqddgiu

parémetros¢;y'02. Conforme mé&s difiera x de u, seri mayor el nuﬁé;;

radép‘éel‘equnente. Esta desviacifén entra en una cantidad cuadr&-

tica, de manera que dos|valores diferentes de X que muestren la

qisma desviacién absoluta a partir de p, tienen la misma densidad

de probabilidad. El exponente negativo significa que a mayor des--

viacién absoluta de x de u, menor serd la funcibén de densidad.
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ESTADISTTICA.- En Estad{stica generalmepte no se sa
be nada acerca de 1la poblacién o proceso de interés, pero se tie-
ne‘alguna informacién relevante, como el resultado de una muestra
aleatoria tomada de la poblacién o proceso. Esta informacidn se -
puede investigar desde el punto de vista descriptivo y/o desde el
punto de vista inferencial.

La Estadistica descriptiva consiste de un conjunto de proce-
dimientos para describif f sﬁmarizar la informacién de la muestra.

La Estadistica inferencial consiste de métodos‘para hacer in
ferencias acerca de 1a poblac}én o proceso_usahdojlos datos de.la
muestra.v

MUESTREO ALEATORTI b.— Dado algin experimento
simple y el correspondiente espacio muestra de eventos elementa--
les, el conjunto de resultados de n énsayos separados, es una ---
muestra. Cuando la muestra se toma con reemplazamiento, el mismo
elemento de la poblacién se puede observar m4s de una vez. Cﬁando
la muestra se toma sin reemplazamiento, el mismo elemehto de la -
poblacibén no se puede observar mis de una sola vez en una muestra
dada.

Un método para tomar muestras tal que todas y cada una de las
distintas muestras de tamafio n tiene 1la misma probabilidad de ser
selecciqnada, se llama muestreo sencillo aleatorio.

'”‘D"”'I"STRIBUCIONES DE FRECUENCTA.-

Cuando un estadistico hace algunas observaciones, adn en los

casos més sencillos, las clasifica en un conjunto de clases de -
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medidas cualitativas. Estas clases son mutuamente exclusivas y --
exhaustivas, de manera que cada observacién cae dentro de una y -
s6lo una de las clases.

Cualqguier représentacién de la relacidn entre un conjunto de
clases de medidas y la frecuencia de cada una, es una distribu---
cién de frecuencia . Por ejemplo, en un estudio hecho a un grupo
de 25 consumidores pafa determinar qué marca preferfan, se clasi-
ficarqn de acuerdo a la marca A, B, C 6 D. Se obtuvo la siguiente
tabla que muestra la preferencia de estos consumidores.

Consumidor Marca preferida Consumidor Marca preferida

1 A 14 B
2 B 15 A
3 A 16 B
4 A 17 D
5 A 18 B
6 C 19 D
7 D 20 A
8 A 21 B
9 A 22 B
10 A 23 A
11 D 24 A
12 B 25 D
13 D

Aunque este listado contiene toda la informacién relevante,
es muy largo y a menudo confuso. Si sélo se estd interesado en el
patrén de pfeferencias del grupo, el nimero asignado a las perso-

nas es irrelevante, y todo lo que se necesita es el ndmero de in-

L
dividuos que prefieren cada marca. Estos datos se condensan &§5¥§$ N
Taen] / i

S
distribucién de frecuencia R

EXAD\N
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MEDIDAS D ﬁ TENDENCIA CENTR AL Y DE

DISPERSTION P A R A DISTRIBUCIONES

D\E FRECUENCTIA. —‘La‘medla muestral de una muestra
de observaciones, se determina tomando el promedio aritmético de -

los valores; si la muestra es de tamafio n y los valores observados

son X., X cees X la media muestral es:

| 2’

m= 2 x; | |

La mediana se define, para un conjunto de datos observados,
dependiendo de si n es nén 6 par. Cuando n es nén y los n:valore§
estén arreglados en orden numéfico, la médiana corresponde al
[(n + 1) /2]-ésimo valor. Cuandd n es par y los n valores estén a-
rreglados en orden numérico, la mediana se define como el nﬁmero'
intermedio entre el (n/2)-ésimo valor y el [(n/2) + 1]-ésimo va--
lor.

:La moda es simplemente el punto o clase con mayor frecuencia.

La variancia de la muestra se define como el promedio de las
desviaciones cuadraticas de los valores muestrales, de la media -

muestral.

2 2 2
52= Z(x,-—m) =2x,- - m
n n
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En algunas ocasiones se utiliza una variancia de la muestra modi-

ficada:
A 2
Sz= ~Zin -m) = ZX,2 - n m?'
n -1 ~ n-1 n-1

La dgsViacién estandar de la muestra es simplemente la rafz
cuadrada de ia variancia muestral.

POBLACIONES, PARAMETROS Y

, i

# ESTADIGRATF OS.- Una poblacién es el conjunto de ob
jetoé de donde se toma la muestra. Dada una poblacién de observa-
ciones potenciales, el valor numérico asignado a una observacién
particular se puede considerar como una variable aleatoria; la dis
tribucién de esta variable aleatoria es la distribucién poblacio-
nal. Esta distribucién tendr& alguna forma matem&tica, con mediau
y variancia 0%, que se llaman par&metros poblacionales. Asi co-
mo los parémetros son caracteristicos de las poblaéiones, los es-
tadigrafos sén medidas de las muestras. La media muestral y la wa
riancia muestral son ejemplos de estadigrafos.

DISTRTI B‘U CIONES MUESTRALE S.- Antes de
que una muestra se observe, un estadigrafo se considera como una
variable aleatoria con una distribucién de probabilidad particu+-
lar. Por ejemplo, antes de tomar una muestra, la media muestral -
es una‘variable aleatoria, con una distribucién de probabilidad -
que depende de la poblaciébn o del proceso que genera los datos de
la muestra. Las distribuciones de probabilidad de los estadigra--

fos muestrales deben obedecer las leyes de probabilidad. Con obje
|
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to de distinguirlas de otras distribuciones de variables aleato--
rias que no son estadfgrafos muestrales, se lcs denomina distribu
ciones muestrales.

Una disbribucidn maestral os una distribucién de probabilidad

tosen, dve maestra la relacidn funcional entre Jos pocibles valo

~
s

y 1a probabylidacd anocisda con cada valor -~
) t

Ao catedigrafo sobre todas las peosibles muestras do taiaiio parti-
cuser de una poblacidn. En general la distribucién wmuacstral del es

todfgrafo no es 1a misma que la distribucidn poblacional, sin om--

Fuaran, of denende on oalguns manern de el1a,

Ty . 1 Vo Pioed oy ;1”“'.,,.& NPV e g ey 1 B 7‘,\{'.,’7 HE TR oy e e "‘
IR SR A b A o P o di sy muectral g fet ! vy Maryibu
cron Lehroo s cae redaciemn e perihlen valoree G 1 e 18 A v e
Lol e b myohiaini Ty And Ae cada une cobre tedas Tog couibles muen
! 1 t '

By coooron e by begbaio con brfs o0 e diatint o Ge (30 et
Buociones . 1o prineva, oo Ta distribo-2dn rablacicons! . 12 cnal em
una digtribeceian tedrica cue descrile 1o probahilidad esociadas con
varion valoves de una variable aleateoria de una peoblacién, Lo se--
gunda, ee 1a distribucién de frecuencias: esta distribucidn resume
coeondunta de datos, deneribiendo las frecuencias asoctadws eoh®éva
vias.clases, basadas en un subconjunto de la poblacién selecciona-

do aleatoriomente. Finalmente la distribucién muestral, que es una

dretribuecién probabilfstica teérica, que relaciona varios valores
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o intervalos de valores, de algin estadigrafo a las probabilida--
des de ocurrencia sobre todas las muestras posibles.
MEDIA Y VARIANCTIA DE.LA
DISTRIDBUCTION MUESTRAL.—éeaGunestadi—-
grafo; si la distribucién muestral de G es discreta, su media es:
E(G) = M =3 g P(9)
Si G es variable continua, su media es:
EG) = # = [g £(a) d
La variancia de la distribuciédn muestral del estadigrafo es:

2
E(G - Mo)

I

O¢

E(c?) - [E@)]

o

|
La variancia del estadfgrafo G da una medida de la dispe&sién de
ciertos valores muestrales, alrededor del valor medio de G sobre
todas las posibles muestras de tamafio n. La desviacibén estandar -
del éstadigrafo G, o¢, se denomina error estandar del estadigrafo.

Por ejemplo, si G = M = ) X;/n, entonces:

E(M) = u V(M) = o /n
O sea, la media y variancia de la distribucién muestral de la me-
dia muestfal son: la media poblacional y la variancia poblacional
dividida entre el tamafio n de la muestra. El error estandar es:
o op= oA/
Conforme crece el tamafio de la muestra, es més probablé@f@gm

‘ |
= i : p

= KO
o]

la media muestral se acerque a la mepia poblacional. - sTRAL
Una propiedad estadistica de la|media y variancia muestrales

de poblaciones normales es que, si seé tienen observaciones alea-

i
Lo
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torias e independientes, estos estadigrafos son independientes.-
Si la poblacién no es normal, los estadigrafos no son independien
tes a lo largo de las muestras.

COMBINACIONETES LINEALES DE

VARIABLES ALEATORTIAS.- Una combinacién 1li-
neal de variables aleatorias es una suma/ponderada de la forma:

Y = CiXqt CoXa+ ... + CouXu= ) C;X;
donde (C,,...,Ch)‘es un conjunto de n nimeros resles (no todos ce
ro) usados como ponderadores.

Si n'variables aleatorias X;,...,X. est&n normalmente distri
buidas, cualquier combinacién lineal Y de estas variables aleato-
rias también est§ normalmente distribuida. E1 valor esperado de Y
es: o

E(Y) = CLE(X;) + CE(X,) + ... + C,E(X,)

La variancia de Y es:

a;' =C:a‘ +C:0:+ e +C:U:'

TEOREMAIDEL LIMITRE CENTRAL.-:EsmuyCO-
min en estadfistica tratar con poblaciones en donde la distribucién
de la poblacién es, definitivamente, distinta de la normal, y a me
nudo se deben hacer suposiciones acerca de 1la media de esta pobla-
cién. Para hacer ésto de forma efectiva, se debe conocer la distri
bucién muestral de la media, y para conocer ésta exactamente es ne-
cesario especificar la forma de la distribucién de 1la poblaciébn;

pero si se tiene suficiente evidencia para ésto, se tiene un esti

mador muy bueno de la media de la poblacién Y no se requiere de
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ningdn método estadistico. La solucién a esta aparente redundan--
cia es el teorema del lfmite central, que tiene el siguiente pos-
tulado:

|

Si una poblacién tiene variancia o2 y media u, finitas, en--
tonces la distribucién de la‘media muestral de una muestra de n
observac&ones independientes, se aproxima kconforme n aumenta) a
una distribucién normal con variancia a%/n y media u . Cuando n
es muy grande, la distribucién muestral de M es aproximadamente
normal.

En este teorema no se dice nada acerca de la distribucién
de la poblacién.

ESTIMACTION.- Se usarén los estadfgrafos muestrales '
para estimar los par&metros de la poblacién, es decir, se genera-
lizarad de la muestra a la poblacién, por medio della estimacién.
Se discutirédn dos tipos de estimacién: 1) estimacién puntual, que
consiste en usar un estadfgrafo muestral para determinar un solo
valor que se usard como estimado del par&metro poblacional, Y
2) estimacién por intervalos, que involucra determinar un interva
lb de valéres dentro del cual se debe encontrar el parémetro pobla
cional, dada ‘cierta confianza.

EST IM‘AC ION PUNTUAL.- Si se estd interesado
en un parémetro particular de la poblacién, como la media de 1la
poblacién o su variancia, el utilizar un estadfigrafo para determi

nar un solo valor, que se usard como estimado del par&metro pobla

cional de interés, se conoce como estimacién puntual. Es decir,

Sl
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se toma como estimado un solo valor o un pPunto en el espacio de
todos los posibles valores.

Es Gtil recalcar cierta diferencia en la terminologfa que se
usa en esta parte: un estadigrafo que se usa para estimar un par§
metro pob;acional se llama estimador del par&metro; un valor espé
cifico del estadfigrafo, calculado a partir de una muestra particu
lar, se llama estimado o estimacién de parémetro. O sea, un esti-
mador es una variable aleatoria Y se puede hablar de su distribu-
cién de probabilidad (que es una distribucién muestral, ya dque el
estimador es un estadigrafo); un estimado o estimacién, es un.va—
los especifico de esta variable aleatoria.

Hay que recalcar que la muestra representa un subconjunto
muy pequefio de observaciones, sacadas de un conjunto mucho muy
grande de posibles observaciones, Yy es muy riesgoso decir que
cualquier estimado es exactamente igual al valor poblacional.

Un estadigrafo debe reunir una serie de propiedades para que
sea un buen estimador del par&metro poblacional. Cuatro de estas
propiedades son: insesgadez, consistencia, eficiencia y suficien-
cia} Aunque poéos estadfgrafos satisfacen todas estas propieda--
des, se considera que son tGtiles para los estimadores.

l.- Insesgadez: un estadfgrafo G se dice que es un estima--
dor_jnsgsgado de 6 si

L
$(G) = 0
Por ejemplo, considérese a la media de la muestra como un es

timador de la media de la poblacién. Aqui:



39

G=M= X /n vy é=ﬂ
E(G) = E(YX./n) = (1/n)E(XX,) = (1/n) Y E(X;{) = nu/n =p
luego la media de la muestra es un estimador insesgado de %a me--
dia poblacional.
Un estimador sesgado de la variancia poblacional es la va--
riancia de la muestra. Es.décir: E(Sz) # 02 .
’ E(Sz) =[(n - l)/'n]a2
Un‘estimador insesgado de 1la v;rianéia basadb en cualquier
muestra de n ensayos independientes es:
8%=[n/(n - 1)]Sz
2.- Consistencia: una propiedad atractiva para un estimador, -
es que el estimador muestral tenga una mayor probabilidad de estar
cerca del valor poblacional 6 conforme aumente el tamafio della
muestra. Los estadigrafos que tienen esta propiedad ée llaman esti
madores consistentes. M&s formalmente, el estadfigrafo G es un esti
mador consistente de 6 si para cualquier nUGmero arbitrario ¢ :
P(|G -6] <€) —1 conforme n— o
La érobabilidad de que G esté a cierta distancia € del paré&metro
6 , se aproxima a uno conforme el tamafio de la muestra se aproxima
a infinito, no importando qué tan pequefio sea el nGmero positivo e.

R
i M""‘GLL&.‘

Por ejemplo, la media de la muestra es un estimador con?ﬁF%E?
te de #. Aplicando la desigualdad de Chebyshev se tiene quegpmgr@wiwif
. 2
P(|X -u| <b) 21 - %> 6 P(|M-nu|<Db)21 - o /b

que se reduce a P(|M - p¢| < b) 21 - az/nbz
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es evidente que conforme crece n, el término Oz/nbz — 0; luego -
P(|M-4<b) — 1 conforme n —w

Una condicién suficiente pero no necesaria para que elestimador
sea consistente es: si G es un estimador insesgado de ¢, y si
V(G)-f-O,‘conforme n—omw, entonces G es un estimador consistente
de 6.

3.- Eficiencia relativa: un tercer criterio para evaluar un -
estadigrafo G como estimador del par&metro 6 , es que G sea efi---
ciente relativo a otros estadigrafos que se pueden usar para esti-
mar a f . Supbngase que se calculan de los mismos datos dos d;fe——
rentes estadigrafos G y H, y que estos estadigrafos son estimado--
res insesgados del mismo par&metro poblacional‘ﬂ . La distribucién
muestral de G determinada con muestras de tamafio n, tiene un error
estandar o, . Hay también una distribucién muestral de H con error
estandar o, . Cada uno de estos dos errores estandar reflejan la -
tendencia del estadigrafo a desviarse, por azar; del valor pobla--
cional. Entonces, para cualquier n, la eficiencia del estadfgrafo
G relativa al estadfgrafo H, ambos como estimadores de 6 , est§ da
da por:

on /os = eficiencia de G relativa a H

El estimador més eficiente es el que tiene menor error estan
dar, de manera que esta relacién ser& mayor que 1.00 cuando la va
riancia del estimador m&s eficiente aparezca en el denominador.

Por ejemplo, en una distribucién unimodal simétrica, la media

y la mediana poblacionales tienen el mismo valor. Se desea estimar
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este valor # a partir de una muestra de tamafio n. Se puede utili-
zar la media de la muestra (estadfigrafo G) o la mediana de la mues
tra (estadigrafo H). En una muestra dada, estos valores muy proba
blemente no serédn los mismos.

Si la poblacién est& normalmente distribuida, entonces aproxi
madamente: tﬁ;= n0?2n Yy %&= 05&1

o2/ % = (no¥2n) (n/o?) = n/2 = 1.57

Esto nos indica que la media es un estimador més eficiente
que la mediana para una distribucién normal. Se puede demostrar
que la media de la muestra es el estimador més eficiente de u .

El concepto de eficiencia relativa est8 restringido a estima
dores insesgados. Un concepto m&s general es el de error medio
cuadritico. Si G es un estimador de # , el error medio cuadratico
de G es:

EMC(G) = E(G - 0 )

Si G es insesgado, el error medio cuadrético es idéntico a
la variancia de G, ya que E(G) = 6. Si se define el sesgo de un
estimador como:

S (G) E(G) - 6

se tiene que EMC(G) = V(G) + S (&2
4.- Suficiencia: un estadfgrafo G se dice que es un estima--

dor suficiente del parémetro @, si G contiene toda la informacién

disponible en los datos acerca del valor de 6 .
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MET Ong@ S PARA ESCO d ER ESTIMADORES.
liéeé'x~ﬁha5vaffable aleaforia que £iene una distribucién que depen
de de alglin parédmetro poblacional §. La forma de la funcién de --
densidad se supone conocida, pero né el valor de 6 . Se toma una
muestra de n observaciones independientes, produciendo el conjunto
de valores (Xg0 Xg0 wuny X,). Sea £(x4, ..., X,/8) la verosimili-
tud o probabilidad de esta muestra pafticular dado 0. Para cada -
posible valor de 6, la verosimilitud de la muestra puede ser di-
ferente. Entonces, el principio de méxima verosimilitud dice que
~se seleccione como estimado, aquel valor de 6 que haga que

C(xq, «-., X,/0) tome su valor m&s grande; O sea, cuando se ten--
gan varios valores del parémetro, uno de los cuales puede ser el
verdadero de la poblacién, la mejor eleccién seri la de aquel va
lor del parémetro que hace que la muestra obtenida tenga la mayor
probabilidad.

Por ejemplo, el precio diario de un articulo se comporta
de acuerdo a un proceso de Bernoulli, donde los resultados son:
"el precio sube” y "el precio no sube", Y P es la probabilidad de
que el precio suba, siendo é&sta probabilidad la misma dia con dfa
y los cambios sucesivos de precio son independientes. Se tienen -
tres posibles valores de p: 0.4, 0.5 y 0.6.

Se tomé una muestra aleatoria de 15 dfas Y se registrd el --
comportamiento del precio del articulo. El resultado fue que en

9 de los 15 dfas el precio subié. Usando la distribucidén binomial

conn =15, x=9y p-=0.4, 0.5 y 0.6 se tiene que:
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si p=0.4 P(X=09) =0.0612 FAC. pr INGEN

_ | | 2ENIPRENy
si p=0.5 P(X = 9) = 0.1527 .'aL‘OTECAs
sip=0.6 P(X=9) = 0.2066

Usando el principio de méxima verosimilitud para decidir entre es
tas tres poéibles alternativas, se escogerfa el valor de p = 0.6.
Para cualquier valor de p en el intervalo (0,1l), la verosimi

§
litud se puede escribir como:

L(X,, Xy, «u.y X,/P) = n} pr(1 - p)
ri(n - r)!

Para encontrar el valor de p que maximice a £ se utiliza cé&lculo.
Primero se puede tomar el logaritmo, ya que el logaritmo de un ar
gumento positivo es una funcién creciente monoténica, entonces el
maximizar la funcién de verosimilitud es equivalente a maximizar

el logaritmo de la funcibn de verosimilitud, que en este caso es:

in £ = 1n n| + rlnp+ (n-1r) 1In(l - p)
r!(n - r)!

se toma la derivada con respecto a p y se iguala a cero.

dlnf =r - (n-1r)=0 r=(n-r)
dp p (1 -op) p (1 - p)
r(l - p) = (n-1x)p r - rp =np - rp p = r/n

O sea que el valor de p que maximiza la funcibén de verosimilitud
es simplemente la relacién r/n. A r/n se le llama estimador de
m&xima verosimilitud de p. En el ejemplo, r/n = 9/15 = 0.6.
METODO DE LOS MOMENT O S.- Un segundo méto-
do para determinar estimadores puntuales, es el método de los mo-

mentos, que esencialmente consiste en igualar los momentos mues-
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trales y los momentos poblacionales, Y resolver las ecuaciones re
sultantes para el o los parimetros de interés. El k-&simo momentc
poblacional (alrededor del origen) de una variable aleatoria X se

define como E (x") y se determina de la siguiente manera:

‘ EIXK P (X=x) si X es discreta
E(X") ={ o
] x f(x) dx si X es continua -
—®

El k-ésimo momento poblacional se denota a veces por M, . Si
se toma una muestra de tamafio n de la poblacién, y se observan --
los valores x,, X,, ..., x, el k-&simo momento muestral se defi-

ne como m, , donde:

Con estas definiciones de m, y M, » el método de los momen-
tos consiste en igualarm, y u, , m, y u,, y asf hasta que se -
tengan suficientes ecuaciones para permitir una solucién en térmi

nos de 6 , el parémetro que se desea estimar.

. 2 2, ? 2
Por ejemplo: o= E(X) - [E(X)] = g, = p
haciendo M, = m, Yy M, = m, se tiene que
' 2
est o> =m, -m = 2x; -m

n
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ESTIMACION POR INTERVALOS.- Cuando se

jesea estimar la media de una poblacibén normal, se ha visto que

la media de la muestra M es el estimador de méxima verosimilitud
y del método de los momentos; ademds de que satisface todas las
propiedades de los estimadores. O sea, que la media muestral es un
buen estimador para u . Sin embargo, las dos casi nunca serén
iguales debido a un error de muestreo. De la misma manera, la va-
riancia muestral rara vez serd igual a la correspondiente varian-
cia poblacional. La estimacién puntual sola, no da ninguna’idea
de la magnitud del posible error de muestreo.

Una manera de investigar la exactitud del estimador, es con-
siderar su distribucién muestral. El solo valor del estadfgrafo
no dice nada acerca de esta exactitud, pero un procedimiento in--
termedio que sirve para indicar la magnitud general del error de
muestreo, en una situacién particular, es la estimacién por in--
tervalos. Una estimacién por intervalo, o intervalo de confianza,
es un intervalo aleatorio con cierta probabilidad de cubrir el
verdadero pardmetro poblacional. Cuando exista un alto grado de
error de‘muestreo, el intervalo de-confianza estimado a partir de
cualguier muestra serd grande; el rango de valores que probable-
men#e contenga al parémetro poblacional es amplio. Por otro lagﬁﬁﬂﬁhh
si el error de muestreo es pequefio, el rango de valores un\pﬂ&} EZ 3\

ey TR

bablemente contenga al par&metro poblacional es estrecho.

Para ilustrar ésto, considérese una poblacién normalmente
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distribuida de la cual se desea estimar su media, y se supone co
nocida su variancia. Para una muestra de un solo articulo, el va
lor de X que se observa sirve como estimador de u . Ya que este
Gnico valor se ha obtenido de una poblacién normal con media u
y variancia o2, ia‘distribucién de X antes de que se tome la
muestra es idéntica a la'distribucién poblacional. De las tablas
de la distribucidén normal:

P(-1.96<2<1.96) = 0.95
Es decir, aproximadamen?e el 95% del &rea bajo la densidad nor--
mal estandarizada, se Ehcuentraéentre -1.96 y 1.96. Pero
Z = (X-M)/g de maﬁé#a que

P(-1.96 <(X - u)/0<1.96)

Il
(@)

.95
P(-1.960<X - u <1.960) = 0.95
P(-1.960 - X< -p<1.960 - X) = 0.95

P(1.960 + X2 u 2X - 1.960) 0.95

O sea P(X - 1.960< u<X + 1.960)

0.95
Esta expresién indica que sobre todas las muestras posibles, se -
tiene una probabilidad de 0.95 de que el intervalo de X - 1.960
a X + 1.960 incluya a u . Por tanto este intervalo se llama in--
tervalo de confianza del 95% para # . Las dos fronteras del in--
tervalo, X - 1.960 y X + 1.960 , se llaman lfmitecs del 95% de -
confianza.

Resuﬁiendo: la estimacién por intervalos es de la forma

(I.,U), donde L es una cota inferior Yy U es una cota superior.
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Los intcrvalos estimadores considerados serédn funciones de la
muestra, es decir, son variables aleatorias que tiencn la propie-
dad de que, antes de la experimentacién se pueden hacer postula-
dos probabilisticos acerca de ellos. Por tanto si el parémetro a
ser éstimado es @ , elintervalo para estimar a 6 es (L,U), v
existe una probabilidad dada 1 - @ de que L< ¢ <U, L y U se
l1laman los limites de confianza dél () - @)100% para un parametro
| :
dado, y el interQalo entre ellos es el intervalo dé confianza cel
(1 —.a)]OO%. La fraccién 1 - a se llama a menudo coeficiente ce
confianza.

Por ejemplo, se desea determinar el peso promedio 4 , de los
recipientes que llena determinada miquina. Es decir determinar el
intervalo de confianza (L,U) del 95%. Esto implica que, en un
gran ndmero de veces, 95% de los lfmites asi calculados se puede
esperar que contengan al verdadero peso promedio # , de la méguina.
Si en cada caso se asegura que u se encuentra dentro de los 1liri-
tes calculados, se esperan aseveraciones correctas 95 veces de ca
da 100 y aseveraciones erréneas 5 veces de cada 100. Es decir, la
aseveracién "el verdadero peso promedio que da la maquina se en--
cuentra dentro del rango calculado" tiene una probabilidad de
0.95 de ser correcto. En un muestreo repetido, el intervalo de
confianza variar8 en posicién y en amplitud (si se desconoce la
variabilidad de la maquina), de una muestra a otra. Este fenbme-

no se ilustra en la siguiente figura:
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INTERVALO DE CONPFIANZA PARA LA
MEDIA DE UNA DISTRIBUCION NORMAL
CUANDO SE CONOCE SU VARIANCTIA.

Sea X una variable aleatoria normalmente distribuida con me-
dia 4 y desviaciédn estandar o (conocida). Considérese una muestra
aleatoria de tamafio n. Sea M la media de la muestra. El intervalo
de confianza del (1 - a)]00% para u esté dado por Miz%fKﬁT' don-
de Zqies el punto J1002/2% de la distribuciédn normal. Este resulta
do se obtiene considerando que (M - p)vﬁyb es una variable alea-
toria estandarizada, o sea que:

P(-Zq,<(M -MVn/o $24) =1 - a

P(—Za/zaé(M—,u)\/rT_S_Zqio) =1-a

p(—z%o/\/ﬁéM-ﬂéza{/\/ﬁ) =1 -a

P(-M - Zgo/A/n < -#< Ze0//R

P(M - z%o/\/r—xg M<M + Z%a/\ﬁ{) =] - a

|
2
I
—
|
R

La longitud del intervalo de confianza es 22%94/5, de manera que
se puede escoger el tamafio de la muestra de forma apropiada, para

obtener un intervalo de longitud especfifica. Se pueden obtener in
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tervalos de confianza superiores, de una sola colahéﬁgzéggyg
e :
L = -» y reemplazando Z% por Z, ; el intervalo del (1 —q)lOO% es
taria dado por (-o, M + Zq9A/n) . Similarmente, unintervalo de con
fianza del (j - @)100%, inferior, estarfa dado por (M - ZaqaﬁT,m).
Ejemplo: los siguientes datos representan medidas de la poro-

sidad de una muestra de un embarque de coke. Encuentre el interva-

lo de confianza del 95% para la verdadera media. Suponga que

o = 1/4.
2.16 2.07 2.34 - 1.97 - 1.97 1.90
2.19 2.23 2.15 2.47 2.31 1.94
2.3) 1.86 2.25 2.14 2.15 2.16
2.30 2.48 2.1] 2.15 2.24 2.04
2.21 1.91 2.01 2.09 2.07 2.25

n =30, M= 2.15 y de la tabla de la distribuciédn no Aal
Z®Q= 1.96. El1 intervalo es MiZq4?Vﬁ'= 2.15i(].96)(0.25)/v§b;%
2.15t0.089, de manera que L = 2.058 y U = 2.237; la longitud del
intervalo es de 0.179.

EL PROBLEMA DE LA VARIANCTIA

DESCONOCTIDA: LA DISTRIBUCION "T".-

En muchas situaciones la variancia de la poblacién no se co
noce exactamente, en cuyo caso el error estandar de la media mugg
tral no se puede determinar. Una forma de evitar esta incertidum-
bre es utilizar un estimador de o2, la variancia de la muestra S2;
si se hace ésto, en vez de tener una variable aleatoria Z se tie-

ne:

T =

M- M
s/\/ﬁ‘-“r




“

%0

|
s . . Ao 2 . 2
s1 se utiliza S en vez de S como estimador de o¢% :

i
T

=M -4
En Z sélg el numerador M - u es una variable aleatoria, el
denominador UA/H €s una constante. En T, tanto el numerador como
el‘denominador son variables aleatorias, de manera que, para va-
rias muestras que den la misma M, se tendrin las mismas 2, pero
distintas T.

Bajo la suposicién de normalidad, la funcidén de densidad de

T estd dada por la regla:

(V) /C
£(t) =G(v)[1 e

v

G(v) es una constante que depende solamente del parémetro v .
La distribucién T es unimodal, simétrica, en forma de Campana muy
parecida a la normal. Es distribucidn de un solo parémetro v ,
llamado "grados de libertad". En la mayorfa de las aplicaciones
de la distribucidén T a problemas con una sola muestra, v es i--
gual a n - 1, uno menos que el nimero de observaciones indepen--
diehtes en la muestra. Para v>1), la media de T es cero; para
v >2 la variancia de T es Vv/(v - 2), o sea que a menores valores
de v , mayor variancia’ Conforme aumenta v la variancia de T se
aproxima a 1.00, igual que en una distribucién normal estandariza
da, o sea que al aumentar el ndmero de grados de libertad, 1la dis
tribucién T se aproxima a una distribucidén normal estandar.

El parémetro de grados de libertad refleja el hecho de que

T involucra una desviacién estandar muestral para estimar a o .
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La desviacién estandar muestral, es la.suma de las desviaciones
,cuaaradas de la media muestral. Aaemés se tiene que la suma de las
desviaciones alrededor de la media debe ser cero. Estos dos hechos
tienen una consecuencia importante. Supéngase que en una muestra
n =4y Que se deben adivinar las cuatro desviaciones de la media
m. Para la primera desviacién, se puede suponer cualquier ntmero,
por ejemplo: dq= 6. Similarmente se pueden asignar valores a dos
desviaciones mis, digamos dg= -9, da= -7; sin embargo para la cuar
ta desviacién, ya no se‘esté en libertad de asignar cualquier ndme
ro sino que su valor debe ser: 4
dgy = 0 - d, - dp- da= 0 - 6 + 9 + 7 = 10
O sea que, dados los valores de n - 1 deéviaciones de la media,
que pueden ser cualesquiera ndmeros, el Qalor de 1la ﬁitima desvié
cibén estd completamente determinado.
INTERVALO DE CONFIANZGYZA PARA LA
MEDIA DE UNA DISTRTIBUCTI ON NORMAL
CUANDO SE D P SCONOCE LA VARIANCTIA.-
Sea X una variable aleatoria normalmente distribuida con me~
dia pu y variancia o2 (desconocida). Sean una muestra ;leatoria de
tamafio n, M la media de la muestra y S la desviacién estandar de

la misma. El intervalo de confianza del (1 - a)100% para u est§

dado por:

>

Mttgw S © bien M* t,,,
2’ /n-1 2!

)

Este resultado se obtiene de que:
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P(-tuy,,

o sea: p(m - ta,/.“S/\/n —1T< pm £m o+ tai,....S/,/n—_~—1) =1 - a
2 X

El' intervalo de confianza superior del (1 - a)]100% de una so

<M - mu)y/n - 1/8 étni-'--\) =1 - a

la cola estd dado por (- ,M + tarJS/VGthﬁ), migntras que el in
tervalo de confianza inferior del (1 - a)100% estd dado por

M - tanﬂSA/Hﬂr—T, o ). Eq, €S el fractil 1 - @/2 de la distribu
cién T. ' | '

Ejemplo: se toma una muestra aleatoria de 16 artficulos y se
determina el peso en gramos de cada uno. Se encontrd que la media
muestral M = 282 g. vy S = 9.4 g. Ya que n = 16, se trabajaré con
1a distribucién T con n - 1 = 15 grados de libertad. Para un inter
valo de confianza del 95%, 1 - a = 0.95 o sea que a = 0.05.

1] - a/2 = 0.975 que es el fractil de la distribucién T, tq2n4= 2.131
Entonces los limites del intervalo de confianza del 95% para la
media poblacional son:

282 + (2.131) (9.4A/15) = 282 +5.17
y el intervalo es (276.83, 287.17)

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA

DIFERENCIA ENTRE MEDTIA S.- A menudo en el
trabajo estadistico, el interés estd enfocado en la diferencia en
tre dos medias y né en una gola de ellas. Por ejemplo, la diferen
cia en la tasa de produccién de dos maquinas, la diferencia de
dos métodos de trabajo, etc. Supbngase que se tienen dos poblacio

nes de interés, 1 y 2. Se toma una muestra de tamafio n, de la po--
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blacién ) y una muestra independiente de tamafio n, de la poblacidn
2, y se toma la éiferencia entre sus medias muestrales My - Mo .
Si se continuan sacando muestras de los mismos tamafios de cada una
de las poblaciones y se registfa la diferencia, se puede determi-
nar la distribucién muestral de ella.
E(My- Mp) = E(My) - E(Mg) = 4~ He
2

L V(M- Mg) = oi + Om,

luego el error estandar de la diferencia es

o o
0sy =\ 0 + 0%, = Vet %

ny No

Se puede concluir que: si la distribucién de cada poblacién es nox
mal, entonces la distribucién de la diferencia entre medias mués-—
trales es normal. Si ny y n, crecen infinitamente, la distribucidn
muestral de la diferencia entre medias, se aproxima a una distribu
cién normal, sin importar las formas de las distribuciones origina
les. Hasta aqui, se ha supuesto ademds de que la poblacién es nor-
mal, que se conocen las variancias. Si ésto dltimo no es cierto,
se debe utilizar un estimador del error estandar. Para simplificar
esta estimacién, hay que suponer que las variancias de las dos po-
blaciones son iguales,( .

I E = VR
Cuando se tienen uno o més estimégores del mismo parémegro, un es
t imador combinado es mejor que cualquiera de los otros tomados se
paradamente. Y este estimador es:

2
est. o2 = n.S% + Na Sq
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est. o, =\/est.u’<l + l) = \/<n. s* + n,_§:><n.+n,,>

n, n ng + n,- 2 n; Ny
con este estimador de 04 , la distribucién muestral de interés es
T con » =n + n,- 2 grados de libertad.
Cuando no se puede suponer igualdad de variancias en las po-

blaciones, y las muestras sean de diferente tamarno,

est. %4y =./est.o? + est.o}
Yy se corrige el ntmero de grados de libertad

v = (est.a& + est.o&,) - 2
(est. ol )/(n,+ 1) + (est.ol)/(n,+ 1)

con ésto se utiliza la distribucién T.
En resumen: a) si se conocen las variancias de las dos pobla

ciones, el intervalo de confianza del (1 - a)100% para Mg~y es
(M, - Mt)13§£f+.ﬁ
n| Ne

Y A se determina de las tablas normales.
b) Si no se conocen las variancias, pero se puede suponer

qué son iguales, el intervalo de confianza del () - a)l0oo®% es:

(M- M,) A \//Es." + NaS: , N+ na
n‘ + nq. - 2 ‘nln'l

con ny + n, - 2 grados de libertad y A es el fractil 1 - (a/2) de
la distribucién T.
INTERVALO DE CONFIANZA PARA EL
PARAMETRO p DE LA DISTRIBUCTIO N
BINOMTIATL.- Si se efectlia un ensayo de Bernoulli n ve

ces, y se observan m éxitos, se puede usar este resultado con el
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fin de obtener un intervalo de confianza para el parémetro p de
las distribuciones binomial y geométrica. Este intervalo es de
la forma (p_, + P, ), es decir:
P(p, <P<pR,) =1 - @
Cuando n es grande, la variable aleatoria X = ndmero de éxi-
tos en n ensayos es aproximadamente normal coh media np y varian-

cia np(l - p), por lo tanto para n‘grandeé, la variable aleatoria

z = (X - np) AP0 - P)

es aproximadamente normal con media cero y variancia uno, de mane
ra que se puede formular el siguiente postulado probabilistico:

P(-Z%g(x - np) A/np(1 - p) ézqu =1 -a

l.a expresidén —z%é(x - np) A/np(1 - pP) £ 2

es eguivalente a:
a, S €4

2 2 2 2
(X - np)/np() - P)< Za/2=>(x - np) < Zenp (1 - p)
XQ— 2Xnp + n? p”g npz(zz— np'Z Zf,/z

2 2 2 2 2,2
X°- 2Xnp + n“p- - npzwz+ np Za/zé 0
2 73 2 2 5%
X/n - 2Xp + np° - pZa/2+ P Za/} 0
2 2 | 2 2
p?(n + 22) - pP(2X + Zg) + X/n<0
%2 q')z ; -
luego los limites p, y P, son las rafices de la ecuacibn cuadréti-

ca:

2 2 2 2
+ 2 - 2X + Z + X/n = 0

S Eie ..

s N E X |

Ejemplo: en un experimento genético, se observd que m = g2 mrear

la desigualdad se satisface cuando p, <P< Py

de n = 55 semillas resultaron tener color verde (rasgo deinante) , i

mientras que las 13 restantes fueron de color amarillo (rasgo re-
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cesivo). Determinar un intervalo de 95% de confianza para p.

Se tiene que m = 42, n = 55 y Zq&=.1.96, de manera que la e-
cuacién cuadrédtica a resolver es:

58.84p% - 87.84p + 32.07 = 0
que d& como resultado p. = 0.637 y p, = 0.856.

Si ademés de n, también m y n-m son grandes, se!tiene, de la
férmula para resolver la ecuacién cuadr&tica, que aproximadumente:

m/n - C<p<m/n + C donde C =(Z%/n)\/r-n_(—r7——m—)—/;

Ejemplo: de los primeros 3,000 bebés nacidos en la ciudad de
Toluca, 1,578 fueron varones. Suponiendo que se aplique el modelo
binomial, determinar un intervalo de 95% de confianza para la ppg.

babilidad p del evento nacimiento de un varén.

Aqui n, m y n-m son grandes, de manera que:

C = (1.96/3,000)v71,578)(1,422)/3,000 = 0.018
y el intervalo es (0.508, 0.544). .

LA DISTRIBUCTION CHI—CUADR*ADA.—

[

Cuando la poblacién de la cual se muestrea est& normalmente
distribuida, la distribucién muestral de la variancia de la mues-
tra es uha xz(chi—cuadrado).

Si.X estd normalmente distribuida con media # y variancia o2,
Y se toma una muestra del tamafio uno, el valor estandarizado cua-
dratico es:

zz; (X - u)2 /g%

2 2 2
a este valor se le llama X, , de manera que X ,= 2
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‘ Xﬁ, es siempre una cantidad cuadrética, de manera que su rango
debe estar en los reales positivoé. Ya que para una variable nor-
mal estandarizada, el 68% de los casos se encuentran entre +1 y -1,
para X%, este 68% se debe encontrar entre 0O y 1, y un bajo porcen
taje de 1 a o . La .distribucién de esta variable es una chi-cuadra
da con ] grado de libertad.'La variable: |

X(Qz)= Z:z + Zg_
tiene distribucién chi-cuadrada con 2 grados de libertad. En gene-
ral para n observaciones independientes de una poblacidn normql,

la suma de los cuadrados de los valores estandarizados, tiene una

distribucién chi-cuadrada con n grados de libertad.
2

Xoy= S (x, - m) /o?= Z z;

La regla funcional para asignar una densidad de probabilidad a ca-
da posible valor de xles:
2 (v72) -
£(X") = h(») [exp(-x%/2)] (x%) .

se puede ver que para especificar esta funcidén se requiere de v Yy

de X2. su media y variancia son:
2 2
E(X(m ) = E(; z2;) = Y E(2%) =n

L

2
V(X(v) ) = 2v
Si una variable aleatoria_nj)tiene una distribucién chi-cua
1
drada con v, grados de libertad, y una variable aleatoria x&h,in_

dependiente, tiene distribucién chi-cuadrada con v, grados de 1li-
bertad, entonces la nueva variable formada por la suma de é&stas

tiene distribucién chi-cuadrada con v, + v, grados de libertad.
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Recordando que la variancia de la muestra est& dada por:

s? = 2 (X - M) /n
¢

se puede multiplicar esta variable por n/o? obteniendo:
nsz/a'2 = ) (Xg - M)?“‘/a2
Iplicando algunas definiciones y manipulando algebrdicamente la
expresidén de la derecha se tiene:
T, - /a2 = T Xy - u) /o2 - niM - u)2/0
Las expresiones del lado derecho de esta tdltima ecuacidén son va--
riables aleatorias con distribuciédn chi-cuadrada con n y 1 grados
de libertad respectivamente
T (X - #)/0? = X2, M - )2 /0% /=X
de manera que la relacibn nSQVUZ es una variable chi-cuadrada con
n - 1 grados de libertad. Si en vez de 82 se usa el estimador in-
seséado
(n - 18%/6% = x2,_,
INTER‘VALOS DE CONFIANZA PARA LA
VARIANCIA Y DESVIACION ESTANDAR.-
Si se tienen n observaciones independientes de una poblacién
normal, los limites del 95% de confianza para son:
P(a<(n - 1)8%/0%°<Db) = 0.95
donde a es el fractil 0.025 y b el fractil 0.975 de la distribﬁ——

cién chi-cuadrada con n - 1 grados de libertad. Este postulado es

equivalente a:

Pa<(n - N8%/c®<b) = P(1/a2 o*/(n - 1)§ 2 1/b)
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P(L/bS o%/(n - 1)8% <1/a) = B((n - 1)82/m < 02<(n - 1)8%%a)
En general el intervalo de confianza del (1 -a)100% para o?

es:

(n - N8, (n - 3)82
b a
donde a es el fractil @/2 y b el fractil ] - (a/2) de 1a distribu

cién chi-cuadrada con n - ] grados de libertad. En términos de s2

: nSz, ns?¢
b a

Tomando la rafz cuadrada de’estos limites se tienen interva-
los para la desviacién estandar.

LA DISTRIBUCTIO N F.- A menudo se deseaﬁ hacer
inferencias acerca de las variancias de dos poblaciones; se usa
entonces la distribucién F. ;

Cuando se tienen dos poblaciones normales distintas, y sé sé
can dos muestras aleatorias independientes, 1a primera de la po--
blacién 1, con n, observaciones Y la segunda de 1la poblacién 2,
con nzobservaciones, Y se calcula el estimador insesgado de 1la va

riancia poblacional, se sabe que:

A 2
(n - J)Sz/"2 = Xin-p

PAY 2 A 2
de manera que S? = _u Xy y S% = %2 Xy,
[ Vo

. . . N
Para cada par posible de muestras, se considera la relacién S%

A . .
a'S% + Y se le denomina variable F.
'
2
F =58 =estag?

2
2 est g,
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Si las variancias de las dos poblaciones son iguales, entonces:
F X
= _‘m/ Y _
#L‘Wu, FRC. DE INGEN| ma
=N N doa

‘Una variable aleatoria formada por ‘la relaciéﬂ derdos varia-
bles chi-cuadradas independientes, cada una dividida entre sus grg'
dos de libertad, se dice que es una relacidn F y tiene una distri—:
bucién F.

La fungién de densidad de F depende solamente de dos paréme~—f
tros, » y v, que se pueden considerar como los grados de libertad
asociados con el numerador y el denominador de la relacién F. Su
rango es el de los reales positivos. Su valor esperado eé
v,/( 1, - 2) siempre que v >2.

Para ilustrar el uso de las tablas de la distribucién F, con-
sidérense dos muestras aleatorias independientes, conteniendo
n,= 10 y n,= 6 observaciones, respectivamente. Los grados de 1i--
bertad asociados con las dos variables son p=10 -1 =9 vy
'2= 6 - 1 = 5. Para la relacibén: F = nyég los grados de libertad
deben ser 9 para el numerador Y 5 para el denominador. Supbéngase
que F = 7.0. De las tablas de la distribucién F con pL=9 vy
v = 5“y un nivel de confianza del 95%, el limite superior es
4.77, luego el valor de F excede el limite superior del intervalo.
Si se desea el limite inferior, se encuentra a partir del siguien
te postulado:

C) = P( < 1/c)

ﬁ%ﬂv=

es decir, el limite inferior se puede encontrar por medio del redi

>
P (F( Boby) =
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proco del valor requerido para un limite superior, con los grados
de libefﬁad del numerador Y del denominador invertidos.

I N‘% ERVAL b DE CONFIANZA PARA

LA RELACION DE VA;RI’A,N‘CI,AS.—

Si dos poblaciones est&n normalmente distribuidas, y se to-
man muestras independientes de cada una de ellas, de tamafos n,
Yy n, , obteniéndose como estimadores de la variancia §3 y‘gg ,
la relacién:

F = §2 o?

8% /of

tiene distribucién F con n-1y n, - 1 grados de libertad, de ma-
nera que se puede hacer el siguiente postulado probabilfistico:

P(a <(82/0%)/(B%/a2)<b) = 1 - a
donde a y b son los fractiles a/2 y 1 - (a/2) de la distribucién
F conn-1y n,- 1 grados de libertad. Esta expresién es equiva-
lente a:

p(ab2/82< o5/ o <pB2/82) =1 - a
D¢ manera que los limites del intervalo de (1 - a)100% de confian
za para o%/o? son:

a§§/§? Yy b§%/§?

Ejemplo: se estd investigando los kildémetros por litro de ga
solina, que rinden dos tipos de carros. Se supone que las pobla--
ciones estdn normalmente distribuidas Y se toman muestras de
n = 5 carros del primer tipo, y n,= 7 carros del segundo tipo. Las

muestras se obtuvieron del inventario de la planta armadora, que
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se tiene para surtir a las agencias. Las variancias muestrales fug

1

ron: S?= 4.8 vy S§= 5.0. Ya que los limites requieren de los estimaf

dores insesgados, es necesario hacer la siguiente conversién:

§*= (n,/(n, - ;))s’f= (5/4) (4.8) = 6.0

82= (n,/(n,- 1))8E= (7/6) (5.0)

5.83

En este caso, se trabaja con una distribucién F con 4 y 6 grados
de libertad. Para encontrar el intervalo del 95% de cdnfianéa, se;
deben localizar los fractiles 6.025 y 0.975 de 1la distribucién.

El fractil 0.975 es b = 6.23. El1 fractil 0.025 se obtiene de:

!

P( C) = 0.975 = P(F <1/C)

(vg,q) =
de las tablas de la distribucién F con 6 y 4 grados de libertad,

>
-

1/C = 9.20, luego C = 1/9.20. Los l1imites del intervalo son:
(1/9.20) (5.83/6.0) y (6.23) (5.83/6.0), y el intervalo es-
(0.106, 6.05). Este intervalo es muy amplio, lo cual indica que
lés muest}as muy pedquefias no dan una estimacién muy exacta de la
relacién de variancias.

Es importante aclarar que ni la distribuciédn chi-cuadrada,
ni la distribucién F, se pueden utilizar en forma segura para hi-
pétesis de la variancia, a menos que la distribuciébn de 1la pobla-i
cién sea normal o el tamafio de la muestra sea muy grande.

I,as distribuciones muestrales: normal, T, chi-cuadrada y F,
han demostrado ser de gran utilidad en problemas de inferencia es}
tadistica. Su teoria trata con postﬁlados del tipo "si - entoncesj

es decir, se han introducido suposiciones importantes, de manera
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gque la teorfa dard resultados correctos, s6lo cuando se satisfagan
estas suposiciones, aunque desde el punto de vista préctico se
pueden violar, en menor grado, en ciertas ocasiones;especialmente
para grandes muestras.

Aparte del requerimiento general de muestreo aleatorio de ob-
servaciones independientes, la suposicidén més usual para derivar
distribuciones muesﬁrales, es que la distribucidén de la poblaciébn
sea normal (para distribuciones chi-cuadrada, T y F). De manera
que la distribucidén normal se puede considerar como generadora de
estas distribuciones.

La distribucidén T tiene nexos con la chi-cuadrada. Si el es-
tadfgrafo T para una sola media se puede escribir como:

T=(M-H)/0 = (M- H)/0n
v@z/naz v@z/ai

El numerador de T es una variable aleatoria normal estandarizada,

y el denominador es:

2
(n - 1)8%?% =xf., 82/6* = x&,/(n - 1)

de manera que T = ZA/X&.y /(n - 1)
En general una variable T es la razdén de una variable normal estan
darizada y la rafiz cuadrada de una variable chi-cuadrada dividica

entre v . Si esta variable se eleva al cuadrado, se tiene:

2
™= 2%/X/(n - 1)
22 es una variable chi-cuadrada con 1 grado de libertad, de manera

que Tz'es una relacién F con 1 y n - 1 grados de libertad.

En la siguiente tabla se muestra la relacién entre las distri
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buciones tebricas. Indica cémo depende para su derivacién la

tribucién de la columna, de la distribucién del renglén:

DISTR1BUCION

chi-cuadrada

F

T

dis-

normal

chi-cuadrada

Generadora, y
l1fmite confor
m2 v — oo. Se
define como 1la
suma de valo--
res 2 norma--
les e indepen-
dientes.

Generadora,
siendo el nume
rador y el de-
nominador valo
res Xz/v inde-
pendientes.

Las variables
en el numera-
dor y el deno
minador son
X%@ indepen-
dientes

Generadora, y
forma limite
conforme v -~
el numerador
es Z normal.

El denominador
es \/)(/I v
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3 Distribucién normal

Tabla 3a. Funcion de distribucién (3) de la seccidn 8.2

By

w7, /,//
//’//////{///’///
z

D(z) = Q(2) -- O(--2)

O(—:)=1-— D), PO) = 0.5

Tablas mas extensas: National Bureau of Standards (1953), Hald (1962). Indice par:
tablas: Greenwood and Hartley (1961) (ver el apéndice 3).

: =] o) | De) : [0=3 0 | by | [ (oo o0 | o6)
o. | o | o o | o | o o. | o | o
0.01 f 4960 | 5040 | 0080 [ | 0.51 | 3050 | 6950 | 399 1.01 | 1562 | 8438 | 6875
0.02 14920 | 5080 | 0160 | | 052 | 3015 | 6985 | 3969 102 | 1539 | 8461 | 6923
0.03 | 4880 | 5120 | 0239 | | 053 [ 2981 | 7019 | 2039 1.03 | 1515 | 8485 | 6970
0.04 | 4840 | 5160 [ 0319 | | 0.54 | 2946 | 7054 | 4108 1.04 | 1492 | 8508 | 7017
005 | 4801 | 5199 [ 0399 | | 055 | 2912 | 7088 | 4177 1.05 | 1469 | 8531 | 7063
006 | 4761 | 5239 [ 0478 | [ 0.56 | 2877 | 7123 | 4245 1.06 | 1416 | 554 | 7109/
007 | 4721 | 5279 [ 0358 | [ 0.57 | 2843 | 7157 | 4313 1.07 | 1423 | 8577 | 7134 ]
008 | 4681 [ 5319 [ 0638 [ | 0.58 | 2810 | 7190 | a38) 1.08 | 1401 | 8599 | 7199
009 | 4641 [ 5359 [ 0717 [ | 0.59 | 2776 | 7274 | 4448 1.09 | 1379 | 8621 | 2243 l
010 | 4602 [ 5395 [ 0797 | | 0.60 | 2743 | 7257 | 4515 110 | 1357 | 8643 | 7287] |
.11 | as62 5438 [ 0876 | | 0.61 | 2709 | 7291 | 48 L1 | 1335 | 8ees | 7330] |
012 [ 4522 | 5478 [ 0955 | | 0.62 | 2676 | 7324 | 4647 112 {1314 [ #6g6 | 7373 |
013 | 4483 [ 5517 | 1034 | | 063 | 2643 | 7357 | 4713 113 | 1292 | 8708 | 7415
0.14 | 4443 | 5557 [ 1113 | | 0l6a | 2611 | 7389 | 4778 1.14 | 1271 | 8729 [ 7457
0.15 | 4404 | 5596 [ 1192 | | 065 | 2578 | 7422 | 4543 115 | 1251 | 8749 | 7499] !
0.16 | a364 | s636 | 1271 0.66 | 2546 | 7454 | 4907 116 1230 | 8770 | 7540] |
0.17 | 4325 | 5675 | 1350 | | 0.67 | 2514 | 7486 | 4971 117 [ 1210 [ 8790 | 7580| |
0.18 | 4286 | 5714 | 1428 | | 0/68 | 2483 | 7517 | $035 118 | 1190 | 8810 | 7620/ |
0.19 | 4247 | 5753 | 1507 [ | 069 | 2451 | 7549 | 5098 1.19 | 1170 | 8830 | 7660] -
020 | 4207 [ 5793 | 1585 [ | 070 [ 2420 | 7580 | 5161 1.20 | 1151 | 8849 | 7699
0.21 fa168 | 5832 | 1663 | [0.71 | 2189 | 7611 | 5223 121 113 | rees | 7737
022 | 4129 | 5871 | 1741 0.72 | 2358 | 7042 | 5285 1.22 | 1112 | 5888 | 277s) ;
0.23 | 4090 [ 5910 | 1819 | | 073 | 2327 | 7673 | 5346 1.23 | 1093 | #907 | 7813] '
0.24 | 4052 [ 5948 | 1897 | | 0174 | 2296 | 7704 | 5407 1.24 (1075 | 8925 | 7830] |
025 | 4013 | 5987 [ 1974 | | 075 | 2266 | 7734 | 40 125 | 1056 | 8934 | 7887 |
026 | 3974 | 6026 | 2051 0.76 | 2236 | 7764 | 5527 1.26 | 1038 | 8962 | 7923/ 1
0.27 13936 | 6064 | 2128 | | 0.77 | 2206 | 7794 | <387 1.27 | 1020 | 8980 | 7959/ }
0.28 | 3897 | 6103 [ 2205 | | 098 | 2177 | 7823 | seqq 128 | 1003 | 8997 | 7995 ’
0.29 | 3859 | 6141 | 2282 | | 079 | 2r48 | 7852 | 5708 1.29 | 0985 | 9015 | K029 |
0.30 | 3821 [ 6179 | 2358 | | 0.80 [ 2119 | 7881 | 5763 130 | 0968 | 9032 | 8064 |
0.31 3783 [ 6217 | 2434 [ | 0.81 | 2090 | 7910 | 552 131 | 0951 | 9049 | 8098,
0.32 f 3745 | 6255 | 2510 | | 082 | 2061 | 7939 | 5578 1.32 | 0934 | 9066 | 8132 !
0.33 3707 | 6293 | 2586 | | 0.83 | 2033 | 7967 | 5935 133 | 0918 | 9082 | 8165] -
034 | 3669 | 6331 | 2661 0.84 | 2005 | 7995 | 599 138 | 0901 | 9099 | 8198
035 | 3632 [ 6368 [ 2737 | | 085 | 1977 | 8023 | 047 1.35 | osss [ ouis | 8230 |
0.36 | 3594 | 6406 | 2812 | | 0.86 [ 1949 | 8051 | 6102 1.36 | 0869 | 9131 [ 8262
0.37 | 3557 | 6443 [ 2886 | | 0.87 | 1922 | 8078 | 6157 137 | 0853 | 9147 | 8293
0.38 | 3520 | 6480 | 2961 0.88 | 1894 | 8106 | 6211 1.38 | 0838 | 9162 | 8324
0.39 | 3483 | 0517 | 3035 | | 0.89 | 1867 | 8133 | e26s 1.39 | 0823 | 9177 | 8355
0.40 | 3446 | 6554 | 3108 | [ 0.90 | 1841 | 8159 | 6319 1.40 | 0508 | 9192 | £3as| |
0.41 | 3409 [ 6591 [ 3182 | 0.91 | 1814 | 8186 | 6372 1.41 | 0793 | 9207 | sars|’
0.42 13372 | 6628 | 3255 | | 092 | 1788 | 8212 | 6424 142 | 0778 | 9222 | 8444
104313336 | 6664 | 3328 | [ 0.93 | 1762 | 8238 | care 1.43 | 0764 | 9236 | 8473
0.44 | 3300 | 6700 | 340 0.94 | 1736 | 8764 | €528 1.44 | 0749 | 9251 | 8301
0.45 | 3264 | 6736 | 3473 | | 0.95 [ 1711 | 8289 | 6579 1.45 | 0735 | 9265 | 8529
0.46 | 3228 [ 6772 | 3345 | | 0.96 | 1685 | 8315 | 6629 1.46 | 0721 | 9279 | 8557
0.47 | 3192 [ 6808 | 3616 | | 0.97 | 1660 | 8340 | 6c80 1.47 | 0708 | 9292 | 8334
0.48 | 3156 | 6844 [ 3688 | | 0.98 | 1635 | 8365 | 6729 1.48 | 0694 | 9306 | 8611
0.49 [ 3121 [ 6879 | 3759 | | 099 | 1611 | 8389 | 6778 1.49 | 0681 | 9319 | 8638
0.501 JOBSJ 6915 | 3529 1.00 | 1587 | 8413 | 6827 1.50 | 0668 | 9332 | a6 |




66

Tabla 3a.‘Funci6n de distribucion (3) de la seccion 8.2 (continuacién)

¥(z)

D(z)

2 -2 2

z |O(—2) D) | D(2) 2 | O(=2) D) | D(2) [ D(=:2) D) | D(2)

0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
1.51 | 2655 | 9345 | 8690 2.01 | 0222 | 9778 | 9556 2.51 | 0060 | 9940 | 9879
1.52 | 0643 | 9357 | 8715 2.02 | 0217 | 9783 | 9566 2.52 | 0059 | 9941 | 9883
1.53 | 0630 | 9370 | 8740 2.03 | 0212 | 9788 | 9576 2.53 | 0057 | 9943 | 9886
1.54 | 0618 | 9382 | 8764 2.04 | 0207 | 9793 | 9586 2.54 | 0055 | 9945 | 9889
1.55 | 0606 | 9394 | 8789 2.05 | 0202 | 9798 | 9596 2.55 | 0054 | 9946 | 9892
1.56 | 0594 | 9406 | 8812 2.06 | 0197 | 9803 | 9606 2.56 | 0052 | 9948 | 9895
1.57 | 0582 | 9418 | 8836 2.07 | 0192 | 9808 | 9615 2.57 | 0051 | 9949 | 9898
1.58 | 0571 | 9429 | 8859 2.08 | 0188 | 9812 | 9625 2.58 | 0049 | 9951 | 9901
1.59 | 0559 | 9441 | 8882 2.09 | 0183 | 9817 | 9634 2.59 | 0048 | 9952 | 9904
1.60 | 0548 | 9452 | 8904 2.10 | 0179 | 9821 | 9643 2.60 | 0047 [ 9953 | 9907
1.61 | 0537 | 9463 | 8926 2.11 | 0174 | 9826 | 9651 2.61 | 0045 | 9955 | 9909
1.62 | 0526 | 9474 | 8948 2.12 | 0170 | 9830 | 9660 2.62 | 0044 | 9956 | 9912
1.63 | 0516 | 9484 | 8969 2.13 | 0166 | 9834 | 9668 2.63 | 0043 | 9957 | 9915
1.64 | 0505 | 9495 | 8990 2.14 | 0162 | 9838 | 9676 2.64 | 0041 | 9959 | 9917
1.65 | 0495 | 9505 | 9011 2.15 | 0158 | 9842 | 9684 2.65 | 0040 | 9960 | 9920
1.66 | 0485 | 9515 | 9031 2.16 | 0154 | 9846 | 9692 2.66 | 0039 | 9961 | 9922
1.67 | 0475 | 9525 | 9051 2.17 | 0150 | 9850 | 9700 2.67 | 0038 | 9962 | 9924
1.68 | 0465 | 9535 | 9070 2.18 | 0146 | 9854 | 9707 2.68 | 0037 | 9963 | 9926
1.69 | 0455 | 9545 | 9090 2.19 | 0143 | 9857 | 9715 2.69 [ 0036 | 9964 | 9929
1.70 | 0446 | 9554 | 9109 2.20 | 0139 | 9861 | 9722 2.70 | 0035 | 9965 | 9931
1.71 | 0436 | 9564 | 9127 2.21 | 0136 | 9864 | 9729 2.71 | 0034 | 9966 | 9933
1.72 ] 0427 | 9573 | 9146 2.22 | 0132 | 9868 | 9736 2.72 | 0033.] 9967 | 9935
1.73 [ 0418 | 9582 | 9164 2.23 | 0129 | 9871 | 9743 2,73 | 0032 | 9968 | 9937
1.74 1 0409 | 9591 | 9181 2.24 | 0125 | 9875 | 9749 2.74 | 0031 | 9969 | 9939
1.75 | 0401 | 9599 | 9199 2.25 | 0122 | 9878 | 9756 2.75 | 0030 | 9970 | 9940
1.76 | 0392 | 9608 | 9216 2.26 | 0119 | 9881 | 9762 2.76 | 0029 | 9971 | 9942
L77 | 0384 | 9616 | 9233 2.27 | 0116 | 9884 | 9768 2,77 | 0028 | 9972 | 9944
1.78 | 0375 | 9625 | 9249 2.28 | 0113 | 9887 | 9774 2.78 | 0027 | 9973 | 9946
1.79 | 0367 | 9633 | 9265 2.29 | 0110 | 9890 | 9780 2.79-| 0026 | 9974 | 9947
1.80 | 0359 | 9641 | 9281 2.30 | 0107 | 9893 | 9786 2.80 | 0026 | 9974 | 9949
1.81 | 0351 | 9649 | 9297 2.31 | 0104 | 9896 | 9791 2.81 | 0025 | 9975 | 9950
1.82 | 0344 | 9656 | 9312 2.32 | 0102 | 9898 | 9797 2.82 | 0024 | 9976 | 9952
1.83 | 0336 | 9664 | 9328 2.33 | 0099 | 9901 | 9802 2.83 | 0023 | 9977 | 9953
1.84 1 0329 | 9671 | 9342 2.34 | 0096 | 9904 | 9807 2.84 | 0023 | 9977 | 9955
1.85 [ 0322 | 9678 | 9357 2.35 | 0094 | 9906 | 9812 2.85 | 0022 | 9978 | 9956
1.86 [ 0314 | 9686 | 9371 2.36 | 0091 | 9909 | 9817 2.86 | 0021 | 9979 | 9958
1.87 | 0307 | 9693 | 9385 2.37 | 0089 | 9911 | 9822 2.87 | 0021 | 9979 | 9959
1.88 | 0301 | 9699 | 9399 2.38 | 0087 | 9913 | 9827 2.88 | 0020 | 9980 | 9960
1.89 | 0294 | 9706 | 9412 2.39 | 0084 | 9916 | 9832 2.89 | 0019 | 9981 | 9961
1.90 | 0287 | 9713 | 9426 2.40 | 0082 | 9918 | 9836 2.90 | 0019 | 9981 | 9963
1.91 | 0281 | 9719 | 9439 2.41 | 0080 | 9920 | 9840 2.91 | 0018 | 9982 | 9964
1.92 | 0274 | 9726 | 9451 2.42 |1 0078 | 9922 | 9845 2.92 | 0018 | 9982 | 9965
1.93 | 0268 | 9732 | 9464 2.43 | 0075 | 9925 | 9849 293 | 0017 | 9983 | 99
1.94 | 0262 | 9738 | 9476 2.44 | 0073 | 9927 | 9853 2.94 | 0016 | 9984 | 998
1.95 | 0256 | 9744 | 9488 2.45 | 0071 | 9929 | 9857 2.95 | 0016 | 9984 | 9968
1.96 | 0250 | 9750 | 9500 2.46 | 0069 | 9931 | 9861 2,96 | 0015 | 9985 | 9969
1.97 | 0244 | 9756 | 9512 2.47 | 0068 | 9932 | 9865 2.97 | 0015 | 9985 | 9970
1.98 | 0239 | 9761 | 9523 2.48 | 0066 | 9934 | 9869 2.98 | 0014 | 9986 | 9971
1.99 | 0233 | 9767 | 9534 2.49 | 0064 | 9936 | 9872 2.99 | 0014 | 9986 | 9972
2.00 | 0228 | 9772 | 9545 2.50 | 0062 | 9938 | 9876 3.00 [ 0013 | 9987 | 9973

MGENIEN,,

N E x
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Tabla 3b. Distribucion normal. Valores de z para valores dados de (3) de 1a seccion 8.2, y

D(z)

D(z) == @(2) — O(—2)
Ejemplo. ®(z) = 61%

» para z == 0.279,
D()—6l/,parax—0860
Tablas mas extensas: Comrnc (1949), Fisher y Yates (1957), Hald (1962), Kelley (1948) (ver

¢l apéndice 3).

A 2(®) (D) % 2(®) (D) F/, 2(D) “2(D)
1| —2.326 | 0.013 41 | —0228 | 0.539 81 0.878 1.311
2] —20s4 | 0025 42 | —0202 | 0.553 82 0.91S 1.34]
31 1881 | 0038 43 | —0.176 | 0.568 83 1 0.954 1.372
4 —1.751 ] 0.050 44 | —0.151 | 0.583 84 0.994 1.405
s | —1.645 | 0.063 45 | —0.126 | 0.598 85 1.036 1.440
6| —1.555 | 0.075 46 | —0.100 | 0.613 86 1.080 1.476
7| —1.476 | 0.088 47 | —0.075 | 0.628 87 1.126 1.514
8 | —1.405 { 0.100 48 | —0.050 | 0.643 88 1.175 1.555
9| —1.341 0113 49 | —0.025 | 0.659 89 1.227 1.598
10| —1.2821 0126 50 0.000 | 0.674 90 1.282 1.645
11 ] —1227 | 0138 s 0.025 | 0.690 91 1.34] 1.695
12 | —1.175 | 0151 52 0.050 | 0.706 92 1.405 1.751
13| —1.126 | 0.164 53 0.075 | 0.722 93 1.476 1.812
14 | —1.080 | 0.176 54 0.100 | 0.739 94 1.555 1.88)
15| —1.036 | 0189 ss 0.126 | 0.755 95 1.645 1.960
16 | —0.994 | 0202 56 0.151 | 0.772 96 1.751 2.054
17 | —0.954 | 0.215 57 0.176 | 0.789 97 1.881 2.170
18 -0.915 | 0.228 58 0.202 | 0.806 97.5 1.960 2.24]
19 | -0878 | 0.240 59 0.228 | 0.824 98 2.054 2.326
20 | 0842 | 0.253 60 0.253 | 0.842 99 2.326 2.576
21 | —0.806 | 0.266 61 0.279 | 0.860 99.1 2.366 2,612
22 | —0.772 | 0.279 62 0.305 | 0.878 99.2 2.409 2652
23 | —0.739 | 0.292 63 0.332 | 0.896 99.3 2.457 2.697
24 | —0.706 | 0.305 64 0.358 | 0.915 99.4 2.512 2.748
25 | —0.674 | 0319 65 0.385 | 0.935 99.5 2.576 2.807
26 | —0.643 | 0.332 66 0.412 | 0.954 99.6 2652 2.878
27 | —0.613 | 0.345 67 0.440 | 0.974 99.7 2.748 2.968
28 | —0.583 | 0.358 68 0.468 | 0.994 99.8 2.878 3.090
29 | —0.553 | 0.372 69 0.496 | 1.015 99.9 3.090 3.291
30 | —0.524 | 0.385 70 0.524 | 1.036
31 | —0.496 | 0.399 71 0.553 | 1.058 99.91 | 3.121 3.320
32 | —0468 | 0.412 72 | 0583 [ 1.080 99.92 | 3.156 3.353
33 | —0.440 | 0.426 73 0.613 | 1.103 99.93 | 3.195 3.390
34 | —0412 | 0.440 74 0.643 | 1.126 99.94 | 3.239 3.432
35 | —0.385 | 0.454 75 0.674 | 1.150 99.95 | 3.29] 3.481
36 | —0.358 | 0.468 76 0.706 | 1.175 99.96 | 3.353 3.540
37 | —0.332 | 0.482 77 0.739 | 1.200 99.97 | 13.432 3.615
38 | —0.305 | 0.496 78 0.772 | 1.227 99.98 [ 3.540 3.719
39 | —0279 | 0.510 79 0.806 | 1.254 99.99 | 3.719 3.891
40 | —0.253 | 0.524 80 0.842 | 1 .ZSZJ
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TABLES xv

Table II. Fractiles of the T Distribution

This tuble gives the .60, .75, .90, .95, .975, .99, .995, F(n
and .999 fractiles of the T dmnbutnon mth v degrees
of freedom for » = 1(1)30, 40, 60, 120, and «. For"
F(t) < .50, the F(t) fractlle is the negative of the 1 —
F(t) fractile, i 0 ¢

Examples: Forv = 12, the .90 fractile is 1 .356,
‘and fory = 5, the .025 fractile is — 2.571.

. | ‘ F()
.60 a5 | .90 | 95 | .975 .99 995 .999
1 0.325 11.000 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | '318.31
2 -289 10.816 | 1.886 [ 2.920 | 4.303 | 6.965 | 9.925 | 22.326
3 L2717 .765 | 1.638 | 2.353 | 3.182 | 4.541 | 5.841 10.213
4 .271 741 | 1.533 | 2.132 | 2.776 | 3.747 | 4.604 1 7.173
5 0.267 | 0.727 | 1.476 | 2.015 | 2.571 | 3.365| 4.032 5.893
6 .265 718 1 1.440 | 1.943 | 2.447 | 3.143 | 3.707 5.208
7 .263 2711 1 1.415 1 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3.499 4.785
8 .262 706 [ 1.397 | 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355 4.501
9 .261 703 | 1.383 | 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250 4.297
10 0.260 | 0.700 | 1.372 | 1.812 | 2.228 | 2.764 | 3.169 4.144
11 .260 697 | 1.363 | 1.796 | 2.201 | 2.718 | 3.106 4.025
12 .259 695 | 1.356 | 1.782 | 2.179 | 2.681 | 3.055 3.930
13 .259 -694 [1.350 1 1.771 | 2.160 | 2.650 | 3.012 3.852
14 .258 .692 [ 1.345 1 1.761 | 2.145 | 2.624 | 2.977 3.787
15 0.258 10.691 | 1.341 | 1.753 | 2.131 | 2.602 | 2.947 3.733
16 .258 -690 | 1.337 | 1.746 | 2.120 [ 2.583 | 2.921 3.686
17 . 257 -689 1 1.333 | 1.740 | 2.110 | 2.567 | 2.898 3.646
18 - 257 .688 1 1.330 | 1.734 | 2.101 | 2.552 | 2.878 3.610
19 .257 688 [ 1.328 | 1.729 | 2.093 | 2.539 | 2.861 3.579
20 0.257 | 0.687 | 1.325 | 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 3.552
21 .257 .686 [ 1.323 ] 1.721 | 2.080 | 2.518 | 2.831 3.527
22 .256 .686 | 1.321 | 1.717 | 2.074 | 2.508 | 2.819 3.505
23 | .256 .68511.319 | 1.714 | 2.069 | 2.500 | 2.807 3.485
24 .256 .685 [ 1.318 | 1.711 | 2.064 | 2.492 | 2.797 3.467
25 0.256 [ 0.684 | 1.316 | 1.708 | 2.060 | 2.485 2.787 3.450
26 .256 .684 (1.315 | 1.706 | 2.056 | 2.479 | 2.779 3.435
27 -256 | .684 [ 1.314 | 1.703 | 2.052 [ 2.473 | 2.771 | 3.421
28 .256 -683 [ 1.313 | 1.701 | 2.048 | 2.467 | 2.763 3.408
29 .256 .683 [ 1.311 | 1.699 [ 2.045 | 2.462 | 2.756 3.396
30 0.256 | 0.683 | 1.310 | 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750 | - 3.385
40 .255 -681 (1.303 | 1.684 | 2.021 2.423 | 2.704 3.307
60 .254 .679 [ 1.296 | 1.671 | 2.000 | 2.390 | 2.660 3.232
120 .254 677 1 1.289 | 1.658 | 1.980 | 2.358 | 2.617 3.160
@ .253 674 1 1.282 | 1.645| 1.960 | 2.326 | 2.576 3.090

This table is condensed from Table 12 of the Biometrika Tables Sfor Slalisticians,
Vol. 1, by Pearson and Hartley, and is reproduced with the permission of E. S. Pearson
and the trustees of Biometrika.
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Table III.

This table gives the .005, .01, .025, .05, .10, .25, .50, FX°)

6

9

Fractiles of the x? Distribution

.75, .90, .95, .975, .99, .095, and .999 fractiles of the

x* distribution with » degre

es of freedom for »

1(1)30(10) 100. 0 x?
Example: Forv = 14, the .025 fractile is 5.62872.
I F(x?)
v
.005 .01 .025 .05 .10

1 1392704-107% 157088-107% 982069-10~ 393214-107 0.0157908] 0.1015308
2 0.0100251/  0.0201007| 0.0506356| 0.102587 | 0.210720 | 0.575364
s 0.0717212)  0.114832 | 0.215795 | 0.351846 | 0.584375 | 1.212534
4 0.206990 | 0.297110 | 0.484419 | 0.710721 1.063623 | 1.¢2258
s 0.411740 |  0.554300 | 0.831211 1.145476 | 1.61031 2.67460
6 0.675727 | 0.872085 | 1.237347 1.63539 2.20413 3.45460
7 0.9%9265 |  1.239043 1.68987 2.16735 2.83311 4.25485
8 1.344419 |  1.646482 | 2.17973 2.73264 3.48954 5.07064
° 1.734926 | 2.087912 [ 2.70039 3.32511 4.16816 5.80883
10 2.15585 2.55821 3.24697 3.04030 4.86518 6.73720
1 2.60321 3.05347 3.81575 4.57481 5.57779 7.58412
12 3.07382 3.57056 4.40379 5.22603 6.30380 8.43842
13 3.56503 4.10691 5.00874 5.89186 7.04150 9.29906
14 4.07468 4.66043 5.62872 6.57063 7.78953 | 10.1653
15 4.60094 5.22935 6.26214 7.26094 8.54675 | 11.0365
16 5.14224 5.81221 6.90766 7.96164 9.31223 11.9122
17 5.69724 6.40776 7.56418 8.67176 | 10.0852 12.7919
18 6.26481 7.01491 8.23075 9.39046 | 10.8649 13.6753
19 6.84398 7.63273 8.90655 10.1170 11.6509 14.5620
20 7.43386 8.26040 959083 10.8508 12.4426 15.4518
21 8.03366 8.89720 | 10.28203 11.5913 13.2396 16.3444
22 8.64272 9.54249 | 10.9823 12.3380 14.0415 17.2396
23 9.26042 | 10.19567 | 11.6885 13.0905 14.8479 18.1373
24 9.88623 | 10.8564 12.4011 13.8484 15.6587 19.0372
28 | 10.5197 11.5240 13.1197 14.6114 16.4734 19.9393
26 | 11.1603 12.1981 13.8439 15.3791 17.2919 20.8434
27 | ,11.8076 12.8786 14.5733 16.1513 18.1138 21.7494
28 | "12.4613 13.5648 15.3079 16.9279 18.9392 22.6572
29 | 13.2n 14.2565 16.0471 17.7083 19.7677 23.5666
30 | 13.7867 14.9535 16.7908 18.4926 20.5992 24.4776
40 | 20.7065 22.1643 244331 26.5093 29.0505 33.6603
0 | 27.9907 29.7067 32.3574 34.7642 37.6886 42.9421
60 | 35.5346 37.4848 40.4817 43.1879 46.4589 52.2938
70 | 43.2752 45.4418 48.7576 51.7393 55.3290 61.6983
80 | s51.1720 53.5400 57.1532 60.3915 64.2778 71.1445
90 | 59.1963 61.7541 65.6466 69.1260 73.2012 80.6247

100 | 67.3276 70.0648 74.2219 77.9295 82.3581 90.1332

13

0
]
2.
3
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Tabhle 111 (continued)

——— e

, F(x')
75 .90 .95 975 .99 995 .999 )
1 1.32330 2.70554 3.84146 5.02389 6.63490 7.87944 10.828
2 2.77259 4.60517 5.99147 7.37776 9.21034 10.5966 13.816 \
3 4.10835 6.25139 7.81473 9.34840 11.3449 12.8381 16.266
4 5.38527 7.77944 9.48773 11.1433 13.2767 14.8602 | 18.467
S 6.62568 9.23635 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496 20.515
6 7.84080 10.6446 12.5916 14 .4494 16.8119 18.5476 22.458
7 9.03715 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777 24.322
8 10.2188 13.3616 15.5073 17.5346 20.0902 21.9550 26.125
9 11.3887 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660 23.5893 27.877
10 12.5489 15.9871 18.3070 20.4831 23.2093 25.1882 29 .588
11 13.7007 17.2750 19.6751 21.9200 24.7250 26.7569 31.264
12 14.8454 18.5494 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995 32.909
13 15.9839 19.8119 22.3621 24.7356 27.6883 29.8194 34.528
14 17.1170 21.0642 23.6848 26.1190 29.1413 31.3193 36.123
15 18.2451° . 22.3072 24 9958 27.4884 30.5779 32.8013 37.697
16 19.3688 23.5418 26.2962 28.8154 31.9999 34.2672 39.252
17 20.4887 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185 40.790
18 21.6049 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1564 42.312
19 22.7178 27.2036 30.1435 32.8523 36.1908 38.5822 43.820
20 23 .8277 28.4120 31.4104 * 34.1696 37.5662 39.9968 45.315
21 24.9348 | 29.6151 32.6705 35.4789 38.9321 41.4010 46.797
22 26.0393 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7956 48.268
23 27.1413 32.0069 35.1725 38.0757 41.6384 44.1813 49.728
24 28 2412 33.1963 36.4151 39.3641 42.9798 45.5585 51.179
25 29.3389 34.3816 37.6525 40.6465 44 .3141 46.9278 52.620
26 . 30.4345 35.5631 38.8852 41.9232 45.6417 48.2899 54.052
27 31.5284 36.7412 40.1133 43.1944 46.9630 49.6449 55.476
28 32.6205 37.9159 41.3372 44.4607 48.2782 50.9933 56.892
29 33.7109 39.0875 42 .5569 45.7222 49 .5879 52.3356 58.302
30 34.7998 40.2560 43.7729 46.9792 50 .8922 53.6720 59.703
40 45.6160 51.8050 55.7585 59.3417 63.6907 66.7659 73.402 -
50 56.3336 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900 86.661
60 - 66.9814 74.3970 79.0819 83.2976 88.3794 91.9517 99.607
70 77.5766 85.5271 90.5312 95.0231 100.425 104.215 112.317
80 88.1303 96.5782 101.879 106.629 112.329 116.321 124 .839
90 98.6499 107.565 113.145 118.136 124.116 128.299 137.208
100 109.141 118.498 124 .342 129 .561 135.807 140.169 149 .449

This table is taken from Table 8 of the Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1,
by Pearson and Hartley, and is reproduced with the kind permission of E. S. Pearson
and the trustees of Biometrika.
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TABLES xxi
Tahle V. Binomial Probabilities
This table gives binomial probubilities,
n
P(R=r|n,p) = )P (=),

forn = 1(1)20, r = 0(1)n, and p = :05(.05).50. For p > .50, take
P(r|n,p) = P(n — rin1—p).
Examples: P(R = 3} n=38,p=.25) = 2076,
and P(R=2in=35p= 60) = P(R=3|n=135p= 10) = .2304.

P

n r .05 -10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 45 .50
1 (] .9500 -9000 .8500 .8000 .7500 -7000  .6500  .6000 .5500 .5000
1 -0500  :.1000 .1500 .2000 2500 .3000 .3500 .4000 .4500 ' 5000
2 1] .9025 -8100 .7225 6400 .5625 .4900 4225 3600 .3025 .2500
1 .0950° 1800 2550  .3200  .3750 -4200  .4550 .4800 .4950 .5000
2 .0025 .0100  .0225 .0400 .0625 .0900 1225 1600 .2025 .2500
3 ] .8574 L7290  .6141 .5120 4219 -3430 2746 .2160 .1664 .1250
1 .1354 .2430 3251 .3840 4219 .4410 4436 4320 4084 .3750
2 .0071 .0270 0574  .0960 .1406 L1890 2389 .2880  .3341 .3750
3 .0001 .0010  .0034 .0080 .0156 .0270 0429 .0640  .0911 .1250
4 (1] .8145 .6561 .5220 4096 .3164 .2401 .1785 .1296 .0915 .0625
1 L1715 .2916 .3685 .4096 .4219 4116  .3845 3456 .2995 .2500
2 .0135  .01486 L0975 1536 .2109 .2646 3105 .3456 .3675 .3750
3 .0005 :0036  .0115 .0256 .0469 0756 .1115  .1536 .2005 .2500
4 .0000 .0001 .0005 .0016 .0039 . -0081 .0150 0256  .0410 .0625

S o 7738 .5905 4437  .3277 .2373 .1681 .1160 .0778  .0503 .0312
1 .2036 .3280  .3915 _4096 .3955 .3602 3124 .2592 2059 .1562
2 .0214 -0729 1382 2048 2637 .3087 .3364 .3456  .3369 .3125

3 .0011 .0081 .0244 0512 .0879 L1323 .1811 .2304 .2757 L3125

4 .0000  .0004 .0022 0064 .0146 0284 .0488 0768 .1128 .1562

.0000  .0000 .0001 .0003 .0010  .0024 .0053 .0102 0185 .0312

6 o L7351 .5314 L3771 .2621 .1780 L1176 0754 .0467 .0277 .0156
1 .2321 .3543 .3993 .3932 .3560 .3025 2437 .1866 .1359 .0938

2 .0305 .0984 L1762 2458 .2966 .3241 .3280  .3110 .2780 .2344

3 .0021 -0146 0415  .0819 .1318 .1852 .2355 .2765 .3032 .3125

4 .0001 .0012 0055 .0154 -0330,  .0595 .0951 .1382 .1861 .2344
H .0000 .0001 .0004 .0015 .0044 .0102 .0205 .0369 .0609 .0938
6 0000 0000 .0000 .0001 .0002 0007 .0018  .0041 .0083 .0156
7 (1] .6983 .4783 .3206  .2097 .1335 .0824 .0490 .0280 .0152 .0078
1 .2573 .3720 3960 .3670 3115 247 .1848  .1306 .0872 .0547

2 -0406 1240 2097 .2753 3115 3177 2985 2613 .2140 L1641

3 .0036 .0230 L0617 1147 .1730 2269  .2679 .2903 .2918 L2734

4 .0002 .0026 .0109 .0287 L0577 L0972 1442 .1935 .2388 .2734

H .0000 .0002 .0012 0043 L0115 L0250 0466 .0774 .nq2 .1641
6 .0000  .0000 .0001 .0004 .0013 L0036 0084 .0172 .0320 .0547
7 .0000 .0000 .0000  .0000 .0001 .0002 .0006 0016 .0037 .0078

~ . ——————— e e e
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Table V (continued)
P
n r .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35
8 0 .6A34 4305 .2725 .1678  .1001  .0576  .0319
1 .2793 .3826 .3847 .3355 .2760 L1977 L1373
2 .0515 .14 .2376 .2936 .3115 .2965 .2587
3 0054 .0331 .0839 .1468 .2076 .2541 .2786
. 0004 .0046 .0185 .0459 .0865 .1361 .1875
s 0000 .0004 .0026 .0092 .0231 .0467 .0S08
6 .0000 .0000 .0002 .0011 .0038 .0100 .0217
7 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0012 .0033
8 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002
9 0 6302 3874 2316  .1342 .0751 .0404  .0277
1 .85 .3874 .3679 .3020 .2253 .1556 .1004
2 .0629 L1722 .2597 .3020 .3003 .2668 .2162
3 L0077 .0446 .1069 L1762 .2336 .2668 .2716
4 .0006 L0074 .0283 .0661 .1168 L1718 .2194
s .0000 .0008 .0050 .0165 .0389 .0735 .1181
6 .0000 .0001 L0006 .0028 .0087 .0210 .0424
7 . 0000 .0000 .0000 .0003 .0012 .0039 .0098
8 .0000 0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0013
9 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001
10 () L5987 .3487 .1969 .1074 .0563 .0282 .0135
1 .3151 .3874 .3474 .2684 L1877 L1211 .0725
2 .0746 .1937 L2759 .3020 .2816 .2335 L1757
3 .0105 .0574 .1298 .2013 .2503 .2668 .2522
‘4 .0010 .0112 .0401 .0881 .1460 .2001 .2377
s .0001 .0015 .00R5 .0264 .0584 .1029  .1536
6 .0000 .0001 .0012 .0055 .0162 .0368 .0G89
7 .0000 .0000 .0001 .0008 .0031 .0090 .0212
8 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0014 .0043
9 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 0005
10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000  .0000
n 0 .5688  .3138  .1673  .0859 .0422 .0198 .0088
1 .3293 .3835 .3248 .2362 .1549 .0932 .0518
2 .0867 .2131 .2866 .2953 .2581 .1998 .1395
3 .0137 .0710 L1617 .22156 .2581 .2568 .2254
4 .0014 .0158 .0536 .1107 L1721 .2201 .2428
S .0001 .0025 .0132 .0388 .0803 .1231 L1830
6 .0000 .0003 .0023 .0097 .0268 .0566 L0485
7 .0000 .0000 .0003 .0017 .0064 .0173  .0379
8 .0000 .0000 .0000 .0002 .0011 .0037 .0102
9 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0018
4l
10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002
11 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
12 ° .5404 2824 1422 0687 .0317 0138 .0057
1 .3413 .3766 .3012 2062 L1267 0712 .0368
2 .0988 .2301 .2924 L2835 .2323 .1678 L1088
3 .0173 0852  .1720 .2362 .2581  .2397  .1954
‘ .0021  .0213  .0683 .1329 .1936  .2311  .2367
5 .0002 .0038 .0193 .0532 .1032 L1585 .2039
.0000 .0005 .0040 .0155 .0401 .0792 .1281

75

.0168
.0896
.2090
2787
.2322

.1239
.0413
.0079
.0007

.0101
.0605
.1612
.2508
.2508

L1672
.0743
L0212
.0035
.0003

.0060
.0403
L1209
.2150
.2508

.2007
L1115
.0425
.0106
.0016
.0001

.0036
.0266
L0887
L1774
.2365

.2207
.1471
.0701
.0234
.0052

.0007
.0000

.0022
.0174
.0639
.1419
.2128

.2270
.1766

TTT——
.48 .50
“\
.0084 .00y
.0548 .a3)2
.1569 L1004

.25G8 B

.2627 2734
J1719 2)pg
.0703 L1004
.0164 .0312
.0017 .0039
.0046 .0020
.0339 017¢
.1110 0703
L2119 1641
.2600 2461
.2128 2461
.1160 164)
.0407 0703
J0083  017¢
.0008 0020
.0025 0010
0207 L0098
.0763 0439
L1665 1172
.2384 2051
.2340 2461
L1596 2051
.0746 1172
.0229 .0439
.0042 0098
.0003 0010
L0014 .0008
.0125  .0054
.0513 L0269
.1259 080G
.2060 .1611
.2360 L2256
.1931 .2256
L1128 (1611
.0462 .0806
.0126  .02G9
.0021 .0054
.0002 0005
.0008 L0002
L0075 L0029
.0339 .0161
L0923 .0537
.1700  .1208
.2225 L1034
L2124 .2256
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Table V (continued)
14

n r .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50
12 7 .0000 .0000 .0006 0033 .0115 .0291 .0591 .1009 .1489 .1934
8 .0000 .0000 .0001 .0005 .0024 .0078 .0199 .0420 .0762 .1208
9 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0015 .0048 .0125 .0277 .0537
10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0008 .0025 .0068  .0161
11 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0010 .0029
12 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 :.0001 .0002
13 [} .5133 .2542 .1209 .0550 .0238 .0097 .0037 .0013 .0004 .0001
1 .3512 .3672 L2774 .1787 .1029 .0540 .0259 .0113 .0045 .0016
2 .1109 .2448 .2937 .2680 .2059 .1388 .0836 .0453 .0220 .0095
3 .0214 .0997 .1900 .2457 .2517 .2181 .1651 .1107 .0660 .0349
4 .0028 .0277 .0838 .1535 .2097 .2337 .2222 .1845 .1350 .0873
5 .0003 .0055 .0266 .0691 .1258 .1803 .2154 .2214 .1989 L1571
6 .0000 .0008 .0063 .0230 .0559 .1030 .1546 .1968 .2169 .2095
7 .0000 .0001 .0011 .0058 .0186 .0442 .0833° 1312 1775 .2095
8 .0000 .0000 .0001 .0011 .0047 .0142 .0336 .0656 .1089 L1571
9 .0000 .0000 .0000 .0001 .0009 .0034 .0101 .0243 .0495 .0873
10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0006 .0022 .0065 .0162 .0349
11 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0012 .0036 .0095
12 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0016
i3 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0001
14 o L4877 .2288 .1028 .0440 .0178 .0068 .0024 .0008 .0002 .0001
1 .3593 .3559 .2539 .1539 .0832 .0407 .0181 .0073 .0027 .0009
2 L1229 .2570 .2912 .2501 .1802 L1134 .0634 .0317 .0141 .0056
3 .0259 L1142 .2056 .2501 .2402 .1943 .1366 .0845 .0462 .0222
4 .0037 .0349 .0998 .1720 2202 .2290 .2022 .1549 .1040 .0611
S .0004 .0078 .0352 .0860 .1468 .1963 .2178 .2066 L1701 L1222
6 .0000 .0013 .0093 .0322 .0734 .1262 L1759 .2066 .2088 .1833
7 .0000 .0002 .0019 .0092 .0280 .0618 .1082 .1574 .1952 .2095
8 .0000 .0000 .0003 .0020 .0082 .0232 .0510 .0918 .1398 .1833
9 .0000 .0000 .0000 .0003 .0018 .0066 .0183 .0408 .0762 L1222
10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0003 .0014 .0049 .0136 .0312 .0611
11 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0010 .0033 .0093 .0222
12 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0019 .0056
13 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0009
14 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001
15 (] .4633 .2059 .0874 .0352 .0134 .0047 .0016 .0005 .0001 .0000
1 .3658 .3432 .2312 L1319 .0668 .0305 .0126 .0047 .0016 .0005
2 .1348 .2669 .2856 .2309 .1559 .0916 .0476 .0219 .0090 .0032
3 .0307 .1285 .2184 .2501 .2252 .1700 L1110 .0634 .0318 .0139
4 .0049 .0428 .1156 .1876 .2252 .2186 .1792 .1268 .0780 .0417
5 .0006 .0105 .0449 .1032 .1651 .2061 .2123 .1859 .1404 .0916
6 .0000 .0019 .0132 .0430 .0917 .1472 .1906 .2066 .1914 L1527
7 .0000 .0003 .0030 .0138 .0393 .0811 L1319 1771 .2013 .1964
8 .0000 .0000 .0005 .0035 .0131 .0348 .0710 .1181 .1647 .1964
9 .0000 .0000 .0001 .0007 .0034 .0116 .0298 .0612 .1048 .1527
10 .0000 .0000 .0000 .0001 .0007 .0030 .0096 .0245 .0515 .0916
11 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0006 .0024 .0074 .0191 .0417
12 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0016 .0052 .0139
13 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0010 .0032
14 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005
.0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
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Table V (continued)
b4
r 05 .10 s .20 .25 .30 .35 .40 4§
o | 4401 .1853 0743 .0281 .0100 0033 0010 .0003  .0001
1 3706 .3204 2097 .1126 .0535 .0228 .0087 .0030 L0009
2 1463 .2745 2775 L2111 .1336 .0732 .0353 .0150 .0056
3 0359 .1423 2285 .2463 .2079 .1465 .0888 .0468 .0215
+ | coer 0s14 1311 2001 .2252 .2040 1553  .1014 0572
s | ooos .0137 0355 1201 .1802 2009 2008 1623  .1123
6 .0001 .0028 .0180 .0550 21101 .1649 .1982 L1983 .1684
7 | ‘o000 .0004 0045 .0197 0524 .1010 1524 1889 1969
s | 0000 0001 0000 .00s5 .0197 .0487 0923 1417 1812
o | ‘0000 0000 .0001 0012 .00s8 .0185 .0442 0340 1318
50 | 0000 0000 .0000 .0002 .0014 0056 0167 0392 075§
11 | 0000 0000 .0000 .0000 .0002 .0013 .0049 0142 0337
12 | ‘o000 0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0011 .00%0 0115
13 | ‘0000 0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0002 0008 0029
16 | ‘0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0001 0005
s | 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 0001
16 | 0000 L0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
o | s181 .1668 .0631 0225 .0075 .0023 0007 .0002 0000
1 | 3741 3150 .1ge3 0957 .0426 .0169 0060 0019 0005
2 | s7s 2800 .2673 .1914 .1136 .0581 0260 .0102 .0035
3 .0415 .1556 .2359 .2393 .1893 .1245 .0701 .0341 .0144
+ | ‘o076 0605 1457 2093 .2209 .1868 1320 .0796 .04l
s | o010 .0175 .0668 1361 .1914 2081 1849 1379 0875
¢ | ‘o001 .0039 .0236 0680 .1276 1784 1991 1839 .)432
7 | ‘o000 0007 0065 .0267 .0668 .1201  .1685 1927 1841
s | ‘0000 0001 0014 .0084 .0279 0644 1143 .1606 1883
o | ‘0000 0000 .0003 .0021 .0093 .0276 0611 .1070  .1540
1o | 0000 .0000 .0000 .0CO4 0025 0095 0263 0571  .)008
1 | ‘o000 0000 0000 0001 .0005 0026 0090  .0242 0525
12 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0006 .0024 .0081 .0215
13 | ‘0000 0000 .0000 0000 .0000 .0001 .0005 .0021  .00G8
14 | 0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004  .0016
15 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003
36 | ‘0000 0000 0000 .0000 .0000 .0000 0000  .0000 000V
17 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000
o .3972 .1501 .0536 .0180 .0056 .0016 .0004 .0001 .0000
1 .3763 .3002 .1704 .0811 .0338 .0126 .0042 .0012 .0003
2 .1683 .2835 .2556 .1723 .0958 .0458 .0190 .0069 .0022
3 .0473 .1680 .2406 .2297 .1704 .1046 .0547 .0246 .0095
4 .0093 .0700 .1592 .2153 .2130 .1681 .1104 .0614 .0291
s | o014 0218 .0787 .1507 .1988 2017 1664 .1146 0666
6 .0002 .0052 .0310 .0816 .1436 .1873 .1941 .1655 .1181
7 | ‘o000 0010 .0091 0350 .0820 1376 1792 1892 1657
8 .0000 .0002 .0022 .0120 .0376 .0811 .1327 L1734 .1864
o | ‘0000 0000 .0004 .0033 .0i39 .0386 0794 .1284 .)694
o | 0000 0000 .0001 .0008 .0042 .0149 0385 0771 1248
11 | o000 0000 0000 .0001 .0010 .0046 0151 0374 .0742
12 | 0000 0000 .0000 .0000 .0002 .0012 0047 .05 .0354

L0000
.0018
L0278
1222
1746
:1745

1222

.05¢3

027

LE)

0018

000)

.0010

0182

L0472
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Table V (continued)
b
n r .05 .10 .15 .20 .28 .30 .35 .40 .45 .50
18 13 -0000  .0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0012 .0045 .0134 .0327
14 -0000  .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0011 .0039 .0117
15 -0000  .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0009 .0031
16 -0000  .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0006
17 -0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001
18 -0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
19 0 3774 11351 .0436  .0144 .0042 .0011 .0003 .0001 .0000 .0000
1 3774 2852 (1529 0685 .0268 .0093 .0029 .0008 .0002 .0000
2 L1787 2852 2428 .1540 .0803 0358 .0138 .0046 .0013 .0003
3 .0533 1796  .2428  .2182  .1517 .0869 .0422: .0175 .0062 .0018
4 0112 .0798  .1714 2182 .2023 .1491 .0909 .0467 .0203 .0074
5 .0018 .0266 .0907 .1636 .2023 .1916 .1468 .0933 0497  .0222
6 -0002  .0069 .0374 .0955 .1574 .1916 .1844  .1451 .0949 .0518
7 .0000 .0014 .0122 .0443 .0974 .1525 '.1844 .1797 1443  .0961
8 .0000 .0002 .0032 .0166 .0487 .0981 .1489 .1797 1771 1442
9 .0000 .0000 .0007 .0051 .0198 .0514 .0980 .1464 1771 .1762
10 -0000 .0000 .0001 .0013 .0066 .0220 .0528 .0976 .1449  .1762
11 .0000 .0000 .0000 .0003 .0018 .0077 .0233 .0332 .0970 .1442 i
12 -0000 .0000 .0000 .0000 .0004 .0022 .0083 .0237 .0529 .0961
13 -0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0024 .0085 .0233 .0518
14 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0006 .0024 .0082 .0222
15 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .QOO1 .0005 .0022 .0074
16 -0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0005 .0018
17 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .N0O3
18 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
19 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
20 0 .3585 1216 .0388 .0115 .0032 .0008 .0002 .0000 .0000 .000O
1 3774 2702 11368 .0576 .0211 .0068 .0020 .0005 .0001 .000O
2 1887  .2852  .2293  .1369 .0669 .0278 .0100 .0031 .0008 .0002
3 .0596 1901  .2428  .2054 .1339 .0716 .0323 .0123 .0040 .0011
4 .0133  .0898 .1821 .2182 1897  .1304 .0738 .0350 .0139 .0046
5 .0022 0319 .1028 .1746  .2023  .1789  .1272 0746 .0365 .0148
6 .0003 .0089 .0454 .1091 .1686 .1916 .1712 1244 0746  .0370
7 .0000  .0020 .0160 .0545 .1124 .1643  .1844  .1659 1221 .0739
8 .0000 .0005 .0046 .0222 0609 .1144  .1614 .1797 1623 .1201 =~
9 .0000 .0001 .0011 .0074 .0271 .0654 .1138 .1397 1771 .1602
10 .0000 .0000 .0002 .0020 .0099 .0308 .0686 .1171 1593  .1762
11 .0000 .0000 .0000 .0005 .0030 .0120 .0336 .0710 1185  .1602
12 .0000 .0000 .0000 .0001 .0008 .0039 .0136 .0355 .0727 .1201 umw .
13 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0010 .0045 .0146 .0366 .0739 N fé
14 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0012 .0049 .0150 .0370 A F
15 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0003 .0013 .0049 .0148 Ry '
16 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0003 .0013 .0046 ’ N
17 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002 .0O11
18 -0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0002
19 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .000O
20 .0000  .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000

This table is reproduced by permission from R. S. Burington and D. C. May,

Handbook of Probability and Statistics with Tables. McGraw-Hill Book Company, 1953.
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Table VI. Poisson Probabilities

This table gives Poisson probubilities,

—Xlxtr
r(R=r|k,t)=f~( ) ,

r!

for Mt = .1(.1)10(1)20 and suitable values of r.
Example: P(R=2|A=135,1=5) = .0156.

——— T
N
r 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0 .9048 8187 .7408 .6703 .6065 .5488 .4966 .4493  .4066 .3¢7p
1 .0905  .1637 2222 .2681 .3033 .3293 .3476 .3595 .3650 3679
2 .0045 .0164 .0333 .0536 .0758 .0988 .1217 .1438  .1647 .1gyp
3 .0002  .0011 .0033 .0072 .0126 .0198 .0284 .0383 .0494 .0g3
4 .0000 .0001 .0002 .0007 .0016 .0030 .0050 .0077 .0111 .0)53
s .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0004 .0007 .0012 .0020 .003)
6 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0003 .00Gs
7 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .000]
N
r 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
0 .3329  .3012  .2725 .2466 .2231 .2019  .1827 .1653 .1496  .1353
1 .3662  .3614  .3543  .3452 3347 .3230 .3106 .2975 2842  .2707
2 .2014  .2169  .2303 .2417 .2510 .2584 .2640 .2678 .2700  .2707
s .0738  .0867 .0998 .1128 .1255 .1378 .1496 .1607 .1710  .1804
4 .0203  .0260 .0324 .0395 .0471 .0551 .0636 .0723 .0812  .0902
s .0045 .0062 .0084 .0111 .0141 .0176 0216 .0260 .0309  .0361
6 .0008 .0012 .0018 .0026 .0035 .0047 .0061 .0078 .0098  .0120
7 .0001  .0002 .0003 .0005 .0008 .0011 .0015 .0020 .0027  .0034
s .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0002 .0003 .0005 .0006 .0009
9 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0002
N
r 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0
0 1225  .1108  .1003  .0807 .0821 .0743 .0672 .0608 .0550  .0498
1 2572 .2438  .2306 .2177 .2052 .1931  .1815 .1703  .1596  .1494
2 .2700  .2681  .2652 .2613  .2565 .2510 .2450 .2384 .2314  .0240
s 1890  .1966 .2033  .2090 .2138 .2176  .2205 .2225 .2237  .2240
4 .0992 (1082 .1169 .1254 .1336 .1414 .1488 .1557 .1622  .1680
s .0417 .0476 .0538 .0602 .0668 .0735 .0804 .0872 .0940  .1008
6 .0146  .0174 .0206 .0241 .0278 .0319  .0362 .0407 .0455 .0540
7 .0044 .0055 .0068 .0083 .0099 .0118 .0139 .0163 .0188  .0216
8 0011  .0015 ,0019 .0025 .0031 .0038 .0047 .0057 .0068  .0081
9 .0003  .0004 .0005 .0007 .0009 .0011 .0014 .0018 .0022 .0027
10 .0001  .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0004 .0005 .0006 .0008
11 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0002Z  .0002
12 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000  .0001




cuN~O !

LB B Y- W7 Y

10

13
14

15

-

80

OO NE W~

TABLES xxvii
Table VI (continued)
Y
3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0
.0450 .0408 .0369 .0344 .0302 .0273 .0247 .0224 .0202 .0183
.1397 .1304 L1217 .1135 - .1057 .0984 .0915 .0850 .0789 .0733
.2165 .2087 .2008 .1929 .1850 1771 .1692 .1615 .1539 .1465
.2237 .2226 .2209 .2186 .2158 .2125 .2087 .2046 .2001 .1954
.1734 L1781 .1823 .1858 .1888 | .1912 .1931 .1944 .1951 .1954
.1075 .1140 .1203 .1264 .1322 (1377 .1429 .1477 As22 .1563
.0555 .0608 .0662 .0716  .0771 .0826  .0881 .0936 .0989 .1042
.0246 .0278 .0312 .0348 .0385 .0425 .0466 .0508 .0551 .0595
.0095 .0111 .0129 .0148 .0169 .0191 .0215 .0241 .0269 .0298
.0033 .0040 .0047 .0056 .0066 .0076 .0089 .0102 .0118 .0132
.0010 .0013 .0016 .0019 ;0023 .0028 .0033 .0039 .0045 .0053
.0003 .0004 .0005 .0006 .0007 .0009 .0011 .0013 .0016 .0019
.0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005 .0006
.0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002  .0002
.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001
N
4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0
.0166 .0150 .0136 .0123 L0111 .0101 .0091 .0082 .0074 .0067
.0679 .0630 .0583 .0540 .0500 .0462 .0427 .0395 .0365 .0337
.1393 1323 L1254 .1188 L1125 .1063 .1005 .0948 .0894 .0842
.1904 .1852 .1798 L1743 .1687 .1631 1574 .1517 .1460 .1404
.1951 .1944 .1933 L1917 .1898 .1875 .1849 .1820 .1789 .1755
L1600  .1633 .1662 L1687  .1708 .1725 1738 .1747 .1753 .1755
.1093 .1143 .1191 .1237 L1281 .1323 .1362 .1398 .1432 .1462
.0640 .0686 .0732 .0778 .0824 .0869 .0914 .0959 .1002 .1044
.0328 .0360 .0393 .0428 .0463 .0500 .0537 .0575 .0614 .0653
.0150 .0168 .0188 .0209 .0232 .0255 .0280 .0307 .0334 .0363
.0061 .0071 .0081 .0092 .0104 .0118 .0132 .0147 .0164 .0181
.0023 .0027 .0032 .0037 .0043 .0049 .0056 .0064 .0073 .0082
.0008 .0009 .0011 .0014 .0016 .0019 .0022 .0026 .0030 .0034
.0002 .0003 .0004 .0005 .0006 .0007 .0008 .0009 .0011 .0013
.0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004  .0005
.0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002
M
5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0
.0061 .0055 .0050 .0045 .0041 .0037 .0033 .0030 .0027 .0025
.0311 .0287 .0265 .0244 .0225 .0207 .0191 .0176 .0162 0149
.0793 .0746 .0701 .0659 .0618 .0580 L0544 .0509 .0477 .0446
.1348 .1293 .1239 .1185 .1133 .1082 .1033 .0985 .0938 .0892
1719 .1681 .1641 .1600 .1558 L1515 .1472 .1428 .1383 .1339
.1753 .1748 .1740 .1728 L1714 .1697 .1678 .1656 .1632 .1606
.1490 .1515 .1837 .1555 L1571 L1584 L1594 .1601 .1605 .1606
.1086 L1125 .1163 .1200 L1234 .1267 .1298 .1326 L1353 1377
.0692 .0731 L0771 .0810 .0849 .0887 .0925 .0962 .0998 .1033
.0392 .0423 .0454 .0486 .0519 .0552 .0586 .0620 .0654 .0688

1
1
i
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Table VI  (continued)

N
r 5.1 5.2 5.3 5.4 5.8 5.6 s.7 5.8 5.9 6.0
10 0200 .0220 .0241  .0262 0285 .0309 .0334 .0359  .0386 .0413
11 0093 .0104 .0116 .0120 0143 .0157 .0173 .0190 .0207  .0225
12 ‘0039 .0045 .0051 0058 0065 .0073 .0082 .0092 0102 .O1I3
13 0015 .0018  .0021  .0024 0028 .0032 .0036 .0041 .0046  .0052
14 0006 .0007 .0008 .0009 .0011 .0013 .0015 .0017 .0019  .0022
15 0002 .0002 .0003 .0003 0004 .0005 .0006 .0007 .0008  .0009
16 0001  .0001 .0001 .0001 0001 .0002 .0002 .0002 .0003  .0003
17 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001  .0001  .0001

N
r 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 6.9 7.0
[} 0022 0020 .0018 .0017 0015 .0014 .0012 .00l 0010 .0009
1 ‘0137 .0126 .0116 .0106 .0098 .0090  .0082  .0076 0070  .0064
2 ‘0417 0390 .0364 .0340 .0318 0206 .0276  .0258 0240 .0223
s ‘0848 0806 .0765 .0726 .0688  .0652  .0617  .0584 0552 .0521
4 1204 1249 .1205 .1162 .1118 .1076 1034 .0892 0952 .0912
3 1579 L1549 .1519  .1487 .1454 .1420 1385  .1349 1314 1277
6 1605 1601 1505 .1586 .1575  .1562  .1546  .1529 1511  .1490
7 1399 1418 .1435  .1450 .1462 .1472 .1480  .1486 (1489 .1490
8 1066  .1089  .1130 .1160 .1188 .1215 .1240 .1263 1284  .1304
9 ‘0723 .0757 .0791 .0R25 .0858  .0891  .0923  .0954 0985  .1014
10 0441 L0469 .0498 .0528 0538 .0588 .0618 0649 .0679  .0710
11 ‘0245 0265 .0285 .0307 .0330 .0353  .0377  .0401 0426  .0452
12 ‘0124 .0137 .0150 .0164 0179  .0194 0210 .0227 0245  .0264
13 ‘0058 .0065 .0073 .0081 0089 .00v8  .0108  .0119 0130 .0142
14 ‘0025 0029  .0033 .0037 0041 .0046 .0052 .0058 0064 .0071
15 0010 0012 .0014 .0016 .0018 .0020 0023  .0026 0029  .0033
16 ‘0004 0005 .0005 .0006 .0007 .0008 .00i0  .0011 0013 .0014
17 0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003  .0004 0004 .0005  .0006
18 ‘0000 0001 .0001 .0001 .0001 .0001  .0001  .0002 0002  .0002
19 ‘0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000  .0001 0001  .0001

Y;
r 7.1 7.2 7.3 7.4 1.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0
e —_— - o e — e e e e e . et PR e — e o nr R
0 0008 .0007 .0007 .0006 0006 .0005  .0005  .0004 0004 .0003
1 0059 .0054 .0049  .0045 0041 0038 .0035 .0032  .0029 .0027
2 0208 .0194 .0180 .0167 _0156 .0145  .0134 0125 .0116 _0107_
3 ‘0492  .0464 .0438 .0413 0389 .0366 .0345 .0324 0305  .0286
4 ‘0874 0836 .0799 .0764 0729 .0696 .0663  .0632 0602 .0573
3 1241  .1204  .1167 .1130 1094  .1057  .1021 0986 .0951 .0910
6 1468  .1445 .1420 1394 1367  .1339  .1311 1282 .1252 122}
7 .1489 .1486 .1481 .1474 1465 .1454 L1442 .1428 .1413 1396
8 1321 1337 .1351  .1363 1373 .1382  .1388 1292 1395 .1396
9 1042 .1070 .1096 1121 1144 .1167 .1187  .1207 1224 1248
10 0740 0770 .0800 0829 0858  .0887 .0914  .0941 / .0967 L0993
n ‘0478 0504 .0531 0558 0385 .0613 .0640 .0667  .0G95 .0722

-




TABLES XXix
Table VI (continued)
N
r 7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0
12 .0283 .0303 .0323 .03414 .0366 .0388 .0411 .0434 .0457 .0481
13 .0154 .0168 .0181 .0196 .0211.  .0227 .0243 .0260 .0278 .0296
14 .0078 .0086 .0095 .0104 .0113 .0123 .0134 .0145 .0157 .0169
15 .0037 .0041 .0046 .0051 .0057 .0062 .0069 .0075 .0083 .0090
16 .0016 .0019 .0021 .0024 .0026 .0030 .0033 .0037 .0041 .0045
17 .0007 .0008 .0009 .0010 .0012 .0013 .0015 .0017 .0019  .0021
18 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0006 .0006 .0007 .0008  .0009
19 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0003 .0004
20 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0000 .0001 .0001 .0001, .0002
21 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 0001
N
r 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0
1] .0003 .0003 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0001 .0001
1 .0025 .0023 .0021 .0019 .0017 .0016 .0014 .0013 .0012 .0011
2 .0100 .0092 .0086 .0079 .0074 .0068 .0063 .0058 .0054 .0050
) 3 .0269 .0252 .0237 .0222 .0208 .0195 .0183 .0171 .0160 .0150
4 L0544 L0517 .0491 .0466 .0443 .0420 .0398 L0377 .0357 .0337
S .0882 .9849 .0816 .0784 .0752 .0722 .0692 .0663 .0635 .0607
6 L1191 .1160 .1128 1097 .1066 .1034 .1003 L0972 .0941 L0911
7 .1378 .1358 .1338 L1317 .1294 1271 .1247 1222 L1197 1171
8 .1395 .1392 .1388 .1382 L1375 .1366 L1356 1344 .1332 .1318
9 .1256 .1269 .1280 .1290 .1299 .1306 L1311 .1315 .1317 .1318
10 .1017 .1040 .1063 .1084 .1104 .1123 .1140 L1157 L1172 .1186
11 .0749 .0776 .0802 .0828 L0853 .0878 .0902 .0925 .0948 .0970
12 .0505 .0530 L0555 .0579 .0604 .0629 L0654 .0679 .0703 .0728
13 .0315 .0334 L0354 .0374 .0395 .0416 .0438 .0459 .0481 .0504
14 .0182 .0196 .0210 .0225 .0240 .0256 .0272 0289 .0306 .0324
15 .0098 .0105 .0116 .0126 .0136 .0147 .0158 .0169 .0182 .0194
16 .0050 .0055 .0060 .0066 .0072 .0079 .0086 .0093 .0101 .0109
17 .0024 .0026 .0029 .0033 .0036 .0040 .0044 .0048 .0033 .0058
18 .0011 .0012 .0014 .0015 .0017 .0019 .0021 .0024 .0026 .0029
19 .0005 .0005 .0006 .0007 .0008 .0009 .0010 .0011 .0012 .0014
20 .0002 .0002 .0002 -+ .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0005 .0006
21 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0002 .0603
22 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001
N
r 9.1 9.2 9.3 9.4 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 10
o .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0000
1 .0010 .0009 .0009 .0008 .0007 .0007 .0006 .0005 L0005 .0005
2 .0046 .0043 .0040 .0037 .0034 .0031 .0029 .0027 .0025 .0023
3 .0140 .0131 .0123 .0115 .0107 .0100 .0093 .0087 .0081 .0076
4 .0319 .0302 .0285 .0269 .0254 .0240 .0226 .0213 .0201 .0189
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Table VI (continued)
N
r 9.1 9.2 9.3 9.4 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 10
S -0581 .0555 0530 .0506 .0483 0460 0439 .0418 .0398 .0378
6 -0881  .0R51  .0822  .0793 0764 0736 0709 0682 .0656 .0631
7 L1145 1118 1091 1064 1037 .1010  .0982 .0955  .0928  .0901
8 .1302 L1286  .1269 1251 .1232 .1212 .1191 1170 .1148 L1126
9 1317 1315 131 1306 1300 1293 1284 1274 (1263 .1251
10 -1198 1210 1219 1228 1235 1241  .1245 1249 (1250  .1251
11 .0991 .1012 .1031 1049 .1067 .1083 .1098 1112 L1125 1137
12 .0752 .0776 .0799 .0822 .0R44 .0866 .0888 '« .0908 .0928 .0948
13 .0526 .0549 .0572 .0594 .0617 .0640 .0662 0685 .0707 L0729
14 .0342 .0361 .0380 0399 .0419 .0439 L0459 .0479 .0500 .0521
15 .0208 .0221 .0235 0250 .0265 .0281 .0297 .0313 .0330 .0347
16 -0118  .0127  .0137 0147 .0157 0168 .0180 .0192 .0204 .0217
17 -0063  .0069  .0075 .0081 .0088 0095 .0103 .0I11 .0119 .0128
18 .0032 .0035_ .0039 .0042 .0046 .0051 .0055 .0060 .0065 .0071
19 .0015 .0017 .0019 .0021 .0023 .0026 .0028 .0031 .0034 .0037
20 L0007 L0008 .0009 .0010 .00]1 .06!2 L0014 L0015 .0017 .0019
21 .0003 .0003 L0004 0004 .0005 .0006 .0006 .0007 .0008 .0009
22 .0001 .0001 .0002 L0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 L0004
23 .0000 L0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 . 2
24 .0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001
N
r 11 ]2 13 14 15 16 17 18 19 20
o .0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000- .0000 .0000 .0000
1 .0002 .0001 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 .0010 .0004 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 .0037 .0018 .0008 L0004 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
4 .0102  .0053 .0027 .0013 .0006 .0003 .0001 .0001 .0000 .0000
5 L0224 .0127 .0070 .0037 .0019 .0010 .0005 .0002 .0001 .0001
6 L0411 0255 0152  .0087 .0048 .0026 .0014 .0007 .0004 .0002
7 .0646 .0437 .0281 .0174 .0104 .0060 .0034 .0018 .0010 .0005
8 .0888 .0655 .0457 .0304 .0194 .0120 .0072 .0042 .0024 .0013
9 .1085 .0874 .0661 .0473 .0324 .0213 0135 .0083 .0050 .0029
10 .1194 .1048 .0859 .0663 .0486 .0341 0230 0150 .0095 ..0058
11 .1194 L1144 .1015 .0844 .0663 .0496 .0355 .0245 .0164 .0108
12 L1094 (1144 1099 .0984  .0829 L0661 0504 .0368 .0259. .0176
13 .0926 .1056 1099 .1060 .0956 .0814 0658 0509 .0378 .0271
14 .0728  .0905 1021 .1060  .1024 .0930 0800 0655 .0541  .0387
15 L0534 L0724 .0885 .0989 .1024 .0992 .0906 0786 .0650 .0516
16 .0367 .0543 .0719 .0866 .0960 .0992 .0963 .0884 .0772 .0646
17 .0237 .0383 .0550 .0713 .0847 .0934 .0963 .0936 .0863 .0760
18 .0145 .0256 .0397 .0554 .0706 .0830 0909 .0936 L0911 .0844
19 .0084 .0161 .0272 .0409 .0557 0699 .0814 .0887 .0911  .08SS
20 .0046  .0097 .0177 .0286 .0418 .0559  .0692 .0798  .0866  .08SS
21 .0024 .0055 .0109 .0191 .0299 .0426 0560 0684 .0783 .0846
22 .0012  .0030 .0065 .0121 .0204 0310 .0433 .0560 .0676  .0769
23 .0006 .0016 .0037 .0074 .0133 .0216 .0320 .0438 .0559 .0669
24 .0003 .0008 .0020 .0043 .0083 0144 .0226 .0328 0442 0557
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Table VI (continued)
Y
r 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
25 .0001 .0004 .0010 .0024 .0050 .0092 .0154 .0237 .0336 .0446
26 .0000 .0002 .0005 .0013 .0029 .0057 .0101 .0164 .0246 .0343
7 .0000 .0001 .0002 .0007 .0016 .0034 .0063 .0109 .0173 .0254
28 .0000 .0000 .0001 .0003 .0009 .0019 .0038 .0070 .0117 .0181
) 29 0000 0000 0001 .0002 .0004 .0011 .0023 .0044 .0077 .0125
30 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0006 .0013 .0026 .0049 0083
31 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0007 .0015 .0030 .0054
32 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0C04 .0009 .0018 .0034
33 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0005 .0010 .0020
34 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0006 .0012
35 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0007
36 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0004
37 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002
38 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001
39 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001

This table is repreduced by permission from R. S. Burington and D. C. May,
Handbook of Probability and Statistics with Tables. McGraw-Hill Book Company,

Inc., 1953.

Table VII. Standard Normal Density Function

This tuble gives values of the standard normal density function,

1
f(2) = -ﬁreﬂ%'
for z = 0(.01)4.29. For z < 0, take f(z) = f(—2z).
Examples: f(2.16) = .0387, and f(—1.57) = f(1.57) = .1163.

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07

0.0 .3989 .3989 .3989 .3988 .3986 .3984 .3982 .3980
0.1 .3970 .3965 .3961 .3956 .3951 .3945 .3939 .3932
0.2 .3910 .3902 .3894 .3885 .3876 .3867 .3857 .3847
0.3 .3814 .3802 .3790 .3778 .3765 .3792 .3739 .3725
0.4 .3683 .3668 .3653 .3637 .3621 .3605 .3589 .3572

08 .09
3977 .3973
.3925 .3918
.3836 .3825
3712 3697
.3555 .3538
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Table VII (continued)

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.5 .3521 .3503 .3485 .3467 .3448 .3429 .3410 .3391  .3372 .3352
06 .3332 .3312 .3292 3271 .3251 .3230 .3209 .3187 .3166 .3144
0.7 .3123 .3101 .3079 .3056 .3034 .3011 .2989 .2966 .2943 .2920
0.8 .2897 .2874 2850 .2827 .2803 .2780 .2756 2732 2709 .2685
0.9 .2661 .2637 2613 .2589 .2565 .2541 .2516 .2492 .2468 2444

1.0 .2420 .2396 .2371 .2347 .2323 2299 2275 2251 .2227 .2203
1.0 .2179  .2155 2131 2107 .2083 2059 2036 .2012 .1989 1965
1.2 1942 1919 1895 .1872 .1849 .1826 .1804 1781 1758 1736
1.3 .1714 1691 .1669 .1647 .1626 .1604 .1%82 .1561 .1539 1518
1.4 .1497 1476 .1456 ,1435 .1415 .1394 .1374 .1354 1334 1315

1.5 .1295 1276 .1257 .1238 .1219 .1200 .1182 .1163 1145 1127
1.6 1109 .1092 .1074 .1057 .1040 .1023 .1006 .0989 .0973 .0957
1.7 .0940 .0925 .0909 .0893 .0878 .0863 .0848 .0833 .0818 .0804
1.8 .0790 .0775 .0761 .0748 .0734 .0721 .0707 .0694 .0681 .0669
1.9 .0656 .0644 .0632 .0620 .0608 .0596 .0584 .0573 .0562 .0551

2.0 .0540 .0529 .0519 .0508 .0498 .0488 .0478 .0468 .0459 .0449
2.1 .0440 .0431 .0422 .0413 .0404 0396 .0387 .0379 .0371 .0363
2.2 0355 .0347 .0339 .0332 .0325 .0317 .0310 .0303 .0297 .0290
2.3 .0283 .0277 .0270 .0264 .0258 .0252 .0246 .0241 .0235 .0229
2.4 .0224 .0219 .0213 .0208 .0203 .0198 .0194 .0189 .0184 .0180

25 .0175 .0171 0167 .0163 .0158 .0154 .0151 .0147 .0143 .0139
26 .0136 .0132 .0129 .0126 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110 .0107
2.7 .0104 .0101 .0099 .0096 .0093 .0091 .0088 .0086 .0084 .0081
28 .0079 .0077 .0075 .0073 .0071 .0069 .0067 .0065 .0063 .0061
29 .0060 .0058 .0056 .0055 .0053 .0051 .0050 .0048 .0047 .0046

30 .0044 0043 .0042 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036 .0035 .0034
3.0 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026 .0025 .0025
3.2 .0024 .0023 .0022 .0022 .0021 .00RO .0020 .0019 .0018 .0018
3.3 .0017 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014 .0013 .0013
3.4 .0012 .0012 .0012 .0011 0011 .0010 .0010 .0010 .0009 .0009

3.5 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007 .0007 .0007 .0006
36 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005 .0005 .0005 .0005 .0004
3.7 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0003 .0003 .0003 .0003
3.8 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002
39 .0002 .0002 .,0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0001 .00O1

4.0 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0OO1

4.1 .0001 .0001  .0001 .00O1 m .0001 .0001 .0001 .0001 .0O0O1
4.2 .0001 .0001 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000

These Tables of ‘“Gaussian Density Function” appear in Analysis of Decisions under
Uncertainty by Robert Schlaifer, published by McGraw-Hill Book Comnpany, Inc.,
1969. They are reproduced here by specific permission of the copyright holder, The
President and Fellows of Harvard College.




Table VIII.

10
37
08
99
12

66

a8z

59
16

32
69
19
45
94

98
3
80
]
18

"
L]
1
43
69

09
54
42
01
80

06
06
26
57
79

52
80
45
68
59

48
12
35
91
89

49
33
10
55
60

19
47
55
18
52

49
54
96
80

05

17
<l
56
15
86

08
18
95
75
63

02
17
66
32
07

3

26

79

57
01
97
33
64

01
50
29
54
46

11
43
09
62
32

91
69
48
07
64

69
44
72
11
37

35
99

94
84
44
47
49

——
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TABLES XXX
Random Digits

25 33 76 52 01 35 86 34 67 35 48 76 80 95 9% 91 17 39 29 27 49 45
48 05 64 89 47 42 96 24 80 52 40 37 20 63 61 04 02 00 82 29 16 65
89 353 19 64 50 © 03 23 20 9% 25 60 15 95 33 47 64 35 08 03 36 06
235 2 09 37 67 07 15 38 31 13 11 65 67 67 43 97 04 43 62 76 59
99 7 80 15 73 61 47 64 03 23 66 53 98 95 11 68 77 12 17 17 68 33
47 17 34 07 27 68 50 36 69 73 61 70 65 81 33 98 B85 1 19 92 91 70
08 05 45 57 18 24 06 35 30 34 26 14 86 79 90 74 39 23 40 30 97 32
6 02 02 05 16 56 92 68 66 57 48 18 73 05 38 52 47 18 62 38 8 79
21 35 05 32 54 70 48 90 55 35 75 48 28 46 82 87 09 83 49 12 56 24
57 583 03 52 96 47 78 35 80 83 42 82 60 93 52 03 44 35 27 38 84 35
77 67 14 90 56 86 07 22 10 94 05 58 97 09 34 33 50 50 07 39 98
54 31 39 80 82 i7 32 50 72 56 82 48 29 40 52 42 01 52 77 56 78 51
96 34 06 28 89 80 & 13 74 67 00 78 18 47 54 06 10 68 71 17 78 17
02 00 86 50 75 84 01 36 76 66 79 S5l 90 36 47 64 W 29 60 91 10 62
73 48 87 51 7€ 49 69 91 82 60 89 28 93 78 56 13 68 23 47 83 41 13
76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74 73 03 95 71 86 40 21 81 65 44
56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74 21 11 57 82 53 14 38 55 37 63
98 17 77 40 27 72 14 43 23 02 10 45 52 16 42 37 96 28 60 26 55
68 03 66 25 22 91 48 3 93 68 72 03 76 62 11 39 90 94 40 05 64 18
05 05 14 22 56 8 14 46 42 75 67 88 96 29 77 88 22 54 38 21 45 98
45 68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 23 37 08 92 00 48
45 98 26 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 40 42 05 08 23 41
19 49 8 15 4 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 81 22 22 20 &4 13
37 42 11 10 00 20 40 12 86 07 46 97 96 64 48 94 39 28 70 72 58 15
93 29 16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 82 07 20 73 17 9
04 46 26 45 74 77 T 51 92 43 37 29 65 39 45 95 @3 42 58 26 05 27
52 66 95 27 07 99 53 59 36 78 38 48 82 39 61 01 18 33 21 15 94 66
& 73 67 89 75 43 87 54 62 24 44 31 91 19 04 25 92 92 92 74 59 W
62 13 97 34 40 87 21 16 86 84 87 67 03 07 11 20 29 25 70 14 66 70
8 17 73 20 88 98 37 68 93 59 14 16 26 25 22 96 63 05 52 28 25 62
24 94 75 24 63 38 24 45 86 25 10 25 61 96 27 83 35 65 33 71 24 72
6 54 64 05 18 81 59 96 11 96 38 96 54 69 28 23 91 23 28 72 95 29
53 07 26 89 80 93 54 33 35 13 54 62 77 97 45 00 24 90 10 ?3 93 33
8 91 45 42 72 68 42 8 60 94 97 00 13 02 12 48 92 78 56 52 01 06
52 36 01 39 09 22 86 77 28 14 40 77 93 91 08 36 47 70 61 74 29 41
05 97 87 37 92 52 41 05 56 70 70 07 8 74 31 71 57 85 39 41 18 38
14 06 20 11 74 52 04 15 95 66 00 00 18 74 39 24 23 97 11 89 63 38
14 30 01 75 87 53 9 40 41 92 15 85 66 67 43 68 06 84 96 28 52 07
49 38 19 47 60 72 46 43 86 79 45 43 59 04 79 00 33 20 82 66 95 41
19 94 36 16 81 08 S1 34 88 88 15 53 01 54 03 54 56 05 01 45 11 76
48 26 45 24 02 84 04 44 99 90 88 96 39 09 47 34 07 35 44 13 18 80
62 32 41 91 15 09 49 89 43 34 85 81 88 69 54 19 94 37 54 87 30 43
04 06 96 38 27 07 74 20 15 12 33 87 25 01 62 52 98 94 62 46 11 71
91 40 71 96 12 82 96 69 86 10 25 91 74 85 22 05 39 00 38 75 95 79
25 37 98 14 50 65 71 31 01 02 46 74 05 45 56 14 27 77 93 89 19 36
39 02 77 85 @3 22 70 97 79 01 71 19 52 852 75 80 21 80 81 45 17 48
56 11 80 99 33 71 43 05 33 51 29 69 56 12 71 92 55 36 04 09 03 24
98 8 52 07 98 48 27 59 38 17 15 39 09 97 33 34 40 B8 46 12 33 56
9 28 31 24 96 47 10 02 29 53 68 7 32 30 75 75 46 15 02 00 99 94
41 38 87 63 79 19 76 35 58 40 41 01 10 51 82 16 15 01 84 87 69 38

{illion

Random Digits. The Free Press, New York. 1955.

This table is reproduced here by permission from The RAND Corporation, 4
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