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PROLOGO

Una de las areas de estudio de mayor importancia es, sin Tugar a dudas, la
referente al comportamiento dindmico de los sistemas fisicos, esto se debe
principalmente a que representa la base teérica requerida para estudiar los
sistemas de control, teorfa de circuitos, electrénica, maquinas eléctricas
y otras dreas de interés en ingenierfa. Por otro lado, es el primer contac
to que tiene el estudiante con las matemiticas aplicadas.

Es necesario sefialar que el campo de aplicacidn del comportamiento dinimico
de sistemas no estd restringido solamente a reas de tipo técnico sino que
se extiende a dreas de tipo social, humanistico, econdmico, cientifico, et-
cétera.

La presente obra tiene como finalidad apoyar al curso de Dindmica de siste-
mas fisicos que actualmente se imparte dentro de las carreras de ingenierfia
mecdnica y eléctrica y de computacion en la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Nacional Autdnoma de México.

E1 contenido temdtico de esta obra comprende seis capitulos, en el primero
se presentan los conceptos bdsicos y definiciones fundamentales que se re-
quieren para estudiar el comportamiento dindmico de los sistemas fisicos;

en el segundo capitulo se plantean los lineamientos generales para el mode-
lado de sistemas fisicos y en los capitulos tres y cuatro se tratan las prin
cipales técnicas de analisis para sistemas de primer y segundo orden respec-
tivamente.

E1 capitulo cinco es el de mayor importancia debido a que se presentan tan-
to las técnicas de modelado como las principales de andlisis de los sistemas
dindmicos en el espacio de estados. En el §1timo capitulo se da una intro-
duccidn a la teorfa de control.
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Finalmente, se incluyen apéndices para reforzar los antecedentes requeridos,
asi como algunos conceptos que complementan toda la obra.

Cabe mencionar que la presente obra no pretende cubrir exhaustivamente los
temas tratados, por 1o que es necesario complementar su estudio, consultando

la bibliografia que se proporciona al final.

Por (1timo deseo hacer patente mi agradecimiento al ingeniero Antonio Salvd
Calleja, Jefe del departamento de Ingenieria de Control de la Divisidn de In
genierfa Mecdnica y Eléctrica de la Facultad de Ingenieria, por las facilida
des brindadas para la elaboracién de la obra. Y de manera muy especial a
las licenciadas Irma Hinojosa F&lix y Maria Cuairdn Ruidfaz y al pasante Sal
vador Zamora Alarcén por la invaluable participacién en el andlisis del con-
tenido temdtico, estructuracion diddctica y revisién técnica, ademds de Tlos
valiosos comentarios y sugerencias durante la elaboracidn de la obra.

Atentamente. -

Francisco Rodriguez R.
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INTRODUCCION

E1 estudio del comportamiento dindmico de los sistemas fisicos
ha ocupado un lugar importante dentro de la ingenierfa, ya que
trata una cantidad considerable de situaciones que se presen-
tan de manera frecuente en el ejercicio profesional de los in-
genieros. En esta area de estudio se combinan las bases tedri
cas adquiridas en los cursos de fisica y matemiticas en gene-
ral, especialmente en mecédnica, termodinadmica, ecuaciones dife
renciales, cdlculo diferencial e integral y dlgebra.

E1 contenido de la obra se puede dividir en tres partes. En la
primera (capftulos I Y II) se incluyen los conceptos de siste-
ma y modelo, una clasificacidn general de sistemas, los concep
tos de linealidad e invariancia con el tiempo y las funciones
generalizadas, en estas Gltimas se enfatiza su representacién,
propiedades y algunas aplicaciones. También se definen los ele
mentos bdsicos que integran a los sistemas que son objeto de
estudio, los principios fisicos y leyes fundamentales que rigen
su comportamiento, y se propone una metodologia para la obten-
cion de modelos matemdticos.

En la segunda parte (capitulos III a V) se describen las prin-
cipales técnicas de andlisis para sistemas de primer y segundo
orden, y los de orden n; incluyendo las caracteristicas genera
Tes, los tipos de respuesta, la constante de tiempo y los pard
metros de disefio para sistemas de primer y segundo orden, Yy pa
ra los sistemas de orden n se proporcionan los elementos nece-
sarios para su andlisis en el espacio de estados.

Finalmente en la tercera parte (capitulo VI) se da una introduc
cion a la teoria de control que incluye los conceptos de impe-

dancia y admitancia; las propiedades y aplicaciones de la inte
gral de convolucidn, funcidn de transferencia y el patrén de po
los y ceros, ademas los conceptos de estabilidad, controlabili-
dad y observabilidad.
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CAPITULO I CONCEPTOS EENERALES

I.1 CoNcepTo DE SISTEMA

Establecer una definicion precisa del término sistema, es
una tarea un tanto dificil, esto se debe principalmente a
que existen diversas connotaciones e interpretaciones que
dependen del campo de aplicacion en el cual vaya a ser em
pleado el término. Por otra parte, es necesario aclarar
que los campos de aplicacidn en los que el término siste-
ma se puede emplear no se limitan Gnicamente al area téc-
nica, sino también abarcan el drea de las ciencias socia-
les, de humanidades y las disciplinas de tipo econdmico.
No obstante todo 1o anterior, a continuacidn se presentan
algunas definiciones del término sistema, a fin de que se
adopte la mds adecuada a los requerimientos que demanda
el estudio de los sistemas dinamicos.

I.1.1 DEFINICIONES DE SISTEMA

a) Un sistema es un conjunto de entes interrelacic -
dos que llevan a cabo una actividad o tarea d=:

minada.

b) Un sistema también puede ser definido como la com
binacién de elementos o componentes que actian de
manera conjunta para realizar una funcidn perfec-
tamente definida, que no podria ser llevada a ca-
bo por algunc de los elementos que forman parte

de E1.




¢) De acuerdo con la enciclopedia Americana, un sis-
tema es una coleccidn de objetos que forman un to
do y se combinan, ya sea en forma natural o median

te la accidén del hombre.

d) Otra definici®n no tan general como las anteriores
es: Un sistema es un ente formado por un confunto
de entradas, un confunto de salidas y una relacibn
bien definida entre ambos conjuntos. Se puede re-

presentar en forma esquemidtica como:

CONJUNTO CONJUNTO

DE DE
ENTRADAS relacion SALIDAS

SISTEMA

Figura I.1

Analizando las definiciones anteriores, se puede afirmar
que la definicidn que mis se adeclia a las necesidades re-
queridas en el estudio de los sistemas dinamicos es esta
i1tima. Sin embargo, es necesario hacer notar que todas
estas definiciones no son de carédcter universal y, por

lo tanto, se puede establecer otra u otras que satisfa-
gan de manera mis completa las necesidades actuales.

Con base en la definicion adoptada se pueden enunciar los
siguientes ejemplos:

Ejemplo I.1
Fabrica de vehiculos automotores

En este caso una fédbrica de vehiculos automotores pue
de representar un sistema, en el cual se consideran
como entradas la materia prima en general, como sali~

das automdviles y camiones 'y la relacidn entre estos



dos conjuntos (entradas y salidas) se establece median
te el maquinade y formacidn de piezas y partes. Esto

puede representarse como:

Tornillos
Ldmina
Llantas

Aceite
Remaches
Vidrios
Motores

Mano de obra
Maoquinado de piezas
Linea de ensamble
etc.

Distintos tipos de
= qutomoviles
y camiones

S

etc.
ENTRADAS ) SALIDAS

SISTEMA

Figura I.2

Ejemplo I.2

Micr6fono eléctrico

Para este caso, se consideran como entradas al sistema
voz, musica, ruido, etc., y como salida una sefial eléc
trica; la relacidn entre ambos se da a través del meca
nismo interno del micrdfono, el cual puede ser de capa
citancia variable o de grinulos de carbdn. En forma

esquematica, esto es:

Voz——__| variacion de
capacitancia Senal

o de elettrica
Ruido — | resistencia

Musica —————=

ENTRADAS SALIDAS

SISTEMA

Figura I.3




[.2 ConcepTo DE MoDELO

La presente seccidn tiene como finalidad establecer, de
una manera clara, el concepto de modelo tal y como se em
plea o interpreta en el estudio de los sistemas dinami-
cos. Con esto no se pretende de manera alguna estable-
cer una definicidn que tenga cardcter universal, puesto
que no seria funcional, debido a que este concepto tiene
una base filosdfica compleja. Sin embargo, a continua-
cidn se citan algunas concepciones que dan una idea cla-
ra y aproximada de su interpretacién.

De acuerdo con Polak y Wong:

Un modelo es una abstraccidn de un conjunto parti
cular de las propiedades de un sistema fisico, o
bien es el conocimiento de aquellas propiedades
que son suficientes para predecir el comportamien
to del sistema bajo ciertas condiciones de opera-

: 2
cion.

Por otra parte, M.F. Rubinstein establece:

Modelo es una descripcidn abstracta del mundo real;
es una representacidn simple de formas, procesos y
funciones més complejas de fendmenos fisicos o ideas
que se construye para facilitar la comprensidn de

estos Gltimos y para hacer predicciones del mismo.

Seglin J. N. Shuman:
Los modelos son representaciones de procesos,
que describen en forma simplificada algunos as-

pectos del mundo real.

G. Gordon dice:
Un modelo es el volumen de informacién que se ha
colectado acerca de un sistema con el propésito

de estudiarlo.

La definicion de R. D. Smallwood es un poco mas clara que
las anteriores y dice:

Para el ingeniero, modelo es un mecanismo median
te el cual se puede~ :plicar técnicas analfticas

en la solucidn de :- problema prictico.



Como puede verse, establecer en forma precisa el signifi-
cado del término modelo no es una tarea facil, ya que és-
te se interpreta de muy diversas formas. No obstante, de
las interpretaciones citadas anteriormente se puede infe-
rir que un modelo es una representacidn de las principa-
les caracterfsticas y de las propiedades de un sistema fi
sico que se emplea para describir y, en algunos casos,
predecir su comportamiento, todo ello con la finalidad de
estudiarlo.

Por otra parte, el tipo de representacion que es de inte-
rés en el estudio de los sistemas dinamicos, es la repre-
sentacién matemdtica (modelo matematico) del sistema o fe
nomeno fisico. Por lo tanto, de aqui en adelante se hara
referencia Unicamente a modelos matemdticos o representa-
ciones desde el punto de vista matemdtico. Cabe mencio-
nar que en la practica, ni el modelo, ni su representacién
matematica son tnicos, y la seleccion final usualmente se
hace con base en la conveniencia. Es decir, la seleccidn
del modelo o representacidon matematica a emplearse depen-
dera del tipo de sistema que se pretenda estudiar, ademis,
del tipo de andlisis que se desee practicar sobre éste.

Como se verd mis adelante, los modelos empleados aqui se

ran aquéllos que resulten mds simples, Gtiles y operati-

vos a fin de facilitar su estudio, sin olvidar por supues
to que deben ser un reflejo, lo mas fiel posible del com-
portamiento fisico del sistema.

[.3 CLASIFICACION DE SISTEMAS

Para clasificar los sistemas en forma general, primero se
debe seleccionar un criterio que permita distinguir de una
manera precisa las propiedades y/o las caracteristicas que
debe poseer el sistema, a fin de poderlo ubicar dentro de
la clasificacidon. En este caso, el criterio que se propo
ne es tomar en cuenta las caracteristicas que poseen los
modelos matematicos empleados para describir el comporta-
miento del sistema.




Una clasificacion que resulta Gtil se obtiene al estable
cer niveles de distinta jerarqufa, en los cuales se va-
yan incluyendo mds restricciones, con el objeto de sefia-
lar el tipo de sistemas que son de interés en dinimica de
sistemas fisicos.

Considérese que existe un universo de sistemas en el que
se incluyen todos los tipos de sistemas posibles, es de-
cir, los que estdn representados por modelos matematicos
que no tienen restriccidn alguna.

Una primera divisidn se puede hacer con base en el prin-
eipio de causalidad, el cual establece que todo efecto es
siempre el resultado de una causa. En otras palabras, pa
ra que la salida producida por un sistema cambie de un es
tado a otro se requiere que la entrada aplicada a &ste cam
bie con anteripridad.

Los sistemas representados mediante ecuaciones que se ri-
gen bajo este principio son aquéllos que se conocen como
sistemas causales o sistemas no anticipativos.

Por 1o anterior se puede afirmar que todo sistema §Lsico
es un sistema causal. Sin embargo, en algunos casos es ne
cesario hacer uso de modelos no causales en otras areas
de estudio

En dindmica de sistemas fisicos se estudiaran solamente los
sistemas causales.

La siguiente divisién se hace tomando en cuenta las carac-
teristicas dindmicas de los modelos matemdticos, donde se
pueden tener basicamente dos tipos:

a) Dina@micos

b) Estéticos

Los sistemas representados por modelos dinamtecos, son
aquellos en los que la salida en un tiempo t, depende de
la entrada aplicada en ese mismo tiempo y tiempos anterio
res. Estos sistemas se conocen como s<istemas dindmicos o



s4istemas con memoria, y se representan por ecuaciones di-
ferenciales o en diferencias, por ejemplo:

2 3
a) _6f_+3t26_f_ +(6_f.) .§_f.-xy3

Un sistema representado por un modelo estitico es aquél
en el que la salida producida en un tiempo determinado de
pende en forma Gnica de la entrada aplicada en ese mismo
tiempo.

Este tipo de sistemas se conoce como. sistemas algebrai-
cos 0 sistemas sin memornia, y se representan mediante
ecuaciones algebraicas, por ejemplo:

a) y = 3x2 + 2

b)
Y1 1 20 -1 X1

Y2 = 16 2 11 Xy

Y3 -3 5 -10 X3
c) y = 3x

Los sistemas de mayor importancia en el drea de estudio

de la dindmica de sistemas ffsicos serdn los dinamicos;

por lo tanto, para realizar una division de ellos es ne-
cesario considerar las caracterfsticas de corresponden-

cia entre las entradas y las salidas del sistema, de 1o

cual resultan basicamente dos tipos:

a) Deterministicos

b) No deterministicos




Los sistemas deterministicos son aquéllos en los que la
salida producida por el sistema depende de una y sélo
una entrada; es decir, para dos entradas diferentes el
sistema producird dos salidas distintas. Este tipo de
sistemas se representa por medio de ecuaciones diferen-
ciales, por ejemplo:

a)

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fv(t)

y(t) = C x(t)

donde
E(t) es una variable perfectamente defini
da en un intervalo de tiempo.

d2x ax \?
b) Y + sen wt (dt) + 8x = u_l(t)
c) X + (u - x)x + kx = 0

Los sistemas no deterministicos, también conocidos como
sistemas estocdsticos o sistemas aleatorios, son aquéllos
en los que la salida producida depende de una o mis entra
das, esto es, al aplicar a este tipo de sistemas dos o
mis entradas distintas, la salida serd@ la misma. Los sis-
temas no deterministicos también se representan mediante
ecuaciones diferenciales; sin embargo, estas ecuaciones
incluyen funciones aleatorias y/o probabilisticas, por

ejemplo:
u(t) SISTEMA -y (t)
Figura I.4
ax L, dx 2 :
dt 2 “n gt W X (u(t))

y(t) = K x(t)



b)
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fv(t)

y(t) = C x(t)

donde:

N
v(t) es ruido (variable aleatoria)

c)
-2
y(t) = e +K cos |t

Debido a que los sistemas no deterministicos son objeto de
dreas de estudio avanzado, s6lo se estudiardn los sistemas
deterministicos. De esta manera, la divisidn que se puede
hacer de los Ultimos es con base en las caracteristicas es
peciales de los modelos matemdticos empleados para descri-
bir el comportamiento del sistema, en este caso se tienen

los sistemas de:

a) Parédmetros concentrados

b) Parametros distribuidos

Los sistemas de pardmetros concentrados son aquéllos en
los que el niumero de variables que intervienen en el mo-
delo matematico es finito, y se representan mediante ecua
ciones diferenciales ordinarias o ecuaciones en diferen-
cias, por ejemplo:

a)
x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)

y(k) = C(k)x(k)

b)

adx ., d2x ax \? <
FTE + x2 cos wt ac2 + K at +16x = g(t) +12g(¢t)

c)
x(t) = Ax(t) + B u(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
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Por otra parte, en los sistemas de pardmetros distribui-
dos intervienen un niimero infinito de variables en los mo
delos matemdticos empleados para describir su comporta-
miento. Este tipo de sistemas se representa mediante ecua
ciones diferenciales parciales,?* por ejemplo:

Ecuaciones de Maxwell

a) en forma integral:

(ﬁD * dA = / pdv
4}B +dA = 0

§D
¢H d[—J+[H'dA

S§B
4SE de = - / 5t dA

b) en forma diferencial:

VeD = p
VB = 0
8§D

VXH—J'I'H

§B
VXE__Bt
(Xl §6 _
st TV =0

Los sistemas que son de mayor interés en dindmica de sis-
temas fisicos son los de pardmetros concentrados; por ello
la division que se puede hacer de éstos es con base en el
principio dé superposicion, el cual establece que la sali
da producida por un sistema que ha sido excitado por va-
rias entradas simultaneamente es igual a la suma de las
salidas que produce el sistema cuando se aplican las en-
tradas en forma individual, por lo anterior se tienen los
siguientes tipos de sistemas:

a) Lineales

b) No lineales

* Cabe hacer la aclaracidn que el término ecuaci8n aife-
rencial parcial no es del todo correcto semanticamente,
sino que es m@s que nada un convencionalismo que pro-
viene de la traduccidn literal del término anglo-sajdn
partial differential equation; el término correecto se-
gin la escuela francesa de matematicas es: ecunacidn en
derivadas parciales.
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Los sistemas lineales son los que se representan mediante !

modelos matemdticos que se rigen bajo este principio y,
en este caso, su comportamiento se describe empleando ecua
ciones diferenciales ordinarias lineales, por ejemplo:

a)
yiv(t) +sen t y211(t) + K y?2(t) + Koyl (t) +y(t) = g(t)
b)
d*z d3z | d2z dz _
Ich + 16 ac3 + 3tz +12 1t + Z = g(t) + £(t)
c)

L
da + K cos wt dao aa = r(t)
det dt

Los sistemas no lineales son todos aquéllos en los que

sus modelos matemdticos no cumplen de manera satisfactoria
con el principio de superposicion. Este tipo de sistemas

se representa por medio de ecuaciones diferenciales ordina
rias no lineales, por ejemplo:

a)
a2e dae o 2
- v = 1 dul 3
itz + € dt + k sen 8 0 Ecuacidn del péndulo con
amortiguamiento
b) )
%?g + Ksen 6 =0 Ecuacidn del péndulo
simple
c)
4%x 4x (.2 - .2
a2z T e Tt (x 1) + x=0 Ecuacidn de Van der Pol

(oscilaciones forzadas)

Los sistemas lineales se pueden dividir considerando las
caracteristicas que poseen las variables que intervienen
en los modelos matemdticos empleados para describir su
comportamiento, de esta manera se tienen los siguientes
tipos de sistemas:

a) Continuos

b) Discretos
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En los sistemas continuos las variables que intervienen
en sus modelos matematicos son funciones del tiempo con-
tinuo, es decir, la varifable tiempo puede tomar todos los
valores del conjunto de los niimeros reales, Y se represen
tan mediante ecuacfones diferenciales ordinarias lineales,
por ejemplo:

a)

&+ 3y = Rg(r)
b)

£106) £F + £,000 L+ ky = g(v)
c)

%:—g~+%0=cos wt

En Tos sistemas discretos las variables que intervienen
en sus modelos matemdticos son funciones del tiempo dis-
creto, es decir, la variable tiempo puede tomar todos
los valores del conjunto de los niimeros naturales, y se
representan mediante ecuaciones en diferencias lineales,
por ejemplo:

a)

A%y (k) + 38y(k) + 6y(k) = u_,(k)
b)

y(k - 3) +sen k0 y(k -2) + 16y(k - 1) + ky(k) =K g(k)
c)

A
y (k) 'Kp[e(k) + TKa(e(k) -e(k-1)) + % I e(k)]

Los sistemas continuos son objeto de estudio en dinimica

de sistemas fisicos, y se puede hacer una distincién en-

tre ellos tomando en cuenta las caracteristicas de tiem-

po de los paradmetros que intervienen en los modelos mate-
maticos empleados para representar el comportamiento del

sistema; los tipos de sistemas son:

a) Invariantes con el tiempo

b) Variantes con el tiempo



En los sistemas invariantes con el tiempo los pardmetros
que intervienen en sus modelos matemdticos presentan ca-
racteristicas estdticas o fijas; es decir, no dependen
del tiempo, y se representan por medio de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias lineales con coeficientes constan
tes, por ejemplo:

a)
2

-g—t—’z(-+2€wn-§% +m%x=w,2, f(t)
b)

4% 4 kx = K £(t)

dt
c)

d¥x 4%x dx -

?t—a-"'a dt2+bdt+cx df(t)

n los sistemas variantes con el tiempo los parametros
que intervienen en sus modelos matemdticos presentan ca-
racteristicas dindmicas; es decir, son funciones del tiem
po, y se representan mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales con coeficientes variables, por ejem

plo:
a)
2
:—t§+ cos wt%+l(x = f(t)
b)
%% + tx = g(t)
c)
x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t)
y(t) = c(t) x(t) + D u(t)

A manera de conclusidn en la figura I.5 se presenta la
clasificacion general de sistemas en forma esquematica.
Por otra parte, el tipo de sistemas que serdan de interés
en dindamica de sistemas fisicos son aquéllos que tienen

13
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las siguientes caracteristicas:

a) Causales

b) Dindmicos

c) Deterministicos

d) Par@metros concentrados
e) Lineales

f) Continuos

g) Invariantes con el tiempo

UNIVERSO
DE
SISTEMAS
{ i
NO
CAUSALES
CAUSALES
1 ] i :
ESTATICOS DINAMICOS
L I
i i { IR
ESTOCASTICOS DETERMINISTICOS
T }
PARAMETROS PARAMETROS
DISTRIBUIDOS CONCENTRADOS
oo { R
NO
LINEALES
LINEALES
T [
d i { |
CONTINUOS DISCRETOS
! 1 i ]
INVARIANTES VARIANTES
CON EL CON EL
TIEMPO TIEMPO

Figura I.5
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[.4  LINEALIDAD

Una propiedad de interés de los sistemas dindmicos es la
referente a la linealidad, ya sea de los elementos que
forman el sistema o del mismo sistema. No todos los sis
temas dindmicos poseen esta propiedad, sin embargo, hay
que enfatizar que los sistemas dindmicos lineales son
los de mayor importancia en este trabajo.

La propiedad de linealidad esta intimamente relacionada
con el principio de superposicion.

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Considérese un sistema hidrdulico formado por un tanque y
dos vdlvulas como se muestra en la siguiente figura:

0 I

Figura 1.6

Si se consideran como entradas aplicadas al sistema, los
gastos de fluido a, y q, alimentados al tanque, entonces
la salida producida por el sistema es la altura h de la
columna de fluido acumulado en el tanque.




Por otra parte, si uUnicamente se aplica al sistema la en-
trada q,, la salida producida por el sistema en este caso
es h), como se muestra en la siguiente figura:

I

h

Figura I.7

de manera similar, si dnicamente se aplica q, la salida
en este caso serda h, como se muestra a continuacion:

o

Figura I.8

al sumar las salidas hy y ho, las cuales se obtuvieron en
forma independiente, se tiene:

h = hy + hy
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E1 principio de superposicidon se puede enunciar de la si-

guiente forma:

La salida producida por un sistema que ha sido exci
tado o alimentado por varias entradas en forma si-

multdnea es equivalente a la suma de las salidas pPTO
ducidas por el sistema cuando las entradas se apli-

can en forma individual.

Los sistemas cuyo comportamiento estd regido bajo este
principio son los lineales. Para verificar si el modelo
matemdtico de un sistema es o no lineal, éste debe satis
facer las siguientes dos condiciones:

HOMOGENEIDAD

Sea f£(x) una funcidn real que se emplea para representar
el sistema; la funcidn es homogénea si y sélo si:

f(K x) = K £(x)

ADITIVIDAD

Considérese la funcidn f£(x) y ademds las entradas x; ¥y x;
esta funcidn es aditiva si y s6lo si:

£(x) = f(x)

X = x)

f(x) = f(x3)

X = Xp

entonces:

f(xl + x3) = f(x)) + f(xjy)




1 . s .
8 Las dos propiedades anteriores se pueden conjuntar en una

sola, es decir, si se desea verificar o investigar si el
modelo matemdtico de un sistema es o no lineal, se debe
satisfacer completamente la siguiente ecuacidn:

f(ax) + bxy) = af(x);) + bf(x3)

donde a y b son constantes arbitrarias.

Ejemplo I.3

Considérese un sistema como el mostrado en la figura:

ENTRADA |
5 =1 SISTEMA SAL Dﬁy

Figura I.9

La relacidn entrada - salida del sistema estid dada por:

A

Figura I.10

Determinar si el sistema es lineal.



Solucidn:

De la relacidn entrada -salida del sistema se obtiene:

y =u+1

para que el sistema descrito por medio de 1la

cidn (1) sea lineal,

ciones de homogeneidad y aditividad, esto es:

supdngase que al sistema se aplica una entrada:

la

al

la

si

la

por lo tanto, no se satisface la ecuacidn (2) y el

f(ax) + bxy) = af(x)) + bf(x))

u = au)

salida producida es en este caso:

y1 = au +1

aplicar al sistema otra entrada:

bu2

[=]
[}

salida sera:

Yo bu2+1

al sistema se aplica una entrada:

e
[}

au;+ b uy

salida es:

y = auy + bu; + 1

las ecuaciones (4), (6) y (8) se tiene:

y#y1+vy2

sistema no es Lineal.

€sta debe satisfacer las condi

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

@)

(8)

19
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Ejemplo I.4

Considérense los sistemas mostrados en las figuras:

— k(*) L a)
R :—f(°) L b)
i di;(-w-)z .l o
- i(°)+cost(') - d)

dt

Figura I.11

Determinar en cada caso si la relacidn salida - entra

da es lineal.

Solucidn:

1) De la figura (a) se tiene:

y = Ku



2)

suponiendo las siguientes entradas:

u =
u =

u =

las salidas produci

y1 =

Y2 =

-
n

por lo tanto, para

re que:

y =

De esta manera, a p

(7) se obtiene:

au cee (2)
buz o (3)
au; + bu, cee (4)

das por el sistema son:

Kauy ce. (5)
Kbl.l2 ... (6)
Kau1+Kbu2 oo (7)

que el sistema sea lineal se requie

y1 + vy

artir de las ecuaciones (5), (6) y

Kauj; + Kbuy; = Kau; + Kbu,

asi:

y =

por lo tanto el sis

En este caso, se ti

salida del sistema

y

si al sistema se ap

y1 + vy

tema ¢4 Lineal.

ene que la relacidn entrada-

es:

- du
dt

lican entradas:

21
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las correspondientes salidas son:

y1 = a Qg ~ a f(x,)

du
yz‘b—d-tz- = b f(x;)

du, du,
y=a?+b'ﬁ=af(xl)+bf(x2)

de las expresiones anteriores se obtiene:

du, duy du; . duj
dt dt dt dt

o bien:

y=vy1+ty

por lo tanto el sistema ¢4 £ineaf.

Para este sistema, se sabe que el operador derivativo

(-é% ) es un operador lineal, y debido a que la rela-
cidn entre la entrada y la salida de sistema es a tra

vés de este operador lineal, el sistema serd lineal.

3) De la figura (c) se obtiene:

_ d2%u
LTy

+ u?
suponiendo las siguientes entradas:

u =au)
u =Dbuy

u=au; + buj

las correspondientes salidas son:

2

d"u 2
yl-a—d-t—f‘L+azu1

2

d u, 2
yz-b—d—E-z—+b2u2

d?u, d%u, . 2 2
y=az€2—+hm——+azul+28bulu;+b2u2



de donde se tiene:
d2u d2u, d2u d2y ;
—_1 2.2 2 .,2 2 .2 2
a5 ta u1+b—-22dt +b uz#aﬁldt +b—72dt +au] + 2abujuy + b2y,

por lo tanto el sistema no es Lineal.

4) A partir de 1la figura (d) se obtiene que la rela

cidn entrada - salida del sistema estd dada por:

= du
y—dt+ucost

aplicando las entradas:

u =au,
u =b u,

u =au; + bu,

se obtienen las salidas:

du)
y1 = a-a-t—+ au) cost

p 282,y
y2 dt uz cost

T L tt + b t
Yy = a3 It a uj cos u, cos

se obtiene:

du, du, _ . du du,
a-Et—+ aujcost +b It +buycost = a ac +b dc +

+ aujcost + buycost

o bien:

y=vy1ty;

por lo tanto el sistema es Lineal

23
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[:5 INVARIANCIA CON EL TIEMPO

Otra propiedad importante de los sistemas dindmicos es la
referente a la invariante con el tiempo del sistema; es
decir, los modelos empleados para representar a los siste
mas dinamicos son funciones del tiempo, por lo tanto, la
respuesta producida por éstos ser3d también funcidon del
tiempo, de aqui 1la importancia en un momento dado de ana-
lizar sus caracteristicas temporales.

Considérese un sistema dindmico como el mostrado en la si
guiente figura:

ENTRADA SALIDA
SISTEMA ——
ult) y (t)

Figura I1.12

Al aplicar la entrada o excitacion externa u(t) el siste-
ma producird una salida y(t) como se muestra a continua-
cion:

uth A

—={ SISTEMA

Figura I1.13



E1 sistema posee la propiedad de invariancia con el tiem-
po o simplemente es invariante con el tiempo si y s6lo si
al aplicar la entrada desfasada en el tiempo u(t - ty) la
salida producida por el sistema es y(t - tg); es decir,
debido a que no han cambiado las caracteristicas de la en
trada sino GUnicamente fue desfasada en el tiempo, las ca-
racteristicas de la salida no se alteran, Gnicamente esta
rin desfasadas en el tiempo exactamente la misma cantidad
de tiempo que la entrada, esto es:

u(t) y (DA
N —= SISTEMA }—u k____7_
to =?- to =T

Figura I.14

De esta manera se tiene que los sistemas que poseen la
propiedad de invariancia con el tiempo pueden estar suje
tos a la repeticidn de experimentos, es decir, los expe-
rimentos que se realicen con entradas iguales produciran
salidas o resultados iguales independientemente del tiem
Po en el que &stos se realizaron.

[.6 FuNcIONES GENERALIZADAS

Las funciones generalizadas tambi&n conocidas como funcip
nes singulares acupan un Tugar importante dentro del estu
dio de los sistemas dindmicos, esto se debe principalmen-
te al uso frecuente que se les da en el andlisis de este

25




26 de la simplicidad matemdtica

tipo de sistemas, ademas,
con que estas funciones se describen.

Las funciones generalizadas que seran tratadas aqui por
ser las de mayor interés, son:

La funcidén escaldn
La funcidn rampa

La funcidn impulso

1.6.1 FUNCION ESCALON

La funcién escaldén unitario u_,(t), se define analitica-

mente como:

u-;(t) =

su representacidn grdfica es:

JKU_M)

Figura I.15



La funcion escaldon unitario puede ser sujeta a las siguien

tes operaciones:

~ Multiplicacidn por una constante arbitraria
- Desfasamiento en el tiempo

- Adicidn y multiplicacidn con otras funciones del

tiempo

También se le pueden aplicar las sfguientes operaciones:

- Derivacidn
- 1Integracidn

- Transformacidn (Laplace)
MULTIPLICACION POR UNA CONSTANTE
La funcidn escaldn unitario se puede multiplicar por una

constante arbitraria (K), esta constante pertenece al con
junto de los niimeros reales.

Considérese una funcidn del tiempo £(t) definida como:

f(t) = RKu_,(t)

si K es positiva, entonces:

f(t) =

graficamente esto es:

AfD)

Figura I.16
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2 si K es negativa, se tiene:

£(t) =
-k , t 20
y en forma grafica:
4kf(f)
5 >
-K

Figura I1.17

DESFASAMIENTO EN EL TIEMPO

La funcidn escalén unitario se puede desfasar en el tiem-
po. E1 desfasamiento puede ser tanto en sentido positivo
como en sentido negativo, considerando como punto de refe
rencia el origen del plano coordenado.

Considérese una funcidn definida como:

f(t) = u_l(t - to)

si el desfasamiento es en sentido positivo, se tiene que
to es mayor que cero y se dice que la funcidn estd atrasa-
da y se representa analiticamente de la forma:

0 N t < ty

f£(t) =



graficamente esto es:

A ) u(t-to)

14——-

Figura I.18

si el desfasamiento es en sentido negativo, se tiene que t;
es menor que cero y se dice que la funcidn estd adelantada y
enforma analftica se representa como:

0 N t <- ¢ty
f(t) =
1 , tg 2- tg
y en forma gréafica:

Af(t)=u_1(t+?o)

i

Figura I.19
DERIVACION

La funcidon escaldn unitario como toda funcién del tiempo
es derivable.

Sea £(t) una funcidn del tiempo definida como:

£(e) = = [U_x(t)]

29
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el segundo miembro de la ecuacidn anterior es la funcion
up(t), esto es:

'fg [u_1(t)] = up(t)

donde ug(t) es la funcidn impulso, la cual se puede repre
sentar simbolicamente como s§(t) y en forma grdfica:

Af(t)=8(t)

Figura I.20

INTEGRACION

Considérese una funcidn £(t) definida como la integral de
1a funcidn escaldn unitario en el intervalo de tiempo
Co, t ], esto es:

t
f(t) = j u_p(t')de’

0

el segundo miembro de la ecuacidn anterior es la funcidn
u-,(t), es decir:

t
S u_i(t')dt' = u_p(t)

0

u_p(t) es la funcidn rampa unitaria, la cual se represen-
ta en forma grafica como:



\f(f)z U-Z(”

-

3 |

Figura I.21

TRANSFORMACION (LAPLACE)

La transformada de Laplace también puede ser aplicada a
la funcidn escaldn.

Sean las funciones:
£1(t) = u_(t)

f2(t) = Ku-)(t)

fa(t) = u_j(t £ tg)

al aplicar la transformada de Laplace a las funciones an-
teriores, se obtiene:

L{u_,(t)}

L {Ku_l(t)} -

ml»—o ml?ﬁ ml.—-

L{u_l(t ito)}" Qts':o

ADICION Y MULTIPLICACION CON OTRAS FUNCIONES DEL TIEMPO
a) Suma algebraica de funciones escaldn.

Para formar funciones del tiempo de mayor complejidad se
puede realizar la suma.-algebraica de funciones escaldn.

Considérese una funcién del tiempo £(t) definida de la si
guiente manera:

£(t) = u_(t) +u_j(t - 1) +u;(t=-2)+u (t-3) -4u_)(t-—-4)

31
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para graficar la funcidn £(t), se pueden seguir dos proce
dimientos.

ANALITICO

Este consiste en hacer una tabla en-la que estén conteni-
dos los valores que adquieren cada una de las funciones

que forman a £(t) de la siguiente manera:

Posteriormente,

t u_l(t) U_l(t -1) u_l(fe’ 2) '-l_l(t -3) 'I‘u_l(t - 4) £(t)
0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 2
2 1 1 1 0 0 3
3 1 1 1 1 0 4
4 1 1 1 1 -4 0
5 1 1 1 1 -4 0
6 1 1 1 1 -4 0
7 1 1 1 1 =4 0
8 1 1 1 1 =4 0
9 1 1 1 1 -4 0
10 1 1 1 1 -4 n
Tabla I.1

tomar los valores de la columna donde se

tiene la variable tiempo y los de la columna que contie-
ne los valores de f(t) y graficarlos, esto es:

| £(1)

Figura

I.




GRAFICO 3
Este procedimiento consiste en graficar todas las funcio-

nes que forman a f£(t) en planos coordenados alineados y
posteriormente se realiza la suma algebraica de las fun-
ciones, esto es:

4u.1(?)

1

o 2 4 6 8 1o t
1u_](1—1)

1
A
ol 2 4 6 8 10 t
U_I(t"z)

T
o|'2'21"e'é'1'o t
ug(t-3)

o 2z 4 6 8 10 t

4u_,(1-4) 2 4 & 8 10

e
1 t

-4t - .

Figura I1.23

Al realizar la suma se obtiene:

Yigura I.24




34 b) Multiplicacién de funciones del tiempo por funcicnes

escaldn.

Para definir una funcidn del tiempo arbitraria f(t) en un
intervalo de tiempo determinado, esta Gltima se puede mul
tiplicar por una funcidn escalén.

Considérese una funcién definida de 1a siguiente manera:
f(t) = [_sen 2t ]u_l(t)

en este caso la funcifn sen2t estd definida en el in-
tervalo (-, + =), en forma grafica:

Ag (t)=sen 2t

NNNNN
\VAAVALV IAVALVAR Ve

Figura I.25

Al multiplicar sen2t por la funcién escaldon, el resul-
tado es la misma funcién definida en el intervalo
[0, + =), esto es:

th)

NN\ N
IVAAVAAV S

o

Figura I.26



de esta manera, se tiene que f£(t) se puede escribir como:

£(t) = [sen 2t Ju_ ()

o bien:

f(t) = sen 2t para t 20

I.6.2 FUNCION RAMPA

La funcion rampa unftaria u_,(t) se define desde el pun
to de vista anaiftico de la forma:

u_s(t) =

su representacion grafica es:

4\u_2(ﬂ

Y

Figura I.27

La funcidn rampa puede ser sujeta a las siguientes operz
ciones:

- Multiplicacidn por una constante arbitraria
- Desfasamiento en el tiempo

- Suma algebraica de funciones rampa*

* PN :

En este caso no se considera la multiplicacidn con
otras funciones del tiempo, debido a que no tiene apli
cacidn préactica.
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también se le pueden aplicar los siguientes operadores:

- Derivacidn
- 1Integracién

- Transformacidén (Laplace)

MULTIPLICACION POR UNA CONSTANTE ARBITRARIA

Sea f£(t) una funcidon del tiempo definida mediante:

f(t) = Ku_z(t)
donde:

K: es una constante que pertenece al

conjunto de los niimeros reales

si K es positiva. se tiene:

f(t) =

Kt , t>0

y en forma grafica:

Figure I.28



si K es negativa, entonces:

f(t) =

-kt , t

w
o

graficamente se representa como:

A1‘(1)

Y

Figura I.29

DESFASAMIENTO EN EL TIEMPO

La funcidn rampa puede ser también desfasada en el tiem-
po, esto es, se puede localizar ya sea a la izquierda o
a la derecha del origen del plano coordenado.

Sea la funcion:

f(t) = u-z(t - tg)

en este caso t, representa el desfasamiento de la fun-
cion en el tiempo. Si to es mayor que cero el desfasa-
miento es en sentido positivo y se dice que la funcion
estd atrasada, por lo tanto:

0 , t < tg
f£(t) =

t-tg , t2¢tg

37
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en forma grafica, se tiene:

Lf(”

.Y

Y to

Figura I.30

Por otra parte si to, es menor que cero, el desfasamien-
to es en sentido negativo y la funcidn estd adelantada,
esto es:

0 »y t <= tg

f(t) =
t+ty , t2-tg

graficamente se representa como:

Af 1)

'To

Figura I.31

DERIVACION

Considérese una funcidon del tiempo f£(t), la que se defi-
ne de la siguiente manera:

£(t) & I:u_z(t) ]



en este caso se tiene que el segundo miembro de 1a ecua 39

cion anterior es u_,(t), por lo tanto:

d_d{ l:"-z(t)] = u_,(t)

donde u_;(t) es la funcidn escaldén y se representa en for
ma grdfica de la siguiente manera:

4# f(t)= U_](f)

Figura I.32
INTEGRACION

La funcidon rampa puede también ser integrada en el inter
valo de tiempo [0, t ], de esta manera se puede definir
f(t) como:
t
f(t) = j u_,(t')de’
0

de l1a ecuacidon anterfor se tiene que el segundo miembro
es la funcidon u_4(t), por lo tanto:

t
[ u_2(t')dt' = u_;3(t)
0

donde u_j3(t) es la funcidon pardbola y se representa ana-
1iticamente como:

u_3z(t) =




40
y graficamente se representa de la forma:

l‘f (t)= U_3(')

Figura I.33

TRANSFORMACION (LAPLACE)

La transformada de Laplace también puede ser aplicada a
la funcidn rampa.

Sean las funciones:

£1(t) = u_,(t)
fz(t) - Ku_z(t)

fs(t) = u_o(t % to)

al aplicar la transformada de Laplace a estas funciones
se obtiene:

|~

L {u_zct)} - 3

L {Ku_z(:)} - X

N

L {u_z(t ito)}- 5_12' eiSto

SUMA ALGEBRAICA DE FUNCIONES RAMPA

Sea f£(t) una funcidn del tiempo compuesta por funciores
rampa, esto es:

£(t) = u_,(t) - u,(t = 2) + 2u,(t ~ 3) - 3u,(t - 4) + u_.{t - 6)



para graficar la funcidon £(t) se siguen los procedimien-
tos analftico y grifico descritos en la seccién anterior.

ANALITICO
En este caso se procede a formar una tabla en la que se

incluyen todas las funciones que estdn contenidas en £(t)
de la siguiente manera:

tlu,(e) | ~u,(t-2) | 2u,(t=-3) [ -3u,(t-4&) u_,(t-6) | £(¢)
0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1
2 2 0 0 0 0 2
3 3 -1 0 0 0 2
4 4 -2 2 0 0 4
5 5 -3 4 -3 0 3
6 6 -4 6 -6 0 2
7 7 -5 8 -9 1 2
8 8 -6 10 -12 2 2
9 9 -7 12 -15 3 2

10 10 -8 14 -18 4 2

Tabla I.2

De los valores de la primera y G1tima columna de la ta-
bla anterior se puede trazar la grafica, siendo ésta:

Figura I.34

41
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GRAFICO

En este procedimiento es necesario graficar todas 1las
funciones que forman a f(t) y realizar posteriormente la
suma algebraica, esto es:

Figura I.35

realizando la suma algebraica se obtiene:

I\f(t)

P R ——
ot ---

Figura I.36

I.6.3 FUNCION IMPULSO

La funcidn impulso 6(t) es la de mayor importancia y isc
frecuente en el estudio de los sistemas dinamicos, ya que
a partir de ésta se deriva el concepto de funcidon de
transferencia, como se vera posteriormente.

La funcidn impulso también se conoce como £La funcibn el
ta de Dirac y es una idealizacion matemdtica que se pue-
de obtener a partir de otras funciones del tiempo. ¢n es
pecial de las funciones rampa y escaldn.
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Considérese la siguiente funcidn:

£e) = Lo, - L use-a

La representacién grafica de la funcidn anterior se mues
tra a continuacidn:

O emme e ——— -

Y

Figura I.37

derivando la funcidn £(t) con respecto ai tiempo, se ob

tiene:

agce) L L -
1 2 u-(t) s u_(t a)

y su representacidn grafica es:

df(t)

A5
1
Q

Y

0 Q t

Figura I1.38
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De l1a figura I1.37 se observa que a medida que el valor de
a decrece, la funcidon f£(t) se aproxima a la funcidn esca-
16n, si a es igual a cero, £(t) es idéntica a la funcidn
escalon, por lo tanto se tiene:

u-1(t) = lim £(t)
a+0

Por otra parte, la funcién fmpulso se interpreta como un
pulso de duracidon muy pequefia (infinitesimal) con la con
dicidn de que el &rea de este pulso sea unitarfa. Esta
condicidn la satisface 1a funcidn que se muestra en la
figura 1.38, ya que el adrea de ésta es independiente del
valor de a.

De esta manera, la funcidn impulso §(t) se puede obtener
como:

§(t) = lim dfCe)

a—+0 de
de las dos Gltimas expresiones se tiene:

du_,(t) *
A T

Yy su representacidn grafica es:

\5(1)

Figura I.39

LY : :
Véase la seccidn de funcidn escalén.



En la siguiente tabla se 1istan algunas otras formas de
aproximar a la funcidn impulso &5(t):

rampa, puede ser sujeta a las siguientes operaciones:

-~ Multiplicacidn por una constante arbitraria

- Desfasamiento en el tiempo

también se le pueden aplicar los siguientes operadores:

- Derivacidn
~ Integracidn

- Transformacidn (Laplace)

§(t) = lim l:—i u_y(t) - = u_,(t - a):[ » az20
a=»+ o
§(t) = lim [—: u_j(t+a) - % u-:(t)] s a0
a+ o0
s(t) = 1im ae 2% u_,(t) , a>0
a-> o
§(t) = lim ae®% u_,(t) , a>0o0
a+> o
§(t) = lim % caltl , a>0
a-> o
1 - £2
§(t) = lim e 2a2 a>0
a+o0o VY 21 a ’
G(t) = lim sen mat a>0
mt ’
a+ o m >0
2
_1 | sen 2m at
§(t) al_i;mw s |: prs ] N a>0
a
§(t) = lim 2—1 j edtu gy , a>0
a-~+ o ki
-a
Tabla I.3

La funcidon impulso, al igual que las funciones escaldn y

45
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MULTIPLICACION POR UNA CONSTANTE

Al multiplicar la funcidon impulso por una constante arbi-
traria se modifica s6lo el area del pulso empleado para
representar a la funcidn.

Considérese la siguiente funcion:
f£(t) = Ké(t)

su representacidn grafica es:

}\f(?)

Y

Figura I.40

en el caso de que la constante K sea negativa, la grafi
ca se invierte simplemente.

DESFASAMIENTO EN EL TIEMPO
La funcidn impulso también se puede desfasar en el tiem-
po, el desfasamiento puede ser tanto en sentido positivo

como negativo, considerando como referencia el origen del
plano coordenado.

Considérese una funcidn del tiempo £(t), definida como:

f(t) = §(t - tg)

si el desfasamiento es su sentido positivo, se tiene que
to es mayor que cero y se dice que la funcidn estd atra
sada y se representa de la siguiente manera:

0 s t ¥ ty

f(t) =
s§(t) t = tg



y graficamente como:
ka“)

—

Y to
Figura I.41

si el desfasamiento es en sentido negativo, se tiene que
tg es menor que cero y se dice que la funcidon estd ade-
lantada y se representa en forma analitica como:

0 s t ¢ty

f(t) =
§(e) t = - tg

en forma grafica, esto es:

‘}f(i)

n |

~to Y
Figura I.42
DERIVACION
Al derivar una funcidn impulso con respectc al tiempo, se

obtiene otra funcién generalizada o singular que se deno-
mina como funcidr doblete, esto es:

3‘3{ [6(:)] = 3(t)

47
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se representa graficamente como:

Figura I.43

INTEGRACION

La integracion de una funcidn impulso en un determinado
intervalo de tiempo, equivale a obtener el drea del pul-
so empleado para representar a la funciodn.

Considérese la sigufente funcidn del tiempo definida co-
mo:

+

f(t) = I s(t')de!

en este caso el segundo miembro de la ecuacidn es:

40
I s§(t')de' = 1

-0

- *
también puede expresarse como:

+oo

J §(t')dt' = u_,(t)

-0

* : :
Véase la seccidn de funcidn escalédn.
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TRANSFORMACION (LAPLACE)

También en este caso se puede aplicar la transformada de
Laplace a la funcidn impulso,

Sean las funciones:
£1(t) = &8(t)
£,(t) = K&(t)

£3(t) = §(t t to)

al aplicar la transformada de Laplace se tiene:

L{s(:)} -1
L{xs(c)}- K

L {s(t ito)}- oSt

PROPIEDADES DE LA FUNCION IMPULSO

Las propiedades mds importantes de la funcidn impulso

son:
1. 6(t - tg) =0 para t] < tg € tp
2. t,
§ §(t -tpg)dt = 1 para t) <t <ty
6
3. o
j f(t)8(t -tp)dt = £(ty) si f£f(t) es continua
- en tg

1 to
4, G(bt—to)--rb—r G(t—T)

4+ o
I f(t)s(t)dt = £(0) si f(t) es continua

en t =0




-




CAPITULO TI MODELADO

I1.1 ELEMenTos BAsicos DE MobELADO

Antes de proceder a la formulacién del modelo matemdti-
co para los sistemas eléctricos, mecdnicos, térmicos e
hidrdulicos, es necesario conocer los elementos bdsicos
que forman parte de &stos.

Por otra parte se presenta una descripci6én de cada wuno
de ellos empleando los conceptos de resistencia, capaci
tancia e inductancia, ademds se proporcionan las rela-
ciones matemdticas y se definen las unidades mediante
las cuales estos elementos pueden ser expresados en el
Sistema Internacional de !'nidades.

II.1.1 RESISTENCIA

Los elementos resistivos se caracterizan principalmente
por su propiedad o capacidad para disipar energfa, esto
es, la energfa suministrada al sistema se disipa o se
transforma a través de ellos.

RESISTENCIA ELECTRICA

Es la opesicion que presentan los conductores o elemen-
tos al paso de la corriente eléctrica, se puede repre-
sentar por medio de los siguientes simbolos:

R R
SRy A
— —_—
+ VR - + VR -
(a) (b)

Figura II.1
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Las variables asociadas con este elemento son voltaje y

corriente. Su comportamiento estd definido por la ley
de Ohm; esto es:

Vg = Rig

donde:

VRg: es el voltaje a través de la resis-
tencia. [V ]
ig: es la corriente que fluye a tra
vés de la resistencia.[ A |
R: es el valor de la resistencia
el&ctrica. [ o]

La resistencia eléctrica tiene una caracterfstica vol-
taje - corriente como la que se muestra en la siguiente
figura:

u

|

Figura I1I.2

RESISTENCIA MECANICA
Existen dos tipos:
a) Amortiguador traslacional o friccidn viscosa.

b) Amortiguador rotacional o torsional.
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a) Amortiguador traslacional o friccién viscosa. Se re

presenta mediante los siguientes simbolos:

f B
% QAP IS SSLLEEE S
as

(a) (b)

Jl'Lf:Jw

Figura II.3

Las variables asociadas con este elemento son fuerza yve
locidad. Su comportamiento ffsico estd definido por:

donde:

fp: es la fuerza que producida por el amor
tiguador, se opone al movimiento de &s
te y es igual a la fuerza externa apli
cada (f) con base en la tercera ley de
Newton. EN:I

% : es la velocidad a la cual se mueve el
amortiguador traslacional y se repre-
senta por la letra v. I__l_n/s:[

B: es el valor o la constante del amorti

N-s8s
guador. [ = ]

E1 amortiguador traslacional o friccidn viscosa tiene una
caracteristica fuerza - velocidad como se muestra en la

siguiente figura:
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fo &

a
>

a
-

Figura II.4

b) Amortiguador rotacional o torsional. Se representa
por medio de los siguientes sfmbolos:

s
Q _l— D Bg a / )
.

—

—
o

N

(a

Figura II.S5

Las variables asociadas al amortiguador rotacional son
par y velocidad angular; su comportamiento ffsico estd
definido por:

donde:

Tpg: €8 el par que producido por el amor
tiguador rotacional, se opone al gi-
ro de éste y es igual al par externo

aplicado (T) con base en la tercera

ley de Newton. EN . m]
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o
@

es la velocidad angular a la cual gi-

[-%
(ad

ra el amortiguador rotacional y se re-
presenta generalmente por la letra w.

Erad/s]
Bg: es el valor o la comstante del amorti

. N-'m
guador rotacional. [tad/s]

E1 amortiguador rotacional o torsional tiene una caracte

rfstica par - velocidad angular como se muestra en la si-
guiente figura:

Too

Bg

Q.

[
—_

Figura II.6

RESISTENCIA HIDRAULICA

Es la oposicidn que presentan las tuberfas al paso del
fluido, se representa por medio de los siguientes simbo-

los:
RH RH
P,' —L_—I—> P2 P.l —\/—> P2

/\ 4

Figura II1.7

(b)
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Las variables asociadas con este elemento son presién y

gasto. Su

donde:

AP:

Ry:

comportamiento ffsico estd definido por:

APsPl-PanHq

es el incremento de presidn a través de
la resistencia hidradulica. | Pa_]

es el gasto que fluye a través de la re
sistencia hidraulica. [m3/s]]

es el valor de la resistencia hidrduli-

ca que presentan las paredes de la tube

- Pa * s
ria. [—m-g—]

La resistencia hidrdulica tiene una caracteristica presidn
- gasto como se muestra en la siguiente figura:

APA

Ry

Figura II.8

RESISTENCIA TERMICA

Es la oposicién que presentan los materiales al paso del

flujo de calor a través de ellos y se representa como:

T
\\Q RT

To

Figura II.9



57
Las variables asociadas con este elemento son temperatu-

ra y flujo de calor y su comportamiento ffsico estd de*
nido por:

AT=T1—T2‘RTQ

donde:

AT: es el incremento de temperatura a tra
vés de la resistencia térmica. [ K|

Q: es el flujo de calor que pasa a través
de la resistencia térmica. [ W_]

Rp: es el valor de la resistencia térmica
o la oposicidn que presenta el mate-
rial al paso del flujo de calor. [K/W]

La resistencia térmica tiene una caracterfstica tempera
tura - flujo de calor como se muestra en la siguiente fi-
gura:

AT

Figura II.1l0

A continuacién se presenta un resumen de los elementos re
sistivos para cada uno de los sistemas.




TIPO D E SISTEMA
MECANICO MECANICO

ELECTRICO TRASLACIONAL ROTACIONAL HIDRAULICO TERMICO
s T
1 . R B 6 Ry
v B, S L8t L
B WQ vA vm mﬂ

1

0 2
: rR = 5555 A Te
o X Q
E
C
U
A . _ g 4x de - -
p Vg = Rip f5 = B 3¢ Tge = Bo 5o AP = Ry q AT = RpQ
I
0o
N
U
N
1 a z.mw N-m Pa-s X
D m _rad/s m W
A
D

Tabla II.1

Resumen de Elementos Resistivos




I1.1.2 CAPACITANCIA

Los elementos capacitivos se caracterizan por la propie-
dad de almacenar energfa que a su vez la suministran a
otros elementos del sistema. La rapidez con que ceden
la energfa depende directamente del valor de la capaci-
tancia y del elemento resistivo al cual dicha energfa

es transferida.

CAPACITANCIA ELECTRICA

La capacitancia eléctrica o cominmente denominada capa-
citor se representa mediante los siguientes sfmbolos:

‘ IC/
ic | | ic
——- >
| | I\
+ Ve - + Y -

Figura II.l1

Las variables asociadas a este elemento son voltaje y
corriente y su comportamiento fisico estd definido por:

. dvc
lc = C —dt
o bien:
1 t
Ve = ¢ S ic(t')dt’
0
donde:

V.: es el voltaje a travéEs del capacitor o
capacitancia el&ctrica. [ V]

ict es la corriente que fluye a través del
capacitor o capacitancia eléctrica.
Cal

C: es el valor del capacitor o capacitan-

cia el&ctrica. [F |




60
La capacitancia eléctrica tiene una caracteristica vol

taje - corriente como se muestra en la siguiente figu-
ra:

Ve A

Figura IT.12

CAPACITANCIA MECANICA

Existen dos tipos:

a) La traslacional o masa.

b) La rotacional o inercia.

a) Capacitancia mecdnica traslacional o masa. Se repre
senta por medio del siguiente simbolo:

.

Figura TI.13

Las variables asociadas con este elemento son fuerza y
aceleraciény su comportamiento fisico estd definido por:

d2x
fM = M —dtz




donde:

fMm:

[=R{=1
LAY
b

es la fuerza que producida por la masa,
se opone al movimiento de &stayes igual
a la fuerza externa aplicada (f) con ba

se en la tercera ley de Newton. EN]

es la aceleracidn a la cual se mueve la

masay se representa por la letra a. [ %/s? ]

es el valor que tiene la masa o capaci-

tancia mecdnica traslacional. [ kg |

La masa o capacitancia mecdnica traslacional tiene una
caracterfstica fuerza - aceleracidn como se muestra en
la siguiente figura:

b) Capacitancia mecdnica rotacional o inercia.

fu d

Figura II.l4

senta por medio del siguiente simbolo:

T 6

Figura II.15

Se repre
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Las variablaes asociadas con este elemento son par y ace

laracidn angular y su comportamiento fisico estd defini
do por:

d2e
Ty J dc2

donde:

Ty: es el par, que producido por la inercia,
se opone al movimiento de €sta y es igual
al par externo aplicado (T) con base en

la tercera ley de Newton. [N . m:|

a
N
@

: es la aceleracidn angular a la cual gi

-‘il

ra la inercia y se representa por la
letra o. [ rad/g27]

J: es el valor de la inercia o capacitancia

Ani ; kg - m°
mecanica rotacional.
rad

La inercia o capacitancia mecdnica rotacional tiene una
caracterfstica par - aceleracifn angular como se mues-
tra en la siguiente figura:

T, i

Figura II.16

CAPACITANCIA HIDRAULICA

Esta se representa por medio del siguiente sfmbolo:



—i (]

Figura II.17
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Las variables asociadas con este elemento son presién y
gasto y su comportamiento ffsico estd definido por:

a1
dt Cx

q

P: es la presifn en el fondo del tanque.

Ceal

q: es el gasto que fluye a través del tan

que.

[m/s ]

Cxy: es el valor que tiene la capacitancia

hidr&ulica.

Cmi/pal]

La capacitancia hidrdulica tiene una caracterfstica pre
si6n - gasto como la que se muestra en la sfguiente fi-

gura:

CH

Figura II.18

a V
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CAPACITANCIA TERMICA

Es la capacidad que tiene un cuerpo para almacenar ca-
lor y se representa por medio del siguiente simbolo:

Figura II.19

Las variables asociadas con este elemento son tempera-
tura y flujo de calor y su comportamiento fisico estd
definido por:

donde:

T: es la temperatura a la cual estd la ca
pacitancia térmica. [ K_|

Q: es el flujo de calor que se transfiere
a la capacitancia térmica. [:w:]

Cp: es el valor de la capacitancia térmica.
W_-_s_.]
| 7x

La capacitancia térmica tiene una caracterfistica tempe-

ratura - flujo de calor como se muestra en la siguiente
figura:
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a
—

a
—-

Cr

°

Figura IT1.20

A continuaci6n se presenta un resumen de los elementos
capacitivos para cada uno de los sistemas.




TIPO D E S ISTEMA
MECANICO

ELECTRICO WMMMMWMMOZ>B ROTACIONAL HIDRAULICO TERMICO
s _
1| . C f M =
M Ic o _ i c
B gl _ H >
o P
L + Vo — g
o _ x- P —
E ave
N G TS
i)
A -y &2 - g 420 4P _ 1 ar _ 1
c L fu = Mg Ta = J qez dt " g ¢ at ~ oy ¢
I Vo = < ic(t")dt'
(o]
N 0
U
N
I kg * m? amu— W-s

F | k Xg *m” m-
D m u ﬁ mu ﬁ rad H— ﬁmm K
A
D
Tabla II.2 Resumen de Elementos Capacitivos




11.1.3 [INDUCTANCIA

Los elementos inductivos al igual que los capacitivos
se caracterizan por su propiedad de almacenar energfa;
sin embargo, en este caso, la forma de almacenarla es
distinta y la rapidez para transferirla a otros elemen
tos del sistema es instantdnea.

INDUCTANCIA ELECTRICA

La inductancia eléctrica o cominmente denominada induc-
tor, se representa por medio del siguiente sfmbolo:

L
-
—_—
+ VL -

Figura II.21

Las variables asociadas con este elemento son voltaje y
corriente y su comportamiento fisico estd definido por:

vy =1 S
o bien:
t
ip = —i- Vp(t')de'
0
donde:

Vy: es el voltaje a través de la inductan-
cia eléctrica. [V _]

iyt es la corriente que fluye a través de
la inductancia eléctrica. [ A_]

L: es el valor de la inductancia eléctri-

ca y estd expresado en: EH]

La inductancia eléctrica tiene una caracterfstica volta
je - corriente como se muestra en la siguiente figura:
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Vi A

Y

a
—

a
—_

Figura II.22

INDUCTANCIA MECANICA

Existen dos tipos:
a) Inductancia mecdnica o resorte traslacional.

b) Inductancia mec@nica o resorte rotacional o tor-

sional.

a) El resorte o inductancia mecénica traslacional se
representa por medio de los siguientes simbolos:

K K
~ A T
—_— —
l_)(> |T>
(a) (b)

Figura II.23

Las variables asociadas con este elemento son fuerza y
desplazamiento lineal y su comportamiento ffsico est4 de
finido por:

fg = Kx




donde:

fg: es la fuerza que producida por el resor
te o inductancia mecdnica traslacional,
se opone al movimiento de éste y es igual
a la fuerza externa aplicada (f) con base
en la tercera ley de Newton. [b?j

x: es el desplazamiento del resorte o induc-
tancia mec@nica traslacional. Enxj

K: es el valor o la constante que tiene el
resorte. [ N/m_]

E1 resorte o inductancia mecdnica traslacional tiene una
caracterfstica fuerza - desplazamiento lineal como se mues
tra en la siguiente figura:

fx A

< V

Figura II.24

b) E1 resorte o inductancia mecdnica rotacional se repre
senta por medio de los siguientes simbolos:

T 6 T 6
Keg Ke
— —
(a) (b)

Figura II.25
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Las variables asociadas a este elemento son par y despla-
zamiento angular y su comportamiento ffsico estd definido
por:

TKe = Kg 0

donde:

TKe: es el par que produci?o por el resor
te, se opone al giro de éste y es
igual al par externo aplicado (T) con
base en la tercera ley de Newton.[ﬁ . é]

6: es el desplazamiento angular del resor

te. Erad]

Kg: es el valor o constante que tiene el re

rte N-m
so ¢ rad

E1 resorte o inductancia mecdnica rotacional tiene una ca
racterfstica par - desplazamiento angular como 1a que se
muestra en la siquiente figura:

Tke |

® V

Figura II.26

INDUCTANCIA HIDRAULICA O INERCIA FLUIDICA

Esta no puede ser representada en forma simbdlica, fisica
mente representa el efecto conocido como golpe de ariete.

"Las variables asociadas con este elemento son presién



y gasto y su comportamiento ffsico estd definido por:

- 1 44
P=1g

donde:

P: es la presifn a través de la induc-

tancia hidrfulica. [ Pa_]
es el gasto a través de la inductan

cia hidrfulica. [ m3/57]
I: es la inductancia hidr&ulica o iner_

. g2
cia flufdica. [3‘—3’—]
m

La inductancia hidr6u11ca o inercia flufdica tiene una
caracterfstica presifn - gasto como se muestra en la si

guiente figura:

Figura II.27

INDUCTANCIA TERMICA

La fnductancia térmica no tiene interpretacién ffsica,
por esta raz6n, no se considerard en ninguno de los

andlisis que se presenten.
A continuacién se presenta un resumen de los elementos in
ductivos para cada uno de los sistemas.
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TIPO D E SISTEMA
ELECTRICO MECANICO MECANICO HIDRAULICO TERMICO
TRASLACIONAL ROTACIONAL
8 K
I L f 6 K Tl ~o HAY RE-
M| —_— 8
B | Z [ PRESENTACION .
0 SIMBOLICA
L + Vo -
0 _ X
E
C diy,
M <H. = L dt
d
m L[t fx = Kx Tgg = Ko © P=1g2 —
{r = — X] '
o is, I Vi (t')dt
N 0
U
N
1
- N N'm Pa - g2 —_
W _lmu —Hlﬂﬂ.l._ ’H ummg _ur. m3 H_
D

Tabla II.3

Resumen de Elementos Inductivo




I1.2 Ecuaciones BE EeuiLIBRIO

La presente seccifn estd dedicada a presentar las leyes
y principios ffsicos que permiten establecer las expre-
siones matemiticas que relacionan los elementos de un
sistema.

I1.2.1 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA SISTEMAS ELECTRICOS

Estas ecuaciones se plantean con base en las leyes de
Kirchhoff. Estas leyes relacionan las variables de in-
terés, en este caso, corriente y voltaje entre los di-
versos elementos que integran el sistema.

LEY DE CORRIENTES DE KIRCHHOFF (LCK)

Esta ley establece que para cualquier circuito eléctrico
con n nimero de nodos y m nimero de ramas, la suma alge-
braica de corrientes en cualquiera de sus nodos es igual
a cero, asf la ley de corrientes de Kirchhoff puede ser
expresada como:

donde:

aky =+ 1, si la rama j estd conectada al
nodo k y la corriente ij sale del no
do k.
agy = - 1, si la rama j estd conectada al
nodo k y la corriente ij entra al no
do k.
agy = 0, si la rama j no estd conectada al

nodo k.
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LEY DE VOLTAJES DE KIRCHHOFF (LVK)

Esta ley establece que para cualquier circuito eléctrico
con m ndmero de ramas y £ nimero de mallas, la suma al-
gebraica de voltajes en cualquiera de sus mallas es igual
a cero, asf la ley de voltajes de Kirchhoff puede ser ex
presada como:

m
I bxyVy=0 ; k=wl,2, ..., £
LSRR ,

donde:

bkj = + 1, si la rama j forma parte de la
malla k y en el trazo a través de
la rama j se encuentra al principio
el signo positivo.

bxy = -1, 8i la rama j forma parte de la
malla k y en el trazo a través de la
rama j se encuentra al principio el
signo negativo.

bkj = 0, si la rama j no forma parte de la
malla k.

Es necesario sefialar que el sentido de las corrientes y
la polaridad de Tos voltajes se establece en forma arbi
traria.

Ejemplo II.l

Obtener las ecuaciones de equilibrio para el siste-
ma el@ctrico formado por seis elementos, los cuales
estin interconectados como se muestra en la siguien

te figura:



LM g

Figura II.28

Solucibn:

"a) Primeramente se procede a establecer los senti-
dos de las corrientes para cada rama y numerar
e identificar los nodos:

Figura II.29
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El circuito tiene cuatro nodos independientes,
los cuales estdn formados de la siguiente mange

ra:

NODO RAMAS
1 1,2,3

2 3, 4,5

3 2,5,6

4 1,4,6

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff se
tiene que las ecuaciones de equilibrio de co-

rriente son:

NODO 1  —i, + i, + i3 =0
NODO 2 -iz = iy + i5 = 0
NODO 3 -iz - is - is =0

NODO 4 i} + iy +ig =0

b) En este caso es necesario establecer las pola-
ridades de los voltajes para cada rama, nume-
rar e identificar las mallas y establecer el

sentido de recorrido en cada malla:

~

AN

Vi +
x /1 [%]V3
I —

+ Vq —
(2] 1ol @

: I
6
N

(1)



(c) (d)

Figura II.30
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De las figuras (a), (b), (c) y (d), se puede

observar que el circuito tiene seis mallas,

las cuales estdn formadas de la siguiente ma-

nera:

MALLA RAMAS
I 1, 3, &4
II 4,5, 6
I1I 2,3, 5
Iv 1,2, 6
v 1,2, &4, 5
VI 2,3, 4, 6

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff

se

tiene que las ecuaciones de equilibrio de vol

taje son:

MALLA I V) + V3 -V,
MALLA I  V, + Vs - Vg
MALLA III -V, + V3 + Vs
MALLA IV V) + V, - Vg
MALLA V Vi +V, -V,

MALLA VI Vo = V3 + Vy

Vs = 0

VG"O

(2)

Los sistemas de ecuaciones (1) y (2) represen-

tan las ecuaciones de equilibrio del sistema.

En la tabla II.4 se resumen las variables

de

interés y las leyes fundamentales para los sis

temas eléctricos.



VARIABLE SIMBOLQ PRINCIPIOS Y LEYES FISICAS

DE Y FUNDAMENTALES PARA PLANTEAR
INTERES UNIDAD LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO
v ,
VOLTAJE LEY DE CORRIENTES
Cv]

DE KIRCHHOFF

LEY DE VOLTAJES

CORRIENTE
DE KIRCHHOFF

[al

Tabla II1.4 Sistemas El€ctricos

I1,2.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA SISTEMAS MECANICOS

Estas ecuaciones se plantean con base en la tercera ley
de movimiento de Newton y en el principio de D'Alembert.

La tercera ley de Newton establece que:

A toda accifn siempre existe una reaccifn

igual y de sentido contrario.

E1 principio de D'Alembert establece que:

—

Las fuerzas aplicadas a un elemento, jun-
to con las fuerzas de inercia forman un

sistema en equilibrio.

Basdndose en esta ley y en este principio se pueden plan
tear las ecuaciones de equilibrio para sistemas mecdni-
cos traslacionales y rotacionales.

a) SISTEMAS MECAN1COS TRASLACIONALES

La tercera ley de Newton aplicada a este tipo de siste-
mas puede escribirse tomo:
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Si un elemento A ejerce una fuerza sobre
otro elemento B, @ste ejercerd una fuerza
de igual magnitud pero en sentido contra-

rio al elemento A

y el principio de D'Alembert se puede expresar simple-
mente como:

rf, =0

Ejemplo II.2

Obtener las ecuaciones de equilibrio del sistema me
cdnico traslacional, formado por un resorte, un amor

tiguador y una masa, como se muestra en la figura:

M — (1)

K

/7 (Ll e

Figura II.31

Solucidn:

De acuerdo con la tercera ley de Newton el amor
tiguador (B) y el resorte (K) ejercen una fuer-
za sobre la masa (M) y ésta a su vez ejerce una
fuerza sobre ambos elementos, a partir de este

razonamiento se puede dibujar el siguiente dia-

grama de cuerpo libre:



b)

La

%
15"

<+ fM —f (1)

BALE
_/\/\/\/’ fx > 'fK

) ()

Figura II.32

Por otra parte, aplicando el principio de D'Alem-

bert se tiene:

Lfi =0

esto es:

-fm - fB - fx + f(t) = 0 oo (D)

La ecuacidn (1) es la ecuacidn de equilibrio del

sistema.

SISTEMAS MECANICOS ROTACIONALES

tercera ley de Newton aplicada a sistemas mecdnicos

rotacionales puede escribirse de la forma:

Si un elemento A ejerce un par sobre otro
elemento B, éste ejercerd un par de igual
magnitud pero en sentido contrario al ele

mento A.

y el principio de D'Alembert se puede expresar en la
forma siguiente:

IT; =0
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Ejemplo II.3

Obtener las ecuaciones de equilibrio del sistema
mecdnico rotacional formado Por un resorte rota-
cional, un arortiguador rotacional o torsional y

una inercia, como se muestra en la figura:

T(t)

Be
RIXKK

XXX XX

Figura II.33

Solucidn:

De acuerdo con la tercera ley de Newton el resor-
te y el amortiguador ejercen un par cada uno so-
bre la inercia y ésta a su vez ejerce un par so-
bre estos dos elementos, a partir de este razona-
miento se puede dibujar el siguiente diagrama de

cuerpo libre:

T(t)

Tkg

Figura II.34
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aplicando el principio de D'Alembert se tiene:

IT; =0
esto es:

-T3 - TBg « Tkg + T(t) = 0 eee (1)

La ecuacidn (1) es la ecuacidn de equilibrio del

sistema.

En las tablas II.5 y I1.6 se resumen las varfables de in-
terés y las leyes fundamentales para los sistemas mecdni-
cos.

VARIABLE SIMBOLO PRINCIPIOS Y LEYES FISICAS

DE Y FUNDAMENTALES PARA PLANTEAR
INTERES UNIDAD LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO
£
FUERZA TERCERA LEY DE NEWTON
Ly APLICADA A  SISTEMAS
x MECANICOS TRASLACIONALES
DESPLAZA
MIENTO
Cn] PRINCIPIO DE D'ALEMBERT
v APLICADO A SISTEMAS
VELOCIDAD
Cm/s’] MECANICOS TRASLACIONALES
a
ACELERA
CION
[m/s2]

Tabla II.5 Sistemas Meca@nicos Traslacionales




84

VARIABLE SIMBOLO PRINCIPIOS Y LEYES FISICAS
DE Y FUNDAMENTALES PARA PLANTEAR
INTERES UNIDAD LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO
T
PAR
[ em] TERCERA LEY DE  NEWTON
) APLICADA A SISTEMAS ME-
DESPLAZA-
MIENTO AN
CULAR CANICOS ROTACIONALES
[:rad ]
w PRINCIPIO DE D'ALEMBERT
VELOCIDAD
ANGULAR APLICADO A  SISTEMAS ME-
[rad/s] CANICOS ROTACIONALES
o
ACELERACION
ANGULAR
[rad/g27]
Tabla II.6 Sistemas Mecdnicos Rotacionales
11.2.3 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA -SISTEMAS HIDRAULICOS

Se plantean con base en las leyes de balance de presio-

nes y conservacidon de la masa.

En estas leyes, las variables de interés son presién

(P) y gasto (q).

La ley de balance de presiones establece que:

La suma de las caidas de presidn alrededor de

una malla es igual a cero.

La lTey de conservacién de la masa establece que:

igual a cero,

o las variaciones de volumen con

La suma algebraica de gastos en un nodo es
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respecto al tiempo es igual a la suma de los gastos

de entrada menos la suma de los gastos de salida.

Estas leyes pueden espresarse como:

EPi-O H

dv
Igqe - I ds = 3t

Ejemplo II.4

Obtener las ecuaciones de equilibrio para el sis-

tema hidrdulico mostrado en la figura:

T I. Po [|[, o

R3
Po

a3
Figura II.35

Solucidn:

De la ley de balance de presiones se obtiene:

IPi =20

P, - Pg - Pp =0 cee (D)

donde:
Pn, es la presidn hidrostdtica de

la columna de fluido.




por otra parte de la ley de conservacidn de la ma-

sa se obtiene:

(=%

E% = Iqe - Iqg cee (2)

la suma de gastos de entrada al sistema es:

Ige = q3(t) + qa(t) el (3)

la suma de gastos de salida del sistema estd da

da por:
Iqg = q; + q; + q3 oo (&)

sustituyendo las ecuaciones (3) y (4) en la (2)
se obtiene:

dv

at = 1 (t) +az(t) -q) -q2 -q3 cee (5)

Las ecuaciones (1) y (5) representan las ecuacio-

nes de equilibrio del sistema

En la tabla II.7 se resumen las variables de interés y las
leyes fundamentales para los sistemas hidrdulicos.

VARIABLE SIMBOLO PRINCIPIOS Y LEYES FUNDA-
DE Y MENTALES PARA PLANTEAR LAS
INTERES UNIDAD ECUACIONES DE EQUILIBRIO
h
ALTURA DE
LA COLUMNA LEY DE BALANCE
DEL FLUIDO
Cn]] DE  PRESIONES
P
PRESION
(ra] LEY DE CONSERVACION
DE LA MASA
1
GASTO
[=*/e]

Tabla II.7 Sisr@mas Hidrdulicos
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IT.2.4 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA SISTEMAS TERMICOS

Estas ecuaciones se derivan a partir de un caso particu-
lar de la primera ley de 14 termodindmica®, la cual rela-
ciona temperatura y flujo de calor, que son las variables
de interés en los sistemas térmicos.

Por otra parte, establecer un postulado preciso de la pri
mera ley de la termodindmica en forma breve es una tarea

un tanto diffcil por 1o que no se tratard de hacer, sinem
bargo para un sistema, esta ley puede ser expresada como:

dy = dg - dw cee (1)
donde:
U: es la energfa interna del sistema
Q: es la cantidad de calor transferi-
da al sistema
w es el trabajo realizado por el sis
tema

la ecuacién (1) también puede ser escrita como:

(pv)du = Qpet dt - dw oo (2)

donde:

es la densidad

v: es el volumen del sistema

es la energfa interna del sistema

por unidad de masa

Qnet: es la tasa neta de flujo de calor

dentro del sistema

t: es el tiempo

*Conservaci6n de la energfa
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En sistemas puramente de transmisién de calor, no se
realiza trabajo, por 10 que la primera ley de la termo-
dindmica puede ser escrita como:

(pv)du = Qpe¢ dt e (3)

o bien:
(ov) §¢ = Qpet e (8)

por otra parte los cambios de temperatura son proporcio
nales a los de energfa interna por unidad de masa, es
decir:

dT = — du ... (5)

donde:

c: es el calor especifico

sustituyendo la ecuacién (5) en 1a (4), se obtiene:
dT
(pve) g = Qnet ... (6)

el término pvc de 1a ecuacién (6) se define como la ca
pacitancia térmica (€g), asf se obtiene:

CT%' Qnet oo (7)

Finalmente, si Qnet se define como la diferencia entre
el flujo de calor suministrado al sistema y el cedido
por éste, la ecuaci6n de equilibrio para sistemas térmi
cos se puede escribir como:

dT
Cr g¢ = IQe - L Qs

esta Gltima ecuaci6n se interpreta como sigue: el ca-
lor absorbido por el sistema es la diferencia del calor
que recibe menos el que emana.



Ejemplo II.S5
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Obtener las ecuaciones de equilibrio del sistema

térmico mostrado en la figura:

RTZ

Cr

T
HABITACION
Q(t)

LT

R13

T I

HORNDO

IR

Solucidn:

Figura II.36

El sistema recibe calor del horno a una tasa Q(t)

y €ste a su vez transfiere calor a través de las

paredes y el techo como se muestra en la siguien-

te figuras

R, 1Q2
I
Q] —— CT T —— Q3
R R3
$

Figura II.37




La ecuacidn de equilibrio es:

cr % = Qe - Is cee (D)
la suma de flujos de calor de entrada al siste
ma, esta dada por:

Qe = Q(t) coe (2)
la suma de flujos de calor de salida del siste-
ma es:

IQs = Q; + Q2 + Q3 ... (3)
por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones (2) y
(3) en la (1) se obtiene:

dT
Cr 3¢ = Q(t) - Q1 - Q2 - Q3 coe (&)
La ecuacidn (4) es la ecuacidn de equilibrio del

sistema.

En la tabla II.8 se resumen las variables de interés y
las leyes fundamentales para los sistemas térmicos.

VARIABLE SIMBOLO PRINCIPIOS Y LEYES FISICAS
DE Y FUNDAMENTALES PARA PLANTEAR
INTERES UNIDAD LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO
T
TEMPERA-
TURA
Cx] PRIMERA LEY DE LA
Q TERMODINAMTICA
FLUJO DE
CALOR
Cwl

Tabla IT1.8 Sistemas Té&rmicos

11.2.5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA SISTEMAS HIBRIDOS

Estas ecuaciones se deben plantear dependiendo del ti-
po de sistema, esto es, combinando los principios y le
yes presentados en esta seccidn. Por ejemplo, para un

sistema electromecdnico se deben de considerar las le-
yes de Kirchhoff, la tercera ley de Newton y el princi
pio de D'Alembert.




11.3 MeToDOLOGfA PARA LA OBTENCION DE MODELOS MATEMATICOS
DE SisTeEMAs Ffsicos

La metodologfa que se propone para la formulacién y ob-
tencién de modelos matemdticos de sistemas fisicos, es
un procedimiento sistemdtico, y consta de cuatro etapas:

SELECCION DE LAS VARIABLES QUE INTERVENDRAN EN EL MODE-
LO MATEMATICO

Se realiza con base en el tipo de andlisis que se desea
practicar al sistema. Por ejemplo:

- En un sistema el€ctrico, las variables pue-
den ser el voltaje en el capacitor (Vg) o la
corriente en la inductancia (ip) y en algu-
nos casos pueden ser ambas como se verd en

capftulos subsecuentes.

- En un sistema hidraulico, las variables pue-
den ser la altura que tiene la columan del
fluido (h) o la presidn en el fondo de algu-
no de los recipientes que forman el sistema,
también pueden ser ambas variables en algu-

nos casos.

- En un sistema mec@nico traslacional, las va-
riables pueden ser desplazamiento, velocidad,
aceleracifin o la fuerza en alguno de los re-
sortes que forman el sistema, sin embargo,
se puede seleccionar la combinacién de algu-

nas de las variables mencionadas.

LEYES O ECUACIONES DE LOS ELEMENTOS

En esta etapa se deben plantear las ecuaciones que defi-
nen el comportamiento fisico para cada uno de los elemen
tos que forman el sistema. Cabe mencionar que se deben
plantear tantas ecuaciones como cantidad de elementos
tenga el sistema, por ejemplo:
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-~ En un sistema mecf@nico rotacional formado por
tres inercias, dos resortes rotacionales y
tres amortiguadores rotacionales, se deben
plantear ocho ecuaciones de elementos y una

ecuacidn para cada elemento.

- En un sistema hidr@ulico formado por dos reci-
pientes y cinco resistencias hidraulicas, es
necesario plantear siete ecuaciones de elemen-

tos.

- En un sistema térmico con dos capacitancias
térmicas y seis resistencias térmicas, se de-

ben plantear ocho ecuaciones de elementos.

LEYES DE CONJUNTO O ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Se debe dividir el sistema que se desea modelar en sub-
sistemas y plantear las ecuaciones de equilibrio para
cada uno de ellos, considerando los princ¢ipios ffsicos
descritos en 1a secci6én II.2. Se deben plantear tan-
tas ecuacfones de equilibrio como niimero de subsistemas
tenga el sistema original, por ejemplo:

- Un sistema t€rmico formado por dos capacitan
cias y cinco resistencias, puede ser dividi-
do en dos subsistemas formados por una capa-
citancia y tres resistencias cada uno, en es
te caso se deben plantear dos ecuaciones de
equilibrio, una para cada uno de los subsis-

temas.

- Un sistema mec@nico formado por dos masas, un
resorte y un amortiguador, puede ser dividi-
do en dos subsistemas, el primero estd forma
do por una masa y un resorte y el segundo
por una masa, un resorte y un amortiguador,
en este caso se deben plantear dos ecuacio-

nes de equilibrio.



OBTENCION DEL MODELO MATEMATICO

En esta G1tima etapa, se debe hacer la combinacién y
simplificacifn necesarias de las ecuaciones planteadas
en las etapas dos y tres, a fin de obtener una o va-
rias ecuaciones que representarén el modelo matemdtico
final que servird para definir el comportamiento fisi-
co del sistema considerado. Esta o estas ecuaciones
deben estar en funcién de las variables seleccionadas
en la primera etapa.

II.4 SisTemas ELEcTRICOS

Son 1os sistemas en los que las variables de interés
son voltaje, corriente, carga, flujo, etc. Por otra
parte, existe una gran diversidad de elementos eléc-
tricos (transistores, diodos, varactores, amplificado-
res y otros). Sin embargo &stos pueden ser representa-
dos por resistencias, capacitancias e inductancias, por
1o que Gnicamente se presentardn sistemas formados por
estos ‘tres elementos.

A continuaci6n se presentan algunos ejemplos de siste-
mas eléctricos con el fin de ilustrar el procedimiento
para obtener modelos matemdticos de sistemas de este
tipo.

Ejemplo II.6

Obtener un modelo matemdtico del sistema eléctrico
formado por una resistencia y una capacitancia ali
mentados por una fuente de voltaje V(t) como se

muestra en la figura:

V(t) —

Figura II.38
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Solucidn:
R i
MW\ —¢
+ Vg — ic
+

V(1) (:) Ve ___C

Figura II.39

Aplicando el procedimiento descrito:

1.

Seleccifn de variables. En este caso la va-
riable que se empleard para plantear el mode

lo es el voltaje en el capacitor.

Leyes de Elementos (L.E). El sistema esta for
mado por dos elementos (resistencia y capaci-
tancia), y una fuente de alimentacidn, por lo
tanto dnicamente hay dos ecuaciones, una para

cada elemento y &@stas son:

VR = Rip eee (1)
. dve
ic=¢C It vee (2)

Leyes de Conjunto (L.C.). Para el sistema con
siderado hay Gnicamente un nodo (1) y una sola
malla (I). Aplicando las leyes de voltaje y de
corriente de Kitchhoff, las ecuaciones de equi

librio son:

VR_+Vc—V(t)-O cee (3)

i - ic¢ = 0 cee (4)

Obtencién del modelo matemdtico. De las ecua

ciones (1) y (4) se tiene:

VR = Ric cen (5)



sustituyendo la ecuacién (2) en la (5):

sustituyendo la ecuacidn (6) en la (3):

R cee (D)
La ecuacifn (7) representa el modelo matemdtico
que define el comportamiento de una de las va-
riables del sistema considerado. Presentédndolo
en forma normalizada, esto es, la derivada de
mayor orden, tendrd coeficiente unitario, por lo

que:

dve | 1 1
at Tre Ve re YV

Ejemplo II.7

Obtener un modelo matemdtico del sistema eléctri-~
co formado por una resistencia, una inductancia y
una capacitancia alimentados por una fuente de

voltaje como se muestra en la siguiente figura:

R L
— At
IR+_VR_’— +-TL-’—IL

+ +

V(1) Ve 1 —_—¢
_ @ - ic

Figura II.40

Solucidn:

1. Seleccibn de variables. Para este sistema se
puede emplear como variable la corriente en
la inductancia o el voitaje en el capacitor.

En este caso se obtendrd primeramente un mo-
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delo en funcidn del voltaje en el capacitor
y posteriormente en funcién de la corriente

en la inductancia.

Leyes de Elementos:

VR = Rigp oo (1)
di

Vp =L 7ﬁ? cee (2)
av

ic= ¢ FF cee (3)

Leyes de Conjunto. Aplicando LCK se tiene

que la ecuacidn de equilibrio de corriente es:
ig = ig = iy cee (8)
aplicando LVK se tiene:
Vg + Vp + Ve = V(t) cee (5)
Obtencién del modelo.
a) En funcidn de Vo. De las ecuaciones (1),
(3) y (4) se tieme:

dVe
Vg = RC—H eee (6)

de las ecuaciones (2), (3) y (4):

d?ve
Vy = LC 57 eee (7)

sustituyendo en (5), las ecuaciones (6) y
(7):
d2ve dve
LC—d—t-z—+ RC It + Ve = V(t) .. (8)
esta {iltima ecuacifn es el modelo matemd-
tico final en funcidn de Vc. Presentédndo

lo en forma normalizada se tiene:

1
T2 vt 1T T tteVerge V)| .. (D)
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En funcifn de iy. De las ecuaciones (1) y-

(4), se tiene:
Vg = Rip cee (9)
de las ecuaciones (3) y (4):
t
Ve = _%_ S ip(t') de! ... (10)
0
sustituyendo las ecuaciones (2), (9) y
(10) en (5):
aip, 1 (®
Rip + L-d—t+7§° i (t') de' = v(t) (11)

La ecuacidn (11) representa el modelo mate

matico en funcidn de iy, sin embargo es una
a2 . :

ecuacidn integrodiferencial y puede ser re

presentada en forma diferencial. Este pro

blema se resuelve dericando la ecuacidn

(11) con respecto al tiempo, de donde se

obtiene:
dip o 8L LG (12)
R ez t ¢ T
donde:
V(r) = 4VLE) eee (13)

dt

normalizando la ecuacién (12) se tiene que

el modelo en funcidn de ip es:

dziL R dig, 1 1 ¢
T3 +T—T + ralL-TV(t) ce. (II)

Comparando los coeficientes del primer miem-
bro de las ecuaciones (I) y (II), se puede
observar que son idénticos. Por lo que se
puede deducir una caracteristica muy impor-
tante que se cumple en general para cualquier
los coeficientes de

tipo de sistema, esto es,

las ecuaciones diferenciales que sirven para
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representar el comportamiento de un sistema
son siempre idénticos, sin importar la varia-

ble que se seleccione para modelarlo.

En Ta tabla II.9 se presentan algunos ejemplos de siste
mas eléctricos y sus modelos matemdticos.

S ISTEMA MODETLO

di
- “ —dté +

= 2 ip =+ V()
. di, R . R .
i(t) R L Tl S Al 14)
— av 1
(1) ‘D R% C__ d—t:c+ﬁvc -—(1:— i(t)

1
Ve = < i’ (t)

al-

|

ip = 'c'l'i i(e)

e
ol"‘

\ d*ve 1 dv¢
dt2 RC dt
0] 4D R L ——c| a2y ai
* 1y, 1 1y,
7] &tz YRe ac t

— ——— - — 3!
iz Y1 dt T ic =5 1'(0)

Wy .
R d Vc Rl + R2 ch l - El .
2 Ll 32 * 1 dt t1c Ve " ¢ 1(®)
J.(‘”GD R|§
c d%ip R, +R, dig 1 R1

Tabla II.9



[I.5 SisTtemas MecANicos

Como se mencion6 con anterioridad los hay de dos tipos:
los traslacionales y los rotacionales. Al {igual que en
los sistemas eléctricos, en este caso se estudfarédn los
sistemas mecd&nicos mds simples.

SISTEMAS MECANICOS TRASLACIONALES

En este tipo de sistemas las variables de interés son
desplazamiento, velocidad, aceleracién y fuerza.

A fin de ilustrar el procedimiento para obtener modelos
matemdticos de este tipo de sistemas se presentan algu-
nos ejemplos.

Ejemplo II.8

Obtener un modelo matemdtico del sistema mecdnico
formado por un resorte, dos amortiguadores, una ma
sa y una fuerza externa como se muestra en la figu

ra:

' =

B1
N
1
M —— (1)
K B2

Figura II.4l

Solucidn:

1. Seleccidn de variables. Para el sistema con-
siderado se empleard como variable el despla-
zamiento de la masa (x), ya que a partir de
éste, se pueden conocer la velocidad, la ace-
leracidn y todas las fuerzas que intervienen

en el sistema.

99
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2. Leyes de Elementos. El sistema mec@nico con-
siderado.estd constituido por cuatro elemen-
tos (un resorte, dos amortiguadores Yy una ma-
sa), por lo que habrd cuatro ecuaciones de

elementos, &stas son:

fx = Kx cee (1)

fg, = B3 %% e (2)
dx

fBz’Bzd—t cee (3)
d2x

fM"Mm cee (&)

3. Leyes de Conjunto. Para plantear las ecuacio
nes de equilibrio de este sistema es necesa-
rio dibujar un diagrama de cuerpo libre conba

se en la tercera ley de Newton, siendo éste:

77 Z s L Z

Figura ITI.42

Aplicando el principio de D'Alembert, la ecua-

cidén de equilibrio para el sistema es:

-fx - fBl - fBz - fy + £(t) =0 .. (5)

4., Obtencidn del modelo matemdtico. Sustituyendo
las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) en la (5):

2
-Kx - Blg—’: - Bz-d'z - M jL‘};

9 dt + £(t) =0 ... (6)
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o bien:
d2x dx
Mt (By + By) g¢ + Kx = £(¢) e (D)

Esta ecuacidén es el modelo matemdtico que de-
fine el comportamiento del sistema, represen-

tidndolo en forma normalizada se tiene:

a’x By + By dx , K L
2t T et wx=y £©

Ejemplo II.9

Obtener un modelo matemdtico que represente el com

portamiento del sistema mecdnico de la figura, for

mado por dos resortes, un amortiguador, dos masas

y una fuerza externa (f(t)).

X1 X2
N o 2

Ka
i I A Y i R 1

Ky

L L /77 L L /Y

Figura II.43

Solucidn:

1.

Seleccidn de variables. Del sistema considera
do se pueden emplear como variables el despla-
zamiento de la masa M; (x;) o el desplazamien-
to de la masa M, (x,). Puesto que para la ob-
tencién del modelo matemdtico se puede emplear
alguna de las dos variables, se plantearéan dos
modelos: uno en funcidn del desplazamiento Xx)

y. otro en funcidén del desplazamiento xj.
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2. Leyes de Elementos:

fx, = K1 x) eee (1)
f = B ax, (2)
B, ! T4t coc

fx, = K2 xg,: el desplazamiento al que estd so-
metido el resorte K es una diferencia de des-
plazamientos, esto es, el resorte K, estd conec-
tado a la masa M; y a la masa M, y debido a que
las masas tienen diferente desplazamiento, 1la
fuerza del resorte K, depende de Ky, x; y xj.
Considerando que x, es mayor que x;, la fuerza

del resorte dos estd dada por la ecuacifn:

sz = Kz(X2 - Xl) Y (3)
d2x1

fM; = M) dc2 cee (4)
¢ - M d2x2

My, T 2 dc2 ..-.(5)

3. Leyes de Conjunto. Dibujando los diagramas de
cuerpo libre respectivos se tiene:
D.C.L. Para M;:

fg fg
:}——— -—lu- -4—1- M1
< fM] sz o sz ‘J\/\/\/_

—
fK] fK1
TTTTT7077777 7. UL, 7077, 7, 77077

Figura II.44

Asi la primera ecuacidn de equilibrio es:

\

_fKI - fg; - fM; + fk, = O oo (6)

D.C.L. Para Mj,:
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sz ng . f(f)
—J\/\/\r— < ‘fMZ —

Figura II.45
La segunda ecuacidn de equilibrio es:
-sz —sz + f(t) =0 eee (7)

4. Obtencidn del modelo matemdtico.

Sustituyendo las ecuacidnes (1), (2), (3) y
(4) en la (6):

dx d2x
-lel-Bld_tl—M;szx"' Kp(xp, - x3) = 0 oos (8)
o bien:
d2x dx
My 32 + Bl 32 + (K] + K)x) = Ky %, cee (9)

sustituyendo las ecuaciones (3) y (5) en 1la

(7):
da2x
-Kp(xp - x1) - My T} + £(t) = 0 ee. (10)
o bien:
w, X2, ¢ K = £(t) (11)
2 iz 2 x2 - K x3 oo

a) En funcidn del desplazamiento x). De la ecua-

cién (9):
M, d2x B, dx K, + K
- -4 1 Z1 21 4 21 2
X2 K2 dt2 + K2 dt + K2 X1 ) (12)

sustituyendo la ecuacifn (12) en la (11) y agru

pando los términos se tiene:

MM, d*x, M,B, dix MK, + M, (K, + Kp) | 4% dx
i i et W A il A [0 L B0 1L MR~ D il § o W -
K, dt* T K, a3 T [ X2 :l a? t Bt Eix = £(D)

... (13)
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esta ecuacifn es el modelo matemitico en funcidn

de x;. Normalizando:

d4x de K. K+K d2x B)K, dx; KK,
1 B dy 2+ ] 1, BiKp dxy £(0)

K
—1°2 —2
FTI I TR T * MM, dt +M1M X17 MM,

ce. (D)

b) En funcifn del desplazamiento x3. De la ecua
cidn (11):

M2 d2 Xq 1
X1 =¥, @ + x, s £(t) eee (14)

sustituyendo la ecuacidn (1l4) en la (9) y agru

pando los té€rminos se tiene:

MM, d*x,  M,B, d’x, MK, + Mz(x1 + K,) Td%x, dx,
K, dev Tk, a3t ]dtz MR T dt +Kxp =
My o K; + K
--l(—;f(t)+-—£(t)+—lx—2f() ee (15)

esta ecuacidn es el modelo matemdtico en fun-

cién de x;. Normalizando

a*x, B, d3x X, x, + l(2 dx, KK 1 -
S, dx —f BRpdxy (KKp L
at iy, @s t [M ] W e * M, %2 <y, f(O)F

B . K; + K
—1 =1 2
+ MMy £(r) + MMy £(t)

cee (I1)

Para este caso se puede verificar que los coe-
ficientes del primer miembro de las ecuaciones

(I) y (I1) son idénticos.

En l1a tabla II.10 se presentan algunos ejemplos de siste-
mas mecdnicos traslacionales y sus modelos matemdticos.
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Aix; = Arx;

Prensa hidrdulica

£(t)

2 2 2
d?xy M B dxy A1 K - A;

p dt X1 Z 3
de2 © AM, + ASM, dt ASM, + AZM) AfM, + AZM)
2 Al B dx A x A A
d°xp 3 ax; . 1 x5 122

+
2 2 Z 2,
dt PWZN + >~K~ dt PHKN + an_

= £(t)
b3 7
>-x~ + bnv:

Polalil

y

WA,

K72

A~

X ey

Acelerdmetro

Tabla II.1O0
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En este tipo de sistemas las variables de interés son
desplazamiento, velocidad y aceleracién angular, ademis
de par.

Con el fin de ilustrar el procedimiento para obtener mo-
delos matemfticos de este tipo de sistemas a continua-
cifn se presentan algunos ejemplos.

Ejemplo II.10

Obtener un modelo matemftico del sistema mec@nico
rotacional formado por un resorte rotacional, un
amortiguador rotacional, una inercia y un par ex-

terno T(t) como se muestra en la figura:

T(t)

v Ke
Be

Figura II.46

Solucidn:

1. Seleccidn de variables. Para el sistema mecd
nico que se ha considerado, el modelo matema-
tico puede ser planteado en funcidn del des-
plazamiento angular de la inercia J (6) o en
funcidén del par en el resorte. Para este ca

80 se selecciona el desplazamiento angular.

2. Leyes de Elementos. Puesto que el sistema en
cuestifn estd@ formado por tres elementos se
planteardn tres ecuaciones independientes, una

para cada elemento, €stas son:

TKQ-KO -] cee (1)
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- de
TBG Be It cee (2)
d2
T, -3 & NEN

3. Leyes de Conjunto. Para poder plantear las
ecuaciones de equilibrio del sistema, es nece
sario dibujar un diagrama de cuerpo libre con
base en la tercera ley de Newton. El diagrama

de cuerpo libre es:

T(t)

TBg

Figura II.47

Aplicando el principio de D'Alembert, se tie-

ne que la ecuacidn de equilibrio es:
T(t) - TKe - TJ - TBe = 0 PEPEN (4)

4. Obtencidn del modelo matemdtico. Para obtener
el modelo matemd@tico final se deben sustituir
las ecuaciones (1), (2) y (3) en la (4):

2
T(t)—Kee-Jg—t—g-—Be%%-o eee (5)

Esta ecuacifén es el modelo matemdtico que sir-
ve para representar al sistema mecdnico. En

forma normalizada se tiene:

a2 , Bodo  Kg o _ 1
+ dt+Je JT((:)




Ejemplo II.1ll1

Obtener un modelo matemdtico del sistema meca@nico
que se muestra en la figura, formado por tres re-
sortes rotacionales, dos amortiguadores rotaciona

les y dos inercias. Como entrada se aplica un

desplazamiento angular 6j4:

J2

4 892

Figura II.48

Solucidn:

1. Seleccidn de variables. Debido a que intervie

nen dos desplazamientos angulares 6; y 6,,

cualquiera de &stos puede ser seleccionado co

mo variable. Se obtendrdn dos modelos, uno en

funcidn de 6; y otro en funcidn de 6,.

2, Leyes de Elementos. T = K ] :
b Kg, 61 "Kg,

en este

caso el resorte Kel estd sometido a dos despla-

zamientos angulares, por lo que el par debido al

resorte sera la constante Kel, por el desplaza-

miento diferencial eKe1 =6 - 0. A fin de evi

tar confusiones, este par se puede descomponer

como:

Ti = Kg, 83 o
T = K ]
Kel 01 1
T - B de)
Bg) 81 “dt
d2e)

TJI-Jl'd—t‘z— oo

(1)

(2)

(3)

(4)
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110 Tkga = Kgz Okep: aqui el resorte Ky, estd someti-

do a dos desplazamientos angulares, asi

6kg2 = 61 - 03:

TKQZ - Kez (91 - 02) «ee (8)
de
TBQZ = Bg, _d?z. ees (6)
2
- 478,
Ty, T2 = eee ()
TK93 -'Kea -2} ceo (8)

3. Leyes de Conjunto. Dibujando los diagramas de

cuerpo libre se tiene:

Para J;:

Ti TKe1 786y
> % Tk ooy
Ti TK82
Figura II.49
La ecuacidn de equilibrio es:
T, - Txel - Ty - TKez - Tﬁex =0 ... (9)
Para Jy:
T
\ TBOZ 802 :TKGS
T 4
K82 TKa3

Figura~II.50
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La ecuacidén de equilibrio es:

Tkg, ~ Td2 = Tkgs — TBg2 = O (10)

4, Obtencidn del modelo matemftico.

Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3),
(4) y (5) en la (9):

a2e, de;

13z t By qe t (K *t Kgp)01 - Kgp 82 = Ky 65

o .o (1D

Por otra parte, sustituyendo las ecuaciomnes
(5), (6), (7) y (8) en la (10), se tiene:

d2e, dey
Jy —&2—+ By, d—t+ (Kg, + Kg3)82 = Kg 8) oo (12)
a) En funcion del desplazamiento angular 6,
de la ecuacidn (11):
2
Jy d“6, Hg; d6, Kg, + Kg, Keg,
%2 * Xo, dt2 ¥ Ko, ar Koz 0! ™ Kgp Picer U3

sustituyendo la ecuacidn (13) en la (12)
tiene:

} 3
3,3, d%e, Jlnez + Jzﬂel a’e,

+ Jl(Kez + K93)
Kﬁ2 deh Kez de3

Kg2

2
+ BelBez + JZ(K.Ql + Kez ) d°e, + (Kez + Keﬁiﬂel + (Kel + Kez)nez de,

Koz de? Kg2 dt
(K9, + Kg,) (Kg, + Kg,) Ko, -
2 3
+ 0) = Kgp 8 + Jp —L 0, +
Kg, 1 62 Y1 2 Ko, i
Kg, « K
o1 I S J .
* Bo2 Rg, O1F Ky, Foo * Koadoi ve. (14)

Reordenando y normalizando esta ecuacifn se
tiene que el mecdelo matemftico final en fun-

cidn del desplazamiento angular 6); es:




de, , [21Bez + J5Be, d3e, .
det J1J32 dt

[JI(KGZ + Kea) + 391392 + Jz(Kel + Kez) dzel
J1J2 dt?

(Rg, + Ko )Bg, + (Kg, + Kg,)B a8
[ 2 3758, ) 82)80, 1,
JyJ2 dt

2
(Kg; + Kg,)(Kg, + Kg,) - Kg, o -
J1 Jp !

Ko, .. Kg,Bo, - Kg,(Kg, + Kg,)
I, 313, * J1 3, 8i

b) En funcidn del desplazamiento angular 6,.

De la ecuacidén (12):

Jp d262 Bg, do, 4+ Foz + Kog

- —_— [} ces (15)
Ky, dt2 Ky, dt Kg, 2

0

sustituyendo la ecuacidn (15) en la (l1), re-
ordenando y normalizando se tiene que el mode
lo matemdtico en funcién del desplazamiento

angular 6, es:

d%e, J,Bo, + JzBe1 dde,
dce J1 3, des *
J1(Kg. + K + By By + J + 2
+ [: 1(Kg, 65) 8,76, , (Ko, + Kg)) ] 426,
Ty J, dt?
Kg + Ky )By + (K, + K, )B
+ (Ko, 8080, + (g, 6,080, | d9,
J1 3, dt
2
(Ke1 + Kez)(Kez + Ke3) - Kez
Jy J2 82 =
. K61K62

J1J2 i

eee (II)
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Comparando los coeficientes del primer miem-
bro de las ecuaciones (I) y (II) se observa

que &stos son idénticos.

En la tabla I1.11 se presentan algunos ejemplos de siste-
mas mec&nicos rotacionales y sus modelos matemdticos.




SISTEMA

MODETLO

.t d2e By d6
N Frr . Sl 10D
Be/2 Bo/2
)
B
4 J 4 M|M+1%EI%HA3
J=M12

Péndulo
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I1.6 SisTemas HibrAuLicos

En estos sistemas las variables de interés son presifn y
gasto, sin embargo se debe tener en cuenta que los mode-
los matemdticos para estos casos suelen plantearse en fun
cién de la altura de la columna del fluido de sistema,
ya que a partir de ésta se pueden obtener dichas varia-
bles.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de siste-
mas hidrdulicos, a fin de iluscrar cdmo se obtienen sus
modelos matem&ticos.

Ejemplo II.12

Obtener un modelo matemdtico para el sistema hidrdu

lico que se muestra en la figura:

_—I q(t)  Pg
h
Ry Po

1

—

P 1
Figura II.51
A: es el drea de la seccidn transversal

del tanque.



Solucién:

1. Seleccidn de variables. En este sistema hidridu-
lico son dos las variables que se pueden emplear
para modelarlo; una es la altura del fluido y 1la

otra es la presifn en el fondo del tanque. Para

este ejemplo se obtendrd primero un modelo en fun

cifn de la altura del fluido y otro en funcién

de la presifén en el fondo del tanque.

2. Leyes de Elementos. Las ecuaciones de los ele

mentos para el sistema considerado son:

1Ry = Py - Py cee (1)
dPy 1
ERT e D

3. Leyes de Conjunto. Las ecuaciones de equili~

brio son:
dv
E‘zqe -xqs ) (3)
Iqe = q(t) cee (&)
Iqg = q e (5)
dqNET = Iqe - Iqg ce. (6)

por otra parte haciendo la suma de presiones

se tiene:

Py - Pyp = Pp =0 ees (7)
Phb = pgh oo (8)
donde:

p: es la densidad del fluido

g: es la aceleracidn de 1la

gravedad

117
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4.

Obtencidn del modelo matemdtico.

a) En funcidn de la altura del fluido, De

la ecuacidn (1):

ql-flu-(rl-ro) eer (9)

de las ecuaciones (7) y (8), se tiene:

Py -~ Pp= pgh ... (10)

sustituyendo la ecuacidn (10) en 1la (9):

1
ql"“g pgh cee (11)

cee (12)

donde:

Y: es el peso especifico del fluido

sustituyendo la ecuacidén (12) en la (5):

zqs-iiﬁh ce. (13)

y recordando que v = Ah se obtiene:

Q.
=

dv
dt

= A (14)

(%

t vew

sustituyendo las ecuaciones (4), (13), y (14)
en la (3):

dh

Age

+-I{—h-q(t) ve. (15)
H

normalizando:

db vy , .1
at + ARH h A q(t) eee (I)

La ecuacidn (I) representa el modelo matemdtico
del sistema en funcidn de la altura de la colum
na del fluido (h)
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b) En funcidn de las variaciones de presidn
en el fondo del tanque. De las ecuaciones (2)

y (6) se tiene:
dp,
Cy 5 - q(t) - q, oo (16)

y sustituyendo la ecuacién (9) en la (16):

dP
Cq —dtl = q(t) - 'Rl_a (P, - Pg) ee. (17

Reordenando y normalizando esta ecuacifn se
tiene que el modelo matemdtico en funcidn de

P; para el sistema hidrdulico es:

Pri Ll oy ol ey +=Lp (an
dt ~ RgCy ! T ¢y CgRg 0| "

de las ecuaciones (I) y (II) se puede deducir

que la capacitancia hidrdulica es:

A

C =
BTy

Como se establecid con anterioridad, los coefi
cientes del primer miembro de ambas ecuaciones

(I) y (II) deben ser idénticas.

Ejemplo II.13

Obtener el modelo matemdtico del sistema hidraulico

mostrado en la siguiente figura:
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Po
a2

Figura II.52

Para obtener la expresidn del volumen del tanque

considere la siguiente figura:

Figura II.53

Considérese como variable para la obtencidn del
modelo matemdtico, la altura de la columna del
fluido (h).

Solucidn:

1. Seleccidn de variables. Del enunciado del pro

blema la variable para modelar al sistema 2c:
llhll .



2. Leyes de Elementos:

RHI q; = P; - Py cee (1)
RH2 qy; = Py - Py cee (2)
Rﬂs q3 = P - Py ce. (3)

3. Leyes de Conjunto:

dv

K =qu -zqa P (4)
Iqe = q(t) ce. (5)
Iqy = a1 + 4z + a3 cee (6)
Py = Pg - Pp =0 ees (7)
Ph = pgh ce. (8)

4. Obtencidn del modelo matemdtico. De las ecua

ciones (7) y (8) se tiene:

Py - Pgp= pgh eee (9)
o bien:

Pl°P0= Yh “ee (10)

sustituyendo la ecuacidn (10) en (1), (2), vy

(3), se tiene:

Y

q = ._.RHI h cee (11)
Y

qz = E;; h eee (12)
Y

q3 = ﬁ;; h cee (13)

sustituyendo las ecuaciones (1l1), (12) y (13)
en la (6):

1 e (14
RH] RH2 RH3J ( )
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122 sustituyendo las ecuaciones (5) y (l14) en 1la

(4):

dv 1 1 1
—_— - t - h —_— e — —_— cee
dt a(t) Y [RHI Ry, + RH3] (15)

por otra parte el volumen del tanque es:

ah?

- 2 —_—
v ah+2tane ces (16)

yderivando la ecuacién (16) con respecto al tiem

po se tiene:

dv _ 2 dh ah dh
dt = % dc ? Ttano at -ee U7
dv | ,2 . _ah |dh
dt [a + tan e] dt eee (18)

sustituyendo la ecuacidén (18) en la (15), se
obtiene el modelo matemdtico final para el sis

tema hidrfulico considerado:

2 ah ]adn 1 1 1
[‘ +tan6]dt+Y[RH " Rap 'R, [P TV

1 2
eee (19)
normalizando:
dh 1 1 1 tan 6 tan 6
- + =+ = + — -
de Y[Rﬁl Ry, Rﬂa~]82tane+ahh aZtan 8 + an ()

En este caso se trata de un modelo matemdtico

no lineal,

En la tabla II.12 se presentan algunos ejemplos de siste
mas hidraulicos y sus modelos matemadticos.
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El tanque es de seccidn cuadrada;
la parte superior (1) mide a y
la parte inferior (2) b.

dh Y - q(t)
dt " Ry mCot28 h = Cot?8 hZ
(No 1lineal)
2 dh Y .
(4% + 4hb) FT + & h = q(t)

1

h+b

Z(hZ + Bp) 9V

Tabla II.12
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I1.7 Sistemas TERMICOS

En estos sistemas las variables de interés son tempera-
tura y flujo de calor, sin embargo se debe mencionar que
en la mayorfa de los casos, los modelos matemdticos se ob
tienen en funcién de la temperatura, ya que a partir de
esta variable se obtiene el -flujo de calor.

Con el fin de ilustrar el procedimiento para obtener mo
delos matemdticos de este tipo de’sistemas se presentan
algunos ejemplos.

Ejemplo II.1l4

Se desea modelar el flujo de calor en el tiinel del
metro de la Ciudad de México. Para tal fin, consi

dere el diagrama esquemdtico de la figura:

— —
f—7 !
|
|
!
Cs J
Cr »Q1 ——t Q2 7
Tt Qo Cm /Ts
/
Tm //
/
[ [ RMq Rmp
TUNEL MURO SUBSUELO

Figura II.54

Tentro del tfinel se genera calor a una tasa Qp; la
pared de concreto se puede representar mediante dos
resistencias térmicas (Ry; Yy Ryp) Yy una capacitan-
cia térmica CM (capacidad calorifica del muro). El
subsuelo se supone de capacidad calorifica infini-

ta (Cs) y tiene una temperatura Ts. CT y TT son
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la capacidad calorifica y temperatura del tinel

respectivamente. Obtener un modelo matemdtico para

el sistema.

Solucifn:

1.

Seleccidn de variables. Las variables que pue-
den ser empleadas para obtener el modelo mate~
mético son la temperatura en el interior del

tinel o la temperatura en el interior del muro.
Tambi&n serfa posible obtener el modelo en fun
cifn de la temperatura del subsuelo, pero en es
te caso, y debido a que la capacidad calorifi-
ca de &ste es infinita, la temperatura del sub
suelo es constante. Para este sistema se plan
teardn dos modelos matemdticos; uno en funcién
de la temperatura del tunel TT y en funcidn de

la temperatura del muro TM.

Leyes de Elementos. Las ecuaciones de elemen-

to para este sistema son:

Ry; Q1 = Tr -~ Tn ee. (1)
RMz2 Q2 = TM - Ts cee (2)
Leyes de Conjunto. Las ecuaciones de equili-

brio pueden ser planteadas con base en el caso
particular de la primera ley de la termodina-
mica enunciada en la seccidn II.2. Esta ley

establece en forma general:

CT%-EQe—XQs e (3)

y para este caso las ecuaciones de equilibrio

son:

dTr

CT 3¢ = o - Q cee (&)
CM.d_TA-Ql-QZ eee (5)

dt
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Obtencidn del modelo matemdtico.

De la ecuacidn (1)
Q; = 1 (TT - TM) «eo (6)
Ry,

de la ecuacidn (2);
Q, = 1 (T - Ts) cee (7)
Rm2

sustituyendo la ecuacidn (6) en la (4):

cr & = qp - @y (Tr - ™) cee (®)

sustituyendo las ecuaciones (6) y (7) en la
(5) se tiene:

diy _ 1 - 1
CM 3¢ R (TT - TM) Rots (TM - Ts)

oo (9)

En funcidn de la temperatura del tfinel (Tgp).
De la ecuacidén (8):
dTr
t

TM = Ry, CTd—+TT-RM1 Qo ceeo (10)

sustituyendo la ecuacidn (10) en la (9) se tie

ne:

2 (Rya + )Cr +
RMICMCTdd;I‘F_'_I:RM Ry2)Cr Ruzcn]d_‘;rég+

Rm2
1 . Rm1 1
+ =—— Tqp =R C + 14— + =— Tg ... (11
RMZ T M1 MQO RMZ QO R s )

Normalizando se tiene que el modelo matemdti-
co final en funcidn de la temperatura en el

interior del tdnel es:
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2
d"Tp + (RM1 + RM2)CT + RM2CM ] drr 1 o = L 4
at? RymjRyp, CMCr dt Ru;RM; CMCT ©  Cp 0

RM1 + RM2 Q + 1 T
RMiRMz CMCT ° °  RmiRmMp CMCT S

... (1)

b) En funcidn de la temperatura del muro (TM).

De la ecuacidn (9):

dTM | Bmy + Ryp Ry
TT=RM1CMd—t+—-—RM—2——TM—st co. (12)

sustituyendo la ecuacidn (12) en 1la (8), se

tiene:

d2Ty (Rmp + RMp)Cr + RMpCM | dTM | 1 1
RuiCatn gt + e [ R v Tt

cee (13}

Normaiizando se obtiene el modelo matemdtico
final en funcidn de la temperatura en el inte

rior del muro:

d’1y (Rm1 + Ru2)Cr + Ry,Cy | dIm 1
e t Tt t TRy Ry, CwCo ™M T
t RM1RM2 CuCrp dt RMIRMZ CMCrr

1 1
T, +
Ry RM, CpCy "5 ° Ry, Cqly Qo

(11)

Comparando los coeficientes del primer miembro de
las ecuaciones (I) y (II) se observa que &stos son

idénticos.

Ejemplo I1.15

Obtener un modelo matemdtico del sistema té€rmico
formado por cinco resistencias y una capacitancia

térmica, como se muestra en la siguviente figura:



Rt

HABITAC

R c
P T

ION

Q(t)

[T

HORNO

T

Figura

Solucidn:

1. Seleccidn de variables.

II1.55

Te

Para este sistema se

empleard como variable la temperatura en el in-

terior del cuarto (T), ademds se considera que

la temperatura en el exterior es Tg.

2. Leyes de Elementos.

VISTA LATERAL DE
LA HABITACION

VISTA SUPERIOR DE
LA HABITACION

Q3f Rt Te Rp Q4f Te
Rp I I Rp
Q2 Q2
(3;<h--- C,T —— Q; —  C,T —
* Rp Rp |
IQo ‘05 Rp
Figura II.56
QlRp = T - Te eee (1)
()_sz = T ~ Te cee (2)
Q}RT = T ~ Te cee (3)
QuRp = T - Te ve. (8)
QsRp = T - Te . (5)

—_
~o
Ate]
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3. Leyes de Conjunto. A partir de las vistas late
ral y superior de la habitacidn, se puede esta-
blecer la ecuacidn de equilibrio para el siste-
ma, esto a partir de la primera ley de la termo

dindmica.
C4 = Q -0Q-0Q -0~ Q-0 ... (6)

4, Obtencidén del modelo matemdtico.

De las ecuaciones (1) a (5) se obtiene:

1
QX.E(T-Te) cee (7)
Q = iL (T - Te) cee (B)
14
1
Qa.R_T(T_Te) eee (9)
Q;,-RL(T-Te) .. (10)
P
Qs"ﬁl‘Pj(T‘Te) cew (11)

Sustituyendo las ecuaciones (7), (8), (9),
(10) y (11) en la (6):

d

-3

'QO’T‘;'(T - Te) - == (T-Te) ... (12)

c RT

a

t

Reordenando y normalizando se obtiene el modelo
matemdtico que describe la variacién de la tem-

peratura en el interior de una habitacidn:

dT 1[4 1:[ 1 1[4 1]
(AP S . RS S R S S R . R eeoo (I
at = C Ry Rp c Wt R, Rp | © (M

En la tabla II.13 se presentan algunos ejemplos de siste
mas térmicos y sus modelos matemdticos.
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OOA”HLP + NOH.V + CrRra|dTc

1

— + —_— | |Tc =
\lmr> dt CcCr Rer  Rria dt CcCr RerRia| ©
1 Rep + Ria ) A
T = Ta + t) + —
A CoCp RorRra | P CCr RerRia Q(t) e Q(t)
ReL™
< el =—a )
d?1y  |Cc(Ria + Rer) + CrRpa|dTp | 1 o =
TLCL dtZ 7|7 CcCr R Ria dt " |CcCrL RcrRia| *
[ 1 1
= Tp + (t
CcCp RorRpa |12 F(Toer Rep 00
RF
o..q..'“\‘Rv\'l)\o_.ﬁ._\.; mMM+h 1,1 Th = 1 T 4 —L To o+ —2— T
mﬁ == RL ' dt Cy | Rg R B~ CgRg 2 7 CgRg F CgR L
RC
N T Cr R
m/
R dTy | 1 1 2 1 1 1
’ / Re 4 Te Yo [T TRp [Tt et oiRg TR Y CuRg A
Cs Ts vm
dTp 1 1 2 1 1 2 1
dt + Cp Rp + R + RFf Tr CrRp Ts + CrRy, Tu + CrRF Ta

QUEMADOR

Tabla II.13




I1.8 Sistemas HiBRrRIDOS

Debido a que es diffcil encontrar en la realidad siste-
mas puramente eléctricos, mecdnicos, hidrdulicos o térmi
cos, desde un punto de vista estricto, es necesario rea-
lizar un estudio detallado de los sistemas hibridos, que
son aquellos sistemas formados por la combinacién de sub
sistemas de distinto tipo, por ejemplo electromecdnicos,
termoeléctricos v otros.

Para enfatizar la importancia que tienen los sistemas hf
bridos se pueden citar ejemplos sencillos y analizar de
manera breve sus diferentes partes o subsistemas.

Considérese el caso de un automdvil, el cual puede ser
tratado como una serie de subsistemas interconectados
que interactdan de manera conjunta. En términos genera-
les todo automévil considerado como un sistema fisico ’
tiene un subsistema o parte eléctrica formada por las Tu
ces, sistema de encendido, tablero de control el cual in
cluye alarmas e indicadores, etc. Otro subsistema o par-
te quizd el de mayor importancia, es el mecdnico, ya que
sin éste el automdvil no existirifa. Este incluye la trac
cién de las ruedas, caja de velocidades, parte mecdnica
de la direccidn, mecanismos y cerraduras de las puertas,
etc. Otro subsistema es el térmico, el cual estd formado
por el sistema de enfriamiento de toda la parte mecdnica,
sistema de calefaccidon y/o clima artificial en el inte-
rior del automévil, etc. Se puede citar ademds, una par-
te hidrdulica de gran importancia, ya que de ésta depen-
de la seguridad y operacidén adecuada del automévil que
estd formada por los actuadores hidrdulicos de frenado,
direccidon hidraulica (en alqunos casos), sistema de lu-
bricacion de las partes mecanicas, etc.

A continuaci6n se presenta la descripcion de algunos ele
mentos hibridos y ademds ejemplos de sistemas que inclu-
yen elementos de este tipo.

—

.

<)
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11.8.1 ELEMENTOS HIBRIDOS

Existe una gran variedad de
variables asociadas a éstos

elementos en los cuales las
no son del mismo tipo esto

es, el mismo elemento puede asociar variables eléctri-
cas y mecdnicas o variables eléctricas y térmicas. En
el estudio de los sistemas dindmicos, este tipo de ele
mentos se ha denominado como elementos hibridos.

Entre los elementos hibridos se pueden citar como los
m&s comunes por su simplicidad y uso frecuente los si-
guientes:

POTENCIOMETRO

Este elemento hfbrido relaciona dos variables, una eléc
trica con una mecdnica. Existen dos tipos de potencig-
metros:

a) Traslacionales

b) Rotacionales

a) E1 potenciémetro traslacional se representa por me-
dio del siguiente sfmbolo:

Figura II.57



Su comportamiento ffsico estd definido por la ecua

cibn:

donde:

XMAX:

b) E1 potenciémetro rotacional se representa por medio

es el voltaje medido entre la posi-
cidn del cursor y la referencia, la
posicidn del cursor estd determina-
da por el valor del desplazamiento
(X), este voltaje estd dado en [ V ]|.

es el desplazamiento del cursor del

potencidmetro en Em :[ .

es el valor maximo que desplaza el

cursor en [ m ].

es el voltaje de alimentacidn al po

tencidmetro en [ V .

del siguiente sfmbolo:

te

Figura II.58
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Su comportamiento ffsico estd definido por la siguien
te ecuacibn:

[}
Vo OMAX v

dondeé:

Vo: es el voltaje medido entre la po-
gicidn del cursor y la referencia,
la posicidn del cursor estd deter-
minada por el valor del desplaza-
miento angular (6), este voltaje
estda dado en [:V]

6: es el desplazamiento angular del
cursor del potencidmetro en [rad].
OMax: es el valor mdximo que se desplaza
angularmente al cursor en E‘ad].

V: es el voltaje de alimentacidén apli-

cado entre las terminales del poten

ciémetro en [V ].

MOTOR ELECTRICO IDEAL DE CORRIENTE DIRECTA

En este elemento son cuatro las variables asociadas: dos
eléctricas y dos mecdnicas. Las eléctricas son el volta-
je y corriente de armadura y tas mecdnicas son el par
producido en la flecha del motor y la velocidad angular
de éste.

E1 motor eléctrico ideal de corriente directa se repre-
senta mediante el siguiente sfmbolo:

+ Tm,wm

Figura II.59
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La relacién entre las variables se define por medio de

las ecuaciones:

Ty = Kf i,

Va = Ka wp

donde:
Tm ¥ wpm: son el par producido por el motor
y su velocidad angular.expresados
en El-m:[ y Ead/s] respectivamen-
te.
Va e ia: son el voltaje y corriente de ar-
madura del motor expresados en
EV] y EA:[ respectivamente.
Ka ¥ Kg: son pardmetros propios del motor
expresados en E ?WE
pectivamente.
TURBINA HIDRAULICA IDEAL

Las variables asociadas a este elemento son dos hidrduli
cas y dos mecdnicas. Las hidrdulicas son la presién que
tiene el flufdo a la entrada de la turbina y el gasto a
través de ésta; las mecdnicas son el par producido en la
flecha de la turbina y la velocidad angular de ésta.

La turbina hidriulica ideal se representa mediante el si-
guiente sfmbolo:

e

P

I7T,wT

Figura II.60
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La relaci6n entre varfables estd definida por las ecua-
ciones:

P = K; Tp

wp = K3 q

donde:

P y q: son la presifn que tiene el flui
do a la entrada de la turbina y
el gasto a través de €sta expre-
sados en [Pa] y [m3/8] respecti-
vamente.

Ty y wr: son el par producido en la fle-
cha de la turbina y su velocidad
angular expresados en Ei'm] y

[rad/s] respectivamente.

K; y K¢ 8on parémetros propios de la tur

Pa - 1]
bina expresados en - o [—3-
Tad Nem m

o respectivamente.

SERVOMECANISMO HIDRAULICO DE POSICION

Por medio de este dispositivo o elemento se pretende mo-
ver una carga representada por la masa (M) esto es, 1la
carga debe seguir fielmente los desplazamientos horizon-
tales aplicados a través de la palanca. En el dispositi
vo se pueden identificar cuatro elementos principales:

a) una servovdlvula hidr&ulica
b) wun actuador hidr&ulico
c) una carga (M)

d) un mecanismo (palanca)



—

como se muestra en la figura:

. PRESION
BAJA ALTA BAJA

\
”__l ——— Servovdlvula
2

__‘
|
g—

. Actuador
Mecanismo

Figura II.61

E1 principio de operacibén del servomecanismo hidrdulico
es:

Si el punto D se desplaza horizontalmente en sen
tido positivo, 1la palanca gira con respecto al
punto B, produciendo un desplazamiento horizon-
tal del punto C, lo que hace que los carretes de
la servovdlvula se muevan a la derecha, permi-

tiendo que el 1fquido fluya hacia la cdmara iz-
quierda del actuador; al haber una diferencia de
presiones entre las dos cimaras de €ste, el &m-
bolo se mueve a la derecha, produciendo wun des-
plazamiento de la carga (M). Simultd@neamente a
este movimiento, el punto B se desplaza horizon-
talmente en sentido positivo y la palanca gira

con respecto al punto D, y el punto C se despla-
za a la izquierda, lo que produce que los carre-
tes de la servovdlvula regresen a su posicifn ori

ginal.
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Si se define : como el gasto medio de 1fquido que fluye
por la servovdlvula, &ste serd proporcional al desplaza-
miento x; e inversamente proporcional a la diferencia

de presiones entre las c@maras, esto es:

ql = klxl - szP Y (1)
donde:
+
qp = 1232 cee (2)
AP-PI—PZ Y (3)

Por otra parte, si v representa la velocidad con la que
se mueve el émbolo del actuador, se tiene:

dAP
T- k3ql—kuv LY (4)

La fuerza aplicada al émbolo debido a la diferencia de
presiones entre las cémaras es:

F = A AP cee (5)
donde:

A: es el adrea del &mbolo

Debido a la posicién de 1a carga (M), la velocidad se
puede expresar por:

&

.. (6)

<
n
-9

ademds, la relaci6n entre la fuerza aplicada al pistén ¥
l1a velocidad de la carga es:

dv
F= —_—
M at oo (7)
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Por otra parte, considérese el mecanismo (palanca), si

la distancia vertical entre los puntos B yeC es £ y la
distancia vertical entre los puntos B y D es £,, como
se muestra en la figura:

Figura I1I.62

:ntonces, por tridngulos semejantes se puede deducir que:

- x] -
x—zl—z'z—.—ﬁ ... (8)
por lo tanto:

L-2
xl-.jl_l(x-y)+x-[lyz‘%]y+z%x cee (9)

Combinando y simplificando las ecuaciones (1) a (9), se
establece que la relacidon que existe entre los desplaza-
mientos x y y estd dada por:

43 d kuA dy J kik3A £ ki1k3A
dt§+“2k3d_:%+ndt+’£{'l ¥ |Y"T u

En este caso las constantes K;, K, K3 y K, son los pard
metros propios del servomecanismo hidrdulico y se expre-

san en [w?/s], E‘l% , (N/wS] y [8/m3] respectivamente.

Debido a la gran diversidad que existe de elementos hf-
bridos, se sugiere consultar las referencias bifbliogrdfi
cas.
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A continuacién se presentan algunos ejemplos de sistemas

hibridos, a fin de ilustrar la manera en que este tipo
de sistemas se pueden modelar matemdticamente.

Ejemplo II.16

El sistema electromecdnico que se muestra en la fi
gura, se puede considerar como la representacién
mds simple de un ventilador doméstico. La parte
eléctrica representa el sistema de arranque del mo-
tor y la parte mecdnica representa la inercia de
éste, las aspas del ventilador se representan en

este caso como un amortiguador rotacional.

AT i
R

L

v(t)

Figura II.63

Obtener un modelo matemdtico que sirva para repre-
sentar el comportamiento del sistema, empleando co
mo variable para el modelo la velocidad angular de

las aspas del ventilador.

Solucidn:

Para sistemas hfbridos se puede aplicar la metodo-

logfia propuesta en la seccidn II.3 en forma similar
que para los sistemas descritos en las secciones an
teriores. En este caso es necesario en primer tfr-
mino identificar y delimitar cada una de las partes
que forman el sistema, esto se hace con la finali-

dad de plantear las ecuaciones de elementos y las de

equilibrio por separado para cada una de las partes.
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De esta manera para el sistema considerado, se pue-

den identificar una parte eléctrica formada por la

fuente de alimentacidn, una resistencia y una induc

tancia; otra parte del sistema es la mecdnica que

estd formada por un resorte rotacional (Kp), una i-

nercia (J) y un amortiguador rotacional (Bg). Ambas

partes est@n interconectadas a través de un elemento

hibrido (motor el&ctrico ideal de corriente directa).

Seleccifn de variables. En este caso se emplea
rd como variable la velocidad angular a la que

giran las aspas del ventilador.

Leyes de Elementos. Debido a que el sistema es
td formado por uma parte el&ctrica y una mecd-
nica se deben plantear las ecuaciones de ele-
mentos para cada una de las partes por separa-
do.

- Leyes de elemento para la parte eléctrica:

Vg = R ig eee (1)
di

VL = L d_tL s (2)

Va = Ka wm eee (3)

~ Leyes de elemento para la parte mecé@nica:

Tggp = Kp(6p - 8) cee (&)
Ty = J%g- cee (5)
Tp, = Bo qo eee (6)
Tm = Kf ip cee (7)

Leyes de Conjunto. Las ecuaciones de equili-
brio deben tambi@n ser planteadas por separado
tanto para la parte eléctrica como para la me-

cénica.
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Leyes de Conjunto para la parte eléctrica. Las
ecuaciones de equilibrio para la parte eléctri
ca se plantean con base en las leyes de volta-

je y de corriente de Kirchhoff.

LVK:

V(t) = Vg + Vg + Va eee (8)

LCK:

ig = ip = ip cee (9)

Leyes de Conjunto para la parte mecanica. Las
ecuaciones de equilibrio para la parte mecadni-
ca se plantean con base en la tercera ley de

Newton y en el principio de D'Alembert aplica-

das a sistemas mecdnicos rotacionales, esto es:

Tm. = TKT e (10)A

TKT = Ty + TBe eee (11)

Obtencifn del modelo matemdtico del sistema.

Para la parte el@ctrica, de las ecuaciones (1)

y (9) se tiene:
Vg = R ip ves (12)

y de las ecuaciones (2) y (9):

dim

T ce. (13)

VL-L

sustituyendo las ecuaciomes (3), (12) y (13)

en la (8), se tiene:

dim
dt

V(t) = R ip + L + Kag wp ce. (14)
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Para la parte mecincia, de las ecuaciones (4),

(7) y (10):

K¢ ip = Kp(6m ~ 6) eee (15)

y de las ecuaciones (4), (5), (6) y (l1), se

tiene:

2
KT(em-e)-Jg—t-%+ne% ... (16)

de las ecuaciones (15) y (16) se tiene que la

corriente del motor estd dada por:

; J d%o , Be de v
in Kfm+ Kg ac” eee (17)

de la ecuacidn (15), el desplazamiento angular

del motor es:

em=-—§im+e ce. (18)

sustityyendo la ecuacifn (17) en la (18), se

tiene:

d2e
t2

-]
D

O =

de
+ it + 8 ce. (19)

3
Kp

[N
tal
=

sustituyendo las ecuaciones (17) y (19) en 1la

(15), el modelo matemdtico del sistema es:
Ly KaJ | 430 RJ  LBop  KaBp | d2¢
[ Ke + Kp ded + Kf + Ko + Ko ETL +

RBy e
+ [ X + K, ] v(t) .. (20)
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Normalizando esta ecuacifin con respecto a la de

rivada de mayor orden, se tiene:

ade ‘Kp(RJ + LBg) + KeKaBg dze Ry(RBg + KaKe)
dt3 LKy + KgKa J @t TRy + KKe J dt

KeKp
-UKT"'KaKfJV(t) e (21)
: . de
Finalmente, haciendo uw = & e tiene que el mo-
delo matemdtico del sistema en funcidn de la ve
locidad angular a la que giran las aspas del ven

tilador es:

@ =

a2 Kr(RJ + LBg) + K KeBg | du K1(RBg + KaKe)
@&t Ton T o at ¥ | TIRg + KoRe J

Kf K
" Tikg + Kakg 7 8

Ejemplo II.1l7

El sistema electro-mec&nico que se muestra en la fi-
gura I1.64 representa un micr§fono de capacitancia
variable en forma esquemdtica. E1 sistema estd inte
grado por una parte eléctrica y una mecdnica, forma
dos por una baterfa, una resistencia, una inductan-
cia, una masa, un amortiguador y un resorte. Ambas
partes estdn interconectadas mediante un capacitor
variable de placas paralelas, el comportamiento del

capacitor estd definido por la ecuacidn:

€A
X0 - X

donde:

C: es el valor del capacitor

€: es la constante del dieléctrico entre

las placas del capacitor

A: es el drea de las placas del capaci-

tor
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x0t 8 la separaci8n entre las placas del

capacitor cuando la excitacidn exter-
na (£(t)) es cero.

x: es la distancia que se desplaza la pla

ca 2(M), cuando se aplica la excitacién
externa.

Cuando la separacifn entre las placas del
capacitor es (xg9 - x), la carga el&ctrica
entre Estas es (qo + q).

Cuando la excitacifn externa es nula, esto
es, £(t) = 0 el resorte estf estirado una
distancia x;.

La excitacifn externa, representa la fuer-
za aplicada sobre la placa 2(M) del capaci-
tor, &sta es producida por las ondas sono-

ras (voz, miisica, ruido, etc.).

R L

WA

E

7 K
C
— f(t)
]
: NL_A/ B 4
l

E=

/

2

I
Xo — X I

Figura II.64

Obtener un modelo matemdtico que defina el comporta-

miento ffsico del sistema.
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1. Seleccidn de variables. Las variables que pueden
ser empleadas para modelar el sistema en este ca-
so son: la carga eléctrica del capacitor y/o el
desplazamiento al que 2st@ sometida la placa dos
del capacitor. Cabe mencionar que la carga no es
una variable de uso comfin, sin embargo, en la sec-
cifén II.4 se menciond que &sta puede ser empleada
en la formulacidn de modelos matemdticos para sis-
temas eléctricos. Por otra parte la carga eléctri

ca se puede expresar mediante la ecuacibn:

t
q(t) = S i(e')de!’
0

2., Leyes de Elementos.

~ Leyes de elementos para la parte el@ctrica:

VR = R iR ... (1)
di

vp = L vee (D)

NS

Ve = &+ (a + q0) 3
€A

c= cee (&)

~ Leyes de elementos para la parte mecédnica:

a2 d2x
fy = Mﬁ (x; + x) = Hd—tz- cee (5)
d dx
fg = B it (xl 4+ x) =B It «.. (6)
fr = K(xy + x) cee (7)
(g + q0)?
* £ = -~ oo (8)

*Fuerza electrostatica entre las placas del_capgcitor.
JOHNK, C.,T.,A., Engineening Electromagnetic Fields
§ Waves, John Wiley & €cns, Inc. New York, 1975, p. 259.
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Las ecuaciones de equilibrio para 1la parte

eléctrica son:

LVK:
E = Vg + Vg + V¢ eee (9)
LCK:
iR-iL-iC ) (10)
e
ic=4 eooan

Las ecuaciones de equilibrio para la parte me-

c@nica son:

Diagrama de cuerpo libre para la placa dos del

capacitor.

—.fK
——— f(t)

—>fM

> fp

2

Figura II.65

por lo tanto la ecuacidn de equilibrio es:

£(t) = fy + fg + fx - fo cee (12)

4. Obtencidn del modelo matemd@tico.

De las ecuaciones (1), (10) y (11):

Vg = R ce. (13)

[-3[-9
(2]
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2
vy = L3 cer (18)
de las ecuaciones (3) y (4):

(@ + qg)(xg - x) ee. (15)
c Ae

sustituyendo las ecuaciones (13), (14) y (15)

en la (9), se tiene:

d2 d (xo - x)
E=Lgd + R+ ——— (a+aqp) .. (16)

sustituyendo las ecuaciones (5), (6), (7) y

(8) en la (12), se tiene:

d2x dx 1 2
Mgzt Bt K(xy + x) + 505(a + qq) f(t)

... (17)

Las ecuaciones (16) y (17) representan el modelo
matemdtico que sirve para representar el sistema
considerado. Debido a que en este caso las ecua
ciones son no lineales, el modelo estarid repre-
sentado por un par de ecuaciones, ya que para ob
tener la rgpresentacién del modelo en forma com-
pacta se requiere un desarrollo algebraico muy
complejo. Cabe mencionar que este sistema es po
sible representarlo por medio de ecuaciones dife
renciales lineales empleando técnicas adecuadas

para linealizar el modelo no lineal.*

Modelo matemdtico no lineal:

2 (xp - Xx)
d7q dq , X0 - %) -

Lgg YR t Y (¢ + qp) = E ee. (18)
d?x dx 1 2 - y

Mgz tB g tRGx+x)) 4oy (@t qp)= £(r) ... (19)

*bD'AzZZ0, J.J., HOUPIS, C.H., Linear Control Systems Analys.is
and Design: Conventional and Modern, McGraw - HiT1, New York, 1975.



Modelo matemB&tico linealizado:

d%q dq .1 - _q0

Lgrz *Rgete; 0 g *= 0 ve. (20)
d2x dx q0

Hm-l'ndt + Kx ch'-f(t) cee (21)

A partir de las ecuaciones (20) y (21), se pue-
de obtener un modelo matem@tico para representar
el comportamiento del sistema en forma compacta,
esto es:

a* R _B[d BR , K | d%q
'd’:%*[ + :[d +[con+m+n]d2+[om m.:l

K a q0
+ [com.'m.aﬂ 9" Meex £V

Ejemplo II.18

En la siguiente figura se presenta un servomecanis-
mo utilizado para posicionar una mesa de corte de
materiales:

v

Figura I1.66
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La sefial de referencia o seifial de entrada V(t) es

aplicada al sumador de la siguiente figura:

Ro
Wy
Ro .
o oML
Ro

=

|||_.I . J

e= u,+u2

Figura II.67

El voltaje del sumador operacional se utiliza para
excitar la armadura de un motor elé@ctrico ideal de
corriente directa, el par y la velocidad angular
producidas por éste, se transmiten a un engrane re
presentado por la inercia (J). La mesa estd repre-
sentada por la masa (M) y la posicidn de ésta x(t),
es la variable que se desea controlar. La flecha
que une el motor con el engrane tieme una constan-
te torsional KT y existg un fluido viscoso con coe
ficiente de amortiguamiento B, sobre el cual se des
plaza la mesa. La variable que se desea controlar
es detectada mediante un potencidmetro (PT) y se com

para con la sefial de referencia V(t).

Obtener un modelo matemdtico que sirva para repre-
sentar el comportamiento del sistema, empleando co

mo variable el desplazamiento (x) de la masa.



Solucidn:

1. Seleccidn de variables. En este caso, la varia
ble que se empleard en el modelo del sistema es

el desplazamiento de la masa (x).

2. Leyes de Elemento.

Parte eléctrica:

VR“ RiR R (1)
di

vy = LR eee (2)

Ve = 10 x ces (3)

Va-Ka wWm veo e (10)

e(t) = V(t) - Vg .o (5)

Parte mecfnica rotacional:

Tm = Kg ip e. (6)

TKT L4 KT (Om - 6) . e e (7)
a2

3= 3 53 cee (8)

Parte mec@nica traslacional:

2

dex
fMy = M a2 ces (9)
dx
fp = B 43 o0 (10)
Relaciones auxiliares:
X = r8 eee (11)

3. Leyes de Conjunto.

Parte eléctrica:

LVK:

e(t) = Vg + Vg, + V, eee (12)
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4.

LCK:

ig = ip = ip ee. (13)

Parte mecfnica rotacional:

Tp = TKT cee (14)

Tgp = Ty + r fe «oe (15)

Parte mecdnica traslacional:

fe = fy + fp co. (16)
Obtencidén del modelo matemdtico.
De las ecuaciones (1) y (13):
VR = R ip ves (17)
de las ecuaciones (2) y (13):

vy = L —2 .o, (18)

de las ecuaciones (3) y (5):
e(t) = V(t) - 10 x cee (19)

sustituyendo las ecuaciones (4), (17), (18), vy
(19) en 1la (12):

V(t)-L'—idltE+nim+10x+1(, om ce. (20)

de las ecuaciones (6), (7) y (14):
Keg ip = Kp (6 - 0) cee (21)

de las ecuaciones (7), (8) y (15):

a2e (72
KT(em—e)-JT{z‘*'rfe ees (27)



de las ecuaciones (9), (10) y (16):

d2x dx
fe M ac? + Bd_t cee (23)
de la ecuacidn (11) se tiene:
X
8 = ces (24)

sustituyendo la ecuacién (24) en la (22):

2

(-9

X

- =1

6m KT +

n %

r
+ X7 fe «eo (25)

4

sustituyendo la ecuacibn (23) en la (25) se ob-

tiene:

J . xM | d?x  rBdx . x
Om [ TKT + Xt ] Fry i T dat + - co. (26)

de las ecuaciones (21) y (24):
im-%[em-%] R ¢1))
sustituyendo la ecuacifn (26) en la (27):
ip = [T&'*%]g—i{’*%% .. (28)
sustituyendo las ecuaciones (26) y (28) en 1la

(20), se tiene que el modelo matemdtico del

sistema en forma normalizada es:

d3x + Br? + RKrp d2x +
de3 J + Mr? LKy + KaKf dtZ

[ Kp(RBr? + KaKg) ] dx

(3 + Mr2) (LKr + KaKf) | dt

10Kf Kpr Keg Kpr
(J + Mr2) (LKp + KaKg) | ¥ (3 + Mr2) (LKp + KaKg)

v(t)
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=2

Ejemplo II.19

Considérese el sistema hibrido mostrado en la figura
como una representacién muy simple de una planta ge-
neradora de energia eléctrica (del tipo hidroeléctri
ca). El vaso de la presa se representa por el tanque,
éste se comunica directamente a una turbina hidrduli
ca ideal. La turbina y el generador de energia eléc-
trica estin conectados a través de una flecha con

una constante torsional Ky. El voltaje generado por
este iltimo alimenta a una carga, la cual es repre-

sentada por una resistencia R¢.

[y —

==

Dg

Figura II.68

Obtener un modelo matemdtico para representar el com
portamiento del sistema, empleando como variable la

corriente que fluye a través de la resistencia R¢.



Solucidn:

Leyes de Elementos:

P,
TJT

TDe

TKT
VRa
Vi,
VRe
Wy
P,
Tg

Ve

Leyes de Conjunto:
dv
dt
Tp
Trp

TKT
Ve

iRa

q(t) - q

Ty + TDe

T
Tk
Tg
vRa + vLa + VRC

igr, = i1, = i¢

Obtencifn del modelo:

De las ecuaciones (8) y (12):

dh

ASE+

dt

1 dér
Kq dt q(t)

de las ecuaciones (1) y (9)s

Ty

1
= —— (Pg + Yh)
Kp

(¢Y)

(2)

(3)
(4)
(5)
(6)
(7N
(8)
9)
(10)
(11)

(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
an

(18)

(19)
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de las ecuaciones (2), (3), (13) y (19):

‘

d2ep der 1
I o 4 De-r-i—p-(P°+Yh) «e. (20)

de la ecuacidn (20):

JrKp d26r = DpKp der 1
PETY @e YTy @ Ty P e (2D

sustituyendo la ecuacién (21) en la (18), se

tiene:

AJpK, ddep  ADgK, d2gq 1 dep
v @ YTy @ trg @t

oo (22)

de las ecuaciones {(4), (10) y (15):

Ke ig = Kp (8p - 6g) el (23)

de las ecuaciones (5), (6), (7), (11), (16) y
(17):

di .
La & + (Ry + Redig = Ky 08 ... (24)

de la ecuacidn (23):
K P
OG-OT-EgiG eee (25)

sustituyendo la ecuacifn (25) en la (24):

KpKge |dig dérp
[1.¢| + Xr ]—d: + (R, + Ro)ig = Ky it

eoo (26)
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dép | |La  Ke| dic | Ra + Re ;
dt Kp  Kp | dt Kp G

sustituyendo la ecuacidn (27) en la (22), se

tiene:
AR [La  Re| d%g  AIRp [ Ra+ B |82  ADeK[ La | Ke | a2ig
Y |Xp " Kp | dt Y Kp a2 Ty | % TR | a2
ADgK, + di

oKp| Ra + Rc [ dig ., 1| La  Kfe | dig L Ra + R
t Xp ]dt | PR | @t XE 1c = a(t)

Reagrupando términos semejantes y normalizando
se tiene que el modelo matemdtico del sistema
en funcidn de la corriente que fluye a través

de la resistencia de carga (Rc), estd dado por:

d%iG  JrKr(Ra + Rc) + Dp(LaKr + Rpke)  dlig

st To(Loky + Fokg) ezt
, _ADo KpRgKy(Ra + Rc) + Y(LaKr + Koke) _dic
AJp KKp (LaKy + KpKe) de
. Y Kp(Ra + Re) Y KpKp

K37 Kiq(Laky + Kpkg) -6 ™ "AJp Kp(Laky ¥ Kpkg) *(F/ ]
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IIT.1 CaRACTERfSTICAS GENERALES

Los sistemas de primer orden se caracterizan principal-
mente por tener un elemento capaz de almacenar energfa.
Este tipo de sistemas se representan desde el punto de
vista matemdtico por ecuaciones diferenciales ordina-
rias de primer orden. Estos sistemas pueden ser de algu
no de los siguientes tipos:

- Eléctricos

- Mecénicos

a) Traslacionales

b) Rotacionales

- Térmicos
- Hidr&ulicos
- Hfbridos *

Por otra parte, un sistema de primer orden en general,
se pepresenta por un modelo matem&tico de la forma:

al% + agx = f(t)

Normalizando con respecto a la derivada de mayor orden,
se tiene:

dx ag 1
e e x T

haciendo las siguientes asignaciones:

ao 1
bo = o7 y by =

entonces el modelo matematico se expresa de la forma:

dx
e + bgx = b; £(t)

* .
Algunos casos especiales.




bg: es la frecuencia natural del sistema
b;: es el factor que afecta la excitacidn
externa o entrada aplicada al sistema
f(t): es la excitacidn externa o entrada
aplicada al sistema
x(t): es la variable de estudio o interés

del sistema considerado

Existe una gran cantidad de métodos para obtener la solu
cion de ecuaciones diferenciales de este tipo. En este
caso Unicamente se empleardn el método de coeficientes in
determinados y el método directo por transformada de La-
place.

Ejemplo III.1

Considérese un sistema de primer orden, representa

do mediante la ecuacidn:

1 dx
—Z-—K'F 2x = cos t

el estado inicial de la variable en el tiempo cero

es!

x(0) = 1

Obtener la solucidn general:
a) Por el método de coeficientes indeterminados

b) Por el método de transformada de Laplace

Solucidn:

Normalizando con respecto a la derivada de mayor or

den se tiene:

[-H

—% + 4x = 2 cos t e (1)

a) Método de coeficientes indeterminados.
Solucidn homogénea:

Para este caso la ecuacidn homogénea estd dada por:



ax
d—t+4x-0 cee (2)

la ecuacibn caracteristica es:
m+ 4=0 vee (3)

de donde:

m= -4 ees (&)

es la raiz que satisface la ecuacidn caracteris-
tica y se le denomina la frecuencia natural del
sistema; por lo tanto, la solucidn homogénea ten

drd la forma:
xp(t) = K, emt Lol (5)

asi:

xp () = K, et cee (6)

Solucidn particular:

Debido a que la excitacidn externa es una funcidn
senoidal, la solucidn particular es una combina-

cidn lineal de la entrada y es de la forma:

xp(t) = K3 sent + K3 cos t eee (7)

La solucidn particular propuesta debe satisfacer
a la ecuacidn diferencial original, por lo tanto
para determinar los valores de las constantes
K, y K3 es necesario derivar la solucidn parti-
cular y sustituir ambas ecuaciones en la ecua-
cidn diferencial original, esto es:
ER-KZ cost - Kzsent ces (8)
dt

sustituyendo las ecuaciones (7) y (8) en 1la
(1), se tieme:

Kocost - Kgsent + 4Kpsent + 4Kzcost = 2cos t cee (9)
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Agrupando términos semejantes:

(K, + 4K3)cos t+ (4Ky ~Kz)sent= 2cost ... (10)

De la ecuacidn (10) se puede generar un sistema
de ecuaciones simultineas para determinar los
valores de K, y K3, es decir, al igualar los tét

minos semejantes de esta ecuacidn, se obtiene:

Ky + 4K3 = 2
Lee (1)
4K, - K3 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior
en forma simultdnea se tiene que los valores de

K, vy K3 son:

K, = 2/17

Ky = 8/17

sustituyendo los valores de K, y K3 en la ecua

cidn (7) la soluciéin particular es:
2 8
xp(t) =7 sent + 13 cos t cee (12)

Para obtener la solucidn general del sistema, se
deben sumar la solucidén homogénea y particular,

esto es:
x(t) = xp(t) + xp(t) cee (13)

sumando las ecuaciones (6) y (12) se tiene que

la solucidn general es:

-y
x(t) = K, e t + f% sent + {% cos t ce. (14)

Para encontrar el valor de la constante K;, es
necesario emplear el dato de condiciones inicia-

les en la ecuacidn (14), por lo tanto:

x(0) = 1 = Ky + {% s (15)

de donde se obtiene:

9
K1 =717



b)

sustituyendo el valor de K; en la ecuacidn (14),

la solucidn general estd dada por:

bt
x(t)=1i7e +-iz7sent +%cost oo (I)

Método de transformada de Laplace.

El método de solucidn mediante la transformada

de Laplace, resulta ser mds simple y rdpido que

el de coeficientes indeterminados.

Aplicando la transformada de Laplace a cada uno de

los términos de la ecuacidn (1), se tiene:

dx
L 3:1—:‘ SX(s) - X(0) oo (16)
Lg 41; = 4X(s) ... (17)
28
Li2costi=-s—2—+——1' ... (18)

sustituyendo las ecuaciones (16), (17) y (18) en
la (1), se tiene:
2S
SX(s) - 1 + 4X(s) = T2 51 .o (19)
Agrupando y factorizando los té&rminos comunes en

X(S) se obtiene:

28

X(S)(S+4)—l-ﬁ «.. (20)
despejando X(S):
28 1
X(S)'[sz+1 +1]s+4 o0 (21)
o bien:
S2 + 25 + 1
X(8) =15 T &) (Z+ 1) -ee (22)

Para encontrar la solucidén general (x(t)) es nece-
sario obtener la transformada inversa de Laplace

de X(S), esto es:

x(t) = L"?X(s)% e (23)
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No es posible obtener la transformada de Laplace de
X(S) directamente, por lo que es necesario hacer una

. . . *
expansidn en fracciones parciales, para X(S), esto
es:

2
X5 w AR HL L Ao BEEC g

GFHEI+D "s+4t 57+

Aplicando el método descrito en el apéndice de tramns

formada de Laplace, se tiene que:

Los valores de A, B y C son:

9
A=T7
8
B =17
2
=17

sustituyendo los valores de A, B y C en la
ecuacidn (24), se tiene:

s2 + 25 + 1 9/17 (8/17)S + 2/17
XS " GrnElsD -~ s+d T STH 1 - (25

Reordenando la ecuacidn (25), es posible obtener la
solucidn general del sistema, aplicando la trans-

formada de inversa de Laplace, esto es:

x(e) = L3211 §+L‘13 8/17 s f +L‘13 2/17 $

S+ 4 s2 + 1 S!"'l
x(t) =2 e " 4 B o5t +-% gen t (1)
17 17 17 ee

Comparando las ecuaciones (I) y (II) se puede apre-

ciar que son idénticas.

A través de este ejemplo se mostrd la aplicacion de los
dos métodos sugeridos para la solucidon de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden. La representacidn grafica
se muestra a continuacion:

*Ver el apéndice de transformada de Laplace.
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x(t)

\/ > —— SISTEMA —> =
Y} R

(ENTRADA)

(SALIDA)

Figura III.1

Como se menciond, los sistemas de primer orden pueden en
general ser del tipo eléctrico, mecénico, hidrdulico, tér
mico e incluso hibridos (casos especiales). A fin de rea
firmar esta idea en la tabla III.1 se muestran algunos
ejemplos de sistemas de este tipo y los modelos matemati
cos de los mismos.
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111.2 Tipos DE ResPUESTAS DE SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

Una forma para analizar y/o disefiar sistemas de primer or
den es a través del estudio de los tipos de respuestas de
éstos. En general la respuesta de un sistema depende de
sus caracteristicas propias, su estado inicial y la exci
tacidon externa o entrada aplicada a éste, en forma esque
matica esto es:

w(t) y(t)
—_— SISTEMA —

y(to)

Figura III.2

donde:
u(t): es la excitacidn externa o entrada apli
cada al sistema
y(tg): es el estado inicial del sistema en el

tiempo inicial tg

y(t): es la salida producida por el sistema

Los tipos de respuesta con base en las condiciones mencio
nadas son:

- Libre
- Forzada
- Total
- Permanente
- Transitoria
Cada una de las respuestas est&n en funcibn de los pard-

metros del sistema y de las condiciones a las que estd
sometido (estado inicial y entrada).



RESPUESTA LIBRE

Es aquélla que produce el sistema cuando 1la entrada o
excitaci6n externa aplicada es cero y su estado infcial
es diferente a cero, esto es:

u(t)=0 O]
EEE——— SISTEMA —

y(to)#0

Figura III.3

por lo tanto, la respuesta libre del sistema depende ini
camente de su estado inicial.

Ejemplo IIIX.2

Obtener la respuesta libre para un sistema eléctri-
co formado por dos resistencias y un capacitor, co-

nectados como se muestra en la figura:
Ry =R2=|2KQ. y C=330uF

Iy I

2
NJeo
Yol

B —

Figura III.4
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Emplear como variable el voltaje en el capacitor.

Solucidn:

En el tiempo t = 0 el interruptor I, se cierra y el
interruptor I, se abre, en este caso el circuito re-

sultante para t > 0 es:

Figura III.S5

para tiempos menores a t = 0 el capacitor C estad co-
nectado a la fuente de voltaje V, por lo tanto, el ca
pacitor estd cargado a un voltaje idéntico al de la
fuente, de esta manera se considera que el estado ini

cial del sistema es:

Vc(0) = 2 Volts

Obtencidn del modelo matemdtico del sistema.

Leyes de Elemento:

Vg, = R} iRl cee (D)
VRZ = R2 iRZ oo (2)
. ave
ic = ¢ cee (3)

Leyes de Conjunto:
le = VR2 = VC ve e (4)
iRl + iRZ + ic = 0 .o (5)

de las ecuaciones (1) y (4) se tiene:



de las ecuaciones (2) y (4) se tiene:
iRZ-i-; eee (1)

sustituyendo las ecuaciones (3), (6) y (7) en la
(5) se tiene que el modelo matemftico del sistema

es:
dvVe 1 1
T [_Rx +y;5| Ve 0 ve. (8)

el modelo matemdtico en forma normalizada es:

dVe 1 Ry + Ry
T+ = [ (Ve = O cee (D)

La respuesta libre del sistema se obtiéne al resol-

ver la ecuacidn (9).

Solucifn homogénea:

La ecuacidn caracteristica estd dada en este caso

por:
1 Ry + Ry
nt+ = | —==|=0 .os (10)
C [ R)R, (
por lo tanto, la frecuencia natural del sistema es:
1 Ry + Ry
m - [ "R, .es (11)

y la solucidn homogénea es:
l[Rl + Ry
Ve(t)y = Ky e G FiR2 cen (12)

Solucidn particular:

Debido a que en este caso la excitacidén externa es
cero, la solucidn particular es cero. La respuesta

tibre del sistema estd dada por la ecuacidn (12):
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1 [Rl + Rz]t
Ve(t)prp = Ky e ©| RiR2 cee (13)

para evaluar la constante K; es necesario emplear las

condiciones iniciales en la ecuacidn (13), esto es:

Ve(0) = 2 = K cee (14)

sustituyendo el valor de K; en la ecuacién (13), se

tiene que la respuesta libre es:
I[R +R]
- = t
. R1R
Ve(t)prp =2 e © 11 ee. (15)

sustituyendo los valores de Ry, R, y C en esta fil-

tima ecuacidn, la respuesta libre es:

-0.505¢t

Ve(t)prg = 26 eee (I)
grificamente:
vc“)ua“
41-
5.
2
1
0 | 2 3 4 5 6 7 s ¢

Figura III.6



RESPUESTA FORZADA

Es aquélla que produce el sistema cuando la entrada o
excitacion externa aplicada a éste es distinta de cero
y su estado inicial es nulo, esto es:

u(t) #0 Yeorza0n
— SISTEMA —>-

y(t)=0

Figura III.7

por lo tanto, la respuesta forzada del sistema depende
Ginicamente de la entrada o excitaci6én externa aplicada.

Ejemplo III.3

Obtener la respuesta forzada para un sistema eléc-
trico formado por dos resistencias, un capacitor y
una fuente de voltaje interconectados como se mues
tra en la figura. Emplear como variable el volta-

je en el capacitor.

vm@ R2§ c ==

V(t)=10+0.5Sen t , RI=R2=I2KQ ; C=330uF

Figura III. 8
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Solucidn:

En el tiempo cero, el interruptor I; se cierra y

el circuito resultante es:

R,

Figura III.9

El estado inicial del sistema es, entonces:

Ve(0) = 0

El modelo matemdtico del sistema estd dado por:

dVe 1 [Rl + Rz:[ i 1
it T C o5, Vet me Vv .. )

la respuesta forzada del sistema se obtiene al re-

solver la ecuacidn (1).

Solucién homogénea:

Para este caso, la ecuacidén diferencial homogénea es:

dVe 1 R, + R,
’“‘*T‘:— Ve =0 cee (2)

por lo tanto, la ecuacidn caracteristica estd dada

por:

1 R; + R,
m + C I: RIRZ 0 oo (3)



de esta tiltima ecuacidn, se tiene que la frecuencia

natural del sistema es:

1 Ry + R,
m - _—iTi;_ oo (8)

y la solucidén homogénea estd dada por:
R; + Ry

1
Ve(t)y = Kk, e Cf RiR2 vee (5)

Solucidén particular:

Debido a que la excitacidn externa es la suma li-
neal de una constante y una funcidn senoidal, 1la

solucidn que se propone es de la forma:
Vc(t)P = K + K3 sent + K, cost ees (6)

derivando con respecto al tiempo la solucidn pro-

puesta se tiene:

dv
—3%2 = K3 cos t - K, sen t cee (7)

para evaluar las constantes K,, K3 y K, es nece-
sario sustituir las ecuaciones (6), (7) y la excita

cidn externa en la ecuacidén (1), se tiene:

R; + R, +R1+R2
TIR;K3_K“Bent+K3 Wlh,cost'f—

Ry + Ry 1 0.5
-—TIR—Z—KZ mlO-F-msent co. (8)

Igualando términos semejantes de la ecuacidn (8),
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para

evaluar las constantes Ky, K3 y Ky:
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R, + R, .1 1o

CR;Rj 2 CR,

Ry, + R, .5

CR.R, K3 - Ky = TR, eee (9)
Ry + Ry

K3 CR,K, ‘& =0

Resolviendo las tres {iltimas ecuaciones en forma si
multdnea, se tiene que los valores de K, K3 y Ky
son:
R2
Ko =F—R—z 10

o B3 (R + R,) R,
3 (R; + R;)2 + C2R3R2

- 0.5C R; R}
Ko = Ty # Rp)2 + CZR2RZ

sustituyendo los valores de K;, K3 y Ky en la ecua

cidén (6), se tiene que la solucidn particular es:

Ry 0.5 (R; + Rp)R,
Ve®p "4/, VY ® FRZF CTRIRZ °°E T

0.5 CR, R2

(Ry + Rp) +CPReRZ °°° t wee (10)

la solucidn general de la ecuacibn diferencial ori-
ginal (ecuacidn (1)) se obtiene al realizar la suma

lineal de las ecuaciones (5) y (10), siendo &stas

'Ifl + R2—|
Vc(t) =K, e cn,nz [R ;!10 +

2
0.5 (R; + Ry)R, ‘Jun . _l: 0.5 CR; R} ] ot

& R)Z + CPRIRY &, * R)Z + CPRGRY

e (11)
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Para obtener la respuesta forzada del sistema, es
necesario evaluar la constante K; de la ecuacidn
(11) empleando las condiciones iniciales, que en

este caso son cero, esto es:

2
R, 0.5 CR,R,
Ve(0) = 0 = Ky + 573557 10 - @Ry ¥ R,)2 + CZRIRZ
e (12)
por lo tanto K; es:
Ky = 0.5 C RjR2 R, 0
1% (R, + Rp)Z + C2R3RZ ~ Ry + Ry 1

sustituyendo los valores de R;, R y C en las ex-

presiones para K;, Ky, K3 y Ky, éstos son:
Ky = - 4.9
Ko = 5
K3 = 0.051

Ky = - 0.1

sustituyendo estos valores en la ecuacidn (11), la

respuesta forzada es:

-0.505¢t
Ve(t)pog = 5 - 4.9 +0.051 sen t - 0.1 cos t
eee (I1)

grificamente:

]
4 4
3
2 |
1

1 2 3 4 s 6 7 M ° o n 12 t

Figura III. 10




180 RESPUESTA TOTAL

Es aquélla producida por el sistema cuando la entrada o
excitaci6n externa aplicada y su estado inicial san dis-
tintos de cero, esto es:

w70 y(t)roraL
> SISTEMA —
y(to)#0

Figura III.1ll

por lo tanto, la respuesta total del sistema depende de
la entrada aplicada y de su estado inicial.

Por otra parte, si se conocen las respuestas 1ibre y
forzada del sistema, la respuesta total se puede obtener
mediante la expresifn:

V(O popar = Y p1pre * Y (t)porzapa

Ejemplo III.4

Obtener la respuesta total para un sistema eléctri-
co formado por dos resistencias, un capacitor y dos

fuentes de voltaje como se muestra en la figura:

hy R l2 Is
-
t=0 t=0 t=0
Vi) () Re c = — Vz2voLrs

VI{t)=10+05 Sen t ; RI=R2=12KQ ;, C=330 uF

Figura III.12
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Emplear como variable el voltaje en el capacitor.

Solucidn:

Cuando el tiempo es igual a cero se tiene que los
interruptores I; e I, se cierran y el interruptor
I3 se abre, el sistema el&ctrico puede ser dibuja

do de la forma siguiente:

Wy
vit) @ R2§ c

Figura III.13

El estado inicial del sistema es entonces:

Vc(0) = 2 Volts

El modelo matemdtico del sistema estd dado por la
ecuacidn:

dve 1 [RI + R,

1
i v R1R, ]VC " ®c V(©) -ee (D)

La respuesta total del sistema, se obtiene resol-

viendo la ecuacidn (1).

Solucibn homogénea:

En este caso la ecuacidn diferencial homogénea es:

dvVe Ry + Ry
at * Torx, Ve~ O e )

la ecuacidn caracteristica estd dada por:

R; + R,

m + CRIR, =0 o

(3)
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y la frecuencia natural del sistema es:

R, + R
- =1 "2 vee (&)
CR Ry

por lo tanto, la solucién homogénea esté dada por:

Ry + Ry
- CR, R
Ve(t)p = Ky e 172 Cee. (5)

Solucién particular:

Debido a que la excita:zifn externa es la suma li-
neal de una constante y una funcidn senoidal, 1la

solucidn que se propone es de la forma:
Ve(t)p = Kz + K3 sent + Kycost eee (6)

derivando con respecto al tiempo la ecuacidn (6) se

tiene:

dav
—ﬁR-Kgcost—quent cee (D)

Para evaluar las constantes K, K3 y K; es necesa-
rio sustituir las ecuaciones (6), (7) y la excita-

cidn externa en la ecuacifn (1), esto es:

R. + R R, + R R, + R
2 g.- ~A__2 12 -
[ CR 1K, K3 K.Jsen t+ [Ka + CR iR, KI‘] cost + CR1R, Kz

10 0.5
R, + ], sen t ee. (8)

igualando los términos semejantes de la ecuacidn

(8), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Ry * Ry p, o=
CR R, X2 = ©r; !0

R]"‘RzK oK, = 25 ees (9)
CR;R, 3 " TR,

Ry + R
K3 L 2 Ky = 0




183
Resolviendo simultfneamente las tres iltimas ecua-

ciones, se tiene que los valores de Ky, K3 y Ky

son?

Ry

X, +®, 10

Kz"

0.5 (R + R,)R,
(R} +Ry)2 +C2RIR2

Ky =

2
_ 0.5 CRyR;
(R + Rp)2 + c2ngng

Ky =

Sustituyendo estas constantes en la ecuacidn (6), se

tiene que la solucifn particular es:

R, 0.5 (R; + Rp)
Vc(t)p mlﬂ +ng%ﬁz—smt-

2
0.5 CR,R;
Ry ¥ R)7 + CZRIR? cos t

... 10)

Por lo tanto, la solucidn general de la ecuacidn

diferencial (1) es:

Rl + R2
-—2 R, 0.5 (R, + R)R,
e TR PR T Wy CZRgRZ %" £ T
0.5 CRiR}
- (Ry +R2)2+C2ang cos t eee (11)

Para obtener la respuesta total es necesario eva-
luar la constante K, utilizando las condiciones

iniciales del sistema y la ecuacidn (11), esto es:

) R2 . 0.5 C RyRZ
Ve(@) =2=K1+ 77 0-—msrpy7 + C7RZRZ
el 12)
de donde:
2
0.5 C RjR; R,
Ky = 2 + 10

(Ry +'R2)Z + C?RIRZ ~ Ry + R,
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presiones para K;, K, K3 y Ky se tiene:

Ky = - 2.9

Ko = 5

K3 = 0.051

Ky = - 0.1

sustituyendo estos valores en la ecuacifn (11), se

tiene que la respuesta total del sistema es:

-0.505¢t
Vo(t)mop = 5 - 2.9 e + 0.051 sen t ~ 0.1 cos t

eee (III)

Otra manera de obtener la respuesta total del sis-
tema es sumando la respuesta libre y la respuesta
forzada, de esta forma se puede adem@s verificar si
la respuesta total se ha obtenido correctamente. En
este caso la respuesta libre estd dada por la ecua
cidn (I) y la respuesta forzada por la ecuacidn
(II) como:

Velt)pop = Velt)prp + Velt)ror

la respuesta total del sistema es:

-0:505t
Ve(t)qopr = 5 - 2.9 e + 0.051sen t - 0,1 cos t

oo (IV)

Comparando las ecuaciones (III) y (IV) se aprecia
que son idénticas, con esto se comprueba que la
respuesta total para un sistema dado es posible oh

tenerlo mediante dos procedimientos distintos.

Grdficamente:
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Figura III.lé4

RESPUESTA PERMANENTE

Este tipo de respuesta, denominada también respuesta en
estado estable, es la que produce el sistema después de
que ha transcurrido un cierto tiempo (generalmente gran-
de). Se puede obtener mediante diversos métodos; sin em
bargo, en este caso se obtiene aplicaudo la expresidn:

¥ (t) pERMANENTE ™ tli"' Y () porar
+> o

por lo tanto, se puede afirmar que la respuesta permanen
te depende de la entrada aplicada al sistema, de su esta
do inicial y de tiempos grandes.

Ejemplo III.S5

Obtener la respuesta permanente para el sistema

eléctrico descrito en el ejemplo III.4.

| MW\
Vit Ry § —L

VIH=10+05Sent; Rj=Ry=12KQ i C=330uF ; Vc(0)22vouns

Figura III.15
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Solucidn:

El modelo matemdtico es:

dve . 1 | R1 + R2 21
T {——lez Ve " ¥,C v(t) e (D

por otra parte, la respuesta total del sistema, es
téd dada por:
-0.505t
Ve(t)por = 5 - 2.9 e + 0.051 sent - 0.1 cost

cee (2)

La respuesta permanente del sistema se obtiene al to-
mar el 1imite de la ecuacidn (2) cuando el tiempo tien

de a infinito, esto es:

Ve(t)pgr = lim Ve(t) por eee (3)
t+ o

la respuesta permanente es:

Ve(t)pgr = 5 + 0.051 sent - 0.1 cost

Grdficamente:

Vel ”»m‘k

Figura III.16

RESPUESTA TRANSITORIA

Es aquélla que produce el sistema antes de alcanzar su
estado estable; por otra parte se tiene que la respues-
ta total es la suma algebrafca de la permanente y !z
transitorfa, esto es:
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y(t)porar = Y(t)rransrrorza * Y(t)pERMANENTE

por lo tanto, de la expresifn anterfor se tieme que 1la
respuesta transitoria estd dada por:

Y (t)pranszTorIa = Y(t)porar ~ Y(t)pERMANENTE

en este caso también se tiene que la respuesta transito
ria depende de la excftacibn externa aplicada y el esta
do inicial del sistema.

Ejemplo III.6

Obtener la respuesta transitoria para el sistema

eléctrico descrito en el ejemplo III.4

va\/

R
Vit) Rp =c

V(t)=1040.5Sen t; R =Rp=I12KQ ; C=’330F.F i Vel0)=2vours

Figura III.17

Solucidn:

El modelo matemdtio del sistema es:

dve 1 |R; + R 1
=+ —C_[—ZRIRZ Ve = e v(t) eee (1)

La respuesta total del sistema estd dada por:

-0.505¢
Ve(t)pop = 5 - 2.9 e + 0.051 sen t = 0.1 cos t

e (2)

Por otra parte, la respuesta permanente es:

Ve(t)pgg = 5 + 0.051 sen t - 0.1 cos t .o (3)
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La respuesta transitoria del sistema se obtiene a

partir de las ecuaciones (2) y (3), esto es:

Vc(t)m = Vc(t)m - Vc(t)m eee (&)

La respuesta transitoria es:

-0.505¢
Ve(t)ppany = - 2.9 e

Gréificamente:

Ve (')an}

Figura III.18

A continuacién se presentan algunos ejemplos para los sis
temas de primer orden y sus diferentes tipos de respues-
tas.
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SISTEMA Y MODELO MATEMATICO

R .
2 d R R R
wd  w daflarn), b

R; = 0.5Q 3 R, = 10Q 3 L = 500mH ; i(t) = 50+ 10 sen t A:

dip,
i,(0) = 5 A SE4 214, = 50 + 10 sent
L
I -21
B ip(t) =5 e t
R
7 E
I
F
P 0
R -21¢t
0 i iL(t)-2.38—2.36 e - 0.02 cost +0.475 sen t
D
D A
E
T
9 -21t
R T ip(t) =2.38+2.64 e - 0.02 cost +0.475 sen t
A
E L
s
P
P
v : ip(t) = 2.38-0.02 cost +0.475 sent
E M
S
T T
A R
3 ip(t) = 2.64 e~ 21t
s
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SISTEMA

Y MODETLO MATEMATTICO

—ex

M _—.f(f) d_t + T v = w f(t)

[-9
<

M = 600 Kg ;

B = 3000T s £(t) = 600 N

N-.s m

v(0) =1 =

dv

vl + 5v = 1
L
1

-5t

B

v(t) = e
R (t)
E
F
0
R -5
z v(t) = 0.2 - 0.2 e ¢
A
D
A
T
(o] -5t
T v(t) = 0.2 + 0.8 e
A
L
P
: v(t) = 0.2
M

wmZ> ™

-5t
v(t) = 0.8 e s
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S I STEMA Y MODELO MATEMATTICO

Boy,

\ \ dw Bg 1

6 T E+Tw-—j-T(t)

N-'m N-m

J =8 —F73 B3'1.5?8—'.-_1-/1;;T(t)==6005ent: N'm;

w(0) = 10.5 e

rad g—:l + 0.1875 w = 75 sen t

L

1 -0.1875¢t

B w(t) = 10.5 e °

R

E

F

(V]

R -0.1875t

4 w(t) =72.45 e °° - 72.45 cos t +13.585 sen t
A

D

A

T

0 -0.1875¢%

T w(t) = 82.95 e "° -72.45 cost +13.585 sent
A

L

P

E

R w(t) = 13,485 sent - 72.75 cost
M

®ZP>H3

-0. t
w(t) = 82.95 ¢~ 01875
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SISTEMA Y MODELO MATEMATTICO
q(t)
—i
Po dh , Y 1 1 1
RH, h | RHp ECR [—am *rnz] ho= g ale)
| — P T
— 1 1
ql 'A qz
Ry, = 4 lOSE—:i‘R =5 105.Pa_'3-Y=981 103—255—-'A-9 2,
1 X - ; Ry, X e .81 x g7 s A=9m®
m3
q(t) = 0.2 + 0.155 sen t 5 3 h(@) = 0.5 m
- -3 -
%“E+4.9x103h-22.22x10 + 16.66 x 107> sent
L
I -3
B h(t) = 0.5 e 4-9%107°t
T R
E
1
F
P 0
R - ~3 5
0 Z| n(t) = 4.53 - 4.52 e "9X10 +8.16 x 107" sent - 0.01 cos t
A
D
o A
E
T
o -4.9 x 1072 -
R T| n(t) = 4.53 - 4,02 e 7 X110 "t 816 x 105 sent -0.01 cos t
A
E L
s
P
P
v E _s5
R h(t) = 4.53 + 8.16 x 10 sent - 0.0l cost
E M
s
T T
A R 10-3
A h(t) = - 4.02 e~ "% % t
N
S
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SISTEMA Y MODELO MATEMATTICO

at . 1 g, 1] . L
et T [K+RT] T = g Qe)
Ta = Te = 0
K = gqsp
A ma% 3Rp=lx 1°-"_3‘ i Cp=42x 106——"{(8 5 Q(t)=8x108W ;
T(0) = 290 K %+ 5.71 x 10°* T = 0.19
L
b -4
B T(t) = 290 e‘5.7lx10 t
R
T E
1
F
4 P 0
] 2 .
° - 71
z T(t) = 332.75 - 332,75 e >- ' X0 E
A
D
P A
E
T
R 0 .
T T(t) = 332.75 - 42.75 e 5.71 x10°  t
E A
L
s
P
L
R T(t) = 332.75
E M
s
T
T
A A s.71x107 " ¢t
A T(t) = - 42.75 e °°
N
s
Tabla III.2




194 II1.3 RespuesTA EscALON

En general la respuesta escalén de un sistema se puede ob
tener si se satisfacen las siguientes condiciones:

- E1 estado inicial del sistema es nulo

- La entrada o excitacifn externa aplica
da al sistema es una funcidn escaldn

(u_, (t))

IPJL(f): Kau(t) Ay(t)

— | SISTEMA

o
-V

DE PRIMER 0
ORDEN

ylo)=o0

Figura III.19

Por otra parte, la respuesta escaldon tiene aplicaciones
en el andlisis y disefio de sistemas dindmicos.

La respuesta escaldn puede obtenerse en el dominio del
tiempo y en el de la frecuencia.

Para el primer caso es necesario resolver la ecuacién di
ferencial que representa al sistema mediante el método de
solucion de coeficientes indeterminados; y para el segun
do la ecuaci6n diferencial se debe resolver por medio
del método de transformada de Laplace.

Ejemplo III.7

Considérese un sistema eléctrico formado por dos re-
sistencias, un capacitor y una fuente de corriente co

mo se muestra en la figura:

o ]
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&(t)#} R % Re
‘T

R;=100Q : R, =660 KQ ; C=180uF i ilt)=w_ (1)

Figura III.20

Obtener la respuesta escaldn:
a) En el dominio del tiempo

b) En el dominio de la frecuencia

Solucién:

Obtencidén del modelo matemdtico del sistema.

Leyes de Elementos:

VRI = R, iRl cee (1)
VR, = R2 ig, ee. (2)
. dVc

ic= C gt cee (3)

Leyes de Conjunto:

i(t) = ig; + 1 cee (B
i=ig, = ic eee (5)
Vg, = Vg, + V¢ ces (6)

de las ecuaciones (1), (3), (4) y (5):

Ve, = Ry [i(t) -c ";’—f] cee (D)
de las ecuaciones (2), (3) y (5):
‘RZC%VTC cee (8)

VR2
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sustituyendo las ecuaciones (7) y (8) en 1la (6), se

tiene:

C(R; + Rp) "T"tﬂ + Vg = Ry i(t) cer (9)

La ecuacifn (9) representa el modelo matemdtico del

sistema y en forma normalizada es:

a)

dVC 1 Rl
T t[ew + Rz):lvc * TR, + &) (8 ... (10)

Dominio del tiempo.
Solucidn homogénea:

La ecuacién caracteristica es en este caso:

1
m+c—(W-O eee (11)

de dondé la frecuencia natural del sistema es:

1
m= - m eee (12)

La solucidn homogénea estd dada por la ecua-
cién (13):

1

et
Ve(t)h = K; e C(R1+ Rp) ve. (13)

Solucidn particular:

Debido a que la entrada i(t) es una funcidn es
caldn, la solucidn particular que se propone

es de ta forma:
VC(t)p = Kj oo (14)

derivando la ecuacién (14) con respecto al tiem

po:

dep _
dt

(15)
sustituyendo i(t) y las ecuaciones (14) y (15)
en la (10), se obtiene una ecuacidn para eva-

luar K;, la cual es:



Ka Ry

0+ C(Rl + Rz) = C(Rl + Rjy) e (16)

de donde:

K = Ry

por lo tanto, la solucifn particular estd dada

por:

Ve(t)par = Ry e (17)

La solucifn general de la ecuacifn (10) se ob-
tiene sumando las ecuaciones (13) y (17), esto
es:

1

- C(R; + Rp) t

Vc(t) = K] e +R1 cee (18)

Para obtener la respuesta escaldn del sistema es
necesario evaluar la constante K;, a partir de
de las condiciones iniciales, que en este caso

son cero, por lo que:

Ve(0) = 0 = K; + R, eee (19)
de donde:

Ky = - Ry

Sustituyendo el valor de K; en la ecuacidn (18)
se obtiene:

1
Vc(t) = - R, e C(R1 + R3) t + R .. (20)

Sustituyendo los valores de Ry, R y C en la

ecuacidén (20), se tiene:

-0.01t
e001

Ve(t) = 100 (1 - ) ... 2D

197




198

b)

1 .
SVC(S) - VC(O) + m Vc(S) = c_(m S

esta iltima es la respuesta escaldn del sistema

considerado y se puede representar por:

-0. t
ve(e) = 100 (1 - ¢ 2°%'%) e >0
o bien: cee (I)
-0 t
ve(t) = 100 (1 - e %1% (o)

Dominio de la frecuencia.
Aplicando la transformada de Laplace en ambos

miembros de la ecuacifn (10), esto es:

p{®e, 1yl 2 o
dt ' C(R; +Rp) 'C C(R; + Ry) !
vee (22)
se tiene:
dVe
L el = SVC(S) - VC(O) cee (23)
L L v = 1 Ve(s) (24)
C(R, + Ry) 'C C(R; +Ry) € ce
L —_RI— (t) -—Rl_._ . .1_ (25)
CR; + Ry) U1 C(R; + Rp) 3 te

sustituyendo las ecuaciones (23), (24) y (25)
en la (22):

R 1

oo (26)

tomando en cuenta que las condiciones inicia-
les del sistema son cero, la ecuacidn (26) pue

de escribirse como:

Ve(s) [s + 1 ] - R) L
C(R; + Rp) C(R, + Rp) S
cee (27)
despejando a Vo(s) de la ecuacifn (27):
Ry
C(R; + Ry) . (28)

Ve(s) = 1
5 ls + C(Rl +R2)|



Para obtener la transformada inversa de Lapla-
ce de la ecuacidn (28), es necesario hacer una
expansidén en fracciones parciales de la forma

siguiente:

R
—_—
C(Ry + Ry A B

1 i i
[s + Etii'i"iEi] St tm v
«ea (29)

de donde:

A = R, y B=-R;

por lo tanto, la ecuacifn (28) se puede expre-

8ar como:

R R
Ve(s) = 5 - : cee (30)

1
§ + TR, + &)

Aplicando la transformada inversa de Laplace a
la ecuacidn (30) se obtiene la respuesta esca-

16n, esto es:

Ry
1

V() = L"$ VC(S)i- 17! g%‘-f -!
; RN

S

... (31)

o bien:
-1
vc(t) = R; = R; e C(R} + Ry) ... (32)

Sustituyendo los valores de Ry, Ry y C en la
eeuacifn (32), se tiene:

Ve(e) = 100 (2 - e LG

Esta Gltima es la respuesta escalfn del siste~

ma y se puede representar como:
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Ve(t) = 100 (1 - e0-01%y 20
o bien e (II)
Vele) = 100 (1 - e 0% | (o)

Comparando las ecuaciones (I) y (II) se apre-

cia que los resultados son idénticos.

Grdficamente:

AVel(t)

Figura III.21

ITI.3.,1 CONSTANTE DE TIEMPO

Un concepto que se puede obtener a partir de la respues-
ta escaldon, es el referente a la constante de tiempo del
sistema. Esta se define como el tiempo necesario para que
la respuesta escaldn de un sistema de primer orden adquie
ra el 63.2% de su valor final.

A continuacidon se presenta un analisis sencillo para ob-
tener el valor de la constante de tiempo en forma gene-
ral para sistemas de primer orden.

La respuesta escaldén de un sistema de primer orden se
puede expresar en forma general como:

mt

x(t) = K(1 - e ") t20 «ee (D)

x(t): es la respuesta escalbn

K : es el valor final que alcanza
la respuesta escaldn
m: es la frecuencia natural del

sistema



Por otra parte si K es el valor final que alcanza la
respuesta escalén, entonces el 63.2 % del valor final
est§ dado por 0.632 K. Por lo tanto, se debe susti-
tuir este valor en la ecuaci6n (1) y despejar el tiem-
po en el cual es alcanzado:

x(ty) = 0.632 K = K(1 - ¢ ™) . (1)
dividiendo la ecuacidn entre K se tiene:

0.632 = 1 - e %1 eee (2)
de donde:

e ™% 1. 0.368 eee (3

Aplicando logaritmos naturales en ambos miembros de la
ecuacion (3):

gn(e ™1y = £n(0.368) eee (W)

de donde se obtiene:

-mtl--l oo (5)

por 1o tanto, el tiempo requerido para que 1a respuesta
escalén alcance el 63.2 % de su valor final es:

1

£, 4
m

Con base en este resultado se puede establecer que la
constante de tiempo (t) es el inverso de la frecuen-
cia natural del sistema:

1
T = =
m

Ejemplo III.S8

Considérese el sistema eléctrico de la figura:

201
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alt) GD R, § Re

i(t)=aq(t)

Figura III.22

Evaluar la constante de tiempo cuando:
a) R; = 4.7 KQ ; Ro = 980K Q ; C=5000uF
b) R; = 470Q 3 Ry = 1MQ H C= 470 uF

c) Ry = 100 KQ 3 Ry = 22Q H C= 220uF

Solucibn:
El modelo matemidtico del sistema estd dado por:

dve 1 R) .
_dt + ———C(RI Y RZ) Vc - ——'—‘_-_C(Rl T Rz)" i(t) coe (l)

la frecuencia natural del sistema (m) estd dada por:

1

m-m—iz—) eee (2)

Yy como la constante de tiempo es:
1
T - eee (3)

entonces:

T = C(R; + Rjp) cee (4)

a) Sustituyendo les valores de Ry, R y C, en 1la
ecuacidn (4):

T = 5000 x 107° (4.7 x 103 + 980 x 103)

ees (5)



por lo que:

T = 4923.5 8

Este resultado se puede interpretar de la si-
guiente manera: el voltaje del capacitor al-
canza el 63.2 X de su valor final en una hora

con 22 minutos.

b) Sustituyendo los valores R;, R, y C en la ecua-
cidn (4):

T = 470 x 1075470 + 1 x 106) eee (6)

por lo que:

T = 470 s

c) Sustituyendo los valores R;, R y C en la ecua
cidn (4):

T =220 x 1078 (22 + 100 x 103) ... (7)

por lo que:

A través de este ejemplo se puede observar que es posi-
ble modificar la rapidez con la cual un sistema respon-
de dependiendo de los pardmetros propios del sistema,es
decir, el valor que tienen los elementos que lo inte-
gran.

A continuacidn se presentan algunos ejemplos para los di
ferentes tipos de sistemas de primer orden, en los que
se muestran sus respectivas respuestas escaldn y constan
tes de tiempo.
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SISTEMA

MODETLDO

RESPUESTA
CONSTANTE D

ESCALON Y
E TIEMPO

R} + R,
Rz i n|w_[ - e~ t
s.SQU R . ) =, ﬁa e ﬁ L g w u_, (&)
dip 1 + Ry, R1
L dt + L i = ﬂ Haﬂv
L
TER{+R
i) = () 1 2
_B
M 1) v(t) = -wl _HH| e M TJAS
B e vt
=5
)= wun(t) B
B, _Be,
/J e?v-M'oT..m J H_,_-HAS
at + T oo =7 T(t)
Beo s
Bg

T(t) = - (t)




€°III ®TqBlL

1 + Sux osh = W)r-m=(1)d
—-—— = 1
Iyl
L) Ly L0 . 3p
Auvcﬂlﬁﬁ 'ﬁu.fMg 4+Hv
1- 1+ %y)x
o g ] SR o
Lo+ Dux
1 = 81
(W= (4)b
Hy + T8yl & _ . i M/ b
[7egey | 7 = 0d -—— id = Ood
H y _Ifll_l
-] o
1H
Auvvmﬁu:_’dﬁ+|~|~w_*+$ \ _
, ZH 1H [L—
(2)1=n ZHyYUH o - p| LR WL (4)y 2;*
a 'y v THy THy
THy 4 (Byg = X
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III.4 RespuesTAa IMPULSO

En general, la respuesta impulso (h(t)) de un sistema
se puede obtener si se satisfacen las sigufentes condi
cfones:

- E1l estado inicial del sistema es nulo

~ La excitacifn externa o entrada apli-
cada al sistema es una funcifn impul-~

so (8(t)).

En forma esquemftica esto es:

CE ) Ayt = nin
K 1
SISTEMA \
DE_PRIMER - -
ORDEN o t
ylo)=o

Figura III.23

La respuesta impulso es importante, ya que a partir de
ésta se puede obtener la respuesta del sistema para cual
quier entrada. Asimismo se puede establecer l1a relacién
salida - entrada del sistema (funcidn de transferencia).

Debido a que la funcién impulso no estd definida en for-
ma precisa, existe cferta dificultad para obtener la res
puesta del sistema cuando la excitacién es 6(t) y para
obtenerla se presentan cuatro procedimientos.

PRIMER PROCEDIMIENTO

Consiste en evaluar la respuesta del sistema a entrada
pulso (Pﬁ(t)), definfendo 1a funcién P,(t) como:



A pa(t)
Ya o , t<o
palti={ o | oct<a
o , t>a
o a -

Figura III.24

Una vez que la respuesta a entrada pulso ha sido evalua
da, es necesario obtener el 1fmite cuando A tiende a ce
ro, esto es:

h(t) = Al-?:) hp, ()

donde:

h(t): es la respuesta impulso

hpp(t): es la respuesta pulso del sistema

SEGUNDO PROCEDIMIENTO

Consiste en evaluar los efectos producidos por la fun-
cion impulso sobre el sistema, esto es, las condiciones
iniciales y posteriormente se calcula la respuesta libre
del sistema.

TERCER PROCEDIMIENTO

Consiste en obtener primero la respuesta del sistema a
entrada escaldn unitario o respuesta escaldn del siste-
ma y posteriormente ésta se deriva con respecto al tiem-
po y de esta forma se obtiene la respuesta impulso h(t).
Lo anterior puede ser expresado como:

h(t) = ﬁ% (x(t)Egsc)
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donde:

h(t): es la respuesta impulso del sistema

x(t)gsc: es la respuesta escaldn del sistema

CUARTO PROCEDIMIENTO

Consiste en resolver la ecuacifn diferencial que sirve pa
ra representar al sistema mediante el método directo de
transformada de Laplace.

Ejemplo III.9

Obtener la respuesta impulso para un sistema eléc-
trico formado por dos resistencias, una inductan-
cia y una fuente de corriente, interconectadas co-

mo se muestra en la figura:

a@® R

it)=8lH) ; R=050: Ry,=1002 : L=500mH

Figura III.25
Empleando como variable la corriente que fluye a tra
vés de la inductancia. Aplicar los cuatro procedimien

tos descritos.

Solucidn:
Primeramente, se procede a obtener el modelo matemi

tico que sirva para representar al sistema.

Leyes de Elementos:

VRI = R) iRI eee (1)

VRZ = Ry iRZ eee (2)
di

VL = L '—'L' ce e (3)

t
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Leyes de Conjunto:

i(t) = ig, + i cee (8)
i=ig, = i e (5)
Vg, = Vg, + Vg ... (6)

De las ecuaciones (2) y (5) se tiene:

Vg, = Rz ig cee (D)

sustituyendo las ecuaciones (3) y (7) en la (6):

. diy, .
VR1=R2 i, + L 3¢ .o (8)
de las ecuaciones (1) y (8) se tiene:
Ry . L dig
iRlﬂ'ﬁTlL'FR—‘--d—E— ee. (9)

de las ecuaciones (4), (5) y (9) se tiene que el

modelo matemdtico del sistema es:

L diL Rl + R2 . -
T, Ty +[———R1 i, i(t) cee (10)

De la ecuacidn (10) el modelo matemdtico puede ser

expresado en forma normalizada por:

diy, R, + Ry |, Ry .
<t +|:——————&L iy T i(t) eee (11)

a) Primer procedimiento:

Considérese i(t) = PA(t):

0 N t<o0
i(t) = Pp(t) = —};— , 0<t<A .o (12)
0 , t>A

Debido a que la funcién P,(t) es una funcidn dis-

continua, la ecuacidn diferencial se debe resolver

en tres partes:
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Para t <0.

En este caso debido a que no existe interpretacién
fisica para tiempos negativos, no es necesario re-

solver la ecuacifn diferencial.

Para 0<t<A,

En este caso se asume que ip(t) = ip(t) y la ecua

cifn a resolver es:

di R; + R R
4 G217 "2 DY
It +[ I ]iA I3 ees (13)

Solucidn homogénea:

La ecuacidn homogénea estid dada por:

i Ry + R
_d_dltA + 1T 2 i 2 iA = 0 eee (14)

la ecuacifn caracterfstica es:

Ry + Ry
- 0 eee (15)
de donde:
Ry + R
m---l-2 cee (16)

por lo tanto, la solucidn homogénea estd dada por:

-[Rl + Rﬂt
ia(t), = Ky e L ce. (17)

Solucién particular:
Debido a que la funcidn de entrada es constante, la

solucidn particular que se propone es:
iA(t)p = K, ees (18)

la derivada con respecto al tiempo de la solucién

particular es:

dia
——4p .
at 0 cee (19)



sustituyendo las ecuaciones (18) y (19) en la (13),

se puede evaluar la constante Kj:

e

R, + R R
0+ -2y, - (20)

de esta iltima se obtiene:

R

&
K2 = T(®, + 8p)

asi la solucifn particular es:

R
iA(t)p - KTET_i—EZT «es (21)

de las ecuaciones (17) y (21) se tiene que la solu-

cifn general, para 0 xt<A, es:
R; + R

=]

A(Ry + Rp) °°°

L
iA(t) = K] e

(22)
para evaluar la constante R; se sabe que la corrien
te que fluye a travé&s de la inductancia cuando el

tiempo es igual a cero es cero, condicifn que se pue

de sustituir en la ecuacidn (22):

Ry

ip(0) = 0 = K} + ZTET—;—R;Y e

(23)

de donde:

R

S S A(Ry; + Rjy)

sustituyendo el valor de K; en la ecuacidn (22),

se tiene que la solucidn general para 0<t<A es:

R, + R, |
Ry e [l—l_'t'ﬁ' R;

1a(t) = - TR+ 1) L A(R; + Rp)

oo (24)

Para t > A.

Considerando nuevamente i (t) = i,(t), la ecuacidn

a resolver es:
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dip R, + R,
Tt +—]'——‘L iA =0 coe (25)

Solucidn homogénea:

La ecuacidn caracteristica en este caso es:

Ry + R
m*—]——zL = 0 ... (26)

de donde la frecuencia natural es:

Ry, + R
n-—'L'L—'A ees (27)

por lo tanto, la solucidn homogénea estd dada por:

_|R1L *+ Ry
irn(t),b =Ky e |1 |t e, (28)

Solucidén particular:

En este caso la solucidn particular es cero, debi-
do a que la entrada o excitacidn externa es cero

para t 2 A.

Por lo tanto, la solucidn general para t > A estd

dada por:

u] (29)

ix(t) = x34e’[ L

Para evaluar la constante K3 es necesario conocer
cudl es el estado del sistema cuando t = A, este da
to puede ser evaluado a partir de la ecuacidén (24),

esto es:

P (t) . S [1 - e [Rl ; Rz] A] (30)
1 emna ARL+RY) v

Con base en la ecuacidn (30) es posible obtener el
valor que tendrd la constante K3, de la ecuacidn
(29):

. _[n, + RZ:IA
ig(e) = K3 e L «ee (31)

t=A
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igualando la ecuacidn (30) y (31) el valor de K3

estd dado por:

R Ry * Ry
K3-'A—(—El_iu2-)—|:e[ L ]A—l] cee (32)

Debido a que la respuesta que se desea evaluar de-
be ser valida para tiempos mayores o iguales a ce-
ro, se descarta la solucifn dada por la ecuacién
(24), ya que cuando A tiende a cero, serd vdlida
finicamente para t = 0. f%r esta razdn la respues-—
ta del sistema a entrada pulso estard dada por 1la
ecuacidn (29), siendo &sta:

R1+ Rz Rl+ R2
1,(0) . S [e[ T ]‘- 1] e'[—'"r.'_]t

A(Ry + Rp)
oo (33)

Para obtener la respuesta impulso del sistema, es
necesario evaluar la ecuacifn (33) cuando A tien-

de a cero, esto es:
h(t) = lim iA(t) eo. (34)
A+0

Al evaluar la expresidn para ip(t) cuando A tiende

a cero, se obtiene una indetewminacidn. Este proble

R + R2
ma se puede resolver si el té&rmino € L es

expandido mediante series de Taylor.

Recordando que e* se puede expandir en series de

Taylor de la siguiente manera:

2 3
-13-.,-+%1-+%+... ee. (35)

entonces:

R; + Ry 2,2 373
l...___I Ry + Ry)A R; + Rp)“A R; + Rp)°A
e A -1 ( 1 2) (R) 2) (Ry 2)

L L 21 12t 3 13t

... (36)
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sustituyendo esta iltima expresidn en la ecuacibn

(33) se tiene:

R+ R
; Ry (Rp+Ry)A  (R)+R))2A2  (R) +Rp)33 {———1 2 ]t
1) = TR+ ) [“ T B s L

cee (37)

haciendo las simplificaciones necesarias, se tiene

que la expresidn para ip(t) es:

-
. Rl . RjA(R; + Rp)  RjA2(R; + Rp)2 Rt R |
lA(t) bd T + 212 + 3% + ... | L

oo (38)
Con esta filtima expresifn es posible evaluar el 1%

mite de i,(t) cuando A tiende a cero y asf obtener

la respuesta impulso del sistema:

h(t) = lim

[Rl RjA(R; + Rp)  RyA2(R; + Ry)2 ] - [Rl h Ri]t
2y +... e
A+0

L 212 6L3 L

.. (39)

La respuesta impulso del sistema estd dada por:

R1+R2]
—_—_ |t

B(t) -R—L‘e‘[ T £>0 ee (40)

sustituyendo los valores para R;, R, y L en 1la
ecuacidn (40), se tiene que la respuesta impulso

del sistema es:

- t
h(t) = e 2!

v
o

b) Segundo procedimiento.

Para obtener la respuesta impulso del sistema es
necesario primeramente evaluar los efectos produci
dos por la funcidn impulso sobre el sistema, es de

cir, las condiciones iniciales.



Para el sistema original, se tiene que el modelo ma

temdtico que sirve para representarlo es:

diy R} + R2 | Ry
_dt + -——-——.L if, = T §(t) oo (41)

multiplicando ambos miembros de la ecuacién (41)

por dt se tiene:

Ry + Ry | R1
dip + — i dt = T §(t) dt ce. (42)

integrando la ecuacidn (42) en el intervalo de
tiempo que dura la funcibn impulso, esto es, en el

. — A= + .
intervalo ]_0 , 0 I, se tiene:

+ + +
R, + R R
S"diL + —lL—ZriL at = —ilj%(:)d: cee (43)
0 0

0 0

debido a que las condiciones iniciales del sistema
original son cero y haciendo tg = 0, la segunda in
tegral en el primer miembro de la ecuacidn (43) es
cero; por lo tanto, la ecuacidn (43) puede ser es-

crita de la forma:

+ e
jodiL - T‘s"a(:)d: cee (40)

0 0
integrando la ecuacidn (44) se tiene:

- R1
L(o)-Txl vee

10" - 1 45)
En este caso, debido a que se trata de un sistema
fisico iy, (07) = 0, ya que para tiempos menores a
cero la corriente que fluye a través de la induc-
tancia es cero, asi los efectos producidos por la
funcidn impulso sobre el sistema se expresan de

la forma:

i (0%) = % e (46)
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una vez que se conocen los efectos producides por
el impulso sobre el sistema, se procede a evaluar
la respuesta libre del sistema, que en este caso

representa la respuesta impulso:

di, [®; + Ry . R
T +[ L ]iL =0 H 1L(0+) = 1} . (47)

Solucién homogénea:

La ecuacidn caracterfistica estd dada por:

+
n + El_z_52 = 0 ees (48)

por lo tanto, la frecuencia natural del sistema

es:

mow - 2 cee (49)
la solucidn homogénea, estd dada por:

_[Rl + Ro €
ir(t)h = K} < L .o (50)

Solucidn particular:

Debidoe a que se estf obteniendo la respuesta libre
del sistema, la excitacifn externa es igual a cero,

por lo tanto la solucifn particular es:

ig(t)p = 0 ve. (51)

la respuesta libre del sistema estd dada por la

expresidn:

[RI + Rz] €
iL(:)LIB = K, e L

para evaluar la constante K) de la ecuacifn (52)

oe (52)

es necesario emplear las condiciones iniciales

Ry

I eee (53)

iL(0+) - Kl -



sustituyende el valor de K; en la ecuactén (52),
se tiene que la rvespueata libre es:
o MR
iL(t)l‘xh = "i!‘ e [ L t cee (54)
En este caso la respueata libre representa la res-
puesta impulso del sistema, esto es:

he) = 1,(t)p,p cee (55)

o bieny

R} + Ry
h(t)-%}e'[ L ]t t20 ... (56)

sustituyendo loa valores de R, Ry y L en la ecua
cidn (56) se tienme que la respuesta impulso del
aistema es;

ne) = 721 t20

¢) Tercer procedimiento.

Conaiste en obtener primero la respuesta a entrada
escaldn y peateriormente derivarla con respecto al
tiempe., El modelo matemdtico que representa alsig
tema original, cuando se considera como entrada un

escaldn unitario es:

aty Ry + R
71%*["""1.‘"‘2]*:-'?1 ) cee (57)

La ecuaci8n diferencial homogénea estd dada por:

dir, . R} + Ry
Tq.--——-i-———u,-o «ee (58)

la ecuacidn caracteristica, en este caso es:

,*LL’;*.‘“&.O cee (59)

por lo tante, la frecuencia natural del sistema es:

nm- MR e. (60)

L
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asf, la solucién homogénea es:

Ry + R»
[ L ]t

ir(t)nh = K, e ... (61)

Solucidn particular:

Puesto que en este caso se esté comsiderando como
excitacién externa la funcién escaldn unitario, la

solucidn particular que se propane es:
iL(t)p = K, ... (62)

derivando con respecto al tiempo la ecuacidn (62),

se tiene:

di
&tp c.. (63
dt 0 (63)

sustituyendo las ecuaciones (62) y (63) en 1la (57),

para evaluar la constante K;, se tiene:

R1 + Ry Ry

0 + T K2 = T co. (64)

entonces K, estd dada por:

R
Ky = R, + &,
sustituyendo el valor de K, en la ecuacién (62),

se tiene que la solucidn particular es:

; R1
ir(t)p = R+ ¥, ... (65)

a partir de las ecuaciones (61) y (65) se tiene

que la solucidn general es:

R} + R
- — R,

ip(t) = Ky e R+ R, oo

(66)

para evaluar la constante K) es necesario sustituir

el dato de condiciones iniciales en la ecuacién
(66), esto es:



. R
i (0) = 0 = K + TR ce. (67)
por lo tanto:
R1
S T 7Y

sustituyendo el valor de K; en la ecuacifn (66),

se tiene que la respuesta escaldn estd dada por:

(R, +
i (e) 1 ‘lnl ]t+ M o0
1 (8pge TR L R F R, 5 t20 0 ..

para obtener la respuesta impulso del sistema, es
necesario derivar con respecto al tiempo la respues

ta escalfn, esto es:

B(e) = o+ [iL(t)Esc] cee (69

la respuesta impulso es:

TR R TN I
h(t) = T @ L t>0 oo (70)
sustituyendo los valores de R}, Ro y L en la ecua-
cién (70), se tienme que la respuesta impulso del

sistema es:

-21t
h(t:)-e21 t20

d) Cuarto procedimiento

Consiste en resolver la ecuacién diferencial origi-
nal por el método directo de transformada de Lapla-

ce. El modelo matemdtico del sistema original es:

di R} + R R
Sp R T R 2L
dt +[ L ]1L L G(t) LN (71)

aplicando la transformada de Laplace a ambos miem-

bros de la ecuacifén (71), se tiene:

(68)
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di Ry + Ry - El .
L —Jtdt i L {5 &) v (72)
obteniendo la transformada de Laplace, t&rmino a
t8rmino, se tiene:

L 3‘%3 = SIp(S) - Ip(0) e (73)
+ R
Li-n—l—l‘——ziLz R ceo (78)
Ry R
L%'L— G(t)‘ -—L‘ see (75)

sustituyendo las expresiones (73), (74) y (75) en
la (72):

Ry + R .31
SIL(S) - I,(0) + o271, (5) w = ... (76)

recordando que I;(0) = 0 y facterizando I;(S) en

la ecuacibn (76):

+
Ip(8) [s +5‘—f-5-l] -%} oo (77
o bien:
R,
T
I1,.(S) = vee (78)
L s + N Inz

La respuesta impulso del sistema se obtiene apli-
cando transfermada inversa de Laplace a la ecua-
cifn (68), esto es:

n(t) = 17} i zL(s)f e (79)

la respuesta impulso es:

R, -|RL*R2
n(e) = <t e [ L t t»0 v (80)
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sustituyendo los valores de R;, Ry y L en la ecua

cidn (80), se tiene que la respuesta impulse del

sistema es:

n(e) = e 2% ¢ >0
grdficamente:
A hit)
| -
>
) t

Figura III.26

A continuaci6n se presentan en forma resumida los resul-
tados obtenidos al evaluar la respuesta impulso para los
diferentes tipos de sistemas de primer orden.




SISTEMA

MODETLO

RESPUESTA IMPULSO

AAA
vy

@ w

i(t) = 8 (1)

M —— f(t)

1) = 8(1)

h(t) -W e

e W)

%2

T(t)= 8(1)

h(t) |+m

w

w

v




%°1I1 ®BIqBl

0 =% =31
1l = 81
(H)g=(d
- _HU H.Q BM H.U ulﬂu
0< a Lyl Iw T = (Dy (3)d 14' = I T + X - + I
Lo+ Tuy
dsb = X
(g =(4b
v
NU « .U
0d -—- Id - 0d
< v v CHyTHy v p
0<3 THylHy |y m.~|..3vn va.ﬂun ey e =5 . 4 =

3

CHY + [Hy







CAPITULO IV SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN 2

IV.1 CARACTER{STICAS GENERALES

Los sistemas de segundo orden pueden ser caracterizados
en forma general por contener dos elementos capaces de
almacenar energfa. Estos sistemas pueden ser de alguno
de los siguientes tipos:

- Elé&ctricos

- Mecanicos
a) Traslacionales
b) Rotacionales

- Térmicos

- Hidr&ulicos

- Hibridos

En general, un sistema de segundo orden se puede repre-
sentar matemadticamente por ecuaciones diferenciales or-
dinarias de segundo orden de la forma:

a2 d
a Go + a1 gy t agx = g(t) cee (1)

Este modelo matemitico puede ser expresado en forma nor
malizada con respecto al coeficiente de la derivada de

mayor orden como:

a?x 2 dx a8y 1
dc2 + a; dt + a2 x as g(t) oo (2)

pefiniendo los coeficientes de la forma:

ajl
Zl = b
ajs 1

%g--bo vee (3)

az
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sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacién
(2), se tiene que el modelo matem&tico estd dado por:

2
%E§ + by 9% + by x = cog(t) cee (8)

Debido a que la ecuacibn caracterfstica de una ecuacién
diferencial de segundo orden es una ecuacién cuadrdtica
de la forma:

m2 + bym + by = 0 cee (5)

existen dos valores de m que la satisfacen, esto es, la
ecuacidon tiene dos rafces y estdn dadas por:

/1.2
-b; + by = &by

" 2 (6)
_ by - Yb} - 4b,
m2 2

Puesto que son dos los valores de m que satisfacen a la
ecuacién (5), existen cuatro posibles casos para las raf
ces, éstos son:

1. Raices reales diferentes (b% >4bg)

2, Raices reales iguales (b% = 4bg)
3. Raices complejas (b% <4byg)
4., Raices imaginarias (by; = 0)

Por otra parte, para resolver ecuaciones diferenciales
de este tipo existen diversos métodos de solucién, sin
embargo, al igual que para sistemas de primer orden, dni
camente se empleardn dos métodos:

- E1 de coeficientes indeterminados.

- El de transformada de Laplace
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Ejemplo IV.1

Obtener la solucidn general de un sistema de segun-
do orden, el cual es representado matemdticamente

por la ecuacidn diferencial:

2
g—t—’z"l'bl%"'box = g(t) .o (1)

Las condiciones iniciales del sistema son:

x(0) = 0
x'(0) =1

y la excitacidn externa es:
g(t) = (bg - 1) sen t
los valores de los coeficientes by y by son:

a) by =35 bg = 6

b) by = 4 ; bg = 4

e) by =4 by = 8

d) b; =0 bg = 4

Para obtener la solucidn general emplear:

1. El método de coeficientes indeterminados.
2. El1 método de transformada de Laplace

Solucidn:

1. MEtodo de coeficientes indeterminados.

a) 8ustituyendo los valores de los coeficien

tes y la excitacidn externa en la ecuacidn

(1):

2
%€§ + 5 %ﬁ + 6x = 5 sen t eee (2)
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Solucibén homogénea:

2
%;% +5 %% + 6x =0 E

la ecuacifn caracteristica estd dada por:

m2 + 5m + 6 = 0 e (&)
las rafces que satisfacen a esta ecuacidn son:
m) = -2

m2=-3

por lo tanto, la solucidn homogénea estd dada
por:

-2t -3t
x(t), = K, e + K, e ees (5)

Solucidn particular:
Debido a que la excitacidn es una funcidn senoi-

dal, la solucidn que se propone es:

x(t)p = K3 sent + K, cost eeo (6)

derivando la ecuacidn (6) con respecto al tiem-
po (tantas veces como el orden de la ecuacidn

diferencial original), se tiene:

dx

—d-tp-- K3 cost - K, sent cee ()
y

d’x

Tzzn—lq sent - K, cost cee (8)

sustituyendo las ecuaciones (6), (7) y (8) en 1la

(1) para evaluar K3 y Ky, se obtiene:

(5 K3 - 5Ky)sen t + (5K3 +5K,)cos t = 5 sen t

oo (9)
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de la ecuacidn (9) se obtiene un sistema de !

ecuaciones para evaluar K3 y EKu:

K3 - Ky = 1

... (10)
K3 + Ky = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones (10), se

obtiene que los valores de K3 y Ky son:

K3 = 0.5

Ky = - 0.5

sustituyendo los valores de K3 y K4 en la ecua-
cidn (6), la solucidn particular estd dada por:

x(t)p = 0.5 sen t -~ 0.5 cos t cee (11)

la solucidn general para el sistema considera-
do, se obtiene sumando las ecuaciones (5) y (11),

esto es:

3 L 0.5 sen t - 0.5 cos t . (12)

-2t -

x'(t) =K e + Ky €

Para evaluar las constantes K; y K, es necesa-

rio derivar con respecto al tiempo la ecuacidn
(12) y emplear las condiciones iniciales del

sistema:

. -2 -
x(t) = -2K) e 2% = 3k, €3F + 0.5cost + 0.5 sent (13)

sustituyendo las condiciones iniciales en las
ecuaciones (12) y (13), se obtiene un sistema
de ecuaciones simult@neas para evaluar K; y

K,, esto es:

Ky + K = 0.5
cee (14)

—ZKl - 3K2 = 0.5
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resolviendo el sistema de ecuaciones (l4), se

obtiene que los valores de K; y K, son:

Ky = 2

K = - 1.5

sustituyendo K; y K; en la ecuacidn (12), 1la 80

lucidn general es:

x(6) =22 - 1.5 4 0.5 sen £ - 0.5 cos t|. (1)

b) Sustituyendo los valores de los coeficientes y

la excitacidn externa en la ecuacidn (1):

d2x dx
?t—z+4d—t-+4x-3sent ves (15)

Solucidn homogénea:

En este caso la ecuacidn caracteristica es:
m2 + 4m + 4 = 0 «e. (16)
las raices que satisfacen esta ecuacidn son:
my = -2
mpy; = -2
por lo tanto, la solucifn homogénea es:

-2t -2t
x(t)p = K, e + Kot e ST )

Solucidn particular:
La solucidn que se propone en este caso estd dada

por:

x(t)p = K3 sent + Ky cost cee (18)



231

derivando dos veces con respecto al tiempo la ecua

cién (18), se tiene:

%ﬁ? = K3 cost -Ky sent ceo (19)

a2
—3%52--1(3 sent - K, cost ... (20)

sustituyendo las ecuaciones (18), (19) y (20) en la

(15), se obtiene el sistema para evaluar K3 y Kyt

3K3 - 4Ky = 3
cee (21)
4K3 + 3Ky = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones (21), se obtie

ne:
K3 = 0.36
Ky = - 0.48

sustituyendo K3 y K, en la ecuacién (18), se tiene

que la solucidn particular en este caso es:

x(t)p = 0.36 sent -0.48 cos t eee (22)

La solucién general se obtiene al sumar las e-
cuaciones (17) y (22), esto es:

-2t

x(t) =K; e 24K, te"2*+0.36sent - 0.48cost ... (23)

Para evaluar K; y K, es necesario derivar con
respecto al tiempo la ecuacidn (23) y emplear las

condiciones iniciales del sistema:
. -2t -2t
x'(t) = (-2K; + Kp)e - 2K te +0.36cost + 0.488ent ... (24)

a partir de las ecuaciones (23) y (24) y las con
diciones iniciales se obtiene que el sistema de

ecuaciones para evaluar K; y K, es:
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c)

K, - 0.48 = 0
<. (25)
0.36 - 2K; + Ko = 1

resolviendo el sistema de ecuaciones (25), se
obtiene:

Ky = 0.48

Ko = 1.6

sustituyendo K; y Ky en la ecuaeidn (23), la so

lucidn general es:

x(t) = (0.48 + 1.6¢t) e 2% + 0.36 sent - 0.48 cos t

s (II)

Sustituyendo los valores de los coeficientes y

la excitacifn externa en la ecuacidn (1):

2

[-%
a

2+ 45X 4+ 8x =7 sent .. ... (26)

t

i

Soluci8n homogénea:

La ecuacifn caracterfstica en este caso es:
m2 + 4m + 8 =0 eee (27)
las rafces que satisfacen esta ecuacifn son:
mj = =2 + j2
my, = =2 - j2
por lo tanto la solucidn homogénea es:

x(t)h = e-Zt(KI sen 2t + Kp cos 2t) oo (28)

Solucidn particular:
La solucifn que se propone en este caso estd da

da por:

x(t)p = K3z sent + K, cos t ees (29)



derivando dos veces con respecto al tiempo la

ecuacidén (29), se tiene:

?‘:B-Kg cost - Ky sent .es (30)
2
id{f-- -K3 sent - K, cost ..o (31)

sustituyendo las ecuaciones (29), (30) y (31) en

la (26), se obtiene el sistema de ecuaciones pa

ra evaluar K3 y Ky

7Kg - 4Ky = 7
ies (32)
4K3 + TRy = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones (32), se ob

tiene:

K3 = 0.754

Ky = -0.43

sustituyendo K3 y K4 en la ecuacibn (29), se tie

ne que la solucifn particular en este caso es:

x(t)p = 0.754 sent -0.43 cos t .eo (33)

La solucidn general se obtiene al sumar las ecua

ciones (28) y (33), esto es:
x(t) = 2% (R sen 2t + Kpcos 2t) +0.754 sent -0.43cost (34)

Para evaluar K; y K, es necesario derivar con res
pecto al tiempo la ecuacién (34) y emplear 1las

condiciones iniciales del sistema:

x'(t) = e-2t|_(—21(1 - 2Kj)sen 2t + (-2K, + 2K;)cos 21:]+

+ 0.754cost + 0.43sent
ees (35)
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a partir de las ecuaciones (34) y (35) y las con
diciones iniciales se obtiene que el sistema de

ecuaciones para evaluar K; y K, es:

Ky - 0.43 = 0
ee. (36)

-2K, + 2K + 0.754 = 1

resolviendo el sistema de ecuaciones (36), se

obtiene:
K, = 0.554

K, = 0.43

sustituyendo K; y K; en la ecuacifn (34), 1la

solucidn general es:

x(t) = e 2%(0.554 sen 2t + 0.43 cos 2t) + 0.754 sent - 0.43 cos t

d)

co. (III)

Sustituyendo los valores de los coeficientes y

la excitacidn externa en la ecuacifn (1):
2
%?§ + 4x = 3 gsen t cee (37)

Solucidn homogénea:

La ecuacifn caracterfstica en este caso es:

m2 + 4 =0 «e. (38)
las rafces que satisfacen esta ecuacidn son:

m) = j2

mp; = -j2
por lo tanto la solucifn homogé&nea es:

x(t)h = K} sen 2t + K, cos 2t eee (39)
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La soluci8n que se propone en este caso estd da

da por:
x(t)p = K3 sent+ Ky cost ... (40)

derivando dos veces con respecto al tiempo la e-

cuacidn (40), se tiene:

%?-IQ cost - Ky sent oo (41)

2
gd—g;-—ltg sent - Ky cost e (42)

sustituyendo las ecuaciones (40), (41) y (42) en
la (37), se obtiene el sistema de ecuaciones pa-
ra evaluar K3 y Ky

3Kg = 3

oo (43)
31(1.-0

resolviendo el sistema de ecuaciones (43), se ob

tiene:
K3 = 1
Ky = 0

sustituyendo K3 y Ky en la ecuacidn (40) se tie

ne que la solucién particular en este caso es:
x(t)p = sent ce. (44)

La solucidn general se obtiene al sumar las ecua

ciones (39) y (44), esto es:

x(t) = Ky sen 2t + K; cos 2t + sent ee. (45)

para evaluar K; y K, es necesario derivar con res
pecto al tiempo la ecuacidn (45) y emplear las

condiciones iniciales del sistema:

x'(t) = 2K; cos 2t - 2Ky sent + cost ... (46)
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a partir de las ecuaciones (45) y (46) y las con

diciones iniciales, se obtiene que &l sistema de

ecuat¢iones para evaluar K; y K, es:

2K; + 1 =1
eee (47)

K, = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones (47), se ob

tiene:

Ky =0

Ko = 0

Debido a que K; y K, son cero la solucidn general

est8 dada por:

x(t) = sen t cee (IV)

2, M@todo de transformada de Laplace.

a) La ecuacidn diferencial a resolver en este caso

es:
d?x dx
d—t-z-+5—d?+6x-58ent ceo (48)

Aplicando la transformada de Laplace en ambos

miembros de la ecuacidn (48):

d2x dx
L,m+53+6x£-L§59entz ..o (49)

y transformando término a término, se tiene:

2
L 3-3—5;— = §2%(s) - SX(0) - x'(0)

dx
L {5 ==}= 58X(s) - 5X(0)
g de ee. (50)

L 3 6x f = 6X(S)

L iSﬂentt - Ez—-_%—l—
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sustituyendo las expresiones (50) y las condi- !
ciones iniciales del sistema en la ecuacidn

(49), se tiene:

S2X(S) - 14 5SX(S) + 6X(S) = 5o -++ (51)
o bien:
2
X(5)(S2 + 55 + 6) = S+ e (52)

despejando X(s) de 1la ecuacidn (52):

s2 + 6
X(8) = (57 7 55 + 6)(SZ + 1) v

(53)

La solucidn general se obtiene al aplicar la
transformada inversa de Laplace a la ecuacifn

(53), en este caso es necesario hacer una ex-

pansidn en fracciones parciales de la forma:*
SZ + 6 - A + B + cCs + D
(s + 2)(Ss + 3)(s2 + 1) (s + 2) S + 3 S2 + 1
ceo (54)

y las constantes A, B, Cy D son:

D= 0.5

sustituyendo los valores de A, B, Cy D en la

ecuacidn (54), se tiene que X(S) es:

1.5 __0.5s , _0.5
S+ 3 s2+1 SZ+1 e

X(s) = - (55)

2
S + 2
Aplicando la transformada inversa de Laplace a la
ecuacin (55), se obtiene que la solucién general

es:

-2t -3t
x(t) = 2e - 1.5e - 0.5 cost+ 0.5s8ent eee (V)

* - :
Ver el apéndice de transformada de Laplace
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Comparando las ecuaciones (I) y (V) se aprecia
que los resultados son id&nticos.

Grdficamente:
x(t) *
08 +
o ]
084

Figura IV.1

b) La ecuacifn diferencial a resolver en este caso

esg:

2
%’t—’f‘+4g—’t‘+4x-3aent ee. (56)

aplicando la transformada de Laplace en ambos

miembros de la ecuacién (56):

2
Lg—t’z‘:—+l‘g—:+4xf—L33sent£ cee (57)

transformando y empleando las condiciones ini-

ciales del sistema, se tiene:

S2X(S) - 1 + 4SX(S) + 4X(S) = g3t ... (58)

o bien:

2
X(s)(82 + 45 + 4) = S+ 4 cee (59)

despejando X(S) de la ecuacibén (59), se obtiene:

S2 + 4

e I L (L

(60)



la ecuaci8n (60) se expande en fracciones par-

ciales como:

S24+ 4 A _,__B cs
S+ 2D2(8Z+1) ~ (s+22° (s+2) s

+D
ceo (6
+1 (61)

y las constantes A, B, Cy D son:

B = 0.48
C = -0.48

D = 0.36

sustituyendo los valores de A, B, C y D en la

ecuacidn (61), se tiene que X(S) es:

1.6 0.48 0.48s 0.36 (62)

G+2tY s+2 " s2+1 t

x(s) = SZ + 1

y la solucifn general se obtiene aplicando trans

formada inversa de Laplace a la ecuacidn (62):

-2t
x(t) = (0.48 + 1.6t)e - 0.48cost + 0.36sent | ... (VI)

Comparando las ecuaciones (II) y (VI) se aprecia

que los resultados son idénticos.

Graficamente:

x(t) A

0.7 +
0 T

-0.7 4

Figura IV.2
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c) La ecuacidn diferencial a resolver en este caso

es:

2
%;% + 4 %% + 8x = 7 sent ... (63)

aplicando transformada de Laplace en ambos miem-

bros de la ecuacidn (63):
R - S S G I (64)
dt dt ot

transformando y empleando las condiciones inicia

les del sistema se tiene:

2 _ -1
S4X(Ss) 1 + 4SX(s) + 8X(s) ST ¥ 1 ... (65)
o bien:
2
2 -S°+ 8
X(s)(S% + 45 + 8) S7 4+ 1 «eo (66)

despejando X(S) de la ecuacidn (66), se obtiene:

s2 + 8
(87 + 4s + 8)(SZ + 1) T

X(s) = (67)

la ecuacidn (67) se expande en fracciones parcia

les como:

s2 + 8 - As + B + S5 +D
((s + 2)7 + 4)(sZ + 1) (S +2)2 + 4  s2+ 1
«.. (68)

y las constantes A, B, C y D son:

N
oo

A=

- O

5
5 - 128

5
28
6

C=- 2%

w

49
5

o

sustituyendo los valores de A, B, Cy D en 1la

ecuacién (68), se tiene que X(S) es:

0.438+1.97 + -0.438 + 0.754
(S + 2)2 + &4 sZ + 1 ter

X(s) = (69)



241

o bien:
L 0.43(5 +2 0.554(2) _ 0.43 . 0.754
XS) =g+ 2+ 4T S+ 2+ 4 " S2+1782+41
.. (70)

y la solucién general se obtieme aplicando 1la
transformada inversa de Laplace a la ecuacidn
(70):

-2
x(t) = e t:(0.43 cos 2t + 0.554 sen 2t) - 0.43 cos t+0.7548en t

veo (VII)
comparando las ecuaciones (III) y (VII) se apre-

cia que los resultados son idénticos.

Grdficamente:

x(t)
0.8
s k]
- 08 s

Figura 1IV.3

d) La ecuacidn diferencial a resolver en este caso

es:

2

(=%

X+ 4x = 3gent el (71)

il

aplicando la transformada de Laplace en ambos
miembros de la ecuacidén (71):

L ’ %%% + 4x ; = L 33sen t} eee (72)

transformando y empleando las condiciones ini-

ciales del sistema se tiene:

S2X(S) - 1 + 4X(S) = g cee (73)
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o bien:
2
x(s)(s2 + 4) = 343 cee (T8)

despejando X(S) de la ecuacién (74), se obtiene:

X(s) = ET—%—I vee (75)

y la solucifn general se obtiene aplicando 1la
transformada inversa de Laplace a la ecuacién
(75):

x(t) = sen t eee (VIII)

Comparando las ecuaciones (IV) y (VIII) se apre

cia que los resultados son idénticos.

Grdficamente:

x(t) A

o

-y

VAV

Figura 1IV.4

En la tabla IV.1 se presentan algunos ejemplos de siste-
ma de segundo orden y los modelos matemdticos de los mis
mos.
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IV.2 CoMPORTAMIENTO DE SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN COMO FUNCION

DE LAS FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA

En general, un sistema de segundo orden puede tener cuatro
tipos de comportamiento dependiendo del tipo de sus fre-
cuencias naturales (rafces de la ecuacién caracterfstica).
En la seccidon anterior, se mencioné que las frecuencias na
turales para un sistema de segundo orden pueden ser de al-
guno de los siguientes tipos:

a. Reales diferentes
b. Reales iguales
c. Complejas

d. Imaginarias

Antes de definir los tipos de comportamiento, es necesa-
rio definir los pardmetros -de un sistema de segundo ordeny
considérese el modelo matemdtico de un sistema de segundo
orden, representado por la ecuacién diferencial:

d2x dx
a°x gax - eee (1
qcz T b1gp *tbox =0 (1)

los coeficientes b; y by estén definidos por las expresio-
nes:

bl-Za.

bo = wn2 eee (2)

a = E wp
los parametros a, wn ¥y & se definen:

a: es la constante de amortiguamiento

del sistema

wn: es la velocidad angular no amorti-

guada del sistema

£: es el factor de amortiguamiento re

lativo del sistema
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Por otra parte, el modelo matemitico de un sistema de se-

gundo orden en general, se obtiene al sustituir las expre-
siones (2) en la ecuacién (1):

2
-gT§+2a%+w2nx-0 N E))

De la ecuacién (3), es posible plantear la ecuacién carac-
terfstica y a partir de &sta obtener las frecuencias natu-
rales del sistema:

m2 + 2am + wp? = 0 vee (&)

las frecuencias naturales del sistema se obtienen al resol
ver la ecuacibn (4):

-20 * /402 - 4wln

m1,2 = 2 oo (5)

simplificando la ecuacibn (5):

my,2 = -ot a2 - why ceo (6)

sustituyendo el valor de o = £wp en la ecuacién (6):
my, = —Ewn * wn VEZ -1 oo (D)

Una vez que los parimetros e y wp han sido definidos, los
cuatro tipos de comportamiento para un sistema de segundo
orden, como funcién de sus frecuencias naturales, son:

COMPORTAMIENTO SOBREAMORTIGUADO

Cuando las frecuencias naturales del sistema son reales y
diferentes, se dice que su comportamiento es sobreamorti-

guado. Con base en la ecuacién (6) se tiene que o debe ser
mayor que wp, y de la ecuacidn (7), ¢ debe ser mayor quel.

Las frecuencias naturales se representan en el plano com-
plejo de la forma:
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Al
m CONDICIONES -
a >Wn
* % > ¢
-Mm2 -mj R. E >
|

Figura IV.5

la respuesta del sistema, en este caso, esta dada por la
ecuacion:

mt -mot

x(t) = K; e + K, €

y en forma gréfica:

x(t) A}

-»v

Figura IV.6

COMPORTAMIENTO CRITICAMENTE AMORTIGUADO

Cuando las frecuencias naturales del sistema son reales
e iguales, se dice que el comportamiento es criticamen-
te amortiguado. Con base en la ecuacidn (6) se tiene
que o debe ser igual que wp, por otra parte de la ecua-
cién (7), £ debe ser igual a 1.

Las frecuencias naturales, en este caso, se representan en
el plano complejo de 1a forma:
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Im A
CONDICIONES :
a =Wn
-ml
- d
-3: Re
€=l

Figura IV.7

la respuesta del sistema estd dada por la ecuaciédn:

x(t) = (K; + Kpt)e ™t

y en forma gré&fica:

x(t) A

-y

Figura IV.8

COMPORTAMIENTO SUBAMORTIGUADO

Cuando las frecuencias naturales del sistema son complejas,
se dice que el compartamiento es subamortiguado. De la
ecuacion (6), se tiene que o debe ser menor que wyp y de la
ecuacidon (7), £ debe ser mayor que cero y menor que 1.

Las frecuencias naturales se representan en el plano com-
plejo de la forma:
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Im A
m X ----= B
|
e Re
|
|
ma X-----1 48

Figura IV.9

CONDICIONES:
a {wn
.
0

0<¢€ <1

la respuesta del sistema estd dada por la ecuacién:

o

x(t) = e t(K1 cos Bt + K, sen Bt)

y en forma grdfica:

x(f)ﬂl

r Figura 1IV.10

COMPORTAMIENTO NO AMORTIGUADO

Cuando las frecuencias naturales del sistema s
rias, se dice que el comportamiento es no amor
Con base en la ecuacidn (6), se tiene que o de
a cero y de la ecuacidon (7), £ debe ser cero t

Las frecuencias naturales se representan en el
plejo de 1a forma:

-

on imagina-
tiguado.

be ser igual
ambién.

plano cam-
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ImA
m X jB CONDICIONES :
a:-0
> 4
Re ¢
:0
mz)f—jﬁ

Figura IV.1l

1a respuesta del sistema, en este caso, estd dada por la

ecuacion:

x(t) = K) cos Bt + K, sen Bt

y en forma gréfica:

x(f)h

R

\

Figura IV.12

Con base en los ejemplos presentados en la tabla IV.1, se
expresaran los pardmetros a, wp y £ en funcidn de los ele
mentos que forman cada uno de los sistemas. En la tabla
IV.2 se resumen estos resultados.
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IV.3 Tipos DE RESPUESTAS DE SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

En general para sistemas diniamicos de segundo orden se
pueden realizar diversos andlisis para conocer su compor
tamiento y tipo de respuesta. En forma similar que para
los sistemas de primer orden se pueden obtener sus tipos
de respuestas como funcidon de su estado inicial y la ex-
citacion externa aplicada a éstos.

A partir de estas condiciones se pueden obtener las res-
puestas:

- Libre

- Forzada

- Total

- Permanente

~. Transitoria

A continuacién se presenta una descripcién de los diferen-
tes tipos de respuesta, enunciando las condiciones a las
que el sistema debe estar sometido. Por otra parte, debi-
do a que existe una gran diversidad de sistemas de segundo
orden, Gnicamente se analizar§ en forma detallada un solo
tipo de sistema; asimismo se ilustrardn algunos ejemplos
de los diferentes tipos de sistemas.

RESPUESTA LIBRE

Es aquélla que produce el sistema debido a su estado ini-
cial y a los pardmetros propios de &ste. En este caso la
entrada o excitacién externa aplicada se considera nula.
En forma esquemdtica esto es:

f(t)=0 SISTEMA x (), gre
DE SEGUNDO —

ORDEN

x(to) 70

Figura IV.13



Ejemplo IV.2

Obtener la respuesta libre de un sistema el&ctrico
de segundo orden, formado por una resistencia, una
inductancia y una capacitancia, conectados en se-
rie como se muestra en la figura. Emplear como va

riable el voltaje en el capacitor.

To
12 §
{1 “\\f=0 I3 .
Y VYW, U 7, S . AU
R tz0 L +:0 o,
(o =v

R=1004 ; L=500mH ; C=200uF ; Vo=50volts ; Io=100mA

Figura IV. 14

Solucidn:

En el instante t = 0 los interruptores I; e I3 se
cierran y los interruptores I, e I, se abren, en es

te caso se tiene que el sistema el&ctrico equivalen

VW——m
R L

te es:

VelO)=Vo ; dp(0)=1o
Figura IV.15

Obtencidn del modelo matemdtico del sistema.

Leyes de elementos.

Vg = Rig oo (1)
dig,

vy = L cee (2)

. de

ic=cC - eee (3)
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Leyes de conjunto.

Ve + Vp + Vo =0 cee ()

iR"lL-lc see (5)

de las ecuaciones (1), (3) y (5), se tiene:

dve

Vg = RC — oo (6)

de las ecuaciones (2), (3) y (5), se tiene:

a%ve
VL = LC TZ Y (7)

sustituyendo las ecuaciones (6) y (7) en la (4), se
obtiene el modelo matemdtico del sistema:

d2ve dve
LC Ty + RC 'F"’VC’O cee (8)

normalizando la ecuacidn (8), se obtiene:

d%ve . R dVg 1 -
itz T T qt ticVe=0 cee (9)

Para obtener la respuesta libre del sistema, es ne-
cesario resolver la ecuacidn (9) empleando el dato
de condiciones iniciales. En este caso las condi-
ciones iniciales que se tienen son el voltaje en el
capacitor y la corriente en la inductancia en el
tiempo cero, sin embargo las condiciones iniciales
que se requieren son el voltaje en el capacitor vy
su derivada con respecto al tiempo en el tiempo ce-
ro; por lo que es necesario obtener la derivada con
respecto al tiempo en el tiempo cero. De la ecua-
cidén (5) se tiene que la corriente que fluye a tra-
vés del capacitor es igual a la corriente que fluye

por la inductancia, esto es:

ic(0) = iy (0) cee (10)



sin embargo de la ecuacidn (3), se tiene:

ic-c—dt_ eee (11)

por lo tanto, de la ecuacifn (l1), se obtiene:

dVC .c
T - = vee (12)
t =20 t =0
sustituyendo la ecuacidn (10) en la (12):
dve ig,
- - < ce. (13)
t=20 t =20
o bien:
ip, (0)
V(o) = L& e (14)
c=20

de esta manera, las condiciones iniciales son:

VC(O) L Vo
cve 15
v Io (3
V'c(0) = <

sustituyendo los valores de R, L y C en la ecuacidn

(9), se tiene:

d2ve dvc .
W'l- ZOO-Et—+10000 V.C'O eee (163}

Solucidn homogénea:

La ecuacidn caracteristica en este caso estd dada

por:

m2 + 200 m + 10000 = 0 e (17)
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A partir de la ecuacidn (17) se tiene que las fre-

cuencias naturales del sistema son:
m; = - 100

mp, = - 100

por lo tanto, la solucidn homogénea es:

-1l00t -100t
Vc(t)h =K, e + K, te co. (18)

Solucidn particular:

Debido a que en este caso la excitacidn externa es
cero, la solucidn particular es también cero, esto

es:

Vel(t)p = 0 cer (19)

por lo que, la respuesta libre estd dada @inicamente
por la ecuacidn (18):

-100t -100t
VC(t)LIB = K, e + K, te

oo (20)

derivando la ecuacidn (20) con respecto al tiempo se

obtiene:

100t -100 -100t

- t
Vé(t) = - 100 K, e + Ko € -100 Ky, te

cee (21)

para evaluar las constantes K; y K, es necesario ge-
nerar un sistema de ecuaciones simultineas; a partir

de las ecuaciones (15), (20) y (21) se tiene:

Vo = Ky

cee (22)
Io

Bl + K
< 100 X, 2
resolviendo el sistema de ecuaciones (22) se obtie

ne que K; y Ky son:
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Ky =Vy

y ceo (23)
Io
K, = < + 100 V,

sustituyendo los valores de Vg, Iy y C en las ecua-
ciones (23):

K; = 50

Ky = 5500

por lo tanto, la respuesta libre del sistema es:

Ve(t)prp = 50 e 100F 4 5500 ce”100t | . (1)
Grdficamente:
veltius A
50
40
30
201
10
° 0.01 0.02 0:03 0.04 0.05 O‘.OO 0.07 T

Figura 1IV.16

RESPUESTA FORZADA

Es aquélla que se debe dnicamente a los pardmetros o carac
terfsticas propias del sistema y a la excitacién externa o
entrada aplicada a &ste. En este caso se considera que el
estado inicial del sistema es nulo, esto es:




260

flt)z0 SISTEMA x(1)rorzaoa
_—eppl  DE SEGUNDO >
ORDEN
x(t0) =0

Figura IV. 17

Ejemplo 1IV.3

Obtener la respuesta forzada de un sistema eléctri-
co de segundo orden, formado por una resistencia,

una inductancia y una capacitancia conectados en se
rie y alimentados por una fuente de voltaje V(t) co

mo se muestra en la figura:

11

Vit) C =

V(#)=120 Cos 337t ; R=100Q ; L=500mH : C=200F_F

Figura IV. 18
Emplear como variable el voltaje en el capacitor.
Solucidn:

En el instante t = 0, el interruptor I, se cierra y

se tiene que el sistema eléctrico es:



Vel0)=0 ; diLl0)=0
Figura IV.19

El modelo matemdtico del sistema estd dado por:

2

d“Ve + dve
LC 332 RC 3¢ + Ve = V(v) eee (1)

y en forma normalizada es:

d’ve | R dVc 1 1
T * T a4 * 1c 'c T ic v(t) cee (2)

Para obtener la respuesta forzada del sistema, es
necesario resolver la ecuacidn (2). Sustituyendo
los valores de R, L, C y V(t) en la ecuacidn (2),

se tiene:

a%ve ave
-a?z--l- 200 _dT+ 10000 Vo = 1200 000 cos 377t
. (3
Solucibn homogénea:
% 00 &€ 4 10000 0 (4)
F Ty + 20 it Ve cese
la ecuacifn caracteristica estd dada por:
m2 + 200m + 10000 =0 eee (5)

y las frecuencias naturales del sistema son:

m; = - 100

m, = - 100
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por lo tanto, la solucidn homogénea es:

-100t -100t
Ve(t)n = K e + K, te ce. (6)

Solucidn particular:
Debido a que la excitacibn externa es una funcién se

noidal, la solucidn que se propone estd dada por:

Ve(t)p =Kz cos 377 t + Ky sen 377 t ... (7)

para evaluar las constantes K3 y Ky, se requiere de-
rivar dos veces la ecuacidn (7) con respecto al tiem

po, esto es:

d
stCB =-377 K3sen 377t + 377 K, cos 377 ¢t

y «e. (8)

d2Vc
_EIIE =-142 129 K3 cos 377t - 142 129 K, sen 377t

oo (9)

sustituyendo las ecuaciones (7), (8) y (9) en 1la

(3), se obtiene:

(-142 129 K3 + 75400 K, + 10 000 K3)cos 377 t +
+(-142 129 K, - 75400 K3~ 10000 K,) sen377t = 1200000 cos 377 t

eee (10)
por lo que el sistema de ecuaciones para evaluar K3

y Ky es:
- 132129 K3 + 75400 Ky, = 1200000
cee (11)

- 75400K3 - 132 129K, = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones (l11), se tiene

que K3 y K, son:
K3 = -6.85

Kq = 3.9

sustituyendo los valores de K3 vy K4 en la ecuacién

(7), se tiene que la solucidn particular es:



Vc(t)P =-6.85 cos 377t + 3.9 sen 377 t eee (12)

la respuesta forzada de sistemas se obtiene sumando

las ecuaciones (6) y (12):

100 -100t

- t
Ve(t)ror=K; € +Kyte -6.85 cos 377t + 3.9 sen 377t

cee (13)

para evaluar las constantes K; y K,, es necesario de
rivar con respecto al tiempo la ecuacidn (13) y em-
plear el dato de las condiciones iniciales que en es

te caso son cero:

dve -100t 100t

—— = (-100 K; + Kpy) e - 100 K, te~

it + 2582.45 sen 377t

+ 1 470,3 cos 377 t aee (14)

sustituyendo las condiciones iniciales en las ecua-
ciones (13) y (14), se obtiene el sistema de ecuacio

nes para evaluar K; y Kj:

Ky - 6.85 = 0
ee. (15)
-100 Ky + Ko+ 1470.3 = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones (15), se obtie-
ne que K; y K, son:
Kl- 6.85

K2 = - 758.3

sustituyendo K; y K, en la ecuacifn (13) se tiene que

la respuesta forzada del sistema es:

100t _ 100

- - t
Ve(t)por=6.85 e 758.3 te ~6.85 cos 377t +3.9 sen 377 t

eee (II)

Grédficamente:
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Ve(teor

101

~Y

Figura IV.20

RESPUESTA TOTAL

Para obtener la respuesta total de un sistema de segundo

orden en forma general, es necesario primeramente conocer
el estado inicial del sistema y la excitaci6n externa a-
plicada, ya que la respuesta total depende de estos datos
y de las caracterfsticas propias del sistema, esto es:

fit120 SISTEMA x (1)
»| DE SEGUNDO }—8 3
ORDEN
x(to)#0

Figura 1IV.21

En forma general la respuesta total de un sistema puede
ser obtenida a partir de la respuesta 1ibre y forzada,
mediante la siguiente expresién:

x(t)por = x(t)pyp + x()pog



Ejemplo IV.4

Obtener la respuesta total de un sistema eléctrico,
formado por una resistemcia, una inductancia y una
capacitancia en serie como se muestra en la figura.

El sistema es alimentado por una fuente de voltaje

v(t).
) (\Io
3¢ U
I R I W_t=0
\/ ¢
o-_\/\/\f\—ako—__fm\__‘
t=0 t=0 L +=0 |4

V(t)@
t=0.

V(1)=120 Cos337t ; R=I00 ; C=2004F ; L=500mH ; Io=I00mA ; Vo =30V

Figura 1IV.22

Emplear como variable el voltaje del capacitor.

Solucidn:

En el tiempo t = 0 los interruptores I,, I, e I, se
cierran y los interruptores I3 e Is se abrenm, el

sistema eléctrico equivilente es:
W
v @) ¢

VelO)=Vo ; iLlO)=Io
Figura 1IV.23
El modelo matemdtico del sistema estd dado por:

dZVc dvVe
LC Ty + RCTE_-'-VC = V(t) ee. (1)
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El modelo matemdtico en forma normalizada estf da-

do por:

d2ve R dVc 1

1
T T @ "’chc ch(t) A ¥3)

sustituyendo los valores de R, L, C y V(t) en la e-

cuacidn (2);

a%v, ave
W*‘ 200-dT+10000 Ve = 1200000 cos 377t .. (3)

para obtener la respuesta total, se requiere resol-

ver la ecuacidn (3).

Solucidn homogénea:

d%ve dve
W+2°°-E.t_+10000 Ve =0 vee (&)

la ecuacifn caracterfstica es:

m2 + 200m + 10000 = 0 oo (5)

y las frecuencias naturales del sistema son:
m) = - 100

my = - 100

por lo tanto, la solucidn homogénea estd dada por:

t -100t
100 00 6)

Vel(t)p = Ky e + K, te

Solucidn particular:

Puesto que la excitacifn externa es una funcidn senoi

dal, la solucidn particular que se propone es:

Vel{t)p = K3 cos 377t + Ky sen 377t ... (7)

para evaluar las constantes K3 y K,, es necesario de-

rivar dos veces con respecto al tiempo la solucidn pac

ticular y sustituir en la ecuacién diferencial origi-

nal:



dvep 267
=-377 K3 sen 377t + 377 Ky cos 377t

dt
«ee (8)

42v
SR = - 1421295 cos 377t - 142129 Ky sen 377t

eee (9)

sustituyendo las ecuaciones (7), (8) y (9) en la

(3):
(-142 129 K3 + 75 400 Ky + 10 000 K3)cos 377 t +

+ (-142 129 Ky -75400K3 + 10000 Ky)sen 377t = 1200000 cos 377t

el sistema de ecuaciones para evaluar K3 y K, es:

- 132 129 K3 + 75 400 Ky = 1200000

- 75 400 K3 ~ 132 129 Ky = O

de donde:
K3 = - 6.85

K“ = 3,9
por lo tanto, la solucién particular es:

Ve(t)p=- 6.85 cos 377t +3.98en377t oo (10)

la respuesta total se obtiene al sumar las ecuacip

nes (6) y (10), esto es:

-100t ~-igot
Ve(t)mor = K € + K, te 0% _ 6,85 cos 377t + 3.9 sen377t

cee (11)

para conocer el valor de las constantes K, y Kp es
necesario emplear las condiciones iniciales del sis
tema, éstas son:

Ve(0) = 50V

V'c(0) =500 V

derivando con respecto al tiempo la ecuacidén (11),

se tiene:
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9!2 0 -
dt - 100 K, e

100t

t -
100% _ 100 K, te +

t -
1007 1 g, e

+ 2582.,458en 377t + 1470.3 cos 377 t
eee (12)

sustituyendo las condiciones iniciales en las ecua-

ciones (11) y (12), se obtiene:

Ve(0) = 50 = K} - 6.85
cee (13)
V'c(0) = 500 =-100 K; +K, +1470.3

de donde:

'Kl = 56.85

K, = 4 741.7

sustituyendo K; y Ky en la ecuacién (11), la respues

ta total del sistema es:

- t -
Ve(t)or = 56.85 e 10°° 4 4 741.7 te

100

oo (III)

Otra forma de obtener la respuesta total del siste-
ma es sumando las respuestas libre y forzada dada$s
por las ecuaciones (I) y (II), respectivamente. Es

to es:

Ve(t)por = Vel(t)prp + Velt)pop

por lo tanto:

Ve(t)qop=56.85 e~

10 1

t -
0%+ 4741.7 te

oo (IV)

t
- 6.85 cos 377t + 3.9 sen 377t

t
00% _6.85 cos 377t + 3.9sen377 t
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Comparando las ecuaciones (III) y (IV) se aprecia
que son idénticas, con esto se comprueba que la
respuesta total para un sistema dado es posible ob

tenerla mediante dos procedimientos distintos.

Graficamente la respuesta total es:

Vb“«mﬂ
60t
qo -
20+
0.02 0.04 ~—~ 0.08 t
-20-

Figura IV.24

RESPUESTA PERMANENTE

La respuesta permanente o respuesta en estado estable es
la que produce el sistema cuando se ha estabilizado, esto
es, el sistema alcanza su estado estable después de que
ha transcurrido un cierto tiempo (tedricamente el tiempo
tiende a infinito). La manera de obtener la respuesta
permanente del sistema es mediante la aplicacién de la ex
presién siguiente:

x(t)PER = lim x(t)TOT
t > o

Ejemplo IV.5

Obtener la respuesta permanente del sistema eléctri-

co descrito en el ejemplo IV.4.
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M

vin@)

|

Vel0)=80V ; LL(0)<I00OmA ; VIt)=120 Cos 37Tt ; R=100Q : L=500mH ; C=200uF

Figura IV.25

Solucién:

El modelo matemdtico del sistema es:

d?ve g dve | 1 1
dez YT @ Yic Ve mig V(®)

la respuesta total del sistema estd dada por la
ecuacibn siguiente:

-100t -100t
Ve(®)gop = 56.85 € 10%7 4 4 741.7 £e71%%% _6.85 cos 377t + 3.9 sen 377¢

.o (2)

como:

Ve(t)pgr = tl_fm Vet por

la respuesta permanente del sistema es:

Ve(t)pgr = 3.9 sen 377t - 6.85cos 377t

Grdficamente:



Ve (ﬂpgg‘\

NAAN
SVAVRVER

Figura 1IV.26

-8 4

RESPUESTA TRANSITORIA

La forma en la que el sistema responde antes de estabili-
zarse 0 alcanzar el estado estable, es 1o que se denomina
en el estudio de sistemas dindmicos como la respuesta
transitoria. La manera de obtenerla es por medio de la
expresifén:

x(t)rran = x(t)por - x(t)pERr

Ejemplo IV.6

Obtener la respuesta transitoria de un sistema eléc-
trico formado por una resistencia, una inductancia,
una capacitancia y una fuente de voltaje como se

muestra en la figura:

R L
YW 00

1l

Vel0) =50V ; L L(0)=I00mA ; V($)=120Cos37 Tt R=100€); L=500mH ; C-'ZOOF,F

Figura IV.27
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Solucidn:

El modelo matemdtico del sistema estd dado por 1la

ecuacidn siguiente:

la respuesta total del sistema es:

Vet por = 56.85 € 109 & 4 741.7 te™1%%% _ 6.85 cos 377t + 3.9 sen 377t
oo (2)

la respuesta permanente del sistema es:

Ve(t)pegr = 3.9sen 377 t-6.85cos 377t ... (3)

la respuesta transitoria del sistema se obtiene a par

tir de la expresidn:

Ve(t)pran = Velt)por = Vel(t)pgr cee (B

por lo tanto, la respuesta transitoria es:

—-100t - t
Ve(t)rran = 56.85 ¢ 100 & 4 741.7 re” 100

Gradficamente:

Vc(f)mAN“
56.85 }

-o-V

Figura IV.28

A continuacidon se presentan algunos ejemplos para los di
ferentes tipos de sistemas de segundo orden.



SISTEMA Y MODELO MATEMATICO

vit) R1=R2=R3-R

d%ve 3R, 1 |dV%, 1 1 1.
w* +[ﬁ+m T *ic Ve = 7ie U8 e VO

Para el sistema considerado en este caso, no es posible obtener

el comportamiento '"no amortiguado" debido a la configuracidn del

sistema.

COMPORTAMIENTO SOBREAMORTIGUADO

R=68Q ; L=500mH ; C=200uF

Ve(0) =0 Ve (0) = 50 % ; V(t) =120 cos 377t V

-4 8t -189. t
Velt)prp = 0.3535 (e "0F - 71890
Ve(t) por = - 291835 € *°% + 26.7435 e 189438 L9 44 cos 377t +9.72sen 377 ¢t

Vo(t) pop = - 28.83 o748t 4 26,39 e 18943 4 2 44 cos 377t +9.725en 377t

Vc(t) = 2.44 cos 377 t + 9.72 sen 377 t

- -189.43t
Vo(t)ppay =- 28.83 e 48t 4 26.39 e
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COMPORTAMIENTO CRITICAMENTE AMORTIGUADO
R = 15.89 2 ; L =500mnH ; C = 220 uF
Ve(0) = 0 5 Va(0) = 50% 3 V(t) = 120 cos 377 t V

>

-95.35
Vel(t)pig = 50 te 35t

V() pop =-16 475.488te72% 35 _ 17160795358 4 17 16 cos 377 £+ 39. 35 sen 377 ¢
Vet por = -16 425,488 te™ 2% 35 _ 17166795358 4 17,16 cos 377t + 39.35 sen 377 ¢

Ve(t)pgr = 17.16 cos 377 t+ 39.35sen 377 ¢

Ve(t)ppay = - 16 425.488¢ e™95-35% _ y, 1o o-95.35¢
COMPORTAMIENTO SUBAMORTIGUADO
R=133Q ; L=500mH ; C=2200pF
Ve(0) = 0 3 Ve(0) = 50 ¢ 3 V(t) = 120 cos 377t v

Velt)prp = 1.1 e 83958 50p 45,2 ¢

Ve(t)ror = -

Ve(t)pgr=5.59 cos 377 t+ 20.66 sen 377 ¢t

Ve(t)ppany = -7 %% 2%% (5,50 cos 45.2¢t + 182.3 sen 45.2 ¢)

Velt) pop=-e 83958 (5,59 cos 45.2 £+ 181.2 sen 45.2 t) + 5.59 cos 377 t + 20.66 sen 377 ¢

T83:95C (5,59 cos 45.2 t+ 182.3sen 45.2 t) + 5.59 cos 377 t + 20.66 sen 377 ¢




SISTEMA Y MODELDO MATEMATICO

No se considere friccidn entre
las masas y las paredes del re
cipiente que contiene el acei-
te.

Ay, y Ap son las dreas de las
masas M} y M, respectivamente.

Condiciones:

Avxy = Aox y, Lo ,.5h

1X1 2X2 Al A,y

a2x Als dx A2k A, A
2 1 dx; 1 1A £(t)

ac? * WAZ ¥ MpAT dr ' WIAZ + WpAZ 2T WIAZ + MpA7

COMPORTAMIENTO SOBREAMORTIGUADO
Ay = 0.105 m2 ; A, = 1.05m? ; M; = 200 kg ; Mp = 2000 kg

£(£) =50 N ; x(0) = 0.1m ; x,(0) =0 ; K-2000—:- ; B = 18000

-0,13t 0.68t

xp(t)prg =0.125 e - 0.0025 e

x2(t)poR =0.257 -0.318 e 2+ 13t 4 0,061 e70-65¢

%o (t)pop = 0.257 - 0.193 e - 13% 4 0,036 e70-68F
x2(t)pgr =0.257
-0.13t -0.68t

x2(t) pgan = -0.193 e + 0.036 e

N-s
m
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COMPORTAMIENTO CRITICAMENTE AMORTIGUADO

Ay =0.105m ; Ap = 1.05m? ; My = 200 kg ; M, = 2000 kg

£(t) = 50 N 3 x,(0) = 0.1 m; %(0) =0 ; K= 2909.1 —E- s B = 16000 N—m—s

-0.363t 4 g.0364¢e 0-383t

x(t) g =0.1 €
x3(t)por =172 -0.172 7 0-363t _ g gga¢ 70363t
xp(t)por =0.172 -0.072 e 03638 _ o g256 ¢ e 0-363¢

xz(t)pER =0.,172

x2(t)prany =-0.072 @70+ 363% _ 4 4556 ¢ 070363t

COMPORTAMIENTO SUBAMORTIGUADO

A; =0.105m? ; A, = 1.05m? ; M; = 200 kg ; My = 2000 kg

£(t) = 150 N ; xp(0) = 0.1 m ; %,(0) = 0 ; K = 9 142.6 %;B=19552§—;‘§
x2()pgp =€ U "t (0.1 cos0.467 t+0.095sen 0.467¢)

%2 (t) por = 0- 164 - €70 ***C (0,164 c0s 0.467 t +0.156 sen 0.467 t)

% (t)pop =0.164 - 70 **4% (0064 cos 0.467 t+0.061sen 0.467 t)

xz(t)pER = 0.164

=0.4u44t

Xy (t)praN =~ € (0.064 cos 0.467t+0.061sen 0.467 t)
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COMPORTAMIENTO NO AMORTIGUADO ‘

Ay = 0.105 m2 ; Ap = 1.05 m2 ; M; = 200 kg

; M, = 2000 kg

£(t) = 300 N ; xp(0) = 0.1m ; xp(0) = 0 ; K =12 000 -{%— i B=0

x2(t)pzp =0.1 cos 0.738 ¢t

x2(t)rOoR=0.25-0.25 cos 0.738 t

%, (t)popr =0.25-0.15 cos 0.738 ¢

x2(t)pgr=0.25~-0.15 cos 0.738 ¢t

x2(t)Tray = O
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SISTEMA Y MODELO MATEMATICO

v
z 2
Z Z
] -
” 2
; r—
] L~
A 7
% =
A L
. 7
A -
d%e , Bg dg  Kg; + Kgp 1
a2 YTt 3 =5 TV
COMPORTAMIENTO SOBREAMORTIGUADO
- L2 . - N°em-*s . - N-.m, - N -'m
J 2 kg *m ; BG 20 —““'-—rad H Kel 20 rad K92 20 Tad

T(t) = 100 N*m ; 6(0) = 0.1 rad ; 8¢0) = 0

8(t)pp =-0.062 e~ 7-23t L 4. 162 e72°77C
8(t)por = 2.5+ 1.55 e 7=23% _ 4 05 72:77%
O(t)mor =2.5+1.488 e~ 723t _ 3. ggg 7277t

8(t)pgr = 2.5

8(t)pran = 1.488 e~ 7+23t _ 3 ggg ¢72:77%




COMPORTAMIENTO CRITICAMENTE AMORTIGUADO

= . w2 . o Nem-s =g Nem =30 =
J=2kg-m? ; Bg=20-——2x" ; Ko =20 _—F ; Ko, = 30—
T(t) = 100 N.m ; ©(0) = 0.1 rad ; 8(0) =0
6(t)prp = 0.1 e %% - 0.5¢e7%¢
8(t)por = 2 - 10 te St - g 75t
8(t)por = 2-1.9 e %~ 10.5¢te”°"
6(t)ppr = 2
8(t)prany = - 1.9 e %% - 10.5te” %t
COMPORTAMIENTO SUBAMORTIGUADO
- ep? s =oN:m-8s = Nem =200 o
J=2kg-m? 3 Bg= 20— 5 Kgy = 400 = 5 Kg,=200 _—

T(t) = 100 N m 6(0) = 0.1 rad (:)(0) =0

8(t)pgs = © °F (0.1cos 16.58 t+0.03sen 16.58¢t)

8(t)por = 0.166 - °F (0.166 cos 16.58 t +0.05sen 16.58t)

8(t)pop = 0.166 -e75% (0.066 cos 16.58 t+0.02 sen 16.58 t)

e(t)PER = 0.166

S

8(t)TRaN =- € °F (0.066 cos 16.58 t+ 0.02 sen 16.58t)
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COMPORTAMIENTO NO AMORTIGUADO

T(t) = 100 Nem ; 6(0) =0.lrad ; 6(0) =0
. N -
J=2kg-m® ; Bg=0 ;KOI-SO% 3 Kgp = 50 ——

rad

8(t)tg = 0.1 cos 7.07 t

6(t)FOR = 1 -1 cos 7.07 t

6(t)ror = 1 -0.9 cos 7.07 ¢t

6(t)pgr = 1 -0.9 cos 7.07 ¢t

8(t)rran = 0




SISTEMA Y

MODELO

=—_—'|-|lq(ﬂ

MATEMATICO

Po
h h
\ Ry, 2 Ru Po
o— —
Pr M Pp 1
A q, At Qe
a%h, Y(A1(Rg, + Ry,) + ApRyg,)  dhp . v2 Y
wzt AA; Ra; R, at

hy = t
A)A; Ry, Ry, 27 AA; Ra, a(®)
Debido a que este sistema es resistivo - capacitivo,

no puede presentar los comportamientos criticamente

amortiguado, subamortiguado y no amortiguado.

COMPORTAMIENTO SOBREAMORTIGUADO

Pg -« Pa o
Ay = 1.5 m2 ; Ap = 1.13 m? ;Rm-s:zlo‘s—ﬁ;:.;li ; Ryp = 5x106 —23°

q(t) = 3x10°% +5x10°eent 2= ; hp(0) =0.70m 5 h5(0) = 0.05 2

-4 -3
-5, -4.215x1073¢
hy(t)prp = 14.35 e 5:25%10 £ _ 1365 ¢ x

—h -3
hp(£)pog = 1.527- 1,75 e75-25%10 't 4 g gp g74:21510 E 4

+ 3.376x10°° cos t-1.603x10 Csent

- -l - -3
hy(t)pop = 1.527+12.6 e >+25%10 E _13.43e 4.215x10 "t +

- -8
+3.376x 10 % cos t-1.603x10  sen t

- -8
hy (t)pgr = 1.527 + 3.376 x 10 ® cost-1.603 x 107 sent

_ -4
By (t)ppay = 12.6 € 5.25x10° 't

- -3
- 13,43 e"4-215x107°t

oo |
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d2Tp

CM + 2Ct dTr 1 _ 1 - 2 1
@z RyCyCp  dt  RECCp Tr = Cp Q)+ CuCrRy Qo(®) + RiCxCr Ts

S I STEMA Y MODETLO MATEMATTICDO

Cr o TTE ) Cs—~=
- Cv Tm Z
Q ’
i ;;Syi
I | "Rm M
TUNEL MURO SUBSUELO

Debido a que este sistema es resistivo - capacitivo,
no puede presentar los comportamientos criticamente

amortiguado, subamortiguado y no amortiguado.

Ry = 10

COMPORTAMIENTO SOBREAMORTIGUADO

-3

S - y W-s | - v W-s | =
w5 Cp= s x 100 Fo® g c= 370 x 10" H2f oo opo(0) - 280k
Tp(0) = 0.1 & 5 Qo(t) = 2700 W ; Ty = 296.3

_ -4 _ -4
Tp(t)prp = - 213.09 e~ 7+21X107 "t 4 4gq (o o=1.085x10" "t

-y -y
_ -7.21x10 't ~-1.085x10 't
Tp(t)gog = 301.7+53.44 e - 355.14 e

_ -y _ -y
Tp(t)pop = 301.7-159.65 e /*21¥10 "t 4 137 g5 ¢71.085x10 't

Tp(t)pgr = 301.7

-y ]
Tp(t)ran = - 159.65 7 7+21X10 "t 4 137 g5 g-1.085x

Tabla IV.3
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IV.4 FRespuesta EscaLon

La respuesta escalbn para sistemas de segundo orden, es
uno de los andlisis que se realiza en sistemas de este
tipo, ya que a partir de esta respuesta se pueden cono-
cer las caracteristicas mds representativas del sistema.

Por otra parte, para obtener la respuesta escalén, es ne
cesario que el estado inicial del sistema sea nulo y que
la excitacién externa aplicada sea la funcién escaldn uni
tario.

En forma esquemdtica, esto es:

b (t)=Ku (1)

SISTEMA
—# DE SEGUNDO
1 ORDEN
yl0)=0

Figura IV.29

En general, la respuesta escaldn de un sistema de segun-
do orden varia de acuerdo con el factor de amortiguamien
to relativo, por lo tanto es posible hacer graficas nor-
malizadas para diferentes valores del factor de amorti-
guamiento relativo, como se muestra en la siguiente figu
ra:

y(t)

AR /
/e /

1.4 / \

A\ yaN .
P fa= |

k-

T
0.8

0.6 A;L A
0 \ // \[ ]

*7 7 \/

o 2 4 6 8 ) 12 4 16 wpt

Figura IV.30
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Existen dos métodos para obtener la respuesta escalén:

a) Dominio del tiempo
(Solucidn por el m&todo de coeficientes

indeterminados).

b) Dominio de la frecuencia
(Solucidn por el método directo de trans-

formada de Laplace).

A fin de ilustrar la forma de obtener la respuesta esca-
16n se presenta el siguiente ejemplo:

Ejemplo IV.7

Obtener la respuesta escaldn para un sistema el&ctri-
co de segundo orden formado por una resistencia, una
inductancia y una capacitancia conectadas en serie y
alimentadas por una fuente de voltaje V(t), que en es

te caso es una funcidn escaldn unitario.
R L
Vit C c

Vit)zw,(t) . R=100Q : L=500mH ; C=200uF

Figura IV.31

Emplear como variable el voltaje en el capacitor.
Solucibn:

El modelo matemdtico del sistema es:

d?ve , R dV¢
+ 2 _C
T dt

1 1

ﬁ Ve LC v{t) .o (1)
sustituyendo los valores de R, L, C y V(t) en la e-
cuacidn (1), se tiene:

d2ve dvc
—TZ + 2005 410000 Ve = 10000 u_y(t) ... (2)



a) Obtencidn de la respuesta escaldn en el dominio

del tiempo.

Solucidén homogénea:

d2ve ave
o> + 200 SF + 10000 Ve = 0 cee (3)

la ecuacidn caracteristica es:
m2 + 200m + 10000 = 0 oo (4)

y las frecuencias naturales son:
m; = - 100

my; = = 100

por lo tanto, la solucibn homogénea es:

-100t -100t
Ve(t)h = Ky € + K, te cee (5)
Solucidn particular:
Debido a que en este caso la funcidn escaldn uni
tario puede ser considerada como una constante,

la solucidn particular que se propone es:
Vc(t)p = K3 cee (6)

derivando la ecuacidn (6) dos veces con respec-

to al tiempo, se tiene:

dv
2'cp
it 0 cee (7)
y
d2vy
a7 vcp |
Ty 0 ce. (8)

sustituyendo las ecuaciones (6), (7) y (8) en 1la
(2), se obtiene que el valor de la constante K3
es:

K3 =1

por lo tanto, la solucién particular es:

Velt)p = 1 cer (9
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b)

de las ecuaciones (5) y (9), se obtiene que la
respuesta escaldn estd dada por:

-100t -1 t
ve(t) = Ky e %% hg, e Ly L 1oy

para evaluar las constantes K; y K,, se requiere
derivar la ecuacidén (10) con respecto al tiempo
y aplicar las condiciones iniciales, que en este
caso son nulas:

4t - 100K, te

... (11)

de la ecuacién (10), se obtiene:

Ve(0) = 0 = K, + 1 cee (12)
y de la ecuacidn (11), se obtiene:
V'c(0) = 0 =-100 K; + K, cee (13)

por lo tanto:

Ky = -1

K, = - 100

la respuesta escaldn del sistema estd dada por

la ecuacidn (12):

-100t -100t
Ve(t) =1 - e 100 100 te”'%° t >0
o bien
-100t -100t
Ve(e) = (1 - e 1%%% _ 100 £y ul (o)

Obtencién de la respuesta escaldn en el dominio
de la frecuencia.
Aplicando la transformada de Laplace a ambos

miembros de la ecuacién (2), se tiene:

dVe - t -100t -100t
S€ o100 k, e 100 4 g, 7100

(1)



dve

dZVc
L 2W+ 200 E"" 10 0060 VC%*’ Lz 10 000 u_l(t)

ee. (14)

desarrollando término a té&rmino:

d2v
L 3—(1?9 = §2Vo(s) - SVg(0) - V'g(0) ... (15)

v
L zzoo %fz = 200 sVg(s) - 200 Vg(0) ... (16)

L %10 000 ch = 10 000 Vc(s) cee (17D
1 {10 000 w0y [ - 20000 e (18

sustituyendo las expresiones anteriores en la ecua
cién (14), se obtiene:

Vo(s) (52 + 2008 + 10 000) - Ve(0) (S + 200) - V(o) = 22200

vee (19)

pero las condiciones iniciales en este caso son nu
las, esto es:

Ve(0) = V'c(0) = 0O

por lo tanto, despejando Vc(S) se obtienme:

B 10 000
Ve(s) = 7575 200s + 10 000)

o bien: ceo (20)
Ve(s) = 10 000

S(S + 100)2

Para obtener la transformada inversa de Laplace
de la ecuacidn (20), es necesario hacer una ex-
pansidn en fracciones parciales de la forma si-
guiente:

10 000 A B c
Ve(s) =g+ 10002~ s T 5+ 10002 T 5+ 100

Lee (21)
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las constantes A, By C se evallan con base en.el
procedimiento descrito en el apéndice de transforma

da de Laplace y sus valores son:
A=1 ; B = - 100 ; cC=-1

sustituyendo las constantes A, By C en la ecua-

cidén (21), se tiene:

1 100 _ 1
3 (S + 100)2 S + 100 tee

Vc(s) = (22)
la respuesta escalén se obtiene aplicando 1la
transformada inversa de Laplace de la ecuacidn

(22), esto es:

-1 1)1 100 1
Ve(t) = L 3 Vc(s)s =L 3?? T (s ¥ 10002~ 5+ 100

.. (23)

la respuesta escaldn es:

-1 t - t
Ve(e) = 1 - 100 te” '00% _ =100 t >0
o bien:
- t - t
Ve(t) = (1 - 100 te 100t _ g-100 ) u_ ()

.o (1IT)
Comparando las ecuaciones (I) y (II), se observa

que los resultados son idénticos. La respuesta es
caldén del sistema se muestra en forma grdfica en
la figura 1IV.32.

Vet 4

Figura 1IV. 32



La respuesta escaldn varia de acuerdo con el tipo de fre
cuencias naturales que tenga el sistema, esto es, la res

puesta escaldn de un sistema de segundo orden puede ser
de cuatro maneras distintas.

1. FRECUENCIAS NATURALES REALES DIFERENTES
my ¥ mpy Y m; y mE€eR

La respuesta escalén del sistema es de la siguiente

forma:

x(t)ﬂ

Figura IV.33

2. FRECUENCIAS NATURALES REALES IGUALES
m) = m3 y my y mp €R

La respuesta escalén del sistema es de la forma:

xh)ﬁ

-~y

Figura IV.34

-~V
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3. FRECUENCIAS NATURALES COMPLEJAS

m=a+jb y m=a-jb y my y me C

La respuesta escalén del sistema es de la forma:

x(t) A

Figura IV.35

4. FRECUENCIAS NATURALES IMAGINARIAS PURAS

m; = jb y my =-3jb y myy meoc

La respuesta escal6n del sistema es de la forma:

x(1) A

-V

Figura IV.36

IV.4.1 PARAMETROS DE DISERNO

A partir de la respuesta escaldn de un sistema de segundo
orden, se pueden determinar algunas caracterfsticas para
este tipo de sistemas. Estas caracterfsticas nan sido de
nominadas en el estudio y andlisis de sistemas dindmicos,
como pardmetros de disefio, éstos son utilizados en el di-



sefic de sistemas dindmicos de segundo orden, ya que refle
jan directamente la rapidez con la que el sistema respon-
de.

Los pardmetros de disefio son:

a) Tiempo de retardo

b) Tiempo de levantamiento
c) Sobrepaso

d) Tiempo de sobrepaso

e) Tiempo de asentamiento

a) TIEMPO DE RETARDO

Es el tiempo necesario para que la respuesta escalén del
sistema alcance el cincuenta por ciento de su valor fi-
nal y se representa por tr. En la mayorfia de los casos
es diffcil expresar el tiempo de retardo en forma analf-
tica, debido a que se requiere resolver una ecuacién tras
cendente para obtenerlo; en estos casos lo que se hace
es resolver la ecuacién trascendente en forma numérica o
determinarla en forma grifica.

b) TIEMPO DE LEVANTAMIENTO

Se define como el tiempo que transcurre desde que la res
puesta escaldn del sistema adquiere el diez por ciento de
su valor final hasta el tiempo en el que la respuesta es
calon adquiere el noventa por ciente de su valor final y
se representa por tp. Al igual que el tiempo de retar-
do, es necesario resolver dos ecuaciones trascendentes
para obtenerlo, por esta razbn, el tiempo de levantamien
to se calcula en algunos casos como el tiempo que trans-
curre cuando la respuesta escaldn adquiere los valores
entre el cero y el cien por ciento de su valor final.
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c) SOBREPASO

Es la mdxima desviacién que alcanza el valor de la respues
ta escalén del sistema sobre su valor final o valor en es-
tado estable y se presenta mediante Mp. En la mayorfa de
los casos el sobrepaso se expresa en porcentaje. Existe
una expresién general para evaluar el sobrepaso o mdxima
desviaci6n que adquiere la respuesta escalén del sistema.

d) TIEMPO DE SOBREPASO

Es el tiempo en el cual la respuesta escalén del sistema
alcanza su valor miximo o sobrepaso y se representa por
tp. Es necesario conocer este tiempo para calcular en
forma analftica el sobrepaso. En la mayorfa de los casos
es posible expresarlo en forma analitica.

e) TIEMPO DE ASENTAMIENTO

Es el tiempo minimo en el que la respuesta escalén del
sistema tiene variaciones entre el noventa y cinco y cien-
to cinco por ciento de su valor final y se representa me-
diante ta. En este caso también es posible expresarlo en
forma analftica.

A continuaci6n se presentan las expresiones generales pa-
ra evaluar los par&metros de disefio descritos anteriormen
te. En algunos casos no es posible obtener las expresio
nes generales para los pardmetros de disefio; en esos ca-
sos se describird Gnicamente la forma en que se obtienen
los pardmetros.

En forma general el modelo matemdtico que representa el
comportamiento de un sistema de segundo orden es:

N\ 2 2 2
%?% + 2& wp %% + wp X = wp g(t) eee (1)

la funcién g(t) es la funci6n escalén unitario (u.i(t))

y el estado inicial del sistema es x(0) = 0 y x"(0) =0.
Por 1o tanto, la ecuacién (1) se puede escribir de 1la
forma siguiente:
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dx 2
a2t 28 wp g ten x = wp u_,(t)

PRIMER CASO

E1 sistema tiene un comportamiento sobreamortigquado, esto
es, las frecuencias naturales son reales y diferentes.
Por 1o tanto, el factor de amortiguamiento relativo (&)
debe ser mayor que la unidad. Asf, la respuesta escaldn
del sistema estd dada por 1a ecuacién:

x(t) = 1 + aeS1t 4 peS2t t >0 e (D)

1 . 1

A= =
2(62 - 1 - £/82 - 1) ’ 2062 - 1+ £/¢2 - 1)

81 = - & wp + wy /g2 -1 H Sz = ~Ewg - wp TN

vee (ID)
Graficamente:
x(t)) 4
1.04
094 — — —— — — —
I
|
054 — — — —
| |
| |
1 | |
o.l ‘ A | .
ty !
[ |
| 1
'

Figura IV.37

Obsérvese que los Unicos pardmetros que se pueden calcu-
lTar son el tiempo de retardo y el tiempo de levantamien-
to. Esto es, cuando el sistema es sobreamortiguado, no
existe el sobrepaso, ya que la respuesta no presenta des-
viaciones sobre su valor final, ademds en un sistema sobre
amortiguado la respuesta nunca presenta variaciones en-
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tre el noventa y cinco y’c1ento cinco por ciento de su
valor final, por lo que el tiempo de asentamiento se con
sidera infinito.

Por otra parte, para determinar el tiempo de levantamien
to y el de retardo, se pueden determinar en forma grd-
fica y en algunos casos &stos pueden determinarse en for
ma analitica, siempre y cuando las frecuencias natura-
les del sistema sean miltiplos o submiltiplos del mismo
nimero.

Ejemplo IV.8

Determinar los tiempos de retardo y levantamientc de
un sistema de segundo orden, en el que el factor de

amortiguamiento relativo es:

9

£ = /5

8

y la velocidad no amortiguada del sistema es:

wn =V8

Solucidn:

A partir de £ y w,, se tiene que la ecuacidn para

obtener la respuesta escaldn del sistema es:

2 d
%;% + 6 E% + 8x = 8 u_l(t) oo (1)

por lo tanto, la respuesta escaldn del sistema se ob
tiene a partir de la ecuacién (I) y de las expresio-

nes (II):
- —ut
x(€) = 1 - 287254+ e ¢ 50 cee (2)

el valor final que va a tener la respuesta escaldn es
1. Para obtener el tiempo de retardo del sistema, se
tiene que la ecuacidn es:

-2t -4t
x(ty) = 0.5 = 1-2e"°°7 4 ¢ '°F cer (3)



haciendo el cambio de variable: : 295

7. e~ 2tF eee (8)

por lo tanto:

CeTHER L g2 L)

i

sustituyendo }aa ecugciopes (4) y (5) en 1la (3):
22 - 22 + 0.5 =0 .o (6)
resolviendo lﬁlecuaciﬁn (6):
Z, = 1.7071

“-Ly = 0.2929
tomando el valor de Z) y sustituy&ndolo en la ecua-
Ceibn (4): i

-2t
1.7071 = e~ 2%F e (D)

para este caso, el tiempo de .retardo tienme que ser
un nﬁmero.negativo,.lb cual no es posible, ya que
no tendrfa interpretacién ffsica el hablar de un

tiempo negativo. Tomando el valor de Z, y sustitu

yéndolo en la ecqacian (4):

0.2929 = e 2tr ce. (8)
Elltiempo de retardo parab Z,; tiene un valor positi
vo y se obtiene de la forma siguiente.

Aplicando logaritmos naturales en ambos miembros de

la ecuacidn (8):

£.(0.2929) = £, (e”2%r)

eee €9)

desafrqllagdg;_

- 1.228 = = 2¢¢ .oy
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por lo tanto, el tiempo de retardo es:

tyr = 0.614 s

Para comprobar si el tiempo de retardo calculado es
el correcto, se puede sustituir el valor de tr en

la ecuacidn (2), esto es:

e-z(o.slu) - e-u(o.slu)

x(0.614) = 1 - 2 co. (11)

o bien:

x(0.614) = 0.5 l.q9.q9.d
Para obtener el tiempo de levantamiento las ecuacio
nes a resolver son:

- -4
0.1 =1-2e"2%1 4 o™ **2 ee. (12)

- -4t
0.9 m1-2e"2%2 4 o™"'F2 vl (13)

realizando el mismo procedimiento para la obtencidn
del tiempo de retardo se tiene que los tiempos t; y

to son:

t, = 0.19 s

tp = 1.485 s

por lo tanto, el tiempo de levantamiento se obtiene

por la ecuacibn:

tg =ty - t) cee (14)
asf, el tiempo de levantamiento es:

ty = 1.295 s

Por otra parte, si las frecuencias naturales del sistera
no son miltiplos o submiltiplos del mismo niimero, 1°%
ecuaciones para obtener los tiempos de retardo y levan®z
miento se deben resolver en forma numérica o simplenmente
éstos se determinan en forma grédfica.
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E1 sistema tiene un comportamiento crfticamente amortigua
do, esto es, las frecuencias naturales del sistema sonrea
les e iguales. En este caso, el factor de amortiguamien-

to relativo (g) debe ser igual a la unidad. .La respuesta
escalén del sistema estd dada por la ecuacién:

x(t) = 1+ (Ao +Bt)eSt t>0 ... (IID)
A=-1 3 B = - o
i n cee (IV)
S = - wpy
Grdficamente:
x(t) 4
1.0 1
09 t-m-mmm e mm
I
|
I
0.5t—~——7————< |
] |
' |
0.1 - ! |
i 1 1 —
L tr | ‘
| t L
/)

Figura IV.38

Obsérvese que los finicos pardmetros que se pueden calcular
son el tiempo de retardo y el tiempo de levantamiento.
Cuando el sistema es crfticamente amortiguado la respues-
ta no tiene sobrepaso, ademds los sistemas con este tipo
de comportamiento no presentan variaciones en su respues-
ta entre el noventa y cinco y ciento cinco por ciento de
su valor final. En este caso también al igual que los sis
temas sobreamortiguados, el tiempo de asentamiento se con-
sidera infinito.
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Para determinar los tiempos de retardo y de levantamiento
se hace en forma gr&fica o resolviendo las ecuaciones que
“involucran ‘estos parémetros en forma numérica mediante el
método-de Newton'- Raphson. - B : ‘

Ejemplo‘IV.é

Determinar los tiempos de rétardo y de levantamiento
del 'sistema de Segundb'orden; en el cual el factor

de amortiguamiento relativo es:

£=1

'y la velocidad angular no amortiguadé es:

wp = 2

Solucidn:

La ecuacifn diferencial para obtener la respuesta es

caldn del sistema es:

d?x dx
ezt At 4u_, (t) ces (1)

por lo tanto, de la ecuacibn (III) y las expresio-
nes (IV) la respuesta escaldn estd dada por:

x(t)-l-e'2t (1L+2t) t2>0 b...v(2)

el valor final que va a adquirir la respuesta esca-
16n es 1. Para obtener el tiempo de retardo es ne-
cesario resolver la ecuacidn:

2

0.5 = 1 - 27255 (1 + 2t5) cee (3)

" debido a la forma que tiene ' la ecuacién (3), no es po
- sible  hacer algiin' cambio de variable para resolverla,

por- lo que es nécesario emplear el método de Newton ~

Raphson:
. _‘t Y T . RV
0.5 = e 2% (14 2ep) =0 e (&)



la expresifn general para aplicar el m&todo de New-
ton - Raphson es: " ’
F(ty)
the) = tp - FTt:—)’ n=0,1,2,... ees (5)
y la funcidn F(t):
-2t e S -
F(t) = 0.5 - e”2% (1 + 2¢) i (6
su derivada con respecto al tiempo es:
F'(t) = 4te 2° cee (D)
sustituyendo las ecuaciones (6) y (7) en 1a (5):
2tp
e 1 + 2t
th+l = tn-—st—n' —_Atn_n' n=0,1,2,..,,
ceo (8)
suponiendo tg = 0.2:
‘n = Q
Para n = 0:
et 1 + 2(0.2)
t1 = 0.2 - 5gy + 4oy~ = 1.0176
Para n = 1:
. 2(1.0176)
- _ e L1+ 2(1.0176) -
tz = 1.0176 - g7 6T76)  * ~4(1.0176) 0.823
Para n = 2:
L 2(0.823) ;o
- _ 1 + 2(0.823) _
ts 0.823 8(0.823) + %0.823) 0.839
Para n = 3:
ty = 0.839 - e2(0:239) + L2 2(0.839) = 0.839
W . 8(0.839) 4(0.839) :
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Debido a que los valores de t3 y ty son iguales, &s-
tos satisfacen a la ecuacidn (3), por lo tanto el

tiempo de retardo es:

tr = 0.839 s

Para obtener el tiempo de levantamiento, las ecua-

ciones a resolver son:

-2t
0.1 =1-¢e "' (1+ 2ty cee (D)
y 2t
0.9 = 1-¢e "2 (1+ 2ty) ce. (10)
de la ecuacidn (9):
-2t
F(t) = 0.9 - e (1 + 2t) .ee (11)

y su derivada con respecto al tiempo es:

F'(e) = 4 te 2t ee. (12)

sustituyendo las ecuaciones (11) y (12) en la (5):

2tn
0.9 e 1 + 2t
tn+1 = tn - ity lot:nn n=0,1,2, ...,
ves (13)
suponiendo tg = 0.1:
Para n = 0:
2(0.1)
- _ 0.9 e 1 +2(0.1) _
t) 0.1 700, 1) + 400.1) 0.35
Para n = 1:
0.9 e2¢9:3%) 1 4 2¢0.35)
t2 = 0.35 - =435y * T 4(0.35) - 0?7
Para n = 2:
2(0.27)
ty = 0.27 - 0.9 e + 1 + 2(0.27) _ 0.266

4(0.27) 4(0.27)



Para n = 3:

0.9 ez(o.zss)

ty = 0.266 - +

1 + 2(0.266)

4(0.266)

Debido a que t3 y ty son iguales,

res de tiempo que satisfacen a la

4(0.266) = 0.266

éstos son los valo

ecuacidn (9), por
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lo tanto:
ty = 0.266 s
de la ecuacién (10):
-2t
F(t) = 0.1 - e (1 + 2¢t) cee (14)

y su derivada con respecto al tiempo es:

£1(t) = 4tre 2F cee (15)

sustituyendo las ecuaciomes (l4) y (15) en la (5):

2tn
0.1 e 1 + 2t
tn+1 = tn - 14Cn 4tnn’ n=20,1,2, ...,
... (16)
suponiendo tg = 0.7:
Para n = 0:
e, = 0.7 - 21 207 s L2007 o
1 : 4(0.7) 4(0.7) .
Para n = 1:
2(1.u41)
- 0.1 e 1+ 2(1.41) _
tz = L4l - =77 4(1.41) 1.79
Para n = 2:
0.1 e2{1.79) 1 4 2(1.79)
ty = 1.79 - =701 79y Z(1.79) - 193
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Para n = 3¢
0.1 e2(l.93)

R L1+ 2(1.93) _
ty' = 1.93 ST R TS U ) ) R R A

Para n = 4:

0.1 e2{19%%) 1 4 901 944)

G(1.955) v T 4(1.944) - L1944

ts = 1.944 -

por lo tanto, el valor de tiempo que satisface a la

ecuacién (10):

ty = 1.944 s

el tiempo de levantamiento para el sistema conside~

rado, se obtiene mediante la expresidn:

t['tZ‘tl eee (17)

por lo tanto, el tiempo de levantamiento del siste-

ma es:

tg = 1.678 s

TERCER CASO

E1 sistema tiene un comportamiento subamortiguado, esto
es, las frecuencias naturales son complejas. En este ca-
so el factor de amortiguamiento relativo (&) debe ser ma-
yor que cero y menor que la unidad. La respuesta escalén
del sistema, estd dada por la ecuacién:

x(t) = 1 + eut (A cos Bt + B sen Bt) t >0
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sustituyendo las expresiones (VI) en la (V), la expresi6n

general para la respuesta escalén de un sistema subamorti
guado es: '

-]-pbtnt 1= 2 — 72
x(t) =1-¢ [cosmn/l 3 t+%1_=?——senwn/1 £ t]tzo

Lo (D)

Grificamente:

x(t) |

054~

R

Figura IV.39

En este caso es posible deducir expresiones generales pa
ra determinar los parametros de disefio. Primeramente,
se procederd a calcular el tiempo de sobrepaso y con es-
te resultado obtener la expresidn general del sobrepaso.
Para calcular el tiempo de sobrepaso es necesario deri-
var con respecto al tiempo la ecuacidén (1) e igualarla

a cero; posteriormente se resuelve la ecuacidon a fin de
obtener el o los valores que la satisfacen. La derivada
con respecto al tiempo de la ecuaci6n (1) es:

g’ Wn e-E,'wnt

- 2 .o
& " sen wy V1 - E2 ¢ . (2)

igualando 1a ecuaci6n (2) a cero, se tiene:

“n =€ wp t ‘2
—_— e sen w /1 - E t =0
/1-¢2 "

(3)




304

debido a que:

esfunt 4 e (&)

entonces:

wn

‘“-—__T—E—senmn/l-gz t=20 eee (5)

los valores de tiempo que satisfacen a la ecuacibn (5)
son:

t = __—..N—_’.'__— H N=0,1,2, ..., ... (6)

wp VY1 - g2

entonces, el tiempo de sobrepaso es para N = 1, esto es:

tp = ——— .o. (VII)
P mnv‘l-EZ

sustituyendo el valor de tiempo de sobrepaso, en la ecua-
cién (1),.se tiene que el valor midximo que va a adquirir
la respuesta escalén es:

- w
x(tp) = 1 + e IT-E oo (D)

por 1o tanto, de la ecuacién (7), se obtiene que el sobre
paso es:

Mp = x(tp) - 1 el (B)
o bien:
- -——E ™
Mp =e V1-E ... (VIII)

de la ecuacién (7), se observa que el sobrepaso estd en

funcién dnicamente del factor de amortiguamiento relativo
(¢). En forma grdfica se representa el sobrepaso en por-
ciento como funcién de £, de la forma:
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%Mp A
100 Sobrepaso como funcidn del
15 factor de amortiguamiento
relativo para sistemas de
50 segundo orden subamortigua
dos.
25
0.5 | 3

Figura IV.40

Para obtener una expresidn general del tiempo de levanta
miento se hace una modificacidn o redefinicidn para este
tiempo, esto es, para el caso de un sistema de segundo
orden subamortiguado, el tiempo de levantamiento serd el
tiempo que transcurre para que la respuesta escalon del
sistema adquiera por primera vez el cien por ciento de su
valor final.

En este caso el valor final que tendrd la respuesta esca
16n es 1. Por lo tanto, igualando la ecuacién (1) a 1,
se tiene:

1=1-¢5tntg [cos e V1-E2 tp +—/1—E—2— sen wy V1- E2 t[_]
- &

e (9)
o bien:

0=efun te [cosmnv’l- £2 tp +J—.1__-—§-—_é?.—- sen wy vV 1- g2 CL]

... (10)

puesto que:

e"tuntl 4o ... (11)

se tiene entonces de la ecuacién (10):
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cos wp V1 - E2 tp +—-i—/_i_2.-£—sennh/l-§2 tg=0

eee (12)

la ecuacién (12) puede'ehtonces ser escrita de la fofmaf

sen wp V' 1- g2 tp Y1 - g2

cor on /ToE7 tf : e O
recordando que:
T = tan x cee (14)
de las ecuaciones (13) y (14):
tan wp /' 1-E2 tp = - —KEEZEZ_ eee (15)

finalmente, de la échacidn (15) se tiene que el tiempo de
levantamiento para el sistema es: ‘

- - 1 1| _ J/1-¢2
tg=to-100% "7;:—Fff=§f’ tan [ :
(16)
o bien:
-6
£t wn /1-E2
eee (IX)

1

6 = cos

£

Para obtener una expresidn general que pueda ser emplea-
da para calcular el tiempo de asentamiento, considérese
la grédfica de la respuesta escalén del sistema mostrada
en la figura:

x(t) A

2+
~
~

- H,e-EWM
- /

-7 \ |_e-EWn1

Figura 1IV.41
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"Con base en 1a definicion del tiempo de asentamiento y 07

- ..las ecuaciones de las envolventes de la figura anterior
. se pueden establecer las expresiones siguientes:

1.05 = 1 + ¢ Funta

_ e
0.95 =1 - e 5unta :
de las expresiones (17): .
0.05 = e"%unta .o, (18)

La respuesta escaldén del sistema no tendrd variaciones ma
yores al + 5 % de su valor final, si t > ty, por lo tanto
se puede hacer la siguiente aproximacién:

t = tg ) e (19)
por otra parte, aplicando logaritmos naturales en ambos
miembros de la ecuacién (18):

Ln [e‘E“n‘a] = 2n(0.05) ceeo (20)
y por lo tanto:

-Ewpta = - 2.9957 . (2D
entonces de la ecuacidn (21), se obtiene:

2.9957

ta o ee. (22)

finalmente el tiempo de asentQmignto sevpugde‘aproximqr
como:

— .
ta e eee (X)

Por ﬁTtimo, para poder determinaf el t1émpo de retardo
(ty), es diffcil el obtener una expresién general, por lo
tanto, este tiempo se determina al resolver la siguiente .
ecuaci6n en forma numérica:
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~Euwn tr &
0=20.5-¢e cos wn?1l - £2 tp + sen V1-¢82 ¢
[ n 4 /1—:—5-2- wn 3 r

oo (XI)

Ejemplo 1IV.10

Considerar un sistema de segundo orden, en el que el

factor de amortiguamiento relativo es:

y la velocidad angular no amortiguada del sistema es:

wn=2

Determinar los siguientes pardmetros:
a) tiempo de retardo,

b) tiempo de sobrepaso,

c) sobrepaso,

d) tiempo de levantamiento,

e) tiempo de asentamiento.

Solucidn:

La ecuaci8n diferencial para obtener la respuesta es

caldn del sistema es:

d?x dx
a2 + V8 t + 4% 4 u_l(t) cee (1)

por lo tanto, de la ecuacién (V) y de las expresio-
nes (VI), la respuesta escaldn del sistema estd da-

da por:

-y 2 t
x(t) = 1 - e [cos 2 t + sen 2 t ] t>0
2



a) Cédlculo del tiempo de retardo.

Sustituyendo los valores de £ y wp en la ecua-
cifén (XI), se tiene que la ecuacidn a resolver
para calcular ty es:

-/;W& [ 2

2
.5 - — t, + — - e
0.5-¢e cos = ty + sen 72 tr] 0 (3)

en este caso:!

-y 2t 2 2
F = 0.5 - t+ —t ... (4
(t) e cos = sen == (4)
y su derivada con respecto al tiempo es:
4 V2t 2
F'(t) == e t .. (5
(t) = sen —=—= (5)

La expresifn general para el método de Newton-

Raphson es:

F(t
t,,ﬂ-:n—F—EE:—;—— i n=0,1,2,3,..., ... (6)

sustituyendo las ecuaciones (4) y (5) en la (6):

/T e’ 2t /T /T
they = tp ~ 3 + 3 +——— 5 n=0,1,2,...,
8 sen —ﬁtn 4 tan_-—/z_-—- tn
eee (7)
suponiendo tgp = 0.6:
Para n = 0:
(V2) (6.6)
t; = 0.6 - v"Z—ez + ['.’_g +/-i— = 0.714
8 sen [/,_2__](0.6) 4 tan‘ﬁ-](o.&
Para n = 1:
/2_e(6) (0.714) /T Ve

8 sen ——2—J(o.714) 4