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REGRRSJCR, Y GPRRELACION

Un&: gwloq mbimgés, comynes que se tiens en los. campos de\.,
88 dotggninar la relaq;ﬁn cxi-tente ‘entre -
dos conguntos mueatralca o entre pares de. variabloa )( y )fi.

Siendo éstas de naturaleza aleatoria,o'deterministica. Es. decir,
un probleme de correlacién simple se presenta cuando se trata de
analizar por ejenplo la relacién que. puede existir entre : apre
o ciacién musical y amplitud cientifica, radiqrecepcién y locutor,
entre el nimero de accidentes viales y el grado de enrrarecimien
to del aire 6 entre el fndice de explosién demogréifica y el con-

sumo de productos de primera necesidad, etc,

ANALISIS DE VARIANCIA

REGRESION Y CORRELACION

Sean dos conjuntos de variables aleatorias X y Y cada uno de
n elementos, Para determinar la forma en gue estén relacionados
cada uno de los pares (x; , ¥4), (x5 4 ¥p)s « « oxy 0 yy)
estos se grafican como n puntos en un plano coordenado xyj; con
el objeto de ver si existe una relacién pronunciada 6 =i la re-
lacién puede ser tratada. 1inealmente. Obsérvese la grdfica 1, -
una distribucién de-este tipo puede ser tratada linealmente.

NOTAS

Uno de los principales objetivos de las inveastigaciones en inge

nierfa es hacer predicciones por medio de ecuaciones matemiticas,

Generalmente, un pronésticoc requiere que una f6érmula relacione

a las variables dependientes con una o méds variables 1ndepehdie£
ADOLFO VELASCO REYES tes, Aqui se verd el caso especial en el que una variable depen

diente sea predecida en términos de una variable independiente,

En muchos problemas de ésta clase, la variable independiente es
observada sin error o con error tal que es despreciablo compara

de 1980.
Octubre de do con el cambio de variacién en la variable dependiente.

En general, er estos apuntes de variable independiente serd re-
presentada por x y la variable dependiente por y, es decir,wg
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es el valor de una variable aleatoria cuya distribucién depende
de x. En muchas situaciones, se estari interesado principalmen-
te en la relacibn existente entre x y la media correspondiente
de las Vgi ésta relacién existente se considera como la curva
de regresién de y sobre x, Por principlo consideremos a x deter
minfstica y m4s adelante trataremos el caso cuando ambas varia-
bles sén aleatorias,

Primeramente se analiza el caso donde la curva de regresién de
y sobre x es lineal, esto es, donde para cualquier x dada, la -
media de la distribucién de las y(,) estd dada por <+ OX .
En general una y observada difiere de ésta media, esta diferen-
cia se denotard por :

vy =< +¢x + €

Nétese que £ es un valor dado por una variable aleatoria, y se
puede seleccionar una < de tal forma que la media de la distri
bucién de esta variable aleatoria sea igual a cero. El valor de

Ei para cualquier observacién dada, depender{ del posible e--
rror de medicién de los valores de las otras variables en que x
puede influir sobre y.

A continuacién se presenta un ejemplo, donde la curva de y sobre
x puede considerarse lineal.

Supcngase que un termopar es calibrado para medir la fuerza eleg
tromotr{z en milivolts a varias temperaturas conocidas, En la -
tabla 1, x; es la i-ésima temperatura dada en grados centfgrados
y yy es la lectura corresrondiente dada en milivolts, En 1a gri
fica 2 estdn representados estos valores,

Ahora considerese el prcblema de usar los datos graficados para
estimar los pardmetros o< ¥ Q5 de la supuesta lfnea de re--



gresibén de y scbre x, ya que conociendc (=4 y Qb , estard la
ecuacién de la recta bien definida. .

Inicialmente el problema se plantea como sigue :

Se tienen n pares de observaciones (xi ’ yi) donde se supone que

la regresién es lineal, y nos interesa obtener la recta que me-
jor se ajuste, (véase gréfica 3),

Sea yi =a + b7%;, donde a y b sén constantes, Defihiendo e; co
mo el error de predecir el valor de ¥ correspondiente a Xy3 es
deeir ¢ ¥y - ¥} = e (1)

La ecuacién (I) d4 una estimacién del modelo de regresién lineal
actual pero desconocida,

La ecuacién del modelo lineal por obtener es de la forma :
y=¢><+(5X

El error en predecir yy es €. y es estimado por medio de la -
expresién ¥y - yi =ey. Para determinar los valores de ¥ y @
se utilizardn los ectimadores a y b respectivamente, es decir,
a serd considerado como el estimador insesgado de =< y b serd
el de @5 3 esto se demostrard mis adelante,

No es razonable tratar de minimizar cada ey lo que se debe bus-
car es que la suma Z_e; sea tan pequefila, que tienda a cero,
Esto podrd lograrse §3r medio de la cancelacién de errores posi-
tivos ¥ negativos. Pero en lugar de ello se minimizar{ la suma -
de los cuadrados de e,.

to do e g0 e e wtds

" Teaseiid 2
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A A A A AL s 1 1 i L '
40 80 120 160 200 240 280 320 360 400 X

Es decir, se seleccionarf{ una a y b tal jue :

n ]2
> [%4 - {a + bxi)J sea fnimo . , , (1)
A= .

Zste criterio se conoce como ajuste por afnimos cuadrados.

Derivanio a (1) con respecto a a y b e igualando a cero tenemos:

2 Z[ - {a+ bxi)] (-1) =

2 Lo - ey ] []-

arreglando térmivnes :

N

yi =an + b Z
= LT N €
<
Z‘xiyi = 35‘__‘ x5 4 b 2..-‘ x;

- 19 -

Tenemos por lo tanto, dos ecuacicnes con dos incémitas a y b,

Cuyos valores son facilmente determinados por algdn métcdo tra-
dicional ya conocido., Al sistema (2) se le conoce comc sistema

de ecuaciones normales,

Para ilustrar el método 3e mininos cuadradcs al ajuste de un mo-
delo lineal de la forma y = o< + ®x, utilicemos los datos correg
pondientes a velocldades del aire y coeficiente de evaporacién -
de combustible gquemados en un motor,

Velocidad del

aire cm/seg 20 60 100 140 180 220 260 300 340 380

Coeficiente

de 218 .37 .35 .78 .56 .75 1.18 1.36 1.17 1.65
Evaporacién

mm2/seg

Las x representan la velocidad del aire en cm/seg y las y 1os —-
coeficientes de evaporacién en mmz/seg.

n=10

n n 1

2 Xy= 2c00 Z X = 532000
=\

i“ﬁ-= 8.35 ZY»‘S 2175.40

Sus tuye”do en las ecuaciones normales se tiene:
8.35 = 104 + 2000b
2175.40 = 2000 G. +'532000 b
resolviendo estas dos ecuaciones obtenemos :

QO = 0.069

© = 0.0038
¥ la ccvacidén de la linea recta que ‘mejor se ajusta con el en-
feaue de minimos cuadrados es :

= 0.069 + 0,0038%
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Esta ecuacién puede usarse para vredecir los coeficientes de
evaporacién cuando la velocidid del aire es 19C cm/sez,

y' = 0,069 + (0.0038)(15¢C)

0.79 mm2/seg.

yl

En pdginas anteriores se estudié la relacién lineal entre x y ¥,
ajustandola a una lfnea recta, observando que la técnica de los
mfninos cuadrados conduce a una buena aproximacién.

Ahora se supone la regresién lineal y ademds que las n variables
aleatorias tiernen los valores Y3 (i=1,2, ... , n) distribui--
das independientemente en forma normal con media <X "‘@V\L y va-
riancia comin %

Ademés : ¥y = &« + Y + &, , donde las €. son valores de va—-
riables aleatorias normalmente distribuidas con media cero y va-
riancia g%,

Todas estas suposiciones se ilustran en la grifica 4, donde se
muestra la distribucién de los valores de ¥; para distintos va-

lores de Xy

Estas =uposiciones son necesarias para discutir 1la bondad de los
pronésticos basados en la técnica de los mfnimos cuadrados. las
propiedades de a y b como estimadores de o< y Q , No son nece-
sarias para obtener los estimadores originales tomando como base

el nétodo dz los minimos cuadrados.

G(a,v) = i;_;[ Vi - {Ck *\)X,ﬂl'—' pa 2’; —---(a")

B U

f(v»?“

GRAFICA 4.

Partiendo de la ecuacién (a*) obtenen_tos las derivadas parciales

con respecto a a y b, e igualando a cero se tiene :

BECE 2 o [ o) ][] = o

arreglando términos, expresemos los valores de a y b en funcién

del conjunto de datos reales :

Z\jL:Cxl\*bE*k . (‘*\
SKW=0=X+b=X . (v)
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‘fultiplicando (a) por ( >_ Xi) ¥ (b) por n tenemcs:

—?\' Z X;‘};zO—"‘TZXL“'b% AZ‘-)C;

de 1a ecuacidn (f)

n

le};gi :!\Q:Z‘XL-\-‘O(?X;\L .__.4(L\

A=Y

U P

" no LR 2.
ng\(;\ﬂ; = no ZXL *‘nb?‘-XL

Restando (c¢) de (d)

n 0N n Vn. 2 .
n Eﬂ X, %L - z X; E %i. = nb > Xi - \o(‘zﬂ(,\ Por otra parte de la ecuacién (g) se tiene :
Aot R =1 ot

A=

05 =naenby - e ()

n — n 2
Por lo tanto: . pé\(;‘h” i“i‘ Y (e\ ;-ZX‘ML =OﬁX+b§X1 (»\
neAl - (ék\l’ y multiplicando (h) por ¥

[ A= .
Ctra forma de definir a b es restar (d) de (c¢) y se tiene:

n n n 2 n TG0 = ¥ . \) _)_(\;_ )
Z‘K~Z‘a;-“§k\a;=b(§—_n\—-r\b pal® nxq =naX +nb (3)

Restando (j) de (i) :

Ty T b Nk XM, — NG = b 2 X - b ()
(%*L\L _ nLg*?: A=\ &=

n -— -
Y de la ecuacibén (a) se tiere: . Z als -NX Y

2 e D(5R) (@)
?X:-n(ﬁz- - é (x.-xY

na = :Z‘\ju- ‘oéxp

De céende:

n

2 n n —_ N
2 (X)) == -2 ZwX + Z X

=l

En seguida se demuestra que los parimetros de regresién lineal
son estimadores insesgados. - ix; 20y -i + .i-\—(')_
Del sistema normal de ecuaciones; multirlicando y dividiende PI n ot

ror n & anbos miembros de (a) y (%) tenemos:

Ly ztarBb> . #) .

Nty s T SR e R 505
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Por lo tanto :

"
a= Z &i\j;
=1
- e n = \ouy " - donde las d. son constantes conocidas. Es posible probar aho-
.- i~ = : o= i
b= .i (X. X\ (q‘ \5\ - z;g (% X\\j" _ g:(l, X\‘ﬁ ra que b y a son estimadores insesgados de (5 '§ << respec-
" —-\Z = n r 5 [.) -\
= (X: "X\ = (% -i\ = (k -X\ tivamente.
i Az A=
‘ n _ Dado que:
Pero Z (‘L ‘X\ = O , entonces el 2° término . " |
es 1gualhz; cero, Finalmente: b= ?__:— Gy, ] 'v4e,

e Eae()= Faleepa)
‘E‘é\ (XL-X_\ :A_‘ s haciendo "_\("'_i__i:
:;(1»'“” = (%X

b= Cx =°'<_€<:CL‘+(.))ZCLX;

o 2 (X N BZ (X%

-\ n .
= (kX) Z (% XV
Dado gque las Xi son conocidas y no son variables aleatorias, = =
n —
entonces las Ci son constantes conocidas y por lo tanto: o O-;(5 Z:.(ir‘ x\ Yo B @) L.q.q.d.
EaTEny
n Quedando demostrado que (b) es insesgada,
b-—- = Cx\j;

A=y

En forma similar para a:
Similarmente, el valor de a puede escribirse como:

G =Y -bX
(o) = E(3-bX) = E(8) - E (b%)
:o<+(57(—b§ = <

haciendo L_ax =4,
: n Demostrandose también que a es un estimador insesgado de o< .
Se puede expresar a a como una combinacién lineal,
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Con el propbsito de e:-ar en posibilidsd de resolver el pro--

blema tor medic de sist2mas necanizados, se presenta 12 forma (‘A | [.
L]
como debern arreglarse ics datos para un programa de ccmputado Y:.
ra, . = : be + . bl
W | %
- !
Sea y=(y, s ¥y s 0. ¥) ¥ X=X, %, ..., %) L L
Entonces: Y= (’_’;0 + @“A-» (& [A
. L} { \ X b,
jonde: e, X, y son vecteres columna . . .
v son constantes {incégnitas) ; =1- :
(5°1 @ (:L . .
( | Xn .
Y. i \ X ) e, (-)30"' &\ X €.
Ba)_ ) ( e
L [P X x| -~ v R X
S= | . o + :1. QD\ +| = @o e 2 | 4% Fartiendo del sistema de ecuaciones normales (2), éste se puede
Ua l- - : oo . transformar en:
J | | Xa <a & r B Xn €. |
[ s 7 1 b r <
L)
; - Nz b, >
Y, t X {(50 a, =
“’- = \ \‘1 4 C’_ . " i -—
) * . - n -
- | . . : “Z‘X. ?-‘:‘{A bl ‘.le\ih
Y. | Ll ey b €a ~ A S L ]
Y X ® € Por ctrc lado sea:

Pira el caso rerresién lineal sinrle se tiene:

f X R ' < ]
vy T ve t ey x=| L T X I % |
L X L

Jr
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\ Dado que X y Y son las medias de las observaciones, entonces la
LA 1Y 2'-\5.. . variancia de las muestrzs X; y \; son:

2 Sxx . 2 39"_.

Y“ Yo %X g“J gx;“, _ S = ninﬂ\ ’ Sy = n(n)

El estimador de O > es:

Entonces: " v n
N ZX; n =% b, 2 0 n o ll
! . ‘ Se = n-2 % [‘A’ ((H.bh) ; donde es el
X X= n 4 XX8= error estandar del estimado_{.
.:z.h AZx:- ‘“Z‘y.‘ éxf b. Otra forma de expresar a Se es:
Sustituyendo sus equivalencias matriciales en (k) se tiene: a2 S-S N 2
Se = Do (m): Sh= (S

YAB = XY N ) N (P-2) Swe

La pérdida de dos grados de libertad explica como dos coeficientes
de regresibn o¢ y (5 fueron reemplazados por sus estimadores, -
Puede demostrarse por las suposiciones dadas que (n—2)/q-1

-1
Premultiplicando en ambos lados de la ecuacién (e) por [X‘X]

se tiene:
. e _ . -1 es el valor de una variable aleatoria que tiene distribucién X"
[X X] [X X]B" [X X] XY con (n-2) grados de libertad.
finalmente: ~[yx -, Con base en la suposicién relacionada con la distribucién de las‘ys\ ‘
IB —[X :I X \j puede demostrarse el siguiente teorema relacionado con las distri

buciones de los estimadores de = y ®.
ESTIMACION DE LOS INTERVALOS DE CONFIANZA .
DFE LO3 PARAMETROS. La distribucién muestral del eztad{stico:

) . e . =a—°</n$“'\\/
Sea: Sy =N §X; - ( nZ‘X. 5 -tQ = m v

Sw=0Ekw - S Y b0 [Sa
N w ' n 2. . Se | ~n
Sw=nZyr - ( Z9) % Se "

Sustituyendo estus exprcsiones en 1) se tiene: Son distribuciones t con (n-2) gredos de libertad. Usando la prie
" mera rrepiedad podemos construir un intervalo de confianza parao¢.
-
b= zﬂ Resolviendo para la doble desigualdad —tq‘ < t<t4,,. y los -
X R

1fmites del intervalo de confiinza resultantes son:
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Sh‘ + (ni\L .
Aty $e\/ T Sa Sarienls que a= Y - bX y aplicandc (e) se tiene-:

“n forma similar para @ Y = c.235
, ' X = 200
e .
b -\"‘/ $<_ Su ’ n =10
Tonde 'L-/, son valores obtenides de tablas en funcién del nivel de . Por otro lado,

significancia deseado. +

’ﬂZ\( - (Z\(\ = o (53% 000) - (2000)

A continuacién se ilustra la construccién de cada intervalo de con =

fianza para los coeficientes o ¥ @ © -

Tomando los datos del ejemplo que Sé& vié al inicio de este capitu- Sn’ =n Z\A;\A-’ - Z\: i\i lO -;qsq\ %35 7.000\
=\ =

1o se tiene:

= | >0 000

< W 0 " = %054 N
menEu -(Ful - :
Sea: %X 1a velocidad del aire en cm/seg. Por lo.tanto : .Z. \5‘ g\{\‘h = 10 (<|.\ofn\ (“35)
Y el coeficiente de evaporacién en mmz/seg. = 21-3145
b= —-L— 04— 0.003%
Entonces: S 1 330 000
X Y x? XY Y v _
6= 3-by = 073 —(0.00 3%3) (300)
20 0.18 4C0 3.6 C.0324 = 0.06]
60 0.37 3600 22,2 - 0.1369 Sustituyendo en la ecuacién (m) se tiene :
1C c.35 10CCO 35.0 0.1225 :
140 0,78 | 19600 109.2 0,6084 2 S : 2 2
_ xx Suy =D -
180 0.56 | 32400 106.8 0.3136 Se = :\(nﬁ-z\ “; = '3’3"‘:(;’;3;‘:2 (5054)
220 0.75 | 48400 165.0 0.5625 " (¥ °©
260 1,18 | 67500 3CE.8 1.3924 = 0.035
300 1.36 | 90000 408.0 1.8496 S, =\ 00953 = 0.1590
340 1.17 |115600 397.8 1.3689 ’
; . . .7225 '
3¢ 1.65 14449 621.0 2.7223 Para o = 0.C5 y con (10-2) = 8 grados de libertad 't-ﬁ es igual
a 2.306., Por lo tanto, 1os 1l{mi ia 1 :
SOTAL: 2000 8.35 532000 2175.4 9.1097 anto, 1os l{mites de confianza de 95% son :

para ok

) 320 000 + [10(300)}*
0.064% (2. ‘soc,\(o. l‘a‘(()\ 10 (1330 000)
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0.069 X 0. 2371

Por lo que :
0.0€9 - 0,2327 < &< < 0,069 + 0.2327
=0.1637 <« o« < 0.3017

0-00383% (2.30¢)( 0.1590) | 3;2000

0.003%2 = 0. 00|

Para Q,

Por 1o que : 0,00282 < @ < 0,00482

Usando el teorema anterior se establece una hipStesis paracXy
(3) « En este caso nos interesa conocer la confiabilidad de (5
ya que representa la relacibn entre la variacién de X y la de Y.

Si (3 = 0, la regién serfa horizontal y la media de Y no depen
derfa de X, Probando la hipétesis nula Ho, B=®-

b- Ao Srx
t= = n

La regién crftica resultante se muestra en la siguiente tabla :

Hipbtesis Rechazar Ho
Alternativa Si

A > Qe t> 1.

B = B t<ty o T3Toy

- 26 -

51 la hip6tesis nula es Ho; (j) =0 y Hy; (3) £ O

— _ 0.003%32 -0O 130000 _
t= T > = %. 7287
Por otro lado 't-z_ s n-2-= to.ozs ;3 = 2,306

donde : o= 5%, grados de libertad = n — 2 =8,

Se observa que : T >t°.°,5 Por 1o tanto se rechaza Ho; (5 =0
y conclufmos que si hay una relacién entre las variaciones de X
Y Y; o sea, entre la velocidad del aire ¥ el coeficiente de eva
poracién de 1a gasolina.

Otro problema es estimar X + e;)( conocido como 1la media de
la distribucién de las Y' para un valor dado de X

Si X toma un valor de Xo, 1o que estimaremos serd of + (?)xo y
Para calcularlo utilizaremos a + b Xo,
Se puede demostrar que este estimador es insesgado, con varian-

cia : ¢1[|T .\ n x.:‘_x-)z ]

Y el intervalo de confianza para << + ﬁ*xo con un nivel de con
fianza de ( 1 - o¢ ) est£ dado por :

(orbr)x ty Sef 4 4 AT

't.z/,, se obtiene de tablas con (n - 2) grados de libertad.

Es importante que el estimador de o< + (.’)Io sea considerado -
como la prediccibén de Y', (un valor futuro de Y) cuando X = Xo.
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Si =< y (3 son conocidos, aplicaremos el hecho de'que Y es una
variable aleatoria normalmente distribufda con media igual a -
o + (BXo y variancia ¢ (6 que Y-o¢ - @YX, es un valor -
de una variable aleatoria normalmente distribufda, con media -
cero y variancia comfn T* ).

Si =< y (,’) son desconocides, se debe considerar al modelo -
Y-0—bX, ylos lfmites de prediccién estén dados por Y, cuan
do X = Xo que es :

((kﬂb)(o\ pa te%‘ S¢J |+ —:\— +_n_%‘;)—(—\z'

donde 't«/,_ es un valor de tablas con (n - 2) grados de libertad
y un nivel de significancia o< .

Veamos la construccién de los 1imites de confianza para = + (3%
y los l{mites de predicecién para un valor futuro de Y,

Si Xo = 190 escribimos los limites de confianza de o< + (3Xo =
= o< + 1903 conun 95% de confianza como :

1

0.69+ 0.00313(1%) % 2.306 (0. '5qo\‘/ L lo(rocioo)

| 320 000
[.415¥+ 0.3¢66 54‘/ 0. 100157

1453 £ 0.366654 (0.3174)

Por lo tanto :

/9994 < =< + 0.00382X, < 1532

° 12994 < Y' < 1.533
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Igualmente los 1{mites de prediccién con un 95% de confianza ra
ra un valer de Y', cuando Xo = 190 es :

! 10 {190 -200)"
¥ —_ e —
14158 * 3.306 (0. :sqo)\/ I+ %5 3 S

[ 4158 * 6.3¢6654 \/ 11607575

[ 4158 % 0.366654 (:‘041««)

Por 1o tanto :
[-4158 * 0. 3¥96%

/.03 < @+ bX% < [.3004

Lo que significa que para una X = 190, tenemos una Y entre 1.C311
y 1.8004 con una probabilidad de 0,95. '
Nétese que tenemos una observacién esperada con 0,95 de probabi
lidad entre 1,2994 y 1,532 y para las observaciones futuras se
encuentra entre 1,0311 y 1.8004 con la misma probabilidad de 0.95



- 29 -

REGRESICN KC LINEAL

Analizaremos ahora el problema cuando la curva de regresibén es
no lineal, es decir; cuando la regresién es polinomial, para -
cualquier X dada, la media de la distribucién de Y', estd dada
por:

ﬁSQXf*’€5|K oo d fSan

Esta técnica se usa cuando la forma funcional de la curva de re
gresién es desconocida.

Como caso particular, veamos el ejemplo de regresiér lineal en
caso logar{tmico. Si para cualquier conjunto de pares ordenados
de datos (Xi , Yi), al graficarlos tienden a aproximarse a una
recta en escala logar{tmica, quiere decir que la curva de regre
8ién de Y sobre X es un exponencial de la forma : oX. p" .

Sea Y' = o+ (® 1a ecuacién de prediccién.
Aplicando logar{tmos a ésta tenemos :

/,,j y' = /030( + X ’aﬂ 6

Con lo cual, podemos obtener el valor de los estimadores de log «
y log e, usando la técnica de los mfnimos cuadrados a los n -
pares de valores ( Xi , log Yi).

Ilustramos la técnica de ajuste por el método de minimos cuadra
dos a una curva de tipo exponencial ccnsiderando los siguientes
datos : sobre un porcentaje de vida dtil de 1lantas radiales hg
chas por un fabricante, seridn utilizadas no obstante después de
haber sidc recorridas cierta cantidad conocida de millas.
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Porcentaje de

92.7 58.3 59.7 41.7 45.6 31.8 38. 19.9
vida dtil = Y ’ 38.3 19.9

Millas
Recorridas= X 5 10 15 20 25 30 35 40

Cbservando la grifica 5 vemos que se ajusta a un modelo de la
forma Y = (;‘3‘ , €1 que puede transformarse en : laagtlog« -vt‘dgﬁ_
Resolviendo se tiene :

b Y Y =1log Y Xy 12
5 92,7 1.9670 9.835 25
10 58.3 1.7656 17.65 100
15 59.5 1.7745 26.61 225
20 41,7 1.6201 32.4 - | 400
25 45,6 1.6589 41,45 625
30 31.8 © 11,5024 | 4s.06 | so00
35 38.3 | -1.5831 55.405 | 1225
40 . 19.9 1,2988 51.92 | 1600
180 — 13.1704 280.33  |5100  Total

Sustituyendo en las ecuaciones normales (2) y resolviendo se
pueden obtener los valores de log o< y log (5 ¥y por consi-
guiente los valores de o< y (3 ; 6 empleando (e) se llega
al mismo resultado.

Usando (e) se tiene :
n=28

Su =0 20 K - (4= (5100) - (100]'= 5400




-
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n n n
Sy = 2k - 2% Z Y = %(3%0.3) - 9370.00 = 71314

_ =127.42
8400

= - 0,0151

[
"

Y- v X =1.6458 + 0.3397 = 1.9860
Por lo tanto :

<

S

Sustituyendo en la ecuacién obtenemos :

[}

antilog (1.9860) = 96.827
antilog (-0,0151) = C,9658

X
Y = (96.827)(0.9658)

Si X =12
log Y = 1.986 - 0.0151(12)
log Y = 1,8048
Y = antilog (1.8048) = 63,796

Otras dJos relaciones que se presentan frecuentemenfe en inge--
nierfa que pueden ajustarse por el método de los minimos cua——
drados, después de transformaciones convenientes son :

La transformacién reci{proca dada por :

 _ 1
4= oL+ B

¥ la funcién potencia :

Y=ot
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1o primera de éstis representa una relacién lineal ‘entre X y
-.1..., donde _“3_: RS @X « Se puede obtener los estimadores
Y

de o< ¥y QB aplicando el método de los mfnimos cunadrados a -
los puntos LI N
P ()(‘ ’ ‘5.‘\

la segunda de estus representiaciones es una relacién lineal en
tre log X y log Y; es decir :

log ¥ = log o< + log X

Después de aplicar el método de los mfnimos cuadrados a los pun
tos (log Xi , log Yi) se pueden obtener los estimadores de logex
¥y log (_7_) y por lo tanto de =< ¥y (5 respectivamente,

Si no existe una clara indicacién con respecto a 1la forma fun-
cional de 1la regresién de Y sobre X, podemos frecuentemente su
poner que las relaciones entre las variables al menos tiene una
buena iproximacibn a la expansidén de la serie de Taylor y que
los primeros términos dardn una buena aproximacién, por 1lo que
se ajustan los datos 2 un polinomio o ecuacibén de prediccién

de 13 forma P

W= @"’6‘*‘*(5;7(2 Y (5,‘&?

Tl grado del rolinomio estd determinado por métodos matemiticos
¥y en la mayorfa de las veces por la inspeccién de los datos. Si
tenemos un conjunto de datos consistentes de n puntos (Xi,Yi),
el problema serd estimar los coeficientes @o, (3‘76,_’__7 (’DP
para un polinomio de grado de p.

Para ello sen :

?n‘[ Yi- ( Bo+ (&*‘*@z\l“’"' g (’-\’pw\]z": g,
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Para minimizar e;, se aplica el criterio de los mfnimos cuadra
dos y obteniendo derivadas con respecto a (3., (5.,(3;,..., (5,.

e igualando estas ecuaciones a cero se tiene p + 1 ecuaciones
normales, es decir :

i\&i:nbo s b :\Z‘f; *ooos +b’.£. X:

Py

Ll ° > o )
gxi\bi=b° gx;*'b\-‘zz‘ﬁ?‘*"‘ "'b‘ E“"

\
- \

n " n
v ] e 2p
Pl VUV N S IS N L N 2
AT Ash [ ATV
Nétese que éste es un sistema de p + 1 ecuaciones lineales con

p + 1 incégnitas bé, b1,..,, b _. Este sistema de ecuaciones -

P
tiene solucién Ynica.

Ejemplo : Sea X la cantidad de aditivo agregado a determinado
barn{z e Y el tiempo de secado del barnfz (en horas)

xlo 1t 2 3 &4 5 6 1 8

Y

12,0 10,5 10 &.0 7.0 8.0 7.5 85 9.0

Graficando 10s puntos observamos que se aproxima a wma curva
de 2° grado, vease la gréfica 6.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones normales para esta apro
ximacién es :

n

2, =k, *b‘i X v = F

A=
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n n

Z X;\,)":: bo =Z‘ Xi ‘\'b\ <2:XAZ * b‘l% \(.3

ISl

" n n n
2 2 ] 4
Z\:*;\ﬁxf- \)o‘_Z\'. +b‘Z\(-.+‘o,__ZX;
Az = 3 A=\
= i 2
Ya que el modelo es de la forma : U = (3o~ B + (X",
Obteniendo los valores de cada sumatoria :
n - w
-Z.X‘:% Z_Y =05
A= =)
n 2 n
Z- K= 2 %Y =299
L N2
TLT X: = 1246 ? W, = 1641.0
" 4 :
Z % = <n n=q
=
Sustituyendo estos valores en el sistema de ecuaciones normales

se tiene :

£0.5 = Qb +360, + 204,
299 = 206k +204b, + 1396 b,

I

a1 =20k, + 96k, 4517 by

resolviendo por cualquier método conocido determinamos :

h°= R
bI: ‘]‘%5
b.= 0a3

de donde,

Y'=1232 - 18X + 0183

Ahora bien, si X =65




2.3 139 (68) 0.1 ((5 Y

&£
i

1.9

=
]

REGRESION MULTIPLE

Antes de seguir adelante, es necesario puntualizar que las cur
vas obtenidas no solo sirven para hacer predicciones, también

son dtiles para optimlzaci6n, lo cual consiste en obtener valo
res de la variable independiente que optimicen los valores de

1a variable dependiente. Para ello analizaremos la técnica de

regresién miltiple,

Iniciemos el problema con (x.‘ xz‘ \(u Y; \ elementos,
Se supone a las XS conocidas y a las \5‘ variables aleatorias
Esta técnica se usa para resolver problemas de variacién de -

. temperaturas, produccién, niveles de consumo, etc,

Para cualquier conjunto de valores )(., X-;_, - - .lX,g la media
de la distribucién de las () est4 dada por :

'\‘i! B (50 g @'\‘. - (’32.\1. + /"{\")Ty"/v“ -+ Gk h."

l

"Es necesario observar que la media de la distribucién de las

es funcién de los valores de las variables X, %., ., % todas
independientes, Aplicando el criterio de los mfnimos cuadrados
se tiene :

Ai.[ ‘61‘((’»“(3-)(.;+@1~Au+~-~-+(3*\(“\]

derivando parcialmente con respecto. a (5,, R, B,_ ceey Pk 1a
expresibén interior e igualando a cero las funciones derivadas
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resultantes se tiene :

%\51:“60*()3 z“u 67-ZY\1:.“’""+<SK2XKA

i

Z b= (o Zx LB B 2 bk o B 2y

2o b B 2 Y ke~ Ba T+ B bt

i

. . . . -

n n n 1
g XM = (3o ;Xu B, Z hika + 67._2 L5 PR euZ.X:;

Como se ha supuestc anteriormente, los estimadores (’%, C)‘ - @ik
son b, b ., by respectivamente., Obsérvese que el a:late

‘ma de ecuaciones normales obtenidas anteriormente estf{ formado

por K + 1 ecuaciones con K + 1 incégnitas, lo cual es un siste
ma que tiene una solucién ¥nica. El sistema de ecuaciones nors
males para un problema particular puede resolverse por cual -~
quier método ya conocido por los cursos de algebra correspon-—
dientes,

Por comodidad, usaremos una notacién abreviada; es decir :

2= Tk, 2

A=

-t

Z You Xap = Z /Y"'l"‘) e
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Ejenplo

Considerese los.siguientes datos relacionados con el ndmero de
giros requeridos para romper una barra aleada en porcentajes
de cada uno de los elementos presentes en la aleacién del me——
tal.

Y No de Giros 38 40 85 59 40 60 68 53 31 35 42 -

- 40 -

ZX:_“ ‘—'—boih *b\z We “'\07. = *\;—

Por 1o que :

ix.:AO = Y.=200 > W =no
= ¥: = 3000 = y=1 < Y.4y= 14
Z % =500 Z X4 =985

X, % de

elemento A

1 2 3 4 1 2

X, % de elemento B| 5 S5 5 5 10 10 10 10 15 15 15

Y Ne de Giros 59 18 34 29 42

X, % de elemento A| 4 1 2 3 4 , B

X, % de elemento B|15 20 20 20 20

g

En el problema observamos que hay dos variables independientes
y una dependiente (en este caso el nifmero de giros), por 1o —-
que el modelo buscado es de la forma :

w = (730 + B+ BaXe

Dado que hay la necesidad de obtener tres parimetros que son -
nuestras incégnitas, ello nos dice que hay que partir de un sis
tema de tres ecuaciones que son 3

Z\ﬁ; ﬁnbo +b\Z X, + bz ZXL

=W =0 S K b XA = AN

Sustituyendo los valores anteriores en el sistema de ecuaciones
se tiene :

733 = 16 b + 40 b, + 200 b,
1989 = 40 b + 120b, + 500 b,

8285

ZOObo + 5001':1 + 300b2

resolviendo se tiene

b, = 48.2 b, = - 1.76

o b, = T.83

1

e
we

Por lo tanto : Y' = 48.2 + 7.83 X, - 1.76 X,

Con 1a §ltima ecuacién obtenfida se podrd predecir €l ndmero de
giros necesarios para romper una barra de estas caracteristicas,
Nétese que si una de:las:variables independientes queda fija

y 1a otra se incrementa unitariamente, b1 y b2 son estimadores
del cambio promedic en la "Y" resultante,
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CORRELACICN

—————

Ya se ha estudiadd en temas anteriores, problemas en los que
la variable independiente es conocida sin error. Esto se apli-
c6 a muchas situacicnes experimentales, Existen también proble
mas donde las Xs 6§ las %‘5 son valores generados por va-
riables aleatorias, por ejemplo : 1la impureza del aire y 1la in
cidencia de accidentés., Problemas andlogos a este son conoci-—
dos como problemas de andlisis de correlacién,

Sean n pares de datos (Xi ’ Yi) para i =1, 2, ... , n valores
de variables aleatorias cuya funcién de densidad conjunta estf
dada por £(X, Y), Hagimos las siguientes suposiciones :

Fara cualquier X dada, se supondré que f£(Y/X) es una distribu-
ci6n normal condicional con media X+ @AY '~y variancia

T . Por lo tanto, la regresién de Y/X es lineal ¥y la va-
riancia de la densidad condicional no depende de X,

Se supondrd adem4s que la densidad marginal g, (X) es normal —-

con media /(,{. ¥ variancia Q‘z « Sustituyendo la expresién
apropiada para f(Y/X) y g(X); es decir en :

O =am-uny

se tiene :

—( ‘-ut/ b i

p (x.‘ﬂ =\ _" ) -[‘i-(-u&\f/zr"
o« - o @ ¢ --- (2)

- yo -

\ ~{09- (x+ 802 /292 &+ (x-uN2/25%§

1
para —0d £ X< =0 ¥y —co< W<oo

Nétese que esta distribucién conjunta incluye a cinco pardme--
tros que son : ’

/M'/¢'/o<l @)g'q‘

For razones de simetrfa ¥ otras consideraciones que serdn ex-
Plicadas a continuacién es conveniente expresar la densidad -
normal bivariada en términos de los pardmetros M T M

i ’ J/
T 4 Q . En este caso, M, y q,> son la media ¥y la va;;ﬁan»
cia de la distribucién marginal fz(Y) ya lo llamaremos
el coeficiente de correlaciém, definiendolo de la siguiente ma
nera :

(4)

Donde Q tomar{ valores positivos si 6 es- positivo y vale
res negativos si (3 es negativo., Es posible demostrar que 2

/“:. = =< + B M - (5)
T =q%» 0% la) .

Sustituyendo las expresiones anteriores en £(X, Y) obtenemos :

P b YA P JAD L7 ) o (-
fa et LU (2 e

2T - [ -2
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Con resrecto al coeficiente de correlacién Q nétese que
'\Sks‘ , dado que :

L =g @YY ; vor 1o tanto o =T .
Es decir que, { puede ser igual a - 1 8 + 1 solo cuan
do Q'z = 0 que representa al caso degenerado; es decir, que
todas las probabilidades est4n concentradas a lo largo de la
l{nea Y= =+ BX ¥y por lo tanto, hay una rela
cién lineal perfecta entre X y Y, Esto es :

-\ = QE\ solo s1 T°=0 , ya que de (4)

R = * V—\_\ ; por otro lado : Q =0

si ysolosi T =T ; ésto es posible si
de (6) Q>=O ¥ luego sustituyendo el resultado en (4)
se llega a ? =0 .

Si Q-—;Q , implica para la densidad normal bivariada que
las dos variables aleatorias son independientes, y que la 1{i-
nea de regresién de Y scbre X es una horizontal; es decir, —-
que para cualquier valor conocido de X la prediccién de Y es
independiente, Cuando Q =%y, se dice que hay una correla<-
cién lineal perfecta entre las dos variables; cuando ??—O se
dice que nc hay correlacién.

Para valores entre O y + 1 [ 0 y -1 podemos interpretar a
Q por medio de 1la identidad:

2_ g - -
Q—‘— Q‘.:'— q-zz

\
Es decir; T es una variacién de las Y5 cuando X es cong
cida y q,> es una variacién de las \o)‘s cuando X es des-\
conocida, qF— q* es una medicién de la variacién de las \bs
que es cuantificada por la relacién lineal ccn X,

- uy

Dado una muestra aleatoria de dimensién n, es decir, n pares
de valores (X;, Y,), es costumbre hacer la estimacién de Q
por medio del coeficiente de correlacién muestral,

Sy

w S %‘5‘5

N =

donde :
S‘x - “%X:’— (éxﬁ\l
Syy = 10 ‘}i’.‘f\?—(é‘ "n\l
Sw =0 Zg- (Z26)( 2 4)

Este estimador no es insesgado, excepto por el fgetor ./ -\
n-o

Este estimador insesgado puede obtenerse sustituyendo en la
ecuacibn (4) el valor de T3~ por la variancia de las \.5'5
ya < por su estimador Sg . Nétese que el coeficien
te de correlacién muestral es usado para medir la fuerza
de una relacién lineal qu pueda existir entre muestras ailn -
cuando los datos no vengan de una poblacién normal bivariada,

Ejemplo : Analicemos 1a relacién existente entre los médulos
de ruptura y los médulos de elasticidad de 12 com
ponentes de madera. Las médiciones carrespondien-
tes son : ’
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v

X= 16dulos de Y= M&dulos de

Ruptura Elasticidad
8,76 889

7.08 808 -

11.35 1513
5.25 550
10,91 1008
13.56 1952
‘ 6.49 908
11.83 1654
' 15,08 1502
7.13 1216
9.08 1315
3.86 497

Por lo tanto :
n=12
Z_ X = 10.3% ;

Z = H3.%090
Z Y =13k

Z Y = 673,33
= 4% = 15132246

S =12 (143.3690) — [ 110.3%) = 15419636

Swy= 1 (14163.33) = (10:3%) (139 =/75511.40

Sug= 0 (184} - (13w = 26906203
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Sustituyendo valores en (7) se tiene :

175511.40

N= —
|/ (1541.9¢3¢) (36 316203

Esto quiere decir gque ~ |007* = 4% de la variacibén en
médulos de elasticidad es atribuido a diferencias en médulos
de ruptursa,

Adn cuando el valor de ‘¥ esta basado en datos muesirales,

es costumbre desarrollar una prueba de significancis para el
valor de <Y (una prueba de hipétesis nula R=0 ) para de-
terminar si existe una relacién lineal entre las dos variables,
Para muestras aleatorias que vienen de una poblacién normal -
bivariada, esta prueba estd basada sobre el estadfstico :

I P R :

-2._‘“ — ; en que se puede demostrar que la —
distribucibén muestral de éste estadistico es normal como me——
a S R ja ~—t

ia > \n s ¥y variancia = s por ;I.o

que se probard la hipétesis nula R—:-O con el estadfstico :

n-3 1>~
- n
2 = \ =

Cuya distribucibn muestral es aproximadsmente la normal estan
darizade (gerfica # 7).

Retornando al ejemplo numérico para el gue se tiene Y =0.3 ,
probaremos 1la hipbtesis nula H; {:0 . a

Sustituyerde er: (2} los valores correspordientes :




Vz—= \+ 0.6
2=—= (n > O%
|~ 0 %6

Ahora bien, si =< = Q.0\

ey = 2.5¢ ; por lo tanto : Zeopy L Z

lo cual nos indica que debemos rechazar la hipétesis HO;
y conclufmos que existe una relacifn lineal entre los médulos
de la rupturs X y los mbédulos de clasticidad Y,

Esperando que estas notas sirvan de introduccién al tema de
andlisis de regresién y al de correlacién, me pernito infor--
mar que esto es solo un pequefio inicio; ya que adn falta to--
car los puntos de correlacién miltiple y parcial con respecti
vas pruebas de significancia, cuando las observaciones provié
nen de poblaciones donde se suponen normalmente distribufdas
Yy cuando estas distribuciones son diferentes a~ la normal,
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ANALISIS DE VARIANCIA

Introduccién )

En esta parte del programa presentaremos los principios gene-
rales del disefio de experimentos. Los cuales, muchos de ellos
los aplicamos a problemas inganieriles y en otros en los que
sea necesario para probar un Conjunto de hipétesis.,

Es muy importante planear experimentos adecuados que puedan -
darnos una seguridad de que los resultados del mismo nos pPro-
porcionen una respuesta clara a las preguntas que originaron

nuestra investigacién, Para ser més claros en esta introduc—-
cién a continuacién presentames un resumen de los aspectos -

principales del disefio de experimentos :

DISENO DE EXPERIMENTOS

El objetivo de un experimento es intentar obtener inferencias
rara tomar decisiones con respecto a varias hipétesis que se

han planteado al analizar el experimento en estudio, Por lo -
general se piensa intuitivamente en la estandarizacién de las
caracter{sticas de los componentes del experimento disefiado,

Existe ademfs la posibilidad de que al tomar la decisién &sta
no conduzca a los resultados deseados por la pequefia cantidad
de datos.\Por ejemplo, la decisién de llevar o no a -un para—
guas en la mafiana dependerd de los datos que se rednan, es de
cir : lectura del baréme¢ro, observacibén del cielo, pronsti-
cos de los peribdicos, los pronésticos de la radio, ete, Des-
pués de ello, se analizardn todos los datos disponibles répi-
damente, incluyendo en cada prediccién digamos un 30 % de pro
babilidades de que llueva en este dfa, Simulténeamente se es-
tablece un compromiso entre el inconveniente de llevar parae—
guas y la posibilidad de hacer un gasto por la limpieza de la
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suelto, Es necesario incluir todos los puntos de tal manera -

que el experimento sea ficilmente comprendido, Del cuidade que
se tenga en el planteamiento dependerd la obtencifém directa de
la solucién, '

ropa. En éstos y en muchos eventos diarios, las decisiones se
hacen bajo la luz de la incertidumbre, Es aguf donde aparece

el uso de la Estadfstica como herramienta para la toma de de-
cisiones, Es necesario aclarar que la incertidumbre no impli-
ca el no conocer, sino que la ocurrencia exacta de un evento
no es predecible, Por ejemplo : si lanzamos 10 monedas, sabe-
mos que el nimero de soles estard entre O y 10, pero no. sabe-
mos con certeza cudntos caerén, sin embafgo varios resultados
podrén predecirse en términos de su probabilidad de ocurrencia,

Deben identificarse las variables dependientes que son estudia
das y hacerse preguntas tales como : ;Son cuantificables? jcon
qué aproximacién deben tomarse estas mediciones con los instru
mentos disponibles? Si no son medibles gqué tipo 4de respuesta
- —debe esperarse? o solo basta un sf o unno, pasa no pasa, ade-
més qué tipo de distribucién de cada una de las corrientes es

Lo que gqueremos deéir es que cada toma de decisiones basada en
la resultante?

herramientas estadfsticas siempre inclufrd una coleccién de da
tos, en el que la forma de ordenarlos es también muy importan
te, E1 disefio de un experimento se ha definido como el orden
en que un experimento es realizado,

Es también necesario definir las variables independientes o —
factores que puedan afectar la dependencia o respuesta variable.
¢Son esos factores constantes, suponiendo ciertos niveles espe
ci{ficos, o promediados por un proceso de aleatorisacién? ¢Son
rror experimental en los datos obtenidos., lLa aleatarizacién - independientes de los factores un conjunto de valores fijos, -
es empleada como ayuda para eliminar los efectos de muchas va ~ tales comd la temperatura? gSon factores suceptibles de varia-

riables extrafias que puedan presentarse en un experimento. cién cuantitativa? (humedad,temperatura) o cualitativo (opera-
: dores) .y como se podrén combinar todos estos factorss?

El disefio de experimentos es usado para ayudar a reducir el e

Otros factores son variados intencionalmente durante el expe-
rimento. con el fin de hacer mfs vdlidos los resultados para - Todas estas consideraciones deben incluirse en la definicién -

diferentes situaciones que pueden ocurrir en la préctica. Por del experimento.

la utilizacién de ciertos disefios especiales, los efectos de

muchos factores importantes podrén estudiarse ‘en un experimen EEL2£§§§2L e

to as{ como las interrelaciones entre esos factores, En todos

y cada uno de 1os experimentos, se busca obtener la mixima can La forma de como colectar 1los datos jcuéntas observaciones de-

tidad de informaciém al menor costo. ben considerarse? ;qué variaciones deben considerarse y que to
lerancia de riesgos dehen tolerarse? es importante ya que ayu-

EL EXPERIMENTO dard a definir el tamafio de la muestra para un experimento da-

do. Sin esta informacién, la mejor altermativa es tomar una —
El experimento incluye un planteamiento del problema a ser re muestra grande,
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También es de vital importancia el orden en el que el experi--
mento es desarrollado, que podrfa ser aleatoriamente ordenado.
Una decisién que deberd hacerse es la de controlar ciertas va-
riables en niveles especificos, existe siempre un némero de o-
tras variables que no pueden ser controladas, La aleatoriza--—-
cién tenderd a promediar el efecto de estas variables no con—-
trolables,

EL ARALISIS,

El paso final es el andlisis que incluye el procedimiento para
la coleccién de datos, y el cédlculo de ciertas pruebas estadfs
ticas que se usardn en la toma de decisiones con respecto a va
rios aspectos de un experimento,

En el andlisis se incluyen las pruebas estadfsticas tales como

la t,)f; F, y sus correspondientes reglas de decisién para prue
bas de hifbétesis, Las decisiones deben tomarse de tal manera -

que sean significativas para el experimentador, Los resultados

de la prueba se usarén como feedback” para disefiar un mejor ex

perimento,

Todo lo anteriormente dicho se concreta en el siguiente RESUMEN:
1,=- Experimento,
« @). Planteamiento del problema,
b). Seleccién de respuestas o variables dependientes.
c). Seleccién de factores que deben variarse,
d), Seleccién de niveles de estes factores,
1). Cuantitativos o cualitativos.
2), Fijos o aleatorios,
e), Niveles de factores que serén combinados,

+ RETROALIMENTACION
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II. Disefio

a). Némero de observaciones tomadas,

b). Orden de experimentacién.

e). Método de aleatorizacién usada.

d). Modelo matemdtico que, describa el experimento,

III. Andlisis,

a). Coleccién de datos Y procesamiento,
b). Célculo de pruebas estadfsticas.
c). Interpretacién de resultados para el experimen
tador,
Como una herramienta inmediata que nos servird para probar
algunas caracterfsticas de la informacién generada por el
experimento tenemos el :

Andlisis de Variancia para una Variable.

Formas de Clasificacién.-

Supéngase que el experimento tiene disponibles los resulta-
dos de K muestras aleatorias independientes, cada una de dai
mensién n para K diferentes poblaciones; y se estd interesa
do en probar la hipétesis de que 1la media de las K poblacio
nes son iguales,

'%ﬁ“= observacién j de la muestra i,

es decir :

v ) L Media,
Muestra 1 : (Su’ ‘iﬂ_, I .,‘j.')’ .. .,‘5.. ql
Muestra 2 : \jt., ‘th,‘ . ..,*4;1,...,‘5;. -\5‘

. .
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_)l‘uoatl"a i ‘An ] \An., e . - -\3".1,-— -,3:- \51
Muestra K 3 ‘ﬂu ’ Qu., .- (3\(3,.. ) \ju v ‘Ak
~ -
donde 9= Z._%Z-.- llamada Gran Media

Para el caso del ejemplo :
'\i‘:\ (;—. 12, - -, ¥) (:1-.\,1, AN

Con el arreglo anterior se prueba. la hipbétesis de que las
muestras fueron obtenidas de K poblaciones con medias igua-
les. Para ello es necesario hacer las siguientes suposicio-
nes :

Primera; Son poblaciones que tienen variancias iguales.

Si
Al = media de 1a i-8sima poblacién

aq > - Variancia comin de las K poblaciones,
Podemos expresar cada una de las observaciones como 3

‘ﬂ - 5 € i=1,2, ..., K
5= p i J=1,2, ceoy n
Donde
E‘f\ : valores de una variable aleatoria normalmente dis

tribufda con media Cero y Variancia Comiin,

Nétese que este modelo puede considerarse como una Ecuacién
de regresién miltiple, Introduciendo la Variable X; que es
igual a 0 6 1 si los dos subindices son diferentes o iguales
podemos escribir:
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\_le A“““"‘ }‘LX,;* - - '*ﬂkx«ik * 611
S A=)

W= ok flae ¥ -~ xRy €y

«<ero

cggm AN ES G Y= A Eg

Los parémetros ,u_ipueden interpretarse como coeficientes de
regresién y pueden estimarse por medio del método de los mf
nimos cuadrados.

Para tener uniformidad con ecuaciones correspondientes a di
sefios m4s complicados, es conveniente sustituir a /- por 3/(/{1'":

ésto es :
Mi = pr+

donde :

A = Media de las /(j
<¢; = efecto de variacién de la fuente de error de los
tratamientos,

"S
Y entonces : S ;=0
A=
Por 1o tanto, usando estos nuevos pardmetros, la ecuacién
del modelo para una variable es :

“L_A-_-_/l.'.o(i«bs‘:\ i 1, 2' .o.n' K
3 1, 2, ¢eey
¥ la hipbtesis nula de que las K medias poblacionales son

iguales puede sustituirse por la hip6tesis nula de que @
Y=y =¥ay=,,, = Lg=0
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La hip6tesis de que por 10 menos dos de las medias de la po
blacién son diferentes es equivalente a la hipétesis alter-
nativa de queo;+0Opara varias i.

Al probar la hipbtesis nula de que las K medias poblacionales
sean todas iguales, comparamos dos estimadores deQ’z, una

basada en las variaciones con respecto de las medias muestra
les y una basada sobre las variaciones dentro de las muetras,

Por lo tanto, por suposicién, cada muestra se obtiene de una
poblacién que tiene la variancia G-, Esta variancia puede es
timarse por cualquiera de alguna de las variancias muestra--
les

S = :Z‘ (94 —\—:\,.\L/ (n—\\

¥ entonces, por su media

& =28tk = Z2 2 (9,-0) / [Ke)]

i= A=t

nétese que :
ST tiene ( -1 ) grados de libertad y que :

D2
Qu” tiene K ( n-1 ) grados de libertad.
Por otra parte, la variancia de las K medias muestrales estd

dada por : x o —a
Si= = (&-9Y / (k)

2
Y si la hipbtesis nula es verdadera, al estimarq-A\ y de es
ta forma un estimador de T - basado sobre las diferencias
respecto a las medias muetrales es igual a :

& =n % (% '(5\1 /(k"\
con ( E-1 ) grados de libertad.

- 56 -

Si 1a hipétesis nula es verdadera, puede demostrarse que (3}3‘
y <o son estimadores independientes de T* ¥ por lo consi-
guiente :

LNz
Y
F=—=

W

2

es una variable aleatoria que tiene una distribucién F con
( E-1 ) y K( n-1 ) grados de libertad.

N~
En algunos casos la variancia entre muestras Qf puede ser -
mayor que la- variancia dentro de las muestras,

La hipétesis nula siendo falsa serd rechazada si F>» F.,
donde F. es obtenido de tablas con ( E-1 ) y K( n-1 ) gra-
dos de libertad.

Con esto queremos mostrar como podr4 basarse la prueba de la
igualdad de K medias sobre la comparacién de dos variancias
estimadas. Los dos estimadores en cuasstién pueden obtenerse
analizando la variancia total de todas las nK observaciones
en dos partes, Ia variancia de la muestra de todas las nK
observaciones est{ dada por :

<= TZ‘?H"_ (‘Jq'g)l/ (nk-\\

Yy con referencia al numerador, llamado la suma total de los
cuadrados, probamos el siguiente



- 57 -

Teorema @

22 (5= 2 2 (4L o2 (@ — )

la demostracién de este teorema estf{ basada sobre la iden--
tidad :

B, -9= (44-9) > (- B)

elevando al cuadrado ambos miembros y sumando sobre i y j -
tenemos @

22 (uAY =2 2 (A 2 20

A=\ "‘-.| =\ el
2 = = (4-8)(3:9)
w n . n —\2 N —
2 (N =220 =2 (09
DI e S T R (e8] =
\-—V_—_’ — —r—-ﬂ—\/——'——"-——'
<Te . Sk <(W) {b\

Obsérvese que :

Demostracién :

A
‘;l
)

N
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desarrollando (c) tenemos :

=rkYy - = rﬁ 9,9, - (o™ ilé 0w

=0

Como la sumatoria del 2° sumando de (b) no incluye al Subfin
dice Jj, por 1lo tanto :

P ? (L9 = = (2-8)

Transformando los términos anteriores con el objeto de faci
litar sus célculos se tiene :

¥% n - \2
SIC= = 2 ( Yii °‘ﬁ) por definicién.

EETR Y




TS s T

¢ sarrollando

"

STC % lﬁl‘ﬁ ~29% 4 3 ]

ko0 2 pz% YK
AL
n

-y ,"- ) ('S

no2 zr\ktz\?.g' -
e e L

donde : . . o o o o« o T esel gran total de las nkK
observaciones .

p2
por lo tanto C =

n
finalmente : | STC = éz (5:; -
A -

En forma aniloga se obtienen las otras fémulas ( lo cual se
deja como ejercicio al lector ),
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Continuando con la definicién de cada uno de los términos
de la ecuacién (a) :

w

n -\
S= == (Y54-9)

LR T

= Suma total de los cuadrados

A

Error de los cuadrados o
error aleatorio estimado.

ste= k) g = 22(‘%-‘.\.\

A A

Suma de los cuadrados entre
muestras,

ScM=[NG2 =0 2 (58

+
De acuerdo con la definicién de ( F ) se tiene :

ST ften)
<ec [k (n-1)

Expresando cada uno de los términos en forma compacta se tiene:

(%)
()

F:

'3 n
=\C= E = \ju -C
A=0 T

s =[ 20| -c

C = fodor de correcaon |

donde :

_TE representa el tctal de las n observaciones en la i-ésj
ma muestra..

+ Ver apéndice,
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9 es €l gran total de nk observaciones.Por lo tanto, despe-
jmdo a SEC de (a) se tieme.

SEC = STC . sc(tyr) ——— (1)

A continuacién se presenta la siguiente tabla de anflisis <
de variancia para una variable.

Fuentes de Grados de Suma de Cuadra Promedio de | F
variacién Libertad dos. cuadrados
MC(tv)
SC | 7
Tratamientos K-1 SCét) lC(tr)-Eﬁ—')— MCE
SEC
K -1 SEC _—
Error (n ) Tt
Total nk - 1 © STC
EJEMPLO :

Supéngase una fibrica de acero que suministra placas a tres
manufactureras de envases metélicos; la mayor especificacién
serd que la placa cortada pesard por lo menos 0.2 libras.

La fdbrica y cada manufacturera de envases tiene un laboratg
rio donde se hacen las mediciones de los pesos de las placas
de muestras tomadas de cada embarque., Supbngase también que
varios problemas han surgido por el peso de lasfplacaa Corta
das y deciden planear un experimento para determinar si los
cuatro laboratorios estén haciendo mediciones consistentes.
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Un factor que complica el experimento es : dentro del procg
80 de medicifn ocurre la eliminacién del zinc que se encusn
tra sobre la superficie de la base metflica debido a reac--
ciones quimicas, por 1o que es imposible tener unas mues—-—
tras idénticas de cada laboratorio y determinar qué tan e—
xactas son las mediciones correspondientes.

Una posibilidad es enviar varias muestras ( en forma de dis
cos de &reas iguales ) a cada uno de los laboraterios, aun-
que estos discos podrdn no tener pesos iguales, se espera -
que cada diferencia sea pequefia y por e2lo sea un promedio
entre cada una de las mediciones, Es decir; se supendrd que,
no obstante las diferencias existentes, estas podedm ser con
respecto a las medias de las cuatro muestras y podrén atri-
buirse a diferencias en medidas sistemfticas, técmicas de =
medicién y/o cambios de variabilidad, Para determinar si —-
los resultados producidos por los laboratorios som consis—-
tentes, 1o haremos por medio de una comparacién d&e la va--
riabilidad de las cuatro medias de las muestras cem una me~
dicién apropiada de cambios de variacién.

Eiiste otro problema; que es el de decidir cuantee discos -
serdn enviados a cada laboratorio y que discos deberdn ser
seleccionados,

La pregunta de como determinar las dimensiones de la mues-—-
tra puede responderse de muchas maneras diferentes, una de
ellas es:

1_ = “-\_1 _zl - (Yn—iz\-%

Y-
n+n

d 2

(3)
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bW
"%

T, & = variancias de las poblaciones respectivas,

Donde Z«= valor crftico con un nivel de significahcia .

Es posible determinar los valores de n,=n, =n utilizando
la férmula (j) donde se emplean los valores conocidos de [,
y 6; , la diferencia éntre las medias de la poblacién de al-
gin par de laboratorios previamente especificada con un ni--
vel de confianza de por lo menos 0.95

Suponiendo que este método, los gastos y la disponibilidad -
de 1a muestra, conducen a la decisién de enviar doce discos
a cada labo;atorio, el problema de seleccionar los 48 discos
requeridos y colocar 12 en cada laboratorio no es tan direc-
to como puede verse en principio. Partiendo de la suposicién
de que una placa de estafio chapeada, suficientemente larga -
y ancha es seleccionada y que los 48 cortes se hacen de la -
siguiente forma :

10O OOODEEO @ @ @
2 DO OOOHOHOE A
3 (69 @9 €) )€ QG BB & &9
I IO SR ORORCH O

Los 12 primeros discos Cortados son enviados al primer labo-
ratorio, 1os 12 de la segunda tira son enviados al segundo -
laboratorio y as{ sucesivamente. Si las cuatro medias de los
pesos subsecueﬁtemente obtenidos, difieren significativamen-
te, ¢ podrd esto ayudarnos a concluir esas diferencias pue-
den atribuirse a la holgura de la consistencia en técnicas de

medicién ?
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.

Supéngase por un instante, que la investigacién adicional -
muestra que la cantidad de Zinc depositado electroliticamen-
te sobre una placa de acero tiene una forma distinta con va-
riacién repetida perpendicular a la direc2ién en la cual es
rolada.

Por 1o tanto si en cada uno de los cuatro laboratorios se mi
dieron 1la cantidad de zinc consistente y sin error, esto po-
drd ser una de las causas de las diferencias en las determi-
naciones de los pesos de los discos cortados. ’

La asignacién de una tira de discos a cada laboratorio es tal
que, esas inconsistencias respecto a las técnicas de medicién
de los laboratorios son inseparables de cualquier diferencia
que pueda existir en 1la cantidad actual de zinc depositado -
perpendicularmente a la direccién en la que la tira o placa
es rolada,

Una manera de cvitar estas confuciones es numerar los discos
y colocarlos en los laboratorios en forma aleatoria como en

el arreglo siguiente :

Laboratorio A: 3 38 17 32 24 30 48 19 11 31 22 41

Laboratorio B: 44 20 3 25 45 4 14 5 39 T 40 34

Laboratorio C: 12 21 42 8 27 16 47 46 18 43 35 26

Laboratorio D: 9 2 28 23 37 1 10 6 29 36 33 13

Si existe cualquier cantidad de zinc sobre la placa, ésta po
drd no ser significativa por la aleatorizacién, A través de
ello hemos encontrado y contrarrestado una variacién sistemg
tica, No puede asegurarse que no exista otra, ya que puede -
ser la diferencia sistemdtica en las 4reas de los discos cau
sado por el desgaste de la herramienta de corte o podrd ser
debido a porosidades u otras imperfecciones de alguna parte
de 1la placa.
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Por isl motivo, con 1a aleatorizacién se evita la confusién
de 12 variable en investigacién con cada una de las otiras va
riables.

Para evitar cambios de variacién, es necesario hacer los ex-
perimentos por medio de bloques tal que la variabilidad sea
de block a block,

Para el caso de nuestro ejemplo, se decidié asignar de cada
tira una cantidad de 3 discos en forma aleatoria con el si--
guiente arreglo :

Tab, A: 8, 4, 10 23, 24, 19 26, 29, 35 37, 44, 48
lab. B: 2,6, 12 21, 15, 22 34, 33, 32 45, 43, 46
Lsb, C : 1, 5, 1" 16, 20, 13 31, 29, 30 41, 38, 47
Lab. D: 7,2 9 17, 18, 14 28, 31, 25 39, 40, 42

R ++4+

A: .25 .27 .22 .30 .27 .28 .32 .24 .31 .26 .21 ,28
B: .18 .28 .21 .23 .25 .20 .27 .19 .24 .22 .29 .16
C: .19 .25 .27 .24 .18 .26 .28 .24 .25 .20 .21 .19
D: .23.30.28 .24 .34 ,20 .18 .24 .28 .22 .21 .28

Resolviendo el ejemplo 1 usando las férmulas anteriormente -

vistas se tiene :
ib 8

= A = 3,21 Suma total del Iaboratorio (tratamiento) A
= B = 2,72 " ] L] [ ] ] B
2% cC = 2,76 " . " " . Cc
ié_ D = 3.00 n . " . " D

++4Estas cantidades corresponden a los pe3os de los discos a

signados en el primer arreglo respectivamente,
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El gran total es :
T = 11,69 usando (&)

2
c (11.69)
48

= 2.8470 término de Correcciénm.
sustituyendo en (g), (h) e (i) respectivamente,

2 2 2 2

STC = (0.25) + (0.27) +...+ (0.21) + (0,28) - 2.8470 =0,0809

SC(te) = (3.21) + (2.72) + (2.76) + (3.0) - 2.8470 =0,0130
12 - 2

SEC = 0,0809 - 0,0130 = 0.0679

Por 1o tunto la tabla de ANOVA I queda como sigue :

Fuentes de | Grados de | Suma de Cuadrado de F
variacién, | Libertad., | Cuadrados medias,
Laboratorio 3 0.0130 0.0043 2.87
Error 44 0.0679 0.0015

Total A7 ..0.0809

Ahora bien; comparando el valor de F con respecto a ¥ = 0.05
de 1:ablaa(1 con 3 y 44 grados de libertad y un nivel de sig-
nificancia o< = 0.05, se tiene que F PG 05 H

F>) Fo.cs = 2,82 por lo tanto :

H° se rechaza con nivel de significancia de 0,05 se concluye
que los laboratorios no estén obteniendo resultados consis--
tentes, Dado que se rechazé Hog calculemos las diferencias
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significativas de los laboratorios cerrespondientes :
Subemos que/{ /‘-\»u ror lo gue despejando ox; se tiene :
o =M - U

donde las o<; Son los nimeros significativos.

Anflisis de variancia para dos variables.

Para el caso de dos formas
guientes suposicicnes:

de clasificacién tenemos las si—-—

1° se supone una experimentacién en la que las fuentes de va
riacién, aunque ya estdn determinadas, existen afn variacio-
nes de blcck a block.

2° en esta parte se supone que el experimentc consiste en —-

tomar mediciones pertenecientes a 2 tratamientos distribui--
dos sobtre 1 blocks,

Primero se ccnsidera el caso donde existen exactamente una ob

ssrvicibén para cada tratamiento en cada block,

Sea :
Yij = la chservaciébn perteneciente al i-ésimo. tratamien-
tc y el j-ésimo block,

la media de las b observacicnes rertenecientes al i-§
simo tratamientc,

¥i = 1la media de las 2 observaciones en el i-&simo bleck,
Y.. = la cedia de 1las ab observacicres.

A continuacibn ce muestra el arre 1o de otservacicnes :
g

(1) Ver tablas # 1 en =1 apéndice,
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Tratamientos B B, ... Bj e o o Bd Medias

1 \All \ﬂ\k « o o e o o ‘Alb
2 U Usy o o s e oo Uay
3 %5‘ \4‘51_ o o o e o o ng
i 9“ ‘51‘»7— ¢ o @ o o o Blb
) 7
a \53\ \ﬂm. ‘&X %o

Medias -q" q'l e o o -\-5..) ¢« o o —\3,\)

El modelo que supondremos para esta forma de clasificacién -
con una observacién por celdas es :

Y = +oX +(B+ &L H =12, ... &
) A
= M @ F e
donde M = V.,
X3 = efecto del i-ésimo tratamiento,
st = efecto del j-ésimo block.

3

ij Valores de las variables independientes
normalmente distribuidas con media cero

y variancia comin

Anflogamente al primer modelo, se restringen los pardmetros
suponiendo que las condiciones son :

a -
A._élcx';'—o v =057

Ahora nuestro objetivo es probar la significancia de 1la di--
ferencia con respecto a Yi‘ Es decir, probar la hipbtesis
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nula, ¢ = <Xy = Xq = O

Y también es deseable probar si el tipo de blogues ha sido -
efectivo, ee decir; probar que 3, = Bz .- =@y = O que -
es una hipétesis nula, y que podré rechazarse.

En cualquier caso, la hipétesis alternativa es que por lo me
nos uno de los efectos es diferente de cero.

Como en el primer modelo, el andlisis estard basado uno sobre
la variacién respecto a los bloques, otro sobre la variacién

respecto a 1os tratamientos y uno méds que mida el error expe
rimental,

Nétese que solo el dltimo es un estimador de(Ta'cuando, ya -

sea alguna de las hipStesis nulas (o ambas) no esté conteni-
da,

Estableciendo los pardmetros de las muestras se tiene :

- =Y

g, = S

_ .“ 3 ( J \
\5.3: -IO J o L)

Y=z /o= 20 fp = Em

En forma andloga al primer modelo, demostraremos el siguiente
teorema con el ffn de obtener férmulas simplificadas.

:‘_Si\—_ %’:i‘ (“Ag’q--\l = .é AZ‘O‘_ (‘Sa_‘, -"5;.-7&-3 *TSY.‘\'

wbE (H-WYe 0 2 (3-8

¢ €] que cada una de las componentes las identificaremos co
mo :
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STC = 2 = (g -u.)

' ° - - - 2
SEC = S.:z ( %;3"5;.'“.:‘ "‘\5--\

POV — Y
SC(t)=b = (Y. -V
LY AR TSN X
SC (B1) = a = (W.4-Y.
Usando las eiaivalenéfas se representa la ecuacidén del teore
ma como :

STC = SEC + SC(tr) + SC(B1) vevvveeeess (1)
donde :
STC = Suma total de los cuadrados,
SEC = Suma de los errores cuadrédticos.
¥y SC(tr) = Suma de cuadrados de los tratamientos.
SC(B1) = Suma de los cuadrados de los bloques,

Para demostrar el teorema se usa la siguiente identidad :

Yo -0 = (9907900 ) + (R -ul )+ (B - W
elevando al cuadrado ambos miembros de la identidad y aplican
do el operador sumatoria entre i y j se tiene :

2 [958 08 ¢ (393 (39

s

i? (959, = i

Y

=z f_' (459 8,8 ) + %(m.-\g.,\ +
pa i (35-9.) +
22 3 (% 0080 (30
1% : 9. Ver =0




Par.: d-mostrar que los tres dltimos términos de la ecuacién
es igfual a cero, utilizaremos el conjunto de ecuaciones k,
demostraremos que uno de los tres Ultimos términos es igual
a cero y en forma anfloga se demuestra que los otros dos tam
bién valen cero (se deja como ejercicio al lector).

Tomando a :

22 2 (9-8-90 0 (8

(\5;3 ’Tﬁx.'gj‘-\ﬁ,.y{i.l =
+ (a6, -ab®, - cbl.. +ak, ) (%) =0

De la misma manera se demuestra que los otros dos términos -
valen cero.

Siguiendo el mismo procedimiento aplicado en ANOVA 1 se tie-
ne :

Z_‘ 4. . 'Tl?'
st = T e dek ;€= ¢
)
>
SL(BQ:—L‘Q i - ¢

T4, Suma de las (b) observaciones para los i-ésimos trata-
mientos,

T.j Suma de las (a) observaciones en el j-ésimo block,

7,. Total de observaciones,

c 7érmino de correccién,

de 1a ecuacién (1) despejando SEC, se tiene :

(6b3.. - B - ab.. + bl i+
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SEC = STC - SC(tr) - SC(B1)

Usando la suma de los cuadrados de los tratamientos, podemds
rechazar la hipétesis nula de que las (i ) son todas iguales
a cero en el nivel de significancia (o< ) si :

; SC (h\/,(o-n\
" SEC/fan) (b

excede a F, con (a-1) y (a-1) (b-1) grados de libertad.

La hipétesis nula de que las 65]son todas iguales a cero se-
rédn rechazadas en el nivel de confianzasi:

Fau = S({Bﬂ/{b"\ > T_'
SEC /() (b-1) =
A continuacién se presenta la tabla de anflisis de variancia
para dos variables :

Fuentes de Grados de Suma de Media de F
variancia |. Libertad. Cuadrados Cuadrados
Tratamiento (a=1) sC (tr) Mc(tr)=sc(tr) FT-.@SLEEL
(a-1) T. MEC
Blocks (b-1) sc (31) | mo(e1)=S(B g ouc(m1)
(b-1). ‘*—MEC
Error (a-1) (v-1)| sEC Mec=_SE¢
(a=1)(b-1)
Total (ab-1) STC
EJEMPIO :



- 173

Se tratu de analizar varios diséﬁos de experimentos rara com
parar 1a diferencia de disefio de diferentes cascos de lan---
chas., Son cuatro diseflos y cada uno fué probado en tres dife
rentes dfas correspondientes a calma moderado y pertinaz, Ca
da dfa los cuatro botes fueron navegados sobre una ruta defi
nida en forma aleatoria a velocidad tope (méxima) y los tiem
pos(en minutos) empleados por los botes en cubrir esa ruta -
son los siguientes :

Disefio Dia 1 Dfa 2 Dfa 3 Total

A 45 46 51 142

B 42 44 50 136
minutos

c 36 41 48 125

D 49 47 54 150

Total 172 178 203 553

Aplicando las férmulas se obtiene :
(553)

¢ = ———= 25,484
12

2 2 2 '
STC = (45) + (46) + ... + (54) - 25,484 = 215

2 2 2 2
sc(tr) = (142) + (136) + (125) + (150)  _ 25,484 = 111
3
2 2
(172) + (178) + (203)
4
SEC = 265 - 111 = 135 = 19

SC(B1) - 25,484 = 135
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Fuentes de Grados de Suma de Media de P
Variacién Livertad Cuadrados Cuadrados.
Disefios de .

cascos 3 1 37.0 | 1.6
Dias 2 135 67.5 21.1
Error 6 19 3.2
Total 1 265 I

En tabla F._ = 9.78 {£11.6 = Fy.01 § con < = 0,01

¥y Py, =10.90 < 21.1 F

]

0.01

Por lo tanto se concluye que las difereﬁcias de disefio si afeg
ta en la velocidad de los botes.

COMPARACIORES MULTIPLES.

La prueba as{ tratada en los dos casos anteriores para mostrar
si las diferencias de varias medias entre si es significativa,
no indica si una media dada (o un grupo de medias) difieren
significativamente de otra media (o grupo de medias) dadas,

En la préctica, lo mds importante es la clase de informacién
que un investigador realmente necesita ; por ejemplo, es im--
portante ver qué modelo de experimentacién difiere de los o—
tros,

Si un analista estd confrontando K medias, podré.probarse en
principio, las diferencias significativas entre todas las po-
sibles parejas. Esto es, ejecutar :




(

S BB
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K) =.M Pruebas it de dos muestras cada uza,
2 2 ’

Con lo cual se requiere hacer un ndmero relativa——
mente grande adn cuando K sea pequefio, y ademds e-
sas pruebas podrdn no ser independientes ¥y por lo

tanto, puede resultar imposible asignar un nivel -
de significancia a este procedimiento.

Para evitar todo ésto, se utiliza el criterio de Dumcan 0 prue
ba de Rango Miltiple.

Las suposiciones sobre las cuales se apoya el criterio de Dun-
can es esencialmente :

Hacer un andlisis de variancia para una variable (o cambio de
variacién) en el que las dimensiones de las muestras son igua
les,

La prueba compara el rango de cualquier conjunto de (P) medias
con un Rango R_ apropiadamente menos significativo, donde :

P

R_ = SX;rp.

o X.Tp

~ q
Sx = estimador de G =

Vn
ST = MSE - Moo L
N ;

MEC = SSE/K (n-1)

rp i depende del nivel deseado de significancia y el ndmero
de grados de libertad correspondizntes a MSE, éste po-
dr4 obtenerse en la tabla parac = 0.05 yoX = 0.01
donde P varfa desde P = 2,3,..., 10 y para varios gra—
dos de libertad de 1 a 120,
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Ejemplo,.- Utilizando los datos del problema visto en ANOVA I
se tiene :

Laboratorio l B l C l D l A

Medias l 0.277 0.230 0.250 0,268

% ___\Eoms = 0,011

12

en la tabla para o< = 0.05 y 44 grados de libertad onbtenemos
los valores correspondientes de rp,

P I 2 | 3 [ 4 Finalmente

e |3 |
R

rp|2.85 3.00|3.05 0.031 l o.033|o.o34

P

Por otro lado, obteniendo los rangos correspondientes de las

medias de los datos reales contenidos en la tabla (I) y com-

parando estos con los Rp correspondientes de la tabla (II) se
tiene :

El rango de las Cuatro medias es 0,268 - 0.227 = 0,041 que ex
cede a R4 = 0.034 el rango menos significativo ; esto quiere
decir que si hay una diferencia significativa.

La prueba para diferencias significantes con respecto a 3 me-
dias es : 1
R =0,268 - 0,230 = 0,038
3

2
R3 = 0.250 - 0,227 = 0,023
El primero de estos valores excede a R3 = 0,033, Esto es; las
diferencias observadas en el primer conjunto son significati-
vas, sin embargo las diferencias en el segundo conjunto no ex
cede a 0.033, por lo que no es significativa,

HKlas tablas de rp se encuentran en : Probability and Statistics
for Engineers: Miller; Prentice Hall; 1977 2nd Ed. tablas X (a)



Finaslmente, para pares adyacentes de medias, determinamos que
no hay pares que tengan un rango menor que €l rango menos sig-
nificativo R, = 0.031, Nuestros resultados finales quedan ex—-
presados en la siguiente forma :

0,227 0.230 0.250 0.268

Concluimos que el laboratorio (A)‘es el que proporciona -
las m&s altas mediciones,

u&togg de los Cuadrados lntinos!

El disefio de block aleatorizado o dos formas de clasificaecién,
e8 apropiado cuando una fuente de va;iacidn extrafia es elimina
da dentro de 1la comparacién de un conjunto de medias muestra—-
les, Una caracter{stica importante de esta clase de disefio es

su balance, lograndose por la asignacién del mismo ndmero de -
observaciones en cada tratamiento y en cada block,

La misma clase de balance puede lograrae en clases m&s compli-
cadas de disefio, donde -su deseo es eliminar efectos de fuentes
extrafias de variacién, En esta parte introducimos dos disefios
balanceados, el disefio de " Cuadrados Latinos " y el de " Cua-
drados Greco-Latinos ", que son utilizados para eliminar los e
fectos de dos y tres fuentes extraflas de variacién respectiva-
mente,

Introduciendo el Método de los Cuﬁdrados Latinos diremos que -
es un arreglo Cuadrado de nxn, con la condicién de que en ese
arreglo nunca se repite en cada celda del arreglo, es decir; -
un arreglo como el descrito es conocido como Cuadrado Lating
debido al uso de las letras latinas del alfabeto,

Un cuadrado latino de nxn es un arreglo cuadrado de n letras -
distintas, con cada letra apareciendo una y s8olo una vez en ca
da renglon y en cada columna,-

- Para I,J, K =1, 2, ..., n
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Ejemplo :
n =4 n=9

Al B[ c]| D 'Y ERERERE
Bl ¢| o[ a Bla|[e|c]|D
lc] | a| B c|o|a|E|8B
p| A| B| ¢ p| B|B| Al e

E|lc|[D| E]| 2

La Caracter{stica Principal es que en un modelo de experimentos
Cusdrados Latinos que incluye n tratamientos, es necesa 10 in--
cluir n° observaciones, n para cada tratamiento.

Una experimentacién por cuadrados latinos sin repeticién provee

8010 (n-1) (n-2) grados de libertad al estimar el error experi-

mental, Una experimentacidén rara vez es efectuada sin repetio—-
cibn si n es pequefia, esto es, sin repetir el medelo de los eusa

drados latincs varias veces. Si existe un total de r repeticio-

nes, el andlisis de los datos presupone el siguiente modele :

Yy = Mt + By + Y+ Qy + Tiymy

Donde :

Y5 (k) 1 =8 1a observacién en el i-ésimo renglén y la j<ésima
Columna de la 1-ésima repeticién y el K-ésimo trata
miento, % f

Sujeto a las restricciones :

2=, =0; ?:‘:,(ZmO;' '*{“:_"_Xx’-.o; ‘i‘{x"’

iy

B

.




L T

/ll = la gran media

cx; = efecto del i-ésimo renglén
css= efecto del J-ésima columna
Xk~= efecto del K-ésimo tratamiento
Qzl = efeeto de la 1-&sima repeticién,

Eij (K) 1 = Variables Aleatorias normalmente distribuidas con
2
media igual a cero y ¥ comin.

Nétese que por efectos de renglones y columnas, queremos decir
los efsctos de las dos variables extrafias.

la principal hipétesis nula que queremos probar es g =0, K,
nueriendo decir con ésto, que no hay diferencia en la efectivi-
324 de 103 n tratamientos, Se puede probar también si el arre--
glo del modelo ha sido efectivec, es decir-podemos probar la hi-
pbtesis nulz o4 =0, ¥i ¥ J =0,V ¢ y ver si las dos

variables extrafias actualmente tienen efecto sobre el fendmeno

bajo ccnsideracién,

Ademds podemos probar si QZ& =C,% 1 contra la alternativa -
de que todas son iguales a cero. Esta prueba para efectos repe-
titivos podrd ser importante si las partes del experimento que
rerresentan los cuadrados latinos fueron ejecutadas sobre dfas
diferentes y sobre diferenties técnicas, etc.

Definicibén de cada una de las Componentes de las férmulas que
serdn utilizadas :

Ti.,.= es el total de las (r.n) chservaciones en todo el i-ésimo
renglén,
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P, i, = es el total de las (r.n) cbservaciones en la J-&sima co-
lumna,

T(K) = es el total de todas las (r.n) observaciones pertenecien
tes al K-ésimo tratamiento .

T..1 = es el total de las (nz) observaciones perteneciemntes a <
Ja 1-ésima repeticién,

T... = gran tctal de todas las (r.n°) observaciones.
T2
¢= rn>

éC(Tr\ = —‘,‘—ﬁ-‘ i Tl(n - C

K=y

\
(A

SCR = S TL - <

SCC=—— STl -c¢

e ¥

SC(Rep) = %Tf - C

_ n n Y 2
STC =2 27 Y4y ~€

SEC = STC - SC (tr) - SCR - SCC - SC (rep)

Y se obtiene 1la siguiente tabla de anflisis de variancia :
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‘Fuentes de Gradocs de Suma de Cuadrado P
Variacién. Libertad. Cuadrados, Promedio.
Tratamientos n-1 sc (tr) MC(tr)=-§E£3£1_ HC(tr)
n-1 $EC
M
Fengl ones n -1 SCR ucr=SCR CR
n-1 MEC
Columnas n-1 scc mce=SCC muce
n-1 MEC
Repeticién r-1 sC (rep) MCR(rep)=§E££ggl :girep)
Error tn-1)(rn+r-3) SEC WEC=—SEC
(n-1)(rn+r-3)
Total m° -1 STC
PR o
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Ejemplo :

Veamcs un ejemplo donde se aplica el método de los.Cuadrados
Latinos. ’

Supondremos que se desea comprobar tres tratamientcs A, B, ¥
C bajo la presencia de otras dos fuentes de variacién,

Por ejemplo, los tres tratamientos podrdn ser nétodos para -
soldar cobre con soldadura eléctrica y las dos fuentes de va-
riacién podrédn ser :

a) los diferentes operadores que hacen la soldadura y
b) el uso de diferentes flujos de soldadura,

Si tres operadores y tres flujos son considerados, el experi-
mento podrd arreglarse de la siguiente manera 3

Repeticién I Repeticién II

flujo flujo

1 2 3 1. 2 3
11]A|BJ|C 1{C|B]A
2| C|A|B operador 2]A]JC|B
3| B|C |A 3| B|A]|C

Los resultadcs muestran el nimero de libras a tensién requeri
das para separar las placas soldadas.

Repeticién I Repeticién II°

1 2 3 1 2 3
1 |14.0]16.5|11.0 1 [10.0 |16.5 | 13.0
9.5[17.0]15.0 2 112.0 |12.0 | 14.0
3111.0412.0]13.5 3}113.5 |18.0 | 11.5




Rew lviendo el protlema se tiene :
1 tctal jpara el primer tratamiento (M&toco A) :

14,C + 17,0 + 13,5 + 13 + 12,0 + 18,0 = 87.5
Y para los otros tratamientos :

16.5 + 15,0 + 11,0 + 16.5 + 14,0 + 13.5 = 86.5
11,0 + 9.5 + 12,C + 10,0 + 12.0 + 11.5 = 66.0

Fl tctal para los tres renglones os :
F81.0 3 79.5 5 79.5
Para las tres colurmas es :
7C.C ; 92.0 y 78.0
los totales para las dos repeticiones scn :

119.5 y 12C.5

la gran total es : 240

2
¢ =—{240) _ 52000
18

z 2 2
SC (tr) =% [(87.5) + (86.5) + (66.0) ] - 3200 = 49.1

1 2 2 2
SCR = = (81.0) + (79.5) + (79.5) - 3200.C = 0,2
6

2 2 2
scc =L [(70.0) + (92,0) + (78.0) :l - 3200,0 = 41,3
6
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2 2
SC (rep) =—— | (119.5) + (120.5) - 320C.00 = C.01
(s} .

w
+3
Q
L]

_ 2 2 2
(14.0) -+ (16.5) + ,.. + (11.5) - 320C.0 = 104,5

SEC

104.5 - 49.1 - 41,3 - 0.2 - C.01 = 13.8

Construyendo la tadvla con sus valores respectivos se tiene :

Fuentes de Grados de Suma de Promedio F
Variacién, Libertad. Cuadrados de Cuadrados

Métodos 2 49.1 24.6 17.6
Operadores 2 c.2 0.1 0.1
Flujos 2 41,3 20,6 14,7
Repeticiones 1 0,01 0,01 0.01
Error 10 13.8 1.4

Total 17 104.5

Comparando los.valores de F correspondientes a Métodos y

[}
.

. Flujos con el valor de FO o1 = 7.56 obtenidos con 2 y 10 -

grados de libertad, vemos que ambos son mayores, lo cual -
quiere decir que no son consistentes los resultados Yy que -
ambas fuentes de variacién (Métodos y Flujos) estén dando -
diferencias significativas,

Haciendo la misma comparacién de F correspondiente a las re
peticiones y operadores con el valor de FC 01 obtenido con
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2 y 10 grados de libertad y con 1 y 10 grados de libertad
respectivamente se observar{ que no hay diferencia signifi-
cativa, (es decir que los resultadcs de 1los Flujos y Méto-«
dos son independientes de las repeticiones),

Utilizando el Criterio de Duncan para los métodos, con -
o = 0.01 se tiene :

Método : [ B A
Media : 11,0 14.4 14,6

Se puede observar que el operador (C) produce cordones de -~
soldadura muy débiles, '
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Andlisis de Variancia por dos variables para

més de una observacibén per celda (n>1).

En el anflisis de variancia para dos fuentes de variacién la
interaccién se consider$ despreciable, En ese modelo no exis—
ti6 por lo tanto la forma de probar el efecto de la interaCe—-
cién,

Cuando existen n(n>1) observaciones por combinacién de nivel,
una prueba de interaccién existe, Veremos mds adelante que 1la

media esperada de cuadrados para fuentes de interaccibn es im-
gual a T2 mds varios términos de efectos de interaccién, Néte-
se que <Y2'es la media esperada de cuadrados de las combinaciow
nes internas, Veamos el modslo matem4tico de este experimento:

\jij‘,/': M‘- ha ¢4, - X-} e 7‘3 + Eii\l\r ; A= II;/__“/r
3=M%~7C
Donde : ¥=12,..,n
g{ es el efecto de sumar el i-ésimo renglén de tratamien—
o tos prefijados,

X, es el efecto de sumar el j-&simo tratamiento (por co-
3 lumnas) prefijado.

es la interaccién pre:ijada del i-&simo renglén en la
7Zj J-ésima columna,

En el modelo de efctos aleatorios :
ﬁ% es el efecto de sumar el i-ésimo tratamiento (renglén),
es una variable aleatoria (v.a.) cuya distribucién es
la del renglén,

Cada ﬂa es una variable aleatoria normalmente distribuida (v.a.
n.d.) con media cero y variancia G? .

-gg -

Xl es el efecto de sumar el j-&simo tratamiento por colum
na, Es una v,a,, cuya distribucién es la de la columna,
Se supone una v,a.n.d., con media cero ¥ variancia G?.

es la interaccién del i-ésimo renglén con 1la j=bsima -
q&j columna, Es una v,a,, Cada 4?‘j se supone n,d., con me-
dia cero y (ﬂ? .

Para el caso en que el modelo sea de efectos mixtos, es decir;
en el caso de que una de las fuentes estd sujeta a variaciones
aleatorias, la diferencia que existe entre los pardmetros del

modelo es :

/7Z es la interaccién del i-ésimo renglén con la j~ésima -
} columna de efectos prefijados, Se supone una v.a.,n.d,

4
con media cero y variancia (ﬂf A

PROCEDIMIENTO COMPUTACIONAL

19 Calcular el total de los renglones,

R-"Rz,ooo’R

r
2° Calcular los totales de las columnas,

c

s

190 C e, Cp

30 Calcular los totales dentro de las combinaciones,
w11 ’ W12 L wrc'

4° Calcular el gran total,
T = R1 + R2 + . 0 . + Rr

5¢ Calcular la suma de los cuadrados,

v c n X 2 2 2 2
14 = X + X + e o o + x
Z\_ Z}z\ “Zﬂ ijv 111 112 ren

6° ' Calcular,

n

< S NS
Zci/'n: o+ G+ * (¢
j:\
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7¢ Calcular, YZ RE fen = B4R+ - R? teraccibn, es decir : /Y(q = 0 para toda i y para toda j, la -
* n wn ) media de cuadrados esperada para las fuentes de efectos inter-
activos y combinaciones internmas E(SS*) y E(SS*% respectivamen
. 2 les . Por lo tanto do la relacibn SS ss*
80 (Calcular, v V%}*-V¢L* +VJ& te son iguales a (f r tanto, usan a relaci é*/

nos conduce a una regla de decisién para probar el efecto. de la
interaccién, Puede demostrarse que (usande el tecrema de parti-

90 Calcular el factor, c= T cién) SSé*/ sz*esté distribuida como una variable aleatoria F
T T xan con (r-1)(c-1) y re(n-1) grados de libertad, Por lo tanto, la
10° Obtener : SS4 = (6) - (9) ] ~ hipbtesis de que 7Zj= O para toda i y para toda j serd rechaza—
da si ¢
110 Cbtener :  SS, = (7) - (9) ss, *
= > F 3 (r-1)(c-1), re(n-1)
120 Obtener :  SS, = (5) - (8) \ *
) Ahora bien, si esta hipétesis es rechazada, la prueba de signi-
13° Obtener : SS = (5) - (9) ficancia de los efectos de los renglones y de los efectos de -
las colummas no tiene significado bajo la formulacién presente
14° Obtener : 832 = (13) - (12) - (11) - (10) del problema,
Similarmente a los modelos anteriormente vistos, se muestra en Por ejemplo, supongase que un experimento se incluyen hombres
la figura p.g1 la tabla de andlisis de variancia para dos varia y mdquinas y hay una interaccién entre obreros y mfquinas. Su-
bles con n observacicnes por celda. pongase que existen efectos de méquinas. Si el efecto de una -
mégaina particular es positiva y la interaccién est4 presente,
Andlisis del Yodelo de Efectos Prefijades, para no se garantiza que esta mdquina produzea unidades consisten -
Dos Variables y n Observaciones por Celda, tes. Similarmente, si no existe efectos de méquinas, pero la
interaccién se presenta por la forma que un hombre particular
Fn el caso donde existe unc observacién por combinacién no se trabaja mejor sobre una méquina en particular, esto nos lleva
consider$ 1a prueba para efzctos principales, en este caso se a la conclusién de que las mdquinas difieren en sus resultados
supuso una ausencia de interacciones. Cuando existen n (n>1) cuando este hombre es el operador,
observaciones pBr combinaciones de nivel, una pruebta para inew
teracciones existe y debe realizarse. Haciendo referencia a la Consecucntemente si la interaccifn estd presente,la. pruebas
tabla Ap.95, el promedio de cuadrados esperado para la fuente para los efectos de 1as columnas y las pruebas para lcs efectos
de combinaciones internas es igual a O . El promedio de cua- de los renglones son irrelevantes, En esta situacién es. posi -
drados esperado para la fhente de interacciones es igual a I ble prohar si el conjunto de niveles de un tratamiento difiere
mds varios términos de efectos interactivos. Si no existe in-- para uan nivel dado del otro tratamiento,es decir; probar si —-

las miquinas difieren cuando un hombre particular es el opera
dor antes de probar el resultado general de las mégquinas difie
ran sin considerar quién es el operador. Esto es logrado por -

medio Jdel desarrollc de¢ un andlisis de variancia sobre un ni--—
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vel fijo,

Si existe mds de una observacién ror celda, y <2 supone antes
de desarrollar el experimento que 1u interacrién es cero, la -
suma de cuadrados de las interacciones y la suma de cuadrados
de celdas internas estdn combinadas en un nuevo rengl én,donde:

.

SS1

= SS1 + SS
¥ todas las férmulas resultantes deben sustituirse por ss; y

]
SS?*respectivamente. Es decir, sustituir a SS1 por SS1 ya -
Ss;*por respectivamente,

S5i la hipbtesis de que no existe interaccidn es aceptada ( o
es supuesta inexistente a priori ) ,las Pruebas para los efec_
tos de renglones y columnas pueden hacerse, Con preferencia a

la tabla A 13 esperanza de la media de cuadrados para la fuente

de combinaciones internas es iguil a Ga'. La esperanza de la -
media de cuadrados para la fuente de efectos de renglones es -
igual a T pds varios términos de efectos de renglones. Si no
existen efectos de renglones,es decir : =0, 1i=1,2,,.,..
«¢sT, la esperanza .de la media de cuadrados para las fuentes -
de los efectos de renglones y las fuentes de combinaciones in-
ternas E(SS?? y E(SS?Q respectivamente son iguales a (rz. For
lo tanto, usando la relacién ssgk/ Ssiknos conduce a un proce-
dimiento para probar el efecto de renglones, Esto puede demos-
trarse,sabiendo que sz*/ SSfKesté distribuida como una varia-
ble aleatoria F con ( r-1 ) y re( n-1 ) grados de libertad,
La hipbtesis de que no hay ef:ctos entre renglones, es decir :

¢1, =¢2= """"=¢r = 0 serd rechazada si:

F = ss¥/ s, > E¢; (r=1), re(n-1)

Usando un argumento anilogo,la hip6tesis de que no hay efectos
entre columnas;es decir que:

X; = ){2 Seeerconee= ){c = 0 se rechazard si:
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F = ssf‘/ ss,* F> ; (c=1),re(n-1)

Si las interacciones no son significativas y el efecto de rens
glones y/o de columnas scn significativas, el procedimiento Pa
ra comparar efectos de renglones y/o columnas es exactamente -
el mismo que el usado en ANOVA 2 con una observacién por celda.

Ejemplo:
El siguiente experimento fué desarrollado para determi
nar el efectc del tiempo de fraguado sobre 1la resisten
cia del cemento. Tres mazclas de cemento fueron prepa-
radas y seis productos fuero hechos de cads mezcla.
Tres productos de cada mezcla fueron probados después
de dos dias y después de siete, obteniendose los sigui
entes resultados:

Prueba de Pruedba de _>z
2 dias 7 dias Ao
574 1092
Mezela 1 564 1086 821.8
550 1065
524 1028
Mezcla 2 573 1073 791.2
551 998
576 1066 )
Mezcla 3 540 1045 812.3
592 1055
X.. 560.4 1056. 4
)

Los productos probados fueron de cince cent{metros cibicos que
produjeron la carga arriba indicada en unidades de diez kilos,
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Si el tiempo de fraguado es considerado como efecto fijo (hacieg
do 1la suposicién de que so0lo las tres mezclas son de interés),
los datos pueden analizarse de acuerdo a este modelo, La inter-
accién no puede ignorarse, ya que puede ser posible que las tres
mezclas difieran después de un largo periddo, o si diferir des-
pués de un corto periodo. Esto es equivalente a decir que el e-
fecto de un periédo adicional es diferente para las tres mezclas;
es decir que, la interaccién est{ presente.

Solucién :
Siguiendo el procedimiento computacional se tiene :

10 R1 ’ Rz ’ R3 = 4931 , 4747 , 4874
20 01 ) 02 = 5044 ) 9508

30 Wy a Wy, Wy, W, Wy, , Wy, = 1688 , 1648 , 1708
3243 , 3099 , 3166

4° T = 4931 + 4747 + 4874 = 14552,

2 2 2
5° iii X?i."'= (574) + (564) + ., . . + (1055) =

R = 12882026
2. g (5044)2 + (9‘508)2
6° l;\ ; = 5 = 12 871 556 \

2 ( )2 ( )2 (48 )2
EE: R: _ 4931 + (4747 + (4874) _
A 2 s - . = 11 767 441

2 2 2
(1688) '+ (1648) + . . . + (3166)

iz i

= 12 875 639

' >R
go U __211760704 _ 44 764 484
18 18

100 SS4 = 12 871,556 - 11 764 484 = 1 107 072

-9 -,

11° 8§55 = 11 767 441 - 11 764 484 = 2 957
12° Ss, = 12 882 026 - 12 875 639 = 6 387
130 SS = 12 882 026 - 11 764 484 = 1 117 542

140 88, = 1117 542 - 6 387 - 2 957 - 1 107 072 = 1 126

Sustituyendo estos valores en la tabla de ANOVA 2 con n observa—
ciones por celda; se tiene :

TABLA DE ANALISIS DE VARIARCIA PARA DOS VARIABLES
CON N OBSERVACIONES POR COMBINACION,

Fuente Suma de Grados de Media de Prueba
Cuadrados Libertad Cuadrados

Entre 1107072 1 1107072 F= 2979.98
tiempos

Entre 2959 2 1478.5 P= 2.78
Mezclas

Interaccién 1126 2 563 P= 1.06
. Dentro de las 6387 12 532

Combinaciones

Total 1117542 17 65737.8

El valor de F en la tabla para la interaccién y mezclas serdn los
valores al 5% critico para 2 y 12 grados de libertad ;s ésto es :
F0.05;2,12 = 3.89. Por lo tanto, se concluye que los datos no dan
suficiente evidencia de la presencia de interaccién o que no hay
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ningén efecto de mezclas. Por otro lado, la prueba F es signifi-
cativa para los tiempos, por lo que se concluye que existe un e-
fecto por los cinco dfas adicicnales de fraguado.

Andlisis del Modelo de Efectos Aleatorios,
Dos formas de Clasificacién y n Observaciones
por Combinacién. '

Fn este modelo, una prueba para la interaccién Ho ; Gﬁl =0 es
la m4&s indicada, Haciendo un an4lisis similar al del modelo an -
terior, la hipétesis de que <S% = O serd rechazada si :

F = ss;*/ SS?F:> F. ; (r-1) (c-1), rec{n-1)

Si la interaccibn estf{ presente en este modelo, uno puede hablar
respecto a la magnitud de efectos princirales, digamos <§l. Teni
eado a Gﬁl mayor que cero, estc no implica nada respecto a Gfl.
la prueba para efectos principales, digamos efectos de renglones,
es diferente a la empleada en el modelo de efectos fijos. Hacien
do referencia a la tabla A, la media esperada de cuadrados para
las interacciones es igual a J2 +1 T . La media esperada de cua
drados para los efectos de renglones es igual a Ty nGl"+ Cr\gl.

Si no existen efectos de renglones, es decir; G;L= 0, la media

esperada de cuadrados para efectos de renglores e-interacciones
B ( SS?") vy E ( 882*) respectivanente son iguales a T2 +nJg>,

FPorlo tanto, usando el cociente SS3/SS2 probaremos la hipdtesis
Ho ; QBL= C para probar los eiectos de renglones.

Esto difiere del modelo de efectos fijos que usa SS5,./S5S,. Fuede

demostrarse (usando el teorema de particibén) que SS /ssé estd -~
distribuido como ura variable aleatoria F con (r-1) y (r-1)(c-1)
grados de libertad. Por lo tantc, la hirétesis de que q;-= O se-
rd rechazada si:

F= ss;\‘/ ss,¥ >F. 5 (r-1), (r=1) (c-1) .
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2
Usando un argumento andlogo, la hip6tesis de que <3% =0 se
rechazard si :

F = ss:/ ss;‘E > Fo 3 (e=1), (r=1)(c-1)

Usando la columna de media cuadrada en la tabla A los estima- -

dores de (ﬂl ' q]} y Q}l pueden obtenerse, Un estimador de
estd{ dado por : -
(ss¥ - ss¥) / n.

Un estimador de I3 est4 dado por :
(ss?;E -55%) / en

Un estimador de G?Les dado por :
(ss¥ - s¥)/ m

Si los valores de alguno de estos valores fueran negativos, -
el estimador debe considerarse cero,

Andlisis de Variancia Para el Mcdelo de Efectos

Mixtos, dos Formas de Clasificacién y n Observa

cicnes por Celda,

En el modelo de efectos mixtos, los efectos de renglones se -
supondrdn aleatorios y los efectos de las columnas se sSupon—-—
drdn prefijados, En este modelo, también se cuenta con uma ——
prueba para la interaccién, La interaccibn 7@3 es una variable
aleatoria donde uno de los efectos, en este caso el de los —
renglones, es considerado aleatorio, Haciendo referencia a la
tabla Ap.95, 1la media cuadrada esperada para la fuente de com
binaciones internas es igual a a* . La media cuadrada espera-
da para la fuente de interacciones es igual a (T1 nds verios

términos de efectos de interaccibn. Si G4~ = O , la media cua
drada esperada para efectos interactivos y combinaciones in--
ternas, E(Ssg") y E(SS#‘) respectivamente son iguales 3 T* .,

Por 1o tanto, con la relacién 852 / SS1 la cual podemos pro-

»
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bar que esta distribuida como una variable aleatoria F con -
(r-1)(c-1) y re(n-1) grados de Zla.ihertad, tomaremos la decisién
de rechazar la hipétesis Ho; (ﬁ =0 s8i:

F =55,%/SS%*> Py j(r-1)(e-1), re(n-1 )

En la prueba para efectos principales, se requiere estudiar la
tabla A de andlisis de variancia, Para los efectos de renglo
nes (efectos aleatorios), la media esperada cuadrada E(SS-.;*') -
es igual a T, ’)CQ? . Entonces 1la prueba 16gica es usar la -
relacién SS?‘ / SS?" tiene una distribucién F con (r-1) y —
re(n-1) grados de libertad, La hipStesis de que @ = 0 ser§ -
rechazada si :

= ss_,,‘"r / 88;% > Py 5 (r-1), re(n-1)
~ Un estimador de Tp" es obtenido de :
(ss)¥ - s5F) / nc

Para efectos de columnas el procedimiento es diferente, La me=
dia esperada de cuadrados para las columnas, E(SST) es igual
a :

C
S m .
T +NG +2‘-‘.‘3§\‘A

La media cuadrada esperada para el término de interaccién -—
E(SSZ*) es igual a <T* +n<§" . La prueba se basa en la rela--—-
cibn SSI‘ / 352* , la cual se supone que tiene una distribu---
cién F con (c=1) y (r-1)(c-1) grados de libertad., La hipbtesis
Ho ; en la que Y, = ¥, =. . . = Y = O serd rechazada si :

F= ss;’* / S5, %>Fy ; (c=1), (r-1)(c-1)

Con todc lo expuesto en este capftulo, solo queremos dar un pa
norama general de los métodos cuantitativos, con sus respecti-
vas restricciones y suposiciones que hay que considerar en el
proceso de evaluacién de un experimento de tipo estadfstico.




TABLA A

TABLA DEANOVA 2 (1) OBSE RVAL IONES HOR LUMBINACION

SUMA DE GRADOS| MEDI!A [MEDIA ESPERADA|MEDIA ESPERADA|KMED IR f_S?ER A
DE DE CUADRADOS PA-|DE <UADM°°S DE CUADRA

DE g
FUENTE CUADRADOS [L1BERTAD|cyaDRADOS| RA_EL MoDELO (EARE B s ’:o““u?sf? -

~ | DE EFECTOS PREFIADOS | ¢ ATORVOS MIXT03

L OLUMNAS SSe rng()’(.j.—)_(..)i C-1 55?2555/("1) Vl*c%gxxl T5n0Hs My 0"m€{*§}2§3}

RENGLINE S SSszcni—Z—_rl()_(a..‘)—(..)z r-1 SS}SSS/FQ U‘ﬂ%iq}; U’+nﬁ,’\+cn0’cg1 0>+ ne g

INTER- res * 2 2
ACCIONES SS?“;.Z@-')@?XFXJ(“1)(01) SSSSSL/(V-WUN" N QZD\) T7enln e+ nay

S ) ) Yo R N B

TDTH'— SS:AZ‘;: i\-‘( X\l ren-t SS*:SS/«UH) - - “ . -
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488  Statistical Tables

Table S Table 4 :
VALUES OF 2* Valses of 1,°

v ] @as0995 @<099 =097 =095 =005 a=0025 a=001 a=000s]» , ac010 a=oms ar 0025 amto . R

1] 00000393 0000157  ©00e0%82 000393 3a4t soM 6835 18 | 1
2| os100 08001 €8506 0163 S 737 9210 10597 | 2 ! 3on i 1279 "‘,:; ‘:"g [}
3| oom? 3 0216 0352, 7815 938 1S 1283 | 3 2 1586 192 30 6 2
4| 0207 0297 048 Q7M1 9438 1LKM3 1377 14860 | 4 3 1638 2383 i 4541 s34 3
S| oan2 e LIS 11078 12832 13086 16750 | 5 4 1533 1m 1% 34n 4504 .
: s 1476 2018 251 3368 am s

6| osm [T1;] 1635 1252  14M9 16812 18548 | 6
7] osey 129 2167 14067 16013 18475 20278 | 7 ¢ 1440 1963 2447 3.3 b .
8] 1340 1646 2733 15587 17535 2009 219ss | 3 7 1415 1898 2368 29% 3499 ’
9] 1738 3325 16919 19023 21666 13589 | 9 4 1397 1360 2306 218% 3388 [}
10] 213 2358 3540 13307 20483 23209 25188 [10 9 1.383 183 2262 2821 3250 3
10 131 182 218 2764 10 10

u| 2em 3083 316 4515 /19615 290 w5 26757 |u
12} 3on sn 4404 5226 ° 1026 0337 217 2830 |12 n 1363 1.7% 2201 ns 3106 1]
13| 3s6s 107 5009 5891 2362 N6 S a9 |1 12 1336 1Lm 217 2681 358 n
14| a01s 4560 S5 €371 23685 26119 2941 31319 |16 3 13s0 Lm 2160 2650 2 3
134 4501 s €262 7261 24.9% 77488 0S8 32801 |15 " 1345 1261 2.148 1624 m "
. 18 1.341 1253 21 2402 2947 8

6] s s 6908 7962 2629% 28845 32000 34267 |16
17| sem 6408 7564 83672 27587 304 33409 S8 |17 . 133 16 2120 583 921 "
18] 626 qﬁ: 8231 9390 28869 31526 34805  37.1s6 |18 7 1333 1.40 2110 2567 2a% "
19] 6844 7 8.907 10117 30.144 32852 36.191 38582 |19 13 1330 L4 210 . 1552 b Sid »
0] 7434 820 _ 9sw 10851 31410 34170 37566 39997 |20 19 1328 1729 2093 253 2861 "
20 1228 L7 208 253 2,3 »

n| 803 82897 10! 1591 32671 35479 38932  e14e |2
2| see3 9542 10982 12338 33924 3678t 40289 7% |2 2 130 L1 2080 2518 2331 x
1| 9.260 10.196 11689 M 35072 3807 41638 sl |23 - 2 1321 L 2074 2508 29 n
24| 9886 10836 12401 13304 36ALS 39364 42980  4sSS8 |2 :: :3:: :]l:: :r“’ zmm 1wm :

25 | 10520 11524 13120 14611 37652 40646 318 46928 |25 -

! 3 2 1316 1.708 2060 2485 2% 5

% [ 1160 12.1% 13864 15379 sl Il asse2 482% |26
27 | 11008 12379 145713 16151 40.113 43194 46963 9645 |27 % 13 1.706 2056 2479 m %
3 | 12461 13568 15308 16928 41337  40N61 482718 30993 |28 2z 1314 1703 2052 2473 m n
2 |an 14256 16.047 17708 42557 45772 49sss 52336 |29 : :3‘:: :1:; ::: ;:; ;_:" :

3.787 . 16.79 8.493 43.

30|t 14953 6.791 1 39713 46979 Sesn2 33672 [0 o e byt o fpes: e >

*This table is based oa Table 8 of Bi ike Tables for Statisticians. Vol I, by peDmission of

Bic rike *This table is abridged from Table IV of R. A. Fisher, Stetistical lclho‘i[ar Research Workers,
the Biometrike trustees. published by Oliver and Boyd, Ltd., Edinburgh, by permission of the author aad publishers.




=102 -~ ‘able 6 (a) A

VALULS OF ¥4
»
% vy = Degrees v, = Degrees of freedom for numerator
. of freedom
for
denominator . 2 3 4 s 6 7 ] 9 10 12 18 2 2 30 40 60 120 -
1 161 200 26 225 230 234 37 239 241 242 244 246 251 252 254
: 2 18.50 19.00 | 19.20 1920 19.30 19.30 19.40 19.40 19.40 19.40 19.40 19.40 19.50 19.50 19.50
3 10.10 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.70 8.59 8.57 8.53
4 ™ 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 591 5.86 sn 5.69 5.63
5 661 5.19 541 519 5.08 495 4.88 .82 an 4.74 4.68 462 446 44 o
6 .99 514 4.76 453 439 428 4.21 418 4.10 400 | 394 3.1 3.74 3.70 | 367
7 5.59 4.74 4.38 4.12 397 187 319 i 3.68 357 3.51 334 33 3.7 3
8 5.32 4.46 4.07 384 3.69 3.58 350 44 339 3.28 2 3.04 3.01 297 293 .
9 512 4.26 3.86 3.63 348 k) 329 3.23 318 3.07 3.01 283 2719 278 7
10 4.96 4.10 mn LR ERE p7) 34 3.07 3.02 291 2.85 2.66 262 258 2.54
N 111 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 301 295 2.90 2.85 2.79 wm 2.65 261 2.57 2.53 249 245 240
12 475 389 349 3.26 i 3.00 291 2.85 2.80 235 2.69 2,62 2.54 2.51 247 238 2.38 2.30 230
13 467 381 341 318 3.03 292 2.83 wm 20 2.67 260 253 246 242 2.38 2.34 230 228 P31
14 4.60 3.74 3.34 3 2.96 2.85 2.76 2.70 265 2.60 253 246 239 238 231 227 2.22 218 .13
15 4.54 368 329 3.06 2.90 219 20 2.64 2.59 2.54 248 240 233 229 225 220 2.16 a2 2.07 .
16 449 363 324 3.01 288 2.74 2.66 259 2.54 249 242 235 228 2.24 2.19 218 2.1 2.06 2.01
17 345 3.59 3.20 2.96 2.81 2.0 2.61 2.58 249 245 2.38 231 223 219 215 2.10 206 201 196
18 441 355 316 293 am 2.66 2.58 2.51 246 241 234 227 219 215 2.1 2.06 202 197 1.93
19 438 352 3. 290 274 2.63 2.54 248 242 238 231 2.23 216 211 207 2.03 198 1.93 188
2 435 349 310 2.87 P Al 2,60 251 245 239 2.35 228 220 212 208 2.04 199 195 1.90 1.84
ki) 432 347 .07 284 2.68 2.57 249 242 237 2.32 228 2.18 2.10 2.08 201 1.96 181
2 430 344 3.05 282 2.66 2.58 246 240 234 230 223 218 2,07 203 1.98 1.94 1.7%
2 428 342 3.0 2.80 264 283 244 237 232 2.7 2.20 213 2.08 201 1.96 191 1.76
24 426 340 3ot 2718 2.62 251 242 236 2.30 225 218 .11 2.03 1.98 1.94 1.89 .13
25 4.24 339 299 2.76 260 249 240 24 2.28 224 216 209 201 196 1.92 1.87 171
30 417 332 292 269 253 242 233 227 221 2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 179 174 1.68 1.62
40 4.08 323 2.84 2,61 245 234 225 218 212 2.08 2.00 1.92 1.84 179 174 1.69 1.64 1.58 151
60 4.00 318 2.6 253 237 225 217 210 2.04 1.99 1.92 184 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 147 1.39
120 392 3.07 2.68 245 229 2,18 2.09 2.02 1.96 1.91 183 175 1.66 1.61 1.58 1.50 143 1.35 1.25
oo 384 3.00 260 237 221 2.10 201 1.94 1.88 1.83 178 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 122 | 1.00
*This table is reproduced from M. Mernngton and C. M. Thompson, **Tables of percentage points of the inverted beta (F) distribution, ** Biometrika, Vol. 33 (1943), by
{ permumion of the Bismetriha trustees.
Table 8 (L)
VALUES OF Fg,*
&
- B
¥ = Degiees vy = Degrees of freedom for numerator
ot treedom
tor \ 2 3 4 s 6 7 [ 9 10 12 15 0 4 30 @ 60 120 w !
denonnator
87 | 6313 6,339 | 6.366
B SO 5403 5,625 | 5.764 5859 5928 5,982 6.023 6,056 6,106 6,157 | 6.209 6.235 6,261 6,2 . »
“ “x_.ww_ N,Hx“ 9920 | 9920 | 9930 | 9930 | 99.40 | 99.40 | 9940 | 99.40 | 9940 | 99.40 | 9940 | 99.50 | 99.50 | 99.50 ) 99.50 § 9950 | 99.50
3 ::_c 30.80 29.50 2870 | 28.20 27.90 27.70 27.50 27.30 27.20 | 27.10 26 90 26.70 26.60 26 50 26.40 26.30 2620 | 2610 [
: 4 21.20 1woo | 1670 160 | 15.50 15.20 15.00 14.80 14.70 14.50 14.40 420 | 1400 1390 1380 1370 | 1370 1360 | 1350
s 16.30 1330 ) 120 [ R 10.70 | 1050 1030 | 1020 | 1010 989 9.72 9.55 947 9.38 9.29 920 911 9.02
F 1.2} 7.14 1.06 697 | o6HK
1090 9.78 915 LA 547 K26 8.10 1.98 .87 2 7.56 740 .31
w "WW“H 955 84S 745 | 746 719 699 6.44 6.72 662 647 6.31 616 6.07 5.99 591 5.82 5.4 568
L 130 865 759 70 6.63 6.37 618 6.03 591 5.81 5.67 552 536 5.8 220 512 503 495 4%
9 " 10.60 .02 6.99 642 6.06 580 561 5.47 535 5.26 s 4.96 ax an 465 457 444 4.40 4N
" .00 7.56 6.55 599 | S64 539 5.20 5.06 494 4Rs an 456 441 a0 425 LA 408 400 39
} 7.21 6.22 561 | 532 507 489 474 46) 454 440 42 410 an 394 3K6 3 369 360
"" “ww 6 .N-u 59§ 541 5.06 482 4.64 4.50 439 430 4.6 400 J.H6 I In Je2 354 348 336
_m 907 6.70 5.74 5.2 4.86 462 444 4.30 49 4.0 3.96 3K 366 389 351 34 334 32 LAY
1 886 651 5.56 Si4 | 40 446 42 4.4 40 3.94 380 3.66 381 3.4 338 3.27 3K 309 [ doo
15 woy | 636 | s42 | 489 | 4se | 432 | 414 | 400 | 389 [ 3w | 367 | 3s2 | 3w 39 | 32| 3 396 | 296 | w2
. . 293 284 278
K 623 | s29 | 471 | 44a | 420 | 403 | 3m9 | 378 | 369 | 2SS | 341 | 326 38| 0| 302
. "w ”Nw_ 6.11 5.19 467 | 434 410 3.93 319 3.68 3.59 3.46 331 316 308 3.00 192 M3 218 268
18 829 | 601 s09 | 45w | 42 401 384 an | 360 | s 337 323 | dos 00 | 292 | 2ue 275 | 206 | 287
1 9 8.19 593 501 450 | 407 394 wmn 3.63 352 343 330 38 300 292 284 mqo 267 m:,. :u
- 0 8.0 585 494 443 | 400 387 370 3.56 346 iR 1] 3.23 309 294 2.46 um 264 261 282 242
S 7| e | 2w | 2w 260 | 2ss | 246 | 236 :
-t 2 802 578 a7 437 | 404 381 3.64 351 3.40 33 31 X 4
2 795 5.72 an 4.31 199 3.76 3.59 345 3.3 3.26 302 2.98 283 218 pA1] 250 240 mm.
! 2 7.88 5.66 4.76 4.26 394 imn 354 341 330 p R3] 307 293 278 270 m.uu 248 2 mu 226
24 182 5.61 402 4 3 3.67 350 336 326 a7 30 289 24 266 249 240 231 22
25 KR 557 4.68 4.8 386 363 3.46 i k2] ENE) 299 2.5 270 262 253 248 236 227 217 :
7 239 230 2 2 2w
30 756 5.39- 451 402 3 47 330 . 3 298 270 288 24
40 731 5.8 431 383 351 329 312 299 2K9 2.80 252 PRI 229 220 1t 202 192 150
60 7.08 498 41 365 | 3.4 342 295 282 m 2.63 235 220 212 203 194 184 13 160
120 685 479 395 EE1) wmn 296 219 266 256 247 21y 2m 1ys 1.86 176 | 66 1.53 (L]
oo 6.63 461 378 12 | m 280 264 281 241 232 24 (1} (B0 170 159 147 132 100

his table is reproduced from M. Merrington and €. M. Thompson, ““Tubles of percentage points of the inverted beta (1) dintnibution,” Biometrika Vol. 31(1941), by -
permission of the Biometrika trustees.
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Table 12 (b)

VALUES OF 7, FOR a = 0.01*

=
, 2 3 4 s 6 7 s 9 10

df. .

1 90.02

2 1404 14.04

3 826 832 83

. 651 668 674 6.76

s 570 590 599 604 607

6 $24  S44  sss 562 566 568

7 495 sas 526 533 538 542 s

s 474 494 506 S.A3 519 523 526 s

9 450 479 491 499 S04  S09 S12  S14  S.16
10 448 467 AT 438 493 498 S0L S04 506
1 439 458 470 478 434 489 492 495 497
12 432 450 462 471 477 481 435 488 491
13 426 444 4s6 464 471 4TS 479 482 4385
14 421 439 451 459 466 430 474 477 480
1$ 417 44 446 455 461 466 470 473 476
16 413 431 443 451 45T 462 466 470 42
1 410 427 439 44T 454 459 463 466 469
18 407 425 436 445 451 456 460 464 . 466
19 405 422 433 442 443 453 45T 46l 46
20 402 420 431 440 446  4S1 4S5 4S9 462
2 396 413 42 432 439 444 448 452 4SS
30 389 406 417 425 431 436 44l 445 a8
) 382 399 410 18 424 429 433 438 44l
6 376 392 403 41l 418 423 43T 431 434
120 370 386 397 404 41l 416 420 424 427
) 364 380 390 398 404 409 413 417 421

*This table is reproduced from H. L. Harter, “Critical values for Duncan’s new mulitiple range

test.” It contains some corrected values to replace those given by D. B. Duncan in “Multiple
ics, Vol. 11 (1955). The above table is reproduced with

Range and M

Tests,” Bi

the permission of the author and the editor of Biometrics.

502 Statistical Tables

VALUES OF 7, FOR a = 0.05*

iou -

Tabie 12 )

af 14 2 3 4 s 6 7 ] 9 10
1 17.97
2 609 6.09
3 450 452 452
4 393 401 4.03 403
s 364 375 - 380 38l 381
6 346 " 359 365 3.68 369 370
7 334 348 3ss 359 361 362 363
8 326 .. 340 348 3is2 3ss 3s? 357 - 3s8
9 320 334 342 147 3se 352 354 334 3ss
10 315 329 338 343 347 349 ‘351 3s2 3s2
11 31 326 334 340 344 346 348 349 3s0
12 308 323 33 337 34 34 346 34 348
13 306 320 3.29 3.3s 339 34 346 346 34
14 303 3.8 327 333 33 340 343 344 346
s 301 3.6 328 n 336 339 3a 343 345
16 300 3.4 kW) 3.30 334 338 340 3 344
17 298 313 2 328 33 337 339 341 343
18 297 3.2 . 3.7 332 336 338 340 342
19 296 3.1 320 3.2¢ i 335 338 340 34
20 295 10 319 3.2 330 14 337 13 341
24 292 307 316 3 328 i 33s 337 339
30 289 303 3.3 3.20 328 32 332 338 337
40 286 301 310 3.7 3.2 wn 330 33 33s
60 283 298 3.07 e 320 32¢ 328 n 333
120 280 295 3.04 2 3.7 322 325 » 3
Lad 277 292 3.02 3.09 3.1 3.1 323 327 32

*This table is reproduced from H. L. Harter, “Critical values for Duncan’s new multiple range
test.” It contains some corrected values to replace those given by D. B. Duncan in “Multiple

Range and Multiple F Tests,” Bie

ics, Vol. 11 (1955). The above table is reproduced with
the permission of the author and the editor of Biometrics.
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CONTROL. ESTADISTICO DE CALIDAD
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INTRODUCCION : 4). Toma de decisiones sobre la base de la informa-

ci6én de calidad obtenida.
La calidad en un producto se refiere, por lo general, a diver -
. . . s Estas funciones se pueden caracterizar como sigue:
sas caracteristicas, tales como: funcionamiento, apariencia y -

daracion.

[ P r oce s o

Es conveniente pensar que la calidad estd formada por un conjunto

de atributos que hacen deseable un producto a un-cliente.

En los sistemas de control de calidad, el objetivo principal se-

puede mencionar como: Medicién u observacién de las propie
dades del producto
Conservar los atributos de un producto o de un servicio 1
cerca de las especificaciones de disefio. Seleccién de la informacién relevante

Para cumplir con este objetivo. se requiere lo siguiente:

L— Toma de decisiones

1). Medicién de las caracteristicas del producto.

Que puede ser mediante variables numéricas o —

s6lo atriburos. El problema de la calidad se puede examinar desde di--,
2). Seleccién de la informacién significativa. versos puntos de vista:
3). - Definicién y establecimiento de canales deinfor - 2. La planeacion de la calidad en el discflo del pro-
macién entre las partes relevantes de la organi - ducto.
_zacién. - b). El control de calidad en las dperaciones de manu

factura. .
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Otra forma de examinarlo es distinguir y analizar:
a). El proceso de produccién
b). El producto resultado de ese proceso

En relacién con el proceso de produccién, el control es
tadistico de calidad investiga la estabilidad estadistica -
del proceso con la ayuda de las cartas de control y, en
lo'que se refiere al producto, mediante la inspeccién_--

por muestreo se prueba si el producto se ajusta a las -

especificaciones. CARTAS DE CONTROL
Notas
Recursos:
Humanos
Mate‘riales Proceso . de; Producto
Técnicos Produccién _
Financieros
N e aaaam— \————v_—-l
Cartas de Control Inspeccién por -
muestreo

JOEL O. AGUIRRE R.

Febrero de 1978
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INTRODUCCION

Los problemas relacionados con el control de la calidad de un pro-
ducto manufacturado se estudian estadisticamente en dos partes, --

con la primera que es el control en el proceso, se pueden detectar

cambios en el funcionamiento del proceso de manufactura y tomar -

las decisiones apropiadas.

La segunda parte, llamada muestreo de aceptacién, tiene por objeto

vigilar la calidad de articulos manufacturados, abastecidos en lotes,
por el fabricante a un consumidor. El problema, es decir, si un -
lote debe ser aceptado o rechazado sobre la base de una muestra -

seleccionada del lote en forma aleatoria.

En lo que se refiere al control en el proceso, éste se encuentra --
asociado al problema de mantener un proceso de manufactura en un

nivel especificado estable.

Estas técnicas han tenido una amplia aplicacién en la industria y --

sus funciones principales son las siguientes:
1) Detectar cambios en el funcionamiento del proceso.
2) Encontrar la causa de esos cambios.

3) Hacer lo’s ajustes apropiados al proceso.
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La herramienta mds comunmente utilizada para detcctar cambios -
en un proceso es la carta de control o carta Shewhart. Esta car-
ta, es la representacién grafica de una variable que caracteriza la

calidad de un proceso contra el tiempo.

Caracterf{stica
de calidad

° ° valor medio

—~ tiempo

Carta de Control
VARIACION

El primer paso para el entendimiento del Control Estadistico de Ca-
lidad, es reconocer la presencia de variacién de pieza a pieza. ---
Como ejemplo se puede citar: 2 pernos producidos en la misma ---
hornada. A primera vista lucen semejantes, sin embargo, pueden

diferir ligeramente en cada dimensi6n, lo cual puede quedar de ma-

nifiesto en pruebas experimentales.

La variaci6n, pieza a pieza, de un articulo producido en una miqui

na, sigue un modelo que puedc apreciarse después de medir los --
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articulos producidos en una hornada.

Si se prueban 100 pernos, al medir el didmetro de cada pieza se -
considera que es la caracteristica de calidad importante para tener

bajo control.

La variacién en los pernos de esta caracteristica de calidad, el --
didmetro, se puede apreciar en un histograma con un adecuado nd-

mero de intervalos de clase.
28

20 21

11

Las variaciones que se presentan, son debidas a un buen ndmero -
de pequeiias causas que afectan cada pieza separadamentc y que --

llevan a un modelo definido para todas las piezas de una hornada.
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Esre modelo de variaci6n siempre existe para cada proceso de ma-
nufactura, siendo importante considerar que se repetird en ausencia

de cambios fundamentales.

Modelo de variacibn repetitivo :

dfa 1

Una vez que el modelo permanezca sin cambios, puede tenerse se-
guridad de que ninguna otra nueva causa de variaci6n afecta al pro

ceso de producci6n.

Sin cambios en causas aleatorias, tal modelo se repetird hora a -
hora, dia a dfa, mes a mes, dentro de ciertos limites predecibles,
de aquf que se pueda concluir que una buena produccién se obtiene
cuando el modelo se repite dentro de ciertos: Ifmites establecidos -

para cierta caracterfistica de calidad de un producto.

Cuando la dimension en estudio cae dentro de los limites estable--

cidos, se tendrd la seguridad de que la producci6n tiene calidad -
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aceptable v no serd necesario buscar la aceptaci6n de cada una de

las piezas de manera individual.
Se dice que el proceso estd bajo control dentro de dichos limites.

Una scparacién del modelo establecido es sefial de una situacién -
anormal, ésto es, que ha ocurrido un cambio fundamental que esté
afectando la calidad de la producci6n, o sea una causa aisgnable -

de variacién que debe ser encontrada y eliminada.

Algan cambio bésico en las condiciones de trabajo, como el dete--
rioro de herramientas o inestabilidad en- las caracterfsticas de las
materias primas, pueden ser la causa de cambios en el modelo de
distribucién. En estos casos, la calidad desmerece y puede exis—
tir desperdicio de articulos producidos por inatiles o necesidad de
reprocesar el material. Con las cartas de control es posible detec

tar esos problemas casi instantdneamente y volver de nuevo el pro-

ceso a un estado de control.
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dfa i

dia 1

cambios en
valores medios

Incremento en la dispersion




Controlada
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ORIGENES

El descubrimiento y desarrollo de las cartas de control, fue reali-
zado en 1924 por un joven fisico de los Laboratorios Bell en los -
Estados Unidos, Walter A. Shewhart, quien llegé a la conclusion -
que era deseable y posible, definir limites a las variaciones natu--
rales de cualquier proceso de produccién, por lo que las fluctuacio-
nes dentro de esos limites serfan explicadas por causas aleatorias,
con la salvedad de que cualquier variacion fuera de dichos limites,

indicarfa un cambio en el proceso.

Una vez que se establece el modelo de distribuci6n de causas alea-
torias, es posible definir ciertas caracterfsticas estadisticas, tales
como una valor medio y un intervalo de confianza que se repite en
el tiempo, lo que permite constituir una banda de confianza que se
define por los denominados Umite de Control Superior (LCS) y Li--
mite de Control Inferior (LCI).

Variable

LImite de control inferior (LCI)

\
~ valor medio
//

Tiempo

Limite de control superior (LCS)
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AMPLITUD DE LOS LIMITES DE CONTROL

El establecimiento de los limites de control, est4d definido en la --
préctica industrial por el balance entre los mds conocidos tipos de

errores.

El error tipo I, cuando se concluye que una muestra difiere de las
otras y en realidad toda la discrepancia es debida a causas aleato-
rias, en otras palabras, una observaci6n sale de los limites cuan-

do el proceso estd bajo control.

Este tipo de error lleva a buscar una causa no aleatoria, o sea, -

una causa asignable cuando ninguna estd presente.

Se incurre en el error tipo Il cuando no se nota la presencia de --
una causa asignable, ésto es, que el proceso salga de control y --

todo indique en la carta, un estado bajo control.

Cuando los limites de control se encuentran relativamente aparta--
dos en la distribucion de la estadistica en cuestién (¥4T de la --
media), la investigaci6n de puntos fuera de la banda de control --
casi nunca caeria en el error de buscar causas asignables cuando
ninguna estd presente, pero a expensas de no notar, comn frecuencia,

la presencia de causas asignables que deberfan encontrarse.

Por otro lado, si los limites de control fuesen muy estrechos ---
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(¥2QT de 1a media), con frecuencia se notarfa la presencia de al-
guna causa asignable, ocasionando bisquedas de causas asignables

cuando no existen.

Numerosos experimentos y aplicaciones en todo tipo de industrias -

han demostrado que establecer los limites de control a 3T -

permiten lograr un buen balance entre los dos tipos de errores.

Una vez que se ha definido el modelo de causas aleatorias y por -

tanto se repiten en el tiempo sus principales caracteristicas, valor

medio y limites de control, es posible graficar observaciones de la

variable en estudio a partir de muestras secuenciales y asi conocer

la evolucién del proceso.

Variable
Controlada

LCS
° ° valor medio
° o
[.]
o (-]
LCI
s N . . N . Tiempo
1 2 5 6 7 8
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AXIOMAS DE CONTROL DE CALIDAD

Los conceptos anteriores y miltiples experiencias, han llevado a -
Rice a plantear que el éxito en el uso de las cartas de control, —
esta condicionado al apego a ciertos principios fundamentales que -

-

ha llamado axiomas. -

AXIOMA 1

Las cartas de control son aplicables en cualcpiei’ lugaf dondef se -

elaboran articulos en cantidades; de acuerdo con ésto, se menciona

que estas técnicas pueden ser usadas en aquellos lugafes,donde se

producen més de dos articulos similares, considerando ademds, -
que los principios estadfsticos de las cartas de control son vilidas
universalmente, siendo raro encontrar alguna operacitn donde no -

sea aplicable este tipo de anilisis.

AXIOMA 11 -

La variabilidad existe en cada operacion repetitiva. Este punto --
conviene remarcarlo aunque parezca ocioso, dados los conceptos -

previamente anotados.

Usualmente, las diferencias entre articulos similares son medibles,

esta magnitud de las diferencias, con las cartas de control, permi-
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tird verificar la variacion esperada en un proceso.

AXIOMA 111

La calidad es un atributo del producto y no se puede introducir me-

diante la inspecci6n.

Existe un principio elemental que indica que lo importante no es la
cantidad de»producto sino la cantidad de producto aceptable con las
cartas de control, la administracién de un proceso de produccién —
puede tener una clara y rapida capacidad de reacci6n ante variacio-
nes anormales en diversos niveles, que de otra forma, en un pré--
ceso fuera de control se producirfan articulos defectuosos que serfan

percibidos y rechazados hasta la inspecci6n final.

AXIOMA 1V

Un proceso bajo control usualxﬁente no estd institufdo. Cuando se

ha establecido un modelo de variaci6n de causas aleatorias en un -
proceso, se dice que estd bajo control. Cuando se aplica inicial--
mente una carta de control a un proceso, es raro que la operacion
se encuentre bajo control. Con la aplicacién de métodos de inspec-
cion y mejoramiento de los registros, usualmente se localizan cau-
sas asignables antes ignoradas. Estas causas se encuentran pre--

sentes en la mayorfa de operaciones de manufactura, pero la au--
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sencia de cartas de control impide su identificacién.

AXIOMA V

Un estado bajo control debe establecerse a un nivel satisfactorio

antes de lograr una méixima eficiencia en la operacion.

El uso de las cartas de control puede reducir la variabilidad has-
ta un punto que define un estado bajo control. Eventualmente y a
pesar del control, puede no obtenerse un producto satisfactorio, lo
cual se puede interpretar como la necesidad de investigar y actuar
en otros aspectos ambientales, sociales o culturales que influyen -

en el proceso.
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CARTAS DE CONTROL POR VARIABLES

La recoleccion de datos para la construccién de estas cartas supo-
ne trabajar con una muestra de tamafio n tomada a intervalos re-

gulares.

El valor observado de cada espécimen en cada muestra se represen
ta con Xij donde i = 1,2,... K es el nimero de muestras
obtenidas del procesoy j = 1,2,... n es el nimero de obser-

vaciones de cada muestra.

A las medias de cada muestra se les identifica como )?i = Z Xij%‘
=1

al Rango de cada muestra se le conoce como Ri = (Ximax - Ximim

eventualmente de cada muestra se puede obtener su desviacibn es--
) —\2
tanda e se le i i L= .- )
r qu e identifica como T i'Z“()(” )(.l /’]

El conjunto de datos que se puede obtener se puede indicar en un --

cuadro como el siguiente

Namero de observaciones (j)

NGmero de _

muestra (i) 1 2 j n xi 7 Ri,;:’ Ti
1 X X2 Xy X X R T
2 Xg Xp Xy Xx X, Ry T,
i Xp X2 Xy X X, R T
k X1 X2 Xy Xn Xe Re Ty

- 124 -

CARTA DE MEDIAS (Carta X)

Para el cilculo de la Mnea central y los limites de la carta de con-

trol X se procede como sigue:

La linea central es la media de la distribuci6bn de las medias de la
muestra y se li representa por X

2 X
= ]:I

K

>aid

Los limites de control, usualmente establecidos a tres veces la ---
desviacion estandar de la distribuci6n de la frecuencia fgpdra de --

las medias (T _) quedan como sigue:
% X

LCS = X + 3@ (LImite de Control Superior)
X X
LGl = X - 3@_  (Limite de Control Inferior)
X X
pero OT_ = i , donde O es la desviacion estandar de la --
X V n

poblacion y n es el tamafio de la muestra.

. Por otro lado, dado el tamafio de la muestra, la teorfa estadistica

_ de 1a relaci6n esperada entre el rango medio R y la desviacion

estandar de la poblaci6n, a esta relaci6bn se le denomina d2 (fac-
tor de tippet) y se encuentra tabulado en funcion del tamaifio de la

muestra.

De aqui que g =

=
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por tanto =

y como 3¢_ = 3R

Setiene LCS. = X + 3R y
X oy
LC = X - 3R

X
N
El

pcro tambien se encuentra tabulado el factor 3 / d2 \[ n en fun-

cibn de n y se le denomina A2

por lo cual : LCS)_( = X + A,y

=l
«

LCI. = X - A
X

=l

2

Si los limites de control se calculan a partir d¢ @ en lugar de R,

entonces: g = Z T(l‘_1 y utilizando el factor C2 para es-
timar @~ se tiene:
qg
T = - de aquf que :
G, )
sg¢ = 29 - 3q

X Vo Cy
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pero de tablas se tiene : A, = 3 r lo que
| c, yn- porieaq
Lcs. = X + A &
X
e, = X - A €
X

Para aquellas situaciones en las cuales se desean calcular los l--
mites de control a partir valores conocidos de @~ y X°; el -
factor 3/ ﬁ_ sé encuentra calculado también y se le denomina
A. Las formulas para los Umites de control a 3@ utilizando -

este factor son :
LCS. = X° 4+ ACQ
X

LCI = X = A@
X

Los factores mencionados (A, Al’ A2, etc.) se encuentran en la -

tabla anexa.

CARTA DE RANGOS Y DESVIACION ESTANDAR

Las f6brmulas para las cartas de control que-rmiden la dispersi6n de

las ‘muestras son:

Para la carta R R + 3a@,
Para la carta @ T + 30,
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Cuando estas f6rmulas se aplican al cilculo de los limites de con-
trol inferior, tales limites son menores a cero cuéndo n es ---
igual a 6 6 menos para la carta R ycuando n es 5 6 --
menos para la carta ¢ y puesto que R y T no pueden ser -
menores que cero, el limite inferior se indica como cero en tales

casos.

CARTA DE DESVIACION ESTANDAR (Carta )

ia lfnea central de la carta & queda definida por el valor de @
y cuando los lfmites 3 de la carta I son calculados a par--

tir de la observada & se tiene:

Lcs =& + 3¢ = B&
a a 4
LT =& - 37 = B &
a a 3

Si los limites estin basados en valores conocidos de la desviacion

estandar '~ entonces:

LCS = C O + 3« = B &
T 2 aT 2
LCI = CQaT - 37a = B QO
T 2 a 1

Los valores B,;. BZ’ B3 y B4 se encuentran en la tabla.
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CARTA DE RANGO (Carta R)

La linea central estd definida por el valor medio del rango R y

cuando los lfmites 3@ se calculan de un R observado se tiene:

LCSR= R + 3<TR = D4R
LCIR = R - SQ'R = D3R

Si los limites estdn basados en un valor conocido de la desviacibn

estandar 0~ entonces:

= o+ T = DT
LCSR d2 a 3 R )
LC[R = d2 T -3 G'R = D T

Estos factores necesarios para calcular los lfmites de control se -

encuentran también en la tabla anexa/
Ejemplo

Los siguientes datos fueron obtenidos de la temperatura de un ter--
mostato en una prueba sobre unidades de un nuevo disefio de uh ---

aparato controlado ‘en su temperatura.

Esas observaciones se han ordenado dentro de subgrupos en el orden

de su produccion y se han calculado X y R para cada subgrupo.
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CARTAS DE CONTROL” X y R

Hoja de Datos

Departamento :
Producto :
Caracterfstica :
Unidad de Medida :
Limites de Especificacion M?x :
Min :
Observaciones
Serie Fecha 1 2 3 4 X R Observaciones
1 164 168 167 165 166 4
2 165 173 167 175 170 10
3 169 171 167 169 169 4
4 168 169 172 171 170 4
5 170 172 171 169 170.5 3
6 167 168 169 168 168 2
7 165 163 165 165 164.5 2
8 170 169 169 170 169.5 1
9 162 167 166 165 165 S
10 164 170 171 169 168.5 7
11 169 167 170 170 169.00 3
12 170 168 167 171 169.00 4
13 166 167 167 170 167.5 4
14 170 172 170 170 170.50 2
15 ) 168 164 167 171 167.5 7
T ot al 2524.5 62
Promedio 168.3 4.13

T e

Se tiene :

5
"

=
1]

De la tabla de

trol:

con n=4

Los limites de

LCs,

X
LCs;
LCs,

LCI,
LCl;

Los lfmites de

LCs,

LCS,
LCI,
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168.3
4.133

factores para el cdlculo de lineas de cartas de con-

Y puesto que se esti trabajando con datos pasados:

0.729
0
2.282

control para la carta X :

168.3 + 0.729 (4.133)

= 168.3 + 3.01
= 17131
= 168.3 - 3,01
= 165.29

control para la carta R :

2.282 (4.133)
2.43
0

n

A continuacién se desarrollan las cartas con los puntos X y R:



171
170
169
168
167
166
165
164

10
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LCS;= 171.31

) ' 10

. .
15
LCS = 9.43
=2
R = 4.13?

/.'

LCL= 0

5 10

15
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CAUSAS ASIGNABLES DE VARIACION

Cuando se tienen todos los puntos que represent.an determinada ca-
racterfstica observada dentro de los limites de control, se dice --
que el proceso estd sujeto sOlo a causas aleatorias, é&sto es que el
proceso estd bajo control. Las fonnas usuales de detectar cam-—
bios en el proceso o sea identificar causas asignables de variaci6n,

puede ser como se muestra a continuacibn.
1) Variaciones Extremas

Cuando algln punto cae fuera de los limites de control

A : LCS

media

VAN
NN -

2) -€arreras:

Estas son una concentracién de puntos a unlado de la lfnea

central
LCS

\/\/\ media

LCI
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3) Tendencias

Estan representadas por una serie de puntos en forma ascen--

dente o descendente.

FALLAS DE CONTROL

En el caso de carrefis, un criterio para detectar fallas en el con-

trol establece que existe un cambio en un paradmetro del universo:

a) Cuando 7 puntos sucesivos se encuentran a un mismo lado de
la 1lfnea central. (Esta es la llamada regla de siete, que ----
cuando &sto ocurre, se considera como un indicador de un --

cambio en la media del proceso.)

b) Cuando en 11 puntos sucesivos en la carta de control cuando

menos 10 estdn del mismo lado de la lfnea central.

c) Cuando en 14 puntos sucesivos en la carta de control cuando

menos 12 estin del mismo lado de la lfnea central.

d) Cuando en 17 puntos- sucesivos en la carta de control cuando -

menos 14 estin del mismo lado de la 1fnea central.

e) Cuando en 20 puntos sucesivos en la carta de control cuando

menos 16 estdn del mismo lado de la 1fnea central.

Adicionalmente se pueden considerar las Lineas de Precauciébn que

se encuentran colocadas a X + 2Q".

Cuando dos resultados consecutivos caen fuera de estas lineas es

necesario hacer la correcciébn necesaria al proceso.



- 135 -

REVISICN DE ESPECIFICACICNES

Una vez que se han eliminado las causas asignables de variaci6n
y que perturban al proceso, &sto es que, éste sblo se encuentra -
syjeto a causas aleatorias de variacion; conviene proceder a revi
sar su capacidad para ajustarse a las especificaciones, ésto es,

.

revisar las tolerancias y los lfmites definidos.

Conviene enfatizar y recordar que son diferentes los limites para
valores medios y los limites para valores individuales, que son -
&éstos altimos, los que se comparan con las especificaciones del -
proceso. Dicho de otra forma, los lfmites de las cartas de con-
trol estan construfdas, en principio, en base a valores medios,

de aquf que tienen que calcularse limites para valores individua--
les (pieza por pieza) y ser congruente con el concepto de especi-

ficacion.

Por definicién, los lfmites para valores individuales son mas am-
plios que los lfmites para valores medios como se aprecia y jus-

tifica a continuacion:
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-Los limites de las cartas de control para valores individuales que

dan definidos por :

):( + 3 G‘X que para el caso que el proceso esté
bajo control Q'X = q-
pero a = R
5

de donde, la especificacion superior la comparamos con :

b1

LCS,6 = + 3 R
X —35
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y la especificacién inferior con : Especificacién Proceso Observaciones
LCI = X - 3 R Superior 172 174.32 no cumple
X d
-2 Inferior 164 162.28 no cumple
Valor medio 168 168.30 descentrado
Ademas, habri que comparar el valor nominal especificado con el
Tolerancia total 8 12.04 no cumple

valor medio obtenido (5() a fin de verificar la centralizaci6n --

del proceso, asI como la tolerancia total especificada contra la --

De acuerdo con é&sto, se puede verificar que el proceso no es ca-
dispersion del proceso (LCS - LCI ).

X X paz de ajustarse a las especificaciones disefiadas y por tanto se -
Las especificaciones en el ejemplo anterior se han fijado como: -- deberd proceder a alguna de las siguientes opciones :

168 + 4, y conviene revisarlas una vez que se han eliminado las -

1) Corregir el proceso desde el punto de vista de los --
causas asignables de variacibn, para é&sto, los limites para valores

factores que intervienen en el proceso (Revisi6n de la
individuales son:

capacitacion del personal, del equipo o de la materia

X

= 168.3 y de tablas, d, = 2.059 prima).
R 4.133 :
g = d = === 2) Ampliar las especificaciones, en el caso que éste sea
2 2.059
posible, desde el punto de vista del consumidor.
LCS“ = 168.3 + 3 (4.133)
2.059 :
3) Cuando no sea posible realizar ninguna de las medidas
LCs, = 168.3 + 6.02
anteriores, dejar el proceso tal cual y proceder a ha-
LCS, = 174.32 cer una inspeccién al 100%.
LCI, = 162.28

De aquf que se tenga el siguiente cuadro resumen :

R AP S Y A O e P SRR i S e e e o R S A
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METODO PARA LA UTILIZACION DE LAS CARTAS DE CONTROL

X y R

Preparacion de las Cartas
1) Definici6bn del Objetivo de las cartas.
2) Seleccidtn de la variable.
3) Decisibn sobre el tamafio y frecuencia de los subgrupos.
4) Definici6bn de las formas de registro de datos.

5) Determinacién del método de medida.

Inicio de las cartas
1) Toma de medidas.
2) Registro de medidas y otros datos relevantes.
3) Calculo del promedio X para cada subgrupo.
4) Célculo del rango R de cada subgrupo.
5) Graficado de la carta X.

6) Graficado de la carta R.
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Determinacién de los Limites de Control

1) Decisibn sobre el nlimero necesario de subgrupos antes de

calcular. los lfmites de control.
2) Calculo de la media de los rangos R.
3) Calculo de los limites de control inferior y superior para R.
4) Célculo de )? , promedio de los valores de X.
5) Calculo de los lfmites de control superior e inferior para X.

6) Grafica de limites y lfnea central de las cartas.

Conclusiones Preliminares de las Cartas
1) Indicacion de control o fallas.

2) Relaci6n aparente entre lo que el proceso hace y lo que se

supone debe hacer.
3) Acciones sugeridas por las cartas de control.
Continuacién del Uso de las Cartas
1) Revisiébn de la linea central y limites de control para R.

2) Revisi6n de la linea central y lfmites de control para X.
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3) Uso de cartas para acci6én en el proceso.

4) Uso de las cartas para aceptacion.

5) Uso de las cartas para accién en las especificaciones.
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CARTAS DE CONTROL POR ATRIBUTOS

Las cartas por variables, independientemente de sus grandes ven-
tajas, estdn limitadas s6lo a una pequefia fracciébn de las caracte-
risticas de calidad de un producto, ademas de que esas caracterls

ticas deben ser medidas y expresadas en nGmeros.

"Existen otras caracteristicas de calidad que se pueden observar y

resumir como atributos, al sefialar un producto si es bueno o malo,

aceptable o defectuoso.

Las cartas usuales son :
Carta p : Carta de control para fraccion defectuosa.
Cartanp : Carta de control para nﬁmerd de defectuosos .

Carta ¢ : Carta de control para defectos,

CARTA p

Esta es una carta ampliamente utilizada que se aplica a caracterfs-
ticas consideradas como atributos, el articulo es bueno o es defec-
tuoso, de esta forma, si el articulo se acepta o se rechaza, se --
estdn considerando simultineamente una o varias caractersticas de

calidad.
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Se define P (Fracci6bn defectuosa), como la relacién entre el nG--
mero de articulos defectuosos encontrados en alguﬁa inspeccién y el
namero total de articulos inspeccionados. Esto es :
nimero de articulos defectuosos
P = en muestra i

namero total de artfculos inspec-
cionados en muestra i

Para el calculo de los limites de control es necesario utilizar la --
fraccibn defectuoso y para presentacién de resultados se utiliza ge-

neralmente el porcentaje de defectuosos (100 P).

Distribucién de Probabilidad

Las caracteristicas de operacion de esta carta estdn fundamentadas
en la existencia de una poblacién que tiene un cierto porcentaje de
articulos defectuosos. De dicha poblacién se extrae una muestra -
aleatoria de un tamafio n. Como se supone que la fracci6n defec
tuosa de la poblacion permanece constante, puede esperarse que --
las frecuencias relativas de varias fracciones defectuosas Ae mhes-

tras sigan la ley binomiai.

Limites de Control

El modelo matema&tico de la carta de control con los limites a K. 3

puede expresarse como sigue:
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LCSy = E (y) + 3(:['y

Linea Central y = E (y)
LCS = E - 3CT
y (y) y
donde y es la variable aleatoria considerada en estudio para la -

carta de control y E (y) es el valor esperado de la variable -

estadfstica y T y es la desviaci6bn estandar de la variable vy .

En este caso, E (y) = P°
y @ =a/n = Yapa = Vnp (1-p)
y n n

uP'(l-E')
Vn

Cuando P” no se conoce, se utiliza el valor observado P y en--

tonces los valores para la carta son :

nimero total de articulos defectuosos

P ntmero total de articulos inspeccionados
LCs = P + 3 P (1-P)

P V n
LI =P - 3 P (1-P)

De acuerdo a ésto, los llmites dependen del valor de n, y even
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tualmente el tamafio de muestra es constante pero cuando se analiza
la produccion diaria o semanal sera frecuente encontrar que el tama

fio de los subgrupos es variable. En este caso se pueden calcular -

los limites como sigue :

a) Calcular nuevos lfmites de control para cada subgrupo y -

mostrar esos llmites fluctuantes en la carta de control.

b) Estimar un tamafio de muestra promedio (m) siempre y -
cuando las diferencias entre los valores extremos de n -
(mayor tamafio de subgrupo y menor tamafio de subgrupo) -
respecto al valor promedio no excedan el 25% del tamafio -

promedio.

Esto es, seusa m si
£
N ax & 1.25 m y

i = 075w
Ejemplo

Se ha Inspeccionado al 1009 cierta ciracteristica critica de un ---
artfculo eléctrico y se desean encontrar los lmites de control con
produccibn variable y hacer una revision para continuar el uso de la

carta con sus valores revisados.

I e s
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D AT O S C AL CUWL O s
30 = LCS LCI
nlimero nGimero nGmero de fraccibn — _
de Fecha | inspeccionado articulos | defectuosa SVF (1-P). | P+3T | P -3T
Muestra n defectuosos P vn—‘

1 Nov. 6 3350 31 0.0092 0.0062 0.0207 0.0083

2 7 3354 113 0.0337 0. 0062 0.0207 0.0083

3 8 1509 28 0.0185 0.0092 0.0237 0.0053

4 9 2190 20 0.0091 0.0077 0.0222 0.0068

5 11 2678 35 0.0131 0. 0069 0.0214 0.0076

6 12 3252 68 0.0209 0. 0063 0.0208 0.0082

7 13 4641 339 0.0730 0.0053 0.0198 0.0092

8 14 3782 12 0.0032 0.0058 0.0203 0.0087

9 15 2993 3 0.0010 0.0066 0.0211 0.0079
10 16 3383 17 0.0050 0.0062 0.0207 0.0083
11 18 3694 14 0.0038 0.0059 0.0204 0.0088
12 19 3052 8 0.0026 0.0065 0.0210 0.0080
13 20 3477 27 0.0078 0. 0061 0.0206 0.0084
14 21 4051 44 0.0109 0.0056 0.0201 0.0089
15 22 3042 70 0.0230 0.0065 0.0210 0.0080
16 23 1623 12 0.0074 0.0089 0.0234 0.0056
17 25 915 9 0.0098 0.0119 0.0264 0.0026
18 26 1644 1 0.0006 0.0087 0.0232 0.0058
19 27 1572 22 0.0140 0.0090 0.0235 0.0055
20 28 1961 3 0.0015 0.0081 0.0226 0.0064
21 29 2440 3 0.0012 0.0073 0.0218 0.0072
22 30 2086 1 0.0005 0.0079 0.0224 0.0066

T ot a 1:60688 880
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Se calcula P con los datos disponibles del mes.

5 _ nimero total de defectuosos _ 880  _ 0.0145
P = l&mero total de inspeccionados ~ 60,688 :

para la desviacion estandar :

3 v PQ@-Pp = 3 v0.0145) (0.9855) = 0.3586

' para verificar el tamafio de muestra a utilizar en los 1fmites de --

control :
n = 60688  _ 2758
1.25 m = 3448
0.75 n = 2068
y de la hoja de datos :
N = 4641 > 1.25®
Nmin = 915 < 0.75#

Por lo tanto se debe trabajar con un tamafio de muestra variable.

Para cada dla, es necesario calcular su fracciébn defectuosa P), -
casi como los llmites de control correspondientes, los cuales se

grafican en porcentaje de defectuosos para una mejor comprension.

- 1u8-

p = 14§

4}

1}
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Continuacién de datos

. . 3T = LCS LCi
nGmero nimero nimero de fracciébn
de Fecha |inspeccionado | articulos | defectuosa 3\[?;(1 -P) | P,+3T | P, -3CT
Muestra n defectuosos
{n

1 Julio 2 2228 4 0.0018 0.0051 0.0116 0.0014

2 3 2087 9 0.0043 0.0053 0.0118 0.0012

3 B 2088 3 0.0014 0.0053 0.0118 0.0012

4 6 1746 2 0.0014 0.0058 0.0123 0.0007

5 7 2076 1 0. 0005 0.0053 0.0118 0.0012

6 9 2164 1 0. 0005 0.0052 0.0117 0.0013

7 10 2855 S 0.0018 0.0045 0.0110 0.0020

8 11 2560 S 0.0020 0.0048 0.0113 0.0017

9 12 2545 14 0.0055 0.0048 0.0113 0.0017
10 13 1874 1 0.0005 0.0056 0.0121 0.0009
11 14 2329 24 0.0103 0.0050 0.0115 0.0015
12 16 2744 30 0.0109 0.0046 0.0111 0.0019
13 17 2619 77 0.0294 0.0047 0.0112 0.0018
14 18 2211 5 0.0023 0.0051 0.0116 0.0014
15 19 1746 19 0.0109 0.0058 0.0123 0.0007
16 20 2628 28 0.0107 0.0047 0.0112 0.0018
17 21 2366 5 0.0021 0.0050 0.0115 0.0015
18 23 2954 23 0.0078 0.0044 0.0109 0.0021
19 24 2586 32 0.0124 0.0047 0.0112 0.0018
20 25 2790 8 0.0029 0.0046 0.0111 0.0019
21 26 2968 30 0.0101 0.0044 0.0109 0.0021
22 27 3100 13 0.0042 0.0043 0.0108 0.0022
23 28 1359 4 0.0030 0.0065 0.0130 0. 0000
24 30 3940 39 0. 0099 0.0038 0.0103 0.0027
25 31 3178 11 0.0035 0.0043 0.0108 0.0022
T ot al 61 701 393
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Cuando todos los puntos caen dentro de la banda de control, el va-

lor estandar P; se puede tomar como P.

En este ejemplo, existen muchos puntos cayendo fuera de los limi-
tes, entonces, para hacer una estimacién de la fraccion defectuosa
promedio del proceso para el futuro, conviene eliminar los dfas --
donde P cae por encima de los limites de control superior, de -
esta forma se eliminan los dfas 7, 12, 13 y 22 de junio, quedando
un total de ciefectuosos igual a 290 y un ntmero total de inspeccio-

nados igual a 46, 399.

P = 290 = 0.0063
Por tanto P m

Con &sto y otros aspectos técnicos del proceso se ha decidido supo
ner P = 0.0065 mismo con el cual se ----

calculan los limites, para los siguientes dias de julio.

La ventaja de utilizar P; es que los limites pueden ser calcula-

dos cada dIa y asI tener base para remediar de inmediato una si--

tuacion anormal, sin tener que esperar hasta que P sea conoci

da.

Para el mes de julio n = 2468
Niax = 3940
Nmin = 1359

que superan el méximo y minimos tolerados para utilizar el tamafio
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25

15

<

2 4
1
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de muestra.

Al finalizar julio es de nuevo revisada la media del proceso, la cual

es :

5 393

= BT70rT = 0.0064

que coincide practicamente con Pg

Este procedimiento de revisioén se continfia haciendo a fin de modifi-
car la media del proceso cuando éste mejore, asfmismo para consi-
derar la posibilidad de calcular los limites con un tamafio de mues-

tra constante.
Secuencia de pasos para la carta de control para fraccion defectuosa.
Preparaci6tn de la carta

1) Determinacion del prop6sito de la carta. -

2) Seleccion de la estaciébn de inspeccibn y caracteristicas de

calidad para conmtrolar.
3) Decisi6n sobre la selecci6n del subgrupo./
4) Seleccibn entre una carta p y una np.
5) Decision sobre los calculos para los limites de control.

6) Definicibn de formas para registrar y graficar los datos.




Inicio de

9]

2)

3)

4)

5)
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la carta

Registro de datos.

Calculo de la fraccién defectuosa de los subgrupos.

Calculo de P.

Calculo de los 1fmites de control.

Gréfica de puntos y limites de control.

Continuacién de la carta.

1)

2)

3)

4)

5)

Informes

D

2)

Selecci6bn de una fraccion defectuosa estandar PJ.

Calculo de limites de control.

Gréfica de puntos y lfmites.

Interpretacién de fallas de control.

Revision peritdica de P; .

y acciones basadas en las cartas de control

Acciones para mantener el proceso bajo control en un ni-

vel satisfactorio.

RevisiOn de especificaciones en relacién con la capacidad

del proceso de produccion.

3)
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Informaci6n a la administraciébn en relacion al nivel de --

calidad.
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CARTA np

Cuando el tamafio de la muestra es constante se puede utilizar --
una carta de ntmero de defectuosos llamada np. En la cual p

representa la fraccibn defectuosa y n el tamafio de la muestra.

En esta carta, la desviacién estindar del ntmero de ocurrencias
en n pruebas de un evento con una probabilidad constante de --

ocurrencia p- o sea la desviacion estandar del ntmero de de--

fectuosos es \/np‘ (1-p7), de aquf que los lfmites de --

control a 3T de una carta np sean:

p np_ + 3 Vnp (1-p°)

LCS

LC[np = np” - 3 Vnp‘(l-p‘)

y puesto que es diffcil que p~ sea conocido, la fracci6bn defec--

Py
tuosa promedio p ‘es utilizada como el mejor estimador de p°.

Conviene observar que una carta p obtenida de los mismos da--
tos tiene la misma apariencia que una carta np excepto en los

datos de la escala vertical.

Cuando el tamafio de la muestra es constante, se puede preferir -
la carta np a la p primero, porque se realizan menos calcu-
los por cada subgrupo y segundo, porque algunas personas la pue

den entender méis facilmente.
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En resumen, para obtener una carta npP se necesita calcular:

a5 = Total de piezas defectuosas
P Total de muestras inspeccionadas

lo cual constituye la 1lfnea central

El limite de control superior :

El lfmite de control inferior :

LCSnﬁ = np + 3 V np (1-p)

LCI- = np - 3 np (1-p)
- P

la grafica tiene como ejes, la secuencia de subgrupos en el hori--
zontal y el n@imero de piezas defectuosas-en el vertical. Su con--
formaci6n se realiza anotando_el ntmero de piezas defectuosas co-

rrespondiente a cada subgrupo respetando su ordenamiento.
Ejemplo

Los siguientes datos representan el ntimero de transistores defec—

tuosos producidos en una producciéon diaria de 2 800 unidades.
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150 LC$,’-, = 145.83
Piezas i
Drla- Defectuosas Una carta de control de calidad apro
1 110 piada es la np puesto que la pro-- 140
2 117 duccién diaria es constante.
130 1
3 112
Célculos : —
4 105 : 120 b np = 114.6
- 130 — _ Total de piezas defectuosas VA e
2 ™ = Total de muestras inspeccionadas /
6 120 Hor
np = llloﬁ = 114.6
7 119 _ 100 }
8 113 Limites de Control :
9 115 . or LCl, =  83.67
np + 3 Vnﬁ (1-p)
10 105 80
P o= 5l = 0.0
o 5 10 —
LCS _ = 114.6 + 3 V 114.6 (0.954)
np
Conclusion : El proceso estad bajo control.
= 114.6 + 3 109.33
114.6 + 3 (10.41)
R
LCS _ = 145.83
np
La _ = 83.67
np
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CARTA DE CONTROL PARA DEFECTOS (Carta C)

Se considera que un artfculo es defectuoso cuando alguna de sus -
caracteristicas no cumple con su especificacién correspondiente, -
Esto es, cuando tiene uno o méis defectos. \ La Carta C es una

—_—
carta de defectos por unidad.

Una vez que se examina la unidad y se encuentra el nfimero de --

defectos, se tienen los datos para construir esta carta.

Dado que en cada unidad existen muchas oportunidades para que --
ocurran defectos y la probabilidad de ocurrencia de un defecto en
un artlfculo particular es peﬁueﬁa, 1a teorfa estadfstica para la ---

Carta C estd basada en la distribucién de Poisson.

De acuerdo con esta distribucién, c¢° es nGmero medio de defec-

tos por unidad y la desviaci6n estindar de esta variable aleatoria

es uc’

Dado que c¢” , wusualmente no se conoce, se estima de los datos

pasados por medio de  C .

Linea central :' & = Nfimero total de defectos

NGmero total de unidades inspeccionadas

[¢]

Limites : LCs, = c + 3 VE

-3z

ol

LCI =
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Puesto que la distribuci6én de Poisson no es simétrica, los lfmites
superior e inferior a 3@ no corresponden a probabilidades -
iguales de un punto sobre la carta cayendo fuera de los lfmites de

control, por lo que a veces se prefiere trabajar con lfmites defi--

. nidos por cierto nivel de significancia.

Ejemplo

Como parte de un programa de mejoramiento de calidad, un pro--
ductor textil ha decidido iniciar una carta ¢ para evaluar el nt-
mero de imperfecciones encontrado en cada lote de telas inspeccio

nado.

Los datos de 20 lotes se han registrado en la siguiente tabla., De

estos datos calcular los limites de control a 3.@.

Revisar los limites para utilizarse en el siguiente perfodo de ope-

racién.
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Lote de Nimero de Carta de Control :
Telas Imperfecciones '
1 14 Linea central : - /I 4+ LCS_= 15.56
2 5 — _ Namero total de imperfecciones 15§ L
¢ Ntmero total de lotes °
3 10
4 19 c = 148 7.4 ]
20 10 c
5 0 ] c = 7.4
]
6 6 Limites de control : \/ \
5
7 2 LCC=E+3V%—=7.4+3V7.4
8 9 1 LCl
LCS = 15.56 N
9 8 c
10 7 LCI = O
c
11 3
Se observa que las imperfecciones de los lotes 4 y 14 salen del -
12 12 *
limite superior. Una vez que se investigan las causas asignables
13 1
de variaci6n, éstos lotes se eliminan con el fin de definir la 1fnea
14 22
central y lfmites de los perfodos subsecuentes.
15 1
Total de imperfecciones, eliminando los lotes 4 y 14 :
16 7
17 1 148 - 19 - 22 = 107
18 S - 107
Nueva Linea central : ¢ = I8 = 5.94
19 12
20 4 Nuevos Limites : LCSc = 5.94+ 31)5.94 = 13.25
LCl, = 5.94 - 3 V5.94 =0




- 163 -

CARTA C MODIFICADA

Con frecuencia se presentan situaciones en las que existen varia-
ciones en el 4drea de oportunidad para un defecto, a diferencia de
la- inspeccién sobre el ntmero de defectos en una unidad o un sub
grupo de cierto tamafio considerado como unidad, en donde las --
unidades son iguales en tamafio, asf como la probabilidad de en--

contrar un defecto.

. Cuando por alguna razén hay un cambio en el &rea de oportunidad

fg

de ocurrencia de un defecto de un subgrupo a otro subgrupo la --
carta ¢ convencional no es satisfactoria dado que si se grafica

el total de defectos observados en cada subgrupo, la lfnea central
y los lfmites de la carta cambiarfan de un subgrupo a otro, lo --

cual causarfa confusi6n.

Para superar esta situacién se procede como sigue:

Linea central

G = & . namero total de defectos

n ntmero total de unidades Inspeccionadas

Los lfmites de control varfan de acuerdo con el tamafio del sub--

grupo, quedando como sigue:

v__
VT‘

=

LCS = O + 3

=

w
c

La = U -

5
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Ejemplo

Una empresa textil inspeccion6 6 lotes de cierto tipo de tela y

se registr6 el nimero de defectos encontrado.

Se desea contruir una carta de control que muestre en forma apro

piada los defectos encontrados por cada 100 mts.2

Datos
Metros, Cuadrados
Lote inspeccionados nGmero de defectos
1 200 S
2 250 7
3 100 3
4 90 2
S 120 4
6 80 ' 1
2
Si se considera la unidad igual a 100 mts:
Se tiene :
nGmero de defectos = 22
nmero de metros cuadrados inspeccionados = 840
por lo que el nfimero de unidades inspeccionadas es % =
De aquf que :
- 22 -
U = g4 = 262

8.4
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Como se observa, el nGmero de unidades inspeccionado varia de lote

a lote por lo que se calculan lfmites para cada uno de los lotes

Unidades NGmero de —
Lote inspeccionadas defectos por 3V U/n LCS LCI
(n) Unidad _
1 2.0 I 2.5 3.43 6.05 0
2 2.5 2.8 3.07 5.69 0
3 1.0 3.0 4.86 7.48 0
4 0.9 2.2 5.12 7.74 0
S 1.2 3.3 4.43 7.05 0
0.8 1.3 5.43 8.05 0
Carta de Control :
&
1 U = 2.62
o— \O/
1 2 3 4 5 6

-+
e

-
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CARTAS CUSUM (Cumulative Sum)

Las cartas de control vistas anteriormente son una valiosa ayuda
para detectar cambios en el comportamiento del proceso. Sin --
embargo, no son suficientemente sensibles en pequefios cambios -
en la media del proceso que seguido se confunde debido a la va--
riaciébn residual. Esto tiene su origen en que cada observaci6n -
es comparada independiente con los limites de control, por lo -
que serfa més sensible combinar resultados sucesivos de alguna

manera (como en la regla de siete), de aqul que esos cambios en

la media del proceso sean méas ficiles de detectar con la ayuda

de las cartas CASUM.
En este tipo de cartas la notaci6n utilizada es :

Xp ¢ Variable del proceso o caracterfstica de calidad el -

tiempo p.
T : Valor meta (media).

En el tiempo T la suma acumulativa de las desviaciones respec

toa T estd dado por :

- s = ) x, - T

Pt

La carta casum se obtiene al graficar contra el tiempo los valo-

res de St
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LCs La pendiente de la linea que va de S a S, mide la -
° diferencia media desde T de X a X_.
m + 1 n',
. . . ot . T Carta X
° * La media localizada del procesc X_L es
LCI n
RN N R NP _ Z X
X =
L . n-m
L=m+
° Y 4 : n
S Carta S Z
° t = T + .Lg"'lCl (X. - T)
. n - m

= T + Cambio en cusum
Ntmero de Observaciones

La obtencién de los puntos de S_ es :

XL = T + K (pendiente)
S1 = X1 - T
donde K es una constante que depende de las escalas escogidas --
SZ=(X1-T) + Xy - D
para la carta CUSUM.
= S1 + (X2 T)
DETECCION DE CAMBIOS
y en general :
Técnica de Mascarilla
S = .1 t X - D

Esta técnica implica utilizar una mascarilla en forma de V que
se puede inferir que -

se coloca a una distancia d adelante de la Gltima observacion; -
La media del proceso depende de la pendiente de la grafica esta mascarilla tiene un 4ngulo en la V igual a ©,

CUSUM en donde -
Cuando todas las observaciones caen dentro de la mascarilla se su-
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pone que el proceso se encuentra bajo contiol. Si alguna cae fue-
ra, entonces puede concluirse que existe un cambio en los parime-

« -
tros del proceso.

Ultima observaci6bn

La seleccion de d y © determina el funcionamiento de la carta

CUSUM, de aquf que esos valores dependan de la escala utilizada.

Algunas reglas basadas en experiencia industrial especifican que -
se defina un factor de escala W como la escala verticla por in-

tervalo horizontal.

Se supone que se conoce o puede ser estimada de experiencia pa--

sada la desviacion estandar de ia media de la muestra I .
X

Se sugiere que este factor de escala W, caiga en un rango de --

1T - a 2<T°, de preferencia 2T -~ . Se recomienda - -
X X X
como escala horizontal un intervalo de 2.5 mm., de aquf que la
escala vertical serfa 2.5 mm. = 2 T~ redondeando para obte-
X

ner intervalos razonables.
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Por ejemplo si T~ = 1.6 vy el intervalo horizontal es 2.5 mm.,
X

entonces, la escala vertical serfa 2.5 mm. = 3.2 unidades, lo

cual para efectos précticos pudiera redondearse a 2.5 mm. = 3 -

unidades o-sea un factor de escala W = ( %‘ )T~ =1.9 a .
: X X

Es importante que un buen procedimiento sea tal que pase un largo -
tiempo antes que indique la necesidad de un ajuste cuando el proceso
estd bajo control y pase poco tiempo para indicar que el proceso ---
esta fuera de control. La medida de esta velocidad es la longitud -
media de carrera (ARL) que existe antes que la carta indique una
falla de control. Para las cartas de control Shewhart, la longitud -

media de carrera es
ARL = 1/P

donde p es la probabilidad de que un punto caiga fuera de los 1imi--

tes de control.
En el caso de los limites a 3T, p = 0.0027 y ARL = 370.

Considerando una longitud media, los planes recomendables para es-

coger los parametros € y d son:

Tan ©6 = 0.5 O~ /W y
X

d = 10 intervalos horizontales o una distancia medida en

términos de la escala vertical igual a 10 W.
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De aquf que con un factor de escala W = 2 Cl"_g‘(_
Se tiene :
© = arc tan 0.25 = 14°
y d = 10 intervalos horizontales o una distancia, medida -

en términos de la escala vertical, igual a 20T ~ .
X

El valor de ARL para este procedimiento es aproximadamente --
500 cuando el proceso estid bajo control mientras que este valor --

para las cartas de control Shewhart es 370.

Una carta CUSUM cuyo ARL es 370 cuando el proceso estd ---

bajo control estd dada por :
tan 6 = 0.5 T~ /Wy
X

d = 9.4 .intervalos horizontales o una distancia en términos

de la escala vertical igual a 9.4 W,
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DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRAS E
INTERVALO ENTRE MUESTRAS

Asi como la separaciébn entre los limites de control ha sido hasta-
fechas muy recientes una decisiébn de caricter emplrico, lo mismo
ha ocurrido con la selecci6én del tamafio de muestra y con el espa--

ciamiento entre la toma de las muestras.

En el caso de las cartas de control para variables, diversos autores
a partir de Shewhart han recomendado como ideal la utilizacién de -
un tamafio de muestra igual de 4 6 5; con subgrupos més grandes -
(10 6 20) la carta de control se hace méis sensible a pequefias varia

ciones.

Cuando se utilizan cartas por atributos, la produccién no es contfnua
y la inspecci6n forma parte integral-del proceso de producci6n, a -
cada orden de producci6n se le puede considerar como un subgrupo.
En cualquier caso, un tamafio de muestra racional seri aquel que -
permita mostrar las variaciones importantes de un proceso por cau_
sas no aleatorias; ademds, los subgrupos racionales deben seleccio
narse de forma tal que se minimice la oportunidad de variaci6én den

tro de cualquier subgrupo.

En cuanto a la frecuencia en la forma de las muestras, no existen -

reglas generales. Todo depende del caso particular, una vez toma-—
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dos en cuenta los objetivos de la carta asl como los costos y bene-

ficios esperados.

En relaci6n con el nimero de muestras necesarias antes de calcu--
lar los limites de control, se recomienda que estén basados cuando
menos en 25 subgrupos, puesto que, los primeros obtenidos, cuando
se inician las cartas de control, con frecuencia no son representati

vos de una situacién estable.
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USO OPTIMO DE CARTAS DE CONTROL

El uso de las cartas de control ha tenido amplia difusi6n y apli--
cacion en fechas recientes, su método de aplicacibn generalmente

se encuentra apoyado en un conjunto de reglas practicas que en la

.mayorfa de los casos permiten obtener resultados satisfactorios.

Sin embargo, es preciso utilizar métodos de trabajo diferentes --

cuando los costos tienen que tomarse en cuenta.

La universal adopci6n, por la industria, de los lfmites de control
de 3T, se ha considerado como un resultado de la experiencia, -
que permite lograr un balance econbmico satisfactorio entre los —
dos tipos de error. Al respecto, también es resultado de la expe
riencia la decisi6bn sobre la seleccién de un tamafio de muestra --

especifico y sobre la frecuencia en la toma de las muestras.

Diversos trabajos se han realizado en torno a este tema, que se -
identifican genéricamente con el titulo de DISENO ECONOMICO DE
CARTAS DE CONTROL; se pueden mencionar técnicas de optimiza-

cién para cartas X, X y R conjuntas, multivariadas, p, np

y cusum.

Tomando como referencia el método de Ladany S.P. para cartas P,
define un intervalo como el tiempo entre reajustes de una méquina

para mantener su produccién en un estado bajo control.
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El comportamiento de un proceso, que contemple la relacion ante

causas asignables, deteccibn y correccion, conjuntamente con los

niveles del proceso se indica en la grafica anexa.

Los costos asociados con la utilizacién de esta carta de control -

tienen cuatro diferentes componentes:

D:

Una polftica

costos.

Costo de muestreo

Costo de tener una tasa mayor de productos defec--
tuosos cuando el proceso sale de control y no se --
detecta.

Costo de una indicaci6n falsa de que el proceso sale
de control.

Costo de reajustar los cambios detectados.

6ptima serd aquella que minimice la suma de esos --

Las variables de decision que intervienen en este problema son:

a)
b)

c)

tamafio de muestra (n)

frecuencia de muestreo (f)

Distancia de los limites de control de la media del --
proceso expresada en términos de desviaciones estin-

dar (k)

Existen ademés, tres variables que caen dentro del dominio de los
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juicios de valor y que son decididos por la administracién o bien --

que dependen de las caracterfsticas de la producci6n:

a) fraccion defectuosa media (p)

b) cambio repentino en la fraccion defectuosa del proceso -
que debe ser detectado (d)

c) probabilidad de detectar un cambio repentino en la frac-

cibn defectuosa del proceso que ocurra en el intervalo -

®y)

El modelo estd basado en el concepto de un costo total en un inter-

valo fijo de tiempo:

Costo total durante = Costo de muestreo + Costo de no detectar +
el intervalo (CT) . en el intervalo (A) un cambio especifica-
do en el proceso cuan

do ocurre un cambio

(B)
+ Costo de una indicaci6n + Costo de reajustar los
falsa cuando un cambio cambios detectados (D)

en el proceso no ocurre (C)

O sea :

CT = A+B+C+D
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CONCEPTOS DE INSPECCION POR MUESTREO

La inspeccién por muestreo, se puede clasificar como sigue:

a). Inspeccién por muestreo lote por lote

b). Inspeccién por muestrec- continuo

En el primer caso, una vez que los articulos se agru --
pan en lotes, se obtiene una muestra de un lote y se --

acepta o se rechaza ese lote en base a su calidad.

En la inspeccién por muestreo continuo, los resultados -
de la inspeccién realizada se utilizan para determinar si
se efectGa inspeccién total o inspeccién por muestreo en

los siguientes articulos por inspeccionar.

Los planes de muestreo también se han clasificado de acuerdo-

con las caracteristicas de calidad que se estdn considerando:

a). Inspeccién para variables

b). Inspeccién para atributos

Segiin se trate, de caracteristicas de calidad expresadas numé -
ricamente o que los articulos sean clasificados en defectuosos -

o no defectuosos.
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La alternativa a la inspéeccién por muestreo, es la revisién de

cada articulo, o sea, la inspecci6én al 100 por ciento.

El costo de este método puede ser prohibitivo y en ocasiones -
no es posible de llevarse a efecto. Por otro lado, la perfeccién
en calidad, rara vez es alcanzada.

>
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INSPECCION PARA ATRIBUTOS

En un proceso de produccién, inevitablemente se producen arti
culos defectuosos. Con frecuencia los articulos son abastecidos
al consumidor en lotes, que pueden ser examinados por el fa--
bricante antes del embarque o por el consumidor antes de su -

aceptacion.

La inspeccién, generalmente, consiste en la obtencién de una -

muestra de cada lote para después, decidir en base a la eviden

cia mostrada por la muestra, si se acepta o se rechaza el lote.

Inspeccion
Productor de t Consumidor

muestra

‘ Rechazo )

En un esquema de muestren llamado simple, se toma una sola

muestra y el lote se acepta cuando no hay mds de un cierto nd

mero de articulos defectuosos.

Por ejemplo: Se puede tomar una muestra de tamaiio 100 de -

cada lote y aceptar el lote cuando existe, cuando mucho, sélo -
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un articulo defectuoso. En caso contratio, se rechaza el lote.
Cuando un lote es rechazado en un plan de muestreo, puede - -
ser devuelto al fabricante; se puede comprar a bajo precio o -

puede ser destruido.

También los lotes rechazados pueden sujetarse a una inspeccidn
del 100 por ciento para reemplazar todos los articulos defectuo’

sos por articulos buenos.

Un plan de muestreo de este tipo se le llama "rectificante".

. Curva caracteristica de operacion:

En el caso de un método de muestreo por atributos, el-
funcionamiento de un plan de muestreo se puede descri -

bir por la curva caracteristica de operacién o curva OC.

Si se llama p a la fraccién defectuosa en un lote, - -
cuando el valor de p es muy pequefio, es muy proba -
ble que el lote sea aceptado; en caso contrario, cuando-
p es grande, el lote tiene muchas probabilidades de ser

rechazado.

La curva OC es una grafica de la probabilidad de acep -

tar un lote contra el valor de la fraccién defectuosa p.



Probabilidad de
aceptar un lote

#

o
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De acuerdo a ésto cuando p = 0, no existen defectuosos
en el lote y habrd certeza de gue serd aceptado, o sea,

p (aceptar el lote) = 1.

Por otro lado, cuando p = 1, o sea, que todos los artf -
culos son defectuosos, habrd certeza de que el lote ser4

rechazado. P (aceptar el lote) = 0.

3 Riesgo del productor a Pl (x)

Riesgo del consu -

et - - < - midor a b, (8)
| 100 P AN 2 ¢
o 1 2 N 100
o Nivel acepta Porcentaje de % fraccién -
ble de cali” defectuosos - defectuosa
dad ~  tolerados en
el lote. -
(AQL) (LTPD)
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El disefio de un plan de muestreo implica que los lotes-
de buena calidad se acepten la mayoria de las ocasiones,
asi como que los lotes de mala calidad se detecten y se

rechacen la mayoria de las veces.

El productor y el consumidor deberian decidir conjunta -
mente un plan que sea aceptable para ambos, para lo --
cual el consumidor deberd especificar el nivel de calidad

que le gustaria obtener del productor.

De acuerdo a ésto, se ha definido NIVEL ACEPTABLE -
DE CALIDAD (AQL por Aceptable Quality Level) como -
el madximo porcentaje de articulos defectuosos aceptables

al consumidor (py).

La probabilidad que un buen lote sea rechazado, es el -

riesgo del productor y estd cuantificado por o{ .

El consumidor también decide sobre un nivet de calidad-
que es inaceptable. La proporcién de articulos defectuo
sos en un lote que se considera malo, se le denota co -
mo p, y su porcentaje 100 p2 es el PORCENTAJE -
DE DEFECTUOSOS TOLERADOS EN EL LOTE (LTPD -

por Lot Tolerance Percent Defective).
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Estos lotes serian rechazados con inspeccién 100%. los puntos necesarios para encontrar un método de muestreo --

. cuya curva OC contenga esos conceptos.
La probabilidad de que un lote malo sea acepiado, se le y & P

llama riesgo del consumidor y se le indica como ?
Con frecuencia este valor se le toma como 10%.

De acuerdo con la curva OC, los valores de. p por encima de
p,, son inaceptables por lo que el productor deberd procurar -
que su programa de control de calidad mantenga a p por de -

bajo de py.

Cuando la fraccién defectuosa se incrementa de P; 2 Py exis
ten més probabilidades de-rechazar los lotes, lo cual va a afec

tar econdmicamente al productor.

En la prdctica, es usual diseﬁar un plan de muestreo para va -
lores dados de Py, p2 y p Por ejemplo: el consumidor pue
de especificar que el producto lo reciba con un 2% de defectuo

so o menos, y un riesgo del 10%.

También puede especificar que, aquellos lotes que contengan --
mds del 8% de articulos defectuosos, serdn inacep:ables, si ade
més se fija un riesgp del productor del 5%; se tiene P, = 0.02,

o = 0.05, P, = 0.08 y @ = 0.10, con lo cual se cuenta con-
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PLANES DE MUESTREO DODGE -ROMIG

Una de las mds importantes contribuciones a .los métodos de --
inspeccién por muestreo, fué realizada por Dodge y Romig al -
considerar que, puede reemplazar cualquier lote rechazado por
un método de muestreo, sujetarse a una inspeccién al 100% y -
rectificarse, ésto es, los articulos defectuosos por articulos --

buenos.

En los métodos de Dodge y Romig se refleja el papel del pro -
ductor y del consumidor en su relacion con los costos de ins--
peccién incluyéndose el costo del muestreo y el costo de revi -

sar lotes rechazados.

Utilizadas adecuadamente, las tablas Dodge-Romig proporcionan

planes que minimizan la cantidad esperada de inspeccion.

El qonsumidor recibird dos tipos de lotes, el primer tipo po --
dra contener algunos articulds defectuosos, aunque el lote se -
haya aceptado en la inspeccién por muestreo. El segundo tipo
de lote no contendrd defectuosos puesto que se ha inspeccionado
al 100% y se ha rectificado. De esos dos tipos de lotes se - -

puede calculér la calidad final promedio (AOQ por Average Out

going Quality), que es la proporcién promedio de defectuosos -
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recibidos por el consumidor.

p es la fraccién de defectuosos en un lote antes de la inspec --

cién por muestreo.

Cuando p = 0, obviamente AOQ=0; cuando p = 1, todos los lo--
tes se sujetardn a una inspeccién al 100% y se rectificardn pa-

ra tener un AOQ=0.

Entre esos dos valores, el AOQ tendrd un miximo que se lama

Limite de la Calidad Final Promedio (AOQL por Average Out -

going Quality Limit).

Calidad final
promedio : :
AOQ Curva AOQ

Sin inspeccién

AOQL = Max AOQ

0.5p = -==-

rechazados

]
|
1
|
| |se revisan los lotes
|
]
1

Curva AOQ cuando

0.5
Porcentaje de defectuosos en lotes
recibidos
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La ventaja del esquema rectificante es que el. consumidor sabe
que el AOQ debe ser menor que el AOQL no importando la pro

porcion de defectuosos que tiene el productor.

Las tablas de Dodge - Romig se presentan en dos formas, en -
ambas es necesario especificar la calidad promedio del material

producido en el proceso (Promedio del Proceso).

Si este porcentaje de defectuosos promedio del proceso estd cer
ca de un nivel de calidad inaceptable, entonces serd necesario-
enfatizar el muestreo; por otro lado, si es relativamente bajo,

entonces se requerirdn muestras mis pequefias.

Este porcentaje de defectuosos se puede estimar de registros -

pasados: Ntmero total de defectuosos X 100
Namero total de articulos inspeccionados

Una de las formas de clasificacién de las tablas Dodge - Romig

es de acuerdo al porcentaje de defectuosos tolerados en el lote

(LTPD). Como se mencioné, el LTPD se refiere a aquella ca-
lidad arriba de la cual existe poca probabilidad de que un lote-

sea aceptado.

Un consumidor que revise lotes de un proceso en el valor igual
o mayor al LTPD, tiene poca probabilidad de aceptar tales lo -

tes. Sin embargo, con este tipo de clasificacién no se especi-
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fica la proteccion que tiene un productor contra el rechazo de -
-

lotes con mejor calidad que la definida al nivel del LTPD.

La otra forma de clasificacién de las rtablas Dodge - Romig, -

es siguiendo:

El Limite de la calidad final promedio (AOQL), que es el limi

te superior de la calidad que se puede esperar en el largo pla
zo cuando todos los lotes rechazados se sujetan a una inspec --
cién al 100% y se reemplazan los articulos defectuosos por ar-

ticulos buenos.

- Tablas LTPD con muestreo simple (Tabla No. 1)

Los planes de muestreo permiten encontrar el tamafio -
de la muestra (n) que se debe inspeccionar y el namero
de aceptacién (c), que es el maximo nimero de defectuo

Sos para permitir la aceptacién de un lote.

Para conocer n y c, se pueden escoger 6 planes a par -
tir de un tamaifio de lote. EI plan se selecciona a par-
tir de especificar el riesgo del consumidor, el valor del

LTPD y el promedio del proceso.

En la tabla se selecciona la columna encabezada por un

rango de posibles promedios del proceso (porcentaje pro
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medio de defectuosos).

En cada plan se asocia el AOQL correspondiente.

Cuando no existen datos para estimar el promedio del -
proceso, el plan se deberd seleccionar a partir de la --
columna derecha de la tabla, ésto dard a los lotes bue -

nos una mejor oportunidad de aceptacién.

Tablas LTPD con muestreo doble (Tabla No. 2)

Estas tablas presentan las mismas caracteristicas de --

las tablas anteriores.

En el muestreo doble, la primera muestra que se toma,
siempre es menor que la correspondiente en el muestreo
simple, pero cuando se necesita tomar una segunda mues
tra, el tamafio combinado excede el tamafio de muestra-

encontrado en el muestreo simple.

Por lo general, la cantidad de muestreo es menor en el
plan de muestreo doble, dado que la segunda muestra no

siempre se toma, dependiendo de la calidad observada.

Tablas AOQL de muestreo simple (Tabla No. 3)

Los planes se han desarrollado de acuerdo con diferen -
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tes valores de AOQL.

Todos los planes de muestreo presentan el mismo AOQL,
suponiendo que se corrigen todos los lotes rechazados, -
ademds se acompaiia la tabla de valores del LTPD para

cada plan.

Para cada tamafio de lote existen seis planes. EI plan -
se selecciona a partir de la columna encabezada por un

rango de los posibles promedios del proceso.

Tablas AOQL de muestreo doble (Tabla No. 4)

Estos planes se presentan de acuerdo con valores de - -
AOQL iguales que en los planes de muestreo sencillo, y
las tablas tienen las mismas caracteristicas que las.an-

teriores, excepto que se utiliza el muestreo doble.
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MUESTREO SIMPLE

Se extrae muestra -
aleatoria n del

lote N

l

|

menor o igual
que el nimero
de aceptaciéon-

()

Se acepta el
lote N

|

. . !
Se inspecciona
la muestra n

ndmero de defectuo
sos en la mues-

mayor que el
nimero de -
aceptacién (c)

Se rechaza el

lote N
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MUESTREO DOBLE

— ——-

Se extrae muestra alea-
toria ny del lote N

Se inspecciona la mues-

Mayor que el nimero
de aceptacion ( Cy ).

Se extrae muestra aleato
ria ny del lote N

Se inspecciona la muestra

n2 )
i _
JEs el =
- ndmero de . defectuosos:
Menor o igual‘\' _en las dos mues
que el nimero
de aceptacién- N
(C,)

(Cy)
!Se acepta el

j loteN

—

tra n;
LEs el™

nimero de defec

~._ tuosos en -
Menor o igual ~._ ny? “Menor o igual -
que el ndmero o que C2y mayor
de aceptacién- que Cj,

(Cy)

S
N —*" Mayor que -
- tras (npng?.~
\r ‘s( 2? el nimero de
~ aceptacion -

R SR
H i
' Se rechaza el|

lote N |
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Example of Dodge-Romig Double Sampling Lot Tolerance Tables! Tabla 2
(Lot tol percent defective = 4.0%; c ’s risk = 0.10)
Process Average Process Average Process Average
- 199 - 01t00.04% 0.05 to 0.40% 0.41 t0 0.80%;
Lot Size Trial 1 Trial2  aoq| Triall Taal2  poqu| Trall Trial 2 AOQL
mo e mmtmer M%a o mpomAnme M™% a e mpomtnme %
1-35 Al 0 — - — 0 All 0 —_ - — 0 Al 0 —_ — =0
36-50 4 0 — - — 035 ¥4 0 — — — 035 34 0 — — — 035
51-75 40 0 — - — 043 490 0 — — — 043 40 0o — - — 043
76-100 0 0 25 s 1 0.46 50 o0 25 75 1 046 0 0 25 s 1 046
101-150 55 0 30 8s 1 0.55 55 o 30 8 1 0.55 s 0 30 8 1 0.55
Example of Dodge-Romig Single Sampling Lot Tolerance Tables! 151-200 6 0 30 % 1 0.64 60 O 30 9 1 064 6 0 30 S0 1 064
(Lot tolerance percent defective = 4.09;; consumer’s risk = 0.10) 201-300 0 0 35 95 1 070 | 60 o0 35 9 1 070 60 0 65 125 2 075
P; A e | Process Average | Process Average Process Average | Process Average | Process Average st 65 0 3100 1 on 63 0 35 100 1 ont 65 0 6 1% 2 0%
Tocess Averag N b ‘ 401-500 . 6 0o 7 s X 65 0 70 135 2 083
0100.04% 0.05 10 0.40% 0.41 t0 0.80% 0.81 to 1.20% 1.21.10 1.60% 1.61 t0 2.00% 6 0 40 105 1 073 | 65 0 1B5 2 08 s
Lot Size - 501-600 65 0 40 105 1 0.74 6 O 75 140 2 085 6 0 100 165 3 0.93
¢ AOQL n ¢ AOQL n e AOQL n ; AOQL n ¢ AOQL n ¢ AOQ! 601-800 65 [ 40 105 1 0.75 65 0 75 140 2 087 6s 0 110 175 3 0.97
% % % % % % 801-1,000 70 0 40 110 1 076 |70 0 75 145 2 050 7 0 105 175 3 098
T s Al 0 0 Al 0 o Al 0 O Al 0 0 Al 0 O Al 0 0O 1,001-2,000 70 0 40 110 1 078 [ 70 O 8 150 2 094 | 70 0 145 215 4 11
2,001-3,000 7 0 8 150 2 095 7 O 115 18 3 L1 7 O 18 250 S 12
36-50 334 0 035 34 0 035 34 0 03 34 0 035 34 0 035 34 0 035 3,001-4,000 70 0 80 150 2 0.96 70 0 115 185 3 1.1 10 1 175 285 . 6 13
51-100 4 0 047 4 0 047 4 0 047 4 o0 o4 4 0 047 4 0 o047
101-200 SO 0 055 | SO O 0S5| 50 O 055 |50 O 055 | SO O 055 | SO O 055 4,001-5,000 7 0 8 150 2 097 |70 0 M5 18 3 LI s 1 170 285 6 13
5,001-7,000 7 0 8 150 2 0.98 7 0 115 18 3 11 115 1+ 205 32 7 14
201-300 55 0 057 55 0 057 8 1 0.71 8s 1 on 85 1 o0m 85 1 on 7.001-10,000 098 70 0 150 220 4 2
301-400 55 0 058 55 0 058 9 1 0.72 120 2 080 120 2 080 145 3 086 g g 10 ° 8150 2 . 12 s 1 05 3207 14
401-500 55 0 060 | S5 0 060 9% 1 077 [120 2 087 [150 3 091 |150 3 091 ;gﬁ:-?sg-g 2 g zg ig : 3‘3 ;g g llg Zzg : ii ]1:; : ?1(5) g:g : :;
501-600 S 0 061 | 95 1 076|125 2 087 |125 2 087 [155 3 093 [18 4 095 50001100000 | 0 © 80 150 2 09 | %0 o 185 25 3| A
601-800 S 0 062 | 9 1 078|125 2 093 |160 3 097 [ 190 4 10 [220 S5 10 »001-100 - s s 13 s 1 30 as 10 17
801-1,000 55 0 063 9 1 080 { 130 2 092 |165 3 098 | 220 5 11 255 6 11
11,001-2,000 55 0 065 9 1 084 | 165 3 1.1 195 4 12 255 6 13 315 8 14
2,001-3,000 95 1 08 [130 2 1.0 165 3 11 230 5 13 320 8 14 405 11 1.6
3,001-4,000 95 1 08 |[130 2 10 195 4 12 260 6 14 350 9 15 465 13 1.6 _
4,001-5,000 9 1 087 {130 2 10 195 4 12 2 7 14 380 10 1.6 520 15 1.7
$5,001-7,600 95 1 087 {130 2 10 20 4 12 2 7 1S5 410 11 17 515 17 L9
7,001-10.000 95 1 0.8 130 2 11 230 5 14 325 8 15 440 12 1.7 645 19 19
10001-20000 | 95 1 08 |165 3 12 | 265 6 14 (355 9 16 [500 14 18 |70 2 20 (continued). Example of Dodge-Romig Double Sampling Lot Tolerance Tables .
om0 55 1 om |20 4 13 |25 3 16 |0 1 s |a0 13 zo |5 » 22 Proces Averge Proces Aversgn Process Adertes
4 et . - . . - . 0.81 t0 1.20% 121 to 1.60% 1.61 t0 2.00%
! From H. ¥, Lodge and H. Romig, Sampling Inspection Tables, 2nd ed., John Wiley & Sons, Inc., New York, 1959. Reprinted by per- Lot Size Trial 1 Trial 2 Trial 1 Trial 2 Trial 1 Trial 2
mission of John Wiley & Sons, Inc. o s AO?L -A,O?l' AO?L
moct momAmc M% o e momAml B | 4 oo omomtm o in %
1-35 AR o0 — - — 0 Al 0 — - — 0 Al 0 — - — 0
356-50 4 0 — — — 03s 4 0 — —-—  — 035 4 0 — - — 035
51-75 49 0 — — — 043 9 0 — — 043 9 0 — = 043
76-100 0 0 25 5 1 046 0 0 25 75 1 046 50 0 25 75 1 046
Tabla 1 101-150 55 0 30 8s 1 055 55 0 30 8s 1 055 s 0 30 8s 1 0S5
151-200 60 0 55 115 2 068 60 0 55 115 2 068 6 0 s5 115 2 068
201-300 6 0 65 125 2 075 60 0 9% 150 3 084 60 o0 %0 150 3 084
301-400 65 0 95 160 3 086 65 0 95 160 3 o086 65 0 120 185 4 092
401-500 65 0 100 165 3092 65 0 130 195 4 096 105 1 140 245 6 10
501-600 65 0 135 200 4 10 105 1 145 250 6 L1 105 1 175 280 7 141
601-800 65 0 140 205 4 10 105 1 185 290 7 12 105 1 210 315 8 12
801-1,000 110 1 155 265 6 12 110 1 210 320 38 12 145 2 230 375 10 13
1,001-2000 | 110 1 195 305 7 13 [ 150 2 240 3% 10 15 |18 3 295 4715 13 16
2,001-3,000 110 -1 260 370 9 14 185 3 305 4% 13 1.6 220 4 410 630 18 17
3,001-4,000 150 2 255 405 10 15 185 3 340 525 14 16 | 285 6 465 750 22 1.8
4,001-5,000 150 2 285 435 11 16 185 3 395 s80 16 17 285 6 520 805 24 19
5,001-7,000 150 2 320 470 12 1.6 185 3 435 620 17 17 320 7 58 905 27 20
7,001--10,000 150 2 325 475 12 17 220 4 460 680 19 19 320 7 645 965 29 21
10,001-20,000 150 2 355 505 13 17 220 4 495 T1S 20 19 350 8 790 1,140 35 22
20,001-50,600 150 2 420 570 15 1.7 255 5 575 %30 24 20 385 9 895 1,280 40 23
50,001-120,(50 150 2 450 o600 16 1.8 255 5 665 920 27 21 415 10 985 1,400 4 24

1 From H. F. Dodge and H. Romig, Sampling Inspection Tables, 2nd ed., John Wiley & Sons, Inc., New York, 1959. Reprinted by per-

mission of John Wiley & Sons, Inc.
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Tabla 4
Example of Dodge-Romig Double Sampling AOQL Tables!
- 201 - (Average outgoing quality limit = 1.0%)
Process Average Process Average Process Avcrage
0100.02% 0.03t0 0.20% 0.21 t0 0.40%
Lot Size . N . N N .
Trial 1 Trial 2 > Trial 1 Trial 2 o~ Trial 1 Trial 2 f’
°
n ¢t ny ny+ny e % noc ny ny +ny e % noa ny ny +n3cy %
1-25 Al 0 — — —_ — All 0 — —_ - —_ All O _ -_ - —_—
26-50 2 0 — — — 2|2 0o — — — |2 o — — — 11
51-100 33 0 17 50 1 6.9 33 0 17 50 1 6.9 33 0 17 0 1 6.9
101-200 43 o0 22 65 1 58| 43 0 2 65 1 58143 0 2 65 1 58
201-300 47 0 28 75 1 55 47 [} 28 75 1 5.5 47 0 28 51 5.5
. . - 301-400 49 0 31 80 1 54 49 [} 31 80 1 5.4 55 [ 60 115 2 438
Example of Dodge-Romig Single Sampling AOQL Tables! 401-500 50 0 30 8 1 54|55 0 30 8 1 54|55 0 6 120 2 47
(Average outgoing quality limit = 1.0%)
501-600 50 0 30 80 1 | 54 0 0 30 80 1 5416 0 65 125 2 46
Process Average | Process Average | Process Average | Process Average | Process Average Process Average 601-800 50 0 35 85 1 53 60 O 70 130 2 4.5 6 o 7 130 2 4.5
Lot Size 0100.02% 0.03t00.20% 0.21 10 0.40%; 0.41 t0 0.60% 0.61 t0 0.80%; 0.81t0 1.00% 801-1,000 55 0 30 85 1 52 60 0 75 135 2 44 60 0 75 135 2 44
" . 1,001-2,000 55 0 35 9 1 - 51 6 0 75 140 2 43| 75 0 120 195 3 38
o o, o o o ° B A
n e p%l n ¢ m%l m ¢ m%|n ¢ pnY%| n cpn%| n c pm% 2,001-3,000 65 0 8 145 2 42| 65 0 8 145 2 42| 75 0 125 200 3 37
1-25 All [} —_ All 0 - All 0 —_ All 0 _ All 0 — Al 0 — 3,001-4,000 70 0 80 150 2 4.1 70 0 80 150 2 4.1 80 [ 175 255 4 35
26-50 22 o 77 2 0 7.7 2 o 17 2 0 17 22 o 77 2 L 4,001-5,000 70 o 80 150 2 4.1 70 0 80 150 2 4.1 80 0 180 260 4 34
51-100 27 0 71 27 0 71 27 0 71 27 0 71 27 0 71 27 0 71 5,001-7,000 7 0 8 150 2 41 75 0 125 200 3 37| 8 O 180 260 4 34
101-200 32 0 64 32 o0 6.4 32 0 6.4 32 0 64 32 0 64 32 0 64 7,001-10,000 70 0 30 150 2 4.1 80 0 125 205 3 3.6 85 o 180 265 4 33
201-300 33 ) 6.3 33 0 63 3 0 63 33 0 6.3 33 0 63 65 1 s0 10,001-20,000 70 0 80 150 2 4.1 80 0 130 210 3 3.6 90 0 230 320 S 32
301-400 4 0 61 34 0 61 34 0 61 70 1 46 70 1 46 70 1 46 20,001-50,000 7 O 8 155 2 40 | 8 O 135 215 3 36 (95 O 300 395 6 29
401-500 35 0 61 35 0 61 35 0 61 0 1 47 70 1 47 70 1 47 50,001-100,000 | 75 O 8 155 2 40| 8 O 180 265 4 33 1170 1 380 550 8 2.6
501-600 35 o 6.1 35 0 61 75 1 44 75 1 44 75 1 44 75 1 44
601-800 35 0 6.2 35 0 62 75 1 44 75 1 4.4 75 1 44 120 2 42
801-1,000 35 0 63 35 0 63 80 1 44 80 1 44 | 120 2 43 120 2 43
1,001-2,000 36 [} 6.2 80 1 45 80 1 4.5 130 2 40 130 2 40 180 3 37
2,001-3,000 36 0 62 80 1 46 80 1 46 130 2 40 |18 3 36 235 4 33 o
3,001-4,000 3 0 62 80 1 47 | 135 2 39 [135 2 39 |18 3 36 295 5 31
4,001-5,000 3 0 62 8 1 46 | 135 2 39 [190 3. 35 | 245 4 32 300 5 3.1
5,001-7,000 37 0 6.1 85 1 4.6 135 2 39 190 3 3s 305 5 30 420 7 28
7,001-10,000 37 0 62 8 1 46 {135 2 39 (245 4 32 |310 5 30 430 7 27 (continued). Example of Dodge-Romig Double Sampling AOQL Tables
10,001-20,600 85 1 4.6 135 2 39 195 3 34 250 4 32 435 7 27 635 10 24 -
20,001-30,000 85 1 46 | 135 2 39 | 255 4 31 |38 6 28 |S7S 9 25 990 15 21 Brocess Average Process Average Process Average
50,001-100.0%0 85 1 4.6 135 2 39 255 4 31 445 7 2.6 7% 12 23 {1,520 22 19 0.41 t0 0.60%; 0.61 to 0.80% 0.81 to 1.00%
Lot Size - . 3 ) 3 N
1 From H. V. Dodzs and H. Romig, Sampling Inspection Tubles, 2nd cd., Joha Wiley & Sons, Inc., New York, 1959. Reprinted by per- Trial 1 Trial 2 P Trial 1 Trial2 ” Trial 1 Trial 2 2
mission of Joi:n Wiky & Sons, Inc. m a nyomy +m ey % n a m omtm o % Mmoct m omm e %
1-25 Al 0 — — — —lAal o0 — — — —|laAalt o0 — — — —
26-50 2 0 — — — 17 2 0 - — — 17 2 0 -, — — 11
51-100 3 0 17 50 1 6.9 3 0 1 50 1 69 33 0 17 50 1 69
101-200 43 0 22 65 1 58 43 0 22 6 1 58 47 0 43 % 2 54
201-300 55 0 50 105 2 49 55 0 50 105 2 49 5 0 50 105 2 49
301400 55 0 60 115 2 48 55 0 60 115 2 48 60 0 80 140 3 45
Tabla 3 401-500 s 0 65 120 2 417 60 o0 95 1s5 3 43 60 0 95 155 3 43
501-600 60 0 65 125 2 46| 65 0 100 165 3 42| 6 0 100 165 3 42
601-800 65 0 105 170 3 41 6 0 105 170 3 41 7 0 140 210 4 39
801-1,000 65 0 110 175 3 4.0 7 0 150 220 4 38 125 1 180 305 6 35
1,001-2,000 g0 o 165 245 4 37 135 1 200 335 6 33 140 1 245 8 7 32
2,001-3,000 80 0 170 250 4 36 | 150 1 265 415 7 30 | 215 2 3ss 570 10 28
3,001-4,000 8 0 220 305 5 33 160 1 330 49 8 238 225 2 455 680 12 27
4,001-5,000 145 1 225 370 6 31 25 2 375 600 10 27 290 2 595 835 14 25
5,001-7,000 1ss 1 285 440 7 29 235 2 440 675 11 26 310 3 665 975 16 24
7,001-10,000 165 1 355 520 8 27 250 2 585 835 13 24 385 4 785 1,170 19 23
10,001-20,00) 175 1 415 590 9 26 325 3 655 980 15 23 520 6 980 1,500 24 22
20,001-50,000 50 2 490 740 11 24 340 3 910 1,250 19 22 610 7 1,410 2,020 32 21
£0,001-100,0:00 275 2 700 975 14 22 420 4 1,050 1,470 22 21 770 9 1,850 2,620 41 20

! From H. Do
mission of Jokn

and H. Romig, Sampling Inspection Tables, 2nd ed., John Wiley & Sons, Inc., New York, 1959, Reprinted by per-
v & Sons, Inc. e
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NORMA MILITAR 105 D (MIL-STD-105 D) *

Dentro de los grupos de planes de muestreo para atributos con
inspeccién lote por lote, se encuentran los desarrollados siguien
do el nivel aceptable de Calidad (AQL), que es maximo porcien
to de defectuosos, que para propdsitos de inspeccién por mues-
treo, puede ser considerado satisfactorio como promedio del --

proceso.

El valor del AQL que se utiliza en un proceso, se define en -

un contrato o por la autoridad responsable.

De acuerdo con las normas, diferentes valores de AQL pueden
definirse para grupos de defectos o para defectos individuales -
junto con una lista de las caracteristicas que se van a inspec -

cionar.

La probabilidad de aceptacién, 1 - o< en el valor de AQL, --
usualmente se encuentra cerca del 95% y o< es conocida como
el riesgo del productor. De esta forma, un productor tiene --
una buena proteccién contra el rechazo de lotes de un proceso-

que se encuentra cerca del AQL.

* Se encuentra establecida como norma oficial mexicana -
para el "muestreo para la inspeccién por atributos" y -

se le identifica como NOM-R-18. Secretaria de Comercio.
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Por otro lado, en esta clasificacién no se especifica la protec -
cién que tiene un consumidor contra la aceptacién de un lote --

peor que el definido por el valor de AQL.

El método méds conocido dentro de este esquema de AQL, es -

la norma militar 105 D MIL-STD-105 D).

Este procedimiento, originalmente se preparé por el Grupo de-
Investigacion Estadistica de la Universidad de Columbia, USA.,
durante la segunda- guerra- mundial; después de mdltiples revi--
siones, en Abril de 1963, apareci6 su mds reciente versién, -
desarrollada conjuntamente por representantes de Estados Uni -
dos, Canadd e Inglaterra con la cooperacién de organizaciones-

para el Control de Calidad.

ET MIL-STD-105 D es un sistema de muestreo, ésto es, un - -
conjunto de planes de muestreo con reglas para su operacién. -

Sus objetivos se han planteado como:

a). Proteger al consumidor de la aceptacién de lotes malos.

b). Proteger al productor de tener buenos lotes rechazados.

c). Procurar que el productor obtenga articulos de buena ca
lidad.

En este sistema se hace diferencia de las denominadas inspec -

ciones normal, rigurosa y reducida.
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Las normas sefialan el uso de la inspeccién normal en el inicio

de la aplicacién del sistema.

La inspecci6n normal se realiza cuando la calidad observada es
mejor o igual al AQL, esta inspeccién se continGa hasta que se

hace necesaria la inspeccién rigurosa o reducida.

La inspeccién rigurosa se ejecuta cuando la calidad obtenida es
peor que el AQL y las normas sefialan reglas para cambiar de

la normal a la rigurosa.

Esta inspeccién rigurosa se instituye cuando 2 de 5 lotes conse

cutivos se han rechazado.

La inspeccién normal se reinstala cuando 5 lotes consecutivos -

se han aceptado.

En estas normas existe una regla que descontinda la inspeccién:

Si 10 lotes consecutivos permanecen en la inspeccién rigurosa.
La inspeccién bajo el MIL-STD-105 D se detiene, hasta que se
realiza alguna accién tendiente a mejorar la calidad obtenida.

En este tipo de inspeccién, se incrementa el riesgo del produc
tor, mientras que disminuye el riesgo del consumidor, o sea, -

que se disminuye la probabilidad de aceptar lotes malos.

La inspeccién reducida se efectda cuando la calidad obtenida es

substancialmente mejor que la definida por el valor de AQL.

Esta se instituye cuando se satisfacen las siguientes condicio --

nes:

1). Los 10 lotes precedentes (pcasionalmente méds para sa -
tisfacer (2))han estado bajo inspeccién normal y ninguno
se ha rechazado.

2). El nimero total de defectuosos (0 de defectos) en las --

muestras de los 10 lotes precedentes es igual o menor -

a un nGmero definido en la norma.

En esta norma requiere a veces de mds de 10 lotes. --
Estos limites son aproximadamente 2 O unidades de la-

distribucién de Poisson.

O sea:
N aqu)-2 [ N @aQL)

donde N es el nimero de articulos observados en los 10

lotes precedentes.

Si se trata de muestreo doble o mdltiple, se incluyen to

das las muestras, no solo las primeras.
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3). La produccién se encuentra en estado constante.
4). La inspeccién reducida se considera deseable por una au

toridad responsable.
La inspeccién normal se reinstala si ocurre lo siguiente:
1). Se rechaza un lote.

2). Un lote considerado aceptable, tiene un nGmero de arti -
culos defectuosos demasiado grande. (Este ndmero se -

define para cada plan de muestreo reducido).
3). La produccién se hace irregular.

4). Existen otras condiciones que llevan a instituir la ins --

peccién normal.

Con la inspeccién reducida el tamafio de la mustra disminuye -
aproximadamente un 40% de la inspeccién normal, con lo cual -
se incrementa el ricsgo del consumidor y disminuye el riesgo -

del productor.

El uso de la inspeccién rigurosa y reducida es una caracterfis -
tica esencial en el éxito de este método. Con cada plan de ins

peccién normal existe un plan de inspeccién rigurosa y las re -
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glas de cambio correspondientes.
PLANES DE MUESTREO

Los tamafios de muestra son determinados mediante una letra -

de la A a la S.

Esta letra depende del nivel de inspeccién y del tamaifio del lo-
te. Para uso general existen tres niveles de inspecciéon (I, II -

y II).
Por lo general, se utiliza el nivel de inspeccién II.

Los niveles I y II dependen de la exigencia de una mayor o me

nor discriminacién. -

Existen otros cuatro niveles de inspeccién adicionales, s-1, s-2,
s-3 y s-4 que se utilizan con tamafios de muestra relativamen

te. pequefios y cuando se pueden o deben tolerar grandes riesgos.
PROCEDIMIENTO

La utilizacién del MIL-STD-105 D con frecuencia parte de un -
acuerdo realizado entre un productor y un consumidor sobre los

siguientes aspectos:

El tamafio del lote.
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La seleccién del AQL
El nivel de inspeccién (usualmente nivel II)
Forma de inspeccién (generalmente inspeccién normal)

Tipo de muestreo (generalmente el muestreo simple)

La norma contiene varias tablas, la (A) define la letra clave -
correspondiente al tamafio de muestra, de acuerdo con el tama
fio del lote y nivel de inspeccién; esta letra permite identificar
el tamafio de la muestra (n) y el nimero de aceptacién en la -

tabla maestra correspondiente para:

a). Planes de muestreo simple, normal, riguroso y reduci -

do. (Tablas B, C y D respectivamente).

b). Planes de muestreo doble, normal, riguroso y reducido.
c). Planes de muestreo miltiple, normal, riguroso y reduci
do.

Para cada plan de muestreo simple bajo inspeccién normal y —
riguroso, se acompafia €l AOQL, y para cada plan de muestreo
simple bajo inspeccién normal, se proporciona el LTPD (llama_

do "Limite de Calidad" en la norma).

Ejemplo: Existe un contrato entre un productor y un consumi -

dor para entregar lotes de tamafio 1500 para ser inspeccionados
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con el MIL-STD-105D y se ha especificado un nivel aceptable -
de calidad (AQL) del 10%. Se acordé trabajar bajo inspeccién-
normal en el nivel de inspeccién II, utilizando un plan de mues

treo simple.
En la tabla A

Con la informacién del tamaifio del lote: 1500 y el nivel de ins
peccién II, se encuentra la letra _K, que es la clave para co -

nocer el tamafio de la muestra.
En la tabla B

Con la letra K, el AQL del 10%, forma de inspeccién normal
y tipo de muestreo simple, se encuentra el siguiente plan de -
muestreo:

n = 125 y c=21

Esto es, de cada lote se selecciona una muestra al azar de ta
mafio 125 y cada lote se acepta siempre que el namero de de -

fectuosos sea menor o igual a 21.
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INSPECCION PARA VARIABLES

Muestreo lote por lote:

Los procedimientos de inspeccién por variables, se basan en -
los resultados de una caracteristica de Calidad, medida en una
escala continua, siendo funcién de ésta la decisién de aceptar -

o rechazar un lote.

La inspeccién por variables se aplica si la observacién sobre -
las piezas incluye una medicién en una escala continua y se co

noce la forma de su distribucién.

-~

Por otro lado, puesto que la inspeccién por variables hace un -
mayor uso de la informacién del lote, en relacién con la inspec
cién por atributos, los planes de muestreo para variables re --
quieren de tamafios de muestra m4s pequefios que al tratar con

atributos y con proteccién semejante.

Los planes de muestreo para variables se refieren a una sola -
caracteristica de Calidad y, geﬁeralmente, se supone que las -
mediciones de esta caracteristica son independientes, variables
aleatorias con distribucién normal y con media X' y desvia-

cién estdndar &' que puede ser conocida o desconocida.
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La inspeccién por muestreo para variables, estd dividida en --

tres categorias de planes:
a). Con desviacién estdndar conocida.

b). Con desviacién estdndar desconocida analizando con la -

desviacion estandar de la muestra, y

c). Con desviacién estdndar desconocida, analizando con el -

rango promedio.
CRITERIOS DE INSPECCION

En la definicién de los criterios de inspecci6n, las especifica -
ciones estdn asociadas a la caracteristica bajo inspeccién. Si-
séle existe un limite superior (LS), se considera que un articu
lo es defectuoso si su medicién se excede al LS, el porcentaje
de defectuosos (P'“ ) de todo el lote, estd r:presentando por

el drea sombreada de la figura.

(]
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Procedimiento semejante se sigue cuando sélo existe limite infe

rior especificado.

Cuando se especifica limites superior e inferior, los artfculos -
se consideran defectuosos cuando su medicién excede a LS oes
inferior a LI, y el porcentaje de defectuosos de todo el lote es

4 ’
R, + P,, como se aprecia en la figura.

84 LS

Cuando el modelo estd adecuadamente planteado, y es valida la
suposicién de una distribucién normal, la relacién entre el nd -
mero de unidades defectuosas en el lote y el tamafio del lote -
debe ser a;;roximadamente igual al 4rea fuera de los limites de

especificacién.
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El procedimiento general es el siguiente:

Cuando el porcentaje de defectuosos es suficientemente pequefio,

se acepta el lote, de otra forma, el lote se rechaza.

Para ésto, se estima el porcentaje de defectuosos a partir de -
una muestra y en base a esta estimacién, es aceptado o recha

zado el lote.
En el plan de muestreo se determina:

- El tamafio de muestra (n)
- La estimacién del porcentaje de defectuosos a partir de

la muestra.

(P, P, o P, + P, 'segln el caso), y

[3)

- El méximo porcentaje de defectuosos permisible ™)

Esto significa que cuando se trabaja con la especificacién supe_
rior )
Si Pus &M se aéépta el lote
cuando sélo interesa la especificacién inferior
Si P, ¢M se acepta el lote
cuando se trabaja con la especificacién superior e inferior, se_

acepta el lote cuando:
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Los procedimientos usuales para aplicar esta variante de ins --

peccién se encuentran tabulados en el denominado MIL-STD-414.
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INSPECCION POR MUESTREO CONTINUO

Cuando el muestreo para inspeccién lote por lote es impréactico
o artificioso, se hace conveniente la utilizacién del muestreo -
continuo, en el cual se alternan secuencias de inspeccién conse
cutiva al 100% y secuencias en las cuales no se hace inspeccién

o bien se hace inspeccién por muestreo.

En estos planes cada articulo inspeccionado se clasifica como -

defectuoso o no defectuoso.

Existen diversos métodos, entre los cuales se pueden mencio--

nar el de Dodge, el de Wald y Wolfowitz y el de Girshick.

En el método de Dodge, denominado CSP-1, se inspecciona al -
100% las unidades que se han producido y se continfia dicha ins
peccién hasta que i unidades en sucesién se encuentran libres

de defectos.

Cuando ésto sucede, se descontinGa la inspeccién al 100% y s6
lo se inspecciona una fraccién f de las unidades, seleccionan-

do una unidad al azar de cada segmento de ‘/F articulos.

Si se encuentra un solo defectuoso, de inmediato se vuelve a -

realizar inspeccién al 100% de las unidades que salen de la pro




duccién y se continda hasta que, otra vez, i unidades en suce -

sién se encuentran sin defectos. (Tabla E).

En este plan, se asegura que el porcentaje de defectuosos, en-
el largo plazo, en el producto aceptado quedard dentro de un -
Iimite fijado, mismo que es el limite promedio de calidad final

(AOQL).

Las propiedades estadisticas se realizan bajo la suposicién de -
control, o sea, que la calidad de los articulos son variables --
aleatorias binomiales mutuamente independientes con parimetro

constante Pc .

Actualmente existen dos modificaciones al Método CSP-1, identi
ficados como CSP-2 y CSP-3, los cuales permiten el paso a la
inspeccion al 1009, después de encontrar 2 piezas defectuosas-

y 4 piezas defectuosas respectivamente.

f, percentage
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INTRODUCCION

Un aspecto importante de la estadfstica moderna, es la inferencia -
estadistica. La inferencia estadistica estd relacionda con dos tipos
de problemas: estimaci6n de los parametros de la poblacién y prue

bas de hip6tesis.

En lo que se refiere a inferencia estadfstica, se trata de obtener -
conclusiones acerca de un gran nimero de eventos sobre la base de
observar una porci6n de ellos. La estadfstica proporciona herra---
mientas que formalizan y estandarizan los procedimientos para obte-

ner conclusiones.

Un problema comfn de la inferencia estadistica, es determinar, en
términos de probabilidad, si las diferencias observadas entre dos -
muestras significa que las poblaciones muestreadas son realmente -

diferentes.

En el desarrollo de los métodos modernos de estadfstica, las pri--
meras técnicas de inferencia que aparecieron, fueron aquellas que
hacfan un buen ntimero de suposiciones acerca de la naturaleza de
la poblacién, de la cual eran obtenidas las observaciones. Puesto
que los valores de la poblacibn son "par&metros", esas técnicas —

estadfsticas son llamadas paramétricas.

En los métodos paramétricos, la importancia de la distribucién --

=226 -

normal estd plenamente justificada por el teorema del limite cen--
tral, sin embargo, existen situaciones en las cuales no se sabe si
la distribuci6n basica es tal, que permita aplicar el teorema del -
limite central, o si la aproximacién a la distribucién normal es lo

suficientemente buena para su aplicaci6n.

En aquellas situaciones en las que los métodos convencionales, ba-
sados en la suposicién de una densidad normal, no son aplicables,
Se necesitard contar con otras técnicas estadfsticas que sean inde-
pendientes de la forma de la densidad. A esas t&cnicas se les --

denomina: no paramétricas o métodos de distribucién libre.

Algunas técnicas no paramétricas son llama‘das pruebas de rangos
O pruebas de orden, lo cual sugiere otra diferencia respecto a las
pruebas paramétricas. Por otro lado, mientras una prueba para--
métrica se puede enfocar sobre la diferencia entre las medias de
dos conjuntos de observaciones, una prueba no paramétrica equiva

lente, puede enfocarse sobre la diferencia entre dos medianas.

Distribucién Basica

Un considerable ntmero de métodos no paramétricos tiene una es-
tructura que descansa en la propiedad de estadfsticas de orden --—
(Xi es la iesima observacion ordenada, *1 es la mas pequefia de -

. X
las observaciones y “n es la mayor).
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La distribucién del &rea bajo la funcién de densidad entre dos ob--
servaciones, cualesquiera ordenada, es independiente de la forma -

de la funci6bn de densidad.

Para demostrar &sto, sea z una variable aleatoria continua con den

sidad:

f(z) = - o0 € Z £ o

z z . X
Sea 21, “2.... n una muestra aleatoria de f(z) y sea "1,... xn,

la muestra ordenada. Entonces la densidad conjunta de las *i es:

X

a1, *2... *n = nl 175 £72) ... £

- <Xy Lxy

Usando la notaci6n de que Ui es el drea de f(z), la cual es me-

s e . X.
nor que la iesima observaciéon ordenada i que es:

Xi
Ui = I f(z dz = F&), i 1,2... n

donde F (z) es la acumulativa de f(z).
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La densidad conjunta de las variables aleatorias "1, Y2 ... Y, es:
g1, Yy = p| oy <y, Ly <

Teorema 2

La densidad de la variable aleatoria ™, 1la cual es el 4rea bajo -
f(z) entre la mayor y menor observacion en una muestra de tama-

fio ® de f(z) es la densidad beta:

P(¥) = n(nl) V2 2 (1-v), o<l

Teorema 3

Si la variable aleatoria “rs ests en €l irea bajo f(z) entre --

Xr y Xs (r £s); entonces la densidad de wrs es:
nl $-r-| n-s+v
fMr = Vs 1-Vrs
(Frs) DI (st (-"rs)
o <wrs ‘1.

El valor esperado de Y es:

B = !

i
f"‘3 L“Z nf ui dy, dup . duy=-—
o o ‘

nl

de aquf que el &rea esperada bajo f(z) entre dos observaciones --
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1
sucesivas sea E (ui) - E (ui-l) = fr  Por &sto, en el prome-
dio, las n observaciones ordenadas dividen el area bajo f(z)

en n+1 partes iguales con 4rea de ' A+l , cada una.

Tendencia Central y Dispersién

En el caso paramétrico, como medidas de tendencia central y disper-
sion se utiliza la media de la poblacidon ( tl) y la desviacibén es---

tandar ().

Los métodos no paramétricos utilizan otras medidas. El centro de
la poblaci6n, con frecuencia es la mediana )y , que es el punto

que divide en do§ el area bajo la densidad.
Por &sto, W  estd definido por:

¢V
172 = ! f(z) dez = F (W)

donde f(z) es la densidad y F (z) es la distribucién acumulativa.

La mediana, ocasionalmente se indica como ; .50.

Como medida de dispersién se usa la distancia entre dos puntos de
porcentaje. Por é&sto, una medida de dispersi6n utilizada frecuente-

mente es:

13

to.s0 = 75 - B o5
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que es llamada rango 5095 o rango intercuartil.

Estimaci6én de Punto

La mediana de la poblacibn )M es estimada por la mediana de
~
la muestra X que es la observaci6bn media si el tamafio de

‘la muestra es non o el promedio de las dos observaciones medias

si el tamaifio de la muestra es par. Por é&sto:

~
X = Xk+1 S n = 2k+1

12 (*«T%+1) St g = 2k

x?
I

~
La mediana de la muestra X, no es, ordinariamente, un esti-
mador insesgado de VW par cuando n es non por el hecho de

que:

E [F(;)]‘ = F (V) no implica que E(;) =

Sin embargo, el sesgo usualmente no es serio y para muchas den-
sidades Gtiles se aproxima a cero cuando el tamaifio de la muestra

se incrementa.

v
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MEDIDAS

Cuando un ingeniero habla respecto a alguna medida, usualmente se

comprende que se refiere a la signacion de nGmeros a observaciones,

de manera que esos nimeros se puedan manipular para analizarse, -
siguiendo ciertas reglas. Con este anilisis se obtendri nueva infor-

macién respecto a los objetos que se estin midiendo.

Existen varios niveles de medidas que se estudian en distintas teo--

rfas de medidas.

Estos niveles de medicién pueden ser:

Nominal
Ordinal
Intervalar

Relaci6n

de acuerdo a &stos, se manejan estadfsticas y pruebas estadfsticas.

Escala Nominal o Clasificatoria

La medicién en su nivel mas elemental existe cuando un nGimero o
algin otro sfmbolo se usa para clasificar un objeto, una persona o

una caracterfstica.

Cuando un nGmero u otro sfmbolo es usado para identificar los gru-
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pos a los cuales pertenecen varios objetos, esos nmeros o sfmbo-

los constituyen una escala nominal o clasificatoria.

Como ejemplo, puede citarse el sistema siquidtrico de grupos de -
diagn6stico. Cuando un médico identifica a una persona como es--
quizofrénico, paranoide, maniaco depresivo o siconeurftico, estd -
utilizando un sfmbolo para 'representar la clase a la cual pertenece

esta persona y por &sto, estd utilizando una escala nominal.

Propiedades

En esta escala nominal, la operacibn se inicia a partir de ciertas
clases, dadas dentro de un conjunto de subclases mutuamente exclu -
sivo. La Gnica relacion es la de equivalencia , &sto es, que los -
miembros de cualquier subclase deberin ser equivalentes en la ---
propiedad que se mide. Esta relacibn estd simbolizada por el sig-
no igual (). La relacibn de equivalencia es reflexica, simétrica y

transitiva.

Operaciones

Algunas de las pruebas estadfsticas admisibles son la Xz y la prue
ba binomial, dado que utilizan datos enumerativos, &sto es, frecuen
cias en categorfas y como medida de asociaciobn, uns‘ de las més -

comunes es la utilizacién del coeficiente de contingencia C.
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Escala Ordinal o de Rangos

Puede ocurrir que los objetos en una categbrfa de una escala, no -
s6lo sean diferentes de los objetos en otras categorfas de esa es--
cala, sino que exista alguna clase de relacién entre ellos. Las --
relaciones tfpicas entre clases son: mas grande, mAis preferido, -
mas diffcil, etc. Tales relaciones pueden ser designadas bor una

desigualdad (>).

Cuando la relacién mayor que () se mantiene para todos los pa--
res de clases, de manera que surge un ordenador de rangos, en--

tonces se tiene una escala ordinal.

Los ejemplos que se pueden citar, son el status socioecon6mico y
su prestigio por clase, el sistema de grados el ejército, etc.
Propiedades

Axiomiticamente, la diferencia fundamental entre una escala nomi-
nal y una escala ordinal radica en que ésta, incorpora no so6lo la
relacion de equivalencia (=), sino tambi&n la relacion mayor que -

(»). Esta tltima relacion es irreflexiva, asimétrica y transitiva.

Operaciones

La estadfstica mas apropiada para describir la tendencia central -

de observaciones en una escala ordinal, es la mediana. Las hip6-
tesis pueden probarse, utilizando un buen ntmero de pruebas esta-
disticas no paramétricas que son llamadas estadfsticas de orden.

También pueden encontrarse coeficientes de correlaciébn basados en

rangos.

Escala Intervalar

Cuando una escala tiene todas las caracteristicas de una escala or-
dinal y ademé4s se conocen las distancias entre dos puntos cuales--
quiera de la escala, se logra entonces una mediciébn considerable--
mente mis poderosa que la obtenida con la ordinalidad. En este -
caso, se ha logrado una escala intervalar. Esta escala se carac—
teriza por una unidad de medida comfn y constante que asigna un

ntmero real a todo par de objetos en un conjunto ordenado.

En esta clase de medidas, la relaciébn de dos intervalos cualesquie
ra, es independiente de la unidad de medida y del punto cero. --

Ademss, el punto cero y la unidad de medida son arbitrarios.

Como ejemplo de la escala intervalar, es la medici6n de las tem-
peraturas. Dos diferentes escalas, centigrados y fahrenheit, son
utilizadas comunmente; la unidad de medida y el punto cero son -
arbitrarios y diferentes, sin embargo, ambas escalas contienen la

misma cantidad y clase de informacién.
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En el caso de las ciencias de la conducta, frecuentemente se aspi-

ra a crear y utilizar escalas intervalares.

Propiedades

Ademis de que se especifican equivalencias, como en la escala no-
minal y relaciones mayor que, como en la escala ordinal, también

es posible especificar la relaci6n entre dos intervalos cualesquiera.

Operaciones

La escala intervalar es una escala verdaderamente cuantitativa. -
Todas las estadfsticas paramégtricas comunes (media, desviacién --
estandar, coeficiente de correlacién, etc.), son aplicables a datos
en una escala intervalar como son las pruebas paramétricas esta--

disticas comunes (Prueba T, Prueba F, etc.).

Escala de Relaci6tn

Cuando una escala tiene todas las caracterfsticas de una escala --
intervalar y adicionalmente tiene el punto cero como su origen, —
entonces se tiene una escala de relacion. En &sta, la relacién --
entre dos puntos cualesquiera de la escala, es independiente de la

unidad de medida.
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Como ejemplo puede mencionarse a la escala de kilégramos y la -
de libras. La relaci6n entre dos pesos es independiente de la uni_
dad de medida; asf, si determir.lamos los pesos de dos diferentes -
objetos, no sblo en libras sino también en kilogramos, se encontra

rfa que la relacion de los dos pesos en libras, es idéntico a la --

relacion de los dos pesos en kilogramos.

Propiedades

Las escalas de relacion, son encontradas comunmente en las cien—
cias fisicas y se logran s6lo cuando todas las cuatrd relaciones son
operacionalmente posibles para lograr: equivalencia, mayor que, -
relacion conocida entre dos intervalos cualesquiera y relaciébn cono-

cida entre dos valores cualesquiera escalares.

Operaciones

Los nGmeros asociados con los valores de la escala de-relaci6n, -
son nGmeros verdaderos con un cero verdadero, s6lo la unidad de

medida es arbitraria.

Cualquier prueba estadistica es utilizable cuando se ha logrado la -
medicion de la relacién. Con la escala de relaci6n, ademas de --
las pruebas estadfsticas mencionadas para el caso de las escalas -

intervalares, se pueden utilizar estadfsticas tales como la media -




geométrica y el coeficiente de variaci6n.
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NIVELES DE MEDICION Y ESTADISTICAS APROPIADAS

Ejemplos de Estadisticas Pruebas
Escala Relaciones Definidas Apropiadas Estadfsticas
Apropiadas
Nominal 1) Equivalencia Modo
Frecuencia
‘Coeficiente de Contingencia:
Pruebas
, Estadfsticas
Ordinal 1) Equivalencia Mediana no
Paramétricas
2) Mayor que Percentil
Spearman ("s)
Kendall (t)
Kendall (w)
Intervalar 1) Equivalencia Media
2) Mayor que Desviacion Estandar
3) Relacion conocida de cua- Correlacién Producto Mo-
lesquiera dos intervalos mento (Pearson)
Correlacién Producto Mo-
mento Maltiple Pruebas
Estadfsticas
Paramétricas
y no
Relaci6n 1) Equivalencia Media Geométrica Paramétricas

2) Mayor que

3) Relacidn conocida de cua-
lesquiera dos intervalos

4) Relacidon conocida de cua-
lesquiera dos valores --
escalares

Coeficiente de Variacién
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VENTAJAS DE LAS PRUEBAS ESTADISTICAS NO PARAMETRICAS

D

2)

3)

4)

5)

Las probabilidades obtenidas de la mayorfa de las pruebas es-
tadfsticas no paramétricas, son probabilidades exactas, inde--
pendientemente de la forma de distribucion de la poblaci6n de

la cual fue obtenida la muestra aleatoria.

Si los tamafios de muestra utilizados son tan pequefios como -
n = 6, debera utilizarse una prueba estadfstica no paramétrica,
a menos que sea conocida exactamente la naturaleza de la dis-

tribucién de la poblaciotn.

Existen pruebas estadfsticas no paramétricas para tratar con -
muestras tomadas de observaciones de algunas poblaciones di—
ferentes. Ninguna de las pruebas paramétricas puede manejar

tales datos sin tener que hacer suposiciones irreales.

Las pruebas estadfsticas no paramétricas pueden manejar datos
en rangos o calificaciones, ésto es, g con datos que sblo --
pueden ser categorizados como mis 0 menos (més o menos, -
mejor o peor), mientras que no pueden ser tratados por méto-
dos paramétricos a menos que se hagan suposiciones irreales

sobre tales distribuciones.

Los métodos no paramétricos, permiten tratar datos que son -

6)
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clasificatorios (medidas en una escala nominal). Ninguna téc--

nica paramétrica es aplicable a dichos datos.

Las pruebas estadfsticas no paramétricas, son generélmente --
mucho més ficiles de aprender y de aplicar, que las pruebas -

paramétricas.

DESVENTAJAS DE LAS PRUEBAS ESTADISTICAS NO PARAMETRICAS

1))

2)

Si todas las suposiciones del modelo paramétrico se cumplen y
si las mediciones tienen las caracteristicas propias paramétri--

cas, entonces no tiene objeto utilizar un método no paramétrico.

Existe poca informacibn y difusi6bn sobre los métodos no para--

métricos.
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PRUEBA PARA UNA MUESTRA (BONDAD DE AJUSTE)

La prueba de una muestra es usualmente del tipo de bondad de --
ajuste. El caso tipico es que se obtenga una muestra aleatoria y
se pruebe la hip6tesis de que dicha muestra fue extrafda de una -

poblacién con determinada distribucién. *

Una técnica paramétrica comunmente utilizada para este caso, es
la prueba t, mediante la cual se prueba la diferencia entre la
media observada (muestra) y la media esperada (Poblaci6bn). La -
prueba t supone que las observaciones en la muestra, provienen
de una poblaci6n que tiene distribucién normal. La prueba t --
requiere también, que las observaciones sean medidas cuando me-

nos en una escala intervalar.

Prueba 'X,z

Esta prueba puede ser utilizads para determinar que tan bien, las
distribuciones tebricas (normal, binomial, exponencial, etc.), se -
ajustan a distribuciones empfricas. Frecuentemente se utiliza para
probar si existe diferencia significativa entre un ntimero de datos

observados que caen dentro de ciertas categorfas y un determinado

nlmero esperado.
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Método

Con el fin de comparar un grupo de frecuencias observadas con un
grupo de frecuencias esperadas, habran que definirse las frecuen--

cias que deben esperarse.

La hipbtesis nula (Ho) establece la proporciébn de observaciones
que caen dentro de cada una de las categorfas de la presunta pobla-
ciébn. Esto es, que de la hipbtesis nula se deducen las frecuencias

esperadas.

La técnica Xz » Prueba si las frecuencias observadas estin lo -
suficientemente cerca de las frecuencias esperadas que tengan que

ocurrir bajo Ho.

La hipbtesis nula puede ser probada con :

k
X - Z (o - E)
i=1 E;j

Donde O; : Numero observado de casos en la categorfa i

Ei : NGmero esperado de casos en la categorfa i

De acuerdo a é&sto, entre mas grande es ‘X,z » més probable es -
que las frecuencias observadas no provengan de la poblacién sobre

la que se ha basado la hipbtesis nula.
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Para este tipo de anilisis, los grados de libertad: Y = K -1, -
donde K es el nimero de categorias que se estin considerando en

la clasificaci6n.

Ejemplo 1

Se dice que la colocacién de los caballos en la salida de una carrera
en un hipédromo, significa ciertas ventajas; la posiciébn 1 es la mais

cercada al lado interno de la pista, la posici6bn 8 es la mas alejada.

Ho : No hay diferencia en el nmero esperado de los ganadores emr
pezando de cada una de las posiciones de salida y cualquier di
ferencia, es debida a variaciones al azar de una muestra alea-

‘toria de distribucion rectangular: fi=fh=... =13
H; : Las frecuencias f1, ...

fg no son todas iguales.

Con: & = 0.01

N = 144 Total de ganadores de 18 dfas de corridas.
Posiciones
Frecuencias 1 2 3 4 5 6 7 8 Total
Esperados 18 18 18 18 18 18 18 18 144
Ganadores 29 19 18 25 17 10 15 11 144

%2 =[(29—18)2 . (19-18)°

= 16.3

Se rechazarfa Ho

W)
Si X >X‘t’u

Ejemplo 2

- oy -

2
+ (18-18)

+ ...+ (11'18)2/8

163

como Xz = 18.48
0.01,7

12.48

Se acepta Ho, no hay
diferencia en el ntme-
ro esperado de ganado
res debido a su posi--
cién de salida

De un conjunto de 80 observaciones se desea probar la hipbtesis que

la poblaci6n de la cual son tomados los datos, es normal con rl.=32 y

o=1.8.

Los datos observados se han agrupado en la siguiente tabla de fre--

cuencias:
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Intervalo Frecuencia
Observada
26.75-28.25 ‘ 2
28.25-29.75 1
29.75-31.25 16
31.25-32.75 27
32.75-34.25 19
34.25-35.75 11
35.75-37.25 4

Se debera encontrar:

a) La probabilidad de cada intervalo en una distribucién normal.

b) La frecuencia esperada de cada intervalo.
Asf, para el tercer intervalo ( 29.75 - 31.25)
P(29.75 & X & 31.25)=¢ (22.75 -32) - $ (31.25-32)
N 1.8 1.8
~ 0.2327
La frecuencia esperada:

npg = 80 x0.2327 = 18.6

La tabla completa:
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Intervalo Frecuencia Probabilidad Frecuencia
Observada Esperada
26.75-28.25 2 0.0166 1.33
28.25-29.75 1 0.087 6.96
29.75-31.25 16 0.233 18.60
31.25-32.75 27 0.323 25.90
32.75-34.25 19 0.233 18.60
34.25-35.75 11 0.087 6.96
35.75-37.25 4 0.0166 1.33

Se reagrupa en S5 intervalos, dado que existe la condici6bn que la -
fracci6n esperada np; debe ser mayor o igual a 5 para que sea

aplicable la aproximaci6n a la XZ

Entonces Xz = 9.1
con K =35
pero X T = 7.78
0.1, V=4
2 > %
Como X~ > o , se rechaza Ho, los datos observados -

4
no vienen de una poblacién con distribucién normal.



2u7

PRUEBA DE HIPOTESIS PARA DOS MUESTRAS RELACIONADAS
( EN PARES )

Estas pruebas estadisticas se utilizan cuando se desea establecer si
dos tratamientos son iguales, o si un tratamiento es mejor que otro

en dos muestras cuyas observaciones estin relaciondas una a una.

A continuacion se describen dos métodos de anilisis: La Prueba --

del Signo y La Prueba de Wilcoxon.

Prueba del Signo

Esta prueba recibe su nombre, del hecho que utiliza los signos més
y menos para realizar el anilisis. Es particularmente Gtil en in--
vestigaciones en las cuales la mediciébn cuantitativa es imposible o -
impréactica, pero que es posible definir rangos respecto a cada uno

de los pares

Método

La hipbtesis nula que se prueba por esta t&cnica

Ho : p(XA > XB) = p(X, -Xg) = 172
X, es el dato bajo una de las condiciones (o después de un trata--
miento), y XB es el dato bajo la otra condici6én (o antes del trata-

miento), o sea que XA y XB son los dos datos de un par de --

observaciones.

En la aplicacién de la prueba del Signo se obtiene la diferencia -
entre cada X Al Y XBi , anotindose si el signo de la diferencia

es mds omenos (+ 6 =).

Bajo la hipbtesis Ho, se espera que el ntmero de pares que terr
gan X A P XB sea igual al ntmero de pares con X A £ Xg »
O sea que si Ho es verdad, se esperarfa que la mitad de las di--

ferencias fuera negativa y la otra mitad positiva.
Ho se rechazarfa si ocurren muy pocas diferencias de un signo.

r es utilizada para identificar el ntmero de veces que ocurre el -

signo menos frecuente.

Los valores criticos de r al nivel del 5% y del 1% se encuentran

en la tabla I, .

Si el valor de r es menor o igual que el valor crftico anotado en

la tabla, hay evidencia de que existe diferencia.

En otras palabras, la prueba del signo se utiliza para probar la --
hip6tesis

Ho:’-lA = ’lB’ contra Hi:’lA # rB

que es equivalente a probar la hipGtesis de que las distribuciones -




- 249 _ - 250 -

de probabilidad de cada par son iguales. siguientes resultados:
De aquf que si r ({el ntmero de veces que ocurre el signo menos
Muestra Instrumento A Instrumento B

frecuentemente) es menor o igual que el valor critico de tablas, la
hipétesis que P (X, - Xg 0) =172 ¢ r\A = r B 1 1.94 2.00
se rechaza y se concluye que existe un efecto en el tratamiento. 2 1.99 2.09

3 1.98 1.95
La tabla ests basada en la distribucién normal con pardmetro igual

4 2.03 2.07
a 1/2,

S - 2.03 2.08
La tabla I también se puede utilizar para pruebas de una cola, en 6 1.96 1.98
este caso, r es el nmero de signos més o el ntmero de signos 7 1.95 2.03
menos, dependiendo de cual de los dos se espera que aparezca me- 8 - 1.96 2.03
nos frecuentemente de acuerdo con la alternativa a la hip6tesis. En 9 1.92 2.01
otras palabras, si el ntmero de signos menos se espera que sea - 10 ' 2.00 2.12

menor que el ntmero de signos méas, entonces r representa el -

nimero de signos menos. Determinar el 5% del nivel de significancia si el equipo diferente

lleva a resultados diferentes; usar la prueba del signo.
Si r es menor o igual que el valor critico de tablas, la hip6tesis .

Ho, se rechaza a un nivel de significancia de la mital del valor --

' Procedimiento
(1/2% 6 21/2 %) dado en la tabla.
Hipbtesis, Ho : r. A S rB
Ejemplo Se obtiene el signo de las diferencias A; - B; para todos los

pares de datos:
Se hicieron 10 pares de observaciones espectroquimicas para nfquel,

midiéndose con dos diferentes instrumentos de medida y dando los -
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. Signo de
Muestra M Diferencia .
Al = Bl’ )

1 -

r = 1 (ntmero de veces que aparece el signo menos frecuente).
De la tabla T :

Terftico = 1 con n=10 y X=59

Conclusibn

Cuando r ‘ I critico Se rechaza Ho. Luego en éste caso, se

concluye que sf existe diferencia entre los instrumentos.
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Prueba Wilcoxon (Rango Signado)

La prueba del Signo s6lamente utiliza informaci6n acerca de la -
direccion de las diferencias entre pares. Cuando se considera tan-
to la magnitud de las diferencias como la direccién, se obtiene una

prueba mias poderosa.

Esta prueba da mayor peso a un par que muestra una diferencia --

mayor entre dos condiciones, que a un par que muestra una peque-

fia diferencia.

Método

dj es la diferencia de cualquier par que se define bajo los dos --
tratamientos en estudio. Para usar la prueba wilcoxon se da rango
a todos los d; sin tomar en cuenta el signo, &sto es, se da e} -
rango de 1 a la mas pequefia d;, el rango 2 a la siguiente -

més pequefia, etc.

En seguida, se fija a cada rango el signo de la diferencia, o sea -
que se indica el signo de cada rango de los di negativos y el --

respectivo de los d; positivos.

Si-los tratamientos A y B son equivalentes, o sea que Ho es
cierta, se esperard que algunos de los dj mayores favorezcan el

tratamiento A y algunos favorezcan el tratamiento B; o sea, que
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algunos de los rangos mayores provengan de los - d; positivos mien

tras que otros vendran de los d; negativos.

Por &sto, si se suman los rangos con signo positivo y por otro la-

do se suman los rangos con signo negativo, se espera que las dos

sumas sean aproximadamente iguales bajo Ho, pero si la suma de
i

rangos positivos es muy diferente de la suma de rangos negativos,

se inferird que el tratamiento A difiere del tratamiento B y --

por &sto, se rechazari Ho.

Eventualmente los dos datos de algtn par son iguales, de forma --
que d =o, tales pares se eliminan del anilisis. Esta misma -

préetica se sigue en la prueba del signo.

N es el ntmero total de pares en la muestra, menos el ntmero -

de pares cuyo d = a.

Otra situacion peculiar ocurre cuando dos o mé4s valores de d --
son iguales, en este caso, se asigna igual rango. El rango asig--
nado es el promedio de los rangos que se asignarfan si los dj --

difirieran ligeramente.

La hipGtesis que se prueba en este problema es la misma que para

la prueba del signo.

P(Xy,-Xg > ©0) = 1,2 6
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Ho : r’Ai =’.\Bi para toda i

Si no existe diferencia entre los tratamientos, se espera que la su-
ma de rangos positivos sea aproximadamente igual a la suma de --

rangos negativos, y puesto que:
1+2+3+4... 4+ n = mzi.l_)

el valor absoluto de la suma de los rangos signados positivos o ne-

gativos, debera estar cerca de w

En este procedimiento, T es el valor absoluto de 1a menor suma
de rangos. Haciendo uso de los valores criticos de la tabla n se

plantea la siguiente regla de decisi6n:

Si T es menor o igual que el valor critico de la tabla,

se rechaza Ho.
De otra forma:

Si T $ valor crftico de tablas se rechaza

Ho : r-A =r.B

La tabla sefialada también puede ser usada para problemas de una
cola, en este caso, T es la suma de rangos positivos 6 el valor
absoluto de la suma de los rangos negativos, dependiendo de cual

de los dos se espera que sea el mas pequefio, de acuerdo a la --
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hipGtesis alternativa Hj. : - De acuerdo con lo.anterior, T =3

La regla de decisibn es como sigue: Delatabla, Tcrftico=8. com n=10 y @&€=5%
Si T & valor critico de tablas se rechaza Ho con um -- Como T £ T critico

nivel de significacién de la mitad del valor dado en la tabla. )
Se rechaza Ho y se concluye que existe diferencia entre los ins-

trumentos.
Ejemplo
De acuerdo a los datos anteriores, se deben obtener las diferencias
de cada par de observaciones, despufs, obtener el rango de los va-
lores absolutos de las diferencias y finalmente, daries el signo co-
rrespondiente de la diferencia.

Muestra Diferencia Rango Rango

{A-B) _ Signado
1 - 0.06 5 -5
2 - 0.10 9 -9
3 +0.03 3 +3
4 - 0.04 2 -2
5 - 0.05 4 -4
6 - 0.02 1 -1
7 - 0.08 7 -7
8 - 0.07 6 -6
9 - 0.09 8 -8
10 - 0.12 10 -10




PRUEBA DE HIPOTESIS PARA DOS MUEST RAS INDEPENDIENTES

La prueba del signo y la prueba del rango signado son aplicables

para muestras en pares.

Cuando las observaciones no son pareadas y se supone que las --
dos distribuciones de probabilidad sblo difieren en sus medias, el
rpcedimiento para probar la hipbtesis de igualdad de medias ----

(Ho: rAer) es como sigue:

1) Se ordenan todas las observaciones de ambas muestras de

acuerdo con su magnitud.

" 2) Se asigna rango siguiendo la ordenacitn obtenida (r =1 a
la observacion mas pequefia; r = 2, al siguiente valor, -

asf hasta r = n).

Si no hay diferencia entre muestras, se esperarfa que &stas se -
mezclen en forma regular y si las muestras fueran de igual ta--

maflo se esperarfa que la suma de rangos fuese igual para ambas.

Para concluir que existe una diferencia significante se utiliza la -

tabla m con:

R; = Suma de rangos de la muestra mis pequeiia.
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R1’= By (n1+n2+1) - Ry

La hipbtesis Ho se rechazarfa si alguno de los valores Ry 6 -

R{ es menor o igual que el valor critico de tablas Rl**. Esto -

es, se rechaza Ho si
R1 o Ry \< Rl"

Donde n; es el tamafio de la muestra 1 y ny es el tamafio de la

1
muestra 2.

Si las muestras son de tamaifio desigual, la muestra 1 es la mas

pequeiia, o sea n; $ n,.

En el caso de los problemas de una cola, la tabla también puede --
utilizarse.

Si bajo la hip6tesis alternativa Hy, R; debe ser la mayor, se -

rechaza Ho si Rfesxﬁemroigualalvalorcrfﬁcodelatabla.

Si bajo la hipbtesis alternativa Hy ., R; debe ser la menor, se -

rechaza Ho si R1 €8s menor o igual al valor crftico de tablas.
El nivel de significancia es igual a la mitad de los valores de la -
tabla (21/2% y 1/29).

Ejemplo
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Dos investigadores toman repetidas lecturas sobre la dureza del agua Analista Lectura Rango
de la Cludad. Determinar con & = § % si existe tendencia de los A . 0.46 7
analistas a leer en forma diferente. B 0.48 8.5
A 0.48 8.5 Rl_ = 67.5 (sume de rangos de la
muestra mis peguefia)
Analista A Analista B B 0.51 10 .
A 0.53 u Ri = 8(8+10+1) - 67.5.
0. 46 0.82
A 0.58 12 = 84.5
0.62 0.61
B 0.61 13
0.37 0.89
: A 0.62 14 De tablas, con n, = 8§, =10
0.40 0.51 : 1 "2 y
B 0.67 15 ®€=57%
0.44 0.33
B 0.82 16 Ry** = 53
0.58 0.48 '
B 0.88 17 Como R; y Ry > R1** se scepa
0.48 0.23 Ho, oiaque:mmaMde :
B © 0.89 18 los amalistas a leer en forma diferente.
0.53 0.25 -
0.67
ANALISIS DE VARIANCIA
0.88

Existensitnadonesquereqﬁerendeldlseﬁodemapedmem@e-.

Analista Lectura Rango .
permita estudiar simultineamente mas de dos muestras o condiciones.

B 0.23 i |
B 0.25 2 Hipotesis Cuando tres o m4s muestras o condiciones es comparado en un expe-

B 0.33 3 Ho : P’A ol ol rimento, es necesario utilizar una prueba estadfstica que indique se -

A 0.37 s Ho: py 7Py existe una diferencia entre las K muestras o condiciones. -

A 0.40 S .

A 0.44 6 La técnica paramétrica para probar =i algunas muestras vienen de -- |

poblaciones idénticas, es el andlisis de variancia. Las suposiciones
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asociadas con el modelo estadfstico bajo la prueba F son:

a) Las observacioneg son obtenidas mdependxentemente de po-
blaciones normalmente distribufdas.

b) Las poblaciones tienen la misma variancia.

¢) Las medias en la poblacién normalmente distribufda son --
combinaciones lineales de los efectos debidos a renglones y

columnas, &sto es, que los efectos son aditivos.

d) La prueba F » Tequiere que las variables consideradas -
tengan mediciones intervalares cuando menos.

Enddseﬁoaqlﬂconslderadopamoanpamciﬁnde K grupos, las
muestras K deigmlmmaﬂoeﬂnaaodadasdelcuer&)aalgﬁn-

criterio que puede afectar los valores de las observaciones.

En algunos casos, la asociaci6én se logra comparando los mismos --

individuos o casos bajo wodas las K condiciones. De otra forma,

cada uno de los N 8Tupos puede ser medido bajo todas las K --

condiciones.

Para estos disefios, deben utilizarse las pruebas estadfsticas para K

muestras relacionadas.

En el caso paramétrico, éste disefio es conocido como andlisis de -
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variancia doble, algunas veces llamado disefio de bloques al azar.,

An8lisis de Variancia Doble de Friedman

zarseparaproharlalﬂ.p&esisv(ﬂo) que lags K muestras se -
hanettenidodehmismapdﬂudm.

triz con N renglones y K columnas, Imtﬂgkneem-_

tan varias condiciones.

La prueba de Friechnan;daetminnsibsmleede rangos (Rj)
difieren significantemente.

Para hacer esta Prueba se calcula el valor de. una-estadfstica que
se denomina Xr cuando el nfimero de renglones y o columnas
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no es muy pequefio se puede demostrar que ‘Xr_z esti distribulda

aproximadamente como Xz con n =k -1 cuando:
K

2 12 2
X, T NK(K+1) Z (Rj) -3N(K+1)

donde N : nGmero de renglones
ntmero de columnas

[S: suma de rangos en la columna j

2
Si el valor de Xr calculado de la formula es igual o mayor que
el dado en tablas para un nivel de significancia y un valor de ---
W =K-1, se concluye que la suma de rangos para varias co--

lumnas difiere significantemente y por tanto, se rechaza Ho.

La tabla m da probabilidades exactas asociadas con valores para

K=3, N=2 hasta9 ypara K=4, N =2 hasta 4.

Cuando N y K son mayores que los valores inclufdos en esta -
tabla, sz puede ser considerado distribufdo como X2 y por --

&sto, debe utilizarse una tabla con dicha distribucitn

con VW = K-1

Ejemplo
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El administrador de una fibrica, decidi6 hacer un experimento para
determinar si el material recibido en diferentes tiempos tiene la --

misma resistencia a la tensibn.

Cuatro perfodos de tiempo se escogieron aleatoriamente y cuatro -
trabajadores fueron seleccionados aleatoriamente para trabajar el
material.

Trabajador

1 2 3 4

1] 36 38 36 30
Perfodo
de tiempo 2| 17 18 26 17

3] 30 39 41 34

4] 30 45 38 33

Probar la homogeneidad de los perfodos de tiempo y de los trabaja-
dores.
Procedimiento

Definicion de los rangos de cada renglén, dando rango 1 al dato

menor, 2 al siguiente, etc.

Si la hip6tesis Ho ( todas las muestras, columnas, vienen de la -

misma poblacidén ) se acepta, la distribucién de rangos en cada co-




T 265

lumna estaria repartida aleatoriamente Y se esperaria que los ran--
gos 1, 2, 3y 4 aparecieran en wodas l1as columnas con igual fre-
cuencia.

Seowenalosmtalesdeeadaeolunm R] se calcula el valor de
%>, fmalmente, se encuentra el valor do X de tablas, de ---
aaneubalnivddesigmﬁemdaﬁjabaﬁndemhﬁraolmeh--
igmldad de tratamiemos,

2.5 4 2.5 1
1.5 3 4 1.5
1 3 | 4 2
1 4 3 2

N: N renglones = 4
K: N colummas = 4
R’: Suma de rangos de la j columma
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2 2
'xrz = 12 62 + 142 +13.5 +6.5] -3x4(4+1)
4x4 (4+41) v
= % [ 36+196+182.25+_42.25] - 6
X2 = 8475
Enlambla I¥
Com K=4, N=4 y Pu50% sctieme X2 = 7.5

Por tamto, se rechaza la homogeneidad
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Tble JL, Btgrifonnes Points for the Abeclute Vales of the Simalisr Sum of
. igned Ranks (T) Obiaived from Peired Obsaryations!
(]
::.m Crivent Valuss e R (the Newber of T ./../-u id % i i
What the Lom Froquent Sign Osvura) for the Bign Test! " ;
WX X IX X |\ _ nX K X 1% H H '
) L]
' 3 ] ]
[] 0 - - - (1] L | [ ] ] “ H “ ” a
] "0 - . " I I T ] 10 i . | 1 )
1 ° 0 [} - N [} 1 L | 1 1 10 B ] s
s L1 oo 0 o n LI T B i 1 H] ’ '
’ S AR T » R R | I | ] I ’
w4 0 0 » 7 S DR R | 4 .“ 1] Y]
n | I 10 ] [ B T TR “ 3 v "
" LI T R ) T I T T | H N ) i
I T T T A | IO TR B a1 pl e 1 3
3y 3y 3 |l w ooy —— 8 P Y i
1" ¢ 3 32 3 » (T | B | R | 1 1] ] ' Q
] “« 4 “ | " B 0o s o 1 “
" s ! ”. (T T TR B n n o “
T s 4« 4 " L | T | B " i ¢ o
» |5 5 4 “ “on w0 | ! W “ ,
] ¢ 5 4 4 U L | | 9 " " n
n | ¢ 3 5 4@l oW o3 . i it i "
! 3 7 [ ] § 4 43 1] 14 13 1] ] 9 1% 136 1o 100
“ 1 ‘ L] s “ o B B N 0 15t 13 1 ]
It o oW v 0 17 30 n
“ o 8 WP 8 i 1 0 n
o TV T I T 0 L in i 138
. “ 7o s 300 n 10 i
" I U T T a 2 ﬁ n 4
Por n 3 90, A is approximately normally distributed with mean a/3 and varianes a/d, m | “““ -3 ““w
¥ Thin table wos propared from oniries apnsaring In Teblor of the Mosminl | M m m
Dismibuton, Notionsl Bursau of Mandant Aried Mathemaiios Series, &, 1910, U, a o o ] n
Goveriment Primiing Oftics, “ 39 04 208 "]
4 N 110 pLl} %t
“ 1] w 296 376
4 m M nm 9
" i k) m 307
" m 3 m
4 426 " W e
" e 4 m 35
0 *H o™ 1 n
Por 5> 50, T lo approximately normally distributed with mean m(n + 1)/4 and m

variance aln + IX%4 + IV34. A sontinuity eorrestion of =} can bs added to the
moan, If desired,

) Abridged and reproduced by permission from “Bxtended Tables of the Wilgoxon
Maiched Pair Rigned Rank Riatistic™ by Robert L, McCornack, Jowenal of the American
Statists ol Avsacitiom, Vol, G, Segn,, 1905,
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Table .HH 5% Critical Points of Rank Sums (R{*)! .—.-!..H (continued). 17/ Critical Moints of Rank Sums (R}*)
NUTH 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 135 W 18 M 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1z 13 U IS
4 10 | 8 15
5 6 11 17 ! [ 10 16 23
(] 7 12 18 26 7 10 37 24 .
7 1 13 20 27 38 8 1t 17 25 4 @
8 3 8 14 21 290 38 49 9 6 11 18 26 35 45 56
9 3 8 15 2 31 & 5 6 10 6 12 19 27 37 41 S8 T
10 3 9 15 23 82 4 53 6 78 11 6 12 20 28 38 49 61 74 87
1 ¢ 9 16 24 3 44 55 68 81 96 12 7 13 21 30 40 51 63 76 90 106
12 4 10 17 26 35 46 58 71 85 99 11§ 13 7 W4 22 31 41 53 65 79 93 109 125
13 4 10 18 27 37 48 60 73 88 103 119 137 14 7 M4 22 32 43 54 67 81 96 112 122 147
14 4 11 19 28 38 5 63 76 91 106 123 141 160 15 8 15 23 3t 4 56 70 84 99 115 133 15! 171
15 4 11 20 29 40 52 65 79 94 110 127 146 164 185 16 8 15 24 34 46 58 72 86 102 119 137 155
15 4 12 21 31 42 54 67 832 97 114 131 150 169 17 8 16 25 36 47 60 74 89 105 122 140
1? 5 1z 20 32 43 36 70 84 100 117 135 154 18 8 16 26 37 49 62 76 92 108 125
13 5 13 22 33 45 S8 72 87 103 121 139 19 3 9 17 27 38 5 64 78 94 111
19 § 13 23 34 46 60 74 90 107 124 20 3 9 18 28 3 52 6 8 97
20 5 M4 24 35 48 62 77 93 110 2l 3 9 18 29 40 53 63 83
21 6 14 25 37 50 64 79 95 2 3 10 19 29 42 55 70
22 6 15 2 38 51 66 82 23 $ 10 19 0 4 8§
23 6 15 27 39 53 68 % $ 10 20 3 «
u 6 16 28 40 55 28 s 11 20 %
25 6 16 28 4@ 26 3 un 2
26 T 7N 14 4 1
27 7 1?7 ) 4
28 7

'sis of variance.

L in the aoaly

of normality

J. dmer. St

atist. Ass., 32, 6S8-68Y,

with the kind pé:miasi0|x of the author aud the publisher.
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ANALISIS DE VARIANCIA (UNA VIA)
METODO KRUSKAL-WALLIS

Esta técnica prueba la hipétesis nula (Ho) considerando que las K

muestras independientes tienen su origen en una misma poblacién.

Para el cdlculo de la prueba, cada una de las N observaciones es reem-

. plazada por rangos, o sea que todos los valores de las K muestras

combinadas son ordenadas en una sola serie.

El valor mis pequefio se reemplaza por el rango 1, el siguiente al
més pequefio por el rango 2 y el mds grande por N, siendo N el nd-

mero total de observaciones independientes en las K muesiras.
En seguida, se obtiene la suma de rangos en cada muestra.

La prueba Kruskal-Wallis determina si las sumas de los rangos son
tan diferentes que no es probable que provengan de muestras obtenidas

de la misma poblacién.

Puede ser demostrado que si las K muestras tienen como origen la
misma poblacién o poblaciones idénticas o sea que se cumple Ho, en-
tonces H (Estadistica Kruskal-Wallis) se distribuye como ";(2 con
¥ = K - 1 grados de libertad, cuando los "tamaiios de las K mues -

tras no son muy pequeiios.
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Esto es:
k 2 .
b= 12 Z Rj - 3 (NH)
N W) — A
=1 i
Donde:
K: Ndmero de muestras.
n j:A Nimero ‘de casos en la muestra _ j
N: Z n, , nGmero de casos en todas laz -
~ 3
combinadas.
Ry : Suma de rangos en la muestra j . (columr: .

0

Cuando existen méds de cinco casos en los difergntes grup.
nj 25, la probabilidad asociada con la ocurrencia bai-
valores tan grandes como los observados en H, se puede

refiriéndose a una tabla de .valores ‘X. 2.

Si los valores observados ds H son iguales o mayores a i°
de la tabla X.2 para un nivel .de significancia dado v V) *

grados de libertad, se rechaza Ho a ese nivel de signitic:

Cuando K = 3 y el nimero de casos en cada muestra ¢ ¥+

a 5, la aproximacién a la 'X‘z de la distribucién dc 1w

mente acertada., Para esos casos, las probabilidades N1+ i

tabulado de la férmula de H y se presentan en la tabla L4
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Ejemplo: Procedimiento:

Se desea comparar la resistencia de un alambre de semejantes carac- Se ordenan los datos en una sola serie de 1 'a 40:

terfsticas producido en 4 diferentes fibricas,

A B o D
De cada una de las fibricas A, B, Cy D se obtdvieron los 10 datos Dato Orden Dato Orden Dato Orden Dato Orden
o . ' _ 55 5 70 15 70. 15 9  28.5
sigulentes: 50 4 80 23.5 60 7 115 40
' 80 23.5 85 2 65 10 80 23.5
: 60 7 105 38.5 75 20 70 15
A B C D 70 15 65 10 90 28.5 95 32
75 20 100 35.5 40 1.5 . 100 35.5
55 /0 70 90 40 1.5 90 28.5 95 32 105 38.5
_ . 45 3 95 32 70 15 .90 28.5
50 80 60 115 80 23.5 100 35.5 65 10 100 35.5
70 15 70 15 75 20 60 7
80 85 65. 80
60 105 5 70 R 117.5 259.5 159. 284.0
70 65 90 95 . _
R 13806.25 67340.25 25281 80656
75 100 40 100 - _ :
40 9% 95 105 Zr, = 8§20
45 95 70 90
R, = n (n+l) == 820
80 100 65 100 2R &) .
~ k
70 70 75 60 H = 12 b2 R’z - 3(N+1)
=1
- N = 40-

n; = ny=ng=ng = 10

H= 12 13806.25 + 67340.25 + 25281 + 80656 - 3 (41)
40 @0 10 :
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.................................

1640

to this table givea
incorporated.)

H= 12 187,083.5 - 123

., 47, 614-617, with the

H= 136.89 — 123 = 13.89 § E i - - " N * é;é
?' i‘ . - - - -. - - g.ég
: . plfd - - - - - g
= 7,82, H & 1 © - © Dt °
X ) 5. como >x Se rechaza 4 o | ~ (838888 23388 833385 825588 553889 833885 358 i
o = 0.05,2=3 o,Y.. Ho: }la = Ff"f"d § - —
> - = )
s |= (B383R7 §35E9 538232 239049 339908 325430 334y

COUVIY OPVIEEN COVBIEY NOCWY TS COTTNRN NNVEEYE ENw

Onsxaved Vaross or H 1 Tus Kausxal-Wariis ONB-wAY AXALYSIS
and abridged from Kruskal, W. H., asd Wallis, W. A. 1952 Use of

Tanin O. TasLE 0F PROSABILITINS ASSOCIATED WITH VALUBS A8 Lanam as

kind permission of the authors and the
by the authors ia Brrata, J. Amer.

H L
&je - - .. - - - oi

Por 1o que se concluye que las resistencias de los alambres son diferentes.

.................................

- ‘- Y ) - ¥ e
- |§§!5§§ S33383 383388 853888 333589 333483 ¥ 3358.‘

Sample sises
Y

»y
4
4
4
4
¢
4
1]
1]

or Vanianos sy Ranxs®
?
800
200
087
200
300
100
188
029
048
067
108
043
100
120
o1
033
061
100 |.
121
004
011
029
050
086
100
200
057
076
114
014
033
033
100
108
031
050 .
087
003
120

. ENDIX .
Tasis O. ;l‘uu or ProsaBILITING ASSOCIATED Wit VALUBS A8 Lanos as
Osssnvep Varuss or H i Tas Kxvsxal-WaLus Ous-war AwaLvs:s

- P =" - —1§ - - F-d a g
g8 228 55525283883 z 88
: RIS & 38 8 52T =38 223 835883 5 833 2373% 4x338
'R N 9 €W 0 W VEEYE VEY CUNIY FGEGUNY 6§ $¥ CUVIT VROBIN
3“—- - - - - - L o - - L] -
el= « ®w - L] L] L) L] - " L] L J
géa c . o0 o - - ~ - - -
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