CAPITULO 1

ANTECEDENTES GENERALES DE LA MECANICA
DEL MEDIO CONTINUO

1.1 INTRODUCCION

Teoria del continuo. La materia, en términos generales, esta formada por moléculas,
atomos e iones. En cualquiera de los casos, la unidad fundamental se reduce a los atomos,
los cuales estan constituidos a su vez por particulas subatémicas. Las dimensiones del radio

atomico equivalente de los elementos es del orden de 10710

m; por su parte, los datos
recabados por la fisica permiten estimar que el radio del ndcleo atémico es menor a 108 m.
Del andlisis comparativo de estos dos valores se constata que el &tomo dista mucho de ser
un continuo; por consecuencia, la materia cualquiera que sea su estado no lo sera. Es
entonces que se concluye que cualquier cuerpo ocupa un lugar en el espacio y que ningun
otro podra ocupar el mismo lugar al mismo tiempo, sin embargo, no lo ocupa en su totalidad.
A pesar de lo antes expuesto, mucho del comportamiento de los materiales ante las
solicitaciones que le son impuestas se puede describir a partir de considerarlos como

continuos.

Los andlisis tradicionalmente efectuados para describir el comportamiento tanto de fluidos
como de sodlidos, e incluso en el caso de materiales porosos, se pueden realizar
considerando a éstos como medios infinitamente divisibles. Es por tanto que la teoria que
permite describir el comportamiento macroscépico de los materiales, negando su

microestructura, es conocida como Teoria del continuo.

Resulta evidente que la Teoria del continuo permitira la prospeccién de los fenbmenos a
partir de ciertas dimensiones minimas, estos valores limite dependeran del material y del

fendmeno en estudio; por ejemplo, en el andlisis de los estados de esfuerzos y
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deformaciones para los metales, las dimensiones minimas para realizar la idealizacion de
continuo son del orden de 10_8m, esto es cien veces las dimensiones del atomo. En
consecuencia, se tiene que al aplicar la teoria del continuo en un metal en el cual existen
dislocaciones, es posible describir el campo de esfuerzos, de deformaciones y la energia
asociada a la presencia de estas dislocaciones; lo anterior en consideraciones de continuo,
condicion que puede ser aplicada a la totalidad de la dislocacion con excepcion del nicleo de

la misma, esto es para dimensiones por debajo de 108 m.

Considerando lo antes expuesto, se concluye que si bien la teoria del continuo es muy (til
para el andlisis de una gran variedad de situaciones, ésta no podra ser utilizada en el caso
de que los fendmenos se describan a través de parametros que estén por debajo de la
dimensién limite para la cual el material pueda ser considerado como continuo. Por ejempilo,
algunos fenédmenos de propagacion de ondas de muy reducida longitud no pueden ser

descritos a través de esta teoria.

Por consecuencia, la aplicacion de la mecanica del continuo no depende de la
conceptualizacion filosofica, ya que ningdn medio es infinitamente divisible, sino de la
congruencia existente entre el comportamiento observado y los resultados que se
desprenden de la aplicacién de la teoria y de la idealizacion del comportamiento del material.
Afortunadamente en muchos casos, los resultados que emergen de la aplicacion del
concepto de continuo son congruentes con lo observado experimentalmente, lo que ha

permitido el desarrollo de muchas teorias de amplia aplicacién en la actualidad.

Los conceptos que se derivan de la Mecénica del Medio Continuo (MMC), por el espectro de

aplicacion de los resultados obtenidos, se pueden agrupar en dos grandes areas:

a. Principios generales que son comunes a todos los medios. Estas son leyes de la
fisica ampliamente demostradas y que deben de ser cumplidas por cualquier medio.
Por ejemplo, las leyes de conservacion de masa o de energia.

b. Ecuaciones constitutivas que definen el comportamiento de materiales idealizados,

por ejemplo, sélidos elasticos lineales o fluidos newtonianos.
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Los principios generales son elementos evidentes de nuestra realidad fisica, entre los que se
pueden mencionar estan las leyes de conservacion de masa y de conservacion de energia,
balance de momentum lineal y de momento de momentum y la ley de desigualdad entrdpica.

Matematicamente existen dos formas de presentar estos principios:

1. Forma integral, en este caso corresponde a un volumen finito de material.
2. Forma diferencial o ecuaciones de campo, el principio corresponde a un volumen

diferencial del material (particula) de cada punto del campo bajo analisis.

Como ha sido antes mencionado, las ecuaciones constitutivas representan la otra parte
fundamental de la Mecéanica del Continuo. Estas se desarrollan para materiales idealizados;
por ejemplo, para aquellos en que la deformacion solo depende de las solicitaciones
aplicadas y dicha deformacion desaparece al eliminar las solicitaciones (s6lido elastico).
Cuando las deformaciones son ademas infinitesimales se puede realizar la idealizacion de
que las deformaciones son linealmente proporcionales con las solicitaciones (sélido elastico
lineal), material en el cual ademas las propiedades no se modifican con la posicién y son
iguales en todas direcciones (sélido elastico lineal homogéneo e isotrépico). Esta dltima
descripcion, si bien representa un alto grado de idealizacion, es muy Util para describir el
comportamiento de los metales recocidos o provenientes de fundicion. En el caso de muchos
liquidos, como por ejemplo el agua, se tiene que los esfuerzos de corte son linealmente
proporcionales con la velocidad de deformacion, de lo que se desprende el concepto de
viscosidad y se definen los fluidos denominados como newtonianos. Con todo lo expuesto se

pueden mencionar algunos de los comportamientos idealizados como:

Sélido elastico homogéneo, lineal e isotrépico
Sdlidos elasticos lineales y anisotrépicos
Solido eléstico no lineal

Fluidos no viscosos

Fluidos linealmente viscosos compresibles e incompresibles

-~ 0o o 0 T ®

Fluidos no newtonianos

Solidos elastoviscosos

= @

Materiales poroelasticos, etc.
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1.2 TENSORES

Una herramienta fundamental para la Mecanica del Medio Continuo (MMC) son los tensores,
ya que si bien desde el punto de vista del algebra representan transformaciones lineales
entre espacios vectoriales, en MMC se emplean también para representar cantidades fisicas
asociadas a los medios continuos (MC). Por tal motivo, en la primera etapa del texto se
describiran éstos, asi como las reglas fundamentales del algebra y del célculo que cumplen

dichos tensores.

Notacion indice. Las leyes de la mecanica del continuo deben ser formuladas de manera
independiente a las coordenadas, de tal forma que el empleo de tensores permita el
desarrollo de éstas. En un sistema escalar existe correspondencia de una cantidad (nUmero)
a un punto, esta situacion se extiende a un espacio n dimensional. En el caso de emplear un
sistema coordenado cartesiano, el uso de la notacion indice permite una presentacion simple

y funcional, a la vez de elegante, de los conceptos.

Concepto de notacion indice. La notacién indice es una simplificacion del concepto de

sumatoria, de tal forma que si:

a=a1X1+a2X2+a3X3+ ........... +aan

expresion que se puede sintetizar como

azzaixi

obviando el concepto de sumatoria, la igualdad se presenta sencillamente como

a:aixi

de lo expuesto resulta evidente que
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Considerando que la mecanica del continuo permite describir el comportamiento de los
cuerpos, donde éstos se relacionan con el espacio tridimensional, es entonces que la
sumatoria se realiza de 1 a 3 y que la notacion indice permite simplificar la presentacion de

los términos, por tanto:
o= a1X1 + a2X2 +a3X3 = aan

En ocasiones se tiene, por ejemplo:

3 3
B=2.2 %X

i=1 j=1
B = 1% X + 89X Xo +a3X03 + 1 Xp %) +89p Xp Xp +8n3 X Xg + 831 X3 X +83pXgXp +833X3%3

3 3
0 Tij =2 > ab

i=1 j=1
Tij = albl + a1b2 + a1b3 + a.zbl + a2b2 + a2b3 + a3b_l + a3b2 + a.3b3

Es por tanto que la presencia de dos indices representa una doble sumatoria, lo cual se

puede extender al nimero de indices que se requiera.

En general no se emplean como indices las Ultimas letras del alfabeto. Enseguida se

muestran algunos ejemplos de desarrollo de la notacion indice:
X = Cji I
X =Cpyf +Cpalp +Cpah3
X = Copfy + Cooly +Caal

X3 = Cg1h + Cgplp +Cg3l3

Por otra parte, si:

Aj =BixCiqDpqg considerando que i, j=1 2
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Se tiene entonces:
A = Bp3CyDyg + BypCyy Doy + B1pCip Doy + B3 Cpp Dy
Ap = By3Cp1Diy + B3 CppDyp + B1pCy1 Doy +B15Cp0 Dy
Ao1 = Bp1Cy1 Dy + By1CipDip + BypCyy Doy + B Crp Doy
Aoz = Bp1Co1 Dy + By1CpoDyp + BpaCpiDyg +BCpn Dy
Ty =AnAn=Cy  1,i=123
T11 = AmAm =AM + A A + AsAg
T12 = AmAom = ArPor + Ao Aoy + AizPog
T13 = AmAem = A Asy + A Agy + AizAgs

To1 = PomAun = Ao Ais + Ao Ay + Ags A

T3z = AgmAsm = Ag1 A1 + Agp Agy + A3 Agz

de lo anterior se comprueba que T,

ij = Tji

Definicion de tensor. De acuerdo con el algebra, un tensor se define como una
transformacion lineal entre espacios vectoriales, de tal forma que si T es un tensor que

transforma al vector a en ¢ y al vector b en d, entonces se debera cumplir que

Ta=c

Tb

Il
o
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De tal forma que
T(a+b)=Ta+Tbh=c+d
T(ad)=aTa=ac

T(aa+ pb)=aTa+ fTb=ac+ Ad

Si
Ta=c
Sa=c
= T=S
Por otra parte, si
Ta =n

oy N Ou,  Oug

o= + =81+ Ep+Ep=¢8;=I
6)(1 6X2 8X3 11 22 33 i le

Tb =n

T(@a+b) =n

entonces

T(a+b) = Ta + Tb

Por lo tanto, T no representa una transformacion lineal y entonces no se trata de un tensor.

En particular, en la mecénica del medio continuo los tensores se emplean para describir las
cantidades fisicas asociadas a éstos. Resulta evidente que los efectos de cualquier
solicitacion aplicada a un MC seran independientes de la base de referencia, por
consecuencia, la descripcion tensorial de una propiedad fisica asociada a un continuo existe
de manera independiente a cualquier sistema coordenado. De lo antes expuesto, se
concluye que los componentes del tensor pueden cambiar en funcién del origen definido o
del sistema coordenado de referencia; sin embargo, los efectos seran Gnicos para una

determinada solicitacién. Los componentes del tensor en un sistema de referencia definen a
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éste bajo cualquier referencia. Dado que una solicitaciébn en particular representa una
realidad fisica Unica es entonces que las leyes de la mecanica del continuo son expresadas
en forma de ecuaciones tensoriales. La invariancia de estas ecuaciones es la razén del

empleo de tensores en la MMC.

Las cantidades fisicas asociadas a un medio continuo pueden estar definidas sin tener
relacibn con la base coordenada de referencia y, por consecuencia, describirse
exclusivamente a través de su magnitud (cantidades escalares tales como la densidad o la
temperatura), estar referidas a cada uno de los vectores unitarios que describen la base
(cantidades descritas vectorialmente, tales como la velocidad o la fuerza), o requerir para su
precisa descripcion de un par de o mas ejes (descripciéon matricial, tales como los esfuerzos
o deformaciones). El numero de ejes requeridos para describir la cantidad tensorial,

determina su rango (véase la tabla 1.1), siendo éste independiente de la base utilizada.

Dada la relacién existente entre las cantidades tensoriales y la base, es comun el empleo de
notacién indice para describir a los tensores, esto aplica en particular cuando se emplea un

sistema coordenado cartesiano (base rectangular).

Existen varios tipos de notacién indice, por ejemplo:
ab:. T . . R pk
i Ml ,guk )

Cuando un indice se repite se define como falso y no aporta al rango del tensor, mientras
gue cuando los indices no se repiten se definen como libres, describiéndose a través de

éstos el rango del tensor, por ejemplo:

Tensor de 1.*" orden

p
8.0y, a;b;, Ry, Rap iU Uk

Tensor de 2.° orden

D

i» Dj, DY, Ajijos B, SijuiUi
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TABLA 1.1 Rango de los diferentes tipos de tensores

Numero de
Rango ., L . caracteristicas
(r)g Representacion Aplicacion Ejemplos que definen al
tensor (n = 3")
Letras Cantidades fisicas que
mindsculas a, By K no estan relacionadas | Masa, densidad,
Cero del alfabeto PV K P con los ejes y que por | volumen especifico, 1
Heao etc. lo tanto se representan | temperatura, etc.
grieg como escalares
Cantidades asociadas | velocidad (Vi ) ,
Letras b, ¢, d a los medios
. ntin , | icid VS
minusculas cont POS as cuales posicion (XI’XJ)’
Uno del alfabeto | b . ¢ se definen con 3
latino e relacion a un eje. Por | desplazamiento (Ui )
d i hk lo tanto se representan
como vectores. fuerza ( fi ) , etc.
T CEA Propiedades Esfuerzo (T )
Letras e asociadas con dos
; H @) ejes a la vez. Estos se L
mayusculas ) Deformacion (e, E)
Dos del alfabeto denominan 9
latino Tij » Curs simplemente como
Fon A tensores de rango dos | Rapidez de
mn? S . .4
o diadas. deformacion (D)
3)
Letras ( . .
mavisculas T.C A Propiedades Propiedades de los
Tres deI};Ifabeto Tijk’ Cuim» asociadas con tres | cristales 27
. ejes iezoeléctricos
latino anj v Arsk ) P
Letras T, C F(4) .
mayUsculas T1 1C Propiedades Tensor de constantes
Cuatro ikl , | asociadas a dos pares £ i 81
del alfabeto | UKI* ~kimn o cjos P elasticas Cyp,
latino anrs’ Arsij

1.3 OPERACIONES CON TENSORES

Para los tensores se definen operaciones de adicion, sustraccion y producto. En el caso de
la adicion y sustraccién el rango de los tensores involucrados en la operacion debera ser el
mismo y estas operaciones se realizan término a término. Al hacer referencia a las
propiedades es conveniente recordar la factibilidad de representar a los tensores de primer
orden como vectores (matrices renglén o columna), a las diadas (tensores de segundo

orden) como matrices de 3x3 y a los tensores de cuarto rango como matrices de 9x9,

9



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

entonces las propiedades con respecto a las operaciones seran las mismas que las descritas

para las matrices.

i. Conmutatividad

a+b =b+a
a-b =-b+a
ii. Asociatividad con respecto a la adicién
(a+b)+c=a+(b+c)

lii. Asociatividad, distributividad y conmutatividad con respecto a la multiplicacion por un

escalar. Sean a y f escalares (tensores de rango cero) y A, B tensores de rango superior,

entonces:
a(BA) =(ef)A=B(ahA) = Acp
aff == (af)A=9pA

Por otra parte:
(a+A=aA+ [A

a(A+B)=aA+aB

iv. Asociatividad de la adiciébn con respecto al producto entre tensores de dimensién
superior a la cero. Al igual que con las matrices no existe conmutatividad en la operacion

producto. Sean T, S tensores de rango dos (diadas) y a un tensor de rango uno, entonces:
(T+S)a=Ta+ Sa
(T+S)a=a(T +9)

La adicion de tensores se realiza término a término, de tal forma que:

En notacion indice:

ij ij — Wi

10



CAPITULO 1. ANTECEDENTES GENERALES DE LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Tn Ty T3
Tij= 1T Ty Tp
Tsp T3 Ta3
Si1 S Sz
Sij = | S21 Sz Sy3

]
S31 S32 833

donde, desde luego, el tensor W tiene el mismo rango de sus predecesores.

Ty #5117 Tip +S1, Tz +543

Wij =| Tor +S91 Top +Sp  Taz +5y3

ij
Tap 531 T3 +S3  Ta3 +3533

Producto de tensores

v. Asociatividad de la operacién producto. Como ya antes fue mencionado no existe

conmutatitividad en esta operacion.
(TS)a=T(Sa)

TS #ST
(T(SV))a=T((SV)a) =T(S(Va))
(TS)(Va) =T(S(Va))

T(SV) = (TS)V

vi. Operaciones con la transpuesta del tensor
_hTT
aTb=bT " a
En el caso de que el tensor sea simétrico

T=T"

= aTb=bT 'a=bTa

11
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eT e =eT. e
i jogii

aT b =bT. a
TR jogii

= le :Tji
El tensor T (de 2.° rango) se describe como

T = T'J ei ej
T =T106 +T1o€16) + T 30163 +...+T336585

expresandose en forma matricial

T116€  Tioeey  Ti3€€3
Tij =| To1€o€ T8y  Tpglrls
T31€36;  T30€38;  T33€463

O simplemente

Multiplicacion de tensores

» Producto vectorial (producto cruz)

A través de esta operacién se define un nuevo tensor del mismo rango de sus predecesores.
Esta operacion se le relaciona comunmente a tensores de rango uno, de tal forma que se da

lugar a un nuevo vector el cual es normal al plano definido por sus factores.

axb=c

donde
cla,b

12
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axb=-bxa
axb = (|a||b|sen e)éi
@: angulo entre las direcciones a, b

& : vector unitario normal al plano definido por a, b

Producto interno o producto punto

Si bien este producto, como se definirh mas adelante, se describe para cualquier tensor de

rango mayor a cero, es usual su aplicacién en tensores de rango uno; para los cuales
representa la proyeccion de uno en otro

n=a-b=b-a=|aljb|cosd

donde @ representa al angulo menor definido entre los vectores a, b.

En notacién indice equivale a
o= a.i bi

a=ab(66)+ab,(6,6,)+azh;(88;)
(04 :alb_|_+a2b2 +a3b3
a-b=b-a=1

ai bi = bi ai = ﬂ,
Este producto también se puede definir para tensores mayores del rango 1, por ejemplo:

T . M :TIjMI] :ﬂ:traza[TijMH]

donde T :M es una descripciéon en notacion general,

n = TiuMy1 +T5oMoy +T33Mgz +T1oMyp + TigMyg + Ty Moy + TysMoz +T31 Mg +T5o Mg,

13
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Producto punto vector-diada

a‘E=b
ai EIJ == bj
Ein B B
[al a a3] Exy Exn Epg|=(aEp +ayEy +a3E3)g
Es1 Esz Egs

+(&yEpp + 8,y +a3E3)8,
+(ayEy3 +a,Ep3 + a3E33)8;

Producto punto diada-vector

E-a=c
E;a =g
By B E|la (Epna + Epa, + Ej3a3)g

By Exn Exllay|=|(Exay + Epna, + Expag)e
Esn Bz Essl@g (Ez;jay + Egpa; + Egzds)és

El triple producto escalar representa el producto punto de dos tensores de rango uno, donde
uno de ellos es a su vez resultado de un producto vectorial. Donde el resultado representa el

volumen (V) del prisma definido a través de los vectores a, b, ¢
a-(bxc)=(axb)-c=4=V

Por razones de operacion es evidente que primero se deberd realizar el producto cruz.

a{b % ¢} ={a x bjc

Fmss———- 3

#
A | 'a'.'
S0 P |
# 1 & [ ]
;f----.‘---—---{ 1

14
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El triple producto vectorial representa el producto cruz de dos vectores; uno de los cuales es
a su vez resultado de un previo producto vectorial, en este caso se cumplen las siguientes

identidades:

ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c
ax(bxc)=(axb)xc solamentesi bx(cxa)=0

(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)

* Producto interno entre diadas
2
(A) = AAy =2
T
Aj(By) = AjBji = AjB;

A (A )_1 = (A )_1 Aj =1=0;

Si AjAji=1=6; = Aj  Tensor ortogonal
Si det[A;]1=1 Matriz ortogonal propia
Si det[A;]=-1 Matriz ortogonal impropia

El producto tensorial equivale al producto de tensores con indices diferentes (libre), de tal

forma que éstos se suman incrementando el rango del tensor resultante, por ejemplo:
a®b=T
Tiih = Mi
lo anterior se representa como:

T®r =R

donde T es un tensor de segundo orden, r es de primer orden, y R es un tensor de tercer

orden.

15
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En la operacion definida como producto tensorial ®, se incrementa el rango del tensor

resultante, esto es equivalente a que todos los indices sean diferentes (libres) y, por lo tanto,

se acumulen.
Mii N =R
M®N =R
En notacién indice se expresa como:
aibj = T'J
ViFi =Tk
BiTum = Mijkm
&ijkVm = Nijkm

Contraccién o eliminacion de indices falsos o repetidos. Como ya fue enunciado cuando los

indices se repiten se anulan y por consecuencia se reduce el rango del tensor resultante:

T =1
Eija; b,
ab, =«
Eiiaj —bj

EijFim =Gjm

EijF« =Mj

Ejifi =Hj

Eii Fm = Nim

EijF = Bik

16



CAPITULO 1. ANTECEDENTES GENERALES DE LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Eij ai = Cj
Es mas adecuado escribir
ai E'J = Cj
EijFmj = Qim

e Otras combinaciones de operaciones producto definidas para tensores

La combinacion de productos punto y productos cruz (doble producto interno y producto

cruz) se puede expresar como:
a®b:c®d=R:M =(a-c)(b-d)=2
abcd =(axc)(bed)=f;
abcd =(asc)(bxd)=v; zabcd =(axc)(bed) = f;

abjcd = (axc)®(bxd)=T;

1.4 OPERADORES TENSORIALES

Delta de Kronecker

En el caso de tensores de rango dos (diadas) se define un operador identidad con relacién a

la operacion producto, a éste se le denomina como Delta de Kronecker (5ij ), si la notacién

es general, simplemente se referira como operador identidad (1 ).

La delta de Kronecker (§ij ) se define entonces como:

s _JUsii=]
Y0 sii#

O11 = 0pp =33 =1

17
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ij —

o9
|
o o -
o O
» O O

é‘ij =0y =Omn =Ops = |

Por lo tanto,
Ojj =011 + 0y + 033 =3

Omam = 0118 + 0128, + 01383 = &
Oom8m = 02181 + 08y + 383 = &
O3m8y = 03181 + 0328y + 03383 = 83
%ja;j = 46 + 2,6, + 8363 = g
OumTmj = 011T1j + 01210 + 013135 =011 Ty =TTy
OomTmj = Op1T1j + 02212 + 23135 = G015 =Ty

O3mTmj = 03111 + 32T + Oa3T3j = 03313 = Tg;j

SimTmj = Tij
é}mémj = 5ij
g 5mn5nj :é‘ij

Si e, ey, €3 sonlosvectores directrices =  gej =3

Permutador

Este término también conocido como alternador de Levy-Civita (definido asi en honor del

matematico italiano Levy-Civita (1873-1941)), es un operador empleado en notacién tensorial

como simbolo de permutacion o alternador (&, 0 Cjj). Facilita la presentacion en notacion

18
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indice, solamente puede tomar valores Sijk =0,£1. El valor de +1 corresponde a una

permutacion natural 1,2,3;2,3,1;3,1,2, mientras que el valor de —1 corresponde al caso de
gue la permutacion sea en sentido inverso 3,2,1;1,3,2;2,1,3. Por su parte, el valor cero

corresponde al caso en que se ha perdido el orden, y los indices se repiten.

De lo expuesto se concluye

+1
&ijx =y—1p , de acuerdo con cualquier ijk

3 1 1 2 .
+1 -1 Cualquier otro orden es cero.
2 3
- Gijk T ki T Ekij T ~Eikj = ~ekji = €k
Considerando los vectores unitarios
123 = 931 = €312 =1
E31 = Ep13 = 132 =1

112 = &333 = €113 =0

Eiii = € = Ekjk =0
El producto vectorial (x) también se emplea para el caso de tensores, de tal forma que:

D
X
>

Il
D>
x~

6 x€ =8 Ex€=6 & x&=-6
empleando el permutador, la operacion se expresa como:

éiXé'

i = & = Gijk® =€jki® = Ekijc
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El simbolo de permutacion (8ijk), alternador o permutador, es (til para expresar el producto

vectorial, tal como axb y el triple producto escalar, de tal forma que:

axb= aiéi ijéj :aibj (gijkék)

& (éj Xék ) = gijk

dado que
axa=0
entonces,

Eijkajak =0

Por otra parte, sean los vectores a,b,c

aX(bXC)= Eiijkpqajprq = ajCjbi —ajbjCi

1.5 FACTORIZACION

En la notacion indice se debera tener cuidado en la factorizacién, ya que es muy facil caer en
incongruencias; por ejemplo, sea T una diada, n un tensor de primer orden, y A un escalar,

entonces, en notacion matricial se tiene que si:

Tn=/An
al igualar a cero, queda
Th—-An=0
Factorizando se expresa como
(T-41)n=0

lo que, en notacidn indice se expresa como:

T: n

ij N =An,

igualando a cero, se tiene

T

Ijn

j —/lni =0
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Lo que evidentemente no se puede factorizar en la forma (Tij - ﬂ)nj =0, ya que se estaria

restando a una diada un escalar; por tal motivo, para la factorizacién es necesario desarrollar

segun:

Tjjnj =An; =A;n;
por lo que al igualar a cero, se tiene

Tjn; —4g;n; =0
y que al factorizar, queda

(Tjj —48;;)n; =0

descripcion que corresponde a lo presentado en notacion matricial.

1.6 TENSORES CON CARACTERISTICAS PARTICULARES

A partir del concepto general de tensor se pueden definir algunos que presentan
determinadas peculiaridades, estos no necesariamente existiran para cualquier rango, y aun
cuando muchos de estos tipos particulares se relacionan con las diadas, no necesariamente

son exclusivos a éstas. Por ejemplo, se define:

« Tensor simétrico. Son aquellos en los que T =T" o en notacion indice T =Tji -

e Tensor antisimétrico. Es aquel en el que T=-T", o Tjj =—T;i, estos tensores se

caracterizan en que su traza es igual a cero, es decir, T;; =0.

Con base en lo anterior, se tiene que todo tensor de rango dos (T ) se puede descomponer

en una componente simétrica (T S) y una parte antisimétrica (T A), de tal forma que:
T=T%+TA
En notacion indice puede escribirse como

ﬂfZ%@h+Tn) y ﬂfZ%@h—ﬂJ
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es decir,
Tij Z%(Tij +Tji )*%(Tij ~T)
Y en notacion general,
1 1
T :E(T 477 )+E(T —TT)

Tensor ortogonal (Q o Qij )

Se trata de aquella transformacion lineal en donde los vectores o cantidades tensoriales a los

cuales se les aplica la transformacion Q conservan sus caracteristicas (dngulos y longitudes

en el caso de un vector).

Estos se caracterizan, ademas, en que su inversa esta dada por la transpuesta del tensor:

0, en notacion indice
QimQjm = QmiCmj = Jjj
Estos tensores permiten el cambio de base de tal forma que para vectores se puede

expresar como

0, para diadas

B’ :QBQT

donde V' y B’ son un vector y una diada definidos en una nueva base (X'), mientras que v

y B estan representados en la base original (x).

Suponga que Qij es un tensor que permite el cambio de la base x ala X', entonces
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Qi Qu Qs
Qj=|Qu Qxn Qs
Qs Qs Qg3

Donde Q;; = cos (&,e j), donde & representa la direccién de los vectores unitarios en la base

X", mientras que € j representa la direccién de los vectores unitarios en la base original X .

Por ejemplo, para realizar un cambio de base de tal forma que el eje X3= X3, esto

representa que el nuevo sistema esta dado al rotar el plano X; X,
eje X3.

un angulo @ alrededor del

A

N |
A =X

Entonces, la matriz de transformacion esta dada por:

cosé cos (% - 6’] cos%
cosd senfd O
Qij = cos[%+ 6) coséd cos% =|-send cosb

0 0 1
T T
cosE COS— cos0°

Dado que:
€ =C0s0€ +senbée,
€, =—senfé +cosoé,

63 =83
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Tensor isotrépico

Se trata de aquellos tensores cuyos componentes permanecen sin cambio con cualquier
modificacion en el sistema coordenado, esto es, al modificar la base todos los componentes

del tensor permanecen invariables.

ai = ai’
Tij =Tjj
Cikm = Cikm

Sean A B,C,D,E, tensores isotropicos, si aB=H , donde H es un nuevo tensor isotrépico
(esto es, el producto de un escalar por un tensor isotrépico da lugar a otro tensor isotropico).
Por otra parte, si A+ B +C =F, la suma de tensores isotropicos da lugar a un nuevo tensor

isotrépico (F ). Considerando las dos condiciones antes expuestas, se cumple también que
aA+pB+yC=D

donde D es también un tensor isotropico.

Para el caso de A® B=E, se tiene que E es también isotropico (el producto tensorial de

tensores isotrGpicos da como resultado un nuevo tensor isotrépico).

Por otra parte, es importante mencionar que el Unico tensor isotropico de rango dos es la

delta de Kronecker 4;; 0 tensor identidad.

Tensor isotropico de orden 4

De acuerdo con lo antes planteado, un tensor isotrépico de rango 4 se puede describir a
través de la sumatoria de tensores isotropicos del mismo rango, los cuales son multiplicados
por un escalar. A su vez, cada uno de éstos se define por medio del producto de tensores
isotrépicos de orden dos (solo es isotrOpica la delta de Kronecker), lo anterior se puede

expresar como:
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AiAa = Aj
Aj=0i + A1=0

Cijw = @Aja + B Bija + 7 Giju

en donde Ay, Bjj, Cija, Djjig son tensores isotropicos de 4.° orden.

Para aplicar los conceptos anteriores, suponga que Cijk| es un tensor isotrépico, el cual

permite la transformacion lineal entre los espacios Tj; y Ey, de tal forma que T; =Cyq Ey ,
donde

T..

1) T

i BEw=Ex  GCiu=Cuj

por lo que, ademas de isotropicos, los tensores Tj;, By, Cyjq son simétricos; entonces Gy
se puede descomponer como:

Cijit = Ajjia + Bijia + Gijua

Aj=ahiAg o Aj=06i + Ai=%a - Aju=aGjoy

Biju =ABijBu » Bj=dk . Ba=9J; - Bjju =Bo%Ij
G =nG;iGy + G=61 , Gu=90j - Gjuu =m%dj
Sustituyendo:
Tij =Cija B

Tjj =(055ij5k| + POy o) +775i|5jk)Ek| =(a5ij5kl Eq + BBy + 160 Elk)
= adjj By + o Ej + 1 Ej)

T —a5 Ekk+ﬁEij+T7E —aé‘,JEkk+(ﬂ+77)E”—aEkk5 +ﬂE
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Componentes esféricay desviadora de los tensores simétricos de rango dos

Todo tensor simétrico de segundo rango T, , tal que T, =T, ., se puede descomponer en
dos tensores de la forma T,szlﬁff +T|g1, donde T,ﬁff es el denominado componente
esférico del tensor T,,,, y representa un tensor cuyo valor es igual en todas direcciones y de
ahi su denominacién (se trata entonces de un tensor isotropico). Por otra parte, el

componente desviador T,ﬂ] representa un tensor cuyo componente esférico es igual a cero.

El componente esférico se define como:

T —ngké}j :g(Tll + Ty +T33) 6

ij

0, en notacion general

Tesf = [% traza[T]j I

Asimismo, el tensor desviador asociado a T se define como:

d d T
Td =T =T, ~—3 %
0, en notacion general
Td_T_ traz;[T] |

Para el caso del tensor desviador su componente esférica es igual a cero

traza[T(d)Jzo
Si se define:

a= ltrazaT = Tl
3 3

= Tyj=as+TY

Dado que

d
Ty =Tij ~ Tucdij
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2Ty —(Tpp +Ta3)
T2 Ti3
3
2Ty —(Ti1 +Ta3)
d 22 11 33
T = Ty 3 To3
2T33 — (T +Tpp)
T3 T3y 3

1.7 EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

Los términos eigenvalores y eigenvectores, denominados también como valores y vectores
caracteristicos asociados a un tensor, se definen a partir de considerar una transformacién
lineal (T) tal que al aplicarla a un vector (a), éste se transforme en colineal a si mismo,

entonces:
Ta= Ala

donde a se define como eigenvector y A como eigenvalor, ambos asociados a la

transformacion lineal T.
Todo vector paralelo a a es también un eigenvector con eigenvalor A, de tal modo que
T(ad)=aTa=atla=na

Generalmente, los eigenvectores son unitarios, sin embargo, se definen de longitud

arbitraria. Si n es un eigenvector unitario, entonces
Tn=An

En notacion matricial Tn = AIn y en notacion indice T;;n; = Ad;n;, lo cual, al igualar a cero

y factorizando, queda:
(Tyj —48;)n; =0

Ecuacion que tiene la solucién trivial n; = 0 vy, por otra parte, al ser un sistema compatible

indeterminado, la solucion generada a partir de
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T -A%|=0 = T,y Tp—A4 Ty |=0

da lugar a una ecuacion cubica en A, de la forma
3 2

donde los términos |; son definidos como los invariantes asociados al sistema. Estos deben

su nombre a que se trata de magnitudes que no se veran alteradas al modificar la base y

representan propiedades propias del estado fisico cuantificado por el tensor.
Al desarrollar el sistema antes expuesto se puede comprobar que
Iy =Tj =Ty + Ty +T33 = Traza del tensor
1 e
I, :E(TiiTJ—j —TiiTji ) =2 menores principales de Tjj
) =TTy +TopTag + TagTi = (TioTor + TogTar + a1 Tag)
En el caso de que el tensor sea simétrico
I, =TyaTop + TopTag + TaaTy — (T3 + T4 + T4
2 = l1l22 7122133 T 13311 12 T l23 T 131

1
I3 :g(TiiTjkak + 2Ty TicT = 3T TiTig )

I3 = ‘Tij ‘ =T11T22Ta3 + T12TasTar + TisTaoTor — (T1aTasTaz +T22TagTar + TagTioT21)

Igualmente en el caso de que el tensor sea simétrico, el tercer invariante se puede expresar

como:

2 2 2
I3 =TT Tag + 2T15TogTan — (T11T23 +TaoT51 + Tas M1 )
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Valores y direcciones principales

Los valores y direcciones principales (eigenvalores y eigenvectores) asociados a un tensor

tienen las siguientes propiedades:

Vi)

Los eigenvalores de un tensor real también son reales.

Para un tensor simétrico real siempre existen al menos tres eigenvectores.

Los eigenvectores asociados a un tensor simétrico real forman base y son
mutuamente ortogonales.

Existira siempre cuando menos un sistema coordenado para el cual el tensor A se
puede representar como tensor diagonal.

En el caso de que dos de los eigenvalores sean iguales, la direccion de los
eigenvectores respectivos estara indeterminada, quedando contenidos en el plano
normal al tercer eigenvector. Cualesquiera dos vectores mutuamente perpendiculares
contenidos en dicho plano seran vectores caracteristicos.

En el caso de que los tres valores caracteristicos sean iguales, lo cual representa que
cualesquiera tres vectores mutuamente perpendiculares seran eigenvectores

asociados al tensor, y éste sera isotropico.

Sean ny y n, los eigenvectores asociados a los eigenvalores 4, y A,, respectivamente,

entonces

Ty =A4mny

Tn, = 4,0,
= Ny -(Tny=An) 5 npTng = A4nny
= m-(Tny=Any) ; nTny=2mm
= Ty =Ty = 4N, — ANy

NN, =N,y

npTny = anT Ny
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. o T
Si el tensor es simétrico T =T | implica que

nzTnl = anﬂ2

ANy = Aoy
(A —22)mn, =0
M # A
= nn, =0 .. son perpendiculares

Generalizando lo antes obtenido, se tiene que n; L. n, L n; , por lo que los vectores unitarios

obtenidos forman una base, cuyos ejes son mutuamente perpendiculares.

EJeEmPLO 1. Para el tensor T:;

ij determine los eigenvalores y eigenvectores asociados.

[ERY
N

ij —

o N
O 0N
o O O

SOLUCION
A partir de los invariantes se determina el polinomio caracteristico. Las soluciones de

este polinomio de tercer grado representan los eigenvalores del sistema.

I, =26, 1,=212, 1,=552
2122642 +42121-552=0

Ja=6 , 1,=71715 , } =12.8284

1282 0 0
Tjp=| 0 71715 0
0 0 6
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Para determinar los eigenvectores se debera cumplir que:
(T” —ﬂ,é}j )I’IJ =0

Entonces, para el eigenvector asociado al eigenvalor 4 =12.82

(12-1282) 2 o ) ai| [o
2 (8-12.82) 0 ap |=|0
0 0 (6-12.82))| a1 | |0

3

~0.8284aj+2a5=0
2a}-4.8284a%=0

-6.8282a3=0

ab=0.3827
012: 67.50
aj=0.92

011: 22720
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a3=0
913: 900

Para el segundo eigenvalor 4, =7.17, el sistema de ecuaciones se expresa como:

(12-717) 2 0o ar| [o
2 (8-7.17) 0 a5 [=|0
0 0 (6-7.17))|a2| (O

4.83a’+2a5=0
2a2+0.8285a5=0
~1.1715a35=0
= a% =0
a’=-0.4142a5
(0.4142615)2 +(a§)2 =1
a3=0.9238
6 yy=22.5°

a?=-0.3826

0,,=112.5°

Para el tercer eigenvalor 4 =6, se tiene que:

3

(12-6) 2 0 \ai| o
2 (8-6) 0 |laj|=|0
0 0 (6-6))[ad| [0
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6as +2a3 =0

2a +2a3 =0

0a3 =0
4ad =0
! af:agzo
—4a3=0
VA
Ony =0y =—
31 32 2

como (af)z +(a§)2 +(a53,)2 =1
= a3 =1 .. 033 =0

Ensamblando los tres eigenvectores para definir asi la matriz de rotacion (cambio de
base), se tiene:

092 038 0 092 -038 0
Aj=/-038 092 0| ; A;=1038 092 0
0 0 1 0 0 1

Como es descrito en lineas posteriores, este tensor de cambio de base es ortogonal, por

lo cual se cumple que AAT = | , es decir,
1 00
0 01

Asimismo, se debera cumplir la ley de transformacion para tensores

T'=QTQ'
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Por lo que al aplicar esta transformacion al tensor original se llega a la representacion en

valores principales, se concluye entonces que la matriz de rotacion describe la relacion

existente entre los vectores unitarios correspondientes a la base original éj con los de la

base en valores principales €;:
Q =cos(&; €;)
Efectuando las operaciones se tiene

092 038 0)12 2 0)092 -038 0
T'=/-038 092 0| 2 8 0038 092 O
0 0 1){0 0 6)L O 0 1

11.8 49 0)/0.92 -038 0
=|-2.75 659 0038 092 0
0 0 6){ 0. 0 1

127 0 O
TijP = O 71 0
0 0 6

Con lo cual se comprueba lo expuesto.

1.8 LEYES DE TRANSFORMACION DE TENSORES

Como ha sido mencionado con antelacion, es factible describir las propiedades asociadas a
un medio continuo a través de un infinito nimero de bases, dando lugar a igual nimero de
representaciones que son equivalentes en todos los casos. Esto se puede conceptualizar a
través de la existencia de los invariantes asociados al tensor, los cuales no se modifican al
cambiar el sistema o la base de referencia. Es por tanto necesario considerar las reglas que
permiten la rotacion de la base de referencia. Para esto se define la matriz de transformacion
o0 rotacion, la cual, por definicién es ortogonal y esta dada por los cosenos directores de cada

una de las direcciones de la base nueva con respecto a la base original.
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Sea A un tensor de transformacion tal que

Q1 Qp A3
A=|ay ay ay

a3 dzp ags

El vector unitario a lo largo del eje X{ esta dado por

!
€ =116 + 3176, + 3363

La generalizacion de lo antes expuesto es

& = Ajej (1.1)

Un vector arbitrario n definido en la base original se expresa como

y en el sistema nuevo

Considerando la matriz de transformacion A;

n=nie; (1.2)
n=n/ g (1.3)
n = AJnJ (14)

En particular, los tensores de rotacion conservan angulos y magnitudes, razon por la que se

definen como ortonormales.

Por tanto, para un tensor que define un cambio a una base ortonormal, se cumple que:

QimQjm = Jij
Por definicion A1 =AT - AAT =1 y entonces A representa un tensor ortogonal que se
define como
— A! A_
A; =cos(&§;)

35



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

De tal forma que un sistema de ejes X X5 X3 se obtiene a partir de la rotacion de un sistema

X| Xo Xg.
X X X3
14
X A1 01, O3
!
X9 01 027 053
!
X3 031 032 033

Para pasar del eje nuevo al original se intercambian renglones por columnas, esto es la

transformacion inversa (A_l) que se define como A= AT , donde Al=AT = cos(éiéj)

X1 X2 X3
X a1 a1 as1
X2 a2 a2 a3
X3 &3 a3 as3

Los angulos entre los sistemas estan dados por 6; = H(é{ éj ) , mientras que &;; = H(éjé{ )

Aj =cos(&;€])

Q1 dy g
Aji=|ap ap ayp
&3 Q3 dgg

En general, la matriz de cosenos directores se puede escribir como

1 G2 s
Q=|0y Oy Uy3| Matriz de transformacion entre (€;) y (&)

O31 O32 Os3
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Ley de transformacion para componentes cartesianos de vectores

Sea cualquier vector a, entonces los componentes de a con respecto a (€;) son

8 = Q-2

Dado V=V;& +Vy€, + V€5, defina V'
Vi =0V = OhqVy + OgpVy + Og3Va
Vo =0Vj = Gp1¥q + GpoVy + O3V3
V3 =0gjVj = O3V1 + GgpVp + U3V
Ley de transformacién entre tensores
En notacion matricial se expresa como
T'=QTQ’
o1 O1p 013 1 G2 %3 | 011 O12 013 || th1 O21 O3

14 ! 1
021 022 023 |=|Ux1 U Q3| 021 022 Op3|th2 U O3
! 1 !
031 O3 O33 O31 O32 033|931 032 033 Uiz O3 O3

EJEMPLO 2. Una base, a la cual se define como original (%) con vectores unitarios &, se va a

transformar a una nueva referencia la cual se denomina como (X ) con vectores unitarios € .
Suponga que los angulos entre ambas bases estan dados por

ol X2 X3
X 135° 60° 120°
X5 90° 45° 45°
X3 45° 60° 120°

Determine la matriz de cambio de base.
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SOLUCION

La matriz de cambio de base queda:

-1 1 _1
N 2

— 1 1
A B
4 1 _1
N 2

La matriz anterior es ortogonal y unitaria ya que la suma de los cuadrados de los
elementos renglon y elementos columna es igual a uno.

Un vector V; descrito en la base X, se define como

v =126 +2¢, + 88,
Para describir al vector v; en la nueva base X/ , se tiene entonces que
-0.7071 0.5 -0.5 (12

v =Ayv;=| 0 07071 0.7071| 2
07071 05  -05 )| 8

Por consecuencia,
v\ ((=0.7071x12+0.5x2—0.5x8)e}
Vy |=|  (0.7071x2+0.7071x8)e}

v ) | (0.7071x12+0.5x2-0.5x8)e}

EJEMPLO 3. La siguiente tabla presenta los cosenos directores descritos entre la base original

X,y la nueva base X . Determine los cosenos de la tercera linea.

% X2 X3
X 3/5 —4/5 0
X5 0 0 1
%
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SOLUCION
Se debe cumplir que é'; =€'x€",
& & &
4 3
3/5 —-4/5 0|=——e ——¢e,+0e;
5 5
0 0 1

3/5 -4/5
= Q= 0 0 1
—4/5 -3/5 0

EJEMPLO 4. Verifique si el siguiente tensor es ortonormal.

1 1 1
V33 B
— A
A= 0 5 5
-2 1 _1
NN N
Para lo anterior se debe cumplir que AAT =1, 0 que cada renglon y cada columna

cumpla con que la suma de los cuadrados de los cosenos directores es igual a uno, lo

cual se puede verificar con facilidad. La condicién (Zcos2 6, =1) no se cumple para el

segundo renglén y la segunda columna, por lo que no se trata de un tensor ortogonal.

EJEMPLO 5. Para los siguientes cosenos directores definidos entre la base ¥ y la X,

determine la ultima linea.

X Xp X3
X! __3 1 __4
1 5.2 V2 5.2
' 4 3
X2 5 0 -5
X3
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SOLUCION

Considerando que la suma de los cuadrados de los cosenos directores debe ser igual a
uno, y partiendo de que los vectores deben ser mutuamente perpendiculares, se tiene

que axb=c, porlo que
=t

52 7 V27 52
-3/5v2 Y2 -4/5\2
= Q=| 45 0 3/5
-3/5v2 Y2 -4/52

1.9 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL APLICADO A TENSORES

Esta parte del capitulo se orientara al estudio del calculo diferencial e integral aplicado a

funciones tensoriales.

Por funcién tensorial se entiende aquella transformacion lineal entre espacios vectoriales que
permite representar cantidades fisicas asociadas a los medios continuos. Cualquier tensor
A, y de acuerdo al rango, estara constituido por funciones representadas en el espacio de

los numeros reales, de tal forma que:
A=a;j (%1)
donde & son las componentes del tensor A de rango 2 y pertenecen al campo de los

ndmeros reales. Por lo tanto,

dA(x;,t) _ da (%, 1)
dt dt

descripcion que se puede extender a la derivada n -sima,

d"A(x, t) d"a (x;, t)
dt" dt"

de tal forma que al derivar con relacién al tiempo el rango del tensor no se altera.
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Considerando lo antes expuesto, y en virtud de que las funciones tensoriales son, en

general, de la forma g; = f (Xi,t), las siguientes reglas aplicadas a las operaciones de

derivacion se extienden al calculo diferencial con cantidades tensoriales, las cuales son

demostradas en textos basicos de Calculo.

Derivada con respecto al tiempo

Sean a, b tensores de rango uno, A, B tensores de rango dos, y oy ¢ escalares, todos

ellos funciones del tiempo. Entonces se cumple lo siguiente:

da) _da _d
[dtji_ dt _dt(a')

[Z_/:jij = % (2 (1))

d(a+b)_d_a+@
dt  dt dt

da a da da
=—a+a—
dt dt dt

d(a-b) a.@ da

= +b-—
dt dt dt
1(a><b)=a><@+%><b
dt dt dt
i(a@)b):a@)@+Ol—a@)b
dt dt dt

4 pg=9Rg A%

dt dt dt
4 (pigy- 9, OB
dt dt dt

d dg . dA
L oA=22pais20
a? AT a M
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4(x7)- (d_AjT

dt dt

d dA; dBy
a8 =gy Bt ATy

Operador diferencial (V)

En el caso de que la derivacion se efectle con respecto a un campo vectorial, el rango del
tensor resultante se vera afectado. Para el empleo del operador V(gradiente) es necesario
considerar el tipo de operacion que se va a realizar ya que esto determinara el rango del

tensor al que se dé lugar.

Se presentan tres operaciones al utilizar el operador V, éstas son:

: L 0
e Gradiente. En notacion indice se expresa comoV = ot
X

Sea f (Xi) una funcion descrita en el campo de los reales, la cual en MMC representa

un tensor de cualquier rango, se tiene entonces que i =Vf = f,i . Por consecuencia,
i

la aplicacion del operador V equivale a incrementar en uno el rango del tensor. Por su

parte, el operador divergencia equivale al producto punto del tensor por el operador

gradiente, de tal forma que divf =V f |, lo que se traduce en la reduccién del rango del

tensor resultante. Se tiene que el operador rotacional da lugar a un nuevo tensor del

mismo rango del original V xu =rotu

La notacibn empleada para describir diferentes operaciones en la literatura es muy

variada, como se mostrara mas adelante.

V = ﬂé\l = éiai
0%
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op _
X =4
axj '
oV

OX; ’

82vi 3
OX j an

Vi jk

ij
Eai
k

En las expresiones anteriores, ¢ representa un tensor de rango cero, V; un tensor de

rango uno, y T;; uno de rango dos. Se constata que el operador 0/0x; o &; incrementa

en uno el orden del tensor cuando i es indice libre, y reduce en uno el rango del tensor

cuando el indice es falso (se repi

Gradiente:

Divergencia:

Rotacional:

Laplaciano:

te); por lo tanto,

grad o = V¢=g—¢éi

divv=V-v

%=aiVi =Vij
Xi

rotv=vxv

EijkO Vi = Eijk Vi, j

Vip=V-Vop

62g0

Giip = Pii =5
1 1
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Sea ¢ una funcién escalar (tensor de rango cero), se tiene entonces que:

0 op . O0¢ . 0¢ .
bii -9 Vo =—¢31 +—¢e2 +—¢e3
OX; 0% Xy 0X3

El gradiente de la funcién escalar es un tensor de rango uno.

Sea f un tensor de rango uno, entonces

0%f. A2 2 2
] =a flﬁ‘l‘a f2é2+a f3§3:V2f
8Xi6Xi 8X12 6X§ 8X§

fj,iiZV’Vf =d|V(Vf):

V2t =laplaciano del tensor f

021,
_ _ ] _ _ ; 2
fii= f,ji——aXian —V(V-f)—grad(dlvf);tv f
Vip=tr(V(Vo))

V2 =V(Vef)-Vx(VxT)

Extendiendo el concepto de laplaciano a un tensor de 2.° rango, éste se expresard como:

EJEMPLO 6. A partir de las reglas de derivacion y considerando las propiedades de la delta

de Kronecker y del permutador, se puede demostrar que:

imn T mn = &imnfom = se debe cumplirque &, f o, =0

Eimn fran = €imn fom
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Eimn Tmn = —€inm fom por la definicion del permutador

Eimn fon = —&imn fom -~ fom =0

Por otra parte, se tiene que:

0%
Xj i = =

0% -
=—L = aque —=1 < i =

! OX; Ox OXy OXg

3

(men)’i = Xm,iXn T XmXni = 5imxn +5inxm

vzxan = (men),ii = (Xm,ixn + Xn,iXm),i = (Omi*¥n +5nixm),i
:5mixn,i +5nixm,i :5mi5ni +5ni5mi = 2é‘mn

Por su parte, la divergencia de un campo vectorial se describe como:

V-f= fm‘m :a_fi:ﬁ+%+%:a

OX; OX% OXp OXg

. au.
divu=V-u=u;=—t=
Mo P

div(gu)=¢ divu+Vg-u
V-(au+pg)=a(V-u)+4(V-g)

donde oy f en la ultima ecuaciobn son constantes que multiplican a las funciones

tensoriales u, g .
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Divergencia de una diada

La divergencia de un tensor de rango mayor o igual a dos se puede expresar como:

T,
_:Tij J =VT =ti
OX; ’

T
V-A =Aji,j =g
v-(Vu) =viu

v-(vu)' =Uj,; =Uj =V(V-u)

Sea T(r) un campo tensorial de 2.° orden. La divergencia de T(r) es definida como el

campo vectorial, tal que para cualquier vector a
(divT)-a=div(T"a) —tr(TT (Va))
Considerando coordenadas rectangulares y los vectores unitarios de la base dada
Véi = 0

Sea b =divT
divT; =by =bé; = div(TTé)-tr(TTV§)

: ~ oT;
=div(Tj,6,)-0=—""
(Tnén)-0= 5"
divT =%éi
Xm

Para coordenadas cilindricas la divergencia de T,,, esta dada por:

aTrr n l aTrH n Trr _THH n aTrz
o r 06 r 0z

(divT) =
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_OTgr ([ 10Tgg  Trg+Tor 0Ty

divT
( )o o r 00 r oz
(divT)Z _ T +18ng + Tz +Tir

or r 00 0z r

Mientras que para coordenadas esféricas V-T(r9¢) esta dada por:

1 a(TngsenH)Jr 1 Ty Tap+Ts
rsend 06 rsenéd o¢ r

(divT), =i§(r2T”)+

0(Ty,sen O oT, T.,—-Ty —T,,cotod
(divT) =i—(r3Tgr)+ 1 (Tos )+ ! % 10 o
r3or rsené 06 rsend o¢ r
o(T,,send oT T.,-T,+T,,cotld
(leT) :ig(r ¢r)+ ! (¢6 )+ L ¢¢+ ¢ or %
¢  ¢3or rsené 00 rsené o¢ r

El rotacional (V x) se caracteriza por no modificar el rango del tensor, de tal forma que el
tensor resultante tendra el mismo rango del original, en particular para un campo vectorial se
describe como:

Vxu=rotu

Por otra parte, se define al vector dual (') como el resultado de la operacion ¢ = —&ijk Dij ;
donde w;; es (VV)A. El rotacional de un vector v es definido por el campo vectorial dado
por dos veces el vector dual 24 de la parte antisimétrica de Vv.

Empleando el permutador, se expresa también como

ou,
8 = EimnUmn O & = &imn P
Xn
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Si el campo vectorial u se define a partir del gradiente de una funcién escalar, de la forma

u=V¢g, entonces se cumplira que el campo resultante se define como irrotacional, lo cual

implica que Vxu =0, por lo tanto

0%
Vxu=Vx(Vg) = EimnPmn :gim”mzo
m n

Se cumplira también que V x(au) = a(V xu)+Vaxu, donde a es un tensor de rango cero.

Identidades de interés

Si «a, B sonconstantesy U, g, v funciones vectoriales, se cumple que
Vx(au+B9)=a(Vxu)+pB(Vxg)
V- (uxv)=v-(Vxu)-u-(Vxv)
Vx(uxv)=v-Vu-v(V-u)+u(V-v)-u-Vv
V(u-v)=vx(Vxu)+ux(Vxv)+(v-V)u+(u-V)v

Vx(Vxu)=V(V-u)-VZ2u:donde V?u representa allaplaciano U=V -Vu
= VZVZV(V'V)—VX(VXV)
Para el rotacional de un campo tensorial se tiene que
(VxA) #VxAl

Si A es untensor de 2.°orden, V x A serd también tensor de 2.° orden.

48



CAPITULO 1. ANTECEDENTES GENERALES DE LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Operador u-V

En andlisis que involucra escalares y vectores es usual que aparezca el término u-V, en

notacién indice se expresa como:

donde U =u-u

Otras descripciones

En el caso del gradiente de un vector se tiene que

_ oy _
(Vu)ij _a_xj )
Ou;
(VUT)_ ——J:Uji
i OX; ’

La aplicacion sucesiva del operador gradiente se expresa

(Vv¢)ij = iij

(VVg) =VVg

donde ¢ representa un tensor de rango cero. De lo antes expuesto se concluye que el

numero de veces en que se aplique el operador gradiente sera igual al incremento en el

rango del tensor resultante.
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Para el caso del gradiente de un campo tensorial en coordenadas rectangulares se tiene

oT,
o, ik = Mij
oA,
VA)iy = 8 = —
( )Uk ij,k 6Xk

Si A=Vu, entonces

VA=V(Vu)=VVu=uy j

A lo cual se denomina como segundo gradiente de u; por su parte Vau = Uj i » Y Por esta

razon, el laplaciano del vector representa, como ya fue mencionado, también un vector.

Laplaciano de un tensor de segundo rango

Sean g; las componentes de un tensor de segundo rango A, por lo que Cijk = &k Son

términos que representan el tensor de tercer orden generado por VA. Resulta evidente que

Cijk,m = &j km =Ajkm, el cual representa un tensor de cuarto rango. Este tensor es
denominado segundo gradiente de A y descrito comoVVA. Por su parte, el tensor 8j kk

representa las componentes de un tensor de segundo orden que se define como laplaciano

de VZA, entonces resulta que si A representa un tensor de segundo grado, el laplaciano de

éste estard dado también por un tensor del mismo rango.

Por dltimo, se puede constatar que los operadores V ,V: , Vx vy V2 son operadores

diferenciales lineales en el calculo tensorial. Se cumplira entonces que:

V(au+ Bv)=aVu+ Vv

V(aA+ BB)=aVA+ BVB
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V-(aA+fB)=aV-A+pV-B
Vx(aA+pB)=aVxA+[VxB
VZ(aA+pB)=aV’A+ fV?B

donde u, Vv son tensores de rango uno (vectores); A, B son tensores de rango superior y

a, [ son escalares.

Derivada direccional y derivada normal

Una ecuacion de la forma ¢(Xi ) =K, donde K es una constante, representa una superficie
en el espacio tridimensional, para la cual su normal esta dada por V¢. Es por tanto que en
cualquier punto x de la superficie ¢(Xi)= K, el vector V¢ esta dirigido a lo largo de la

normal de la superficie; por lo que el vector normal unitario esta dado por

)
Vel

Sea a un vector unitario inclinado un angulo @ con respecto a la normal V¢, entonces:
V¢-a=|Vg|(n-a)=|Vg|coso

El escalar V¢ -a representa la componente de V¢ a lo largo de a, lo cual es usualmente

o

descrito como 28 =V¢-a, lo que se denomina como derivada direccional de ¢ a lo largo
a

de a. La derivada direccional de ¢ sobre la normal n es denominada derivada normal de

) [%) . Por tal motivo se tiene que o9 _ Vé-n=|Vy
on on
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o¢

Resulta por demas evidente que Za es maxima cuando el angulo ¢ descrito entre estos
a
. o o .
vectores es igual a cero, por tanto, se cumple que |— =—, por lo que la derivada
0a|nsx  ON

normal representa el maximo de todas las derivadas direccionales del campo escalar ¢ que
describe la superficie.

_Ivgl-n=[92).
Vp=|V| n_(anj n

1.10 TEOREMAS INTEGRALES PARA VECTORES

En esta parte del curso se presentaran los teoremas integrales de mayor relevancia en el
estudio de la MMC, éstos son el teorema de la divergencia y el de Stokes. Por sus
consecuencias en el desarrollo de la MMC, se haré énfasis en las implicaciones que estos

teoremas tienen.

Teorema de la divergencia

Sea V el volumen de una region tridimensional limitada por una superficie cerrada S,

entonces para un campo vectorial u definidoen V y en S, se cumplira que:
jv (V -u)dv =js (u-n)ds

donde n es el vector normal unitario a S. En notacion indice la relacion anterior se expresa

como

IV Ug x dV = js u, ny ds
oy,
iuinids :Ja_x:dv

El teorema de la divergencia (TD) permite relacionar una integral de volumen para

transformarla en una de superficie a través del vector normal unitario n.
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El TD fisicamente relaciona el intercambio de una propiedad (por ejemplo calor) del MC con
su entorno, e indica que la pérdida o ganancia de ésta es igual a su variacion al interior del
MC.

volumen 1
Superficie elemental
ds

Superficie
S

El teorema de la divergencia permite desarrollar algunas relaciones, de tal forma que se

cumplira que:
Iv VédV = Is #ndS 0, en notacion indice, Iv P dV = Is #n, dS

J-V (VXU)dV = J.S (nXU)dS 0 J'V Eijkuk‘j dv = J.S gijknjude

jvv2¢dvzjs(n-V)¢ds 0 jv¢,kk dvzjs Ny dS

IV(Vzu)dV =[((V)udS o [ Uy dV = [ mu; ds

donde ¢ es una funcion escalary g una funcion vectorial.

Vector solenoidal

La integral de superficie J.s u-ndS es denominada como flujo normal de salida o flujo de u a

través de S. Un vector serd solenoidal en una region si su flujo a través de cualquier
superficie cerrada es cero. A partir del teorema de la divergencia se cumple que u es

solenoidal en una region conectada simple, siy sélo si V-u =0 en esa region. Un campo

53



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

vectorial cuya divergencia es igual a cero se denomina vector libre de divergencia
(divergence free vector). Un campo vectorial es solenoidal en una regién conectada simple,

si y solo si es libre de divergencia.

Cuando se cumple que div(rotu) =0, lo que representa es que el vector definido por rotu

es un vector libre de divergencia para cada vector en u. Esto permite demostrar que
cualquier vector libre de divergencia u definido en una region conectada simple puede ser
representado como:

u=Vxw

donde w es asimismo un vector libre de divergencia y se le conoce como vector potencial de u .

Teorema de Stokes

Asi como el teorema de Gauss relaciona una integral sobre un volumen cerrado con una
integral sobre su superficie limite, el teorema de Stokes relaciona una integral de linea
alrededor de la curva limite de la superficie, de tal forma que la integral de superficie del
rotacional de una funcién vectorial tomada sobre cualquier superficie es igual a la integral de

trayectoria de la funcion vectorial sobre el borde de la superficie.

dSi:H!'dS

Xy

Sea C una curva cerrada en un espacio tridimensional y S una superficie regular abierta
limitada por C, entonces, para un campo vectorial u definido tanto en Scomo en C, se

cumple:

cﬁcu-tds:J'(qu)mdS
s
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donde t es un vector tangente unitario a C, el cual se asume que estd orientado

positivamente en relacion al vector normal unitario n de S .

La ecuacion anterior en notacion indice se expresa como:
¢C Uiti dS:J.Eiijk’jnidS (15)
S

Si S es una superficie cerrada, entonces el lado izquierdo se reduce a cero, por tanto se

cumplira:

J.S(VXU)'ndS =0 o J.é‘ijkuk’jnids =0
S

Esta ecuacion también se desarrolla a partir del teorema de la divergencia aplicado a V xu .

Un caso particular de la ecuacion 1.5 es cuando C queda contenida en un plano XX, y S es

la parte del plano limitado por C.

La expresién 1.5 se reduce a

.[c (ug dxg +up dxp) = I(Uz,l—ul,z)dxldxz (1.6)
S

donde U; , U, son las componentes u en X, X.

Este caso particular del teorema de Stokes se denomina como teorema de Green en el

plano.

Algunas relaciones que se establecen con base en la ecuacién 1.5 son:

qgc(;ﬁtds:jsnngédS 0 ¢C¢ti ds:'fsgijknjgb,k dsS

P uxtyds = [ [ (v-un—(vu)'n|ds
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@Cgijk Uj tk dS = IS (uk,k ni _uk,i nk)dS

gSCvXu -tds =I{%(V-u)—n-(vzu)}ds

o bien,

0
<f>c &ijk Ug,j i s = Js [%(Uk,k)_ niui,kk}ds

donde ¢ representa un campo escalar, tanto definido en S como en la trayectoria C.

Frecuentemente, tds se describe a través de dx, por lo que el término queda comoJ'(t)dx
C

en lugar de j(t) ds.
C

Vectores conservativos e irrotacionales

La integral de trayectoria CﬁCUitidS 0 Sﬁcu-tds representa la integral de u -t alrededor de
C y se denomina circulacion de u alrededor de C.

Un vector u definido en una regidn se define como conservativo si su trayectoria
(circulacién) sobre una curva cerrada es cero o, de manera equivalente, si el valor de la

B
integral IA u-tds depende solamente de los limites Ay B

El vector se dice irrotacional si Vxu =0 , y a partir del teorema de Stokes, esto representa,

en una region conectada simple, que un vector es conservativo si y solo si es irrotacional en

la region.

Si VxV¢ =0, se tendrd entonces que V¢ es un vector irrotacional para cualquier campo
escalar @. Por lo tanto se puede probar que cualquier vector irrotacional U definido en una

region simple conectada puede ser representado como:

u=Vve
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En consecuencia, ¢ se denomina como potencial escalar (scalar potential) de u . Si el vector
. : 2. A, .

u es a la vez irrotacional, entonces V°U=0; en este caso se denomina al vector u como

vector armonico.

Representacion de Helmholtz

Un vector libre de divergencia tiene la representacion:
u=Vxw

Mientras que un campo de velocidades o desplazamientos se puede describir a partir de una
funcion escalar ¢, a través de la siguiente relacion, donde u representa un vector
irrotacional:

u=Vyg

Una representacion valida para un vector general, conocida como la representacion de

Helmholtz se expresa como:

dv

L1
vix) = 4ﬂJ|x_7|

donde u representa un campo vectorial a través del cual se define un campo v, de tal forma
que V es el volumen de la regién donde se define u y la integral es tomada variando X
sobre V , manteniendo a x como un punto fijo. Se puede probar que:
Vv =u

U=Vg+Vxw

p=V-v

W=-VxV
Entonces, dado un campo vectorial u, donde existe un campo escalar ¢ y un campo

vectorial w, tal que u tiene una representacion u=Vg¢+V xw . Esta es la representacion de

Helmholtz es conveniente notar que el vector w utilizado en la representacion es un vector

libre de divergencia.
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« Teoremas integrales paratensores de rango superior a uno

Los teoremas de la divergencia y de Stokes se pueden extender a campos tensoriales de
rango superior a uno; como en el caso de un campo vectorial, la integral de un campo
tensorial es definida como el campo tensorial cuyos elementos son las integrales de las

componentes del campo dado.

e Teoremade ladivergencia aplicado a una diada

Sea V el volumen de una region tridimensional limitada por una superficie regular cerrada

S, entonces el campo tensorial definidoenV yen S es
[ v-Adv =] A.nds
v s

donde n representa el vector normal unitario asociado a la superficie S. Esto también se

puede expresar como:

oA
in;ds = [—Ldv
i/ﬁ,n, Jaxj

e Teorema de Stokes para una diada

Sea C una curva cerrada en un espacio tridimensional y S una superficie limitada tanto en

S como en C, entonces se cumplird que:

gSCA-tds=js(va)T.nds

donde t es la tangente unitaria a C, la cual se asume que esta orientada positivamente al

vector normal unitario n de S.
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1.11 FORMULAS DE TRANSPORTE

Estos teoremas son de gran utilidad en la MMC, en particular para el desarrollo de las
ecuaciones generales, ya que permiten correlacionar derivadas materiales de integrales de
trayectoria, superficie y volumen con sus correspondientes ecuaciones integrodiferenciales
de trayectoria, superficie o volumen. Esto es, las formulas de transporte permiten corre-
lacionar la variacion por unidad de tiempo de una propiedad A sobre un elemento de control,
igualando esto con la variacion debida al cambio de la propiedad de las particulas que
integran el sistema menos la variacion debida a los flujos convectivos netos de la propiedad

A a través del entorno.

Lo antes expuesto se expresa como sigue:

%jc¢dx=jc %f+¢v-v}dx

D f,mas = [ [ 2w s

D ¢ D¢ '
o jv gdV = jv (ﬁ+¢(v v)dv

siendo

¢ - componente escalar de un vector o tensor descrito en forma euleriana

C - curva o trayectoria material

S - superficie material (del medio continuo)

B- cuerpo o medio continuo cuya superficie es S y la curva que la delimita es C
V - volumen de B

v - velocidad

T - tensor de segundo orden
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Teorema de transporte de Reynolds

Considere una funcion de la forma T(X;,t), la cual corresponde con un tensor de cualquier
rango. Esta funciobn se expresa en coordenadas espaciales (eulerianas y tiempo). Por

ejemplo, T(Xi,t) puede representar la funcion densidad p(x;,t), cantidad de movimiento

p(X;, t)v(x;,t), etc. Por lo que la cantidad de la propiedad T(X;,t)en el cuerpo B cuyo

volumen en el instante t es V, esta dada por:

[T(x.tdv
\Y

El volumen contiene la misma cantidad de particulas materiales para cualquier tiempo,

asociado a éste se define una superficie S(t) que contiene en su interior al volumen V . Si se

pretende evaluar el cambio de la propiedad T(Xi ,t) asociada al cuerpo B de volumen V, se

tendra que:

D _OT(x1) )
DtJT(x,t)dV_\_/[—at dV+é[T(v n)ds

D ([ DT(xY) .
BTy - J(—Dt 0oV

Esta Ultima expresién corresponde precisamente con la tercera ecuacion que se planted
anteriormente como férmula de transporte al considerar el analisis a través de un volumen

material (V).

1.12 COORDENADAS CURVILINEAS

Coordenadas cilindricas

Para el caso de una base curvilinea de la forma:

60



CAPITULO 1. ANTECEDENTES GENERALES DE LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

e, Se tiene que:
.!:3 5
A
r= (xl2 + x%)}/2
P
R
1 X
f=tan 122
X X
z
>
Pudiendo definirse los vectores unitarios del
€ . s .
x, P r @ sistema coordenado cilindrico respecto de
/ﬂ vectores unitarios de la base rectangular.
€a
P\ o5 4o B
€, =Cos &, +sen e,
€y
P=P(r,0,2) €y = —Sen de, +cos fe,
. N Los vectores base unitarios € y €, varfan en direccion
r - 1
€] ] ] cuando la coordenada se modifica, por consecuencia, de
an r o las expresiones anteriores, se tiene que:
2
rede dér R R R R
—- =C0s dde; —sen de; +sen Ode, + cos Ge,
/\e,.+de,. dg
X 8 +da,

dé_l_ = déz = O
dé, =(—sen @8, +cosde,)do=E,d6

Zig = —CO0S 68, —sen 6dé, —sen 68, + cos 6dé,

dé, = (—cos 98 —sen 68,)d0=—€,d6
= dér =é9d9

dé@ = —érd 0
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Sea r =ré, del vector de posicion, entonces:
dr =(dr)é, +rdé,
= dr=(dr)é +rdo(&,)
Ahora, sea p(r,0) un campo escalar, entonces

dp=Vp-dr=[aé +aséy]-[dré +rdé,]

donde a,, @y son las componentes del gradiente de p (Vp ) en las direcciones ér y ég

respectivamente;
dp=a.dr+ayrdd 1.7)
op op
dp=—dr+—dé@ 1.8
P o0 8

Entonces de 1.7 y 1.8 deben representar el mismo resultado para todo incremento dr, d &

or 00
Entonces
op 10p
Vp=—e +-———-¢
P Y

{a—per +16—'0e9}[drer +rd9e9]:a—’0dr +9Pag
or ror or 06

De lo antes expuesto se tiene que el gradiente de una funcion escalar p(r, 0, z) esta dado

por

1 ~
Vp=—""6 +=—6,+§,
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Siguiendo el mismo procedimiento para una funcion vectorial en coordenadas polares

v=y(r, 8) =V, (r, 8)e, +Vy(r, O)ey

ol 1(%”)

or rlog ¢
= [Vv]= e 10w

Ng LfNg |

or r[&@ rj

Por lo que para una funcion vectorial v = V(r, 0, Z), su gradiente esta definido por

ov, 1 ov, v, |
or r\ o6 0z

VV= % 1 %‘*‘Vr %
or r\ o6 0z

¥ Afon)

| or r\ oo oz |

div v=V-v=%+l(%+vrj+%
or r\ o6 oz

Componentes de la divergencia de un tensor de 2.° orden

La definicion de divergencia para un vector arbitrario a
(divT)-a=div(T"a) —tr((Va)TT )

Si a=&, entonces

(divT), =div(TTé)-tr((Vé)T")

T T ér = Trrér + TrHéH
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div(Té ) =div((T& ) +(Troép))

- (wTa\_ 9Ty 10Ty
dIV(T er)_—ar +r 0 +Ty,

tr (Ve )T' o
r

(diVT) :aTrr +18T“9+Trr _T99
o r 00 r
(divT) _OTor  10Tgp  Tro+Tor

¢ or r 00 r

Parauntensor T =T(r,#,z;t)

Trr Tre Trz
T(r,@,z;t)z THI‘ Tg‘g THZ
Tzr TzH Tzz

y considerando coordenadas cilindricas, se tiene que V -T(r,#,z,t) esta dada por

(diVT) :aTrr +18Tr9 +Trr _THG +6Trz
"o r 06 r oz

(divT) _OTor [ 10Tgg  Trp+Tor  OTp,
9 or r 06 r oz

oT,, N l 0T, N o1, +Tl
or r 06 0z r

(divT), =
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Coordenadas esféricas (r,6,9)

Las reglas de transformacion son

L'

T

i s
8
Ty e, g
#
w Y
EE'
v
i
e
x‘lr
r=(x12+x§+x32)1/2 ; @=tan

2 .2
—1 (X +X%35)
X3

B

L g=tan" (%, /%)

El gradiente de una funcion escalar de la forma p = p(r, (9,¢) Se expresa como

Vp—a—p

10p
=——e +———8€+ ——€
or roe rsenéd og¢

1

Sea v=V(r, 6, ¢) una funcion vectorial, entonces:

Vv =

N 1(%_
or r\ o6
GVR 7
or r\ 0@
C/R )
or r\ o6

L [ov 4send
rsené\ op
L aﬁ—v(,jcosé'
rsenéd\ o¢
1 (v Ve, Vgcoto
rsené\{ o¢ r r

ﬁpe
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

o|v,send
va_rotv_[ 1oy )— L av&}ér

rsend o6 rsenéd o¢
1 ov, 1 8FV¢ «
+ -= €
rsend og r{ or
o(rv
+ 1 ( 9) _lavr e¢
r or r 06
1( v, j+ 1 %+v_r+v9cot0

V-v=divv:%+— —=+V,
or r\ o6 rsené ogp r r

1 a(rzvr)+ 1 a(Vgsen9)+ 1 v
2l or rsend 00 rsené o¢

Para un tensor T (r, 6, ¢) de rango 2

Trr Tr& Tr¢
T(r0,¢)=1Tor Too Ty
Tor Too Tgp
o(reT OT., Tpp+T
(divT) _1 ( rr) 2 i(Tmsen¢9)+ ! rg__90 " 4
rop? or rsené 00 rsend o¢ r

i 8(I’ 9r) 1 o

1 8T9¢ . Teo—Tor —T¢¢ cotd

divT ), = + —(Tgpsené)+
(dT), r3|  or rsené?aé?( 00 ) rsend o¢ r
olr 0T,y Toy—Ty +Tysc0t0
(divT) -2 ( ¢r) - i('|'¢¢9Sem9)+ L b, %
9 3 or rsend o6 rsend O¢ r
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Eltensor deformacion infinitesimal (&) se expresa como:

s=2{B-1]

donde
B=FF'

B : Tensor de deformacién Cauchy-Green por izquierda
F=1+Vyu
F : Gradiente de deformacion
Ui (X, t) =up (X, )& +uy (X, )& +us (X, t)&
Vy U : Gradiente del vector de desplazamientos

Con base en lo antes expuesto, determine el tensor de deformacion infinitesimal en funcion del

gradiente del vector desplazamientos (Vy U); asimismo, exprese &jj en notacion indice.

SOLUCION
1
=—(B-1
e=>[B-1]

B=FF';F=1I+Vu
B=FF" =(I +vU)+(| +(vU)T): 1+ (Vu) +Vu+vu(vu)

&= %[Vu +(Vu)T }+%Vu (Vu)T

1 Gui au] 1 Gui au]
&j == + +=

C2|aX; A | 20Xy AX,
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2. Eltensor lagrangiano de deformacién (E) se expresa en notacion indice como:
£y = Qi ] L O Oy
2\ X 0OX 2| 0X; OX;

Con base en lo antes expuesto, desarrolle las componentes de deformacion Ejq, Bz, Eos;

asimismo, compruebe si en notacién general la siguiente expresion es equivalente a:
1 1
E= E(qu +(qu)T )+§((VXU)T Vi u)

SOLUCION

2 2 2
En:@ul +1 ouy N ou, N Oug.
oX, 2|l X, X, X,
£ _1](dug N Ouy +1 oup | ouy N ou, [ ou, N Ouy |[ Ous
B2 ex, ) L axs )| 2 laxy Jlaxs | L axy Jlaxs | L ax, )l aXs
E _1Jf dup N Oug. +£ oup | oy N ou, |[ ou, N Ous | Oug
B72laxs ) Lax, )| 2|l ax, Jlaxs ) L ax, )l axs ) L oX, )\ oXq
. ou ;
Eij =£ o +| =L +1 Ol | Oy =1{Vu+(VuT)}+1(VuT)Vu
2| ax; ) (ax; )| 2]lax; Jlox; )| 2 2

3. Desarrolle la expresion Ay X, X; . Por facilidad solo trabaje con los indices i, j ¢Cudl es el

rango del tensor que describe la expresion anterior?

SOLUCION
AkX«Xj =B;j  Tensor de rango dos

A AcXcXo  AXiXs
Bij =| Aok XXt AoXiXo Ao XyXs
A XXy AgcXiXa Agr X X3
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4. La rotacion entre bases se expresa mediante un tensor ortogonal Q, el cual se define a
través de los cosenos directores definidos entre la nueva base (Xi') y la base original (Xj), de
tal forma que:

!
Qjj = COS X X;

y considerando que Zcos 2x{xj =1, verifique si los valores que se presentan en la siguiente

tabla permiten describir la rotacién de los ejes:

& € €3
g 2 3 6
k! 7 7 7
&l 3 _6 2
©2 7 7 7
5 | - : :

Asimismo, determine los cosenos directores que permiten definir a eé

SOLUCION

Cosenos directores

'
Qij = CO0S Xin

De > cos 2xix; =1
(2)2 (3)2 (6]2 4 9 36
—| =z H | === t—==1
7 7 7) 49 49 49
(3 2 6)? 2)2 9 36 4
|+t =] H | =—=t—=+t—==1
7 7 7) 49 49 49

& € &
2 3 6|_(6+36). (18-4)_ (-12-9)_
707 '7_( 49 jQ+[ 29 )2 Ta )%
3 6 2
7 77
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Por lo que el vector de cosenos directores se expresa

0. 86426 3¢
3i 791 72778

& & &
3 2 3 6
7 7 7
3 3 _6 2
7 7 7
3 6 2 _3
7 7 7

5. Si v es una funcién vectorial V(X{, Xy, X3) , determine:

a) Vv
b) Vv-v
C) Vxv
d) V-(Vv)
SOLUCION
a)
woow o
OX OXy OX3
Viin. Vip Vi3
Vy OV OV
Vv = 5 =V Vo Vg
X,  OXp  OX3
Va1 Vi Va3
OV3 Ovz 0Ovy
| OXg  OXp;  OXg |
b)
oy, OV, OV
Vev=—L142 423
0% OXp OXg
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2
o0V,

c)
& & &
V sy = 0 0 0 |_[Vs OV
OX; OXy OXg OXy  OXg
i V2 V3
d)
0 [ ov 0
\ '(VV) = P - |= nm =
Xm \ OXm ) OXy, OXmO%m

1

l[

0%, 0%, o'y
2 T2 2
OX{ OX5 OX3

82v3 N 82v3 82v3

2 2 2
OX{  OX5  OX3

Jil

I

o

o _ v 6, + Ny _ M
OX3 0% 0%

0%V, .\ 0%, 0%V,

2
OX{

I

2 2
OX5  OX3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Desarrolle a;X; =b;

3 3
2. Desarrolle ZZanu
i=1i=1

33 3
3. Desarrolle Y > > aybycy

i=1 j=lk=r

4. Determine si se cumple que g;by; = a;;b;;

5. Verlflque Sl (aijk + ajki + akij )Xi Xj Xy = 3ajik X Xj Xk

6. Verifique si detay =detaj; =det(a)’

7. Eltensor lagrangiano de deformacién (E) se expresa en notacion indice como:

1( ou; ouj | 1 ouy, ouy

2| oX; X

oo2lax;  ax
Con base en lo antes expuesto, desarrolle las componentes de deformacion
Es3, Bz1y Exs

8. Desarrolle la expresion Ay, X, X; . Por facilidad sélo trabaje con los indices i, j, ¢cual es
el rango del tensor que describe la expresion anterior?

9. Explique lo que es un tensor. ¢(Qué representa su rango? ¢Cuéntos elementos se

necesitan para definirlos?

Con relacién a las cantidades fisicas asociadas a un medio continuo, indique cuando

menos una que se represente con un tensor de rango:

e Cero

e Uno
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

e Dos

e Tres

Si Tij representa un tensor de 2° orden, Iy es uno de primer orden, 4 y o representan

constantes. Entonces escriba en forma desarrollada la siguiente expresion:

a'Tijn lni =0

i

Asimismo, verifique la validez de la siguiente expresion:

aTunJ —ini :O:(Tij —£5jnj
o

|

Desarrolle la siguiente expresion:

Verifique si dado Tj; = 2uEj; + A(Ey )55, y si W :%Tij Eij =W = uE;E; +§(Ekk)2

Tij = AE;idjj + 2uE;;

¢Que se debera cumplir para que &;X;X; = 0 paratoda %?

Aplicando la identidad &

ijm

Eum = Oy 0y — 6,0, verifique si ax(bxc)=(as<c)b—(ab)c

. 1 -
Si aij Zaji Yy blj = E (Cij + Cji),verlflque que a.ijbij = a.ijCij

¢, Cuales de las siguientes expresiones tienen el mismo significado?

b.

aJ,

ij

arshs, apgby, abibj, apgbpby, agbshy

pa=p’ =) =pa=pUqg.

1

, 1 -
Si aij :E(b” + b“) y Cij :E(bu _bji) verifique que aijCij =0

Verifique si 66y =3, 90

J

kOik =3, FjkOjmSij = Okm
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19. Si T; =T;; determine si t, =0para &, T; =t,, ¢ahora bien, la misma relacion se cumple

para T #T'?

&x representa al permutador, de tal forma que si la permutacion es natural
[1>2-3]=¢, =1; si es antinatural [3—2—>1]=¢, =-1 Yy si los indices se repiten

= & =0.

20. Demuestre si a-(bxc)=(axb)-c

21. Se presentan los siguientes tensores:

1 0 2
Sij=|0 1 24, a =[1,2,3]
3 0 3
Determine:
a)  S;Sj
b)  @man
c)  Sja;
d Sj
€)  Smnnanm

22. Demuestre si(axb)xc=ax(bxc) siysolosi bx(cxa)=0

23. Demuestre si para tensores arbitrarios Ay B,y vectores a, b se cumple que:
a) (A-a)-(B-b)=a:-(A"-B)b
b) bxa:%(B—BT )-a, si 2b; = &y By

c) a-A-b=b-AT-a
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Demuestre si existe correspondencia entre las ecuaciones indicadas con subindices y

las matriciales

Dj = Bj [D]=[B]'
by = Bjja; [b]=[B][a]
Dix = B;jCy [D]=[B][C]

¢, Qué representan los eigenvalores y los eigenvectores de un tensor?

Demuestre que para un tensor ortogonal QQT = QTQ =1

¢ Qué caracteriza a un tensor isotropico?
Para la diada que se presenta, determine:

a) Eigenvalores.

b) Matriz de transformacion Q de la base original a la definida por las direcciones de los

valores caracteristicos.

c) ¢Qué caracteristicas debera cumplir la matriz de transformacion Q? Compruebe esto.
d) Compruebe que la matriz Q permite transformar de la base original a la base nueva.

e) La componente esférica y desviadora del tensor

20 49 0
T=/49 10 O
0 0 -10

., _ a
Sea T una transformacion la cual al operar el vector a se define como Ta=ﬂ, donde
a

|a| es el modulo del vector a. Verifique si T representa una transformacion lineal.

Sean T y S dos tensores, verifique si se cumplen las siguientes afirmaciones:
a) TT es un tensor
b) TT+ST =(T+9S)"

c) (I'S)T =TT +8T
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31. Si é, y é’ son los vectores unitarios que corresponden a 2 sistemas coordenados
. ~r ., ~ .
cartesianos, donde € corresponde con la rotacion de €, desarrolle el sistema de

ecuaciones que permiten transformar € a partir de & (& =Q,;€,), donde Qj esla

matriz de transformacién entre & y € .

32. Un sistema de ejes coordenados cartesianos X;, X, X3 es obtenido por la rotacién de un

angulo ¢ alrededor del eje X3 Con base en lo anterior, defina las componentes del vector

XZXp . X3 . . - ar
V= 7 Gty €2t X,€3 ra €n lanuevabase cuyos vectores unitarios son €;.
X
3

33. ¢Qué es un tensor ortogonal? ¢ Qué propiedades tienen estos tensores?

34. Demuestre que un tensor de segundo orden se puede descomponer en un tensor
simétrico y en otro antisimétrico. ¢Cuantos términos linealmente independientes se

requieren para definir a cada uno de estos nuevos tensores?

35. Determine los eigenvalores y eigenvectores asociados a

36. Determine los valores principales de

6 8 O
Nj=|8 11 -3
0 —/3 10

37. El estado de esfuerzos Tjj en un punto de un MC esta dado por:

30 8 10
Tij =| 8 20 0 MPa
10 0 -15
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a. Determine el vector de esfuerzos t; en dicho punto para un plano 2x, +2x, + X, =15,
el cual pasa por el punto (3, 3, 3).

b. Determine la magnitud del esfuerzo normal oy =tn; y cortante
2 2 12 .
O'C:rcz(ltl ~oy, ) en dicho plano
c. Determine los esfuerzos principales.

d. ¢ El siguiente tensor de esfuerzos sera equivalente?

50 -20 10
Tj=|-20 -5 14
10 14 -10

38. Determine los eigenvalores y los eigenvectores asociados al siguiente tensor:

45 8 -15
-15 20 -5

39. Determine los eigenvalores y los eigenvectores asociados al siguiente tensor:

25 10 0
Aj=|10 0 0
0 00

40. La ecuacion caracteristica del sistema Tjn; =/1ni:>(Tij—/1§ij)nj =0 presenta la

solucion trivial nj=0y la no trivial ‘Tij —,wij\: 0, siendo ésta una ecuaciéon cubica en A,

de la forma:
23— 1A% +1,4-13=0
demuestre que

l; =Tjj = traza del tensor T;;

|2 = %(TiiTJj ~TiT;)

1
I3 =det[T; | = < (2TTjTu =TT T + T i)
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41.

43.

44,

45,

46.

Los angulos entre el sistema de referencia original y el nuevo sistema coordenado estan,

posiblemente, dados por los datos de la tabla. Compruebe si este conjunto de angulos

representa el tensor de transformacién entre los sistemas & y &

X1 X X3
X1 90° 135° 45°
X, 135° 90° 45°
X3 45° 45° 90°

Si el desplazamiento se expresa en el sistema original como

2
XX A X5 . Xo
U="2"28 + 26, +xLn=24

X3 X X

a) Defina el desplazamiento con relacion a la nueva base.

b) Defina el tensor de deformacion en la nueva base, asi como en la base original.

El tensor lagrangiano de deformacion E se expresa en notacién general como

E :%(qu +(qu)T )+%((VX u)T Vi u)
Desarrolle los términos Ey, E,, Egy si u=u(r,0,z)

El tensor Q define una transformacion entre ejes. Si el cambio de base se produce al

rotar 30° al sistema alrededor del eje X, determine Q. Asimismo compruebe que se

trata de un tensor ortogonal.

Calcule div T para el siguiente campo tensorial en coordenadas esféricas:

2B B

T _r_g, THHZTM:A+F'TFQ9:T¢I’ :Tg¢:0

r

=A

Considere el vector V = n(xlzel + X§62 + X§e3) , para el punto (1, 1, 0) determine:

a) \A%
by (W)V
c) divv
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47. Para una rotacién de Z sobre el eje X3, determine el estado de esfuerzos para esta
6

nueva base.
20 0 O
Tij =0 5 O MPa
0 0 -10

48.Si p, v, T representan tensores de rango cero, uno y dos, respectivamente, defina en

coordenadas rectangulares, esféricas y cilindricas lo siguiente:

a) Vp
b) Vv
c) VT

49. Calcule la divo para los siguientes campos vectoriales (definidos estos campos en

coordenadas cilindricas)

a. U =Uy=0, u, = A+Br?

send

b. Ur:T,UHZO,UZZO
send U cosé@ U =0
r=—>% Y =777, U=
r2 r2

50. Si 4 es una funcion escalar de la forma A(r,8,z), determine VA.

51. Si v es una funcion vectorial v(r,8,z), determine:

a. Vv
divv

c. rotv

d. div(Vv)

52. Si A es una funcion escalar de la forma A(r, 8, ¢) , determine V1.

53. Si v es una funcion vectorial v(r,8,¢) , determine:

a. Vv

b, divv

c. rotv

d. div(Vv)
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54. Para u = u(r,#,z), donde u esta definida como:

r r
a. u, :Esené’, Uy :Ecose, u, =0

_send _coso

U =—5—, Up=——, U, =0
r? r?

Determine, para cada inciso,Vu,Veu,V xu

55. Calcule Vu(r,0,¢) para

B
Uy =Ar+r—2 , Ug=uy=0

56. Sea T un tensor de segundo orden T =T (r,#4,2), tal que

T Az 3r?z Az T Az 373 | A 3r?
T,y =T,y =0, donde R?=r?+7?
Determine V - T
57.Para T(r,#,z), determine divT
B B
TI’I’ :A+—2, Tee :A——Z, TZZ =C
r r
Tio =Ty =Tp =0
58. Para T (r,8,¢), determine divT
2B B
TI’I‘ :A+r—3, Tee :T¢¢=A+F

Tor :T¢r :T¢¢9 =0

59. Considerando que T :%(sij +sji); y R :%(sij _sji) demuestre que:

Ri =—R

j=—Rji S =Tj+Ry
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