CAPITULO 6

COMPORTAMIENTO ELASTICO

6.1 ANTECEDENTES

Una vez establecidas las ecuaciones generales, las cuales representan las condiciones que
deberan ser cumplidas por cualquier medio continuo para cualquier posicion y tiempo, es
necesario definir las ecuaciones que describan el comportamiento de medios idealizados, las

cuales se denominan como ecuaciones constitutivas.

En los sdélidos es comun observar que su deformacion es proporcional a la carga aplicada,
situacion que también se puede describir en el sentido de que las deformaciones son

proporcionales a las solicitaciones (esfuerzos) presentes en el material
[Ac c Af] 0 [g x o]

Considerando toda la evidencia experimental que se ha generado hasta la fecha, y
simplificando la respuesta, se puede afirmar que la deformacién es una funcién unica de las

solicitaciones aplicadas; de tal manera que se descarta cualquier efecto de la velocidad de

o)

Por otra parte, una vez que se elmina la carga la deformacién desaparece completamente vy,

carga

en general, estas deformaciones son muy pequenas (infinitesimales). En el caso de cualquier
medio continuo que presenta un comportamiento con las restricciones antes descritas se
define su comportamiento como elastico, describiéndose como inelasticos aquellos
materiales cuyo comportamiento no cumple con las condiciones antes especificadas.
Afortunadamente, un buen numero de materiales tales como los metales y el concreto
cumplen con las condiciones establecidas y en otros casos, como la madera, se puede

aproximar, dentro de ciertos rangos, su comportamiento.



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

En general en los sdlidos, para el caso de pequefas deformaciones (infinitesimales), se
puede describir su comportamiento como lineal; mientras que para grandes deformaciones la

relacion entre esfuerzo y deformacién sera no lineal.
En primer término, en este capitulo se analizara el comportamiento de sélidos elasticos

lineales, considerando los diferentes modelos idealizados, para al final describir las

condiciones en las cuales se presentan comportamientos elasticos no lineales.

| Ug:IO'ij dgij

> €

FIGURA 6.1 COMPORTAMIENTO CARACTERISTICO DE UN SOLIDO ELASTICO LINEAL. EN UNA
PRIMERA ETAPA LA RELACION ESFUERZO-DEFORMACION ES LINEAL, LA CUAL
CORRESPONDE CON LA ZONA ELASTICA. POSTERIORMENTE, LA RELACION SE
VUELVE NO LINEAL, LA QUE CORRESPONDE CON LAS DEFORMACIONES
PERMANENTES (DEFORMACION PLASTICA)

6.2 DESCRIPCION DEL COMPORTAMIENTO

Con base en las caracteristicas enunciadas se formula la ecuacién constitutiva de un

material elastico ideal (sdlido elastico lineal), en la forma Gij = f(gkl), donde O-ij representa

al tensor de esfuerzos de Cauchy, mientras que &, es el tensor de deformacion

infinitesimal. En el caso de la deformacién elastica se considera que los desplazamientos
son muy pequenos (infinitesimales) por lo que las descripciones lagrangiana y euleriana son
equivalentes, por lo que

1 6u; OUi 1 ou Ou;
&= '+6X{)z—( Ly

2 8XJ i 2 6XJ 6Xi

)
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CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO ELASTICO

Con base en lo enunciado se desarrolla un sistema de ecuaciones de la forma

611 = Cllll(gll) +C1112 (812) o +C1123(€23) +..... +C1133 (833)
0'12 = C1211(811) + C1212 (812) o + C1223 (823) +..... + C1233 (833)
0'33 = C3311(€11) + C3312 (812) TR + C3323 (823) +..... + C3333 (833)

Las que en forma matricial se pueden representar a través de

o] [Cuir Curz Cits Cuzr Cuze Cizs Cumi Cuse Cuss || e
o1 | |Cioir Cio1z Cioiz Cizor Crozp Ciops Cioar Crozp Cross || €12
o3| |Cizir Ciaiz Ciaiz Cizr Ciazo Cizzs Cizar Ciazp Ciass || €13
oo | |Corr Comz Coz Comn Coizo Cooz Corar Corzp Coras || €21
022 |=|Co011 Cax12 Comz Comor Comp Coozz Coozr Coozp Copsz || €20 | (6.1)
o3| |Costr Casz Cosaz Comor Cozzo Cosps Cosar Coszp Cosss || €23
o31| [Car Caiz Canz Caimn Caion Caioz Carzn Caizp Canss || €3
03| |Ca11 Cao12 Cao1z Caoor Caozp Cazoz Caoar Capzn Caozs || €32

033 _C3311 C3312 C3313 C3321 C3322 C3323 C333l C3332 C3333_ €33

Sistema que en forma tensorial y notacién indice se escribe como

oij = Ciju & (6.2)

donde Cj;, es un tensor de cuarto orden que representa una transformacion lineal del
espacio de las deformaciones al espacio de los esfuerzos. En el caso de que el material se
considere como homogéneo, éste sera un tensor de constantes elasticas independientes de

la posicion
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Al ser un tensor de cuarto rango, entonces existiran 81 coeficientes en Cj;, . Por otra parte,

el tensor de deformaciones infinitesimales es simétrico, por lo que

= Elk
Cijkl = Cijlk

Esto representa que 3 columnas del arreglo matricial son linealmente dependientes, por lo
que el tensor se reduce a 54 coeficientes independientes (9 renglones x 6 columnas); por
otra parte, el tensor de esfuerzos de Cauchy también es simétrico, lo que se representa

como

Oij = Tji

Situacion por la que el tensor presenta simetria en los dos primeros indices Cjjy =Cjy, lo
que se traduce a que 3 renglones son linealmente dependientes, entonces se concluye que
estas dos restricciones significan que soélo existen 36 coeficientes linealmente
independientes (6 renglones x 6 columnas). En notacién indice todo lo antes expuesto se

expresa como

aji = 0jj = Cjjaéu
Considerando una base €; y una nueva base €}, entonces
Cijki = CirC jsCiiCiCrstv
Como ya se menciond, si el cuerpo es homogéneo Cj;; no es funcion de X;, entonces
Cij = (%) = F(X;)
Como gij = €ji (tensor simétrico), tenemos por ejemplo

o921 = Cunén +Conérr +Conrzérs + Cornnéa1 + Coi2000 + Cor3és + Cor31631
+Cp132632 +Co133833
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CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO ELASTICO

Como &y1 = &1y, €13 = €31, 23 = €3

091 = Co111611 +(Ca112 +Cp121)€91 + (Co113 +Coy31) €13 +(Coio3 + Coia0) 3

+C120622 +Cp133633

= 091 = Cor11611 +Kap12601 +Kop13613 +Ko1238023 + Co10627 +Coi33633

.". Se comprueba la reduccién a 54 constantes.

Como el tensor de esfuerzos es simétrico, entonces  oj; = i

Por ejemplo, o1, =09 = 19 —0y1 =0

0=(Ci211 —Car11)é11 + (Ci202 = C2122) €25 + (Cr233 — Cp133) €33

+ (K212 —Kag12) €12 + (K223 —Kp123) 623 + (Kia31 —Kap31) €31

con lo que se constata que las restricciones impuestas por la simetria del tensor de
esfuerzos y de deformaciones da lugar a que el numero de constantes linealmente

independientes sea de 36.

Al deformar el cuerpo se almacena energia elastica en el material, de tal manera que

U (gij) = Jaijdgij
Donde

) (gij) — Funcion de energia almacenada

ou (5ij)
88”-

O'IJ
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

il

FIGURA 6.2 LA ENERGIA DE DEFORMACION ELASTICA ALMACENADA EN EL
CUERPO ESTA REPRESENTADA POR EL AREA BAJO LACURVA G — &

La energia almacenada con la deformacion elastica no depende de la base, de tal forma que

%ij =Gk © ok =Cxijij

:dSij

=0y déy
O =%ij Y & =¢j Y&y
dU = (Cijii €1 )deij = (Cygijsijlden

Ciji1 = Ciiij
Lo cual representa que el tensor de constantes elasticas es simétrico. Realizando el analisis

de los términos presentes en el tensor
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CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO ELASTICO

Se concluye que sélo pueden existir 21 constantes elasticas linealmente independientes.

Otra forma de demostrar lo anterior es a través de las siguientes reflexiones:

U :GIJEIJ
%ij =Cijki ¢kl
Entonces,
U =Cijit k1 5ij
90ij  OCijrs?rs) Oz
- “Irs
Ocyg Otrs I 6e,
~ijrs
0€ys J
y como
o =Y
IJ Bl agl

J

de estas dos ecuaciones anteriores se tiene que

2
o°uU
= Ciirs = 57 o6
€rs0¢jj
U oAU
Gersagij agijﬁgrs
= Cijrs :Crsij

Ciijrs

rs 0 gl’S

Como ya ha sido mencionado, con base en la simetria del tensor de esfuerzos y del tensor

de deformaciones, el nimero de constantes elasticas linealmente independientes es de 36,

situacion que permite una descripcién matricial de la forma
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011 Cllll C1122 C1133 C.L123 C1113 C.I.112 a1

027 C2211 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212 €2

O33 C3311 C3322 C3333 C3323 C3313 C3312 €33

= (6.3)
023 C2311 C2322 C2333 C2323 C2313 C2312 2523

031 | |Gz Caiz Caizz Caipz Cannz Ciasip || 2631

012 | _C1211 C1222 C1233 C1223 C1213 C1212__2‘912

Ahora bien, realizando un cambio de variable de la forma

011 =01 fq1=¢&
O =073 &2 = &7
O33 =03 €33 = €&3
O3 =03 =0y 2693 = &4 =2¢3
031 = 013 = 05 2631 = &5 = 2613
O1p =071 =0p 281y = &5 = 269
Se tiene entonces que
& te 1lg
Gl 66 0-5 1 2¢6 2¢5
_ _ 1
O-O.’ = 06 0'2 04 E = 386 52 584
05 04 O3 les Te &

Por lo tanto, empleando una falsa notacion indice, se puede escribir una descripcién material

en la forma

o, =Cupép (6.4)
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CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO ELASTICO

por lo que matricialmente se tiene

01 Cii Cp C3 Cu Cs Cpilla
o) Coa Cpn Cu Cy Cui Cyp |l &
o3| |Caq1 Cgp Cs3 Cgy G35 Cse |l &3
= (6.5)
Oy Cap Csp Cuz Cuy Cys Cug || &4

05 C51 C52 C53 C54 C55 C56 23

Op Ce1 Co2 Coss Cos Cos Ces || 6

Con una representacion matricial de la relacion esfuerzo-deformacion es mas sencillo
visualizar que el numero maximo de constantes elasticas linealmente independientes es 21,

ya que la matriz Caﬁ debera ser simétrica, por lo que

Caﬂ = Cﬁa

Co=Cxn  Ci3=Cy Cu=Cy Cp=Cy  Cp=Cq
=  Cyp=C;p Cy=Chp Cyu=Cs5 Cyu=C, C5=Cy

Czs =Cs5 Css =Cegs Cus =Csy Cse = Ces Cs = Ces

6.3 IDEALIZACIONES PARA EL COMPORTAMIENTO ELASTICO

En el caso de los materiales elasticos se realizan varias idealizaciones en la descripcidén de

su comportamiento, de tal forma que se definen:

i. Sodlido elastico, homogéneo, lineal y totalmente anisotrépico con 21 constantes
elasticas linealmente independientes, como ya se ha demostrado.

ii. Solido elastico, homogéneo, lineal y monotrépico con 13 constantes elasticas
linealmente independientes (sdélido elastico monoclinico, con un solo plano de

reflexién y un eje de simetria).
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iii. Sélido elastico, homogéneo, lineal y ortotropico con 9 constantes elasticas
linealmente independientes (medio continuo con dos ejes de simetria y dos planos de
reflexion).

iv. Sélido elastico, homogéneo y transversalmente isotrépico con 5 constantes elasticas
linealmente independientes (para este caso se define un infinito nimero de planos de
reflexion que se forman al rotar sobre el eje de simetria).

v. Solido elastico, homogéneo, lineal e isotrépico; con dos constantes elasticas
linealmente independientes. El material es isotropico cuando sus propiedades

mecanicas son descritas sin referencia a la direccion.

Conforme se reduce el grado de anisotropia se afiaden restricciones al comportamiento
elastico del material, de tal forma que el sodlido elastico, homogéneo, lineal e isotrépico
representa un alto grado de idealizacion; sin embargo, en un gran numero de ocasiones se
considera esta descripcion en virtud de que si bien cualquier sélido cristalino es por
definicion anisotropico, también es conveniente mencionar que los sélidos son en general
policristalinos y al estar sus cristales orientados al azar se puede considerar este

comportamiento como isotrépico (las propiedades no varian con la direccién).

Simetria elastica

Para describir las diferentes idealizaciones realizadas para el comportamiento de los medios

continuos elasticos es conveniente definir el concepto de simetria elastica. Este término se
emplea para definir direcciones elasticas equivalentes, de tal forma que las constantes Cijk|
permanezcan inalteradas por la transformacién entre 2 juegos de ejes. Si la transformacion
es una reflexion de los ejes con respecto a algun plano se dice que el material presenta un
plano de simetria elastica (figura 6.4). Con dos planos de simetria la transformacion
representara la reflexiéon en dos ejes (figura 6.5), y por consecuencia debera cumplir con las
restricciones de aquella en que solo existe un eje de reflexion. Por otra parte, se puede tener
un infinito numero de ejes si la transformacién se produce al girar un par de ejes un angulo
@ arbitrario (figura 6.3), esto alrededor del tercer eje cartesiano. En este caso, la

transformacion esta dada por
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CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO ELASTICO

cosd send O
Qj =| -sené@ cosé 0
0 0 1

Esta transformacion representa la rotaciéon de un angulo & sobre el eje X3, al cual se

denomina como eje de simetria elastica.

FIGURA 6.3 SIMETRIA ELASTICA CARACTERISTICA DE UN MATERIAL TRANSVER-
SALMENTE ISOTROPICO. EN ESTE CASO EXISTE UN INFINITO NUMERO DE
PLANOS DE REFLEXION QUE SE GENERAN AL GIRAR LOS EJES XX, UN

ANGULO @ ALREDEDOR DEL EJE X; (EJE DE SIMETRIA ELASTICA), DANDO
LUGAR A UNA NUEVA BASE X' X', X';, PARA LA CUAL LAS PROPIEDADES
ELASTICAS PERMANECEN INALTERADAS

En todos los casos se debera cumplir que las constantes elasticas sean iguales en el
sistema de referencia inicial y en el sistema transformado. Considerando la notacién material
y empleando seudo indices se tiene que

O, = Caﬂgﬂ

Og4 = Caﬂgﬂ

donde la matriz de constantes elasticas no debera sufrir alteraciéon con el cambio de base

(simetria elastica)

Ca,b’ = C(Zﬂ
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Por otra parte, los esfuerzos y deformaciones deberan cumplir con las reglas de

transformacion tal que

Gla = QaaQT
5'[; = QgﬂQT

donde Q representa la matriz ortogonal de cambio de base.

Sadlido elastico, homogéneo, lineal y monotrépico

Se define con esta denominacién a aquel material idealizado que presenta simetria elastica
respecto a un plano, de tal forma que si existe simetria sobre el eje X3 (éste gira un angulo
de /2, figura 6.4), entonces el plano formado por X1 X5 actuara como plano de reflexion.

Planoe x;

FIGURA 6.4 PLANO DE REFLEXION PARA UN MATERIAL MONOTROPICO
(UN SOLO EJE DE SIMETRIA)

Xij = Qjj X
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Imagen espejo por simetria en el plano X3 de tal forma que Oz3 =—1, resulta evidente que la

simetria se podria presentar en cualquier eje cambiando solamente la posicion del signo

negativo. Por ejemplo, si el plano de reflexion fuera el X,X3, entonces el eje de simetria sera

el X;, y la matriz de transformacion queda &/ = Qe;

-1 00
Donde Q=0 1 0
0 01

Para el caso en estudio se ha considerado que el eje X; es de simetria elastica por lo que,
como ya fue mencionado, la simetria material con respecto al plano S; requiere que los

componentes Cj;, en la ecuacion

Oijj = Cijklgkl
sean exactamente iguales que Ci'jk| en la ecuacion ojj = Cijk| &l

€ =—6, €, =€, €3 =63

Cuando este es el caso, nuevas restricciones son impuestas en las componentes del tensor
de constantes elasticas, lo que lleva a la reduccidn del numero de componentes

independientes.

Las componentes del tensor de elasticidad deberan permanecer sin cambio en la

transformacion

Ciiki = Ciju
por otra parte,

i}kl = Qmi an Qrk Qs Cinnrs

CijkI = Qmi an Qrk Qs1 Crnnrs
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donde
-1 0 0
Q=0 1 O
0 0 1
Qu=-1

Qy =Q33=1, vy los otros Qij =0

C112 =—Ci112
Ci112=0
A través de esta relacién se pueden definir aquellos elementos que seran diferentes de cero.

Por otra parte, dado que la transformacién es una matriz ortogonal, el problema se puede

analizar mediante

01 Og Os 1 0 0oy o5 o05)(1 0 O oy O —O%
Og Oy Oy |= 0 1 0 Og Oy Oy 0 1 0 |= Og (o] —0y
o5 oy O3 0 0 -1 05 Oy 0-3 0 0 -1 —05 —O0y 03
Y para deformaciones
o le lg 1 1 1 1
& 2 €6 2 33 1 0 O & 586 555 1 0 O & ) &6 — 2 &g
1. ' 1. |- 1 1 _ 1 1
586 &9 554 =0 1 0 586 &9 554 0 1 0 |= _2‘96 &9 —254
' ' ) _ 1 1 — 1 1
265 18, & 00 “Difes Feu & )00 -1 | -Je —F&4 &

Se considera que las 36 constantes son diferentes

o1 =Cp1& +Cpp6p +Cizez +Cpéy +Cisé5 +Cipep
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Considerando que X;X, es un plano de reflexion tal que Caﬂ permanece inalterado en una

nueva base en la cual X3 = —X3; en este sistema, se tiene

01=Cp181 +Cpp85 +Ciaes +Craes +Cises + Cipes

pero
! 1A !/ ! !
g =&, &y =&y, 83:83, &y ==&y, 85:—85,
o, =01, 0y =0y, 03 =03, o) =—0y, 05 =—0%,
Por lo tanto,

o1 =01 =C1& +Cip6p +Cy363 +Crpéy +Cises +Cigés

(6.6)

&g = &g

!

6620'6

(6.7)

Como resultado, para que se conserve la igualdad entre (i) y (ii) se debe cumplir

Ciy =Cy5 =0
Por un analisis similar se tiene que:

Co =Co5=0

Ca4 =C35=0

Cos =Cp5 =0

Desarrollando ahora para o, y o,

04 =Cy161 +Cpper + Cpae3 +Cypey +Cysés + Cypse

’ ’ ’ ’ ’ ! ’ ’ ! ’ ! ’ ’
04 =Cp81 +Chpg +Cyae3 + Capeq + Cyses + Chpsp

!
= 04 =04 =Cp&1 +Cypep +Cpze3 — Cugey — Cysés + Cupe
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Por lo tanto, se concluye que C,1,C45,Cy3,Csg.Cs51,Cs,,Cs3,Cs6 son también igual a cero

para el plano X;X, de simetria elastica, por lo que Caﬁ queda

Caﬂ = (68)

Cos Cez Cg3 O 0  Ceg |

Reduccion de 36 a 13 constantes. Como ya se demostrd, por las restricciones impuestas

por la energia de deformacion se tiene que el tensor es simétrico, entonces C,; =Cg, , cOn

lo que el numero de constantes elasticas se reduce a 13. La relacion existente entre los
términos del tensor de constantes elasticas con los términos que aparecen en la

representaciéon matricial se tiene que

C11 = 01111’ C12 = C1122' C13 = C1133’ C14 = 2C:1123 =0, C16 = 2C1112
C21 = C2211’ C22 = C2222’ C23 = C2233

C33 = C3333’ C36 = C3312

C44 = 4C2323’ C45 = 402313

C55 = 4C1313

C66 = 4C1212

Constantes elasticas para un material monotrépico (monoclinico)

Para analizar el significado fisico de las constantes elasticas descritas en la matriz C,; es

conveniente definir su inversa (matriz de complianza) Qpy s de tal forma que

1 1

9 =Capep = (Cap) 0a=(Cap) Capey
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Si

(Cop )_l Co =

Q= (Cop )_l

= 8'3 :QﬁaO'a (69)

Es entonces que se pueden describir éstas a través de

1 _ue _us me |
B E2 Es 0 0 Ge
a1 |14 _ b1 1 _ b3 126 011011
E E, = 0 0 Ge
€22 |2 002|022
_ e 1 g g e
€363 | & E2 Es Ge || 03|033 (6.10)
28384 0 0 0 AA % 0 || o402
4 5
2831 |5 0 0 0 o 1 0 05|03;
| 2615 |6 | [T | 06| 012 |
veL  Ye2 Y63 0o L
= E2 E3 He |

donde las constantes elasticas (E,G,v,n,¢, u,iv) que aparecen en la expresién 6.8 tienen el

siguiente significado fisico:

Modulo de elasticidad (E). Representa la relacion existente entre el esfuerzo

normal y la deformacion normal, tal que E; = ? , donde el subindice representa
i

el eje sobre el cual se refiere el médulo de elasticidad.

Modulo de rigidez a corte (,uﬂ = Gﬁ = ;— = é). Representa la relacion entre el

esfuerzo de corte y la deformacién angular; el subindice indica plano y direccién

de referencia.

£
Coeficiente de Poisson (v,3 =——%). Representa la relacion de la deformacion

&

B

transversal (inducida) con relaciéon a la deformacién longitudinal (principal), donde
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los subindices indicaran la direcciéon de cada una de estas deformaciones y por

consecuencia la direccion de aplicacion del esfuerzo normal g y de la
deformacion resultante « .

e Factor de acoplamiento entre una solicitacion a corte y la correspondiente
deformacion longitudinal (7,4). El indice o representa la direccion de
deformacién, mientras que [ se refiere a las caracteristicas de la solicitacién a
corte que provoca la deformacion.

e Factor de acoplamiento entre solicitaciones a corte ((paﬁ ). Relaciona la
deformacion a corte en un plano « con los esfuerzos de corte en un plano £ .

e Factor de acoplamiento entre un esfuerzo normal y una deformacion a

corte (y/aﬂ ). Relaciona la deformacién a corte en un plano « con el esfuerzo

normal en direcciéon £ .

La simetria de la matriz demanda que

Vor _ V12 Va1 _ Vi3 Va2 _ Y23

E ) =) B, B E, B
The _Ve1 e _Ye2 36 _ V63

Gy K Gy E Gg E

Pas _ Psa
Gy G,

0'11¢0 Yy Uij =0 V|j¢11

_0n11. _ &2, _ f33. _ _Va
= 511——E , Vip=——%5, vg=——"3] D& =28 B 01
1 a1 11 1

og =012 #0, 03 =0, Vi, ]

_ne

f— gl—G
6

Og

E; . E, y E; son los médulos elésticos en los ejes X, Xy, X3
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En un material monotrépico con é; como normal del plano de simetria, un esfuerzo normal
produce una deformacion de corte en el plano XX,, con 7; como coeficientes de

acoplamiento, esto aun cuando el esfuerzo de corte en dicho plano sea cero. Por otra parte,

una solicitacién a corte en el plano X X, generara deformaciones normales (&1, ,833),
aun cuando no existan esfuerzos normales. Asimismo, cortantes en el plano X3X;

provocaran deformaciones a corte en X,X3, lo mismo sucedera al invertir las

consideraciones.

Solido elastico, homogéneo, lineal y ortotrépico

Si existen dos planos de simetria elastica se define al material como ortotropico. Este

representa un comportamiento con restricciones adicionales a las impuestas a un sdélido

monotropico. Para este caso se define que los ejes de simetria elastica son X, y el X3, por

lo que los planos de reflexion estaran dados por X;X3 y por XX, (figura 6.5), por tal motivo,

la transformacion es

10 0
Q=(0 -1 0
0 0 -1

e

R

T

Simetria con respecto
alplano X3, axy=-1

iy

GE P X

.ﬁm;

T

A
Simetria con respecio
alplano x5, a33=-1

FIGURA 6.5 PLANOS DE REFLEXION EN UN MATERIAL ORTOTROPICO (2 EJES DE SIMETRIA)
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Se tiene entonces que la relacion de los esfuerzos descritos en la base original con los

descritos a través de la base transformada es

o, 0§ Os 1 0 O0)oy o5 o5)1 O 0 oy —0g —Op
og 0, o04|=|0 -1 0o o0, o040 -1 0 |=|-08 O, o4
o Oy O3 0 0 -1\os o4 o3)J0 0 -1 -05 0y o3
Por un procedimiento analogo para las deformaciones, se tiene que
' 1 1
& 7‘96 EE & _586 —26'5
1 1 ' 1 0 | 1 1
586 &9 584 = _586 &r 284
1 1 ' 1
58 584 &3 —555 584 &3
Al definir la simetria elastica Ca,b’ = C&ﬂ , Y para cumplir con lo anterior
!’
O-l = O-l
o1 =Cpy6 +Cpp8p +Crz63 +Cryéy +Cpses + Crpé
I __ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
o1 =C181 +Cpo6; + Cpaez + Cpyey + Cpsés + Crpg
Como —& =&, &5 =—¢&g = se requiere que Ci5=C=0 vy, por

consecuencia, Co5 =Cy5 =Cg5 =C35 =Cy5 =

Entonces, desarrollando

O —Og

Cas =0

og = Cg161 + Cgo6n + Cpzéz + Cggég + Cosés + Copés

1A ! 14 1A ! ! ! ! 1 ! 1 1 1
0 = Cgr61 +Cpép +Ca33 + Caaey + Coze +Copés
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S.
I

—Opg = Ce1=Cg2 =Cg3=Cg4 =0

S
I
|
&

= Cs1=Csp =C53=C54 =0

Como en este caso, ademas de cumplir con sus restricciones particulares debera cumplir

con las ya establecidas para un solido monotrépico, entonces

Cll C12 C13 0 0 0
Cyy Cyp Cpg 0O 0 0
c |G G Cs 0 0 0
@10 0 0 Cy 0 O

0 0 0 0 Cgx O
0 0 0 0 0 Cg|

Dado que la matriz es simétrica, entonces existiran sélo 9 constantes elasticas linealmente
independientes.

De todo lo antes expuesto se tiene que la relacién matricial de esfuerzo con deformacion

para un solido elastico ortotropico, de la forma e =Qp,04, queda

a1 e B B —Vg—g 0 0 0 |aooy]
Ep &9 —%11 Eig —% 0 0 0 || oz|o9

¢33 |3 | —%1 _VE3_22 E% 0 0 0 || o3|033

2605 | | O 0 0 L0 0 |oon

2641 |65 0 0 0 0 L 0| osloy
| 2815 |€ | I 0 0 0 0 0 #66_ | 06| 012 |

(6.11)

donde E;, E,, Esrepresentan los médulos de elasticidad en direccion de los ejes X, X9, X3;
Haa = Go3, tis5 = Gaq, tigs = G1o  representan los modulos de rigidez en los planos
XoX3, X3%, X X, respectivamente. Por su parte, v;; representa el coeficiente de Poisson donde

la carga se aplica en el eje Xjy la deformacion se presenta en direccion X; .
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Determinacion de las constantes elasticas independientes
con base en la notacidén tensorial

En notacién indice para el material ortotropico antes descrito se tiene que

Cijkm = 8jr @js A Amp Crstn

Ejes de simetria: X,, X3

No existe simetria en X

La ecuacion anterior, como en el caso ya tratado del monotropico, representa que el tensor
de constantes elasticas (4° orden) definido en el sistema original puede ser transformado a

las nuevas coordenadas a través del sistema a;, a5 & 8y, (tensor de rango 8).

Como ya ha sido mencionado, la transformacién es de la forma

1 0 O
Qij = O —1 0
0 0 -1
Por lo que
Ciin Ci120 Cii33 0 0 0 |
Coo  Coas 0 0 0
Ca333 0 0 0
Cijkm =
Co323 0 0
simetria Cia13 0
i Cio12 |

Sea que el desarrollo se realice con una base tensorial 0 sea que se defina una relacion
matricial, lo anterior representa que el material tiene tres modulos de elasticidad de acuerdo

con las direcciones coordenadas, asi como también tres modulos de rigidez a corte. En el
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caso de los coeficientes de Poisson, éstos se encuentran relacionados a través de los

modulos de elasticidad, es por consecuencia que las ecuaciones de la forma ¢ = ¢(o) se

expresan
1  vyop V31033
MTEUT T E
1 2 3
_ Y O Vi3
2= Mt T, OB
1 2 3
V31 V32 Opp  O33
Eyy3=——O0n——_——+t—

El . E2 E3

1
Ep3 = o
23 2G5 23
&31= L o
31 2Gs, 31
&p = L o
12 2Gy, 12

De las constantes El’ E2, E3, Vo1:V31: V12, V321 V131 V23: a4y M55, Hee so6lo nueve son

linealmente independientes, donde

* E;,E, y E; sonlos médulos de Young en los ejes X, Xy, X3
* [y, Hss, g SON los modulos de corte en los planos X, X3, X3Xq, XX,

* vjjes el coeficiente de Poisson con direccion de carga | y direccion transversal i .

Entonces se debera cumplir que

Vo1 _ V2. Va1 _ V13. V3p _ Vo3
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Sdlido elastico, homogéneo, lineal y transversalmente isotropico

Un solido elastico homogéneo, lineal y transversalmente isotropico representa una extension
del comportamiento descrito para el material ortotrépico. La diferencia sustancial la

representa el que en éste no existiran tan solo dos planos de reflexién que se definen al

hacer girar la base un angulo de ~ radianes alrededor del eje X;, sino que la rotacion se

hara para cualquier angulo € entre 0 y 27 radianes, lo que se traduce en un numero
infinito de planos de reflexion, dando como consecuencia que las propiedades elasticas sean

las mismas, sin importar la direccion, esto sobre el plano X,X;. Es por lo anterior que se
define al material como transversalmente isotrdpico. De lo antes expuesto, se concluye que
si existe un plano S; tal que cualquier plano perpendicular a éste es un plano de simetria,

entonces se denomina al material como transversalmente isotropico. Al plano S; se le

denomina como plano de isotropia y su normal €, es el eje de isotropia transversal. Un

material transversalmente isotropico es también ortotropico.

Ecuacion constitutiva para un material elastico transversalmente isotropico

De acuerdo con la figura 6.7, considérese que existe un plano S5 tal que cualquier plano
perpendicular es un plano de reflexion, por lo que S; representa un plano de isotropia. Si
S’ﬁ representa un plano cuya normal é}; es perpendicular al plano S y a su vez describe un

angulo S con el eje X (&), entonces S'ﬂ es un plano de reflexion.

FIGURA 6.6 UN MATERIAL TRANSVERSALMENTE ISOTROPICO PRESENTA UN
INFINITO NUMERO DE PLANOS DE REFLEXION, LO CUALES SE
GENERAN AL GIRAR EL SISTEMA COOR DENADO UN ANGULO

CUALQUIERA ALREDEDOR DEL EJE X,
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FIGURA 6.7 MATERIAL TRANSVERSALMENTE ISOTROPICO, EN ESTE CASO LOS EJES
X1, X9 GIRAN UN ANGULO ﬂ ALREDEDOR DEL EJE X3

Entonces para cualquier angulo £, el plano Sﬂ sera por definicion plano de simetria. Por

tanto, si Ci’jk| representa las componentes del tensor C con respecto a la base €, la

transformacion estara dada por

e =C0SH¢é +senfé,

e, =—Sen ¢ +cosoé,

FIGURA 6.8 CUALQUIER ANGULO € ENTRE 0Y 277 RADIANES GENERA
UNA NUEVA BASE
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Una rotacién de x radianes dard lugar a un material ortotrépico, por lo que se puede

considerar al solido transversalmente isotropico como una extensién del comportamiento del
sélido elastico ortotropico.

cosd cos(@—%) cos%
cosd sen@d O
Q= cos(@+%} cosé cos% =|—-sen@ cosd O
0 0 1
T T
COS— COS— cos0°
2 2

= Q; =¢086; Q) =send; Qyy =—send; Qyy =c080;Q31 =Qgp = Q13 =0Qp3=0;Q33 =1

X3
|
Xy X,
T T
//.-——"'—"___"'-—.__\\

FIGURA 6.9 LAS PROPIEDADES EN TODA DIRECCION TRANSVERSAL | SON
SIMETRICAS CON RESPECTO AL EJE LONGITUDINAL |

Entonces para cualquier angulo de rotacion de los ejes

Ci112 = Ci113 = Ciopp =Clp3 = Cir33 = Cizpp = Ci323 = Ci333 = Ci123 = Coppg = Cp333 = Cp93 =0
..(6.12)
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Como se mencioné anteriormente, la condicion 6.12 es satisfactoria para cualquier & no
conduciendo a mayores restricciones; sin embargo, para & =0° se tiene (esto sera referido a

la base original)

C1112 = C1113 = C1222 = C1223 = C1233 = C1322 = C1323 = C1333 = C1123 = C2223 = C2333 = C1213 =0

por lo que a partir de la ecuacion de cambio de base en forma tensorial (tensor de rango 8)

Cin =&, 853, @,,C

kt ~*mn ~rstn

i (6.13)

Realizando las operaciones y sustituyendo los valores de Q” en la ecuacion 6.11 se tiene
' 3 2 2 2
Ci113 = Q11Qu3C1111 + Q11Q21Q23C1 120 +Q21Q11Q13C 7211 +Q11Q31Q33C1133

+Q%Q11Q15Ca511 + Q1Q21Q53C 1212 + Qu1Q5Qu5Croo1 + Q5111 Q13Co11

+Q1Q5Q25C o119+ =04+ 0+0+.....=0
Por lo que C1'113 =0 es satisfecho en conjunto con
Ci223 =Ci32 =Ci333 =0
Por otra parte, Qi3 =1, de lo que se tiene
Cia23 = Qu1Q12C1313 +Q21Q22C2323 =0

lo que requiere que
cos#sen 0(Cyz13 —Cp33) =0

razon por la cual

Ci313 = Cas3

En forma similar C{»33 =0, lo que conduce a que Cjj33 =Cy33 ¥ de Cj11» =0 se concluye

que

225



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

3 3 2 2
CZ[llZ = Q11Q12cllll + Q21Q2202222 + Q11Q21Q22C1122 + Q21Q11Q12C2211

2 2 2 2
+Q1Q21Q22C1212 + Q11Q21Q12C1221 + Q21Q11Q12C 2121 + Q21Q11Q22C 2112

Pero cosdsend 0 =

~cos? 0Ci111 +sen? 0Cropy + (cos2 0-sen? 0)Ci10o + 2(cos2 0-sen? 0)Ci51 =0

De un proceso similar para C;»», =0, se puede obtener

_sen 0Ci11+ cos? 0Coy) - (cos2 0-sen® 0)Ci12s - 2(cos2 0-sen® 0)Cip15 =0

de lo que

Cllll = C2222

Ci212 = 5 (Ci111 — Ci122)

Luego entonces Sﬂ sera un plano de simetria, de tal forma que los coeficientes elasticos

Ci’jkl sean iguales a los Cijk| para cualquier angulo 8 quedando en forma matricial

o1 ] [Cunn Cup Cuas 0 0 0 &
o2 | [Cuzz  Cun Cuss 0 0 0 7
o3| |Ciazs Cuazs Cazs 0 0 0 £33
0323 o 0 0 Cia13 0 0 26,3
O31 0 0 0 0 Cpag 0 264,
o] | 0 0 0 0 0 %(01111 —Ci12) || 2815
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o O o o o

o 0 0 0 0 %(cll—clz)

Por tanto, el nimero de constantes elasticas se reduce a cinco (4, 7, ,,¢,¢), por lo que
para un material sélido, elastico, transversalmente isotropico con eje de simetria x3(e3), la

ecuacion constitutiva de la forma oj; = Cjj € se puede representar en forma simplificada

(seudonotacion indice) como o, =C,z¢5

Cpp =4

Ciz=A+¢
Copz=A+20+4uy —2pr +5=1+2¢+4G3 —2G, +¢

Cyq=11r =Gpp

2(C11—Cyp) = . =Gy, =Gy

en donde

Haa = tss = iy =Gy =Gy, es el moédulo de corte en el plano de isotropia

transversal

Hes = 14 =G| =Gg1 =G5, es el mdédulo de corte en cualquier plano perpendicular

al plano de isotropia transversal
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oy | [A+2u A A+¢ 0 0 0 |[ey
Oy A A+21 A+¢ 0 0 0 (&
O | | A+d A+d  A+20+4p -2+ 0 0 0 || &3
O3 0 0 0 tr 0 0 || &3
031 0 0 0 0 14 0 | &y
o] | O 0 0 0 0 u|lé

Considerando la metodologia empleada para definir las constantes elasticas linealmente

independientes en un material monotrépico y ortotropico; y definiendo que la rotacion se

producira alrededor del eje X;, para que asi este comportamiento corresponda con las

restricciones ya impuestas, entonces se tendra que la matriz de cambio de base esta dada por

1 0 0
Q=0 cos@ send
0 -send cosd

Dado que se debera cumplir que o, = Caﬂgﬁ , esto en representacién matricial y utilizando

una seudonotacion indice, entonces

oq =Copép
donde
Ciju =Ciju
O_r _ QO_QT
g = QgQT
en notacidon matricial se tiene
011 ‘71_ Ci G Cp 0 0 0 | _51 11
0922|02 Cp Cp Cy3 0 0 0 ||&2|éx
033|193 | Cp Cy Cg3 0 0 0 || &3] é33
0'23 0'4 0 O 0 %(022 _C23) O 0 84 2823
0'31 0'5 0 O 0 O C55 O 55 2531
0'12 06_ L 0 O 0 O O C55__86 2812
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Los elementos de la matriz de rigidez cumplen con
Ci1 >0, Cs3 >0, Cyq >0, C1—-C;p >0
Considerando las constantes
Mdodulo eléstico transversal (E; ). Para un sistema donde existe isotropia en el

plano X2X3 = E2 = E3 = ET = C22 = C33.

Modulo elastico longitudinal ( E;) = E,=F #E =Cy;

Considerando ahora la representacion 8ﬁ=Kﬂa0a= donde Kﬁaz(Caﬂ)_l, se tiene

entonces en descripcién matricial

&y | ] Eil _"E1_22 —‘/El—j 0 0 0 || oq|o11
&9 |&9 —%11 E% —VEZ—;’ 0 0 0 ||og]lo9m
£33 |3 | _"E%l —VE3—22 EAZ 0 0 0 || o3|033
2eples| | O 0 0 & 0 0| oo
231 |65 0 0 0 0 é 0 || o5|031

| 215 |&6 | 0 0 0 0 0 G_iz | 06|01 |

(6.14)

Para este caso, como ya ha sido manifestado, las constantes elasticas para el sdlido elastico

transversalmente isotrépico son

Modulo de elasticidad longitudinal (E; = E| ) y transversal (E, = Et )
Coeficiente de Poisson longitudinal (v;, =v| )y transversal (vo3 = vy )

Mdédulo de Rigidez a corte longitudional G,3 y transversal Gy,
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Desarrollando el arreglo matricial 6.14, se tiene

011 VL O VL 033
E B E,

&1 =

VL O V1033
Eyg = ——=0qq +—5 ———2
22 E, 11 E, E,
533:_V|_E<711_VTE522 +5Esa

2 2 2

& _—1 O _—1 (oX
23 2Gys 23 2G, 23
oLt o1 _
31 2G. 31 2G, 31

1 1
E19 =——O0y9p =——O 6.15
12 2G, 12 2G, 12 ( )

Todo lo anterior dado que debera existir simetria en el tensor rigidez o matriz de complianza.

La descripcion de un comportamiento caracteristico para un soélido elastico transversalmente
isotrépico se puede emplear para materiales tales como la madera o los huesos largos (por
ejemplo el fémur o la tibia), materiales en los cuales es claro que se tienen propiedades

diferentes en el eje longitudinal con respecto a su plano transversal.

Salido elastico lineal homogéneo e isotropico

El mayor nivel de idealizacion se presenta cuando se considera un material sélido, elastico,
homogéneo, lineal e isotropico. En este caso, se considera que las propiedades son iguales
en cualquier direccion, no soélo en un plano como en el transversalmente isotropico, figura
6.8. Si bien cualquier sélido cristalino sera por definicion no isotrépico, es necesario recordar
que en general los solidos son policristalinos y que sus cristales usualmente se orientan al

azar dando como consecuencia que sus propiedades elasticas, las cuales se evaluan de
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manera macroscopica, representen promedios de las definidas para cada direccion

cristalografica.

FIGURA6.10 EN UN MATERIAL ISOTROPICO CUALQUIER TRIADA DE EJES MUTUAMENTE
PERPENDICULARES REPRESENTA UNA BASE Y EN CUALESQUIER BASE LAS
PROPIEDADES ELASTICAS SERAN IGUALES

Por ejemplo, un metal recocido o que provenga de fundicién se puede considerar sin mayor
inconveniente como isotrépico; sin embargo, la misma aleacién después de una fuerte
deformacion en frio, que provoca que los cristales se orienten de manera preferencial, ya no
se podra considerar que presenta un comportamiento isotropico, sino en el mejor de los

casos se describira como transversalmente isotrépico.

Considerando una base X;X,X3, la descripcion en forma tensorial queda
oij = Cijui €k

Ahora para una base X X5X3, la cual se obtiene al girar los ejes a cualquier angulo se tendra
ai; =Ciju

Al ser isotrépico el material, entonces el tensor de constantes elasticas sera siempre igual en
cualquier base
el
Cij =Cijia
Dado que la representacion (tensor) no se modifica (mantiene sus mismos componentes)

con respecto a cualquier base, se le denomina isotropico. Este tipo de tensores, como fue
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comentado en el capitulo 1, tienen propiedades particulares como son de que su suma (de
tensores isotropicos) da lugar a un nuevo tensor isotropico, la multiplicacion por un escalar
produce un nuevo tensor isotrépico y el producto entre tensores isotropicos es igualmente
isotrépico; por ultimo, es conveniente recordar que el Unico tensor isotropico de rango dos es

la delta de Kronecker.

El tensor de constantes elasticas debera cumplir con las restricciones ya antes enumeradas,

Cijui = Ciijik
Ciji = Cijina
Cijin = Cuaij

El tensor al ser isotrépico se puede descomponer en la suma de varios tensores igualmente
isotrépicos

Ciji = Ajji * Bijia + Hijia

Estos a su vez se pueden descomponer a través del producto con un escalar, de tal forma

que
At = A8jji
Biji = 2bjjiq
Hij = Bhiju

Ciji = A8jjia + abyjg + Bhijg

A su vez, los tensores ajj, Dy, hjjq se pueden descomponer en el producto de dos

tensores isotrépicos, sin embargo, el unico tensor isotrépico de rango dos es la delta de

Kronecker (5ij )-

= g = ok
bijki = Sk i1

hij = i1 9k
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Los indices de 5”- son indistintos ya que de todas las formas representa al tensor identidad

de rango dos para la operacién producto. Sustituyendo se tiene

Oijj = Cijklgkl

oij = (A& + abijg + Bhija)éw

(4604 ) e = Adijer = A&k &k

(adiOj1)en = (ady ) = adiéj = asj;

(BSiSj)en = (B )ew = (Boi)ej = Be;

agij +ﬂ8ij = 2/J<€'ij

Gij = ﬂgkké‘ij + 2/,!8”

Por su parte, en notacién general se expresa como
o=AlA+2us
donde A=V-u

A las constantes elasticas A, u se les define como constantes de Lamé en honor del

matematico francés Gabriel Lamé (1795-1870), quien en 1852 publicé su Teoria Matematica

de la Elasticidad, en la cual se desarrollaron por vez primera estas expresiones.

Desarrollando las ecuaciones para el Sélido, Elastico, Homogéneo, Lineal e lIsotrépico

(SEHLI) y sustituyendo en la descripcion tensorial, se tiene que:

233



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

o1 A+2u 0 0 O A 0 0 O A &1
o1 0 u 0 wu 0 0 0 O 0 &
o13 0 0O u O 0 0O O 0 &13
091 0 u 0 u 0 0 0 O 0 &1
oy |=| A 0 0 0 A+24 0 O O A &
O3 0 0 0 O 0 u 0 u 0 &3
o031 0 0 u O 0 0 u O 0 £31
O3 0 0 0 O 0 u 0 u 0 &30
o33 | | 4 0 0 O A 0 0 0 A+2u||é&s3]

La primera constante de Lamé A no tiene significado fisico, mientras que 1 =G representa

al médulo de rigidez a corte. La relacion esfuerzo-deformacién, en forma matricial, para un

SEHLI se expresa como

oplon ] [A+2u A A 0 0 O & |eg
O97|0 A A+2u A 0 0 0| € |ep
33|03 | _ A A A+2u 0 0 O 133 £33
03|04 0 0 0 2 0 0 || 2%|epg
03|05 0 0 0 0 2u 0| 3&s|en
oplog| | 0 0 0 0 0 2u] %56 &9

011 = (611 + 92 + E33) + 2ue

O = A&y + & + E33) + 2

033 = A(&11 + 622 +33) + 21633

019 =091 =2y = 2EN

O3 = O3p = 2UEp3 = 24E3)

031 =013 = 2E3) = 2ué3
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Otras constantes elasticas

A partir de la relacion general oy = A& 6 + 2ug;; se tiene que
Ok = A&y + 2 e
o = BA+2u) e

Se define el esfuerzo hidrostatico como

O
P

De lo que se tiene que

2
Oy =(ﬂ’+§ﬂJ8kk

La ecuacion anterior relaciona la componente esférica del esfuerzo oy (esfuerzo

hidrostatico) con el cambio elastico de volumen ¢ . A la constante de proporcionalidad se le

denomina como factor de compresibilidad (k), entonces

k:/”t+%E
3

Por lo tanto, la ecuacion se puede expresar como
oy =Kg

La ecuacion general o =o(g) se puede despejar para expresar en la forma ¢ = ¢(o), de

tal forma que

1
(oj — A&k Gij )Z = &jj

1 A
&ij = o—| Oij =575 Okkij
2u 31+2u

Si se considera ahora un estado uniaxial de esfuerzos
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00
oj= 0 00 tal que
00

Tomando un comun denominador

a1 = 2,
U (31+2u) H1BA+2p)

1 [(3/1 +2u)o1y — /ujllj _ A+ uoy
y si se define el mddulo de elasticidad o modulo de Young como la relacion existente entre el

esfuerzo normal y la deformacién normal, tal que

lo
E = 11
11

por lo que de la expresion

_(“G+poy oy
uBA+2u) By

11

se puede despejar el médulo de elasticidad, considerando ademas que por ser un material

isotrépico
Ejy=Ep =Ex=E

E_ (34 +2u)
(A+p)

Si se define al coeficiente de Poisson v como la relacion de la deformacion transversal et

a la deformacion longitudinal ¢ , se tendra que para un estado uniaxial de esfuerzos
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&
y=_T
L
& &
N __ %2 4, __%3
&1 11

y en la definicién de coeficiente de Poisson

-1
5 a1 .o 5011
yo_ S __ 2u(31+2u)
&1 “7ﬂ611
H1BA+2u)
Se tiene que
A
V=——
2(A+ )
Despejando
2+ v =2

QAv+2uv)=A4
2uv = A(1-2v)

_ 2uv
1-2v)

Dado que la constante de Lamé A no tiene significado fisico resultard mucho mas practico
describir la relacion de ¢ =¢&(o) a través del modulo de elasticidad y del coeficiente de

Poisson, por lo que sustituyendo
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Ademas, si se sustituye en

)

,Ll[3 2uv +2:“j lu(6,uv+2,u(1—2v)
E_

1-2v _ 1-2v
24V j+,u 2uv+ u(l—2v)
1-2v 1-2v

- u@uv+2u—4uv) 2/12(1/ +1)

2uv+u—2uv y7i
E=2u(l+v)

_E
- 2(1+v)

U

1 A
&ij = —o—| Oij =575 Ok
2u 31+2u

_E 1 Q@A+v)
#= 2(1+v) 2u E
2uv
A 1-2v
(31 +2u) 3[2yv _+2ya—2v)
1-2v 1-2v
A 2uv

(BA+24) 6uv+2u—duv

A 1%

(Gi+24) v+l

R

1
Eii :EI:(1+ V)Uij _Vo-kké}j:l

1

1

8ij Zm[(l-l-l/)gij _Vo-kké‘ij:l

)
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Esta ecuacién se le conoce como Ley de Hooke generalizada, la cual al desarrollarla da
lugar a

1 1

&= E((1+ v)oy —Vv(011 + 0 +033)) = E(Un —V(‘722 + 0'33))
1 1

€22 :E((1+ V)02 —V(011 + 09 +033)) :E(Gﬂ ~v(ow+0o3))

1 1
€33 = E((1+ V)o33 —v(011+ 09 +033)) = E(Uss —V(Ull T 02 ))

1
E1p =861 = 5012
1
€23 = €32 25023
1
€31=8&13 25031

Estas ecuaciones se pueden presentar en forma matricial como

é11|41 E TE g 0 0 0 || o1|on
1% 1 1%
£ 162 -t  €E O 0 0 || 03|02
v v 1
£33 (€3 “E TE E 0 0 0 || 03|03
Zy 1
&3 - 0 0 0 24 0 0 04|03
£4 1
831 - 0 0 0 0 24 0 Op 031
£ 0 0 0 0 0 L
L&z | 2 |L96] 012 |

1
El valor del coeficiente de Poisson de un sdlido elastico isotrépico es del orden de :—3 sin

embargo, si el material es incompresible se tiene que

2 1
k=A+—pu=0BA+2u)=
Y ( ﬂ)s
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Sustituyendo en

g #BA+2u)
A+u

1
£_§(3/1+2,u)_1 Aeu)_1(2,
E uBA+24) 3

U 3\ u
A+ u
. A
Y al sustituir el valorde —
Y7,
2VA+2uv =24 = 2uv =A-2vi=A(1-2v)
i_ 2v
u 1-2v
k 1( 4 1( 2v ) 1( 1 j
E 3lu 3\1-2v 3\1-2v
hz L = 31-2v)k=E
E 3-6v
—=3-6v

Al ser incompresible el sélido

= k>

Esto representa que cuando el material es incompresible el coeficiente de Poisson sera de

1
V==
2
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6.4 APLICACION DE LA TEORIA DE LA ELASTICIDAD EN EL ANALISIS
DE DIFERENTES PROBLEMAS BASICOS

Estudio de una barra circular sometida a torsion

Una barra de seccion circular de radio I, diametro ¢ y longitud I, la cual es sometida a un
momento torsionante Mt , en el eje longitudinal de la barra (figura 6.11). Considere que se

trata de un sélido, elastico, homogéneo, lineal e isotrépico y con esa base determine:

a) Campo de desplazamientos
b) Tensor de deformacién
c) Tensor de esfuerzos

d) Esfuerzos principales y su orientacién con relacion al eje longitudinal de la barra

Con la finalidad de facilitar el analisis, el sistema coordenado se elige de tal forma que el

origen coincida con el empotramiento de la barra, donde un eje (¥ ) corresponde el eje de

simetria de ésta, mientras que los otros dos estan referidos al plano transversal. EIl momento

torsionante provoca una deformacién angular & sobre el plano X,X; , la cual es funcién de

la distancia al origen 6 = 6(x,) , siendo ésta cero para ¥ =0 y maxima para x =1.

FIGURA 6.11 CILINDRO SOMETIDO A UN MOMENTO TORSIONANTE
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El campo de desplazamientos u esta dado por
u=@xr
0 = 9@1 + Oéz + 0é3

& € €
¢ 0 O
X X X3

= UZOél—QX3é2 +0X2é3
a) Por tanto, el campo de desplazamientos queda
u= _X30é2 + X20é3

A partir de la descripcion del campo de desplazamientos y conociendo que

0=1(x)
y dado que si
Xl = O = 0 == O
Xl = I = 9 = Hméx
se puede definir el campo de deformaciones
ou
X gy=—=+=0
4 o0Xq
Uz
&= ou
X3 < €20 = —£=0
< OXa
1%
ou
33 =—>=0
OX3
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g, = 1[0 OUa ) _
27 2lox,  ox
.ot Q2 Oy
B2 oxg o
g = L[ 2 O
7ol o oxg

1 060 1 00

—| 04| Xg— | |==| X3 —

2[ [ axln 2[ axJ
1

—(-6+6)=0

(-0+0)

1 00 1 00

—| Xo—+0|==| Xo —

2\ T ox 2\ " ox

1
b) Eltensor de deformaciones & = E[VX u+(Vy u)T ] queda

1,00

273 %
1,90

2% ox

1,00

2% %,

0

1,,99]
2% ox

0

c) Dado que se trata de un sdlido elastico isotropico oy = Agy oy +2ue; , el tensor de

esfuerzos esta dado por

28 20
ﬂsaxl ﬂzaxl
0 0
0 0

La validez del campo de esfuerzos se puede verificar a través del cumplimiento de la

ecuacién de Cauchy, considerando la existencia de equilibrio y despreciando las fuerzas de

cuerpo

aGij

6xj
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1 %0 1 o%6

60-]_1 + 6012 + 8613 ~0 — —Z X +Z Xo -0
o X O 2 xox, 2 2 oxgong
2
60'21+6622+8623=0 N —IL[X360+0+0=0
0%  OXy  OXg %

2
oy 00 , 098 o o 4, 9% 010-0
0% OXy  OXg %

De lo antes expuesto se concluye que sera necesario cumplir con

0%0
— = 0
0%
Entonces se constata que
90 _ ctte
0%

Se debera cumplir también que la fuerza en las superficies laterales sea igual a cero (no

existe carga aplicada sobre éstas).

n= F(Xzéz + X3é3)

ti = O'ij nj = 0
tl 1 0 0'12 0'13 0 0
tz =—| 091 0 0 X2 =10
t3 0'31 0 O X3 0
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1 n n n
t = F(012X2 +013%3)(€; + 06, +0€;3)

Sustituyendo el valor de las componentes del esfuerzo, se tiene que

00 A
G = p——(=Xg%y + Xz%3)€ =0
0%y
De lo que se concluye que las superficies estan libres de cargas, esto es, la barra es

sometida a momentos de torsion pura.

En cualquier superficie normal a X, apareceran los esfuerzos de corte oy, 03;; donde el

primero genera una rotacién en direccion de las manecillas del reloj, mientras que el
segundo hace lo mismo en direccién contraria. Ademas, se conoce que no existe ninguna
fuerza resultante sobre dicho plano, esto es

Xz

Jk
oy

Oy A
X]d ¥
k ¥ JSI

a1
De la figura se debe cumplir lo siguiente:
e Resultantesen x =1
00
R, =|oy,ymdA=—pu—|x3dA=0
2 I 21" ﬂ@xlj 3

R3 = J.O'31n1dA= +ﬂ%IX2dA: 0
1

Si bien al integrar las fuerzas sobre el plano cuya normal es €, la resultante debe ser igual a

cero, ya que no existe ninguna fuerza que se esté aplicando. Por otra parte, el momento que
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los esfuerzos generan alrededor del eje X; se debe a la aplicacion del momento torsionante,

y se deberan equilibrar con éste
My = I (X0 31=%3071) dA

Sustituyendo el momento torsionante sobre el eje x; se tiene que

00 , 2 2
MT1=Iﬂ6—)(1(X2 +X37) dA

Ademas,
MT2 = MT3 == O
Resulta evidente que
00 ¢ 2

Por otra parte, la definicion de momento polar de inercia (I p) de la seccion transversal de

area es

1, = [r?dA

por lo que el momento torsionante sobre X; se expresa

00
'V'Tﬁﬂa—xl'p

Iy :.[(;erA:J'(r)jj”rzrdedr:”Tr4

De lo anterior queda
20 _My
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Lo que significa que la distorision angular — es directamente proporcional a la solicitacion
1

aplicada e inversamente proporcional a la rigidez del material x y a la rigidez geométrica Ip

De otra forma, despejando el médulo de rigidez a corte (u) se tiene
My,
1
H=7""<
00
= 0
X

Lo anterior representa que se puede determinar el modulo de rigidez a corte a través de un

ensayo de torsion.

Sustituyendo en el tensor de esfuerzos se tiene

0 —uxsMy o wxoMy
#lp #lp 0 X3 X
oij = —H¥3My 0 0 = —Xg 0 0 Mr
uly I
Xo 0 0
/UXZMT 0 0
L Hlp |

La aplicaciéon de un momento torsionante genera un estado de esfuerzos de corte puro
donde estos son proporcionales al momento aplicado y a la distancia al eje de rotacién e

inversamente proporcionales al momento polar de inercia Ip. Donde para una barra de

seccion circular, la rigidez geométrica es proporcional al diametro a la cuarta, por lo que una

barra hueca es mas eficiente, con relacion a su peso, para transmitir el par.

| _”_H_”Dll; | :M

P2 32 P 32
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Esfuerzos principales

Con base en el estado de esfuerzos ojj se puede analizar éste, para lo anterior se

considerara un elemento diferencial que se encuentra en la superficie de la barra y cuya

posicién corresponde con uno de los ejes coordenados. Se debe de tener en cuenta que

existe simetria con respecto al eje longitudinal X;, por lo que el resultado de los esfuerzos

principales correspondera a cualquier elemento en la superficie de la barra. Por otra parte, se
trata de un estado a corte puro, por lo que su representacion en el circulo de Mohr estara

dada por la figura 6.12, y los esfuerzos principales seran:
Xo =0; X3=r
0-3—|1(72+|2O'—|3 :O
|y =011 + 09 +033 =0
I, = 04109y + Oy Gaz + Gaa0iq — (05 + Tag + 0 )
2 = 011022 22033 T 033011 12 23 7031

2 2
I, = (015 +031)

Y 2 M 2 2 M 2

X X

l,=- 173 | | M1 __| Mt ( 2 2)_ T (rz)
I Iy Iy P

|3=O
2
- —| (& +x3)o=0
I
2
ol o? -] — (x32+x§) =0
I
0'2—0
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_ T
61’3 =t—7r
p

donde r es la distancia desde el centro de la barra.

Lo anterior indica que los maximos normales son iguales a los cortantes maximos, lo que

corresponde con un estado de corte puro.

Para el valor principal

_Mr g

o

01

siendo R el radio del cilindro, la ecuacion del eigenvector queda

p

p

MR

ns =0
p

1,
De lo que se desprende que n% = —n%, n% =0, por lo que el eigenvector es N = ﬁ(el - 2)

O3

FIGURA 6.12 CIRCULO DE MOHR, LA APLICACION DEL MOMENTO
TORSIONANTE GENERA UN ESTADO DE CORTE PURO
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Esta normal determina que para un plano cuya normal sea € en la coordenada (X;,0,r) se
define un angulo de 7r/4 con relacion al eje X;; lo que da lugar a una falla con un desarrollo

helicoidal a 71/4 con relacién a dicho eje, esto para el caso de la fractura de la barra para un

material fragil.

Barra sometida a carga uniaxial (traccion o compresion)

Suponga una barra sometida a una carga uniaxial (traccion o compresion) la cual coincide
con su eje longitudinal (figura 6.13). La carga provoca una deformacion infinitesimal en el

rango elastico, por lo que

X = X
fy
11 —
J' ndA
Xo A
X2

f]_ fl X
—t - ———— — - — < 3

FIGURA 6.13 BARRA CILINDRICA DE RADIO EXTERIOR R , LA CUAL ES SOMETIDA A UNA CARGA fl

En X, =0, X =1 setiene f;, por otra parte para 0 < x; <I, entonces

f
0112?' 01y =031 =0y =033 =03 =0

1

Considerando lo anterior se tiene que

i. Las ecuaciones de equilibrio son satisfechas Veo =0
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ii. Las condiciones de frontera se satisfacen
iii. Existe un campo de desplazamientos que corresponde con el campo de
esfuerzos

Tensor de esfuerzos

f1
oy 0 0) |A 00
oj=| 0 0 0=0 00
0 0O 0 0O
0C;
a) — -0
an
b) En la superficie del cilindro

De la ley de Hooke se tiene que para un material elastico isotropico y dado que se
trata de un estado uniaxial de carga:

1 o
&1 = E(Ull — V(o +033)) =%

1 VO-]_]_
Eyp =— (099 — V(09 +033)) =—
22 E( 22 — V(011 +033)) =
1 VO-]_]_
£33 =E(033 —v(oy1 +09))=— =

Es por consecuencia que el tensor de deformaciones queda

011 oy

0 0 =—

= 175

gj=| 0 vy 0y = Oz
E OXy

0o o - g =08

E 375
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Por su parte, el campo de desplazamientos esta dado por

Como el elemento esta empotrado

para X, =0=>U,(0)=0 Vx, X3 .. f(X,%3)=0

—VO11
E

:Uz(XZ): X2

ou —-vo:
£q3 = 6X3 :>j E118x3 =J‘8u3
X
US = —VO'11E3+ f (Xl' X2)

para X3 =0=u3(0)=0 Vx;, X, .. f(%,%,)=0

—VO'11

:>U3(X3): X3

El esfuerzo normal maximo y el cortante maximo estan dados por

— gy %
Omax =011 Tmax =
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Principio de Saint Venant

Si la distribucién de fuerzas que actdan en la porcién de la superficie de un cuerpo es
reemplazada por una diferente distribucién de fuerzas que actian en la misma porcién del
cuerpo, de tal forma que éstas generan los mismos efectos, entonces se puede referir a ellas
como equivalentes, ya que sus efectos en zonas alejadas al punto de aplicacién son
esencialmente los mismos, en virtud de que dan lugar a las mismas fuerzas resultantes y a
los mismos pares. Este concepto permite simplificar el estudio de los elementos estructurales
al poder reemplazar las cargas que realmente se aplican por otras que, causando los

mismos efectos, faciliten el analisis.

Viga (barra) sometida a flexion pura

Considere una barra que es sometida a un momento flexionante M; . Para facilitar el

analisis, los ejes se pueden considerar de tal forma que solo se presente momento alrededor

de uno de éstos. EI M; produce flexion de la barra al ser aplicado (figura 6.14) y las

superficies laterales estan libres de cargas de traccion.

El momento flexionante aplicado a la barra debera ser contrarrestado por las solicitaciones
que se generan al interior de ésta, por esto es que se produce el siguiente estado de

esfuerzos:
o1 20
09y =033 =0
O1p =0p3 =031 =0

Estado de esfuerzos
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— ., LY
—

FIGURA 6.14 BARRA DE SECCION CUALESQUIERA A LA CUAL SE LE
APLICA UN MOMENTO FLECTOR ALREDEDOR DE X3

FIGURA 6.15 VIGA DE SECCION CIRCULAR SOMETIDA A UN MOMENTO FLEXIONANTE

Considerando que se trata de un sélido elastico isotrépico se tiene que

1 0 0
g =0 - o%
0 0 -o

La barra es sometida a momentos aplicados en los extremos del elemento de igual magnitud

y de sentido opuesto

80‘ij
6Xj

80-11 + 8012 + 60'13 _
0% 0%y  0OX3

eje Xq 0
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=X —l_g (6.16)
0%
= o1 = F(X2,%3)
011 UO11 U011
&1 = ; E9p = — ; =
11 22 E 33 E

&g =&x3 =631 =0

Si se considera que M; = M,, esto es que el momento flexionante solo produce rotacion

alrededor de X3, entonces, para X, =0 se define una superficie neutra.

Por otra parte, se tiene que las superficies laterales estan libres de esfuerzos

FIGURA 6.16 ESTADO DE ESFUERZOS EN UNA VIGA SOMETIDA A MOMENTO FLECTOR PURO

Por condiciones de equilibrio se requiere

6011 _
0Xq

Con base en las ecuaciones de compatibilidad o integrabilidad

2 2 2
8822 8811_28812

8X12 6X2 2 axlaxz
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& —ia A

11 E 11

fpy = — AL (6.17)
E
VO~

33 =~ Ell

de la ecuacion 6.17 se tiene que

10 (6.18)

- . oo

como de la ecuacion de Cauchy se tiene que 8—11:0, entonces se concluye que
X

520'11

82011 _
> -

=0 y entonces de la ecuacion 6.18 ,
OX,?
2

0
0%q

Por lo tanto, o7, se trata de una funcion lineal = o7, = aX, +ctte, como existe cambio en

el sentido del esfuerzo oy;, se puede definir el origen sobre dicho plano, al cual se denomina

como neutro o de esfuerzo nulo.

Por otra parte, se debe cumplir también con que

62533 82811 -9 62513
oxZ  oxg?  Ox0xg

820'11 n 520'11 _

> 0
a)(l 8X3
2
0 O'él -0
OX3

pero como oy, =0 (Xy) .. 011 = aX, cumple con las condiciones anteriores.
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Dado que las superficies laterales estan libres de esfuerzos y como el esfuerzo o;; se

genera como una respuesta de la barra al momento flexionante M5 aplicado, se debe

cumplir que

fl = jtlda =0= jA (O'llnl)dA =0
A
M3 _JAXZ 0-11 dA: 0

f1=jAax2dA=o M3—aij§ dA=0

donde el término I X% dA=1; representa el momento de inercia de la seccién transversal

con relacion al eje X, , entonces, es entonces factible despejar la variable «

o =— = 011 =—

El signo se ha definido considerando que en la parte positiva de X, los esfuerzos seran

compresivos mientras que en la negativa, éstos seran de traccion.

Para una seccion transversal circular el momento de inercia es

Por lo tanto, el esfuerzo maximo esta dado por (X,)nsx =C, donde ¢ representa el radio de

la barra si ésta fuera de seccion circular. De lo anterior se tiene que el esfuerzo maximo es

I . e
S=— Modulo de la seccion elastica
C
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Como
M3X,
011 =~ |
3
& &
y=_%22 __°%3
11 11

o011 M3X,
7 MTETTE
3
= = £33 = —> VX
522—533—| VXo
33

De lo anterior se tiene que por encima del eje neutro, las deformaciones longitudinales seran

negativas mientras que para X, negativo éstas seran positivas dado que los esfuerzos seran

de traccion.

Con base en lo anterior, los desplazamientos quedan

ou -M3X,
811 = a—l ITﬁxl = J.aul
X1 33
X1 X
U = =Mz =2+ (X, %)
I33
Como el elemento esta empotrado
X1:0 = Ul(O):O VXZ,XB f(XZ’XB):O
3
= Up (X ) = ———=XX
1( |) El. 112
Para el eje X,
ou vM ;X
&E9o 28—2 I%&XZ :I6U2
X2 33
X3
u, =vM +0( X, X
2 3 2El, 9(%, X3)
Xo=0 = Uy(0)=0 Vxq, Xg g(x,Xx3)=0
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Se sabe que

Ademas,

Para el eje X3

1(ou; ou, ouy ou,
gp=0==| —+—= = —=-—t
2{ 0X, 0% OXo 0%y
ou, Msx M3x
o e o Jee=lE
% 33 33
M3
9(x)=
2135E
0
ey = :%(ZﬁﬁﬁJ L
X3  OXoy 0X3 0%

8U3 8u2_V|\/I3X3
o, 0% ImE

9%, %3) :&(—vxg + x12)

213,E
M, 2,2 2
U, = VXy + X —VX
2 2|33E( 2 1 3)
M. Xx
gy =208 [ M oy, — [oug
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Se sabe que
£1s =0=1(%+6u3}3 oy =_6u3
2\ OX3 0% OX3 0%
% =0= _% =0
OX3 0%
h(x )=ctte pero en el empotramiento x; =0y u; =0
ctte=0=h(x)=0
Se sabe que

823:0:1(au2+au3]:>au2  Oug

200x3 Oxy ) dxg O,

_Ou3 _vMgxs h'(x,)
Sumando las dos anteriores

Considerando el empotramiento  h(x,)=0

Uo — YM3XoX3

=

Donde al producto del momento de inercia con el médulo de elasticidad representa la

rigidez del elemento mecanico (rigidez a flexion).

Como u;es funcion lineal de X, , una seccion transversal plana continuara plana al ser

rotada sobre el eje en un angulo &

U~ Mgx
X,  Elj

fZtanf =
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El desplazamiento de las particulas a lo largo del eje X;, para X, = %3 =0

U1=U3=O; UZ¢O

El desplazamiento de este elemento material (al cual se denomina como fibra neutra) es

frecuentemente usado para definir la deflexién de la viga

ou M, X
__zzﬁztana
ox  Elj
< [
[ fibra neutra
]
B
xi-' I
1
__H -
iy

Efecto combinado de flexién y torsion

Dado que la deformacion se efectia en el rango elastico, el fendbmeno se considera lineal.
Entonces, el tensor de esfuerzos estara dado por la suma término a término de los tensores
asociados al momento torsionante y al momento flexionante, por lo que el estado de
esfuerzos queda

Tijc = OijF + OjjT

M, _Mrxg Msz_
133 Iy Iy
M+ X
O-ijC_ —% 0 0
p
M 0
I
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6.5 ESTADOS PARTICULARES DE ESFUERZO Y DEFORMACION

La fisica de cualquier problema siempre se desarrolla en un espacio tridimensional, sin
embargo, la ingenieria representa el arte de aplicar la fisica y las matematicas buscando la
mejor relacién entre la aproximacion de los resultados a la realidad y la solucion mas simple
que demande menores recursos matematicos y computacionales. Es por consecuencia que
en muchos problemas de ingenieria, una condicion triaxial real sea idealizada a dos
dimensiones (plana). Esto reduce de 6 a 3 el numero de incégnitas y por tanto, simplifica las
metodologias de solucion, permitiendo en muchos de los casos soluciones analiticas

practicamente imposibles para el caso tridimensional.

Si una de las dimensiones es pequefia en comparacion de las otras, entonces, los esfuerzos
en la direccibn menor se desprecian y el problema se estudia en el plano que definen las

otras dimensiones, a esta situacién se le denomina como estado plano de esfuerzos.

FIGURA6.17 EN LA IMAGEN SUPERIOR SE OBSERVAN LAS CONDICIONES
CARACTERISTICAS QUE DEFINEN UN ESTADO BIAXIAL DE
ESFUERZOS. POR SU PARTE, LA IMAGEN INFERIOR REPRESENTA
LAS CONDICIONES DE UN ESTADO BIAXIAL DE DEFORMACION
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Por otra parte, si una de las dimensiones es muy grande en comparacion con las otras,
entonces se considera que la deformacion en dicha direccién se puede despreciar
definiéendose a tal situacibn como estado de deformacion biaxial o estado plano de

deformacion, figura 6.17.

Resulta por demas evidente, de un primer analisis de la teoria de la elasticidad, que un
estado biaxial de esfuerzos no correspondera con uno de deformacién biaxial, sino que por
condiciones de equilibrio un estado biaxial de deformaciéon corresponde con un estado
triaxial de esfuerzos, donde uno de los esfuerzos normales sera linealmente dependiente de
los otros dos esfuerzos normales. Situacion parecida se presenta para un estado biaxial de
esfuerzos, el cual corresponde con un estado triaxial de deformacion, en donde la
deformaciéon en el eje perpendicular al plano es diferente de cero, resultando linealmente

dependiente de las otras dos deformaciones normales.

Estado plano de esfuerzos (Estado biaxial de esfuerzos)

En este caso el cuerpo se caracteriza en que una de sus dimensiones es mucho menor que

las otras (figura 6.18) X3 < X{; X3 < X,, por tal motivo, los esfuerzos normal y de corte en

dicha direccién se consideran despreciables, por lo que

033 =031 =013 =03 =03 =0

X3 << Xl’ X2

FIGURA 6.18 ESTADO PLANO DE ESFUERZOS
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El estado de esfuerzos se expresa como

o3 o1 O
ojj =| 021 03 O
0 0 O

y el de deformaciones, considerando un solido elastico isotropico

&1 &2 O
&j=|&1 &p O
O 0 533

33 =0=A( &g+ &y +&33) + 2pte33 = (A+2p1) o33+ Aens + &)

-1
=———(&11 + &)

de lo cual se obtiene Eq3 =
A+2u

Estado de deformacion biaxial

El caso de deformacion plana se presenta esquematicamente en la figura 6.19, donde una

de las dimensiones es sensiblemente mayor que las otras (X3 > X,, X; ), por lo que la

deformacion en esta direccién sera mucho menor que en los otros dos ejes, razén por la cual

se desprecia, definiéndose como un estado plano de deformacion.

FIGURA 6.19 ESTADO DE DEFORMACION PLANA. SE CARACTERIZA EN QUE UNA
DE LAS DIMENSIONES ES MUCHO MAYOR QUE LAS OTRAS
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Por consecuencia, el tensor de deformacion se expresara como
&1 e 0

gj=|€xn €2 0
0 0 O

Por otra parte, considerando la Ley de Hooke generalizada, se tiene

1
G ) (0 A+ Vv) —vo i)

Como &33 =0= 033 =v(0y1 +0y,), por lo que el estado de esfuerzos se expresa como

011 O12 0
Oij =| 021 O 0
0 0 V((Tll +O'22)

En este caso de deformacion plana, el vector desplazamientos queda
Uy = Uy (X, X2), Uy = Uy (X, X2), uz =0

Por consecuencia, las deformaciones se expresan como

ouy ou,
&1 =— Egp =—= £33 =0
11 % 22 %, 33
1( oy ou,
Elp =&y =—| — +—= Eyy =&31 =0
12 =175 [ x, | ox, j 23 = €31

De las ecuaciones de Cauchy considerando equilibrio y despreciando las fuerzas de cuerpo

oo oo
1, 9012 _

0 (6.19)
0% 0%
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9oy 093 _g (6.20)
0% 0%

6033

_ O =0(X%, X

o 39 = 0 (%, %)

El sistema de ecuaciones diferenciales no puede ser resuelto de inmediato ya que o33 es

una composicion lineal de oy1,0,,; de tal forma que o33 =v(oy; + 05,) . Por consecuencia,

sera necesario desarrollar una tercera ecuacion diferencial para proceder a resolver el
sistema; esta ecuacion diferencial se desarrolla a partir de las ecuaciones de compatibilidad

de la siguiente forma

82511 N 82'922 9 62512
ox:  oxt O%|0Xy

Considerando la Ley de Hooke, al sustituir el valor de o33 y expresar la ecuacion en la forma

& =¢(oy1, 09y), se tiene que

1 1 2 2

11 ZE[Un —v(oy; +033)] ZE[UM —VOy —V oy — Vv oy]
1 1 2 2

€92 =E[022 —v(oq; +033)] =E[022 —voy —V oy —vioy]

&1 = é[ﬁll(l—‘/z) —vop+v)]= é[o-ll(l_vz) ~ o (v +1v2)]

€2 = é[ffzz 1-v?)—voy (1+v)] =é[022 L=v?) oy (v +v?)]
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Sustituyendo los valores de &;; y de &,, en la primera ecuacion de compatibilidad, se tiene

que

2 2 2 2 2 2 2 2
1|00 0“0 0°o; 0“0 1| 0o 0°o; 0°o; 0o
4 1_, 22 2 11,2 22 - 22 _,, 11,2 11,2 22

E| ox3 X5 X5 o2 | E| o oxt oxt oxt

_2 Foy

= (6.21)
24 O%O%o

De las ecuaciones de equilibrio, derivando la primera con respecto a X; y la segunda con

respecto a X,, para después sumarlas se tiene

2 2
0 o1 n 0 012 _

X2 OXOX 2 2 2

i ; 21 2 0 0211 L0 0222 _ o070 (6.22)
0 071 0 O9o _ axl 6)(2 axlaxz
X% x5

La ecuaciéon 6.22 se puede sustituir en la primera ecuacién de compatibilidad 6.22, de tal

forma que

2 2 2 2 2 2 2 2

1 0%oyy 070y 20%01; 20709 0%0yp 0%y  20%01 2070y
2 2 v 2 Y 2 T2 Va2 7V 2 Y 2 |t

2u@+v) | ox5 OX5 OX5 OX5 OX{ OX{ OX{ OX{

2 2
@+v) |0 0211 L9 0222 _0 (6.23)
2u(l+v){ oxF  ox

Simplificando la ecuacién 6.23, se tiene

2 2 2 2 2 2 2 2
0%o1y 2070y 0%y 20701 070y 2070y 070y 20%0p |_
2 4 2 + 2 4 2 + 2 4 2 + 2 4 2 =0

OX5 OX5 OX{ OX{ OX5 OX5 OX{ OX{

267



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

1-v?) 62011 +52011 +52022 +82022 ~0
ol ox: x5 oxd

0% 0°
= —+—= (091 +09,) =0
e

V(011 +04) =0

El sistema de tres ecuaciones diferenciales con tres incégnitas queda entonces

2 2

Incognitas: o071, 09, Oy

Funcion de esfuerzos de Airy

Este tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales (ecuacion 6.14), es relativamente
frecuente en matematicas; razon por la cual se buscd una solucion desde inicios del siglo
XIX. El honor correspondié a George Biddel Airy [1801-1892], astrbnomo y matematico

inglés, quien hacia 1862 propuso la solucion (Airy Stress function method). Lo anterior a

través de una funcion escalar @ tal que V4(p =0; es entonces que

ot o ot
e
00X OX{ OX5  OXy

o= f(x,%)

Airy demostré que existe una sola funcién @, tal que en ausencia de fuerzas de cuerpo, el

campo de esfuerzos quede definido a través de
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82¢
011=a—2
2
0, =00
2 axf
o O
1 0% 0%

Entonces, cualquier funcién escalar ¢ que satisface la ecuacion V4(p=0 genera una
posible solucion al problema elastico, por tal motivo es denominada como Funcién de

esfuerzos de Airy (¢) Una solucién elemental la representa cualquier polinomio de tercer

grado que genera un campo de esfuerzos y de deformaciones lineal, donde las soluciones
particulares dependeran de las condiciones de frontera establecidas. La funciéon de
esfuerzos de Airy juega un papel fundamental en el estudio de los problemas de deformacion

plana, simplificacién muy usual en la mecanica de sélidos.

Como ya fue mencionada, una posible solucién a la ecuacién biarménica es a través de

funciones polinomiales de diversos grados cuyos coeficientes son asignados para que se

cumpla V4go =0. Por ejemplo, para un polinomio de segundo grado

a c
?; =72X12 +0yx %) +?2X§

define unos esfuerzos asociados
011 =Cy; Op =28, 01 =-b,

Lo cual indica que los tres esfuerzos son constantes en el cuerpo. Este sistema podria ser

utilizado para representar un estado de tensién simple, tension biaxial o cortante puro.
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Un polinomio de tercer grado

33b3 2 d3 3
x+—xx+—x
(9361 X5 G+ %

da como resultado los esfuerzos
o711 =C3X +gXp;  Opp = 83X +03Xy; 01, =X —C3X,
para az = by =3 =0, las expresiones se reducen a
011 =U3Xy; 0 =015 =0

lo cual representa el caso de flexion pura en una barra de seccién rectangular.

Un polinomio de cuarto grado

a b c d e
Dy =2 X+ =2 X3y + 2 XEXE + =L X)X +—% X5
12 6 2 6 12

dado que

011 =CaX +daXpXo (204 +a4)%
2 2
022 = a4X1 + b4X1X2 + C4X2

b
4 2 4 2
019 —_?Xl —2C4X1X2 _?X2

Muchos problemas de importancia practica son resueltos a través de la combinacion de

polinomios como los antes descritos.
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Aplicacioén de las funciones de esfuerzo de Airy en la determinacion
del estado de esfuerzos y deformaciones asociados a la presencia
de una dislocacion de borde

En ciencia de materiales, para justificar el nivel de esfuerzos necesarios para producir una
deformacioén permanente en una estructura cristalina, se definié desde los afios 30 del siglo
XX la existencia de defectos cristalinos denominados como dislocaciones. Estos defectos
cristalinos se han descrito en su forma primitiva como dislocaciones de borde (figura 6.20) y

de tipo helicoidal.

En ambos casos, la presencia de la dislocacion generara un campo elastico asociado, el cual
interactia con los campos de las otras dislocaciones presentes en el cristal. Estos defectos
requieren, ademas, una cierta energia para su formacién, la cual se almacena a través del

campo de deformacion elastica durante el proceso de formacion de las dislocaciones.

En el caso particular de una dislocacion de borde, ésta se puede representar a través de un

campo biaxial de deformacion, tal que los desplazamientos U; y U, son variablesy u; =0

Por consecuencia, para una dislocacion de borde se debera cumplir que

doyy + doyy
0%  0X

0

6021 n 80-22 :0
0%  0X

V? (011+07,)=0
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i
3
O
".‘\‘H:‘\ Jl.x_g
"
N
\.\k n,
N
'l.x\ \.\
W
™
Fy X1
R
X3

FIGURA 6.20 DESCRIPCION ESQUEMATICA DE UNA DISLOCACION DE BORDE

A partir del analisis de las condiciones de frontera se determind que la funcion de Airy de los

esfuerzos que da solucién al problema esta dada por

Gb 2 2\1/2
=—— X In(X +x
¢ 27—V o IN(X{ +X3)

En virtud de que los esfuerzos asociados se definen por

o 0* 0*
0112—;2 0222—(2 0122——975:>

O X5 O X 0X,0 %)
%9 Gbx, (3% +X3)
POW R 2 2\2
0 X5 21(1—v)(X +X5)

0% Gbx, (X2 — x2)

O12 = =

S0 22(1-v)(E +x3)°

% Gbxy (6 —x5)
ox2  2z(l—-v)(x2 +x3)?

0722

Gbvx,
7(L=v)( +x5)?

o33 =v(011 +0p) =~
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Viga curvada sometida a flexién pura

Se considerara una viga curvada, tal como se muestra en la figura 6.21.

L "“""‘7;;'&4

FIGURA 6.21 CONDICIONES QUE SE PRESENTAN POR FLEXION PURA EN UNA VIGA CURVADA

7
€

FIGURA 6.22 LA SECCION DEL TUBO SE PUEDE VISUALIZAR COMO UNA VIGA CURVADA,
LA SOLICITACION QUE PROVOCA LOS ESFUERZOS ES LA PRESION

HIDROSTATICA (P )

Para la viga curvada en los extremos (superficies limite) r=a, r=b, 8=%a, z=4%

N>

estan libres de cargas de traccion. Suponiendo que h es muy pequefio comparado con las
otras dimensiones, se pretende obtener una solucién al problema considerando un estado de
esfuerzos planos, para una viga curva sobre la que se aplican momentos M; en los

extremos 0 =ta

Para un problema de deformacion plana en coordenadas polares, se tiene

: =Vv(oy +0yp)
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1
Epr = E((l_ Vz)grr —v(L+v)oy)

1
Epp = E((l—vz)age —v(1+Vv)oy,)

o 1+v
o _A+v)
2u E

Ep =€gr =€, =0
Para las condiciones establecidas, la solucion esta dada por:

Oy :rAZJr B(1+2Inr)+2C

Cop :_rAer B(3+2Inr)+2C

org =0

Para la viga curva se pueden utilizar las soluciones para deformacién plana en coordenadas

polares, que estan dadas por las ecuaciones antes indicadas.

Estas ecuaciones deben cumplirse en las superficies r=a, r=b, 6 =za donde dichas

superficies estan libres de cargas

O=A2+B(1+2Lna)+20
a

O:bA2+B(1+2Lnb)+2C

En la cara @=a se presenta una esfuerzo normal oy, dada por las expresiones

anteriormente enunciadas, calculando la resultante sobre dicha cara se tiene

b
fy :O:I:a%hdr = h[é+ B@r+2rLnr)+2C r}

a
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Estos esfuerzos normales requieren de un par equilibrio, situacion que se expresa como

b
OZIa O'ggrldr-i' M fl

ecuacion que por unidad de ancho queda

b
O:ja 0'99rdl’+|\/|f

por lo que

~M __ALn2. B(b? —a?)+ B(b?> Lnb—a%Lna)+C(b* —a?)
a

Ecuacion que, con base en lo expuesto, se puede simplificar como

b
~M¢ =—-ALn—-B(b*Lnb—a’ Lna)-C(b* -a?)
a
De lo anterior se puede determinar el valor de las constantes A,B,C

4M
A= ——fazb2 LnE
N a

M,
B=—" " (b®-a
N ( )
C:&[(bz—a2)+2(b2 Lnb— a2 Lna)]
N
b 2
N = [(lo2 —a?%)? - 4a°p? (Ln—j ]
a

Con lo que

AM 212
Oy =— f|awh LnE+ b2 LnL +a’ LnE
" r2 a b r
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AM; [ _a2p2
f|-ah Ln9+(b2 Ln£j+a2 Ln3+(b2—a2)
2 a b r

Opg = —
N r

Org =0

Para el caso de la determinacion del estado de esfuerzos considerando una presion interna

p; y una presion externa p, (tubo), se tiene que:

o =-P; , para r=a
b2 a?
r—2—1 —r—2+1
O =P b2 — Pe 2
?—1 —b—2+1
b? a’
—+1 —+1
Opo = Pi rz Pe r22
b 1 a 1
—— ——
a? b2
o =0

6.6 ECUACIONES DE LA TEORIA INFINITESIMAL DE LA ELASTICIDAD

Para el desarrollo de esta teoria se consideran desplazamientos infinitesimales, para un
solido elastico lineal e isotrépico, en donde todos los términos en la ecuacion son cantidades

asociadas con una particula, la cual esta en la posicion (X, X5, X3).
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Considerando el caso de pequeios movimientos (infinitesimales), como los que caracterizan

la deformacion elastica de los metales, de tal forma que cada particula es vecina de su

estado natural (sin esfuerzos), y que X; define la posicién del estado natural (descripcion

Lagrangiana) de la particula tipica, entonces

Los desplazamientos U;y las magnitudes VU también son pequefios. Por definicion se tiene

que

por lo tanto, las componentes de velocidad

Dx (6ui j (aui j [aui ] {8ui j
Vj=—b=|—L V| =L [V | =L [+ v —L
Dt At )yfija 0% OXs 0X3

donde V; son las velocidades asociadas con los desplazamientos infinitesimales U;,
tomando en cuenta lo anterior, se concluye que el efecto de (Vu).v es despreciable ya que

Vu <<1, v<<1; es entonces que la velocidad y aceleracion se pueden aproximar como:

v é(%j

ot X fija
T 2

ot X fija

Por otra parte, el volumen de la particula dV esta asociado con el volumen inicial como
dv = (1+ Ekk )dVO
Las densidades se relacionan de acuerdo con

p=(1+8a4) " o = (U—54)p0
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Nuevamente, negando el efecto de cantidades de orden superior se tiene que

Dy [&u
Dt = £o 8t2

xj fija

Reemplazando los términos antes desarrollados en la ecuacién de movimiento de Cauchy,

se tiene
D2 60”
— U = pB: +| —
P D2 i = Pb axj
con
o%u; ol
Po| = |= PoBi + — (6.25)

j

En la ecuacion 6.25 todas las componentes estan en funcion de coordenadas espaciales v,
como las ecuaciones se establecen para movimientos infinitesimales, no hay necesidad de

hacer distincion entre coordenadas espaciales y materiales.

Para un campo de desplazamientos U; se dice que éste describe el movimiento en un medio

elastico si satisface la ecuacién 6.25. Cuando un campo de desplazamientos es dado

Ui =y (xl, x2,x3,t), para estar seguros de que el movimiento es posible primero se debera

determinar el campo de deformaciones

oo Lo vy
o2lax ox

y a partir de éste el campo de esfuerzos

O'ij = ﬂ’gkké‘ij + 2,ugij

La sustitucion de u; y ojj en la ecuacion 6.25 permitira verificar si el movimiento es posible;

donde las solicitaciones en la superficie o en las fronteras del campo necesarias para

mantener el movimiento estan dadas por

ti =O'ijnj
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Por otra parte, si las condiciones de frontera estan prescritas (por ejemplo, determinadas

fronteras del cuerpo deberan permanecer fijas y otras deberan permanecer libres de

solicitaciones, ambas a cualquier tiempo, etc.), entonces, considerando que U; debe ser
solucion del problema, éste debera cumplir las condiciones prescritas o de frontera.
Ecuaciones de Navier

Las ecuaciones de Navier describen el movimiento en términos de componentes de

desplazamiento solamente. Para su desarrollo se consideran desplazamientos infinitesimales

asi como la teoria elastica.

De la ecuacién caracteristica para un solido elastico isotrépico

5 6Ui au]
O'ij = 165” + ,Llcc,'ij = 185”‘ + U Eﬁ-a—xl
90jj oe o2y, %y,

x o T ek axox
J J 177 ]

e
boox

v _ofmy) o e
anaXi 8Xi 6XJ 8Xi kk 6Xi

=811+ &y +&33

e:%+%+%:%:V'V
0% OXp; OXg  OX;

Sustituyendo en la ecuacion de movimiento, se tiene que

o2y d o%u;
— = B. +(A+ — e + 1
Po( atz] poBi +( ﬂ)(axj kk ﬂ(axjaxj
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En su forma general, la ecuacién se expresa como

2
Po{zt } PoB+ (2 + Ve + uV+(Vu)

2
Po(zt ] PoB+ (A + L)V(VoU) + 4V+(Vu)

a la cual se le conoce como ecuacién de la teoria infinitesimal de la elasticidad o ecuacion de
Navier.

Ecuacién de Navier en coordenadas rectangulares

o%u, de ?  ® o
Po Jo +(/1+u) +u +—+ u
( o2 j 0F1 o) @ ad o)
o%u, de 02 8% o°
o By +(A+p)| — |+ + + u
[ ot? } -2 0%y X oxZ oxs 2

e, 82 =poBs+(A+u)| — ce + u 82+82+82 u
a2 ) 7 S o oxd oxg :

Ecuaciones de Navier en coordenadas cilindricas

Por otra parte, las ecuaciones de Navier en coordenadas cilindricas (r,&,z) se expresan en

funcién del campo de desplazamiento

u(r,8,z;t)=u,(r,6,z;t)& +uy (r.0,z;t)é, +u,(r,0,z;t)é,
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vu(r,@,z) =

ou,
or
OUy
o
ou,
or

1

r
1

r

(
[

ou,

5
Ouy
06
1au,
r oo

.
"

ou,

0z

Ouy
k3
ou,
a

Si se considera que se trata de un sélido elastico e isotrépico, entonces

T = Ael + 2uE

donde

e=V-u

E =%(Vu +(Vu)")

au,
or
1(16u, u, ou
E :___r__9+_9
r.0.9 2(ra¢9 roor

1

2

%+%J
oz or

[

Por consiguiente, se tiene

J

1

2

Lo _up 3y
rog r
1(8“—"+urj
r\ o6

1

2

[

0z

vy Lou,
r 00

or

J

1

2

1

2

[

(

ou,

0z

au,
0z

ou,
_+_
0z or

)

au_eg%j
r o0

u
O_rr=ﬁye+2/,la—rr
1ouy u
=Ae+2u| ——%+-L
o0 ﬂ(r&@ rj

o, = A6+ Zy[aaizz]
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1ou, oOuy U
oo =cw ol Lot 52

Oug 1o0u,
G

ou, ou,
O =0 = H EJFE

Por otra parte, la ecuacion de Navier en forma general se expresa

2
£0 [Zt—g] = poB+(A+ 1)V(Veu)+ uV+(Vu)

donde
Vu=U

representa un tensor de segundo rango, para el cual la divergencia esta dada por

(divU), = aLaJ” +l(aur6j+urr —Ugg +8Urz
r r

Desarrollando lo antes expuesto, se tiene que

au 1o U o

& =€=V-u=
Kk o, roo r o
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r

, o%u, B+t B s o°u, 1 &%y, +62ur JLlou 200 u
Caz T o "o r2a? @ ror %00
o2, 5 +(/1+yj@+ 02U, iazuhazue LLoug 2 dup
o P T Jao M o T e a2 rar r2 a0
o%u, oe  (o%u, 1 0%, o%u, lau
=poB, + (1 + u)—+ Ly —— L4 L1

Ecuaciones de Navier en coordenadas esféricas (r,8,¢)

o = A8+ Zy%

or
lou, u
=Jde+2u| ——2+L
700 H r oo r]
ou
O‘¢¢:ie+2/,l 1 —¢+u—r+M
rsend ogp r r
1ou, oug Uy
O, = _t
o ﬂ(r o0  or r)
1 ouy u¢cot9 18u¢
O, = —_ + —
o = H rsené o¢ r r oo
1 oéu, Ou; U
Ogr =H Ly_¢ ¢
rsend op or r
ou
ezaur+2ur+lau9+ 1 ¢+ugcot6
or rr o6 rsené o¢ r

2

|

Ug

r

2

|
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Partiendo de que
Urrg,9) = Ur (16, §10)8 +Up(r, 0, 4,1)€ +U, (1, 0, 411)€,

Las ecuaciones de Navier para coordenadas esféricas quedan

o, oe 0 ( 10,, j 1 0 ( ou j 1 o«
= poBr + (A + p) =+ u| —| =—(r°u,) |+ —|send—L |+ :
P02 T ( ﬂ)ar 'u(c’?r r? 8r( ) r’send 00 rPsen 6 og°

1 0(0u)y 10 1 o 1 &%, 2adu  2cos® Ou,
tu| S—| r° =4 |+=— —(upsend)+ -
2 r2 96| send o6 r’sen’d o¢°> r? 00 r’sen?o 0¢

ou A 0

¢ +u |oe

7 — B, + -
o2 T (rsenajagﬁ

o rz% +ii( 1 o, sen0j+ 1 82U¢+ 2 our, 2cosf g
a or I"2 o@\send 00 4 rzsenzg a¢2 rzsene a¢ rZSenZQ a¢

6.7 ANALISIS DEL DESPLAZAMIENTO DE ONDAS ELASTICAS A TRAVES DE UN SOLIDO

Anadlisis de una onda plana irrotacional

En esta etapa se utilizardn las ecuaciones de Navier para el andlisis del movimiento de
ondas elasticas a través de un material elastico, lineal e isotropico. Se trata de un problema

elastodinamico en el que se considera el desplazamiento de un tren de ondas infinito y sin
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amortiguamiento, el cual describe un desplazamiento de tipo senoidal. EI movimiento de
estas ondas se va a describir como longitudinal y transversal, y dado que se trata de un
problema elastico lineal se podra analizar su efecto considerando superposicion de éstas. En

primera instancia se considerara una onda longitudinal, tal que
2r
U, =asen I—(x1 -y t)
Uy =0; uz=0

En este movimiento cada particula ejecuta una oscilacion arménica simple de amplitud a

alrededor de su estado natural, con una longitud de onda | y velocidad de fase Vv .

| N A

FIGURA 6.22 ONDA LONGITUDINAL. LA SENAL SE DESPLAZA EN LA MISMA
DIRECCION EN QUE OSCILAN LAS PARTICULAS

Al tratarse de una onda longitudinal en la cual la sefal se desplaza en la misma direccion en

que oscilan las particulas, y de acuerdo a como se han definido los ejes, el movimiento

siempre sera en direccion del vector €;.

La velocidad de fase V| representa la velocidad a la cual la alteracion senoidal de longitud

de onda | se desplaza en direccion &, de tal forma que todas las particulas se mueven en

fase.

dx

Vi
dt
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3]

FIGURA 6.23 COMO EL MOVIMIENTO DE LAS PARTICULAS ES PARALELO A LA
DIRECCION DE PROPAGACION DE LA ONDA, ENTONCES, SE
TRATA DE UNA ONDA LONGITUDINAL

Los componentes de la deformacion son
27
f11=— == C0s = (X —vit)

Epp = &33 = €10 =63 =631 =0

&j=8&1=¢€

ou
o1y = A&y +2uey = (A+ 2#)8—1

el
Oop =033 = A& = 2—2
019 =03 =031 =0
Sustituyendo en la ecuacion de Navier
Po%zpBi +(/1+,u)§—)2+y%

| Rl

y despreciando las fuerzas de cuerpo

o%u oe o%u;, o%u; %
p0—21=(l+/,l)—+/u 21+ 21 21
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o%u, %y, o7y auy
= po—— =AU+t —tu—)=(A+2u)—
° ot X2 2 ( )axl2

Sustituyendo de nuevo en la ecuacion de Navier

vi 27\ 2 27\ 2r
poa('Tj senT(xl—v|t)=(/1+2,u)a(Tj senT(xl—v,t)

PoVit = A+ 2

Por consecuencia, la velocidad de movimiento de una onda elastica a través de un soélido se

puede considerar también como una constante elastica y esta dada por

j%

N VI:[Z+2,u
£o

Presentando la ecuacion anterior en la forma v, =, (E,v, po) , para lo que se sustituye

P vE . E
T a—2nd+v) M T 204
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se tiene entonces que
vE E %
+2
@+v)A-2v) 2(1+v)
£o

Si se considera que el coeficiente de Poisson para sélido elastico, isotrépico es del orden de

1
y z(:aE J%

3 entonces
29

Por lo que sera posible determinar en forma aproximada el médulo de elasticidad a partir de

conocer la velocidad de desplazamiento de una sefial acuUstica a través de material

. Para esta onda los componentes del tensor de rotacion

wy =3[ M5
o2lox; o

w; =[0]

2
£ _ 2/
3

quedan

Por lo tanto, la onda se define como irrotacional.
Por otra parte, Veu =¢g;; #0 por lo que el volumen cambia arménicamente con

ou, 2ra __ 2rm
e=Vel =g =—==——C05— (X —Vt)
0% I I

Es por consecuencia que la onda se denomina como dilatacional.
De todo lo expuesto resulta evidente que la velocidad de propagacién de ondas en el sélido
elastico depende de las propiedades de éste, y no de las caracteristicas de la sefial (longitud

de onda).
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Onda plana de equivolumen

En virtud de que para el analisis se partié de la consideracion de superposicidon de efectos,

se procedera ahora al analisis de una sefial transversal, por lo que

U3 = 0
Resulta evidente que la sefal tendra la misma amplitud y longitud de onda que la sefial
longitudinal, definiendo su velocidad de propagacion como V,, tanto en direccion de €,
como de €3, sin embargo, considerando de nuevo el principio de superposicion, se tratara

como una onda transversal cuyo movimiento es paralelo a €,, por lo que

ou

813:£ %_{__3 :0
2\ Ox3 0%
ou

pyy =t M2, N5 | _
OXg 0%y

512 :6'21 :1(%4_%} +0

2\ 0%,  OX
10u,
12 =6 Y
1
&1 = &2 = €33 =ai=5ii =e=0
OXi

£13 =&31 =&x3 =63 =0

Como consecuencia de lo expuesto se tiene que la onda transversal es una sefal que sélo

genera esfuerzos de corte y se caracteriza por su invariabilidad del volumen.
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& _ L[ %, —l(zljacos(z—”j(x —Vit)
272l ) 20 AR

oy = ﬂa(zl_ﬂJ cos(zl—”j(x1 —V;t)

Sustituyendo en la ecuacion de Navier

o%u 27, 2

at22 =[—a( I t] sen(l—”j(xl—Vtt)]

azuz B 0 27 2

o2 ?UT)H‘”J

0%, _a(Z_ﬂjz sen(z—”](x —vt)

axf - I ! L

) 2

,Ooa( 27EVt j sen (ZT”j (% —vit) = [,ua(zl—”J sen (Zl—ﬂj(xl —Vtt)J

2
PVt = H

S (in

£o
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Por consecuencia, se tiene que la onda transversal o de corte representa también una
constante elastica. Por ultimo, es conveniente analizar la relacion existente entre la velocidad

de la onda longitudinal con la de la onda transversal

[mzyj%

_/?o

(v_l JZ _(2+2p)
A U

Dado que la primera constante de Lamé (A1) se puede relacionar con v y 4 en la forma

1= 2uv
1-2v
por tanto,
21V +2u 2
(1-2v) _{v_| }
M Vi

2
2uv+2u-2v)  2uv+2u-4uv |V
ul-2v) u(l-2v) Vi

2
2-2v _1+(@-2v) _, 1 {v,}

1-2v) (1-2v) Q-2v) |v

En consecuencia,
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Se concluye entonces que la relacion entre la velocidad longitudinal y transversal de la onda
elastica depende exclusivamente del coeficiente de Poisson. Sélo para una deformacion

plastica, el coeficiente de Poisson alcanza el valor de un medio, mientras que para cualquier
deformacion elastica este cociente sera del orden de % por lo que en cualquier deformacion
2
Vi

- . Vi
elastica vy >v; yaque |[— | =4 .. —=2.
Vy Vy

6.8 ELASTICIDAD NO LINEAL

En materiales como hules y algunos termoplasticos se presentan comportamientos muy
diferentes que en los metales (figura 6.24), ya que su comportamiento en el rango elastico es
no lineal, ademas de caracterizarse por presentar grandes deformaciones (deformaciones
finitas). Mientras que en los metales el rango elastico es inferior, en general, al 0.1%, los

elastébmeros alcanzan en ocasiones rangos elasticos hasta del 100%.

Ivletal

Hule

FIGURA 6.24 DIFERENCIA EN EL COMPORTAMIENTO ENTRE UN METAL
Y UN HULE EN UN ENSAYO DE TRACCION

La razon del comportamiento no lineal del hule se debe a su estructura molecular, en la cual
pueden presentarse rotaciones o reordenamientos que modifiquen el comportamiento del

material. Dado el numero de posibles acomodos (orientaciones) relativos a los angulos del
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enlace con respecto a la cadena, las ecuaciones de elasticidad para estos materiales se

derivan a partir de conceptos de termodinamica estadistica.

En los metales la estructura cristalina permanece inalterada cuando el material es deformado
elasticamente (deformaciones finitas), los atomos se mueven a posiciones cercanas o0
adyacentes a las de equilibrio, dando lugar a una fuerza restauradora, y a partir de la
ecuacién de Helmholtz se determina la fuerza generada al estirar el material en forma

uniaxial.

(0o

= 6.26
(% o,V ( )

donde f es la fuerza, ¢ la longitud, & y V representan un proceso que se efectia a

temperatura y volumen constante.

Como la energia libre (¢ ) es
p=u-0n (6.27)
donde 77 representa la entropia, entonces

f :a—u—é’a—(p (6.28)
ol ol

El segundo término de la ecuacion 6.27 no contribuye a la carga si el ordenamiento atémico

permanece inalterado. Para un hule ideal, la energia interna no cambia con un incremento de

longitud, razén por la que la primera parte de la ecuacion 6.27 sera igual a cero, entonces

como resultado, la variacion de la entropia sera negativa cuando la longitud se incrementa, lo

que se traduce en un reordenamiento de la estructura.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. En la figura 6.25 se presenta la distorsién generada por una dislocacién de tornillo
(hélice) en un cristal.

FIGURA 6.25 DESCRIPCION ESQUEMATICA DE UNA DISLOCACION HELICOIDAL

Dado que se trata de un sdlido elastico lineal, entonces el trabajo de deformacion es

1 —
w ='[0'd3 :Eaa , donde el vector de Burgers de la dislocacion b tiene una magnitud

b y es paralelo al eje x3. Con base en lo antes expuesto y considerando que se trata

de un sélido elastico homogéneo lineal e isotrépico, determine:

a) Tensor de deformaciones asociado
b) Tensor de esfuerzos asociado
c) ¢ Cual es el cambio del volumen asociado a la presencia de la dislocacién de tornillo?

d) ¢Cual sera la rapidez de variacion de volumen asociado a la condicién antes
expuesta?

e) Considerando que la teoria de medios continuos se puede aplicar a partir de un radio
I, y hasta el radio del cristal R, determine la energia de deformacion elastica
asociada a la dislocacion.

f) Explique usted que sucedera con respecto al estado de esfuerzos y a la energia

involucrada, si el material no es isotropico.

g) Despreciando el efecto de las fuerzas de cuerpo ¢ existira equilibrio?
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h) Considerando que los esfuerzos normales sobre las paredes laterales del elemento
deben ser igual a cero y que el esfuerzo axial debe ser diferente de cero, ¢ el modelo

propuesto cumple con estas condiciones?
SOLUCION

Considerando que los desplazamientos productos de la dislocacion son (figura 6.25)

U =0, uy=0,u3;= f(H):%H

b X
Ug = —arctan -2

277,' Xl
du
dtantu  gx
a) = 5
dx 1+u

ouy 0 ouy 0 ouy

_— = _— —_— O
0% OXo OX3
ou, 0 ou, ou,
0%, OXs OX3
) X9
Ouz x12 B x12 B X9
0% X 2 xf + x§ x12 + x%
1+| 22 2
X 1
1 1
Ous B Xq XN X
- 2 2 27,2 2
Xy X, X EX5 X+ XS
1+ = 2
X, X
Ous
0X3

Por consecuencia el tensor de deformaciones asociado se expresa:
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b
47z(x12 + xg)

Considerando que se trata de un SEHLI, cuya ecuacién constitutiva es

O'ij = ]‘gkké‘ij + 2/,[8”

0 0 —x 0

b) O'” =l 0 0 X1 2/:—2

o w0 |20
c) & =0 = El cambio de volumen es igual a cero
d) &k =0 = La rapidez de variacion de volumen es igual a cero
e)

1 1
W, = Eaij &ij = 5(513513 + 093693 + 031631 + 032637)
2h2 22
W ,UXZb ,le b

V =
8% (x2 +x3)%  8z% (X +X3)?

| 27 R 2 U2 \R2
Wi :Ij _[ ﬂ(le :Xz)zbz dzrd @dr
00 r087l' (Xl +X2)
2 2 2 R
Wy =I—b ;er4 dzrd@dr = Zﬂl'uzb ﬁ
v 8rr 8z ;T
0
2
w, =R
Az ro
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f) Se modifica el estado de esfuerzos y deformaciones, asi como la energia

involucrada.
9)

%% _q

X

0011 i 001, + 0013 =0 Se cumple eje X1
OX;  OX;  OXg

0021 + 002 + 0023 =0 Se cumple eje X
OX  OXp  OXg

0031 + 003y + 003y =0 Se cumple eje X3
0% OXy  OXg

Hbl 2X%  2X% gl - Existe equilibrio

2| () +x5)% (O +x3)?

h) Los esfuerzos normales en las paredes laterales son igual a cero

Superficie lateral

1, ~ -
Vector unitario N ==(X& + X,&, +0&;)
a

0 O 0'13 X]_ O
1 LDXo X 10X Xo
0 0 023 X2 — = O —_ = 2 2 2 N
a 2ra(Xy +X5) 2za(xf +X5)
o331 o3 00 031X + 032X

Cargas en el plano  (0g; + 0e, +&;)

O 0 0'13 0
O O 023 O = O-l3él + O'23é2 + 0é3
031 O3 0 1
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2. El estado de esfuerzos en un cuerpo esta dado por oj;

X2x, 2% —Xx2 0
oij =a| 2% — XX 35X 0
0 0 O33

Si dicho estado de esfuerzos provoca una deformacion biaxial, determine:

a) Elvalor de o33,

b) Considerando que las fuerzas de cuerpo se expresan como
Bj = Bi&, + By, + Bses

¢ Existira equilibrio cuando B; = 0g;?
c) En caso de no existir equilibrio ¢ cual es la aceleracion en funcion de la posicion y de

las propiedades del material? Considere que la densidad esta dada por o .

d) Para X;(L11) determine las deformaciones y esfuerzos principales. Considere que el
material presenta un coeficiente de Poisson v y médulo de rigidez al corte . El

material es solido, elastico, homogéneo, lineal e isotropico con v = § .

SOLUCION

a) Para un SEHLI con una condicién de deformacion biaxial, de la ecuacion constitutiva
se tiene

= 033 =V(01+09) = 4VX§X1
b) Vo+ pB=0 Condicién de equilibrio
Para el eje X
( 2 2 _ , : —_ o
al Xy =X )+pBl =0 . no existe equilibrio en direccion €

= 3 para Blzg(xf—xg)
P

298



CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO ELASTICO

Para el eje X,
a(6x12 —2Xo X + 6x2x1)+ pB, =0 .. no existe equilibrio en direccion &,
= 3 para B, :—g[fo +4x1x2}
P
Para el eje X3

80'33 6(733
— 224 9B =0; Gar=T(X,% ). —=2=0=B,=0
s Pb3 33 (1 2) g 3

. existe equilibrio en direccion &,

De todo lo anterior para que exista equilibrio la aceleracion de cuerpo esta dada por

B; :%(xl2 —x%)él —%[GXf +4x1x2]é2 +08,

c)
1 0
O-(l,l,l) =a 0
0 4v

Sustituyendo el coeficiente de Poisson, se tiene que los esfuerzos principales son

341 O 0
O-(l,l,l) p = 0 1.33 0
0 0 0.58

3. Considere un medio elastico, homogéneo, lineal e isotropico en el cual se presenta el

siguiente campo de desplazamientos:

Uz =sen S(X3 -ct) +asen S(x3 +Ct)

Uy =u, =0

a) ¢Cual es la naturaleza de la onda elastica que describe el campo de

desplazamientos? Longitudinal o transversal, irrotacional o isovolumen.
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b) ¢ Cual es la direccion de propagacion?
c) Determine el campo de deformaciones asociado.
d) Determine el campo de esfuerzos asociado.

e) ¢En qué condiciones la ecuacién de movimiento (Navier) es satisfecha cuando se

desprecian las fuerzas de cuerpo?

f) Sipara la frontera x; =0, ésta se encuentra libre de solicitaciones, entonces, en qué

condiciones la ecuacion de movimiento satisface las condiciones de frontera para

cualquier tiempo.

SOLUCION

a) Us=f(x3).. se tratade unaonda longitudinal, asimismo

_ T
Vu=(Vu) .". Irrotacional, longitudinal; direccion de propagacion €,

b) Se propaga en direccion de X3

c) El estado de deformaciones asociado esta dado por

0
0

o O O

0
gij = O
0 833

d) Recordando que
O'ij = ﬂ”gkké‘ij + 2,u€ij

po0 )
oi=|0 4 0 |2
OX3
0 0 (1+2u)

La ecuacion de Navier, para el caso analizado, permite concluir que

8633 82u3
OX3 ot
o%u o%u
(A+2u)—2 = pp—
o2 et
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Como U3 =sen B(X3-ct)+asen f(x3+ct) =

(A +2u)(5° (sen B(x —ct)+asen B(xg +ct))) = ((cB)* (sen B(xg —ct) +asen B(x; +ct))) o

(A+24) = poc?

-2

£0

C - velocidad longitudinal de de la onda elastica

Mg _ B(cos (x5 —ct) +acos f(xz +Ct))
OX3

e) En x3=0V X,X, no deben existir solicitaciones .. o33 =0, pero o33 =(4+ zﬂ)%
3

y N = f(cos S(x3 —ct) +acos f(x3 +ct))
OX3

como

X3 =0= Zﬁ = B3(cos(—pct)+acos Bet)
X3

033 =0=(2+2u) B(cos(—pct)+acos jct)

sLa=-1

4. Las funciones de Airy de esfuerzos (go) se emplean para describir el estado de

esfuerzos para condiciones de deformacion plana. Si la funcion de esfuerzos de Airy

para un cierto estado de solicitaciones se describe como

p= axlxg + BX %o
a) ¢ Sera factible dicha descripcion?

b) Determine el estado de esfuerzos asociado a una deformacién plana.

c) Determine los valores de a« y [, dado que la funcidon de Airy (@) describe la

deformacion de una viga en cantiliver de acuerdo con la siguiente figura:
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F x:

_______ Xy hi2
2 i

= e =¥
]
L
I
]
Lap

AAAAMA VAN

FIGURA 6.26 VIGA EN VOLADIZO CON UNA CARGA f2 QUE PROVOCA UN MOMENTO
FLECTOR Y UN ESFUERZO DE CORTE. EL MOMENTO FLECTOR A SU VEZ
GENERA ESFUERZOS NORMALES 0711

SOLUCION

a) Para un estado de deformacion plana

ey ¢ 0O o3 o2 O
gj=|&1 &p 0| = ogj=|oy o0 0
0 0 0 O O 0'33

Ecuacion constitutiva (SEHLI)

O'ij = ﬂ’gkké‘ij + Zygij

1
&ij = m(ffij (1+v)—voudi)

033 = V(071 +0))
Como la deformacioén es plana, entonces
Uj = Uy (Xq, X2 )€ +Up (Xq, X2)€; + 083

gj=e(X, %) = ajj =0 (X, Xp)

Recordando que dado que existe equilibrio y se desprecian las fuerzas de cuerpo, la
ecuacioén de Cauchy se expresa

goy  Oo1p _ 001 009 _

OX  OXg 0% OXo

0
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Donde la tercera ecuacién diferencial se genera a partir de una de las condiciones de
integrabilidad y se expresa

82 B2 j
—+—5 (011 +09,) =0
(fo X5

La solucion del sistema se expresa a través de una funcién escalar de la forma

@ = ¢(X{, %,), denominada funcién de Airy, de tal forma que:

o%p. &%p. o*p
O11=_51902=_5 012 R
5 OX{ %10X)
2 2
De lo antes expuesto dado que 6_2+_2 (011 +09,) =0; :>V2(011+022) =0..
X 0K

se debe cumplir que V4(p =0

o'¢ o o
f + (40 +2— 4 7=
OXf OXy  OX OX5

3
Ya que P =axXg+ XX

= se observa que se cumple con lo antes expuesto.

Por tanto, @ si reune las caracteristicas para ser una funcién de Airy:

Conocida la funcién de Airy solucion del problema, los esfuerzos asociados se
determinan como

. 02 e %
11 2 1 oxox, 2 _6x12
2 2 2
o“p 0 2
o =——5=6axx, ; op=—"7%=0; op=- =—(3ax; + /5
2 ox? 0% OXy ( )
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Borx X, —(3ax§ +ﬁ') 0
oij = —(3ax§+ﬂ) 0 0
0 0 BavX Xy

c) Diagrama de momentos

Viga sometida a un momento de flexion M = fx. Esta es de seccion rectangular

con un peralte (altura) h, ancho by longitud |. Los ejes se definen en el extremo

1
opuesto al empotramiento, considerando lo anterior |33 =Ebh3

(+)

)

FIGURA 6.27 GEOMETRIA DE LA VIGA ANTES DE SER CARGADA (FIGURA SUPERIOR) Y
DISTORSION SUFRIDA COMO CONSECUENCIA DE LA CARGA f

Por efecto de la carga, la viga se deforma de acuerdo con la figura 6.27

3 M ¢ X, _ X X, —12f X1;(2
l33 @ hb
12
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0'11:605X1X2=12f% = Ga:% 0 a:%
ot ot
— A bh

Sin embargo, se observa que en la cara superior e inferior de la viga no existen

cargas verticales, por lo que oy, =0 para X, :J_rz , entonces

o1 1

3 f
bh37+ﬂj:>ﬂ__5b_h

hs
612 :0:—(3a7+ﬂ):—

6f , 3 f
Ulz(xz):—(bﬁxz—ab—h]

Por consecuencia, la funcion de Airy solucion para una viga en cantiliver con una

carga f es

3 2f 5 (6fx2 f
=0X X9 + X4 X9 = =— X X5 —| —5 4 — X4 X
P=a¥Xy+ XX = @ onE (bhg on |72,

De esta forma, el estado de esfuerzos se expresa

0%p 0%p ’p 2
O =——==06a¥ Xy, 0o =—==0; o0y =———=3aX5 +
11 o2 1X2; 092 . 12 =" oo, 2+ p
PPN IRREEY
bh3 "1 bh3 "2 2bh
6f , 3 f
(Tij = —[b?XZ —EEJ 0 0
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5. La ecuacién constitutiva para un solido, elastico, homogéneo, lineal e isotrépico, es de la

forma:

O'ij = lgkké‘ij + 2/,l€ij
A partir de lo anterior demuestre que una forma equivalente de la misma es

1
&ij 201+ v) (Gu( V) = VO u)

SOLUCION

De la ecuacion constitutiva

1
5ij ZZ(GU _lgkké‘ij) (619)

Recordando que
Skk = -
3A+2u

Sustituyendo &, en la ecuacion 6.19

1 A
&j = 5| O a7 5 OkkIij
2u 31+2u

Como v :L, entonces A = 2pv
2(1+ u) @-2v)
Sustituyendo en la ecuacion 6.20
2uv
1 @-2v)
&ij = 21 Oij 6uv  2u—4duv Ok Jij

+
@-2v) (@1-2v)

1| 1%
&ij = -—| Ojj _(_jgkk@j}
2u| v+1

1

gij :m[gij (1+ V) _ngké‘ij:|

(6.20)
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6. Un sdlido elastico, homogéneo, lineal e isotrépico, presenta un moédulo de elasticidad de
72 GPa y un coeficiente de Poisson de 0.33. Una pieza del material anterior es sometida
a una serie de solicitaciones que provocan en un punto del cuerpo una distorsion, la cual

se puede representar mediante el tensor €j;.

4 -1 2
g =|-1 -4 -3|x10°m/m
2 -3 -9

Con base en lo anterior y considerando que la deformacién esta dentro del rango

elastico, determine:

) Tensor de deformacion y rotacion asociado

) Vector de rotacion. § Como se puede definir el flujo con base a este dato?
c) Deformaciones principales

) Tensor de esfuerzos asociado

) Esfuerzos principales

f) Desviador de esfuerzos

g) Esfuerzos principales asociados al desviador

h) Energia por unidad de volumen asociada a la deformacion elastica

SOLUCION
T N . .
a) Vu:(Vu) .. el tensor es simétrico, razon por la que es desplazamiento es
irrotacional

38”' Zeij V\/IJ 2[0] = 0 =Oei

Por consecuencia, se pueden calcular las deformaciones principales, las cuales
quedan

45 0 0
gp=| 0 -3 0 |x107
0 0 -105
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b) Considerando las propiedades elasticas del MC y la deformacion volumétrica unitaria

Eii
E=72GPa  v=1 i =—-9x107
Se tiene que
E
vE 3 ———54 GPa
T 1+ n)1-2v) (gj(;j
3)\3
E=2ul+v)
e E = E =3—E=27 GPa
21+v) 2(5) 8
3
Le ecuacion constitutiva del SEHLI se expresa
lgkké‘ +2/,18ij
=270 -54 108
= oij = -54 -702 -162 | MPa
108 -162 -972
c)
-240 0 0
O'ijp = 0 —649 0 MPa
0 0 —1055.2
d)

O'in =-648 MPa

378 -54 108
= S” =|-54 -54 -162| MPa
108 -162 -324
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e)
408.16 0 0
Sip=| 0 -0947 0 | MPa
0 0 —407.216
f)
1 1 1
W = Ciifi :E(O'lgl+0'282 +056 ) ZE(—240><4.5+649><3+1055.2 x10.5)

- W =5973.3 kJ/m®

7. Para un sistema biaxial de deformacion, defina el tensor de esfuerzos y el de
deformacion caracteristicos. Desarrolle el sistema de ecuaciones diferenciales que es
necesario resolver para determinar los esfuerzos. ;Cuantas incognitas se tienen?,
jcuales son éstas?, ;qué condiciones se deberan cumplir para que el estado de
deformacién se pueda definir como biaxial?, ;como queda el campo de

desplazamientos?

SOLUCION

Condicion biaxial de deformacion. Numero de incognitas = 3

&1 &y O

gijj = €21 €22 0

0 0 O
1116221612

Estado de esfuerzos asociado. Numero de incognitas = 3
oy o1 0

gjj =| 021 0 O
0 O 0'33

011,022,012
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dado que:
1

£33 2101 0) (033 —v(011 +0p))

033 =0(0q1 +07))

Sistema de ecuaciones diferenciales

50‘11 n 60-12 ~0
0% 0%
8021 + 8022 -0
0% OXo
8033 _
OX3

El campo de desplazamientos
Ui = F1(x0, %08 + F5 (X1, X0)€; +08;
2
V(o1 +07,) =0

Se cumple que X3 >> X, X, , es decir que la dimension en un eje es dominante con

relacion a las otras.

8. Un plano octaédrico es aquel que esta igualmente inclinado con los ejes principales

asociados al sistema.

a) Demuestre que el esfuerzo normal en un plano octaédrico esta dado por:

|
_ o
Ooct =

b) Demuestre que el esfuerzo de corte en el plano octaédrico esta dado por:
1 2 2 2
Toct :g((Ul—Uz) +(0y—03)" + (01— 03) )}é

donde 04, 0, 03 son los esfuerzos principales.
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SOLUCION
La normal del plano octaédrico es
1 . . .
N =—=(6 +€, +6)
J3
Donde o4, 0, 03 son los esfuerzos principales

o1 0 0
O'ijp = O 0_2 O

0 O3

FIGURA 6.28 UN PLANO OCTAEDRICO ESTA IGUALMENTE INCLINADO CON
RELACION A LOS EJES

a) El vector de esfuerzos asociado al plano octaédrico es

ti :Uijnj
tl = 0 0'2 0 1 —3
0 0 o3l
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Por otra parte, la componente normal al plano octédrico (esfuerzo normal octaédrico)

es
ty =tin=2+22,. 3
3 3 3

1 |1O'
|0N|=§(01+02 +03)=?=Goct =0y

Resulta por demas evidente que el esfuerzo normal octaédrico es el esfuerzo
hidrostatico.

b) Por otra parte, analizando las componentes en forma vectorial se tiene que

2

+

2
‘ Toct

|G|2:‘UN

2 o2 2 1. o o5 ov 1.5 o
C Toet =|0|” — o —5(61 +05 +U3)—§[O'1 +05 + 035 +20109 + 20,03 + 20307 ]

Simplificando queda

2 2. 2. 2. 2
Toct —5[51 +0) +03 — 0109 — 0,03 —0307]

Por otra parte,

(oq —0'2)2 = 0'12 +0'22 — 2070,

(o9 —63)2 =0y +a§ —20,03

(03-01)% =05 +0f — 2030,
Sumando los términos
2 2 2 _ 5 2 2 2
(01 —02) + (O'Z —0-3) + (03 —O-l) = 201 + 20‘2 + 20'3 —20102 —20'20'3 —2030-1
De la relacion anterior se concluye que

1
Tgct 25[(01 —02)2 +(oy —03)2 +(o3 —01)2]
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1
1 =
= Toct :g[(51—02)2+(52—03)2+(03—01)2]2

2( 2 2 g\V2
TOCt Zg(fl +2'2 +T3)

9. El estado de esfuerzos en un punto de un medio continuo esta dado por

20 aoc fo
oj =|ac —-o jyo MPa

po yvo -o

Determine los valores de las constantes «, Sy y, de tal forma que el vector de
esfuerzos en el plano octaédrico (igualmente inclinado con relacion a los ejes) no
exista.

¢,Cual sera el esfuerzo normal y esfuerzos de corte asociados a dicho plano?

¢, Cual sera la magnitud de la deformacion hidrostatica asociada al punto bajo
analisis?

Si el material es sélido elastico homogéneo lineal e isotropico, determine el tensor de
deformaciones asociado.

¢ En qué magnitud difieren los esfuerzos principales asociados al tensor y desviador

de esfuerzos correspondiente?

f) Considerando lo definido en el inciso a), determine los esfuerzos principales en el
punto bajo analisis.
g) Con la consideracion del inciso a), determine las deformaciones principales en el
punto bajo analisis.
SOLUCION
a)

2 a p
O'ij =la -1 Yy |O
gy -1
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Como en el plano octaédrico el vector de esfuerzos es nulo, entonces

0 2 o p)1 .

ti:O:(l—].}/ 1T

0 gy -1)j1 3
2+a+ =0
a-1+y=0
p+y-1=0

y=1-p o p=l-y
a=1-y
2+ﬂ—y}+ﬂ—y]:0
4-2y=0

y=2 S a=p0F=-1

b) Dado que el vector de esfuerzos en el plano octaédrico es nulo, entonces
Toct =Ooct =0

¢) El normal octaédrico o esfuerzo hidrostatico es cero, razén por la que la deformacion
hidrostatica también lo es

OH
Skk = K

c=0 = Sk = 0
d) Tensor de deformaciones considerando SEHLI

1
& =— (0 1+ v) —voy o
ij 2,u(1+u)( u( ) kk u)
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2 -1 -1
Uij =c|-1 -1 2 MPa
-1 2 -1
& —#(a —v(op +o ))—L(2+20)
11 2u(L+0) 11 22 7033 2u(L+ )
o
&1 =—
£ —#(a —v(oyq + 0O ))—L(—l—u)
22 2u(L+0) 22 11 T 033 2u(L+ )
P—
22 2u
1 o —O'(1+U) o
3 zﬂ(1+Lg( 00O+ oz)) 2y(1+u)( ) 2u(l+v)  2u
- _%1» _—0
€33 21 €12 20 24
o -o o 20 ©
ga =189 gy =B -0 _C
2u 2p 2u 2u u
e
2 2
5 = 11 e
2 2 Y7,
1 1
L 2 2

e) Al ser el esfuerzo hidrostatico igual
asociado son iguales

Sij :Gij _6H5i'

dado que oy =0 =

a cero, entonces el tensor y su desviador

Sij = 0jj

315



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

f)  Esfuerzos principales

2 -1 -1 30 O
o:=0c|-1 -1 2 = o; =oc|/0 0 O

ij Up
-1 2 -1 0 0 -3

9)
h) Por su parte, las deformaciones principales en la coordenada analizada son

2 -1 -1 30 0
gj=—|-1 -1 2 = & =—|0 0 0

2u o 2u
12 -1 00 -3

10. Un sélido es sometido a una serie de solicitaciones en su rango elastico, de tal forma que
se han obtenido los siguientes resultados al aplicar solicitaciones en diferentes

direcciones:

Prueba # 1
Carga uniaxial a traccion aplicada a lo largo del eje x; (longitudinal)
Esfuerzo resultante = 100 MPa
Deformacion longitudinal = 1x 1073

Deformacion transversal en los ejes Xy, X3 = —3.2x107*

No se presentaron deformaciones a corte

Prueba # 2
Carga uniaxial a compresion a lo largo del eje X,
Esfuerzo resultante = 250 MPa
Deformacion longitudinal = —25x107°

Deformacion transversal en los ejes X;, X3 = 8x10~*

No se presentaron deformaciones a corte
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Prueba # 3

Ensayo de torsién. EI momento torsionante es aplicado a una barra de seccion

circular cuyo eje longitudinal es X .

En este caso la deformacion a corte en el plano X3X, = 5.28x107*

Con base en lo antes expuesto:

a) Indique el tipo de comportamiento caracteristico (isotrépico, transversalmente
isotrépico, ortotrépico, etc.). Justifique su respuesta.

b) Determine los estados de esfuerzos y deformaciones que se describen para las
pruebas 1y 2.

c) Calcule las constantes elasticas factibles de determinar a través de los datos

presentados.
SOLUCION

Prueba #1 Prueba #2 Prueba #3

611 =100 |\/|Pa 622 = 250 |\/|Pa
3 3 Ensayo de torsion
&1 =1x10 £2p ==2.5%10 = Corte puro
£9p = £a7 = —3.2x107 &1 = €0 =8x107 £, =5.28x107
22 = €33 11 = €33 23

E31=¢61p =&3=0 &g ==&x3=¢631=0

No existe deformacion de corte cuando los esfuerzos son normales, ni deformacién
normal cuando los esfuerzos son de corte, por lo tanto, se descarta que se trata de un

solido elastico monotrépico, entonces solo se puede tratar de:

(SEHLI) Sélido elastico isotropico
(SEHLTI) Sdlido elastico transversalmente isotropico
(SEHLO) Sdlido elastico ortotrépico
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En el caso mas general, SEHLO la ecuacién constitutiva permite describir las

siguientes relaciones:

O11 V21922 V31933

& =
H E; E, Es
Para el ensayo #1 se reduce a
o= o g =190 e 100 GPa
E &y 107
Por otra parte,
oo, = V12011 022 Va2
2° E, E
1 2 3
se reduce a
_ vpoy : _ epB (-32x107%)x100x107 0.32
522 = - . V12 = = 6 =V.
E o1 10010
Ademas,
V13011 | 023022 | O33
&33 = — E + E + E
1 2 3
lo que se reduce a
V13011 . £33k
533 = - . Vl3 = — =032
E O11

Para el ensayo #2. Prueba de compresién

Considerando un modelo general similar al ensayo 1 se tiene:
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Se reduce a
8
g, -T2_ 2-5xl03 E, =1x10" =100x10° =100 GPa
822 25)(10_
= E=K
-4
e = ‘/21:_&0_3:0'32
€| 25X10
8x107*
V23 = ——_3 = 032
2.5%x10

De todo lo anterior, se constata que se trata de un sélido elastico homogéneo, lineal e

isotropico.
Vie _ Va1 - i3 _ Va1 - E, = Eva
B, E B, Es Vi3
Voz _ V32 _ V3 _
—E _—E - E3 __E2 = E3 = E2
2 3 Vo3
El = E2 = E3

Para un SEHLI
Vip =Vo3 =V31 =V

11. Para el caso de un medio continuo cuyo comportamiento se puede describir como el
de un sdlido, elastico, homogéneo, lineal e isotrdpico, el cual es sometido a
deformaciones infinitesimales, desarrolle una expresion (ecuacién diferencial) que
describa el comportamiento en funcién de los desplazamientos (u;), de las

propiedades elasticas (E, k, 4, 1, v) y de la densidad (p).

Dado que las deformaciones son muy pequenas se puede considerar que:

DVi N D2Ui
Dt~ Dt?
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por otra parte,  p(t) = p,

Para el desarrollo de la funcién tome como base la ecuacion de Cauchy.

SOLUCION

Ecuacion de Cauchy

00jj Dv,
U4 pB =p—t
o TPt

Para desplazamientos infinitesimales:

DVi N 82ui

—_1z_ 1 1)=&

Dt atz p( ) £o
Entonces,

daij o2y,

——+ pyB; = py —-

axj Pobi = Po atz

Dado que se trata de un sélido, elastico, la ecuacién constitutiva es
O'ij = ﬂ”gkké‘ij + Zﬂgij Ekk = Veu

En general,

Sustituyendo se tiene:

2
(s Ve s 10-(V0)+ po = po =5

que es la ecuacion de Navier (Teoria infinitesimal de la elasticidad).
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12.Una viga de seccion circular es sujeta a una combinacion de solicitaciones, de tal
forma que se aplica un momento flexionante de 28000 Nm, ademas de una carga de
traccion a lo largo del eje longitudinal de 10000 N. Si el limite elastico del material es
de 124 MPa (esfuerzo maximo de disefio). Determine cual debera ser el diametro

minimo de la barra.

A
o Mf

Y

FIGURA 6.29 BARRA DE SECCION CIRCULAR DE RADIO I' Y LONGITUD | LA CUAL ES

Ay s

SOMETIDA A UNA CARGA AXIAL f Y UN MOMENTO FLEXIONANTE Mf

SOLUCION
Mf =28000 Nm
f =10000 N

oy =124 MPa

¢m|’n =?

Al tratarse de fendmenos lineales si se puede realizar superposicién de esfuerzos,

por tanto,

| —lm‘

33 4

o _ Mx _ 4Mr

1= =1
| rt

o1 ——f

11~
7r?
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011+U]’_1 0 0 72'['2 zr
oi=| 0 0 o oy=| 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Los esfuerzos principales seran

0_220_3:0

f 4M _ fr+4Mm

+
zr?  ard 7rd

La cedencia se presenta de acuerdo con el criterio de Tresca cuando el cortante
maximo alcanza un valor criticoz, =k . Dicho criterio se puede expresar en forma

simplificada como o = 01 — 0, . Por otra parte, el criterio de Von Mises indica que

la cedencia se presenta cuando el segundo invariante del desviador de esfuerzos

. 2 .
alcanza un valor critico J, =k, a partir de lo cual se puede demostrar que

1 /
OvMm =$\/(01_62)2+(62_03)2+(03_01)2 S Oym 200 -

Como consecuencia de lo antes expuesto, y siendo que el criterio de Von Mises
es el mas preciso, se tiene que la deformacion elastica se presentara siempre y
cuando que no exista cedencia; entonces, el esfuerzo eficaz sera menor que el

de fluencia, por tanto, en el limite

oy :%(2612) ; a'=%00

2 2
ﬂ'rz ;rr3 \/§ 0

2
6
(10000 4x 28000)2 B 4><(124><10 )

J’_
7r? zrd 3
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—2.05x101°

3 7[2r6

2
_ (112><103 +1x104rJ 12.5%10° +1x108r2 +2.24x10°r
r

—r%_-4.94x1071%r2-1.107x108r-6.177x108 =0

La unica raiz real positiva es
r=0.063m

De otra forma, considerando Tresca

oy—o03=0p , 03=0 = o03=0
__f L am
Go_ﬂr2+7”3
124106 — 100(2)0 N 4% 28:?00
zr zr

Por lo que se tiene el polinomio

r3_256x107°r—2.87x107* =0

La Unica raiz real del polinomio es

r=6.6x102 m

Los resultados anteriores confirman lo indicado por la teoria, ya que Tresca es un
criterio conservador en comparacion con Von Mises, el cual predice la falla para
un menor esfuerzo o demanda una dimensién mayor (radio minimo de la barra de

seccion circular) para soportar las solicitaciones.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Para resolver un sistema biaxial de deformaciones es necesario determinar oy,,05,,075,

esto a partir de la solucion simultanea de las tres ecuaciones diferenciales caracteristicas

del sistema:

80‘11_{_80‘12 =O, 80214_80‘22 =0
oX 0%y 0% 0X

o> o

8x_12+£ (011 +09)=0

Para este caso, la solucidon se expresa a través de una funcion de Airy (¢), en este caso

los esfuerzos se definen como:

o % 82(0
C11 =5 02 ="_5 012 =~
X3 X 0%,

3F xlxg P -
=— ——< |+ —X
® Ac 172 3C2 4 2

Asimismo, defina el estado de esfuerzos y de deformaciéon asociado al caso bajo

analisis.

Considere que el material se comporta como un sdélido, elastico, homogéneo, lineal e

isotrépico, con constantes elasticas E,v, u, 4,k .

Nota: La funcion ¢ antes indicada se emplea para describir el comportamiento de una

viga sometida a una carga en el eje X, , P y otra que genera flexion sobre la barra F 'y
que se describe en direccion del eje X,. La barra tiene un peralte (altura) 2¢, un ancho

b y una longitud |.
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X1

L.,

FIGURA 6.30 VIGA EMPOTRADA CON CARGAS P v F.

2. La ecuacion constitutiva de un solido, elastico, homogéneo, lineal e isotrépico, se

expresa como:

1
&i =—— (05 L+ V) —voyy o
ij 2,LI(1+V)( IJ( ) kk u)
donde
¢ - deformacion
o - esfuerzo
u - Modulo de Rigidez a corte (Representa la relacion del esfuerzo de corte a

la deformacion angular)

v - Coeficiente de Poisson v = — =T (Representa la relacién de la deformacion
€

transversal a la longitudinal)

Con base en lo anterior, desarrolle las ecuaciones representadas a través de la notacion

indice.

En el rango elastico, la relacion esfuerzo deformacién es lineal y la energia de
deformacién se expresa como

dw = O'ij dgij

325



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

»
deformacion ‘_l_’ deformacion
elastica plastica

1
FIGURA 6.31 TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA W & = Eaij &ij

Considerando lo antes expuesto, determine la expresién en notacion indice que

representa el trabajo de deformacion elastica.

3. Un cuerpo es sometido a una serie de solicitaciones que provoca la distorsion del mismo,

situacion que se puede representar con el tensor Vyu(X;,t). Con esta base defina los

tensores de deformacion (gij ) y de rotacion (a)ij ).

Por otra parte, determine las deformaciones y esfuerzos principales considerando que el
material presenta un modulo de elasticidad de 200 GPa y un coeficiente de Poisson de

1/3, es homogéneo e isotrépico y las deformaciones son elasticas.

Determine el estado de esfuerzos correspondientes.

25 10 -12
ej=| 2 8 -15[x10° m/
9 7 -10

4. La distribucion de esfuerzos en un cuerpo esta dada por Oij - Con base en lo anterior:

a) Considere que la deformacion es biaxial y determine el valor de o33. El coeficiente de

Poisson es igual a 1/3.
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b) Para el elemento diferencial ubicado en Xi(2,2,1), determine el estado de

deformaciones, asi como los valores principales de los esfuerzos y las
deformaciones. Considere que el material presenta un coeficiente de Poisson vy

modulo de rigidez a corte 1 .
X{+Xo 2% —Xo 0

0 0 0'33

5. Un sélido elastico, homogéneo, lineal e isotropico, presenta un médulo de elasticidad de

72 Gpa y un médulo de Poisson de 0.30.

Una pieza del material anterior es sometida a una serie de solicitaciones, las cuales

provocan en un elemento diferencial X; del cuerpo una distorsién que se puede

representar mediante el tensor €j;.

6 2 5
ej=|4 -4 -3|x10° 2
m

7 10 -8

Con base en lo anterior y considerando que la deformacion esta dentro del rango

elastico, determine el estado de esfuerzos en dicho elemento diferencial.

6. Determine el niumero de constantes elasticas linealmente independientes que existen

para un material monotrépico.

7. Aplicando la teoria de medios continuos se puede comprobar que el estado de

deformaciones asociado a una dislocacién de hélice, se puede expresar como:

—bx,
0 0 —
Ar(X{ +X5)

bx
g=| 0 0 —
47T(Xl + X2 )
—bx, bx;
47r(X12 + xg) 47r(X12 + xg)

327



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

donde el vector de Burgers de la dislocacion b tiene una magnitud b y es paralelo al eje
X,.
Considerando que se trata de un material homogéneo, elastico, lineal e isotrépico, se

cumplira entonces con oy = Aed;; +2ue;;, donde A, x4 son constantes de Lamé,

e=¢jj=8&111&» +&33.-

Con base en lo expuesto y partiendo de que no existen fuerzas de cuerpo y que ademas
no hay aceleracion en el cuerpo, verifique la existencia de equilibrio en cualquier
elemento diferencial de la dislocacion de hélice.

80‘ij

—— +PB; = pg;

8xj

Asimismo, compruebe la existencia de un vector de desplazamientos u(ul, u,, u3) que

dalugara ;.

Por otro lado, determine cual sera la variacion de volumen que se asocia a la presencia
de la dislocacién para cualquier condicién, y cual sera la rapidez de variacion del

volumen asociada al estado de deformacién descrito para la dislocacion.

1
Considerando que la deformacion elastica esta definida como W® ==(o:&:), vy que la
o\l

teoria de medios continuos se puede aplicar a partir de un radio r; y hasta el radio del

cristal R, determine la energia asociada a la dislocacion; asimismo, determine los

esfuerzos y deformaciones principales, maxima deformacién y esfuerzos de corte.

8. El campo de desplazamiento asociado a un medio continuo esta dado por (coordenadas
rectangulares).
_ —bX3X, U — bX; X3

U, = Xabsen X
X, 2 X, 3 3 2

U

Ademas, se ha determinado que

X =(Xa+X3), Xp=aX;,  Xg=
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10.

Si el material es sodlido elastico, homogéneo, lineal e isotrépico, con un coeficiente de

Poisson (v ) y médulo de compresibilidad (k) , determine:

a) Tensor de esfuerzos
b) En ausencia de fuerzas de cuerpo, ¢ el campo de esfuerzos estara en equilibrio?

c) Campo de rapidez de deformacion.

Un sélido elastico, homogéneo, lineal e isotrépico, presenta un modulo de elasticidad de

70 GPa y un coeficiente de Poisson de 1/3. Cuando al material se le aplica una fuerza f

(f =5008; + 2506, — 750¢;), ésta provoca en el elemento diferencial X =(5,1,2) una

serie de desplazamientos cuyo gradiente valuado en X esta dado por:

6 3 8
(Vu)y =| 5 9 -2 [x10*m/m
2 12 20

Con base en las deformaciones producidas por efectos de los desplazamientos, y
considerando que éstas se encuentran en el rango elastico, determine para el punto en

cuestion:

a) Estado de deformaciones
b) Estado de esfuerzos
c) Cambio de volumen

d) Esfuerzo hidrostatico

Para una dislocacion de borde se ha determinado la siguiente funcion de Airy.

Gb

——— X%, In(x + xg)%
27(l—v)

€0=
donde

G - Modulo de rigidez a corte, v - Coeficiente de Poisson, b - magnitud del vector de

Burger asociado a la dislocacion

Con base en lo anterior, determine el estado de esfuerzos y deformaciones

correspondientes; asimismo, compruebe la existencia de equilibrio.
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Si la energia asociada a la dislocacion se puede expresar como U = % 0ij€ij
considerando que el material es isotropico, determine la energia asociada a la

dislocacion de borde.

11. El estado de esfuerzos en un elemento X; a un tiempo t esta dado por

-16.18 0 0
0 0 50

Si con otra base de referencia el estado se representa como

-16.18 0 0
O'i}(xi,t): 0 099 25 MPa
0 25 033

y se trata de un material sélido elastico, homogeéneo, lineal e isotrépico, determine el

estado de deformaciones correspondiente a o-i'j, asi como su representacion en ejes

principales. Considere que v =1/3, E=200 GPa.

q= vE
T @+v)1-2v)

¢,Como estan orientados los ejes principales de deformacion con relacion a los

principales de esfuerzos?

Calcule la matriz de rotacion.

12. Desarrolle las relaciones que permiten determinar cualesquier constante elastica a partir

de conocer dos de éstas. Esto para un sélido elastico, lineal homogéneo e isotropico.

A, E, v JTARY E, v K, v

Xl |mMe|>
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13. Para una condicién de deformacion plana en un medio continuo, se ha propuesto como

solucion la siguiente funcién de Airy:
Q= 2x14 +12x12 x% - 6x§1

a) Determine el estado de esfuerzos asociado al medio continuo.

b) Si se trata de un sdlido elastico, homogéneo, lineal e isotropico, determine el
campo de deformaciones.

c) ¢Existird un vector de desplazamientos a través del cual se representa la
deformacién del sélido?

d) Verifique la existencia de condiciones de equilibrio.

14. El tensor de distorsion para un elemento de un bloque de acero esta dado por Uj;.

6 8 -6
Uj=l9 -9 15 |x10™*
18 6 -25

Las constantes de Lamé del material (A1, ) son respectivamente 120 y 73 GPa. Con
base en lo anterior, determine el tensor de deformacion(g;;) , el de rotacion (w;;), el de
esfuerzos (O'ij) (deformacion elastica), el desviador esfuerzos, el esfuerzo efectivo, la

deformacién efectiva, los esfuerzos y deformaciones principales, la deformacién
volumétrica, asi como las restantes constantes elasticas (moédulo de elasticidad,

coeficiente de Poisson, constante de compresibilidad).

15. Determine si en ausencia de fuerzas de cuerpo el desviador de esfuerzos Sjj cumple con

condiciones de equilibrio; asimismo, determine si Sy = —a (X2 +X3) .

a (X3 +v (X —x2)) 20V ¥ Xg 0
S. = ) 2 2 2 0
0 0 Sa3
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16. Para el estado de esfuerzos oj;, determine el valor de o033 que garantice que la

deformacion es biaxial.

Considere que se trata de una deformacion elastica y que el material es homogéneo,

lineal e isotrépico, con constantes elasticas A (constante de Lamé), # (mddulo de

rigidez a corte), v (coeficiente de Poisson), k (constante de compresibilidad), E

(modulo de elasticidad).

a(xé +v(xE —x3)) —20Vv¥ Xy 0
Oji = —2a VXX a(x2 +v(x2 — x2)) 0
ij 172 1 2 1
0 0 033

17.En la figura 6.32 se presenta la distorsiébn generada por una dislocacién de tornillo
(hélice) en un cristal. Si se considera que los desplazamientos productos de la

dislocacién son

Gi

FIGURA 6.32 DESCRIPCION ESQUEMATICA DE LA DISTORSION GENERADA EN EL CRISTAL
POR FECTO DE UNA DISLOCACION DE TORNILLO. A LA DERECHA SE OBSERVA
EL DIAGRAMA o — & CONSIDERANDO QUE EL MATERIAL ES SEHLI

u1=0, UZZO,Usz f(@):%é’

b, X
Ug =—tan 122
272' Xl
donde el vector de Burgers de la dislocacion 6 tiene una magnitud b y es paralelo al eje

X3 .
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Con base en lo antes expuesto y tomando en cuenta que se trata de un sdlido elastico

homogéneo lineal e isotrépico, determine:

a) Tensor de deformaciones asociado

b) Tensor de esfuerzos asociado

c) ¢Cuadl es el cambio del volumen asociado a la presencia de la dislocaciéon de
tornillo?

d) ¢Cual sera la rapidez de variacion de volumen asociado a la condicién antes
expuesta?

e) Considerando que la teoria de medios continuos se puede aplicar a partir de un

radio Iy y hasta el radio del cristal R, determine la energia de asociada a la

dislocacion.

f) Explique usted que sucedera con respecto al estado de esfuerzos y a la energia
involucrada, si el material es ortotrépico.

g) Despreciando el efecto de las fuerzas de cuerpo ¢ existira equilibrio?

h) Considerando que los esfuerzos normales sobre las paredes laterales del
elemento son nulos y que el esfuerzo axial debe ser diferente de cero, ¢ el modelo

propuesto cumple con estas condiciones?

18. Una barra de seccion circular de radio R y longitud |, es sometida a un momento
torsionante Mt , donde el eje X; coincide con el eje del cilindro. EIl momento torsionante
produce un pequefio angulo de rotacién definido por &, donde O=6(x), (la
deformacion es elastica).

FIGURA 6.33 BARRA DE SECCION CIRCULAR DE DIAMETRO ¢ Y LONGITUD |, LA cUAL
ES DEFORMADA POR UN MOMENTO TORSIONANTE APLICADO EN X, = I.

LA BARRA SE ENCUENTRA EMPOTRADA EN Xl =0
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19.

20.

21.

22.

Considerando lo antes expuesto, determine:

a) Estado de deformaciones asociado

b) Estado de esfuerzos

c) Deformaciones principales

d) Esfuerzos principales

e) ¢En qué planos se presentan los esfuerzos maximos?

f) Si el material de la barra se comporta fragil, qué angulo describira la superficie de
fractura con el eje longitudinal.

g) ¢Qué pasa sila barra presenta una seccion eliptica?

Describa el estado de esfuerzos y deformaciones que corresponden a:

a) Estado biaxial de esfuerzos

b) Estado biaxial de deformaciones

Las ecuaciones de Navier se pueden expresar como

o%u .
£0 ? = poB+ (1 + p)Ve+ udiv(Vu)

Con base en lo antes expuesto, exprese las ecuaciones de Navier en coordenadas

rectangulares, cilindricas y esféricas.

En una deformacién plastica el vector desplazamiento esta dado por

a=1072

Para el elemento diferencial que originalmente se ubicaba en la posicion (0.08, 0.1, 0.14),
determine el estado de deformacioén asociado, asi como las deformaciones principales y

la deformacion maxima a corte. ; Como es la deformacion en todo el MC?

Una barra de seccion circular de diametro ¢ y radio R es sometida a una serie de
solicitaciones que provocan flexién y torsion en ésta. EIl momento flector alrededor de X3

Ms actia en el extremo de la barra de acuerdo con lo indicado en la figura 6.34, en el
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mismo extremo se aplica un momento torsionante My sobre el eje ;. Por otra parte, la
barra es sometida a una carga distribuida p y una carga concentrada f a la mitad de la
barra. Esta carga f esta a un angulo @ con respecto al eje x;. Con base en lo antes
expuesto, determine el estado de esfuerzos en la forma oj; :h(xl, xz), asi como
también la funcion de Airy que es solucién del problema.

FIGURA 6.34

23. Determine la relacion existente entre el médulo de elasticidad y velocidad de ondas

elastica longitudinales y transversales en un sélido de Hooke.

24. Para resolver un sistema biaxial de deformaciones es necesario determinar o,;,0,,,0;,,

esto a partir de la solucion simultanea de las tres ecuaciones diferenciales caracteristicas

del sistema:
2 2
8611+5012 -0 00n +6O'722:O 872“‘872 (011"'022):0
axl axz axl axz axl aXZ

Para este caso, la solucién se expresa a través de una funcion de Airy (¢), y los esfuerzos

se definen como:

¢ 0°¢ o’
on=_7 = O =

aXZ
Con base en lo anterior, determine la funcion de esfuerzos (¢) para la viga horizontal de
la figura 6.35, considere que existe simetria con relacion a la carga aplicada (F), la cual
es de 10 000 Ibs, asimismo, tome en cuenta que el cable que transmite la carga se

encuentra a un angulo (). Defina los esfuerzos a que estara sometida la viga.
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Determine la funcion de Airy ¢ = f (x;, X,; F, 6, L, ls3). Donde X, X, son los ejes

longitudinal (horizontal) y transversal (vertical) con relacién a la viga. F es la carga
aplicada, @ es el angulo entre el cable y la horizontal, L es la longitud de la viga , e I33

representa al momento de inercia sobre el eje X;.

Considere a la viga como empotrada. Tome en cuenta que el material se comporta como

un solido elastico homogéneo e isotropico, con constantes elasticas E,v, i, 4,k .

O

FIGURA 6.35

25.Una viga tipo | [S510x143], de acero A572-HSLA grado 65 (figura 6.36), con

o, =552MPa; o, =448MPa; ¢, =17%, es sometida a una carga concentrada f2 [30

kN] y una distribuida [p] de 7500 N/m. Considere que la viga tiene una longitud de 10 m.
Las propiedades de la viga S510x143 son:

Peso 1.4 kN/m
I X
yméx

Peralte (altura total de la viga) - 516 mm

I, =6.95x10° mm*; S, = =2.47x10°mm®; A=1820 mm’,

X

Espesor en el alma - 20.3 mm

a) Con base en lo anterior, determine el estado de esfuerzos [o;; = o(f,, p; X, X,) ] como

una funcion de las solicitaciones y de la posicion. Considere que la deformacion se

puede describir como biaxial.

336



CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO ELASTICO

De ser factible determine la funcion de Airy que es solucion del problema. ¢Soportara la

viga las cargas aplicadas?

El peso de la viga ya ha sido considerado como parte de la carga distribuida, donde Iy
representa el momento de inercia con respecto al plano medio vertical (momento de

inercia) y Sy es el primer momento de area.

sl [T

y X

172 172
FIGURA 6.36

26. Un sdlido elastico, homogéneo, lineal y ortotropico, presenta constantes elasticas

E..,vi,u;,k hasta totalizar 9 linealmente independientes. Si las deformaciones que han

sido determinadas experimentalmente en una cierta region del material se expresan

como.
12 5 8
e=|-5 7 _—15|x1074 M
m
8 -15 -9

Determine el estado de esfuerzos correspondiente a dicho elemento diferencial del material,

si algunas de las constantes elasticas del material son:

E, =150 GPa
E, =180 GPa
E5 =200 GPa
V12 =03
v13=0.28
vp3=0.33
1y =60 GPa
5 =70 GPa
Hg=T5GPa
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27.

28.

29.

Un sdlido elastico, homogéneo, lineal y ortotropico, presenta constantes elasticas

E;,vi,u;,k hasta totalizar 9 linealmente independientes. Si las deformaciones que han

sido determinadas experimentalmente en una cierta region del material se expresan

como:.
18 5 8
e=|5 6 -12|x1074 M
m
8 -_12 -15

Determine el estado de esfuerzos correspondiente a dicho elemento diferencial del

material, si algunas de las constantes elasticas del material son:

E, =100 GPa; E, =120 GPa; E; =150 GPa; vy, =0.31; v43 =0.27, v»3 =0.33
Hs =50GPa; y; =60GPa; yz =75GPa

También, calcule la deformacién y esfuerzo hidrostaticos, asi como la constante de
compresibilidad.

Determine el desviador de esfuerzos y de deformaciones.

Una barra de seccion circular esta bajo la accién de una carga axial f; y un momento
flexionante Mf,

xzﬁAM:% l {“\ﬂﬁ
Al 4
/
~ [ 2%

X5

Figura 6.37

Con base en lo anterior, determine el estado de esfuerzos y deformaciones para

cualquier posicién y tiempo.
Si el esfuerzo de cedencia del material es o, determine el radio R minimo de la barra.

A una barra de hierro colado de 200 cm de largo y 5 cm de diametro es aplicada, en
ambos extremos, una fuerza longitudinal de igual magnitud y sentido contrario P. Con

base en lo anterior determine el esfuerzo normal maximo y los cortantes maximos, ¢ a
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30.

31.

qué angulo se presentaran éstos con relacién al eje longitudinal de la barra? Describa el
estado de esfuerzos y deformaciones, si uno de los ejes del sistema cartesiano es
coincidente con el eje de la barra, mientras que los otros dos se encuentran sobre un
plano cuya normal es el eje longitudinal. Si las cargas son de traccién, determine la

longitud final de la barra, asi como las contracciones laterales.

E-103GPa, v =+

=, P=100 kN
3

gij = (O‘ij (1+V)—V0'kk5ij)

1
2,u(1+v)

E=2u(l+v)

Si la barra en cuestidn se coloca en un nucleo indeformable cuyo diametro interior es de
5 cm y cuya longitud es mayor que la de la barra, que sucedera al aplicar a la barra la

carga P, pero ahora de compresion, ¢ Cual sera el estado de esfuerzos y deformaciones?

Una banda de un sdlido elastico homogéneo, lineal e isotrépico, cuyo espesor es
despreciable en comparacién con sus otras dos dimensiones, esta sometida a una serie

de solicitaciones que generan un estado de esfuerzos:

T = axiXy; Top =anx3; Ty, = (¥, %, )- DONde n'es un escalary o =1MPa/ m?. Determine la

funcién que describe el esfuerzo cortante. Determine el estado de esfuerzos y de

deformaciones, considere que T,, =T, =0;T,, = f (x,,X, ).

El arreglo de galgas extensométricas para un estado de deformaciones plano (figura

6.38), mide las deformaciones normales (longitudinales) a lo largo de los ejes X, X, (base

original) y del eje x", (nuevo sistema de referencia), tal que:

g1 =6x107" ; £y, =4x107* ; &, =8x107*

Determinar la deformacion angular ¢&,,, la deformacion normal ¢, y verificar que:

_ o '
11T & =81+ &
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X

A

FIGURA 6.38

Para el estado de deformaciones en la base original, determinar las deformaciones prin-

cipales y las direcciones principales asociadas.

Con base en lo antes expuesto y considerando que se trata de un sélido elastico y
1
transversalmente isotrépico con g4 =50 GPa, 4 =56 GPa, v, =§, vy =0.3, 1=98GPa,

determine el estado de esfuerzos asociado.

32. En coordenadas polares una funcion de esfuerzos de Airy esta dada por

@:CrZ(COSZH—COSZa), donde C,a son constantes, considerando que o,, =-T,

cuando @ =—a . Determine el estado general de esfuerzos y el valor de la constante C.
33. La viga curva de la figura 2 cuyas superficie interior y exterior, asi como las laterales
estan dadas por r,,r,;60 =+« , esta sometida a un momento flector puro \, , de tal forma
que [, I, estan libres de esfuerzos de traccion, lo mismo que ; :J_rﬂ. Considerando que

2

se trata de un sdlido elastico e isotropico (SEHLI) y que su espesor (h) es muy pequeno

comparado con las otras dimensiones, determine el estado de esfuerzos en la viga.

FIGURA 6.39 VIGA CURVA SOMETIDA A UN MOMENTO FLECTOR PURO
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34. Para la viga simplemente apoyada de la figura 6.40, determine la funcién de esfuerzos de

Airy solucién del sistema. Con base en lo anterior, determine las constantes del polinomio

de la forma: ¢ =@, + ¢, + ¢ que representa la funcién solucion.

Considere que el material se comporta como un sélido elastico homogéneo e isotrépico,
con constantes elasticas E,v, i, 4,k .

011 =0(X,X); 025 =0 para X, =h; oy =p, para X, =—h; oy =0 (%) 0o15 = (¥, Xp)
O1p = 0 VXZ :ih, 012 = 012 max VXZ =0

Para el analisis considere superposicion de efectos, en el caso de la carga distribuida la

cara superior de la viga esta sometida a la carga distribuida p, (carga/area), mientras

que en la parte inferior la carga es cero. Para el caso de la carga concentrada, ésta sélo

I
genera cortante. El esfuerzo oy, en los extremos del elemento oy, =0para x, = iE _

2] [T —

X
V% - [2:’?

+ X,

2 1/2
FIGURA 6.40

35. Para el elemento mecanico de la figura 6.41, determine la funcién de Airy solucién del
problema. Considere que la pieza tiene una longitud L un ancho by un espesor h. Para

motivo del analisis considere al elemento como de seccion transversal constante.

Piston
hidrdulico

FIGURA 6.41
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36. Para la estructura de la figura 6.42, determine la funcién de Airy solucién del problema.

p=2000 New/m
e
( 0 Nieve s
[ Ty p=
- I f--!-!: 2! ‘.!r::—..'—‘.!“%/’ E uctura

s Viga en

Rl 3m— . il
voladizo
a. Condicion de carga b. Descripcion de las condiciones de

carga que se presentan sobre una
estructura en voladizo al acumularse
nieve en ésta.

FIGURA 6.42

37. Determine el estado de esfuerzos en coordenadas cilindricas para un tubo de diametro

interior d y didametro exterior D, que se encuentra a la presion interior p; y a la presion

exterior p,.

38. Una placa es sometida a una carga axial f;en direccién del eje X; (figura 6.43); la carga
genera al interior de la placa un esfuerzo oy;. La placa presenta una discontinuidad en

su interior, la cual es de un radio a. Determine la concentracion de esfuerzos que genera

la discontinuidad antes descrita.

TIRRRRR

FIGURA 6.43 PLACA SOMETIDA A TRACCION CON UNA DISCONTINUIDAD
CIRCULAR DE RADIO I', EL ANCHO DE LA PLACAES 2R.
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