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Prefacio

En el presente trabajo se estudia el flujo sanguineo en un vaso capilar y la transferencia de oxigeno
cuando las caracteristicas reoldgicas de la sangre corresponden a dos casos limite: cuando la
hemoglobina se comporta como un fluido newtoniano y cuando se comporta como sélido. Para
analizar este problema se presenta un modelo fisico con el que se pueden describir las interacciones
hemodindmicas asi como la transferencia de masa en la microcirculacién. Como se podra entender
resulta muy complejo realizar un modelo que describa exactamente la realidad del fenémeno, por
lo que se tiene la necesidad de realizar un modelo con ciertas consideraciones que estén basadas en
situaciones reales y que describan de forma adecuada el fenémeno.

Las interacciones hemodindmicas se determinan empleando la teoria clédsica de lubricacién, para
los dos limites reolégicos antes mencionados. Se deriva una ecuacién para predecir la posicién
espacio-temporal de la membrana que separa a los fluidos. Se resuelven las ecuaciones de cantidad
de movimiento para ambos fluidos y la ecuacién de la interfase en el limite de nimeros de Reynolds
y Womersley muy pequenos. Al hacer esto se obtiene la posicién de la membrana, los perfiles de
velocidad y la distribucién de presién en cada region.

Para estudiar el transporte de masa se considera que existen tres especies en la regién central
del fluido reoldgico: oxihemoglobina, oxigeno y hemoglobina. Las ecuaciones de transporte para
cada especie se reducen a dos expresiones, ya que la oxihemoglobina y la hemoglobina no salen
de la regién central debido a que la membrana es impermeable a estas protefnas pero permeable
al oxigeno. Estas dos ecuaciones se resuelven en conjunto con la ecuacién de transporte para el
oxigeno en la regién del plasma, una vez que se tiene la hemodindmica asociada, en el limite en el
que los términos convectivos son muy pequenos.

En la primera parte del presente trabajo se hace una introduccién al tema, haciendo una revisién
de la fisiologia del sistema circulatorio y de las particulas que conforman a la sangre, posteriormente
se describe el mecanismo para el transporte de masa en la red microcirculatoria. La primera parte
termina con una revisién de los trabajos méds importantes, tanto teéricos como experimentales, que
se han realizado en los tltimos anos para estudiar el flujo sanguineo y el transporte de sustancias.

En la segunda parte se presenta el desarrollo del modelo matemético que describe la hemo-
dindmica y el transporte de masa de oxigeno. En primer lugar se presentan las ecuaciones de
gobierno para los diferentes dominios del problema, después se realiza un andlisis de orden de
magnitud y por tltimo se presentan las ecuaciones adimensionales para los dos limites reolégicos
que se van a estudiar. De forma similar se hace para el transporte de masa, describiendo las
simplificaciones y consideraciones que se realizan en cada caso.



vi PREFACIO

En la dltima parte se muestran los resultados obtenidos de las interacciones fluido-dinamicas:
posicién de la membrana, velocidad y dsitribucién de la presién de la regién central y de la regién
periférica ocupada por el plasma. Posteriormente se presentan los resultados del transporte de
oxigeno: saturacién de oxihemglobina en la regién central, el flujo de oxigeno que atraviesa la
membrana y la concentracion de oxigeno en la regién del plasma. Por tltimo se exponen las
conclusiones del trabajo.



Nomenclatura

B solucién orden cero de la saturaciéon del grupo hem
C concentracién de oxigeno normalizada
Ca numero Capilar
Dy difusividad de la hemoglobina
Dgvo difusividad de la oxihemoglobina
Do difusividad del oxigeno
De nimero de Deborah
E modulo de elasticidad de la hemoglobina
G modulo cortante para la membrana del glébulo rojo
H espesor de la membrana del glébulo rojo
h posicién de la membrana del glébulo rojo

JOs, flujo masico de oxigeno

K constante estequiométrica de equilibrio
K., moédulo de elasticidad de la membrana,
k tiempo de reaccién

L longitud del tubo

N concentracién molar de la hemoglobina
Nuvo concentracién molar de la oxihemoglobina
No concentracién molar del oxigeno
n indice de Hill
Py presién de la hemoglobina en variables adimensionales
P, presién del plasma en variables adimensionales
p presién en variables dimensionales
Po presién parcial del oxigeno
Pe nimero de Péclet
Qup gasto volumétrico de hemoglobina
Qp gasto volumétrico de plasma
Qo gasto volumétrico promedio
q amplitud de la senal pulsada del gasto

R término fuente de la reaccién en las ecuaciones de transporte de masa
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NOMENCLATURA

radio del tubo capilar

nimero de Reynolds

coordenada radial

saturacién del grupo hem

nimero de Strouhal

desplazamiento de la membrana en direccién z

desplazamiento de la membrana en direccién 6

tensor de fuerza por unidad de drea en la membrana

tensor de esfuerzos en la membrana

tiempo

componente axial de la velocidad de la hemoglobina adimensional
componente axial de la velocidad del plasma adimensional
componente axial de la velocidad

componente radial de la velocidad de la hemoglobina adimensional
componente radial de la velocidad del plasma adimensional
componente radial de la velocidad

nimero de Womersley

coordenada axial
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Lista de simbolos griegos

o} solubilidad del oxigeno en la hemoglobina
2 —1
T pardmetro adimensional del transporte de masa I' = (’;)Zi)
A posicién adimensional de la membrana
2 —1
1) parametro adimensional del transporte de masa ¢ = (k% ﬁ—;)
O espesor de la capa limite en el transporte de masa
€ pardmetro adimensional de esbeltez ¢ = %
Em tensor de deformaciones en la membrana,

Eij tensor rapidez de deformacién en la hemoglobina

¢ coordenada radial adimensional regién hemoglobina
n coordenada radial adimensional regién del plasma
N, viscosidad de la membrana

0 cordenada angular

A tiempo de relajacién de la hemoglobina \ = £

I

razén de viscosidades p = :—;
iy viscosidad de la hemoglobina
Hop viscosidad del plasma
& coordenada radial adimensional en la capa limite
p razén de densidades p = pp—:b
P viscosidad de la hemoglobina
Pp viscosidad del plasma
o tiempo adimensional
Tij tensor de esfuerzos en la hemoglobina
THb esfuerzo cortante de la hemoglobina sobre la membrana
Tp esfuerzo cortante del plasma sobre la membrana
D hematocrito de descarga

X coordenada axial adimensional
w frecuencia cardiaca
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Introduccion






Capitulo 1

Generalidades

En los ultimos 50 afios han cambiado drasticamente las causas de defunciones en el mundo, incre-
mentdndose de manera notable las muertes por enfermedades cardiovasculares. La Organizacién
Mundial de la Salud (OMS) en 1995 estimé que las muertes causadas por enfermedades cardio-
vasculares rebasaron a la mortalidad por causas infecciosas, reconociendo que la epidemia de los
padecimientos cardiovasculares avanza rdpidamente a nivel mundial. Esto ha despertado un gran
interés por comprender los mecanismos de dichos padecimientos.

En México, como en otros paises del mundo, este grupo de enfermedades representa un problema
de salud piblica, anualmente ocurren 70 000 defunciones por patologias del corazon, 26 000 por
enfermedades cerebrovasculares y 44 070 por disfuncién isquémica del corazén. Otras enfermedades
como la hipertensién, dislipidemias y obesidad son factores de riesgo que elevan la probabilidad de
presentar los padecimientos antes mencionados [1].

En el presente trabajo se estudia el transporte de oxigeno desde los glébulos rojos a la pared
del capilar en dos condiciones reolégicas distintas con el objetivo de determinar la influencia que
tienen dichas caracteristicas de la sangre en el transporte de oxigeno. Para lograr esto se desarrolla
un modelo matemédtico que describe el movimiento de los eritrocitos, considerando que forman un
cuerpo continuo, dentro de los vasos capilares, utilizando el modelo de Maxwell para caracterizar a
la hemoglobina. Con los resultados de la mecdnica de la sangre se puede determinar el transporte
de oxigeno desde la sangre hasta la pared interna de capilar, considerando que la reaccién entre el
oxigeno y de la hemoglobina es de un solo paso y que los tejidos presentan un consumo de oxigeno
conocido.

1.1 Fisiologia del sistema circulatorio

La circulacién sanguinea se divide en dos: circulacién periférica, que se encarga de suministrar
sangre a los distintos 6rganos, y la circulaciéon pulmonar que tiene la funcién de oxigenar a la
sangre para poder enviarla posteriormente a los 6rganos. El sistema circulatorio consta de arterias,
arteriolas, metarteriolas, capilares, vénulas y venas. Los vasos arteriales llevan la sangre desde el
coraz6n hasta los 6rganos. Las arterias deben atenuar la presién con la que reciben a la sangre,

3



4 CAPITULO 1. GENERALIDADES

por lo que cuentan con paredes gruesas y rodeadas de misculo. En los vasos sanguineos capilares
se lleva a cabo la transferencia de nutrientes, oxigeno, diéxido de carbono y deshechos entre la
sangre y los tejidos, para que se lleve a cabo esto el capilar tiene una pared de espesor unicelular.
Las vénulas y venas recolectan la sangre para llevarla al corazén y ademés cumplen con la funcién
de ser una reserva de sangre para situaciones extremas en las que el requisito de oxigeno sea muy
alto, para esto tienen paredes delgadas y flexibles, aunque cuentan con una capa muscular que les
permite contraerse o dilatarse. La fisiologia de los vasos sanguineos se puede ver en la fig. (1.1).

La red microcirculatoria la componen los vasos sanguineos mdas pequenos, los vasos capilares,
metarteriolas y vénulas. Los vasos capilares tienen didmetros internos que van desde los 4 a 8 uym y
tienen una longitud aproximada de 1 mm. Las metarteriolas llegan a tener didmetros de 100 um y
las vénulas presentan didmetros mas grandes que sus pares arteriales. La microcirculacién se encarga
del intercambio de sustancias entre la sangre y los tejidos ademads de regular el flujo sanguineo de
cada érgano. Esto iltimo lo hace mediante los mecanismos de vasodilatacién y vasoconstriccién.

Existen grandes diferencias fisiolégicas entre los vasos microcirculatorios y el resto del sistema.
La fisiologia de los vasos capilares tiene caracteristicas particulares para facilitar el paso de los
glébulos rojos y permitir la transferencia de masa proporcionando una distancia minima para la
difusién y maximizando la oportunidad para el intercambio de sustancias. La pared del capilar
estd compuesta por una capa de células endoteliales que estd rodeada por una membrana basal
que contiene a la capa unicelular, estas dos capas tienen un espesor de 0.5 um. La pared del
vaso capilar es permeable al oxigeno y diéxido de carbono y es semipermeable a las sustancias
hidrosolubles, que se transportan por conductos pequenos que contactan al interior con el exterior.
Existe una clasificacién para los capilares tomando como base la pared, distinguiendo tres tipos de
capilares: los continuos, con pequefas aberturas (fenestrated) y los discontinuos. En los primeros
la capa unicelular es, como su nombre lo indica, continua dejando pequenios conductos entre las
uniones de las células; estos capilares se encuentran en el cerebro, corazén y pulmones. La pared de
los segundos capilares presentan pequenas ventanas o huecos por lo que pueden pasar con facilidad
las sustancias hidrosolubles, este tipo de capilares se encuentran en los intestinos y el rinones. En
algunos casos los huecos presentan membranas selectivas. Por tltimo los capilares discontinuos
presentan huecos en la membrana que llegan a ser de 0.2 pum, y estdn presentes en el higado, la
médula osea y en el bazo. Las paredes de metarteriolas y vénulas estd compuesta por la capa de
células endoteliales, la membrana basal y cuentan con una capa muscular que les sirve para regular
el flujo sanguineo, en algunas ocasiones para cumplir con esta funcién cuentan con vélvulas.

A la capa unicelular que cubre la parte interna de los vasos sanguineos se le conoce como
endotelio. Esta capa es una membrana que se encarga del intercambio de sustancias, la coagulacién,
la respuesta del vaso a la inflamacién y la regulacién del tono vascular. En todos estos procesos
los factores hemodindmicos, definidos como las fuerzas asociadas al flujo sanguineo, ejercen una
gran influencia en el endotelio ya sea por la accién directa del esfuerzo cortante y de esfuerzos de
dilatacién/contraccién en el endotelio o de forma indirecta al variar la concentracién de algunas
especies en la superficie del endotelio o modificando la relacién entre moléculas y sus receptores en
la pared vascular [2]. Para soportar las fuerzas ejercidas por el paso de la sangre el endotelio estd
protegido por una capa porosa compuesta de proteinas, glicolipidos, glicoproteinas y proteoglicanos;
que atenua el esfuerzo cortante en la superficie de las células endoteliales, conocido como glicocalix.
Esta capa tiene una participacién activa en muchas funciones como el control y regulacién del tono
vascular, el intercambio de fluidos y nutrientes, la coagulacién y la resupuesta a la inflamacién.
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Figura 1.1: Fisiologfa de los vasos sanguineos.

El sistema circulatorio es una red dindmica que se adecta a las necesidades en un corto plazo,
mediante la vasodilatacién/vasoconstriccion, y a los cambios de largo plazo de presién o de flujo,
que se le conoce como remodelado. En este proceso estd involucrado el endotelio y el misculo liso
que rodea los vasos. En un nivel micro, escala celular e intracelular, el proceso de remodelado
se manifiesta como crecimiento, divisién y pérdida de células; cambio de tamano, orientacién y
forma de las células; migraciéon de células, sintesis de coldgeno asi como sintesis y degradacién
de la matriz extracelular. En un nivel macroscépico el remodelado aparece como cambio en las
dimensiones geométricas y en la respuesta mecédnica de la arteria, que no es causado por cambios en
el flujo de manera instantdnea. En algunas ocasiones los cambios geométricos estdn acompanados
de modificaciones en la estructura de la pared; y en algunos casos se pueden presentar alteraciones
en la respuesta de la arteria a los factores hemodindmicos [3].

1.2 Propiedades mecéanicas de la sangre

La sangre es una suspensién de particulas que estd compuesta por plasma, glébulos rojos, glébulos

blancos y plaquetas. La sangre en condiciones fisiolégicas tiene una concentracién volumétrica de

glébulos rojos de 40 —45% , los leucocitos ocupan ﬁ del volumen total de la sangre y las plaquetas
ﬁ. Es por esto que los glébulos rojos son las particulas més importantes para determinar las
caracteristicas reoldgicas de la sangre!. El plasma es una solucién acuosa que contiene iones, como

Nat, K+, Ca®>t, y Cl—, y macromoléculas.

1Por esta razén en el presente trabajo sélo se considera a los glébulos rojos para determinar las propiedades de la
sangre.
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Los glébulos rojos son las unidades encargadas del transporte del oxigeno y del diéxido de
carbono en los animales. Cuando los eritrocitos estdn en reposo en una solucién isoténica tienen
forma de disco biconcavo simétrico con respecto a un eje perpendicular al disco. En circunstancias
de flujo los glébulos rojos presentan grandes deformaciones, algunos autores describen que los
eritrocitos al pasar por los vasos sanguineos toman una forma de paracaidas (parachute-shaped) o
de balas. El estudio de la geometria y deformacién de los glébulos rojos es de gran importancia en
reologia y biologfa, asf como en medicina debido a que los cambios en la forma, tamano o resistencia
pueden ser sintomas de alguna enfermedad.

Los eritrocitos no presentan nicleo y en su interior se tiene principalmente a la proteina en-
cargada del transporte del oxigeno rodeada por una membrana. La membrana del glébulo rojo
estd conformada por el citoesqueleto que soporta a una capa bilipida. El citoesqueleto estd he-
cho por proteinas que forman una red viscoeldstica que proporciona la integridad estructural a la
membrana; mientras que la capa bilipida es responsable de que la membrana se mantenga con el
drea constante ain cuando la célula esté sujeta a grandes deformaciones. La membrana encierra
una solucién concentrada de hemoglobina, que es una proteina que tiene la capacidad de ligar a la
molécula de oxigeno cuando pasa por los vasos capilares pulmonares y se comporta como un fluido
Newtoniano incompresible en situaciones fisioldgicas normales. En los capilares sistémicos libera al
oxigeno y reacciona con el diéxido de carbono, portdndolo hasta que la sangre llega a los pulmones.
En diversas especies de animales y en los humanos los glébulos rojos tienden a formar agregados en
presencia de ciertas macromoléculas, como el fibrinégeno, formando cadenas de células que se les

dyn
(:7712) se llegan a romper

conoce como rouleaux; que en condiciones de esfuerzos cortantes altos (N 1

[4].

Los glébulos blancos o leucocitos desempenan un papel de gran importancia para el sistema
inmunolégico, funcionando como un mecanismo de proteccién en contra de agentes patolégicos y
existen cinco tipos morfolégicos de leucocitos que cumplen con distintos fines segtin sea la necesidad.
Debido a que los glébulos blancos se encuentran en una propocién de 1 a 1000 con respecto a los
eritrocitos tienen poca influencia en el coeficiente de viscosidad de la sangre desde el punto de vista
macroscopico; sin embargo, en la microcirculacién los leucocitos se pueden adherir a la pared del
vaso capilar y obstruir el flujo, debido a su poca capacidad para deformarse; por lo que es de gran
interés estudiar las deformaciones de estas células.

Las plaquetas son fragmentos de células con forma de disco que poseen un citoesqueleto. Las
plaquetas activas cambian su forma, la estructura del citoesqueleto y sus propiedades mecénicas;
estas alteraciones tienen gran importancia en la coagulacién de la sangre.

En las arterias y venas principales se puede considerar a la sangre como un fluido homogéneo,
debido a que el tamano de las particulas es varios 6rdenes de magnitud méds pequeno que las
escalas de los vasos sanguineos, y presenta un comportamiento no-newtoniano pseudopldstico. Sin
embargo en la microcirculacién la sangre no se puede considerar como un fluido homogéneo ya
que el didmetro de los vasos capilares es del mismo orden de magnitud que las dimensiones del
glébulo rojo. Por lo que se debe considerar que es un fluido bifdsico: plasma y glébulos rojos,
principalmente. Esto 1ltimo hace que sea muy complejo determinar las caracterfsticas reoldgicas,
que es de gran importancia ya que los desérdenes en la microcirculaciéon representa una de las
principales causas de morbilidad y mortalidad.
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En los capilares los glébulos rojos sufren grandes deformaciones, esto se debe a la interaccion
entre los glébulos rojos y la pared del vaso sanguineo. En las arteriolas y vénulas, cuyos didmetros
son 10 o 20 veces més grandes que el didmetro de los eritrocitos la distribucién de glébulos rojos
se ve afectada por la pared, ya que los glébulos rojos migran hacia el centro del tubo dejando una
zona cercana a la pared libre de particulas. Este fenémeno hace que el hematocrito? del tubo (que
se define como el hematocrito de sangre que se encuentra dentro del tubo en un instante) es menor
que el hemotocrito de descarga (que es el volumen de glébulos rojos que fluye a través del capilar)
ya que por conservacién la velocidad de los glébulos rojos es més alta que la velocidad promedio
de la sangre. A esto se le conoce como el fenémeno de Fahraeus ([5], [6]). Esta migracién también
tiene como consecuencia una reduccién de la viscosidad aparente conforme el didmetro del vaso
disminuye, conocido como efecto Fahraeus-Lindqvist. Se ha demostrado que la viscosidad aparente
alcanza un minimo en tubos con didmetro de 7 wm, para cualquier hematocrito [7]. Para tubos
con didmetros menores a este limite los glébulos rojos viajan uno detrés del otro y se observa un
incremento pronunciado de la viscosidad aparente, esto se debe a que el espacio entre el eritrocito
y la pared del capilar disminuye y, con esto, la resistencia al flujo aumenta.

En situaciones patoldgicas se han observado alteraciones reoldgicas, bioquimicas y mecdnicas en
las caracteristicas de los glébulos rojos y, por lo tanto, del flujo sanguineo. Estas modificaciones
se han observado en enfermedades como malaria, diabetes mellitus, sickle cell disease, y en la
hipertension. En sickle cell disease los glébulos rojos pierden su capacidad para deformarse teniendo
como consecuencia la hemdlisis de los eritrocitos, dafio en los tejidos y, de forma global, anemia.
Este comportamiento anormal se cree que es causado por la polimerizacién de la hemoglobina,
lo que se traduce en un incremento de la viscosidad del interior del glébulo rojo. Ademds se ha
documentado que la polimerizacion afecta la saturaciéon de oxigeno provocando una desoxigenacién
de la hemoglobina [8]. Se han realizado estudios de los cambios reolégicos en la hipertensién ([9],
[10], [11], [12], [13], [14]) en los que se ha encontrado una mayor presencia de fibrinégeno® en el
plasma que hace que la viscosidad se incremente, se presenta un aumento en el hematocrito, pérdida
de la capacidad de los glébulos rojos para deformarse y mayor formacién de agregados o cadenas.
Todo esto tiene como consecuencia que disminuya el flujo sanguineo en el tejido, una oxigenacion
pobre y que la presién sanguinea se eleve, debido a la relacién que existe entre la microhemodindmica
y el control de la resistencia al flujo sanguineo.

1.3 Transporte de masa en la microcirculacion

El objetivo principal del sistema circulatorio es el de llevar nutrientes y oxigeno a los tejidos, asf
como recoger el diéxido de carbono y los deshechos. Este intercambio de sustancias se da en las
redes microcirculatorias y, principalmente, en los capilares sanguineos. FEl oxigeno se difunde de
los alvéolos pulmonares a la sangre del capilar debido a que la presién parcial de oxigeno (Po,)
en los alvéolos es superior a la presién en la sangre pulmonar. Una vez que se ha difundido de
los pulmones a la sangre, se transporta combinado con la hemoglobina, a los capilares tisulares.
Posteriormente, en los tejidos la presién del oxigeno capilar es mds elevada que en los tejidos, por
lo que el oxigeno se difunde a las células. El transporte de diéxido de carbono es el proceso inverso
del oxigeno.

2E] hematocrito es la fraccién volumétrica de glébulos rojos con respecto al volumen del vaso sanguineo.
3El fibrinégeno es una proteina que es transportada por el plasma y que ayuda a la coagulacién.
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El primero en darse cuenta de la existencia de interaccién molecular entre el oxigeno y la
hemoglobina fue G. G. Stokes [15], al notar perturbaciones en el espectro de la hemoglobina al
retirar el oxigeno y volverlo a ligar posteriormete. A partir de ese momento se ha estudiado la forma
en que la hemoglobina transporta al oxigeno (Oz) y al diéxido de carbono (C'Os). Para transportar
la sangre la molécula de oxigeno se combina con los enlaces del &tomo de hierro de la hemoglobina,
este enlace es extremadamente débil para que la combinacién sea facilmente reversible. Ademds, el
oxigeno no se hace oxigeno iénico, sino que se transporta como molécula de oxigeno a los tejidos
en donde, debido a la debilidad del enlace y a la reversibilidad de la combinacién, se libera a los
liquidos tisulares en forma de molécula disuelta. La presencia de hemoglobina en los glébulos rojos
permite a la sangre transportar entre 30 y 100 veces mds oxigeno del que podria ser transportado en
forma de oxigeno disuelto en el agua de la sangre. Hiifner realiza los primeros estudios de la reaccién
entre la hemoglobina y el oxigeno; en éstos propone una relacién estequiométrica 1 : 1 reversible,
en la que una molécula de oxigeno mas una molécula de hemoglobina forman oxihemoglobina:

Hb+ Oy =2 HbO, (11)

A principios del siglo XX se determiné que la relacién estequiométrica dada por (1.1) no se
ajustaba correctamente a la forma sigmoidal de la curva de saturacién de oxigeno en la hemoglobina.
Entonces se propuso una relacién estequiométrica, en la que la molécula de hemoglobina tiene la
capacidad de ligar n moléculas de oxigeno y lo hace de forma simultdnea. La reaccién propuesta
sigue siendo reversible y estd dada por la siguiente expresién:

donde n es el nimero sitios disponibles para el oxigeno en la hemoglobina.

A partir de la ec. (1.2) se obtiene una expresién para la saturacién de oxigeno. Esto es:

g (FPos/Px)"
1 — (Po,/Pso)"

donde Pp, es la presién parcial del oxigeno, Psy es la presién parcial del oxigeno a una saturacién
del 50%, y n estd dado en la ec. (1.2). De forma experimental se ha determinado que n = 2.5
para que la ec. (1.3) se ajuste a la curva de saturacién de oxigeno, fig (1.2), a pesar de que es bien
conocido que la hemoglobina tiene 4 sitios disponibles para el oxigeno, es decir n = 4. A partir de
la ec. (1.3) es posible obtener una ecuacién que relaciona la saturacién del oxigeno con la constante
estequiomeétrica de la reaccién, K. A dicha expresion se le conoce como la ecuacién de Hill y es la
siguiente:

(1.3)

S
log 15— log K 4+ nlog[O2] , (1.4)
donde los corchetes representa concentracién, y la constante estequiométrica estd definida como:
K = [[H 1]7[02]]
= [HY][O2

Para un receptor con varios lugares disponibles, como lo es la hemoglobina, esta relacién este-
quiométrica resulta una visién simplista del fenémeno; en primer lugar porque la reaccién se da
en cuatro pasos, con su respectiva velocidad de reaccién en cada paso, y en segundo lugar porque
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Figura 1.2: Curva de saturacién del oxigeno en la hemoglobina.

en estos casos es necesario distinguir dos tipos de constantes de equilibrio: una estequiométrica o
macroscépica y otra de sitio o microscépica [16].

La reaccién entre la hemoglobina y el oxigeno se puede describir mediante cuatro reacciones con
sus respectivas constantes de equilibrio. Adair [17] propone las siguientes relaciones estequiométricas
para la hemoglobina:

Hb+ 05 = Hb {05} Ky = m
Hb {0} + O = Hb{Os},; Ky = m
Hb{Os}, + 0s = HH{Os}y; K5 = m
Hb {0}, + O = Hb{On},: K4 = m

Donde K;, Ko, K3y K4 son las constantes estequiométricas de equilibrio para cada reaccién, y
los corchetes representa concentracién. Tomando estas reacciones la saturacion estd dada por:

Ky (P/Ps) + 2K K> (P/Psy)” + 3K, K2 K3 (P/Pso)” + 4K, K2 K3 Ky (P/Pso)*

4S8 = .
14 Ky (P/Pso) + K1Ks (P/Pso)’ + K1 Ko K3 (P/Pso)® + K1 Ko K3 Ky (P/Pso)*
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Los valores de las constantes estequiométricas® muestran un comportamiento conocido como

interaccién cooperativa; esto es, que la hemoglobina es una proteina que tiene gran afinidad por
el oxigeno cuando se encuentra en un medio con alta concentracién de oxigeno y poca afinidad en
regiones con baja concentracién del gas ([18], [19]). Esto ayuda a que la molécula de hemoglobina
se sature de oxigeno rapidamente al estar en los pulmones, que es un ambiente rico en oxigeno.

A pesar de que estd ampliamente documentada la reaccién entre la hemoglobina y el oxigeno
desde varios anos atras, el mecanismo de transferencia de oxigeno en los capilares no se habia
descrito correctamente. Fue en el ano de 1999 cuando McMahon y Stamler [20] logran explicar el
proceso de transferencia del oxigeno, en el que el 6xido nitrico (NO) desempefia un papel esencial.

El 6xido nitrico funciona como un vasodilatador. Este se libera del endotelio y se difunde al
musculo liso que rodea a los vasos para modificar el drea transversal y con esto regular el flujo
sanguineo. Sin embargo, es conocido que el hierro que porta la hemoglobina consume NO. Esto
resulta un tanto contradictorio, ya que el paso de glébulos rojos provoca la liberaciéon del 6xido
nitrico, con el fin de disminuir la resistencia del flujo, y al mismo tiempo lo consume sin permitir la
vasodilatacion. Después de varios experimentos se encontré que la hemoglobina adquiere un 6xido
nitrico modificado, llamado S-nitrositiol (SNO). El SNO retiene las propiedades del NO, pero
estd protegido del consumo de la hemoglobina ademds de tener un rango més amplio de funciones
que el 6xido nitrico sin modificar.

A través de la experimentacién se encontré la relacién entre la hemoglobina, oxigeno, NO
y diéxido de carbono [21]. La hemoglobina obtiene al oxigeno y SNO en los pulmones, para
transportarlo por las arterias desde el corazén al resto del cuerpo. Para llevar a cabo la entrega
de oxigeno se requiere que los vasos sanguineos estén abiertos y mantengan una presién constante.
Al pasar el eritrocito por los vasos sanguineos la hemoglobina consume el NO producido por las
células endoteliales y, al mismo tiempo, libera las moléculas de SINO. De esta manera los vasos
mantienen una presién constante para facilitar el transporte de sustancias. La molécula de SNO es
abundante en la hemoglobina, por lo que al llegar a los capilares todavia tiene suficiente cantidad
del 6xido nitrico modificado. En los vasos capilares la molécula de la hemoglobina sufre un cambio
estructural para liberar al oxigeno y en este cambio también se libera SNO. Se piensa que esto
se da para incrementar la eficiencia de la utilizacién del oxigeno, debido a que el SNO ayuda a
regular el ritmo de respiracién de las mitocondrias. Cuando la hemoglobina ha liberado al oxigeno
y al SNO atrae a las moléculas de diéxico de carbono y lo transporta a los pulmones.

Todas las sustancias que se han mencionado deben atravesar dos biomembranas: la membrana
del glébulo rojo y la pared del vaso capilar. Estas membranas cuentan con caracteristicas especiales
que facilitan o impiden el paso de las sustancias. La membrana del glébulo rojo tiene caracteristicas
eldsticas, viscoeldsticas y viscopldsticas. Evans y Skalak [22] proponen un modelo para la membrana,
que consiste en dos capas de moléculas de fosfolipidos, con las cabezas hidrofilicas en los extremos
y las colas hidrofébicas en el interior. Estas capas estdn soportadas por una red de proteinas. La
bicapa de fosfolipidos tiene un comportamiento fluido, mientras que la red de proteinas proporciona
la estructura y tiene un comportamiento de sélido eldstico. Existen proteinas que estdn embebidas
en las capas antes mencionadas, algunas atraviesan la membrana completamente, conocidas como

4En el trabajo publicado por Klotz [16] se muestran valores de diversos autores obtenidos experimentalmente para
las constantes estequiométricas.
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protefnas integrales. Esta estructura hace que la membrana del eritrocito sea capaz de soportar
grandes deformaciones con pequeflos cambios de drea [23], ademds de ser permeable para algunas
sustancias e impermeable para las sustancias hidrosolubles.

En las células no hay transporte convectivo, debido a que no existe un gradiente de presién
en la membrana celular. Por lo que el transporte de sustancias a través de la membrana ocurre
por tres mecanismos: difusién, ésmosis y difusién facilitada [24]. La difusién es el mecanismo
mds importante para el transporte de nutrientes, diéxido de carbono y oxigeno. La dsmosis es el
mecanismo para el transporte de agua y sustancias hidrosolubles. Por iltimo la difusién facilitada
permite el transporte de algunos iones y pequenas moléculas polarizadas. Este es un transporte
pasivo, motivado por gradientes electroquimicos, que utiliza las proteinas integrales como canales
o portadores.

Los capilares sistémicos proporcionan una gran drea para el intercambio de sustancias (1200 m2).
La pared del capilar estd formada por una membrana basal que estd cubierta, en su interior, por
células endoteliales; con un espesor de 0.5 um. Esta pared tiene poros de diversos tamanos, de
acuerdo al tipo de vaso (continuo, con pequenias aberturas o discontinuo). El transporte a través de
la pared vascular se da, principalmente, por difusién y, en mucha menor medida, por conveccién.

En el plasma se transportan diversas proteinas, algunas de ellas de mayor tamano que los
didmetros de los poros en la pared del capilar. Esto resulta en una diferencia de concentraciones de
proteinas entre el interior del vaso y el tejido que lo rodea. A esta diferencia de presién se le conoce
como presion coloidosmética y es del orden de 2.6 kPa. Las diferencias de la presion coloidosmética
y la hidrostédtica dentro del capilar con la presién fuera del capilar produce filtraciones de fluido
a través de la pared del capilar. En el extremo arterial se tiene una presiéon neta hacia afuera del
microvaso, por lo que el flujo de fluido se da del capilar hacia el tejido que lo rodea, y en el extremo
venoso una presion hacia adentro del capilar produciendo un flujo del tejido hacia el vaso sanguineo.
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Capitulo 2

Antecedentes

Recientemente se ha despertado un gran interés en el estudio de la mecdnica del flujo sanguineo en
la microcirculacién, teniendo avances significativos en este campo. Popel y Johnson [4], Lipowsky
[25], Davies [2], Tsai et al. [26] y Pittman [27] realizan sustanciosas revisiones del tema enfocan-
dose a diferentes dreas de la microcirculaciéon. En el primer trabajo se hace una revisién de los
trabajos experimentales y tedricos referentes a la microcirculacién y la reologia, enfatizando la
mecénica del flujo sanguineo y el comportamiento de las paredes vasculares. Hacen una descripcién
de las propiedades de los elementos que componen la sangre y el comportamiento de las células
en los microvasos; también estudian la regulacién de corto y largo plazo y los mecanismos que
participan. En el segundo trabajo se hace una descripcién de las caracteristicas de la sangre en la
microcirculacién, como: resistencia, viscosidad aparente, hematocrito, la capacidad de deformarse
de los glébulos rojos y la tendencia de formar agregados, asi como la interaccién entre endotelio
y glébulos rojos. En el trabajo realizado por Davies se repasan las fuerzas que estdn presentes en
el fenémeno de la microcirculacién, la manera en que se regula el tono vascular y la remodelacién
de la estructura arterial, angiogénesis; asi como la localizacién de las lesiones de ateroesclerosis.
Tsai et al. realizan una revisién de los gradientes y, en cierta forma, del transporte de oxigeno;
reportan los experimentos y presentan datos de gradientes de oxigeno longitudinales y radiales en
los vasos sanguineos capilares. El ultimo trabajo realiza una revisién del tranporte de oxigeno en la
microcirculacién, comenzando con el modelo de transporte de Krogh hasta llegar a las simulaciones
numéricas y mediciones de oxigeno y 6xido nitrico con las nuevas tecnologias.

Los primeros trabajos tedricos en flujo sanguineo se enfocaban al flujo en arterias o en las venas
principales. McDoland [28] presenta varios modelos del sistema circulatorio, como el de Windkessel
que realiza una analogia eléctrica poniendo una fuente de poder (corazén) con un capacitor y
una resistencia conectados en paralelo, y modelos unidimensionales del flujo en tubos con paredes
eldsticas en los que se describe la propagacién de un pulso. Womersley [29] obtiene de forma
analitica, los perfiles de velocidad de un flujo pulsado completamente desarrollado en tubos rectos
o de diametro variable.

En microcirculacién se han realizado numerosos trabajos experimentales, en un principio re-
alizando mediciones in witro y recientemente haciendo las observaciones in wvivo. Keller et al.
[30] realizan mediciones del hematocrito en capilares y metarteriolas introduciendo sangre mez-
cladas con diferentes sustancias para poder determinar cudles de éstas influyen en la disminucién
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del hematocrito. Determinaron que las interacciones entre el plasma y las macromoléculas que
cubren el endotelio no tiene relevancia en la reduccién del hematocrito en los capilares. Pries et al.
[31] realizan un estudio para cuantificar la heterogeneidad morfologica y topoldgica, y pardmetros
hemodindmicos de las redes microcirculatorias; asi como la relacién entre ellos. Tomaron medidas
de didmetro, longitud, hematocrito y velocidad del flujo de siete redes de tejido de rata; y de forma
paralela se calculé numéricamente el flujo sanguineo, presién y hematocrito de las mismas redes sin
obtener buenos resultados. Encontraron relaciones importantes entre el hematocrito de descarga
y el didmetro del vaso y que el esfuerzo cortante aumenta con la presién. Se encontré que la ex-
trapolacién de valores promedio en vasos sanguineos tipicos aplicados a redes conduce a errores
importantes.

Con los avances en los equipos de cémputo se han podido generar modelos teéricos que des-
criben de mejor forma el flujo en las redes microcirculatorias. Damiano et al. [32] desarrollan un
modelo que describe el flujo dentro de un tubo que se encuentra cubierto por el glicocalix. Para
describir el movimiento del fluido dentro de la capa porosa proponen la teoria de mezcla bifdsica,
en la que se analiza el movimiento del sélido y del fluido. Obtienen los perfiles de velocidades y
la caida de presién para dos casos: el primero es el flujo sin particulas y el segundo es el flujo
dentro del tubo cuando se tienen particulas que se mueven a velocidad constante. Se muestra que
la capa porosa retarda el flujo y atenta el esfuerzo cortante que siente la pared del tubo. Siguiendo
con el interés en saber lo que pasa dentro de la capa porosa, Feng y Weinbaum [33] realizan una
generalizacion de la teoria de lubricacién para medios porosos que se pueden deformar; estudian el
limite en que la estructura porosa se comprime tanto que las fuerzas eldsticas normales generadas
por la matriz porosa son despreciables en comparacién con la presién generada dentro de la capa
porosa. Encontraron que la permeabilidad de Darcy muestra un comportamiento altamente no
lineal ocasionada por las deformaciones de gran amplitud. Utilizaron la teoria desarrollada para
estudiar el caso en que el glébulo rojo pasa por los capilares y comprime al glicocdlix, y calcularon
que el pardmetro de permeabilidad Darcy, a = H/\/Kp siendo Kp la permeabilidad de Darcy, es
a ~ 100. En este limite de alta permeabilidad la presién y las fuerzas de sustentacién generadas
dentro de la capa porosa son cuatro 6rdenes de magnitud mayor que las obtenidas por la teoria
de lubricacién clésica; con esto explican por qué los glébulos rojos no se adhieren a la capa de
macromoléculas que recubre al capilar.

Posteriormente se han realizado estudios del flujo de cdpsulas, una membrana que envuelve a un
fluido, dentro de un tubo de didmetro comparable al de las capsulas. Quéguiner y Barthes-Biesel [34]
aplican el método integral de frontera (Boundary layer method) para estudiar las deformaciones
que sufre la membrana de una cédpsula al entrar en un tubo. Consideran que el problema es
axialsimétrico y que la membrana tiene propiedades eldsticas y envuelve a un fluido newtoniano
incompresible. El modelo permite estudiar la influencia de la geometria y las propiedades eldsticas
de la membrana sobre el flujo. Secomb et al. ([35], [36]) realizan modelos matemadticos que describen
el movimiento de los glébulos rojos dentro de los capilares en diferentes condiciones. En sus trabajos
se incluyen los efectos de la capa porosa que recubre la superficie interior del capilar y se considera
una forma inicial determinada del glébulo rojo cuando se encuentra libre de esfuerzos. Entre los
resultados presentan la deformacién que sufre el glébulo rojo al entrar en los capilares, asi como un
incremento considerable en la resistencia del flujo cuando los capilares tienen secciones transversales
no uniformes en comparacién con tubos del mismo didmetro con secciones constantes. Los resultados
confirman que la presencia del glicocélix reduce significativamente los esfuerzos y las deformaciones
en la membrana.
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Pozrikidis [37] desarrolla un modelo numérico para describir el flujo de los glébulos rojos en
los vasos capilares. El modelo considera que los glébulos rojos viajan en fila coaxial con el eje del
vaso capilar. Analiza las deformaciones de la membrana cuando el eritrocito se encuentra sujeto
a grandes esfuerzos cortantes y momentos flexionantes, partiendo de un estado libre de esfuerzos
conocido. Para analizar esto emplea el método integral de frontera para un flujo axialsimétrico en
donde las fuerzas viscosas son dominantes.

En cuanto al transporte de masa se han realizado numerosos estudios tanto experimentales como
tedricos. Clark et al. [38] dejaron las bases para los estudios teéricos del transporte de oxigeno.
En su trabajo estudian el proceso de descarga del oxigeno del glébulo rojo. Demuestran que en la
solucién se presenta una capa limite cerca de la membrana del eritrocito, mientras que en el centro se
tiene una regién de equilibrio quimico. La presencia de la capa limite permite una solucién analitica
al problema mediante el método del acoplamiento asintético. Obtienen los tiempos de descarga del
oxigeno asf como el flujo del mismo en dos situaciones diferentes. En este estudio utilizan la reaccién
de un solo paso entre hemoglobina y oxigeno, y la ecuacién de Hill para describir la descarga del
oxigeno.

Sharan et al. [39] describen un modelo de dos capas para determinar la influencia de la capa
de plasma en el transporte de oxigeno en los capilares. Se toma en cuenta la difusién, los efectos
convectivos en la sangre, el comportamiento no lineal de la oxihemoglobina y el consumo de oxigeno
como proceso metabdlico. El modelo consiste en una regién central ocupada por los eritrocitos, que
se mueven a velocidad constante y conocida, rodeada de una capa de plasma, en la que se aplica la
teoria de lubricacién para determinar la velocidad; la pared del tubo es rigida y estd rodeado por
tejido. Se utiliza un método de elemento finito para resolver las ecuaciones convectivo-difusivas. En
los resultados obtienen que la presién parcial de oxigeno, Pp,, se incrementa conforme la razén del
didmetro de la region central con el didmetro del tubo aumenta. Ademads se observa que la region del
plasma obstruye el paso del oxigeno al tejido. En este mismo sentido Eggleton et al. [40] estudian
el transporte de oxigeno mediante un modelo matemédtico para determinar que influencia tienen el
hematocrito, la velocidad del glébulo rojo y el radio del capilar en el coeficiente de transferencia de
masa. Observan que el hematocrito tiene gran influencia en el coeficiente, conforme el hematocrito
aumenta también lo hace el coeficiente de transferencia de masa incrementdndose por un factor de
3.7 del valor mas bajo (hematocrito H = 0.25) a el valor mds alto (H = 0.55). La velocidad del
glébulo rojo précticamente no tiene influencia en el transporte, ya que en una variaciéon de 25 veces
el valor de referencia el coeficiente se presenta una diferencia del 2.7% en coeficiente del transporte
de masa. Al modificar el radio, hasta dos veces el valor de referencia, se presentan variaciones
menores al 15% en la transferencia de masa.

Los tltimos trabajos que se han desarrollado en el transporte de oxigeno estdn motivados en
encontrar un sustituto de la hemoglobina o de los glébulos rojos o auxiliares para el transporte de
oxigeno, a estos se les conoce como HBOC por sus siglas en inglés (Hemoglobin Based Oxygen
Carriers). En estos trabajos se estudia la influencia que tienen los H BOC en el transporte de oxigeno
en la escala de la microcirculacién. Page et al. [41] realizan un estudio experimental in vitro en un
capilar de 25 um usando suspenciones de glébulos rojos y una mezcla con eritrocitos y soluciones
de hemoglobina. Se demuestra que la presencia de soluciones de hemoglobina aumenta la eficiencia
al entregar el oxigeno. Vadapalli et al. [42] desarrollan un modelo matemdtico considerando el
flujo de glébulos rojos, como particulas sélidas con forma de balas que se mueven a una velocidad
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constante, en forma discreta. El modelo incluye los H BOC'y las reacciones de éstos con el oxigeno
en el plasma, imponiendo un consumo de oxigeno constante en el tejido. Este trabajo se enfoca en
el estudio de hematocritos bajos para determinar la influencia de los portadores de oxigeno. Los
resultados muestran que la presencia de H BOC' en una concentracion de 7 g/dl reduce la resistencia
intracapilar en un 60% cuando se tiene un hematocrito de 0.2. Por tltimo Patton y Palmer [43]
emplean el modelo cilindrico de transporte de Krogh tomando en consideracién el transporte de
oxigeno por conveccién y difusién, y las reacciones del oxigeno con la hemoglobina y la mioglobina!.
Se analizan dos casos: cuando el capilar estd cubierto por el endotelio y cuando la capa porosa no
estd presente. Los resultados llevan a concluir que no se pueden despreciar las reacciones entre la
mioglobina y el oxigeno en el tejido, asi como tampoco se deben ignorar las reacciones entre los
HBOC' y hemoglobina con el oxigeno. Ademds se observa que los HBOC, en conjunto con los
glébulos rojos, son capaces de suministrar oxigeno hasta llegar a los niveles normales a un tejido en

situaciones de hipoxia?.

En los estudios de mecénica de fluidos a los que se hace referencia se ha tratado a la hemoglobina
como un sélido y, en el mejor de los casos, como un fluido que se mueve a velocidad constante,
prestando mayor interés a las deformaciones de la membrana y al movimiento de la regién del
plasma. En los trabajos que tratan el transporte de masa han considerado que los glébulos rojos
se mueven a velocidad constante o se propone un perfil de velocidad, para un fluido newtoniano,
conocido. Ademsds se tienen pruebas de que en situaciones de enfermedad se presentan alteraciones
en la reologfa de la sangre, principalmente en la propiedades de la hemoglobina. El principal
interés del presente trabajo es determinar la influencia que tienen las caracteristicas reolégicas
de la hemoglobina en el transporte del oxigeno. Para observar esto se estudia el transporte de
oxigeno, empleando la metodologia desarrollada por Clark et al. [38] y extendiéndola a la regién
del plasma; asi como la mecdnica del flujo sanguineo, usando la teorfa de lubricacién, cuando
se tienen condiciones patolégicas, como la formacién de cadenas de glébulos rojos dentro de los
capilares, y la hemoglobina (caracterizada mediante el modelo de Maxwell) presenta variaciones
en su comportamiento reolégico; en particular los casos limite: comportamiento sélido y como un
fluido newtoniano.

1Ta mioglobina es una proteina que hace las funciones de la hemoglobina en el tejido.
2Disminucién de la concentracién de oxigeno en la sangre.
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En esta segunda parte del trabajo se presenta el desarrollo del modelo matemético. En primer
lugar se trata la mecdnica del flujo sanguineo, presentando las ecuaciones de gobierno del fens-
meno, el andlisis de orden de magnitud y las ecuaciones adimensionales para los casos de estudio.
Posteriormente se describe el modelo del transporte de oxigeno con un desarrollo equivalente al
realizado para estudiar la hemodindmica. Como se podra entender resulta muy complejo desarrol-
lar un modelo que describa exactamente la realidad, por lo que se tiene la necesidad de realizar
ciertas consideraciones que estén basadas en situaciones reales y que describan de forma adecuada
el fenémeno.

Los glébulos rojos son células que no tienen 6rganos internos, por lo que se pueden considerar
como una membrana que encierra una soluciéon de hemoglobina. En situaciones fisiolégicas normales
la hemoglobina se comporta como un fluido newtoniano y la membrana del eritrocito presenta
un comportamiento de sélido viscoeldstico. En casos de enfermedad se han encontrado cambios
reolégicos, bioquimicos y en las propiedades mecdnicas de los glébulos rojos y del plasma. Estos
cambios producen ciertos efectos como el incremento en la viscosidad del plasma, que se debe a
la presencia en grandes cantidades de proteinas y macromoléculas; se presenta una disminucién en
la capacidad de deformacién de los glébulos rojos, debido a la polimerizaciéon de la hemoglobina y
a cambios fisicoquimicos en la membrana; se incrementa la formacién de cadenas o agregados de
glébulos rojos, entre otros. El conjunto de alteraciones conducen a un aumento en la viscosidad
de la sangre, a un incremento en la resistencia al flujo y, por consiguiente, a una presién arterial
elevada.

Plasma

Figura 2.1: Modelo simplificado del flujo de glébulos rojos dentro de un vaso sanguineo capilar.

El modelo fisico simplificado se muestra en la fig. (2.1). Se tiene un vaso capilar con paredes
rigidas, de longitud L y de radio Ry conocidos. En este caso la capa formada por macrémoléculas
y proteinas se desprecia para simplificar el problema. Como se ha mencionado en situaciones de
enfermedad, por ejemplo en la hipertensién, se tiene un aumento en la tendencia de la formacién
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de agragados de glébulos rojos. Con la intencién de tomar esto en cuenta se propone una regién
central formada por hemoglobina, caracterizada por un modelo reolégico, y que estd envuelta por
una membrana con caracteristicas eldsticas. Entre la membrana y la pared del capilar, en una regién
periférica, se encuentra el plasma, que en el presente estudio se asume que se comporta como un
fluido newtoniano con propiedades constantes. El problema se considera axialsimétrico, ya que Hsu
y Secomb [44] determinaron que no son significativos los efectos al tratar las asimetrfas asociadas
al problema.



Capitulo 3

Hemodinamica

Para describir el movimiento de los glébulos rojos y el plasma dentro del capilar son necesarias las
ecuaciones de gobierno del movimiento, las condiciones iniciales y en la frontera. Para desarrollar
el modelo matemético se tendran tres regiones: la regién interior o regiéon de la hemoglobina; la
regioén exterior o regién del plasma, y la membrana que separa a ambas regiones. En cada dominio se
plantean las ecuaciones de cantidad de movimiento y de conservacién de masa; para la membrana se
hace el balance de fuerzas y se considera que tiene espesor infinitesimal. A continuacién se presenta
el andlisis de las tres regiones.

3.1 Ecuaciones de gobierno

3.1.1 Ecuaciones para la hemoglobina

En los pacientes que sufren alguna enfermedad de la sangre, como la hipertensién y malaria, la
hemoglobina se polimeriza, comportdandose como un gel [45]. Para describir esta caracteristica es
necesario utilizar un modelo reolégico. Dong et al. [8] utiliza el modelo de sélido de Voigt para
describir el comportamiento de la hemoglobina. En este trabajo, partiendo de que la hemoglobina
es un fluido que en situaciones de enfermedad se comporta como sélido, se utiliza el modelo de un
fluido viscoeldstico de Maxwell. La ecuacién del modelo reoldgico es la siguiente:

OTi4 .
A gy = THmis ~ Tij- (3.1)
donde E es el médulo de elasticidad, pj, es la viscosidad, A es el tiempo de relajacién y estd
definido como A = %, &;; es el tensor de rapidez de deformacién y 7;; es el tensor de esfuerzos

dentro de la hemoglobina.

Ademis de la ecuacién para caracterizar al fluido se proponen las ecuaciones de continuidad y de
cantidad de movimiento para describir el movimiento de la hemoglobina, y con esto determinar los
gradientes de presiones y las velocidades en la regién de la hemoglobina. La ecuacién de continuidad
para la region central es:

21
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19 o)+ % —0, (3.2)

donde u y ¥ son las velocidades en la direccién axial,z, y radial, r, respectivamente.

Las ecuaciones de cantidad de movimiento, considerando el modelo reolégico, para la hemoglo-
bina! en la direccién radial y axial, respectivamente, son:

o\ (90 v v 8\ opP o (10 _ 020

1+A9 @+A@+Aa—a =- 1+)\Q @-‘r 1o (o + Gl (3.4)
PHy at) \ot " or T2 ) T ot ) 9z THHv g \Tar ) THEbYg2

3.1.2 Ecuaciones para el plasma

El plasma es una solucién acuosa que transporta diversas proteinas, donde el tamano de las proteinas
es muy pequefio aun en la escala de los microvasos. Al plasma se le considera como un fluido
Newtoniano con una viscosidad constante. Para la regién del plasma la ecuacién de conservacién
de masa es:

10 o,

;E (Ti)\p) + g = 0. (3'5)

Las ecuaciones de cantidad de movimiento en la direccién radial y axial son:

o, . I, _ o,\ 0P, 1o, 029,
& ( ot O or Ty 0z )  or Ty or |ror (%) | + 022 |’ (36)

Oy Oy 00\ OB (10 (00, 06
pp(@t Jrvp@r +up(%) 0z T ror \ or +6z2 ' (3.7)

En donde u, y v, son las componentes, axial y radial respectivamente, de la velocidad. 13p es la
presioén del plasma, u, y p, representan a la viscosidad y la densidad del plasma.

1El desarrollo para obtener estas ecuaciones se presenta en el Apéndice A.
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3.1.3 Ecuaciones en la membrana

Las ecuaciones de gobierno para la regién de la hemoglobina estdn acopladas con las ecuaciones
del plasma. Esto quiere decir que lo que suceda en una regiéon depende de lo que suceda en la
otra regién y viceversa. La membrana del glébulo rojo es la unién entre ambas regiones, ya que la
hemoglobina y el plasma le transmiten informacién (velocidad y presién) que a su vez transmite a
la otra region.

La membrana del glébulo rojo estd formada por el citoesqueleto, una red conformada por pro-
teinas que le proporcionan integridad a la membrana y que soporta a una doble capa de moléculas
lipidicas, que sirve como barrera para el transporte de sustancias hidrosolubles. La membrana del
eritrocito, desde el punto de vista macroscépico, presenta caracteristicas de sélido viscoeldstico y
tiene un espesor finito. Para el fenémeno de microcirculaciéon que se esté estudiando, tomando
en cuenta las escalas caracteristicas del problema, se puede considerar que le membrana tiene un
espesor infinitesimal. Esta simplificacién requiere de un andlisis de los esfuerzos internos de la
membrana, T;;, provocados por los esfuezos cortantes y la presiones ejercidos por la hemoglobina y
el plasma en las superficies respectivas [46].

Para analizar dichos esfuerzos de la membrana se toma un elemento diferencial de la membrana
con espesor finito H; con radios de curvatura r, y 79, fig. (3.1). Entonces los esfuerzos se re-
ducen a fuerzas por unidad de longitud definidos por la siguiente expresién, para la direccién z en

coordenadas cilindricas:
Hj2 _ -
T.. = / 7. (1 - ) dr. (3.8)
H/2 T

en donde T, es la fuerza por unidad de longitud en la direccién z, como se muestra en la fig.
(3.2), T, es el esfuerzo que actia en direccién z sobre una superficie normal al eje z, 7 es la
coordenada radial, ry es el radio de curvatura principal. De manera equivalente se hace para todas
las direcciones.

Una vez realizada la simplificacién se hace un balance de fuerzas en las tres direcciones principales
en la membrana infinitesimal, con el fin de obtener las condiciones de frontera en la membrana.
Para esto se consideran a los esfuerzos cortantes y a las presiones ejercidas por la hemoglobina,
Tap ¥ Py, y el plasma, 7, y P,, fig. (3.1). Para cada direccién en coordenadas cilindricas (z, 6 y
r) se realiza el balance tomando en cuenta que el problema es axialsimétrico y las variaciones con
respecto a la coordenada 6; ademds que las variaciones en la direccién radial son pequenas debido
al espesor infinitesimal de la membrana. Entonces se obtienen las siguientes tres ecuaciones; para
la direccién axial z el balance es el siguiente

2
—T,. (hdf)+ <TZZ + agzzdz) hd0+Ty.dz—Tp,dz+(Tp — Trp) hdfdz = p,, (hdfdzdr) %, (3.9)
z

donde s, es el desplazamiento del elemento diferencial de la membrana en la direccién axial.

El balance de fuerzas en la direccién 6 es:
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Figura 3.1: Membrana de espesor finito con las fuerzas ejercidas por los fluidos que la rodean,
esfuerzo cortante, 7, y presién, P.

2

T,
Toodz — Tygdz — T, (hdf) + (ng + aaze dz) hdf = p,,, (hd0dzdr) % , (3.10)

donde sy es el desplazamiento del elemento diferencial de la membrana en la direccién angular.

Y por tltimo en la direccién r :

T,
— Tyedbdz + (Ty, — Tyy) dz — T, (hdf) + (TTZ + 88:

dz) hdf + (13 - ﬁp) hdfdz

2

0°h
= Pm (hdedZdT‘) wa

donde h es la posicién de la membrana, que depende del tiempo y de la coordenada axial.

(3.11)

Simplificando términos en las ecs. (3.9), (3.10) y (3.11) se obtienen las ecuaciones de frontera
en la membrana:

aTzz
5, T (T —Tm) =0, (3.12)
aTz@
=0 3.13
0z ’ ( )
T99 aTzr 3 o _
Ty (P _ Pp) | embrana = 0. (3.14)
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Tar + dTer
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Figura 3.2: Membrana de espesor infinitesimal y esfuerzos internos producidos por los efectos de
los fluidos que la rodean.

La ec. (3.12) es la condicién de esfuerzos tangenciales en la membrana, e indica que la diferencia
de los esfuezos cortantes aplicados en las superficies en la membrana provocan una variacién en la
fuerza por unidad de drea en la direccién axial con respecto a la misma direccién. La segunda
ecuacion, ec. (3.13) indica que los esfuerzos T,y no sufren variaciones con respecto a la coordenada
z. Y por ultimo la ec. (3.14) representa la condicién de esfuerzos normales en la membrana. Para
completar estas ecuaciones es necesario definir las caracteristicas reolégicas de la membrana del
glébulo rojo. Como ya se ha mencionado esta membrana tiene caracteristicas viscoeldsticas, por lo
que se utiliza el modelo de Voigt para definir al tensor fuerza por unidad de édrea, Tj;, propuesto
por Thaokar et al. [47]. El modelo reoldgico estd dado por la siguiente ecuacion:

et Y\ (e Oe
Ty = Kmil ij m oy e . ; 1
J 8x¢6J+<G+nm5t><8$J~ +8xi> (3.15)

donde T ;; es el tensor de esfuerzos por unidad de longitud dentro de la membrana, K,, es el
médulo de elasticidad, G es el médulo cortante, 7, la viscosidad de la membrana, x las direcciones

principales en coordenadas cilindricas del problema, €] son las deformaciones de la membrana en la
direccién 7¢”

, v donde el subindice i representa la direccién z, 6, o r. Este modelo permite describir
el comportamiento de un sélido viscoeldstico.

Utilizando la ecuacién constitutiva para definir los esfuerzos en la membrana, ec. (3.15), y
sustituyendo en las ecs. (3.12) a (3.14) se tiene las dos condiciones en la frontera: la primera para
los esfuerzos cortantes y la segunda para los esfuerzos normales en la membrana. Esto es:

0 e 0 ol B
p (Kaxz +2<G+nm8t> (3:52)) +(tp—THp) =0, (3.16)
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m
Oe”

-K
0z,

+h (13 — ﬁp) | membrana = 0. (3.17)

3.1.4 Condiciones iniciales y en la frontera

Para resolver las ecuaciones de movimiento y conservaciéon de masa en ambas regiones es necesario
conocer las condiciones en la frontera e iniciales en las regiones de interés. Las condiciones en la
frontera en la direccién radial son las siguientes. En la pared del tubo, r = Ry, y en la membrana,
r = h, se tiene la condicién de no deslizamiento. En la pared del tubo se tiene que:

B, =1, =0, (3.18)

y en la membrana, r = h, se tiene lo siguiente:

aIl|’f':h = ﬂ|’r':h = am (319)

donde 4, es la velocidad de la membrana.

En el centro del tubo se tiene la condicién de simetria, entonces en r =0 :

_ o
i=0, 5 =0 (3.20)

La membrana permite la difusién del oxigeno y del diéxido de carbono, pero no permite el paso
de la hemoglobina a la zona del plasma o viceversa. Para derteminar la posicién de la membrana
se requiere que se conserven las cantidades de hemoglobina. Esto se puede expresar, para el caso
mds general en el que se tenga un flujo que atraviesa la membrana, mediante la siguiente ecuacién
[49]:
oh 0Qmy |, ~ oh
— = - hu(t,z,h) —, 3.21

at oz b S (3:21)
donde Q gy es el gasto de hemoglobina y u (¢, z, h) es la velocidad de la hemoglobina evaluada en la
membrana. En caso de que no exista un gasto a través de la membrana no existen variaciones del

gasto con respecto a la direccién longitudinal y agf b = 0.

En la direccién axial se requiere solamente de una condicién en la frontera para cada region.
En la entrada del tubo se conoce el gasto de sangre, @, que es la suma del gasto de hemoglobina,
Q. y el gasto del plasma, @), esto es:

La sangre es bombeada desde el corazén a todos los 6rganos. Las paredes gruesas de las arterias
y arteriolas atendan la senal pulsada del gasto. A pesar de esto tltimo el gasto llega a los capilares
con una senal oscilatoria, aunque suavizada por los efectos del sistema arterial. Entonces se tiene
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que el gasto de la sangre es una funcién del tiempo que puede aproximarse mediante la siguiente
expresion:

Q@ = Qo + gsen (wt) (3.23)

donde Qg es el valor promedio del gasto de la sangre que entra al capilar, ¢ es la amplitud de la
senal pulsada y es pequena en comparacién con el gasto promedio, w es la frecuencia de los latidos
del corazén y t es el tiempo.

Finalmente, como el fenémeno depende del tiempo se requiere una condicién inicial. En el
presente trabajo la condicién incial se impone a partir de fotografias obtenidas de trabajos experi-
mentales [48]. En la fig. (3.3), se puede ver una regién central ocupada por los glébulos rojos y una
regién exterior en la que se encuentra el plasma. En este estudio se considera que los eritrocitos
forman un continuo envueltos por una membrana, el contorno se tomars de la fig. (3.3) y se modela
con una funcién senoidal para el tiempo, t = 0.

T

=4
-+
v
oo/

Figura 3.3: Fotografia digital de un segmento de capilar tomada del trabajo realizado por Vink y
Duling [48].

3.1.5 Andlisis de orden de magnitud

A continuacion se presenta el andlisis de orden de magnitud para la hemodindmica. Esto se realiza
con el fin de determinar los pardmetros asociados al problema, las escalas caracteristicas y la
influencia de los pardmetros y escalas en las interacciones del flujo sanguineo en los capilares. Para
esto es necesario partir de algin dato conocido del problema. En este caso se conoce la geometria
del tubo capilar, radio y longitud del tubo, Ry y L respectivamente; el flujo promedio de sangre en
el capilar, Qo; la amplitud de la senal senoidal, ¢; el hematocrito a la entrada del capilar, ¢, v la
frecuencia cardiaca, w. Ademads de las propiedades de la membrana y de los fluidos.

En este estudio se quiere determinar la velocidad de las regiones dentro del capilar, asf como la
caida de presién a lo largo del capilar y la posicién de la membrana. A partir de la geometria del
tubo y del gasto promedio se puede obtener la velocidad caracteristica del problema de la siguiente
manera:
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Qo

U, ~
WR%

(3.24)

Con los datos que se tienen la velocidad caracteristica dentro del capilar es: U, ~ 1 x 1073 .

El fenémeno depende de muchos factores, por lo tanto se tienen varios pardmetros asociados.
El primer pardmetro a considerar es el nimero de Reynolds que para este problema se define como:

U.Ry . . . . .
Re = [)Hbic; que para la microcirculacién resulta Re ~ 3 x1072. Otro mimero adimensional

del problema eg el nimero de Womersley, que para este caso estd definido de la siguiente manera:
Wo? = pfﬁ’ino. El nimero de Womersley se presenta en problemas en los que se tienen oscilaciones
y estd asoclizzbdo con las derivadas temporales de la velocidad en las ecuaciones de cantidad de
movimiento. Generalmente la geometria del conducto y el fluido estdn definidos en un problema; por
lo tanto, cuando se tiene un nimero de Womersley menor a la unidad significa que la frecuencia de la
senal es suficientemente pequena, dando tiempo para que se desarrolle un perfil parabdlico en cada
ciclo y que el flujo se encuentre en fase con el gradiente de presién. Mientras que para nimeros de
Womersley mayores a 10 significa que la frecuencia es grande y no se tiene el tiempo suficiente para
tener un perfil parabdlico, por lo que se presenta un perfil con velocidad préacticamente constante.
Para el caso de la microcirculacién se tienen nimeros de Womersley muy pequefios (Wo = 0.01).

El nimero de Womersley se puede expresar en términos de los nimeros de Reynolds y Strouhal,

w . . . . . . . .
que se define como: St = . Este 1ltimo nimero adimensional relaciona el tiempo de residencia

(&
U
del fluido, tgr = f, y el tiempo de oscilacién, w. Para el fenémeno que se estd estudiando se tiene

un rango de valores de nimeros de Strouhal: 1 < St < 100, y estd asociado a la evolucién de la
posicién de la membrana. Conocer la influencia de este pardmetro determinard la importancia que
tiene la frecuencia cardiaca en la microcirculacién.

La hemoglobina estd caracterizada mediante el modelo de Maxwell. El objetivo principal del
trabajo es determinar la influencia de un modelo reolégico en el transporte de masa en el fenémeno
de microcirculacién; por lo que un pardmetro fundamental es el niimero de Deborah. Este nimero
toma su nombre de la dnica mujer profeta que aparece en la Biblia: Deborah, que en su céntico
después de que los hijos de Israel vencieron al rey de Canaédn para recuperar su libertad dice: " Los
montes fluyen ante los ojos de Jehovah" (Jueces 5:5), haciendo clara referencia de que los tiempos
de Dios son distintos a los tiempos del hombre. Este nimero adimensional se define de la siguiente
forma: De = Aw, donde \ = % es el tiempo de relajacién de la hemoglobina. Este pardmetro
representa la razén entre el tiempo de relajacién y el tiempo caracteristico del problema o el tiempo
de observacién del fenémeno, que en este caso es la frecuencia cardiaca. Cuando este nimero
adimensional es pequeno, ya sea porque el tiempo de relajacién es pequeno o porque el tiempo de
observaciéon sea muy grande, el material del que se trate fluye. En contraparte, si el tiempo de
relajacion es mayor que el tiempo caracteristico de observacién se considera que el material es un
sélido.

En el presente estudio se quieren observar dos limites: cuando la hemoglobina presenta un
comportamiento de fluido newtoniano y el caso limite en que se comporta como sélido. Para el
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primer caso el nimero de Deborah es pequeno. Esto se debe a que, usando el modelo reolégico de
Maxwell, la viscosidad de la hemoglobina es pequena en comparacién con su modulo de elasticidad

(L, = 0.006 [%} y E=0.25 [%D, teniendo como resultado un tiempo de relajaciéon pequeno;

y la frecuencia cardiaca es aproximadamente de w = 1 [%] Por lo tanto cuando la hemoglobina
presenta un comportamiento de fluido newtoniano se tiene que De << 1. En el caso limite en el
que la hemoglobina se comporta como sélido la frecuencia cardiaca se mantiene invariable y, de
acuerdo a diversos reportes experimentales, la viscosidad de la proteina se incrementa y el médulo
de elasticidad se mantiene précticamente constante, como consecuencia de esto se tiene un nimero
de Deborah grande con respecto a la unidad, esto es De > 10 al menos.

Al estudiar la membrana se tiene un nimero adimensional que representa la competencia entre
las fuerzas viscosas y las fuerzas eldsticas. Esto tiene una gran similitud con el nimero capilar que
mide la razén entre las fuerzas viscosas y las fuerzas asociadas a la tension superficial. Por esta
razén al nimero adimensional obtenido se le denomina como un nimero capilar equivalente y se
/‘l‘pUC

m
membrana (segiin reportes el valor del médulovarfa de K,, = 107! [%} a K, =107° [ND, y la

m
k
viscosidad del plasma tiene un valor aproximado de p, = 0.0012 —g. Con estos valores se tiene

define como: Ca =

; donde K, es el médulo de elasticidad por unidad de longitud de la

ms
que el nimero capilar equivalente, para los dos limites reolégicos, es menor que la unidad.

Para la hemodindmica se tiene un pardmetro geométrico y las relaciones entre propiedades de

los fluidos. El primero es el pardmetro de esbeltez definido de la siguiente forma: € = —O; este
pardmetro es muy pequeno para el caso de los vasos capilares, ¢ ~ 0.0025. También se tiene
las razones de las densidades y viscosidades del plasma y la hemoglobina, p = Pr vy o= Mt

PHb Ky

respectivamente. La viscosidades del plasma y de la hemoglobina, cuando esta 1iltima se comporta
como un fluido newtoniano, son del mismo orden por lo que: p ~ O (1); mientras que cuando la
proteina presenta un comportamiento sélido su viscosidad se incrementa y la razén de viscosidades
es menor que la unidad, p < 1.

Para obtener las relaciones y la dependencia funcional de las variables fisicas de interés con los
pardmetros y las escalas caracteristicas del problema se realiza un anélisis de érdenes de magni-
tud para las diferentes regiones del problema. Para realizar el andlisis de orden de magnitud se
consideran las siguientes escalas caracteristicas para las diferentes regiones, que se pueden obser-
var en la fig. (2.1). En primer lugar se presentan las escalas para la regién de la hemoglobina y
posteriormente para la regién del plasma y son las siguientes:

~ . 1
z~Lyr~Rg u~Ug v~ Vet~ —
w

rp~ Ry — Re; Up ~ Ui Up ~ Vep; €' ~ L

A partir de la ecuacién de conservaciéon de masa para la regién de la hemoglobina, ec. (3.2)
se puede obtener la componente radial de la velocidad caracteristica en términos de la posicién
caracteristica de la membrana, R., y de la velocidad caracteristica asociada al problema, esto es:
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C
Vo Bepr 3.25
; (3.25)

Para determinar la caida de presién longitudinal se realiza el andlisis a la ecuacién de cantidad
de movimiento, ec. (3.4); y se obtiene que la caida de presién depende de la velocidad caracteristica,
la viscosidad de la membrana, de la longitud del tubo, de la posicién de la membrana, R., y del
nimero de Deborah de la siguiente forma:

prpUcL

AiDomE " (3.26)

Pryo — Prey ~

en donde la ]3Te ¢ es un valor de referenciala y para este estudio es igual a la presién del extremo
venoso del capilar

Para la regién del plasma se realiza un andlisis equivalente a lo hecho para la hemoglobina. A
partir de la ecuaciéon de conservacion de masa, ec. (3.5), se obtiene el orden de magnitud de la
componente radial de la velocidad; y de la ecuacién de conservacién de cantidad de moviento en la
direccién axial, ec. (3.7), se obtiene una relacién para la caida de presién dentro del plasma, esto
es:

~ Ly, Ue

Ry — R, ~
200 T Mle, PpO_PrefN72~
(RO_RC)

Vp ~ U )
P L

(3.27)

Una vez que se tienen las velocidades y la presién en las dos regiones del problema solo resta
determinar la posicién de la membrana. Para esto se utiliza la condicién de esfuerzos normales, ec.
(3.17), en donde se tiene que las presiones en la membrana son del mismo orden de magnitud, esto
se expresa de la siguiente forma

prpUcL N Lp,Ue

(1+De)R2  (Ry— R,)* (8.28)

Entonces despejando R, a partir de la ec. (3.28), se tiene que el orden de magnitud de la
posicién de la membrana estd dado por:

— RO
C_1+/87

donde § es un pardmetro adimensional que se define como 8 = /(1 + De). La expresion (3.29)
deja ver que la posicién de la membrana es funcién de las caracteristicas reolégicas de la hemoglobina
y del plasma. En el caso de que la hemoglobina se comporte como sélido De >> 1y u — 0, por lo
que R. =~ Ry. Para el limite en que la hemoglobina sea un fluido newtoniano De — 0y u ~ O (1),
entonces R, =~ %RO. Esto concuerda con los reportes del hematocrito en situaciones normales y
patolégicas reportados por diversos autores.

(3.29)
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3.2 Ecuaciones adimensionales

Utilizando las escalas caracteristicas y los nimeros adimensionales obtenidos del anélisis de orden
de magnitud se obtienen las ecuaciones adimensionales de la mecdnica del flujo sanguineo. En
esta seccion se presentan las ecuaciones de conservacién de masa, de cantidad de movimiento y las
ecuaciones de la membrana adimensionales. Para facilitar la lectura se muestran las ecuaciones
reducidas?; es decir, despreciando los términos que estdn asociados a pardmetros que son mucho
menores que la unidad. En primer lugar se exponen las ecuaciones para la regiéon de la hemoglobina,
posteriormete se hace el cambio a variables adimensionales para la regién ocupada por el plasma,
y por iltimo se presentan las ecuaciones para la membrana y condiciones iniciales y de frontera.

Para la regién de la hemoglobina se realizan los siguientes cambios de variables para obtener las
ecuaciones adimensionales:

z T h(t,z) u v L
= —_— = M A: ? = —_—1 = —_——— :t M
X L? C h(t,z)’ Rc ? U UC’ v UCRC’ a w?
po Ll
Pryo — Prey

donde A es la posicién de la membrana adimensional.

Al realizar el cambio de variables la ecuacién de continuidad queda de la siguiente forma:

10 du ¢ OADu\
<a<(<”)+A<8X—A6X8C> =0. (3.30)

Por otro lado, empleando las variables adimensionales mostradas se tiene que los términos
temporales de las ecuaciones de cantidad de movimiento estdn multiplicados por los nimeros de
Reynolds y Strouhal, ademads del pardmetro de esbeltez; como ya se ha mencionado estos pardmetros
son muy pequenos para el fenémeno de microcirculacién. Los términos convectivos de las ecuaciones
de cantidad de movimiento estdn asociados al nimero de Reynolds, y es bien conocido que tiene un
valor pequeno para el flujo dentro de los vasos capilares. Por estas razones despreciaremos dichos

v Ov .
— ¥ =, asf como la variacién
Ix "~ 0¢

de la componente axial de la velocidad respecto a la coordenada axial,

términos. Las variaciones de la componente radial de la velocidad,

ou 3 -

—, estdn multiplicados
ox

por el pardmetro del esbeltez, €, que como ya se ha mencionado es muy pequeno en comparacién
con la unidad. Tomando en cuenta lo antes mencionado las ecuaciones de cantidad de movimiento

reducidas en la direccién radial y axial, respectivamente, se pueden escribir como:

o (OADT\oP

2Las ecuaciones completas para ambos fluidos y para la membrana se muestran en el Apéndice B Ecuaciones de
Gobierno.
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0 COAD OP  COAOP\  (1+De)ld [ du)
(140 |- x5 ) (G- ao ) T arw () -0 6

Para la regién del plasma se tienen los mismos pardmetros que para la regién central ocupada
por la hemoglobina y para esto se realiza el siguiente cambio de variables:
z r—nh(tz) 0 0 L
X=TFin= i Up = Up = o
L Ry —hi(t,z) U. U.(Ro — R.)

La coordenda radial adimensional n permite que el sistema de referencia para esta regién se
ubique en la membrana.

Usando el cambio de variables propuesto en la ec. (3.5) se tiene que la ecuacién de conservacion
de masa en variables adimensionales es la siguiente:

= = 6@( A) A] >
= (1(1- n+ v
A p
1‘@(1—1$5)n+1ﬁ5877 1+5 1+p
Ouyp 1-n O0AOu,
o 1+B-BAoyop O B

En las ecuaciones de conservacién de cantidad de movimiento para el plasma, ecs. (3.6) y (3.7),
se tienen consideraciones similares que para la regién de la hemoglobina. Los términos temporales
y los términos convectivos estdn asociados con numeros adimensionales que, para el fenémeno de
microcirculacién, son muy pequenos. Estos nimeros son el de Reynolds, Strouhal y el de esbeltez
en el caso de los términos de las derivadas de la velocidad con respecto al tiempo; mientras que
los términos convectivos estdn multiplicados por el nimero de Reynolds; por lo que las fuerzas de
presién y los efectos asociados a la viscosidad son los dominantes. Bajo estas consideraciones las
ecuaciones simplificadas de cantidad de movimiento en la direccién radial y axial, respectivamente,
en forma adimensional para la regién del plasma estdn dadas por:

) (3.34)

0B, 1-n oaop,
Ox 1+8—-A0x On

+(1_ﬁ> L 8{K1 A >77+ A }6“1’} —0. (3.35)

(1_A)2 (1—ﬁ)n+ﬁan 144 1+6] on
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En este caso las variaciones de la componente radial de la velocidad del plasma son pequenas
en comparacion con las fuerzas de presién, y los cambios de la componente axial de la velocidad en
esta direccién son despreciables en comparacion con los cambios en la direccién radial.

Para obtener las expresiones en variables adimensionales de la membrana se parte de las ecs.
(3.16) y (3.17) y se realizan los siguientes cambios de variables:

r—htz) _ Eij

= tw: v = i = .
gTX Ro—h(t,z) 7L

=

| &

En el modelo reolégico que caracteriza a la membrana, ec. (3.15), se necesita conocer el médulo
de elasticidad, el médulo cortante y la viscosidad de la membrana. La membrana del glébulo rojo es
muy especial y presenta caracteristicas muy particulares. Resolver el problema de las deformaciones
dentro de la membrana del eritrocito es muy complejo y requiere de un andlisis profundo; por lo que
se realizé la aproximacién de una membrana de espesor infinitesimal. Como el objetivo principal
del presente estudio es observar la influencia de la reologia en los mecanismos de transporte se
tratard a la membrana como un sélido eldstico, para realizar esta simplificacién se propone que la
viscosidad y el médulo cortante de la membrana sean mucho menores que el médulo de elasticidad,

estoes 2 << 1y }Q’" << 1. De forma experimental se tienen valores de estas propiedades de

Ko
la membrana, y se reporta que en condiciones normales el médulo de elasticidad tiene un valor
N

aproximado de K,, = 107° [E]v el médulo cortante tiene valores un poco menores que el médulo

kg

de elasticidad y la viscosidad de la membrana 7, = 10~° {?] Con esto se puede concluir que

la aproximacién propuesta no estd alejada de la realidad, aunque se debe resaltar que para un
estudio en el que se pretenda observar la influencia de la membrana se deben de tomar en cuenta
sus propiedades viscoelasticas.

Realizando la aproximacién propuesta en las ecs. (3.16) y (3.17), sustituyendo los esfuerzos
cortantes ejercidos por los fluidos, obtenidos a partir de la ec. (3.1) para la regién de la hemoglobina

y de la Ley de Newton de la viscosidad para el plasma y evaluados en la membrana; se tienen las
condiciones de esfuerzos tangenciales y normales, respectivamente, de la siguiente forma:

0 1l—-n 0A 0 € A 0 (0Oe ou
e (e [ (- m28) w (5) < (57 -

14+ A ouy
-2 oo

1 e/3? Oey B
<1+5> Ca oy TAPl=r = Bly=o) =0. (3.37)

Es necesario expresar las condiciones iniciales y de frontera en variables adimensionales. Para
esto se realizan los cambios de variables propuestos para las regiones respectivas. Entonces la
condicién de no deslizamiento en la pared del tubo, en n =1, es:

Up In=0= tp [4=0= 0. (3.38)
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Y en la membrana es:

Up |n:O: (% |C:1: U, - (339)

La condicién de simetria en el centro del tubo, en {( = 0, expresada en variables adimensionales
es:

ou
v=0; ac lc=0=0. (3.40)

Al realizar el cambio de variable a la ecuacién de evolucién de la posicién de la membrana (A),
ec. (3.21), se tiene que

2m 200m, _ \OA | ufe— \ OA

IR P STl v

donde St es el ntumero de Strouhal que se ha definido con anterioridad, y u|c=1 es la velocidad
adimensional de la hemoglobina evaluada en la membrana.

(3.41)

La condicién m&s importante es el gasto en la entrada al capilar, ya que todas las demds
variables dependen de esto. Para obtener la expresién adimensional se utiliza el gasto promedio
en la entrada, Qp. Como se menciond en la seccién del andlisis de orden de magnitud este gasto

promedio es conocido y es del orden de 4 x 10~ {mjg} . Entonces la condicién de gasto a la entrada

en variables adimensionales se puede escribir como:

1 +asen (o) = dpy, + ¢, (3.42)

, : : q Qb Q
Donde las variables adimensionales son: a = —, ¢y = —— =22

Qo Q Y= Q

microcirculacién la amplitud de la senal oscilatoria, g, es muy pequena en comparacién con el gasto
promedio debido a la distensibilidad de las arterias que permite atenuar al gasto cardiaco pulsétil y
promediar los pulsos de presién; esto da lugar a un flujo sanguineo completamente suave y continuo
a través de los vasos capilares en los tejidos. ¢y, es la razén del gasto promedio y el gasto de
hemoglobina que se puede traducir en el hematocrito de entrada; es decir, la fracciéon volumétrica
de glébulos rojos con respecto al volumen total de sangre que entra al capilar.

. Para el caso de la

3.3 Metodologia de solucion

Para determinar las interacciones hemodindmicas se tiene que resolver el sistema de ecuaciones
dado por las ecs. (3.30) a (3.42). A continuacién se presenta la metodologfa para obtener la
solucién en dos situaciones limite: en primer lugar se trata el problema cuando la hemoglobina se
comporta como un fluido newtoniano, y en segundo lugar se estudia el caso en que presenta un
comportamiento de sélido.
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3.3.1 Hemoglobina como fluido newtoniano

En condiciones fisiolégicas normales la hemoglobina se comporta como un fluido Newtoniano con
viscosidad del mismo orden que la viscosidad del plasma. Para estas condiciones se tiene que el
nimero de Deborah es muy pequeno; por lo que es posible hacer simplificaciones al sistema de
ecuaciones que gobierno al fenémeno. Para estudiar el caso en que la hemoglobina se comporta
como un fluido newtoniano en las ecuaciones (3.30) a (3.42) se realizan las consideraciones mostradas
en el andlisis de orden de magnitud, y como primera aproximacién se toma que De = 0, u ~ O (1)
y 8 = /i A partir de las ecuaciones modificadas se puede obtener la solucién para las regiones
del problema?.

En la regién de la hemoglobina, una vez realizadas las simplificaciones a partir de las consi-
deraciones para este limite, se tienen que las ecuaciones de cantidad de movimiento en la direccién
radial y longitudinal son:

oP
oP 110 Ju

De esta manera las ecuaciones de cantidad de movimiento se reducen al problema cldsico de
lubricacién, en el que la posicién de la membrana no se conoce y estd en funcién del tiempo y la
posicién longitudinal. La ec. (3.44) se puede integrar, ya que la presién no depende de la coordenada
radial ec. (3.43), y se evaluan las constantes utilizando las condiciones en la frontera de simetria en

0
el centro del tubo y de no deslizamiento en la membrana: en { =0 : 8—? =0, yen(=1:u=uy,.

Al resolver la ec. (3.44) se obtiene la velocidad de la hemoglobina en términos de la presién, la
posicién y la velocidad de la membrana. Esto es:

AZOP |
U=—" -1 Uy, « 3.45
Como en el problema de lubricacién, para definir el gradiente de presion se utiliza la definicién
del gasto. En este caso se conoce la fraccién volumétrica de glébulos rojos que entran en el capi-
lar, hematocrito ¢;; por lo que es posible definir el gradiente de presiones en términos de este
pardmetro. El gasto adimensional estd definido por la siguiente expresién:

A? !
by, = (1+5)2/0 uGdg. (3.46)

Usando la velocidad de la hemoglobina dada por la ec. (3.45) en la definicién de gasto, ec.
(3.46), se tiene que el gradiente de presién es:

3Las ecuaciones completas para este limite reolégico se encontran en el Apéndice B Ecuaciones de Gobierno, ecs.
(B.9) a (B.17).
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oP 16 <u,, (1+5)2>. (3.47)

oy Azl Omar

De esta manera el gradiente de presion se sustituye en la ec. (3.45) y se tiene la velocidad de la
hemoglobina en funcién del hematocrito, de la posicién y la velocidad de la membrana. Entonces
la velocidad se puede expresar de la siguiente forma:

g Um (1 + 5)2 2 _q 3.48
U= 7_¢HbT (¢*=1) + um. (3.48)

Para la regién del plasma el sistema de ecs. (3.33) a (3.35) son las que gobiernan el flujo del
plasma, donde la ec. (3.33) es la ecuacién de conservacion de masa, y las ecs. (3.34) y (3.35) son las
ecuaciones de cantidad de movimiento. A partir de la ec. (3.34) se puede ver que la presién en el
plasma es independiente de la posicién radial, . Entonces la ecuacién de cantidad de movimiento
en la direccién axial, ec. (3.35), se puede integrar para obtener la velocidad del plasma, ya que
la posicién de la membrana sélamente es funcién del tiempo y de la coordenada axial, esto es
A = A(o,x). Realizando esto y evaluando las constantes de integracién utilizando la condicién de

no deslizamiento en la pared y en la membrana, ecs. (3.38) y (3.39) respectivamente, se tiene lo
siguiente:

2
o) N
1+8) OP, |1
T = I LS P T
(1fm) 1+8
2
1 A A
( - 1+ﬁ) oP, (1 1 i3 ln{(l— 1+ﬁ)77+ 1+ﬁ]
+ e e R (3.49)
A 8)( 4 21—17 In A )
(1-+%5) 7 T+8

Las ecuaciones de cantidad de movimiento en la direccién radial, para ambas regiones, indican
que las presiones no dependen de esta coordenda, ec. (3.43) para la hemoglobina y ec. (3.34) para
el plasma. Esto quiere decir que la presién es constante en la seccién transversal del capilar para
una posicién longitudinal dada. Para encontrar la presién en la regién del plasma se utiliza esta
informacién junto con la condicién de esfuerzos normales en la membrana, ec. (3.37), en la que se

tiene que, de acuerdo a los valores de los pardmetros mostrados en el andlisis de orden de magnitud,
2
B

G < 1; por lo que la condiciones de esfuerzos normales se simplifica y queda de la siguiente forma:

P|C:1 - Pp|n:0 =0 (350)

Si se sabe que la presién, en cualquiera de las regiones, no varia con respecto a la posicién radial
y utilizando la ec. (3.50) se puede ver que el gradiente de presién en la hemoglobina es el mismo
que la caida de presién en la regién del plasma, esto se expresa de la siguiente forma:
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or _ 0B, _ 16 (um . (1+0)"
ox  ox A2 < 2 YA ' (8:51)

En las ecs. (3.48), (3.49) y (3.51) se puede apreciar que la velocidad y el gradiente de presidn,
para las dos regiones, dependen de la posicién y de la velocidad de la membrana, A y u,, respec-
tivamente. Para determinar la velocidad membrana se utiliza la condicién de esfuerzos cortantes,
ec. (3.36), tomando en consideracién que el par&inaetlroi es pequeno de acuerdo a los valores
mostrados en el andlisis de orden de magnitud. Entonces lg condicién de esfuerzos tangenciales se
puede reescribir de la siguiente manera:

Ou, 145 A ou B
8777|n:() - MT (1 - 1"’5) 67C|§:1 =0. (3.52)

La ecuacién anterior indica que el esfuerzo cortante ejercido por la hemoglobina sobre la mem-
brana es igual al esfuerzo cortante ejercido por el plasma, y para resolverla se derivan las ecs.
(3.48) y (3.49) con respecto a la coordenada radial, de sus respectivas regiones, y se evalia en la
membrana. Realizando esto y despejando se obtiene la velocidad de la membrana en términos de
la posicién de la membrana y de tres pardmetros adimensionales: ¢z, 8y p. Esto es:

atp? (-

(1= o)
S

Um = 169, 5 [A] = (1+ »3)3 (1 - A) S0ms

1+8) pAs

2
n A
s (1- 1) LB A o (1-)
Eﬁ[ ]_MT "5 RS (A> . (3.53)
<_ﬁ) 18
donde A =1 ez 4+ 1 1,1 %5 @
21-1%5 " In{g5; \4 T 21-1%5 (25)

Para determinar las interacciones hemodindmicas en el limite reolégico en el que la hemoglobina
se comporta como un fluido newtoniano es necesario determinar la posicién de la membrana, ya que
todas las demds variables quedan en funcién de ésta. Para determinar la posicién de la membrana
se utiliza la ec. (3.41). En este caso se hace la consideraciéon de que el gasto de hemoglobina se
conserva. Esta aproximacién es factible ya que el flujo de oxigeno desde la regién central hasta la
pared es muy pequenio en comparacién con el flujo de hemoglobina (en realidad entra una mezcla
de oxihemoglobina, hemoglobina y pequefias cantidades de oxigeno disuelto) que entra al tubo.
Entonces la ecuacién para determinar la posicién de la membrana es:

_0A 00
do St Ox

0= (3.54)

La ec. (3.54) es una ecuacién cinemética de onda no lineal que describe la posicién de la
membrana [50], en la que se aprecia que el nimero de Strouhal tendrd gran influencia. Para
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obtener la solucién en el limite de fluido Newtoniano se tienen que resolver las ecs. (3.53) y (3.54)
de forma simultdnea. Esto se hard de forma numérica, utilizando el método de MacCormack®.

3.3.2 Hemoglobina como sélido

Se ha mencionado que la hemoglobina en situaciones patoldgicas se polimeriza y se comporta como
un gel, y en casos extremos se llega hasta a solidificar. En estas condiciones se tiene que el nimero
de Deborah es grande, De >> 1 como ya se expuso en el andlisis de orden de magnitud; ademds
de que la relacién de viscosidades p << 1 y el pardmetro § << 1. Utilizando esto tltimo las ecs.

(3.30) a (3.42) se pueden simplificar para las dos regiones’.

Para la regién de la hemoglobina se tiene que las ecuaciones de cantidad de movimiento simpli-
ficadas y modificando los operadores de las derivadas son:

d (0P COAOPY
a¢ <80 Ao ag) =0 (3.55)
0 ¢ 0A 0 oP ( 0OAOP 1190 ou\
_(aX_Aaxag> (&;‘A&;@g)JrNcag(Cac) =0 (3.56)

De la ec. (3.55) se puede observa que ya no es posible decir que la presién no depende de la coor-
denada radial, como en el limite de fluido newtoniano, y obtener la velocidad de la hemoglobina a
partir de la solucién de las ecuaciones anteriores se vuelve muy complejo. Entonces, para determinar

la velocidad, se propone una funcién definida de la siguiente forma: G (o, x,() = Z—P— %Z—Ag—?
o o
Sustituyendo esta funcién en las ecs. (3.55) y (3.56) se tiene lo siguiente:
oG
o " 0, (3.57)
oG 110 ou
2. (=) =0 3.58
o mo (%) (3:5%)

A partir de las ecuaciones anteriores se puede determinar la velocidad de la regién de la
hemoglobina, ya que G es funcién sélamente del tiempo y de la posicién longitudial y es posi-
ble integrar la ecuacién modificada de cantidad de movimiento en la direccién longitudinal. Para
resolver la ec. (3.58) se utilizan las condicién de no deslizamiento en la membrana y la condicién
de simetria en el centro del tubo, ecs. (3.39) y (3.40). Al realizar esto se obtiene que la velocidad
de la hemoglobina es:

_ A20G

2
= T o (¢% = 1) + up. (3.59)

4E]l método numeérico estd descrito en el Apéndice C Método Numeérico.
5Las ecuaciones para este limite se muestran en el Apéndice B, ecs. (B.18) a (B.25).



3.3. METODOLOGIA DE SOLUCION 39

En la ec. (3.59) se puede ver que la velocidad de la hemoglobina depende de la posicién y de la
velocidad de la membrana, y para conocerla completamente es necesario determinar la derivada de

oG
la funcién G con respecto a la coordenada longitudinal: Ev Para obtener esto se usa la definicién

de gasto de hemoglobina, que expresada en variables adimensionales se expresa de la siguiente
manera:

1
biy = A2 /0 ugdc. (3.60)

Sustituyendo la velocidad de la hemoglobina, ec. (3.59) en la ecuacién anterior se obtiene una

expresion para poder determinar ; v es la siguiente:

Ix
615 (1 s v

Usando esta ultima expresién en la ec. (3.59), la velocidad en la hemoglobina queda definida
como:

4051\ (2
U= <2um iy (¢* = 1) + up. (3.62)

Para la region del plasma se tiene que la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién

0P,

radial, ec. (3.34), indica que la presiéon no depende de la coordenada radial, esto es: a—p =
Entonces la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién axial, ec. (3.35) en el limite en
que 8 = 0 de acuerdo con las simplificaciones realizadas para el caso sélido, se puede integrar para
obtener la velocidad del plasma, que queda expresada de la siguiente forma:

(1-A)? 0P, 1, , 1 A 1 1 A \In[(1-A)p+A]
“p—(l_lﬂ)za,([4(" ‘1)+21_A<”‘1>+(4+21_A) A
T+
fuy, A=)+ A] g

InA

Para determinar la velocidad es necesario el gradiente de presién del plasma, que se obtiene de
forma similar que el gradiente de la hemoglobina. Usando la velocidad del plasma, ec. (3.63), en
la definicién del gasto en variables adimensionales para la regién del plasma se tiene una expresién
para determinar el gradiente de presién; y queda de la siguiente forma:

op, 2 -1

Zr _ _ A1

B Y op
Um, 2 3A -1 AQ
Hm A +
InA <( ) 4(1-4A) 201-A)

2A71

gl

QIHA] -(1-A)A {1—&— 1_AA lnA})] , (3.64)
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donde A estéd definida como:

Al igual que en el limite de la hemoglobina como fluido newtoniano todas las variables han
quedado en funcién de la velocidad de la membrana y de su posicién. Para determinar estas
variables se utilizan la condicién de esfuerzos tangenciales y la ec, (3.41). En la condicién de
esfuerzos tangenciales, ec. (B.24) se tienen dos pardametros que, de acuerdo al andlisis de orden

. Depe
de magnitud, son pequenos en comparacién con la unidad. Estos son: Tu << 1y Dep << 1.
a

Entonces la ec. (B.24) representa que el esfuerzo cortante provocado por la hemoglobina es mucho
més grande que el esfuerzo del plasma en la frontera y que las deformaciones de la membrana; esto
se expresa mediante la siguiente ecuacion:

ou
e =0, (3.65)

A partir de la ecuacion anterior y utilizando la ec. (3.62) se obtiene la velocidad de la membrana
como funcién del hematocrito de descarga y de la posicién de la membrana. La velocidad de la
membrana es:

20wy,
A2

. (3.66)

Um =

Todas las variables quedan en funcién de la posicién de la membrana, para determinarla se utiliza
la ecuacion de continuidad para el gasto, ec. (3.41), en la que se realiza la misma aproximacién que
¢

Hb

en el limite de fluido newtoniano: = 0; y la condicién de no deslizamiento en la membrana;

se obtiene una ecuacién de evolucién para la posicién de la membrana de la siguiente forma:

08 264 1 08 _
0o St A2 9y

(3.67)

La ec. (3.67) es una ecuacién de onda no lineal [50] que se puede resolver con el método de las
caracterisitcas; sin embargo, el comportamiento no lineal no permite una solucién analitica por lo
que la solucién se obtendrd numéricamente 6.

6E]l método numérico se explica en el Apéndice C Método Numérico.



Capitulo 4

Transporte de Masa

Como se vio en un capitulo anterior el transporte de masa dentro de los capilares es un proceso
complejo que merece un estudio cuidadoso. En el presente trabajo sélo se estudia el proceso de
descarga de oxigeno desde la hemoglobina y su transporte hasta la pared interna del capilar, dejando
de lado el transporte de otras sustancias. Para el proceso de descarga se considera un proceso de un
solo paso y que presenta una curva de saturacién sigmoidal, expresada matemé&ticamente mediante
la ecuacion de Hill, ec. (1.4); a pesar de ser bien conocido que la reaccién entre la hemoglobina y el
oxigeno se da en cuatro pasos. Tampoco se tomaré en cuenta el transporte del NO y del SNO. La
particularidad de este trabajo es que acopla la mecénica de los fluidos con el transporte del oxigeno
utilizando un modelo reolégico para caracterizar el comportamiento de la hemoglobina.

4.1 Ecuaciones de gobierno

Para el modelo del transporte de masa se siguen considerando las tres regiones. En la regién
central se encuentra una mezcla de hemoglobina, oxihemoglobina y oxigeno disuelto en pequenas
cantidades. Esta mezcla estd contenida por una membrana de espesor infinitesimal y que, practi-
camente, no presenta resistencia al paso del oxigeno mas no permite el paso de la hemoglobina ni
de la oxihemoglobina. La iltima regién se encuentra entre la membrana y la pared del capilar, y
en ésta se encuentra el plasma.

En la regién central, como ya se ha mencionado, se tienen tres especies: el oxigeno, la hemoglobina
y la oxihemoglobina. Entonces se plantean las ecuaciones de continuidad para la concentracién mo-
lar de las tres especies y, respectivamente, son:

ONo _ ONo _ ONo _ [10 [ ONy\ &No
ot " ar %o, = Do [Tar (T or >+ 022 ]_R’ (41)
ONHyp . ONgyp . ONgyp . 10 ONHyp 82NH1,
o o T, _DHb[r@r<T or >+ 022 } R, (42)
ONgvo | ~ ONmvo | . ONmpo 10 ( ONmo 9*Nmyo
ot T Tar "™ Dinvo [r or (T or ) o ] TR (4:3)

41
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En donde Ngpo, Ny v No son las concentraciones molares para la oxihemoglobina, hemoglobina
y oxigeno, respectivamente; Dgpo, Dy y Do son las difusividades de las especies correspondientes y
se considera que son constantes; y por ultimo R es un término fuente que representa la reaccién en la
que a partir de oxihemoglobina se puede obtener oxigeno y hemoglobina y viceversa. En el presente
trabajo se considera que la reaccién estequiométrica entre hemoglobina, oxigeno y oxihemoglobina
es de la siguiente forma:

Hb+n0y = Hb(O,),, . (4.4)

Esta iltima expresién representa, de manera muy sencilla, que la reaccién entre la hemoglobina
y el oxigeno es reversible, y que se pueden relacionar n moléculas de Os con una de hemoglobina.
Esto es una visién un tanto simplista de la reaccién entre la proteina del glébulo rojo y el oxigeno,
pero teniendo presente que en este trabajo se presta mayor atencién a la influencia que tiene la
reologia de la hemoglobina sobre el transporte de masa se realiza esta simplificacién como primera
aproximacion .

Para determinar el término de la reaccién se tiene una fuerte limitacién dada por las condiciones
de equilibrio [38]. Esto es que cuando R = 0 se debe obtener la curva de saturacién para la
hemoglobina. Esta curva de saturacién se describe de forma adecuada mediante la ecuacién de Hill,
que se expresa CoOmo:

g _(Po/Px)"
1—(Po/Pso)"’
donde Py es la presién parcial del oxigeno, Psq es la presién parcial del oxigeno en equilibrio y a una

saturacién del 50%, n es un exponene adimensional conocido como el indice de Hill y la saturacién,
S, estd dada por:

(4.5)

_ Nmvo _ Nmvo (4.6)
Ny + Nirbo Np '

siendo N la suma de las concentraciones de hemoglobina y de oxihemoglobina.

La funcién propuesta para describir la reaccién, R, debe cumplir que en R = 0 se tenga la curva
de saturacién dada por la ec. (4.5). Se tienen varios estudios experimentales que han aportado
datos de la cinética de la reaccién que son titiles para definir la reaccién. Clark et al. [38] proponen
una funcién que estd definida como la razén de recombinacién menos la razén de disociacion, esto
se expresa de la siguiente forma

R=kNp[(1-5)C" - 5]. (4.7)

en donde C es la concentracién normalizada; es decir, la concentraciéon de oxigeno entre una con-
centracién de referencia, que en este caso es la concentracién de oxigeno cuando se tiene un 50% de
. No
saturacién. Esto es: C' = —.
Nso

La membrana del glébulo rojo no deja que la hemoglobina salga, por lo que Np es constante
durante todo el proceso. Ademds, la molécula de oxigeno es mucho méas pequefia que la molécula
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de hemoglobina, enconces es posible considerar que las difusividades de la hemoglobina y oxihe-
moglobina son practicamente iguales: D, = Dpgpo. Teniendo esto en cuenta las tres ecuaciones de
conservacion de las especies se pueden reducir a dos ecuaciones, una para la saturacién del grupo
hem, es decir hemoglobina y oxihemoglobina, y otra para la concentracién normalizada del oxigeno
libre en la regién central. La concentracién molar de la hemoglobina se relaciona con la saturacién
mediante la ec. (4.6). Entonces sumando las ecs. (4.2) y (4.3), sustituyendo el término de la reac-
ci6n dada por la ec. (4.7) y cambiando las concentraciones molares por saturacién y concentraciones
normalizadas se tienen dos ecuaciones para la descripcién del transporte de oxigeno dentro de la
regién central, y son las siguientes:

08 S oS 10 [ 08 9?8 "

oC oC oC {1 0 ( 80) 820] Nrp
= Do

ot or Za n N50

Para resolver las ecuaciones (4.8) y (4.9) es necesario definir las condiciones iniciales y en la
frontera. Es posible imponer una condicién inicial que sea funcién del tiempo y del espacio; sin
embargo este es un esfuerzo innecesario. Los glébulos rojos pierden una cantidad muy pequena
de oxigeno al pasar por las arterias y las arteriolas, pero no es una cantidad significativa ni es
suficientemente veloz el proceso como para producir una variacién importante en la saturacién de
hemoglobina o en la concentracién de oxigeno dentro del eritrocito antes de entrar en el capilar;
por lo que se puede considerar que a la entrana del tubo y en el tiempo inicial se tienen valores
constantes de la concentracién y la saturacién: Cy y Sy. Estos valores estdn relacionados por la
ecuacioén de equilibrio, ec. (4.5). Entonces las presiones parciales se pueden expresar en términos de
la concentracién molar mediante la solubilidad, «, de la siguiente forma: Ny = aP. Haciendo esto
ultimo la ec. (4.5) se puede reescribir en términos de la concentraciéon normalizada de la siguiente
manera:

_ Cn
T 1-Cn

S

Para las condiciones en la frontera se tiene que la hemoglobina no sale de la membrana del
glébulo rojo, por lo que debe cumplirse que el flujo de la proteina a través de la membrana es cero:
n-VS = 0. En cuanto a la concentraciéon de oxigeno se pueden imponer dos tipos de condiciones
en la pared del capilar: un valor de la concentracién o un flujo de oxigeno proporcional al gradiente
de concentracién. En este caso se impondrd un valor de la concentracién normalizada de oxigeno
en la pared del capilar, Cy. En la membrana del eritrocito se tiene un flujo de oxigeno que, de
acuerdo con varios estudios, permite el paso del oxigeno sin resistencia significativa manteniéndose
la presién parcial del oxigeno constante. Entonces la condicién en la membrana es que la presién
parcial del oxigeno del lado de la hemoglobina es igual a la presién parcial de oxigeno del lado del
plasma y que el gasto de oxigeno, jo,, que sale de la hemoglobina es el mismo que entra al plasma,
esto es:

jOz = _DOHbvN|T:h = _DO,,VNOp|T:h 5 (410)

en donde Np, es la concentracién de oxigeno en el plasma.
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Como el problema depende del tiempo se necesita de una condicién inicial, para tener esta
condicién se impone una saturacién inicial, Sy, que depende de varios factores, por ejemplo de las
caracteristicas reoldgicas de la hemoglobina.

En la regién del plasma se tiene oxigeno libre y, debido a que la membrana impide su salida,
hay muy poca hemoglobina disuelta en el plasma. Por esta razén para esta regién sélo se considera
la ecuacién para la concentracién molar del oxigeno sin el término de la reaccién, esto es:

(4.11)

ONoyp ONoyp ONop 10 ONop 9?Noy
ot Tt or Tt 0z = Do, ror " or 022

4.1.1 Anadlisis de orden de Magnitud

De forma equivalente a lo realizado en el capitulo de la Hemodindmica, en esta seccién se realiza un
andlisis de orden de magnitud para el fenémento de transporte de masa. En el transporte de masa
se tienen varios parametros a considerar. El primero pardmetro a considerar en la transferencia de
masa es el nimero de Péclet para las dos especies, que representa la competencia del transporte

difusivo y el convectivo. Para la regién de lahemoglobina el Péclet se define como Pegy, = Yefo

Dpy ?
mientras que para la regién del plasma es Pep = UBRO. Para el caso de la microcirculacién ambos

nimeros son muy pequenos, lo que nos indica que la difusién es dominante y se pueden despreciar
los términos convectivos en las ecs. (4.8) y (4.9).

En los términos temporales de las ecuaciones de transporte para la saturacién del grupo hem y
Riw Riw
mv - Do
que muestran la competencia del tiempo difusivo con el tiempo de oscilacién. Para ambos casos,
los valores de los pardmetros son muy pequenos en comparacién con la unidad. Como ya se habia
mencionado en la seccién que trata la hemodindmica, el pardmetro de esbeltez € es muy pequeno;
por lo que los términos relacionados con este pardametro en las ecuaciones de transporte se pueden
despreciar en una primera aproximacion.

para la concentracién de oxigeno se tienen, respectivamente, los pardmetros siguientes

El oxigeno se libera al disociarse de la hemoglobina, esto se representa en las ecs. (4.8) y
(4.9) mediante el término fuente. Para ambas ecuaciones se tiene un pardmetro que estd asociado
kR2
Dyp
competencia del tiempo de difusién y el tiempo de reaccién. El pardmetro adimensional asociado
R2 Ny
Do N
ecuacioén de transporte representa la razén entre el tiempo de difusién y el tiempo caracteristico en
el que se lleva a cabo la reaccién. Para el caso que se estd estudiando, de acuerdo a valores que
se han obtenido experimentalmente, se tiene que I' ~ O (1) y § << 1. Que 0 sea pequeiio significa
que el tiempo en el que sucede la reaccién es pequenio en comparacién con el tiempo de difusién
del oxigeno, esto hace que se tenga una regién cercana a la membrana dentro de la hemoglobina
en la que se presentan grandes variaciones de la concentracién de oxigeno; por lo que se tiene un

-1
con este término, para el caso de la saturacién el pardmetro es I' = ( > , v representa la

-1
al término fuente de la ec. (4.9) se define como ¢ = (k ) , v al igual que en la otra
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problema de capa limite. De acuerdo al andlisis de orden de magnitud el espesor de la capa limite,
dnr, estd dado por la siguiente expresion:

Nso Do\ '*
o~ | —— 4.12
u~ (3252) (4.12)
y representa el balance entre la difusién radial de oxigeno y la reaccién entre la hemoglobina y el

oxigeno.

En la ecuacién del transporte de oxigeno en la regién del plasma se tienen pardmetros equiva-
lentes a los obtenidos para la regién de la hemoglobina. En el término temporal de la ec. (4.11) se

2

tiene la competencia del tiempo de difusion del oxigeno en el plasma y el tiempo de oscilacién: %):;
U.R

y en los términos convectivos se tiene un Péclet para el plasma que se define como: Pe, = 5 0.
Op

Ambos pardmetros son muy pequefios, esto indica que el transporte de oxigeno en el plasma esta
dominado por la difusién.

Para determinar el flujo de oxigeno que atraviesa la membrana se utiliza la condicién de flujo
en la membrana, ec. (4.10) junto con el espesor de la capa limite, y se tiene lo siguiente:

Nso Do ) 1/

—_— 4.1
Np kR (4.13)

jo. ~ (Cw — Co) (

en donde Cyy es la concentracion de oxigeno en la pared del capilar y Cy la concentracién inicial
de oxigeno en la regién de la hemoglobina.

4.2 FEcuaciones adimensionales

Para obtener las ecuaciones adimensionales normalizadas en la hemoglobina se realiza el mismo cam-
bio de variables de la seccién de la hemodindmica, para la regién correspondiente. Las ecuaciones
(4.8) y (4.9) en variables adimensionales son:

R2w 98 1 0S 98 (1+p8)7%10 (.08 , 028

_ P ) — _ = _— —_ -

Dy 00 T eHbE(A”aCMaX) Az cac\tac) T
+%[(1—S)C"—S], (4.14)

RL%@+P€ € lvaﬁ+u8£ — (1+5)212 a£ _|_€28270

Do 0o " \a"ac Toax) | AT Cac \"aC %

1

—sla=-s)c"=s]. (415)
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En los términos de la reaccién de las ecuaciones (4.14) y (4.15) aparecen los dos pardmetros
adimensionales: T' y §. La presencia de la capa limite se puede observar al multiplicar la ec.
(4.15) por el pardmetro d; ya que al hacer esto la segunda derivada de la concentracién estarfa
multiplicando al pardmetro pequenp 0. Cuando se tiene un pardmetro pequefio que multiplica a la
derivada de mads alto orden se dice que se tiene un problema de capa limite, por lo tanto es posible
utilizar métodos de perturbacién para resolver las ecuaciones.

En los términos temporales aparecen pardmetros que relacionan el tiempo difusivo con el tiempo

a2 R2w _ Riw ( ~

de oscilacién, ésto son: y . En ambos casos los valores de los pardmetros son muy pequenos
! Dpp 7 Do .

en comparacion con la unidad; destacando que en el caso de la hemoglobina, de acuerdo a los valores

que se tienen de las propiedades de los fluidos y del valor de la frecuencia cardiaca, el pardmetro es
2
% ~ 512 y esto se debe de tener presente para la solucién. Para este caso el transporte convectivo

se puede despreciar debido a que ePepp, << 1y ePep << 1 e incluso son menores que 6.

Para obtener las ecuaciones adimensionales de la ecuacién de conservacion en el plasma se realiza
el cambio mencionado en la seccién de la mecdnica del flujo sanguineo para la regién, y tomando

. . No .
en consideracién que Cj, = NG se tiene que:
50

R2w 0C,, B ac, ac,
Do 9o ep6[1+5—A”P an oy
1 1 0 A A ] aC 9*C
v l——— ) n+—=| =2+, (4.16)
2 _ A N, {K 1+ ) 1+6] ) } X2
iy e U)o

En los términos convectivos se tienen nuevamente pardmetros que son muy pequenos en com-
paracién con la unidad, por lo tanto se puede decir que el transporte de oxigeno en el plasma
s6lamente es difusivo y la ecuacion de conservacién del oxigeno se simplifica de la siguiente manera:

Ll

Las condiciones en la frontera para el transporte de masa son las siguientes. En el centro del
tubo se tiene la condicién de simetria. En la pared del tubo capilar se sabe la concentracién, ésta se
puede variar desde el limite en que el tejido no tenga oxigeno hasta poner una funcién del espacio
y del tiempo. En la membrana se tiene que el flujo de oxigeno es el mismo para ambas regiones y
las concentraciones en la hemoglobina y el plasma estdn relacionadas por la siguiente expresion:

(67
Cle=1 = —*Cpln=o, (4.18)

en la que « es la solubilidad del oxigeno en la hemoglobina y o, la solubilidad en el plasma.
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4.3 Metodologia de Solucién

En la regién de los eritrocitos se presenta una zona cerca de la membrana del glébulo rojo, en donde
la concentracién de oxigeno sufre un cambio brusco con respecto al valor que tiene en el centro.
A este tipo de problemas se les conoce con el nombre de problema de capa limite; y se resuelven
mediante una técnica de perturbacién: el acoplamiento asintético. Para aplicar este método en el
problema de transporte, ¢ es el pardmetro pequeno.

El principio de la técnica de acoplamiento asintético es simple; el intervalo en el que se tiene
un problema de capa limite se divide en una secuencia de dos o més subintervalos comunes, en
cada subdominio se utiliza la teoria de perturbaciéon para obtener una solucién aproximada de
la ecuacién diferencial en dicha regién. Finalmente el acoplamiento requiere que las soluciones
asintéticas tengan la misma forma funcional en las regiones comunes de cada par de subintervalos.
Con esto se obtiene una secuencia de aproximaciones asintéticas de la solucién de la ecuacién
diferencial, en donde cada aproximacion satisface todas las condiciones en la frontera dadas para
diferentes puntos en el intervalo. El resultado es la solucién aproximada del problema vélido para
todo el intervalo.

Para el problema que se estd estudiando se tienen dos regiones en la zona donde se encuentra
la hemoglobina. La regién externa de la capa limite, que es la regién central de hemoglobina y
donde la concentracién de oxigeno tiene un valor practicamente constante; y la regién interna de la
capa limite, que es la zona donde se presentan grandes cambios de la concentracién de oxigeno y se
encuentra cerca de la membrana del glébulo rojo. A continuacién se presenta el andlisis en las dos
regiones.

4.3.1 Region de la hemoglobina

Como ya se menciondé en esta region se tienen dos subdominos: la regién externa de la capa limite y
la regién interna de la capa limite, que se encuentra pegada a la membrana. Para la regién exterior
de la capa limite se realiza la siguiente expansién en series de potencia del pardmetro d:

S=S+628 +68+ .=y Sud™/?
m=0

C=Co+6Y2C, +6Cy+ ... = Z C,,6m™?
m=0

Sustituyendo las expansiones en las ecs. (4.14) y (4.15) y agrupando términos en potencias del
pardametro § se puede obtener los diferentes 6rdenes de correccién. El orden cero estd dado por las
siguientes expresiones:

(1+5)

P81 0 (05
A% (O¢

8<> +[(1 = So) Cf — So] = 0, (4.19)

[(1— So) C — Sp] = 0. (4.20)
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El primer orden de correccién para la regién exterior de la capa limite:

9Sy . (1+p)°*1 0 (.08 . .
o LD (B s a-spacyt - siop-s). (42
[n(1—8)C1Cy~" — S1Cf — S1] =0, (4.22)
Riw .
donde ¢ = ———7, y de acuedo con el orden de magnitud ¢ ~ O (1).
D"/

El segundo orden de correccién estd dado por las siguientes expresiones:

a8, 1483210 (.08 - . .

wa—; = chm ( a<1> + [0 (1= 8p) CoCy ™" — SoCf — S0 —nS1C1CP7Y],  (4.23)
1+8)7°%10 (. 0C . . -

(A2)§8§ ( a<0> — [n (1 — S()) CQCO - SQC() — SQ — TLS10100 1] =0. (424)

La solucién del orden cero para la region exterior se obtiene al sumar las ecs. (4.19) y (4.20).

Al hacer esto queda una ecuacién diferencial de segundo orden para la saturacién, y la solucién a
dicha ecuacién es:

So=As(0)In¢+ B (0). (4.25)

La funcién As (o, x) = 0 debido a que la saturacién tiene un valor finito en ¢ = 0; y Bs (o) es
una funcién por determinar. Al conocer el orden cero de la saturacién se sabe el orden cero de la
concentraciéon. Entonces la solucién para el orden cero de la region exterior es:

So = Bs (o), (4.26)

(4.27)

Para la region interior de la capa limite se debe hacer un reescalamiento de la coordenada radial
con el fin de observar lo que sucede en esta regién. El cambio de variable de la coordenada radial

es de la siguiente forma: & = en las ecs. (4.14) y (4.15). Para la regién interna de la capa

51/2 ’
limite se propone la siguente expansién:

s =89+ (51/231 + 089 + ... = Z Sm5m/2
m=0

c=co+0"%c; + 6o+ ... = Z emd™?
m=0
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Agrupando en términos de las potencias de § se tiene que el orden cero para la region interna
estd dado por:

%2;0 _0, (4.28)
2
(1 + 5) 82CO _ [(1 _ 30) cg _ 50] =0. (4.29)

AQ 652

El primer orden de correccién estd dado por las siguientes expresiones:

6281 0 880 -

(1+p)* [0 0 (,0co
A2 [as“ag( asﬂ

+&£[(1 = s0) cg — s0] — [n (1 — s0) crch ™t — syl — s1] =0. (4.31)

El segundo orden de correccién, para la regién interna de la capa limite:

“Zf)Qr [8282 0 ( %?)} +[(1 = s0) ¢ — s0] = 0, (4.32)

a¢% o€

1+ 8)° [9? 9 (.0
(Zif) [85021 o€ ( 362)} +E[n(L—so)ercy ™ —s1ch — s1]

- [n (1 —s0) 0266“1 — S9c) — S2 — nslclcgfl} =0. (4.33)

La solucién para el orden cero en la regién interior se obtiene al integrar la ec. (4.28), al usar la
condicién en la membrana del glébulo rojo que indica que la hemoglobina no sale por la membrana
se tiene la solucién para el orden cero de la saturacién, y estd dado por:

s0 =bs (0,X) . (4.34)

Al hacer el acoplamiento para el orden cero de la saturacién entre las dos regiones se puede obser-
var que no existen cambios espaciales de la saturacién, por lo tanto la saturacién de la hemoglobina
s6lo puede ser funcién del tiempo, esto es:

B (0) =bs(0,x) = Bs (o). (4.35)

Para obtener el orden cero de la concentracién en la regién interna de la capa limite se multiplica

¢ . . . .
la ec. (4.29) por = y se integra con respecto a . Para determinar la constante de integracién

23
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se analiza el lfmite en que £ — oco. En este limite la solucién interna se acopla con la solucién

oc . . .
externa y se sabe que =2 0, ya que Cj es pricticamente constante. Al realizar esto se obtiene

0

la siguiente ecuacion:

14821 (0c\° 1-s0,, n
%5 (850> - n+10 (gt = Cg™) = s0(co — Co). (4.36)

e sy . Jco , .
En la dltima ecuacién se puede relacionar —— con el gasto de oxigeno que atraviesa la membrana,

23

ec. (4.10). El gasto de oxigeno, simplificado y en variables adimensionales es:

(1+0)0co,
A 0¢ &0

(4.37)

. New Do\ 12
donde q es el gasto adimensional de oxigeno definido de la siguiente manera: g = J0: ( 50 0 ) .

(Cw — Co) \ Ny kR2

0
Despejando aigo de la ec. (4.36) y sustituyendo en la expresién anterior, ec. (4.37), teniendo en

So
1-.5,

1/n
cuenta que la solucién en la regién exterior es Cy = [ } y So = B, entonces se tiene una

expresion para el flujo de oxigeno:

2(1-B) , 2Bn [ B \'"
= |=—Zcrtt —9BC,, + — [ ==
e nt+l ™ +n+1<1B)

1/2
, (4.38)

donde C,,, = co|§:07 es el valor de la concentracién en la membrana del glébulo rojo.

Para resolver el primer orden de correccién de la saturacién en la regién interna de la capa limite

25,

2
29

se usa la ec. (4.35) en la ec. (4.30) y se tiene que: = 0. Integrando este resultado y usando

la condicién de que la hemoglobina no sale de la membrana, se obtiene la solucién para el primer
orden de la siguiente forma:

s1="b1(0,x)- (4.39)

Hasta este momento no se ha determinado el orden cero de la saturacién, B, aunque se sabe
que solo es funcién del tiempo. Para encontrarlo se requiere de la solucién del segundo orden de
correccion en la regién interna de la capa limite, ec. (4.32), y se usa la ec. (4.29) y el resultado
del primer orden de correccién, ec. (4.39), para obtener una ecuacién para la correccién de la
saturacién. Dicha expresion se integra dos veces con respecto a £ y se obtiene la solucién, que es:

1
So = —fCO + a2€ + bo. (440)
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Para evaluar una de las constantes de integracién se utiliza la condicién en la membrana del
glébulo rojo. Al hacer esto se tiene que:

fl%| _ Ll A
TToa T Tra+p”

az

(4.41)

Para tener la solucién del problema se realiza el acoplamiento entre las dos regiones, esto es:

lim S = lim s
¢—1 £E—1

Previamente se habia realizado el acoplamiento de la saturacién en el orden cero, ec. (4.35). Al
hacer el acoplamiento de los siguientes érdenes de correccién no se puede obtener més informacién
para la solucién. Entonces se hace el acoplamiento de la derivada de la saturacién, y en conjunto con
la ec. (4.41) se llega a una ecuacién para determinar el primer orden de correccién de la saturaciéon
en términos del flujo asimensional de oxigeno, esto es:

054 1 A

i el (4.42)

—ay =

Usando las ecs. (4.21) y (4.22) en la expresién anterior e integrando en el volumen ocupado por
la regién de los glébulos rojos se tiene una ecuacién para la funcién B.

1 1
@/ A%dy = ,M/ Aqdy. (4.43)
do Jo P 0

Para obtener la solucién del problema se calcula el gasto de oxigeno mediante la expresién
(4.38) dando una saturacién incial como dato conocido. Una vez que se calcula el gasto, usando
la condicién en la membrana Clc—y = “2Cp|y—o = Cp,, se sustituye en la ec. (4.43) y se calcula
la saturacién. La saturacién recién calculada se vuelve a utilizar para calcular un nuevo gasto y
con esto calcular el valor de la saturacién para el siguiente tiempo. Sin embargo esto no se puede
realizar hasta conocer la concentracién en la membrana, C,,, y para esto se requiere la solucién en
la regién del plasma.

4.3.2 Region del plasma

En la region del plasma el trasnporte de oxigeno se da sélamente por difusién y no se presentan
reacciones entre el oxigeno y el plasma. Para obtener la saturacién de oxigeno se integra la ec.
(4.17) y usando la condicién en la pared del capilar, Cp, (n =1) = Cy, donde Cy es un valor
arbitrario de la concentracién en la pared que se puede variar. Entonces se tiene que:

A, A

A
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Para evaluar la funcién de integracién A, se necesita la condicién de que el flujo de oxigeno que
pasa a través de la membrana del glébulo rojo es el mismo en ambas regiones, ec. (4.13). Entonces
se tiene lo siguiente:

A 1/2
Doy, Nso 1~ 135 2(1—B)Cm+1 _9BC. + 2Bn B \'Y" _
Do, Nso, §'/? n+1 ™ " n+1\1-B

% {A,, (1 +1In <1$B>) + (1 — 1+A3> Cw] - (4.45)

Entonces para obtener la solucién del problema del transporte de masa se deben resolver de
forma simultdnea las ecuaciones (4.38), (4.43) y (4.45). Estas ecuaciones representan el modelo
generalizado al trabajo de Clark et al. [38]. En dicho estudio desarrollaron un modelo para
describir el transporte de oxigeno a través de la membrana del glébulo rojo, considerando que
el eritrocito tiene una forma cilindrica conocida; en virtud de que se presenta una capa limite,
utilizan métodos de perturbacién para obtener la solucién. Para validar el modelo desarrollado en
el presente estudio se realiza una comparacién con el caso propuesto por Clark et al., figs. (4.1) y
(4.2). Se puede apreciar que los resultados son précticamente los mismos para el flujo de oxigeno
y para la concentracién del grupo hemoglobina para dos concentraciones dadas de oxigeno en la
membrana del glébulo rojo; también se observan ligeras diferencias al avanzar en el tiempo que no
son mayores al 1%. Con esto se puede decir que el modelo desarrollado para el transporte de masa
en este trabajo es confiable.
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Figura 4.1: Comparacién de los resultados del gasto de oxigeno a través de la membrana para dos
concentraciones dadas de oxigeno en la pared, Cyy, distintas.
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Figura 4.2: Comparacién de los resultados desaturaciéon del grupo hem (hemoglobina y oxi
hemoglobina) para dos concentraciones de oxigeno en la pared, Cyy, distintas.
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Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se presentan los resulatdos obtenidos del modelo desarrollado para la hemodindmica
y la transferencia de oxigeno. En primer lugar se muestra la posicién de la membrana, velocidad y
presién para el caso en el que la hemoglobina se comporta como un fluido newtoniano. Posterior-
mente se presentan los resultados para el caso reolégico en que la hemoglobina se comporta como
un sélido. Por tltimo se presentan las gréficas para la saturacién de la oxihemoglobina y el flujo de
oxigeno en los dos casos reolégicos mencionados variando algunos pardmetros (nimero de Strouhal,
concentracion de oxigeno en la pared del capilar, y hematocrito) asociados al transporte de oxigeno
dentro de los capilares.

5.1 Hemodinamica

5.1.1 Hemoglobina como fluido newtoniano

En condiciones fisiolégicas normales la hemoglobina presenta caracterisitas de fluido newtoniano,
como ya se ha comentado, por lo que es de gran interés saber las caracteristicas del flujo en este
limite reolégico. En las figuras (5.1a) y (5.1b) se presentan los resultados de la posicién de la
membrana que se obtienen a partir de resolver las ecs. (3.53) y (3.54).

En la fig. (5.1a) se observa que para St > 10 la posicién de la membrana sufre pequefios cambios
en comparacion con el caso para St = 1. En la entrada del tubo se aprecian cambios para los tres
casos mostrados. El hematocrito de entrada al capilar tiene una clara influencia sobre la posicién
de la membrana, esto se observa en la fig. (5.1b). Como es légico al entrar mds hemoglobina al
capilar la regién ocupada por la proteina dentro del tubo es mayor. Ademas de este efecto también
se puede apreciar que la fracciéon volumétrica influye en el perfil que toma la membrana a lo largo
del tubo capilar. En la fig. (5.2) se muestra que la membrana se transporta como una onda, y se
modifica de acuerdo a las condiciones de entrada. Conforme el tiempo aumenta se puede apreciar
un desplazamiento de izquierda a derecha asi como una deformacién en el perfil de la membrana.

La sangre se mueve dentro del capilar desde el extremo arterial hasta el extremo venoso impul-
sada por el corazén. En las figuras (5.3a) y (5.3b) se muestra el perfil de velocidad de la hemoglobina

y la influencia que tiene el nimero de Strouhal y el hematocrito de entrada en la velocidad. Se

o7
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Figura 5.1: Posicién de la membrana. a) para ¢, = 0.8 y 0 = 0.5; y b) para St =1y o = 0.5.
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Figura 5.2: Posicién de la membrana St =1y ¢z, = 0.8.

observan perfiles parabdlicos para todos los casos. El ntimero de Strouhal tiene muy poca influencia
en la velocidad de la hemoglobina, ya que como se puede observar en la fig (5.3a) al variar un orden
de magnitud el nimero de Strouhal la velocidad précticmente no cambia. En la fig (5.3b) se aprecia
que al disminuir el hematocrito la velocidad dentro de la hemoglobina disminuye y se vuelve mads
uniforme, esto hace pensar que para fracciones volumétricas pequenas es méds factible utilizar la
aproximacién de que la hemoglobina se mueve a velocidad constante.

Al igual que en la regién de la hemoglobina al variar el nimero de Strouhal no se presentan
cambios en el perfil de velocidad del plasma. En la fig (5.4) se muestra la influencia del hematocrito
de entrada en la velocidad de la regién del plasma. Es claro que los perfiles son tipicos de un
flujo de Couette y de Poiseuille combinados, debido a la presién proporcionada por el corazén y al
movimiento de la membrana que separa a las regiones de hemoglobina y plasma.

En la siguiente figura, fig. (5.5), se observa la velocidad dentro del capilar de las dos regiones
para tres valores de hematocrito de entrada. Se puede observar que en la parte central se tiene
una velocidad mayor que en la regién del plasma. En esta tltima region se observa un perfil de
velocidad parabdlico. En la figura se aprecia que al disminuir el valor del hematocrito la regién de la
hemoglobina decrece; y como consecuencia, la capa de plasma aumenta su tamano. Para fracciones
volumétricas pequenas la velocidad en la regién de la hemoglobina se vuelve mdas uniforme, como
ya se habfa mencionado.

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de la hemoglobina indican que la presién es inde-
pendiente de la coordenada radial, (. Teniendo esto en cuenta en combinacién con la condicién
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Figura 5.3: Velocidad de la hemoglobina. a) para o = 0.5, x = 0.5y ¢, = 0.8; y b) para o = 0.5,

x = 0.5y St=10.
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Figura 5.5: Velocidad en la regién de la hemoglobina y del plasma para diferentes fracciones

volumétricas para 0 = 0.5, x = 0.5y St = 1.
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de esfuerzos normales en la membrana se sabe que la presién en la regién de la hemoglobina es la
misma que la presion en la regién del plasma. La fig. (5.6) muestra la influencia del nimero de
Strouhal en la presion, y se aprecia que no hay variaciones en la presién al variar dicho pardmetro,
a pesar de que tiene una clara influencia en la posicién de la membrana. Al variar el hematocrito
de entrada se observan ligeros cambios en la presion, fig (5.7), estas diferencias van aumentando
conforme se acerca a la salida del tubo.
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Figura 5.6: Presién de la hemoglobina para 0 = 0.5, x = 0.5y ¢, = 0.8.
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Figura 5.7: Presion de la hemoglobina para ¢ = 0.5, x = 0.5 y St = 1.

5.1.2 Hemoglobina como sélido

El valor del nimero de Strouhal, St, tiene gran influencia sobre la posicién de la membrana. En
la fig. (5.8a) se muestra el comportamiento de la posicién de la membrana para distintos valores
del nimero de Strouhal. Se aprecia que conforme el St aumenta la posicién cambia poco con el
tiempo, esto se observa facilmente a partir de la ec. (3.67) y se comprueba en los resultados. En
la fig. (5.8b) se puede observar la influencia de la fraccién volumétrica o hematécerito, ¢y, para
un nimero de Strouhal dado. Como se esperaba al disminuir la fraccién volumétrica la posicién de
la membrana es mds pequena. Y se observa que mantiene la misma forma. Por esta razén sélo se
presentardn los resultados para la fraccién volumétrica ¢z, = 0.8.

La posicién de la membrana cambia en el tiempo y en el espacio. En la figs. (5.9a) y (5.9b)
se puede observar que la membrana va cambiando en el espacio y la onda se desplaza hacia la
izquierda conforme avanza el tiempo. Este es un comportamiento tipico de una onda cinemética,
por lo que los resultados concuerdan con el comportamiento esperado de ec. (3.67). El término no
lineal de dicha ecuacién provoca una pequenia deformacién en la onda, de forma independiente del
desplazamiento de la misma.

La velocidad de la hemoglobina no cambia con la posicién radial, esto hace que en la regién cen-
tral se tengan perfiles de velocidad constante para una posicion en la direccién axial. De acuerdo con
la condicién de no deslizamiento en la membrana, la hemoglobina que estd pegada a la membrana
y ésta ultima tienen la misma velocidad; entonces esta velocidad es la misma que tiene la regién
central. Por lo que basta con conocer la velocidad de la membrana para saber como se mueve la
hemoglobina. En la fig. (5.10a) se muestra la velocidad de la hemoglobina, y se observa la influencia
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Figura 5.8: Posicién de la membrana. a) Para 0 = 0.5y ¢, = 0.8; y b) para 0 = 0.5 y St = 1.0.
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Figura 5.9: Posicién de la membrana, St = 1 y ¢p, = 0.8. a) variaciones en el espacio y b)
variaciones en el tiempo.
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del nimero de Strouhal y del hematocrito en la velocidad de dicha regién. El nimero de Strouhal
tiene gran influencia en el comportamiento de la membrana, conforme este pardmetro aumenta
su valor la posicién de la membrana tiende a comportarse de la misma forma. La influencia del
hematocrito se muestra en la fig. (5.10b), en la que se observa que cuando la fraccién volumétrica
a la entrada disminuye se tienen menores velocidades, esta diferencia se incrementa en el centro
del tubo sanguineo y a la salida del capilar la velocidad tiende a un solo valor. Cabe destacar que
estas diferencias en las velocidades para los diferentes hematrocritos son muy pequenas, y debido a
la escala de la grafica se magnifican estas variaciones.

En este caso para el plasma se tiene practicamente un flujo en el que la membrana del glébulo
rojo se desplaza a una cierta velocidad y esto motiva el movimiento del plasma. En las figs. (5.11a)
y (5.11b) se aprecia la influencia del St y del hematdcrito en la dindmica del plasma. Practicamente
no se observan cambios al variar el nimero de Strouhal o la fraccién volumétrica a la entrada.

A continuacién se muestra la velocidad de las dos regiones dentro del tubo, fig (5.12). Se aprecia
claramente que la hemoglobina se mueve a velocidad constante y que el perfil de velocidad en la
regién del plasma es practicamente lineal. También se puede ver que la fraccién volumétrica tiene
mayor influencia en la velocidad de la regién del plasma que en la regiéon de la hemoglobina.

La presién no depende de la posicién radial ni en la regién central ocupada por la hemoglobina
ni en la regién del plasma. Esto se aprecia en la fig. (5.13). En esta figura se observa que la
presién disminuye en la direccién axial positiva. La presion en esl plasma tiene el mismo valor que
la presién en la hemoglobina.
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Figura 5.12: Velocidad en la regién de la hemoglobina y del plasma para diferentes fracciones
volumétricas para 0 = 0.5, x = 0.5y St = 1.
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5.2 Transporte de masa

Una vez que se conoce la mecénica del flujo sanguineo dentro de los capilares es posible determinar el
gasto de oxigeno desde el glébulo rojo a la regién del plasma. Para esto se resuelven las ecs. (4.38),
(4.43), (4.44) y (4.45). A continuacién se muestran las variaciones en el tiempo adimensional, o, de la
saturacién de oxihemoglobina en la regién central, B, el flujo de oxigeno que atraviesa la membrana
del glébulo rojo, ¢, y la concentraciéon de oxigeno en la regién del plasma, Cjy,; estos resultados
se obtienen de resolver el sistema de ecuaciones antes mencionado, utilizando los resultados de la
hemodindmica, para los dos limites reolégicos que se estudian en el presente trabajo: cuando la
hemoglocbina se comporta como un fluido newtoniano y cuando la proteina se comporta como un
sélido.

5.2.1 Hemoglobina como fluido newtoniano

En primer lugar se presenta la influencia que tiene el nimero de Strouhal en el fenémeno de trans-
porte de oxigeno. La fig. (5.14a) muestra la saturacién de oxihemoglobina para diferentes nimeros
de Strouhal, St, manteniendo los demds pardmetros; como concentracién en la pared Cyy, hema-
tocrito de entrada ¢y, v saturacién de oxihemoglobina inicial By; constantes. En esta figura se
puede observar que la saturacién de oxihemoglobina no cambia al variar al nimero de Strouhal.
Sin embargo el flujo de oxigeno a través de la membrana se ve afectado por las variaciones del St.
Esto ultimo se observa en la fig (5.14b), ademds se aprecia que para nimeros de Strouhal grandes
las variaciones en el flujo de oxigeno disminuyen. En esta ultima figura se puede apreciar que,
para el caso de St = 1, el gasto no cae de forma suave como en los casos para St > 10; el origen
de esta diferencia puede estar en que para este caso el perfil de la posicién de la membrana sufre
deformaciones que afectan el flujo de oxigeno.

En las figs. (5.15a) y (5.15b) se muestra la influencia de la concentracién de oxigeno en la pared
del capilar sobre la saturacién de oxihemoglobina y el flujo de oxigeno, respectivamente. FEn la
situacién limite de que la concentracién de oxigeno en la pared es cero, Cyy = 0, se observa que la
saturacién de oxihemoglobina se cae abruptamente en comparacién con una saturacién de la pared
Cw = 0.5. En la fig. (5.15b) se observa que a lo largo del tubo se tiene un flujo tres veces mayor,
aproximadamente, para el caso en el que no se tenga oxigeno en los alrededores del tubo que en
cuando se tiene una concentracién de oxigeno en la pared de Cy = 0.5.

En las figs. (5.16a) y (5.16b) se muestra la concentraciéon de oxigeno en la regién del plasma,
que estd dada por la ec. (4.44), al variar el numero de Strouhal y la concentracién de oxigeno en la
pared del capilar, respectivamente. Al igual que en el caso de la hemoglobina es claro que el nimero
de Strouhal tienen una influencia muy pequena en la concentracién, ya que como se puede observar
al variar dicho pardmetro dos 6rdenes de magnitud la concentracién de oxigeno préacticamente no
cambia. En la fig. (5.16b) se aprecia que la concentracién de oxigeno en el plasma es muy sensible
a las variaciones de su valor en la pared del capilar.
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Figura 5.14: Resultados para Cy = 0.8, ¢y, = 0.8, y By = 0.9. a) Orden cero de la saturacién de

oxihemoglobina en la regién central; y b) flujo de oxigeno por la membrana del glébulo rojo.
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Figura 5.15: Resultados para St = 1, ¢, = 0.8, y Bp = 0.9. a) Orden cero de la saturacién de
oxihemoglobina en la regién central; y b) flujo de oxigeno por la membrana del glébulo rojo.
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5.2.2 Hemoglobina como sélido

A continuacién se presentan los resultados del limite reolégico en el que la hemoglobina se comporta
como un sélido. Para este caso las variaciones del nimero de Strouhal no influeyen en la saturacién
de oxihemoglobina ni en el flujo de oxigeno. En las figs. (5.17a) y (5.17b) se observa la influencia
que tiene la concentracién de oxigeno en la pared del cailar sobre la saturaciéon de oxihemoglobina
y en el flujo de oxigeno que atraviesa la membrana del glébulo rojo. Se observa, al igual que en
el limite de fluido newtoniano, que al disminuir la concentracién de oxigeno en las paredes del
capilar la saturacién de oxihemoglobina dentro del capilar disminuye al mismo tiempo que el flujo
de oxigeno aumenta.

El hematocrito es uno de los pardmetros més importantes en la microcirculacién, algunos autores
han encontrado relaciones entre el hematocrito del tubo y la cantidad de oxigeno que llega a los
tejidos , mostrando que al aumentar el hematocrito la transferencia de oxigeno se incrementa [42]. La
fig. (5.18a) muestra la variacién en el tiempo adimensional de la saturacién de oxihemoglobina para
diferentes valores de hematocrito de entrada, y se puede observar que para mayores hematocritos
mayores son los cambios en el tiempo. Esto 1ltimo se traduce en que el gasto de oxigeno es mayor
para un valor mayor del hematocrito, como se muestra en la fig. (5.18Db).

En las siguientes figuras se muestra la concentracién de oxigeno para la regién del plasma. Al
igual que en el limite en que la hemoglobina se comporte como fluido newtoniano la concentracién
de oxigeno en la capa de plasma se mantiene invariante ante cambios en el nimero de Strouhal,
esto se puede observar en la fig. (5.19). En la siguiente figura, fig. (5.20a) se muestra la influencia
que tiene el valor de la concentracién de oxigeno en la pared sobre la concentracién de oxigeno en la
regién del plasma, al aumentar el valor de la frontera se observa que la concentracién en el plasma
también se incrementa. En todos los casos la concentracién disminuye conforme pasa el tiempo. La
dltima figura, fig (5.20b) muestra que al incremental el hematocrito de entrada la concentracién de
oxigeno en el plasma disminuye.
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Figura 5.18: Resultados para St = 1, Cy = 0.8, y By = 0.9. a) Orden cero de la saturacién de
oxihemoglobina en la regién central; y b) flujo de oxigeno por la membrana del glébulo rojo.
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Figura 5.19: Concentracién de oxigeno en la regién del plasma para Cy = 0.8, ¢y = 0.8, y
By =0.9.

5.3 Comparacién

En esta seccién se presenta las comparaciones entre los dos limites reolégicos. En la fig. (5.21) se
puede observar la comparacién de la posicién de la membrana y del gasto de oxigeno que atraviesa
a la membrana manteniendo el nimero de Strouhal, la concentracién de oxigeno en la pared, el
hematocrito y la saturacién de oxihemoglobina a la entrada constantes. Son claras las diferencias
que existen entre la posicién de la membrana para las dos situaciones limites, en el caso del fluido
newtoniano se observa una deformacién del perfil de la membrana y viaja como una onda, en el
caso sélido sigue viajando como onda pero no se deforma. El gasto de oxigeno que entrega la
hemoglobina como sélido es mayor que el caso del fluido, sin embargo se debe tomar con precaucién
este resultado. Se puede ver que los puntos de inflexién para las curvas de gasto de oxigeno y
posicién de la membrana coinciden para el limite respectivo. En la fig. (5.22) se compara la
posicién de la membrana y las curvas de saturacién de oxihemoglobina manteniendo los pardmetros
antes mencionados constantes para ambos casos.

En las figs. (5.23) y (5.24) se realiza una comparacién de las dos variables mds importantes
del transporte de masa para las dos situaciones limites intentando que los pardmetros sean los
mds parecidos a las situaciones fisioldgicas en las que se presentan los casos reoldgicos estudiados.
El limite de fluido newtoniano, como ya se ha mencionado, se presenta en condiciones fisiolégicas
normales, saturado de oxihemoglobina (By = 0.9) y hematocritos pequefios (¢, = 0.35). La
hemoglobina se comporta como sélido en casos de enfermedad como hipertensién, con una saturacién
muy baja de oxihemoglobina y un hematocrito grande. Se observa que el caso del fluido entrega un
mayor gasto de oxigeno, entregando més oxigeno a los alrededores que el caso del sélido y quedando
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Figura 5.20: Concentracién de oxigeno en la regién del plasma St = 1, y By = 0.9.

o, = 0.8; y b) para Cy = 0.8.
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Figura 5.21: Posicién de la membrana y gasto de oxigeno para xy = 0.5, St = 1, Cy = 0.8,
¢Hb = 08, y BO =0.9.
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Figura 5.22: Posicién de la membrana y orden cero de la saturacién de oxihemoglobina para x = 0.5,
St = 1, CW = 08, ¢Hb = 08, y BO =0.9.

con mayor cantidad de oxihemoglobina.
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Figura 5.23: Flujo de oxigeno que atraviesa la membrana del glébulo rojo. Fluido newtoniano
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Figura 5.24: Orden cero de la saturacién de oxihemoglobina. Fluido newtoniano (St = 1, Cy = 0.5,
¢y, = 0.8y By =0.9). Sélido (St =1, Cw = 0.5, ¢pg, = 0.8y By =0.3).
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

El problema del flujo sanguineo en microcirculacién es un fenémeno complejo que depende de
muiltiples variables, que son dificiles de controlar y ain mas de aislar para observar el efecto que
tiene la variable de interés en el movimiento de la sangre dentro de los capilares.

Con el fin de conocer a detalle el flujo sanguineo se han realizado diversos modelos teéricos del
fenémeno. En este tipo de estudios se ha observado que la microcirculacién depende de una gran
coleccién de pardmetros que deben ser tomados en cuenta para obtener resultados coherentes con
la realidad. Ante este problema se vuelve necesario privilegiar algunos efectos sobre otros, ya que
es demasiado complicado analizar la influencia de todos al mismo tiempo. Sin embargo se debe ser
muy cuidadoso al seleccionar los pardmetros, porque al estudiar de forma aislada la influencia de un
efecto se podria incurrir en errores graves debido a la interdependencia de los diversos pardmetros.

El modelo matemético del presente trabajo considera dos regiones, una central ocupada por la
hemoglobina y la region periférica que tiene al plasma, separadas por una membrana con caracteris-
ticas eldsticas (dejando abierta la posibilidad de tratar a la membrana como un sélido viscoeldstico);
y permite considerar dos limites reolégicos: cuando la hemoglobina se comporta como un fluido
newtoniano y cuando se comporta como sélido. Estos limites son fisiolégicamente posibles y su
comprensién resulta de gran relevancia en aplicaciones de la medicina.

Los resultados muestran diferencias importantes entre los dos limites reoldégicos que se estudian.
En los resultados de la hemodindmica del limite reolégico en que la hemoglobina es un fluido
newtoniano se puede apreciar que la membrana se transporta como una onda y ademds sufre
deformaciones en el perfil, lo que se traduce en diferencias de velocidad en la direccién radial. Esta
variacién radial se aprecia en las figs. (5.3), (5.4) y (5.5). Mientras que cuando la hemoglobina
se comporta como sélido se observa que la membrana también viaja como una onda, sin embargo
no se deforma al avanzar, y el interior se mueve a velocidad constante en la direccién radial. Esto
dltimo era un resultado esperado al tener un comportamiento como sélido, y que se confirma en los
resultados.

En cuanto a la velocidad se observa que en el limite sélido la regién de la hemoglobina se mueve

con una velocidad menor que cuando se comporta como un fluido newtoniano. Este resultado
concuerda con lo reportado por diversos autores, ya que se ha encontrado que cuando la hemoglobina
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se comporta como un gel los glébulos rojos dentro de los capilares encuentran mayor resistencia al
flujo y disminuyen la velocidad. En este caso no es posible determinar con exactitud ese incremento
en la resistencia al flujo ya que no se estd tomando en cuenta la capa porosa, conocida como
glicocalix, que cubre al capilar ni las interacciones entre la pared y los eritrocitos; sin embargo,
se debe destacar que en los resultados del modelo desarrollado se observa una disminucién en la
velocidad promedio cuando la regién central se comporta como un sélido en comparacién con el
caso limite en que se comporta como un fluido newtoniano.

La velocidad en la regién del plasma presenta grandes cambios entre los dos limites reolégicos.
En el caso en el que la regién central se comporta como sélido, en la capa de plasma se presenta
un flujo de Couette y se observan los perfiles de velocidad tipicos para este caso. Para el limite
en el que la hemoglobina se comporta como fluido newtoniano se observan perfiles parabdlicos que
cumplen con la condicién de no deslizamiento en las fronteras, teniendo velocidad diferente de cero
en la membrana y velocidad cero en la pared del capilar.

Para resolver el problema del transporte de oxigeno es necesario conocer las variables de la
mecdnica del flujo sanguineo; para ser m&s precisos se requiere de la posicién de la membrana
y la velocidad en ambas regiones. En este trabajo se desprecian los términos convectivos, por
lo que sélo es necesario conocer la posiciéon de la membrana para obtener las caracteristicas del
transporte de oxigeno. En los resultados se observa claras diferencias entre los limites reoldgicos que
se estudian, sin embargo estos resultados deben ser tomados con cautela. Algunos estudios reportan
que las condiciones cuando la hemoglobina se comporta como sélido sufren grandes cambios en
comparacién con la situacion fisiolégica normal; se ha observado un incremento en el hematocrito
y una disminucién importante en la saturacién de oxihemoglobina ademéds de diversos cambios
quimicos y de liberaciéon de enzimas dentro del capilar. Es por esto que no es tan simple realizar
una comparacién entre los dos limites reolégicos manteniendo los pardmetros de interés constantes
y variando alguno que resulte de interés.

Teniendo esto tultimo en cuenta, a partir de los resultados se pueden observar diferencias entre
los dos casos de estudio. Tanto para el gasto de oxigeno como para la concentracién de la oxihe-
moglobina al variar el nimero de Strouhal, la fraccién volumétrica y la concentracién de oxigeno en
la pared. En los ultimos resultados de comparacion, figs (5.23) y (5.24), se pretende comparar las
situaciones més apegadas a la realidad para ambos limites reoldgicos. Con estas figuras se puede
decir que si la hemoglobina presenta caracteristicas de fluido favorece el transporte de oxigeno y
sigue con una saturacién de oxigeno suficiente para cumplir con las funciones de reserva en el sis-
tema venoso. Sin embargo es complicado decir cuédl de las dos condiciones resulta mas favorable
para el transporte de oxigeno debido a la multiplicidad de factores que influyen y que, para este
estudio, no fueron tomados en consideracién dada la complejidad del problema.

Estos resultados se deben tratar con cuidado, como ya se dijo, debido a que consideran muchos
factores que afectan al transporte de masa, como diversas reacciones que suceden fuera del vaso o
el consumo de oxigeno que tiene la pared del capilar y la misma membrana del glébulo rojo; entre
otros muchos factores. Por lo que el presente trabajo deja abierta la puerta para obtener un modelo
en el que se puedan considerar méds efectos que estdn presentes en la microcirculacion asi como
la relacién entre los pardmetros, y con esto obtener resultados que puedan predecir e indicar las
mejores condiciones de transporte.
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Para el futuro queda pendiente estudiar la influencia que tiene la membrana del glébulo rojo
en el transporte de oxigeno. Analizar la influencia de la reologia en la mecdnica del flujo y en el
transporte para casos intermedios a los extremos que se presentaron en este trabajo: el limite sélido
y el fluido newtoniano. También queda pendiente realizar un modelo de transporte de masa en el
que se considere el transporte de diéxido de carbono y del éxido nitrico.
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Parte IV

Apéndices
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Apéndice A

Ecuaciones de Cantidad de
Movimiento de la Hemoglobina

Las ecuaciones de cantidad de movimiento en su forma general son las siguientes:

v 00 00 __@_lﬁ( ) O (A1)
P ot Uar u@z T 9r ror T 0z’ '
ou  _ou _0u oOP 10 or..
Py (at”ar”aﬂ—‘az‘rar(”z”‘ 9z (4.2)

donde py;, es la densidad de la hemoglobina.

En las ecuaciones anteriores, ecs. (A.1) y (A.2), se tiene la libertad de proponer cualquier
modelo reolégico una vez que se defina el tensor de esfuerzos, 7;;. Para este trabajo se caracteriza
a la hemoglobina mediante el modelo de Maxwell. De la ecuacién constitutiva para un fluido
de Maxwell, ec. (3.1), es complicado despejar los esfuerzos para sustituirlos en las ecuaciones de
cantidad de movimiento. Para resolver esta dificultad se multiplican todos los términos de las ecs.

(A.1) y (A.2) por el factor: <1 + )\a>. Entonces se tiene que:

ot
o\ (06 0 v a9\ oP o\ (10 Oy,
(A.3)
o\ [ou _O0u _ou o\ opP o\ (190 or..
(A.4)

y se reescribe la ec. (3.1) de la siguiente forma:
0 )
14 )\*at Tij = —Hgp€ij (A5)
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Se puede ver que en los ultimos términos de las ecuaciones de cantidad de movimiento se pueden
simplificar con la ec. (A.5). Realizando esto y usando la definicién del tensor rapidez de deformacién
se obtienen las ecuaciones para la hemoglobina de la siguiente forma:

o\ (06 9o oo o\ opP o (10  _ %%
PHb (1 + A(’?t) (31& + Vs, + uaz) =— (1 + /\8t> o + Uy (rc‘?r (rv)) + Ly (A.6)

d\ (ou _ou _ou a\ oP 19 ( du 8%u



Apéndice B

Ecuaciones de Gobierno

Para facilitar la lectura se presentan las ecuaciones adimensionales con todos los términos en este

apéndice.

B.1 Ecuaciones para la Hemoglobina

Las ecuaciones adimensionales de conservacién de masa y cantidad de movimiento para la regién

de la hemoglobina son:

9

N =

8(<CU)+A<

 Lobouy

Ox A9y oC (B.1)

Las ecuaciones de cantidad de moviento en la direccién radial y axial, respectivamente, son:

* o (OAD
3
(50(Q - 0200y i, (0 c0a0nYy
dc  Ado () A ox A dx o
o COAD € o 10
(o[- 3R] 5 () aro el

Ae* (14 De) [ 0%v ¢ (,0A%
1+8)° 8><2+[A2<

R OERES s

A Ox 0COx

91



92 APENDICE B. ECUACIONES DE GOBIERNO

1\ o (OA D
Re€<1+ﬁ) (1+ De) <1+De {%A(‘?a@(})
(s50(Oe - S0R00) oy, (20_ LO200))
do A do I A OC A 9x ¢

(rene 2o 42 0]y (2o gaory (epaLe )
do do OC dx A dx ¢ Az (OC

A
o, (14 De) [ 9%u ¢ [.OA? AN du] 200N *u ¢ OA
6 ( e (5 250 ) o) 3 oo [A] > >3

(148 \ 9

Donde los pardmetros adimensionales asociados ya se han definido en el andlisis de orden de

R
magnitud de la siguiente forma: el pardmetro de esbeltez, € = TO; el nimero de Deborah, De = A\w;

U.R,
el nimero de Reynolds, Re = P O; y el nimero de Strouhal es St = . Como nota el numero
HHb ¢
R2
de Womersley es Wo? = Re St = pU
HHb

B.2 Ecuaciones para el Plasma

Para la region del plasma la ecuacién de conservacién de masa en forma adimensional es:

1- 5 S : (K : ) 8 ] >
—(|(1- n+ v
A P
1-15 (1*71$5)?7+1§5577 1+ 1+5

ou,, 1—n 0Adu,
R =0. (B4
Yoy T1+8-Ady oy (B4)

Las ecuaciones de conservacién de cantidad de moviento en la direccién radial y axial, respecti-
vamente, en forma adimensional son:
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pRee3 1 3 A 811,, 1—-n O0A va
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(B.5)

(e € 0%u, &%7 1—77%821% 1—n aAﬁup (B.6)
1+p ox2  0x? On 1— A 9x dndx 1-A) Oy on? ’
Donde p = &; o= & Los demads pardmetros son los mismos que para el caso de la
PHb 122203

hemoglobina.

B.3 Ecuaciones en la membrana

La condicién de esfuerzos cortantes o tangenciales de forma adimensional en la membrana es
oA
0 (1-m)5; 0

€
(”De &7_1+B—A8n>[0a(1 145
(521 1)(1 A)—
an 1+ 4 1 Ox 14+8—A0dx On

1—|—6 1 Ov  (OAOv]\
(i < 1+/5> L&_AaxaCD_o (B.1)

ox K+ K 0o| Ox
{avp 1—n 8A81}ﬂ>]

A ) 0 (86X {QG 2wum8} 36X>+
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U,
donde Ca es el numero capilar equivalente definido como: Ca = Mz}{c, y i es la razén de las
viscosidades: p = ﬁ. El nimero capilar mide la deformabilidad de la membrana en términos de
12950

las fuerzas viscosas y las fuerzas eldsticas.

La ecuacién de los esfuerzos normales en la membrana se puede expresar de la siguiente forma:

1\ €8° Oey B
(14.5) a§+A(P|C:1_Pp|n:0)—0~ (B.8)

B.4 Limite de Fluido Newtoniano.

Las ecuaciones para la situacién en que la hemoglobina se comporte como un fluido Newtoniano
son las siguientes. Para la regién de la hemoglobina.

10 Ou  (OAOuY
fa A (5 - x5va) = ()
OP
_ (9P _¢oAOPY 110 (. 0u
= (ax Aaxaq)M?cac(Cac)' (B-11)

Para el plasma las ecuaciones equivalentes se pueden escribir como:

I 1 a(K A ) A
43
— 1- n+ }v)
1—%(1_A>77+A577 1+3 1+p] "

Ouy 1-n OAOu,

S/ B.12
Ox 1+p—-A0x On 0, ( )

0= _——_-2P, (B.13)

0B, 1-n oaop,
Ox 1+8—-A0x On

(1_¢)2 , , N 1
e s ezl | (G O RSy | R
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Fm

% << 1, entonces la condicién de esfuerzos

G
Para la membrana se tiene que: e <<1ly

normales se expresa de la siguiente forma:

€ A 0 [ 0Oey Ouy 1+ A ou B
Ca <1 1+/3) <5x>+ on "= A <1‘1+/3) aele=1 =0 (B15)

donde las derivadas de las velocidades estdn evaluadas en la membrana. La condicién de esfuerzos
normales se expresa como:

1 6 € Oe
(153) G 5+ APl = Blyoo) =0, (B.16)

Para la condicién cinemédtica de la membrana se tiene que:

271' 28(,250 8A ’U,‘(:l 8A
N =
5 (Lt 0) 90 T St "oy

(B.17)

B.5 Limite Sélido

Para la region de la hemoglobina las ecuaciones de conservacién de masa y de cantidad de movimiento
son:

19 du ¢ OAOu\
CaC(CU)+A<aXAaX8C> =0, (B.18)
8 COAD\OP
d COAIN\(OP COANOP\ 110 (.0u)
(550 0) (5~ & c) F e (670) =0 (20

Para el plasma se tienen ademds las siguientes ecuaciones.

Oup,  1—n 0Adu,

=P B.21
dx 1—Adx on 0, (B.21)
_ 9B

0= (B.22)

oP, 1—ndAO0P, 72 1 8{ duy, H
_9B,  1-10A0K Tl -An+A —0, (B.23
oy P aax on T ag [0 Mmraa [T AHAIG) (5:23)

donde vy =1 — 1Jrﬁ<<1

En la membrana, las condiciones de esfuerzos tangenciales y normales son:
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(

o 1-ndAd

doc  1—A do on

)|

Ca

Ca Ox
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Depe (| 7y 9 (9 Ouy
-2 o (52) + Deumo
1 ou
N (1-4) 8*&(:1 =0, (B.24)
e Dey
EEEX L A(Plezy = Pyly—o) =0 . (B.25)



Apéndice C
Método Numeérico

Las ecuaciones (3.54) y (3.67) son ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden e hiperbdlica.
La ecuacién generalizada de las expresiones anteriores es:

Jdp Jdp

— — = t C.1

L) = f @) (1)
La ecuacién anterior es una ecuacién de onda; en particular, si f = 0, la ec. (C.1) es la

ecuacién cinemadtica de onda (kinematic wave equation) [50]. Este tipo de ecuacién se presenta
en problemas de onda no lineales, en los que se desprecian los efectos disipativos. Estas se puede
resolver mediante el método de las caracteristicas, que se basa en una interpretacién geométrica de
las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

El método de las caracteristicas indica que la propiedad, p, se propaga con una cierta velocidad,
c(p), a lo largo de las trayectorias caracteristicas. Estas lineas caracteristicas de la ecuacién son
importantes para seleccionar el método numeérico para resolver el problema, en caso de que no sea
posible obtener una solucién analitica.

En el presente estudio las ecs. (3.54) y (3.67) pertenecen a este tipo de ecuaciones y no es posible
obtener una solucién analitica para todos los casos; por lo que es necesario el empleo de un método
numeérico. Para resolver el problema se seleccioné el método de MacCormack, debido la regién de
dependencia y de influencia de las ecuaciones hiperbélicas, que es un método numeérico conservativo
de diferencias finitas hacia adelante [51].

El método fue propuesto por MacCormack, y emplea diferencias hacia adelante y hacia atras
para lograr una precisién de segundo orden [52]. Las ecuaciones recursivas para una ecuacién

cinemtica de onda como: 22 + —— (g(p)) =0, son:

ot Ox
* T dt 7 T
Pi = Pi — e [9 (Pi+1) —9g(p; )] (C.2)
n 1 n * dt * *
pitt = 5 <Pi +p; — Iz [9( ] (/%1)]) (C.3)
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El método es consistente con la ecuacién original si le funcién de flujo numérica, se reduce a la
funcién de flujo real g (p) para el caso de flujo constante.

Para este trabajo se validé el método numérico realizando tres ejercicios. La primera es una
ecuacion diferencial de primer orden lineal no homogénea. La ecuacién es:

ou ou 1, 2

i =y=-2= C.4

oz 7 Jy (y 2" ) ’ (C4)
y el resultado analitico y numeérico se muestra en la fig. (C.1).

La segunda ecuacién que se resolvié es la siguiente:

— —2axt— =0 (C.5)

En la fig. (C.2) se observa la comparacién entre la solucién analitica y numérica de la ec. (C.5).
Se puede ver que para tiempos grandes la solucién diverge para posiciones grandes, x = 0.7. Este
problema se puede solucionar afinando la malla espacial.

La tercera ecuacién que se resolvié estd dada por:

ou ou

En la fig. (C.3) se aprecia que para una ecuacién no lineal, ec. (C.6a), la solucién numérica es
practicamente igual que la solucién analitica.

Para validar el método numérico en el caso que se estd estudiando se obtuvo una solucién
analftica para una situacién. Se tiene la siguiente ecuacién:

0A o 0A
90 Aoy (©1
con las siguientes condiciones iniciales y en la frontera:
A(0,x) = /¢y + Asen (Bx); A(0,0) = /¢u, + asen (bo) (C.8)

Se presentan los resultados, fig. (?7?), aplicando el método numérico de MacCormack, en primer
lugar usando el método de forma normal y un segundo caso aplicando el método de forma linealizada.
La tercera curva es la solucién analitica, método de las caracteristicas, de la ec. (C.7). El error més
grande entre las soluciones es del 0.0011%.
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Figura C.1: Resultados para la ec. (C.4). a) Para x = 0.25. b) Para x = 0.75
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—0O— numérico a
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Figura C.2: Resultados de la ec. (C.5). a) Para ¢ = 0.25.b) Para ¢t = 0.75.
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Figura C.3: Resultados para la ec. (C.6a). a) Para t = 0.25. b) Para t = 0.75.



102

0.59443

053444

052443

0.58442

J.58441

0.58440

059443

055444

059443

059442

052441

052440

Figura C.4: Solucién para la ec.

APENDICE C. METODO NUMERICO

numerico a
numerico lines izads
T tecrico
1.
T T T T T T T
0.0 0z 0.4 0.8 03 10
¥
—— MNUM
4 ——LNUM
TEOQ
T T T T T T T
00 0.2 04 05 03 10
x

(C.7). a) Para t = 0.25. b) Para t = 0.75.



Apéndice D
Cdédigos Numeéricos

Cédigos en Fortran 90 del método numérico.

D.1 Limite Fluido Newtoniano

Para resolver el problema de la hemodindmica se utilizé el siguiente cédigo en fortran
90.

! newtonopcion.f90
!

! FUNCTIONS:

! newtonopcion -

|

Ptk stk ok sk ok sk sk sk sk ok ko ks stk sk sk sk ook ko ko

!

! PROGRAM: newtonopcion

|

! PURPOSE: Programa que resuelve la mecdnica de los fluidos para el limite

! de fluido newtoniano.
!
sk ks sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk ok

program newtonopcion

implicit none

! Variables

integer(kind=4) i,imax,n,nmax,j,jmax
parameter(imax=100,nmax=1000,jmax=25) !(imax=100,nmax=50000)
real(kind=8) delta(nmax,imax+1),pp(nmax,imax+1)

real(kind=8) um(nmax,imax+1),umaux(imax+1)
real(kind=8) t(nmax),x(imax+1),y(jmax)
real(kind=8) dt,dx,cte

real(kind=8) aaux,baux,caux,daux

— =~
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real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8

(

(

(

(

eaux,gaux,haux,iaux

jaux,kaux,laux,maux

naux,oaux

vel(imax+1),vaux(imax+1)

comp,tol
uhb(nmax,imax,jmax),phb(nmax,imax+1)
up(nmax,imax,jmax)

cont

sum2,sum4,preshb(nmax,imax+1)
prespp(nmax,imax)

real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
! Pardmetros
real(kind=8) ST,PHL,BETA,M,DE
real(kind=8) B
real(kind=8) VISC
! Body of newtonopcion
ST=1.d0
PHI=0.8d0
DE=0.d0
M=0.8d0
BETA=(M*(1.d0+DE))**0.5d0
B=2.d0%*3.14159d0
'B=0.0001d0
tol=0.001d0
VISC=0.001d0
cte=1+BETA
! Mallas
I ##*% Temporal ***
do n=1,nmax
t(n)=(dfloat(n-1)/dfloat(nmax-1))
end do
dt=t(2)
| #¥% Espacial ***
do i=1,imax
x(i)=(dfloat(i-1)/dfloat(imax-1))
end do
dx=x(2)
x(imax+1)=x(imax)+dx
do j=1,jmax
y(j)=(dfloat(j-1)/dfloat(jmax-1))
end do
! Condiciones iniciales y en la frontera
! #*¥*% Condiciones iniciales ***
do i=1,imax+1
delta(1,i)=(PHI**0.5d0)+(0.02d0*abs(SIN(B*x(i))))
end do
I ##*% Condiciones en la entrada

NSNS NSNS

koK
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do n=1,nmax
delta(n,1)=(PHI+(0.03d0*abs(SIN(B*t(n)))))**0.5d0
ldelta(n,i)=(PHI)**0.5d0
end do
! ¥** Condicién a la salida de la presién
do n=1,nmax
pp(n,imax)=0.d0
phb(n,imax)=0.d0
end do
I*** Condicién inicial de la presién
do i=1,imax+1
pp(1Li)=(1.d0-x(i)
phb(1,i)=(1.d0-x(i))
end do
*#* Condicién inicial de la velocidad de la membrana ***
do i=1,imax+1
aaux=delta(1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux) /daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0) /((delta(1,1))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(1,i))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(1,i)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
end do
##% Condicién de entrada de la velocidad de la membrana
do n=1,nmax
aaux=delta(n,1)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n,1)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n,1))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n,1))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n,1)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
end do
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3k 3k >k sk >k sk sk sk ok k ok sk sk sk sk sk sk sksk sk ok ok sk sk skook skosk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk skokoskokoskok sk skoskoskok skoskoskok sk ok koksk

! Método numeérico de MacCormack
do n=1,nmax-1
vaux(1)=delta(n,1)-(vel(1)*(delta(n,2)-delta(n,1)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,3)-(2.d0*delta(n,2))+delta(n,1)))
do i=2,imax
vel(i)=(um(n,i)/ST)*(dt/dx)
vaux(i)=delta(n,i)-(vel(i)*(delta(n,i+1)-delta(n,i)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,i+1)-(2.d0*delta(n,i))+delta(n,i-1)))
end do
vaux(imax+1)=delta(n,imax+1)-(vel(imax)*&(delta(n,imax+1)&
-delta(n,imax)))+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,imax+1)-(2.d0*delta(n,imax)) &
+delta(n,imax-1)))
do i=2,imax+1
aaux=vaux(i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*vaux(i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((vaux(i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(vaux(i))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
umaux(i)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
10 continue
vel(i)=(umaux(i) /ST)*(dt/dx)
delta(n+1,1)=0.5d0*(delta(n,i)+vaux(i)-((vel(i))*(vaux(i)-vaux(i-1))))
aaux=delta(n+1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n+1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n+1,i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n+1,i))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n+1,i)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
comp=0.d0 !abs(delta(n+1,i)-vaux(i))
if(comp<tol) then
else
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lumaux(i)=um(n+1,i)
vaux(i)=(delta(n+1,i)+vaux(i))/2.d0
goto 10
end if
end do
end do

| >k 3k ok sk ok >kek ok sk ok skok ok sk ok skok ok sk kokook sk sk skok sk sk skok ok sk ok skok sk sk skoskok skok kokok skokokokok skokoskokoskok kokok

I Célculo de la velocidad de la Hemoglobina y grad. de presién

do n=2,nmax-1
do i=1,imax-1
aaux=((um(n,i)/2.d0)-((PHI*cte*cte)/(delta(n,i)**2.d0)))
phb(n,i)=(16.d0/(delta(n,i)**2.d0))*aaux
do j=1,jmax
uhb(n,i,j)=um(n,i)+4.d0*aaux*((y(j)*y(j))-1.d0)
end do
end do
end do

| >k 3k ok sk ok >keok ok sk ok skook sk ok kokook sk ok skok ok sk ok kook sk sk skok ok sk skokok sk ok skok sk sk skoskok skok kokok skokoskokosk sk kokokoskok

! Célculo de presién de la hemoglobina

do n=2,nmax
do cont=4,imax
sum2=0.d0
sum4=0.d0
do i=3,cont-1,2
sum2=sum2+phb(n,i)
end do
do i=2,cont-1,2
sum4=sum4+phb(n,i)
end do
preshb(n,cont)=(phb(n,1)+(2.d0*sum2)+(4.d0*sum4)+&
phb(n,cont))*(dx/3.d0)
end do
end do
!************************************************************
! Velocidad del plasma
do n=1,nmax-1
do i=1,imax-1
aaux=delta(n,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
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gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(caux**2.d0)/(baux**2.d0)
do j=1,jmax
jaux=0.25d0%((y(j)**2.d0)-1.d0)
kaux=0.5d0*daux*(y(j)-1.d0)
laux=(log((baux*y(j))+aaux))/eaux
up(n,i,j)=(haux*phb(n,i)*(jaux+kaux+(gaux*laux)))+&
um(n,i)*laux
end do
end do
end do
Ptk stk ook ook sk koo stk sk stk sk ook ok ks sk sk kR ok
! Presion del plasma
do n=2,nmax
do cont=4,imax
sum2=0.d0
sum4=0.d0
do i=3,cont-1,2
sum2=sum2+phb(n,i)
end do
do i=2,cont-1,2
sum4=sum4+phb(n,i)
end do
prespp(n,cont)=(phb(n,1)+(2.d0*sum?2)+(4.d0*sum4)+phb(n,cont))&
*(dx/3.d0)
end do
end do
Pkttt sk oo stk ko oo stk ok ok stk stk ko ok stk sk ko ko
! Escritura de resultados
open (unit=15, file="opciondst1.txt’)
do n=1,nmax,10
do i=1,imax-1
write(*,100) t(n),x(i),delta(n,i),um(n,i); 100 format(4e18.8)
write(15,115) t(n),x(i),delta(n,i),um(n,i); 115 format(4e18.8)
end do
end do
close (unit=15)
open (unit=20, file="opcionphbst1.txt’)
do n=1,nmax,20
do i=1,imax-1,2
do j=1,jmax
write(20,120) t(n),x(i),y(j),uhb(n,i,j),phb(n,i),preshb(n,i); 120 format(6e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=20)
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open (unit=25, file="opcionppst1.txt’)
do n=1,nmax,20
do i=1,imax-1,2
do j=1,jmax
write(25,120) t(n),x(i),y(j),up(n,i,j),pp(n,i),prespp(n,i); 125 format(6e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=25)
end program newtonopcion

Para el transporte de masa se usé el siguiente programa escrito en Frotran 90

! transnewtonopcion.f0
!
! FUNCTIONS:
! transnewtonopcion -
!
i**************************************************************
!
! PROGRAM: transnewtonopcion
|
! PURPOSE: Transporte de masa limite Newtoniano
!
i**************************************************************
program transnewtonopcion
implicit none
! Variables
integer(kind=4) i,imax,n,nmax,j,jmax
parameter (imax=100,nmax=>5000,jmax=25)
integer(kind=4) cont,contmax
parameter(contmax=1000)
real(kind=8) delta(nmax,imax+1),pp(nmax,imax+1)
real(kind=8) um(nmax,imax+1),umaux(imax+1)
real(kind=8) t(nmax),x(imax+1),y(jmax)
(kind=8) dt,dx,cte
(kind=8) aaux,baux,caux,daux
real(kind=8) eaux,gaux,haux,iaux
real(kind=8) jaux,kaux,Jaux,maux
real(kind=8) naux,oaux
real(kind=8) vel(imax+1),vaux(imax+1)
real(kind=8) comp,tol
(kind=8) sat(nmax-+1),AP(contmax),valap(nmax,imax)
real(kind=8) fun(contmax),gun(contmax)
real(kind=8) q(nmax,imax)
real(kind=8) sum2dd,sum4dd,sum2dq,sum4dq
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real(kind=8) integdd(nmax),integdq(nmax)
real(kind=8) oxicon(nmax,imax,jmax)

! Pardmetros

real(kind=8) ST,PHI,BETA,M,DE
real(kind=8) B

real(kind=8) VISC

real(kind=8) ayuda,funcion

real(kind=8) primer,segund,tercer,cuarto,comun
real(kind=8) indice, CW k

real(kind=8) razon,capa,mtol

real(kind=8) fim

! Body of transnewtonopcion

Pkt Rk Rk R R R KRR AR R R R AR KRR

! PARAMETROS

3k 3k >k sk >k ok ok ok ok sk ok sk sk sk ok okook ok ok sk ok ok sk sk skook sk ok skok sk ok sk sk sk sk sk skook skok skok skok sk sk sk kok kok skok skok skok sk

ST=10.d0

PHI=0.8d0

DE=0.d0

M=0.8d0

BETA=(M*(1.d0+DE))**0.5d0

B=2.d0*3.14159d0 1*¥¥* OPCION CONDICION DE ENTRADA **
'B=0.0001d0 ¥** OPCION CONDICION DE ENTRADA **
t01=0.001d0

VISC=0.001d0

cte=1.d0+BETA

! Parameter for mass transport

indice=2.65d0

beta=0.051d0 1##% Indica si es sélido (0.d0) o fluido (1.d0)

CW=0.5d0

k=1.d0

razon=1.084214916d0

capa=0.083716623d0

mtol=0.000001d0

fim=1.d0 !0.271478615d0 I*** En la ecuacién de la saturaciéon

| 5K ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok skook kool skok sk ok sk ok ok sk ok skook ok kok sk ok sk sk ok skok skok skok ko skokok kok

! MALLAS Y CONDICIONES
!*************************************************************
! Mallas
| #¥% Temporal ***
do n=1,nmax
t(n)=(dfloat(n-1)/dfloat(nmax-1))
end do
dt=t(2)
| ¥¥* Espacial ***

do i=1,imax
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x(i)=(dfloat(i-1) /dfloat(imax-1))
end do
dx=x(2)
x(imax+1)=x(imax)+dx
do j=1,jmax
y(j)=(dfloat(j-1)/dfloat(jmax-1))
end do
I *** Condiciones iniciales ***
do i=1,imax+1
delta(1,i)=(PHI**0.5d0)+(0.02d0*abs(SIN (B*x(i))))
end do
! *** Condiciones en la entrada
do n=1,nmax
delta(n,1)=(PHI+(0.03d0*abs(SIN(B*t(n)))))**0.5d0
ldelta(n,i)=(PHI)**0.5d0
end do
! ¥** Condicién a la salida de la presién
do n=1,nmax
pp(n,imax)=0.d0
end do
¥#* Condicién inicial de la presién
do i=1,imax+1
pp(L,i)=(1.do-x(i))
end do
¥#% Condicién inicial de la velocidad de la membrana **
do i=1,imax+1
aaux=delta(1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(1,i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(1,i))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
um(1,i)=((kaux*haux)-iaux)/((laux*haux)+jaux)
end do
##* Condicion de entrada de la velocidad de la membrana
do n=1,nmax
aaux=delta(n,1)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux

Kok

kokk

kokk
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eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n,1)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n,1))**4.d0)))*&

(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n,1))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n,1)=((kaux*haux)-iaux)/((laux*haux)+jaux)

end do

| >k sk sk sk sk skeskosk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk skeoskosk sk sk skt sk sk skoskosk sk sk skokosk sk skoskoskoskosk skokoskoskoskoskokoskoskoskokokoskoskoskokosk sk kok

! POSICION DE LA MEMBRANA

3K 3k >k sk >k sk sk sk okok ok sk sk sk sk sk sk sksk sk sk ok sk sk skosk skoskoskosk sk sk ok skook skosk sksk skok sk osk sk skosk skoskoskoskoskoskoskokoskokskokskokskok

! Métod de MacCormack
Dokt ks kR kR kR Rk R Rk R SRR R R R R ok
do n=1,nmax-1
vaux(1)=delta(n,1)-(vel(1)*(delta(n,2)-delta(n,1)))+((VISC*dt/(dx*dx))&
*(delta(n,3)-(2.d0*delta(n,2))+delta(n,1)))
do i=2,imax
vel(i)=(um(n,i)/ST)*(dt/dx)
vaux(i)=delta(n,i)-(vel(i)*(delta(n,i+1)-delta(n,i)))+((VISC*dt/(dx*dx)) &
*(delta(n,i+1)-(2.d0*delta(n,i))+delta(n,i-1)))
end do
vaux (imax-+1)=delta(n,imax+1)-(vel(imax)*(delta(n,imax+1)-delta(n,imax)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,imax+1)-(2.d0*delta(n,imax))+delta(n,imax-1)))
do i=2,imax+1
aaux=vaux(i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux) /daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*vaux(i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((vaux(i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(vaux(i))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
umaux(i)=((kaux*haux)-iaux) /((laux*haux)+jaux)
10 continue
vel(i)=(umaux(i)/ST)*(dt/dx)
delta(n+1,1)=0.5d0*(delta(n,i)+vaux(i)-((vel(i))*(vaux(i)-vaux(i-1))))
aaux=delta(n+1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
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eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n+1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n+1,i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n+1,i))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n+1,i)=((kaux*haux)-iaux)/((laux*haux)+jaux)
comp=0.d0 !abs(delta(n+1,i)-vaux(i))
if(comp<tol) then
else
lumaux(i)=um(n+1,i)
vaux(i)=(delta(n+1,i)+vaux(i))/2.d0
goto 10
end if
end do
end do

| 5K ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok skook sk ok sk ok sk ok sk ok ok skook skok skok sk ok sk skook skook skok skok skok skokskokok kok >k

! TRANSPORTE DE MASA
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sat(1)=0.9d0

do n=1,nmax
do i=1,imax
AP(1)=-0.1d0
AP(2)=-0.09d0
ayuda=delta(n,i)/1.8d0 !(1.d0+BETA)
do cont=1,2
comun=(((AP(cont)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))*((comun)**&
(1.d0+indice))
segund=2.d0*sat(n)*comun
tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*&
((sat(n)/(1.d0-sat(n)))**(1.d0/indice))
cuarto=(1.d0/ayuda)*((AP(cont)*(1.d0+log(ayuda)))+&
((1.d0-ayuda)*CW))
fun(cont)=(((razon/capa)*(1.d0-ayuda))*&
(primer-segund-tercer))-(cuarto**2.d0)
end do
4% Método de la secante
do cont=2,contmax-1
comun=(((AP(cont)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))*((comun)**&
(1.d0+indice))
segund=2.d0*sat(n)*comun
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Apéndice D
Cdédigos Numeéricos

Cédigos en Fortran 90 del método numérico.

D.1 Limite Fluido Newtoniano

Para resolver el problema de la hemodindmica se utilizé el siguiente cédigo en fortran
90.

! newtonopcion.f90
!

! FUNCTIONS:

! newtonopcion -

|

Ptk stk ok sk ok sk sk sk sk ok ko ks stk sk sk sk ook ko ko

!

! PROGRAM: newtonopcion

|

! PURPOSE: Programa que resuelve la mecdnica de los fluidos para el limite

! de fluido newtoniano.
!
sk ks sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk ok

program newtonopcion

implicit none

! Variables

integer(kind=4) i,imax,n,nmax,j,jmax
parameter(imax=100,nmax=1000,jmax=25) !(imax=100,nmax=50000)
real(kind=8) delta(nmax,imax+1),pp(nmax,imax+1)

real(kind=8) um(nmax,imax+1),umaux(imax+1)
real(kind=8) t(nmax),x(imax+1),y(jmax)
real(kind=8) dt,dx,cte

real(kind=8) aaux,baux,caux,daux

— =~
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real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8

(

(

(

(

eaux,gaux,haux,iaux

jaux,kaux,laux,maux

naux,oaux

vel(imax+1),vaux(imax+1)

comp,tol
uhb(nmax,imax,jmax),phb(nmax,imax+1)
up(nmax,imax,jmax)

cont

sum2,sum4,preshb(nmax,imax+1)
prespp(nmax,imax)

real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
real(kind=8
! Pardmetros
real(kind=8) ST,PHL,BETA,M,DE
real(kind=8) B
real(kind=8) VISC
! Body of newtonopcion
ST=1.d0
PHI=0.8d0
DE=0.d0
M=0.8d0
BETA=(M*(1.d0+DE))**0.5d0
B=2.d0%*3.14159d0
'B=0.0001d0
tol=0.001d0
VISC=0.001d0
cte=1+BETA
! Mallas
I ##*% Temporal ***
do n=1,nmax
t(n)=(dfloat(n-1)/dfloat(nmax-1))
end do
dt=t(2)
| #¥% Espacial ***
do i=1,imax
x(i)=(dfloat(i-1)/dfloat(imax-1))
end do
dx=x(2)
x(imax+1)=x(imax)+dx
do j=1,jmax
y(j)=(dfloat(j-1)/dfloat(jmax-1))
end do
! Condiciones iniciales y en la frontera
! #*¥*% Condiciones iniciales ***
do i=1,imax+1
delta(1,i)=(PHI**0.5d0)+(0.02d0*abs(SIN(B*x(i))))
end do
I ##*% Condiciones en la entrada

NSNS NSNS
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do n=1,nmax
delta(n,1)=(PHI+(0.03d0*abs(SIN(B*t(n)))))**0.5d0
ldelta(n,i)=(PHI)**0.5d0
end do
! ¥** Condicién a la salida de la presién
do n=1,nmax
pp(n,imax)=0.d0
phb(n,imax)=0.d0
end do
I*** Condicién inicial de la presién
do i=1,imax+1
pp(1Li)=(1.d0-x(i)
phb(1,i)=(1.d0-x(i))
end do
*#* Condicién inicial de la velocidad de la membrana ***
do i=1,imax+1
aaux=delta(1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux) /daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0) /((delta(1,1))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(1,i))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(1,i)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
end do
##% Condicién de entrada de la velocidad de la membrana
do n=1,nmax
aaux=delta(n,1)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n,1)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n,1))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n,1))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n,1)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
end do
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3k 3k >k sk >k sk sk sk ok k ok sk sk sk sk sk sk sksk sk ok ok sk sk skook skosk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk skokoskokoskok sk skoskoskok skoskoskok sk ok koksk

! Método numeérico de MacCormack
do n=1,nmax-1
vaux(1)=delta(n,1)-(vel(1)*(delta(n,2)-delta(n,1)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,3)-(2.d0*delta(n,2))+delta(n,1)))
do i=2,imax
vel(i)=(um(n,i)/ST)*(dt/dx)
vaux(i)=delta(n,i)-(vel(i)*(delta(n,i+1)-delta(n,i)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,i+1)-(2.d0*delta(n,i))+delta(n,i-1)))
end do
vaux(imax+1)=delta(n,imax+1)-(vel(imax)*&(delta(n,imax+1)&
-delta(n,imax)))+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,imax+1)-(2.d0*delta(n,imax)) &
+delta(n,imax-1)))
do i=2,imax+1
aaux=vaux(i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*vaux(i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((vaux(i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(vaux(i))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
umaux(i)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
10 continue
vel(i)=(umaux(i) /ST)*(dt/dx)
delta(n+1,1)=0.5d0*(delta(n,i)+vaux(i)-((vel(i))*(vaux(i)-vaux(i-1))))
aaux=delta(n+1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n+1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n+1,i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n+1,i))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n+1,i)=((kaux*haux)+iaux)/((laux*haux)+jaux)
comp=0.d0 !abs(delta(n+1,i)-vaux(i))
if(comp<tol) then
else
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lumaux(i)=um(n+1,i)
vaux(i)=(delta(n+1,i)+vaux(i))/2.d0
goto 10
end if
end do
end do

| >k 3k ok sk ok >kek ok sk ok skok ok sk ok skok ok sk kokook sk sk skok sk sk skok ok sk ok skok sk sk skoskok skok kokok skokokokok skokoskokoskok kokok

I Célculo de la velocidad de la Hemoglobina y grad. de presién

do n=2,nmax-1
do i=1,imax-1
aaux=((um(n,i)/2.d0)-((PHI*cte*cte)/(delta(n,i)**2.d0)))
phb(n,i)=(16.d0/(delta(n,i)**2.d0))*aaux
do j=1,jmax
uhb(n,i,j)=um(n,i)+4.d0*aaux*((y(j)*y(j))-1.d0)
end do
end do
end do

| >k 3k ok sk ok >keok ok sk ok skook sk ok kokook sk ok skok ok sk ok kook sk sk skok ok sk skokok sk ok skok sk sk skoskok skok kokok skokoskokosk sk kokokoskok

! Célculo de presién de la hemoglobina

do n=2,nmax
do cont=4,imax
sum2=0.d0
sum4=0.d0
do i=3,cont-1,2
sum2=sum2+phb(n,i)
end do
do i=2,cont-1,2
sum4=sum4+phb(n,i)
end do
preshb(n,cont)=(phb(n,1)+(2.d0*sum2)+(4.d0*sum4)+&
phb(n,cont))*(dx/3.d0)
end do
end do
!************************************************************
! Velocidad del plasma
do n=1,nmax-1
do i=1,imax-1
aaux=delta(n,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
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gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(caux**2.d0)/(baux**2.d0)
do j=1,jmax
jaux=0.25d0%((y(j)**2.d0)-1.d0)
kaux=0.5d0*daux*(y(j)-1.d0)
laux=(log((baux*y(j))+aaux))/eaux
up(n,i,j)=(haux*phb(n,i)*(jaux+kaux+(gaux*laux)))+&
um(n,i)*laux
end do
end do
end do
Ptk stk ook ook sk koo stk sk stk sk ook ok ks sk sk kR ok
! Presion del plasma
do n=2,nmax
do cont=4,imax
sum2=0.d0
sum4=0.d0
do i=3,cont-1,2
sum2=sum2+phb(n,i)
end do
do i=2,cont-1,2
sum4=sum4+phb(n,i)
end do
prespp(n,cont)=(phb(n,1)+(2.d0*sum?2)+(4.d0*sum4)+phb(n,cont))&
*(dx/3.d0)
end do
end do
Pkttt sk oo stk ko oo stk ok ok stk stk ko ok stk sk ko ko
! Escritura de resultados
open (unit=15, file="opciondst1.txt’)
do n=1,nmax,10
do i=1,imax-1
write(*,100) t(n),x(i),delta(n,i),um(n,i); 100 format(4e18.8)
write(15,115) t(n),x(i),delta(n,i),um(n,i); 115 format(4e18.8)
end do
end do
close (unit=15)
open (unit=20, file="opcionphbst1.txt’)
do n=1,nmax,20
do i=1,imax-1,2
do j=1,jmax
write(20,120) t(n),x(i),y(j),uhb(n,i,j),phb(n,i),preshb(n,i); 120 format(6e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=20)
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open (unit=25, file="opcionppst1.txt’)
do n=1,nmax,20
do i=1,imax-1,2
do j=1,jmax
write(25,120) t(n),x(i),y(j),up(n,i,j),pp(n,i),prespp(n,i); 125 format(6e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=25)
end program newtonopcion

Para el transporte de masa se usé el siguiente programa escrito en Frotran 90

! transnewtonopcion.f0
!
! FUNCTIONS:
! transnewtonopcion -
!
i**************************************************************
!
! PROGRAM: transnewtonopcion
|
! PURPOSE: Transporte de masa limite Newtoniano
!
i**************************************************************
program transnewtonopcion
implicit none
! Variables
integer(kind=4) i,imax,n,nmax,j,jmax
parameter (imax=100,nmax=>5000,jmax=25)
integer(kind=4) cont,contmax
parameter(contmax=1000)
real(kind=8) delta(nmax,imax+1),pp(nmax,imax+1)
real(kind=8) um(nmax,imax+1),umaux(imax+1)
real(kind=8) t(nmax),x(imax+1),y(jmax)
(kind=8) dt,dx,cte
(kind=8) aaux,baux,caux,daux
real(kind=8) eaux,gaux,haux,iaux
real(kind=8) jaux,kaux,Jaux,maux
real(kind=8) naux,oaux
real(kind=8) vel(imax+1),vaux(imax+1)
real(kind=8) comp,tol
(kind=8) sat(nmax-+1),AP(contmax),valap(nmax,imax)
real(kind=8) fun(contmax),gun(contmax)
real(kind=8) q(nmax,imax)
real(kind=8) sum2dd,sum4dd,sum2dq,sum4dq
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real(kind=8) integdd(nmax),integdq(nmax)
real(kind=8) oxicon(nmax,imax,jmax)

! Pardmetros

real(kind=8) ST,PHI,BETA,M,DE
real(kind=8) B

real(kind=8) VISC

real(kind=8) ayuda,funcion

real(kind=8) primer,segund,tercer,cuarto,comun
real(kind=8) indice, CW k

real(kind=8) razon,capa,mtol

real(kind=8) fim

! Body of transnewtonopcion

Pkt Rk Rk R R R KRR AR R R R AR KRR

! PARAMETROS

3k 3k >k sk >k ok ok ok ok sk ok sk sk sk ok okook ok ok sk ok ok sk sk skook sk ok skok sk ok sk sk sk sk sk skook skok skok skok sk sk sk kok kok skok skok skok sk

ST=10.d0

PHI=0.8d0

DE=0.d0

M=0.8d0

BETA=(M*(1.d0+DE))**0.5d0

B=2.d0*3.14159d0 1*¥¥* OPCION CONDICION DE ENTRADA **
'B=0.0001d0 ¥** OPCION CONDICION DE ENTRADA **
t01=0.001d0

VISC=0.001d0

cte=1.d0+BETA

! Parameter for mass transport

indice=2.65d0

beta=0.051d0 1##% Indica si es sélido (0.d0) o fluido (1.d0)

CW=0.5d0

k=1.d0

razon=1.084214916d0

capa=0.083716623d0

mtol=0.000001d0

fim=1.d0 !0.271478615d0 I*** En la ecuacién de la saturaciéon

| 5K ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok skook kool skok sk ok sk ok ok sk ok skook ok kok sk ok sk sk ok skok skok skok ko skokok kok

! MALLAS Y CONDICIONES
!*************************************************************
! Mallas
| #¥% Temporal ***
do n=1,nmax
t(n)=(dfloat(n-1)/dfloat(nmax-1))
end do
dt=t(2)
| ¥¥* Espacial ***

do i=1,imax
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x(i)=(dfloat(i-1) /dfloat(imax-1))
end do
dx=x(2)
x(imax+1)=x(imax)+dx
do j=1,jmax
y(j)=(dfloat(j-1)/dfloat(jmax-1))
end do
I *** Condiciones iniciales ***
do i=1,imax+1
delta(1,i)=(PHI**0.5d0)+(0.02d0*abs(SIN (B*x(i))))
end do
! *** Condiciones en la entrada
do n=1,nmax
delta(n,1)=(PHI+(0.03d0*abs(SIN(B*t(n)))))**0.5d0
ldelta(n,i)=(PHI)**0.5d0
end do
! ¥** Condicién a la salida de la presién
do n=1,nmax
pp(n,imax)=0.d0
end do
¥#* Condicién inicial de la presién
do i=1,imax+1
pp(L,i)=(1.do-x(i))
end do
¥#% Condicién inicial de la velocidad de la membrana **
do i=1,imax+1
aaux=delta(1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux) /baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(1,i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(1,i))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
um(1,i)=((kaux*haux)-iaux)/((laux*haux)+jaux)
end do
##* Condicion de entrada de la velocidad de la membrana
do n=1,nmax
aaux=delta(n,1)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux

Kok

kokk

kokk

*
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eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n,1)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n,1))**4.d0)))*&

(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n,1))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n,1)=((kaux*haux)-iaux)/((laux*haux)+jaux)

end do

| >k sk sk sk sk skeskosk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk skeoskosk sk sk skt sk sk skoskosk sk sk skokosk sk skoskoskoskosk skokoskoskoskoskokoskoskoskokokoskoskoskokosk sk kok

! POSICION DE LA MEMBRANA

3K 3k >k sk >k sk sk sk okok ok sk sk sk sk sk sk sksk sk sk ok sk sk skosk skoskoskosk sk sk ok skook skosk sksk skok sk osk sk skosk skoskoskoskoskoskoskokoskokskokskokskok

! Métod de MacCormack
Dokt ks kR kR kR Rk R Rk R SRR R R R R ok
do n=1,nmax-1
vaux(1)=delta(n,1)-(vel(1)*(delta(n,2)-delta(n,1)))+((VISC*dt/(dx*dx))&
*(delta(n,3)-(2.d0*delta(n,2))+delta(n,1)))
do i=2,imax
vel(i)=(um(n,i)/ST)*(dt/dx)
vaux(i)=delta(n,i)-(vel(i)*(delta(n,i+1)-delta(n,i)))+((VISC*dt/(dx*dx)) &
*(delta(n,i+1)-(2.d0*delta(n,i))+delta(n,i-1)))
end do
vaux (imax-+1)=delta(n,imax+1)-(vel(imax)*(delta(n,imax+1)-delta(n,imax)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,imax+1)-(2.d0*delta(n,imax))+delta(n,imax-1)))
do i=2,imax+1
aaux=vaux(i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux) /daux)
iaux=(8.d0*PHI) /M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*vaux(i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((vaux(i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(vaux(i))**2.d0)* (baux**2.d0/caux**2.d0)
umaux(i)=((kaux*haux)-iaux) /((laux*haux)+jaux)
10 continue
vel(i)=(umaux(i)/ST)*(dt/dx)
delta(n+1,1)=0.5d0*(delta(n,i)+vaux(i)-((vel(i))*(vaux(i)-vaux(i-1))))
aaux=delta(n+1,i)/cte
baux=1.d0-aaux
caux=1.d0-(1.d0/cte)
daux=aaux/baux
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eaux=log(aaux)
gaux=0.25d0+((0.5d0*aaux)/baux)
haux=(0.5d0*daux)+(((1.d0/eaux)*gaux)/daux)
iaux=(8.d0*PHI)/M*((1.d0/aaux)**3.d0)*baux
jaux=((1.d0/eaux)/daux)-((cte/(M*delta(n+1,i)))*baux)
kaux=(16.d0*PHI*((cte**2.d0)/((delta(n+1,i))**4.d0)))*&
(baux**2.d0/caux**2.d0)
laux=(8.d0/(delta(n+1,i))**2.d0)*(baux**2.d0/caux**2.d0)
um(n+1,i)=((kaux*haux)-iaux)/((laux*haux)+jaux)
comp=0.d0 !abs(delta(n+1,i)-vaux(i))
if(comp<tol) then
else
lumaux(i)=um(n+1,i)
vaux(i)=(delta(n+1,i)+vaux(i))/2.d0
goto 10
end if
end do
end do

| 5K ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok skook sk ok sk ok sk ok sk ok ok skook skok skok sk ok sk skook skook skok skok skok skokskokok kok >k

! TRANSPORTE DE MASA

3k sk sk sk st ok sk sk ok sk sk sk s ok sk sk ok s ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok stk sk sk ok stk sk ok sk sk ok ok sk ok sk sk ok sk sk ok sk

sat(1)=0.9d0

do n=1,nmax
do i=1,imax
AP(1)=-0.1d0
AP(2)=-0.09d0
ayuda=delta(n,i)/1.8d0 !(1.d0+BETA)
do cont=1,2
comun=(((AP(cont)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))*((comun)**&
(1.d0+indice))
segund=2.d0*sat(n)*comun
tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*&
((sat(n)/(1.d0-sat(n)))**(1.d0/indice))
cuarto=(1.d0/ayuda)*((AP(cont)*(1.d0+log(ayuda)))+&
((1.d0-ayuda)*CW))
fun(cont)=(((razon/capa)*(1.d0-ayuda))*&
(primer-segund-tercer))-(cuarto**2.d0)
end do
4% Método de la secante
do cont=2,contmax-1
comun=(((AP(cont)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))*((comun)**&
(1.d0+indice))
segund=2.d0*sat(n)*comun

113
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tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*&
((sat(n)/(1.d0-sat(n)))**(1.d0/indice))

cuarto=(1.d0/ayuda)*((AP (cont)*(1.d0+log(ayuda)))+&
((1.d0-ayuda)*CW))

fun(cont)=(((razon/capa)*(1.d0-ayuda))*&
(primer-segund+tercer))-(cuarto**2.d0)

gun(cont)=(fun(cont)-fun(cont-1))/(AP(cont)-AP(cont-1))

AP(cont+1)=AP(cont)-(fun(cont)/gun(cont))

P¥** Auxiliar para control del programa ***
comun=(((AP(cont+1)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))*&

((comun)**(1.d0+indice))
segund=2.d0*sat(n)*comun
tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))&
*((sat(n)/(1.d0-sat(n)))**(1.d0/indice))
cuarto=(1.d0/ayuda)*((AP(cont+1)*(1.d0+log(ayuda)))+&
((1.d0-ayuda)*CW))
funcion=(((razon/capa)*(1.d0-ayuda))*&
(primer-segund+tercer))-(cuarto**2.d0)

! write(*,*) funcion ! delta(n,i),valap(n,i)

*** Fin auxiliar para control ***

lif(abs(AP(cont+1)-AP(cont))<mtol) then

if(abs(funcion)<mtol) then
Iwrite(*,*) funcion,AP(cont+1) *** quitar
valap(n,i)=AP(cont+1)
go to 50

else

end if

end do
50 continue

lcomun=CW

comun=(((valap(n,i)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k

primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))*((comun)&
**(1.d0+indice))

segund=2.d0*sat(n)*comun

tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*((sat(n)/(1.d0-sat(n)))&
**(1.d0/indice))

q(n,i)=abs(primer-segund—+tercer)**0.5d0

end do

*#* Realizando la integral para la saturacion ***

sum2dd=0.d0
sum4dd=0.d0
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sum2dq=0.d0

sum4dq=0.d0

do i=3,imax-1,2
sum2dd=sum2dd-+(delta(n,i)*delta(n,i))
sum2dq=sum2dq+(delta(n,i)*q(n,i))

end do

do i=2,imax-1,2
sum4dd=sumd4dd+(delta(n,i)*delta(n,i))
sumddg=sumd4dqg+(delta(n,i)*q(n,i))

end do

integdd(n)=((delta(n,1)*delta(n,1))+(2.d0*sum2dd)+&

(4.d0*sum4dd)+(delta(n,imax)*delta(n,imax)))*(dx/3.d0)

integdq(n)=((delta(n,1)*q(n,1))+(2.d0*sum2dq)+&

(4.d0*sum4dq)+(delta(n,imax)*q(n,imax)))*(dx/3.d0)
sat(n+1)=sat(n)-((dt*((1.d0+beta)/fim))*(integdq(n)/integdd(n)))

end do

| 3k 3k >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok okok sk ok ok sk sk okook >k ok skok sk ok sk ok ok skook skok skok skok sk sk sk skosk skok skok skok skokskokok kok >k

! CONCENTRACION DE OXIGENO EN PLASMA
Pkttt ook ko sk ok ok kR R R Rk R R R R R R ok
! ayuda=0.d0 !***
do n=1,nmax
do i=1,imax
ayuda=delta(n,i)/(1.d0+BETA)
do j=1,jmax
oxicon(n,i,j)=((valap(n,i)/(1.d0-ayuda))*1&
og(((1.d0-ayuda)*y(j))+ayuda))+CW
end do
end do
end do

| 3k 3k >k sk >k sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk okok sk sk sk sk sk okook skoskoskok sk sk ok skosk skosk sksk skok sk osk sk skosk skosk skokoskokoskokoskokskok sk kskk

! ESCRITURA DE RESULTADOS

3k 3k >k sk ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok okok sk ok ok sk sk skook ok ok skok ok ok sk sk ok skosk skok ok sk ok sk skosk skosk skok skok skokoskokoskokok kokk

open (unit=15, file="opcionfi08st1cw05sat09.txt’)

do n=1,nmax-1,50
do i=1,imax-1
write(*,100) t(n),x(i),delta(n,i),q(n,1),sat(n); 100 format(6e18.8)
write(15,115) t(n),x(i),delta(n,i),valap(n,i),q(n,i),sat(n); 115 format(6e18.8)
end do

end do

close (unit=15)

open (unit=20, file="opcionppfi08st1lcw05

sat09.txt’)
do n=1,nmax-1,100

115
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do i=1,imax-1,2
do j=1,jmax
write(20,120) t(n),x(i),y(j),delta(n,i),oxicon(n,i,j); 120 format(6e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=20)
end program transnewtonopcion

D.2 Limite Sélido

Para resolver el problema hemodindmico en el limite sélido se utilizé el siguiente cédigo
numérico.

! tesis.f90

!

! FUNCTIONS:

! tesis-TESISDOCTORAL

!

!

Dok roksk ookl kR ok Rk Rk ok Rk Rk kR kR R R R o

PROGRAM: tesis

del plasma y hemoglobina

!
!
!
! PURPOSE: Programa que resuelve la posicién de la membrana, velocidad y presién
!
! LIMITESOLIDO

!

!

| >k 3k ok sk ok >keok ok sk ok skook sk ok kokook sk ok skokook sk ok okook sk ok kok sk sk skokosk sk ok skok sk sk skokok skok kokosk skokoskok sk sk kokok skokoskokoskookokokosk

program tesis

implicit none

! Variables

integer(kind=4) i,imax,n,nmax
integer(kind=4) j,jmax

parameter (imax=500,nmax=20000)
parameter(jmax=>50)

real(kind=8) delta(nmax,imax+1),ldelta(nmax,imax+1)
real(kind=8) aux(imax+1)

real(kind=8) t(nmax),x(imax+1)

real(kind=8) yp(jmax),yhb(jmax)
real(kind=8) dt,dx,c,dy

real(kind=8) um(nmax,imax),uhb(nmax,imax)
real(kind=8) up(nmax,imax,jmax)
real(kind=8) phb(nmax,imax,jmax)
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real(kind=8) deriv,presaux(jmax)
real(kind=8) VISC

! Parameters

real(kind=8) ST,PHL,R,ALFA
real(kind=8) A,B

! Body of tesis

ST=0.1d0
PHI=0.8d0
ALFA=(2.d0*PHI)/ST
A=0.02d0
B=2.d0*3.14159d0 *** OPCION CONDICION DE ENTRADA ***
!B=0.0001d0 ¥4 OPCION CONDICION DE ENTRADA ***
VISC=0.001d0
! Mallas
I #¥* Temporal ***
do n=1,nmax
t(n)=(dfloat(n-1)/dfloat(nmax-1))
end do
dt=t(2)
| #F* Egpacial ***
do i=1,imax
x(i)=(dfloat(i-1) /dfloat(imax-1))
end do
dx=x(2)
x(imax+1)=x(imax)+dx

do j=1,jmax
yp(j)=(dfloat(j-1)/dfloat(jmax-1))
yhb(j)=(dfloat(j-1)/dfloat(jmax-1))

end do

dy=yhb(2)

! Condiciones iniciales y en la frontera

! ##*% Condiciones iniciales ***

do i=1,imax+1
delta(1,i)=(PHI**0.5d0)+(A*abs(SIN(B*x(i))))

end do

! ##*% Condiciones en la entrada ***

do n=1,nmax
delta(n,1)=(PHI+(0.03d0*abs(SIN(B*t(n)))))**0.5d0
ldelta(n,i)=(PHI)**0.5d0

end do

I ¥** Condicién a la salida de la presién **

do n=1,nmax
do j=1,jmax

*
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phb(n,imax,j)=0.d0
end do
end do
*#% Condicién inicial de la presién ***
do i=1,imax-1
do j=1,jmax
phb(1,1,j)=(1.d0-x(i))
end do
end do
I Método numérico de MacCormack
c=(ALFA*dt)/dx
c=(ALFA*dt)/dx
do n=1,nmax-1
aux(1l)=delta(n,1)-((c/(delta(n,1)*delta(n,1)))*(delta(n,2)-delta(n,1)))
+((VISC*dt/ (dx*dx))*(delta(n,3)-(2.d0*delta(n,2))+delta(n,1)))
do i=2,imax
aux(i)=delta(n,i)-((c/(delta(n,i)*delta(n,i)))*(delta(n,i+1)-delta(n,i)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,i+1)-(2.d0*delta(n,i))+delta(n,i-1)))
end do
aux(imax+1)=delta(n,imax+1)-((c/(delta(n,imax+1)*delta(n,imax+1)))*
(delta(n,imax+1)-delta(n,imax)))+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,imax+1)-&
(2.d0*delta(n,imax))+delta(n,imax-1)))
do i=2,imax—+1
delta(n+1,1)=0.5d0*(delta(n,i)+aux(i)-((c/(aux(i)*aux(i)))*
(aux(i)-aux(i-1))))
end do
end do
! Velocidad de la membrana y de la hemoglobina
do n=1,nmax
do i=1,imax
um(n,i)=(2.d0*PHI)/((delta(n,i))**2.d0)
uhb(n,i)=um(n,i)
end do
end do
! Presion de la hemoglobina
do i=1,imax-1
Pk Método de MacCormack ***
do n=1,nmax-1
deriv=(delta(n+1,i)-delta(n,i))/dt
do j=1,jmax-1
presaux(j)=phb(n,i,j)+((yhb(j)/delta(n,i))*(deriv*dt/dy))
*(phb(n,i,j—l—1)—phb(n,i,j))
end do
do j=2,jmax
phb(n+1,i,j)=0.5d0*(phb(n,i,j)+presaux(j)+((yhb(j) /delta(n,i)) &
*(deriv*dt/dy))* (presaux(j)-presaux(j-1)))
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end do
end do
end do
! Velocidad del plasma
do n=1,nmax
do i=1,imax
do j=1,jmax
up(n,i,j)=(um(n,i)/log(delta(n,i)))*(log(((1.d0-delta(n,i))*yp(j))&
+delta(n,i)))
end do
end do
end do
! Escritura de resultados
open (unit=15, file="resst01.txt’)
do n=1,nmax-1,200
do i=1,imax-1,5
write(*,100) t(n),x(i),delta(n,i); 100 format(3e18.8)
write(15,115) t(n),x(i),delta(n,i),um(n,i),uhb(n,i); 115 format(5e18.8)
end do
end do
close (unit=15)
open (unit=20, file="presst01.txt’)
do n=1,nmax-1,1000
do i=1,imax-1,10
do j=1,jmax
write(20,120) t(n),x(i),yhb(j),phb(n,i,j); 120 format(4e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=20)
open (unit=25, file="resplast01.txt’)
do n=1,nmax,1000
do i=1,imax,10
do j=1,jmax
write(25,125) t(n),x(i),yp(j),up(n,i,j); 125 format(4e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=25)
end program tesis

El siguiente cédigo se utiliza para resolver el problema del transporte de masa en
el limite sélido.

! transportemasa.f90
!
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! FUNCTIONS:
! transportemasa -
!
i*******************************************************************
!
! PROGRAM: transportemasa
|
! PURPOSE: solucién a las tres ecuaciones de transporte de masa para el caso
! sélido.
|
i*******************************************************************
program transportemasa
implicit none
! Variables
integer(kind=4) i,imax,n,nmax,j,jmax
parameter(imax=100,nmax=1000,jmax=25)
integer(kind=4) cont,contmax
parameter(contmax=1000)
real(kind=8) delta(nmax,imax+1)
real(kind=8) aux(imax+1)
real(kind=8) t(nmax),x(imax+1),y(jmax)
real(kind=8) dt,dx,c
real(kind=8) sat(nmax+1),AP(contmax),valap(nmax,imax)
real(kind=8) fun(contmax) gun(contmax)
real(kind=8) q(nmax,imax)
real(kind=8) sum2dd,sum4dd,sum2dq,sumddq
real(kind=8) 1ntegdd(nmax) integdq(nmax)
real(kind=8) oxicon(nmax,imax,jmax)

! Parameters

real(kind=8) ST PHI.R,ALFA

real(kind=8) A

real(kind=8) VISC

real(kind=8) ayuda,funcion

real(kind=8) primer,segund,tercer,cuarto,comun
(kind=8) indice,beta,CW k

real(kind=8) razon,capa,tol

real(kind=8) fim

! Body of transportemasa
B L L LT

! PARAMETROS

skt stk sk sk stk sk stk koo sk sk stk ok sk stk kst stk ok sk ok o
ST=1.d0

PHI=0.8d0

ALFA=(2.d0*PHI)/ST
A=0.02d0
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B=2.d0*3.14159d0 ¥ OPCION CONDICION DE ENTRADA ***
'B=0.0001d0 ¥** OPCION CONDICION DE ENTRADA ***
VISC=0.001d0

! Parameter for mass transport

indice=2.65d0

beta=0.051d0 *¥** Indica si es sélido (0.d0) o fluido (1.d0)

CW=0.5d0

k=1.d0

razon=1.084214916d0

capa=0.083716623d0

tol=0.00000001d0

fim=1.d0 10.271478615d0 % En la ecuacién de la saturacion

| 5K ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok skook sk ok sk ok sk ok sk ok ok skook skok skok sk ok sk sk ok skook skok skok skok sk ok skokok kok >k

! MALLAS Y CONDICIONES

13k 3k 3k sk Sk Sk sk sk Sk Sk sk sk kR SR KKK K K R R R 3R 3R SR 3R 3k sk Sk Sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk sk sk kR kR SRR R R R R R R R sk kR skoskoskoskosk

| #¥% Temporal ***

do n=1,nmax
t(n)=(dfloat(n-1)/dfloat(nmax-1))

end do

dt=t(2)

| ¥¥* Espacial ***

do i=1,imax
x(i)=(dfloat(i-1)/dfloat(imax-1))

end do

dx=x(2)

x(imax+1)=x(imax)+dx

do j=1,jmax
y(j)=(dfloat(j-1)/dfloat(jmax-1))

end do

! #** Condiciones iniciales ***

do i=1,imax+1
delta(1,i)=(PHI**0.5d0)+(A*abs(SIN(B*x(i))))

end do

! ¥** Condiciones en la entrada

do n=1,nmax
delta(n,1)=(PHI+(0.03d0*abs(SIN(B*t(n)))))**0.5d0
ldelta(n,i)=(PHI)**0.5d0

end do

3k 3k >k sk >k ok ok ok ok sk ok sk sk ok sk sk ok oksk sk ok ok sk sk skook koo skok sk sk ok sk ok sk sk skosk skok sk ok sk sk sk sk sk skok skok skok skokskokskkok

! POSICION DE LA MEMBRANA

3k 3k >k sk >k ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok okok sk ok ok sk sk skook koo skok sk ok sk sk sk skosk skook skok skok skok sk sk sk skok skok skok skokskokok kok

kkk

! Método numérico de MacCormack
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c=(ALFA*dt) /dx
do n=1,nmax-1
aux(1)=delta(n,1)-((c/(delta(n,1)*delta(n,1)))*(delta(n,2)-delta(n,1)))&
+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,3)-(2.d0*delta(n,2))+delta(n,1)))
do i=2,imax
aux(i)=delta(n,i)-((c/(delta(n,i)*delta(n,i)))*(delta(n,i+1)-delta(n,i))&
)+ ((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,i+1)-(2.d0*delta(n,i))+delta(n,i-1)))
end do
aux(imax-+1)=delta(n,imax+1)-((c/(delta(n,imax+1)*delta(n,imax+1)))&
*(delta(n,imax+1)-delta(n,imax)))+((VISC*dt/(dx*dx))*(delta(n,imax+1)&
-(2.d0*delta(n,imax))+delta(n,imax-1)))
do i=2,imax+1
delta(n+1,1)=0.5d0*(delta(n,i)4+aux(i)-((c/(aux(i)*aux(i))) *&
(aux(i)-aux(i-1))))
end do
end do

5k 3k >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok okok sk ok ok sk ok skook koo skok sk ok sk osk ok ok ok skook skok skok sk sk sk sk sk skok skok skok skokskokok kok

! TRANSPORTE DE MASA

| 5K 3k >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok skook kool skok sk ok sk ok ok ok ok skook skok sk ok sk sk sk sk ok skok skok skok skokskokok kok

sat(1)=0.3d0

do n=1,nmax
do i=1,imax
AP(1)=-0.1d0
AP(2)=-0.09d0
ayuda=delta(n,i)/(1.d0+beta)
do cont=1,2
comun=(((AP(cont)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))* (abs(comun)&
*#(1.d0+indice))
segund=2.d0*sat(n)*comun
tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*&
((sat(n)/(1.d0-sat(n)))**(1.d0/indice))
cuarto=(1.d0/ayuda)*((AP(cont)*(1.d0+log(ayuda)))&
+((1.d0-ayuda)*CW))
fun(cont)=(((razon/capa)*(1.d0-ayuda))*&
(primer-segund+tercer))-(cuarto**2.d0)
end do
*¥** Método de la secante
do cont=2,contmax-1
comun=(((AP(cont)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))* (abs(comun)&
**(1.d0+indice))
segund=2.d0*sat(n)*comun
tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*((sat(n)/(1.d0-sat(n)))&
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**(1.d0/indice))
cuarto=(1.d0/ayuda)*((AP(cont)*(1.d0+log(ayuda)))+&
((1.d0-ayuda)*CW))
fun(cont)=(((razon/capa)*(1.d0-ayuda))*&
(primer-segund+tercer))-(cuarto**2.d0)
gun(cont)=(fun(cont)-fun(cont-1))/(AP(cont)-AP(cont-1))
AP(cont+1)=AP(cont)-(fun(cont)/gun(cont))
¥#* Auxiliar para control del programa ***
comun=(((AP(cont+1)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k
primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))* (abs(comun)**&
(1.d0+indice)) ! esto es lo que estd jodiendo
segund=2.d0*sat(n)*comun
tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*((sat(n)/(1.d0-sat(n)))&
**(1.d0/indice))
cuarto=(1.d0/ayuda)*((AP(cont+1)*(1.d0+log(ayuda)))&
+((1.d0-ayuda)*CW))
funcion=(((razon/capa)*(1.d0-ayuda))&
*(primer-segund—tercer))-(cuarto**2.d0)
! write(*,*) funcion,delta(n,i),valap(n,i)
¥¥* Fin auxiliar para control ***
if(abs(AP(cont+1)-AP(cont))<tol) then
valap(n,i)=AP(cont+1)
go to 50
else
end if
end do
50 continue

comun=(((valap(n,i)/(1.d0-ayuda))*log(ayuda))+CW)*k

primer=((2.d0*(1.d0-sat(n)))/(1.d0+indice))*&
((comun)**(1.d0+indice))

segund=2.d0*sat(n)*comun

tercer=((2.d0*sat(n)*indice)/(indice+1))*&
((sat(n)/(1.d0-sat(n)))**(1.d0/indice))

q(n,i)=abs(primer-segund+tercer)**0.5d0

end do
I*** Realizando la integral para la saturacién ***

sum2dd=0.d0
sum4dd=0.d0
sum2dq=0.d0
sum4dq=0.d0
do i=3,imax-1,2

123
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sum2dd=sum2dd+(delta(n,i)*delta(n,i))
sum2dq=sum2dq+(delta(n,i)*q(n,i))
end do
do i=2,imax-1,2
sum4dd=sum4dd-+(delta(n,i)*delta(n,i))
sum4dq=sum4dq+(delta(n,i)*q(n,i))
end do
integdd(n)=((delta(n,1)*delta(n,1))+(2.d0*sum2dd)+(4.d0*sum4dd)&
+(delta(n,imax)*delta(n,imax)))*(dx/3.d0)
integdq(n)=((delta(n,1)*q(n,1))+(2.d0*sum2dq)+(4.d0*sum4dq)&
+(delta(n,imax)*q(n,imax)))*(dx/3.d0)
sat(n+1)=sat(n)-((dt*((1.d0+beta)/fim))*(integdq(n)/integdd(n)))
end do

| 5K 3k >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok skook kool skok sk ok sk ok ok sk ok skook skok sk ok sk ok ok sk ok skok kok skok ko skokok kok

! CONCENTRACION DE OXIGENO EN PLASMA
!*************************************************************
I ayuda=0.d0 ***quitar después de la comprobacién
do n=1,nmax
do i=1,imax
ayuda=delta(n,i)/(1.d0+beta)
do j=1,jmax
oxicon(n,i,j)=((valap(n,i)/(1.d0-ayuda))*&
log(((1.d0-ayuda)*y(j))+ayuda))+CW
end do
end do
end do

3k 3k >k sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk skook kook skok sk ok sk sk ok skook skook skok skok skok sk sk sk skok skok skok skokskokok kok

! ESCRITURA DE RESULTADOS
Pkt ko okt ok ok Rk R R R R okt R R R ok
open (unit=15, file="resfi08st1cw05b03.txt’)
do n=1,nmax-1,10
do i=1,imax-1
write(*,100) t(n),x(i),delta(n,i),q(n,1),sat(n); 100 format(6e18.8)
write(15,115) t(n),x(i),delta(n,i),valap(n,i),q(n,i),sat(n);115 format(6e18.8)
end do
end do
close (unit=15)
open (unit=20, file="plasfi08st1cw05b03.txt’)
do n=1,nmax-1,20
do i=1,imax-1,2
do j=1,jmax
write(20,120) t(n),x(i),y(j),delta(n,i),oxicon(n,i,j); 120 format(6e18.8)
end do
end do
end do
close (unit=20)
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end program transportemasa
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