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Introduccion

En esta tesis se presenta el andlisis cinemdtico y dindmico de una plataforma paralela
espacial mediante la aplicacién de la funcién vectorial de rotacién del dlgebra de cuaterniones.
A continuacién se presentan algunos antecedentes.

Recientemente, el interés en la dindmica de multicuerpos rigidos se ha incrementado,
debido al hecho de que muchos sistemas fisicos pueden ser simulados como modelos de multi-
cuerpos y también debido a las ventajas en el hardware y software de los equipos de cémputo
actuales.

Las ventajas de las computadoras permiten al investigador simular sistemas complejos al
derivar algoritmos para formular y resolver las ecuaciones de movimiento para diferentes casos
a analizar.

De este modo las ecuaciones suministran informacién acerca del comportamiento del sis-
tema, asistiendo significativamente al analista para implementar cambios en la geometria,
sugerir la aplicacién de materiales para un uso especifico, realizar pruebas de estabilidad para
alcanzar una configuracién de equilibrio, validar resultados obtenidos de metodologias para
balanceo estédtico y dindmico de multicuerpos, experimentar el comportamiento de actuadores
y como consecuencia probar métodos de control.

Es sabido que el comportamiento del modelo dindmico de cualquier tipo de sistema mecéni-
co espacial, descanza sobre la formulacién empleada para describir su movimiento angular:
posicién, velocidad y aceleraciéon angular [16],[34]. El movimiento lineal: posicién, velocidad
y aceleracién lineal de un punto arbitrario sobre el cuerpo (centro de gravedad por ejemplo),
depende de la descripcién de la orientacién mencionada.

Una de las formulaciones generalmente empleadas para la descripcién de la orientacién
de un cuerpo rigido, son los dngulos de Euler. Dicha herramienta matemética adolece de la
desventaja de no poder describir ciertas configuraciones del cuerpo en cuestién [10], [16], [34],
debido a singularidades matematicas de la matriz, que representa la orientacién del cuerpo.
Una forma de evitar tal situacién es implementando en el algoritmo computacional condiciones
para evitar la divisién entre cero [10]. Esta medida hace imposible, seguir el movimiento de
un cuerpo, através de todas las posibles orientaciones que este tome.

Dada la importancia de poder modelar cineméticamente y dindmicamente multicuerpos
rigidos, existe la necesidad de estudiar alternativas para resolver el problema anterior. Una
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0. Introduccién v

forma de representar la orientacién de un cuerpo en el espacio [3], que no sufre de la singu-
laridades ya dichas, son los cuaterniones o pardmetros de Euler de norma unitaria [16].

Estado del Arte

El estudio de los cuaterniones o pardmetros de Euler y su aplicacién al andlisis cinemético
y dindmico de cuerpos rigidos se considera a continuacién:

En [25] Méndez, aplica el dlgebra de cuaterniones a los sistemas mecénicos de cadenas
cerradas, desarrollando el anédlisis de la posicién de mecanismos y modelos de sintesis para
conduccién de cuerpo rigido con movimiento plano. Ambos modelos hacen referencia a una
posicién inicial del mecanismo denominada configuraciéon no deformada y una posicién ac-
tual denominada configuracion deformada. De esta manera se establecen composiciones de
rotaciones planas mediante la funcién de rotacién del dlgebra de cuaterniones que permite
involucrar ambas configuraciones. Ademsds se establece una metodologia que permite resolver
ambos problemas mediante un mismo enfoque.

En [21] Mdrquez, aplica el dlgebra de cuaterniones a los sistemas mecdanicos de cadenas
abiertas, en el cual se desarrolla el andlisis de la posicién de robots manipuladores planos y
espaciales. Se establecen los modelos cinemético inverso y directo para un manipulador plano
de 2 grados de libertad (gdl) y el manipulador espacial puma de 6 gdl. La configuracion no
deformada y deformada, permite establecer de manera natural la posicién home de inicio del
movimiento de los manipuladores y las posibles posiciones futuras. Los movimientos espa-
ciales de los cuerpos se establecen mediante composiciones de cuaterniones de rotacién, lo
que genera una ecuacién paramétrica de posicién no lineal, debido a la funcién de rotacién de
cuaterniones y a las condiciones de unicidad de las normas de los pardmetros de los cuater-
niones incégnitas que permiten completar el sistema de ecuaciones a resolver. La solucién de
los modelos es obtenida mediante la aplicacién de un método numérico debido a la naturaleza
de las ecuaciones.

En [6] Cuenca, estudia la cinemética de un manipulador paralelo plano mediante la apli-
cacién del dlgebra de cuaterniones. Se establecen modelos de posicién, que no emplean rota-
ciones relativas al eslabén anterior, de esta manera los dngulos de las rotaciones establecidos
son absolutos, obteniéndose modelos muy simplificados para las configuraciones no defor-
mada y deformada del andlisis. También se aplica el dlgebra de complejos, vista como un
subespacio del dlgebra de cuaterniones y tratada como una pareja de pardmetros ordenados
de nimeros reales y no de la manera exponencial. El dlgebra compleja se relaciona con el
dlgebra de cuaterniones mediante rotaciones en un eje perpendicular al plano de movimiento,
en este caso el eje z y mediante la aplicacién de una transformacién que permite pasar del
espacio vectorial R* al R?, eliminando componentes de vectores con valor cero. Aplicando la
funcién de rotacion de los cuaterniones y la transformacion dicha, se obtiene la multiplicacién
de nimeros complejos que se sabe implica una rotacién en el plano. Los modelos cinemati-
cos resultantes aplicando el dlgebra compleja, son mucho méds simples que en el caso de los
cuaterniones, estando claro que su uso estd limitado al movimiento plano desventaja que no
muestran los cuaterniones.
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En [45] Vega, genera de manera sistemédtica ecuaciones cineméticas de manipuladores,
basado en el estudio del movimiento de las juntas cinemédticas mas cominmente empleadas:
juntas rotacionales y prismaticas. Se establecen modelos de tres tipos de manipuladores y se
estudia el efecto de las secuencias de movimientos de los cuerpos y se inicia el estudio de las
reflexiones para crear un modelo de posicién que permita la evasién de obstaculos. Con la
teorfa establecida se crean algoritmos computacionales y se integran en programas que per-
miten visualizar el movimiento de los manipuladores mediante una simulacién tridimensional
de los mismos.

En [24] Martinez, estudia la modelacién matemdtica de la interseccién de trayectorias
planas y tridimensionales, aplicados a un objeto y el 6rgano terminal de manipuladores. Se es-
tablecen restricciones que deben satisfacer las funciones seguidoras que mueven al manipulador
para alcanzar su objetivo, tales como: instante de la generacién de las trayectorias, instante
de interseccién y velocidad inicial. Conocidas las ecuaciones paramétricas de las trayectorias
que seran interceptadas, se establece un sistema de ecuaciones algebraicas que determinan las
ecuaciones paramétricas de la trayectoria interceptora. Conocidas estas 1ltimas, se resuelve
la cinemdtica inversa de la posicién de los manipuladores, modelados mediante el dlgebra de
cuaterniones.

En [18] Jiménez, identifica y caracteriza movimientos: secuenciados, simultdaneos e hibri-
dos de robots. Se establece un marco tedrico para la evasién de obstdculos de un robot de dos
grados de libertad y se formulan tres problemas de evasién utilizando movimientos secuen-
ciados y simultdneos. Basada en la teorfa establecida se simula un proceso de manufactura
requerido por la empresa ABB Sistemas S.A., mediante un robot de tres grados de libertad. Se
emplea el dlgebra de cuaterniones para el andlisis cinemético de los manipuladores estudiados.

En [12] Flores, modela una cadena cinemdtica abierta de dos grados de libertad e imple-
menta mediante un prototipo el control cinemédtico del mismo para la comprobacién exper-
imental del modelo de la posicién. El movimiento es ejecutado mediante motores de paso a
través de una interface conectada a una computadora.

En [40] Rubio, caracteriza dos transformaciones lineales asociadas con una rotacién y
con una reflexién utilizando el espacio vectorial de los complejos, estos, vistos como un sube-
spacio de los cuaterniones. Ademds establece dos modelos cinemédticos de posicionamiento
de un robot plano de dos grados de libertad utilizando las funciones de rotacién y reflexién
establecidas. Construye el marco tedrico del proceso de evasién de obstaculos, caracterizado
por el robot plano y un obstédculo fijo en el plano x-y. Formula el algoritmo que contiene los
criterios de evasién y por ultimo simula el movimiento resultante.

En [36] Pérez, modela los movimientos de un robot paralelo plano RRR, Caracteriza
cuatro clases de movimientos: simultdneos, secuenciales unitarios, secuenciales mixtos, se-
cuenciales hibridos. Propone ademds un modelo de informacién operacional para robots ma-
nipuladores usando la notacién Booch. Este modelo de informacién, se aplica para generar
las reglas que determinan las clases y nimero de movimientos asociados al robot paralelo. El
modelo cinemético es construido utilizando el dlgebra de lo nimeros complejos y se formulan
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los problemas cinemaéticos directo e inverso. Un prototipo del robot paralelo es construido y
controlado para probar algunos movimientos simultdneos.

En [42] Soto, presenta la aplicacién sistemética del dlgebra de cuaterniones para obtener
los modelos matematicos de las secuencias reales de un brazo mecdnico de tres grados de
libertad. Se establecen diferentes modelos, rotando en diferentes secuencias los cuerpos del
manipulador al seguir una trayectoria preescrita.

En [29] Navarro, presenta una forma sistemética para construir un simulador computa-
cional relacionado con un sistema de manufactura tipo serial. El modulo de produccién estu-
diado, consiste en la aplicacién de cordones de soldadura a un componente metal-mecénico.
Se utilizaron en el estudio, tres robots manipuladores espaciales de tres grados de libertad
para simular las operaciones de soldadura. Los modelos cineméticos de posicionamiento de
los robots se generaron utilizando el dlgebra de cuaterniones. El sistema de control de opera-
ciones del médulo se basa en un cédigo binario de procesos. Los modelos cineméticos fueron
programados en el software mathematica.

En [8] Delfin, presenta el modelo cinemético de un robot paralelo plano. Se estable-
cen los problemas cinematicos directo e inverso para los modelos de posicién, velocidad y
aceleracion. Se establecen ademds las primera y segundas derivadas de las bases locales de-
formadas, las relaciones entre las componentes de las velocidades y aceleraciones angulares y
los componentes de las derivadas de los nimeros complejos definidos en forma paramétrica.
Se implementaron las ecuaciones de los modelos en un software especifico para un prototipo
construido.

En [41], [23] vy [11], Ruelas, Martinez y Esquer, extienden el uso de los complejos
en su forma parametrizada, vistos como un subespacio de los cuaterniones, para poder re-
alizar andlisis y sintesis de robots y mecanismos planos involucrando conceptos de velocidad,
aceleracién y trayectorias, algunos de estos estudios tuvieron una aplicacién posterior en un
software de simulacién o en su caso de sintesis de mecanismos para cuatro puntos de presicién.

En [22] Méarquez, establece la aplicaciéon del dlgebra de cuaterniones para la solucién de
problemas cineméticos y dindmicos de robot manipuladores. Se desarrolla una metodologia
sistemdtica y generalizada para modelar la cinemética y la dindmica de robots seriales. Se
parametriza en términos de cuaterniones las ecuaciones cineméticas y dindmicas. Se establecen
las relaciones entre las posiciones, velocidades, aceleraciones angulares y los cuaterniones.
Por dltimo se solucionan las ecuaciones del tipo polinomial de la cinemaética y dindmica de
manera simbdlica, mediante el desarrollo de programas computacionales para la simulaciéon
del comportamiento del sistema robdético.

En [26] Méndez, aplica el dlgebra de cuaterniones a la solucién de la cinemética y dindmi-
ca de mecanismos planos y espaciales de un solo lazo vectorial. Se desarrollan modelos cin-
emdticos espaciales mediante configuraciones iniciales (configuracion no deformada)y config-
uraciones finales (configuracion deformada) de los mecanismos. Se establecen composiciones
de rotaciones espaciales mediante la funcién de rotacién de cuaterniones. Ademds se crean
modelos dindmicos para los casos planos y espaciales.
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En [43], Spring compara los pardmetros de Euler con los pardmetros de Rodrigues, &n-
gulos de Euler y otros conjuntos de pardametros utilizados para la descripciéon de rotaciones
arbitrarias. Mostrando que los pardmetros de Euler tienen la ventaja de ser un mapeo dos a
uno y no singular para describir una rotacién. En adicién muestra que los pardmetros de Euler
forman un cuaternién unitario y que puede ser manipulado usando el dlgebra de cuaterniones.
Spring muestra a través de ejemplos que la aplicacién de tal dlgebra simplifica grandemente
la manipulacién de multiples rotaciones y la rotacién de marcos de referencia.

En [13], Friberg establece un método para calcular los pardmetros de Euler usando los
datos de tres puntos nocolineales los cuales pueden ser dados a partir de un marco inercial. El
préposito es facilitar la derivaciéon de las condiciones iniciales para la solucién de ecuaciones
diferenciales de movimiento.

En [47], Wampler realiza la demostracién de las 40 soluciones no singulares de la cin-
emética directa de un plataforma general de Stewart, mediante el uso de las coordenadas de
Soma, las cuales son idénticas a los cuaterniones duales excepto por un factor de un medio. Los
cuaterniones duales pueden ser representados usando cuaterniones unitarios para la rotacién
de cuerpos y para la representaciéon de un vector de posicion.

En [20] Mdntaras et al, se establece un modelo tridimensional del comportamiento cin-
emdtico de una suspension tipo McPherson, con el propdésito de determinar la influencia de
los pardmetros del sistema sobre la direccién del vehiculo. En dicho modelo la orientacién
de los sistemas de referencia moviles establecidos en los cuerpos que forma la suspencién,
son definidas usando parametros de Euler, buscando eliminar los problemas de incertidumbre
presentado por otras coordenadas angulares.

En [48], Yuan, los cuaterniones son utilizados para modelar los errores de la orientacién del
6rgano terminal en manipuladores para el problema de control de la velocidad y aceleracién. La
formulacién del cuaternién simplifica grandemente el anélisis de estabilidad del error dindmico
de la orientacion.

En [4], Chou los cuaterniones son utilizados para describir rotationes arbitrarias en el
espacio sin degenerar en singularidades. Cantidades fisicas como desplazamiento angular,
velocidad, aceleracién y momentum angular, son expresadas de forma vectorial como matricial
en el espacio vectorial de los cuaterniones.

En [17], Husty resuelve el problema cinématico directo de plataformas tipo Stewart-
Gough. Este usa un conjunto minimo de ecuaciones de restricion obtenidas mediante un
mapeo cinemdtico para producir un polinomio de variable tinica de 4° grado. Dicho mapeo
representa un movimiento espacial arbitrario en un sistema fijo, mediante una rotacién y una
traslacion de un vector definido en un sistema en movimiento. La rotacién expresada en térmi-
nos de pardametros de Euler (cuaterniones de norma unitaria), permite establecer superficies
de restricién algebraicas, que corresponde a la restricién de que un punto de un cuerpo rigido
estd acotado a moverse sobre una esfera. De esta manera el movimiento de cualquiera seis
puntos del plato mévil de la plataforma, puede ser representado como moviéndose sobre seis
superficies esféricas mediante dicho mapeo cinematico.
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En [7], Dam et al, proponen el uso de los cuaterniones como un método para rotar objetos
y ser usados en la animacién por computadora. Para lograr tal objetivo se requieren definir
orientaciones iniciales y finales y mediante métodos de interpolacién, crear orientaciones in-
termedias a traves de las funciones de interpolacién. En dicha investigacione se propone un
nuevo método ptimo de interpolacién llamado "spring", cuya caracteristica importante en
las funciones creadas, es la percepcién de la velocidad angular en el movimiento.

En [28], Mullineux emplea los cuaterniones para describir traslaciones y rotaciones en
el espacio tridimensional, mediante el dlgebra de Clifford. Para obtener traslaciones, define
una variable de valor pequeno, relacionado al cuadrado de uno de los vectores base de su
espacio, cuando la variable pequena, tiende a cero, se obtiene una traslacién. De esta man-
era, se pueden establecer desplazamientos espaciales de objetos tridimensionales, definiendo
posiciones de puntos a través de los cuales se generan movimientos suaves, empleado técnicas
de interpolacién mediante funciones de Bézier y B-spline.

En [35], Perez et al, aplica cuaterniones duales para la sintesis cinemdtica de sistemas
robéticos restringidos. Estos sistemas se componen de cadenas seriales con restricciones en el
movimiento, impuestos por las juntas empleadas. Las ecuaciones cinemdtica son formuladas
mediante desplazamiento de tornillos sucesivos, tal que las variables diseno son las coorde-
nadas que definen los ejes de las juntas en una posicién de referencia. Entonces los cuaterniones
duales, se emplean para definir dichos desplazamientos y para simplificar la estructura de las
ecuaciones de diseno.

En [30]-[34] Nikravesh et al, realizaron estudios desde un punto de vista matricial de los
pardmetros de Fuler y sus derivadas respecto al tiempo, estableciendo identidades entre: los
pardmetros, velocidades y aceleraciones angulares de los cuerpos, dichas identidades permiten
establecer ecuaciones cinemédticas y dindmicas para sistemas mecédnicos restringidos (cuerpos
unidos por juntas cineméticas). Lo anterior derivé en un procedimiento sistemdtico para
generar las ecuaciones de movimiento para sistemas mecédnicos que puede ser orientado para
la creacién de programas de computadora de propdésito general. Una consecuencia directa del
procedimento es la exigencia del conocimiento tanto de las propiedades matemaéticas de los
pardmetros de Euler, como de cada uno de los modelos que representan las juntas cineméticas
para crear ecuaciones de restriccién del movimiento.

En [27], Morton especifica la orientacién de un cuerpo rigido arbitrario en términos de
un conjunto de cuatro pardmetros de Euler. De esta manera reemplaza el vector de veloci-
dad angular en la ecuacién de momentum angular del cuerpo, dejdndola en funcién de los
parametros. A través del uso de las ecuaciones de Euler, se férmulan las ecuaciones dindmicas
rotacionales en términos de un sistema de ocho ecuaciones diferenciales acopladas de primer
orden involucrando los cuatro pardametros de Euler y los cuatro momentums conjugados. El
conjunto de ecuaciones diferenciales es resuelto numéricamente para un caso representativo
de movimiento libre de torque de un cuerpo rigido arbitrario asimétrico.

En [9], Dooley y McCarthy establecen las ecuaciones dinamicas de movimiento de sis-
temas de robots cooperantes, mediante la conexién de ecuaciones de movimiento de los cuerpos
del sistema y el objeto a manipular y empleando las ecuaciones de restriccién de la cddena
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cerrada. Las restricciones se establecen mediante el dlgebra de cuaterniones duales. Estos em-
plean cuaterniones para formar un vector de dimensién ocho y representar un desplazamiento
espacial, siendo los cuatro primeros términos asociados a la rotacién y los segundos términos
asociados a la traslacién. Con esta dlgebra se establece y resuelve el modelo dindmico de un
péndulo doble, en el cual la tinica fuerza externa es la gravedad y se verifica la conservacion
de la energia para el movimiento.

En [5], Cooke et al, se establece la creacién de un simulador aerodindmico de propési-
to general que es particularmente 1til a los estudiantes de aerodindmica, para analizar de
manera gréfica las caracteristicas de estabilidad y de control de diferentes aeronaves. Una
caracteristica clave del simulador es el uso de los cuaterniones para la representacion de la
orientacién del avién, para evitar las singularidades y las altas variaciones de datos asociadas
con los dngulo de Euler, la representacion mas comtn de la orientacién.

En [19], Le Saux et al, se resuelve de manera numérica el modelo dindmico de un disco en
rodamiento sobre un soporte plano. Dicho modelo simula la dindmica de un disco tomando en
cuenta diferentes modelos de friccién: resistencia contra el deslizamiento, giro y rodamiento,
adems4s se estudia el decaimiento de la energia del sistema durante su etapa final. Dado que el
disco experimenta rotaciones arbitrarias y debido a que la descripcién de la orientacién de un
cuerpo rigido basado en tres pardmetros incluye una singularidad para una cierta orientacion,
el modelo dindmico parametriza la orientacién del disco con pardmetros de Euler (cuaterniones
unitarios).

En [14], Geradin et al, aplican los cuaterniones para modelar las rotaciones experimen-
tadas por cuerpos deformables, muestran una técnica para representar grandes rotaciones
finitas en términos de solamente tres pardametros independientes, el vector de rotacién confor-
mal, es descrito y aplicado a la formulacién de elemento finito de problemas de mecanismos
tridimensionales. Un elemento finito de viga que experimenta grandes rotaciones finitas y
varios tipos de juntas rigidas se han desarrollado. Se presentan ejemplos de prueba los cuales
demuestran la aplicabilidad de la técnica propuesta.

Objetivos de la Tesis

Muchas de las referencias mencionadas, establecen tanto ecuaciones cinemadticas como
ecuaciones dindmicas de sistemas mecédnicos espaciales empleando el dlgebra de cuaterniones
o los pardmetros de Euler. En el estudio de los sistemas mecénicos, un drea de interés reciente
ha sido los robots paralelos espaciales o plataformas paralelas espaciales.

Los estudios actuales empleando el dlgebra de cuaterniones, se han avocado a resolver
el problema de la posicién de las plataformas en sus modalidades de cinemaética inversa y
directa, nula atencién han sido dadas a los andlisis de velocidad y aceleracién y como una
consecuencia al anglisis dindmico. Siendo estos andlisis de gran importancia para el disefio y
control de cualquier dispositivo mecédnico y debido al aumento de aplicaciones utilizando ro-
bots paralelos espaciales, se establece un interés en la investigacién de estos robots empleando
el dlgebra de cuaterniones como una herramienta analitica para generar y estudiar modelos
tanto cineméticos como dindmicos.
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Por otra parte en [37] y [38], Avila report6 dos investigaciones posdoctorales relacionadas,
donde se estudian de manera sistemaética las propiedades de los cuaterniones para modelar
rotaciones de cuerpos rigidos. En [38] se desarrolla un modelo cinemdtico de la posicién para
un manipulador serial empleando la funcién de rotacién vectorial definida en [37]. En dichas
investigaciones no se estudian modelos cineméticos de la velocidad y aceleracién, ni dindmicos
del manipulador serial.

Se concluye de esta manera, que no existe investigacién alguna relacionada con los anélisis
cinemdtico y dindmico de robots paralelos espaciales, empleando el dlgebra de cuaterniones
o empleando los pardmetros de Euler. Razén por la cual se presenta la siguiente tesis, cuyos
desarrollos emplearén la definicién de rotacién vectorial del dlgebra de cuaterniones definida
en [37].

Objetivos de la Tesis
Los objetivos de esta tesis son el andlisis cinématico y dindmico de un robot paralelo
espacial, empleando la rotacién del dlgebra de cuaterniones en su forma vectorial.

Aportaciones al Estado del Arte
Aplicacién de la operaciéon de multiplicacién del dlgebra de cuaterniones:

= Para la representacion de las composiciones de rotaciones de cuerpos rigidos.

= Para la representacién de las composiciones de velocidades y aceleraciones angulares en
funcién de los pardmetros de los cuaterniones.

= Para la definicién de las velocidades y aceleraciones lineales de puntos de un cuerpo
rigido en funcién de los pardmetros de los cuaterniones.

= Para establecer la relacion existente entre las velocidades y aceleraciones angulares y
los parametros de los cuaterniones.

= Para establecer las ecuaciones de restriccién cinemédtica de juntas esféricas, en los mod-
elos de la posicién, velocidad y aceleracion.

= Para la transformacion a distintas bases de los vectores de velocidad y aceleracién tanto
lineal como angular.

= Para la transformacién a distintas bases de los vectores de fuerzas y momentos tanto
externos como internos.

Las aportaciones anteriores son el resultado final de las siguientes ideas y cuestionamientos.

Antecedente: Se parte de conocer que es posible rotar un cuerpo rigido, empleando un
cuaternion general (rotacién de un dngulo alrededor de un eje, ambos arbitrarios) y la funcién
vectorial de rotacién del dlgebra de cuaterniones definida en [37].
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Para establecer el modelo cinemdtico de posiciéon se plantea lo siguiente:
Dada la regla de rotacién de un cuerpo rigido empleando un cuaternién general

1.- ;Existe una regla de composicién de rotaciones para expresar la misma orientacién del
cuerpo rigido?

2.- ;Esta regla se basa en la operacién de multiplicacién o la funcién de rotacién del dlgebra
de cuaterniones?

3.- Dado uno de los casos anteriores ;jcémo se define esta regla?

Para establecer el modelo cinemdtico de velocidad se plantea lo siguiente:
4.- ;Cual es la expresién de velocidad angular asociada al cuaternién general?
5.- ;Cual es la expresion de velocidad angular asociada a la composicién de rotaciones?

6.- ;Como se define la regla que asocia la velocidad angular a la velocidad lineal en
ambos casos?

7.- ;Cual es la relacién que existe entre las velocidades angulares definidas en R* y R3?

Para establecer el modelo cinemadtico de aceleracién se plantea lo siguiente:
8.- ;Cual es la expresion de aceleracién angular asociada al cuaternién general?
9.- ;Cual es la expresién de aceleraciéon angular asociada a la composicién de rotaciones?

10.- ;Cémo se define la regla que asocia la aceleracién angular a la aceleracién lineal
en ambos casos?

11.- ;Cual es la relacién que existe entre las aceleraciones angulares definidas en R* y

R3?

Para establecer el modelo dindmico se plantea lo siguiente:

Empleando las ecuaciones dindmicas de Newton-Euler, las cuales definen sus ecuaciones
en las bases locales adheridas a los cuerpos:

12.- ;Cual es la regla para expresar velocidades y aceleraciones, tanto lineales como angulares,
en las bases locales?

13.- ;Cual es la regla para expresar vectores de fuerzas y momentos, tanto internos como
externos, en las bases locales?

A partir de los cuestionamientos establecidos, se desarrolla la presente tesis.
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Estructura de la Tesis
La tesis estd estructurada en cuatro capitulos y dos apéndices.

El Capitulo 1 se abordan conceptos generales de la cinematica de cuerpos rigidos desde
el punto de vista de la mecédnica del medio continuo. Se definen los conceptos de cuerpo,
movimiento de un cuerpo, ademds de la primera y segunda derivadas conocidas como la
velocidad y aceleracién del movimiento. De esta manera, se puede establecer el concepto de
movimiento rigido y el movimiento de un cuerpo rigido compuesto de traslaciones y rotaciones.
Por 1ltimo se dan los conceptos de base global, base inercial y base local. Todo lo anterior para
justificar las operaciones entre las coordenadas de los puntos de un cuerpo y los cuaterniones
involucrados. Por otra parte se abordan conceptos de la cinemédtica espacial de cuerpos rigidos
asociados a la variacién de la magnitud y orientacién de un vector respecto al tiempo. Dichos
conceptos se representan en el espacio vectorial de los cuaterniones. Se obtiene expresiones
para la posicién, velocidad y aceleracién tanto lineal como angular, considerando el
movimiento del cuerpo como una sucesion de rotaciones y en funcién de los pardmetros de
los cuaterniones.

También se obtienen representaciones matriciales asociadas a las funciones de velocidad y
aceleracion angular, que son familiares al movimiento tridimensional de los cuerpo rigidos.
Por dltimo se muestran las propiedades geométricas de los conceptos obtenidos y como se
definen estos entre los espacios vectoriales de R® y R*.

El Capitulo 2 presenta el andlisis de posicién, velocidad y aceleracién de una
Plataforma Paralela Espacial y se resuelve el problema cinemédtico inverso. Se emplean las
formulaciones hechas en el Capitulo 1, para expresar conceptos de velocidad y aceleraciéon
lineal en funcién de la velocidad y aceleracién angular en términos de los pardmetros de
los cuaterniones.

Para el analisis de posicién, el movimiento de los cuerpos se obtiene mediante la funcién
de rotacién de los cuaterniones. La ecuacién de posicién se establece usando ecuaciones de lazo
vectorial y las normas de los cuaterniones incégnitas. Esto permite el cdlculo de los pardmetros
de los cuaterniones y apartir de estos se calculan los dngulos girados por los cuerpos.

Para el analisis de velocidad y aceleracién, las ecuaciones se establecen mediante la
primera y segunda derivada respecto al tiempo de las ecuaciones de posicién y las normas. De
la solucién de este sistema de ecuaciones, se obtienen las velocidades y aceleraciones angulares
de los cuerpos.

El Capitulo 3 presenta el andlisis dindmico de la plataforma desde el punto de vista de
los pardmetros de los cuaterniones. Se establece el diagrama de cuerpo libre para la plataforma,
mostrando las fuerzas y momentos de reaccién que representan las restricciones impuestas por
las juntas cineméticas. También se establecen las fuerzas y torques externos aplicados a la
plataforma debido al contacto con el medio y/o por las necesidades de actuacion.

Las ecuaciones dindmicas de Newton — Euler son escritas para cada cuerpo rigido. Y
por ultimo vectores de velocidad, aceleracion, fuerzas y momentos se expresan en distintos
sistemas de referencia mediante la funcién de rotacién de los cuaterniones.
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El Capitulo 4 recoge a manera de conclusiones las aportaciones fundamentales de este
trabajo, asi como las principales lineas de investigacién que basadas en el trabajo sugiere el
autor.

El Apéndice A presenta algunas propiedades del dgebra de cuaterniones.

El Apéndice B presenta la generacién de una trayectoria propuesta, que deberd seguir
un punto del érgano terminal de la plataforma y su orientacién respectiva.



Capitulo 1

Cinematica de Cuerpo Rigido

1.1. Introducciéon

En este capitulo se abordan conceptos generales de la cinemética de cuerpos rigidos desde
el punto de vista de la mecanica del medio continuo [1],[15]. Se define el concepto de cuerpo,
movimiento de un cuerpo y la trayectoria que este escribe, ademds de la primera y segun-
da derivadas conocidas como la velocidad y aceleracién del movimiento. Se definen también
el campo material y espacial asociado con dicho movimiento. De esta manera, se puede es-
tablecer el concepto de movimiento rigido y el movimiento de un cuerpo rigido compuesto de
traslaciones y rotaciones. También se establecen de manera introductoria los cuaterniones y
algunas de sus propiedades y la relacién que esta guarda con las rotaciones. Por iltimo se
dan los conceptos de base global, base inercial y base local [2]. Este tltimo dependiente de la
funcién de movimiento, un punto material en el cuerpo definido como origen de un sistema y
una base en R®. Todo lo anterior para justificar las operaciones entre las coordenadas de los

puntos de un cuerpo y los cuaterniones involucrados.

De esta manera, para poder modelar los movimientos de cuerpos rigidos, se desarrolla
mediante la representacion paramétrica de la rotacién dada en [37], conceptos de la cinemética
de cuerpos rigidos asociados a la variacién de la magnitud y orientacién de un vector respecto
al tiempo. El desarrollo de dichos conceptos tendran su representacién en R*, el espacio

vectorial de los cuaterniones.

Se presentan entonces las formulaciones de las ecuaciones de posicién, velocidad y
aceleracion lineal de puntos de un cuerpo rigido y las ecuaciones de posicién, velocidad
y aceleracién angular de cuerpos rigidos en el espacio tridimensional utilizando el dlgebra
de cuaterniones. El andlisis principia considerando que la orientacién de un cuerpo rigido en el

espacio tridimensional puede definirse mediante una rotacién alrededor de un eje o mediante
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la composicién de un minimo de tres rotaciones en ejes distintos [44].

Lo anterior permitird en una segunda instancia, obtener expresiones para la posicidn,
velocidad y aceleracién tanto lineal como angular, considerando el movimiento del cuerpo
como una sucesién de rotaciones y en funcién de los pardmetros de los cuaterniones. En una
tercera instancia se obtienen algunas representaciones matriciales asociadas a las funciones
de velocidad y aceleracién angular, que son familiares al movimiento tridimensional de

los cuerpos rigidos.

Asi mismo se demuestran las propiedades geométricas asociadas a las definiciones obtenidas,
tales como la perpendicularidad entre los vectores de velocidad lineal y los vectores de posi-
cién, asf como las componentes vectoriales tangenciales y normales de la aceleracién lineal,
entre otros. Por ultimo se muestra la relaciéon que existe entre los vectores que representan la
velocidad y aceleracién angular de manera paramétrica en R* y su contraparte en el espacio
de R3.

1.2. Conceptos Generales de Cinematica de Cuerpo Rigi-
dos y su Relacién con el Concepto de Cuaternién

El estudio de la cinemética de cuerpos rigidos se basa en [1]:

A Definicién de cuerpo general B.

B Definicién de movimiento de un cuerpo.

C Definicién de cuerpo rigido.

D El movimiento de un cuerpo rigido compuesto exclusivamente de traslaciones y rotaciones.
Estos conceptos se toman casi sin modificacién de [15].
La introduccién de los cuaterniones se basa en:

E Representacién de rotaciones mediante la teorfa de cuaterniones.
A su vez, para poder manejar adecuadamente en el contexto de ingenieria mecénica la

cinemdtica y dindmica de los cuerpos considerados, es necesario introducir los conceptos de:

F Base global, base inercial y, sobre todo, base local.

En lo que sigue se explicitan los puntos A a F.
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A. Conceptos Bdsicos Generales

Definicién .- Un cuerpo B es una region reqular del espacio £ asociado al espacio afin
(E3,R3,p), o sea, para B # @:

a) B es acotado.
b) B es simplemente conezo.

c) La frontera de B, 0B, estd formada por un nimero finito de partes:
OB = Qlazsi, n>1

Tal que cada 0B; admite una representacion analitica. Las partes OB; pueden intersec-

tarse cuando mucho en un conjunto de medida cero de E3.

B. Movimiento de un Cuerpo
Definicién .- Un movimiento x de un cuerpo B es una funcion de clase C3:
x: B x R—E

Tal que para cada t fijo, la funcion x(+,t) es una deformacion. De esta manera un movimiento

es una familia de deformaciones de un pdrametro suave, siendo el pardmetro el tiempo t.

Se refiere a:
x =x(p, 1)

Como el lugar ocupado por el punto material p en el tiempo t y se escribe:
Bt = X(B7 t)
Para el lugar ocupado por el cuerpo en el tiempo ¢.

Es frecuentemente mds conveniente trabajar con lugares y tiempos que con puntos ma-

teriales y tiempos, por esta razon se introduce la trayectoria.
Definicién .- La trayectoria 7 del movimiento x es:

T ={(x,t) | x €B;, teR}
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Para cada t, x(, t) es una funcién uno a uno de B sobre B;; por lo tanto existe para cada

t, su inversa:

p(-,t) : B—DB

Tal que:

Dado (x,t)eT:

P :p(X, t)

Es el punto material que ocupa el lugar x en el tiempo t.

La funcién:

p:7T—B

Asi definida, es llamada la funcién de referencia del movimiento.

La derivada de x respecto al tiempo:

(p.1) = £ x(p.1)

Se llama la velocidad del movimiento. Y la segunda derivada de x respecto al tiempo:

o0 82
X (pa t) = @X(pv t)

Se llama la aceleraciéon del movimiento.

Usando la funcién de referencia p se puede describir la velocidad x(p,t) como una funcién

v(x,t) del lugar x en el tiempo ¢. Especificamente:
v:T —Y

Es definido por:
v(x,t) = X(p,t) = X(p(x.1),1)

Y es llamada la descripcién espacial de la velocidad. El vector v(x,t) es la velocidad del

punto material, el cual en el tiempo ¢, ocupa el lugar x.
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Ms4s generalmente, cualquier campo asociado con el movimiento puede ser expresado como
una funcién del punto material y el tiempo con dominio B x R, o como una funcién del lugar
y el tiempo con dominio 7.

Por lo tanto se introduce la siguiente terminologia: un campo material es una funcién
con dominio B x R, un campo espacial es una funcién con dominio 7. El campo X es

material, el campo v es espacial.
Definimos la descripcién espacial ®; de un campo material (p,t) — ®(p,t) por:
®.(x,t) = ®(p(x,1), 1)
Y la descripcién material €2, de un campo espacial (x,t) — Q(x,t) por:

Q,.(p,t) = Qx(p,1),1t)

La descripciéon material de ®, es:

La descripcion espacial de €2, es:
(Qm)s = Q

Dado un campo material ® se escribe:

B(p,t) = ;;P(p,t)

Para la derivada con respecto al tiempo ¢t manteniendo el punto material p fijo, y:
V@(p,t) = Vp®(p, 1)

Para el gradiente con respecto a p manteniendo ¢ fijo. <].ﬁ> es llamado derivada temporal
material de ®, V® es llamado el gradiente material de ®. En particular, el campo mate-
rial:

F =Vx

Es el gradiente de deformacién en el movimiento x. Ya que el mapeo (p,t) —x(p,t) es
una deformacién de B:
det F >0

Similarmente, dado un campo espacial €2 se escribe:

Q(x,t) = gtﬂ(x,t)
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Para la derivada con respecto ¢, manteniendo el lugar x fijo, y:
grad Q(x,t) = V,Q(x,t)

Para el gradiente con respecto a x manteniendo ¢ fijo. ' es llamado derivada temporal

espacial de 2, grad €2 es llamado el gradiente espacial de 2.

Es conveniente definir la derivada temporal material 2 de un campo espacial €2. Q
representa la derivada temporal de €2 manteniendo el punto material fijo. De esta manera
para calcular €2, se transforma €2 a la descripcién material, se toma la derivada temporal

material, y entonces se transforma de regreso a la descripcién espacial:

Esto es:

0
Q(x,t) = aﬂ(x(p,t),t) lp=p(x.t)

La siguiente proposiciéon muestra que la derivada temporal material conmuta con las trans-

formaciones materiales y espaciales.
Proposicién .- Sea ® un campo material suave, £ un campo espacial suave. Entonces:

(@), = (@) =9,
Q) = (Qm)’zém

La relacién entre las derivadas temporales materiales y espaciales es mostrada en la sigu-
iente proposicién.
Proposicion .- Sean ¢ y u campos espaciales suaves con p valuado escalarmente y valuado

u vectorialmente. Entonces:

= ¢ +v-gradyp

Ce Ce
|

= u' + (gradu) v

De esta manera en particular:

v =v 1+ (gradv)v

Una simple aplicacién de la proposiciéon anterior, es expresada en el siguiente resultado,
el cual da la derivada temporal material del vector de posicién r:£ — V definido por:

r(x) =x—o
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Proposicion .- Considere el vector de posicion como un campo espacial definido por

r(x,t) = r(x) para cada (x,t) € T. Entonces:
r=v
Proposiciéon .- Sea u un campo vectorial espacial suave. Entonces:
V(u,) = grad(u),,F
Donde F es el gradiente de deformacidn.

El campo espacial:
L = gradv

Es llamado el gradiente de velocidad.
Proposicién

F = L,F
F - (gradv),,F

Dado un punto material p, la funcién s : R — & definido por:

s(t) = x(p, 1)

Es llamado lineas de trayectoria de p. Claramente s es una solucién de la ecuacién difer-

encial:

s(t) = v(s(t),t)

C. Cuerpo Rigido

Definicién .- Un movimiento x es rigido si:

— | x(p,t) —x(q,t) |=0
5 | (P t) —x(q,1) |
Para p,q € By t € R*. De esta manera, un movimiento es rigido, si la distancia entre

cualquiera dos puntos materiales permanece constante en el tiempo.

Definicién .- Se dice que un cuerpo B es rigido, si sélo admite movimientos rigidos de

B.
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D. Movimiento de un Cuerpo Rigido compuesto de Traslaciones y Rota-

ciones.

Caracterizaciéon .- Sea x un movimiento, y sea v el correspondiente campo de veloci-

dades. Entonces lo siguiente es equivalente:
a) x es rigido.

b) En cada tiempo t, v(-,t) tiene la forma de un desplazamiento rigido infinitesimal de, esto

es, v(-,t) admite la representacion:
V(X7 t) = V(Y? t) + W(t)(X - Y)
Para x,y € By, donde W (t) es una tensor antisimétrico.

c) FEl gradiente de velocidad L(x,t) es antisimétrico para cada (x,t) € T

Caracterizacion .- Sea x un movimiento rigido de B, entonces para t =ty fijo, x(p, to)

es una deformacion homogénea y:

x(p,to) = x(q,t0) + R(t)(p — q)

Para p,q € B, R: R —0rt, Ort = {R | R es ortogonal y detR > 0}. R es ortogonal
St
RR"=R'R=1
FEquivalentemente:

u-v=Ru-Rv

El conjunto de todos los v €R? tal que:
Rv=v

Es un subespacio unidimensional de R3, llamado eje de R.

E. Cuaterniones y Rotaciones

Como es sabido, los cuaterniones forman un cuerpo no conmutativo (Apéndice A), esto
es su suma es conmutativa, pero la multiplicacién no. La forma clasica de los cuaterniones es
(a,b), a,b € C. Con suma:

(a,0) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d)
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Y multiplicacién:
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Donde d es el complejo conjugado.

Teorema .- El cuerpo de cuaterniones es isomorfo a R x R® = {(a,v)|a€R, v €R3}

con las operaciones [1]:

s Suma:
(a,v)+ (byw) = (a + b, v+ w)

= Multiplicacion:

(a,v)* (byw) = (ab—v-w, aw +bv + (Vv X W))

La norma de un cuaternion es:
[(a,V)[[ = Va*+v-v

Su inverso multiplicativo es:

Para (a,v) # (a,0)

Teorema (Férmula de Hamilton para Rotaciones).- Un cuaternion q se llama
rotacioén s: tiene la forma:

q= (cosf, senfe)
2 2

Donde e es un vector unitario llamado eje de rotacién. Entonces iin giro de o radianes
alrededro de e, estd dado por:

a=qxaxq!

Caracterizaciéon de las Rotaciones

L gl =1

2. Las rotaciones con cuaterniones forman un grupo isomorfo al grupo de los matrices

ortogonales con determinante positivo de 3 x 3.
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De esta manera, todo lo que algebraicamente se puede realizar con rotaciones clésicas, es

factible de ser realizado mediante el subgrupo multiplicativo de los cuaterniones q.

Para la congruencia con el resto de la tesis, basta con explicitar las operaciones en términos
de coordenadas, para lo cual se requiere el concepto de base, del cual se derivan otros

conceptos importantes para los sistemas mecdnicos con eslabones.

F. Bases

Se hace notar que el concepto de base estd definido para el espacio vectorial del espacio

afin [2].

Definicién .- Sea V un espacio vectorial, un conjunto generador de V cuyos elementos

forman un conjunto linealmente independiente se llama base de V.

La cardinalidad de una base se llama dimensién de V. En nuestro caso V = R?, dimR? =

3. El concepto de base permite definir un sistema de coordenadas en £3.

Definicién .- Sea (€3, R, p) un espacio afin. Sea {ej, ey, es}, una base de R3. Sea o, un

punto de £3, que se deja fijo y se llama origen. Se le asignan las coordenadas:
o=(0,0,0)
Se definen tres rectas en £3:

L1 = {p|p=o+ae;, aeR}
Ly = {p|p=o0+ ey, BER}
L3 = {p|p=o0+nre; 7€R}

Las coordenadas de un punto cualquiera p se definen como las coordenadas en {ej, es,e3} de

su vector de posicién r:
r = p—o
r = ae1+592+7€3:>P:(aa577)

Ahora sea B un cuerpo, B C £3. Asumiendo que o € B, y sea {e1, ez, e3} una base de R?, el

sistema:
{0% €1, €, 93}

Define unos ejes coordenados en la configuracién material de .
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Sea x: B x R—E3 x R un movimiento de B. Para cada instante ¢ > 0 definimos un

sistema de coordenadas en la configuracién espacial B;:

{x(0,t); e1,es, €3}

Recordemos que para p, fijo, x(p,, t) nos da la linea de trayectoria de p,. Si estamos hablando
de un cuerpo sencillo, (no de un multicuerpo), entonces se dice que {o; e, e2, €3} es una base

global y {x(0,%); e;, €3, €3} es una base local.

Esto obedece a la siguiente consideracién: Sea x un movimiento rigido de B. Consideremos

el desplazamiento del origen o, como una funcién del tiempo ¢, o sea de un pardametro real:
So(t) = x(0, 1)

Como tal es la solucién del siguiente sistema [15]:

So(t) = v(so(t), 1)

Definamos una funcién ¢ del espacio de cuaterniones {(a,v)|a€R, v €R?} en el espacio afin
(E3,R3, p). Sabemos que un sistema de coordenada en £3 es equivalente a la definicién de &3

como sistemas de coordenadas:

? = {po + (ae1 + 582 + ’Yeg)}

Donde p,€E? (como conjunto de puntos), {e;,es, e3} base de R3. Para el espacio de los

cuaterniones Q, sea:
p=Q—E
Tal que:
p (A, V) =80 (A) + (a1 + fe; + ves)

Donde («, 3, 7) son las coordenadas de v. De esta manera definimos un sistema de coordenadas

con origen en s, (\) para cada \. Podemos llamar a cada:

3
So (M) + B (aie;)

Un sistema local de coordenadas, con la ventaja de que ponemos en relacién la imagen x(B, t)
del cuerpo B con el espacio Q de los cuaterniones. Esto permite definir una rotacién (o un

conjunto de rotaciones) por medio de los cuaterniones Q.

Por 1ltimo por base inercial se entiende un sistema de coordenadas cartesianas general-

mente basadas en una base ortonormal que incluye un pardmetro llamado tiempo, en el cual,
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el cuerpo sobre el que no se ejerce fuerza alguna, se encuentra en estado de reposo o moviento

rectilineo con velocidad constante.

Definicién .- Sea a+ (e, + Ses + yes) un cuaternién y q un cuaternién—rotacién. Para

cada tiempo A una rotacién de B, estd dada por:

a = ’1(50(/\); e, ey, €3)

2
paraxq™’) = @(qxe ' (so(N); er,eze3)xq ")

Quedando de esta manera, todo definido en términos de operaciones con las coordenadas

de los puntos de B y de los cuaterniones involucrados, el resto de la tesis queda sustentado

en esta base.
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1.3. Orientacién de un Cuerpo en el Espacio

Para las siguientes definiciones se establece una base inercial (invariante respecto al tiem-
po) e; € R?, para j = 1,2,3, y una base local ej € R3, unida a un cuerpo rigido y que
rota con él. La orientacién del cuerpo estd definida por la orientacién de la base local €. Se
establecen también bases e;, €7 € R* asociadas a las bases inercial y local en R3, que permi-
tirdn realizar operaciones en el espacio vectorial de los cuaterniones y que se relacionan entre

sf, mediante la transformacién Ty : Qy — R? [37], es decir e; = Ty (e;) y €} = Ty (e}).

Se tienen, entonces vectores unitarios e;, e;, €3, dirigidos en los ejes coordenados z,v, z,
respectivamente (fig. 1.1). También se tienen vectores unitarios e, el %, dirigidos en los ejes
coordenados ', ¥, 2p, unidos al cuerpo rigido. En el inicio del movimiento ambas bases e; y

e? coinciden.

Yn &Y

Fig. 1.1 Inicio del movimiento Fig. 1.2 Orientacién final

Para un movimiento de rotacién cualquiera del cuerpo (fig. 1.2), existe un cuaternién general
con eje de giro en el espacio tridimensional y de dngulo 6, que define la orientacién final del

cuerpo y que se establece como:

Definicién 1.- La orientacidn en el espacio de una base local € unida a un cuerpo rigido,

respecto a una base inercial e;, se expresa como:

n 1 —
e} =p(g,e;) = ——oq*e; xq (1.1)

lall
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Tal que e} = Ty(e}) y donde q:cos(%)go + sen(%)gj, para j = 1,2,3. Ademds dados
P = (Po.P1,P2:p3) ¥ 4= (qo, 1, G2, G3) se tiene:

P*d = (pogo — P1q1 — P2q2 — P3q3, Podi + P1do + P2q3 — P3qe,
Pod2 — D143 + P2qo + P3¢, Pogs + P1gz — P2¢i + D3qo)

Y q = (qO7 —q1, —q2, —93)

Dado que la orientacién de un cuerpo rigido en el espacio tridimensional estd comple-
tamente definida mediante tres rotaciones [44], es posible establecer la definicién anterior
mediante la composicién de tres cuaterniones de rotacién. Para este propésito se definen las

siguientes ideas:

1.- Se asocian cuaterniones p1, P2, P3, a los ejes x,y, z, respectivamente, los cuales rotardn

con el cuerpo (fig 1.3a).

2.- Se produce el giro en el eje x usando el cuaternion p;. Los elemento de la base ejl- y los

cuaterniones experimentan la rotacién (fig 1.3b).

3.- Se produce el giro en el eje y; usando el cuaternién p} (previamente rotado). Los ele-

mento de la base €3 y los cuaterniones experimentan la rotacién (fig 1.3c).

4.- Se produce el giro en el eje z5 usando el cuaternién p3 (previamente rotado). Los ele-

mento de la base €7 y los cuaterniones experimentan la rotacién (fig 1.3d).

Las distintas orientaciones que los elementos de las base el,e? e3, y los cuaterniones

R R
P, P2, ocupan, serdn definidas analiticamente mediante la funcién de rotacién p. Se tiene

entonces la siguiente proposicién:

Proposicién 1.- La orientacion en el espacio de una base local €] unida a un cuerpo

rigido, que experimenta tres rotaciones respecto a una base inercial e;, se ewpresa como:

1 _
e} =p(g,e;) = —q*e;*q (1.2)
lal
Tal que e} = Ty(e}) y donde q = p, * P2 * P3, para p1 = (p10,P11,0,0), P2 = (P20, 0,p22,0),
p3 = (p30,0,0,ps3), cuaterniones con eje de giro en x,y, z, respectivamente.
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Yy Rot. en x con p,

— yl

Yo

P2

2
Rot. en z, con p,

Fig. 1.3 Composicién de rotaciones

Demostracion:

Dados p1 = (P10, 211,0,0), P2 = (p20,0,22,0), P3 = (30, 0,0, p33), cuaterniones con eje
de giro en z, vy, z, respectivamente, se produce la rotacién de la base ejl» y de los cuaterniones
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p; (fig. 1.3b), en el eje 2 mediante p;:

e; = p(pe)) (1.3)

pi = p(P1.P1) =P
P; = p(p1,p2) (1.4)
p; = p(p1.ps)

La ec.(1.4) establece la posicién actual de los cuaterniones de rotacién. Se produce la rotacién

de la base €7 y de los cuaterniones p? (fig. 1.3c), en el eje y; mediante py:

e = p(py€j) (1.5)

pi = p(p3.p1)
P; = p(P3Ps) =Py (1.6)
p; = (P D3)

Se produce la rotacién de la base e? y de los cuaterniones p? (fig. 1.3d), en el eje zo mediante

p3:

e; = p(ps.€)) (1.7)

p} = p(p3,p})
p; = p(p3, P3) (1.8)

p; = p(p3.pP3) =P}

Ademis las siguientes propiedades se cumplen:

P*q = q*P (1.9)
p*P = P*xp=1=(1,0,0,0) (1.10)
A continuacién se simplifican las expresiones anteriores.
Simplificando e;
De ec.(1.3) se tiene:
1 _
9} = P(Pl;@j) = Wpl * €5 % Pg (1.11)
1



1. Cinematica de Cuerpo Rigido 17

Simplificando pi, p}

De ec.(1.4) y sus conjugados, ec.(1.9), se tiene:

p; = p(P1,p2) = Ip ||2p1 P2 * Py (1.12)
P1

. 1 o

P, = ——3P1*Dy*D (1.13)

[Pl

p; = p(P1,Ps) = D H2p1*p3 D (1.14)
P1

P; = ——DP1*D3*D (1.15)

Ip 1||

Simplificando 9]2-

De la misma manera de ec.(1.5) se tiene:

1 _
e} = p(ps,€j) = WP% x €] * Py (1.16)
2

Sustituyendo ecs.(1.11)—(1.13) en ec.(1.16):

1 1 o 1 _
QJZ' = Tz ( T3 P1*P2 *p1> * < T P11 * p1> ( T 3P1 * Py *P1>
[p2II” \ P4l 1] |1l
1 1 \? _ _ o
= T |73 (Pl*Pz*(P1*P1)*§j*(P1*P1)*P2*p1)
Ip3l" \ [P

Usando la propiedad de la ec.(1.10) se cumple que p, * p1= 1, sustituyendo:

o2 1 ( 1 )3(p1*p2*e By + D) (1.17)

=j 2 2 =j 2 1 :

T el \lpal ’
Ademads para cualquier cuaternién unitario p se cumple que ||p|| = 1, entonces:
1\° 1
Pl P
Finalmente se tiene:
, 1 1
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Simplificando p2
De ec.(1.6) se tiene:
1 —
P3 = p(P2, P3) = 5 P2 * P3 * D
o511
Sustituyendo ecs.(1.12)—(1.14) en ec.(1.20):
) 1 1 _ _
P3 = "o\ 2Pr*P2*Py | k| T oP1*P3 kP ) k| o — 5Pk
Ip2[” NP1 Ip 1|| Ip 1||
1 1y _ _ o
= T ae\iTe (P1 * P2 * (Py * P1) * P3 * (Py * P1) * P * Py)
[p3l1” \llpall
) 1 1 _
P; = 55 (P1*P2*P3*Dy*Dy)
Ip2[I” [[p1

De ec.(1.21) se puede definir su conjugado:

9 1 1 o
P; = 573 (P1*P2% Dy %Py *Dy)
Ip3l” [Pl
Simplificando g?
De ec.(1.7) se tiene:
1 —
e} = p(p3, €}) = — 5P * €} *P;

hed

Sustituyendo ecs.(1.19), (1.21) y (1.22) en ec.(1.23) y usando las propiedades (1.10)

1
3 2. .2 -2
TS
1 1 1 -
— Hp2H2 Hp1H2HP1||2p1*p2*p3*p2*pl *
3 2
1 1 -
P3P o " P2 & * PP )
2 1
1 1 o
o3 i P P2 T Pe T Pax Py
2 1
, 111 o
e = T 2(p1*p2*p3*§j*P3*p2*p1)

2
P31 Iz ll” l[p1 |

A partir de la propiedad de ortogonalidad [37]:

(p(p,q), p(p,r)) = (q,1)

(1.20)

)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

y (1.18):

(1.24)
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Se pueden simplificar:

Ip2|> = (p2,p2) = {p(pL, pL), p(pL, P3)) = (P, P3)
= (p(p1,P3), P(P1,P3)) = (P3, P3)
Ip2)* = lpsl’

Ip[|* = (pipi) = (p(Pr.P2), p(P1, P2)) = (P2, P2)
3" = llpal’
Sustituyendo en ec.(1.24):

G L 1 1
Pl el ps)®

(P1# P2 *P3* €, *Ps* Dy *Dy) (1.25)
Ademis las siguientes propiedades se cumplen para las normas:

Pl P2l [[psll?> = (P1,P1) (P2, P2) (Ps, P3)
= (i +p11) (P30 + P32) (PR + P33) (1.26)

Por otro lado se tiene:

||P1 * P2 * p3||2 = <p1 * P2 * P3, P1 * P2 * P3>
= (plo+ 1) (Pho + 052) (P30 + P33) (1.27)

De ecs.(1.26) y (1.27) se concluye que:

2 2 2 2
[P1]” [Ip2lI” [ps[I” = [Py * P2 * ps| (1.28)

Finalmente si renombramos g? por €}, la ec.(1.25) puede ser declarada como:

1 _
e = ——=qxe;xq=p(q,e;)

2
lal
q = P1*P2*Ps3
Que es lo que buscamos. W

La Proposicién 1 puede aplicarse para cuaterniones con ejes de giro diferentes del orden

x,y, 2. Ya que la demostracién se cumplirfa para rotaciones con ejes cualesquiera.
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1.4. Ecuacion de Posicion

Apartir de la Definicién 1 y la Proposicién 1, la posicién actual de un vector r que

experimenta una rotacién arbitraria q, estd dada por:

3y

Fig. 1.4 Base inercial Fig 1.5 Base local

Proposicién 2.- La posicion de un vector cualquiera R € R*, que varia su orientacion
y magnitud con el tiempo, estd dada por:

1
R =p(q,r)=—5q*rxq (1.29)

2
lall

Donde r =r; e;.
Demostracion:

De las figuras 1.4 y 1.5, se tiene:
R = Rj €.

J

— Ry
R = Tj €5

Apartir de la Definicién 1 o de la Proposicién 1, la base local €} puede ser expresada

como una combinacién lineal de la base inercial e;, esto es:

Riej = rj¢
= Ty p(qagj)
= pla, rj e;)

R = p(q, r)
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La expresién anterior es vilida, si el cuaterniéon q es una rotacién simple o si esta, representa
una composicién de tres rotaciones q = p; * p2 * p3, donde p; es una rotacién en un eje

cualquiera para j = 1,2,3. Ademds r =r; e;. W

1.5. Ecuacién de Velocidad Lineal

Teorema 1.- La velocidad lineal V de un vector cualquiera R, que varia su orientacion

y magnitud con el tiempo, estd dada por:
V=(WxR—-RxW)+p(q,r) (1.30)
Para R,VER*y W = (.1 x q, donde:

W—  wector de velocidad angular media asociado a q
(WxR —Rx W) — wector de velocidad lineal por cambio de orientacion

p(q, f”)— vector de velocidad lineal por cambio de magnitud

Demostracion:

A partir de la Proposicién 2, se tiene la siguiente funcién del tiempo:
1 _
R(t) = p(a(t),x(t)) = Wq(t) «r(t) = q(t) (1.29)

Derivando respecto al tiempo:

1
Ol

_ <Hq(1)|| )'< (1) * v(t) < q(t)) + (H o ;) () +r(t) (o)

1 e
- (Hq()” )( (1) = x(t) = (1))

V() = ”qé)‘z(q(t)*r(t)*q<t>+q<t>*r(t)*é<t>+q<t>*5<t>*q<t>) (1.31)

Los dos primeros términos establecen una variacién de orientacién con respecto al tiempo del

R(H) = V() = pa(t).r(t) = (‘q () » r<t>*q<t>)

vector r. Estos términos miden la velocidad lineal en la configuracién inicial r. Se procedera a
definirlos en la configuracién actual R. El tercer término establece una variacién de magnitud
del vector r, este se encuentra definido en la configuracién actual. Por lo tanto se expresardn

los términos restantes en la posicién instantédnea del vector. De ec.(1.29):
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q = 71 q L * q *
AR = (ryat =01 +a()) <a()
1 _ _
1
= —————r(t)

la(t) * a(t)]”
p(at), R(t)) = r(t)

Sustituyendo ecs.(1.32) en ec.(1.31) y eliminando el pardmetro (¢) por brevedad:

=l (q p(q,R)*G+q*p(q,R)*q+q*£*q>

Analizando el primer término de ec.(1.33):

a*p(@R)*q = qx (H ng*R*q> q
1
= 201 qxR
4l

Analizando el segundo término de ec.(1.33):

q*p(@,R)*q = q=* <|| P q*R*q> q

1
= —sRxqx a
(1l
Sustituyendo ecs.(1.34), (1.35) en ec.(1.33):
1 1 1
vV = 2( 2q gxR+ —5Rx*qx* q) 2q>s<r>|<q
lall” \ 4l [al® lal
1 1 o
= TaFiaF (q qx R+R*q*q>+p(q,r)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

A partir de la propiedad q * @ = 1, se obtiene la siguiente identidad derivando respecto al

tiempo:

q*g+q*q = 0

(1.37)
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Utilizando la propiedad de la ec.(1.28) y sustituyendo ec.(1.37) en ec.(1.36):

1 ° o ° _ d
V = |m*qw<q>|<q>t<R—R*q*q)—i—,O(q,r)

V = (WxR—R*W)+p(q,T) (1.38)
Tal que ||q * QHQ =1y W= q * q. Finalmente se obtiene lo que buscamos. M
A continuacién se muestra la relacién que tiene el vector W con la velocidad angular de

la base local €] y su respectiva representacién matricial.

Corolario 1.- El vector W € R* que representa la velocidad angular media asociada a q

de la base local €}, estd dado por:

o 1

W:q*ﬁ:§9g (1.39)
Donde u es el vector unitario del eje de giro y se define como u = (0,u,,u,,u,), tal que
|lul| = 1. Ademds la representacion matricial de la funcion ¢; = (W xe; —e; * W), para

3 =1,2 3, asociada al vector W es:

0 0 0 0
0 0 —w w
Mw| — z Y 1.40
[Mw] 0 w. 0 —w, (1.40)
0 —wy wy 0

Tal que: wy = Ougy, wy = 0uy, w, = 0Ou,.

Demostracion:

El cuaternién general q y su conjugado se definen respectivamente como:

7 0
q = 003(5)90 + sen(§)g
_ 7
q = 005(5)90 - sen(ﬁ)g

Donde e, = (1,0,0,0), u = (0, uy, uy,u;) y ||ul| = 1. La derivada de q respecto al tiempo
para e, y u fija es:
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2
Renombrando cos = ¢, sen = s y tomando en cuenta que uxu= — ||ul|“e, =

a calcular W:

W =

Donde e, x e, =€), gy *u =

W =

Se obtiene lo que buscamos.

§ = 5 (—sen(g)eo + cos(g)u>

dq dq do
dt — dedt

)+

—e,, se procede

(1.41)

Lo anterior confirma que W es el vector de velocidad angular

media. A continuacién obtenemos la representacion matricial. Evaluando la funcién 1; =

(W s e; —e; * W) respecto a la base e; € R* para j = 0,1,2,3, y usando ec.(1.41) se tiene:

P, =
lbl =
Py =

(
(
(
Yy = (

Wixe, —e)* W

Wixe, —e,* W

Wixe; —e;+* W

) =
)=
)=
)=

(

0. 0, 0)

0, éuz, —éuy)
—éuz, 0, éugC)
éuy, —éum, 0)
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La representacién matricial es:

Mw] = [ %0, %1 W W ]

o0 0 0 0 0 0 0
0 0 —Ou, Ou 0 0 —w,
Mw] = . I - We (1.42)
0 Huz 0 —Gum 0 W 0 —Wg
|0 —0u,  Ou, 0 0 —wy ws 0

Donde: w, = 0u,, w, = 0u,, w,= 0u,.Lasubmatriz obtenida al eliminar el primer renglén
y columna de la ec.(1.42), es la matriz antisimétrica correspondiente a la velocidad angular
de la base local €] € R3, respecto a la base inercial e; € R?3[39], visto también como un

movimiento esférico relativo entre ambas bases [46]. W

A continuacion se establecen definiciones equivalentes al Corolario 1 para W'y [Mw],

para una composicién de rotaciones.

Corolario 2.- Si q representa una composicion de rotaciones, tal que q = p1 * P2 * P3,

el vector de velocidad angular media W € R* asociado a q estd dado por:

W:&*G:Wl—|—p(p1,W2)—l—,0(p1*p2,W3) (143)

Donde W, = f)j «p; = 3 0; e, f)j = 30; (e; *p;), W,—vector de velocidad angular

media asociado a pj, para j = 1,2,3. Ademds la representacion matricial de la funcion
Y, = (W *e; — e * W) , para j = 1,2,3, asociada al vector W es:

0 0 0 0

[MW] _ 0 0 — (c@l(:@gwg + 591CU2) c@lwg — 6(92891(4)3 (144)
0 ch1cByw5 + s01wo 0 — (w1 + sOws3)
0 — (691w2 — 6928910.}3) w1 + 5920.13 0

Tal que 0; = w;.

Demostracion:
Se sabe que q = p1 * p2 * p3. De la definicién de W  se tiene:
W = (.1*5
P1 * P2 % P3)* * (P1 * P2 * P3)
Py * P2 * P3 + P1 % Py * P3 + P1 # P2 * P3) * (D3 * P2 * 1)
= DusDu P+ (Do *Py) i+ prps+ (By By )+ D3+ By
W = W, +p(p1, W) + p(p1 * p2, W3) (1.45)

(
(
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Donde W; = f)j * P;, para j = 1,2,3. Se obtiene lo que buscamos. Para obtener la repre-

L[]
sentacion matricial, es necesario expresar W; en funcién de 6;. Para esto se tiene:

0; 0;

p; = cos(;)go + sen(g)gj (1.46)

La derivada de p; respecto al tiempo para e, y e; fija es:

b~ i _ dp;db;
i Tat T de, dt
d 0, 0, .
= W (cos(g)eo + sen(;)e]) 0;
1 0; 0, .
= 5 (—sen(g)eo + cos(2j)ej> 0;
p; = 50(e*p) (1.47)

Sustituyendo en la definiciéon de W :

0 e, (1.48)

Se confirma nuevamente que W es el vector de velocidad angular media. A continuacién
obtenemos la representacién matricial. Evaluando la funcién ¢, = (W *e; — € * W) re-
specto a la base e; € R* para j = 0,1,2,3 y usando ecs.(1.45), (1.46) y (1.48) se tiene:

¥y = (Wiey—eg«W)=(0, 0, 0, 0)
'(pl = (W *€ — & * W) = ( 0, 0, C@lcezég + Selég, —Celég + 092801é3 )
¢2 = (W * €9 €, * W) = ( 0, —09109253 - S@lég, O, él + Sggég >
¢3 = (W *€3 —€E3%* W) = < 0, Cglég - 092801é3, —él — S@Qég, 0 )
Asi:
[MW] = i ,lvb07 ¢1a 11b27 'l'b3 :|
[0 0 0 0
My = 0 0 — (ehyclows + sO1ws)  cliwy — chas0iws (1.49)
0 chclyws + s01wo 0 — (w1 + sOw3)
0 — (0010.}2 — 0928(91(,03) w1 -+ 8920)3 0
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Donde cos = ¢, sen = sy éj = wj. La submatriz obtenida al eliminar el primer renglén y
columna de la ec.(1.49), es la matriz antisimétrica correspondiente a la velocidad angular de
la base local €} € R?, respecto a la base inercial e; € R?. Donde los ejes e; = Ty (e;) de
los vectores W, ec.(1.48), para j = 2,3, son orientados a la posicién actual mediante los
términos p(p1, Wa) y p(p1 * p2, W3) de la ec.(1.45). R

1

Definicién 2.- Los vectores de velocidad angular w; € R* y w; € R? asociados a W = 3

0; e;, estin dados por:

w, = 2W;=2(B,+p,) =0, ¢, (1.50)
w, = Ty(w,) (1.51)

A continuacién se muestran las propiedades geométricas asociadas a cada vector que for-

man parte de la ecuacién de velocidad lineal. ec.(1.30).

Proposicion 3.- Para cualquier vector S, el vector resultante de (n*S — S *n), es per-

pendicular a S, tal que:

(nx*xS—Sx%n, S)=0 (1.52)

Para S = (50,51,U2,U3) yn= (n07n1,n27n3)-

Demostracion:

Realizando de manera directa la operacion:
nxS—Sxn=2 (0, (ssn2 — san3), (s1ng — ssny1), (s2n1 — s1ng))
Calculando el producto punto:

(nxS—Sxn, S) = 2 (s3n2 — san3)s1 + 2 (5113 — s311)S2 + 2 (S2n1 — 5112)53

2
= 2 (83”281 - 8171283) + 2 (Slngsg - 32n351) + 2 (52n153 — 8377/182)
0

(n*S—Sx*n, S) =
Que es lo que buscamos. W

Proposicién 4.- El vector (W « R — R x* W) estd asociado al término tangencial de la

velocidad, ya que genera vectores perpendiculares a R, tal que:

(W+R-R+«W, R) =0 (1.53)
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Demostracion:

Calculando el producto punto entre vectores (W * R — R« W) y R, donde W =

de ec.(1.39) (Corolario 1) y R = r; e (Proposicién 2):

(WxR—-RxW R)

— 59(73-)2 (uxe —ef+u, )

(Ws«R-R+W,R) = 0

1e 1e
<<29u> * 7 g}l — T g}l* <20u> , Tje

)

Utilizando la Proposicién 3. Esto demuestra que los vectores del producto punto son per-

pendiculares y como consecuencia uno tangente al otro, que es lo que buscamos.

Proposicion 5.- El vector p(q, f‘) estd en la direccion de R, ya que cumple:

cosf = —<p(q, I.‘)’ R> =1
lota )| IRl

Por lo tanto 0 = 0°.

Demostracion:

El 4ngulo entre vectores p(q,r) y R estd dado por:

<p(q, r), R>
IR

cost =

Hp(q, 1’“)‘

Tomado el numerador y sustituyendo R = p(q,r) (Proposicién 2):
(pla.i) R) = (plai). olar)

= (tx)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

En la ec.(1.56) se empleé la propiedad de ortogonalidad, (p(p,q), p(p,r)) = (q,r).Tomando

el denominador:

lota )] IR

- JERVED

 (plash)sta b)) Vi@ m) o)

(1.57)
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Sustituyendo ecs.(1.56) y (1.57) en ec.(1.55):

cost =

<;’ r> (1.58)

L[] L]
r o= 7€

Sustituyendo en ec.(1.58):

<7".j € T 9j>

<7'J e 7 %%/W
rri (ej.e))

< > <e]’ J>\/ TJ <eJ’ ]>

r]rj <ew J>

TJTJ \V <e]7 J>
costl = <§j’§j> =1

(ej.e;)

Indicando que el dngulo entre vectores es cero, que es lo que buscamos. W

costl =

En la siguiente seccion se desarrollan las ecuaciones para la aceleracién lineal y angular

en funcién de los pardmetros de los cuaterniones.

1.6. Ecuacion de Aceleracion Lineal

Teorema 2.- La aceleracion lineal A de un vector cualquiera R, que varia su ori-
entacion y magnitud con el tiempo, estd dada por:

A = HxR-R+H)-2(W+«R-R*xW)xW +
2 (W*p(q, r) - p(q,T) *W) +p(q, T) (1.59)

Para R,A € R* y W =qxq, H=q *q, donde:
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H-—
(H+xR—-RxH)—

2(W+R-—R+«W)x W-—
2(W*p(q,5)—p(qi)*w> -

p(qa I')—

Demostracion:

vector de aceleracion general angular asociado a q
vector de aceleracion lineal por cambio de orientacion
(componente tangencial)

vector de aceleracion lineal por cambio de orientacion
(componente normal)

vector de aceleracion lineal por cambio de orientacion

y magnitud (componente de Coriolis)

vector de aceleracion lineal por cambio de magnitud

A partir del Teorema 1, ec.(1.30) se tiene:

V=(WxR-RxW)+p(q,r) (1.30)

Derivando ec.(1.30) respecto al tiempo:

V—A-— <V'V*R—

R*V°V)+(W*1i—fi*w>+ﬁ(q,£) (1.60)

Analizando el primer término de la ec.(1.60)

Se tiene:

W =

(61*q> G g+ axq (1.61)

Del segundo término de ec.(1.61) y utilizando q * q = 1:

q+q = q*1lxq

De ec.(1.37) q* é =—qx*q:

= -WxW (1.62)

De esta manera ec.(1.61) se escribe como:

W=0+qg-WiW (1.63)
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Sustituyendo ec.(1.63) en el primer término de ec.(1.60):
(V.V*R—R*V.V> = (H*G—W*W) *R— R x (.q.*q—W*W)

= (H*ﬁ)*R—R*(H*ﬁ)—(W*W*R—R*W*W)
(1.64)
égytomando en cuenta que u*x u = —eg:
L[] L[] L] 2
ARREREHON
1 /=\?

Recordar que e, = 1, es el elemento neutro multiplicativo para los cuaterniones [37]. Usando

Ademés utilizando W = %

W« W

*

ec.(1.65) en el segundo término de ec.(1.64):

W+ WsR — (—i <é>2e0>*R:—i <é)2 (e, * R)
(é>2 R (1.66)

RxWxW = Rx <—

De la misma manera:

[CRTSG
N
e
~_
[\V]

|®

(=)
S~

I

[
>~ =
N
e
~_
[\V]

E

*

fe)
9—/

é) R (1.67)

Por lo tanto:
WsW+R=R*WxW (1.68)

Reescribiendo ec.(1.64), donde H = q * q:
<V.V>|<R—R*V.V> = (H*G) +R—Rx* (.q.*(j)

— H+R-Rx+H (1.69)
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Analizando el segundo término de la ec.(1.60)

(W*f{—f{*W) — (WsV_-VsW)
- W*<(W*R—R*W)+p(q,f~)>—((W*R—R*W)+p(q,f))*w

— (W+WsR-2W+R+W+R+WxW) +
(W*p(q, r) - p(q,T) *W)

Sustituyendo ec.(1.68):

<W*l;{—l.1*W) = (—2W*R*W+2R*W*W)+(W*p(q,f‘)—p(qi)*W)

— 9 (W*R—R*W)*W+(W*p(q,f‘)—p(q,f')*W) (1.70)

Analizando el tercer término de la ec.(1.60)
° . 1 o ¢
pla,r) = | —5q*Tr*q
[all
1 . . . ol )
= —3 (q*r*q+q*r*q+q* r *q)
[all
1 . . ° g oo
= g (@@ @i s axi@iararaxia)
q
1 [ ) [ ) (1]
W (W* (q*r*ﬁ) — (q*r*ﬁ) *W4qxr *q>
q
= (Wepla,d) = pla,i)+ W) + pla, ¥) (1.71)
Ecuacién final
Sustituyendo ecs.(1.69), (1.70), (1.71) en ec.(1.60):

A = HxR-Rx+«xH)-2 (Wx«xR-R+«W)xW+
(W plad) = pla, i)+ W) + (W s p(a.}) - pla, i) + W) +
p(q,T)

A = HxR—-Rx«xH)-2 (WxR—-RxW)*«xW +
2 (W s pla, F) = pla, 1) + W) + p(a, ¥)

Que es lo que buscamos. W
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Corolario 3.- El vector W € R* que representa la aceleracién angular media asociada a

q de la base local €], estd dado por:

hd oo ° hd 1 e
W:q*ﬁ+q*§:§9g (1.72)

Donde u es el vector unitario del eje de giro y se define como u = (0, uy, uy, u,), tal que
[af = 1.

Demostracion:

El cuaternién general q y su conjugado se definen respectivamente como:

0
q = cos(§)§0+sen(§)g

7 7
q = 005(5)% - 56”(5)2
Donde e, = (1,0,0,0), u = (0, uy, uy, u.) y |ul| = 1. Renombrando cos(£) = ¢, sen(£) = s,
la derivada de q respecto al tiempo para e, y u fija es:

59 (—sey + cu)

a
La derivada de (.] respecto al tiempo para e, y u fija es:

. q 1e
q = da_ d < 0(—seo+CU)>

dt dt \2
1df 12 d
= §a(—sgo+cg)+§ 0 @(—S§0+Cﬂ)$

1ee 1 . 2
= 50(—320—1—02)4—1 0) (—cey— su)

oo
Tomando en cuenta que u * u= —e,, se procede a calcular q * q:

dxq = 53(—590+cu)*(090—sg)+
1/\°
2 <9) (—cey — su) * (cey — su)

(—scgo * €y + 82§0 *g—l—cQg*gO — csg*g) +

== N

0
-\ 2 2
0] (—cey*e,+ csey*u— scux* e, + s*u*u)
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L 1] 1..
q*xq = 50( sceo*e0+seo*u+cu*e0—csu*u)+
1 2 2
Z cgo*go—i—csgo*g—scg*go—i—sg*g)
100
= 59( sce0+3 u+cu—|—cseo)+
1 2 2
1 cgo+csg—scg—5§0)
o 1 /e 1 e
qxq = —, (0 §0+§0g (1.73)
También de ec.(1.65):
o\ 2
WxW=— (9) €
Calculando V.V:
W = ..*q+a*é:..*ﬁ—W*W
1 . 2 1.0 1 . 2
= _Z (9) eo+29u+4<9) €9
° ]_oo

L]
Se obtiene lo que buscamos. Lo anterior confirma que W es el vector de aceleracién angular

media. W

Corolario 4.- El vector H € R* que representa la aceleracion general angular asociada a

q de la base local €}, estd dado por:
w 1 /%\? 1o
H:q*q:—z 0 70u (1.74)

Donde u = (0, uy, uy, u,), tal que |u|| = 1. Ademds la representacion matricial de la funcion

P, = (H xe; —e; * H) -2 (W *€e; — € *W) x* W, para j = 1,2,3, asociada a los vectores
Hy W es:

0 0 0 0
0 —(w?+ wg —0, W, Oy W,
[MH] - ( Y ) 2 2 Y (175)
0 a,+wywy, —(witw)) —oy+ww,
0 —ay+w,w: apt+ww, —(wi+w))
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[ ] [ ]
Tal que: wy = Ouy, wy = 0uy, w,=0u,, op=~0u,, o,="0u, o, =0u,.

Demostracién:
A partir de las ecs.(1.39) y (1.73):

H = xq = —

Evaluando la funcién Y, = (H *e; — e x H) -2 (W *€; — e * W) * W respecto a la

base e; € R* para j = 0,1,2,3, se tiene:

P, = Hxey—eyxH)—2(Wxe;—e)x* W)« W
— (o0, 0, 0 0)

P, = Hxe —e,«xH)—2(Wxe, —e, *W)xW

_ 2 2
- 0, —(wy +w3), a,+wewy, —0y+ wyw, )

P, = Hxe,—eyxH)—2(Wxe,—e,x W)« W

_ 2,2
= (0, —a,+wywy, —(wi+w?), a,+ww, )

P, = Hxe;j—eyxH)—2(Wxe; —e;x W)« W
— (O, Qy + Wy, —0y + wyw,, _(WiJFW;:;))

La representacién matricial es:

Mu] = I TL(J» ’:bla 72’27 ").b:% ]
[0 0 0 0
B 0 —(wf, +w?) —aFww,  ay+ww,
0 a;twwy, —(Wi+wl) —a;+ww,
I 0 —aytww, ap+wyw, —(Wf: + Wz)
(0 0 0 o0 0 0 0
My = 0 0 —a qo N 0 —(wi+w?) Waly
0 a. 0 -—a 0 wawy,  —(wi+wd)
0 —aoy ap 0 0 Wy Wyl

Welz
Wy

— (w2 +w))

(1.76)
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. . oo
Donde: w, = 0u,, w,=0u,, w,=~0u,, o= 0u,, o,=0u, o,= 0u,. Lasubmatriz
obtenida al eliminar el primer renglén y columna de cada matriz de la ec.(1.76), estd formada
por una matriz antisimétrica correspondiente a la aceleracién angular y una matriz simétrica
correspondiente a los efectos giroscépicos producidos por la velocidad angular, ambos de la

base local €} € R?, respecto a la base inercial e; € R*. W

A continuacién se establece un equivalente al Corolario 4 para una composicién de

rotaciones.

Corolario 5.- Si q representa una composicion de rotaciones, tal que q = p1 * P2 * P3,

el vector de aceleracion general angular H € R* asociado a q estd dado por:

H:a*ﬁ

= H; + p(p1,Hs) + p(p1 * p2, H3) +
2W 1 * p(p1, Wa) + 2W; * p(p1 * pa, W3) +
2p(p1, W) * p(p1 * p2, W3) (1.77)

. 2 oo .o ° 2 oo

H;—wvector de aceleracion general angular asociado a pj, para j =1,2,3.

Demostracion:

Se sabe que q = p1 * p2 * p3. Ademas:

q = (Pl*Pz*p3)"

= (P;*P2*P3+P1#Py*P3+P1 %P2 *Dy)°

= P;*¥P2*P3+ Py *Py*xP3+ Py *P2*xPsg+
P * Py * P3+Py * Py * P3+P; * Py * P3 +

P1 * P2 * P3 + P1 * Pg * P3 + P1 * P2 * P3

d = Py *P2*Ps+P1*Po*PstP1*Pa* Pyt
2I.)1*I.)2*P3+2I.)1*P2*I.)3+2P1*132*I.)3 (1.78)



1. Cinematica de Cuerpo Rigido 37

De la definicién de H se tiene:

H = qxq
= (P1*P2*P3)* * (P3 *x Py *Py)

= P1*P1+
pu< (By«Py) #B1 +

P1#Par (By Py ) * B+ By +

2By + (By ) Py +
2By + P2+ (By*Ps) <o+ By +
2 P1*1.32* (Io)g*ﬁ%) * Py * Py (1.79)
Analizando el cuarto término de ec.(1.79)
Se sabe que pxp = 1:
2 I.)l* (f)Z*ﬁZ) *Pp = 21.)1*1*W2*ﬁ1
= 2 (I.’1 *ﬁ1) * (p1* W *Py)

Analizando el quinto término de ec.(1.79)

21.)1*p2*(f)3*ﬁ3)*ﬁ2*§1 = 21.)1*1*p2*W3*ﬁ2*§1
= 2 (ﬁ1*ﬁ1)*<p1*p2*w3*§2*ﬁ1)
= 2 Wl *p(pl *p27W3) (181)

Analizando el sexto término de ec.(1.79)

2P1*I.)2*(I.)3*ﬁ3>*ﬁ2*§1 = 2p1*}32*1*W3*ﬁ2*§1
= 2p1*(ﬁz*ﬁz)*(Pz*W3*ﬁ2)*ﬁ1
= 2p1* Wyx1x(pex W3%D,)*Py
= 2 (p1*Wa*Dy)* (P1*Pp2x WDy D)
= 2 p(p1, Wa2) * p(p1 * p2, W3) (1.82)
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Sustituyendo ecs.(1.80)—(1.82) en ec.(1.79):

H = H, +
p(p1, Ha) +
P(p1 * P2, H3) +

2 W x p(p1, Wa) +
2 Wy x p(p1 * p2, W3) +
2 p(pl,Wg) * p(p1 * p2>W3)

Que es lo que buscamos. Donde para j = 1,2, 3:

Hj:.ﬁj *ﬁj

Para expresarla en funcién de 6 ;y 6;, procedemos derivando ec.(1.47):

J dt  dt\2 7=
L
2 dt

N = N = N =

1/2\?
pj = <—4 ((%) §0+

Donde e; * e; = —e;,. Sustituyendo ec.(1.85) en ec.(1.84):

1 . 2 ]_ [
H; = <—4 (%) &+5 0;
1 . 2 ]_ [
H; = <—4 (9;) &+ 5 0;

[ 1]
asociado a % 0; e; yel efecto normal asociado a —i (

ej> + (p; *D;)

)

Donde H; es el vector de aceleraciéon general angular, ya que contiene el efecto tangencial

6

2
j) e B

(1.83)

(1.84)

(1.85)

(1.86)
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Corolario 6.- El vector W; € R* que representa la aceleracion angular media asociada
a p; de la base local €], estd dado por:
. ]_ [

Wj:i'@.j*ﬁﬂrf’j*ﬁj:g 0e; (1.87)

Donde e; es el vector unitario del eje de giro para j =1,2,3.

Demostracién:
Se sabe de ec.(1.48) que:
W, =D, %D, (1.48)

Derivando respecto al tiempo:

W; = .ﬁj *P; + f’j * P (1.88)

De la ec.(1.47) y su conjugado se tiene:

. le

p, = §t9j (gj * pj) (1.47)
. 1e

p, = —50 (p) *e;) (1.89)

Sustituyendo ecs.(1.47), (1.89) y (1.85) en ec.(1.88):

V.Vj = <—le (éj>2e0 +% .9.]- ej> *Pj*xP; — %é] (e * py) % éa‘ (P *e))
= <—le (éj>290+;.9.j ej) - i(éjfej*(pj*pj)*ej
_ <_jl (5) es 27 ) or
V.Vj = % “J €
Donde e; x e; = —e. Se obtiene lo que buscamos. W

Definicién 3.- Los vectores de aceleracion angular o; € R* y a; € R? asociados a
[ ]

W, =3 0, e., estdn dados por:

1
2 =j

a; = 2W;=2(B,+0,+B,+p,) = 0, ¢, (1.90)

a; = Ty(a,) (1.91)
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A continuacién se muestran las propiedades geométricas asociadas a cada vector que for-

man parte de la ecuacién de aceleracién lineal. ec.(1.59).

Proposicién 6.- El vector (HxR — R« H) estd asociado al término tangencial de la

aceleracion, ya que genera vectores perpendiculares a R, tal que:

(H+«R-R+H, R) =0 (1.92)

Demostracion:

Para H = —1 (8) e, + 30u de ec.(1.74) (Corolario 4), simplificamos el vector:

1 . 2 1'0 1 . 2 1..
(H«xR—Rx«H) = ~1 0 90+§9g +R—R=* ~2 ] 90"‘502

Il
/|\
> =
N

e
N——

[N}
fe)

(=)
~__—
*

&

|

&

*
/|\
|
N

D e
S~

[NV}

@

(=)
S~

+

[ ] 2 (1]
= _i <9> (QO*R_R*QO)‘F%H(E*R_R*E)
1 ° 2 1 ee
= _4(9) (R-R)+ ;0 (usxR-Rxu)

(H«xR—Rx+«H) = %G(Q*R—R*g)

Calculando el producto punto entre vectores (H+* R — R« H) y R, donde R = r; [ (Proposicién
2):

1ee
(HxR—RxH, R) = <20(u*R—R*u)7R>

1.0
= 50 (uxrel —rel «u, rel)

1..
= 50()" (uxej—ej+u, ef)

(HxR—R«xH, R) = 0
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Utilizando la Proposicién 3. Esto demuestra que los vectores del producto punto son per-

pendiculares y como consecuencia uno tangente al otro, que es lo que buscamos. W

Proposicion 7.- El vector —2 (W * R — R« W) xW estd asociado al término normal de

la aceleracion, ya que genera vectores perpendiculares a W, tal que:

(2(WxR—R*xW)xW, W) =0 (1.93)

Demostracion:

Para W = % ég, u=(0,u,uz,u3) y R=r; e} =1 el +r2 ey + 13 €y, se tiene:
(Ryu) = ryug + raug + r3us (1.94)
Ast:
(2(WxR-—R+«W)«xW, W) = -2 (WxR+«xW, W) — (RxWx W, W))

— 9 (—; <é>3<R,u> +é <5>3<Rau>>

(—2(W+R-R*W)*xW, W) = 0
Que es lo que buscamos. W
Proposiciéon 8.- El vector 2 <W * p(q, 1.') — p(q, 1.") * W) tiene direccion tangencial a R,

ya que cumple:
<2 <W % p(q,T) — plq, ¥) * W) , R> —0 (1.95)

Demostracion:

L]
1 _ n e _ o o e, . .
Para W =3 0 u, R=r; e} yr =r; e; (Proposicién 5), se tiene:

<2 (W «p(q,T) — plq,T) * W) , R> = 2 <(;éU* p(a, 7“.j§j) —pla, T?jgj) * ;éu> , Tje?>
= 2 (;9 T rj) ((uxpla,e;) —pla.e;) xu), e)

[ ]
_ by n n n
= Orjr; (uxej —elxu, )

<2 (W*p(q,f')—p(q,f’)*W), R> =0
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Donde e} = p(q,e;) (Definicién 1) y utilizando la Proposicién 3, se demuestra que los
vectores del producto punto son perpendiculares y como consecuencia uno tangente al otro,

que es lo que buscamos. W

Proposiciéon 9.- El vector p(q, .r.) estd en la direccion de R, ya que cumple:

<p(q, ")7 R>

cosh = =1 (1.96)
ot ¥
Por lo tanto 0 = 0°.
Demostracién:
El dngulo entre vectores ,o(q7 ") v R estd dado por:
<p<q, ) R)
cost) = ~——x—— (1.97)

(e, )| IR

De la Proposicién 5, ec.(1.56):
(pla.¥), R) = (¥.r) (1.98)
De la Proposicién 5 y tomando el denominador:

IR = 1/ \/ r,r) (1.99)

Sustituyendo ecs.(1.98) y (1.99) en ec.(1.97):

Hp q,T)

<r r> (1.100)
v

o o , o . .
De la Proposicién 5, r = r; e;, tomando su derivada respecto al tiempo:

cost) =

o0 (1]
r=r;e;

Sustituyendo en ec.(1.100):

cos =

cost
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Indicando que el dngulo entre vectores es cero, que es lo que buscamos. W

A partir de la teoria desarrollada se modelardn los movimientos experimentados por la

plataforma paralela espacial en los capitulos siguientes .



Capitulo 2
Analisis Cinematico

2.1. Introduccién

En este capitulo se presenta el andlisis de posicién, velocidad y aceleracién de una
Plataforma Paralela Espacial. Se emplean las formulaciones previamente hechas en el
Capitulo 1, para expresar conceptos de posicién, velocidad y aceleracién lineal en fun-
cién de la posicién, velocidad y aceleracién angular en términos de los pardmetros de

los cuaterniones.

Para realizar el andlisis de posicion, se define una base inercial de localizacién arbitraria
v bases locales unidas a los cuerpos de la plataforma. Estas se relacionan entre si, mediante
la funcién de rotacién de los cuaterniones. La ecuacién de posiciéon queda establecida medi-
ante ecuaciones de lazo vectorial y las normas de los cuaterniones incégnitas, que relacionan
traslaciones y rotaciones experimentadas por los cuerpos mediantes cuaterniones de traslacién
y rotacién. Las ecuaciones de lazo y de normas permiten el cdlculo de los pardmetros de los
cuaterniones de las juntas rotacionales y universales que son parte de la plataforma, estas a
su vez definen los dngulos asociados a los ejes de giros de dichas juntas. Por tltimo la relacién
entre la base inercial y las bases locales de las juntas esféricas y las normas de sus cuaterniones
incognitas, establecen las ecuaciones necesarias para determinar los dngulos de los giros de

dichas juntas. Esto completa el andlisis de posicién de la Plataforma Paralela Espacial.

Los analisis de velocidad y aceleracion, se establecen mediante la primera y segunda
derivada respecto al tiempo de las ecuaciones de posicién y las normas. Conceptos de velocidad
y aceleracién tanto lineal como angular serdn funciones de pardmetros de cuaterniones. A
partir de dichos pardmetros se obtienen las velocidades y aceleraciones angulares de los ejes

de las juntas cinematicas rotacionales, universales y esféricas.

El problema a resolver para la Plataforma Paralela Espacial serd el problema cin-

44
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ematico inverso. Este relaciona el movimiento de la plataforma movil con el movimiento de
los eslabones que conforman las cadenas cineméticas. El movimiento de la plataforma mévil se
definird mediante: el cambio de orientacién de la plataforma y una trayectoria que seguird un
punto arbitrario de la misma, ambos como una funcién del tiempo y condiciones de posicidn,

velocidad y aceleracién iniciales y finales a satisfacer.

2.2. Analisis de Posicion

Se tiene una plataforma espacial formada por una base fija, con cadenas cineméticas
utilizando juntas RUS (R-rotacional, U-universal, S-esférica) y una plataforma moévil con 6

GDL (Grados de Libertad) como se muestra en la figura 2.1.

Los cuerpos tienen movimiento relativo uno con respecto al otro. Para modelar estos

movimientos se definen los siguientes elementos:

1. Una base inercial que no altera su posicién con respecto al tiempo.

2. Bases en cada cuerpo (eslabones) que se denominardn bases locales y que estardn
referidos a la base inercial. En estas bases se orientard un elemento de la base e;-l con

el eje longitudinal del cuerpo.

3. Se establecerdn relaciones entre las bases locales y la base inercial através de la

funcién de rotacién mediante cuaterniones.

4. Con las ecuaciones cinemdticas de lazo y las normas de los cuaterniones incégnitas,
se establecerd el sistemas de ecuaciones que modelen el movimiento de los cuerpos

acoplados.

Los modelos cineméticos desarrollados en este capitulo, estaran en funcién de los pardmet-
ros de los cuaterniones incégnitas involucrados. Se analiza la cadena i, donde cada una de
las cadenas cinemdticas que componen la plataforma son independientes de las deméds. Es-
to ayudard a visualizar las incégnitas y ecuaciones involucradas. Se resolverd el problema

cinemadtico inverso para los anilisis de posicién, velocidad y aceleracién.
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Plataforma
Mowil

Junta
Esferica

_ z) «——Junta
¥ Universal

Base Fija

Fig. 2.1 Plataforma Espacial

2.2.1. Ecuaciones de Posicion

El problema Cinematico Inverso para la posicién se define como:

Dados el vector de posicion R, y los dngulos 1,0, ¢, que definen respectivamente la posi-
cion del origen y la orientacién de la base e? en la plataforma mdévil, determinar los dngulos
0% de las juntas rotacionales, los dngulos 07 y 0y de las juntas universales, y los dngulos 67,

01, y 015 de las juntas esféricas de las cadenas cinemdaticas.

Se tienen entonces las siguientes bases inercial y locales asignadas, figura 2.2, 2.3 y 2.4:
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Fig. 2.2 Base inercial y base mévil de la Plataforma
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Girando - 9:

para formar

Girando 98i

la base e7.
] para formar
\I\_T la base e®..

Fig. 2.5 Juntas Universales
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Fig. 2.4 Cadena cinemética i
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121 121 121
Finalmente (61 762 763 )

coincide con (e;‘“ , e;‘” s 6;41 )

Fig. 2.6 Plataforma mévil y junta esférica

Las ecuaciones siguientes estdn definidas en R*. La ecuacién de posicién y las normas de

los cuaterniones incégnitas se definen como (fig. 2.2):

Ri+R;+R,-R, = R, (2.1)
Ipsill® = (psi, psi) = 1
Ipl*> = (pri,pm) =1 (2.2)
Ipsill> = (Psi, psi) =1

Donde los vectores de posicién y las bases locales se forman a partir de las figuras 2.2—2.6:

R = diel

R = djef

Ry = dje}

R, = d el

R, = ( 0, =, y, 2 )

el' = p(paie)

92" = p(dsi e) d5; = P2 * P4i * Psi

Qgi = p(asi, ) dsi = P2i * P4i * Psi * P7i * P8 = Qs * P7i * Psi
Q%Si = p(ausi, ;) dp = d1 *q2 *q3 q13i = Qp * P13i
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Los cuaterniones que definen la orientacién de las bases locales son:

P2 = (P%o, 0, 0, p2z3> COS( ) 0, 0, sen

Paio, 0, 0, paiz

(
( )= (eos(%).
psi = <p5i0, Dsi, ):<cos<
( 0 )= (s (%),
( s ) = (o5 (%)

P4 =

Pn = Prios  Prit, 0,

Psi =

P13 = <p13io, 0, 0, p13z3):(003 %)7 0, 0, sen (%))

Los cuaterniones que definen la orientacién de la plataforma mévil son:
A = ( G0, 0, 0, @3 > = ( cos (%) , 0, 0, sen (%) )

9 = (Q2o, 0, qa2, 0>=(cos(§)7 0, sen (%), 0)
a3 = (Q30a 0, 0, Q33>=(cos(§), 0, 0, sen(§)>

Cada cuaternién p y q, estd asociado a dngulos constantes o variables. El problema cinemético
se puede resolver tedricamente desde los puntos de vista de calcular los pardmetros de cada

vector o calcular los dngulos asociados.

A partir de las ecs.(2.1) y (2.2) se tiene un sistemas de 6 ecuaciones con 6 incégnitas. Las
6 ecuaciones siendo las componentes x,y, z de la ec.(2.1) y las 3 ecuaciones de (2.2). Las 6
incégnitas siendo las componentes de los cuaterniones ps;, pri, Psi, €s decir (psi, Psi1, Prio,
Dri1, Dsio, Psiz)- El sistema de ecuaciones para la posicién resulta en un sistema de ecuaciones
nolineales requiriendo de un método numérico para su solucién. Una vez obtenidos ps;, Pri,

Psi, los dangulos asociados (65, 6%, 03), se pueden determinar mediante las siguientes relaciones:

) 0%
tan <0§"> = Ln ( 2 ) = Poil
CcOoS (925) DPsio

0, = 2tan* (pm) (2.3)

Psio

De la misma manera:

i = 2tan”! (p 7“) (2.4)

DPrio

Hzé = 2tan~! (psn)
Dsi3
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2.2.2. Orientacion de la Junta Esférica

Para calcular el movimiento de la junta esférica para la cadena i, se tomara en cuenta que

las orientaciones de las bases ej* y g}‘” son las mismas (fig. 2.6). De esta manera se tiene:

9;21 _ 9]14i (2.5)
9]1'% = pldiz;, Qj) (2.6)
ij = pldis; €;) (2.7)

Si definimos:

ds; = P2 * P4; * P5; * P7; * Psi

dsi = Pioi * P11 * P12 (2.8)

Ademsés qi4; = q13i, ya que g}‘” es una base trasladada, asi podemos definir:
di2i = dgi * Qs (2.9)
Qu4i = dp* P13 (2.10)

Sustituyendo ec.(2.6) y (2.7) en ec.(2.5):
p(q12i7§j) = P(Q14i7§j)
Para que la igualdad se cumpla, se debe satisfacer:
qi2i = qu4i (2.11)

Sustituyendo ec.(2.9) en ec.(2.11) y despejando qs:

dsi * dsi = 144

Qsi = Qg; * q14i (2.12)
Finalmente sustituyendo ec.(2.8) y (2.10) se tiene:
P10i * P11 * P12i = dg; * dp * P13; (2.13)

La ec.(2.13) debe satisfacer las siguientes restricciones en funcién de los pardmetros de los

cuaterniones:
”p10i||2 = (Ploi,P10i> =1
Hpm’HQ = <p11iap11i> =1 (2-14)
HpmHz = (p12i;P12i) = 1
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Donde:

P = ( pioio, 0, 0, pios3 ) = ( cos (9%0> , 0, 0, sen (930> >
P11 = ( pitios Piir, 0, 0 ) = ( cos (6;1> y SEN (%) ; 0,0 )
P12i = ( p12ios 0, 0, piaiz ) = ( cos (%) , 0, 0, sen (%) >

El sistema de ecuaciones (2.13) y (2.14) representan un sistema no lineal de 7 ecuaciones

con 6 inconitas, siendo estas ultimas (pioi0, P1ois, Piiio, Piiil, Pi2io, P12is). De ec.(2.13) se
pueden elegir 3 ecuaciones escalares més las 3 ecuaciones de ec.(2.14) para la solucién de los
pardmetros de los cuaterniones, estos a su vez permitirdn determinar los dngulos asociados

(6, 0., 0',), de forma semejante a ec.(2.3), es decir:

030 = 2tan~! (pmis)
P10oi0

0, = 2tan (p”“> (2.15)

P11i0
032 = 2tan~! <p12i3>
P12io

2.2.3. Graficas de Posicion

A continuacién se muestran las graficas de desplazamientos angulares que la plataforma
espacial genera, al seguir la trayectoria descrita en el Apéndice B, para los puntos inicial p;
y final p; y con los dngulos iniciales 3; = (v, 0, ¢;) y finales B, = (wf, b, ¢f) para un
tiempo de 10 segundos. Asi el vector de posiciéon R, del origen del sistema g;’ estd definido
como:

p; = (0, 0, 0, 0.3)m

(0, 0.07 0.15, 0.25) m

o) (1) o) o

Y los dngulos 8 = (¢, 6, ¢), que definen la orientacién de la base g? en la plataforma mavil,

Py

R, =

estan definidos como:
Bi = (Wi, 05, ¢;) = ( 0°, 0°, 0° ) = ( 0, 0, 0 ) rad
B, = (g, 05, ¢;) = ( 15°, 30°, ) ( 0.261, 0.523, 0087) rad

o)) () o

B Bi+
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Ademais los datos utilizados para la plataforma son mostrados en la tabla siguiente, donde d;

estd en metros y 4 en grados:

7 1 2 3 4 ) 6
dy | 0.15| 0.15 | 0.15 | 0.15 | 0.15 | 0.15
di | 0.15| 0.15 | 0.15 | 0.15 | 0.15 | 0.15
dy | 03] 03 ] 03] 03 |03] 03
di, 1015 0.15 | 0.15 | 0.15 | 0.15 | 0.15
64 | 15° | 105° | 135° | 225° | 255° | 345°
“ | 60° | —60° | 60 | —60° | 60° | —60°
6ty | 45° | 75 | 165° | 195° | 285° | 315°
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Cadena Cinematica 1

Las gréficas para los dangulos (03, 65, 03), segin ecs.(2.3) y (2.4) son:

03
150 ———
100
S 50
S
5,
0 91
T NN e S & - (‘f
. *.-.‘--
_5‘{) B B,
y)
1)) S——— -....-._.U"’__..---_Ffr‘"
0 2 4 6 5 10
(seq)

Las gréficas para los angulos (A}, 61, 01,), segtin ecs.(2.15) son:

) 012 i %
80 , -
P
60 /‘
. 40 7
= 20 '
0
- * / --Iﬂji
_20 [ ] bt - e
- a— - .
— = -~ N\l

- 40 .-’_'a-"' NG

I.---'-
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Cadena Cinematica 2

Las gréficas para los dangulos (02, 62, 03), segiin ecs.(2.3) y (2.4) son:

125 6"3;
IO()———————E--—-"-'-
75
< 50
ﬁﬁ_*-.*-.h
0
2
_?5 _._._----"-.o(ff_
) .'.-.h‘-l_o—oa
0 2 4 6 o] 10
(seq)

Las graficas para los angulos (63, 02, 03,), segtin ecs.(2.15) son:

50 85‘3 E—
. —.—.—-—"_'—..-.
& %
0
é—%
E —50
~75
— 100 V) e ———
—MS__,_?—-‘”--

0 2 4 ] 8 10
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Cadena Cinematica 3

Las gréficas para los dangulos (63, 62, 03), segiin ecs.(2.3) y (2.4) son:

150 —
100
S 50
3
\::‘J 0;; - S -
0 ___‘_._.__‘ﬁ__._.._—
- 50
3
97
_100-----------.--!;--—-ﬁ———!—-—.
0 2 4 6 8 10
t(seq)

Las gréficas para los dangulos (63,, 63,, 63,), segtin ecs.(2.15) son

6-.:;‘
2 10
0
o
D g .2
g 20 V2 —— - g & m e
E“\ —-.--l""'-.
——— e S . s s apee—
—40
- - - 3
; Semad o
~60 -—a
~ .-
bl

0 2 4 i) Lol 10
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Cadena Cinematica 4

Las graficas para los angulos (3, 07, ), segtin ecs.(2.3) y (2.4) son:

00 === - -..._m'/
- - o
50 ™ —
- - e -
F
w 60 ; "
Q ot —
“: (¥
S
S 40
20
4
O H}g’ . b fu— O o— e
-~ . wmam S o =N
0 2 4 6 8 10
l{seq)
Las graficas para los angulos (07, 01,, 07,), segtin ecs.(2.15) son:
6!}‘:2 .-#.#--‘.‘0-
50 —-— ""-‘
e e e —— =
4
5 0 B10
S
=
=
> _50
- 100 ;
H._E_E - e [ e
I------ﬁ---b-vl.---- 4
0 2 4 G S 10
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Cadena Cinemadtica 5
Las gréficas para los dangulos (62, 65, 03), segiin ecs.(2.3) y (2.4) son:
: &
150 | _E""'——-h'ii.\
[ -‘-_"I-—._
100 —
g 50
(I p
g [ iy p— .S_ P —————— ¥
- 50}
[ 87 ————
_IQQ--——-‘--—---.—-—_—---
& 2 4 a &g ig
t(seq)
Las gréficas para los dangulos (63,, 63,, 03,), segtin ecs.(2.15) son:
10} ] =
5 L
& -
g 77 A S
2 [
E -20] ] —
& -
~ 30 fmm—m el
[ &
—40} &
—5{?--_—’"”#’ )
£ 2 4 7] & io
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Cadena Cinematica 6

Las gréficas para los dangulos (62, 65, 65), segiin ecs.(2.3) y (2.4) son:

15{]‘_ g5
P17 7] D= ol
ny
3
5 50
- gé
L ] o+ —
o d—
g [ \ \ — . p—
| e e w [— — 5
‘\ ol
& 2 4 7] &g 10
Hseg
Las gréficas para los angulos (65,, 6S,, 65,), segtin ecs.(2.15) son:
sol 815
———— g |
'_—.J. ap—
N — m——— il
- Q_ -__t"?ﬂ'
3
& :
= 50
~100{
ot
£} 2 4 7] & io
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2.3. Analisis de Velocidad

2.3.1. Ecuaciones de Velocidad

El problema Cinematico Inverso para la velocidad se define como:

Dados el vector de velocidad V, y las velocidades dngulares 1,0, ¢, (figura 2.19), que

definen respectivamente la velocidad lineal del origen y la velocidad angular de la base eé-’ en

la plataforma movil, determinar las velocidades angulares 05 de las juntas rotacionales, las

velocidades angulares 9’-7 Y 9; de las juntas universales, y las velocidades angulares 9’-10, 0,y

0, de las juntas esféricas de las cadenas cinemdticas.

Las ecuaciones estdn definidas en R*. La ecuacién de velocidad y las derivadas de las

normas de los cuaterniones incégnitas se obtienen derivando respecto al tiempo las ecs.(2.1)
y (2.2):

Vi+VL+VL-V, =V, (2.16)

Hp5i||. = <I351'7p5i> 0

lpzll* = <pn, pn> =0 (2.17)
Ipsill* = <I38i7 p8i> =0
Utilizando el Teorema 1 (Capitulo 1) se definen los vectores de velocidad:
Vi =0
Vi = WixR,—R* W,
Vi = WixR) R+ Wi
V, = W, xR, -R,*W,

Vp = ( 07 x, vy, =z >
Donde Vi = 0, es la derivada respecto al tiempo de un vector constante, ademés:
WZZ = Qs * Qs
Wi = qg * Ty (2.18)
W, = q,*q,
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Fig. 2.19 Velocidades lineales y angulares
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Donde:

W, = vector de velocidad angular absoluta del eslabén 2 de la cadena, i
asociada al cuaternién qs;

W, = vector de velocidad angular absoluta del eslabén 3 de la cadena i
asociada al cuaternién qg;

W, = vector de velocidad angular absoluta de la plataforma mévil

asociada al cuaternion q,

A continuacién se procede a simplificar las ecs.(2.18) a partir de las siguientes definiciones:

C.15i = (P2i * Py * P5i). = I.)zi * Pg; * Ps; + P2 * I.)4i * Psi + P2; * Pa; * I.)s,i = P2; * P4; * I.>5i
ds; = Psi * Py * Po;

ds;, = (Q5z‘ * Pri X Psz‘). = q5; * P7; * Psi + As5i * Pr; * Psi + Qs * Pri * Pg;
dg; = Psgi *Pr *ds;

q, = (Q1*Q2*Q3).:(.11*012*(134‘(11*(.12*013+CI1*(12*613

q, = q3*dy*Qq

Donde f)gi = 1.)41- = 0, ya que estdn definidos con los dngulos constantes 53 y 6., respecti-

vamente. Usando el Corolario 2 (Capitulo 1), se pueden definir los elementos de (.1p en

funcién de las velocidades dngulares v, 8, ¢ de la plataforma mévil, de la manera siguiente:

a = %;b(@g*ql)
aQ = %é(QQ*(IQ)
Q= %é(gg*qz‘,)
Y se puede reescribir (.1p como:
o 1 e 1 1
A =5 Y (es*dr)*dzxaz x5 0 * ) ¥ Qs+ auxdz* 5 d(es*as)
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De esta manera reescribimos ec.(2.18) como:
W, = <p2z‘ * Pag * Psi) * (Ps; * Pyi * Pai)

Wé = O * Qs + Qs * (P?i * ﬁ?i) * qs; 1+ Qs * Pri * (P&‘ * ﬁSi) * Pr; * Qs

W, = q*q +q* (‘12 *QQ> *qq +dp * gz * (CI?, *Q}) * Qo * q
1 e 1. - 1 e L
= §¢§3+Q1* 5992 *qp +qp* Qo * §¢§3 * Qg * qy (2-19)
Ademaés las derivadas de los cuaterniones son:
Psi = ( 1.75i0a 1.751'17 0, 0 )
P = ( Drios Prir, 0, 0 )
Psi = ( Psio> 0, 0, Dgiz )

La ec.(2.19) muestra el uso de los valores de velocidad angular [ 1,6, ¢), requeridos en el

movimiento del plato mévil. Las ecuaciones (2.16) y (2.17), representan un sistema lineal

de 6 ecuaciones con 6 incénitas, siendo estas ultimas (D0, Psits Prios Prits Psios p8i3). Una

vez realizado el andlisis de velocidad, las velocidades angulares en las juntas cinemdticas

oi ol ol . . .
<95, 0, 98>, asociadas a los cuaterniones (pm, Pris pgi>, se obtienen aplicando el Corolario

ol

. . . L .
2 de la manera siguiente. Para 6, asociado a p;, se tiene:

ol

. . 1
Ps; *P5; = 5 05 e
o . 1 et
<p5i * P5i>91> = B 05 (e, e;)
05 = 2 <I.’51 * Psi §1> (2.20)

Siguiendo el mismo procedimiento, se pueden calcular:

I.)n *Pr = ) 0, e

0, = 2 <I.)7i * Pris §1> (2.21)
. _ 1
Psi *Pg; = ) 05 €3

by = 2<I.)8i*58i7 §3> (2.22)
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2.3.2. Velocidad Angular de la Junta Esférica

Derivando respecto al tiempo la expresién (2.13), donde f)13i = 0, ya que esté definido con

el 4ngulo constante 0',:

I.)1o¢ * P11 * P12 + P1oi * f’lu * P12; + P1oi * P11i * I.)mi = Qg; ¥ qp * P13i + dg; * élp * P13i
(2.23)

Ademis se cumple que (.1 =1, asi:

dsi = s * P7i * Psi
(.181' = %1 * Pri * Psi + qu * Pn * p81 + qs; * Pn * pgZ
qSi = q p82 * p'h * q51 + p81 * p'h * q51 + p81 * p'h * q51

Derivando respecto al tiempo las normas respectivas, ec.(2.14):
IP1oill® = <f’1o¢,p10¢> =0
HPmH. = <1511ia p11i> =0 (2.24)

Ip2il|® = <f)12iap12i>20

Donde:
Pioi = ( P1oio> 05 0, Piois )
P = ( Pitios P11, 05 O )
Pio; = ( P12io» 05 0, progs >

Las ecuaciones (2.23) y (2.24) representan un sistema lineal de 7 ecuaciones con 6 incénitas,

. 1is . . .
siendo estas tltimas (Dioi0s Pioiz> Piiios Pitits P12i0s pmg). De ec.(2.23) se pueden elegir 3
ecuaciones escalares més las 3 ecuaciones de ec.(2.24) para la solucién de las derivadas de
los pardmetros de los cuaterniones. Una vez realizado el andlisis de velocidad, las velocidades

oi ei o

. L. . . L] °
angulares de la juntas esféricas | 6,,,0,,,0,5 |, asociados a los cuaterniones (p;o;, P11;: P12i ) »
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se obtienen aplicando el Corolario 2 de la manera siguiente:

1

Pioi ¥ P1oi = 5 010 €3

0 = 2 <1310i * P1ois §3> (2.25)
° o 1 ol
P11 *P11y = 5 011 €

0, = 2 <1511i * P11 §1> (2.26)
° o 1 ol
Pi2; *P12; = 5 01, €5

0, = 2 <p12i * P12is §3> (2.27)

2.3.3. Graficas de Velocidad

A continuacién se muestran las grificas de velocidades angulares que la plataforma espacial
genera, al seguir la trayectoria descrita en el Apéndice B, para un tiempo de 10 segundos.

El vector de velocidad lineal V,, del origen del sistema e estd definido como:

12 13 t
vV, = 305—60—%+3O§ (ps — pi)

El vector de velocidad angular 8 = <¢,9, (;5), de la base gﬁ-’ en la plataforma mévil, estd

definido como:

4 5
f t t

3— [30?—60t?)+30 t4] (B, —B)
7 7
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Cadena Cinematica 1
ol ol ol

Las graficas para las velocidades angulares (05,0, 65), segin ecs.(2.20) — (2.22) son:

-~ N
0.025 2 7 ~
0 y ~
— y,
0 ~<\/‘ y i B -~
/ /
5 -0.025 N Y .
g e 74
=

~0.05 ;
. / /
-0.075 N \ .
. /
1\. \\ /'/ /
~0.125} I . S A

0 2 4 ] 8 10
t(seq)

ol ol ol
Las gréficas para las velocidades angulares (6, 64, 6,,), segin ecs.(2.25) — (2.27) son:
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Cadena Cinemadtica 2 o
Las graficas para las velocidades angulares (05,0, 65), segin ecs.(2.20) — (2.22) son:
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Las gréficas para las velocidades angulares (6, 6,1, 6;5), segun ecs.(2.25) — (2.27) son:
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Cadena Cinematica 3
o3 o3 o3

Las graficas para las velocidades angulares (05,0, 65), segin ecs.(2.20) — (2.22) son:
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Las graficas para las velocidades angulares (6,6, 6,5), segin ecs.(2.25) — (2.27) son:
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Cadena Cinematica 4
ol o4 o4

Las graficas para las velocidades angulares (05,0, 65), segin ecs.(2.20) — (2.22) son:
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Las graficas para las velocidades angulares (6,,,0,;, 6,5), segin ecs.(2.25) — (2.27) son:
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Cadena Cinemadtica 5 s s s
Las gréficas para las velocidades angulares (65, 0, f5), segin ecs.(2.20) — (2.22) son:
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Las graficas para las velocidades angulares (6,,,6,;, 6,5), segin ecs.(2.25) — (2.27) son:
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Cadena Cinematica 6

o6 o6 o6

Las gréficas para las velocidades angulares (65, 0, f5), segin ecs.(2.20) — (2.22) son:
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Las gréficas para las velocidades angulares (6, 6,1, 6,5), segin ecs.(2.25) — (2.27) son:
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2.4. Anadlisis de Aceleracion

2.4.1. Ecuaciones de Aceleracion

El problema Cinematico Inverso para la aceleracién se define como:

Dados el vector de aceleracion A, y las aceleraciones dngulares 1, 0, ¢, (figura 2.32) que

definen respectivamente la aceleracion lineal del origen y la aceleracion angular de la base eé’

en la plataforma movil, determinar las aceleraciones angulares 0y de las juntas rotacionales,

las aceleraciones angulares 05 y Oy de las juntas universales, y las aceleraciones angulares

01,01, v 015 de las juntas esféricas de las cadenas cinemdticas.

Las ecuaciones estdn definidas en R*. La ecuacién de aceleracién y las derivadas de las
normas de los cuaterniones incégnitas se obtienen derivando respecto al tiempo las ecs. (2.16)
y (2.17):

AL+ AL+ AL - A, = A, (2.28)

Ipsil|™ = <.I;5¢;P5i>+<l.)5i7135¢>20
lpril™ = (Bripr) + (BrisBri ) = 0 (2:29)

HPBiH“ = <.I;8i7p8i> + <I.)8i7f)81'> =0

Utilizando el Teorema 2 (Capitulo 1) se definen los vectores de aceleracion:

Al = 0

Ag = Hé*Ré—Ré*Hé—Z(Wg*Ré—Ré*Wé)*Wé
Ag = HQ*RQ—Ré*Hé—Z(Wé*Ré—Rg*Wg)*Wg
A, = H«R,—R|«H,—2(W,«xR| —R{*W,) x W,

AP - ( Oa r, vy, = )
Donde A = 0, es la derivada respecto al tiempo de un vector constante, ademss :
sz = Qs * s,
Hg = Qg; * qg; (2.30)
Hp = qp * Qp
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Fig. 2.32 Aceleraciones lineales y angulares



2. Analisis Cinematico 75

Donde:
H, = vector general de aceleracién angular absoluta del eslabén 2 de la cadena i
asociada al cuaternién qs;
H, = vector general de aceleracién angular absoluta del eslabén 3 de la cadena i
asociada al cuaternién qg;
H, = vector general de aceleracién angular absoluta de la plataforma mdévil

asociada al cuaternién qy
Se tienen las siguientes definiciones:
.015i = P2 * Py * .I;5i
Qs; = ds; % Pri * Psi + Qsi * Dy; * Psi + ds; * Pri * P +
2 ((.152- % Pr; * Psi + Qs; * Pri * Py; + i * Py, * I.)&')
'dp = G, *Qe*qs3+Q*dy* Qs+ Qyk gy Gy +
2((.11*512*(13+(.l1*(h*613+%*(.12*613)

Usando el Corolario 5, se pueden definir los elementos de .oIp de la manera siguiente:

oo . 2 ]_oo
q; = (— (w) €+ §'¢ eg,) * Q1
oo ° 2 ]_oo
q, = <_ (9> ey + 59 eg) * Q2
. 1/\° Loe
q; = (—4 (¢> &+ 5¢ eg> * Q3

1 . (1]
Y se puede reescribir q,, como:

. 1/\? Lee
a, = <—4<¢> eo+2¢eg>*Q1*Q2*Q3+
1 . 2 1.0
@l 0 90+§992 * Q2 * q3 +
1 ° 2 100
Qe * |~y ¢ 90+§¢>93 * Q3 +

0 (€3 * d1) * (€9 * q2) * q3 +

< e

@%(gg*ql)*qz*(gg*qswr

NIRN| N~

0 oqy * (€5 * q2) * (e3 * qs3)
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De esta manera reescribimos H,, como:
1 o 2 1ee
H, = 1 (0 90"‘57/}23 +
1 /e 2 1 e .
q1 * _Z 0 §0+§9§2 *q; +
2
]_ ° ]_oo B .
Q1 * G * <—4 <¢> & +5¢ %) * Gy *qp +

0 (ey ar) * (e % d,) +

¢ (e3*qu) * gz * €3y *qy +

N~~~
AL

0 ¢q1 * (e, * q2) * (€3 * ) * q (2.31)

Ademés las derivadas de los cuaterniones son:

Psi = ( Psios Psits 0, 0 )
Pn = ( Prios Prin, 0, 0 )
Psi = ( .ﬁSiOa 0, 0, 30.8@‘3 )

La ec.(2.31) muestra el uso de los valores de aceleracién angular | 1, 0, ¢ |, requeridos en el

movimiento del plato mévil. Las ecuaciones (2.28) y (2.29), representan un sistema lineal de

. . s . . , . (1]
6 ecuaciones con 6 incénitas, siendo estas ultimas (p 5100 Psils Prios Prits Pgios p8i3>. Una

vez realizado el andlisis de aceleracion, las aceleraciones angulares en las juntas cinemadticas
(1] (1] (1]

..7; ..i ..i
(0 5 07, 98> , asociadas a los cuaterniones (p si» P7is Pgi)» se obtienen aplicando el Corolario

ool

. . . [ .
5 de la manera siguiente. Para 6 asociado a ps;, se tiene:

oo . 1 ol 2 ool
Ps *Ps; = 1 (05) 90+§95 €
1 ol 2 ool
<P5z’ *§5i,91> - T (95) (€g: €1) + 595 (e1.€1)

ool

05 = 2<.I;5i*ﬁ5m91> (2.32)
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Donde (e, e,) = 0. Siguiendo el mismo procedimiento, se puede calcular:

P7; * Pz

ool

0,

Ps; * Ps;

ool

0

2.4.2.

2
1/ 1
= 7 <97> 90+§97§1

ool

= 2 <p7i * ﬁ7ia§1>

1 Y 2 1o¢i
= 71 (98> §0+§98§3

= 2 <.p.81: * ﬁsm§3>

(2.33)

(2.34)

Aceleracién Angular de la Junta Esférica

Derivando respecto al tiempo la expresion (2.23), donde F.’13i = 0, ya que estd definido con

el 4ngulo constante 0',:

BlOi * Pi1i * P12i T P1oi * .P.m' * Pi2i + P10i * P11i * .15121' +
2 (le * Py1; * P12i + P1g; * P11i * P12; T P10i * P1y; * P12i)

= .6187; * qp * P13; + Qg; * .OIp * P13 + 2&@% * (.lp * P13 (2.35)
Donde:
.OIsi '@-Isi * Pri * Pgi + Qs * .I;n * Pgi + dsi * Pri * .p.si
2 ((.151 % Pri * Psi + Qi * Pri * Py; + i * Py, * I.)sZ') (2.36)
g&' %‘I&‘
Derivando respecto al tiempo las normas respectivas, ec.(2.24):
IP10ill™ = <.P.10iaploi> + <I.)10i71310i> =0
Ipuil|™ = <.P.11¢>P11i> + <I.)11i71.)11i> =0 (2.37)
IP12il|™ = <.P.12¢>P12i> + <I.)12i71.)12i> =0
Donde:
.1;101' = ( .p.10i0> 0, 0, .p.loi?) >
Blli = ( .p.11i0> .p.lma 0, 0 >
.I;lzi = ( 30.12@'07 0, 0, .P.12¢3 >
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Las ecuaciones (2.35) y (2.37) representan un sistema lineal de 7 ecuaciones con 6 incénitas,
siendo estas ltimas (30.101'07 30.10@'37 :5112'07 .p.11z'1> .p.mo» .p.12i3>- De (2.35) se pueden elegir 3
ecuaciones escalares mds las 3 ecuaciones de (2.37) para la solucién de las derivadas de los

pardmetros de los cuaterniones. Una vez realizado el anélisis de aceleracién, las aceleraciones
..i ..i ..i

. . . . oo oo oo
angulares de la juntas esféricas | 64, 0,1, 0, |, asociados a los cuaterniones ( pyo;, P11i> P12i ) »

se obtienen aplicando el Corolario 5 de la manera siguiente:

. 1/ \?
Pioi * Pioi = 4 (910) €y + ) 019 €3

0o = 2 <.P.10i * ﬁ10m§3> (2.38)
. 1/ \? Lost
P11 * P11y = 1 011) €+ 5911 €

0y, = 2 <Blli * ﬁ11i»91> (2.39)
. 1/ \? L oot
P12 * P12 = 1 012 ) €+ ) 015 €3

0 = 2 <Bl2i * Prois 93> (2.40)

2.4.3. Graficas de Aceleracion

A continuacién se muestran las grificas de aceleraciones angulares que la plataforma es-
pacial genera, al seguir la trayectoria descrita en el Apéndice B, para un tiempo de 10

segundos. El vector de aceleracion lineal A, del origen del sistema gf estd definido como:

t 12 3
A, = 605—1805+12O§ (P — pi)

El vector de aceleracién angular 8 = <¢, 0, ng), de la base g? en la plataforma mévil, estd

definido como:
2 3

o ¢ t t
B = [60 5—18()%%—120 t?] (B, —8)
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Cadena Cinematica 1

..1 ..1 ..1

Las gréficas para las aceleraciones angulares (6, 6., 0), segin ecs.(2.32)—(2.34) son:
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Las graficas para las aceleraciones angulares (6, 6, 05), segun ecs.(2.38)—(2.40) son:
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Cadena Cinemadtica 2 ) o s
Las gréficas para las aceleraciones angulares (6, 6., 0), segin ecs.(2.32)—(2.34) son:

0.02
0.01
> 0 | - N 3
—0.01
—-0.02
0 2 4 5] 5 10
t(seq)

..2 ..2 ..2

Las graficas para las aceleraciones angulares (6, 0, 05), segun ecs.(2.38)—(2.40) son:
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Cadena Cinematica 3 s 3 .3
Las gréficas para las aceleraciones angulares (6, 6., 0), segin ecs.(2.32)—(2.34) son:
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Las graficas para las aceleraciones angulares (6., 0,, 05), segun ecs.(2.38)—(2.40) son
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Cadena Cinematica 4

..4 ..4 ..4

Las gréficas para las aceleraciones angulares (6, 6., 0), segin ecs.(2.32)—(2.34) son:
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Las graficas para las aceleraciones angulares (6, 0, 05), segun ecs.(2.38)—(2.40) son:
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Cadena Cinematica 5

..5 ..5 ..5

Las gréficas para las aceleraciones angulares (6, 6., 0), segin ecs.(2.32)—(2.34) son:
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Las graficas para las aceleraciones angulares (6, 0, 05), segun ecs.(2.38)—(2.40) son:
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Cadena Cinematica 6

..6 ..6 ..6

Las gréficas para las aceleraciones angulares (6, 6., 0), segin ecs.(2.32)—(2.34) son:
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Las graficas para las aceleraciones angulares (6, 0, 05), segun ecs.(2.38)—(2.40) son:
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Capitulo 3
Analisis Dinamico

3.1. Introduccién

Interés en el Analisis Dinamico
Recientemente, el interés en la dindmica de multicuerpos se ha incrementado, debido, no
solo al hecho de que muchos sistemas fisicos pueden ser simulados como modelos de multic-

uerpos, sino también debido a las ventajas en el hardware y software de computadoras.

Las ventajas de las computadoras permiten al investigador simular sistemas complejos al
derivar algoritmos para formular y resolver las ecuaciones de movimiento para diferentes casos

ha analizar.

De este modo las ecuaciones suministran informacién acerca del comportamiento del sis-
tema, asistiendo significativamente al analista para implementar cambios en la geometria,
sugerir la aplicacién de materiales para un uso especifico, realizar pruebas de estabilidad para
alcanzar una configuracién de equilibrio, validar resultados obtenidos de metodologias para
balanceo estédtico y dindmico de multicuerpos, experimentar el comportamiento de actuadores

y como consecuencia probar métodos de control.

Formulaciones Dinamicas

Diferentes fomulaciones han sido empleadas para establecer las ecuaciones dindmicas de
sistemas de multicuerpos. Las formulaciones mds comunes estdn basadas en definiciones de
energfa, tales como los métodos de Euler-Lagrange y Trabajo Virtual y en definiciones de la

mecédnica vectorial como el método de Newton-Euler .

Las formulaciones energéticas emplean cantidades escalares de trabajo y energfa las cuales

son menos intuitivas y menos transparentes en su forma final y la cual requiere un manejo

85
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matemdtico complicado mientras mas cuerpos tenga el sistema y més variables estén involu-

cradas en su definicién de posicién y orientacién.

También la obtencién de fuerzas y momentos de reaccién en los pares cinemadticos, re-
queridos en aplicaciones de diseno de la estructura de los sistemas, no se pueden obtener en

primera instancia y/o requieren de planteamiento extras para su célculo.

Sin embargo los métodos energéticos permiten obtener ecuaciones dindmicas de multic-
uerpos de forma cerrada (expresiones en las cuales las fuerzas o torques motrices incégnitas
del sistema aparecen despejadas del conjunto de ecuaciones) de una manera directa siguiendo

las bases de su formulaciéon matemaética.

Las aproximaciones vectoriales tienen la ventaja de ser intuitivos, de emplear un notacién
més concisa y no requieren de un manejo matemdtico complejo, sin embargo la obtencién
de una posible forma cerrada para las variables incégnitas, es una tarea mas compleja que
la de los métodos energéticos, debido a las incégnitas de fuerzas y momentos de reaccién

establecidas en las ecuaciones.

Por otro lado, la relativa sencillez en el establecimiento de las ecuaciones dindmicas (no
buscando la forma cerrada de las mismas), la posible obtencién de las reacciones incégnitas,
lutiles en la etapa del disefio para determinar la resistencia requerida de los elementos, asi
como la obtencién de las fuerzas o los torques de los actuadores, aunado todo esto al apoyo de
las computadoras para su solucién, hacen este método atractivo para el analista involucrado
en el diseno mecédnico de un sistema de multicuerpos. Estas son las razones para su aplicacién

en esta seccién, en la plataforma de estudio.

Formulacién Newton - Euler

En esta fomulacién, primero se aislan todos los cuerpos rigidos del sistema, creando lo
que se conoce como diagrama de cuerpo libre. Se adhieren marcos de referencia local en
el centro de masa de cada cuerpo rigido, siendo por lo general paralelos a los marcos de
referencia empleados para modelar las juntas cinemaéticas del sistema. Se establecen las fuerzas
y momentos de reaccién en cada cuerpo rigido, en sustitucién de las restricciones impuestas

por las juntas cinemaéticas.

Estas fuerzas y momentos reacciéon sobre las juntas cinemdticas son considerados de la
misma magnitud y en direcciones opuestas, actuando sobre diferentes cuerpos a lo largo de
la misma linea de accién de acuerdo a la tercera ley de Newton. También se establecen las
fuerzas y torques externos aplicados a cada cuerpo rigido, generados por el contacto con el

medio y/o por las necesidades de actuacion.
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Entonces las ecuaciones de Newton — Euler son escritas con respecto al marco de referencia
local adherido en el centro de masa de cada cuerpo rigido. Para describir las distintas canti-
dades cinemdticas y de fuerzas con respecto al sistema en el centro de masa, se utilizard la
definicién de rotacién establecida para el dlgebra de Quaterniones, permitiendo asi establecer

definiciones entre distintos marcos de referencia.

3.2. Anadlisis Dinamico de Fuerzas

En esta secciéon se desarrolla el problema dindmico inverso aplicado a la plataforma

paralela. Esta se define a continuacién:

Problema Dinamico Inverso
Consiste en determinar las fuerzas de los actuadores, conocidos el movimiento lineal de
algin punto de la plataforma movil y el movimiento angular de la misma como una funcion

del tiempo y las fuerza externas actuando sobre el sistema.

A partir de la formulaciéon de Newton-Euler se tiene:

F = m ag (31)
MG = IG o+ w X (IG QJ) (32)
Donde:
F = Fuerza resultante de las fuerzas externas e internas actuando
sobre el cuerpo
Mg; = Momento resultante de las fuerzas y momentos externos e internos

actuando sobre el cuerpo, respecto al centro de gravedad (C.G.)
ag = Vector de aceleracién lineal del C. G. del cuerpo
I = Matriz de inercia de masa respecto al C. G.

w,a = Vectores de velocidad y aceleracién angular del cuerpo
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La figura 3.1, muestra el diagrama de cuerpo libre de la plataforma y de la cadena cin-

ematica 1.

Cuerpo i

Fig 3.1 Diagrama de cuerpo libre
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La figura 3.2, muestra las fuerzas actuando en un cuerpo sobre la plataforma mévil.

e ~

/ Mg ( r%ento inercial del cuerpo )

/ s (\filerza inercial del cuerpo )

1y W, ( peso plataforma )
| c e yef son
e
(MomeRtelet e )f/*Mt 3/ sistemas paralelos
(Fuerza externa ) {t
I=IP ® I.".
| eC

F,y M, representan la accion |de
una herramienta de corte en 1.":31
direccion negativa del elementé?
de la base inercial e,. \

Fig 3.2 Cuerpo montado en la plataforma mévil
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La figura 3.3, muestra las fuerzas de reaccién en la junta universal de la cadena .

mb La fuerza F; y el momento M,
estan definidos en la base e8ij.

Fig 3.3 Fuerzas y momentos en junta universal
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La fig.3.4, muestra los vectores utilizados en la definicién de los momentos de la cadena .

-

>4

W
o W

O e,

Fig. 3.4 Vectores de brazo de los momentos
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La siguiente nomenclatura es aplicada en la formulacién de las ecuaciones de equilibrio

dindmico para la plataforma:

i
Wik
Wpp » Wep
i
L
i i
Jik 0Tk
Fip My,
FGp,p vFGc,p
MGp,p vMGc,p
i i
Wik > Xk
i
7,k

Ip,p ’ IC:P

vector de aceleracién del C. G. en la cadena i, del cuerpo j y
expresada en la base k

vector de aceleracién del C.G. de la plataforma p expresada
en la base p

vector de aceleracién del C.G. del cuerpo ¢ en la plataforma
expresada en la base p

vector de peso en la cadena ¢, del cuerpo j y expresada

en la base k

vectores de peso de la plataforma p y del cuerpo ¢ expresadas
en la base p

vector de fuerza en la cadena i, definida en la base j y
expresada en la base k

vectores de torque y momento en la cadena ¢, definida en

la base j y expresada en la base k

vectores de fuerza y momento externos definidas en la base
inercial y expresadas en la base p

vectores de fuerzas inerciales de la plataforma p y del cuerpo ¢
expresadas en la base p

vectores de momentos inerciales de la plataforma p y del cuerpo ¢
expresadas en la base p

vector de velocidad y aceleracién angular en la cadena 1,

del cuerpo j y expresada en la base k

matriz de inercia en la cadena i, del cuerpo j y expresada

en la base k

matriz de inercia de la plataforma p y del cuerpo ¢ expresadas

en la base p
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r, ,r, = vectores de posicién de las fuerzas Fy 5 y Fg 5 respectivamente, medidos

desde el C.G. del cuerpo 2i en la cadena i y expresada en la base e?i.

'~
~

; i C ey i i . .
r,,r; = vectores de posicién de las fuerzas Fg g y Fg ¢ respectivamente, medidos
desde el C.G. del cuerpo 3i en la cadena i y expresada en la base e]&.

i

r, = vector de posicién de la fuerza Fy ,

medido desde el C.G. de la plataforma
movil y expresada en la base e? .

rir y = vectores de posicién de las fuerzas F; , y w., respectivamente, medidos
desde el C.G. de la plataforma mévil y expresada en la base e’; .

gj = vector de posicién relativo del C.G. del cuerpo j, definido en la base inercial e;.

Aplicando las ecs.(3.1) y (3.2) a los cuerpo de la plataforma paralela.

Ecuaciones de equilibrio dindmico para el cuerpo 2:

Las ecuaciones son expresadas en la base local e?i unida al cuerpo.
i i Y
F5,5 - F8,5 TWy5 = My ag; (3.3)
re X Fyg — vy x Fy g + Mg — Mg + T 5 = I aps+whs x (I whs)
(3.4)

Ecuaciones de equilibrio dindmico para el cuerpo 3:

Las ecuaciones son expresadas en la base local ef-i unida al cuerpo.
i i Y
F8,8 - F9,8 T W35 = M3 azg (3.5)

re X Fgg—rg xFog+ Mgg = Ijgasg+wsgX (13,8 w3,8) (3.6)

Ecuaciones de equilibrio dindmico para la plataforma mévil

Las ecuaciones son expresadas en la base local e§ unida al cuerpo.

6
ElFZ),p +Fip+Wop+Wep = Fopp+Foep (3.7)

6 .
Elr’e X Fo, +1i X FrptrpxXwe,+My, = Mgy +Mgey +17 X Fa,
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Donde la fuerza externa F,, y momento externo M,,, representan la accién de una her-
ramienta de corte en la direccién negativa del elemento de la base inercial e; y transformada

a la base local e? . Ademaés:

Fepp = myp )
FGc,p = M ac,p
Meyp = Ly app+wpy x (L, wpy)
Meep = Lep oy +wpp X (Iep wpp)

En la siguiente seccién se procede a definir cada una de las fuerzas y momentos de las expre-

siones anteriores.

3.3. Fuerzas y Momentos del Cuerpo 2i

Las fuerzas a definir para este cuerpo a partir de las ecs.(3.3) y (3.4) son: Fi 5, F 5, Wi,
Té,57 Mgﬁv Mé,&’)'

3.3.1. Definiendo Fuerza Fg75

Expresando F%J (vector de fuerza en la cadena i, definida en la base 5 y expresada en la

base 1) en la base inercial e;, para j = 1,2,3:
R A
= f;—)i P(%i;ﬁj)
Fé,l = f;’i (Q5z‘ * € % Qm‘)
Donde f}" = componente j de la fuerza k de la cadena i. Expresando F ; en la base local €7":
Fé,5 = p(@s; Fl51)
= Qs * Fg; * Qi
= Qs * iji (Q5z‘ * €k %) * Qs
= (ds; * Qsi) * fjsi e; * (s * qs;)

Fi, = f]'e (3.9)

En la ec.(3.9) se aplicé la identidad g« q = 1.
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3.3.2. Definiendo Fuerza F}
Expresando Fé’l en la base inercial e;, para j = 1,2,3:
Fo, = fj' e
= ffi P(QSian)

Fé,l ijZ (qsz‘ * €k Q&‘)

Expresando Fy ; en la base local e}
F§,5 = p(as; F§,1)
= Qs * F?s,1 * Q5
= s * fjsi (qSi * €k G&) * Qi

F§,5 = (@ * qsi) * fj& €; * (ds; * ds:) (3.10)
Donde:
Qs *dsi = ds; * (dsi * P7 * Psi) = P * Ps
Qg; *ds; = (ﬁ&' * Py * ﬁm) * Q5; = Pg; * P7; = P7i * Psi
Definiendo:
P78i = P7i * DPsi (3.11)

Sustituyendo ec.(3.11) en ec.(3.10):

Fé,5 = Prsi * f]& €; * Prg;
= fjsj (p78i ke % ﬁm)
Fi, = f%af (3.12)

Donde a3 = prs; * €; * Prg; y ademds Fi 5 € R*. O también:
Fis = p(prsi.fs) (3.13)

Donde f{; = [ e; € R

3.3.3. Definiendo Peso w§’5

Expresando Wg’l (vector de peso en la cadena i, del cuerpo 2 y expresada en la base 1) en

la base inercial e;, para j = 1,2, 3:
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Expresando wj; en la base local e':

)

Wys = p(%,Wé,l)
= Qg * Wg,l * Qs;
= Qs * (—még 93) * Qi
= —mbg p(@s;, €3)
W5 = —mhg by (3.14)

Donde b3’ = p(@s;, e3).-

3.3.4. Definiendo Torque Tg’5

Expresando ngl (vector de torque en la cadena i, definida en la base 5 y expresada en la
base 1) en la base inercial e;, para j =1,2,3:
T, -
= ' p(dsi, e;)
Té,l = ¢ (gsi * €, * qs;)
Donde t' = torque del actuador de la cadena i. Expresando Tgl en la base local g?i:
Té,s = P(Q5i7 Té,l)
= Gyt (A5 % € * ;) * Qs
(s * dsi) * 1 €y * (qs; * Os:)
TE,S = t'e (3.15)

3.3.5. Definiendo Momento 1\/1’575
Expresando ngl en la base inercial e;, paraj = 2, 3:
M, = el = m plase)
Donde m;” = componente j del momento k de la cadena ¢. Expresando Mgl en la base local
e}
Mé,5 = p(ds; MZ51)

M, = m)e; (3.16)
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3.3.6. Definiendo Momento Méé

Expresando M: ; en la base inercial e.:
8,1 =J

i 8 .8 _ . 8i
M8,1 =my e =my p(qsi,e;)

Expresando Mg, en la base local e}
Ms; = p(ds, Ms,)

= mgi P(P?Sz‘; 92)

My, = my ay (3.17)

Donde a5’ = p(prsi €,)-

3.3.7. Transformando Fuerzas, Torques y Momentos al Espacio R?

Expresiones (3.9), (3.12), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), (3.17), estén en el espacio vectorial

R*, para su sustitucién en las ecuaciones dindmicas (3.3) y (3.4) se definen en R?® de la manera

siguiente:
Fi. — ffie,
55 — Ji €
. g 5i
Fos = Jj"a)
. 4 5
F§,5 = Ty (P(P?&‘, f§,5)) €R
(3.18)
W5 = —myg b
Té75 = tl e
M. = mde.
55 — My €
Mys = mj af

La diferencia entre bases de R? y R*, es el subrayado entre ellas, es decir e; € R* y e; € R*.
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3.4. Vectores de Posicién en Momentos del Cuerpo 2i

Los vectores r}, y rj estdn definidos en la base local €7, de la misma manera que ec.(3.9).

En el espacio vectorial R* se tiene:

i i
r, = _la (5}
i i
r, = l,e
En el espacio vectorial R? se tiene:
i i
r, = —l, e (3.19)
i i
I‘b — lb 62

Tal que e; = Ty (e,) € R®. La expresiénes de (3.19) se sustituyen en las ecuaciones dindmicas
(3.4).

3.5. Fuerzas y Momentos del Cuerpo 3i

Las fuerzas a definir para este cuerpo a partir de las ecs.(3.5) y (3.6) son: Fg, Fig, Wi,
M .

3.5.1. Definiendo Fuerza F
Expresando Fgl en la base inercial e;, para j = 1,2, 3:
Fi, =2 el = [ plasi,e;)
Expresando F§; en la base local €}':

Fé,g = ﬂ(@;mFéJ)
Fig = f]'e (3.20)

3.5.2. Definiendo Fuerza Fj
Expresando Fé,1 en la base inercial e;, para j = 1,2,3:
Fy, = f)" e = f) plasi,e))
Las bases g?i y g?i son paralelas. Expresando F§,1 en la base local g?i:
Fg,s = P(asw Fg,1)
Fos = f'¢ (3.21)
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3.5.3. Definiendo Peso wj
Expresando Wé,l en la base inercial ;, para j = 1,2,3:
W§,1 = —még €3
Expresando w} ; en la base local €}
W3g = P(Q&,Wé,l)
= p(Asi, —m3g e;)

= _még P(qsm 93)

_ i .8
W3g = —Mgg ag

Donde a¥' = p(qg;, €3)-

3.5.4. Definiendo Momento Mgg

Expresando Mg ; en la base inercial e;:

i 8 .8 _ . 8i
M8,1 =my ey = my' p(ds;, €y)

Expresando My, en la base local e5':

Mé,s = p(Qs;; Mé,1)

i 8i
Ms,s = My €

(3.22)

(3.23)

3.5.5. Transformando Fuerzas, Torques y Momentos al Espacio R?

Expresiones (3.20), (3.21), (3.22), (3.23), estén en el espacio vectorial R*, para su susti-

tucién en las ecuaciones dindmicas (3.5) y (3.6) se definen en R? de la manera siguiente:

i 8
Fgg = fj €
Y ]
Fog = fj €;
S .
W3g — mzg as
Mi _ 81
gg — My €

Donde e; € R3.

(3.24)
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3.6. Vectores de Posicién en Momentos del Cuerpo 3i

Los vectores r;, y r); estan definidos en la base local e}, de la misma manera que ec.(3.20).

En el espacio vectorial R* se tiene:

P i
r. = _lc €9
i g
rg = lge
En el espacio vectorial R? se tiene:
P i
r. = -l e (3.25)
i g

Tal que e; = Ty (e,) € R®. La expresiones de (3.25) se sustituyen en las ecuaciones dindmicas
(3.6).

3.7. Fuerzas y Momentos del Cuerpo p

3.7.1. Definiendo Fuerza Fj,
Expresando Fé,l en la base inercial e;, para j = 1,2, 3:
F;l = fjgl g?’b = f]91 p(q10179j>
Expresando FQI en la base local g? :
Fy, = p(@, Fy,) (3.26)

A continuacién se procederd a definir el cuaternién qig;. De la cinematica (Capitulo 2), se

tiene la transformacidn relativa entre las bases g?i y g}‘“ dada por:

Qdsi = P10i * P11i * P12;

Esta transformacién representa los tres giros que experimenta la junta esférica, para que la
base g?i esté paralela a la base g}‘“. También la transformacion relativa de la base mévil g?

respecto a la base g?i de la junta esférica y su conjugado estdn dadas por:

doi = dsi* Pyg;
Qyg; = P13i *ds
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Asi, la transformacion absoluta de la base g?i en la junta esférica, respecto a la base inercial

estd dada por:
d10i = dp * P13i * Qsi = dp * dy;
Desarrollando ec.(3.26):

Fg,p = Qp * Fé,l * qp
= q,* fjgi (a0i * € * Qyg;) * qp

Fé,p = (qp * qui) * (fggl Qj) * (dyo; * ap)

Simplificando mediante la sustitucién de ec.(3.27):

q, * quoi = qp*(Qp*agi):?lgi

Quoi ¥dp = ( d9i *Gp) *Qp = Qi

Sustituyendo en ec.(3.28):

Fép = qy; * (fjgl Qj) * Qo
= f ]Qi (?lgi * €k qu)
i 19i _p9
Fo, = fj 3

9 —
Donde g? " =Ty, * € * qy;.

3.7.2. Definiendo Fuerza F,,, Pesos w,,,, w.,, y Momento M, ,

(3.27)

(3.28)

(3.29)

La fuerza externa F; , y momento externo M, ,, representan la accién de una herramienta

de corte en la direccién negativa del elemento de la base inercial e; y transformada a la base

local g? . Expresando F;; en la base inercial e

Ft,l = _ft €3

Expresando F,, en la base local 9? :

Ftvp = p(a;w Ft,1>

= _ft p(q1ﬂ 93)
_ P
Fip = —fia;
De la misma manera los pesos y el momento:

W,, = —m,g al
Psp pd &3
_ p
Wep = meg as

_ P
Mt,p = —Mmy a3

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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3.7.3. Transformando Fuerzas, Torques y Momentos al Espacio R*

Expresiones (3.29), (3.31), (3.32), estdn en el espacio vectorial R?, para su sustitucién en

las ecuaciones dindmicas (3.7) y (3.8) se definen en R? de la manera siguiente:

o
Donde a}™, a§ € R®.

) _ 9 _p9i
Fo, = fi &
_ p
Ft,p - _ft a3
(3.33)
_ p
Wpp = —Mpg agz
_ p
Wc,p = —mcg a3
_ p
Mt,p = —My a3

3.8. Vectores de Posicién en Momentos del Cuerpo p

En el espacio vectorial R* se tiene para j = 1,2, 3:

%
re

ry

Ly

= al = iy plpe)

En el espacio vectorial R? se redefine:

ltj €;
= ly e
rio= [l ap¥
ry = ltj €; (334)
ry = lyje;

Talquee; = Ty (gj) € R3. La expresiones de (3.34) se sustituyen en las ecuaciones dindmicas

(3.8).

3.9. Aceleracién del Centro de Gravedad, Velocidad y

Aceleracion Angular del Cuerpo 2i

La figura 3.5, define los vectores de posicién de los centros de gravedad de los cuerpos de

la plataforma.
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Fig. 3.5 Vectores de centro de gravedad

3.9.1. Definiendo la Aceleracién del Centro de Gravedad A} ;

El vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo 2i se define en la base inercial

e; € R* como:
R;,l - Ril + RiGQ
= dyef +dg, &
De la cinemética (Capitulo 2), el vector de velocidad del centro de gravedad se define como:
V§,1 = Vzi + VéQ - 2‘2
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Donde Vi = 0, por ser constante. El vector de aceleracién del centro de gravedad se define
como:
Alil = Ali + AiGQ = AiG2
= (HQ*R’GQ—R’GZ*HZQ) —2(W§*R’GQ—R’GQ*W§) * W5,
(3.35)
W, = gy * Ty
HZQ = Q5 *Qqy
A continuacién se procederd a transformar la aceleracién Aj ,, ec.(3.35), expresada en la base

inercial, para expresarla en la base local g?i. La transformacion se hard para cada uno de los

i i Ri
elementos W3, H5, R,.

Transformando W}

Expresado en la base inercial:
Wi = d; * G5, = Pai * Pai * (I.)& * ﬁsi) * Py; * Pa;
Donde:
ds5i = P2i * P4 * Ps;

ds; = DPsi * Py * Py
qs; = P2 * P4 * Ps;

Expresado en la base €3":

Wi s = (s, W5) = Dy, * (I.)Bz * ﬁm) * Psi (3.36)

La ec.(3.36) es una rotacién con el mismo eje de giro que el elemento a rotar, por lo tanto el

elemento a rotar no es afectado, quedando:

Wé,5 = I.)En' * Ps; (3.37)

Transformando H)

De la misma manera, expresado en la base g?i:

H) 5 = p(Gs;, Hy) = Psi * P (3.38)
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Transformando RY,

De la misma manera, expresado en la base inercial:
G2 = e €' = dgy p(dsi €,)
Expresado en la base g?i:
Z‘G2,5 = /)(asiv RiG2)

= P(qrm dEQ Qgi)

212,5 = 2:2 € (3.39)

Finalmente se define la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 2i en la base local g?i

COImo:

Aé,&’) = (Hz25 * Rg2,5 - RiG2,5 * HZ25) -2 (W§5 * RiG2,5 - Rgu * WZ25) * W§,5 (3.40)

3.9.2. Transformando la Aceleracién del Centro de Gravedad, la
Velocidad Angular y Aceleracién Angular del Cuerpo 2i al
Espacio R?

La aceleracién de centro de gravedad, la velocidad angular y la aceleraciéon angular, nece-
sitan sustituirse en las ecuaciones dindmicas (3.3) y (3.4). Su definicién en R?, a partir de su

definicién paramétrica en R?, se hace de la manera siguiente:

Aceleracién del Centro de Gravedad

A partir de la ec.(3.40), se obtiene la aceleracién del centro de gravedad aj 5 € R®:
aj; =Ty (A};) (3.41)
Velocidad Angular
Segiin ec.(3.37), la velocidad angular W 5 € R*, se define como:
Wé,5 = f)5i * Ps; (3.37)
Segiin Definicién 2 (Capitulo 1), la velocidad angular w ; € R? se define como:

wé,s =Ty (Qiz,s) =Ty (2 Wés) =Ty (2 I.)Si * ﬁfn‘) (3.42)
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Aceleracién Angular
oi

Derivando respecto al tiempo ec.(3.37), se obtiene la aceleracién angular W, ; € R*:

o

Wz,s = Ps; * Ps; T Psi * Ps; = Hé,5 + Ps; * Ps; (3.43)

Segiin Definicién 3 (Capitulo 1), la aceleracién angular od 5 € R?, se define como:

aé,s =Ty (Qéﬁ) =Ty <2 Wz,s) =Ty (2 (Hés» + I.)Si * ﬁm‘)) (3.44)

3.10. Aceleracion del Centro de Gravedad, Velocidad y

Aceleracion Angular del Cuerpo 3i

3.10.1. Definiendo la Aceleracién del Centro de Gravedad A§78

El vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo 3i se define en la base inercial

e € R* como:
R;, = R} +Rj+ R
— ety oy o
De la cinemética (Capitulo 2), el vector de velocidad del centro de gravedad se define como:
Vi, = Vi+Vi+ Vi, =V, + Vg,
= (WixR)— R, « Wi) + (W5 xRy — Rig x W)
El vector de aceleracién del centro de gravedad se define como:
A§,1 = Azi + Aé + Alés = Aé + AiGs
= (HQ*RQ—R;*HQ) —Q(WQ*RQ—RQ*WQ) * Wh +
(Hg * Ris — Ry * Hg) -2 (Wg * Riy — Ry * Wg) * WS
(3.45)

Wé = Qs *Qy
HZQ = Qs * 5

W% = dQg; *qg;
H?ﬂ = dg; *dg;
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A continuacién se procederd a transformar la aceleracién Aj ), ec.(3.45), expresada en la base

inercial, para expresarla en la base local g?i. La transformacién se hard para cada uno de los

i I R i i R
elementos Wy, Hy, Ry, W3, Hy, Ris.

Transformando W}
Expresado en la base inercial:
W; = q;; * Qs
Donde:

ds; = DPsi ¥ Pa; * Py

ds; = P2i * P4 * Ps;
Expresado en la base €":
Wis = p(ds;; W3) = s; * (%i * QSi> * Qi (3.46)
dsi = 45 * P7i * Psi
ds;, = Psi *Pr7 *ds;

Donde:

dg; *ds;, = Ps; *P7; *ds5; * (P% * Pyg; ¥ P5i)
= Dgi * Dy * (Psi * Py * Pai) * (P% * Pag * P5i>

= DPs; * Py * (ﬁsi * P5¢)

Osi *dsi = s * (dsi * P7i * Psi)
= P *Psi

Sustituyendo en ec.(3.46), las relaciones anteriores, tal que se cumple pj; * f)5i = 135i *Ps; (por

la conmutatividad de cuaterniones con el mismo eje de giro) y empleando ec.(3.37):

)

28 = DPgi*Pr* (Psi * ﬁsi) * Pri * Pg;
Prsi * Whs * Drs;
;,8 = P(ﬁma W§5) (3-47)

Donde prs; = p7i * Psi-
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Transformando H)

De la misma manera, expresado en la base g?i:
Hé,s = P(Q&'v HE)
= p(Prsi> H225) (3.48)

Transformando R}

De la misma manera, expresado en la base inercial:
i i bi_ i
R; = dg e’ = dg p(asi, €;)

Expresado en la base g?i:

Ré,g = p(ag, RY)
= p(Gs;, ds €3')
= ds p(Prsi> )
Ré,s — d b (3.49)
Donde by’ = p(Prg;, €3)-

Transformando W}
Expresado en la base inercial:
Wé = Qg; * Js;

Expresado en la base e}":

ng = P(qsz‘a W%) = (g * ((.181’ * Q&‘) * s
= Ty, * Qg (3-50)
Donde:

Qg; *dg; = Pg; * Py * ds; * <Q5z‘ * Pri % Psi + dsi * Pr; * Pgi + dsi * Pri * p8@‘>

= Psi*Pr * <a5i * QSi) * P7; * Pgi +
Ps; * (ﬁn * P7z‘> * Pg; +

Ps; * Ps;

dg; *dg; = DPrs; * (%i * O.I5¢) * Prsi +
Ps; * (Pn * ﬁn‘) * Pgi +

Ps; * I.’Si (3.51)
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Donde:

s, * él5z‘ = Psi * Py * Pa; * (p% * Pai * pSi)

= Psi *Psi

= Psi *Psi

= Wi, (3.52)
En la expresién anterior se utilizé la ec.(3.37). Finalmente sustituyendo ecs.(3.51) y (3.52) en
ec.(3.50) se tiene:
Wis = Drgi* Wos % Prsi +

Pg; * (Pn * ﬁn‘) * Pg; +

Psi * Ps; (3.53)

Transformando H}

De la misma manera, expresado en la base €}':

Hg,S = P(Gsm Hé)
= Qg xHi*qy
= Qg * <q8i * qSi) * (g;

= (Qg; * .CISi (3.54)

Transformando R,
De la misma manera, expresado en la base inercial:
63 = dzés e = dé‘S p(dsi; €;)
Expresado en la base €":
czs = p(Qsi Ris)
= Qg * Rz * qu
= dg; * (dég qg; * €y * qsi) * s
2‘3,8 = dzés €9 (3.55)
Finalmente se define la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 3i en la base local g?i

comor:
Ay = (Hé,s * Ré,s - Ri2,8 «Hyg) —2(Wys*xRys — Ry x W) Wé,s +
(Hé,s *Regs — Rasg * H?s,s) —2 (Wé,s *Regs — Ragg * Wg,s) * Wi
(3.56)
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3.10.2. Transformando la Aceleraciéon del Centro de Gravedad, la
Velocidad Angular y Aceleracion Angular del Cuerpo 3i al
Espacio R?

La aceleracién de centro de gravedad, la velocidad angular y la aceleracién angular, nece-
sitan sustituirse en las ecuaciones dindmicas (3.5) y (3.6). Su definicién en R? a partir de su

definicién paramétrica en R* se hace de la manera siguiente:

Aceleracién del Centro de Gravedad

A partir de la ec.(3.56), se obtiene la aceleracién del centro de gravedad aj 4 € R®:

al, = Ty (Aly) (3.57)

Velocidad Angular
Segrin ec.(3.50), la velocidad angular Wi ¢ € R*, se define como:

W?a,s = (g; * ElSi (3.50)
Segun Definicién 2 (Capitulo 1), la velocidad angular wf;)’s € R3, se define como:

whe =Ty (whs) = T (2 Wie) = Ty (2 G * ) (3.58)

Aceleracion Angular
o

Derivando respecto al tiempo ec.(3.50), se obtiene la aceleracién angular W, € R*:

Wi3s = Qg *dg; + Qs * ds;

= Qg * aSi + (.181’ * (.181’
= Hig+ Qi * g, (3.59)

Segun Definicién 3 (Capitulo 1), la aceleracién angular a§78 € R3,se define como:

O‘g,g =Ty (Qé,s) =Ty (2 W3,8> =Ty (2 (Hé,s + (.]82’ * (.]81’)) (3.60)
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3.11. Aceleracion del Centro de Gravedad, Velocidad y

Aceleracion Angular de la plataforma mévil

3.11.1. Definiendo la Aceleracién del Centro de Gravedad A,

El vector de posicién, velocidad y aceleracién del centro de gravedad de la plataforma

movil se define en la base inercial e € R* como:

(3.61)

La aceleracién del centro de gravedad de la plataforma mdévil en la base local g? , se define

CO1mo:

App = p(@, Ap) (3.62)

El vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo en la plataforma se define en la

base inercial e; € R* como:

R; = R, +R}
= R, +1j €] (3.63)

Donde g? = p(ap, gj). El vector de velocidad del centro de gravedad del cuerpo en la platafor-

ma se define como:

V; = V,+V}
= V,+ (W, *R; —R;*W,) (3.64)

El vector de aceleracién del centro de gravedad del cuerpo en la plataforma se define como:

Ay = A+ A
= A, + (Hp*R'f—R'f*Hp) —2(W,,*R}—R}*Wp) * W,
(3.65)
A continuacién se procederd a transformar la aceleraciéon A, ec.(3.65), expresada en la base

inercial, para expresarla en la base local gﬁ-’ . La transformacién se hard para cada uno de los
/
elementos W, H,, R’;.
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Transformando W,, H, R/,

W, = P(qpv W,) = q, * W, xq,

Wop = Q,*q, (3.66)

H,, = q,*q, (3.67)

/f’p = p(ap7 R“/f) = Qp * R‘/f * qp
= G (Iyj apxe;xq,) *qp
o= lie (3.68)

Finalmente se define la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo en la plataforma en la

base local gﬁ-’ como:

App=A~Ap,+ (Hp,p * R/f,p - /f,p * Hp,p) -2 (sz * le,p - /f,p * Wp,p) * Wy, (3.69)

3.11.2. Transformando la Aceleracién del Centro de Gravedad, la
Velocidad Angular y Aceleracién Angular de la plataforma

y el cuerpo sobre el mismo, al Espacio R?
La aceleracién del centro de gravedad, la velocidad angular y la aceleracién angular, nece-

sitan sustituirse en las ecuaciones dindmicas (3.7) y (3.8). Su definicién en R? a partir de su

definicién paramétrica en R* se hace de la manera siguiente:

Aceleracién del Centro de Gravedad
A partir de las ecs.(3.62) y (3.69), se obtienen la aceleraciones del centro de gravedad a,, ,
yas, € R%:

a,, = Ty(A,) (3.70)
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Velocidad Angular
Segtin ec.(3.66), la velocidad angular W,,, € R*, se define como:

W,, =q,*q, (3.71)
Segtin Definicién 2 (Capitulo 1), la velocidad angular w,,, € R?, se define como:

wpp =Ty (@,,) = Ty (2 W,,) = Tr (2, + 4, ) (3.72)

Aceleracién Angular

Derivando respecto al tiempo ec.(3.71), se obtiene la aceleracién angular W, € R*:

Wop = q, *q, +q,*q,
H,, +q,*q, (3.73)

Segtin Definicién 3 (Capitulo 1), la aceleracién angular a,, € R?, se define como:

o,y =Ty (a,,) = Ty <2 v’v,,,,,) —Ty (2 (H,, + 4, * a,)) (3.74)

3.12. Graficas de Torques, Fuerzas y Momentos

En esta seccién se muestra la solucién de las ecuaciones dindmicas, mediante las graficas de
torques, fuerzas y momentos que la plataforma paralela genera al seguir la trayectoria descrita
en el Apéndice B, para un tiempo de 10 segundos. Los datos utilizados parai = 1,2,3,4,5,6

son: ' ' '
I, = 10075 m le= 1015 m dy= 1015 m
li= 10.075 l,= 1015 di = 10.15
mb = |2 kg mh = | 3 kg di = | 0.075

diy = 0.15

Il = 015 m
lhn =10 m l/p =10 m
lip =10 lyp =10
lis =10.15 lys =1 0.075
m, = | 4 kg me= | dkg
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7 _
12,5 =

7 _
13,8 =

Ip,p _

Ic,p -

[ 1x 10 0 0
0 3.8 %1073 0 kg.m?
0 0 3.8 x 1073
1.5 x 1074 0 0
0 2.2575 x 1072 0
0 2.2575 x 1072
1x1072 —45x%x1072 —5.6x 1072
—45%x1072 38x1072 —57x107!
—56x 1072 —57x 107! 3.8x 1072
2.5 x 1073 0 0
0 5% 1073 0
0 0 5x 1073

A continuacién se muestran las gréaficas de los torques impulsores y las fuerzas y momentos

de reaccién en cada cadena cinemadtica.
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Componentes de Fuerzas y Momentos en Juntas Rotacionales

Cadena Cinematica 1
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Componentes de Fuerzas y Momentos en Juntas Universales
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Cadenas Cinemaéticas 4,5,6
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Componentes de Fuerzas en Juntas Esféricas
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Capitulo 4
Conclusiones

Este capitulo recoge a manera de conclusiones las aportaciones fundamentales de este

trabajo, asf como las principales lineas de investigacién que basadas en el mismos se sugieren.
Las aportaciones principales de este trabajo son:

1.- El planteamiento de las ecuaciones cinematicas y dindmicas utilizando el dlgebra de cu-

aterniones desde un punto de vista vectorial.

= El planteamiento vectorial permitié relacionar de manera directa conceptos de la
cinemdtica tridimensional de cuerpos rigidos, tales como: la variacién de la magni-
tud y orientacién de un vector respecto al tiempo, la demostraciéon de las compo-
nentes tangencial y normal de la velocidad y aceleracién lineal. De la definiciones
vectoriales anteriores se establecieron las ecuaciones dindmicas de la manera usual

que en el espacio tridimensional.

2.- Relaciones de velocidad y aceleracién tanto lineal como angular en términos de los

pardmetros de los cuaterniones.

= Se demostro la forma en que se propagan las velocidades y aceleraciones angulares
en el movimiento de un cuerpo rigido en el espacio vectorial de los cuaterniones,
la relacién que existe entre las velocidades y aceleraciones angulares en funcién de

pardmetros de cuaterniones y los mismos conceptos en el espacio tridimensional.

3.- El establecimiento de las ecuaciones de posicién, velocidad y aceleracién desde un punto

de vista vectorial.

= El planteamiento vectorial permitié de manera directa el andlisis cinemdtico a

través de ecuaciones de lazo, tanto para las cadenas cineméticas como para las

129
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juntas esféricas. Se establecié la ecuacién del movimiento de la junta esférica, me-
diante la multiplicacién de los cuaterniones que representan sus giros. Quedando

una ecuacién muy simple, ajena a la funcién de rotacién de cuaterniones.

En esta etapa final del estudio, es posible contestar las preguntas que en el inicio de la

tesis se plantearon.

1.-; Existe una regla de composicién de rotaciones para expresar la misma orientacién del
cuerpo rigido?

R.- La regla existe.

2.- ;Esta regla se define mediante la operacién binaria de multiplicacién o la funcién de
rotacién?

R. - La regla se define mediante la funcion binaria de mutiplicacion.

3.- Dado unos de los casos anteriores jcomo se define esta regla?

R.- Los cuaterniones involucrados aparecen multiplicados de izquierda a derecha (ec.1.2).

4.- jCnal es la expresiéon de velocidad angular asociada al cuaterniéon general?
R.- La definicion es la multiplicacion de la derivada respecto al tiempo del cuaternién por

su vector conjugado (ec.1.30).

5.- ;Cual es la expresiéon de velocidad angular asociada a la composicién de rotaciones?

R.- Se define mediante la ec.(1.43).

6.- ;Como se define la regla que asocia la velocidad angular a la velocidad lineal en
ambos casos?

R.- La regla estd definida por la ec.(1.30).

7.- ;Cual es la relacién que existe entre las velocidades angulares definidas en R* y
R3?

R.- La velocidad angular en R* es igual a wun medio de la velocidad angular en R?
ec.(1.39).

8.- ;Cual es la expresién de aceleracién angular asociada al cuaternién general?

R.- La definicion es la multiplicacion de la sequnda derivada respecto al tiempo del cu-
aternion por su conjugado mas la multiplicacion de su primera derivada por el conjudado de
la misma (ec.1.72).

9.- (Cual es la expresién de aceleracién angular asociada a la composicién de rota-

ciones?
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R.- Se define mediante la ec.(1.87).

10.- ; Cémo se define la regla que asocia la aceleraciéon angular a la aceleracién lineal
en ambos casos?
R.- La regla estd definida por la ec.(1.59).

11.- ;Cual es la relacién que existe entre las aceleraciones angulares definidas en R* y
R3?

R.- La aceleracion angular en R* es igual a un medio de la aceleracion angular en R?
ec.(1.72).

12.- ;Cual es la regla para expresar en las bases locales velocidades y aceleraciones, tanto
lineales como angulares?

R.- Repuesta de prequnta 13.

13.- ;Cual es la regla para expresar en las bases locales vectores de fuerzas y momentos,
tanto internos como externos?

R.- Ambas preguntas tienen la siguiente respuesta. Para expresar un vector de una base
local B a una base local A, se emplea la funcién de rotacion de los cuaterniones p(p,q)
(Capitulo 1), donde p es el vector que contiene el dngulo y el eje de la rotacion y q es el
vector a rotar. Para transformar vectores en sentido inverso, es decir de la base A a la B, la

funcion p emplea un cuaternion con giro contrario, es decir p(p,q).

Un hecho no esperado y derivado del estudio, tiene que ver con las ecuaciones que represen-
tan los movimientos de la junta esférica. Debido a la manera en que se forman las ecuaciones
de lazo en el andlisis de posicién de la plataforma, estas solo aportan informacién del giro
de las juntas rotacionales y universales. Los giros de las juntas esféricas estdn excluidas. Era
necesario tener dicha informacién para utilizarlas en el andlisis dindmico de fuerzas. Las ecua-
ciones planteadas para las juntas esféricas se muestran en el capitulo 2, ecs.(2.13)-(2.14), que
representan una composiciéon de los giros involucrados. Dichas ecuaciones o sus equivalentes
tanto en la posicién como en la velocidad y aceleracién, no aparecen en ninguna referencia o

bibliografia consultada. Siendo esta, otra aportacién de la presente tesis.

Las lineas de investigacién més significativas que se sugieren a partir de este trabajo son
las siguientes:

1.- Solucién de forma cerrada, para obtener expresiones de cada unos de los dngulos de las
juntas cinemadticas, sin depender de un método numérico. Esto implica, resolver las ecuaciones
polinomiales del anélisis de la posicién mediante métodos algebraicos.

2.- Solucién del problema dindmico directo, que involucra la solucién de las ecuaciones

dindmicas de la plataforma desde el punto de vista de ecuaciones algebraico-diferenciales.
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3.- Estudio de métodos niimericos para la solucién de las ecuaciones algebraico-diferenciales
en funcién de pardmetros de cuaterniones.

4.- Desarrollo de modelos para el estudio de los esfuerzos y deformaciones presentadas en
la plataforma espacial.

5.- Desarrollo de modelos para el estudio de las vibraciones del sistema.

6.- Planteamiento de las ecuaciones dindmicas utilizando métodos energéticos como el de
Euler-Lagrange.

7.- Como una consecuencia de lo anterior, estudio de métodos de control en funcién de

pardmetros de cuaterniones.



Apéndice A
Algebra de Cuaterniones

Se definen dos operaciones en el conjunto de R*[37], una aditiva @ : R* x R* — R* y otra
multiplicativa x : R* x R* — R* mediante los cuales los conjuntos (R*, @) y (R*, %) forman
respectivamente un grupo aditivo conmutativo y un grupo multiplicativo no conmutativo.

i) (a,b,c,d) @ (a, 8,7,0) = (a+a, b+, c+7, d+ )

it) (a,b,c,d) * (o, 8,7,0) = (aax—bfB —cy—dd, af + ba + cd — dv,
ay — b6 + ca + dB, ad + by — cf + df) (A1)
Y (a,b,c,d),(a,B,7,0) €R*

Estas operaciones satisfacen los resultados siguientes:

u Dados p’ q7 S 6 Q’ p = (a7b7c1d)7 q: (a7ﬁ7’776)’ S = (l.?y?’z?w)’ l: (0707070)7 la’
operacion suma cumple:

PO(qds) = (pdq)Ds

1¢p = p@l=p (A2)
pdgq = qdp
pep ' = p 'ép=1

Donde 1, es el elemento neutro para la adicion. FEl elemento inverso para la adicion se

define p~* = —p.

u Dados p’ q7 S e Q? p = (a7b7cﬂd>’ q: (aaﬁa’Yaé)) 5 = (x7y7z7w)7 1 = (]‘707070>7 la
operacion multiplicacion cumple:

p*(qxs) = (p*q)*s
1xp = pxl=p (A3)
Ptq = —q*p

Donde 1, es el elemento neutro para la multiplicacion. El elemento inverso para la

multiplicacion se define como:

o] (A4)

hel
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Dondep = (a, —b, —c, —d), es el conjugado de p. Y la norma se define como ||p|| =
(p, p)l/z. Ademds se cumplen las siguientes propiedades:

(Pp®q)*s = pxsdqxs
P*x(q®s) = pxqPdpx*s

(P®a) = Paq (A5)
P*xq = q*Pp
P*pP = DP*P

» La multiplicacion por escalar se define para o € R como:

a e p = (aa,ab, ac, ad) (A6)

= Considerando los dos espacios vectoriales siguientes de Q:

Or = {(a,0,0,0):a€ R} C Q, (A7)
Qy = {(0,b,¢,d):b,e,d € R} C Q,

Los cuales son isomorfos a R y R> respectivamente. Se muestran que las transforma-
ciones Tr:Qr — R, Ty:Qy — R? definidas por:

Tr(a,0,0,0) = a, ¥ (a,0,0,0) € Qg (A8)
TV(07 b7 C? d) = (b7 C7 d) ) v (07 b7 C7 d) E QV

Son isomorfismos.

La definicién siguiente establece la rotacién en el espacio vectorial de los cuaterniones:
Definicién.-Sea p(p,e):Q — Q, p € Q fijo, definido por:

1

1
ZW(p*q*ﬁ), Vq € Q. (A9)

La cual representa una rotacion en R*.

p(P.q) =p*q*p

Teorema .- La transformacion p(p,e):Q — Q es lineal, ortogonal y p(p,q) € Qv,
Vq € Qy.Tal que Vp,q,s € Q, a € R:

p(p,a®s) = p(p,a) D p(p,s)
p(p,aq) = ap(p,q) (A10)
(r(p;a), p(p;s)) = (a,s)



Apéndice B
Generacién de Trayectoria

El movimiento de un cuerpo en el espacio consiste de dos partes: Una trayectoria lineal
o curva en el espacio que sigue un punto del cuerpo (el centro de gravedad o el érgano
terminal de un manipulador) y la orientacién angular del cuerpo. Ambas partes deben
satisfacer condiciones de posicién, velocidad y aceleracién tanto lineal como angular y
ser realizadas en un tiempo preescrito. A continuacién se desarrollan la trayectoria lineal y
angular del cuerpo en funcién del tiempo.

Trayectoria Lineal
Se define la curva en el espacio como una recta para el movimiento a seguir por un punto
del cuerpo.

Fig A1l. Recta en el espacio

La ecuacién vectorial de posicién se define a partir de la figura B1:

R = Q+S
Q+su (B1)
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Donde s es la magnitud del vector S y u es el vector unitario que define la orientacion de S.
Para definir R en funcién del tiempo, se requiere que la magnitud s, cambie con respecto al

mismo, es decir:

R(t)=Q + s(t) u (B2)
A partir de la ec.(B2), la ecs. vectoriales de velocidad y aceleracién se definen como la
primera y segunda derivada respecto al tiempo:

V() = $(t)u
At) = 3§({t)u (B3)
Donde Q y u no varfan respecto al tiempo, ya que estdn definidos por puntos fijos en el

espacio. La magnitud s(t) debe satisfacer condiciones iniciales y finales de posicién, velocidad
y aceleracién, es decir debe satisfacer 6 condiciones, segin se muestra en la figura B2:

S A
h {=======- )]

|

|

|
0 > i >
ot t, t
S 4
0 >
S |
0 ® ® >
0t t, ot

Fig A2. Condiciones iniciales
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La primera gréfica indica el cambio del magnitud del vector S, que ird variando de 0 para
un tiempo inicial ¢y a h para un tiempo final ¢5, ¢y y t; definidos de manera arbitraria, donde

h =Sl

La segunda gréfica es la rapidez con que la magnitud del vector S cambia respecto al
tiempo. Es decir, es la rapidez con que realiza el traslado del punto p; a py, para un tiempo
inicial ¢y y un tiempo final ¢; .

La tercera grafica es el cambio de la rapidez (aceleracién) con que la magnitud del vector
S cambia respecto al tiempo, para un tiempo inicial ¢y y un tiempo final ¢; .

Para satisfacer las 6 condiciones, se empleard un polinomio de quinto grado, ya que este
cuenta con 6 coeficientes a determinar. De esta manera, se tiene:

s(t) = ap+arttayt® +agtd+ayt* +a5t’
5() = a1 +2ast+3azt® +4ayt>+5 a5t (B4)
(t) = 2ay+6aszt+12ayt*+20 a5t

Debido a que existen condiciones iniciales y finales de velocidad y aceleracion, se obtienen las

derivadas respecto al tiempo del polinomio de s(t). A partir de la figura B2, para t =ty =0
(el valor de 0, es asignado arbitrariamente ) se tienen las 3 condiciones iniciales:

S(to) = S(O) =0
5(tg) = s(0)=0 (B5)
$(tg) = §(0)=0
Al sustituirlos en las ecs.(B4) se obtienen:
s(0) = O=ap+ar (0)+az (0)>+as (0)*+as (0)"+a5 (0)°
$0) = 0=a1+2ay (0)+3as (0>+4ay (0°+5as (0
50) = 0=2ay+6as (0)+12as (0)>+20as (0)°
Simplificando:
0 = Qg
0 = aq
0 = 2 a9
Finalmente los 3 primeros coeficientes son:
CZOZO CL1:0 CLQZO <B6)

A partir de la figura B2 y repitiendo el proceso para t = t; se tienen las 3 condiciones finales:
s(ty) = h=|p;—pi
sty = 0 (B7)
§(ty) = 0
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Donde p; = ( Ti, Yi, % ) y Py = ( Tp, Y, 25 ), significan coordenadas de los puntos
inicial y final de la trayectoria respectivamente, la magnitud de la diferencia entre ellos,

representa la distancia h que necesitamos recorrer en la linea recta. Al sustituir ecs.(B6),
(B7) en (B4) se obtiene:

Ipy —pill = as t}+as t} +as t;
0 = 3a3t?+4a4t§’c+5a5t§c
0 = 6a3tf+12a4t;‘)c+20a5t:}

El sistema de ecs. se expresa de la siguiente manera:

3t t5 a

o ! ’ Ips — pill
3t; 4t} 5t ay | = 0 (B8)
6ty 122 206 ) \ a5 0

Al resolver el sistema de la ec.(B8) se obtienen los 3 tltimos coeficientes:

as = 10||Pf;Pz‘||
t
!
HP _piH
ag = _15ft74 (BY)
f
a5 = GHPfEPz‘H
t
!
Sustituyendo ecs.(B6) y (B9) en ec.(B4):
tf tf tf
tf tf tf
f f f

Finalmente se obtienen las ecuaciones que representan el cambio de la magnitud de la posicidn,
velocidad y aceleracién en funcién del tiempo:

B 3 4 5
st) = Ipr—pill |10(2) —15(L) +6(-
e ty ly ly

[ £ 4
i) = oy —pill [30 55 — 60 5 +30

— B11
t‘; t? (B11)

3

f
.. t t2 3
5(t) = |lpy—mpil |60 - 180 5 +120 -

f f
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Donde t = tiempo para realizar el movimiento y ty = tiempo final para terminar el movimiento.
Reescribiendo las ecs. (B2) y (B3) en funcién de los puntos de la recta:

R(t) = Q + S(t) u= (pi — 0) + S(t) ’(’E;:E:‘)
Vi = se= H (B12)
At) = () u=3) H

Sustituyendo ecs. (B11) en ecs. (B12), se obtienen finalmente la ecuacién vectorial de posicién,
velocidad y aceleracién que debe seguir la plataforma movil:

£\3 £\* £\°
R(t) = p;+ [10 () —15 <> +6<) (ps — pi)
ty ty ty
[ 3 #
V(t) = [30 5 —60 5 +30 = | (p;—pi) (B13)
ty ty ty
[ £ 3
A(t) = |60 5 —180 — +120 — | (p; — p)
ty ty tt

Orientaciéon Angular

Para la orientacion se sigue un procedimiento similar, aclarando que para este caso, solo
se desea pasar de valores iniciales a finales, para la posicién, velocidad y aceleracién angular
de la plataforma mdévil, ya que no se requiere cumplir con una trayectoria particular en el
espacio. Esto conducird a las siguientes ecuaciones:

£\? £\ £\°
s = s+ 10(z) 1)+ (7) ] (8 =)
. [ 2 3 4
Bt = |30 2—3 — 60 % + 30 ;] (B, - 8)) (B14)
L f f f
B(t) = |60 t% — 180 Z + 120 ?] (B; - B:)
L f f f

Donde el vector B = (¢, 0, ¢). De la misma manera 3; = (v;, 0, ¢;) vy B; = (z/Jf, O, ¢f),
que se refieren a los valores iniciales y finales.
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Ejemplo Numérico
Dados los siguientes datos del desplazamiento lineal:

pi=(0, 0, 03)m prp=(007, 015 025)m 0<t<10seg t;=10seg

Donde||p; — p;|| = 0.172916 m. Las gréficas de s, § y § de ec.(B11) son:
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A partir de la ecs.(B13) se tiene la siguiente tabla:
Rm V m/s A m/s?
t T Y z T U Z z U Z
0 0 0 0.3 0 0 0 0 0 0
1] 053 | 1.273 |0.299 1.773 3.673 —1.273 3.473 6.473 —2.173
2 | 0472 | 8.67°% |0.297 5.373 1.1572 | —3.873 473 8.673 —2.873
3 [ 1.147% ] 24472 ] 0.291 9.273 1.987% | —6.67° 3.573 7577 | =257
4 122272147672 | 0.284 1.272 2.5972 —8.673 273 4.373 —1.473
5| 3572 | 7572 | 0.275 1.3172 28172 | —9.373 | | —5.82718 | —1.24717 | 416718
6 | 4.7772 | 0.102 | 0.265 1.2072 2.5972 —8.673 —273 —4.373 1473
7 |1 5.8572 | 0.125 | 0.258 9.273 1,982 | —6.67° -3.573 -7.573 2.573
8 |6.5972 | 0.141 | 0.252 5.373 1.1572 | —3.873 —473 —8.673 2.873
9 [6.9472 | 0.148 | 0.250 1.773 3.67% | —1.273 —37? —6.47% | 2173
10 | 0.07 0.15 0.25 —3.107Y | —6.66717 | 2.22717 —1.5571 | —3.33717 | 1.11717
Las gréficas de las componentes R, V y A de ecs.(B13) son:
(.5 [ameame = ——
.“--.._"‘-. £
0.25 Tt ———
0.2
E0.15 —
0.1 //
0.05 [ a‘%
- T
0 2 } 6 E 10
L (seq)
0.025 TN,
P
0.02 / \ !
0.015 / !
= )/ A N\
3 o.01 / z N
= 0.005 / \\\\
- ot
—0.005 . | o
0.0( S : o
~0.01L il \
[ 2 4 O & 10
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0.0075
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0.0025

24
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01
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—0.0075 { ! ! {
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Dados los siguientes datos del desplazamiento angular:

B = (()O’ 0°, 0°) :(O, 0, O)Tad
By = (15° 30°, 5°) = (0261, 0.523, 0.087 ) rad

A partir de la ecs.(B14) se tiene la siguiente tabla:

3 grados B rad/s B rad/s?
¢ v 0 ¢ v 0 ¢ v 4 ¢
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 ] 0.128 0.256 0.042 0.006 | 0.012 | 0.002 0.011 0.022 0.003
2 | 0.868 1.737 0.289 0.020 | 0.040 | 0.006 0.015 0.030 0.005
3 | 2.446 4.892 0.815 0.034 | 0.069 | 0.011 0.013 0.026 0.004
4 | 4.761 9.523 1.587 0.045 | 0.090 | 0.015 0.007 0.015 0.002
5 7.5 15 2.5 0.049 | 0.098 | 0.016 0 0 0
6 | 10.238 | 20.476 | 3.412 0.045 | 0.090 | 0.015 —0.007 | —0.015 | —0.002
7 112,553 | 25.107 | 4.184 0.034 | 0.069 | 0.011 —0.013 | —0.026 | —0.004
8 | 14.131 28.262 | 4.710 0.020 | 0.040 | 0.006 —0.015 | —0.030 | —0.005
9 | 14.871 29.743 | 4.957 0.006 | 0.012 | 0.002 —0.011 | —-0.022 | —0.003
10 15 30 ) 0 0 0 0 0 0

Las graficas de 3, B y B de ecs.(B14) son:
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