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Introduccién

RESUMEN

En este trabajo se propone una mejora al algoritmo de Ford-Fulkerson que
soluciona el problema del flujo clasico de red, como el de flujo méximo y el de
transporte. Se realiza un analisis del algoritmo de Ford-Fulkerson en el cual se
determina su pseudocodigo asi como su complejidad computacional; ademas se
dan las bases para analizar la eficiencia de cualquier algoritmo a través de su
complejidad, y se muestra una aplicacion del problema de flujo maximo, asi como
el uso de software para resolver problemas de este tipo.

INTRODUCCION

Una red de flujo es un grafo dirigido G=(V,E) donde cada arco (u,v)

perteneciente a E tiene una capacidad no negativa. Se distinguen dos nodos: la
fuente o0 nodo s, y el sumidero o nodo s’. Si existen multiples fuentes y
sumideros, el problema se puede simplificar afiadiendo una fuente comdn y un
sumidero comdan.

Es habitual que por las redes circulen flujos. Una red suele ser el soporte, fisico o
abstracto, por el que circula uno o varios bienes que, de forma general, son
ofertados y demandados por algunos puntos localizados en la red. Las conexiones
en la misma, bajo factibilidad del problema, aseguran la satisfaccion de los
requerimientos establecidos.

Se puede considerar un grafo como una red con un flujo, donde un nodo fuente
produce o introduce en la red, cierta cantidad de algun tipo de material, y un nodo
sumidero lo consume. Cada arco, por tanto, puede considerarse como un
conducto que tiene cierta capacidad de flujo. De igual modo que en redes
eléctricas (Ley de Kirchhoff), la suma de flujos entrantes a un nodo, debe ser igual
a la suma de los salientes (principio de conservacion de energia), excepto para el
nodo fuente y el nodo sumidero.

Desde una perspectiva global, el concepto de red es de importancia relevante en
la concepcion y el desenvolvimiento de multitud de problemas de la vida real. La
idea de red aparece en procesos naturales, trasciende a fendmenos de indole
organizativo y econdmico, sustentando estructuras de relevancia decisiva en las
formas modernas de vivir.
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El concepto de grafo resulta de la abstraccion de situaciones reales en las que
aparecen ciertos lugares o puntos de conexiones entre ellos. Por tanto, un grafo
queda definido por un conjunto de vértices 0 nodos y un conjunto de areas o
aristas que conectan sus vértices. Cuando los elementos de un grafo tienen
asociados valores numeéricos o0 magnitudes (pesos, distancias, costos,
capacidades, disponibilidades, ofertas, demandas, etc.), aparece el concepto de
red.

Ejemplos reales de redes resultan cotidianos y son de una importancia capital en
el mundo actual:

% Redes de comunicaciones de todo tipo (terrestres, aéreas, telefonicas, etc.).
% Distribucién de bienes (eléctricas, de aguas, de gas, etc.).

% Organizacién y gestion (servicios, sanidad, seguridad, etc.).

Existen muchas redes por las que circula algun tipo de flujo y, por ello, muchos de
los problemas de optimacion inherentes son problemas de flujo en redes.

Los problemas de flujos en redes, a pesar de tener antecedentes histéricos como
el problema de los puentes de Konigsberg, tratado por Euler en el siglo XVIIl, o
problemas de flujos eléctricos, analizados por Gustav Kirchhoff en el siglo XIX, son
estudiados como tales a partir de la década de los afios cincuenta en el marco de
la investigacion operativa.

Los algoritmos clasicos para resolver los problemas de flujo méaximo son métodos
que se basan en un andlisis iterativo basandose en la minima cota del conjunto de
arcos que componen al problema y asi se propone un flujo factible, el cual vuelve
al problema muy iterativo.

El algoritmo Ford y Fulkerson mejorado es un método intuitivo de flujo maximo que
se utiliza para resolver el problema clasico de transporte. Supera
considerablemente al método tradicional, tanto en teoria como en la eficiencia
computacional.

El problema de flujo maximo es uno de los problemas de optimacion en redes mas
extensamente estudiado y tiene numerosas aplicaciones. Este problema fue
introducido por Fulkerson y Dantzig en 1955 y resuelto por vez primera por Ford y
Fulkerson con su conocida algoritmo de caminos incrementales. Posteriormente
Dinic en 1970 introduce el concepto de redes de caminos minimos, llamadas
redes estratificadas.
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En 1972, Edmonds y Karp sugieren dos implementaciones polinomiales del
algoritmo de Ford y Fulkerson. La primera envia flujo a lo largo de caminos de
mayor capacidad residual, la segunda envia flujo a lo largo de caminos minimos.
Hasta este momento, todos los algoritmos de flujo maximo son algoritmos de
caminos incrementales. En 1974, Karzanov introduce el concepto de preflujo que
utiliza sobre redes estratificadas. A partir de entonces, numerosos autores han
disefiado algoritmos que incorporando nuevas e importantes ideas, resuelven el
problema intentando mejorar la complejidad computacional asociada.

La importancia de los problemas de flujo maximo en redes constituye un campo de
trabajo cientifico, inmerso en la investigacién operativa, que retne a estudiantes e
investigadores alrededor de una disciplina de contenido intelectual con un amplio
rango de aplicabilidad. Existen miles de aplicaciones en campos como quimica,
fisica, redes de computadores, economia y ciencias de la gestion, ingenierias de
telecomunicaciones y muchas otras ramas de las ingenierias, politica y sistemas
sociales, planificacion, sanidad, etc.

La modificacién propuesta sirve para refinar el algoritmo en redes coloreadas, el
de etiquetado y los casos de distribucion factible, del algoritmo de flujo méaximo de
Ford-Fulkerson. Con la propuesta de un flujo inicial x el cual utiliza una propuesta
de capas estos métodos se vuelven mas eficientes puesto que requieren de
menos iteraciones para llegar a un flujo éptimo.

Lo propuesta surgid por la deficiencia que existe en los algoritmos cuando inician,
pues lo hacen, tomando la cota minima de los arcos existentes en la red, lo que es
conveniente en el caso general donde se desconoce la cantidad inicial en el nodo
fuente, pero en casos particulares, como se conoce la cantidad en el nodo fuente,
se evita utilizar el criterio de la cota minima y asi mejorar la eficiencia.

También existe otra deficiencia del método tracional, el cual es la forma de obtener
el flujo maximo una vez que el algoritmo termina, pues no toma en cuenta los
datos que ya obtuvo y utiliza el teorema de flujo maximo corte minimo para su
obtencion.

Esta mejora es aplicable tanto al algoritmo de Ford y Fulkerson de redes
coloreadas, al algoritmo de etiquetado que son los casos generales donde no se
conoce la cantidad inicial en el nodo fuente y a los casos particulares en redes
coloreadas donde si se conoce la cantidad inicial en el nodo fuente.

OBJETIVO

Modificar el algoritmo de Ford-Fulkerson para resolver el problema de flujo
maximo de forma mas eficiente que los algoritmos Ford-Fulkerson convencionales.

3
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Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se muestra al lector el estado del arte incluyendo una resefia
histérica del algoritmo de flujo maximo (Ford-Fulkerson) y los avances de los
altimos 5 afios. Se explican los origenes del algoritmo asi como lo mas actual.
Ademas se anexa informacion de los meétodos existentes para resolver el
problema de flujo maximo desde el primer método hasta el mas actual, asi como
también, se mencionan los casos particulares de distribucion factible del algoritmo
de Ford-Fulkerson en redes coloreadas.

En el capitulo 2 se dan las bases tedricas para poder analizar un algoritmo en
cuanto a su bondad y asi determinar su complejidad computacional, la cual servira
en la practica para resolver un problema de flujo maximo en un tiempo factible. Asi
mismo, se agrega el pseudocodigo del algoritmo Ford-Fulkerson y se realiza un
pequefio andlisis de su complejidad computacional, asi como los algoritmos que
resuelven el problema de flujo méaximo, desde el primero hasta el mas actual,
donde se menciona la complejidad de cada uno.

El capitulo 3 representa el capitulo central de la tesis, y muestra la propuesta de
mejora del algoritmo de flujo maximo (Ford-Fulkerson). Se realizan las
modificaciones al algoritmo existente, asi como a la primera modificacion realizada
por Edmonds y Karp. Los algoritmos, tanto el de etiguetado como el de redes
coloreadas, se vuelven mas eficientes en cuestion al nimero de iteraciones que
requiere; ademas, cada algoritmo modificado se ilustra con un ejemplo numérico y
se compara con el algoritmo original. También se proponen modificaciones a los
casos particulares del algoritmo de Ford-Fulkerson en redes coloreadas.

En el capitulo 4 se muestra una aplicacién en la cual se resuelve un problema de
transporte de la leche LICONSA en el Distrito Federal en el cual se requiere
maximizar el flujo de camiones de las fabricas a los almacenes, utilizando el caso
de distribucién factible ya mejorado del algoritmo Ford Fulkerson en redes
coloreadas y se compara con el método original. Ademas, se genera un modelo de
programacioén lineal para este problema en especial, y se utiliza un software
(LINDO) para resolver el problema de flujo maximo, esto con la finalidad de validar
la solucién optima. Es importante destacar que cada capitulo, al final, cuenta con
sus propias notas importantes donde se manejan conceptos fundamentales y
ejemplos que dan una mejor perspectiva al lector.

Ademas, el trabajo cuenta con conclusiones y recomendaciones asi como un
glosario donde se define los conceptos que se manejan en la tesis.

La siguiente figura 0.1 muestra los algoritmos de Ford-Fulkerson de flujo maximo

gue son susceptibles de mejorarse, puesto que presentan anomalias las cuales
afectan la eficiencia de cada algoritmo y con ello la complejidad computacional.

D
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FORMULACION DE LA PROBLEMATICA

Problemas
de flujo
en redes ]
Flujo a Ruta mas
, . corta
costo minimo
v F,|U]'0
maximo

Flujo maximo .
) Planteamiento

de problemas

(costo minimo)

Algoritmo Ford

Fulkerson
(fluio maximo)

Algoritmo de
enrutamiento

Etiquetado

Métodos Redes

Algoritmo Kruskal de coloreadas

(peso minimo) :
solucion

1

Algoritmo de
distribucion
factible

Algoritmo Prim
(peso minimo)

Algoritmo Dijkstra
(ruta mas corta)

Algoritmo de
rectificacion
de fluio

Algoritmo Sollin
(peso minimo)

Algoritmo Floyd
(ruta mas corta)

Algoritmo Simplex
(fluio costo minimo)

Algoritmos
Nuevos

Algoritmo Floyd
(fluio costo minimo)

Tema

Caracteristicas

L]
O
_>

Direccién de relacion

Figura 0.1 Problemas de flujo en redes
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PROBLEMATICA:

Los algoritmos de Ford-Fulkerson de flujo maximo son susceptibles de mejorarse
en su estructura, ya que los métodos tradicionales presentan anomalias las cuales
afectan la eficiencia de cada algoritmo y con ello la complejidad computacional.

Algunas desventajas

L)

% Corren en tiempo pseudopolinomial.

L)

% Si contienen arcos racionales el algoritmo puede no converger, y Si
contienen arcos irracionales el algoritmo no converge.

% Presentan una anomalia principal: la cual se genera cuando existen arcos
con cantidades grandes, enteras y finitas, pues el algoritmo tardar en
converger.

% En el de etiquetado, si las capacidades son irracionales, el algoritmo podria
no terminar. Para algunos casos del problema de flujo maximo que
presentan anomalias, el algoritmo de etiquetado no converge, y aunque los
sucesivos valores de flujo convergen, estos convergeran a un valor
estrictamente menor que el valor del flujo méximo. Por lo tanto, si queremos
garantizar la efectividad del algoritmo, debemos seleccionar los caminos
incrementales cuidadosamente.

< EIl algoritmo de etiquetado tiene la desventaja de “olvidar’. En cada
iteracion, el algoritmo genera etiquetas de los nodos que contienen
informacion acerca de los caminos incrementales desde la fuente a otros
nodos. Borra las etiquetas cada vez que se pasa de una iteracion a la
siguiente, si bien mucha de esta informacion podria ser valida en la
siguiente iteracion. Eliminando las etiquetas, por lo tanto, se destruye
informacion potencial. ldealmente, retener las etiquetas puede ser
provechoso en futuros céalculos.

APORTACION:

Se propone una mejora al algoritmo de flujo maximo (Ford y Fulkerson) en
aquellas partes que son susceptibles de mejorar, como son el flujo inicial y la
metodologia para obtener el flup maximo, y con ello elevar la eficiencia
computacional del algoritmo actual. La importancia de este trabajo es el mejorar la
complejidad computacional del algoritmo original pues como se sabe, la
complejidad del algoritmo de Ford- Fulkerson esO(nmU), donde n representa el

namero de nodos iniciales, m el nimero de iteraciones y U representa que las
capacidades en los arcos, son enteras, grandes Yy finitas.

>
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CAPITULO |

ESTADO DEL ARTE

1.1 ANTECEDENTES

La maximizacion de flujos es un problema tipico de la investigacion de
operaciones, y como se sabe, la investigacion de operaciones tuvo sus origenes
durante la segunda guerra mundial y esto con fines bélicos. Dos de los factores
fundamentales que impulsaron este desarrollo son los siguientes: el primero fue el
progreso sustancial en la modelacion matematica y la consolidacion del método
simplex para resolver problemas de programacion lineal, desarrollada por el
matematico G. Dantzig. El segundo factor fue la irrupcién del computador digital
que agilizé la toma de decisiones en la mayoria de los problemas, ambos avances
se lograron antes de finalizar los afios 50.

La maximizacion de flujos tiene muchas aplicaciones, por ejemplo el flujo vial en
una ciudad, el flujo de aguas negras, el flujo de informética, etc. Si se sobrecarga
una calle, una tuberia o un canal que obviamente tiene un limite de capacidad, se
generara un problema, posiblemente un flujo mas lento o una tuberia con
demasiada presion. Los modelos de redes ayudan a tomar una decisién acertada
que podria ser mejorar o dar mayor aprovechamiento a los flujos a vias donde
tengan mas capacidad, creando nuevas vias o eliminando algunas antiguas.
También ayudan a maximizar este flujo de manera eficiente de forma tal que se
aprovechen al maximo los recursos.

El problema de flujo maximo, fue introducido por Fulkerson y Dantzig en 1955 y
resuelto por vez primera por Ford y Fulkerson con su conocido algoritmo de
caminos incrementales.

Lester Randolph Ford es uno de los pioneros en el campo de la programacion de
flujos en redes. Su trabajo con Delbert Ray Fulkerson (1924 - 1976) ha puesto la
base de casi toda la investigacion de flujos en grafos. El articulo de Ford y de
Fulkerson (1956) con el problema de flujo maximo establecié el famoso teorema
del flujo maximo - minimo corte.

Mientras trabajé en RAND CORPORATION, Ford Jr, publicé numerosos articulos
gue no solo establecieron la base de los flujos de red sino también la futura
investigacién en este campo. En 1962, Princeton University Press publico su libro
Flow in Networks con el Dr. Fulkerson como co-autor. Este libro contiene todo su
trabajo sobre redes.
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La mayoria del trabajo de Ford lo hizo en colaboracion con Fulkerson. Sin
embargo, en 1956 presento varios articulos firmados por él solo. Ha sido el autor
de diversos algoritmos que se han refinado con los afios y que todavia se utilizan
para solucionar la mayoria de problemas de redes.

1.2  ALGORITMO DE FORD-FULKERSON (FLUJO MAXIMO)

El algoritmo de Ford-Fulkerson, que data de 1956, es el primer algoritmo
propuesto para resolver el problema de flujo maximo. Se basa en el concepto de
grafo residual.

En 1962 Ford y Fulkerson establecieron el teorema de flujo maximo-corte minimo.
Resolvieron el problema de flujo maximo a través de algoritmos de trayectorias
aumentantes.

El algoritmo de etiquetado es posiblemente el algoritmo méas simple para la
resoluciéon del problema de flujo maximo. En la practica, el algoritmo trabaja
razonablemente bien. Sin embargo, la cota del peor caso sobre el nimero de
iteraciones no es enteramente satisfactoria para valores de U grandes, donde U
representa que las capacidades en los arcos, son enteras y finitas.

Desafortunadamente, el algoritmo de Ford y Fulkerson corre en tiempo
pseudopolinomial; mas aun, para redes con capacidades irracionales el algoritmo
desarrolla una sucesion infinita de trayectorias aumentantes que pueden
converger a un valor diferente del valor de maximo flujo. Existen varias versiones
mejoradas que superan esta limitacion.

En la primera version del teorema, todos los intervalos de capacidad se toman de
la forma |>c y aparecen nodos sencillos en lugar de conjuntos de nodos
N "y N~. Se pueden usar trucos para reformular el problema; sin embargo, el uso

de intervalos arbitrarios y nodos multiples fuente y sumidero hacen mas facil su
aplicacion.

Este algoritmo depende de dos conceptos principales:

% Un camino de aumento: es una trayectoria desde el nodo fuente s al nodo
sumidero t que puede conducir mas flujo.

+ La capacidad residual: es la capacidad adicional de flujo que un arco puede
llevar
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Teorema de Ford-Fulkerson (1962): en cualquier red, el flujo maximo que fluye
de la fuente al destino es igual a la capacidad del corte minimo que separa a la
fuente del destino Jo .

El teorema demuestra que el algoritmo termina (si no existe ningin camino de
aumento), el flujo devuelto es maximo. El costo del algoritmo depende del costo de
cada iteracion (buscar un camino de aumento y recorrerlo para actualizar el grafo
residual) y del nimero de iteraciones.

Si las capacidades son todas valores enteros, el algoritmo terminara y ademas,
por la propiedad de integridad, el flujo maximo sera un valor entero. Sin mas
informacion sobre los caminos utilizados, el nUmero de pasos puede ser tan alto
como la capacidad maxima de las aristas, con lo que el costo es grande.

Es importante observar que el algoritmo converge soélo si las capacidades para el
flujo en los arcos son enteras; sin embargo, en casos donde las capacidades sean
racionales, pueden transformarse éstas en enteras multiplicandolas por la potencia
adecuada. De este modo, el algoritmo puede usarse también en estos casos.

El primer algoritmo que generaron Ford y Fulkerson para resolver el problema de
flujo maximo, es el de etiquetado.

Este algoritmo se puede usar para resolver problemas de:

% Transporte de mercancias (logistica de aprovisionamiento y distribucion).

% Flujo de gases y liquidos por tuberias.

% Componentes o0 piezas en lineas de montaje.

% Corriente en redes eléctricas.

% Paguetes de informacion en redes de comunicaciones.

%+ Trafico ferroviario.

% Sistemas de riego, etc.
Es por ello que tiene una gran la importancia el desarrollo de esté algoritmo de
flujo maximo el cual resuelve este tipo de problemas, los cuales tienen un gran

impacto en la sociedad, la siguiente figura 1.1 muestra a detalle el algoritmo de
etiquetado.
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Algoritmo de etiquetado

l

Iniciar con un flujo factible x, donde x
es igual a la cota minima perteneciente
a todos los arcos de la red.

Etiquetar el nodo fuente con [s,«]
donde s representa el nodo donde

proviene el flujo y « representa el
flujo del nodo.

Iniciar con el nodo fuente el cual es un
nodo etiquetado pero no examinado, Al
examinar un nodo se eligen los posibles
caminos a donde el flujo puede dirigirse.

Una vez examinado el nodo fuente se elije arbitrariamente un nodo que se
encuentre etiquetado y no examinado, el cual tiene una etiqueta [+s,X(i)],
donde el signo representa la direccion del flujo entrante, y x(i) representa
la minima de las cantidades maximas que pueden fluir por el arco.

x(i)= min {x(j),Cij-xij}, donde x(j) representa el flujo del nodo anterior, cji
representa la capacidad del arco que se encuentra entre el nodo origen jy el
nodo destino i, y Xji es la cantidad de flujo que se quiere pasar por ese arco.

Realizar el proceso hasta que el

Si el nodo fuente no recibe etiqueta,

nodo fuente sea etiquetado.

generar un corte, por lo tanto el flujo
obtenido es méximo.

Realizar la recuperacién de rutas, la
cual consiste en observar porque ruta
se etiqueto desde el nodo fuente al
nodo sumidero.

Aplicar el teorema de flujo maximo corte
minimo para la obtencién del flujo méximo.

Actualizar el flujo en esta trayectoria y
eliminar las etiguetas anteriores.

Figura 1.1 Algoritmo de etiquetado

\10)
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Algoritmo: Ford- Fulkerson de etiquetado

Objetivo: determinar el flujo maximo entre el origen y destino en una red G.

Paso 1
Paso 2

Paso 3

3.1

3.2

Paso 4
4.1
4.2
Paso 5

5.1
5.2

Paso 6

Iniciar con cualquier flujo factible x
Etiquetar el origen con |},

Elegir un nodo etiquetado y no examinado; sea j dicho nodo y sean
k. x(ji)_ Sus etiquetas.

Para todo i € P"(j) que no este etiquetado y tal que x; <c'; asignar
la etiqueta | j,x(i)_, donde x(i) = min x(j),c*ji - x;

Para todo i € P™(j) que no este etiquetado y tal que ¢ >0 asignar la
etiqueta | j,x(i)_, donde x(i) = min X(j), X;

Se puede decir ahora que el nodo j ha sido examinado

Repetir el paso 3 hasta que suceda:

Si el nodo destino t no tiene etiqueta y todos los nodos etiquetados han
sido examinados. Terminar, ya que el flujo factible x es maximo.

Si el nodo t recibe etiqueta. Ir al paso 5

Seay=t

Si la etiqueta de y es de la forma | z,x(y) , hacer x,, = x,, +x(t)
Si la etiqueta de y es de la forma | z,x(y)_, hacer x,, = x,, — (1)

Si z = s, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2 actualizando
el flujo de la trayectoria .
Si z#s, hacer y=1z yregresar al paso 5

Justificacién del algoritmo

La justificacion del algoritmo queda dada por el teorema de flujo maximo-cortadura

minima.

Cortadura minima: al terminar de aplicar el algoritmo t no tiene etiqueta; luego, la

cortadura de capacidad minima esta dada por el conjunto de arcos:

[N,N),

donde N = ¥e X|x tiene etiqueta .
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Mas adelante, cuando surge la coloracion de las redes donde se pueden utilizar
cuatro colores diferentes verde, blanco, negro y rojo para colorear cualquier red,
Ford y Fulkerson no tardaron en generar un nuevo algoritmo en el cual tomaron en
cuenta la coloracion.

El algoritmo es el siguiente:

Tiene como objetivo determinar el flujo maximo de N"aN~ en una red G en la
cual no existen trayectorias de capacidad ilimitada.

Paso 1

Paso 2

Paso 3

3.1

3.2

Determinar x, un flujo que satisfaga todas las restricciones del problema.

Colorear los arcos de G de acuerdo a:

Verde si ¢ ())<x())<c()
Blanco si ¢ ())=x())<c’())
Negro si ¢ ())<x())=c"())
Rojo si. ¢ (j)=x(j)=c"(J)
Utilizar el algoritmo de enrutamiento para determinar una trayectoria

compatible con la coloracion (es decir, una trayectoria aumentante
para x).

Si se determina la trayectoria P: N* — N~ compatible con la coloracion,
calcular :

a:mm{cw)—x(j) jep*}
X(D-c(i) jeP’

Hacer x = x+ce, y regresar a 2

Si se determina un corte Q:N*{ N~ compatible con la coloracién
terminar con el flujo méaximo x y el corte minimo Q ya que este ultimo
satisface

¢ (J) = x(J) jeQ’
¢ (1) =x()) jeQ

Por lo tanto el flujo x através de Q= D x(j)— D_x(j) =C"(Q)
jQ" i@

El valor en la igualdad puede ser +« cuando el corte tiene capacidad ilimitada.

\]_.2)
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Algoritmo de coloreado

l

Iniciar con un flujo factible x, donde x
es igual a la cota minima perteneciente
a todos los arcos de la red.

Colorear los arcos de la red de acuerdo a:

Verde si la cantidad que pasa se encuentra entre la cantidad
minima y maxima de la capacidad del arco.

Blanco si la cantidad que pasa es igual a la cantidad minima
de la capacidad del arco.

Negro si la cantidad que pasa es igual a la cantidad maxima
de la capacidad del arco.

Rojo si la cantidad que pasa es igual a la cantidad minima y
méxima de la capacidad del arco.

!

Utilizar el algoritmo de enrutamiento el cual consiste en determinar
una trayectoria compatible con la coloracion que vaya del nodo
fuente s al nodo sumidero s’.

Los arcos de color verde significan que podemos ir en ambas direcciones,
los arcos de color blanco significan que podemos ir solo en la direccion
indicada, los arcos de color negro significan que podemos ir solo en
direccién opuesta a la indicada, los arcos de color rojo significan que no
podemos ir en ninguna direccién.

Si no existe trayectoria compatible
con la coloracién que llegue al nodo
sumidero terminar el flujo obtenido

Si se determina la trayectoria compatible
con la coloracién que llegue del nodo
fuente al nodo sumidero.

¥

es maximo.
i A4
Se calcula el a de la trayectoria el cual Aplicar el teorema de flujo méaximo corte
nos proporciona la cantidad maxima minimo para la obtencion del flujo maximo.

que puede fluir por esa trayectoria.

Se actualiza el flujo en esta trayectoria

utilizando el a encontrado.

Figura 1.2 Algoritmo de coloreado
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Justificacion de convergencia del algoritmo

Suponga que las capacidades de los arcos c¢'(j), ¢ (j) y los valores de flujo
inicial x(j) son conmensurables, es decir, son multiplos de cierta cantidad q. En
particular capacidades y flujos enteros son conmensurables con q=1. De esta
condicion de conmensurabilidad se concluye que los numeros o y Xx(j),
calculados durante el algoritmo, son también multiplos de la cantidad q. De aqui
que, en cada iteracion, el flujo de N"aN~ se incrementa al menos en la cantidad
positiva q y por lo tanto se realiza un numero finito de iteraciones si no existen

trayectorias de capacidad ilimitada. Sin esta condicion el algoritmo puede no
converger o puede que converja dando una solucién errada.

La condicion de conmensurabilidad puede eliminarse si el algoritmo de Ford y
Fulkerson se utiliza con una pequefia modificacion, llamada criterio de
discriminacion de arcos. Este cambio consiste en utilizar, siempre que sea posible,
arcos verdes, el flujp mejorado alcanzara la cota superior o la inferior para al
menos un arco, el correspondiente al valor de « . De este modo, para la siguiente
iteracion, al menos un arco se vuelve blanco o negro mientras que los que tenian
estos colores no se alteran. Después de un nimero finito de iteraciones no existen
trayectorias aumentantes con todos los arcos verdes, por lo que para continuar el
proceso de aumento de flujo (si esto es posible) debera recurrirse a los arcos
blancos o0 negros. En tal momento hay un conjunto S correspondiente a un corte
Q que no contiene arcos verdes; es decir, todo arco j de Q satisface:

X(j)=c(j) o x(j)=c (j) oambas. De aqui que:

D x(§) - D x(j)= [flujo a través del corte Q]= [flujo x de N* a N7]

jeQ” jeq”

Por lo tanto, tiene todos sus arcos con términos iguales a +c*(j)o a +c (j).

Puesto que hay un numero finito de arcos, existe un numero finito de sumas de
esta forma y por tanto existe un numero finito de valores posibles para el flujo

deN"a N. Ninguno de estos valores se repite durante la aplicacién del algoritmo,
ya que el flujo se incrementa en cada iteracion.

Puede concluirse entonces, que el algoritmo converge en cualquier caso si se
utiliza el criterio de discriminacion de arcos.
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La primer modificacion al algoritmo de Ford y Fulkerson que en la actualidad se
esta manejando es la modificacion que realizaron Edmonds y Karp: en el algoritmo
de Edmonds-Karp (J. Edmonds; R.M. Karp - 1972), el ‘camino de aumento’' es
elegido usando una busqueda por niveles o en anchura (breadth-first search). El
algoritmo de Edmonds-Karp requiere O(VE?) tiempo de computacién, donde V es
el nimero de nodos o vértices, y E el nimero de arcos de la red.

Edmons y Karp demostraron que si en el algoritmo de Ford-Fulkerson se utiliza el
camino de aumento mas corto en cada iteracion, el algoritmo consigue mejores
cotas asintdticas: se vuelve polinomial con costos O(|V||E[). El algoritmo de
Edmonds-Karp es tan simple como utilizar busqueda primero en anchura (BFS)
para buscar el camino de aumento en el algoritmo de Ford-Fulkerson.

Es por ello que en afos recientes, J. Edmonds y R.M. Karp (1972), demostraron
gue si se usa una busqueda de primer amplitud en la subrutina de pintado de la
red, el algoritmo terminara en tiempo polinomial. El efecto de la basqueda de
primer amplitud consiste en seleccionar en cada iteracion una trayectoria
aumentante con la menor cantidad de arcos posible. Lo mismo se puede cumplir
usando una version de trayectorias multiples de la subrutina de pintado de la red.

1.3 CRONOLOGIA DE LOS ALGORITMOS DE FLUJO MAXIMO

La siguiente tabla 1.1 muestra la cronologia de los algoritmos de flujo maximo, las
ideas principales en las que se basa dicho algoritmo. Ford y Fulkerson fueron los
primeros en desarrollar el algoritmo que resuelven este tipo de problemas, hasta
hoy en dia se han desarrollado 10 algoritmos que atacan el problema de flujo
maximo, donde muchos de ellos retoman algoritmos anteriores y realizan
modificaciones para volverlos de manera mas eficiente.

Autores Ideas
Ford-Fulkerson [1958) Caminos Incrementales (DFS)
Edmonds-Karp (1972 Caminos Incrementales Minimos (BFS)
Dinic (1970 Fed Estractificada
halhotra-Kumar-haheshwari [15975) Throughput
Goldberg (1985) Preflujo;regla FIFD
“ersion del algoritmo de Gaoldbery Freflujo combinacion;regla LIFO ¢ FIFO
“ersion del algoritmo de Gaoldberg Preflujo;regla LIFO
Goldberg-Targan (1986)
Cheriyan-Maheshwari (1985 Frefujo;regla Mayor etiqueta distancia
Ahuja-Orlin (15985) Escalado del exceso

Tabla 1.1 Algoritmos de flujo maximo



Estado del Arte

Es necesario dar una breve descripcién de cada uno de los algoritmos de flujo
maximo incluidos en este estudio, desde el primer algoritmo propuesto para
resolver problema de flujo maximo hasta el algoritmo més actual.

Algoritmo de Ford y Fulkerson (1956)

Recordando que este algoritmo es conocido como el algoritmo de caminos
incrementales. El algoritmo procede identificando caminos incrementales y
enviando flujo a través de dichos caminos hasta que la red residual no contiene
tales caminos. Utiliza un recorrido en profundidad (DFS) para identificar un camino
incremental en la red en cada iteracion.

La complejidad del algoritmo es O(nmU).donde n representa el niumero de nodos,

m el nimero de iteraciones y U representa que las capacidades en los arcos son
enteras y finitas. Se denota a este algoritmo por F&F.

Algoritmo de Dinic (1970)

Dinic introduce el concepto de red estratificada L. La red estratificada L = (V,A")

es la red de caminos minimos, donde A" es el conjunto de arcos (i, j) € A que
satisfacen la condicion d(i)=d(i)+1, y todo camino del nodo fuente al nodo
sumidero en L es un camino minimo de R. El algoritmo de Dinic identifica varios
caminos y envia flujo a través de todos ellos a la vez. Utiliza el concepto de flujo
blogueante: un flujo es un flujo bloqueante si no hay caminos incrementales enL .
Un flujo maximo es blogueante pero no al revés. La idea consiste en determinar un
flujo blogueante en la red estratificada y, entonces, actualizar el flujo parcial.

El algoritmo construye, a lo sumo, n redes estratificadas y encuentra un flujo
bloqueante en un tiempo O(nm). Consecuentemente, la complejidad del algoritmo

es O(n’m). Se denota a este algoritmo por DINIC.

Algoritmo de Edmonds y Karp (1972)

Es conocido como el algoritmo de caminos incrementales minimos. El método
envia flujo a lo largo de un camino minimo del nodo fuente al nodo sumidero en la
red residual. La longitud del camino coincide con el nimero de arcos contenidos
en él. El algoritmo utiliza una busqueda en amplitud (BFS) para identificar el
camino minimo. Edmonds y Karp muestran que para encontrar el flujo maximo en
este caso se requieren, a lo sumo, 12mn envios de flujo. Esto implica una

complejidad O(nm?) . Se denota a este algoritmo por E&K.

\]_.6)
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Algoritmo de Malhotra, Kumar y Maheshwari (1978)

Es una generalizacion al algoritmo de Dinic. Este método presenta una via
alternativa para obtener el flujo bloqueante. Introduce el concepto de throughput
(“filtrado”) de un nodo, que se define como la maxima cantidad de flujo que puede
atravesar dicho nodo.

Formalmente: thr(i):min{ >, Zrhi}

jesucc 3 hepred i3

El algoritmo selecciona en cada iteracion, el nodo i con el menor throughput
(thr(i)). Entonces se sabe que es posible enviar thr(i) unidades de flujo desde i a

t y la misma cantidad desde s a i. El proceso se repite hasta que el throughput
del nodo fuente o del nodo sumidero se hace igual a cero. En este caso el flujo es

determinado. La complejidad del algoritmo es O(n®), debido a que el tiempo

necesario para computar el flujo bloqueante es a lo sumo n®. Se denota a este
algoritmo por MKM.

Algoritmo de Goldberg (1985)

Este método mantiene un preflujo. La operacidn basica consiste en seleccionar un
nodo activo y enviar flujo a sus vecinos. Para estimar los nodos activos mas
cercanos al sumidero, el método usa las etiquetas distancias enviando flujo
Unicamente a través de arcos admisibles. Si el nodo activo seleccionado no tiene
arcos admisibles, su etiqueta distancia se incrementa. A esta operacion se le
denomina reetiquetar. El algoritmo termina cuando no contiene nodos activos. La
operacion cuello de botella del algoritmo es el nUmero de envios no saturantes. Un
envio es no saturante si e(i)<r, para un nodo i (un envio es saturante si

e(i) 2 r; ). Por lo tanto, la complejidad resultante es O(n’m).

En la implementaciébn de este procedimiento, se computan las etiquetas de
distancias exactas iniciales, mediante una busqueda en amplitud (BSF). En este
algoritmo, es posible especificar diferentes reglas para seleccionar el nodo activo
mejorando el nimero de envios no saturantes, es decir, la complejidad. Los
criterios son:

% Seleccion primero-en-entrar primero-en-salir (regla FIFO). Este criterio
almacena los nodos activos en una cola y los selecciona de ella. La

complejidad de este algoritmo es O(n®). Se denota a este algoritmo por

G_Q.
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% Seleccion ultimo-en-entrar primero-en-salir (regla LIFO). Este criterio
almacena los nodos activos en una pila y los selecciona de ella. Se denota
a este algoritmo por G_S.

% Combinacién de las reglas FIFO y LIFO. Esta regla almacena los nodos
activos en una cola doble; es decir, una cola con dos terminaciones. Los
nodos son sacados del principio de la cola. Un nodo activo se afade al
principio de la cola la primera vez que es activo; en otro caso, se afiade al
final de la cola, Se denota al algoritmo por G_DQ.

++ Seleccion de la etigueta mayor. Esta regla consiste en seleccionar un nodo
activo con la etiqueta distancia mayor. Para ello, se mantienen las listas
L(h) = Riesactivoyd() =h  gestionadas como colas. Cheriyan vy

Maheswari muestran que esta regla implica una complejidad O(n?-/m). Se
denota al algoritmo por G_HL.

Algoritmo de Ahuja y Orlin (1989)

Es una version modificada del algoritmo anterior. Usa una técnica de escalado del
exceso para reducir los envios no saturantes. La idea basica consiste en enviar
flujo desde nodos activos con gran exceso a hodos son exceso pequefio. En este
algoritmo conocido como algoritmo de escala en el exceso, se define el exceso
dominate, A, como el menor entero potencia de 2 que satisface e(i) <A,

VieV — st ;Una iteracion comienza con A igual a A/2. Después de
logU iteraciones, todos los nodos tienen un exceso igual a cero y, por tanto, se ha
obtenido el flujo maximo. Para seleccionar un nodo activo con exceso mayor que
Al2 'y con etigueta distancia minima, el algoritmo mantiene las listas:
L(r)= eV :e(i) >A/2yd() =r.

La complejidad de este algoritmo es O(nm+n’logU), donde n®logU es el nimero

de envios no saturantes para todas las fases y nm es una cota superior de las
operaciones tales como envios saturantes, operaciones de actualizacion de la
etiqueta distancia y de determinar arcos admisibles. Este algoritmo se denota por
A&O.

La importancia de este capitulo es mostrar el estado del arte del problema de flujo
maximo, todo lo que se ha desarrollado hasta el momento, asi como las diferentes
maneras, en que se ha atacado este tipo de problemas.
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CAPITULO 2

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

2.1 CONCEPTOS BASICOS

Antes de plantear los distintos problemas de flujo maximo en redes, se introducen
los conceptos necesarios para analizar la eficiencia de un algoritmo. Todos los
algoritmos que resuelven un determinado problema pueden no resultar iguales
porque, por ejemplo, alguno de ellos es mas rapido que otros. Por lo tanto, se esta
en la necesidad de encontrar patrones que indiquen cuando un algoritmo es mejor
que otro y porque. Para ello introduciremos el concepto de complejidad
computacional.

Para que una computadora lleve a cabo una tarea es preciso decirle qué
operaciones debe realizar, es decir, se tiene que describir como debe realizar la
tarea. Dicha descripcion se llama algoritmo.

Un algoritmo describe el método mediante el cual se realiza una tarea. Un
algoritmo consiste en una secuencia de instrucciones, las cuales, realizadas
adecuadamente, dan lugar al resultado deseado.

Un aspecto importante es el disefio de algoritmos. El disefio de buenos
algoritmos requiere creatividad e ingenio y no existen, en general, reglas para
disefiar algoritmos. En otras palabras, no existe un algoritmo para disednar
algoritmos.

Existen varios algoritmos para resolver un mismo problema, la pregunta es cual es
el “mejor”. El mejor es aquel que utilice los minimos recursos informaticos
necesarios para llevar a cabo su tarea determinada.

Generalmente, se esta interesado en encontrar el algoritmo mas eficiente para
resolver un problema. Utilizando el tiempo empleado por el algoritmo como medida
de eficiencia del mismo, aungque en general deben tenerse en cuenta los recursos
gue emplea para obtener la solucion.

Se definine instante al caso particular de un problema con datos especificos para
todos los parametros del problema. teniendo en cuenta que un algoritmo podra
resolver rapidamente determinados casos particulares de un problema y tardar
demasiado en la resolucion de otros.
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2.2 COMPLEJIDAD DE ALGORITMOS EN TIEMPO Y ESPACIO

El tiempo de ejecucion requerido por un algoritmo para resolver un problema es
uno de los pardmetros importantes en la practica para medir la bondad de un
algoritmo ya que, entre otros factores, el tiempo de ejecucion equivale al tiempo de
utilizacion de la computadora y, en consecuencia, costo econdmico.

Las diferentes instrucciones tipicas de un algoritmo son instrucciones de
asignacion, aritmética y logicas. El numero total de las mismas resulta de la suma
de todas las instrucciones definidas anteriormente y determina el tiempo requerido
en la ejecucion del algoritmo.

Si el tiempo de ejecucidén es demasiado grande, puede suceder que el algoritmo
sea en la practica inatil, pues el tiempo necesario para su ejecucion puede
sobrepasar el tiempo disponible de la computadora.

Otro factor importante es que la cantidad de memoria de maquina requerida para
almacenar los datos durante el proceso y a la cantidad de memoria utilizada por
un algoritmo durante el proceso se suele llamar espacio requerido por el
algoritmo.

La caracteristica de los problemas de optimacibn combinatoria de tener un
conjunto numerable de soluciones hace que la obtencién de la mejor solucidn sea
un problema que podria tener poco interés mateméatico. Sin embargo es frecuente
gue problemas de este tipo combinatorio cuyo tamafio es tengan n! soluciones
factibles.

Si una computadora puede examinar 10° soluciones por segundo podria terminar
su tarea para:

n =20 en unos 800 afos
n =21 en cerca de 16,800 arios

Asi que es muy importante saber la complejidad del problema, porque si se utiliza
un algoritmo cuya complejidad computacional es grande no serviria de nada
obtener una solucién después de 800 afios. Para medir la eficiencia de un
algoritmo se intentara establecer una relacion entre:

% La duracion de ejecucion de dicho algoritmo expresado en términos del
namero de operaciones elementales.

« EIl tamafio, expresado como el nimero de caracteres para codificar los

datos. Sin embargo, por algoritmo mas “eficiente” se entiende como el mas
rapido.

EO)
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Un algoritmo se considera eficiente siy solo si es polinomial.

Definicion: Un algoritmo es polinomial si el numero de operaciones elementales
necesarias para resolver un ejemplo de tamafio n esta acotado por una funcién
polinomial en n.

2.2.1 NOTACIONES PARA EXPRESAR LA COMPLEJIDAD EN TIEMPO

La tasa u orden de crecimiento del tiempo que toma un algoritmo O(f(n))se

considera que un algoritmo es mas eficiente que otro si el tiempo que toma su
peor caso tiene menor orden de crecimiento.

La notacion de O(f(n)) representa que estd acotando a la funcién f(n) por arriba,
lo que significa que esta acotando a f(n) en el peor de los casos.

Se dice que una funcién f(n) es de orden O(g(n))si y solo si se cumple que
existen unas constantes positivas ¢ y n,, ambas independientes de n, tales que:

f(n)<cg(n), Vv nx=n,
Decidir que f(n) es O(g(n)) supone que c g(n) es un cota superior del algoritmo

Para estimar la bondad de los distintos algoritmos, en este trabajo se utilizara el
andlisis del peor caso, un estudio experimental de los algoritmos suministra
informacion importante para su utilizacion practica, dependiendo del instante del
problema que se ha de resolver.

El tiempo de ejecucion de un algoritmo depende de la naturaleza y tamafio de la
entrada. Una funcion temporal de la complejidad de un algoritmo es una funcion
del tamafio del problema y especifica el tiempo maximo que se necesita para
resolver un instante de un tamafio dado. En otras palabras, la funcion temporal de
complejidad da una medida de la proporcion en que se incrementa el tiempo de
resolucién con respecto a un incremento en el tamafio del problema. Se refiere a
la funcién temporal de complejidad del peor caso de un algoritmo como su cota del
peor caso (una cota superior del tiempo invertido).

La notacion O grande tiene unas cuantas implicaciones. La complejidad de un
algoritmo es una cota superior de tiempo de ejecucion del algoritmo para valores
de n lo suficientemente grandes. Mas aun, esta notacion indica solo los términos
mas dominantes en el tiempo de ejecucién, y representa el hecho de que para un
n grande, los términos con un crecimiento menor tienden a ser insignificantes si se
compara con el término de mayor crecimiento.
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Por ejemplo, si el tiempo de ejecucibn de un algoritmo es
100n +n? +0.0001n°, entonces para todo n>100 el segundo término domina al
primer término y para todo n>10000 el tercer término domina al segundo término.
Asi, la complejidad del algoritmo es O(n®) .Otra importante implicacion de ignorar

las constantes en el analisis de la complejidad es que se asume que las
operaciones elementales, tales como la suma, resta, multiplicacion, division,
asignacion y operaciones légicas, requieren una misma cantidad de tiempo.

Una idea que se ha ganado en aceptacion en los ultimos afios es la de considerar
gue un algoritmo de redes es bueno si la complejidad del peor caso esta acotada
por una funcion polinomial de los parametros del problema. Un algoritmo que
cumpla esto es llamado algoritmo polinomial, y un algoritmo polinomial se dice
que es fuertemente polinomial si su complejidad esta acotada por una funcién
polinomial en n y m y no aparece log(C)o log(U).En caso contrario se dice que el

algoritmo es débilmente polinomial.

La notacion de Q(f (n))representa que estd acotando a la funcién f (n) por abajo,
lo que significa que esta acotando a f(n) en el mejor de los casos.

Se dice que una funcién f(n) es de orden Q(g(n)) si y solo si existen unas
constantes positivas ¢ yn,, tales que:

f(n)>cg(n), V nx=n,

Decidir que f(n) es Q(g(n)) supone que cg(n) es un cota inferior del algoritmo

La notacion de &(f(n))representa que esta acotando a la funcién f(n) por los
extremos, lo que significa que esta acotando a f(n) tomando en cuenta el mejor
caso y el peor caso en ese rango.

Se dice que una funcién f(n) es #(g(n))si y solo si se cumple que existen unas
constantes positivas c,, ¢, y n,, tales que:

c,g(n) < f(n)<c,g(n), v n=n,

La notacion 6( ) es mas precisa que las notaciones O( ) y Q( ), yaque f(n) es
d(g(n)) siy solo si g(n) es ala vez una cota inferior y superior de f(n).
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2.2.2 FUNCIONES DE COMPLEJIDAD EN TIEMPO MAS USUALES

Las funciones de complejidad algoritmica mas usuales, ordenadas de mayor a
menor eficiencia (tiempo de ejecucion) son:

O(1) : Complejidad constante. Es la complejidad mas deseada.

O(logn) : Complejidad logaritmica. Esta complejidad suele aparecer en

determinados algoritmos con iteracion o recursion no estructural

(por ejemplo, busqueda binaria). Noteses que todos los algoritmos, sea
cual sea su base, son del mismo orden, por eso se van a representar en
base 10.

O(n) : Complejidad lineal. Es, en general, una complejidad buena y bastante

usual. Suele aparecer en la evaluacion de un bucle simple cuando La
complejidad de las operaciones interiores es constante o en algoritmos
con recursion estructural.

0O(n*): Complejidad cuadratica. Aparece en bucles o recursiones doblemente
anidados.

0O(n®) : Complejidad cubica. Aparece en bucles o recursiones triples. Para un valor
grande de n empieza a crecer en exceso.

O(n*): Complejidad polinémica & >3:. Si k crece, la complejidad del programa
es bastante mala.

O(2"): Complejidad exponencial. Debe evitarse en la medida de lo posible. Puede

aparecer en un subprograma recursivo que contenga dos o mas llamadas
internas. En problemas donde aparece esta complejidad suele hablarse de
explosion combinatoria.

Algunos ejemplos de cotas polinomiales son O(1),0(n),0(n?),0(nm), y ademas de
algunos débilmente polinomiales como O(logn),O(m+nlog(C)).

Se dice que un algoritmo es exponencial en tiempo, si su ejecucion no puede ser
acotada polinomialmente por la longitud de la entrada. Algunos ejemplos son

o(n*),0(2"),0(n)y O(n"™™). Se dice que un algoritmo es pseudopolinomial si su
tiempo de ejecucion es polinomicamente acotado en n,m,C yU. algunos ejemplos
son O(m+nC) y O(mC).
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2.3 TIPOS DE ALGORITMOS

La Teoria de la Complejidad estudia la manera de clasificar algoritmos como
buenos o malos y de clasificar problemas de acuerdo a la dificultad inherente de
resolverlos.

ALGORITMOS DETERMINISTICOS: Tiene la propiedad de que el resultado de
cada operacion, se define en forma Unica. En otras palabras nos garantizan en
cada paso la solucion.

ALGORITMOS NO-DETERMINISTICOS: Tiene la propiedad de que el resultado
de una o varias operaciones, se determina dentro de un conjunto especificado de
posibilidades. En otras palabras estan adivinando en cada paso la solucion pero
no garantizan llegar a la solucion optima a un en el mejor de los casos.

Para determinar si los algoritmos son buenos o malos se determinaron las
siguientes convenciones:

Convencién 1: Todos los algoritmos, desde constantes hasta polinomiales, son
Polinomiales.

Convencién 2: Todos los algoritmos exponenciales y factoriales, son
Exponenciales.

Convencion 3: Los algoritmos polinomiales son "buenos" algoritmos. Los
Algoritmos exponenciales son "malos" algoritmos.

Por lo tanto los problemas los podemos clasificar como:

v Faciles si su método de solucién cuyo tiempo de ejecuciéon en una
computadora crece de forma “razonable” o moderada (o polinomial).

v' Dificiles si no existe algoritmo.

Técnicamente hablando, determinar si un problema es facil o dificil se denomina
establecer la complejidad computacional del problema. Hay razones para preferir
algoritmos polinomiales a algoritmos exponenciales. Las funciones de complejidad
exponencial tienen un crecimiento explosivo y en general resuelven solo pequefios
problemas.
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2.4 COMPLEJIDAD DE LOS PROBLEMAS

Podemos clasificar los problemas en cuatro clases de acuerdo a su grado de
dificultad:

1.- Problemas indecidibles. Son aquellos problemas para los cuales no se puede
escribir un algoritmo. Por ejemplo, se ha probado que un programa que se
detendra en una Maquina de Turin (1937) es de esta clase. El problema de Turing
al igual que el décimo problema de Hilbert y el de programacion cuadratica en
enteros son problemas indecidibles, es decir no s6lo no existe un algoritmo
polinomial para su solucion sino que no existe algoritmo.

2.- Problemas intratables (problemas que se demuestran son dificiles). Son
aguellos problemas para los cuales no se pueden desarrollar algoritmos
polinomiales. En otras palabras, s6lo se pueden resolver con algoritmos
exponenciales.

3.- Problemas NP (donde NP se entiende por polinomial no deterministico). Esta
clase incluye problemas que se pueden resolver en tiempo polinomial si podemos
adivinar correctamente que ruta computacional se puede seguir. El concepto de
adivinar es extraio ya que todos los programas computacionales son
deterministicos. En general, esta clase incluye todos los problemas que tienen
algoritmos exponenciales pero que no se ha probado que no se puedan resolver
con algoritmos de tiempo polinomial.

4.- Problemas P (donde P se entiende por polinomial).Esta clase incluye todos
los problemas que tienen algoritmos de tiempo polinomial. Mucha gente considera
a esta clase como una subclase propia de la clase 3.

Un problema se dice polinomial si existe un algoritmo para el cual el tiempo
requerido para su solucién, esta acotado por una funcién polinomial del tamafio
del problema (donde entendemos el tamafio del problema como la longitud de un
cadigo, por ejemplo binario de los datos del problema). Se tiene asi por ejemplo
que en una grafica G = I(,A_ con N =X nodosy M = A arcos, una ruta mas corta

se encuentra a lo mas en un tiempo O(MN), un flujo maximo en un tiempo O(N?),

un arbol de peso minimo en un tiempo O(N?). Sin embargo no todos los
problemas combinatorios son polinomiales.

5.- NP-completos: Subconjunto de problemas NP que son los mas dificiles de
resolver. Se dice que un problema pertenece a la clase NP-completo si cada
problema de la clase NP puede reducirse en tiempo polinomial a este. Ademas
cualquier problema de decision, si es 0 no elemento de NP. Al cual se puede
reducir en tiempo polinomial un problema NP-completo, se llama NP-dificil, ya que
es, en cierto sentido, al menos tan dificil como los NP-completos.
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Problemas como el del agente viajero o el de la mochila se conocen como NP-
completos, donde NP se entiende como polinomial no deterministico. El problema
del agente viajero se puede resolver con un algoritmo deterministico como el de
recursividad, donde se especifica en cada paso que arco se debe considerar
desde un nodo dado.

Para la pregunta de que si existe un recorrido con una distancia total que sea
menos que B, el algoritmo recursivo implicitamente prueba todos los recorridos
posibles y da una respuesta afirmativa si tal recorrido existe y negativa en caso
contrario.

Ya que los recorridos se prueban uno por uno, y el ultimo puede ser el que cumple
con la propiedad deseada, el algoritmo recursivo para resolver el problema del

agente viajero se considera O(c").

Un algoritmo no deterministico puede adivinar correctamente que arco se debe
incluir en el recorrido. Si existe un recorrido con una distancia total menor que B, el
algoritmo no deterministico requiere un tiempo de O(n) para calcular la distancia

total del recorrido y verificar si tal recorrido existe. Si el problema del agente
viajero se puede resolver por un algoritmo no deterministico en tiempo polinomial
se dice que el problema pertenece a la clase NP.

Existe un subconjunto de problemas NP que son los mas dificiles, en el siguiente
sentido (los problemas en el subconjunto son polinomialmente equivalentes):

Cualquier problema en NP se puede reducir a cualquier problema en éste
subconjunto, podemos resolver todos los problemas en NP en tiempo polinomial.
Los problemas en éste subconjunto se llaman NP-completos. Esquematicamente
se puede ver en la figura 1.1

NP

<

Figura 1.1
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2.5 ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON

Este primer algoritmo considera en cada iteracion un camino incremental en R y
envia a través de el una cantidad de flujo igual a la capacidad residual del camino.
El algoritmo termina cuando no quedan caminos incrementales en R. El algoritmo
genérico de caminos incrementales es de la manera siguiente:

Algoritmo de Ford-Fulkerson;

Begin

x=0;, F=0;

While haya un camino Pde s a t en Rdo
Begin

A= min r,’, (i,))eP ;jf{es el cuello de botella del camino

Enviar A unidades de flujo a lo largo de P y actualizar R;
F=F+A
end

end.

Para cada arco (i, j) € P se actualiza r; =r; —A y r; =r; +A. Suponiendo que se

actualizan las capacidades residuales en algun punto del algoritmo y que se
pregunta por el efecto sobre los flujos de los arcos. De la definicion de la
capacidad residual se tiene que un flujo adicional de A unidades sobre el arco
(i, j) enlared residual R, corresponde a: (1) un incremento de x; en A unidades

en la red original, o (2) un decremento de x; en A unidades en la red original, o
(3) una combinacién de ambas.

Finalmente, se supone que estan dados los valores para las capacidades
residuales. ¢(Coémo se podrian determinar los flujos x;? Se observa que
G=U; =X Y I =X

; ¥, por lo tanto, se puede obtener los valores de x;

haciendo x; =u; —r1;

0 X; =TIy
En la descripcion del algoritmo precedente, no se discutieron algunos detalles
importantes: (1) como identificar un camino incremental o mostrar que la red no
contiene tales caminos, y (2) si el algoritmo termina en un numero finito de
iteraciones y si, cuando lo hace, obtiene un flujo maximo.

Se introduce a continuacion una implementacion especifica del algoritmo genérico
de caminos incrementales conocido como algoritmo de etiquetado. El algoritmo de
etiquetado usa una técnica de busqueda para identificar un camino en R de la
fuente al sumidero.
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El algoritmo parte del nodo fuente encontrando a todos los nodos que son
alcanzables desde la fuente a lo largo de un camino en la red residual. En
cualquier paso, el algoritmo divide el conjunto de nodos de la red en dos grupos:
etiquetados y no etiquetados. Los nodos etiquetados son aquellos nodos que el
algoritmo ha alcanzado en el proceso de la busqueda; los nodos no etiqguetados
son aquellos nodos que el algoritmo todavia no ha alcanzado en el proceso.
Cuando el nodo sumidero es etiquetado, el algoritmo envia la maxima cantidad de
flujo posible sobre el camino desde s a t. En este punto, se borran las etiquetas
y se repite el proceso. El algoritmo termina cuando, examinados todos los nodos

etiquetados, el nodo sumidero permanece sin etiquetar, implicando que el nodo
fuente no esta conectado al nodo sumidero en la red residual.

El siguiente esquema especifica los pasos de etiquetado. Se necesita un indice
Pred(i), para cada nodo etiquetado i, que indica el nodo que motivo la asignacién
de etiqueta a i. Este indice sera utilizado posteriormente para indicar el camino de
s a t,sin mas que empezar con i=t y, con Pred(i),llegar hasta s.

Procedure Aumentar,;
Begin
Utilizar los indices de los predecesores para identificar un camino incremental
P de la fuente al sumidero;
o :=min ﬁ (i, ))eP;
F=F+0
Envia & unidades de flujo a lo largo de P y actualiza las capacidades
residuales
end;

El algoritmo de etiquetado que se muestra enseguida termina obteniendo un flujo
méaximo, debido a que su criterio de parada es la no existencia de caminos
incrementales. Ahora veremos en cuantos pasos determina el flujo maximo
basandose en el criterio del peor caso. En cada iteracion del algoritmo, se etiqueta
algun nodo ial menos una vez, inspeccionando cada arco de A(i).Por lo tanto, en
el proceso de etiquetado, se examina cada arco al menos una vez. Esto requiere
O(m) computaciones. Si todas las capacidades de los arcos son enteras y

acotadas por un numero finito U, entonces la capacidad del s—t corte dado por
(s,V - s{ies a lo sumo nU. Este nos da una cota superior del valor del flujo

maximo. Como el algoritmo de etiquetado incrementa el valor del flujo en al menos
una unidad en cada iteracion, necesita entonces nU iteraciones para obtener
dicho valor de flujo. Esto implica que el algoritmo tiene una complejidad O(nmU).
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Algoritmo de Etiquetado;
Begin
x=0; F=0;
repeat
Etiquetado I::z false y Pred(i) :=0 para todos los nodos;

Etiquetado | :=true; L= §;
While (L = 9) and not (etiquetado | ) do
Begin
Selecciona un nodo ieL;
for (i, j) € A(i) do
if j no esta etiquetadoy r; >0 then
Begin
Pred(j)=1;
Etiquetado | := true;
L=L+ §
end;
end;
if etiquetado | then Aumentar
until not (etiquetado [);
end.

El algoritmo de etiquetado es posiblemente el algoritmo mas simple para la
resoluciéon del problema de flujo méximo. En la practica, el algoritmo trabaja
razonablemente bien. Sin embargo, la cota del peor caso sobre el numero de
iteraciones no es enteramente satisfactoria para valores de U grandes.

Edmonds y Karp demuestran que si en cada iteracion del algoritmo de Ford y
Fulkerson se selecciona el camino incremental minimo, se necesitan como
maximo mn/2 iteraciones, obteniendo asi un algoritmo de complejidad
fuertemente polinomial. Para la obtencion de los caminos minimos se utiliza un
recorrido en amplitud en el grafo que requiere un esfuerzo de O(m). Asi se obtiene

un algoritmo de complejidad O(m?n).

A continuacion se muestra en la tabla 2.1 la complejidad computacional de los
algoritmos que resuelven el problema de flujo maximo desde el primero hasta el
mas actual vistos en el capitulol.
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Codigo Autores Complejidad

F&F Ford-Fulkerson (1955) TR

E&K Edmonds-Karp (1972) D(mz?g)

QirIc Dinic (1970) O(m';ggj

Pk M Malhaotra-kumar-Maheshwari (1978) .;j(m;f)

e Goldberg (1985) .{_j:u(;f)

G D2 Nersion del algoritmo de Goldbery .;j(;f:.

G3 Yersion del algoritmo de Goldbery G‘(m}ggj

5 HL Goldberg-Targan (1986) G‘(Mjﬂjﬁj

Cheriyvan-Maheshwari (1985)
A0 Ahuja-Orlin (1985) Olmntn” log )

Tabla 2.1 Complejidad de los Algoritmos de flujo méximo

2.6 NOTAS IMPORTANTES

La teoria de la complejidad computacional es la rama de la teoria de la
computacion que estudia, de manera tedrica, los recursos requeridos durante el
calculo para resolver un problema.

Los recursos comunmente estudiados son el tiempo (mediante una aproximacion
al nimero y tipo de pasos de ejecucion de un algoritmo para resolver un problema)
y el espacio (mediante una aproximacion a la cantidad de memoria utilizada para
resolver un problema).

Se pueden estudiar igualmente otros parametros, tales como el numero de
procesadores necesarios para resolver el problema en paralelo. Los problemas
que tienen una solucion con orden de complejidad lineal son los problemas que se
resuelven en un tiempo que se relaciona linealmente con su tamafo.

Hoy en dia, las maquinas resuelven problemas mediante algoritmos que tienen
como méaximo una complejidad o coste computacional polinémico, es decir, la
relacion entre el tamafio del problema y su tiempo de ejecucién es polindbmica.
Estos son problemas agrupados en el conjunto P. Los problemas con costo
factorial o combinatorio estdn agrupados en NP. Estos problemas no tienen una
solucion practica, es decir, una maquina no puede resolverlos en un tiempo
razonable. Para ver por qué las soluciones de tiempo exponencial no son utiles en
la practica, se puede considerar un problema que requiera 2" operaciones para su
resolucion (n es el tamafo de la fuente de informacion). Para una fuente de
informacion relativamente pequefia,n =100, y asumiendo que una computadora

puede llevar acabo10°’ operaciones por segundo, una solucion llevaria cerca de
4x10™ afios para completarse, mucho mas tiempo que la actual edad del universo.
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Es fundamental saber como se genera el tiempo de ejecucidn de cierto algoritmo y
no confundirlo con la complejidad computacional del algoritmo para esto se vera el
siguiente ejemplo:

El algoritmo ordena una lista L de n ndmeros naturales de menor a mayor.

Entrada: Una lista L= &,a,,.,a,

Paso 1. Asignar j=n, i=1

Paso 2. Si i < j entonces si a, > a,,, intercambiar a, con a,, . En caso contrario
(es decir i>j)iral Paso 4

Paso 3. Asignar i =i+1y volver al paso 2
Paso4.Si j>2 asignar j=j-1e i=1y volver al Paso 2

Paso 5. FIN (la lista L esta ordenada)

Aplicar este algoritmo a una lista de nimeros para deducir cual es el tiempo de
ejecucion del mismo.

Suponga que esta es la solucion para una lista dada L= %§,X,,.., X entonces se
tiene:

Veces No Pasos
Paso 1. 1 1
Paso 2. 3 n
Paso 3. 1 n-1
Paso 4. 2 1
Paso 5. 1 1

Tiempo de ejecuciéon =2+ (n-2)(3n+n-1+2)
=2+ (n—-2)(4n+1)
=2+4n* -8n+n-2

=4n*-7n
Complejidad = lim €n? -7n
= lim@-7/nn*
= lim (nz:
—¢
Por lo tanto O(n?) n

En este capitulo se sientan las bases para poder determinar si un algoritmo es
eficiente computacionalmente, y se dice eficiente si su tiempo de ejecucion se
puede acotar por medio de un polinomio, tomando en cuenta el peor de los casos.
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CAPITULO 3

ALGORITMO DE FLUJO MAXIMO MEJORADO

3.1 PROPUESTA DE MEJORA

Es habitual que por las redes circulen flujos. Una red suele ser el soporte, fisico o
abstracto, por el que circula uno o varios bienes que, de forma general, son
ofertados y demandados por algunos puntos localizados en la red. Las conexiones
en la misma, bajo factibilidad del problema, aseguran la satisfaccion de los
requerimientos establecidos.

Como ya se hablé sobre la importancia que representa el flujo maximo en las
redes asi como la infinidad de aplicaciones que tiene éste, ahora se hablara sobre
la propuesta de mejora al algoritmo de Ford-Fulkerson en redes coloreadas.
Primero hay que especificar que esta mejoria no se realiz0 antes porque la
mayoria de las modificaciones, se trataron de hacer primero para un caso
particular y después generalizar. En este caso, la modificacion se realiza tanto
para los casos particulares del algoritmo de Ford-Fulkerson en redes coloreadas
como para el caso general en que no se conoce el flujo inicial en el nodo fuente.

Antes que nada, debe quedar claro que el método para los casos particulares de
soélo funciona cuando se conoce la cantidad en nuestro nodo fuente y se quiere
saber cual es el flujo maximo que puede llegar al nodo sumidero. Ademas, dicha
modificacién se realiza utilizando los casos particulares del algoritmo de Ford-
Fulkerson en redes coloreadas. Puesto que el algoritmo de Ford-Fulkerson de
etiquetado es un algoritmo que ha sido muy estudiado y que realmente ya fue
modificado y a pesar gue su modificacién es buena, se proponen soluciones para
eliminar sus anomalias como son la pérdida de memoria, cuando tenemos nodos
con capacidades irracionales el algoritmo no converge y se propone también una
modificacion al algoritmo para mejorar su eficiencia. Ademas, con el tiempo se han
generado varios algoritmos de etiqguetado que cada vez son mas eficientes en
cuanto a la complejidad computacional.

La modificacion propuesta sirve para refinar los casos particulares del algoritmo de
flujo maximo de Ford-Fulkerson en redes coloredas, el caso general y el algoritmo
de etiquetado. Con la propuesta de flujo x estos métodos se vuelven mas
eficientes puesto que requieren de menos iteraciones para llegar a un flujo 6ptimo.

Lo propuesta surgio por la deficiencia que existe en los algoritmos cuando inician,
pues lo hacen, tomando la cota minima de los arcos existentes en la red, lo que es
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conveniente en el caso general donde se desconoce la cantidad inicial en el nodo
fuente, pero en los casos particulares, como se conoce la cantidad en el nodo
fuente, se puede evitar utilizar el criterio de la cota minima y asi mejorar la
eficiencia.

Para mejorar el algoritmo original de flujo méximo de Ford-Fulkerson en el cual no
se conoce la cantidad inicial en el nodo fuente, fue necesario entender bien como
funciona este algoritmo, la propuesta de mejora se puede extender al método de
fluo maximo de etiquetado, la cual consiste en iniciar no con la cota minima
contenida en todos los arcos de la red, que es lo que utiliza el algoritmo original, la
modificacion al algoritmo propone separar el problema por capas y comenzar con
un flujo inicial, sobre cada capa de la red a estudiar.

Las capas son aquellas trayectorias que salen del nodo fuente y llegan al nodo
sumidero cubriendo a la red, la primer capa que se analiza se encuentra en la
frontera superior de la red, una vez que una capa es elegida se busca la cota
maxima que se encuentra contenida en todos los arcos que pertenecen a esa
capa en la red y se elimina esa capa al asignarle un flujo inicial igual a la cota
maxima que se encontrd, nuevamente se toma otra capa y asi sucesivamente
hasta llegar a la Gltima capa que se encuentra en la frontera inferior de la red, se
busca la cota maxima que se encuentra contenida en todos los arcos que
pertenecen a esa capa en la red y se elimina esa capa al asignarle un flujo inicial
igual a la cota maxima que se encontrg, y todos aquellos arcos que no pertenecen
a una capa adquieren un flujo inicial igual a cero, que es equivalente a la cota
minima perteneciente a todos los arcos de la red, en caso de que la cota minima
sea distinta de cero se tendria que tomar en cuenta la divergencia entre los nodos.

El siguiente ejemplo muestra con mas detalle en que consiste esta propuesta.

(_213)

(0,2)

(_374)

Capal: s—>i, —>i, >s' = max ec;: {(0,7),(-2,3),(0,2)} =2
Capa2: s—>i, »i, >s' = max €¢,:{(0,3),(0, »),(-1,9)} = 3
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Como se puede ver las cotas maximas de cada arco que pertenecen a la primera
capa (frontera superior) de la red son: {7, 3, 2} en este caso la cota maxima que se
encuentra contenida en todos los intervalos de capacidad en los arcos es 2.

Es importante entender el concepto de cota maxima, puesto que no se esta
hablando del minimo de las cotas maximas. El flujo inicial de los arcos que no son
parte de una capa son igual a cero, puesto que la cota minima perteneciente a
todos los arcos de la red es 0 y por lo tanto no hay necesidad de revisar la
divergencia entre los nodos, el flujo inicial seria el siguiente.

@ (-2,3)

(07 w)

Una nueva forma de obtener el flujo maximo a partir de esta modificaciéon es la
siguiente:

Flujo Maximo = Zn:ai +Zm:X(J)

i=1 i=1
Donde:

a;: representa las cantidades de actualizacion de flujo de cada iteracion.

X(j) : representa la cota maxima perteneciente a todos los arcos contenidos en
cada capa la red.

n : representa el nimero de iteraciones.

m : representa la cantidad de capas de la red.
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Es importante destacar que esta formulacibn no estd en la bibliografia
especializada consultada. Esta forma de obtener el flujo maximo de una red, sélo
es aplicable para el algoritmo de Ford-Fulkerson mejorado que es una aportacion
de este trabajo.

La importancia de este trabajo es el mejorar la complejidad computacional del
algoritmo original pues como se sabe, la complejidad del algoritmo de Ford-
Fulkerson esO(nmU), donde n representa el nUmero de nodos iniciales, m el

namero de iteraciones y U representa que las capacidades en los arcos, son
enteras, grandes y finitas. La propuesta de mejora, es muy significativa para
valores muy grandes de U puesto que su complejidad se reduce a O(nmu),

donde u=U —-x(j) y representa que las capacidades en los arcos, son enteras,

no tan grandes y finitas, puesto que se les estd restando la cota maxima
perteneciente a todos los arcos contenidos en cada capa de la red, y asi evita la
anomalia que presenta el algoritmo original: que para valores muy grandes de U ,
el algoritmo requiere de demasiadas iteraciones y utiliza mucho tiempo méaquina
para llegar a la solucién, mientras que el algoritmo modificado requiere una
cantidad pequefa de iteraciones.

Algoritmos de Ford-Fulkerson de flujo Algoritmo de Ford-Fulkerson
maximo mejorado
1. Algoritmo de etiquetado 1. Algoritmo de etiquetado mejorado
Desventajas: Ventajas:
1.- Corre en tiempo pseudopolinomial 1.- Corre en tiempo polinomial
2.- Si contiene arcos racionales el algoritmo puede | | > _ s;j contiene arcos racionales se multiplica por el
no converger. ) _ _ m.c.m a todos los arcos de la red y el algoritmo
3.- Perdida de memoria, debido al reetiquetado de converge, una vez que converge se divide cada
cada iteracion. o , arco de la red entre m.c.m.
4.- Si contiene arcos irracionales el algoritmo 3.- No tiene perdida de memoria porque las
puede no converger. etiguetas se almacenas como superindices.
5.- Presenta la anomalia principal. 4.- Para arcos irracionales se garantiza la
convergencia a una solucién factible.
0 U 5.- No presenta la anomalia principal debido a la
modificacion propuesta (flujo inicial por capas).
1 6.- Nueva forma de obtencion del flujo maximo.
N

Tomando las trayectorias s-a-b-s’ y s-b-a-s’
alternativamente U veces, requiere 2U iteraciones
para converger.
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Algoritmos de Ford-Fulkerson de flujo Algoritmo de Ford-Fulkerson
maximo mejorado
2. Algoritmo de coloreado 2. Algoritmo de coloreado mejorado

Desventajas: Ventajas:
1.- Corre en tiempo pseudopolinomial 1.- Corre en tiempo polinomial
2.- Si contiene arcos racionales el algoritmo puede || 2.- Si contiene arcos racionales se multiplica por el
no converger. m.c.m a todos los arcos de la red y el algoritmo
3.- Si contiene arcos irracionales el algoritmo converge, una vez que converge se divide cada
puede no converger. arco de la red entre m.c.m.
4.- Presenta la anomalia principal. 3.- Para arcos irracionales se garantiza la

convergencia a una solucién factible.
4.- No presenta la anomalia principal debido a la

‘/?\U modificacion propuesta (flujo inicial por capas).
G}( 1 5.- Nueva forma de obtencién del flujo maximo.

U, u

N

T

5.- El flujo inicial propuesto es utilizado como
Tomando las trayectorias s-a-b-s’ y s-b-a-s’ solucién inicial y esto reduce considerablemente el
alternativamente U veces, requiere 2U iteraciones numero de iteraciones.

para converger. T

3. algoritmo de distribucion factible mejorado

3. Algoritmo de distribucion factible

I I

4. Algoritmo de rectificacién de flujo 4. algoritmo de rectificacién de flujo mejorado

3.2 ALGORITMO FORD-FULKERSON MEJORADO

El algoritmo de Ford-Fulkerson mejorado se inicia tomando en cuenta las capas
qgue cubren a la red y proponiendo un flujo inicial que es igual a la cota maxima
gue se encuentra contenida en todos los intervalos de capacidad pertenecientes a
los arcos de la capa que se esté analizando en red, este flujo inicial saldra de el
nodo fuente por cada arco perteneciente a una capa en la red, las capas son
trayectorias que cubren a la red iniciando de un nodo fuente a un nodo sumidero y
debe de recordarse que una vez que una capa adquiere su flujo inicial, ésta ya no
es tomada en cuenta, por lo tanto es como si se eliminara. Este proceso se realiza
hasta que ya no exista alguna capa sin flujo inicial, los arcos que no pertenecen a
una capa tendran un flujo igual a cero y en caso de que la cota minima
perteneciente a todos los arcos de la red sea diferente de cero tendria que
tomarse cuenta la divergencia entre los nodos, sin tomar en cuenta el nodo fuente
y el nodo sumidero, si se quisieran tomar en cuenta se tendria que generar un
arco artificial que vaya del nodo sumidero al nodo fuente.
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Primer paso determinar un flujo inicial para cada capa de la red que debe
considerar el criterio de la cota maxima perteneciente a todos los arcos en cada
capa a analizar, este flujo saldra de el nodo fuente por cada arco perteneciente a
una capa y los arcos que no pertenezcan a una capa, iniciaran con un flujo igual a
cero, que es equivalente a utilizar el criterio de la cota minima perteneciente a
todos los arcos de la red, si ésta no es cero, se tiene que cumplir la divergencia
entre nodos. Esto con el fin de que se generen inicialmente trayectorias de color
negro y el algoritmo termine en un menor numero de iteraciones.

Seqgundo paso colorear los arcos de G de acuerdo a:

Verde si ¢ ())<x(j))<c’())
Blanco si ¢ ())=x())<c’())
Negro si ¢ ())<x(j))=c"())
Rojo si. ¢ (j)=x())=c"(j)

Tercer paso utilizar el algoritmo de enrutamiento el cual consiste en determinar
una trayectoria compatible con la coloracion (es decir, una trayectoria aumentante
para x).
Si se determina la trayectoria P: N* — N~ compatible con la coloracién, calcular:
et (j)=x(] jeP”
comnfe D0 e
x())-c(J) jeP

Hacer x = x+ae, y regresar a 2

Si se determina un corte Q:N*{ N~ compatible con la coloracion terminar con el
flujo maximo x y el corte minimo Q ya que este ultimo satisface

¢ (J) =x(1) jeQ’
¢ (1) =x(i) jeQ

Por lo tanto el flujo x através de Q= D x(j)- D _x(j)=C*(Q)
Q" i@

El valor en la igualdad puede ser + o cuando el corte tiene capacidad ilimitada.
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Ejemplo 3.1

Primero utilizar el algoritmo original. En la siguiente red se busca el flujo maximo,
comenzando con un flujo igual a cero x(j)=0 para toda jeR esto es posible

porque todos los intervalos de capacidad contienen al cero.

(-2,3)

Solucioén:

ITERACION 1

Paso 1: Comenzar con un flujo iguala 0 x(j)=0 V jeR esto es posible porque
todos los intervalos de capacidad contienen al 0.

Paso 2: Colorear

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

@ (-2,3)
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Paso 3.1: Calcular «

Pis—i —>i;—>5s o, = min {7-0, 3-0, 2-0}
=min{7,3,2} =2

Paso 3.2: Actualizar el flujo con o en la trayectoria.

(-2,3)

ITERACION 2
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

(_213)
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Paso 3.1: Calcular «

P,:s—i, iy >i, >i, >5 a, =min {7-2, 3-2, 4-0, -0, 9-0}
=min {5, 1, 4, », 9}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con « en la trayectoria.

@ (-2,3)

0,2)
(0,7 2N
3V
1Vv
0B (-1,9)
(0,3)
ITERACION 3

Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

. (-2’3) > .

(_212)

3V

ov
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Paso 3.1: Calcular «

P,is—>i «i, »>i, >¢ a,=min {7-3, 0-(-2), «-1, 9-1}
=min {4, 2, », 8}
=2

Paso 3.2: Actualizar el flujo con « en la trayectoria.

. (_2’3) >/ .

0,7)
5V
(_2’2)
-2B
0B
(0,3)
o
(O! w)
ITERACION 4

Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

(_213)

3N
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Paso 3.1: Calcular «

P,is—>i, »>i, >¢ a, =min {3-0, «-3, 9-3}
=min {3, o, 6}
=3

Paso 3.2: Actualizar el flujo con o en la trayectoria.
(-2,3)
N
A

(-212)

(0.2)

0,7

-2B

ITERACION 5
Paso 2: Recolorear la trayectoria.
Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

Paso 3.2: No existe trayectoria compatible con la coloracion, se determino un corte
Q compatible con la coloracion terminar.

: (23 1
O |

(0,2)

(0.7)
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Por lo tanto el flujo x através de Q= D x(j)- D _x(j)=C*(Q)

j<Q’ j«Q”
S=gi Q'= &.i,).(s,i,) =3+3=6
Q= &lh)::'z
y(s)=5+3=8
y(i,) = 3-5-(2) =0 Q=Q -Q=6-(-2)=8
- y(s)=8

El flujo maximo se obtiene mediante el teorema de flujo maximo corte minimo, el
cual indica que el flujo méximo es igual a la sumatoria de todos los arcos que
salen del corte menos la sumatoria de todos los arcos que entran al corte. Otra
forma de obtener el flujo maximo es mediante la suma de las divergencias de los
nodos que se encuentran dentro del corte, la cual es igual al flujo maximo.

Ejemplo 3.2

Ahora utilizar la modificacion propuesta para resolver el ejemplo 3.1, se inicia al
determinar un flujo inicial que es igual a la cota maxima contenida en los arcos
pertenecientes a cada capa de la red V jeC,. Comenzar con un flujo inicial
dex(j)=2 paralacapal V jeC, yunflujodex(j)=3 paralacapa 2 V jeC, y
esto es posible porque todos los intervalos de capacidad contienen al dosy al tres
respectivamente, los arcos que no pertenecen a una capa comienzan con un flujo
igual a la cota minima perteneciente a todos los arcos de la red con jeR en este

y la mayoria de los casos es 0.

Solucién: @ (-2,3)

(0.7)

(_212)

TN
(0,)

Capal: s—i, »>i; >s' = max jec,;:{0,7),(-2,3),(0,2)} = 2
Capa2: s—>i, »i, >s' = max jec,:{(0,3),(0,x),(-1,9)} =3
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ITERACION 1

Paso 1: Comenzar conun flujode 2 x(j)=2 V jeC, yunflujode 3 x(j)=3 V
j € C, esto es posible porque todos los intervalos de capacidad de cada capa

contienen al 2 y al 3 respectivamente, los arcos que no pertenecen a una capa,
inician conun flujpde 0 V jeR.

Paso 2: Colorear

(07 w)

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

@ (-2,3)

Paso 3.1: Calcular «
P:is—i i, i, > o, =min {7-2,3-2,2-0,9-3}

= min {5,1,2,6}
=1
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Paso 3.2: Actualizar el flujo cona en la trayectoria.

(_213)

ITERACION 2
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

. (-2,3) > .

0,2)
0.7) v 2N
3V
©
oV (-0.2)
n AV,
(_119)
NG ()
(0, o) g
Paso 3.1: Calcular «
P,is—>i «i, >i, > a, = min {7-3,0-(-2),0-3,9-4}
=min {4,2,0,5}

=2
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Paso 3.2: Actualizar el flujo con « en la trayectoria.

(_213)

ITERACION 3
Paso 2: Recolorear
Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

Paso 3.2: No existe trayectoria compatible con la coloracién, se determino un corte
Q compatible con la coloracion terminar.

/
(23) )/

Puesto que el flujo propuesto no proporciona otra trayectoria de flujo aumentante,
sélo el corte Q = b,N/S _correspondiente a S = 8i, , Asi, el flujo x en esta etapa
resuelve el problema de flujo maximo mientras Q resuelve el problema de corte

minimo. El flujo de s a s’ es 8, y este es el mismo valor de C*(Q).
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S=gi, Q= &.i,).(s,i,) =3+3=6
Q= e‘zyil) ::-2
y(s) =5+3=8
y(@i,) =3-5-(-2) =0 Q=Q"-Q=6-(-2)=8
~oy(s) =8

Una nueva forma de obtener el flujo maximo a partir de esta modificacion es la
siguiente:

Flujo Maximo = Zn:ai +Zm:x(j)

i=1 i=1
Donde:

a;: representa las cantidades de actualizacion de flujo de cada iteracion.

X(]) : representa la cota méaxima perteneciente a todos los arcos contenidos en
cada capa la red.

n : representa el numero de iteraciones.
m : representa la cantidad de capas de la red.

Para el ejemplo 3.2 se tendria:

Flujp Maximo => a; +> x(j)= (1+2)+(2+3)=3+5=8

i=1 i=1

Por lo tanto el algoritmo de Ford-Fulkerson mejorado resulta mas eficiente pues
reduce considerablemente el nUmero de iteraciones del algoritmo original. Como
se observé en el ejemplo 3.1 resuelto con el algoritmo original este requirié de 5
iteraciones para llegar al 6ptimo mientras que el algoritmo modificado requirié de
tan soélo 3 iteraciones.

Cuando la red a estudiar crece, se vuelve mas evidente la ventaja de utilizar el
algoritmo de Ford-Fulkerson mejorado. Asi como también cuando tenemos
cantidades U grandes, donde U representaria que las capacidades en los arcos
son enteras Y finitas, el nimero de iteraciones se reduce considerablemente vy el
nuevo método no sufre de las anomalias que sufre el algoritmo original. Ver ahora
un problema mas grande.
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Ejemplo 3.3

Primero utilizar el algoritmo original. En la siguiente red se busca el flujo maximo,
comenzar con un flujo igual a cero x(j) =0 paratoda je R esto es posible porque

todos los intervalos de capacidad contienen al cero.

[-1,1]

Solucioén:

ITERACION 1

Paso 1: Comenzar con un flujo iguala 0 x(j)=0 V jeR esto es posible porque
todos los intervalos de capacidad contienen al 0.

Paso 2: Colorear

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracién que vaya de s a s’'.
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Paso 3.1: Calcular «

P:0>1-55 o, =min {4-0, 3-0}
=min{4, 3}
=3

Paso 3.2: Actualizar el flujo con o en la trayectoria.

[-1,1]

ITERACION 2
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloraciéon que vaya de s a s’'.
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Paso 3.1: Calcular «

P,:0>1«3->5 a,=min {4-3, 0-(-2), 4-0}
=min {1, 2,4}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con o en la trayectoria.

ITERACION 3
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.
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Paso 3.1: Calcular «

P,:0>2¢1«3->5 a, =min {5-0, 0-(-2), -1-(-2),4-1}
= min {5, 2, 1,3}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con « en la trayectoria.

ITERACION 4
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.
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Paso 3.1: Calcular «

P,:0>2«3->5 a,= min {5-1, 0-(-3), 4-2}
=min {4, 3, 2}
=2

Paso 3.2: Actualizar el flujo con o en la trayectoria.

ITERACION 5
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.
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Paso 3.1: Calcular «

P,:0>2«3->14 o, = min {5-3, -2-(-3),2-0}
=min {2, 1, 2}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con « en la trayectoria.

ITERACION 6
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.
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Paso 3.1: Calcular «

P:0>2>4 ag=min {5-4, 1-0}

=min {1,1}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con « en la trayectoria.

ITERACION 7
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.
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Paso 3.1: Calcular «

P,:0>3-54 a,=min {2-0, 1-2}
=min {2,1}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con « en la trayectoria.

ITERACION 8
Paso 2: Recolorear
Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s'.

Paso 3.2: No existe trayectoria compatible con la coloracion, se determind un corte
Q compatible con la coloracion por lo tanto el flujo encontrado es maximo.
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Puesto que el flujo propuesto no proporciona otra trayectoria de flujo aumentante,
s6lo el corte Q= E,N/S_ correspondiente a S = 1,3 . Asi, el flujo x en esta

etapa resuelve el problema de flujo méximo mientras Q resuelve el problema de
corte minimo. El flujo de s a s’ es 10 y este es el mismo valor de C*(Q).

S= #23 Q" ={(1,5), (35), (3,4), 2,4} = 3+4+2+1=10
y@)=3-1-(-4-2) =9 Q ={}=0
y(2)=1-(5-1-3) = 0 Q=Q"-Q°=10-0=10

y(d) = 4+2-2-3=1
- y(s) =10

Ejemplo 3.4

Ahora se utilizara la modificacion propuesta para resolver el ejemplo 3.3, se inicia
al determinar un flujo inicial que es igual a la cota méxima contenida en los arcos
pertenecientes a cada capa de la red V jeC,. Comenzando con un flujo inicial
dex(j)=3 paralacapal V jeC, ,unflujodex(j)=2 paralacapa 2 V jeC, vy
un flujo dex(j)=1 para la capa 3 V jeC,, esto es posible porque todos los

intervalos de capacidad contienen al tres, dos y al uno respectivamente, los arcos
gue no pertenecen a una capa comienzan con un flujo igual a la cota minima
perteneciente a todos los arcos de la red V jeR en este y la mayoria de los

casos es 0. Solucion:

©

[_151]

Capal: 0»>1—>5= max jec,;:{(0,4),(0,3)}=3
Capa2: 0>3—>5= max jec,:{0,2),(0,4)}=2
Capa3: 0>2—>4 = max jec,: {(0,5),(0,1)} =1
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ITERACION 1

Paso 1: Comenzar con un flujode 3 x(j)=3 V jeC, ,unflujode 2 x(j)=2 V
j€C, yunflujode 1 x(j)=1V jeC, esto es posible porque todos los intervalos

de capacidad de cada capa contienen al 3,2 y 1 respectivamente, los arcos que
no pertenecen a una capa, inician conun fluyjpde 0 V jeR.

Paso 2: Colorear
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Paso 3.1: Calcular o

P:0—>1«<3->5 a, = min {4-3,0-(-2),4-2}
=min {1,2,2}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con a en la trayectoria.

ITERACION 2
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracion que vaya de s a s’'.
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Paso 3.1: Calcular o

P,:0>2«3-5 a,= min {5-1,0-(-3),4-3}
=min {4,3,1}
=1

Paso 3.2: Actualizar el flujo con o en la trayectoria.

ITERACION 3
Paso 2: Recolorear la trayectoria.

Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloracién que vaya de s a s’'.
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Paso 3.1: Calcular o

P,:0>2«3->4 a, =min {5-2,-1-(-3),2-0}

=min {3,2,2}
=2

Paso 3.2: Actualizar el flujo con o en la trayectoria.

ITERACION 4
Paso 2: Recolorear
Paso 3: Buscar una trayectoria compatible con la coloraciéon que vaya de s a s’'.

Paso 3.2: No existe trayectoria compatible con la coloracién, se determind un corte
Q compatible con la coloracién por lo tanto el flujo encontrado es maximo.

[-111]
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Flujp Maximo => a; + > x(j)= (1+1+2)+(B+2+1) =4+6=10

i=1 i=1

Aplicando el Teorema de flujo maximo corte minimo se tiene:

S = 1{2,3: Q" ={(15),(35),(34),(24)} =3+4+2+1=10
y(1) =3-1-(-4-2) =9 Q ={;=0
y(2) =1-(5-1-3) =0 Q=Q"-Q =10-0=10
y(3) = 4+2-2-3=1
- y(s) =10

Como se puede observa el nimero de iteraciones, en este ejemplo con un mayor
ndamero de nodos se redujo considerablemente de 8 iteraciones que requiere el
algoritmo original, a so6lo 4 iteraciones que requiere el algoritmo mejorado, el
namero de iteraciones se redujo a la mitad, y para problemas mas grandes se
nota la gran diferencia que existe al utilizar el método tradicional y el mejorado.

Como se puede observar, la propuesta de proponer un flujo inicial es muy eficiente
en cuanto al numero de iteraciones que se requiere para llegar a una solucién
Optima o aproximada. Pero esta modificacion se extendid para los casos
particulares del algoritmo Ford-Fulkerson, puesto que habra ocasiones que el flujo
qgue propongamos no podra cumplir con las restricciones de los arcos o de las
divergencias en los nodos y es cuando haremos uso de estas modificaciones para
obtener una solucién al problema de distribucion de flujo factible. Enseguida se
muestran dichas modificaciones con un flujo inicial propuesto el cual las vuelve
mas eficientes y practicas, ademas se ilustrara cada algoritmo con ejemplos para
que las ideas sean claras.

Distribucién factible mejorado es un caso particular del algoritmo de Ford y
Fulkerson que se realiza suponiendo que el flujo en la red es factible en los arcos,
ademas suponiendo que tenemos un flujo determinado en nuestro nodo fuente. El
algoritmo consiste en determinar inicialmente un flujo factible con respecto a las
restricciones de las capacidades de los arcos y posiblemente no factible con
respecto a las restricciones de oferta en los nodos, tomando en cuenta que se
deben utilizar el menor nimero de arcos posibles cuando se pasa de una etapa a
otra. Esto con el fin de que se generen inicialmente trayectorias de color negro y el
algoritmo termine en un menor niumero de iteraciones.

Primer paso se determina un flujo factible x tomando en cuenta que se debe
sacar como flujo inicial la cantidad que se tiene en nuestro nodo fuente y llevarla al
nodo sumidero y esto sin violar las restricciones de capacidad de los arcos y tratar
de violar lo menos que se pueda las restricciones de oferta de los nodos.

61

-



Algoritmo de Flujo Maximo Mejorado

Segundo paso se determina dos conjuntos Ny N~ compuestos por los nodos
cuya divergencia < demanda y cuya divergencia > demanda respectivamente
N* = He Nly(@i) <b@i) ,N” = e N|y(i) > b(i) Si el conjunto de N*y N~son igual a
vacio, entonces el flujo x propuesto seria la solucion deseada, en caso contrario,
se colorean los arcos de igual forma que en el algoritmo original.

Tercer paso se aplica el algoritmo de enrutamiento a la red como el algoritmo
original, esto con la finalidad de determinar una trayectoria compatible con la

coloracibn queva P:N" — N™.

c'(i)-x(j) JjeP’
x(-c () JjeP
b(i)—y(i) inodoinicial dePenN"
y(i)—b(i) inodoterminalde Pen N~

a =min

Hacemos x = X+ae, y volvemos a determinar nuestros conjuntosN"y N".Si se
determina un corte Q = p,N/S_ compatible con la coloracién terminar, no existe
solucién al problema. Y terminamos cuando los conjuntos de Ny N~ sean vacios,

puesto que se cumple que y(i)=b(i) para toda i y el flujo que representa es
maximo.

Ejemplo 3.5
Ahora emplear la modificacion propuesta para resolver el problema de la siguiente

red donde se busca la distribucion del flujo factible, comenzar con un flujo
propuesto.
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Solucioén:

Usando el método de distribucion factible mejorado, iniciar dando un flujo factible
en los arcos, tratamos de violar o menos que se pueda las divergencias de cada
nodo. Una vez hecho esto, se comparan con sus demandas respectivas. Si se
cumple la igualdad paramos, si no, continuamos con el algoritmo.
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Después, se obtienen las divergencias de cada nodo y se comparan con sus
demandas respectivas. Si se cumple la igualdad se para, si no se continua con el
algoritmo.

i | & B C D E F

i) 9 0 -1 0 5

bii) g 0 0 0 5 4
N“= €3N = §
P:C>EF a,=min {2,1,1,1}=1

A,
y(i) 5 0 -5
bii g 1] -5 4

Después, se obtiene las divergencias de cada nodo y se comparan con sus
demandas respectivas. A aqui se cumple la igualdad asi que se para.

N =¢ N =¢ . yi)=bl) VieA

\64)



Algoritmo de Flujo Maximo Mejorado

En este ejemplo no se maneja el método distribucidn factible tal y como se utiliza,
porque el numero de iteraciones es realmente grande, puesto que el algoritmo
original hubiera iniciado con un flujo inicial de 1 en todos los arcos por tal motivo
s6lo se utilizd, el método distribucion factible mejorado para asi reducir las
iteraciones.

El flujo que se propone, cumple con las restricciones de los arcos y de las
divergencias a la vez, tal vez sea més tardado proponer el flujo pero ahorraria méas
iteraciones, y por lo tanto, en este caso el flujo propuesto es optimo.

N =¢ N =¢ . yi)=bl) VieA

Rectificacion de flujo mejorado Este es otro caso particular del algoritmo de Ford y
Fulkerson, que inicia suponiendo que el flujo en la red es factible en nodos,
ademas, suponiendo que se tiene un flujo determinado en nuestro nodo fuente. El
algoritmo consiste en determinar inicialmente un flujo factible con respecto a las
restricciones de oferta en los nodos y posiblemente no factible con respecto a las
restricciones de capacidades sobre los arcos, el cual toma en cuenta que se debe
utilizar el menor nimero de arcos posibles cuando se pasa de una etapa a otra.
Esto con el fin de que se generen inicialmente trayectorias de color negro y el
algoritmo termine en un menor nimero de iteraciones.

Primer paso se determina un flujo factible x con respecto a las restricciones de
divergencia, es decir, donde la divergencia de x=b, y tomando el menor nimero
de arcos posibles.

Sequndo paso se definen dos conjuntos de arcos A"yA  en los cuales se
pondrian los arcos que sobrepasan las capacidad del arco por arriba y por abajo

respectivamente A" = fle Ax(j)>c"(j) , A = e Ax(j)<c (j) . Siel conjunto
de A"y A es igual a vacid, entonces el flujo x propuesto seria la solucién
deseada. En caso contrario, si existe je A" 0 je A", se colorean los arcos de la
red de igual forma que en el algoritmo original.

Tercer paso se aplica el lema de Minty el cual consiste en determinar un circuito
elemental P compatible con la coloracion, que contenga a j, entonces se

determina;
c'(j)-x(j) jeP”
a=mnsx(j))-c(j) jeP"

a
Donde a = min{c+fj)‘X(J:) j S A}
x(D-c () JjeA
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Se hace X = X+cae, y se vuelve a determinar los conjuntos de arcos A"y A" . Si se

determina un corte Q = E,N /S: compatible con la coloracién que contenga a |
terminar, ya que no existe solucion al problema.

Y se termina cuando los conjunto de arcos A"y A~ sean vacios, puesto se cumple
que el flujo es factible en arcos y dado que cumple con las restricciones de
divergencias el flujo es el 6ptimo y es maximo.

Ejemplo 3.6

Utilizar el mismo ejemplo anterior pero ahora emplear el método de rectificacion de
flujo mejorado para resolver el problema de la siguiente red, donde se busca el
flujo factible maximo, comenzar con un flujo propuesto.

Solucién: se inicia dando un flujo factible con respecto a las cantidades de
divergencias. Y tratar de respetar las restricciones en arcos.
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Una vez hecho esto, las comparamos con sus demandas respectivas. Si se
cumple la igualdad parar, si no, continuar con el algoritmo. En este caso se genera
un circuito compatible con la coloracion que contiene los arcos pertenecientes a
AyA .

A" = dd’if)’(if’ie

P iy < i, >, < i, « i a, =min {0-(-3), 4, o, @, } = 3
o, =Min {3, 4, 2-(-1), 4} =3
o, =min {3,4,3,4} =3

- A" =¢ Por lo que el flujo definido es factible.

Como se puede ver, si se inicia con un flujo factible predeterminado, el algoritmo
se vuelve mas eficiente.

El algoritmo de Ford y Fulkerson que en la actualidad se estd manejando, es el
algoritmo de Edmonds-Karp, la cual es tan simple como utilizar busqueda primero
en anchura (BFS) para buscar el camino de aumento en el algoritmo de Ford-
Fulkerson. Puesto que el algoritmo de Ford-Fulkerson de etiquetado es un
algoritmo que ha sido muy estudiado y que realmente ya fue modificado, pero
dado que aun presenta las anomalias del algoritmo original, se proporcionara la
metodologia para evitarlas.

Ademas, con el tiempo se han generado varios algoritmos de etiguetado que cada
vez son mas eficientes en cuanto a la complejidad computacional.
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Algoritmo de etiquetado mejorado para mejorar la complejidad respecto a que el
algoritmo corra en tiempo pseudopolinomial. Se determina un flujo inicial para
cada capa de la red que debe considerar el criterio de la cota maxima
perteneciente a todos los arcos en cada capa a analizar, este flujo saldrd de
nuestro nodo fuente por cada arco perteneciente a una capa y los arcos que no
pertenezcan a una capa, iniciaran con un flujo igual a cero, que es equivalente a
utilizar el criterio de la cota minima perteneciente a todos los arcos de la red, si
ésta no es cero, se tiene que cumplir la divergencia entre nodos.

A continuacién se describe un ejemplo de la anomalia principal del algoritmo
original:

El algoritmo de etiquetado es posiblemente el algoritmo mas simple para la
resolucién del problema de flujo maximo. En la préactica, el algoritmo trabaja
razonablemente bien. Sin embargo, la cota del peor de los casos sobre el nUmero
de iteraciones no es enteramente satisfactoria para valores de U grandes. Por

ejemplo, si U =2", la cota seria exponencial en el nimero de nodos. Mas aun, el

algoritmo puede, de hecho, realizar muchas iteraciones como en el siguiente
ejemplo.

En esta red, el algoritmo puede seleccionar los caminos incrementales s-a-b-s’ y
s-b-a-s’ alternativamente 10° Veces, enviando cada vez una unidad de flujo a lo

largo del correspondiente camino incremental.
10°
10°
N
10° @Aﬁ

Esto se podria evitar si no se utiliza el criterio de la minima cota y se inicia con un
flujo x, utilizando el criterio de la cota maxima perteneciente a todos los arcos
contenidos en cada capa de la red y el criterio de la minima cota para todos los
arcos que no pertenecen a una capa en la red, para iniciar con un flujo de 10°, en
cada capa y un flujo de 0 en los arcos que no pertenecen a una capa. El problema
se resolveria sin utilizar ninguna iteracion puesto que el flujo propuesto es 6ptimo.

|
|
108 ! 10°
ol ()
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Capal: s—>a—s = max jec,:{(0,10°,(0,10%} = 10°
Capa2: s—>b—>s' = max jec,: {(0,10°,(0,10%} = 10°

Flujo Maximo = > «a; + > x(j) = (0)+(10° +10°) = 2x10°

i=1 i=1

Otra anomalia que presenta el algoritmo de etiquetado es cuando se presentan
capacidades irracionales en los arcos pues cuando sucede esto, el algoritmo no
converge. La metodologia para eliminarla es tomar una aproximacién de la
cantidad irracional por ejemplo: Raiz (2) = 1.4141213562 = 1.4 después
convertirla en una cantidad racional después multiplicar a todos los arcos de la red
por el m.c.m, una vez hecha esta transformacion se resuelve el problema, una vez
que converge a una solucién se dividen todos los arcos de la red por el m.c.my se
habr& llegado a una solucion, pero se debe estar conciente que la solucién que se
obtiene no es la 6ptima simplemente es factible y qué tan cerca del 6ptimo estar4,
eso dependera de la aproximacion que se utilice.

Para evitar la pérdida de memoria, al reetiquetar, se recomienda usar la siguiente

metodologia. Almacenar la informacién como superindices, por ejemplo, si en la
etapa inicial se tiene el intervalo ls,2_ y en la siguiente iteracién este aumenta en

una unidad, se tiene ls,32_ y asi sucesivamente en cada reetiquetacion
Jsa ... }sanm02 | donde esta informacion sera de utilidad mas adelante.

Ejemplo 3.7

Utilizar el algoritmo original de Ford y Fulkerson de etiquetado, para resolver un
problema de flujo méximo de la siguiente red.

O
[0.4]

[0.2]

. Q/
[-213]

[-313]
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Solucioén:
ITERACION 1
Paso 1: Iniciar con cualquier flujo factible x.

[-3.3]

Paso 2: Etiquetar el origen con |}, .

Paso 3: Elegir un nodo etiquetado y no examinado.

Paso 4: Dado que el nodo destino s’ recibe etiqueta, eso implica que existe una
trayectoria aumentante que va de s a s’, ir al paso 5.

O
[0.4]

[0.2]

o Q/

[+s,]

Paso 5: Borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2.
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ITERACION 2

O
[0.4]

[0.2]

o Q/

Paso 2: Etiquetar el origen con |, .

Paso 3: Elegir un nodo etiquetado y no examinado.

Paso 4: Dado que el nodo destino s’ recibe etiqueta, eso implica que existe una
trayectoria aumentante que va de s a s’, ir al paso 5.

[-4.4]

©
[4.4]

[0.2]

[*s,]

04

Paso 5: Borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2.



Algoritmo de Flujo Maximo Mejorado

ITERACION 3

(1
[4.4]

[0.2]

Paso 2: Etiquetar el origen con |, .

Paso 3: Elegir un nodo etiquetado y no examinado.

Paso 4: Dado que el nodo destino s’ no recibe etiqueta y todos los nodos
etiquetados han sido examinados terminar, ya que el flujo factible es maximo.

[*s,]

Como se puede observar, todos los nodos etiquetados han sido examinados y s’
no recibio etiqueta por lo tanto, el Gltimo flujo es maximo. Por otro lado, el conjunto
de nodos etiquetados s es N = s{ por lo tanto, el corte minimo es
Q.N' > $1),(s,2) . Observe que su capacidad es Q(N,N')=4+4=8 que es
igual al valor del flujo maximo.
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Como se puede observar, el algoritmo ya no presenta pérdida de memoria, pues
conserva esta memoria en las mismas etiquetas. Y esta informacion puede ser
utilizada mas adelante con el fin de volver el método mas eficiente. Ademas, si
utilizamos en cada etapa, como recomienda el algoritmo elegir el arco de mayor
anchura el algoritmo converge mas rapidamente. En este ejemplo no se puede
mostrar ese detalle, pues existieron arcos de la misma anchura y la eleccién entre
los arcos fue arbitraria.

Ejemplo 3.8

Utilizar ahora el algoritmo Ford-Fulkerson de etiquetado mejorado, para resolver el
problema de flujo maximo del ejemplo anterior.

O
[0.4]

[0.2]

o Q/

ITERACION 1

(-33]

Solucioén:

Pasol: Comenzar conunflujpde 4 x(j)=4 V jeC, yunflujode 4 x(j)=4V
j € C, esto es posible porque todos los intervalos de capacidad de cada capa
contienen al 4, los arcos que no pertenecen a una capa, inician con un flujo de 0
vV jeR

[-33]
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Paso 2: Etiquetar el origen con |}, .

Paso 3: Elegir un nodo etiquetado y no examinado.

Paso 4: Dado que el nodo destino s’ no recibe etiqgueta y todos los nodos
etiquetados han sido examinados terminar, ya que el flujo factible es maximo.

[-3.3]

[+s,]

[-2.3]
Como se puede observar al utilizar la nueva manera de obtener el flujo maximo,
por medio de la formulacion obtenida por capas.

Capal: s—sa—s max j €c,:{(0,4),(-4,3),(-1,3),(-6,6)} = 4
Capa2: s—>b—s'= max jec,:{(0,4),(-32),(0,),(0,4)} = 4

Flujo Maximo :Zn:ai +Zm:x(j) = (0)+(4+4)=8

i=1 i=1

Ahora se puede validar el resultado obtenido utilizando el teorema de flujo maximo
corte minimo. Como se puede observar, todos los nodos etiquetados han sido
examinados y s’ no recibi6 etiqueta por lo tanto, el dltimo flujo es maximo. Por otro
lado, el conjunto de nodos etiquetados s es N = s{; por lo tanto el corte minimo
es @,N' > 6)),(s,2) . Observe que su capacidad es Q(N,N')=4+4=8 que es
igual al valor de flujo maximo. Como se puede observar, la aportacion al algoritmo

de flujo méaximo de etiquetado reduce también el nimero de iteracion para llegar al
optimo, comparado con el método tradicional.

Como se puede observar, el nUmero de iteraciones en este ejemplo se redujo
considerablemente de 3 iteraciones que requiere el algoritmo original de
etiquetado, a solo 1 iteracion que requiere el algoritmo de etiquetado mejorado.
Para problemas mas grandes se nota la gran diferencia que existe al utilizar el
meétodo tradicional y el mejorado.

14)
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La importancia de este capitulo es el mejorar la complejidad computacional del
algoritmo original pues como se sabe, la complejidad del algoritmo de Ford-
Fulkerson tiene una complejidad de O(nmU), donde n representa el nimero de
nodos iniciales, m el nimero de iteraciones y U representa que las capacidades
en los arcos, son enteras, grandes y finitas. Con la propuesta de mejora, ésta
complejidad se reduce a O(hmu), donde u=U-x(j) y representa que las
capacidades en los arcos, son enteras, no tan grandes y finitas. Puesto que se les
esta restando la cota maxima perteneciente a todos los arcos de cada capa
contenidos en la red.

6
v 100 3x10
O,

2x10° @Alo6

El algoritmo de Ford-Fulkerson mejorado, evita este tipo de anomalias que
presenta el algoritmo original, el cual requiere 4x10° iteraciones y con la propuesta
de mejora requiere de tan solo proponer el flujo inicial, el cual es 6ptimo y por lo
tanto genera un corte obteniendo un flujo el cual es maximo, con el algoritmo
mejorado se evita toda clase de anomalias y se reduce el nUmero de iteraciones
mejorando asi la eficiencia.

0

@A:m6
|
|

Capal: s—>a—s = max jec,: {(0,2x10°),(0,2x10%)} = 2x10°
Capa2: s—>b—>s' = max jec,: {(0,2x10°),(0,2x10°)} = 2x10°

O

Flujo Maximo = > «a; +>_x(j) = (0) +(2x10° + 2x10°) = 4x10°

i=1 i=1
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3.3 NOTAS IMPORTANTES

Para la solucion de problemas de flujo maximo también puede intervenir la
programacion lineal.

El modelo usando programacion lineal es el siguiente:

Maximizar z = f

Donde f es la cantidad desconocida de flujo.

Sujeto a:

Nodo inicial Y x=f
Nodos de Transbordo D x; =0
Nodo destino > x=f
Artificial D % =0

X; 20V (|

Veamos como se realiza el planteamiento al problema de flujo maximo del ejemplo
anterior, graficamente la problematica seria la siguiente:
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El modelo es el siguiente:
MaX Z = Xgu + Xep
s.a

nodo @ X, +Xue + X4 =9

nodo @ 3  Xge + Xgp — Xpg — Xeg =0

nodo € )  Xg +Xep + Xer + Xep — Xpe =0
\

nodo © J  Xpr — Xep — Xap — Xap =0
~ _

nodo € 3  Xgz +Xeg + Xge =5

nodo € 5 Xpp + Xep — X =4

artificial Xea + Xea = Xag — Xac — Xap =0

4>X,520
2> X, 20
52X, 20
3> Xge 20
22 Xeg 22
42X 20
22> X 24
-3

\%

1> X,
1> Xy
1> X 2-1
1> X =22

Vv
o

Este modelo resuelve el problema de flujo méximo utilizando programacion lineal,
y esto es de gran ayuda pues en la actualidad es mas sencillo realizar el modelo
de un problema y resolverlo haciendo uso de algun software como LINDO, QSB o
QM-for Windows entre otros. Asi como la interpretacion de la solucién que este
genere.

La modelacién de programacion lineal para resolver el problema de flujo maximo
servird de gran ayuda para la validacion de los resultados obtenidos por el
algoritmo de Ford-Fulkerson mejorado, dado que no es posible realizar una
demostracion formal.
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CAPITULO 4

CASO DE APLICACION

41 ANTECEDENTES

LICONSA, a través de la subdireccion de distribucion, ha detectado la necesidad
de que se cuente con un servicio confiable, seguro y econémico, que le permita
realizar de forma optima sus actividades cotidianas de abasto y apoyo al
desarrollo econémico-social del pais.

En este sentido se concluye que existe la necesidad de identificar los problemas
que enfrenta LICONSA de manera explicita, para formular las alternativas y
acciones de solucién. LICONSA, tiene la enorme encomienda de contribuir con
sus acciones, a disminuir los rezagos histéricos en materia social, a través de su
programa de abasto de leche, mediante el cual produce y abastece de este bien a
familias de las zonas urbanas y rurales del pais, en condiciones de pobreza
extrema.

En la actualidad con el programa social de abasto de leche, LICONSA atiende a
4,537,995 beneficiados, de 2,629,532 familias, a través de 7,915 puntos de venta
distribuidos en 1,811 municipios del pais. Con el fin de atender esta demanda, se
cuenta con un total de 11 plantas industriales, produciéndose en 8 de ellas
solamente leche liquida, en 2 solo leche en polvo y en una leche liquida y en
polvo.

La ubicacién actual de estas plantas industriales es en los estados de: Colima,
Guadalajara, Michoacan, Tlaxcala, D.F., Edo. de México, Veracruz y Oaxaca. La
produccion global de leche es de 3.5 millones de litros al dia, de los cuales
aproximadamente el 75% es leche liquida y el 25% es leche en polvo. Los lugares
por donde ingresa la materia prima son: Nuevo Laredo para la leche liquida y los
puertos de Manzanillo y Veracruz para la leche en polvo.

La distribucion se realiza diariamente para la leche liquida y semanalmente para la
leche en polvo, lo que implica atender la demanda que se produce en los 1,811
municipios del pais y transportar hasta sus 7,915 puntos de venta, las cantidades
de leche que requieran, situacion que implica tener aproximadamente mas de 400
rutas de distribucion. En la actualidad para hacer la distribucion, se contrata
transporte (camiones) de carga pesada, para enviar el producto de las plantas
industriales a los centros de consolidacion, ubicados en diferentes municipios del
pais y la distribucion local hacia los puntos de venta, se realiza con vehiculos de
LICONSA y DICONSA.

18)
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4.2 PROBLEMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE

El caso particular del problema de flujo méximo mejor conocido como distribucion
factible que se utilizara para ilustrar el método de Ford-Fulkerson consiste
principalmente en utilizar en nuestro caso el D.F para realizar nuestro andlisis en
el cual se tomara en cuenta las dos plantas de leche en polvo la cuales seran los
nodos fuente, los arcos seran representados por las calles y avenidas, donde la
interseccion de calles o avenidas formaran nodos, los almacenes formaran parte
de los nodos sumidero y el flujo que se requiere maximizar es el numero de
camiones que van de los nodos fuente a los nodos sumidero en un tiempo
determinado porgue si no, no tendria sentido el analisis pues el flujo maximo seria
el maximo numero de camiones de la empresa Liconsa. Ademas se debe tomar en
cuenta que la capacidad de cada arco es la cantidad maxima de camiones que
pueden circular por dicha avenida al mismo tiempo. En este caso el D.F no cuenta
con leche Diconsa pero hay Liconsa.

Mexico Distrito Federal
&
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Lo que se realizara en este trabajo siendo realistas es un caso de aplicacion
ilustrativo donde se pueda observar la ventaja de utilizar el caso de distribucion
factible mejorado que es un caso particular del algoritmo de Ford-Fulkerson y se
comparara con el caso particular de distribucion factible original y los resultados se
validaran con un modelo de programacion lineal. Para se manejan varios
supuestos donde se utilizaran como arcos las delegaciones pertenecientes al
distrito federal y los nodos serdn representados por la interseccion de las
delegaciones, no se utilizaran las calles o avenidas como se utilizaria en la
realidad puesto que el problema se expandiria demasiado y realmente no
resolveria gran cosa. Los nodos fuente y los nodos sumidero seguiran siendo las
empresas de leche en polvo y los almacenes respectivamente.

Datos:
Delegaciones del Distrito Federal:

A = Azcapotzalco

B = Gustavo A. Madero
C = Miguel Hidalgo

D = Cuauhtemoc

E = Venustiano Carranza
F = Cuajimalpa

G = Alvaro Obregon

H = Benito Juarez

| = Iztacalco

J = La Magdalena Contreras
K = Coyoacan

L = Iztapalapa

M = Tlalpan
N = Xochimilco
N = Tlahuac
O = Milpa Alta

El siguiente diagrama se elabor6 tomando en cuenta la colindancia entre
delegaciones del Distrito Federal donde las flechas indican las posibles rutas que
pueden tomar los camiones y ademas los nodos fuentes son representados por la
delegacién Azcapotzalco y la Gustavo A. Madero en donde se tomo en cuenta que
a pesar de que tiene colindancia, esta no es tomada en cuenta puesto que no
tendria sentido enviar camiones de una planta a otra, mientras nuestros nodos
sumidero son representados por la delegacion Tlalpan y Milpa Alta. Donde la
capacidad de cada arco representa la cantidad de camiones que pueden
trasladarse de una delegacion a otra en un tiempo determinado.
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La siguiente grafica representa el problema:

Utilizando el caso de distribucion factible mejorado se tiene el siguiente flujo inicial
propuesto puesto que cumple con las restricciones de los nodos y se trata de
violar lo menos que se pueda las restricciones de los arcos:
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[0,3]

3N 3V

[0,3] [0,5]

[0,5] ov [0,3] 0OV

IN [0,3]

[0,2] OB [0,2]1 0B

F |
[0,3] 6N
[0,3] [0,6]
[0,2] 2N
ov  [0,1]
3N
[0,4]
4N [0,3]
[0,2] 0B
OB [0,4]
Como se puede observar el conjunto A™ = }y A" = 4 por lo tanto el flujo

propuesto es optimo. Pues se cumplen las restricciones de nodos y arcos,
generando un corte Q = |5 N /S pues no existe una trayectoria compatible con la

coloracién que vayade N"™ — N.
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[0,3]

~~———

[0,31 3N L [05] 3V

[0,5] ov [0,3] 0OV

0,3]

IN 2V 10,3]

0B

[0,2] OB [0,2]

F |
[0,3]
[0,3]
[0,2] 2N
ov  [0,1]
3N
0,4
[0,4] 03]
[0,2]
OB [0,4]
3N
[0,3]
-
S= 4B Q"= €.C @,D.6,D 6 E 33+5+3+6=17
y@ =3+5=8 o -
y(B)=3+6=9 o
Sy(s) =17 Q=Q"-Q =17
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Para validar la solucion se resolvera el problema de flujo maximo realizando un

modelo de programacion lineal.
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El modelo es el siguiente:

x; : Es la cantidad de camiones que van de la delegacion i a la delegacion j.
MaX Z = Xya + Xus + Xoa + Xos
s.a

nodo € X, +X,, =8

nodo @3  Xgp + Xge =9

nodo € 3  Xgp + X + Xeo + Xen — Xac — Xpe =0

nodo O: Xpc + Xpe + Xup + Xp; = Xap = Xep ~ Xcp ~ Xep =0
nodo € ) Xgp +Xg — Xge — Xpe =0

nodo € 3 X —Xg =0

nodo G2 Xgy +Xgy +Xex —Xcs — Xpg —Xue =0

nodo (Ij Xpo + X + Xk + X = Xy = Xpy = Xgy =Xy =0
nodo (] Xin XL = Xpy = Xgy =Xy =0

nodo @ 3 Xy, —Xg, =0

nodo «j Xw + Xim + Xin = Xok — Xk — Xk = 0

nodo €3 Xy + Xy + X — X — X =X =0

nodo @
nodo ‘I] WX T

nodo @ 3 X,y + Xew + Xam + Xom — Xmo =9
nodo © 3 Xyo +Xno + Xgo — Xom =8
artificial (1)  Xya + Xop = Xac = Xap =0
artificial (2)
adicional(2)
adicional(2)  Xyg + Xog =9

w T Xaw T X — Xkn — Xiv — Xiw =0
0

X

Xue T Xog = Xgp — Xge =0
Xya + Xop =8

32X, 20
52> X,p 20
32> Xgp 20
6> Xge =20
52X 20
32X =20

1>X 20
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22Xy 20
32 Xpe 20
3>Xye 20
32 Xpy 20
5=>xXp, 20
5> X 20
3=2Xg 20
42X 20
2> Xgy 20
2>Xg, 20
52 Xg 20
1>x,20
22X, =20
3> X, 20
3>x, =0
32X, =0
6>x, =0
2>X,y 20
1>x, =0
3= Xy =0
5> Xy 20
2>X, =0
4>2x, 20
32X, =0
1>X,, 20
42 xy 20
4>X,4 20
52Xy 20
22> Xg, 20

NN —

32Xz, 20

22Xy 20

|
Este modelo resuelve el problema de flujo maximo utilizando programacion lineal.
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Utilizando el paquete Lindo para resolver el problema de flujo maximo se obtiene:

o

4% F:UJUANATESIS10.LTX

max XHA + XME + X0A + XO0B

ST

%AC + XAD = 8

XBD + XBE = 9

XCD + XCF + XCG + XCH - XAC - XDC = @
%XDC + XDE + XDH + XDI - XCD - XED - XBD - XAD = @
XED + XEI - XBE - XDE = @

XFG - XCF = @

XGH + XGJ + XGK - XCG - XFG - XHG = @
XHG + XHI + XHK + XHL - XCH - XDH - XGH - XIH = @
XIH + XIL - %DI - XEI - XHI = @

%JH - XGJ = 8

XKL + XKH + XKH - XGK - XHE - XLK = @
ALK + LM + ¥LH - ¥HL - XIL - XKL = @
XMH + XMH + XMOD - XKM - XLN - %HM = @
XHN + %MD - XLH - XNH = @

XJH + XKH + XHH + X0HM - XHO = 9

XHO + XHMD + XH0 - XOoM = 8

%HA + X0A - XAC - XAD = A

XHB + XOB - XBD - XBE = @

XHA + X0A = 8

XHB + X0B = 9

XHI <= 2 XAC <= 3

XHK <= 3 ¥AD <=5

SHL <= 3 ®BD <= 3

KIH <= 3 ¥BE <= &

KIL <= 6 ¥CD <= &

BJH <= 2 ¥CF <= 3

SKEL <= 1 ¥CG <= 1

#KEM <= 3 ¥CH <= 2

SKH <= & %DC <= 3

SLK <= 2 XDE <= 3

XLH <=4 XDH <= 3

XLH <= 3 ®DI <= 5

KHO <= 1 ®ED <= &

SHH <= 4 ¥EI <= 3

XHN <= 3 XFG <= 4

#HO <= & ¥GH <= 2

XHN <= 2 XGJ <= 2

XHo <= 3 XGK <= &

sHA <= 8 XHG <= 1

X0B <= 9
EMND
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4% Reports Window

OBJETIUE FUNCTION UALUE|

1) 17 .800868
UARIABLE UALUE REDUCED CO3T
XHA A.080048084 A.08000480
XHMB 0.0000808 A.08000480
x0A 8.000808 A.008004840
0B B.080048084 A.0808004848
SAC J.68800808 A.0808004848
SAD 5 .886868 A.080084848
KBD J.800008 0.800000
XBE 6.0000808 B.080880484
XCD A.080048084 A.08000480
XCF J.0000808 A.08000480
XCG 1.0000808 A.008004840
XCH 2.8800808 A.0808004848
sDC J.688600868 A.080084848
SDE f.0008000 0.800000
XDH J.0080808 B.080880484
XDI L .00008008 A.08000480
XED J.0000808 A.08000480
XEI 3J.000808 A.008004840
SFG J.68800808 A.0808004848
SGH B.080048084 A.0808004848
SGJ 2.8800808 A.080084848
b4 J.800008 0.800000
XHG 1.0800808 B.080880484
XHI A.080048084 A.08000480
XHK J.0000808 A.08000480
KHL J.68800808 A.0808004848
SIH 2.8800808 A.0808004848
sIL 6.08080808088 A.080084848
KJH 2.800008 0.800000
XKL B.800848084 B.080880484
XKH 3.0000808 A.08000480
XKH L .00008008 A.08000480
XLK 2.000808 A.008004840
SLH 4. 8868068 B.0808004840
XLH J.6886060 B.0808004840
HNHH 4.68860868 B.0808004840
XHH B.0008000 B.0008000
XHO L .008008060 B.8000084
XHN B.08000084 B.08000084
xHD J.0080000 B.08000084
X0 B.080000840 B.080000840
KHMO B.0808004840 B.0808004840
HO. ITERATIONS= 22

38)
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Graficamente se tiene la siguiente solucion:
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Como se puede observar el caso particular de distribucidon factible mejorado del
algoritmo de Ford-Fulkerson reduce el nimero de iteraciones considerablemente
comparado con el algoritmo original de distribucién factible puesto que este
requiere de 11 iteraciones para llegar a la soluciébn Optima mientras que el
mejorado de tan solo una. Las trayectorias del algoritmo original hasta llegar al
Optimo son las siguientes:

P:AS>CoH>F5G>J>Moiiein, 2, = 53422 +2
PL:ASCo>F 535G >K oM, a,= H§,253 +1
PLiA5>D>Co5G>K oMo, o, = 331,42 *1
PL-A>D->C->H->Go>K->M.....e..... a4:4,2,2,1,3,1}1
P:A>D>Co>H->K->N->M.o..., ;= 311354 *1
P:A5>D-o>HSKoSNoS>Moiee, oy = 33243 32
P.B>D->H->L>K->N->M.... a7:$1,3,2,2,1}1
PRb:B>D—>1->H->L>K->N->O0....... a8:2,5,3,2,1,1,5}1
PL:Bo>D—>1>HSL>NS0 ety = B4,214,4 +1
Po,:B>E—>D—>1>L>N->0..cccorrrnmar, = 653,633 }3
P,:B>E—>I->L>N >0 iy, = 33333 33

Como se puede observar la solucién éptima de ambos métodos es la misma, tiene
un flujo maximo de 17 camiones ademas contienen las mismas trayectorias de los
camiones, no se agregaron las graficas del algoritmo original pues son 11
iteraciones y cada iteracion genera una recoloracion y por lo tanto una grafica.

4.3 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

El analisis de sensibilidad es una de las partes mas importantes en la
programaciéon lineal sobre todo para la toma de decisiones, pues permite
determinar cuando una solucién sigue siendo optima, dados algunos cambios ya
sea en el entorno del problema o en los datos del mismo.

Este andlisis consiste en determinar que tan sensible es la respuesta optima del
meétodo simplex, al cambio de algunos datos en la funcion objetivo (costos,
capacidades, ganancias, etc.) o la disponibilidad de recursos (términos
independientes de las restricciones).

La variacion en estos datos del problema se analizara individualmente, es decir, se
analizara la sensibilidad de la solucién debido a la modificacion de un dato a la
vez, asumiendo que los demas permanecen sin alteracion alguna. Esto es
importante porque estamos hablando de que la sensibilidad es estatica y no
dinamica, pues solo contempla el cambio de un dato a la vez.

EO)
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Una vez realizando este analisis se puede obtener el intervalo en el que puede
moverse nuestra variable analizada y mas adelante poder realizar varias
modificaciones al problema original, siempre y cuando tomemos en cuenta la regla
del 100%.

4.4 REGLA DEL 100%

La regla consiste en que para todos los coeficientes de la funcién objetivo que
sean cambiados, la suma de los porcentajes de los posibles incrementos o
decrementos representados por los cambios no exceda al 100% asi la solucién
optima no cambiara.

Caso general:

max Cx
sa Ax=b
x>0

c=E..C. ] - max £,0, 7
A BN sa B,N]{XB}:b

XN
XB
X = Xg 20,xy 20
XN
MaxzZ =CgXg +Cy Xy wrrvrrrvmmen 0
s.a Bxg + Nx, =b .. (2

Xg 20,Xy =0

Multiplicando (2) por B! tenemos:
B'Bxg + B*Nx, =B™'b

Ix; + B*Nx, =B~'b
Xg =B'b—B7'NXx, .. ©)]
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Sustituyendo (3) en (1) tenemos:

maxz =Cg(B™b—B™'Nx,)+C, Xy
z=CzB'b—CyB*Nx, +CX,

z+0x, +(CBB‘1N —Cy )Xy = CBB‘lb ........... (4)
IX; + B*Nx, =B7'b ....... (5)
Por lo tanto se tiene:
Z Xg X L0
z 1 o CB7 W-y C87'
X o I BN B

El siguiente ejemplo muestra con mas detalle en que consiste la regla del 100%.

max z=2X, —X, +X,
s.a X +X, +X; <6
-X, +2X, <4
X, 20,x, 20,%; 20

Resolviendo con el simplex se tiene:

z ¥y 2 %3 Ha g LD
z 1 0 3 1 2 0 12
Xy 0 1 1 1 0 5
g 0 0 3 1 1 1 10
Xy Xg
CB = IZ’O :
X, X5 X,
cy=F1.1,0"
X X
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)E X3 X4
1 11 6
N = , b=
2 00 4
Realizar cambios sobre el vector C en la funcién objetivo tenemos:

CsB’N-C, = [,o]ﬁ 2“1 L 1}— 110

2 00
“Bod) o o] Bo]
= p22 7 F110]
=§12]

Lo que significa que para que no se pierda optimalidad, el intervalo de incremento
y decremento a partir de la cantidad inicial para C,,C, yC, es el siguiente:

C,= (—00,3:
C, = "0011:
C,= (‘0012:

Observar cuanto se puede mover C,

1 111
CBB‘lN—CN=[+t,O:|L SHZ . 0}—[1,1,0]

= [+t,o:|B (1) (ﬂ— 110 ]

= p+t2+t2+t 4 110 ]

2+t+1>0 2+t-1>0 2+t-0=>0
t>-3 t>-1 t>-2
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C,B’N-C, = [,0+t]ﬁ 2“; (1) ﬂ— 110 ]
=[+t,t]E : ﬂ_[mj

= p+3t2+t2+t § 110 ]

2+3t+1>0 2+t-1>20 2+t-020
t>-1 t>-1 t>-2

St>-1

Por lo tanto los cambios de incremento y decremento a partir de la cantidad inicial
para C, y C. son los siguientes:

C = ll,oo:
Cs = I—l,oo:

C, > -0.5—->50%
Aplicando la regla del 100% se tiene: {C, - +1.0 > 33%; =93%
C, »>+01->10%

Con lo cual la solucion seguira siendo optima.

Ver ahora cuanto se puede mover el vector b
1 0f(|6] [t
B'b= . +|*
11 4 0
1 0f(t
_|_ .
1 1|0
t
ot
]
[ 6+t,
110+t

6
110
6
110




6+t = 10+t, 20
t, >~ t, >-10
t, >-6

AN

[ 6
T 10+t,

10+t, >0
t,>-10

1, 2-10

Por lo tanto los cambios de incremento y decremento a partir de la cantidad inicial

para b, yb, son las siguientes:

Caso de Aplicacion

rminimo

Fraxirmo

by

B

(el

bz

-10

(e

.. Estos son los cambios permitidos tantos para el vector C en la funcion objetivo
asi como para el vector b perteneciente a las restricciones este rango permite

realizar un analisis de sensibilidad manteniéndonos en el 6ptimo.

Realizando el analisis de sensibilidad para el problema del flujo maximo de la

leche Liconsa se tiene:
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Los incrementos o decrementos que puede sufrir el vector C en la funcion
objetivo son las siguientes:

M

2% Reports Window

RAHGES IH WHICH THE BASIS IS UHMCHAMGED:

0BJ COEFFICIEHT RAHGES

UARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF IHNCREASE DECREASE

XHA 1.0888888 8.08008084 INFIHITY

XHB 1.08808088 INFIHITY 8.08000084

X0A 1.08808088 INFIHITY 8.08000084

X0B 1.088080088 8.0800800840 INFINITY

Como se puede observar los coeficientes de los costos c;, ¢y, C3, C4 pueden variar
de la siguiente manera:

C, =(0,0) —lo que significa que no se puede disminuir nada nuestra variable,
pero si se puede incrementar hasta « sin perder factibilidad.

C, =(«,0) —>lo que significa que se puede disminuir hasta « nuestra variable,
pero si se puede incrementarla para no perder factibilidad.

C; = (»,0) — lo que significa que se puede disminuir hasta « nuestra variable,
pero si se puede incrementarla para no perder factibilidad.

C, =(0,0) —lo que significa que no se puede disminuir nada nuestra variable,
pero si se puede incrementar hasta « sin perder factibilidad.

Ahora bien las variantes que puede sufrir en el vector b son las siguientes:

Por ejemplo:

La variable b, perteneciente a la primera restriccion no puede sufrir ningin
incremento o decremento pues se perderia factibilidad b, — (),0:

La variable b,, perteneciente a la restriccion numero veinte y dos la cual puede

sufrir un incremento de 3 o un decremento de 0 sin perder factibilidad
b,, — E,O/.
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La variable b,, perteneciente a la restriccion numero treinta y siete la cual puede

sufrir un incremento de infinito o un decremento de 2 sin perder factibilidad
by; — (0’2:

Lo que se acaba de mencionar se justifica en la siguiente corrida de LINDO.

d

¥

= Reports Window

RIGHTHAHD SIDE RAMGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
2 8.0800808 A.008004848 A.088080088
3 9 .68800808 A.008004848 A.088080088
4 A.088048084 A.08008488 A.088008088
=Y f.6008000 A.0800000 A.0808000
i} B.880848084 A.080800484 A.088804840
¥ A.08A0A8084 A.080800480 A.8800080
8 A.08A0A8084 A.080800480 A.8800080
9 A.0808008084 A.0808004840 A.080800080
18 A.088048084 A.008004848 A.088080088
Lk A.088048084 A.008004848 A.088080088
12 A.088048084 A.08008488 A.088008088
13 B.880848084 A.080800484 A.088804840
14 A.08A0A8084 A.080800480 A.8800080
15 A.08A0A8084 A.080800480 A.8800080
16 0.08080808 A.0808004840 A.080800080
17 8.0800808 A.008004848 A.088080088
18 A.088048084 A.008004848 A.088080088
19 A.088048084 A.08008488 A.088008088
28 8.800008 A.0800000 A.0808000
21 0.8808068 A.080800484 A.088804840
22 3.00800808 3.06000008 A.8800080
23 L .B0800808 INFIMITY A.8800080
24 3.680800808 INFIHITY A.080800080
25 6.08080008 Z2.A0800008 A.088080088
26 5 .880808 INFIHITY L .Aadaaaa
27 3.68860868 1.80080088 A.088008088
28 1.800008 1.800048 A.0808000
29 2.0880808 INFIHITY A.088804840
318 3.00800808 INFIHITY A.8800080
a1 3.080800808 INFIMITY 3.0000008
32 3.680800808 2.0000008 A.080800080
33 5 .880808 1.8080088 A.088080088
34 5 .880808 INFIHITY Z2.A00008
35 3.68860868 1.80080088 A.088008088
36 4 .800008 INFIHITY 1.800008
97
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a7 2.8808080 INFIHITY 2.000000
38 2.8808608 INFIHITY B.0808004840
39 5.886868 INFIHITY 2.8800688
48 1.6886868 INFIHITY B.0808004840
1 2.0800000 INFIHITY 2.8000008
42 J.6886860 1.060800800 B.8000084
43 J.688008060 1.000000 B.08000084
Ly J.88008080 INFIHITY 1.0800000
L5 6.00800060 INFIHITY B.080000840
46 2.8808608 INFIHITY B.0808004840
47 1.68868608 INFIHITY 1.6808680688
48 J.686868 2.88008068 B.0808004840
4o L .000000 B.0008000 B.0008000
e 2.880860 B.8000084 B.8000084
G L.B808060 IMFIHITY B.08000084
L2 J.88008080 2.000000 B.08000084
53 1.688008060 INFIHITY 1.000000
54 4. 886868 B.0808004840 B.0808004840
55 J.6886860 INFIHITY J.6886060
5h L .B886868 INFIHITY B.0808004840
57 2.0800000 INFIHITY 2.8000008
58 J.6886860 B.8000084 B.8000084
5o 8.0800800 IMFIHITY 8.000000
68 0.8808060 INFIHITY 0 .00800800

Por lo tanto en esta corrida se muestran las diferentes variantes que pueden sufrir
las diferentes restricciones de nuestro problema sin perder factibilidad.

45 NOTAS IMPORTANTES

En cuanto a los costos del producto, se tiene que para la leche liquida un costo
promedio de $3.3626 por litro, del cual el 4% corresponde a distribucion, el 25% a
operacion, el 10% a produccién, el 59% a materia prima y el 2% a material de
envase. Para la leche en polvo se tiene que el costo promedio es de $4.2957 por
litro, del cual el 6% corresponde a distribucién, el 30% a operacion, el 2% a
produccion, el 58% a materia prima y el 4% a material de envase. Esto implica que
los costos de operacion y los de materia prima, involucran el 88% del costo total
para la leche en polvo, y para la leche liquida del 84%, correspondiendo a la
distribucion el 6% y el 4% de los costos totales, respectivamente.

Del andlisis de esta informacién, se observa que si bien la etapa de distribuciéon
del producto (transportacion de 3.5 millones de leche al dia), es una de las partes
principales de la Cadena de Suministro, esta importancia no se ve reflejada en los
costos de producto, ya que solo representa menos del 6% del costo total, y
realizar un estudio y analisis desde este punto de vista, trae como consecuencia
una vision parcial del problema.
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Situacion que no permitird visualizar de manera sistematica, las actividades
involucradas en el proceso completo de flujo de materiales, esto es, desde los
proveedores hasta los consumidores finales. Tales actividades incluyen transporte,
mantenimiento de inventarios, procesamiento de pedidos, compras,
empaquetamiento, almacenamiento, tratamiento de mercancias, gestion vy
transmision de informacién, servicio al consumidor final, disefio y administracion
de canales de distribucion, entre otras.

Es importante saber que se esta analizando el flujo de los almacenes a las
lecherias pues este problema seria realmente grande pero a continuacion se
muestra la siguiente tabla con los datos que indican el niamero de lecherias
existentes por estado y su respectiva distribucion estimada actual de leche en
polvo en tiendas DICONSA.

ESTADOS NUMERO DE LECHERIAS | CAJAS/MES
BAJA CALIFORMIA NORTE 22 710
BAJA CALIFORMIA SUR 20 B
CAMPECHE 33 2 e
COAHUILA 24 97B
COLIMA, H 127
CHIAPAS 336 8,128
CHIHUAHLUA, 32 1,245
DURAMGO 108 4 393
GUERRERD 120 5,11
HIDALGO 175 13,852
JALISCO 2 528
O.F 123 4 &84
MICHOAC AN 137 9,141
MORELOS 43 1987
MAYARIT 72 3132
MNUEYD LECON ok 1,360
DLARACA 224 5,231
FUEBLA, 108 3,004
QUERETARD 35 2516
CUINTANA EOD 14 8514
=AM LUIS POTOS 170 B 243
SINALDA, M 524
SONDORA, 14 309
TABASCO 106 3 B24
TAMALILIPAS B4 1932
TLAKCALA 37 1,116
VERACRLIZ 132 B 552
YWUCATAN 123 4133
ZACATECAL Al 1915
TOTAL 2,434 95,982
99
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Donde el factor de retito por beneficiario es de 419 ml. de leche en polvo.
Debemos tomar en cuenta que para realizar un mejor analisis del problema
deberian de tomarse los datos también de las lecherias y el problema se
convertiria en un problema de trasbordo y el trasporte deberia de ser a un costo
minimo, pero por cuestiones de ilustrar el algoritmo de Ford-Fulkerson no se
utilizaron algunas variables importantes para el caso real.

Lo mas nuevo que se tiene es que tanto Liconsa y Diconsa estas dos empresas
paraestatales, dependientes de la Secretaria de Desarrollo Social, han
emprendido sendos programas de modernizacion tecnolégica para servir mejor a
sus beneficiarios. La primera distribuyo asistentes personales digitales entre sus
promotores sociales y asi, Liconsa ha obtenido una operacion mas imparcial y
transparente durante el levantamiento de estudios socioeconémicos para quienes
desean afiliarse a su programa de abasto social de leche.

Por su parte, Diconsa ha optado por desarrollar la red nacional de voz y datos
basada en tecnologia VPN (red privada virtual) para mejorar el abasto en sus mas
de 22 mil tiendas o puntos de venta. Los destinatarios de estos esfuerzos
conforman la poblacién mas pobre y marginada del pais; su interaccion con ellos
se realiza cara a cara todos los dias, sea en sus hogares o en establecimientos
dentro de su comunidad. De ahi el significado que pueden tener ambas empresas
sociales para atender al sector mas sensible con tecnologia avanzada, “amable” y
eficiente.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

La mejoria que se propone para el algoritmo de Ford y Fulkerson en redes
coloreadas consiste en utilizar un nuevo criterio el cual consiste en elegir un flujo
inicial de nuestro nodo fuente y distribuirlo desde ahi hasta el nodo sumidero de tal
manera que se cumplan las divergencias entre los nodos y se utilicen el menor
numero de arcos posibles este flujo es bajo el criterio de la cota maxima
perteneciente a todos los nodos contenidos en la red, este flujo saldra del nodo
fuente por cada arco perteneciente a este. Una vez propuesto este flujo inicial se
aplica el algoritmo original, se colorean los arcos se busca una trayectoria
compatible con la coloracion se encuentra el o re actualiza el flujo sobre esa
trayectoria de s a s’ y se colorea y nuevamente se busca una trayectoria
compatible con la coloracién y asi sucesivamente hasta que no exista una
trayectoria compatible con la coloracion y se genere un corte. Con la aportacion
del criterio de cota maxima por capas se generé también una nueva forma de
obtener el flujo méaximo sin la necesidad de aplicar el teorema de flujo maximo
corte minimo para obtener la cantidad maxima que fluye en una red.

Una nueva forma de obtener el flujo maximo a partir de esta modificacion es la
siguiente:

Flujo Maximo = Zn:ai +Zm:x(j)

i=1 i=1
Donde:

a;: representa las cantidades de actualizacion de flujo de cada iteracion.

X(]) : representa la cota maxima perteneciente a todos los arcos contenidos en
cada capa la red.

n : representa el nUmero de iteraciones.
m : representa la cantidad de capas de la red.

Es importante destacar que esta formulacibn no esta en la bibliografia
especializada consultada. Esta forma de obtener el flujo maximo de una red, solo
es aplicable para el algoritmo de Ford-Fulkerson mejorado que es una aportacion
de este trabajo.

Finalmente, se cumplié con el principal interés de esta tesis que fue mejorar el
algoritmo de Ford-Fulkerson en su estructuracion, con ello eliminar las anomalias
y mejorar la complejidad computacién del algoritmo.
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La importancia de este trabajo es el mejorar la complejidad computacional del
algoritmo original pues como se sabe, la complejidad del algoritmo de Ford-
Fulkerson esO(nmU), donde n representa el numero de nodos iniciales, m el
namero de iteraciones y U representa que las capacidades en los arcos, son
enteras, grandes y finitas. La propuesta de mejora, es muy significativa para
valores muy grandes de U puesto que su complejidad se reduce a O(nmu),
donde u=U —x(]j) y representa que las capacidades en los arcos, son enteras,
no tan grandes y finitas, puesto que se les esta restando la cota maxima
perteneciente a todos los arcos contenidos en cada capa de la red, y asi evita la
anomalia que presenta el algoritmo original: que para valores muy grandes de U ,
el algoritmo requiere de demasiadas iteraciones y utiliza mucho tiempo méaquina
para llegar a la solucién, mientras que el algoritmo modificado requiere una
cantidad pequefa de iteraciones.

Como se observa, los casos de distribucion factible y rectificacion de flujo del
algoritmo Ford-Fulkerson sobre redes coloreadas, fueron realizados por Ford y
Fulkerson con el objetivo de solucionar el problema cuando conocemos la
cantidad inicial en nuestro nodo fuente, donde en la distribucion factible se
propone que el flujo es factible en los arcos y se inicia con un flujo factible x,
donde x representa la minima cota de todos los arcos pertenecientes a lared y se
realiza un analisis sobre los nodos, donde los nodos cuya divergencia < demanda
perteneceran al conjunto N* y los nodos cuya divergencia > demanda
perteneceran al conjunto N~ enseguida se busca wuna trayectoria
P:N*" — N~ compatible con la coloracién. Y se termina cuando los conjuntos de

N* y N~ sean vaciés, puesto que se cumple que la divergencia es igual a la
demanda.

En rectificacion de flujo, se realiza proponiendo un flujo factible en los nodos y se
inicia con un flujo factible x, donde x representa la minima cota de todos los
arcos pertenecientes a la red y se realiza un analisis sobre los arcos, donde los
arcos que sobrepasan su capacidad, perteneceran al conjunto A* y los arcos que
estén por debajo de su capacidad perteneceran al conjunto A~ ,después se
determina un circuito elemental P compatible con la coloracién que contenga al
mMenos un arco perteneciente a A"o A, terminamos cuando los conjuntos de A"y
A" sean vacios.

La mejoria que se propone para volver mas eficientes tanto la distribucion factible
como la rectificacion de flujo sobre redes coloreadas, es no iniciar el algoritmo
proponiendo que el flujo inicial x sea el de la minima cota entre todos los arcos
pertenecientes de la red, si no que en el flujo inicial x, sea tomando en cuenta la
capacidad maxima que se tiene en el nodo fuente, pues al ir transmitiendo dicho
flujo en la red hasta llegar al nodo sumidero, se debe tomar el minimo niamero de
arcos posibles cuando se pasa de una etapa a otra y tratar de violar en lo mas
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minimo, segun sea el caso, las restricciones de arcos y nodos. Todo con el
objetivo de que al colorear muchos de estos arcos, adquieran una coloracién
negra y con esto se saturen trayectorias mas rapidamente, y esto produce que los
algoritmos terminen en menor numero de iteraciones por lo tanto se vuelven més
eficientes en cuanto a tiempo.

Se recomienda, si se utilizan la distribucion factible mejorada o la rectificacion de
flujo mejorado del algoritmo de Ford-Fulkerson de redes coloreadas, proponer un
flujo inicial x tomar en cuenta las restricciones que se manejan para cada
algoritmo, puesto que si se genera cualquier flujo inicial x, aleatoriamente este
producird un mayor numero de iteracion que el algoritmo original y en el peor de
los casos, el algoritmo puede no converger.

Ademas, es recomendable realizar un analisis de sensibilidad, pues asi se puede
ver qué tan sensibles son nuestras variables, que tanto podemos incrementar o
decrementar a partir del valor inicial nuestro vector ¢ perteneciente a la funcion
objetivo o al vector b perteneciente a las restricciones del problema, de tal manera
gue no se pierda factibilidad, y esto es posible mediante este analisis. Ademas en
caso de que se quieran realizar algunas modificaciones simultaneas, hay que
tomar en cuenta la regla del 100% la cual nos indica la cantidad maxima que
podemos variarle al problema para no perder factibilidad.

La mejoria que se propone para volver mas eficiente el algoritmo de Ford-
Fulkerson de etiquetado, es de gran ayuda pues corrige las anomalias que este
presenta, desde la perdida de memoria , hasta cuando presenta valores
irracionales en los arcos y ademas, utiliza la propuesta de evitar la cota minima y
utilizar el criterio de la cota maxima para cada capa, con el propésito de proponer
un flujo inicial x partiendo de las capas que se generan desde el nodo fuente
hasta el nodo sumidero, de tal modo que se inicie con un flujo maximo por capas,
y en los arcos que no son parte de una capa, inicien con un flujo de cero que en la
mayoria de los casos es igual a la cota minima perteneciente a todos los arcos de
la red, y en caso de que sea diferente de cero, hay que tomar en cuenta que se
cumplan las restricciones de divergencia entre los nodos. Con esta metodologia el
algoritmo, se vuelve mas eficiente, pues reduce considerablemente el nimero de
iteraciones comparandolo con el algoritmo original.

La modelacién de programacion lineal para resolver el problema de flujo maximo
sirvié de gran ayuda para la validacion de los resultados obtenidos por el algoritmo
de Ford-Fulkerson mejorado, dado que no es posible realizar una demostraciéon
formal. Finalmente, se recomienda comparar el algoritmo de Ford-Fulkerson
mejorado con los nuevos algoritmos que sean desarrollado para atacar el
problema de flujo maximo, y con esto se pueda visualizar de una mejor manera los
alcances de este trabajo.
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GLOSARIO

Arbol

Grafo conexo sin ciclos. Un subconjunto de arcos o aristas de un grafo que sea un
arbol es un arbol parcial de dicho grafo.

Arco

Representacion de la relacion entre dos vértices de un grafo, cuando es relevante
conocer el origen y el destino de la relacion de otro modo, ademas de la direccidn
de la relacion, debemos representar el sentido. Los arcos se encuentran en los
grafos orientados.

Arista

Representacion de la relacion entre dos vértices de un grafo, cuando es relevante
conocer el origen y el destino de la relacion: de otro modo, ademas de la direccion
de la relacion, debemos representar el sentido. Los arcos se encuentran en los
grafos orientados.

Arborescencia

Grafo orientado, fuertemente conexo, sin ciclos ni bucles, en que todos los vértices
tendran semigrado interior igual a la unidad, excepto uno, raiz de la arbolescencia,
cuyo semigrado interior es 0. Es Util para representar procesos decisionales.

Bucle

Arco o arista cuyos vértices coinciden. Representa una conexion directa de un
vértice consigo mismo.

Cadena

Camino no orientado, esto es, sucesion de aristas tal que el vértice extremo de
cada una (exceptuando la ultima) coincide con el vértice extremo de la siguiente
en la sucesién. Dos vértices de un grafo no orientado que no estan conectados
directamente con una arista pueden estar conectados indirectamente a través de
una cadena.
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Camino

Sucesion de arcos tal que el vértice extremo de cada uno (exceptuando el ultimo)
coincide con el vértice extremo del siguiente en la sucesiéon. Dos vértices de un
grafo orientado que no estén conectados directamente con una arista pueden
estarlo indirectamente por un camino.

Capas

Son aquellas trayectorias que salen del nodo fuente y llegan al nodo sumidero
cubriendo a la red

Ciclo

Cadena que se inicia y termina en el mismo vértice. Por extension, en un grafo no
orientado se define como un conjunto de arcos que unen una serie de vértices,
prescindiendo de su orientacion.

Circuito

Camino que se inicia y termina en el mismo vértice. Representa una conexion
indirecta de un vértice consigo mismo en un grafo orientado. Se trata de un
concepto mas fuerte que el de ciclo: todos los circuitos son ciclos, pero no todos
los ciclos son circuitos.

Conexo (grafo)

Grafo en que existe al menos una cadena entre toda pareja de vértices. El
concepto es aplicable tanto a grafos orientados como para no orientados.

Distancia

Valor numérico asociado a un arco o arista de un grafo que representa
posibilidades de comunicacion. La distancia de un camino es igual a la suma de
las distancias de los arcos que componen dicho camino. Segun la situacion que
gueramos representar, los valores de distancia de los arcos pueden representar
tiempo, costo u otros conceptos, en vez de distancia.
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Flujo

Magnitud asociada a un arco, que representa la cantidad de determinada variable
vehiculada a través de dicho arco por unidad de tiempo. Ademas del significado
mas obvio de caudal de fluido, puede representar en ciertas situaciones
magnitudes como productividad (produccién por unidad de tiempo). El valor total
de los flujos que llegan a un vértice ha de ser igual al flujo neto establecido para
dicho vértice.

Flujo Total

Cantidad maxima de flujo que puede vehicular una red de transporte. Es igual al
flujo que emerge de los vértices origen y al que incide en los veértices destino.

Fuertemente conexo (grafo)

Grafo en que existe al menos un camino entre toda pareja de veértices. Es una
propiedad mas fuerte que la de grafo conexo, dado que todo grafo fuertemente
conexo es conexo.

Grado

Es el niUmero total de arcos que tienen origen o destino en el vértice. Es igual a la
suma del semigrado interior y semigrado exterior.

Grafo

Representacion de las relaciones existentes entre los elementos de un sistema.
Los elementos se representan por los vértices del grafo, y las relaciones por arcos
0 aristas.

Grafo orientado

Representacion de las relaciones existentes entre los elementos de un sistema,
cuando la relacion entre dos elementos i y j no tiene porgue ser la misma que la

existente entre j e i. en los grafos orientados, debemos distinguir entre el origen
y el destino de la relacién que establezcamos.



Glosario

Grafo no orientado

Representacion de las relaciones existentes entre los elementos de un sistema,
cuando la relacion entre dos elementos i y j es siempre la misma que la

existente entre j e i.

Red de trasporte

Grafo que representa las posibilidades de vehicular flujos a través de un conjunto
de vértices. Cuando es posible vehicular flujo entre dos vértices, tendremos un
arco al que usualmente asociaremos un valor maximo de flujo.

Red de flujo

Una red de flujo es un grafo dirigido G=(N,A) donde cada arco (u,v)
perteneciente a la red tiene una capacidad no negativa. Se distinguen dos nodos:

la fuente o nodo s, y el sumidero o nodo s'. Si existen mdultiples fuentes vy
sumideros, el problema se puede simplificar afiadiendo una fuente comdn y un
sumidero comun.

Semigrado exterior de un vértice

Numero de arcos que emergen de un vértice. Un vértice de una red de transporte
con semigrado exterior igual a cero es un destino de los flujos de dicha red.

Semigrado interior de un vértice

Numero de arcos que inciden en un vértice. Un veértice de una red de transporte
con semigrado interior igual a cero es un origen de los flujos de dicha red.

Vértice

Representacion de los elementos del sistema cuyas relaciones vienen
representadas en el grafo.
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