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1. INTRODUCCON

Uno de los problemas con el que se enfrenta a menudo un imgetieontrol
es la falta de conocimiento de algunas variables de estalds distemas demicos,
debido a que no pueden ser medibles porque los dispositveemsado no &st
disponibles, son muy costosos o la inforngacgue proporcionan no es confiable.
Asi que, para conocer todas las variables del estado seadiseobservador o es-
timador de estados que consta de una copia de la planta y yeecin de salida.
Dicho observador es un sistemaalinico que genera una estimacidel estado, per-
mitiendo conocer un aproximado del valor real de este eskatgeneral, el proble-
ma de disBo de los observadores linealeséastsuelto por el esquema del estimador
de Luenberger (Luenberger, 1966) o por el filtro de Kalmanr(iéa y Bucy, 1961),
pero el problema de dige de los observadores no lineales n@estiucionado. Sin
embargo, existen diversaschicas para estimar al estado como los modos deslizan-
tes (Davila y Fridman, 2004), la alta ganancia (Gautkeieal., 1992; Gauthier y
Kupka, 2001), la disipatividad (Moreno, 2084 entre otros. El objetivo de ambos
diséios se enfoca en asegurar la estabilidad de los observédideadss y no lineales.

En los sistemaddicos existen variables de estado que tienden a alcanvedei
criticos que ponen en riesgo el adecuado funcionamiento dwslisistemas. Por
tal motivo, en el presente trabajo se estudia el problemagaotar diamicamente
a la trayectoria del estado, tanto por encima como por debajola finalidad de
qgue cuando las variables del estado tiendan a exceder lelesistticos, las cotas
dinamicas rebasen primero a esasites, previniendo al esquema de control del
sistema de estos eventos y por consiguiente, se puedarareadrrecciones para
evitar ddios en dicho sistema.



Esto se puede lograr con observadores que preserven el gedgoe sus esti-
mados acotan damicamente al estado por arriba y por abajo. Debido a estogsli
observadores son ampliamente utilizados como monitoresgades (sensores de
software) en cualquier sistemssito, a pesar de tener la desventaja de poseer un
comportamiento asiatico restringido.

En este trabajo se plantea una nueva metodi@ldg diséo de los observado-
res que preservan el orden para una clase de sistemas nediagela presencia de
perturbaciones, y cuando estas existen. La metodolbg diséo se basa en la con-
juncion del nmetodo de disipatividad (Moreno, 208)con la propiedad de cooperati-
vidad (Angeliy Sontag, 2003; Hirsch y Smith, 2004), aplesadmbos a la damica
del error de estimaon. El procedimiento de dife cuando no hay perturbaciones
consiste en tomar la damica del error y descomponerla en un subsistema lineal e
invariante en el tiempo con una no linealidad variante eneehfio conectada en
reatroalimentadin. Si la no linealidad es disipativa con respecto a una &unde
suministro entonces la parte lineal debe serftigla para ser disipativa con respecto
a esa misma funén para garantizar que el lazo cerrado sea exponencialrasnte
table y por lo tanto, se establet@convergencia del observadoAsimismo, si la
dinamica del error de observaci es un sistema cooperativo entonces, se asegura el
ordenamiento de las trayectorias de dicho error y por coeseia,los estimados
del observador acotan damicamente al estado tanto por encima como por debajo
Los observadores que preservan el orden aunados con lagengia se definen en
este trabajo comobservadores cooperativos

Esta metodoloig se extiende para manejar sistemas no lineales con perturb
ciones (se modela a incertumbres del propio sistema y ablesi@ogenas). Para
asegurar la cooperatividad en lasatimcas de los errores de estintaties necesa-
rio utilizar un par de observadores. La estabilidad de estomadores se garantiza
usando laé&cnica de estabilidad entrada-estado (Khalil, 2002, jlS&)que en es-
te casi si las entradas éstacotadas, los estados taamiesta@in acotados. Estos
estimadores son conocidos en la literatura colmservadores intervalo
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Motivacion

Una de las principales aplicaciones de los observadoreprgservan el orden
son los sistemas reactivos, por ejemplo los reactoresameslieEl objetivo de estos
reactores es generar grandes cantidades deiarmaigifica. Por ello son utilizados
principalmente para la produéei de corriente élctrica. Con el calor de la reaboi
se transforma el aguaguida en vapor por recalentamiento de alta jresSedn
el tipo de reactor, este vapor puede tener temperaturas@a 300°C, e incluso
hasta de 500 a 700C, y alcanzar presiones de 200 bars. El vapor es conducido a
turbinas de alto rendimiento que, a su vez, sirven para isapgrandes generadores
que producen finalmente la corrientédtica.

Las variables del estado del reactor nuclear, principaenkentemperatura y la
presbn, se pueden estimar a tes/del observador cooperativo, produciendo estima-
dos gue esin por encima de dichas variables. El resultado es que clatelopera-
turay la preshn tiendan a alcanzar sus estaddsams, los estimados del observador
cooperativo exceden primero a dichos niveles, previniehgoesto de control de la
central nuclear de estos sucesos y por consecuencia, emaglizar las correccio-
nes necesarias para evitarida en el reactor.

— recinto de confinamiento

Jf‘_ i— turbina
prasurizader | alternador
_ apor - !
barras de control L — v ] L~ |
i 1 ‘ 9 \'. [ ]
——+———— generador de vapor |E
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— 11 ] agua — T ii — condensador

- Corazén

{ e ||
T
de alimentacion

— cuba

— bomba
primaria

m— Circuito primario
circuito secundario (agua-vapor)
agua de refrigeracian {rin)

agua a presion —

Fig. 1.1:Los observadores cooperativos e intervalo se utilizan en reactariesres.
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Estado del arte

Los observadores que se analizan en esta tesis son ampkamiénados en los
procesos bidlgicos, qimicos y biogimicos. En la literatura se pueden encontrar
diversos trabajos que relacionan a los observadores ahbesa que en los procesos
no lineales frecuentemente se tiene la presencia de pactares. Dichos obser-
vadores se fundamentan en la faode los sistemas cooperativos (Angeli y Son-
tag, 2003; Hirsch y Smith, 2004). En seguida se muestramaitrabajos que han
sido desarrollados en atea de control de procesos.

Los observadores lineales son deficientes para los prooedio®ales y por con-
secuencia, se necesitagtodos de dideos de observadores no lineales. En (Cicarrella
et al, 1993) el observador Luenberger y en (Editsal, 1988; Adebekun y Schork,
1989) el filtro de Kalman se extienden para ser observadardisenales de proce-
sos qumicos pero tienen el inconviente de que no garantizan leezgencia global
y adenas los resultados que se muestran son desarrollados usamdaacimien-
to perfecto del modelo del sistema y de susapagtros. Esto se debe a que en las
dinamicas de los procesos esidifacotar al error de estimam tomando en cuenta
la gran incertidumbre de esos paretros. En (Bastin y Dochain, 1990) se presentan
los observadores asoticos (observadores con dimicas desconocidas), los cuales
proporcionan una solu@n cuando las condiciones iniciales y lasatimicas son des-
conocidas. Este dife se basa en un cambio de variablés wna transformaéin
del vector de estado y tiene la peculiaridad de que la estimale las variables no
medibles converge asiiticamente a sus valores verdaderos, aunque la velocidad de
convergencia no se puede ajustar porque no dependedeidia del sistema. En
(Oliveira et al,, 2002) se presenta los observadores adaptables con ladithale
estimar enihea los paametros diamicos de los bioreactores y asimismo, tienen la
ventaja de que velocidad de convergencia se puede ajustanecelecdn adecua-
da de ganancia. Sin embargo, estos observadores tiendgulificamel ruido en las
correspondientes mediciones de salida.
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En la literatura existen pocos trabajos relacionados aldastez con respecto a
las pertubaciones desconocidas con aplaaen elarea de control de procesos. Los
observadores de modos deslizantes (Edwards y Spurgeaf), riEpdesentan una so-
lucion posible. Estos observadores se basan en letdelos sistemas de estructura
variable pero su dig® involucra condiciones (matching conditions) de lasuyyb#-
ciones gque usualmente sofficiles de verificar. En (Mahhez-Guerreet al, 2004)
se presenta un die de observador de modos deslizantes para reactonescqs
con el propsito de estimar erirea la temperatura con ruido de dichos reactores.
Este observador contiene incertidumbres no estructurdelatso de la descripan
del modelo y unérmino de modos deslizantes. Este fiisse basa en I&tnica del
algebra diferencial y para alcanzar la robustez del obdervse introduce el con-
cepto de observabilidad algebraica para una clase de nsodefincertidumbres.
En (Soroush, 1997) se propone uretodo de dis@o de observadores para algu-
nas clases de reactores. La estabilidad global y@giatde la di@mica del error
del observador se logra utilizando eétndo directo de Lyapunov para sistemas no
aubnomos pero la desventaja es que estdidise basa en un conocimiento perfecto
de la estructura del modelo.

En (Gouz et al,, 2000) se estudian los observadores intervalo para una déas
sistemas no lineales con incertidumbres (sistefmecainectado en retroalimentani
con una inyec@n de salida), los cuales son aplicados a los sistemasgiok con
la finalidad de estimar las variables no medibles o lo&patros de estos sistemas.
El disdio de estos observadores se fundamenta en las propiedalbsssigemas
cooperativos y se deben conocer las cotas de las incertrésirdando como resul-
tado la obtendin de las cotas damicas de los estimados de dichas variables. Estos
modelos han sido validados experimentalmente en (Alc@@zzalezet al., 2002).
Despes en (Rapaport y Dochain, 2005) se estudia el comportandenitus obser-
vadores intervalo que se utilizan en los procesos hiogpas y qumicos con incer-
tidumbres en las damicas y entradas, es decir, cuando se conoce la estruefura d
modelo pero no se conocen exactamente SUETErosS.
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Estos observadores se basan en los estimadoregtasiatpropuestos en (Bastin
y Dochain, 1990; Dochaiat al,, 1992) pero tiene la particularidad de que el error de
estimacbn relacionado con la incertidumbre puede ser muy egsese seleciona
adecuadamente ganancia del observador. Finalmente ers¢étlal., 2007) se uti-
lizan los observadores intervalo en el proceso de fermigmtgor alimentadn por
lotes de E. coli, con el objetivo de monitorear la concemnbrade la biomasa, ya que
la dindmica del modelo tiene pertubaciones, y algunas variaklesstado, como la
concentradn de substratos, son desconocidas. El resultado es querghio de la
estimacbn de la biomasa es muy estrecho, indicando que es posildleqgirexacta-
mente a la concentran de la biomasa bajo la presencia de incertidumbres.

Objetivos

Obijetivo general:Proponer y desarrollar una metodadlagle disé@o de los ob-
servadores que preservan el orden, utilizando como hezrdasi la propiedad de
cooperatividad y el @odo de disipatividad.

Objetivos particulares:

1. Asociar el radio de estabilidad de los sistemas lineadasst nétodo de disi-
patividad.

2. Extender la metodoldg de dis@o para loobservadores intervalo

3. Incrementar el radio de estabilidad y mejorar la velatida convergencia a
traves de la inyecéin de salida de los observadores que se exponen en este
trabajo.

4. Validar los resultados éeicos en simulaéin.

10 il UNAM 2008



Contribucbn de la tesis

En este trabajo se introduce el concepto de los observadooperativos y se
plantea una metodolog de dis@o de estos observadores, la cual es aplicable a una
amplia clase de sistemas no lineales. Dicha clase se pys@seatar como un sub-
sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI) con una nodlitad conectada en
retroalimentadn (Moreno, 200d). La metodologa de dis@o se basa en la con-
juncion del metodo de disipatividad con la propiedad de cooperatividathos e
aplicados a la diamica del error de estimami. Con esta metodology se proponen
dos algoritmos para construir un observador cooperatiyirjreero es la forma ge-
neral para obtenerlo y el segundo es un caso especial datbnetacbn que existe
entre el radio de estabilidad de los sistemas lineales k&foiaciones variantes
en el tiempo con el gtodo de disipatividad, resultando usma@ulo materatico muy
simple en comparagn con el primer caso. Adeas, una aportaon trascendente de
este trabajo es que cuando se dasan observador cooperativo con su estimado por
encima del estado se asegura la existencia del observaoperativo con el esti-
mado por debajo del estado, ya que dsteno est solucionado por el primero, y
viceversa. Por lo tanto, el resultado del éisele un observador cooperativo es que
los estimados acotan dimicamente al estado tanto por encima como por debajo con
la peculiaridad de que ambos estimados convergen a dichoest

El disdio de este observador se extiende a los observadores loteovela fina-
lidad de utilizarlo en sistemas no lineales con perturb@spgarantizando que los
estimados de este observador acotan al estadonittamente tanto por arriba como
por abajo para cualquier instante del tiempo. Los resuitadteriores se validan con
un par de ejemplos. En el primero se considera una plantalestal segundo a una
planta inestable. En el ejemplo de la planta estable senatisesultados de incre-
mento del radio de estabilidad y mejoramiento de la velatdfaconvergencia; para
el caso de la planta inestable se estabiliza a los estimadaranterior se alcanza a
traves de la inyecéin de salida de dichos estimadores.
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ORGANIZACION DE LA TESIS

Este trabajo eatorganizado de la siguiente manera: en estéwapse ha pro-
porcionado una introdua@n de los observadores que preservan el orden, el estado
del arte y los objetivos que se pretenden alcanzar en estegboode investigaon.

En el cafitulo 2 se presentan los fundamento@rieos, que posteriormente son uti-
lizados en la metodoldg de dis@o de los observadores cooperativos. Elicap
consta de cuatro secciones en las que se presenta el codeeptden parcial en el
espacio vectorial y matricial, desgsi se introducen los sistemas almcos positi-
VOS y cooperativos agomo las relaciones existentes entre dichos sistemagolLue
se presenta el @todo de disipatividad con la finalidad de asegurar la d&tatidel
observador cooperativo y péitimo se expone el concepto del radio de estabilidad
para sistemas lineales con peturbaciones linealésies y bajo perturbaciones no
lineales variantes en el tiempo. Asimismo en esta 6ecs® muestra elimculo entre

el método de disipatividad y el radio de estabilidad.

En el cafitulo 3 se muestra la metodolagde disé@o del observador cooperativo
y a traes de ella se presentan un par de algoritmos deidlisel primero es la
forma general de construir este observador y el segundo esasmespecial para
generarlo, el cual egtdado por la relabn entre el retodo de disipatividad y el radio
de estabilidad con la ventaja de reducir &lcalo materatico que se presenta en el
primer caso. Finalmente, se presentan los resultadosidbseen simulaén con un
par de ejemplos. En el ceplo 4 se extiende la metodolizgde dis@o del observador
cooperativo a los observadores intervalo. Larags que al considerar el observador
cooperativo para un sistema con perturbaciones, la cabpéaa en las diamicas
de los errores de observani se pierde. Para recuperarla es necesario construir un
par de observadores, los cuales forman un observadoraidgrgue se describen en
la primera secéin.
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En la segunda sedn se analiza la estabilidad de los observadores intervalo a
traves de las diamicas de los errores de estin@gilas cuales tienen un compor-
tamiento que es descrito mediante el concepto de estab#idimada-estados. En la
tercera secoin se plantea un algoritmo de digepara esta clase de observadores. Fi-
nalmente se muestran los resultados en simuhaodn un dos ejemplos. Poltimo,
en el cafitulo 5 se presentan las conclusiones de la tesis y se indicbajo futuro
para complementar los resultados obtenidos.
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2. FUNDAMENTOS TEORICOS

El proposito de este catulo es introducir los conceptos de los sistemasuaiin
cos utilizados para el difie de los observadores que preservan el ordérgaaso
una estructura especial de los sistemas lineales con Ipactanes, la cual es ligada
con la del observador. En la pimera séccse define la representaside un orden
parcial y se presentan las conceptualizaciones de lascempositivas, no negativas
(positivas o cero) y Metzler (Luenberger, 1979). En paléicda matriz Metzler es
una extengin de las dos primeras y su importancia se debe a que cazacieios
sistemas positivos y cooperativos, los cuales tieneresiedractésticas en corn.
Los sistemas positivos son aquellos que siempre preseavamhegatividad en sus
variables de entrada, salida y del estado (Luenberger,) 1B@9 sistemas coopera-
tivos son aquellos que fundamentan la conseoradel orden entre las trayectorias
del estado, de la entrada y de la salida (Angeli y Sontag,)20@8n descritos en
la segunda seamn. En la tercera sedm se expone el &todo de disipatividad con
la finalidad de asegurar la estabilidad del observador catipe, dicho nétodo se
aplica en la estructura del error de obserdagiMoreno, 2004). En la secdn 4
se presenta el concepto radio de estabilidad de los sisteomapertubaciones li-
neales (Hinrichsen y Pritchard, 1986) y no lineales vagsmn el tiempo (Son y
Hinrichsen, 1996), esteltimo tiene una forma igntica con la del @todo disipati-
vo, resultando una relam de donde se obtiene uglculo sencillo para garantizar
la convergencia del obsevador cooperativo. Calfialae que en esta tesiéls se
manejan los conceptos para sistemaguhiicos en tiempo continuo.



2.1. CONCEPTOS BASICOS

2.1. Conceptos 8sicos

Alo largo del presente trabajo se utiliza ghdolo > para realizar comparaciones
entre vectores y matrices. En seguida se presenta su dafinici

Definicion 1: El ssmbolo = define unorden parcial en el espacio de vectores y
matrices, lo cual esta denotado mediante

x=y<x—y»=0cuandar,y € R"”

M= N << M — N = 0cuandoM, N € R™™™

Particularmente, representaria negatividadde los vectores y matrices tal que,
r=0& 2, >0, Vie{l,...,n}
MEO@MZJZO, VZ,jE{l,,TL} A

Es decir, este operaderes interpretado como un conjunto de desigualdades aplica-
das componente a componente, tal que se cumptey cuando ocurre para todos
sus elementos; > y;, Y €n un caso especial cuando> 0. Cabe mencionar que el
simbolo > se emplea para definir las matrices semidefinidas positilas gompa-
raciones entre cantidades escalares.

En esta tesis con frecuencia se hace nm@nal cuadrante no negativo del espacio
Euclidiano de los sistemas dmicos que se utilizan en el dige del observador
estudiado en este trabajo. A contindactse presenta la definisi de esta regn.

Definicion 2: La regbn no negativa de los vectores reales queda definida por
RY={zeR"| 2,20, i=1,...,n}

de manera equivalente,
reRl =0 A
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2.1. CONCEPTOS BASICOS

2.1.1. Matrices

En este apartado se estudia el caso particular del ordeialpdedinido para el
espacio de matrices. Especificamente se citan a tres tiposatiees, las cuales
tienen ciertas relaciones entiigysson usadas en las secciones posteriores.

Matrices positivas

Definicion 3: La matrizP = [p;;] espositivasi todos sus elementos son mayores
gue cero, lo que se describe por,

P>0 S Dij > 0, vi,j‘ A

En particular, la defini@n anterior tamliéin se aplica para el caso vectorial. El con-
cepto de una matriz positiva es completamente diferente aind matriz definida
positiva, ya que en la primera se pide que todos sus elemsgdosmayores que ce-
ro, mientras en la segunda se debe cumplir que los menorespatlies de la matriz
sean positivos.

La principal caracteisticade una matriz positiv& es que posee un valor propio
positivo dominantg ), > 0) en su espectrp(P). Dicha caractéstica se muestra en
el siguiente teorema (Luenberger, 1979)

Teoremal (Frobenius — Perron): Si A = 0, entoncesd \g > 0y zy, > 0 tales
que,

1. AlL’O = )\01’0.
2. Si\ # )\ es aldin otro valor propio de A, entonces| < .
3. )¢ es un valor propio de multiplicidad algebraica y getrica 1.

Lo anterior asegura la existencia del valor praojja> 0 conocido comalor propio

de Frobeniug de un correpondiente vector propig - 0. Notese que esto significa
que para el sistema dimicoi = Az, las trayectorias del estado convergen de forma
asinbtica al espacio generado por dicho vector propio.
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2.1. CONCEPTOS BASICOS

Matrices No Negativas

Definicion 4: La matrizP esno negativasi todos sus elementos son no negativos,
lo cual esh descrito por,
P>0 si Dij >0 Vi’j.

o0 de manera equivalente,
PeRY™ & P>0 A

A continuacon se muestra la exteasi del teorema del Frobenius-Perron a esta clase
de matrices.

Teorema?2: SeaP > 0. Entonces existe, > 0y 2o = 0 tales que,
1. PIO = /\01’0

2. Si\ # )\ es aldin otro valor propio ded, entonces| < \;. <

Matrices Metzler

La mayofa de los resultados que existen en las matrices positivasnpéan
a las matrices no negativas, que a su vez se relacionan conalages Metzler
(Luenberger, 1979).

Definicibn 5: Una matrizA esMetzler o cooperativasi todos los elementos fuera
de la diagonal de la matriz son no negativos, es deair, > 0, Vi # j. A

Esta matriz tiene la propiedad de poseer un valor propioggglun vector propio

x = 0. Esto se obtiene ya que si la matdzs Metzler y existe una constante> 0

tal que la matrizP = ol + A es no negativa. Entonces el espegtt®) tiene un
valor propio dominante, > 0 dado por el teorema de Perron-Frobenius. Por con-
siguiente, existe un valor propio real dominange= \; — « (Fig.[2.1) de la matriz

A (& = Az = (P — o) z) con su correspondiente vector propio no negatiye- 0.
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2.1. CONCEPTOS BASICOS

-

Fig. 2.1:Ubicacbn de los valores propio de una matriz Metzler.

El siguiente lema (Son y Hinrichsen, 1996) es una herramigiitpara la com-
paracon de los valores propios de una matriz Metzler perturbada.

Lemal: Sean las matriced € R"*", B € R, C € R
Cl<B = Ao (A+C) < po (M (A) + B) (2.1)

dondeM (A) = Ayg + |Ao] = Aq + |A— Ay| es la matriz Metzler del y A, =
diag (a11,- -, ann), Y to €S €l valor propio de Frobenius de la matriz Metzleg\es
el valor propio dominante de la matriz En un caso en particular

Ao (A) < g (M (A)) (2.2)
Si A es una matriz Metzler,
o (A) <po(A+B) © (2.3)

La importancia de la matriz Metzler es que caracteriza aitteraas diamicos
gue se estudian en este trabajo. Si estos sistemas se desctibes de esta matriz,
entonces las trayectorias del estado convergen al cuadramegativgRR" ).
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2.2. SISTEMAS POSITIVOS Y COOPERATIVOS

2.2. Sistemas positivos y cooperativos

En esta secon se estudia el comportamiento @mico de los sistemas positivos
y cooperativos, los cuales tienen ciertas caratieas en corn y se utilizan en el
cafdtulo de dis@éo de los observadores que preservan el orden.

2.2.1. Sistemas positivos

En la actualidad existen diversos sistemagbs como los bidlgicos, meani-
cos, quimicos, fisiobgicos, entre otros, cuyas variables de estado de entradias s
expresan cantidades con inforntacireal mediante valores no negativie$t) >~
0, u(t) = 0, yy(t) = 0]. En la literatura, estos sistemas se conocen csistemas
positivos

La caracteistica nas importante de estos sistemas es que si la c@amdigicial
del estaddz(0)] est en el cuadrante no negativo del espacio Euclidi@io enton-
ces, la trayectoria del estaflqt)] permanece dlpara todo tiempo futuro. Debido a
esto, los sistemas positivos tienen un comportamientandico (asinbtico) restrin-
gido. A continuaaddn se describen a los sistemasaiticos positivos.

x2(t) x2(6) A

X0

X0

> §—
X0 >«‘Cl(f)

a) b)

Fig. 2.2: Dos trayectorias a) y b) obtenidas al aplicar una entrada no negativaiatema
positivo de segundo orden
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2.2. SISTEMAS POSITIVOS Y COOPERATIVOS

Sistema No Lineal Positivo

Considere el sistema no lineal dado por

{50 07

dondex € R" es elestadg el cual representa el comportamiento interno del sistema,
u € R™eslaentrada; € R? es la salida del sistema ¥ R es la variable del tiempo.

Definicion 6: El sistema:y;, (2.4) espositivosi

2g>=0, u(t)=0 = z(t)=0, yt)=0, Vt>0 A

De la definicon anterior, el sistem& ,; es positivo silas trayectorias|x (¢, x¢)]
generadas por el sistertia;;, (influidas por una entrada no negativa y con coriici
inicial no negativajpermanecen en la regin no negativgpara todo tiempo futuro.
Esto equivale a decir que el sistema; espositivosi y $lo si, el cuadrant®’

€s unconjunto invariante positivoLa caracterizaéin de los sistemas no lineales
positivos (sin entrada ni salida) astada por la siguiente propogini

Proposicion 1: El sistemat y;, (2.4) sin entrada es positive
fi(x1>0,...,2;=0,...,2,>0) >0, Vie{l,....n} <

Lo anterior significa que las trayectorias del estado nubeadonan la regn no
negativa[z(t) = 0] y adends, si alguna variable del estado es cero entonces, la
direccbn de movimiento de la trayectoria siempre es no negafiva(t)) = 0],
permaneciendo siempre &% . En la Figural(2.2) se muestra el comportamiento de
un sistema positivo de segundo orden, cuyo cuadrante ndiveega un conjunto
invariante, donde toda trayectoria que emana de est@regrmanece alpara todo
tiempo futuro.
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Sistema Lineal Positivo

Los sistemas lineales positivos tienen un comportamiesitadgico limitado, el
cual esh relacionado con el teorema algebraico de Frobenius yrPéreo pagl_1b),
ya que asegura la existencia de un valor propio real donenea su correpondiente
vector propio no negativo, donde las trayectorias delsigteonvergen asiotica-
mente al subespacio generado por tal vector propio.

Sea el sistema lineal dado por

y=C(t)

EL:{x:A(t)i—i-B(t)u, z (0) = xg (2.5)
dondeA € R™" B € R™™ (' € RP*" son matrices variantes en el tiempo, y
(x,u,y) € R"xR™xRP son los vectores de estado, entrada y salida respectivament

Proposicion 2: El sistema:;, (2.3) espositivo<
1. La matriz A esMetzler[a;;(t) > 0, V(7, 5) tal que: # 7)].
2. LamatrizB es no negativab € R}*™).
3. LamatrizC es no negativgC' € RY*") . <O

La proposicbn anterior (Luenberger, 1979) muestra la caracteiGzade la propie-
dad de positividad en el sistea (2.5). Dicha caracteriza@mn se refiere a que si la
entrada tiene una influencia no negativa en todas las vesialal estado y ademas,
la condicbn inicial es no negativa del sisteriig (2.5) entonces, se garantiza que las
trayectorias del estado nunca abandonan el cuadi&nyeasimismo, la salida es no
negativa. Esto se debe a que la diréoaile movimiento de la trayectoridt) es no
negativalt;(t) > 0], provocando que(t) siempre tienda a la re@n no negativa (ver
Fig.[2.2), lo cual est dado si los elementos fuera de la diagonal de la matgan
mayores o iguales que cero.
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2.2.2. Sistemas Cooperativos

Los sistemas cooperativos constituyen una clase impertiribs sistemas dami-
cos debido a su comportamiento. Estos sistemasaqaellos que sus trayectorias
preservan el orden parcial en el estado, en la entrada y erli@s (Angeli y Son-
tag, 2003), cuya caracterizaoi esta dada en la siguiente defiaiti

Definicion 7: El sistema no lined v, (2.4) escooperativesi
xg = wd ut (1) = u? (t) vVt >0 (2.6)
Entonces,

(L, to, zg,u' (1)) = x (¢, to, 25, u? (1)) Yt >t (2.7)
how (t,to, x5, u' (t)) = hox (t,te, xg,u> () A

Por lo tanto, la propiedad de cooperatividad produce unnamiéento en las tra-
yectorias del estado y de la salida. En la figlral (2.3) se mauestomportamiento
de un sistema cooperativo de segundo orden en las traysetor).

x2(t) A

>xl(f)

Fig. 2.3:Un sistema cooperativo preserva el orden en las trayectorias deb estad
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Sistema No Lineal Cooperativo

En los sistemas cooperativos (Hirsch y Smith, 2004) cadablardel estado
tiene una influencia no negativa de las otras variables dadl@sy la entrada tiene
una influencia no negativa en estas variables, lo cual retacionado en la carac-
terizacbn de dichos sistemas. A continuaeise describe a los sistemas no lineales
cooperativos.

Proposicion 3: El sistematy, (2.4) escooperativo <,

1. |25 es Metzler (8L > 0, Vi # j),
L7 ] J

2. [28] = 0

_BUj_ -

3. (2] =0 o

_ij_

Sistema Lineal Cooperativo

Particularmente, la caracterizanide los sistemas lineales cooperativoa datla
por,

Proposicion 4: El Sistema Lineal; (2.8) escooperativo <,

1. A es una matriz Metzler(a;; > 0, Vi # j),
2. B>0,
3. C*=0. &

Comparando l@roposicbn 2 y 4 se obtiene que para sistemas lineales la cooperati-
vidad y la positividad son equivalentes.
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2.2.3. Relaciones de los sistemas postivos y cooperativos

En base a los conceptos de los sistemas positivos y cogosrgtie se presentan
arriba se obtienen las siguientes relaciones,
1. En el caso no lineal:
El sistemaX v, (2.4) cooperativoespositivosi f(¢,0,0) > 0 (Mailleret,
2004). Pero no todo sistema positivo es cooperativo.
2. Enelcaso lineal:

El sistemaX;, (2.5)cooperativoesequivalentel sistema¥;, positivo.

J(0,0) = O

Lineales

Fig. 2.4:Relaciones de los sistemas positivos y cooperativos.
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En la figura[[2Z.4) se bosquejan los sistemasuhiitos positivos y cooperativos
con sus respectivas intersecciones, las cuales muessraald@iones entre dichos
sistemas. La relagn en el caso no lineal se refiere a que, un sistema cooperativo
es positivo si se garantiza quét,0,0) = 0. Sin embargo, no todo sistema positivo
es cooperativo, ya que las trayectorias del estado permarest el cuadrante no
negativo pero no siempre satisfacen el ordenamiento daglitayectorias, la cual
se basa en la conservacidel orden parcial de las trayectorias de estado. La églaci
en el caso lineal es que los sistemas cooperativos y pasgivo equivalentes. Esto
se debe a que los sistemas lineales tienen un punto de equéib el origen el
cual representa la condari inicial y por lo tanto, prevalece la no negatividad de las
trayectorias del estado y de la salida.

2.2.4. Observadores intervalo

Los observadores intervalo astbasados en las propiedades de los sistemas
cooperativos (mencionadas arriba) y son sistemasanuiitos auxiliares, los cuales
aseguran que sus estimados acotaardinamente a las trayectorias del estado. Es-
ta clase de estimadores aceptan incertidumbres en suwidas pero se requiere el
conocimiento de las cotas de dichas incertidumbres (&etal, 2000; Rapaport
y Dochain, 2005). Estos observadores son aplicables a asa dke sistemas no li-
neales con incertidumbres, que a su vez representa a maialgicos y procesos
guimicos. A continuadn se enuncia la conceptualizaide estos observadores.

Definicion 8: Unobservador interval@s un conjunto de observadores que forman
un intervalo entre una cota superior e inferior @icamente), asegurando que el
estado se encuentra dentro de dicho intervalo.

Consickerese el siguiente sistema no lineal (Moisan, 2007),

= f(t,x,u,d), z(0)==x
QD{ Y= h(t ) 0 (2.8)
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2.2. SISTEMAS POSITIVOS Y COOPERATIVOS

dondex € R” es el estado del sistema,c R™ es la entraday € R? es la salida,

d € R™ es el érmino de perturbaoh, el cual representa tanto a incertidumbres del
sistema 0 como a las variablesbgenas. Se asume que se conocen las cotas de la
perturbaddn y que satisfacen,

d(t,y) = d(t,x) = d"(t,y) (2.9)

Considere el siguiente par de observadores

3t = f+ (t7 ZJF’ d+7 U,y) ’ Z(O)+ — h+(ZL‘ )
Qop { T=f"(t,z7,d"uy), z(0)” = h_(xz) (2.10)

donde =T, 2z~ € R" son los estimados del estado de estos observadores. Sean los
errores de observam et = 2zt —xy e~ = x — 2~. Entonces las damicas de
dichos errores son:

et =g(ef, ), € (0)=¢f (2.11)
¢ =gle,c7), e (0)=¢ (2.12)

dondec™ = d* (t,y) —d(t,x)y ¢~ = d(t,z) — d~ (t,y). Si las diramicas[(2.11)

y (2.12) son sistemas cooperativos (prop@sic8) entonces, las trayectorias de los
errores de observame™ () y e (t) preservan el orden. Por consiguiente, el conjunto
de observadoreQ,p (2.10) forman urobservador intervalai y solo si se cumple
gue el estado del sistema esta acotadardinamente por los estimados de dicho
observadof?,p, es decir,

270) = 2(0) = 27 (0) = zF(t) =x(t) = 2 (t) (2.13)
En general, esta clase de observadores garantiza el ordeame las trayectorias
del estado[(2.13) bajo la supoginide conocer el acotamiento de la perturbaci
(2.9). Sin embargo, no se exige la estabilidad en los obderga intervalo y como
consecuencia de esto, los estimado§) y 2~ (t) pueden diverger aunqueé — 0
y ¢ — 0. Debido a esto, en el caplo 4 se propone una metodolagie diséo que

asegura tanto la cooperatividad como la estabilidad cqeots a las perturbaciones
de los observadores intervalo.
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2.3. Meétodo de disipatividad

En este trabajo, las propiedades de estabilidad dadao de disipatividad se uti-
lizan en el capitulo de di$® del observador cooperativo con la finalidad de asegurar
la convergencia de su estimado. Esto se puede realizarardpsner la estructura
de la diramica del error de observaci en subsistemas que poseen las propiedades
disipativas, obteniendo una represeriaaiada por la interconedm de un sistema
lineal e invariante en el tiempo con una no linealidacitst en retroalimentan
(Moreno, 2004). A continuacdn se enuncian los conceptoasrimportantes de este
tema.

Este neétodo de dis&o ha tenido un importante auge en la taade control mo-
derna, ya que al aplicarse a los sistemagds sus modelos maté@tcos expresan
formalmente la ley de conservaaide ener@, teniendo como significadesfco que

la cantidad de energ almacenada en el interior de los sistemas es siempre menor
0 igual a la cantidad que ha sido suministrada de otros sistelm que equivale a
decir que estosistemas son capaces de almacenar y consumir enpegyo no de
generarla

Definicion 9: (Willems, 197®) El sistemaX y; (2.4) LTI esdisipativo si 3 una
funcion de almacenamiento de engadinterna)V’ : R — R (continua y positiva
semidefinida) y unduncibn de suministro de endieg(externa)w : R? x R™ — R

tales que se satisface la desigualdad,

Vi(x(t) <V (x)+ /Otw(u (1),y(7))dr; ¥ (xo,t) eR"xR A (2.14)

Los sistemas pasivos constituyen el caso espe@al importante de los sistemas
disipativos(conm = p) cuando,
Vi (t) <w(u(t),y(t) =y u :V(r,u) eR* xR"  (2.15)

Las funciones de almacenamiento de ef@egnunmente estn dadas por funciones
cuadaticas del estado. A continuédi se presenta el@wodo disipativo.
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2.3. METODO DE DISIPATIVIDAD

Consicerese una funén de suministro cuadtica dada por,

w(y,u) = {y}Tﬁgjz}{y] (2.16)

u u
= y'Qy+2y" Su+u' Ru

dondeQ) € RP*?, S € RP*™ R € R™ ™ con()y R simétricas

Definicion 10: Elsistema (LTIX;, (2.8) esde estado estrictamente disipativo (SSD)
con respecto a una furdei de suministrav (y, u) (2.16), o en forma corta (Q,S,R)-
SSD, sid una matriZ = PT > 0y una constante > 0 tal que se satisface la
desigualdad disipativa:

<0 A (2.17)

PA+ATP+eP PB| [ CTQC CTS
BTP 0 stc R

Definicion 11: Unano linealidad esaticavariante en el tiempo

y=f(tu) (2.18)

continua a tramos ehy localmente Lipschitz en, tal quef (¢,0) = 0 esdisipativa

con respecto a la funmn de suministrav (y, u) (2.16)06 en forma corta (Q,S,R)-D si
Vt>0yueR™,
w(yu)=w(f(tu),u)>0 A (2.19)

Las condiciones de sectoiasicas para no linealidades cuadradas (Khalil, 2002),
es deciryn = p, pueden representarse en la siguiente forma.

1. Sif esh en el sectofK, K»), es decir(y — Kyu)" (Kyu —1y) > 0
entonces es:

1 1
(Q> S> R) = (_[7 5 (Kl + K2) ) _5 (KlTKZ + KgK1)> - D
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2.3. METODO DE DISIPATIVIDAD

2. Sif estaen el sectdis;, co|, es decir(y — Kyu)" u >0
entonces es:

11
(0, 51,—5 (K, +K1T)) - D

Lema 2: Sea la intercone&n de la retroalimentagn

&= Ax(t)+ Bu(t),z(0) =z
=L y=Cx(t) (2.20)
u=—f (tv y)

dondez € R", u € R™y y € RP son los vectores de estado, entrada y salida,

respectivamente. Si

= f(t,y)es(Qn,Sn,Rn)— D,y

» =, LTI es(—Ry, S5, —Qn) — SSD

=
El punto de equilibrioc = 0 dellazo cerrado es global y exponencialmente
estable. <

El lema anterior representa la estructura principal detioaio disipatividad, y se re-
fiere a que si la no linealidafles (@, S, R)-D con respecto a una furiei de sumi-
nistro cuadatica entonces, la parte lineal tiene que serfdida(— R, ST, —Q)-SSD
con respecto a una furiei de suministro complementaria, lo cual produce que la
interconexdn sea global y exponencialmente estable.

La figura [2.5) muestra el lazo cerradlg (2.20). Este esquema se usa en el si-
guiente cafiulo del diséo del observador cooperativo, debido a que ladiica del
error de observaoh tiene un arreglo iehtico al de la figurd (215).
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X = Ax(t) + Bu(f)

y = Cx(t) >

f01)

Fig. 2.5:Estructura del retodo del disipatividad.

2.4. Radio de estabilidad de los sistemas lineales

En esta tesis se relaciona la estructura del radio de edtabbajo pertubaciones
no lineales variantes en el tiempo con la ddtado disipatividad ya que poseen
la misma estructura. El resultado de esta rélaas un aélculo mas sencillo para
asegurar la convergencia del observador que se analizaestrasajo, lo cual se
utiliza en el captulo de diséo de dicho observador. En seguida se mencionan las
principales conceptualizaciones de este tema.

El radio de estabilidad estdado 6lo para los sistemas lineales, y a su vez ga-
rantiza que bajo perturbaciones (lineales o no lineale$odi sistemas permanecen
estables.

Consickerese el sistema lineal &momo dado por

&= Az (2.21)

dondez es el estado del sistema y la matdiz R"*" es Hurwitz.
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Si el sistemal(2.21) esta sujetqarturbaciones estructuradassto puede ser
expresado por
A — A+ BAC (2.22)

donde(B,C) € R™™ x R™" son matrices que definen la estructura de las per-
turbaciones yA es una matriz de perturbaciones desconocadauede tomar tres
diferentes clases de matrices: compleja, real y no negaddecirA € C"™*", A €
R™ " A e R"™"). En particular, este tipo de perturbaciones incluyeruplegciones

no estructuradas) = F = 1,,) (Hinrichsen y Pritchard, 1986) como targhipertur-
baciones que@o afectan a entradas individuales o entradas en cienggomees o
columnas de la matrid. Entonces, el sistema perturbadcdedido por la forma

&= (A+ BAC)z, ||Al <~y (2.23)

dondeA es Hurwitz,||A|| es el tam#o de la perturbadn lineal yy > 0 es la cota
de dicha perturbaén.

X = Ax(f) + Bu(r)
y = Cx(f)

>

Fig. 2.6:Estructura del sistema pertubaflo (2.23).
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La estructura del sistema perturbado (Fig] 2.6) es seneegatd estructura del
sistemal(2.20) (Fid._2.5) que fue estudiado p@tados disipativos en la seobai
anterior, diferiendo que en la primera estructura estda por una retroalimentani
con una no linealidad variante en el tiempo, mientras que exedunda egtdada
por una linealidad eatica (perturbacin). Mas adelante en esta sdutise estudia el
radio de estabilidad del sistema (2.21) bajo perturbasiodineales, el cual tiene
el mismo modelo qué_(2.20).

Para laterndA; B, C') conA € K™*? conK = COR 6 R, se definen 3 radios
de estabilidad.

Definicion 12: El radio de estabilidad para el sistefna (R.23) se defim®co
rg =rx (4; B, C) =f {||A] e K™, A(A+ BAC)NC, # 2} (2.24)
dondeC, = {s € C, Res >0}. A

Lo anterior significa que ehdio de estabilidaces la cota ras pequia de la pertur-
bacbn ||A|| quedesestabiliza al sistema perturbads radio de estabilidad tiene la
propiedad,

0<rc(A;B,C)<rr(A;B,C) <rg, (A4;B,C) (2.25)

y adenas, el radio de estabilidad complejo se puede calcular midia ecuadin

1

A; B =
B O e Ger - A B
we

(2.26)

En particular, si el sistema perturbado (2.23) es positvae$ Metzler,B > 0,

C > 0) entonces, los tres radios de estabilidad son equivalégtesy Hinrichsen,
1996) y su éalculo es nas sencillo,

1

- 2.27
[CATB] (2:27)

rc = TR = TR+ con re¢ =
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Esto se debe a que los sistemas positivos siempre alcanmartieio valor del radio
de estabilidad cuando la frecueneia= 0.
Notese que s[(2.23) en < r¢ entonces, el punto de equilibrio= 0 es exponen-

cialmente estable.

2.4.1. Reladn entre el radio de estabilidad y eétodo disipativo

El radio de estabilidad complejo del sisteina (2.23) se tariaa por la ecuadin
algebraica de Riccati (Hinrichsen y Pritchard, 1986) dada po

A"P,+ PJ/A+¢eP,+~4C"C + P,BB"P, =0 (2.28)
dondeP’ es la soludn de dicha ecuagn.

Proposicibn 5: Suponga que(A) € C_. Si existe una solubn de [2.2B) con
P, = P! > 0y e > 0 entonces, necesariamenge> 7. <

Los conceptos anteriores se refieren a que si la cdnmdigi > v se satisface enton-
ces, existe al menos una solii P, = PT > 0, ¢ > 0] de la ecuadin algebraica
de Riccati[(2.28). Por consiguiente, existe un conjunto diecimnes que satisfacen
la desigualdad:

A"P,+ PA+¢P,+~4C"C + P,BB"P, <0 (2.29)

Mediante el Lema de Schur se puede probar que la desiguId&) équivale a

T T
PA+ A Pv;i—epy—i-’yc ¢ PB <0 (2.30)
BTP, —1

Comparando[(2.30) con (2]17) se observa quaeio de estabilidad satisface la
desigualdad disipativa(2.11) con(@Q, S, R) = (—~I, 0, I).
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Ahora bien, el concepto del radio de estabilidad se extipade analizar el com-
portamiento del sistema line&l (2121) bajo pertubacioresmtes en el tiempo (Son
y Hinrichsen, 1996).

Consickrese el sistema perturbado de la fof#§2.20), donded es Hurwitz, f (y, t)

es una pertubagn no lineal variante en el tiempo. Se asume ¢jug t) es global-
mente Lipschitz ery y continua a tramos ental que

IF O <~llyl*, yeR,E>0 (2.31)

El tamdio de la perturbabn no lineal se mide por

IfIl = inf {y € Ry, Vo e R™: [|f (g, )] <~ lyll}

Es decir,y es la menor cota que limita a la no linealidad. Entonces se&trsia per-

turbado=;, (2.20) esexponencialmente estabk se satisface que. > 1.

Por lo tantoel radio de estabilidad del sistema perturbado bajo peraaibnes
no lineales variantes en el tiempo es un caso particular detboio de disipatividad
para las no linealidadesque sean

(QnaSann) 'D = (_[7077[) 'D (232)

conrZ > ~. Ademas, si el sistem&;, (2.30) se diska (—v/, 0, I)-SSD entonces,

se asegura la estabilidad exponencial del lazo cefEad@.20).
En particular, si el sistentd;, (2.20) espositivo (ver pag[3R) entonces, la condini

para garantizar la estabilidad @stada por (Son y Hinrichsen, 1996)
re=||CAT'B||™ > 4. vy >0

Por lo tantoJa desigualdad disipativa puede sustituirse por el radiced&abilidad

, resultando un &lculo sencillo para garantizar la estabilidad del lazoazkr=;,

(2.30).
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2.5. Estabilidad entrada-estado

Considere el sistema (Khalil, 2002)
T = f(t,x,u) (2.33)

dondef : [0,00) x R" x R™ — R™ es continua a tramos é1y localmente Lipschitz
enz y u. La entradau(t) es una fun@n acotada y continua a tramos#epara todo
t > 0. Suponga que el sistema nominal

&= f(t,z,0) (2.34)

tiene un punto de equilibrio global y uniformemente establel origen: = 0. Para
el sistema lineal e invariante en el tiempo

T = Ax + Bu (2.35)

donde la matrizA es Hurwitz y se puede escribir la solémicomo

t
z (t) = e 04 (1)) —|—/ e "ABy (1) dr

to

y se usa la cotg e(~0)4|| < ke=*!~0) para estimar la solugh por

t
lz ()] < ke 7 2 (20)] +/ ke XD B [|u (7)]] dr

to

k||B
< ke M) | (1) || + 15 sup |[Ju ()|
A to<r<t

Lo anterior significa que el estado con una respuesta dedertexo decae exponen-
cialmente a cero mientras, que una respuesta estado-¢aracesado para alguna
entrada acotada. Adeérs de que se muestra la propiedad de entrada acotada-estado
acotado tami@n se observa que la cota de la respuesta de estado-cerp@<moal

a la cota de la entrada .
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Definicion 13: El sistemai = f(t,z,u) ([2.33) es estable entrada-estado (ISS) si
existen una funéin 5 de clase< L y una funcon de claseX tal que para cualquier
estado inicialz(t,) y cualquier entrada acotadédt), la solucon x (t) existe para
todot > t, y satisface

[l (I < Bl (o)l ¢ —to) + 0 ( sup HU(T)H) A (2.36)
to<t<t
La desigualdad_ (2.36) garantiza que para cualquier entreol@dav (¢), el es-
tadox(t) se va a mantener acotado. Adicionalmente, con la desigu§&ia6) si
u (t) converge a cero cuando— oo entonces, el estado tarébi converge a cero
(Khalil, 2002). Asimismo, si: (t) = 0 la desigualdad (2.36) se reduce a

[l @)1 < B Iz ()l ;¢ = to)

La estabilidad entrada-estado equivale a que el origenistehsa nominall[(2.34)
sea global uniforme y asintoticamente estable. El sigaikma es consecuencia del
teorema converso de Lyapunov para la estabilidad expcalenci

Lema 3: Suponga qu¢ (¢,z,u) ([2.33) es continuamente diferenciable y global-
mente Lipschitz ejz, ) y continua a tramos en Si el sistema nominaf (¢, z, 0)
(2.34) tiene un punto de equilibrio global y exponencialteegstable en el origen
x = 0, entonces el sistem@a (2]33) es ISSC
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3. OBSERVADOR COOPERATIVO

La clase de observadores que se estudia en esiteloage puede utilizar como
monitoreo de s@ales en cualquier sistemigito. Esto se debe a que el estimado de
este observador previene al sistema cuando las variablestddo e$tn a punto de
alcanzar niveles @ticos. En seguida se introduce el concepto de estos olokeesm

Definicion 14: Un observador cooperatives aquel en que el estimado del estado
preserva el orden, es decir,

F(0)=2(0) = F(t)=x(t) Vt>0,

0 si z(0) =2(0) = x(t)=x(t) Vt>0.
y adena@s es convergente, Z(t) — x(t), t — oo. A
x2(2) A

.?l(f)

X200

-:’Cl(l)

Fig. 3.1:0Observador cooperativo para un sistema de segundo orden



En este cajulo se plantea una metodolagde dis@o del observador coopera-
tivo para aquellos sistemas no lineales que tienen unacastaude un subsistema
LTI con una no linealidad conectada en retroalimeidadia cual se muestra €n (B8.1)
de la primera secoh. La metodolo de dis@o consiste en proponer un observa-
dor con la estructura de Luenberger estudiado en (Morergb2para los sistemas
mencionados arriba, y en aplicar ettado de disipatividad y la propiedad de coope-
ratividad (ver pa@.29 i 22) en la dimica del error de observaai, con la finalidad
de que las trayectorias del error sean convergentes a cessgrpen el orden para
cualquier instante del tiempo. Por consiguiente, con estadoloda de dis@o se
obtiene un estimado que égtor encima de la trayectoria del estada;(6i) > =(0)

o0 esh por debajo si:(0) = z(0) y aden@ds, ambos estimados convergen al estado, lo
cual se muestra en la figufa (3.1).

Una aportadn importante es que al realizar el disede un observador coope-
rativo con el estimado por encima del estado se asegurasi@esia del observador
cooperativo con el estimado por debajo del estado, y visavé&isto se debe a la pro-
piedad de simeta que satisface el estimador, dando como resultado queeal ha
sblo disého del observador cooperativo el estad@estotado diamicamente tanto
por arriba como por abajo por los estimados de dicho observ&dn esta metodo-
logia se presentan dos algoritmos de deseel observador cooperativo, el primero
es la forma general de construirlo y el segundo es un casowartpara obtenerlo,
el cual esh dado por la reladn obtenida entre el radio de estabilidad y @tado
disipativo (ver pagl_34), donde se sustituye la desiguattisipativa por una sim-
ple ecuadn dada por el radio de estabilidad de los sistemas positiedsciendo
el calculo materatico que se muestra en el primer caso, lo cual se describe en |
segunda secgn.

En la secdn 3 se ilustra el dis® del observador cooperativo con un par de
ejemplos. En el primero se considera una planta establedisdgea un observador
cooperativo y un observador dado por la copia de la plamar(geccbn de salida).
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3.1. CLASE DE SISTEMAS CONSIDERADOS

Debido a la comparagn de estos observadores se obtienen dos resultados im-
portantes. Uno es que el observador sin iny@tcle salida no preserva el orden en
las trayectorias del error de estimatiy con el observador cooperativo se alcanza un
incremento considerable en el radio de estabilidad &s¢rde la inyecéin de salida.

El otro es que debido a la restrioai de la conservaon del orden en el observador
cooperativo no se puede acelerar su velocidad de conveagénel segundo ejem-
plo se utiliza una planta inestable. Debido a esto no se pusattee| estimador dado
por la copia de la planta ya que su estimado diverge del esiEdibjetivo en este
ejemplo estabilizar al observador cooperativo aédsade la inyecén de salida.

3.1. Clase de sistemas considerados

En este trabajo se considera la estructura de un sistemaesa tlada por un
subsistema LTI con una perturbagino lineal conectada en retroalimenéaci

= A+ Gf (o) + ¢ (tyu), ©(0) =0
[Is{ o=Hzx (3.1)
y="Cx

dondex € R" es el estado del sistema,c RY es la salida medible; € R" es
una funcén lineal del estado (no necesariamente medibie}, R? es la entrada,
f (o) € R™ es una fundn no lineal localmente Lipschitz en y ¢ es una funén
no lineal conocida localmente Lipschitz én y) y continua a tramos eh Adenas
A € R™" es la matriz de estado§ € R"*" es la matriz de entrada] € R"*" es
una matriz de pseudosalidds,c R?*" es la matriz de salida.

Note que muchos sistemas no lineales pueden ser represemadls (3.1)
ya sea por descompogiti 0 mediante transformamn de estados. Agjue la me-
todologa propuesta es aplicable a una clase amplia de sistem#isuRamente, el
sistemally (3.1) puede ser un sistema positivo o cooperativo (ver[pdgp&ro no
es un requisito para el dise de un observador que preserva el orden.
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3.1. CLASE DE SISTEMAS CONSIDERADOS

En cualquier sistema no lineal, en particular para el siafém(3.1) dificilmente
esfin disponibles todas las variables del estado, por lo queopeme un algoritmo
de observadin basado en la estructura de Luenberger para conocer tesiadb del
sistema no lineal. Un observador no lineal de orden comgildtweno, 2004) para
el sistemdl (3.1) esh dado por la forma

T=AT+ LG —y)+GfG+N@G—y)+ ¢ty u),
Mo 6=Hz, z(0)=2 (3.2)
7=C7

donder € R™ es el estimado del estadodel sistemdly (3.1). Las matrices de
dis€io de este observador son la matriz de ganancia de LuenlbergeR"*?y la
matriz N € R"*9, las cuales se utilizan para garantizar la estabilidad losdwvador.

El error de estimaéin se puede definir por la diferencia del estado estimado me-
nos el estado real" = = — x, el error de estimaodi de la salida comgt £ 7 — v,
y el error de estimaon funcional com@* £ & — . Por lo tanto, las diamicas del
error de observaon esan dadas por

et =(A+LC)e" +G[f(0+ N (Y —y))— f(o)
gt = Ce* (3.3)
ot = He"

cone’ (0) = ef = Ty — zo. Como el error de observdxi tambén se puede definir
pore~ £ z — 7, el error de estimadi de la salida comg~ £ y — 7, y el error de
estimacdn funcional coma~ £ ¢ — 7, las diramicas del error de estimaci e~
estin dadas por

e =(A+LO)e +G[f(o) = f(6+ N [T —y))
y =Ce” (3.4)
0~ = He™
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3.1. CLASE DE SISTEMAS CONSIDERADOS

cone  (0) = e, = xp — Tp. Note que en la diéamica del error de observaci
B3),c + N(y—vy) = Hr + Het + NCet = 0 + (H + NC)e™. Se define a
2t &2 (H+ NC)et =6+ + Ny como una fundn del error de estimaone™, y a
una no linealidad dada por

¢t (2F,0) & flo)— f(o+2T) (3.5)

De igual manera para la dimica del error de observaci (3.4) se tiene que
6+ N({y—y) = Hrt — He- — NCe" = 0 — (H+ NC)e~. Definiendo a
z~ 2 (H+NC)e~ = ¢~ + Ny~ una funcon del error de estimamn e, y a
la no linealidad como

o~ (z*,a) L f (O‘ — z*) — f (o) (3.6)

Por consiguiente, las dimicas del error de estimaci (3.3) y [3.4) pueden ser rees-
critas de la forma

et =Aret + Gut, et (0) =¢f

Mg+ ¢ 27 = Hyet 3.7)
U+ = _¢+ (‘77 Z+)
¢ =Are” +Guv, e (0)=¢,
- < 27 = Hye™ (3.8)
vt =—=¢"(0,27)
donde
A, & A+ LC (3.9)
Hy & H+NC (3.10)

De la comparadin entre las no linealidades” (z",0) B8) y¢~ (27, 0) (B.8)
se obtiene la siguiente reladi,

¢t (z%,0) = —¢~ (—2z%,0) (3.11)
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3.2. METODOLOG A DE DISE NO DEL OBSERVADOR COOPERATIVO

3.2. Metodoloda de diséo del observador cooperativo

En esta secbn se usan la propiedad de cooperatividad y elado de disipati-
vidad, que se presentaron en el segundadtekypde este trabajo, para el digedel
observador cooperativo. Cabe aclarar que la propiedad ratoey el nétodo disi-
pativo no se aplican directamente al observddigr(3.2) sino espdficamente a la
dinamicas del error de estimaaillz+ (3.4) yIlz- (3.8).

3.2.1. Meétodo de disipatividad en el observador

La teoiia de disipatividad se utiliza en el error de obseraci 15+ (B.4)y
I1z- (3.8) con la finalidad de asegurar la estabilidad del obgernao lineal [(3.2).
En seguida se presenta el teorema que garantiza la digialtien las estructuras
de los errores de estimaaqi, el cual es una aplicasi del metodo propuesto en el
cagtulo 2 (ver pagl_29).

Comollz+ B.14) yIlz- (3.8) son dos representaciones de la mismardina de error

es fcil ver que estabilizar Hy+ equivale a estabilizar8 - .

Teorema3 (Moreno, 2008): Suponga que la no linealidag" (3.3) es (Q,S,RpD
es decir,

w(et 2t) = (67) QT ¢t +2(¢%) STt + (27) R >0, Vo, 2t eR

(3.12)
Adenas, si existen las matrices de disadel observadak y N tal que elsubsistema
LTI de la diramica del erro (3.1) es(—R, ST, —Q)-SSD entonces, ebbservador
(3.2) esglobal y exponencialmente establegara el sistema no linedB.1), es decir,
existen las constantds > 0y o > 0 tales que para toda condici inicial ¢j se
satisface la siguiente desigualdad ,

et ()| < & ||ed || exp(—ot) (3.13)
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3.2. METODOLOG A DE DISE NO DEL OBSERVADOR COOPERATIVO

Esto se cumple si existen las soluciodes= PT > 0, ¢ > 0 L, N tales que se
satisface la desigualdad:

PAp+ ATP +eP+ HLRHy PG— HLST

Tp_gH 0 <0 (3.14)

&

Lo anterior significa que el observadér (3.2) @sivergentesi la no linealidadp™
(3.8) es disipativa con respecto a una faémaile suministrav (¢*, 2z 1), y el subsiste-
ma LTI del error de observam 11+ (3.4) debe ser digedo estrictamente disipativo
con respecto a una furizi de suministro vinculada (dada por la no linealigad.

3.2.2. La cooperatividad en el observador

Si la propiedad de cooperatividad se aplica en |amiica del error de observa-
cionllg+ (3.4)6115- (3.8) entonces, se produce un ordenamiento en las traigector
de dicho error y como consecuencia, los estimados del cdm@r{3.2) estn por
encima o por debajo del estado Begomo se haya definido a los errores de obser-
vacion. Esto se debe a

et(0)=0=e"(t) =0, Vt>0 & Z(t)=x(t), Vt>0 (3.15)
e (0)=0=e () =0, Vt>0 & z(t)=z(t), Vt>0 (3.16)

Para satisfacer & (3/15), el error de obseaLi;+ tiene que ser ursistema coope-
rativo (ver pag[2PR), lo cual egtdado si lanatriz Jacobiana de dicho error es una
matriz Metzlery

0 (Apet — Got(o,27))

Oet

e (M HN) _A4C (M) Hay

ozt ozt
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3.2. METODOLOG A DE DISE NO DEL OBSERVADOR COOPERATIVO

Estalltima expregin se define como

of (2)
0z

M+(Z+) 2 A, +G ( > Hy, VzeR". (3.17)

Lo anterior, tamk#n prevalece para el error de estindadi -,

M (z7)2 AL+ G (%@) Hy, Vz€eR". (3.18)

Por lo tanto, si las diamicas de los errores de estintacily: (3.4) 6 11— (3.8)
son cooperativas y adéxs cumplen con el étodo disipativo que se presérdrriba
entoncesll, (3.2) es urobservador cooperativo

Hasta este momento para asegurar que el estado se encuetadoadidmi-
camente tanto por arriba como por abajo se necesitan cordhg observadores
cooperativos y deben ser inicializados adecuadamente.dpela siguiente propo-
sicibn se muestra qué® es necesario desarrollar un observador cooperativa par
acotar di@micamente al estado.

Proposicion 6: Sea el sistemHg (3.1), el observadail, (3.2) y las diramicas del
errorlly+ B.1) yllg- (3.8).

¢ 115+ (3.1) esestables 115 (3.8) esestable Esto se debe,
le* ()] < kexp(—ot) [[eg|| = e ()] < kexp(—ot) [|eg]|-

4 Adicionalmente,

¢t es (Q,S,R)-D & ¢ es (Q,S, R)-D
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3.2. METODOLOG A DE DISE NO DEL OBSERVADOR COOPERATIVO

¢ [I;+ es cooperative= I1;- es cooperativo.

= 0
e (0)22(0)-2(0)=0 = e O)2xt)—2(1) =0

El disefio dell, (3.2) conlly+ (3.1) < disdio dell, (3.2) conlly- B.8). <

La proposicbn anterior se refiere que una vez resuelto elfdisde un observador
cooperativo por encima del estado no se requiere hacer isgitodcon el estimado
por debajo del estado, ya que esttmo esh resuelto por el primero, y viceversa.
Esto se debe a la propiedad de sifzetiue tiene el observadbi, (3.2) ya que si
el observador estable para el error de obseoveldiz+ entonces, tambhn va a ser
estable par&l ;- porque se trata de la misma represeittacie la didamica del error
pero definida de diferente mandra = —e™). Aden®s, las no linealidades disipati-
vaso™ (2T, 0) BB) yo (2T, o) (3.8) tienen las mismas matricg3, S, R). Por esta
razbn se propone que las matrices de fi@seL, N) de los observadores (8.2) sean
iguales y el resultado es que las desigualdades disipa#aés del observador con
el estimado por encima de la trayectoria del estado y defolaskor con el estimado
por debajo[(3.14) son equivalentes. Asimismo, los Jacokide las diamicas de los
errores de estiman son ié&nticos, es deci)/ " (z*) = M~ (7). La demostradn
de este hecho se encuentra eap@ndice A

3.2.3. Algoritmos de dis® del observador cooperativo

En este apartado se presentan un par de algoritmos pafeadise observador
cooperativo. El primer algoritmo es el caso general parardatar dicho observador,
el cual esh representado por la conjubnide la propiedad de cooperatividad y del
método de disipatividad. El segundo es un caso especial paralase de sistemas
no lineales con la finalidad de reducir @culo materatico a traes de la sustitubin
de la desigualdad disipativia (2117) por una simple ecuwadel radio de estabilidad
complejo de los sistemas positivas (2.27).
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3.2. METODOLOG A DE DISE NO DEL OBSERVADOR COOPERATIVO

Teoremad4 (Observador Cooperativo): Sea el sistefa (3.1), el observadofI,
(3.2) y las diramicas de los error de estimanill+ (3.4) 6 15~ (3.8). Suponga
que la no linealidad® (3.83)6 ¢~ (3.6) es(Q, S, R)-D, es decir, satisface @.12).
Si existen las matriceB = PT > 0, L, N y una constante > 0 tales que se cumpla
la desigualdad:

PA,+AlP+eP+ H{RHy PG— HS"

GTP — SHy Q

y adenas la matriz Jacobiana del error de obse®aciz+ (3.4) 6 [15- (3.8) dada
por

<0

of (2)
z
es Metzlervz € R". Entonces, el observaddl, (3.2) esglobal y exponencialmente

M(z)=AL+G Hy
establey adenas el error de observaii (3.76[3.8) esun sistema cooperativdando
como resultado quH, (3.2) es urobservador cooperativo <&

En el teorema anterior se muestra el algoritmo general mmarcllar un obser-
vador cooperativo, basado en la apliéeciel metodo de dispatividad y la propiedad
de coperatividad en la dimica del error de observaci.

En la siguiente proposigh se muestra la relam obtenida entre el radio de estabi-

lidad de los sistemas positivos bajo perturbaciones nalksevariantes en el tiempo
con el neétodo de disipatividad. Dicha rel@ci garantiza unaculo sencillo en com-
paracon con la desigualdad matricial que se muestra en el teorenaaritha (ver
pag.[34). Lo anterior se cumple para las no linealidades euemqecen al sector

o (. 2)||> < ~||z|I°, o cual es equivalente a que la no linealidad

¢ sea(—1,0,~vI)-D

y para asegurar la estabilidad del observador cooperHijv@.2) (sin que sea ne-
cesario realizar elaculo de la desigualdad disipativa), la constamtdebe sa-
tisfacer la condidn del radio de estabilidad de los sistemas positivos dada po
|HyALG|™" > v, donde||HyALG| " es el radio de estabilidad con inyeai

de salida.
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Proposicion 7 (Observador Cooperativo usando el radio de estabilidaglx: €b sis-
temalls (3.1), el observadoil, (3.2) y la dinamica del errodlz+ (3.4 6 Iz
[3.8).Suponga que la no linealidad (3.56 ¢*[3.8) es(—1,0,~1)-D, es decir, que
satisface

¢ (z,0)1* < vllz)1* ,Vz,0 €R” (3.19)

Suponga qué&; > 0. Si existen matriced y N tales que se satisface,
1. A, es Metzler y Hurwitz.
2. Hy = 0.
1 -1
3. | Hn Az Gl 2
4. M(z) = AL+ Gag—f)HN es Metzler Vz € R".

Entonces, el observadbl, (3.2) esglobal y exponencialmente estabjeadenas el
error de observaon IIx es un sistema cooperativo, dando como resultadayue
(3.2) sea urobservador cooperativo &

Ob<rvese que para obtener sinaméamente un estimado por encima y otro por
debajo de la trayectoria del sistema, se requiere consirgipbservadores coopera-
tivos e inicializarlos adecuadamente. Pero se tiene lajgeqgtie con uno diséio

se pueden desarrollar a los dos observadores cooper&abs.mencionar que con
la proposicbn 7 es nas sencillo disgar un observador cooperativo para el sistema
IIs (4.2) que con el teorema 4. Pero dicha prop@si@s impone en las damicas

de los errores de estimécill;- (3.1 yIlx- [3.8)

3.3. Ejemplos

En este trabajo se proponen un par de ejemplos para ilustiseo del obser-
vador cooperativo. En el primero se considera una plan&blesy se obtienen un
par de resultados importantes: se incrementa el radio dbik$ad con la inyecén
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de salida pero no se puede acelerar la velocidad de coneggbndicho estimador
debido a las restricciones que impone la cooperatividad dimhmica del error.
En el segundo ejemplo se establece una planta inestablestabdiea al observador

cooperativo a trads de la matriz de ganancia. En ambos ejemplos se considera la
matriz Jacobianal como una matriz Metzler de dimebsi 3 dada por la siguiente

estructura

A= 1 -b 0 |, (a,b,c,B,0,6) >0 (3.20)

A diferencia de la matriz de estados en (Jiang, 1992), ladatenesta matriZ3.20)
contiene nas elementos no negativos fuera de la diagonal.

3.3.1. Planta estable

Consicerese el sistema no lineal

i=Ar+Gf (o) + ot y.u). @ (0) =
I[I¢{ o=Hx
y=Cr

donde las matrices que intervienen en el modelaredadas por:

-1 0 0
A=| 1 -2 2 |: 2:1,19_26 05_—32’ (3.21)
2 1 -3 ) )
G=[100]"
H=[0 0 1]
C=[10 1]
La funcion no lineal es: f(o) = #
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Objetivo del ejemploSe desea un observador cooperativo con la finalidad que
sus estimados acoten dmicamente a las trayectorias del estado tanto por arriba co
mo por abajo. Esto se debe realizar corunito diséo del observador cooperativo.
Adicionalmente, se pretende comparar este observadoigiom@iro estimador que
no cumple el ordenamiento en las trayectorias del error tifeas€on.

1.- El diséio del observador cooperatiwe desarolla utilizando el algoritmo dado
por la relacbn del radio de estabilidad con ebtodo de dispativida¢propo-
sicion 7 ver pagl_4I7)Se considera la estructura del observadot (3.2):

llo§ o =Hz, Z(0)=1
y

y las diramicas de los errores de obseraaci
et =Aret+Gut, ef =ef =0
HE+ Z+ = HN€+
vt =—¢"(0,27)
e =Are” +Gv, ¢ =¢, =0
IIp- < z= = Hye™
vT=—¢ (0,27)
Entonces, la no linealidad @stlada por :
2T+ 20

+ +) _ .+
0" (027) = (02 +1) (2" +2zt0+ 02 + 1)

(3.22)

Esta no linealidad es disipativa pai@, S, R) = ( -1, 0, 0.649%), lo cual es
equivalente a qué™ € [-0.6495, 0.6495 Las matrices de di§e del observa-
dor cooperativo son

L =[0.6495, -0.9, ¥ yN=0

Con estas matrices se asegura gue(3.2) es un observador cooperativo a
traves del cumplimiento de las condiciones detaposicbn 7:
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ayG=[100]=0

-0.3505 0 0.6495
b) A, = 01 -2 11 es Metzler
0 1 -5

) Hy=[0 0 1]>0
d) |Hy(A) G| >~ = 30.545> 0.6495
-0.3505 0 0.6495+ 42

e M = 01 -2 1.1 es Metzler,

0 1 -5

df 2z

z (14+22)*

2.- Para comparar al observador cooperativo se propangbservador en lazo
abierto (dado por una copia exacta de la planta), es decie gate observa-
dor no tiene inyecéin de salida(Z = 07). Ademas, no es necesario que se
cumplan las condiciones de arriba ya que son impueétagara el observa-
dor cooperativo. Entonces, las matrices que se utilizah@servador en lazo

abierto son:
L=100,0,0" yN=0

Adicionalmente, se tiene:

8 G=[100]=0

-1 0 0
b) A= 1 =2 2 | esMetzler
1 -3

) H=[0 0 1]=0

d) |[HA'G| ' >~ = 0.8>0.6495

0f(z)
-1 0 5y

e M= 1 -2 2
2 1 -3
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Las condiciones anteriores muestran que el observadangnddn de salida
no es observador cooperativo ya quéltama condicon no se satisface porque
la derivada% puede tomar valores negativos. Adesnla diramica del error
I1z+ tiene caractésticas semejantes a las de un sistema pogjpiraposicbn
2). Por tal motivo es posible comparar los resultad6stes entre los observa-
dores propuestos para este ejemplo. A contiruesé muestra la comparéni
entre los resultados obtenidos para este par de obsersadore

i. Elradio de estabilidad se incrementa si la matriz de ganaimitiene elemen-
tos negativos:

] 2 a2
30545 > 0.8 > 0.6495

En particular, en este ejemplo el radio de estabilidad cpacecibn de salida (dado

por el observador cooperativo) se incrementa en comaraoin el radio de estabi-
lidad sin inyecabn de salida ( el observador en lazo abierto) aésale que la matriz

de ganancia contenga elementos negativos siempre y cuag@doasitiza que la ma-

triz A; sea Metzler.

Sila matriz de ganancia tiene elementos no negativos, eonep: .~ = [0.6495, 0.1, 0.5
entonces el radio de estabilidad con inyéocide salida se reduce en compabaci
con la constante y como consecuencia, no se asegura la estabilidad del aldserv
cooperativo, es decir,

lHATG| T >y 2 [ EN(A) 6]
0.8 > 06495 > 0.4829

Lo anterior se debe a que la matriz de ganancia se considgradmde libertad para

el radio de estabilidad con inyeéci de salida.
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Por lo tanto, cuando la matriz de ganancia toma valoresimega¢l margen entre
el |Hy(AL) G| "y la constantey es mas amplio para asegurar la estabilidad del
observador cooperativo que el margen entrg UG ||’1 y v para garantizar la
estabilidad del observador sin inye@gide salida.

ii. Los valores propios de la parte lineal de los observadores so

AA) =[] -4, -1, —1]
A(AL) = [ -5.3267, -1.6831, -0.340F

Aunque en este trabajo no se estudiaron a fondo las restrezique imponen las
propiedades de cooperatividad y positividad en los sisafivdmicos, ibtese que
el valor propio dominante (-0.3407) del observador codperas nas grande que
el valor propio dominante (-1) del observador sin inyéndile salida, lo que resulta
guela velocidad de convergencia del observador con iny@tde salida no es as
rapida que la del observador sin inyeoni

Adenas, sila matriz de ganancia tiene elementos no negdtives [0.6495, 0.1, 0.5

entonces, los valores propiosa@subicados en:
A(Ap+) = [ -3.9352 -1.4364 0.5211

De lo anterior se observa que el observador cooperativeestainle cuando la matriz
de ganancia toma valores no negativos. Esto se debe @eupad18)

Si A es una matriz Metzler entonces(A) < u(Ar+), L = 0.

Es decir, el valor propio de Frobenius del observador catipermayor o igual
que el valor propio de Frobenius del observador en lazotabieor lo tanto, al pro-
poner una matriz de ganancia con elementos no negativansa tios inconvenien-
tes de reducir el radio de estabilidad con respecto a lancotale que el observador
cooperativo sea inestable.
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A continuacon se muestran los resultados obtenidos en simanaéin las figu-
ras [3.2),[(3.8),[(3]4) se realiza la compabacde un observador cooperativo y de
un observador en lazo abiertb = 07]. En dichas figuras se observa el acotamiento
superior del estado por parte del estimaddt) del observador cooperativo pero el
estimado del observador sin inyemaide salida no preserva el orden.

2.'- T T T T

—

Z conL=0yN=0

1

6
T (seg)

Fig. 3.2:Estimados del observador cooperativo y del observador en lazicathée: .

2.5 T T T T

—

—_—t

Z conL=0yN=0

1.9 -

T

0.5 E

6
T (seq)

Fig. 3.3:Estimados del observador cooperativo y del observador en lazicathée:-.
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—%Jr

Z conL=0yN=0

T3
[
T
1

0.5 4

C 1 1 1 1 1
4 6 8 10 12
T (seg)

Fig. 3.4:Estimados del observador cooperativo y del observador en lazicathée:s.

Debido a la propiedad de simetrdel observador cooperativo no es necesario
hacer otro disio para que el estado ésacotado diamicamente por debajo ya que
este disBo esh resuelto por el dig® del observador cooperativo con el estimado
por arriba. Por lo tanto, las matrices de disalel estimador por encima del estado
satisfacen al observador con el estimado por debajo y comsecaencia, la veloci-
dad de convergencia y el radio de estabilidad en ambos ekinreggson los mismos.

Cabe aclarar que para mantener el orden los observadoresratops con los
estimados tanto por encima como por debajo de la trayederestado deben ser
inicializados adecuadamente.

En las figuras[(3]5)[(3.6)[_(3.7) se muestran los resultaosimulacdn del
observador cooperativo con el estimado por debajo del@gtadt ).
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1 L) L) L) L) L)
—_—
0.5 -
& 0 -
— X
_0_5-
—— f*
—1 1 1 1 1 1
[¢] 2 4 10 12

6
T (seg)

Fig. 3.5:0bservador cooperativo con su estimado por debajo del estadooEkstad

1.5 T T T T T

0.5 .

T2

-0.9-

o]

) 2 4 6
T (seg)

Fig. 3.6:0bservador cooperativo con su estimado por debajo del estadookstad
1,

0.5 -1

3
(@)
1

—0.9

_1 L 1 2
6
T (seg)

ok

10 12

Fig. 3.7:0bservador cooperativo con su estimado por debajo del estadooksgtad
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3.3.2. Planta inestable

Considcbrese el sistema no lineal

i = Av+Gf (o) + ¢ (Lyu), @ (0) =z,
HS oc=Hzx
y=Cx

donde las matrices que intervienen en el modelaredadas por:

-1 0 3
A=| 1 -2 2 |: 2:1,5)_2?: 06—_32’ (3.23)
2 1 -3 ’ ’
G=[10 0]"
H=[0 0 1]
C=[10 1]
La funcion no lineal es: fo) =15

Ademas, sea considerado el observadgr(3.2) y los diramicas de lo errores de
observadnIlz+ B.1) yllz- (3.8).

Obijetivo del ejemploSe pretende estabilizar al observador cooperaiiy@3.2)
por medio de lainyecon de salida. Ade#s, se desea que las trayectorias de la plan-
ta esén acotadas tanto por arriba como por abajo por los estingelazbservador
cooperativo. Esto se debe realizar conlunico diséio del observador cooperativo
atra\és de lgproposicbn 7.

Cabe mencionar que la planka (3.23) es un sistema inestall&lpadn no se
puede disear un observador sin inyeéri de salida (copia de la planta). Adasy el
radio de estabilidad de dicha planta proporciona un cieatoryel cual no describe
ningn comportamiento de estabilidad debido a lo anterior.
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Se toma en cuenta el alisis hecho en el ejemplo de arriba para la no linealidad
¢t (o,27). Las matrices de di$® son:

L =[-2.3505, -09, -, N=0

Con estas matrices se asegura fue(3.2) es un observador cooperativo bajo las
condiciones:

1.G=[100]=0

-3.3505 0 0.6495
2. A; = 01 -2 11 es Metzler
0 1 -5

3.Hyv=[00 1]=0
4. El radio de estabilidadlHy(Az)'G|| > v = 297.5450> 0.6495

-3.3505 0 0.6495+ 412

5. Mt=| 01 -2 1.1 esMetzler, & = 25
0 1 -5

Por consiguiente, los valores propios de la planta y conciriga de salida eah

ubicados en

A(A) = [-4.9428, -2.1113, 1.0541
A(Af) = [-5.3313, -3.37, -1.6592

Por lo tanto, con adecuada elgntide la matriz de ganancia se puede estabilizar el
observador no lineal (3.2) y hacer al sistema pertubadofloisntemente robusto
con respecto a la no linealidad (2, o), lo cual esh dado por el radio de estabili-
dad con inyecdn de salida.

A continuacéon se presentan los resultados en simoladen las figurag (3.11), (3.9)

y (3.10) se muestra la convergencia de los errores de estimadt) y e (t). Aun-
que, el estado de la planfa(3.23) diverja.
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—

—

6 10 12
T (seqg)

Fig. 3.8:Convergencia de los errores de obser@maei y e; .
2 T T T T

-+

|
OI\
N EF
I

6 10 12
T (seqg)

Fig. 3.9:Convergencia de los errores de obser@aei; y e, .
2 T T L] L]

et

|
OI\
NE
iy

6 10 12
T (seqg)

Fig. 3.10:Convergencia de los errores de obser@ae[,f yes.
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Estado ©

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T (seq)

1.2 1.4 1.6

Fig. 3.11:El estado del sistemidg diverge.
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4. OBSERVADORES INTERVALO

Un resultado importante del observador cooperdiiy@3.2)descrito en el cafu-
lo anterior es que al realizar udle disdio de este observador se asegura qus-€l
tado del sistemdly (3.1) se encuentra acotado por un par de estimados, uno por
encima y otro por debaja;on la peculiaridad de queanbos estimados convergen a
dicho estadpes decir,

(4.1)

Si se considera perturbaciones aditivas en el sistémaurgen un par de preguntas
para esta clase de observadores:

P.1 ¢Q@ pasa con la cooperatividad de los errores de obsérvHGj+ y I15- ?
P.2 ¢Se mantendta estabilidad en el observaddp (3.2)?

En este cajulo la metodologa de dis@o del observador cooperativo se extiende a
una clase de estimadores conocidos caingervadores intervalo (verag.[25) La
razon es que al considerar el observador cooperdiiyo(3.2) para el sistemalg
(3.3) con perturbaciones, la cooperatividad en lagmicas de los errores de esti-
macbn se pierde y como consecuencia, la propiedad de $arddreste observador
tambien se pierde. Por tal motivo, para recuperar la cooperativiah los errores de
estimaocdbn se necesitan construir dos observadores &ninos de correcon an-

te las perturbaciones del sistema, los cuales forman a wen@uor intervalo. Los
terminos de corredn son las cotas superior e inferior de las perturbaciones.



4.1. ESTRUCTURA DEL OBSERVADOR INTERVALO

Entonces, el estado del sistema con perturbacionasestado diamicamente,
tanto por encima como por debajo, por los estimados del wider intervalo. Por
otro lado, la estabilidad exponencial de estos observadweiempre se garantiza
pero se maneja el concepto de estabilidad entrada-estadnm| se describe en la
primera sec@n.

En la secdn 2 se analiza la convergencia de lasadiicas de los errores de
estimacbn a traes del concepto de estabilidad entrada-estados. En ldbse2 e
presenta el algoritmo de dise del observador intervalo, el cual es una extamslie
la proposicbn 7 del observador cooperativo. Finalmente en laedi se ilustra el
diséio del observador intervalo con un par de ejemplos. En elgydree considera
la planta estable utilizada en el observador cooperativm g este caso la dimica
contiene pertubaciones. En el segundo ejemplo sé&aligain observador intervalo
para una planta inestable con perturbaciones.

4.1. Estructura del observador intervalo

Consickrese el siguiente sistema no lineal:

t=Ax(t)+Gf (o) +m(t,x)+ ¢ (t,y,u), z(0) =z
Vs! o= Ha(t) (4.2)
y=Cz(t)

donder € R” es el estadoy € R? es la salida medibler € R” es una fun@n
lineal del estado (no necesariamente medible},R? es la entradaf (0) € R™ es
una funcdn no lineal localmente Lipschitz en ¢ es una fundn no lineal conocida
localmente Lipschitz effu, y) y continua a tramos efy y 7 (t,z) € R™ es una
perturbaddn que representa las variable®g&nas y las incertidumbres del sistema.
Adicionalmente se asume que las cotas de la perturbacin conocidas y satisfacen,

T (ty) = (ta) =7 (ty), Vt>0, Va,y (4.3)
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Para contestar la primera pregunta (P.1) planteada abidiiesta secoh se con-

sidera el observaddi, (3.2) para el sistema con perturb@eil 5 (4.2), y se desea
verificar la cooperatividad en los errores de estimacPrimeramente, se toma en
cuenta el erroet = 7 — z. Por consiguiente, la damica de dicho error eésidada

por,
et =Afet + GuvT —7(t, )
zF = Hje" (4.4)
vt = _Qb: (22_70-)

donde A} £ A+ L*C, Hf; £ H + N*C y la no linealidad se define como
¢ (25,0) £ [ (o) = f(o+20).

Si se consideraa(t, ) como una entrada al sisterffa4) entonces, la cooperati-
vidad en el error de estimaimic* se asegura por medio dedeoposicbn 3 (ver pag.
[23), que establece que para (ded) sea un sistema cooperativo se debe satisfacer:

1. LamatrizM* (3.17) sea Metzler.

2. La perturbadn sea no negativia-r (¢, z) > 0].

Analizando la no negatividad de la perturliacse tiene:
» Sin(t,x) < 0= la cooperatividad prevalece er.

» Sin(t,z) = 0= la cooperatividad no prevalece en.

Lo anterior significa que con perturbaciones negativas ssetua la cooperatividad
en el error de estima@n (4.4)y consiguientemente, el estimado del observatipr
(3.2) acota por encima al estado del sisteima(d.2). Pero si las perturbaciones son
Nno negativas entonces la cooperatividad en dicho erroresdegoiPor tal motivo, se
debe agregar uetmino de correcén (¢, y) (cota superior) al observadl, con

la finalidad de recuperar la cooperatividad en el error dembsbn et (4.4).
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Debido a esto, se considera la siguiente estructura dehvaloke para el sistema

Vs (@4.2):

= AR+ GFGTHNT (@ — )+ LY@ —y) + 7 (L y) + oty )
Yo+ o =Hzt, 77(0)=2¢
= Czt

<>

(4.5)
dondex™ es el estimado del estadb™ € R"*?7y Nt € R"*? son las matrices de

diseo de este observadorsy (¢, y) €s una cota superior de la perturldaci (¢, z).
Asi que, la diramica del error de estimami e est dada por

et =Afet + Gut + bt et (0)=¢f =0
Upe ¢ 25 = Hfe" (4.6)
vt = _¢: (2:7 U)
donde las matriced;, Hj, ylano linealidads (2", o) eséin definidas e@.4). El
error de la incertidumbre se considera como una entradatahsa[(4.6) y eatdado
por
b+ = 7T+ (ta y) - (tv l’) (47)
Cuando se faade la cota superidrr™(¢,y)] de la perturbaéin [7 (¢, x)] al ob-

servador[(32), se recupera la cooperatividad en landica del error de estimaii
(4.8). Esto se debe a que la diferenpia(t) — 7(t)] siempre es no negativa (ver

@.3)).

Ahora bien, se analiza el segundo caso con el observadoe@woIl, (8.2) para

el sistemals (4.2) y el error de estima@h e~ = x — Z. Entonces la diamica de
dicho error tiene la forma:
¢ =Ae +Gv +7(t,x)
2z, = Hye™ (4.8)
vt =—¢; (27, 0)
dondeA; £ A+ L C, Hy & H + N-C y la no linealidad se define como
¢ (22,0) & [ (o —2z) = f (o).
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Por consiguiente, la damica anterior (418) es un sistema cooperativo si se satis-
face laproposicbn 3 (ver pag._Zi3)es decir, se deben cumplir las condiciones:

1. La matrizM ~ (3.18) es Metzler.
2. La perturbad@n es no negativar(¢, z) = 0].
Analizando la no negatividad de la perturliactse tiene:
» Sin(t,z) 2 0 = lacooperatividad no se conserva en

= Sin(t,x) = 0 = lacooperatividad se conserva en

De lo anterior, se observa con perturbaciones negativasfzecatividad en la dami-
ca del erroe~ se pierde y para recobrarla se debe agregar una cota irfferiary)]
al observadofl, (3.2). Por esta ram, el observador toma la forma:

C=ATH GO AN )+ LG —y) A (Ly) + ety )
07, 7 (0) =7

\Ijof -
Hz~

Q) R) &)
Il

4.9)
dondez~ es el estimado del estadb. € R"*?y N~ € R"*? son las matrices de
diseho de este observadorny (¢, y) es una cota inferior de la perturbair (¢, ).
Asi que la diramica del error de estimai e~ est dada por,

e =Are +Guv +b7, e(0)=¢ =0
Up- < 2z = Hye™ (4.10)
vt == (2, 0)

donde las matricel;, Hy y la no linealidady_ (=, o) son definidas eri_(4.8). El
error de la incertidumbre se define como,

b- 27 () —7 (ty) (4.11)
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La cooperatividad en el error de obsengarci{4.10) se recupera al agregar el
término de correcéin [7~ (¢, y)] al observadoif (4]19). Esto se debe a que la entfrada
del sistema diamico [4.10) es siempre no negativa.

Por lo tanto, la respuesta a la primera pregunta (P.1) quiastgpal inicio de
esta secéin es que el observador cooperatiig (3.2) no satisface la propiedad
de simetta cuando el sistema tiene perturbaciofes(4.2) y por consecuencia, la
cooperatividad en los errores de obsergadi o+ (3.1 yI1;- [3.8) se pierde. Por esta
razon se requiere la construcon de dos observadorels,+ (4.3) yV,- (4.9) para
el sistemal s (4.2) con la finalidad de garantizar la cooperatividad en érgores de
estimacon ¥+ (4.6) yV - (4.10) Por consiguiente, cuando existe la presencia de
perturbaciones en el sistenirg (4.2), los estimados de los observadobes (4.5) y
Uo- ([4.9) acotan diamicamente al estado tanto por arriba como por abajo , es deci

rd mwomxy = xt(t)=a(t)=a (t) VE>t

Los observadore® -+ (4.3) y ¥o- (4.9) forman urobservador intervalai la con-
dicion anterior se satisface.

4.2. Estabilidad del observador intervalo

Para responder a la segunda pregunta (P.2) que se estables@aesecoin se
analiza la convergencia de los errores de estiom@iz+ (4.68) y V- (4.10). El re-
sultado de este afisis es que la estabilidad exponencial de los observadose,

Uo- NO siempre se asegura, ya que si las entratiasb— de las diamicas de los
errores de observam V¥ (4.8) y V- (4.10) convergen a cero entonces, los es-
tados(e®, e~) tambien convergen a cero. Pero si las entradas no convergen a cero
(b™ - 0y b~ -» 0) tampoco los estados convergen a cero.
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Aunque no se conocen cotas para las entratdash—, se sabe que existen cotas
para las peturbacionds (B[3)" (¢,y) y 7~ (¢, y)]. Por tal rabn, el comportamiento de
los errores de estimdmi en los sistemag+ (4.8) y V- (4.10) se puede describir
mediante el concepto de estabilidad entrada-estado (Kb@0i2, ISS, ver agl35 ).

En la siguiente proposigh se presenta una extemisidelteorema 4y de lapropo-
sicion 7 con el objetivo de asegurar la estabilidad entrada-estade diramica del
error de estimaén ¥+ (4.6) (de manera a@hoga se hace parfaz- (4.10)).

Proposicion 8: Sea el sistemés (4.2), el observador¥,: (4.5), la diramica del
error de observaén ¥+ (4.6) y la pertubadinr (¢, z). Se asume que las cotas de la
perturbaddn son conocidas y cumplen con la desigualdad:

T (ty) =wta) = (ty), VE=0,Va,y.

Suponga que el sistemigz+ (4.6) es localmente Lipschitz eri. Ademas, suponga

que la no linealidadp, (2}, o) es(Q, S, R)-D, es decir, satisface®.12). Si existen
las matrices”* = (P*)T > 0, L*, N*yuna constante > ( tales que se cumpla:

PTAf + (AD)TPT +ePt + (HY)'RHY, PTG — (HY)TST
GTPt — SH; Q

y adend@s la matriz Jacobiana del error de obseadi;+ (4.6) dada por

<0

M*t = Af + G—aJ;(Z)H;
z

es Metzlez € R". Entonces, el error de obsernvacil .+ (4.6) esISS con respecto
ab™ tal que se satisface:

™ (t)]| < k|let (0)]| exp(—ot) + & sup (||b7]

), k>0,0>0 (4.12)

y €s un sistema cooperativAdenas, si se cumplé; = z, entonces, el estimado

de ¥+ (4.5) acota diamicamente por encima al estado del sistdrpad
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Si lo anterior se satisface paig;- (4.10), entonces los observadorgs- (4.5)
y ¥o- (4.9) forman un observador intervalo para el sistdggorque se cumple:

To=xo =T, = () =az(t) =7 (¢)
Prueba.

V() = (e")TPret, VY paralp:

V< —eVt 4 2etPTbT

< —(1—0)eVT —fe(eN T Pret +2ePT0T; 6 € (0,1)
< —(1=0)eV™ = feylle™ 5 + 2l 2 A3 16" 12
< =1 =0)eV T+ Ay lle 22Tl — Oelle™[|2)
. fe
Sii —Oefle |2+ 2T 0= [|b72 < §||e+||z

: 2
Entonces V' < —(1—-0)eV*t, Ve, > 9—Hb+|]2
€

Con el objetivo de extender la metodolagropuesta en los observadores coope-
rativos a los de observadores intervalo, se utiliza la retecbtenida entre el radio de
estabilidad y el ratodo de disipatividad para facilitar el desarrollo matoo. En
seguida se expone el algoritmo de disele estos observadores mediante la refaci
mencionada.

Proposicion 9: Sea el sistemd& g (4.2), los observadores¥,+ (4.8) yV,-
(4.9), las ditamicas de los errores de obserdacy p+ (4.6) y V- (4.10), yn (¢, x)

es una perturbagn del sistema. Adeas se asume que se conocen las cotas de la
perturbaddn y que satisfacen:

T (ty) =w(ta) = (ty), VE=0,Va,y.

Suponga que los sistemds;+ (4.6) y V- (4.10) es continuamente diferenciable y
localmente Lipschitz ea™ y e~ respectivamente.
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Adicionalmente, suponga que las no linealidagiesy ¢_ son(—1,0,~v1) — D,
es decir, que se satisface

I9e (ze; ) I” < llzell® Yo,z € R (4.13)
Si existen las matrices*, L—, N*, N~ tal que se satisface:
» A}, A} son Metzleryy Hurwitz.
= H, =0,Hy =0,
o |HH(AD G| =y [ Hy(AD) G =

o1(:2)

« M} =Af 4G5

H}; es Metzlerz € R"

af(z;)
0ze

» M7 =A;, +G Hy es Metzlerz, € R".

Entonces, las diamicasVy+ (4.8) y V- (4.10) soniSScon respecto &* y b~
respectivamente y adérs son sistemas cooperativos. El resultado es que los obser-
vadoresl+ (4.3) y V- (4.9) forman urobservador intervalopara el sistema 5

(4.2) si se cumple

Ifmw=% = T t)=at)=z (1) <

Cabe sialar las matriced, ™, N*y L=, N~ se pueden dis&r por separado para
cada observador. Pero el diwede ambos observadores se puede satisfacer con un
par de matrices™ = Ly Nt = N~.

Asimismo, con la proposion 9 es ms sencillo diséar un observador intervalo
para el sistem& s (4.2) que con la proposign 8. Pero dicha proposém impone
varias restricciones en las dimicas de los errores de estintatiV ;+ (4.8) y V-

@.10).
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4.3. Ejemplos

4.3.1. Planta estable

Consicerese el sistema no linedilk (4.2), donde las matrice$, G, C, H ylano
linealidadf (o) estin definidas en el ejemplo de planta estable del observadpeeo
rativo (ver [agl48). Adicionalmentes (¢, x) es la perturbaéin y sus cotas ™~ (¢,y) =
0.8 y7nT(t,y) = 1.2 tales que satisfacen[a (4.3). Adetonsidere los observadores
Vo+ @8) y¥o- 4.9)y las diramicas de los errores de obsergecy + (4.8) y

V- (4.10) son ISSproposicon 8)

Objetivo del ejemploSe desea un observador intervalo con la finalidad que los
estimados acoten camicamente tanto por arriba como por abajo a la trayectetia d
estado dal 5. Esto se debe realizar mediantgotaposicbn 9.

Este ejemplo es una extedsidel ejemplo expuesto en el observador cooperativo ya

que en este caso se maneja al sistémal(3.21) con pertutadtameonsiguiente, las
matrices de dig® para el observador intervalo son las mismas que en losvalolee

res cooperativoskt = L~ = [0.6495,-0.9, -¥ y N* = N~ = 0. Adicionalmente,
las condiciones para garantizar la existencia de un obsrvuaigtrvalo son equivalen-
tes a las condiciones que aseguran la existencia de un abdsexooperativo con el
estimado tanto por encima como por debajo de la trayectetiasiado. Cabe men-
cionar que si se sabe que no hay entrada desconacida) = 0] en [4.2) y las cotas
de dicha entrada son' (¢,y) = 7~ (¢, y) = 0 entonces, los estimados del observador
intervalo convergen al estado ya que se trata del caso devalolor cooperativo.

En las figuras(4]11)[ (4.2) ¥ (4.3) se presentan los resudtddda simulaéin del ob-

servador intervalo. Se observa que los estimados permaoes® dos cotas dami-
cas, una superior y otra inferior, del estado.
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4.3. EJEMPLOS
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Fig. 4.1:Comportamiento de los estimados del observador intervalozpara
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Fig. 4.2:Comportamiento de los estimados del observador intervaloxpara
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Fig. 4.3:Comportamiento de los estimados del observador intervalozpara
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4.3. EJEMPLOS

4.3.2. Planta inestable

Consicerese el sistema no linedls (4.2), donde las matriced, G, C, Hy
la no linealidadf (o) es&n definidas en el ejemplo de planta inestable del observa-
dor cooperativo (ver3gl56). Adicionalmentes(t, =) es la perturbaéin y sus cotas
7 (t,y) =0.8ynt(t,y) = 1.2 tales que satisfacen[a (4.3).

Objetivo del ejemploSe desea un observador intervalo con la finalidad que los
estimados acoten camicamente tanto por arriba como por abajo a la trayectetia d
estado dels. Esto se debe realizar medianteplaposicbn 9. Adenés se pretende
estabilizar al observador intervalo por medio de la iny@tde salida de los obser-

vadoresVy+ (4.8) yVo- (4.9).

Este ejemplo es una exteasidel ejemplo expuesto en el observador cooperativo
ya que en este caso se maneja al sistémal(3.23) con pertusmdRor consiguiente,
se tiene el mismo comportamiento con las no linealidageg ¢_ , el mismo radio
de estabilidad con inyedm de salida y la misma velocidad de convergencia de los
observadores cooperativos. Esto se debe a que las matides para el observa-
dor intervalo son iguales que en el observador cooperatives|-2.3505, -0.9, f
y N =0.

En las figuras[(4]5)[ (4.6) ¥ (4.7) se presentan los resutadosimuladn, en las
cuales se muestra el comportamiento de los errores de abgervEn dichas figu-
ras se observa que cuando existen perurbaciones en elaigéthlas trayectorias
de los errores de observanie™ (t) y e~ (t) permanecen acotadas, dependiendo del
comportamiento dé" y b~
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Fig. 4.4:Convergencia de los errores de obseradel observador intervalo para.
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Fig. 4.5:Convergencia de los errores de obseradel observador intervalo patg.
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Fig. 4.6:Convergencia de los errores de obser@adel observador intervalo para.
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Fig. 4.7:El estado del sistemdéig diverge.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo se introduce el concepto de observador iGivpey se presenta
una nueva metodoldg de dis@o de estos observadores para una clase de sistemas
no lineales, producto de la conjubaidel nmetodo de disipatividad y de la propiedad
de cooperatividad. El tipo de sistemas a los que la metotolmgpuesta es aplica-
ble son aquellos cuyo modelo puede ser representado pobsist&ma LTI con una
no linealidad en retroalimentaii. La metodolot de dis@o del observador coope-
rativo asegura que los estimadosaasbor encima o por debajo de la trayectoria del
estado y son convergentes a dicha trayectoria.

Un resultado importante es que si existe un observador catmecon el es-
timado por encima del estado entonces, se asegura la exdstnun observador
cooperativo con el estimado por debajo del estado y vicavéisto se debe a la
propiedad de simdta que tiene este observador. Con la metodalalg diséo del
observador cooperativo se proponen dos algoritmos. Elgoares la forma general
de construir el observador cooperativo basado enétbdo disipativo y cooperati-
vo. El segundo es un caso especial parafdiseste observador, el cual &stado
por la relacbn entre el radio de estabilidad y ebtodo de disipatividad, donde se
sustituye la desigualdad disipativa por una simple eéuadéterminada por radio de
estabilidad de los sistemas positivos. El segundo casaliza @in los ejemplos que
se proponen en este trabajo con el objetivo de reducilelm materatico que se
indica en el primer caso. Addag, en esta tesis se realiza una extandel dis@o a
los observador intervalo con el pragito de analizar sistemas no lineales con pertur-
baciones, obteniendo como resultado que los estimadoskle dbservador acoten
dinamicamente tanto por arriba como por abajo la trayectotiasiado.



Los esquemas propuestos son probados en sirbanlaoin un par de ejemplos tanto

para los observadores cooperativos como para los obseegaidtervalo. En el pri-
mero se considera una planta estable y en el segundo una jplestable. En el caso

de la planta estable se obtienen dos resultados: se indi@rlgadio de estabilidad

por medio de lainyecbn de salida de dichos observadores. Pero no se puede acelera
la velocidad de convergencia debido a las resfiitcie la propiedad de cooperativi-
dad en los sistemas dimicos. En el caso de la planta inestable se estabilizan a los
observadores a trég de la matrices de ganancia.

Cabe sBalar que la propiedad de monotonicidad es la generatizaiz la pro-
piedad de cooperatividad. Por consiguiente, como tral@joveéstigadn futuro se
puede estudiar el comportamiento de los observadore$tommws,como genereli-
zacbn de los observadores cooperativos introducidos en ediejtr. En cuanto al
alcance de los resultados, se pretende generalizar elrieote del radio de esta-
bilidad y el mejoramiento de la velocidad de convergenciaotieervador a traas
de la matriz de ganancia. Tardhi queda por estudiar como aplicar el esquema de
control con los observadores estudiados en este trabajalgvexperimentalmente
los resultados faricos en los sistemas reactivos. Como se puede apreciansoB8 v
los puntos quein quedan por explorar referentes a los resultadosadenidos.
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Apéndice



A. PROPIEDAD DE SIMETRA

La demostradin de laproposicbn 6 se enuncia en seguida:
Sea el sisteméls (3.1), el observadorl, (3.2), las diamicas del errofl; 3.7) y

(3.8) y las no linealidades™ (3.8) y¢~ (3.8) eshn dadas por
¢* (z,0) £ f(0) = f (o)
¢~ (2,0) & flo—2)~ f(0)
y la relacbn que existe entre estas no linealidade§ esl|(3.11),
¢" (2,0) = ¢~ (=2,0)
El disefio dell, conllz+ < diséio dell, conllg- siy Slo si,

¢ 11, esestables II;,- seaestable
Esto se debe a que si existen las constahtgsp tales que para cualquier

condicbne™(0) se satisface:
le* @) < K7 [le” (0)]| exp(—¢"4),

Sesabequet =7—-1 =e =—-c¢t=2-1

||eJr (t)H <k ||eJr (O)H exp(—ot) = He’ (t)H <k He’ (O)H exp(—ot)

de la misma manera” = —e~, por lo que se tiene:

le” @ < kfle” (0)][exp(=et) = [le* @) < kle* (0)[] exp(—et)



4 Adicionalmente, ¢ es(Q, S, R)-D < ¢~ también es(Q, S, R)-D.

T
(4T[8 2] 4] o asern

_ 1T _
VZ } {SC?T }S%} VZ }:¢_TQ¢_+2¢_T52+2TR2

= (=0")" Q(=¢") +2(=¢")" S (=2) + (=) R(-2)
Por consiguiente, para garantizar que se cumplan las @ddagles de arriba

solo se requiere que existan las matrides= P” > 0, L, N y la constante
e > () tales que se satisfacen:

<0
(A.1)

et 1" [ PAL+ AP+ eP+ HyRHy PG—HyST | [ et
ot GTp+ — SH; Q ot

_ 77T T _T T
| e PAL + ALJTD +eP+ Hy RHy PG — HyST e*_ <0
—¢ G'P — SHy Q@ —¢
de forma aaloga se tiene
¢ 1" [ PAL+ A P+eP+HyRHy PG—HyS" | [e ] _ 0
o GT Pt — SH}; Q o | —
(A.2)

<0

L[~ 1 [ PAL+ ALP+eP+ HY RHy PG — HyS™ | [ —e*
_¢+ GTP o SHN Q _¢+
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¢ [I;+ es cooperative= I1;- es cooperativo.
Es decir, los Jacobianos de los errores de obsémwatiben ser Metzler:

M*(2) = Aj, — G%HN = A+ G8222>HN
o o6~ af (2)
M(Z)—AL—G%HN—AL—FG@(Z)HN

Mt e Mo
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