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MAESTŔIA EN INGENIERÍA
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3.2. Metodoloǵıa de disẽno del observador cooperativo . . . . . . . . . 42
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1. INTRODUCCIÓN

Uno de los problemas con el que se enfrenta a menudo un ingeniero en control

es la falta de conocimiento de algunas variables de estado delos sistemas dińamicos,

debido a que no pueden ser medibles porque los dispositivos de sensado no están

disponibles, son muy costosos o la información que proporcionan no es confiable.

Aśı que, para conocer todas las variables del estado se diseña un observador o es-

timador de estados que consta de una copia de la planta y una inyeccíon de salida.

Dicho observador es un sistema dinámico que genera una estimación del estado, per-

mitiendo conocer un aproximado del valor real de este estado. En general, el proble-

ma de disẽno de los observadores lineales está resuelto por el esquema del estimador

de Luenberger (Luenberger, 1966) o por el filtro de Kalman (Kalman y Bucy, 1961),

pero el problema de diseño de los observadores no lineales no está solucionado. Sin

embargo, existen diversas técnicas para estimar al estado como los modos deslizan-

tes (Davila y Fridman, 2004), la alta ganancia (Gauthieret al., 1992; Gauthier y

Kupka, 2001), la disipatividad (Moreno, 2004b), entre otros. El objetivo de ambos

disẽnos se enfoca en asegurar la estabilidad de los observadoreslineales y no lineales.

En los sistemas fı́sicos existen variables de estado que tienden a alcanzar niveles

cŕıticos que ponen en riesgo el adecuado funcionamiento de dichos sistemas. Por

tal motivo, en el presente trabajo se estudia el problema para acotar dińamicamente

a la trayectoria del estado, tanto por encima como por debajo, con la finalidad de

que cuando las variables del estado tiendan a exceder los niveles cŕıticos, las cotas

dinámicas rebasen primero a esos lı́mites, previniendo al esquema de control del

sistema de estos eventos y por consiguiente, se puedan realizar correcciones para

evitar dãnos en dicho sistema.



Esto se puede lograr con observadores que preserven el orden, ya que sus esti-

mados acotan dińamicamente al estado por arriba y por abajo. Debido a esto, dichos

observadores son ampliamente utilizados como monitoreo desẽnales (sensores de

software) en cualquier sistema fı́sico, a pesar de tener la desventaja de poseer un

comportamiento asintótico restringido.

En este trabajo se plantea una nueva metodologı́a de disẽno de los observado-

res que preservan el orden para una clase de sistemas no lineales sin la presencia de

perturbaciones, y cuando estas existen. La metodologı́a de disẽno se basa en la con-

junción del ḿetodo de disipatividad (Moreno, 2004b) con la propiedad de cooperati-

vidad (Angeli y Sontag, 2003; Hirsch y Smith, 2004), aplicados ambos a la dińamica

del error de estimación. El procedimiento de diseño cuando no hay perturbaciones

consiste en tomar la dinámica del error y descomponerla en un subsistema lineal e

invariante en el tiempo con una no linealidad variante en el tiempo conectada en

reatroalimentación. Si la no linealidad es disipativa con respecto a una función de

suministro entonces la parte lineal debe ser diseñada para ser disipativa con respecto

a esa misma función para garantizar que el lazo cerrado sea exponencialmentees-

table y por lo tanto, se establecela convergencia del observador. Asimismo, si la

dinámica del error de observación es un sistema cooperativo entonces, se asegura el

ordenamiento de las trayectorias de dicho error y por consecuencia,los estimados

del observador acotan dinámicamente al estado tanto por encima como por debajo.

Los observadores que preservan el orden aunados con la convergencia se definen en

este trabajo comoobservadores cooperativos.

Esta metodoloǵıa se extiende para manejar sistemas no lineales con perturba-

ciones (se modela a incertumbres del propio sistema y a variables ex́ogenas). Para

asegurar la cooperatividad en las dinámicas de los errores de estimación es necesa-

rio utilizar un par de observadores. La estabilidad de estosestimadores se garantiza

usando la t́ecnica de estabilidad entrada-estado (Khalil, 2002, (ISS)), ya que en es-

te casi si las entradas están acotadas, los estados también estaŕan acotados. Estos

estimadores son conocidos en la literatura comoobservadores intervalo.
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Motivación

Una de las principales aplicaciones de los observadores quepreservan el orden

son los sistemas reactivos, por ejemplo los reactores nucleares. El objetivo de estos

reactores es generar grandes cantidades de energı́a caloŕıfica. Por ello son utilizados

principalmente para la producción de corriente eléctrica. Con el calor de la reacción

se transforma el agua lı́quida en vapor por recalentamiento de alta presión. Seǵun

el tipo de reactor, este vapor puede tener temperaturas de 200 a 300◦C, e incluso

hasta de 500 a 700◦C, y alcanzar presiones de 200 bars. El vapor es conducido a

turbinas de alto rendimiento que, a su vez, sirven para impulsar grandes generadores

que producen finalmente la corriente eléctrica.

Las variables del estado del reactor nuclear, principalmente la temperatura y la

presíon, se pueden estimar a través del observador cooperativo, produciendo estima-

dos que están por encima de dichas variables. El resultado es que cuandola tempera-

tura y la presíon tiendan a alcanzar sus estados crı́ticos, los estimados del observador

cooperativo exceden primero a dichos niveles, previniendoal puesto de control de la

central nuclear de estos sucesos y por consecuencia, permiten realizar las correccio-

nes necesarias para evitar daños en el reactor.

Fig. 1.1:Los observadores cooperativos e intervalo se utilizan en reactores nucleares.
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Estado del arte

Los observadores que se analizan en esta tesis son ampliamente utilizados en los

procesos bioĺogicos, qúımicos y bioqúımicos. En la literatura se pueden encontrar

diversos trabajos que relacionan a los observadores intervalo, ya que en los procesos

no lineales frecuentemente se tiene la presencia de perturbaciones. Dichos obser-

vadores se fundamentan en la teorı́a de los sistemas cooperativos (Angeli y Son-

tag, 2003; Hirsch y Smith, 2004). En seguida se muestran algunos trabajos que han

sido desarrollados en elárea de control de procesos.

Los observadores lineales son deficientes para los procesosno lineales y por con-

secuencia, se necesitan métodos de disẽnos de observadores no lineales. En (Cicarrella

et al., 1993) el observador Luenberger y en (Elliset al., 1988; Adebekun y Schork,

1989) el filtro de Kalman se extienden para ser observadores no lineales de proce-

sos qúımicos pero tienen el inconviente de que no garantizan la convergencia global

y adeḿas los resultados que se muestran son desarrollados usando un conocimien-

to perfecto del modelo del sistema y de sus parámetros. Esto se debe a que en las

dinámicas de los procesos es difı́cil acotar al error de estimación tomando en cuenta

la gran incertidumbre de esos parámetros. En (Bastin y Dochain, 1990) se presentan

los observadores asintóticos (observadores con dinámicas desconocidas), los cuales

proporcionan una solución cuando las condiciones iniciales y las dinámicas son des-

conocidas. Este diseño se basa en un cambio de variables vı́a una transformación

del vector de estado y tiene la peculiaridad de que la estimación de las variables no

medibles converge asintóticamente a sus valores verdaderos, aunque la velocidad de

convergencia no se puede ajustar porque no depende la dinámica del sistema. En

(Oliveira et al., 2002) se presenta los observadores adaptables con la finalidad de

estimar en ĺınea los paŕametros dińamicos de los bioreactores y asimismo, tienen la

ventaja de que velocidad de convergencia se puede ajustar con una eleccíon adecua-

da de ganancia. Sin embargo, estos observadores tienden a amplificar el ruido en las

correspondientes mediciones de salida.
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En la literatura existen pocos trabajos relacionados a la robustez con respecto a

las pertubaciones desconocidas con aplicación en eĺarea de control de procesos. Los

observadores de modos deslizantes (Edwards y Spurgeon, 1994) representan una so-

lución posible. Estos observadores se basan en la teorı́a de los sistemas de estructura

variable pero su diseño involucra condiciones (matching conditions) de las perturba-

ciones que usualmente son dı́ficiles de verificar. En (Martı́nez-Guerraet al., 2004)

se presenta un diseño de observador de modos deslizantes para reactores quı́micos

con el proṕosito de estimar en lı́nea la temperatura con ruido de dichos reactores.

Este observador contiene incertidumbres no estructuradasdentro de la descripción

del modelo y un t́ermino de modos deslizantes. Este diseño se basa en la técnica del

álgebra diferencial y para alcanzar la robustez del observador se introduce el con-

cepto de observabilidad algebraica para una clase de modelos con incertidumbres.

En (Soroush, 1997) se propone un método de disẽno de observadores para algu-

nas clases de reactores. La estabilidad global y asintótica de la dińamica del error

del observador se logra utilizando el método directo de Lyapunov para sistemas no

aut́onomos pero la desventaja es que este diseño se basa en un conocimiento perfecto

de la estructura del modelo.

En (Gouźe et al., 2000) se estudian los observadores intervalo para una clase de

sistemas no lineales con incertidumbres (sistema afı́n conectado en retroalimentación

con una inyeccíon de salida), los cuales son aplicados a los sistemas biológicos con

la finalidad de estimar las variables no medibles o los parámetros de estos sistemas.

El disẽno de estos observadores se fundamenta en las propiedades delos sistemas

cooperativos y se deben conocer las cotas de las incertidumbres, dando como resul-

tado la obtencíon de las cotas dińamicas de los estimados de dichas variables. Estos

modelos han sido validados experimentalmente en (Alcaraz-Gonzalezet al., 2002).

Despúes en (Rapaport y Dochain, 2005) se estudia el comportamientode los obser-

vadores intervalo que se utilizan en los procesos bioquı́micos y qúımicos con incer-

tidumbres en las dińamicas y entradas, es decir, cuando se conoce la estructura del

modelo pero no se conocen exactamente sus parámetros.
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Estos observadores se basan en los estimadores asintóticos propuestos en (Bastin

y Dochain, 1990; Dochainet al., 1992) pero tiene la particularidad de que el error de

estimacíon relacionado con la incertidumbre puede ser muy pequeño si se seleciona

adecuadamente ganancia del observador. Finalmente en (Velosoet al., 2007) se uti-

lizan los observadores intervalo en el proceso de fermentación por alimentacíon por

lotes de E. coli , con el objetivo de monitorear la concentración de la biomasa, ya que

la dinámica del modelo tiene pertubaciones, y algunas variables del estado, como la

concentracíon de substratos, son desconocidas. El resultado es que el intervalo de la

estimacíon de la biomasa es muy estrecho, indicando que es posible predecir exacta-

mente a la concentración de la biomasa bajo la presencia de incertidumbres.

Objetivos

Objetivo general:Proponer y desarrollar una metodologı́a de disẽno de los ob-

servadores que preservan el orden, utilizando como herramientas la propiedad de

cooperatividad y el ḿetodo de disipatividad.

Objetivos particulares:

1. Asociar el radio de estabilidad de los sistemas lineales con el ḿetodo de disi-

patividad.

2. Extender la metodologı́a de disẽno para losobservadores intervalo.

3. Incrementar el radio de estabilidad y mejorar la velocidad de convergencia a

través de la inyección de salida de los observadores que se exponen en este

trabajo.

4. Validar los resultados teóricos en simulación.
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Contribucíon de la tesis

En este trabajo se introduce el concepto de los observadorescooperativos y se

plantea una metodologı́a de disẽno de estos observadores, la cual es aplicable a una

amplia clase de sistemas no lineales. Dicha clase se puede representar como un sub-

sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI) con una no linealidad conectada en

retroalimentacíon (Moreno, 2004b). La metodoloǵıa de disẽno se basa en la con-

junción del ḿetodo de disipatividad con la propiedad de cooperatividad,ambos e

aplicados a la dińamica del error de estimación. Con esta metodologı́a se proponen

dos algoritmos para construir un observador cooperativo, el primero es la forma ge-

neral para obtenerlo y el segundo es un caso especial dado porla relacíon que existe

entre el radio de estabilidad de los sistemas lineales bajo perturbaciones variantes

en el tiempo con el ḿetodo de disipatividad, resultando un cálculo mateḿatico muy

simple en comparación con el primer caso. Adeḿas, una aportación trascendente de

este trabajo es que cuando se diseña un observador cooperativo con su estimado por

encima del estado se asegura la existencia del observador cooperativo con el esti-

mado por debajo del estado, ya que esteúltimo est́a solucionado por el primero, y

viceversa. Por lo tanto, el resultado del diseño de un observador cooperativo es que

los estimados acotan dinámicamente al estado tanto por encima como por debajo con

la peculiaridad de que ambos estimados convergen a dicho estado.

El disẽno de este observador se extiende a los observadores intervalo con la fina-

lidad de utilizarlo en sistemas no lineales con perturbaciones, garantizando que los

estimados de este observador acotan al estado dinámicamente tanto por arriba como

por abajo para cualquier instante del tiempo. Los resultados anteriores se validan con

un par de ejemplos. En el primero se considera una planta estable y el segundo a una

planta inestable. En el ejemplo de la planta estable se obtienen resultados de incre-

mento del radio de estabilidad y mejoramiento de la velocidad de convergencia; para

el caso de la planta inestable se estabiliza a los estimadores. Lo anterior se alcanza a

través de la inyección de salida de dichos estimadores.
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ORGANIZACIÓN DE LA TESIS

Este trabajo está organizado de la siguiente manera: en este capı́tulo se ha pro-

porcionado una introducción de los observadores que preservan el orden, el estado

del arte y los objetivos que se pretenden alcanzar en este proyecto de investigación.

En el caṕıtulo 2 se presentan los fundamentos teóricos, que posteriormente son uti-

lizados en la metodologı́a de disẽno de los observadores cooperativos. El capı́tulo

consta de cuatro secciones en las que se presenta el conceptode orden parcial en el

espacio vectorial y matricial, después se introducen los sistemas dinámicos positi-

vos y cooperativos ası́ como las relaciones existentes entre dichos sistemas. Luego

se presenta el ḿetodo de disipatividad con la finalidad de asegurar la estabilidad del

observador cooperativo y porúltimo se expone el concepto del radio de estabilidad

para sistemas lineales con peturbaciones lineales estáticas y bajo perturbaciones no

lineales variantes en el tiempo. Asimismo en esta sección se muestra el vı́nculo entre

el método de disipatividad y el radio de estabilidad.

En el caṕıtulo 3 se muestra la metodologı́a de disẽno del observador cooperativo

y a trav́es de ella se presentan un par de algoritmos de diseño. El primero es la

forma general de construir este observador y el segundo es uncaso especial para

generarlo, el cual está dado por la relación entre el ḿetodo de disipatividad y el radio

de estabilidad con la ventaja de reducir el cálculo mateḿatico que se presenta en el

primer caso. Finalmente, se presentan los resultados obtenidos en simulacíon con un

par de ejemplos. En el capı́tulo 4 se extiende la metodologı́a de disẽno del observador

cooperativo a los observadores intervalo. La razón es que al considerar el observador

cooperativo para un sistema con perturbaciones, la cooperatividad en las dińamicas

de los errores de observación se pierde. Para recuperarla es necesario construir un

par de observadores, los cuales forman un observador intervalo y que se describen en

la primera sección.
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En la segunda sección se analiza la estabilidad de los observadores intervalo a

través de las dińamicas de los errores de estimación, las cuales tienen un compor-

tamiento que es descrito mediante el concepto de estabilidad entrada-estados. En la

tercera sección se plantea un algoritmo de diseño para esta clase de observadores. Fi-

nalmente se muestran los resultados en simulación con un dos ejemplos. Porúltimo,

en el caṕıtulo 5 se presentan las conclusiones de la tesis y se indica el trabajo futuro

para complementar los resultados obtenidos.
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2. FUNDAMENTOS TÉORICOS

El proṕosito de este capı́tulo es introducir los conceptos de los sistemas dinámi-

cos utilizados para el diseño de los observadores que preservan el orden, ası́ como

una estructura especial de los sistemas lineales con perturbaciones, la cual es ligada

con la del observador. En la pimera sección se define la representación de un orden

parcial y se presentan las conceptualizaciones de las matrices positivas, no negativas

(positivas o cero) y Metzler (Luenberger, 1979). En particular, la matriz Metzler es

una extensíon de las dos primeras y su importancia se debe a que caracteriza a los

sistemas positivos y cooperativos, los cuales tienen ciertas caracterı́sticas en coḿun.

Los sistemas positivos son aquellos que siempre preservan la no negatividad en sus

variables de entrada, salida y del estado (Luenberger, 1979). Los sistemas coopera-

tivos son aquellos que fundamentan la conservación del orden entre las trayectorias

del estado, de la entrada y de la salida (Angeli y Sontag, 2003) y son descritos en

la segunda sección. En la tercera sección se expone el ḿetodo de disipatividad con

la finalidad de asegurar la estabilidad del observador cooperativo, dicho ḿetodo se

aplica en la estructura del error de observación (Moreno, 2004b). En la seccíon 4

se presenta el concepto radio de estabilidad de los sistemascon pertubaciones li-

neales (Hinrichsen y Pritchard, 1986) y no lineales variantes en el tiempo (Son y

Hinrichsen, 1996), estéultimo tiene una forma id́entica con la del ḿetodo disipati-

vo, resultando una relación de donde se obtiene un cálculo sencillo para garantizar

la convergencia del obsevador cooperativo. Cabe señalar que en esta tesis sólo se

manejan los conceptos para sistemas dinámicos en tiempo continuo.



2.1. CONCEPTOS BÁSICOS

2.1. Conceptos B́asicos

A lo largo del presente trabajo se utiliza el sı́mbolo� para realizar comparaciones

entre vectores y matrices. En seguida se presenta su definición.

Definición 1: El śımbolo � define unorden parcial en el espacio de vectores y

matrices, lo cual esta denotado mediante

x � y ⇔ x − y � 0 cuandox, y ∈ R
n

M � N ⇔ M − N � 0 cuandoM,N ∈ R
n×m

Particularmente, representa lano negatividadde los vectores y matrices tal que,

x � 0 ⇔ xi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}

M � 0 ⇔ Mij ≥ 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , n} 4

Es decir, este operador� es interpretado como un conjunto de desigualdades aplica-

das componente a componente, tal que se cumplex � y cuando ocurre para todos

sus elementosxi ≥ yi, y en un caso especial cuandoxi ≥ 0. Cabe mencionar que el

śımbolo≥ se emplea para definir las matrices semidefinidas positivas ylas compa-

raciones entre cantidades escalares.

En esta tesis con frecuencia se hace mención al cuadrante no negativo del espacio

Euclidiano de los sistemas dinámicos que se utilizan en el diseño del observador

estudiado en este trabajo. A continuación se presenta la definición de esta región.

Definición 2: La regíon no negativa de los vectores reales queda definida por

R
n
+ = {x ∈ R

n | xi ≥ 0, i = 1, . . . , n }

de manera equivalente,

x ∈ R
n
+ ⇔ x � 0 4
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2.1. CONCEPTOS BÁSICOS

2.1.1. Matrices

En este apartado se estudia el caso particular del orden parcial definido para el

espacio de matrices. Especificamente se citan a tres tipos dematrices, las cuales

tienen ciertas relaciones entre sı́ y son usadas en las secciones posteriores.

Matrices positivas

Definición 3: La matrizP = [pij] espositivasi todos sus elementos son mayores

que cero, lo que se describe por,

P � 0 si pij > 0, ∀i,j. 4

En particular, la definicíon anterior tambíen se aplica para el caso vectorial. El con-

cepto de una matriz positiva es completamente diferente al de una matriz definida

positiva, ya que en la primera se pide que todos sus elementossean mayores que ce-

ro, mientras en la segunda se debe cumplir que los menores principales de la matriz

sean positivos.

La principal caracteŕısticade una matriz positivaP es que posee un valor propio

positivo dominante(λ0 > 0) en su espectroρ(P ). Dicha caracterı́stica se muestra en

el siguiente teorema (Luenberger, 1979)

Teorema1 (Frobenius − Perron): Si A � 0, entonces∃ λ0 > 0 y x0 � 0 tales

que,

1. Ax0 = λ0x0.

2. Siλ 6= λ0 es alǵun otro valor propio de A, entonces|λ| < λ0.

3. λ0 es un valor propio de multiplicidad algebraica y geométrica 1.3

Lo anterior asegura la existencia del valor propioλ0 > 0 conocido comovalor propio

de Frobeniusy de un correpondiente vector propiox0 � 0. Nótese que esto significa

que para el sistema dinámicoẋ = Ax, las trayectorias del estado convergen de forma

asint́otica al espacio generado por dicho vector propio.
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Matrices No Negativas

Definición 4: La matrizP esno negativasi todos sus elementos son no negativos,

lo cual est́a descrito por,

P � 0 si pij ≥ 0 ∀i,j.

o de manera equivalente,

P ∈ R
n×m
+ ⇔ P � 0 4

A continuacíon se muestra la extensión del teorema del Frobenius-Perron a esta clase

de matrices.

Teorema2: SeaP � 0 . Entonces existeλ0 ≥ 0 y x0 � 0 tales que,

1. Px0 = λ0x0

2. Siλ 6= λ0 es alǵun otro valor propio deA, entonces|λ| ≤ λ0. 3

Matrices Metzler

La mayoŕıa de los resultados que existen en las matrices positivas seamplian

a las matrices no negativas, que a su vez se relacionan con lasmatrices Metzler

(Luenberger, 1979).

Definición 5: Una matrizA esMetzler o cooperativasi todos los elementos fuera

de la diagonal de la matrizA son no negativos, es decir,aij ≥ 0, ∀i 6= j. 4

Esta matriz tiene la propiedad de poseer un valor propio realµ0 y un vector propio

x � 0. Esto se obtiene ya que si la matrizA es Metzler y existe una constanteα > 0

tal que la matrizP = αI + A es no negativa. Entonces el espectroρ(P ) tiene un

valor propio dominanteλ0 ≥ 0 dado por el teorema de Perron-Frobenius. Por con-

siguiente, existe un valor propio real dominanteµ0 = λ0 − α (Fig. 2.1) de la matriz

A (ẋ = Ax = (P − αI) x) con su correspondiente vector propio no negativox0 � 0.
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Fig. 2.1:Ubicacíon de los valores propio de una matriz Metzler.

El siguiente lema (Son y Hinrichsen, 1996) es una herramienta útil para la com-

paracíon de los valores propios de una matriz Metzler perturbada.

Lema 1: Sean las matricesA ∈ R
n×n , B ∈ R

n×n
+ , C ∈ R

n×n
+

|C| ≤ B ⇒ λ0 (A + C) ≤ µ0 (M (A) + B) (2.1)

dondeM (A) = Ad + |Ao| = Ad + |A − Ad| es la matriz Metzler deA y Ad =

diag (a11, . . . , ann), y µ0 es el valor propio de Frobenius de la matriz Metzler yλ0 es

el valor propio dominante de la matrizA. En un caso en particular

λ0 (A) ≤ µ0 (M (A)) (2.2)

Si A es una matriz Metzler,

µ0 (A) ≤ µ0 (A + B) 3 (2.3)

La importancia de la matriz Metzler es que caracteriza a los sistemas dińamicos

que se estudian en este trabajo. Si estos sistemas se describen a trav́es de esta matriz,

entonces las trayectorias del estado convergen al cuadrante no negativo(Rn
+).
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2.2. Sistemas positivos y cooperativos

En esta sección se estudia el comportamiento dinámico de los sistemas positivos

y cooperativos, los cuales tienen ciertas caracterı́sticas en coḿun y se utilizan en el

caṕıtulo de disẽno de los observadores que preservan el orden.

2.2.1. Sistemas positivos

En la actualidad existen diversos sistemas fı́sicos como los biológicos, mećani-

cos, qúımicos, fisioĺogicos, entre otros, cuyas variables de estado de entrada y salida

expresan cantidades con información real mediante valores no negativos[x(t) �

0, u(t) � 0, y y(t) � 0]. En la literatura, estos sistemas se conocen comosistemas

positivos.

La caracteŕıstica ḿas importante de estos sistemas es que si la condición inicial

del estado[x(0)] est́a en el cuadrante no negativo del espacio Euclidiano(Rn
+) enton-

ces, la trayectoria del estado[x(t)] permanece ahı́ para todo tiempo futuro. Debido a

esto, los sistemas positivos tienen un comportamiento dinámico (asint́otico) restrin-

gido. A continuacíon se describen a los sistemas dinámicos positivos.

Fig. 2.2: Dos trayectorias a) y b) obtenidas al aplicar una entrada no negativa a un sistema
positivo de segundo orden
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Sistema No Lineal Positivo

Considere el sistema no lineal dado por

ΣNL

{
ẋ = f (t, x, u) , x(0) = x0

y = h (t, x, u)
(2.4)

dondex ∈ R
n es elestado, el cual representa el comportamiento interno del sistema,

u ∈ R
m es la entrada,y ∈ R

p es la salida del sistema yt∈ R es la variable del tiempo.

Definición 6: El sistemaΣNL (2.4) espositivosi

x0 � 0, u (t) � 0 ⇒ x (t) � 0, y (t) � 0, ∀t ≥ 0 4

De la definicíon anterior, el sistemaΣNL es positivo silas trayectorias[x(t, x0)]

generadas por el sistemaΣNL (influidas por una entrada no negativa y con condición

inicial no negativa)permanecen en la región no negativapara todo tiempo futuro.

Esto equivale a decir que el sistemaΣNL espositivosi y śolo si, el cuadranteRn
+

es unconjunto invariante positivo.La caracterización de los sistemas no lineales

positivos (sin entrada ni salida) está dada por la siguiente proposición.

Proposición 1: El sistemaΣNL (2.4) sin entrada es positivo⇔

fi (x1 ≥ 0, . . . , xi = 0, . . . , xn ≥ 0) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n} 3

Lo anterior significa que las trayectorias del estado nunca abandonan la región no

negativa[x(t) � 0] y adeḿas, si alguna variable del estado es cero entonces, la

direccíon de movimiento de la trayectoria siempre es no negativa[fi(x(t)) � 0],

permaneciendo siempre enR
n
+. En la Figura (2.2) se muestra el comportamiento de

un sistema positivo de segundo orden, cuyo cuadrante no negativo es un conjunto

invariante, donde toda trayectoria que emana de esta región permanece ahı́ para todo

tiempo futuro.
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Sistema Lineal Positivo

Los sistemas lineales positivos tienen un comportamiento asintótico limitado, el

cual est́a relacionado con el teorema algebraico de Frobenius y Perron (ver pag. 16),

ya que asegura la existencia de un valor propio real dominante y de su correpondiente

vector propio no negativo, donde las trayectorias del sistema convergen asintótica-

mente al subespacio generado por tal vector propio.

Sea el sistema lineal dado por

ΣL :

{
ẋ = A (t) x + B (t) u , x (0) = x0

y = C (t) x ,
(2.5)

dondeA ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
p×n son matrices variantes en el tiempo, y

(x, u, y) ∈ R
n×R

m×R
p son los vectores de estado, entrada y salida respectivamente.

Proposición 2: El sistemaΣL (2.5) espositivo⇔

1. La matriz A esMetzler[aij(t) ≥ 0, ∀(i, j) tal quei 6= j)].

2. La matrizB es no negativa(B ∈ R
n×m
+ ).

3. La matrizC es no negativa
(
C ∈ R

p×n
+

)
. 3

La proposicíon anterior (Luenberger, 1979) muestra la caracterización de la propie-

dad de positividad en el sistemaΣL (2.5). Dicha caracterización se refiere a que si la

entrada tiene una influencia no negativa en todas las variables del estado y ademas,

la condicíon inicial es no negativa del sistemaΣL (2.5) entonces, se garantiza que las

trayectorias del estado nunca abandonan el cuadranteR
n
+ y asimismo, la salida es no

negativa. Esto se debe a que la dirección de movimiento de la trayectoriax(t) es no

negativa[ẋi(t) � 0], provocando quex(t) siempre tienda a la región no negativa (ver

Fig. 2.2 ), lo cual está dado si los elementos fuera de la diagonal de la matrizA son

mayores o iguales que cero.
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2.2.2. Sistemas Cooperativos

Los sistemas cooperativos constituyen una clase importante de los sistemas dinámi-

cos debido a su comportamiento. Estos sistemas sonaquellos que sus trayectorias

preservan el orden parcial en el estado, en la entrada y en la salida (Angeli y Son-

tag, 2003), cuya caracterización esta dada en la siguiente definición.

Definición 7: El sistema no linealΣNL (2.4) escooperativosi

x1
0 � x2

0, u1 (t) � u2 (t) ∀t ≥ 0 (2.6)

Entonces,

x
(
t, t0, x

1
0, u

1 (t)
)
� x

(
t, t0, x

2
0, u

2 (t)
)

∀t ≥ t0 (2.7)

h ◦ x
(
t, t0, x

1
0, u

1 (t)
)
� h ◦ x

(
t, t0, x

2
0, u

2 (t)
)

4

Por lo tanto, la propiedad de cooperatividad produce un ordenamiento en las tra-

yectorias del estado y de la salida. En la figura (2.3) se muestra el comportamiento

de un sistema cooperativo de segundo orden en las trayectoriasx(t).

Fig. 2.3:Un sistema cooperativo preserva el orden en las trayectorias del estado
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Sistema No Lineal Cooperativo

En los sistemas cooperativos (Hirsch y Smith, 2004) cada variable del estado

tiene una influencia no negativa de las otras variables del estado, y la entrada tiene

una influencia no negativa en estas variables, lo cual está relacionado en la carac-

terizacíon de dichos sistemas. A continuación se describe a los sistemas no lineales

cooperativos.

Proposición 3: El sistemaΣNL (2.4) escooperativo⇔,

1.
[

∂fi

∂xj

]
es Metzler ( ∂fi

∂xj
≥ 0, ∀i 6= j),

2.
[

∂fi

∂uj

]
� 0,

3.
[

∂hi

∂xj

]
� 0 3

Sistema Lineal Cooperativo

Particularmente, la caracterización de los sistemas lineales cooperativos está dada

por,

Proposición 4: El Sistema LinealΣL (2.5) escooperativo⇔,

1. A es una matriz Metzler(aij ≥ 0, ∀i 6= j),

2. B � 0,

3. C � 0. 3

Comparando laproposicíon 2 y 4 se obtiene que para sistemas lineales la cooperati-

vidad y la positividad son equivalentes.
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2.2.3. Relaciones de los sistemas postivos y cooperativos

En base a los conceptos de los sistemas positivos y cooperativos que se presentan

arriba se obtienen las siguientes relaciones,

1. En el caso no lineal:

El sistemaΣNL (2.4) cooperativoespositivosi f(t, 0, 0) � 0 (Mailleret,

2004). Pero no todo sistema positivo es cooperativo.

2. En el caso lineal:

El sistemaΣL (2.5)cooperativoesequivalenteal sistemaΣL positivo.

Fig. 2.4:Relaciones de los sistemas positivos y cooperativos.
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En la figura (2.4) se bosquejan los sistemas dinámicos positivos y cooperativos

con sus respectivas intersecciones, las cuales muestran las relaciones entre dichos

sistemas. La relación en el caso no lineal se refiere a que, un sistema cooperativo

es positivo si se garantiza quef(t, 0, 0) � 0. Sin embargo, no todo sistema positivo

es cooperativo, ya que las trayectorias del estado permanecen en el cuadrante no

negativo pero no siempre satisfacen el ordenamiento de dichas trayectorias, la cual

se basa en la conservación del orden parcial de las trayectorias de estado. La relación

en el caso lineal es que los sistemas cooperativos y positivos son equivalentes. Esto

se debe a que los sistemas lineales tienen un punto de equilibrio en el origen el

cual representa la condición inicial y por lo tanto, prevalece la no negatividad de las

trayectorias del estado y de la salida.

2.2.4. Observadores intervalo

Los observadores intervalo están basados en las propiedades de los sistemas

cooperativos (mencionadas arriba) y son sistemas dinámicos auxiliares, los cuales

aseguran que sus estimados acotan dinámicamente a las trayectorias del estado. Es-

ta clase de estimadores aceptan incertidumbres en sus dinámicas pero se requiere el

conocimiento de las cotas de dichas incertidumbres (Gouzé et al., 2000; Rapaport

y Dochain, 2005). Estos observadores son aplicables a una clase de sistemas no li-

neales con incertidumbres, que a su vez representa a modelosbiológicos y procesos

qúımicos. A continuacíon se enuncia la conceptualización de estos observadores.

Definición 8: Un observador intervaloes un conjunto de observadores que forman

un intervalo entre una cota superior e inferior (dinámicamente), asegurando que el

estado se encuentra dentro de dicho intervalo.

Consid́erese el siguiente sistema no lineal (Moisan, 2007),

ΩD

{
ẋ = f (t, x, u, d) , x(0) = x0

y = h (t, x, u)
(2.8)
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dondex ∈ R
n es el estado del sistema,u ∈ R

m es la entrada,y ∈ R
p es la salida,

d ∈ R
n es el t́ermino de perturbación, el cual representa tanto a incertidumbres del

sistema o como a las variables exógenas. Se asume que se conocen las cotas de la

perturbacíon y que satisfacen,

d+(t, y) � d(t, x) � d−(t, y) (2.9)

Considere el siguiente par de observadores

ΩOD

{
ż+ = f+ (t, z+, d+, u, y) , z(0)+ = h+(x0)
ż− = f− (t, z−, d−, u, y) , z(0)− = h−(x0)

(2.10)

donde z+, z− ∈ R
n son los estimados del estado de estos observadores. Sean los

errores de observación e+ = z+ − x y e− = x − z−. Entonces las dińamicas de

dichos errores son:

ė+ = g
(
e+, c+

)
, e+(0) = e+

0 (2.11)

ė− = g
(
e−, c−

)
, e−(0) = e−0 (2.12)

dondec+ = d+ (t, y) − d (t, x) y c− = d (t, x) − d− (t, y). Si las dińamicas (2.11)

y (2.12) son sistemas cooperativos (proposición 3) entonces, las trayectorias de los

errores de observacióne+(t) y e−(t) preservan el orden. Por consiguiente, el conjunto

de observadoresΩOD (2.10) forman unobservador intervalosi y solo si se cumple

que el estado del sistema esta acotado dinámicamente por los estimados de dicho

observadorΩOD, es decir,

z+(0) � x(0) � z−(0) ⇒ z+(t) � x(t) � z−(t) (2.13)

En general, esta clase de observadores garantiza el ordenamiento de las trayectorias

del estado (2.13) bajo la suposición de conocer el acotamiento de la perturbación

(2.9). Sin embargo, no se exige la estabilidad en los observadores intervalo y como

consecuencia de esto, los estimadosz+(t) y z−(t) pueden diverger aunquec+ → 0

y c− → 0. Debido a esto, en el capı́tulo 4 se propone una metodologı́a de disẽno que

asegura tanto la cooperatividad como la estabilidad con respecto a las perturbaciones

de los observadores intervalo.
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2.3. Método de disipatividad

En este trabajo, las propiedades de estabilidad del método de disipatividad se uti-

lizan en el capitulo de diseño del observador cooperativo con la finalidad de asegurar

la convergencia de su estimado. Esto se puede realizar al descomponer la estructura

de la dińamica del error de observación en subsistemas que poseen las propiedades

disipativas, obteniendo una representación dada por la interconexión de un sistema

lineal e invariante en el tiempo con una no linealidad estática en retroalimentación

(Moreno, 2004b). A continuacíon se enuncian los conceptos más importantes de este

tema.

Este ḿetodo de disẽno ha tenido un importante auge en la teorı́a de control mo-

derna, ya que al aplicarse a los sistemas fı́sicos sus modelos matemáticos expresan

formalmente la ley de conservación de enerǵıa, teniendo como significado fı́sico que

la cantidad de energı́a almacenada en el interior de los sistemas es siempre menor

ó igual a la cantidad que ha sido suministrada de otros sistemas, lo que equivale a

decir que estossistemas son capaces de almacenar y consumir energı́a pero no de

generarla.

Definición 9: (Willems, 1972b) El sistemaΣNL (2.4) LTI esdisipativo si ∃ una

función de almacenamiento de energı́a (interna)V : R
n → R (continua y positiva

semidefinida) y unafunción de suministro de energı́a (externa)w : R
p × R

m → R

tales que se satisface la desigualdad,

V (x (t)) ≤ V (x0) +

∫ t

0

w (u (τ) , y (τ)) dτ ; ∀ (x0, t) ∈ R
n × R 4 (2.14)

Los sistemas pasivos constituyen el caso especial más importante de los sistemas

disipativos(conm = p) cuando,

V̇ (x (t)) ≤ w (u (t) , y (t)) = yT u ;∀ (x, u) ∈ R
n × R

m (2.15)

Las funciones de almacenamiento de energı́a coḿunmente están dadas por funciones

cuadŕaticas del estado. A continuación se presenta el ḿetodo disipativo.
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Consid́erese una función de suministro cuadrática dada por,

w (y, u) =

[
y

u

]T [
Q S

ST R

] [
y

u

]
(2.16)

= yT Qy + 2yT Su + uT Ru

dondeQ ∈ R
p×p, S ∈ R

p×m, R ∈ R
m×m conQ y R simétricas

Definición 10: El sistema (LTI)ΣL (2.5) esde estado estrictamente disipativo (SSD)

con respecto a una función de suministrow (y, u) (2.16), o en forma corta (Q,S,R)-

SSD, si∃ una matrizP = P T > 0 y una constanteε > 0 tal que se satisface la

desigualdad disipativa:

[
PA + AT P + εP PB

BT P 0

]
−

[
CT QC CT S

ST C R

]
≤ 0 4 (2.17)

Definición 11: Unano linealidad est́aticavariante en el tiempo

y = f (t, u) (2.18)

continua a tramos ent y localmente Lipschitz enu, tal quef (t, 0) = 0 esdisipativa

con respecto a la función de suministrow (y, u) (2.16)ó en forma corta (Q,S,R)-D si

∀ t ≥ 0 y u ∈ R
m,

w (y, u) = w (f (t, u) , u) ≥ 0 4 (2.19)

Las condiciones de sector clásicas para no linealidades cuadradas (Khalil, 2002),

es decir,m = p, pueden representarse en la siguiente forma.

1. Sif est́a en el sector[K1, K2], es decir,(y − K1u)T (K2u − y) ≥ 0

entonces es:

(Q,S,R) =

(
−I,

1

2
(K1 + K2) ,−

1

2

(
KT

1 K2 + KT
2 K1

))
− D

28 ii UNAM 2008
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2. Sif esta en el sector[K1,∞], es decir,(y − K1u)T
u ≥ 0

entonces es: (
0,

1

2
I,−

1

2

(
K1 + KT

1

))
− D

Lema 2: Sea la interconexión de la retroalimentación

ΞL :





ẋ = Ax (t) + Bu (t) , x(0) = x0

y = Cx (t)
u = −f (t, y)

(2.20)

dondex ∈ R
n, u ∈ R

m y y ∈ R
p son los vectores de estado, entrada y salida,

respectivamente. Si

f (t, y) es(QN , SN , RN) − D, y

ΞL LTI es
(
−RN , ST

N ,−QN

)
− SSD

⇒

El punto de equilibriox = 0 del lazo cerrado es global y exponencialmente

estable. 3

El lema anterior representa la estructura principal del método disipatividad, y se re-

fiere a que si la no linealidadf es(Q,S,R)-D con respecto a una función de sumi-

nistro cuadŕatica entonces, la parte lineal tiene que ser diseñada(−R,ST ,−Q)-SSD

con respecto a una función de suministro complementaria, lo cual produce que la

interconexíon sea global y exponencialmente estable.

La figura (2.5) muestra el lazo cerradoΞL (2.20). Este esquema se usa en el si-

guiente caṕıtulo del disẽno del observador cooperativo, debido a que la dinámica del

error de observación tiene un arreglo id́entico al de la figura (2.5).
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Fig. 2.5:Estructura del ḿetodo del disipatividad.

2.4. Radio de estabilidad de los sistemas lineales

En esta tesis se relaciona la estructura del radio de estabilidad bajo pertubaciones

no lineales variantes en el tiempo con la del método disipatividad ya que poseen

la misma estructura. El resultado de esta relación es un ćalculo ḿas sencillo para

asegurar la convergencia del observador que se analiza en este trabajo, lo cual se

utiliza en el caṕıtulo de disẽno de dicho observador. En seguida se mencionan las

principales conceptualizaciones de este tema.

El radio de estabilidad está dado śolo para los sistemas lineales, y a su vez ga-

rantiza que bajo perturbaciones (lineales o no lineales) dichos sistemas permanecen

estables.

Consid́erese el sistema lineal autónomo dado por

ẋ = Ax (2.21)

dondex es el estado del sistema y la matrizA ∈ R
n×n es Hurwitz.
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Si el sistema (2.21) esta sujeto aperturbaciones estructuradas, esto puede ser

expresado por

A → A + B∆C (2.22)

donde(B,C) ∈ R
n×m × R

r×n son matrices que definen la estructura de las per-

turbaciones y∆ es una matriz de perturbaciones desconocida.∆ puede tomar tres

diferentes clases de matrices: compleja, real y no negativa(es decir,∆ ∈ C
m×r, ∆ ∈

R
m×r, ∆ ∈ R

m×r
+ ). En particular, este tipo de perturbaciones incluyen perturbaciones

no estructuradas(D = E = In) (Hinrichsen y Pritchard, 1986) como también pertur-

baciones que śolo afectan a entradas individuales o entradas en ciertos renglones o

columnas de la matrizA. Entonces, el sistema perturbado está dado por la forma

ẋ = (A + B∆C)x, ‖∆‖ < γ (2.23)

dondeA es Hurwitz,‖∆‖ es el tamãno de la perturbación lineal yγ > 0 es la cota

de dicha perturbación.

Fig. 2.6:Estructura del sistema pertubado (2.23).
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La estructura del sistema perturbado (Fig. 2.6) es semejante a la estructura del

sistema (2.20) (Fig. 2.5) que fue estudiado por métodos disipativos en la sección

anterior, diferiendo que en la primera estructura está dada por una retroalimentación

con una no linealidad variante en el tiempo, mientras que en la segunda está dada

por una linealidad estática (perturbación). Más adelante en esta sección se estudia el

radio de estabilidad del sistema (2.21) bajo perturbaciones no lineales, el cual tiene

el mismo modelo que (2.20).

Para la terna(A; B,C) con∆ ∈ K
m×p conK = C ó R ó R+ se definen 3 radios

de estabilidad.

Definición 12: El radio de estabilidad para el sistema (2.23) se define como

rK = rK (A; B, C) = ı́nf
{
‖∆‖ ∈ K

m×p; λ (A + B∆C) ∩ C+ 6= ∅
}

(2.24)

dondeC+ = {s ∈ C, Re s ≥ 0}. 4

Lo anterior significa que elradio de estabilidades la cota ḿas pequẽna de la pertur-

bacíon ‖∆‖ quedesestabiliza al sistema perturbado. El radio de estabilidad tiene la

propiedad,

0 ≤ rC (A; B,C) ≤ rR (A; B,C) ≤ rR+
(A; B,C) (2.25)

y adeḿas, el radio de estabilidad complejo se puede calcular mediante la ecuacíon

rC (A; B,C) =
1

máx
$∈R

‖C (j$I − A−1) B‖
(2.26)

En particular, si el sistema perturbado (2.23) es positivo (A es Metzler,B � 0,

C � 0) entonces, los tres radios de estabilidad son equivalentes(Son y Hinrichsen,

1996) y su ćalculo es ḿas sencillo,

rC = rR = rR+ con rC =
1

‖CA−1B‖
(2.27)
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Esto se debe a que los sistemas positivos siempre alcanzan elmáximo valor del radio

de estabilidad cuando la frecuencia$ = 0.

Nótese que si (2.23) enγ < rC entonces, el punto de equilibriox = 0 es exponen-

cialmente estable.

2.4.1. Relacíon entre el radio de estabilidad y el método disipativo

El radio de estabilidad complejo del sistema (2.23) se caracteriza por la ecuación

algebraica de Riccati (Hinrichsen y Pritchard, 1986) dada por

AT Pγ + PγA + εPγ + γCT C + PγBBT Pγ = 0 (2.28)

dondeP es la solucíon de dicha ecuación.

Proposición 5: Suponga queρ(A) ∈ C−. Si existe una solución de (2.28) con

Pγ = P T
γ > 0 y ε > 0 entonces, necesariamenter2

C
> γ. 3

Los conceptos anteriores se refieren a que si la condición r2
C

> γ se satisface enton-

ces, existe al menos una solución [Pγ = P T
γ > 0 , ε > 0] de la ecuacíon algebraica

de Riccati (2.28). Por consiguiente, existe un conjunto de soluciones que satisfacen

la desigualdad:

AT Pγ + PA + εPγ + γCT C + PγBBT Pγ ≤ 0 (2.29)

Mediante el Lema de Schur se puede probar que la desigualdad (2.29) equivale a

[
PγA + AT Pγ + εPγ + γCT C PγB

BT Pγ −I

]
≤ 0 (2.30)

Comparando (2.30) con (2.17) se observa que elradio de estabilidad satisface la

desigualdad disipativa(2.17) con(Q, S, R) = (−γI, 0, I).
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Ahora bien, el concepto del radio de estabilidad se extiendepara analizar el com-

portamiento del sistema lineal (2.21) bajo pertubaciones variantes en el tiempo (Son

y Hinrichsen, 1996).

Consid́erese el sistema perturbado de la formaΞL(2.20), dondeA es Hurwitz,f(y, t)

es una pertubación no lineal variante en el tiempo. Se asume quef(y, t) es global-

mente Lipschitz eny y continua a tramos ent tal que

‖f (y, t)‖2 ≤ γ ‖y‖2
, y ∈ R

p, t ≥ 0 (2.31)

El tamãno de la perturbación no lineal se mide por

‖f‖ = inf {γ ∈ R+,∀σ ∈ R
r : ‖f (y, t)‖ ≤ γ ‖y‖}

Es decir,γ es la menor cota que limita a la no linealidad. Entonces, el sistema per-

turbadoΞL (2.20) esexponencialmente establesi se satisface quer2
C

> γ.

Por lo tanto,el radio de estabilidad del sistema perturbado bajo perturbaciones

no lineales variantes en el tiempo es un caso particular del método de disipatividad

para las no linealidadesf que sean

(Qn, Sn, Rn) -D = (−I, 0, γI) -D (2.32)

conr2
C

> γ. Adeḿas, si el sistemaΞL (2.30) se disẽna (−γI, 0, I)-SSD entonces,

se asegura la estabilidad exponencial del lazo cerradoΞL (2.20).

En particular, si el sistemaΞL (2.20) espositivo (ver pag. 32) entonces, la condición

para garantizar la estabilidad está dada por (Son y Hinrichsen, 1996)

rC =
∥∥CA−1B

∥∥−1
> γ. ∀γ > 0

Por lo tanto,la desigualdad disipativa puede sustituirse por el radio deestabilidad

, resultando un ćalculo sencillo para garantizar la estabilidad del lazo cerradoΞL

(2.30).
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2.5. Estabilidad entrada-estado

Considere el sistema (Khalil, 2002)

ẋ = f(t, x, u) (2.33)

dondef : [0,∞)×R
n ×R

m → R
n es continua a tramos ent y localmente Lipschitz

enx y u. La entradau(t) es una funcíon acotada y continua a tramos ent para todo

t ≥ 0. Suponga que el sistema nominal

ẋ = f(t, x, 0) (2.34)

tiene un punto de equilibrio global y uniformemente estableen el origenx = 0. Para

el sistema lineal e invariante en el tiempo

ẋ = Ax + Bu (2.35)

donde la matrizA es Hurwitz y se puede escribir la solución como

x (t) = e(t−t0)Ax (t0) +

∫ t

t0

e(t−τ)ABu (τ) dτ

y se usa la cota
∥∥ e(t−t0)A

∥∥ ≤ ke−λ(t−t0) para estimar la solución por

‖x (t)‖ ≤ ke−λ(t−t0) ‖ x (t0)‖ +

∫ t

t0

ke−λ(t−τ) ‖B‖ ‖u (τ)‖ dτ

≤ ke−λ(t−t0) ‖ x (t0)‖ +
k ‖B‖

λ
sup

t0≤τ≤t

‖u (τ)‖

Lo anterior significa que el estado con una respuesta de entrada-cero decae exponen-

cialmente a cero mientras, que una respuesta estado-cero está acotado para alguna

entrada acotada. Además de que se muestra la propiedad de entrada acotada-estado

acotado también se observa que la cota de la respuesta de estado-cero es proporcional

a la cota de la entrada .
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Definición 13: El sistemaẋ = f(t, x, u) (2.33) es estable entrada-estado (ISS) si

existen una funciónβ de claseKL y una funcíonϑ de claseK tal que para cualquier

estado inicialx(t0) y cualquier entrada acotadau(t), la solucíon x (t) existe para

todot ≥ t0 y satisface

‖x (t)‖ ≤ β (‖x (t0)‖ , t − t0) + ϑ

(
sup

t0≤τ≤t

‖u (τ)‖

)
4 (2.36)

La desigualdad (2.36) garantiza que para cualquier entradaacotadau (t), el es-

tadox(t) se va a mantener acotado. Adicionalmente, con la desigualdad (2.36) si

u (t) converge a cero cuandot → ∞ entonces, el estado también converge a cero

(Khalil, 2002). Asimismo, siu (t) ≡ 0 la desigualdad (2.36) se reduce a

‖x (t)‖ ≤ β (‖x (t0)‖ , t − t0)

La estabilidad entrada-estado equivale a que el origen del sistema nominal (2.34)

sea global uniforme y asintoticamente estable. El siguiente lema es consecuencia del

teorema converso de Lyapunov para la estabilidad exponencial.

Lema 3: Suponga quef (t, x, u) (2.33) es continuamente diferenciable y global-

mente Lipschitz en(x, u) y continua a tramos ent. Si el sistema nominalf (t, x, 0)

(2.34) tiene un punto de equilibrio global y exponencialmente estable en el origen

x = 0, entonces el sistema (2.33) es ISS.3
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La clase de observadores que se estudia en este capı́tulo se puede utilizar como

monitoreo de sẽnales en cualquier sistema fı́sico. Esto se debe a que el estimado de

este observador previene al sistema cuando las variables del estado est́an a punto de

alcanzar niveles crı́ticos. En seguida se introduce el concepto de estos observadores.

Definición 14: Un observador cooperativoes aquel en que el estimado del estado

preserva el orden, es decir,

x̂ (0) � x (0) ⇒ x̂ (t) � x (t) ∀t ≥ 0,

o si x (0) � x̂ (0) ⇒ x (t) � x̂ (t) ∀t ≥ 0.

y adeḿas es convergente, x̂ (t) → x (t) , t → ∞. 4

Fig. 3.1:Observador cooperativo para un sistema de segundo orden



En este caṕıtulo se plantea una metodologı́a de disẽno del observador coopera-

tivo para aquellos sistemas no lineales que tienen una estructura de un subsistema

LTI con una no linealidad conectada en retroalimentación, la cual se muestra en (3.1)

de la primera sección. La metodoloǵıa de disẽno consiste en proponer un observa-

dor con la estructura de Luenberger estudiado en (Moreno, 2004b) para los sistemas

mencionados arriba, y en aplicar el método de disipatividad y la propiedad de coope-

ratividad (ver pag.29 y 22) en la dinámica del error de observación, con la finalidad

de que las trayectorias del error sean convergentes a cero y preserven el orden para

cualquier instante del tiempo. Por consiguiente, con esta metodoloǵıa de disẽno se

obtiene un estimado que está por encima de la trayectoria del estado, six̂(0) � x(0)

o est́a por debajo six(0) � x̂(0) y adeḿas, ambos estimados convergen al estado, lo

cual se muestra en la figura (3.1).

Una aportacíon importante es que al realizar el diseño de un observador coope-

rativo con el estimado por encima del estado se asegura la existencia del observador

cooperativo con el estimado por debajo del estado, y viceversa. Esto se debe a la pro-

piedad de simetrı́a que satisface el estimador, dando como resultado que al hacer un

sólo disẽno del observador cooperativo el estado está acotado dińamicamente tanto

por arriba como por abajo por los estimados de dicho observador. Con esta metodo-

loǵıa se presentan dos algoritmos de diseño del observador cooperativo, el primero

es la forma general de construirlo y el segundo es un caso particular para obtenerlo,

el cual est́a dado por la relación obtenida entre el radio de estabilidad y el método

disipativo (ver pag. 34), donde se sustituye la desigualdaddisipativa por una sim-

ple ecuacíon dada por el radio de estabilidad de los sistemas positivos, reduciendo

el cálculo mateḿatico que se muestra en el primer caso, lo cual se describe en la

segunda sección.

En la seccíon 3 se ilustra el disẽno del observador cooperativo con un par de

ejemplos. En el primero se considera una planta estable, y sedisẽna un observador

cooperativo y un observador dado por la copia de la planta (sin inyeccíon de salida).
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Debido a la comparación de estos observadores se obtienen dos resultados im-

portantes. Uno es que el observador sin inyección de salida no preserva el orden en

las trayectorias del error de estimación y con el observador cooperativo se alcanza un

incremento considerable en el radio de estabilidad a través de la inyección de salida.

El otro es que debido a la restricción de la conservación del orden en el observador

cooperativo no se puede acelerar su velocidad de convergencia.En el segundo ejem-

plo se utiliza una planta inestable. Debido a esto no se puedeusar el estimador dado

por la copia de la planta ya que su estimado diverge del estado. El objetivo en este

ejemplo estabilizar al observador cooperativo a través de la inyección de salida.

3.1. Clase de sistemas considerados

En este trabajo se considera la estructura de un sistema no lineal dada por un

subsistema LTI con una perturbación no lineal conectada en retroalimentación:

ΠS





ẋ = Ax + Gf (σ) + ϕ (t, y, u) , x (0) = x0

σ = Hx

y = Cx

(3.1)

dondex ∈ R
n es el estado del sistema,y ∈ R

q es la salida medible,σ ∈ R
r es

una funcíon lineal del estado (no necesariamente medible),u ∈ R
p es la entrada,

f (σ) ∈ R
m es una funcíon no lineal localmente Lipschitz enσ, y ϕ es una funcíon

no lineal conocida localmente Lipschitz en(u, y) y continua a tramos ent. Adeḿas

A ∈ R
n×n es la matriz de estados, G ∈ R

n×m es la matriz de entrada,H ∈ R
r×n es

una matriz de pseudosalidas,C ∈ R
q×n es la matriz de salida.

Note que muchos sistemas no lineales pueden ser representados porΠS (3.1)

ya sea por descomposición ó mediante transformación de estados. Ası́ que la me-

todoloǵıa propuesta es aplicable a una clase amplia de sistemas. Particularmente, el

sistemaΠS (3.1) puede ser un sistema positivo o cooperativo (ver pag. 24) pero no

es un requisito para el diseño de un observador que preserva el orden.
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En cualquier sistema no lineal, en particular para el sistemaΠS (3.1) dif́ıcilmente

est́an disponibles todas las variables del estado, por lo que se propone un algoritmo

de observación basado en la estructura de Luenberger para conocer todo elestado del

sistema no lineal. Un observador no lineal de orden completo(Moreno, 2004b) para

el sistemaΠS (3.1) est́a dado por la forma

ΠO





˙̂x = Ax̂ + L (ŷ − y) + Gf (σ̂ + N (ŷ − y)) + ϕ (t, y, u) ,

σ̂ = Hx̂, x̂ (0) = x̂0

ŷ = Cx̂

(3.2)

dondex̂ ∈ R
n es el estimado del estadox del sistemaΠS (3.1). Las matrices de

disẽno de este observador son la matriz de ganancia de LuenbergerL ∈ R
n×q y la

matrizN ∈ R
r×q, las cuales se utilizan para garantizar la estabilidad del observador.

El error de estimación se puede definir por la diferencia del estado estimado me-

nos el estado reale+ , x̂ − x, el error de estimación de la salida comõy+ , ŷ − y,

y el error de estimación funcional comõσ+ , σ̂ − σ. Por lo tanto, las dińamicas del

error de observación est́an dadas por

ė+ = (A + LC) e+ + G [f (σ̂ + N (ŷ − y)) − f (σ)]
ỹ+ = Ce+

σ̃+ = He+

(3.3)

cone+ (0) = e+
0 = x̂0 − x0. Como el error de observación tambíen se puede definir

por e− , x − x̂, el error de estimación de la salida comõy− , y − ŷ, y el error de

estimacíon funcional comõσ− , σ − σ̂, las dińamicas del error de estimación e−

est́an dadas por

ė− = (A + LC) e− + G [f (σ) − f (σ̂ + N (ŷ − y))]
ỹ− = Ce−

σ̃− = He−
(3.4)
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con e− (0) = e−0 = x0 − x̂0. Note que en la dińamica del error de observación

(3.3), σ̂ + N (ŷ − y) = Hx + He+ + NCe+ = σ + (H + NC) e+. Se define a

z+ , (H + NC) e+ = σ̃+ + Nỹ+ como una funcíon del error de estimacióne+, y a

una no linealidad dada por

φ+
(
z+, σ

)
, f (σ) − f

(
σ + z+

)
(3.5)

De igual manera para la dinámica del error de observación (3.4) se tiene que

σ̂ + N (ŷ − y) = Hx − He− − NCe+ = σ − (H + NC) e−. Definiendo a

z− , (H + NC) e− = σ̃− + Nỹ− una funcíon del error de estimación e−, y a

la no linealidad como

φ−
(
z−, σ

)
, f

(
σ − z−

)
− f (σ) (3.6)

Por consiguiente, las dinámicas del error de estimación (3.3) y (3.4) pueden ser rees-

critas de la forma

ΠE+





ė+ = ALe+ + Gv+, e+(0) = e+
0

z+ = HNe+

v+ = −φ+ (σ, z+)
(3.7)

ΠE−





ė− = ALe− + Gv−, e−(0) = e−0
z− = HNe−

v− = −φ− (σ, z−)
(3.8)

donde

AL , A + LC (3.9)

HN , H + NC (3.10)

De la comparación entre las no linealidadesφ+ (z+, σ) (3.5) y φ− (z−, σ) (3.6)

se obtiene la siguiente relación,

φ+
(
z+, σ

)
= −φ−

(
−z+, σ

)
(3.11)
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3.2. Metodoloǵıa de disẽno del observador cooperativo

En esta sección se usan la propiedad de cooperatividad y el método de disipati-

vidad, que se presentaron en el segundo capı́tulo de este trabajo, para el diseño del

observador cooperativo. Cabe aclarar que la propiedad cooperativa y el ḿetodo disi-

pativo no se aplican directamente al observadorΠO (3.2) sino especı́ficamente a la

dinámicas del error de estimaciónΠE+ (3.7) yΠE− (3.8).

3.2.1. Ḿetodo de disipatividad en el observador

La teoŕıa de disipatividad se utiliza en el error de observación ΠE+ (3.7) y

ΠE− (3.8) con la finalidad de asegurar la estabilidad del observador no lineal (3.2).

En seguida se presenta el teorema que garantiza la disipatividad en las estructuras

de los errores de estimación, el cual es una aplicación del ḿetodo propuesto en el

caṕıtulo 2 (ver pag. 29).

ComoΠE+ (3.7) yΠE− (3.8) son dos representaciones de la misma dinámica de error

es f́acil ver que estabilizar aΠE+ equivale a estabilizar aΠE−.

Teorema3 (Moreno, 2004b): Suponga que la no linealidadφ+ (3.5) es (Q,S,R)-D

es decir,

w
(
φ+, z+

)
=

(
φ+

)T
Q+φ+ + 2

(
φ+

)T
S+z+ +

(
z+

)T
R+z+ ≥ 0, ∀σ, z+ ∈ R

r

(3.12)

Además, si existen las matrices de diseño del observadorL y N tal que elsubsistema

LTI de la dińamica del error (3.7) es
(
−R,ST ,−Q

)
-SSD entonces, elobservador

(3.2) esglobal y exponencialmente establepara el sistema no lineal(3.1), es decir,

existen las constantesk > 0 y % > 0 tales que para toda condición inicial e+
0 se

satisface la siguiente desigualdad ,

∥∥e+ (t)
∥∥ ≤ k

∥∥e+
0

∥∥ exp(−%t) (3.13)
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Esto se cumple si existen las solucionesP = P T > 0, ε > 0 L, N tales que se

satisface la desigualdad:
[

PAL + AT
LP + εP + HT

NRHN PG − HT
NST

GT P − SHN Q

]
≤ 0 (3.14)

3

Lo anterior significa que el observador (3.2) esconvergentesi la no linealidadφ+

(3.5) es disipativa con respecto a una función de suministrow (φ+, z+), y el subsiste-

ma LTI del error de observaciónΠE+ (3.7) debe ser diseñado estrictamente disipativo

con respecto a una función de suministro vinculada (dada por la no linealidadφ+).

3.2.2. La cooperatividad en el observador

Si la propiedad de cooperatividad se aplica en la dinámica del error de observa-

ciónΠE+ (3.7)ó ΠE− (3.8) entonces, se produce un ordenamiento en las trayectorias

de dicho error y como consecuencia, los estimados del observador (3.2) est́an por

encima o por debajo del estado según como se haya definido a los errores de obser-

vación. Esto se debe a

e+ (0) � 0 ⇒ e+ (t) � 0, ∀t ≥ 0 ⇔ x̂ (t) � x (t) , ∀t ≥ 0 (3.15)

e− (0) � 0 ⇒ e− (t) � 0, ∀t ≥ 0 ⇔ x (t) � x̂ (t) , ∀t ≥ 0 (3.16)

Para satisfacer a (3.15), el error de observaciónΠE+ tiene que ser unsistema coope-

rativo (ver pag. 22), lo cual está dado si lamatriz Jacobiana de dicho error es una

matriz Metzler,

∂ (ALe+ − Gφ+(σ, z+))

∂e+
= AL−G

(
∂φ+ (σ, z+)

∂z+
HN

)
= AL+G

(
∂f (σ + z+)

∂z+

)
HN
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Estaúltima expresíon se define como

M+(z+) , AL + G

(
∂f (z)

∂z

)
HN , ∀z ∈ R

r. (3.17)

Lo anterior, tambíen prevalece para el error de estimaciónΠE−,

M−(z−) , AL + G

(
∂f (z)

∂z

)
HN , ∀z ∈ R

r. (3.18)

Por lo tanto, si las dińamicas de los errores de estimación ΠE+ (3.7) ó ΠE− (3.8)

son cooperativas y además cumplen con el ḿetodo disipativo que se presentó arriba

entonces,ΠO (3.2) es unobservador cooperativo.

Hasta este momento para asegurar que el estado se encuentre acotado dińami-

camente tanto por arriba como por abajo se necesitan construir dos observadores

cooperativos y deben ser inicializados adecuadamente. Pero en la siguiente propo-

sición se muestra que sólo es necesario desarrollar un observador cooperativo para

acotar dińamicamente al estado.

Proposición 6: Sea el sistemaΠS (3.1), el observadorΠ0 (3.2) y las dińamicas del

errorΠE+ (3.7) yΠE− (3.8).

� ΠE+ (3.7) esestable⇔ ΠE− (3.8) esestable. Esto se debe,

‖e+(t)‖ ≤ k exp(−%t)
∥∥e+

0

∥∥ ⇔ ‖e−(t)‖ ≤ k exp(−%t)
∥∥e−0

∥∥.

� Adicionalmente,

φ+ es (Q,S,R)-D ⇔ φ− es (Q,S,R)-D
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� ΠE+ es cooperativo⇔ ΠE− es cooperativo.

e+ (0) , x̂ (0) − x (0) � 0 ⇒ e+ (t) , x̂ (t) − x (t) � 0

e− (0) , x (0) − x̂ (0) � 0 ⇒ e− (t) , x (t) − x̂ (t) � 0

∴ El diseño deΠ0 (3.2) conΠE+ (3.7)⇔ disẽno deΠ0 (3.2) conΠE− (3.8). 3

La proposicíon anterior se refiere que una vez resuelto el diseño de un observador

cooperativo por encima del estado no se requiere hacer otro diseño con el estimado

por debajo del estado, ya que esteúltimo est́a resuelto por el primero, y viceversa.

Esto se debe a la propiedad de simetrı́a que tiene el observadorΠO (3.2) ya que si

el observador estable para el error de observación ΠE+ entonces, también va a ser

estable paraΠE− porque se trata de la misma representación de la dińamica del error

pero definida de diferente manera(e− = −e+). Adeḿas, las no linealidades disipati-

vasφ+(z+, σ) (3.5) yφ−(z+, σ) (3.6) tienen las mismas matrices(Q,S,R). Por esta

raźon se propone que las matrices de diseño (L, N) de los observadores (3.2) sean

iguales y el resultado es que las desigualdades disipativastanto del observador con

el estimado por encima de la trayectoria del estado y del obserrvador con el estimado

por debajo (3.14) son equivalentes. Asimismo, los Jacobianos de las dińamicas de los

errores de estimación son id́enticos, es decir,M+(z+) = M−(z−). La demostracíon

de este hecho se encuentra en elapéndice A.

3.2.3. Algoritmos de disẽno del observador cooperativo

En este apartado se presentan un par de algoritmos para diseñar un observador

cooperativo. El primer algoritmo es el caso general para desarrollar dicho observador,

el cual est́a representado por la conjunción de la propiedad de cooperatividad y del

método de disipatividad. El segundo es un caso especial para una clase de sistemas

no lineales con la finalidad de reducir el cálculo mateḿatico a trav́es de la sustitución

de la desigualdad disipativa (2.17) por una simple ecuación del radio de estabilidad

complejo de los sistemas positivos (2.27).
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Teorema4 (Observador Cooperativo): Sea el sistemaΠS (3.1), el observadorΠ0

(3.2) y las dińamicas de los error de estimación ΠE+ (3.7) ó ΠE− (3.8). Suponga

que la no linealidadφ+ (3.5) ó φ− (3.6) es(Q,S,R)-D, es decir, satisface a(3.12).

Si existen las matricesP = P T > 0, L,N y una constanteε > 0 tales que se cumpla

la desigualdad:
[

PAL + AT
LP + εP + HT

NRHN PG − HT
NST

GT P − SHN Q

]
≤ 0

y adeḿas la matriz Jacobiana del error de observación ΠE+ (3.7) ó ΠE− (3.8) dada

por

M(z) = AL + G
∂f (z)

∂z
HN

es Metzler∀z ∈ R
r. Entonces, el observadorΠ0 (3.2) esglobal y exponencialmente

estable, y adeḿas el error de observación (3.7ó 3.8) esun sistema cooperativo, dando

como resultado queΠ0 (3.2) es unobservador cooperativo. 3

En el teorema anterior se muestra el algoritmo general para desarrollar un obser-

vador cooperativo, basado en la aplicación del ḿetodo de dispatividad y la propiedad

de coperatividad en la dinámica del error de observación.

En la siguiente proposición se muestra la relación obtenida entre el radio de estabi-

lidad de los sistemas positivos bajo perturbaciones no lineales variantes en el tiempo

con el ḿetodo de disipatividad. Dicha relación garantiza un ćalculo sencillo en com-

paracíon con la desigualdad matricial que se muestra en el teorema de arriba (ver

pag. 34). Lo anterior se cumple para las no linealidades que pertenecen al sector

‖φ (σ, z)‖2 ≤ γ ‖z‖2, lo cual es equivalente a que la no linealidad

φ sea(−I, 0, γI)-D

y para asegurar la estabilidad del observador cooperativoΠ0 (3.2) (sin que sea ne-

cesario realizar el ćalculo de la desigualdad disipativa), la constanteγ debe sa-

tisfacer la condicíon del radio de estabilidad de los sistemas positivos dada por

‖HNALG‖−1 ≥ γ, donde‖HNALG‖−1 es el radio de estabilidad con inyección

de salida.
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Proposición 7 (Observador Cooperativo usando el radio de estabilidad): Sea el sis-

temaΠS (3.1), el observadorΠ0 (3.2) y la dinámica del errorΠE+ (3.7 ó ΠE−

3.8).Suponga que la no linealidadφ+ (3.5 ó φ+ 3.6) es(−I, 0, γI)-D, es decir, que

satisface

‖φ (z, σ)‖2 ≤ γ ‖z‖2
,∀z, σ ∈ R

r (3.19)

Suponga queG � 0. Si existen matricesL y N tales que se satisface,

1. AL es Metzler y Hurwitz.

2. HN � 0.

3.
∥∥HNA−1

L G
∥∥−1

≥ γ, y

4. M(z) = AL + G
∂f(z)

∂z
HN es Metzler ∀z ∈ R

r.

Entonces, el observadorΠ0 (3.2) esglobal y exponencialmente estable, y adeḿas el

error de observación ΠE es un sistema cooperativo, dando como resultado queΠ0

(3.2) sea unobservador cooperativo. 3

Obśervese que para obtener simultáneamente un estimado por encima y otro por

debajo de la trayectoria del sistema, se requiere construirdos observadores coopera-

tivos e inicializarlos adecuadamente. Pero se tiene la ventaja que con un śolo disẽno

se pueden desarrollar a los dos observadores cooperativos.Cabe mencionar que con

la proposicíon 7 es ḿas sencillo disẽnar un observador cooperativo para el sistema

ΠS (4.2) que con el teorema 4. Pero dicha proposición es impone en las dinámicas

de los errores de estimaciónΠE− (3.7 yΠE− 3.8)

3.3. Ejemplos

En este trabajo se proponen un par de ejemplos para ilustrar el disẽno del obser-

vador cooperativo. En el primero se considera una planta estable y se obtienen un

par de resultados importantes: se incrementa el radio de estabilidad con la inyección
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de salida pero no se puede acelerar la velocidad de convergencia de dicho estimador

debido a las restricciones que impone la cooperatividad en la dińamica del error.

En el segundo ejemplo se establece una planta inestable y se estabiliza al observador

cooperativo a trav́es de la matriz de ganancia. En ambos ejemplos se considera la

matriz JacobianaA como una matriz Metzler de dimensión 3 dada por la siguiente

estructura

A =




−a 0 α

1 −b δ

β 1 −c


 , (a, b, c, β, α, δ) ≥ 0 (3.20)

A diferencia de la matriz de estados en (Jiang, 1992), la forma de esta matriz(3.20)

contiene ḿas elementos no negativos fuera de la diagonal.

3.3.1. Planta estable

Consid́erese el sistema no lineal

ΠS





ẋ = Ax + Gf (σ) + ϕ (t, y, u) , x (0) = x0

σ = Hx

y = Cx

donde las matrices que intervienen en el modelo están dadas por:

A =




−1 0 0
1 −2 2
2 1 −3


 ;

a = 1, b = 2, c = 3,
β = 2, α = 0, δ = 2

(3.21)

G = [ 1 0 0 ]T

H = [ 0 0 1 ]

C = [ 1 0 1 ]

La función no lineal es: f (σ) = 1
1+σ2
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Objetivo del ejemplo.Se desea un observador cooperativo con la finalidad que

sus estimados acoten dinámicamente a las trayectorias del estado tanto por arriba co-

mo por abajo. Esto se debe realizar con unúnico disẽno del observador cooperativo.

Adicionalmente, se pretende comparar este observador con algún otro estimador que

no cumple el ordenamiento en las trayectorias del error de estimación.

1.- El disẽno del observador cooperativose desarolla utilizando el algoritmo dado

por la relacíon del radio de estabilidad con el método de dispatividad(propo-

sición 7 ver pag. 47). Se considera la estructura del observador (3.2):

ΠO





˙̂x = Ax̂ + L (ŷ − y) + Gf (σ̂ + N (ŷ − y)) + ϕ (t, y, u) ,

σ̂ = Hx̂, x̂ (0) = x̂0

ŷ = Cx̂

y las dińamicas de los errores de observación:

ΠE+





ė+ = ALe+ + Gv+, e+
0 = e+

0 � 0
z+ = HNe+

v+ = −φ+ (σ, z+)

ΠE−





ė− = ALe− + Gv−, e−0 = e−0 � 0
z− = HNe−

v− = −φ− (σ, z−)

Entonces, la no linealidad está dada por :

φ+
(
σ, z+

)
= z+ z+ + 2σ

(σ2 + 1) (z+2 + 2z+σ + σ2 + 1)
(3.22)

Esta no linealidad es disipativa para(Q,S,R) = ( -1, 0, 0.6495I), lo cual es

equivalente a queφ+ ∈ [-0.6495, 0.6495]. Las matrices de diseño del observa-

dor cooperativo son

L = [0.6495, -0.9, -2]T y N = 0

Con estas matrices se asegura queΠO (3.2) es un observador cooperativo a

través del cumplimiento de las condiciones de laproposicíon 7:
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a) G =
[

1 0 0
]
� 0

b) AL =




-0.3505 0 0.6495
0.1 −2 1.1
0 1 −5


 es Metzler

c) HN =
[

0 0 1
]
� 0

d) ‖HN(AL)−1G‖
−1

≥ γ ⇒ 30.545> 0.6495

e) M+ =




-0.3505 0 0.6495+ df(z)
dz

,

0.1 −2 1.1
0 1 −5


 es Metzler, df

dz
= − 2z

(1+z2)2

2.- Para comparar al observador cooperativo se proponeun observador en lazo

abierto (dado por una copia exacta de la planta), es decir, que este observa-

dor no tiene inyección de salida(L = 0T ). Adeḿas, no es necesario que se

cumplan las condiciones de arriba ya que son impuestas sólo para el observa-

dor cooperativo. Entonces, las matrices que se utilizan en el observador en lazo

abierto son:

L = [0, 0, 0]T y N = 0

Adicionalmente, se tiene:

a) G =
[

1 0 0
]
� 0

b) A =




−1 0 0
1 −2 2
2 1 −3


 es Metzler

c) H =
[

0 0 1
]
� 0

d) ‖HA−1G‖
−1

≥ γ ⇒ 0.8> 0.6495

e) M =




−1 0 ∂f(z)
∂z

1 −2 2
2 1 −3



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Las condiciones anteriores muestran que el observador sin inyeccíon de salida

no es observador cooperativo ya que laúltima condicíon no se satisface porque

la derivadadf(z)
dz

puede tomar valores negativos. Además, la dińamica del error

ΠE+ tiene caracterı́sticas semejantes a las de un sistema positivo(proposicíon

2). Por tal motivo es posible comparar los resultados teóricos entre los observa-

dores propuestos para este ejemplo. A continuación se muestra la comparación

entre los resultados obtenidos para este par de observadores.

i. El radio de estabilidad se incrementa si la matriz de ganancia contiene elemen-

tos negativos:

∥∥HN(AL)−1G
∥∥−1

≥
∥∥HA−1G

∥∥−1
≥ γ

30.545 > 0.8 > 0.6495

En particular, en este ejemplo el radio de estabilidad con inyeccíon de salida (dado

por el observador cooperativo) se incrementa en comparación con el radio de estabi-

lidad sin inyeccíon de salida ( el observador en lazo abierto) a través de que la matriz

de ganancia contenga elementos negativos siempre y cuando se garantiza que la ma-

triz AL sea Metzler.

Si la matriz de ganancia tiene elementos no negativos, por ejemplo:L+ = [0.6495, 0.1, 0.5],

entonces el radio de estabilidad con inyección de salida se reduce en comparación

con la constanteγ y como consecuencia, no se asegura la estabilidad del observador

cooperativo, es decir,

∥∥HA−1G
∥∥−1

≥ γ ≥
∥∥HN(AL+)−1G

∥∥−1

0.8 > 0.6495 > 0.4829

Lo anterior se debe a que la matriz de ganancia se considera ungrado de libertad para

el radio de estabilidad con inyección de salida.
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Por lo tanto, cuando la matriz de ganancia toma valores negativos, el margen entre

el ‖HN(AL)−1G‖
−1 y la constanteγ es ḿas amplio para asegurar la estabilidad del

observador cooperativo que el margen entre el‖HA−1G‖
−1 y γ para garantizar la

estabilidad del observador sin inyección de salida.

ii. Los valores propios de la parte lineal de los observadores son

λ (A) =
[
−4, −1, −1

]

λ (AL) =
[

-5.3267, -1.6831, -0.3407
]

Aunque en este trabajo no se estudiaron a fondo las restricciones que imponen las

propiedades de cooperatividad y positividad en los sistemas dińamicos, ńotese que

el valor propio dominante (-0.3407) del observador cooperativo es ḿas grande que

el valor propio dominante (-1) del observador sin inyección de salida, lo que resulta

quela velocidad de convergencia del observador con inyección de salida no es ḿas

rápida que la del observador sin inyección.

Además, si la matriz de ganancia tiene elementos no negativosL+ = [0.6495, 0.1, 0.5]

entonces, los valores propios están ubicados en:

λ(AL+) =
[

-3.9352 -1.4364 0.5211
]

De lo anterior se observa que el observador cooperativo es inestable cuando la matriz

de ganancia toma valores no negativos. Esto se debe a que(ver. pag 18):

Si A es una matriz Metzler entonces,µ (A) ≤ µ (AL+) , L � 0.

Es decir, el valor propio de Frobenius del observador cooperativo mayor o igual

que el valor propio de Frobenius del observador en lazo abierto. Por lo tanto, al pro-

poner una matriz de ganancia con elementos no negativos se tienen los inconvenien-

tes de reducir el radio de estabilidad con respecto a la cotaγ, y de que el observador

cooperativo sea inestable.
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A continuacíon se muestran los resultados obtenidos en simulación. En las figu-

ras (3.2), (3.3), (3.4) se realiza la comparación de un observador cooperativo y de

un observador en lazo abierto[L = 0T ]. En dichas figuras se observa el acotamiento

superior del estado por parte del estimadox+(t) del observador cooperativo pero el

estimado del observador sin inyección de salida no preserva el orden.

0 2 4 6 8 10 12
0

0.5

1

1.5

2

2.5

T (seg)

x
1

 

 
x

x̂+

x̂ con L = 0 y N = 0

Fig. 3.2:Estimados del observador cooperativo y del observador en lazo abierto dex1.

0 2 4 6 8 10 12
0

0.5

1

1.5

2

2.5

T (seg)

x
2

 

 
x

x̂+

x̂ con L = 0 y N = 0

Fig. 3.3:Estimados del observador cooperativo y del observador en lazo abierto dex2.
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0 2 4 6 8 10 12
0

0.5

1

1.5

2

T (seg)

x
3

 

 
x

x̂+

x̂ con L = 0 y N = 0

Fig. 3.4:Estimados del observador cooperativo y del observador en lazo abierto dex3.

Debido a la propiedad de simetrı́a del observador cooperativo no es necesario

hacer otro disẽno para que el estado esté acotado dińamicamente por debajo ya que

este disẽno est́a resuelto por el diseño del observador cooperativo con el estimado

por arriba. Por lo tanto, las matrices de diseño del estimador por encima del estado

satisfacen al observador con el estimado por debajo y como consecuencia, la veloci-

dad de convergencia y el radio de estabilidad en ambos estimadores son los mismos.

Cabe aclarar que para mantener el orden los observadores cooperativos con los

estimados tanto por encima como por debajo de la trayectoriade estado deben ser

inicializados adecuadamente.

En las figuras (3.5), (3.6), (3.7) se muestran los resultadosen simulacíon del

observador cooperativo con el estimado por debajo del estado [x−(t)].
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Fig. 3.5:Observador cooperativo con su estimado por debajo del estado. Estado x1
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Fig. 3.6:Observador cooperativo con su estimado por debajo del estado. Estado x2
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Fig. 3.7:Observador cooperativo con su estimado por debajo del estado. Estado x3
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3.3.2. Planta inestable

Consid́erese el sistema no lineal

ΠS





ẋ = Ax + Gf (σ) + ϕ (t, y, u) , x (0) = x0

σ = Hx

y = Cx

donde las matrices que intervienen en el modelo están dadas por:

A =




−1 0 3
1 −2 2
2 1 −3


 ;

a = 1, b = 2, c = 3,
β = 2, α = 3, δ = 2

(3.23)

G = [ 1 0 0 ]T

H = [ 0 0 1 ]

C = [ 1 0 1 ]

La función no lineal es: f (σ) = 1
1+σ2

Además, sea considerado el observadorΠO (3.2) y los dińamicas de lo errores de

observacíonΠE+ (3.7) yΠE− (3.8).

Objetivo del ejemplo.Se pretende estabilizar al observador cooperativoΠO (3.2)

por medio de la inyección de salida. Adeḿas, se desea que las trayectorias de la plan-

ta est́en acotadas tanto por arriba como por abajo por los estimadosdel observador

cooperativo. Esto se debe realizar con unúnico disẽno del observador cooperativo

atrav́es de laproposicíon 7.

Cabe mencionar que la planta (3.23) es un sistema inestable, por tal raźon no se

puede disẽnar un observador sin inyección de salida (copia de la planta). Además, el

radio de estabilidad de dicha planta proporciona un cierto valor, el cual no describe

ningún comportamiento de estabilidad debido a lo anterior.
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Se toma en cuenta el análisis hecho en el ejemplo de arriba para la no linealidad

φ+(σ, z+). Las matrices de diseño son:

L = [-2.3505, -0.9, -2]T , N = 0

Con estas matrices se asegura queΠO (3.2) es un observador cooperativo bajo las

condiciones:

1. G =
[

1 0 0
]
� 0

2. AL =




-3.3505 0 0.6495
0.1 −2 1.1
0 1 −5


 es Metzler

3. HN =
[

0 0 1
]
� 0

4. El radio de estabilidad:‖HN(AL)−1G‖ ≥ γ ⇒ 297.5450> 0.6495

5. M+ =




-3.3505 0 0.6495+ df(z)
dz

0.1 −2 1.1
0 1 −5


 es Metzler, df

dz
= − 2z

(1+z2)2

Por consiguiente, los valores propios de la planta y con inyección de salida están

ubicados en

λ (A) =
[

-4.9428, -2.1113, 1.0541
]

λ
(
A+

L

)
=

[
-5.3313, -3.37, -1.6592

]

Por lo tanto, con adecuada elección de la matriz de ganancia se puede estabilizar el

observador no lineal (3.2) y hacer al sistema pertubado lo suficientemente robusto

con respecto a la no linealidadφ+(z+, σ), lo cual est́a dado por el radio de estabili-

dad con inyeccíon de salida.

A continuacíon se presentan los resultados en simulación. En las figuras (3.11), (3.9)

y (3.10) se muestra la convergencia de los errores de estimación e+(t) y e−(t). Aun-

que, el estado de la planta (3.23) diverja.
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Fig. 3.8:Convergencia de los errores de observacióne+
1 y e−1 .
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Fig. 3.9:Convergencia de los errores de observacióne+
2 y e−2 .
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Fig. 3.10:Convergencia de los errores de observacióne+
3 y e−3 .
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Fig. 3.11:El estado del sistemaΠS diverge.
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Un resultado importante del observador cooperativoΠO (3.2)descrito en el capı́tu-

lo anterior es que al realizar un sólo disẽno de este observador se asegura que eles-

tado del sistemaΠS (3.1) se encuentra acotado por un par de estimados, uno por

encima y otro por debajo,con la peculiaridad de queambos estimados convergen a

dicho estado, es decir,

x̂+ (t) � x (t) � x̂− (t)

x̂+ (t) → x (t) , x̂− (t) → x (t) ; t → ∞
(4.1)

Si se considera perturbaciones aditivas en el sistemaΠS, surgen un par de preguntas

para esta clase de observadores:

P.1 ¿Qúe pasa con la cooperatividad de los errores de observaciónΠE+ y ΠE− ?

P.2 ¿Se mantendrá la estabilidad en el observadorΠO (3.2)?

En este caṕıtulo la metodoloǵıa de disẽno del observador cooperativo se extiende a

una clase de estimadores conocidos comoobservadores intervalo (ver pág. 25). La

raźon es que al considerar el observador cooperativoΠO (3.2) para el sistemaΠS

(3.1) con perturbaciones, la cooperatividad en las dinámicas de los errores de esti-

macíon se pierde y como consecuencia, la propiedad de simetrı́a de este observador

tambíen se pierde. Por tal motivo, para recuperar la cooperatividad en los errores de

estimacíon se necesitan construir dos observadores con términos de corrección an-

te las perturbaciones del sistema, los cuales forman a un observador intervalo. Los

términos de correción son las cotas superior e inferior de las perturbaciones.



4.1. ESTRUCTURA DEL OBSERVADOR INTERVALO

Entonces, el estado del sistema con perturbaciones está acotado dińamicamente,

tanto por encima como por debajo, por los estimados del observador intervalo. Por

otro lado, la estabilidad exponencial de estos observadores no siempre se garantiza

pero se maneja el concepto de estabilidad entrada-estados,lo cual se describe en la

primera seccíon.

En la seccíon 2 se analiza la convergencia de las dinámicas de los errores de

estimacíon a trav́es del concepto de estabilidad entrada-estados. En la sección 3 se

presenta el algoritmo de diseño del observador intervalo, el cual es una extensión de

la proposicíon 7 del observador cooperativo. Finalmente en la seción 4 se ilustra el

disẽno del observador intervalo con un par de ejemplos. En el primero se considera

la planta estable utilizada en el observador cooperativo pero en este caso la dinámica

contiene pertubaciones. En el segundo ejemplo se diseña a un observador intervalo

para una planta inestable con perturbaciones.

4.1. Estructura del observador intervalo

Consid́erese el siguiente sistema no lineal:

ΨS





ẋ = Ax (t) + Gf (σ) + π (t, x) + ϕ (t, y, u) , x (0) = x0

σ = Hx (t)
y = Cx (t)

(4.2)

dondex ∈ R
n es el estado,y ∈ R

q es la salida medible,σ ∈ R
r es una funcíon

lineal del estado (no necesariamente medible),u ∈ R
p es la entrada,f (σ) ∈ R

m es

una funcíon no lineal localmente Lipschitz enσ, ϕ es una funcíon no lineal conocida

localmente Lipschitz en(u, y) y continua a tramos ent, y π (t, x) ∈ R
n es una

perturbacíon que representa las variables exógenas y las incertidumbres del sistema.

Adicionalmente se asume que las cotas de la perturbación son conocidas y satisfacen,

π+ (t, y) � π (t, x) � π− (t, y) , ∀t ≥ 0, ∀x, y (4.3)
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Para contestar la primera pregunta (P.1) planteada al inicio de esta sección se con-

sidera el observadorΠO (3.2) para el sistema con perturbación ΨS (4.2), y se desea

verificar la cooperatividad en los errores de estimación. Primeramente, se toma en

cuenta el errore+ = x̂ − x. Por consiguiente, la dinámica de dicho error está dada

por,
ė+ = A+

Le+ + Gv+ − π(t, x)
z+

e = H+
Ne+

v+ = −φ+
e (z+

e , σ)
(4.4)

dondeA+
L , A + L+C, H+

N , H + N+C y la no linealidad se define como

φ+
e (z+

e , σ) , f (σ) − f (σ + z+
e ).

Si se considera aπ(t, x) como una entrada al sistema(4.4)entonces, la cooperati-

vidad en el error de estimacióne+ se asegura por medio de laproposicíon 3 (ver pag.

23), que establece que para que(4.4)sea un sistema cooperativo se debe satisfacer:

1. La matrizM+ (3.17) sea Metzler.

2. La perturbacíon sea no negativa[−π(t, x) � 0].

Analizando la no negatividad de la perturbación se tiene:

I Si π(t, x) � 0 ⇒ la cooperatividad prevalece ene+.

I Si π(t, x) � 0 ⇒ la cooperatividad no prevalece ene+.

Lo anterior significa que con perturbaciones negativas se conserva la cooperatividad

en el error de estimación (4.4)y consiguientemente, el estimado del observadorΠO

(3.2) acota por encima al estado del sistemaΨS (4.2). Pero si las perturbaciones son

no negativas entonces la cooperatividad en dicho error se pierde. Por tal motivo, se

debe agregar un término de correcciónπ+(t, y) (cota superior) al observadorΠO con

la finalidad de recuperar la cooperatividad en el error de observacíon e+ (4.4).
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Debido a esto, se considera la siguiente estructura del observador para el sistema

ΨS (4.2):

ΨO+





˙̂x
+

= Ax̂+ + Gf (σ̂+ + N+ (ŷ+ − y)) + L+ (ŷ+ − y) + π+ (t, y) + ϕ(t, y, u)
σ̂ = Hx̂+, x̂+ (0) = x̂+

0

ŷ = Cx̂+

(4.5)

dondex+ es el estimado del estado.L+ ∈ R
n×q y N+ ∈ R

r×q son las matrices de

disẽno de este observador, yπ+(t, y) es una cota superior de la perturbaciónπ(t, x).

Aśı que, la dińamica del error de estimación e+ est́a dada por

ΨE+





ė+ = A+
Le+ + Gv+ + b+ e+(0) = e+

0 � 0
z+

e = H+
Ne+

v+ = −φ+
e (z+

e , σ)
(4.6)

donde las matricesA+
L , H+

N y la no linealidadφ+
e (z+

e , σ) est́an definidas en(4.4). El

error de la incertidumbre se considera como una entrada al sistema (4.6) y está dado

por

b+ , π+ (t, y) − π (t, x) (4.7)

Cuando se ãnade la cota superior[π+(t, y)] de la perturbación [π(t, x)] al ob-

servador (3.2), se recupera la cooperatividad en la dinámica del error de estimación

(4.6). Esto se debe a que la diferencia[π+(t) − π(t)] siempre es no negativa (ver

(4.3)).

Ahora bien, se analiza el segundo caso con el observador cooperativoΠO (3.2) para

el sistemaΨS (4.2) y el error de estimación e− = x − x̂. Entonces la dińamica de

dicho error tiene la forma:

ė− = A−
Le− + Gv− + π(t, x)

z−e = H−
Ne−

v− = −φ−
e (z−e , σ)

(4.8)

dondeA−
L , A + L−C, H−

N , H + N−C y la no linealidad se define como

φ−
e (z−e , σ) , f (σ − z−e ) − f (σ).
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Por consiguiente, la dinámica anterior (4.8) es un sistema cooperativo si se satis-

face laproposicíon 3 (ver pag. 23), es decir, se deben cumplir las condiciones:

1. La matrizM− (3.18) es Metzler.

2. La perturbacíon es no negativa[π(t, x) � 0].

Analizando la no negatividad de la perturbación se tiene:

Si π(t, x) � 0 ⇒ la cooperatividad no se conserva ene−

Si π(t, x) � 0 ⇒ la cooperatividad se conserva ene−

De lo anterior, se observa con perturbaciones negativas la cooperatividad en la dińami-

ca del errore− se pierde y para recobrarla se debe agregar una cota inferior[π−(t, y)]

al observadorΠ0 (3.2). Por esta raźon, el observador toma la forma:

ΨO−





˙̂x
−

= Ax̂− + G f (σ̂− + N− (ŷ− − y)) + L− (ŷ− − y) + π− (t, y) + ϕ(t, y, u)
ŷ = Cx̂−, x̂− (0) = x̂−

0

σ̂ = Hx̂−

(4.9)

dondex̂− es el estimado del estado.L− ∈ R
n×q y N− ∈ R

r×q son las matrices de

disẽno de este observador yπ−(t, y) es una cota inferior de la perturbación π(t, x).

Aśı que la dińamica del error de estimación e− est́a dada por,

ΨE−





ė− = A−
Le− + Gv− + b−, e−(0) = e−0 � 0

z−e = H−
Ne−

v− = −φ−
e (z−e , σ)

(4.10)

donde las matriceA−
L , H−

N y la no linealidadφ−
e (z−e , σ) son definidas en (4.8). El

error de la incertidumbre se define como,

b− , π (t, x) − π− (t, y) (4.11)
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La cooperatividad en el error de observación (4.10) se recupera al agregar el

término de corrección [π−(t, y)] al observador (4.9). Esto se debe a que la entradab−

del sistema dińamico (4.10) es siempre no negativa.

Por lo tanto, la respuesta a la primera pregunta (P.1) que se plantéo al inicio de

esta sección es que el observador cooperativoΠO (3.2) no satisface la propiedad

de simetŕıa cuando el sistema tiene perturbacionesΨS (4.2) y por consecuencia, la

cooperatividad en los errores de observaciónΠE+ (3.7 yΠE− 3.8) se pierde. Por esta

raźon se requiere la construcción de dos observadoresΨO+ (4.5) yΨO− (4.9) para

el sistemaΨS (4.2) con la finalidad de garantizar la cooperatividad en loserrores de

estimacíon ΨE+ (4.6) yΨE− (4.10). Por consiguiente, cuando existe la presencia de

perturbaciones en el sistemaΨS (4.2), los estimados de los observadoresΨO+ (4.5) y

ΨO− (4.9) acotan dińamicamente al estado tanto por arriba como por abajo , es decir,

x+
0 � x0 � x−

0 ⇒ x+ (t) � x (t) � x− (t) ∀t ≥ t0

Los observadoresΨO+ (4.5) yΨO− (4.9) forman unobservador intervalosi la con-

dición anterior se satisface.

4.2. Estabilidad del observador intervalo

Para responder a la segunda pregunta (P.2) que se establece en esta sección se

analiza la convergencia de los errores de estimación ΨE+ (4.6) yΨE− (4.10). El re-

sultado de este análisis es que la estabilidad exponencial de los observadores ΨO+,

ΨO− no siempre se asegura, ya que si las entradasb+ y b− de las dińamicas de los

errores de observación ΨE+ (4.6) y ΨE− (4.10) convergen a cero entonces, los es-

tados(e+, e−) tambíen convergen a cero. Pero si las entradas no convergen a cero

(b+
9 0 y b− 9 0) tampoco los estados convergen a cero.
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Aunque no se conocen cotas para las entradasb+ y b−, se sabe que existen cotas

para las peturbaciones (4.3)[π+(t, y) y π−(t, y)]. Por tal raźon, el comportamiento de

los errores de estimación en los sistemasΨE+ (4.6) yΨE− (4.10) se puede describir

mediante el concepto de estabilidad entrada-estado (Khalil, 2002, ISS, ver ṕag.35 ).

En la siguiente proposición se presenta una extensión delteorema 4y de lapropo-

sición 7 con el objetivo de asegurar la estabilidad entrada-estado en la dińamica del

error de estimaciónΨE+ (4.6) (de manera análoga se hace paraΨE− (4.10)).

Proposición 8: Sea el sistemaΨS (4.2), el observadorΨO+ (4.5), la dińamica del

error de observaciónΨE+ (4.6) y la pertubacíonπ(t, x). Se asume que las cotas de la

perturbacíon son conocidas y cumplen con la desigualdad:

π+ (t, y) � π (t, x) � π− (t, y) , ∀t ≥ 0,∀x, y.

Suponga que el sistemaΨE+ (4.6) es localmente Lipschitz ene+. Adeḿas, suponga

que la no linealidadφ+
e (z+

e , σ) es(Q,S,R)-D, es decir, satisface a(3.12). Si existen

las matricesP+ = (P+)T > 0, L+, N+ y una constanteε > 0 tales que se cumpla:

[
P+A+

L + (A+
L)T P+ + εP+ + (H+

N)T RH+
N P+G − (H+

N)T ST

GT P+ − SH+
N Q

]
≤ 0

y adeḿas la matriz Jacobiana del error de observaciónΨE+ (4.6) dada por

M+ = A+
L + G

∂f (z)

∂z
H+

N

es Metzler∀z ∈ R
r. Entonces, el error de observaciónΨE+ (4.6) esISS con respecto

a b+ tal que se satisface:

∥∥e+ (t)
∥∥ ≤ k

∥∥e+ (0)
∥∥ exp(−%t) + δ sup

(∥∥b+
∥∥)

, k > 0, % > 0 (4.12)

y es un sistema cooperativo. Adeḿas, si se cumplêx+
0 � x0 entonces, el estimado

deΨ0+ (4.5) acota dińamicamente por encima al estado del sistemaΨS. 3
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Si lo anterior se satisface paraΨE− (4.10), entonces los observadoresΨ0+ (4.5)

y Ψ0− (4.9) forman un observador intervalo para el sistemaΨS porque se cumple:

x̂+
0 � x0 � x̂−

0 ⇒ x̂+ (t) � x (t) � x̂− (t)

Prueba.

V +(e+) = (e+)T P+e+, V̇ + paraΨE+

V̇ + ≤ −εV + + 2e+P+b+

≤ −(1 − θ)εV + − θε(e+)T P+e+ + 2e+P+b+; θ ∈ (0, 1)

≤ −(1 − θ)εV + − θελ+
M‖e+‖2

2 + 2‖e+‖2λ
+
M‖b+‖2

≤ −(1 − θ)εV + + λ+
M‖e+‖2(2‖b

+‖2 − θε‖e+‖2)

Si − θε‖e+‖2 + 2‖b+‖2 ≤ 0 ⇔ ‖b+‖2 ≤
θε

2
‖e+‖2

Entonces V̇ + ≤ −(1 − θ)εV +, ∀‖e+‖2 ≥
2

θε
‖b+‖2

Con el objetivo de extender la metodologı́a propuesta en los observadores coope-

rativos a los de observadores intervalo, se utiliza la relación obtenida entre el radio de

estabilidad y el ḿetodo de disipatividad para facilitar el desarrollo matemático. En

seguida se expone el algoritmo de diseño de estos observadores mediante la relación

mencionada.

Proposición 9: Sea el sistemaΨS (4.2), los observadoresΨO+ (4.5) y ΨO−

(4.9), las dińamicas de los errores de observaciónΨE+ (4.6) yΨE− (4.10), yπ(t, x)

es una perturbación del sistema. Adeḿas se asume que se conocen las cotas de la

perturbacíon y que satisfacen:

π+ (t, y) � π (t, x) � π− (t, y) , ∀t ≥ 0,∀x, y.

Suponga que los sistemasΨE+ (4.6) yΨE− (4.10) es continuamente diferenciable y

localmente Lipschitz ene+ y e− respectivamente.
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Adicionalmente, suponga que las no linealidadesφ+
e y φ−

e son(−I, 0, γI)−D,

es decir, que se satisface

‖φe (ze, σ)‖2 ≤ γ ‖ze‖
2

,∀σ, ze ∈ R
r (4.13)

Si existen las matricesL+, L−, N+, N− tal que se satisface:

A+
L , A−

L son Metzler y y Hurwitz.

H+
N � 0, H−

N � 0,

∥∥H+
N(A+

L)−1G
∥∥−1

� γ,
∥∥H−

N(A−
L)−1G

∥∥−1
� γ

M+
e = A+

L + G
∂f(z+

e )
∂z+

e
H+

N es Metzler,z+
e ∈ R

r

M−
e = A−

L + G
∂f(z−e )

∂z−e
H−

N es Metzler,z−e ∈ R
r.

Entonces, las dińamicasΨE+ (4.6) y ΨE− (4.10) sonISScon respecto ab+ y b−

respectivamente y además son sistemas cooperativos. El resultado es que los obser-

vadoresΨO+ (4.5) yΨO− (4.9) forman unobservador intervalopara el sistemaΨS

(4.2) si se cumple

x̂+
0 � x0 � x̂−

0 ⇒ x̂+ (t) � x (t) � x̂− (t) 3

Cabe sẽnalar las matricesL+, N+ y L−, N− se pueden diseñar por separado para

cada observador. Pero el diseño de ambos observadores se puede satisfacer con un

par de matricesL+ = L− y N+ = N−.

Asimismo, con la proposición 9 es ḿas sencillo disẽnar un observador intervalo

para el sistemaΨS (4.2) que con la proposición 8. Pero dicha proposición impone

varias restricciones en las dinámicas de los errores de estimación ΨE+ (4.6) y ΨE−

(4.10).
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4.3. Ejemplos

4.3.1. Planta estable

Consid́erese el sistema no linealΨS (4.2), donde las matricesA, G, C, H y la no

linealidadf(σ) est́an definidas en el ejemplo de planta estable del observador coope-

rativo (ver ṕag.48). Adicionalmente,π(t, x) es la perturbación y sus cotasπ−(t, y) =

0.8 yπ+(t, y) = 1.2 tales que satisfacen a (4.3). Además considere los observadores

ΨO+ (4.5) y ΨO− (4.9) y las dińamicas de los errores de observación ΨE+ (4.6) y

ΨE− (4.10) son ISS(proposicíon 8).

Objetivo del ejemplo.Se desea un observador intervalo con la finalidad que los

estimados acoten dinámicamente tanto por arriba como por abajo a la trayectoria del

estado deΨS. Esto se debe realizar mediante laproposicíon 9.

Este ejemplo es una extensión del ejemplo expuesto en el observador cooperativo ya

que en este caso se maneja al sistema (3.21) con pertubaciones. Por consiguiente, las

matrices de disẽno para el observador intervalo son las mismas que en los observado-

res cooperativos:L+ = L− = [0.6495, -0.9, -2]T y N+ = N− = 0. Adicionalmente,

las condiciones para garantizar la existencia de un obsrvador intervalo son equivalen-

tes a las condiciones que aseguran la existencia de un observador cooperativo con el

estimado tanto por encima como por debajo de la trayectoria del estado. Cabe men-

cionar que si se sabe que no hay entrada desconocida[π(t, x) = 0] en (4.2) y las cotas

de dicha entrada sonπ+(t, y) = π−(t, y) = 0 entonces, los estimados del observador

intervalo convergen al estado ya que se trata del caso del observador cooperativo.

En las figuras (4.1), (4.2) y (4.3) se presentan los resultados de la simulacíon del ob-

servador intervalo. Se observa que los estimados permanecen como dos cotas dinámi-

cas, una superior y otra inferior, del estado.
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Fig. 4.1:Comportamiento de los estimados del observador intervalo parax1.
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Fig. 4.2:Comportamiento de los estimados del observador intervalo parax2.
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Fig. 4.3:Comportamiento de los estimados del observador intervalo parax3.

70 ii UNAM 2008



4.3. EJEMPLOS

4.3.2. Planta inestable

Consid́erese el sistema no linealΨS (4.2), donde las matricesA, G, C, H y

la no linealidadf(σ) est́an definidas en el ejemplo de planta inestable del observa-

dor cooperativo (ver ṕag.56). Adicionalmente,π(t, x) es la perturbación y sus cotas

π−(t, y) = 0.8 yπ+(t, y) = 1.2 tales que satisfacen a (4.3).

Objetivo del ejemplo.Se desea un observador intervalo con la finalidad que los

estimados acoten dinámicamente tanto por arriba como por abajo a la trayectoria del

estado deΨS. Esto se debe realizar mediante laproposicíon 9. Adeḿas se pretende

estabilizar al observador intervalo por medio de la inyección de salida de los obser-

vadoresΨO+ (4.5) yΨO− (4.9).

Este ejemplo es una extensión del ejemplo expuesto en el observador cooperativo

ya que en este caso se maneja al sistema (3.23) con pertubaciones. Por consiguiente,

se tiene el mismo comportamiento con las no linealidadesφ+
e y φ−

e , el mismo radio

de estabilidad con inyección de salida y la misma velocidad de convergencia de los

observadores cooperativos. Esto se debe a que las matrices de disẽno para el observa-

dor intervalo son iguales que en el observador cooperativos: L = [-2.3505, -0.9, -2]T

y N = 0.

En las figuras (4.5), (4.6) y (4.7) se presentan los resultados en simulacíon, en las

cuales se muestra el comportamiento de los errores de observación. En dichas figu-

ras se observa que cuando existen perurbaciones en el sistema (4.2) las trayectorias

de los errores de observación e+(t) y e−(t) permanecen acotadas, dependiendo del

comportamiento deb+ y b−.
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Fig. 4.4:Convergencia de los errores de observación del observador intervalo parax1.
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Fig. 4.5:Convergencia de los errores de observación del observador intervalo parax3.
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Fig. 4.6:Convergencia de los errores de observación del observador intervalo parax3.
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Fig. 4.7:El estado del sistemaΨS diverge.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo se introduce el concepto de observador cooperativo y se presenta

una nueva metodologı́a de disẽno de estos observadores para una clase de sistemas

no lineales, producto de la conjunción del ḿetodo de disipatividad y de la propiedad

de cooperatividad. El tipo de sistemas a los que la metodologı́a propuesta es aplica-

ble son aquellos cuyo modelo puede ser representado por un subsistema LTI con una

no linealidad en retroalimentación. La metodoloǵıa de disẽno del observador coope-

rativo asegura que los estimados están por encima o por debajo de la trayectoria del

estado y son convergentes a dicha trayectoria.

Un resultado importante es que si existe un observador cooperativo con el es-

timado por encima del estado entonces, se asegura la existencia de un observador

cooperativo con el estimado por debajo del estado y viceversa. Esto se debe a la

propiedad de simetrı́a que tiene este observador. Con la metodologı́a de disẽno del

observador cooperativo se proponen dos algoritmos. El primero es la forma general

de construir el observador cooperativo basado en el método disipativo y cooperati-

vo. El segundo es un caso especial para diseñar este observador, el cual está dado

por la relacíon entre el radio de estabilidad y el método de disipatividad, donde se

sustituye la desigualdad disipativa por una simple ecuación determinada por radio de

estabilidad de los sistemas positivos. El segundo caso se utiliza en los ejemplos que

se proponen en este trabajo con el objetivo de reducir el cálculo mateḿatico que se

indica en el primer caso. Adeḿas, en esta tesis se realiza una extensión del disẽno a

los observador intervalo con el propósito de analizar sistemas no lineales con pertur-

baciones, obteniendo como resultado que los estimados de dicho observador acoten

dinámicamente tanto por arriba como por abajo la trayectoria del estado.



Los esquemas propuestos son probados en simulación con un par de ejemplos tanto

para los observadores cooperativos como para los observadores intervalo. En el pri-

mero se considera una planta estable y en el segundo una planta inestable. En el caso

de la planta estable se obtienen dos resultados: se incrementa el radio de estabilidad

por medio de la inyección de salida de dichos observadores. Pero no se puede acelerar

la velocidad de convergencia debido a las restricción de la propiedad de cooperativi-

dad en los sistemas dinámicos. En el caso de la planta inestable se estabilizan a los

observadores a través de la matrices de ganancia.

Cabe sẽnalar que la propiedad de monotonicidad es la generalización de la pro-

piedad de cooperatividad. Por consiguiente, como trabajo de investigacíon futuro se

puede estudiar el comportamiento de los observadores monótonos,como genereli-

zacíon de los observadores cooperativos introducidos en este trabajo. En cuanto al

alcance de los resultados, se pretende generalizar el incremento del radio de esta-

bilidad y el mejoramiento de la velocidad de convergencia del observador a trav́es

de la matriz de ganancia. También queda por estudiar como aplicar el esquema de

control con los observadores estudiados en este trabajo y validar experimentalmente

los resultados téoricos en los sistemas reactivos. Como se puede apreciar son varios

los puntos que áun quedan por explorar referentes a los resultados aquı́ obtenidos.
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A. PROPIEDAD DE SIMETŔIA

La demostracíon de laproposicíon 6se enuncia en seguida:

Sea el sistemaΠS (3.1), el observadorΠ0 (3.2), las dińamicas del errorΠE (3.7) y

(3.8) y las no linealidadesφ+ (3.5) yφ− (3.6) est́an dadas por

φ+ (z, σ) , f (σ) − f (σ)

φ− (z, σ) , f (σ − z) − f (σ)

y la relacíon que existe entre estas no linealidades es (3.11),

φ+ (z, σ) = −φ− (−z, σ)

El diseño deΠ0 conΠE+ ⇔ disẽno deΠ0 conΠE− si y śolo si,

� ΠE+ esestable⇔ ΠE− seaestable.

Esto se debe a que si existen las constantesk y % tales que para cualquier

condicíon e+(0) se satisface:

∥∥e+ (t)
∥∥ ≤ k+

∥∥e+ (0)
∥∥ exp(−%+t),

Se sabe quee+ = x̂ − x ⇒ e− = −e+ = x − x̂

∥∥e+ (t)
∥∥ ≤ k

∥∥e+ (0)
∥∥ exp(−%t) ⇒

∥∥e− (t)
∥∥ ≤ k

∥∥e− (0)
∥∥ exp(−%t)

de la misma manerae+ = −e−, por lo que se tiene:

∥∥e− (t)
∥∥ ≤ k

∥∥e− (0)
∥∥ exp(−%t) ⇒

∥∥e+ (t)
∥∥ ≤ k

∥∥e+ (0)
∥∥ exp(−%t)



� Adicionalmente, φ+ es(Q,S,R)-D ⇔ φ− tambíen es(Q,S,R)-D.

[
φ+

z

]T [
Q S

ST R

] [
φ+

z

]
= φ+T

Qφ+ + 2φ+T

Sz + zT Rz

=
(
−φ−

)T
Q

(
−φ−

)
+ 2

(
−φ−

)T
S (−z) + (−z)T

R (−z)

[
φ−

z

]T [
Q S

ST R

] [
φ−

z

]
= φ−T

Qφ− + 2φ−T

Sz + zTRz

=
(
−φ+

)T
Q

(
−φ+

)
+ 2

(
−φ+

)T
S (−z) + (−z)T

R (−z)

Por consiguiente, para garantizar que se cumplan las desigualdades de arriba

sólo se requiere que existan las matricesP = P T > 0, L, N y la constante

ε > 0 tales que se satisfacen:

[
e+

φ+

]T [
PAL + A

T

LP + εP + H
T

NRHN PG − H
T

NST

GT P+ − SH+
N Q

] [
e+

φ+

]
≤ 0

(A.1)

⇒

[
−e−

−φ−

]T [
PAL + A

T

LP + εP + H−T

N RHN PG − H
T

NST

GT P − SHN Q

] [
e+

−φ−

]
≤ 0

de forma ańaloga se tiene

[
e−

φ−

]T [
PAL + A

T

LP + εP + H
T

NRHN PG − H
T

NST

GT P+ − SH+
N Q

] [
e−

φ−

]
≤ 0

(A.2)

⇒

[
−e+

−φ+

]T [
PAL + A

T

LP + εP + H−T

N RHN PG − H
T

NST

GT P − SHN Q

] [
−e+

−φ+

]
≤ 0
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� ΠE+ es cooperativo⇔ ΠE− es cooperativo.

Es decir, los Jacobianos de los errores de observación deben ser Metzler:

M+(z) = AL − G
∂φ+

∂z
HN = AL + G

∂f (z)

∂z
HN

M−(z) = AL − G
∂φ−

∂(z)
HN = AL + G

∂f (z)

∂ (z)
HN

∴ M+ ⇔ M−
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France.

Mart ı́nez-Guerra, R., R. Aguilar y A. Poznyak. 2004. A new robust sliding-mode

observer design for monitoring in chemical reactors.Journal of Dynamic Sys-

tems, Measurement, and Control126. 473–478.

Moisan, M. 2007.Synth̀ese d’Observateurs par Intervalles pour des Systèmes Bio-
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