UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

vamDAqu PROGRAMA DE MAESTRI'A'Y DOCTORADO EN
AVEN"MA DE INGENIERIA
MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

ANALISIS DINAMICO DE ROBOT OCTOPODO
CAMINANTE Y GENERACION DE TRAYECTORIAS
DE SEGUIMIENTO

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

MAESTRO EN INGENIERIA

MECANICA — MECANICA APLICADA

PRESENTA:

JOSE ANTONIO SILVA RICO

TUTOR:
DR. FRANCISCO CUENCA JIMENEZ

Ciudad Universitaria, México D.F. 2009




JURADO ASIGNADO:

Presidente: Dr. Carrera Bolafios Jorge

Secretario: Dr. Gonzélez Gonzéalez Leopoldo Adrian
Vocal: Dr. Cuenca Jiménez Francisco

ler. Suplente: Dr. Gonzalez Villela Victor Javier

2do. Suplente: Dr. Ruiz Huerta Leopoldo

Ciudad Universitaria , México D. F.

TUTOR DE TESIS:

Dr. Cuenca Jiménez Francisco

FIRMA



Agradecimientos

A la Universidad Nacional Autonoma de México, a la Facultad de Ingenieria, por darme la
oportunidad de aprender, superarme y crecer COmo persona.

A mis padres, Alicia y José Antonio, por guiarme y darme su apoyo cada dia de mi vida. A
mi padre por ensefiarme que puedo aprender lecciones muy valiosas de todo mundo y que
no tengo limites para lograr mis cometidos; a mi madre por siempre estar ahi cuando la
necesito y ensefiarme que lo méas valioso que se puede tener es una familia. A mis
hermanos Martha y Marco, por su carifio, comprension y ensefianzas.

A mi tutor Francisco Cuenca por ser mi guia a lo largo de esta etapa de mi vida.

A mis amigos de la Facultad con los que he compartido tantos momentos de mi vida.
German; eres como un hermano para mi, no tengo como agradecer tu amistad y apoyo.
Ares; gracias por tu amistad, apoyo y palabras de aliento cundo las necesitaba. Miriam y
Julieta, gracias por tantos momentos de sonrisas y alegrias. A Ferchu, Michas, lan, Eder,
Ivan, Ale, Janice gracias por mostrarme tantas cosas de la vida y compartir tantos
momentos de alegria. A Fernando Caamal por creer en mi y apoyarme en €s0s momentos
de frustracion.

A Rocio, por ensefiarme lo bello de la vida, por compartir tantos hermosos momentos
conmigo, por hacerme sonreir cada segundo y por ser la estrella que ilumina mi
firmamento.

A Polo y a Quique, por darme la oportunidad de conocer y entrar al posgrado, gracias por
todas las ensefianzas que me impartieron para crecer COmo ingeniero y como persona.

A Gustavo, por todas esas charlas en las que me has hecho reflexionar tantas cosas de la
vida y que me han ayudado a ser un mejor ser humano.

A la DGEP por la beca otorgada a lo largo de mi maestria.

Y a cada persona que ha formado parte de mi vida por mucho o por poco tiempo, y que por
algun descuido no agregué a esta lista.

Danke schon

ARIICHVEES HEBOEY






“No todos los pensamientos son algoritmos”

-Mario Bunge-



Indice

1T 1ot TSROSOV STRPIPPTRORN i
LR U] 1 11T o OO \Y;
AN 0 15) 1 = (03 Vi
N[ g [T o1 F- N (0L U Vil

Capitulo |

GENEIAIIHATES ..ottt bbbt bbb et et et e bbbt e b ene s 1
1.1 JUSHITICACTION ...ttt et b e st e bt et se e naeeneeas 1
1.2 ObJetiVo GENETAL .....coviiiiiiiiiiiiiiicieceste ettt sttt 1
1.3 MEtOAOIOZIA. ... eieuiieiiieiieiieeie ettt ettt ettt e et e et e et e e aa e e beestbeebeeeaaeenneesabeensaeas 2
1.4 INEEOAUCCION. ...ttt ettt et e et e bt e et nbee s e 2
1.5 Perspectiva HIStOTICA .......cccuiiiiieiieiieeieeiie ettt ettt ettt ettt e s saeebeesaaeenseesnneesaens 3
1.6  Ventajas de 10S TODOS CAMINANLES........cccuurieiiieeeiiiieeiieeeiieeeieeeeieeeereeesreeeereeenraeeeseeeens 4

1.6.1 IMOVIIIAAA ..ot 4
1.6.2 Superacion de ODSTACUIOS .......oecviieiiiieiieeee e e e 5
1.6.3 SUSPENSION ACTIVA ...evvieiiieiieeiii ettt ettt et ettt ettt e saeesbeeeabeesseesnbeesseeenseesnas 5
1.6.4 R 0 (1 6 E S 1 1S3 g0 8 Lo DS 5
1.6.5 Terrenos NAtUIALES. .......coviiiiiiiiiiiieieee ettt st 5
1.6.6 Deslizamiento y €StancamiCnio .........c.eeeeveeerveeeiieeeieeeeieeesreeesaeeesseeessseesssseesnsnees 5
1.6.7 Dafio al Medio ambIente........cc.coviiiiriiiiiiiiiieeeeeeeee e 6
1.6.8 Velocidad Promedio ........cocveeeciieiiieecieeee et ebee e 6
1.7 Arquitectura del robot octdpodo de eStUAIO. .......eevuveeiieriiieiieie e 7

Capitulo 11

ANALISIS CINEMATICO ....viiiiiiiiec ettt et et e b e et e e st e et e e sae e e beesateebeessteesbeesabeearessreeanns 9
2.1 INEEOAUCCION. ....eeciiriieeeeiieee et et e et e e e et e e e e e eaa e e e e eeaaaeeeeeeaaeeeeeetaeeeeeenreeens 9
2.2 ANALISIS A€ POSICION ..veviiiiiiiiiiiiiiiiiec ettt e e e e e et e e e e s s eeaaaereeeeeesssenaneeees 9
2.2.1 SOIUCION del ANGUIO i ..ot 19
2.2.2 Soluciodn del Angulo 101 e e e ——————— 25
2.2.3 SOIUCION del ANGUIO G215 ..o 28
2.2.4 Soluciodn del Angulo 161+ e e ——————a e e e e ——————— 29
2.2.5 Solucion del Angulo 50 e nnnnnnnnnnnn 31
2.2.6 Soluciodn del Angulo 171 e e e e ———————— 33
2.2.7 Solucion del Angulo D i e nnnnnnnnnnnnn 34
2.2.8 Soluciodn del Angulo 021 e+ttt e e et ————————— 38
2.2.9 Solucion del Angulo 0 e nnnnnnnnnnnn 39



2.3 Analisis de Velocidad .......ooooviieiiiiieie 41

2.3.1 VEIOCHAAA B, <.ovooeeoeeeeeeeeee s 41
232 VEl0CIAAd Byg; orooeeereeeeee oo 42
233 VElOCIAAd By, oo 43
234 VIO Bpg; worrooooeoeoeeeseeeeee oo 44
2.3.5 Velocidad 915;‘ .................................................................................................................. 45
2.3.6 VEIOCHAAA By, wovvooeeeeee oo 46
2.3.7 VEIOGIAAA Gy .ooroeeeeeeeeeeeeee e 47
2.3.8 VEIOCIAAA By, worvoeeeoeeeseeeeeecee oo s oo 48
2.3.9 VEIOCIAAA Gy .voveeeeeeeeseeeee oo s 49
2.4 ANAlisis de ACCIETACION ......cccviieiiieeciieeeiteeetee et e et e et e e et e e e teeesaaeeeeaaeeeaseeesseesnsaeesnneeas 51
2.4.1 ACRIeracion @, .........c.ccovucuiiiiiiiiiiiiiciic e 51
2.4.2 Aceleracion élQi ................................................................................................................ 52
2.4.3 ACEICTACION By ......ooooeeeeeeoeseeeeeeeee oo senee e 53
244 ACEICTACION B, .......ovveeeeeeeeseoeeeeeee oo senee e 55
2.4.5 Aceleracion 5151. ................................................................................................................ 56
2.4.6 Aceleracion ém ................................................................................................................ 57
2.4.7 Aceleracion 561. ................................................................................................................. 58
2.4.8 Aceleracion élz OO OSSO OO URORRO 59
2.4.9 Aceleracion ég OO USRS UROOEORRRO 60
Capitulo 111
Andlisis Dindmico Mediante la Formulacion de Newton-Euler............ccccocooiniinicncinene, 61
3.1 INEEOAUCCION ...ttt ettt et sttt et ebe et eatesaeesbe et 61
3.1.1 Formulacion MatriCial ..........coouiiiiiiiiiiiiiece ettt e 63
3.2 Analisis Dindmico del Robot OctOpOdo........cevuiieiiiiiiiiieieeiiece et 67
3.2.1 ANALISIS A€l CULTPO 1 c.eeviiiiiiieeiieecee ettt ettt e et e e be e e aaeeetaeesnaeeesaeesaneeens 68
Velocidad y Aceleracion Angular del CUuerpo 1........coovieiiiiiiiiiieniieieeceeeieeee e 71
Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 1 .......oocvvveeiiieiiieeiiie e 73
3.2.2 ANALISIS del CUCTPO 2 ..ottt ettt ettt ettt e s be et e e b e e nsaeenbeeaeeennas 74
Velocidad y Aceleracion Angular del CUCIPO 2.....ccvvveeiiieeiiieeiie ettt 76
Aceleracion del Centro de Gravedad del CUCTPO 2 .....oceveeiiiiiiiiiiieiiecieeieeee e 78
3.2.3 ANALISIS A€l CULTPO 31 .uviiiiiiiieiiieeeiie ettt e e e et e et e et ee e saaeeetaeesnseesnsaeesnneeens 79
Velocidad y Aceleracion Angular del CUCTPO 3i...ccueeeiieiieiiiiiieciieieecee et 81
Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 3i......cccveveeiiieiiieeiiee e 82

3.2.4 ANALISIS el CUCTPO A1 ..eeuviieiiieiiieiieiie ettt ettt et ete et e enbeessaeenseenaeesnnas 84



Velocidad y Aceleracion Angular del CUCTPO A....c.veeeevieiieeiiiiiiieiiieieeeee et 86

Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 4i......co.ceceevieriiiiniinienenieniececseceeee e 88
3.2.5 ANALISIS dEl CUCTPO 51 .eiiuviieiiiiiiiieiieiieeie ettt eette ettt e te et eesbe e taeebeesteeesseensaesnseeseensnas 90
Velocidad y Aceleracion Angular del CUEIPO Si..c...ooueiiiriiniiiiiiniiniiiicnicreeceeceeeseeee s 91
Aceleracion del Centro de Gravedad del CUCTPO Si..cccevieviieiieniieiiieiieeieeiee e 93
3.2.6 ANALISIS el CUCTPO O1 ..ottt sttt 95
Velocidad y Aceleracion Angular del CUCTPO Oil.......eeeeveerieriiiiiiieiiieieeeie et 97
Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 61.........cocuevierieeiiniiniininiiinieceicrecieeeeee 98
3.2.7 ANALISIS dEl CUCTPO 71 .eieuviieiiieiieeiiieieeeiieeiee et e ette et e st e ebeestaeesbeessaeenseessaesnseensaeensaenns 101
Velocidad y Aceleracion Angular del CUEIPO 7i..cc.vevuveriiiiiiriiiniiiiiniiieeienecsieeeeieee e 103
Aceleracion del Centro de Gravedad del CUCTPO 71 ...eeveeevieriiiiiieiieeieeciie et 105
3.3 Solucion del Modelo DINAMICO. .......eeviieiiiiiiieiieeieeee ettt 108
3.3.1 SiStemMa de ECUACIONES ....ecuveeeeueeriieriieieeiie sttt ettt ettt e st et et e it e bt eateseee et eneesneenseenseeees 109
3.3.2 EcuacCiONeS A€ TESIIICCION .....eeeuvieiiieniieiteeieesiteetee st etee st eteesabeebeesateesaeesnneesseesnteesneeens 110

Capitulo IV

Generacion de Trayectorias de SEgUIMIENTO .......ccvcveiieiiiie i 119
A1 INETOAUCCION. ..ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aeeaeeee e e e e aaaaeeeeeeeeeeaaaaaaaes 119
4.2 EcCUACIONES A€ MOVIITIENTO ...evvveviveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeaeneeeneeeeernnane 119
4.2.1 Ecuaciones de Posicion del MOAUIO 1 .....cooo oo eeeeeeee e 119
OrientaciOn el MOAUILO 1 ... 120
4.2.2 Ecuaciones de PosiCiONn del MOAUIO 2.... oo 122

(@0 ] 0103 (8151 (0] L= TR 127

Apéndice A

T (o o] g i Yot =] L0 (<] a1 <= | R 129

Apéndice B

GeNeracion de TrAYECTOIIA . ...ccuuueieieierieie st sttt et sbestesbesbesreeraeneas 131
Apéndice C

Términos para [0S €lemMeENtOS Vi ...ccciieiiiriiiiieiie ettt ettt ettt e e enee s 133

Términos para 10S €1ementos Hyj...veeeeveeeriieiiiieiiie ettt 141

Apéndice D
Solucidn de Sistema Lineal SUBdeterminado.........c.vveeeeeeeeeeeeee e 167

BIBIOGIafia........eoceee e 169

111



Resumen

En la presente tesis se desarroll6 el estudio de un robot modular cuya locomocion se da a través
de piernas. El robot esta provisto de dos cuerpos, unidos mediante una junta esférica, y empleando
cuatro piernas en cada cuerpo. Cada pierna produce tres movimientos o grados de libertad, es decir,
permite el posicionamiento del extremo de la pierna en cualquier punto de su espacio de trabajo. De
esta manera la estructura es muy flexible, ya que puede desplazarse con mayor facilidad que las
estructuras de un solo médulo.

Se desarrollaron las ecuaciones de la posicion, velocidad y aceleracion para el robot caminante,
obteniéndose ecuaciones para las juntas actuadas y no actuadas que permiten posicionar y orientar
los cuerpos principales del robot para cualquier trayectoria dada.

La solucion de la cinematica empled dos enfoques: 1.- Para los cuerpos principales, la estructura
se analiz6 como un robot paralelo espacial de seis grados de libertad. 2.- Para cada pierna, la
estructura se analizé como robot espacial serial de tres grados de libertad.

Se desarrollaron las ecuaciones dinamicas del robot octopodo, las cuales produjeron un sistema
subdeterminado. Para resolver el sistema subdeterminado, se implement6 la teoria de los minimos
cuadrados, de manera mas especifica la pseudoinversa.

Por ultimo se generd un algoritmo para simular el movimiento del robot octépodo a lo largo de
una curva de seguimiento sobre una superficie. Los datos de entrada para el algoritmo son: la
ecuacién general de la superficie, la ecuacion paramétrica de la curva de seguimiento y el tiempo en
el que se desea que se realice el desplazamiento del robot a lo largo de la trayectoria.



Abstract

In the present thesis the study of a modular robot was developed whose locomotion occurs
through legs. The robot is provided of two bodies, joined by means of a spherical joint, and using
four legs in each body. Each leg produces three movements or degrees of freedom, that is, allows
the positioning of the end of the leg in any point of its workspace. This way the structure is very
flexible, since it can move with greater facility than the structures of a single module.

The equations of the position, speed and acceleration for the legged robot were developed,
obtaining equations for the acted and not acted joints that allow to position and to orient the main
bodies of the robot for any given trajectory.

The solution of the kinematics used two approaches: 1. - For the main bodies, the structure was
analyzed like a space parallel robot of six degrees of freedom. 2. - For each leg, the structure was
analyzed like serial space robots of three degrees of freedom.

They were developed to the dynamic equations of the octopod robot, which produced a
underdetermined system. In order to solve the underdetermined system, the theory of the squared
minimums was implemented, of more specific way the pseudoinverse.

Finally, an algorithm was generated to simulate the movement of the octopod robot throughout a
tracking curve on a surface. The input data for the algorithm is: the general equation of the surface,
the parametric equation of the tracking curve and the time in which it is desired that the
displacement of the robot throughout the trajectory is realized.
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Generalidades

En este capitulo se plantea la justificacion de los temas a desarrollar, el analisis cinematico y el anlisis
dindmico de un robot caminante, a partir del método de Newton-Euler y apoyandonos en el método de los
minimos cuadrados; por otra parte se muestra el objetivo general y la metodologia empleada.

1.1 Justificacion

Los robots caminantes han probado ser sistemas de locomocién prometedores, ya que son capaces de
realizar tareas que vehiculos convencionales no son aptos de desarrollar [1]. En las Gltimas tres décadas,
diversas tecnologias para la locomocién de robots caminantes ha sido desarrollada en todo el mundo,
resultando en la invencién de nuevas maquinas y métodos. Aln asi, muy pocos trabajos han sido
publicados abordando el tema de robots caminantes, en especial no se tiene mucha informacién del
andlisis mecanico para la obtencion de los torques para los actuadores. Por tal razén, en esta tesis se
describe el analisis dindmico de un robot caminante empleando el modelo de Newton-Euler, ya que este
método en particular permite obtener las fuerzas y torques en todas las juntas contenidas en el robot, y
conociendo estas fuerzas y torques se puede generar un mejor disefio al tener conocimiento de torques
que requieren los actuadores y las posibles fuerzas a las que estaran sujetos cada uno de los elementos del
robot.

La cinematica descrita en este proyecto es la representacion de la cinematica inversa, comun para la
mayoria de los robots. El objetivo de la cinematica inversa es definir un mapeo de la posicion del cuerpo
principal del robot en el espacio cartesiano a un conjunto de angulos de las juntas que alcanzan dicha
posicién; a diferencia de la cinematica directa, que involucra el mapeo de un conjunto de variables de
entrada conocidas de las juntas a una posicion del cuerpo principal. Dentro del analisis dinamico se
plantea el modelo dindmico inverso empleando el método de Newton-Euler.

En la dinamica inversa se proporciona un registro a través del tiempo, de las coordenadas o juntas
cartesianas, y a partir del conocimiento de este registro, de la arquitectura y parametros inerciales del
sistema analizado, el torque o fuerzas requeridas para cada una de las juntas actuadas es determinado
también como un registro a través del tiempo.

1.2 Objetivo General

Este trabajo de tesis tiene como objetivo realizar el analisis cinematico y dindmico de un robot
octopodo caminante, el robot propuesto para realizar dicho analisis consta de un cuerpo principal que esta
dividido en dos modulos y éstos se unen por medio de una junta esférica, a cada médulo se le acoplan
cuatro piernas que estan basadas en un mecanismo de cinco barras; asi mismo se desarrolla un estudio
para la generacion de trayectorias de seguimiento del robot.



1.3 Metodologia

1.3 Metodologia

1. Andlisis Cinematico.
a) Analisis de Posicion.
b) Andlisis de Velocidad.
c) Analisis de Aceleracion.
2. Analisis Dinamico.
a) Formulacion de Newton-Euler.
b) Implementacién de Pseudoinversa.
3. Analisis de trayectoria de seguimiento.
a) Posicionamiento y orientacion del primer médulo.
b) Posicionamiento y orientacion del segundo modulo.

c) Aplicacion de perfil de velocidades.

1.4 Introduccion

Este trabajo es un estudio de la imitacion del caminar para el desarrollo de maquinas con piernas, las
cuales entran en la familia de los robots; en otras palabras, estos sistemas mecénicos se mueven por si
mismos empleando elementos que tienen la cualidad de piernas. Basado en el nimero de piernas que tiene
el robot, hay bipedos como los humanos o aves, cuadripedos como los mamiferos y reptiles, hexapodos
como los insectos, y octépodos como los aracnidos. Se han construido robots con diversos nimeros de
piernas, entre los que destacan: con una (el brincador de Raibert (1986)), con tres (Tripode OSU (Berns,
2005)), con cinco (robot hibrido Hitachi (Todd, 1985)), con ocho (ReCUS (Ishino et al., 1983)) o con mas
piernas (Nonaped, (Zykov et al., 2004)) son inusuales, pero no imposibles [1].

El primer mecanismo caminante documentado aparecié alrededor de 1870 y se basa en un mecanismo
de cuatro barras, el cual fue inventado por el matematico ruso P. L. Chebyshev, en un intento de imitar un
caminar natural [2]. Algunas otras maquinas fueron desarrolladas mas tarde para un uso moderado, y
alrededor de 1893 la primera patente de un sistema con piernas fue registrada por la oficina de patentes de
los Estados Unidos.

Algunas décadas mas tarde, alrededor de 1940, investigadores empezaron a considerar la posibilidad
real de usar robots con piernas para aplicaciones practicas. La milicia de Reino Unido y de los Estados
Unidos patrociné importantes proyectos para el estudio de la aplicacion de mecanismos con piernas como
méaquinas de guerra.

El reto de crear algo que caminara era fascinante, pero muy complejo al mismo tiempo, y las
investigaciones no tenian éxito muy seguido. Una vez mas, la llave fue la tecnologia computacional.
Cuando los investigadores tuvieron la posibilidad de usar computadores poderosos y compactos en la
industria, se incrementd el namero de desarrollo de robots y se presentaron mas éxitos.

Los robots caminantes exhiben ventajas hipotéticas sobre su tradicional contraparte, y la comunidad
cientifica ha desarrollado un gran ndmero de robots caminantes con control computacional para probar
esta asercion. La mayoria de estas maquinas todavia permanecen como simples prototipos de laboratorio.
Solamente un pufiado de robots caminantes ha sido equipado con las caracteristicas apropiadas [1].
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La pobre condicion del estado del arte de la tecnologia de los robots caminantes se debe principalmente
al hecho de que el desarrollo de estos robots es méas complejo de lo que originalmente se esperaba, no
s6lo en términos del mecanismo, sino también referente al sistema electrénico, empleo de sensores y
algoritmos de control.

1.5 Perspectiva Historica

La tecnologia de locomocion para caminar empez6 con el desarrollo de mecanismos empleados como
juguetes, los cuales eran capaces de moverse en condiciones favorables, incluyendo superficies
horizontales y planas. Més tarde, cientificos observaron y registraron los modos de desplazamiento de
ciertas especies y con ello intentaron entender la funcionalidad de ciertos movimientos en la naturaleza.
Mas adelante, basandose en modelos matematicos, se formuld y se estudié la manera en que daban los
pasos algunas especies, para asi lograr mejorar algunos aspectos de los mecanismos caminantes. Como
consecuencia, medidas de estabilidad y algoritmos de generacion de pasos fueron creados basados en
casos ideales, logrando mejoras eventuales que nos conducen a las condiciones tecnoldgicas presentes.

En la Tabla 1.1 [1] se resume la historia del desarrollo de los robots con multiples piernas, destacando
los robots caminantes cuadripedos como hitos en la historia. Hay que tener presente que desde 1990 el
verdadero hito en el desarrollo de los vehiculos caminantes ha sido dedicado a la locomocion de los
bipedos.

Ao Investigador Hito

1870 Chebyshev Disefio de un mecanismo de cuatro barras de estado alternado y fases
de transferencia

1893 Rygg Patente de caballo mecéanico

1940 Hutchinson Prototipo de cuadrupedo

1961 Morrison Disefio y prueba del Iron Mule Train

1968 Frank y McGhee Disefio y prueba del Phony Pony

1968 Mosher Prueba del GE Walking Truck

1969 Bucyrus-Erie Co. Big Muskie, una dragalina caminante de 13.500 toneladas, es

construida y operada hasta 1991

1972 | Universidad de Roma Primer robot caminante en Europa

1977 McGhee Prueba del primer robot caminante con control computacional
(hexapodo OSU)

1980 Hirose y Umetani Desarrollo del PV-II en el instituto de tecnologia de Tokio

1983 Odetics Inc. ODEX I, el primer robot caminante disponible comercialmente

1987 Waldron y McGhee | Primera demostracion del ASV, el mejor robot caminante construido en
tiempos modernos

1989 Raibert Primer cuadrupedo en efectuar trote, a buen paso, y vinculando sus
pasos a un control dindmico

Tabla 1.1 Hitos en el desarrollo de robots caminantes multiples piernas
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1.6 Ventajas de los robots caminantes

Ademaés del interés de crear maquinas para imitar el movimiento natural, algunos investigadores
previeron las ventajas potenciales de los sistemas con piernas sobre los vehiculos tradicionales, basados
en ruedas o en traccion por oruga, para uso en la industria o servicios. Algunas de estas ventajas se
presentan a continuacion [1].

1.6.1 Movilidad

Los robots con piernas exhiben una mejor movilidad que los robots con ruedas, debido a que
intrinsecamente son sistemas omnidireccionales [1]. Esto es, que los robots con piernas pueden cambiar
su direccion independientemente de la direccion del eje del cuerpo principal, simplemente cambiando sus
puntos de apoyo. Por otra parte, un robot convencional con ruedas tendria que realizar algunas maniobras
para ser capaz de cambiar de direccion.

Asimismo, un robot con piernas puede mover y orientar su cuerpo mientras mantiene sus puntos de
apoyo fijos, esto se logra simplemente cambiando la extension de sus patas. Esta caracteristica provee al
cuerpo del robot seis grados de libertad adicionales. En la Fig. 1.1 se presenta esta caracteristica que
requiere que las patas estén basadas en mecanismos de tres grados de libertad.

E fl-eggsd robot Wheeled robot
ﬁiﬁ E o 1.1
= i
L

Obstacle o

- Obstacle

Positioning
Heading
Levelling % ﬁ

Mobility

Obstacle surmounting

Active suspension % %
MNatural terrain (non-
cohtinuous terrain)
Motion
Slippage and jamming Resistance
Legs - - -
Environmental damage P Wheels
-

Fig 1.1 Ventajas robots con patas vs. robots con ruedas [1]
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1.6.2 Superacion de obstaculos

Un robot caminante puede superar obstaculos que se encuentre a un nivel menor que el méximo del
espacio libre que hay entre el cuerpo principal y el suelo, simplemente dando un paso sobre el obstaculo.
Por otro lado, un robot con ruedas sélo puede superar obstaculos con altura menor a la mitad del radio de
sus ruedas [3]. La traccion por oruga consiste en una rueda virtual con un radio de la mitad de la mitad de
la longitud de la oruga; de esta manera los vehiculos con este tipo de traccion pueden superar obstaculos
mas altos que vehiculos de ruedas, pero usando un movimiento de cuerpo mayor. Fig. 1.1

1.6.3 Suspension activa

Un robot con piernas esta provisto de una suspension activa debido a la adaptacion de la longitud de sus
piernas a terrenos irregulares. De esta manera, un robot con piernas podra cubrir muy bien terrenos
irregulares manteniendo su cuerpo nivelado. Por lo tanto, un sistema con piernas provee al conductor un
movimiento mas suave y confortable. En contraste, los cuerpos de los robots con ruedas estan siempre
paralelos al terreno y adopta inclinacién similar a la del suelo.

1.6.4 Eficiencia energética

Hutchinson sugirio en 1940 que la eficiencia de un vehiculo con piernas pesado seria mejor que uno
con ruedas. Mas tarde, Bekker probo a través de experimentos que Hutchinson estaba en lo correcto en
declarar que los sistemas con piernas bajo condiciones de terrenos irregulares son mas eficientes que los
sistemas con ruedas o con traccion de oruga. En la tabla 1.2 se muestran datos obtenidos por Bekker
(1960) en un estudio comparativo de vehiculos y animales.

Velocidad promedio en terrenos
sumamente irregulares (km/h)

Potencia requerida para moverse
sobre una tira plastica de 25 cm

de espesor
Vehiculos con traccion por oruga 8-16 10
Vehiculos con ruedas 5-8 15
Animales >50 7

Tabla 1.2. Estudio de Bekker sobre vehiculos y animales

1.6.5 Terrenos Naturales

Los vehiculos con ruedas requieren superficies con pavimentacion continua para moverse
eficientemente. En principio, los sistemas con piernas no requieren terreno con preparacion, como los
vehiculos de ruedas, y éstos se pueden mover por terreno arenoso, lodoso, rigido y suave con eficiencia
similar. Otra ventaja es que los sistemas con piernas no necesitan terrenos continuos para desplazarse.

1.6.6 Deslizamiento y estancamiento

Las ruedas tienden a hundirse en terrenos suaves, lo que dificulta la movilidad de los vehiculos con
ruedas. Sin embargo, si una pierna es colocada de manera vertical sobre la tierra, esto s6lo compacta la
tierra suave en la misma direccion. El levantamiento de la pata se efectGa verticalmente, sin interferencia
de la tierra. Cuando el cuerpo es propulsado, el extremo de la pata gira alrededor de sus juntas; por lo
cual, las patas no tienen interaccion con la tierra lo que evita problemas de estancamiento. Lo mismo se
cumple para el deslizamiento de los vehiculos cuando son propulsados para adelante o atréas.



1.6 Ventajas de los robots caminantes

1.6.7 Dano al medio ambiente

Los vehiculos con patas requieren puntos de contacto discreto con la tierra, mientras que los vehiculos
de traccion requieren aplicar un par a lo largo de un terreno continuo. Por lo tanto, los robots con piernas
tienen un menor contacto con la tierra que los vehiculos tradicionales, de este modo causan menos dafio al
medio ambiente [1].

1.6.8 Velocidad promedio

Los vehiculos tradicionales se pueden desplazar a altas velocidades sobre superficies preparadas. Sin
embargo, cuando el terreno es mas irregular, la velocidad del vehiculo decrece rapidamente. Los sistemas
con piernas (mamiferos, por ejemplo) son capaces de adaptarse muy bien a las irregularidades del terreno,
y son capaces de mantener promedio de velocidades similares sobre muy diferentes tipos de terreno. El
estudio de Bekker prueba este fendmeno.



Capitulo I. Generalidades

1.7 Arquitectura del robot octépodo de estudio.

En la figura 1.2 se muestra el robot octopodo a estudiar, el cual consiste en un arreglo de ocho cadenas
cinematicas idénticas. Estas cadenas estan distribuidas en un arreglo rectangular, teniendo cuatro de estas
cadenas en cada uno de los modulos que conforman el cuerpo principal del robot. Cada cadena consiste
en un eslabon rigido de entrada, unido por una junta rotacional que permite la rotacién vertical de toda la
pata (eslabdn 1i), a este eslabdn se unen a través de juntas rotacionales el brazo superior (eslabdn 2i) y el
inferior (eslabon 3i), al brazo superior se une por medio de una junta rotacional otro elemento rigido
(eslabén 4i), que finalmente se acopla junto con el eslabdn 4i al elemento que tiene la cualidad de érgano
terminal (eslabon 5i), formando estos cinco eslabones lo que cominmente se conoce como un mecanismo
de cinco barras, y los dos mddulos que conforman el cuerpo principal se unen a través de una junta
esférica. Se eligié emplear esta arquitectura debido a que al presentar la junta esférica en el centro se
obtiene una mejor adaptacion de todo el robot a diversos tipos de terrenos y los mecanismos de cinco
barras de cada una de las piernas permiten un mejor posicionamiento del extremo de las piernas sobre el
terreno al generar un espacio de trabajo.

Figura 1.2 Robot Oct6podo



Capitulo 11
Analisis Cinematico

2.1 Introduccion

La cinematica analiza los aspectos de movimiento sin importar los efectos externos, fuerzas y/o
torques que causan este movimiento. La cinematica trata la posicion, la velocidad y aceleracion de los
cuerpos. En los robots manipuladores las articulaciones estan relacionadas a la posicion y orientacion del
efector final por restricciones impuestas por estas mismas. En el estudio de la cinematica de robots
manipuladores, constantemente se busca la localizacidén de cuerpos en el espacio. Los cuerpos de interés
incluyen eslabones de un manipulador, herramientas, piezas de trabajo, efectores finales, etc.

Sistemas de referencia son empleados para identificar la localizacion de un cuerpo. En la descripcion
de la presente investigacion se emplean dos sistemas de referencia cartesianos, sistemas de referencia
fijos o marcos inerciales y sistemas de referencia relativos o marcos locales. En el presente capitulo se
desarrolla el andlisis de posicion, de velocidad y aceleracion de los angulos encontrados entre los
eslabones.

2.2 Analisis de Posicion

La determinacion de la posicion y orientacion de los eslabones del sistema es desarrollado dentro de
esta seccion. Para alcanzar este objetivo se emplea el analisis de la cinematica inversa y para facilitar el
analisis divide el robot en dos mddulos principales y ocho cadenas cinematicas las cuales estan basadas
en un mecanismo de cinco barras. Como se muestra en la figura 2.1 cada una de las cadenas cuentan con
seis articulaciones rotacionales, de las cuales, tres son articulaciones actuadas y las tres restantes son
articulaciones libres, ademas, asi mismo se cuenta con una articulacion esférica localizada al extremo de
la cadena, esta articulacion también es libre, por lo cual permite que el extremo de la pata se oriente de la
manera mas conveniente dependiendo del punto de la superficie donde se posicione. Ademas, como se
explico en el capitulo anterior, los dos modulos principales estan unidos por una junta esférica, que
tampoco cuenta con actuacion alguna, esto se debe a que esta junta solo tiene la finalidad de hacer
flexible al cuerpo principal del robot, para de estd manera tener una mayor adaptacion al terreno que se
desplace.



2.2 Analisis de Posicion

Fig. 2.1 Robot octopodo

Una vez que se tiene conocimiento de todos los elementos y juntas que conforman al robot octépodo, se
procede a la definicion de la cinematica inversa.

El problema cinematico inverso para la posicion es:

Dada la posicion y orientacion del modulo que se va a analizar, ya sea (X.1, Yc1, 2c1) ¥ (W1, 01, 91) 0
(Xe2 Yerr 2e2) ¥y (W2, 03, 02), y la posicion en la que se localiza el extremo las piernas (dyy, dyg, dg), se
determina el valor de los dngulos de todas las articulaciones de los eslabones de cada una de las
cadenas que estén conectadas al modulo en cuestion, es decir, 0;, Og, Q9;y 012y 0155 0165 O17;5 019; Y 0215

Donde i indica la cadena que se estd analizando, por tal razén i va de 1 a 8, correspondiendo los
primeros 4 valores a las cadenas conectadas al modulo 1 y los 4 restantes a las del moédulo 2.

En la figura 2.2 se puede apreciar con mayor detalle cual es el angulo que corresponde a cada eslabon
del robot.

10



Capitulo II. Analisis Cinematico

Fig. 2.2 Variables involucradas

Para hacer el andlisis de posicion del robot octépodo se tomaron como herramienta las matrices
homogéneas, las cuales nos proporcionan desplazamiento y rotacién de un cuerpo. Dicha matriz de
transformacion homogénea tiene la siguiente definicion:

T{R d} @.1)
0 1

donde:
R = Matriz de rotacion

d = vector de desplazamiento

Las matrices de transformacion de traslacion basicas en los ejes X, y, z respectivamente son [5]:

1 0 0 x

010 0 2.2)
T”(x)=0010

000 1

11



T(2)

2.2 Analisis de Posicion

Y las matrices de transformacion de rotacion basicas en los ejes x, y, z respectivamente son:

T, (ex) =

1 0 0 O
|01 0 y (2.3)
001 0
0 0 0 1
1 0 0 0
B 01 00 2.4)
1001 z
0 0 0 1
1 0 0 0
0 c0. s6. 0 (2.5)
0 s —c6. 0
10 0 0 1]
_cﬁy 0 sHy 0
0 1 0 O (2.6)
—sé’y 0 cé’y 0
. 0 0 0 1
cd. —s6._ 0 0]
s, c6, 0 0 2.7)
0 0O 0 0
0 0 0 1

Se presenta el analisis a una sola cadena cinematica para simplificar la presentacion y también debido a
que todas las cadenas tienen la misma configuracion, como se ve en la figura (2.1)

12



Capitulo II. Analisis Cinematico

En la figura (2.3) se presenta el marco de referencia inicial el cual esta constituido de una triada de
vectores unitarios que son mutuamente ortogonales. A partir de esta base inercial (xo, o, Zo) Y aplicando
las matrices de transformacion homogéneas que representan traslaciones en las direcciones x, y y z, asi
como las respectivas rotaciones en los tres ejes podemos formar la base local (x., y, Zj). Es decir:

TO,cj = Tzl (ij)TZZ (ycj)Tz3 (ch)Tz4 (l//j)TZS (Oj)TZ6 (¢]) (28)

donde j indica el médulo del robot que se estd analizando, es decir, puede ser 1 o 2, Ty ; indica la matriz
de transformacion que lleva de la base inercial 0 a la base local cj; x.;, ¥, z,; indican las magnitudes de las
traslaciones hechas en direccion de xo, yo, 2o respectivamente y y;, 6, ¢, representan las rotaciones hechas
sobre x, y, z.

Fig. 2.3 Base Inercial

Observando la figura (2.4) se aprecian las transformaciones necesarias para alcanzar la base local
(X2i, 2i, 22i) partiendo de (Xej, Y, Zej) son:

ch,2i =T, (dx[)TZZ (dyi)Tz3 (dzi)Tz() (021') (29)

Fig. 2.4 Bases locales cj, 1iy 2i

13



2.2 Analisis de Posicion

Donde d,;, d,;, d.; representan las translaciones hechas en la direccion de x;, y;, 2, respectivamente y 65, el
giro realizado sobre el eje z;;.

En las figuras (2.5) y (2.6), se presentan las transformaciones que permiten llegar a la base local
(xsi» YVei» Z6i), partiendo de la base local (xz;, y2i, 22i)-

Tai6i = T23(d3i)T=1(dai)T2(ds5i)T=5(06i) (2.10)

Fig. 2.6 Bases locales 4i, 51y 6i

Para este caso dj;, dy, ds; indican las traslaciones hechas en direcciones de los vectores zz, X3, Vi
respectivamente y 84 expresa el giro realizado sobre el vector ys;.

14



Capitulo II. Analisis Cinematico

Q2.7).

Transformaciones empleadas para llegar de la base local (xgi, ysi, Z6i) @ la base local (Xoi, Yoi, 20i), fig.

Tsi0i = To1(d7:) T2 (dsi)Tzs(09:)

(2.11)
- N ds e,
P \FE’_ \Ps
/- \:3__,;-"' Xg;
\\i_’,_f-—"\’”f:}’%
'|II '|II
|
II| lll
\ \
\ \
||I 1

|
\ \
\ \

<) P
Y

( \DD T~

Fig. 2.7 Bases locales 6i, 7i, 8iy 9i

Donde d7 y ds representan las magnitudes de los desplazamientos realizados en direccion de los
vectores X4; ¥ y7; respectivamente, 8y; indica la magnitud del angulo de giro sobre el vector ps;.
(X121, Y12is Z120)-

En la figura (2.8) se aprecian las transformaciones que llevan de la base local (xo;, yoi, 29;) @ la base local

Toi12i = Tz1(d10) T2 (=d11:)T5(012:)

(2.12)

Fig. 2.8 Bases locales 9i, 101, 111y 12i

Donde d;y; y d;;; representan los desplazamientos realizados en direccion de los vectores xo; Y yio;i
respectivamente y ;,; indica el angulo de giro sobre el vector y; ;.

15



2.2 Analisis de Posicion

A continuacion se presentan unicamente los desplazamientos para llevar de la base local (x12;, y12i, Z12i) @
la base (x4, Y14i, 2141), figura (2.9).

Ti2,14i = T2 (d13:) T (d14i) (2.13)

Fig. 2.9 Bases locales 12i, 13iy 14i

Transformaciones de las bases (x1s; y1si, 215)-(X16 Viei Z161)-(X175 Y175 217:) f12.(2.10) y (2.11) pudiéndose
apreciar en esta Ultima figura que la base local 171, es paralela a la base inercial:

Ti4i17i = T4 (015)T25(016:)T26(017:) (2.14)

Fig. 2.11 Bases locales 16i, 17i y base inercial

16



Capitulo II. Analisis Cinematico

Para estos dos casos antes desarrollados, d;5; vy d;4 representan los desplazamientos realizados en
direccion de los vectores x;,; y X;3 respectivamente, pudiéndose considerarse como vectores guias a
cualquiera de los dos, ya que son paralelos, y 6;s;, &5, 8,7, indican la magnitud de los angulos de giro
sobre el vector x,4;, ¥15:i, 216> TESPECtivamente.

En la fig. (2.12) se aprecia las transformaciones que nos llevan de la base local (xs;, ysi, zsi) a la (x19;,
Y19i, 219i)-

Tsi10; = T (=di5:)T=5(019:) (2.15)

Fig. 2.12 Bases locales 5i, 181y 19i

Donde d5; representa el desplazamiento en direccion del vector zs; y ;¢; indica el angulo de giro sobre
el vector y;q;.

Las transformaciones realizadas para llegar de la base (x19i, ¥19i, Z19i) @ la base (X221, ¥22i, Z22i) S€ muestran
en la fig. (2.13)

T19i,22i = Tzl (dZOi)TZS (0211')T22(_d22i) (216)

| -

Fig. 2.13 Bases locales 191, 201, 21i y 22i

Donde d,y; y dsz; representan los desplazamientos realizados en direccion de los vectores x;o; y yaui
respectivamente y #,,; indica la magnitud del angulo de giro sobre el vector y,.

17



2.2 Analisis de Posicion

Y finalmente, para llegar de la base inercial a la base localizada en el extremo de la pata se aplican las
transformaciones de la fig. (2.14)

To,17: = T.1(dr0i) T2 (dy0i) T2 (dzoi) (2.17)

Fig. 2.14 Base local 171 y sistema inercial

Donde d.g;, d,gi, d.o; indican las traslaciones hechas en direcciones de los vectores x, y, z de la base
inercial.

De manera que se puede observar que las incognitas a determinar, para de esta manera mover al robot
octopodo en el espacio son los angulos:

0,.6,,,0,,,0,,,,0,:.0,.0,,.,6,,,0

2i276i>79i>712i>7 151> 16i>717i°> 7 19i° 7 21i

18
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2.2.1 Solucion del Angulo 0,

Para obtener este angulo en funcidon de desplazamientos conocidos y angulos de construccion del
prototipo, se tuvo que emplear la construccion de lazos matriciales de modo que sdlo este angulo
estuviera presente en una ecuacion.

La figura 2.15 se muestra el lazo matricial empleado para obtener el angulo antes mencionado:

Fig. 2.15 Primer lazo vectorial

Empleando las transformaciones que nos definen este lazo matricial se tiene:

To.Tej2iT3(d3i)T21(dai) T2 (dsi)Tsi19iT19:22T21 (d14:)T1ain7: = Torri (2.18)
Para despejar el angulo 6,;, aplicamos To,cj’l,ch,zfl,Tz3(d3,»)’1,Tzl(d4i)’l,Tzz(d5i) ’1, T5,-,19j’1 en ambos lados
izquierdos de la igualdad, en donde:
TB,ICj = (To1 (x )T )T (2e)Toa(y)T2s(0,)T(4)) )
= T6(;) "' Ts(0,) " Toa(w;) ' T3 (z) ' T2 (V) ' T () ™!
= To6(—¢;)T=5(—0,)Toa (v ) T3 (—2¢) T2 (=) Ta1 (—x ;)

T.: = (T (d) T2 (dy) T3 (A=) To6(02:))
= T.(02) ' T3 (dzi) ' T (dyi) ' o (dii) ™!
=T (_021')Tz3 (_dzi)TZZ (_dyi)Tzl (_dxi)

Ts(ds)™" = Tu(-ds;)

19



T.i(dsi)™" = To(—da;)

T, (dsi)™" = To(=ds:)

TE,{w,- = (T (~d13:)T5(0191) "
= T.5(019:) ' Tz (—d ;)"

= T.5(-019)T:3(d13:)

asi se tiene:

T19i22:T21(d14:)T14in7: = Tg,{lg,-Tzz (=dsi)T.1(—d4i) T3 (_d3i)T;jl,2iT6}ch0,l7i

Al desarrollar la matriz de transformacion Ty, q-’l se tiene:

aiij

T — azij
0,¢j —
asy;

0

donde:

ay; = cb; cd,
ary = cy; s+ cd; s0; sy,

apzj = —C¢j ey SGj +S¢j SY

A4 = —X¢j Cej C¢j — Ve <Cl//j S¢j + C¢j Sej Sl//j) — ch<—C¢j Cl//j Sej + S¢j Sl//j)

az; = —cb; s¢;
Ay = C¢j ey — S0j S¢j NS

axy = cy; s0; sd; + cd; sy

sy = X €0 59; — 2o (e s0; 59, + ey s, ) — ve (cd; cw; —s0; s, sv;)

a31j = S9j
ayy = —cb; sy,

asy = cb; cy;

a1z
anoj

asy;

0

azy; = —Z¢ O ey — x50+ yg O sy

aqs;
azs;

a3z

0

a14j
A4

a3y

2.2 Analisis de Posicion

(2.19)

Se puede apreciar que esta matriz contiene unicamente variables cuyos valores son datos, es decir, y;,
0, 9j, X, Y Y Z. Teniendo esto en consideracion es preferible aplicar todas las transformaciones y

renombrar los elementos de la matriz resultante.
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Ahora, rescribiendo la ecuacion (2.19) de manera matricial tenemos:

donde:

by =
b1y =
bis; =

biy =

b21j =

bay; =

ba3;

bay; =

b31j =
b32j =

b3 =

by

Ciy; =
Cizj =
Ci3j =

Ci4j =

€21 =
C2j =
Ca3; =

Co4j =

bllj ble b13j b14j Ci11; Ci12j Ci3j
b21j b22j b23j b24j B C21; C22j C23j
b31j b32j b33j b34j C31; C325 C33;
0 0 0 1 0 0 0

b6 cO17; 21, + <_C015i cb17; 560 16; + 5015 5917i> 5621
—cO16; 021 5017, + <0917i 5015 + cO1s; 5016 S017i> 5621
cb1; 5016 + cO15: cB16; 5021

da0; + d1ai c021;

c017; 5015; 5016; + cO15; 5017

cO15; cO17; — 5015; 50 16; 5017

= —cl16i 5015,

_d22i

—c015; c017; 021 50 16; + 021, 5015 5017, — 016 cO17; 5021,
cb17; 021 5015; + 5017 <0915i b1, 56016 + cO16i S021i>
cO1s; cO16; cO21; — 5016; 5021

—d14; 8071

—aszy; s019; + cO19; (allj c0y; + asy; S02i>

—a32; 8019; + cO19; <a12j €0 + azy; S92i>

—asz3; 5019; + cO19; <a13j c0,; + ass; S92i>

_<a34j +dgi — d3i + azij dyoi + azyj dyoi + azsjd-o; — dzi) 5019 +
c019i(—d4; + <014j +aiy dyi — dyi + aryjdy; +ais; din) cl; +
<024j + ayj dyoi + azj dyoi — dyi + azs; din) 56;)

aszij s — ayiy 565

azyj cy; — apyj 565

azs; c0y; — aps;j 505;

~ds; + (6124; + a1j dyoi + a2j dyoi — dyi + azs; dz0i> c0y; —

<a14j +ayij deoi — dyi + arz; dyoi + ars; din) 50,;

C14)
C24

C34;

21



2.2 Analisis de Posicion

c31j = azy; cOi9; + 5019, <a11j c0y; + asy; S02i>

C32j = a3 cy9; + 5019, <a12j c0yi + azy; S92[>

C33; = A33; c019; + 5019, <a13j cO,; + azs; S02i>

C34j = (6134/ +dig; — d3; + azij dyoi + azyj dyoi + azzjpd-i — dzi) cOy9; +
50 19; (—d4; + <6114j +ayj deoi — dyi + a2 dyoi + a3, dz0i>6‘92i +

<024j +asy; dyoi + anyj dyol' —d,i + as3j din) 56;)

Se eligen las ecuaciones b4 = c24; que son las mas simples y contienen a nuestra variable de interés 6;,
quedando:

—da; = —ds; + (ar; + azij dxo; + axj dyo; — dyi + ass; dzo;) i —
(@145 + aryy dyoi — dxi + a2 dyoi + ar3j dzo;i) 502 (2.20.a)
Factorizando c6,; y s6,; obtenemos:

(a24j + aZdein + a22jd - dyi + a23jdz0f)c‘92i -

»0i (2.20.b)
(a14j + alljdei —-d,+ al2jdy0i + alajdzoi)s‘gzi +dy, =0
Renombrando:
A ,'09 ,'+B ,'SH [+C i =0
SRt (2.20.c)
donde:
Ayi = axy + azyj dyoi + azaj dyoi — dyi + az3; dzoi
By = _<a14j +anyy dyoi — dyi + ayyj dyoi + ar3; din)
Cii =dxni—ds;
La ecuacidn (2.20c) tiene la solucion final [4]:
0, =tan”' En +cos™ mef (2.21)

4, \/Ah.z + Bli2

El desarrollo de la ecuacién trascendental se muestra en el apéndice A.

22



Capitulo II. Analisis Cinematico

La tabla 2.1 muestra las caracteristicas geométricas del robot octopodo.

Pierna 1 Pierna 2 Pierna 3 Pierna 4 Pierna 5 Pierna 6 Pierna 7 Pierna 8
[m] [m] [m] [m] [m] [m] [m] [m]

dxl =.025 dxz =.025 dx3 =-155 dx4 =-155 dX5 =.155 dxé =.155 dx7 =-.025 dxg =-.025
dy =135 |dp=-135 | dpy=115 |dy=-115 |dys=.115 |dg=-.115 | dy=.135 | dy=-.135
d,=-013 | dp=-013 | dy=-.013 | d,y=-.013 | d;s=-013 | d=-.013 | d,7=-013 | dig=-.013
d31 =.02 d32 =.02 d33 =.02 d34 =.02 d35 =.02 d36 =.02 d37 =.02 d3g =.02
d41 = .08 d42 = .08 d43 = .08 d44 = .08 d45 = .08 d4<, =.08 d47 = .08 d48 = .08
d51 =-.028 d52 =.028 d53 =-.028 d54: .028 d55 =-.028 d55: .028 d57 =-.028 d58 =.028
d71 =.1 d72 =.1 d73 =.06 d74 =.06 d75 =.06 d76 =.06 d77 =.1 d7g =.1
dg] =-.01 dgz =.01 d83 =-01 d84 =.01 dg5 =-01 dg(, =.01 d87 =-.01 dgg = .01
d101 =.15 d102 =.15 d103 =.075 d104 =.075 d105 =.075 d106 =.075 d107 =.15 dl()g =.15
d111 =-.02 d112 =.02 d113 =-.02 d114 =.02 d115 =-.02 d116 =.02 d117 =-.02 d“g =.02
d131:.15 d132:.15 d133:.09 d134:.09 d135:.09 d136:.09 d137:.15 d13g:.15
d141 =2 d142 =2 d143 =.143 d144 =.143 d145 =.143 d146 =.143 d147 =2 d14g =2
dlgl =.04 d182 =.04 dlg3 =.04 dlg4 =.04 d185 =.04 d186 =.04 d187 =.04 dlgg =.04
d201 =.15 dz()z =15 d203 =.075 d204 =.075 d205 =.075 d206 =.075 d207 =.15 dz()g =15
d221 =-.01 dzzz = .01 d223 =-.01 d224 =.01 d225 =-.01 d226 =.01 d227 =-.01 dzzg =.01

Tabla 2.1 Geometria del Robot

Una vez que se tiene definida la geometria se plantea el modo de locomocion que es empleado en este
robot, es decir, la secuencia en la que cada una de las piernas estd en contacto con el piso o se encuentra
levantada. Esta secuencia se puede ver en la figura 2.16.

PR IO e
)

Fig. 2.16 Marcha de robot octopodo

En esta secuencia de movimientos en todo momento se encuentran apoyadas sobre el terreno seis de las
ocho patas del robot, también se puede apreciar que tres de las cuatro patas de cada mddulo se encuentran
en contacto con el terreno, para de esta manera intentar mejorar la estabilidad individual de cada modulo.
A partir de esto se definird paso como la secuencia de estos cuatro movimientos, en la que todas las
piernas en algun instante de tiempo pierden contacto con el piso.

Para observar el comportamiento de la funcion obtenida se plantea el seguimiento de una trayectoria
recta de longitud de 3 metros sobre un plano en un tiempo de 40 segundos.
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2.2 Analisis de Posicion

En la fig. (2.17) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,; del robot
octopodo, al realizar un paso. Se muestra Unicamente el comportamiento del primer paso que dura
aproximadamente 5 segundos debido a que la secuencia se repite varias veces hasta lograr alcanzar la
distancia final. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.17 Angulos correspondientes a 6y;

Como se puede apreciar en la figura 2.17 las ocho juntas que corresponden a los actuadores verticales
de cada una de las patas del robot, tienen variacion a lo largo del paso, esto se debe a que todas las
piernas, aunque se encuentren posicionadas en el piso, ayudan a desplazar los moddulos del cuerpo
principal y también se logra observar el momento en que cada una de las piernas pierde contacto con el
piso, que es en el momento en que se presenta una mayor variacion del angulo.
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2.2.2 Solucion del Angulo 019

De la misma manera en que se encontrd el angulo 6,; y empleando el mismo lazo matricial, ahora se
hallara el angulo 6,;, a partir de la ec. (2.19), se toman los elementos b4;, C14;, b34; ¥ 345, igualando las
ecuaciones correspondientes tenemos

biai = ci4
b34i = C34i

En estas ecuaciones existen elementos iguales con valores conocidos, por lo cual se colectan y se
renombran

Cii = aszaj +dig; — ds; + asyj dyoi + asy; dyo; + aszp d; — dzi

C2i = a4+ any dyoi — dxi + arz; dyoi + ar3; dzo;

€3i = Anaj + azij dyoi + a22; dyoi — dyi + az3j doi
obteniendo finalmente las siguientes ecuaciones:
daoi + d14; €021, = —c1; 5019, + O 19; <—d4[ + ¢y Oy + ¢34 5021‘) (2.22)
~d14i $021; = c1; cOy9; + 5019; <_d4i +¢i €02 + C3; 3921') (2.23)

de las ecuaciones (2.22) y (2.23)se despeja cbyy; y $6,1; respectivamente obteniendo:

1

by, = d_(_d20i —d, O, +¢,,c0,,c0,, — 56y, + C3i6919iS92i) (2.24)
14i
56, = L(_611‘0‘9191‘ +d,;56,,; — ¢,,c0,,50,5, — C3iS919iS02i) (2.25)

14i

A continuacion se emplea la definicion de circulo unitario, sa*+co?=1, para poder de esta manera poder
suprimir el término 6,;, teniendo como resultado:

d%4i = d%Oi +2 Cli dzo,' 5919,' + 09191-

(2 dao; dai = 2 c2; daoi €02 — 2 ¢3; daoi 502 ) +
60%91'(0%1' + dazn =2 ¢y daj 02 + C%,- 09%,- -

2 ¢3ida; S04 +2 ¢y ¢35 cOo; 560; + c%i s@%i) +
s9%9i(c%i + df” —2coidsi 0y + c%i c@%i -

2 31 da; S0 +2 ¢y c31 COr; 5045 + 2. 503,
3i A4 SO 1i €31 ¢l 80 3, 905;) (2.26.)
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2.2 Analisis de Posicion

factorizando c0; y 56,9; tenemos:
(2d20[d4z —2¢y,d,,c0,, — Zc3zd20[S021)C019i +
(chidZOi)sewi +

(=d>, +d2, + O (ch+d2 —2e,d,c0,, + (2.26.0)
clcl; —2c,,d, 50, +2c,c,,c0,50, + cis6s,) +
5O (cf +d;, —2¢c,d, O, +cicls, —
2¢,,d, 50, +2¢,c,c0,50,, + ci.50;)) =0
renombrando:
A,c0,y, + B, s6,,, +C,, =0 (2.26.c)

donde simplificando cada uno de los elementos renombrados tenemos:

Az = 2. dao; (dai — i €02 — c3; 502;)

By =2 ¢y dai
Cy = %(Zci +c +ced +2(=diy, +ds5 +dy) +

(c2i = c3i)(cai + €31) C<2 921’) -
4 Cy; da; $02; + 4 ca; 092i<—d4i +C3 592i>)

La solucion de la ecuacion (2.26.¢) se muestra en la ecuacion (2.26):

(B, [ -, 2.26)
6, =tan”'| =2 |t cos™ | ———2L— (2.
19 [AZZ-J { 'A2i2+B2i2J
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Capitulo II. Analisis Cinematico

La fig. (2.18) muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,y; del robot octépodo.
Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot, mientras que las
lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.18 Angulos correspondientes a 6o,

La figura (2.18) muestra la variacion de los angulos 619, que corresponden a la junta actuada inferior
cada una de las piernas del robot, al igual que en la figura (2.17) se puede apreciar el instante en que las
piernas del robot pierde contacto con el suelo, ya que es cuando se percibe una mayor variacion de los
angulos.
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2.2 Analisis de Posicion

2.2.3 Solucion del Angulo O1i

Conociendo los angulos 6,;, 6,9;, se puede resolver para #,;; empleando los mismos lazos matriciales.
Considerando las ecuaciones obtenidas anteriormente podemos encontrar dicho angulo.

Tomamos la ec. (2.24) y ec. (2.25) y tenemos:

A..
b, = 2
d
14i
B..
50, =—*
d
14i
en donde:
Az = —dao; — dai cO19; + c2i c019; 02 — c1; 5019; + €37 €019; 507
B3i = —cy; c019; + d4; 50 19; — €2 €02 5019; — C3; 5019, 50»;
De aqui se puede despejar el angulo 6,;; como:
10 _ SeZli
21 H
€O,y

(2.24.2)

(2.25.a)

(2.28.2)

(2.28.b)

En la fig. (2.19) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,;; del robot, al
realizar un paso. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.19 Angulos correspondientes a 6;;
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Capitulo II. Analisis Cinematico

2.2.4 Solucion del Angulo O16i

Ya que se conocen los valores de 6, 09, 051; se emplea el mismo lazo matricial y a partir de la
ecuacion (2.19) se buscan los elementos mas sencillos que contengan nuestra variable de interés,
eligiendo los siguientes:

bizi = ci13i
b3z = ¢33

Nuevamente se logra ver que en estas ecuaciones existen elementos con valores conocidos, por lo que
se colectan y se renombran:
Cqi =Ci3; = _a33j3‘9|9f +cby, (alsjcezi + a23jS92i)

Cs; = Cyy; = Uy €Oy, + 56, (a13j092i + a23jS02i)

expresando el contenido de by3;y bs3; se obtienen las siguientes expresiones:

cl21: 5016; + c015; cB16: 621 = Cai (2.29)

cl1s; cB16; 021 — 5016 621; = Csi (2.30)

despejando c6s; de ec. (2.30) ecuacion se obtiene:
cB1s; = seclig; secOsy; (CSi + 5016 S921i> (2.30.b)
sustituyendo ec(2.30.b) en (2.29) y simplificando tenemos:

cai = seclyy; 5016, + C5i 1021,

(2.31.a)
de esta ultima expresion se despeja s0¢;:
s0 [:CQ i C[—C,'fe i
16 211 (€4 5i 1021;) (231.b)
a continuacion se obtiene cf4 empleando la definicion del circulo unitario:
5076 + 0 = 1
c016i =+ /1 - 507,
10 (2.32.2)
se sustituye la ec. (2.31b) en esta expresion y se elige la raiz positiva obteniendo:
b = \/1 — (cb21; (cai — cs; 19211'))2
(2.32.b)
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2.2 Analisis de Posicion

renombrando las funciones (2.31.b) y (2.32.b):
Asi = c021; (cai — 51 1021;)

By, = ‘/1 - <c6‘21,~ (cai —csi 19211‘)>2

usando la funcion tangente:
1016 = izm:
161 (2.33.2)
Finalmente
6, = tan” ( Ay j (2.33.b)
4i

En la fig. (2.20) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,4 del robot
octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.20 Angulos correspondientes a 6;;

La figura (2.20) muestra el comportamiento de uno de las rotaciones de la junta esférica del extremos
de las piernas del robot, se pueden apreciar cambios abruptos en el comportamiento de los angulos, pero
esto se debe a que al obtener la ecuacion en forma cerrada para este angulo se emplearon entidades

trigonométricas, las cuales generan este comportamiento.
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2.2.5 Solucion del Angulo O1si

De la ec. (2.19) se eligen las siguientes ecuaciones que contienen a nuestra incognita:

ba3; = c23;

b3z = ¢33

Se observa que se presenta ecuaciones con elementos con valores conocidos, por lo que se colectan y se
renombran:

csi = azy cbyo; +5019; (@13 O+ any; s0; )

Cei = A23j c0y; —apz; 50,;
resultando las siguientes expresiones:
—cb16i 5015: = Cei (2.34.a)

cb15: cO16i 021, — 5016i 5021 = 5 (2.35.2)

de la ecs. (2.34.a) y (2.35.2) se despeja s0;s; y c0;5; respectivamente, obteniendo:

5015, = —cei secO 16 (2.34.a)
cbs; = secHi; sectyy; (CSi +50 16 S021i> (2.35.2)
renombrando estas ultimas ecuaciones tenemos:
s015; = —ce; secliq; (2.34.a)
cB1si = secOi6; secHry; (CSi +5016i S921i> (2.35.2)
Por ultimo:
015, = %
151 (2.36.a)
0. - tan” [ Ay J (2.36.b)
5i
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2.2 Analisis de Posicion

La fig. (2.21) muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,5; del robot octopodo.
Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot, mientras que las
lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.21 Angulos correspondientes a 6,s;

(/]

La grafica mostrada en la figura (2.21) representa la variacion otro de los giros de la junta esférica
localizada al extremo de cada una de las piernas del robot, en esta figura se presentan saltos en las
graficas debido a que estos angulos estan en funcion del angulo 6,6, y se puede apreciar que estos saltos
se presentan al mismo tiempo que se presenta los picos de la figura (2.20).
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2.2.6 Solucion del Angulo 017

Ya que ahora se conocen el valor de los angulos 65, 019;, 0215, 0161 Y 615 y buscando nuevamente en la ec.
(2.19) una expresion sencilla que contenga nuestra variable de interés tenemos

bayi = c22i (2.37.a)
c015i c017; — $015: 5016; $017; = a2yj cO2; — a1 502 (2.37.b)
factorizando ¢, y s6,7 se tiene:
0915,' 09171' - S915,' S916,~ S917,' — ajj 092,' + ayy; s02,- =0 (2370)
renombrando:
A6,' 6‘917i + Bg; S9]7,' + Céi =0 (237d)
donde:
Agi = cOy5;
Bgi = —s015; 5016,
Coi = —a; 02 + a1z 502

esta ecuacion tiene la solucion final:

6,

| By - —Cyi 2.38)
,=tan”'| =% |+ cos™ i .
17 [AMJ ( 'A6i2+B6i2]

En la fig. (2.22) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,7 del robot
octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.22 Angulos correspondientes a 6,7;

En la figura (2.22) se presenta el comportamiento del tltimo giro de la junta esférica del extremo de las
patas del robot, y al igual que en la figura (2.20) y (2.21) se presentan un comportamiento discontinuo al
estar en funcion del angulo 6,5; y 61 .
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2.2.7 Solucion del Angulo Osi

Para obtener los angulos restantes se propone un nuevo lazo matricial el cual se muestra en la fig. (2.23)

Fig. 2.23 Segundo lazo matricial

Al emplear las transformaciones que nos definen este lazo matricial se tiene:
T2s(06i) Toioi Toi2i Tz (d13:) = Tsinoi Troni (2.39.a)
Para despejar el angulo 6, aplicamos T, (-d13) ¥ Toi1o | en ambos lados de la igualdad, es decir:
T.s (06:) Toioi = Tsinoi Tron2iTz1 (=d13:)To} o, (2.39.b)
donde:
Toh = (Ta(dio)) Ta(=diii) Tz (0121'))71

= T.5(012:) ' Ta(=d11:) "' T (d10:)™
= T.5(=012)T2(d11:)T (=d1oi)
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Convirtiendo a forma matricial tenemos:

donde:

d]li
d21i
d31i

T.s(0¢:) Teioi =

€11

€21
1y

Tsior Ti9i22:To1 (=d13:)Tg;15;) =
€31

0

di; = c(06; +09;)

di2i =0

dizi = 506 + 09;)
diai = d7; cOs;
dr; =0

dy; =1

dyi =0

drai = ds;

ds1; = —=s(06; + 09;)

d3i =0
dsz3; = c(06; + 09;)
d3a; = —d7; SO¢;

€11 = 0(0121‘ —019; —921i)
e =0

€13, = 5(912i —019; — 921i)

ei4i = d; 019, —dioi c(012: = 019; — 021;) — di3: (019, + 021;)

dl2i
d22i
d32i

€12i
€22

€32

0

€13
€23

€33

0

i dy4
i doa;
i d3ai

€14
€24

€34
1
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e =0
eni =1
ey =0

ey = dy; — da;

e31; = 5(012; — 019; — 021;)

e3; =0

e33; = (012 — 019; — 021:)

e3q; = —di1s; — d20; 5019; — d10i 5(012; — O19; — 021;) + d13; 5(019; + 021:)

Una vez conocidos los valores de de los angulos 6y, 89 0515, G161, 6151 y 017 se eligen las siguientes
ecuaciones para encontrar la expresion de la nueva variable:

2.40.
disi = €4 ( 0 a)
dssi = 34, (2.41.a)
sustituyendo:
d7; c¢; = dao; ¢O19; — dro; c(012i — O19; — 021;) — d13: c(019; + 021;) (2.40.2)
(2.41.a)

—d7i $06; = —d13; — d20i 80 19; — d10: S(012i — 019; — 021;) + d13; 5(019; + 021,)

Despejando de estas dos ecuaciones c(01i— G191 — 0215) v 5(012i — G101 — 61;) respectivamente y aplicando
la definicion del circulo unitario tenemos lo siguiente:

c(012i — 019 — 021;) = ﬁ(dzoi c019; — dr; Og; — dy3i c(010; + 021,)) (2.40.2)

5012 — 019 — 021;) = $<_d18i = d20; 5019, + d7; 06; + d13; 5019 + 921i)> (2.41.2)

(012 — 0101 = 021:)* + 5012 — 010, — 021:)% = 1
sustituyendo obtenemos:

dro; c019; — d7;i cl6; — di3; c(019; + 0211‘)2 +

2
<_d18i —d>0; $019; + d7; $06; + d13: 5(019; + 921i)> =di, (2.42.a)
Expandiendo esta ultima expresion y factorizando cfg; y s6¢; tenemos:

—d3; + dig; + d3g; 0%, — 2 dy3i daoi 019; c(O19; + 021;) +

dis; c(O10: + 0215)° + <—2 droi d7i cO19; + 2 dyi3; d7; c(019; + 921i)> clei +
d3; c0g; + 2 dys; daoi $010; + d3;5070; — 2 dy3; digi s(010; + 021;) —

2.d13; daoi 5019 5(010; + 021;) + d2s; 5010, + 021:) +

(=2 dusi dri = 2 daoi di 010 + 2 dy3; d7i 5010+ 021,) ) 06 +

d7,; 505, =0

(2.42.)
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renombrando:
A7; 096,- + B7; S06,- +C7;,=0 (2420)
donde al simplificar se obtiene:

A7i = =2 dao; d7i c019; + 2 dy3; d7i c(019; + 0217)
Byi = =2 d7; (disi + daoi $010; — di3: 5O10; + 021:) )
C7i = _d%Oi + d%y + d%Si + d%Oi + d%l -2 d13i dZOi CGQ[,‘ +

2 dy3; d20i 80 19; — 2 di3; di3; S(019; + 021)

Esta ecuacion tiene finalmente la solucion

4| By, _ -C., 2.43
0, =tan"'| =L |+ cos™ | ——L— (2.43)
‘ (AWJ [\]A7i2 + B7i2 J

En la fig. (2.24) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6 del robot
octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Las graficas corresponden al
comportamiento de la junta actuada horizontal superior y al igual que en la figura (2.17) y (2.18) se
aprecia el momento en que cada pierna pierde el contacto con la superficie, observandose cuando la

variacion del angulo es mayor.
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Fig. 2.24 Angulos correspondientes a 6;
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2.2.8 Solucion del Angulo 012

Para encontrar la expresion que nos dé como resultado esta variable recurrimos a la ec. (2.40a) y (2.41a)

c(012i = 019 — 021;) = ﬁ(dzo,' c019; — dr; i — dy3; c(O10; + 0217)) (2.40.a)

5012 = 010i = 021) = 7= (=d3i = dao; $010; + d; 05 + drzi 50101+ 021:) ) (2.41.a)
renombrando:

c(@12i — 010, — 021;) = ﬁAgi (2.40.b)

5(012: — 019; — 021;) = ﬁBSi (2.41.b)

empleando la funcion tangente tenemos:

S(912i —019; — 921[)
c(012: — 019 — 0211) (2.44.2)

1012 —019; = 021;) =

Finalmente despejando 81,; obtenemos la siguiente ecuacion
6, = tan” ( By J 10, +6,, (2.44.b)
Ay
donde:
A, =d,,c6,, —d,cl, — dmc(@lg,. + 021[)
By, =—d, —d,s0,y, +d, 56, + dms(ﬁlgi + 492”)

En la fig. (2.25) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6 del robot
octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.25 Angulos correspondientes a y;
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2.2.9 Solucion del Angulo Oo;

Para la solucion de este angulo se emplea el mismo lazo matricial definido por la ec. (2.39a) a la que se
le aplica T,s(—6) y Tn(—di3:) del lado izquierdo y derecho de las ecuaciones de ambos lados de la

igualdad, es decir:
Toioi Tosoi = Tos5(=06:)Tsi10i Troi2:T21 (=d13:)

De esta manera al pasar a la forma matricial tenemos:

flli lei f13i f14i
f21i f22i f23i f24i

S faai f3si Sra
0 0 0 1

Teioi Toj12i =

g11i 812 813i L4
821i 822i 823i 8£24i

831i &32i &33i &£34i
0 0 0 1

T.5(=06:)Tsi19i T19i22:T21 (=d13:)

Seleccionando los términos fi4 = Z14i Y f34i = Z34i S€ tiene:

dq7; +dyoi o = drg; c(019; — O6i) —di3; c(019; + 021 — O¢;) + di3; 506,

—dy0; $09; = —d13; c06; — d20; 5(019; — O6;) + d13; $(019; + 021; — O¢;)

Despejando de estas ecuaciones cfy; y s0y; respectivamente obtenemos:

cb,, = ﬂ
lei
50, = &
lei

donde:

Ag; = —dy; + daoi c(019; — 06:) — d13i (019, + 021 — Og;) + d15; 505

By; = disi cO¢; + da0i $(019; — 06i) — d13; 5(019; + 021 — O6;)

aplicando tangente obtenemos finalmente:

(2.39.a)

(2.45.2)

(2.46.2)

(2.45.2)

(2.46.2)

(2.47)
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2.2 Analisis de Posicion

En la fig. (2.26) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6y del robot
octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.26 Angulos correspondientes a 6;
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Capitulo II. Analisis Cinematico

2.3 Analisis de Velocidad

El problema cinematico inverso para la velocidad es:

Dada la velocidad de traslacion ( Xyo Vg Z'c,-) y rotacion ( V}/jéj,;,&j) del centro de gravedad de cada

mdodulo, asi como también la velocidad (dxol_,dvol_’dzol_) del extremo de cada una de las patas, hallar la

6, B, O

velocidad de los dngulos 0., 0., 0,,, 0, 0.5, 6,.» 6,7, O, 0, que definen la velocidad de las juntas.

6i°

En el analisis de velocidad, se asume que la posicion y la orientacion de los cuerpos son conocidas y
que son resultado del andlisis de posicion. La velocidad de un punto o un cuerpo rigido que experimenta
movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al tiempo. Con base en las ecuaciones obtenidas
en el analisis de posicion, se obtendra la velocidad al derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.

2.3.1 Velocidad 92 ;

Tomando la ec. (2.20.c) y derivando con respecto al tiempo obtenemos:

4,¢0,,+ B, 56, +C,, =0
Alicgzi + BliSHZi + 921' (Blicgb' - Alisgzi) =0 (2.48.a)

despejando ézi se tiene:

_ —/.111' ctyi _Bli 56,

0
BiicOyi —Ai; 502

(2.48.b)

Derivando respecto al tiempo A41;, By;, sustituyendo y simplificando obtenemos:

O = (Varty + Vg + Vi + Vil + Vil + Vah + Vil 4 Vo + Vi) 245)
1i

los términos V;; a V4 se muestran en el apéndice C de este trabajo.
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2.3 Analisis de Velocidad

En la fig. (2.27) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular 921 en el
robot octdpodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Al igual que en la figura (2.17) se
mayor velocidad se observa.

puede apreciar el momento en que las piernas se encuentran en el aire, ya que en ese momento es cuando
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Fig. 2.27 Velocidad angular de 921
2.3.2 Velocidad 0,,,
De la ecuacion (2.26.c) tenemos:
Az,' 6‘9191' + Bz,' 5919i+ C2i =0
derivando esta ultima expresion:
A €01o; + Bai 019; 019 + Bay 5019, — A2; 019, 50197 + Cai = 0 (2.49.a)
se despeja 6, :
9191’ _ —Ci —12121' cB19; _BZi 5019 (2.49.b)
By c019; — A2 5019
derivando con respecto al tiempo A,;, B, y Cy; renombrando y simplificando, se obtiene:
: 1 . ) . . :
Oro; =——VioXy + Vi Vg Vi + VistW0; + V160, + (2.49.c)
110
Vi, + Vil + Viod

19i%" y0i + V;OidZOi + VZliQZi)
los términos V;;; a V5, se muestran en el apéndice C.



Capitulo II. Analisis Cinematico

En la fig. (2.28) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular 6"1% en el

robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. De igual manera que en la figura
(2.27) se observa que la mayor velocidad se presenta en el momento que cada una de las patas se esta
desplazando en el aire.
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Fig. 2.28 Velocidad angular de 9191
2.3.3 Velocidad 0,,,
Tomando ahora la ecuacion desarrollada con anterioridad (2.28.b):
Bs;
1031 = A—;
y derivando con respecto al tiempo:
— By, + A3 051, secO2, + A3 05, = 0
3 3i U1 21 T A3 102 (2.50.2)
despejando §),,; de (2.50.a) obtenemos:
01 — 09%11-(—331' +1213i 1021;)
218 =~ A, (2.50.b)

derivando con respecto al tiempo As; y Bs;, renombrando y reagrupando tenemos:

1 . . . . :
Ori = —— (Vo +Vaii iy +VasiZoy + VgV + V00,0, + Vg, + (2.50.c)
2i
V29idx0i + V30idy0i + Validz(n + V00 + V33i9I91‘)

32i

los términos V5, a V33 se muestran en el apéndice C.
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2.3 Analisis de Velocidad

En la fig. (2.29) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular §,,; en

el robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.29 Velocidad angular §),,,

2.3.4 Velocidad 916 ;

Tomando la ecuacion de posicion (2.31.b):

§016; = As

derivando esta expresion conseguimos:

~ A4+ 016016, = 0

despejando g, de (2.51.a):

016i = AsisecOs;

derivando A4 respecto al tiempo y reagrupando:

616i = V34il/)j + V}sﬁj + V;6i¢j + V37i92i + V38i9 + V3,0

19i 39i721i

los términos V3, a V3o se muestran en el apéndice C.
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Capitulo II. Analisis Cinematico

En la fig. (2.30) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular g, en el

robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Como se puede apreciar se
presenta discontinuidades en las graficas, esto debido a que la velocidad se obtiene de derivar la posicion
y en las graficas de posicion se presento el mismo efecto por el uso de entidades trigonométricas para
encontrar la expresion de manera cerrada.
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Fig. 2.30 Velocidad angular ¢, .
2.3.5 Velocidad 0.,
Tomando la ecuacién de posicion (2. 36b):
Asi
101s; = B_j,
y derivando con respecto al tiempo nos queda:
— Asi+Bs; 015 secOy5,> + Bs; 1015, = 0 (2.52.2)
despejando §),5; tenemos:
0. — CH%Si(ASi - BS:‘ 1015;)
15i = Be
> (2.52.b)
donde al derivar 4s;, Bs; y reagrupando términos tenemos:
05 = V_(V:tli‘//j + V42i‘9j + V43i¢j + V440 + Vsl + Vg0 +Vir.0,6:) (2.52.0)

40i

los términos V,;; a V7 se muestran en el apéndice C.
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2.3 Analisis de Velocidad

En la fig. (2.31) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular ¢ 5, en el

robot octépodo. Como se puede apreciar, todas las graficas coinciden y tienen un valor de cero, lo que
indica que no existe variacion de este angulo a lo largo del paso del robot.

0.0001
——Pata1y5
0.00005 Pata2y6
_ —Pata3y7
== —Patady8
]
5 0
—0.00005
0 1 2 3 4 5
t[s]
Fig. 2.31 Velocidad angular §) ,;
2.3.6 Velocidad @,,,
Refiriéndonos a la ecuacion (2.37.d):
Asgi c017; + Bsi s6017; + Cei = 0
y derivando con respecto al tiempo:
Coi + Agi O17; + B6i 017; c017; + Bo; 5017 — Agi 017 5017 = 0 (2.53.2)
despejando g
0= —Cy — 45¢0,5, — Bys6,,, (2.53.b)
B¢y, — 4,56,
derivando respecto al tiempo Ag;, Bgi, Cei y reagrupando la ec (2.53.b):
6, = _(V49i‘//j + V50i0j + V51i¢j + V50,05 + Vi3, 016 + Vi Or5) (2.53.0)

48i

los términos Vs a Vs, se muestran en el apéndice C.

46



Capitulo II. Analisis Cinematico

En la fig. (2.32) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular §),,. en el

robot octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.32 Velocidad angular ¢ -,
2.3.7 Velocidad 0,
Refiriéndonos a la ecuacion (2.42.c):
A7 cOg; + By, s06; + C7; = 0
derivando esta ecuacion respecto al tiempo:
C i+14 ;O ,‘+B,’é ,‘CO ,‘+B ; 50 i —A ié ,‘SQ i =0
7 7i CU6 7i Ui CUs 7i S66 7i Ui SU6 (2.54.2)
despejando §;:
0. — —Cy; — A i — By 04
6i =
B7; clg; — A7; 506, (2.54b)
derivando respecto al tiempo A7, By, Cy; y reagrupando la ec (2.54.b):
. 1 . .
O =—— V56,00, +V53.01,) (2.54.0)

55i

los términos Vss; a V57 se muestran en el apéndice C.
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2.3 Analisis de Velocidad

En la fig. (2.33) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular §; en el

robot octdépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Al igual que en figura (2.27) y
(2.28) se aprecia que cuando las piernas del robot pierden contacto con la superficie es cuando se presenta

la mayor velocidad angular.
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Fig. 2.33 Velocidad angular de § ;

2.3.8 Velocidad 912,.

Refiriéndonos a la ecuacion (2.44.b):

1012 —019; — 021;) = Ay

y derivando con respecto al tiempo:

— By + Agi(012i — 019: — 021,) sec(012: — 010, — 021,)> + Ag; 1012 — 019; —021;) = 0
despejando § ,;:

9121‘ = ALK(C(912i —019i — 9211‘)2(_381‘ —A8i919i560(912i — 019 —9211‘)2 -

A8i921isec(912i —019; — 921;‘)2 +A8it(012i =019 —0321:)))

derivando respecto al tiempo Ag;, By;, Cs; y reagrupando la ec (2.55b):

1 . . .
9121‘ =—(V; ‘9191‘ + V60i021i + V61i06i)

59i
58i

los términos Vs a Vi, se muestran en el apéndice C.
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Capitulo II. Analisis Cinematico

En la fig. (2.34) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular §,,.en el
robot octdépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.34 Velocidad angular ¢,
2.3.9 Velocidad 0,,
Refiriéndonos a la ecuacion (2.47) :
_ Boi
t0g; = 1o,
y derivando con respecto al tiempo:
—B i+A ié l‘SCCOz-‘F/l l‘t@ i= 0
PR TR (2.56.a)
despejando g, :
0o — Cegi(—Bm +A9i199i)
o Ao; (2.56.b)
derivando respecto al tiempo Aq;, By; y reagrupando la ec (2.56.b):
+ Vi +I/65i9.6i) (2.56.0)

. 1 .
091‘ :_(I/63i919i 64i721i

62i

los términos Vi, a Vgs; se muestran en el apéndice C.
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2.3 Analisis de Velocidad

En la fig. (2.35) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular ¢, en el
robot octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.35 Velocidad angular g,
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Capitulo II. Analisis Cinematico

2.4 Analisis de Aceleracion

El problema cinematico inverso para la aceleracion es:

Dada la aceleracion de traslacion ( i, ij/) y rotacion (y;j’éj’(}jj)del centro de gravedad de cada

modulo, asi como también la aceleracion (c'j ood
pav

»0i°

i

17i»

gjzol,) del extremo de cada una de las piernas, hallar

9 HISi’ 616i’ 919i’

las aceleraciones angulares 4., 4., 6,, 6,

s 6, que definen la aceleracion de las juntas.

En el analisis de aceleracion, se asume que la posicion, orientacion, y velocidad de los cuerpos ya son
totalmente conocidos y que son resultado del analisis de posicion y velocidad. La aceleracion de un punto
0 un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al tiempo.
Con base en las ecuaciones obtenidas en el andlisis de posicion y velocidad se obtendra la aceleracion al
derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.

2.4.1 Aceleracion éz ;

Derivando la expresion (2.48.c):

O = (Vs Vb Vi +Vilh Vs 4V 4 o Vo + Vi) 489

i 2i7%¢j 4i%¢j i 97" y0i
li
se obtiene:

Hii02; — Hyikt oy — Hypg — Haizey — Hsiyr; — Heif; — Hyidhy —
d.oiHg; — dinH9i — dagiHyi + 02,V — XejVai—YeiV3i—ZeiVai —
i Vsi— 0;Vei — §;V2i — dvoiVsi — dyoiVoi — dooiVioi = 0 (2.57.a)

despejando ¢, tenemos:

2i%%cj 4i%c i

Hyd o+ Hod o+ Hiod o, + Vo5, +V, 5, +V, 2, + (2.57.b)

8i"x0i 97" y0i 10" z0i 2i%%¢j 4i%¢

Vadd; + V0, + Vi + Vi, + Vol o, + Vi)

i x0i 10i™"z0¢

6?21.:7(—Hh.02i+H Xy +Hyy, +Hyz, +Hy, + H, 0, + H,¢, +

1i

los términos H;; a H;y; se muestran en el apéndice C.
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2.4 Analisis de Aceleracion

En la fig. (2.36) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ¢, en el

robot octdopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Se puede apreciar que al aplicar

un perfil de velocidades a las patas del robot, no se presentas cambios de aceleracion muy bruscos, lo cual
se traduce también en una variacion de toque menor.
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Fig. 2.36 Aceleracion angular ¢,

2.4.2 Aceleracion 0,

Derivando con respecto al tiempo la ec. (2.49.¢):

1 . . . . :
‘9191' = V_ Vlzixq' + Vl}iyq' + V14izq‘ + Ksiwj + V16i0j + (2.49‘0)
11i
Vo, + Vi o + Vil o, + Voo oy +V31,6,)

se tiene:

9191‘1‘111[—)?@1‘112[—ychlsi—Z'LjHMi—!//jHlsi—éjHléi—ﬁijm—
doiH s _C.ZinH19i — d0iHa0; — 02Hay + 010,V11 —XeiVi2i = VeiVi3i —ZgViai —
WiVisi—0;Viei— éb.ij —diV1si — é’inle' —d0iVa0i =02V =0 (2.58.a)

despejando ) . tenemos:

919;‘ :V_(_Hmﬂwi + H12ixcj + H13iyqj +H,Z,+ HlSil//j + Hléigj + H17i¢j +

14i%¢
11

HlSidXOi + H19idy0i + H20id20i + H '921' + V x + V j}qj + V Zy+ (258.b)

21i 12i"%¢j 13i 14i%¢j

Visii, +Vig0, + Vi +Vigd o, + Vigd o, + Voo, + V5,65,

i 19:% y0i 20i7"z0i 21i

los términos H;;; a H>;; se muestran en el apéndice C.
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Capitulo II. Analisis Cinematico

En la fig. (2.37) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular § . en
el robot octdpodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.37 Aceleracion angular § .
2.4.3 Aceleracion 6,
Derivando la ec. (2.50.c) con respecto al tiempo:
0,, = _(V23ixq' + V24iycj + VZS[ch + V26in + V27i‘9j + V28i¢j + (2.50.c)

22i

Vigi oy +Vioul o; + Vi, + Vir0, + V3,605

29i~" x0i

obtenemos:
021:H; + X ojHa3; + YeiHoai + ZejHosi + W jHaei + 01Hy7; + ¢ jHog; +

dyoiHao; + dinH3Oi + dooiHai + 02:Hyg; + 010;H33; + 051,V on; +
XeiVasi+VejVaai + ZejVasi + W iVaei + éj Vari + ¢] Vosi +
dyoiVaoi + gin Vaoi + doiVari + 02:V30: + 010;V33 = 0 (2.59.2)

despejando §,,; tenemos:

v 2i%1i 261”/)_,' + H27i9j + H28i¢j +
> (2.59.b)

9211' = _L(H Oy, + H23ixcj + H24i.)>qj + H25i2q/ +H

H d + H30idy0i + H}lidZOi + H32i9.2i + H33i919i +

29i" x0i

Vi + 1/24ij}q' + I/ZSi.Z.Ly' + V26il/7j + I/Z7i9j + V28i¢j +

23i7 ¢
V. d +V. d + V31,-6'1izo,- + ng,-ézi + I/33iél9i)

29i%" x0i 307" y0i

los términos H>,; a H3s; se muestran en el apéndice C.
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2.4 Analisis de Aceleracion

En la fig. (2.38) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ¢,,.en

el robot octdopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.38 Aceleracion angular de §,,.



Capitulo II. Analisis Cinematico

2.4.4 Aceleracion 916 ;

Derivando la ec.(2.51.¢) con respecto al tiempo:

O =Voul? , +Vis0, + Vig, +V3y, 00, + Vig Oro, + Vi Oy, (2.51.¢c)
tenemos:

O =Hyyr, + Hys0,+ Hy § + Hy, 0, + Hyg 6, + Hyg 0, +
Vadd + Vs0, + Vi + Vi O, + Vi Or, + Vi O,

(2.60.2)

los términos H;,; a Hse; se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.39) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular 01 o

el robot octdopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.39 Aceleracion angular ¢
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2.4 Analisis de Aceleracion

2.4.5 Aceleracién 6

15i

Derivando la ec. (2.52.c):

05 = _(V:Hil//j + V:tziej + V:13i¢j + V440 + VisiOl0; + V01 + V7.0, (2.52.0)

40i

se tiene:

015iHa0; — i Hay; — 0;Hyn; — $;Has, —

02iHaai — 019;Husi — 021;Hagi — 016iHar; +

015V a0 — ViVari— 0V a2 — ¢/ Vaszi —

02:Va4i — 010:Vasi — 015:Vagi — 016:Vaz: = 0 (2.61.2)

despejando ¢ ;:

. 1 . _ . .
05, =——(—H,, 05 + H4lil//j + H42i0j + H43i¢j +
40i

: . . : (2.61.b)
H 05+ H 5,0, + H 0, + Hyp O, +

47i716i

V40i915i + V41il//‘/‘ + I/42i9j + V43i¢j +
I/441'621' + I/45i819i + I/461'9151' + I/471'0161')
los términos H,; a H,7 se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.40) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ¢ ;i en

el robot octopodo. Todas las gréaficas coinciden y tienen un valor igual a cero al no presentarse variacion
de los angulos a lo largo del paso del robot, como también se puede ver en la figura (2.31)
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Fig. 2.40 Aceleracion angular § 5.
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Capitulo II. Analisis Cinematico

2.4.6 Aceleracién 6

17i
Derivando la expresion (2.53.¢):
6, = _(V49il//j + V50i‘91 + V511¢_/ + V500, + V3,060 + Vs 0,5)) (2.61.c)
48i

tenemos:

017:Has; — v/ jHagi — 0;Hso; — d.ijsu — 0:Hsy; — 016:Hs3; — 015:Hs4; +
017, Vagi — W Vagi — 0, V50 — f/)] Vsii—02:Vs2i = 016:Vs3,— 015Vs4: = 0 (2.62.2)

despejando §,,, obtenemos:

) 1 . ' .
0 =——(—H 0, + Hyy, + H50i0j +H

V 48i 7171 5li
48i

V49i'/;j + I/SOiHj + V51i¢/ + V52i02i + Vssi‘gléi + V54i015i)

¢5}. + H52i92i + H53j6.16i + H54i915i + (262b)

los términos H,s; a Hs,; se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.41) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular §,,. en

el robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.41 Aceleracion angular ¢ .

57



2.4 Analisis de Aceleracion

2.4.7 Aceleracion é&.

Derivando la expresion (2.54.¢):
. 1 . .
O =—— V56,000, +V57:0,.,) (2.62.0)
55i

se tiene:

OiHss; — 010;Hsei — 021 Hs7; + 06V ss5i — 010;Vsi — 015,Vs57, = 0 (2.63.a)
despejando ¢ ; obtenemos:

861' = _(_HSS‘H& + H561’919i + H57i921i + V56i019i + I/S7i015i) (2.63.b)

1
55i
los términos Hss; a Hsz; se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.42) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ¢, en

el robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.42 Aceleracion angular ) .
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Capitulo II. Analisis Cinematico

2.4.8 Aceleraciéon 6

12i

Derivando la expresion (2.55.¢):

1 . ) .
0, = V_(I/59i919i + V0O + V1) (2.63.0)

58i

se tiene:

012:Hss; + 010;Hso; + 021:Hsoi + OsiHer; + 012 Vs + 019:V 50+ 015:Vs0; + 06 Va1 =0 (2.64.2)

despejando ¢ ,,; obtenemos:

0, = _V_(H58i912i + Hy,00, + H, 051, + H .05 + Vo 0,9, + Vo015, + V10611 (2.64.b)

58i

los términos Hss; a Hg;; se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.43) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de la aceleracion angular §,,, en

el robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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2.4 Analisis de Aceleracion

2.4.9 Aceleracion 59,-

Derivando la expresion (2. 56¢):

. 1 ) . )
091‘ = _(1/631‘91% + V64i921i + I/65i96i) (2'64‘0)
Veai
tenemos:
é9[H62i + 9191‘H63i + éZl[H64i + ééiH65[ + é9iV62i + él9iV63i + élSiV64i + é6iV65i =0 (2.65.2)
despejando §,, obtenemos:
(2.65.b)

= __(H62i99i + H63i‘919i + H64i921i + H65i‘96i + V63i919i + I/:341'015;' + V65i061i)

62i

Oy,
los términos Hy,; a Hgs; se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.44) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular g, el

robot octdépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Capitulo 111

Analisis Dinamico Mediante la Formulacion
de Newton-Euler

3.1 Introduccion

En este capitulo se presenta la formulacion Newton-Euler para el analisis dinamico del robot
octopodo. La formulacion de Newton-Euler incorpora todas las fuerzas que actian sobre los eslabones.
Por lo tanto las ecuaciones dinamicas resultantes incluyen todas las fuerzas de restriccion entre dos
eslabones adyacentes. Estas fuerzas de restriccion son utiles para el dimensionamiento de eslabones y
rodamientos durante la etapa de disefio.

El método consiste en el calculo adelantado de las velocidades y aceleraciones de cada eslabon,
seguido por el calculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta. Para el desarrollo de este
analisis se emplean matrices de rotacion basicas que nos permiten representar la rotacion de un cuerpo en
el espacio. Ya que la rotacion es el giro de un cuerpo en el espacio de tres grados de libertad, un conjunto
de tres parametros independientes son suficientes para describir la orientacion de un cuerpo en el espacio

[5].

Las siguientes matrices representan las rotaciones alrededor de los ejes X, y, z respectivamente:

1 0 0 c6, 0 s0, cd, —s6. 0
Rz4 (BX) = 0 cex _Sex RZS (By) = 0 1 0 Rz() (92) = Sez COZ 0
0 sO, cO, -6, 0 cb, 0 0 1

Y las siguientes matrices, representan traslaciones en los ejes x, y, z respectivamente:

00 0 0 0y 0 =z 0
Sa(x)=| 00 —x Sx00=| 0 00 Ss=| z 0 0
0x 0 - 00 000
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3.1 Introduccion

El problema general en el analisis dindmico, es determinar los efectos de las fuerzas externas, que
aseguran el movimiento requerido para ciertos cuerpos, la determinacion del movimiento de los cuerpos
restantes y finalmente el calculo de las reacciones en todos los pares cinematicos.

F
Mz=rz F =

Fig. 3.1 Momento de una fuerza

Una fuerza actuando sobre un cuerpo rigido tiene la misma caracteristica que un vector sujeto a una
linea. Este es un vector de linea cuyos efectos pueden ser expresados en cualquier punto, substituyéndolo
por un vector fuerza F, y un vector acoplado M =r x F, donde r es el vector radio y determina la posicién
del punto actual A de la fuerza sobre la linea de accion con respecto al punto escogido O (fig. 3.0). Se
expresaran los efectos de esta sustitucion de acuerdo a la siguiente definicion [6]:

FO = [FaM] = [F)DFyaFZaM‘CaMyaMZ]

Existen fuerzas de tres tipos actuando en el cuerpo libre j: fuerzas activas (aplicadas), reaccion e inercia.
Se denotaran estas fuerzas con el simbolo F con un superindice A, R, I respectivamente. Los efectos de
todas estas fuerzas deben estar en balance, de acuerdo al principio de d'Alambert. Para poder comparar
estas fuerzas, estas deben estar expresadas en el mismo sistema de referencia de coordenadas. Esto puede
ser en un marco de referencia fijo. Sin embargo las ecuaciones también pueden ser definidas en un
sistema de referencia local. Tomemos el siguiente sistema de cuerpos para ejemplificar estas definiciones,
fig. (3.2).
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Capitulo III. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

3.1.1 Formulacion Matricial

Tomemos los siguientes cuerpos:

Fig. 3.2 Sistemas de dos cuerpos

Es posible separar los cuerpos y hacer el diagrama de cuerpo libre, montando sistemas de referencia en
los ejes de revolucion como se muestra en la fig. (3.3).

Fig. 3.3 Fuerzas y momentos ejercidos en los eslabones
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3.1 Introduccion

Las ecs. de equilibrio dindmico se definen como:

E F=m ag
E M =M;+rxmag
Donde m agy Mg son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente definidos en la base inercial

(X0, Yo, Zo)- Aplicando las ecs. de equilibrio dinamico al cuerpo 1 y definiéndolas en la base local (x;, y;,
7y), se tiene (fig. 3.4):

Fig. 3.4 Fuerzas y Momentos definidos en la base local (x1, yi, z1)

f,+f +R,(-f,)+Ryw, =R (ma,,)

t,+m +R,(-m,)+r, xR, (-f,)+r, xRyw, =RM, +r,;, xR (ma,;, )
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Capitulo III. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

donde:
- T
fa = O’ 0, ffl :|
- T
f] = flm fly, 0 :|
- T
f2 = _f2x’ nya f22 :|
- T
wp = 09 On —-mg :|
T
aAG1 = | acgix, Aacgly, A4gGi: :|
- T
e-o o e ]
- T
m, =| My, My, 0 :|
- T
m =| My, My, 0 i|
T
Mg = | Mg, Mgy, Mg :|
f,,t, — Fuerzasy torques externos aplicados.
f;,f, — Fuerzas de reaccion de las juntas 1y 2.
w; — Peso del cuerpo 1.

m;, m, — Momentos de reaccion de las juntas 1 y 2.
ag; — Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 1.

Mg, — Momento inercial del cuerpo 1.

Los vectores f,, fi, t,, m; estan definidos en la base (X, Yi, Z;). Los vectores f,, m, estan definidos en la
base (X2, Y2, Z2). Los vectores wy, ag1, Mg estan definidos en la base (Xo, Yo, Zo).

Por otro lados tenemos que R; y R} son matrices de transformacion, que convierten vectores de la base

(X0, Yo. Zo) a la base (X1, Y1, Z1) y de la base (X, Y2, 22) a la base (Xy, ¥, Z;) respectivamente. Los vectores
que no son transformados, ya estan definidos en la base (X;, Y;, Z;). Empleando matrices antisimétricas
para definir el producto cruz, esto es S =r X, las ecs. anteriores se reescriben como:

f,+f + R, (—f,)+Ryw, =R((ma,,)
t,+m, + R} (—mz) +S,R} (—f2)+ S, Ryw, =R\M_, +S,R, (m]aGl)

Para tener una representacion mas compacta de estas operaciones se reacomodan de la siguiente
manera:

BIER S A R SR W SR

t,] [m] [SR, Ry|lm,| |S;R; Ry|[ 0] [S;R, R;]| Mg

Renombrando:
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3.1 Introduccion

F,+F _leFz +Q1)W1 = QéFGl
donde:
_ T T
F, - f,ta}{o, 0, Fa, 0, 0, tai|
— T T
Fl = f]a m; :| = |: lea Flya Oa MlX’ Mly’ 0 :|
T T
F, = f2, my :| = |: sz, FZy, F22, MZx’ MZy’ 0 :|

— T T
W1= W1,0:|:|:0, 0, -mag &, 0, 0,0:|

Fgi = : my ag1, Mg ]TZ |: aGixs AGly, 4clz Meix, Mery, Mai: :|T
Q! - I Rf)l 01}
SaR, R,
Q.- sRlli‘ 131}
[ 9K, 2
Agrupando en fuerzas aplicadas, restrictivas e inerciales se tiene:
FA+FR4+F =0 (3.1)
donde:
F'=F, +Q,W,
F* =F, +Q;F,
F'=QF,,

estas ecuaciones se definen como:
F* = Torsor de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo
F* = Torsor de fuerzas y momentos de reaccion del cuerpo
F’ = Torsor de fuerzas y momentos inerciales

Qi. = Matriz de transformacion de torsores de la base j a la base i.
Para el analisis estatico se tiene que:
F/ =0

La ec. (3.1) representa las ecs. de equilibrio dindmico mediante el uso de torsores de fuerzas. Un torsor
de fuerza es un vector de 6 componentes, los primeros tres componentes son fuerzas asociadas a la
traslacion del cuerpo y los segundos tres componentes son torques o momentos asociados al giro del
cuerpo. Una expresion similar puede ser obtenida para el cuerpo 2.
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Capitulo III. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

3.2 Analisis Dinamico del Robot Octopodo

Para el analisis del robot octopodo se toman los siguientes cuerpos:

Cuerpo 6i

Cuerpo 7i

/ Cuerpo 3i
Cuerpo 5i

Fig. 3.5 Cuerpos que conforman el robot
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

3.2.1 Analisis del Cuerpo 1

La fig. 3.6 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.6 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1

Tomando la suma de fuerzas que actian en el cuerpo anterior, tenemos la siguientes expresiones
definidas en la base local (X.;, V.1, Zc1):

F'+F'+F =0 (3.2)
4
F'=->(QUT,, )+ Q'W, (3.2.2)
i=1
4
FlR = _Z( ;Fn,i ) - Qg}Flz (3.2.b)
i=1
F/ =[F,,M,] (3.2.¢)
F, =—mag, (3.2.d)
Mg, = (150 +0f x (1,0 )) (3.2.¢)
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Capitulo III. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

La matriz I, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 1 y se define como:

lex _ley _lez
Ig = _Ilyx Ilyy _Ilyz

_]lzx _]lzy ]lzz

ademas:
T‘3J - [O’ 0,0,0, O’TZ)IJ,i:IT
W, = [O, 0,-mg,0, O,O]T

(3.2.9)
T
F13,i = [E?)x,i’E.’)y,i’ESz,i’M13x,i’M13y,i’0]
T
K, = |:E2xi’EZyi’E2zi’7—;2xi’]—;2yi’7{2:i:|
Definiendo nuevamente:
IR0
Qj = Si.Ri. Ri.
J J
entonces para Q;':
cl
a_| R 0 (3.2.9)
clypcl cl
SO RO RO

Tomando las matrices de rotacion antes definidas se tienen que:

Rgl =R, (V/l)st (gl)st (¢1)

Debido a que el centro de gravedad y el sistema de referencia (X., Y1, Zo1) en el que se definen todas
nuestras ecuaciones coinciden, la matriz antisimétrica que representa el brazo de palanca del vector de
gravedad del cuerpo 1, medido desde el origen de (X1, Y1, Zc1) se representa de la siguiente manera:

0 ~Zg1 Ve

cl _
So =| Za 0 —xg
Va1 Xai 0
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

y como se puede apreciar solo existen 3 elementos diferentes, por lo que de aqui en adelante para
abreviar su representacion se expresara de la siguiente manera:

Sy = S(xGl’yGl’ZGl )
que para el caso de este cuerpo se tiene:

Si! = S(0,0,0)
Considerando cada extremo en donde van ensamblados cada unas de las piernas del robot se tiene:

cl
; _ R 0 (3.2.h)
S5Ry Ry

R; =R (021')
85 =8(d,.d,d.;)

xi?
. e . 1 , ..,
La matriz antisimétrica S3, estd formada por los componentes escalares del vector de posicion

ri3;= [dy, dy;, dZ[]T, que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector Fy3;, mostrados en
la figura (3.7); dichas componentes podran ser positivas o negativas segiin la geometria del robot y la
base local (X1, Ye1, Zc1) donde son medidos.

Fig. 3.7 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 1

Considerando la junta esférica en donde se une con el segundo cuerpo:

RS 0 .
Qi} = cl Slcl cl (321)
Sissl Rsl

RS =1
Si} = S (‘xsl’ ysl > Z.&'l )
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Capitulo III. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 1

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 1 de manera vectorial. Para
lograr esto primero se obtiene la velocidad angular del cuerpo 1 definida en la base inercial (Xy, Yo, Zp),
derivandola respecto al tiempo obtenemos la aceleracion angular. Después se transforman dichos vectores
a la base local (X1, Y1, Z1), debido a que las ecuaciones dinamicas de los cuerpos estan definidas en las
bases locales.

Para definir la velocidad angular del cuerpo 1 se emplean las derivadas respecto al tiempo de los
angulos de Euler que definen su orientacion, esto es, a partir de la figura (3.8).

kAl

kBl

1VN|

Fig. 3.8 Giros y orientacion de los angulos de Euler para el cuerpo 1

Y empleando la base (X, Yo, Zy) se tiene:

Q) =0, +o, +o; (3.3)
donde:
o, =y, (3.3.2)
(’)gl = '1j(:11 j(/)ﬂ = Rz4(V/1)jji (3.3.b)
O)ZI - ¢;1k0191 koBl =R, ('//1 )st (‘91 )kg (3.3.0)
i,=[1,0,0]"
ji =[0,1,0]"

k% =[0,0,1]

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.3) obteniendo:

0

a =, +o, +0, +0, X0, +(c03,] +cogl)><(x); (3.4)
donde:
o, =i, (3.4.2)
mg} =6j’, (3.4.b)
@} =gk, (34.)
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

Llevando a la base local (X}, Y.;, Z.;) la velocidad angular tenemos:

cl _ cley0 _ cl cl cl
Q' =RQ =0, +to, +o,

#
donde:
®,, =y i)' =R:'i, =R _( (-4 )R 5(-0))i,
0y =0 Jor =ROT =R (=)
o =4k, ki =kj,

Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:

cl

cl _ pecl 0 _ cl . cl . cl cl cl cl cl
a =Rja/ =0, +to, +to, +0, X0, +((o./,l +('091)X(D¢1

donde:
scl e ecd
@, =¥l
- cl _ poscl
0, = OJ

- cl 7y, cl
W, = K
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Capitulo III. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 1

La figura (3.9) muestra el centro de gravedad del cuerpo 1

Fig. 3.9 Centro de gravedad del cuerpo 1

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 1 definido en la base inercial (X, Yy, Zy) es:

0 T
l-Gl = ['xcl’ycl’ch] (37)
Derivando respecto al tiempo se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
0 . . . T
\ [xcl’ycl’ch] (3.8)
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec.(3.8) obteniendo:
0 . . . T
aGl =[xc19ycl’zcl] (39)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 1 estan definidas en la base local (X.;, V.1, Z.;), la aceleracion del
centro de gravedad también se debe definir en esta base.

ag‘ll = Rglaocl (3.9.2)
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

3.2.2 Analisis del Cuerpo 2
La fig. (3.10) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2:

Fig. 3.10 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2

Tomando la suma de fuerzas que actian en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definida en la base
local (X.2, Yeo, Zc2):

F'+F+F, =0 (3.10)
8
F'=-3(QiT,, )+ Q7' W, (3.10.2)
i=5
8
FzR = _Z( ;?F23,i)+Q§12F12 (3.10.b)
i=5
F! =[F,,,M,,] (3.10.c)
F,, = -ma% (3.10.d)
Mg, = (15,05 + 07 x(I,05)) (3.10.¢)
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Capitulo III. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

La matriz I, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 2 y se define como:

12xx _Iny _Isz
IG2 = _]2yx 12yy _12}'2
-1 -1 1

2zx 2zy 2zz

ademas:
T, = [Oa 0,0,0,0, Tozs,i]T
W, =[0,0,-m,g,0,0,0]" (3.10.f)

T
E;, = [F23x,i Fosy i B s My i M23y,i > 0]

23y,i°
Definiendo para Q;’:
Rc2
yz{ Ro %} (3.10.9)
SO RO RO
Tomando las matrices de rotacion antes definidas se tienen que:

Rgz =R, (l//z ) R, (gz)st (¢2)

Al igual que en el cuerpo 1, el centro de gravedad y el sistema de referencia en el que se definen todas
las ecuaciones coinciden, por tal razoén la matriz antisimétrica que representa el brazo de palanca del
vector de gravedad del cuerpo 2, medido desde el origen de (X.,, Y. Z.2) se representa de la siguiente
manera:

Ss =$(0,0,0)

Considerando cada extremo en donde van ensamblados cada unas de las piernas del robot se tiene:

c2
o _ Ry 0 (3.10.h)
SyR5 RS

R;Z =R (621')
S;lz = S(dxi’dyi’ zi)

Al igual que en el cuerpo 1, la matriz antisimétrica S;z esta formada por los componentes escalares del

vector de posicion rys;= [dy;, d,, dZ,]T , que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector
F»;;, mostrados en la figura (3.11).
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Fig. 3.11 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 2

Considerando la junta esférica en donde se une con el primer cuerpo:

c2 __ R;lz 0
e {sz’fRz? R;‘f}
RSIZ = Rz4 (a)RZS (IB)Rzﬁ (7/)
Rflz = Rz6 (_j/)Rz5 (_ﬂ)RZ4 (_a)
Silz = S(xs2’y.r2’zs2)

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 2

(3.10.)

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular de manera vectorial. Para lograr esto
primero se debe de obtener la velocidad angular del cuerpo 2 definido a partir de la base inercial
(X0, Yo, Zp), para esto hay que tener claro que para llegar a la orientacion del cuerpo 2 se consideran los
angulos de Euler, fig. (3.12) los cuales giran sobre x, y y z respectivamente y en ese orden, al igual que el

cuerpo 1, se tiene:

Ko

ka

ip

Fig. 3.12 Giros y orientacion de los angulos de Euler para el cuerpo 2
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Q) =0, +to, +0, (3.11)
donde:
o, =y, (3.11.2)
o, =0,j}, i% =Ry ()il (3.11.b)
o, = ¢k}, k%, =R_, (v,)R.;(6,)k52 (.11.c)

ji=[o.L0]
k%2 =[0,0,1]"

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.11) obteniendo:

w0 =0, +0, +O; +0) X0, +(u)3,2 +o)gz)><coz2 (3.12)
donde:
w;), =yl (3.12.a)
@y =6,j", (3.12.b)
o) =gk, (3.12.c)
Llevando a la base local (X}, Y.;, Z.;) la velocidad angular tenemos:
Q7 =R{’Q) = 0; +0; +0 (3.13)
donde:
o) =y,i’ i’ = Ry’i, =R ((-¢,)R 5(-6,)i, (3.13.a)
f; = 60,5 i =RYIL, =R (-4,)i5 (3.13.b)
o =dk, K =k2 (3.13.c)
Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:
0y’ =Rja; = 0 + 0y + 0 + o)) xop + (u);j + oy ) X 0y (3.14)
donde:
(:J‘IZ =i (3.14.a)
oy =6, (3.14.b)
o) = fk, (3.14.c)
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Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 2
La figura (3.13) muestra el centro de gravedad del cuerpo 2:

Fig. 3.13 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 2 definido en la base inercial (X, Yo, Zy) es:

O BN (3.15)
Derivando respecto al tiempo se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

R EINE N (3.16)
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec.(3.8) obteniendo:

al, =[50 0s 2] (3.17)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 2 estan definidas en la base local (X.,, Y., Z.2), la aceleracion del
centro de gravedad también se debe definir en esta base.

3222 = Rgzagz (3.17.a)
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3.2.3 Analisis del Cuerpo 3i

La fig. 3.14 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.14 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i

Tomando la suma de fuerzas que actuan en el cuerpo respecto al origen de la base (Xz;, Y2, Z2), se tiene
la siguiente expresion definidas en la base local (Xy;, Y2, Z2):

F/ +Ff+F. =0 (3.18)

Fl =T, —QiT,, —QiT,, +QI'W, (3.18.2)
Ff=F, —QXF,, - Q}F,, (3.18.b)
F. =[F,,, Mg, ] (3.18.c)
F., =-mga_, (3.18.d)
M, = —(IG3ia§f + 03 x (IG3[m§f ) +S7 (m3l.aéi3i )) (3.18.e)

La matriz I3 es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 3i y se define como:

[3ixx _13ixy _IBixz
IGBi = _13iyx [3iyy _IBz'yz
_[ 3izx _[3 izy 3izz

ademas:
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T34,i = [0307 0,0, To34,[70]T

T, = [0’ 0,0,0, To35,t=0]T
T 3.18.
F,, = I:F;4x,i’F;4y,i’F;4z,i’M34x,i’0’M34z,i] ( D

T
K. = [F35x,f By Fse s Mis, 1,0, M s ]

35y,i°

W,, =[0,0,-m,,g,0,0,0]'
A partir de la junta a la cual se conecta el brazo superior se define Q.!:
2i
2,: _ Rm‘ . 0‘ (3.18.g)
Clsiry Ry
Tomando las matrices de rotacion antes definidas se tienen que:
Réi =R, (061‘)
Séﬁ =S (d4i 5 dSi 5 d3i )

La matriz antisimétrica S

1

estd formada por los componente del vector de posicion rsa; = [dai, dsi, d3i]T

que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fs4; mostrado en la figura
(3.15). Dichas componentes se muestran en la figura (2.5) y (2.6) del analisis de la posicion.

Fig. 3.15 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 3i
Considerando la junta donde se conecta el brazo inferior se define Q:;
2i
2 :{ 21319,-2_ ‘Z} (3.18.h)
Sl9iR19[ R19i

2i

Ri =R (‘919f)
2i

Sior = S(d4i’d5i’d3i - d18i)
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La matriz antisimétrica S7] estd formada por los componente del vector de posicion

r3s;i = [dyi, dsi, dsi —dlgi]T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fss;;
mostrado en la figura (3.15). Dichas componentes se muestran en la figura (2.5), (2.6) y (2.12) del analisis
de la posicion.

A partir del centro de gravedad del cuerpo 3i obtiene:

w_| RGO 3.18.]
0o - |:S(2)iR(2)i Réi:| ( ' .1)
Rg; =R, (l//j)st (aj)Rz6 (¢/ + 02;)

Rél =R (_(621' + ¢j ))st (_Hj)Rﬂ (_Wj)

Séi =S (xG3z'" Yo ZG31")

La matriz antisimétrica S} estd formada por los componente del vector de posicion

s = [Xasi Vs Zasi]” que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Wi;
mostrado en la figura (3.15).
Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 3i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 3i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (X, Yo, Zy).

Q; =Q +o), (3.18)
donde:
o), =0,k =0,k), k), =RUk3 =R_, (v, )R_;(6,)R (4, )3 (3.18)
SR (v R0

k2 =[0,0,1]

Para obtener la aceleracion angular se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.18):

agl_:Qgi:a3+cbgi+(w3,v+o)gv+o)z )xmgi (3.19)
donde:
0 =0, +@p +O) +0) X0, +(m‘;_+m‘;_)xmg_ (3.19.b)
@), = 6,k3, (3.19.¢)
Llevando a la base local (X2, Y2;, 22 la velocidad angular tenemos:
2i c20 2i 2i
Q; =Ry, = Q)+ (3.20)
donde:
2i 2i 2i 2i
Q' =0, +0, +o, (3.20.a)
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o, =y iy i)' = RYi, =R_(~(6,+4,))R.s(-0, )i, (3.20.b)
o) =6, i =RYE, =R (-(6,+4)))iY (320)
o) =gk kj =Roky, =k} (3.20.d)
Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:
a; =Q) =Rja), =0’ + @} + (mj,i/ +0; +0; ) x o3, (3.21)
donde:
o) = cof,’] + mf,j’ + m;j’ + 0)5,’! X (oéj + ((’)5/1, + coéj ) X cozj’ (3.21.a)
o, =y i (3.21.b)
oy =0,j, (3.21.0)
oy =gk, (3.21.d)
®3; = 6,k; (3.21.¢)

Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 3i

La figura (3.16) muestra el centro de gravedad del cuerpo 3i:

Yo

Xo

Fig. 3.16 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i
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El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 3i definido en la base inercial (X, Yy, Zy) es:

rC(})3i = rgj + r30i + rC(;)3[' (3.22)
donde:
T
ro =] x,.,.2, | (3.22.2)
r30i =R, (‘//j)st (ej)st (¢j)r36{ = jorg (3.22.b)
roy =R, (7, )R5(0,)R (4, + 6, )r2s. =R3r,, (3.22.0)
Los vectores locales son:
vy =[d,.d,.d,]

2i _[ ]T
Y30 = [Xe3i0 Yasis 263

Derivando respecto al tiempo la expresion (3.22) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

V%Si = ng + V(3)i + ng' (323)
donde:
o [ . .7
v =[ X302, ] (3.23.a)
vy = Q) xry, (3.23.b)

V(()Bi' = Qgi x rg3i' (3.23.¢c)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec.(3.23) obteniendo:

Ay, =g +ay +ag, (3.24)
0 [ e oo u T
ag = [xcj,ycj,zcj] (3.24.a)
a), =0 xr) + Q' x(Q) xry) (3.24.b)
a(()}Si' = a(S)i X rGO3i' + Qgi x (Q(S)i x rGOBi') (3.24.0)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 3i estan definidas en la base local (X5, Y2, Z2:), la aceleracion del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

ag, =Riag, =a, +a; +ag,, (3.25)
donde:
a;, =R{'ag, (3.25.2)
ay =R}'a) =R’ (a(; X1, + Q‘; X (Q? X rfl))
— RJ0) < RJ'r) + RIQ) x (RIQ) x RIT)) (3:25b)

20 2i 2i 2i 2i
=0 Xry +Q_I. x(Qj ><r3l.)
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=R
= RgiR?jrg
R
=R (_921' )rsczj"

aéi3i' = R(z)iagsi' = R(z)i (0‘(3)1' X rg‘3i' + Qgi X (Qgi X rGO3i')) (3.25.0)
= Réiagi X Réir&i, + R(z)iggi X (Réiggi X Réircoy')
e, 0 (@ 1)
3.2.4 Analisis del Cuerpo 4i
La fig. (3.17) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.17 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i

Tomando la suma de fuerzas que actian en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definida en la base
local (Xg;, Ysir Z6i):

F,;+F;+F, =0 (3.26)
F; =T, +QW, (3.26.2)
F;=F, —QyF,, (3.26.b)
F. =[F,..M,,] (3.26.c)
F,, =-ma%, (3.26.d)
Mg, = (105 + 05 x (15,04 )+ 8§ (m,al, ) (3.26.¢)
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La matriz I, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 4i y se define como:

I4ixx _I4i)g/ _[4ixz
IG4i = _I4iyx ]4iyy _]41')12
_[4 izx _[4 izy I4izz

ademas:

T
Fy = |:F:16x,i Fieyis FaezirMaugeis Mgy My ; }

(3.26.1)
w,, =[0,0,-m,,g,0,0,0]"
Considerando el centro de gravedad del cuerpo 4i se obtiene Q' :
) Rﬁi 0
o= e (3.26.g)
QO |:sglez Rgz :|

Rgi =R, (l//j )st (Hj)Rzé (¢J + '927')R25 (96i)
Ry =R, (_aﬁi)Rzé (_(921‘ +9, ))RZ5 (_0./' )Rz“ (_l//j)
Sgi = S(xG4i"yG4i"ZG4i')

La matriz antisimétrica S estd formada por los componentes del vector de posicion

Y4 = [XGair, VGais Zg4i’]T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Wy;
mostrado en la figura (3.18).

Fig. 3.18 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 4i
A partir del extremo no actuado del cuerpo 4i obtenemos Q'

6i
o_| Ry 0 (3.26.h)
- LSSR R
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Rgf =R (‘99i)
Sgi = S(d”,d&.,())

La matriz antisimétrica S’ estd formada por los componente del vector de posicion rse; = [d7i, dsi, 01"

que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fus; mostrado en la figura
(3.18). Dichas componentes se muestran en la figura (2.7) del analisis de la posicion.
Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 4i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 4i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (X, Yo, Zp).

Q=0 to! (3.27)
donde:
g, = 0,35, = 03¢, Jo =R (v, )R (6 )R (4, + 6, )R .5 (6,) i
=R, ('/’j)st (Hj )Rz6 (¢j + Hzi)jgﬁ
_Rp (3.27.2)

i =[0,1,0]"

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.27) obteniendo:

o), =2, =0, + 6}, + (o) +0) +0f +0))xo (3.28)
donde:

(bgi = é()ijgi (3.28.2)

Llevando a la base local (X, Vs, Zs:) la velocidad angular tenemos:
QL =R;Q, =Q7 +og (3.29)

donde:

Qs :cof,"j +mgj +m;j + o) (3.29.a)
of =y iy i = R{i, =R, (-0, )R ,(~(6, +4,)|R.(-0,)i, (3.295)

=R,; (_061‘ )igi

o =0, i =RET, =R (=0, )R (-(6,+9,)) i (3.29.0)
=R,; (_eéi)jij'
oy =K kj, =Rk}, =R_; (-6, )k (3.29.d)
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(’)gj = ézikgi kgi = Rgikgi =R, (_‘96,' )kgi

6i _ ) s6i
(’061' - 961'J6i
Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:
6i 6 _ 16i 0 _ _6i | - 6i 6i 6i 6i 6i 6i
o, =Q; =Rjo, =a; +og+ ((’)u/j TW, +O, + mZi)X O,
donde:

6i _ p6i,,0
a;, =Rjay;

_ = 6i <6 6 | 60 6i 6i 6i
—(0%_ +u)9j +(0¢J T+, +mw, X(Daj +(mw,

6i 6i 6i 6i
(m% + 0),9j + u)¢j ) XM,

S 6i e s6i
©,, =Vl

J
. 6i __ [ s6i
Oy =0,],

(b6i — ¢ k6i

#; JBj
< 6i _ 1,60
W, = HZikZi

- 6i _ [ s6i
Wy = 66[-]61'

6i 6i
+®, | X, +
Y ) ¢

(3.29.¢)

(3.29.1)

(3.30)

(3.30.a)

(3.30.b)
(3.30.c)
(3.30.d)

(3.30.¢)

(3.30.9)
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Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 4i

La figura (3.19) muestra el centro de gravedad del cuerpo 4i:

Fig. 3.19 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 4i definido en la base inercial (X, Yo, Zp) es:

Ko, =Tg + 15+, + T, (3.3D)
donde:
rfi =Rz4(l//j)R25(9j)Rz6(¢j+32i)r42ii (3.31.a)
= Rgirztzii
o = Rey (1, )R (0, )Ro () + 0 )Rc (6 (3.31.0)
= Rgircéiu'

Los vectores locales son:
r42ii = [d4i7d5i7d3i]T
Koy = [xG4i"yG4i"ZG4i']T
Derivando respecto al tiempo la expresion (3.31) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
VOG41 = V(()}j + V(S)i + Vgi + ng" (3.32)
donde:
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vy, =Q) xr, (3.32.a)
Vear = 4, XTgy, (3.32.b)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.32)
obteniendo:

0 _ 0 0 0 0
acy, =, +ta; +a, +ag, (3.33)
0 _ .0 0 0 0 0
a), =ay xr;, + Q3 x(Q} xr;) (3.33.2)
0o _ 0 0 0 0 0
gy = Uy XTgyp + 941 X (941' X rG4i') (3.33.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 4i estan definidas en la base local (X4, Y4, Zs:), la aceleracion del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

6i _ 1p6is0 _ _6i 6i 6i 6i
as, =Rjag, =aj +a; +a, +a;,, (3.34)
donde:
6i _ 16i.0
a; =Rjag (3.34.a)
6i _16i.0 _6if 0 0 0 0 0
a;,, =Ra; =R (ujxr3i+ﬂjx(9jxr3i)) (3.34.b)
=af xry + Q% x (Qi’." X r3"l.i)
6i — 6i - 6i - 60 6i 6i 6i 6i 6i 334C
o (;)W/+c09/+m¢/+co%><(o9/+(m%}+m9/})xm¢/ ( )
61 — 61 61 61 334d
Q) 0, +0, +o; ( )
6i _ 16i..0
r3i - RO r3i
_ PP ¢
- RO chr3i
_ 6i_,cj
- chr3i
— cj
- st (_961' )st (_921 )rBi
_ _ 2i
- RzS ( 961’ )r3i
6i __ 6i,0 _ _ 6i 6i 6i 6i 6i
a4i - RO a4i - uSi X r4i + QSi x (QSi X r4i ) (3343)
6i _ 16i..0
r4i - RO r4i
_ 6ip 0 _2i
- RO R2ir4i
_ p6i2i
- R21r4i
_ 2i
- st (_‘96i)r4i
6i _ 6i 0 _ 00 61 6i 6i 6i
aG4i' - RO aG4i' - 0’41‘ X rG4i' + S?'4i X (941' X l-G4i') (334f)
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3.2.5 Analisis del Cuerpo 5i

La fig. 3.20 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.20 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5i

Tomando la suma de fuerzas que actuan en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definidas en la
base local (X;¢;, Y195 Z19:):

F; +F; +F;, =0 (3.35)
F; =T, +Q;'W; (3.35.a)
F =F;, - QyF,, (3.35.b)
F, =[F,. M, ] (3.35.0)

Fo5 =—mgagy, (3.35.d)
Mg, == (15508 +0% x(1q0% )+ S5 (mall, ) (3.35.¢)

La matriz Igs; es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 5i y se define como:

ISixx _15ixy _ISixz
Iosi = _ISiyx ISiyy _ISiyz
_] Sizx - Sizy Sizz
ademas:
T
F57,i = [F57x,i’F57y,i= F;7z,i’M57x,i’M57y,i’M57z,i:| (3.35.0)
W, =[0,0,-m,g,0,0,0]"
Considerando el centro de gravedad del cuerpo 5i se obtiene Q)" :
19i
QU= R 0 (3.35.¢)
Sz)gle)gl Rg)l
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R?9t =R, (V’j)st (9/' ) R (¢/ +0,, ) R.s (ngi)
R:;gi =R, (_0191')Rz() (_(6’2,. + ¢./’ ))RZ5 (_ef )RZ4 (_l//j)
S:)gi = S(XGSiv,ygs,'"ZGSi')

La matriz antisimétrica S;” estd formada por los componentes del vector de posicion

rsi = [XGsi» VGsics Zg5i’]T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Wj;
mostrado en la figura (3.21).

Fig. 3.21 Vectores de posicion de fuerza de cuerpo 5i

19i .
21 °

19/ _ R1291; 0 (3.35.h)
21 SR R o

21721 21

A partir del extremo no actuado del cuerpo 5i obtenemos Q

9i
RlZli =R (9211')
9i
Slzli =S (d20i70’ 0)
La matriz antisimétrica S}’ esta formada por los componentes del vector de posicion rsy; = [dagi, 0, 01"

que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fs;; mostrado en la figura
(3.21). Dichas componentes se muestran en la figura (2.13) del analisis de la posicion.
Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 5i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuero 51 de manera vectorial. Primero
se define la velocidad angular a partir de la base inercial (X, Yo, Zp).

@ =+ oy, (335)
donde:
0)?91‘ = 919ij?8f = él9ij?9i j?9i = Rz4 (l//j )Rz5 (0/' )Rze (¢/ + 92:‘ )st ('919:' )J}gi
=R (v, JRac(6 )R (4, + 6, )1 (3352)
“RY
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i =[0.,0]

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.35) obteniendo:

u(S)i = Q?i = a’gi + d)?w + (wov/, + mgf + ‘Dg, + mgi)x (D?m (3.36)
donde:
(6?91' = é19zj109i (3.36.2)
Llevando a la base local (X;9;, ¥;9; Z;9;) la velocidad angular tenemos:
Q) =R)'Q =0 + o, (3.37)
donde:
9191 (D + 0)291 " (1);9' n (;)19[ (3.37.a)
191 191 191 191 .
R COR R
“R.,(0,)i
19i A #19i *19; 19i « e Aj
@y =01y i =Ry =Res (<0 )R (~(6,+ )i (3.37.0)
= R ( )-]Aj
o, =gk} Kk, =Rk} =R (-6, )k} (3.37.d)
o) =0,k ky’ =Ry'ky =R_ (-6, )k (3.37.¢)
GO 4 (3.37.f)
Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:
191 ngl Rl‘)l O a;‘l)z +m}zl +((0191 +m}991 +(l);91 +m12?l)xm}gi (338)
donde:
@ =Ry
1 1 1 1 1 1 1 1 1 (3-38-3)
= (019 + (0199 + m;() +0) + colg X colg9 + (mw + (nlag )x o)f; +

19i 19i 19i 19i
(co +o, +o, )xmzl
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m};’ =y iy (3.38.b)
o, = oi,y (3.38.¢)
o, = gk, (3.38.d)
o) =6,k (3.38.¢)
@15 = Gordio; (3.38.9)

Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 5i

La figura (3.22) muestra el centro de gravedad del cuerpo 5i:

Fig. 3.22 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5i

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 5i definido en la base inercial (X, Yo, Zp) es:

I O TR S (3.39)
donde:
rSOi :Rz4(Wj)RZS(9j)RZ6(¢f +02i)r52ii (3393)
= R(Z)irSZii
r).. =R, (l//_, )st (9, )R26 (¢, + HZi)R25 (69:)r5s: (3.39.b)
_ 0 .19
=Ryy155;
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

Los vectores locales son:
2i T
I, = [d4i9d5i’d3i - d18i]

Pl _[ ]T
Gsit = [ XGsi Vasi Zasit

Derivando respecto al tiempo la expresion (3.39) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0 _ .0 0 0 0
Vgsi =V T Va + Vs, + Vs, (3.40)

donde:
V(S)i = Qgi X rsoi (3.40.a)

Vo = %, X145, (3.40.b)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.40)
obteniéndose:

0 _ .0 0 0 0
a5, =g +a; +ag +ag, (3.40)
0 _ 0 0 0 0 0
a5, =0y, XTIy, + L5, (Qy X rSi) (3.41.2)
0 _ .0 0 0 0 0
Ay, =09, xxgs, + QY x (Q xrys,.) (3.41.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 5i estan definidas en la base local (X;¢; Y;9; Z79:), 12 aceleracion del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

199 _ 190 _ _19i 19i 19i 19i
Ags; _Ro Ags; _an +a; t+ag +ags, (3'42)
donde:
197 _ 19,0
a; =R;'a; (3.42.2)

19 _ 1190 _ 19,0 .0 0 0_..0
a;, =R;"a;, =R, (ajxr3i+gjx(gjxr3i))

(3.42.b)
_ 19 19i 19i 19i 19i
=0, xXr; +£Q; X(QJ. XTy, )
19i — 19 - 19i - 197 19i 19i 19i 19i 19i 342C
o/ =0, +0, +0,) +0, <oy +(‘°w, +@, )xm¢j ( )
Ql?i — 0)19i +(!)199i +ml9i (342d)
J v; o ¢j
19 3190
r3i _RO r3i
D190 ¢
=R, 'R, 1;
_ P g
- ch r3i

=R, (_‘9191' )st (_‘92i )r;l,
= st (_9191' )r32ii
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19i _ 190 _ 19 _ 19i 19i 19i _, 19
a;’ =Ry"a; = ay xr;" + Q) X(Q3i X Iy ) (3.42.¢)

19i _ 1p19i..0
K —Ro K

P90 .2
- RO R2ir5i
_ 19i_,2i
- R2i rSi
_ _ 2i
- RZS ( Hl‘)i )rSi
19 _ 19,0 _ 19 19 19i 19i 19i
ags, = Ryay, = ay) xril, + Q x(Q xrl) (3.42.9)

3.2.6 Analisis del Cuerpo 6i

La fig. 3.23 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.23 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 6i

Tomando la suma de fuerzas que actuan en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definidas en la
base local (X, Yo, Z9;):

F +Ff+F.=0 (3.43)
Fl=Q)W,, (3.43.2)
Fi=F,, -Q},F,, (3.43.b)
., =[Fs Mo ] (3.43.c)
F,. =-m.al . (3.43.d)
M, = —(166,.(12; + O, X (IG&.(;)Z; ) +S¢ (méia‘gm. )) (3.43.¢)

La matriz I, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 61y se define como:

I6ixx _161'xy _I6ixz
IG6i = _I6t'yx I6iyy _I6iyz
_Iéizx _I6izy [()izz

ademas:
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

T
Fg, = |:F67x,fs Ffﬁy,i FoisMe s M Mg.,

67742 (3.43.9)
W,, =[0,0,-m,g,0,0,0]"
Considerando el centro de gravedad del cuerpo 6i se obtiene Q,':
9i
. :{ R, 09[} (3.43.¢)
SO RO RO

R; =R, ('/’/ ) R (9/ ) R (¢/ +0,, ) R (0 +6,)
Ry =R, (_(091’ + 661’))R26 (_(92" + ¢1))R25 (_ef )RZ4 (_Wj)
S, = S(XGGi'7y661'7ZG6i')

La matriz antisimétrica S, estd formada por los componente del vector de posicion

Yo = [XGei Vasin Zaer]” que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Wy
mostrado en la figura (3.24).

Fig. 3.24 Vectores de posicion de fuerza de cuerpo 6i

9i .
12i *

9i
o | R 0 (3.43.h)
! S91 .R91 R91

12§12 12i

A partir del extremo no actuado del cuerpo 6i obtenemos Q

R?ﬁ) = st ('912;')
Sf;i = S(dlon_dnno)

La matriz antisimétrica S, estd formada por los componente del vector de posicion re7; = [d0i,—d\1i, 01"

que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fs;; mostrado en la figura
(3.24). Dichas componentes se muestran en la figura (2.8) del analisis de la posicion.
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Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 6i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 6i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (X, Yo, Zy).

Q) =Q) +a, (3.44)
donde:

o5, =005 =005 Do =Reu(v, )R (0 )R (¢, + 0, )R..(6, +6,);
=Rz4(‘/’1)R25(‘91)Rz6(¢j +‘92i)jg£ (440
=R} jj,

i =[0.1o]
Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.44) obteniendo:
o) =Q0 =al + @) + ((03,1 +o, +0, +0) + cogi)x oy, (3.45)
donde:

o), = é9ijgi (3.45.2)
Llevando a la base local (X, Yg; Zo) la velocidad angular tenemos:

Q) =RIQ’ = Q" + o) (3.46)
donde:

Q) = mff/ + coZi + m;j + o) + o (3.46.a)

mj,i/. = lﬂ.jigi igi = Rgiio =R; (_(991' + 061’))Rz6 (_(921' + ¢j))R25 (_ej)io (3.46.b)
=R; (_(691' + 061' ))iéi

(’)Zj = Hjlil, Jil, = Rgijij =R, (_(091' + Hsi))st (_(921' + ¢j ))J:z (3.46.¢)
=R (_(091 + 96[))j,24ii

o) =gk Ky =Rk} =R (~(6,+6,))ky (3.46.d)
(D;i' = 92ikg§ kgg = Rg[kgi =R, (_(091' +0 ))kgi (3.46.¢)
o, =0, iv=Ryil =] (3.46.9)
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

9i ) 39
0y, = Oy jy; (3.46.2)
Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:
9% 9 %0 _ 9% |, -9 9i 9; 9; 9; 9; 9;
a, =, =Rja, =0, +o, +(m% +0, +0, +0, +m6i)><m9i (3.47)
donde:
9 _ 19,0
a’4i - RO a’4i
9 200 90 | =90 | -0 9i 9i 9i 9i 9i (3.47.a)
=0, +0, +0, +0, +0O,+0, X0, +((o% +m6/)xc)¢j +
9i 9i 9i 9i 9i 9i 9i 9i 9i
(u)wj +o, +a)¢i)><(:)2i +(m'/// +O, +O, +u)2i)><m6i
o) =i 3.47.b
@, =y i ( )
-9 7 e9i
o, =0j, (3.47.¢c)
D) =4 K 3.47d
o, =gk, ( )
d)9i :0 k9i (3476)
2i 2720
=90 *9i
®¢; = UgiJoi (3.47.9)
- 9i N 29i
0Oy, = Oy, j, (347.g)

Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 6i

La figura (3.25) muestra el centro de gravedad del cuerpo 6i:

Fig. 3.25 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 6i

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 6i definido en la base inercial (X, Yo, Zp) es:
Ko =To Ty + 1, + 10 + 10 (3.48)
donde:
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=R, (l//j)st (ai)Rzﬁ (¢/ + HZi)RZS (Hm )r66ii (3.48.a)
= Rgirss;
rgéi' = Rz4 (Wj)RzS (gj)Rzé (¢J + 62[)R25 (661' + 09[ )r(‘;iei' (3_48.[))
= Rgir(9}i6i'

Los vectores locales son:
T

v, =[d,,.d,,0]
Foo = [XG6i'5yG6i"ZG6i']T
Derivando respecto al tiempo la expresion (3.48) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
Voo = Ve + V5 + Vo, + Vo, + Vo (3.49)
donde:
v, =Q) xr, (3.49.a)
(3.49.b)

0 _ 40 .0
Vieir = L XX

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.49)
obteniendo:

0 _ 0 0 0 0 0
A =g T Ay Ta, +a, +a5, (3.50)
0 _ 0 0 0 0 0
ag —a4,xr6i+94,x(94ixr6,) (3.50.a)
0 _ .0 0 0 0 0
A = Oy X X + L2, % (Qsi X rG6i') (3.50.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 6i estan definidas en la base local (Xo;, Yg; Zo:), la aceleracion del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

ag, = Ro'ag, =ay, +aj, +a, +a, +ag, (3.51)
donde:
a,, =Ry, (3.51.a)
a) =R'a), =Rzi(a3 XT, +Q‘]).><(Q? xrﬁ)) (3.51b)
=) xry + Q) x (in X rff)
@) =, +0, +o; +0) xo, + (0’3/, + o), ) x o, (3.51.c)
Q” =m3,"j +ij +ij (3.51.d)
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octopodo

r, =R)r)
=RyR)ry
=R)r}]
=R_;(—(6, +6,))R_ (<6, )ry
=R_;(—(6), +6,,))r;/

9% 9.0 _ 9 .9 9i 9i _ .9
a, =Rya,, =0y xr,; + Q5 x (931' XXy ) (3.51.¢)
9 _ 9 = 9i 9i 9i 9i 9i
oy =0+, +((0Wj +0, +co¢j)><(02,. (3.51.9)
Q=97 + o), (3.51.g)
9 _ 19i..0
r4i - RO r4i
g0 L2
- RO R2ir4i
_ 9i_2i
- RZir4i

=R ; (_(991' + 96[))r412ii

9% _ 9.0 _ 9 9i 9i 9i 9i
A, = Ro A =0, XTI + 94,' X (941' X X; ) (3‘51‘h)
9 _ 199i..0
K = Ro i
PO .60
- Ro R6ir6i
_ P9i..6i
- R6ir6i
_ 6i
- st (_991' )r6i

9  _ % 0 _ 9 9i 9i 9i 9i :
aG6i' - RO aGGi' - aéi X rG6i' + Q6i X (961 x rGGi') (3511)
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3.2.7 Analisis del Cuerpo 7i

La figura (3.26) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Y17

X17i
Fig. 3.26 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 7i

Tomando la suma de fuerzas que actian en el cuerpo 7i, se tienen la siguientes expresiones definidas en
la base local (X;2; V12 Z12:):

F.+F;+F, =0 (3.52)
Fi=Q)}'W, (3.52.a)
F=F,, +Q,F, +QF,, (3.52.b)
F) =[F;,,M,] (3.52.c)

F,,, =-m,a_;, (3.52.d)

My, = (1,0l + ol (1,00 )+ S (m,a,)) (3.52)

La matriz I, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 7i y se define como:

1 -1 -1

Tixx Tixy Tixz
I = _[7iyx I7iyy _[7iyz
-1 Tizx -1 Tizy Tizz
ademas:
T
Foro =[ FoyeirForyio Forein Toresn Ty Tires ) (3.52.0

w,, =[0,0,-m,,,0,0,0]"
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12i .
0 -

. RIZ[ 0
i)ZI = |:S12i;;12i RlZi:| (3'52'g)
0 o 0

Considerando el centro de gravedad del cuerpo 7i se obtiene Q

R?Zi =R, (l//j )st (9’)Rzé (¢, + Hzi)st (9@' +0, + ‘912,')

J
Ri)ﬂ =R.; (_(912[ +65,+ 0, ))Rz6 (_(921 +9, ))RZS (_6-/ ) R (_W’i)
SE)Zi = S(xG7i'>yG7i"ZG7i')

La matriz antisimétrica S| estd formada por los componente del vector de posicion

Yo = [Xe7in ¥ o7is Z 7]’ que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza W
mostrado en la figura (3.27).

Fig. 3.27 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 7i

12i .
21 °

12i
Qi { e “} (52
SZliRZIi R

21i

A partir de la junta que se localiza a la mitad del cuerpo 7i obtenemos Q

R12i _ I

21i

Slzzli = S(dui’dzzno)
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La matriz antisimétrica Slzzlj estd formada por los componente del vector de posicion rys; = [d;3, d 225, O]T
que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fs;; mostrado en la figura
(3.27). Dichas componentes se muestran en las figuras (2.9) y (2.13) del analisis de la posicion.

12i .

Considerando el extremo inferior del cuerpo 7i obtenemos Q7 :

12i
Qﬁj :[ 1517i121 (?2[:| (3.52.0)
SR R

R:%i =R, (HISi)Rﬁ (‘9161')R26 (917f)
S:ii = S(dm + d14i’0’0)

La matriz antisimétrica S}>! estd formada por los componente del vector de posicion

Yo7i = [di3i+ diai O,O]T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fy;;
mostrado en la figura (3.27). Dichas componentes se muestran en la figura (2.9) del analisis de la
posicion.

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 7i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 7i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (X, Yo, Zp).

Q) =9 +o), (3.53)
donde:
O, = Ol = Ol
i =Ry (v, )R (6, )R (¢, + 0, )R_; (6, + 0y, + 6, i (3.53.2)
=R, (v, )R.(6 )R, (¢, +6, )i
=R},

iz =[o.1.0]

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.53) obteniendo:

0 _ 0 _ .0 .0 0 0 0 0 0 0 0
o), =Q) =a) + @), + ((o%_ +@, + 0, +o) +og+ mgi)x ), (3.54)
donde:
@ =0 i (3.54.a)
12i — 12i-]12i : .
Llevando a la base local (X;2;, Y;2;, Z;2) la velocidad angular tenemos:
12i _ pl2iy0 _ 120 12
Q' =Rj'Q;, =Q7 +o, (3.55)
donde:
12i 12i 12i 12i 12i 12i 12i
Qi =0, +0, +0,"+0, +og + 0, (3.55.a)
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O =y i i =R, =R (~(6, +6, +6,))R,, (—(921. + ¢j))R25 (-9))i,

=R ; (_(9121' +0, + Hsi))iéi

(DIHZi = e-jf-i jl;-i = Ri)Ziji- =R,; (_(9121' +0, + H()i))sz) _(921' + ¢) jj/j
J Jdaj 4 {j J {j

=R ; (_(9121' +0,, + Hsi))ji;

7

mlz? = 92ik12§i klzii = Ri)Zikgi =R ; (_(9121' +0,, + Hsi))kgi

12i _ ) s12i 212i _ g 9is0 _ +6i
Og =0uis o = Role = e
12i _ p 12 20 90 _ :9i
0, =06),jo; Joi =R jo; = Jo;

12i _ /A sl2i
) =0,

Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:

12i yI2i _ pl2i 0 _ 9 < 120 12i 12i 12i 12i
o, =Q"=R"a;, =0, +® +((x)% T0, T 0, +0, + 0+

7 = 7 12i .
donde:
0l =R,
=0, +@, +0; +0, + o +0, X0, + ( 2

12i 12i 12i 12i 12i 12i

12i
((0% +0‘)9,- +(1)¢j )X(")Zi +((OWJ_ +(1)9j +(1)¢j T,

12i 12i 12i 12i 12i 12i
(ml//j +(ng +(,0¢j T, +0 )X(Dgi
2120 e e12i
B, =i,
- 120 e12i
(‘).9/. - ejJAj

12 7120
o, =gk

12 12i
o, =0,k;;

< 12i 5y sl2i
WOy = eﬁi-lﬁi

120 el2i
0, =6jo;

L1204 el2i
O = 0pd10
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0, +0,

(3.55.b)

(3.55.c)

(3.55.d)
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(3.55.9)

(3.55.2)

(3.55.h)

(3.56)

(3.56.2)

(3.56.b)
(3.56.c)
(3.56.d)
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Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 7i
La figura (3.28) muestra el centro de gravedad del cuerpo 7i:

Fig. 3.28 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 7i

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 7i definido en la base inercial (X, Yy, Zp) es:

L R (TR T A S (3.57)
donde:
0= Ry (1) )R (0, )R (4, + 0, ) Ros (0, + 0, ) (3.57.)
=R,r;
=R JR(0)R (8 + 0 R0 0,400 (s
= R?zl.réiil..
Los vectores locales son:
v =[d,,~d,,;,0]
Fom = ['xG7i"yG7i"ZG7i']T
Derivando respecto al tiempo la expresion (3.57) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
Ver = Ve + Vs, + Vi + Ve + V5 + Vo (3.58)
donde:
v, =Q¢ xr), (3.58.a)
Ve =00 X (3.58.b)
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La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.58)
obteniendo:

0 a0 0 0 0 0 0
a5, =ag +tay +a, +ag +a; +ag, (3.59)
0 _ .0 0 0 0 0
a;, =0 X1, + Qg X(Qéi Xrn) (3.59.a)
0 _ .0 0 0 0 0
Ay, =09, X0, +QF x(QF, xxy,,.) (3.59.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 7i estan definidas en la base local (X;2; Yi2; Z;2:), 1a aceleracion del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

12i _ 12i 0 _ _12i 12i 12i 12i 12i 12i
aG7i - RO aG7i - an + a3i + a4i + aéi + a7i +aG7i' (360)
donde:
12i _ 120
ag; =Rj"ag (3.60.a)
12i 126 ,O _ 12§ 12i 12i 12 12
a; =R;"ay, =a;" xr;" +Q X(Qj XTIy ) (3.60.b)
12i — ¢ 12i - 12§ - 12§ 12i 12i 12i 12i 12i 3600
o =0, +0, +0,) +0, x0, +(m%+m9/)><o)¢/ ( )
12i — 12i 12i 12i 360d
Q=0 +0, +o, ( )
12i _ 1p12i..0
r3i _RO r3i
P 12ip0 ¢
=R;'R 1]
P12
- ch r}i

=R (_(‘9121' +6,,+ 0 ))Rz6 (_921' )r;zj
=R; (_(0121' +0,, + 6 ))r32ii

A = RIS, = ol + 0 (0 xrl) (.600)
12i _ 120 | - 12i 12 12i 12i 12i
0 =0 +0, +((”u/,- +0, +o, )xco2i (3.60.1)
12i 12i_,0
oY _RO Lo
12ipp 0 . 2i
=Ry'Ryr;;
12i 2
- R2i r41

=R; (_(912;' +6,, + 96[))1.42;

12i _ pl2i 0 _ 12i _ 12i 12i 12i _ 12

ag =Rj"'ag =0, xr" +Q X(QM XX, ) (3.60.h)
12i _ 128 - 12§ 12i 12i 12i 12i 12i 1
o, =05 +0 +(m%_ +o, o, +o, )xméi (3.60.1)
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Q=07 +og (3.60.))

12i _ p12i.0

K _Ro i
_ pl2ip0 .6
_Ro R6ir6i
_ pl2i.6i
- Réi rﬁi

=R ; (_(‘9121' + ‘991'))1'661‘[

12i _pl2i 0 _ 120 12i 12i 12i , 12i
a;' =Rg"a; = a5 xr" + Qg X(Qm X ) (3.60.k)

12i _ 12,0
I _Ro L

_RI2iR0 i
=R 'R,1;;
_ R12i.9
=Ry'1;
_ 91
=R; (_0121' )r7i

12i _pl2ig0  _ 120 120 12i 12i 12
a7, =Ry g, = 05" X155, + Q7 X(Qn eri') (3.60.1)
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3.3 Solucion del Modelo Dinamico.

El analisis dindmico que se desarrolld anteriormente fue realizado con la finalidad de encontrar los
torques necesarios para lograr la locomocion del robot octdpodo.

Cada cadena cinematica consta de 5 cuerpos (fig. 1.2): cuerpo 3i, cuerpo4i, cuerpo 5i, cuerpo 6i, cuerpo
7i. Para cada cuerpo se pueden escribir 6 ecuaciones dinamicas: 3 ecuaciones de suma de fuerzas y 3
ecuaciones de suma de momentos. Por lo tanto, en cada cadena cinematica se tienen 30 ecuaciones
dindmicas. Finalmente el sistema total consta de 8 cadenas y 2 moddulos que conforman el cuerpo
principal, lo cual produce, 252 ecuaciones dinamicas.

Por otra parte, el nimero de incdgnitas en el sistema esta asociado a las juntas cinematicas. Una cadena
consta de:

6 Juntas Rotacionales - uniendo el cuerpo 1 o 2 con el cuerpo 3i.
- uniendo el cuerpo 3i con el cuerpo 4i.
- uniendo el cuerpo 3i con el cuerpo 5i.
- uniendo el cuerpo 41 con el cuerpo 6i.
- uniendo el cuerpo 6i con el cuerpo 7i.
- uniendo el cuerpo 5i con el cuerpo 7i.
1 Junta Esférica - Localizada en el extremo del cuerpo 7i.

Si la junta rotacional proporciona 5 incognitas de reaccion a calcular y la junta esférica proporciona 3
incognitas de reaccion, se tiene para cada cadena entonces:

6 Juntas Rotacionales = 30 incognitas
1 Junta esférica = 3 incognitas
Total = 33 incdgnitas

Paras las 8 cadenas se tienen 264 incognitas. Agregando otras 3 incognitas debido a la junta esférica
que une el cuerpo 1 con el cuerpo 2 se tienen 267. Considerando que cada pierna tiene 3 grados de
libertad, se requieren entonces 3 torques por pierna, Ty;, Ty, T3 asociado a 0y, 0 v 019; respectivamente,
que son necesarios para la actuacion de cada una de las piernas que conforman al robot. Tomando esto
ultimo en cuenta, finalmente se tiene un total de 291 incognitas, lo que hace incompatible a nuestro
sistema al tener s6lo 252 ecuaciones para 291 incognitas.

Es importante mencionar que este nimero de incégnitas resultan cuando el robot tiene todas sus patas
apoyadas en la superficie, pero en el momento en que empieza el caminar del robot estas disminuyen, ya
que no se presentaran fuerzas de reaccion en las patas que se encuentren en el aire, pero atun asi, no se
elimina la redundancia del sistema, ya que todavia se sigue presentando un sistema subdeterminado.

Para encontrar la solucion del sistema se emplea un método de optimizacion matematica basado en la
teoria de los minimos cuadrados para la solucion de sistemas lineales subdeterminados el cual se explica
con mas detalle en el Apéndice D.
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3.3.1 Sistema de ecuaciones

Para facilitar la solucion del sistema de ecuaciones formado se reescribe pasando del lado derecho del
igual todas las fuerzas inerciales y debidas al peso de cada uno de los cuerpos, quedando de la siguiente
manera:

Cuerpo 1
F'+F'+F =0
4 4
S(QIT,)- 33(QIR ) QR =K ~Qiw
i 4,:
Z( 25, )~ QUF, =—F - Q'W,
donde:
F.,, =T, +F;,
Cuerpo 2
F'+F +F, =0
8 8
QT ) D (Q0F., ) - QiR =K Q)W
i=s ;:
Z(Q; T231) L2Flz = _le _Qf)zwz
donde:
Fp, =T, +Fy,
Cuerpo 3i
F!+F+F. =0
T, -QuT,, - QL Ty, +F,;, —QuF,, —-QF;, =—F -QW,,
z,-g,,- _QEZ'FTMJ - 12(;,'FT35,;' = F31, lWSi
donde:
Fpy, =T, +F,
Fp5, =T, +Fy,
Cuerpo 4i

F!+F!+F,=0
T, +F T461 F41i _Q(ﬁ)iwh

34,i 34,0

6i I 6i
T34z Q T461 F4i _Qo W4i
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3.3 Solucidn del Modelo Dinamico

Cuerpo 5i
A R I
F5f +F5i +F5[ =0
T +F _Q19iF :_FI _Q19iW
35,i 35,0 21i%57,i si 0o YVsi
19i ol 19i
FT35,1' _Q21iF57,i - _FSi _Qo WSi
Cuerpo 6i
A R I
Féi +F6i +F6[ =0
9i I 9i
F46,i - 12iF67,i = _Féi _Qo Woi
Cuerpo 7i

A R I _
F7i +F7i +F7i =0
12i 12i _ I 12i
F67,i + Q211F57,i + Q17iF07,i - _F7i - Qo W7i

3.3.2 Ecuaciones de restriccion

Las ecuaciones de restriccion estan dadas debido a la geometria de las juntas que conforman el
mecanismo del robot:

1. No puede haber transmision de fuerzas en el extremo de las patas cuando se encuentran en
movimiento sin estar en contacto con el piso.

2. No puede haber transmision de momentos en cada una de las juntas rotacionales a lo largo de su eje
de actuacion, excepto por la implementacion de alglin torque, el cual debe ser externo al sistema.

Para una junta rotacional no actuada se tiene la siguiente ecuacion [7]:
Z'M, =0 (3.61)
donde Z; esta en la direccion del eje de la junta.

De esta manera se obtienen las siguientes restricciones para las juntas rotacionales de cada cadena
cinematica.

0,0,0,0,1,0]' F, . =0 (3.62)
46,i

0,0,0,0,1,0]' F.,. =0 (3.63)
57,i

[0,0,0,0,1,0]" F;, =0 (3.64)

De igual manera para las juntas esféricas, debido a que ninguna tiene actuacion y tampoco presentan
momentos de reaccion, se tienen las siguientes ecuaciones de restriccion:

000100 0
00001 O[F,=|0 (3.65)
100 0001 0

0 0 10 0

00001 OfF,=0 (3.66)
000001 0
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La ecuacion (3.65) representa las restricciones de la junta esférica que une a los dos modulos que
conforman el cuerpo del robot, mientras que las ecuaciones (3.62), (3.63), (3.64) y (3.66) son las
restricciones que se presentan en cada cadena cinematica, por tal motivo al considerar todas las cadenas,
se tiene un total de 51 ecuaciones de restriccion con sus respectivos 51 valores ya conocidos.

También es importante considerar que todas estas restricciones se dan cuando el robot tiene todas sus
patas en contacto con la superficie, ya que en el momento que se pierde este contacto también
desaparecen las fuerzas de reaccion en el extremo de ese eslabon, y por el tipo de locomocion propuesto
para el robot, en el que de las cuatro patas de cada modulo siempre deben de estar en contacto con la
superficie tres, se tienen que agregar otras seis ecuaciones de restriccion.

100000 0
0100 0 0F, =0 (3.67)
001000 0

De estas seis, tres corresponden a una de las patas del cuerpo 1 y las restantes a alguna de las patas del
cuerpo 2. Debido a que en el andar del robot es necesario que se intercalen las patas que se van
levantando, es necesario programar también un algoritmo que permita variar estas restricciones
dependiendo de los eslabones que lo requieran.

Con las ecuaciones de los torsores y las de restricciones ya disponibles para los eslabones conductores,
los eslabones conducidos y los acopladores se puede ensamblar finalmente un sistema de ecuaciones de la
forma A x =b. Donde A tiene una dimension de (309 x 342), x de (342x 1) y b de (309 x 1).

Las fuerzas y momentos de reaccion, asi como los torques en cada uno de los actuadores son
encontradas por la expresion:

x=A"(AA") b (3.68)

Para la solucion de esta expresion se empled el programa computacional Mathematica v 5.0, para
encontrar la solucion en condiciones estaticas y dinamicas del robot.

Para el cuerpo 1 se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:

m, =13.441031938177 |[ke]

0.124665708746 0 -0.002103764270
I, = 0 0.271545504640 0 [ kg m’ |
-0.002103764270 0 0275362886725

Para el cuerpo 2 se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:

m, =13.441031938177 [kg]

0.124665708746 0 0.002103764270
I, = 0 0.271545504640 0 [ kg m* ]
0.002103764270 0 0275362886725
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3.3 Solucidn del Modelo Dinamico

Las caracteristicas del cuerpo 31, son las siguientes:

m,, =0.490708384705 [ke]

CG, =[0.072100118881, 0.000000002661, 0.008188947328]" [m]

0.0003716876055  -0.00000000000894  -0.000384966884
cca = -0.00000000000894  0.00361641087543  0.000000000030528 [kg m2]
-0.000384966884  0.000000000030528  0.00325296997918

I

Las caracteristicas del cuerpo 4i, donde i =1, 2, 7, 8 se presentan a continuacion:

m, =0.216930111435 [kg]
CG,, =[0.049036068400, 0, -0.003383555386] [m]

0.000015646823 0 0.000036699752
I, = 0 0.000781885531 0 [ kg m” |
0.000036699752 0 0.000769854210

Parai=3,4, 5, 6 se tiene:
m,, =0.121481629969 [kg]
CG41,=[0.024139352224, 0, -0.000743132082]T [m]

0.000006821726 0 0.000002256922
I, = 0 0.000123415071 0 [ kg m” |
0.000002256922 0 0.000118618039

El cuerpo 51 donde i corresponde a 1, 2, 7 y 8 tiene las siguientes caracteristicas:

mg, =0.269373817811 [kg]
CG,, =[0.080607797746, 0, -0.001782311452] [m]

0.000014001024 0 0.000029936993
I = 0 0.002491717886 0 [ kg m* |
0.000029936993 0 0.002482206425
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Parai=3,4,5y 6 se tiene:
mg; =0.157795954752  [kg]
CG,, = [0.040826977656, 0, 0.001622890285]T [m]

0.000008855288 0 -0.000009477654
I = 0 0.000408132983 0 [ kg m* ]
-0.000009477654 0 0.000401907627

En el caso del cuerpo 6i para las cadenas 1, 2, 6 y 7 se tienen los siguientes datos inerciales
mg; =0.284763385173 [kg]

CG,, =[0.093497856154, 0.001727798051, -0.000565383259]" [m]

0.000018471535  -0.000073802043 0.000013763187
I =|-0.000073802043 0.003351578722 0 [ kg m’ |
0.000013763187 0 0.003347693516

Para los elementos de las cadenas 3, 4, 5 y 6 se tienen las siguientes propiedades:
mg; =0.198140921778 [kg]

CG,, =[0.050628105002, 0.002483149960, -0.000552164761]" [m]

0.000016225982  -0.000036901021645 0.000004763094
I, =|-0.000036901021645  0.000686965487 0 (kg m?]
0.000004763094 0 0.000683882127

Es importante resaltar que en el cuerpo 6i en particular, en el elemento correspondiente a y en los datos
del centro de gravedad y en los de I, de la matriz de inercia, en las cadenas 2, 4, 6 y 8 se tienen los
mismos valores, pero signos contrarios.

Finalmente, las propiedades fisicas del cuerpo 7i, correspondiente a las patas 1, 2, 7 y 8 son:

m,, =1.390304111065 [kg]
CG, =[0.147373970727, 0, 0.014823823566] [m]

0.000790125961 0 -0.003665510610
I, = 0 0.041771801288 0 [ kg m* ]
-0.003665510610 0 0.041004847062
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3.3 Solucidn del Modelo Dinamico

Las propiedades correspondientes a las patas 3,4, 5y 6 son:

m,, =0.739822421504 [kg]
CG,, =[0.096437658710, 0, 0.010257842960] [m]

0.000230051856 0 -0.000892269351
I, = 0 0.009901448442 0 [ kg m” ]
-0.000892269351 0 0.009683726960

Para el analisis estatico del robot se tienen que considerar con valor de cero todas las fuerzas inerciales,
una vez realizado el calculo para un paso del robot se obtienen las graficas mostradas en las figuras
(3.20), (3.21) y (3.22). Como se esperaba, los torques de las patas que no tienen contacto con el terreno en
la figura (3.20) es igual a cero, esto se debe a que los el ejes de actuacion para estas juntas son
perpendiculares a la superficie y los torques necesarios para mantener la pata en el aire son aplicados en
ejes localizados en planos paralelos al terreno. También se logran apreciar cambios muy bruscos de la
magnitud de los torques en las tres figuras, esto se debe a que cuando se levanta un par de patas del robot,
hay una redistribucion casi instantaneo de las fuerzas debidas a la masa de los cuerpos del robot.

F T T T T T T T T T T T T T | T T T T T T T T T
1
1237 'I 7132
I
T23 8 |
05 [ ====S=—=— == |
I i
— L __TESE__--___ |
E_ [ ]
= 0 I - - —_——————
2 1133 ! T rT
N - i
L'hl" _05
|_ [ e e e e - -
T134 P R 1 131
1 1
[
1
[
I i
-15 :
0 1 2 3 4 5

ts]

Fig. 3.20 Grafica de torques estaticos para actuadores de junta 6y;
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I R |
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Fig. 3.22 Gréafica de torques estaticos para actuadores de junta 6,
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3.3 Solucidn del Modelo Dinamico

Para el analisis dinamico, se ve en las figuras (3.23), (3.23) y (3.24) las graficas de los torques
obtenidos para la locomocién de un paso del robot. A diferencia de los torques para el caso estatico, en la
grafica (3.23) se aprecia que los valores de los torques cuando las piernas estan en el aire no es cero, lo
que se debe a la inercia que en el caso dindmico se considera, al igual que en las graficas del analisis
estatico se observan los cambios bruscos de torque debido al intercalamiento de las patas al momento de
realizar el paso
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£ T13,3
-
= EE T
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Fig. 3.23 Gréfica de torques dinamicos para actuadores de junta 6;
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Fig. 3.23 Grafica de torques dinamicos para actuadores de junta 6;
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Capitulo IV

Generacion de Trayectorias de Seguimiento

4.1 Introduccion

Una de las principales aplicaciones de un robot movil es el seguimiento de una trayectoria continua. En
esta tarea se trata que el robot trace una trayectoria continua y suave en una configuracion espacial de 6
dimensiones. Tres dimensiones de este espacio describen el camino espacial seguido por el cuerpo del
robot, mientras que las tres dimensiones restantes describen la orientacion del cuerpo del robot. En
algunas ocasiones debido a las condiciones del terreno requiere que esta tarea se lleve a cabo a lo largo de
una curva torcida para evitar en lo mayor posible los obstaculos mas grandes, considerando que el camino
a seguir esta preescrito en funcion del tiempo.

Por razones funcionales, la orientacion del robot es dada con matrices de rotacion que es,
sucesivamente, una funcidon suave del tiempo. La planeacion de la trayectoria de la configuracion del
subespacio asociado con el camino torcido es mas o menos sencilla, pero la planeacion de la trayectoria
asociada al subespacio de orientacion es mas complicada. Para el caso del analisis de este robot se
considera tanto las caracteristicas geométricas de la trayectoria que debe de seguir como la de la de la
superficie por la que se desplaza para poder obtener su orientacion.

4.2 Ecuaciones de Movimiento

Sélo en raras ocasiones es posible una representacion explicita del vector de posicion r de una curva
geométrica en términos de la longitud de arco. En la mayoria de los casos practicos, debe ser usado una
representacion alternativa. La representacion del vector de posicion en términos de un parametro v,
cualquiera que sea su interpretacion geométrica, longitud o angulo, forma una representacion paramétrica
de la curva en cuestion, de tal manera que el vector de posicion se escribe de la manera siguiente.

r(;/):x(y)i+y(;/)j+z(7)k (4.1)

4.2.1 Ecuaciones de Posicion del Modulo 1

Una vez que se tiene definida en forma paramétrica la curva de seguimiento, conociendo el valor del
parametro se puede saber facilmente en que punto en el espacio se localiza nuestro robot, pero es
necesario que se defina cierto valor del parametro para cada instante de tiempo. En particular como se
explica en el apéndice B, se emplea un perfil de velocidades a lo largo de toda la curva que se sigue para
tener un movimiento suave, es decir, sin cambios de aceleracion bruscos.
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Como se puede ver en el apéndice B, para poder resolver el perfil de velocidades es necesario saber el
tiempo en el que se debe de recorrer el camino a seguir, la posicion inicial y la posicion final del robot a
lo largo de la trayectoria, es decir, en que longitud de la trayectoria se desea que inicie y termine el
movimiento. Pero ya que estos datos no se tienen inicialmente, se obtienen a partir del calculo de la
longitud de arco de una curva a partir de una funciéon paramétrica, empleando la siguiente expresion [8]:

)= lar 02

Con esta expresion se tiene la longitud de la curva de seguimiento del robot, implementando esta
expresion junto con la ecuacion (B.6), se tiene:

3 4 5

s()=[10] L | =15 L | w6/ L |s(y) 43)

ly ty ly

De esta manera se tiene una expresion de la longitud del arco de curva en funcion del tiempo. Pero lo
que en realidad se necesita es una expresion en la que el parametro y esté en funcion del tiempo, por lo
que nos apoyamos de la siguiente relacion [9].

s=7r'() (44)

A partir de la expresion (4.3) y usando la condicion de la expresion de la ecuacion (B.7), s = v(t), y

resolviendo se llega a la expresion que se muestra a continuacion.

v(?) (4.4.2)

TR

que se trata de una ecuacion diferencial no lineal de primer grado de y(¢). Para su solucion, su condicion
inicial es asignada como y(0) = 0, de este modo es formulado un problema no linear de primer orden con
condiciones iniciales. La soluciéon numérica para el problema antes mencionado es hoy en dia un trabajo
de rutina, el cual puede se manipulado con el software apropiado [9], en este caso se decidio emplear el
software Mathematica. Al resolver la ecuacion (4.3.a), se produce una tabla de datos que contiene el
comportamiento de y a través del tiempo. Teniendo estos datos ¢ implementandolos en la funcion
paramétrica de nuestra curva de desplazamiento, ecuacion (4.1), se sabe en que punto de nuestra curva
debe de estar el robot en cada instante de tiempo.

(1) =x,(1)i+3,(£)j+ 2 (1)k (4.5)

Es importante notar que debido a que el cuerpo principal del robot esta conformado por dos modulos, lo
explicado anteriormente s6lo se puede implementar en uno de los modulos, el cual se considera como el
modulo maestro, y para nuestro analisis se considera como al médulo maestro o guia al cuerpo 1.

Orientacion del Modulo 1

Una vez posicionado el primer mddulo, es importante el concepto de orientacion, el cual permite
asociar a cada punto del intervalo de nuestra curva una triada de vectores ortonormales, esto es, un
conjunto de vectores que son mutuamente ortogonales. Para hallar uno de los vectores que permite
orientar al robot, se emplea la definicion de tangente a una curva.

Definicion: Una curva suave tiene en todo punto una tangente y ésta es Unica. Si r = r(t) es la
ecuacion vectorial de una curva, la tangente en le punto P, correspondiente al
valor t del parametro, tiene la direccion del vector r’(t). [8]
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Capitulo IV. Generacion de Trayectorias de Seguimiento

Esto nos da como resultado un vector tangente a la curva, pero no necesariamente unitario, y debido a
que la triada esta formado por vectores ortonormales se divide entre su norma.

() 4.6)

ol

Ya que es importante que el robot se adapte a las condiciones del terreno, el siguiente vector se obtiene
a partir de la definicioén de vector gradiente o normal a una superficie.

Definicion: Para una funcion f de tres variables, el vector gradiente, denotado por Vfogradf,
es

Vf (x.3.2) =(fi(%2:2). f, (%.2.2). £ (x,2:2))

o de manera compacta [10]:

VI = (f"’fy’f) f af a];k

Al igual que el vector tangente es necesario obtener el vector unitario, dividiendo el gradiente entre su
norma:

_ Vf(xy.2) 4.7)
Vs (2]

Finalmente el ultimo vector que se requiere para formar la triada se obtiene de la aplicacion del
producto vectorial de los dos vectores unitarios obtenidos anteriormente.

€1 =€, %€, (4.8)

De esta manera, cuando el conjunto de vectores es escrito en forma de columnas, se obtiene una matriz
de rotacion de 3x3:

Ry/0¢1:[e1,1 €1 €y |=| € €pn €y (4.9)

Una vez que se tiene esta matriz, se puede obtener de ella el valor de cada uno de los angulos de giro
que permiten llegar a esta configuraciéon. Como se aprecia en la ecuacion (2.8), se propone que para que
el robot llegue a su posicion final el orden de los giros es primero, sobre el eje x, a continuacion sobre el
eje y y finalmente en el eje z. Al realizarse las rotaciones en este orden, y empleando las matrices de
rotacion, se obtiene lo siguiente:

cOcd, —cO,s4, 56,
R’ =R_,(,)R_(O)R_((#) =| cw,s¢, +chsOcy, cdcy,—sOsdsy, —cOsy, 4.9)
—cey,s6, ey sOsg +chsy, ey,
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Ya formuladas las dos matrices se igualan y se eligen las ecuaciones mas sencillas para encontrar los
tres angulos de interés, obteniendo los siguientes resultados.

6, = arctan G (4.10)

v 1- 6132
—€
%6’1 @.11)

@, =arctan

€y

c6), (4.12)

e 2
(/)

Con las ecuaciones (4.11) a la (4.13) se definen los angulos para obtener la orientacion del primer
modulo del robot, todas estas ecuaciones estan en funcion del tiempo, ya que los elementos contenidos en
la matriz (4.9) estan en funcion del tiempo.

Y, = arctan

4.2.2 Ecuaciones de Posicion del Modulo 2

Para conocer la posicion del segundo cuerpo se emplea un método geométrico y la condicion de cuerpo
rigido de los elementos que conforman el robot, para asi localizarlo en el espacio.

En primer lugar, ya que se tiene conocida la curva por la cual se debe de desplazar el robot, lo mas
conveniente es que los dos modulos se desplacen sobre esa curva, y ya que el punto guia sobre la curva
para el cuerpo 1 es su centro de masa, se selecciona también el centro de masa del cuerpo 2 para que sea
el punto guia de éste. Considerando esto, y recordando que los cuerpos estan unidos por medio de una
junta esférica, y debido a la simetria de los cuerpos con referencia a la junta esférica, sus centros de masa
van a estar localizados a la misma distancia de la junta, por lo tanto se propone lo siguiente.

Una vez conocida la posicion y orientacion del primer médulo, trasladarse al extremo del cuerpo en
donde se localiza la junta esférica, hecho esto, se plantea una esfera que tenga de radio la distancia que
hay entre la junta y el centro de masa del primer cuerpo, una vez planteada la esfera se buscan los puntos
en los que cruzan la esfera y la curva de seguimiento del robot. Ya que se trata de una curva suave y
continua, se obtendra como resultado dos puntos en los que coinciden la esfera y la curva, uno de ellos
correspondera al centro de masa del primer cuerpo y el otro punto a la localizacidon del centro de masa del
segundo cuerpo. Esto se puede apreciar con un poco mas de detalle en la figura 4.1.
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Capitulo IV. Generacion de Trayectorias de Seguimiento

Junta esférica

Figura 4.1 Localizacion de puntos de interseccion

Una vez que se tiene cada punto en el que se debe de localizar el modulo 2 para cada instante de
tiempo, se obtiene una funcién de aproximacion cuyos valores son obtenidos por la interpolacion de los
datos obtenidos en cada instante de tiempo, representada por la siguiente expresion.

5 (0)=x,(0)i + 3, (1) + 2, (1)k (4.12)

Con este método se logra localizar el centro de masa del segundo médulo, pero al igual que el primero
€s necesario conocer su orientacién en ese punto. Para este cuerpo resulta un poco mas complicado
obtener su orientacion, debido a que al presentar la unidén con el primer cuerpo uno de los vectores de
orientacion queda definido por esta restriccion, por lo que el vector tangente, empleando para obtener el
primer vector en el cuerpo anterior, no puede ser aplicado para el segundo.

Por lo anterior, el vector e; ; correspondiente al segundo cuerpo se obtiene al calcular el vector unitario
del vector que parte del centro de masa del cuerpo 2 a la junta esférica con direccion longitudinal del
cuerpo, el vector obtenido no necesariamente tendra la misma direccion que el vector tangente de la curva
en el punto donde se localiza el centro de masa del modulo 2, como se muestra en la figura 4.2
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4.2 Ecuaciones de Movimiento

Figura 4.2 Orientacion del vector e ,

Ya con este vector es necesario obtener el vector que proporcione su orientacion transversalmente, pero
no se puede obtener de la misma manera como en el cuerpo 1, debido a que los vectores obtenidos no
necesariamente cumplirian con la condicion de ortogonalidad, por tal motivo, para la generacion de los
vectores restantes, se calculan los tres vectores al igual que en el cuerpo 1 para usarlos como vectores
auxiliares. Una vez que se tienen la triada de vectores auxiliares es importante notar que los vectores e;; y
e, estan contenidos en un plano tangencial a la superficie sobre la que se desplaza el robot en ese punto
en especifico, por tal razon, se considera que la mejor opcion para el vector de orientacion trasversal es
que esté contenido en este plano.

Para lograr que el vector que se busca esté contenido en este plano se hace una combinacion lineal de
los vectores e;; y €;; como se muestra a continuacion.

v
e, =ae +ae, (4.13)

También es necesario que el vector que se busca ademas de estar contenido en el plano tangente, cumpla
la ortogonalidad con el vector ey, , por lo que se debe de cumplir la siguiente condicion.

e'zvz- e,= 0 (4.14)

Una vez hallado el vector e’,, con las condiciones antes mencionadas, se obtiene el vector unitario e,
al dividir e’,, entre su norma.

El vector e;, se obtiene de la aplicacion del producto vectorial de los dos vectores previamente
encontrados.

€;,=6€,%X¢€,, (4.15)
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Capitulo IV. Generacion de Trayectorias de Seguimiento

En la figura 4.3 se muestra mas a detalle la triada auxiliar y los vectores ortogonales empleados para
obtener la orientacion del el modulo 2.

\ Vector contenido
en o

N Teeeeenttt Vectores
E generadores
de a

Planoa  Yen S 00 -

Figura 4.3 Esquema para la obtencion de la triada de orientacion del médulo 2

Al igual que en el primer mddulo, estos tres vectores se pueden acomodar de tal manera que se forme
una matriz de rotacion y se aplica el mismo método para obtener cada uno de los valores de los angulos
de orientacion en funcion del tiempo.

4.2.3 Ecuaciones de velocidad y aceleracion

Para determinar la velocidad en cualquier punto sobre la curva, es necesario derivar con respecto al
tiempo la ecuacién (4.5) y (4.9); para asi obtener el vector de velocidad para el médulo 1 y 2
respectivamente, esto es:

£ (0)=x(0)i+y,(0)j+2()k (4.16)
£, (1) =, (2)i+,(2)j+2(0)k (4.17)

Para obtener las velocidades angulares de cada uno de nuestros cuerpos, se realiza el mismo método
para cada uno de los angulos en funcion del tiempo que se obtuvo para cada modulo.

Por otro lado, la aceleracion para cualquier punto sobre nuestra curva de analisis, se determina al
derivar con respecto al tiempo las expresiones (4.17) y (4.18) de la siguiente manera:

i (1) =, (1)i+ 3 (1) j+ 5 (0)k (4.18)
iy (1) =5, (1)i+ 5, (1) j+ 5 (1)k (4.19)

Igualmente, para obtener la aceleracion angular de los modulos se deriva con respecto al tiempo las
velocidades angulares obtenidas anteriormente.
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4.2 Ecuaciones de Movimiento

Finalmente con todo esto se logra tener un control en el tiempo de la posicion y orientacion del robot
para cualquier trayectoria suave y continua, teniendo como unicos datos de entrada el valor del parametro
inicial, final y el tiempo en el que se desea que se realice el desplazamiento. Ademas este control de su
movimiento sirve principalmente para asi evitar cambios de aceleracion grandes lo que puede traer como
consecuencias un incremento en el torque requerido por los actuadores del robot.
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Conclusiones

1. Estructura de robot caminante con mayor movilidad.

En el area de robots moviles, la locomocién de la estructura (cuerpo principal) se da mediante el
uso de piernas o ruedas. Los robots de estructura modular (maltiples cuerpos unidos) emplean
ruedas para su locomocion. Un area poco explorada de los robots modulares es la locomocion
mediante piernas.

La presente tesis investigd dicha area, cuya propuesta es un robot modular provisto de dos
cuerpos, unidos mediante una junta esférica, y empleando cuatro piernas en cada cuerpo. Cada
pierna produce tres movimientos o grados de libertad, es decir, permite el posicionamiento del
extremo de la pierna en cualquier punto de su volumen de trabajo.

Lo anterior permitio crear una estructura muy flexible que puede desplazarse con mayor facilidad
que una estructura de un solo modulo, ya que al contar con una division del cuerpo principal tiene
una mejor adaptacion para trayectorias en terrenos con radios de curvatura mas pequefios.

2. Ecuaciones de posicion.

En la presente tesis se desarrollaron las ecuaciones de movimiento desde el punto de vista de la
posicion para el robot caminante, obteniéndose ecuaciones para los angulos de las juntas actuadas y
no actuadas que permiten posicionar y orientar los cuerpos principales del robot para cualquier
trayectoria dada.

Cabe mencionar que la solucién de la posicion se hizo con dos enfoques:

1. Para desplazar los cuerpos principales, la estructura se analiz6 como un robot paralelo
espacial de seis grados de libertad, en donde la tierra es considerada la base del mecanismo
paralelo y los modulos como la plataforma mdvil.

2. Para desplazar las piernas, la estructura se analizé como robots espaciales seriales de tres
grados de libertad que utilizaron a sus cuerpos principales como sus bases mientras estas
seguian una trayectoria propia.

Ambos puntos de vista permitieron generar un movimiento suave, continuo y de mayor rapidez
del robot.
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3. Ecuaciones de velocidad y aceleracion.

Las ecuaciones de velocidad y aceleracién se obtuvieron como la derivada directa de las
ecuaciones de posicidn, en las cuales se sustituyeron los valores obtenidos de las trayectorias de los
cuerpos principales y los extremos de las piernas, obteniendo de esta manera un comportamiento
suave de la velocidad y la aceleracion a lo largo de toda la trayectoria.

4. Ecuaciones Dindmicas.

Se plantearon las ecuaciones dinamicas del robot octopodo, las cuales produjeron un sistema
subdeterminado de 309 ecuaciones por 342 incognitas. Lo anterior debido a que el robot modular
propuesto cuenta con dos modulos, cada uno con cuatro piernas, y cada pierna requiere tres
actuadores para lograr su movimiento, esto produce finalmente un robot de actuacion redundante.

Para resolver el sistema subdeterminado, se implement6 la teoria de los minimos cuadrados, de
manera mas especifica la pseudoinversa. Los resultados obtenidos muestran un comportamiento
esperado, para el caso en el que las piernas estan en el aire el torque es menor comparado con las
gue estan haciendo contacto con la superficie, estas Gltimas producen el avance del cuerpo, mientras
que las primeras estan avanzando a la siguiente posicién y no aportan nada en el movimiento del
cuerpo. Las curvas obtenidas muestran los torques maximos que serian requeridos para los
actuadores al seguir una trayectoria especifica en una superficie, en un determinado tiempo.

5. Generacion de trayectorias.

Se logré generar un algoritmo con el cual se puede simular el movimiento del robot octépodo a lo
largo de una curva de seguimiento continua y suave, teniendo también como restriccion que la
superficie sobre la que se desplaza debe de ser también continua y preferentemente suave; siendo
los Unicos datos de entrada para el algoritmo: la ecuacion general de la superficie, la ecuacion
paramétrica de la curva de seguimiento y el tiempo en el que se desea que se realice el
desplazamiento del robot a lo largo de la trayectoria.

Se establecieron tres trayectorias generales de seguimiento, una para cada una de los médulos del
robot y otra que describe la localizacion de los extremos de las piernas del robot en el momento que
se desplazan en el aire formando una parabola. Dicha parabola esta contenida en un plano que
puede variar su inclinacion respecto a la superficie. Esta variacion influye en los torques de los
actuadores, aumentandolo o reduciéndolo.

Todo esto permite tener una herramienta que resultar atil para el disefio de un robot caminante
con arquitectura semejante, ya que se obtiene el torque requerido para los actuadores, dando como
dato una superficie semejante sobre la que se vaya a desplazar el robot, asi también se puede
mejorar el disefio de los eslabones que conforman el robot a partir de los resultados obtenidos de las
fuerzas a las que son sometidos cada uno de los cuerpos que conforman el robot.
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Apéndice A
Ecuacion trascendental

Para resolver ec. (2.20.c) procedemos hacer las siguientes operaciones.

Act + BsO = E
(A1)
Se tiene:
Ad __ BsH _ E
JA2+ B J42+ B J42+ B
por lo tanto, considerando el triangulo rectangulo mostrado en la figura A-1 se tiene:
Fig. A-1
definiendo los siguientes parametros: A4
A . B . E
cd = 180 = —2——ce =
VA% + B? VA% + B? JA? + B? (A2)

sustituyendo ec. (A.2) en ec. (A.1):

co cl + 56 50 = ce

por propiedades de los angulos opuestos al modificar el signo de ¢ no se altera el resultado, por lo tanto
se plantea:
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Apéndice A. Ecuacion trascendental

c(@—-90) = ce
c(@ - 6) = c(—e) (A3)

Despejando 6 de ec. (A.3):

arcos(c(0 — 0)) = arcos(ce)

0-0=c¢€

0-6=—¢
de modo que:

0=0%¢
(A.4)
Encontrando los valores de € de ec. (A.2):
ce = —E
A* + B?

despejando €:

arcos(ce) = arcos — £
JA? + B?

JA? + B? (AS)

Tomando nuevamente ec (A.2) obtengamos 0:

SO _ J4*+B?

¢ __Au

d = arctan (g) A6

Sustituyendo ecs. (A.6) y (A.5) en (A.4):

0 = arctan

N\

ﬁ) * arcos(—E )
A
JA? + B? A7)
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Apéndice B
Generacion de Trayectoria

El proposito de generar una trayectoria es establecer los puntos de referencia, al sistema de control de
movimiento del mecanismo [11]. Lo cual asegura que el mecanismo recorrera el camino planeado. Esto
consiste en generar una sucesion del tiempo para los valores obtenidos por la interpolacion de una
ecuacion polinomial de la trayectoria deseada. Se usa un polinomio de quinto grado para suavizar la
trayectoria.

s(t) = ag + a1t +art? + ast> + ast* + ast®
S(t) =a, +2a,t+ 36131‘2 + 4a4t3 + 5a5t4

5(t) = 2ast + 6ast + 12a4t* + 20ast>

(B.1)
para t = t, se tiene los valores:
s()=0
s =0
5()=0 (B.2)
al sustituirlos en las ecuaciones (B.1) se tiene:
0=ay9>ay=0
0=a;-»>a, =0
0=2a, »a, =0 (B.3)
para ¢ = ¢ se tienen los valores:
s() = llpr=pill
s(t) =0
5) =0 (B.4)
al sustituirlos en las ecs. (B.2), (B.3) y (B.4) en (B.1), se tiene:
lpr=pill = ast’ +ast* +ast®

0= 361312 +4a4t3 + 5a5t4

0 = 6ast + 12614t2 +20615t3

el sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera:
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Apéndice B. Generacion de Trayectoria

3 4 5
ot

7 as lpr—pill
367 41 5t a; | = 0
6t 1217 201 as 0

(B.5)
al resolver el sistema de la ec. (B.5) se tiene lo siguiente:

3
-0 (5)
as = —15 (L>4
Iy
5
s =6(%)

Finalmente son obtenidas las ecuaciones que suavizan la trayectoria:

s())=|p, - p| 1({5} —15&1 +6[é} (B.6)

N o r ot (B.7)
(0)=|p, - .|| 305-60=+30=
L b s b

§(6)=|p, - H_60i—180ﬁ+120£ (B.8)
S

donde la trayectoria planeada consta de un punto inicial py y un punto final py
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Apéndice C

Términos para los elementos V,;

Los siguientes son los valores de las variables V;; a V;y; con las que se encuentra la velocidad angular de
0>

Vii = Bii cty — A1; $02;

Vai = —cO; s(02 + ¢;)

Vii = c(02 + ¢;) cy; —50; 502 + ;) sy,
Vai = cy; 50, 502 + ¢;) + (02 + ¢;) sy;

Vsi = c(02 + ¢;) ((~doi +25) ey, + (dyor = y) sy ) +
50; 502 + ¢;) ((dyoi = ye) cw; + (deoi — 2¢7) sw))
Vei = =s(02: + ¢;) ((droi —x) 5O +

cl; ((dzo,- —z¢) ey + (=dyoi +yei) Sl//j>)
Vi = (dwi —x¢) cO; c(0ri + @) + (02 + ¢;)
50; ((~duoi +2¢p) ey + (dyoi =) sv;) +
5O+ 9;) ((dyor = yer) ey + (deor = 27) sv;)
Vi = cO; (02 + ;)
Voi = —c(02;+ ¢;) cy; + 50, 502 + §;) sy,
Viei = —cy; 50, 502 + ¢;) — c(02: + §;) sy;

A continuacion se presentan los valores de las variables V;;; a V,;; con las que se obtiene 6,

Viii = Bai cO19; — A2; 56019;
Vizi = 5 3(duos = xi) + (~duo; +x) €(26;) -
2c0; ((—dxi +x¢) c0;c(2(02: + ¢;)) +
2 cly; cd;(dai + drgich19; + dyicOr; + dis02;)) +
A4(dys; — d3i — dzi) 50 + 4d20i5019:50; + 4c0;50;
(dai + da0icO19; + dri€O2; + dyisHy;) s¢;) + cO;cy ;s(02: + §;)
2(dy0i = y))c(0a: + ¢;) + 2(du0i = 2¢)50;5(02: + ¢;)) +
0;s(02i + ¢,)(2(do0i = 21)c(Oai + §;) + 2(=dy0i + 150502 + ¢,) sy
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Apéndice C

Visi = %((_din + )02 + ¢;)) + (dyoi =) (5 — (1 +3c(2(02; + ¢)))cy;)) —

Adyoi — X i) 5Q20;) 5O + §;)7 sy + 4c(20,)5(02; + ¢;) sy
((=da0i + zep)ew; + (dyoi = Ve )sy ey
(=8(du; + daoi O19; + dyi €02 + dyi 02 )50 + §;) —
2(d0i — 27 )(1 +3¢(2(02: + ¢;)) )sy;) + 40, ((droi — x¢))
ey 5202+ ¢,)) + 2(—dis; + da; + di — do; 5010 )sy;) —
8 c(02i + ¢;)s0;((da; + dr0icO19; + dyiclr; + d,is0;) sy +
502 + ¢;) ((da0i —2¢1)cQy;) + (=dyoi + v )s2y;))))

Vi = %(4 02 (deoy — 2oy )ey; + (=dyoi + y)sw,) +
cO;(4cy (dys; — d3i — d=i + dris019; + (droi — x¢7)50;5(02; + ¢j)2) +
2(dyoi — x¢)s2O2 + ¢;))sy;) —2(=c(02; + ¢;)cy;s0; + s(02: + ¢, )sy ;)
(2 dai + 2d20ic019; + 2dxic02; + (=d-0; + 2)c(02: + ¢; — v ;) + (dz0i — 2¢7)
02+ ¢, +y;) +2d,is02; + (—dyoi +ye;)sO2 + ¢ —w;) +2c(02 + ¢;)
§0;((dz0i — ze))ewj + (=dyoi +Yej)sw ;) + (=dyoi + yej)s(02 + ¢ + y;)))

Visi = %(85(29j)((dx0idy0i +XVe)ew; + (dyoidzoi + X jzep)sy ;) + 2(d-oi — zej)eyj +
(—dyoi + v )5y ) ((dyoi = ) (=1 + c(2¢;) + 6¢(2(02: + ¢;)))ey; +
8(da;i + d0icl19; + dyicO2; + d,is02;)s(02; + ¢;) +
(d0i = 2 ) (=1 + c(2¢;) + 6¢(2(02 + ¢;)))sy ;) +
809j(¢‘//j(2(d18i —ds3i— dzi)(din —yq) + 2d20i(dy0[ —yq’)Sewi -
((droi + x)(dyoi + ) + (droi — %) (dyoi — Ye)c(2(02i + ¢;)))s0; —
(dxoi — X)) (dz0i — 2¢5)s2(02; + ¢5))) + 2(d 13 — d3; — d=i)(dz0i — 2¢5) +
2d50i(d20i — 2¢)s019i — ((droi + X ) (d0i + 2¢5) + (droi — X ) (d0i — Z¢j)
c(2(02; + ¢;)))s0; + (droi — X)) (dyo0i — Yej)s(2(02; + ¢;)))sy ;) +
c(20;)(=1 + c(2¢;) — 2c¢(2(02; + ¢;)))(2(dy0i — o)) (d0i — 2¢)c Ry ;) —
(dyoi + dz0i = yej — zj)(dyoi — dz0i = yej + 2¢;)sQ2y ;) + 209]2 (=3 +c(2¢,))
(=2(dyoi = yej)(dz0i — 2))cQuyr;) + (dyoi + dz0i = Vej — Ze) [dyoi — dz0i — Ve + Z¢j)
SQy;)) +8c(02; + ¢;)s0,(=2(dy0i — yej)(dz0i — 2)c(02; + ¢ — 2v;) +
(dyidyoi + dyid-oi — dviy g — dyizej)c(02i — v ;) + 2dsidyoicy; — 2day ey +
2d50idy0ic019icy j — 2d 20y jcO19icW j + dridyoic(02; + v ;) — dyidic(02; + v ;) —
dyiyec(02 + ;) + dyizejc(02; + y;) + 2dy0id0:c(02; + ¢ + 2y;) —
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Términos para los elementos Vi

2d0iyeic(02i + ¢ + 2y ;) — 2dy0iz¢ic(02: + @ + 2v;) + 2yzeic(02: + @ + 2y;) —
dﬁol.s(ez,- + ¢ —2w;) +d%s00 + ¢ — 2v;) + 2dy0y s (02 + d; — 2y;) —
yzjs(ezi + ¢ —2vy;) = 2d.0izeis(02 + ¢ — 2vy;) + zzjs(ezi +¢;—2y;)+
dyoidyis(02i — ;) — dxidz0i5(02: — ;) — dyiyes(02i — w;) + dxizgis(02: — ;) +
2dyid 08y — 2daizeisyj + 2d20id0i0010i5W j — 2d20i2c019:5Y  +

dindyiS(92i + ;) +didis(02 + ;) —dyyes0r + ;) — drizeis(02 + v ;) —
(din +doi—yg— ch)(din —di—ye + ch)S(Gzi + (l5j + 2‘///‘)))

= %(—16d18,‘dx0,-09j + 16d3idx0i09j + 16dx0idZ[C9j + 16d18ixc_,09_,- - 16d3l-xc_,-00_, -

16d.:x ;jc0; + 4doid,ic(0; — ¢;) — 4dyix ic(0; — ¢;) — 4droid,ic(0; + ¢;)

+4d,ix ic(0; + ¢;) + ddaoi(dz0i — z¢;)c(019; — 0 — ;) — 8d13:dy0ic(0; — w;) +
8c3:dy0:c(0; — y;) + 8dyoid=ic(0; — w;) + 8d1siyc(0; — w;) — 8d3yc(0; — ;) —
8.y ic(0; —w;) — 2dy0id20ic(2(9j —y;))+ 2dinycjc(2(9j —y;))+
2d,0izejc(20; — ;) = 29¢jzic(2(0; — v ;) — 4droid-0ic(019; + 0 — ;) +
Adrgizcic(019; + 0 — w;) — 4dyoid0:c(20; — y;) + 4d9ix ;c(20; —y;) +
4dizic(20; — v ;) — 4x iz;c(20; — ;) + 2d,0:d,ic(0; — ¢; —v;) —

2did0ic(0) = ¢ = ;) = 2dyyeic(0; — ¢ — ;) + 2dvizc(0; — ¢ - y;) =
2dy0idyic(O; + §; — v;) — 2dxid0ic(0; + ¢ — w;) + 2dyiy (0 + ¢y —v;) +
2dyizic(0; + ¢ — y;) + 4daoidz0ic(019; — 0 + ;) — 4dapizeic(019: — 0 + w;) +

8d3idy0ic(0; + v ;) — 8dsidyoic(0; + v ;) — 8dy0id=ic(0; + v;) — 8di5ycic(0; + ;) +

8d3y¢c(0; + ;) + 8dye;c(0; + y;) + 2dy0id0ic(2(0; + ;) —
2d0yc(2(0; + v ;) — 2dy0i2c(2(0; + ;) + 2pzc(2(0; + w;)) —
4d0id-0ic(019; + 0; + ;) + 4dr0izcjc(019; + 0; + v ;) — 4dyoid0:c(20; + ;) +
Ad0ix ;20 + v;) + 4dizic(20; + v ;) — 4x jzeic(20; + v ;) —

2d,0idyic(0; — ¢; + v;) = 2did0ic(0; — ¢ + ;) + 2d,iyic(0; — ¢ +w;) +
2dyizeic(0; — ¢+ v;) + 2d0,dyic(0; + ¢ + v;) — 2dyid-0ic(0; + ¢ + v ;) —
2d,iycic0; + ¢; + ;) + 2dyizic(0; + ¢ + v;) — 8d20id0i5(019; — 0;) +
8cd20ix ;j5(019; — 0;) — 4d?,;5(20;) + 2d§0is(29j) +2d%;5(20;) + 8d0ix ;;5(20;) —
4xfjs(20_,») —4d,0;y¢s(20;) + 2yf,js(29_,-) —4d0iz5(20;) + 223s(20_,») -
8cd20idx0i(019; + 0;) + 8d20:x js(019; + 0;) — 4dr0idis(0; — ¢;) +

Adix ;js(0; — ¢;) — 4dr0idis(0; + ¢;) + 4dix ;s(0; + @) +
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4d>0idy0i5(019i — 05—y ;) — 4d20iyeis(019i — 05 — ;) + 8d18id0i5(0; — v ;) —
8d3,d0i5(0; — ;) — 8d.0,d-is(0; — ;) — 8d13izis(0; — w;) + 8d3izcis(0;, — w;) +
8d.izis(0; — ;) — dio,»S(Q(Qj —y;)) +d%sQ0; —w;)) + 2dy0yesRO; —y;)) —
Vois0; —v,)) = 2d0iz5Q20; — w;)) + 20520, - v;)) —

4d>0idy0is(0 10 + 0; — w;) + 4d20iyeis(0 10 + 0; — v ;) — 4droidy0is(20; — w;) +
Ady0ix 520, = ;) + 4d w05 (20; — v ;) = 4x Gy (20, —y;) —

2d.idyois(0; — ¢ — ;) = 2dyidz0i5(0; — ¢ — ;) + 2dxiyes(0; — d; — y;) +
2d,izeis(0; — ¢; — ;) — 2dyidyois(0; + ¢ — w;) + 2dyid0is(0; + ¢ —w;) +
2d1iyejs (0 + ¢; = ;) = 2dyizeis(0; + by — w;) + 16(da; + daoich19:)cric9;
((=droi +x¢)s0; + c0;((—d-0i + zg7 )y + (dyoi = yep)sy ;) + 16(da; + daoict19:)
560259, ((droi = )50, + c0;((dz0i — zep)ey; + (=dyoi +y)sw ;) +
45(202;)((dyoi = ye)cd; cw; + dusp; — (dyoi = Ve )ew 57 —

c0i(dyi + 2(dyic0; + zjcy ;s0;)sd;) + x;c8;s2;) + (d0i — z¢)c(2¢; )sy; +
50,529 )(d-0icy; + (=dyoi + yei)sy ) (2(dxoi — x¢)s0; + 2¢0,;((d0i — z/)ey; +
(=dyoi +yej)sw;)) —4c(202;)(2(droi — x )56, +

2¢0;((d-0i — zej)eyj + (=dyo +ycj)SlI/j))(C¢,2((—dx0i +x¢)cl; +

(do0i — zej)ey is0;) + dyisd; + ((dyoi — x )0 + (—d0; + zcj)cy/‘,SOj)sqﬁf +
c§;(dxi = 2dyoicy jsp;) + (=dyoi + y)c(29,)s0;5y; +

529 ey + (=daoi + 2)sy ;) — Adaoidyois(010; — 07 + ;) +

4d20iycj5(919i -0+ l//j) + 8d18id20is(9j + ll/j) - 8d3idz0is(9j + ‘//j) -
8d.0id-is(0; +v;) — 8d13iz;s(0; + y;) + 8d3izs(0; + ;) +

8d.izeis(0; + w;) — (dyoi + do0i — Vej — zej)(dyoi — dz0i — Yoy +261)5Q0O; + v;)) +
Adroidy0is(019; + 0; + ;) — 4d20yeis(010i + 0; + v;) + 4doidyois(20; + v ;) —
4d0ix ;520 + v ;) — 4d 0y iS(20; + v ;) + 4x v es(20, + v ;) +

2dyidyois(0; — ¢; + v;) — 2dyidz0is(0; — ¢ + v;) — 2dwiys(0; — ¢+ y;) +
2d,iz;;s(0; — ¢; + ;) + 2(dri(dyoi — ye) + dyildoi — 2))s(0; + ¢ + v ;)



Términos para los elementos Vi

Vizi = 2(dai + d20ic019; + dyicOr; — (droi — x¢5)c0;c(02; + @) + dyisOr; +
(02 + ¢,)s0;((dz0; — zgj)eyj + (—dyoi + yg)sy ;) +
502 + ¢;)((=dyoi + ye)ey; + (=dz0i + 2¢)sy )
(c(O2i + 9;)((dyoi = yep)ey + (daoi — 2)sy ) +
5(02: + ¢;)(=dxoi + x¢)cl; + 50;((dz0i — 27 )y + (=dyoi + ye)sy)))
Visi = % (3dsoi + 3% = 2d20:0(0 197 = 0,) + (duoi = x)e(26;) +
2d50;c(019; + 0;) + 4(ds; + dr0icO19; + dyicO:)cO;c(02; + ¢;) +
A(=dys; + ds; + d2i)s0; + 2(=dzo; + 2) ey ;5(20,)5(02; + ¢;)° +
2¢0;((=dxoi + x¢;)c0;c(2(02; + ¢;)) + 2d,ic(02; + ¢;)s02; +
2(dyoi — y¢j)50;5(02; + $;) sw; — (202 + 0;))((dyoi = ye)ey; +
(dz0i = 2¢)sv)))
Viei = %(—5%01' + 5y¢ + 2dyic(9; — w;) + 2cy(dyi(cy; — 2¢(202; + ¢;)) +
4d50ic019i5(02; + ¢;) + 2(=dyoi + x¢)c0;5(2(02; + ¢;))) +
cQRy ;) dyoi = yoj + 4(d-0i — 2¢;)50,;5(2(02; + ¢;))) +
A(dai + dyic02;)s(O02 + ¢; — ;) + 8c0;(d1s; — ds; — dzi + da0is019:)sy; +
8c(02; + ¢ )(dai + d20icO19; + dyicOr; + dyi502;:)s0sy ; +
25y i(—d,isd; + 2s(602; + qﬁj)z ((dxoi —x¢)s(20;) + c(20,)(d-0i — z¢7)cw; +
(=dyoi +Ye)sy;))) + (dz0i — 2)sQRy ;) — 4(dyoi — Y50,
5(2(02i + ¢;))sQy ;) + c(2(02; + ¢;))((dyoi —ye)(1 +3cQy;)) +
3(d0i — zj)sQyr;)) + 4(dai + dic02,)s(02; + ¢ + v ;)
Vaoi = %(—409]20%((0201' —zg)ew; + (=dyoi + ye)sw ;) —
200,y (disi — dsi — dzi + daoisO10; + (droi — x¢)50;5(02: + 6,)%) +
(dyoi = x¢)sQ2O2 + ¢;))sy;) + 2(=c(02; + ¢, )y ;sO; + s(02; + ¢ )sw ;)
(2d4; + 2d20ic019; + 2dyicO2; + (—doo; + 2)c(02 + ¢ —y;) +
(d0i = 2¢))c(O2i + @ + W) + 2dyis02; + (—dyoi + )02 + ¢ —y;) +
2c(02; + ¢;)50,;((d=0: — ze)ey; + (=dyoi + Ve)sw;) +
(=dyoi +ye)s(02i + ¢ + v)))
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Vari = =2(dai + d20ic019; + dyicO2; — (dyoi — x¢)c0;c(02; + ¢;) + d,is0; +
c(02i + ¢;)s0,((dooi — zg)ew + (=dyoi + ye)sy;) +
502 + @) ((—dyoi +yep)ew; + (=daoi + z¢)sy ) (dyicOr; — dyis0r; +
c(02; + ¢;)((=dyoi + yej)ey; + (—d-0i + 2¢)sy ;) +
5(02; + ¢;)((droi — X)) + 50, ((=d0; + ze))ey; + (dyoi = Yei)sw;)))

A continuacion se presentan los valores de las variables V5, a V33 con las que se obtiene §,;

Vai = Asi

Vasi = —6’9215(0916’(921‘ + ¢j)S(919i +021:) +c(019; + 9211‘)59]')

Vaai = =c021i(—c(010; + 021:)cO;sw; + 5(019; + 021:)(cyjs(02; + ;) + c(02: + ¢;)s0,5y))

Vasi = c03,(s019:(=502:(cy;s0;5; + cjsy ;) + cOri(cjey s0; — spisy;) + cOjeyt021:) -
c019i(cOjcy; + (—c(02; + ¢j)cy ;s0; + s(02; + ¢;)sy)t021;))

Vaei = 09%1i(0919i(091((—dy0i +ye)ew; + (—dzi + z¢)sy ;) + (502 + ¢;)(dooi — ze)ey; +
(=dyoi +yej)sw;) +c(02; + ¢j)89j((dy0i — VeI + (daoi — 2)sy))t021;) +
5019:(c02:5¢;((d0i — zp)ew; + (=dyoi + ye)sy ;) + cd;(s02:((do0i — ze)ew; +
(=dyoi +ye)sy ;) + c02i50;((dyoi — ye)ey; + (deoi — 2¢)sw ;) + ((dyoi = yepdey; +
(d0i — 2¢j)sy ;) (=502i50;5¢,; + c0;1021,)))

Vai = 09311-(09191'(59/((—@0[ +zg)ey; + (dyoi — Y)W + (=dxoi +x¢)c(02; + ¢;)t021;) +
cl(droi = x¢j + (02 + §;)(—dz0i + ze)ey; + (dyoi = Yei)sw)t021:)) +
5019i(c0;(c(02; + ¢;)((—dz0i + zg)ey; + (dyoi — Yep)sy;) + (=droi + X ¢)t021:) +
50;((=dxoi +x¢)c(02: + ;) + ((de0i — zp)ew; + (—dyoi + ye)sy )1021:)))

Vagi = c021i5(019; + 021:)(c(02; + ¢j)((dy0i —ycj)CV/j + (d20i — ch)SWj) +
$(02; + ¢;)((—droi +x¢)cl; +50;,((d0i — zep)ew; + (=dyoi + yei)sw;)))

Vagi = 69215(09]'6’(92; + ¢j)S(919i +071;) +c(019; + 9211‘)59]')

Vioi = cO21:(=c(019; + 021:)cO0;sw; + 5(019; + 021:) (cy;s(02; + ¢;) + (02 + ¢,)50;5v,))

Vii = 03,,(s010(cyj502i50;5¢; + c§ 5025y ; + cOri(—cdjcy;s0; + spjsy;) — cOjcwth1;) +
ct19;(cO;cyj + (—c(02; + @)y 50, + s(02: + ¢;)sy;)t021:))

Vizi = =c021;8(019; + 021:)(d,ic02; — dyis02; + c(02; + ¢j)((—dy0i +Yg)ew; +
(=d0i + 2¢)sw;) + 502 + ¢;)((dro0i — X)) + 50, ((=d0i + ze)cw

+ (dyoi = ye)sv;)))
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Términos para los elementos Vi

Visi = 03,;(=c010i(da; + 502:(dyi + (doi — x¢)c0;59; + 50,50, (=d-0; + ze)ey; +
(dyoi = yep)sy;) + e ((=dyoi + ye)ew; + (=dzoi + 2¢)sy)) +
c0ri(dxi — (dxoi — x¢5)cljcd; + cd;s0;((d0i — ze)ey; + (—dyoi +Ye)sy;) +
5¢;((=dyoi +yep)ey; + (=dzoi + 2)sy7)) —
(—disi +d3; + dzi + (—droi + x)50; + c0;((—d0i + z)ey; + (dyoi = Vei)sw;))t021:) +
560 19;(=d13; + d3; + dzi + (da; + dyicOr; + dyyisOr; + 502 + @) (—dyoi + yei)ey; +
(=d0i + z¢j)sy i))t021;: + cO0;((=d0i + zej)ew; + (dyoi — yep)sy; +
(=dyr0i + x)c(02; + ¢;)1021:) + 50, (=droi + x¢j + c(02: + ¢;)((do0i — ze)cw; +
(=dyoi + yej)sw)10211)))

A continuacion se presentan los valores de las variables V3, a Vjg; con las que se obtiene § 16i

Viai = (c0;5(019; + 0215)sw; + c(019; + 021,)(cys(02; + ¢;) +
c(02; + ¢;)s0;sy ;) sec¢;
Visi = %(0(91% + 051 — 3;‘) —c(019;+ 021, + 3;‘) —2¢(019; + 9211’)]0910(92;' + ¢j))
Visi = c(019; + 021:)(cy ;50,502 + ¢;) + c(02; + ¢;)sw;) secH
Vizi = c(019i + 021;)(cy ;50,502 + ¢;) + c(02; + ¢;)sy ;) secO 6
Vigi = (=c(019; + 021:)c0jcy; + 5(019; + 021:)(c(02: + ¢ )cy 50,

— 502 + ¢;)sy;)) secO 6
V39;i = —secO4i(c19;c0;cyjsecOr1; — s(019; + 021;)(c(02; + ¢;)cy ;50 —
5(02i + @)y + cOjcy t071:))

A continuacion se presentan los valores de las variables Vy; a V7 con las que se obtiene ¢ ;

Vaoi = Bsi

Vari = c035;5ec016:(s02:(cy js¢; + cd 505w ;) + cOri(—chicy; + 50,595y ;) —
(cyj5019:5(02; + @) + (—c019,c0; + c(02; + §;)5019;50,)sy ;) secO1;t015;)

Vari = 09%51‘0%‘ sec16i(c0;5(02; + ¢;) — (c0;c(02; + ¢;)s019; + cO19:50;) sec0,1,;t05;)

= c0%5,5ec016:(s02:(cys0;50; + cisy;) + cOri(—ch;cy s0; + spisy ;) —

5010i(cy js0;5(02; + ¢;) + c(02; + ¢;)sy ;) sec 021,10 15;)

Vaai = c035;5ec016:(s02:(cy ;50,59 + cdsw ;) + cOri(—chicy is0; + spisy ;) —
56010i(cy 50,502 + ¢;) + (02 + ¢;)sy ;) secO;t0,5;)

Visi = c015:5015:(cOjcy 50 19; + c019;(c(02; + ¢;)cy s0; — s(02; + §;)sy;)) secO6;secHyy;

£
!
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Apéndice C

Vi = €015i5015;5ec071;(—secO,1;1016; — (c019:cO0;cy; + 5019;(—c(02; + ¢;)cy ;s0; +

5(02: + ¢;)sy;)) secO6it021;)

V47i = 09%5[ SCCO]éi(—(Cl//jSQjS(OQi + ¢/) + 0(021' + ¢j)Sl//]' + (c@lgicejct//j +

5619, (—c(O2; + @)y 50, + 5(02; + ¢;)sy ;) sec021;t015:)t016; — sec O 16;1015:1021;)

A continuacion se presentan los valores de las variables V,g; a Vs, con las que se obtiene g 1

Vasi = Beic017: — A6i5017i
Vagi = —cys0;s(02; + ¢;) — c(02: + ¢ )sy
Vsoi = —c0;s(02; + ¢;)sy;
Vsii = —cy;s(02 + ¢;) — c(02; + ¢;)s0;sy;
Vsai = —cys(02i + ¢;) — c(02: + §;)s6;sy;

Vsii = c016i5015:5017

Vsai = c017:5015; + c015:50 1650 17

A continuacion se presentan los valores de las variables Viss; a Vsz; con las que se obtiene 961‘

Vssi = B7ic06i — A7i506;
Vsei = —2d13id20;c019; + 2d13,d13,¢(019; + 021;) —

2d50id7:5(019; — 96:’) +2d,31d7i5(0 19; + 021; — 96i)

Vs7i = 2d13/(d13:c(019; + 021;) — d20:5021; + d7:5(019; + 021, — O5;))

A continuacion se presentan los valores de las variables Vsg; a V;; con las que se obtiene § 12i

Vssi = Asi

Vsoi = %(dZOi(COIW +¢(2012: — 019; — 2021;)) — 2(As; + d13i012:¢(012; — 010 — 021:)))
Veoi = Agi — d13ic012:¢(012: — 019; — 021:)

Veii = _%d7i(096i +¢(2012: — 2(019;: + 021:) + 06:))

A continuacion se presentan los valores de las variables Vsg; a Vy;; con las que se obtiene 091-
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Veri = Aoi

Vesi = (=da0ic(019; — 06 = 09;) + d13:c(019; + 021; — Oi — 09;))cOo;

Veai = d13ic(019; + 021, — 06; — 09;)cOo;

Vesi = c09i(d20ic(019i — 06i — 09;) — d13,¢(019; + 021, — O6; — 09;) + d13:5(06; + 09,))



Términos para los elementos Vi

Términos para los elementos H,;

Los siguientes son los valores de las variables H;; a H;y; con las que se encuentra la velocidad angular
de 62,‘

Hy = %(2dyi92i602i - 2dx0i60_/c(92i + ;) +xc(02: — 0+ §)) + xc(02: + 0, + §;) —
2d.i02i50; + 2cy ,(c(02; + $;)(0;(dzo; — 2¢)cO; + (deor — Z¢7)s6; —
(dyoi _ycj)(éZi + ¢-5j +y;s0;)) — (din — Ve + (daoi —ze) (W + (éZi + d-)j)SQJ))
5O+ ¢,)) + dx0i02i5(02: — 0, + ¢;) — duoi0;s(02: + 0, + ;) +
dr0ip;5(02i — 0; + ;) — 02:x 502 — 0, + §;) + ,x j5(02 — 0; + ¢;) —
Gix 502 — 0+ §;) + dr0i02i502; + 0, + ¢;) + dyoi;5(0; + 0 + ¢;) +
dr0is(02; + 0, + ¢;) — 02x j5(02; + 0, + ¢;) — 0jx ;502 + 6, + ;) —
$x 502 + 0, + §;) + (2c(02; + ¢;) (O (=dyo; + ye;)c; +
(=dyoi + ¢1)860; = (deoi = 7)) (O + by + 150, )) +
2(=d-gi + 2 + (dyoi = ye) (1 + (B2 + 9,)56;))5(02 + 9,))sv))
= (02 + §))c0;c(0; + §;) + 050,502 + ;)
—cy; (02 + §; + 1150, ) 502 + ;) — (02 + ¢,) iy + (02 + $;) 56, )
+0;c0;5(02; + ¢;))sy;
Hyi = cy(cO + ;) (i + (02 + ¢,)50,) +0,c0,5(0,; + ¢;)) —
(02 + ¢; + 150, )50 + ¢,)sy;
Hs;i = cy;(c(02 + ¢j)(_d20i +Zg + (dyoi —yej)<1/7j + <92i + (1.5/')891')) +
05(dyoi = ye)b; + (dyo; = $)50; + (daoi = 2) (Bai + §; + 1716, ))5(02: + §) +
(c(02 + ¢j)(dy0i — Vg + (dz0i — 2¢) (‘Pj + (92i + ¢j>891>) -
O (—d0; +2)c0; + (=dagi + 2)50; + (dyoi — i) (O2i + b + 150, ))s(02: + 6,))sw;
Hei = =s(02; + $;)(0(dror — X )c0; + (do; — % )50, +
ey ((dao; = 2+, (dyoi +))el; + 0,(~dao; +2)s0)) +
((_C'Zin + Yo + Y (—daoi + 2))c0; + 0;(dyoi — y)s6,)sy ;) -
(02 + 8, c02: + ¢;) (dsos — x)50; + €0;((duni — 2g)ew; + (~dyo; + Ve )sy'))

F
|
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Apéndice C

7i = (dxoi = X¢)cl;c(02 + ¢;) — éj(dxoi —x¢)c(O02; + ¢;)s0; —

(02: + §,) (droi — x)c0;5(02; + §;) + 0;¢0,c(02; + ¢;)

((=dz0i + ze))ew; + (dyoi = ye)sy ;) +

<925 + ¢31>591S(92i +¢;)(d0i — ze))ey; + (=dyoi + ye)sy ;) +

502 + ;) ((dyoi — Ve + W (deoi = 2e))eW; + (dooi = Zej + Vi (=dyoi + Ve))sw;) +
c[(O2: + ¢;)50; (~duicy; + Go + V1 (dyoi = ye))ey; +

(dyoi = o + W i(dor = z))sw ;) + (02 + §; ) (02 + ;)

((dyoi = ye)ew; + (daoi — 2g)sy )

gi = <ézi + <I'5j>09_/0(92i +¢;) — 050,502 + ;)
Hoi = cy (02 + ¢, +7,50,)5(02; + ;) + (c(O2: + ¢;) (r; + (921' + (ﬁj)s@j) +

éjCOjS(@z,' + {bj))Sl//j

Hioi = cyj(~c(02: + ¢,) 0 + (02 + §,)50;) — 0;¢0;5(0 + $,)) +

(é2i + (ﬁj + l[./jSQJ)S(in + ¢j)Sl//j

A continuacion se presentan los valores de las variables H;;; a H>;; con las que se obtiene 091-
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Hyii = daoi(c019:(0;(droi — X )0 + (dei —Xc_/')S@j +

Cll/j((dZOi — Zej + 7/ j(=dy0i + yej))cl; + éj(_din +2¢)s0;) +
((—din + g + W (~daoi + 2))c0; + 0;(dyo; — ye)s0,)sy ) —
15010124, 0102 — 2d0ic0,c(02 + §) + ¥y (02— 0; + §,) +

Xec(02 + 0+ ¢;) — 2d,i02:502; + 2y ;(c(02: + ¢;)(0(dooi — )0 +

(daoi = 2)s0; + (~dyor + ) O + @ +756))) ~

(dyoi = Yoy + (daoi = 2) (W7 + O + 9,050,502 + §;)) + doi02:5(02: = 0; + §;) =
deié_/S(OZi —0;+¢;)+ dein/'S(eﬁ —0;+¢;)— éZixch(92i —0;+¢;)+

0;x.s(02 —0; + ¢;) — q'ﬁjxcjs(in —0;+ ;) +di0i02502 + 0, + §,) +

00502 + 0, + §;) + du0isO2; + 0; + ;) — 02x 502 + 0, + §,) —

0% 502+ 0, + §;) — §jx 502 +0; + ;) + 202 + ¢;)(0;(~dyoi + ye;)ch; +
(=dyo; + e)s0; + (~dz0i + 2)) (021 + §j +11;50,)) + 2(=du0i + 2gj + (dyor = Vo)

(y; + (92i + ‘ﬁ_j)SQj))S(sz' +¢;))sy;) — 919i8919i(d18i —dyi —dzi+

(dxoi = x¢)s0; + c0;((d=0i — ze))ey + (=dyoi + yei)sy;)) — 010i¢010:(da; + dyic0r; —
(droi = Xx¢)c0;c(02; + @) + dyisOr; + (02 + ¢;)s0;((dz0i — ze)ew; +

(=dyoi +ye)sy ;) + 502, + ;) ((=dyoi + ye)ew; + (—dzoi +2)sv)))



Términos para los elementos Vi

Hyyi = yicOicys(02; + ;) (2(dz0i — 2¢7)c(02; + @) + 2(=dyoi + y¢;)s0;5(02 + ¢;)) +
(92i + ¢1> cl;c(02 + ¢;)ey (2(dyoi = ye))c(O2 + ¢;) + 2(da0i — 2¢)50;5(02: + §;)) —
éjClesejs(QZi +¢,)Q2(dy0i = ye))c(02; + ¢;) + 2(d-0i — 2¢;)50;5(02; + ¢;)) +
20,cy5(02 + $;)(cO2: + $,)(dyor = Yo + (0 + §; ) (doi — 27)s0,) +
(—(02 + ¢/> (dyoi = ¥e) + 0;(do0; — 2)c0; + (dagi — 21)50,)s(02: + §,)) +
%(3(dx0i — X))+ Ads — dsi — dai)0,c0; + (~dio; + Fo)c(20,) +
4d20[9j09js019[ + 4¢3j00jc¢js02[(d4[ + d0ic019; + dyic0r; + dyis0,;) +
4dd 016 19:¢0 10;50; + 20;((—doi + x)c0;c(2(02: + ¢;)) +
2¢0,;c¢;(ds; + droicO19; + dyicOr; + dyis05;))s0; + 29](dx0i —x)s(20;) +
402;c02:c0(dy; + droicO 19; + dyicy; + dyis02:)sh; — 407502 (d20:0 1950 19; +
02:(~d,icO2; + d i502:))5p; — 40;50,(da; + dr0:c019; + dricOr; + dyis02,)505¢; —
200;(~2d50i0 10ic02:c ;56 19; + 202:c;(d,ic(202;) —

(da; + dr0ict 10; + 2d;¢02:)50) + (202 + ¢;))(—do; + %), +

0;(dyoi — X)50;) — 20,6021 (da; + dr0ic0 19 + duicO2; + dyisO2;)s$; +

202 + 9;) (duoi = xe)c0;5203: + )))) + (021 + §;) B;c (02 + ¢;)
(2(d-0i — 2¢))c(02i + @) + 2(=d,0;i + y¢;)s0,;5(02; + ¢;))sy; —

0;50;5(02; + $;)2(do0i — 2 )c(O2: + §;) + 2(=dyoi + ¥¢)s0;5(02: + ¢;))sw; —
y;c0;5(02; + ;) (2(dy0i — yei)c(O2i + @) + 2(dz0i — 2¢)50,;5(02: + ¢;))sy; +
260;5(02: + $,)(c(O2; + ¢;)(d0i — 2y — (B + $;) (dyoi = yoy)s0;) —

((92i + ¢/> (d0i —2) + éj(din —Ye)cl; + (din —V¢)s0;)s(02; + ¢;))sy

Hisi = 5 ((=dyor + 502 + 7)) + [@yor = 9)(5 = (1+ 320 + $,)))e(2y))) -
4 (dror =%y )ey;5(20,)50 2+ 9,)° +2(02: + 6, ) (dyoi = ve)s 02 +6,)) —
80, (dxoi — x¢)c(20,)5(02 + ;) 5w, + 4(~daoi + 3 )5(20,)5(02: + ¢,) sy, —
4@2;’ + ¢/> (dxoi = x¢)5(20;)s(2(02; + ¢;))sy; + 4r;¢(20; )ey js(02; + ‘/’_;‘)2
(deoi + ze)ey; + (dyos = ye)sy;) +8(02: + ;) c(20,)c(02: + ¢,)5(02: + ;)
sy ((~daoi + 2 )ew; + (dyo; — y)sw,) — 80;5(20,)502: + §;) sy (~d-o; + zg)ey; +
(dyoi = ye)sy;) + 4c(20,)s(02: + §;) s (~duicy; + Go + i (dyor = ye))ey; +
(dyor = Ve + W (dz0i = 21))swj) = sy 1 (=8(da; + daoicO19; + duicOs; + dyisha;)
502 + ¢;) = 2(d=0i — 2e)(1 + 3¢(2(02: + ¢;)))sv ;) — 40;50,((dxo; — x o)y,
52002 + $))) + 2(~dus; + da; + dui — da0is0101)5y) + 4c0;(cy ;2 (02 + ¢ ) (dros — x¢5)
(2002 + ¢;)) + 2y j(—dyg; + ds; + dzi — d20is619;) + (dei - xcj>s(2(02i +6;))) —
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Hyy =

144

Apéndice C

(2d20i019:c0 19; + 7 (droi — X¢)s(2(02; + $;)))sw ;) + ey (=8 (921‘ + qu)C(HZi +¢;)
(dai + dr0ic019; + dricO; + dyis0;) + 8(d20i019:50 19; + 02 (~d,icO2; + di502;))
502 + ¢;) +12(02; + ¢;) (deoi — 2)sQ2O2 + ¢,))sy; — 2(1 +3¢(2(0:: + ¢)))
1 (dz0i — ze)ew; + (daoi — 2)sw,)) + (dyos —ycy')(6<92i + ¢j>C(2Wj)

5Q02: + ¢,)) + 27,(1 + 3¢(2(02; + ¢;)))sQy)) — 80,c0,c(02; + ¢;)

((dai + dr0icO19; + dricOr; + dis02;)sy; + 5(02; + ;) ((doi — 2¢))c Ry ;) +

(=dyor +ye)sQ2y;))) — 8(=02; — §;)s0;5(02: + ¢,)

((dai + d0icO19; + dyicOr; + dyisO2:)sy; + (02 + ¢;)((d=0i — z)cy;) +

(=dyoi + y)sQy;))) —8c(02i + ¢;)50,;(y ey j(da; + da0icO19; + dxiclr; + dyisOa;) +
(=d20019:5019; + 02:(dyic02; — dis02))sw; + (B2 + ¢;) (O + ¢;)(dooi — ze)cQyr;) +
(=dyoi +y¢)sQy;)) + s(02; + ¢j)((d20i — Zej + 2 j(=dyoi + y¢))cQy;) +

(=dyoi + Jej + 29 (=0 +2¢))s 2y 7))

1800 cv0,((deos = 2y + (~dyor +ve)sy)) = 4O sy, (deoi = Zg ey +
(=dyoi + ye)sy ;) +4cOF ey j(dooicy; — (o + i (dyor = ye))ew +

(—c'z’yol- + Ve + W i(=dz0; + 2¢j))sY ) — 9_,s9_,-(4ct//_,(d18i —d3; — ds + drisO19; +

(droi = x¢)50;502 + ¢,)%) + 2(dsor — x)s(2(02: + ¢,))sv;) +

c0;2cy /(2d20:019:¢019; + 2(0;(droi — X)) + (droi — %47)50,)5(02 + ;) +

(droi — x¢) (7, + 2(92i + ¢j)S9j)S(2(02i +¢;))) + 2y j(=digi + d3i + dzi — d0is019;) +
2d0i = %) (O + §)c2(02: + $7)) = 150,502 + $)7) +

(daoi = 3)5QO2 + $,)))sw,) — 2(=c(02; + ¢ )y 150, + 502 + $;)sw;) (2d,i02,c05; +
20;(d-o; — z1)c0;c(02: + §;)ew; — 2d20i010i5019; + (~dyoi + )sO2i + 5 — v;) —
20,(dyoi — ye))c0;c(02: + §;)sw; + 25(02; + ¢;) (W (—dooi + zef e +

(_dZOi + 2 + W (dyoi = yei))sw ;) + 2¢(02; + ¢j)59j((d20i —Zg +y(=dyoi + ye))ey; +
(=dyoi + Jej + V7 (=de0i + 2))sv ) = 202:(duisO2; + 56502 + $;) (deor — 2oy +
(=dyoi + yej)sw;) +c(02; + ;) ((dyoi = yej)ey; + (daoi — ze)sy ;) +

20,(50;5(02: + $,)((~dzoi + 2g)ey; + (dyor = y)swy) +

c(02i + $;)(~dyor + )y + (~dzoi + 2e)sw))) + (=dyoi + $e)s(O2 + ¢ + 7)) —
2(=0;¢0;c(O4; + ¢;)cw; + ey (r; + (O + 6,)50)s(O2; + ¢;) +

(02 + ;)02 + §; + 7,;50,)sw ) (2d i + 2d0:c019; + 2dicO2; +

(=da0i +257)c(02 + §; = y;) + (dooi — 27)c(02i + ¢ + y;) + 2d,i50; +

(=dyoi +yj)s(02i + ¢; — v;) + 2¢(02; + ¢;)50;((dz0: — zg)ew; + (—dyoi + ye)sy;) +
(=dyoi +ye)s(02 + ¢ + v;)))



Términos para los elementos Vi

Hys; = %(SS(zej)((dindei + deidin + VeiXoj + X Ve + W i(dyoidooi + X ¢izep)) ey +
(d-0idoi + droid-o; + 2% g — W (dxoidyor + X V) + % oize)sw;) + 160,¢(26))
((droiddyoi + X ye)ew; + (droidoi + X gzg)sw,) + 2(daoicw; — o + W, (dror = ye))ew, +
(—din + Ve + W i(=di + ch))Sl//j)((din — V) (=1 +¢c(2¢;) + 6c(2(02; + ¢;)))cy; +
8(dai + d20iCO19; + dyicOr; + dyi502;)s(02; + ¢;) + (d0i — 2)) (=1 + c(2¢;) +
6c(2(02: + )y ;) + 2((dzoi — zg)ew; + (=dyor + ye)sw ) (dyoi — o) (1 + c(24;) +
6c(2(02: + §;)))ew; + 1V (deoi — zg) (=1 + c2;) + 6c(2(02: + §;)))ey; + 8(02: + §)
c(02; + ¢;)(dai + dr0icO19; + dyicOr; + dyis0;) — 8(d20i919iS919i +
é2i(_dyi002i +dyi502;))s(02; + ¢;) + (dyo; —yq)cn//j(—2¢'5‘,~s(2¢j) -
12(0:: + $)5Q2O2 +9,))) + (deoi = 2) (=1 + c(24) +6¢(2(02: + §,))sy; -
Vi (dyoi = yg) (=1 + 29)) + 6cQ02: + §,))sy; + (daoi —25)(~265(29;) -
12(02: + 65202 + ,)))sv ;) — 80,50, (cy;(2(d 15; — ds; — dai)(dyoi — yey) +
2d50,(d,0i — ¢)8019; — ((dyoi + xcj)(din + V) + (dyoi — xcj)(din —¢)c(2(02: + ¢;)))s6, —
(doi = xj)(d20i — 2¢1)5(2(02; + ¢;))) + (2(d1s8: — d3i — dzi)(da0i — 2¢5) +
2d0i(d20i — 2¢)5019i — ((dxoi + X ) (dz0i + 2¢j) + (dxoi — X ) (dz0i — 2)c(2(02; + ¢;)))s0; +
(dxoi = x ¢5)(dyoi —yqf)S(z(ezi + ¢j)))SV/J‘) +8c0;(yjcy;(2(d g — dsi — d=i)(d0i — zoj) +
2d50i(dz0i — 2¢)50 19i — ((droi + X ) (dz0i + 2¢5) + (dxoi — X ) (dz0i — 2¢7)c(2(02; + ¢;)))s0; +
(daor = xe)(dyor = ye)sQ2O2 + 9,))) + v (2dyor = 7 )i = dsi = dz) +
2d20i919t(dy0i — V)09 — 2(925 + d)j)(d.in = X¢)(dz0i — 25)c(2(02; + ¢;)) — 9]'
c0;((dxoi +x ) (dyoi +yej) + (dyoi — X)) (dyoi = Yo )c(2(02: + ¢5))) + 2d20i(dy0i — V)80 19; +
(~da0i +2)(dsoi = %)5Q(02 + ) + (=g + 5% ) (daoi = 2)5Q2(0: + ¢;)) —
50,((dyoi + 7)) (dsoi + X)) + (droi + ) (dyoi +Y) + (dyoi = V) (o = %202 +6;)) +
(dvos =% ) (dyoi = yg)e@O2 + ) = 202 + ) (doi = x) (dyor = ye)s 202 + ¢,)))) +
(2d20i919i(dz0i —Z¢7)c019; + 2(921' + é_/)(dxm - ch)(din _yci)c(2(02i + ¢j)) -
9]¢91‘((de;’ + X)) (dz0i + z¢5) + (dyoi — X i) (dz0i — 2¢7)c(2(02: + ¢7))) —
((:iXOi(dZOi +2¢ + (doi = 26)c(2(02i + §;))) + % ¢i(da0i + 2y + (—dooi +2)c(2(02: + 9;))))
50 + d0;(2(d1g; — dsi — doi + d20i5019;) — (dyoi + X + (droi — %) + $;)))s0,) —
Zej(2(dysi — d3; — dzi) + 2d20i50 19; + (dxoi + X ¢j + (=dr0i +x¢)c(2(02; + ¢;)))s0;) +
Vi (=2(dyoi = yei)(digi — d3;i — dzi + d20i5019;) + ((dxoi + X ¢j)(dyoi + Yej) +
(droi = X)) (dyoi = Yej)e2(02; + ¢;)))s0;) + ((dei — X)) (dyoi — Yej) +

145



Apéndice C

(dxoi — xC/)(din — Ve + (dz0i — z) (W + 2(921' + ¢_j)S9_/)))S(2(92i +¢;)))sy;) +2c(20;)
(=1 +c2¢;) — 2c(2(02; + ¢j)))(((d20i — Z¢))(dyoi = Yej) + din(din —zg) + Vei(—dz0i + z¢) —
Vi(dyoi + dooi — yej — ze))(dyoi — d0i — Yo + 2¢))cRy ;) +
(~(dyoi = ye)dyoi = Y + 20 (deoi = 2)) + (s = ) (doi = 2))sQy) -
20,(=1+ c(2¢;) = 2c(2(02 + ¢;)))s5(20,)2(dyoi = ) (dz0i = 25)cQy;) -
(dyoi + deoi = Yo — 2e)(dyoi — dooi — Yo + 25)5Qy ) + ¢(20,)(=2¢;5(29,) +
4(0; + ¢_j)S(2(92i +¢:))2(dy0i = ye)(da0i — 2)cy;) —
(din +d0i —ye— ch)(din —doi—yg+ ch)S(2Wj)) - 49j09j(—3 + C(2¢j))59j
(=2(dy0i = ye)(d0i — 2¢))cRy ;) + (dyoi + dz0i — Yej — 2)(dyoi — dz0i — Yej + 2¢7)5Qy ;) —
46,07 5(2¢,)(~2(dyor = yey)(dzoi = 2))c2y;) + (dyor + deoi = Yoy — Zef)
(dyoi — d0i = yej +2¢)sQyr;)) + 40912 (-3 +cQ¢;)N((—(d=0i — Zei)(dyoi = yej) +
Veildz0i — z¢) + din(_dZOi +2¢) + i (dyoi + do0i — Vej — Z¢j)
(dyoi = dai = vey +2))eQ@y;) + (dyoi = ) dyoi = Y + 20 (deoi = 27)) +
(dooi = Zep) (=i + 2))s(2w)) + 8¢(Oi + 9,50, (=, (0: + §; — 297))
c(O2+¢;—2y;) + d§0[(0.2i + ¢; = 2y)c(02 + ;= 2w;) — 2(dz0i —Zg)
(dyoi = y)eO2 + by = 29;) + 230,02 + by = 29 e(02 +¢; = 2v7)) -
(921‘ + ¢3j - 2‘[’]))’%}@21‘ +¢;— 2%‘) - 2(dy0i — Ve )(dz0i — ch)C(Ozi +¢;— 2‘/’;’) -
2d01(02: + §; — 22O + §; = 297) + O; + 5 — 297)z5c(02: + ¢ — 2w;) +
(dindxi —dyiye + dindyi —dyizej)c(02 —y;) + dindyi(éZi -y )02 —y;) +
did0i(=02: + V))c(02: — w;) + dyi(=02; + V)yec(02 — w;) +
dxi(02: =V )zc(02: — w;) + 2duidyoicy; — 2dapgew; + 2didaoi iy —
2dyjziey; + 2d20idy0i0019ia//j — 2dy0ycicO19icyj + 2da0id04 O 19,0y —
2dy0:/ jzcjcBr9icy; + dindxiC(GZi + ;) = dyiyec(02 +y;) — dindyic(OZi +y;)+
dyizeic(02 +w;) + dindyi(éZi +y)c(02 + ;) + didz0i(0; + ;)02 + ;) —
dyi(é2i +)yec(O2 + ;) — dxi(é2i +7)zec(02 + y;) + 2dz0idy0ic(02i +;+2y;) +
ZdindZOiC(in + @+ 2y;) = 20d0ic(02 + ¢ + 2y ;) — 2d0i2c(02; + ¢ + 2y ;) —
2d.0iyec(Oai + ; + 297)) + 2yc(Oa + §; + 297;) = 2dy0i2¢(0: + ¢ + 2y7,) +
29jzeic(02: + @+ 2y;) — (921' + ‘/)/ + 29 i )(dyoi + d0i — Yej — 2))(dyoi — dz0i — Vej + Z¢5)
(O + ¢ +2v;) - 2d20idy0i919f01//j5919f + 2d20[919iycja//jsel9i -
2d,0idy0i5(02; + b — 2;) + 209502 + ¢ — 29) + 2d0id0i5 (02 + §; — 297,) —
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Términos para los elementos Vi

202502 + $5 = 20) + 2dy0 5O + b = 29;) = 2550 + ) = 297;) +
2(é2i + d.)j = 2y;)(dy0i — Y )(da0i — 2¢)5(02; + ¢ — 2y;) — ZdZOichS(GZi +¢;—2y;) +
2zze5(02i + ¢ — 2v;) — dindxiS(02i -y;)+ dyO[dyiS(Qﬁ — ;) = Vedyis(02 — ;) +
dyizejs(02 —w;) + (_é2i + ) (dxi(dyoi = yep) + dyi(daoi — 2¢))5(02i — w;) + 2d4idz0i3l//j -
2d4izsW; — 2daidyo s+ 2d ity sy + 2d20id0:00 10i8Y ) — 2d20iZ 50195 —
2d0id,0i\7 j€019:5W ; + 2d207 110 10i5W ) — 2d20id01010i5019:5W ) + 220019250 19:5Y ) +
do0idyis(0; + v;)+ dindyiS(OZi + ;) = Vedyis(02 + ;) — dyizeis(02 + ;) —
dxidin(éZi +;)s(02; + l//j) + dyidzoi(ézi +7;)s(02; + l//j) + dxi(ézi Y )Yes(O2 +y ;) —
dyi(éZ[ +)z8(02; + ;) + 2(=(dy0i —ycj)(din — Vg + (éZi + d.)j + 2y )(d0i — 27)) +
(dooi = 2e) (s = 2))5O2 + @ + 2)) + 80,¢6,¢(02: + §,) (-2(dyo; — ye)) (s — 27)
c(02 + ¢; — 21//j) + (dxidin +did.o; — dyiyey — dincj)C(in - Wj) + 2d4idy0i01//j -
2d4y ey + 2d0idy0icO 190y — 230,y ic0 19y + dxidinc(OZi + Wj) -

dyid0ic(02i +y;) — dyiyc(02; + v ;) + dyizeic(02 + y ;) +

2dy0id20ic(02i +¢;+2y;) = 2d0yc(02; + ¢ + 2‘//‘;‘) - 2dy0ichC(02i +¢;+2y;)+
2y¢jzicO i + ¢ + 2 ;) — d2o 502 + b = 2y7;) + dZ5(02i + ¢ = 297) +
2dy0iych(02i +¢;—2y;) _yng(OZi +¢; - 2%‘) - 2dinchS(02i +¢;—2y;) +

Zz_,-S(in +¢;— le/j) + dyO[dyiS(HZ[ - l//j) — dyidi5(02; — V/j) - dyiych(QZi - V/j) +
dxichS(92i - l//j) +2d4id0i8Yj — 2d4izciSWj + 2d20id20i¢0198W ) — 2d20i2¢jc0 198y +
dyO[dyiS(GZi +y;)+ d.id-0is(02; + Vi) — dyiych(HZi + ;) —dyizeis(02 + ;) —

(dyoi + dz0i = yej — ze)(dyoi — dz0i = Yej + 26j)s(02i + ¢ + 2y;)) +

8(01; — ¢1)S9js(92i +¢;)(=2(dyoi = i) (da0i — 2)c(O2 + ¢ = 2y;) +

(dxidy()i + dyidzﬂi - dxiycj - dincj)c(OZi - l//_/) + 2d4idinCle - 2d4z’ychWj +
2d50id0icO19:cy j — 2d20,ycjcO19icy j + dyidyic(02; + v ;) — dyid-oic(02; + V/j) -
dyiyeic(02; + ;) + dyizeic(02 + v ;) + 2d0,d0ic(02; + ¢ + 2y ;) —

2d0y¢c(02i + ; + 2w;) — 2dy0i2¢c(02i + @ + 29 ;) + 2y¢izeic(02; + @5 + 2y;) —
d30i802; + @ = 29;) + d2;502 + ;= 29;) + 2d,0,95(02; + §; — 2y7) —

Veis(02i + ¢ = 2y7;) = 2d0i25(02i + ¢ — 20;) + zo;5(02i + ¢ = 297) +

dindyiS(GZi - l//j) - dxidZOiS(OZi - ll/j) - dyiych(OZi - ll/j) + dxiZq'S(in - Wj) +

2d4id iy j — 2d4izepsy j + 2d20id-0ic019:8Y j — 2d20izjc010i5Y j + dy()[dyiS(HZ[ +y;)+
dyid0i5(02; + ;) — dyiyeis(O0ri + v;) — dyizeis(02 + v ;) —

(dyoi + do0i = Yej — zej)(dyoi — dzoi = Vej + 2¢j)s(02; + ¢ + 2v5)))
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Apéndice C

Hyg; = %(8d20idx0i(_é19i + éj)c(919i -0;)+ 8d20i(é19i - éj)xcjc(el‘)i -0;) - 16d18idx0i09j +

148

16d3:d0;c0; + 16d,i% ;;c0; — 16d3:% icO; + 16d0:d-:c0; — 16 ;jdic0; —
8d2),0;¢(20;) + 4d%,0,c(20;) + 4d%,0;¢(20;) + 16d.0,0,x ;jc(20;) — 80,x2,c(26,) —
8d,0,0y¢jc(26,) + 40,y%c(26;) — 8d.0,0;2¢(20;) + 40,2%,¢(26;) —

8d0id.0i(019; + éj)c(el‘)i +0;) + 8d20i(010: + éj)xcjc(gwi +0;) +

4d0idyic(0; = §;) — 4t ojdyic(0; — §;) + ddoidi(~0; + §;)c(0; — §;) +

4di(B; — §))x 5c(0; — ¢;) — ddyoidyic (O + ;) + 4% dyic(0; + ¢,) —

Adoid i (0; + §;)c(0; + ¢;) + 4di(0; + §)x e (0 + §;) + Ada0i(duni — 2o)

(010 — 0; — ;) + 4dr0idy0i(010: — 0 — )0 10 — 0; — ;) +

4d0i(=010; + 0; + 7 ))yic(010: — 0; — ;) — 8d15idy0ic(0; — w;) + 8d3;dy0ic(0; — w;) +
8d150c(0; — ;) — 8d39c(0; — ;) + 8dy0idic(0; — y;) — 8eidzc(0; — w;) +
8cd15id0i(0; — ¥ )e(0; = v;) + 8d3id0i(=0; + 1))c(O; = y;) + 8dz0idzi(=0; + r)c(0; — w)) +
8d3:(0; — vr)zc(0; — w;) + 8d=i(0; — i )zic(6; — w;) + 8d15i(=0; + i )zie (6 — wr;) —
2d.0idy0i¢2(0; = y;)) = 2d,0id0:¢(2(0; = ¥;)) + 250200, = ) +

2d,0i2¢(2(0; = y;)) + 22,0 = ,)c2(0; — ;) + 250, (=0, + v7,)c(2(0; — v;)) +
2dinych(2(9j — ;) = 2Z25yc(20; —y;)) + 4dy0i(éj =y )yecRO; —y;)) +

2(—91‘ + l/'/.f)yﬁjC(2(9j —y;))+ 2dy0izcjc(2(0j — ;) = 205z5c(2(0; —w;)) +

4dz0i(_éj +y)zc(2(0;, —w;)) + 2(91 - ‘Pj)Zng(z(ej —y;)) - 4d20id20ic(019i +0,—y;)+
Adrpizcjc(019; +0; — ;) — 4d20idy0i(919[ + éj —y)c(019; +0; —y;) +

4d20i(919i + éj - ‘Pj)chC(919i + 9] - l//j) - 4dz0idx0i0(291 - l//j) -

4 0id-0i¢(20; = ;) + 4y d0ic(20; = ;) + ddvoizgc(20; — ;) +

4 0idy0i (=20, + 7,))c(20, — ;) + dd0ix (20, — W) — dzx (20, — ;) +

4dy0i(20; — r )x 520 — y;) + 4d 020, — 1)y c(20; — w;) + 4(=20; +1,)x v

c(20; — ;) + 4dy0iz;c(20; — v;) — 4% jz;¢(20; — y;) — 2d0idic(0; — §; — y;) +
2dy0idyic(0; — §; — W;) — 2gdyic(0; — §; — w;) + 2d.izec(O; — ¢y — wy) +

2d.idyoi(=0; + §; +)c(; = §; = v)) + 2dideoi(=0; + §; + 7 )0 — 6 —y)) +

2d.i(0; — §; =V )ycO; = ¢ — v;) +2dyi(0; = §; = )20, — ;= ;) —

2d.0idic(O; + ¢; — w;) — 2dy0idyic(0; + §; — W) + 29 dyic(0; + ¢ — y;) +

2d,izc(0; + §; — w;) — 2dudy0i(0; + §; — 7 )c(0; + 5 — ;) + 2d,ud0i(0; + §; — Vi)
c(0;+ ) —y;) +2du(B; + §; — v ))yecO; + ¢ — w;) = 2di0; + §; — v )z
cO;+¢;—y;)+ Ad0idz0ic (010 - 0 +v;) — 4dargizeic(019i — 0, + y;) —



Términos para los elementos Vi

4d20idy0i(él9i - é_/ +)c(O010: =0 +y;) + 4d20i(él9i - éj + ) )yeic(@10; —0; +y;) +
8d18idy0ic(9j +y;) - 8d3idy0ic(9j +y;) = 8d13:yec(0; + v;) + 8d3pc(0; + ;) —
8d,0id-ic(0; + ;) + 89d=ic(0; + ;) + 8d15id0,(0; + 1 )ec(0; + y,) —

8dl3id.0:(0; +r)c(0; + v ;) — 8d0id(0; + i )c(0; + y;) —

8d15:1(0; + 1 )ze7c(0; + ;) + 8d3;(0; + )20 + yr;) + 8d=(6; + v )zeie(0; + i) +
2d.0idy0ic(2(0; + ;) + 2d,0id0:c20; + ;) -

2d0i0(2(0; + ;) — 2dy0i2c(2(0; + y;)) — 209520, + y,)) +

225v5¢Q0; + ;) = 2d0iz5¢(20; + y,)) + 2042520, + v,)) —

20 + ;) (dyor + deoi = Ve — 2e)(dyoi — d0i — Yo + 2)c(2(6; + y;)) —

Ad0id0ic(019; + 0; + ;) + Adoizeic(O10: + 0, + 7)) +

4ddr0idy0:(0 10 + 0+ )c(O10; + 0; + ;) — 4da0i(0 10 + 0 + 1 )yec(010: + 0; + yr;) =
A 01d0:c(20; + ;) — Ad0idz0ic(20; + ;) + 4% d0ic(20; + ;) + Adyoizc(20; + y;) +
4d 0idy0;(20; + §1,)c(20; + ;) + 4dooix c(20; + y;) — 420 5c (20, + ;) —

40,20, + )x 5620, + ;) — 4d10i(20; + 1)y c(20; + ;) +

420, + )X 120, + ;) + ddy0izc(20, + ;) — 4% jz;c(20; + yr;) —

2d.idic(O; = §; + ;) = 2dy0idyic(0; = §; + ;) + 25O — §; + ;) +

2d,iz2e(0; = §; + ;) + 2ddy0,0; = §; + 7 )e(0; — ¢ + ) —

2dyid-0(0; — §; + )0 — ¢ + ;) = 2da(0; — §; + 7 )yec0; — ¢+ y;) +

2,0 — §; + Y )25¢0) = §; + ;) = 2d0id (O + § + ;) +

2d,0idyic(O; + ¢ + ;) = 20dyic(0; + ¢ + v;) + 2d iz (0, + ¢+ w,) +

2005 + ¢y + ) (di(dyor — yo) + dyi(deoi — 25))c(0; + §; + v;) — 8c20id ;5 (010 — 0,) +
8d50ix 5(019; — ;) + 16d,18:d.0,0;50,; — 16d3,d.00;50,; — 16d0,d0;50, — 16d5,0;x 50, +
16d3,0 x50, + 1640 x ;50; — 8d40:d0i5(20;) + 8dy0:% 5(20;) + 4d,y0id,0,5(26;) —
4d09 520, + 4d-0id05(20,) — 4d0,25(20,) + 8l 0% 5(20,) — 8% ;x ;5(26;) —
4d,095(20,) + 49i5(20;) — 4do01205(20;) + 42 j2455(20;) — 8dr0idis (O 10; + 0;) +
8da0:% 15(010: + 0;) — 4droidis(0; — §;) + 4% dis(0; — §;) + Adoidyi(=0; + §;)s(0; — §;) +
4d,i(0; = §)xg5(0; = 9;) — Adoidis(0; + §;) + 4t i is(0; + ¢;) +

4d iy (0 + $)s(0; + §;) — 4d,i (0, + §,)x 5(0; + §,) + ddaroidy0is(O 10 — 0, — w;) —
420750 10: — 07 — ;) + 4daoi(=010; + 0, + 1) (dooi — 2¢)5 (010, — 0, — w;) +
SdISidZOiS(Qj -y - 8d3id20i5(9j —v;) = 8disizes(0; — ;) + 8d3iZs(0; — w;) —
Bl-0idis(0; — ;) + 82eidis(0; — ;) + 8 1sidy0i(0; — ¥ )s(0; — yr;) +
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Apéndice C

8d3idy01(—0; +1;)5(0; — ;) + 8dy0idd=i (=0 + 1 )s(0; — ;) + 8d3:(0; — i yes(0; — w;) +
8di(0; — r)yeis(O; — v;) + 8d1si(=0; +,)yeis(0; — w;) — 2dy0idy0is(2(0; — v;)) +
2d,0:95(200; — w;)) + 2d-0id-0i52(0; — w;)) — 2d0i2s(2(0; — y;)) +

4dy0id0:(0; = 71 )sQ20; = v;)) + 2d,095(2(0; = ) = 2y s 2(0; — y;)) +

Ad.01(=0; + )y s QO — ) — 2d0izg52(0; — ;) + 222520, — ;) +

4dyoi (=0, + 1 )zs(2(0; — w;)) + 4(0; — V1)yeizs(2(0; — ;) —

4d20ia.’y0is(919i +0;—y;) +4d20ys(O 10+ 0, —y;) + Addr0id0:(0 10 + éj 2]

5(019; +0; = ;) — Adaoi(010: + 0; = Y1 )zeis(O10: + 0 — y;) — 4dy0iddois(20; — ;) —
Adx0idy0i5(20; — ;) + 4k dy0is(20; — v;) + 4doi 5 (20; — v;) — Adoidz0i(—20; + )
5Q20; — ;) + 4d0ix 520, — W) — 4px 520, — vr;) + 4daoi(=20; + )x 520, — w;) +
4d. iy s(20; — y;) — 4% y.55(20; — ;) + Adoi(=20; + V1)zgs(20; — ;) —

A(=20; +r;)x 25 (20; — w;) = 2dy0idsis (O — §; — w;) + 2diies(0; — ¢ — v, —
2didyis(0; = ;= ;) + 2dyiZ5(0; = by — y;) + 2dy0iddyi(=0; + § + )50 — 6 — ;) —
2didooi(—0; + §; + )50 = §; = ;) = 2dyi (=0, + §; + ¥ )yess0; — §; —y;) +

2d(=0; + §; +1)2550; = §; = w;) = 2dy0idis(0; + ;= v;) + 2dvibeys (0 + §; — y;) +
2d.0idyis(0; + §; — ;) = 2dyizs(0; + §; = v;) + 2dy0idyi (B + §; — 1 )s(0; + §; — w;) +
2did0i(0; + ;= 1 )5O; + ¢ = v;) = 2,0 + §; =V )ys(O; + ¢ = y;) -

2d,(0; + §; = V1 )z5(0; + bj — W) + 16(da; + d20i01:)502i56 (0, (do; — x o) +

(dyoi = %1)50; + vy (deoi — Zej + V1 (~dyo; + ) + 0;(=doo; + 247)s0,) +

((=dyoi + Y + Y (=deo; + 26))c0; + 0,(dyoi — y)s0,)sw,) — 16d20,0 10,0010 150 1;
((=dso; +x)50; + b, ((~d-0; + 2 )y + (dyoi = ye)sv;)) — 160;(da; + daoic10:)cd;
502 ((=dyo; + x /)50, + O;((=dao; + ze)ew; + (dyor = ye)sw;)) — 166(da; + daoich107)
c02i59,;((=dxoi +x¢)s0; + c0;((—dz0i + zg)cy ; + (dyoi = yei)sy ;) +

85(202:)(0;(dvoi — x)c0; + (dsoi = )50, + ey ;((daoi — 2o+ (—dyoi + yei))cl; +
0,(—d-o; + 2¢)s0;) + ((_din + Vi + Vi (=dzoi + 2))c0; + 0,(dyor = y¢;)s0,)sy))

((dyoi =ye)edi ey + dusd; — (dyoi = ye)ew js¢; —

c¢i(dyi + 2(dyoicO; + zcjcy j50,)s@;) + x ;c0s(2¢;) + (dzo0i — z¢7)c (29 )sy; +
50;5(20,)(d-0icwj + (~dyoi + ye)sw)) + 166;(da; + daoicd10:)c;s02i((dror — X )s0; +
c0;((d=0i — z¢j)ew; + (=dyoi + ye)sy ;) + 1692i(d4i + d20ic019:)c02:5¢;((droi — X )50, +
c0,;((d-0i = ze)ewj + (=dyo; + ye)sv;)) — 16d20:01015019:50 250, (dvoi — X )56, +



Términos para los elementos Vi

c0;((d-0; — ze)ew; + (=dyoi + ye))sw;)) + 802,¢(202:)((dyo; — ye)cdP ey + duisd; —

(dyo; —ycj)a//jsq)j2 —c;(dyi + 2(dyoicl; + zjcy ;s0;)sd;) + x ;c0;s(2¢;) +

(dz0i = 21)c(29;)sy j + 560;5(2¢;)(dzoicyj + (=dyoi + Yei)sy ;) (2(dxor — X ¢)s6; +
2¢0;((dz0i — z¢)ey; + (=dyoi + ye)sy;)) + 16(da; + d20,~c:019i)002ic¢j(9j(—dx0i +Xx¢)cl; +
(=dxor +%¢)s0; + 0;50,((d-or — zep)ey; + (~dyo; + Ye)sw,) +

cO;(=dzaicy; + G+ (dyoi = Yoy + (dyos = g + i deoi = 2))sv7)) =
8¢(202,)(0;(droi — x7)c0; + (dyoi — % )50, + ey (deoi — Zej + W i(=dyo0i +ye))cl; +
0;(=dzoi +2)50,) + ((=dyoi + g + 1, (=doi + 2))e; + 0(dyo; = v1)50,)sv,)

(C¢‘,z ((—dyoi + x¢7)c0; + (dzoi — z¢j)ey js6;) + dyisp; + ((droi — X )b +

(—d; + zc_,-)ct//_,-sej)sqﬁf +cgi(dyi — 2dy0icy jsd;) + (=dyoi + ye)c;)sO sy + s(2¢;)
Yoy, + (=doi +2g)sw ;) + 802:5(202:)(2(dor — x¢)50; + 20,((do0; — zej)ew; +
(=dyoi + ye))sy ) (chF ((=dxoi + x)cl; + (deoi — ze)ew js07) + dyisd; + ((dro; — x o)l +
(—d.; + zq-)cv/js9j)s¢f +cdi(dyi — 2dy0icy is¢;) + (=dyoi + ye)c(2;)s0sy; +s2¢;)
Weew; + (=d-oi + z)sy ;) — 4c(202;)2(droi — x¢)s0; + 2¢0;((dz0i — 2y +

(=dyor + ye)sv ) (dyidjedy + 7y (~dyor + ye)e Q) )ey s0; — 26 e ((~duoi + x)cl; +
(d-0i = Ze)ew ;0,)59; + 26,69 (dwo; = x )0 + (=i + 2 ey 50,)5¢;

2¢d ey (dyoidicd; + dyois) + @59, (~di + 2dy0icy j5¢,) + 0;(=dyo; + ye)c0;c(29,)sy; +
(=dyor + $e)c(29,)50,5w; + dyoity Q28 )5 + 29, (dyor = yj)s0;5(2, sy +
SQ9)Goew; + Vi (—dai +ze)ew; — (daoi — 2o+ v5)sW,) + 2;¢(29;)

()’ch‘l/j + (=d-0; + ch)SWj) + C¢jz ((—C.me + xcj)cej + éj(dZOi - ch)CQjC‘//j +

0(dyoi — x )50, + (dzoi — Z))ew;50; — Vi (dz0r — 2)505w) + 57 (do; — % 1) +
0,(=do; + z5)cO;cw; + 0;(=doi + X )50; + (=duoi + 2 )y ;50; + 7 (deor — 2)50,5y))) +
45(205:)(2(dxoi — X )50, + 2¢0;((d-oi — 2e)ey; + (—dyoi + Ye)sw ) (dwithjcd; +
20,x¢0,¢(29;) + (dyoi — Yep)ed? ey, + Vi (dor — 2)c29)ew; — (dyor — Fep)oy jsp? +
q3js¢j(dyi + 2(dyoicl; + zicy ;$0,)s¢;) + X 052, ) — 2q3j(dy0; — Vo) is(2¢;) —

0% ;50;5(2¢;) — vr;(dyoi — V)i sy + (do0i — 2)c2¢)sw; + 7 (dyor —Ve)Sh7 sy —
20;(d:0; = 2)5Q2, )5y + 50,52, )(doicy; + iy (~dyoi + ye ey =

(dyO[ — Ve +d0;)SY ;) + 2¢3jc(2¢j)s9j(dzoicv/j + (=dy0i +y)sy;) + 0;c0;5(2¢;)
(doicyj + (=dyoi +ye)sy;) — c¢j(2¢jc¢j(dx0i00j + zgiey ;s0;) +

250, (d0ich; + 0;(zoc0jcy; = droish)) + s0,(Cgew; = Vi izgsv ) —
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Apéndice C

4d20idy0is(919i =0+ ;) +4dr0ygsO19: = 0; +y;) - 4dd0id-0 (610 - éj +y))
s(019:—0;+y;) + Add01(610; — éj +y)zgs(O10:— 0 +y;) + 8d18id20is(0j +y;) -
8d3idzois(9j +y;) —8di3izis(0; + w;) + 8dsiZs(0; + ;) — 8d20[dzis(9j +yi)+
82.dis(0; + ;) — 8d15idy0i(0; + v )s(O; + ;) + 8d3idy0i(0; +vr;)s(0; + w;) +
8dy0id=i(0; +7,)s(0; +y;) + 8d15i(0; + Y1)veys(B; + v;) — 83,6 + )@ +v)) —
8d.i(0; + v )ys(0; + ;) — 4dy0ido0i(0; + 1 )sQO; + w;)) + 4d0:(0; + vy
$Q0; + w))) = (dyoi — deoi — Yoy + Ze)(dyoi + deoi — Yo — 2)520; + ) +
4d0:(0; + 7 )z5Q2(0; + ;) = 4(0; + )y zg50; + ) +

(=dyor = deoi + Yo + ) (dyos — dooi — Yo +2¢)sQ(0; + ;) +

4d20idy0i5(919i +0;+y;) —4dryysO19:+0; +y;) + 4d0id-0:(010; + éj +v))
5(019: +0; + ;) — 4d20i(019; + 0; + )20 10 + 0, + w;) + 4dy0idx0is(29j +y;)+
4élx0idy0is(20, +y;) — 4% idy0is(20; + v;) — 4dyeis(20; + ;) +

4d0id0:(20; + )20, + v;) — 4d0ix 520, + ;) + 4 x 520, + ;) —
4d0;(20; + 1)x 520, + ;) — dd0y5(20; + y;) + 4% (20, + ;) —
4d,0i(20; +))z5(20; + y;) + 4(20; + Y )x 2520, + y;) +

2dy0idxis(0j — ¢+ y;) = 2dyysO; — ¢ +y;) - 2(:1201'dyis(9j —¢i+v)+
2d,i2s(0; — §; + w;) + 2dy0idyi(0; — §; + 1 ,)s(0; — ¢y + w,) +

2d,ido0i(0; = §; + V)50, — §; + v;) = 2,0 — §; + 1 ))yesO; — §; +v)) -
2d(0; — ¢ + )20, — d; + ;) + 2(dy0idxi —dyye + dindyi —dyiZcf)

50+ 0+ v;) = 2dy0idyi (0 + §; + )50+ ; + ;) + 2did0i (0 + §; + 7))
$0;+ 9+ ;) + 2dyi(0; + §; + i )yesO; + dy +y)) —

24,0, + §; +7)zgs0; + ¢+ y;))
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Términos para los elementos Vi

Hy = 2(dyi925092i - (dXOi —X)cl;c(02 + ¢;) — d20iél9i5019i - dxi92i502i + éj(dei —X¢)

c(02; + ¢;)s0; + (92i + (])j)(det —X¢)c0;5(02; + ¢;) + 502 + ;)

(_dinCl//j + g+ (—da0i +2))ew; + (—~dz0; + Zej +i(dyoi — Ye))sw ) +
0;¢0;¢(02i + §;) (deoi = 2ep)ew; + (=dyoi +y)sw)) = @i + §,)50,5(02 + §;)
((d20i — z¢))ewj + (=dyoi + ye)sy;) + (921‘ + ¢j)c(92i + @) ((=dyoi +ye)ey; +
(=d-0i +2)sy,) + c(02: + $,)50,(doicy; — Co + ;(dyoi — yei))ew +

(—din + Yo + W (=dooi + 2¢)sw ) (02 + ;) ((dyoi — ye)ew; + (doi — ze)sy ;) +
502 + ;) (=dxoi +x¢)c0; + 50;((dz0i — ze))ew; + (=dyoi + Ye)sy;))) +

2(dy; + da0icl19; + dric02; — (droi — X 7)c0;c(02; + ;) + dyisr; + c(02; + ¢;)s0,

((d20i —ze))eyj + (=dyoi +ye)sw;) + s(02; + ¢j)((_dy0i +yg)ey; + (=d-oi + z)sv ;)

(€02 + $))(dyoi — Yo + V1 (dzor = ze))ey; + (deoi — Zej + Wi (~dyoi + Ye))sW)) +
(=02 - <l.5_/)S(92i +0,)((dyoi —ye)ew + (dz0i — zg)sy ;) + (02 + 95_/)6’(921' +¢;)
((=dxoi +x¢)c0; + 50,((d-0i — zej)eyj + (—dyoi + yej)sw ;) + (02 + ;)

((~dyoi + X)0; + 0,(droi — x)50; + 0;¢0,((deoi — ze)ew; + (=dyoi + ye)sy;) +
Sej(dinCll/j —(Zg + l/./j(din —Ye))ey; + (—din + Ve + W j(=d-0i +2¢))8Y)))

= %(—36.1):01' + 3%+ 4(—dysi + d3i + dzi)éjcej + ((’.1)(0[ —X)c(20;) -

4C9jc(92i + ¢j)(d20iél9i5019i + dxi92[S92i) + 2d20i(919f - 9j)s(019i - 91') -

40 (dy; + dr0ic0 10; + dric02:)c(02; + §;)50; + 20, (=do; + x;)5(20,) —
2d50i(019; + 0,)5(010; + 0;) — 4(02; + §,)(dai + dr0icO19; + dyicO2;)ch;

502 + §;) + 402 + §;) (~du0i + 2e)c(O2 + §;)y;5(20,)5(0; + §;) +
40;(=do; + 2¢)c(20,)cy 5O + ;)7 + 2(=daoi + Zo)ew5(20,)s(02; + ¢)* +
20 (dai — 27)5(20,)5(02; + ;) 5w, + 2¢0,(2d,i602i¢02:¢(02; + ¢;) +

(~doi +X)c0,¢(2(02 + §,)) + 0;(dros — x)c2(02; + §;))s0; —

2dyi(02; + $,)502:5(02; + §;) + 207 (dyoi — yey)ew ;s0;5(02; + ¢;)* +

202 + ;) (dxoi — X;)c0;5Q(O2: + ¢,)) + 20,(dyo; — yer)cb;5(02; + ¢;) sy, +
Q(é’in — Vej)s8;5(02; + ¢j)23Wj + 2(921‘ + ‘I.Sj)(din = Y¢)$0;5Q2(02; + ¢;))sy; —

sQO2: + 0))(dyoi = Vej + W (doi — ze))ew; + (dooi = Zej + Vi (=dyor +ve))sw;) —

2(02; + QB_/)C(z(in +0,))(dyoi = ye)ew; + (dzoi — 2g)sy ;) —
29js9j((—dx0,- + xcj)09jc(2(92,- + ¢])) + 2din(02,‘ + ¢j)S92,‘ +

2(dyoi = ¥)80;502i + ;) sw; — sQ2 O + 6,))(dyoi — ver)ew; + (doi — 2)s¥1)))
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Apéndice C

Hyg; = %(‘56‘1}01' + 57 + 400 + (1'5/‘ = i)(da; + dyic02;)c(02 + ¢ — ;) +

154

207(deoi — 2y ) + 402 + ¢ + ) (dai + dic02:)c(02: + §; +y;) +

8y clcy (disi — dsi — dzi + d20i5010:) + 8y c(02; + @ )ey j(dai + daoicl19; +
dyic02; + dyis02;)s0; — 8y (dyo; — )Ry ;)s0;s(2(02; + ¢;)) +

cQy)(dyoi =3 + 80 + $)(dos = 2)c2(O2 + $;))s6; +

4(9_;'(dz0i —Z¢)c0; + (C.l'zol' —2)50;)s(2(02: + ¢;))) + 201V_j(4d20i(92i + ﬁb;’)0919i
c(O2i + 9;) + 402 + $) (~dros + x)c0,c2(02 + ¢,)) — dyiys; -

420101950 19i5(O02; + §;) + 2(~droi + % )c0;5Q2(02; + §;)) +

20;(dso; —x)50;5(2(02 + ;) + 2 (202 + §,)5(202 + ,)) +

2dyi(~; + V)5 — v;) — 4di02:502:5(02; + ¢ — vr)) +

8d20i919i0919i09jSWj + 8éj09jc(92i + ¢;)(dai + daoicl19; + dxicO2; + dyisOr)sy; —
80, (ds; — d; — dzi + da0i019:)50;5y 1 — 8c(02; + §;)(d201619:50 10 +

02:(=dyicOr; + dyis02:))s0;5w ) — 8(02; + $;)(da; + daoicOr0; + dyicOr; +
dyist>;)s0;5(0; + ¢;)sy; — 2y (dyi(cd; — 2¢(205; + ¢;)) + 4d20ic010i5(02; + ¢;) +
2(=dyor + X)c0;5Q2(02: + §;)))sv; + 2 ey (~dyisd; + 2502 + ;)

((dxoi = x¢7)s(20;) + c(20,)((dz0: — zg7)ey; + (=dyoi + Yei)sy;))) +
2Sl//j(_dyiq.5jc¢j +4(0,; + ¢_/)C(92i +¢;)s(02: + ¢;)((droi — x)s(20;) +
c(20))((dz; = 2g)ey; + (~dyos + y)sy)) +25(02: + §;)° (20,(dsos —x)c(26)) +
(droi — %¢)5(20;) = 20;5(20,)((du0i — 27w + (—dyoi + Ye)sw;) +

cQ8))(dxiey; — Gy + Y (dyor = y)ew; + (~dyoi + Yoy + ¥ (~dzoi +2))sy))) +
(deoi = 2)sQy;) = 802 + $)(dyoi = y)e2(O2 + )50,y ) — 40,(dyoi = v.1)
05202 + $,))sQw;) + 4(=dyo; + 9)50;5(2(02: + ¢;))sQy;) —

2y (dyoi = yej + 4(dz0i — 2¢7)50;5(2(02: + 9;)))s2y ;) + c(2(02 + ;)

(6V(dz0s = 25)ey;) + (dyor = o) (1 + 3¢Qy)) + 3(daor = 2)sQy;) +

6V (~dyoi + ye)sy 1)) = 202 + §,)sQ(02: + $,)) (dyor = yep) (1 + 3c2y ) +
3(dooi — 2¢)sQy;)) — 4dyi02:502:5(02; + ¢ + ;)



Términos para los elementos Vi

H20i =

H21[

40;c0;cy 150,((da0; — 2)ew; + (=dyoi + ye)sw;) + 2407 s (dzoi — zep) ey +

(=dyoi +y)sw;) = 2¢07 ey (daoicy; = G+ (dyor = vy +

(—dyol' + Vo + W (=daoi + 2¢))sw;) + 0,50,(2cy (dysi — dai — dui + dagishr9; +

(droi = %)50;5(0: + 9;)%) + (droi = x50 + $,))sv)) -

0,(cy ;2200 10:¢0 10; + 2(0;(dor — x)c0; + (dyoi — %¢)s0,)s(0; + ;) +

(dxoi —x¢)(Wrj + 2(92i + q’sj)sej)s(z(gzi +¢;))) + Qyr(=disi + dsi + dzi — d20i5019;) +
2(dvos = x ) (B2 + §))cQ2O2 + $,)) — ;50,5021 + §,)°) + (daos — % )20 +6,)))
s;) + (=02 + §;)ew 50, + (02 + ;)5 1)(2d,i0:¢05; + 20;(do0; — 2¢)c;c(0; + ;)
ey — 2d20i919iS919i + (_(:iin +0e)s02i + ¢j — ;) — 2éj(dy0i —Ye)clic(02; + ¢;)sy; +
25(02: + ;) (i (=dugi + ze)ew; + (=dzoi + Zej + Vi (dyoi — Ye))sw,) + 2¢(02; + §,)s0;
(i = Zeg + 1, (dyoi + yg))ew; + (dyoi + Fg + V(~deoi + 2))sv) =

202i(dis02; + 50;5(02; + ¢;)((deoi — zer)ew; + (—dyoi + ye)sw;) +

c(02i + 9,)(dyoi = y)ew; + [daoi = 2e)sy))) +26,(50,5(02: + ¢;)

((=d0i + zej)ey; + (dyoi — yei)sw ;) + c(02; + @) (—dyoi + yej)ey; +

(=d.0i +2¢)sy;)) + (—C.Zyol' +Ye)s(02 + ¢ + ;) + (—9/‘09]‘0(921‘ +¢)ey; +

ey (i + (02 + 6,)50,)5(02: + ) + (02 + $;) 02 + §; + 17;50,)sw))

(2d4; + 2d0ic019; + 2dyic02; + (—d0i + 25)c(02i + ¢ — w;) + (da0i — 2¢5)

(02 +@; + ;) +2d,is02; + (=dyoi +e)s(02: + ¢ —w;) +2c(02; + ¢;)

50;((dz0i = zgj)ey; + (=dyoi + yei)sy ;) + (=dyoi + )02 + ¢ + y;)

= _Z(dyi92ice2[ - (dXOi - X-Lj)cejc(ezi + ¢j) - d20i919iS919i -

dyi02:502; + 0,(droi — x¢)c(O2 + ¢;)s0; + 02; + §)(dror — x¢)c0;5(02; + §;) +

5(02; + ¢j)(_dy0icv/j + (o + i (=doi + zo))cy; + (_dZOi + Ze + W i(dyoi — ye))sy ;) +
0,c0,c(02 + 9;)((da0; = 25y, + (~dyoi + ye)sv) = O + $)s0;5(03: + ;)

((dz0i = zep)ey; + (=dyoi + ye)sy ;) + (02 + ¢_/)C(92i +¢,)((=dyoi + ye)ey; +

(—=dz0i + 2g)sw ;) + c(O2: + §;)s0;(doicy ; — Go + W (dyor — Vo) )ew; +

(_din + Ve + W i(—daoi +2¢))sw;))(dyicOr; — dyisOr; + (02 + ¢j)((—dy0i +Ye)ey; +
(=do0i + zep)sy ;) + 502 + ¢;)(droi — x )l + 50, ((=d0; + zej)ey; +

(dyoi = ye)sw;))) — 2(da; + dicO19; + dyicOr; — (dyoi — X ¢)c0;c(02; + @) +

dyistr; + c(02; + §;)50;((dz0i — zg)ey; + (=dyoi + ye)sy ;) + 5(02: + @)

((dyoi + yep)ey; + (~dzoi + 2e)sy ) (=dxib2ic02; — dyi0 250 + c(02: + ¢;)
(_dinCWj + g + Y (=dz0i + 25))ey; + (—d-0; + Zg + W i(dyoi —ye))sy ;) +
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Apéndice C

(é2i + 4.51)5(921‘ +¢;)((dyoi = ye))ey; + (daoi — z)sy ;) + (é2i + ¢1)0(92i +¢;)
((dxoi = x¢j)c0; + 50;,((=d-0; + zej)ey j + (dyoi — yej)sw;)) +

5O + ¢,)((droi — % 5)cO; + 0 (=do; + X )50, + 00,

((=dzo; + ze)ew; + (dyor = yo)sw,) + 50,(=doicy; + o + ¥ (dyoi — ye))ew; +
(dyol' —Vej + W i(d0i — 2¢))sV;)))

A continuacion se presentan los valores de las variables H,,; a H;s; con las que se obtiene §,;;

Hy = d4i919iS919i + S919i(éj(_dx0i +X¢)cl; + (_dXOi +X¢)s0; +
v (~dao; + 2o+ (dyoi — ¥e))cO; + 0,(dooi — 2¢7)s0;) +
(yoi = Yo + V7 (dei — 21))eO; + 0;(=do; + y)s0,)sy;) +
c019105i(dvoicljc; — ic0,cd; + dyoidjcdicw; = §yed ey -
dinéjcejcqﬁjcy/j + éjzcjcejcq)jcn//j - deiéjcq)jSOj + éjx¢,c¢js0j -
d-ichicy50; + ey 50, + dyonrjcd iy s0; — Vi yged ey s0; — dyoipicO;sd; +
$ix O + dyoicy ;@) — P jsd; + dooyjcw s — Vi jzeey isp; + doiicy is0;s¢; —
§izejcy 50,5, + (cd;(0,(dyor = yer)eb; + (dyoi = )50 + (daoi = 25) (@) +v7js0,)) +
(o = 2o + (~dyo; + Ye)) (W) + $;50,))50,)sy;) + 010:50:(~d i) ;c0,c; +
$xicicd; + dyichicy; — Feediey; + daonicdey; — frizged ey + daibic ey s0; —
dizqed v s0; — duich;sd; + X icsh; — dyoidicyjsh; + Gyewsd; +
dinéjcejcv/jsqu - équ»cejcy/jsd)j + dxo,»éjsejsqﬁj - éjxcjsejs@- + dincijst¢j -
2w js0;59; — dyoy oy 15050, + v gew 50,59 + (e (doi — 2o + (~dyoi +v.7)
() + §750,)) — (0;(dyoi = yep)cb; + (dyor — $e)s0; + (daoi — 2)) (@) + 1;50,))s,)sv,) —
019ic010:(d1s; — d3i — dzi + (dxo; — x¢)s0; + c0;((dz0i — 2j)ey; + (=dyoi + e )sy;)) —
01¢019;c02;(dyi + (dxo; — X 7)cO;5¢; + 56,5, (—d-o; + zep)ew; + (dyoi — yo)sw ;) +
c@;((=dyoi +ye)ew; + (=dzoi +2)sy;)) + 019:5019:502;(dvi + (dxoi — X¢)clsh; +
505¢;((=d0i + ze))ey; + (dyoi = yo)sy ;) + cd;((=dyoi + ye)ey; + (=dzoi + z)sy;)) +
010€62i50 10:(dxi — (dyor = xe)cO;cd; + 50, ((duoi — zep)ey s + (—dyor + ye)sy;) +
S¢j((—dy0i +ycj)C‘l/j + (—=di + ch)S‘l/j)) + 92i0919iS92i(dXi — (dxoi — ch)0910¢j +
c;s0;((d-0i — ze))ey; + (=dyoi + ye)sy;) + s¢;(=dyoi + ye)ey; + (—dzoi + 2¢)sy;))
Hasi = 010ic021:(=c(010; + 021:)c0;c(02; + ;) + 5(010; + 021,)50;) +
9211‘(_0(0191‘ +2071;)c0;c(02; + ¢;) +5(019; + 20,1;)s0;) +
0921:'(9]‘(—0(9191' +021,)cl; + c(02; + $;)s(019; + 021,)50;) +
B2+ $,)c0;5(019; + 021:)5(02: + ;)
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Términos para los elementos Vi

Hagi = 021:5021,(=c(019; + 021:)cO;sw; + 5019, + 021:)(cw;s(02; + ¢;) + c(02; + ¢,)s0;5v;)) —

H25i =

H26i

€021:(—r;c(O19: + 021,)cOicy; + O 10; + 021,)c0,;5(0 19 + 021,)sy; +

9j0(919i +071;)s0;sy; + (9191' + 921;’)0(9191' + 921[)(0%‘5(921' + ¢j) + (02 + ¢;)s0;sy ;) +

5(019; + 021:)(c(02; + ¢_;‘)Cl//j(92i + ¢/ +;50;) — (_éjce_/C(QZi +¢;)+

(W) + O + $,)50))5(02: + $,))s,)))

6921i(CWj(éj(09jC(92i +¢;)5(010; +021;) + (019, + 021,)50;) +

9195(691S(919i +021;) + c(019; + 021;)c(02 + ¢;)s0;) —

5(010; + 021) (W + (02 + $;)50,)5(02; + ¢;) + 021:(cO;5(0 10, + 2021:) +

c(019i +2051;)c(02; + ¢;)s0;) secOr1;) — S‘//j((ézi + (l'ﬁj)c(ezi +¢;)s(019; +021;) +
W (—c(019; + 021:)c0; + c(02; + ¢;)s5(019; + 021:)50;) + 5(02 + ;)

(010:¢(010; + 021;) + 021,¢(010; + 2021;) secO21;)))

= CeZli(_ZQZIiSQZIi(CQ19i(09j((_dy0i +yg)ey; + (=d-oi + z)sy ;) +

(502 + ;) ((dz0i — zej)ewj + (=dyoi +yei)sy;) + c(02; + ¢;)50;((dyo; — yej)ey; +
(d-0i — z¢))sW))t0217) + 50 19i(cO2i50;((d-0i — zej)ey j + (=dyoi + Yei)sy ;) +

(02 ((d-0i — zej)ew j + (—dyoi +ye)sw ;) + 02,50, ((dyoi — yej)ew; + (d0i — z¢)sw;)) +

((dyoi = yep)ew; + (dooi — 2)sy ;) (—502i505¢; + ¢0,1021))) +
C921i(C919i(09j(_dy0iCl//j + (e + i (—dooi + z¢))ey; +

(~d-o; + Zej + W i(dyoi — yei))sy ;) + éjsej((din =Ygy + (doi — z¢)sy ;) +
021:(s(02: + $;)((dx0i — ze))ey; + (=dyoi + ye)sy;) +

c(02: + $,)50,((dyoi = e + (deoi = 2g)sw;)) sec 3, +

(c;(cOa: + 6,)O0;(dyoi = yey)eB; + (dyoi = )50, + (doi = 25)) B + §; + 1 50))) +
(d-o; - Zej + (=dyoi + o) (W7 + (02 + flbj)sej))s(in +;)) -

(c(02; + ¢j)(9j(—dz0i +2¢)cl; + (_dz()i + Z¢;)s0; + (dyoi —yc/‘)(ézi + ‘IBj +y;50;)) +
(dyoi =y + (i = 2e) (W + 02+ )50,))5(O2 + $,))sy)1621:) -
91958919i(09f((—dy0t +ye)ew; + (=dao; + zg)sy ;) + (s(02; + ¢;)(doi — z¢)ew; +
(=dyoi + ye)sw;) + c(02; + ;)s0,((dyoi — yer)ew + (dz0i — z¢)sw))t021:) + 019:c010;
(cO2:5¢;((dz0i — ze)ew ) + (=dyoi + )W) + (502 ((dooi — zg)ey; +

(=dyoi +ye)sy ;) + c02i50,((dyoi = vy )y + (daoi = 2¢)sw;)) +

((dyoi = yep)ey + (dzoi — ze)sw ;) (=502:505¢; + c0,t021;)) +
S919i(¢j092i0¢j((dz0i —zep )W + (=dyoi + yei)sy;) — é2i592i5¢j((dz()i —Zg)ey +
(—din + Ve)SW ;) + CinS(f’j(dszl//j — (Zg + ll'/j(din —Ye)ey; + (—C.lin + Y +
Vi(=d-0i + 2¢))sy ;) — ¢j3¢j(592i((dzoi —zg)ey ;i + (—dyoi +ye)sy ;) +

157



Hyyi =

158

Apéndice C

092iS9j((dy0i _ycj)a//j + (d-0i — ch)Sll/j)) + c¢j(092i59j((dy0i —J>cj +

Vi (doi = 2e))ew; + (duoi — 2o+ (=dyoi + )W) + 0;602:¢0;((dyoi = yo)ew,; +
(d-0i — zgj)sy;) + S92i((d20i —Zej + 7/ j(=dyoi +ye))ey; + (—é’in + Y+

Vi (=dz0i + 2e))sw;) + 02:(c02:((dooi — ze )y + (=dyoi + ye)sw ;) +

56250, ((=dyoi + yei)ey; + (—=d-0i + z¢)sy))) + ((é’in — Ve + W i(d0i — 2¢j))ey +
(deoi = 2o + W (=dyoi + ¥ )5y ) (=502:50,5¢; + c0;t051,) +

((_din +yg)ey; + (—do; + ch)SWj)(quc(bjSQZiSQj + 92i692i59j5¢j -

011,¢0;5ec03,, + 0,(c0;50,:59; + 50;1021,)))))

00211'(_29211'50211'(0019i(50_/((_d20i +zg)ey; + (dyoi — ye)sy; +

(=dxoi +x¢)c(O2: + ¢;)t021;) + cO;(dro; — x¢j + (02 + §;)

((=d-0i + zj)ew; + (dyoi — yei)sw)t021;)) + 5019i(c0;(c(02; + ¢;)((=d0i + z¢j)cy; +
(dyoi = ye)sw;) + (=droi + X )1021:) + 50;((=droi + x)c(02 + ¢;) +

((da0i = zg))ey; + (=dyoi + Y)W )10211))) + c021:(=010150 10:(s0;((—do0i + zgj)cyr; +
(dyoi = ye)sw; + (=dxoi +x¢)c(02: + §;)1021;) + c0;(droi — x ¢ + c(02; + @)

((=d-0i + zep)ew; + (dyoi = yei)sy)t021:) + 919,'0919[(091@(92; +¢;)((~dz0i + z)cy; +
(dyoi = ye))sw;) + (=dyoi +x)t021:) + 50,;((—dxoi + x¢)c(02: + ¢;) + ((dz0i — zj)cy; +
(=dyoi +Ye)sy )021:)) + c010;(0;c0,((—do0; + ze)ew; + (dyoi — ye)sw; +

(—dsoi +x)cO2 + $,)10213) + 50,((=dz0; + Zep)ew; + Vi (dyoi — y)ew +

(din —Ve)sw; +r(doi — ze)syj + éZIi(_de[ +x¢)c(02 + @) 560951,- + (_dXOi +X¢)
(0 + ¢)t021; + (02 + d’j)(dxoi —Xx¢)8(02i + ¢;)t021;) — éjsej(dxm' — X +c(02+¢;)
((~d-0i + ze)ew; + (dyoi — ye)sy)t021:) + Cej(dei —X¢ + 021:¢(02; + ¢;)

((~d-oi + ze)ey + (dyor = yep)sy ) sec03, + O + $,)5(0: + $,) ((deor — 2y +
(=dyoi + Yei)sw)1021; + c(02; + (b‘/)(_dZOiCWj + (g + v (dyoi —ye)ey; +

(din — Ve W i(dz0i — 2¢j))sW )t021:)) + 5919i(cej((92i + ‘laj)s(ezi +¢;)((d0i — zej)ey; +
(=dyoi + yei)sw;) + (02 + ¢j)(_dz0ia//j + (Zg + i (dyoi —ye)ey; +

(din — Ve + W (da0i — ze))sy ) + 021:(~dyoi + Xcj) sec@%li + (_dXO[ +X)t021;) —
éjsgj(c(ezi + @) ((=d-0i + ze))ey j + (dyoi = Yej)sy ) + (=dxoi + x¢)1021;) +
9109]((—dx0i +x)c(02 + @) + ((da0i — zg)ew; + (—dyoi + Yei)sw)1021;) +

50,((~doi + X )c(02: + ;) + (D2 + §,)(dror — x)5(02: + §;) + 021:((dz0: — zej)ew; +
(=dyoi + ye)sw;) sec03, + (duoi — 2 + Wi (~dyoi + ye))ew; +

(—din + Ve + W (=da0i + 2¢))sw)1021:))))



Términos para los elementos Vi

Hasi = (019, + 021,)c021:¢(0 19 + 021:)(c(02; + $))((dy0i = ye)ey; + (dx0i — 2g)sy ;) +
502 + ¢;)((—dxoi +x¢7)c0; +50,;((d=0i — 2j)ey; + (—dyoi + ye)sw;))) —
ézliSezliS(ewi +021;)(c(02; + $;)((dyoi —ye)ey; + (dzoi — z¢p)sy ;) + (02 + ¢;)
((—dyoi +x¢)c0; +50,;((dz0i — 2w + (=dyoi + Ye)sw;))) + cl21:5(019; + 021;)
(c(O2 + ¢_i)((dy0i — Ve +i(d0i — 2))ey; + (dZOi —Zej + W i(=dyoi +Yei))sy;) +
(=02 — (bj)S(in +¢,)((dyoi = yg)ey; + (daoi — zg)sy ;) + (02 + ‘]Sj)c(92i +¢;)
((=dxoi + x¢1)c0; + 50;((do0i — zep)ew; + (=dyoi + i)y ;) + 502 + @)
((~doi + X¢)c0; + 0;(dxo; — x)s0; + 0,¢0,((d-0; — ze))ew; + (=dyoi +ye)sy;) +
SQj(a.,ZOicl//j — (2 + v i(dyoi = yej))ey; + (—din + Ve + W i(=di +2¢))s5¥;)))

Haoi = 010i¢021:(c(010; + 021:)c0;¢(02; + ¢;) — 5(010; + 021:)50,) + 021:(c(019; + 2021,
c0;c(02 + ¢;) — s(019; +20,1,)s0;) + C921i(9j(c(919i +021;)c0; —
(O + ¢,)5O19; + 021)50;) — (02 + $;)c0;5(019; + 021)5(02; + §,))

Hioi = =02118021:(=c(010; + 021:)cO;sy; + 5(010; + 021:) (w502 + §;) +
(02 + $;)s0;59,)) + cO21:(—7;c(010: + 021,)c0;c; + (010, + 021:)c0;5(0 19 + 0215y, +
910(9191‘ +051;)s0;s5y; + (él‘)i + 9211‘)0(9191‘ +021:)(cys(O2 + ¢;) + c(02; + ¢;)s0;5y;) +
5(019; + 021:)(c(02; + ‘15.1‘)0‘//](921' + ¢Zj +y;s6;) —
(—916‘9/0(921‘ +¢;)+ (; + (é2i + fi’j)SHj)S(in +¢;))sy;))

H3y; = 09211‘(5%((921' + (bj)c(ezi +$;)s(019; +021;) + vy j(=c(019; + 021;)cO; +
(02 + ¢,)s(019; + 021:)50;) + 502 + ¢;)(019:c(O 19, + 021:) +
021ic(0 10 + 2021 secs;)) + cy (s 19; +021) (Y, + (02 + qBJ)SGj)S(Gzi +¢;) -
50;(c(019; + 9211‘)(91' + él9ic(02i +¢;))+ 921i0(919i +2051;)c(02; + ¢j) secOz;) —
0;((010; + 0;¢(02; + $;))5(O 10 + 0211) + 021;5(019; + 2021;) sec0317)))

Hyzi = =(010: + 021,)c021,¢(010; + 021:) (dyich; — dxisOa; + c(02: + ;) (=dyoi + yer)ew; +
(=da0i +2)sw;) + 502 + ¢;)((droi — X ¢7)cl; + 50;((—d=0i + z5)ey; +
(dyoi = ye)sy;))) + 921i5921i5(919i +051;)(dyicO,; — dxis; +
c(02i + ¢;)((=dyoi + ye))ey; + (=dz0i + z¢)sy ;) + 502 + ¢;)(dr0i — X )0, +
50;((=doi + z¢)ey; + (din —Ye)sw;))) —clr1:5(019; + 921i)(—dXi92i092i - dyié2ise2i +
c(O2 + ) (=dyoicy; + (g + V7 (=doi + 2g))ew + (=duoi + 2o+ (dyor = ye))sy;) +
(92i + qBj)S(QZi +0;)((dyoi = ye)ew; + (dz0i — 2¢)sy ;) + (921' + q.sj)c(GZi +¢;)
((dxoi = x¢)c0; + 50;((—d-0i + z¢j)ew; + (dyoi — ye)sw;)) +5(02; + ¢j)((dx0i — X¢j)cl; +
0;(=d0i +X)50; + 0;¢0;((~d.0; + ze)ew; + (dyoi — Vo)W, +
SQ](_C:lzoiCV/j + (e + W i(dyoi — ye))ey; + (dyol' — Ve W i(d0i — 2))5W;)))
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Apéndice C

Hysi = c0211(=202115021,(—c0 10;(da; + 502;(dyi + (dxoi — X 5)c0;59; + 50,59;((~dz0; + 2o ey +

160

(dyoi = ye)sw;) + cd;j((=dyoi + yep)ew; + (=dz0i + 2)sy;)) +

clr(dxi — (dxoi — x¢5)cl;cd; + cd;s0,;((dz0i — zg)ey; + (—dyoi + yei)sy;) +

5¢;((=dyoi + ye)ey; + (=dzoi + 2¢)sw;)) — (=dusi + d3; + dzi + (—dxoi +x)s6; +
c0;((—d-oi +z¢p)eyj + (dyoi — Y)W i))t021;) + 5010;(=dg; + d3; + dzi +

(dai + dxicOy; + dyisOr; + s(0,; + ;) ((—dyoi +yep)ew; + (=doo; + z¢7)sy )01 +
cl;((=d-o;i + z¢j)ey; + (dyoi — Ye)swj + (=dxoi + x¢)c(O2; + ¢)t021;) +

80;(=doi + x ¢ + (02 + ¢;)((do0i — ze))ew; + (—dyoi + Ye)sy)1021:))) +
€0211(015i5019;(ds; + 502:(dvi + (dxo; — x)cO;5¢; + 50,59;((—do0; + 2 )cw s +

(dyoi = yedsw;) + ci((—dyoi + ye)ey; + (—da0i + z)sy;)) +

0, (dxi— (dyxoi — x¢)c0icd; + cd;sO;(dz0i — zej)ey; + (=dyoi + Vo)W ;) +

s¢;((=dyoi + ye)ey; + (—dzoi + 2)sy;)) — (=disi + d3; + dzi + (—dxo; + x )50, +
cl;((—dz0i + zep)ew; + (dyoi — ye)sy ))1021:) — 6019i(592i((i)j(dx0i —Xx¢)c0ich; +

(doi = e)el;50; = 0(dvos = x)s0550; + e (~dyoicy; + Gy + W (~deoi + 2g))ew; +
(_dZOi + 2o+ W i(dyoi — ye))sy;) + q.bjcqusej((_din +zg)ey; + (dyoi — Ye)sy;) +
0,056, ((~d-0: + ze)ew; + (dyoi — ye)sw ;) + 5056 (~duoicy; + G + W, (dyor — yo))ew; +
(dyor = Yo + i deoi = 2))sw) + 958 ((dyos = ye)ew + (deoi = 2g)5y))) +

02:¢02:(dyi + (dyoi — X ;)c0;59; + 50,59, (—dani + ze) ey + (dyoi = ye)sw ) +

i ((~dyoi + Yoy + (=do; + 25y ) — 02150:(dxi — (dvoi — x)cOcd; +
c;s0;((dx0i — zg)ey + (=dyoi + Yei)sw ;) + 59,;((=dyo: + ye)ey; + (=deoi + z¢)sy ;) +
cO2i(~(dsor = % p)cBjcd; + 0,(dor = x7)cs0; + (dsor = x)cO;5¢; + 56 (~dyoicyr; +
O + v (—dz0i + z¢))ey; + (—d=0; + Zej + W (dyor = ye))sy;) + 0,¢0,cd((duoi — zej)ew; +
(=dyoi +ye)sw;) — ¢j5915¢j((dz0i —zg)ey; + (=dyoi + ye)sy ;) + (i)jcd)j((_din +ygey; +
(—dzoi + 2g)sw) + e 50, (doicy; — Go + W, (dyor — Yo) ey +

(—din + Ve + 0 (~dai +26))sW))) — 0a1i(=d i + d; + dzi+ (—do; + x )50, +
c0;((=da0; + ze)ew; + (dyor = yo)sw;)) sec03,; — (0;(=doi + X )0, + (~dro; + % /)50, +
0;50;((dz0: — zg)ew; + (=dyoi + ye)sw ;) + 0 (~doicy; + Go + Vi i(dyoi — vo))ew; +
(din — Yo + Vi (da0i = 2))sW))t021:) + 019:¢0 1o, (=d 15, + d3; + dzi +

(dai + dxicOy; + dyisOr; + 5(02; + ¢;)(=dyoi + yej)ey; + (=dz0i + 2)sy ;)01 +
cl;((=dx0i + zg7)ey + (dyoi = Ye)sy; + (=dxoi + X 7)c(02; + ¢;)1021;) +

80 (=doi + x ¢ + (02 + ;) ((d0i — 2w + (=dyoi + Y o)y )t021:)) +



Términos para los elementos Vi

5019;(021:(da; + dxicO; + dyisOy; + 502 + §;) (=dyoi + yo))ey; + (=dzo; + 2g)sw ) sech3,; +
(dyi92ice2i - dXiézisezi +5(02; + ¢j)(_dy0ic‘//j + e + W (—doi +z))ey; +

(—d-o; + Zeg + W i(dyoi = yei))sy;) + (02 + éj)c(QZi + @) ((=dyoi +ye)ey; +

(=dz0i + 2)sy;))1021; — éjsej((_din +zg)ew; + (dyoi — ye)sy; +

(—dyoi + x¢7)c(02; + ;)1021;) + CGJ((—din +Zg)ey; + vy i(dyoi — ye ey + (din —Ve)sy; +
¥ (deoi = 25y + 021,(~droi + x ) c(O; + ¢;) secO3 ), + (~do; + %)

c(02 + ¢;)t021; + (92i + (i)j)(dXOi —X¢)8(02; + ¢;)021;) + éjcgj

(=dxoi + x¢j + c(02; + ;) ((d-0i — zj)ew; + (=dyoi + yej)sy)t021;) +

SO_/(_dei +Xg+ 021,c(02; + $;)((dx0i — ze)ey; + (=dyoi + ye)sy ;) sec 9%1[ -

(02 + (bj)S(Qz;‘ +¢;)((dx0i — zg)ey + (=dyoi + Ye)sy )1021; +

c(02; + ¢j)(d20ic’~//j — (g + l/7j(dy0i - Y)W + (—din + Ve + W i(=da0i + 2¢))sw)t021:))))

A continuacion se presentan los valores de las variables H;,; a Hsg; con las que se obtiene § 4;

Hyy; = sec16:(§;c0,cy;5(619; + 0217) + (O10; + 021,)c(010; + 021:)cl;sy; —
éjs(ewi +021,)s0 sy ; — (é19i + éZli)S(Owi +021)(cy;s(02 + ¢)) +
(02 + $,)50;5;) + (010 + 021:) (O + ) ;0 + §; + 1r50;) —
(—0;c0;c(02: + ¢;) + (v + (02: + <l.51)59j)5(92i +¢))5w;) + 016:(c0;5(610; + 021:)sy; +
c(019; + 021;)(cy;s(02; + ¢;) + c(02; + ¢;)s0,5y,))t0 16;)
Hss; = %Seceléi(a//j(z(élw + 9211')09_1'0(921' +¢;)s(010; + 021:) — (0 10: + 021, — 9_;‘)
5019, + 621, —0;) + 29jC(919i +021;)c(02; + ¢;)s0; + (9191' + 9211’ + éj)
§(019;+ 6021 +0;) + 2(921' + <i’j)c(919i +021:)cl;s(02; + ¢;)) — v (c(019; + 021; — 0;) -
c(019; + 021 + 9]) —2¢(019; + 921i)09j0(92i + ¢./‘))S‘//j + 9161‘(0(0191' +02;,—-0;) -
c(019; + 021+ 0;) = 2c(019; + 021,)c8;c(02; + ¢;))cy 10 16:)
Hig; = secO16:((—019; — 021,)5(010; + 021,)(cw ;50,502 + ;) + c(02; + ¢, )sy;) +
c(019; +021:)(cy;(c(02 + ) (7 + 02 + éj)sej) + éjcejS(HZi +¢;)) —
(92i + ¢2j +v7,50,)s(02; + ¢j)Sle) + 916i0(919i + 9211‘)(0%39/‘3‘(921‘ +¢;) +
(02 + ¢;)sy)1016:)
Hyzi = secO16:((—010; — 021:)s(010; + 021,) (50,502 + §;) + c(02: + ¢;)sy;) +
c(019; +021:)(cy;(c(02 + ;) (v + 02 + <l.51)39j) + éjcejS(GZi +¢;)) -
(92i + (bj +7;50,)s(02; + ¢ )sy ;) + 916iC(919i +021;)(cy ;50,502 + ¢;) +
c(02: + ¢;)sy )10 16:)
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Apéndice C

Hyg;i = secO16:((010; + 921i)00jCWjS(019i +051) + 9/'0(9191' +021;)cy;s0; +
W,¢O10: + 02105 + 5O19; + 021:)(0;c0,c(02: + ¢ )ew; — ey (7, + (02: + §,)s0))
502 + ¢;) — (0 + ¢j)(92i + ¢j +;50,)sy ;) + (010 + 021)c(019; + 0217)
(c(O2; + @)y s0; — s(02 + ¢ )sy;) + 016:(—c(019; + 021:)clcy; +
5(019; +021,)(c(02; + @)y s0; — s(02; + ¢;)sy ;)10 16:)

Hyo; = SeC016i(919,‘09jCl//jS919i secl,y; + 0'10019,~cu/js9j secOr1; + ;0 19;cjsysecOr; —
921i0919i09j0‘//j secOr;t021; + (9191' + 921i)c(919i +021;)(c(02; + ¢;)cy;s0; —
502 + ¢;)sy; + cO;cy1071;) + (010, + 921i)(9_j09_j0(92i + @)y —
yicy;s(02 + @) — (02 + ¢j)CWj59jS(92i +¢;) - 0 + (i)j)c(QZi +@;)sy; -
vc(02; + ¢;)s0;sy; + ézliCOjCl//j sec03,; — G'jcy/jsejtezl,- —y;cO;syt0,1;) —
016i1016i(c010ic0 ey sec051; — 5019, + 021:)(c(02; + ¢ )cy 50, -
502 + ¢;)sy; + clicy;1021,)))

A continuacion se presentan los valores de las variables Hy; a Hy;; con las que se obtiene ) 5;

Hyo; = secOs; 860921i(921i0921iS916i - 919i09j01//j5919i + 916i0916iS921i - 9j0919iCWjSQf -
W/ c010,c0;5y; + 5010,(—0,c0,c(02; + ¢ )ew; + cy;(jr; + (2 + $,)50,)s(02; + §;) +
c(02; + ¢j)(92i + ¢j +y7,50;)sy;) + 919i6919i(—c(92i + @)y ;s + 502 + ¢;)sy ;) +
016:(c010:c0,cy ) + 50165021, + 50 10:/(—c(02; + ¢ )cw ;56 + 5(02; + §;)sy ;)0 16; +
021:(cO10:c0,cy; + 50 16:5021; + 5010:(=c(02: + ¢ )y 50, + 5(02; + §;)sw))t021,)
Hyy = c0ys; sec@1(,,-(—2915,<s915,»(592,»(cy/js¢j + cd;s0;sy ;) + c0ri(—cojcy; + s0,5¢ 5w ;) —
(cyj5010i5(02; + ¢;) + (=cO19:c0; + c(02; + ¢;)5019:50,)sy ;) sec 02110 15;) +
01610 15i(s02:(cy jsd; + csO;sy ) + cOri(—chsey ; + sO;s¢;5v ;) —
(cy ;50 19i5(02; + @) + (—cO19:cO0; + c(02; + ¢;)5019;50,)sy ;) sec 0,110 15;)t0 16; +
01510202, (cy js9; + cd 50,59, + 0250 (cpjcy; — s059,5y,) + 0,
ey (B +1j50,)56; + (e (0 + §;50,) +0,c0,50,)sw;) + s02,(cv (9 + vr96,) +
©jc0,c9; — (r; + §;507)59,)5v;) = Ousi(cw 5010502 + ;) +
(=c019:c0; + c(02; + $;)5019:50,)sy,) sec 035, sec021; — (cy;((02: + §,)c(02; + ¢,)s0 10, +
V(=cO19;c0; + c(02; + ¢)s019,50,) + 019ic019:5(02; + ¢;)) +
(31(09_10(921' +¢;)5019; + cl19:56;) + 919i(CG/S919i +c019:c(02; + ¢)s0;) —
56 10:(y/; + (92i + (IBJ)SOJ)S(OZi +¢;))sy;)secOr;t0s; — é21i(Cl//‘;‘S9191S(92i +¢;)+
(=cO19icO; + c(02; + ¢;)5019:50;)sy ;) secO1;t015,t021;))
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Términos para los elementos Vi

H42i =

Hysi =

Hyyi =

c015;5ec0 16,20 15:0 50 15:(c0;5(02; + ¢;) — (c0;c(02; + $;)5019; + c019:56;)
sec0,1101s;) + ;0 55y (cO;5(02; + ¢;) — (cO;c(02; + ¢;)s0 19; + c019:50;)
secO1;t01s;) — 916i0915iCWj(09jS(92i + ¢j) - (CejC(GZi + ¢j)5919i +c019;50,)
secO1;1015;)t0 16; — 09151'0‘//_/‘((921‘ + <13j)09_10(92i +¢;) - é_/SQ_jS(Hzi +¢;)—
9151‘(09_/0(921' + ¢_/)5919i +¢c019:50;) SCCQ%ﬁ secOr1; — (919i(0919i09j0(92i + ¢_/) -
5019:50;) + 9_/(09191'09_/ — (02 + ¢;)5019:50;) — (02 + </5_/)09_jS919iS(92i +¢;))
sec021;t015; — 021,(c0,c(02; + ¢;)5019; + c019:50;) sec01,1015,1021:))
cB15;36016:(=20 15:5015:(s02i (v ;50,59 + cd sy ;) + cOri(—chjcy 56, + sy ;) -
50 19i(cy;50;5(02; + ¢;) + (02 + §;)sw;) secO,1;t015;) + 916i0915i

(802, (cy ;sO;s¢; + cdisy;) + cOri(—chcy sO; + s¢;sw;) — 50 19;(cy ;50,502 + ¢;) +
c(02: + §;)sw;) sec021:10 151016 + c015:(02:c0:(cy 50,5 + cdsy ;) +
02:(=0;c0;chicy; + ey (i + §;50,)s8,; + cd () + vr;s0,)sw,) +

021502 (cdjcy ;s0; — s sy ;) + 50, (cw (ch,;(r; + qB,-sQ,-) +0;c0;5¢;) —

(@) +1r;50,)5h;5;) — 01550 10:(cw;50;5(02; + §;) + c(02: + §;)sw ;) sec O3, sec Oy, —
919i0919i(CW_jS9jS(92i + ;) + (02 + ¢;)sy ;) secOr1,1015; — 5019,

(e (c(O2i + @) (i + BOri + §,)50,) + 0,050 + ,)) ~

O + §; +17;50,)5(02; + §;)sy;) sec 021,05, —

921i5919i(CWj39jS(92i +¢;) +c(02; + ¢;)sy ;) sec71;t051051;))

01552 016/(=2015:50 151 (5021 (50,59 + cpjsv;) + cOri(—cjcy 50, + spjsy;) ~
5010i(cy 50,502, + ¢;) + c(02; + ¢;)sy;) secO,1;105;) +

01610 151(502:(cy 50,59 + s ;) + cOri(—cdjcy;s0; + ssy ;) —

5019:(cy ;50,502 + @;) + (02 + ¢ )sy ;) sec021,1015;)

1016; + 0015,-(92,4002,»(01//‘,s9js¢j +cdsy ;) + cly;

(=0;cO;ch ey + ey (5 + §;50,)58; + (B, +rs0))sv,) +

02:50,:(chjcy 50, — shisy ;) + 502 (cy (cd; (i, + ¢;50,) + 0,c0,5¢;)

(d)j + v 50;)s¢;sw ;) — 91555919[(c1//js9js(92[ +¢;)+c(02 + ¢;)sy;) sec@%sl. secOr1; —
019:¢010:(cy;50;5(02; + ¢;) + c(02; + ¢;)sw,) sec 0210 5; —

56 19:(cy;(c(02 + @)y + (02 + 4.5_1')S9j) + éjCOjS(in +¢;)) -

O + §; +17;50,)5(02; + ¢;)sy;) sec 021,05, —

ézliS919i(CWjSQjS(92i +¢;) + (02 + ¢;)sy;) sec011;105071;))
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H45i =

Hyei =

Hyqi =
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Apéndice C

secO s SCC921i(0915iS9151‘(0‘//1'(9]'(09191‘09]'0(921‘ + ¢j) - 3919iS9j) +

919i(0919i09_/ — (02 + ¢;)5019,50,) — cO19:(vr; + (02 + ¢'5_/)S9_/)S(92i +¢;)) -
(010:c(02: + §;) (02 + §; +1rj50;) + 5010:(rjc0; — 010;5(02: + §)))sw ) + O15:c03s,
(cOjcysO 19 + c010i(c(02; + @)y js0; — (02 + ¢;)sy ;) —

QISiSQ%si(cejcV/jselw +¢019i(c(02i + @)y ;50 — s(02; + ¢;)sy;)) +

016i¢0 15150 15:(cOjcy 150 19; + cO10:(c(O2; + ¢ )y 56, — 502 + §)sy;))1016; +
921i0915i8915i(09/CW_jS019i +cl19i(c(02: + ¢;)cy 50, — 502 + §;)sy;))1021,)
560921i(sece21i(_ce15[59151‘Seceléi(él&secel& + ézu(cewiC@jC% +

5010i(=c(02; + ¢ )cy 50, + s(02 + ¢;)sy ;) secla1;) — 015:c(2015:)t0 1) —
(c015:5015:(cy;(—c0;(019; + 0,c(02; + $;))5019; — c019;(0; + 19;c(02; + ;)50 +

56 19;(y7; + (92i + (.bj)sej)s(@zi +¢;)) + ((921' + <l.5j)0(92i +¢;)s019; +

(=0 19;c0; + c(02; + §;)5019,50;) + 919109191'S(92i +¢;))sy;)secO 6 +
015:¢(2015:)(cO19:c0,cy; + 5019:(—c(02; + §; )y ;50 + (02 + §,)sy;)) secO g +
(él6i0915i5015i(00l9z’C0jCWj —c(02 + ¢‘1‘)CWj5919i59j +

5010:5(02;: + ¢ )5y ;) secO i + 021;5(2015:) sec021:)t016:)101; —
9211'0915i5915i(0919iC9jCl//j + 850 19;(=c(02; + ¢; )cy 50, + 5(02; + ¢, )sy;)) 560916#9%“)
cB15;56C0 161(~20 1550 15:((—cy 150,5(02: + §;) — c(02: + ¢, )sw; —

(cO19iclcy; + 50 19;/(=c(02; + @)y 50, + (02 + P;)sy ;) secO1,1015:)t0 16, —
secl6it015,t021;) + 916i0915it916i((_a//j59js(02i +¢;)—c(02 +¢;)sy; —
(cO19ic0;cyj + 5619;(=c(O2; + @ )cy jsO; + 5(02; + ¢;)sy;)) sec21;1015:)1016; —
secO16it015:021:) + c015:(—021;5ecO16:56c03,,1015; — 0161 56c 0%, (cy;50;5(0,; + ¢;) +
c(02; + ¢;)sy; + (cO19ic0;cyj + 50 19i(—c(02; + @ )cy ;s0; +

5(02; + ¢;)sy;)) secOy1;t015;) — 015 5609%5,- sec 16021, — 016:5ec 016101510 16,1021; —
1016:(yjc(02: + ¢y + (02 + d’j)c(eh‘ +¢;)cy;s0; + 9jC9jC1//jS(92i +¢;) —

@i + 95O + 95w, — ;50,502 + ¢, )sw; + 015:(cO 010,y +

5019:(—c(02; + ¢;)cw ;s0; + s(02; + ¢;)sy ) secO7s,secyy; +

(v ;(=c0;(010; + 0;c(02: + §;))s0 19, — 010:(0; + 010,c(02; + ¢,))s0; +

50107 + 02 + $,)50))502 + ) + ((Oi + §))c(O2: + §;)s019, +

W (—c019ic0; + c(02; + ¢;)s019,50,) + 9191'091918(92[ +¢;))sy;)secOr;t0s; +
9211'(09191‘0910%‘ + 50 19:(=c(02; + ¢;)cw 50, + 5(02; + ¢;)sy;)) secO,1;1015,t021:)))



Términos para los elementos Vi

A continuacion se presentan los valores de las variables Hys; a Hs,; con las que se obtiene 9171'

Hygi = —0917i(916i0916iS915i + 09151'(9171' + 9151‘50161‘)) + S915i(915i + 9171'S916i)3917i
Hyor = cyj(=c(02; + ¢;) (W + (02 + $,)50,) — 0,c0,5(02: + ¢,)) +

O+ +50,)5(02: + $)sy;
Hsoi = —1;c0,c;5(02: + §;) — 02 + $;)c0,c(02: + $;)sw; + 0,50;502; + ;)sw;
Hsi; = —c(02; + ¢;)ey; (02 + §; +7,50,) + (=0,c0;¢(02; + ¢,) +

() + (02 + $,)50,)5(02i + §;))sv;
Hszi = —c(02; + $;)cy; (02 + §; + 1750;) + (=0;¢0,¢(02; + ;) +

(y; + 0 + <l.5j)39j)5(92i +¢;))sy;
Hs3; = 9171'6’9161'6’9171'S915i + (9151'06151'08161' - 916iS315iS916i)S917i

Hsy; = 0915i0917i(915i + 917iS916i) + (916i0915i0916i —S915i(917i + 915iS916i))S917i

A continuacion se presentan los valores de las variables Hss; a Hs7; con las que se obtiene oi

Hss; = _2d7i(_d20ié()ic(919i —06i) + d13i(_é21i +06:)c(019; + 021; — 06;) +
9195(0’201‘0(919[ = 06:) — d13ic(019; + 021, — 05;)) — d18i96i896i)
Hsei = 2(daoid7i(=010; + 06:)c(010; — 06:) + d13:d7:(019; + 021; — Os1)
c(019; + 021; — 06:) + d18id20i019i50 19; — d13id15:(019; + 021,)5(019; + 021,))
Hszi = 2d13i(—d20i021i¢021; + d7:(019: + 021; — 06:)c(019; + 021; — 06;) —
d13i(010; + 021)5(0 10 + 021,))

A continuacion se presentan los valores de las variables Hsg; a Hyj; con las que se obtiene ¢ 12

Hsgi = —d20i0 19150 10; + d13i(él9i + 9211‘)5(9191' +021:) + d7:06505;

Hso; = %(29191'0(9121‘ —019; = 021:)(=d13:5012; + d20i5(012i — 021,)) —
2(9211'(61113;0(912[ — 019; — 021:)8012; — d20:5(2012; — 019, — 2021;)) +
912i(d20i3(2912i —019; — 2021;) — d13:5(2012; — 019, — 021:)) + d7i96i596i))

Heoi = —d13i(010; + 021)c(012: — 010 — 021:)50 125 + d20:010:50 10; +
d13i012:5(20 12; — 010; — 021;) — d7:0:50;

Heii = %(d7[9.6i396i +d7:(20 12 — 2019 + 0215) + 06:)5(2012; — 2(019; + 021,) + O4:))
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Apéndice C

A continuacion se presentan los valores de las variables Hg), a Hgs; con las que se obtiene §) .

Heyi = disi06icO6i + droi(=010; + 06:)s(010; — ;) +
d13:(010: + 0215 — 06:)5(0 10 + 021, — Os:1)
Hegsi = 0oi(—=d20i(—010; + O; + 00;)5(010; — O — 0;) +
di3i(=010; — 021, + Oo; + 00;)5(010; + 021, — Oe; — 00;)) +
05i(d20:c(019; — O6i — 05;) — d13:¢(010; + 021; — O; — 00;))s0s;
Heai = dy3i(=010; — 0215+ O; + 05,)c00;5(019; + 021; — O6; — 0o;) —
d1309:¢(010; + 021 — O6; — 0o )500;
Hesi = c09i(dy5:(06; + 05;)c(0; + 00;) + dagi(=0 10 + Os; + 05:)5(019; — O; — 0o;) +
d13i(010: + 0215 — O6; — 05,)5(0 10; + 0215 — O; — 0;)) —
05i505:(d20ic(010; — Oi — 05;) — dy3:¢(019; + 0217 — O; — 09;) + d15:5(O6; + 09;))
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Apéndice D

Solucion de Sistema Lineal
Subdeterminado

Un sistema de ecuaciones lineales subdeterminado, es aquel sistema [9]
Ax=b (D.1)

donde se define a A como una matriz de m X n, para este caso m < ny rango(A) = m, mientras X y
b son vectores de n- y m- dimension respectivamente. El sistema bajo estudio admite infinidad de
soluciones, lo que nos permite imponer una condiciébn sobre una solucion especifica que
obtengamos. La eleccion obvia es la solucion minima de la norma de x. La minimizacion del
cuadrado de la norma euclidiana de x conduce a un problema lineal, por lo tanto, una solucién
directa del problema en cuestion es posible. De esta manera se tiene:

2(x) E%nx”j > min (D2)

sometido a la restriccion representada pro la ecuacion (D.1). Ya que se tiene un problema de
minimizacion restringida, se procede a la solucion via multiplicadores de Lagrange. Es decir, se
introduce una funcidén objetivo {(x), definida como:

{(X)Ez(x)+kT(Ax—b)—>mixn (D.3)

no sujeta a restricciones, con A definida como un vector m-dimensional de los multiplicadores de
Lagrange, ahora se determina. De esta manera ahora se tiene un problema de minimizacion sin
restricciones con m + n variables disefiadas, los componentes m de A y los componentes n de x, que

agrupamos en un vector (m + n)-dimensional y = [XT , A ]T. La condicion de normalidad para el

problema anteriormente mencionado se establece como:

a g (D.4)
dy

con 0,1, definido como el vector cero de dimension (m + n). La condicidén anterior puede ser
dividida en dos condiciones:

d_y
dx
i<y
dh
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Apéndice D. Solucion de Sistema Lineal Subdeterminado

con 0,, y 0, definidas, respectivamente, como los vectores cero de dimension m y n. La ecuacion
superior lleva a:

d—gz”ATx:on (D.5)
dx
ﬁzAx—b:OM (D.6)
dh
Eliminando A del sistema de ecuaciones anterior, se obtiene:
x=A"(AA") b (D.7)

lo cual es la solucion de la norma minima al problema propuesto.

168



Bibliografia

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

Gonzalez de Santos, Pablo; Garcia, Elena; Estremera, Joaquin, Quadrupedal Locomotion: An
Introduction to the Control of Four-legged Robots; (2006). Springer-Verlag. Alemania.

Artobolevsky, 1. 1., Mechanism for the generation of plane curve; (1964). Pegamon Press.
Oxford.

McKerrow, P. J. Introduction to robotics; (1991). Alexander, R.N. and Goldspink, G., editors.
Addison-Wesley Publishing Co.

MccCarthy, J. Michael; Geometric design of linkages; (2000). Springer.

Lung-Wen Tsai; ““Robot Analysis™ The mechanics of serial and parallel manipulators; (1999).
John Wiley & Sons, Inc.

Stejskal, Vladimir; Valasek, Michael; Kinematics and Dynamics of Machinery; (1996). Marcel
Dekker Ltd.

Chang, Da-Yu; Kinematic and Static Analysis of 4C Spatial Mechanisms; (1998) Tesis de
Maestria; Universidad de California. EUA.

Pogorélov, A. V.; Geometria Diferencial;(1977). Editorial Mir.

Angeles, Jorge; Fundamentals of Robotic Mechanical Systems; (2007). Springer.

[10] Stewart, James; Célculo: Conceptos y Contexto; (1999). International Thomson.

[11] L. Civico and B. Siciliana; Modeling and Contol of Robot Manipulators; (2000). Springer Verlag

169



Nomenclatura

o

Distancia j de la cadena cinematica i

Angulo j de la cadena cinematica i
Matriz de transformacion homogénea
Matriz de rotacion

Marco de referencia inercial

Base local j de la cadena cinematica i

Seno
Coseno
Tangente

Matriz de transformacion de la base j a la base i

Vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo j

de la cadena cinemaética i

Velocidad angular de la base j de la cadena cinematica i
respecto a la base k

Velocidad angular del cuerpo j de la cadena cinematica i
respecto a la base k

Vector de aceleracion del centro de gravedad del cuerpo j
de la cadena cinematica i respecto a la base k

Aceleracion angular del cuerpo j de la cadena cinematica i

respecto a la base k



