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Abstract

The two dimensional, time dependent Navier-Stokes equations for a com-
pressible fluid have been numerically solved to investigate the effect of the
viscosity (Reynolds number Re) and the effect of the compressibility (Mach
number Ma) on the instability of the laminar air flow around a NACA0012
airfoil at zero and fifteen incidence angle of attack . The numerical simula-
tions are carried out at a fixed Re number (which is based on the free stream
velocity and on the total airfoil chord length) 10,000, and at the Ma number
range (0.2-0.6). In the simulations it is assummed that the temperature of
the airfoil is equal to the free stream temperature. In this investigation the
non-dimensional compressible Navier-Stokes equations formulated in terms
of primitive variables (velocity and pressure) have been solved by using a
high order Spectral/hp Element Method (SEM) that uses a Discontinuous
Galerkin approach. Hence the fluid equations are solved by using a Discon-
tinuous Spectral Element Method (DSEM). Owing to the local conservative
characteristics of the DSEM, it can properly deal with discontinuities (shock
waves). To discretize the flow domain, the mesh generation tool EMC2 has
been used to generate the unstructured grid (triangles). The mesh, which con-
sists of 2998 and 3322 macro elements (h size) and a polynomial expansion
(p) of degree from 3 to 9, extends 29 chords downstream, 4 chords upstream
and 6 chords towards the top and bottom boundaries. The computed values
of the wall pressure coefficient C),, and the average lift coefficient C;, have
been succesfully compared with numerical simulations and experimental da-
ta available in the open literature. Mach number, temperature, pressure and
density contours have been generated in order to visualize the effect of the
compressibility and the viscosity.






Resumen

Las ecuaciones bidimensionales de Navier-Stokes para un fluido compre-
sible, se resuelven numéricamente para investigar el efecto de la viscosidad y
la compresibilidad sobre la inestabilidad del flujo laminar de aire, que pasa
sobre un perfil NACA 0012. El perfil se mantiene con un angulo de ataque
de cero y quince grados. Las simulaciones numéricas para observar el efec-
to de la compresibilidad se llevaron a cabo con un nimero de Reynolds fijo
de 10,000 y modificando el nimero de Mach desde 0.2 hasta 0.5, y para
observar el efecto de la viscosidad, se mantuvo el nA°mero de Mach fijo a
0.6 y se incremento el Reynolds desde 100 hasta 1000. Las ecuaciones que
rigen el flujo se resolvieron usando un metodo de elementos espectrales/hp
de alto orden que usa una aproximacion de Galerkin discontinuo. La malla
no-estructurada consta de 2998 y 3322 elementos triangulares. Los valores
obtenidos del coeficiente de sustentacion C; y el coeficiente de arrastre Cy
se han comparado con simulaciones numeéricas e informacién experimental
disponible en la literatura. Se concluye que el método de Galerkin discontin-
uo es capaz de predecir las etapas de transicion del flujo laminar cuando el
ntimero de Mach se incrementa (con numeros de Reynolds fijos).
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Capitulo 1

Introduccion

En muchas ramas de la ingenieria se deben de conocer el movimiento
de los fluidos. Un ejemplo cléasico es en la industria aerondutica, donde la
aerodinamica debe ser determinada, antes de que vuele un aviéon se debe
estimar la sustentacion, el arrastre y las fuerzas colaterales que puedan ac-
tuar sobre éste. Esto asegura que la sustentacion lograda sera suficiente para
transportar el peso de la nave, que la potencia requerida de los motores se
podra determinar, al igual que el gasto de combustible y el movimiento de
la nave se podran predecir.

De igual forma en la turbomaquinaria es indispensable conocer el compor-
tamiento de los fluidos bajo ciertas condiciones. Si se conoce la forma en que
el fluido interactiia con la maquina se pueden hacer equipos mas eficientes y
reducir fallas.

Una turbomaquina es un dispositivo en que la transferencia de energia
ocurre entre un fluido que circula y un elemento que rota debido a la accion
dinamica, que resulta en un cambio de presiéon y momento en el fluido.

Las turbomaquinas incluyen todas las maquinas que produzcan potencia,
como las turbinas, asi como las que produzcan presion, como las bombas
centrifugas y los compresores (Gorla and Khan, 2003).

Una forma de llevar a cabo éstos andlisis es haciendo uso del cada dia
mas prolijo campo de la computacién, especialmente de la dinamica de flui-
dos computacionales, que se define como el uso de equipos de computo que
produzcan informacion sobre el comportamiento de ciertos fluidos bajo de-
terminadas condiciones.



Introduccién

Dado que los flujos que se manejan en turbomaquinaria y en la indus-
tria aeronautica son de los mas complejos debido a que son tridimensionales,
viscosos y transitorios (Lakshminarayana, 1996). De igual forma pueden ser
compresibles o incompresibles, con regimenes subsénicos, transénicos o su-
personicos, que se pueden presentar simultaneamente o en diferentes regiones.
Resulta muy dificil su analisis.

En lo que atane al flujo compresible, éste presenta algunas caracteristi-
cas que no tiene el incompresible, entre ellas las discontinuidades llamadas
ondas de choque, donde las variables del fluido cambian rapidamente en una
pequena distancia espacial y que la solucion del fluido es discontinua. En-
tonces se puede apreciar la complejidad para darle una correcta solucion a
éstas ecuaciones.

Para llevar a cabo una simulacion que se acerque lo mas posible al prob-
lema fisico es vital tomar en cuenta todos los términos necesarios en las
ecuaciones que rijan al fluido, debido a que se conocen éstas se puede hac-
er una aproximacion numérica directa, que tome en cuenta la contribucién
viscosa y compresible (Shaw, 1992).

Todas las soluciones numéricas dependen en alguna forma de la dis-
cretizacion de las ecuaciones de gobierno, asi como su dependencia de una
malla de puntos, areas o volimenes. Los mas comunes tipos de discretizacién
han sido: Diferencias finitas (FDM), Elementos finitos (FEM) y Volumen
finito (FVM). La mayoria de los programas comerciales estan basados en los
anteriores tipos (Anderson, 1995).

Para dar un breve definicién de las caracteristicas de los métodos de-
scritos, se tomara el FEM con fines explicativos

» En el método de elementos finitos (FEM, por sus siglas en inglés) las
funciones base que modelan las ecuaciones son construidas para un
orden especifico de un esquema (interpoladores de Lagrange en mallas
regulares dentro de cada elemento). Lo que significa que deben ser
calculados cada vez que el orden de el método sea modificado.

= El FEM tiene una convergencia algebraica.

El fin de esta tesis es resolver numéricamente las ecuaciones bidimension-
ales de Navier-Stokes para flujo compresible transitorio alrededor de un perfil



aerodinamico, con el objetivo de observar el efecto de la viscosidad y la com-
presibilidad en el fluido , haciendo uso del método de elementos espectrales
hp (SEM) para nuestra discretizacién espacial.

A continuacion se explicaran las caracteristicas del SEM:

= El método de elementos espectrales es un método de alto orden que re-
quiere menor trabajo para mantener una precisiéon deseable en grandes
escalas de tiempo, contrario a las diferencias finitas o elementos finitos,
debido a la convergencia exponencial de nuestro método de trabajo,
comparada con la convergencia algebraica de los esquemas de bajo or-
den.

= Permite trabajar con geometrias irregulares, asi como obtener una gran
eficiencia debido a la posibilidad de variar el grado de los polinomios
dentro de los triangulos o cuadrados que formen la malla.

» Aqui las funciones base son jerarquicas y siguen reglas mas faciles de
construccion (se derivan de los polinomios de Chebyshev o Lagrange).
Conforme se aumenta el orden, el conjunto de funciones base es inde-
pendiente y se puede variar en cada elemento.

= La convergencia del SEM es exponencial conforme se incrementa el
grado del polinomio. De igual forma se se puede incrementar el orden
del polinomio (refinamiento p) o el nimero de elementos en la malla
(refinamiento h) en las regiones a ser resueltas.

= Al usar un orden de polinomio mayor a 2, se logra una mayor eficiencia
que los métodos convencionales FDM 6 FEM, y la convergencia de la
solucién con resoluciéon mayor es mas rapida.

Descritas las caracteristicas del método utilizado en la tesis, ahora se
procedera a dar una explicacién de los trabajos que sirvieron como pauta
para ésta tesis.

Varios autores han realizado simulaciones de flujo compresible en perfiles
aerodindmicos para obtener coeficientes de arrastre (Cy), de sustentacion
(C1), de presion (C,), isocontornos de Mach, presién, temperatura, angulos
de ataque («), haciendo uso de distintos métodos numéricos, como Elementos
finitos o volumenes finitos. Es importante recalcar el nimero de elementos
en la malla que reportan en los trabajos siguientes, por lo general lo doble de
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lo que se presenta en éste trabajo (aprox. 3000 elementos) lo que se traduce
en un tiempo computacional importante.

Entre los que han trabajado con el perfil NACA 0012, que se uso en ésta
tesis, se encuentran:

Forsyth y Jiang que hicieron simulaciones con

o | Ma Re
10° | 0.8 73
10° | 0.8 500
10° 2 106
10° 2 | 1000
10° | 0.85 500
10° | 0.85 | 2000
10° | 0.85 | 10000

obteniendo coeficientes de arrastre y sustentacién, graficas de coeficientes
de presién e isocontornos de Mach. Utilizaron el método de Elementos finitos
(Forsyth and H.Jiang, 1997).

Bassi y Rebay quienes obtuvieron la solucion numérica de tres casos para
flujo compresible viscoso laminar (Bassi and Rebay, 1997):

a| Ma Re
10° | 0.8 73
10° 2.1 106
0° ] 0.5 | 5000

asi como isocontornos de Mach, la parte viscosa y la parte de la presion
del coeficiente de arrastre.

Bouhadji y Braza fijaron el nimero de Reynolds y fueron aumentando el
nimero de Mach desde 0.2 hasta 0.98 para ver el efecto de la compresibilidad
e identificaron las etapas sucesivas en la transicion de un flujo transénico
viscoso transitorio (Bouhadji and Braza, 2003).

Shan, Jiang y Liu realizaron una simulacién numérica directa para ver
la separacion y la transicién alrededor del perfil. En la simulacién se obser-
van la separacién del flujo, el desprendimiento de vortice y la entrada a la
turbulencia (Hua Shan and Liu, 2005).



En éste trabajo se realizd la simulaciéon numérica alrededor de un perfil
NACA 0012 con un angulo de ataque o = 15°, fijando el niimero de Reynolds
a 10,000 y variando el nimero de Mach desde 0.2 hasta 0.5 para ver el efecto
de la compresibilidad, de igual forma, para apreciar el efecto de la viscosidad
se fijara el niumero de Mach a 0.6 y se variara el nimero de Reynolds. Es
decir, se realizaran las simulaciones con los siguiente parametros:

Para observar el efecto de la compresibilidad

a| Ma Re
15° | 0.2 | 10000
15° | 0.3 | 10000
15° | 0.4 | 10000
15° | 0.5 | 10000

Para observar el efecto de la viscosidad

a| Ma Re
15°{ 0.6 | 100
15° | 0.6 | 500
15° | 0.6 | 1000

Cabe aclarar que el nimero de Reynolds (10000) que se ha usado para
las simulaciones no correspende al que se presenta en la realidad, con esos
nimeros de Mach. Fue elegido para observar cuando se presentan las primeras
perturbaciones en el fluido.

Este trabajo estd dividido de la siguiente manera:
En el capitulo 2 se brinda al lector la descripcién del problema fisico.

En el capitulo 3 se presentan las ecuaciones que rigen el flujo compresible
viscoso transitorio, y que son resueltas numéricamente en la actual tesis.

Los resultados que se obtuvieron para los distintos casos se plasman en
la tesis en el capitulo 4.

A continuacién se encuentra en el capitulo 5, las conclusiones obtenidas
del trabajo.

En la parte final se encuentran los apéndices: el primero trata sobre cues-
tiones bésicas relacionadas con el flujo compresible, en el segundo y debido
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a que el codigo computacional resuelve las ecuaciones adimensionales se pre-
senta la adimensionalizacién de las ecuaciones que rigen el flujo y el apéndice
ultimo brinda una descripcién del método de elementos espectrales.



Capitulo 2

Modelo fisico

La mayor parte del desarrollo de perfiles en los Estados Unidos ha sido
realizado a partir de 1929 por el Comité Nacional de Aerondutica (NACA),
que fue precursor de la Administracién Nacional de la Aerondutica y del
Espacio (NASA). Las primeras series estudiadas fueron las llamadas de cuatro
digitos. El primero de los digitos daba la curvatura en porcentaje de la cuerda.
El perfil NACA 0012 es un perfil simétrico (de curvatura 0) y con un espesor
del 12% de la cuerda, la longitud de cuerda para el perfil tiene un valor
unitario.

Para el caso en particular de ésta tesis se eligié el perfil NACA 0012
debido a que es uno de los mas estudiados y documentados en la literatura.

La simulacién numérica se llevo a cabo alrededor de un perfil NACA
0012 utilizando dos angulos de ataque (0° y 15°). En ambos casos el perfil
se encontraba inmerso en flujo compresible viscoso, considerando el fluido de
trabajo un gas perfecto, en éste caso el aire.

Para el caso de 0° (ver la fig. 2.1) se llevo a cabo la simulacién numérica
fijando el numero de Reynolds a 10,000 y utilizando el nimero de Mach para
0.2 y 0.5. Obteniendo una buena comparacién cuantitativa con los resultados
obtenidos por (Bouhadji and Braza, 2003).

Para el caso de 15°, se analizo el efecto de la compresibilidad y la vis-
cosidad. Para el caso de la compresibilidad se fijo el nimero de Reynolds a
10,000 y se incremento el nimero de Mach desde 0.2 hasta 0.5. Y, para el
caso de la viscosidad se fijo el nimero de Mach a 0.6 y se utilizaron distintos
ntimeros de Reynolds (100, 500 y 1000).
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Figura 2.1: Perfil NACA 0012 con un angulo de ataque de 0°.
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Figura 2.2: Perfil NACA 0012 con un angulo de ataque de 15°.



Definiciones:

1. Extradds = Parte superior del perfil.

2. Intraddés = Parte inferior del perfil.

3. Borde de ataque = Borde delantero del perfil.
4. Borde de salida = Borde trasero del perfil.

5. Cuerda geométrica o Cuerda = Linea recta que une el borde de
ataque con el borde de salida.

6. Angulo de ataque = Angulo que forma la velocidad de la corriente
incidente con la cuerda geométrica.






Capitulo 3

Modelo matematico

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del fluido para esta tesis son
las de Navier-Stokes compresibles viscosas transitorias para dos dimensiones,
que se expresan en forma cartesiana de la siguiente manera:

» Ecuacién de continuidad:

dp  Opur | Opuy

ot ton T om " (31)

» Ecuaciones de cantidad de movimiento:
o e S0 O
O OO O

donde 7;; (i=1,2 y j=1,2) es el tensor de esfuerzos cortantes dado por:

81)1' I (%j} 2 8vi

0=+ ) ~ 35,

y 0;; es la delta de Kronecker, que se define como:
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= Ecuacién de la energia:

OpE B
7+8_1‘1(pE+p)U1+8_:E2(pE+p>UQ_

(9 2 81}1 8’02 81}1 8112 8T
TRl <2a—x1 B %) ot (a_ B a_> vt -
8 2 (%2 8111 81}1 81}2 8T
B Pl (B Y i o1 T2 k==L (34
+(9a:2{3'u( 0xy 8x1>02+'u(8x2 8x1)vl+ axZ} (3.4)

donde E se define como:

1
E=c+ 5(1)12 + v9%)

Debido a que se tienen 4 ecuaciones con 5 incégnitas (p, vy, ve, py T)
y que el fluido de trabajo es el aire, es necesario para resolver el sistema
incorporar la ecuacién de estado para un gas perfecto.

p= pRT

Las ecuaciones que resuelve el codigo estan adimensionalizadas, por lo que
se realizé la adimensionalizacién de las ecuaciones en la tesis (ver apéndice
B) con el fin de equipararlas con las que se resuelven.

A continuacién se presentan las ecuaciones adimensionales que resuelve

el cédigo
p* p*vl* P*Uz*
8 )O*Ul* a p*vl*Q +p* a p*UQ*Ul* _
at* p*UQ* 6371* p*U1*U2* 8.73'2* p*v2*2 +p*
E* (E* +p*)01* (E* +p*)v2*
( O \
2, x(00v1* _ Oux*
1 8 3“ (gaﬁl* 8835*2*)
* V1 V2
Reo | Ox1* 1 (Genr T 5o
2, x(00v1* _ Oua* * *( Ov ™ Jug™* * v oT*
\ SM (26101* 8x2*)vl + H (8:(;2* + 8x1*>02 + Proc 0x1* 7
( 0 \
*( Ov* Ova*
* V2 U1
Reoo | 2" 2 P P 3l <28x2*a_ Wg aT
4k UQ* _ ’Ul* * * ’Ul* UQ* * Y *
\ 3'“’ <2612* 8:1:1*)U2 + H (axg* + le*)vl + Proo Oxo* /
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El coeficiente de arrastre y de sustentacién se calculan con:

D L

Cq = Cr =

1 2 1 2
§pooUoo C2 §pooUoo C2

y el niimero de Reynolds se define como:

_ PocLUs
7

Re

(3.5)






Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos utilizando el méto-
do de elementos espectrales en la simulacién para flujo compresible viscoso
transitorio bidimensional sobre el perfil NACA 0012.

El capitulo esté dividido de la siguiente manera: en la primera parte se
lleva a cabo la validacién del cédigo Nektar, en la segunda se muestran los
resultados en donde se analiza el efecto de la compresibilidad para cuatro
casos (aumentado el nimero de Mach y fijando el nimero de Reynolds), y
en la ultima seccion se describe el efecto de la viscosidad para tres casos
(aumentando el nimero de Reynolds y fijando el nimero de Mach).

4.1. Validacion

Para llevar a cabo la validacion del cédigo se realizo la simulacion numéri-
ca sobre un perfil NACA 0012 utilizando los siguientes parametros:

a | Ma Re
0° ] 0.2 | 10,000
0° ] 0.5 | 10,000

La malla computacional donde se pueden apreciar las fronteras y el do-
minio para la simulacién se presenta en la figura, cabe aclarar que para que
el flujo tuviera un desarrollo completo se ubicaron las fronteras a 29 cuerdas
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del borde de salida, cuatro cuerdas del borde de entrada y aproximadamente
6 de la frontera superior e inferior, con 2988 elementos en la malla.

La malla computacional se gener6 con el software libre EMC2. Este gen-
erador realizé el mallado sobre el perfil con elementos triangulares no es-
tructurados. Para el caso de validacién se compararon resultados con los
obtenidos por (Bouhadji and Braza, 2003).

Las condiciones de frontera utilizadas en el codigo son las de tipo corriente
libre, utilizando variables en la corriente en forma adimensional.

Con la definicién de nimero de Mach y la ecuacién de estado (ver apéndice

A)

2 Us
MaZ, = —— (4.1)
(VRT)
Py
P = pRT = Py = pooRT = RT, = — (4.2)
Sustituyendo la ec. 4.2 en 4.1
2
M2 — YocPe (4.3)
(7Po)

Del apéndice B y sustituyendo en 4.3

P
P == = =
* pUZ 0

o0

P =p*(y = 1)e*

*

P = pi(y—1)ek,
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1 1
Ma? = = (4.4)

h v(péo(v - 1)6&) 10— Dpsees

Debido a que la variable e’ obtenida en la ecuacion 4.4, es considerada
en el codigo como la temperatura en la pared (ver apéndice B), se tiene:

* . CUTOO T* _ CUTS
wall — 9 ref — )
Uoo Uso

1
E1c>o>'< = eoo* + §(Uloo* + UQOO*)

Py = poo*h/ - 1)‘300*

p;:l Uloo*zl ’[)200*:0
donde:
* = Temperatura en la pared
ey = Temperatura de referencia

T, = Temperatura de la corriente libre [291.15K]
T, = Constante de Sutherland [120K]]

J
¢, = calor especifico a volumen constante [716.5—]
kgK
E = energia total
o’ = Tyau
U, = velocidad de la corriente libre

En la superficie del perfil se tienen condiciones de no deslizamiento y la
temperatura del perfil se determina por la corriente de flujo que lo rodea.

Uloo* =0 UQOO* =0
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Las condiciones de frontera adimensionales para el caso de validacion
(Ma=0.2y Re=10,000) son:

Poo = 1
Uloo* = 1
U?oo* =0

E.,s = 45.143

y las condiciones iniciales adimensionales y otros pardmetros son:

o 0°
Ma 0.2
Re 10,000
Temperatura en la pared ( T ) 44.643
Temperatura de referencia ( T, 7 ) 18.4
At 0.00003
Nimero de pasos 1800000
Grado del polinomio 9
Numero de elementos 2988
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccién z; ( Voo ) 1
Velocidad en la direccién zo ( Voo ) 0
Energia total ( E” ) 45.143

Los resultados presentan una buena similitud cuantitativa con los publi-
cados por (Bouhadji and Braza, 2003). Para hacer notable la comparacién
se obtuvo en la tesis el coeficiente de arrastre (ver fig. 4.3) y los isocontornos
de Mach (fig. 4.5).

El valor del C, para éste caso, usando el método de elementos espectrales
con un grado de polinomio 9 fue de 0.0378. (Bouhadji and Braza, 2003)
obtuvieron 0.038, lo que representa un error del 0.52 %.

De igual forma se tienen los isocontornos de Mach obtenidos en la tesis
(ver fig. 4.5) con los que presentan (Bouhadji and Braza, 2003) en la fig. 4.6.
Observandose un patrén similar en los isocontornos y con el valor maximo
obtenido igual para ambos casos de Ma = 0.231, justo despues del borde de
ataque debido a la curvatura del perfil. Debido a la simetria del perfil, los
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isocontornos son iguales para ambos lados de éste. La estela que se desprende
no presenta perturbaciones.

Para el otro caso de validacién (Ma = 0.5 y Re = 10,000), las condi-
ciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢t = 0) y diversos
parametros son:

Poo = 1
Uloo* =1
1)200* = 0

E" = 7.6428

Q 0°
Ma 0.5
Re 10,000
Temperatura en la pared ( T ) 7.1428
Temperatura de referencia ( Irer ) 2.944
At 0.00003
Ntumero de pasos 1800000
Grado del polinomio 9
Nimero de elementos 2988
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccion xy ( Voo ) 1
Velocidad en la direccién xo ( Voo™ ) 0
Energfa total ( Ex* ) 7.6428

La fig. 4.4 muestra una analogia del coeficiente de arrastre entre los valores
obtenidos por (Bouhadji and Braza, 2003) en la linea punteada y por el cédigo
Nektar en la linea continua. El porcentaje de error aumenta 4 % pero ain se
considera una buena aproximacion.

Los isocontornos se presentan simétricos en el perfil, pero se observa una
leve perturbacién en éstos, asi como en la estela. El valor maximo es de
Ma = 0.58 después del borde de ataque. No hay manera de comparar éstos
ultimos debido a que no presentan los isocontornos.

Se usaron dos programas para graficar los isocontornos, OpenDX y NCARG,
ambos cédigos libres. Debido a que el OpenDX (ver fig. 4.7) requeria may-
or tiempo de cémputo se opto, por NCARG, que reproduce muy bien los
isocontornos.
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Figura 4.3: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.2, Re = 10,000 y 0°.
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Figura 4.4: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.5, Re = 10,000 y 0°.
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Figura 4.5: Isocontornos de Mach obtenidos en éste trabajo para Ma = 0.2,
Re = 10,000 y 0°.

Figura 4.6: Isocontornos de Mach para Ma = 0.2, Re = 10,000 y 0°. Obtenidos
por (Bouhadji and Braza, 2003).
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Figura 4.7: Isocontornos de Mach obtenidos en éste trabajo para Ma = 0.5,
Re = 10,000 y 0°. Utilizando OpenDx.

CONTOUE FROM —.024 TO .07 BY D

Figura 4.8: Isocontornos de Mach obtenidos en éste trabajo para Ma = 0.5,
Re = 10,000 y 0°. Utilizando NCARG.
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4.2. Efecto de la compresibilidad

Para investigar el efecto de la compresibilidad se varié el valor del niimero
de Mach de la corriente libre (May,) desde 0.2 hasta 0.5.

En ésta seccion se presentan los resultados para los casos anteriormente
citados, obteniendo: campos de velocidad para distintos tiempos, isocon-
tornos de Mach, temperatura, presion y densidad. Asi como coeficientes de
arrastre y sustentacion para cada caso.

El tiempo de simulacién que se presenta para todos los casos fue de 15
segundos, tiempo en que se permite observar los efectos que sobre el perfil
actuan conforme se incrementa el nimero de Mach. Donde la malla utilizada
para todos los casos estaba compuesta por 3322 elementos triangulares no
estructurados (ver fig. 4.9).

El incremento en el angulo de ataque aumenta la sustentacion hasta cier-
to punto. Con un valor muy grande del angulo se presenta la pérdida de
sustentacion.

La entrada en pérdida del perfil NACA 0012, ocurre a partir de un angulo
de ataque de ~ 15°, situacion que se caracteriza por que la capa limite se
separa abruptamente debido a la influencia del gradiente de presion adversa,
ya que el flujo laminar es menos resistente a ésta.

Provocando diversos fenémenos como la aparicion del flujo en reversa,
largos remolinos y la formacién de vortices cerca del borde de ataque, donde
los efectos de la viscosidad son muy grandes.

Debido a los grandes efectos viscosos las capas de flujo presentes cerca del
borde de ataque se enrollan y forman los vortices. Los cuales al desplazarse
sobre el extradds son causantes del incremento del coeficiente de arrastre y
de sustentacién. Una vez desprendidos del perfil causan el decremento en el
coeficiente de arrastre y de sustentacion

La separacién del flujo afecta el desempeno del perfil o la eficiencia de la
turbomaquinaria.

Con fines de apreciar los fenémenos que ocurren sobre éste se eligié dicho
angulo.

En las simulaciones fue notorio el incremento del nimero de Mach cerca
del borde de ataque, sin embargo no se encontro un Ma., critico.
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26

Resultados

4.2.1. Mach = 0.2

Las condiciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢ = 0)
y diversos parametros son:

Poo = 1
Uloo* 1
'UQOO* = 0

E," = 45.143

« 15°
Mae, 0.2
Re 10,000
Temperatura en la pared ( 7%, ) 44.643
Temperatura de referencia ( vef ) 18.4
At 0.00003
Numero de pasos 1800000
Grado del polinomio 8
Ntumero de elementos 3322
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccién z; ( Vg 1
Velocidad en la direccién g ( Voo™ ) 0
Energia total ( E.* ) 45.143

En los primeros instantes se puede apreciar la influencia que sobre el perfil
tiene el flujo, es decir la corriente detecta a su paso la presencia de éste (fig.).

Conforme el tiempo avanza hace su apariciéon el flujo en reversa sobre
el extradds, en el tiempo t=0.313s para el C; con un valor de 0.058 y en
t=0.312s para el C; con un valor de 0.574. A partir de éste momento existe
un incremento en la sustentacion y en el arrastre causado por los vortices
que hacen su apariciéon sobre el extradds debido a la abrupta separacion de
la capa limite laminar, el desplazamiento del patrén de flujo aumenta dichos
valores.

La graficas del coeficiente de arrastre y de sustentacion, presentan un
comportamiento cuasiperiédico. Donde los picos representan el valor a partir
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del cual empieza el decremento en la sustentacién y el arrastre, mientras que
los valles muestran lo contrario.

Fisicamente los picos significan el valor a partir del cual ocurre el de-
sprendimiento del patrén de flujo, y los valles el momento en el que sobre el
extradds ocurre la formacion de vortices y el desplazamiento sobre éste. Se
identificaron 3 valores maximos y minimos, posteriores a la formacién sobre
el extradds del vortice inicial en ambas graficas (Cyq y C)) con los que se
analizara el efecto de la compresibilidad.

El desprendimiento de los primeros vértices ocurre en ¢t = 4.172s para
Cy = 0.5932 y t = 4.194s para C; = 1.691. Provocando un decremento en
la sustentacién y en el arrastre. Es importante hacer notar que los valores
del coeficiente de sustentacién son mayores, comparados con los valores del
coeficiente de sustentacion.

De igual manera se presentaran maximos y minimos locales conforme pasa
el tiempo, pero el Cy y el C] con el valor mas grande ocurrié para el primer
desprendimiento de flujo.

Los valores minimos locales ocurrieron en t = 5.576s para Cy; = 0.172 y
t = 5.6404s para C; = 0.877, t = 8.939s para Cy = 0.2432 y t = 8.021s para
C; = 0.724 y los 1dltimos en t = 13.322s para Cy = 0.296 y t = 13.322 para
C, = 0.877 (fig. 4.23 y 4.24)

Los maximos locales se presentaron en t = 7.58s para Cy = 0.524 y
t = 7.052s para () = 1.552 , asi como en t = 12.793s para Cy = 0.53 y
t = 12.732s para C; = 1.686s (fig. 4.23 y 4.24). La siguiente tabla muestra
los valores méximos y minimos para el Cy y C].

Méximos | Minimos
t=4.172s 0.5932
t = 7.58s 0.524

t=12.793s 0.53

Ca = 5.5765 0.172
t — 8.939s 0.2432
t = 13.322s 0.296

t =4.194s 1.691
t="7.052 1.552
t=12.732s 1.686
t = 5.6404 0.877
t =8.021s 0.724
t =13.3217 0.877
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Resultados

El angulo de ataque elegido para ésta tesis, se seleccioné para observar los
distintos fenémenos que sobre el perfil ocurran. Para los primeros instantes
el flujo se da cuenta de la presencia del perfil inmerso y empieza el flujo en
reversa sobre el extradods (fig. 4.12a y 4.12b). Conforme avanza el tiempo,
y debido al gradiente de presion adverso, asi como a los efectos viscosos se
tiene la generacion de vorticidad cerca del borde de ataque sobre sobre el
extrados (fig. 4.12¢). En dicha figura se observan dés vértices después del
borde de ataque, situacion que confirman las fig. 4.14a, 4.14b, 4.14c y 4.14d.
El desplazamiento de los vértices necesita energia, la cual absorbera de sus
alrededores, provocando que la temperatura disminuya, cerca de éstos (ver
fig. 4.14b), presentédndose los valores més bajos para todas las propiedades
del fluido en el centro del vértice. Para el tiempo t = 2.25s aumentaron
el numero de vértices sobre el extradds, ahora se pueden advertir 3 (fig.
4.12e), los cuales al desplazarse sobre el extradds promueven el aumento tanto
del coeficiente de arrastre como del coeficiente de sustentacién (fig. 4.23 y
4.24). El desplazamiento del patrén del flujo sobre el extradds producira el
desprendimiento de vértices para éste caso en t ~ 4.17s. La figura 4.12h
nos proporciona una idea del efecto que sobre el perfil pasa antes de dicho
desprendimiento, también el efecto es notorio en las figuras 4.17a, 4.17b, 4.17¢
y 4.17d, con la diferencia que éstas muestran el efecto instantes después. El
desplazamiento de los primeros vértices sobre el extradds se vio reflejado en
el aumento del Cy; y de Cj, una vez que se alcanza el valor maximo se da el
desprendimiento del patrén de flujo.

Una vez que se desprendieron los vértices del perfil, viajaran corrientes
aguas abajo disipandose. Sin embargo sobre el perfil ocurrira el mismo fenémeno
conforme transcurre el tiempo (fig. 4.12k). Los diversos contornos muestran
los tres vértices bien definidos sobre el perfil (fig. 4.18a, 4.18b, 4.18¢ y 4.18d).
Hasta ahora los vértices se han adherido al extradds, pero la contribuciéon
del voértice formado desde el intradds tendra el efecto de que los vértices se
despeguen del perfil, como se puede apreciar en las figuras 4.19a, 4.19b, 4.19¢
y 4.19d. Donde se puede apreciar también el aumento en tamano en el vortice
central. El desprendimiento de los vértices ahora se da antes del borde de
salida, situacién que dejara el fluido perturbado para la posterior formaciéon
de vortices cerca del borde de ataque (fig. 4.121n).

La formacién y desplazamiento de vortices sobre el extradés producird nue-
vamente el aumento en el arrastre y en la sustentacion.
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Figura 4.11: Campos de velocidad para distintos tiempos, Ma = 0.2, Re =
10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, ¢) 1.50s, d) 1.95s, e) 2.25s, f) 2.55s, g) 3s, h)
3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s, n) 9s, 1) 9.75s, 0) 11.25s,
p) 12s, q) 12.75s, r) 13.5s, s) 15s.
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Figura 4.12: Acercamiento de campos de velocidad para distintos tiempos,
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, ¢) 1.50s, d) 1.95s, ) 2.25s,
f) 2.55s, g) 3s, h) 3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s, n) 9s,
n) 9.75s, 0) 11.25s, p) 12s, q) 12.75s, 1) 13.5s, s) 15s.
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7
44.128

44128 44.530
44 12R

CONTOUR FEOM 12.84 TO 18.685 BY ¢+ CONTOUR FROM 8534 TO L9219 BY ¢

() (d)

Figura 4.13: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 0.30 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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Resultados

CONTSUR FROM © TO 586 BY ¢

CONTQUR FROM 14,102 TO 18,4678 BY ¢

(¢)

CONTOUR FROM 39567 TO 45.87 BY 0

(d)

CONTOUR FROM 9803 TO 1.0871 BY ©

Figura 4.14: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 1.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.

Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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CONTSUR FROM 0 TO 388 BY ¢ CONTOUR FROM 98.482 TO 45,884 BY ¢

CONTOUR FEOM 19.54% TO 18,47 BY CONTOUR FROM 8747 TO 1.02¢% BY ¢

(c) (d)

Figura 4.15: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 2.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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Resultados

CONTQUR FROM © TO 427 BY 0

CONTOUR FRUM 13.564 TO 18.6%8 BY ¢

(¢)

CONTOUR FROM 8828 TO 1.0278 BY ¢

(d)

Figura 4.16: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para
el tiempo 3 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.

Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.



4.2 Efecto de la compresibilidad

CONTOUR FEOM 0 TO 508 BY ¢ CONTOUR FROM 97.119 TO 4585 BY 0

CONTOUR FROM 12.804 TO 18.6883 BY ¢ CONTOUR FROM 8606 TG 1.0287 BY ¢

() (d)

Figura 4.17: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 4.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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CONTQUR FROM © TO 988 BY 0

CONTOUR FROM 14.131 TO 18.885 BY CONTOUR FROM 8894 TC 1.0284 BY ¢

(¢) (d)

Figura 4.18: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 6.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 12.83¢ TO 18677 BY ¢ CONTQUR FROM 2679 TO 1.0768 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.19: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 8.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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Resultados

CONIGUR FROM 0 TO 450 BY D

CONTOUR FROM 12.501 TO 18.804 BY ¢

()

CONTOUR FROM 8241 TO LOE49 BY ¢

(d)

Figura 4.20: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 9.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.



4.2 Efecto de la compresibilidad

CONTOUR FROM 0 TO 412 BY ¢ CONTOUR FROM 38.044 TO 45.088 BY 0

CONTQUR FROM 19963 TO 18.684 BY ¢ CONTOUR FROM 8043 TO 1.02¥2 BY 0

(c) (d)

Figura 4.21: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 11.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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CONTGUR FROM 0 TO 589 BY O

CONTOUR FROM 14,127 TO 18.888 BY ¢ CONTOUR FROM 8005 TO 1.0877 BY ¢

() (d)

Figura 4.22: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 12.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presion, y d) densidad.
Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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Figura 4.23: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.

1

Figura 4.24: Coeficiente de sustentacién para Ma = 0.2, Re = 10,000 y 15°.
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Resultados

4.2.2. Mach = 0.3

Las condiciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢ = 0)
y diversos parametros son:

Pro = 1
Uloo* =1
UQOO* = 0

E.* = 20.341

« 15°
Ma 0.3
Re 10,000
Temperatura en la pared ( 7%, ) 19.841
Temperatura de referencia ( ref ) 8.177
At 0.00003
Numero de pasos 1800000
Grado del polinomio 8
Numero de elementos 3322
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccién z; ( Veo" ) 1
Velocidad en la direccién o ( Voo™ ) 0
Energia total ( E* ) 20.341

El flujo en reversa sobre el extradds para éste caso ocurre en t = 0.5023s
para Cy = 0.106 y t = 0.5738 para C; = 0.8176, el aumento en la sustentacion
y el arrastre, empieza a partir de ahi.

Debido a que la formacion de vértices cerca del borde de ataque sobre
el extradds ocurre para todos los casos y se pretende analizar el efecto de la
compresibilidad, se procedera a cuantificar el valor de los maximos y minimos
presentados en el coeficiente de arrastre y sustentaciéon, con el fin de observar
el efecto.

El comportamiento en el Cy y el C, continta siendo cuasiperiddico, pero
a comparacion de el coeficiente de arrastre y sustentacion del caso anterior
(ver fig. 4.23 y 4.24), se observé una disminucion en los valores méximos y
minimo, asi como un retraso en el valores del tiempo.
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El desprendimiento de los primeros vortices ocurrié en t = 4.329s para
Cqy=0.5124 yt = 4.8385s para C; = 1.6136. Dicho desprendimiento causé pérdi-
da de sustentacion y arrastre. Conforme transcurrio el tiempo se presentaron
valores maximos y minimos locales.

Los valores minimos locales ocurrieron en t = 5.38s para Cy = 0.2369 y
t = 5.4242s para C; = 0.9182, t = 9.7426s para C; = 0.2818 y t = 10.41s
para C} = 0.9576 y los ultimos en ¢t = 13.184s para Cy = 0.2394 y t = 14.98
para C; = 0.9395 (ver fig. 4.37 y 4.38).

Los méaximos locales se presentaron en t = 8.2714s para Cy = 0478 y
t = 8.2294s para C; = 1.5393 , asi como en t = 12.6s para Cy = 0.4762 y
t = 12.73s para C; = 1.5948s (fig 4.37 y 4.38).

La siguiente tabla muestra los valores maximos y minimos del Cy y de
C), asi como los tiempos en los que se presentan.

Maéximos | Minimos
t =4.329s 0.5124
t =8.2714s 0.478
o, t =12.6s 0.4762
t = 5.38s 0.2369
t = 9.7426s 0.2818
t =13.184s 0.2394
t =4.8385s | 1.6136
t = 8.2294 1.5393
o, t=12.73s 1.5948
t = 5.4242 0.9182
t =10.41s 0.9576
t =14.98 0.9395

La fig. 4.27a muestra el aumento en el nimero de Mach cerca del bor-
de de ataque sobre el extradds, sin existir la presencia de ningin tipo de
vértice para el tiempo ¢ = 0.30s, como se muestra en las figuras (4.27b, 4.27c,
4.27d).Debido al gradiente de presién adverso (fig. 4.28¢c), la generacién de
vorticidad aparece sobre el perfil, el aumento en la velocidad de los vértices
disipa calor produciendo que la temperatura disminuya (fig. 4.28b). Conforme
transcurre el tiempo, aumentan en cantidad y en tamano los vértices (figuras
4.26d, 4.26e, 4.26f, 4.26g, 4.26h). Valores del nimero de Mach, temperatura,
presion y densidad disminuyen en el centro de los vortices. La vorticidad que
se muestra en la fig. 4.26¢, coincide con los isocontornos de Mach (fig. 4.28a).
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Resultados

Y para las isocontornos de temperatura, densidad y presion, se observa clara-
mente la formacién de 2 vértices bien definidos sobre el extradds después del

borde de ataque y uno pequeno cerca del borde de salida desde el intradés
(fig. 4.28b, 4.28c, 4.28d).

El aumento en tamano del vortice conforme transcurre el tiempo es no-
torio (fig. 4.26e) para el tiempo t = 2.25s, de igual manera se observa en
(fig. 4.29a, 4.29b, 4.29¢, 4.29d), donde la velocidad que adquiere el patrén de
flujo continia disminuyendo la temperatura, la presiéon y la densidad. Para el
tiempo t = 3s, se muestran 3 vortices sobre el extradés de diversos tamanos,
sin que haya desprendimiento de éstos ( fig. 4.26g, 4.29a, 4.29b, 4.29¢ 4.29d).
El fenémeno de la generacion y desprendimiento de vortices sobre el perfil
aumenta el arrastre y la sustentacion.

A partir de t &~ 4.4s ocurrié el primer desprendimiento de vértices, lo que
provoco la pérdida de arrastre y de sustentacion. Se puede apreciar en las
figuras (4.31a, 4.31b, 4.31c y 4.31d). Situacién que provocé la separacién de
las capas del fluido sobre el extradés. Causando que los vortices se desprendan
antes del borde de salida. Una vez desprendidos del perfil, aumentaron de
tamano y ahora las capas de flujo que se encontraban lejos del perfil se
perturbaron, como se muestra en las figuras ( 4.26j, 4.26k, y 4.261), quedando
efectos en el flujo para los posteriores vértices formados. Para el tiempo
t = 8.25s, se observa solamente un vortice sobre el extradés de gran tamano
(ver fig. 4.26m), tiempo en que continta el aumento en el arrastre y en la
sustentacion.

Hasta ahora fue notorio el hecho de que la formacion y el desplazamiento
de vortices sobre el extradés ha aumentado el coeficiente de arrastre y de
sustentacién.

Para el t =~ 8.25 se presenta de nuevo el desprendimiento de los vortices,
situacion que aclara el comportamiento cuasiperiodico en las graficas del Cy
y Cy (ver. 4.37 y 4.38). De igual manera los isocontornos de temperatura,
presion y densidad (4.33b, 4.33c y 4.33d) muestran dicho desprendimiento.

Conforme pasa el tiempo, contintian desprendiendose vortices. Este fenémeno

se lleva a cabo hasta el t = 9.72s en el Cy y en t = 10.4s para el C}. Después
de estos tiempos se lleva a cabo la generacién de vértices cerca del extradds

pero ahora con la contribucién en el flujo de los vértices anteriores (figuras
4.261, 4.34a, 4.34b, 4.34c y 4.34d).
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-0.600 a.600 1.800

Figura 4.25: Campos de velocidad para distintos tiempos, Ma = 0.3, Re =
10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, ¢) 1.50s, d) 1.95s, e) 2.25s, f) 2.55s, g) 3s, h)
3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s, n) 9s, 1) 9.75s, 0) 11.25s,
p) 12s, q) 12.75s, r) 13.5s, s) 15s.
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Figura 4.26: Acercamiento de campos de velocidad para distintos tiempos,
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, ¢) 1.50s, d) 1.95s, e) 2.25s,
f) 2.55s, g) 3s, h) 3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s, n) 9s,
n) 9.75s, 0) 11.25s, p) 12s, q) 12.75s, 1) 13.5s, s) 15s.
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PG-370 20102

CONTOUR FROM 15.305 TO 21645 BY 0

CONTOUR FROM 4759 T0 8.222 BY ¢ CONTOUR FEOM 7773 TO 1.0696 BY 0

() (d)

Figura 4.27: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 0.30 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.



Resultados

CONTSUR FROM G TO .551 BY ¢ CONTOUR FROM 14.¥68 TO 21.1%5 BY

CONTOUR FROM 4.458 TO 8.872 BY ¢ CONTOUR FROM 7524 TO 1.0608 BY ¢

(¢) (d)

Figura 4.28: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 1.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 0 TO 611 BY ¢ CONTOUR FROM 19,288 TO 21.154 BY ¢

CONTOUR FROM 3,786 TO 8.980¢ BY ¢ CONTOUR FROM 712 TO 1.08 BY 0

() (d)

Figura 4.29: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 2.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CONTQUR FROM G TO .648 BY 0

CONTOUR FROM 3,854 TO 8.873 BY 0

()

CONTOUR FROM 19643 TO 21.199 BY

CONTOUR FROM Y245 TO 1.0609 BY ¢

(d)

Figura 4.30: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 3 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CGONTOUR FROM 0 IO 564 BY ¢ CONTOUR FROM 13.865 TO 21.21¢ BY ¢

CONTOUR FROM 4,188 TO 8,018 BY ¢ CONTOUR FROM %512 TO 1.0624 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.31: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 4.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 0 TO 582 BY ¢

CONTOUR FROM 4081 TO 8,032 BY ¢ CONTOUR FEOM .7435 TO 1.0643 BY 0

(c) (d)

Figura 4.32: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 6.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 4.161 TO 8,883 BY ¢ CONTOUR FROM .¥537 TO 1.0604 BY ¢

() (d)

Figura 4.33: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 8.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 3.003 TO 8,877 BY 0 CONTOUR FROM £58% TO 1.0544 BY O

() (d)

Figura 4.34: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 9.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 4.349 TO 8.08¢ BY O CONTQUR FROM .7724 TO 10608 BY ¢

() (d)

Figura 4.35: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 11.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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CONTGUR FROM 0 TO 6488 BY 0 CONTOUR FROM 14557 TO 21.114 BY 0

CONTOUR FROM 4.544 TO 8.831 BY 0 CONTOUR FROM 7804 TO 1.05%5 BY O

() (d)

Figura 4.36: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 12.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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Cd

Figura 4.37: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.

1

Figura 4.38: Coeficiente de sustentacién para Ma = 0.3, Re = 10,000 y 15°.
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4.2.3. Mach = 0.4

Las condiciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢ = 0)
y diversos parametros son:

Poo = 1
Uloo* =1
UQOO* =0
E.* = 11.66
! 15°
Ma 0.4
Re 10,000
Temperatura en la pared ( Tr ) 11.16
Temperatura de referencia ( 1rer ) 4.6
At 0.00003
Nimero de pasos 1800000
Grado del polinomio 7
Numero de elementos 3322
Densidad ( Poc” ) 1
Velocidad en la direccién z; ( Voo 1
Velocidad en la direccién s ( Voo™ ) 0
Energia total ( E” ) 11.66

El flujo en reversa sobre el extradds para éste caso ocurre en t = (0.7934s
para Cy; = 0.1522 y t = 0.7327 para C; = 0.998, situacién que hace méds
notorio el atenuamiento en los valores maximos y minimos de los coeficientes
de arrastre y sustentacion, de igual manera prevalece el desfasamiento en el
tiempo de dichos valores a comparacién de casos anteriores. La formacion
de vértices ha sido una constante para todas la simulaciones, sin embargo
el hecho de que exista el atenuamiento en los coeficientes significa que los
vortices que se forman van disminuyendo en tamano y el tiempo en que se
desprenden del perfil va siendo mas lento.

El comportamiento continia siendo cuasiperiédico, atenuandose los val-
ores tanto del C; como del C; a comparacion de los resultados previos.
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El desprendimiento de los primeros vértices ocurrié en t = 4.7254s para
Cq = 0.5104 y t = 4.6427s para C; = 1.5493. Dicho desprendimiento causé6 pérdi-
da de sustentacion y arrastre. Conforme transcurrio el tiempo se presentaron
valores maximos y minimos locales.

Los valores minimos locales ocurrieron en ¢ = 5.4785s para Cy = 0.3117
y t = 5.475s para C; = 0.8766 , t = 7.7219s para Cy = 0.2947 y t = 7.97s
para C; = 0.863 y los ultimos en ¢t = 12.15s para Cy = 0.2827 y t = 12.289s
para C; = 0.9097 (fig. 4.51 y 4.52)

Los maximos locales se presentaron en t = 6.5588s para Cy = 0.4499 y
t = 7.17s para C; = 1.4263 , asi como en t = 11.4332s para Cy = 0.4825 y
t = 11.452s para C; = 1.5424 (fig. 4.51 y 4.52 ). La siguiente tabla resume
los valores maximos y minimos del coeficiente de arrastre y de sustentacion.

Maéaximos | Minimos

t = 4.7254s 0.5104

t = 6.5588s 0.4499

o, t=11.4332s | 0.4825
t = 5.4785s 0.3117
t="7.7219s 0.2947
t=12.15s 0.2827

t=4.6427s 1.5493

t="7.17s 1.4263

&) t =11.452s 1.5424
t =5.475s 0.8766
t=797s 0.863
t =12.289s 0.9097

La comparacion y anélisis del efecto de la compresibilidad se basé para
ésta tesis en los valores del coeficiente de arrastre y de sustentacion, sin em-
bargo para ayudar al lector a entender fisicamente lo que ocurre alrededor del
perfil conforme aumenta el niimero de Mach, se tienen campos de velocidad,
y distintos isocontornos, donde se pueden apreciar los vortices.

En las fig. (4.40a y 4.40b), no se presenta el desprendimiento de vértices.
Sin embargo el flujo en reversa sobre el extradds se lleva a cabo.

Los isocontornos de temperatura, presion y densidad para el tiempo t =
1.50s, muestra la formacién de dos vortices, en cuyo centro los valores de
dichas propiedades disminuyen, el causante de la formacién del patrén de flujo
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es el gradiente adverso de presion que existe entre el extradds y el intradds
(ver fig. 4.42a, 4.41b, 4.42¢c y 4.42d). Cerca del borde de ataque el numero de
Mach aumenta en la cara superior del perfil. Sin embargo el tamano de los
vortices formados es menor que para el caso anterior. El desprendimiento de la
capa limite inferior provoca la formacién sobre el extradds de un vértice justo
antes del borde de salida (fig. 4.40e). Debido a que éste, presenta un sentido de
giro contrario a los que se encuentran en el extradds, habra una disminucion
en la velocidad de los primeros. Dicha situacién muestra el desfasamiento en
tiempo en la grafica de coeficiente de arrastre y de sustentacion (fig. 4.51 y
4.52).

La tendencia continuara en el tiempo, sin embargo el sentido de giro
desde el borde de ataque hacia el borde de salida predominara sobre el ex-
trados, causando el aumento tanto para el Cy como para el C;. La fig. 4.40h
muestra tres vértices bien definidos sobre el extradds, asi como un pequeno
vortice que proviene del intradods, causado por el desprendimiento de la capa
limite inferior. En la fig. 4.40i se observa el acoplamiento que existe entre los
vortices de giro contrario, poco tiempo después ocurrié el desprendimiento
de vortices, para el t =~ 4.6. Dicho desprendimiento también es notorio en
las figuras (4.45a, 4.45b, 4.45c y 4.45d). Se observan trés vortices sobre el
extrados, separados del perfil, involucrando la separacién de las capas del
fluido. El sentido de giro del vortice que se originé en el intradds, causo el
efecto de estancamiento cerca del borde de salida conforme se generaban
y desplazaban los vortices, provocando que el patrén de flujo se desprenda
antes del borde de salida (fig. 4.40k). El estancamiento del flujo cerca del
borde de salida, asi como disminucién en las propiedades sobre el extradds
debido a los vértices que se desplazan es notorio en las fig. (4.46a, 4.46b,
4.46¢, 4.46d). Debido a que los vértices no transportan solamente fluido,
sino también cantidad de movimiento y conforme su tamano van creciendo
necesitan de una mayor cantidad de energia para desplazarse, dicha energia
la absorben de sus alrededores, haciendo que la temperatura disminuya. A
pesar del estancamiento cerca del borde de salida, el desprendimiento de
vértices se lleva a cabo al 60 % de la cuerda del perfil. Para el t = 8.25s, se
aprecia el acoplamiento de vortices de giro contrario sobre el extrados, dis-
minuyendo ambos su velocidad (fig. 4.40m), asi como en los correspondiente
isocontornos (fig. 4.47a, 4.47b, 4.47c y 4.47d). Donde también se observa el
estancamiento al flujo cerca del borde de salida.

Para los ultimos tiempos, se presenta un patrén similar de flujo. Es impor-
tante recalcar, que el vortice que se formé desde el intradds pudo tener como
efecto el atenuamiento en el coeficiente de arrastre y en el de sustentacion,
debido al estancamiento del flujo( fig. 4.48, 4.49 y 4.50).
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Figura 4.39: Campos de velocidad para distintos tiempos, Ma = 0.4, Re =
10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, ¢) 1.50s, d) 1.95s, e) 2.25s, f) 2.55s, g) 3s, h)
3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s, n) 9s, 1) 9.75s, 0) 11.25s,
p) 12s, q) 12.75s, r) 13.5s, s) 15s.
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Figura 4.40: Acercamiento de campos de velocidad para distintos tiempos,
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, ¢) 1.50s, d) 1.95s, e) 2.25s,
f) 2.55s, g) 3s, h) 3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s, n) 9s,
n) 9.75s, 0) 11.25s, p) 12s, q) 12.75s, 1) 13.5s, s) 15s.
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CONTOUR FROM 7223 TQ 1.1908 BY 0

(d)

Figura 4.41: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 0.30 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTGUR FROM O TO 706 BY 0

CONTOUR FROM 8.327 TO 12.509 BY 0

CONTOUR FROM 1448 TO 5.528 BY 0

(c)

(d)

CONTOUR FROM .5714 TO 1107 BY D

Figura 4.42: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 1.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.

Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUE FROM 1802 TO 5.555 BY 0 CONTOUR FROM 9597 TQ 1.1088 BY 0

() (d)

Figura 4.43: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 2.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTGUR FROM 0 TO 759 BY O CONTQUR FROM 5.976 TO 12.488 BY D

CONTOUR FROM 1.172 TO §.511 BY 0 CONTOUR FROM 5448 TQ 1.1054 BY O

(c) (d)

Figura 4.44: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para
el tiempo 3 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 0 TO 628 BY O CONTOUR FROM 6.157 TQ 12.418 BY 0

CONTOUR FROM 1.478 TO 5.428 BY 0 CONTOUR FROM 5842 TQ 10678 BY @

() (d)

Figura 4.45: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 4.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 5.721 TO 12.615 BY 0

CONTOLUR FROM 1.358 TO 5.589 BY 0 CONTOUR FROM 5826 TO 1.114 BY 0

(c) (d)

Figura 4.46: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 6.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 0 'T0 765 BY ¢ CONTOUR FROM 6744 TO 125 BY 0

CONTOUE FROM 1793 TO 5.482 BY 0 CONTOUR FROM .56845 TQ 1.1038 BY @

() (d)

Figura 4.47: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 8.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presion, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM O TO %07 BY ¢

CONTOUR FROM £.085 TQ 12,464 BY 0

CONTOUR FROM 1.483 TQ 5471 BY 0

()

(d)

CONTOUR FROM 8157 TQ 1.1017 BY ©

Figura 4.48: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 9.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR. FROM 8.138 TO 12.4%6 BY 0

CONTOUR FROM 6154 TO 11008 BY ¢

CONTOUR FROM 1.511 TO 5462 BY 0

(c) (d)

Figura 4.49: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 11.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM 0O TOQ P47 BY ¢

CONTOUR FROM 1.846 TQ 5,459 BY 0 CONTQUR FROM 8872 TQ L1005 BY ¢

() (d)

Figura 4.50: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 12.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presion, y d) densidad.
Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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cd
5

Figura 4.51: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.

¢l

Figura 4.52: Coeficiente de sustentacion para Ma = 0.4, Re = 10,000 y 15°.
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4.2.4. Mach = 0.5

Las condiciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢t = 0)
y diversos parametros son:

Poo = 1
Uloo* =1
U2OO* = 0

E," = 7.6428

« 15°
Ma 0.5
Re 10,000
Temperatura en la pared ( 7%, ) 7.1428
Temperatura de referencia ( Trer ) 2.944
At 0.00003
Numero de pasos 1800000
Grado del polinomio 8
Ntumero de elementos 3322
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccién z; ( V1o ) 1
Velocidad en la direccién o ( Voo™ ) 0
Energia total ( E.* ) 7.6428

El flujo en reversa sobre el extradds para éste caso ocurre en t = 1.0487s
para Cy = 0.2146 y t = 0.7302 para C; = 1.11. La tendencia del atenuamiento
del coeficiente de arrastre y sustentacion, continta. Los vortices disminuyen
en tamano y su desprendimiento del perfil es mas lenta.

Conforme se ha incrementado el nimero de Mach, las graficas del Cy y
C; no presentan saltos tan abruptos en los valores, los maximos y minimos
se atentian comparados con todos los resultados anteriores.

El desprendimiento de los primeros vértices ocurrié en t = 2.3686s para
Cq=0.3427 y t = 2.335s para C; = 1.3088.

Los valores minimos locales ocurrieron en ¢t = 4.009s para Cy = 0.2623 y
t = 3.8573s para C; = 1.051, t = 9.4066s para Cy; = 0.2767 y t = 9.3265s para
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C; = 0.8324 y los ultimos en t = 14.8226s para Cy = 0.2719 y t = 14.4996s
para C; = 0.9953 (fig. 4.65 y 4.66)

Los méaximos locales se presentaron en t = 8.489s para Cy = 0.3745 y
t = 8.5011s para C; = 1.2466 , asi como en t = 9.9942s para Cy = 0.5209 y
t = 12.163s para C; = 1.463 (fig. 4.65 y 4.66). La siguiente tabla muestra los
valores maximos y minimos para el Cy y C.

Méximos | Minimos
t = 2.3686s 0.3427
t = 8.489s 0.3745
o, t = 9.9942s 0.5209
t = 4.009s 0.2623
t = 9.4066s 0.2767
t = 14.8226s 0.2719
t = 2.335s 1.3088
t =8.5011 1.2466
&) t=12.163s 1.463
t = 3.8573 1.051
t = 9.3265s 0.8324
t = 14.4996 0.9953

Se ha observado hasta el momento, la disminucion de los vortices en
tamano y el desfasamiento en tiempo para el desprendimiento del patrén de
flujo al aumentar el nimero de Mach. Se puede demostrar lo anteriormente
dicho, comparando los campos de velocidades para los casos pasados, que
es donde se puede apreciar mas claro el tamano de los vértices sobre el
extrados. Por ejemplo, si se observan la fig. 4.12i, 4.261, 4.40i y 4.54i, se podra
visualizar el tamano de los vértices formados sobre el extradds. Conforme
se va aumentando el nimero de Mach, los vortices van disminuyendo en
tamano, debido tal vez al efecto que causa el pequeno vortice formado con
la separacion de la capa limite inferior.

La tendencia del patrén de flujo que se formo en el extradods tiene seme-
janzas con los casos pasados. Es decir, para los primeros instantes el flujo
advierte la presencia del perfil inmerso en éste, promoviendo el flujo en re-
versa sobre el extradds, instante a partir del cual el coeficiente de arraste y
de sustentacién van aumentando (ver fig. 4.65 y 4.66). Debido en gran parte
al gradiente de presion adverso y a los efectos viscosos sobre el borde de
ataque se promueve la formacion de vértices. Una vez que se forma el primer
vortice, éste absorbera energia de sus alrededores, por lo que la temperatura
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cerca de él disminuira, conforme sigue avanzando. Posteriormente se incre-
mentara la vorticidad, y el aumento de vértices en tamano y en niimero sera
considerable conforme avanza el tiempo. Una vez cerca del borde de salida
se presentard el desprendimiento del patrén de flujo.

Para éste caso el primer vértice se formé para t ~ 1.50s, como se muestra
en la fig. 4.54c, en donde se observa el vértice en una gréafica de campos de ve-
locidad, asi como en los distintos isocontornos (Mach, temperatura, presién y
densidad) en las fig. (4.56a, 4.56b, 4.56¢ y 4.56d). Donde se observa la dismin-
ucion de temperatura sobre el extradods, de igual forma es notorio el gradiente
de presion en ambos lados del perfil. Para el tiempo ¢t = 1.95s se muestra
sobre el extradds al aumento en nimero de vértices, ahora se observan dos
(fig. 4.54d). Situacién que revela la disminucién en tamano a comparacién
de los otros casos. Debido al desprendimiento de la capa limite inferior, un
pequeno vértice aparece cerca del borde de salida, de giro contrario a los
vortices formados sobre el extradds, promoviendo un estancamiento de flujo
cerca del borde de salida, que tendra como efectos el retardamiento del pa-
tron de flujo sobre el extradds, asi como un atenuamiento en el coeficiente
de arrastre y sustentacién (fig. 4.65 y 4.66).Conforme avanza el tiempo es
notorio el efecto que tuvo sobre el extradés debido al vortice formado desde
el intrados, el patron de flujo. El desprendimiento de vértices ahora se lleva
a cabo en un 50% de la cuerda, debido al estancamiento sobre el extradds
debido al vértice proveniente del intradoés.

Los desprendimientos de vértices antes del borde de salida se pueden
apreciar en los diversos isocontornos (fig. 4.57, 4.58, 4.59, 4.60, 4.61, 4.62,
4.63y 4.64).

Debido al efecto de estancamiento cerca del borde de salida, y a la dismin-
ucion en tamano de los vértices se ha dado un atenuamiento en los valores
del coeficiente de arrastre y de sustentacion, situacién que en gran parte
nos indica el efecto de la compresibilidad con un nimero de Reynolds relati-
vamente bajo. El coeficiente de arrastre y de sustentacion para éste caso no
presenta saltos abruptos a comparacion de casos anteriores, es decir, de grafi-
cas cuasiperiédicas con un saltos abruptos en los valores maximos y minimos
se ha pasado a graficas con una atenuacion considerable en sus valores. Lo que
representa una disminucion en el arrastre y estabilidad en la sustentacién.
Dicho atenuamiento y desfasamiento en el tiempo, producto del efecto de la
compresibilidad se puede apreciar en las figuras 4.67 y 4.68.
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Figura 4.53: Campos de velocidad para distintos tiempos, Ma = 0.5, Re =
10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, ¢) 1.50s, d) 1.95s, e) 2.25s, f) 2.55s, g) 3s, h)
3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s, n) 9s, 1) 9.75s, 0) 11.25s,
p) 12s, q) 12.75s, r) 13.5s, s) 15s.
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Figura 4.54: Acercamiento de campos de velocidad para distintos tiempos,
Mach = 0.5, Reynolds = 10,000 y 15°: a) 0.30s, b) 0.75s, c¢) 1.50s, d) 1.95s,
e) 2.25s, f) 2.55s, g) 3s, h) 3.75s 1) 4.50s, j) 5.25s, k) 6.75s, 1) 7.50s, m) 8.25s,
n) 9s, n) 9.75s, 0) 11.25s, p) 12s, q) 12.75s, r) 13.5s, s) 15s.
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CONTOUR FROM 1.185 TO 4.2 BY 0 CONTOUR FROM 6445 TO L2198 BY ©

(¢) (d)

Figura 4.55: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 0.30 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM O TO 657 BY

CONTOUR FROM 2917 TO 8.508 BY ¢

CONTOUR FROM 488 TO 2.87¢ BY 0

(¢)

(d)

CONTOUR FROM 418 TO 1.189 BY ¢

Figura 4.56: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 1.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.

Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM O TO .894 BY 0

CONTOUER FROM 541 TO 4.003 BY ¢ CONTOUR FROM 447 TO L.173 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.57: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 2.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM O TO 880 BY ¢+ CONTOUR FROM 2,830 TO 8.519 BY ¢

CONTOUR FROM 461 TO 2.881 BY 0 CONTOUR FROM 408 TO 1171 BY 0

(¢) (d)

Figura 4.58: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para
el tiempo 3 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM .@7¢ TO 5.895 BY CONTOUR FROM 5045 TO 1.1718 BY 0

(c) (d)

Figura 4.59: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 4.50 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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CONTQUR FROM G TO .892 BY 0

CONTUTRE FROM 59 TO 3.847 BY ¢ CONTOUR FROM .498& TO 1,165 BY ¢

() (d)

Figura 4.60: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 6.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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d.08 4845
dvia paB1 iy
g.98

F.714 §.714

114

K114

.dB1 .38 K114 -114

CONTOUR FROM 0 'O 689 BY ¢

% 8B4 89 Bhd

(c)

CONTOUR FROM Y25 TO 4047 BY ¢

CONTOUR FROM 5333 TO 1.1788 BY ¢

(d)

Figura 4.61: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 8.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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Resultados

17 T Bag
sap 562 ' 562 540
817 540 585 .56 540
517 5 <10
54
95 & -
L
450 e
517
o 472 A
55 Fil .
472 45
A4T2
495
COMTOUR FROM 0 T0 877 BY 0 CONTOUR FROM 3.451 T0 8.504 BY 0

CONTOUR FROM 783 TO 3.874 BY ¢ CONTOUR FROM (5527 TO 1.1660 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.62: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 9.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUR FROM O TO 882 BY O CONTOUR FROM 2,963 TO 8483 BY ¢

7,999

#.985
2.999

%.299

. 099

CONTOUR FROM 558 TO 9.859 BY ¢ CONTOUR FROM 4543 TO 1.1669 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.63: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 11.25 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presion, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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CONTOUER FROM 718 TO 2.894 BY (- CONTOUR FROM 525¢ TO 11735 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.64: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 12.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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Cd
=
&)

Figura 4.65: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.

1

Figura 4.66: Coeficiente de sustentacién para Ma = 0.5, Re = 10,000 y 15°.
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— 02
==i03
— 04
—0:5

Figura 4.67: Comparacién de coeficientes de arrastre para el efecto de la
compresibilidad.

— 0.2
3.5 0.3
— 04
3.8 —an

{1

Figura 4.68: Comparacion de coeficientes de sustentacién para el efecto de la
compresibilidad.
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4.3. Efecto de la viscosidad

El efecto de la viscosidad para un fluido se determina variando el niimero
de Reynolds, para éste caso se incrementard el Re desde 100 hasta 1000.

4.3.1. Reynolds = 100

Las condiciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢ = 0)
y diversos parametros son:

Peo = 1
Uloo* =1
’UQOO* =0
E.* = 5.46
« 15°
Ma 0.6
Re 100
Temperatura en la pared ( 77, ) 4.96
Temperatura de referencia ( 77, ; ) 2.04
At 0.00003
Nimero de pasos 1800000
Grado del polinomio 4
Ntumero de elementos 3322
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccién ( V1o ) 1
Velocidad en la direccién zo ( Voo™ ) 0
Energia total ( E.* ) 5.46

Debido a la alta viscosidad del fluido, sobre el perfil no se presentaron
diversos fenémenos. El coeficiente de arrastre y el coeficiente de sustentacion
(ver fig. 4.79 y 4.80) alcanzaron un estado estacionario para el t ~ 6s, como
lo muestran las figuras 4.70a-4.700. En los isocontornos lo mas notorio es el
desprendimiento de la estela justo después del borde de ataque.
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(m) W 5) ©)

Figura 4.69: Campos de velocidad para distintos tiempos, Ma = 0.6, Re =
100 y 15°: a) 0.03s, b) 0.15s, ¢) 0.30s, d) 0.45s, e) 0.60s, f) 0.75s, g) 0.90s, h)
1.05s 1) 1.20s, j) 1.35s, k) 1.65s, 1) 1.95s, m) 2.25s, n) 2.55s, n) 3s, 0) 29.97s.
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.30 LR
a.a00 .00
0,38 -a.380 . a = = .

- “o.0%0 a.560 1.200 560 1.200

380 a.380

@000 @4 a.000

9.360

a.000

-2.230
-6.050 560 1.200 -0.080 2560

o 30 a.380

@.0ea @08 o.000 o.000

-0.360 -0.380
0.080 @560 1.200 © .58 1.200

Figura 4.70: Campos de velocidad para distintos tiempos, Ma = 0.6, Re =
100 y 15°: a) 0.03s, b) 0.15s, ¢) 0.30s, d) 0.45s, e) 0.60s, f) 0.75s, g) 0.90s, h)
1.05s 1) 1.20s, j) 1.35s, k) 1.65s, 1) 1.95s, m) 2.25s, n) 2.55s, n) 3s, 0) 29.97s.
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Resultados

CONTOUR FROM 0017 TO 6757 BY D CONTOUR FROM 38686 TO 7.956 BY D

CONTOUR FROM 1.0868 TO 5.048 BY O CONTOUR FRONW .¥438 TO 1.5883 BY O

(c) (d)

Figura 4.71: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 0.15 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.
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95

Figura 4.72: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 0.45 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.
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Resultados

X O

@ 889
na3z §.969
.5 q.589

B.958 g gme

o 9RR

CONTOUR FROM 1.112 TO 4.297 EY D

()

(d)

CONTOUR FROM .¥485 T L4858 BY 0

Figura 4.73: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 0.75 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.
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CONTOUR FRCM 99 TO 4183 BY D

CONTOUR FROM 7094 TO 14468 HY [

(c) (d)

Figura 4.74: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 1.05 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.



98

Resultados

F5e0

LE10

9.61p 1648
¢.618

CONTOUR FROM 0002 TO 7675 BY O

CONTOUR FROM 3.398 TO 7.147 BY D

H02

.30 3,064

067

CONTOUR FRCM 929 TO 4.0%1 EY D

(¢)

(d)

CONTOUR FROM 6841 TO 1.431 HY 0

Figura 4.75: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 1.35 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.
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4. 788

4.T26

CONTOUR FROM .C TO 7887 BY O CONTOUR FROM 3.276 TO 7.045 EY D

3061
8987

CONTOUR FROM 664 TO 3.977 BY D CONTOUR FEOM 6598 TO 1.4111 BY D

(c) (d)

Figura 4.76: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 1.95 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.
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Resultados

LT
@566

{.205
{.803

CONTOUR FROM 3.264 TC €.997 EY D

()

CONTOUR FROM .B5B TO 3.923 BY O

CONTOUR FROM 6374 TO 14017 BY O

Figura 4.77: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 2.55 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.
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CONTOUR FROM C TO .7175 BY D

0 994 B.276

CONTOUR FROM 1418 TO 3.872 BEY O

()

Figura 4.78: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 29.97s segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 100 y 15°.

(d)

CONTOUR FROM %156 TO 1.3928 EY O
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Resultados

Cd

@2

8.8

1.4 &.@

2.0

12.815.d 18.@ 21.@ 24.8 27.@ 32.4

t

Figura 4.79: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.6, Re = 100 y 15°

1

@3

0.8

1.4 &.4@

9.6

12.8 15,4 18.@ 21.@ 24.80 27.@ 20.48

t

Figura 4.80: Coeficiente de sustentacién para Ma = 0.6, Re = 100 y 15°
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4.3.2. Reynolds = 500

Las condiciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢ = 0)
y diversos parametros son:

Poo = 1
'Uloo* =1
UQOO* =0
E.* = 5.46
Q 15°
Ma 0.6
Re 500
Temperatura en la pared ( T ) 4.96
Temperatura de referencia ( Ty ) 2.04
At 0.00003
Ntumero de pasos 1800000
Grado del polinomio 6
Ntumero de elementos 3322
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccién x4 ( Voo ) 1
Velocidad en la direccién xo ( Voo ) 0
Energfa total ( Ex.* ) 5.46

El aumento en el nimero de Reynolds (Re=500), provocé sobre el perfil el
desprendimiento periddico de vértices en el borde de salida. Dicha situacién
se observa en el comportamiento en el coeficiente de arrastre y de sustentacion
(fig. 4.93 y 4.94). El flujo en reversa sobre el extradés se lleva a cabo antes
del desprendimiento el primer vortice que se da para el tiempo ¢t =~ 10.5s.
Situacion que promoverd en el Cy y el Cj, el comportamiento periédico. Tam-
bién es importante recalcar que el aumento en el nimero de Reynolds dismin-
uyo el arrastre alredor de un 41 % y provocé también una ligera disminucién
en la sustentacion.

En lo que respecta a los isocontornos, se aprecia el desprendimiento de la
capa limite y la formacién del patréon del flujo periddico sobre el extradds.
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Resultados

9,500 9,000

a.a60

a.000

-0.600
e

.00 a.000

-0.600

-0.500 0.660 1.50 1800

@ 600
0.

@ 600 0,000 0.600 0,000

@000 a.060 § 0,900

“a.600
-2.608 2.c00 1,020 -8

-0.500 = -0.500
-0.600 800 -8.608 o600 1200

@ 620 a.600

.00 0.0 a.000
-0.c00 ~0.600 0.600
a.co0 \.e0n “0.600 8.560 1800 “0.600 0600 1,200 -6.600 660 1.300
LR 0,000
6,080 0.0
0.600 0,500
e.c00 .08 1,020 0.600

Figura 4.81: Campos de velocidad para distintos tiempos, Ma = 0.6, Re =
500 y 15°: a) 0.60s, b) 1.20s, c¢) 1.80s, d) 2.40s, e) 3s, ) 3.60s, g) 4.20s, h)
4.80s 1) 5.40s, j) 6s, k) 6.60s, 1) 7.20s, m) 7.80s, n) 8.40s, 1) 9s, 0) 12s, p) 18s,
q) 21s, 1) 24s, s) 27s.
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o.000 @@ a.000

-0.580 E

0.580

D a.000 8

2.580 2 580

@.000

a.000

-a.580 -0.580
-p -0

080 2.760

0.580

.00 a.000

1.608

0.580

0.920

.00

-0.580
0.760 1.600 -0.980 2.760 1,600

0.580 2.580

a.000 2.000

2.080 0.760 1.600

0.580 @ 580

a.000 .ae0

0 580 @580

@.ae0 0.000

2.580 .580

2.000 @.ae0

Figura 4.82: Acercamiento de campos de velocidad para distintos tiempos,
Ma = 0.6, Re = 500 y 15°: a) 0.60s, b) 1.20s, c¢) 1.80s, d) 2.40s, e) 3s, f)
3.60s, g) 4.20s, h) 4.80s i) 5.40s, j) 6s, k) 6.60s, 1) 7.20s, m) 7.80s, n) 8.40s,
n) 9s, 0) 12s, p) 18s, q) 21s, r) 24s, s) 27s.
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Resultados

B.E24

R824
8545

CONTOUR FROM .0{H} T 8387 BY D

CONTOUR FROM 2,821 TO 6,488 BY 0

2976
0.858
F.078
0.959 gava
0.958

CONTOUR FROM @41 TO 3,944 BY ¢

(¢)

CONTQUR FROM 5688 TO L2H38 BY 0

(d)

Figura 4.83: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 1.20 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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8662
BWBT3 4858
5,873

CONTOUR FROM .00 TO 82302 BY 0

CONTOUR FROM .57 T 3.243 BY 0

(c)

Figura 4.84: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 2.40 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.

(d)

CONTOUR FROM 5392 TO 1274 BY 0
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CONTOUR FRUM .G T 7585 BY

CONTOUR FROM 852 TO 3.885 BY 0 CONTOUR FROM 6548 TO 1.2%04 BY 0

(c) (d)

Figura 4.85: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 3.60 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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Bhd 1 @.823

CONTOUR FROM .0 TG Y357 BY 0

CONTOUR. FROM %81 TO 3.168 BY ¢ CONTOUR FROM .YORY TO LEGZ BY

(c) (d)

Figura 4.86: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 4.80 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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\ a0 £hay
BT gy

CONTOUR FROM 3.523 TO £.308 BY 0

B 0.993
B 000 963 ‘pan TrBd & oaa
% 00D B4 84 007 &
886 ' 007 €350

F906

g.085,7" 5,550

{.993 B,90% B
OOy aBa6
@e oo 5,97 as
il .ao?
fom1 Q.879
0.293
.50 986
CONTOUR FROM 888 TO 3187 BY 0 CONTOUR FROM .¥088 TO L.2§3 BY 0

(c) (d)

Figura 4.87: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para
el tiempo 6 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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CONTOUR FROM 3.524 TO 6,909 BY ¢

CONTOUR FROM 989 TO 3.188 BY 0

(c)

Figura 4.88: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 7.20 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.

8.903 goes chi

{.593 6,985 N

8065

02R

CONTOUR FROM 7090 TG 1.2632 BY O

(d)
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Resultados

CONTOUR FROM (004 TO Y288 BY ©

(b)

CONTOUR FROM 3509 TO €.914 BY ¢

2 007 H94 a1 at

81
2007

J.678
0.978

Fo0

A4

CONTOUR FROM 281 TO 3,199 BY 0

()

(d)

CONTOUR FROM 7081 TO 1.2641 BY ¢

Figura 4.89: Isocontornos de Mach, temperatura, presiéon y densidad para el
tiempo 8.40 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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CONTOUR FROM .0 TO 7443 BY ¢

CONTOUR FROM 917 TO 3.185 BY 0

(c)

Figura 4.90: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para
el tiempo 12 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presion, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.

993

#.064
¢ 984

B4

(d)

CONTOUR FROM £724 TC 1.2628 BY ¢
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CONTOIE FROM .12 TO 3.18 BY 0 CONTQUR FROM 6774 TO L2617 BY 0

(c) (d)

Figura 4.91: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para
el tiempo 21 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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CONTOUR FROM 0001 TO 7491 BY ¢ CONTOUR FROM 3,320 TO 6209 BY O

CONTOUR FROM .62 TO 3.177 BY 0 CONTOUR FROM 6703 TG L2611 BY 0

() (d)

Figura 4.92: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 27 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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Ccd

I 1 1 I 1 1 1 I 1 1
g8 3.4 &.@ 9§ 12.815.9 18.@ 21.0 24.8 27.9 30.8@

t

Figura 4.93: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.

Cl

6.3 1 I I 1 I I I I I
.0 3.¢ ©.@ 2.0 12.9015.d 18.@ 21.0 24.90 27.d 32.@

t

Figura 4.94: Coeficiente de sustentacién para Ma = 0.6, Re = 500 y 15°.
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4.3.3. Reynolds = 1000

Las condiciones de frontera, las condiciones iniciales para el tiempo (¢ = 0)
y diversos parametros son:

Poo = 1
Uloo* = 1
UQOO* = 0
E* = 5.46
o} 15°
Ma 0.6
Re 1000
Temperatura en la pared ( 77, ) 4.96
Temperatura de referencia ( T, f ) 2.04
At 0.00003
Numero de pasos 1800000
Grado del polinomio 6
Numero de elementos 3322
Densidad ( Poo” ) 1
Velocidad en la direccién z; ( Voo ) 1
Velocidad en la direccién zo ( Voo ) 0
Energia total ( E* ) 5.46

Con Re = 1000, el efecto peridédico en el coeficiente de arrastre y coefi-
ciente de sustentacién se ha amplificado (fig. 4.107 y 4.108). El Cy tiene un
valor de =~ 0.333 y ahora el (; aumenté a comparacion del caso anterior un

13.7%.

El desprendimiento de vértices mas grandes originados desde el intradds
a comparacion del caso anterior provocan el comportamiento periddico mas
pronunciado en el coeficiente de arrastre y de sustentacion. Es notorio el
estancamiento que sobre el extradds ocurre, situacién que propicia que el
desprendimiento del patrén de flujo ocurra desde el intradés (fig. 4.96f -
4.96s), asi como en las fig. 4.99 a 4.106.

Las figuras 4.109 y 4.110, muestran la comparacion en el comportamiento
en el coeficiente de arrastre y de sustentacion para todos los casos analizados.
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.00

“0.600 600 1,300

a.a00

@ 600

@000

-0.600 a.co0 1,800

2,000 3,000 1,620

2,000

600

a.000

600

a.000

-6.600

a.000

600

a.000

1,800

1,800

0,600

a.060

a.a00

-0.600

-6.600

.60

s00

a 600

@000

a.000

a.000

-0.000
-0

000

000

Figura 4.95: Acercamiento de campos de velocidad para distintos tiempos,
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°: a) 0.60s, b) 1.20s, ¢) 1.80s, d) 2.40s, e) 3s, f)
3.60s, g) 4.20s, h) 4.80s i) 5.40s, j) 6s, k) 6.60s, 1) 7.20s, m) 7.80s, n) 8.40s,
n) 9s, 0) 12s, p) 18s, q) 21s, 1) 24s, s) 27s
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0580
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Figura 4.96: Acercamiento de campos de
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velocidad para distintos tiempos,

Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°: a) 0.60s, b) 1.20s, ¢) 1.80s, d) 2.40s, e) 3s, f)
3.60s, g) 4.20s, h) 4.80s i) 5.40s, j) 6s, k) 6.60s, 1) 7.20s, m) 7.80s, n) 8.40s,
n) 9s, 0) 12s, p) 18s, q) 21s, r) 24s, s) 27s.
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g.846
g.621 (599 A
621

&7y

A Y

8843

4.821

1,032

CONTOUR FROM .0 TO 8652 BY 0

CONTOUR FROM 2,314 TO €.427 BY 0

B&T

i)
939

Q10

2010

a’o24 {.884
4 o XN
074 Ay
{.sa do14 09684
024
7.0 ’ d.o6s
4.0 ' gas 0.964
5044 d.064
§.044 o 984
-4:1:1%
Foes 2he4
. e
i
BHEL ™ gpg o
rvl Qo4 004

CONTOUR FROM 308 TO 5.298 BY 0

(c)

CONTOUR FROM 5068 TO 1.28%2 BY 0

(d)

Figura 4.97: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 1.20 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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Bo50

FEEC g5v1

@571

Figura 4.98: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para el
tiempo 2.40 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.

()

CONTOUR FROM 552 TO 3.208 BY ¢

CONTGUR FROM 5271 TO 1.2652 BY O
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CONTOUR FROM 785 TO 3.18% BY 0 CONTOUR FROM .6383 TC 1.2636 BY 0

(¢) (d)

Figura 4.99: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para el
tiempo 3.60 segundos: a) Mach, b) temperatura, ¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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CONTOUR FROM 948 TO 3.114 BY 0 CONTQUR FROM 6838 TQ 1.8471 BY 0

(c) (d)

Figura 4.100: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 4.80 segundos: a) Mach, b) temperatura, c¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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CONTOUR FROM 872 TO 3.12 BY 0 CONTOUR FROM 677 TG 1.2483 BY 0

() (d)

Figura 4.101: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 6 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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0651

1631
8651 0.631

8,678

featl  gsog
B,651

CONTOUR FROM 2,833 TO 217 BY 0

CONTOUR FROM 692 TO 5.086 BY 0 CONTQUR FROM 5803 TO L.241¢ BY 0

(c) (d)

Figura 4.102: Isocontornos de Mach, temperatura, presién y densidad para
el tiempo 7.20 segundos: a) Mach, b) temperatura, c¢) presion, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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CONTOUR FROM © T0 %98 BY 0
570 B5s
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ase 586
CONTOUR FROM 627 TO 2128 BY ¢ CONTOUR FROM 6448 TO 12484 BY ¢
(c) (d)

Figura 4.103: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 8.40 segundos: a) Mach, b) temperatura, c¢) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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CONTGUR FROM 0 TO 7Y

1BY I

885 WE7E
g 839 1.098

2140 3

(c)

Figura 4.104: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 12 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.

Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.

CONTOUR FROM 8123 TO 2,185 BY ¢ CONTOUR FROM 6398 TO 1.25Y BY O

(d)
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CONTOUR FROM 634 TO 3.131 BY ¢ CONTOUR FROM 6478 TO 1.2543 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.105: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 21 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presién, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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CONTOUR FRGM 628 TO 3.159 BY 0 CONTOUR FROM 6448 TO L2518 BY ¢

(c) (d)

Figura 4.106: Isocontornos de Mach, temperatura, presion y densidad para
el tiempo 27 segundos: a) Mach, b) temperatura, c) presion, y d) densidad.
Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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Cd

0.0 3.d 0.8 9.0 12.8615.4 18.@ 21.6 24.0 27.@ 32.@
t

Figura 4.107: Coeficiente de arrastre para Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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Figura 4.108: Coeficiente de sustentacion para Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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Figura 4.109: Coeficiente de sustentacién para Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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Figura 4.110: Coeficiente de sustentacién para Ma = 0.6, Re = 1000 y 15°.
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Capitulo 5

Conclusiones

El efecto de la compresibilidad sobre el perfil quedé reflejado en el aten-
uamiento en el comportamiento cuasiperiédico y el desfasamiento en los co-
eficientes de arrastre y de sustentacion. Provocando una disminucion en los
saltos abruptos entre maximos y minimos, asi como suavizando éstos, con-
forme se incrementaba el nimero de Mach. Situacién que a la postre llevo a
la disminucién en el arrastre y la estabilidad en la sustentacién. Dicho efecto
causado por la disminucién en el tamano de los vortices, asi como también
debido al estancamiento de flujo que se provocaba cerca del borde de sali-
da. Fue notorio el incremento de velocidad sobre el extrados, sin embargo
no se alcanzé el numero de Mach critico, que permitiera analizar el flujo
transénico alrededor del perfil. Dicho régimen implica que el flujo de entrada
es subsonico antes del borde de ataque y sobre el extradds aparece flujo su-
personico, situacion que computacionalmente hablando es muy complicada
debido a la combinacién de regimenes y si ademas se anade que se hizo una
simulacion numérica directa con flujo compresible, la complejidad aumenta.

Otra situacion notoria fue el hecho de que el tiempo de respuesta de
las capas de fluido era mayor conforme se incrementaba la compresibilidad
(nimero de Mach), es decir, con un nimero de Mach bajo es mayor el efecto
viscoso que el efecto convectivo y si se incrementa el nimero de Mach el
efecto convectivo es mayor (ver fig. 4.13, 4.27, 4.41 y 4.55).

En el anélisis en el efecto de la viscosidad se observé la disminucién en el
arrastre conforme aumentaba el nimero de Reynolds, situacién notaria en el
aumento de 100 a 500, asi como el comportamiento periodico en el coeficiente
de arrastre y de sustentacién conforme se iban desprendiendo los vortices
en el borde de salida, tambien se observé un aumento en el coeficiente de



134 Conclusiones

sustentacién para el ultimo caso a comparacién de Re=500. En resumen, el
aumento en el nimero de Reynolds disminuyo el arrastre considerablemente
y la sustentacién para los casos de estudio.



Apéndice A

Flujo compresible

A.1. Conceptos basicos

A diferencia de los sélidos, los fluidos se deforman continuamente cuando
estan sujetos a fuerzas cortantes (Saad, 1993). El término fluido engloba a
gases como a liquidos. Un fluido que muestra un cambio de densidad acentua-
do con respecto a la presion es compresible; aquel que presenta una variacion
en la densidad despreciable o nula con respecto a la presién es incompresible.
La mayoria de los fluidos muestran algun cambio en la densidad con respecto
a la temperatura. El cambio de densidad de un componente, de un fluido de
una sola fase en funcién de la temperatura y la presion se expresa:

dp — (%)pdT n (%’)po
Si se divide entre p, se tiene:
o) G,

La variacién del volumen se puede expresar de la siguiente manera:

dv 1 /0v 1 /0v
(Y ar —(—) d
vow <8T> P + v\dp/p P
El cambio relativo en el volumen (o en la densidad) producido por un cam-

bio infinitesimal de temperatura a presiéon constante esta definido como el
coeficiente de expansion volumétrica (3 :

3=5(57),= 5 (52),
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De igual forma, el cambio relativo en el volumen (o en la densidad) producido
por un cambio infinitesimal de la presién a temperatura constante define
como el coeficiente isotermico de la compresibilidad K:

1,70 1,0
ce-b(3) <22
v\dp/p  p\Op/p
El signo negativo indica que un incremento en la presién generalmente resulta

en una disminucion en el volumen.

Los cambios en la densidad y en el volumen se pueden expresar en termi-

nos de #y K:

d
~ = —Kdp+ 8dT

d
P _ Kdp — gdT
p

La clasificacion de una sustancia en compresible o incompresible depende de
la magnitud de los coeficientes de expansién volumétrica y compresibilidad
/citesaad. El grado de compresibilidad, sin embargo, depende de el proceso en

si. Un gas que fluye a baja velocidad y se mantiene a temperatura constante
se comporta como incompresible.

Un fluido compresible ideal es aquel que obedece la ley del gas perfecto:

p=pRT

La ecuacién de estado para un gas perfecto, en base molar, se escribe:

pV =mRT = nRT = nRT

Para el aire atmosférico entre 0 y 100 km de altitud y una masa molal

M = 28.966kg/(kgmol). La constante del gas para el aire es:

R 8314.3 J
M 28.966 kgK

La energia interna de un gas real es una funciéon de dos propiedades inde-
pendientes, tales como la presion y la temperatura. La energia interna de un
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gas perfecto, sin embargo, es una funcién de una propiedad, la temperatura.
Se puede mostrar que bajo condiciones isotermicas se convierte en:

e < 85) B <8U ) n
ov)e  \ov)e P
Si se sustituye el término (%) de las relaciones de Maxwell, se tiene:
T

r(57), = (av), +»

—g> = p, por lo que se tiene:
(57). -

Esto significa que la energia interna de un gas perfecto no esta en funcion
del volumen; sino que solo es funcién de la temperatura (Shapiro, 1953).

Pero para un gas perfecto T(

QJ

Cuando un gas perfecto experimenta un proceso termodindmico entre dos

estados de equilibrio 1 y 2, se tiene:

Ts
uz—ulz/ Cp dT

Ty

T>
hg—hl :/ deT

T

donde el calor especifico a volumen constante, c,, y el calor especifico a

presion constante, ¢,, estan definidas por:

«=(r), (-a)

v=(r), (=ip)
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Para un gas perfecto, ambos calores especificos son funciones uinicamente de
la temperatura, y su diferencia esta dada por:

dh  du d du d

cp — Cy
La relacion de calores especificos es:

>
C'U

’y:

Cuando los cambios en la temperatura y en la presién no son muy grandes,
los valores de los calores especificos se asumen constantes. Para el aire bajo
moderada presion y temperatura:

kJ
=1 —
Cp 0035kgK
kJ
=0.7165——
c, = 0.7 65kgK
Yy
vy=14

A.2. Velocidad del sonido

La velocidad del sonido en el aire es finita. Para ser especificos, la veloci-
dad del sonido es define como la razén en que perturbaciones infinitesimales
se propagan de su origen hacia un medio sin perturbar. Estas perturbaciones
se pueden suponer como pequenos pulsos de presion generados en un punto
y propagados en todas las direcciones.

Las perturbaciones en la presion en la forma de ondas que se propagan
se transmiten al fluido como ondas de compresién sucesivas y ondas de rar-
efaccion debido a la naturaleza elastica del fluido. Las ondas de sonido se
transmiten al medio de manera similar, y la velocidad a la cual el pulso
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diminuto de presion se propaga a través del medio compresible se llama ve-
locidad del sonido en el medio. La velocidad de las ondas del sonido depende
de la compresibilidad del medio en el que se propagan.

La velocidad de propagacion de las ondas de sonido se encuentra rela-
cionada con el fluido en el cual las ondas se propagan (Bertin and Smith,
1979). La velocidad del sonido entonces depende de las propiedades del flu-
ido, pero la propagacion de la onda de sonido no causa discontinuidades en
las variables termodinamicas y las variables del flujo.

Considere un fluido compresible homogeneo de presién p, densidad p, y
entalpia h que se encuentra en reposo. Se tiene un estado estacionario a la
derecha de la magnitud dV, un pulso de presién infinitesimal se generara y
se propagara a la derecha a una velocidad c¢. Conforme el pulso de presion
viaja , la presion en cada seccién cambia de p a p + dp, la densidad del fluido
cambia de p a p+dp, la entalpia cambia de h a h + dh, y el fluido se pone en
movimiento desplazandose hacia la derecha con una velocidad dV. Se pueden
determinar estos efectos haciendo uso del analisis del volumen de control a
través de la onda (figura 2.1).

P+ dp
o+ dp

T +dT
P

1V o
e T

Onda maovil

Figura A.1: Volumen de control moviéndose hacia la derecha a una velocidad
de onda c

Para reducir el problema a un flujo unidimensional estacionario, se elige
un sistema de coordenadas de tal forma que en lugar de que el volumen de
control se mueva a la velocidad de la onda ¢, se tenga una onda fija (figura
2.2) lo que conlleva a que el fluido tenga una velocidad ¢ en la derecha y (¢
- dV) en la izquierda.
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P+ dp P
p+dp i
T +dT T
V=c—dV V=e
-_ -_—

Onda fija

Figura A.2: Volumen de control fijo

Las particulas del fluido se mueven de derecha a izquierda a una velocidad
¢ hacia la onda. Conforme las particulas del fluido pasan a través de la onda
fija, la velocidad se reduce a (¢ - dV). De igual forma, la presién, la densidad
y la entalpia cambian sus valores iniciales de p, py h,ap + dp, p+dpy h
+ dh cuando las particulas del fluido pasan a través de la onda.

De la ecuacién de continuidad:

Z (piAiV;)entra = Z (piAiV;)sale (Al)

se aplica al volumen de control y se obtiene:
pAc= (p+dp)A(c—dV) (A.2)
Debido a que la amplitud de la onda de sonido se asume infinitesimal,

el término dpdV es de segundo orden y se desprecia. La ecuacion queda
entonces como:

pdV = cdp (A.3)

Aplicando la ecuacién unidimensional de momentum al volumen de con-
trol:
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pA—(p+dp)A = (pAc)(c—dV —¢) (A.4)

se reduce la ecuacion a:

dp = pcdV (A.5)

p=cp’

Diferenciando con respecto a p se tiene:

(30) = () = (2) =

Entonces, la velocidad del sonido en un gas perfecto es:

Considere un punto sin perturbacion en el aire homogéneo y estacionario.
Se generan pequenas perturbaciones en el punto que se mueve hacia afuera
desde el punto en un patrén simétrico esferico. La distancia entre los frentes
de onda estan determinados por la frecuencia de la perturbacién. Debido a
que las perturbaciones son pequenas, dejan el aire detras de ellas en el mismo
estado al que habian alcanzado. El radio de la onda dada, se expresa como:

r=at (A-G)

donde a es la velocidad de propagacién (velocidad del sonido) del frente
de la onda y t es el tiempo desde que se generd la perturbacion.

Ahora, si suponemos que el punto en el origen se empieza a mover de
derecha a izquierda a una velocidad constante V que sea menor a la veloci-
dad del sonido a. El patrén del frente de la onda aparecera como se muestra
en la figura. Un observador estacionario que se ubique delante del origen no-
tard un incremento en la frecuencia del sonido mientras uno que se encuentre



142

Flujo compresible

detrés percibird un decremento. Aun asi, sin embargo, cada frente de onda
se encuentra separado de sus vecinos.

Si la velocidad de la fuente alcanza la velocidad del sonido en el medio
sin perturbacion, las situacion serd como se muestra en la figura. Es notorio
que los frentes de onda individuales se encuentran separados, con excepcion
del punto en el que coinciden.

Un aumento adicional en la velocidad del sonido, tal que V' > a, conduce
a la situacion mostrada en la figura. Los frentes de onda ahora forman una
envoltura conica, que es conocida como el cono de Mach, dentro del cual se
detectan las perturbaciones. La parte de afuera de ésta zona de accién es
conocida como la zona del silencio, donde no llegan todavia los impulsos.

Hasta el momento es notaria la diferencia entre el flujo subsénico (V' < a)
y el supersénico (V' > a). En el flujo subsénico, el efecto de la perturbacién se
propaga corriente arriba de su locacion, lo que notifica al flujo que se encuen-
tra corriente arriba de la proximidad de la perturbacién. En flujo supersénico
sin embargo, no existe dicho aviso. Dicho de otra manera: las perturbaciones
no se pueden propagar corriente arriba en un flujo supersénico con respecto
a un observador fijo. Esta diferencia fundamental entre dos tipos de flujo
ha tenido consecuencias significativas en el campo de flujo alrededor de un
vehiculo.

Sabiendo que el medio dangulo del cono de Mach que divide la zona del
silencio de la zona de accién se expresa:

1
= — A.
Senps . (A7)
donde
U
Ma = — A8
a=" (A8)

es el numero de Mach. Cuando se tiene Ma=1 (u=a), u = 7/2, y si se
tiene Ma — oo, entonces p — 0

La relacién de la velocidad del fluido en un punto con la velocidad del
sonido en ese punto se expresa con el nimero de Mach:

gyt _u

L y(@)

TR
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zona
ce
silencio

Zona
‘ cle

accion

()

Figura A.3: Patrones de onda generados por perturbaciones de fuerza in-
finitesimal: a) la perturbacién es estacionaria, b) la perturbacién se mueve
hacia la izquierda a una velocidad subsénica, c¢) la perturbacién se desplaza
hacia la izquierda a una velocidad sénica, d) la perturbacién se mueve a una
velocidad supersonica
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De acuerdo con ésta ecuacion el numero de Mach es una medida dindmica de
la compresibilidad del fluido, ya que es igual a la velocidad del flujo normal-
izada con respecto a la velocidad caracteristica definida por los cambios en
la presion y en la densidad. También puede ser considerada como la relacion
de fuerzas viscosas e inerciales.

A bajos numeros de Mach, la velocidad del fluido es considerablemente
menor que la velocidad del sonido. Bajo estas condiciones, las variaciones en
la densidad son pequenas y el flujo puede ser considerado incompresible.

Cuando el nimero de Mach es menor que la unidad, se le llama flu-
jo subsénico. Con Mach 1, la velocidad del fluido es igual a la relacién de
propagacién y el flujo se nombra sénico. Con nimeros de Mach mayores a
5, se le conoce como hipersénico y cuando los es ligeramente menor que la
unidad y ligeramente mayor qu la unidad (0.8 < Ma > 1.2) recibe el nombre
de transonico.

El flujo transénico no tiene limites definidos, pero puede decirse que se
produce en las proximidades de Ma = 1, y cuando se producen flujos su-
persénicos y subsénicos a la vez. Sin embargo, incluso a velocidades su-
persénicas (Ma > 1.2) un perfil de ataque tendra un flujo subsénico por
encima de él, por detrds de la onda de choque, y el flujo en la capa limite
serd subsoénico también. Al llegar exactamente a Ma = 1 se producen ondas
de choque planas que viajan en direccién perpendicular al movimiento del
cuerpo y alejandose de él. Esta situacién exige una teoria aproximada de
flujo especial, ya que la mayoria de teorias subsénicas o supersénicas no son
aplicables a Ma = 1. La teoria puede también aplicarse en cierto modo para
la region de nimero de Mach entre 0.85 y 1.15, pero el grado de eficiencia
depende de la forma del cuerpo y de la magnitud aerodinamica en cuestion.

En el flujo supersénico (M > 1) la velocidad del aire en el flujo principal
en cualquier punto excede la del sonido y se producen ondas de choque y
expansivas cada vez que un obstaculo sélido cambia su inclinacién con re-
specto al flujo. En este caso los efectos de compresibilidad son de importancia
primordial, y deben tener en cuenta las variaciones de densidad del aire. To-
dos los problemas se hallan profundamente afectados por el calor generado a
través de las ondas de choque y por los efectos viscosos en la capa limite.

El flujo hipersénico se suele considerar que empieza a velocidades superi-
ores a Mach = 5. A estas velocidades el arco de onda de choque de un cuerpo
se halla cerca de su superficie posterior. Para este caso se ha creado una teoria
especial del movimiento del aire. A las elevadas temperaturas creadas en un
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flujo hipersénico no puede operarse en el supuesto de gas perfecto. La ley su-
personica aumenta exageradamente la temperaturaa velocidades superiores
a Ma = 5, debido a que las moléculas a altas temperaturas absorben calor
por vibracion, disosiacion, excitacién electronica e ionizacién. Su contenido
caldrico ya no es proporcional a la temperatura, y el calor especifico aumenta
con ésta.

A.3. Onda de choque

Cuando un pulso de presién crea diferencias finitas en lugar de infinitas
en la presion y en la densidad, la propagacién del pulso de presién es mas
rapido que la velocidad del sonido. Las discontinuidades en las propiedades
del campo de flujo através de la onda, y el proceso no son isentrépicas. A
éste tipo de onda se conoce como onda de choque.






Apéndice B

Adimensionalizacion de las
ecuacliones de Navier-Stokes

A continuacién se adimensionalizan las ecuaciones de Navier-Stokes para
el flujo de un fluido compresible en estado transitorio bidimensional.

» Fcuacién de continuidad:

dp  Opur | Opvy

=0 B.1
ot o0x, 0xy (B-1)
» Fcuaciones de cantidad de movimiento:
dpvy  Opvvr  Opuay dp O Oty
—— B.2
ot 8x1 + 8952 8[)31 + 8x1 + 61’2 ( )
810'1}2 8,01111)2 8/)1}21)2 8p 87'12 87'22
S B.3
ot 8:61 * 8.772 81'2 * axl * ax2 ( )

= Ecuacién de la energia:

OpET 19) 0

— (pE P — (pE P)vy =
gt g, WEr Pt 5o (Bt Py,
0 2 (%1 81}2 81)1 31}2 or
B B () Yot bt ) | Ml
8:1:1{3'u( 0, 83:2) vl+#<8x2 8x1>v2+ 8931}
0 2 81)2 81}1 81}1 81}2 oT
— | 2— - — —_— - —= —_— B4
+8x2{3u( 0xo 3x1>U2+M(8x2 8x1)vl+k8w2} (B.4)
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en donde 7;; es el tensor de esfuerzos cortantes dado por:

ov;  0Ov; } 2 ov;

%=+ )~ P, (B9

u; es el campo de velocidades (m/s), p es el campo de presiones (N/m?), T
es el campo de temperaturas (K), p es la densidad del fluido (kg/m?), u es
la viscosidad dindmica (kg/m - s), k es la conductividad térmica (W/m - K),
y ¢, es el calor especifico (J/kg - K).

B.1. Ecuacion de continuidad

Usando los parametros adimensionales:

t* . uOOt p* o p * T * ) * U1 * U2
Poo

L
Se sustituyen los pardmetros en la ec. (B.1)

0P poo | OP Poc¥itics | OP*Poctilog

* :O
gLL Ozt 073 L
0P Poclloe | 0P Poc¥ViUos  OP*PocVslos 0
ot L Oxi L orsL
O0p" Pootico , OP™] poclice | O™V} Poolice _
ot L ors L ors L

.. pooUso
y se divide entre £

dp*  Op*vf n op*v; B
ot ox; oxs

(B.6)

B.2. Ecuaciones de cantidad de movimiento

Se repite el procedimiento componente a componente para la ec. (B.2)
utilizando parametros anteriores y los siguientes:

P = p «_ M
PootiZ, Hoo
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En la direccién de z; :

OPocp™ - UscV1™  Poci, Op vy
a(@) L ot*

Uoo

* * * 2 Koy ko, k
OPoof™ * UsoV1™ * UsV1™  Poclis, Op*v1™ 01

8L.T1* n L @l’l*

2 k0 ok
DPoof™ * UsoV2™ * UsV1™  Poclis, Op U2 V1

OLxo* L 0xo*

OpoctiZp*  poctiZ, Op*
8Lx1* N L 8:1:1

r 81}1} _2 [801 c%g]

T = M “ 92, 3 8_xl+8_a:2
81)1 28’01 2 81)2
= U 2— — __i| - —=
L 8951 381‘1 3 (9902
481)1 281)2
~ 39, 38952}
. 4 OusoV1® 2 0usV®
T = Heokt [3 0Lz 3 OLxo* }
4oy OU1* 2 Us OV
= Mookt [3 L 9x* 3 L axQ*}

Moo U [4 ov* 2 8112*}
L 361’1* 38.172*

6’7‘11 1 |:4 8111 2 82}2*}
0Lar LMt (3507 T 300,
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L [OUU™  Ouovr ™

T el [8Lx1* aLwQ*}
foot Uso [ OV Ovr*
L [8:61* 8x2*}

07191 * _i - [8112* 8@1*}
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Si se escribe el término de la difusion térmica en funcién de la energia
interna

e = c, I

y si se adimensionaliza con el pardmetro

se tiene:
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Si se multiplica por se tiene:

(% T ) 0 de’ (B.12)

u? PrRe, / Ox* 0x*

De la definicién de energia total y de presion se tiene:

1
E=ec+ 5(2}% + v3) (B.13)

P == 1)(pE ~ Sple? —13) (B.14)

De la ecuacién B.13 y multiplicando por la densidad
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1
pE = pe + 5/)(1)% + v3) (B.15)

Usando la ec. B.15 en B.14, asi como los parametros adimensionales e* y
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De la ec. B.12 | el concepto de nimero de Mach y la ec. de estado
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P = pRT = Py = poo RT (B.18)
Usando la ec. B.18 en B.17
M = el e vPeMag (B.19)
OO (VRPOO) > Poo

Sustituyendo la ec. B.19 en B.12
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De B.16

Sustituyendo la ec. B.21 en B.20
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Apéndice C

Meétodo de elementos
espectrales

El codigo que se uso en esta tesis resuelve las ecuaciones de Navier-Stokes
para flujo compresible transitorio viscoso utilizando el método de elemen-
tos espectrales /hp, desarrollado por el grupo The Crunch, de la Universi-
dad de Brown. El c6édigo maneja las ecuaciones de continuidad, cantidad de
movimiento y energia en su forma adimensional para dos dimensiones (Kar-
niadakis and Sherwin, 1999). Este capitulo describe la malla computacional
usada, asi como las condiciones (iniciales y de frontera) utilizadas, de igual
forma se presenta en la ultima seccién la validacion del codigo computacional.

C.1. Conceptos Fundamentales

En la década de los 70 la teoria de los elementos finitos se orientaba por
la convergencia de la version h de los elementos finitos. El error en la solucion
numérica disminuia conforme se iba refinando la malla, es decir introducir
mas elementos en la malla mientras se mantiene fijo el grado del polinomio
(bajo). Una aproximacién alterna es mantener el nimero de subdominios
fijos e incrementar el orden de los polinomios de interpolacién para reducir
el error en la solucion numérica. Lo que es llamado refinamiento tipo p y
es tipico de los metodos espectrales polinomiales. Para soluciones suaves el
refinamiento p usualmente conduce a un decremento exponencial del error
numérico.
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Tradicionalmente el metodo de elemento finito usa expansiones polinomi-
ales y ésto se puede atribuir al uso de las expansiones en series de Taylor que
permiten expresar a las funciones analiticas en terminos de polinomios. Las
funciones polinomiales tienen la ventaja anadida de las reglas de integraciéon
discreta que permiten la simple implementacién computacional.

En el método de tipo h se usa un polinomio de orden fijo en cada elemento
y se alcanza la convergencia reduciendo el tamano de los elementos en la
malla. A esto se le conoce como extension de tipo h donde h representa el
tamano caracteristico del elemento.

En el método del tipo p se usa una malla fija y se logra la convergencia
incrementando el orden del polinomio en cada elemento. A ésto se le conoce
como extensién tipo p donde p representa el orden de expansion en los ele-
mentos. Si el dominio completo de solucion es tratado como un solo elemento
entonces el metodo de tipo p se convierte en el método espectral.

Cuando se utiliza el método de tipo h el dominio de solucién se subdivide
o se particiona en subdominios que no se traslapan o elementos dentro de los
cuales se utilizan expansiones polinomiales.

La expansion de tipo p en un dominio simple es una expansién espectral
y se onsidera un método de tipo p global.

C.2. Construccién de expansiones tipo p

En multiples dimensiones, los dominios complejos dificultan encontrar ex-
pansiones globales analitica o numéricamente. La introduccion de geometrias
complejas puede generar escalas diferentes en la solucién, que tendran una
estructura localizada. Tales consideraciones requieren el uso de una descom-
posicion elemental.

El primer paso para elaborar una expansién elemental tipo p seria elegir
una expansion ortogonal o un conjunto de funciones ortogonales dentro de
las regiones estandar. En el segundo paso, se hacen consideraciones para
implementar esta base en el sistema de computo. Generalmente, la base se
descompone en contribuciones dentro de la frontera y el interior de la region
estandar ya que ésto simplifica el proceso de acoplamiento global.

Para definir expansiones polinomiales modales o nodales se consideran 3
conjuntos de expansion, denotados por @;f‘(x), @f(m), @g(:c) (0 <p<P),
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en la regién Q¢ = {z | =1 < & < 1}. Todas éstas expansiones representan
un conjunto de polinomios hasta el orden P y se definen como

(ID;‘(x):xP p=0,...,P
e T —z
@5(1’) _ H;—O,q#(]( Q) p — 0’ ) 7P
qu,q;éO(‘Tp - xq)
O (z) = Ly(x) p=0,...,P

El primer conjunto de expansion incrementa el orden de = y es conocida
como expansion de momento. Esta base recibe el nombre de expansion modal
jerarquica debido a que el conjunto de expansion de orden P se encuentra
dentro de él conjunto de expansiéon de orden P + 1. Existe una nocion de
jerarquia en el sentido de que los conjuntos de expansién de alto orden se
construyen a partir de conjuntos de expansién de bajo orden. Si nombramos
al espacio que contenga todos los espacios en @f(m) hasta el orden P por X3
entonces una expansién jerarquica es aquella en donde X3 C X2 41, de tal
forma que

XQ‘S = {l,x,xQ}

X§ = {l,x,xQ,x?’} = {Xf,x?’}

El segundo polinomio @f(x) es un polinomio de Lagrange que se basa en
una serie P 41 de puntos nodales z,. El polinomio de Lagrange es una base
no jerarquica (X9 ¢ X2.,) debido a que consiste en polinomios P + 1 de
orden P. Lo que contrasta con la expansion jerarquica @;‘(x) que se compone
de polinomios de orden creciente. La base de Lagrange tiene la propiedad
notable que ®(x,) = d,q, donde &, representa la delta de Kronecker. Esta
propiedad implica que una expansion de la forma

u(2) =) P (@)
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donde el coeficiente 1, se define en términos de una solucién aproximada
en un punto r, ya que

||
§>

P P

— AB —
:Bq—gupasq—g
p=0

Los coeficientes mencionados tienen una interpretacion fisica en la que
ellos representan la solucién aproximada en los puntos z,. Los puntos z, son
conocidos como nodos y la base de expansion Lagrangiana como expansion
nodal.

La expansion final, @g(x), es también una expansién modal jerarquica.
Sin embargo, en éste caso la expansién es el polinomio de Legendre L,. Por
definicién, este polinomio es ortogonal en el producto interno de Legendre.

1

(L), 24(0) = [ L)L) = (52 )y

La ortogonalidad tiene implicaciones numéricas importantes para el méto-
do de Galerkin.

El uso de una base modal denota una expansion jerarquica mientras que el
uso de una base nodal denota una expansion no jerarquica, que estd asociada
con un conjunto de puntos nodales. Las bases polinomiales nodales estan
basadas en los polinomios de Lagrange.

La mejor eleccién para un conjunto de expansiones es el polinomio de
Legendre debido a que su expansion produce una matriz de masa que es
diagonal, debido a los componentes de la matriz de masa

Mgl = (05.95) = [ Lot = (2 )

2p+1

La matriz es facil de construir y de invertir, es por eso que se considera
ser la mas eficiente numéricamente de las tres expansiones.

Esto es cierto conforme la jerarquia y la ortogonalidad tienden a con-
ducir a matrices bien condicionadas. Sin embargo, si se pretende combinar
la expansién con la descomposicién elemental de tipo h. La dificultad crece
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cuando se trata de asegurar un grado de continuidad en la expansion global
en las fronteras elementales.

Si se usa la expansién de momento o la expansién de Legendre en cada
dominio elemental (¢,(z) = ®:(x)) 6 (¢,(x) = S (x)) , entonces se cumple
el requerimiento de que la aproximacién en H'! se satisface con una condicién
de la forma

P P
> ino(1) = Y e (-D)
p=0 p=0
donde los super-indices ¢ y e + 1 denotan dos dominios adyacentes. Tal
es una condicion que no se puede implementar facilmente.

Si las expansiones locales se construyeran de tal forma que solo unos pocos
modos de expansién tuvieran magnitud en la frontera elemental entonces
las condiciones se impondrian més facilmente. Por ejemplo, si se define una
expansion elemental ¢, () en la regién (—1 < ¢ < 1) donde

a-n={ 4 20 wn={3 220

luego la continuidad C° de la expansién se logra asegurando que

il (1) = 5T 05 (1)

Este tipo de descomposicion se conoce como descomposicién de frontera
y descomposicién interior. Los modos de la frontera tienen una magnitud de
uno en las fronteras elementales y son cero en las otras fronteras. Los modos
interiores solo tienen magnitud en el interior del elemento y son cero a lo
largo de todas las fronteras.

Las expansiones elementales modales de tipo p se basan en un conjunto
ortogonal de polinomios llamados los polinomios de Jacobi. Aunque la ex-
pansion por lo general se expresa en términos de la integral de los polinomios
de Legendre, que son casos especiales de los polinomios de Jacobi.

Los polinomios de Jacobi, que se denotan P;’ﬁ(ar), representan la familia
de soluciones polinomiales para un problema singular de Sturm-Liouville que
en la regién (—1 < x < 1) se escribe
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A =—pla+B+p+1)

Una propiedad importante de éstos polinomios es su relacion ortogonal

/1 (1—2)*(1+ z)° PoF(z) PMF (z)da = C6y

1

donde el valor C depende de «, 3y p, vy tiene el valor:

2 Tpta+ DI(p+B+1)
p+a+0+1 pTp+a+pB+1)

Esta relacién implica que Pﬁfﬁ (x) es ortogonal para todos los polinomios
de order menor que p cuando se integra con respecto a (1 — z)*(1 + z)P.

Una clase de polinomios simétricos, conocidos como polinomios ultra-
esféricos corresponden a la clase o = (3. Un ejemplo de polinomio ultraesféri-
co es el polinomio de Legendre (v = 8 = 0) y el polinomio de Chebyshev

(0=5=-1)

Las expansiones nodales de polinomios estan basadas en los polinomios
de Lagrange que se encuentran asociados con un conjunto de puntos nodales.
Los puntos nodales deben incluir los finales del dominio si la expansién sera
descompuesta en frontera y modos internos. Aparte de esta restriccion existe
libertad de elegir la ubicaciéon de los puntos nodales internos. La eleccion
de estos puntos, sin embargo, desempena un papel importante en la esta-
bilidad de la aproximacion y el condicionamiento del sistema. El hecho de
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usar puntos nodales en los ceros de la regla de integracién de Gauss-Lobato-
Legendre produce una expansion eficiente que no muestra las oscilaciones que
se observan cuando se eligen puntos igualmente espaciados.

Dado un conjunto de puntos nodales (P + 1), el polinomio de Lagrange
h,(x) es el tinico polinomio de orden P que tiene el valor unitario en z, y es
cero cuando z,(p # ¢). Esta definicién se puede escribir como

hp(4) = pq

donde 9,, es la delta de Kronecker. El polinomio de Lagrange se puede
escribir en forma de producto de la siguiente manera

L - HqP:(),q;ﬁp(x — Zq)
p<37) = —p
Hq:07q¢p(xp - xq)

Si se denota por g(z) el polinomio de orden (P~+1) con ceros en los puntos
nodales z,, entonces se puede escribir h,(z) de una forma mas compacta como

hp(z) = )g(x)

g () (7 — xp)

Una clase de elementos nodales tipo p que se ha llamado elementos es-
pectrales debido a Patera, usa el polinomio de Lagrange a través de ceros de
polinomios de Gauss-Lobatto. En la version temprana del método de elemen-
tos espectrales los polinomios fueron de tipo Chevyshev, pero en las versiones
posteriores se seleccionaron los polinomios de Legendre para cuadraturas
numéricas adecuadas.

Este tipo de integracién que usa puntos (P + 1) da valores nodales de las
raices del polinomio g(¢§) = (1 — &)(1 + &)L(€). Si se sustituye esto en la
ecuacion se obtiene la expansién nodal tipo p en el elemento estandar 2

(€ —1D(E+DLpE)

Pp(§) — P(P+1)Lp(&)(§ —&)

0<p<P

La matriz de masa elemental que usa ésta expansion esta llena si se evalua
el producto interno M¢[p|[q] = (h,, h,) exactamente. Si, sin embargo, se usa la
regla de cuadratura de Gauss-Lobatto-Legendre correspondiente a la misma
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eleccién de puntos nodales en los que se definio la expansién, la matriz de
masa es diagonal debido a la propiedad de la delta de Kronecker:

P P
Me[pllg] = (hp, hq) = Zwihp(fi)hq(fi) = Zwihpépiéqi = Wplpq
i=0 i=0

donde w; son los pesos para la regla de Gauss-Lobato-Legendre que usa
puntos (P+1). Si w; corresponde a la regla de cuadratura que usa puntos
(P+2) entonces la integracién discreta deberia ser exacta pero la ortogonal-
idad no se conservaria.

Esta ortogonalidad discreta se origina del hecho de que los mismos pun-
tos nodales se utilizan para definir la regla de cuadratura y el polinomio de
Lagrange. La regla de cuadratura que usa solo puntos (Q=P+1) es exclusi-
vamente exacta para polinomios de orden (2P-1). El error que ocurre cuando
se usa la regla de cuadratura de orden reducido es, sin embargo, consistente
con el error de aproximacién de la expansion. Lo que quiere decir que, el error
en la aproximacién de una funcién suave usando una expansion polinémica
es del mismo orden que el error debido a la regla de integracion inexacta de
Gauss.

C.3. Expansion de dominios no estructura-
dos

La primera parte de la descripcion de las expansiones no estructuradas es
la construccion de un sistema de coordenas apropiadas. Usando éste sistema
de coordenadas se construye un conjunto de expansiones polinomiales ortog-
onales dentro de las regiones no estructuradas. En ocasiones las expansiones
ortogonales no pueden dividirse tan facilmente en expansiones en multiples
dominios, de tal manera que se introduce un conjunto de expansiones mod-

ificadas que se pueden dividir en una forma global de expansiéon continua
C.

En las expansiones estructuradas se genera una expansion multidimen-
sional haciendo el producto tensorial de las expansiones de una dimensiéon
basados en el sistema de coordenadas cartesianas. La expansion de una di-
mension se definio entre limites constantes y entonces una suposicién implici-
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ta de la extension del tensor fue que las coordenadas en la region bidimension-
al estuvieran acotadas entre limites constantes. Como se ilustra en la figura
, dentro de la regién del cuadrildtero estandar, las coordenadas cartesianas
(&1, &) estan acotadas por limites constantes, de la forma,

Q*={(&,&) | -1<&,& <1}

Sin embargo, como se muestra en la figura, esto no es el caso para la regién
triangular estdndar, ya que las coordenadas cartesianas (£1,&>) dependen
unas de otras, como se muestra a continuacién

T ={(&,&) | -1 < &,6:6,&6% <0}

Para desarrollar una base de tipo tensorial adecuada dentro de regiones
no estructuradas, tal como un triangulo, se necesita desarrollar un nuevo
sistema de coordenadas donde las coordenas locales tengan fronteras inde-
pendientes. La ventaja de tal sistema es que se pueden definir funciones en
una dimension con las cuales se puede construir una base tensorial de multi-
ples dominios. También se define un sistema apropiado con el cual se pueden
realizar operaciones numéricas importantes, tales como la diferenciaciéon y la
integracion.

Un sistema de coordenas adecuado, que describa la regién triangular entre
limites independientes constantes, esta definida por la transformacién

m=2—=-1  m=%&
(1-&)
y tiene la transformacion inversa

(1 +nm)(1 —m)
2

&1 = -1 §a =12

Estas nuevas coordenas locales (11, 72) definen la regién triangular estdndar
por

T2 ={(m,m) | =1 <m,mp <1}
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Método de elementos espectrales

La definicién de la region triangular en términos del sistema de coorde-
nadas (n1,72) es idéntica a la definicién de la regién cuadrilatera estdandar
en términos de las coordenas cartesianas (£, &>). Esto sugiere que se puede
interpretar la transformacion como un mapeo de la regién triangular a una
rectangular. Por ésta razon, se referird a un sistema de coordenadas (1, 72)
como un sistema de coordenadas colapsado. La transformacién mapea las
lineas verticales en el dominio rectangular en lineas que salen del vértice
superior (£ = —1,& = 1) en el dominio triangular. La regién triangular
tomara el nombre de coordenada ray (7;) y la coordenada horizontal estdandar
por (£, = 12). Otra consecuencia de la transformacion es que la coordenada
ray (1;) tiene valores en (171 = —1,7m79 = 1). Sin embargo, se muestra que
11 se encuentra rodeada en éste punto haciendo una sustitucion de la forma
& = —1+esenb, & =1 + ecosb.

Esta sustitucion expresa las coordenadas cartesianas &, & en términos de
un sistema de coordenadas cilindricas (¢, #) centrados en los puntos singulares
(&4 = —1,& = 1), donde 6 se define en sentido contrario a las manecillas
desde la vertical. Sustituyendo estos valores en la definicién de 7; se puede
determinar el comportamiento de la singularidad como ¢ —
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