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PROLOGO 

últimos anos la teoría de la probabilidad y est~ 
ha llegado a ser una valiosa herramienta dentro 

po de la ingeniería y en general de todas las cie~ 
ebido a que con ella se pueden entender y manejar 
os que no podrfan ser estudiados de manera determi 

Asimismo es un importante apoyo en la toma de 
decisi nes, en la planeación de proyectos, en la simula
ción d sistemas y en muchos otros campos del conocimien
to. 

En 1 o 
ce la 

cluido 
te la 

planes de estudio de todas las carreras que ofr~ 
acultad de Ingeniería de la U.N.A.M., se ha in
un curso de probabilidad y estadística que impar
ivisión de Ciencias Básicas. 

Este urso pretende que el estudiante adquiera los ele
mentos teóricos y prácticos que le permitan analizar fe
nómeno aleatorios relacionados con la ingeniería. 

La pr sente obra tiene como finalidad apoyar a los est~ 
diante que cursan la materia y, por ello, se ha tratado 
de cub ir el contenido temático comprendido en el progr~ 

ma vig nte de la asignatura. 

En lo primeros cinco capítulos se presentan los conce~ 
tos fu damentales de la teoría de la probabilidad, en los 
dos si uientes, los relativos a estadística y, por último, 
en el apítulo VIII se trata de dar un panorama introduc
torio los temas de regresión y correlación, presentando 
solame te el caso de correlación lineal. 



Sin embargo, consideramos que no se presentan en forma 
exhaustiva todos los temas del curso, por lo cual sugeri 
mos consultar la bibliografía, a fin de que el lector pu~ 
da ampliar y profundizar en aquellos tópicos que sean de 
su interés. 

Al final de la obra aparece un apéndice que contiene las 
tablas de las principales funciones de probabilidad, las 
cuales son necesarias para la solución de problemas. 

El mejoramiento de estos apuntes podrá lograrse con ayu
da de las críticas y sugerencias de profesores y alumnos, 
por lo que agradeceremos las aportaciones que se hagan 
llegar al Departamento de Matemáticas Aplicadas, con el 
objeto de incluirlas en futuras ediciones. 

Agradecemos la valiosa ayuda que nos brindó la profesora 
Rossynela Durán Cuevas en la elaboración del primer manu~ 
crito de este material, así como a las licenciadas'Marfa 
Cuairán Rufdíaz e Irma Hinojosa Félix por su participación 
en el análisis del contenido temático y estructuración di 
dáctica de esta obra. 

ING. HUGO E. BORRAS GARCIA 
ING. RAFAEL IRIARTE BALDERRAMA 
ING. BERNARDO FRONTANA DE LA CRUZ 
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CAPITULO I PROBABILIDAD 

no probabilidad est~ ligado al grado de incerti
e existe sobre la ocurrencia de un acontecimien
al manera que cuando se habla de una probabili
fta se asocia la idea con una gran incertidumbre 
se habla de un a~ontecimiento con probabilidad 
%), seguramente ocurrir~ el acontecimiento y de
~ la incertidumbre. Como se puede notar la pro

no es m~s que un número que se asigna al aconte 
y para hacer la asignaci6n existen varias modal! 

La teor1a de la probabilidad es una rama de las matem~ti 
tal motivo la asignaci6n de probabilidades se

encuentr fundamentada en tres axiomas básicos. En este 
cap1tulo se presentan además de la definici6n de algunos 
concepto , las principales maneras de asignar probabili
dades, 1 s axio~as básicos y algunos teoremas derivados 
de los axiomas. 

I.l CONCEPTOS GENERALES 

La experimentaci6n ~s una etapa fundamental para llegar 
al ~onocimiento cient1fico. En probabilidad la palabra 
experimento incluye tanto la ocurrencia de un hecho como 
la observaci6n del resultado. Los experimentos se pueden 
clasificar, de acuerdo con sus res~ltados, en dos tipos 
que son: 

TO DETERMINISTICO 

Cuan~o s posible predecir con certeza su resultado, an
tes de r alizarlo. 

EXPERIM NTO ALEATORIO 

Cuando o se puede conocer con certeza el resultado an~ 
tes de e ecutar el .experimento o bien, cuando se obtienen 
resultad s diferentes al efectuar el experimento en cond! 
c1ones aparentemente iguales. 

Si un 
madas t 
tervalo 
Sin emb 
tador s 

xperimento consiste en registrar el número de 11~ 
lef6nicas que llegan a un conmutador en cierto in 
de tiempo, se trata de un experimento aleatorio.
rgo, puede considerarse determinista si el conmu-
encuentra desconectado, y en tal caso se puede 

1 



2 
asegurar con certeza que no llegará ninguna llamada en el 
intervalo de tiempo considerado. 

Otro experimento aleatorio puede ser, el observar si ma
nana se descubre la vacuna contra el cáncer. En este 
ejemplo el experimento 9e puede repetir, pero solamente 
hasta el dfa en que se descubra; después de lo cual no 
tiene sentido repetir el experimento. 

ESPACIO MUESTRAL 

Es el conjunto de todos los posibles resultados de un ex 
perimento aleatorio y generalmente se representa con las
letras s u o. 

A cada uno de los posibles resultados se le llama punto 
del espacio muestral o evento elemental. 

Ejemplo I. 1 

Si un experimento aleatorio consiste en lanzar un da 
do no cargado y su resultado es observar el número de 
puntos que aparecen en la cara superior del dado, el 
espacio muestra! será el conjunto 

S = {1, 2, 3, 4, S, 6} 

y cada uno de estos números es un punto del espacio 
muestra! o evento elemental. 

Ejemplo I.2 

Si se considera el crecimiento de un árbol como un 
experimento aleatorio y el resultado es el tamaño que 
alcanza después de un año de haberse plantado la semi 
lla, entonces el espacio muestra! será el conjunto de 
los números reales positivos, debido a que el árbol 
no puede presentar un tamaño negativo y no se conocé 
un valor máximo de crecimiento. 

EVENTOS 

En general, un evento es una colecci6n o subconjunto de 
resultados contenidos en el espacio muestral. Cuando el 
evento está formado por un solo punto del espacio muestral 
se le llama evenzo elemenzal o ~~mple y cuando se forma 
por dos o más puntos se le llama evenzo compue~zo. Asf 
en el ejemplo 1.1, los eventos simples serán cada uno de 
los puntos 1, 2, ••• , 6. Ahora, si lo que interesa es 
observar como resultado un número par, se tendrá entonees 
un evento compuesto: 

A • {2, 4, 6} 



donde: 

A C S 

i 
Un evento se denomina 4~gu~o o c~~~to, si se produce o

bligator~amente como resultado del experimento en cues -
tión. S~ llama ~mpo4~bl~ al evento que no puede suceder 
como resultado del experimento dado y se denomina aleato 
~~o al e¡vento que puede o no ocurrir. -

Serán e'ven tos igualmente po4~b.tu, cuan do en 1 a realiza
ción de ~n experimento no existen elementos que favorez
can el r~sultado de algún o algunos de ellos. 

Dados d~s eventos A y B cualesquiera, tales que la ocu
rrencia de uno implica que no puede ocurrir el otro, esto 
es, A n - ~ entonces A y B son eventos mutuam~nt~ ~xcl~ 
y~nt~4. 

Finalmelnte, a los eventos A 1 , A2 , ... , An se les llama 
coi~ct~vam~nt~ ~xhau4tivo4 cuando su unión forma todo el 
espacio ruestral, es decir: 

S = (A¡ U Az U ••• U An) 

Eje~plo I. 3 

Un f~bricante de acumuladores industriales sabe que 
está por recibir pedidos de dos clientes c1 y c2 , d! 
chos ¡edidos pueden ser de 1 a 5 unidades. 

El espacio muest#al correspondiente estará dado por 
el conjunto de eventos S, que se muestra en la si
guien¡te figura. 

/-
@/'@ 

/ 

¡/(g) @ a 
·--. --. --·--·--· --·--

Figura I.l 

3 



4 
En donde (i, j) denota al evento simple: 

{C¡ demanda i acumuladores y C2 demanda j acumuladores} 

entonces se tendrán 25 eventos simples, de los cuales 
se pueden determinar eventos compuestos tales como: 

a • {que ambos clientes demanden el mismo número de 
unidades} 

este evento corresponde a los puntos en l9s cuales 
i - j 

a • {que la suma de las demandas est¡ entre 6 y 10 
unidades} 

es decir que {6 ~ i + j ~ 10} 

y • {que la suma de las demandas sea a lo mas de 3 
unidades} 

o bien {i + j ~ 3} 

El evento seguro estaría formado por todo el espacio 
muestral s y un evento imposible sería, por ejemplo, que 
ambos demanden radiadores, lo cual no puede ocurrir en e~ 
te experimento. 

En este ejemplo, los eventos simples son excluyentes, ya 
que la ocurrencia de cualquiera de los 25 puntos excluye 
la posibilidad de ocurrencia de cualquier.otro. Sin em
bargo los eventos compuestos a y a ó a y y no son exclu
yentes, pues existen puntos en común. 

Los eventos elementales también son colectivamente exhau~ 
tivos, debido a que su unión forma todo el espacio mues
tral. 

I.2 INTERPRETACIONES DEL CONCEPT~ DE PROBABILIDAD 

CLASICA O DE LAPLACE (FINES DEL SIGLO X~II) 

Históricamente, la primera aplicación de la teorfa de la 
probabilidad se hizo en los juegos de azar. Los experi
mentos aleatorios asociados con juegos de azar dieron lu 
gar a espacios muestrales con un número finito de puntos. 

De acuerdo con esta interpretación, si se desea asignar 
probabilidades sobre un espacio muestral de N puntos, la 
probabilidad de un evento A es igual al cociente del nüme 
ro de puntos muestrales del evento (Na) sobre el número -
total de puntos muestrales (N), es decir: 

1 p (A) 
Na 
"'N ••• (1) 



Ejem lo 1.4 

Cona derando que los eventos elementales del ejemplo 
1.3, ienen la misma probabilidad de ocurrir, calcu
lar 1 probabilidad de los eventos B 1 e y y , 

Solu ion 

Los Juntos muestrales 
tal e1 25, entonces de 

del evento B son 
la expresión (1): 

5 y el to 

1 
S 

P(B) - E 

de la misma forma: 

y 

15 
P<e> • 25 

3 P(y) • 25 (ver figura I.l) 

LIMITACI NES DE LA INTERPRETACION CLASICA 

a) Es n cesario que cada resultado del experimento tenga 
la m sma posibilidad de ocurrir. 

b) En gunos experimentos el numero total de resultados 
masiado grande o muy diffc,l de determinar, como 
jemplo, cuando se desea calcular la probabilidad 
e manana cierta subestaci6n reciba una descarga 
rica, durante una tormenta. 

FRECUENT~STA O DE VON MISES (1957) 

Examfne e una sucesión den experimentos iguales. Sup6n 
gase que como resultado de cada experimento, se re9istra 
la llega a de una seftal (evento A) o la no llegada {even
to A') e· intervalos iguales de tiempo. 

sucesión, una caracterfstica del evento A es 
ncia de su realización. es decir, la relaci6n en 
mero de veces que este evento se pr._oduce y el n! 
1 de experimentos realizados. Si el eve-nto A 

ocurre x veces en n experimentos, entonces su probabilidad 
P(A) se efine como el lfmite ~e la frecuencia relativa: 

cuando e 
ci r: 

f* - .!. n 

número de experimentos tiende a infinito, es d~ 

(2) P(A) = lim .!. o bien .!. + P(A) 
n n 

n+"' 

5 
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Ejemplo I.5 

De 6700 alumnos que se inscribieron al curso de pro
babilidad y estadística en semestres anteriores, 1500 
no lo terminaron, 2000 obtuvieron una calificación de 
no acreditada y el resto lo aprobaron. 

Si se selecciona un alumno al azar, entre los que 
cursan actualmente la materia y con base en la infor
mación anterior, cuál es la probabilidad de que dicho 
alumno: 

a) No termine el curso. 

b) Acredite la materia. 

Solución 

a) Si se considera el evento: 

A a {No termine el curso} 

entonces x • 1500 y n • 6700, con lo cual de la 
expresión (1): 

1500 P(A) = 6700 • 0.224 

b) De igual manera: 

B • {Acredite la materia} 

entonces: 

X • 6700 - 1500 - 2000 • 3200 

de donde: 

P(B) 3200 
6700 • 0.478 

LIMITACIONES DE LA INTERPRETACION FRECUENTISTA 

No se puede aplicar cuando el experimento aleatorio no 
es repetible o bien cuando es repetible pero cambian las 
condiciones del experimento. 

SUBJETIVISTA (1969) 

La escuela subjetivista considera que la probabilidad es 
una medida del grado de incertidumbre que tiene una persQ 
na o un grupo de personas respecto a la verdad de una afi~ 
maci6n o a la ocurrencia de un hecho. 

Por ejemplo, cuando un analista requiere determinar la 
probabilidad de que baje el precio del petr61eo, m~s de 
dos d61ares por barril en este afto, puede utilizar la in~ 
terpretaci6n subjetivista para estimar la probabilidad de 



este. even 
la dE: cttr 
forma no 
el evento 

o, tomando en cuenta su experiencia y tal vez 
s personas que conozcan sobre el tema. De otra 
e podrfa obtener esta probabilidad debido a que 
no es repetible. 

LIMITACIO~ES DE LA INTERPRETACION SUBJETIVISTA 

Esta interpretaci6n tiene el inconveniente de que la pr~ 
babilidad asignada cambie de una persona a otra y en oca
siones puede presentar inconsistencias en una misma pers~ 
na cuando ~sta aumente sus conocimientos sobre el fen6me
no en cue ti6n. 

I. 3 AX I C ~AS DE PROBABILIDAD 

Para un 
to A es 
presenta 
gufentes 

Axioma 1 

spacio muestral s, la probabilidad de cada eve~ 
es un número que se asigna al evento y se re

or P(A), este número debe satisfacer las si
ondiciones: 

Para cua quier evento A: 

P(A) ~ O 

Axioma 2 

Si s es el evento formado por todo el espaCio muestral: 

Axioma 31 
P(S) = 1 

Si A y B son eventos mutuamente excluyentes en s, enton
ces: 

P(A U B) = P(A) + P(B) <=> A n B • ~ 

Ejemp o I. 6 

En un laboratorio de computaci6n se encuentran 15 
calcul~doras, de las cuales cinco e!ltán descompuestas. 
Si una persona toma al azar tres de ellas, ¿cual es 
la pro abilidad de que por lo menos una de las tres 
calcul~doras este descompuesta? 

Soluc"6n 

La co~dici6n de po~ lo m~no~ una d~ la~ t~~ ealeul~ 
do~a~ ~tl d~~eompu~~ta (evento A), se cumplirá si o
curre ualesquiera de los tres eventos mutuamente ex
cluyen es: 

1D • {una este descompuesta y dos no} 

2D • {dos estén descompuestas y una no} 

3D • {las tres estén descompuestas} 

7 
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El evento A se puede representar como la unión de 

estos eventos: 

A • {1DU2DU3D} 

por el axioma 3: 

P(A) • P(1D) + P(2D) + P(3D) 

donde P(1D) se calcula tomando en cuenta que de cinco 
descompuestas se selecciona una, y de las 10 no des
compuestas se seleccionan dos, de manera que hay 

( 10)· 10! -45 
2 2T8T 

formas de hacerlo; por lo tanto existen 5(45) • 225 
maneras en 'las que se puede presentar 1D. 

Por otra parte, el nGmero. de casos totales es: 

( 153) 15! . 455 3! 12! • 

entonces: 

225 P(1D) • 455 • 0.495 

de la misma forma se obtiene: 

(~) (1~) 
P(2D) • 455 - • 0.22 

(~) 
P(3D) • 455 • 0.022 

por lo tanto: 

P(A) • 0.495 + 0.22 + 0.022 • 0.737 

Algunos de los teoremas m4s importantes que se derivan 
de los axiomas de probabilidad son: 

Teorema I.l 

Sea el evento 
complemento de 

Demostración: 

A un evento cualquiera de 
A, entonces: 

P(A') • 1 - P(A) 

S y A' el 



Por el axioma 2: 

P(S) • 1 

Como: 

(A U A') • S 

entonces: 

P (A U A') • 1 

y por axioma 3: 

1 

1 

1 

P(A) + P(Ai) • 1 

.". P(A') • 1-P(A) 

:::··,. :;·., ....•....•• , ....... , .. , 
1 P(+) • O 

Demostración: 

Haciendo s • s U + 

y tomando en cuenta que: 

1 
S n . -. 

1 

por el ¡axioma 3: 

1 P(S) • P(S) + P(+) 

además,¡ por el axioma 2: 

1 

P(S) • 1 

1 

.". P(+) • o 

I.3 

Si A B son dos eventos de s y A e B 

P(A) ~ P(B) 

El ev nto B de la figura 1.2, puede representarse como 
la uni6n de los eventos mutuamente excluyentes AyA'n B, 
esto es B • {A U(A'n B)}. 

9 
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Figura I. 2 

del axioma 3: 

P(B) • P(A) + P(A' n B) 

y por el axioma 1: 

Teorema 1.4 

P (A 1 n B) ~ O 

:. P(B) ~ P(A) 

S 

Si A1 , A2 , ••• , An es una colecci6n de eventos mutua
mente excluyentes y colectivamente exhaustivos, como se 
muestra en la figura 1.3, 

entonces: 

Figura I. 3 

• itl P(Ai) con Ai n Aj • ~ 
para i f j 

este teorema es s61o una forma general del axioma 3. 



Teorema[ I. 5 

Para d¡'s eventos cualesquiera A y B: 

P(A U B) • P(A) + P(B) - P(A n B) 

Demostfaci6n~=--------------------------;;, 
S 

Figura l. 4 

De la figura 1.4: 

P(~ U B) = P(A - B) + P(A n B) + P(B - A) 

por otrr parte: 

• • • (a) 

P(A - B) z P(A) - P(A n B) 

P(f - A) = P(B) - P(A n B) 

sustituyendo (b) y (e) en (a): 

(b) 

(e) 

P(k U B) •P(A) -P(A n B) +P(A n B) +P(B) -P(A n B) 

P(A U B) •P(A) +P(B) -P(A n B) 

Ej em,lo I. 7 

En uJa compañía distribuidora de equipos electróni
cos, ae ha registrado el número de aparatos de tipo 
W que ¡solicitan sus clientes semanalmente. Un resumen 
de diqhos datos se muestra en la siguiente tabla: 

N" DE APARATOS FRECUENCIA (VECES) 

o 2 

1 5 

2 9 

3 4 

4 1 

5 1 

22 
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12 eu'l es la probabilidad de que en la próxima semana 
se soliciten: 

a) M'• de un aparato. 

~ A lo m's tres aparatos. 

e) Entre 2 y 4, ó mis de 2 aparatos. 

Solución 

a) Se pueden definir los siguientes eventos: 

A • {solicitan más de un aparato} 

ei. {solicitan i aparatos} 

entonces: 

A • {e2 u e 3 u e~ u e 5 } 

por el teorema 1: 

P(A) • 1 - P(A') 

donde: 

A' • <e 0 u e1 } 

y por e~ axioma 3: 

2 5 7 
P(A') • P(eo) + P(el) • 22 + 22 • 22 

7 15 
P(A) • 1 - 22 • 22 

b) Sea el evento: 

B • {solicitan a lo mis 3 aparatos} 

con lo cual: 

entonces: 

P(B) • P(e 0 ) + P(e 1 ) + P(e2) + P(e3) 

2 S 9 4 20 
P(B) • 22 + 22 + 22 + 22 • 22 

Obsérvese que A' C B y que cumple con el teore
ma 1.3, es decir, P(A') < P(B) 

e) Sean los eventos: 

e • {solicitan entre 2 y 4 aparatos} 

y: 

D • {solicitan mas de 2 aparatos} 

de manera que: 



por 1 teorema 1.4: 

P(C D) • P(C) + P(D) - P(C n D) 

ento ces, de acuerd~ con los datos: 

14 
P(C) • 22 P(D) • 262 y 

S P(C n D) • 22 

14 6 S 1S 
(C U D) • 22 + 22 - 22 • 22 

1.4 PR~10BABILIDAD CONDICIONAL 

La probabilidad de que oc~rra un evento A cuándo se 
tiene 1 certeza que ha ocurrido otro evento B, denotado 
por P(~/B) (probabilidad de A dado B), se define como 
el coci nte de la probabilidad de la intersecci6n de A y 
B entr la probabilidad de que ocurra B. 

1 1 P(A/B) • P(A n B) 1 (3) 
1 _ P(B) _ 
i 

Como ~ es un evento que ya ocurri6, el espacio mues
tral s se reduce a B, como se muestra en la figura I.S, 
con lo cual: 

j p A/B) • Intersección (A n B) 
( nuevo espacio muestra! (B) 

Figura I.S 

NUEV<I ESPACIO 
MUEBTRAL 

De mod s~mejante se determina la probabilidad del even
to (B/ ). 

13 
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Ejemplo I.8 

Para presentar un examen extraordinario, un alumno 
considera que la probabilidad de que estudie es de 
0.9. 

El sinodal del examen ha establecido que si un alum
no estudia tiene una probabili~ad de 0,8 de aprobarlo; 
sin embargo si no estudia sera solo de 0.3. 

Cual es la probabilidad de que un alumno: 

a) Estudie y apruebe el examen. 

b) No estudie y apruebe. 

Solución 

Las diferentes alternativas del problema se pueden 
representar mediante un diagrama de árbol, como el 
que se muestra en la figura 1.6, donde: 

E • {estudie} 

A • {apruebe el examen} 

o 

Figura 1.6 

De la definición de probabilidad condicional: 

a) P(E n A) • P(A/E) P(E) 

- 0.8(0.9) - 0.72 

b) P(E' n A) • P(A/E') P(E') 

- 0.3(0.1) - 0.03 



EVENTO INDEPENDIENTES 

Dos e entos A y B son mutuamente independientes, cuan
do la currencia de uno de ellos no afecta la probabili
dad de ocurrencia del otro, esto es: 

P(A/B) • P(A) o P(B/A) • P(B) 

Consi erando los eventos: 

A • sube el precio del petroleo en este año} 

B • se funden dos focos en un salón de clase} 

se pue e observar que son independientes, ya que la pro
babili ad de que suba el precio del petróleo no tiene nin 

. guna r lación con lo que ocurre en el salón de clase y vi 
cevers 

PROBAB LIDAD DE LA INTERSECCION DE n EVENTOS 

Frecu ntemente se desea encontrar la probabilidad de que 
ocurra conjuntamente una serie de eventos A1 , A2 , ••• , An; 
ya sea simult(neamente o bien, uno a continuación del otro. 

En el caso de dos eventos, de la expresión (3): 

1 P(A¡ n A2 ) • P(A¡/A2 ) P(A2 )' ••• (4) 

para tfes eventos se puede definir otro evento: 

i B • (A2 n A 3) 

Y de lf expresión (4): 

1 P(A¡ n B) • P(A¡ n A2 n A3) 

• P(} 1/(A2 n A3)] P(A2 n A3) 

• P(A¡/(A2 n A3 )) P(A2 /A 3) P(A 3) 

siguie do un procedimiento similar para n eventos: 

P(A¡ nA n ••• n An)• P(A¡/(A2 n A3 n ••• n~.n_ 1 ))P(A2/A3n• •• nl.n) ••• P(An) 

15 

(.5) 

Cuand todos los eventos son independientes entre sf, 
P (A¡/ 2 ) • P (A¡), entonces la expresión (4) se trans
forma n: 

P(A¡ n A2 ) • P(A¡) P(A2 ) 

y se p ede demostrar por inducción matem4tica que: 

P(A¡ n A2 n ••• n An) • P(A¡) P(A2) ••• P(An) ••• (6) 

A est última expresión se le conoce como la ~egla de la 
muU.i.p .l.c.ac..C.6n. 
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Ejemplo 1.9 

Calcular la probabilidad de que se encuentren todas 
laa pieaaa defectuosas en un lote de cinco unidades 
obtenidas de la producci6n de una miquina, consideran 
do que es independiente la probabilidad de defecto eñ 
cada una de ellas y que en promedio la proporci6n de 
piezas defectuosas en esa miquina es del 10%. 

Solución 

Sea: 

Di • {la unidad i resulta defectuosa} 

de la expresi6n (6): 

P(D 1 n D2 n D3 n D~t n Ds) • P(Dl) P(D2) P(D 3 ) P(D~t) P(Ds) 

- (0.10)(0.10)(0.10)(0.10)(0.10) 

(0.10) 5 

TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL 

Sea un conjunto de eventos B1 , B2 , •.. , Bn mutuamente e~ 
cluyentes y colectivamente exhaustivos. Véase la siguien
te figura. 

Figura I. 7 

Entonces para cualquier otro eyento ACs; se tiene: 

A • (AnB 1) U (AnB 2) U ... U(AnBn) 

cuya probabilidad es: 

P(A) • P(A n Br) + P(A n B2) + .•• .t- P(A n Bn) • 



considera do que: 

entonces: 

... (7) 

Ejempl~ !.10 

Tres l~neas aéreas (1, 2 y 3) hacen vuelos noctur
nos de éxico a Acapulco. La experiencia ha demostra 
do que alen con retraso el 40% de los vuelos noctur= 
nos de a línea 1, el 50% de la línea 2 y el 70% de 
la líne 3. Pasado mañana Carlos desea ir a Acapulco 
e~ un v elo nocturno y elige aleatoriamente una línea 
aerea. 1 

i 
Cual e~ la probabilidad de que Carlos: 

a) Seteccione la línea 

b) Sa ga con retraso. 

1 y que salga con retraso. 

1 

Soluci~n 
El pri~er punto del problema involucra la selección 

de una e las 3 líneas por las cuales puede viajar. 
Si A1, A2, A3 son los eventos que representan la 
elecció de la línea 1, 2 y 3 respectivamente enton
ces P( ¡) • P(A2) • P(A3) • 1/3 (eventos igualmente 
posible ) • 

Una veL seleccionada la línea, se tendrán los even
tos: Í 

y: 
1 

R • {el avión sale con retraso} 

R 1 • {sale a tiempo} 

rmación que se puede obtener del enunciado, 
a las probabilidades: 

P(R/A¡) • 0.4, P(R/A2) • 0.5, P(R/A3) • 0.70 

rama de árbol de la figura I.B representa los 
eventos de este experimento. 

17 
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R_P(AI n R}=O.I32 

Figura I. 8 

a) De la expresión (4) se obtiene la probabilidad 
conjunta 

P(A¡ n R) • P(R/A¡) P(A¡) • 0.4(0.33) • 0.132 

b) El evento R se puede presentar con cada una de 
las tres líneas aireas, por lo cual de la expre
sión (7): 

P (R)•P (R/A¡ )P (A¡ )+P (R/ A2)P(A2)+P (R/.,.3)P (A3)•P (A1nR)+P (ArnR)tP(A~) 

- 0.132+0.165+0.231•0.528 

TEOREMA DE BAYES 

Este teorema es solamente una aplicaci6n de la defini
ci6n de probabilidad condicional. Sin embargo en ella se 
fundamenta la teorfa bayesiana de la estimaci6n, la cual 
permite modificar las probabilidades a partir de nuev• i~ 
formaci6n. 



Sean B , B2 , •••• Bk•· •••• Bn eventos mutuamente ex-
cluyente y colectivamente exhaustivos y sea A otro e
vento del mismo espacio muestral s, como se muestra en 
la figur 1.7; entonces: 

P(A/Bk) P(Bk) 
p (Bk/ A) • -n::----=---=---

Demostr~ci6n: 

L P(A/Bk) P(Bk) 
k•l 

Por la ~efinici6n de probabilidad condicional: 

• • • (8) 

1 

P(Bkn A) 
! P(Bk/A) • P(A) ••• (a) 

de la ex1resi6n (4): 

1 P (Bk n A) • P (A/Bk) P (Bk) 

y del teJrema de la probabilidad total: 

IP(A) = i P(A/Bk) P(Bk) 
1 k=l 

sustituy,ndo (b) y (e) en (a): 

! 

! P(A/Bk) P(Bk) 
i P(Bk/A) • ---=---=---' t P(A/Bk) P(Bk) 
1 k:•l 

' 1 

Ejemp~o 1.11 
1 

Consi.irese el enunciado del ejemplo 1.10. 

1 

• • • (b) 

• • • (e) 

Si de puis de efectuado el viaje, Carlos comenta que 

a) 

b) 

a) 

n salio a tiempo, cuál es la probabilidad de 
a utilizado: 

línea 2. 

línea 3. 

Ufilizando la misma notación y de la expresi6n 
( ) : 

¡ • P(R' /A2) P(A2) 
P(A2 R ) • P(R 1 /A1)P(A1)+P(R 1 /A2)P(A2)+P(R 1 /A3)P(A3) 

! 

19 
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sustituyendo los valores de la figura I.8: 

b) Considerando que el denominador representa la 
probabilidad de que salga a tiempo P(R'), de la 
expresión (7): 

P(A 3/R') • P(R 1 nA3). 0.099 • 0 , 214 
P(R') • 0.462 

Es importante observar que las probabilidades condicio
nales que se encuentran en las ramas de ll figura I.B, 
se refieren a eventos que ocurrirán después del análisis 
y por ese motivo se les denomina probabilidades a p4io4i. 

Por otra parte, las probabilidades que se calculan con 
el teorema de Bayes se refieren al posible origen de un 
evento que ocurri6 en el pasado y, en consecuencia, a 
esas probabilidades condicionales se les llama a po4~e
Jt.i.o Jti. 



CAPITULO VARIABLES ALEATORIAS 

INTRODUCCION 

En este ~apftulo se define el concepto de variable ale~ 
toria que,representa en forma cuantitativa el resultado 
de un exp rimento aleatorio, así como diferentes funcio
nes e ind'cadore~ que facilitan el manejo matemático de 
los posib es resultados de un experimento aleatorio. 

'¡ 

La ventafa de manejar variables aleatorias en lugar de 
los event s de un espacio muestral, se· hace evide~te cua~ 
do el res ltado del experimento es cualitativo. 

' 
1 

II.l CONFEPTO DE VARIABLE ALEATORIA 
1 

Se defin~ como una función real que asocia un elemento 
numérico on cada uno de los eventos elementales del esp~ 
cio muest al. Al término variable aleatoria también se 
le conocel como variable posible, cantidad incierta o va
riable estocástica. 

En la fi 
X: S+ R, 
x. La na 
blema par 
espacio m 

X 

1 

!ESPACIO MUESTRAL CONJUNTO DE LOS 
NUMEROS REALES 

1 
Figura II. 1 

ura anterior se observa la transformación 
onde al punto muestral A se le asigna el número 
uraleza del experimento no representa ningún pro 
asignar valores numéricos a los elementos del -

estral; por ejemplo: 

Si un exlerimento consiste en observar en un dia determl 
nado, si llueve o no, se puede hacer la asignación: 

s = {no llueve, llueve} ____. X {0, 1} 

..... , 

21 
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Mediante la variable aleatoria x se asigna el número 
uno al evento llueve y cero cuando no llueve¡ sin embargo, 
ésta no es la única forma de hacer la asignaci6n y se po
drfan asignar también los números {-1,1} respectivamente. 

Cuando el resultado del experimento aleatorio es un núme 
ro, generalmente se le asigna ese mismo valor. Por ejem~ 
plo, en un experimento que consiste en observar la tempe
ratura de una máquina de combustión interna, la variable 
aleatoria X puede tomar los mismos valores (x) que se ob 
servan en el termómetro. es decir que X- x. -

II.2 VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 

Se dice que una variable aleat·oria x es discreta, cuan 
do el número de valores que puede tomar es finito o infi~ 
nito numerable, es decir, cuando los resultados del expe
rimento aleatorio al que está asociada la variable s61o 
se definen para algunos valores de x. 

Por ejemplo: 

El número de automóviles que pasa por cierta avenida 
en un intervalo de tiempo. 

La demanda mensual de tractores en una distribuidora 
de maquinaria. 

El número de personas que visita anualmente una loca
lidad. 

En estos ejemplos no tiene sentido hablar de resultados 
fraccionarios y por consiguiente s61o se definen para va
lores enteros de x. 

FUNCION MASA DE PROBABILIDAD 

El comportamiento de una variable aleatoria discreta X 
puede estudiarse a través d~ su función masa de probabil! 
dad (F.M.P.), la cual relaciona los resultados de un exp~ 
rimento aleatorio con su probabilidad de ocurrencia. Esta 
función se denota como Px(x), P(X•x) 6 P(x) y se interpr~ 
ta como la probabilidad de que la variable aleatoria X t~ 
me el valor particular x. 

PROPIEDADES DE LA F.M.P. 

Px(x) ~ o 

t Px(x) • 1 
~X 

para toda x (1) 

(2) 



Ejemplo II.1 

Cierta 
moción p 
voltura 
derecho 
de choco 

ábrica de chocolates está realizando una pro 
blicitaria que consiste en incluir en la en~ 
e algunas barras de chocolate un cupón qu~ da 
1 consumidor a recibir otra. La proporción 
ates premiados es de 20%. 

Si la v riable aleatoria X representa el número de 
cupones ue hay en cuatro barras seleccionadas al 
azar y e forma independiente, determinar la F.M.P. 
de X y a partir de ella la probabilidad de encontrar 
cuando mtnos dos barras con cupón. 

Soluciórt 
i 

Conside~ando el evento 

Bi • {la barra i tiene cupón} 

Para x t O, ninguna barra tiene cupón, entonces: 

' ' 1 ' Px{O) • P{B 1 nB 2 nB 3 nB'+) 

1 
donde Bi es el complemento de Bi• 

Como la proporción de chocolates premiados es de 20% 

P{Bi) • 0.2 y P{B~) • 1 - 0.2 = 0.8 

por lo t.nto: 
! 

PX{O) • P{Bi). P{B2_) P{Ba) P{B~) 

- {0.8) {0.8) {0.8) {0.8) 

- 0.4096 

Para x ~ 

existen !. (4,1) • 4 maneras de obtener una barra pre
miada y res sin premio. Cada una de las alternati
vas tien una p~obabilidad. 

! 

P {una !remiada y tres sin premio) •0.2 {0.8)3•0.1024 

con lo e al: 
! 

Px{l) - 4{0.1024) -0.4096 
¡ 

.De mane~a similar se obtiene: 
1 

1 
Px{2) -0.1536 

1 Px{J) • o.0256 

1 Px{4) • 0,0016 

Grafica~ente se puede observar la F.M.P. en la si-· 
guiente figura. 

23· 
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PxC x) 
0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

-~ 

2 3 4 X [Chocolates premiados] 

Figura II.2 

Encontrar cuando menos dos barras equivale a encon
trar dos, tres o cuatro, ya que la probabilidad de e~ 
contrar más de cuatro en este experimento es cero, 
con lo cual: 

P(X ~ 2) • PX(2) + PX(3) + PX(4) 

- 0.154 + 0.025 + 0.002 

- 0.181 

FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA PARA VARIABLES ALEATO
RIAS DISCRETAS 

Otra forma de caracterizar el comportamiento de una va
riable aleatoria, es mediante la función de distribución 
acumulada (F.D.A.), la cual se denota como Fx(x 0 ) y sed~ 
fine: 

1 Fx (x o) • .Jf x ~ x 0 Px (x) 1 • • • ( 3) 

En esta relación se puede observar que en cada valor 
Fx(x 0 ) se acumulan las probabilidades anteriores o igua
les a Px(x 0 ) y por eso la función lleva ese nombre. 

PROPIEDADES DE LA F.D.A. 

Fx(x 0) > O :y. XQ (4) 

FX(-ao) • O (5) 

FX(ao) • 1 (6) 

Fx(xo+e:).::_Fx(x 0), para toda constante e:>O. (7) 

• • • (8) 



EjamJlo II. 2 

DeteJminar la F.D.A. del ejemplo !!.1 en forma ta
bular l gráfica. 

Solu~ign 

De 1~ expresign (3): 

X rx<x> Fx(xo) 

o 0.4096 0.4096 

1 0.4096 0.8192 

2 0.1536 0.9728 

3 Q.0256 0.9984 

4 0.0016 1.0000 

0.5 

.--r-----
1 

,....--1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

,....---J 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

O'--""'"'"--+---+--+---+--+--~• 
o 2 3 4 5 

Il.3 VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 

Una variable aleatoria es continua si su dominio de de 
finici6n es el conjunto de los números reales; es decir: 
cuando ~a variable puede tomar cualquier valor dentro de 
cierto ijntervalo. 

Este tipo de variables se presenta con m§s frecuencia 
en los sistemas ffsicos que las variables discretas, de
bido a que la masa, el calor, el volumen, el tiempo y o
tras caracterfsticas, pueden tomar cualquier nivel, den
tro de una escala continua. 

FUNCION,DENSIDAD DE PROBABILIDAD 

Para ei· tudiar el comportamiento de una variable aleato 
ria con inua, se puede definir la funci6n densidad de
probabi idad (F.D.P.) de manera an~loga a la F.M.P.; sin 
embargo~ no es posible relacionar cada valor de la varia
ble x con su probabilidad de ocurrencia, como sucede con 
la F.M.P. Una variable aleatoria continua puede tomar 
una infinidad de valores en un pequeño intervalo; en con
secuenc~a, la probabilidad de que x tome un valor particu 
lar es r~cticamente cero y para estudiar el comportamien 
to de 1 variable se debe hablar de subintervalos, dentro 
de los cuales puede encontrarse el valor de X. 

.. 
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La den4idad de· p~obabilidad es un concepto auxiliar que 

indica cu~les son los subintervalos con mayor o menor 
probabilidad, sin proporcionarla directamente. 

La función densidad de probabilidad denotada por fx(x), 
se define de tal manera que la probabilidad del evento 
(x 1 < X < x2 ) es igual a la integral definida de fx(x) 
en eT intervalo ~ 1 , x 2], es decir: 

( xz 
P(x¡ ~ X~ xz) =) fx(x) dx 

Xl 

Por la interpretación geométrica de la integral, tam
bién se puede relacionar la probabilidad de que x se 
encuentre en el intervalo IJq, x 2] con el área bajo la 
F.D.P., como se muestra en la siguiente figura. 

fx< x> 

Figura II. 3 

Debe observarse que la probabilidad de que x tome un va 
lor espec,fico x, serfa el ~rea bajo un punto de la -
F.D.P., la cual es pr~cticamente cero. Sin embargo, es
to no implica que sea imposible ya que el evento (X•x) 
puede llegar a ocurrir. 

PROPIEDADES DE LA F.D.P. 

.. • (9) 

... (lO) 

X 



Ej emp o II. 3 

Se ha 
dos av 
P.D.P. 
vil lo 
por: 

observado el tránsito en la intersección de 
nidas de mucha afluencia, y se determinó la 

del tiempo que transcurre para que un autom6 
re pasar por el crucero; la funci6n esti dada 

IO.le.-O.lx 

fx(x) -
o 

X > 0 

X < 0 

a) De~ostrar que la función cumple con la propie
dad. (lO). 

b) Calcular la probabilidad de que un automóvil 
tatde en pasar cuando menos cinco minutos. 

Solucil$n 

Como 14 función vale cero en el intervalo (-•, O) 

~-o. 1~ •• 9_:_!._ 
• 0 • 1 -0.1 -0.1 

o 
[]-0·1 

b) P(X. > 5)•0.1 ~-e.-O,lZdx• 9_:_!._ 
- -0.1 

S 
~- e.-0.1( 5~- 0.6065 

En la!siguiente figura se muestra el área que repr~ 
senta la probabilidad buscada, 

10 15 20 x [minutos) 

Figura II.4 

27 
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FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA PARA VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 

La definici6n y las propiedades de la funci6n de distri 
buci6n acumulada (F.D.A.) no dependen del tipo de varia~ 
ble aleatoria que se estudia. Sin embargo, la manera de 
obtenerla es diferente en los casos discreto y continuo. 

Para las variables continuas: 

(xo 
Fx(x 0) • P(x ~ x 0) • J fx(x) dx _.., 

Ejemplo II. 4 

Determinar la F.D.A. del ejemplo II.3 

Soluci!Sn 

De la expresi6n (11) 

• (-1) G-o.lx 0 _ ~. 1 _ e_-O.lxo 

En la siguiente figura se puede observar que la 
F.D.A. cumple con las propiedades (4), (5), (6), (7) 
y (8). 

Figura II.S 

••• (11) 



11.4 V~RIABLES ALEATORIAS MIXTAS 

Una va iable aleatoria X es mixta cuando puede tomar 
cualqui r valor real dentro de cierta regi6n del dominio 
de defi ici6n, y fuera de él s61o se define para un núm~ 
ro fini o o infinito numerable de puntos. 

Su dis ribuci6n de probabilidad esta dada por una F.M.P. 
y una F~D.P. En la figura 11.6 se encuentra graficada la 
distrib~ct6n de probabilidad de una variable-~leatoria 
mixta. i 

14 X 

Figura II. 6 

Obs~rv~se que en la regi6n: 

s 1 • {xls < x < 9} 

la vari~ble es discreta, mientras que en el resto del do
minio e$ continua. 

Existen pocos ejemplos de variables aleatorias mixtas y 
normalm~nte se puede discret1zar la parte continua, divi 
diéndola en pequenos subintervalos iguales, con el obje
to de simplificar el estudio del problema. 

1 

Sin emlargo, es sencillo obtener las propiedades de es
tas variables a partir de las expresiones presentadas en 
los cas s anteriores. 

1 

11.5 ESfERANZA MATEMATICA 

! 

Sea x ~na variable aleatoria discreta con funci6n ~sa 
de probabilidad Px(x) y sea h(x) una funci6n cualquiera 
de x, entonces se define la esperanza de h(x) como: 

1 E{h(x)} • r.f-r.x h(x) PX(x) 1 ... (12) 
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51 la variable aleatoria x es de tipo continuo con 

función densidad de probabilidad fx(x), la esperanza de 
una función h(x) se define como: 

E{h(x)} • ~:!"(x) fx(x) dx ... (13) 

Para darle una interpretación al concepto de esperanza 
matemática, se puede observar que si h(x) = x y se con
sidera la siguiente F.M.P. 

X 3 4 5 6 

Px(x) 0.2 0.4 0.3 o .1 

El valor esperado de x (o esperanza de x) es: 

6 

E [x] • x~3 x Px(x) 

- 3(0.2) + 4(0.4) + 5(0.3) + 6(0.1) 

- 4.3 

que representa el valor medio de la variable x, calculado 
como un promedio ponderado, en donde la probabilidad de 
que x tome el valor x, es precisamente la ponderación. 

En general, la esperanza se puede interpretar como un 
p!tomed-i.o ponde!ta.do de h(x) y como se verá posteriormente 
es de gran utilidad para definir algunos parámetros que 
caracterizan el comportamientp de la variable aleatoria. 

PROPIEDADES DE LA ESPERANZA 

Considerando la operación E ~(x)] como un operador al
gebraico que al aplicarse sobre una función h(x) produce 
un número real, se tienen las siguientes propiedades del 
operador: 

a) E [K] • K para cualquier constante K (14) 

b) E [K h (x)] • K E [h(x)] (15) 

e) E [hl(x) + h2(x)] • E [hl(x)] +E [h2(x)] ... (16) 



Deooslradb' 
Para '1 caso continuo 

a) D~ la expresf6n (13) 
1 

E; [K] • L .. !" fx(x) dx • K L .. ;x<x) dx 

E [K] • K(l) • K 

b) E ~ h (xij • t•!" h(x) fx(x) dx 

• K E [h(x)] 

La de~ostracf6n para el caso discreto se puede ha-
cer de ¡manera semejante. 

Ejem~lo II.S 

Cons'derando los datos del ejemplo II.J, deta~minar: 

a) [x] 

b) ~ [x + 2] 

1 
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Solución 

a) De la expresión (13): 

E [x] • L•.: [0.1 e-0.1x J dx 

• ~ • O. 1 x e - 0 · 1 x dx 
o 

resolviendo la integral por partes: 

u • 0.1x du • 0.1dx 

dv • e-0. 1x dx v. -1oe-0.1x 

con lo cual: 

! [X] • [- X e_- 0 • 1 X]O• + J • e_- 0 • 1 X dx 
o 

lim[ X] 0+[1 e-0.1x]0
00 

• x+• - eO.lx - -0.1 

obteniendo el límite mediante la regla de L'hopital: 

E [x]. o+ [o - (1/-o.l)] • 10 

b) Por las propiedades de linealidad: 

E [x + 2] • E [X] + E [2] 

de la expresión (14): 

E [2] • 2 

con lo cual: 

E [x + 2] - 10 + 2 - 12 

La esperanza matemitica es de gran utilidad para calcu
lar algunos parimetros que describen ciertos aspectos de 
las distribuciones de probabilidad y, en ocasiones, son 
suficientes para tener una idea precisa del comportamien 
to de la variable aleatoria. -

Entre los parimetros mis importantes se encuentran la me 
d~a v la va~~ane~a. Para estudiarlos, se presentar!n dos 
casos particulares de la esperanza matemitica que son: los 
momentos con respecto al origen y los momentos con respec
to a la media. 



1 

11.6 MOM¡NTOS CON RESPECTO AL ORIGEN 

Para unal'distribuci6n de ~robabilidad, se define el mo
mento de rden n con respecto al origen (donde n es un nú 
mero ente o positivo), como la esperanza de la función -
h ( x) • xn ! ; es de e i r : 

E [xn=l = I xn Px(x) 
.Jfx 

(caso discreto) 

E [xn] =J_:xn fx(x) dx (caso continuo) 

••• (17) 

..• (18) 

Los mom~ntos con respecto al origen que más se utilizan 
son el primero y el segundo, sin embargo se puede obtener 
el momento para cualquier valor de n. 

Al prim~r momento con respecto al origen se le llama me
di4 del~ di4~ibuci6n y, generalmente, se presenta por 
llX· La m1edia es uno de los par4metros m4s representati
vos de la distribución y como se vio en los dos últimos 
ejemplos, conociendo la media o valor esperado de la dis 
tribuci6n, se tiene una idea del v4l011. cent11.4l de la dis:
tribuci6n. Sin embargo, como se verá más adelante, no e~ 
el único. 

Haciendo, una analogía con el concepto físico de primer 
momento, 1a media es la abscisa del centroide en la F.M.P. 
o la F.O.~. 

En la siguiente figura se muestra la media de la F.D.P. 
de los últimos dos ejemplos y en ella se observa que para 
el caso dhcreto, la variable no puede tomar el valor 11x, 
por ser un número fraccionario. 

0.1 

X 

Figura II. 7 
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El segundo·momento con respecto al origen no tiene la 
misma importancia de la media; sin embargo, se utiliza pa 
ra simplificar el cálculo de otros parámetros de la d1s-
tr1buci6n que se presentan posteriormente. 

11.7 MOMENTOS CON RESPECTO A LA MEDIA 

El momento de orden n con respecto a la media se ~efine 
como la esperanza de la funci6n h(x) • (X - Px)n, donde 
n es un namero entero, positivo y Px es la media de la 
distribuci6n, es decir: 

E !]x - Px>n] • r (x - Px)n Px(x) 
-\'le 

El primer momento con respecto a la media es cero para 
cualquier distribuci6n de probabilidad debido a que: 

y como 

E [<x - Px>J • E [x] - Px 

E [x] • Px 

E [ex - Px>] • o 

El segundo momento con respecto a la media llamado va~~an 
c~a o va~~anza es, junto con la media, uno de los más im-
portantes parámetros descriptivos, ya que es un indicador 
de la dispersión de los posibles valores de la variable 
·aleatoria con respecto a su media Px· 

2 
La variancia se representa generalmente como ax 6 

VAR [x] y de acuerdo con lo anterior, se define como: 

(19) 

Si se considera a la esperanza como un promedio y a la 
diferencia (X - Px> como la distancia entre un valor pa~ 
ticular de x y su media, entonces se interpreta a la va
riancia como el promedio de los cuadrados de las difere~ 
cias entre el valor medio (Px) y los posibles valores de 
la variable aleatoria. 

Debe observarse que st el exponente n toma cualquier otro 
valor par, se tendrá también un indicador de la dispersión 
de los datos y éste será siempre positivo, mientras que pa 
ra una potencia impar, el momento puede ser positivo, nega 
tivo o cero. -



En la sj
1

guiente figura se observan dos distribuciones de 
probabilidad fx 1 (x) y fx 2 (x), con variancias o~ y o~ ; 
comparan o las funciones se establece que ox2 >1 ox2 2 

1 1 2 

fx< x ll 

i 
1 

Figura II. 8 

PROPIEDADES DE LA VARIANCIA 

X 

51 a es una constante cualqui~ra y x una variable aleatQ 
ria con ~edia Px y var1anc1a ox• entonces: 

VAR [x + a] • ai 

Demostr~ci6n: 

• • • (20) 

De la djfinic16n de variancia: 

VAR [le + a] • E Gx + a) - E [le + aJ] 2 

- E [x + a - E [x] - a:J 

como E txJ • Px 

1 

VAR [x + a] • E[]x- Px> 2]· o~ 

Esta p~opiedad indica que al sumar una constante a la 
variabl~ aleatoria, solamente se recorre la distribuci6n 
sobre ell eje x, manteniendo su forma, como se indica en 
la figuna 11.9, por lo que la dispersi6n de la funci6n 
se m a n t ile n e i gua 1 . 

1 
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fx(xl 

fLx X 

Figura 1!.9 

De manera semejante se puede demostrar que: 
2 2 

. . . ( 2 1) VAR(aX) e a oX 

En esta expresión lo importante es observar que al multi 
plicar la variable por una constante, la variancia se mo~ 
difica con el cuadrado de la constante. 

Otra propiedad que en ocasiones simplifica el cálculo de 
la variancia es: 

2 
o = 

X 

2 
E [x2 ] - llx (22) 

La demostración es similar a la que se hizo para la ex
presión (20). 

Como una medida de dispersión, la variancia tiene el 
inconveniente de proporcionar valores con unidades que 
son el cuadrado de las que tiene la variable aleatoria. 
Otra medida de dispersión es la de~v~ac~6n e~tándak, de
not~da ~or o ? ox y definida como la raíz cuadrada de la 
vananc1a. 

Es decir: 

. . . ( 2 3) 

Si se desea comparar la variancia o la desviación están
dar de varias variables con diferentes unidades entre sf, 
la comparación resultará injusta, debido a que las distri 
buciones de variables aleatorias, con unidades pequeñas, 
tendrán aparentemente menos variación. 



Para hac r este tipo de comparaciones se define otro in
dicador, enominado eo~6ici~nt~ d~ va~iaci6n, como el co
ciente de la desviaci6n estándar entre la media, es decir: 

e. v. • ax 
IIX 

... (24) 

Como la edia y la desviaci6n estándar tienen las mis
mas unida es, el coeficiente de variaci6n.es adimensional. 

1 

1 

Ejempl1' II. 6 

Sea X una variable aleatoria discreta 
guiente distribución de probabilidad: 

X -2 3 5 7 

Px(x) 0.2 0.4 0.3 0.1 

Determ nar: 

a) La media. 

b) La desviación estándar. 

e) El coeficiente de .variación. 

Soluci n 

con la si-

37 

a) E[x] • 2: x Px(x) • (-2)(0.2) + 3(0.4) + 5(0.3) + 7(0.1) 
:Y.x 

1 

E[xp- 3 

! 
b) Por\ 

1 

las expresiones (22) y (2 3): 

1 q - v'E{X 2 } 112 
1 ax - -
1 X X 

en donde el segundo momento con respecto al origen 
es: 

E{X } • (-2) 2 (0.2)+ 3 2 (0.4) + 5 2 (0.3) + 7 2 (0.1) • 16.8 

por lo tanto: 

ax a v'16.8- 32- 2.79 

e) Con los resultados anteriores y de la expresión 
(24): 

c.v. - 2 ·;9 - 0.93 
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II.8 TRANSFORMADAS 

Para calcular los momentos de una distribución con respecto al o
rigen, se pueden presentar dificultades al tratar de aplicar direc 
tamente las definiciones. -

Una forma alternativa de hacerlo es mediante transformadas. Entre 
las m&s importantes se encuentran las siguientes: 

TRANSFORMADA GEOMETRICA 

Sea x una variable aleatoria discreta, cuya F.M.P. es 
Px(x), entonces se define la transformada geométrica de X 
como: 

Tx(Z) ·E[zj • jo zx Px(x) 

Propiedades de la transformada geo~trica: 

rx (1) • 1 

d Tx(Z) 1 

dZ Z•1 
• E [x] • 11x 

d2rx<z>l rv ~ 
-----2-- • E~2j - IIX 

dZ Z•1 
debe notarse que de la expresilin (22) y (28): 

2 ~J-~~2-d2rx<z>l 2 oX • E X 2 + IIX - llx 
x dz2 

Z•1 
Demostracilin de las propiedades 

••• (25) 

(26) 

(27) 

... (28) 

••• (29) 

Para la expresilin (26), por definicilin de transformada geo~tri
ca: 

• t Px (x) • 1 
x-O 

para la expresión (27): 

d Tx(Z)I • ....!!.. [.. J. 
t zx Px(x) 

dZ Z•1 dZ x•o 
Z•1 

; x zx- 1 Px(x)l • t x(1)x-1 Px(x) 
x• O Z•1 x• O 



.. .. 
I x Px (x) • I x Px (x) 

x•O 

que es deff fcf6n de E[x] 

Para la ex resf6n (28): 

x•O 

I x(x- 1) zx-2 Px(x)l 
x• O Z•l 

.. 
I (x 2 - x) Px(x) 

x•O 

.. 
I x 2 Px(x) - I x Px(x) 

x•O 

sfmpl iff ndo: 

Ejemplo I. 7 

A partí de la F.M.P • 

•• (•) -1 : para x • 1, 2, ••• 

para cualquier otro caso 

y median e la transformada geom&trica, calcular: 

a) La media. 

b) La variancia. 

So lucio 

a) Po definición: 

'Ix (Z) • I zx Px (x) 
x•O 

39 



40 
Como P¡(x) toma valores diferentes de cero (x • 1, 2, ••• ) 

y de la expresi6n (27): 

·- t zx-d TX(Z) 1 d ~- 2~ 
dZ z- 1 dZ x-1 3x z- 1 

donde la sumatoria es una serie geomitrics de la forma: 

.. 
t ax • _a_ 

x-1 1 - a 

entonces: 

d Tx(Z) 1 • 2 ....!!_ ~ ~ ~ 
dZ z-1 dZ 1 _! 

3 Z•1 

- 2 

- 2 

2 1.5 ( 1)2 -3 1 - 3 

b) De la expresi6n (29): 

donde: 



e~ lo cual: 

2 
ax • 1.5 + 1.5 - (1.5)2 • 0.75 

TRAN ORMADA ExPONENCIAL O DE LAPLACE 

Sea una variable aleatoria continua cuya F.D.P. e~ fxb:); la 
trans ormada exponencial de x se define como: 

~(S) ·t: e.-BX fx (z) dx • E G-•~ 

Prop edades de la transforMada exponencial : 

(30) 

••• (31) 

(O) • i .. e.(o)x fx(x)dx •} .. fx(z) dz 

-· -· 
l.x(O) • 1 

Paran • h 

LJ:(S)I • dE [e.-sx] 

dS s-o dS 

Como la esperanza es"un operador lineal: 

d l.x(S) 1 
ds s-o 

• E 
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E t x<1.-S~ 
s~o 

Paran - k- 1 

finalmente para n • k 

_e!_ ~k- 1 Lx(S)J 
dS [ dSk-1 

E ~-l)k xk <1.-SJ 

S30 

dk Lx{s) k GkJ 
-...,-:--- (-1) E X 

dsk 

S= O 

Ejemplo II. 8 

Determinar la media y la variancia de la siguiente F.D.P. a 
través de la transformada exponencial: 

x~O 

X < 0 

Solución 

De la definición: 

L (S) = f"" e-Sx ..!. <1.-.x/4: dx 
X ) 0 4 



. ! r• ,_-z(S + 1/lt) dz 
4 Jo 

• ! ~ 1 ,_-x(S + 1/ltj .. • ! r + 1 a 
4 -(S + !) 4 (S + !) 

4 . o 4 

• 1 

4(S + i> 
De expreai6n (31): 

llx. -el ~<s>ls-o.; ~es:!, J 
~ 4 Js-o 

1 • --1--4 
4<16) 

Para obtener la variancia, de la exprui6n (22): 

donde 

por 1 tanto: 

rt d t T;a:(S~ 
E 1!-:1 • di · dS 

2 
O¡ • 32 - (4) 2 • 16 

FUNCION GENERAXRIZ DE MOMENTOS 

9-0 

Para u a variíble aleatoria x (discreta o continua), se define la 
funci6n generatriz de mo~antos cono: 

(caso discreto) 

Mx(S) • E 
(caso continuo) 
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Debe notarse que, en el caso continuo, esta transformada es casi 

igual a la transformada de Laplace y únicamente cambia por el sig
no de la variable s. 

Propiedades de la funci6n generatriz de momentos : 

Mx(O) • 1 ••• (32) 

dl\lx~S) 1 E ~] para n • O, 1, 2, ••• 

ds s-o 
• •• (33) 

A esta última propiedad le debe su nombre, debido a que se puede 
generar cualquier momento con respecto al origen. La demostración 
de cada una de las propiedades es en todo similar a las presentadas 
en la transformada exponencial. 

La función generatriz de momentos puede sustituir a la transforma
da geométrica y a la transformada de Laplace si se consideran las 
siguientes relaciones: 

Mx(S) • Tx(eS) 

Mx (S) • Lx (-S) 

es decir, que se sustit~e el argumento z por eS en el primer caso 
y s por -s en el segundo caso. 

Otra caracterTstica importante de la función generatriz de momentos 
es que cuando existe, es única e identifica plenamente a la distri
buci6n de probabilidad correspondiente; es decir, que a cada distri 
bución de probabilidad le corresponde una y s61o una funci6n gener~ 
triz de momentos. 

FUNCION CARACTERISTICA 

Para una variable aleatoria x (discreta o continua) se define la 
función caracterTstica de x como: 

f:x(t) • E ~it ~ 

donde i • r-r 

r eit x PxCx> dx 
X"' O 

("'o J eit x fx(x) dx 

Las propiedades de esta función son: 

caso discreto 

caso continuo 

(34) 

(35) 



La demostraci6n de estas propiedades es tambiAn similar a la efec
tua a en la transformada exponencial y la ventaja que tiene con re~ 
pec o a las anteriores es que para cualquier distribuci6n de proba
bil ~ad existe su funci6n caracterfstica, lo cual no se puede aseg~ 
rar para las transformadas anteriores. . 

La función caracterfstica se relaciona con la transformada de La
pla e y con la funci6n generatriz de momentos en la siguiente for
ma: 

Mx (S) • +x (-is) 

Lx(S) • +x(is) 
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CAPITULd III MODELOS PROBABILISTICOS 
1 

INTRODUCC[ON 

1 

Cuando s1e estudia un experimento aleatorio mediante la teorfa de 
la probabilidad y la estadfstica, es necesario definir el compor
tamiento lde las variables involucradas. Una forma de hacerlo es 
mediante su funci6n masa o densidad de probabilidad; sin embargo, 
encontra~ para cada variable su verdadera distribuci6n de probabi 
lidad es una tarea muy diffcil y, por tal motivo, se han desarro:
llado unJ gran cantidad de modelos probabilfsticos que explican 
satisfac~oriamente el comportamiento de muchas variables aleato
rias. 

1 

En este capítulo se presentan algunos de los modelos te6ricos, 
tanto pa~a variables aleatorias discretas como continuas, inclu
yendo su 1 forma, sus par4metros y otras caracterfstieas particul!. 
res. 

III.l DISTRIBUCIONES TEORICAS DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 

1 

AlgunosJde los modelos que se presentan en este capítulo se han 
desarrollado a partir de un experimento denominado en&ayo de Bet
noulll, fn el cual sólo se pueden presentar dos posibles resulta
dos, denominados ~ y ~o. La probabilidad de que ocurra 
un éxito j se representa con p y 1 a probabilidad de que ocurra un 
fracaso fon q ó 1-p. 

Como ej,mplos de un ensayo de Bernoulli se puede considerar el 
lanzamiento de una moneda, cuyos posibles resultados son 4guila o 
sol, o bfen tomar un producto de una Hnea de producción para ve
rificar si cumple con las normas de calidad preestablecidas, en 
cuyo casp los posibles resultados son bueno o defectuoso. 

Llamarl~ éxito a uno de los posibles resultados no significa for 
zosament que sea el m&s favorable, generalmente se le llama asf
al event que tiene menos probabilidad de ocurrencia; por ejemplo, 
se puede'[ llamar éxito al posible evento de que un vehfculo se des
componga, durante un intervalo de tiempo y fracaso, si no sufre nin 
gGn dano¡. -

PROCESO! O SECUENCIA DE BERNOULLI 

Consis~e en una serie de experimentos o ensayos de Bernoulli in
dependi~ntes, donde la probabilidad de éxito p permanece constan
te dura~te todo el proceso. Por las características anteriores, 
se dice que el proceso es dicotómico, estacionario e independien-
te. 1 
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Ejemplo III.1 

En una fibrica de autoaiSviles se ha observado que el 10% de 
las unidades salen defectuosas de la línea de producci6n. Si 
se selecciona un lote de cinco para ser inspeccionado, ¿cuál 
es la probabilidad de que el primero y el cuarto salgan de
fectuosos? 

Solución 

Si se define el éxito y el fracaso respectivamente como: 

E ·• {encontrar un automéivil defectuoso} y 

F • {encontrar un autoa6vil sin defecto} 

se tiene entonces, por la regla de la multiplicación, que:. 

P(E n F n F n E n F) • P(E) P(F) P(F) P(E) P(F) 

como P(E) • 0.1 y P(F) • 1- 0.1 • 0,9 

P(E ()p () F ()E ()F) • (0.1)2 (0.9)3 • 0.007 

De este resultado se puede observar que si se cambia el or
den de la secuencia, la probabilidad es la misma. A esta pro 
piedad se le llama intercllllbiabilidad del proceso de Bemou-
lli. 

III.1.1 DISTIIBUCION DE BEBNOULLI 

si x u el. nrtmrJtO de. WbJ¡, en Wl ur.6a.yo dt. BtJUWu.lU con proba
bilidad p de éxito y 1-p 6 q de fracaso, entonces se dice que x 
tiene distribución binaria o de Bernoulli con parámetro p. 

Como x solamente puede tomar el valor de cero o uno, su función 
masa de probabjlidad esta deffnfda por: 

1-p para x • O 

Px(x) • p para x • 1 

O para cualquier otro caso 

que gr5ficamente se muestra en la sfgufente figura. 



J-p 

p 

o X o 

Figura III. 1 

La funci6 generatriz de momentos de la distribuci6n de Bernou
lli es: 

Mx(s) • t ~sz Px(z) • ~s(O) (1- p) + ~s~l) P • 1- P + P ~· •• (1) 
X 

La media valor esperado de esta distribuci6n se puede obtener 
de acuerdo con las propiedades de la funci6n generatriz de momen
tos como: 

d Mx(s) 1 E[x]• ·p~<o>.p 
ds s•O 

~e la expr sión (22) del cap{tulo II, la variancia se obtiene como: 

E (!~ - E [x] 
2 

donde: 

1 - p 
s•O 

••• (2) 

con lo cua 
2 2 

ax • p - p • p(1 - p) • pq ••• (3) 

Aun cuand esta distribución no se aplica por sf sola en el estu 
dio de fen menos de la realidad, es la parte fundamental de los
modelos ba dos en procesos bernoullianos. 

Conviene estacar el hecho de que ésta y las dem!s distribuciones 
que se pre entan en este capftulo son en realidad ~ d~ 6un
elone&, de ido a que para cada valor del parámetro (o parámetros)· 
se obtiene diferentes funciones que pertenecen a la misma familia. 
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111.1.2 DISTkiBUCION BINOMIAL 

Sea K una variable aleatoria que representa et'núm~ de lxito4 
en una 4e.c.u.enc.l4 den en4a.yo4 de BeJU10ulU. con probabilidad p de 
éxito y 1-p de fracaso, entonces K tiene distribución binomial 
con parámetros n y p. 

Para determinar la función masa de probabilidad de la distribu
ción binomial, supóngase que .se desea determinar la probabilidad 
de encontrar K piezas defectuosas de un lote de tres unidades, 
tomadas de una de las lineas de producción de una planta indus
trial. Considérese que la probabilidad de que una pieza resulte 
defectuosa es p, esto es p(éxito) • p y p(fracaso) • 1 - p. 

Tener cero éxitos (k - O) equivale a no encontrar piezas defec
tuosas en el lote, de manera que: 

P(k • O) • PK(O)., P(F n F n F) 

como los eventos son independientes: 

P(k ., O) = P(F) P(F) P(F) 

= (l - p)3 

Para k- 1 existen c(3, 1) • ~ • 3 maneras de obtener un ~xi 
to, que son: 1! 2 ~ 

con lo cual: 

E F F 

FEF 

F FE 

PK(1) • P l]E n F n F) U (F n E n F) U (F n F n Ej] 

como las tres alternativas tienen un éxito y dos fracasos: 

PK(l) • 3P(l éxito y 2 fracasos) 

• 3P(l - p)2 

3' Para k - 2 existen C(3, 2) - 2! ·1! - 3 maneras de obtener dos éxi 
tos, que son: 

E E F 

FE E 

E FE 

y de manera semejante al caso anterior: 

PK(2) • 3 p2(1 - p) 

Por último, para k- 3 sólo pueden ocurrir tres éxitos cuando las 
tres piezas sean defectuosas, por lo cual: 

PK(3) • P(E n E n E) 



Resumiend los resultados'anteriores, la P.M.P. de K esta dada 
por: 

'K( ) • (1 - P) S • q3 

PK( ) • 3 P(l - p)2 • 3 pq2 

PK( ) • 3 p2(1 - P) • 3 p2q 

Ptr( ) • p3 

Como pued observarse, los resultados. anteriores corresponden a 
los términ s que se obtienen al desarrollar el binomio (p + q) 3, 
por este m tivo se le llama distribuci6n binomial. 

El nOmero de maneras en las cuales se pueden presentar k éxitos 
en una ser e de n ensayos, es el número combinatorio: 

n' 
C(n, k) • k!(n: k)! 

y la pro bilidad de cada uno de los posibles resultados es 
pk(l - P) k, por lo cual la P.M.P. de la distribución binomial se 
represen en forma gen.eral como: 

C(n, k) pk qn-k para k> O ••• (4) 

k < o 
fK(k) • 

o 

donde k y son enteros positivos y las constantes n y p son los 
parámetros de esta distribución. 

HlMDITOS LA DISTRIBUCION BINOMIAL 

Para obte er la media y la variancia de la distribuci6n binomial, 
nuevamente conviene obtener su funci6n generatriz de momentos y 
aplicar la propiedades vistas en el cap,tulo anterior. 

generatriz de momentos est& dada por: 

n 
MK(s) • I e,sk PK(k) 

k• O 

n 
MK(s) • I e,sk C(n, k) pk qn-k 

por las p piedades de los exponentes: 

MK(s) • ~ C(n, k) r; e.Jk qn-k 
k•O 1: j 

que es eq ivalente al desarrollo de un binomio elevado a la n-ési 
ma potencia de la forma: 

(S) 

51 



52 
para obtener la media: 

d M((s) 1 1 IIK • ds .. n(p es+ q)n-1 P es .. n(p + q)n-1 P 
s•O s=O 

COIAO p + q • 1 

IIK • n p (6) 

Para obtener la varfancia. de la expresi6n (22) del cap1tulo II: 

donde: 

E~~ .d2¿;(s)ls·o· n(p es+ q)n-1 P e.s+p es~(n- l)(p e.s+q)n-2 P e.~s•O 

• n(p + q)n-1 p + p2 ~(n _ l)(p + q)n-~ 

• n p + p2 G<n - 1)] 

con lo cual: 

• n p - p2 n 

factorfzando n p: 

2 
oK • n p (1 - p) ,. n p q ••• (7) 

Ejemplo III.2 

Considerando la linea de producción del ejemplo III.l. cuil 
es: 

a) La probabilidad de no encontrar unidades defectuosas en 
un lote de cuatro automóviles. 

b) El níimero esperado de unidades defectuosas en el mismo 
lote. 

e) La variancia y la desviación estindar de la distribución. 

d) La grifica de la función masa de probabilidad. 



Solucilin 

a) 

b) 

e) 

Co~ en este caso la secuencia de observaciones se puede 
con iderar un proceso de Bernoulli, la variable K que re 
pre enta el número de unidades defectuosas que hay en Uñ 
lot , tiene distribucilin binomial con parámetros n • 4 y 
p • 0.1, con lo cual: 

PK(O) = C(4, 0)(0.1) 0(0.9)4 

l -(0.9~: - 0.656 

De a expres1on (6): 

~K • 4(0.1) • 0.4 

a~ 4(0.1)(0.9) • 0.36 y aK • 10.36 • 0.6 

De la expresilin (7): 

d) De a expresilin (4) se obtiene el valor de la funcilin pa
ra los demás puntos lo cual se muestra en la siguiente f!_ 
gura. 

k Pl{(k) 

o 0.6561 

1 0.2916 

2 0.0486 

3 0.0036 

4 0.0001 

PK (k) 
0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

Figura III. 2 

o 

III.l.3 DI.f.rBDCIOM BINOMIAL NEGATIVA O PASCAL 

! 

2 3 

Sea N Wl4 v~bte a.tea.:to!Lia que ltepii.U Ul.t4 el. númeJ!O de en.Myo.6 
nec.Uillt-i.o.6 ent!.Ontltalt k lúto.6 en Wl4 .6ec.ue.nc-ia. de BeJtnoutU 
con probabilidad de éxito p, entonces N tiene distribución bino
mial negativ con parámetros k y p. 

4 

Comparando sta definición con la correspondiente a la binomial, 
se debe nota que el número de éxitos K es'una variable en la dis 
tribución bi omial, mientras que en esta distribución es sol amen~ 
te un paráme ro. También se debe observar que en esta distribu
ción, el úl tl"mo ensayo de la secuencia tiene que ser un éxito pa
ra completar los k éxitos que aparecen en la definición. 
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Tomando en cuenta esta Oltima observaci6n, se puede obtener la 

F.M.P. haciendo: 

PN(n) • P Gobtener k - 1 Exitos en los primeros N - 1 ensayos) 

n(un €xito en el último ensayo~ 

donde el primer evento corresponde a una variable con distribución 
binomial y la probabilidad del segundo es p; por lo tanto, de la 
expresión (4): 

• C(n - 1, k- 1)pk qn-k 

Como no tiene sentido que haya menos de K ensayos para encontrar 
k éxitos, entonces: 

1, k- 1) pk qn-k para n ~ k 
••• (8) 

n < k 

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA 

Siguiendo un procedimiento semejante al practicado en la distri
bución binomial, se obtiene la función generatriz de momentos: 

••• (9) 

donde q •· 1 - p 

Aplicando las propiedades de esta función, se obtiene la media y 
la variancia como: 

k 
IIN • p 

Ejemplo III.3 

••• {10) 

••• (11) 

Considerando nuevamente el enunciado del ejemplo 111.1, cull 
es: 

a) La probabilidad de que la quinta unidad observada sea la 
segunda defectuosa. 



b) Eljnúmero promedio de unidades que se debe observar para 
en1ontrar cinco defectuosas. 

Soluci,n 

a) En este caso k z 2, n a 5 y p • 0.1 con lo cual de la ex 
presión (8): 

PN~S) • C(S-1, 2-1)(0.1)2(1-0.1)5-2 

4! -~ (0.1) 2(0.9)3- 0.02916 

b) Considerando ahora k • 5 y de la expresión (10): 

1 5 IIN•--• 0.1 50 un4.dades 

1 

III.1.4 DISTRIBUCION GEOMETRICA 

Esta distribuci6n es un caso especial de la binomial negativa, en 
donde la v~riable aleatoria representa et núm~ d~ en6ayo~ nee~a 
!WJ~ pa1t11 ~ontluVI. et piLÜrteJI. tU;to m .t.a. ~e.c.umcia d~ BeJLnOu.Ui..-

La funci6n masa de probabilidad se obtiene de la expresi6n 
haciendo ki= 1, con lo cual: 

(8), 

para n > 1 

D < 1 ... (12) 

De las extresiones (9), (10) y (11) se obtienen también la fun
ci6n gener triz de momentos, la media y la variancia de la distri 
buci6n geo étrica (haciendo k • 1). 

EjempL III.4 

El pr pietario de diez terrenos campestres en UD centro tu
rístic , está tratando de venderlos por medio de entrevistas 
person les con los posibles compradores. Considera que al en 
trevis arse con UD posible comprador, existe la misma probabT 
lidad e vender o no vender y que el resultado de una entre-
vista s independiente de lo que ocurre en las demis. Cuál es: 

a) L probabilidad de que la cuarta persona entrevistada sea 
1 primera que compre. 

b) L media de la variable N que representa el número de 
e ientes que se tienen que entrevistar para realizar la 
p imera venta. 

e) L variancia de N. 

d) L gráfica de la F.M.P. que corresponde a N en el inter
valo [}.. ij. 

1 
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Solución 

a) Considerando como ¡xito realizar una venta p • O.S, entonces: 
q • 1 - o.s • o.s 
con lo cual de la expresión (12): 

PN<4> • (O.S)(O.s)s • (o.s)4 • o.o63 

b) Haciendo k • 1 en la expresión (10): 

1 liN • O.S • 2 (entrevistas) 

) 2 o.s 
e 11N • (0.5)2 • 2 

d) Con la expresión (12) se obtienen los valores de la sigui~ 
te figura. 

n 

1 

2 

3 

4 

S 

6 

PN(n) 

o.soo 
0.250 

0.125 

0.063 

0.031 

0.016 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

2 

Figura III.3 

III.1.S DISTRIBUCION DE POISSON 

4 

Si se divide el intervalo de definici6n de una variable continua 
t que puede representar tiempo, distancia o cualquier otra varia
ble continua en pequenos subintervalos iguales At, si en cualquier 
punto de t se pueden presentar dos posibles resultados denonrlnados 
lxlto y ~46o, entonces se puede considerar a cada subintervalo 
dt como un ensayo de Bernoulli en el que puede ocurrir un fxito 
con probabilidad p (en cualquier dt) o un fracaso con probabilidad 
q • 1 - p. 

Cuando la ocurrencia de un fxito en un subintervalo es indepen
diente de lo que ocurre previamente y no inflUYe en lo que ocurre 
posteriormente, entonces el intervalo de definici6n de t represen 
ta un proceso de Bernoulli. -

6 n 



Si ademl , el tamafto de los subintervalos 6t tienden a cero y la 
ta.\4 pii.Dm dt. bi.:toJJ polt wrJ..dad dt. t definida com l • n p per-
manece co stante, se trata entonces de un pii.Dee6o Po~on. 

Algunos jemplos de dicho proceso se presentan al considerar como 
variable ontinua el tianpo y como éxito la llegada de un cliente 
a un alma én, la descompostura de uno de los elementos de cierto 
mecanismo o la detecci6n de un sismo. 

Si una v riable aleatoria Y representa el númeto de lxito4 en un 
pii.Dee6o ~ ~4on con una tasa promedio de éxitos l, entonces Y tie 
ne distri uci6n de Poisson con parlmetro l. -

Para obt ner la funci6n masa de probabilidad de esta distribuci6n 
constdére e el proceso Poisson como un proceso de Bernoulli, es de 
cir: -

Py(y) • C(n, y) pY(1 - p)n-y ... (13) 

donde n e el nOiero de subintervalos 6t y la probabilidad de éxi 
to p se tiene a partir de la definfci8n de l. como: -

l 
p•ñ 

sustit~e do en la expresi6n (13) y considerando que: 

e n! 
(n, y) • y!(n- y)! 

n! (l)Y ( l)n-y 
Py(y)•y!(n-y)!; 1-; 

[E.Cn- 1) (n- 2) ••• (n-y- 1Ü 

y! 

... (14) 

Obtenien o el lfmfte cuando n tiende a fnffnfto (lo que equivale 
a que los subintervalos· 6t + O}: 
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por la definición del número e: 

lim (1 - l)n - e-). 
n-+oo n 

con lo cual la función masa de probabilidad queda: 

para y ~ O 

••• (15) 

y < o 

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION DE POISSON 

Siguiendo un procedimiento similar al de las distribuciones ante 
riores, la función generatriz de momentos de esta distribución es: 

de donde: 

\ly = d My(s) 1 = !;_es 
ds s=o L 

••• (16) 

2 
C1 • 

y 

• • • (17)" 

Ejemplo III.S 

En una empresa textil se ha observado que la probabilidad de 
encontrar un defecto en un metro de cierto tipo de tela es 
0.02. Considerando un rollo de 100 metros de dicha tela, cuál 
es: 

a) El número promedio de defectos por rollo. 

b) La probabilidad de que no exista ningún defecto en los 
100 metros. 



e ) La F.M.P. en fo 
toria que repre 

rma grifica y tabular de la variable alea
santa el nG.aro de defectos por•rollo. 

S oluci ISn 

a ) ~ nsiderando co 
, p • 0.02, e 

mo éxito el encontrar un defecto en la te
on lo cual la tasa promedio de éxitos ea: 

A • n P 

-100(0.02) • 2 defectos por rollo 

b ) De la ezpresi6n (15): 

e ) 

Py( 
(2) o e.-2 

y) - 0¡ • o.1353 

me diante la dis tribuci6n binomial se puede aproximar este 
resultado como: 

E 
qu 

~ 
Dll 

PIC(O) • C 

error que se 
e se est( dis 

intervalos d 
atices del ex 

(100, 0)(0.02)0(0.98)100 - 0.1326 

comete can esta aproximación·ae debe a 
cretizando la variable continua distancia, 
e un metro, lo cual modifica las caracte
perimento. 

la ezpreai6n 
q1 e se -•tra 

(15) se obtienen loa valores de la funci6n 
en la siguiente figura; 

y Py(y) 

o 0.135 

1 0.270 

2 0.270 

3 0.180 

4 0.090 

S 0.036 

6 0.012 

7 0.003 

8 0.001 

O ra forma de e 
P iason, se obt 
n gativa, por 1 
d cambiar la e 
a ISn (15) queda 

Py< y) 

0.3 

0.2 

1 

0.1 

1 
O 2345678Y 

Figura III. 4· 

xpreaar la F.M.P. de la diatribuciiSn de 
iene al multiplicar una constante t, no 
a tasa promedio de 'xitos A, con el fin 
acala de unidades. De este modo la ezpr.!. 

como: 
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Py(y) • 

Ejemplo III.6 

().t)Y e-At 
y! 

o 

para y ~ O 

y~O ••• (18) 

En el conmutador telefónico de una compañía se reciben en 
promedio dos llamadas por minuto. Suponiendo que dichas lla
madas siguen un proceso de Poisson, cuál es la probabilidad 
de recibir: 

a) Ocho llamadas en cinco minutos. 

b) Ninguna llamada en tres minutos. 

e) Menos de tres llamadas en dos minutos. 

Solución 

a) De la expresión (18) con ). • 2 y t • S 

~(S)]a e-z(s) 
Py(8) = ---,..8 • ..-, -- = 0.1126 

b) Con t • 3, At • 2(3) • 6 

6o e-6 
Py(O) = - 0-!- = 0.0024 

e) Con t • 2, At • 2(2) • 4 

P (! < ~ • Py(O) + Py(1) + Py(2) 

- 0.2381 

III.2 DISTRIBUCIONES TEORICAS DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 

Hasta ahora se han presentado modelos probabilísticos que se ba
san en los procesos de Bernoulli o Poisson y manejan variables 
aleatorias discretas. En esta sección se presentarán modelos pro 
babilfsticos para variables aleatorias continuas, que no se basan 
necesariamente en los procesos antes mencionados. 



III.2.1 ISTRIBUCION UNIFORME O RECTANGULAR 

Sea x un 'variable aleatoria que puede. toma11., c.on l4 m.l.6m pl!Dba. 
b.i.Udad, u.i.eJr. valoll. e.n el. .in:t.e.~~.valo [!. , ~ , entonces x ti e-= 
ne d1str1 uci n uniforme con parfmetros a y b. 

En la alidad existen muy pocos experimentos cuyos resultados 
tengan 1 misma probabilidad de ocurrencia ; sin embargo, en algu
nos casos se utiliza esta distribuci6n cuando no se cuenta con la 
informaci6n necesaria y se tienen que asignar probabilidades a los 
eventos. Por ejemplo, la proporci6n de personas que consumirán un 
nuevo p dueto en una comunidad, se puede representar mediante una 
variable aleatoria con distribuci6n uniforme y parámetros a • o y 
b • l. 

De acue do con la definici6n, la forma de la F.D.P. es como se 
muestra n la siguiente figura: 

Figura III.S 

donde el alor de k en términos de los parámetros a y b se obti~ 
ne a part r de la propiedad: 

L .... fx(x) dx • 1 

como en e te caso: 

entonces: 

finalment 

fx(x) • \: 
para cualquier otro caso 

~ b b 
k d x • k [x] • k ~ - !] • 1 

a a 

fx(x) ·• 

k•-1-
b - a 

1 
b - a 

o 

para a~ x ~ b 

para cualquier otro caso ••• (19) 
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KlMENTOS DE LA DISTRIBUCION UNIFORME 

Utilizando la definici6n de la media: 

liX- E DtJ- s· xfx(x) dx --
1 

- ¡;--.:-; 

por lo tanto: 
1 

liX • 2 (b + a) 

para la varianc1a: 

donde: 

de manera que : 

.(b-a) 2 
12 

Ejemplo III. 7 

••• (20) 

... (21) 

Un inversionista considera que al aportar cierta cantidad de 
dinero I en un negocio, puede perder todo lo invertido, reci
bir el triple de la inversión o quedar en una situación inte~ 
media; todo con la misma posibilidad. -Cuál es: 

a) La probabilidad de que reciba cuando menos 1.5 veces lo 
que invirtió. 

b) La utilidad esperada (utilidad • cantidad recibida - e~ 
tidad aportada). 



e) 1 coeficiente de variaci&o de la cantidad que recibir¡, 

a) Si X representa la cantidad de dinero recibida, a • O 
• 31 y de la expresi&o (19): 

r31 1 
P(X~ 1.51) • J JI-O dx 

l. SI 

con lo cual: 

P(X~ 1.51) • 0.5 

b) Si la utilidad es la diferencia X - I 

entonces: 

E ~tilidad] • E [x] - E [r] 

y por la expresi6n 20: 

E [x] • Í (31 - O) • l. SI 

por lo tanto: 

E (Ytilidaij • 1.51 - 1 • O.SI 

e) Por definición: 

y de la expresión (21): 

2 (3! - 0)2 - g¡2 - 312 
ax • 12 12 4 

entonces: 
.rnr ax .,4 • 0.866! 

con lo cual: 

CV • 0.8661 • l. 732 
O.SI 
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111.2.2 D1STIIBUC10NES NOBMAL Y NORMAL ESTANDAR 

La distribuci6n normal o de Gauss es uno de los modelos probabi
lfsticos de mis utilidad debido entre otras razones, a que en la 
realidad muchas variables aleatorias pueden representarse adecua
damente mediante esta distribuci6n, incluso otras distribuciones 
que se estudiarln en este capftulo toman como base a la distribu
ci6n normal y ademls, bajo ciertas condiciones, la distribuci6n 
normal se aproxima a otras distribuciones te6ricas, como se ver( 
en el capftulo V. 

En forma general se dice que si la funci6n densidad de probabili 
dad de una variable aleatoria x estl dada por: -

- (X - ~)2 
fxCx> • _1_ f. 2a 

a ili 
••• (22) para toda x 

entonces x tiene distribuci6n normal, con parfmetros p y a. 

En la figura III.6 se muestra la forma de la F.D.P. para diferentes 
valores de a. Por su forma esta curva se llama campana de Gauss. 

Se puede observar que la grlfica de la func16n es sfm~trica con 
respecto a la media; su punto mlxfmo est( en x • p y es asint6t1-
ca con el eje x (en ambos lados). 

f'+4 X 

Figura II1.6 

MOMENTOS DE LA D1STIIBUC10N NORMaL 

Conforme a la def1n1c16n, la func16n generatriz de esta dfstribu 
c16n es: -

!fc(s) • E [j.•!J • ,_sx __ 1 _ ,_-(x - p) /2a dx S- 2 2 

-• a ¡z:; 

1.. 2 2 
1 - .. ,_sx - (x - p) /2a dx • a ¡z:; 



al desarro lar el exponente: 

1 r; 21 a2 s2 •- 2c72 ux- 11- a2 e)~ + 811 + - 2-

por lo cua : 

~ J • 1 _(x - \1 - a2s)2 
Mx(s) • e8 11 + 2 -._e 2a2 cb: 

-• a '1 211 

T6mese en cuenta que la funci6n que se está integrando es igual a 
la expresi n (22) retrasada a2s unidades. 

Su integr 1 definida en el intervalo (- •, •) es igual a uno; lu~ 
go entonce : 

r:ll + a2sfl 
Mx(s) • e ~ 2 J 

A partir e esta funci6n, la media y la variancia de la distribu
ci6n norma son respectivamente: 

2 d2 Mx(s) 1 2 2 
a• -11•a 
X de s•O 

Es decir, que la media y la variancia de la distribuci6n normal 
son respec ivamente los parimetros 11 y a2. 

Para cale lar la probabilidad de~ue la variable aleatoria x to
me un valo dentro del intervalo ~1 • xiJ se debe evaluar la in
tegral definida: 

la cual pr senta algunos problemas para obtenerla analfticamente. 

Haciendo 1 cambio de variable (estandarizando la variable) 

X - ilx 
z--ax ... (23) 

Se puede ostrar que z también tiene distribuci6n normal con 
par6metros llz • o y az • 1. Con el cambio de variable, la 
F.D.P. de 1 expres16n (22) se transforma en: 
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z2 

fz(z) - &1 . ,.- ........ 1 . 1 z ~ ~ para cua qU1er va or 
2rr 

• • • (24) 

con lo cual: 

donde: 
x¡ - \1x 

Z¡ • y 

A la distribuci6n de probabilidad de la variable z, cuya F.D.P. 
está dada por la expres16n (24), se le denomina normal estándar y 
su función de distribuci6n acumulada es: 

1 
Fz(zo) • -n; ... (25) 

la cual se encuentra tabulada para diferentes valores de Zo en la 
tabla A que se presenta en el ap~ndice de estos apuntes. 

Para calcular la probabilidad de que z tome un valor en cierto 
intervalo, se puede aprovechar la simetría de la función y el he
cho de que el área bajo la curva que se encuentra a. uno y otro la 
do del eje de simetría es 0.5. -

Ejemplo III. 8 

Se ha observado que el tiempo necesario para que un v~aJero 
se traslade de una ciudad a otra tiene una distribución nor
mal, con media~ • 13.5 hrs., y desviación estándar a • 1 hr. 
Calcular la probabilidad de que el recorrido tarde: 

a) Cuando mucho 14 hrs. 

b) Entre 12 y 16 hrs. 

e) Menos de 12.5 o més de 15 hrs. 



Soluc 6n 

a) N rmalizando el valor x • 14 horaa con la expresión (23): 

& • 14 - 13.5 O S 1 • • 

e lo cual: 

P(x ~ 14) • P(z ~ 0.5) 

o bien: 

Fx(14) • Fz(0.5) 

la siguiente figura se muestra la relación entre 1aa 
a variables: 

13.5 14 
(O) (0.5) 

Figura III.7 

X 
(Z) 

scando en la tabla A que se presenta en el apéndice de 
atoa apuntes: 

Fz(0.5) • 0.6915 

b) tandarizando los valores: 

1. 12 -113.5.- 1.5 

n la siguiente figura se -stra la probabilidad deseada. 

F (- 1. 5) 

12 
(-1.5) 

13.5 
(O) 

Figura III. 8 

P(12~x~16) = P(-1.5ü~2.5] 

16 
(2.5) 

X 
(Z) 
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P ~1.5 ~ z ~ 2 . .fl = Fz(2.5) - Fz(-1.5) 

buscando en la tabla A de la distribución normal estándar: 

P 1:::1.5 ~ Z ~ 2.5] = 0.9938- 0.0668 = 0.927 

Debe notarse que por la simetría de la función: 

Fz(-1.5) = 1 - Fz(1.5) 

e) Para este inciso: 

12.5 - 13.5 
Zl • 1 

15 - 13.5 
Z2 • 1 • 1.5 

1 

P(x>l5) 

12.5 13.5 
(-1 ) (o) 

15 

( 1.5) 

Figura II.I.9 

De la figura III.9: 

P(z > 1.5) • - P(z ~ 1.5) 

con lo cual: 

P(z < -1) + P(z > 1.5) • Fz(-1) + [! - Fz(l.5Ü 

buscando nuevamente en la misma tabla: 

X 
{Z) 

p ~ < -1] + p ~ > l..f[ - 0.1587 + [! - 0.933~ 

- 0.2255 



III.2.3 DISTRIBUCION EXPONENCIAL 

Sea T una variable aleatoria que representa el t.ltmpo que. buln4-
c.ulllte. ur.tl!.e la. oc.ulllr.e.nc..i4 de. do~ W-to~ con.se.c.ut.luo~ de. un pii.Oc.e.
~o Po~~on, con una tasa promedio de éxitos A; entonces T tiene 
distribuci6n exponencial con parámetro A. 

Puesto que T es una variable continua y la funci6n densidad de 
probabilidad- no relaciona directamente probabilidades a los valo
res de la variable independiente, se obtendrá primero la funci6n 
de distribuci6n acumulada, que de acuerdo con la definici6n es: 

o bien: 

donde P(T tg) se obtiene al considerar la probabilidad de que 
no ocurra n ngun éxito en un intervalo de tiempo mayor a e0 , que 
equivale al valor Pl(O) calculado mediante la distribuci6n de 
Po1sson, con 1 o cua : 

to ~o 

t 0 < o 

que define~ la F.D.A. de la distribuci6n exponencial. 

A partir d~ esta funci6n y conforme a lo visto en el cap!tulo a~ 
terior, la ~unci6n densidad de probabilidad de la distribuci6n e~ 
ponencial e : 

con lo cual: 

Ae.-At para t ~ O 

o t < o 

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL 

... (26) 

... (27) 

La funci6n generatriz de momentos es de acuerdo con su definici6n: 
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Al sustituir la expresi6n (27): 

Kf(s) • ). ~ .. ~->.t ~st dt 

o 

• ). ~ .. ~-t(>.-s) dt 

o 

• ). 1';-t(>.-sij • 

[-<>.- •>] 
o 

evaluando para los lfmites de la expresi6n: 

). 
Kf(s) • -r:8 

como se ha venido haciendo, a partir de Mr(s) pueden calcularse la 
media y la variancia de esta distribuci6n. 

Para la media se tiene: 

d Kr<•> 1 ). 1 
~~r• da •);2•T 

a• O ... (28) 

y para la variancia: 

donde: 

d2Kf(s) 1 • - 2>.(>.- s) 1 • 2>.2 • 2 
ds2 (>.-s)4 ).lt 3:2 

s•O s•O 

con lo cual: 

... (29) 



Ejemplo III.9 

A UD ce tro comercial llegan en promedio tres personas por 
minuto. 

l. 

a) 

b) 

e) 

ular la probabilidad de que el tiempo entre dos lle
consecutivas sea: 

r de medio minuto. 

de 2 minutos. 

a) Co >. • 3 clientes por minuto ; t o • O. S min y de la ez-
pr si6n (26): 

2. De (28) y (29): 

co lo cual: 

P(T • 1) • O 

~ • ~ • 0.333 minutos 

2 1 
oT • ( 3) 2 • 0.111 

oT • {O.lll • 0.333 minutos 

Como se h presentado la distribuci6n exponencial, la variable 
aleatoria representa el tiempo que transcurre hasta la primera 
ocurrencia de un evento o bien el tiempo que transcurre entre dos 
eventos co secutivos. 

Por ese m tivo se utiliza frecuentemente para representar el tiem
po entre 1 llegada de clientes o el tiempo entre la ocurrencia de 
fallas en n sistema productivo. Sin embargo, también puede repre
sentar a o ras variables continuas, como la distancia entre dos ve
hículos qu circulan en una avenida. 

III.2.4 D STRIBUCION GAMMA O ERLANG-K 

Si en un roceso Poisson, la variable aleatoria T representa el 
tiempo c¡u.e t/w.n.6c.uM.e htu.ta. c¡u.e oc.uM.en k éx,i.,tc.t. , con una tasa pr_Q. 
medio de é itos >., entonces T tiene distribución gamma o Erlang-k 
con parárne ros >. y k. 
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La F.D.P. de la distribución gamma se obtiene al considerar a T 

como la suma de K variables aleatorias independientes T1, T2, •• , TK 
con distribución exponencial, esto es: 

T • T1 + T2 + .•. + TK 

Mediante un procedimiento que involucra la aplicación repetida de 
la integral de convolución se obtiene: 

;~.kpt)k-1 e.-At 
(k - 1)! 

o 

para t ~ O 

••• (30) 

t <o 

En forma más general, la F.D.P. de la distribución gamma se pre
senta como: 

fT (t) 

;~.k(At) k-1 e.- At 
P(k) 

o 

para t > O 

t < o 

dondeP(k) es la función gamma definida como: 

P(k) • ~~ e.-u u(k- 1) du 
o 

• • • (31) 

La constante k no se restringe a tomar valores enteros aunque sf 
debe ser positiva y la variable T no representa necesariamente el 
intervalo de tiempo pará que se presente el K-ésimo evento. 

K>MENTOS DE LA DISTRIBUCION GAMMA 

La media y la variancia se obtienen como el primer momento con res 
pecto al origen y el segundo con respecto a la media, con lo cual:-

Ejemplo III. 10 

k 
llT = 1:" (32) 

(33) 

En una región del país se han registrado 90 sismos de una in 
tensidad considerable en los Últimos SO años. Suponiendo que 
las condiciones geológicas no han cambiado en forma significa 
tiva y que la ocurrencia de un sismo es independiente de lo -
que ha sucedido en el pasado, cuál es: 

a) La gráfica de la F.D.P. de la variable que representa al 
tiempo necesario para que ocurran tres sismos. 



b) a probabilidad de que se tenga que esperar cuando mucho 
res años para registrar tres sismos. 

Solu ión 

a) a tasa promedio de sismos se puede estimar como: 

~ • 90 • 1.8 sismos/año so 
e la expresi6n (30): 

1 variar t se obtiene la tabla y la figura siguiente: 

t fT(t) 

o o 

.S 0.2964 fr( t ¡ 

1 0.4820 

.s 0.4409 

2 0.3187 

.S 0.2024 

3 O.ll8S 

.S 0.06S6 

4 0.0348 

Figura III.10 

b) llntegrando la F.D.P. en el intervalo @, ~ 

E (3) • 1: 2.916 t2. e-l.Bt dt 

~ediante la f6rmula de integraci6n numérica de Simpson: 

• -h3 
Ít- ( t 0) + f (t ) + 2 ¡; ordenadas con + 4 ¡; ordenadas con] L n índice par índice impar 

~r(3) • (OjS) @ + 0.0348 + 2(0.4820 + 0.3187 + O.ll8S) + 

+ 4(0.2964 + 0.4409 + 0.2024 + 0.06S6~ 
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• 0 ; 5 @.0348 + 2(0.9192) + 4(1.0053~ 

= 0.9824 

La función de distribución acumulada de la distribución gamma, se 
encuentra tabulada para algúnos valores de k, en la tabla correspon 
diente a la distribución ji- cuadrada <x2), que como se verá a coñ 
tinuación es un caso particular de la distribución gamma. -

111.2.5 DISTRIBUCION JI-CUADRADA O CHI-CUADRADA 

Cuando una variable aleatoria x2 está formada por la 4uma de lo4 
c.uo..dJr.ado4 de v vaJúa.blu alu:toJrÁA.Ij .i.ndepend.i.en:tu c.on rUJ.tJr..lbu
c.ión no~at. entonces se dice que esta variable x2 tiene distribu
ción ji-cuadrada con v grados de libertad. 

Su función densidad de probabilidad está definida por: 

para x ~ O 

f 2 (x) z 
X 

1/2 (x/2) v/2 - 1 e-x/2 

2v/2 P(v/2) 
... (34) 

o para x < O 

Comparando esta función con la expresión (31) se puede observar 
que la distribución ji-cuadrada es un caso particular de la dis
tribución gamma, en la cual: 

y k-~ 
2 

Los momentos de la distribución ji-cuadrada se pueden obtener de 
las expresiones (32) y (33), haciendo los cambios mencionados, con 
lo cual: 

llx2 = v 

a 2 = 2v 
X 

La función de distribución acumulada de esta distribución se en
cuentra tabulada para diferentes valores de v en la tabla B del 
apéndice de estos apuntes. 

(35) 

(36) 

La mayoría de las aplicaciones que tiene la distribución x2 se en
cuentran en la estadística y para facilitar su manejo en esa área, 
la tabla B del apéndice presenta los valores de la función de dis
tribución acumulada Fx2 (x). 



De esta manera. si se desea encontrar el valor x2 = x tal que 
Fx2(x) = 0.05 con v = 10 grados de libertad, se debe buscar en la 
tabla co respondiente la intersección entre la columna de valores 
encabeza a por 0.05 y el renglón que muestra en el margen izquier
do el valor 10, donde se encuentra el valor x2 = 3.94. 

La form de la distribución para algunos valores de v se muestra 
en la si uiente figura en donde se observa que conforme aumenta v, 
la distr bución se aproxima a la forma de la distribución normal. 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 X 

Figura III. 11 

111.2.6 D1STR1BUCION t DE STUDF.NT 

Fue ere da por W.S. Gosset bajo el seudónimo de Student (estudian 
te) y po teriormente se desarrolló de manera más rigurosa por R.A~ 
Fisher. 

Las apl 'caciones más importantes de esta distribución también se 
encuentr n en la inferencia estadística. 

Una var able aleatoria T, tiene distribución t de student (o si~ 
plemente t), si está formada por el coci,ente: 

T = _z_ 
V/IV 

donde z s una variable aleatoria con distribución normal están
dar; v e otra variable aleatoria con distribución ji-cuadrada y 
v son lo grados de libertad de la variable aleatoria v. 

La func'ón densidad de probabilidad de la distribución t de stu
dent, es á definida por: 

(37) 

( V+ 1) 
f (t = p(Jv+1)~ (1 + t2.)- -2.- para -oo<t< 00 ••. (38) 
T P(v/2) 1rv v 

En la f gura III.l2 se muestra la forma de esta distribución pa
ra difer ntes valores de v. 

En ella se observa que conforme aumenta el parámetro v la distri
bución t ende a la forma de la normal estándar. 
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La media y la variancia de esta distribución para v > 2 son: 

ll.r. o (39) 

2 V a=--
T v- 2 

(40) 

Como en la distribución ji-cuadrada, la función de distribución 
acumulada se encuentra tabulada en la tabla e del apéndice para ha
llar los valores de T a partir de los grados de libertad y del va
lor Fr(t). 

La manera de buscarlos es igual que en el caso de la distribución 
ji-cuadrada, con la única diferencia de que en esta tabla sólo se 
encuentran los valores de t para Fr(t) entre o.s y 1, debido a la 
simetría de la curva. 

Ejemplo III.ll 

Si se desea obtener el valor de t, tal que Fr(t) • 0.975 con 
v • 15 grados de libertad, se encontrará que t • 2.13. 

o 

Figura III. 12 

Las aplicaciones de la distribución normal est~ndar, ji-cuadrada 
y t de student se presentar~n en el capftulo VII que corresponde 
a inferencia estadfstica. También en el capftulo V se profundiza 
r& sobre algunos aspectos teóricos de las variables aleatorias -
que se forman a partir. de una combinación lineal de otras. 



CAPilULD IV VAAIABI.ES AL.fATORIAS COtU.INTAS 

INTRODUCC ON 

En los e pftulos anteriores se han estudiado las variables alea 
torias de manera independiente; sin embargo en un sistema ffsico, 
económico o social, de naturaleza aleatoria, existen generalmente 
interrela iones entre sus elementos. 

Debido a estas interrelaciones, en los modelos probabilfsticos 
deben tom rse en cuenta todas las variables relevantes en forma 
conjunta. Por ejemplo, si se estudia un sistema de control de 
inventari s para materias primas en determinada compañfa, se de
ben consi erar simultáneamente las variables que representan la 
demanda d los productos, su precio, el tiempo que tardan los pro 
veedores n surtir un pedido y otras variables que permitan esta~ 
blecer la cantidad de productos que deben mantenerse en el alma
c~n o el amaño de los pedidos. 

Este cap tulo tiene por objeto generalizar los conceptos vistos 
en el cap tulo II para el caso de dos o más variables aleatorias. 

IV.l FUN IONES DE PROBABILIDAD CONJUNTA 

Cuando a cada punto del espacio muestral se le asocian dos o más 
variables aleatorias, entonces dichas variables aleatorias se de
nominan nj~. Estas variables pueden ser discretas, conti
nuas o mi tas, lo cual determina el tipo de función que represen
ta su com ortamiento. 

Se estud ará primero el caso de dos variables aleatorias y poste 
riormente se establecerá el caso general de n variables. -

FUNCIO~ES MASA DE PROBABILIDAD CONJUNTA Y MARGINAL 

Sean X y Y dos variables aleatorias discretas, entonces la función 
masa de p obabilidad conjunta de x y Y está definida como: 

PXY(x, y) ~ P [jX = x) n (Y .. y}] ; ~ x, y ... (l) 

esto sign fica que la F.M.P. conjunta relaciona el punto (x, y) del 
espacie m estral con su probabilidad de ocurrencia. 
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Ejemplo IV .1 

En la planeación de un proyecto se han encontrado dos acti
vidades consecutivas, consideradas como las más importantes 
por la influencia que ejercen sobre el tiempo total del pro
yecto, para fines prácticos, dichos tiempos se pueden consi
derar en forma discreta, con una función masa de probabilidad 
conjunta dada por: 

PXY(x, y) = 

(8 - x)(8 - y) 
144 

o 

para x = 3, 4, S 

para y = 3,4,S 
~emana~ 

para cualquier otro caso 

a) Representar la F.M.P. conjunta en forma tabulcr y gráfica. 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que se terminen las dos acti 
vidades en ocho semanas? 

Solución 

a) Tabulando y graficando PXY(x, y) se tiene: 

1>\ 3 4 S 
X 

3 0.1736 0.1389 o .1042 

4 0.1389 0.1111 0.0833 

S o .1042 0.0833 0.062S 

Figura IV .1 

b) Para que las actividades se terminen en ocho semanas se 
pueden presentar los siguientes eventos: 

(x = 3, y= S), (x = 4, y= 4) o (x =S, y 3) 

por lo cual: 

P(x + y = 8) PXY(3, S) + PXY(4, 4) + PXY(S, 3) 

0.1042 + 0.1111 + 0.1042 = 0.319S 

PROPIEDADES DE LA FUNCION MASA DE PROBABILIDAD CONJUNTA 

Para que una función discreta sea una F.M.P. conjunta es necesario 
que cumpla con las siguientes propiedades: 

• . . ( 2) 



2) I I PXY(xi, Yi) • 1 
-\'xi i 

A las f nciones masa de probabilidad de cada una de las varia
bles ale torias que se estudian en forma conjunta se les llama 
6unei6n au de. piLO ba.b.lU.da.d maJr.g.i.nal.. 

••• (3) 

Para ob ener estas funciones a partir de la F.M.P. conjunta se tie
ne que: 

Px(x) • (X • x) • P [<x, y¡)U(x, Y2)U(x, Y3) U··· U (x, Yn>] 

• J>xy(x, y¡) + Pxy(x, Y2) + PXY(x, y3)+ ••• +PXY(x, Yn) 

• I PXY(x, y) 
"ry 

••• (4) 

El conj nto de estas Px(x), para todos los valores de x, forma la 
F.M.P. m rginal de x. 

Py(y) • P(Y = y) = I PXY(x, y) 
:Y.x 

Obt ner las funciones masa de probabilidad marginal de X y 

IV.l. 

De a expre.sión (4): 

5 
= l: 

y=3 

(8- x)(8- y) 8- x 
144 = 144 

5 
l: (8 - y) 

Y"'3 

• • • (S) 

= \~4x G8 - 3) + (8 - 4) + (8 - s>]· (8 ~4:> 12 = 8 ~2 x 

Par la variable Y, de la expresión (S): 

Py( 
S 

= r. 
x=3 

: () = ~...:-J 
: . . 12 

(8 - x)(8 - y) 
144 
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La F.M.P. marginal también se puede obtener en forma tabular 

a partir del cuadro de la figura IV.2, sumando las probabili
dades por renglones y por columnas, esto es: 

~ 3 4 5 Py(y) 

3 0.1736 0.1389 0.1042 0.4167 

4 0.1389 0.1111 0.0833 0.3333 

5 0.1042 0.0833 0.0625 0.2500 

Px(x) 0.4167 0.3333 0.2500 1 

Figura IV .2 

FUNCIONES DENSIDAD DE PROBABILIDAD CONJUNTA Y MARGINAL 

Sean x y Y dos variables aleatorias continuas. Entonces la "fun
ción densidad de probabilidad conjunta de x y Y, denotada por 
fXY(x, y), es aquella que relaciona cada punto del plano x-Y 
con su correspondiente densidad de probabilidad. 

Debe notarse que esta función no proporciona una probabilidad di 
rectamente, pues la probabilidad P(X = x, Y= y) es prácticamente 
cero cuando las variables son continuas. 

De manera similar al caso de una variable, en el cual la probabi 
lidad de que x tome un valor en el intervalo ~. ~ se obtiene e~ 
mo: 

b 
P(a ~X~ b) • ~a fx(x) dx 

para dos variables conjuntas X y Y, la probabilidad de que sus v~ 
lores estén comprendidos en la región R = {(x, y)/a < x < b; 
e~ Y~ d} se obtiene de la siguiente forma: - --

(6) 

Gráficamente corresponde al volumen bajo la superficie descrita por 
la función densidad de probabilidad conjunta en la región R, como se 
muestra en la siguiente figura. 



fx,v< x,y) 

Figura 1V .3 

PROPIEDADES DE LA FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD CONJUNTA 

Como en el caso de la función masa de probabilidad conjunta, la 
función den idad de probabilidad conjunta también tiene que estar 
definida de acuerdo con los axiomas básicos de la probabilidad, 
es decir: 

fXY (x, y) ~ O V X y Y ••• (7) 

t: J _: fXY(x, y) dy dx • 1 ••• (8) 

Ejempl IV.3 

Un dis ñador de muebles infantiles ha descUbierto que la 
edad y statura de los niños menores de dos años, se puede mo 
delar e n la siguiente función densidad de probabilidad con-
junta: 

xy- 2y- x + 2 para: O~ x~ 2 donde x: edad 

y: estatura 

o para cualquier otro caso 

a) Ver ficar que cumple con las expresiones (7) y (8). 

b) ¿Cu 1 es la probabili<!ad de que tm niño seleccionado al 
aza , sea menor de 1 año y tenga una estatura inferior a 
los 80 centímetros? 
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Soluci6n 

a) En la figura IV. 4 se puede observar que se cumple la pro 
piedad (7) y, por otra parte, como la integral de la fun 
ci6n fuera de la regi6n definida es cero: 

t: J _: fXY(x, y) dy (xy - 2y - x + 2) dy dx 

resolviendo la doble integral: 

~: ~- ~- xy + zJ: dx • ~: (I- 1- x + z) dx 

lo cual verifica la segunda propiedad. 

b) De la expresión (6): 

P(O ~X~ 1; o~ y~ 0.8) r r • 8 
(xy - 2y - X + 2) dy dx 

~ o 

~ 1 ~o. 8 

O ~_!r_ L.: 2 xy + 2y O dx 

= ~ 1 
(0.32x- 0.64 - O.Sx + 1.6) dx 

n 

( -.~. J .. (0.96- 0.48x) clx 

GráficAmente se puede observar en la siguiente figura: 



P(OSXSI,OSYS0.8) 

y 

Figura IV.4 

Para e caso de variables aleatorias continuas, las funciones 
densid de probabilidad marginales se pueden obtener a partir 
de la F D.P. conjunta, en forma análoga al caso discreto, esto 
es: 

fx(x) K!_: fXY(x, y) dy • • • (9) 

fy(y) K J .. fxy(x, y) dx ... (10) _ .. 

Ejemplo IV.4 

Para 

las funciones densidad de probabilidad mar~inal para 
aleatorias X y Y del ejemplo IV. 3. 

la expresión (9): 

fx(x) m!_: (xy- 2y- X+ 2)dy J : (xy - 2y - x + 2)dy 

r 2 2 2 ~~ : ,~ - !:L. - xy + 2y 
L2 2 e 

entone s: 

1 : 

X O.::_x.::_2 -2 para 

fx(x) • 
para cualquier otro caso 
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para Y, de la expresión (10): 

fy(y) aL: (xy- 2y- x + 2)dy • f: (xy- 2y - x + 2)dx • 

• fn22 - x2 ]2 
[ 2xy- :r + 2~0 - 2y - 4y - 2 + 4- 2- 2y 

entonces: 

1
2(1-y) 

fy(y) • 

o 

para O ..::_ y ..::_ 1 

para cualquier otro caso 

IV.2 FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA CONJUNTA 

También puede hacerse la generalización del caso de una variable pa 
ra definir la función de distribución acumulada conjunta a partir del 
evento: 

FXY(xo, Yo) • P(X ..::_ xo, y..::_ Yo) 

con lo cual se tiene para el caso discreto que: 

FXY(xo, Yo) = E E 
31- X ..::_ XQ Y .::_ YO 

PXY(xo, Yo) 

y en el caso continuo: 
r---------------------------~ 

FXY(xo, Yo) f _x: f :: fXY(x, y)dy dx 

Ejemplo IV. 5 

... (11) 

... (12) 

Obtener la función de distribución acumulada del ejemplo IV.2. 

Solución 

Como es una función discreta, de la expresión (11): 

X o 
FXY(xo, Yo) • E 

x•3 

Yo 
l: PXY(x, y) 

y=3 

dando valores a xo y Yo se obtienen los valores mostrados en 
la tabla de la figura IV.5; por ejemplo si x0 ~ 4 y Yo = 4 

.. 
T. PXY(x, y) 

x-3 ;=3 



- 0.1736+0.1389 +0.1389 +0.1111• O.S62S 

En la igura IV.S se puede observar una representación grá
fica de la función de distribución acumulada conjunta. 

3 4 S 

3 0.1736 0.312S 0.4167 

4 0.312S O.S62S o. 7SOO 

S 0.4167 0.7SOO 1.000 

X 5 4 2 o 

Figura IV.S 

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA CONJUNTA 

Entre las rincipales propiedades de esta función se encuentran 
las siguien es*: 

l. Es mon6 ona no decreciente en X y en Y. 

2. lim FXY(x, y) • lim FXY(x, y) • O 
x+-• y+• 

(13) 

(14) 

* La demos ración de estas propiedades se encuentra en el libro 
de Iván Obr gón San!n, TeoJr.la d¡¿ .fa pll.oba.ba.ldad, Editorial Limusa, 
México, 197 , páginas 1S7 y 1S8. 
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3. lim FXY(x, y) • 1 • • • (15) 

En la figura IV.S se observan las propiedades anteriores puesto 
que la función vale cero cuando cualquiera de las dos variables 
sea menor que tres; vale uno cuando las dos variables son mayo
res que cinco y no decrece cuando aumentan los valores de las va 
riables: -

Fxt(x, y) • O :y. x, y < 3 

FXY(x, y) • :y. x, y > 5 

FXY(x¡, y¡) ~ FXY(x2, Y2) :Y. x¡ ~ X2 
Y1 ~ Y2 

FUNCIONES DE DISTRIBtCION ACUMULADA MARGINALES 

Para obtener las F.D.A. marginales de dos variables aleatorias con 
juntas x y Y, continuas o discretas, a partir de la F.D.A. conjunta, 
se utilizan las siguientes propiedades: 

1 /~m .. FXY(x, y) E Fy(y) 1 

1 /!m .. FXY(x, y) • Fx(x) 1 

(16) 

... (17) 

En la figura IV.S se observa que FXY(x, 5) a FX(x) y FXY(5, y)= Fy(Y) 

Gráficamente Fx(x) corresponde a la curva seccionalmente contin~a 
que se define por la intersección del plano y = 5 y la función 
FXY(x, y). EP forma análoga Fy(y), corresponde a la curva seccio
nalmente continua definida por la intersección del plano x = 5 y 
la función FXY(x, y). 

Ejemplo IV.6 

A partir de la siguiente función densidad de probabilidad 
conjunta: 

O.l para O< x < 5 
O~y~2 

o para cualquier otro caso 

obtener: 

a) La F.D.A. conjunta. 

b) La probabilidad de que las variables X y Y, tomen un valor 
comprendido en la región. 

A= {(x, y)/ x ~ 3 ; y~ 1.5} 

e) Las F.D.A. marginales de X y de Y. 

-



-

Solu "ón 

a) De la expresión (12): 

olviendo la integral: 

Fxv(xo, Yo> • 0.1 xo Yo 

la definición de la F.D.A. conjunta: 

P(X~J, Y~l.5) • Fxv(J, 1.5) •0.1(3)(1.5) z0."45 

e) De las propiedades (16) y (17): 

Fx x) • lim (0.1 xy) Fy(y) = lim (0.1 xy) 
y+ .. X+ .. 

e o FXY(x, y) no cambia para valores de y mayores que 
do o valores de x mayores que cinco: 

Fx x) a (0.1)(2) x • 0.2x Fy(y) • (0.1)(5) y a O.Sy 

La figura IV.6 muestra la funci6n de distribuci6n acumulada con
junta y en ella se señalan las funciones marginales (en las aris
tas). 

Fxy ( x,yl 

X 5 4 3 2 o 

Figura IV .6 

:V.3 DIST .IBUCIONES CONDICIONALES 

La probab'lidac condicional de que ocurra un evento A, dado que 
ha ocurrid otro evento B, fue definida en el capitulo I como: 

P(A/B) = P(A n B) 
. P(B) 
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Al considerar dos variables aleatorias discretas x, y y dos even 

tos A, B tales que A • {X • x} y B • {Y • y} , se define la -
funci6n masa de probabilidad condicional de x dado Y como: 

P:xy (]x • x) n (Y • YÜ PJCY(X, y) 
Px¡y(x, y) • P(X•x/Y•y)• Py(Y • y) • Py(y) 

(18) 

también se define la funcf6n masa de probabilidad condicional de 
Y dado x como: 

Pxv(x, y) 
Py¡x(y, x) • P(Y • y/X • x) • Px(x) ••• (19) 

de manera semejante, para las variables continuas se tienen las 
siguientes funciones densidad de probabilidad condicional: 

fXY(x, y) 
fx¡y(x, y) • fy(y) ••• (20) 

fJCY(X, y) 
fy¡x(y, x) • fx(x) 

... 

Ejemplo IV.7 

La función masa de probabilidad conjunta de dos variables 
aleatorias X, Y, esti dada por: 

PXY(x, y) • 

~ 
42 para x • O, 1, 2 

y=O, 1, 2, 3 

(21) 

o para cualquier otro caso 

a) Obtener la función Py¡x(y, 2) 

b) Calcular el valor de Px¡y(l, 3) 

Solución 

a) Para poder calcular la función masa de probabilidad con
dicional, es necesario conocer la función Px(x), por lo 
cual de la expresión (4): 

3 
Px(x) = I: 

y• O 

~ .. 2 
42 42 

3 1 3 
I: X+ 42 Í: y 

y=O y=O 

1 r;::-r lr] 8x+6 
= TI ~~ + 42 L 6 - -¡;z-

con este resultado, de la expresión (19): 

Py¡x(y, x) • (2x + y)/42 • ~ 
(8x + 6)/42 8x + 6 

.... 



b) 
n el caso particular en el cual x ~ 2: 

2(2) + y ~ 
y¡x(y, 2) - 8(2) + 6- 22 

b) Para obtener Py(y) de la expresión (5): 

Py(y) = ~ ~ 2 
x=O 42 a 42 

2 1 2 
¡; X+ 42 l: y 

x=O x•O 

=~ • .L±..L 
42 14 

de la expresión (18) se obtiene la forma general de la 
función como: 

~ 
42 2x + y • ~ 

Px¡y(x, y) • 2 + y· 3(2 +y) 6 + 3y 
14 

para el caso particular en el cual (x • 1, y= 3) 

2(1) + 3 
Px¡yU, 3) = 6 + 3 (3) = 0.333 

VARIABLE ALEATORIAS INDEPENDIENTES 

En el e pítulo I se definió la independencia entre eventos. Aho
ra se ex enderá el concepto al caso de variables aleatorias. 

En gene al se dice que dos variables aleatorias son independien
tes, cua do la probabilidad de que una de ellas tome cierto valor 
o se ene entre en un intervalo dado {en el caso continuo) es inde 
pendient del valor que tome la otra variable aleatoria; es decir, 
que las unciones masa o densidad de probabilidad condicionales 
son igua es a las marginales, de esta manera, para las variables 
aleatori s discretas se tiene que: 

Px¡y(x, y) = Px(x) 

Py¡x(y, x) = Py(Y) 

retomand 1 as expresiones { 18) y { 19) : 

PXY(x, y) = Px¡y(x/y) Py(Y) 

PXY(x, y) • Py¡x(y/x) PX(x) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

al susti uir las expresiones {22) y {23) en {24) y (25) respecti
vamente, se tiene: 

IPXY(x, y) = Px!xl Py!Yl 1 

jPXY(x, y) = Py(Yl Px(x) 1 

(26) 

(27) 

lo que s ·gnifica que cuando las variables aleatorias discretas 
x y Y s n independientes, la función masa de probabilidad conjun 
ta es ig al al producto de las funciones marginales de x y de Y.-
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Para el caso de variables continuas, se tiene tambi€n que cuando, 

x y Y son variables aleatorias independientes: 

fx¡y(x, y) • fx(x) , fy¡x(y, x) • fy(y) 

fxy(x, y) • fx(x) fy(y) 

Ejemplo IV. 8 

Comprobar si las variables aleatorias de los ejemplos IV.6 y 
IV.7 son independientes. 

Solución 

Para el problema IV.6 se puede utilizar la expresión (29) 
en la cual se necesita primero calcular fx(x) y fy(y). 

Como: 0.1 para O< x < 5 

O~y~2 
fxy(x, y) 

O para cualquier otro caso 

y de las expresiones (9) y (10): 

= J20 2 fx(x) 0.1dy=@.1i[ =0.2 
o 

fy(y) = ~: 0.1 dx = @.1~: 0.5 

entonces de la expresión (29): 

fx(x) fy(y) = (0.2)(0.5) 

0.1 

• fXY (x, y) 

por lo tanto se puede concluir que las variables s~ son inde
pendientes. 

Para el ejemplo IV.7 se puede observar que: 

Px¡y(y, x) ~ Py(y) y Px¡y(x, y) 4 Px(x) 

es decir que: 

~~L:t..z 
8x + 6 14 

y ~~8x+6 
6 +3y 42 

por lo tanto las variables aleatorias no son independientes. 

(28) 

(29) 



IV.4 ESPERANZA DE FUNCIONES CONJUNTAS 

Frecuente ente se presentan variables aleatorias que están en fun 
ci6n de ot as dos o más variables. Por ejemplo, en el diseno de
una subest ci6n el~ctrica para una planta industrial, la capacidad 
puede deteMninarse por la suma de las demandas de cada uno de sus 
departamen os; dichas demandas pueden considerarse como variables 
aleatorias y la detenninaci6n de su comportamiento es seguramente 
más sencil a que para la demanda total. En este caso la capacidad 
total e puede ~resarse como la suma de las n demandas Di, donde 
i • 1, 2, •• , n, es decir: 

e • D1 + D2 + ... + Dn 

Por ahora se tratará el caso de dos variables aleatorias y se de
finirá la speranza de ciertos tipos de función que se utilizan pa 
ra obtener los momentos con respecto al origen y los momentos con
respecto a las medias de las distribuciones de probabilidad conjun 
ta. Tambi n se obtendrá la media y la variancia de una combina- -
ci6n linea de variables aleatorias. 

La defini ión del operador esperanza, vista en el capftulo II, pue 
de ampliar e para el caso de una funci6n de dos variables aleato-
rias H(X, ) como: 

lE [li(x, Y) - t t H(x, y)PxY(x, y) caso discreto ¡... (30) 

~~------~-~~~~----------------------~ 
lE [li(X, Y) • J "'J"' H(x, y) fXY(x, y) dy dx caso continuo 1 ... (31) 
l _.., "' '1 

MOMENTOS D UNA FUNeiON CONJUNTA 

A partir el concepto de esperanza se pueden definir los momentos 
con respec o al origen, al hacer H(X, Y) • xk yr donde k y r indi
can el gra~o del momento. 

Para este curso tienen especial importancia los siguientes casos: 
cuando (k ~ 1 , r • O), (k • o , r - 1), (k - 1 , r • 1) y 
(k- 2 , r • 2). El último de estos casos se usará más adelante y 
los primerps tres, se pueden interpretar como sigue: 

E [! Y~ • E [x] • Px 

E (!o fl • E [Y] • lly 

E(!fl· xY 

este últinK momento se puede interpretar como el valor promedio 
del produc o de las variables aleatorias X y Y. 

Teorema IV 1 

51 dos va iables aleatorias x, Y son independientes, la esperanza 
conjunta 

E (! fl = E [x] E [Y] ... (32) 
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Demostracii5n: 

Considerando variables continuas, de la expresi6n (31): 

E [l{ 'IT = s_: s_: xy fxy (x, y) dy dx 

como x y Y son independientes: 

fxy(x, y) • fx(x) fy(y) 

entonces: 

E [! '[[ = J_: i: xy fx(x) fy(y) dy dx 

~J.., x fx(x) dx J"' y fy(y) dy 
-m -oo 

finalmente: 

E ~ fl = E [x] E [Y] 

De manera semejante se puede probar con variables discretas. 

Ejemplo IV.9 

Una empresa está elaborando el presupuesto que destinara al 
departamento de mantenimiento para el próximo año. En los 
archivos de la empresa se encontraron registros de gastos men 
suales, con el número de reparaciones que se hicieron en cada 
ocasión. Del análisis de los mis~os se obtuvo que es posible 
modelar el comportamiento de las variables con la siguiente 
F.D.P. conjunta. 

~ 5 6 7 8 9 

1 0.08 0.04 o o o 
1.5 0.04 0.12 0.08 0.04 o 
2 0.04 0.08 0.12 0.12 o 

2.5 o 0.04 0.08 0.08 0.04 

donde: 

X = Número de reparaciones por mes. 

v = Costo unitario de reparación en decenas de miles de pe
sos, (considerado en forma discreta). 

Cual es: 

a) El número esperado de reparaciones por mes. 



--

b) 1 costo esperado por una reparación. 

e) 1 costo mensual esperado por concepto de reparaciones, 

Solu ilin 

a) ara obtener la esperanza E [x] se puede determinar pri 
ero la F .M.P: marginal de X y posteriormente calcular la 
speranza tal como se vio en el capítulo II, o bien utili 
ar la expresión (30). Siguiendo este último procedimie~ 
o: 

E [x] = 
9 2.5 
¡; t 

:x-5 yal 

9 2. 5 
x Pxy(x, y) • t x t Pxy(x, y) 

xcs y•! 

- 5(0 08 + 0.04 + 0.04) + 6(0.04 + 0.12 + 0.08 + 0.04) 

+ 7(0 08 + 0.12 + o.o8) + 8@.04 + 0.12 + o.o~ + 9(0.04) 

• 5(0 16)+6(0.28)+7(0.28)+8(0.24)+9(0.04)=6.72.:: 7 reparaciones 

b) manera st•mej ante: 

[ 9 2.5 2.5 9 
Y] • t ~ y Pxy(x, y) = t y t Pxy(x, y) 

x·~ y•l y•l x=5 

1(0 08 + 0.04) + 1.5(0.04 ~ 0.12 + 0.08 + 0.04) 

+ 2(0 04 + 0.08 + 0.12 + 0.12)+2.5(0.04 + 0.08 + 0.08 + 0.04) 

= 1(0 12) + 1.5(0.28) + 2(0.36) + 2.5(0.24) = 1.86 

omo son decenas de miles de pesos: 

E [Y] • $ 18,600.00 

e) onsiderando que el costo mensual es igual al produrto XY: 

[XY]• 
9 2, 5 9 
t t xy Pxy(x, y) • t 

2.5 
x t y Pxy(x, y) 

ycl 

- 5[}(0.08) + 1.5(0.04) + 2(0.04i] + 

+ 6 [}(0.04) + 1.5(0.12) + 2(0.08) + 2.5(0.04)] + 

+ 7[}.5(0.08) + 2(0.12) + 2.5(0.08i] + 

+ 8[}.5(0.04) + 2(0.12) + 2.5(0.08i} + 9@.5(0.04i} 

5(0.22) + 6 + 7(0.56) + 8(0.5) + 9(.1) 12.8 

E [!Y] = $ 128,000.00 
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Se puede observar que: 

E [x] E [Y] • 6.72(1.86) • 12.499 .J E [xfl 

lo cual implica que las variables aleatorias X y Y no son 
independientes. 

Existen también momentos centrales (con respecto a las medias) que 
se obtienen al hacer H(X, Y)= (X- ~x)k (Y- ~y)r, donde k y r re
presentan nuevamente el grado que tiene el momento. En especial 
los casos que más se utilizan son cuando: 

(k • 2 , r • O), (k = O , r • 2) y (k a 1 , r • 1) 

Con los dos primeros, se obtiene la variancia de cada una de las 
variables; es decir~ 

al tercer caso se le llama cov~~ d~ XY y se representa por 
oXY 6 cov [XY] , de esta manera: 

1 oXY - E[]x- ~x><Y- ~u 1 ... (33} 

Otra forma de calcular la covariancia se obtiene al desarrollar 
la expresi6n anterior en la forma: 

que por las propiedades del operador esperanza: 

E [jX-llx)(Y-llyj] =E (;y]- llX E [Y]- E [x] lly+Px lly 

además como: 

E [x] • llX y E [Y] • lly 

E [(X - llxHY - lly ~ • E ~ - 2 llX lly + llX lly 

finalmente: 

E []x - llx) (Y - lly Ü = E (;y] - llx lly ... (34) 

La covariancia tiene la característica de tomar un valor nulo cuan 
do las variables aleatorias son independientes. Esto se comprueba
fácilmente al observar la expresión (34), en donde 
E ~] = E [x] E [Y J = ~x ~Y cuando x y Y son independientes, 
lo cual implica que la covariancia es cero. 



TambiA tiene la proptedad de tomar valores negativos cuando la 
relaci6 entre las variables es inversamente proporcional y positi 
vos cua do es directamente proporcional. -

Las ca acterfsticas anteriores hacen de la covariancia un indica
dor imp rtante de la relaci6n lineal que existe entre las variables, 
aunque iene la desventaja de que no se pueden comparar,covarian
cias de diferentes experimentos aleatorios, puesto que su valor de 
pende d las diferentes unidades de cada experimento. -

Exist otro indicador que es el co~~ent~ d~ co~6n, el 
cual es una normalizaci6n de la covariancia y se define como el co 
ciente e la covariancia entre el producto de las desviaciones es~ 
t&ndar e las dos variables en estudio, esto es: 

ax:y 
PXY •-ax ay 

lo cual lo convierte en un indicador adimensional. 

Teorema IV.2 

Para e alquier par de variables aleatorias x, Y 

Demostr ci6n: 

Sea a n número real cualquiera y la funci6n: 

H(X, Y) • l]x - llX) - a(Y - llyi} 2 

donde: 

llX ~ E [x] y lly • E [Y] 

obtenie do la esperanza de H(X, Y): 

2 2 
a ax - 2a ax:y + a2 ay para toda a 

haciend 

E 

••• (35) 
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como H(x, y) no puede tomar valores negativos, entonces: 

2 oXY2 
a --->0 

X a2 
y 

por lo que: 

y 

como 
aXY 

p • -- implica que: 
XY ax ay 

Cuando IPI = l se dice que existe una correlación perfecta en
tre x y Y; es decir, oue se puede expresar una de ellas cow.o una 
función lineal de la otra. 

Cuando p • O, se puede afirmar que las variables son linealmente 
independientes; sin embargo, en la mayoría de los casos tomara un 
valor interw~dio que solamente nos puede servir de indicador, pues 
toque un coeficiente de correlación de 0.8 no implica que la co-
rrelación es dos veces mayor que otra de 0.4. Tampoco se puede 
asegurar que dos variables que tengan un coeficiente de correla
ción muy pequeño, son independientes ya que pueden tener otro tipo 
de relación que no sea lineal, como: 

Ejemplo IV. lO 

En una cuenca donde se piensa construir una presa, se unen 
dos ríos cuyo caudal de agua se puede modelar con la siguie~ 
te F.D.P. conjunta: 

Calcular: 

x ; 4 Y para O ..::_ x ..::_ 2 ~etros cúbicos /segundq} 

o..::. y..::. 4 

O para cualquier otro ras(, 

a) El valor esperado de cada uno de los flujos. 

b) La covariancia de la distribución. 

e) El coeficiente de correlación. 



a) expresión (31) para H(x, y) • x 

E x] _('"'1'"' X fXY(x, y) dy dx ·f;¡f" x(x2:y) dy dx J_ .. _., o o 

f2f" 2+ = 
0 0 ~dydx 

2 

• _!_f (1tx2 + Bx) dx 
24 o 

= _!_ f? Íyx2 + ~2f" dx 
24 0 l.: 2 j 0 

• 214 ~f + 4x~: • 1.111 

de manera que: 

E Y]=¡_: ¡_:y fxy(x, y) dy dx • 2~ s: s: y(x 2Z y) dy dx 

2 .. 

=f f xy + y2 dy dx 
o o 24 

2 

• 2tf o (Bx + 634) dx • 2~ ES:2 + 6~~: • 2.444 

b) Ob enj endo primero E ~] para utilizar la expresión 
(3 ): 

E U • _Lf2f'+xy(x+y) dy rlx = 14f2 fi;2y2 + ~fl" dx 
24 e 0 2 ,0 [ 2 3 J 0 

1 f 2 
64 1 ~ 3 64 ol 2 

=- (8x2 + ~) dx = -- ...!-3 + 6x-j
0 

= 2.666 
24 o ~ 24 

BU t ituyendo en la "}:presión (3~): 

co [l{, Y] = 2.666 - 1.111 (2.444) = - 0.0494 

l') Pa a calcular el coef1ciente de correlad.on es necc!'ario 
ob (.ner primero la variancia y posteriortlCI\te la desvia
ci n estándar de cada variable, para lo cual: 
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donde: 

con lo cual: 

2 
crx a 1.5561 - (1.111) 2 - 0.322 y crx- {0.322- 0.567 

para Y: 

con lo cual: 

2. 
cry • 7.111 - (2.444) 2 • 1.138 y cry • 11.138 • 1.067 

finalmente de (35): 

- 0.0494 
p- (0.567)(1.067) -- 0 •081 

ESPERANZA Y VARIANCIA DE FUNCIONES LINEALES DE DOS VARIABLES ALEA 
~w -

Cuando una variable aleatoria z est~ formada por una co~binaci6n 
lineal de otras dos variables aleatorias x , Y en la forma 
z- aX +bY, donde a y b son constantes; se puede conocer la media 
y la variancia de z, a partir de la funci6n masa o densidad de pro 
babilidad conjunta de x ~Y. De esta manera, para variables dis-
cretas, la media está daaa por: 

E [z] = E [aX + b'[l • E E (;x + b'[l PXY(x, y) 
.Yx \'y 

por las propiedades de la sumatoria: 

E [aX + b'[l • a E E x PXY (x, y) + b ¡; l: y Pxy (x, y) 
.Yx \'y Y.x Y.y 



como: 

como: 

• t t x PXY(x; y) y E [Y]• t t y PXY(x, y) 
"'x "'y .Y.x :Y.y 

+ bTI • a E [x] + b E [Y] 

cia, por su misma definición: 

ÜaX + bY) - E(aX + bYÜ 2 

[aX- a¡¡x +bY- b11y] 2 

••• (36) 

caso continuo. 

E (;2 <x- llx) 2 + 2ab(X- 11xHY- JJy) + b 2(Y - JJy)~ 

a2 E [CX-\Ix)~ + 2 abE l]x- 11xHY- ~~yfl + b 2 E !]Y- ¡¡y)~ 

2 a; + b2 a; + 2ab aXY donde z • aX + bY (3i) 

se debe o servar que si X y Y son independientes ~XY • o 

Ejem lo IV.ll 

En u a empresa maquiladora se está diseñando una nueva plan 
ta in ustrial. Actualmente, la planta en operación tiene dos 
depar amentos A y B, de los cuales se. conoce la F.D.P. del 
cona o de energía eléctrica (en KVA): 

para 1 departamento A: 

fx(x) • 

.1.. xl/2 
16 

o 

para 1 departamento B: 

para O ~ x ~ 4 [!:vij 

para cualquier otro caso 

0.1 + 0.04y para O ~ y ~ S [KVij 

fy (y) -

o para cualquier otro caso 
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En la nueva planta se tendrán dos departamentos semejantes 

(A' y B'), pero se calcula que A' sera 2.5 veces más grande 
que A y B' sera el triple de B. Suponiendo que el consumo de 
energía el~ctrica entre los departamentos es independiente, 
cual es: 

a) El valor esperado de la demanda de energía en la nueva 
planta. 

b) La desviación estándar de la misma. 

Solución 

La demanda total de energía (D) se ruede representar como: 

D • 2.5X + 3Y 

a) De la expresión (36): 

E [n] ~ 2.5 E [x] + 3 E [Y] ..• (38) 

calculando primero E [x] y E [Y] ; 

E [x] e J: x ~f/J dx ~ i~ [;tJ: • 2.4 

E [Y] • f: y(O.l + 0.04y) dy 
f!2 3JS 

(0.1) LI + o.iy Jo 2.917 

suatituyendo en la expresión (38): 

E [n] - 2.5(2.4) + 3(2.917) E 14.751 {!:v,g 

b) Tomando en cuenta que.las variables aleatorias son inde 
pendientes aXY = O, de manera que de la expresión (37): 

e~ • (2.5)~ o~+ (3) 2 a~ 

calculando primero a~ y a~ 

• • • (39) 

• 2. rx712f'- (2.4)2 - 6.875- 5.76- 1.097 
16 11/2 J 

o 

--



-

E [!2]- ~~~ ·J: y2 (0.1 + 0.04y) dy- (2.917)2 

• 0.1 ~+ 0 ·tYj:-(2.917) 2 •10.417-8.509•1.908 

sustitu ende en (39): 

a~ • (2 5) 2 (1.097) + (3) 2(1.908) • 24.028 

4.902 [piij 

Todos los conceptos anteriores que se refieren a dos variables alea 
torias, se pueden extender al caso general den variables aleatorias. 
En ingenie ia existen numerosos problemas en los que es necesario ma 
nejar más e dos variables aleatorias en forma conjunta, de manera
que a cada posible resultado de un experimento se le asocian una se
rie de val res como temperatura, presión, intensidad de corriente, 
etc., que ueden representarse mediante un vector (X 1 , x2 , ••• , Xn) 
y como cad una de las Xi(i • 1, 2, ..• , n) es una variable aleato
ria, en ton es a(X¡, x2 , ... , Xn) se le denomina vectc'l. cú'.e:úo!Uo. 
También se dice que el resultado del experime~to es una variable 
aleatoria e dimensión n. 

FUNCIONES ONJUNTAS DE n VARIABLES ALEATORIAS 

Con el o 'etc de simplificar la representación de un vector y man-· 
teniendo 1 misma notación de las funciones conjuntas, se utilizará x en luga de (X1 , x2 , ••• , Xn>· De esta manera la F.M.P. conjunta 
será: 

que como e el caso de dos variables: 

P¡ i) = P(X¡ • x¡, Xz • xz, ••• , Xn • Xn) (40) 

Esta func ón cumple también con las propiedades (2) y (3). La 
F.M.P. mar. inal de una variable XK o de un grupo de m variables 
(donde: m < n), se puede obtener sumando 1 a F .M.P. sobre todo el es 
pectro de as n-I ó n-m variables restantes, por ejemplo: 
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Para las variables continuas se puede representar la funci6n de& 

sidad de probabilidad como: 

f=(x) • fx X y (x¡, x2, ••• , Xn) 
X lo 2•• •• • --n 

y la probabilidad de que el vector aleatorio x de dimensión n se 
encuentre en cierta región A del espacio muestral, se puede obte 
ner en la siguiente forma: -

• • • (41) 

De manera análoga al caso discreto, las F.D.P. marginales de una Y! 
riable o de un gr~po de m variables continuas, se obtienen integran
do la función Fx(x) en todo el espectro de las n-1 ó n-m variables 
restantes, por ejemplo: 

fx X (x2 , x3) • J .. J .. . . . J .. fy(x) clx¡, dx .. , ••• , dXn 
2, 3 -· -· --

••• (42) 

La función de distribución acumulada conjunta, en el caso de vec
tores aleatorios, se define de la siguiente manera: 

(Xn.::.. Xn,o>J 

la cual se relaciona con la función masa o densidad de probabili
dad conjunta de la siguiente forma: 

_ Jx1.o Jx2.o /Xn,o _ 
FX(xo) • _.. _.. • • • _.. fx(x) clx¡ dx2 ••• dXn (caso continuo) 

••• (43) 

x¡,o x2,0 
¡: r. (caso discreto) ••• (44) 
x1~o x 2•0 

Existen también funciones condicionales de x 1, x 2 , ••• , xk dado 
xk+l• .•• , Xn• que en el caso continuo, por ej,emplc, se define CQ 
mo: 

fx x (x¡, ••• , x_) 
1 ' ••• ' -"'n --u 

f l (x1 , x 2 , ••• , Xu) z -;-----...,.------.-

X¡, ••. ,~~¡····· Xn f~+l'""", Xn (~+¡•···· Xn) 

• • • ( 4 5) 



Se puede d ostrar fácilmente que si las variables x1 , x2 , ••• 1n 
son mutuamen e independientes: 

n 
Px<i> - n :y. xi (caso discreto) ... (46) 

i•l 

n 
f-<i> -X 

n ~ (xi) :y. Xi (caso continuo) ... (47) 
i•l 

lo cual indi a que si las variables aleatorias son independientes, 
se puede con cer el comportamiento del vector Jleatorio a partir 
del producto de las funciones marginales de las variables que lo 
componen. 

Ejemplo IV.l2 

En una asolinera se ha observado que el número de vehículos 
que lleg n a cada una de las tres estaciones de servicio 
(X 1, x2, X 3) en un minuto, tiene distribución Poisson con pa
rámetro • 2 vehículos/minuto, Si estas variables se consi
deran in ependientes. Cuál ea: 

a) 

b) 

e) 

La .M.P. conjunta del número de vehículos que llega a e~ 
da stación en un minuto. 

La robabilidad de que lleguen tres vehículos a la prime 
ra tación, dos a la segunda y uno a la tercera durante 
un ismo minuto. 

La robabilidad de que lleguen dos o más vehículos a ca
da tación en el mismo minuto. 

So lució 

a) Com las variables son independientes, de la expresión 
(46 

sus ituyendo la F.H.P. de la distribución Poisson: 

b) Hac·endo x¡ = 3, xz = 2, X3 = 
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e) Considerando que P(X¡.:_2, X2.:_2, X3.:_2) •1- P(X1 < 2, X2 < 2, X3 < 2) 

P(X¡ <2, X2 <2,X3 <2) •Px X X (O,O,O)+PX X X (O,O,l)+PX X X (0,1,0) 
1 2 3 1 2 3 ·1 2 3 

P(X1<2,X2<2,X3<2)·e.-6 [}+3(2)+3(4)+~ =0.3346 

entonces: 

P(x1 .:.. 2; x2 .:.. 2, x 3 .:.. 2) • 1- 0.3346 = 0.6654 

ESPERANZA DE FUNCIONES CONJ~~AS DE n VARIABLES ALEATORIAS 

Para una función den variables aleatorias H(X1, x2, ••• , X0 ) se 
define su esperanza (en el caso continuo) como: 

E [!i(X¡, x2 , ••• , Xn>] • ¡_: ... ¡_: H(x¡,xz, ••• , Xn)fx(x)dx1dx2 ••• dXn 

••• (48) 

o bien en el caso discreto como: 

(49) 

de esta manera es posible encontrar la media y variancia de cada 
una de las variables aleatorias, al hacer: 

H(X¡, x2····· Xk) = (xk- ~xk)2 
para k= 1, 2, ..• , n 

Otra aplicación importante de las expresiones (48) y (49) es la 
matriz de covariancia o variancia del vector aleatorio. 

Esta matriz se obtiene como: 

E < [x- E<i>]t[x- Ec'x"> ]} 



donde: 

t~l sup~ fndice t significa que es la transpuesta de la matriz 
x - E(X , esta matriz es simétrica y tendrá la forma: 

donde ox X· es la variancia de xi cuando i • j y es la cova
J 

riancia e tre las dos variables si i ~ j. 

El uso d vectores aleatorios de dimensi6n mayor que dos tiene 
sus princ pales aplicaciones en la estadfstica y como se verá en 
los sigui ntes capftulos muchas variables aleatorias están forma
das por u a funci6n de otras n variables aleatorias. 
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CAPllU V ~~ IDffiE OOlS LIMITE 

En es e capftulo se presentan algunos teoremas basados en los con
ceptos anteriores que resaltan la importancia que tienen las distri 
bucion s nonnal y normal est4ndar. -

Estos teoremas reafirman la validez de la interpretación frecuentis 
ta de la probabilidad, además vinculan los conceptos de probabilidad 
con la inferencia estadfstica. 

V.l TE REMA O DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV 

isto que los parámetros descriptivos, tales como la media y 
ncia, pueden proporcionar información val1osa para determi
omportamiento de una variable aleatoria. 

En al nos casos es necesario estimar la probabilidad de que una v~ 
riable aleatoria x, cuya distribución de probabilidad se desconoce, 
est~ e prendida dentro o fuera de cierto intervalo cuyo.centro es 
PX y e os extremos estén separados k desviaciones estándar del cen
tro (d nde k es una constante positiva), como se muestra en la figu
ra V.l. En ella se observa que si lx- Pxl <k OX• la variable x 
est4 e prendida en el intervalo central U!x- k ax, Px +k axJ· 

f'-k~rx l'x J4+k~rx 

1: 
kax ~ 

IX-I'xl 

Figura V .1 

Dlstrl buclón 
desconocida 

X X 

.1 
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Obtener esta probabilidad resulta sencillo cuando se conoce la dis

tribución de la variable aleatoria; sin embargo, cuando únicamente 
se conoce la media y la varianc1a, se puede estimar mediante el teo
rema denominado de Chebyshev, el cual se presenta a continuación. 

Teorema V.l 

Sea X una variable aleatoria, con distribución de probabilidad des
conocida, con media vx y variancia oi ; entonces la probabilidad de 
que la diferencia, en valor absoluto, de los posibles valores de la 
variable y su media sea cuando mucho k ax, donde k es una constante 
positiva, es cuando menos 

1 
1 - k2 ' 

esto es: 

P < lx - 11x 1 < ·k ax> ~ 1 - k12 

o bien, mediante su complemento: 

1 P(!x - 11xl ~k ax) ~ tz 
Demostración: 

A partir de la definición de variancia: 
2 

ax • E [<x - IIX)2] 

que en el caso continuo: 

2 J .. 
C1 -X -ao 

... (1) 

(2) 

separando el intervalo de integración en tres subintervalos, como 
los mostrados en la figura V.l: 

Como en el segundo término (x - 11x) 2 > O y fx(x) > o para toda x, 
la integral es no negativa, por lo cuaT: -



Observ ndo la figura V.l, se puede notar que para cualquier valor 
x de lo dos intervalos de integración: 

lx- 11xl ~k ax 

2 
(x - llx)2 ~ k2 ax 

sustitu ende en la expresión (a): 

como 2 ~ es constante, se sigue que: 

2 2[Jllx-kax J.. J ax ~ k2 ax fx(x) dx + fx(x) dx 
-oo llX + k a 

donde 1 s dos integrales representan la probabilidad del evento: 

G- .. X ~ llx - k ax) u (¡¡x + k ax ~ X < oo)] 

y de ac erdo con la figura V.l equivale a: 

POx- llxl ~k ax] 

a~~ k2 a~ POx - llxl ~k a~ 
2 

dividie do entre k2 ax : 

P Q X - llX 1 ~ k a~ ~ k~ 

cuyo e plemento es: 

P ( lx - llX 1 < k ax) > 1 - kl2 

Para e caso discreto, la demostraci6n es muy similar. 
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• 

Ejemplo V .1 

Para atender adecuadamente a las personas que deben presentar 
su declaración anual de impuestos, el jefe de una de las ofici 
nss receptoras ha diseñado un sistema, de tal manera que se 
pueda dar servicio al número promedio de personas que se pre
sentan en un día, más tres desviaciones estándar. 

Si no se conoce la distribución de probabilidad de la variable 
aleatoria X que representa al número de contribuyentes que asis 
ten a presentar su declaración, es posible usar el teorema de -
Chebyshev para calcular la máxima probabilidad de que en un día 
cualquiera se presenten más de ~X + 3 crx personas o menos de 
~X - 3 crx 
Solución 

En este caso k • 3 y de la expresión (2): 

1 P(lx- ~xl > 3 ax> ~ (3')2- 0.1111 

Ejemplo V.2 

En uns de las oficinas de la Procuraduría Federal del Consumi
dor se reciben en promedio 150 quejas con una desviación están
dar de 25. 

a) ¿Cuál es la mínima probabilidad de recibir entre 100 y 200 
quejas? 

b) ¿Cuál es el intervalo más corto alrededor de la media, que 
contiene cuando menos al 90% del número de quejas que se 
reciben en un día? 

Solución 

a) Los límites del intervalo se encuentran a 2 desviaciones 
estándar de la media, por lo cual k • 2 y de la expre
sión (1): 

PCix- ~xl ~50)~ 1 - c2\ 2 

- 0.75 

lo cual significa que cuando menos en el 75% de los casos, 
el número de quejas en un día no difiere de su media en 
más de 50. 

b) Para que contenga cuando menos el 90% de las quejas que se 
reciben en un día: 

1 
- k2 - 0.90 

despejando k: 

k- fli- 3.16 



con lo cual el intervalo buscado es: 

[!so- .16 (25) ~x ~1so +3 .16 (25i] • [11 ~x ~22ij 

Para pod r estudiar con propiedad la ley de los grandes números y 
el teor del lfmite central, es necesario definir el concepto de 
conveng · de una sucesión de variables aleatorias. 

Cuando e trata de una sucesión de números a1 , a2 , ••• , an, ••• , se 
dice que tal sucesión converge hacia a (o tiende al número a) cuando 
dado un úmero E > o, se puede encontrar un· entero k, tal que 
lan - al < E par~ todo n > k. 

También se puede expresar la convergencia como: 

ó an + a 

ahora bi n, cuando se trata de una sucesión de variables aleatorias, 
x1 , x2 , •• , Xn, •.• , que converge a X, no es posible asegurar que 
la difer ncia absoluta IXn - xl sea menor que un valor E, puesto 
que aun ra valores muy grandes den, X y Xn son variables aleato
rias y s diferencia es otra variable aleatoria. 

Por lo nterior, existen otras formas de definir la convergencia de 
sucesion s de variables aleatorias, entre las cuales están las si
guientes 

CONVERG NCIA EN PROBABILIDAD O ESTOCASTICA 

Se dice que una sucesión Xn (paran= 1, 2, ••• )converge en pro
babilida a x, si dado un valor arbitrario E> o, la probabilidad 
de que Xn - xl > E tiende a cero cuando n tiende a infinito, es 
decir: 

... (3) 

CIA CON PROBABILIDAD UNO O CON CASI Cl'.RTEZA 

Una su sión de variables aleatorias Xn(para n ~ 1, 2, ... ) co~ 
verge a con probabilidad uno si la probabilidad de que Xn +X es 
igual a no, cuando n tiende a infinito, esto es: 

cuando n + "' ... (4) 

A parti de las definiciones anteriores se puede demostrar que si 
la suces'ón Xn converge en probabilidad a x, entonces las funcio
nes de d'stribución acumulada de las variables Xn convergen punto 
por punt a la función de distribución acumulada de x; además las 
funcione generatrices de momentos de las variables Xn tienden a 
la funci n generatriz de momentos de x. 
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V.J LEY DE LOS GRANDES NUMEROS 

Para obtener una estimación de la media de una variable aleatoria, 
de la cual solamente se conocen algunos valores que se obtienen al 
observar, en forma independiente los resultados del experimento que 
representa la variable, se puede hacer mediante el promedio aritmé
tico de dichas observaciones. 

Esta afirmación se puede respaldar mediante la ley de los grandes 
números, si se considera que el resultado de cada una de las obser
vaciones, es una variable aleatoria que por haberse obtenido del 
mismo experimento tiene la misma distribución de probabilidad y por 
consiguiente la misma media y la misma variancia. Formalmente esta 
ley se puede establecer como sigue: 

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS 

Sean x1 , x2 , ••• , Xn una sucesión de variables aleatorias indepe~ 
dientes con la misma distribución de probabilidad y por lo tanto con 
la misma media ·~x y la misma variancia o~ . Entonces, la sucesión 
de variables aleatorias, definidas como: 

1 n 
Xn ~- E Xi donde n • 1, 2, 3, 

n i•l 

converge en probabi 1 idad a JJX ; esto es: 

Demostración: 

Por la desigualdad de Chebyshev: 

... (5) 

para k> o .•• (a) 

donde: 

E~~ • ~ E [i~l Xi] 

=~lEE~ + EEJ + ... + EE~ ¡ 
pero: 

con lo cual: 
n ~X 

• -n- • ~X ... (6) 

por otra parte x es una combinación lineal de las variables inde
pendientes X· p8r lo cual, siguiendo un procedimiento similar al 
efectuado en ta expresión (37) del capítulo IV, se obtiene: 



o! • (!)2 0 2 + (!)2 0 2 + ••• + (-n1 )2 0 : 
An n xl n x2 -~ 

de manera que: 

sustituy ndo las expresiones (6) y (7) en (a): 

"x 1 
p < IX"n - 11x 1 > k m > ~ k2 

haciendo • eru. se tiene que: ax 

con lo cu 1: 

2 
a 

P<liu- 11xl > e) < -.:L -E:' D 

n im .. P(IXn- 11xl > e) < lim -n+• 

para k > o 

••• (7) 

La ley d los grandes números también se puede usar para respaldar 
la interp etaci6n frecuentista de la probabilidad, al definir una s~ 
cesión de variables aleatorias en la forma: 

donde Xi i • 1, 2, ••• , n) son variables aleatorias con di)ltrfbu
ci6n de B rnoulli que representan el número de éxitos o de veces que 
se presen a un evento A en un ensayo (observación) y Yn es la 
frecuenci relativa del evento A cuando se hacen n observaciones. 

En el ca ítulo III correspondiente a los modelos probabilísticos 
comunes, e demostró que la media de una variable con distribución 
de Bernou li es la probabilidad de éxito p y de acuerdo con la ley 
de los gr ndes números: 

1 P[IYn- PI> e] +O cuando n+oo 1 

lo cual r afirma que la frecuencia relativa de un evento, tiende a 
la probab lidad de ocurrencia del mismo, cuando el número de observ~ 
ciones ti nde a infinito. 
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V .4 TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL 

\ 

Como se mencionó en el capítulo III, la distribución normal es una 
de las distribuciones de probabilidad más importantes, entre otras 
razones, por la gran cantidad de fenómenos físicos que con ella se 
pueden representar en forma aceptable. 

Esta afirmación se fundamenta en el teorema del límite central, que 
en una de sus versiones dice lo siguiente: 

Teorema V.2 

Sean x1 , x2 , ... , Xn una sucesión de variables aleatorias indepe~ 
dientes con la misma distribución de probabilidad y~ por consiguien
te, con la misma media ~x y la misma variancia ox . Entonces la 
sucesión de variables aleatorias z1 , z2 , ••• , Zn definidas como: 

para n = 1, 2, ... 

en donde: 

X = .!_ 
n n 

n 

i=l 

tiende a la distribución normal estándar cuando n tiende a infinito. 

Demostración: 

Debido a que la función generatriz de momentos de una distribución 
de probabilidad es única, se demostrará que la función generatriz de 
momentos de Z0 converge a la función generatriz de momentos de la 
distribución normal estándar. 

De la definición de función generatriz de momentos: 

como 

considerando que las variables Xi tienen la misma distribución: 

Mx - llX L Jn 

Mz (s) = E - r;x (~) 



obteniendo ogaritmos naturales en ambos miembros: 

Mx- IIX 
tn Mz(s) • n tn ---ax ( ru) 

expandiendo en serie de Taylor Mx - llx (..!..) 
crX lñ 

lnMz(s)"' Í, ( S ) m2 ( S )2 mk ( s )k tn L +m¡ 7n' + 2T 7n +. •. + k! lñ + 

para lsl < 1 

.. J 

donde ~(k m 1, 2, 3, ••• ) son los k-ésimos momentos con respecto 
a la media. 

De ellos 1 • O y m2 • 1 
normalizada, de manera que: 

tn Mz(s) • 

haciendo: 

puesto que x - IIX es una variable 
ax 

... ] 

n Mz(s) "' n tn [! + P(s)] 

por otra p rte, se sabe que: 
b2 (-l)k-1 bk 

n [! + b] • b - T + •.• + k para lbl < 1 

entonces: 

para IP(s 1< 1 

obteniendo el lfmite cuando n tiende a infinito: 

lim 
n .;¡; .. n P s) 

y para los dem~s términos: 

lim n 
n ..... 

para k- 2, .3, ••• 
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con lo cual: 

¡· s2 
1Dl .tn Mz (s) "' -2 n +"" 

tomando antilogaritmos: 

s2 
lim 

n + "' Mz (s) = e2 

Esta funci6n generatriz de momentos corresponde a una variable con 
distribuci6n normal estándar, con lo cual se demuestra que cuando 
n + ""• Xn tiende a ser una variable con distribuci6n normal están
dar. 

Otra versi6n del teorema del lfmite central es la siguiente. 

Teorema V .3 

Sean x1 , x2 , ••• , Xn una sucesi6n de variables aleatorias inde
pendientes, con la misma distribuci6n de probabilidad, la misma me
dia y la misma variancia. Entonces la sucesi6n de variables aleato 
rias z1 , z2 , ••• , Zu; definida como: -

para n • 1, 2, .•• 

en donde: 

tiende a la distribuci6n normal estándar cuando n tiende a infini
to. 

La demostraci6n de esta versi6n es muy similar a la anterior. Su 
importancia radica en que Yn es la suma de las variables Xi y no 
el promedio, como en el caso anterior. 

También existen otras versiones en las cuales se debilitan las pre
misas de los teoremas anteriores, en el sentido de que las variables 
Xi no necesitan tener la misma distribuci6n (aunque tampoco deben 
existir variables dominantes), o que no todas sean independientes 
entre sf. 

Por todo lo anterior, la distribuci6n normal se puede utilizar para 
representar el comportamiento de variables aleatorias que estén for
madas por la suma de un gran número de componentes, como por ejemplo 
la carga total de un autobús, si se considera que dicha carga es el 
peso total de todas las personas que transporta. 



Ejemplo 

La emp esa Ferrocarriles Nacionales de México, ha determinado 
n nuevo equipo S, requiere en promedio 6 horas para 

kilómetro de v!a de ferrocarril, con una desviación 
de 3 horas. 

¿Cuil s la probabilidad de que se tarden más de 550 hrs., en 
reempla ar 85 km de vía? 

Si Y es la variable aleatoria que representa el tiempo total 
y Xi(i • 1, 2, ••• , 85) representa el tiempo necesario para 
reempla ar todas las vías hasta el kilómetro i, por el teorema 
del lím'te central, la variable: 

Y • X1 + X2 + ••. + Xes 

distribución aproximadamente normal con media 
lly • n x y desviación estindar oy • frl ox, con lo cual: 

P [! > 60Q} • P ~ > Zc ] E 1 - P ~ ~ Zc ] 

donde: 

Z 550 - 85(6) 1 45 
e • 18'5 (3) • • 

buscand en la tabla de la distribución normal estindar: 

P(! > 60Q} • 1 - P(Z ~ 1.45) 

1 - (0.92648) 

.. 0.07352 

V.S APROXI ACION DE LA DISTRIBUCION DE POISSON A LA BINOMIAL 

Como se vi en el capítulo III la distribución binomial tiende a la 
de Poisson uando n + ~. p + o y ~ permanece constante. Por es 
ta razón, e ando n es suficientemente grande se puede usar una de
ellas, como una aproximación de la otra. Generalmente la distribu
ción de Poi son se utiliza como una aproximación de la binomial, de
bido a que 1 cálculo de las combinaciones C(n, x) en la distribu
ción binomi 1 se complica, conforme aumenta· el parámetro n. 

Empíricame te se ha observado que la aproximación es aceptable cuan 
do n > 20 y P < 0.05, sin embargo dependiendo del problema, se 
pueden modi icar estos criterios. 

Ejempl V.4 

El en argado de un taller meciníco asegura que, en promedio, 
recibe reclamaciones de sus clientes en el 2% de las reparacio-
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nes. Si en una semana se repararon 140 vehículos y se conside
ra que las reclamaciones son independientes, ¿cuál es la proba
bilidad de que se reciban cinco reclamaciones? 

SoluciiSn 

Considerando las reclamaciones como éxitos, la variable X que 
representa el número de reclamaciones tiene distribuciiSn bino
mial con parámetros n • 140 y p • 0.02, con lo cual: 

Px(5) = C(n, x) px qn-x 

= C(140, 5)(0.02)5(0.98)135 

(140)(139)(138)(137)(136) (0.02)5(0.98)135 
- 5! 

= 0.08725 

Aproximando con la distribución de Poisson: 

A= n p = (140)(0.02) = 2.8 

.. ¡.x e-A 
Px (5) x! 

= (2.8)5,e-2.B • 0.08721 
s. 

Debe notarse que la distribución de Poisson es más fácil de 
calcular cuando el valor de n es grande, y en este caso, el 
error debido a la aproximación es sólo de cuatro cienmilésimas. 

V.6 APROXIMACION A LA DISTRIBUCION BINOMIAL Y POISSON POR MEDIO DE 
LA NORMAL 

La distribución binomial se ha definido como el número de éxitos en 
una secuencia de n ensayos de Bernoulli; sin embargo, también se 
puede definir como la suma de n variables aleatorias Xi, 
(i • 1, 2, ••• , n), con distribución de Bernoulli, de igual media p y 
variancia p(1 - p). Se sigue entonces que si 

tiene distribución binomial, por el teorema del lfmite central, la 
distribución ·de probabilidad de Yn tiende a la forma normal cuando 
n tiende a infinito. 

De manera análoga se puede definir la distribución de Poisson como 
la suma de n variables Xi(i • 1, 2, ••• , n), que representen el 
número de éxitos en cada uno de los n pequenos subintervalos tt 
de la variable continu~ t. Con lo cual se puede afirmar que la dis 
tribución Poisson tiende a la normal cuando A • n p tiende a infinT 
~- -



Empfrica ente se ha encontrado que la aproximación es buena cuando 
A = n p > 5. 

Ejemplo V.5 

En rel ción al ejemplo V.4, ¿cuál es la probabilidad de que lle 
guen cu ndo mucho 5 clientes a reclamar por los servicios de una 
misma s na? 

So lució 

Usando la distribución binomial sería: 

P(O ~X~ 5) •Px(O) +Px(l) +Px(2) +Px(3) +Px(4) +Px(5) 

- 0.0591 +o .1688 + 0.2395 + 0.2248 + 0.1572 +0.0873 

- 0.9387 

Media te la distribución normal: 

donde: 

como tiene distribución binomial: 

entone s: 

~X= n p = (140)(0.02) = 2.8 

ax- {n p(l - p) - h.8(0.98) m 1.657 

- 2.8 
z¡ = 1.657 •- 1.69 

5 - 2.8 = 1.33 
z2 • l. 657 

Busca do en la tabla A de la distribución normal: 

P(-1.69 ~ Z ~ 1.33) • 0.90824 - 0.04551 ~ 0.86273 

El error que se comete con esta aproximación se puede reducir al 
considera que la distribución binomial es discreta, la normal ~s con 
tinua, y ue la primera está definida para valores mayores o iguales
que cero, mientras la segunda se define para cualquier valor de z. 

En la fi ura V.2 se pued~ observar que a cada valor Px(x 0) de la 
figura (a le debe corresponder un área equivalente de la (b), para 
ello se p ede calcular el área, tomando media unidad antes y media 
unidad de pués de x 0 • 
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P(x.) 

0.05 

o 2 • • • Xo-1 lo lo+l X 

o 2 • • • Xo-1 lo lo+l X 

Figura V .2 

Por otra parte, en Px(O) se puede considerar que s.e concentra la 
probabilidad de que la variable aleatoria continua tome un valor m~ 
nor o igual a cero. 

Aceptando estas dos consideraciones, la aproximación del' ejemplo 
V .3 será: 

donde: 

P(O ~ x ~ 5)"' P(Z ~ z0) 

1 
X+ 2 - llX 

zo ~ 5.5 - 2.8 = 1.63 
1.657 

La corrección se hizo sumando media unidad, porque la probabilidad 
buscada incluye a x = 5. Sin embargo, si no estuviera incluido, se 
debería restar media unidad. 

Por lo tanto, de la tabla A se tiene P(z ~ 1.63) = 0.9484. 

Al ajuste anterior se le llama aju¿te po~ eo~d y es recomend~ 
ble que siempre se realice para mejorar la aproximación. 



Ejem lo V.6 

El úmero de vehículos que pasan por la caseta de cobro de una 
tera, obedece a una distribución Poisson, con parámetros carr 

). . 
hast 
se s 

5 vehículos por minuto. Si actualmente se pueden atender 
55 vehículos por minuto, ¿cuál es la probabilidad de que 

brepase la capacidad de la caseta? 

Solu ión 

Si X tiene distribución de Poisson: 

llx • A • 45 

"X • /); • /45 • 6. 71 

o la distribución normal, como aproximación de la Poisson 

P(x > 55) = P(z ~ zo) 

zo • 
(x- 0.5) - llx 

ax 
55 - 0.5 - 45 • 1.42 

6.71 

en este caso la corrección por continuidad se 
0.5 al valor crítico de x; porque la probabili 

e que X sea mayor de 55, se aproxima mediante el área -
que e encuentra a la derecha de zo. Esto se muestra en la 

ente figura. 

z (z) 

P(z 2! 1.42) !:>! P(x 2!55) 

-:5 -2 _, o 1 Zo 2 :5 z 

Figura V.3 

Busc ndo en la tabla A de la distribución normal: 

P(Z ~ 1.42) •1 - P(Z ~ 1.42) •1- 0.9222 • 0.0178 

Esto significa que en el 7.78% del tiempo, el número de vehíc~ 
los e mayor o igual que 55. 
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CAPITUL VI ESTADISTICA DESCRIPTIVA 

INTRODU CION 

En la ctualidad la estadística ha llegado a ser un instru
mento de uso cotidiano para todos los profesionistas que es
tán en ontacto con fenómenos de naturaleza aleatoria, y que 
a parti del conocimiento de ciertos datos cuantitativos del 
fenómen , deben tomar decisiones sobre su comportamiento ge
nera 1 . 

aplicaciones de la estadística son: 

a) sentar en forma ordenada y resumida la información 
istrada en una encuesta, entrevista, cuestionario, 

b) Pr nosticar el tamaño de la población en la zona metro
politana del Valle de México para el año 2,000. 

e) Pr bar la eficacia de una nueva terapia o producto far
ma éu ti e o. 

d) Establecer controles de calidad en la producción de ar
tf ulos. 

La pri 
sumen y 
observa 
por obj 
miento 

estudio, la estadística se divide en: ~htadlh~i~a 
iva ~ in6~4~n~ia ~h~adlh~i~a. 

era se encarga de la recopilación, organización, re
presentación de los datos numéricos obtenidos de la 
ión de un fenómeno; mientras que la segunda.tiene 
to, obtener conclusiones probables sobre el comporta 
eneral del fenómeno, a partir de algunas observacio~ 
iculares del mismo. 

En est capítulo se estudiará la estadística descriptiva y 
en el siguiente se tratará lo correspondiente a la inferen
cia est dfstica. 

VI.l C NCEPTOS GENERALES 

Para e estudio de la estadística descriptiva, se requiere 
definir los siguientes conceptos: 
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POBLACION 

Es un conjunto de objetos, llamados comúnmente elementos, 
que tienen en común una o varias características particula
res que se desean estudiar. 

MUESTRA 

Es un subconjunto de la población. 

De manera más específica se puede considerar que algunos de 
los elementos de la población (o muestra) representan las ca 
racteristicas de los objetos más que a los objetos mismos. -

Así por ejemplo, una población se puede definir como el ca~ 
junto formado por todos los vehículos que circulan en la zo
na metropolitana de la Ciudad de México. La característica 
especifica de estudio podría ser la cantidad de contaminan
te que arroja cada vehiculc a la atmósfera durante una hora, 
y una muestra seria un pequeño número de vehículos ~eleeeio
n~do~ ~l ~z~~ a los que se les mide la cantidad de contami
nante que arrojan. 

La selección de una muestra es una etapa muy importante den 
tro del estudio estadístico, debido a que la información que 
presenta la muestra es la base para hacer suposiciones o in
ferencias sobre lo que ocurre en la población. 

Si en el ejemplo anterior se selecciona una muestra de 10 
vehículos relativamente nuevos, posiblemente el estudio que 
se realice a partir de ella señale que no existen problemas 
graves de contaminación, lo cual seria una suposición equi
vocada porque el muestreo que se siguió no fue el adecuado 
y, en consecuencia, la muestra no seria ~ep~e~enz~t¡v~ de 
la población. 

Para que una muestra sea representativa de la población, se 
debe establecer un proceso de muestreo en el que todos los 
elementos de la población tengan la misma posibilidad de ser 
seleccionados y, cuando sea posible, que la selección de ca
da elemento sea independiente de las demás. 

Lo anterior significa que al elegir los elementos de una 
muestra no debe haber preferencia por algunos de ellos, ni 
deben seleccionarse en función de lo que se observe en los 
anteriores. 

Para obtener una muestra representativa, existen diferentes 
técnicas, entre las cuales se encuentran las siguientes: 

MUESTREO ALEATORIO 

Consiste en formar una lista de todos los elementos de la 
población, enumerarlos y hacer la selección mediante la ge
neración de números aleatorios con distribución uniforme. 



Para g 
se pued 
muestra 
de recu 
caso, 1 
debido 
secuenc 

nerar números aleatorios con distribución uniforme 
usar una tabla de dígitos aleatorios como la que se 

en el apéndice de estos apuntes, o mediante fórmulas 
rencia diseñadas con ese propósito. En este último 
s números obtenidos se denominan seúdoaleatorios, 
que con el mismo valor inicial, se obtiene la misma 

a de números. 

El mue treo aleatorio es recomendable cuando la población 
es sufi ientemente pequeña, como para ser enumerada. 

En est 
los ele 
los de 
e ionand 
uno de 

SISTEMATICO 

tipo de muestreo también se ·elabora una lista con 
entos de la población; pero en lugar de seleccionar
anera aleatoria, se recorre la lista y se va selec

cada k-ésimo elemento, iniciando aleatoriamente con 
os primeros k. 

treo sistemático es más sencillo de aplicar que el 
Sin·embargo, tiene la limitación de no poderse 

a poblaciones demasiado grandes, ni tampoco cuando 
s presentan periodicidad, puesto que ésta puede coin 
n el período de selección k. -

ESTRATIFICADO 

En est técnica, la población se divide en clases o estra
tos ·par hacer posteriormente una selección, que puede ser 
aleator'a o sistemática dentro de cada estrato. La defini
ción de cada clase debe ser suficientemente clara para evi
tar que uno de los elementos se pueda ubicar en dos clases 
diferen es. 

ro de elementos que se seleccionan de cada clase 
r proporcional al tamaño del estrato cuando la dife 
ntre ellos es muy grande, o pueden ser tguales cuan 
maño de los estratos es semejante. 

POR CONGLOMERADOS 

jante al muestreo estratificado, en el sentido de 
grupos de elementos; sin embargo, esta técnica se 
uando la población es homogénea y existen grupos ya 
S. 

Debido a la homogeneidad de la población no se requiere se 
leccion r elementos de todos los conglomerados y, en ocasio 
nes, es suficiente con seleccionar uno de los conglomerados 
con tod s sus elementos. 

Para r alizar la selección por conglomerados, se puede uti 
lizar e muestreo aleatorio, considerando grupos en lugar
de elem ntos individuales. 
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VI.2 CLASIFICACION Y ORGANIZACION DE LOS DATOS DE UNA MUES 

TRA 

Cuando los datos de una muestra se encuentran desordenados 
es difícil obtener información directamente de ellos. Una 
forma natural de ordenarlos es de manera ascendente o des
cendente, sobre todo cuando la muestra es pequeña. Sin em
bargo, cuando se trata de una muestra grande, el procedimien 
to anterior se hace muy laborioso y una vez ordenada la mues 
tra es diffcil manejarla. -

Mediante un ejemplo se presentará el procedimiento que gen~ 
ralmente se utiliza para presentar los datos de una muestra 
grande en forma resumida y ordenada. 

Ejemplo VI. 1 

Los siguientes datos representan la longitud en centi 
metros de 80 piezas de madera que fueron seleccionadas 
en una bodega. Se desea presentar los datos en forma 
resumida y ordenada. 

50.1 50.6 51.1 50.8 52.2 51.9 51.2 52.0 

50.6 49.1 51.8 51.0 50.8 51.8 51.1 49.7 

50.7 51.4 51.9 50.4 51.7 51.0 49.5 52.0 

51.1 51.8 50.3 51.5 51.7 50.3 49.9 49.7 

52.0 51.3 51.1 50.8 49.4 50.3 51.1 51.2 

50.8 51.5 51.1 51.2 50.3 51.3 51.7 51.8 

51.4 51.0 51.7 50.1 52.1 51.0 52.8 51.1 

49.9 50.9 50.2 51.5 51.0 50.2 49.6 51:3 

51.8 50.3 50.5 51.7 51.7 50.4 49.6 51.2 

5~.3 51.2 51.6 51.5 51.9 51.6 53.1 51.8 

Como primer paso, se debe calcular el ~ango de ia mueh 
tAa que se define como la diferencia entre el mayor y -
el menor de los elementos. Ast para los datos anterio
res: 

rango= 53.1 - 49.1 z 4.0 

Para ordenar los ochenta datos de la muestra, se clasifi
can en varios intervalos, denomina dos .in.te~vaioh de c.iahe. 

La fijación de los intervalos de clase depende del criterio 
del analista, aunque debe tomar en cuenta lo siguiente: 

El número de intervalos que se puede establecer depende de 
la cantidad de datos que contiene la muestra (tamaño de la 
muestra) y de la dispersión de los mismos. 



En general se recomienda establecer entre 5 y 15 intervalos, 
procurando que no queden intervalos vacfos dentro del rango 
de valo~"es. 

También debe tenerse cuidado en la fijación de los limites 
de cada intervalo para evitar, por un lado, la posibilidad 
de que un mismo elemento pertenezca a dos intervalos dife
rentes y, por otro, que la magnitud de los intervalos sea 
diffcil de manejar. 

Si todos los datos comprendidos en un intervalo se distri
buyen de manera uniforme, se considera que el punto medio 
del intervalo puede representar a todos los valores de la 
muestra que se encuentran en él. A dicho punto se le deno
mina mall.c.a de. c.tall e.. 

En las dos primeras columnas de la tabla VI.1 se muestran 
los intervalos y marcas de clase (tr) de la muestra que se 
está ordenando. 
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Intervalos Límites 
r del 

intervalo 

Marcas 
de clase 

tr 

Frecuencia 
fr 

Frecuencia 
relativa 

f' 

Free. relativa 
acumulada 

F' 
r r 

1 49.Q-49.9 49.5 9 0.11 0.11 

2 50.0-50.9 50.5 20 0.25 0.36 

3 51.0-51.9 51.5 44 0.55 0.91 

4 52.0-52.9 52.5 6 0.08 0.99 

5 53.Q-53.9 53.5 1 0.01 1.00 

Tabla VI.1 

Al núr ero de elementos de la muestra que pertenece a un i~ 
terval de clase r se le llama 6Jte.c.ue.nc.ia de.t inte.Jtvato y 
se rep esenta como fr. La suma de las frecuencias deberá 
ser ig al al número total de elementos de la muestra de ta
maño n o sea: 

donde es el número de intervalos de clase (para el ejemplo 
m • 5) 

Al co iente de la frecuencia entre el número total de datos 
muestrales se le llama 6Jte.c.ue.nc.ia Jte.tativa y se representa 
como f',esto es: 

. • • (1) 
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La frecuen~ia relativa de un intervalo de clase se puede 

interpretar como la proporción de los datos que se encuen
tran en el intervalo correspondiente. 

Finalmente, se define la 6~ecuenc~a ~etat~va acumulada F~ 
como la suma de las frecuencias relativas hasta el r-ésimo 
intervalo, con lo cual: 

F 
r 

• • • ( 2) 

En la tabla VI.l se presenta la información de la muestra 
en forma agrupada (resumida y ordenada) y ~n ella se encuen 
tran los resultados de los conceptos definidos anteriormen~ 
te. 

VI.3 DISTRIBUCIONES EMPIRICAS 

Para determinar la distribución de probabiljdad de una va
riable aleatoria que representa un fenómeno o el modelo pro 
babilístico teórico más aproximado a ella, es útil construir 
la gráfica de las frecuencias, frecuencias relativas o fre
cuencias relativas acumuladas. 

Para representar las frecuencias o las frecuencias relati
vas se usa generalmente e! h~~tog~ama o e! pol1gono de 6~e
cuenc~a~. En el histograma, la frecuencia se considera cons 
tante en todos los puntos de cada intervalo de clase, por lo 
que se representa como una sucesión de rectángulos del mismo 
ancho y cuyas alturas corresponden a las frecuencias o a las 
frecuencias relativas acumuladas de los intervalos correspon 
dientes. -

La siguiente figura muestra el histograma del ejemplo que 
se está analizando. 

fr 
50 

40 

30 

20 

lO 

o 

f~ 

Q5 

Q4 

Q3 

Q2 

ru 

1 
o 49 

l 
50 51 52 53 54 x¡ 

Figura VI.l 



E 1 po 1 f 
di s tri bu 
bre el m 
puntos, 
das son 
pondient 
los punt 
cias en 
cuencia 

ono de frecuencias es otra gráfica que muestra la 
ión de frecuencias. Para construirla se marca so
smo sistema de ejes del histograma una sucesión de 
uyas abscisas son las marcas de clase y las orden! 
as frecuencias o las frecuencias relativas corres
s. Posteriormente se unen mediante rectas todos 
s consecutivos. Para cerrar el polígono de frecuen 
os extremos, se consideran otros intervalos con fr~ 

El pol f o no de frecuencias del ejemplo V 1.1 se muestra en 
la sigui nte figura: 

fi t'i 
0.5 

0.4 0.5 

0.4 
0.3 

0.3 

0.2 

0.2 

0.1 
0.1 

Por 1 a 
de cada 
ximación 
me un va 
te, el p 
aproxima 
variable 

54.5 x¡ 

Figura VI. 2 

ey de los grandes números, la frecuencia relativa 
ntervalo de clase se puede considerar como una apro 
de la probabilidad de que la variable aleatoria to~ 
or dentro del intervalo de clase y, por consiguien
lfgono de frecuencias se puede considerar como una 
ión de la función densidad de probabilidad de dicha 
aleatoria. 

Otra gr fica de uso frecuente para estimar la distribución 
de proba ilidad de la variable aleatoria es el pollgono de 
6~e~uen~ d4 ~e!a~va4 a~umulada4 u oj~va. 

La mane 
una suce 
riores d 
frecuenc 

a de graficarlo consiste en unir, mediante rectas, 
ión de puntos cuyas abscisas son los límites supe
cada intervalo de clase ~ las ordenadas son las 

as relativas acumuladas Fí (ó Fr>· 
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En la figura VI.3 se muestra el polígono de frecuencias r~ 

lativas acumuladas que corresponde al ejemplo sobre el que 
se está trabajando. 

49 5(1 51 52 53 54 X 

Figura VI.3 

El polígono de frecuencias relativas acumuladas puede consi 
derarse como una aproximación de la función de distribución 
acumulada de la variable aleatoria que representa a la pobl~ 
e i ó n. 

VI.4 MEDIDAS DESCRIPTIVAS DE UNA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS 

En ei capítulo II se presentaron algunos indicadores que des 
criben a una distribución de probabilidad; así, la media re-
presenta la abscisa del centroide de la función masa o densi
dad de probabilidad, y la variancia es una medida que descri
be la dispersión de los posibles valores de x con respecto a 
la media. Estos indicadores se representan mediante letras 
griegas como~. o, p, etc., y se les llama pa4dm~t4o~. 

En el caso de una distribución de frecuencias, también se 
pueden establecer medidas descriptivas y, para distinguirlas 
de los parámetros, se usan letras latinas como x, s, r, etc. 

Todas las medidas descriptivas que se definen a con~inua
ción para una distribución de frecuencias, se pueden definir 
también de manera semejante para una distribución de probabi 
1 idad. 



Como se 
tivas de 
timar lo 
blación, 
La rae ter 

verá en el siguiente capftulo, las medidas descrip
una distribución de frecuencia se utilizan para es

parámetros correspondientes que describen a la po
debido a que si la muestra es representativa, sus 
sticas son semejantes a las de la población. 

Genera~ ente se utilizan cuatro tipos de medidas descripti
vas que on: 

a) D tendencia central. 

b) D dispersión. 

e) D sesgo o asimetrfa. 

d) D curtosis o apuntamiento. 

VI.4.1 EDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL 

Con est s medidas se busca un valor que pueda representar a 
toda la uestra, por encontrarse en el centro de ella, desde 
diferent s puntos de vista. 

Las más importantes medidas de tendencia central son las si 
guientes 

MEDIA (x 
Se defi e como el promedio aritmético de los datos de una 

muestra. Para diferenciarla de la media de la población se 
represen a con x en lugar de ~x. de esta manera: 

X z • • • ( 3) 
n 

donde xi es i-ésimo elemento de la muestra. 

Si los atos de la muestra están agrupados en una tabla de 
frecuenc as, se considera que la marca de clase (tr) repre
senta a os valores xi que se encuentran dentro del interv~ 
lo r-ési o, de manera que la suma de todos los valores Xi 
que se e cuentran en un intervalo de clase, equivale a su
mar fr v ces tr. con lo cual la expresión (3) se puede es- . 
crfbfr e mo: 

X z 
n 

donde m s el número de intervalos de clase. 
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Para simplificar la expresión se puede tomar en cuenta que 

la frecuencia relativa: 

entonces: 

Ejemplo VI.2 

f 
r 

X ; 

n 

m 
¿ 

r;J 

• .. (4) 

El número de automóviles que se vende semanalmente en 
una agencia distribuidora, se ha regjstrado durante 
diez semanas con los siguientes resultados: 

2,5,3,4,4,4,5,1,1,3 

¿Cuál es la media muestral? 

Solución 

Como la muestra es pequeña, no es necesario agrupar los 
datos en una tabla de frecuencias y se puede usar direc
tamente la expresión (3), con lo cual: 

x ; _!_o 1] + 5 + 3 + 4 + 4 + 4 + s + 1 + 1 + 3] 
1 - :, 

Ejemplo VI.3 

3.2 automóviles 

Encontrar la media de los datos del problema VI.1. 

Solución 

Debido a que los datos están agrupados, de la expresión 
(4) : 

X ; 49.5(0.11) + 50.5(0.25) + 51.5(0.55) + 52.5(0.08) + 53.5(0.01) 

~ 51.13 cm. 

MEDIANA (me) 

Es el valor que corresponde a la mitad de los datos ordena 
dos de una muestra. 

Para encontrar la mediana de una muestra pequeña, se orde
nan sus datos en forma ascendente o descendente y si el ta
maño de la muestra (n) es un namero impar, entonces la media 
na será el elemento que ocupe la posición (n + 1)/2 de la -
muestra ordenada, debido a que dicho valor la divide en dos 
partes, con el mismo namero de elementos en cada una. Sir. em 
bargo, cuando el namero de elementos es par, no hay un valor 
que se encuentre exactamente a la mitad de los elementos~ en 
este caso se pueden promedi~r los dos valores más cercanos a 
la mitad. 



Ej empl V l. 4 

¿Cuil es la mediana de la muestra del ej~mplo VI.Z? 

Soluci n 

Orden ndo los elementos en forma ascendente, se obtie
ne: 

1,1,2,3,3,4,4,4,5,5 

como s n diez elementos, la mediana se encuentra entre 
el qui to (3) y el sexto elemento (4), por lo cual: 

Cuando 
agrupado 
el i nter 
gue porq 
acumulad 
una inte 
rrrspond 

Con el 
de aprox 
rizontal 
posterio 
de la in 
el valor 

3 + 4 = 3.5 me = --2-

a muestra es grande y sus elementos se encuentran 
, la mediana puede obtenerse determinandc primero 
alo que contiene a la mediana, el cual se ~istin
e es el primero que tiene una frecuencia relativa 
mayor o igual a 0.5 y, posterior~ente, mediante 

polación lineal se encuentra el valor de x que co 
a la frecuencia relativa acumulada de 0.5. -

olfgono de frecuencias relativas acumuladas se pu~ 
mar el valor de la mediana, trazando una linea ho
que parte de F' = 0.5 hasta cruzar el polígono y, 
mente, con otra recta vertical que parte del punto 
ersección, se encuentra, en el eje de las abscisas, 
de la mediana. 

La figu a VI.4 muestra la localización gráfica de la media 
na sobre un polfgono de frecuencias relativas acu~uladas. 

F' 

os ---- ------ ----~-

... --- 1 
' 

1 

1 f'k-1 

' 1 

' 
,/ 
~¡ 

me 

Figura VI.4 

13 3 
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Para hacer la interpolación 1 ineal, se usa la ecuación de 

una recta, de la forma: 

y = Yo + m(x - xo) 

que en este caso, de acuerdo con la figura VI.4: 

y = 0.5; ' y O = F k-1 ; 

y 

m 
fk 
h; x = me 

donde: 

k = al subíndice que corresponde al intervalo de cla
se que contiene a la mediana, 

F ~-1 a la frecuencia relativa acumulada hasta el inter 
valo k- 1, 

' fk - a la frecuencia relativa del intervalo k, 

h al tamaño del intervalo de clase y, 

li al límite inferior del intervalo k. 

Sustituyendo los valores: 

despejando a la mediana: 

Ejemplo V. l. 5 

A partir de los datos de la tabla VI.l, encontrar la 
mediana de la muestra correspondiente. 

Solución 

(S) 

En la tabla se puede observa~ que la mediana se encuen 
tra en el intervalo comprendido de 51 a 51.9, debido a
que es el primero cuya frecuenciá relativa acumulada es 
mayor de 0.5, con lo cual de la expresión (5): 

me = 51 + - 1- i].s - o.36] 0.55 

= 51.25 
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ne como el elemento de la muestra que tiene la máxi 
encia, es decir, aquél que más se repite. 

Una mu stra puede tener dos o más modas, en cuyo caso se 
dice qu es bimodal o multimodal. Cuando todos los elemen
tos de a muestra son diferentes, entonces no tiene sentido 
hablar e ella, porque puede considerarse que todos los ele 
mentas son la moda o que no existe, por estas característi~ 
cas, su uso está muy limitado. 

Cuando la muestra es pequeña, la moda se determina direct~ 
mente or inspección, mientras que en muestras grandes, con 
datos agrupados, se puede aproximar con la marca de clase 
del in ervalo modal, que es el que tiene la máxima frecuen-
cia. 

En al 
rando 
poUti 
la sig 

De ac 
perten 
ro pro 
le sig 
pro por 

unos casos se puede mejorar la aproximación, consid~ 
moda es la abscisa del máximo de una curva hi
pasa por las marcas de clase, como lo muestra 
figura. 

Figura VI. 5 

erdo con esto, se puede considera~ que la moda debe 
cer al intervalo de clase con máxima frecuencia, pe
orcionalmente más cercano al intervalo adyacente que 

en frecuencia, de esta manera, se puede plantear la 
ión: 
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donde: 

al subíndice que corresponde al intervalo de clase 
moda 1, 

lj al límite inferior del intervalo j, 

despejando la moda: 

... (6) 

Para la muestra del ejemplo VI .2 puede verse que el valor 
que más se repite es cuatro, por lo cual, esa es la moda de 
la muestra. 

En el ejemplo VI .1 se observa que la moda de la muestra es 
51.1 (se presenta siete veces); sin embargo, para ilustrar 
el uso de la expresión (6), se puede estimar la moda como: 

moda 6 
51 + (1) 20 + 6 51.23 

VI.4.2 HEDIDAS DE DISPERSION 

Como su nombre lo indica, las medidas de dispersión refle
jan la separación o alejamiento de los elementos de una 
muestra. 

RANGO 

Al principio del capítulo fue definido como una medida de 
dispersión; puesto que indica la máxima separación entre los 
datos. 

VARIANCIA 

En el capítulo II se definió la variancia de una variable 
aleatoria como el segundo momento con respecto a la media. 
Ce manera análoga, para una distribución de frecuencias se 
define el momentc k-ésimo con respecto a la media como: 

n 
E 

i= 1 
... (7) 

y en consecuencia, la va.lt.i.a.nc.i.a. mu.e~.:t}{a.i se define como: 

n 
E (xi - x) 2 

i=l 



Para 
rrolla 

por la 

como: 

entone 

implificar el cálculo de la var1anc1a, se puede des~ 
el binomio en la forma: 

1 n 
2 -2 s2 r (xi - 2xi X + X ) X n i•l 

propiedades de 1 a sumatoria: 

n - n n 
s2 E 

1 r 2 2 X r + 1 r i2 X. xi X n 
i•l l. n 

i•l n 
i•l 

1 
n 

X . l: Xi n i•l 

S: 

s2 
n 2 -2 -2 
l: X. - 2 X +~ 

X n i=l 
]. n 

sumand los términos semejantes: 

2 -2 
X. - X 

l. 
• • • (8) 

Si lo datos están agrupados, cada marca de clase represen 
ta a 1 s valores que se encuentran dentro del intervalo co~ 
rrespo diente, con lo cual: 

s2 1 m 2 -2 l: fr tr - X 
X n 

r•l 

donde: 

n al tamai'io de la muestra, 

m al número de intervalos de clase, 

fr a la frecuencia del intervalo r y 

tr a la marca de clase del intervalo r. 

como la frecuencia relativa f~ • ~. entonces: 

m 
¡:: 

r=l 
f' t 2 - x2 

r r ... (9) 
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DESVIACI06 ESTANDAR 

Es otra medida de dispersión que para una distribución de 
frecuencias, como en una distribución de probabilidad, es la 
raíz cuadrada de la variancia. Se representa con Sx, de es
ta manera, de la expresión (8): 

Sx =~- =r¡-~ 2 -2 
X. - X 

X n i= 1 1 
(lo) 

y cuando 1 O S datos están agrupados, de ( 9) : 

=~~~ 2 -z 
Sx f t - X 

1= 1 
r r 

• . • (11) 

COEFICIENTE DE VARIACION 

Para una distribución de frecuencias, se define como el co 
ciente de la desviación estándar muestra] entre la media 
muestra]; esto es: 

(12) 
X 

El significado y utilidad de los tres indicadores anterio
res son los mismos que en las distribuciones de probabili
dad tratadas en el capítulo II. 

Ejemplo VI.6 

La producción de mineral de fierro en siete países la
tinoamericanos durante 1980, fue la siguiente: 

1,9.7,0.5,8.7,7,5,9,16 (miles de toneladas). 

Obtener: 

a) La media. 

b) La desviación estándar. 

e) El coeficiente de variación. 

Solución 

a) Como la muestra es pequeña, de la expresión (3): 

X = 
1 + 9.7 + 0.5 + 8.7 + 7 + 5.9 + 16 

7 

6.97 (miles de toneladas) 



b) 

.94 (miles de toneladas) 

e) Por a expresi6n (12): 

4.94 - o 71 c.v. - 6.97 . 

VI.4.3 

Uno de 
criptiva 
pueda se 
de toda 

Cuando 
vistos e 
veniente 
cuencias 
de proba 

Para de 
de una m 
tJr..{a. o ~ 
si el te 
es igual 
dos part 
más, cua 

Si u na 
1 a media 
muestra 
no es si 
siendo m 

EDIDAS DE ASIMETRIA 

os objetivos más importantes de la estadística des 
es proporcionar información sobre la muestra, que
de utilidad para determinar las características 

a población. 

e desea ajustar un modelo probabilístico, como los 
el capitulo III, a un fenómeno particular es con

comparar la forma del histograma o polígono de fre 
de una muestra del fenómeno, con la de la función
ilidad del modelo teórico. 

cribir la forma de la distribución de frecuencias 
estra, se usa, entre otros indicadores, la 4~~me
~go. Una distribución de frecuencias es simétrica 
cer momento de la muestra con respecto a la media 
a cero (m 3 .. O); en tal caso la media divide en 
s iguales a la distribución de frecuencias y ade
quiera de las partes es un reflejo de la otra. 

istribución de frecuencias es simétrica, la media, 
a y la moda coinciden en el mismo punto, como lo 
a figura VI.6(a). Sin embargo, cuando la figura 
étrica se puede presentar una a.~~me.tJr..ta. po~~t~va., 

> O; o bien una a.~~me.tJr..ta. nega.t~va. donde m3 < o. 
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fi 

simétrica 

a) 
xi 

asimetr(a positiva 

b) 
xi 

asimetrfa negativa 

e) 
xi 

Figura VI. 6 

En las gráficas (b) y (e) de la figura anterior se presen
ta un ejemplo de cada tipo de asimetría. 



ir en forma adimensional la asim~trfa de una distri 
frecuencias, se utiliza el eoe6~e~ente d~ a4~me-

momento4 (a 3 ), que se define como el cociente del 
mento con respecto a la media entre la raíz cuadra
gundo momento con respecto a la media elevada al e~ 
es: 

• . • (13) 

Debe ac ararse que si los datos están agrupados, se pueden 
aproxima los momentos con respecto. a la media, con la ex
presión: 

. • . ( 14) 

Otra forma de medir la asimetría de una distribución es me 
diante el eoe6~e~ente de Pea~hon [h) que se define como: 

Este i dicador tiene la desventaja de que sólo se aplica 
cuando la distribución es unimodal y se puede demostrar que 
-l<h<l. 

VI.4.4 CURTOSIS 

141 

Es otr característica que permite describir la forma de la 
distribución de frecuencias, también conocida como apuntam~en 
to, exe ho o ap!anam~ento. Este último nombre es tal vez el
menos i dicado, pues el significado de curtosis es contrario 
al de a lanamiento y por lo tanto, una curtosis grande impli 
ca poco aplanamiento y viceversa. -

En la VI.7 se muestra un ejemplo de los tres tipos 
en los cuales se clasifican las distribuciones de frecuencia 
de acue de con su curtosis. 
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f i 

a) 
XI 

mesocúrticG 

f i 

b) 
XI 

ploticÚrtica 

f i 

e) 

leptocúrtica 

Figura VI.7 

La referencia que se usa para establecer la curtos 1 s reedia 
o me~ocaktica, como la mostrada en 11 figura VI.7(a), es la 
gráfica de la función densidad de probabilidad de la distri 
bución normal estándar. 



La gr fica (b) es más aplanada y su curtosis es menor que 
la mes cúrtica, mientras que en (e) la curtosis es mayor y 
consec entemente su forma es más apuntada. 

os dos casos se les llama respectiva~ente platicúrtica 
ocúrtica. 

Para medir la curtosis se puede usar el cuarto momento con 
respecto a la media (m~); sin embargo, para que la curtosis 
no de enda de las unidades de la variable en estudio, se dE 
fine 1 eoe6~e~ente de eu~to~l~ como: -

- 3 (15) 

m~ 

Cuan o la distribución es mesocúrtica se cumple que--= 3 m2 

por 1 cual en la expresión (15) se resta este valor pára 
que 1 referencia se encuentre en cero. De esta manera si 
a~ < , la distribución es platicúrtica y si a~ > o, se tra-
ta de una distribución leptocúrtica. 

Ejemplo VI.7 

A partir de los datos del ejemplo VI.2, determinar por 

mo entos: 

a) El coeficiente de asimetría. 

b) El coeficiente de curtosis. 

S lución 

ara obtener la media y los momentos con respecto a la 
m día que se requieren para calcular los coeficientes 
d asimetría y curtosis, se utilizan las expresiones 
( ) y (14) respectivamente y mediante una tabla, como la 
s guiente, se pueden facilitar y ordenar las operaciones. 
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X m¡ m2 m3 m4 

tr 
1 

fr tr f; (tr - x) t;(tr - x) 2 f;(tr - x)3 f;(tr - x) 4 

9.5 0.050 0.475 -4.330 0.937 -4.059 17.576 

10.5 0.067 0.704 -3.330 0.743 -2.474 8.239 

11.5 0.067 0.771 -2.330 0.364 -0.848 1.975 

12.5 0.250 3.125 -1.330 0.442 -0.588 0.782 

13.5 0.133 1.796 -0.330 0.014 -0.005 0.002 

14.5 0.133 1.929 0.670 0.060 0.040 0.027 

15.5 0.116 1.798 1.670 0.324 0.540 0.902 

16.5 0.067 1.106 2.670 0.478 1.275 3.405 

17.5 0.050 0.875 3.670 0.673 2.472 9.071 

18.5 0.050 0.925 4.670 1.090 5.092 23.781 

19.5 0.017 0.331 5.670 0.547 3.099 17.570 

13.835 7.370 5.672 4.544 82.970 

a) De la tabla anterior y de la expresión (13) el coeficie~ 
te de asimetrfa es: 

•3 - 4.544 - 0.336 
1(5.672)3 

b) De (15) el coeficiente de curtosis es: 

84 -
82.97 
(5.672)2 - 3 - - 0.421 

Por los resultados anteriores se concluye que la distribu
ción de frecuencias tiene asimetrfa positiva y es más apla
nada que la distribución normal estándar. 

VI.4.5 OTRAS MEDIDAS DESCRIPTIVAS (LOS FRACTILES) 

En algunas ocasiones resulta conveniente dividir una mues
tra ordenada en dos o más grupos con el mismo número de el~ 
mentos cada uno. Lo¿ 64~c~le¿, cuant~le¿ o pe4cent~le¿ 
son valores que pueden o no pertenecer a la muestra y cumpJen 
con esa función. Asf, la mediana que se presentó anteriorme~ 
te es un fractil que divide la muestra en dos partes iguales. 



Lo~ cu~~ ~e~. que son otro tipo de fractiles, dividen a la 
muestra o denada en cuatro partes iguales, de tal manera que 
el p~ime~ cu~~til o 6~~et~ 25%, es mayor o igual que el 25% 
de los da os; el segundo cuartil coincide con la mediana y 
el tercer cuartil o fractil 75% es mayor o igual que el 75% 
de los el mentos de la muestra. 

De manera semejante se definen los dec~e~. que dividen a 
la muestra en grupos que contienen 10% de los datos cada uno. 

A la diferencia entre el primer y el tercer cuartil se le 
llama ~~ngo int~cu~~t~lico y se puede considerar como una 
medida de dispersión, pues entre esos cuartiles están el 
50% de los elementos centrales de la muestra. 

También se define el ~~ngo inte~dec~lico como la diferencia 
entre el ~rimer y el noveno decil, el cual considera el 80% 
de los valores centrales de la muestra. 

Para calcular los fractiles de una muestra, se puede usar 
la expresión (5) que se obtuvo para calcular la mediana 
(fractil 50%) de una muestra, considerando que en lugar de 
0.5, debe aparecer la fracción que corresponde al fractil 
que se des~a (F*), de esta manera se tiene: 

... (16) 

donde k es el subíndice que corresponde al intervalo de cla 
se que contiene al fractil F*. 

Ejempl VI.B 

De lo1 registros del Servicio Meteorológico Nacional 
se han obtenido y ordenado las velocidades máximas del 
viento (en m/seg.) de cada mes, durante cinco años. La 
tabla <e frecuencias es la siguiente: 
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Intervalos q Íi f! F~ 
de clase l. 1 

9 - 9.9 9.S 3 o.oso 0.050 

10-10.9 10.S 4 0.067 o. 117 

11 -11.9 11. S 4 0.067 o. 184 

12-12.9 12.S 1S 0.2SO 0.434 

13-13.9 13.S 8 o. 133 O.S67 

14-14.9 14.S 8 0.133 0.700 

1S-15.9 1S.S 7 o. 116 0.816 

16-16.9 16. S 4 0.067 0.883 

17-17.9 17. S 3 o.oso 0.933 

18-18.9 18. S 3 o.oso 0.983 

19-19.9 19. S 1 0.017 l. 000 

Calcular: 

a) L:: mediana. 

b) El rango intercuartílico. 

Solución 

a) El intervalo de clase que contiene la mediana es de 
13 a 13.9, pues su frecuencia relativa acumulada es 
la primera superior a O.S. 

De manera que por la expresión (S): 

me = fractil 50% = 13 + O. ~ 33 (O.S- 0.434) = 13 ,l,96 !-F./segJ 

b) Calculanfo primero los cuartiles uno (q¡) y tres 
(q3) con la expresión (16): 

q¡ = fractil 25% 

q3 = fractil 7S% 

12 + 0.12S !].2S- 0.184] 

12.264 

1 s + 0 . ~ 1 6 [] • 7 s - o . 7 o] 

1 5. 4 3 1 

con lo cual el rango intercuartilico es: 

1S.431- 12.264 = ].167 



Los fr 
lo tipo 
dencia 
son med 
fractil 

ctiles en general no se pueden clasificar en un so
de indicador, pues la mediana es una medida de ten
entral; los rangos intercuartflicos e interdecflicos 
das de dispersión y los cuartiles, deciles y demás 
s no se pueden clasificar en ninau~a de ellas. 
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CAPITUL VII INFERENCIA ESTADISTICA 

INTRODU CION 

En cua 
mente 1 
menos a 
la resp 
product 
obten id 

En est 
cir o b 
cionale 
probabi 

Si no 
ble dis 
Por eje 
todas 1 
satisfa 
si para 

Para h 
los par 
informa 
puntua 1 
téticos 
válidas 

quier actividad profesional, se presenta frecuente. 
necesidad de describir el comportamiento de fenó: 

ea torios, tales como la resistencia de un material, 
esta de cierto sistema físico o la demanda de un 

Para lograrlo se puede partir de la información 
de una muestra. 

dística se le llama ~n6e~enc~a al proceso de indu
en deducir las características o ·parámetros pobla
a partir de la información muestral, midiendo con 

idades la'incertidumbre inherente. 

xistiera la inferencia estadística, no sería posi
Har reglas confiables para un control de calidad. 
plo, prácticamente sería imposible determinar si 
s varillas que serán utilizadas en una construcción 
en las especificaciones de diseño, y mucho menos, 
probarlas se someten a pruebas destructivas. 

cer una inferencia estadística, se pueden estimar 
metros descriptivos de la población a partir de la 
ión obtenida en una muestra, ya sea como un valor 
como un intervalo, o bien establecer valores hipo 

de los parámetros y probar estadísticamente si soñ 
las hipótesis. 

A los os primeros casos se les llama e~t~mac~6n e~tad1A
t~ca pu tual o po~ ~nte~valo~. y al segundo se le denomina 
p~ueba e h~p6te~~~. 

VII .1 ISTRIBUCIONES MUESTRALES 

e presentar las técnicas para realizar la inferen
dística es necesario definir el concepto de esta
muestra], dado que es la base para hacer cualquier 
inferencia. 

d~~t~co mue~t~al es una variable aleatoria que es
nción de uno o más elementos de la muestra. 

emplos se pueden mencionar las medidas descriptivas 
una uestra (X, sx ó S~). las cuales fueron presentadas 

en el e pítulo anterior. 
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Para comprender por qué se dice que los estadísticos son 

variables aleatorias, considérese un conjunto de muestras 
representativas de una población, todas con el mismo núme
ro de elementos. Si en cada muestra se calcula un mismo 
estadístico como X, es casi seguro que se encontrarán valo 
res distintos, sin embargo la diferencia puede ser pequeña; 
además, como antes de calcularlo no es posible predecir 
con certeza el valor que tomará, entonces se concluye que 
el estadístico es una variable aleatoria. 

Como variable aleatoria, cada estadfstico tiene una dis
tribución de probabilidad denominada di4t~~buc~ón mue4t~at. 

No debe confundirse la distribución muestral de un esta
dfstico con la distribución de la variable que representa 
a la población. 

DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA 

Los valores que pueden tomar los elementos de una muestra 
de tamaño n se representan mediante variables aleatorias 
xt, x2 , ... , Xn. Si la muestra es representativa de la po 
b ación, todas estas variables son independientes entre sT 
y tienen la misma distribución de probabilidad por pertene 
cer a la misma población, ent-º.nces por el teorema del lfmi 
te central la media muestral x definida por: 

tiende en probabilidad a una variable con distribución nor 
mal, cuando n tiende a infinito. Empfricamente se ha esta~ 
blecido que una muestra es suficientemente grande cuando 
n > 30. 

Como x es una combinación lineal de las variables xi con, 
i • 1, 2, ..• , n . entonces. dr acuerdo con lo visto en el 
capítulo V: 

y • . • (1) 

Ejemplo VII.l 

El peso promedio de los melones que se producen en una 
huerta es de 1.7 kilogramos, con una desviaci6n están 
dar de 0.4 kg. ¿Cuál es la probabilidad de que un posi 
ble comprador tome una muestra aleatoria de 40 unida-
des y encuentre que el peso promedio de la muestra es 
menor de 1.55 kg! 



Soluc i5n 

En es e caso la v~riable aleatoria es el peso prome
dio de la muestra X y de la expresi5n (1): 

con lo cual: 

donde: 

¡.
X 

1.7 kg y 0.4 
o; = 14'0 

P(X < 1.55) ~ P(Z < zc) 

0.063 kg 

x- ~"x 1.55- 1.1 ~ _ 2 . 38 
o- = 0.063 

X 

buscando en la tabla A del apéndice: 

P(X < 1.55) = 0.0087 

esta pr babilidad se muestra en la siguiente figura: 

Figura VII.1 

z 
(xl 

Cuando la población es finita y la selección de las mues
tras se hace sin reemplazar las unidades observadas, la 
desviación estándar (o error estándar) del estadistico x 
se altera ligeramente, debido a que conforme crece la mues 
tra, cambia la probabilidad de que una unidad sea seleccio 
nada. Para reducir esta alteración, se debe multiplicar
la desvia ión estandar de la muestra por el factor: 

~~ N - 1 ... (2) 

donde: 

N es el tamafio de la poblaci5n 
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Debe notarse que cuando N tiende a infinito el factor tien 

de a uno y cuando la muestra y la poblaci6n son iguales, eT 
factor se hace nulo. 

Ejemplo VII.2 

Considerando el enunciado del problema VII.1, ¿cuál 
es la probabilidad de que el peso promedio sea menor 
de 1.55 kg,_si el muestreo se efectúa sin reemplazo 
y en la huerta se tienen únicamente 500 melones? 

Solución 

Como la población es finita (N • 500) y n • 40, de 
las expresiones (1) y (2): 

con lo cual: 

por lo tanto: 

a- = 
X 

o.4 ~oo - 4oll/2 
140 [joo 1] z o.o6 

1.55- 1.7.- 2.5 --o:-or-

P(X < 1.55) - 0.0062 

Comparando este resultado con el anterior, se nota el efec 
to que provocan el tamaño de la población y el tipo de mue~ 
treo. 

DISTRIBUCION DE UNA FUNCION DE LA VARIANCIA MUESTRAL 

Otro de los estadísticos que tienen gran utilidad en la 
inferencia estadística es la variancia muestral s: . Como 
variable aleatoria la distribuci6n muestral de si tiene 
escasa importancia. Sin embargo, para realizar inferen 
cias estadísticas sobre variancias o desviaciones estándar 
se usa la variable aleatoria: 

... (3) 



~------------------------------

que ti ne distribución ji-cuadrada, con v • n- 1 grados 
de lib rtad, siempre y cuando la población sea normal con 
media ~ y variancia ai . Para demostrarlo se partirá de 
la definición de variancia muestral: 

s2 • .!. 
X n 

multiplicando ambos miembros por n y haciendo: 

xi - x • xi - ~x - x + ~x 

n s2 z 
X 

n 
1: 

i= 1 

desarrollando el binomio: 

n 5 2 -X 

n n n 
• r OCi- ~x> 2 - r 2(Xi- ~x><x- ~x> + r <X- ~x> 2 

al i=l i•l 

por las propiedades de la sumatoria: 

n 
n s2 • 

X 
1: (Xi- ~x>2- 2(nX- n~x><X- ~x> + ncX- ~x)2 
•1 

con lo cual: 

1 Gn s2 = - r 
n i•l 

sustituyendo en la expresión (3): 

n 
1: (Xi - ~x>2 

i•l 
2 

ax 

• • • (4) 

De es a manera x2 está formada por la suma de los cuadra
dos den- 1 variables aleatorias independientes, con dis
tribución normal estándar; por lo tanto, de acuerdo con la 
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definición de la distribución ji-cuadrada: 

tiene aistribUCÍÓn ji-cuadrada COn V 

bertad. 
n- 1 grados de li-

Ejemplo VII.3 

El espesor de las placas de acero que produce una em 
presa tiene una desviación estándar de 0.243 mm. Si di 
cho espesor obedece a una distribución normal, ¿cuál 
es la probabilidad de que en una muestra de 20 unida
des se obtenga una desviación estándar menor de 0.240? 

Solución 

Usan:'Clo la variable 

lidades relacionadas 

entonces: 

n S~ 
x 2 - ~ para calcular probabi-

x 
con Sx, se tiene que para Sx • 0.240 

20(0.240) 2 - 19.51 
(0.243)2 

P(Sx < 0.240) • P(x 2 < 19.51) 

fx•( X) 

Figura VII. 2 

Buscando en la tabla B que se encuentra en el apéndi 
ce, la distribución ji-cuadrada con v = 20 - 1 = 19 y 
de acuerdo con la figura VII.2, se obtiene que 
F(18.34) = 0.5 y F(22.72) = 0.75. 



Interpolando linealmente: 

( O (0.75-0.5) 
F 19.51) • .S+ ( 22 • 72 _ 18 • 34 ) (19.51-18.34) •0.5667 

Esto significa que en una muestra de 20 unidades: 

P(Sx < 0.24) • 0.5667 

VII.2 E TIMADORES ESTADISTICOS 

Como se mencion6 al inicio del capftulo, en la estadfsti
ca clási a existen dos formas para estimar los parámetros: 

E4~m~c "dn puntu~l. cuando solamente se da un valor del 
parámetr desconocido. 

E4tim~c "dn po~ int~v~o4 de con'i~nz~. cuando se fijan 
dos valo es entre los cuales se encuentra el parámetro de~ 
conocido, con cierta probabilidad. 

A conti uaci6n se presentan cada una de estas modalidades. 

VII.2.1 ESTIMADORES PUNTUALES 

Las medidas descriptivas de una muestra, vistas en el ca
pftulo a terior, se usan generalmente como estimadores pun 
tuales d los parámetros poblacionales; sin embargo, otro
aspecto importante se refiere a la estimaci6n de parámetros 
como p e ando se sabe que la población es binomial, o A si 
la pobla i6n tiene distribuci6n de Poisson. 

secci6n se definen algunas caracterfsticas de lps 
es puntuales que se utilizan para seleccionar, en 
s de ellos, el más conveniente. También se pre-
método para obtenerlos. 

s caracterfsticas más importantes de un estimador 
tran el sesgo, la eficiencia y la consistencia. 
aci6n se define cada una de ellas. 

ESTIMADO INSESGADO 
A 

Se dice que un estimador e del parámetro e es insesgado 
si E íe J • e, es decir que el valor esperado o medio del 
estimaoor es igual al parámetro que se quiere conocer; en 
caso contrario se dice que es sesgado. Asf por ejemplo, el 
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estadfstico: 

e - x 

es un estimador insesgado del parámetro e - ~X puesto que 
E [i] .. ~x = ~x· como se vio al estudiar la distribución 
muestral de la media. 

Ejemplo VII.4 

·Demostrar si el estadístico s 2 
X 

un estimador insesgado de a~ 

Solución 

De la expresión (4): 

n 
I: 

n i= 1 

aplicando el operador esperanza en ambos miembros: 

E ~i] 

sin embargo, como ~X • ~X y 
2 2 

o¡ • ox/n 

EGxi ~x> 2] 
2 

• ax para i 1. 2, ... 

E Gx - ~x>2] = 
af 
n 

con lo cual: 

E ~i] • .!. t 2 
- n n~ n ax 

de dc.nde: 

(n-1) 
2 

E ~J-
ax 

n 

~i] ;1 
2 

Con esto se demuestra que E ax y por lo tanto 

es sesgado. 



~-~---~ ~--------------------, 

Se pue e probar que si se define otro estadfstico A2 
sx como 

A2 1 n 
S • 

n-1 
I: (Xi - llx)2 X 

i= 1 

se tend á un estimador insesgado de 

Tambié 
cia mue 
tra es 
la pobl 

se puede demostrar que, a pesar de que la varian
tral es sesgada, la desviación estándar de una mues 
n estimador insesgado de la desviación estándar de
ción. 

ESTIMAD R EFICIENTE 
A 

Sean e 

es meno 

En cap 
dida de 
su medi 
es igua 
te tene 
desea e 

Se pu e 
otro u 
el prim 
el más 

Ejem 

Sean 
tes q 
tra r 
norma 

de lo 
lecci 

y e2 dos estimadores insesgados del parámetro e, 
e¡ es más eficiente que e2 SÍ la variancía de e¡ 

A 2 2 
que la de e2 ; es decir oA < oA 

e1 e2 

tulos anteriores se vio que la varíancia es una me 
la dispersión que tienen los datos con respecto a

En el caso de un estimador ínsesgado, su media 
al parámetro deseado y, por lo tanto, es convenien 
estimadores que difieran poco del parámetro que se 

timar. 

e dar el caso de tener un estimador insesgado y 
tros que no lo sean, pero con menor variancia que 
ro. Cuando esto ocurre, se tendrá que seleccionar 
decuado de acuerdo con el uso que se le dará. 

x 1 , x 2 , X3 y X~ variables aleatorias independie~ 
e representan los posibles valores de una mues
presentativa de una población con dis~ribución 
, cada una con media llx yAvar!anc!a oX. ¿Cuál 

siguientes estimadores (e¡, 62, 63) se debe se 
estimar la media de la población? 

e¡ • X¡ 

e2 - x2 + X3 

X¡ + 2X 2 + 2X 3 

5 
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Solución 

Para determinar si son insesgados: 

E ~ 3] • --lE ~=-X 1...._J_+_2__.E ~=:-~2...._] _+_2----tE ~=-X 3=-J 

De esta manera 81 y 83 son insesgados, mientras que 

82 no lo es. 

Para comparar la eficiencia, se debe obtener la va
riancia de cada estimador, considerando que son una 
combinaci6n lineal de variables aleatorias: 

var~~ • var~~ • a~ 

1 2 4 2 4 2 • ...!. 2 .. E ax + E ax + E ax 25 ax 

Como var~3J < var ~1] < var ~2]. el estimador 93 es 

el mas eficiente y por ser in sesgado se puede cona id e 
rar el mejor. 



OR CONSISTENTE 
A 

imador en obtenido de una muestra de tamano n es 
A 

consis ente, si en converge en probabilidad a e; es decir: 

1 n l!m"' P{ 1 en - e 1 > E} • O 1 

para e alquier constante positiva &. 

De ac erdo con la definición anterior y por la ley de los 
grande nameros: 

es un 
que au 

Tambi 
rar qu 
embarg 
sean s 

que a 
sisten 

stimador consistente del parámetro Px• pues a medida 
enta n, x tiende a Px· 

n por la ley de los grandes nameros se puede asegu
cualquier· estimador insesgado es consistente. Sin 

, existen algunos que son consistentes, aun cuando 
sgados, como: 

1 

de ser sesgado se puede demostrar que es con-

METODO DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD 

Para 
bles a 
bles v 
con ci 

sarrollado por R.A. Fisher. Puede demostrarse que 
e m~todo se obtienen estimadores eficientes y con
es, sin embargo algunos de ellos son sesgados. 

efinir el m~todo, considérese un conjunto de varia
eatorfas independientes, que representan a los posi 
lores de una muestra aleatoria· de tamano n, cada una 
rta función masa o densidad de probabilidad. 

A la f nción masa o densidad de probabilidad conjunta 
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P(x¡, x2, x3, ••• , xn) • P(x¡) P(x2) .•. P(xn) ó 

(5) 

f (x 1, x2, 

se le llama función de verosimilitud. 

Como los elementos de la muestra pertenecen a la misma po 
blación, las funciones de densidad o de probabilidad de -
las variables x 1 , x 2 , ..• , xn son iguales y tienen los mi~ 
mos parámetros (8 1 , 82 , ••• ). 

El método de máxima verosimilitud consiste en encontrar 
el valor del parámetro o los parámetros 81 , 82 , ••• ,de 
tal manera que la función de verosimilitud tome un valor 
máximo. 

Para res.altar el parámetro o los parámetros que se desean 
encontrar, la función de verosimilitud se puede represen
tar como: 

P(x¡, x2, ••. , xn/8¡, 82, •• .) 

o en el caso continuo, como: 

f(x¡, X2, •••• Xx/6¡, 82, ... ) 

Ejemplo VII.6 

Encontrar el estimador de máxima verosimilitud para 
el parámetro e de una variable aleatoria X cuya F.D.P. 
está dada por: 

t > o 

t < o 

Solución 

Como es una variable continua, de la expresión (5), 
la función de verosimilitud es: 

f(t¡, t2, ..• , tn/8) • 
o 

analizando el intervalo en el que t > 0: 



( 1 ) n e-a 1}1 + tz + ... + tn] f 1• t 2 , ••• , tn a E a 
161 

•• • (a) 

hacie do: 

t 
1 n 

1: ti 
n i•1 

enton es: 

susti uyendo en (a): 

n -e n t 
f(t1, t:¿, •••• tn/9)- a e 

d.eriv ndo con respecto a 9 para maximizar la función: 

df(t1, t 2 , ••• , tn/9) - - [ ~ 
---+--:-::-----ene- nte-9nt) + e-9nt ¡n en-1 

da L 

n-1 -9nt(1'-9t) 
- n a e 

iguala do a cero: 

Esta 
En el 
ni m o 
ple q 
1/t e 

La f 
varia 
tasa 
repre 
secut 

n en - 1 e -a n t (1 - 9 t) • O 

ecuación se satisface si e •O o el factor (1- Bt) •O. 
primer caso se puede verificar que ~e obtiene un mf
e la función de verosimilitud. Para e • 1/t se cum
e (1 - e t) • o y se obtiene un máximo, por lo tanto 

un estimador de máxima verosimilitud. 

nción de densidad en este ejemplo corresponde a una 
le aleatoria con distribución exponencial, donde la 
romedio de éxitos por unidad de tiempo A • e, y ti 
enta el tiempo entre la ocurrencia de dos éxitos co~ 
vos de un proceso de Poisson. 

De m nera semejante se puede demostrar que x es un estima 
dor d máxima verosimilitud de la distribución normal y -
x/n 1 es para la distribución binomial. 
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VII.2.2 ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA 

En algunos casos no es suficiente estimar un parámetro de 
manera puntual, debido a que el estimador es una variable 
aleatoria y la probabilidad de que tome el mismo valor que 
el parámetro es prácticamente cero. 

Para aumentar la probabilidad de que la estimación coinci 
da con el parámetro deseado, se debe establecer un interva 
lo denominado intervalo de confianza que contenga, con -
cierta probabilidad, al parámetro deseado. 

A los límites del intervalo de confianza se les denomina 
.t.ún.l.tu de con6.{.a.nza. y a la probabilidad de que el paráme
tro de la población esté en el intervalo de confianza se 
le llama n.lve.e. de con6.la.nza. de la estimación y, en lo suce 
sivo, se representará como (1- a).· -

Para establecer los límites de confianza (LC) de un pará
metro e, se parte de una distribución muestral. En la si
guiente figura se pueden observar los elementos que inter
vienen en la estimación muestral. 

f (8) 

l-a 

Distribución 
muestro! 

lntervo lo de confianza 

Figura VII.3 

8 

En ella se puede notar que el complemento del nivel de 
confianza a se distribuye en dos partes iguales a· los la
dos del intervalo, con el objeto de centrarlo. 

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA 

Como se vio al inicio del capftulo, el estadístico 

X 
1 n 

n i:l xi 

es un buen estimador de la media poblacional ~X• por este 
motivo se usará como base para hacer la estimación por in 
tervalos. Si el tamaño di:! la muestran es grande, la dis 
tribución de X tiende a la distribución normal con media-



~X y de viación estándar ax/lñ, en consecuencia la varia
ble: 

• • • (6) 

tiende a la distribución normal estándar. 

Para encontrar el intervalo de confianza, se deben fijar 
los lfmites LC 1 y LC 2 de tal manera que: 

1 - a • P(LC¡ ~~X~ LC2) (7) 

de la expresión (6), esta probabilidad equivale a: 

X - ~X 
1 - a a P(-z < ~ z) 

- ax/lñ 
... (8) 

donde- y z son los lfmites de ún intervalo que contiene 
al 10~( - a) porciento de los posibles valores de z, como 
se mues ra en la siguiente figura: 

Figura VII. 4 

Tomand en cuenta que ax/lñ es siempre positivo se puede 
multiplicar la desigualdad de la expresión (8) por 
ax/lñ, on lo cual: 

ax - ax 
1 - a • P(z-- < X - ~X~ z--

{ñ- lñ 

despeja do ~x= 

1 - a • (- ax < ax >· 
p x - z m _ ~x ~ x + z m 
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comparando esta expresión con (7), se tiene que: 

ax 
LC 1 = X - z -m 

-x + z ax LC2 = -m 

En forma simplificada se puede representar el intervalo 
de 11x como: 

~ 
~ 

• • • (9) 

En general no se conoce ax. sin embargo cuando la pobla
ción es normal, se puede estimar puntualmente con la des
viación estándar de la muestra. Como sx es un estimador 
sesgado, es conveniente multiplicarlo por el factor 
mJ{n-1, con lo cual el intervalo de confianza de la media 
es: 

x ± sx 
z ln-1 ••• (lO) 

Ejemplo VII.7 

Un comerciante desea estimar el peso medio de los pa 
vos que se crían en una granja, ya que piensa comprar 
un gran número de ellos. 

a) ¿Cuál es el intervalo que contiene a la media de 
la población, con un nivel de confianza del 95%, 
si en ~na muestra representativa de 35 aves se en 
centró una media de 8 kg con una desviación está~ 
dar de 0.95 kg? 

b) ¿De qué tamaño debe ser la muestra para que la m~ 
~ia de la población pertenezca al intervalo 
x ± 0.3 kg, considerando el mismo nivel de confian 
za y que la desviación estándar es constante? -

Solución 

a) Como la población se puede considerar infinita, 
la muestra es grande y se desconoce ax, ~e la ex 
presión (10): 

X - z 
sx 

--= < 
{n-1 

sx 
IIX < X + z ln-1 



Para uscar el valor de z, debe tomarse en cuenta 
que e cada extremo de la distribución normal, se 
encuentra el 2.5% del área, de manera que el in
tervalo central contenga al 95%, como se muestra 
en la figura siguiente: 

-zo.025 zo.975 

Figura VII. S 

En la tabla de la distribución normal estándar se 
puede observar que para z = 1.96, Fz(1.96) •0.975, 
lo cu 1 se representa en la figura VII.S como 
zo.975 = 1.96. 

Susti uyendo este valor en (10): 

8 + 1.96 (0.95) 
- r'35-1 

hacie do operaciones: 

IIX El].681, 8.319] 

Esto ignifica que con una probabilidad de 0.95, 
el pe o medio de los pavos de la granja está en
tre 7.681 y 8.319 kg. 

b) E este inciso se desea determinar el tamaño de 
1 muestra, manteniendo const~nte el nivel de con 
f"anza y la desviación estándar. 

E nuevo intervalo es ligeramente más pequeño, ya 
q e: 

1.96(0.95) = 0.32 
135-1 

p r lo cual, se puede esperar que la muestra sea 
m yor que 35. 
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Como el intervalo de confianza está centrado y la 
distribución muestral es simétrica se puede anali 
zar un solo límite del intervalo. -

As!, con el límite superior: 

Comparando con el intervalo dado: 

despejando n: 

crx 
0.3- z-ru 

n • 1~ 0 Xl 2 

[0.3] 

Buscando en la tabla de la distribución normal el 
valor de Z, tal que Fz(z) • 0.975, se obtiene: 

Con lo cual: 

z - l. 96 

z [1.96(0.95)] 2 .:. 39 
n [ 0.3 ] 

Cuando la muestra es pequeña (n < 30) y la desviación es
tándar de la población es desconocida, no se debe usar la 
desviación estándar de la muestra como un estimador de crx, 
pues son muy diferentes. 

En este caso, si la población es normal, la estimación 
por intervalos se puede apoyar en la variable aleatoria T, 
formada por la relación: 

T • 

~,;~''' 
tn-d 

Como se demostró al inicio del capftulo que: 

. . . (ll) 



tiene dis ribución pormal estándar y: 

tiene dist ibución ji-cuadrada con n-1 grados de libertad, 
entonces 1 variable aleatoria T tiene distribución t de 
student, pues está formada por el cociente de una variable 
con distribución normal estándar, entre la rafz cuadrada 
de otra variable con distribución ji-cuadrada que a su vez 
está dividida entre sus grados de libertad. 

Simplific ndo la expresión (11): 

X - IIX 
T • 

sx/{n-1 
••• (12) 

Como los rados de libertad de T dependen del tamafto de 
la muestra, cuando ésta tiende a infinito, la distribución 
de T tiende a la normal estándar. Por lo tanto, se puede 
concluir q e cuando la muestra es grande, también se puede 
usar la distribución t de student para hacer la estimación 
por interv los de la medi~ poblacional. 

El procedimiento para determinar los lfmites de confianza 
a partir de la variable aleatoria T es muy similar al se
guido ante iormente. De esa manera, los lfmites de con
fianza par la media de la muestra, cuando se desconoce ax 
y la pobla ión es normal, son: 

••• (13) 

Ejemp 

Co~ e objeto de determinar el ruido medio que provo 
ca una fresadora en cierta empresa, se han registrado 
en for a aleatoria las siguientes mediciones en deci
beles: 63, 65, 60, 63, 64, 62, 68, 65, 64, 64. Consi 
derand que el ruido tiene una distribución normal, -
¿cuál s el intervalo que contiene a la media de la 
poblac"ón con un nivel de confianza del 90%? 
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Solución 

Como se tienen únicamente 10 datos y la población es 
normal, de la expresión (13): 

donde: 

y: 

x. 63 + 65 + ... + 64. 63 . 8 
10 

.~/(63-63.8) 2 + (65-63.8) 2 + ... + (64-63.8) 2 '. sx 1W 10 1.99 

Buscando en la tabla C del apéndice la distribución 
t de student con ~ • 10 - 1 • 9 grados de libertad, 
el valor t que corresponde a FT(t) • 0.,5 es 1.83. 
Véase la siguiente figura: 

0.90 

t0.05 = -1.83 

Figura VII. 6 

Con lo cual: 

63.8- 1.83(1.99) < 
ho-1 

63.8 + 1.83(1.99) 
IIX ~ llo-1 

62.486 < 11x ~ 65.114 

Es decir, que el ruido medio que prDvoca la fresado
ra, se encuentra entre 62.486 y 65.114 decibles, con 
un nivel de confianza del 90%. 

Cuando el muestreo se hace sin reemplazo y la población 
es finita se debe ajustar la desviación estándar de las 
expresiones (9), (10) y (13), multiplicando por el factor 
~; donde N es el tamaño de la población y n es el t!, 

maño de la muestra. 
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INTERV LOS DE CONFIANZA PARA LA VARIANCIA Y DESVIACION ES 169 
TANDAR ' -

Como y se demostr6, cuando la poblaci6n es normal, la v~ 
riable leatoria: 

2 donde s es la variancia de una muestra, ax la variancia 
de la p blaci6n y n el tamano de la muestra, tiene distri
buci6n "i-cuadrada con n-1 grados de libertad. 

Utiliz ndo esta variable como base de la estimaci6n y a 
partir e la figura VII.7 se puede plantear la expresi6n: 

a/2 

X 

Figura VII. 7 

2 siempre es positiva, se puede multiplicar la de si Como ax 

gualdad or a~ sin que se altere, de esta manera: 

2 2 2 2 2 
1 - a • P(X¡ ax ~ n sx ~ x2 ax> 

lo cual quivale a: 

a • P ~X~ 2 2 n (n s2 2 a~>] 1 ax < n sx> X ~ X2 
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con lo cual: 

n sx 
1-a=P--r-~ 

2. 

Xz 

Por lo tanto, el intervalo que contiene a la variancia de 
la población con un nivel de confianza (1- a), es: 

... (14) 

Para establecer el intervalo de confianza de la desviac}ón 
est§ndar, se utiliza la raíz cuadrada de los limites ante
riores, esto es: 

o e lsx -~ • 
x L 1x~ 

Ejemplo VII.9 

• . • (15) 

Para estimar la desviación estándar que tienen las 
resistencias eléctricas producidas por cierta empresa, 
se han medido al azar 10 unidades, con los siguientes 
resultados: 

173, 169, 170, 170, 173, 171, 167, 171, 168, 168 

Suponiendo que la resistencia tiene una distribución 
aproximadamente normal, ¿cuál es el intervalo de con
fianza del 95% para la desviación estándar? 

Solución 

Calculando primero la media y la desviación estándar 
de la muestra: 

X = 173 + 169 + ... + 168- 170 
10 

con 10 - 1 = 9 grados de libertad y un nivel de con
fianza del 95%: 



2 
X0.025 • 2.7004 

2 
X0.975 • 19.0228 

de 1 exp~esión (15): 

-' 10 J 10 1 
1. 95 119.022 ~ ax < 1. 95 12.7004 

1.414 ~ ax ~ 3.752 

Est significa que con un nivel de confianza del 95%. 
la d aviación estándar se encuentra entre 1.414 y 
3.75 

INTERVA OS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS 

Frecue 
poblaci 
leccion 
veedore 

.venient 
resiste 
una mue 
1 as y e 

temente se presenta la necesidad de comparar dos 
nes semejantes e independientes, con el fin de se 
r alguna de ellas. Por ejemplo, si existen dos pr~ 
de varilla en una empresa constructora, serfa COR 
determinar cuál de los dos produce la varilla más 

te. Para ello, lo más adecuado serfa seleccionar 
tra al azar de cada uno de los proveedores, proba~ 
lcular la resistencia media de las dos muestras. 

Al com arar estas medias muestrales se tendrá entonces 
una ide de cuál es la más resistente. 

Para d s poblaciones (1 y 2) el estadístico X2 - X¡ Ó x1 - x2 se puede usar como un estimador puntual de la dif~ 
rencia e las medias poblaciones ~ 2 - ~ 1 ó ~ 1 - ~ 2 respec
tivamen e. 

Como 1 
rias, s 
ra esti 
~1 y ~2 
cer el 

En el 
de una 

E 

s medias muestrales x1 y x2 son variables aleato-
diferencia es también una variable aleatoria y p~ 

ar la diferencia entre las medias poblacionales 
en forma de intervalo de confianza, se debe cbno
omportamiento del estadfstico x2 - x1 ó x1 - x2 • 

apftulo IV se encontró que la media y la variancia 
ombinación lineal de dos variables aleatorias son: 

+bY] • aE[xJ + bE[Y] y 
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como en este caso a~1, b•-1, X•i2 ,Y-i1 y oxy =o, 
entonces: 

además como: 

n-xl J z 111 

2 
2 O¡ 

o- = 
X¡ n¡ 

2 
o

X2 

E[x2 ] 

2 
2. o2 

o- = 
x2 nz 

= 

2. 
O

X¡ 

112 

donde n 1 y n 2 representan el tamano de la muestra correspo~ 
diente. 

De esta manera: 

. . • (16) 

lo cual implica que x2 - X¡ es un estimador insesgado de 
112 - 11¡ • y: 

2. 2 

VAR[X2 - X¡] 
o2 o¡ 

= - + ... (17) 
n2 n¡ 

En esta expresión puede observarse que a medida que aume~ 
ta el tamaño de la muestra, la variancia del estadístico 
tiende a cero, lo que indica que también es un estimador 
consistente de 11 2 - 111· 

Como las distribuciones de x1 y x 2 tienden a la distribu 
ción normal cuando n 1 y n 2 son suficientemente grandes 
(mayores que 30), se puede demostrar que la diferencia en 
tre ellas también tiene distribución normal con media: 

y desviación estándar: 

Entonces, se puede plantear la ecuación: 

pt (X2 - X¡> - ( 11 2. - 11¡) 
z] 1 - a = z < < 

- o- -
Xz - X¡ 

-



.... 

donde z son los lfmites de un intervalo que contiene al 
(1 - a) 100% de los posibles valores de la distribución 
normal estándar. 

Despejando de la desigualdad (~ 2 - ~ 1 ): 

En for a simplificada se pueden expresar los lfmites del 
intervalo de confianza de la siguiente manera: 

(18) 

2 2 
Como g neralmente no se conocen los valores de a 1 y a 2 , 

se pued n estimar de manera puntual mediante las varian
cias de las muestras s~ y s~, siempre que las poblaciones 
sean no males. De esta forma los lfmites de confianza son: 

Ejenplo VII.10 

S~ S~ 1 

-+
nl n2 

••• (19 

Para determinar en cuánto se ha incrementado la cont~ 
mina ión del aire en una zona industrial de la ciudad 
de Mexico, se han tomado algunas observaciones durante 
el p esente año y se piensa compararlas con la inform~ 
ción de hace diez años. Los datos son los siguientes: 

i Muestra 1 Muestra 2 
Hace 10 años Actualmente 

Núm ero de observa 
cío r1es 37 45 
Med 'a xi 

(Pa tes por millón 42 44 
2 

Var ancia S. 103 98 
1 

Con un nivel de confianza del 99%, ¿cuál es el ínter 
vale que contiene a la diferencia entre los niveles 
promedio de contaminación (~z - ~1)? 
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Solución 

entonces: 

a-x -X • {4.962 ~ 2.227 
2 - 1 

de la tabla de la distribución normal estándar: 

z ~ 2.58 

con lo cual, de la expresión (19): 

(44- 4Z) ± 2.58(2.227) • 2 ± 5.746 

es decir: 

JI 2 - JI¡ € e: 3 • 7 4 6 , 7 . 7 4 6] 

lo cual indica que la diferencia puede estar entre 
-3.746 y 7.746 con un nivel de confianza del 99%. El 
signo negativo del límite inferior significa que la 
contaminación se pudo haber reducido, aun cuando la 
diferencia entre las medias muestrales indique lo con 
trario. 

Cuando las muestras son pequeñas y las poblac1ones norma
les, la estimación del intervalo de confianza para la dife 
rencia de medias poblacionales, se puede basar en la varia 
ble aleatoria T formada como: -

+ 
n2 

T - • • . (20) 
2 2 

S¡ n2 s2 
--2-

a2 

..J n¡ + n2 - 2 

donde la diferencia x 2 - x1 tiene distribución normal con 
m~dia Jl 2 - Jll y desviación estándar 1Dt/n 1+a~/n 2 , y la 
combinación: 

2 
n¡ S¡ 
--2- + --2-

a¡ a2 



1 

tiene distribución ji-cuadrada con v = n 1 + n2 - 2 grados 
de lib~rtad. Por todo lo anterior, la combinación de la 
expres1¡ón (20) tiene distribución t de student con 
v = n1 + n2 - 2 grados de libertad. 

Bajo 1a consideración de que las variancias de las dos po 
blacio~es son estadísticamente iguales (homogéneas), la e! 
presión (20) se puede simplificar, con lo cual: 

T 
(X2 - x1 ) -(v 2 - v¡) 

~n¡ sf + n2S~ 1 

n¡nz(n¡ + nz - 2) 

n¡ + n2 

. . . ( 21) 

Media~te un procedimiento similar al seguido en la deduc
ción de la expresión (18), se obtiene que los límites del 
interv~lo de confianza de la diferencia de dos medias 
v1 - v~, cuando existe homogeneidad de variancias, es: 

2 2 
(n¡S¡ + nzS2)(n¡ + n2) 

n¡n2(n¡ + n2 - 2) 
• • • ( 2 2) 

donde ± t son los límites de un intervalo central en la 
distri¡ución t de student que contiene al (1 - a) 100% de 
los po ibles valores de T, con v = n 1 + n 2 - 2 grados de 
libert d. 

E j ~m p 1 o VII. 11 

Con el objeto de evaluar en qué medida se ha reduci
do la cantidad de desperdicio, que en promedio produ
ce hierta máquina durante un día de trabajo, se han r~ 
gistrado las cantidades del desperdicio generado dura~ 
te rlgunos días, antes y después de haberla ajustado. 
Los resultados fueron los siguientes: 

1 

Desperdicio diario en kg 

Antes del ajuste 85, 104, 79, 123, 108 

D+spués del ajuste 81, 96, 103, 70, 75, 80, 107 

Considerando que la cantidad de desperdicio tiene 
distribución normal y que su desviación estándar no 
cam ió con el ajuste, ¿cuál es la estimación por in
ter ala de la disminución del desperdicio medio, de
bida al ajuste, con un nivel de confianza del 95%? 

1 . 
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Solución 

Calculando la media y la variancia de las dos mues
tras: 

x1 - 99.8 

x2 • 87.42 

2 
s1 • 2S4.96 

2 s 2 • 179.10 

nl - S 

n2 • 7 

Como n1 • S y n2 • 7, de la tabla de la distribución 
t de student con v • S + 7 - 2 • 10 grados de liber
tad, se obtiene que: 

to.975 K 2.228 

con lo cual, de la expresión (22): 

99.8 - 87.42 ± 2.228 
[}(2S4.96) + 7(179.10)] (S+ 7) 

S(7)(S + 7- 2) 

haciendo operaciones, se tiene que: 

-8.36 ~ Pl - P2 ~ 33.12 

Es decir, que la reducción media está entre -8.36 y 
33.12 kg. El signo negativo del límite inferior, im
plica qúe en lugar de reducción puede haber un incre 
mento. 

VII.3 PRUEBA DE HIPOT~SIS ESTADISTICA 

De acuerdo con el método científico, para aceptar un enu~ 
ciado es necesario plantear hipótesis, experimentar y com
probarlas con los resultados del experimento. 

Cuando se trata de un experimento aleatorio no es fácil 
corroborar la hipótesis, debido a que se presentan difere~ 
tes resultados en cada ensayo y, por este motivo, se hace 
necesario un procedimiento especial para los fenómenos ale~ 
torios. Por ejemplo, si un técnico de la Companfa de Luz 
asegura que, en promedio, el voltaje que reciben los usua
rios en cierta zona de la ciudad es de 117 volts, resulta 
prácticamente imposible verificar con certeza esta afirma
ción. 

La p~ueba de h~p6~e4~4 e4~adl4~ea es otra forma de infe
rencia que se utiliza para aceptar o rechazar hipótesis so 
bre un fenómeno aleatorio, planteadas en términos de un pa 
rámetro o una combinación de dos o más parámetros; también 
se usa para investigar si una distribución empírica se ajus 
ta a un determinado modelo probabilfstico. 

e r 



Por la naturaleza aleatoria de los fenómeno.s, la prueba 
de hipótesis estadística no se puede considerar como una 
prueba definitiva, ya que en ella se establece un criterio 
o regla d~ decisión para aceptar o rechazar una hipótesis 
y, como s verá posteriormente, la regla de decisión está 
asociada on ciertos riesgos. 

PROCEDIMI¡NTO GENERAL 

En prime lugar, para realizar una prueba de hipótesis e~ 
tadística se debe plantear el enunciado en cuestión, en 
términos de algún o algunos parámetros poblacionales como 
la media, la variancia, etcétera. 

Generalm~nte se habla de dos tipos de hipótesis relaciona 
das con u a prueba: !a h~p6te4~4 nu!a (Ho) y !a4 h~póte4~¡ 
a!teJt.na4 H 1 , H 2 , ••• ) • 

La hipótesis nula es la que se toma como referencia en la 
prueba y, por conveniencia, se plantea como una igualdad 
de la forma e = ea, donde e 0 es un valor supuesto del par~ 

metro e.l 
Las hipó esis alternas son aquéllas que difieren de Hoy 

pueden te er las siguientes formas: 

e .¡ e0 

e > e0 l e < e 0 

Es impor ante señalar, que aceptar como verdadera una hi
pótesis alterna equivale a rechazar la hipótesis nula co
rrespondiente y cuando s~ acepta Ha, se rechaza como ver
dadera H¡ (considerando que es la única alternativa). Lo 
más imporlante de una prueba estadística es el diseño de 
una Jc.eg!a de dee~4~ón, la cual señala en qué casos se de
be acepta o rechazar la hipótesis nula en función de lo 
que indic un estadístico, obtenido de una muestra repre
sentativa. 

En el ejemplo del voltaje promedio (¡¡x), el enunciado ya 
está expr1sado en términos de la media poblacional, por lo 
cual la h pótesis nula es: 

Ha: llx = 117 volts. 

La hipótlsis alterna debe plantearse de acuerdo con los 
resultado que se desean obtener de la prueba, en este 
ejemplo s trata de encontrar evidencias q~e ~uestren q~e 
el voltaj promedio es diferente de 117, s1n 1mportar s1 
es mayor o menor, por lo cual la hipótesis alterna que le 
corresponde es: 

H¡: llx .¡ 117 volts. 

t •• 
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Cuando el interés está centrado en uno de los extremos de 

la variable aleatoria, como en la vida útil de una máquina 
o las utilidades de una empresa, en donde solamente impor
ta un aumento, entonces la hipótesis alterna sería de la 
forma: 

H 1 :e>e 0 

Por lo anterior, cuando la hipótesis alterna es de la for 
ma e < So Ó e > ea a la prueba de hipótesis estadística se 
le denomina un~ia~ekai o de una cota y si es de la forma 
e 4 ea, se le llama b~ta~ekai o de doh coiah. 

Para establecer la regla de decisión se toma como base una 
di stri buc ión muestral; en el ejemplo 1 a distribución mues
tra] de la media (X) sería la más adecuada. Posteriormen
te se fija una región de aceptación y una de rechazo en el 
dominio del estadístico, es decir que si para una muestra, 
el estadístico toma un valor en la región de aceptación, 
entonces se considera que la hipótesis nula es verdadera; 
en caso contrario, se piensa que es falsa, con lo ct 1 se 
ha establecido la kegfa de deci4i6n. 

Considerando el mismo ejemplo, supóngase en principio, 
que se fija arbitrariamente como región de aceptaciín el 
intervalo 1]16, 118] volts, y como región de rechazo, su 
complemento; esto significa que si en una muestra se ob
tiene una media x entre 116 y 118 volts, se aceptará que 
en promedio el voltaje de la población es de 117, en caso 
contrario se rechazará. 

En la figura VII.8 se muestra la región de aceptación, de 
rechazo y la distribución muestra] de x. 

Región 
de 

116 

Región de 
aceptación 

117 

Fi_gura VII.8 

118 

RegiÓn 

de 

x 
[ volts] 

A partir de esta figura ~e puede establecer formalmente 
la regla de decisión como sigue: 



Si 116 x < 118, se acepta Ho(~x = 117); en caso contra 
rio se r e haza. En el ejemplo se rechaza que ~ • 117 vots. 

ERRORES 

Como x 
decisi6n 
cuando x 
correspo 
fica que 
dadera. 

N LAS DECISIONES ESTADISTICAS 

s una variable aleatoria, al· seguir la regla de 
se corre el riesgo de rechazar la hipótesis nula, 
tome un valor en la regi6n de rechazo y realmente 
da a una poblaci6n con media Px- 117, esto signi 
se esu· rechazando una hipótesis nula que es ver::" 

A este rror se le conoce como de tipo I y a la probabili 
dad de e meterlo se le llama niv~l d~ 4igni6ieaei6n y se 
represen a mediante a. 

En la figura VII.8 se muestra el nivel de significación 
de la regla de decisión correspondiente. Nótese que está 
dividido en dos partes iguales. En este ejemplo, los lfml 
tes del intervalo de aceptaci6n (116 y 118), llamados pun
tos crfticos, se establecieron de manera arbitraria. En 
general stos valores se calculan a partir de la distribu
ci6n mue tral de1 estadfstico·y de acuerdo con un nivel de 
signific ción determinado. 

En la figura VII.S se puede observar que si el nivel de 
signific ción a aumenta, la región de aceptaci6n de·Ho se 
hace más pequena, con lo cual la prueba es más estricta pa 
ra acept r la hip6tesis nula; por esta razón, una prueba -
de hip6t sis estadfstica es más significativa o más estríe 
ta para ceptar u0 , cuando el nivel de significaci6n sea -
mayor. 

Es comú 
0.1, 0.0 
valor, e 
tipo I. 

Otro er 
dad de u 
sión, es 
tar una 

En gene 
casos se 
ga a con 
Lo único 
parámetr 
el error 
diante 1 

En el e 
d ia pobl 
sideró p 
la gráfi 
~ - 118. 
(véase 1 
el error 

que se utilicen niveles de significación de 
ó 0.01; sin embargo, puede usarse cualquier otro 

nsiderando que a es el riesgo de cometer el error 

or que puede cometerse al decidir sobre la veracl 
a hipótesis nula, basándose en la regla de deci
el denominado ~~o~ tipo II, que consiste en ace~ 
ip6tesis nula que es falsa. 

al no es posible determinar con precisión en qué 
comete este tipo de error, debido a que no se lle 
cer el verdadero valor del parámetro poblacional~ 
que se puede hacer es suponer algunos valores del 
y calcular la probabilidad o riesgo de cometer 

de tipo II. Esta probabilidad se representa me-
letra a. 

emplo del voltaje, si el verdadero valor de la me 
cional fuera de 118.5 en lugar de 117 como se co~ 
ra establecer la regla de decisi6n, el área bajo 
a de la distribuci6n muestral cuya media es 
y que se encuentra en la región de aceptaci6n, 
siguiente figura), es la probabilidad de cometer 

de tipo II~ es decir a. 
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Regio'n de 
rechazo 

Región de 
aceptación 

fx( xlfL= 117l 

Región de 
rechazo 

Figura VII. 9 

fx( xlfL=ns.5J 

Para establecer una regla de decisión, lo m§s deseable 
es que la probabilidad de cometer los errores de tipo I y 
II sea mfnima. No obstante, en la figura VII.9 se puede 
observar que si aumenta el intervalo de aceptación, se r~ 
duce «. pero aumenta a. 

Asimismo, puede verse que si el valor del parámetro está 
cercano al valor supuesto en la hipótesis nula, aumentará 
la probabilidad a. aunque eso no se puede controlar. 

La única manera efectiva de reducir los valores de a y a 
es aumentando el tamaño de la muestra, pues de esa manera 
se reduce·la dispersión de la distribución muestral. 

En resumen, para efectuar una prueba de hipótesis se debe 
seguir el siguiente procedimiento: 

1. Establecer las hipótesis nula y alterna. 

2. Seleccionar el nivel de significació~ que será utiliz~ 
do. 

3. Calcular los puntos crfticos del estadístico de prueba. 

4. Establecer la regla de decisión. 

5. Determinar, de acuerdo con la regla, si se acepta o se 
rechaza. la hipótesis nula. 

Este procedimiento puede aplicarse en cualquier prueba de 
hipótesis y a pesar de que se ilustró en un caso bilateral, 
es muy semejante la aplicación en una prueba estadística 
unilateral. 

... 



PRUEBA D HIPOTESIS SOBRE LA MEDIA 

Al inici de este capítulo se estudió la distribución mue~ 
tral del estadfstico 

1 n 
X K l: Xi 

n i=l 

que es la media de una muestra de n elementos. 

Dependie 
tra y de 
ción mues 
estadisti 
blación e 
toria 

do del tipo de población, del tamaño de la mues
tras caracteristiéas, se vio cuál es la distribu 
ral más apropiada para realizar una inferencia
a sobre la media. Asf por ejemplo, cuando la p~ 
infinita y la muestra es grande, la variable ale~ 

tiene di tribución normal estándar. 

A parti _de e~ta expresión, se pueden conocer los puntos 
críticos x 1 y x 2 de una prueba estadística bilateral me
diante u simple despeje, con lo cual: 

donde: 

±z 

x¡ llX + z ox/IU 

x 2 = llx - z ox/ln 

s el valor del parámetro supuesto en la hipóte-
1s nula, 

on los valores de la variable z que delimitan un 
intervalo central con el (1 - a) 100% de los posi 
les valores. (Véase la gráfica (a) de la figura
!1.10), 

s la desviación estándar de la población que pue 
estimarse mediante la desviación ~stándar de -
muestra, con el sesgo corregido (sx) cuando no 

e conoce. 

Si la p ueba es unilateral, sólo se necesita un valor cri 
tico del estadístico como se muestra en las gráficas (b) ·-y 
(e) de 1 figura VII.10. En estos casos también se obtie
ne el valor critico despejando x~ de la expresión (6), con 
la difer ncia de que el punto cr1tico en z corresponde a 
una sola área en la región de rechazo (a) y en el caso bi
lateral orresponde a la mitad del área a/2. 

-
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a) 

b) 

e) 

Rechazo 

a/2 

Aceptación 

!1-x 
o 

Rechazo Aceptación 

Rechazo 

x2 dominio de X 
z dominio de Z 

~ 
X e 

-z 
!1-x 
o 

Aceptación 

Figura VII,lO 

dominio de X 
dominio de Z 

Rechazo 

de X 
"dominio de Z 

Si la poblac16n es normal y la muestra pequeña se usa la 
variable T en lugar de z. 

Algunos autores plantean la regla de decisi6n en términos 
de las variables z o T en lugar del estadfstico X; sin em
bargo, como puede verse en las figuras VII.lO la regla se
rfa equi~alente a la que se obtiene cuando se refiere a x. 



Ejemp o VII.l2 

Al ex erimentar con la duración de una muestra de 50 
cinesc píos, se encontró una media de 1570 horas con 
una de viación estándar de 120 horas. Probar estadía 
ticame te la hipótesis de que la media poblacional es 
~ • 16 O horas, con un nivel de significación de 0.05, 
contra la hipótesis de que es menor, suponiendo que 
la dur cien de los cinescopios es normal. 

Soluc 

Del e 

H0 : ~ - 1600 

H1: ~ < 1600 

Como e trata de una prueba estadística unilateral, 
consid rando que la población es infinita y la muestra 
es gra de, se usará la variable aleatoria 

que t ene distribución normal estándar. Para encon
trar 1 valor crítico ic, de acuerdo con !a siguiente 
figur , el valor zc que corresponde a Fz(zc) • 0.05, 
es zc • -1.64. 

Región de 
rechaza 

1570 
o 

Región de 
aceptación 

Figura vrr."ll 

X 
z 

Como se desconoce ox, se puede estimar puntualmente 
mediante: 
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de esta manera: 

XC - llx X - llx 
= e 

Zc 
m Sx/ln-1 

sx 
lñ::Y 
m 

despejando el punto crítico: 

sustituyendo valores: 

= 1600 + (-1.64) ' 120 > ~ 
150-1 

1572 horas 

con lo cual la regla de decisión es como sigue: 

Si x < 1572 horas se rechaza Ho; en caso contrario 
se acepta. 

Como en la muestra x • 1570 < 1572, se rechaza Ho y 
se concluye que la duración media de los cinescopios 
ha bajado, con un nivel de significación de 5%. 

Ejemplo VII.13 

El tiempo promedio que tarda un obrero calificado en 
realizar cierta tarea es de 45 minutos de acuerdo con 
los registros de la empresa. 

A partir de nuevos estudios sobre tiempos de trabajo, 
se desea comprobar estadísticamente si se ha modific~ 
do el tiempo promedio de esa actividad. 

a) ¿Cuál debe ser la regla de decisión para realizar 
la prueba estadística, considerando que a • 0.05, 
n = 10 y Sx • 8 minutos y suponiendo que la pobl~ 
ción es normal? 

b) ¿Cuál es la probabilidad de cometer un error tipo 
II, si el verdadero tiempo medio fuera de 40 minu 
tos? 

Solución 

a) Como no se sabe si el tiempo medio ha disminuido 
o aumentado, la prueba será bilateral, de manera 
que: 

...... 
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H0 : J.lx • 45 

H1 : J.lx .¡ 45 

Com se trata de muestras pequeñas y la población 
es ormal, se usará la variable: 

• • • (23) 

lá ual tiene distribución t de student con 
v • n - 1 grados de libertad, como se vio al inicio 
del capítulo. 

Bus ando en la tabla de la distribución t de stu
den el valor de te que corresponde a FT (te) • O. 9 7 S, 
con v • 10-1 •9 se obtiene que te • 2.2~ y por la 
sim tría de la distribución FT(-2.26) • 0.025. 

Al valuar la expresión (23) en los dos puntos crí 
tic s, se tiene: 

± te .. 

des ejando xc 

sustituyendo valores: 

X e 
a 45 ± ( 2 • 26 )(8 ) • 45 ± 6.03 

{10-1 

con lo cual la regla de decisión es como sigue: 

Si 38.97 < i < 51.03 se acepta H0 , en caso contra 
rio se rechaza. 

b) s· el verdadero tiempo promedio fuera de 40 minu
t s, entonces la probabilidad de cometer el error 
t•po II (a) sería el área bajo la gráfica de la 
d•stribución muestra! cuya media es 40, que se e~ 
e entra en la región de aceptación, como se mues
t a en la siguiente figura: 
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Rechazo Aceptación Rechazo 

40 45 

Figura VII.12 

Para calcular la pro~abilidad 81 se obtienen pri
mero los valores de T que corresponden a 38.97 y 
51.03, con~ • 40, esto es: 

t 1 • 
38.97 - 40 

8/r'lO - 1 

- - 0.386 

entonces: 

y 
51. 03 - 40 -----

8/r'lO - 1 

- 4.14 

S- PIJ38.97 < X~ 51.03) 1 ~- 40] - (-0.386 < T < 4.14) 

como P(T > 4.14) es prácticamente cero, como se 
puede verificar en la tabla: 

S~ P(T >- 0.386) 

además, por la simetría de la función: 

S= P(T > - 0.386) = P(T ~ 0.386) 

Como en la tabla de la distribución t de student 
con 9 grados de libertad, sólo aparecen 
FT(0.261) • 0.6 y FT(0.543) • 0.7, mediante una 
interpolación lineal: 

6 = FT(0.386) = 0.644 

PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE LA VARIANCIA Y LA DESVIACION ES 
TANDAR 

Como en la estimación por intervalos, cuando la población 
es normal, la prueba de hipótesis sobre la variancia o la 
desviación estándar se apoya en la variable aleatoria: 

2 
n SX 

x2 = . . . (24) 



que tie e distribución ji-cuadrada con n-1 grados de libe~ 
tad. 

Eje 

La áquina empacadora de cierto producto tenía algu
nas allas que provocaban variaciones en el llenado 
de 1 s paquetes. Para disminuirlas se ajustó la máqui 
na y se desea probar estadísticamente si la desviación 
está dar del peso del producto depositado, que era de 
25 g amos, se ha reducido en forma significativa. Para 
ello se tomó una muestra de.20 paquetes y se obtuvo 
una esviación estándar de 18 gramos. 

a) on un nivel de significación de 0.01, ¿cuál sería 
a decisión estadística1 

Sol 

Com el interés está centrado en la disminución de la 
desv ación estándar, las hipótesis estadísticas son: 

Ho: ax • 25 

H1 : ax < 25 

Nót se que en este ejemplo se desea aceptar la hipó
tesi alterna, lo cual implica rechazar la hipótesis 
nula. 

Bus ando en la tabla de la distribución ji-cuadrada 
el v lor de xc, tal que Fxz<xc) • 0.01, con 

v • O - 1 • 19 grados de libertad (véase figura 
VII. 3), se obtiene que Xc • 7.63. 

Región de 
rechazo 

0.01 

Región de 
aceptación 

Figura VII.13 

X 
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De la expresión (24): 

- ~(7.63)(25) 2 \ 
20 

- 15.44 

de manera que la regla de decisión es como sigue: 

Si sx ~ 15.44 se acepta Ho, en caso contrario se re 
chaza. 

Como en este caso: 

sx - 18 > 15.44 

entonces se acepta Ho con a • 0.01, lo cual significa 
que con el 1% de nivel de significancia no se acepta 
que hubo reducción en la desviación estándar. 

b) La conclusión cambia si sx (crítico) > 18, con lo 
cual el valor crítico de la variable x2 es: 

2 < (20)(18)2- 10.37 
Xc {25) 2 

buscando en la tabla, con v • 19: 

por lo tanto, la decisión cambiará si a > 0.05 

PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE DIFERENCIA DE MEDIAS 

Este tipo de prueba es de gran utilidad en la comparación 
de poblaciones, pues consiste en investigar si con la in
formación obtenida en una muestra de cada población, se 
puede inferir que las medias poblacionales son diferentes; 
es decir, si existe superioridad por parte de alguna de 
ellas. 

Dependie~do de las caracterfsticas de las poblaciones y 
de las muestras se pueden usar las variables aleatorias 
z o Tt definidas de acuerdo con las expresiones (18), (19) 
y (21¡, como base para realizar la prueba de hipótesis es
tadística. 



Eje plo VII.l5 

Con 
(1 y 
diar 
fe re 

El 
vend 
esta 
dio 
con 

a) 

b) 

Sol 

a) 

el objeto de comparar dos estrategias de venta 
2) para un producto, se han registrado las ventas 

en dos almacenes semejantes, cada uno con di
estrategia. 

lmacén que utilizó la estrategia 1 durante 30 días 
ó en promedio $ 8,000 diarios, con una desviación 
dar de $ 1,000. El otro almacén vendió en prome-

7,500 diarios, durante 35 días de observación, 
na desviación estándar de $ 950. 

Se puede pensar que las ventas promedio son est~ 
ísticamente iguales en los dos almacenes, con un 
ivel de significación de 0.05? 

Cuál es el máximo nivel de significación con el 
ue se puede aceptar, de acuerdo con las muestras 
ue ~1 - ~2 • $ 800, contra la hipótesis de que 
1 - ~2 < $ 800? 

cien 

onsiderando que la diferencia puede ser a favor 
e cualquiera de las dos estrategias, las hipóte
is estadísticas son: 

Ho: ~1 - ~2 • o 

H1: ~1 - ~2 f O 

omo las muestras son suficientemente grandes, se 
sara la variable aleatoria: 

z -

ue tiene distribución normal estándar y donde 
2 2 

y o , pueden estimarse mediante las variancias 
1 2 

e las muestras, considerando que las poblaciones 
on normales. 

e esta manera, los valores críticos de la difere~ 
ia (X1 - X2 ) son: 
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Los valores de z que corresponden a Fz(0.025) y 
Fz(0.975) son, de acuerdo con la tabla de la distri 
bución normal estándar, ± 1.96, con lo cual: -

<i1 - i2> - o ± 1.96 ~l<1ooo>2 + (9so>2 
e 1 30 35 

- ± 476.56 

entonces la regla de decisión es como sigue: 

Si -476.56 ~ (x1 - x 2) ~ 476.56 se acepta H0 , en 
caso contrario se rechaza. 

Como (x¡ - x2) = (8000 - 7500) > 4 76.56, se rechaza 
Ho, lo cual indica que con un nivel de significación 
de 0.05 se puede pensar que sí existe diferencia sia 
nificativa entre las dos estrategias. 

b) En este caso las hipótesis son: 

Ho: ~1 - ~2 - 800 

H1: ~1 - ~2 < 800 

y la regla de decisión tendrá la forma siguiente: 

Si (x¡ - x2) ~ (x1 - X2)c se acepta Ho. en caso 
contrario se rechaza. 

Con los datos de las muestras, para que se acepte 
Ho (x1 - x2) < 500, entonces: e 

500 - 800 
- l. 23 

Buscando en la tabla de la distribución normal es
tándar el valor Fz(-1.23) • a, como se muestra en 
la figura VII.14, se obtiene que a • 0.1093. 

Aceptación 

-1.23 o 
Figura VII.14 



Por lo tanto, el nivel de significación debe ser 
cua do mucho de 10.93% para aceptar la hipótesis 
de ue Pl - P2 • 800, cua~do 1~ diferencia entre 
las medias muestrales es x 1 - x 2 • 500. 
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CAPITULO VIII REGRESION Y CORRELACION 

INTRODUCe ON 

En este apftulo se presentan dos métodos para estimar el 
valor esp~rado de una variable aleatoria dado que otra va
riable, q e puede o no ser aleatoria, toma un valor deter
minado. or ejemplo: se puede estimar la cantidad espera
da de maí que será cosechada en una parcela, en función 
del volum n de abono o agua que se le aplica, incluso se 
podría ge eralizar el método para estimar la cantidad es
perada de maíz en función de dos o más variables. 

También 
relación 
mación po 
bles alea 
do. 

e definen algunos ~stimadores puntuales para la 
ntre dos variables aleatorias, así como una esti 
intervalos de confianza para una de las varia-

arias, dado que la otra toma un valor determina-

VIII.l REGRESION 

En gener 
ciona cad 
te x, con 
dependien 

1 una c.u11.va d&.Jteglte.t.i.6n es una función que rela 
valor particular x de una variable independien~ 

el correspondiente valor esperado de la variable 
e Y. 

Esta fun ión se encuentra obteniendo la esperanza de y 
con la cordición de que X • x, es decir, utilizando la di! 
tribución condicional fyJx<Y. x) si las variables son con
tinuas, o Py¡x(y, x) si las variables son discretas, de 
esta form : 

o b·ien: 

Si en es 
pendiente 
x, en cas 
dado y. 

lly /X E E []'/X • x] • s_: y fy /X (y, x) dy 

lly /X a E !}/X • x] • t 
'fy 

y Py¡x(y, x) 1 

( 1) 

as expresiones se considera como variable inde
a x, se tiene la curva de regresión de y dado 
contrario se denomina curva de regre~ión de x 
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A las variables aleatorias se les llama dependientes o in 

dependientes por el papel que tienen en la función, y no 
porque una dependa en el sentido probabilístico de la otra. 

Cuando las variables aleatorias son independientes en el 
sentido probabilístico, la distribución condicional de y 
dado x es igual a la distribución marginal de Y, con lo 
cual, en el caso continuo: · 

~Y/X K J[: Y fy¡x(y, x) dy 

J[: y fy(y) dy 

~y 

Por lo tanto, se puede observar que si dos variables ale~ 
torias x, Y son independientes, la curva de regresión de Y 
dado x es una linea r€cta de pendiente cero, en la que to
dos los puntos tienen la misma ordenada ~Y· 

Para obtener la curva de regres1on de acuerdo con las ex 
presiones (1) es necesario establecer la distribución de
probabilidad conjunta, la cual es a menudo diffcil de co
nocer. 

Existen algunos métodos para estimar la curva de regre
sión a partir de una muestra representativa de la pobla
ción. Entre ellos se encuentran el método gráfico y el 
método de los mínimos cuadrados, los cuales se presentan 
a continuación. 

METODO GRAFICO 

Se basa en un diagrama denominado de d~~pe~~~6n, en el 
cual se encuentran graficados los n elementos o puntos 
(xi, Yi) con i m 1,2, ... , n, obtenidos de una muestra re 
presentativa. 

En la figura VIII.l se encuentran cuatro diagramas de di~ 
persión. En (a) y (b) se ~uede considerar que la curva de 
regresión de Y dado x es una línea recta, en el primer caso 
con pendiente positiva y en el segundo con pendiente negati 
va. 



En el d agrama (e) puede suponerse una parábola como curva 
de regre i6n y, por último, en (d) se puede considerar una 
recta ho izontal, pues no se percibe ninguna relaci6n entre 
las vari bles y para cualquier valor particular x, la espe
ranza de Y es constante e igual a y. 

y 

y 

Este mé 
YO y, po 
bargo, p 
ta, expo 
ra estim 

y 

a) X 

y 

. . 
.. . . . . 

e) X 

Figura VIII.l 

b) 

. . .. . . .. · ... · .. 
.... ·. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
. . . . 

d) 

X 

X 

odo para estimar la curva de regres1on es subjeti 
tal raz6n, cambia de una persona a otra; sin em

ede usarse para determinar qué tipo de curva (re~ 
encial, logarftmica, etc.) es la mis apropiada p~ 
r la curva de regresi6n. 
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196METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS 

Consiste en estimar la curva de regresión de Y dado x me
diante una función y • f(x), de tal manera que para una 
muestra de tamaño n se minimice la función D 2 , tal que: 

n 
D2 ~ ¡: <Yi - ;i> 2 • • • (2) 

i=l 

donde Yi son los valores muestrales de Y. 

En la figura VIII.2 se puede observar que las diferencias 
Yi - Yi son las distancias entre el punto (xi, Yi) y la or
denada de la curva de regresión que corresponde a Xi· 

y 

1\ 
Y¡- Y¡ ¡ 

X¡ 

Figura VIII.2 

X 

El método de mínimos cuadrados se usa para aproximar fun
ciones algebraicas a la curva de regresión, sin ~mbargo, 
en estos apuntes se tratará únicamente el ajuste de una ll 
nea recta de la forma: 

1; (x) *' a + b x 1 ... (3) 

que es la más utilizada, pues se puede demostrar que si X 
y Y tienen distribución normal o aproximadamente normal, la 
curva de regresión de Y dado x es una línea recta de la for 
ma: 

lly /X • Cl + f) X ... (4) 



donde a y a son constantes. También se puede demostrar que 
los coeficientes a y b. obtenidos con el método de mínimos 
cuadrados. son buenos estimadores de a y a. 

La única limitación del método de mínimos cuadrados consis 
te en que sólo puede aplicarse cuando la dispersión en la
variable dependiente Y. con respecto a la media condicio
nal PY/x• permanece constante o aproximadamente constante 
para cualquier valor de x. 

En muchos casos no se cumple esta premisa y a medida que 
aumenta el valor de x. aumenta también la dispersión de la 
variable . Por ejemplo. si Y representa el peso de un in 
dividuo y x la estatura. es razonable que la variación en
el peso de las pers~nas que miden 1.80 m sea mayor que en 
aquéllas que miden 1.40 m. 

Para ene ntrar los coeficientes a y b que minimizan la ex 
presión (2). se valúa (3) en x • xi y se sustituye en (2): 
e o n 1 o e u 1 : 

derivando parcialmente con respecto a los parámetros a y b: 

a o2 n 

--a& - - 2 ¡; (Yi - a - b Xi) 
i•l 

a o2 n 

3'1) - - 2 ¡; Xi (yi - a - b Xi) 
i•l 

igualando a cero y simplificando: 

n n 
l: Yi - na - b l: Xi • O 

n n 
l: Xi Yi - a l: Xi - b 

i•l i•l 

Como tod s las sumatorias son de 1 a n. se pueden omitir 
los subfn ices. con lo cual: 

na + b l: x • l: y 

a l: x + b l: x 2 • l: x y 

que es un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas a y 
b. 

-
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Resolviendo el sistema, se tiene que: 

a • 
I y I x 2 - I x I x y 

n I x2 - (I x)2 

b•nixy-Ixiy 
n I x2 - (I x) 2 

• • • (5) 

Es importante notar que el método de mfnimos cuadrados se 
basa en las distancias verticales entre los puntos de la 
muestra y las ordenadas correspondientes de la recta y no 
toma en cuenta las distancias horizontales. Por esta ra
z6n, la recta de regresi6n de Y dado x es, en general, di
ferente a la recta de x dado y, que se obtiene al conside
rar a x como variable dependiente y a Y como independiente. 

Ejemplo VIII.1 

El número de ingenieros egresados de las escuelas de 
educación superior y el número de ingenieros recibidos 
entre 1975 y 1981, fue como sigue: 

ARO 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 

Egresados 
(miles) 8.81 9.29 9.77 10.25 10.74 11.30 11.78 

Titulados 
(miles) 3.78 3.99 4.20 4.41 4.62 4.87 5.01 

Mediante el método de mínimos cuadrados: 

a) ¿Cuil es la estimación de la recta de regresión 
del número de ingenieros titulados, dado el núme
ro de egresados? 

b) Si en un año egresan 20,000 estudiantes, ¿cuintos 
de ellos pueden esperarse que obtengan el título? 

Solución 

a) Como se busca el número de ingenieros titulados, 
en función de los egresados, la variable depen
diente Y es el número de titulados y la indepen
diente X es el número de egresados. 



Para alcular Ex, Ey, Ex 2 así como Exy, es conve-
nient construir una tabla como la siguiente: 

X y x2 XY 

8.81 3.78 77.616 33.302 

9.24 3.99 85.378 36.868 

9.77 4.20 95.453 41.034 

10.25 4.41 105.063 45.203 

10.74 4.62 115.348 49.619 

11.30 4.87 127.690 55.03 

11.78 5.01 138.768 59.018 

71.89 30.88 745.316 320.074 

Susti uyendo en las expresiones (5): 

a • 
30.88(745.316) - 71.89(320.074) 

7(745.316) - (71.89)2 

- 0.1068 

7(320.074)- (71.89)(30.88) 
7(745.316) - (71.89)2 

- 0.4191 

con 1 cual la estimación de la recta de regresión 
es, d acuerdo con la expresión (3): 

A 

y(x) • 0.1068 + 0.4191 x 

En la siguiente figura se puede observar cómo se 
ajust la recta a los puntos de la muestra. 

y 

6 

4 -

3 

7 8 9 10 11 12 13 14 15 X 

Figura VIII.3 
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b) Para x • 20 

A 

y(20) - 0.1068 + 0.4191 (20) ~ 8.489 

Esto significa que si egresan 20,000 estudiantes, 
el número esperado de titulados es 8,489. 

VIII.2 CORRELACION MUESTRAL 

En probabilidad y estadfstica el concepto de co~~elaci6n 
indica la relación que existe entre dos o más variables 
aleatorias. Generalmente se habla de correlación cuando 
se desea hacer predicciones de una variable aleatoria, da
do quP otra toma un valor determinado. 

Si las variables aleatorias no son independientes y se 
puede predecir con certeza el valor que tomará una de ellas, 
mediante una función del valor que tomará la otra, se dice 
que la correlación es perfecta. 

La función referida es la curva de regresión, pues ella 
relaciona cada valor de la variable independiente x con el 
valor esperado de Y; y si la correlación es perfecta, para 
cada x existe un solo valor de Y que es Pyfx• de manera que 
todos los posibles puntos (x, y) se encuentran en la curva 
de regresión de Y dado x. 

En la mayorfa de los casos, no todos los puntos (x, y) 
del espacio muestral se encuentran en la curva de regre
sión y, entre mayor sea la dispersión, con respecto a la 
curva de regresión, se dice que existe menos correlación 
entre las variables. Ahora bien, si las variables son in 
dependientes, no existe correlación entre ellas. -

En la gráfica (a) de la figura VIII.4 se muestra un dia
grama de dtspersión obtenido de una muestra que correspon 
de a dos variables con una correlación perfecta; en la -
(b) se puede considerar que existe correlación, aunque és 
ta no es perfecta; finalmente, en la gráfica (e) se mues7 
tra un diagrama de dispersión que corresponde a dos varia
bles independientes y, por consiguiente, no existe correl~ 
ción. 



y 

í 
a) 

y 

y 

X 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . •· : 
e) 

Figura VIII.4 

X 

En el <apftulo IV se definieron como medidas de correla
ci6n la covariancia y el coeficiente de correlaci6n, los 
cuales !Olamente son válidos cuando la curva de regresión 
es una linea recta. 

Debido a que la correlación está directamente relac1onada 
con la < ispersión de los datos con respecto a la curva de 
regresH n, se define la desviación estándar condicional de 
Y dado 1 como: 

• • • {6) 

X 

Esta medida de dispersión puede dar una idea de la corre
laci6n entre las variables, pues a mayor correlación le C.Q. 
rresponde una menor desviación estándar condicional y vic~ 
versa. 
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En el ejemplo VIII.l se hizo la predicción del número de 

egresados que obtendrán el titulo de ingeniero en función 
de los que terminaron sus estudios. Esta predicción será 
más precisa si existe una buena correlación entre las dos 
variables. De manera subjetiva se puede observar en la 
figura VIII.3 que la correlación es buena puesto que los 
puntos de la muestra se encuentran muy cercanos al valor 
corresponqiente en la recta de regresión estimada. 

Como en la mayorfa de los casos únicamente se conoce una 
muestra de la población, se deben estimar las medidas de 
correlación de la población por medio de estadísticos mue~ 
trales. 

Un buen estimador puntual de la desviación estándar condi 
cional de Y dado x (llamado error estándar) es: 

••• (7) 

donde Yi es la estimación muestral de la ordenada de la cu~ 
va de regresión en x • Xi, i- 1, 2, 3, ... , n. 

Cuando las variables tienen una relación lineal, Yi se ob
tiene mediante la recta de mfnimos cuadrados y, para simpli 
ficar el cálculo del error estándar de Y dado x, se puede 
sustituir a+ bxi en lugar de Yi• con lo cual: 

8Y·/x 

desarrollando el cuadrado y simplificando se obtiene: 

1 Sy ¡. • ~ .:ol:.._y_2_--=-a-=-l: n~y.._----'b=-=l:'-'x=-"-y • • • (8) 

A pesar de que esta expresión parece más complicada que 
(7), resulta más práctica, pues no requiere de todos los 
valores Yi y se basa en varios de los elementos ya cale~ 
lados para la estimación de la recta de regresión. Sin 
embargo, no debe olvidarse que se ha limitado a variables 
cuya regresión se supone lineal. 

La covariancia de una muestra de dos variables aleatorias 
conjuntas se define como: 

• • • (9) 

y es también un buen estimador de la covariancia oxy· 



El coe iciente de correlación de una muestra se define, de 203 
la mism forma que en el capftulo IV, como el cociente de 
la covariancia entre el producto de las desviaciones están-
dar de ada variable, pero en este caso muestrales, de man~ 
ra que: 

n 
1 l: (xi-i>Cyi-y) 
n i•l 

simplificando la expresión y omitiendo los subfndfces: 

r • 
nl:xy-l:xl:y 

• • • (10) 

El coe iciente de correlación es la medida de correlación 
lineal ás utilizada pues, a diferencia de la cov~riancia 
y el er or estándar, es adfmensional y, como se vio en el 
capftul IV, varfa entre menos uno y uno, indicando mayor 
correla ión lineal cuando, en valor absoluto, se aproxima 
a la unidad. 

plo VIII. 2 

A rtir de los datos del ejemplo VIII.1, estimar: 

a) 1 error estándar de Y dado x. 

b) 1 coeficiente de correlación. 

Sol ción 

a) ara aplicar la expresión (8), es necesario cale~ 
ar primero: 

2 
yi- (3.78) 2 + (3.99) 2 + ... + (5.01) 2 - 137.46 

on lo cual, de (8): 

1 -~/137.46 - 0.1068(30.~8) - 0.4191(320.074) 
y X ., 

• 0.052 (miles de alumnos) 

Est puede considerarse como un promedio (aproxi
mad ) de las desviaciones entre la recta y(xi) y 
las ordenadas de los puntos muestrales Yi· 
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b) De la expresión (10): 

r • ~=~======7=(=3=20==.0=7=4=)=-~(7~1=·=8=9=)=(3~0=·=8=8=)====~·0.998 
~ 1](745.316)- (71.89)2]1](137.46)- (30.88)2] 

Este resultado confirma que existe una buena corre 
lación lineal entre las dos variables, como se ha~ 
bía observado en la figura VIII.3. 

VIII.3 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA ~Y/x 

La recta de mínimos cuadrados proporciona una estimación 
puntual y(x) de la esperanza condicional ~Y/x; sin embargo 
con este tipo de estimación no se conocen los riesgos inhe 
rentes a la misma, para ello es más adecuado estimar ~Y/x
mediante un intervalo de confianza. 

Los límites del intervalo de confianza se obtienen, como 
en los casos vistos en el capítulo anterior, a partir de la 
distribución muestral de un estadístico o de una función 
del estadístico. 

En este caso, si las variables aleatorias x, Y tienen dis 
tribución normal, se puede demostrar que para cualquier x
el estadístico y(x) también tiene distribución normal con 
media ~Y/x· 

Por otra parte, considerando que la variancia condicional 
de y dado x es la misma para cualquier valor ~e x, enton
ces la variancia condicional del estadístico y(x) también 
es la misma para cualquier valor de x, como se muestra en 
la siguiente figura: 

f(9/x) 

y 

Figura VIII. 5 



Si se conociera la variancia de y para cada x, se podria 
partir de la variable: 

para o tener el intervalo de confianza de V.y/x· Sin embar
go, pa a tener una buena estimación de crft/ se requieren 

y X 
muestr s enormes y es preferible tomar como base a la vari~ 
ble: 

que ti 
libert 
i'ias. 
los de 
de con 

T = Y - v.Y/x 
n > 2 

ne distribución t de student con v • n - 2 grados de 
d, la cual puede usarse con muestras grandes o pequ~ 
iguiendo el mismo procedimiento que en los interva
confianza para la media, se obtiene que los límites 
ianza para '.IY/x son: 

SY/x V y±t-- 1 
ln-2 

+ (x + i) 2 
S2 

X 
• • • (11) 

donde t son los valores críticos de la distribución t de 
studen que corresponden a un nivel de confianza (1 - a) 
con v n - 2. 

VIII.4 ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA PARA y DADO x 

adfstico y que se obtiene con el método de los mini 
mos cu drados se utiliza más como un estimador puntual deT 
valor ue toma Y cuando X = x, que como estimador de V.Y/x; 
es dec·r, en la p~ácz~ca lo que se busca es predecir el va 
lor y ue corresponde a una determinada x. La expresión -
(11) p oporciona una estimación por intervalos de la media 
condic"onal V.Y/x y no de la variable Y directamente, por lo 
cual e tos intervalos tienen poca importancia práctica. 

Para stablecer el intervalo de confianza que contiene al 
valor e Y dado x, se podría usar la variable: 

y - V.Y/x z • ----=-.!....!!.-
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206 pues se ha considerado que Y tiene distribución normal, 
sin embargo, también en este caso la muestra debe ser gran 
de para que la estimación de ayfx por medio de Sy/x sea -
aceptable. 

Por esta razón, para establecer los lfmites de confianza, 
se utiliza la variable: 

que tiene distribución t de student con v • n - 2 grados de 
libertad. Con lo cual los límites de confianza para Y dado 
x son: 

+ 1 + (x + x)2 
s2 

X 

• • • (12) 

donde ± t son los valores críticos de la distribución t de 
student, con v • n - 2, que corresponden a un nivel de co~ 
fianza (1 - a) 100%. 

BANDAS DE CONFIANZA 

Si se obtienen los límites de confianza para algunos valo
res de x y se trazan en un diagrama de dispersión, por un 
lado, la curva que·pasa por todos los límites superiores y, 
por otro, la lfnea que une los lfmites inferiores, como se 
muestra en la figura VIII.6, se tendrá una región entre las 
dos lfneas que contiene al (1- a) 100% de los posibles va
lores de Y. A esta región se le denomina banda de con&~an 
za de Y. -

y 

~--Límites superiores 

y=o+bx 

Lfmites inferiores 

X 

Figura VIII.6 
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De ma era semejante se puede encontrar la banda de confia~ 
za par lly /x• 

ejemplo VIII.1 y los resultados del 

a) Encontrar un intervalo de confianza del 95% para el 
úmero esperado de personas tituladas, cuando han 

egresado 12,000 personas. 

b) raficar la banda de confianza del 99% para Y. 

ción 

a) ara poder aplicar la expresión (12) es necesario 
calcular primero: 

- ! 
D 

l: 
D i•l 

1 
Xi • 7 (71.89) • 10.27 

- 1 

e la tabla de la distribución t de student con 
·• 7 - 2 • 5 y FT(t) • 0.975, se encuentra que 
- 2.57. 

el ejemplo VIII.1: 

A 

y(12) - 0.1068 + 0.4191(12) 

- 5.136 

inalmente, del ejemplo VIII.2 Sy¡x • 0.052, con lo 
ual, los límites del intervalo son: 

5.136 ± 2.57(0.052) ~'1 
n-2 l' 

+ (12 - 10.27)2 
1 

aciendo operaciones se obtiene que: 

[}.017 ~ y(l2) ~ 5.255] 
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Esto significa que para 12,000 estudiantes egresa
dos la media condicional de los alumnos titulados 
está entre 5,017 y 5,255 con un nivel de confianza 
d'el 95%. 

b) Meaiante la expresión (12) se encontrarán los lími 
tes de confianza para Y, dado que x•8,9,10,11 y f2. 

Calculando los valores correspondientes de y con la 
recta de mínimos cuadrados: 

y (8) .. 0.1068 + 0.4191 (8) = 3.4596 

y (9) - 3.8787 

y(lO) • 4.2978 

y(ll)- 4.7169 

y(12) = 5.1360 

El valor de la variable t de student con v m 5 que 
corresponde a FT(t) = 0.995 es 4.03, con lo cual, 
los límites de confianza para x = 8 son: 

3.4596 ± 4.03(0.052) 
17-2 ~7 + 

1 + (8 - 10.27) 2 

1 

efectuando las operaciones: 

1].1197 ~ y(8) ~ 3.7995] 

Repitiendo el procedimiento para los demás puntos: 

1].5881 < y ( 9 ) ~ 4 • 1 6 9 2] 

!}. 0315 ~ y (10) ~ 4.5641] 

13.4431 < y(ll) < 4. 9907] 

G. 8253 < y(12) < 5. 4467] 

Al trazar estos límites en el diagrama de dispersión 
unidos mediante dos curvas, como se muestra en la 
figura VIII.7, se obtiene la banda de confianza del 
99% para Y. 
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Banda de confianza de Y 

10 11 12 X 

Figura VIII. 7 
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APENDICE 



TAilLA A 

Función de distribución acumulada de la distribución normal estándar 

212 

~~ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

• 3.4 0.00034 0.00033 0.00031 0.00030 0.00029 0.00028 0.00027 0.00026 0.00025 0.00024 
- 3.3 0.00049 0.00047 0.00045 0.00044 0.00042 0.00041 0.00039 0.00038 0.00036 0.00035 
- 3.2 0.00069 0.00067 0.00064 0.00062 0.00060 0.00058 0.00056 0.00054 0.00052 0..00050 
- 3.1 0.00097 0.00094 0.00091 0.00088 0.00085 0.00082 0.00079 0.00077 0.00074 0.00071 
- 3 .o 0.00135 0.00131 0.00127 0.00123 0.00119 0.00115 0.00111 0.00107 0.00104 0.00100 

- 2.9 0.00187 0.00181 0.00176 0.00170 0.00165 0.00159 0.00154 0.00149 0.00145 0.00140 
- 2.8 0.00256 0.00248 0.00241 0.00233 0.0022b 0.00219 0.00212 0.00206 0.00199 0.00193 
- 2.7 0.00348 0.00337 0.00363 0.00317 0.00308 0.00l99 o .00290 0.00281 0.00273 0.00264 
- 2.6 0.00467 0.00454 0.00441 0.00428 0.00415 0.00403 0.00392 0.00380 0.00369 0.00358 
- 2.5 0.00622 0.00605 0.00588 0.00571 0.00555 0.00540 0.00524 0.00509 0.00495 0.00481 

- 2.4 0.00821 0.00799 0.00777 0.00756 0.00735 0.00715 0.00696 0.00677 0.00658 0.00640 
- 2.3 0.01074 0.01045 0.01018 0.00991 0.00965 0.00940 0.00915 0.00890 0.00867 0.00843 
- 2.2 0.01391 0.01356 0.01322 0.01288 0.01256 0.01224 0.01192 0.01161 0.01131 0.01102 
- 2.1 0.01787 0.01744 0.01701 0.01660 0.01619 0.01579 0.01540 0.01501 0.01464 0.01427 
- 2.0 0.02276 0.02222 0.02170 0.02119 o. 02068 0.02019 0.01971 0.01924 0.01877 0.01832 

- 1.9 0.02872 0.02807 0.02744 0.02681 0.02620 0.02560 0.02501 0.02443 0.02386 0.02330 
- 1.8 0.03593 0.03515 0.03438 0.03363 0.03289 0.03216 0.03145 0.03075 0.03006 0.02939 
- 1.7 0.04457 0.04363 0.04272 0.04182 0.04093 0.04006 0.03921 0.03837 0.03754 0.03673 
- 1.6 0.05480 0.05370 0.05261 0.05155 0.05050 0.04947 0.04846 0.04746 0.04648 0.04551 
- 1.5 0.06680 0.06552 0.06425 0.06300 0.06178 0.06057 0.05938 0.05820 0.05705 0.05591 

- !.4 0.00075 0.07926 0.07780 0.07635 0.07493 0.07352 0.07214 0.07077 0.06943 0.06811 
- !.3 0.09679 0.09509 0.09341 0.09175 0.09011 0.08850 0.08691 0.08534 0.08379 0.08226 
- !.2 0.11506 0.11313 0.11122 0.10934 0.10748 0.10564 0.10382 0.10203 0.10026 0.09852 
- !.1 0.13566 0.13349 0.13135 0.12923 0.12713 0.12506 0.12301 0.12099 0.11899 0.11701 
- !.0 0.15865 0.15624 0.15386 0.15150 0.14916 0.14685 0.14456 0.14230 0.14006 0.13785 

- 0.9 0.18406 0.18141 0.17878 0.17618 0.17361 0.17105 0.16852 0.16602 0.16354 0.16108 
- 0.8 0.21186 0.20897 0.20611 0.20327 0.20046 0.19766 0.194BS 0.19215 0.18943 0.18673 
- 0.7 0.24197 0.23886 0.23577 0.23270 o. 22966 o. 21663 0.12363 0.22065 0.11770 0.21477 
- 0.6 0.27426 0.27094 0.26764 0.26436 0.16110 0.25786 0.25464 0.25144 0.24826 0.24511 
- 0.5 0.30055 0.30504 0.30154 0.29807 o. 29461 0.29117 0.18775 0.28435 o. 28097 0.27761 
- 0.4 0.34459 0.34091 0.33725 0.33361 0.32998 0.32637 0.32277 0.31919 0.31563 0.31208 
- 0.3 0.38209 0.37828 0.37449 0.37071 0.36693 0.36318 0.35943 o .3 5570 0.35198 0.34828 
- 0.2 0.42074 0.41683 0.41293 0.40904 0.40516 0.40129 0.39743 0.39358 0.38974 0.3859Í 
- 0.1 0.46016 0.45620 0.45223 0.44827 0.44432 0.44037 0.43643 0.43250 0.42857 0.42465 
- 0.0 0.50000 0.49601 0.49202 0.48803 0.48404 0.48005 0.47607 0.47209 0.4681! 0.46413 

+ 0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51596 0.51995 o. 52393 o. 52791 0.53189 0.53587 
+ 0.1 0.53984 o. 54380 0.5477; 0.55173 o. 55568 o. 55963 0.56357 0.56750 0.57143 0.57535 
+ 0.2 0.57926 0.583!7 0.58707 o. 59096 0.59484 0.59871 0.60257 o. 60642 0.61026 0.61409 
+ 0.3 0.61791 0.62172 0.62551 0.62929 0.63307 0.63682 0.64057 0.64430 0.64802 o. 65172 
+ 0.4 o. 65541 0.65909 0.66275 0.66639 0.67002 0.67363 0.67723 0.68081 0.68437 0.68792 

+ 0.5 0.69145 0.69496 0.69846 0.70193 o. 70539 o. 70883 0.71225 o. 71565 0.71903 o. 72239 
+ 0.6 0.72574 0.72906 0.73236 0.73564 o. 73890 0.74214 0.74536 0.74856 0.75174 0.75489 
+ 0.7 0.75803 0.76114 0.76423 0.76730 0.77034 o. 77337 0.77637 o. 77935 o. 78230 o. 78523 
+ 0.8 o. 78814 0.79103 o. 79389 o. 79673 0.79954 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327 
+ 0.9 0.81594 0.81859 0.82122 0.82382 0.82639 0.82895 0.83148 0.83398 0.83646 0.83892 

+ !.O 0.84!35 0.84376 0.84614 0.84850 0.85004 0.85315 0.85544 0.85770 0.85994 0.86215 
+ 1.1 0.86434 0.86651 0.86855 0.87077 0.87287 0.87494 0.87699 0.87901 0.88101 0.88299 
+ 1.2 0.88494 0.88687 0.88878 0.89066 0.89252 0.89436 0.89618 0.89797 0.89974 0.90148 
+ 1.3 o. 90321 o. 90491 o. 90659 0.90825 o. 90989 0.9!150 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774 
+ 1.4 0.91925 0.92074 o. 92220 o. 92365 o. 92507 o. 92648 o. 92786 o. 92923 0.93057 o. 93189 

+ 1.5 0.93320 0.93448 0.93575 o. 93700 o. 93822 0.93943 0.94062 0.94180 0.94295 o .94409 
+ 1.6 0.94520 0.94630 o. 94739 o. 94845 o. 94950 o. 95053 0.95154 o. 95254 0.95352 o. 95449 
+ 1.7 o. 95543 o. 95637 o. 95728 0.95818 o. 95907 0.95994 0.96079 0.96163 o. 96246 o. 96327 
+ 1.8 o. 96407 o. 96485 o. 96562 o. 96637 0.96711 0.96784 o. 96855 o. 96925 o. 96994 o. 97061 
+ 1.9 0.97128 0.97193 0.97256 0.97319 o. 97380 o. 97440 0.97499 0.97557 0.97614 o. 97670 

+ 2.0 o. 97724 o. 97778 o. 97830 o. 978!l1 0.97932 0.97981 o. 98929 o. 98076 o. 98123 0.98168 
+ 2.1 0.98213 o. 98256 o. 98299 0.98340 o. 98381 0.98421 0.98460 o. 98499 0.98536 o. 98573 
+ 2.2 o. 98609 o. 98644 o. 98678 0.98712 0.98744 o. 98776 o. 98808 0.98839 0.98869 0.98898 
+ 2.3 o. 98926 0.98955 o. 98982 o. 99009 0.99035 0.99060 o. 99085 0.99!10 o. 99133 0.99157 
+ 2.4 0.99179 0.99201 o. 99213 o. 99144 o. 99265 0.99285 0.99304 o. 99323 0.99342 0.99360 
+ 2. 5 o. 99378 0.99395 o. 99412 0.99429 0.99445 0.99460 o. 99476 o. 99491 0.99505 0.99519 
+ 2.6 o. 99533 o. 99546 o. 99559 0.99572 o. 99585 o. 99597 o. 99608 o. 99620 o. 99631 o. 99642 
+ 2.7 o. 99652 o. 99663 o. 99673 o. 99683 o. 99692 o. 99701 o. 99710 0.99719 0.99727 o. 99736 
+ 2.8 o. 99744 o. 99752 o. 99759 0.99767 0.99774 o. 99781 o. 99788 o. 99794 0.99801 o. 99807 
+ 2.9 o. 99813 0.99819 o. 99824 o. 99830 0.99835 o. 99841 o. 99846 0.99851 o. 99855 0.99860 

+ 3.0 0.99865 o. 99869 0.99873 0.99877 0.99881 o .99885 0.99889 o .99893 0.99896 0.99900 
+ 3.1 o. 99903 0.99906 o. 99909 0.99912 0.99915 o. 99918 o. 99921 o. 99923 o. 99926 o. 99929 
+ 3.2 o. 99931 o. 99933 o. 99936 o. 99938 o. 99940 0.99942 o. 99944 o. 99946 o. 99948 o. 99950 
.+ 3.3 o. 99951 o. 99953 o. 99955 o. 99956 o. 99958 o. 99959 o. 99961 o. 99962 o. 99964 0.99965 
+ 3.4 o. 99966 0.99967 o. 99969 o. 99970 0.99971 0.99972 o. 99973 0.99974 o. 99975 0.99976 
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10 
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13 
14 
15 

16 
17 
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21 
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23 
24 
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26 
27 
28 
29 
30 

40 
so 
60 
70 
80 

90 
100 

TABLA B 

Funci5n de distribuci5n acumulada de la distribuci5n x2 (ji-cuadrada) 

0.005 0.01 0.025 

0.393E-04 0.157E-03 0.982E-03 
0.01 0.02 0.05 
0.07 0.11 0.22 
0.21 D.3o 0.48 
0.41 0.55 0.83 

0.68 0.87 1.24 
0.99 1.24 1.69 
1.34 1.65 2.18 
1.73 2.09 2.70 
2.16 2.56 3.25 

2.60 3.05 3.82 
3.07 3.57 4.40 
3.57 4.11 5.01 
4.07 4.66 5.63 
4.60 5.23 6.26 

5.14 S.lll 6.91 
5.70 6.41 7.57 
6.26 7.01 8.23 
6.85 7.63 8.91 
7.43 8.26 9.59 

8.04 8.90 10.28 
8.64 9.54 10.98 
9.26 10.20 11.69 
9.89 10.86 12.40 

10.52 11.52 13.12 

11.16 12.20 13.84 
11.81 12.88 14.57 
12.46 13.56 15.31 
13.12 14.26 16.05 
13.79 14.95 16.79 

20.71 22.16 24.43 
27.99 29.71 32.36 
35.53 37.48 40.48 
43.27 45.44 48.76 
51.17 53.54 57.15 

59.19 61.75 65.65 
67.33 70.06 74.22 

\ ,(x) '. 1 

1 

1 
1 

0.05 

0.393E-02 
0.10 
0.35 
0.71 
1.15 

1.64 
2.17 
2.73 
3.33 
3.94 

4.58 
5.23 
5.89 
6.57 
7.26 

7.96 
8.67 
9.39 

10.12 
10.85 

11.59 
12.34 
13.09 
13.85 
14.61 

15.38 
16.15 
16.93 
17.71 
18.49 

26.51 
34.76 
43.19 
51.74 
60.39 

69.13 
77.93 

0.10 

0.158E-01 
0.21 
0.58 
1.06 
1.61 

2.20 
2.83 
3.49 
4.17 
4.87 

5.58 
6.30 
7.04 
7.79 
8.55 

9.31 
10.09 
10.87 
11.65 
12.44 

13.24 
14.04 
14.85 
15.66 
16.47 

17.29 
18.11 
18.94 
19.77 
20.60 

29.05 
37.69 
46.46 
55.33 
64.28 

73.29 
82.36 

0.5 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 

0.45 1.32 2.71 3.84 5.02 6.63 
1.39 2.77 4.61 5.99 7.38 9.21 
2.37 4.11 6.25 7.82 9.35 11.35 
3.36 5.39 7.78 9.49 11.14 13.28 
4.35 6.63 9.24 11.07 12.83 15.09 

5.35 7.84 10.64 12.59 14.45 16.81 
6.35 9.04 12.02 14.07 16.01 18.48 
7.34 10.22 13.36 15.51 17.53 20.09 
8.34 11.39 14.68 16.92 19.02 21.67 
9.34 12.55 15.99 18.31 20.48 23.71 

10.34 13.70 17.28 19.68 21.92 24.73 
11.34 14.85 18.55 21.03 23.34 26.22 
12.34 15.98 19.81 22.36 24.74 27.69 
13.34 17.12 21.06 23.68 26.12 29.14 
14.34 18.25 22.31 25.00 27.49 30.58 

15.34 19.37 23.54 26.30 28.85 32.00 
16.34 20.49 24.77 27.59 30.19 33.41 
17.34 21.60 25.99 28.87 31.53 34.81 
18.34 22.72 27.20 30.14 32.85 36.19 
19.34 23.83 28.41 31.41 34.17 37.57 

20.3 24.9 29.62 32.67 35.48 38.93 
21.3 26.0 30.81 33.93 36.78 40.29 
22.3 27.1 32.01 35.17 38.08 41.64 
23.3 28.2 33.20 36.42 39.36 42.98 
24.3 29.3 34.38 37.65 40.65 44.31 

25.3 30.4 35.56 38.89 41.92 45.64 
26.3 31.5 36.74 40.11 43.19 46.96 
27.3 32.6 37.92 41.34 44.46 48.28 
28.3 33.7 39.09 42.56 45.72 49.59 
29.3 34.8 40.26 43.77 46.98 50.89 

39.3 4!>.6 51.81 55.76 59.34 63.69 
49.3 56.3 63.17 67.51 71.42 76.16 
59.3 67.0 74.40 79.08 83.30 88.38 
69.3 77.6 85.53 90.53 95.02 100.43 
79.3 88.1 96.58 101.118 106.63 112.33 

89.3 98.6 107.57 113.15 118.14 124.12 
99.3 109.1 118.50 124.34 129.56 135.81 

213 

0.995 

7.88 
10.60 
12.84 
14.86 
16.75 

18.55 
20.28 
21.96 
23.59 
25.19 

26.76 
28.30 
29.82 
31.32 
32.80 

34.27 
35.72 
37.16 
38.58 
40.00 

41.40 
42.80 
44.18 
45.56 
46.93 

48.29 
49.65 
50.99 
52.34 
53.67 

66.77 
79.49 
91.9S 

104.2.1 
116.32 

128.30 
140.17 
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TABLA C 

Función de distribución acumulada de la distribución t de student 

~ 
1 

~ .55 .60 .70 .75 .80 .90 .9~ .975• .99 .995 

1 .158 .325 .727 1.000 1.376 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66 
2 .142 .289 .617 .816 1.061 1.89 2.92 4.30 6.96 9.92 
3 .137 .277 .584 .765 ~978 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 
4 .134 .271 .569 .741 .941 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 

5 .132 .267 .559 .727 .920 1.48 2.02 2.57 3.36 4.03 
6 .131 .265 .553 .718 .906 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 
7 .130 .263 .549 .711 .896 1.42 1.90 2.36 3.00 3.50 
8 .130 .262 .546 . .706 .889 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 
9 .129 .261 • 543 .703 .883 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 

10 .129 .260 .542 .700 .879 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 
11 .129 .260 .540 .697 .876 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 
12 .128 .259 .539 .695 .873 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 
13 .128 .259 .538 .694 .870 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 
14 .128 .258 .537 .692 .868 1.34 1.76 2.14 2.62 2.98 

15 .128 .258 .536 .691 .866 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 
16 .128 .258 .535 ,690 .865 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 
17 .128 .257 .534 .689 .863 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 
18 .127 .257 .534 .688 .862 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 
19 .127 .257 .533 .688 .861 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 

20 .127 .257 .533 .687 .860 1.32 1.72 2.09 2.53 2.84 
21 .127 .257 .532 .686 .859 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 
22 .127 .256 .532 .686 .858 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 
23 .127 .256 .532 .685 .858 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 
24 .127 .256 .531 .685 .857 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 

25 .127 .256 .531 .684 .856 1.32 1.71 2.06 1.48 2.79 
26 .127 .256 .531 .684 .856 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78 
27 .127 .256 .531 .684 .855 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 
28 .127 .256 .530 .683 .855 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 
29 .127 .256 .530 .683 .854 1.31 1.70 2.04 2.46 2.76 

30 .127 .256 .530 .683 .854 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 
40 .126 .255 .529 .681 .851 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 
60 .126 .254 .527 .679 .848 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 

120 .126 .254 .526 .677 .845 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 . .126 .253 .524 .674 .842 1.28 1.645 1.96 2.33 2.58 



215 

TABLA D 

Dígitos aleatorios 

5970 727 3938 3429 2404 9134 641 2359 5813 6601 
8780 987 702 2997 35 9058 8116 5594 7056 2499 
2744 791 3069 8965 4875 8585 3419 6752 6831 2467 
7970 868 9952 9005 8039 7454 9201 6502 2098 1663 
3029 640 9899 7967 8325 2189 5720 6287 4225 9377 

6057 647 5941 848 809 7823 3185 8790 5076 8247 
3342 716 7937 3261 2943 7109 1600 5902 607 980 
5421 884 2414 9402 8143 7248 8108 4192 1961 4570 
672 71 9914 7519 6889 4102 1836 7876 4059 2016 

6408 500 9835 2883 5311 3911 6233 9285 1695 1544 

7473 869 2777 8255 1290 2517 8923 6833 3131 3321 
2333 273 386 1854 8049 2081 9039 489 1187 3677 
6670 878 2695 2827 5245 5300 2075 4742 1840 6823 
4480 341 2969 4219 7564 7127 2224 9071 314 4069 
6659 980 51 3438 817 3989 2224 5914 4675 544 

7102 701 8204 228 5530 508 704 6137 6923 9414 
6299 665 4452 2134 8041 3715 7023 2003 1590 3601 
2422 712 3429 7473 9091 4776 3616 7641 1830 5001 
9923 532 9719 5804 9920 8205 5840 7010 3012 1204 
5629 588 7703 5892 5859 8581 9314 9377 3818 9712 

2583 293 3146 5147 4876 1384 288 3277 1484 951 
7079 961 3661 9291 6673 2330 1193 3281 7185 8498 
9936 65 7260 5868 2396 6323 8435 9072 1623 4884 
6140 143 9097 5927 5457 2687 5206 5556 232 85 
3751 921 2953 9488 5313 1204 5042 8955 4959 632 

3751 107 4821 2265 4810 7584 2913 1027 9109 2577 
738< 940 4008 9886 5027 6433 3817 790 9689 1960 
1001 4881 1725 960!l 7619 1723 8878 3732 7249 2784 
8407 6881 7180 9540 4659 4759 8934 8538 3230 2476 

699 153 1173 5356 5987 9650 5636 1303 4804 4862 

3613 7121 7190 4519 4047 6275 37 7253 7219 633 
2369 708 9995 7998 6237 754 8689 9964 3643 5311 
4012 45 1727 9485 4749 3416 7237 8082 2509 4725 
7258 9881 5491 2118 3912 4269 1510 9536 2356 7973 
9834 704• 6452 2696 5041 5964 6116 3266 4175 7893 

3328 565• 430 3397 8773 4271 538 8432 1250 9034 
5527 190 9992 1002 4919 6042 2724 1140 6507 3120 
264 2461 8048 3607 9799 4682 184 8658 7352 2025 

4758 9901 8944 4847 1095 3119 8580 1134 8017 8234 
4465 5711 7053 5613 188 4267 7824 815 9406 2820 

-
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