EJERCICIOS DE
PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Rafael Iriarte
Hugo Borras

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
m DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS APLICADAS

N

1985




FACULTAD DE INGENIERIA

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

RAFAEL IRIARTE
HUGO BORRAS

EJERCICIOS DE
PROBABILIDAD
Y ESTADISTICA

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS APLICADAS












INDICE

TEMA I
"Ejercicios resueltos ......... ittt

Problemas propuestos ...... S
TEMA II

Ejerciclios resueltos ....coceeeeeeeieenennanaceneneneannns

Problemks PrOPUESEOS «uivernroaascnnsranennaneneescnccnnnns
TEMA 111

Ejerciqfos resUBTEOS +veveeeereoosooecnnennannascocsssasans

Problemas ProPUESEOS «.eeeeeeeeececnnsnenenensnns Ceveaeeanss
TEMA IV

Ejercicios resueltos ..... B R

Problemas Propuestos ..c.ceceeeescocscoaneaanenenescnocnses
TEMA V

Ejercicios resueltos .....eeeieceeciniietnenraneecanennanns
TEMA VI

Ejercidios resueltos ....uieeeiiereeiieiientenaenceteeinann

Problemas PrOPUESEOS . .veseneneeeenennesseneneesenenenenns
TEMA VII

Ejercicios resueltos .....cieeeirnnriiiiieiiiitiitinnnn

Problemas propuestos .......cceeeeeeeceieerntrcnasacenteoans
TEMA VIII

Ejercicios resueltos ........ceeiiiiiiiiiniecainineetonns

ProbleTas ProOpUESEOS . .vutiernneeeancencectasaanaaaononnes

1

|
|






PROLOGDO

‘rios semestres de impartir la materia de PROBABILIDAD Y ESTADIS-
TICA, se¢ ha detectado la necesidad de que los alumnos cuenten -
con un cuaderno de ejercicios con el objeto de que puedan practi
~cary a 1anzar los conceptos tedricos vistos durante la clase.

Con bise en la experiencia que se ha obtenido a lo largo de va

E1 presente cuaderno de ejercicjos trata de satisfacer las ne-
cesidades antes mencionadas, ademds de complementar a los apun-
tes de la materia.

Este cuaderno se elabord acorde al programa vigente de la asig
natura, consta de ocho temas, teniendo en cada uno de ellos pro-
blemas resueltos y propuestos. Recomendamos que el alumno estu-
die 1os!problemas resueltos y posteriormente intente resolver -
los propuestos ya que de esta manera podrid adquirir habilidad -
para resolver otros problemas.

La eﬂaborac1on de este material ha sido el resultado de recopi
lar unag serie de problemas realizados por varios profesores de
la materia, en especial de los profesores:

| RAFAEL IRIARTE V. BALDERRAMA

f HUGO E. BORRAS GARCIA
1985

Agradecemos las criticas que, en forma constructiva, nos hagan
tanto profesores como alumnos con el objeto de mejorar este cua-
derno. S

FACULTAD.DE INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
J DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS APLICADAS






TEMA 1
INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD



1. En una planta industrial laboran 150 empleados, los cuales
estdn -clasificados de la siguiente forma:
Noventa tienen experiencia en la elaboracion del producto A.
Cincuenta tienen experiencia en la elaboracidon del producto

Treinta tienen experiencia en la elaboracion de ambos pro-
ductos.’

¢{Cudl es g]bporcentaje de empleados que pueden elaborar uno,
otro. o ambos productos?

Solucidn:

Con ayuda del siguiente diagrama de Venn, el espacio mues-
tral es:

y el porcentaje de empleados pedido es:

efectuando los cdlculos

P(AUB) = P(A) + P(B) - p(ANB)

sustituyendo valores
L9 50 30

o 4 e - e

0
P(AUB) = 755 * 756 ~ 7150

P(AUB) = 0.733
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2. Por asentamientos del subsuelo, un conjunto de edificios
recien constru1dos, pueden requerir durante el primer afo
alguna reparac1on, dependiendo del dafio que sufran los in-
muebles, éstos requerirdn una veparacidn tipo A, tipo B,
tipo|C o alguna combinacidon de estos tipos. E1 ingeniero
constructor estima que 1a probabilidad de que un edificio
requjera una reparac1on tipo A es de 0.10, asi mismo que -

requiera una reparacidon tipo B estima que es de 0.08, por
ﬁ]ti+o, la probabilidad de que se requiera una reparacidn
.tipo|C es de 0.04.

Considerando independientes los tres tipos de reparacio-
nes,| ¢écudl es la.probabilidad de que un edificio de] conjun
to requiera algiln tipo de reparacidn?

|
Soluﬁlon.

El lespacio muestral del problema se puede definir con el si
guiente diagrama de Venn:

EM |

|
|
! b\,@(\ 0.04 J

donde los eventos A, B y C, se definen como:

Un edificio del conjunto requiere reparacidn tipo A,
B o C respectivamente.

Y el evento D se define de la siguiente forma:
Los edificios no requieren reparacidn

. La respuesta a la pregunta planteada es la probabilidad de la
unidn de los eventos A, B y C:
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efectuando los célculos?

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) - P(ANC) -
- P(BAC) + P(ANBNC)

como los eventos A, B y C se consideran independientes,
entonces:

P(ANB) = P(A) P(B)
P(ANC) = P(2) p(C)
P(BNC) = P(B) Pp(C)

P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C)

sustituyendo valores:

P(AUBUC) = 0.10 + 0.08 + 0.04 - (0.10) (0.08) -
- (0.10) (0.04) - (0.08) (0.04) +

+ (0.10) (0.08) (0.04)

efectuando operaciones

P(AUBUC) = 0.21

3. En el almacen de una fabrica se encuentra una caja conteniendo
una gran cantidad de tornillos de tamafio A y de tamafio B, siendo
los tornillos de tamafio A el doble que los de tamafio B. Si de la
caja se extraen al azar tres tornillos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que dos tornillos sean de tama-
fio By el otro sea de tamafio A.

b) Si en lugar de haber una gran cantidad de tornillos en la
caja s6lo existirdn nueve, manteniendo la misma proporcidn
de tamafios ¢Cudl serfa la respuesta al inciso anterior?

Solucidn:

Sea A el evento en el cual el tornillo es de tamafio A.
Sea B el evento en el cual el tornillo es de tamaifio B.
Sea C el evento en el cual se extraen dos tornillos de
tamafio By uno de tamafio A,
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como A es el doble de B se puéde representar el espacio mues-

tral ¢

enton

a) Co
da

omo

._______..._..‘.._.._..,,

]

2
P(A) = 3

1a.
extraccidn

H P(B) = 1

3

ces, por la intepretacidn clésica de B probabilidad

n el siguiente diagrama de &rbol se obtiene la probabili-
d del evento C.

2a. 3a.
extraccionlgxtraccion/’ lP(d
| :A 10.30
|

! 2/3 )

|
I'B {0.15

|
| a}o0.15

|

|

| |
|  B| 0.07

| |
| A ] 0.15

| 2/3 i

[ o

i |

2/3 | 173 j
| { B 0.07

]
| * A} 0.07

1/3 : 2/ ;

B ' i

| '
\ V3 ™5 0.04

1

| . ‘
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por lo tanto:

P(C) = 0.15 + 0.15 4+ 0.15 = 0.45

b) En este inciso las probabilidadeé de cada rama se modifican
de la siguiente manera:

la. 2a. 3a
extraccidn extraccién 6
\ | . extraccidn P(.) C

4/7 A|o0.24; X

A
| i /
. : 5/ 3/7\3
A

< o
3/8\ s !
N Bciifi:::: .
2/ B| 0.07 x

; ' al 0.18
| | s

X 2o A
1 | . : 2/7

i \\\\\¢ 6/ ‘B | 0.07 x

- B .’
' i 0.
; ! | 6/7 A 07y x
2/8 !

! | B

? |

i /1 B | 0.01] x
|

|

de igual manera:

P(C) = 0.18 + 0.18 + 0.18 = 0.54

4. Una compafiia constructora participa en cinco concursos para la
construccion de diferentes obras en beneficio de la comunidad. Si
se considera que la probabilidad de que gane un concurso es de
0.25 y que cada concurso es independiente de los demds, encuentre
la probabilidad de que la compafiia gane por lo menos un concurso.
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solu¢idn:

Sea Gi el evento en el cual la compafifa gana el concurso i

(L =1, 2, 3, 4,5).
slea A1 el evento en el cual la compafifa gana al menos un

cponcurso.

La p#obabilidad de que gane al menos un concurso es:

P(A1) = P(G1) + P(G2) + P(G3) + P(Gy) + P(Gs)

Calcular esta probabilidad resulta laboriosc por lo que convie-
ne trabajar mejor con el complemento:

P(A1) =1 - p(a1")

donde | A1'’ significa que la compafifa no gane ninglin concurso,
siendg esta probabilidad igual a:

P(A1') = P(G'nG'NG'NG'NG'")
1 2 3 4 s
y como los concursos se consideran independientes, entonces:

P(A1') = P(G') P(G') P(G') P(G') P(G")
1 2 3 u 5

sustituyendo valores

P(A1') (0.75) (0.75) (0.75) (0.75) (0.75) = 0.24

por {ltimo

P (A1) 1 - 0.24 = 0.76

5. En una poblacidn se realizd una encuesta con motivo de las elec
ciones, de ella se obtuvieron los siguientes datos:

E1 30% son mujeres en edad de votar, el 25% son hombres en edad
de vptar y el resto de la poblacidén son menores de edad. De los
hombres en edad de votar 75% participan en la votacion y de las
mujeres en edad de votar 60% NO participan.

a partir de los datos que arrojd la encuesta, calcular:

a) {Cudl es la probabilidad de que una persona (incluyendo meno
res de edad), haya participado en la votacion?
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b) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona que participd,
sea hombre?

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que una mujer en edad de votar
haya participado?

Solucidn:

Sea H el evento en el cual se selecciona un hombre en edad
de votar.

Sea M el evento en el cual se selecciona una mujer en edad
de votar.

Sea V' el evento en el cual se selecciona un menor de edad.

Sea P el eento en el cual se selecciona una persona que par
ticipé en la votacidn.

seglin los resultados de la encuesta la poblacidn esta distri
buida de la siguiente manera:

Tipo de %
persona

H 25

30

v 45

ademds el porcentaje de personas que participaron en la vota
cidén es:

tipo de % de

persona participacién
H 25 x 0.75 = 19
M 30 x 0.40 = 12
v' 45 x 0.00 = O
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por |lo tanto 1la respuesta a los incisos son:

a) : 0.19 + 0.12

P(P) = 5725 + 0.30 + 0.45

P(P) = 0.31
b) |
P(HOP) _ 0.19
R(a[P) = F(p) 0.31

c) p(p|M) =

p(u|p) = 0.61

P(PAM) _ 0.12
P (M) 0.30

p(p|M) = 0.40

6. Con base en su experiencia un médico ha recabado la siguiente
informacion relativa a las enfermedades de su pacientes:

PN
o
=

5% creen estar enfermos y si lo estan.

5% creen estar enfermos pero no 1o estan.

no creen estar enfermos pero si 1o estdn.
0% no creen estar enfermos y no lo estan.

calculdr la probabilidad de que un paciente cualquiera que visi-
ta al doctor:

a) Hste enfermo si cree estarlo.

b) Este enfermo si no cree estarlo.

c)
d)

‘rea estar enfermo y no 1o esté

trea estar enfermo y 10 esté

Solucidn:

Se

» A el evento en el cual el paciente cree estar enfermo.

a B el evento en el cual el paciente esta enfermo.
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El espacio muestral es el siguiente:

Y la respuesta a cada inciso es:

a) P(B|a) = ?

_ B(BOA)

P(B|a) o)

de la informacidn proporcionada en el enunciado:

P(BNA) = 0.05

P(A) = 0.45 + 0.05 = 0.50

gridficamente el nuevo espacio muestral es:

sustituyendo valores
P(B|a) = ==
\ P(B|a) = 0.10
b) P(B|A') = 2
en forma andloga al inciso anterior
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. . | !
el nuevo espacio muestral es:

donde:

P(BNA') = 0.10
P(A') = 0.10 + 0.40 = 0.50

sustituyendo valores

0.10
1 —
p(Bla") = 555

p(s|a') = 0.20

c)| Pp(als") =2

el nuevo espacio muestral es:

A
" \\\\ ‘

, \

vacio )

N /
._-,’/
//////A
sieﬁdo
paalo) HARDL

P(ANDB') = 0.45
P(B') = 0.45 + 0.40 = 0.85
sustituyendo valores

0.45

P(Ale) = 0.85

P(a|B') = 0.53
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d) P(alB) = ?

el nuevo espacio muestral es:

p(alB) = B(alB)

P (B)

P(ANB) = 0.05

P(B) = 0.05 + 0.10 = 0.15

sustituyendo valores

0.05

P(A]B) = 075

P(aA|B) = 0.33

cabe aclarar que este inciso es diferente al inciso a) alin cuan
do inicialmente se pueda pensar que es el mismo.

H

7. Durante la construccidon de un puente se solicitaron dos camio
nes de cemento. Los camiones arribaron a la obra con ochenta sa
cos de cemento cada uno, contando el primero con cincuenta sa-
cos de fraguado rdapido y treinta de fraguado lento y el segundo
camion con la mitad de fraguado rdpido y la mitad de fraguado
lento, si se selecciona un saco de cemento de cualquiera de los
dos camiones, ¢cudl es la probabilidad de que el saco sea de
fraguado rapido? '

Solucidn:

Sea C1 el evento en el cual se selecciona el primer camidn.
Sea C2 el evento en el cual se selecciona el segundo camidn.
Sea FR el evento en el cual se selecciona un saco de fraguado
ri3pido.

Sea FL el evento en el cual se selecciona un saco de fraguado
lento.

La probabilidad de seleccionar cualquiera de los dos camiones
es de 0.5:
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“p(C1) = 0.5
p(c2) = 0.5

la prohabilidad de que el saco sea de fraguado rdpido dado que
pertengce al primer camidn es:

i

" 50
p(FR|C1) = g5 = 0-63

y si el saco pertenece al segundo camidn entonces la probabili-
dad condicional es:

40
p(Fr|c2) = g5 = 0.50

a partir del siguiente diagrama de arbol:

P(*) FR
p(ct) p(Frlc1) | ¥
p(c1) P(FL|c1) x
N
w ,
7 p(c2) P(FR|C2) v/
p(c2) p(FL|C2) x

se obtiene que:

P(FR) = P(C1) P(FR|C1) + P(C2) P(FR|C2)

sustituyendo valores:

P(FR) = 0;56 (0.63) + 0.5 (0.5)

efectuando operaciones:

P(FR) = 0.56
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8. Tres compafifas dreas A, B y C efectlan vuelos diarios entre
la Ciudad de México y la Ciudad de Monterrey, por experiencia

se sabe que:

E1 80% de los vuelos de 15 linea A 1lega tarde a su destino.
E1 75% de los vuelos de la 1inea B llega tarde a su destino.
E1 92% de los vuelos de la 17inea C 1lega tarde a su destino.

Si una persona selecciona al azar cualquiera de las

neas para viajar a Monterrey, y

tres 1i-
su vuelo 1lega retrasado, &cudl

es la probabilidad de que haya seleccionado la l1inea B?

Solucidn:

el
el
el
el

el
el
el
el

cual
cual
cual
cual

evento
evento
evento
evento

Sea
Sea
Sea
Sea

en
en
en

A
B
(o]
T en

. Del enunciado del problema
lidades condicionales:

P(T|A) =
p(T|B) =

p(r|c) =

avidén de la linea A llega tarde
avidn de la linea B llega tarde
avidén de la 1linéa C llega tarde
avidn llega tarde. '

obtienen las siguientes probabi

siendo la pregunta la probabilidad de:

P(B|T) = ?

con ayuda del siguiente espacio muestral:
P () "B T
0.80 T . 0.27 x
A <=:Z:::::::
0.20~T' | 0.07 x x
A2
0.7% 0.25 % v
b
0, '
, 25 0.08 v x
0.31 x Y
. T
C <::::§::;:r
. T' | 0.03 x x




la respuésta es:

donde:

_ B(BAT)

“p(B|T) 2T

P(BNT) = 0.25

P(T) = 0.27 + 0.25 + 0.31

sustituyendo valores:

P(B|T) =

P(B|T) = 0.30

El problema se puede resolver también aplicando directamente
el teorema de Bayes. .

P(B|T)

N P(B) P(T]|B)
P(a) P(T[A) + P(B) P(T[B) + P(C) P(T|C)

.sustituyendo valores:

P(B|T)

0.33(0.75)
0.33(0.92) + 0.33(0.75) + 0.33(0.80)

efectuando operaciones:

9. Una fa
automdvi
produce
de bujia
duce sol

brica se

P(B|T) = 0.30

brica cuenta con tres mdquinas para fabricar bujias de
es, por experiencia se ha visto que la primera mdquina
1 5% de bujias defectuosas, la segunda produce el 3%
5 con algln tipo de defecto y por Ultimo la tercera pro
amente el 2% de bujias defectuosas. Cada mdquina empaca

encuentran acomodadas al azar 80 cajas siendo 20 de la

las bujiﬁs en cajas de cien unidades. Si en el almacén de la fi

primera
traen al
icudl es
quina B?

Solucidn

dquina , 30 de la segunda y 30 de 1a tercera y se ex-
azar de una caja una bujia . que resulta defectuosa -
la probabilidad de que haya sido producida por la ma-

Sea A el evento en el cual la bujfa fue fabricada por la pri-
mera magquina. '

Sea B el evento en el cual la bujfa fue fabricada por la se-
gunda miquina.

Sea C el evento en el cual la bujfa fue fabricada por la ter-
cera méquina. : '

Sea D

1 evento en el cual la bujia esta defectuosa.
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La probabilidad de seléccionar en el almacén una caja produci

da por la primera, segunda o la tercera miquina es respectiva-
mente.

P(a) = %% = 0.25

P(B) = %% = 0.38

P(C) = 35 = 0.38

asf mismo, las siguientes probabilidades condicionales se ob-
tienen a partir del enunciado:

p(p|a) = 0.05

P(D|B) = 0.03

p(p|c) = 0.02

aplicando el teorema de Bayes la probabilidad que la bujia haya

sido producida por la segunda médquina, dado que esta defectuosa
es: g:

P(B) P(D|B)
P(A) P(D]a) + P(B) P(D[B) + P(C) P(D|C)

P (BND)

sustituyendo valores:

(0.38) (0.03)
0.25(0.05) + 0.38(0.03) + 0.38(0.02)

P(BND) =
efectuando operaciones:

P(B|D) = 0.36

10. En un dia 1luvioso , la probabilidad de que un conductor de
automdvil 1legue tarde a su destino se estima que es de 0.85,
mientras que en un dia sin 1luvia esta probabilidad es de sola-
mente 0.30. Teniendo en cuenta que el 45% de los dias del afio
son lluviosos ¢cudl es la probabilidad de que en un dia cual-
quiera el conductor llegue tarde a su destino?

Ssolucidn:

Sea L el evento en el cual el dfia es lluvioso.

Sea T el evento en el cual el conductor llega tarde a su des-
tino.
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partir de los datos del problema se obtienen las siguientes

probpbilidades:

P(L) = 0.45 ,
P(T|L) = 0.85

P(T|L') = 0.30

siendo la probabilidad de que el conductor llegue tarde la si-
guiente:

P(T) = P(L) P(T|L) + P(L') P(T|L")

sustiituyendo valores:

P(T) = 0.45(0.85) + 0.55(0.30)

efectuando operaciones:

P(T) = 0.55

este resultado se explica mds claramente al construir un diagra:’
ma de drbol andlogo al del problema siete. -

11. En un banco de sangre se tienen cuatro donadores de los cua-

Tes

solamente uno de ellos cuenta con sangre tipo A*. iCudl es

la probabilidad de que se tengan que seleccionar tres personas
para obtener la muestra de sangre A*?

solu

Sea

Sea

cidn:

+ . . +
A el evento en el cual el donador tiene sangre tipo A
Pi el evento en el cual la i-&sima persona tiene sangre

+

tipg a .

Deg
donad

2bido a que es necesario seleccionar a alguno de los cuatro
lores al azar, la probabilidad de seleccionar a la persona

indicada la primera vez, es de 1/4 contra 3/4 de fallar, si es

asi,
1/3 ¢
da m3
obtig

la probabilidad de tener éxito en el segundo intento es de
ontra 2/3 de fallar, esto es debido a que se tienen ya na-
is tres personas, procediendo en esta forma, la respuesta se
ene a partir del siquiente espacio muestral:




por lo tanto:

P(rs) = 3 () (D)

efectuando operaciones:

P(P3) = 0.25

12. Juan es un astronauta, capitan de la m1s1on ALFA de un proyec
to de 1a NASA. El1 .éxito o fracaso de la misién depende del com-
portamiento de tres sistemas principales de la nave, el sistema
propulsor, el sistema de enfriamiento y el sistema eléctrico.
Juan decide tomar como verdaderas las siguientes hipdtesis para
aplicarlas durante el desarrollo de la misidn:

- La mision fracasard si dos o mds sistemas fallan.

- E1 sistema de enfriamiento puede fallar con una probabili-
dad de 0.1.

- Si al menos uno de los sistemas falla, sin importar cual
de ellos, el sistema eléctrico fallard con una probabili-

dad condicional de 0.5. Si no falla otro sistema entonces
el sistema eléctrico puede fallar con una probabilidad de

od o

- E1 sistema propulsor fallard con una probabilidad de 0. 5 si
el sistema de enfriamiento falla. De otra manera el sistema
propulsor no fallara.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la mision tenga éxito aiin
fallando el sistema de propulsidon?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que los tres sistemas fallen?

c¢) Dado que mds de un sistema falld, determinar la probab111
dad condicional de que:

- E1 sistema de enfriamiento no falle.
- Que el sistema propulsor falle.

’

- Que falle el sistema de enfriamiento y el eléctrico.

|
Solucidn:

Sea EN el evento en el cual el sistema de enfriamiento NO
falla.

Sea P el evento en el cual el sistema de propulsor NO falla

Sea EL el evento en el cual el sistema eldctrico NO falla



Sea

Sea

Sea

Sea

to y

D el evento en
el elé&ctrico.
El siguiente diagrama
del problema.
o
=

;

para
ra qu

P\ el evento

B el evento

Q

el evento

w
RWIISTS

eWI3}STS

en

en

en

en

91
el
el

el

de
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cual la misidn tiene éxito.

cual los tres sistemas fallan.

cual mis de un sistema falla.

cual falla el sistema de enfriamien-

drbol representa el espacio muestral

o] 2] )
o [ 2] o
i) 5] RG]
2z 2z 8- 2 <
- - ~ ~ ]
< 2
-] L] L] o =]
L] -] L] - - ~ ~ o
- - <~ < -~ o~ ©n
- ~ <] ]
t = ] 5] o] [
td ] 5] £ 5] [ - .
t 3 - -
—_— 7
[=) o o (=] [=] [« o o | v
. . . . . . . . —~
=] [=] =] o o o o ® )
w w w w o o o - ~
] ® ® ~ % AN ~|>
- " »® ® »® x »® x w
~ ~ ~ »® o ® ® [¢]
-~ » ~ td % » L3 L] o

onstruirlo se deben colocar los tres sistemas de tal mane-

la probabilidad en cada rama sean congruentes con el enun
ciado del problema. A partir del diagrama de 3drbol anterior, es
senci{lo obtener la respuesta a cada pregunta:

.
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a) P(alp') = 2
) P (ANP')
PP = S
p(alp') = 0 .
0.025 + 0.025
P(alp') =0
b) P(B) = ?
P(B) = 0.1 (0.5) (0.5)
P(B) = 0.025
c) - p(EN|C) = 2
_ P(ENAC)
P(EN]|C) = IO
~ 0.03 + 0.03 + 0.03
=0
- p(p'|c) =2
, _ p(P'NC)
p(p'|C) = It
_ 0.03 + 0.03
T 0.03 + 0.03 + 0.03
= 0.67
- p(plc) = 2
P(ch) _ B(DNC)

P(C) ) -

- 0.03 + 0.03
0.03 + 0.03 + 0.03

[}

(<]
o2
~
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a erdid a su perro, en el bosque A con una probabilidad

np
de 0.5 6 en el bosque B.con una probabilidad de 0.4. Si el pe-

rro

aiin esta.vivo en el enésimo dia de bisqueda, la probabili-

dad de que muera ese dfa es de N/(N + 3).

Si el perro esta en A y Juan busca todo el dia en A la proba-
bilidpd condicional de que lo encuentre es de 0.15. Asi mismo
si ell perro esta en B y Juan busca todo el dia en B la probabi-
1idad/ condicional de que lo encuentre es de 0.25.

a) En cudl bosque tiene Juan mayor probagilidad de encontrar
a su perro durante el primer dia de bilsqueda?
b) Dado que Juan buscé en B el primer dia pero no encontrd a
su perro, cudl es la probabilidad de que esté en B.
solu¢i3n:
Sea | A el evento en el cual el perro estid en el bosque A.
Sea B el evento en el cual el perro estd en el bosque B.
Sea | BA el evento en el cual Juan busca a su perro en el
bosque A.
Sea | BB el evento en el cual Juan busca a su perro en el

bosque B.

Sea

EA el evento en el cual Juan encuentra a su perro en

el bosque A.

Sea

EB el evento en el cual Juan encuentra a su perro en

el bosque B.

Sea

Sea

v el evento en el cual el perro estd vivo.

BBN el evento en el cual Juan buscd en el bosque B pe-

ro nlo encontrd a su perro.

Planteando el siguiente diagrama de &rbol:




. EVENTOS P(e) | EA EB| B BBN
_©0.75 | A, BA, EA, V 0.03 | v x x x
0.12,/[A '\
0.25 v A, BA, EA, V' 0.01 x X X
0.75 —vV | a, BA, EA', V 0.19 | x x x x
O.85 EA' ' '
0.35 v A, BA,EA', V 0.06 x x x x
) 0.75 _y | a, BB, EB, V 0.00 | x v x x
- EB 'Q_\\
% 0.25——-V'| A, BB, EB, V' | 0.00 /| x| x
BB
— 0.7y | a, BB, EB', V'
7 T EB* I ' 4 ’ 0.23 X X X v
0.25~—-V'|a, BB, EB', V' | 0.08 | x | x | x v
0.75 vy | B, BA, EA, V 0.00 | ¥ x v/ x
.,—/‘
o __.—FEA .\025\.\V' B, BA, EA, V' 0.00 | ¥ x 4 x
BA < 5 Y
0.7 B, BA, EA', V 0.15 x
1 —a 12—y ’ ’ ’ x x
0,35 v' | B, VA, EA, V' 0.05 | x x v/ x
0.75 —V B, BB, EB, V 0.04 X / v/ X
B i !
0.25—F 035 —v' |B, BB, EB, v' Jo.01 |x |v | v |«
- 0.75 v B, BB, EB', V 0.11 x x 4 v
0 7~ kB e
\mv. B, BB, EB', V' | 0.04 | x x 4 14
donde estd donde lo busca lo encuentra Cémo 1lo encuen
tra
?

? . ? ?2 (N = 1)
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se obtienen las siguientés,féspuestas=

. a) [La probabilidad de encontrar al perro en el bosque A duran
te el primer dfa de bfisqueda es: \
P(EA) = 0.03 +.0.01

P(EA) = 0.04

y la probabilidad de encontrarlo en el bosqué B es:
P(EB) = 0.04 + 0.01

P(EB) = 0.05

comparando ambas probabilidades se concluye que Juan tiene mayor
probabilidad de encontrar a su perro en el bosque B durante el
primer dia de biisqueda.

]
IR

N b) P (B |BBN)

_ P(BNBBN)

B (B |BBN) P (BBN)

0.11 + 0.04
0.23 + 0.08 + 0.11 + O. 04

= 0.33
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. La probabilidad de que un estudiante que trabaja una jornada
de 8 diarias, estudie para un examen es de 0.4 mientras que pa-
ra un estudiante que no trabaja esta probabilidad es de 0.9. Te
niendo en cuenta que el 45% de los alumnos trabajan icudl es la
probabilidad de que en el préximo examen un alumno seleccionado
al azar haya estudiado para el examen?

2. En una poblacidn se hizo una encuesta con motivo de las elec-
ciones, de ella se obtuvieron los siguientes datos:

E1 30% son mujeres en edad de votar, 25% son hombres en edad
de votar y el resto de la poblacion son menores de edad. De

los hombres en edad de votar 75% participan en la votacidon y
de las mujeres en edad de votar 60% NO participan.

A partir de los resultados que arrojo la encuesta, calcular:

a) La probabilidad de que una persona (incluyendo menores de
edad), seleccionada al azar, haya participado en la vota-
cidn.

b) La probabilidad de que una persona que participé sea hom-
bre.

c) La probabilidad de que sea mujer y participe.

3. En un hospital la probabilidad de que un paciente tenga cier
ta enfermedad es de 0.05, para determinar si tiene o no la en-
fermedad se le aplica una prueba, si la tiene la probabilidad
de que la prueba sea positiva es de 0.99; si no la tiene la pro
babilidad de que la prueba sea positiva es de 0.03. Al aplicar
la prueba esta resulté positiva ¢cudl es la probabilidad de que
el paciente tenga la enfermedad?

4. La probabilidad de que una construccion se termine a tiempo
es de 17/20, la probabilidad de que los trabajadores de la obra
organicen una huelga es de 1/4 la probabilidad de que la cons-
truccidn se termine a tiempo partiendo del supuesto de que no

" hubo huelgas es de 14/15. Hallar la probabilidad de que:

a) La construccidn se termine a tiempo y que no haya huelgas.

b) No haya huelgas, partiendo de hecho que la construccidn
se termind a tiempo.

5. Se ha observado que los eventos "ESTUDIAR" y "APROBAR UN EXA-
MEN" no son independientes, se considera que la probabilidad de
aprobar un examen dado que se estudia es de 0.85, mientras que
la de aprobar un examen dado que no se estudia es de 0.05. Con
esta informacién y considerando que la probabilidad de que un
alumno estudie es de 0.75, calcular la probabilidad de que un
estudiante escogido al azar haya estudiado dado que_aprobd el
examen.
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6. Tres mdquinas A, B y C producen la misma pieza en una fébrica
E1 6% de las piezas producidas por A estdn defectuosas, el 7%
de las piezas producidas por B también estdn defectuosas, mien-
tras que [s6lo el 3% de las piezas producidas por C tienen algin
defecto. |[La mdquina A produce cinco veces mis que la mdquina B
mientras |que la mdquina C produce solamente la tercera parte de
lo que produce la mdquina A. Si se toma al azar una pieza del
almacén de la fdbrica y resulta que esta defectuosa, icudl es
la probabilidad de que la haya producido la mdquina B?

sueltos

esponder a los siguientes incisos:

7. Con reierencia en el problema nimero trece de los ejemplos re

a)

b)

c)

d)

Si Juan lanza una moneda para determinar en cudl bosque de
be buscar durante el primer dia y resulta que encuentra a
su perro, écudl es la probabilidad de que haya buscado en
el bosque A?

Juan decidié buscar en el bosque A durante los primeros
dos dias. Partiendo del hecho que no encontré a su perro
durante el primer dia, determine la probabilidad de que en
cuentre a su perro vivo durante el segundo dia de bilsqueda.

Finalmente, Juan encontrd a su perro durante el cuarto dia
de bisqueda. Buscd en A los primeros tres dias y en B du-
rante el cuarto dia. ZCudl es la probabilidad de que haya
enc#ntrado a su perro vivo?

Finalmente, Juan encontrd a su perro durante el cuarto dia
de blisqueda. Se sabe solamente que buscd en A dos dias y
en los dias restantes, sin especificar en que orden bus-
c0. ¢Cudl es la probabilidad de que haya encontrado a su
perro vivo?
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TEMA 11

VARIABLES ALEATORIAS
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1 objeto de realizar tres importantes obras se cuenta
compafifas constructoras. La robabilidad de que una com
ealice 1a construccidn de cualquiera de las tres obras

£inir una variable aleatoria que represente el nimero de
ras que puede realizar una compafifa.

Tcular la probabilidad de que una compafifa realice dos

de las tres obras.

¢) Construir la funcién de probabilidad de la variable aleato
r

solucid

Sea A

Se as
la re

a) En
te

ia.

n

el evento en el cual una compafifa realiza una obra.

ume que el complemento del evento A implica que la obra
aliza la otra compaiifa constructora.

forma aniloga a los problemas presentados en el tema an
rior, el siguiente diagrama de drbol explica el problema:

P(*)

El nimero de obras que puede realizar la compaiifa A se puede
representar con la variable aleatoria x la cual puede tomar los
siguientes valores:

{o 1,23}
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Sustituyendo el valor que corresponda en el espacio muestral
se obtiene que:

P(*) x
0.22 3
0.14 2
0.14 2
0.10 1
|
0.14 | 2
0.10 1
0.10 1
0.06 i O

b) La probabilidad de que una compafifa realice dos de las
tres obras es lo mismo que la probabilidad de que la varia
ble aleatoria x tome el valor de dos, por lo tanto:

P(x = 2) = 0.14 + 0.14 + 0.14 = 0.42

c) La funcidn de probabilidad de la variable aleatoria x es:
P(x < 0) =0
P(x = 0) = 0.06
P(x'= 1) = 0.10 + 0.10 + 0.10 = 0.30
P(x = 2) = 0.14 + 0.14 + 0.14 = 0.42
P(x = 3) = 0.22

P(x > 3) =0
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Grlaficando estas probabilidades, se obtiene:

P, (x)

entendiéndose por Px(xo) la probabilidad’de que la variable

aleatoria x tome el valor L

2. Obtener la esperanza y 1a variancia de la variable aleatoria
(v. al) x utilizada en el problema anterior.

Solucidn:
La esperanza de una V. a. discreta es:

E{x} = I x Px(xo)
x€E.M.

desarrollando la sumatoria:

3
E{x} = T xpPp_(x) = (0)P (0) + (1) P_(1) + 2 P_(2) + 3 p _(3)
%=0 x o x x x . X

sustituyendo valores:

g{x} = 0(0.06) + 1(0.30) + 2(0.42) + 3(0.22)

efectuando operaciones:

E{x} = 1.80

y la variancia es:

cx2 = g {x?} - (e{xh?

siendo ' ;

2y o 2
E{x?} xeé.u. x* p_(x.)
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efectuando operaciones

E{x?} = oz(o.ps)‘+ 12(0.30) + 2%2(0.42) + 32(0.22)
por lo tanto
E{x%} = 3.96
y entonces la variancia es:
0.2 = 3,96 - 1.802
finalmente
g .2 =0.72

graficamente estos paridmetros se representan como sigue:

Py (xd .
®
!
o
0 1 T 3 T x
1.89
¢+— >

3. La duracidn, en horas, de los fows producidos por una fdbrica
se considera una v. a. que tiene la siguiente funcidn de probabi
lidad:

K t 0 <t <4
fo(8) =
0 cualquier otro valor

Calcular:
a) E1 valor de la constante K

b) La media y la desviacidn estdndar de la v. a. t.



Solucidn:

a) Como

be ¢

fT(t) es una funcibn de probabilidad entonces se de

umplir que:

J’
0

sustituyendo la funcidn fT(t)

integrando

4
J Kt dt =1
0

por lo tanto:

b) La media es:

Wy = E{t} =f t £, (to) dt

sustituyendo
4 1
B = t (g t) dat
0
) 4
1 t
e =8 3 =
R 0.
M, = 2.67 '
y la desviacibn esténdar es:

siendo

E{(

efectuand

E{(

ct's ,’E{ (t - ut)z}

4
t - ut)z} = J (t - ut)2 (15) t dt
0

o operaciones

1 4
t - ut)")- B Jt’dt -
o

I
w|w
o &
o
N
[}

(24
+
|m
ol
o|= :
o >

o
[
o




38

Sl 2t se?

8 4 33 9 2

=8 - 14.22 + 7.11
= 0.89

por lo tanto la desviacién estindar es:

Ot = v 0.89
Ot = 0.94

4. Disefiar una funcién densidad de probabilidad de acuerdo con la

siguiente grafica:

£
&>

v

FIT- 1 R
Q
)

Solucidn:
separando la funcidn en dos partes:

fx (x)

fx =
4 , » .

2a+ 1a+

'

v

~I0--
-
x
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se puede calcular 1la expresifn de las dos rectas de la siguiente
manexra:

y=mx +b y =mx +Db
m = éi = 4 m= - %3 = - 4
2 2.
b =20 b =4
sustituyendo
y = 4 x y =-4x + 4

para determinar el valor de a se procede de la siguiente for-

ma:
a/2
‘( 4 x dx = 0.5
0 .

integrando ,

por lo tanto la funcidn de probabilidad es:

»
®
=}
A
x
IA
=

£ (x) =

4(1 - x)

[NIE
IA
Tox
IA
-

5. Ohtener el primer momento respecto al origen y el segundo mo-
mento respecto a la media de la siguiente funcion densidad de
probabilidad: . i

a e-a x x >0
a=cte> O
fx(x) =
0 x <0

Solucidn:
El primer momento respecto al origen es:

m; = E{x}

oo
= J‘ x £_(x) dx
-0 x
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sustituyendo

L
-a x
m; = J; x ae dx

- 0
= a -fo xe @ X dx

integrando por partes

jvu.dv = uv - j v du

u = x H du = dx
dv = e-a x i v = - % e—a x

0
-a X _-a X
= a J- x e ¥ax = a [- 3 e
0

my
1 ©
- ax
mo=alo-Lle
i
L

=
8
+
W=
o
8
(0]
]
»
»
<
-

. a? 0
1
E{x} = =
a
El segundo momento respecto a la media es:

mz = E{(x —.ux)z}

_ 2
=‘J:m (x ux) fx(x) dx

sustituyendo

0
m2 =J[ (x - %)2 ae ¥ ax
3

realizando las integrales

+ 1_
az

v

E((x - u)?) = ‘—z
a
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6. Dada|la siguiente funcién de probabilidad:

a -a k=0
P k) = kT © a=c
0 k <0

a) Verificar que:

L P (k) =1
¥k K

b) Obtener su funcidn generatriz de momentos.

¢) Calcular la media y la variancia de la v.a.k.

Solucidn:

a)

¥k
sustituyendo
s ak -a -a o k
L k—' e = e z :—.
k=0 * k=0 ©
-a _a
= e e
=1
b)
m (t) = e{e*}
=z e p tx)
¥k
sustituyendo
o k
mk(t) = T etk ET e™®
k=0 k!
- e ? ; (a et)k
= .
k=0 °
t
- e 22 ®

t
, (e - 1) a
t) = e
uk} )
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b) Utilizando la funcidn generatriz de momentos la media es:

a
M T oaE N

por lo tanto

la variancia se obtiene como sigue:
of = e{k®}- (e{xh?

donde

e{k?} = mp (t = 0)

E{k} = a

derivando nuevamente para obtener m;(t)

t t
2_2t e(e -1)a t e(e -1)a

mﬂ(t) = a‘e + ave

me(t = 0) = a2 + a

sustituyendo para obtener la variancia

2 2 2
Ok=a + a a
2

= a
%

7. Dada la siguiente funcidon densidad de probabilidad

1

—_— < <
b-a a <x <b

fx(x) =
o} c.o.cC.

obtener
a) La funcidn generatriz de momentos

b) La media
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Solucidn:

a) Ld funcidn generatriz de momentos es:

n_(t) = e{e**}
X

® ¢
~=JP e £ (x) ax
- 00 x

sustituyendo

b .
mx(t) = 5 etx (—_1_—-) dx
a

b) |[La media es:

derivando la funcidn generatriz de momentos

et? (1 - at) + e (tn - 1)

t2(b - a)

m;(t) =

como al sustituir t = 0 en m;(t) se llega a una indetermina-

cidn, se debe obtener el 1imite cuando t tiende a cero

ta tb
m;(t = 0)=lim (1 - at) + e (tb - 1)

0 t2(b - a)

aplicando la regla de'L'ngital se obtiene que:

2 tb 2 ta
m!(t = 0) = lim 2= & et
£+0 a
tb 2 3 _ ta 2 3
- 1im & (b® + tb7) e “(a® - ta’)
t+0 2(b - a)
b? - al
~ 2(b-a)
Vi _a+b
mx(t 0) = 5
por lo tanto
U= a + b
X 2
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8. E1 nimero de KWNH que se consumen semanalmente en una fabrica
se ha registrado durante las Ultimas 25 semanas, la siguiente
tabla muestra los resultados:

Semana | KWH Semana | KWH | Semana |KWH
1 9 9 6 o
2 5 10 7 18
3 8 1 6 19
4 10 12 8 20 11
5 1 13 9 21 9
6 12 14 8 22
7 5 15 9 23 6
8 | 7 16 10 24

|25 10
Obtener:

a) La funcidn de probabilidad de la v.a. consumo de KWH.

b) Estimar la demanda de energfa eléctrica para la préxima se
mana.

Solucidn:
a) Segln la informacidn recébada los valores que puede tomar
la v.a. que representa el consumo de KWH de la fabrica du-
rante una semana son:

{4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

la estimacidn de probabilidad para cada valor que puede tomar
la v.a.x es:

x Px(x)

1/25
2/25
3/25
4/25
5/25
4/25
3/25
2/25
/25

N = O VW O N O U

- s -

la tabla anterior es la funcidn de probabilidad de la v.a.x.

b) El valor esperado del consumo de la energia eléctrica para
la prdxima semana es:

E{x} = I x P_(x)
¥x
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sustituyendo

e{x} = 4(;—5) + 5(%) + 6(;—5) . 12(;—5-)

efectiuando operaciones

9. EI
de u
dest
ros
prob

Det
a)

b

~

c)
d)

Solug

Sea
subie|
res

siend

E{x} = 8 KWH

duefio de una camioneta de transporte colectivo que parte
na poblacidn A y pasa por la poblacion B para llegar a su
ino en la ciudad C, ha determinado que el nimero de pasaje-
que recibe en cada poblacidn tiene la siguiente funcidon de

abilidad:
Para la poblacion A ~ Para la poblacidon B
RN T T
X x X y Y
1 4 0.2
2 . 5 .
3 . 6 .
4 . .2 7 0.
erminar:

La funcidn de probabilidad del nimero total de personas
que subieron al vehiculo.

La media, la variancia y el coeficiente de variacidn de 13
funcidn de probabilidad.

La funcidon de distribucidn acumulada.

La probabilidéd de que suban cuando mucho 8 personaﬁ.
idn:

Z una va. que representa el nfimero total de personas que
ron al vehiculo, esta v.a. puede tomar 1los siguientes valo
z=1{s5,6, 7, 8,9, 10, 11}
© la probabilidad de que z =5 1la siguiente:
P(z = 5) = P(x = 1) Py = 4)

= 0.1 (0.2)

= 0.02




en la misma forma,

P(z = 6) =
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la probabilidad de que z = 6

es:

P(x = 2) P(y = 4) + P(x = 1) P(y = 5)

0.3 (0.2) + 0.1 (0.4)

0.1

con ayuda de la siguiente tabla:

las probabilidades

P(z 7)= P(x = 3)

0.23

x =1 x =1 x =1 x = 1

z =5 z =6 z =7 z =8
y = 4 y =5 y = 6 y = 7

]

x = 2 x = 2 x = 2 x = 2

z =6 z =7 z = 8 z =9
y'= 4 y =5 y = 6 y = 7
x =3 x = 3 x = 3 x = 3

z =7 z = 8 z =9 z = 10
y = 4 y =5 y = 6 y =7
x = 4 x = 4 x = 4 x = 4

z = 8 z =9 z = 10 z = 11
y = 4 y =5 y = 6 y = 7

para los valores restantes de 2z son:

P(y = 4) +P(x=2) P(y=5) +P(x=1) P(y = 6)

0.4(0.2) + 0.3(0.4) + 0.1(0.3)

P(z = 8) =P(x=4) P(y =4) + P(x = 3) P(y =5) + P(x

+ P(x =

1) P(y = 7)

= 0.2(0.2) + 0.4(0.4) + 0.3(0.3) + 0.1(0.1)

= 0.30

P(z=9) =Plx=4) P(y=5) + P(x = 3) P(y = 6) + P(x =

0.23

P(z = 10) = P(x =

= 0.2(0.

= 0.10

0.2(0.4) + 0.4(0.3) + 0.3(0.1)

=2) P(y = 6) +

2) Py =7

4) P(y = 6) + P(x = 3) P(y = 7)

3) + 0.4(0.1)
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P(z = [11) = P(x = 4) P(y = 7)
= 0.2 (0.1)

= 0.02

Por lo |[tanto, la funcidn de probabilidad de la v.a.z es:

z Pz(z)

0.02 “sz

0.10
0.23
0.30
0.23

0.10 1 I ] T _»

0.02 5 6 7 8 9 10 11 z

- 0O v ®m I ou

b) La media es:

sustituyendo valores

U, = 5(0.02) + 6(0.10) + 7(0.23) + 8(0.30) + 9(0.23) + 1010.10) + 11(0.02)

la variancia es:

2 _ _ 2
o} = E{(z - u,) }

= T (z-u)2p (2
vz z %

sustituyendo valores:
62 =[(5-8)20.02 + (6 - 82 0.10 + (7 - 82 0.23+ (8- 820.30+
+/(9 - 82 0.23 +(10 - 8)2 0.10 + (11 - 8)% 0.02

o ° =[1.62

el coeficiente de variacidn es:
i

cfte variacidn = Ei
z




sustituyendo

cfte variacidn =

]
[2))
.
N
(]

'

c) La funcidn de distribucidn acumulada es:

z P(2 < z)
P(z¢z)
5 0.02
6 0.12 . t
7 0.35 i ;
8 0.65 i [ !
9 0.88 ' . i :
11 1.00 " 5 & 7 8 9 10 1 z

d) A partir de la funcidn de distribucidn acumulada, la proba-
bilidad de que 2z < 8 es:

P(z < 8) = 0.65

10. A partir de la siguiente funcidon de densidad
2(1 - x) 0 <x <1
£f (x) =
X 0o cualquier otro valor
Calcular:
a) E{3 x + 1}

b) E{x* - 2 E{x}}

Solucidn:

a) Por las propiedades del operador esperanza

E{3 x + 1} = 3 E{x} + E{1} = 3 E{x} + 1

.

donde:
0

1
L]
e{x} =f (x) (0) dx + f (x) (2) (1 - x)dx +J x (0) dax’'=
0 1

-0



‘ a9

o

@

: 1 o ' 1
- 2‘f (x - x%) ax = 2 (x*/2 - x°/3) | =1-2/3=1/3
2, ; : ‘

sustituyendo

4

E{3 x + 1} = 3(1/3) + 1 =4

b) Aplicando nuevamente las propiedades del operador esperan-
za. .

e{x? - 2 E{x}} = E{x? - (2)(1/3)} = E{x® - 2/3} =

donde

sustituy

E{x

11. Una
determ
‘cion e

Calg
por es
2400 h

Soluci

La prol
de 2404

= {x?} - E{2/3} = e{x’}- 2/3

1 1 . '
e{x?} = J' (x%) (2) (1 - x) dx = zJ' (x? - x%) ax =
0 0

3 & 1 -
X X 1 1 4 - 3 2 1
=2 (-7 =23 - =257 =72 "%
o
endo
2 1.2 _1-4__3__1
- 2 e{x}} = - 3" 3 3 3

compafifa fabricante de cinescopios para televisiones ha
inado que la funcién densidad de probabilidad de la dura-

n horas de los cinescopios es:
1892 x> 1800
X . :
fx (x)
.0 x < 1800

ular la probabilidad de que tres cinescopios fabricados
ta compafia esten funcionando correctamente después de

oras de uso.

-
on:

pabilidad de que un cinescopio este funcionando después

horas de uso es:

oo

P(x > 2400) = .I 1800
2400 "3 ax




1 ]
1800
- - 2200
2
x 2400
=0 - |- 1800
2400
= 0.75

la probabilidad de que los tres cinescopios esten funcionando
después de 2400 horas es:

3 cinescopios
P| funcionando después
de 2400 horas

= 0.75(0.75) (0.75)

= 0.42
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Un inversionista ha determinado de acuerdo con su experiencia
que si inpvierte su dinero en oro y ocurre una devaluacidn en el
transcurso de un afio ganaria el doble de 1o que invierte. Sin
embargo,| si no ocurre la devaluacidon, con el aumento normal en
el precio del oro, ganaria solamente 1a mitad de lo que invier-
te. En caso de decidir no invertir en oro piensa depositar su
dinero en el banco en donde ganaria lo mismo que invierte.

Asumiendo que Ta probabf]idad de que ocurra una devaluacion
en el prioximo afio es de 1/3 y que 1a probabilidad de que el in-
versionista compre oro es de 1/4, calcular:

a) La |probabilidad de que el proximo afio invierta en oro y -
ocyrra una devaluacidn.

b) Si|la v.a.x representa la ganancia que obtiene el inver-
signista, construir su funcion de probabilidad.

¢) Encuentre el valor esperado de la ganancia.

2. Calcular la media y la variancia de las siguientes funciones:

a) 1 x =2, 3,6
P _(x) = x
X 0 x# 2, 3,6
b) . -—-1—-— 0 < x < 1
fx(x) = 2 x1/2 - -

cualquier otro caso

37 A partir de la siguiente funcidn densidad de probabilidad

x 0 < x < 1
fx(x) - 2 - x 1 <x <2
o cualquier otro caso
obtener
a) P(0.7 < x < 1.3)
b) E{2 x + 1}
c) E{x2 + 3 E{x2}}

d) .| La funcidon de probabilidad acumulada.
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4. Obtener la funcidon generatriz de momentos y utilizarla para

calcular 1a media y la variancia de las siguientes funciones de
probabi]idad, .

X

a

a) m x =0, 1, 2,....
Px(x) = a = cte> 0

0 cualquier otro caso
M x n- .

b) (x P°(1 - p) ¥ x=0,1, 2,..,n
P_(x) =
X

0 cualquier otro caso

N
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TEMA 111
MODELOS PROBABILISTICOS COMUNES



54

1. Un fabricante de ciertas piezas para automdvil garantiza que
una caja de sus piezas contiene como midximo dos defectuosas. Si
la caja tiene veinte piezas y la experiencia ha mostrado que su
proceso de manufactura produce el dos por ciento de piezas de-
fectuosas écudl es la probabilidad de que una caJa de piezas sa
tisfaga la garantia?

Solucidn:

Utilizando la distribucidn de probabilidad binomial con paréa-
metros

n = 2C

p = 0.02

una caja cualquiera cumplird con la garantfa si tiene 0, 1 & 2
piezas defectuosas, esto es:

2

20 x 20~
P(x < 2)= I |{x ] (0.02)* (0.98)°"7*
x=0

efectuando operaciones:

20 20 19 (20
P(x£2) =|, J0.02)° (0.98)2° + ) [(0-02)} (0.98) , /(0.02)%(0.98)1®

= 0.67 + 0.27 + 0.05

= 0.99

por lo tanto la garantia del fabricante se cumplirid en el 99%
de los casos.

2. Dos jugadores de tenis de igual maestria juegan un partido,
¢qué es mas probable, ganar dos de cuatro juegos o tres de seis?

Solucidn:
La probabilidad de que gane cualquier jugador es
p = 0.5

la probabilidad de que un jugador gane 2 de 4 juegos es, utili-
zando la distribucidn binomial:

) ‘
P(x = 2) =(2) (0.5)2(0.5)2
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efectuando operaciones:

P(x = 2) = 0,38

en forma andloga, la probabilidad de ganar 3 de 6 juegos es:

por 1lo

S
P(x = 3) = |, (0.5)% (0.5)°

= 0.31

tanto es mis probable ganar 2 de 4 juegos.

3. Un eéxamen de opcidn mdltiple consta de diez preguntas, en ca-
da una de ellas aparecen cuatro posibles respuestas de las cua-

les s

510 una es la correcta. Considerando que el estudiante que

responde el examen no sabe cual es la respuesta de ninguna de

las d
a)
b)

Soluc

El
metros

'

a) §

b)

ez preguntas, calcular la probabilidad de que:
Responda incorrectamente todas las preguntas.
Apruebe el examen, sabiendo que para ello se necesita res-

bonder correctamente por lo menos ocho de las diez pregun-
tas.

16n:

problema se resuelve con una distribucidn binomial de pard

n = 10

p =

FNE

'n este inciso se necesita tener cero éxitos, esto es:

v 20
P(x = 0):=| 4 (0.25)°%(0.75)°

= 0.06

2

Para aprobar el examen se necesita contar con 8, 9 0 10
Exitos:

10 /10 % 10-x
P(x> 8) = I ( )(0.25) (0.75)
x=8 \x
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efectuando operaciones:

10 10 10
(0.25)%(0.75)2 + (0.25)°(0.75) (0.25)1%(0.75)°
8 . 9 10

\

P(x> 8)

G.0004

[

4. iCual es la probabi]idad de que en una compafiia con 500 emplea
dos haya exactamente 3 de ellos que cumplan afos el mismo dia?

Solucidn:
Utilizando una distribucidn binomial con parametros
n = 500

1
P = 3¢%T

365

la probabilidad de que la v.a.x tome el valor de 3 es:
500/1 3 364 499
P(x = 3) = 365 365
3 .

efectuando operaciones:

5. Un competidor de tiro al blanco se dispone a tirar y lo hara
hasta que dé en el blanco, dada la calidad del competidor se es
tima que la probabilidad de que acierte en cada tiro independien
te es de 0.85.

a) éCual es la probabilidad de que acierte en el tercer tiro?

b) éCudl es la probabilidad de que necesite mds de 4 tiros pa
ra acertar?

c) éCudntos tiros se espera que necesite para acertar?



solucifén:

util

con

izando la distribucifn de probabilidad geométrica:

B, (x) = p(1 - p) 7! Xx =1, 2, 3,-..

p = 0.85

a) La probabilidad de que acierte en el tercer tiro implica
jue tuvo dos fracasos antes del éxito, esto es:
P(x'< 3) = (0.15) (0.15) (0.85)
= 0.02
b) P(x> 4) = 1 - P(x < 4)
dondej: :
4 x-1
P(x < 4) = L 0.85(0.15)
x=1
desarfrollando
P(x € 4) = 0.85 [1 +0.15 + 0.15% + 0.153]

por lo tanto:

c)

£l valor

E{x} =

0.999

P(x > 4) = 0.001

esperado es:

©

£ x(0.85) (0.15)%7"
x=1 .

0.85 o

- ‘X
m" I x(0.15)

x=1

5.67(0.15 + 2(0.15)% + 3(0.15)% +...)

1.17
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6. A una agencia de viajes llegan diariamente 16 clientes en pro
medio de los cuales 40% solamente desea informacion y los demas
se inscriben en ‘alguno de los recorridos. Si la agencia de via-
jes funciona de las 10:00 a las 18:00 horas, calcule la probabi

lidad de que: _
a) Transcurra una hora sin que 1legue nifigin cliente.
b) En 2 horas no se haya inscrito ningin cliente.
c) La tercera inscripcidon sea del quinto cliente.

d) E1 tiempo promedio entre 1legadas de clientes.

Solucidn:

a) Utilizando la distribucidn de Poisson con par@metro A
igual a 16 clientes cada ocho horas.

A = 16 clientes
8 horas

A= 2 clientes
hora

X
2 -
Px(x) ”Ee 2 x =0, 1, 2,...

la probabilidad de que x = 0 es:

0
P(x=0)=(2)—:e2

= 0.14

b) En este inciso el par&metro A se debe multiplicar por
0.6 debido a que sdlo el 60% de los ‘clientes que llegan a
la agencia de viajes se inscriben en alglin recorrido.

A =0.6(2) = 1.2

la probabilidad de que no haya ninguna inscripcidén en dos horas
es: .

1.2(2)) -1.2(2)

p(x = 0) = —or — ®

0.09

c) Utilizando la distribucidn binomial negativa

x -1
Px(x) = (1 - p)x n x=n,n+ 1, n+ 2,...

n -1
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babilidad de x = 5, siendo n =3 y p= 0.6, es:

5 - 1
P(x = 5) =| (0.6)% (0.4)2
3'-1
= 0.21

omo la distribucidn exponencial mide el tiempo entre lle-
adas, entonces el valor esperado de esta distribucidn es:
-1
Yy A

= 0.5 horas/cliente

i

el 0.005% de la poblacidon de un pais muere anualmente debi
cierto tipo de accidente, y una compafifa de seguros tiene
c sus clientes a 10,000 personas que estdn aseguradas con-
oste tipo de accidente, encontrar la probabilidad de que la
afifa tenga que pagar mas de dos p&lizas en un afio dado.

idén:

x la v.a. que representa el niimero de asegurados que -
n en un afio, esta variable tiene distribucidn de Poisson
ardmetro A igual a:

A=0.00005 (10000) = 0.5 asegurados/afio

obabilidad de que x > 2 es:
L X
P(x > 2) = I 0‘? e 05
x!
x=3
zando el complemento
2 x
p(x> 2) =1 -1 2303

pando operaciones

P(x> 2) =1 - e-o'5 [1 + 0.5 + —3—,]

[}
o
.
[=]
-
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8. Se ha observado que las fallas mecdnicas ocurridas en una plan
ta son a razdén de una cada dos horas. Calcular la probabilidad
de que el dia de mafiana:

a) Ocurran mas de.2 fallas.

b) No ocurra ninguna falla durante la jornadé de 8 horas de
trabajo.

c) Transcurra una hora sin que se presente ninguna falla.

Solucidn:

Sea x la v.a. que representa el niimero de fallas en la planta,
esta variable tiene una distribucidén de Poisson con pardmetro A
igual a:

A= accidentes/hora

1
2
a) La probabilidad de que x > 2 es:

2
P(x> 2) =1 - L

b) La probabilidad de que x = 0 es:
P .
1 1
. (7) -7 (5
P(x = 0) = ‘— e

= 0.02

c) Considerando a la v.a. t como la variable que representa
el tiempo transcurrido hasta que se presenta la primera fa
lla la cual tiene distribucidn exponencial, con pardmetro

A = 4 entonces la probabilidad de que t> 1 es:
2
® 1
pu>1)=f 1eat ae
1 2

efectuando operaciones

P(t > 1) = e
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9. Durante el afio, el nivel de agua de una presa para generacion
."de energfa eléctrica, se puede considerar como una v.a. X con
distribucion normal de probabilidad con media igual a 60 metros
y desviacion estdndar de 18 metros. Si la corona de la presa es
ta a 85 metros, las compuertas del vertedor de demasias estan a
80 metlros y la toma de agua.para alimentar las turbinas esta a

20 metiros, calcular la probabilidad de que:
a) Haya derrames por su vertedor de demasias.

b) Exista peligro de destruccion de la presa, por sobrepasar
é1 nivel de las aguas la corona de la presa..

c) Deje de producir energia por no llegar agua a las turbinas.

solucién:

Con |ayuda del siguiente dibujo

Asfx(x)

g

20 40 60 - 80 90
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a) La probabilidad de que x > 80 metros es:

v

_/// | mﬂmm[lr':m
o 80

6

estandarizando

_ 80 - 60
18

= 1.11

utilizando tablas de distribucidn normal estindar

P(x > 80) = P(z > 1.11) = 0.13

b) La probabilidad de que x > 85 metros es:

£ x (x)
. 1 vhl v
— | D 11 T >
' 60 85
estandarizando
85 - 60
z = 18
= 1.39

utilizando tablas:

P(x > 85) = P(z > 1.39) = 0.08

c) Por filtimo la probabilidad de que x < 20
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£ )

20 60
izando
20 - 60
2= 18
= - 2.22
en tablas:

P(x < 30) = P(z < -

oceador desea saber cuidntos

de mafiana. Sabe que 1a demanda pr
arios, decide compar 55, écudl es

ren mas de 15 ejemplares?

n:

zando la distribucidn de Po

A

40

e que para que le sobren
40 o menos, entonces:

40
z
x=0

P(x £ 40) =

a que el producto Np
ximar la distribucidn de Po
desviacibén est@ndar iguale

ux = A = 40

[+ YA = 6.32

X

2.22) = 0.01

dicos debe comprar para
omedio es de 40 ejempla
la probabilidad de que

perid

isson con paré@metro

por lo menos 15 ejemplares debe

es suficientemente grande convie-

isson através de la normal con
s a:



64

entonces la probabilidad de que x sea menor de 40 es, estanda
rizando: . -

40 - 40
= —%3z = 0.00

por lo tanto

P(x < 40) = pP(z < 0) = 0.50

11. En la fabricacidon de rodillos de acero para ajustarlos a un
ensamble, se considera que el diametro externo es un v.a. con
distribucidn normal de media igual a 2.30 cm y desviacion estan-
dar igual a 0.06 cm. Las especificaciones limite son un didmetro
igual a 2.31 + 0.1 cm. Una pieza con un didmetro abajo de tales
especificaciones se considera desperdicio, mientras que una pie-
za con un diametro mayor de lo especificado deberd reprocesarse.

iCudl es el porcentaje de piezas que:
a) Estan siendo desperdiciadas.
b) Necesitan reprocesarse.

c) Aceptables.

Solucidn:

como el didmetro de los rodillos es una v.a. con distribucidn

normal entonces se tiene gque la respuesta a cada inciso es:

£
)
_ T ~ :
i !
Y
a) T i [
A [ i i
\“ " ;o + b)
,; i ; ‘ -
R
- _—_-_.__....:. - 2“:3 - :;4 - ~ ’ x
] .
;o2
t

2.21 241
[n——’
2.31101
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efectuando operaciones

a)

P(x < 2.21) = 2

estandarizando

2.21 - 2.30
0.06

z =

= - 1.50

utilizando tablas de la distribucidn normal estdndar

b)

P(x < 2.21) = P(z £ - 1.50) = 0.07 ; 7% se desperdicia

P(x > 2.41) = ?

estandarjizando

por tablas

c)

P

2.41 - 2.30
0.06

= 1.83

x > 2.41) = P(z > 1.83) = 0.03 ; 3% se reprocesa

P(2.21 < x < 2.41) =2

estandarizando

por tabl

P(2

2.21 - 2.30
0.06

2.41 - 2.30
z = 0.06 = 1.83

RS
21 < x < 2.41) = P(-1.50 < z < 1.83) = 0.90

g90% se aceptan
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PROBLEMAS PROPUESTOS

¢

1. Un concesionario de automdviles vende en un mismo dia, cinco
vehiculos idénticos para uso particular. Suponiendo que la pro
babilidad de que este tipo de vehiculos estén funcionando dos
afios después es de 0.8; calcular la probabilidad de que a los
dos afios: : .

a) Los tres vehiculos estén en servicio.
b) Maximo dos vehiculos estén fuera de servicio.
c) Tres estén fuera de servicio.

d) Los cinco estén fuera de servicio.

2. Si la probabilidad de que una viga de concreto falle a la com-

presidon es de 0.05, usando la funcidn de probabilidad de Poisson,

obtener la probabilidad de que de 50 vigas:
a) Ninguna falle.

b) Cuando mds dos fallen

.c) Al menos tres fallen

d) Cinco fallen.

3. E1 autobids de una linea urbana puede arribar a una parada con
igual probabilidad durante un lapso de cinco minutos. Hallar
la probabilidad de que un pasajero que l1legue a la parada ten-
ga que esperar el autoblis menos de 3 minutos.

La probabilidad de que un tipo de automdvil tenga una descom-
postura es de 0.05.

Hallar la probabilidad de que de 10 automdviles de este tipo
a) Uno sufra una descompostura.
b) A 1o mds tres se descompongan.

c) Dos o mids sufran una descompostura.
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0% de los remaches producidos por una mdquina son defec

ncontrar la probabilidad de que en cuatro remaches toma
ar: .
esté defectuoso

b) Ninguno esté defectuoso

c) Mis

7. Se admi
catddicos|
Poisson ¢

a) No h
b) Haya

c) Eln
ve.

8. Un prof
alumnos 1
nos écual
mas de 25

9. Anote,
babilidad
tes probl

a) E1 p
razo
dia

b) Un 1
caci
a 14
lecg
dieZ
seis

de dos estén defectuosos

te que el niimero de defectos "x" en un tubo de rayos
para televisidon obedece a una ley de probabilidad de
on parametro A = 4. Calcular la probabilidad de que:

aya ningin defecto en el tubo de rayos catddicos.
mas de dos defectos en el tubo.

Umero de defectos esté comprendido entre 3 y 7 inclusi

esor de la universidad ha observado que el 30% de sus
legan tarde a su clase, si cuenta el grupo con 60 alum
es la probabilidad de que en la proxima clase lleguen
personas tarde al saldon de clase?

sin hacer cdlculos, el nombre de la distribucidn de pro
que utilizaria para obtener la solucion a los siguien-
emas:

romedio de accidentes de trdnsito en una ciudad es a
n de 72 por dia. ¢Cudl es la probabilidad de que el
de mafiana ocurran mas de 20 accidentes?

DISTRIBUCION

aberinto tiene un corredor recto y al final una bifur-

n en la que se puede escoger entre ir a la derecha o
izquierda, se llegard a la salida solamente si se se-
iona el camino de la izquierda. Si al laberinto entran
personas, una por una, &cual es la probabilidad de qué
de ellas 1leguen a la salida?

DISTRIBUCION
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c)'&Cué] es la probabilidad de que un alumno que presenta un
examen, utilice mids de dos horas para resolverlo?

DISTRIBUCION

10. La distancia "x" a la cual un competidor puede efectuar un ti-
ro, en una competencia de lanzamiento de jabalina, se considera
que es una variable aleatoria con distribucidén normal con para-
metros u =50 m y oxz = 25 m*. Si el competidor en cues-

tion efectiia un tiro, calcular la probabilidad de que su lanza-
miento:

a) Haya sido de mds de 55 m.

b) Haya sido entre 50 y 60 m.
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TEMA IV
VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS



1. Sea la v. a. x el nimero de &xitos que se pueden obtener en
Tos tres primeros ensayos de un experimento aleatorio que consta
de cuatro ensayos independientes de Bernoulli, y sea la v. a.

Y una variable que representa el niimero de éxitos que se pueden
obtener en los dos G1timos de estos cuatro ensayos. Considerando
que la probabilidad de éxito en cada ensayo es de 0.25, determi-

nar:

a) La funcidon de probabilidad conjunta de las variables alea-

torias x y vy.

70

b) Las funciones de probabilidad marginales.

c) Las grdficas de las funciones de probabilidad obtenidas en

los incisos anteriores.

Solucidn:

Todos los posibles resultados del experimento aleatorio y sus

correspondientes probabilidades son:

P(»)

Ensayos
EEEE
EEETF
EETFE
EEFTF
E F EE
EFETF
EFFE
EFFF
FEEE
FEETF
FETFE
FETFTF
F FEE
FFETF
FFFE
FFPFF

0.25"
0.25%(0.75)
0.25%(0.75)
0.252(0.75)2
0.25%(0.75)
0.252(0.75)2
0.25%(0.75)2
0.25 (0.75)3
0.25%(0.75)
0.25%2(0.75)2
0.25%2(0.75)2
0.25 (0.75)°
0.25%2(0.75)2
0.25 (0.75)%
0.25 (0.75)3
0.75"

0.004
0.012
0.012
0.035
0.012
0.035
0.035
0.105
0.012
0.035
0.035
0.105
0.035
0.105
0.105
0.316

A partir del espacio muestral,

las variables aleatorias

los valores que pueden tomar
X y Y son respectivamente:
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Ensayos X Y
EEEE 2
EEETF 1
EEFE 2 1
EEFF 2 0
EFEE 2 2
EFEF 2 1
EFFE 1 1
EFFF 1 )
FEEE 2 2
FEEF 2 1
FEFE 1 1
FEFF 1 0
FFEE 1 2
FFEF 1 1
FFFE o 1
FFFF 0 0

a) La| funcidn de probabilidad conjunta se forma a partir de
la| tabla anterior, obteniéndose:
Y
' 0 1 2
0 . 0,316 0.105 .0.000
1 32(0 105) = 0.210 |2(0.035) + 0.105 = 0.175 0.035
2 ' olo3s 2(0.035) + 0.012 = 0.082 | 2(0.012) = 0.024
3 0,000 0.012 0.004
b) Las funciones marginales son:
x fx(x) ;
0 0.316 + 0.105 + 0 = 0.421
1 0.210 + 0.175 + 0.035 = 0.420
2 0.035 + 0.082 + 0.024 = 0.141 !
3 0 + 0.012 + 0.004 = 0.016
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fy(y)

0.316 + 0.210 + 0.035 + 0 = 0.561
0.105 + 0.175 + 0.082 + 0.012 = 0.374
O . +0.035 +#0.024 + 0,004 = 0.073

!N-—-o~<

c) Las graficas de cada una de las funciones de probabilidad
obtenidas anteriormente son:

fXY (x.y)
[y

103

0.2

2 2
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2. En yn automdvil de seis cilindros se colocan al azar cuatro bu
jias marca A y dos marca B, meses después el automfvil requie
re cambio de bujias.

Sea|x la variable aleatoria asociada a la primera bujfa extrai
da la|cual tomard el valor de uno si la bujia es marca A y dos
si es|marca B. Asimismo, sea v la variable aleatoria asociada a
la segunda bujfa extrafda la cual tomari valores en la misma for

ma que

Ta variable aleatoria x.
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Obtener:

a) La distribucidn de probabilidad conjunta de las variables

aleatorias x e v, f (x, y).
X, Y

b) Las distribuciones marginales

fx(x) Yy fY(Y)

c) La media y la variancia de cada una de las variables alea-

torias.

d) La distribucidon de probabilidad condicional de x dado que

y = 2.

e) La distribucidn de probabilidad condicional de y dado que

x = 1.

N . PR s 2
f) La covariancia y el coeficiente de correlacion.

Solucidn:

El espacio muestral del experimento aleatorio es:

46

Los valores que toman las variables aleatorias X e

tienen a partir del espacio muestral:

Eventos P(°)
12

ANA -3—0=0.40
8

ANB 33—0.27
8

BNA ﬁ—0.27
2

BNB —3-6-=0.07
Y se ob-

Eventos

A A

w w
o » w

NN e o X
N = N K
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a) La funcidn de probabilidad conjunta es:

b) Las funciones de probabilidad marginales son:

x P (x) y | P, (y) |

[l
]
4
ls

1 0.40 + 0.27 = 0.67 1 0.40 + 0.27 = 0.67

i . H
L2 | o0.2740.07=0.32_|

20| 0.27 + 0.07 = 0.34

c)
2 2
E{x} = I «x Px(x) E{ly} = I y p_(y)
Y
y=1 x=1
desarrjollando

E{x} = 1(0.67) + 2(0.34) ; E{y} = 1(0.67) + 2(0.34)
E{x} = 1.33 ; E{y} = 1.33
o f = Elx}* - ({xh? ; oy? = Ely}? - (E{y}?

2 2 2 2 2

= 2 A
E{x*’} = I x Px(x) P E{y?} y£1 y PY(y)
x=1
E{x%} = (1)2(0.67) + (2)2(0.34) ; E{y*} = (1)20.67 + (2)2(0.34)
E{x’} = 2.00 ; - E{y*} = 2.00
E{x} = 1.33 ; E{y} = 1.33
sustituyendo
o f = 2.00 - (1.33)2 ; 0. % = 2,00 - (1.33)
x Y
2 - : g ? =0.2
o, 0.22 ; v 2
4a)
Py Y(x, y)
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\ x leY(x‘y = 2)
0.27 .
! 0.34 - 0-8¢
0.07
2 | o3at %20
e)
(x, y)

_ Px
P\(lx(”lx =N - P (x = 1)

Yy PY\X(YIX = 1)
0.40
1 mﬂo.ﬁo
0.27
12 '6-.6_7=0.40

£)

Oxy = E{xy} - E{x} E{y}
2 2

E{xy} = I I xvy Py Y(x, y)
x=1 y=1 !

= (1) (1) (0.40) + (1)(2)(0.27) + (2) (1) (0.27) +(2)(2)(0.07)

E{x} = 1.33

]
-
.
w
w

E{y}

sustituyendo

1.73 - 1.33(1.33)

Q
1]

4] = - 0.04

por @ltimo, el coeficiente de correlacidn es:

D %xy

px b4 g _GC
X 'y
g = - 0.04



sustituyendo

3. Dad

=
b)
c)
d)

Soluc

a)

al gr
cumpl

y

o - - 0.04

* Y 0.22 /0.22
= - 0.20

d la siguiente funcidn densi#ad de probabilidad conjunta
M3yt + 4 x%) 0<x <1
: 14
y o= 0<y<2
fx,y(x'y) ) -7 =
0 c.o.c.

Verificar que es una funcidén densidad de probabilidad.
Obtener la probabilidad de que x> 0.5 'y y < 1.2
Obtener las funciones marginales fx(x) y fY(y)

Investigar si las variables aleatorias son independientes.

ién:

Fara que la funci&n sea funcidn de probabilidad se deben
¢umplir las siguientes condiciones:

o - o
£, ,(x, y) dy dx = 1
- i =00 X, ¥ !
>
fx' Y(x, v) >0 ¥ x

¥y

Lficar la funcidn se observs que la segunda condicidn se
t para todo valer de X y de Y@
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sustituyendo la funcidn en la doble integral

('2!"13 2
i i; 2(1 ';44)() dx dy = 1

20 o

integrando
2 1
3 r 4 3 |
13, . (x y + 3 X ¥ o) dy
rz 2 2
3., I =1 ¥ = 1 -
4., 3Y% =373 1 (B =1
b) 1.0 1.2
2
P(x> 0.5 , y < 1.2) = T% [ r y(1 + 4 x%) dy dx
—_ b ]
. 4o0.57/0
1.0 _2 1.2
= 3 Y_ (1 + 4 x2) dx
14
0.5 'o



‘~ 1.0
27 2
= — + 4 dx
175f t x7)
0.5 . _
1.0
27 4 3
= 155 (x + 3 x )
0.5
27 17 2
c— — - — = 0. 71
=775 373 25
c) ) . 2
2 2
3 2 - 3 o 2 2
fx(x)=ﬁj (y + 4y x’) day =q7 U5+ 2y x°)
0 0
3 2
= T3 (2 + 8 x°)
1
3 1 3 3
fY(Y) = TIIJ. (y + 4y x‘) dx = -7 (xy + sy x°)
0 0o
3 4 1
=73 Wr3¥) =3Y
d) si las variables aleatorias son independientes se debe cum
lir que:
fx'Y(x, y) = fx(x) fY(y)
sustituyendo
2
3y(1_+ 4 x*) _ 3 2, 1
13 12 (2 + 8 x°) (2 Y)
simplificando
3y(1 + 4 x*) _ 3y(1 + 4 x%)
14 14
por lo tdnto, las variables aleatorias X e Y son independientes.
4. Dos variables.aleatorias tienen la siguiente funcidn densidad
de probabilidad conjunta. :
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J K(x + y) 0 <x <1

= < <1

fx, Y(x, y) x <y <
0 c. o. C.

a) Calcular el valor de K
b) Calcular la probabilidad de que x < 0.7 e y > 0.4

c) Obtener la funcidn de probabilidad de Y dado x (lex(ylx))

Solucidn:

a) El espacio muestral de las variables aleatorias es:

para que la funcidn dada sea una funcidn de probabilidad se de-
be cumplir que:

i £ (x ) a dx = 1
X Y Y
j:_oo J’_m 'Y !

ademés

>
fx,Y(x, y) > 0 ¥ x

¥y

sustituyendo

11
\J'JK(x+y)dydx=1
0Jx

efectuando las integrales

1 1
2
K‘§- (x y + Xf ) dx = 1
0 x



K (%+x-—»—xz)dx-1
0
1
%(x + x2 - x%) = 1
0
K.=2

se observa que la condicidn fx Y(x, y) > 0 tambié&n se cumple

. ’
para cualquier valor de X e Y, por lo tanto, la funcidn densidad
de probabilidad conjunta es:

2(x + y) 0¢x 1
fx’ (X ¥) = x ¢y g1
"] C. 0. C.

b)

i . 2
0.5 07 TX
0.5 1
P(x £0.7 ; y > 04) =‘S J 2(x + y) dy dx +
0 0.5

0.7 1 )
J J— 2(x + y) dy dx
. 0.5 x

efectuando las integrales

0.5 1 1/2 2 1
2(X+y)dydx=2j' (x y + L) dx
0 0.5 0 ‘ 2 172




n
lem
+
»lw
%

1)
o
.
w

de igual forma:

0.7 1
2(x + y) dy dx
0.5 X

0.7 2
= 2 (xy+Y_2
0.5 x
0.7 1
T
0.5
0.7
= x + x* - x?
0.5

0.847 - 0.625

0.222

por Gltimo, sumando las integrales

P(x < 0.7 ; y > 0.4) = 0.500 + 0.222 = 0.722
c)
£ (x, y)
_ X,
lex(le) T (x)
X
siendo la funcidn marginal fx(x) igual a

1
fx(x) =J' 2(x + y) dy
x

integrando, se obtiene

2
(x) =
fx Lo
sustituyendo
2
fylx(YlX) =7 )
5(1 + 2 x - 3 x?)
simplificando:
_ 4(x + y)
fylx(y]x) e

1 +2x - 3 x?



83

5. Obtener la funcidn densidad de probabilidad conjunta a partir
de la siguiente grafica:

f(xy)

—_—

solucidn:

oOobservando la grdfica, los valores que pueden tomar 1las varia-
bles aleatorias X e Y son respectivamente:

1<x <6

2 <y <4

por lo tanto, el espacio muestral es:

AR
SN

v

-
[« 4 I S
x

efectuando un corte transversal de la figura en un punto X = x
se obtilene en el plano (z = f(x, y), y) lo siguiente:
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1
¥4
]

2'!--“y-—-i 4 Vy

por tridngulos semejantes:

4 -2 _(y-2)
K Z

despejando 2
- 2
72 = f(x, y) = y - 2) K

2

por lo tanto, la funcidn se puede escribir como sigue:

(;—y-1)1< 1<x<6
f(x, y) = 2 <y<4
0 c. 0. C.

para que la funcidn sea densidad de probabilidad se debe cumplir
que ésta sea positiva para todo valor de X e Y, lo cual se obser
va que si se cumple en la grdfica del enunciado del problema, =
ademds su volumen debe ser igual a la unidad, &sto quiere decir
que:

6 4 1
J (E y - 1)K dy dx = 1
1 2

de 'aqui se obtiene el valor de K, efectuando los cllculos:

uj=
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finalmentle, la funcidn densidad d‘e probabilidad conjunta es:

[ ‘

[g%-n 1<x<6
fx,Y(x,y)= 2 <y<4

Lo c. 0. c.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Obtener la covariancia y el coeficiente de correlacidn del
ejercicio nimero uno de los problemas resueltos.

2. Verificar que el coeficiente de correlacion del ejercicio nime
ro tres de los problemas resueltos es igual a cero.

3. A partir del ejercicio nimero cinco de los problemas resueltos
obtener:

a) Las funciones marginales
b) E1 coeficiente de correlacidn

c¢) La funcidon densidad de probabilidad de x dado v

(fg g (X 19

4, Obtener la funcion densidad de probabilidad conJunta a partir
de la siguiente grafica:

5. Obtener las funciones marginales flx) y £.(y) Y las fun-
ciones condicionales £y Y(xly) y fy|x(YlX) de la funcidn den-
sidad de probabilidad del problema anterior.
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TEMA V .
TEOREMAS SOBRE CASOS LIMITE
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1. Dada una v.a. x con funcidn densidad de probabilidad descono
- ¢ida con media igual a 2 y desviacidn estdndar igual a 0.05, ob=
tener el intervalo mds corto alrededor de la media que contenga
cuando menos el 92% de los casos.

.

Solucidn:

Como no se conoce la funcidn densidad de probabilidad de la v.
a. X entonces es necesario utilizar la desigualdad de Tchebychev

fx(x)

4

=

x

[ ",
N
~

el

como el intervalo pedido debe contener al menos 92% del drea en-
tonces:

1> 1.92

despejando k

v
w
.
wn
S

tomando el valor limite k = 3.54 se obtiene que las cotas del
intervalo son:

u -k o =2 - 3.54(0.05) = 1.82

U+ k o =2 4+ 3.54(0.05) = 2.18

si se toma un valor de k > 3.54, por ejemplo k = 4, las cotas
del intervalo ser@n:

U, +k O =2 + 4(0.05) = 1.80

W, -k 0. =2 - 4(0.05) =220

se observa que para cualquier valor de k mayor de 3.54, el inter
valo que resulta es mads grande, por lo tanto, el intervalo més
corto alrededor de la media que contiene cuando menos el 92% de
los casos es:



- 3. < x < .
Uy 3.54 0 <x < L + 3.54 °x

2. E1 tiempo promedio de recorrido entre dos estaciones de una ru
ta de] metro es de 1.55 minutos con una desviacién estdndar de
0.8 minutos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de due el tiempo de recorrido entre

dos estaciones se encuentre entre 1.55 +iminuto ?

b) Suponiendo que la experiencia aleatoria tiene distribucign
normal, repetir el calculo del inciso anterior.

sélucibn:

a) Como no se conoce la distribucidn de probabilidad es necesa
rio estimar ésta mediante el teorema de la desigualdad de

Tchebychev
fooo
/ es i
) £00 desconocida
s
e N
L ! X
A
- 1
P(ux k g, 2x < M+ k ox) > 1 - —

x?

sustituyendo los valores de ux y Ox se obtiene:

¢y

.fx()o desconocida
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P(1.55 - k(0.8) < x < (1.55 + k(0.8) > 1 - —
X

despejando el valor de k de cualquiera de los dos intervalos

ux - k ox = 0.55 ux + k cx = 2.55
_ 1.55 - 0.55 2.55 - 1.55
k 0.8 ko= 0.8
k = 1.25
sustituyendo

P(0.55 < x < 2.55) > 1 -

v
o
.
w
o

b) Suponiendo distribucién normal de probabilidad:

#Tx(x)
e e e ) (ORI SR ’
055 255 X
155
estandarizando
0.55 - 1.55 " 2.55 - 1.55 _
z = 58 =-1.25 ; z= =5 = 1.25

utilizando tablas de la distribucidén normal estédndar

P(0.55 < x < 2.55) = P(-1.25 < z < 1.25) = 0.79

Comparando los resultados se observa que aiin cuando son dife-
rentes el teorema de la desigualdad de Tchebychev se s~tisfuce.

3. Calcular la probabilidad de obtener un miximo de tres éxitos
en 100 ensayos independientes de Bernoulli.
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a) Utilizando la distribucidn binomial
b) Aproximando con la distribucion normal

Consjderar p = 0.05.

Solucibn:

a) Utilizando la distribucidn binomial

hMw

P(x K 3) = P (x)

x=0

px(o) + Px(1) +‘Px(2) + px(s)

100 100",
( (0.05)°(0.95)!°° +(\ ) (0.05)! (0.95)°%° +
0 1

100 100
( (0.05)2 (0.95)°%% + (0.05)3 (0.95)°%7
.2 3

efectuando operaciones:

P(x < 3) = 0.006 + 0.031 + 0.081 + 0.139
= 0.257

bi Aproximando con la distribucidn normal.

Efectuando un ajuste por continuidad la probabilidad busca-
da es:

P(- » < x < 3.5)

“#
|
w !
(5]
|
i
|
|
i
x 4

estandarizando

, = _3:5=100(0.05) _ _ 4 4o

. /100(0.05) (0.95)

leyendp en tablas de la distribucidn normal estédndar:

p(-® < x < = 3.5) = pP(-» <z < - 0.69) = 0.245
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4. La demanda de cierto producto en un almacén, se ha observado
que tiene distribucidn de Poisson, con pardmetro. A = 15 unida-
des diarias.

Si el encargado del almacén desea disponer de 20 unidades en
un dia écudntas veces al mes se puede esperar que tenga faltan-
tes? :

Solucidn:

Para que haya faltantes, la demanda x tiene que ser mayor de
20 unidades por dia, &sto es P(x > 20), utilizando la distribu-
cidn de Poisson.

© X 20 X
P(x> 20 = I e %~ r Be??
x=21"" x=0 *

aproximando con la distribucidn de probabilidad normal

‘rfx(X)

— »—bo-x=fx=15

SN
///, ; 4422% R

Mx=pz15 205 X

My, = A =15

estandarizando

z = 20.5 -~ 15 _ 1.42

/15

leyendo en tablas de la distribucidn normal estindar, se obtie-
ne:

P(x > 20.5) = P(z > 1.42) = 0.077

finalmente , si el mes tiene 30 dfas entonces el 7.7% de estos
dias se puede esperar que haya faltantes

30(0.077) = 2.31 dias
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5. Reffiriéndose al problema anterior, calcular la probabilidad
que x > 20 unidades diarias, sin utilizar la aproximacidn de
distribucidon normal.

Solucidn:

Utilizando directamente la distribucidn de Poisson

20 x
P(x > 20) = 1 - L lg_ e 15
X
x=0

con ay

se obt

<
p 15 e L g.017

por 1lo| tanto
P(x > 20) = 1 - 0.917

= 0.083

a partir de este resultado se observa que la aproximacidn dada
por la|distribucidn normal tiene un error de

0.083 - 0.077 _
e, = 5083 7.23%

el cuall se considera aceptable.
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TEMA VI

ESTADISTICA DESCRIPTIVA



1. Durant
guientes
presa

Con esta
a) Cons

b) Dibu
no d

c) Calc
d) Calc

-e) Calc
cien

Solucidn:

a) Las
se;
60.9
cada

1 95

e|la &poca de Tluvias del afio pasado se tomaron las si-
ecturas en metros, referentes al nivel del agua en una

46.6 47.8 51.4 45.6 45.5
55.2 59.6 43.2 . 47.5 52.8
50.1 43.2 52.8 51.2 50.9
47.7 43.3 49.3 54.5 42.8
51.2 46.6 43.1 48.4 53.6
54.8 50.1 59.3 46.2 55.5
49.2 46.9 40.4 49.8 60.9
48.8 43.4 49.1 52.9 50.2
56.3 51.1 48.1 46.6 41.2
53.6 53.8 55.8 52.4 40.3
46.4 51.8 49.7 45.1 49.3
44.6 52.8 53.6 40.5 48.6
50.2 58.4 53.7 56.8 42.9
48.4 42.4 54,7 51.6 50.2
informacion:

tiruir la tabla de frecuencias cbrrespondiente.

jlar el histograma de frecuencias relativas y d poligo-
el frecuencias acumuladas.

ular la media, mediana y moda.
ular la desviacidn estdndar

ular el coeficiente de asimetria de Pearson y el coefi-
te de aplanamiento.

dbservaciones se agrupardn en siete intervalos de cla-
los valores méximo y mInimo en la tabla son 40.1 y

| la diferencia es 20.8, por lo tanto, la amplitud de
intervalo de clase es de 21/7 = 3.

Como limite del intervalo se tomard 40.05

* *
Intervalos Marca fi Fi fi Fi
de '
Clase
40.05 - 43.05 41.6 7 7 0.10 0.10
|43.05 - 46.05 44.6 9 16 0.13 0.23

46.05 - 49.05 47.6 14 30 0.20 0.43
49.05 = 52.05 50.6 18 48 0.26 0.69
52.05 - 55.05 53.6 13 61 0.18 0.87

55.05 - 58.05 | 56.6 5 |66 [0.07 | 0.94
58.05 - 61.05 59.6 4 70 0.06 1.00
b) En la|siguiente figura se muestra el histograma y el polf-

. _gono de frecuencias, acumuladas:
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st
18,
16
14 .
12 \
101 )
8 1 / \
6F / \
4 _\'\
21 ; ‘
L + + + + + — + >
416 446 476 506 536 566 596 X
Fi
4
704
661
514
48+
301
164
74+
4005 4305 4605 4905 5205 5505 5805 §105 X
c) Media
- 17 e =—‘-[(41.6) (1) + (44.6)(9) +...+(59.s)4]
X =;1-i£1 ivi 70 | A

= 49,8286



mediana

Se cons
del inter

moda

Se cons
intervalo

d@) La dg

sustituye|

iderard el valor dela mediana como la marca de clase
valo donde se encuentra el 50% de las observaciones.

mediana = 50.6

iderard el valor de la moda como la marca de clase del
de mayor frecuencia

moda = 50.6

psviacidn esténdar es:

7 =2
- 1 (t, - x)° £,
Sx \/ n i§1 i *

ndo

- 1
SxN70

efectuando

e) Coef
sustituyse

coeficien

donde m?
2

dia, por

1
mn*w

\

[(41.5 - 49.8)2 7 + (44.6 - 49.8)% 9 +...+ (59.6 - 49.8)* 4]

operaciones

iciente de asimetria de Pearson

- media - moda

s
x

C.A.P.

ndo valores:

49.8 - 50.6
C.A.P. = 1.8 = - 0.17

te de aplanamiento

es el cuadrado del segundo momento respecto a la me-

lo tanto, es la variancia y my, cuarto momento, es:

[(41.6 - 49.8)" 7 + (44.6 - 49.8)" 9 +...+ (59.6 - 49.8}" 4]
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efectuando operaciones:
my = 1268.26

sustituyendo

1268.26
C.A. = —22.80 - 55.63
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PROBLEMAS. PROPUESTOS

1. Una prueba de habilidad que consistio en medir el tiempo que
una persona tardaba en armar un rompecabezas, fue aplicado a un
grupo de 60, los resultados que se obtuvieron, dados en minutos
fueron Jos siguientes:

7.3 11.5 6.1 15.5 10.1 14.2
9.5 16.7 13.7 13.7 13.3 16.3
6.6 14.6 10.2 17.2 12.5 14.8
14.4 17.6 13.2 15.5 9.8 17.9
9.8 16.8 10.2 14.8 9.6 15.7
11.6 18.6 8.7 15.6 8.5 17.3
9.8 14.4 15.9 13.9 10.6 15.6
12.2 16.2 11.7 15.4 9.4 14.4
14.4 12.2 17.8 . 14.6 14.7 12.5
12.6 13.2 14.1 11.6 7.7 13.0

Obtenep:

a) La tabla de frecuencias.

b) E1 histograma y el poligono de frecuencias acumuladas.

c) Los| pardmetros de tendencia central: media, mediana y moda.

d) Los| pardmetros de dispersidon: rango, variancia y desviacion
estandar.

e) E1 coeficiente de asimetria de Pearson y el coeficiente de
aplgnamiento.
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TEMA VII
INFERENCIA ESTADISTICA
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1. Una'pohlacién esta compuesta por los siguientes nimeros:

{4, 5, 6, 7, 8}

a) Calqular la media y la desviacidon estdndar de la poblacidn.

. b) Obtener todas las posibles muestras de tamafio dos que se
puedan obtener con reemplazo.

c) La distribucidn de las medias muestrales.

d) Calgular la media y la desviacidn estdndar de la distribu-
cion de medias muestrales.

e) Comparar los resultados de los incisos a y d.

Solucidn
a)

o= 4 + 5 +56 + 7 + 8 _ 6

2 (4d-6)%+(5-6)24+(6-62+(1-62+(8-6*_,
x 5 . -

g = V2

.4

b) Todas| las muestras posibles de tamafio dos con reemplazo son:

c) Lavmeiia de cada muestra es:

por lo tanto, la distribucidn de medias muestrales es:

A PR
325 1
425 o
3ps | ol [
2R5 LA I B !
1125 . | ‘ i I
i 45 5 55 6 65 7 715 & %
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d)

) 1
b = 3% [4 + 2(4.5) + 3(5.0) +...+ 2(7.5) + 8 ] =6

3%- [(4 - 6)%2 + (4.5 - 6)2 2 +...+ (7.5 - 6)2 2 + (8 -6)2]

2. E1 peso promedio de las personas adultas en una poblacidn es
de 70 kg con una desviacidn estdndar de 15 kg. Calcular la proba
bilidad de que nueve personas al azar que utilizan un elevador
rebasen su limite de seguridad que es de 720 kg. Considere que
el peso de las personas adultas tiene distribucion normal.

Solucidn:
Los pardmetros de la poblacidn son:

My = 70 Kg Ox = 15 Kg

como la poblacidn tiene distribucidn normal entonces la distribu
cidén de las medias de las muestras tendrd tambi&n distribucidn
normal con par@metros:

u;=ux=70!(g

N
w

= 5 Kg

5 ls®
al

la probabilidad de que se rebase el limite de seguridad del ele-

- 720 _
vador es igual a P(x > —3—), como x es normal entonces, es-
tandarizando:



Z= %= "3
x
siendo x igual al peso promedio de las nueve personas en el
elevador _ 720
. x-——=80
9
sﬁsti:uyendo
7 = 80 70 =2

3.

Con

‘P(x > 80) = P(2Z > 2)
=1 - P(2 < 2)
=1 - 0.9772

0.0228

el fin de estimar la duracidon media de las 1lantas para au-

tomovil producidas por una fabrica, se seleccionaron al azar 36
1lantias de ta produccidon mensual de la fabrica, al probarlas en
un laboratorio se obtuvo que su duracion promedio era de 40,000
Km, con una desviacion estdndar de 4,000 Km.

Estlimar con un nivel de confianza del 90% la duracién promedio
de toda la produccion de 1lantas. Considere a la poblacidn con
distribucion normal.

Soluc

idn:

Carjacteristicas del problema:

Tipo: Estimacidn por intervalos de confianza de la media de

una poblacidn. .

Distribucidn de la poblacidn: Normal

Tampfio de la poblacidn: Se considera infinito.

Tampfio dela muestra: Grande (n > 30)

Teniendo en cuenta las caracteristicas del problema, el inter

valo

de confianza que se debe utilizar es:

X -3z < U < x4+ 2Z
. - X - [+

B [

c

31"
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sustituyendo valores:

40,000 - z_ 2290 <y < 40,000 + z 2020
/3 x /36

el valor critico 2 al 90% se obtiene de las tablas de la dis
tribucidn normal esgéndar, siendo este igual a 1.65, efectuando
las operaciones se obtiene:

38,900 < p_ < 41,100

4. Un dia al azar se toma una muestra de 10 varillas de la produc
cion de una planta, al probarlas a la tensidn hasta la ruptura
se obtuvo una resistencia media de 4800 Kg/cm? con una desviacidn
estandar de 200 Kg/cm?. Estime la resistencia media de las vari-

1las con un nivel de confianza del 95%.

solucidn: ) .
Caracteristicas del problema:

Tipo: Estimacidn por intervalos de confianza de la media de una
poblacidn.

Distribucidn de la poblacidn: Se supondrd normal

Tamafio de la poblacidn: Infinito.

Tamafio de la muestra: Pequefia (n < 30)

Teniendo en cuenta lo anterior, el intervalo de confianza para
estimar la media de la poblacidn de varillas es:

S

x -t SH <X 4 X
n-1 ¢ Va-1
sustituyendo valores:
4800 - t_ 200 < ¥y < 4800 + ¢ 290
/9 ¢ Vs

elvvalpr critico t al 95% se obtiene de las tablas de la dis
tribucidn t de Student con v = 9 grados de libertad, siendo
igual a 2.26, efectuando las operaciones:

4649.4 < ux < 4950.6



. 105

5. Una|cisterna que abastece de agua a una zona urbana recibe se-
glin las observaciones diarias del 'G1timo mes un promedio de
100 m}/dia, con una desviacidn estdndar de 12 m®/dia. Simulta-
neamente se observd que el consumo de agua tiene una media de
90 m®*/dia, con una desviacidn estindar de 16 m®/dfa. Estimar
con un nivel de confianza del 80% la diferencia media que existe
entre|el abasto y el consumo. Considerar ambas poblaciones nor-
males

Solucidn:
Caracteristicas del problema:

Tipo: Estimar por intervalos de confianza la diferencia de me
’ dias poblacionales.

Distribucidn de las poblaciones: normales
Tamafio de las poblaciones: Se consideran infinitas.
Tamafio de las muestras: Grandes (na > 30, nb > 30)

Tenilendo en cuenta estas caracteristicas el intervalo de con-
fianza adecuado. es:

- _ T 3 a b
S T N TN e

®1R %

el valogr critico 2z al 80% se obtiene de las tablas de la distri-
bucidn normal esfandar, siendo igual a 1.285, sustituyendo:

—_
162 122 . 162 122
(100 1 90) - 1.285 | 35— + 35— < W,~W, < (100 - 90) + 1.285 [o5—+ 35

efectupndo operaciones

6. Una |fabrica de acumuladores afirma que su producto tiene una
vida media GUtil de 5000 horas. Un ingeniero que desea comprar es
te tipo de acumuladores prueba 32 de ellos y observa que tienen
una vilda media GUtil de 4700 horas con una desviacion estandar
de 160 horas.

Puede pensar el ingeniero con un nivel de confianza del 90%
que 1a afirmacidon del fabricante es correcta?
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Solucidn:
Caracteristicas del problema:

Tipo: Decisidn estadistica de la media de una poblacidn.
Nivel de significacidn: 10%

Tamafio de la muestra: Grande (n > 30)
Planteamiento de la hipdtesis:
Ho: ux = 5000 horas
Hy: ux < 5000 horas

prueba de la hipdtesis:

Debido a las condiciones del problema se debe considerar el va
lor critico Zc, como la prueba es de una sola cola, entonces:

se acepta H,; se acepta Ho

t

)
fZ(Zo

« =10 %

X/E%///' N~

i[‘ e

il o L
2c=? | 4

Z , se obtiene consultando las tablas de la distribucidn nor
mal estdndar o = 0.10, el valor de z, es - 1.285.

Regla de decisidn:

Se acepta la hipdtesis nula (Hy) si 2_ > - 1.285, en caso

contraio se rechaza y se acepta la hipétegis alterna (H,).

calculando el valor critico Zc, con los datos del problema:

z = il S

o= g
X

como la muestra es grande y la poblacidn se considera normal es
valido sustituir la desviacidn estdndar de la

.0, 'se desconoce, entonces:

muestra ya que
x

X - ¥
x _ 4700 - 5000 _ _
z = —5 = 760 = - 10.6

e 32
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de decisidn:

zZ = - 10.6 < - 1.285

tanto:

chaza la hipdtesis nula (Hy) y se acepta la hipdtesis al-
(H;) .

nte el colado de una losa de concreto en un edificio, se
n-seis cilindros de concreto los cuales al probarlos a la
2 tuvieron una resistencia media de 240 Kg/cm® con una des
n estandar de 8 Kg/cm?. En cambio al colar otra losa en la
obra con un concreto al cual se le agregd un aditivo los
ados de una prueba idéntica a la anterior arrojaron media
a 250 Kg/cm? con una desviacion estdndar de 9 Kg/cm?. Supo
que la distribucidn de probabilidad de las poblaciones es
con desviaciones estdndar iguales, se puede afirmar con
0] de confianza del 99% que el aditivo incrementa la resis
del concreto? :

dn :

risticas del problema:
Decisidn estadistica con respecto a la diferencia de me-
dias de dos poblaciones. N

I de significacidn: 1%

o de las muestras: Pequefias (n < 30)
eamiento de la hipdtesis
Ho: H1 = U2

CHy: Uy > M2
a de la hipdtesis:
as condiciones del problema se debe considerar el valor
tc' Como el problema es de una sola cola, entonces:
se acepta Ho se acepta H)

e}
ft(to)




108

t se obtiene consultando las tablas de la dis;ribucién t
de Student con a = 0.01 ycon V=6+6-2= 10 grados de
libertad, el valor de tc es 2.76.

Regla de decisidn:
Se acepta la hipdtesis nula (Ho) si t_< 2.76, en caso contra

‘rio se rechaza y se acepta la hipdtesis dlterna (H;)

El valor critico tc se calcula con los datos del problema
como sigue:

£ = (x1 - x2) -(u1 - ua) nin2(n; + ny - 2)
c 2 +n
N nlst + nzS: ni 2

sustituyendo valores:

£ = 10-0 / 6(6) - (6 + 6 - 2)
© Ve + 6T | 6 + 6

efectuando operaciones:

t = 1.86
c

Toma de decisidn:

t = 1.86 < 2.76
Cc

por lo tanto:

Se acepta la hipdtesis nula (Ho) y se rechaza la hipdtesis v
alterna (H,).

Cabe hacer la aclaracidn que como se consideraron a las desvia
ciones esti@ndar de ambas poblaciones iguales no fue necesario -
probar esta hipdtesis.

8. E1 tiempo que tardan las cuadrillas de una constructora en ten
der un material es de 5 minutos con una desviacidén estandar de
1.5 minutos. Si se permite la rotacidon de los trabajadores, si-
tuacidn que antes no era posible, y se observa durante 15 dias
que la desviacion estandar se incrementa a 2 minutos. Se puede
afirmar con un nivel de confianza del 90% que la rotacidn de los
trabajadores origina un incremento en la desviacidon estidndar del
rendimiento de las cuadrillas?

Solucidn:

Caracteristicas del problema:
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b: Decisidn estadistica respecto a la desviacidn estédndar
de una poblacidn.

el de significacidén: 10%
hteamiento de la hipdtesis:
Ho: Ox = 1.5 minutos

Hi: dx > 1.5 minutos

eba de la hipdtesis

ido a que es un prdblema sobre desviacidén esténdar, se de-~
ilizar el valor critico X°. Como la prueba es de una so-
La

£(x2)

4 =010

.
TTTTTTI\ . °

! x2=7 2

se obtiene consultando las tablas de la distribucidn ¥
2
a = 0.10 con VvV = 15 - 1 = 14 grados de libertad, el va-
2 es 21.06 .
la de decisidn:
acepta la hipdtesis nula (Hp) si X2 £ 21.6 en caso contra

e rechaza y se acepta 1la hipdtesis alterna (H) .

rulando el valor de X% con los datos del problema:

2
DSk _15(2)2
a2 (1.5)2
X

X2 = = 26.66

h de decisidn:
X2 = 26.66 > 21.06

b tanto:

rechaza la hipdtesis nula (H,) y se acepta la hipdtesis

alterna (H:)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Una empresa desea estimar el tiempo promedio que requiere un
empleado para llegar a su trabajo. Se tomd una muestra_aleato-
ria de 36 empleados y se encontrd que la media fue de x = 40
minutos. Suponiendo una desviacion estandar o = 12 minutos,
obtener un intevalo de cofianza para estimar l1a media de la po

blacion con un nivel de confianza del 95%.

2. Una ciudad se abastece de energfa eléctrica por medio de dos
plantas termoeléctricas. En los dGltimos 40 dias se observd que
la termoeléctrica A generd en promedio 100,000 Kw/h con una -
desviacidon estandar de 8,000 Kw/h, por su parte la termoeléc-
trica B generd en promedio 150,000 Kw/h, con una desviacion es
tindar de 10,000 Kw/h. Estimar con un nivel de confianza del
90%, la energia media que recibe la ciudad.

3. Con el fin de verificar que el contenido de los frascos de co
lonia que produce una compafiija es de 100 cc. se tomé una mues-
‘tra de 144 frascos y se encontrd que el contenido medio en ca
da frasco fue de 99 c.c. con una desviacion estandar de 4 c.c.
tExiste una diferencia significativa entre el valor observado
de 99 c.c. y el deseado de 100 c.c.? Utilice un nivel de signi

ficacién o = 0.05.

4. La altura media de 50 estudiantes de un colegio que tomaron
parte en pruebas atléticas fue de 1.82 metros, con una desvia
cion estandar de 0.25 metros, mientras que 50 estudiantes que
no mostraron interés en las competencias atléticas tuvieron
una altura media de 1.75 metros con una desviacién estindar
de 0.28 metros. Probar la hipdtesis de que los estudiantes
que participan en pruebas atléticas son mis altos que los -
otros, con un nivel de significacién o« = 0.10.

5. E1 suministro de agua potable a una ciudad tiene una variancia
de 1 m*/s. En los Ultimos 36 dias se realizd un aforo y repor-
td que la variancia es de 0.81 m®/s. ¢Se puede afirmar con un
nivel de confianza del 95% que la variancia del suministro de
agua no ha disminuido?
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TEMA VIII

REGRESION Y CORRELACION



112

'1, Los siguientes datos fueron obtenidos de un experimento para
encontrar la variacidon de la resistencia a la compresidn del con
creto a los 28 dias de fraguado con respecto a la relacidn agua/

cemento con que fue fabricado.

Resistencia a la Relacidn
compresidn !Kg/cmz ] agua/cemento

450 0.38

400 0.43

350 0.48

300 0.55

250 0.62

200 0.70

150 0.80

Obtener la recta de regresion de la resistencia a la compre-
sién del concreto contra el logaritmo natural de la relacion

agua/cemento.

Solucidn:

Sea X
cidn agua/cemento y sea Y

la variable asociada al logaritmo natural de la rela-
la variable asociada a la resisten-

.cia a la compresidn del concreto, entonces la tabla queda:

x b4
-0.97 450
-0.84 400
-0.73 350
-0.60 300
~0.48 250
-0.36 200
-0.22 150
la recta de regresidn que se busca es:
s Y
500 .
-K
400 | <
X
300
. X
200 : X
100
1 ) ' i “a - R -9
1 2 3 4 5 7 8 9. -x
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dtilizando el método de los minimos cuadrados y = ax + b
‘n =7 '

Ix = - 4.20 ‘ Ix? = 2.95

Ly = 2100 Ly? = 700,000

Ixy = - 1433

sustituypndo en las siguientes expresiones:

a=?2 Ixy - IxIy
n Ix? - Ix

Iy Ex? - Exy Ix

n Ix? - Ix

se obtiene:

o = 1(=1433) - (-4.2) (2100) _ _ 445 33

7(2.95) - (-4.2)2

_ 2100(2.95) - (-1433) (-4.20)
7(2.95) - (- 4.2)?

= 58.6

por lo thanto la recta de regresidn es:

y = - 402.33 x + 58.6

2. Durante los ultimos seis afios, 1a demanda de pasajeros que via
jan en [transporte aéreo ha sido como se ilustra en la siguiente
tabla:

afo pasajeros
(millones)
1972 2
1973 2.8
1974 4.1
1975 5.2
1976 6.0
1977 6.9

Investigar si es lineal la demanda histdrica del pasaje
aéreo. )
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Solucidn:
Para contestar esta pregunta, es necesario calcular el coefi-
ciente de correlacién

nixy-21Ix2ZIy

r =
— . |
\ILn L x% - (I x) ] [n I y? - (2 y)z]
siendo: R
n = 6
I x = 27 I x% = 139.2
Iy = 22 L oy? 91

Ixy= 112.1

sustituyendo valores:
6(112.1) - 27(22)

\1[6(139.2) - @ni [sion - @l

r =

]

efectuando operaciones:

r = 0.95

la demanda

con base en el valor obtenido se puede pensar que
que el resul-

histdrica del pasaje aéreo si es lineal, debido a
tado es cercano a la unidad.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

el fin de contar con informacidn suficiente para el cdlcu-
1h cimentacidn de una estructura, se realizd una prueba de
idacion del suelo donde se piensa construir, la siguiente
muestra las deformaciones obtenidas al aplicar una carga

durante| cuatro horas .

Tiempo peformacidn
(min.) (mm.)
0.08 0.168
0.16 0.190
0.25 0.200
0.50 0.218
1.00 0.238
2.00 ) 0.257
4.00 0.276
8.00 0.308
15.00 0.326
30.00 . 0.358
60.00 0.405
120.00 0.458
240.00 0.531

Obtenler la recta de regresidn del logaritmo del tiempo de apli

cacidn
cada.

de la carga contra el logaritmo de la deformacidn provo

2. Investigar si estdn correlacionados linealmente el logaritmo
del tfiempo de aplicacion de la carga y el logaritmo de la de -
formalcion, en el problema anterior. ’

3. En
tacid
una h
la si

los Gltimos 10 afios se han,tomado registros de la precipi-
n media anual asi como de la productividad en toneladas de
ectirea de tierra laborable, los resultados se muestran en
guiente tabla:




Productividad Precipitacidn media
Afio (Tn x ha) anual

(mm.)
1968 50
1969 250
1970 125
1971 300
1972 120
"1973 . 100
1974 . 500
1975 150
1976 0.5 25
1977 3.5 175

Obtener el coeficiente de correlacion entre
media anual y la produccion.

la precipitacién

4. Suponga que es factible que el peso de un recién nacido es
funcion lineal de su edad, para las edades entre 1 y 6 meses.
La siguiente tabla muestra los pesos de 10 nifios y sus corres-

pondientes edades.

Edad
(meses)

Peso
(Kg.)

- N U w

7.0
8.3
7.0
5.0
8.0
10.0
11.0
7.5
8.3
6.0

aplicar el criterio de Tos minimos cuadrados para obtener 1la
recta de regresidn del peso en funcidén de la edad.
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5. En un| colegia se esta investigando en la relacidn que existe
entre la altura, en metros y el peso, en kilogramos, de los es-
tudiantes que asisten al plantel. Uno muestra aleatoria de once
estudiaptes arrojd los siguientes resultados:

Altura Peso
(m) (Kg)
1.78 79
1.91 90
1.63 71
1.70 82
1.80 81
1.78 83
1.73 73
1.93 93
1.73 76
1.75 77
1.78 74

a) Copstruir el diagrama de dispersidn.

b) Entontrar la correlacion entre la altura y el peso de los
estudiantes.

¢) Engontrar la recta de regresién de la altura en funcidn
de] peso de los estudiantes.

d) Si|lun estudiante seleccionado al azar tiene una altura de
1.79 metros, utilice la recta de regresidn para estimar su
peso.
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