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Resumen

En este trabajo de Tesis se propone un nuevo algoritmo que pertenece a los Modos
Deslizantes de Segundo Orden (MDSO). El esquema propuesto esta basado en una mo-
dificacion del algoritmo Super-Twisting y es capaz converger al punto de equilibrio en
forma exacta y uniforme con respecto a las condiciones iniciales. Es decir, el tiempo de
convergencia tiene una cota superior finita para cualquier condicién inicial. Por otro lado,
el empleo de funciones de Lyapunov ha sido una herramienta importante para el anali-
sis y diseno de observadores y controladores en los sistemas dindmicos no lineales. Este
método permite estudiar las propiedades de convergencia en tiempo finito, la robustez
ante cierta clase de perturbaciones y hallar un estimado del tiempo de convergencia. El
algoritmo propuesto se utiliza para proponer un observador de velocidad para sistemas
mecanicos que es robusto ante entradas desconocidas acotadas y un diferenciador de pri-
mer orden que converge exacto cuando la segunda derivada de la senal a diferenciar es
acotada.

Palabras clave: Modos Deslizantes de Segundo Orden, Convergencia Exacta, Métodos
de Lyapunov, Convergencia Uniforme.



Capitulo 1

Introduccion

El algoritmo Super-Twisting es uno de los algoritmos de Modos Deslizantes de Segundo
Orden que ha sido ampliamente utilizado en control, diferenciacién y observacion. Debido a que
permite sustituir controladores discontinuos por controladores absolutamente continuos, atentia el
efecto de chattering y permite implementar diferenciadores que ofrecen estimaciéon exacta en tiempo
finito de la derivada de una senal en ausencia de ruido y muestreo discreto de la misma. Ademas,
ha permitido construir observadores robustos y exactos con convergencia en tiempo finito.

Por otro lado, el tiempo de convergencia de los algoritmos utilizados para el diseno de ob-
servadores/diferenciadores hasta ahora conocidos, depende de las condiciones iniciales, con lo que no
es posible conocer el tiempo de convergencia de los observadores/diferenciadores sin el conocimiento
previo de una cota de las condiciones iniciales. La importancia de lo anterior se ve reflejada, por
ejemplo, en aplicaciones de control por retroalimentacion de salida de sistemas no lineales o en el

disenio de observadores/diferenciadores para sistemas hibridos.

1.1. Estado del arte

En el diseno de controladores y observadores con convergencia exacta, el modo deslizante es
obtenido mediante la inyecciéon de un término discontinuo en la dinamica del sistema, lo que permite
que el sistema pueda admitir la existencia de alguna clase de incertidumbre o de perturbaciones
acotadas que se presentan entre el modelo simplificado del sistema (modelo utilizado para el diseno)
y el sistema real. El término de inyeccion se disena de tal forma que las trayectorias del sistema sean
forzadas a permanecer en alguna superficie deslizante en el espacio del error. El movimiento de las
trayectorias en esta superficie se conoce como modo deslizante (Utkin 1992).

Los modos deslizantes de primer orden son robustos y precisos con respecto a varias clases
de perturbaciones internas como externas, pero esta restringido a los casos con grado relativo 1. Para

los modos deslizantes de primer orden, la estabilidad, robustez y velocidad de convergencia al punto



de equilibrio se pueden estudiar mediante una funciéon de Lyapunov (Utkin 1992). En trabajos como
(Xiong y Saif 2001) se disenan observadores por modos deslizantes de primer orden a través de la
adicion de un termino discontinuo tipo signo en la inyeccién de salida.

Esencialmente, los observadores/diferenciadores basados en modos deslizantes de segundo
orden han mostrado que pueden ser exactos para una clase amplia de sefiales (Levant 1998),(Bartolini
y E. 2000),(Bejarano, Fridman, y Poznyak 2007),(Pisano y Usai 2007). En particular, se ha mostrado
que el algoritmo del Super-Twisting se puede adaptar muy bien para disenar diferenciadores y en
forma similar, este algoritmo también ha sido usado para construir observadores exactos y robustos
con convergencia en tiempo finito (Davila, Fridman, y Levant 2005),(Bejarano, Fridman, y Poznyak
2007),(Floquet y Barbot 2007).

Por ejemplo, en (Levant 1998) se propone un diferenciador de primer orden; y en (Dévila,
Fridman, y Levant 2005), se propone un observador para una clase de sistema mecénico de segundo
orden. En ambos casos, solo se admiten perturbaciones e incertidumbres acotadas y el andlisis de la
precisién, la convergencia en tiempo finito y la estabilidad en presencia de perturbaciones acotadas
se lleva a cabo mediante criterios geométricos, en este caso se hace uso de una curva mayorante. Sin
embargo, la estimacion del tiempo de convergencia es bastante dificil utilizando este criterio.

Para aprovechar las ventajas que ofrece el analisis a través de métodos de Lyapunov, re-
cientemente, se han desarrollado funciones fuertes de Lyapunov para el algoritmo Super-Twisting
(Moreno y Osorio 2008), (Moreno 2009), (Polyakov y Poznyak 2009), permitiendo extender y anali-
zar la robustez para una clase més amplia de perturbaciones e incertidumbres que originalmente no
eran consideradas en el algoritmo.

Ademaés, nuevos algoritmos han sido propuestos basados en el algoritmo Super-Twisting
(ver (Moreno y Osorio 2008), (Moreno 2009)). Mediante la adicion de términos de correccion lineales
las perturbaciones con crecimiento lineal también pueden ser consideradas (Moreno y Osorio 2008).
Estos términos de correccion proveen al algoritmo mayor fuerza de atraccion cuando las trayectorias
estan muy alejadas del punto de equilibrio, ya que los términos lineales son mas fuertes que los
términos no lineales lejos del origen. Como la modificacion del algoritmo resulta ser no homogénea,
no es posible utilizar la teoria de homogeneidad para probar la estabilidad del algoritmo (Baccioti
y Rosier 2005), (Levant 2005), (Levant 2007). Para asegurar la convergencia en tiempo finito y
las caracteristicas de robustez de estos nuevos algoritmos, se han empleado funciones estrictas de
Lyapunov.

El empleo de funciones de Lyapunov permite obtener formulas para estimar el tiempo de
convergencia. En (Polyakov y Poznyak 2009) se presenta una formula para estimar el tiempo de
convergencia a través de una funciéon de Lyapunov. La estructura de la funcién es complicada asi
como el procedimiento para obtener la estimacién del tiempo de convergencia. En contraste con las
funciones estrictas de Lyapunov propuestas en (Moreno y Osorio 2008) que son simples y similares
a las utilizadas para probar la estabilidad en los sistemas lineales.

Las funciones de Lyapunov de (Moreno y Osorio 2008) y (Polyakov y Poznyak 2009) son



muy conservadoras por lo que no es posible obtener un buen estimado del tiempo de convergencia con
alguna técnica de optimizacion. Por otro lado, en (Moreno 2009) se logro obtener toda una familia de
funciones de Lyapunov que permiten mostrar la convergencia en tiempo finito del algoritmo Super-
Twisting y del algoritmo Super-Twisting Generalizado, que es un algoritmo que tiene un proceso de
construccion particular. Utilizando esta familia de funciones de Lyapunov, en (Davila, Moreno, y
Fridman 2009) se propone un método para seleccionar la funciéon de Lyapunov fuerte que permite
asegurar el mejor estimado del tiempo de convergencia.

Con el empleo de las funciones de Lyapunov es posible obtener una relacion explicita para

el diseno de las ganancias de los algoritmos (Moreno y Osorio 2008), (Moreno 2009).

1.2. Motivacion

Existen trabajos enfocados al desarrollo de observadores/difernciadores para cierta clase
de sistemas, en los cuales el error de observacion o el error de diferenciaciéon converge en forma
exacta (es decir, en tiempo finito ain en presencia de pertubaciones acotadas) o asintéticamente
a cero (Davila, Fridman, y Levant 2005), (Atassi y Khalil 2000), (Levant 1998). En este tipo de
observadores/diferenciadores la estimacion del tiempo de convergencia tanto del error de observacion
como del error de diferenciacion es altamente dependiente de las condiciones iniciales del sistema.
Esta limitacion importante, hace que su aplicacién a cierta clase de sistemas tenga un trato especial.

El principal inconveniente de todos los observadores/diferenciadores conocidos hasta ahora
es que su tiempo de convergencia tiende a infinito cuando la norma de la condicion inicial crece de
forma no acotada. Determinar a priori el tiempo para el cual los errores de observacion/diferenciacion
convergen a cero es imposible sin el conocimiento de alguna cota de la condicién inicial (o algin
conjunto de las condiciones iniciales).

Por otro lado, la uniformidad con respecto a las condiciones iniciales es una propiedad
interesante, debido a que los tiempos de convergencia de todas las trayectorias que inician fuera de
un conjunto compacto pueden acotarse por una sola constante. La importancia de tener algoritmos
que puedan converger en forma exacta, y ademads con tiempo de convergencia independiente de las
condiciones iniciales no es muy clara. Solo para ciertas aplicaciones las propiedades de convergencia
en tiempo finito y con convergencia uniforme pueden ser de gran ayuda, como en aplicaciones para
sistemas hibridos o para establecer propiedades de separacién en sistemas no lineales. Por ejemplo,
para sistemas no lineales, si se disena un control por retroalimentaciéon de salida basado en un
observador de estados, si no se conoce alguna cota de las condiciones iniciales, no se puede asegurar
que el observador converja, por ejemplo, antes de que las trayectorias de la planta se escapen a
infinito. Ahora bien, para sistemas hibridos con ciclo de vida (‘dwell time’) estrictamente positivo,
la convergencia en tiempo finito no es suficiente, debido a que los controladores y observadores
para estos sistemas deben converger exactamente durante el ciclo de vida. Desde esta perspectiva

la desventaja de los observadores y controladores basados en el algoritmo Super-Twisting es que



su tiempo de convergencia depende de las condiciones iniciales y para asegurar la convergencia
durante el ciclo de vida se requiere tener algin conocimiento sobre el conjunto al que pertenecen las
condiciones iniciales del sistema.

Por esta razon, se propone por primera vez, un nuevo algoritmo que posee la propiedad
de convergencia exacta, con tiempo de convergencia independiente de las condiciones iniciales. El
algoritmo es analizado a través de métodos de Lyapunov, los cuales son de gran ayuda y muy

importantes para analizar la estabilidad de sistemas no lineales.

1.3. Planteamiento del problema

El problema especifico que se quiere resolver en este trabajo de tesis es proponer y disenar
un nuevo algoritmo basado en el algoritmo Super-Twisting, que presente tiempo de convergencia
independiente de las condiciones iniciales, que sea robusto ante perturbaciones acotadas y converja
en tiempo finito al punto de equilibrio. Para establecer cuando un sistema presenta la propiedad de
convergencia uniforme y cuando las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito con tiempo

de convergencia independiente de las condiciones iniciales se introducen las siguientes definiciones:

Definicién 1.1 Un sistema es uniformemente convergente (con respecto a las condiciones ini-
ciales) si el tiempo de convergencia de cualquier trayectoria del sistema a un conjunto compacto
arbitrario, que contiene el punto de equilibrio en su interior, esta acotado por una constante que es

independiente de las condiciones iniciales.

A

Definicion 1.2 Un sistema es uniformemente convergente en tiempo finito si converge al
punto de equilibrio en tiempo finito y ademds el tiempo de convergencia de cualquier trayectoria del
sistema al punto de equilibrio esta acotado por una constante que es independiente de las condiciones

iniciales.
A

Definicion 1.3 Un sistema exactamente convergente si todas sus trayectorias convergen al ori-

gen en tiempo finito en presencia de perturbaciones que no se desvanecen en el origen.

A

Definicién 1.4 Un sistema es exacta y uniformemente convergente (con respecto a las condi-
ciones iniciales) si es exactamente convergente y ademds el tiempo de convergencia de cualquier
trayectoria del sistema al origen esta acotado por una constante que independiente de las condiciones

iniciales.



Considere la siguiente ecuacion diferencial
& = —k|x|Psign () + p(x,t) (1.1)

El comportamiento de las trayectorias solucion del sistema (1.1) queda completamente caracterizado

por el valor del exponente p. Suponga p(x,t) = 0:

= sip =0, la convergencia al origen es en tiempo finito (el sistema (1.1) es un modo deslizante

de primer orden) (Utkin 1992).
= si 0 < p <1, la convergencia al origen es en tiempo finito.
= si p =1, la convergencia al origen es exponencial.

= sip > 1, la convergencia al origen es asintotica y uniforme (con respecto a la condicion inicial)

a un conjunto compacto.

Por otro lado, si p(x, ) no se desvanece en el origen, el origen no es un punto de equilibrio. Suponiendo

que |p(z,t)| <r, donde r es una constante que satisface r < k
= sip =0, el sistema (1.1) converge exactamente al origen.
= si 0 < p <1, la convergencia a una vecindad del origen es en tiempo finito.
= si p =1, la convergencia a una vecindad del origen es exponencial.

= sip > 1, la convergencia a una vecindad del origen es asintotica y uniforme (con respecto a la

condicion inicial) a un conjunto compacto.

La propuesta para resolver el problema utiliza basicamente la unién de dos propiedades:
convergencia en tiempo finito y convergencia uniforme con respecto a las condiciones iniciales. El
trabajo se ha enfocado en probar que la modificacién propuesta al algoritmo del Super-Twisting
converge en forma exacta y uniforme a través de funciones de Lyapunov y en disenar observado-

res/diferenciadores que sean exactos y uniformemente convergentes.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivos Generales
Como parte de este trabajo de tesis se pretenden desarrollar los siguientes puntos:
e Proponer un nuevo algoritmo que sea exacto y uniformemente convergente.
e Analizar la estabilidad del algoritmo propuesto a través de funciones estrictas de Lyapunov.

e Desarrollar un método que permita estimar el tiempo de convergencia exacta y uniforme del

algoritmo propuesto.



1.4.2. Objetivos Particulares

e Proponer una funcién estricta de Lyapunov que permita probar la convergencia en tiempo finito

del algoritmo propuesto sin perturbaciones.

e Proponer una funcién estricta Lyapunov que permita probar la convergencia uniforme del algoritmo

propuesto sin perturbaciones.

Emplear ambas funciones de Lyapunov para estimar el tiempo de convergencia del algoritmo sin

perturbaciones.

Obtener una representaciéon para las perturbaciones que se consideran en el algoritmo propuesto

considerando que las perturbaciones satisfacen la condicién de sector.

Emplear ambas funciones de Lyapunov propuestas para el caso perturbado para probar la convergencia

exacta y uniforme del algoritmo ante perturbacién acotada.

e Disefiar un diferenciador de primer orden basado en el algoritmo propuesto y comparar su desem-

peno con otros diferenciadores con convergencia en tiempo finito.
e Disenar un observador para un sistema mecénico de segundo orden basado en el algoritmo pro-

puesto y comparar su desempeno con otros observadores con convergencia en tiempo finito.

1.4.3. Aportaciones de la tesis
Las principales aportaciones que presenta el trabajo son:

% Se propone un nuevo algoritmo con tiempo de convergencia independiente de las condiciones

iniciales.

*

Se realiza el analisis de estabilidad del algoritmo propuesto a través de funciones estrictas de

Lyapunov.

*

Se introduce la nocién de convergencia exacta y uniforme de un sistema.

x Se realiza un observador para sistemas mecénicos y un diferenciador de primer orden basados en

el algoritmo propuesto.

1.5. Contenido de la tesis

El presente trabajo de tesis esta dividido en 5 capitulos, a continuacién se hace una breve

descripcion del contenido de cada uno de ellos:



Capitulo I: Se establece el estado del arte y los motivos del desarrollo del trabajo de tesis, se
plantea el problema a resolver, los objetivos contemplados, finalmente se propone una solucién

particular del problema y la metodologia que se utilizara para resolver el problema.

Capitulo II: Se establecen los preliminares necesarios, conceptos y definiciones empleados a largo

del trabajo.

Capitulo III: Se analiza el sistema no perturbado y perturbado a través de funciones de Lyapunov
fuertes para estudiar sus propiedades: convergencia en tiempo finito, convergencia exacta y
convergencia uniforme con respecto a las condiciones iniciales. Se investiga sobre el problema
de la estimacién del tiempo de convergencia. Y se aborda el problema de diseno del algoritmo

cuando existen perturbaciones acotadas.

Capitulo IV: Se realizan dos aplicaciones orientadas hacia observacion y diferenciacion de sena-
les basadas en el algoritmo propuesto y se hace una comparacién con otros observadores y

diferenciadores exactos.

Capitulo V: Se presentan las conclusiones que se han obtenido de la realizaciéon de la tesis y se

plantea el posible trabajo futuro que se puede desprender de la misma.

Apéndice I: Se describen algunas herramientas basicas utilizadas en la obtencion de los resultados

principales.

1.6. Solucién General Propuesta

Debido a que recientemente se han desarrollado importantes avances en el andlisis de esta-
bilidad de algoritmo Super-Twisting a través de funciones estrictas de Lyapunov, es posible entender
méas claramente sus propiedades de robustez ante perturbaciones y tiempo de convergencia. Con
la posibilidad de mejorar las propiedades mencionadas se pueden anadir términos de correccion al
algoritmo Super-Twisting (Moreno y Osorio 2008) ,(Moreno 2009) que permiten, no solo ampliar
la robustez del algoritmo a cierta clase de perturbaciones, sino también mejorar la velocidad de
convergencia.

El algoritmo que se analiza en este trabajo es un caso particular del siguiente sistema.

&y = —k1¢1 (21) + 22 + b1p1(t, )

(1.2)
&g = —kago (x1) + bapa(t, ) |

donde x; y w2 son lo estados correspondientes, k1 y ko son constantes positivas y las ganancias
que se deben disenar para estabilizar el sistema, b1 y bo son constantes que pueden tomar cualquier

valor mayor o igual a cero y ponderan las perturbaciones p1(t,z) y p2(t,2) que estan presentes en



el sistema ,

b1 (21) = pa 1| T sign (21) + p3 21| sign (1)
02 (21) = 0, (2)61(2) = (apalor| ™" + ppagaa P ) (s Jan | sign (1) + s |1 [ sign (21)
= quif [or[* sign (@1) + (g + Pl 21|71 sign (1) + ppd |21 [ sign (1)

son los términos estabilizantes no lineales, 1 , g > 0 son escalares, y por ultimo, 1/2 < ¢ <1
y 1 < p < 2. Este algoritmo posee dos clases de términos estabilizantes: de bajo orden y de alto
orden. Los términos estabilizantes de alto orden ayudan a las trayectorias del sistema a converger
con mayor velocidad cuando éstas se encuentran lejos del origen. Los términos estabilizantes de bajo
orden proveen la convergencia en tiempo finito de las trayectorias del sistema y las atraen con mayor
fuerza cuando éstas se encuentran cerca del origen.

Cabe mencionar que a partir del sistema (1.2) se pueden recuperar diversos algoritmos
propuestos por otros autores (Moreno 2009; Levant 1998). Por ejemplo, considerando que las per-
turbaciones no afectan el sistema, si u1 = 1, us = 0y ¢ = 1/2 el algoritmo Super-Twisting es
recuperado. Por otra parte, si py = 1, us = 1, ¢ = 1/2 y p = 1, el algoritmo Super-Twisting Ge-
neralizado estudiado en (Moreno 2009) también es recuperado. Cuando pq =0, u3 =1y p > 0el

sistema (1.2) se reduce al siguiente sistema homogéneo.

iy = —ky |z, [P sign (21) 4 22

. TR (1.3)
To = —ko |21] sign (1)

donde k1 = kips, v ko = pudks. Todas las trayectorias solucién de un sistema constituido como

en (1.2) son soluciones en el sentido de Filippov (Filippov 1988) si ¢ = 1/2. Todas las trayectorias

solucion de un sistema constituido como en (1.3) son soluciones en el sentido clasico. La nocion de

homogeneidad no puede ser empleada para analizar la estabilidad del sistema (1.2), debido a que no

es homogéneo.

1.6.1. Caso particular de estudio

El sistema que se estudia en este trabajo es considerando p1 > 0, us > 0,¢=1/2yp =3/2,
de tal manera que
&1 = —ki¢1 (21) + 22 + b1p1(t, @)

(1.4)
—ka¢a (x1) + bapa(t,z) ,

T
donde
1, 3
¢1 (21) = pa |w1|? sign (x1) + p3 |21 sign (z1)

2
: 3 .
¢2 (71) = B sign (z1) + 2p1p2z1 + —u% |551|2 sign (71)
2 2

Generalmente el andlisis de algoritmos de modos deslizantes de segundo orden esta basado en criterios

de homogeneidad (Levant 2007), el cual no permite estimar el tiempo de convergencia de esta clase



de algoritmos. En este trabajo, se propone un andlisis de estabilidad empleando funciones estrictas
de Lyapunov. Se busca demostrar que el tiempo de convergencia de cualquier trayectoria del sistema

(1.4) efectivamente esta acotado por la misma cota de tiempo, que es constante.

1.7. Metodologia

Por motivos de simplicidad primero se analiza el sistema (1.4) cuando no existen pertur-
baciones presentes que afecten su dindmica. La metodologia que se sigue para analizar el sistema no

perturbado se divide en:

1. Proponer una funcién de Lyapunov que garantice la convergencia en tiempo finito al origen de
cada trayectoria del sistema que comienza en algin conjunto compacto. A su vez se obtiene

una férmula que permite estimar el tiempo de convergencia.

2. Proponer una funciéon de Lyapunov que muestre que todas las trayectorias del sistema en
estudio converge uniformemente a un conjunto compacto, el cual contiene al origen. Esta

etapa esta dividida en dos partes:

a) Se propone una funcion estricta de Lyapunov para el sistema homogéneo para mostrar

que esta parte del sistema es responsable de la propiedad de convergencia uniforme.

b) La misma funcion de Lyapunov propuesta en el punto anterior se utiliza para mostrar que
el sistema completo converge uniformemente a un conjunto compacto. A su vez se obtiene

una formula que permite estimar el tiempo de convergencia al conjunto compacto.

Ambas funciones de Lyapunov garantizan la convergencia exacta y uniforme (con respec-
to a la condicion inicial) del algoritmo propuesto. Se analiza el comportamiento del tiempo de
convergencia del sistema con cada una de las funciones de Lyapunov propuestas. Esto permite es-
timar el tiempo de convergencia del sistema sin perturbaciones. Se analiza el sistema perturbado
utilizando la misma metodologia general. Durante el analisis del sistema perturbado se introduce la

clase de perturbaciones que seran consideradas y se analiza un caso particular del sistema perturbado
(1.4).
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se estableceran algunas definiciones y conceptos que seran de gran utilidad
en capitulos posteriores. Se describen algunas herramientas matemaéaticas que ayudaran a analizar y

comprender mejor el problema en estudio.

2.1. Estabilidad de sistemas no lineales

La estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no lineal puede ser estudiada en
dos formas. La primera es a través de la nocién de estabilidad interna, que simplemente es la nocién
clasica de estabilidad del sistema no forzado, es decir, cuando la entrada es nula. El segundo caso es
utilizando la nocién de estabilidad externa, que considera el caso cuando la entrada es distinta de

cero en el sistema no lineal.

2.1.1. Estabilidad en el sentido clasico

En particular, en esta seccién se harad uso de la nocién de estabilidad interna en el sentido

de Lyapunov (Baccioti y Rosier 2005) . Considere el siguiente sistema
= f() (2.1)

donde f : R™ — R™. Las siguientes definiciones son tomadas de (Baccioti y Rosier 2005) y (Osorio
2009).

Definicién 2.1 Se dice que el origen x =0 es un punto de equilibrio de (2.1) si f(0) = 0.
A

Definicion 2.2 El origen de (2.1) es estable en el sentido de Lyapunov si para cada € > 0 existe

una 0 > 0 tal que para cada xo = x(0), con ||zo|| < y todo t > 0 se cumple que

(@) < e
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para todas las soluciones x(-) de (2.1).

A

Definicion 2.3 Se dice que el origen de (2.1) es localmente atractivo si para Yty > 0 existe oo tal

que ||xol] < do y cada solucion x(-) de (2.1) satisface:

lim z(t) =0

t—+oo

A

Definicién 2.4 Se dice que el origen de (2.5) es Local y Asintéticamente Estable, si es estable en
el sentido de Lyapunov y localmente atractivo. Y el origen es Global y Asintdticamente Estable, si

0o puede ser definido tan grande como se quiera.

A

Definicién 2.5 Una funcion real V(x) se dice que es radialmente no acotada si la funcidn se define

sobre B" = {x € R™ : ||z|| > r}, para alguna r >0, y

lim V(z) =400
Izl =+o0

A

Definicién 2.6 Una candidata a funcion estricta de Lyapunov es un mapeo real V(z) el cual esta

definido sobre B, = {x € R™ : ||z|| < r}, para alguna r > 0 y satisface las siguientes propiedades:
1. V(0)=0
2. V(z) >0 para x # 0 (V(z) es positiva definida)
3. V(x) es de clase C sobre B,
4. VV(z)- f(z) <0 para cada x € B, \ 0 (V(z) es negativa definida)

Si una funcion V(x) esta definida para toda x € R™, es radialmente no acotada y satisface las
propiedades 1,2,3 y 4 con B, reemplazado por R™, se definird como una funcion estricta de Lyapunov

global.

A

Teorema 2.1 (Segundo Teorema de Lyapunov) Si eziste una funcion estricta de Lyapunov (global),

entonces el punto de equilibrio de (2.1) es Local (Global) y Asintdéticamente Estable.
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2.1.2. Estabilidad en Tiempo Finito

Considere ahora que el siguiente sistema tiene un punto de equilibrio Local y Asintética-

mente Estable y cualquier trayectoria alcanza este punto en tiempo finito

i = f(a) (2.2)
y suponga que

1. f es un campo vectorial bien definido en la vecindad de 0,

3. el sistema (2.2) posee solucion dnica en tiempo hacia delante, esto es, si dos soluciones con-

cuerdan en algunos tiempos tg, entonces, concordaran en cualquier tiempo ¢ > tg.

Denote ¢(t, 2) como el mapeo de flujo, el cual esta continuamente definido sobre el conjunto abierto

en RT x R™. Las siguientes definiciones son tomadas de (Bhat y Berstein 2000):

Definicion 2.7 El origen del sistema (2.2) es estable en tiempo finito si es estable y existe un
conjunto abierto U que contiene al origen, y la funcion T : U\ {0} — (0, 00) (conocida como funcion
‘settling-time’ ) tal que, para cada x € U\ {0}, ¢(-, z) esta definido sobre [0,T(x)), ¢(t,x) € U\ {0}
vt € [0,T(z)) y el limy_,p(y) ¢(t, ) = 0.

A

Es posible caracterizar la estabilidad en tiempo finito de un sistema no lineal a través de

una funcién de Lyapunov.

Teorema 2.2 (Bhat y Berstein 2000) El origen es estable en tiempo finito y la funcion ‘settling-
time’ es continua en cero, si y solo si, existen nimeros reales C > 0 y a € (0,1), y una funcion

continua V positiva definida sobre una vecindad abierta 2 de 0, tal que

V(z) < —CV(x)*, Yz € Q\ {0} (2.3)

De ser asi, la funcion ‘settling-time’ T'(x) es de hecho continua en una vecindad de 0 y satisface

(para ||x|| suficientemente pequeria)
T(r) < =——-—V(x)' . (2.4)

A

2.1.3. Sistemas homogéneos

En el siguiente apartado se utilizaran fundamentalmente las definiciones y conceptos dados

por (Baccioti y Rosier 2005).
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Definicién 2.8 Dadas las coordenadas (1, ...,x,) pertenecientes a R™ y r = (ry,...,r,) nimeros
reales positivos.

o La dilatacion (d})r>o (asociada con ) se define como
dp(x) = (k" 21, ..., k™ xy,), Ve = (21, ..., zn) € R",VE >0

Las constantes r; se conocen como los pesos de las coordenadas x;.

e Una funcion V : R™ — R se dice que es homogénea de grado m (m € R) si
V(dy(z)) = k™V(z),Yz € R",Vk > 0

e Un campo vectorial f(x) = (f1(x),..., fn(x)) : R" — R"™ se dice que es homogéneo de grado q
(g €eR) si
fi(dy(2)) = k77" fi(2), Vo € R"Vk > 0,i =1,...,n

A

Ejemplo 2.1 Usando la definicion de homogeneidad para un campo vectorial mostraremos que el

sistema

1 = —ks|lzi|Psing(x1) + o (2.5)
Zy = —kalz1["sign(z2)

es homogéneo sin = 2p — 1.
De la definicion, debe cumplirse que
fildy () = kT fi(x)
para ¢ = 1,2. El operador dilatacién puede escribirse como
di(z) := Ay

donde

Entonces

f(Agz) = k1A, f(2)

kT 0 —k3|I1|p sign(xl) “+x9
0 k™

= k4

—kgkhp|I1|p sign(xl) +kT2I2]

—kgk™ " 2y | sign(xy)

—ky|z1|™ sign(z)

k1E™ {—ks|z1|P sign(z1)  +aa}
k9E™2{—ky|z1|™ sign(z1) }
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De lo anterior se obtienen las siguientes restricciones

Mmp=q+nm
o =q+1

rMn=q-+r7re

que se satisfacen simultdneamente solamente si n=2p-1.

A
Definicién 2.9 La norma homogénea es un mapeo x — ||z||,p, donde para cada p > 0
1
n L\ 7
[ ]lrp = <Z|$i|”> , Vo € R™
i=1
A

2.1.4. Funciones de Lyapunov homogéneas

Se sabe que un sistema lineal con punto de equilibrio asintéticamente estable posee una
funcioén estricta de Lyapunov , la cual tiene forma cuadratica. En el caso de sistemas homogéneos se
admiten funciones estrictas de Lyapunov homogéneas. El siguiente teorema establece la existencia

de una funcién estricta de Lyapunov para un sistema homogéneo.

Teorema 2.3 (Baccioti y Rosier 2005) Sea [ un campo vectorial continuo en R™ tal que el punto de
equilibrio es asintoticamente estable localmente. Asuma que f es homogénea de grado q para alguna
r € (0,00)". Entonces, para cualquier p € N* y cualquier m > p - max;{r;}, existe una funcion
estricta de Lyapunov V' para & = f(x), el cual es homogénea de grado m y de clase C?. Como una

consecuencia directa la derivada con respecto al tiempo V = (VV, f) es homogénea de grado q + m.
A

Por otro lado, es posible caracterizar el tipo de convergencia que poseen las trayectorias del sistema
homogéneo con punto de equilibrio asintéticamente estable solamente con el grado de homogeneidad

del campo vectorial.

Corolario 2.1 Sea f como en el Teorema 2.8 y sea || - ||rp cualquier norma homogénea:
e 5iq >0 (q es el grado de homogeneidad f), entonces existen constantes My , Mo >0, tal que, para

cualquier trayectoria y para todo t > 0

1 1
My (1 4+ [[z(O)[[7,0) " 7 lz(O)[IF , < llz(@)llrp < M2(1 4 [lz(0)[|F,6) "< [lz(0)I[7, (2.6)
e si g = 0, entonces existen constantes My, Mo y D tal que
My exp(=Dt)[[z(0)[|rp < l2(t)llrp < Mo exp(=D1t)[|z(0)[lrp (2.7)

e si g <0, el origen es estable en tiempo finito.
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Demostracion. Acorde con el Teorema 2.3 existe una funcion de Lyapunov estricta V para & =
f(x), la cual es homogénea de grado m, positiva definida y continua de clase C'. Ademds, V es

homogénea de grado m + q. Por homogeneidad de V' y para algunas Cp, Cy >0
Cilzf|?, < V(z) < Collzlf, , Vo (2.8)
y para algunas Cs, Cy >0
Csllz i < =V (@) < Cuflz||**™ , Va (2.9)
Por lo que para algunas Cs, Cg > 0

at atm

e < —V(z) < CeV(x)ry , Va (2.10)

O5V(I)

Si g > 0 (respectivamente, ¢ = 0), una integracion directa de (2.10) combinada con (2.8) da la
expresion (2.6)(respectivamente,(2.7)). El resultado de ¢ < 0 se obtiene de (2.10) y el Teorema 2.2

La prueba puede consultarse con detalle en (Baccioti y Rosier 2005).

2.2. Caracterizacion de las no linealidades

Es posible remplazar las funciones matematicas que describen las no linealidades involu-
cradas por una caracterizacién sectorial de las mismas que facilita su tratamiento y compresiéon. Los

conceptos de las siguientes secciones se han tomado de (Khalil 2002).

2.2.1. Condiciones de sector para funciones sin memoria
Considere la siguiente funcion escalar y = (¢, u), que satisface la siguiente desigualdad
oau? < wip(t,u) < fu? (2.11)

para toda (t,u), donde « y 8 son numeros reales tal que 5 > «. La interpretacion grafica de la
definicion anterior es la siguiente, dada una funcién y = (¢, u). Su grafica correspondiente esta
contenida en un sector, el cual esta delimitado por las lineas y = au y y = Su. De lo anterior se dice
que v pertenece al sector [«, 8]. La Figura 2.1 muestra el sector [a, 5] para 5 > 0. La desigualdad

también puede ser expresada como

[t u) — au][(t,u) — fu] <0 (2.12)

para toda (t,u). Para el caso vectorial, considerando que
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U)P (tv u;D)
y suponiendo que cada componente v; satisface la condicién de sector (2.11) con constantes «; y

B; > «;. Ademés tomando en cuenta que

K, = diag(on, g, ...,ap) , Ko = diag(f1,B2,...,0p)
Definicién 2.10 Una funcidn sin memoria ¢ : [0,00) X R? — R? se dice que pertenece al sector
s [0,00] si up(t,h) >0
s [Ky,00] siultp(t,h) — Kyu] >0
w [0, Ko] con Ko = KT si T (t,h)[¢(t,h) — Kou] <0
o [K1, Ko con K = Ko — K1 = KT si [(t,h) — Kiu]T[1h(t, h) — Kau] <0

Para todos los casos debe satisfacerse para toda (t,u). Si en algunos casos la desigualdad es estricta,
se puede escribir el sector como (0,00),(K100),(0, K3) o (K1, K2). En forma similar, para el caso
escalar, se dice que v pertenece a los sectores (a, (], [, B8) , («, B) si uno o ambos lado de (2.11) se

satisfacen en forma estricta.

y =v(y,u) ,

Figura 2.1: Sector [a, ] para una no linealidad con 8 > «a > 0.
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2.2.2. Criterio del Circulo

Considere el sistema X representado como interconexiéon de un sistema lineal en el lazo

directo y una no linealidad sin memoria en el lazo de retroalimentacion

& = Azxz+ Bu, z(0) =z
¥ = y = Cx+ Du (2.13)
u = ¥(ty)

donde =z € R™. En el caso general u,y € RP, la pareja (A, B) es controlable, la pareja (A,C) es
observable y 9 : [0, 00) x R? — R? es una funcion no lineal sin memoria. La funciéon de transferencia
del sistema lineal

G(s) =C(sI —A)~' +D

es propia. Las suposiciones de controlabilidad y observabilidad aseguran que {A, B,C, D} es una
realizacion minima de G(s). La funcion no lineal ¢ debe satisfacer la condicion de sector (2.11).
El estudio de la estabilidad del punto de equilibrio puede realizarse para toda una clase de no
linealidades que satisfagan la condicién de sector. La forma del sistema 3 se conoce como forma de

Lur’e.

Definicion 2.11 Considere el sisterna (2.13) , donde v satisface la condicion de sector de la Defi-
nicion 2.10. El sistema es absolutamente estable si el origen es global y asintéticamente estable para

cualquier no linealidad en un sector dado.

A

El siguiente teorema se conoce como Criterio del Circulo para el caso escalar (caso SISO,

Single-Input-Single-Output).

Teorema 2.4 Considere ¥ un sistema escalar, donde A,B,C,D es la realizacion minima de G(s)
y 1 € |a, B]. Entonces el sistema es absolutamente estable si una de las siguientes condiciones se

satisface apropiadamente

1. 8510 < a < B, el Diagrama de Nyquist de G(jw) no entra al disco D(a, ) y lo encircula m
veces en direccion de las manecillas del reloj, donde m es el numero de polos de G(s) con parte

real positiva.

2. 850 =a < B, G(s) es Hurwitz y el Diagrama de Nyquist de G(jw) permanece en el lado
derecho de la linea vertical definida por Re[s] = —1/p.

3. Sia <0< p, G(s) es Hurwitz y el Diagrama de Nyquist de G(jw) permanece en el interior
del disco D(a, 3).
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Diagrama de Nyquist
0s T T T grema fe Mg

T T T
04f B

03 B

D(a, 5)

Eje Imaginario
T
@l
~
Q=
i
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Figura 2.2: Representacion grafica de la tercera condicion del criterio del circulo

Nota 2.1 Cuando o« = —f el centro del circulo D(«, ) coincide con el origen del Digrama de

Nyquist.



19

Capitulo 3

Algoritmo Super-Twisting con

convergencia Exacta y Uniforme

3.1. Introduccién

En este capitulo se presentaré el analisis del sistema perturbado y del sistema no perturba-
do del algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme. El analisis se lleva a cabo en
primera instancia para el sistema no perturbado a través de dos funciones de Lyapunov propuestas
para mostrar la convergencia en tiempo finito y la convergencia uniforme con respecto a las condi-
ciones iniciales. La unién de ambas afirmaciones permite concluir que el sistema posee la propiedad
de convergencia exacta y uniforme.

Para el sistema perturbado se considera una clase amplia de perturbaciones, que pueden ser
representadas a través de las condiciones de sector en un vector de coordenadas distinto al del siste-
ma original. Representar las condiciones de sector en este vector de coordenadas permite expresar las
condiciones de sector en una forma cuadratica, que es de gran utilidad en el analisis de la robustez
del algoritmo, permitiendo obtener la funcién de Lyapunov robusta resolviendo una Desigualdad
Matricial Lineal (LMI, por sus siglas en ingles) en donde se toman en cuenta las perturbaciones (que
cumplen con la condicion de sector) o su correspondiente Desigualdad Algebraica de Riccati (ARI,
por sus siglas en ingles). Ademas, siempre es posible obtener la representacion de las perturbaciones

en las coordenadas originales.

A partir de la funciones estrictas de Lyapunov se puede obtener una formula que permi-
te estimar una cota conservadora del tiempo de convergencia del algoritmo Super- Twisting con

convergencia exacta y uniforme al origen.
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3.2. Analisis del Algoritmo Super-Twisting con convergencia

exacta y uniforme sin perturbaciones

En ausencia de perturbaciones, el comportamiento de las trayectorias del sistema (1.4)
queda descrito por
5:61 = —ki¢1 (21) + 22 (3.1)
By = —kaa (1) ,
donde

1. 3
¢1 (v1) = pa |z1]? sign (z1) + pg |z1|? sign (21)
/14% . 3 2 2 .
P2 (z1) = - sign (z1) + 2p1 3y + oH3 |z1|” sign (1) .

Primero se muestrara que las trayectorias del sistema (3.1) tienen convergencia global y en tiempo
finito al origen a través de una funcién estricta de Lyapunov. Una segunda funcién estricta de
Lyapunov muestra la convergencia uniforme (con respecto a las condiciones iniciales) de cualquier
trayectoria del sistema a un conjunto compacto arbitrario.

Ambos resultados prueban la convergencia en tiempo finito y uniforme del algoritmo pro-
puesto. Por lo tanto, el tiempo en que las trayectorias convergen al origen no depende de la condicién

inicial, y esta acotado por una constante, que solamente depende de los parametros del sistema.

3.2.1. Convergencia en tiempo finito del sistema no perturbado

Para mostrar que el sistema (3.1) converge en tiempo finito se propone la siguiente funcion
estricta de Lyapunov
Vi(z) = ¢"PC, (3.2)

El vector ¢ esta definido como ¢* = o7 (z) = |¢; (21) z2|, ¢ (x) viene a ser un homeomorfismo

global y P es una matriz simétrica positiva definida. La estructura de la funcién de Lyapunov (3.2) ha
sido utilizada en (Moreno 2009) para analizar la estabilidad y el tiempo de convergencia del algoritmo
Super-Twisting Generalizado. De forma similar, la construccion de las matrices P = PT > 0, para la
funciéon de Lyapunov también se reduce a hallar una solucion a la Ecuacion Algebraica de Lyapunov
(ALE, por sus siglas en ingles)

ATP 4+ PA=—-Q (3.3)
eligiendo correctamente la matriz A y proponiendo Q = Q7 > 0.

Proposicion 3.1 Considere que el matriz A es

-k 1
) o
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tal que ky > 0, ks > 0. Para cada matriz simétrica positiva definida Q = QT > 0 que se elige, la
funcion (3.2) es una funcion estricta de Lyapunov global, para el sistema (3.1), donde P = PT >0
es la unica matriz simétrica positiva definida solucion de la ALE (3.3). Ademds, la derivada Vi de

la funcion de Lyapunov tomada a lo largo de las trayectorias del sistema satisface la desigualdad

diferencial
Vi € =7 (Q,m) V72 (2) = 75 (Q pis) |2]2 VA (@) (3.5)
donde
& 2 )\mfn {Q}
71 (Qvﬂl) 1251 2)\1111/:)( {P} )
3)\m1'n {Q}

3 (QvMB) £ M3 Mo {P}

son escalares que dependen de la seleccion de la matriz Q y los pardmetros p1 y ps. Mds aun, las
trayectorias del sistema (3.1) que comienzan en la condicion inicial zo € R? convergen en tiempo
finito al origen si p1 > 0, y la cota superior del tiempo de convergencia Ty de las trayectorias del

sistema se puede estimar como

T, = ﬁVlm(xo) para 1 > 0. (3.6)

A
Demostracién. Seleccione Q = Q7 > 0 arbitrariamente. A es Hurwitz para cualquier k1 > 0 y
ke > 0, dado que el polinomio caracteristico de esta matriz es p(s) = s> + kis + ka. Bajo estas

condiciones la solucion P de (3.3) satisface propiedades estandar en control (Khalil 2002), por lo

tanto, P = PT > 0 es un matriz constante simétrica positiva definida, y la funcion continua
Vi (z) =¢"PC,

donde
CT = {le (1?1) ) 332}

es una funcion candidata de Lyapunov para el sistema (3.1). Dado que ¢z (x1) = ¢} (1) 1 (z1), y

& (x1) = (2:—1& + s |x1|é). Se puede reescribir el sistema (3.1) como
1

¢ = [ & (1) {=k11 (21) + 22}
—kagps (21)

—k1 1

= ¢} (1) l k0

] ¢ = ¢ (1) AC.
Tomando la derivada de Vi (x)

Vi(z) = ¢{TP¢+¢TP¢
= ¢ (21) T (ATP + PA) ¢ = —¢) (21) ¢TQC
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donde @ satisface (3.3). Recordando que la desigualdad estindar para formas cuadrdticas es
2 2
Amin {P}IC]l5 < ¢FPC < Amax {PYICHS (3.7)

donde
IClls = GG+ ¢3 = @2 (x1) + 23 = 1 |oa| + 2paps 21 | + 13 | |* + 2

es la norma Fuclidiana de (, y que la siguiente desigualdad

1
pa 1] ® < [IC]l

se satisface. Se muestra que

Vi = =) (21) (TQC < —Amin {Q} 07 (1) I3
>\m1'n 3Amin 1 Amin 3>\ml'n 1
R N [ e 2 T A ARG

2| |2
Amin Q % 3>\ml'n Q 1

< —Ufli{}vl (r) — MS%WHP% (z) .
2)\r2néx {P} max{ }

Se observa que V (x) es una funcion de Lyapunov estricta y que las trayectorias de (3.1) convergen

en tiempo finito al origen. Para estimar el tiempo de convergencia, se sabe que
. 1 1 1
Vi <=7 (Q,p1) Vi? () — 3 (Q, p3) |22 Vi () < =71 (Q, 1) VP ()

Del principio de comparacion (Khalil 2002), V (t) < v (t) cuando V (x¢) < vo. Entonces, solucion

de la ecuacion diferencial
. 1 1
0= —y1v2 —y3lx1|2v, ©v(0)=vy >0

esta dada por
A
U(t)z(voz—gt) siy >0, 72 =0

Hay que notar que x (t) converge a cero en tiempo finito solamente cuando v; > 0 y la estimacion

del tiempo de convergencia esta dado por (3.6).
A

A pesar de que la funcién de Lyapunov (3.2) permite concluir convergencia global en tiempo
finito, que se observa claramente en el exponente fraccional 1/2 del primer término de la derivada
Vi (z) de la funcion de Lyapunov (3.2). No es posible concluir nada acerca de la convergencia uniforme
que presenta el sistema cuando p1 = 0y ps > 0, ya que para este caso, la funcién de Lyapunov solo

es negativa semidefinida.

Nota 3.1 Como el sequndo término de la derivada Vi (z) de la funcion de Lyapunov (3.2) no esta

elevado a un exponente mayor que uno, la convergencia asintotica del sistema homogéneo no puede
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ser concluida a partir de la funcion (3.2). De hecho, solo es posible concluir que el sistema homo-
géneo es estable. Para este caso, el teorema de La Salle (Khalil 2002) se requeriria para probar la
convergencia asintdtica del sisterna homogéneo. La desigualdad de Lyapunov (3.5) permite estimar
una cota superior del tiempo de convergencia en tiempo finito de las trayectorias del sistema (3.1),
cuando la condicion inicial pertenece a un conjunto compacto. Ademds, la funcion de Lyapunov
es global, por lo tanto, el conjunto compacto puede hacerse arbitrariamente grande, por lo que pa-
ra cualquier condicion inicial arbitraria existe un conjunto compacto que contiene esta condicion

micial.

3.2.2. Funcién de Lyapunov para el sistema homogéneo

Cuando p1 =0, us =1y p = 3/2 el sistema (3.1) se reduce al siguiente sistema homogéneo.

. b 3 .
By = —ky |z1]? sign (@1) + 22 (3.8)
. T 2 . °
Zo = —ko 21| sign (21)

donde ki = kips, v ko = %M%kz- Para analizar, el tipo de convergencia que presenta el sistema

homogéneo (3.8) se propone una nueva candidata a funcién de Lyapunov. La primera funcion de
Lyapunov propuesta sélo permite mostrar la convergencia global en tiempo finito del sistema no
perturbado. Sin embargo, la estructura de esta funcién no corresponde con el comportamiento que
se espera cuando se considera solamente el sistema homogéneo. Esto es porque en la derivada de la
funcion (3.2) estéa presente el estado 21 multiplicando a una funcion de V3 (z) y solo se puede concluir
que el sistema es estable cuando p; = 0 y us > 0. El comportamiento del sistema homogéneo no se
ve reflejado en la funcion (3.2) y no es valida por si sola para probar la convergencia asintotica
del sistema homogéneo. Ademas, la funciéon (3.2) no muestra nada a cerca de la propiedad de
convergencia uniforme que también posee el sistema (3.1). Por ello, en esta seccion solo se analiza

el sistema homogéneo (3.8).
Proposicién 3.2 La funcion continua
6~ 3 4 5 2
Vo (x) = §k2|x1| — 21|22|7 sign (a2) + 3 |x2|” (3.9)

es una funcion estricta de Lyapunov para el sistema (3.8) si 6 > 0 es suficientemente grande. Ademds

V% (2) < —Cy (V;é?)

y el sisterna (3.8) es uniformemente convergente y el tiempo de convergencia uniforme esta dado

por

T AT
tle) = %(2 04)5 para cualquier € >0,
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donde

7 7 21

(0 Y (9 -3
04_H13X{<§k2+?3 ,(5"’5’73 )}

son escalares que dependen de la seleccion de los pardmetros 1;1,152 Y v1,7Y2,7Y3 > 0.

7~ 7 ~ 7 . N
P 3tk 8k Ay Pk 49"k
Ci —mfn{(sklkg— '717 19 271_ TR 47 2}

A

Demostracion. Se tiene que probar que Vi (x) es positiva definida y Vs () es negativa definida.
Para hacerlo, se hace uso de las siguientes desigualdades, que se derivan de la desigualdad cldsica

de Young (ver Apéndice A)

3 4 ' 7 —S 7 7 7
xlgxgggﬁxlg+71 ng s r==,8=— Yy >0

3 4

r S
L 5 z 5 ° z 7

1l < P+ oS v =2 s =7, V>0

4 A 5 ° 3
aallaaf < Lo 4 oo =38, s=5, v >0,

ademds

4, 4
71 |w2|? sign (v2) < |z1][22]®

Utilizando las desigualdades anteriores

o~ 4 1) 0~ a0
Va(z) = ke |lz1|® — 21 |2a|® sign (z2) + 3 |za|” > ke 21> — |21 [z2] + 3 |22
07 3 7.3 2 -2 2 5= 73 3 (8 2 _3 5
2§k2|x1| —§3|x1| —5732—|='E2| =13 2—33 lz1]” + 3730 lz2|”

Vys >0, Vo, y

0~ 3 5 2 _3
VQ(CC) < (gkzﬁ‘%) |$C1|3+ (54’5’73 2) |£E2|2 , Vy3 >0, Vo .

Para que Vo () > 0, se debe satisfacer

3

)3 4—3}

O >maxq ==, —vs 2 ¢ .
{k2 373

2
Si se selecciona 3 = (%kz) * (que es el punto donde ambas curvas se intersecan), Vs (z) > 0 si

HONGORS

Tomando la derivada de Va(x) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.8) y usando las desigual-

dades anteriores
. - - [ 3 . a 4 - 1 7
Vo (x) = —0k1ka 1|2 + k1 |21]2 sign (x1) |22]® sign (22) + gkﬁg 21 )? @a]® — |@a]®

< -o |331|% — Qg |1?2|%



25

donde

3yi- 8yl

7 71 Y2 7.

= Ok1ky — — k1 — —=k
aq 1rR2 ” 1 - 2

7

Ay * s Ayy "5

=1 ki — k

Q2 - 1 21 2

por lo tanto Vy (z) < 0 si

o> — +

Tko Tky

aTE L gy

71 2 7
1> - k1 + 91 ko .

Para cualquier k> 0, ky > 0 ambas desigualdades siempre se pueden satisfacer seleccionando
(0,71,72) apropiadamente. Los pardmetros 1,72 y ys son grados de libertad introducidos para lograr
satisfacer las restricciones correspondientes. De ser asi, Va(x) es una funcion estricta de Lyapunov.
Usando la norma homogénea (Seccion 2.9) y los Lemas A.2, A.3, es posible acotar Va(x). Para este

caso
1

ol = (J22|™ + o2l %) ", v € R?
donde p > 1 es la norma y r1 y 1o, son los pesos de cada x;. Siry = 1,r9 = % yp = % se puede
establecer que
I T z
[z1]? + [2|? = [|=]12p
5 5 5 5
[z]l7p < lz1]* + |22]* < 2[z(]7p
3 3 3
[z]l2p < |za]* + |22| < 2[z(I7p

3 2
2175 < lz1l” + a2l < 2]|z)17,

Nota 3.2 Se pueden elegir otras combinaciones de pesos y normas para acotar las desigualdades

anteriores.
A
La funcion de Lyapunov (8.9) puede acotarse como
Csllzll?,, < Va(z) < 2Ca2]7, (3.10)
Yy
V2 () < =Cillell,
donde

Q
I

min{a, as}

e S (95 8\ (92 -3
co=minf (5= %) (3- 57}
)
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y la derivada Vz(:zc) queda expresada en términos de Va(x)

Vy(z) < —C <V22éi)>% : (3.11)

por lo tanto, Va(x) es una funcion estricta de Lyapunov. Utilizando el principio de comparacion

(Khalil 2002), V (t) < v (t) cuando V (zo) < v, la solucion de la ecuacion diferencial esta dada por

—6
ot
vf(t) = <(204)g 6T E> (3.12)

que se obtiene . Sea vy =€ > 0 y sea vy la condicion inicial de la trayectoria, entonces

o) = 3200 (L _ ;)

Si la condicion inicial de la trayectoria del sistema tiende a infinito, el sistema (3.8) converge a

en tiempo finito.
A

La funcién de Lyapunov propuesta asegura la convergencia uniforme con respecto a las
condiciones iniciales de todas las trayectorias del sistema (3.8) a un conjunto compacto €. De hecho
como lo muestra la derivada de la funcion de Lyapunov (3.11) las trayectorias del sistema (3.8)
convergen asintoticamente al origen, lo cual no era claro en la derivada de la funcién de Lyapunov

(3.2).

3.2.3. Convergencia uniforme para el sistema no perturbado

La funcion (3.9) muestra la convergencia asintotica del sistema homogéneo y produce un
término de orden mayor a uno en la derivada de la funcion de Lyapunov que corresponde al compor-
tamiento esperado del sistema (3.8). Ya que el sistema homogéneo forma parte del sistema (3.1), es
de esperarse que la propiedad de convergencia uniforme se conserve en el sistema (3.1). Para mostrar
esto, se realiza el mismo anélisis de la seccion anterior pero utilizando la funcién de Lyapunov (3.9)

para el sistema completo.

Proposicion 3.3 La funcion continua (3.9) es una funcion de Lyapunov para el sistema (3.1).
Ademds, el sistema (3.1) es uniformemente convergente y el tiempo de convergencia uniforme T
esta dado por

Toie) = 2(XE)E para >0 (3.13)
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donde

o

. (4 2 _ 2
Cy = méx {—,ufkgﬂy; , §/L%k2”y5 34 ﬂékg}

om0 652

5
4y, 78 0 3
B2 = k1 7; + gkwlﬂz% + 20ko iy pio i

son escalares que dependen de la seleccion de los pardmetros ki, ks, p1, o y dey; > 0, parai =1,..,7.

A

Demostracion. Tomando la derivada de Vo () a lo largo de las trayectorias del sistema (3.1) se

tiene
) - - 1 z
Va (2) = —k16ks |21) ¢y (1) sign (z1) + 0kz |21 |” sign (z1) @2 + k1o (21) |22|? sign (x2) — |za|® +
4 1
+ §k2¢2 (w1) 21 |[22]5 — Ok (21) 2
~ 5 1 1 2 5 1 8 9 1
= —ki10kopr |21]2 + k1 |z1|? sign (z1) [22|® sign (22) + §M1/€2 |z1]|z2]® + gkzuluwl |za]® +
12
— 715/@ sign (z1) 2 — 28ka i1 pr3 122
R 7 - 3, 4, 4- 3 1 z
— Ok1ka |x1|2 4 k1 |21]2 sign (x1) |22]® sign (a2) + §k2 |x1|” 2|3 — |a2|3

Usando las siguientes desigualdades que se derivan de la desigualdad clisica de Young (ver Apéndice

4)

o foaf? < 2+ 2 3 it p=5. =2 v >0
ol oaf < 2 4+ 25 - Sl p=3 . q=3, v >0

sl < Banff+ 2ol p=2 =5, vae>0
|w1||w2|s177|x1|3+%q|x2|3 =2 a=2 w0,

la derivada puede escribirse como

5
. - 5 5 5 4y, * 5 3
Vo (x) < —k1dkapn |z1]2 + ki (% |z1]2 + 7; |$C2|3> + 3M1/€ ( 75 |21 |2 + 5 3 |$2|>

5 5
8 4 5 =0 5 2 22 5 3y, ° 5
_|_§k2‘u1'u2 (i |$1|2 _|_76T|:E2|3> —|—%5k2 |:1:2|—|—25k2,u1u2 (%L’Eﬂ? + 5 |IE2|2>



28

7
- - 3 8 7 4y * - 4 z
— <5k1k2 — ’;1 kl ’;2 > |$1|2 — (1 — FY; kl ;/2 k2> |.I2|'g
z z 5 5 3
< —aq |z1]? —agze|® — Bi|z1]? + Bo|x2]® + B3 |x1]? + Ba |22

donde las constantes a1 y ae estan definidas de igual forma que en la seccion anterior y

5 5
- 5 8 4~ 2 92
B1 = k16kap1 — klul%4 - g@ﬂlﬂz% — 26kopu po L
4 _% 8 -5 3 _%
B2 = ki 7; + gkzulm% + 20kap pio i
4 3
B3 = 5#%2752
2
Jad}
= 43k + —=6k
Ba= 9M1 275 5 OF2
La derivada con respecto al tiempo de Vg(x) puede ser escrita
3
Va (2) < ~Cillzll, + BallellZp + Callzlly (3.14)
donde
Cy = min{aq, as}
Cy = méx {3, B} .
Reescribiendo la desigualdad (3.14)
. 1 3
Va(z) < ——|| 170 — ||$||rp + Bellzllp + CalllZ
Cl 3 62 C2
< - Sl - Setls (Rt - 222 ol - 262
y Va(z) <0 si
52 Co
[ ||$||rp 26, =0

La solucion se encuentra como la solucion geneml a una ecuacion cuadrdtica, por lo tanto, para

satisfacer la desigualdad anterior se debe cumplir que

B2 B2
> | 2 2 &2
”IH b= & * <Cl) + &

Entonces

. & z
Va (@) < ——llzllwp , Vilzllrp = € (3.15)

que se satisface globalmente con

| B2 B2\ Co
€= Cl—l— <Cl) —|—201
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Lo que permite concluir que las trayectorias solucion del sistema (3.1) convergen a un conjunto

compacto. De la desigualdad (3.10), se puede escribir (3.15) como

. Cl [/2(,@) %
< —— .
Va () 5 ( 20, , Ve e, (3.16)

donde el conjunto T'. = {x|Va(x) > C3€3}. La desigualdad (3.39) permite estimar el tiempo de
convergencia uniforme al conjunto compacto € = Cse®. Utilizando el principio de comparacion (Kha-

il 2002), V (t) < v (t) cuando V (x0) < vo, la solucion de la ecuacion diferencial esta dada por (3.39)

-6
C t 1
ot = (9L L
(2Cy)s 12 o

donde vy es la ultima cota de la trayectoria, del andlisis previo, esta cota puede tomarse como vy = €.

Hev0) = 12(2C4)% (i —é)

1 1
Ol £%6 ,Uos

esta dada por

Por lo tanto

Tomando el limite cuando la condicion inicial vy tiende a infinito, la expresion anterior muestra que

toda trayectoria que inicia cerca de infinito entra al conjunto I'c en tiempo acotado.

Nota 3.3 Las constantes C1 y Cy se definen de igual forma que en la proposicion 3.2.

A

El analisis del sistema no perturbado (3.1) con ambas funciones de Lyapunov muestra dos
cosas interesantes. Por un lado, la convergencia en tiempo finito de un conjunto compacto arbitrario
al origen se debe a los términos de bajo orden, estos términos son mucho mas fuertes cerca del
origen comparado con los términos de alto orden del sistema. Como puede deducirse de la funcién
de Lyapunov (3.2), toda trayectoria del sistema (3.1) que comienza con alguna condicién inicial que
pertenece a algin conjunto compacto va a converger al origen en tiempo finito y este tiempo de
convergencia puede ser estimado por la férmula (3.6). Por otro lado, los términos de alto orden del
sistema no perturbado son los responsables de que las trayectorias que inician fuera de un conjunto
compacto arbitrario tengan una convergencia muy rapida a este conjunto compacto, aunque la razén
principal de introducir los términos de alto orden es brindar al sistema la propiedad de convergencia

uniforme, la cual se concluye mediante el empleo de la funcién de Lyapunov (3.9).

Teorema 3.1 Para cualquier k1 > 0 y ko > 0 el sistema (3.1) es uniformemente convergente

en tiempo finito.
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Demostracion. La propiedad de convergencia en tiempo finito es establecida en la proposicion (3.1)
y la propiedad de convergencia uniforme con respecto a las condiciones iniciales se establece en la
proposicion (3.3). Las afirmaciones de ambas proposiciones muestran que el sisterna no perturbado
(8.1) converge exacta y uniformemente al punto de equilibrio y los tiempos de convergencia de
todas las trayectorias del sistema al origen estan acotados por una constante que no depende de

las condiciones iniciales.

3.2.4. Estimacién del Tiempo de Convergencia del Sistema no Perturbado

Una estimacion del tiempo de convergencia del sistema (3.1) puede ser obtenida a través
de las funciones de Lyapunov (3.2) y (3.9). La idea bésica es bastante sencilla. Supéngase que el
conjunto compacto €, que es el conjunto a donde llegan todas las trayectorias que han sido iniciadas
en infinito, es conocido. Debido a que se cuenta con una funcién estricta de Lyapunov (3.9) que
garantiza la convergencia uniforme de las trayectorias solucion ¢(ta,x20) del sistema (3.1) a un
conjunto compacto, se puede encontrar un conjunto invariante I's que contiene en su interior al
conjunto compacto e. El tiempo de convergencia T de todas las trayectorias que inician fuera del
conjunto compacto I's puede ser estimado con la expresion (3.13). La funciéon de Lyapunov (3.2)
asegura la convergencia en tiempo finito de cualquier trayectoria solucion o(t1,210) iniciada en un
conjunto compacto al origen. Con esta funcién se puede hallar otro conjunto invariante I'y que
contenga en su interior al conjunto I's. El tiempo de convergencia T del conjunto invariante I'; al

origen puede ser calculado con la formula (3.6). Lo anterior se ilustra en la Figura 3.1. La suma de T}

¢l ta.0)

Figura 3.1: Representacion geométrica de la estimacion del tiempo de convergencia.
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y T es un estimado del tiempo de convergencia del algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta
y uniforme. El procedimiento para calcular el tiempo de convergencia es presentado esencialmente

en el siguiente algoritmo:

= Seleccionar las ganancias como en el Teorema 3.1 y seleccionar § > 0y v > 0,4 = 1,..,7

apropiadamente.
= Calcular el conjunto compacto € como en la Proposicién 3.3.

= Elegir €5 > ¢y calcular el conjunto I'y = {(z1,22) : Va(z1, 22) < e3}. El tiempo de convergencia

de este conjunto compacto se calcula como

12 /27CT\ ®
TQ(EQ) B Fl ( 624>

= Encontrar el conjunto I'y tal que T's C Ty y I'y = {(21,22) : Vi(z1,22) < e1}. Entonces, el

tiempo de convergencia de este conjunto compacto al origen puede ser calculado como

T = e AP} 172
! /L%)‘min {Q} !

= La estimacién del tiempo de convergencia esta dada por

T=T +T, (3.17)

Nota 3.4 De la ecuacion (3.17) es claro ver que el tiempo de convergencia uniforme esta acotado
por una constante. Ademds, esta constante solo depende de los parametros del sistema y de los grados
de libertad 6 y v;. Con una seleccion apropiada de las ganancias ki y ko el tiempo de convergencia

uniforme puede hacerse arbitrariamente pequeno.

3.3. Analisis del Algoritmo Super-Twisting con convergencia

Exacta y Uniforme con perturbaciones

Para analizar el caso perturbado se sigue basicamente la misma metodologia que se utilizo
para el sistema no perturbado. El siguinete anélisis es retomado de (Moreno 2009). Recordando que
(T = ¢T(x) = [¢p(x1), x2], €l sistema perturbado (1.4) puede ser escrito en términos de las nuevas

coordenadas como

—ki1¢1(21) + @2 + bip1(t, )

— p2(t,x)
ki1ga(x1) + b2 P

(= ¢y (n1) = ¢, (21)(AC + Bp) (3.18)
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donde

t,
ﬁ(taC) = ( 2|m1|€}2( x)

B =
) Pt )

o0 [ ko1
:w(o’ 0 by |’ —ky 0

Si solamente una perturbacion esta presente en el sistema, la matriz B toma alguna de las siguientes

formas

Expresar las perturbaciones en términos de las coordenadas (, permite expresar las condi-
ciones de sector del sistema original de una manera sencilla, permitiendo estudiar la estabilidad del
sistema perturbado a través de desigualdades matriciales. Ademads, es posible obtener los sectores

correspondientes de las perturbaciones en coordenadas originales.

3.3.1. Caracterizacion de las perturbaciones

La perturbaciones consideradas en coordenadas originales pueden ser descritas en términos
de las coordenadas (. El vector de perturbaciones del sistema en las nuevas coordenadas esta definido
como p(t, (). Para tomar en cuenta gran parte del tipo de perturbaciones existentes, las perturba-
ciones para el sistema deben satisfacer las condiciones de sector. Basandonos en la ec. (2.12), las

condiciones de sector pueden expresare como
[5i(t, ©) — L llpi(t, ) — Lip¢] <0,V > 0,¥¢ € R?

donde p;(t,¢),i = 1,2, son las componentes el vector p(t, (), ¢ es el vector de estados en las nuevas
coordenadas y LY y L% definen el sector de la perturbacién.

El objetivo de este apartado es reescribir las condiciones de sector en forma cuadratica y
mostrar que a través de perturbaciones expresadas en las nuevas coordenadas es posible obtener los
sectores de las perturbaciones en coordenadas originales.

Multiplicando ambos lados de la desigualdad anterior por —1 y definiendo esta condicién

de sector como w;(p;, ¢) se tiene

wil(pi; €) = [pi(t, Q) — LECILHC — pilt, Q)] = =5 (£,0) + i (£, O/ (L ¢+ LirC) — LCLHC > 0 (3.19)

Dado que el producto L4 es un escalar, este termino se puede transponer. Cualquier
matriz puede ser descompuesta en su parte simétrica y antisimétrica, la parte antisimétrica es cero

al ser premultiplicada por ¢7 y postmultiplicada por ¢. Aprovechando este hecho,
1
Li¢LL¢ = (ML Li¢ = §<T(Li1Li€ + Lip L )G,

y el lado izquierdo de la desigualdad (3.19) puede ser representado como

(A MY Pi
z(puC) [ ¢ ‘|

T

-1 $(LHC+ LEC)
S(LEC+ L) —3(LaLh + Lo L)

Pilso 3.20
HEEE
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La condicién de sector de cada perturbacion puede ser representada a través de una matriz
con estructura cuadratica; sin embargo, lo que se necesita para tener una descripcién completa de
ambas perturbaciones es agrupar ambas condiciones de sector en una sola representacion. Si se define

a w(p, () como el termino que agrupa ambas condiciones, entonces
w(ﬁa C) = elwl(ﬁla C) + 92w2(ﬁ27 C) Z Ouvei 2 O,Z = 17 2.

Reescribiendo w(p, ¢) en forma cuadratica

T
N p(tC) -6 S p(tC)
w(5.C) = ¢ (3:21)
¢ ST R ¢
donde

T T T T T
o_ 0, 0 R 1 04 LioLyy + L11Ly, g l@ Liy + Ly,
0 6y |’ 2| 0, LooL% + Lot LY, | 2 L3 + L3,

La ventaja de utilizar las condiciones de sector en términos de las perturbaciones transfor-
madas p(t, () es que facilitan en cierto sentido la obtencion de una funcion estricta de Lyapunov y
ademés robusta, que muestra la convergencia en tiempo finito para el sistema perturbado. Un hecho
importante que se tiene que tomar en cuenta es que las perturbaciones en coordenadas transformadas
p(t, ¢) necesitan ser transformadas a coordenadas originales p(¢, ) para estudiar su comportamiento.

Con efectos de ilustracion se analizaran solamente casos de las condiciones de sector don-
de la cota superior e inferior son simétricas, es decir, L, = —L%, lo que permite hacer algunas

simplificaciones, debido a que S =0,y R = 01 L1 L] + 05L99 L.

Primer caso cuando 1 =0y pu3 =1

T

La transformacién de coordenadas es (7 = 1,1% sign(z) @ y el vector de perturba-
ciones ,
3(t.0) = 2p1(t,ar1,x2) _ fl(taCFSig”(.Cl),Cz)
FmrErebene) | 3G e P2 (6 G sign(G), Ga)
Si se considera que L}, = —LL =g, { a 8 }, con g; > 0y a,B constantes mayores o iguales a 0,

realizando las operaciones correspondientes se llega a

wi(p, ¢) = =73 (t,¢) + (aly + BC2)* = 0 (3.22)

Se puede observar que |p;(t, )| < gi(«|C1|+B|¢2]), por lo tanto la grafica de la perturbacion |p; (¢, )|
pertenece al sector que esta limitado por las curvas (al; + ) vy —(al1 + ). Sia =1y 5 =0,
lpi(t,¢)] < gi|C1|, en coordenadas originales |p; (¢, z)| < %gi|x1|%, por otro lado, sia =0y 8 =1,
|pi(t, O)| < gi|¢2|, en coordenadas originales |p;(t, )| < gi|z2|, que representan las condiciones de

sector para una no linealidad en su forma usual, como se muestra en la Figura 3.2.
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pi(t, ) gitz

—iTz

Figura 3.2: Condiciones de sector para p;(t,z) cona =0y 8 =1.

Segundo caso Super-Twisting clasico

Cuando 1 > 0y pug = 0 en el algoritmo (1.4), la transformacion de coordenadas es

(T =¢" = [ |21/ 2 sign(z1) a9 } De la Seccion 3.3, y tomando las consideraciones anteriores

5(t,¢) = [ pi(t,x1,x2) _ l p1(t, (Zsign(Cr), )
: 2|z 2pa(t, a1, a2) b1 2|C1|pa(t, CEsign(C), C2)
Entonces suponiendo que Ly = —Lj = g; [ a B } y gi > 0, la condicién de sector

queda definida por la desigualdad (3.22). Estas condiciones de sector en coordenadas originales
considerando ¢ = 1,2, son
o1 (t,2)] < g(afar |V + Blasl)
lp2(t,@)| < % (a+ Br50)

Parai =1, cuando « = 1y 8 = 0, |p1(t,2)] < ¢1]21
|1/2

|1/2) el sector donde vive ésta no

linealidad esta limitado por las curvas gi|z1|"/?sign(x1) y —g1|z1|'/? sign(x;). Considerando i = 2,

a=1y B=0,|pt,z)| <%, por lo tanto pa(t, ) esta acotada como se muestra en la Figura 3.3.

&
(&)

= pa(t, x)

o
b

Figura 3.3: Condiciones de sector para p2(t,z) cona =1y 5 =0.
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Tercer caso, cuando g3 =1y pusz >0

La transformacion esta dada por (7 = ¢7 = [ |:101|1/2 sign(x1) + ug,|gcl|3/2 sign(zy) a2 |,

y el vector de perturbaciones en las nuevas coordenadas puede expresarse como

- P1 (tu :E)
p(t7<) = ( 2‘11‘1/2 ) (t )
sl ) PO |
De manera similar considerando L}, = —LL, =g, [ a f } y g; > 0, la condicién de sector

en las nuevas coordenadas esta definida por la desigualdad (3.22). En coordenadas originales las

condiciones de sector para ¢ = 1,2 son

lor(t, @) < gra(|z1 V2 + pslaa[3/2) + g1Blaa|)
lp2(t, 2)| < gaa(} + 2ulen| + i3 [21|?) + 02 B(grthm + Suslea] /% wa])

Nuevamente para i = 1,a = 1y 8 = 0, la perturbacion p;(t,x) esta contenida en el sector
limitado por las curvas g1 (|1 |"/? + ps|z1|?/2) sign(x1) v —g1(|21|*/? + pslzi]?/?) sign(z1). Ademas,
sii =2a =1y B =0,laperturbacion ps(t,z) pertenece al sector limitado por % + (2us|z1| +
p3lz?)sign(z1) y —%2 + (2us|z1| 4 p3|e1|?) sign(z1), pa(t, ) esta acotado por £ cerca del origen
y crece aproximadamente de manera cuadratica como se muestra en la Figura 3.4.

Expresar las perturbaciones en las nuevas coordenadas facilita el estudio de estabilidad y
robustez del sistema original cuando se presentan dichas perturbaciones. Ademas, se pueden obtener
los sectores correspondientes en coordenadas originales, aun cuando algunos de estos sectores difieren
de la definicion original de sector (ya que no pasan por el origen), permiten tener cotas de las

perturbaciones y considerar perturbaciones que no se desvanecen en el origen.

[

VvV 1~V

Figura 3.4: Condiciones de sector para p2(t,z) cona =1y 5 =0.

3.3.2. Analisis de Estabilidad en presencia de perturbaciones

Basicamente se consideran dos tipos de anélisis, uno para probar convergencia en tiempo

finito y otro para probar convergencia uniforme de las trayectorias del sistema. En esta seccién, se
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demuestra que las dos funciones de Lyapunov propuestas para el sistema no perturbado, representan

bien el comportamiento del sistema cuando hay perturbaciones presentes.

3.3.3. Convergencia en tiempo finito

En (Moreno 2009) se propone una funcion estricta de Lyapunov para analizar el algoritmo
Super-Twisting Generalizado, cuando se presentan cierto tipo de perturbaciones. La estructura del
algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme permite utilizar la misma funcion
estricta de Lyapunov para analizar la convergencia en tiempo finito del sistema perturbado (1.4). Si

se considera el sistema perturbado expresado en el vector ¢ y la siguiente funcién de Lyapunov
Vi(z) = (T P¢ (3.23)

se puede probar la convergencia en tiempo finito del sistema (3.18). Derivando la funcién (3.23) a lo

largo de las trayectorias de (3.18) se tiene que

T
) AP+ PA PB
Vi = 6, (o) {CT(ATP + PAY + pBTPC+ (TPBj) = (1) |© T ;
D B*P 0 D
T
¢ ATP+PA PB ¢ N
<éql . |+ w0
p B'P 0 D
T
, ¢ ATP+PA+R PB+ ST ¢
=¢i(x) | T ~
p B*P+S -0 P
¢1'[er 0]¢
€
< =¢i(xr) | T < = (x)ens
p 0 0 p
como ¢ = mW + %,u3|x1|1/2
: A\/2ep 3 A2ap
Vi) < - Pam 1) “;“{ by ~paela [V (@) < ~HCmn ) m;{ i w2 (3.24)

El sistema (1.4) es robusto ante perturbaciones py(t,z) y pa(t,z) que satisfacen las condiciones de
sector w(p, (). Ademés se puede obtener P = PT > 0 que garantiza que la funcion (3.23) es una
funcién estricta de Lyapunov, asegurando la estabilidad en tiempo finito del sistema a pesar de
perturbaciones, si la desigualdad matricial (3.25) se satisface dadas ciertas ganancias ky y ko. Para

este caso, © es un grado de libertad que se emplea para lograr satisfacer la desigualdad matricial

ATP+ PA+eP+ R PB+ST

0 (3.25)
BTP+ S -0

En forma equivalente, se puede garantizar la estabilidad robusta de (1.4), resolviendo la siguiente
Desigualdad Algebraica de Riccati (DAR)

ATP+PA+eP+ R+ (PB+ ST Y(BT"P+5)<0 (3.26)
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que se obtiene al usar el complemento de Shur (Poznyak 2007) en la desigualdad matricial (3.25).
Las desigualdades (3.26) y (3.25) son equivalentes. La desigualdad (3.24) permite estimar una cota
del tiempo de convergencia, por lo tanto las trayectorias del sistema (1.4) convergen al origen en un
tiempo menor a 71 (que depende de la condicion inicial zg), donde

1/2
T, = m% (x0) para p3 > 0. (3.27)

3.3.4. Diseno para garantizar convergencia en tiempo finito en presencia

de perturbaciones

Para calcular la funcion estricta de Lyapunov que garantiza la convergencia en tiempo
finito del algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme cuando se tienen presentes
perturbaciones que cumplen con la condicién de sector, es necesario conocer estas perturbaciones y las
constantes k; y k. Si se encuentra P = PT > ( que satisfaga la Desigualdad Matricial Lineal (3.25) o
la Desigualdad Algebraica de Riccati (3.26), se garantiza que la funcion (3.23) es una funcion estricta
de Lyapunov y ademaés, que el algoritmo presenta la caracteristica de tener estabilidad robusta con
convergencia en tiempo finito. Sin embargo, una caracteristica de las Desigualdades Matriciales es que
pueden ser resueltas para casos donde se presentan varias matrices con parametros desconocidos, de
hecho, se pueden resolver a través de algoritmos de optimizacién tomando en cuenta las restricciones
correspondientes.

La importancia de los resultados anteriores radica en el diseno del algoritmo Super-Twisting
con convergencia exacta y uniforme, es decir, encontrar las constantes ky y ko cuando se conocen las
perturbaciones que afectan al sistema. Si estas constantes existen, entonces se puede garantizar la
estabilidad robusta y en tiempo finito del algoritmo. Por el otro lado, es posible estimar el tiempo

de convergencia.

Método de diseno

Considerando que la matriz que involucra las constantes de diseno puede descomponerse

de la siguiente forma
—k 1
— ko

0 1 1 0 ki O
7CO = 7K:
0 0 1 0 0 ko

sustituyendo (3.28) en la desigualdad matricial (3.25) y desarrollando cada uno de los productos, se

A= = Ay — KC, (3.28)

donde
Ay =

llega al siguiente resultado

AP+ PAy— CIKY — KoCy+eP+ R PB+ ST

<0,K,= PK. (3.29)
BTpP+ S -0
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El problema se reduce a encontrar una matriz positiva definida y simétrica P = PT > 0,
constantes positivas ; > 0, con i« = 1,2, ¢ > 0 y la matriz de ganancias K, de tal manera que la
desigualdad anterior se satisfaga. Reemplazar € P por el no afecta la solubilidad de (3.29). En forma
equivalente, existe una matriz positiva definida y simétrica P = P? > 0, una matriz diagonal © > 0,

una constante € > 0 y una matriz de ganancias K, tal que
AP+ PAy - CIK! — KoCo+eP+ R+ (PB+ ST ' (BTP+5)<0 (3.30)

sea satisfecha.

Caso particular con solo una perturbacién

Esta seccion solo presenta un resultado previo de (Moreno 2009) cuando se considera una
sola perturbacion. La soluciéon se aborda desde dos criterios que parecen diferentes pero que en

realidad estan conectados. El sistema considerado es el siguiente

T = —k1¢1(x1) + 22

(3.31)
By = —kogo(x1) + pa(t, x)

Se supone que la perturbacion ps(t, ) esta uniformemente acotada, es decir, que para todo par (¢, x)
se satisface |pa(t,2)| < p(3 + 2us|@1| + p3|z1[?). Es necesario transformar la perturbacion pa(t,z) a
p2(t,¢), de la Seccion 3.3.1, se sabe que |pa(t, ¢)| < p|¢i], es decir la condicion de sector para esta
perturbacion queda determinada por wa(peC) = —p3(t, () + p3¢¥ > 0. Para obtener las ganancias
correspondientes se necesita hacer uso de la desigualdad matricial (3.29). En este caso © es un escalar

y sin perdida de generalidad puede establecerse como

AP+ PAy— CTKE — KoCy + eP + p?CTC  PB
BTP ~1

0 1 1 0 0
700:
00] [10 1]

Para obtener las matrices correspondientes PR, y la constante ¢, se puede usar el LMI Tool-

<0 (3.32)

donde
Ay =

,C:[1 0},3:

box de Matlab. Para resolver la desigualdad (3.32), es necesario establecer las siguientes restricciones:

P >0,R>0,e>0. 0O expresada como una Desigualdad Algebraica de Riccati (ARI)
AFP+ PAy— CJ K — KoCy+eP + p*CTC + PBBTP <0 (3.33)

y las ganancias se obtienen de K = P~ Kj. Por otro lado, desde el punto de vista del dominio de la
frecuencia, usando el criterio del circulo, y recordando que A = Ay — KCj, la desigualdad matricial

lineal (3.32) puede resecribrise como

ATP + PA+eP+p*CTC PB

3.34
BTP -1 ( )
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y se satisface si y solo si el diagrama de Nyquist de la funcion de transferencia G(s) = C(s[ — A)~'B
esta contenida dentro de un circulo de radio §, centrado en el origen, es decir, que el Diagrama de

Nyquist estara contenido dentro del circulo si

mix | G(juw)| < % (3.35)
La funciéon de transferencia es .
)= stk
Para facilitar los calculos se toma el cuadrado de la magnitud de |G(jw)|, de esta manera
G = 1

(k2 —w?)? + (kiw)?

Para conocer los maximos de |G(jw)|?, se requiere derivar dos veces la expresion anterior
con respecto a w, la primera derivada dice que punto puede ser un maximo o un minimo. La segunda
derivada determina el maximo o minimo de la funcién. La primera derivada es

w(w? — kg + %k%)
[(k2 = w?)? + (kaw)?]?

Por lo tanto, hay dos puntos que pueden ser maximos (0 minimos), uno en w; = 0 y otro en

d, .
_— = —4
7 |GUwW)l

w3 = ko — %k% La segunda derivada con respecto a w es

d_2|G( w)|? = 2[3w2k? + 2(w? — k)2 (5w? + ka) + k2(9w? — ko (1202 + k)]
dw? J - [w2kf + (w2 _ k2)2]3

para calcular los méaximos de |G(jw)|? es necesario que la segunda derivada valuada en w; y wo sea

menor a cero.

a2 2(k? — 2k,)
W|G(JW)|2|M = —17
2
d? 64(k? — 2ko)
— |GGy, = — 22
Para garantizar que estos puntos son maximos
2(kf — 2k»)
g <0
2

64(k? — 2k
: ( i 2)2 <0
ki(ki — 4ka)
La condicién necesaria para que exista un maximo en ws = ko — %k% es que la desigualdad
k? — 2ks < 0 6 de forma equivalente ky — k?/2 > 0. Para que exista un maximo en w = 0 se debe

cumplir que —(k? — 2ks) < 0, o de igual manera que ks — %k% < 0. Entonces

2
% si ko — % <0
. . 2
m3X|G(jW)|2 - 1 5— si ky— %i >0
k
ki (k2 — =)

Basados en el andlisis anterior, existen dos formas de seleccionar las ganancias k1 > 0y

ko > 0, que garantizan la convergencia exacta del sistema (3.31) ante perturbaciones acotadas.
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k2
1. Cuando ks — —2L <0
De la desigualdad (3.35) se observa que

méx,, |G(jw1)]? < ;17
1 1
—_ < —_—
k3 P
Se debe elegir ko > p y k? > 2ks.
]{52
2. Cuando kg — 71 >0

De la desigualdad (3.35) se observa que
méx,, |G(jws)? < #
1 < 1
k7 0’

kf (k2 — =)

2
Elegir la ganancias de tal forma que k% (kg — k4—1) > p? vy 2ks > k? se satisfagan simultaneamente.

ﬂ'-}

R'I = 2ho

ky

Figura 3.5: Region admisible de ganancias: condiciéon 1 (verde) y condicion 2 (rojo).

Nota 3.5 También se asegura la convergencia exzacta del sistema (3.31) si las ganancias satisfacen

las restricciones ko > p y k% = 2ks.

Nota 3.6 En (Levant 1998) y (Ddvila, Fridman, y Levant 2005) se proponen dos formas de elegir
las ganancias que garantizan la convergencia de un diferenciador y un observador basados en el
algoritmo Super-Twisting cuando aparecen términos desconocidos pero acotados en xo, Cuadro 3.1.
La region de ganancias encontrada en el andlisis previo contiene en su interior a las ganancias

propuestas en (Levant 1998) y (Ddvila, Fridman, y Levant 2005), Figura 3.6.
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Cuadro 3.1: Tabla de ganancias.

. Considerando o = ky/2
Autor Ganancias A=ty y C=f+—p/2
L ¢ a > C ko > p
e N2> 4025 K> 4pEete
a > f+ ko > P
- atC 2 (atfH)(1+p) 2k3+5)?
Davila | A > 40exg, [ 2 (et Dln B> G
O<p<1 p=20
k2
I
=
= Dévila
F-.;
o
1
y
—
p LY
ey

Figura 3.6: Ganancias que aseguran la convergencia de algoritmo Super-Twisting: criterio del circulo
(verde), condiciones de Levant (lineas azules) y condiciones de Davila (lineas rojas).

Nota 3.7 Hay dos posibles formas de seleccionar las ganancias k1 > 0 y ko > 0 para que el algoritmo
Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme pueda converger al origen a pesar de perturbacio-
nes, si estas satisfacen |pa2(t, )| < p( + 2us|z1| + p3|a1|?). Los resultados anteriores son vdlidos si

se presentan perturbaciones acotadas por una constante en el sistema (8.31), es decir, |p2(t,x)] < 5.
A
El analisis anterior permite establecer la siguiente proposicién

Proposicién 3.4 Eziste una matriz simétrica positiva definida P = PT >0 y e > 0 que satisfacen
la desigualdad matricial (3.34) cuando |p2(t,x)| < p(5 + 2us|z1| + pilei]?), si las ganancias se

seleccionan
u k2>pyk%>2k2

» 0 k1 y ko de tal forma que ambas desigualdades k? (ko — ik%) > p% y 2ky > k? se satisfagan

simultdaneamente,

y la funcion Vi(z) = (T PC es una funcion estricta de Lyapunov que garantiza convergencia exacta
del sistema (3.31), y el tiempo de convergencia Ty de las trayectorias del sistema al origen esta

acotado por

- d—l/f {p}'vl”%xo) (3.36)

min
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donde xo es la condicion inicial de la trayectoria.

3.3.5. Convergencia uniforme

Al igual que en el caso sin perturbaciones, la derivada (3.24) de la funcién estricta de
Lyapunov (3.23) no permite concluir nada acerca de la propiedad de convergencia uniforme (con
respecto a la condicién inicial) que posee el sistema (1.4). Usando la funcion de Lyapunov (3.9) se
puede probar que el sistema (3.31) sigue presentando convergencia uniforme a un conjunto compacto

a pesar de perturbaciones.

Caso particular con perturbaciéon acotada por una constante

Para analizar la convergencia uniforme del sistema (3.31) se usa la funcion de Lyapunov

(3.9). Unicamente se considera el caso de perturbacién acotada por una constante.

Proposicion 3.5 La funcion continia (3.9) es una funcion estricta de Lyapunov para el siste-
ma (8.31). Ademds, el sistema (3.31) es uniformemente convergente si la perturbacion satisface

lp2(t,z)| < § y el tiempo de convergencia uniforme esta dado por (3.18), donde Cy = max{Bs, B4} y

4 3 4 3
By = §u?kw§ + 5%

2 _ 12 2 _ p
Ba = §M?/€275 C - 7157@ + 9P e 55-

A

Demostracion. Tomando la derivada de Va (z) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.31) se

tiene que
. - - 4 7
Vo () = —k16ky |21) ¢y (1) sign (1) + 0ks |21 |° sign (21) 2 + k11 (1) |22|7 sign (x2) — |aa]® +

4 1 4 1
+ §k2¢2 (1) @1 |22|® — Okotpo (21) w2 — gpz(fawhm)fﬂl |z2|® + 0pa2(t, x1, x2) w2

~ 5 1 a4, 2 18 1
= —ki10kopr |21]2 + k1 |21 sign (z1) [22|® sign (22) + gﬂ%/@ |z ] |z2]® + gkzmmw% |za]® +

2 4 1
- %5/@ sign (z1) xo — 20ka i1 o102 + §p2(f, Ty, w2)w1 [2|° + Sp2(t, T1, 2)T2

. 7 - 3, 4, 4- 3 1 z
— Ok1ka |x1|2 4 k1 |21]2 sign (x1) |22]® sign (a2) + §k2 |x1|” |23 — |a2|3

usando las siguientes desigualdades que se derivan de la desigualdad clisica de Young (ver Apéndice

4)

IN

1, 4 v 5 LY 5 5
forf* ool < Pl 4 Pl p=5, g= 7, Yu >0

IN

1
|z1] [22]?

p 2 —q 3
7—5|$1|%+W5—|$2|,p:—,q:3,V’Y5>0
P q 2
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1
ENRESE

| /\

—q
”ﬂxw+-q|xw p=2,q=5, V>0

| Ot x| Ot

5
unmﬂs”ﬂwv+-qlww p=5.4=3, >0,

la derivada

5
. ~ 5 ; 5 4y, ! 5 3
Va (2) < —kibkapur |21]% + k1 <7€4 lz1]2 + 7; |$2|3> + 3M1k2 < 75 g |® + Lo |:E |>

) )

7
O 3 8 7 4y; % - 4 7
- <5/€1/€2 - %/ﬁ ;2 ) |71 |% — <1 - FY; k1 — ik kz) |z2]® +

21
4y (242
2P 205 3 sP
+32<3 | | —|— |:E|> 2|$2|.

Definiendo las siguientes constantes

5 5
8 4 —5 2 I 2 5 3~ 8 s
+§k2ﬂluz< |21 |2+ |x2|3>+%5k2 |1132|+25k2u1,u2< 7 |21 + V7 |x2|3>+

5 5
~ 5 8 4~z 272
B1 = ki16kapn — klﬂl% - §k2M1M2 :,Y)G — 20ka i1 p12 :,Y:

5
3

8 ;0 3
+ gkz,ul/w% + 20ka iy pr2 i

5
4 2
[32 = k1u1 4

4 3
Bs = —pikav2 +

43
9 P75

9

2
G 2 3 <P
= 2 12kays® 4+ Eloky + = 5L
B 9/L1 275 ) 2 + 9/”75 + 5

~ 3 5 8
a1 = 5k1k2 - %kl ’:;2 k2
4 _% 4 -7
2 T2 7
k1 — k
7t

054:1—

se puede expresar Va (x) como

Vo (2) < —anBr 1] ? — az[wal® — B |e1|® + Bz |w2]® + Bs 1] ? + Ba s
La derwada Vz(:zc) puede ser escrita en términos de la norma homogénea como
Va (@) < ~Cullzllip + Ballzllip + Callz]1Z (3.37)
donde
Cy = min{aq, as}
Cy = max {fs, P4} .

Reescribiendo la desigualdad (3.37)

3
——|| 1 ||$||rp+ﬂz||$||rp+02||$||?

7 3 C
——|| 17 p ——IIxII? <||$||3,p 22 ||l’||rp 2;?)

%MN

Va (2)

IN

IN
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y Va(z) <0 si

2 B2 Cy
—22z),p —2=2 >0
||I||r,p Cl ||.I|| P Cl -

Resolviendo como una ecuacion cuadrdtica, se establece que para satisfacer la desigualdad se debe

cumplir que

B2 B2\’ Cs
e > | 22 22 4222
lzllrp = { & + (cl) T

Entonces

. Ch z
Va (2) < ——llzll#p Viallrp 2 e (3.38)

se satisface globalmente con

Se puede concluir que las soluciones del sistema (3.81) convergen a un conjunto compacto. De la

desigualdad (3.10), se puede escribir (3.88) como

Vs (z) < —% (%f)) *vae T, (3.39)

donde T'. = {z|Va(z) > C3¢3} y se puede estimar el tiempo de convergencia al conjunto compacto

e = Cs¢®. Del principio de comparacion (Khalil 2002), V (t) < v (t) cuando V (z0) < vo. Entonces,

la solucion de la ecuacion diferencial esta dada por

-6
Chy ot 1

vp(t) = 775 T T

s(®) <(zc4)612 vo“>

donde vy es la ultima cota de la trayectoria. Del andlisis previo vy =€, y

o 2200 (1 1)

1 1
Ol £6 UOS

Tomando el limite cuando la condicion inicial tiende a infinito

12(2C,)%
t(E) e 7(014) -

| —

o=

se muestra que todas las trayectorias que comienzan en infinito llegan a I'c en tiempo acotado.

A

Nota 3.8 Se puede observar que la formula para estimar el conjunto compacto guarda la misma
estructura que la encontrada en el andlisis del sistema sin perturbaciones, solo que ahora depende

de la cota de la perturbacion p2(t,x).
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Teorema 3.2 El sistema (3.31) es exacta y uniformemente convergente si se seleccionan
n k2>pyk%>2k2

» 6 k1 y ko son seleccionadas tal que ambas desigualdades k3 (ks — ik%) > p? y 2k > k3 se

satisfagan.
A

Demostracion. La funcién de Lyapunov presentada en la proposicion (3.4) garantiza la
convergencia exacta de las trayectorias del sistema (3.81). La proposicion (3.5) garantiza que el
sistema (8.81) converge uniformemente cuando las perturbaciones acotadas por una constante son
consideradas en la dindmica del sistema. Ambas proposiciones garantizan que el sistema perturbado
(8.31) converge exacta y uniformemente al origen. Ademds, los tiempos de convergencia de todas las
trayectorias del sistema al origen estan acotados por una constante que no depende de las condiciones

iniciales.

3.3.6. Estimacién del Tiempo de Convergencia con perturbacién acotada

El algoritmo para estimar tiempo de convergencia del sistema perturbado (3.31), es idéntico

al mostrado en la seccion (3.2.4).

= Seleccionar las ganancias como en el teorema (3.2) y seleccionar 6 >0y «; > O,coni=1,..,7,

apropiadamente.
= Calcular el conjunto compacto € como en la proposicion (3.5).

s Elegir €5 > ¢ y calcular el conjunto I's = {(x1,22) : |Va(x1,22) < e2}. El tiempo de

convergencia de este conjunto compacto se calcula como

12 /27CT\ ®
Ts(e) = c, < 524)

= Encontrar el conjunto I'y tal que T's C Ty y I'y = {(21,22) : Vi(z1,22) < e1}. Entonces, el

tiempo de convergencia de este conjunto compacto al origen puede ser calculado como

_ 4 172
GA:r(ii{P} '

= La estimacion del tiempo de convergencia esta dada por

T=T+1T, (3.40)
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Capitulo 4

Aplicaciéon a Observacion y

Diferenciacion

4.1. Introduccién

La diferenciacion en tiempo real es un problema viejo e importante. Para control los dife-
renciadores son ampliamente utilizados: son una parte importante de los controladores PID clasicos;
generalmente, son parte esencial en el control por retroalimentacién de salida de sistema no lineales
(Atassi y Khalil 2000; Levant 2003); o son usados como observadores. El principal reto en el disefio
del diferenciador es mantener tanto la exactitud como la robustez ante el ruido (Levant 1998; Levant
2003). En sistemas lineales, la aproximacion de la funcién de transferencia en una banda de frecuen-
cia ha sido extensamente usada (Rabiner y Steiglitz 1970; Kumar y Roy 1988). Los observadores
de alta ganancia también han sido muy utilizados como diferenciadores en tiempo real, y aplicados
al control por retroalimentacién de salida, dando algunos resultados de separacion en esquemas de
control no lineal (Atassi y Khalil 2000; Khalil 2002). Una limitacion de observadores/diferenciadores
lineales y suaves es que son exactos para una clase muy pequena de senales y sus propiedades de
aproximacion para una clase amplia de senales es razonablemente buena solamente cuando se usan
ganancias muy grandes. No obstante, en este caso, la sensibilidad al ruido es fuertemente amplificada
y la presencia del efecto pico deteriora ain méas su desempenio (Atassi y Khalil 2000; Khalil 2002).

Por otro lado, los observadores exactos por modos deslizantes presentan la caracteristica
de rechazar perturbaciones y responder en forma robusta ante algunos tipos de incertidumbres del
modelo del sistema debido a que presentan una inyecciéon de salida a través de un término discontinuo.
El diseno de los observadores exactos se reduce a garantizar que el vector de error de estimacion de
los estados permanezca en una trayectoria dada por el error cero (Osorio 2009). En particular, se ha
mostrado que el algoritmo del Super-Twisting se adapta muy bien como diferenciador (Levant 1998;

Levant 2003) ya que ofrece la mejor convergencia posible en presencia de ruidos acotados medibles
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en el sentido de Lebesgue, cuando la segunda derivada de la sefial base (desconocida) es acotada
(Levant 2003). Esta clase de diferenciadores ha sido usada para construir observadores exactos y
robustos con convergencia en tiempo finito (Davila, Fridman, y Levant 2005; Floquet y Barbot 2007;
Bejarano, Fridman, y Poznyak 2007). La convergencia en tiempo finito es una propiedad crucial
empleada en la estimacion de estados en sistema hibridos, o para propiedades de separacion de
sistemas no lineales.

El principal inconveniente de todos los resultados previos es que el tiempo de convergencia
de estos observadores/diferenciadores tiende a infinito cuando la norma de la condicién inicial crece
sin cota. Esto significa, que para sistemas hibridos no se puede garantizar que el estimador brinde
el valor exacto de los estados entre cada conmutacion (modo de operacion), si la cota para las
condiciones iniciales no es conocida a priori. O para control por retroalimentaciéon de salida basado
en un observador de estados significa que no se puede asegurar que el observador converja antes de
que las trayectorias de la planta se escapen a infinito, si una cota de las condiciones iniciales no
es dada a priori. Esto motiva la importancia de tener observadores/diferenciadores que converjan
exacta y robustamente en tiempo finito, con tiempo de convergencia independiente de las condiciones
iniciales.

El objetivo de este capitulo es disefiar un diferenciador de primer orden y un observador para
sistemas mecanicos, que ademas de tener la caracteristica de convergencia exacta y en tiempo finito
de la estimacioén, el diferenciador y observador propuestos presentan la propiedad de convergencia
uniforme con respecto a las condiciones iniciales, es decir, que el error de diferenciacion/ observacion
alcanza exacta y robustamente el origen en un tiempo de convergencia que esta uniformemente
acotada para todas las condiciones iniciales del diferenciador/observador. Por lo que la convergencia

exacta de ambos se alcanza en un tiempo prefijado, independientemente de la condicién inicial.

4.2. Diferenciador de primer orden

En esta seccién se propone un diferenciador de primer orden basado en el algoritmo Super-
Twisting con convergencia exacta y uniforme, el Diferenciador Robusto Exacto y Uniforme (DREU).
El diferenciador de Levant brinda convergencia exacta y en tiempo finito a la derivada de la senal de
entrada, cuando la derivada es Lipschitz. Sin embargo, el tiempo de convergencia crece sin cota con
la norma de las condiciones iniciales en el diferenciador. E1 DREU incluye términos de alto orden,
los cuales proveen convergencia uniforme con respecto a las condiciones iniciales, tal que el DREU
converge uniformemente y ademaés, exactamente a la derivada de la sefial de entrada en tiempo finito,
y el tiempo de convergencia es independiente de las condiciones iniciales. El tiempo de convergencia
puede ser ajustado con las ganancias del diferenciador.

Considere que la senal f(t) que entra al diferenciador (o que se quiere diferenciar) es una
funcion definida en el intervalo [0, 00). La funciéon f(¢) se asume que es una funcién medible en el

sentido de Lebesgue y se define como f(t) = fo(t) + v(t). El primer termino de la sefial consiste
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en una funcion base fy(t) que es desconocida y que tiene una derivada con constante de Lipschitz
p > 0, la cual se supone conocida. El segundo termino corresponde al ruido v(t) que aparece en
la senal base fo(t), el cual para el anélisis se considera desconocido, pero que puede ser acotado
por una constante. Cuando se hacen mediciones discretas de la senal de entrada f(¢), el proceso de
discretizacion también puede ser interpretado como una clase ruido que afecta a la senal de entrada.

Considerando que el ruido esta ausente en la senal que entra al diferenciador, y definiendo
s = folt) vy ¢1 = fo(t) como las nuevas variables, se puede tener la siguiente representacion en el
espacio de estados de la senal fo(t)

0T (4.1)
a = fo,
Para diferenciar la senal base fo(t), la cual es desconocida, se puede considerar la siguiente ecuacion
auxiliar
T =2

donde Z( es la senal de salida que se obtendra del diferenciador propuesto. El objetivo principal
es disenar un diferenciador que de una estimacion robusta de fo (t) usando solamente mediciones
continuas de la sefial fy(t), que se traduce que el error de estimacion entre la sefial base y su derivada
y la salidas del diferenciador van a converger exacto y uniformemente, por lo tanto el tiempo de
convergencia es uniforme con respecto a las condiciones iniciales.

Considerando que oy = 29 — ¢p es el error de estimacion entre la sefial base y la integral de
la salida diferenciador, aplicando el algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme,

se obtiene el siguiente esquema para el DREU

20 = —k1¢1 (00) + 213

4.2
# = —katps (00) (42)

k1 y ko son las ganancias positivas del diferenciador que se tienen que disefiar apropiadamente,

1. 3
¢1 (00) = p1 |oo|® sign (00) + w3 |oo| 2 sign (00)
,U'% . 3 2 2 .
$2 (00) = 5 sign (00) + 211300 + SH3 loo|” sign (00)

w1 > 0y pe > 0 son escalares. Hay que notar que cuando 1 = 1y pus = 0, el diferenciador
robusto propuesto en (Levant 1998) es recuperado. Las ganancias del diferenciador son diseniadas
de manera sencilla, para este caso, el diseno del diferenciador requiere solamente del conocimiento
de un parametro, p, el cual se necesita para sintonizar el diferenciador, y que tiene que satisfacer
solamente la siguiente condicion |fo| < p/2. Respectivamente, z y z; son las estimaciones de fo(t)
vy fo(t). Las estimaciones son tedricamente exactas en ausencia de ruido si zo = fo(t) y 20 = fo(t).
Ademas, %o y 21 pueden tomarse como las salidas del diferenciador (Levant 1998),(Levant 2003).
Se pueden definir o7 = z1 — ¢1 como el error de estimacion entre la salida del diferenciador

y la primera derivada de la senal base. Con las coordenadas oy y o1 se puede obtener la dinamica
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del error de diferenciacion, la cual toma la forma

00 = —ki1¢1(00) + 01
&1 = —kaoa(o0) — fo(t)

donde fo(t) satisface |fo(t)] < p/2, y 00 = 0y o1 = 0 se establecen en tiempo finito. El resultado

(4.3)

de la siguiente seccion muestra que el DREU es robusto y que el error de diferenciacion realmente

converge exacta y uniformemente a cero.

4.2.1. Convergencia Exacta y Uniforme del Error de Diferenciaciéon

Teorema 4.1 Suponga que |fo(t)] < p/2. Entonces, el error de diferenciacion (4.3) es exacta y

uniformemente convergente, asequrando la estimacion de fy y fo si se seleccionan las ganancias
u k2>pyk%>2k2

» 0 k1 y ko son seleccionadas de tal forma que ambas desigualdades k3 (kg — ik%) > p? y2ky > k?

se satisfagan simultaneamente.
A

Demostracion. El procedimiento para construir un funcion de Lyapunov robusta que pruebe convergencia
en tiempo finito del error de diferenciacion fue introducida en la Seccion 3.3.4. La Proposicion 3.4
garantiza que el error de observacion converge exacto si|fo(t)| < p/2. La construccion de Vi = (T PC,

con P =PT ye >0, se reduce a satisfacer la desigualdad matricial

ATP+ PA+eP+p*CTC PB

0 (4.4)
BTP -1

0
1 )

reemplazar P por el no afecta la solubilidad de (4.4). La estabilidad robusta y en tiempo finito del

donde
-k 1

—ko O

A = ,0=[1oy3:

error de diferenciacion se garantiza si se eligen las ganancias k1 > 0 y ko > 0 tal que :
n k2>pyk%>2k2

» ki y ko se han seleccionadas de manera que ambas desigualdades k? (kg — ik%) > p? y2k3 > k3

se satisfagan.

Usando la Proposicion 3.5 se garantiza que el error de diferenciacion converge uniformemente cuando
|fo(t)| < p/2. Por lo tanto, la dindmica del error de diferenciacion (4.3) es exacta y uniformemente
convergente (con respecto a las condiciones iniciales), por lo tanto todas las trayectorias solucion
del sistema (4.2) convergen a la derivada de la serial en tiempo finito menor a T, el cual es inde-
pendiente de la condicion inicial y esta acotado por una constante que depende de las ganancias del

diferenciador.
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A

Nota 4.1 El algoritmo desarrollado en la Seccion 3.2.4 sirve para estimar el tiempo de convergencia

uniforme del error de diferenciacion.

4.2.2. Precision del diferenciador

Cuando la estimacion de la derivada del diferenciador (4.2) es cercana a la derivada de la
senial de entrada (que se quiere diferenciar), los términos de bajo orden dominan el comportamiento
del error de diferenciacion cuando el error se aproxima a cero. Lo que implica que el DREU se
puede aproximar al diferenciador de Levant. Entonces, el DREU tiene la misma precision que el
diferenciador de Levant con respecto a ruidos y mediciones discretas de fo(t).

Si la senal de entrada tiene la forma f(t) = fo(t) +v(t) y v(t) es una funcién medible en el
sentido de Lebesgue con magnitud |v(t)| < v, las desigualdades |20— fo(t)| < pov, |21 —fo(t)] < pav*/?
son establecidas con constantes positivas g > 0y pe > 0. Si fo(t) es muestreada con intervalos de
muestreo constante 7 > 0, las desigualdades |z — fo(t)| < 7072, |21 — fo(t)| < 717 son establecidas

con constantes positivas 79,71, (Levant 2005).

4.2.3. Ejemplo de Simulacién

En el siguiente ejemplo de simulaciéon se compara el diferenciador propuesto con el dife-
renciador de Levant (Levant 1998). Las ganancias del diferenciador fueron seleccionadas como en el
Teorema 4.1 para asegurar la convergencia del diferenciador. Las ganancias que se eligieron fueron:
k? = 2ky y k2 = 6. Para la simulacién, se han tomado dos condiciones iniciales para los diferencia-
dores, z(0) = 0 y z(0) = 10. La sefiales de entrada fueron tomadas de (Levant 1998), las cuales son
f(t) =5t +sint +0.01cos10t y f(t) = 5t + sint + 0.001 cos30¢. Los resultados que se obtienen se
muestran en la Figura 4.1.

Ambos diferenciadores convergen en tiempo finito, como se muestra en la Figura 4.1. Se
observa que el DREU converge méas rapido que el diferenciador de Levant. La desventaja del dife-
renciador propuesto radica en que la respuesta transitoria del mismo crece cuando las condiciones
iniciales crecen. Una conjetura que se puede hacer es que la selecciéon de las ganancias puede afectar
el comportamiento transitorio del diferenciador, de ser asi, la respuesta transitoria del diferenciador
puede mejorarse eligiendo otro par de ganancias.

A pesar de que el diferenciador de Levant es exacto, no posee la propiedad de convergencia
uniforme, por lo tanto cuando la condicién inicial crece en forma no acotada, el tiempo de convergencia
del diferenciador crece de forma no acotada también, esto se muestra en la Figura 4.2. El tiempo
de convergencia es enormemente mejorado debido a los términos de alto orden en caso del DREU,

y el tiempo de convergencia de cualquier trayectoria (no importando donde inicie) esta acotada por
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Figura 4.1: Graficas comparativas entre el DREU (azul) y el diferenciador de Levant (verde).

161
B ++++++ Diferenciador de Levant
1l S~ =——DREU

y - - - Asintota

101

Tiempo de convergencia [s]
[e<]
T

0 L L L L
10’ 10" 10° 10° 10*

Norma de la condicion inicial (escala logaritmica)

Figura 4.2: Tiempo de convergencia cuando las condiciones iniciales crecen en ambos diferenciadores.
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una constante, aun en presencia de ruido, como se observa en la Figura 4.2. La senal de entrada
f(t) =5t 4 sint + 0.01 cos 10t fue usada para obtener los resultados mostrados en la Figura 4.2.

Enseguida se estima el tiempo de convergencia uniforme y se compara con el obtenido en
simulacion. Siguiendo los pasos del algoritmo propuesto en la secciéon 3.3.6 se tiene

» Como k2 =6y k? = 2k, y eligiendo
4 1 2 1
= (%)77 Y2 = (@)77 Y3 = (2—5)9 = (k)®, s = (#%kgl%’)s,
2 2 4 N
to= (238)°, = ()7, o= (2R)T 4+ 8 (22) 1005,
con base en simulaciones, se tiene que C7 = 0.791667, Co> = 8.35489, C'3 = 0.00345866, Cy =
6.01652 y f2 = 9.47561.

= Como en la Proposiciéon 3.5.
3

e=Ch - (gi) +2a — 52.6901

Elegir e5 > 52.6901, para este ejemplo e2 = 53 y el conjunto I's = {(x1, x2) : |[Va(z1,z2) < 53},
Figura (4.3) . El tiempo de convergencia de este conjunto compacto es

12 (2701

1
5 = 142.601
Cl £2 )

TQ(EQ) =

= Para encontrar el conjunto I'y tal que I's C Ty con 'y = {(21,22) : Vi(x1,22) < e1}. Para ello

se debe hallar P = PT > 0y ¢ > 0 que satisfagan

ATP 4+ PA+el+p*CTC PB 0
BTPpP -1 -
donde
—3.4641 1 : 0
_ c=[10].B= =5
—6 . 1

Utilizando el LMI Toolbox de Matlab para resolver la desigualdad matricial

.e = 0.6042

—2.7068  2.0680

l 10.4315 —2.7068 |

Amin{ P} = 1.2684, Anax{P} = 11.2311. Por lo tanto

¢1(x1)r l10.4315 —2.7068] [d)l(xl)]

T2 —2.7068  2.0680 T2

‘/1 (‘rlv 'IQ) - [
Para encontrar I'y tal que I's C T’y se utilizan las curvas de nivel de V;(x1, x2), que se muestran
en la Figura 4.3. Eligiendo €; = 160, el tiempo de convergencia de este conjunto compacto al

origen puede ser calculado como
4

A2 ipy }

min

T, = e1/? = 74.355
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= La estimacion del tiempo de convergencia es

T = 142.601 4 74.355 = 216.956

T L
Ors
OCums de niel de Vy 7

=53, )

2 25

Figura 4.3: Curvas de nivel.

Nota 4.2 Como se observa la estimacion es demasiado conservadora comparada con la calculada
en simulacion que es aprovimadamente de 2 sequndos y en gran parte se debe a la seleccion de
los parametros. Se puede wutilizar algin proceso de optimizacion para obtener la mejor estimacion
posible del tiempo de convergencia. Para obtener el tiempo de convergencia uniforme del observador

se puede proceder de la misma manera.

4.3. Observador Robusto Exacto y Uniforme para un sistema

mecanico

En esta seccion se propone un Observador Robusto Exacto y Uniforme (OREU) basado
en algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme. Ambas funciones de Lyapunov
del capitulo anterior permiten concluir la convergencia exacta y uniforme del OREU. De hecho,
el error de observacion tiene convergencia exacta y uniforme a cero, aun en presencia de entradas

desconocidas acotadas. Supéngase que el modelo general para un sistema mecénico esta dado por

M(q)q+C(q,q)q+ P(q) + G(q) + At q,q) =7 (4.5)
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donde q € R™ es el vector de coordenadas generalizadas, M (q) es la matriz de inercias, C(q, q) es
la matriz que contiene los términos de fuerza centrifuga y de efecto de Coriolis, P(q) es la friccion
de Coulomb, G(q) es el termino de las fuerza debidas a la gravedad, A(t,q,q) es el termino de
incertidumbres del modelo y 7 es el vector de torques. Ademéas, M, (q),Cy(q, q),P.(q),Gr(q) son
las matrices nominales del modelo que se suponen conocidas. Definiendo x1 = q,x0 = q, 7 = u, el

modelo (4.5) puede ser escrito en variables de estado como

X1 = X2
5(2 = f(t,X1,X2,U) +§(t,X1,X2,U) , U= U(t,X1,X2) (46)
y=x1

donde la parte nominal del sistema dinamico es
Ft, %1, x0,u) = =M (x1)[Cr (%1, X2)%2 + P(x2) + Gp(x1) — 1]

y las incertidumbres estan concentradas en el termino £(t, x1, X2, u). El objetivo es disefiar un obser-
vador de velocidad basado en el algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme para
el sistema (4.5). Solamente el caso escalar es considerado x1, z2 € R por motivos de simplicidad. En
el caso vectorial, los observadores pueden ser construidos de manera paralela para cada variable de
posicion de x; exactamente en la misma forma. El OREU para el caso escalar (ver (Davila, Fridman,
y Levant 2005) para el caso de Observador robusto basado en el Super-Twisting clasico (OST)) esta
descrito por

1 = &g + ki¢n (£1)

o = f(t, 21, 82,u) + ka2 (31)

donde Z1,Z2 son la estimaciéon de los estados, T1 = x1 — 1 y @2 = T2 — X2 son los errores de

(4.7)

estimacion, k; y ko son ganancias positivas que se tienen que disenar,

~ ~ 11 . ~ ~ 13 . ~
¢1(Z1) = pa [Z1]7 sign (Z1) + p2 [T1]? sign (1) ,
~ ,Uf% . ~ ~ 3 201~ (2 . ~
¢2 (21) = =~ sign (1) + 2 pads + 5z |31 sign (21)
son los términos de inyeccion de salida, y g1 > 0y pe > 0 son escalares positivos arbitrarios. Se
puede observar que cuando p; = 1y ue = 0 el observador presentado en (Dévila, Fridman, y Levant

2005) es recobrado. La dinamica del error de observacion esta dada por

Ty = —k191(21) + 22

) R (4.8)
Ty = —ka¢2(21) + F(t, 1, 22, 2)

donde F(t,x1,xa,&2) = f(t,x1,x2,u) — f(t, 21,22, u) + £(t, x1, T2, u).

4.3.1. Convergencia Exacta y Uniforme del error de observacién

1. Convergencia Exacta y Uniforme del error de observacion sin perturbacion

La ecuacion dinamica de error cuando el termino F'(¢,x1, 22, #2) no afecta al sistema (4.8) esta
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dada por

T = —k1o1 (T1) + 22
To = —koto (T1) ,

Con base en el teorema (3.1) se puede concluir que el sistema (4.9) es uniformemente conver-

(4.9)

gente en tiempo finito para kq, ko > 0.

2. Convergencia Exacta y Uniforme del error de observaciéon bajo perturbacion acotada
La convergencia exacta y uniforme del error de observacion bajo perturbacion acotada se

establece al siguiente teorema

Teorema 4.2 Suponga que |F(t,x1,22,%2)] < p/2. Entonces, el observador (4.7) asegura la
convergencia bajo perturbaciones acotadas y error de observacion tiene convergencia exacta y

uniforme si se seleccionan las ganancias

u k2>pyl€%>2]€2

» O ky y ko son seleccionadas de tal forma tal que ambas desigualdades k3 (kg — ik%) > p?

y 2ky > k¥ sean satisfechas.

Demostracion. El procedimiento para construir un funcion de Lyapunov robusta que garan-
tice la convergencia en tiempo finito del error de observacion cuando las perturbaciones son
uniformemente acotadas, es decir, que para todo t y x se satisface 2|p2(t,x)| < p, fue intro-
ducida en Seccion 3.3.4. La Proposicion 3.4 garantiza que el error de observacion converge
exacto cuando entradas desconocidas pero acotadas aparecen en la dindmica del error de ob-
servacion. La Proposicion 3.5 garantiza que el error de observacion converge uniformemente

exacto cuando existen entradas desconocidas en la dindmica del error de observacion.
A

La dinamica del error de observacion (4.8) es exacta y uniformemente convergente con res-
pecto a las condiciones iniciales, por lo tanto todas las trayectorias solucion del sistema (4.7)
convergen a los estados del sistema mecéanico (4.6) en tiempo finito menor a T, el cual es
independiente de la condicién inicial y esta acotado por una constante que depende de las

ganancias del observador.

Nota 4.3 Los algoritmos desarrollados en las Secciones 3.2.4 y 3.3.6 sirven para estimar el tiempo

de convergencia uniforme del error de observacion.
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4.3.2. Ejemplo de Simulacién

Para ilustrar las propiedades del observador propuesto se desarrolla un ejemplo simple,

considere el sistema del péndulo el cual puede ser representado en variables de estado como

ilzwg

1 s
Ty = ju — %sin(ml) — 7962 +p
y=x1

donde 1 = 601 es la posicion angular, zo = 65 es la velocidad angular y p es una perturbaciéon acotada,
lo cual para el presente ejemplo se considera como p = 0.5sin(2¢) 4+ 0.5 cos(5t). Este sistema ha sido
utilizado en (Davila, Fridman, y Levant 2005), (Moreno y Osorio 2008) para disehar observadores
basados en el algoritmo Super-Twisting y observadores basados en modos deslizantes de segundo

orden con termino lineal. E1 OREU es

T1 = 2o + ki (er)

u— % sin(d1)

Y

7 Ty + koga(er)

-
[\v]
I
<=

1 3 . . .
donde e; = x1—21, ¢1(e1) = |e1|? sign (e1)+|e1|? sign(e1) y da2(e1) = %s1gn (el)—|—2el—|—% |el|2 sign (e1),

con p1 = po = 1. La dindmica del error de observacion es descrita por

€1 = —kigi(er) + ez
€2 = —kaga(er) + o(t, )

donde o(t,e) = p — ¥ (sin(ay) — sin(x1)) — %eg, es el término de perturbacion. Las ganancias del

observador se eligen como en el Teorema 4.2 para asegurar la convergencia del error de observacién.
Para la simulacion ky = 10 y k% = 2ks, las condiciones iniciales utilizadas en el observador fueron
1 =—1, 33 =2y x1 = —40, x5 = 100. Para el sistema péndulo g = 9.815[m/s?], J = 0.891[K gm?]
y Vi = 0.18[kgm/s?]. El Observador basado en el algoritmo Super-Twisting Generalizado (Moreno
2009) (OSTG) también fue diseniado para propositos de comparacion. Los resultados obtenidos se
muestran en las Figuras 4.4 y 4.5. Tanto el OST y el OSTG, tienen convergencia en tiempo finito. Sin
embargo, como se observa en las graficas, estos observadores no tienen convergencia uniforme con
respecto a la condicién inicial, por lo tanto cuando la condiciones iniciales crecen en el observador o
en el sistema el tiempo de convergencia del error de estimacién crece también, esto se muestra en la
Figura 4.6. El tiempo de convergencia es mejorado gracias a los términos de alto orden que posee el
observador en el caso del OREU, y el tiempo de convergencia para cualquier trayectoria del sistema

dinamico del error esta acotado por una constante.
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Figura 4.4: Error en la posicion y velocidad estimada con condiciones iniciales z1(0) = —1 y x2(0) =
2.
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----- Error en posicién con OST
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Figura 4.5: Error en la posicion y velocidad estimada con condiciones iniciales x1(0) = —40 y
22(0) = 100.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

= Se ha introducido un nuevo concepto, la convergencia exacta y uniforme con respecto a la
condicion inicial de las trayectorias del sistema al origen. Agregando términos de alto orden
al algoritmo. Super-Twisting se logra que la propiedad de convergencia exacta y uniforme se

presente en el sistema.

= El analisis y diseno del algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme han sido
desarrollados con base en métodos de Lyapunov. Este enfoque permite disenar de forma explici-
ta las ganancias del nuevo algoritmo que garantizan la convergencia exacta y uniforme. En par-
ticular, dos funciones de Lyapunov han sido propuestas. Una de ellas muestra la convergencia

exacta del algoritmo, la otra muestra la propiedad de convergencia uniforme.

= Con las funciones de Lyapunov propuestas se puede hacer un estimado del tiempo de convergencia,

el cual esta acotado por una constante.

= La propiedad de convergencia exacta y uniforme puede ser de gran importancia para establecer
propiedades de separacion en sistemas no lineales y para disenar estimadores con tiempo de

convergencia preescrito para sistemas hibridos.

= Se desarrollaron aplicaciones orientadas observacion y diferenciacién con el algoritmo propues-
to. Especificamente, se obtuvieron las condiciones para el diseno de un observador para un
sistema mecanico de segundo orden y para el disefio de un diferenciador de primer orden. Los
resultados de simulacion permiten hacer una comparacion con otros observadores y diferencia-

dores exactos existentes.
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Trabajo Futuro

Como posible trabajo futuro se sugiere:

Realizar un anélisis mas completo de la convergencia uniforme de las trayectorias del sistema

en presencia de perturbaciones no acotadas por una constante.

Analizar la posibilidad de conectar el algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y

uniforme en cascada a través de métodos de Lyapunov.

Ampliar y estudiar el algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme aplicado
a sistemas de orden mayor de dos y dar continuidad al anélisis de estabilidad con métodos de

Lyapunov.

Desarrollar observadores exactos y uniformes fuertemente observables y controladores exactos

y uniformes para cierta clase de sistemas no lineales.

Diseno de controladores por retroalimentacién de salida exactos y uniformes.
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Apéndice A

Los siguientes lemas son ampliamente usados en el analisis del presente trabajo.

Lema A.1 Para cada nimero real a > 0, b >0,¢c>0,p>1,q¢> 1, con % + % =1 la siguiente

desigualdad se satisface

P e
ab < c”a— +c 91— .
p q
A
Demostracion. La desigualdad cldsica de Young es
P
ab< =4+ =
p q
La desigualdad deseada se puede escribir
b P 0\ P b
ab = (ca) (—) < (ca) + () e
c p q p q
A

Lema A.2 (Yu 2005) Suponga a > 0,b >0, y 0 < ¢ < 1, entonces la siguiente desiguladad de
satisface

(a+0b)° <a®+10b°.
A

Lema A.3 (Yu 2005) Suponga a1 >0, az > 0,...,a, >0 y 0 < ¢ < 2, son todos numeros positivos;

entonces la siguiente desiguladad de satisface

(a2 4 a3+ ... +a2)° < (a$+aS+ ... +a)? .
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Usando el lemma anterior

3 z 7 z Tos z I.s 6

w12 4 o] = f21 |17+ |22 0% > (Joa 72 + 0] 59)F = (Jn|? + | $)% s = 2
3 3
[21]% + 2] > [zl

s s 10

1l ¥+ faal ¥ = a4 ool 5 > (52 + 22 5)F = (jaa] 7 + ool ) 5 = —
5 5 3
1% + [ [F > 22

7 7 d Toys 7 Tys 12

1l o+ faf* = Jan |5 4 a8 > (32 + ] £2)F = (jan]F + [ )7 5 = —

w1 + |zaf? > |27,
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