
Universidad Naional Autónoma de Méxio......................................................................................................PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADOEN INGENIERÍAFACULTAD DE INGENIERÍAALGORITMO SUPER-TWISTING CONCONVERGENCIA EXACTA Y UNIFORME
T E S I SQUE PARA OBTENER EL GRADO DEMAESTRO EN INGENIERÍAINGENIERÍA ELÉCTRICA - CONTROLP R E S E N T A:EMMANUEL CRUZ ZAVALA

Dirigida por:DR. JAIME A. MORENO PÉREZ
2010



JURADO ASIGNADO:Presidente: Dr. Leonid FridmanSeretario: Dr. Maro A. Arteaga PérezVoal: Dr. Jaime A. Moreno Pérez1er Suplente: Dr. Jorge A. Dávila Montoya2do Suplente: Dr. Jorge Isaa Chairez Oria
Lugar donde se realizó la tesis:INSTITUTO DE INGENIERÍAUNAM

TUTOR DE TESIS:DR. JAIME A. MORENO PÉREZ
FIRMA



i

A mis padres, Cristina Zavala y Remedios Alfredo Cruz, y mi hermano.A toda mi familia, ejemplo insuperable de unión y fuerza.Y a todas aquellas personas que han puesto su on�anza en mi.



Agradeimientos

Al Dr. Jaime A. Moreno Pérez y al Dr. Leonid Fridman, quiero agradeer el apoyoy las enseñanzas que me han brindado durante la elaboraión del trabajo de tesis.Amis ompañeros de la maestría les agradezo el apoyo y el tiempo que me han soportado.A mis amigos les agradezo su apoyo y amistad que es muy valiosa para mí. Se que uentoon ustedes, así omo ustedes uentan onmigo.Mi agradeimiento más profundo es para mi familia. Graias por su apoyo y omprensión.A mis padres y hermano, graias por las sonrisas y palabras de aliento, y en espeial por sus onsejosy preoupaiones, por darme su tiempo, su espaio, su apoyo y omprensión. Me han enseñado aseguir siempre adelante sin importar que tan difíil pareza el amino y a dar siempre lo mejor demi. Graias por su amor inondiional.Por ultimo agradezo el apoyo brindado por el Instituto de Ingeniería de la Univer-sidad Naional Autónoma de Méxio y al CONACYT, por todas las failidades y apoyoeonómio que me han brindado durante el periodo de mis estudios de la maestría y elaboraión demi tesis.



iii
Índie general PáginaÍndie de �guras v1. Introduión 11.1. Estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2. Motivaión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.3. Planteamiento del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.4. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.4.1. Objetivos Generales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.4.2. Objetivos Partiulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.4.3. Aportaiones de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.5. Contenido de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.6. Soluión General Propuesta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.6.1. Caso partiular de estudio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.7. Metodología . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92. Preliminares 102.1. Estabilidad de sistemas no lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.1.1. Estabilidad en el sentido lásio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.1.2. Estabilidad en Tiempo Finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.1.3. Sistemas homogéneos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.1.4. Funiones de Lyapunov homogéneas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.2. Caraterizaión de las no linealidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.2.1. Condiiones de setor para funiones sin memoria . . . . . . . . . . . . . . . . 152.2.2. Criterio del Círulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173. Algoritmo Super-Twisting on onvergenia Exata y Uniforme 193.1. Introduión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193.2. Análisis del Algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme sin per-turbaiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20



iv3.2.1. Convergenia en tiempo �nito del sistema no perturbado . . . . . . . . . . . . 203.2.2. Funión de Lyapunov para el sistema homogéneo . . . . . . . . . . . . . . . . 233.2.3. Convergenia uniforme para el sistema no perturbado . . . . . . . . . . . . . 263.2.4. Estimaión del Tiempo de Convergenia del Sistema no Perturbado . . . . . 303.3. Análisis del Algoritmo Super-Twisting on onvergenia Exata y Uniforme on per-turbaiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.3.1. Caraterizaión de las perturbaiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.3.2. Análisis de Estabilidad en presenia de perturbaiones . . . . . . . . . . . . . 353.3.3. Convergenia en tiempo �nito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.3.4. Diseño para garantizar onvergenia en tiempo �nito en presenia de pertur-baiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.3.5. Convergenia uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423.3.6. Estimaión del Tiempo de Convergenia on perturbaión aotada . . . . . . 454. Apliaión a Observaión y Difereniaión 464.1. Introduión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464.2. Difereniador de primer orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 474.2.1. Convergenia Exata y Uniforme del Error de Difereniaión . . . . . . . . . 494.2.2. Preisión del difereniador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504.2.3. Ejemplo de Simulaión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504.3. Observador Robusto Exato y Uniforme para un sistema meánio . . . . . . . . . . 534.3.1. Convergenia Exata y Uniforme del error de observaión . . . . . . . . . . . 544.3.2. Ejemplo de Simulaión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 565. Conlusiones y Trabajo Futuro 605.1. Conlusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 605.2. Trabajo Futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61A. 62



v
Índie de �gurasFigura No. Página2.1. Setor [α, β℄ para una no linealidad on β > α > 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.2. Representaión grá�a de la terera ondiión del riterio del irulo . . . . . . . . . 183.1. Representaión geométria de la estimaión del tiempo de onvergenia. . . . . . . . 303.2. Condiiones de setor para ρi(t, x) on α = 0 y β = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3. Condiiones de setor para ρ2(t, x) on α = 1 y β = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.4. Condiiones de setor para ρ2(t, x) on α = 1 y β = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.5. Región admisible de gananias: ondiión 1 (verde) y ondiión 2 (rojo). . . . . . . . 403.6. Gananias que aseguran la onvergenia de algoritmo Super-Twisting: riterio delírulo (verde), ondiiones de Levant (líneas azules) y ondiiones de Dávila (líneasrojas). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414.1. Grá�as omparativas entre el DREU (azul) y el difereniador de Levant (verde). . . 514.2. Tiempo de onvergenia uando las ondiiones iniiales reen en ambos diferenia-dores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.3. Curvas de nivel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 534.4. Error en la posiión y veloidad estimada on ondiiones iniiales x1(0) = −1 y

x2(0) = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574.5. Error en la posiión y veloidad estimada on ondiiones iniiales x1(0) = −40 y
x2(0) = 100. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.6. Tiempo de onvergenia uando las ondiiones iniiales reen. . . . . . . . . . . . . 59



ResumenEn este trabajo de Tesis se propone un nuevo algoritmo que pertenee a los ModosDeslizantes de Segundo Orden (MDSO). El esquema propuesto está basado en una mo-di�aión del algoritmo Super-Twisting y es apaz onverger al punto de equilibrio enforma exata y uniforme on respeto a las ondiiones iniiales. Es deir, el tiempo deonvergenia tiene una ota superior �nita para ualquier ondiión iniial. Por otro lado,el empleo de funiones de Lyapunov ha sido una herramienta importante para el análi-sis y diseño de observadores y ontroladores en los sistemas dinámios no lineales. Estemétodo permite estudiar las propiedades de onvergenia en tiempo �nito, la robustezante ierta lase de perturbaiones y hallar un estimado del tiempo de onvergenia. Elalgoritmo propuesto se utiliza para proponer un observador de veloidad para sistemasmeánios que es robusto ante entradas desonoidas aotadas y un difereniador de pri-mer orden que onverge exato uando la segunda derivada de la señal a difereniar esaotada.Palabras lave: Modos Deslizantes de Segundo Orden, Convergenia Exata, Métodosde Lyapunov, Convergenia Uniforme.



1
Capítulo 1
IntroduiónEl algoritmo Super-Twisting es uno de los algoritmos de Modos Deslizantes de SegundoOrden que ha sido ampliamente utilizado en ontrol, difereniaión y observaión. Debido a quepermite sustituir ontroladores disontinuos por ontroladores absolutamente ontinuos, atenúa elefeto de hattering y permite implementar difereniadores que ofreen estimaión exata en tiempo�nito de la derivada de una señal en ausenia de ruido y muestreo disreto de la misma. Además,ha permitido onstruir observadores robustos y exatos on onvergenia en tiempo �nito.Por otro lado, el tiempo de onvergenia de los algoritmos utilizados para el diseño de ob-servadores/difereniadores hasta ahora onoidos, depende de las ondiiones iniiales, on lo que noes posible onoer el tiempo de onvergenia de los observadores/difereniadores sin el onoimientoprevio de una ota de las ondiiones iniiales. La importania de lo anterior se ve re�ejada, porejemplo, en apliaiones de ontrol por retroalimentaión de salida de sistemas no lineales o en eldiseño de observadores/difereniadores para sistemas híbridos.1.1. Estado del arteEn el diseño de ontroladores y observadores on onvergenia exata, el modo deslizante esobtenido mediante la inyeión de un término disontinuo en la dinámia del sistema, lo que permiteque el sistema pueda admitir la existenia de alguna lase de inertidumbre o de perturbaionesaotadas que se presentan entre el modelo simpli�ado del sistema (modelo utilizado para el diseño)y el sistema real. El término de inyeión se diseña de tal forma que las trayetorias del sistema seanforzadas a permaneer en alguna super�ie deslizante en el espaio del error. El movimiento de lastrayetorias en esta super�ie se onoe omo modo deslizante (Utkin 1992).Los modos deslizantes de primer orden son robustos y preisos on respeto a varias lasesde perturbaiones internas omo externas, pero esta restringido a los asos on grado relativo 1. Paralos modos deslizantes de primer orden, la estabilidad, robustez y veloidad de onvergenia al punto



2de equilibrio se pueden estudiar mediante una funión de Lyapunov (Utkin 1992). En trabajos omo(Xiong y Saif 2001) se diseñan observadores por modos deslizantes de primer orden a través de laadiión de un termino disontinuo tipo signo en la inyeión de salida.Esenialmente, los observadores/difereniadores basados en modos deslizantes de segundoorden han mostrado que pueden ser exatos para una lase amplia de señales (Levant 1998),(Bartoliniy E. 2000),(Bejarano, Fridman, y Poznyak 2007),(Pisano y Usai 2007). En partiular, se ha mostradoque el algoritmo del Super-Twisting se puede adaptar muy bien para diseñar difereniadores y enforma similar, este algoritmo también ha sido usado para onstruir observadores exatos y robustoson onvergenia en tiempo �nito (Dávila, Fridman, y Levant 2005),(Bejarano, Fridman, y Poznyak2007),(Floquet y Barbot 2007).Por ejemplo, en (Levant 1998) se propone un difereniador de primer orden; y en (Dávila,Fridman, y Levant 2005), se propone un observador para una lase de sistema meánio de segundoorden. En ambos asos, solo se admiten perturbaiones e inertidumbres aotadas y el análisis de lapreisión, la onvergenia en tiempo �nito y la estabilidad en presenia de perturbaiones aotadasse lleva a abo mediante riterios geométrios, en este aso se hae uso de una urva mayorante. Sinembargo, la estimaión del tiempo de onvergenia es bastante difíil utilizando este riterio.Para aprovehar las ventajas que ofree el análisis a través de métodos de Lyapunov, re-ientemente, se han desarrollado funiones fuertes de Lyapunov para el algoritmo Super-Twisting(Moreno y Osorio 2008), (Moreno 2009), (Polyakov y Poznyak 2009), permitiendo extender y anali-zar la robustez para una lase más amplia de perturbaiones e inertidumbres que originalmente noeran onsideradas en el algoritmo.Además, nuevos algoritmos han sido propuestos basados en el algoritmo Super-Twisting(ver (Moreno y Osorio 2008), (Moreno 2009)). Mediante la adiión de términos de orreión linealeslas perturbaiones on reimiento lineal también pueden ser onsideradas (Moreno y Osorio 2008).Estos términos de orreión proveen al algoritmo mayor fuerza de atraión uando las trayetoriasestán muy alejadas del punto de equilibrio, ya que los términos lineales son más fuertes que lostérminos no lineales lejos del origen. Como la modi�aión del algoritmo resulta ser no homogénea,no es posible utilizar la teoría de homogeneidad para probar la estabilidad del algoritmo (Baiotiy Rosier 2005), (Levant 2005), (Levant 2007). Para asegurar la onvergenia en tiempo �nito ylas araterístias de robustez de estos nuevos algoritmos, se han empleado funiones estritas deLyapunov.El empleo de funiones de Lyapunov permite obtener formulas para estimar el tiempo deonvergenia. En (Polyakov y Poznyak 2009) se presenta una formula para estimar el tiempo deonvergenia a través de una funión de Lyapunov. La estrutura de la funión es ompliada asíomo el proedimiento para obtener la estimaión del tiempo de onvergenia. En ontraste on lasfuniones estritas de Lyapunov propuestas en (Moreno y Osorio 2008) que son simples y similaresa las utilizadas para probar la estabilidad en los sistemas lineales.Las funiones de Lyapunov de (Moreno y Osorio 2008) y (Polyakov y Poznyak 2009) son



3muy onservadoras por lo que no es posible obtener un buen estimado del tiempo de onvergenia onalguna ténia de optimizaión. Por otro lado, en (Moreno 2009) se logró obtener toda una familia defuniones de Lyapunov que permiten mostrar la onvergenia en tiempo �nito del algoritmo Super-Twisting y del algoritmo Super-Twisting Generalizado, que es un algoritmo que tiene un proeso deonstruión partiular. Utilizando esta familia de funiones de Lyapunov, en (Dávila, Moreno, yFridman 2009) se propone un método para seleionar la funión de Lyapunov fuerte que permiteasegurar el mejor estimado del tiempo de onvergenia.Con el empleo de las funiones de Lyapunov es posible obtener una relaión expliita parael diseño de las gananias de los algoritmos (Moreno y Osorio 2008), (Moreno 2009).1.2. MotivaiónExisten trabajos enfoados al desarrollo de observadores/diferniadores para ierta lasede sistemas, en los uales el error de observaión o el error de difereniaión onverge en formaexata (es deir, en tiempo �nito aún en presenia de pertubaiones aotadas) o asintótiamentea ero (Dávila, Fridman, y Levant 2005), (Atassi y Khalil 2000), (Levant 1998). En este tipo deobservadores/difereniadores la estimaión del tiempo de onvergenia tanto del error de observaiónomo del error de difereniaión es altamente dependiente de las ondiiones iniiales del sistema.Esta limitaión importante, hae que su apliaión a ierta lase de sistemas tenga un trato espeial.El prinipal inonveniente de todos los observadores/difereniadores onoidos hasta ahoraes que su tiempo de onvergenia tiende a in�nito uando la norma de la ondiión iniial ree deforma no aotada. Determinar a priori el tiempo para el ual los errores de observaión/difereniaiónonvergen a ero es imposible sin el onoimiento de alguna ota de la ondiión iniial (o algúnonjunto de las ondiiones iniiales).Por otro lado, la uniformidad on respeto a las ondiiones iniiales es una propiedadinteresante, debido a que los tiempos de onvergenia de todas las trayetorias que iniian fuera deun onjunto ompato pueden aotarse por una sola onstante. La importania de tener algoritmosque puedan onverger en forma exata, y además on tiempo de onvergenia independiente de lasondiiones iniiales no es muy lara. Solo para iertas apliaiones las propiedades de onvergeniaen tiempo �nito y on onvergenia uniforme pueden ser de gran ayuda, omo en apliaiones parasistemas híbridos o para estableer propiedades de separaión en sistemas no lineales. Por ejemplo,para sistemas no lineales, si se diseña un ontrol por retroalimentaión de salida basado en unobservador de estados, si no se onoe alguna ota de las ondiiones iniiales, no se puede asegurarque el observador onverja, por ejemplo, antes de que las trayetorias de la planta se esapen ain�nito. Ahora bien, para sistemas híbridos on ilo de vida (`dwell time') estritamente positivo,la onvergenia en tiempo �nito no es su�iente, debido a que los ontroladores y observadorespara estos sistemas deben onverger exatamente durante el ilo de vida. Desde esta perspetivala desventaja de los observadores y ontroladores basados en el algoritmo Super-Twisting es que



4su tiempo de onvergenia depende de las ondiiones iniiales y para asegurar la onvergeniadurante el ilo de vida se requiere tener algún onoimiento sobre el onjunto al que perteneen lasondiiones iniiales del sistema.Por esta razón, se propone por primera vez, un nuevo algoritmo que posee la propiedadde onvergenia exata, on tiempo de onvergenia independiente de las ondiiones iniiales. Elalgoritmo es analizado a través de métodos de Lyapunov, los uales son de gran ayuda y muyimportantes para analizar la estabilidad de sistemas no lineales.1.3. Planteamiento del problemaEl problema espeí�o que se quiere resolver en este trabajo de tesis es proponer y diseñarun nuevo algoritmo basado en el algoritmo Super-Twisting, que presente tiempo de onvergeniaindependiente de las ondiiones iniiales, que sea robusto ante perturbaiones aotadas y onverjaen tiempo �nito al punto de equilibrio. Para estableer uando un sistema presenta la propiedad deonvergenia uniforme y uando las trayetorias del sistema onvergen en tiempo �nito on tiempode onvergenia independiente de las ondiiones iniiales se introduen las siguientes de�niiones:De�niión 1.1 Un sistema es uniformemente onvergente (on respeto a las ondiiones ini-iales) si el tiempo de onvergenia de ualquier trayetoria del sistema a un onjunto ompatoarbitrario, que ontiene el punto de equilibrio en su interior, esta aotado por una onstante que esindependiente de las ondiiones iniiales.
NDe�niión 1.2 Un sistema es uniformemente onvergente en tiempo �nito si onverge alpunto de equilibrio en tiempo �nito y además el tiempo de onvergenia de ualquier trayetoria delsistema al punto de equilibrio esta aotado por una onstante que es independiente de las ondiionesiniiales.
NDe�niión 1.3 Un sistema exatamente onvergente si todas sus trayetorias onvergen al ori-gen en tiempo �nito en presenia de perturbaiones que no se desvaneen en el origen.
NDe�niión 1.4 Un sistema es exata y uniformemente onvergente (on respeto a las ondi-iones iniiales) si es exatamente onvergente y además el tiempo de onvergenia de ualquiertrayetoria del sistema al origen esta aotado por una onstante que independiente de las ondiionesiniiales.
N



5Considere la siguiente euaión diferenial
ẋ = −k|x|p sign (x) + ρ(x, t) (1.1)El omportamiento de las trayetorias soluión del sistema (1.1) queda ompletamente araterizadopor el valor del exponente p. Suponga ρ(x, t) = 0:si p = 0, la onvergenia al origen es en tiempo �nito (el sistema (1.1) es un modo deslizantede primer orden) (Utkin 1992).si 0 < p < 1, la onvergenia al origen es en tiempo �nito.si p = 1, la onvergenia al origen es exponenial.si p > 1, la onvergenia al origen es asintótia y uniforme (on respeto a la ondiión iniial)a un onjunto ompato.Por otro lado, si ρ(x, t) no se desvanee en el origen, el origen no es un punto de equilibrio. Suponiendoque |ρ(x, t)| ≤ r, donde r es una onstante que satisfae r < ksi p = 0, el sistema (1.1) onverge exatamente al origen.si 0 < p < 1, la onvergenia a una veindad del origen es en tiempo �nito.si p = 1, la onvergenia a una veindad del origen es exponenial.si p > 1, la onvergenia a una veindad del origen es asintótia y uniforme (on respeto a laondiión iniial) a un onjunto ompato.La propuesta para resolver el problema utiliza básiamente la unión de dos propiedades:onvergenia en tiempo �nito y onvergenia uniforme on respeto a las ondiiones iniiales. Eltrabajo se ha enfoado en probar que la modi�aión propuesta al algoritmo del Super-Twistingonverge en forma exata y uniforme a través de funiones de Lyapunov y en diseñar observado-res/difereniadores que sean exatos y uniformemente onvergentes.1.4. Objetivos1.4.1. Objetivos GeneralesComo parte de este trabajo de tesis se pretenden desarrollar los siguientes puntos:

• Proponer un nuevo algoritmo que sea exato y uniformemente onvergente.
• Analizar la estabilidad del algoritmo propuesto a través de funiones estritas de Lyapunov.
• Desarrollar un método que permita estimar el tiempo de onvergenia exata y uniforme delalgoritmo propuesto.



61.4.2. Objetivos Partiulares
• Proponer una funión estrita de Lyapunov que permita probar la onvergenia en tiempo �nitodel algoritmo propuesto sin perturbaiones.
• Proponer una funión estrita Lyapunov que permita probar la onvergenia uniforme del algoritmopropuesto sin perturbaiones.
• Emplear ambas funiones de Lyapunov para estimar el tiempo de onvergenia del algoritmo sinperturbaiones.
• Obtener una representaión para las perturbaiones que se onsideran en el algoritmo propuestoonsiderando que las perturbaiones satisfaen la ondiión de setor.
• Emplear ambas funiones de Lyapunov propuestas para el aso perturbado para probar la onvergeniaexata y uniforme del algoritmo ante perturbaión aotada.
• Diseñar un difereniador de primer orden basado en el algoritmo propuesto y omparar su desem-peño on otros difereniadores on onvergenia en tiempo �nito.
• Diseñar un observador para un sistema meánio de segundo orden basado en el algoritmo pro-puesto y omparar su desempeño on otros observadores on onvergenia en tiempo �nito.1.4.3. Aportaiones de la tesisLas prinipales aportaiones que presenta el trabajo son:
∗ Se propone un nuevo algoritmo on tiempo de onvergenia independiente de las ondiionesiniiales.
∗ Se realiza el análisis de estabilidad del algoritmo propuesto a través de funiones estritas deLyapunov.
∗ Se introdue la noión de onvergenia exata y uniforme de un sistema.
∗ Se realiza un observador para sistemas meánios y un difereniador de primer orden basados enel algoritmo propuesto.1.5. Contenido de la tesisEl presente trabajo de tesis esta dividido en 5 apítulos, a ontinuaión se hae una brevedesripión del ontenido de ada uno de ellos:
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• Capitulo I: Se establee el estado del arte y los motivos del desarrollo del trabajo de tesis, seplantea el problema a resolver, los objetivos ontemplados, �nalmente se propone una soluiónpartiular del problema y la metodología que se utilizara para resolver el problema.
• Capítulo II: Se estableen los preliminares neesarios, oneptos y de�niiones empleados a largodel trabajo.
• Capítulo III: Se analiza el sistema no perturbado y perturbado a través de funiones de Lyapunovfuertes para estudiar sus propiedades: onvergenia en tiempo �nito, onvergenia exata yonvergenia uniforme on respeto a las ondiiones iniiales. Se investiga sobre el problemade la estimaión del tiempo de onvergenia. Y se aborda el problema de diseño del algoritmouando existen perturbaiones aotadas.
• Capítulo IV: Se realizan dos apliaiones orientadas haia observaión y difereniaión de seña-les basadas en el algoritmo propuesto y se hae una omparaión on otros observadores ydifereniadores exatos.
• Capítulo V: Se presentan las onlusiones que se han obtenido de la realizaión de la tesis y seplantea el posible trabajo futuro que se puede desprender de la misma.
• Apéndie I: Se desriben algunas herramientas básias utilizadas en la obtenión de los resultadosprinipales.1.6. Soluión General PropuestaDebido a que reientemente se han desarrollado importantes avanes en el análisis de esta-bilidad de algoritmo Super-Twisting a través de funiones estritas de Lyapunov, es posible entendermás laramente sus propiedades de robustez ante perturbaiones y tiempo de onvergenia. Conla posibilidad de mejorar las propiedades menionadas se pueden añadir términos de orreión alalgoritmo Super-Twisting (Moreno y Osorio 2008) ,(Moreno 2009) que permiten, no solo ampliarla robustez del algoritmo a ierta lase de perturbaiones, sino también mejorar la veloidad deonvergenia.El algoritmo que se analiza en este trabajo es un aso partiular del siguiente sistema.

ẋ1 = −k1φ1 (x1) + x2 + b1ρ1(t, x)

ẋ2 = −k2φ2 (x1) + b2ρ2(t, x) ,
(1.2)donde x1 y x2 son lo estados orrespondientes, k1 y k2 son onstantes positivas y las gananiasque se deben diseñar para estabilizar el sistema, b1 y b2 son onstantes que pueden tomar ualquiervalor mayor o igual a ero y ponderan las perturbaiones ρ1(t, x) y ρ2(t, x) que están presentes en



8el sistema ,
φ1 (x1) = µ1 |x1|

q
sign (x1) + µ3 |x1|

p
sign (x1) ,

φ2 (x1) = φ′1(x)φ1(x) =
(

qµ1|x1|
q−1

+ pµ3 |x1|
p−1
)

(µ1 |x1|
q
sign (x1) + µ3 |x1|

p
sign (x1))

= qµ2
1 |x1|

2q−1
sign (x1) + (q + p)µ1µ3 |x1|

q+p
sign (x1) + pµ2

3 |x1|
2p−1

sign (x1) ,son los términos estabilizantes no lineales, µ1 , µ3 ≥ 0 son esalares, y por ultimo, 1/2 < q ≤ 1y 1 ≤ p ≤ 2. Este algoritmo posee dos lases de términos estabilizantes: de bajo orden y de altoorden. Los términos estabilizantes de alto orden ayudan a las trayetorias del sistema a onvergeron mayor veloidad uando éstas se enuentran lejos del origen. Los términos estabilizantes de bajoorden proveen la onvergenia en tiempo �nito de las trayetorias del sistema y las atraen on mayorfuerza uando éstas se enuentran era del origen.Cabe menionar que a partir del sistema (1.2) se pueden reuperar diversos algoritmospropuestos por otros autores (Moreno 2009; Levant 1998). Por ejemplo, onsiderando que las per-turbaiones no afetan el sistema, si µ1 = 1, µ3 = 0 y q = 1/2 el algoritmo Super-Twisting esreuperado. Por otra parte, si µ1 = 1, µ3 = 1, q = 1/2 y p = 1, el algoritmo Super-Twisting Ge-neralizado estudiado en (Moreno 2009) también es reuperado. Cuando µ1 = 0, µ3 = 1 y p > 0 elsistema (1.2) se redue al siguiente sistema homogéneo.
ẋ1 = −k̃1 |x1|

p
sign (x1) + x2

ẋ2 = −k̃2 |x1|
2p−1

sign (x1) ,
(1.3)donde k̃1 = k1µ3, y k̃2 = pµ2

3k2. Todas las trayetorias soluión de un sistema onstituido omoen (1.2) son soluiones en el sentido de Filippov (Filippov 1988) si q = 1/2. Todas las trayetoriassoluión de un sistema onstituido omo en (1.3) son soluiones en el sentido lásio. La noión dehomogeneidad no puede ser empleada para analizar la estabilidad del sistema (1.2), debido a que noes homogéneo.1.6.1. Caso partiular de estudioEl sistema que se estudia en este trabajo es onsiderando µ1 > 0, µ3 > 0, q = 1/2 y p = 3/2,de tal manera que
ẋ1 = −k1φ1 (x1) + x2 + b1ρ1(t, x)

ẋ2 = −k2φ2 (x1) + b2ρ2(t, x) ,
(1.4)donde

φ1 (x1) = µ1 |x1|
1
2 sign (x1) + µ3 |x1|

3
2 sign (x1) ,

φ2 (x1) =
µ2
1

2
sign (x1) + 2µ1µ2x1 +

3

2
µ2
2 |x1|

2 sign (x1) ,Generalmente el análisis de algoritmos de modos deslizantes de segundo orden esta basado en riteriosde homogeneidad (Levant 2007), el ual no permite estimar el tiempo de onvergenia de esta lase



9de algoritmos. En este trabajo, se propone un análisis de estabilidad empleando funiones estritasde Lyapunov. Se busa demostrar que el tiempo de onvergenia de ualquier trayetoria del sistema(1.4) efetivamente esta aotado por la misma ota de tiempo, que es onstante.1.7. MetodologíaPor motivos de simpliidad primero se analiza el sistema (1.4) uando no existen pertur-baiones presentes que afeten su dinámia. La metodología que se sigue para analizar el sistema noperturbado se divide en:1. Proponer una funión de Lyapunov que garantie la onvergenia en tiempo �nito al origen deada trayetoria del sistema que omienza en algún onjunto ompato. A su vez se obtieneuna fórmula que permite estimar el tiempo de onvergenia.2. Proponer una funión de Lyapunov que muestre que todas las trayetorias del sistema enestudio onverge uniformemente a un onjunto ompato, el ual ontiene al origen. Estaetapa esta dividida en dos partes:a) Se propone una funión estrita de Lyapunov para el sistema homogéneo para mostrarque esta parte del sistema es responsable de la propiedad de onvergenia uniforme.b) La misma funión de Lyapunov propuesta en el punto anterior se utiliza para mostrar queel sistema ompleto onverge uniformemente a un onjunto ompato. A su vez se obtieneuna formula que permite estimar el tiempo de onvergenia al onjunto ompato.Ambas funiones de Lyapunov garantizan la onvergenia exata y uniforme (on respe-to a la ondiión iniial) del algoritmo propuesto. Se analiza el omportamiento del tiempo deonvergenia del sistema on ada una de las funiones de Lyapunov propuestas. Esto permite es-timar el tiempo de onvergenia del sistema sin perturbaiones. Se analiza el sistema perturbadoutilizando la misma metodología general. Durante el análisis del sistema perturbado se introdue lalase de perturbaiones que serán onsideradas y se analiza un aso partiular del sistema perturbado(1.4).
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Capítulo 2
PreliminaresEn este apítulo se estableerán algunas de�niiones y oneptos que serán de gran utilidaden apítulos posteriores. Se desriben algunas herramientas matemátias que ayudaran a analizar yomprender mejor el problema en estudio.2.1. Estabilidad de sistemas no linealesLa estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no lineal puede ser estudiada endos formas. La primera es a través de la noión de estabilidad interna, que simplemente es la noiónlásia de estabilidad del sistema no forzado, es deir, uando la entrada es nula. El segundo aso esutilizando la noión de estabilidad externa, que onsidera el aso uando la entrada es distinta deero en el sistema no lineal.2.1.1. Estabilidad en el sentido lásioEn partiular, en esta seión se hará uso de la noión de estabilidad interna en el sentidode Lyapunov (Baioti y Rosier 2005) . Considere el siguiente sistema

ẋ = f(x) (2.1)donde f : Rn → R
n. Las siguientes de�niiones son tomadas de (Baioti y Rosier 2005) y (Osorio2009).De�niión 2.1 Se die que el origen x = 0 es un punto de equilibrio de (2.1) si f(0) = 0.

NDe�niión 2.2 El origen de (2.1) es estable en el sentido de Lyapunov si para ada ǫ > 0 existeuna δ > 0 tal que para ada x0 = x(0), on ‖x0‖ < δ y todo t > 0 se umple que
‖x(t)‖ < ǫ



11para todas las soluiones x(·) de (2.1).
NDe�niión 2.3 Se die que el origen de (2.1) es loalmente atrativo si para ∀t0 ≥ 0 existe δ0 talque ‖x0‖ < δ0 y ada soluión x(·) de (2.1) satisfae:

ĺım
t→+∞

x(t) = 0

NDe�niión 2.4 Se die que el origen de (2.5) es Loal y Asintótiamente Estable, si es estable enel sentido de Lyapunov y loalmente atrativo. Y el origen es Global y Asintótiamente Estable, si
δ0 puede ser de�nido tan grande omo se quiera.

NDe�niión 2.5 Una funión real V (x) se die que es radialmente no aotada si la funión se de�nesobre Br = {x ∈ R
n : ‖x‖ > r}, para alguna r > 0, y

ĺım
‖x‖→+∞

V (x) = +∞

NDe�niión 2.6 Una andidata a funión estrita de Lyapunov es un mapeo real V (x) el ual estade�nido sobre Br = {x ∈ R
n : ‖x‖ < r}, para alguna r > 0 y satisfae las siguientes propiedades:1. V (0) = 02. V (x) > 0 para x 6= 0 (V(x) es positiva de�nida)3. V (x) es de lase C1 sobre Br4. ∇V (x) · f(x) < 0 para ada x ∈ Br \ 0 (V(x) es negativa de�nida)Si una funión V (x) esta de�nida para toda x ∈ R

n, es radialmente no aotada y satisfae laspropiedades 1,2,3 y 4 on Br reemplazado por Rn, se de�nirá omo una funión estrita de Lyapunovglobal.
NTeorema 2.1 (Segundo Teorema de Lyapunov) Si existe una funión estrita de Lyapunov (global),entones el punto de equilibrio de (2.1) es Loal (Global) y Asintótiamente Estable.
N



122.1.2. Estabilidad en Tiempo FinitoConsidere ahora que el siguiente sistema tiene un punto de equilibrio Loal y Asintótia-mente Estable y ualquier trayetoria alanza este punto en tiempo �nito
ẋ = f(x) (2.2)y suponga que1. f es un ampo vetorial bien de�nido en la veindad de 0,2. f(0)=0,3. el sistema (2.2) posee soluión únia en tiempo haia delante, esto es, si dos soluiones on-uerdan en algunos tiempos t0, entones, onordarán en ualquier tiempo t ≥ t0.Denote φ(t, x) omo el mapeo de �ujo, el ual esta ontinuamente de�nido sobre el onjunto abiertoen R

+ × R
n. Las siguientes de�niiones son tomadas de (Bhat y Berstein 2000):De�niión 2.7 El origen del sistema (2.2) es estable en tiempo �nito si es estable y existe unonjunto abierto U que ontiene al origen, y la funión T : U \ {0} → (0,∞)(onoida omo funión`settling-time' ) tal que, para ada x ∈ U \ {0}, φ(·, x) esta de�nido sobre [0, T (x)), φ(t, x) ∈ U \ {0}

∀t ∈ [0, T (x)) y el ĺımt→T (x) φ(t, x) = 0.
NEs posible araterizar la estabilidad en tiempo �nito de un sistema no lineal a través deuna funión de Lyapunov.Teorema 2.2 (Bhat y Berstein 2000) El origen es estable en tiempo �nito y la funión `settling-time' es ontinua en ero, si y solo si, existen números reales C > 0 y α ∈ (0, 1), y una funiónontinua V positiva de�nida sobre una veindad abierta Ω de 0, tal que

V̇ (x) ≤ −CV (x)α , ∀x ∈ Ω \ {0} (2.3)De ser así, la funión `settling-time' T (x) es de heho ontinua en una veindad de 0 y satisfae(para ‖x‖ su�ientemente pequeña)
T (x) ≤

1

C(1 − α)
V (x)1−α. (2.4)

N2.1.3. Sistemas homogéneosEn el siguiente apartado se utilizaran fundamentalmente las de�niiones y oneptos dadospor (Baioti y Rosier 2005).



13De�niión 2.8 Dadas las oordenadas (x1, ..., xn) perteneientes a R
n y r = (r1, ..., rn) númerosreales positivos.

• La dilataion (drk)k>0 (asoiada on r) se de�ne omo
drk(x) := (kr1x1, ..., k

rnxn), ∀x = (x1, ..., xn) ∈ R
n, ∀k > 0Las onstantes ri se onoen omo los pesos de las oordenadas xi.

• Una funión V : Rn → R se die que es homogénea de grado m (m ∈ R) si
V (drk(x)) = kmV (x), ∀x ∈ R

n, ∀k > 0

• Un ampo vetorial f(x) = (f1(x), ..., fn(x)) : Rn → R
n se die que es homogéneo de grado q(q ∈ R) si

fi(d
r
k(x)) = kq+rifi(x), ∀x ∈ R

n, ∀k > 0, i = 1, ..., n

NEjemplo 2.1 Usando la de�niión de homogeneidad para un ampo vetorial mostraremos que elsistema
ẋ1 = −k3|x1|

psing(x1) + x2;

ẋ2 = −k4|x1|
nsign(x2)

(2.5)es homogéneo si n = 2p− 1.De la de�niión, debe umplirse que
fi(d

r
k(x)) = kq+rifi(x)para i = 1, 2. El operador dilataión puede esribirse omo
drk(x) := ∆kxdonde

∆ =

[

kr1 0

0 kr2

]

, x =

[

x1

x2

]Entones
f(∆kx) = kq∆kf(x)

[

−k3k
r1p|x1|

p sign(x1) +kr2x2

−k4k
r1n|x1|

n sign(x1)

]

= kq

[

kr1 0

0 kr2

][

−k3|x1|
p sign(x1) +x2

−k4|x1|
n sign(x1)

]

=

[

kqkr1{−k3|x1|
p sign(x1) +x2}

kqkr2{−k4|x1|
n sign(x1)}

]



14De lo anterior se obtienen las siguientes restriiones
r1p = q + r1

r2 = q + r1

r1n = q + r2que se satisfaen simultáneamente solamente si n=2p-1.
NDe�niión 2.9 La norma homogénea es un mapeo x 7→ ‖x‖r,p, donde para ada p ≥ 0

‖x‖r,p =

(

n
∑

i=1

|xi|
p
ri

)
1
p

, ∀x ∈ R
n.

N2.1.4. Funiones de Lyapunov homogéneasSe sabe que un sistema lineal on punto de equilibrio asintótiamente estable posee unafunión estrita de Lyapunov , la ual tiene forma uadrátia. En el aso de sistemas homogéneos seadmiten funiones estritas de Lyapunov homogéneas. El siguiente teorema establee la existeniade una funión estrita de Lyapunov para un sistema homogéneo.Teorema 2.3 (Baioti y Rosier 2005) Sea f un ampo vetorial ontinuo en R
n tal que el punto deequilibrio es asintótiamente estable loalmente. Asuma que f es homogénea de grado q para alguna

r ∈ (0,∞)n. Entones, para ualquier p ∈ N
∗ y ualquier m > p · máxi{ri}, existe una funiónestrita de Lyapunov V para ẋ = f(x), el ual es homogénea de grado m y de lase Cp. Como unaonseuenia direta la derivada on respeto al tiempo V̇ = 〈∇V, f〉 es homogénea de grado q +m.

NPor otro lado, es posible araterizar el tipo de onvergenia que poseen las trayetorias del sistemahomogéneo on punto de equilibrio asintótiamente estable solamente on el grado de homogeneidaddel ampo vetorial.Corolario 2.1 Sea f omo en el Teorema 2.3 y sea ‖ · ‖r,p ualquier norma homogénea:
• si q > 0 (q es el grado de homogeneidad f), entones existen onstantes M1 ,M2>0, tal que, paraualquier trayetoria y para todo t ≥ 0

M1(1 + ‖x(0)‖qr,pt)
− 1

q ‖x(0)‖qr,p ≤ ‖x(t)‖r,p ≤M2(1 + ‖x(0)‖qr,pt)
− 1

q ‖x(0)‖qr,p (2.6)
• si q = 0, entones existen onstantes M1, M2 y D tal que

M1 exp(−Dt)‖x(0)‖r,p ≤ ‖x(t)‖r,p ≤M2 exp(−Dt)‖x(0)‖r,p (2.7)
• si q < 0, el origen es estable en tiempo �nito.



15Demostraión. Aorde on el Teorema 2.3 existe una funión de Lyapunov estrita V para ẋ =

f(x), la ual es homogénea de grado m, positiva de�nida y ontinua de lase C1. Además, V̇ eshomogénea de grado m+ q. Por homogeneidad de V y para algunas C1, C2 > 0

C1‖x‖
q
r,p ≤ V (x) ≤ C2‖x‖

q
r,p , ∀x (2.8)y para algunas C3, C4 > 0

C3‖x‖
q+m
r,p ≤ −V̇ (x) ≤ C4‖x‖

q+m , ∀x (2.9)Por lo que para algunas C5, C6 > 0

C5V (x)
q+m
m ≤ −V̇ (x) ≤ C6V (x)

q+m
m

r,p , ∀x. (2.10)Si q > 0 (respetivamente, q = 0), una integraión direta de (2.10) ombinada on (2.8) da laexpresión (2.6)(respetivamente,(2.7)). El resultado de q < 0 se obtiene de (2.10) y el Teorema 2.2La prueba puede onsultarse on detalle en (Baioti y Rosier 2005).
N2.2. Caraterizaión de las no linealidadesEs posible remplazar las funiones matemátias que desriben las no linealidades involu-radas por una araterizaión setorial de las mismas que failita su tratamiento y ompresión. Losoneptos de las siguientes seiones se han tomado de (Khalil 2002).2.2.1. Condiiones de setor para funiones sin memoriaConsidere la siguiente funión esalar y = ψ(t, u), que satisfae la siguiente desigualdad

αu2 ≤ uψ(t, u) ≤ βu2 (2.11)para toda (t, u), donde α y β son números reales tal que β ≥ α. La interpretaión grá�a de lade�niión anterior es la siguiente, dada una funión y = ψ(t, u). Su grá�a orrespondiente estaontenida en un setor, el ual esta delimitado por las líneas y = αu y y = βu. De lo anterior se dieque ψ pertenee al setor [α, β]. La Figura 2.1 muestra el setor [α, β] para β > 0. La desigualdadtambién puede ser expresada omo
[ψ(t, u)− αu][ψ(t, u)− βu] ≤ 0 (2.12)para toda (t, u). Para el aso vetorial, onsiderando que
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ψ(t, u) =















ψ1(t, u1)

ψ2(t, u2)...
ψp(t, up)













y suponiendo que ada omponente ψi satisfae la ondiión de setor (2.11) on onstantes αi y
βi > αi. Además tomando en uenta que

K1 = diag(α1, α2, . . . , αp) , K2 = diag(β1, β2, . . . , βp)De�niión 2.10 Una funión sin memoria ψ : [0,∞)× R
p → R

p se die que pertenee al setor
[0,∞] si uψ(t, h) ≥ 0

[K1,∞] si u[ψ(t, h)−K1u] ≥ 0

[0,K2] on K2 = KT
2 si ψT (t, h)[ψ(t, h)−K2u] ≤ 0

[K1,K2] on K = K2 −K1 = KT si [ψ(t, h)−K1u]
T [ψ(t, h)−K2u] ≤ 0Para todos los asos debe satisfaerse para toda (t, u). Si en algunos asos la desigualdad es estrita,se puede esribir el setor omo (0,∞),(K1∞),(0,K2) o (K1,K2). En forma similar, para el asoesalar, se die que ψ pertenee a los setores (α, β], [α, β) , (α, β) si uno o ambos lado de (2.11) sesatisfaen en forma estrita.

N

Figura 2.1: Setor [α, β℄ para una no linealidad on β > α > 0.



172.2.2. Criterio del CíruloConsidere el sistema Σ representado omo interonexión de un sistema lineal en el lazodireto y una no linealidad sin memoria en el lazo de retroalimentaión
Σ =















ẋ = Ax+Bu , x(0) = x0

y = Cx+Du

u = ψ(t, y)

(2.13)donde x ∈ R
n. En el aso general u, y ∈ R

p, la pareja (A,B) es ontrolable, la pareja (A,C) esobservable y ψ : [0,∞)×R
p → R

p es una funión no lineal sin memoria. La funión de transfereniadel sistema lineal
G(s) = C(sI −A)−1 +Des propia. Las suposiiones de ontrolabilidad y observabilidad aseguran que {A,B,C,D} es unarealizaión mínima de G(s). La funión no lineal ψ debe satisfaer la ondiión de setor (2.11).El estudio de la estabilidad del punto de equilibrio puede realizarse para toda una lase de nolinealidades que satisfagan la ondiión de setor. La forma del sistema Σ se onoe omo forma deLur'e.De�niión 2.11 Considere el sistema (2.13) , donde ψ satisfae la ondiión de setor de la De�-niión 2.10. El sistema es absolutamente estable si el origen es global y asintótiamente estable paraualquier no linealidad en un setor dado.

NEl siguiente teorema se onoe omo Criterio del Círulo para el aso esalar (aso SISO,Single-Input-Single-Output).Teorema 2.4 Considere Σ un sistema esalar, donde A,B,C,D es la realizaión mínima de G(s)y ψ ∈ [α, β]. Entones el sistema es absolutamente estable si una de las siguientes ondiiones sesatisfae apropiadamente1. Si 0 < α < β, el Diagrama de Nyquist de G(jω) no entra al diso D(α, β) y lo enirula mvees en direión de las maneillas del reloj, donde m es el numero de polos de G(s) on partereal positiva.2. Si 0 = α < β, G(s) es Hurwitz y el Diagrama de Nyquist de G(jω) permanee en el ladodereho de la línea vertial de�nida por Re[s] = −1/β.3. Si α < 0 < β, G(s) es Hurwitz y el Diagrama de Nyquist de G(jω) permanee en el interiordel diso D(α, β).
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Diagrama de Nyquist 
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Figura 2.2: Representaión grá�a de la terera ondiión del riterio del iruloNota 2.1 Cuando α = −β el entro del írulo D(α, β) oinide on el origen del Digrama deNyquist.
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Capítulo 3
Algoritmo Super-Twisting ononvergenia Exata y Uniforme
3.1. IntroduiónEn este apítulo se presentará el análisis del sistema perturbado y del sistema no perturba-do del algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme. El análisis se lleva a abo enprimera instania para el sistema no perturbado a través de dos funiones de Lyapunov propuestaspara mostrar la onvergenia en tiempo �nito y la onvergenia uniforme on respeto a las ondi-iones iniiales. La unión de ambas a�rmaiones permite onluir que el sistema posee la propiedadde onvergenia exata y uniforme.Para el sistema perturbado se onsidera una lase amplia de perturbaiones, que pueden serrepresentadas a través de las ondiiones de setor en un vetor de oordenadas distinto al del siste-ma original. Representar las ondiiones de setor en este vetor de oordenadas permite expresar lasondiiones de setor en una forma uadrátia, que es de gran utilidad en el análisis de la robustezdel algoritmo, permitiendo obtener la funión de Lyapunov robusta resolviendo una DesigualdadMatriial Lineal (LMI, por sus siglas en ingles) en donde se toman en uenta las perturbaiones (queumplen on la ondiión de setor) o su orrespondiente Desigualdad Algebraia de Riati (ARI,por sus siglas en ingles). Además, siempre es posible obtener la representaión de las perturbaionesen las oordenadas originales.A partir de la funiones estritas de Lyapunov se puede obtener una formula que permi-te estimar una ota onservadora del tiempo de onvergenia del algoritmo Super- Twisting ononvergenia exata y uniforme al origen.



203.2. Análisis del Algoritmo Super-Twisting on onvergeniaexata y uniforme sin perturbaionesEn ausenia de perturbaiones, el omportamiento de las trayetorias del sistema (1.4)queda desrito por
ẋ1 = −k1φ1 (x1) + x2

ẋ2 = −k2φ2 (x1) ,
(3.1)donde

φ1 (x1) = µ1 |x1|
1
2 sign (x1) + µ3 |x1|

3
2 sign (x1)

φ2 (x1) =
µ2
1

2
sign (x1) + 2µ1µ3x1 +

3

2
µ2
3 |x1|

2
sign (x1) .Primero se muestrará que las trayetorias del sistema (3.1) tienen onvergenia global y en tiempo�nito al origen a través de una funión estrita de Lyapunov. Una segunda funión estrita deLyapunov muestra la onvergenia uniforme (on respeto a las ondiiones iniiales) de ualquiertrayetoria del sistema a un onjunto ompato arbitrario.Ambos resultados prueban la onvergenia en tiempo �nito y uniforme del algoritmo pro-puesto. Por lo tanto, el tiempo en que las trayetorias onvergen al origen no depende de la ondiióniniial, y esta aotado por una onstante, que solamente depende de los parámetros del sistema.3.2.1. Convergenia en tiempo �nito del sistema no perturbadoPara mostrar que el sistema (3.1) onverge en tiempo �nito se propone la siguiente funiónestrita de Lyapunov

V1(x) = ζTPζ , (3.2)El vetor ζ esta de�nido omo ζT = ϕT (x) =
[

φ1 (x1) , x2

], ϕ (x) viene a ser un homeomor�smoglobal y P es una matriz simétria positiva de�nida. La estrutura de la funión de Lyapunov (3.2) hasido utilizada en (Moreno 2009) para analizar la estabilidad y el tiempo de onvergenia del algoritmoSuper-Twisting Generalizado. De forma similar, la onstruión de las matries P = PT > 0, para lafunión de Lyapunov también se redue a hallar una soluión a la Euaión Algebraia de Lyapunov(ALE, por sus siglas en ingles)
ATP + PA = −Q (3.3)eligiendo orretamente la matriz A y proponiendo Q = QT > 0.Proposiión 3.1 Considere que el matriz A es
A =

[

−k1 1

−k2 0

]

, (3.4)



21tal que k1 > 0 , k2 > 0. Para ada matriz simétria positiva de�nida Q = QT > 0 que se elige, lafunión (3.2) es una funión estrita de Lyapunov global, para el sistema (3.1), donde P = PT > 0es la únia matriz simétria positiva de�nida soluión de la ALE (3.3). Además, la derivada V̇1 dela funión de Lyapunov tomada a lo largo de las trayetorias del sistema satisfae la desigualdaddiferenial
V̇1 ≤ −γ1 (Q,µ1)V

1
2

1 (x)− γ3 (Q,µ3) |x|
1
2V1 (x) , (3.5)donde

γ1 (Q,µ1) , µ2
1

λmı́n {Q}

2λ
1/2
máx {P}

,

γ3 (Q,µ3) , µ3
3λmı́n {Q}

2λmáx {P}son esalares que dependen de la seleión de la matriz Q y los parámetros µ1 y µ3. Más aún, lastrayetorias del sistema (3.1) que omienzan en la ondiión iniial x0 ∈ R
2 onvergen en tiempo�nito al origen si µ1 > 0, y la ota superior del tiempo de onvergenia T1 de las trayetorias delsistema se puede estimar omo

T1 = 2
γ1(Q,µ1)

V 1/2(x0) para µ1 > 0. (3.6)
NDemostraión. Seleione Q = QT > 0 arbitrariamente. A es Hurwitz para ualquier k1 > 0 y

k2 > 0, dado que el polinomio araterístio de esta matriz es p (s) = s2 + k1s + k2. Bajo estasondiiones la soluión P de (3.3) satisfae propiedades estándar en ontrol (Khalil 2002), por lotanto, P = PT > 0 es un matriz onstante simétria positiva de�nida, y la funión ontinua
V1 (x) = ζTPζ ,donde

ζT =
[

φ1 (x1) , x2

]es una funión andidata de Lyapunov para el sistema (3.1). Dado que φ2 (x1) = φ′1 (x1)φ1 (x1), y
φ′1 (x1) =

(

µ1

2|x1|
1
2

+ 3µ3

2 |x1|
1
2

). Se puede reesribir el sistema (3.1) omo
ζ̇ =

[

φ′1 (x1) {−k1φ1 (x1) + x2}

−k2φ2 (x1)

]

= φ′1 (x1)

[

−k1 1

−k2 0

]

ζ = φ′1 (x1)Aζ.Tomando la derivada de V1 (x)
V̇1(x) = ζ̇TPζ + ζTP ζ̇

= φ′1 (x1) ζ
T
(

ATP + PA
)

ζ = −φ′1 (x1) ζ
TQζ



22donde Q satisfae (3.3). Reordando que la desigualdad estándar para formas uadrátias es
λmı́n {P} ‖ζ‖

2
2 ≤ ζTPζ ≤ λmáx {P} ‖ζ‖

2
2 , (3.7)donde

‖ζ‖
2
2 = ζ21 + ζ22 = φ21 (x1) + x22 = µ2

1 |x1|+ 2µ1µ3 |x1|
2
+ µ2

3 |x1|
3
+ x22es la norma Eulidiana de ζ, y que la siguiente desigualdad

µ1 |x1|
1
2 ≤ ‖ζ‖2se satisfae. Se muestra que

V̇1 = −φ′1 (x1) ζ
TQζ ≤ −λmı́n {Q}φ′1 (x1) ‖ζ‖

2
2

= −µ1
λmı́n {Q}

2 |x1|
1
2

‖ζ‖
2
2 − µ3

3λmı́n {Q}

2
|x1|

1
2 ‖ζ‖

2
2 ≤ −µ2

1

λmı́n {Q}

2
‖ζ‖2 − µ3

3λmı́n {Q}

2
|x1|

1
2 ‖ζ‖

2
2

≤ −µ2
1

λmı́n {Q}

2λ
1
2

máx {P}
V

1
2

1 (x)− µ3
3λmı́n {Q}

2λmáx {P}
|x1|

1
2 V1 (x) .Se observa que V (x) es una funión de Lyapunov estrita y que las trayetorias de (3.1) onvergenen tiempo �nito al origen. Para estimar el tiempo de onvergenia, se sabe que

V̇1 ≤ −γ1 (Q,µ1)V
1
2

1 (x)− γ3 (Q,µ3) |x|
1
2 V1 (x) ≤ −γ1 (Q,µ1)V

1
2

1 (x) ,Del prinipio de omparaión (Khalil 2002), V (t) ≤ v (t) uando V (x0) ≤ v0. Entones, soluiónde la euaión diferenial
v̇ = −γ1v

1
2 − γ3|x1|

1
2 v , v(0) = v0 ≥ 0esta dada por

v(t) =
(

v
1
2

0 −
γ1
2
t
)2 si γ1 > 0 , γ2 = 0Hay que notar que x (t) onverge a ero en tiempo �nito solamente uando γ1 > 0 y la estimaióndel tiempo de onvergenia esta dado por (3.6).

NA pesar de que la funión de Lyapunov (3.2) permite onluir onvergenia global en tiempo�nito, que se observa laramente en el exponente fraional 1/2 del primer término de la derivada
V1(x) de la funión de Lyapunov (3.2). No es posible onluir nada aera de la onvergenia uniformeque presenta el sistema uando µ1 = 0 y µ3 > 0, ya que para este aso, la funión de Lyapunov soloes negativa semide�nida.Nota 3.1 Como el segundo término de la derivada V1(x) de la funión de Lyapunov (3.2) no estaelevado a un exponente mayor que uno, la onvergenia asintótia del sistema homogéneo no puede



23ser onluida a partir de la funión (3.2). De heho, solo es posible onluir que el sistema homo-géneo es estable. Para este aso, el teorema de La Salle (Khalil 2002) se requeriría para probar laonvergenia asintótia del sistema homogéneo. La desigualdad de Lyapunov (3.5) permite estimaruna ota superior del tiempo de onvergenia en tiempo �nito de las trayetorias del sistema (3.1),uando la ondiión iniial pertenee a un onjunto ompato. Además, la funión de Lyapunoves global, por lo tanto, el onjunto ompato puede haerse arbitrariamente grande, por lo que pa-ra ualquier ondiión iniial arbitraria existe un onjunto ompato que ontiene esta ondiióniniial.
N3.2.2. Funión de Lyapunov para el sistema homogéneoCuando µ1 = 0, µ3 = 1 y p = 3/2 el sistema (3.1) se redue al siguiente sistema homogéneo.

ẋ1 = −k̃1 |x1|
3
2 sign (x1) + x2

ẋ2 = −k̃2 |x1|
2
sign (x1) ,

(3.8)donde k̃1 = k1µ3, y k̃2 = 3
2µ

2
3k2. Para analizar, el tipo de onvergenia que presenta el sistemahomogéneo (3.8) se propone una nueva andidata a funión de Lyapunov. La primera funión deLyapunov propuesta sólo permite mostrar la onvergenia global en tiempo �nito del sistema noperturbado. Sin embargo, la estrutura de está funión no orresponde on el omportamiento quese espera uando se onsidera solamente el sistema homogéneo. Esto es porque en la derivada de lafunión (3.2) está presente el estado x1 multipliando a una funión de V1(x) y solo se puede onluirque el sistema es estable uando µ1 = 0 y µ3 > 0. El omportamiento del sistema homogéneo no seve re�ejado en la funión (3.2) y no es válida por si sola para probar la onvergenia asintótiadel sistema homogéneo. Además, la funión (3.2) no muestra nada a era de la propiedad deonvergenia uniforme que también posee el sistema (3.1). Por ello, en esta seión solo se analizael sistema homogéneo (3.8).Proposiión 3.2 La funión ontinua

V2 (x) =
δ

3
k̃2|x1|

3 − x1|x2|
4
3 sign (x2) +

δ

2
|x2|

2
, (3.9)es una funión estrita de Lyapunov para el sistema (3.8) si δ > 0 es su�ientemente grande. Además

V̇2 (x) ≤ −C1

(

V2(x)

2C4

)
7
6y el sistema (3.8) es uniformemente onvergente y el tiempo de onvergenia uniforme esta dadopor

t(ε) = 6
C1

(
27C7

4

ε )
1
6 para ualquier ε > 0 ,



24donde
C1 = mı́n

{

δk̃1k̃2 −
3γ

7
3

1 k̃1
7

−
8γ

7
6

2 k̃2
7

, 1−
4γ

−7
4

1 k̃1
7

−
4γ−7

2 k̃2
21

}

C4 = máx

{(

δ

3
k̃2 +

γ33
3

)

,

(

δ

2
+

2

3
γ
− 3

2

3

)}son esalares que dependen de la seleión de los parámetros k̃1,k̃2 y γ1, γ2, γ3 > 0.
NDemostraión. Se tiene que probar que V2 (x) es positiva de�nida y V̇2 (x) es negativa de�nida.Para haerlo, se hae uso de las siguientes desigualdades, que se derivan de la desigualdad lásiade Young (ver Apéndie A)

|x1|
3
2 |x2|

4
3 ≤

γr1
r

|x1|
7
2 +

γ−s
1

s
|x2|

7
3 , r =

7

3
, s =

7

4
, ∀γ1 > 0

|x1|
3 |x2|

1
3 ≤

γr2
r

|x1|
7
2 +

γ−s
2

s
|x2|

7
3 , r =

7

6
, s = 7 , ∀γ2 > 0

|x1| |x2|
4
3 ≤

γr3
r

|x1|
3
+
γ−s
3

s
|x2|

2
, r = 3 , s =

3

2
, ∀γ3 > 0 ,además

x1 |x2|
4
3 sign (x2) ≤ |x1| |x2|

4
3Utilizando las desigualdades anteriores

V2 (x) =
δ

3
k̃2 |x1|

3 − x1 |x2|
4
3 sign (x2) +

δ

2
|x2|

2 ≥
δ

3
k̃2 |x1|

3 − |x1| |x2|
4
3 +

δ

2
|x2|

2

≥
δ

3
k̃2 |x1|

3 −
γ33
3

|x1|
3 −

2

3
γ
− 3

2

3 − |x2|
2 =

(

δ

3
k̃2 −

γ33
3

)

|x1|
3 +

(

δ

2
−

2

3
γ
− 3

2

3

)

|x2|
2 ,

∀γ3 > 0 , ∀x, y
V2 (x) ≤

(

δ

3
k̃2 +

γ33
3

)

|x1|
3
+

(

δ

2
+

2

3
γ
− 3

2

3

)

|x2|
2
, ∀γ3 > 0 , ∀x .Para que V2 (x) > 0, se debe satisfaer

δ > máx

{

γ33

k̃2
,
4

3
γ
− 3

2

3

}

.Si se seleiona γ3 =
(

4
3 k̃2

)
2
9 (que es el punto donde ambas urvas se intersean), V2 (x) > 0 si

δ >

(

4

3

)
2
3 (

k̃2

)− 1
3

.Tomando la derivada de V2(x) a lo largo de las trayetorias del sistema (3.8) y usando las desigual-dades anteriores
V̇2 (x) = −δk̃1k̃2 |x1|

7
2 + k̃1 |x1|

3
2 sign (x1) |x2|

4
3 sign (x2) +

4

3
k̃2 |x1|

3
|x2|

1
3 − |x2|

7
3

≤ −α1 |x1|
7
2 − α2 |x2|

7
3



25donde
α1 = δk1k̃2 −

3γ
7
3

1

7
k̃1 −

8γ
7
6

2

7
k̃2

α2 = 1−
4γ

− 7
4

1

7
k̃1 −

4γ−7
2

21
k̃2 ,por lo tanto V̇2 (x) < 0 si

δ >
3γ

7
3

1

7k̃2
+

8γ
7
6

2

7k̃1

1 >
4γ

− 7
4

1

7
k̃1 +

4γ−7
2

21
k̃2 .Para ualquier k̃1 > 0, k̃2 > 0 ambas desigualdades siempre se pueden satisfaer seleionando

(δ, γ1, γ2) apropiadamente. Los parámetros γ1,γ2 y γ3 son grados de libertad introduidos para lograrsatisfaer las restriiones orrespondientes. De ser así, V2(x) es una funión estrita de Lyapunov.Usando la norma homogénea (Seión 2.9) y los Lemas A.2, A.3, es posible aotar V2(x). Para esteaso
‖x‖r,p =

(

|x1|
p
r1 + |x2|

p
r2

)
1
p

, ∀x ∈ R
2donde p ≥ 1 es la norma y r1 y r2, son los pesos de ada xi. Si r1 = 1,r2 = 3

2 y p = 7
2 se puedeestableer que

|x1|
7
2 + |x2|

7
3 = ‖x‖

7
2
r,p

‖x‖
5
2
r,p ≤ |x1|

5
2 + |x2|

5
3 ≤ 2‖x‖

5
2
r,p

‖x‖
3
2
r,p ≤ |x1|

3
2 + |x2| ≤ 2‖x‖

3
2
r,p

‖x‖3r,p ≤ |x1|
3
+ |x2|

2
≤ 2‖x‖3r,pNota 3.2 Se pueden elegir otras ombinaiones de pesos y normas para aotar las desigualdadesanteriores.

NLa funión de Lyapunov (3.9) puede aotarse omo
C3‖x‖

3
r,p ≤ V2(x) ≤ 2C4‖x‖

3
r,p (3.10)y

V̇2 (x) ≤ −C1‖x‖
7
2
r,pdonde

C1 = mı́n {α1, α2}

C3 = mı́n

{(

δ

3
k̃2 −

γ33
3

)

,

(

δ

2
−

2

3
γ
− 3

2

3

)}

C4 = máx

{(

δ

3
k̃2 +

γ33
3

)

,

(

δ

2
+

2

3
γ
− 3

2

3

)}



26y la derivada V̇2(x) queda expresada en términos de V2(x)
V̇2 (x) ≤ −C1

(

V2(x)

2C4

)
7
6

, (3.11)por lo tanto, V2(x) es una funión estrita de Lyapunov. Utilizando el prinipio de omparaión(Khalil 2002), V (t) ≤ v (t) uando V (x0) ≤ v0, la soluión de la euaión diferenial esta dada por
vf (t) =

(

C1

(2C4)
7
6

t

6
+

1

v
1
6

0

)−6 (3.12)que se obtiene . Sea vf = ε > 0 y sea v0 la ondiión iniial de la trayetoria, entones
t(ε, v0) =

6(2C4)
7
6

C1

(

1

ε
1
6

−
1

v
1
6

0

)Si la ondiión iniial de la trayetoria del sistema tiende a in�nito, el sistema (3.8) onverge a εen tiempo �nito.
NLa funión de Lyapunov propuesta asegura la onvergenia uniforme on respeto a lasondiiones iniiales de todas las trayetorias del sistema (3.8) a un onjunto ompato ε. De hehoomo lo muestra la derivada de la funión de Lyapunov (3.11) las trayetorias del sistema (3.8)onvergen asintótiamente al origen, lo ual no era laro en la derivada de la funión de Lyapunov(3.2).3.2.3. Convergenia uniforme para el sistema no perturbadoLa funión (3.9) muestra la onvergenia asintótia del sistema homogéneo y produe untérmino de orden mayor a uno en la derivada de la funión de Lyapunov que orresponde al ompor-tamiento esperado del sistema (3.8). Ya que el sistema homogéneo forma parte del sistema (3.1), esde esperarse que la propiedad de onvergenia uniforme se onserve en el sistema (3.1). Para mostraresto, se realiza el mismo análisis de la seión anterior pero utilizando la funión de Lyapunov (3.9)para el sistema ompleto.Proposiión 3.3 La funión ontinua (3.9) es una funión de Lyapunov para el sistema (3.1).Además, el sistema (3.1) es uniformemente onvergente y el tiempo de onvergenia uniforme T2esta dado por

T2(ε) = 12
C1

(
27C7

4

ε )
1
6 para ε > 0 (3.13)



27donde
C2 = máx

{

4

9
µ2
1k2γ

3
2

5 ,
2

9
µ2
1k2γ

−3
5 +

µ2
1

2
δk2

}

C3 = mı́n

{(

δ

3
k̃2 −

γ33
3

)

,

(

δ

2
−

2

3
γ
− 3

2

3

)}

ε = C3





β2
C1

+

√

(

β2
C1

)2

+ 2
C2

C1





3

β2 = k1µ1
4γ

− 5
4

4

5
+

8

3
k2µ1µ2

γ−5
6

5
+ 2δk2µ1µ2

3γ
− 5

3

7

5son esalares que dependen de la seleión de los parámetros k1, k2, µ1, µ2 y de γi > 0, para i = 1, .., 7.
NDemostraión. Tomando la derivada de V2 (x) a lo largo de las trayetorias del sistema (3.1) setiene

V̇2 (x) = −k1δk̃2 |x1|
2
φ1 (x1) sign (x1) + δk̃2 |x1|

2
sign (x1)x2 + k1φ1 (x1) |x2|

4
3 sign (x2)− |x2|

7
3 +

+
4

3
k2φ2 (x1) x1 |x2|

1
3 − δk2φ2 (x1)x2

= −k1δk̃2µ1 |x1|
5
2 + k1µ1 |x1|

1
2 sign (x1) |x2|

4
3 sign (x2) +

2

3
µ2
1k2 |x1| |x2|

1
3 +

8

3
k2µ1µ3x

2
1 |x2|

1
3 +

−
µ2
1

2
δk2 sign (x1)x2 − 2δk2µ1µ3x1x2

− δk̃1k̃2 |x1|
7
2 + k̃1 |x1|

3
2 sign (x1) |x2|

4
3 sign (x2) +

4

3
k̃2 |x1|

3
|x2|

1
3 − |x2|

7
3Usando las siguientes desigualdades que se derivan de la desigualdad lásia de Young (ver ApéndieA)

|x1|
1
2 |x2|

4
3 ≤

γp4
p

|x1|
5
2 +

γ−q
4

q
|x2|

5
3 , p = 5 , q =

5

4
, ∀γ4 > 0

|x1| |x2|
1
3 ≤

γp5
p

|x1|
3
2 +

γ−q
5

q
|x2| , p =

3

2
, q = 3 , ∀γ5 > 0

|x1|
2
|x2|

1
3 ≤

γp6
p

|x1|
5
2 +

γ−q
6

q
|x2|

5
3 , p =

5

4
, q = 5 , ∀γ6 > 0

|x1| |x2| ≤
γp7
p

|x1|
5
2 +

γ−q
7

q
|x2|

5
3 , p =

5

2
, q =

5

3
, ∀γ7 > 0 ,la derivada puede esribirse omo

V̇2 (x) ≤ −k1δk̃2µ1 |x1|
5
2 + k1µ1

(

γ54
5

|x1|
5
2 +

4γ
− 5

4

4

5
|x2|

5
3

)

+
2

3
µ2
1k2

(

2γ
3
2

5

3
|x1|

3
2 +

γ−3
5

3
|x2|

)

+

+
8

3
k2µ1µ2

(

4γ
5
2

6

5
|x1|

5
2 +

γ−5
6

5
|x2|

5
3

)

+
µ2
1

2
δk2 |x2|+ 2δk2µ1µ2

(

2γ
5
2

7

5
|x1|

5
2 +

3γ
− 5

3

7

5
|x2|

5
3

)
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−

(

δk̃1k̃2 −
3γ

7
3

1

7
k̃1 −

8γ
7
6

2

7
k̃2

)

|x1|
7
2 −

(

1−
4γ

−7
4

1

7
k̃1 −

4γ−7
2

21
k̃2

)

|x2|
7
3

≤ −α1 |x1|
7
2 − α2 |x2|

7
3 − β1 |x1|

5
2 + β2 |x2|

5
3 + β3 |x1|

3
2 + β4 |x2|donde las onstantes α1 y α2 están de�nidas de igual forma que en la seión anterior y

β1 = k1δk̃2µ1 − k1µ1
γ54
5

−
8

3
k2µ1µ2

4γ
5
2

6

5
− 2δk2µ1µ2

2γ
5
2

7

5

β2 = k1µ1
4γ

− 5
4

4

5
+

8

3
k2µ1µ2

γ−5
6

5
+ 2δk2µ1µ2

3γ
− 5

3

7

5

β3 =
4

9
µ2
1k2γ

3
2

5

β4 =
2

9
µ2
1k2γ

−3
5 +

µ2
1

2
δk2La derivada on respeto al tiempo de V̇2(x) puede ser esrita

V̇2 (x) ≤ −C1‖x‖
7
2
r,p + β2‖x‖

5
2
r,p + C2‖x‖

3
2
r,p (3.14)donde

C1 = mı́n {α1, α2} ,

C2 = máx {β3, β4} .Reesribiendo la desigualdad (3.14)
V̇2 (x) ≤ −

C1

2
‖x‖

7
2
r,p −

C1

2
‖x‖

7
2
r,p + β2‖x‖

5
2
r,p + C2‖x‖

3
2
r,p

≤ −
C1

2
‖x‖

7
2
r,p −

C1

2
‖x‖

3
2
r,p

(

‖x‖2r,p − 2
β2
C1

‖x‖r,p − 2
C2

C1

)y V2(x) < 0 si
‖x‖2r,p − 2

β2
C1

‖x‖r,p − 2
C2

C1
≥ 0La soluión se enuentra omo la soluión general a una euaión uadrátia, por lo tanto, parasatisfaer la desigualdad anterior se debe umplir que

‖x‖r,p ≥





β2
C1

+

√

(

β2
C1

)2

+ 2
C2

C1



Entones
V̇2 (x) ≤ −

C1

2
‖x‖

7
2
r,p , ∀‖x‖r,p ≥ ǫ (3.15)que se satisfae globalmente on

ǫ =





β2
C1

+

√

(

β2
C1

)2

+ 2
C2

C1







29Lo que permite onluir que las trayetorias soluión del sistema (3.1) onvergen a un onjuntoompato. De la desigualdad (3.10), se puede esribir (3.15) omo
V̇2 (x) ≤ −

C1

2

(

V2(x)

2C4

)
7
6

, ∀x ∈ Γǫ (3.16)donde el onjunto Γǫ = {x|V2(x) ≥ C3ǫ
3}. La desigualdad (3.39) permite estimar el tiempo deonvergenia uniforme al onjunto ompato ε = C3ǫ

3. Utilizando el prinipio de omparaión (Kha-lil 2002), V (t) ≤ v (t) uando V (x0) ≤ v0, la soluión de la euaión diferenial esta dada por (3.39)esta dada por
vf (t) =

(

C1

(2C4)
7
6

t

12
+

1

v
1
6

0

)−6donde vf es la ultima ota de la trayetoria, del análisis previo, esta ota puede tomarse omo vf = ε.Por lo tanto
t(ε, v0) =

12(2C4)
7
6

C1

(

1

ε
1
6

−
1

v
1
6

0

)Tomando el limite uando la ondiión iniial v0 tiende a in�nito, la expresión anterior muestra quetoda trayetoria que iniia era de in�nito entra al onjunto Γǫ en tiempo aotado.
NNota 3.3 Las onstantes C1 y C4 se de�nen de igual forma que en la proposiión 3.2.
NEl análisis del sistema no perturbado (3.1) on ambas funiones de Lyapunov muestra dososas interesantes. Por un lado, la onvergenia en tiempo �nito de un onjunto ompato arbitrarioal origen se debe a los términos de bajo orden, estos términos son muho más fuertes era delorigen omparado on los términos de alto orden del sistema. Como puede deduirse de la funiónde Lyapunov (3.2), toda trayetoria del sistema (3.1) que omienza on alguna ondiión iniial quepertenee a algún onjunto ompato va a onverger al origen en tiempo �nito y este tiempo deonvergenia puede ser estimado por la fórmula (3.6). Por otro lado, los términos de alto orden delsistema no perturbado son los responsables de que las trayetorias que iniian fuera de un onjuntoompato arbitrario tengan una onvergenia muy rápida a este onjunto ompato, aunque la razónprinipal de introduir los términos de alto orden es brindar al sistema la propiedad de onvergeniauniforme, la ual se onluye mediante el empleo de la funión de Lyapunov (3.9).Teorema 3.1 Para ualquier k1 > 0 y k2 > 0 el sistema (3.1) es uniformemente onvergenteen tiempo �nito.
N



30Demostraión. La propiedad de onvergenia en tiempo �nito es estableida en la proposiión (3.1)y la propiedad de onvergenia uniforme on respeto a las ondiiones iniiales se establee en laproposiión (3.3). Las a�rmaiones de ambas proposiiones muestran que el sistema no perturbado(3.1) onverge exata y uniformemente al punto de equilibrio y los tiempos de onvergenia detodas las trayetorias del sistema al origen están aotados por una onstante que no depende delas ondiiones iniiales.
N3.2.4. Estimaión del Tiempo de Convergenia del Sistema no PerturbadoUna estimaión del tiempo de onvergenia del sistema (3.1) puede ser obtenida a travésde las funiones de Lyapunov (3.2) y (3.9). La idea básia es bastante senilla. Supóngase que elonjunto ompato ε, que es el onjunto a donde llegan todas las trayetorias que han sido iniiadasen in�nito, es onoido. Debido a que se uenta on una funión estrita de Lyapunov (3.9) quegarantiza la onvergenia uniforme de las trayetorias soluión ϕ(t2, x20) del sistema (3.1) a unonjunto ompato, se puede enontrar un onjunto invariante Γ2 que ontiene en su interior alonjunto ompato ε. El tiempo de onvergenia T2 de todas las trayetorias que iniian fuera delonjunto ompato Γ2 puede ser estimado on la expresión (3.13). La funión de Lyapunov (3.2)asegura la onvergenia en tiempo �nito de ualquier trayetoria soluión ϕ(t1, x10) iniiada en unonjunto ompato al origen. Con esta funión se puede hallar otro onjunto invariante Γ1 queontenga en su interior al onjunto Γ2. El tiempo de onvergenia T1 del onjunto invariante Γ1 alorigen puede ser alulado on la formula (3.6). Lo anterior se ilustra en la Figura 3.1. La suma de T1

Figura 3.1: Representaión geométria de la estimaión del tiempo de onvergenia.



31y T2 es un estimado del tiempo de onvergenia del algoritmo Super-Twisting on onvergenia exatay uniforme. El proedimiento para alular el tiempo de onvergenia es presentado esenialmenteen el siguiente algoritmo:Seleionar las gananias omo en el Teorema 3.1 y seleionar δ > 0 y γi > 0,i = 1, .., 7apropiadamente.Calular el onjunto ompato ε omo en la Proposiión 3.3.Elegir ε2 > ε y alular el onjunto Γ2 = {(x1, x2) : V2(x1, x2) ≤ ε2}. El tiempo de onvergeniade este onjunto ompato se alula omo
T2(ε2) =

12

C1

(

27C7
4

ε2

)
1
6Enontrar el onjunto Γ1 tal que Γ2 ⊂ Γ1 y Γ1 = {(x1, x2) : V1(x1, x2) ≤ ε1}. Entones, eltiempo de onvergenia de este onjunto ompato al origen puede ser alulado omo

T1 =
4λ

1/2
máx {P}

µ2
1λmı́n {Q}

ε
1/2
1La estimaión del tiempo de onvergenia esta dada por

T = T1 + T2 (3.17)Nota 3.4 De la euaión (3.17) es laro ver que el tiempo de onvergenia uniforme esta aotadopor una onstante. Además, esta onstante solo depende de los parámetros del sistema y de los gradosde libertad δ y γi. Con una seleión apropiada de las gananias k1 y k2 el tiempo de onvergeniauniforme puede haerse arbitrariamente pequeño.
N3.3. Análisis del Algoritmo Super-Twisting on onvergeniaExata y Uniforme on perturbaionesPara analizar el aso perturbado se sigue básiamente la misma metodología que se utilizópara el sistema no perturbado. El siguinete análisis es retomado de (Moreno 2009). Reordando que

ζT = φT (x) = [φ(x1), x2], el sistema perturbado (1.4) puede ser esrito en términos de las nuevasoordenadas omȯ
ζ = φ

′

1(x1)





−k1φ1(x1) + x2 + b1ρ1(t, x)

−k1φ2(x1) + b2
ρ2(t,x)

φ
′

1
(x1)



 = φ
′

1(x1)(Aζ +Bρ̃) (3.18)



32donde
ρ̃(t, ζ) =





ρ1(t, x)
(

2|x1|
1/2

µ1+3µ3|x1|1/2

)

ρ2(t, x)





x=φ−1(ζ)

, B =

[

b1 0

0 b2

]

, A =

[

−k1 1

−k2 0

]Si solamente una perturbaión esta presente en el sistema, la matriz B toma alguna de las siguientesformas
b =

[

b1

0

]

, b =

[

0

b2

]Expresar las perturbaiones en términos de las oordenadas ζ, permite expresar las ondi-iones de setor del sistema original de una manera senilla, permitiendo estudiar la estabilidad delsistema perturbado a través de desigualdades matriiales. Además, es posible obtener los setoresorrespondientes de las perturbaiones en oordenadas originales.3.3.1. Caraterizaión de las perturbaionesLa perturbaiones onsideradas en oordenadas originales pueden ser desritas en términosde las oordenadas ζ. El vetor de perturbaiones del sistema en las nuevas oordenadas esta de�nidoomo ρ̃(t, ζ). Para tomar en uenta gran parte del tipo de perturbaiones existentes, las perturba-iones para el sistema deben satisfaer las ondiiones de setor. Basándonos en la e. (2.12), lasondiiones de setor pueden expresare omo
[ρ̃i(t, ζ)− LT

i1ζ][ρ̃i(t, ζ)− LT
i2ζ] ≤ 0, ∀ ≥ 0, ∀ζ ∈ R

2donde ρ̃i(t, ζ),i = 1, 2, son las omponentes el vetor ρ̃(t, ζ), ζ es el vetor de estados en las nuevasoordenadas y LT
i1 y LT

i1 de�nen el setor de la perturbaión.El objetivo de este apartado es reesribir las ondiiones de setor en forma uadrátia ymostrar que a través de perturbaiones expresadas en las nuevas oordenadas es posible obtener lossetores de las perturbaiones en oordenadas originales.Multipliando ambos lados de la desigualdad anterior por −1 y de�niendo esta ondiiónde setor omo ωi(ρ̃i, ζ) se tiene
ωi(ρ̃i, ζ) = [ρ̃i(t, ζ)−LT

i1ζ][L
T
i2ζ − ρ̃i(t, ζ)] = −ρ̃2i (t, ζ) + ρ̃i(t, ζ)(L

T
i1ζ +LT

i2ζ)−LT
i1ζL

T
i2ζ ≥ 0 (3.19)Dado que el produto LT

i1ζ es un esalar, este termino se puede transponer. Cualquiermatriz puede ser desompuesta en su parte simétria y antisimétria, la parte antisimétria es eroal ser premultipliada por ζT y postmultipliada por ζ. Aprovehando este heho,
LT
i1ζL

T
i2ζ = ζTLi1L

T
i2ζ =

1

2
ζT (Li1L

T
i2 + Li2L

T
i1)ζ,y el lado izquierdo de la desigualdad (3.19) puede ser representado omo

ωi(ρ̃i, ζ) =

[

ρ̃i

ζ

]T [

−1 1
2 (L

T
i1ζ + LT

i2ζ)

1
2 (L

T
i1ζ + LT

i2ζ) − 1
2 (Li1L

T
i2 + Li2L

T
i1)

][

ρ̃i

ζ

]

≥ 0 (3.20)



33La ondiión de setor de ada perturbaión puede ser representada a través de una matrizon estrutura uadrátia; sin embargo, lo que se neesita para tener una desripión ompleta deambas perturbaiones es agrupar ambas ondiiones de setor en una sola representaión. Si se de�nea ω(ρ̃, ζ) omo el termino que agrupa ambas ondiiones, entones
ω(ρ̃, ζ) = θ1ω1(ρ̃1, ζ) + θ2ω2(ρ̃2, ζ) ≥ 0, ∀θi ≥ 0, i = 1, 2.Reesribiendo ω(ρ̃, ζ) en forma uadrátia

ω(ρ̃, ζ) =

[

ρ̃(tζ)

ζ

]T [

−Θ S

ST R

][

ρ̃(tζ)

ζ

] (3.21)donde
Θ =

[

θ1 0

0 θ2

]

, R = −
1

2

[

θ1

θ2

]T [

L12L
T
11 + L11L

T
12

L22L
T
21 + L21L

T
22

]

, S =
1

2
Θ

[

LT
11 + LT

12

LT
21 + LT

22

]La ventaja de utilizar las ondiiones de setor en términos de las perturbaiones transfor-madas ρ̃(t, ζ) es que failitan en ierto sentido la obtenión de una funión estrita de Lyapunov yademás robusta, que muestra la onvergenia en tiempo �nito para el sistema perturbado. Un hehoimportante que se tiene que tomar en uenta es que las perturbaiones en oordenadas transformadas
ρ̃(t, ζ) neesitan ser transformadas a oordenadas originales ρ(t, x) para estudiar su omportamiento.Con efetos de ilustraión se analizarán solamente asos de las ondiiones de setor don-de la ota superior e inferior son simétrias, es deir, LT

i1 = −LT
i2, lo que permite haer algunassimpli�aiones, debido a que S = 0, y R = θ1L11L

T
11 + θ2L22L

T
22.Primer aso uando µ1 = 0 y µ3 = 1La transformaión de oordenadas es ζT =

[

x
3
2

1 sign(x) x2

]T y el vetor de perturba-iones
ρ̃(t, ζ) =





ρ1(t, x1, x2)

2
|3x1|1/2

ρ2(t, x1, x2)





x=φ−1(ζ)

=





ρ1(t, ζ
2
3

1 sign(ζ1), ζ2)

2
3|ζ1|1/3

ρ2(t, ζ
2
3

1 sign(ζ1), ζ2)



Si se onsidera que LT
i1 = −LT

i2 = gi

[

α β
], on gi > 0 y α,β onstantes mayores o iguales a 0,realizando las operaiones orrespondientes se llega a

ωi(ρ̃, ζ) = −ρ̃2i (t, ζ) + (αζ1 + βζ2)
2 ≥ 0 (3.22)Se puede observar que |ρi(t, ζ)| ≤ gi(α|ζ1|+β|ζ2|), por lo tanto la grá�a de la perturbaión |ρi(t, ζ)|pertenee al setor que esta limitado por las urvas (αζ1 + βζ2) y −(αζ1 + βζ2). Si α = 1 y β = 0,

|ρi(t, ζ)| ≤ gi|ζ1|, en oordenadas originales |ρi(t, x)| ≤ 3
2gi|x1|

3
2 , por otro lado, si α = 0 y β = 1,

|ρi(t, ζ)| ≤ gi|ζ2|, en oordenadas originales |ρi(t, x)| ≤ gi|x2|, que representan las ondiiones desetor para una no linealidad en su forma usual, omo se muestra en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Condiiones de setor para ρi(t, x) on α = 0 y β = 1.Segundo aso Super-Twisting lasioCuando µ1 > 0 y µ3 = 0 en el algoritmo (1.4), la transformaión de oordenadas es
ζT = φT =

[

|x1|
1/2 sign(x1) x2

]. De la Seión 3.3, y tomando las onsideraiones anteriores
ρ̃(t, ζ) =

[

ρ1(t, x1, x2)

2|x1|
1/2ρ2(t, x1, x2)

]

x=φ−1(ζ)

=

[

ρ1(t, ζ
2
1sign(ζ1), ζ2)

2|ζ1|ρ2(t, ζ
2
1sign(ζ1), ζ2)

]Entones suponiendo que LT
i1 = −LT

i2 = gi

[

α β
] y gi > 0, la ondiión de setorqueda de�nida por la desigualdad (3.22). Estas ondiiones de setor en oordenadas originalesonsiderando i = 1, 2, son

|ρ1(t, x)| ≤ g1(α|x1|
1/2 + β|x2|)

|ρ2(t, x)| ≤
g2
2 (α+ β |x2|

|x1|1/2
)Para i = 1, uando α = 1 y β = 0, |ρ1(t, x)| ≤ g1|x1|

1/2, el setor donde vive ésta nolinealidad esta limitado por las urvas g1|x1|1/2 sign(x1) y −g1|x1|
1/2 sign(x1). Considerando i = 2,

α = 1 y β = 0, |ρ2(t, x)| ≤ g2
2 , por lo tanto ρ2(t, x) esta aotada omo se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Condiiones de setor para ρ2(t, x) on α = 1 y β = 0.



35Terer aso, uando µ1 = 1 y µ3 > 0La transformaión esta dada por ζT = φT =
[

|x1|
1/2 sign(x1) + µ3|x1|

3/2 sign(x1) x2

],y el vetor de perturbaiones en las nuevas oordenadas puede expresarse omo
ρ̃(t, ζ) =





ρ1(t, x)
(

2|x1|
1/2

1+3µ3|x1|

)

ρ2(t, x)





x=φ−1(ζ)De manera similar onsiderando LT
i1 = −LT

i2 = gi

[

α β
] y gi > 0, la ondiión de setoren las nuevas oordenadas esta de�nida por la desigualdad (3.22). En oordenadas originales lasondiiones de setor para i = 1, 2 son

|ρ1(t, x)| ≤ g1α(|x1|
1/2 + µ3|x1|

3/2) + g1β|x2|)

|ρ2(t, x)| ≤ g2α(
1
2 + 2µ3|x1|+ µ2

3|x1|
2) + g2β(

|x2|

2|x1|1/2
+ 3

2µ3|x2|
1/2|x2|)Nuevamente para i = 1,α = 1 y β = 0, la perturbaión ρ1(t, x) esta ontenida en el setorlimitado por las urvas g1(|x1|1/2 + µ3|x1|

3/2) sign(x1) y −g1(|x1|
1/2 + µ3|x1|

3/2) sign(x1). Además,si i = 2,α = 1 y β = 0, la perturbaión ρ2(t, x) pertenee al setor limitado por g2
2 + (2µ3|x1| +

µ2
3|x1|

2) sign(x1) y − g2
2 + (2µ3|x1| + µ2

3|x1|
2) sign(x1), ρ2(t, x) esta aotado por g2

2 era del origeny ree aproximadamente de manera uadrátia omo se muestra en la Figura 3.4.Expresar las perturbaiones en las nuevas oordenadas failita el estudio de estabilidad yrobustez del sistema original uando se presentan dihas perturbaiones. Además, se pueden obtenerlos setores orrespondientes en oordenadas originales, aun uando algunos de estos setores di�erende la de�niión original de setor (ya que no pasan por el origen), permiten tener otas de lasperturbaiones y onsiderar perturbaiones que no se desvaneen en el origen.

Figura 3.4: Condiiones de setor para ρ2(t, x) on α = 1 y β = 0.3.3.2. Análisis de Estabilidad en presenia de perturbaionesBásiamente se onsideran dos tipos de análisis, uno para probar onvergenia en tiempo�nito y otro para probar onvergenia uniforme de las trayetorias del sistema. En esta seión, se



36demuestra que las dos funiones de Lyapunov propuestas para el sistema no perturbado, representanbien el omportamiento del sistema uando hay perturbaiones presentes.3.3.3. Convergenia en tiempo �nitoEn (Moreno 2009) se propone una funión estrita de Lyapunov para analizar el algoritmoSuper-Twisting Generalizado, uando se presentan ierto tipo de perturbaiones. La estrutura delalgoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme permite utilizar la misma funiónestrita de Lyapunov para analizar la onvergenia en tiempo �nito del sistema perturbado (1.4). Sise onsidera el sistema perturbado expresado en el vetor ζ y la siguiente funión de Lyapunov
V1(x) = ζTPζ (3.23)se puede probar la onvergenia en tiempo �nito del sistema (3.18). Derivando la funión (3.23) a lolargo de las trayetorias de (3.18) se tiene que

V̇1 = φ′1(x1){ζ
T (ATP + PA)ζ + ρ̃BTPζ + ζTPBρ̃} = φ′1(x1)

[

ζ

ρ̃

]T [

ATP + PA PB

BTP 0

][

ζ

ρ̃

]

≤ φ′1







[

ζ

ρ̃

]T [

ATP + PA PB

BTP 0

] [

ζ

ρ̃

]

+ ω(ρ̃, ζ)







= φ′1(x1)

[

ζ

ρ̃

]T [

ATP + PA+R PB + ST

BTP + S −Θ

][

ζ

ρ̃

]

≤ −φ′1(x1)

[

ζ

ρ̃

]T [

ǫP 0

0 0

][

ζ

ρ̃

]

≤ −φ′1(x1)ǫV1omo φ′1 = µ1
1

2|x1|1/2
+ 3

2µ3|x1|
1/2

V̇1(x) ≤ −
µ1ǫλ

1/2
mı́n {P}

2
V

1/2
1 −

3

2
µ3ǫ|x1|

1/2V1(x) ≤ −
µ1ǫλ

1/2
mı́n {P}

2
V1(x)

1/2 (3.24)El sistema (1.4) es robusto ante perturbaiones ρ1(t, x) y ρ2(t, x) que satisfaen las ondiiones desetor ω(ρ̃, ζ). Además se puede obtener P = PT > 0 que garantiza que la funión (3.23) es unafunión estrita de Lyapunov, asegurando la estabilidad en tiempo �nito del sistema a pesar deperturbaiones, sí la desigualdad matriial (3.25) se satisfae dadas iertas gananias k1 y k2. Paraeste aso, Θ es un grado de libertad que se emplea para lograr satisfaer la desigualdad matriial
[

ATP + PA+ ǫP +R PB + ST

BTP + S −Θ

]

≤ 0 (3.25)En forma equivalente, se puede garantizar la estabilidad robusta de (1.4), resolviendo la siguienteDesigualdad Algebraia de Riati (DAR)
ATP + PA+ ǫP +R+ (PB + ST )Θ−1(BTP + S) ≤ 0 (3.26)



37que se obtiene al usar el omplemento de Shur (Poznyak 2007) en la desigualdad matriial (3.25).Las desigualdades (3.26) y (3.25) son equivalentes. La desigualdad (3.24) permite estimar una otadel tiempo de onvergenia, por lo tanto las trayetorias del sistema (1.4) onvergen al origen en untiempo menor a T1 (que depende de la ondiión iniial x0), donde
T1 = 4

µ1ǫλ
1/2
mı́n

{P}
V

1/2
1 (x0) para µ1 > 0. (3.27)3.3.4. Diseño para garantizar onvergenia en tiempo �nito en preseniade perturbaionesPara alular la funión estrita de Lyapunov que garantiza la onvergenia en tiempo�nito del algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme uando se tienen presentesperturbaiones que umplen on la ondiión de setor, es neesario onoer estas perturbaiones y lasonstantes k1 y k2. Si se enuentra P = PT > 0 que satisfaga la Desigualdad Matriial Lineal (3.25) ola Desigualdad Algebraia de Riati (3.26), se garantiza que la funión (3.23) es una funión estritade Lyapunov y además, que el algoritmo presenta la araterístia de tener estabilidad robusta ononvergenia en tiempo �nito. Sin embargo, una araterístia de las Desigualdades Matriiales es quepueden ser resueltas para asos donde se presentan varias matries on parámetros desonoidos, deheho, se pueden resolver a través de algoritmos de optimizaión tomando en uenta las restriionesorrespondientes.La importania de los resultados anteriores radia en el diseño del algoritmo Super-Twistingon onvergenia exata y uniforme, es deir, enontrar las onstantes k1 y k2 uando se onoen lasperturbaiones que afetan al sistema. Si estas onstantes existen, entones se puede garantizar laestabilidad robusta y en tiempo �nito del algoritmo. Por el otro lado, es posible estimar el tiempode onvergenia.Método de diseñoConsiderando que la matriz que involura las onstantes de diseño puede desomponersede la siguiente forma

A =

[

−k1 1

−k2 0

]

= A0 −KC0 (3.28)donde
A0 =

[

0 1

0 0

]

, C0 =

[

1 0

1 0

]

,K =

[

k1 0

0 k2

]sustituyendo (3.28) en la desigualdad matriial (3.25) y desarrollando ada uno de los produtos, sellega al siguiente resultado
[

AT
0 P + PA0 − CT

0 K
T
0 −K0C0 + ǫP +R PB + ST

BTP + S −Θ

]

≤ 0 ,K0 = PK. (3.29)



38El problema se redue a enontrar una matriz positiva de�nida y simétria P = PT > 0,onstantes positivas θi > 0, on i = 1, 2, ǫ > 0 y la matriz de gananias K, de tal manera que ladesigualdad anterior se satisfaga. Reemplazar ǫP por ǫI no afeta la solubilidad de (3.29). En formaequivalente, existe una matriz positiva de�nida y simétria P = PT > 0, una matriz diagonal Θ ≥ 0,una onstante ǫ > 0 y una matriz de gananias K, tal que
AT

0 P + PA0 − CT
0 K

T
0 −K0C0 + ǫP +R+ (PB + ST )Θ−1(BTP + S) ≤ 0 (3.30)sea satisfeha.Caso partiular on solo una perturbaiónEsta seión solo presenta un resultado previo de (Moreno 2009) uando se onsidera unasola perturbaión. La soluión se aborda desde dos riterios que pareen diferentes pero que enrealidad estan onetados. El sistema onsiderado es el siguiente
ẋ1 = −k1φ1(x1) + x2

ẋ2 = −k2φ2(x1) + ρ2(t, x)
(3.31)Se supone que la perturbaión ρ2(t, x) esta uniformemente aotada, es deir, que para todo par (t, x)se satisfae |ρ2(t, x)| ≤ ρ(12 + 2µ3|x1|+ µ2

3|x1|
2). Es neesario transformar la perturbaión ρ2(t, x) a

ρ̃2(t, ζ), de la Seión 3.3.1, se sabe que |ρ̃2(t, ζ)| ≤ ρ|ζ1|, es deir la ondiión de setor para estaperturbaión queda determinada por ω2(ρ̃2ζ) = −ρ̃22(t, ζ) + ρ22ζ
2
1 ≥ 0. Para obtener las gananiasorrespondientes se neesita haer uso de la desigualdad matriial (3.29). En este asoΘ es un esalary sin perdida de generalidad puede estableerse omo

[

AT
0 P + PA0 − CT

0 K
T
0 −K0C0 + ǫP + ρ2CTC PB

BTP −1

]

≤ 0 (3.32)donde
A0 =

[

0 1

0 0

]

, C0 =

[

1 0

1 0

]

, C =
[

1 0
]

, B =

[

0

1

]Para obtener las matries orrespondientes P,R, y la onstante ǫ, se puede usar el LMI Tool-box de Matlab. Para resolver la desigualdad (3.32), es neesario estableer las siguientes restriiones:
P > 0, R > 0, ǫ > 0. O expresada omo una Desigualdad Algebraia de Riati (ARI)

AT
0 P + PA0 − CT

0 K
T
0 −K0C0 + ǫP + ρ2CTC + PBBTP ≤ 0 (3.33)y las gananias se obtienen de K = P−1K0. Por otro lado, desde el punto de vista del dominio de lafreuenia, usando el riterio del írulo, y reordando que A = A0 −KC0, la desigualdad matriiallineal (3.32) puede reseribrise omo

[

ATP + PA+ ǫP + ρ2CTC PB

BTP −1

]

≤ 0 (3.34)



39y se satisfae si y solo si el diagrama de Nyquist de la funión de transferenia G(s) = C(sI−A)−1Besta ontenida dentro de un irulo de radio δ, entrado en el origen, es deir, que el Diagrama deNyquist estará ontenido dentro del írulo si
máx
ω

|G(jω)| <
1

ρ
(3.35)La funión de transferenia es

G(s) =
1

s+ k1s+ k2Para failitar los álulos se toma el uadrado de la magnitud de |G(jω)|, de esta manera
|G(jω)|2 =

1

(k2 − ω2)2 + (k1ω)2Para onoer los máximos de |G(jω)|2, se requiere derivar dos vees la expresión anterioron respeto a ω, la primera derivada die que punto puede ser un máximo o un mínimo. La segundaderivada determina el máximo o mínimo de la funión. La primera derivada es
d

dω
|G(jω)|2 = −4

ω(ω2 − k2 +
1
2k

2
1)

[(k2 − ω2)2 + (k1ω)2]2Por lo tanto, hay dos puntos que pueden ser máximos (o mínimos), uno en ω1 = 0 y otro en
ω2
2 = k2 −

1
2k

2
1 . La segunda derivada on respeto a ω es
d2

dω2
|G(jω)|2 =

2[3ω2k41 + 2(ω2 − k2)
2(5ω2 + k2) + k21(9ω

4 − k2(12ω
2 + k2))]

[ω2k21 + (ω2 − k2)2]3para alular los máximos de |G(jω)|2 es neesario que la segunda derivada valuada en ω1 y ω2 seamenor a ero.
d2

dω2
|G(jω)|2|ω1

= −
2(k21 − 2k2)

k42
d2

dω2
|G(jω)|2|ω2

=
64(k21 − 2k2)

k41(k
2
1 − 4k2)2Para garantizar que estos puntos son máximos

−
2(k21 − 2k2)

k42
< 0

64(k21 − 2k2)

k41(k
2
1 − 4k2)2

< 0La ondiión neesaria para que exista un máximo en ω2 = k2 −
1
2k

2
1 es que la desigualdad

k21 − 2k2 < 0 ó de forma equivalente k2 − k21/2 > 0. Para que exista un máximo en ω = 0 se debeumplir que −(k21 − 2k2) < 0, o de igual manera que k2 − 1
2k

2
1 < 0. Entones

máx
ω

|G(jω)|2 =



















1
k22

si k2 −
k21
2 < 0

1

k21(k2 −
k21
4 )

si k2 −
k21
2 > 0Basados en el análisis anterior, existen dos formas de seleionar las gananias k1 > 0 y

k2 > 0, que garantizan la onvergenia exata del sistema (3.31) ante perturbaiones aotadas.



401. Cuando k2 − k21
2 < 0De la desigualdad (3.35) se observa que

máxω1
|G(jω1)|

2 < 1
ρ2

1
k22

< 1
ρ2Se debe elegir k2 > ρ y k21 > 2k2.2. Cuando k2 − k21

2 > 0De la desigualdad (3.35) se observa que
máxω2

|G(jω2)|
2 < 1

ρ2

1

k21(k2 −
k21
4 )

< 1
ρ2Elegir la gananias de tal forma que k21(k2− k2

1

4 ) > ρ2 y 2k2 > k21 se satisfagan simultaneamente.

Figura 3.5: Región admisible de gananias: ondiión 1 (verde) y ondiión 2 (rojo).Nota 3.5 También se asegura la onvergenia exata del sistema (3.31) si las gananias satisfaenlas restriiones k2 > ρ y k21 = 2k2.
NNota 3.6 En (Levant 1998) y (Dávila, Fridman, y Levant 2005) se proponen dos formas de elegirlas gananias que garantizan la onvergenia de un difereniador y un observador basados en elalgoritmo Super-Twisting uando apareen términos desonoidos pero aotados en x2, Cuadro 3.1.La región de gananias enontrada en el análisis previo ontiene en su interior a las gananiaspropuestas en (Levant 1998) y (Dávila, Fridman, y Levant 2005), Figura 3.6.
N



41Cuadro 3.1: Tabla de gananias.Autor Gananias Considerando α = k2/2
λ = k1 y C = f+ = ρ/2Levant α > C

λ2 > 4C α+C
α−C

k2 > ρ

k21 > 4ρ 2k2+ρ
2k2−ρDávila α > f+

λ > 4C α+C
α−C

√

2
α−f+

(α+f+)(1+p)
(1−p) ,

0 < p < 1

k2 > ρ

k21 > (2k2+δ)2

2k2−δ ,

p = 0

Figura 3.6: Gananias que aseguran la onvergenia de algoritmo Super-Twisting: riterio del írulo(verde), ondiiones de Levant (líneas azules) y ondiiones de Dávila (líneas rojas).Nota 3.7 Hay dos posibles formas de seleionar las gananias k1 > 0 y k2 > 0 para que el algoritmoSuper-Twisting on onvergenia exata y uniforme pueda onverger al origen a pesar de perturbaio-nes, si estas satisfaen |ρ2(t, x)| ≤ ρ(12 + 2µ3|x1|+ µ2
3|x1|

2). Los resultados anteriores son válidos sise presentan perturbaiones aotadas por una onstante en el sistema (3.31), es deir, |ρ2(t, x)| ≤ ρ
2 .
NEl análisis anterior permite estableer la siguiente proposiiónProposiión 3.4 Existe una matriz simétria positiva de�nida P = PT > 0 y ǫ > 0 que satisfaenla desigualdad matriial (3.34) uando |ρ2(t, x)| ≤ ρ(12 + 2µ3|x1| + µ2

3|x1|
2), si las gananias seseleionan

k2 > ρ y k21 > 2k2o k1 y k2 de tal forma que ambas desigualdades k21(k2 − 1
4k

2
1) > ρ2 y 2k2 > k21 se satisfagansimultáneamente,y la funión V1(x) = ζTPζ es una funión estrita de Lyapunov que garantiza onvergenia exatadel sistema (3.31), y el tiempo de onvergenia T1 de las trayetorias del sistema al origen estaaotado por

T1 =
4

ǫλ
1/2
mı́n{P}

V
1/2
1 (x0) (3.36)



42donde x0 es la ondiión iniial de la trayetoria.
N3.3.5. Convergenia uniformeAl igual que en el aso sin perturbaiones, la derivada (3.24) de la funión estrita deLyapunov (3.23) no permite onluir nada aera de la propiedad de onvergenia uniforme (onrespeto a la ondiión iniial) que posee el sistema (1.4). Usando la funión de Lyapunov (3.9) sepuede probar que el sistema (3.31) sigue presentando onvergenia uniforme a un onjunto ompatoa pesar de perturbaiones.Caso partiular on perturbaión aotada por una onstantePara analizar la onvergenia uniforme del sistema (3.31) se usa la funión de Lyapunov(3.9). Úniamente se onsidera el aso de perturbaión aotada por una onstante.Proposiión 3.5 La funión ontinúa (3.9) es una funión estrita de Lyapunov para el siste-ma (3.31). Además, el sistema (3.31) es uniformemente onvergente si la perturbaión satisfae

|ρ2(t, x)| ≤
ρ
2 y el tiempo de onvergenia uniforme esta dado por (3.13), donde C2 = máx{β3, β4} y

β3 =
4

9
µ2
1k2γ

3
2

5 +
4

9
ργ

3
2

5

β4 =
2

9
µ2
1k2γ

−3
5 +

µ2
1

2
δk2 +

2

9
ργ−3

5 + δ
ρ

2
.

NDemostraión. Tomando la derivada de V2 (x) a lo largo de las trayetorias del sistema (3.31) setiene que
V̇2 (x) = −k1δk̃2 |x1|

2 φ1 (x1) sign (x1) + δk̃2 |x1|
2 sign (x1)x2 + k1φ1 (x1) |x2|

4
3 sign (x2)− |x2|

7
3 +

+
4

3
k2φ2 (x1) x1 |x2|

1
3 − δk2φ2 (x1)x2 −

4

3
ρ2(t, x1, x2)x1 |x2|

1
3 + δρ2(t, x1, x2)x2

= −k1δk̃2µ1 |x1|
5
2 + k1µ1 |x1|

1
2 sign (x1) |x2|

4
3 sign (x2) +

2

3
µ2
1k2 |x1| |x2|

1
3 +

8

3
k2µ1µ2x

2
1 |x2|

1
3 +

−
µ2
1

2
δk2 sign (x1)x2 − 2δk2µ1µ2x1x2 +

4

3
ρ2(t, x1, x2)x1 |x2|

1
3 + δρ2(t, x1, x2)x2

− δk̃1k̃2 |x1|
7
2 + k̃1 |x1|

3
2 sign (x1) |x2|

4
3 sign (x2) +

4

3
k̃2 |x1|

3
|x2|

1
3 − |x2|

7
3usando las siguientes desigualdades que se derivan de la desigualdad lásia de Young (ver ApéndieA)

|x1|
1
2 |x2|

4
3 ≤

γp4
p

|x1|
5
2 +

γ−q
4

q
|x2|

5
3 , p = 5 , q =

5

4
, ∀γ4 > 0

|x1| |x2|
1
3 ≤

γp5
p

|x1|
3
2 +

γ−q
5

q
|x2| , p =

3

2
, q = 3 , ∀γ5 > 0
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|x1|

2
|x2|

1
3 ≤

γp6
p

|x1|
5
2 +

γ−q
6

q
|x2|

5
3 , p =

5

4
, q = 5 , ∀γ6 > 0

|x1| |x2| ≤
γp7
p

|x1|
5
2 +

γ−q
7

q
|x2|

5
3 , p =

5

2
, q =

5

3
, ∀γ7 > 0 ,la derivada

V̇2 (x) ≤ −k1δk̃2µ1 |x1|
5
2 + k1µ1

(

γ54
5

|x1|
5
2 +

4γ
− 5

4

4

5
|x2|

5
3

)

+
2

3
µ2
1k2

(

2γ
3
2

5

3
|x1|

3
2 +

γ−3
5

3
|x2|

)

+

+
8

3
k2µ1µ2

(

4γ
5
2

6

5
|x1|

5
2 +

γ−5
6

5
|x2|

5
3

)

+
µ2
1

2
δk2 |x2|+ 2δk2µ1µ2

(

2γ
5
2

7

5
|x1|

5
2 +

3γ
− 5

3

7

5
|x2|

5
3

)

+

−

(

δk̃1k̃2 −
3γ

7
3

1

7
k̃1 −

8γ
7
6

2

7
k̃2

)

|x1|
7
2 −

(

1−
4γ

− 7
4

1

7
k̃1 −

4γ−7
2

21
k̃2

)

|x2|
7
3 +

+
4

3

ρ

2

(

2γ
3
2

5

3
|x1|

3
2 +

γ−3
5

3
|x2|

)

+ δ
ρ

2
|x2| .De�niendo las siguientes onstantes

β1 = k1δk̃2µ1 − k1µ1
γ54
5

−
8

3
k2µ1µ2

4γ
5
2

6

5
− 2δk2µ1µ2

2γ
5
2

7

5

β2 = k1µ1
4γ

− 5
4

4

5
+

8

3
k2µ1µ2

γ−5
6

5
+ 2δk2µ1µ2

3γ
− 5

3

7

5

β3 =
4

9
µ2
1k2γ

3
2

5 +
4

9
ργ

3
2

5

β4 =
2

9
µ2
1k2γ

−3
5 +

µ2
1

2
δk2 +

2

9
ργ−3

5 + δ
ρ

2

α1 = δk1k̃2 −
3γ

7
3

1

7
k̃1 −

8γ
7
6

2

7
k̃2

α4 = 1−
4γ

− 7
4

1

7
k̃1 −

4γ−7
2

21
k̃2se puede expresar V̇2 (x) omo

V̇2 (x) ≤ −α1β1 |x1|
7
2 − α2 |x2|

7
3 − β1 |x1|

5
2 + β2 |x2|

5
3 + β3 |x1|

3
2 + β4 |x2|La derivada V̇2(x) puede ser esrita en términos de la norma homogénea omo

V̇2 (x) ≤ −C1‖x‖
7
2
r,p + β2‖x‖

5
2
r,p + C2‖x‖

3
2
r,p (3.37)donde

C1 = mı́n {α1, α2} ,

C2 = máx {β3, β4} .Reesribiendo la desigualdad (3.37)
V̇2 (x) ≤ −

C1

2
‖x‖

7
2
r,p −

C1

2
‖x‖

7
2
r,p + β2‖x‖

5
2
r,p + C2‖x‖

3
2
r,p

≤ −
C1

2
‖x‖

7
2
r,p −

C1

2
‖x‖

3
2
r,p

(

‖x‖2r,p − 2
β2
C1

‖x‖r,p − 2
C2

C1

)



44y V2(x) < 0 si
‖x‖2r,p − 2

β2
C1

‖x‖r,p − 2
C2

C1
≥ 0Resolviendo omo una euaión uadrátia, se establee que para satisfaer la desigualdad se debeumplir que

‖x‖r,p ≥





β2
C1

+

√

(

β2
C1

)2

+ 2
C2

C1



Entones
V̇2 (x) ≤ −

C1

2
‖x‖

7
2
r,p ∀‖x‖r,p ≥ ǫ. (3.38)se satisfae globalmente on

ǫ =





β2
C1

+

√

(

β2
C1

)2

+ 2
C2

C1



Se puede onluir que las soluiones del sistema (3.31) onvergen a un onjunto ompato. De ladesigualdad (3.10), se puede esribir (3.38) omo
V̇2 (x) ≤ −

C1

2

(

V2(x)

C4

)
7
2

∀x ∈ Γǫ (3.39)donde Γǫ = {x|V2(x) ≥ C3ǫ
3} y se puede estimar el tiempo de onvergenia al onjunto ompato

ε = C3ǫ
3. Del prinipio de omparaión (Khalil 2002), V (t) ≤ v (t) uando V (x0) ≤ v0. Entones,la soluión de la euaión diferenial esta dada por

vf (t) =

(

C1

(2C4)
7
6

t

12
+

1

v
1
6

0

)−6donde vf es la ultima ota de la trayetoria. Del análisis previo vf = ε, y
t(ε, v0) =

12(2C4)
7
6

C1

(

1

ε
1
6

−
1

v
1
6

0

)Tomando el limite uando la ondiión iniial tiende a in�nito
t(ε) =

12(2C4)
7
6

C1

1

ε
1
6se muestra que todas las trayetorias que omienzan en in�nito llegan a Γǫ en tiempo aotado.

NNota 3.8 Se puede observar que la fórmula para estimar el onjunto ompato guarda la mismaestrutura que la enontrada en el análisis del sistema sin perturbaiones, solo que ahora dependede la ota de la perturbaión ρ2(t, x).
N



45Teorema 3.2 El sistema (3.31) es exata y uniformemente onvergente si se seleionan
k2 > ρ y k21 > 2k2ó k1 y k2 son seleionadas tal que ambas desigualdades k21(k2 − 1

4k
2
1) > ρ2 y 2k2 > k21 sesatisfagan.

NDemostraión. La funión de Lyapunov presentada en la proposiión (3.4) garantiza laonvergenia exata de las trayetorias del sistema (3.31). La proposiión (3.5) garantiza que elsistema (3.31) onverge uniformemente uando las perturbaiones aotadas por una onstante sononsideradas en la dinámia del sistema. Ambas proposiiones garantizan que el sistema perturbado(3.31) onverge exata y uniformemente al origen. Además, los tiempos de onvergenia de todas lastrayetorias del sistema al origen están aotados por una onstante que no depende de las ondiionesiniiales.
N3.3.6. Estimaión del Tiempo de Convergenia on perturbaión aotadaEl algoritmo para estimar tiempo de onvergenia del sistema perturbado (3.31), es idéntioal mostrado en la seión (3.2.4).Seleionar las gananias omo en el teorema (3.2) y seleionar δ > 0 y γi > 0,on i = 1, .., 7,apropiadamente.Calular el onjunto ompato ε omo en la proposiión (3.5).Elegir ε2 > ε y alular el onjunto Γ2 = {(x1, x2) : |V2(x1, x2) ≤ ε2}. El tiempo deonvergenia de este onjunto ompato se alula omo

T2(ε) =
12

C1

(

27C7
4

ε2

)
1
6Enontrar el onjunto Γ1 tal que Γ2 ⊂ Γ1 y Γ1 = {(x1, x2) : V1(x1, x2) ≤ ε1}. Entones, eltiempo de onvergenia de este onjunto ompato al origen puede ser alulado omo

T1 =
4

ǫλ
1/2
mı́n{P}

ε
1/2
1La estimaión del tiempo de onvergenia esta dada por

T = T1 + T2 (3.40)
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Capítulo 4
Apliaión a Observaión yDifereniaión
4.1. IntroduiónLa difereniaión en tiempo real es un problema viejo e importante. Para ontrol los dife-reniadores son ampliamente utilizados: son una parte importante de los ontroladores PID lásios;generalmente, son parte esenial en el ontrol por retroalimentaión de salida de sistema no lineales(Atassi y Khalil 2000; Levant 2003); o son usados omo observadores. El prinipal reto en el diseñodel difereniador es mantener tanto la exatitud omo la robustez ante el ruido (Levant 1998; Levant2003). En sistemas lineales, la aproximaión de la funión de transferenia en una banda de freuen-ia ha sido extensamente usada (Rabiner y Steiglitz 1970; Kumar y Roy 1988). Los observadoresde alta ganania también han sido muy utilizados omo difereniadores en tiempo real, y apliadosal ontrol por retroalimentaión de salida, dando algunos resultados de separaión en esquemas deontrol no lineal (Atassi y Khalil 2000; Khalil 2002). Una limitaión de observadores/difereniadoreslineales y suaves es que son exatos para una lase muy pequeña de señales y sus propiedades deaproximaión para una lase amplia de señales es razonablemente buena solamente uando se usangananias muy grandes. No obstante, en este aso, la sensibilidad al ruido es fuertemente ampli�aday la presenia del efeto pio deteriora aún más su desempeño (Atassi y Khalil 2000; Khalil 2002).Por otro lado, los observadores exatos por modos deslizantes presentan la araterístiade rehazar perturbaiones y responder en forma robusta ante algunos tipos de inertidumbres delmodelo del sistema debido a que presentan una inyeión de salida a través de un término disontinuo.El diseño de los observadores exatos se redue a garantizar que el vetor de error de estimaión delos estados permaneza en una trayetoria dada por el error ero (Osorio 2009). En partiular, se hamostrado que el algoritmo del Super-Twisting se adapta muy bien omo difereniador (Levant 1998;Levant 2003) ya que ofree la mejor onvergenia posible en presenia de ruidos aotados medibles



47en el sentido de Lebesgue, uando la segunda derivada de la señal base (desonoida) es aotada(Levant 2003). Esta lase de difereniadores ha sido usada para onstruir observadores exatos yrobustos on onvergenia en tiempo �nito (Dávila, Fridman, y Levant 2005; Floquet y Barbot 2007;Bejarano, Fridman, y Poznyak 2007). La onvergenia en tiempo �nito es una propiedad ruialempleada en la estimaión de estados en sistema híbridos, o para propiedades de separaión desistemas no lineales.El prinipal inonveniente de todos los resultados previos es que el tiempo de onvergeniade estos observadores/difereniadores tiende a in�nito uando la norma de la ondiión iniial reesin ota. Esto signi�a, que para sistemas híbridos no se puede garantizar que el estimador brindeel valor exato de los estados entre ada onmutaión (modo de operaión), si la ota para lasondiiones iniiales no es onoida a priori. O para ontrol por retroalimentaión de salida basadoen un observador de estados signi�a que no se puede asegurar que el observador onverja antes deque las trayetorias de la planta se esapen a in�nito, si una ota de las ondiiones iniiales noes dada a priori. Esto motiva la importania de tener observadores/difereniadores que onverjanexata y robustamente en tiempo �nito, on tiempo de onvergenia independiente de las ondiionesiniiales. El objetivo de este apítulo es diseñar un difereniador de primer orden y un observador parasistemas meánios, que además de tener la araterístia de onvergenia exata y en tiempo �nitode la estimaión, el difereniador y observador propuestos presentan la propiedad de onvergeniauniforme on respeto a las ondiiones iniiales, es deir, que el error de difereniaión/ observaiónalanza exata y robustamente el origen en un tiempo de onvergenia que esta uniformementeaotada para todas las ondiiones iniiales del difereniador/observador. Por lo que la onvergeniaexata de ambos se alanza en un tiempo pre�jado, independientemente de la ondiión iniial.4.2. Difereniador de primer ordenEn esta seión se propone un difereniador de primer orden basado en el algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme, el Difereniador Robusto Exato y Uniforme (DREU).El difereniador de Levant brinda onvergenia exata y en tiempo �nito a la derivada de la señal deentrada, uando la derivada es Lipshitz. Sin embargo, el tiempo de onvergenia ree sin ota onla norma de las ondiiones iniiales en el difereniador. El DREU inluye términos de alto orden,los uales proveen onvergenia uniforme on respeto a las ondiiones iniiales, tal que el DREUonverge uniformemente y además, exatamente a la derivada de la señal de entrada en tiempo �nito,y el tiempo de onvergenia es independiente de las ondiiones iniiales. El tiempo de onvergeniapuede ser ajustado on las gananias del difereniador.Considere que la señal f(t) que entra al difereniador (o que se quiere difereniar) es unafunión de�nida en el intervalo [0,∞). La funión f(t) se asume que es una funión medible en elsentido de Lebesgue y se de�ne omo f(t) = f0(t) + v(t). El primer termino de la señal onsiste



48en una funión base f0(t) que es desonoida y que tiene una derivada on onstante de Lipshitz
ρ > 0, la ual se supone onoida. El segundo termino orresponde al ruido v(t) que aparee enla señal base f0(t), el ual para el análisis se onsidera desonoido, pero que puede ser aotadopor una onstante. Cuando se haen mediiones disretas de la señal de entrada f(t), el proeso dedisretizaión también puede ser interpretado omo una lase ruido que afeta a la señal de entrada.Considerando que el ruido esta ausente en la señal que entra al difereniador, y de�niendo
ς0 = f0(t) y ς1 = ḟ0(t) omo las nuevas variables, se puede tener la siguiente representaión en elespaio de estados de la señal f0(t)

ς̇0 = ς1;

ς̇1 = f̈0 ,
(4.1)Para difereniar la señal base f0(t), la ual es desonoida, se puede onsiderar la siguiente euaiónauxiliar

ẋ = ż0donde ż0 es la señal de salida que se obtendrá del difereniador propuesto. El objetivo prinipales diseñar un difereniador que de una estimaión robusta de ḟ0(t) usando solamente mediionesontinuas de la señal f0(t), que se tradue que el error de estimaión entre la señal base y su derivaday la salidas del difereniador van a onverger exato y uniformemente, por lo tanto el tiempo deonvergenia es uniforme on respeto a las ondiiones iniiales.Considerando que σ0 = z0 − ς0 es el error de estimaión entre la señal base y la integral dela salida difereniador, apliando el algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme,se obtiene el siguiente esquema para el DREU
ż0 = −k1φ1 (σ0) + z1;

ż1 = −k2φ2 (σ0) ,
(4.2)

k1 y k2 son las gananias positivas del difereniador que se tienen que diseñar apropiadamente,
φ1 (σ0) = µ1 |σ0|

1
2 sign (σ0) + µ3 |σ0|

3
2 sign (σ0) ,

φ2 (σ0) =
µ2
1

2
sign (σ0) + 2µ1µ3σ0 +

3

2
µ2
3 |σ0|

2
sign (σ0) ,

µ1 ≥ 0 y µ2 ≥ 0 son esalares. Hay que notar que uando µ1 = 1 y µ2 = 0, el difereniadorrobusto propuesto en (Levant 1998) es reuperado. Las gananias del difereniador son diseñadasde manera senilla, para este aso, el diseño del difereniador requiere solamente del onoimientode un parámetro, ρ, el ual se neesita para sintonizar el difereniador, y que tiene que satisfaersolamente la siguiente ondiión |f̈0| ≤ ρ/2. Respetivamente, z0 y z1 son las estimaiones de f0(t)y ḟ0(t). Las estimaiones son teóriamente exatas en ausenia de ruido si z0 = f0(t) y ż0 = ḟ0(t).Además, ż0 y ż1 pueden tomarse omo las salidas del difereniador (Levant 1998),(Levant 2003).Se pueden de�nir σ1 = z1 − ς1 omo el error de estimaión entre la salida del difereniadory la primera derivada de la señal base. Con las oordenadas σ0 y σ1 se puede obtener la dinámia



49del error de difereniaión, la ual toma la forma
σ̇0 = −k1φ1(σ0) + σ1

σ̇1 = −k2φ2(σ0)− f̈0(t)
(4.3)donde f̈0(t) satisfae |f̈0(t)| < ρ/2, y σ0 = 0 y σ1 = 0 se estableen en tiempo �nito. El resultadode la siguiente seión muestra que el DREU es robusto y que el error de difereniaión realmenteonverge exata y uniformemente a ero.4.2.1. Convergenia Exata y Uniforme del Error de DifereniaiónTeorema 4.1 Suponga que |f̈0(t)| ≤ ρ/2. Entones, el error de difereniaión (4.3) es exata yuniformemente onvergente, asegurando la estimaión de f0 y ḟ0 si se seleionan las gananias

k2 > ρ y k21 > 2k2o k1 y k2 son seleionadas de tal forma que ambas desigualdades k21(k2− 1
4k

2
1) > ρ2 y 2k2 > k21se satisfagan simultáneamente.

NDemostraión.El proedimiento para onstruir un funión de Lyapunov robusta que pruebe onvergeniaen tiempo �nito del error de difereniaión fue introduida en la Seión 3.3.4. La Proposiión 3.4garantiza que el error de observaión onverge exato si |f̈0(t)| ≤ ρ/2. La onstruión de V1 = ζTPζ,on P = PT y ǫ > 0, se redue a satisfaer la desigualdad matriial
[

ATP + PA+ ǫP + ρ2CTC PB

BTP −1

]

≤ 0 (4.4)donde
A0 =

[

−k1 1

−k2 0

]

, C =
[

1 0
]

, B =

[

0

1

]

,reemplazar ǫP por ǫI no afeta la solubilidad de (4.4). La estabilidad robusta y en tiempo �nito delerror de difereniaión se garantiza si se eligen las gananias k1 > 0 y k2 > 0 tal que :
k2 > ρ y k21 > 2k2

k1 y k2 se han seleionadas de manera que ambas desigualdades k21(k2− 1
4k

2
1) > ρ2 y 2k22 > k21se satisfagan.Usando la Proposiión 3.5 se garantiza que el error de difereniaión onverge uniformemente uando

|f̈0(t)| ≤ ρ/2. Por lo tanto, la dinámia del error de difereniaión (4.3) es exata y uniformementeonvergente (on respeto a las ondiiones iniiales), por lo tanto todas las trayetorias soluióndel sistema (4.2) onvergen a la derivada de la señal en tiempo �nito menor a T , el ual es inde-pendiente de la ondiión iniial y esta aotado por una onstante que depende de las gananias deldifereniador.
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NNota 4.1 El algoritmo desarrollado en la Seión 3.2.4 sirve para estimar el tiempo de onvergeniauniforme del error de difereniaión.
N4.2.2. Preisión del difereniadorCuando la estimaión de la derivada del difereniador (4.2) es erana a la derivada de laseñal de entrada (que se quiere difereniar), los términos de bajo orden dominan el omportamientodel error de difereniaión uando el error se aproxima a ero. Lo que implia que el DREU sepuede aproximar al difereniador de Levant. Entones, el DREU tiene la misma preisión que eldifereniador de Levant on respeto a ruidos y mediiones disretas de f0(t).Si la señal de entrada tiene la forma f(t) = f0(t) + v(t) y v(t) es una funión medible en elsentido de Lebesgue on magnitud |v(t)| ≤ ν, las desigualdades |z0−f0(t)| < µ0ν, |z1−ḟ0(t)| < µ2ν

1/2son estableidas on onstantes positivas µ0 > 0 y µ2 > 0. Si f0(t) es muestreada on intervalos demuestreo onstante τ > 0, las desigualdades |z0 − f0(t)| < γ0τ
2, |z1 − ḟ0(t)| < γ1τ son estableidason onstantes positivas γ0,γ1, (Levant 2005).4.2.3. Ejemplo de SimulaiónEn el siguiente ejemplo de simulaión se ompara el difereniador propuesto on el dife-reniador de Levant (Levant 1998). Las gananias del difereniador fueron seleionadas omo en elTeorema 4.1 para asegurar la onvergenia del difereniador. Las gananias que se eligieron fueron:

k21 = 2k2 y k2 = 6. Para la simulaión, se han tomado dos ondiiones iniiales para los diferenia-dores, z(0) = 0 y z(0) = 10. La señales de entrada fueron tomadas de (Levant 1998), las uales son
f(t) = 5t + sin t + 0.01 cos 10t y f(t) = 5t + sin t + 0.001 cos30t. Los resultados que se obtienen semuestran en la Figura 4.1.Ambos difereniadores onvergen en tiempo �nito, omo se muestra en la Figura 4.1. Seobserva que el DREU onverge más rápido que el difereniador de Levant. La desventaja del dife-reniador propuesto radia en que la respuesta transitoria del mismo ree uando las ondiionesiniiales reen. Una onjetura que se puede haer es que la seleión de las gananias puede afetarel omportamiento transitorio del difereniador, de ser así, la respuesta transitoria del difereniadorpuede mejorarse eligiendo otro par de gananias.A pesar de que el difereniador de Levant es exato, no posee la propiedad de onvergeniauniforme, por lo tanto uando la ondiión iniial ree en forma no aotada, el tiempo de onvergeniadel difereniador ree de forma no aotada también, esto se muestra en la Figura 4.2. El tiempode onvergenia es enormemente mejorado debido a los términos de alto orden en aso del DREU,y el tiempo de onvergenia de ualquier trayetoria (no importando donde iniie) esta aotada por
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Figura 4.1: Grá�as omparativas entre el DREU (azul) y el difereniador de Levant (verde).
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Figura 4.2: Tiempo de onvergenia uando las ondiiones iniiales reen en ambos difereniadores.



52una onstante, aun en presenia de ruido, omo se observa en la Figura 4.2. La señal de entrada
f(t) = 5t+ sin t+ 0.01 cos10t fue usada para obtener los resultados mostrados en la Figura 4.2.Enseguida se estima el tiempo de onvergenia uniforme y se ompara on el obtenido ensimulaión. Siguiendo los pasos del algoritmo propuesto en la seión 3.3.6 se tieneComo k2 = 6 y k21 = 2k2 y eligiendo

γ1 =
(

24k̃1

7

)
4
7

, γ2 =
(

32k̃2

7

)
1
7

, γ3 =
(

k̃2

28

)
2
9

, γ4 = (k1)
1
5 , γ5 =

(

µ2
1k

1
15

2

)
1
3

,

γ6 =
(

3µ2k1

2

)
2
5

, γ7 =
(

3µ2k1

2δ

)
2
5

, δ = 3
7k̃2

(

24k̃1

7

)
4
3

+ 8
7k̃1

(

32k̃2

7

)
1
6

+ 0.05,on base en simulaiones, se tiene que C1 = 0.791667, C2 = 8.35489, C3 = 0.00345866, C4 =

6.01652 y β2 = 9.47561.Como en la Proposiión 3.5.
ε = C3





β2
C1

+

√

(

β2
C1

)2

+ 2
C2

C1





3

= 52.6901Elegir ε2 > 52.6901, para este ejemplo ε2 = 53 y el onjunto Γ2 = {(x1, x2) : |V2(x1, x2) ≤ 53},Figura (4.3) . El tiempo de onvergenia de este onjunto ompato es
T2(ε2) =

12

C1
(
27C7

4

ε2
)

1
6 = 142.601Para enontrar el onjunto Γ1 tal que Γ2 ⊂ Γ1 on Γ2 = {(x1, x2) : V1(x1, x2) ≤ ε1}. Para ellose debe hallar P = PT > 0 y ǫ > 0 que satisfagan

[

ATP + PA+ ǫI + ρ2CTC PB

BTP −1

]

≤ 0donde
A=

[

−3.4641 1

−6 0

]

, C =
[

1 0
]

, B =

[

0

1

]

, ρ = 5Utilizando el LMI Toolbox de Matlab para resolver la desigualdad matriial
P =

[

10.4315 −2.7068

−2.7068 2.0680

]

, ǫ = 0.6042y λmı́n{P} = 1.2684, λmáx{P} = 11.2311. Por lo tanto
V1(x1, x2) =

[

φ1(x1)

x2

]T [

10.4315 −2.7068

−2.7068 2.0680

] [

φ1(x1)

x2

]Para enontrar Γ1 tal que Γ2 ⊂ Γ1 se utilizan las urvas de nivel de V1(x1, x2), que se muestranen la Figura 4.3. Eligiendo ε1 = 160, el tiempo de onvergenia de este onjunto ompato alorigen puede ser alulado omo
T1 =

4

ǫλ
1/2
mı́n{P}

ε
1/2
1 = 74.355



53La estimaión del tiempo de onvergenia es
T = 142.601+ 74.355 = 216.956

Figura 4.3: Curvas de nivel.Nota 4.2 Como se observa la estimaión es demasiado onservadora omparada on la aluladaen simulaión que es aproximadamente de 2 segundos y en gran parte se debe a la seleión delos parámetros. Se puede utilizar algún proeso de optimizaión para obtener la mejor estimaiónposible del tiempo de onvergenia. Para obtener el tiempo de onvergenia uniforme del observadorse puede proeder de la misma manera.
N4.3. Observador Robusto Exato y Uniforme para un sistemameánioEn esta seión se propone un Observador Robusto Exato y Uniforme (OREU) basadoen algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme. Ambas funiones de Lyapunovdel apítulo anterior permiten onluir la onvergenia exata y uniforme del OREU. De heho,el error de observaión tiene onvergenia exata y uniforme a ero, aun en presenia de entradasdesonoidas aotadas. Supóngase que el modelo general para un sistema meánio esta dado por

M(q)q̈+ C(q, q̇)q̇+ P (q̇) +G(q) + ∆(t,q, q̇) = τ (4.5)



54donde q ∈ R
n es el vetor de oordenadas generalizadas, M(q) es la matriz de inerias, C(q, q̇) esla matriz que ontiene los términos de fuerza entrifuga y de efeto de Coriolis, P (q̇) es la friiónde Coulomb, G(q) es el termino de las fuerza debidas a la gravedad, ∆(t,q, q̇) es el termino deinertidumbres del modelo y τ es el vetor de torques. Además, Mn(q),Cn(q, q̇),Pn(q̇),Gn(q) sonlas matries nominales del modelo que se suponen onoidas. De�niendo x1 = q,x2 = q̇, τ = u, elmodelo (4.5) puede ser esrito en variables de estado omoẋ1 = x2ẋ2 = f(t,x1,x2, u) + ξ(t,x1,x2, u) , u = U(t,x1,x2)y = x1

(4.6)donde la parte nominal del sistema dinámio es
f(t,x1,x2, u) = −M−1

n (x1)[Cn(x1,x2)x2 + P (x2) +Gn(x1)− u]y las inertidumbres están onentradas en el termino ξ(t,x1,x2, u). El objetivo es diseñar un obser-vador de veloidad basado en el algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme parael sistema (4.5). Solamente el aso esalar es onsiderado x1, x2 ∈ R por motivos de simpliidad. Enel aso vetorial, los observadores pueden ser onstruidos de manera paralela para ada variable deposiión de x1 exatamente en la misma forma. El OREU para el aso esalar (ver (Dávila, Fridman,y Levant 2005) para el aso de Observador robusto basado en el Super-Twisting lásio (OST)) estadesrito por
˙̂x1 = x̂2 + k1φ1 (x̃1)

˙̂x2 = f(t, x1, x̂2, u) + k2φ2 (x̃1)
(4.7)donde x̂1, x̂2 son la estimaión de los estados, x̃1 = x1 − x̂1 y x̃2 = x2 − x̂2 son los errores deestimaión, k1 y k2 son gananias positivas que se tienen que diseñar,

φ1 (x̃1) = µ1 |x̃1|
1
2 sign (x̃1) + µ2 |x̃1|

3
2 sign (x̃1) ,

φ2 (x̃1) =
µ2
1

2
sign (x̃1) + 2µ1µ2x̃1 +

3

2
µ2
2 |x̃1|

2
sign (x̃1) ,son los términos de inyeión de salida, y µ1 ≥ 0 y µ2 ≥ 0 son esalares positivos arbitrarios. Sepuede observar que uando µ1 = 1 y µ2 = 0 el observador presentado en (Dávila, Fridman, y Levant2005) es reobrado. La dinámia del error de observaión esta dada por

˙̃x1 = −k1φ1(x̃1) + x̃2

˙̃x2 = −k2φ2(x̃1) + F (t, x1, x2, x̂2)
(4.8)donde F (t, x1, x2, x̂2) = f(t, x1, x2, u)− f(t, x1, x̂2, u) + ξ(t, x1, x̂2, u).4.3.1. Convergenia Exata y Uniforme del error de observaión1. Convergenia Exata y Uniforme del error de observaión sin perturbaiónLa euaión dinámia de error uando el termino F (t, x1, x2, x̂2) no afeta al sistema (4.8) esta



55dada por
˙̃x1 = −k1φ1 (x̃1) + x̃2

˙̃x2 = −k2φ2 (x̃1) ,
(4.9)Con base en el teorema (3.1) se puede onluir que el sistema (4.9) es uniformemente onver-gente en tiempo �nito para k1, k2 > 0.2. Convergenia Exata y Uniforme del error de observaión bajo perturbaión aotadaLa onvergenia exata y uniforme del error de observaión bajo perturbaión aotada seestablee al siguiente teoremaTeorema 4.2 Suponga que |F (t, x1, x2, x̂2)| ≤ ρ/2. Entones, el observador (4.7) asegura laonvergenia bajo perturbaiones aotadas y error de observaión tiene onvergenia exata yuniforme si se seleionan las gananias

k2 > ρ y k21 > 2k2O k1 y k2 son seleionadas de tal forma tal que ambas desigualdades k21(k2 − 1
4k

2
1) > ρ2y 2k2 > k21 sean satisfehas.

NDemostraión. El proedimiento para onstruir un funión de Lyapunov robusta que garan-tie la onvergenia en tiempo �nito del error de observaión uando las perturbaiones sonuniformemente aotadas, es deir, que para todo t y x se satisfae 2|ρ2(t, x)| ≤ ρ, fue intro-duida en Seión 3.3.4. La Proposiión 3.4 garantiza que el error de observaión onvergeexato uando entradas desonoidas pero aotadas apareen en la dinámia del error de ob-servaión. La Proposiión 3.5 garantiza que el error de observaión onverge uniformementeexato uando existen entradas desonoidas en la dinámia del error de observaión.
NLa dinámia del error de observaión (4.8) es exata y uniformemente onvergente on res-peto a las ondiiones iniiales, por lo tanto todas las trayetorias soluión del sistema (4.7)onvergen a los estados del sistema meánio (4.6) en tiempo �nito menor a T , el ual esindependiente de la ondiión iniial y esta aotado por una onstante que depende de lasgananias del observador.Nota 4.3 Los algoritmos desarrollados en las Seiones 3.2.4 y 3.3.6 sirven para estimar el tiempode onvergenia uniforme del error de observaión.
N



564.3.2. Ejemplo de SimulaiónPara ilustrar las propiedades del observador propuesto se desarrolla un ejemplo simple,onsidere el sistema del péndulo el ual puede ser representado en variables de estado omo
ẋ1 = x2

ẋ2 =
1

J
u−

g

L
sin(x1)−

Vs
J
x2 + ρ

y = x1donde x1 = θ1 es la posiión angular, x2 = θ2 es la veloidad angular y ρ es una perturbaión aotada,lo ual para el presente ejemplo se onsidera omo ρ = 0.5 sin(2t) + 0.5 cos(5t). Este sistema ha sidoutilizado en (Dávila, Fridman, y Levant 2005), (Moreno y Osorio 2008) para diseñar observadoresbasados en el algoritmo Super-Twisting y observadores basados en modos deslizantes de segundoorden on termino lineal. El OREU es
˙̂x1 = x̂2 + k1φ1(e1)

˙̂x2 =
1

J
u−

g

L
sin(x̂1)−

Vs
J
x̂2 + k2φ2(e1)donde e1 = x1−x̂1, φ1(e1) = |e1|

1
2 sign (e1)+|e1|

3
2 sign (e1) y φ2(e1) = 1

2 sign (e1)+2e1+
3
2 |e1|

2
sign (e1),on µ1 = µ2 = 1. La dinámia del error de observaión es desrita por

ė1 = −k1φ1(e1) + e2

ė2 = −k2φ2(e1) + ̺(t, e)donde ̺(t, e) = ρ − g
L (sin(x̂1)− sin(x1)) −

Vs

J e2, es el término de perturbaión. Las gananias delobservador se eligen omo en el Teorema 4.2 para asegurar la onvergenia del error de observaión.Para la simulaión k2 = 10 y k21 = 2k2, las ondiiones iniiales utilizadas en el observador fueron
x1 = −1, x2 = 2 y x1 = −40, x2 = 100. Para el sistema péndulo g = 9.815[m/s2], J = 0.891[Kgm2]y Vs = 0.18[kgm/s2]. El Observador basado en el algoritmo Super-Twisting Generalizado (Moreno2009) (OSTG) también fue diseñado para propósitos de omparaión. Los resultados obtenidos semuestran en las Figuras 4.4 y 4.5. Tanto el OST y el OSTG, tienen onvergenia en tiempo �nito. Sinembargo, omo se observa en las grá�as, estos observadores no tienen onvergenia uniforme onrespeto a la ondiión iniial, por lo tanto uando la ondiiones iniiales reen en el observador oen el sistema el tiempo de onvergenia del error de estimaión ree también, esto se muestra en laFigura 4.6. El tiempo de onvergenia es mejorado graias a los términos de alto orden que posee elobservador en el aso del OREU, y el tiempo de onvergenia para ualquier trayetoria del sistemadinámio del error esta aotado por una onstante.
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Capítulo 5
Conlusiones y Trabajo Futuro
5.1. ConlusionesSe ha introduido un nuevo onepto, la onvergenia exata y uniforme on respeto a laondiión iniial de las trayetorias del sistema al origen. Agregando términos de alto ordenal algoritmo. Super-Twisting se logra que la propiedad de onvergenia exata y uniforme sepresente en el sistema.El análisis y diseño del algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme han sidodesarrollados on base en métodos de Lyapunov. Este enfoque permite diseñar de forma explii-ta las gananias del nuevo algoritmo que garantizan la onvergenia exata y uniforme. En par-tiular, dos funiones de Lyapunov han sido propuestas. Una de ellas muestra la onvergeniaexata del algoritmo, la otra muestra la propiedad de onvergenia uniforme.Con las funiones de Lyapunov propuestas se puede haer un estimado del tiempo de onvergenia,el ual esta aotado por una onstante.La propiedad de onvergenia exata y uniforme puede ser de gran importania para estableerpropiedades de separaión en sistemas no lineales y para diseñar estimadores on tiempo deonvergenia preesrito para sistemas híbridos.Se desarrollaron apliaiones orientadas observaión y difereniaión on el algoritmo propues-to. Espeí�amente, se obtuvieron las ondiiones para el diseño de un observador para unsistema meánio de segundo orden y para el diseño de un difereniador de primer orden. Losresultados de simulaión permiten haer una omparaión on otros observadores y diferenia-dores exatos existentes.



615.2. Trabajo FuturoComo posible trabajo futuro se sugiere:Realizar un análisis más ompleto de la onvergenia uniforme de las trayetorias del sistemaen presenia de perturbaiones no aotadas por una onstante.Analizar la posibilidad de onetar el algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata yuniforme en asada a través de métodos de Lyapunov.Ampliar y estudiar el algoritmo Super-Twisting on onvergenia exata y uniforme apliadoa sistemas de orden mayor de dos y dar ontinuidad al análisis de estabilidad on métodos deLyapunov.Desarrollar observadores exatos y uniformes fuertemente observables y ontroladores exatosy uniformes para ierta lase de sistemas no lineales.Diseño de ontroladores por retroalimentaión de salida exatos y uniformes.
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Apéndie ALos siguientes lemas son ampliamente usados en el análisis del presente trabajo.Lema A.1 Para ada número real a > 0, b > 0, c > 0, p > 1, q > 1, on 1

p + 1
q = 1 la siguientedesigualdad se satisfae

ab ≤ cp
ap

p
+ c−q b

q

q
.

NDemostraión. La desigualdad lásia de Young es
ab ≤

ap

p
+
bq

q
.La desigualdad deseada se puede esribir

ab = (ca)

(

b

c

)

≤
(ca)p

p
+

(

b
c

)q

q
= cp

ap

p
+ c−q b

q

q
.

NLema A.2 (Yu 2005) Suponga a > 0, b > 0, y 0 < c < 1, entones la siguiente desiguladad desatisfae
(a+ b)c ≤ ac + bc .

NLema A.3 (Yu 2005) Suponga a1 > 0, a2 > 0,...,an > 0 y 0 < c < 2, son todos numeros positivos;entones la siguiente desiguladad de satisfae
(a21 + a22 + ...+ a2n)

c ≤ (ac1 + ac2 + ...+ acn)
2 .

N



63Usando el lemma anterior
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