VNIVERADAD NACJONAL
AVEN'MA DE
MExico

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN
INGENIERIA

FACULTAD DE INGENIERIA

CONTROL POR RETROALIMENTACION DE
SALIDA PARA SISTEMAS CON
INCERTIDUMBRES USANDO OBSERVADORES
VIA MODOS DESLIZANTES DE ORDEN
SUPERIOR

T ESTIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTORA EN INGENIERIA

DOCTORADO EN INGENIERIA ELECTRICA - CONTROL
P R E S E N T A

DOLORES ALEJANDRA FERREIRA DE LOZA

TUTOR:
DR. LEONID FRIDMAN

2010



JURADO ASIGNADO:

Presidente: Dr. Jaime Alberto Moreno Pérez
Secretario:  Dr. Luis Agustin Alvarez Icaza Longoria
\ocal: Dr. Leonid Fridman

1¢" suplente: Dr. Francisco Javier Bejarano Rodriguez

2° suplente: Dr. Héctor Benitez Pérez

Lugar donde se realizo la tesis:

Universidad Nacional Autonoma de México, Facultad de Ingenieria,
México D.F.

TUTOR DE TESIS:

Dr. Leonid Fridman



RESUMEN DEL TRABAJO

En este trabajo se aborda el problema del control robusto por realimentacién de salida de
sistemas con entradas desconocidas. Se desarrollan estrategias de control para la com-
pensacion exacta de incertidumbres y perturbaciones. Dichas estrategias estdn basadas
en la estimacion en tiempo finito de los estados y las entradas desconocidas usando ob-
servadores via modos deslizantes de orden superior. Se estudian dos casos principales:
cuando las entradas desconocidas estan acopladas a la sefial de control y cuando se pre-
sentan también incertidumbres desacopladas. El desempefio de las estrategias de control
es estimado en términos de las cotas superiores de los ruidos deterministicos, del tiempo
de muestreo y del tiempo de ejecucion. Basdndose en estas estimaciones, el disefiador
puede seleccionar la estrategia mds adecuada para el sistema particular con el que tra-

baje.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

El control de los sistemas con incertidumbres y sujetos a perturbaciones es uno
de los problemas principales de la teoria de control. Las incertidumbres en el modelo
pueden causar inestabilidad en el sistema en lazo cerrado. Existen varios métodos de
control que buscan garantizar la estabilidad del sistema de lazo cerrado en presencia de
incertidumbres [Kha02]. Por otro lado, las perturbaciones, consideradas como sefiales
exdgenas, pueden limitar el desempefio del control.

Una de las estrategias mds efectivas para abordar este tipo de sistemas es el con-
trol por modos deslizantes [Utk92]. Los modos deslizantes son una técnica robusta que
soporta perturbaciones externas e incertidumbres en el modelo que satisfagan las condi-
ciones de acoplamiento. Esto ocurre cuando las perturbaciones y/o las variaciones en los
parametros se encuentran implicitas en los canales de entrada, por ejemplo en el caso
de los sistemas completamente actuados.

No obstante, existen inconvenientes en la implementacioén del control por modos
deslizantes. Uno de estos inconvenientes son las oscilaciones de alta frecuencia comun-

mente conocidas como chattering debidas a la imposibilidad de los actuadores para



Introduccion

conmutar a una frecuencia infinita; este efecto puede llegar a ser muy dafiino para
el sistema. Otro inconveniente reside en la necesidad de conocer el estado completo.
Ademads, los modos deslizantes no son robustos a las perturbaciones que no cumplen la
condicion de acoplamiento, entre otros inconvenientes.

Cuando no se cuenta con todo el estado y el sistema estd sujeto a incertidumbres es
menester aplicar un observador robusto que garantice la convergencia de los estados en
presencia de entradas desconocidas. En los dltimos afios se ha prestado gran atencion
a la observacion de este tipo de sistemas y existen varias alternativas. Por ejemplo, los
observadores de alta ganancia. Estos, sin embargo, no llegan a ser exactos y presentan
el llamado efecto de pico durante el transitorio del observador.

Los observadores basados en modos deslizantes son ampliamente utilizados debido
a sus caracteristicas de robustez con respecto a incertidumbres y a la posibilidad de iden-
tificar las incertidumbres a través de la inyeccion de salida equivalente (ver los capitulos
correspondientes en [ES98] y [UGS99] ). Esta metodologia asegura, tedricamente, con-
vergencia en tiempo finito del estado, no obstante, se requiere el filtrado del control equi-
valente en cada paso para su realizacion. Recientemente se han desarrollado algoritmos
de observacién basados en modos deslizantes de orden superior (MDOS), los cuales re-
construyen exactamente el estado e identifican las perturbaciones en tiempo finito para
sistemas fuertemente observables (ver [DFL] y [BFPO7a]). Este tipo de observadores
usan diferenciacién por modos deslizantes de orden superior [Lev03]. Los algoritmos
de control por salida presentados aqui se basan en este tipo de observadores. En particu-
lar, en [BF09] se propone el esquema de observacién con la mejor precision posible en
la estimacion del estado y la identificacion de las entradas desconocidas [Lev08].

Con respecto al problema de los sistemas con incertidumbres y perturbaciones no
acopladas, existe un gran interés para disefiar controles robustos ante este tipo de pertur-
baciones. Las perturbaciones no acopladas estdn presentes en los sistemas subactuados

(es decir, aquellos sistemas que tienen menos actuadores que grados de libertad). En la
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practica muchos sistemas son subactuados, por ejemplo, barcos, vehiculos submarinos
y robots bipedos entre otros [FL02]. Por otro lado, existen razones (costo y peso de los
actuadores, por ejemplo), para disefiar un sistema subactuado o bien, un sistema puede
volverse subactuado debido a la ocurrencia de fallas en sus actuadores.

Para garantizar robustez ante las perturbaciones no acopladas se han desarrollado
estrategias basadas en la combinacion de métodos de control robusto [SD93], [DS93,
PSJ03, Cho03, Cho08, CX04] en los que se desconoce la forma de perturbacion pero se
asume que se conoce una cota de la misma. En [ChoO8] se propone un método de dise-
flo usando una superficie de switcheo /1, basada en desigualdades matriciales lineales.
En En [CF06] se propone un método que combina control H,, y modos deslizantes
integrales. La idea principal es encontrar una matriz de ganancia que minimice los efec-
tos de las perturbaciones no acopladas garantizando que no son amplificadas. Técnicas
basadas en backstepping, en las que se busca extender la condicién de acoplamiento para
las perturbaciones no acopladas, son propuestas en [FK96, FG98, PCE09]. En [EF08]
un esquema de control por bloques usando modos deslizantes cuasi-continuos de orden
superior garantiza el seguimiento exacto en tiempo finito. Otra filosofia de control de
sistemas con perturbaciones no acopladas es reproducir y cancelar los efectos causados
por las perturbaciones externas. En [MSTO03],[LS00] han sido propuestas algunas téc-
nicas que asumen que la entrada desconocida es sinusoidal con una frecuencia fija. Sin
embargo, en la mayoria de los problemas de control, la forma y frecuencia de la senal
son irregulares.

El presente trabajo se basa en la identificacion, tedricamente exacta y en tiempo
finito, de las perturbaciones, las cuales se inyectan a través del control para compensar

sus efectos en el sistema.
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1.2 Metodologia

En este trabajo se usa un observador algebraico basado en modos deslizantes de or-
den superior [BF09] para reconstruir el vector de estado y las perturbaciones (acopladas
y no acopladas) en tiempo finito.

Se estudian estrategias de compensacion de perturbaciones acopladas y no acopladas.

Para las perturbaciones acopladas se presentan dos casos principales: compensacion
continua con inyeccién de la sefial identificada en la ley de control y compensacion
discontinua usando modos deslizantes integrales basados en los estados estimados.

Se aplica el método para compensar la diferencia entre un sistema no lineal y su
modelo lineal.

Respecto a las incertidumbres desacopladas, se disefia una ley de control basada en
modos deslizantes robusta a las incertidumbres desacopladas. Este control se basa en los

estados estimados y la sefial identificada de las perturbaciones y sus derivadas sucesivas.

1.3 Contribucion
Las estrategias abordadas pueden clasificarse de la siguiente manera:
= Compensacion de perturbaciones acopladas.

e Control continuo por retroalimentacion de salida con compensacion de
entradas desconocidas basado en las estimaciones exactas del estado y la

sefial desconocida. Este control garantiza robustez y evita el chattering.

e Compensacion de entradas desconocidas via modos deslizantes integrales
usando los estimados exactos de los estados. Este control es insensible a

perturbaciones pero puede presentar chattering.

e Criterio de seleccion del controlador mds adecuado para sistemas con per-

turbaciones acopladas, considerando una estimacion de la precision debi-
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da a la discretizacion, a constantes de tiempo en los actuadores y a las

cotas de los ruidos deterministicos.

e Se usa una estrategia de linealizacion por salida para compensar la dife-

rencia entre el sistema no lineal real y su modelo lineal.

= Compensacion de perturbaciones no acopladas. Se analiza una metodologia
para compensar las perturbaciones no acopladas basada en los estados observa-
dos y la sefial identificada. Las perturbaciones no acopladas son compensadas
a través de la superficie deslizante. Se muestra que através del disefio anidado

de la superficie es posible estabilizar una parte de la dindmica subactuada.

Para cada estrategia se analiza el error de estabilizacion debido a que la estimacion
del estado y las perturbaciones no son exactas y estdn afectadas por las caracteristicas

del sistema (constantes de tiempo, cotas de ruidos, etc.).

1.4 Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se resume el funcionamiento del observador algebraico basado en
el MDOS. Se discute la precision de los procesos de observacion y de identificacion.
En el Capitulo 3 se describen dos metodologias de control por salida con compensacion
de incertidumbres acopladas y se da un criterio de seleccion basado en el andlisis de la
precision de los controladores tomando en cuenta la discretizacion del observador, de la
identificacion y del actuador, se sugiere una estrategia para la eleccién del controlador.
Se presentan resultados experimentales con el péndulo de Furuta. Ademas, se presen-
ta un ejemplo en el que se linealiza una planta al compensar la diferencia entre una
planta no lineal y su modelo lineal. En el Capitulo 4 se presenta una técnica que identi-
fica y compensa las perturbaciones no acopladas, compensando total o parcialmente la
dindmica subactuada del sistema a través de la superficie deslizante dependiendo de las

caracteristicas del sistema. Finalmente se presentan las conclusiones.




Capitulo 2

Observacion por modos deslizantes de orden

superior

En este capitulo se presenta un observador algebraico para sistemas con entradas
desconocidas basado en modos deslizantes de orden superior (ver [BF09]). Con este
esquema de observacion se obtiene la mejor precision posible en presencia de ruidos
deterministicos acotados, tanto en la estimacién del estado, como en la identificacién de
las entradas desconocidas, comparada con otros esquemas de observacion basados en
modos deslizantes de orden superior.

El nivel de precision alcanzable queda determinado por la suavidad de las pertur-
baciones, el tiempo de muestreo y la cota de los ruidos deterministicos presentes en el

sistema.

2.1 Sistema lineal invariante en el tiempo con entradas

desconocidas

Considere un sistema lineal invariante en el tiempo sujeto a los efectos de entradas

desconocidas (LITED)

t(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Dw (t)

y(t) = Cz(t)

2.1)
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donde z (t) € R", u(t) € R™, y(t) € R? (1 < p < n) son el vector de estados, el
control y la salida del sistema respectivamente. Las entradas desconocidas son repre-
sentadas por el vector de funciones w (t) € R?. Elrango (C') = p, rango (B) =my

rango (D) = ¢. Se asume que el sistema cumple las siguientes condiciones:

S1 Elsistema es fuertemente observable [Hau83], i.e. la triada (A, C, D) no tiene

ceros invariantes (véase B.2).
S2 Existe una constante w tal que ||w (¢)]| < w™.

S3 w(t) tiene o + 1 derivadas sucesivas acotadas por la misma constante w™, i.e.

|w@F D (¢)|| < w* para todo ¢ > 0.

La suposicién S1 implica que a partir de los valores de la salida podemos estimar lo
que sucede con la dindmica del estado. Si el sistema (A, C, D) tuviera ceros invariantes,
entonces, existirian una condicién inicial z(0) y una entrada desconocida w(t), tales que
la salida del sistema se hiciera cero (y(t) = 0), mientras que el estado fuera diferente de
cero (z(t) # 0) parat > 0, es decir que seria imposible realizar la estimacién del estado
a partir de la salida del sistema. Una definicién formal de observabilidad fuerte puede
consultarse en el Apéndice B.

La suposicion S2 acota el tamafio de la perturbacién que actia sobre el sistema y
la suposicidn S3 permite utilizar un diferenciador de un orden mayor al requerido para
estimar el estado e identificar la entrada desconocida que, como se verd mds adelante,
trae consigo beneficios en la precision total del sistema.

El disefio del observador se divide en dos etapas: primero se acota el error de estima-
cién usando un observador tipo Luenberger, esto es necesario porque el diferenciador
via MDOS solo tiene convergencia local. Posteriormente, se usa un diferenciador por

modos deslizantes de orden superior para reconstruir el estado.
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2.2 Acotamiento del Error

Se contruye un observador de Luenberger

i(t) = AZ(t) + Bu(t) + L (y (t) — 4 (), (2.2)

donde & € R" es el estado estimado, ¢ (t) = CZ () es la salida del observador y la
ganancia I debe ser disefiada tal que la matriz A := (A — LC) sea Hurwitz. Sea el
error de estimacion

e(t) = x(t)— (1) 2.3)

de las ecuaciones (2.1) y (2.2) se tiene la dindmica del error

é(t)=(A—LC)e(t)+ Dw(t) (2.4

Debido a que se satisface la suposicién S2, el error e (t) tiene una norma acotada, es

decir, que existen contantes €1, €2, £3 > 0 tales que

le (W] < £1exp (—eat) [e (0)|] + ezw™ (2.5)

De la desigualdad anterior, se puede afirmar que dada una constante et > s3w™ se tiene

et —eqw™

1
e(t)|] < e’ paratodot > ——In ——————
le (1] p g2 e1lle(0)]

Lo anterior significa que el error de estimacién estard acotado por e™ y permanecerd
asi para todo tiempo futuro. De esta manera se satisface el requisito para aplicar el

diferenciador basado en modos deslizantes de orden superior [Lev03].

2.3 Algoritmo para recuperar el estado

La idea principal del observador consiste en reconstruir el estado a partir de una

combinacion lineal de la salida del sistema y sus derivadas consecutivas. No obstante,
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dado que el sistema esta afectado por entradas desconocidas, es menester desacoplar las
entradas desconocidas de las derivadas de la salida.

Para un sistema fuertemente observable (2.1), el siguiente algoritmo, inspirado en
los trabajos de [Mol76], permite encontrar en un nimero finito de pasos k£ un vector
formado por la multiplicacién de la matriz de observabilidad fuerte y el error de estado.
A partir de dicho vector puede recuperarse de forma algebraica el error de estado e(t) y

a partir de este el estado z(¢) del sistema.
0. Se define la matriz M, := C.

1. Se deriva una combinacién lineal de la salida y, () = Ce(t), de tal modo que la
derivada de esta combinacion no esté afectada por las entradas desconocidas,

% (MyD)" ye () = (M, D)* Ce (1)

se construye el vector extendido

& (MDY~ ye(t) | | (MD)"CA .
Ve (1) ¢

la expresidn anterior se manipula de tal modo que el operador diferencial afecte
a todos los términos del vector extendido. Se define la matriz J, = (M;D)" y

se obtiene la siguiente ecuacion

J 0 o (t
Mye (1) = L | be (1) (2.6)

Lo n]|we

e

donde /,, € R? es una matriz identidad e yi (1) = fot o T T e (1) drg -+ - dadry

es el i — simo antidiferenciador de y,(t).

2. Se deriva una combinacién lineal del vector Mse (t), de tal modo que la deriva-

da no sea afectada explicitamente por las entradas desconocidas. Después se




Observacion por modos deslizantes de orden superior

forma un vector extendido con el vector resultante y con la salida . (). Se

tiene
4 (MyD)™ Mae (t M,D)* M, A
£ORD M) | | GBDARA |
Ye (t)
My
S0
se define .J, = (M;D) y, si el operador diferencial es extraido de
0 I,

la expresion anterior, se tiene

d | (MyB)" Mse ()
- = Mae (¢
dt ym se (1)

Usando la ecuacién previa, el vector Mse (¢) se puede representar como la se-
gunda derivada de una funcién conocida. Entonces, de la expresion anterior y

de (2.7), extrayendo el operador de diferenciacion de la ecuacién se obtiene

Ye
d2 J2 0
Msze (t) = pre) yl-
0 I, .
UYe

De este modo, si se requiere reconstruir el término Mjze (t), se puede hacer a
partir de la ecuacién anterior aplicando un diferenciador de segundo orden, en
lugar de reconstruirlo a partir de las ecuaciones (2.6) y (2.7) y diferenciar dos

VECeES.

j. El paso j — ésimo puede ser sintetizado de la siguiente manera: derivar una
combinacién de los elementos del vector M;_je (t) que no sea afectada por las
entradas desconocidas, esto es, 4 (M;_1D)" M;_ye (t) = (M;_yD)" M;_, Ae (¢).

Entonces, formar el vector extendido

i (Ma D) Mie @) || (MDY M d ) o
Ye (1) ¢
) M

10
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manipulando la expresion anterior para extraer el operador diferencial, se cumple

ol 0 Ye (¢)
di— P
Mje(t)y=2—| 7" 2.9)
dti—1
0 I, -
Ye (1)
Ji_y O
donde J; | = (M; D)* o
0 I

Este procedimiento continua hasta que, bajo la suposiciéon S1, se encuentra una
matriz My, (k < n), generada recursivamente por (2.9), que satisface la condicién de
rango (M) = n (véase [Mol76]). Esto implica que la ecuacién algebraica

Ye (1)

d¥=t | Jpa 0

0 I,

tiene una solucidn unica para e (¢). Tal solucién podria ser encontrada premultiplicando

.y . . -1
ambos lados de la ecuacién anterior por la matriz M," := (M}'M}) ~ M. Esto es

dk1 Je—1 0 [k—1]
e(t) =M, v Y
0 I,

(2.10)

donde Y" " = { (ye ()" ... (yt[ek_u (t))T r

A partir de la ecuacién anterior puede recontruirse el vector de error e(t) y, a partir
de éste, puede reconstruirse el estado z (). Esto se lleva a cabo mediante la combinacién
lineal de la salida ¥, y sus (k — 1) derivadas.

Bajo la suposicion de suavidad de las entradas desconocidas S3, se puede disefiar
un diferenciador por modos deslizantes de orden (o + k — 1) — ésimo, el cudl es el
diferenciador de mds alto orden que puede ser construido dada S3. Antes, es necesario

definir

11
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Jor 0 .
o) =nm| " vy,
0 I

El diferenciador por M DOS estd dado por

() = —AFTAUET (2 () — O (1) + 21 (1)
A1) = —MATUT (21 () — 5 () + 2 (£)
(2.11)
Lot (1) = =N AT (2 (8) — Zisa (B) + 2 (1)
5() = =AY (2 (1) — 54 (1))

donde i = a + k — 1 es el orden del diferenciador y 2; (), © (t) € R", \;; A € R.
T
Considerando las variables ¢ — [ o1 ... Oy ] , B € R, el vector de funciones

UP (o) € R" se define como

T
V7 (0) = [ o1 sgn (1) ... |oa|sgn (o) }

Los valores de las constantes ); se calculan como se muestra en [Lev03], A es
la constante de Lipschitz de la funcién ©(*+*) (1), la cual puede ser calculada de la
siguiente manera: partiendo del hecho que ©%*~Y (1) = ¢(t) permanece acotada por
(2.5), 1a siguiente derivada ©*) () = ¢é (t) también estard acotada || (t)|| < HAH et +

|| B|| w*. En general e(®*1) (¢) puede ser representada como una combinacién lineal de

{e®), e®H e 4, ..., w® D}y puede comprobarse que
e Sk gt
A> HA ety HAH 1B w* 2.12)
=0

2.4 Observacion del estado

En [Lev03] se muestra que con la eleccién adecuada de las constantes J\;, existe un

tiempo finito 7" tal que la igualdad z; (t) = %@ (t) se alcanza para cadai = 0, ..., +

12
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k—1.

El vector e (t) puede ser reconstruido desde la dindmica deslizante de orden (£ — 1)—
ésimo. De este modo, se cumple la identidad z;_1 () = e (t), y consecuentemente se
define

E(t):= 21 (t) + T (t) paratodot > T (2.13)

donde 7 representa el valor estimado de z. Por lo tanto, la identidad % (t) = x (¢) se

satisface paratodo ¢ > 7.

2.5 Identificacion de la entrada desconocida

En esta seccion se describe el procedimiento para identificar la entrada desconocida
w(t). Considere la dindmica del error del sistema (2.4), el vector é () puede ser recu-
perado usando el diferenciador (2.11). Es decir, que para todo tiempo ¢ > T' se satisface

2 (t) = é(t), y despejando se tiene
W (t) = —D* (Azk_l (t) — 2 (t)) (2.14)

Mis adelante, en el Capitulo 4, serd necesario contar no solo con la sefal identifica-
da w(t) sino también con sus derivadas consecutivas w®, por esta razon, en los siguientes

parrafos se resume la manera de estimarlas.

Identificacion de las derivadas sucesivas de la entrada desconocida
Bajo la suposicion ST y de la ecuacién (2.14) pueden ser identificadas las derivadas

sucesivas de (), ..., 0 (1)

b = —BY[(A—LC) 2 (t) — 2541 (1)]
B = —B[(A = LO) 2 (1) — 2540 (£)]
@ = B [(A=LC) 2k 2 () = 2kia 1 (1)]

13
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2.6 Precision de los procesos de observacion e identificacion

Suponiendo que se desea realizar el proceso de observaciéon con un tiempo de
muestreo J, y que también estd presente una sefial de ruido deterministico n(t) (la
cual es una funcién medible en el sentido de Lebesgue con una magnitud méxima de v)

en el sistema. Sea
O =01 +n(t), |0V )| <A, |In@)| <v (2.15)

donde © (t) es la sefial medida en linea. Se sigue del Teorema 7 de [Lev03] , que el error
causado por el tiempo de muestreo < 1 en ausencia de ruidos, para un diferenciador

MDOS de i — ésimo orden, es
109 (t) — 2; (1)|| < O(6"7*") para j =0, ..., i (2.16)

Ahora, del Teorema 6 de [Lev03], el error del diferenciador MDOS provocado por una

seflal de ruido deterministico es

i—j+1

H@(]) (t) — 2; (t)H < O(U i1 )paraj = 07 72 (217)

En este caso, se trabaja con un diferenciador MDOS de («+ k — 1) — ésimo orden. Para
recuperar el estado estimado es necesario diferenciar (k — 1) —veces. De las expresiones
(2.16) y (2.17) se sigue que el error de observacién provocado por el tiempo de muestreo
5 es O(6“"Y), mientras que el error de observacién causado por el ruido deterministico
es O(V%}c).

De la ecuacion (2.14) se sigue que k diferenciaciones son necesarias para identificar
la entrada desconocida. Por consiguiente, de la ecuacion (2.16) el error de identificacion
causado por el tiempo de muestreo es O(d*), y el error provocado por la sefial de ruido
deterministico (2.17) es O (uaaﬂ) .

En la siguiente proposicion se analiza el efecto total de los errores provocados por

el tiempo de muestreo y los ruidos deterministicos.
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Proposicion 1. Si se asume 6 < ksA, yv < k, A" con ks, k,, A constantes positivas
e i = o+ k — 1. Entonces, después de un tiempo finito T, los errores de observacion e

identificacion serdn respectivamente O (A**1) y O (A®).

Demostracion. Se sigue del Teorema 3.1 de [AL09]. De este modo, si © () es la sefial
que va a ser diferenciada, y esta afectada por ruidos (2.15) , donde ) (t) es la senal
medida en linea, entonces, de acuerdo con el citado teorema, usando el diferenciador
(2.11) de orden = = « 4+ k — 1, se tienen las siguientes estimaciones despues de un

tiempo finito:
H@U) (t) — 2z (t)|| <O (A7) paraj=0,1,...,i
De este modo, de (2.10) y (2.13) se tiene que

lz= () =2 @)l = [0 (t) — 21 (1)

< O (Aifki+2) =0 (Aa+1)

En el caso del error de identificacion, se obtiene de la ecuacién (2.14) que

IA

[lw (#) =@ (#)]] BT 1A = LCIH|©* Y (1) = 25 ()| + || B7| [|©F (8) — 2 ()]

< O(A*™M) +0(A% <0(AY)
O

La Tabla 2.3 resume los errores de observacion e identificacion cuando la entrada
desconocida w(t) satisface la suposicién S3. Entonces, un diferenciador de orden (a +

k — 1) — ésimo es aplicado para mejorar la precision.

De la tabla anterior, se puede deducir que la precision de las derivadas consecutivas de
la entrada desconocida puede calcularse a partir de la precision de la sefial identificada

w como se muestra en la Tabla 2.2.
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Cuadro 2.1: Precision debida al tiempo de muestreo y al ruido acotado.

Error Tiempo de muestreo | Cota del ruido | Efecto total
4] v A
Observacién O (6*t) O (V%> O (A>T
Identificacion O (0%) O (Vﬁ'k) O (A%)
Diferenciador MDOS | O (§) O (I/O%*‘k> O (A)

Aqui cabe resaltar que, el observador presentado en este capitulo tiene presicion asin-
tética en presencia de ruidos deterministicos acotados. Dicha precision es la mejor pre-
cision posible (vease [Kol62], [Lev08]).
Comparacion con otros observadores basados en modos deslizantes
de orden superior
Recientemente, se han desarrollado observadores para sistemas con entradas descono-
cidas basados en modos deslizantes de orden superior. En particular, los observadores
presentados en [BFPO7a], [BF06] y [LFDO0S8], trabajan bajo las mismas suposiciones S1
y S2, convergen al estimado del estado y de la entrada desconocida en un tiempo finito
y se basan en el diferenciador por modos deslizantes de orden superior

Es preciso sefialar que, el observador presentado en este capitulo, alcanza la mejor
precision posible entre estos observadores, debido principalmente a el proceso de de-
sacoplamiento de las perturbaciones. De este modo, es posible usar un diferenciador por
MDOS de orden k£ — stmo para recuperar tanto el estado como las entradas descono-
cidas; en lugar de aplicar k£ — veces un diferenciador por MDOS de primer orden para
recuperar lo mismo. La ventaja principal de esto, es evitar que los errores de un primer
proceso de diferenciacion por MDOS se inyecten como ruidos de entrada en un segundo
proceso de diferenciacion.

En el caso de el observador jerarquico basado en Super — Twisting (ST) [BFP07a],
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Cuadro 2.2: Precision de las derivadas consecutivas de la entrada desconocida.

Error de Identificacion | Tiempo de muestreo | Cota del ruido | Efecto total
o v A

iV 0 (5*Y) o(vit) o

e 0 (5°7) 0 (i) O (A2)

(@) 0 (5) 0 (ya%k) 0(A)

se utiliza un esquema de diferenciacion paso a paso, en el que un diferenciador basado
en ST [Lev98] ( i.e. un diferenciador por MDOS de 1¢" orden) se utiliza para recuperar
los renglones del vector e (t). De este modo, es necesario diferenciar (k — 1) veces.
Después de la primer diferenciacion usando el diferenciador basado en ST, a partir de
la ecuacion (2.16) se puede comprobar que el error causado por el tiempo de muestreo ¢
serd O(0). Este error serd reflejado como un ruido de salida en la siguiente aplicacion del
diferenciador ST. Esto implica que después de la segunda aplicacion del diferenciador
ST, a partir de (2.17) se obtiene un error de O(+/3) . De este modo, al aplicar recursiva-
mente la ecuacion (2.17), después de (k — 1) diferenciaciones con el diferenciador ST se
tiene un error de estimacion de estado de O(¢ ﬂf%?) Ahora, para la identificacién de la
entrada desconocida sera necesario diferenciar una vez mas, i.e. el diferenciador ST se
aplica k veces sucesivamente, de (2.17) se puede calcular que el error se incrementard a
O(67-1).

En el caso del diferenciador paso a paso dado en el trabajo [BF06] el error sera el
mismo que el del esquema discutido previamente.

Abhora, considerando el observador propuesto en [LFDO08], para este esquema son
necesarias dos etapas de diferenciacion para recuperar el vector e (t). Primero, se aplica
un diferenciador por MDOS de (r — 1) — ésimo, donde r es la coordenada de mayor
orden del vector de grado relativo; se sigue de la ecuacidn (2.16) que el error serd O(J6).

Después de esto, se realiza una diferenciacién paso a paso usando un diferenciador ST

17
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para lograr la observacion de todo el estado, de la ecuacion (2.17) se puede comprobar

1
. . . ok—r
que en este caso, el error total de observacion serd O (6 > .

La Tabla 2.3 resume las precisiones de los observadores por MDOS.

Cuadro 2.3: Precision debida al tiempo de muestreo de diversos observadores por

MDOS.
Error Observador Observador Observador Observador
algebraico [BF09] | jerarquico [BFPO7a] | paso a paso [BF06] [LFDOS]
Observacién | O (67) O(672) O(677) O (52’”l>
Identificacién | O (9) 0(62’%1) O(&ﬁ) 0(52197%)

2.7 Ejemplo

Se presenta un ejemplo académico para mostrar la viabilidad del observador. Sea el

sistema

0 0 01

0 0,1 025
0 -1 025

0,1 025 0

1 000
01 00|=x

0010

0,25 0 0
0 01
T+
0 1 0
—0,5 0 0

U+ w

(2.18)

(2.19)

donde la entrada desconocida es w = 0,2sen (3t) + 0,1 con un ruido deterministico

n (t) = 0,01 sen (50t).

Diseiio del observador. Se puede comprobar que el sistema (2.18)-(2.19) no tiene

ceros invariantes. Existen dos formas para hacerlo: a partir de la matriz de Rosenbrock
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(B.2) verificando que el rango de la matriz sea completo (ver Apéndice B ) o bien
aplicando directamente el algoritmo introducido en la seccion 2.3, en un numero finito
k < n se encontrard una matriz M) de rango n.

El observador tipo Luenberger se disefia tal que la matriz A — LC' tenga el conjunto
de eigenvalores dado por {—1, —,6, —0,175, —0,2} . Paralaterna (A, C, D), se tiene que
el k = 2, i.e. es necesario derivar una vez para reconstruir el estado x, y para identificar
la entrada desconocida w hay que derivar una vez mds. Las matrices M;, J; 7 = 1,...,k

Son

-2 0 0 025
0 0 —1,2 0
M, = C My=1 1 0 o0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 010 0 0]
5o 100 5 0O 001 0 0
00 1 —0,97 0 0 0 0245 0
0 000 0 1

Para recuperar el estado e identificar la perturbacién basta con un observador por
modos deslizantes de orden dos. No obstante, como la peturbacién w(t) es suave, el
orden del diferenciador puede aumentarse. Para este ejemplo se comparan los resultados
usando un diferenciador de 2°y 3°" orden.

Se presentan los resultados de las simulaciones para un paso de integracién de § =
1(ms). La Fig. 2.1 muestra el estimado del estado x4 en la primera fila y su respectiva
amplificacion en la fila inferior considerando respectivamente en A y B un diferenciador
MDOS de tercer orden y un diferenciador MDOS de segundo orden. El estimado del

estado basado en el diferenciador de més alto orden es el que tiene mejor precision tal
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A B
-0.1 -0.1

-0.2

-0.3

ey 55 6 65 7 75 8 g 55 6 6.5 7 75 8

x10 x 10

Error
=]

5 5‘.5 é 615 7 75 8 5 55 6 6.5 7 75 8
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 2.1: Estado z4 y su estimado. A. Usando un diferenciador de 3" orden con una
precisién de O (§*); B. usando un diferenciador de 2° orden con una precisién de O (6°).
En el renglén inferior se aprecia que la precision se incrementa con el orden del diferen-
ciador.

como se esperaba. Las precisiones para la sefial identificada son del orden de O (63) y

@] (62) para los casos A y B respectivamente.

2.8 Conclusiones

En este capitulo se describi6 el funcionamiento del observador algebraico por MDOS
[BFO9]. Con este observador es posible obtener el estimado de los estados y la identi-
ficacion de las entradas desconocidas. Estos resultados son la base para las técnicas de
control que se introducen en los siguientes capitulos.

Se realiz6 un andlisis de la precisidn de los algoritmo de observacidn e identificacion

de las perturbaciones (y sus derivadas consecutivas) en términos del tiempo de muestreo,
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A B
04
03 NSy Fs
f J

B - J\ F

o o

8 02 J Y i i

<] \ ! i

o i ‘;‘ § i ‘.\

o 0.1FN \ i \
T© | i ] 1

© % 7 \ { "\
g 0 g AN ! 1

2 \\ JJ ]f \\
i &1

oaf W W W

G 4 5 6 7 8

0.06

0.04

0.02
E o
fin}

-0.02

-0.04

-0.06

3 4 5 6 7 8 3 4 5 6 7 8
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 2.2: Entrada desconocida w(t) y su estimado. A. Usando un diferenciador de
3¢ orden; B. usando un diferenciador de 2° orden. Aunque se logra recuperar la sefial
original en ambos casos, la precision se incrementa al usar un diferenciador de mayor
orden.

de las restricciones fisicas de los actuadores y de las cotas superiores de los ruidos
deterministicos presentes en el sistema.
Se comparé el desempend del observador algebraico introducido aqui, con respecto

a otros observadores basados en MDOS publicados recientemente.
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Capitulo 3

Compensacion de incertidumbres acopladas

En este capitulo se proponen dos metodologias para el control de sistemas que estan
sujetos a incertidumbres y perturbaciones acopladas a la sefial de control y cuando solo
se conoce la salida del sistema. El objetivo es disenar un control robusto que compense
los efectos de las perturbaciones en los sistemas. Se abordan dos filosofias diferentes:

e Compensacion via un controlador por modos deslizantes integrales basado en
el estado estimado, el cudl por su naturaleza discontinua puede presentar el efecto de
chattering.

e Compensacion usando un control continuo por retroalimentacion de salida basado
en la estimacion de los estados y de las perturbaciones.

Se estima la precisién de cada metodologia en términos del tiempo de muestreo,
el ancho de banda de los actuadores y las cotas de los ruidos deterministicos presentes
en el sistema. Con base en estas estimaciones se propone un criterio para auxiliar al
disefiador en la seleccion del esquema de control.

Se presentan los resultados experimentales en un péndulo invertido y se compara el
desempefio de ambas metodologias de acuerdo con el criterio propuesto.

Adicionalmente se presenta como aplicacion en la linealizacion de una planta para
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la generacion de oscilaciones.
Sea un sistema lineal invariante en el tiempo sujeto a los efectos de entradas desco-

nocidas LITED
t(t) = Azx(t)+ Bu(t)+ Dw(t)

y(t) = Cz(t)

donde z (t) € R*, u(t) € R™, y(t) € R? (1 < p < n) son el vector de estados,

3.1

el control y la salida del sistema respectivamente. Las perturbaciones e incertidumbres
son tratadas como entradas desconocidas y se representan por el vector de funciones
w (t) € RY. Elrango (C) = py rango (B) = m.

El sistema cumple con S1, S2 y S3, es decir que el sistema es fuertemente observable
y se encuentra sujeto a perturbaciones suaves por lo que es posible disefiar un observador
como el presentado en el Capitulo 2 de tal modo que se cuente con un estimado exacto
del estado & (t) = x (¢) y las perturbaciones w (t) = w (¢) para todo ¢ > T Se asume

ademds que

S4 El par (A, B) es controlable.

S5 span{B} C span{B}.

Se propone una ley de control robusta para el sistema (3.1) de la forma

u(t) = ug(t) + ui(t) (3.2)

donde ug(t) es un control para el sistema nominal (i.e., w (t) = 0) y u1(¢) es un com-
pensador de las entradas desconocidas w(t).
3.1 Control Robusto por Realimentacion de Salida

Para el control robusto por realimentacion de salida (CORRS), de la ley de control

(3.2) se tiene que ug(t) se disefia para estabilizar el sistema nominal, i.e., el sistema sin
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entradas desconocidas,

&g (t) = Az (t) + Bug (t) (3.3)

donde ug(t) = —Kuzy(t) es una ley de control estabilizante para el sistema nominal,
y puede ser disefiada usando cualquier estrategia de control de tal modo que la matriz
(A — BK) sea Hurwitz.

Ahora dado que S5 se satisface, entonces 4 G € R™*? tal que D = BG, vy se pro-
pone el compensador de la forma u; (¢) = —Gw(t), donde w(t) es la sefial identificada
de las entradas desconocidas definida en (2.14).

Asumiendo que tedricamente la observacion y la identificacién son exactas, las
igualdades Z (t) = x (t) y w(t) = w(t) se sostienen después de un tiempo finito.

En ese caso la ley de control
u(t) = —Kiz(t) — Guw(t) Ve>T (3.4)

que se aplica al sistema (3.1) conduce a la siguiente dindmica de lazo cerrado:

i (1) = (A — BK)a(t) (3.5)

Esto significa que la ley de control continua (3.4) compensa de manera exacta las per-
turbaciones acopladas y, para condiciones iniciales idénticas, las soluciones para los
sistemas (3.1) y (3.3) coinciden.
Precision del CORRS

Tedricamente, las perturbaciones son compensadas exactamente en tiempo finito,
sin embargo, la discretizacion y los ruidos acotados presentes en los procesos de ob-
servacion e identificacion afectan la precision de la estabilizacion. Considerando los
errores de observacion e identificacion discutidos en el capitulo anterior (ver Tabla 2.3)
se tiene que son O(A“™!) y O(A%) respectivamente. Mds aun, la constante de tiempo

del actuador i, causard un error adicional de O(u) (ver por ejemplo, [Utk92] y [Fri02]).
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Tomando en cuenta lo anterior, el estimado del error de estabilizacion para el controlador
CORRS es
e=0(n) +0(A*") + 0 (A%). (3.6)

Formalmente la precision total del sistema es la correlacion entre las diferentes pre-
cisiones de cada etapa involucrada en el proceso total de control. Sin embargo, desde un

punto de vista préctico, el peor valor predominara sobre los otros.

3.2 Control por Modos Deslizantes Integrales por Salida

En esta seccién se propone un control por modos deslizantes integrales por salida
(MDIS). Es decir, la aplicacién de los Modos Deslizantes Integrales (ver, [UGS99] )
usando los estados estimados mediante el observador por MDOS. Partiendo de un con-
trol de la forma (3.2), donde () es nuevamente el control nominal para el sistema sin
entradas desconocidas (3.3) con uy(t) = —Kz(t).

Ahora, el control u (¢) debe ser disefiado para rechazar la entrada desconocida w (¢)

en la superficie deslizante {z: s(t) = 0.} Primero se define la funcion s(¢) como

s(t) = so(t) + C(1), 3.7)

donde s(t), so(t),((t) € R™ y s4(t) = BTx(t) (con BT = (B'B)~'B") y la parte
integral ((¢) es seleccionada tal que x(t) = z((¢) para todo ¢t € [T,00). En otras
palabras, una vez que el observador converge, es decir, a partir de ¢ = T" los estados
del sistema pertenecen a la superficie deslizante, donde el control por modos deslizantes
equivalente u.q () compensard las entradas desconocidas, esto es, se desea que ueq (1) =

—Gw(t). Paralograr este propdsito, ((t) se determina a partir de la siguiente ecuacién
((t) = =B* (Az(t) + Buo(1)) .,
con ((ty) = —B7s(x(to)). La superficie deslizante toma la forma

s(t) = Bt [m(t) — x(ty) — / [Az(T) + Bug(7)]dr|, Vig >T

to
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s(t)
sl

Tal que la superficie deslizante s(t) es atractiva desde el instante inicial ¢y sip > w™ >

El compensador ; (¢) tiene la forma de un control discontinuo unitario u (t) = —p

||w (t) ||. Finalmente, la ley de control (3.2) queda como,

a(t) = —Ka(t) — p->10 (3.8)

Nuevamente, en el caso ideal, las trayectorias del sistema (3.1) con u(t) disefiado como
en (3.8) convergerdn con las del sistema nominal (3.3).
Precision del control MDIS

Como se vid, cuando los procesos de observacion, identificacién y control son idea-
les, ambos controladores, CORRS y MDIS, tendrin resultados idénticos. No obstante,
en el caso préctico, los errores que aparecen en el sistema de control deben ser tomados
en cuenta. En el caso del controlador MDIS el error total es la suma de los errores de

observacion y control, i.e.,

e =O(p) + O(A*H1), (3.9)

Aqui cabe la misma aclaracién que en la precision del CORRS, es decir, desde un
punto de vista practico, se considera que el error mayor predominara sobre los otros sin

considerar correlacion entre ellos.

3.3 Comparacion de los controladores

Analizando ahora la precisién de los procedimientos de observacion e identifica-
cién via el obsdervador por MDOS, en conjunto con los errores provocados por am-
bos controaldores. CORRS (3.6) y MDIS (3.9). Cabe recordar que se estd usando el
observador por MDOS con la mejor precisién posible y que se usa un diferenciador
(o + k — 1)—ésimo orden. Para la observacion es necesario diferenciar (k — 1) —veces,
mientras que para la identificacion serd necesario hacerlo k£ — veces. Se consideran los

casos siguientes:
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L. O(A%*) << O(p), ie., el error de ejecucién del controlador es mayor que
el del proceso de identificacion. En este caso, serd més conveniente usar la

metodologia CORRS para evitar el chattering.

I O(A*T) << O (p) << O(A?), i.e., el error provocado por la frecuencia del
actuador es menor que el error de identificacion. En este caso, dado que la es-
trategia CORRS esta determinada principalmente por el error de identificacion,
la estrategia discontinua MDIS ofrecerd una mejor solucion para un sistema
tolerante al chattering con frecuencias de oscilacion de O(i) [B0i09].

II. O(p) << O(A“T), ie., el error provocado por la frecuencia de operacion
del actuador es mucho menor que el error de observacion. Sin embargo, la
precision del MDIS no serd mejor que la de CORRS, ya que el chattering del

MDIS puede amplificar los ruidos de observacion debidos a altas frecuencias

(see, e.g., [Boi09]).

3.4 Resultados experimentales en un Péndulo Invertido Rotatorio

Se presentan ahora los resulados experimentales en un sistema de péndulo invertido
rotatorio como el representado en la Fig. 3.1. Este sistema consiste en un brazo en for-
ma de L conectado con el yugo del motor DC girando alrededor de +180°. Al final de
este brazo, se encuentra un péndulo suspendido. El modelo no lineal del sistema puede
consultarse en [Qua]. El hardware del experimento incluye una PC equipada con una
plataforma de adquisicién y control en tiempo real dSPACE con un tiempo de adquisi-
cidén e integracion minimo de 20us. Las posiciones angulares del brazo L y el péndulo
x1, T2, son medidas mediante dos encoders con una resolucién de 1024 y 1000 pulsos
por giro, respectivamente; el ancho de banda de la etapa de potencia del motor es de
alrededor de 12(K Hz), es decir que 1 &~ 80(us). Las ecuaciones del sistema en varia-

bles de estado, con 3 = %1,y x4 = Z9, linealizado alrededor del punto de equilibrio
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=[x 0 0]

Figura 3.1: Péndulo Invertido Rotatorio

Z-El (t) = I3 <t) s ZEQ(t> = T4 (t)
i3(t) = 82,94w(t) — 1,31z5(t) + 46,75(u(t) + w(t)) (3.10)

T4(t) = 56,81x9(t) — 0,37x3(t) + 46,75(u(t) + w(t))

Un diferenciador basado en MDOS de segundo orden es disefiado (i.e. « = 1,) con una

T
ganancia A = [ 50 50 500 200 } . El estado se recupera a través de la 1* derivada

(i.e. k = 2). El control nominal esta dado con K = [ 3,16 —73,92 2,19 —12.48 |.
La ganancia del observador de Luenberger L se disefia tal que los eigenvalores de la
matriz A se localicen en [ —92 -3 —4 -5 } .

Primero se presentan los resultados del experimento para mostrar el el efecto de la
compensacion cuando se utiliza la estrategia CORRS. Se sumé una sefial senoidal al
voltaje del motor como perturbacién. El tiempo de muestreo fue § = 20us y el tiempo
de ejecucion del actuador ;o = 400us. En la Fig. 3.2 se muestra la posicién angular del
péndulo x5 en el recuadro superior y la senal identificada de las entradas desconocidas

w en el recuadro inferior. Como puede apreciarse, la w(t) consiste en la sefial de voltaje
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que se le sum6 al motor, asi como de las perturbaciones desconocidas del sistema. Se
observa que para t = ( to ¢ & 5s, el control nominal actida sobre el sistema sin afiadir
la compensacién (i.e. u(t) = —Kuxz(t)); from t ~ 5(s), una sefial senoidal es sumada
al voltaje del motor; en ¢ &~ 10s, se aprecia el efecto de la compensacion al agregar la
sefal identificada al control (i.e., u(t) = —Kxz(t) — Gw(t)) mejordndose el desempeio
considerablemente. Puede verse que, gracias al control con compensacion, el sistema

mantiene sus propiedades robustas con respecto a perturabaciones acopladas.

0.07

[o} 5 10 15 20 25 30
Tiempo (s)

Figura 3.2: Efecto de la perturbacién w(t) (abajo) en la posicién angular del péndulo
xo(t) [rad] (arriba). De 0 < ¢ < 10 sin compensacién (u; = 0), y a partir de ¢ &~ 10 con
w (t) = —Gio(t)

Ahora, se muestra el resultado de tres experimentos diferentes para los cuales se

usaron distintos pares de valores para el tiempo de muestreo y de ejecucion del actuador
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Cuadro 3.1: Desempeiio del sistema para 3 pares de tiempos de ejecucion y muestreo

(us) CORRS MDISC
7 6 =20 Compensa con mejor pre- | Peor desempefio que
’ w =300 cision que el MDISC el CORRS
Pobrc? prec‘lflon en la Sensible solamente a
d =500 identificacion lo que .
I1I. N la exactitud de la ob-
w=83 implica un error en la .
- servacion
compensacion
Su eficiencia es do- .
) El error del control se in-
0 = 1000 minada por la exac-
111 . . . crementa con el
=83 titud en la identi- .
. chattering
ficacion

0y 1, los cuales corresponden a los tres casos principales analizados en la Seccién 3.3.
La Fig. 3.3 muestra la posicion del péndulo x5 usando ambas metodologias. LLa columna
de la izquierda muestra la posicién del péndulo usando CORRS; la columna derecha
muestra la posicioén del péndulo cuando el control discontinuo MDIS. Cada renglén
muestra los resultados para cada caso discutido en la seccion anterior. En la Tabla 3.1 se
resumen los resultados con respecto a los tiempos de muestreo y de ejecucion.
Finalmente, se realiz6 un experimento para corroborar los efectos de en la precisién
del sistema al aumentar el grado del diferenciador. La Fig. 3.4 ilustra en ambos casos la
estrategia de control es MDIS con § = 500(us) y u = 80 (us) . La Fig. 3.4.A muestra
la posicién del péndulo x5 cuando MDIS se disefia basado en la estimacion del estado
via un observador por MDOS de primer orden (i.e. 7 = 1 en la ecuacién (2.11)); por
otro lado, la Fig. 3.4.B muestra la estabilizacion de x5 via MDIS usando un observador
por MDOS de 2°orden. La precision es claramente mejorada al incrementar el orden del

diferenciador MDOS.
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0.15

(a)
§

0.07
2 o0
-0.07 i
0 5 10 15 20 25 30
0.1

(c)
o

[NV

-0.1
0

5 10 15 20 25 30
Time (s)

0.15

-0.15
0

0.07

-0.07
0

0.1

-0.1
0

10 15 20

25 30

10 15 20

25 30

10 15 20
Time (s)

25 30

Figura 3.3: Comparacion de la posicion z5 [rad] usando CORRS y MDIS para tres pares
de valores de (4, p). Caso 1, (a) § = 20(us), h = 300(us); caso II, (b) § = 500(us), h =
83(us) ; caso Il (¢c) § = 1000(us), h = 83(us)
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0.08 ‘ 0.08 :

0.04 = 0.04 - -

-0.04 - - -0.04 - -

0.08 I I I I ! 0.08 I I I I !
o 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Time (s) Time (s)

Figura 3.4: Precision de zs[rad] usando MDIS aplicando: A. un diferenciador de ler
orden y B. un diferenciador de 20 orden.

3.5 Aplicacion. Linealizacion via compensacion de incertidumbres

En esta seccién se usa un control por compensacion de incertidumbres acopladas
para aproximar la respuesta de un sistema no lineal a la de un modelo linealizado. Esto
con el fin de robustificar las oscilaciones generadas en un sistema mediante un contro-
lador de estructura variable.

La generacion de oscilaciones periddicas usando controladores via modos deslizantes
de segundo orden ha sido estudiada en los trabajos de [ABFI09a]-[ABFI09b]. La idea
es generar oscilaciones periddicas de baja frecuencia y amplitud grande al contrario de

las oscilaciones de alta frecuencia conocidas como chattering que ocurren cuando se
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usan controladores de estructura variable.

La estimacion de la amplitud y frecuencia de las oscilaciones se basan en el método
de la Funcion Descriptiva (FD) (ver p.e. [Kha02]). El método de la FD esté sujeto a
suposiciones estrictas con respecto a la dindmica de la planta. En primer lugar, asume
que el modelo de la planta puede separarse en una parte lineal y una no lineal donde
los términos no lineales son de estructura conocida. Por otro lado, en el andlisis de la
oscilacién solo se considera la frecuencia fundamental, sin tomar en cuenta las arméni-
cas que pueden estar presentes, esta aproximacion es vélida en tanto que la planta tenga
propiedades de filtro paso bajas.

Para el caso particular de generacion de oscilaciones, que es el que atafie a éste
ejemplo, se supone que las tnicas no linealidades presentes en el sistema son las que
se introducen con el controlador de estructura variable y que el modelo de la planta
es completamente lineal. No obstante, en cualquier sistema mecanico estin presentes
fuerzas de friccidn, zonas muertas, vibraciones, entre otras, que pueden hacer que el
sistema en lazo cerrado carezca de robustez. El objetivo del control por compensacion
es eliminar estas perturbaciones y de este modo compensar la diferencia entre la planta
no lineal y un modelo linealizado de la misma.

Sea el sistema no lineal

() = f(z)+Bu)+g(1) (3.11)

y (t) = Cx

donde x € R" es el vector de estado, u € R™ es el vector de entradas; ¢g(t) € R™
contiene las incertidumbres del sistema y y; (¢) € R es la salida. Linealizando el sistema

(3.11) alrededor del punto de equilibrio z* se tiene

t(t) = Az (t)+ B (u(t) +w(t)) (3.12)

y(t) = Cx (3.13)
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Donde w(t) representa las incertidumbres y no linealidades de la planta. Las matri-
ces A, B, C son conocidas.
Se considera que el sistema satisface la suposicion de observabilidad fuerte S1, de

controlabilidad S4 y ademds, la condicién de acoplamiento S5 se reescribe como:

= w(t) es una funcién absolutamente continua, existe una constante w™ tal que

lw ()] < wTyl|w(t)|| < wT paratodo ¢t > 0.

Se busca entonces proponer un control que compense los efectos de las incertidum-
bres y no no linealidades w(t), una vez que se logrd, mediante el anélisis de la FD
se determinan los pardmetros del controlador de estructura variable. Se propone como
control

u(t) =wup(t) +u, (t) Yt >T (3.14)

donde wy (t) es un control linealizante tal que (3.12) se transforme en el sistema lineal
nominal (es decir, sin perturbaciones y/o entradas desconocidas) y w, (t) es un control
que realiza una tarea especifica sobre el sistema linealizado. El término w,(t) serd dise-
flado para compensar la diferencia entre el sistema real y el sistema linealizado. El cual

es de la misma forma que (3.4), es decir
we(t) = —Kz(t) — w(t) (3.15)

donde la matriz K es una ganancia estabilizante del sistema nominal y @ (t) es el esti-
mado de las incertidumbres. En el caso ideal, w(t) = w(t) después de un tiempo finito.

De este modo, al aplicar el control u,(t) al sistema (3.12) se tiene la siguiente dindmica

#(t) = Az(t) + Bu, (1) (3.16)

donde A := (A — BK) es Hurwitz. Se tiene entonces que el control (3.15) compensa
exactamente las no linealidades (acopladas) y estabiliza el sistema (3.12).

Generacion robusta de oscilaciones
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Sea el sistema linealizado
i(t) = Az(t) + Bu,(t)
yi(t) = Cx(t)

donde la sefial de control

r €R" 1y €R, (3.17)

ur (t) = —cy sgn(y) — casgn(y) (3.18)

es un controlador de dos relevadores, el cual exita el movimiento periddico en el sis-
tema lineal. Los escalares ¢; y co son disefiados tal que la salida del sistema tenga un
momiviento periddico estable de frecuencia y amplitud deseadas.

El diagrama de lazo cerrado de la planta linealizada y el controlador de dos rele-
vadores se muestra en la Fig. 3.5. Los valores de pardmetros c¢; y ¢, en (3.18) generan
un movimiento oscilatorio (ciclo limite) a la salida y(¢) de frecuencia 2 y amplitud
Aj;. Estos pardmetos son calculados usando el método de la funcién descriptiva que se

describe a continuacion.

y N " x = Ax+Bu, y
¢,sgn(y
OO o
B — -G T wis)
c,sgn(y)
y| 2
L S e | —

Figura 3.5: Sistema con dos relevadores.

Funcion descriptiva del controlador con doble relevador
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Sea el sistema linealizado (3.17) el cual puede ser representado como una funcioén
de transferencia dada por

W(s) =C(sI — A)'B.

La FD " N”del controlador de estructura variable (3.18) se define como la primera
armoénica de la sefial periddica de control dividida por la amplitud de la salida y; (¢)

[Ath75]:

2m Jw

2w Jw
/ uy () senwtdt + j—— w(t)coswtdt  (3.19)
0 7TA1 0

W
7TA1

N
donde A; es la amplitud de la entrada a la no linealidad ( y;(7) ) y w es la frequencia de
la salida y; (¢). Sin embargo, el control (3.18) puede ser analizado como la conexién en
paralelo de dos relevadores ideales, donde la entrada al primer relevador es la variable

deslizante y la entrada al segundo relevador es la derivada de la variable deslizante como

se muestra en la Fig. 3.5. La FD del primer relevador es:

461
Ny = —
1 ’]TAl 3
y para el segundo relevador es:
462
Ny = ——
2 7TA27

donde A, es la amplitud de dy; /dt. Ahora, tomando en cuenta la relacién entre y; y
dy, /dt en el dominio de Laplace, tenemos que la relacién entre las amplitudes A; y A,
es tal que

AQ — A1Q

donde €2 es la frecuencia de la oscilacion. Usando la notacion del control (3.18) es

posible reescribir la ecuacién (3.19) como:

461 . 462 4
1 s 7TA1 + J 7TA2 7TA1

(c1 + jeo), (3.20)

donde s = j€). Nétese que la FD del algoritmo (3.18) depende tnicamente del valor de

la amplitud. Esto sugiere encontrar los parametros del ciclo limite a través de la ecuacion
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de balance arménico [Ath75]:

1
N(A)

W(jQ) = — (3.21)

donde W (<) es la respuesta caracteristica de la frecuencia compleja (véase diagrama

de Nyquist) de la planta. El lado derecho de la ecuacion anterior esta dado por

1 TA —atjo
N(4y) G+ )

(3.22)
La equacion (3.21) es equivalente a la condicion de respuesta en frecuencia del sistema
de lazo abierto al intersecar el eje real en el punto (—1, j0). La ilustracién gréfica de la
técnica para resolver la ecuacién (3.21) se presenta en la Fig.3.5 . La funcién —1/N(A4,)
es una linea recta cuya pendiente depende de la razén ¢y /¢;. El punto de interseccién de

esta funcién y de la grafica de Nyquist W (j€2) da la solucién del problema de oscilacion.

Los pasos para sintonizar c; y co se listan a continuacion

a) Identificar el cuadrante en la traza de Nyquist donde se localiza la frecuencia de
oscilacién deseada, esto es, {2 puede pertenecer a cualquiera de los siguientes

conjuntos:

Q1 = {weR:Re{W(jw)} > 0,Im{W(jw)} > 0}
Qs = {weR:Re{W(jw)} <0,Im{W(jw)} > 0}
Qs = {weR:Re{W(jw)} <0,Im{W(jw)} < 0}

Qs = {weR:Re{W(jw)} > 0,Im{W(jw)} < 0}.

b) La frecuencia de las oscilaciones depende solamente de la razén & = ¢ /¢;.

¢ Im{W (i)}

$= T TRAWOO

(3.23)

La amplitud de las oscilaciones esta dada por:

4
Al =— () 242 3.24
L= WG E + (324)
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ImW
0> O
% Relw
N
W(ja
O O4

Figura 3.6: Ejemplo de gréfica de Nyquist del sistema en lazo abierto W (jw) con dos
relevadores.

resolviendo para ¢; y ¢ se tiene

-1
T A 1+ &2 si Qe,UQ
o = 4 [W(58)] ( ) . 2 3 (325)

w AN
— IO ( 1+¢ ) en otro caso

Cy = f'Cl. (326)

Se desea tener la estabilizacion orbital de la articulacidon subactuada, en este caso el
péndulo de Furuta presentado en la Seccion 3.4. Considerando el modelo lineal (3.10) y
como salida y; () = x2(t)

Los parametros c; y co del controlador de doble relevador (3.18) se calcularon a

pertir de (3.25) y (3.26) con

_ - — - - o T
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1
A: , B: s C:
1478 —333.6 —101,5 —583.9 46,75 0
41,7 —919,0 28,7 —164,9 —13,20 0

En la Tabla I se muestran las frecuencias (£2") y amplitudes (A}) obtenidas en simulacién

usando los valores de c; y ¢, calculados por medio del método de la funcién descriptiva
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presentado en estd seccion. Note que es posible obtener una solucidn en cada cuadrante
donde cruce la grifica de Nyquist de W (s).

La ganancia de estabilizacién es K = [—3,1623, 73,9276, —2,1985,12,4888], G =
1. La Fig. 3.7 muestran los resultados experimentales para una oscilaciéon de A; =
0,08 Q2 =38 (%) . La gréfica superior se obtuvo sin compensar las no linealidades
y perturbaciones del sistema. Adicionalmente se sumé una sefial de voltaje al motor
como perturbacién externa de 0,4 sen(4¢) 4 0,5. El cuadro inferior de la Fig.3.7 muestra
el la posicion del péndulo cuando se llevé a cabo la linealizacién por compensacion
de incertidumbres. Aunque en ambos casos se aprecia que la frecuencia principal de
oscilacion es aproximadamente la estimada por el método de generacién de oscilaciones,
en la inferior se aprecia que la sefal experimental se aproxima mds a la estimada por

la teorfa. Precision Tomando en cuenta los errores causados por la discretizacion y

Sistema no lineal

0.18 ; :
g or -
>
-0.1 —
-0.18 | | | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Sistema linealizado por compensacion

018 ! I |

AL i i i i i i
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Tiempo (s)

Figura 3.7: Movimiento periddico de la articulacién subactuada ¢» sin compensar (arri-
ba) y compensado(abajo).

los ruidos deterministicos presentes en el sistema, asi como el error provocado por la
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Cuadro 3.2: Calculo de los valores de ¢; y ¢y para diversas frecuencias y amplitudes
deseadas.

Q | A; | Cuadrante c Co Qr Af
0505 Q4 -0.114 | -0.29 [ 036 | 04
1.0]0.3 Qs -0.333 | 0.333 | 1.04 | 0.28
2.010.2 Q2 0.0444 | 0.3110 | 1.79 | 0.04
2.510.1 O 0.211 | -0.741 | 2.2 | 0.1

constante de tiempo de los actuadores, se tiene que el error debido a dichos efectos es

e =0 (1) + O (A1) + 0 (A%)

3.6 Conclusiones

Con el observador basado en MDOS del Capitulo 2, el cual proveé la observacion
del estado y la identificacién de las entradas desconocidas, de manera teéricamente
exacta y en un tiempo finito. Partiendo de la estimacion en tiempo finito del estado y
de las perturbaciones se plantearon dos técnicas para el rechazo de las perturbaciones
acopladas. Una es la compensacion de este tipo de sefiales desconocidas usando sus va-
lores identificados, la otra técnica se basa en el rechazo de las incertidumbres mediante
un control deslizante por salida basado en los valores observados del estado.

Las aportaciones de este capitulo se resumen como:

= Se propusieron dos técnicas control por salida robustas con respecto a las per-

turbaciones acopladas:

e Control continuo por compensacién basado en la observacién del estado

y la identificacion de las entradas desconocidas (CORRS).

e Control por modos deslizantes integrales por salida basado en los estados

estimados (MDIS).
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= Se propuso una metodologia de seleccion para implementar el controlador més
apropiado de acuerdo a las restricciones del sistema tales como el tiempo de
muestreo, la constante de tiempo de los actuadores y los ruidos acotados del

sistema.

= Se presentd una aplicacion para linealizacion por compensacion de incertidum-
bres. Esta técnica garantiza una mejor aproximacion en la generacion de oscila-
ciones al eliminar las diferencias entre la planta no lineal real y el modelo ideal
usado para calcular la amplitud y frecuencia de la oscilacion. Se presentaron

resultados experimentales que corroboran la viabilidad del método.
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Capitulo 4

Control de sistemas con incertidumbres

desacopladas

Este capitulo aborda la regulacion de sistemas lineales invariantes en el tiempo su-
jetos a los efectos de perturbaciones no acopladas. Se presenta una técnica de control
por compensacion para regular la dindmica subactuada. La viabilidad de este esquema
se muestra mediante simulaciones.

Se propone un control por modos deslizantes basado en la estimacion de los estados
y en la identificacion de las incertidumbres no acopladas y sus derivadas. Para llevar a

cabo este control:

= Se disefia una superficie deslizante tal que el movimiento del sistema sobre la
misma cumpla con las especificaciones deseadas, i.e. la compensacion, tedrica-
mente exacta, de las incertidumbres desacopladas y la regulacién de la dindmica

subactuada.

= Se disefia una ley de control discontinua tal que el estado del sistema sea lle-
vado a la superficie y permanezca ahi para todo tiempo futuro a pesar de las

perturbaciones e incertidumbres.

Sea el sistema LITED
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#(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Dw (t)

y(t) = Cz(t)

donde z (1) € R", u(t) € R™, y(t) € R? (1 < p < n) son el vector de estados, el

4.1

control y la salida del sistema respectivamente. Las entradas desconocidas son represen-
tadas por el vector de funciones w (t) € RY. El rango(C) = p, rango(B) = my
rango (D) = q.

Para el sistema anterior se satisfacen las suposiciones S1, S2, S3 y S4. Es decir es
fuertemente observable (ver B.2), las perturbaciones a las que se encuentra sometido
son suaves y es posible disefiar una ley de control.

Dada una matriz 7; € R™**"

BL
T =
B+
tal que
0
T\B = 4.2)
I

donde I,, € R™*™, Al hacer una transformacion de coordenadas =z <+ 7z, los esta-
T
dos se particionan de tal modo que x = [ T ] . Aplicando la transformacién al

sistema (4.1) se tiene

P () = Ay (t) + By () + Diw (2) 4.3)

() = Euxy () + Finy () + Hyw () + u(t) (4.4)

donde 2, € R*™, n, € R™, D; € R"xa [, ¢ R™*9,
El objetivo es disefiar un control que regule los estados no actuados (4.3), (o una
parte de ellos), en presencia de perturbaciones no acopladas. Usando el observador por

MDOS del Capitulo 2 y, después de un tiempo finito, se cuenta con los valores estimados
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del estado asi como de las entradas desconocidas y sus derivadas sucesivas hasta el orden

W), es decir que para todo ¢ > T se cuenta con
[ (t) 0 (t), oW (1), ..., 0] (4.5)
De las Tablas 2.2 y 2.3 se puede ver que el error de estimacion correspondiente es
[0 (6%%1),0(6%),0(6%71),...,0(8)] (4.6)

A partir de (4.5) se puede construir la ley de control deseada.

Se propone como funcién de conmutacion
s(t) = Ky () +m1 (1) + g (@) 4.7)

donde s € R™ es la superficie deslizante, la matriz K € R™ (™) ser4 disefiada tal
que, en la superficie deslizante s = 0, se obtenga el desempefio deseado del sistema de
orden reducido. El término ¢ () serd disefiado para compensar las perturbaciones no
acopladas.

La ley de control es disefiada para alcanzar la superficie deslizante s = 0

(4.8)

4.1 Compensacion de las incertidumbres no acopladas

Del subsistema (4.3) se aprecia que 7, (¢) puede usarse como control para compen-
sar las perturbaciones no acopladas que entran por el canal Dy, y estabilizar la coorde-

nada x; (¢). Para lograrlo se requiere que

= el par (A, By) sea controlable y

= las perturbaciones se encuentren acopladas al control 7, (7).
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Como el par (A, B) es controlable, puede mostrarse que el par (A;, B;) también es
controlable. Considerando el sistema en forma regular y asumiendo que el rango B =

m, se sigue que

sl — A1 _Bl 0
rango [ sIT— A B ] = rango 4.9)
—E1 sl — F1 Im

= rank [ s — A, —B } +m paratodas € C

esto implica que,

mngo[sj_A B}:nsiysolosimngo[5]_141 -B } =n—m

de donde el par (A, B) es controlable, si y solo si, el par (A;, By ) también es controlable.
Abhora, para que sea posible compensar las perturbaciones del subsistema (4.3), estas

deben de estar acopladas al control 7, (¢), es decir que tiene que satisfacerse la condicién
span {D;} C span {B;} (4.10)

La ecuacién que representa el movimiento de los estados cuando se encuentran
confinados a la superficie deslizante se obtiene de s(¢) = 0. Es decir, cuando el sistema

alcanza la superficie deslizante se tiene que

m () = —Kai(t) — g () (4.11)

i (t) = (A — BiK)x (t) — Big(w) + Dyw (t) (4.12)

Debido a que el subsistema (4.3) es controlable, es posible disefiar la ganancia K tal que
la matriz A, £ (A, — B, K) tenga eigenvalores estables. Disefiando el compensador

g(w) = T'1w(t), donde la matriz de ganancias 'y € R™*7 es seleccionada de modo que
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BI'y =D, (4.13)

La dindmica reducida (4.12) queda como
i (t) = (A1 — B1K) 1 (t) + Dy (w (t) — w (1))
y en el caso ideal, cuando w(t) = w(t)
i1 (t) = Az (2) (4.14)

Debido a que los eigenvalores de A, tienen parte real negativa, la ecuacién (4.14) es ex-
ponencialmente estable. Esto es, las incertidumbres no acopladas presentes en la coor-
denada z; (t) son compensadas y las trayectorias son estabilizadas.

Las trayectorias del estado () convergerdn exponencialmente, es decir, existen

constantes a;, b; > 0 tales que
21 ()] < aq ||21(0)] exp™™t WVt > ¢,

La coordenada 7, (t) estard acotada cuando el sistema llegue a la superficie deslizante.

Esto puede verse claramente al obtener la norma de la ecuacién (4.11)

[l (O < [y (0N + 1T || w' V> £, (4.15)

Dinamica del modo deslizante
Ahora, hay que garantizar que la ley de control (4.8) induce un movimiento
deslizante a pesar de la presencia de incertidumbres no acopladas. A partir de la ecuacién

(4.7), se tiene que la derivada en el tiempo de s(t) estd dada por

§(t) = ®x(t) + (KDy + Hy) w(t) + Do (#) + u (1) (4.16)

! En particular, cuando el rango(B;) = n —m, la matriz Ty = B} Dy, donde B;" es la pseudoinversa
por la derecha de By, esto es B = Bf (BlBlT) -
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donde la matriz & € R™*" estd definida como ¢ := [ KA+ FE, KB+ F, } Ti.

sT(1)s(t)
2

Eligiendo como candidata de Lyapunov V (s) = y tomando su derivada en el

tiempo

Vis) = s7(t) (cba:(z) + (KDy 4 Hy) w(t) + Ty () — p(2)
< —lis®ll (p (@) = [l l=®)]] = &) (4.17)

la ganancia escalar p () satisface la condicién
plz) =@z —¢ = (>0 (4.18)

donde { > Oesunaconstantey ¢ := ||[(K Dy + Hy)||wT+||T|| w™, p (x) > ||®|| ||z (¢)||+
¢+ C.

Combinando ambas desigualdades (4.17) y (4.18), se sigue que la derivada de la
candiadata de Lyapunov satisface V (s) < —¢V 2. Entonces, la ganancia p (z) inducird
un movimiento deslizante.

Ejemplo 1

Sea el sistema

ia(t) = @ (1) (4.19)

v = | }

El sistema (4.19) es controlable y fuertemente observable. La perturbacién w(t) =

sen(2t) + 0,5. Al aplicar la transformacion (4.2) se tiene que

01 0 0

Ty (t) = Ty (1) + n (t) + w (t) (4.20)
00 1 1
Ay B Dy
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del sistema anterior se observa que las incertidumbres desacopladas pueden ser compen-
sadas a través de la superficie deslizante (span D; C span By). La ganancia del control

por modos deslizantes (4.18) es p (z) = 20||z (¢)|| + 2. La superficie tiene la forma

Sin compensacion Con compensacion

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 4.1: La columna de la izquierda muestra el estado sin compensacién y la colum-
na de la derecha los estados cuando se compensan totalmente las perturbaciones no
acopladas.

st) = x1(t) + Kny(t) +T1w(t), donde I'y = 1y la matriz K es tal que la dindmica sub-
actuada tenga un par de eigenvalores en {—1, —2}. La Fig. (4.2) muestra los estados del
sistema, la columna (A) muestra los resultados cuando no hay compensacion a través de
la superficie (i.e. s(t) = x1(t) + Kn,(t)) y los efectos de la perturbacién estdn presentes
en todo el estado. La columna (B) muestra los resultados cuando compensacién de las
incertidumbres no acoplad;%s es realizada a través de la superficie deslizante, como re-
sultado z; = [ T T1o } es compensada y estabilizada, mientras que las trayectorias

del estado 7, (t) permanecen acotadas. Ahora, para el ejemplo anterior, si se considera
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que la perturbacién afecta al estado x,(t), es decir

T (1) = xp () +w(¥)

iy (1) = e (t) @.21)

v = | ]

El sistema sigue siendo fuertemente observable, al aplicar la transformacién (4.2)

se tiene que

01 0 1
T (t) = Ty (1) + ny () + w (t)
00 1 0
—_—— —— —_——
A B Dy
() = u(?) (4.22)

se aprecia que no se satisface la propiedad span {D;} C span {B;}. En este caso no
seria posible compensar la totalidad de la dindmica subactuada, no obstante, es posible
compensar al menos una parte de los efectos de las incertidumbres no acopladas como

se describe en la siguiente seccion.

4.2 Compensacion anidada de incertidumbres no acopladas

En esta seccion se presenta una estrategia para abordar el caso general de los sis-
temas que no satisfacen la suposicién de acoplamiento span {D;} C span {B;}. Con-

sidérese ahora el subsistema subactuado (4.3) que se reescribe a continuacién

a su vez, éste puede transformarse en dos subsistemas conectados entre si. Asumien-

do el rango (B;) = my, donde m; < m, existe una transformacién invertible 75 €

49



Control de sistemas con incertidumbres desacopladas

R(—m—ma)x(n—m1) a] que

ToBy =
I,

1

T
Aplicando la transformacién de coordenadas 7oz, = [ xQT 772T ] al subsistema (4.23),

se tiene que
Ty (t) = Agwo (t) + Bany, (t) + Dow (1) (4.24)

donde z, € R™ ™ ™ p, € R™ B = [ In, 0 X ] . El par (As, By) es contro-

m—m

lable y puede mostrarse de manera semejante a (4.9).

Si el nuevo subsistema (4.24) satisface la condicion da acoplamiento
span {Dy} C span {B,} (4.26)

entonces, existe una matriz I's tal que Bol's = Ds.
Para compensar los efectos de las perturbaciones y estabilizar la coordenada x5 (t) ,

la variable 7, () puede ser utilizada como control. Disefiando

My (1) = —Kamy (1) — o (1)
como control para estabilizar la coordenada z(t), tal que cuando w(t) = w(t)
Z’Q(t) = (A2 — BQKQ) .’172(15)

donde la ganancia K, es tal que la matriz Ay — By K, es Hurwitz. Con este objetivo se

definine la variable auxiliar
&y (1) =my () + Koxo (t) + Do (2) . 4.27)
Del subsistema (4.24) y (4.25) se tiene

To(t) = Agsxa(t) + Ba&y(t) + Dy (w(t) — w(t)) (4.28)

§,(t) = Eaa(t) + Fay(t) + Haw(t) — Falot(t) + Tt (t) + Bin, (1)
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donde AQS = A2 — B2K27 EQ = EQ — FQKQ — KQAQS, Fg = FQ + K2B2. En el caso
ideal, cuando w(t) = w(t) y Ds (w(t) — w(t)) = 0, se tiene
&) = Eawa(t) + Faly(t) + Hatb(t) + Tyt (t) + Buny (t)

donde Hy = Hy — FyI'5. Ahora, se disefia un control a través de 7, (t) para estabilizar el

sistema auxiliar (4.29).
Estabilizacion del sistema x5 (t) , £,(?)

Considérese una funcién candidata de Lyapunov V (z3,&,) = al () Pao (t) +
X (t) &, (t), donde P es una matriz simétrica positiva definida que satisface la ecuacién
PAy, + AT P = —1 . Se tiene

V() = —a5 (1) (t)
+ 267 (1) ((Ba + BIP) s () + Faty (1) + Hat (1) + Dot (1) + By, (1))

tal que disefiando

m ()= =B ((E2+ B3 P) 22 (t) + (Fa+ 1) & (t) + Haw (t) + Toww' (2))  (4.30)

la derivada de la funcién de Lyapunov es V < — ||z (t)]|* — ||€, (¢)||*. En el caso ideal
las coordenadas x5 (t) , &, (t) serdn exponencialmente estables. Finalmente, la coorde-

nada x, () es exponencialmente estable, i.e. existen las constantes as, by > 0 tales que
o2 (®)]] < az [lw2(0) || exp™** Vit > ¢,
y las trayectorias restantes del estado permanecerdn acotadas V¢ > ¢,. De (4.30) se tiene

e (Ol < [[Kaz2 ()] + [[Tallw”

Im @I < (|@ow | + [Tz + Hol| w™

La superficie deslizante

5 (1) = Cowy (t) + 1y (1) + Bf Hath () + B Ton® (t)
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donde ®, = B} [ (By+ BIP) + (Fo+ 1) Ky, Fo+1 T5. La dindmica del modo
deslizante es
§(t) = ®oiy (t) + iy (t) + B Hyw™W (t) + B T (1)
= @x(t) + Dyw (t) + Bf Hyw™W () + B Dotv® (1) + u ()

con ¢ = { B, A, + B, ®,B,+ F, | Ti, Di = ®,D; + H,. Eligiendo V = <10 y

diferenciando, se tiene

V(s) = s'(t) (px(t) + Diw (t) + By Hoto™ (t) + B Tow® (¢) + u (t))
< [|s"®)]| (px(t) + Diw(t) + Bf Hav'™ (t) + B T2t (t) — p(x))
pla) = oz + [[Taf[ w* +¢
donde T'y = {E Hy, T, ] y(¢>0.
Estabilizacion de la coordenada z ()
En caso de que no se satisfaga span { Dy} C span { By}, el procedimiento de re-

gularizacién puede ser iterado hasta que para algiin ¢ > 1, la coordenada z, () sea

compensada y estabilizada, i.e. hasta que la condicion
span { Dy} C span {By} (4.31)

se satisface. Si el rango (B(g_l)) = my, existe una transformacién no singular 7, €

R(nfm.--*ml) X ("*m(l’*l)) tal que

0
TeBg-1) =
I,
T
Aplicando la transformacién de estados Tyr(—1) = [ zo(t) (1) } al subsistema

(4.24) se tiene que
j?g (t) = Ag%@ (t) + Bgné (t) + Dgw (t)

My (t) = Egxe(t) + Fom, (t) + Hew () + Be-yne-) )
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con By1) = | I, y el par (A4, By) controlable. Si se satisface la

Omfmlf...fm(

condicién de acoplamiento (4.31) entonces existe una matriz [’y tal que B,l'y = Dy.
Después de las ¢ — trans formaciones realizadas, el sistema original (4.1) puede

reescribirse como

i‘g(t) = Ag%z(t) + Dgw(t) + Bg?h(t)

Me(t) = Egre(t) + Femy(t) + Hew(t) + Bie—1yne—1)(t)

Mo(t) = Eawa(t) + Fany(t) + Hyw(t) + Biny (1)

n(t) = Eixi(t) + Fin(t) + Hiw(t) + ult)

donde n € Rm, Ny € R™L . n, € Rmf—l,xg c R—me—mi—1

Primero se disefa 7,(t) para compensar y estabilizar el sistema x,(¢). Es decir, si

ne(t) = =Kz (t) — Tew (2)

donde K/ es disefiada tal que (A, — B,K,) sea Hurwitz. Cuando w(t) = w(t)
To(t) = (Ay — BoKy) xo(t)
Con este objetivo se define la variable auxiliar
o (t) =my (1) + Kewg (t) + Toabr (1) - (4.32)
Del subsistema (4.24) y (4.25) se tiene, tal que

:ifg(t) = Agsl’g(t)—FBgfg(t) (433)

E(t) = Eewe(t) + Feby(t) + How(t) + Tob () + Beny_, (1) (4.34)

donde A,, = A, —B,K,,E,=FE, - FK,— K,A,,F,=F +K,B,.

53



Control de sistemas con incertidumbres desacopladas

Ahora, se propone la funcién candidata de Lyapunov V (z4,&,) = x (t)Px,(t) +
£ (1)&,(t), con P > 0 que satisface la ecuacién PAy + AJ,P = —1I y se disefia el
pseudo-control 7,_, (t) como una combinacién lineal de las sefiales {:L’g, N, W, W }

Posteriormente, se propone un sistema auxiliar (77([_1)(25), &_1(t)) y se disefia el
control 7,_,(t). El procedimiento se repite (¢ — 1) — veces para encontrar la superficie
deslizante s(t) que serd una combinacién lineal de las sefiales {z¢, 1, ..., 5, @, ..., 00} .

Finalmente, para t > {,, el sistema total serd estabilizado. La coordenada x,(t)
compensada y las trayectorias de los demds estados {774,1, Mp_gy -+ - 771} permaneceran
acotadas.

Es claro, que para que este control pueda realizarse, es menester que la perturbacién

sea lo suficientemente suave, es decir o > /.

4.3 Error de estabilizacion

Ted6ricamente, las perturbaciones son compensadas exactamente y el estado x; ()
converge exponencialmente. No obstante, existe un error debido a la discretizacion y a
ruidos deterministicos (Seccidén 2.6). Este error se incrementa al aumentar el orden de
la derivada de la perturbacion necesaria para el diseno del control. Aunado a esto, la
constante de tiempo de los actudores ;1 provoca un error de O(y) ([Fri02]). Por lo que,

la estabilizacién de la coordenada z, (t) via compensacién anidada serd
T (t) = As,ze (1) + € (4.35)

donde la matriz A,, es Hurwitz y £ = O (u) + O(5* ). Por lo tanto, no es posible es-
tabilizar el origen, pero se puede alcanzar una estabilidad practica, garantizando que el
estado llega a una regién ultimamente acotada (véase Apéndice2). El tamano de dicha
region depende de las constantes de tiempo del sistema (actuadores, discretizacion, rui-
dos deterministicos). En la medida de lo posible, esta cota puede ser mejorada reducien-

do p, 6 o bien incrementando el orden del diferenciador.
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Ejemplo 2
Retomando el ejemplo anterior, para el sistema (4.21). Aplicando la transformacién

x1(t) = [ To(t) my(t) ]T se tiene que

a(t) = y(t) + w(?)
My (t) = my(¢)
La variable 7,(t) puede usarse como control. Con la variable auxiliar &,(t) = 7,(t) +

w(t) + zo(t), se tiene

Eo(t) = —xo(t) + &, (F)

E) = —aa(t) + & (1) + i (t) + 1a(2)

tomando como candidata de Lyapunov a V' = “T%Jfg, with 7, (t) = —2&, — w(t), V < 0

es garantizada.
V= =z + &(t) (&a(8) + @D () + 7, (D))

el sistema x5 (t), £, () converge exponencialmente a cero. La superficie deslizante queda

como

s(t) = m(t) +26() + w(t)(l)
= () +2(ns(t) + () + 22(t)) + @M (1)

= 221 (t) + 0, (1) 4+ 20(t) + V(1)

4.4 Ejemplo

Considérese ahora el sistema de péndulo invertido rotatorio descrito en la Seccién
3.4. En este caso se consideran perturbaciones no acopladas, p.e. friccion en el péndulo,

variacion en los parametros, etc. La matriz de entrada de las perturbaciones esta dada
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Figura 4.2: La columna de la izquierda muestra los estados sin compensacion. La colum-
na de la derecha muestra la compensacion de la coordenada x5 y la estabilizacion de los
estados restantes 75, 77; cuando se usa la estrategia de compensacion anidada.

por

0
0
59,41

26,85
Se puede comprobar que no se satisface la condicion span(D) C span(B). Regulari-

zando el sistema (3.10), se tiene

0 —0,26 0,92
iy (t)= | —8,76 —0,07 0,25 | 1 (t)
31,04 —0,02 0,07

—0,27 0
+1 092 |m@®) + | —245 |w(t)  (4.36)
0,26 8,69
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i (t) = { —94.82 0,10 —0,35}:1:1 (t)
+ { —-1,31 } m () + { —60,11 ] w (t) + u (t)

Del sistema anterior se aprecia que no se satisface la propiedad span D, C span B; por

lo que es necesario regularizar el subsistema (4.36). Se tiene entonces

838 —1,36
By (1) = 7y (1)
28,67 8,38
2,38 —2.45
+ n (1) + w () (4.37)
—8.43 8,69

My (1) = { 0,003 0,0009 } 0]

+{O}"2(t) * {O}W(fﬂm(t) (4.38)

se tiene entonces que span Dy C span { By} y existe una I'y = —1,031, tal que ByI'y =
D, Se introduce la variable auxiliar (, = [ —34,61 —16.41 } To + 1y — 1,031 (¢)

y se tiene que el sistema auxiliar (4.29) es

, 74,08 37,74 2,38
By () = s () + G (4.39)
—263,27 —130,08 —8,43
~ A‘S’Z 7
) = | 1757 829}302 (t)+{56}C2 (t) 4+ m, (t) (4.40)
%,_/ s/_/
EQ F‘Z

Sedisefian, (t) = { 1786,2 807,5 } 2 (1) + 57,00 ¢y ()= (t) tal que V' (22, (5) <

— |J@2]|* = 2||C,||?. Para el subsistema (4.39)
m (t) = { 204,60 —128.16 ] w2 (t)+ 57,00 7 () — 58,78 W (t) — M (1)
Finalmente la superficie deslizante

s (t) = [8,10 ~238,50 17,43 —65,44]x(t)— 58,78 1 (t) — 'V (¢)
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y la ganancia p (x) = 30 ||z|| + 30. La perturbacion es w(t) = ,3 sen 4t + cos 24t + 0,3 la
cual satisface la condicion de suavidad. El sistema es fuertemente observable, el indice
k = 2. Se disefia un observador por MDOS usando un diferenciador de 3er orden, i.e.
« = 3, para obtener los estimados del estado, de la entrada desconocida w (¢) y de
la derivada de la entrada desconocida (") (t). Las ganancias del observador son las

siguientes M, = C|,

11,40 0,76 1 0 11,40 —0,76

1,566 —13,28 0 1 10 —1,56 13,28

M, = ’ Ji = > L=
1 0 0 0 01 24,7 78,54
0 1 0 0 —12,07 100,44

Los resultados se muestran en la Fig. 4.3. La columna de la izquierda, muestra los es-
tados sin compensaciéon usando un control convencional por modos deslizantes (s =
Kx,+n,). Lacolumna de la derecha muestra la estabilizacion de la coordenada z; usan-
do un controlador por compensacion anidada de perturbaciones (s = f (x, w(t), 1)) ),

las coordenadas restantes se mantienen acotadas.

4.5 Conclusiones

Se presentd una estrategia para estabilizacion de sistemas con incertidumbres no
acopladas. Usando la reconstruccion exacta del estado y de las entradas desconocidas
(incertidumbres desacopladas) se propuso un control basado en modos deslizantes que
permite la compensacion de las incertidumbres de al menos una parte de la dindmica no
actuado logrando su estabilizacién, al mismo tiempo que garantiza que las trayectorias

de los estados restantes permanecen acotadas.
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-10 L L L 10 i i i
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

t[seg] t[seg]

Figura 4.3: La columna de la izquierda, muestra los estados sin compensacion usando
un control convencional por modos deslizantes. La columna de la derecha muestra la
estabilizacion de la coordenada x5 usando un controlador por compensacion anidada de
perturbaciones, las coordenadas restantes se mantienen acotadas.
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Capitulo 5

Conclusiones

A partir de los observadores via MDOS es posible disefiar estrategias de control
basadas en la compensacion exacta de las incertidumbres y perturbaciones de los sis-

temas. Las contribuciones de este trabajo se pueden enumerar como

1. Se propusieron dos esquemas distintos basados en la compensacién por iden-
tificacion de incertidumbres y en la compensacién via modos deslizantes inte-

grales. Ambas estrategias estdn basadas en la observacién del estado.

2. Seestimo el error de estabilizacion de cada una de las metodologias propuestas
lo cual puede servir de referencia para comparar el desempefio de las estrategias
basadas en identificaciéon y compensacion de incertidumbres con respecto a

otras metodologias.

3. Se propuso un criterio de seleccion de controlador basado en las estimaciones
de los errores de estabilizacidén, de acuerdo a las restricciones del sistema, es
decir, la discretizacion, el ancho de banda de los actuadores y nivel de ruido

deterministico. Se realizaron experimentos en el péndulo invertido.

4. Se propuso una técnica para linealizar un sistema mediante la identificacién



Conclusiones

y compensacion de las fricciones y no linealidades presentes en la planta con
el objeto de compensar la diferencia entre el sistema no lineal y su modelo
linealizado. Se mostré la viabilidad del método en la generacién experimental
de oscilaciones. La estrategia fue verificada experimentalmente en el péndulo

invertido rotatorio.

. En lo que respecta a las incertidumbres no acopladas se propuso una compen-
sacion usando una ley de control por modos deslizantes. Las incertidumbres
no acopladas son compensadas a través de la superficie deslizante. E1 método
se basa en transformaciones sucesivas de la dinamica subactuada, de tal mo-
do que al menos una parte de las perturbaciones desacopladas sean acopladas
a una entrada virtual de control. Al mismo tiempo se garantiza que las incerti-
dumbres no compensadas no serdn amplificadas y las trayectorias de los estados

restantes se mantienen acotadas.
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Apéndice

Lista de simbolos

Notacion Matematica

R

C

R xm
AT
A-1
A+

campo de los nimeros reales

campo de los niimeros complejos

conjunto de matrices reales con n renglones y m columnas
transpuesta de la matriz A

inversa de la matriz cuadrada A

pseudoinversa de la matriz A

rango de la matriz A

matriz identidad de n x n

matriz ortogonal X € R™¢rank(X) =h X+X =0
norma Euclidiana

valor absoluto de nimero real a

i — ésimo antidiferenciador fiI (t) = [/~ [T f (1) dr; - - -

o ""Jo

funcién signum

dT1

primera, segunda y enésima derivada de y con respecto al tiempo

equivalente a

funcién de orden de magnitud



Lista de simbolos

Indice de variables
z(t) € R®  vector de estado
y(t) € RP  vector de salidas
u(t) € R™  vector de entradas

w(t) € R?  vector de entradas desconocidas

A, B,C, D matrices del sistema

wt cota de las perturbaciones
ug (t) control para el sistema nominal
uy (t) compensador de perturbaciones

Z(t),y(t) estadoy salida del observdor de Luenberger

L ganancia del observador de Luenberger
e (t) error de observacién e (t) = x (t) — Z (t)
Ye (1) Ye (t) = Ce (1)
et cota del error
T, tiempo de estabilizacion del error de observacion de Luenberger
M; matriz del algoritmo de desacoplamiento
J; = (M;D)"
k k € Z k < n tal que rank(My) = n
o derivada de mayor orden de la perturbacién
z(t) estimado exacto del estado & (t) = x (¢) paratodot > T
% variables del diferenciador
O (1) M Tt 0 "™ argumento del diferenciador
0 I,
w (1) identificacion exacta de la entrada desconocida
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Lista de simbolos

ks, by, A

U7 (o)

To

iy 15

Ai, Bi, D, E;, Fi, H;
¢

to

tiempo de muestreo

sefal de ruido deterministico medible en el sentido de Lebesgue
cota del ruido deterministico ||n (¢)|| < v

seflal medida a la entra de del diferenciador por MDOS
O):=0(t) +n(t)

constantes

1] sgn (o) o] sgm ()
coordenada mayor del vector de grado relativo
estado nominal

ganancia del control

error de estabilizacion

superficie deslizante

constante de tiempo del controlador
control equivalente

tiempo inicial

variable de integracion

ganancia del compensador

constantes

Transformacion ;T'x = x1, 1,
particiones sucesivas del estado
particiones de las matrices del sistema

constante

tiempo de llegada a la superficie deslizante
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Apéndice B

Conceptos de sistemas multivariables

Sea el sistema multivariable

z(t) = Az(t)+ Dw(t)

(B.1)
y(t) = Cz(t)
donde z (t) € R, y (t) € R, w (t) € R.
Definicion 1. s € C es llamado un cero invariante de la terna (A, C, D) si
s —A —-D
rango(P (s)) =n+g¢q P(s):= (B.2)
C 0

Donde P(s) es conocida como la matriz de Rosenbrock del sistema (B.1) y se ob-

tiene tomando la transformada de Laplace de dicho sistema y reordenando, es decir

sI—A =D X(s) z(0)

C 0 W (s) Y (s)
Los ceros invariantes son el conjunto de frecuencias complejas {s} tales que una
entrada w(t) = w(0)e*" distinta de cero, provoca una respuesta del estado z(t) =

z(0)e®" distinta de cero, mientras que la salida del sistema es idénticamente cero para



Conceptos de sistemas multivariables

todo tiempo. Una condicion necesaria y suficiente para que esto se presente es que ,

z(0) y w(0) satisfagan

P(s) =0 (B.3)

Es claro que la informacion con respecto a la existencia de los ceros invariantes

puede obtenerse del andlisis del rango de P(s) en la ecuacién (B.3).

Definicion 2. [ES98]. Considérese el sistema (B.1) el cual esta sujeto a una incertidum-
bre w(e). Sea ¢ C R™ un concjunto acotado, entonces la solucion de x(e) del sistema

incierto (B.1) se dice que es tiltimamente acotada con respecto al conjunto € si

» la solucion permanece acotada en algiin intervalo finito, i.e. si ||x (to)|] < <

entonces, ||z (t)|| < d (<) para cualquier t € [ty,t1)

= la solucion x(t) entra al conjunto acotado € en un tiempo finito y permanece

ahi para todo tiempo futuro.
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Apéndice C

Publicaciones

Memorias de congresos:

A. Ferreira, E. Punta Nested Backward Compensation of Unmatched Effects of
Unknown Inputs Based on HOSM Identication 11'"* International Workshop

on Variable Structure Systems, México, Jun. 2010.

A. Ferreira, F. J. Bejarano, L. Fridman Robust Output Regulation with Exact
Unmatched Uncertainties Compensation Based on HOSM Observation 48"

Conference on Decision and Control, Shangai, China, Dec. 2009.

A. Ferreira, M. Jimenez-Lizarraga, L. Fridman Robust Output Nash Strategies
Based on Hierarchical Sliding Mode Observer in a Two-Player Differential
Game 47" Conference on Decision and Control, Cancin, Mexico, Dec. 9-

11, 2008.

L. Aguilar, I. Boiko, L. Fridman and A. Ferreira Identification Based Gene-
ration of Self-excited Oscillations for Underactuated Mechanical Systems via
Two-relay Algorithm 10" International Workshop on Variable Structure

Systems, Antalya, Turkey, Jun. 5-8, 2008.



Publicaciones

= A. Ferreira, F. Bejarano, L. Fridman Robust output feedback control: With or
without chattering? 46" Conference on Decision and Control, New Orleans,

LA, Dec. 12-14, 2007.

Publicaciones:

= Ferreira, F. Bejarano, L. Fridman Robust Control with Exact Uncertainties
Compensation: With or Without Chattering? Transactions on Control Sys-

tems Technology. (Aceptado)
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