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Resumen

En este trabajo se propone un sistema mecdnico rotacional formado por masas unidas
a un conjunto polea-barra. Bajo ciertas condiciones dindmicas este conjunto simula
el comportamiento del fenémeno transitorio de la estabilidad de la méquina sincrona
conectada a un bus infinito en condiciones de una falla trifdsica. Esta simulacién se
realiza por medio de una analogia funcional basada en la semejanza existente entre los
cambios de la estructura mecdnica del sistema rotacional en correspondencia con los
cambios en la estructura eléctrica del subsistema eléctrico al que se encuentra ligado

la méquina sincrona.

La analogia mecdnica-eléctrica propuesta para estos dos sistemas se fundamenta por
el hecho de tener similitudes y correspondencias entre sus modelos matematicos y los
pardametros que los componen. Estas correspondencias permiten analizar de manera
cualitativa la estabilidad de la maquina sincrona a través del comportamiento experi-

mental del sistema mecanico rotacional y de su modelo matematico.

El desarrollo de los comportamientos electromecdnicos, dindmicos y energéticos de la
maquina sincrona se realiza de manera paralela con el sistema mecdnico a partir de
consideraciones analégicas. El establecimiento de que el método de las dreas iguales
constituye un caso particular de anélisis de un sistema hamiltoniano es de interés en este
trabajo, ya que la aplicacion de la teorfa de estos sistemas permite obtener resultados
alternativos referentes a la estabilidad en ambos sistemas a partir de métodos mas

generales.

El estudio de este disturbio electromecédnico se realiza desde una perspectiva de la
teorfa de los Sistemas Dindmicos, enfatizando el aspecto cualitativo de este fenémeno
a partir de las soluciones que determinan el movimiento de la trayectoria de estados.
Esta cualidad de las soluciones es notoria a lo largo de todo el trabajo ya que se facilitan
las interpretaciones fisicas y geométricas de manera general. Estos procesos se realizan

por medio de simulacién mediante el uso de Matlab/Simulink y Mathematica.
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Antecedentes y motivaciones

Antecedentes

El aspecto de la semejanza parcial entre las leyes y principios de dos disciplinas dife-
rentes, donde se pueden dar explicaciones de una a partir de la otra por medio de
correspondencias y estructuras analégicas, constituye el nicleo del razonamiento por
analogfa. Este recurso metodolégico lo han empleado personalidades reconocidas que
fundaron las bases de la Mecénica y del Electromagnetismo. Especialistas e historia-
dores de estas ciencias ! hacen referencia acerca de la importancia de este proceso de

razonamiento por analogia.

El referente més conocido acerca de la aplicacion de este recurso es la forma en que
Galileo Galilei obtuvo el comportamiento del péndulo 2. La explicacién de este feno-
meno conocido actualmente como péndulo simple, la realizé a partir de una correspon-
dencia analégica con el movimiento de un cuerpo en dos planos verticales inclina-

dos ?; posteriormente, Christian Huyghens toma como base los resultados de Galileo

4 con el fin de ex-

para realizar la analogia estructural péndulo simple-péndulo fisico
plicar de manera mas detallada las caracteristicas del movimiento pendular de cuerpos
rigidos. En estos dos casos resalta el hecho de que las explicaciones acerca del fen6-
meno, reguladas por el descubrimiento y la utilizacién de analogias, fueron en gran

medida el resultado de comprender lo no conocido en términos de lo conocido.

En la actualidad, el péndulo contimia siendo el referente de aplicaciones en el contexto

de analogfas de sistemas dindmicos, y un caso muy especial que vale la pena mencionar,

!'Ernest Nagel, La Estructura de la Ciencia, 1961, pégina 152, edicién en espafiol, Ediciones
Paidés Ibérica, S.A., Barcelona.

’Barry Barnes, Thomas S. Khun y las ciencias sociales, pagina 100, primera edicién en espafiol,
1984, Fondo de Cultura Econémica, México.

3Los dos planos forman una V, el primero de bajada y en su parte inferior unido al otro plano,
pero de subida.

4El péndulo simple lo componen dos modelos de cuerpos ideales, una particula que representa a la
péndola; y el hilo que la sostiene flexible, inextensible y sin masa. En cambio, el péndulo fisico estd
constituido por elementos reales por ejemplo, una barra sostenida en su parte superior por un pasador
y que puede oscilar libremente en un plano vertical.
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dado que su representaciéon puede caracterizar muchas aplicaciones de interés, es el
modelo fisico de la viga magneto-eldstica 3 usado por Moon and Holmes (1979-1980). La
construccién de este dispositivo es muy sofisticada y constituye un modelo de péndulo
fisico donde se tienen interacciones eléctricas-magnéticas y mecdnicas y que, a partir
del empleo inteligente de relaciones analdgicas, el andlisis de su modelo dindmico no
lineal (ecuacién de Duffin) tiene la potencialidad de dar explicaciones que van desde
las més sencillas y didécticas, hasta las mdas complejas de la teorfa moderna de los

sistemas dindmicos.

Motivaciones

En este trabajo se seguird teniendo como referente el péndulo fisico, ya que uno de los
propositos de este trabajo es disenar un sistema mecédnico analégico que se comporta
como un péndulo, cuya representacion matematica y manipulacién experimental sir-
ven para simular y tener una mejor comprension acerca de la estabilidad transitoria de
la méquina sincrona. El diseno de esta representacion fisica y de su comportamiento
experimental estd basado en dos modelos mecdnicos analégicos que se presentan en
dos textos cldsicos de Andlisis de Sistemas de Potencia; el primer texto de Arthur R.
Bergen, Power System Analysis p283 ¢, quien propone un modelo mecdnico transla-
cional masa-resorte no lineal-amortiguador y en el segundo de Olle 1. Elgerd, Electric
Energy Systems Theory, An introduction ™ quien presenta en su seccién de problemas
propuestos un sistema mecdnico rotacional. En ambos casos se establecen analogias
muy ingeniosas del modelo no lineal de la estabilidad de la maquina sincrona, en el
modelo de Bergen, sobresale la caracteristica analdgica del modelo matematico no lineal
pero al mismo tiempo la imposibilidad de su construccién fisica; en cambio el mode-
lo de Elgerd sirvié como punto de partida para el disefio del modelo fisico rotacional

propuesto en este trabajo.

®Guckenheimer and Holmes, Nonlinear Oscillations, Dinamical Systems, and Bifurcations of
Vector Fields, 1983, Springer-Verlang, pagina 82.

6Referencia [3] de la bibliograffa

"Referencia bibliografica [6]



Contexto y Marco tedrico

El enfoque moderno de las bases conceptuales de la estabilidad de la médquina sincrona
se estudia, de manera formal y detallada en la teorfa de los Sistemas Dindmicos no

Lineales. En la actualidad, el dominio de conocimientos requeridos para abordar un
estudio més riguroso de los Sistemas Eléctricos de Potencia exigen las bases tedricas de
esta disciplina. El enfoque de la teorfa de los Sistemas Dindmicos proporciona elementos
de amplio alcance que permite el estudio més racional de sistemas que poseen estruc-
turas mateméticas complejas. Al mismo tiempo, la estructura formal de esta teoria

puede explicar los comportamientos de estos sistemas de manera integral y unificada.

El desarrollo analitico de este trabajo es descriptivo y relacional y tiene como sustento
el estudio la estabilidad transitoria de la maquina sincrona a partir del modelado de
sistemas fisicos mediante analogfas, donde concurren algunos aspectos tedricos de la
Mecdnica Newtoniana y los fundamentos clésicos de la teorfa de los sistemas dindmicos
no lineales. Estos aspectos constituyen los fundamentos principales en los que se basa
la propuesta de la construcciéon del sistema mecdnico rotacional analégico, teniendo
como eje de andlisis el tema de la estabilidad de la méaquina sincrona conectada a un

bus infinito.

Los elementos bésicos conceptuales més significativos que se emplean en el desarrollo
del presente trabajo son los siguientes:

a) El concepto de analogia en el estudio de sistemas dindmicos equivalentes, como un
recurso de andlisis y sintesis para la comprension integrada de diversas disciplinas.

b) El modelado de sistemas dindmicos no lineales de segundo orden, los conceptos de
puntos de equilibrios estables e inestables y su aplicacién al andlisis de estabilidad.

c) El proceso de simulacién numérica mediante el empleo de Matlab/Simulink y

Mathematica.



Objetivos

El contexto y los elementos mediante el cual se desarrolla el estudio convencional de la
estabilidad de la méquina sincrona, tales como el método de las dreas iguales y la solu-
ciéon numérica de la ecuacién diferencial no lineal de segundo orden son procedimientos
de analisis lo suficientemente conocidos, y los resultados que se obtienen al emplear

esta metodologia, sin lugar a dudas, son razonablemente aceptables, sin embargo:

.Serd posible establecer el estudio de este fenémeno de estabilidad teniendo como eje
de andlisis estructuras tedricas méds generales y de mayor alcance, tales como las que
aporta la teoria de los sistemas dindmicos?

LEl estudio de la estabilidad transitoria de la méquina sincrona conectada a un bus
infinito tendra correspondencia formal con la estabilidad de los sistemas mecénicos?, en
caso afirmativo, ;existe la posibilidad del diseno de un sistema mecdnico, para que, a
partir de una correspondencia analégica se pueda analizar cualitativamente el proceso
de estabilidad de la méquina sincrona desde una perspectiva mecédnica?

,El modelado y los resultados cualitativos y cuantitativos de la simulacion de este
sistema mecdnico analégico, podran contribuir a facilitar y mejorar el entendimiento
del comportamiento de este proceso electrodindmico?

. Cudles serdn las ventajas y desventajas, del manejo experimental y del andlisis de su

correspondiente modelo matematico de este sistema analdgico propuesto?

Las respuestas de estas preguntas es lo que se pretende obtener en el desarrollo de
este trabajo. En sintesis, el objetivo general que se plantea en este trabajo se puede
enunciar, a manera de hipétesis, de la siguiente forma:

El comportamiento cualitativo de la estabilidad transitoria de la mdquina sincrona, bajo
condiciones de falla trifdsica, se puede analizar y sintetizar a partir del diseno de un

modelo mecdnico rotacional analdgico compuesto por varios cuerpos.



Diseno metodolégico

La estructura de este trabajo inicia con un anélisis teérico de los elementos bésicos
que permiten delimitar el tipo de estabilidad de la maquina sincrona que se desea
estudiar y las condiciones en que ésta ocurre para poder modelar este fenémeno. En una
primera etapa se realiza una descripcién de tipo cualitativo de la estabilidad transitoria
para poder explicar la estructura y el comportamiento mecdnico del sistema analégico
y posteriormente mediante experimentaciéon y simulacién se obtienen los resultados

cuantitativos del comportamiento dindmico del sistema mecénico propuesto.

Una parte importante de la metodologia empleada en este trabajo estd basada en el
razonamiento analdgico, ya que este proceso permite que la identificacién y la formu-
lacién del problema planteado tengan como principal referente el reconocimiento de
analogfas entre dos sistemas. Este proceso se realiza a partir de la transferencia de
relaciones estructurales semejantes en ambos sistemas, tanto en los elementos que lo
componen como en los modelos mateméticos que determinan su comportamiento. El
desarrollo de este trabajo bajo la linea de esta forma de pensamiento permite establecer

los siguientes aspectos:

a) Servir como guia para desarrollar tanto el andlisis como la solucién al problema de
la estabilidad de la maquina sincrona por medio de un sistema mecdnico analogo.

b) Orientar la representacién, la comprensién y la explicacién del sistema electro-
mecdnico, teniendo como referente el comportamiento del sistema mecanico anélogo.
Esta orientacion permite, de manera reciproca, ubicar el estudio del sistema mecénico
andlogo fuera del contexto convencional. Aspecto valioso que puede ser aprovechado
como una herramienta didédctico-pedagdégica para facilitar y potenciar el aprendizaje de
estructuras conceptuales complejas; las cuales pueden contribuir, a obtener significados

novedosos y de mayor alcance en campos disciplinares aparentemente inconexos !.

'El hecho de que su comportamiento mecédnico esté ligado al compromiso de dar explicaciones
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c¢) Reducir la posible complejidad que pudiera presentarse en el andlisis mediante el
empleo del enfoque interdisciplinario, pero al mismo tiempo tener el cuidado de no
relajar la formalidad de las disciplinas que intervienen, las tecnicas experimentales y

las herramientas de apoyo que se emplean 2.

De manera conjunta a este razonamiento se emplean las siguientes técnicas para abor-

dar y dar solucién al problema planteado:

a) El modelado de sistemas dindmicos no lineales con el fin de poder disefiar un sistema
mecéanico analégico en correspondencia con el comportamiento de la méquina sincrona.
b) Las técnicas de simulacién por medio del software ya mencionado con el fin de poder
dar solucién, tanto cualitativa como cuantitativamente, a los modelos matematicos
planteados.

c) La presentacion de los resultados de este proceso de simulacién a través de gréficas

con su correspondiente interpretacion fisica y geométrica.

La analogfa mecédnica propuesta en este trabajo constituye un tipo de simulador ar-
tificial de la méquina sincrona y por lo tanto un modelo analdgico, ya que imita la
oscilacién de los campos electromagnéticos en el estator y el rotor por otra situacién
mds familiar que se puede observar de manera concreta en la oscilacién de un sistema
mecdnico cuyo comportamiento es andlogo. Al tomar en cuenta este aspecto, el pro-
ducto de este trabajo, tanto tedrico como experimental, puede extenderse como una
herramienta didactico-pedagdgica para lograr una mejor comprension de la estabilidad
de sistemas no lineales en el laboratorio de Sistemas Eléctricos de Potencia de Pos-
grado de la Facultad de Ingenieria UNAM, o bien para estudiar experimentalmente
las vibraciones mecdnicas no lineales en licenciatura con el propdsito de consolidar el

estudio de la mecédnica bésica.

semejantes a las de un sistema electromecdnico, ocasiona una descontextualizaciéon por la naturaleza
diferente de este tiltimo, sin embargo este proceso propicia en el analista, una mayor capacidad creativa
y fomentar el proceso de formacion de conceptos y la resolucién de problemas en contextos diferentes.

>Tales como los resultados de los procesos de simulacién por computadora, uso de interfaces,
programacion, interpretacién de las gréficas, diagramas, etc.
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Capitulo 1

El modelado basico de la maquina sincrona para el
estudio de la estabilidad

Los procesos de modelado y simulacion constituyen dos actividades intimamente

ligadas que permiten la construccién de representaciones de sistemas del mundo real
para poder interpretarlo y dar explicaciones. La practica de estos procesos en toda
actividad cientifica y tecnolégica son fundamentales para poder desarrollar la capacidad
de andlisis, sintesis y diseno. En la actualidad, estas representaciones se realizan de

manera conjunta mediante el auxilio de computadora.

En este capitulo se obtendran los modelos matemdticos para estudiar la estabilidad
transitoria de la maquina sincrona, y en los posteriores se desarrollardn los procesos
de simulacion para determinar las caracteristicas cualitativas y cuantitativas de estos

modelos.

1.1 Caracteristicas del modelo de dos ejes de la maquina

sincrona

Para estudiar el comportamiento de la maquina sincrona, tanto para condiciones esta-
cionarias como transitorias, se empleard el modelo de dos ejes para la maquina de polos
salientes. Las figuras 1.1 y 1.2 muestran dos representaciones alternativas de este mo-
delo. Los modelos matematicos que se derivan a partir de estas representaciones tienen
la suficiente validez y capacidad predictiva como para poder lograr los propdsitos que

se desean en lo concerniente a los dos estados ya mencionados.
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Figura 1.1
Circuitos en el estator y rotor

para el modelo de dos ejes

Figura 1.2

Modelo de la maquina de polos salientes

a partir de circuitos electromagnéticos
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Estos modelos (Bergen, Arthur R. [3]) tienen la ventaja de poseer una generalidad
aceptable, pues incluyen tanto el caso de las méaquinas de rotor cilindrico como las de
rotor saliente. La descripcién y caracteristicas de los elementos que contienen estos

modelos son las siguientes:

1. La maquina trifasica de dos ejes tiene tres devanados de armadura a, b y ¢ distribui-
dos simétricamente, ademds de un devanado de campo F’ localizado sobre el rotor que
produce, conforme gira el rotor, una distribucién de flujo sinusoidal alrededor del en-
trehierro y mantiene, para cualquier posicién, las mismas trayectorias magnetizantes
en el entrehierro del estator. Es por esta razén que posee una inductancia propia Lg
constante. La saturacién magnética se desprecia con el fin de mantener la linealidad y

facilitar el modelo matemadtico en las relaciones de flujo-corriente.

2. Los tres devanados de cada fase aa’, bb’ y ¢’ localizados en el estator se consideran
de pardametros concentrados !, al igual que el devanado de campo F'F' que se ubica
en el rotor y es alimentado con una fuente de voltaje de corriente directa. También se
incluyen los devanados amortiguadores DD’ y QQ)'; el primero localizado a lo largo del
eje directo y el segundo a lo largo del eje de cuadratura. La disposicién de este conjunto
puede verse en la figura 1.2. Es importante senalar que el modelo de la maquina de
dos ejes mostrado en esta figura corresponde a una representacién basada desde una

perspectiva de la teorfa de circuitos.

Los devanados fijos de las fases a, b y c estdn conectados en estrella tal como se construye
en la mayorfa de las mdquinas sincronas; los de campo del rotor F' y amortiguador D
estdn ubicados en el eje directo, y el de amortiguador () en el eje de cuadratura.
Conviene recordar que todo el conjunto de embobinados ubicado en los ejes d y ¢ giran

a la velocidad angular w del rotor.

Es importante senalar que en esta configuracién los extremos de los devanados amor-

tiguadores D y () tienen conectadas fuentes de voltaje, es decir, sus extremos no apare-

'En general el modelo es de pardmetros concentrados.
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cen en corto circuito como cominmente deberian de estar. Esta disposicién, aparente-
mente contradictoria, permite trabajar un modelo matemético mds general. Para el
caso particular del corto circuito en estos devanados, simplemente se fijan los voltajes

vp ¥y vq al valor cero.

1.2 El modelo simplificado para el estudio de la estabilidad

transitoria

El modelo matematico que rige el comportamiento eléctrico del circuito que se muestra

en la figura 1.2 corresponde a una ecuacién matricial de la siguiente forma.

d
V=[RI- - (1.1)

Esta ecuacién constituye un sistema de ecuaciones diferenciales de 6 x 6 lineal y de
pardmetros variables ya que el valor de las inductancias mutuas dependen del dngulo

6 del rotor y, por lo tanto, del tiempo.

Como es sabido, la ecuacién (1.1) puede simplificarse mediante el empleo de la trans-
formacion de Park; este proceso permite hacer el andlisis de la méquina en un marco
de referencia mévil arbitrario y que por razones simplificatorias en muchos casos se
supone anclado al rotor. En este marco de referencia mévil, las variables transfor-
madas son las cantidades equivalentes de armadura tal como las verfa un observador
en este marco de referencia. A esta transformacién también se le conoce como trans-
formacion {a,b,c} = {0,d, ¢} en donde las corrientes, voltajes y flujos del estator se
sustituyen por cantidades equivalentes que giran a la velocidad del rotor (Fitzgerald,
Kigsley, Stephen [7] ). Para este caso, las tres corrientes de fase del estator ,, i € i, se
sustituyen por las tres cantidades transformadas: La componente sobre el eje directo
i4, la componente sobre el eje de cuadratura i, y la componente de secuencia cero iy

que en condiciones balanceadas es cero.

La interpretacién fisica de esta transformaciéon supone el sentido de dos corrientes

ficticias iq e 74 que circulan por los devanados de dos bobinas localizadas en el rotor, una

12



alineada en el eje directo y la otra en el eje de cuadratura. Estas dos corrientes producen
la mismas componentes de flujo que las que producirian por separado las corrientes de
estator i4, 7, € i.. Conviene recordar que en condiciones de estado estacionario, estas
corrientes balanceadas de estator producen un flujo rotatorio sincrono constante al
observarlo desde el rotor, de aqui que deba entenderse la idea de transformar corrientes
de estator a corrientes de rotor que ocasionen un flujo constante. Los detalles del
proceso matematico para obtener las ecuaciones que rigen el comportamiento eléctrico
de la maquina sincrona de la base {a, b, c} a la base {0,d, ¢} pueden consultarse en las

referencias (Bergen, Arthur R. [3]) y (Meisel, Jerome [13]).

El modelo simplificado para la méquina de dos ejes se deduce de las ecuaciones obtenidas
de la transformacion {a, b, c} = {0, d, ¢}, y a pesar de que su representacién matemética
posee simplificaciones acentuadas, su validez y capacidad predictiva son lo suficiente-
mente razonables como para dar cuenta acerca del comportamiento de la estabilidad
transitoria que se desea estudiar en este trabajo. Las consideraciones simplificatorias
realizadas en este modelo son las siguientes:

1. Se omite la saturacién magnética

2. Se asume que no existen pérdidas

3. Unicamente se analiza el caso de la operacién en condiciones de falla trifdsica

El modelo simplificado de generador en condiciones transitorias se muestra en la figura

1.3

X, X
<TO0 + + FIT
+ I +
E/«d @ 4 |% ™ E
Figura 1.3 Figura 1.4
Modelo simplificado Equivalente de Thevenin
en condiciones transitorias del sistema externo
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En condiciones de falla trifisica se toman en cuenta las siguientes consideraciones: a)
E; es el voltaje generado en lugar de Ey, b) La reactancia sincrona de eje directo X,
se sustituye por Xy y c) La reactancia de cuadratura X por X,. Sin embargo, es

importante recordar que tipicamente X}, < X4, X, > X} y que X} < X,,.

Cuando se perturba el sistema eléctrico externo ? debido a una falla trifdsica se pre-
sentan estados transitorios en los generadores conectados en esta red, y el generador
mds cercano a la falla es el que se ve mds seriamente afectado por estos estados. En
tales circunstancias, es posible reemplazar el sistema externo por su equivalente de
Thevenin, tal como el que se muestra en la figura 1.4. Al interconectar los dos modelos
anteriores en sus extremos se tiene el nuevo modelo que se muestra en la figura 1.5,
el cual se empleard en este trabajo para poder relacionar los efectos electromagnéticos
con los electromecdnicos y asf poder estudiar la estabilidad transitoria en el generador

sincrono.

del generador externo

—_— |+
+ I | +
E/ <& ) IV ) E
|
I.
Modelo simplificado I Sistema eléctrico

|
|

Figura 1.5

Modelo para el estudio de la estabilidad transitoria

A partir del modelo anterior se puede verificar que la potencia entregada por el

2El sistema eléctrico externo estd constituido por otros generadores, transformadores y lineas de
transmisién.
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generador estd dada por
EE

P= 1
X5+ X

send (1.2)

1.3 La ecuacion bésica del subsistema mecanico de la maquina

sincrona

En una méaquina sincrona el campo magnético del rotor es producido por corrientes de
directa que fluyen por sus devanados. Estos devanados giran junto con el rotor a una
velocidad angular w,,. Del mismo modo, el campo magnético del estator es producido
por el efecto combinado de los voltajes trifdsicos aplicados a cada una de las fases de

los devanados del estator y giran a una velocidad sincrona dada por la ecuacién

27 fe
()

Wsyn =

Donde f. es la frecuencia del sistema eléctrico en Hz y N es el niimero de polos del
generador. En condiciones de estado estacionario los campos magnéticos del rotor
y estator giran a una velocidad sincrona. La magnitud del par ? y las expresiones
fasoriales de los flujos magnéticos del rotor y estator determinan la separacién angular
6 entre estos dos campos (Elgerd I., Olle [6]). Cuando ocurren fallas en lineas, la
magnitud y el desplazamiento angular de estos dos flujos cambia y se presentan estados

transitorios en el intervalo de tiempo que dura este proceso.

El estudio de la estabilidad de sistemas eléctricos de potencia tiene por objeto el analisis
y el comportamiento de estos estados transitorios. En lo concerniente a las méquinas
sincronas se analizan fundamentalmente dos tipos de estabilidad, a saber:

a) La estabilidad transitoria que se encarga del estudio de la oscilacién de un swing de

los campos electromagnéticos cuando ocurre un disturbio de gran magnitud.

3El par puede ser mecanico o de origen eléctrico, segiin se comporte como generador o motor.
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b) La estabilidad dindmica donde se estudian pequenos disturbios o bien irregulari-
dades en los sistemas de control automaticos tales como el regulador de voltaje y el de
velocidad. En este tipo de estabilidad se consideran periodos de tiempo més prolonga-

dos.

En el estudio del comportamiento basico de la maquina sincrona es comiin el empleo de
modelos matematicos que consideran las interacciones electromagnéticas en términos de
flujos magnéticos giratorios * y corrientes que circulan en sus devanados ®. Cuando las
perturbaciones son originadas por fallas se producen corrientes transitorias inducidas
en los devanados del rotor y estator. Al tenerse presente este hecho en las méquinas
de polos salientes se usan barras amortiguadoras para originar pares del tipo motor
de induccién, con el propésito de disminuir las oscilaciones electromagnéticas del rotor
del fendmeno subtransitorio que por lo regular tiene una duracién de varias centésimas
de segundos °. Por otro lado, externamente a la mdaquina, la estructura de la red
cambia cuando se presentan estos fenémenos, lo que ocasiona que también se presenten
estados transitorios entre las lineas. En ambos casos, los transitorios asociados con estos

fenémenos, tanto internos como externos, suceden en lapsos de tiempo muy cortos "en

comparacion con el fenémeno del swing de la maquina.

Cuando se estudia la estabilidad transitoria de la méquina sfncrona sujeta a una falla
trifdsica, el andlisis del intervalo que dura el primer swing es considerado el més rele-
vante y este lapso de tiempo normalmente ocupa varias décimas de segundo (Del Toro,
Vincent [5]), pero siempre menor a un segundo, por lo que los fenémenos transito-

rios electromagnéticos que duran menos de un periodo de décimas de segundo no se

4Flujos magnéticos que se originan en el entrehierro de la méquina.

5Corrientes que se originan debido a los voltajes inducidos.

6Las maquinas de rotor liso por lo general no se construyen con devanados amortiguadores; sin
embargo, las corrientes que se inducen directamente en todo el cuerpo del rotor a consecuencia de
los transitorios juegan el mismo papel que las de las maquinas de polos salientes, de hecho, a estas
corrientes inducidas se les conoce como corrientes amortiguadoras.

"Las constantes de tiempo asociadas a este fenémeno son extremadamente pequeiias, tal es el
caso de los transitorios que ocurren en los devanados del estator y otras componentes eléctricas de la
maquina.
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consideran en este trabajo.

Es importante senalar que, a pesar de que la falla trifdsica es el disturbio més severo
que puede ocurrirle a la méquina sincrona, el andlisis tedrico de este caso particular
presenta ciertas ventajas y una de ellas es la simetria asociada al modelo matematico
de esta falla. Esta caracteristica matematica simplifica la complejidad del analisis

(Anderson, P.M. [1]).

1.4 La ecuacién del swing de la maquina sincrona

La ecuacion del swing normalmente se obtiene a partir de la ecuacién de Newton,
aunque también se puede obtener a partir del principio de la conservacion de la energfa,
tal como se describe, de manera simplificada, en el siguiente desarrollo.

Durante el transitorio debido a una falla trifdsica, la flecha que acopla la turbina con
el generador se acelera y se tiene que la expresién de la conservacion de la potencia

instantdnea en el acoplamiento turbina-generador esta dada por

d
P = Pe(6) — Py = - Wy (1.3)
dt
Donde
P, : Esla potencia mecénica de la flecha, la cual practicamente
permanece constante durante el disturbio
P.(6) : Potencia eléctrica trifdsica generada
P, : Pérdidas debido a la friccién viscosa e histéresis
w, : Velocidad angular de la flecha del rotor
Wy : Energfa cinética de todas las partes rotatorias del sistema
Py, = Tpw, = (Dw,)w, = Dw? (1.4)
1
Wk = §J w%
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En donde

D . Coeficiente de amortiguamiento asociado a las pérdidas por fricciéon
viscosa e histérisis

J : Momento de inercia de todas las partes giratorias del sistema

Al cambiar la referencia fija con la que se miden las velocidades angulares w, y w; a la
referencia mévil que tiene una velocidad angular wy.f, tal como lo muestran los fasores

de los campos del rotor y estator en la figura 1.6.

Campo
del Rotor

Campo
del Estator

C)‘)ref
\) = Referencia

Figura 1.6

Fasores de los campos del rotor y estator

Se tiene que la cantidad angular

ds

W—%:

Wy — Wref (15)

Esta variable establece que en condiciones de estado permanente cuando w,er = w,, los
. / ..,

dngulos 6 y ' permanecen constantes y la variacién en ambos es nula, por otro lado,
durante un disturbio ocasionado por una falla, bajo las mismas condiciones donde
Wref = W S€ tiene w, > wy.s y los dngulos 6 y 8’ tendrén una variacién diferente de
cero, la cual es justamente la que se desea analizar. La variacién del angulo ¢, la cual

se conoce como swing de la méquina sincrona en condiciones de falla trifasica.
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La variacién de la energfa cinetica en todas las partes rotatorias del sistema se expresa

Al despejar w, de (1.5) y sustituir este resultado en la ecuacién anterior

d d
%Wk =J (w + u),«ef> E (w + wref)
Dado que
Wref >> W
d d
%Wk = Jwref% (W + Wref) (16)

De la misma forma, al sustituir w, en la expresién (1.4)
Py = Dw} = D (w+ wrep)? = D (0 + 2wwyep + w2y)

Pero

2WWref + wfef >> w?
Py = D (2wmwyes + whey) (1.7)
Al sustituir (1.6) y (1.7) en (1.3)

d
P,—P.(6) — D (QCUCUT@f + wfef) = Jwrefa (W + wrer)

Al definir
P, = Py, — Dul;

Como la potencia mecénica en la turbina después de las pérdidas por friccién, la cual

experimentalmente tiene la caracteristica de que practicamente P, = P,, ya que
Py >> Duwly;
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La ecuacién queda
d
P,, — P.(6) — 2Dwwyef = Jwrefa (W + Wref)

Al normalizar la ecuacién anterior y dividiéndola entre la potencia trifasica generada

P,  P.0) 2Dwrw  Jwper d
- — = — (W —|— Wre 1.8
Ssp  Sag S3g Ssp dt ( /) (1.8)

Pero la energia cinética rotacional antes de la falla estd dada por

syn_m

1
Wk = §Jw2

Donde wgyn,_m es la rapidez angular de la flecha en estado estacionario. Al despejar el

momento de inercia en la ecuacién anterior se tiene

2W,
J=——"
wsyn_m
Al sustituir este valor en (1.8)
2Dwref 2Wk Wref d
Pm - Pe o 72 I E— =\ 55— | & o, re
e~ Fel0)y ( S36 ) ? (wgyn_m) Ssp dt W+ wrer)

Por otro lado al introducir la constante llamada energia cinética normalizada

g W
Sag
2Dw, 2H d
P, _Pe((s)pu_ <ﬁ)w: (w2 >w7’8f£ (w+wr6f)
syn_m

Ahora bien, si se considera que la referencia

Wref = Weyn_m = constante
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2Dw gyn_m B 2H dw
i () ()

Wsyn_m = 27Tfsyn_m

axDf H \ dw
Pmu_Peu_ — YR - -
e ( S0 )“’ (ﬂfsyn_m) dt

Por 1ltimo

Al llamar
4nDf H ds
B =2l dad ==
Szp (ﬂfsyn_m) yaadoque s =g
dé d%6
P —P —B—=M— 8
n “ dt d2t
d%6 dé
M—+B—=P, —P,
2t P

La cual se puede expresar como un sistema de ecuaciones diferenciales

ds
o w
Luego
EE . EE
P,=PF. = msené y al definir K = m
Se tiene
& _

dt

do — L (P, — Ksend) — Sw

Sistema no lineal de ecuaciones diferenciales que determina el comportamiento del

dngulo 6. A este modelo cominmente se le conoce como el modelo matemético del

swing, el cual se empleard en el préximo capitulo para determinar las propiedades

cualitativas de su soluciéon durante el proceso de las tres etapas de la falla trifasica, a

saber: Prefalla, falla y posfalla.

8Por comodidad se sustituye Pppy ¥ Pe(8)py por: P, — Po(6)
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Capitulo 2

Anadlisis cualitativo de la estabilidad transitoria de
la maquina sincrona

Este capitulo tiene como objetivo fundamental dar contexto al andlisis de la estabilidad
transitoria de la mdquina sincrona al estar sujeta bajo condiciones de falla trifdsica,

desde una perspectiva cualitativa de los sistemas dindmicos no lineales.

2.1 La secuencia de falla trifasica y las caracteristicas de la

estructura del sistema

En este apartado se tomara como referencia un Sistema Eléctrico de Potencia (SEP)
conectado a un bus infinito con el objeto de analizar una falla trifdsica en un punto p !,
ubicado entre los buses 1 y 2, tal como el que se ilustra en la figura 2.1. Los pardmetros

que caracterizan el sistema son
Pma H7 f’ ‘/7 Ef7 XTL7 Xta st

A continuacién, se realizard un bosquejo del comportamiento cualitativo del modelo
matemdtico de la maquina sincrona, al estar sujeta a una falla trifasica con libramiento
de linea durante un intervalo de tiempo finito. Se tomard en consideracién el concepto

de equivalencia topolégica de una red para poder aplicar la ecuacién del flujo de

'La distancia a la que se localiza el punto p con relacién al extremo izquierdo de la linea es k veces
la longitud total de la linea, donde 0 < o < 1.
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potencia real entre los nodos de la méquina sincrona y el bus infinito.

1 2
v ._%B X, . b
. P _ XTL - _§E :
I L ® L v v
| P X
A —aX ——(1-a)X —

N
"
=
N,
P
=3

-

Figura 2.1

SEP conectado a un bus infinito

El modelo clésico de segundo orden a partir del cual se estudia este fenémeno considera
que el sistema se encuentra en un estado inicial permanente de equilibrio denominado
estado de prefalla. Posteriormente aparece el disturbio en el SEP que pertuba este
estado de equilibrio, generalmente este disturbio es ocasionado por diversas causas tales
como cambios repentinos en la entrada, en la carga, en la estructura de la red o una
secuencia combinada de tales cambios. En este trabajo tnicamente se considerard que
el disturbio se debe a cambios en la estructura de la red debido a una falla trifdsica,
ya que estos cambios ocasionan un desequilibrio en el par mecdnico de la turbina y el
par de origen eléctrico en el generador. La secuencia de este disturbio estd dado por
los siguientes estados:

Estado 1 Equilibrio o prefalla

Se asumen las siguientes consideraciones en este estado: a) Todos los generadores giran
a la velocidad sincrona, b) Todos los voltajes y corrientes son sinusoidales, c) Todas las
corrientes de campo ip son constantes, d) Todas las cargas son constantes y e) Todas
las potencias mecanicas de entrada en los generadores son constantes.

Estado 2 Fulla

La falla ocurre en ¢t = 0 seguida de una apertura instantdnea en los relevadores ubicados
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en los extremos de la linea donde ocurre el fallo. Esta accién de apertura ocasiona el
libramiento de la falla antes de que ocurra el recierre en los relevadores.

Estado 3 Posfalla

Los relevadores reestablecen la linea en un tiempo ¢ = T' y permanecen cerrados después

de este tiempo.

Los diagramas monofdasicos de la red para cada una de estas condiciones se muestran

en las figuras 2.2, 2.3 y 2.4.

I W 2 L oy 2
V 1 b )( TL | Ef Tyf . ~= X . Ef
~_ | o L o i I
G : G
O, Xu | Yok X
| | X 1/? s
Figura 2.2 Prefalla Figura 2.3 Fulla
1 CR v 2 -
|72 —_—r AL q Ly
o=l O
o 01— X,

Figura 2.4 Posfalla

Después de esta secuencia se plantea el problema de analizar si el sistema regresa a
un nuevo punto de equilibrio, es decir, el problema de encontrar el tiempo critico T,
para el cual el sistema es transitoriamente estable (obtencién de 7' < T,) y de manera

complementaria el tiempo T' > T, para la cual no lo es.

Para el estudio de la estabilidad transitoria del SEP es necesario analizar el compor-
tamiento del sistema dindmico cuyo modelo matemadtico no lineal se repite a contin-

uacion.

b _ 0(0 6
dt , sujeta a © = ’ (2.1)
b — L (P, — Ksené — Bw) w(0) wo
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Durante el proceso de este disturbio se tienen cambios en la estructura de la red de-
bido al cambio en el pardmetro K 2, por lo que la respuesta del modelo matemético

dependera de los valores que adquiera este valor y de las condiciones iniciales en cada

estado.
Las caracteristicas de los estados de prefalla, falla y posfalla estdn determinados por

las caracteristicas de la magnitud de K # del modelo matemédtico (2.1), por lo que es
necesario reducir los diagramas de las figuras 2.5, 2.6 y 2.7 y obtener la impedancia (o

admitancia) total equivalente entre los nodos 1 y 3 por el método de Kron o por el de

Thevenin (Anderson, P.M. [1]).

Los diagramas de impedancias para las condiciones de prefalla, falla y posfalla son los

siguientes.
i - 2 1 ~ 3 Y ov. 2
Arp 1 X L AfTARs D
20000 - X X . 00000 00999
L s 3 | \ |
[ | . 3
| 20000 | v a Xy i—a) Xy
A~ X A~ ° E;
\% Ql-) QIQ Ey p
L 1 » 1 ]
L 1 !
v v =

g3l
.

Figura 2.7 Zy,s de Posfalla

X—]?‘?J:E—X . En el intervalo que dura el disturbio los
d

’Recordar que P, = X—E,q%sené de donde K =
d

pardmetros X, y X, cambian.
3En lo sucesivo el subindice empleado en la variable denota al estado a que se hace referencia, por
ejemplo P,,. denota la potencia electrica méxima bajo condiciones de prefalla, del mismo modo K

y Y denotardn, respectivamente, los valores de K y Y durante la etapa de falla.
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Al comparar la secuencia entre dos estados consecutivos se puede observar el cambio de
estructura en la red. Después de realizar la reduccién para cada uno de estos diagramas
y obtener los valores de las reactancias equivalentes entre los nodos 1 y 3 se pueden

verificar las siguientes desigualdades.
X5 > Xpos > Xpre
De manera reciproca las admitancias cumplen
Yire > Ypos > Yy
Puesto que el valor del parametro K se define
EV

K2YEV ="
d X

Las expresiones de K para cada uno de los valores de X,,., X,,s y X correspondientes

a los estados de prefalla, falla y posfalla se definen

s BV

Los cuales también cumplen con las desigualdades
Kpe > Ky > Ky
Por lo que las potencias eléctricas reales en cada uno de estos estados estdn dadas por
Pye = Kpresend, Pr = Kysend y Py = Kppsend

Al comparar estas magnitudes con la potencia mecdnica de la turbina siempre se cumple
. ) e K K,
que P; < P,,. Luego el bosquejo de las graficas ]—D]\?, %sené, SFsend y —Ersend se

muestran, de manera conjunta, en la figura 2.8. En esta misma gréfica las trayectorias
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orientadas con flechas senalan la secuencia del inicio y del final en que aparecen cada

una de ellas acorde a cada una de las etapas de la falla.

P i
X N
(Kore gonar—=.
\"aa /) g
A 7 o
N \,
/o \
7 \ ~\
W
/ Lt RpFpns] AN\ |
/ T\ s, TN
/ 2= Iy b
/ 7 | e Ay \
i / s \ N \,
. VA e e ez e B S——
M I 1 ORI
7| F | T NN T\ _
Fav4 P e ¢ NN N
/[ / B Y ({ =fsens) | N \
L~ M
; ; L L \
> -
6lpr‘e inf 6(; 62pf (52pre
Figura 2.8

Secuencia del fallo en el SEP
2.2 La solucién cualitativa de la ecuacién del swing

En este apartado se bosquejard una representaciéon cualitativa de las soluciones del
modelo matemético del swing. Las representaciones se realizardn mediante las gréficas

de la solucién en términos de sus trayectorias y campos de direcciéon para cada uno de

los estados de prefalla, falla y posfalla.
Analisis de la condicién de equilibrio o prefalla

Para estas condiciones el modelo matemaético del swing queda representado

ds _
L =w 0(0 o
dt , sujeto a ) = ’
b = L (P, — K,esend — Bw) w(07) wo
Con los puntos de equilibrio
61%:5671’1(]3’”) 62re:7r—sen’1<P’")
Xelpre _ P Kpre y Xerre — P Kpre
Wipre = 0 Waopre = 0
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Y dominio de definicién 0 < 6 < 7.

: : K,
La figura 2.9 muestra en la intersecciones de la recta Pﬁm con la curva =f“send, los

dngulos de equilibrio estable i,,. e inestable 0o en el estado de prefalla. Las solu-

ciones cualitativas de este sistema en torno a los puntos de equilibrio Xey,,. y Xegpre

bo

para diferentes valores del vector de condiciones iniciales se representan en las
Wo
figuras 2.10 y 2.11 por medio de las trayectorias de estado con sus respectivos campos

de direcciones.

e

0 61pre 62P""— L

Figura 2.9, Puntos de equilibrio en Prefalla

w [rad/s|

w [rad/s]

Figura 2.10 B # 0 Figura 2.11 B =0

En las figuras 2.10 y 2.11 pueden observarse dos aspectos importantes:

a) El bosquejo de las trayectorias estables al ser delimitadas con un trazo grueso %,

presentan las siguientes caracteristicas. Para B # 0 la familia de trayectorias estables

4El trazo constituye un estimado del dominio de estabilidad del sistema.
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estdn contenidas en una region abierta y para B = 0 estdn contenidas en una region
cerrada.

b) En todos los estados cercanos al punto de equilibrio Xy, indicado por el punto A
y en donde el sistema opera en condiciones normales, se tiene un holgado margen de
estabilidad. Para el caso de B # 0 presenta estabilidad asintdtica en virtud de tenerse

un atractor espiral y simplemente estable para el caso de B = 0.

Observacion:

En condiciones de prefalla la operacién del sistema ocurre muy cerca del primer punto
de equilibrio, ya que en este estado las variaciones que puede tener el flujo de potencia
eléctrico son causadas por cambios moderados en la carga del sistema (P, = Kpe) y
no por cambios drédsticos en los pardmetros de la red. En contrapartida, la operacién
en el segundo punto de equilibrio en condiciones de prefalla es técnicamente imposi-
ble. Obviamente esto no sucede en las transiciones que tiene el sistema al pasar de
los estados de prefalla— falla y falla— posfalla, que son los casos que se analizardn a

continuacion.

Anaslisis de la condicién de falla

En la transicién del sistema del estado de prefalla a falla, la cual se considera que ocurre
ent = 07" [s] °, la estructura de la red cambia tal como lo muestran las figuras 2.3 o
su equivalente 2.6. El cambio de valor de la componente Y15 al pasar de Yigpre a Yiog,
va acompanado simultdneamente del cambio del valor de K al pasar de K. a Kj.
El inicio de este estado de falla supone el inicio de la primera transicién del sistema
al cambiar drasticamente el valor del pardametro K, ya que al sustituir los valores de
K = Ky con P,, > Kj y conservarse constantes B, P, y M, el modelo matematico
queda

8 — 5(0™) o

dt .
, sujeta a =

do — L(P,, — Kysend — Bw) w(0h) wo

5La nomenclatura empleada en este apartado denota a t = 0~ inmediatamente antes de que ocurra
la falla y t = 0% inmediatamente después de que ocurre la falla.
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cuyo dominio de defincién estd dado por 0 < 6§ < 7.

En este estado se tiene que P, > K+ Bw, por lo que la solucién cualitativa del sistema,

para diferentes valores del vector

w [rad/s|

es tal como se indica en las siguientes graficas.

Wo
/// ot o™ ~ )
P_m ___________ E AR SRR L . e
aa - 5 ;
wm /” // /‘-'_"'\ k R 7
v (73
! > i M“ send S 5

Figura 2.12

Ausencia de puntos de equilibrio en falla

/’///4/4

.

Al

e —

///ﬂp-

Figura 2.13 B # 0

<
—

_‘
fo)
o

—

w [rad/s]

Figura 2.14 B =0

En la figura 2.12 se puede observar que el sistema de ecuaciones no tiene puntos de

equilibrio y las soluciones representadas por las trayectorias de las figuras 2.13 y 2.14

crecen indefinidamente a partir de cualquier condicién inicial, tal como puede verse en
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las trayectorias de trazo continuo que inician en 1 . En tales condiciones el sistema
no debe operar més alld de un cierto tiempo critico t. = T' cuyo estado estd indicado
por el punto 2, ya que puede existir el riesgo de pérdida de sincronismo en la maquina.
Por lo que el esquema de proteccion debe desconectar la linea en los extremos laterales
del punto p 7, tal como se muestra en la figura 2.4, a fin de que el sistema no opere
més alld de dicho estado. El esquema de proteccién debe disenarse para obligar al
sistema a entrar a una condicion de recuperacion, de tal suerte que transite de un
perfodo temporal de operacién inestable ® a otro de operacién estable general en el
menor tiempo posible t; < T'. Esta transicién ocurre del estado de falla al estado de

posfalla, la cual se analizard a continuacion.

Analisis de la condicién de posfalla

Cuando el sistema entra en la transicién del estado de falla a posfalla el sistema de
proteccion debe operar oportunamente para que no ocurra la pérdida de sincronismo.
Esto ocurre después de que los relevadores desconectan la linea en un tiempo no mayor
al tiempo critico t; < t. = T, por lo regular T < 1 [s]. Después de que ocurre la
desconexién de la linea, la estructura de la red cambia de nuevo tal como se muestra
en la figura 2.4 0 2.7. Al cambiar la componente del valor Y;o5 de falla al valor Yig,¢ de
posfalla, también lo hace el valor de K al pasar Ky a K, ¢ (con K5 > K5y Py, > Kpps)-
De esta forma, el inicio de este estado de posfalla, supone la segunda transicién del
sistema al cambiar el valor del pardametro K manteniéndose constantes los pardmetros

B, P,, y M. El modelo matemético en estas condiciones tiene el siguiente conjunto de

J'_

%Las cuales son las mismas del estado inmediato anterior de prefalla [ f)((% +)) ] .

"Se admite el supuesto de que esta accién se realiza mediante una apertura instantdnea de los
relevadores en el intervalo 0 < t < T, antes de que ocurra el tiempo critico T.. Obviamente que esta
es una condicién ideal ya que debe transcurrir un intervalo de tiempo muy pequeno para que todos
los residuos de aire ionizado, productos de la falla, puedan extinguirse antes de que los relevadores
reestablescan la linea, es decir, antes de que ocurra el recierre.

$Marcado con el nimero 2 en la figura anterior
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ecuaciones:

b _ 6(tF L
;lt X , sujeta a ( f) = s f)
4o — (P, — Kypsend — Bw) w(ty) wy(ty)

Con los puntos de equilibrio

S1pf = sen™! (—) Sopr = m — sen ™t (P—m)
pf Kpr v Xegy; = pf Kpy

wlpf =0 wgpf =0

Xelpf =

Y dominio de definicién 0 < 6 < 7.
La solucién cualitativa de este sistema de ecuaciones durante el estado de posfalla se

ilustra en las siguientes graficas.

s s i P s e i e i S

// RS e
- o™ s
, E

=l

4 . . . . . N5
v o 1pf O 2pf T

Figura 2.15, Puntos de equilibrio en posfalla

w [rad/s]
w [rad/s]

»
X -

2R\
/’/ & < "\\»

7 ” = 1\
/;/f,‘ - SN A Y
y // N

7

oq/
a/
(= A
o
(=%}

62pf d [rad]

Figura 2.16 B # 0 Figura 2.17 B=10

En la figura 2.15 se muestra la representacién analitica de los puntos de equilibrio

33



: : : K, )
ubicados en las intersecciones de la recta Pﬁm con la curva = send, mientras que las
figuras 2.16 y 2.17 muestran las trayectorias que determinan la solucién cualitativa en

torno a los puntos de equilibrio Xei,; y Xeg,.

Las curvas de la solucién en torno a las vecindades del primer punto de equilibrio Xe;,s
pueden ser estables, siempre y cuando el estado final para cualquier lugar geométrico
que se genere durante el proceso falla ? esté ubicado dentro de las regién estimada de
méxima estabilidad que se muestra con trazo grueso °; los estados 2 y 3 corresponden
a este caso. Desde luego que el estado final de la falla puede tener un lugar geométrico
lo més cercano posible a la trayectoria umbral de estabilidad, tal como lo muestran
los estados marcados por 2’ y 3', en tales circunstancias, el sistema operard en una
trayectoria critica donde el angulo 6 adquiere su valor maximo 6 = 6. localizado muy
cerca del punto de equilibrio inestable Xo,;. Esta situacién no es nada afortunada,
ya que el sistema serd candidato a entrar a un estado muy cercano a la inestabilidad
ante cualquier pequeno disturbio, tal como lo muestran los estados marcados con 2" y
3”. Con respecto a este tltimo senalamiento vale la pena observar que, para el caso
de la figura 2.17 cuando B = 0, el dngulo ¢ oscila muy cerca de la trayectoria umbral
que define la regién cerrada de médxima estabilidad, tambien denominada trayectoria
homoclinica o trayectoria de union punto silla-centro (Golubitsky, Martin, Dellnitz,
Michael [9]). A esta oscilacién se le conoce como el mdzimo swing de estabilidad en la

maquina sincrona.

A manera de resumen, el problema de la estabilidad de la médquina sincrona conectada
a un bus infinito y sujeta a una falla trifasica puede analizarse cualitativamente a partir
de las trayectorias de solucién de la ecuacién (2.1), y el principal problema a resolver
es el de librar la falla lo més oportunamentente posible para que el sistema opere en
la region estimada de atraccion en el estado de posfalla. La secuencia del fallo, en

consonancia con los cambios del valor de K, impone una condicién de encadenamiento

9El cual corresponderd ahora a las condiciones iniciales para el estado de posfalla.
10Para el caso de B # 0 corresponde a la regién abierta y para el caso de B = 0, corresponde a una
regién cerrada.
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de las condiciones finales de un estado con las iniciales de otro !' que deben emplearse
en la ecuacién (2.1). La conjuncién gréfica de los estados de prefalla, falla y posfalla

se presentan en los planos de fase de las figuras 2.18 y 2.19.

o [rad/s]:

770 N~
5«{({;\ B ,..),.)S.m,é:,c
NI

. Omn , |
b . | L | & [rad]
0 Ope Orpf O,y 3 0 Oipre Sipf Bopf
Figura 2.18 Figura 2.19
Encadenamiento de estados, B # 0 Encadenamiento de estados, B = 0

Observacién:

Los tiempos en los que ocurren sucesivamente los encadenamientos de estos procesos
se indican a continuacién:

A de inicio de prefalla ocurre en t = 0~

1 de inicio de falla ocurre en t = 07

2 de final de falla inicia en t; = ¢, con t. =T

2 de inicio de posfalla en ¢} =t

En t = 0~ el sistema opera en estado estable en torno al punto de equilibrio Xej.
ubicado en el punto A '? (punto 1 de la figura 2.10 o 2.11); en ¢t = 0" ocurre la falla
y este proceso tiene como trayectoria de estados la sucesién de puntos que va desde
el punto 1 hasta el punto 2 (figuras 2.13 o0 2.14) que es el final de la falla y ocurre en
t = t;; inmediatamente después en t = t;? se tiene el inicio del estado de posfalla, este

estado puede desarrollarse a lo largo de tres trayectorias posibles 2 — 3, 2" — 3’ o

"TLa condicién final de equilibrio ( la de inicio de prefalla) con la inicial de falla y la final de este
estado con la inicial de posfalla.
12Por 1o regular se considera que en el estado inicial, el de prefalla, Wipre = 0.
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2" — 3" (figuras 2.16 o 2.17).

a) A — 2 — 3, trayectoria de estabilidad (asintética para B # 0) en torno

al punto de equilibrio Xe;,s

b) A — 2/ — 3, trayectoria umbral o de estabilidad critica en torno al

punto de equilibrio Xe,;

c) A — 2" — 3", trayectoria inestable, para todos los estados fuera de la

region acotada por la trayectoria umbral.

El encadenamiento de las condiciones finales con iniciales de la secuencia prefalla—
falla—posfalla en el modelo matematico dado por (2.1) es importante para poder

simular su comportamiento dindmico mediante software de propésito especifico 3.

La obtenciéon cuantitativa de los tiempos de desconexién, magnitudes de los dngulos y

de las velocidades angulares, serd el tema a tratar en los capitulos 5 y 6.

I3E] software que se empleé para la solucién de modelos mateméticos y sus representaciones graficas
a lo largo de este trabajo fue Simulink/Matlab y Mathematica.
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Capitulo 3

El concepto de analogia, estructura y contexto de
su empleo

En este capitulo se expondran los elementos necesarios que componen la estructura del
proceso de razonamiento analégico que se empleard en lo sucesivo de este trabajo, con
el fin de representar y poder estudiar el comportamiento de la maquina sincrona en

condiciones de falla trifdsica a través de un sistema mecénico rotacional anédlogo.

3.1 Las analogias como formas de representacién

en fendmenos fisicos

Las analogfas son representaciones utilizadas con el objeto de comprender una infor-
macién nueva por medio de una correspondencia. Esta correspondencia se establece
de los elementos que contiene esta nueva idea con los elementos de otra idea que ya se
conoce (Hesse, M. B. [11]). La construccién y el manejo de las analogias constituyen

una habilidad en reconocer que una cosa es como semejante a otra.

El empleo del concepto de analogia entrana aspectos muy importantes en la formu-
lacién y solucién de problemas, sobre todo en lo referente a las interpretaciones y sus
significados, ya que puede considerarse como un mediador entre dos campos seméanticos
que permite dar sentido a un contenido novedoso a partir de significados extraidos de

otro campo ya conocido.

Existen una gran variedad de definiciones de este concepto y es muy probable que la

mé&s conocida sea la siguiente.
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Analogia es toda semejanza existente entre dos cosas a pesar de su diversidad y sirve
principalmente como elemento de comparacion por muy diferentes que sean los concep-
tos que se comparan.

Otra definicién que es importante por el hecho de quien la establece es la del filésofo
Emmanuel Kant, en su obra Prolegémenos a toda Metafisica Futura.

Una analogia es una semejanza perfecta de dos relaciones entre cosas completamente

desemejantes.

Sin embargo, en el contexto de este trabajo se empleard la siguiente definicién de lo
que es una analogfa.

Una analogia es una comparacion entre dos dominios, uno mds familiar llamado
fuente o andlogo y otro dominio menos conocido denominado concepto o meta. Los
cuales comparten informacion de tipo relacional con el objeto de interpretar o aclarar
una caracteristica compartida (Godoy, L. A. [8]). El establecimiento de conexiones
en este proceso de comparacion entre estos dos dominios se denomina mapeo o trans-

ferencia.

Una de las razones principales por lo cual se elige esta definicién es que permite el
manejo de caracterfsticas metodolégicas completamente relacionales en los elementos
involucrados, y este aspecto metodoldgico pertenece en gran medida a la 1égica y a la

matemdtica por lo que es posible llevarlo y manejarlo en el d&mbito de estas disciplinas.

Cuando se establecen las relaciones en los elementos de una analogfa, es importante
aclarar que es posible hablar de igualdad de relacién, ya que tal igualdad es necesaria
concebirla en el contexto analégico tomando en cuenta la diversidad de esencia entre
dos objetos, dos conceptos, dos fenémenos etc.. Esta igualdad de relacién mediante la
cual se concibe a la analogfa es uno de los aspectos principales que la caracterizan, sin
lugar a dudas, como un concepto diferenciador, critico y polémico. Lo anterior permite

efectuar un mapeo funcional del modelo fuente al modelo meta
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3.2 Elementos que consituyen la estructura de una analogia

Una analogfa toma su identidad de la estructura que poseen los dominios que la de-
terminan (andlogo y meta). La estructura estd formada por entidades y relaciones
entre entidades. Las entidades pueden ser conceptos, términos, variables, datos, etc.
los cuales pueden ser de distinta naturaleza (vectorial o escalar); y las relaciones entre
entidades son las que permiten realizar operaciones, pueden ser ecuaciones de muy
diversas caracterfsticas inclusive pueden contener diferentes operadores matematicos.
Asi pues, para poder establecer una analogia es necesario comprender la estructura de

lo que se toma en ambos dominios de contenido (Godoy, L. A. [8]).

El empleo de las analogias en el contexto basico de la ensenanza de algunas disciplinas
como son la teoria de circuitos, mecdnica, hidrdaulica entre otras, se limitan a relacionar
problemas entre dominios relativamente sencillos para facilitar el andlisis y la solucién
de problemas. En otros casos mas complejos las analogfas pueden establecerse sobre
otros dominios més abstractos y elaborados, como son los conceptos, comportamientos
de fenémenos, experimentos, métodos, teorias, etc.. Esto quiere decir que los aspectos
de una analogfa pueden contener dominios complejos de diversa fndole y que necesa-

riamente su elecciéon dependerd de muchos factores, tales como el contexto, el marco

de andlisis, las relaciones internas empleadas, suposiciones, etc..

Con relacién a lo planteado en el parrafo anterior, conviene aclarar estas ideas me-

diante algunos ejemplos. a) Si se toma como dominio un problema, entonces un aspecto
puede ser la metodologia de solucién de ese problema. b) Si se toma como dominio
un concepto, un aspecto puede ser la caracterizaciéon de ese concepto o bien su identi-
ficaciéon experimental, entre otros. Si en lugar de aspectos, los dominios relacionados
pueden visualizarse mediante estructuras internas, entonces también se puede hablar
de entidades y de relaciones entre entidades, esta situacién es particularmente sobre-
saliente en este trabajo, ya que para poder establecer relaciones entre entidades en

ambos dominios fue necesario emplear herramientas conceptuales de la Dinamica de
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Sistemas. En esta disciplina se estudian las estructuras genéricas que pueden identifi-
carse en sistemas de naturaleza muy diferente y que ademads se pueden transferir de un
sistema a otro '. Esta es una de las principales razones que permite construir diversas
analogfas entre diferentes sistemas tal como es el caso de la analogia Sistema Mecénico
Rotacional (SMR) y Sistema Eléctrico de Potencia(SEP) que se pretende realizar en

este trabajo.

3.3 Estructura y mapeo de la analogia

mecdnica-electromagnética

Con el fin de aclarar y establecer cudles son elementos méas importantes que caracterizan
la analogia que se empleard en este trabajo es conveniente establecer, en primer lugar,
los dominios en los que se efectia la comparacién entre estos dos sistemas. El dominio
fuente o andlogo que supone un problema més familiar y que corresponde -al problema
de la estabilidad de un SMR-~- y el otro dominio, concepto o meta, al que se supone un
problema menos conocido -el problema de la estabilidad de un SEP-. Toda vez que se
tienen definidos los dominios de comparaciéon en la analogia, se procede a establecer
los siguientes aspectos fundamentales:

a) Las propiedades, caracteristicas y estructuras necesarias que deben definirse en el
SMR para que pueda funcionar como modelo analégico del SEP.

b) Las relaciones conceptuales que existen entre la estabilidad mecédnica del SMR

propuesto con los de la estabilidad electromagnética del SEP.

ILa idea de estructura transferible es importante en Dindmica de Sistemas porque le permite esti-
mar el comportamiento de sistemas de disciplinas diferentes, a través de entender el comportamiento
de sus estruturas genéricas subyacentes (Forrester et al, 1995).
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La figura 3.1. muestra la naturaleza de esta comparacién.

Informacion relacional
del fendmeno de estabilidad

Sistema Mecdnico
Rotacional (SMR)
{ Estructura

del SMR

Sistema Eléctrico
de Potencia (SEP)

LS S =

Esi'ru‘fur‘a}
del SEP

Dominio Dominio

Fuente o Andlogo Concepto o Meta

Figura 3.1
Partes esenciales de la analogia SMR y SEP

La metodologia del andlisis conceptual en ambos sistemas se obtiene de la Dindmica
de Sistemas no Lineales y la del andlisis de comparacion, tanto cualitativo como cuan-

titativo, constituye el aspecto principal de los resultados de la analogfa.

A continuacién se senalan algunas de las caracteristicas comunes que muestran ambos
sistemas en lo referente a entidades (fenémenos, variables, conceptos, etc.) asi como
de la relaciéon comin que existe entre éllas. Estas caracteristicas comunes determinan

la estructura que contiene tanto el SMR como el SEP.

En el Sistema Mecanico Rotacional se tienen los siguientes fenémenos y relaciones

entre entidades.
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Entidades involucradas (conceptos y variables)

a) Masa de un cuerpo

c) Aceleracion lineal y angular

d) Velocidad lineal y angular

b) Atraccién mecdnica debida al campo gravitacional g

e) Fuerza de tensién en una cuerda
f) Momento de Inercia de una polea

g) Coeficiente de friccién viscosa en el eje de una polea B

Relaciones entre entidades mecanicas

a) Energia potencial gravitatoria
b) Energia cinética translacional
c¢) Energfa cinética rotacional

d) Friccién viscosa en el eje de una polea

e) Par mecénico resultante debido a la accién

conjunta de cuerpos conectados a una polea

f) Par mecdnico restaurador debido a la

rotacién no baricéntrica de una barra

g) Modelo matemético no lineal que determina

el comportamiento del sistema mecénico

mgh

1, .2
5 MU
17 2
2[w

Bw
T = Mygr = (mg — mog — mqy — mg) gr

Tg = %mBngsenO = K,,senb,

donde K,,, = %mBng

10+ B = M, gr — K,,senf

Fenédmenos mecanicos asociados con el proceso de estabilidad mecanica

a) De disturbio mecdnico: Accién de cortar un hilo para eliminar una fuerza de tensién

b) De conexién mecéanica: Accién de conectar una masa al sistema

después de un disturbio mecédnico.

c¢) De cambio en la estructura: Comportamiento mecdnico de una nueva configuracién

del SMR debido al cambio de los elementos mecédnicos que lo componen
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Mientras que en el Sistema Eléctrico de Potencia se tienen los siguientes conceptos,

fenémenos y entidades:

Entidades involucradas (conceptos y variables)

a) Angulo de fase entre los campos electromagnéticos del estator y rotor )
b) Voltajes de generacién y de bus infinito E;yV
c¢) Variacién angular entre los campos electromagnéticos del estator y
del rotor 6
d) Momento de Inercia de las partes rotatorias del
sistema electromecdnico turbina-generador J
e) Coeficiente de friccién viscosa rotacional

en el entrehierro del generador D

Relaciones entre entidades

a) Energia cinética de las partes rotatorias

del sistema turbina-generador Wi = %Jwgyn_m
b) Energia cinética normalizada H = Sﬂ;i
c) Constantes que relacionan las entidades D = “—Déc:;u y M= (W fsi _m)
d) Potencia mecanica de la turbina

proporcionada al generador P,
f) Potencia eléctrica del generador

proporcionada a la linea de transmisién P, = %sené = Ksené

donde K = “E

g) Modelo matemético no lineal que determina

el comportamiento del swing del generador M % + D‘é—‘: = P,, — Ksené
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Fenémenos eléctricos asociados con el proceso de estabilidad eléctrica

a) De disturbio eléctrico: Falla trifdsica en un punto determinado de una linea
de transmisién
b) Mecanismo de libramiento de la falla: Accién de desconectar una linea en
sus extremos por medio de relevadores
- Estado prefalla

c¢) Cambio en la estructura de los elementos
- Estado de falla

que componen el SEP

- Estado de posfalla

El mapeo o transferencia de algunas conexiones que se establecen en el proceso de
comparacion entre los dominios del SMR y el SEP se establece de la siguiente forma.

El simbolo = debe leerse es como.

Mapeo entre variables

0 = 0 I = J

w2 - B — D

2Es importante distinguir en este mapeo que w es una propiedad cinemdtica absoluta de un cuerpo,
mientras que ¢ es una variaciéon angular relativa entre las fases de dos campos electromagnéticos.
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Mapeo entre fenémenos (acciones, cambios, estados, etc.)

Accién de cortar un hilo

entre dos masas conectadas

Accién de conectar una masa

después del disturbio mecanico

Cambio en la estructura
de los elementos que

componen el sistema mecénico

Estado de equilibrio mecénico,

Estado de falla mecédnica y

Estado de posfalla mecénica

Falla trifdsica en un punto
— determinado de una linea

de transmision

Accién de desconectar una linea
— de transmisiéon en sus extremos

por medio de relevadores

Cambio en la estructura
— de los elementos que

componen el sistema eléctrico

Estado prefalla eléctrica
= { Estado de falla eléctrica y

Estado de posfalla eléctrica

Mapeo entre estructuras matematicas

La ecuacién diferencial no lineal del
comportamiento dindmico del SMR

10 + B = M, gr — K,,senf

La ecuacién diferencial no lineal del
- swing de la méquina sincrona

MLs —i—D‘fl—‘: =P, — Ksend

a2t

Es importante aclarar que algunos modelos matematicos que aparecen en los cuadros de

los mapeos de entidades y de estructuras matematicas se determinaran en los capitulos

siguientes.
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3.4 Enfoque y perspectiva de estudio de la analogia

Mecanica-Electromagnética

Como ya se menciond, uno de los propdsitos fundamentales de esta propuesta de
analogfa, es asimilar lo nuevo en términos de cosas mds conocidas. Tratando siempre
de que las premisas explicatorias no resulten demasiado extranas, y que las respuestas
investigadas en el sistema electromagnético sean més aceptables a partir de un modelo
mecanico andlogo. Bajo esta perspectiva, la analogia propuesta tiene un propédsito
fundamental de cardcter explicativo basado en el razonamiento analdgico, es decir, una
manera de argumentar, dirigir y fundamentar explicaciones de fenémenos a partir del

concepto de analogfa.

Este enfoque deben tomarse como gufa para establecer caracterizaciones de modelado
analégico con el fin de poder realizar, de manera razonable, algunas predicciones,

validaciones y generalizaciones del fenémeno electromagnético estudiado. También es
importante senalar que otro enfoque potencial que pudiera analizarse en la analogia
propuesta de este trabajo, es el de cardcter cognitivo, ya que bajo esta perspectiva se
pretende comprender los mecanismos de aprehensién del conocimiento al considerar los

aspectos estructurales de las disciplinas que entran en juego en este proceso.
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Capitulo 4

Propuesta del sistema mecanico analogo

En este capitulo se propone una analogfa mecénica del comportamiento de la maquina
sincrona al estar sujeta a una falla trifdsica. Esta propuesta constituye un tipo de
simulador artificial de la méquina sincrona y por lo tanto un modelo analdgico, ya que
imita la oscilaciéon de los campos electromagnéticos en el estator y el rotor por otra
situacién mds familiar que se puede observar de manera concreta en la oscilacién de

un sistema mecdnico cuyo comportamiento es andlogo.

4.1 Propuesta del modelo mecanico rotacional andalogo y

descripcién de su funcionamiento

De entre la gran variedad de modelos empleados en el campo de las teorias fisicas
destacan los modelos analdgicos denominados de esta forma porque contienen la idea
de representacion analdgica, o de otro modo, modelos que imitan ciertas situaciones
que pueden ser familiares de un sistema u objeto concreto (Hesse, M. B. [11]). Tal
es el caso de un simulador, el cual constituye un tipo de modelo analégico que copia
de un determinado sistema ciertas caracteristicas como pueden ser la forma en que
trabaja o funcion que desarrolla. Un simulador puede ser artificial o conceptual. Los

simuladores también se denominan andlogos o modelos del sistema original .

1Se utiliza el término modelo como sinénimo de andlogo para dar el significado que es similar en
funcién pero que difiere en estructura y origen de aquello que es modelado. L. D. Harmon y E.R.
Lewis, ”Neuring modeling”, Phisiological Review, 46, 513 (1966).
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Es importante senalar que el modelo mecanico andlogo que se propone en este tra-
bajo estd basado en el problema propuesto 12-2, pdgina 493, del libro Electric Energy
Systems Theory, an introduction, de Olle 1. Elgerd. En este problema se presenta

un sistema mecdnico que contiene implicitamente la idea bésica del modelo mecdnico

andlogo de la maquina sincrona.

Figura 4.1 Figura 4.2
Modelo Mecdnico Rotacional Modelo Mecdnico Rotacional Andlogo

propuesto por Olle I. Elgerd — con elementos mecdnicos adicionales

Figura 4.3

Dos configuraciones del modelo fisico analdgico
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El esquema de este modelo, tal como la presenta el autor en su libro, se muestra en la
figura 4.1. En este trabajo, ademds de rescatar el contenido de esta original e ingeniosa
idea, se presenta una versién modificada de este modelo mecédnico, ver figura 4.2, o
bien la figura 4.3 que muestra la fotografia del modelo real.

Como puede observarse en la figura 4.1, al modelo mecanico de Elgerd se le han anadido
tres cuerdas y tres masas como se muestra en la figura 4.2 con el fin de lograr dos

propositos fundamentales:

1) Brindar la posibilidad de manipularlo experimentalmente con el objeto
de representar analégicamente la falla trifdsica en una méaquina sincrona,

ya que en el modelo original no es posible hacer esta representacién 2.

2) Ubicar el estudio de este modelo fisico para el caso concreto del fenémeno
de la estabilidad mecédnica en el contexto tedrico del andlisis de los sistemas
dindmicos no lineales. Asociando, tanto al aspecto conceptual como a la

aplicacién mecédnica experimental, el recurso de la analogfa.

La descripcién del modelo mecdnico propuesto en la figura 4.2 (o la figura 4.3) es
la siguiente. El sistema mecdnico consta de cuatro bloques, tres de los cuales estan
sujetos por cuerdas independientes enrolladas a la polea, y que impiden su deslizamiento
relativo sobre su periferia. La barra y la polea estdn unidas rigidamente y pueden girar
de manera conjunta con rotacidn no baricéntrica en torno a un eje fijo perpendicular
que pasa por su centro en ”0”. En las posiciones mostradas el sistema se encuentra en

condiciones de equilibrio estéatico.

Si por alguna razén ocurre un pequeno disturbio mecénico que ocasione un desplaza-
miento angular al subsistema barra-polea, esta pareja de cuerpos rigidamente unidos
podré oscilar libremente. Es importante resaltar que el bloque m3 se encontrard

desacoplado de este subsistema, en tanto el tramo de cuerda sobrante L, = rf =

2Fl autor expone de manera muy clara y explicita en el enunciado del problema, las razones de esta
imposibilidad.
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Ly — (a+b) no se enrrolle sobre la periferia de la polea al girar en la direccién antiho-

raria °.

Ahora bien, si de manera intencional se desconecta la masa mgq del sistema al cortar el
hilo que la sostiene, el conjunto barra-polea girara en sentido antihorario 4, la masa m
ascenderd y mo descenderd y poco después de que se origine este proceso la masa mg se
acoplard al sistema. Este acoplo de mg3 se realizard después de que la polea ha girado

%, obviamente que el sistema seguird moviéndose en la misma

un cierto dngulo § =
direccién antihoraria pero ahora en conjuncién con las masas mi, mo y ms. Después
de transcurrir un cierto intervalo de tiempo en el que sucede este evento, el sistema

pueden tener dos posibles estados mecénicos:

a) Una oscilacién sostenida en torno a un nuevo punto de equilibrio, la cual

corresponde a una situacion de estabilidad transitoria, o

b) Girar completamente de manera continua en el sentido antihorario, lo

cual constituye una situacion de inestabilidad mecanica.

Los procesos dindmicos descritos en el sistema mecdnico pueden simular los tres estados
consecutivos de equilibrio-falla-posfalla, de un proceso de falla trifdsica en una méquina
sincrona conectada a un bus infinito, por lo que este modelo mecanico propuesto puede
constituir de manera razonable un simulador artificial; ya que su funcionamiento, por
el momento desde una perspectiva cinemadtica, imita este tipo de disturbio electro-
mecédnico para cada una de las condiciones senaladas. A continuacién, se describen

estos procesos con mayor detalle.

Con el propésito de introducir una correspondencia (mapeo) de los tres estados de
prefalla, falla y posfalla que imita el sistema mecanico rotacional del sistema eléctrico

de potencia, es conveniente introducir ciertas propiedades y nomenclaura acerca del

3 L1 es la longitud total de la cuerda que une a la polea y a la masa msg.
4Esta situacién dindmica es posible para ciertos valores de las masas que componen el sistema, més
adelante se analizard con detalle esta situacion.
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cardcter andlégico de este sistema mecanico, tales como estados de prefalla, falla y

posfalla mecénicas asociados al sistema mecdnico rotacional por SMR.

Estado de prefalla mecanica

La figura 4.4 6 4.5 muestra una cierta posicién del SMR en estado de equilibrio
mecanico estable, este estado se puede lograr para ciertos valores de las masas my,
mi, mg m, y mp del sistema incluyendo los valores de la longitud [ de la barra y el
radio r de la polea. La magnitud del dngulo 6 que forma la barra con la vertical se
puede obtener al aplicar las ecuaciones de equilibrio de la Estética 5. Si en este estado
mecénico se ocasionan pequeiios disturbios mecédnicos debido condiciones iniciales ¢ de
tal suerte que la masa ms no se incorpore a la polea, el sistema oscilard en torno a este
punto de equilibrio en condiciones de estabilidad mecénica.

Estado de falla mecanica

Con relacion a la figura 4.7 6 4.8, si al cortar la cuerda que une los cuerpos mg y my,

y si el sistema se disena de tal manera que se cumplan las condiciones
1
MoT > myr + §mBlBsen9

Después de esta accion de corte se garantiza el desequilibro del sistema y en estas
condiciones la polea tiene la posibilidad de girar con velocidad angular creciente en la
direccién antihoraria (incremento de la energia cinética total del sistema). En estas
condiciones el SMR no tiene ninguna posibilidad de oscilar y se puede decir que pre-
senta un estado de wnestabilidad mecénica, al menos durante el perfodo en el que se
enrolla la longitud de cuerda Ly =70 = Ly — (a + b).

La descripcién anterior equivale a decir que después de desacoplar mg en el SMR

se ha producido una transicién de un estado de equilibrio mecanico estable (estado

5Al considerar la suma vectorial de fuerzas y momentos iguales a cero, es decir: Zﬁ =0y
S M =0.

6Por ejemplo que un desplazamiento o velocidad inicial hacia abajo de la masa mg no sean lo
suficientemente grandes y ocasionen que el enrollamiento de la cuerda que une a la masa ms la
incorpore al sistema mecénico. O bien una situacién equivalente, como un desplazamiento o velocidad
angular muy grande a la barra que ocasione el mismo efecto senalado.
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de prefalla) a un estado dindmico rotacional con aceleracién angular en la direccién
antihoraria (estado de falla mecdnica).

Estado de posfalla

Desde luego que si se desea que el sistema mecdnico no opere permanentemente en el
estado de falla mecdnica, dando lugar a que la polea junto con la barra giren como
rehilete, es necesario acoplar la masa ms al sistema lo méds rdpidamente por medio de
la cuerda que se enrrolla en la periferia de la polea. Si esta accién se lleva a cabo
en un intervalo de tiempo razonable, no mds alld de un cierto tiempo critico t..,
se podrd impedir que las partes rotatorias del sistema giren de manera continua en
la direccién antihoraria, tal como se ilustra en la figura 4.10 6 4.13. Esta situacién
deseable dependerd de la magnitud de la masa mg y de la longitud de cuerda sobrante
que se enrolla a la polea, en otras palabras; existe la posibilidad de que el sistema
pueda oscilar en torno a otro punto de equilibrio (diferente al del estado de prefalla)
y de este modo, conservar la estabilidad. En caso contrario, se presenta una rotacién
continua de la polea en torno a su eje fijo. A esta transicién mecdnica del SMR de un
estado de inestabilidad a otro de estabilidad (o inestabilidad) se le conoce como estado

de posfalla mecdnica tal como se muestra en la figura 4.14.
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Figura 4.4

Figura 4.7

Después de cortar el hilo

Figura 4.10

Después de acoplarse mg

X

b

=

Figura 4.5

Prefalla mecdnica

Figura 4.8

Falla mecdnica

Figura 4.11

Posfalla mecdnica
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En el momento de aterrizar p
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Posfalla eléctrica
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Posibles estados después del proceso de falla.
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Figura 4.13 Figura 4.14
Regreso a un nuevo Girar continuamente
punto de equilibrio (condicion de inestabilidad)

4.2 Andlisis del mapeo en la analogia SMR y SEP para la falla
trifasica
La descripcién del funcionamiento del SMR. propuesto en el subtema anterior tnica-
mente estd sustentada desde un punto de vista cinemédtico. En este apartado se incor-
poraran elementos formales desde la perspectiva de la mecdnica de Lagrange, con el fin
de obtener el modelo matemédtico general que determina el comportamiento dindmico
del SMR anadlogico. Posteriormente, a partir de la formulacién de este modelo general
se obtendran los modelos matemaéticos particulares que pueden simular los tres estados

de un proceso de falla trifdsica en una maquina sincrona conectada a un bus infinito.

El desarrollo y los detalles de la obtencién del modelo matemético general que deter-

mina el comportamiento del SMR estd representado por la siguiente ecuacion diferen-

cial no lineal de segundo grado.

10 + Bmé + K,,senf = M,,gr
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Al normalizar la ecuacién anterior

o B, Kn 1
0+ T@ + Tsen@ = IMmg'r’ (4.1)

Los términos I, M,, v K,, estdn definidos de la siguiente manera

1 1
I £ §mp7”2 + EmBl% -+ ZmBl% + (mo +my +mg + m3)7’2 (42)
Mm = Mo — Mg — My — M3 (43)
al
Km - _mBng
2
Las expresiones [, = %mpr2 e Ig. = %mgl% constituyen los momentos de inercia

centroidales de la polea y de la barra respectivamente.

La ecuacién (4.1) se puede expresar en términos del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden no lineal.

o _ o(t 0
dt . , con las C'I (to) = ’
Lo — Y (Mygr — Bpnb — K,send) w(to) Wo

A partir de este modelo se obtendran los procesos que simulan los estados mecanicos
de prefalla, falla y posfalla; estableciendo sus correspondientes mapeos en la analogia

mecdnica-eléctrica para cada uno de estos casos.

Estado 1 Condicién de prefalla mecdnica o estado de equilibrio del SMR
Con relacién a la figura 4.4 6 4.5 si en t = 0~ se considera que inicia la condicién de
prefalla cuando el sistema estd en equilibrio, es decir, cuando la masa mg todavia no
se acopla al sistema, se debe tener

m3:0

Con este valor de la masa mj3 es posible redefinir los parametros I y M, en las
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ecuaciones (4.2) y (4.3), denomindndolas como I ¥ My, de la siguiente manera

1 1
Ly & §mpr2 + EmlglfB + (mo + mq + my)r? (4.4)
Mpre e Mmoo — Moy — My (45)

Al sustituir estas relaciones en la ecuacién (4.1) se tiene para la condicién de prefalla

d*9 B, 1
pr) + Ipree = m (Mpregr — Ky senf) (4.6)

Este 1ltimo modelo se puede expresar de manera equivalente mediante el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales

df _
S =w 0(0~) =20
at N ,conlas CT (07) =4 (4.7)
Cfi—f = Klm (Mpregr — K,,senf) — Bm9> w(07) = wo

Al comparar las ecuaciones (4.2) y (4.4) se tiene que I, < I, del mismo modo al

comparar las ecuaciones (4.3) y (4.5) se tiene My, < M,y,.

De la ecuacién (4.6) o de su equivalente (4.7) se pueden obtener los puntos de equilibro

o soluctones constantes del modelo matematico, esto sucede cuando

delpre

9:91191"6 y w= dt :wlprezo
De la ecuacién (4.7) se tiene
1
0= I (Mpregr — Kysenbipye) (4.8)
pre
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Bipre P
Figura 4.15 Figura 4.16
Puntos de equilibrio en el Puntos de equilibrio en el
estado de prefalla para el SMR estado de prefalla para el SEP

La figura 4.15 muestra las grificas de los dos miembros del lado derecho que contiene
la ecuacién (4.8) en el intervalo 0 < 0;,,. < 7, de esta misma ecuacién se obtienen los
dos valores de 01 ¥ 02 correspondientes a los puntos de equilibrio mecédnico. Luego

los puntos de equilibrio se definen de la siguiente manera

91 _ Sen_l |:2(m2—m0—m1)r:|
pre — mplp
Xmlpre
Wipre = 0
o —1 | 2(m2—mo—m1)r
< N Oopre = T — sEN [ Py
y mlpre -
Wopre = 0

Donde
Xmype £ Punto de equilibrio estable de prefalla mecdnica
Xmype £ Punto de equilibrio inestable de prefalla mecdnica
Observaciones:

a) Para que las expresiones de los puntos de equilibrio tengan un significado apegado

a la realidad, las relaciones de los pardmetros en las ecuaciones que expresan a 01, y

o7



82pre necesariamente deben cumplir las siguientes restricciones

2(mg — mo — my)r

may > mg + my, <1y M,ygr = constante > 0 (4.10)

mplp

b) La interpretacion fisica de la condicién de equilibrio en la ecuacién (4.8) es la si-

guiente. Antes de cortar el hilo que sostiene el bloque my se tiene para 6 = 6;,,. =constante

1
0 = (Mpregr — Kpsenbtipre)

Ipre
Mpregr = Kpsenbipre

(m2 —my — ml)gr = §mBngS€n91pre

1
mer = (mo + ml)r + §mBlBsen91pre

Lo cual significa que el par mecdnico debido al peso de la masa my que actia en la
polea, debe ser igual a la suma de los pares de los pesos de las masas mg y m; en

adicién con el par producido por el peso de la barra.

Al comparar el sistema de ecuaciones (4.7) con el correspondiente de la maquina sin-

crona, obtenida en el capitulo 2 y que se repite a continuacién

ds
dt

, sujeta a =
% = ﬁ (P, — Kpresend — Bw) w(0) wo

Con los siguientes puntos de equilibrio

5 =sen~! (;—m)
Xeipre =
1pre

5=m— sen t (-Ln
A Kpre
y Xe2pre -

w=2~0 w=2~0

se puede observar la correspondencia analégica formal para las condiciones de prefalla

entre los SMR y SEP.

Estado 2 Condicion de falla mecanica del SMR

Con relacién a la figura 4.7 6 4.8, si en t = 07[s] se corta la cuerda que sostiene
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al bloque mg se tiene como resultado el desequilibrio del sistema, y tanto las masas
translacionales como rotatorias unidas a él presentan un incremento en sus energias
cinéticas. Este proceso no debe permanecer mds alld del intervalo 07 < ¢t < t;, en
tanto no se incorpore la masa m3 al SMR. Después de acoplarse mg al sistema es
posible que se logre disminuir este incremento de energia y el sistema pueda regresar a

un nuevo punto de equilibrio. Dado que durante este proceso se tiene
mo = M3 = 0

Con estos valores de las masas mgy y mgs es posible redefinir los pardmetros I y M,, en

las ecuaciones (4.2) y (4.3), definiéndolos como Iy y My, de la siguiente manera

1 1
If £ 57’rl,p’f‘2 + EmBZQB + (m1 + ’17’1,2)7"2 (411)
Mf = meo — My (4.12)

Al llevar estas expresiones a la ecuacién (4.1) se tiene la siguiente ecuacion diferencial

no lineal para las condiciones de falla

& B,. 1
— 4+ 20 == (Msgr — K,,senf 4.13
2 " 10 = 7 (Msgr = Kyusent) (4.13)

O su modelo equivalente

9 — 0(0") =0
dt , con las C'I (0%) :

‘Zl—f = ﬁ (Mfgr — K,,senf — Bmé) w(0h) = wy

Es importante senalar que después de que se verifica esta bifurcacién mecénica prefalla-

falla, en las ecuaciones (4.2), (4.4) y (4.11) se cumple la desigualdad

I < Ipe<I
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También de (4.3), (4.5) y (4.12) se cumple

My, < Mpe < My

Si los pardmetros del sistema mecdnico son tales que se cumple la siguiente condicién
en el miembro derecho de (4.13) se tiene

M¢egr > K,sen, con Mygr = constante
1
(mg —mq)gr > §m3ngsen6
1
mer > myr -+ EmBlBsenQ (4.14)
La ecuacion (4.13) no tendréd puntos de equilibrio ya que su miembro derecho
1
— (Mygr — K,,senfl) > 0
1y
Tal como se ilustra en la gréfica de la figura 4.17
T — o
= gr ~ =y
1 " ™
TN Ke
- \Tfsena | P_m -
B BV O ATy . N
SRR ;S AU, . W P 1
M.
A 5 . ‘ | U 5
n 0 n
Figura 4.17 Figura 4.18
Ausencia de puntos de equilibrio en el Ausencia de puntos de equilibrio en el
de falla mecdnica para el SMR

estado de falla eléctrica para la SEP

La interpretacion fisica de la desigualdad (4.14) establece la existencia de un par resul-

tante en la direccién antihoraria, es decir, la masa msy contribuye a un par que supera al
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par producido por la accién conjunta de la masa m; y la de la barra mp. La existencia
de este par resultante le provoca al sistema mecdnico una aceleraciéon angular en la
direccién antihoraria, incrementando su energia cinética en tanto no se acople la masa
mg en un determinado tiempo t.,, < T},. Este proceso mecédnico del SMR es andlogo

al estado de falla de la méquina sincrona.

Como se analizard en el siguiente punto, el acoplamiento de la masa m3 al SMR oca-
sionard una nueva configuraciéon del sistema mecanico con la intencién de reestablecer
al sistema mecédnico a un estado oscilatorio en torno a un nuevo punto de equilibrio.
Esta situacién de acoplamiento mecdnico es andloga a la acciéon que desempenan los
relevadores al desconectar la linea colapsada, con el fin de reestablecer el sistema y

evitar la salida de sincronismo del rotor.

) . K
La figura 4.18 muestra las graficas de las expresiones Pﬁm y 3£send del SEP en el
estado de falla, donde se puede observar la ausencia de intersecciones geométricas en
la conjuncién de estas gréficas lo cual indica, como ya se menciond, ausencia de puntos

de equilibrio.

Estado 3 Condicién de posfalla mecanica del SMR

Como ya se indicé, después de que se corta la cuerda que sujeta al bloque mg el
SMR se desequilibra, esta condicién provoca un incremento de la velocidad angular
de la polea en la direcciéon antihoraria. De manera simultdnea en la medida en que se
realiza este proceso, la cuerda que une a la masa ms se enrrolla sobre la periferia de
la polea hasta que en un cierto instante se acopla al sistema e inicia su ascenso. Esta
accién de acoplamiento sucede cuando la longitud de cuerda enrrollada tiene el valor

Ly =710 =Ly — (a+b), tal como se indica en la figura 4.10 6 4.11.

Es importante senalar que la accién de acoplamiento de la masa ms al SMR equivale

a la accién de libramiento de la lfnea del SEP entre sus puntos 1 y 2 7. Este proceso

"Como se analizard, posteriormente, librar la linea en condicién de posfalla equivale a incrementar
la impedancia entre los buses 1 y 2. Del mismo modo en el sistema mecdnico andlogo, al colocar la
masa mg al sistema equivale a incrementar la tensién en la cuerda del extremo derecho.
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ocurre en el intervalo ¢t > t}r cuando se acopla m3 al SMR. Desde luego que mg ha
estado desacoplada al sistema desde que ocurrié el proceso anterior, lo que equivale
fijar my = 0. Dado que

mOIO

Con este valor de la masa myq es posible redefinir los pardmetros I y M, en las ecua-

ciones (4.2) y (4.3), denomindndolas como I,y y M,y

1 1
= Empr2 + EmBl?g + (my + mg + m3) 1

A
Mpf = Mo — MMy — M3

I

p

Al sustituir estas expresiones en el modelo general 4.1 se tiene

d*0 B, 1
— 4+ 0 = — (M, — K,,senb 4.1
i + I, Ipf( of g7 senf) (4.15)

O su modelo equivalente de sistema de ecuaciones

49 — w 0(t;)=20
dt , con las C' (f) !

Lo — i (Mpfgr — K,,senf) — Bm9> w(ty) = wy

Para este caso se tiene que I,y < I, pero I,y > Iy, ademds M; < M,y < My y al

cumplirse las siguientes condiciones

Mprgr < Ky,
Mpf > Mpre

De la primera desigualdad se tiene

1
(mg —mq —mg)r < émBlB (4.16)
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Y de la segunda

(ma —my — mg)gr > (mg —my —my)gr (4.17)

Después de simplificar en (4.16) y (4.17) se tiene
ms < My

En estas condiciones el sistema tiene soluciones constantes o puntos de equilibrio,
cuando

0 = 0,5 = constante

Al sustituir esta solucién constante en (4.15) se tiene

1
0=— (Myrgr — K,,senb,y)
Ipf

Al despejar 60,; se tienen los siguientes puntos de equilibrio, que se definen de la

siguiente manera

1 | 2(ma2—mi—ms3)r
mplp

2(ma—mi1—ms3)r

O1pr = sen Y

— o ep—l
A a ) iy =m—sen [

] N Xmgpf
Wipf = 0 Wopf = 0

Xmlpf

Estos puntos de equilibrio se localizan en la interseccion de los lugares geométricos de

P K_:nsene - ; %{send
M_Pf K 4' - ’ Ipf Ty L P A/' =
Ipfgr A W 1 ﬁ
oo IR ™ oS l
L = Ny /1 N
0 O Ot n 0 O 1pf 0 2pf T
Figura 4.19 Puntos de equilibrio en el Figura 4.20 Puntos de equilibrio en el
estado de posfalla para el SMR estado de posfalla para la SEP
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M,
la recta I—"ff y la curva If—?sen@, tal como se muestra en la figura 4.19.
p p

El primero Xmy ¢ estable y el segundo Xmype inestable. Dado que el inicio del andlisis
del estado mecdnico de posfalla depende de las condiciones finales del estado de falla,
entonces el problema de analizar la estabilidad transitoria del SMR. consiste esencial-
mente en controlar la inestabilidad en el proceso mecdnico falla-posfalla. Para esto es
muy importante que después de cortar el hilo que sostiene a la masa mg y entrar el sis-
tema en un estado de rotaciéon angular creciente durante el intervalo t:{ <t < tem, sea
necesario impedir, mediante el acoplamiento de la masa mg3, que la polea del sistema
gire completamente y pueda regresar a un estado de oscilacién estable. Si esta accién
se realiza en un tiempo t.,, tal que t., < T,,, el SMR serd estable y la polea oscilard
en torno a un nuevo punto de equilibrio Xmyp¢. En cambio, si t., > T, el SMR serd
inestable y la polea girard, como ya se dijo, con una rapidez angular creciente en la
direccién antihoraria. La figura 4.20 muestra los correspondientes puntos de equilibrio

en el estado de posfalla para el SEP.

La siguiente tabla muestra un resumen de las condiciones analizadas en el SMR y el

correspondiente modelo en el SEP, o de otro modo, el mapeo de estas correspondencias

formales.
Mapeo
Sistema Mecanico Sistema Eléctrico
—
Rotacional Analégico de la Maquina Sincrona
Modelos Matematicos
Para el SMR Para el SEP

do ds _

a — Y ) w=e

Cfi—‘;’ = % (M, gr — K,sent — Bpw) Cfi—‘;’ = ﬁ (P,, — Ksend — Bw)
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Mapeo

Prefalla mecinica  — Prefalla eléctrica

Condiciones para el estado de prefalla
Mecénica para el SMR Electromecdnica para el SEP

Mpregr = Kppsend = P, = Kpyesend

Puntos de equilibrio del SMR Puntos de equilibrio del SEP
6 =sen! (M r) 6 =sen! < Lo )
Xmypre = K J — Xeipre = Kopre
6:7T—sen1( pre r) 6:7T—sen_1(Pm>
Xm2pre = Ko — Xe2pre Hpre
Mapeo

Falla mecanica = Falla eléctrica
Condiciones para el estado de falla
Mecdnica para el SMR Electromecdnica para el SEP

Mgr > K,, = P, > K;

Ausencia de puntos de equilibrio para ambos sistemas
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Mapeo

Posfalla mecinica =  Posfalla eléctrica

Condiciones para el estado de posfalla

Mecénica para el SMR

Myrgr = K,send

_ My
6 = sen 1<F,1;g7”)
Jinllpf —

w=20

§=m—sen "} <%gr)
Km
szpf =
w=20

Puntos de equilibrio del SMR

Electromecéanica para el SEP

= P, = K,ssend

Puntos de equilibrio del SEP

6§ =sen! (%)
— Xelpf = pf

w=20

§=m—sen! (I];—m)
— Xegpf = rf

w=20

La representacién gréafica conjunta de estos tres estados y sus correspondencias se

muestran en las siguientes figuras

Mapeo de la secuencia de eventos

Byee O 0 B

92pra

Figura 4.21

Secuencia de la falla mecdnica

Pm

Figura 4.22

Secuencia de la falla eléctrica
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Observacién:
Es importante senalar que en el mapeo formal de la analogia SMR=—-SEP no se tiene
una correspondencia uno a uno en los modelos matematicos. Esta situacion se puede

explicar teniendo como base los modelos matematicos generales del SMR y del SEP.

) Constante
l # = w Constante s _
at e ar T
do 1 AN . 7N , N t o I A {f(r') 1
| @ = @ -Eysent)=B,,0 = end — Bw)
/
Variable  Variable Constante |
/ N Variable
p—— pr——N— pr——,
pre jf 1 ‘Uf A‘“"ili]}‘e f‘vi’f A']i/lfpf KPW Kf Kpf
Figura 4.23 Figura 4.24
Pardmetros constantes Parametros constantes y
y variables en el SMR variables en el SEP

En el SMR la transicién de los estados prefalla-falla estd asociado al cambio de los

pardmetros M,, e I de tal forma que ®.

M, M

Ipre Iy Ipre Iy

De manera similar en la transicién de los estados falla-posfalla se tiene

M M,
Lo~ 2Ly ElmsenQ A IﬁmsenQ
f pf f pf

Esto supone que en la grafica de la figura 4.21 se tenga la secuencia de apariciéon de

. . M, M
tres rectas horizontales que representan las magnitudes constantes de 7><gr, I—ff qgry
pre

M, . . . . . .
I—’;f gr ?; de manera simultdnea y en correspondencia con las tres porciones sinusoidales
p

Ky

- senf, %sen& y If—’;sen@ (K = %mBng —=constante), tal como se muestra en las
pre P

secuencias senaladas por las lineas (1') y (2’) de la misma figura.

8En las siguientes relaciones, interpretar el stmbolo ~+ como sinénimo de la frase cambia a
9Recordar que Mpe, My, Mg, g =9.81 [S—"QL] y el radio r de la polea son constantes.
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En cambio, para el SEP se tiene que el pardmetro K es el tinico que cambia durante

los procesos eléctricos de prefalla-falla y falla- posfalla con la secuencia

Kpre ~ Kf yde Kf ~ Kpf

Esto supone la apariciéon de tres porciones sinusoidales en correspondencia con los

valores del pardmetro K, pero siempre con P,, =constante.

Kpesend ~ Kgsend yde Kypsend ~ Kppsend

Tal como se muestra en las secuencias senaladas por las lineas (1) y (2) de la figura

4.22.

Con el fin de poder justificar la consistencia analégica del SMR. es necesario disenar
los valores de los pardmetros que lo componen acordes con las restricciones impuestas
en los procesos mecdnicos de prefalla, falla y posfalla expresadas en las ecuaciones
(4.10), (4.14), (4.16) y (4.17). Toda vez que se cumplen estas restricciones se deberan
sustituir los valores de estos pardmetros en los respectivos modelos matematicos para
que posteriormente sea posible realizar un proceso de simulacion de la estabilidad del
SMR. Por tltimo, se deberd realizar un analisis comparativo de estos resultados con
los del proceso de simulacién del SEP, con el fin de verificar que el mapeo de los

resultados de la simulacién en ambos sistemas sea cualitativamente congruente.

El diseno de los pardmetros serd tema del préoximo subtema, y en el préximo capitulo
se realizard el proceso de simulacién de estabilidad mediante el empleo de los paque-
tes Matlab/Simulink y Mathematica para analizar el comportamiento de ambos

sistemas a través de diversos modelos graficos.
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4.3 Diseno de los valores de los parametros del sistema

mecanico analogo

Para que el sistema mecdnico propuesto cumpla con el propdsito de un simulador
artificial e imite lo mejor posible desde una perspectiva funcional el comportamiento
del sistema eléctrico, es necesario que los modelos mateméticos de ambos sistemas
tengan la mejor cualidad de semejanza. Este aspecto serd uno de los compromisos
principales a los que estardn sujetos dichos modelos con el fin de lograr su cometido.
A continuacién, se procederd a la etapa del diseno de los pardmetros que componen la

ecuacion que determina su comportamiento dindmico.

La primera condicién que debe satisfacer el sistema mecédnico es la caracteristica ana-
l6gica referente a las cualidades de su comportamiento par mecdnico contra dngulo con

las correspondientes potencia contra dngulo del sistema eléctrico, es decir.

Sistema mecdnico Sistema eléctrico
Gréficas del comportamiento - Gréficas del comportamiento
Par mecdnico-angulo de rotacion 6 Potencia eléctrica-angulo eléctrico 6

A partir de este criterio ' los modelos matematicos del sistema mecdnico deberdn
satisfacer las cualidades andlogicas en cada uno de los estados de prefalla, falla y posfalla
mecdnicas !, y dado que estas caracteristicas estdn asociadas con la configuracién
fisica de los elementos que componen a dicho modelo mecdnico, es necesario definir
las dimensiones geométricas de sus componentes esenciales, por lo que primeramente
se deberd atender a las dimensiones fisicas de la polea y de la barra, las cuales deben
restringirse a longitudes y pesos que puedan manejarse razonablemente durante el

proceso experimental.

0FEs importante destacar en este punto, que la correspondencia analdgica que se realizars es de
diferente género, es decir las variables en el sistema mecanico son par mecdnico-dngulo de rotacion,
mientras que en el SEP son potencia eléctrica-dngulo relativo de rotacion.

' Estos procesos del sistema mecanico serdn analizados posteriormente en este apartado con mayor
detenimiento.
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Figura 4.25
Componentes del SMR

En la figura 4.25 se muestran los componentes del SMR; la masa m, de la polea y
su radio r, asf como de la masa mp de la barra y su longitud /g, tienen los siguientes
valores '? :

m, = 1484 [kg] r=0.1[m)]

mp = 0.386 [kg] Ip=0.438 [m]

Con estos valores se tiene que los momentos de inercia centroidales para cada uno de

estos cuerpos son

1
I, = impﬂ =7.42 x 107? [kg.m?]

1
I.p = EmBzg =6.17 x 1073 [kg.m?]

Atendiendo a las restricciones que deben de cumplir las condiciones de prefalla, falla

y posfalla analizadas con anterioridad, los siguientes valores propuestos de las masas

12La polea y la barra seleccionadas para el SMR son parte del equipo de laboratorio que se emplean
en précticas de Estédtica, obviamente que su uso estd orientado para diferente propdsito al empleado
en este trabajo.
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para el sistema mecdnico cumplen con estas condiciones senaladas:
mo = 0.4641 [kg], my = 0.1 [kg], ma = 1 [kg], ms = 0.221 [kg]

Naturalmente que existe un nimero infinito de valores que cumplen esta restricciones,
pero la seleccion de estos valores proporciona la gran ventaja de que la medicién de
las variables de interés en este sistema, tales como desplazamientos tanto lineales como

angulares y los tiempos en que se realizan estos procesos, sea relativamente sencilla.

Teniendo en cuenta estos valores se calculan los valores de los siguientes parametros,

para los momentos de inercia

I = 4995 x 1072 [kg.m?], Lye = 2.923 x 1072 [kg.m?],
Iy

2.459 x 1072 [kg.m?), Iy = 2.680 x 1072 [kg.m?]
Y para las masas:
M = 0.2149 [kg], Mpe = 0.4359 [kg], M; = 0.9 [kg], M,s = 0.679 [kg]

Asi como el valor de

K,, = 0.8292 [N.m)|
Con los valores numéricos:

mo = 0.4641 [kg], m; = 0.1 [kg], ma =1 [kg], ms = 0.221 [kg]

m, = 1.484 [kg], mp = 0.386 [kg], r = 0.1 [m], {5 = 0.438|m], g = 9.81 [g]

Por 1ltimo, se procede a verificar que efectivamente cumplen con las condiciones res-

trictivas para las condiciones de prefalla, falla y posfalla.

a) Para la condicién de prefalla

De las desigualdades expesadas en (4.10)
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2(mg — mg — my)r
mo > Mg + My, (ms 0 ) <1y Myegr = constante > 0
mplp

Después de sustituir y efectuar calculos
1>0.5641, 0.5156 <1 0.4276 > 0

b) Para la condicién de falla

Con referencia a las desigualdades expresadas en (4.14)

Myegr > Ky, mor > myr + %mBlB
0.1 > 0.0945

c) Para la condicién de posfalla

Deberén cumplirse las dos condiciones dadas por (4.16) y (4.17)

Mpfg’/’ < Km y Mpf > Mpre
(mg —my —ma)r < smplp y ms < mg

0.679 < 0.0845 y 0.221 < 0.4641

Obtencién de los puntos de equilibrio y de los modelos matematicos
Al verificarse estas condiciones se procede a calcular los puntos de equilibrio para la

condicién de prefalla. Se tienen los siguientes valores numéricos

9 .
Estable : 61pre = sen~! [ (m = mq ml)r} = 0.5417 [rad]
mBlB
i 1 [2(mg —mo —mq)r
e inestable : 0y, =T — sen = 2.6 [rad]
mBlB
rad
en ambos €asos : Wipre = Wa_pre = 0 [—]

S
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Y para la condicién de posfalla

21y — My —
estable : 0,y = sen™! [ (ma = m mg)'/’} = 0.932 [rad]
mBlB
. 1 [2(mg —my —mg)r
e inestable : 6,y =71 — sen = 2.208 [rad]
mBlB
rad
en ambos casos : wipr = wopr =0 [T]

Al sustituir los valores numéricos de los pardmetros en los modelos mateméticos para
cada una de las condiciones senaladas, sus expresiones quedan determinadas de la

siguiente manera:

Para la condicién de prefalla

., con las CI (4.18)
do — 14,629 — 28.368senf) — 34.209B,,0 w(07) = wp

Para el proceso de falla

f=w 0(0%) = 0o
. ,conlas CT (4.19)
do _ 350033 — 32.722sen6 — 40.665B,,0 W(0) = wo

Y por tltimo para el proceso de posfalla

o -
L& = Ot,)=10
a =¥ , con las C' (f) !

& — 94.853 — 30.942send) — 37.312B,,0 w(t;) = wy

(4.20)

Para determinar el comportamiento dindmico del SMR es necesario resolver numérica-
mente de manera concatenada y acorde a los intervalo en el que se definen los procesos
de falla y de posfalla del sistema, tal como se analizé para el caso de la méquina sin-
crona. El bosquejo de la solucion, su andlisis e interpretacion sera el tépico a tratar en

el préximo capitulo.
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Capitulo 5

La estabilidad transitoria del SEP y del SMR

desde una perspectiva de los sistemas hamiltonianos

Cuando se omiten las pérdidas en la méquina sincrona ocasionadas por efectos mecéni-
cos y eléctricos, el andlisis de su estabilidad se simplifica considerablemente y uno de
los métodos cldsicos mediante los cuales se analiza este fenémeno es el método de las
areas iguales. El empleo de este método contiene implicitamente la idea conceptual de
un sistema dindmico al que también se le conoce como sistema hamiltoniano. En este
apartado se analizara el proceso de estabilidad de ambos sistemas desde la perspectiva

de un sistema hamiltoniano.

5.1 El modelo matematico del swing como un sistema

hamiltoniano

Como es sabido, la esencia del método de las dreas iguales para el andlisis de esta-
bilidad transitoria de la maquina sincrona estd basado en consideraciones energéticas
que resultan de relacionar la energfa potencial eléctrica y la energfa cinética rotacional
del conjunto turbina-rotor (Anderson, P.M. [1]). Estas consideraciones son necesarias
para determinar el dngulo critico de desconexiéon T' durante el inicio de la transiciéon
falla— posfalla, de tal manera que se garantice la estabilidad del sistema. El método
consiste simplemente en relacionar estas dos energias bajo ciertas condiciones asociadas
con la situacion fisica del disturbio. Después de establecer estas relaciones energéticas,

el modelo matemético se emplea mediante el auxilio de la interpretacion geométrica
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del concepto de drea como resultado del proceso de integrar la ecuacién diferencial del

swing. De allf el nombre de este popular método.

Si el modelo matemético del SEP se considera como un sistema dindmico sin pérdidas,
entonces puede analizarse bajo el esquema de la teoria de los sistemas hamiltonianos
(Hale and Kogak [10]). Esta teorfa estd relacionada intimamente con la dindmica de
Lagrange (Meisel, Jerome [13] ) y su aplicacién ademds de facilitar considerablemente el
andlisis matemaético arroja resultados de amplio alcance. A continuacién, se procederd

a desarrollar el andlisis de la estabilidad del SEP y posteriormente el del SMR.

5.2 El método de las areas iguales como un caso particular de

la aplicacién de la funcién hamiltoniana

Con los elementos matemaéticos de un sistema hamiltoniano es posible fundamentar el
método de las dreas iguales para determinar la estabilidad transitoria del SEP. Con el
fin de lograr este propdsito se procedera a efectuar este estudio a partir de los modelos
graficos de las potencias eléctricas que se tienen en cada uno de los procesos de prefalla,

falla, posfalla y de la potencia mecédnica suministrada por la turbina.

Sean P, = Kpesend, Py = Kysend, Py = Kyrsend y P, = cte; las potencias que
intervienen en cada uno de estos procesos con K. > K, > K. Al tener en cuenta la
magnitud de estos pardmetros se tiene el siguiente bosquejo tradicional de superposicién

de graficas que se emplean en este método (Del Toro, Vincent [5]). La interseccién de las

Kpre
M

Kps
M

grificas de las funciones sinusoidales send'y send con la constante Pﬁm determina
los dngulos de los estados de equilibrio del sistema. A continuacién y mediante el
auxilio de la figura 5.1 se procederd a evaluar la funcién hamiltoniana en cada una de

las bifurcaciones prefalla — falla y falla — posfalla que determinan el proceso de la
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falla trifdsica.

ol —— =
:
(=%}

2pf O2pre T

Figura 5.1

Curvas de potencia para los diferentes estados

de prefalla, falla y posfalla.

De la ecuacion correspondiente al hamiltoniano

H(b,w) = %wQ + %[K(COS 8o — €08 6) + P69 — 9)]

La cual puede obtenerse a partir del modelo dindmico de la mdquina sincrona se tiene

que, al evaluar esta ecuacion en la posicion de equilibrio de prefalla con las siguientes

condiciones
H(éa w)‘ 6=01pre — H (51pre:w1pre) con K = Kprea 50 - 07 0= 51pre Y Wipre = 0
W=W1ipre
1 K, . P
H(élpreawlpre) = §w?pre + ]\Z (1 — COS 61p7'e) - Mélpre

Conviene identificar los términos de las energfas cinética y potencial en este estado

pre P

1
EC(wipre) = §wfp,re y EP(O1pre) = i (1 — cos b1pre) — M(‘Slpre
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El drea bajo la curva en el intervalo 0 < 6 < 41, es el resultado de la integral definida

1 O1pre P K re
Ay = i /0 (P — Kppe cos 0)db = M(Slpre + ﬁ(COS O1pre — 1)

Resultado que corresponde a la energia potencial en el punto de equilibrio estable de

prefalla, pero con signo menos
EP(élp,«e) = _AO

Con relacién a la figura 1.5, la energia potencial en este punto de equilibrio tiene una

interpretacién muy importante.

La energia potencial en el punto de equilibrio de prefalla corresponde al
valor del drea bajo la curva definida en el intervalo 0 < 6 < 61pre con el

51gno neqgativo

Dado que wipre = 0, lo cual implica que EC (wpre) = 0, el hamiltoniano en la posicién

de equilibrio del estado de prefalla tiene el valor
H(élpre:wlpre) - _AO (51)

Después del fallo cuando se tiene la bifurcacién prefalla — falla el angulo 6 crece al
igual que la velocidad angular w, por lo que el sistema de proteccién debe desconectar
la linea colapsada antes de que la maquina quede fuera de sincronismo, es decir, antes
de que el dngulo 6 tenga un valor més alld del valor de umbral 6. denominado dngulo
critico de desconexién a fin de garantizar la estabilidad del sistema. En esta posicion,
que es el inicio de la transicién falla — posfalla, se tiene que al evaluar la funcién
hamiltoniana

H(b.,w.) = EC(w.) + EP(6.) (5.2)

La expresién

EC(w.) = %wQ

C

78



Es la energia cinética en el dngulo critico de desconexion, y al tomar en cuenta el

intervalo 0 < § < 6. de la gréfica de la figura 5.1 se tiene

51p're 56
EP(6.) = i [/0 (P — Kpre cos 6)db + /5 (P — Ky cos 5)d6]

1lpre

Expresion que determina la energfa potencial acumulada en los intervalos 0 < 6 < 61pre
Y O1pre < 6 < O, los cuales corresponden a los estados de prefalla y falla respectiva-
mente. De manera similar a como se interpreté geométricamente EP(61,,) se tiene la
ecuacion

EP(&C) - _AO - Al

Por lo que la funcién hamiltoniana dada por (5.2) queda

H((Sc,wc) = %wQ — AO — Al (53)

C

Después de desconectar la linea en la condicién de estabilidad limite se debe esperar
que el sistema opere en condiciones estables criticas alrededor del punto de equilibrio
estable de la condicién de posfalla, 61,5 (wipr = 0), tal como lo muestran las figuras

2.15 y 2.17 correspondientes al capitulo 2, las cuales se repiten a continuacién

w [rad/s]

Kptsend ‘\\
M .

P .
Bl P o seisicass e :
,V,,' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 6
61p\‘ 62pf Vs
Figura 5.2 Figura 5.3
Puntos de equilibrios de posfalla d1pf y 01pf Oscilacion alrededor de 01y

79



El dangulo ¢ oscilard muy cerca de la trayectoria umbral que define la regiéon cerrada
de médxima estabilidad, tambien denominada trayectoria homoclinica o trayectoria de
union punto silla-centro, a esta oscilaciéon se le conoce como el mdzrimo swing de es-
tabilidad en la méquina sincrona. Asf pues, muy cerca ' de la posicién de equilibrio

inestable 65, la evaluacién del hamiltoniano esta dada por la ecuacién

H(62pf,wapy) = EC(waps) + EP(62p5) (5.4)

En este punto de equilibrio, debe verificarse que

EC(wgpf) =0

La energfa potencial acumulada en el intervalo 0 < § < 09, corresponderd a la suma
de las energfas potenciales de los tres intervalos 0 < 6 < Oipre, O1pre < 6 < 60y

0. < 6 < bgyf cuya interpretacién geométrica estd dada por la ecuacién

EP((Spr> - _A() - A1 - A2

Al sustituir las ecuaciones de EC(wapf) v EP(d9y¢) en (5.4)

H((Spr,Wpr) = _A() - Al - A2 (55)

Por el Principio de la Conservacién de la Energia, las ecuaciones (5.1), (5.3) y (5.5)

deben cumplir

H(61pre;wipre) = H(be,we) = H(b2py, waps) = C (5.6)

! Muy cerca en lugar de en este punto ya que para alcanzar este estado la solucién del sistema bajo
este supuesto requiere que t — o0.
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Al considerar la primera igualdad de (5.6)

H<61pre; Wlpre) = H(éc, wc)
_AO - _w2 - A(] — Al

Se tiene

0= —w2 - A1 (57)

Al considerar la segunda igualdad de (5.6)

H(be,we) = H(b2pf,waps)

%wg—Ao—Az = —Ag— A — A
De donde
%wi = —A, (5.8)
De (5.7) y (5.8)
A+ A4,=0 (5.9)

Resultado que concuerda con la interpretacién geométrica del método de las areas

iguales, cuya interpretacion fisica puede establecerse de la manera siguiente.

Con relacién a la figura 5.1, al obtener por medio de integracién lo que se senala en la

ecuacién (5.9)
€
M

De manera equivalente

be dops

/ (P — Kysend)dd + / (P — Kppsendg)dd| =0
61pre 6C

EP(8.) — EP(81pre) + [EP(8357) — EP(8.)] = 0 (5.10)

H(8,w) = EC(w) + EP(§) = C

81



La cual debe cumplirse para cualquier estado del sistema. Al expresar las energias

potenciales en funcién de las energfas cinéticas

EP(S.) = C— EC(w.), EP(81pre) = C — EC(wipre)
EP(655) = C — EC(wapy) y EP(8.) = C — EC(w,)

Y sustituir estas expresiones en (5.10) se tiene
C — EC(w.) — C+ EC(wipre) + C — EC(wapy) —C+ EC(w:) =0
Después de simplificar
BC(@ipre) — EClw) + BC(,) — EC(8355) = 0
Y al definir
AECy = EC(w) — EC(wnne) ¥ AECypy = EC(wapy) — EC(we)

Se tiene

AECf + AECpf =0 (5.11)

La interpretacion fisica de la ecuacién anterior es la siguiente

El resultado de la variacion de la energia cinética del rotor durante el in-
tervalo de falla en adicion con su variacion de la energia potencial durante
el intervalo de posfalla, debe ser cero; o de otra forma, el drea definida en
el intervalo 61pre < 6 < 6. debe ser igual al negativo del drea definida en el

intervalo 6. < 6 < bgpf

La situacién fisica relevante que hay que senalar con relacién al resultado de (5.11) es

que durante el intervalo de falla, la variacién de la energfa cinetica del rotor debe ser
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positiva. Este resultado es obvio en virtud de que EC(w.) > EC(wipre) = 0, lo que
significa que el rotor incrementa su rapidez angular. En cambio, durante el proceso de
posfalla se tiene que EC(wqyr) = 0 < EC(w,) lo cual significa que, inmediatamente
después de que ocurre la desconexion en la linea durante la etapa de posfalla, la rapidez
angular del rotor decrece, de aqui que sea necesario equilibrar estos dos procesos para

garantizar la estabilidad.

También es posible aplicar la funcién hamiltoniana para determinar el dngulo critico
de desconexion d. que garantiza la estabilidad del sistema, asf como la rapidez angular
w,. para esta posicion angular, entre otros resultados tales como el valor de la amplitud
del swing al operar el sistema en esta trayectoria de estados. Los resultados que se

obtienen son los siguientes:
Angulo critico 6.

P(62pf — b1pre) + K €08 O1pre — Kpp OS bapy
(Kf - Kpf)

cos b, = (5.12)

Al conocer los valores de Ky, K, y los dngulos de equilibrio 61pre ¥ 62,5 se puede
conocer el dngulo critico o..

Obtencién de la rapidez angular del swing w = §

We = \/% [P(6c — 61pre) + K f(cos b, — cos d1pre )]

Amplitud Aé del swing
Al desarrollar y resolver la ecuacién trascendental H(6.,w.) = H(6,ws) = C en el
intervalo 0 < 6 < é5,¢, se obtienen las raices para los valores de 61 = Omin ¥ 62 = Omax-
Con estos valores se tiene que la amplitud de la oscilaciéon del swing en el intervalo
Omin < 0 < Opmae, €s tal que

Ab = bmaz — Omin
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5.3 La funcién hamiltoniana para el sistema mecdnico anilogo

También es posible obtener la funcién hamiltoniana para SMR.

1 1
H(f,w) = §w2 + f[Km(cos 0o — cosB) + M,,gr(0y — 6)] (5.13)

Como puede observarse estas expresiones tienen una correspondencia analégica formal

con la funcién hamiltoniana del SEP expresada por

1 1
H(b,w) = §w2 + M[K(cos 8o — cos6) + P (60 — 0)]

A continuacion se procederd a obtener el dngulo critico de conexién 6.,,, la velocidad
angular en esta posicién y la amplitud méaxima del swing para el SMR mediante la

aplicacion de esta ecuacién.

Obtencién del angulo critico de conexién 6., y de su velocidad angular

La determinacién del angulo critico de conexién 6., de la masa ms del sistema mecédnico
se puede obtener aplicando la funcién de Hamilton al igual que en el caso del SEP.
Simplemente se evalia esta ecuacién en los puntos de interés correspondientes a donde
suceden las dos transiciones prefalla-falla y falla-posfalla en el punto de equilibrio

mecdnico inestable del estado de posfalla, es decir cuando 0 = 05,5 y Wipre = 0.
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Con relacién a la figura 5.4

© Ope O Dy bt 0

Figura 5.4

Curvas de aceleracion angular

Mpre

Em senb y T gr- Los puntos de

Donde se muestran las gréficas de las funciones 7
pre

equilibrio mecdnico para estos estados son

o —1 | 2(me2—mo—m1)r o - —1 | 2(ma—mo—ma)r
X R O1pre = SN [—mBlB < N Oopre = T — sen™! | ST
mlpre — y m2pre -
Wipre = 0 Wopre = 0
1 [2(mo—mi1— _1 [2(ma—mi—
O1pf = sen ! | 2lma—mims)r Oops = T — sen ! | Ama—mims)r
X A p mplp X ay P mplp
my,r = Yy AMgpre =
Wipf = 0 Wopf = 0

Donde Xmy,.. y Xmj,s son puntos de equilibrio estables, mientras que Xmyp,.. y
Xmy,,. inestables. Al aplicar la ecuacién (??) en el punto de equilibrio mecénico de

prefalla

H(elprwwpre) = Ec(wp?"e) + EP(glpT@)
1

H(elpreawpre) = 0 + [Km(l — COS elpre) + Mpreg'r(o - elpre)]

Ipre
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Aligual que en el SEP, la energia potencial en este punto de equilibrio tiene la siguiente

interpretacién geométrica

1 elpre
EP(O1pre) = ; /0 [Kysent — My.gr|d
pre
1
EPO1pre) = 7= (K (cos brpre — 1) + Mpregr(Gipre)] = —Ax
pre

La energfa potencial en el punto de equilibrio de prefalla es igual al negativo del drea

A, dividida entre el término ., por lo que la funcién de Hamilton en este punto
queda definida por la ecuacién

H (O 1pre, wpre) = —A4 (5.14)

Del mismo modo, después de que se produce la falla mecdnica, al evaluar el hamilto-

niano en el dngulo critico 6., se tiene

H(ecm7wcm) = EC(wcm) + EP(QCTH)

1
H(ecm7 wcm) = _WZ - Al - AZ

5.15
2 cm ( )

Como se podrd observar en la figura 5.4 la energia potencial en este punto corresponde

a la energfa acumulada durante el intervalo 0 < 6 < 6,,.

En el punto de equilibrio mecédnico estable de posfalla se tiene

H(01pf,wipr) = EC(wipy) + EP(01,5)

en este punto de equilibrio la rapidez angular debe ser nula, por lo que EC(wq,f) =0

y la energia potencial en este punto, corresponde a la energia acumulada durante el

intervalo 0 < 0 < 01,5, es decir EPy,; = —A; — Ay — As, de esta forma

H(O1pp,wipr) = —A1 — Ay — Ay (5.16)
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Por 1ltimo, en el punto de equilibrio mecédnico inestable de posfalla se tiene
H (02, waps) = EC(waps) + EP(62p1)

Por ser un punto de equilibrio se debe cumplir que EC(ws,r) = 0y la energfa potencial

en este punto es la energfa acumulada durante el intervalo 0 < 6 < 0y,¢
EPyy=—A; — Ay — Ajp — A3

De esta forma

H(Oopr, wapp) = —A1 — Ap — A1z — As (5.17)

De las ecuaciones (5.14) y (5.17) se tiene por el Principio de la Conservacién de la
Energia

H(01pre, Wpre) = H(Oopp, wopy)
—A2 — A12 — Ag =0 (518)

El desarrollo de cada uno de estos términos es el siguiente

K, M
—Ay = —(cosbipre — cOS8bem,) + —ng (O1pre — Ocm)

Iy Iy
K, M
—Ay = —(cosbem — cosby,yy) + —png (Oem — O1py)
Ipy Ipy
Ay = Bm _ s _
A = (cosbipp — cosbapr) + gr (O1p5 — O2pf)
Ipy Ipy

Después de sustituir Az, Ao y As en (5.18) y simplificar

1 1
I (K €08 O1pre + Mpgroipre) — I, (K cos Oopr + Myrgriayy) +
p.
M, M 1 1
( pf _ _f) Gr8m + (— — —) K,,co80., =0
Ly Iy Ly Iy

Las expresiones que contienen pardametros conocidos se pueden definir de la siguiente
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manera

1 1
T, & I (K €08 O1pre + Mygroipee) — I, (Em cos app + Mprgrapy)
P
M. M
T, & <—pf - —f) gr
Ly 1y
Ty L <L — i) K
Iy Iy

Luego la ecuaciéon queda

T1 + Tgecm + T3 COS Hcm =0

Ecuacién trascendental de donde puede obtenerse el valor del angulo critico 6., de la
polea. Con el valor del éngulo critico 6., se puede obtener la expresién para calcular

la velocidad angular critica wey,, de (5.14) y (5.15) se tiene

H(01pre, Wpre) = H(Oap5, wapy)

2K, 2M
Wem = (cos b — oS O1pre) + =7 gr (Ocm — O1pre)
If If

También se puede obtener la amplitud del swing mecénico, conociendo los valores del

dngulo 0 para la cual se tiene w = 0. Al evaluar

1
H(90m7 wcm) = §wzm - Al - A2

H(0,0) = —A; — Ay — Ags — As

H(6,0) se evaltia en un angulo # comprendido en el intervalo 61, < 6 < 63,7 donde
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w = 0, al establecer la igualdad

H(Om,wem) = H(0,0)
L,

§wcm = —A23—A3

1 m M,

—ws, = — (cosby, —cosbiyr) + 2L g1 (O — O1pf) +

2 pf Ipy

m M,

™ (cos By — cos ) + =2
pf Lpf

aaalls

gr (61pr — 0)
Después de agrupar

K M 1 K,, M
<— cos 0.y + —pfgrecm — —wgm) — ——cosf — —pfgre =0
Ipf Ipf 2 Ipf Ipf

Al resolver esta ecuacién trascendental se tienen dos valores para #, uno maximo 6.

y otro minimo #,,;,. Con estos dos valores se obtiene la amplitud del swing
A = emax - emin
En resumen, los modelos matematicos vistos en este capitulo sirven para determinar:

1) Puntos de equilibrio de prefalla mecdnica
2) Puntos de equilibrio de posfalla mecanica
3
4

Angulo critico de conexién de la masa mg
Velocidad angular en el dngulo critico de conexién de la masa mg

5) Angulos donde la rapidez angular es nula para determinar el swing maximo

)
)
)
)
)
)

6) Velocidades angulares méximas y los respectivos dngulos donde ocurren
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Capitulo 6

La simulacién por computadora del SEP y del SMR
analégico

En el Capitulo 2 se introdujeron algunas ideas bésicas desde un punto de vista cua-

litativo acerca de la estabilidad del SEP bajo condiciones de una falla trifasica. Se
obtuvieron las gréaficas de las trayectorias y sus campos de direcciones a partir de
la solucién de su modelo matemadtico no lineal. En este apartado se continuard con
el andlisis del mismo fenémeno, pero ahora las soluciones numéricas de los modelos
matemdticos se empleardn para darle interpretaciones cuantitativas a este fenémeno y

realizar un mapeo, a partir de las representaciones gréficas, de la estructura analégica

del SMR y del SEP.
6.1 La solucién de la ecuacién del swing del SEP por medio
de simulacién analégica

Para realizar la solucién numeérica del sistema no lineal de ecuaciones diferenciales del

swing de la maquina sincrona

= =w

do — L (P, — Ksené — Bw)
Se empleard un programa de simulacién realizado en Matlab/Simulink.

La salida del programa consiste en determinar la solucién durante los procesos de falla

y posfalla por medio de la generacién de tres vectores. El primer vector contiene a la
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variable independiente t, y los otros dos las variables de estado 6 y w. A partir de estos
vectores se generan las graficas y se obtienen los valores numéricos de ciertas cantidades
fisicas que son indispensables para poder analizar este fenémeno. Los pardmetros que

se empleardn para realizar este proceso son los siguientes 1.

P, =115 [pu], H =3 [s], K; = 0.975 [pu], K,y = 1.5606 [pu|, E; = 1.3 [pul,

M = WFJ{E =159 x 1072 [s%], V =1 [pu], B = 0.01 [s]

El andlisis y la interpretacién de la solucién numérica de las ecuaciones se realizard

para dos casos, primeramente para B = 0.01 y después para B = 0.

Caso 1: Solucién de la ecuacién del swing para el SEP cuando B = 0.01

La figura 6.1 muestra las caracteristicas de ¢ y w del swing en funcién del tiempo en
la trayectoria limite de estabilidad. Después de que ocurre la falla en t = 0 se puede
observar al final del intervalo 0% < ¢ < T el comportamiento del dngulo § del swing
tiende a la posicién de equilibrio del estado de posfalla. Del listado del programa
se tienen los siguientes resultados. Tiempo médximo de libramiento de la falla para

condicién de estabilidad T' = t, = 0.24 [s], para este instante se tiene: Angulo del

rad
s

swing 6(t.) = 1.44 [rad], velocidad angular del swing w(t.) = 5.94 [*2¢]. En el instante
t = 0.61 [s] ocurre el valor méximo del swing dma, = 2.25 [rad] y su velocidad vale
w=0.70 [%i], el estado para estas variables se encuentra en el limite de la trayectoria
de estabilidad, muy cercano al punto silla del sistema donde se encuentra el punto de

equilibrio inestable de posfalla

bopr = 2.31 |rad
Xegpf _ 2pf [ ]

Wopf = 0
Las propiedades para 6 y w del swing en la trayectoria inestable se muestran en la figura
6.2. Después del periodo del transitorio de falla, cuando ¢ > ¢, su comportamiento

crece indefinidamente, en el instante ¢ = 1.18 [s] > t. el dngulo del swing vale 6 = 7

Valores tomados del ejemplo numérico de la referencia Bergen, Arthur R [3]
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[rad] y la velocidad angular en este mismo instante es de w = 7.35 ["24].

ofradis] !

0 L r
; T
Figura 6.1 0 0.2 04 0.6 0.8 .

Swing estable para el SEP Figura 6.2

en la trayectoria limite de estabilidad Swing inestable para el SEP

10 :
| ®[rad/5] ! : 3"/
6 A
. 6
6 22 2 ; 4
R ! / 2
SR\ N S o
20 AR
ol LN L ) s N o :
TR T 4
ol A §fé/ s/ ¥ 6
- H 5
RN T |
ad N S [rad]
0o 05 1 15 2 25 3
Figura 6.3 Figura 6.4
Plano de fase para el SEP Trayectoria de estados 3D para el SEP

En la figura 6.3 se muestra el plano de fase para tres trayectorias de interés, la trayec-
toria A — 2 — 3 que contiene los estados de estabilidad asintdtica cuando el tiempo
de desconexion en la linea es t < T'; la trayectoria estable A — 2/ — 3’ para el tiempo
limite de desconexién t. = T' = 0.24 [s] y la trayectoria inestable A — 2" — 3" para
un tiempo ¢t > t. = 0.24 [s]. El punto A es el punto de equilibrio de prefalla mientras

que B y C corresponden a los puntos de equilibrio estable e inestable en condiciones
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de posfalla.

La figura 6.4 muestra la gréfica del espacio de estados en el limite de operacién estable,
los segmentos de rectas que determinan los puntos AA’ y BB’ determinan los lugares
geométricos de soluciéon constante que definen los puntos de equilibrios estables de
prefalla y posfalla, respectivamente. FEn el instante ¢ = 0 inicia el proceso de falla
en el punto A, posteriormente para t > t. la trayectoria de estados gira en forma
de espiral decreciente en torno a la linea BB’, acercdndose a élla conforme ¢ — oo.
Este comportamiento geométrico de la trayectoria de estados tridimensional ilustra el

concepto de estabilidad asintdtica que tiene el sistema.

Caso 2: Solucién de la ecuacién del swing para el SEP cuando B =0

25 Slracis] ) Py PR 3[Slradis] _— P A
o NN N 2
/ A B W A S S A /
1Lf / 0 VR 0 T W } ‘
L AVARRE BV R VA BTSN . T tis
0T 1 2 3 4 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
@ [radrs] ~ ~ A B0 Grads]
5 A [\ i 8 - d
0 \\ I/ \\ I/ 1/ ! :
o\ LN\ L
J \Y \V t[sw 0 T . tfs]
0T 1 2 3 4 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 6.5 Figura 6.6
Swing estable para el SEP Swing inestable para el SEP

El comportamiento del dngulo y de la velocidad angular del swing se muestran en
la figura 6.5. Después del periodo de falla estas propiedades presentan oscilaciones
sostenidas en virtud de no existir pérdidas. Algunos resultados relevantes son los si-

guientes. Tiempo maximo de libramiento de la falla 7' = t. = 0.21 [s], para este instante
se tienen los siguientes valores: Angulo del swing 6(t.) = 1.31 [rad] y su velocidad

angular w(t.) = 6.10[%%¢]. Otros resultados numéricos importantes son los siguientes:

d
]

Angulos méximo y minimo del swing 6,4, (t = 0.6) = 2.19 [rad], Smin (t = 1.22) = 0.046
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[rad], amplitud del swing Ad = sz — Omin = 2.15 [rad]; velocidades angulares méxima

y minima wing, (¢t = 1.39) = 7.05 "], Wy (¢ = 1.05) = —7.05 [224].

Para un tiempo estimado de libramiento de la falla de ¢t = 0.217 [s] > T, el sistema
presenta inestabilidad como lo muestra la figura 6.6. Cuando t = 0.674 [s] se tiene el
valor minimo de la velocidad angular w = 0.49 [rad/s] y el dngulo vale § = 2.31 [rad],
en este instante el estado estd lo mds cercano al punto silla del sistema, es decir el
punto de equilibrio de posfalla inestable

Oopf = 2.31 |rad

Xey,s = 2pf [rad]

Wopf = 0

En el instante t = 1.069 [s] el dngulo del swing es 6 = 7 [rad] y la velocidad angular

tiene un valor de w = 8.6 [*24]

La figura 6.7 muestra el plano de fase para tres trayectorias. La trayectoria estable
A — 2 — 3 para cualquier instante t < T'. La trayectoria A — 2’ — 3’ correspondiente
al limite de estabilidad, cuando la desconexién de la falla se realiza para tiempos
posteriores a t. = T" = 0.21[s] y la trayectoria inestable A — 2” — 3" cuando la
desconexioén se realiza para t > T = 0.217[s].

La gréfica del diagrama de estados tridimensional, cuando el sistema opera en el limite
de estabilidad, se muestra en la figura 6.8. La secuencia de estos estados sucede cuando
la linea se desconecta en T' = t. = 0.21[s]. Los segmentos de rectas que que unen los
puntos AA" y BB’ corresponden a los lugares geométricos de solucién constante que
definen los puntos de equilibrios estables de prefalla y posfalla, respectivamente. En
t = 0 inicia el proceso de falla en el punto A, y al transcurrir el tiempo la trayectoria
de estados gira en torno a la linea BB’, en este caso la trayectoria de estados no tiene
el comportamiento asintético del caso anterior, pues la trayectoria no tiende a la linea
BB’ conforme t — oo. Esta situacién geométrica ilustra la ausencia de estabilidad

asintdtica, sin embargo el sistema serd estable en el sentido menos estricto que impone
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la definicién convencional.

"o fradis]] 4
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Figura 6.7 Figura 6.8
Plano de fase: dos trayectorias estables Diagrama de estados 3D en la region
y una inestable para el SEP umbral de estabilidad para el SEP

6.2 La solucién de la ecuacién del swing para el SMR por

medio de simulacién analégica

Al igual que en el SEP la solucién numérica del sistema no lineal de ecuacién diferen-

ciales para el SMR

do
dt

% = % (M,,gr — K,,senf — B,,w)

S

Se resuelve con un programa de Matlab/Simulink.
Los valores numéricos de las masas y las dimensiones geométricas de la polea y la barra

que se emplean en este programa son los que corresponden al diseno efectuado en el

subcapitulo 4.3.

my = 0.1 [kg|, mg =1 [kg], ms = 0.221 [kg], m, = 1.484 [kg], mp = 0.386 [kg]
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r=0.1[m], lzp=0.438 [m]

Tomando en cuenta la definicién de los siguientes pardmetros

1
Mf = Mo — My, Km = émBng (S [f = i’lnp’l“2 + EmBl?g + (m1 +m2)7‘2
2 1 2 2
Mys =mo—my —mg e Iy = SUC + EmBlB + (my +me +mg)r

Se tienen los siguientes resultados numeéricos

My = 0.9 [kg], My; = 0.679 [kg], K,, = 0.8292 [N.m]

1 1
I, = 5m][,rz =742 %1073 [kg.m?], I.p = Emszg =6.17 x 1072 [kg.m?|

I} =2.459 x 1072 [kg.m?), I,y = 2.680 x 1072 [kg.m?]

Al sustituir estos valores en el sistema de ecuaciones diferenciales y realizar la simu-

lacién se tienen los siguientes resultados.

Caso 1: Solucién de la ecuacién del swing mecdnico cuando B = 0.02
Las caracteristicas cinemadticas del swing mecdnico de la polea en funcién del tiempo

se muestran en la figura 6.9.

Después de que ocurre la falla mecdnica al final del perfodo 0 < ¢t < T,,, el com-
portamiento del swing tiende al punto de equilibrio de posfalla 61,y = 0.932[rad] y

wips = 0. Del listado del programa se tienen los siguientes resultados.
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Tiempo méximo de acoplo de la masa mj3 al sistema T,, = to, = 0.32 [s], para este
instante se tienen los siguientes valores: Angulo méximo del swing mecdnico O(tem) =
1.24 [rad], velocidad del swing w(tq,) = 3.35 [*4], amplitud méxima del swing 0,4, =
2.24 [rad] en t = 1.02 [s]. La figura 6.10 muestra el swing mecdnico inestable de
la polea para instantes t > 0.36 [s], se puede observar que después del periodo del
transitorio de falla mecédnica, cuando la masa mgs se incorpora al sistema en T,, =
0.36 [s], el comportamiento del dangulo y de la velocidad angular de la polea crecen
indefinidamente. Por ejemplo, para ¢t = 1.77 [s] el dngulo de la polea ha dado media

vuelta, y la velocidad angular tiene el valor de w(1.77) = 4.39 [*4].

En la figura 6.11 se muestra el plano de fase para tres trayectorias. La trayectoria
estable A — B — (C cuando el acoplo de la masa ms se efectia en t., < T,,, la
trayectoria limite de estabilidad A — B’ — C’ cuando el tiempo de acoplo t., = T, =
0.32 [s] y la trayectoria inestable A — B” — C" para un tiempo t > t.,, cercano a

T, = 0.32 [s)].
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Plano de fase para el SMR Trayectoria de estados 3D para el SMR

La gréafica de la figura 6.12 muestra la trayectoria de estados tridimensional del SMR,
el proceso de falla inicia en ¢ = 0 en el punto de equilibrio A de prefalla mecénica, en
este instante se verifica la transicién mecdnica prefalla-falla y la trayectoria que une a
los puntos A y ', determina el movimiento de los estados del sistema mecénico durante
este proceso; posteriormente, cuando se acopla la masa mg al sistema mecdnico en el
tiempo critico T}, = tem = 0.32 [s] se inicia el proceso mecdnico falla-posfalla. Se puede
observar que el lugar geométrico de los estados gira a modo de espiral decreciente en
torno al segmento de recta BB’ acercandose a élla conforme ¢ — oo, esta situacién
geométrica del comportamiento de la trayectoria de estados tridimensional ilustra el
concepto de estabilidad asintética que tiene el SMR. Los segmentos de rectas AA’
y BB’ corresponden a los lugares geométricos de solucién constante que definen los
puntos de equilibrios estables de prefalla mecanica 601,,. = 0.54 [rad] y wipre =0, y de

posfalla mecdnica 60y, = 0.93 [rad] y wi_pr = 0, respectivamente.

Caso 2: Ecuacién del swing cuando B =0

El comportamiento estable del swing del sistema mecdnico se muestra en la figura
6.13, después de que transcurre el periodo de falla mecdnica y se acopla la masa mg3
en el tiempo critico T,,, las propiedades cinemdticas del sistema mecdnico presentan

oscilaciones sostenidas en virtud de no existir pérdidas. Del listado del programa de
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simulacion se tienen los siguientes resultados.

Tiempo méaximo de acoplamiento de la masa mgs, T, = te, = 0.214 [s]. Para este
instante se tienen los valores de las siguientes variables: Angulo del swing mecénico
O(tem) = 0.91 [rad], velocidad angular de la polea w(tcm) = 3.17 [rad/s]. Otros resulta-
dos son los siguientes, valores méximo y minimo del angulo del swing 6,,4.(t = 0.6) =
2.19[rad] y 6min(t = 1.223) = 0.046[rad], amplitud del swing Ad = Omar — Omin = 2.151
[rad]. El sistema presenta inestabilidad para ¢t > T, por ejemplo para un tiempo
de libramiento de la falla de t = 0.22[s] se presenta inestabilidad como lo muestra la
figura 6.14. En el supuesto de que el proceso de inestabilidad se mantuviera, la polea

habria girado media vuelta con una velocidad angular de 4.63 [rad/s] para el instante

t =157 [s].
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Figura 6.13 Figura 6.14
Swing estable para el SMR Estado de inestabilidad para el SMR

El plano de fase para tres trayectorias de interés se muestra en figura 6.15. La trayec-
toria estable A — B — C para cualquier instante ¢t < T,, = 0.21 [s] de acoplamiento
de la masa mg al sistema; la trayectoria de estabilidad critica A — B’ — C’, cuando
el acoplo de la masa mj3 se efectia en el instante estimado t.,, = T,, = 0.21 [s] y la
trayectoria inestable A — B” — C” cuando el acoplo de la masa ms se efectia en

t=0.23[s] > Tp.
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La figura 6.16 muestra la gréfica de la trayectoria de estabilidad critica cuando la masa
mg se acopla al sistema en T}, = t.,, = 0.21 [s]. Como ya se explicé, las lineas rectas que
determinan los puntos AA" y BB’ corresponden a los lugares geométricos de solucién
constante que definen los puntos de equilibrios mecdnicos estables de prefalla y posfalla.
En t = 0 inicia el proceso de falla mecdnica en el punto A y al transcurrir el tiempo
la trayectoria de estados gira en torno a la linea BB’, pero en este caso la trayectoria
de estados no tiene el comportamiento asintético del caso anterior cuando B = 0.02,
pues no se acerca a esta linea conforme ¢ — oo. Esta situaciéon geométrica ilustra la
ausencia de estabilidad asintdtica del sistema mecdnico, sin embargo el sistema serd

estable en el sentido menos estricto.
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Figura 6.15 Figura 6.16
Plano de fase para el SMIR Trayectoria de estados 3D para el SMR

A continuacién, se ilustra el mapeo de los modelos grificos del SMR y del SEP.
Las graficas de la izquierda corresponden al SMR y las de la derecha al del SEP,
el comportamiento cualitativo de las variables de estados que se muestran en estas
grificas sustentan la analogfa establecida en ambos sistemas. Recordar que el simbolo

=—> debe leerse: es como.
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Capitulo 7

El hamiltoniano del SMR, sintesis y resultados

El an4lisis de la estabilidad para el SMR a partir de la funcién hamiltoniana es par-
ticularmente importante, ya que este modelo matemaético incorpora consideraciones
energéticas en términos de las variables de estado 6 y w, las cuales son necesarias para
estudiar el fenémeno de estabilidad. En este capitulo se analizard esta misma funcién

pero relaciondndola con la variable temporal ¢.

7.1 El comportamiento del hamiltoniano en el SMR durante

los procesos de falla y posfalla

En el capitulo 5 se analizé las aplicaciones del modelo matemético de la funcién H (6, w)
relaciondndola con el concepto de estabilidad. En este apartado se analizarédn algunos
resultados asociados con las componentes de esta funcién de energia después de que
ocurre el proceso de falla, teniendo como base los resultados numéricos de los procesos

de simulacién realizados en Mathematica y Matlab/Simulink.

En los procesos de simulacién descritos en el capitulo anterior se obtuvieron los vectores
correspondientes a las variables de estado 6 y w en funcién del tiempo. A continuacion,
se procederd a realizar los modelos graficos de la energfa cinética y de la energfa poten-
cial a partir de estas variables de estado con el fin de realizar el mapeo de la estructura

analégica que guardan entre sf los sistemas mecdnico y eléctrico.

Como ya se explicé, el proceso de falla mecédnica se presenta en el instante de deconectar

la masa my del SMR y después de transcurrir un intervalo razonable, debe acoplarse
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la masa m3 lo més rdpidamente al sistema con el fin de que regrese al nuevo punto de
equilibrio estable de posfalla Xm;,; = (61,7,0). Al evaluar el hamiltoniano durante el

proceso de falla

Hf(@,bd) = ECf(¢9> + EPf<¢9>

Para un dngulo 6 comprendido en el intervalo 01, < 6 < 8, ! se tienen las siguientes

expresiones de la energia cinética y potencial, en términos de 6

K,, M
EC;(8) = (I_f) (cos @ — cos Orpre) + I—ffgr (0 = O1pre) s Orpre <0 <O, (7.1)

K 1 1 M M K M
EP;(0) = m—i—(—— )Km0039 Te—i—(—f—ﬂ) 01pre — —2 cos 0 — —L gr
i) Tpre  \Iy  Ipre v Iy Lpre 9o Iy If(jQ)

Del mismo modo al evaluar el hamiltoniano durante el proceso de posfalla
Hpp(0,w) = ECps(0) + EPps(0)

Para un dngulo 6 comprendido en el intervalo 8., < 6 < 0,f, se tienen las expresiones

de las energfas cinética y potencial

K, M
EC,¢(0) = <—> (cos@ — cosb,r) + 2L 41 (cos 6 — O1p5) (7.3)
Lpy Lpy

K 11 My My,
EPy(0) = —— + ( ) Ko €08 O1pre + (—f — =L ) GrO1pret

Ipre I_f a Ipre If Ipre
1 1 M. M K, M
(— — —) K,,cosl.,, + < pf _ —f> gr0e, — —— cosf — —pfg'r@ (7.4)
Iy 1y Ly Iy Ipy Ipy

Ahora bien, en el capitulo anterior se analizé la solucién numérica del sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales del SMR y se obtuvieron los vectores de estado de
las variables 6 y w como funciones del tiempo t. Estos vectores de estado se evaluaron

para dos intervalos; el de falla mecénica 07 <t <t_ v el de posfalla mecédnica

'Recordar que 0., es el dngulo en el que se conecta la masa ms con el propésito de que el sistema
mecénico regrese al nuevo punto de equilibrio de posfalla.
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th, <t <ty Al sustituir los vectores de estado que contienen a 6 y w en funcién del
tiempo en la ecuaciones (7.1) (7.2), (7.3) y (7.4) se puede obtener las caracteristicas
temporales que tienen las energias cinética y potencial. Después de realizar esta susti-
tucién se pueden construir las graficas que determinan el comportamiento en el tiempo

de estas energfas, tal como se indica a continuacién.

La figura 7.1 y 7.2 muestran el comportamiento gréfico de la energfa cinética norma-
lizada del SMR. La primera como funcién del tiempo, y la segunda en funcién de 6 y
w. Del mismo modo se pueden realizar las gréficas para la energia potencial, tal como

se muestran las figuras 7.3 y 7.4.

La grafica de la figura 7.5 muestra el comportamiento simultdneo de las energias cinética
y potencial, mientras que la figura 7.6 indica la verificacién del principio de la conser-

vacion de la energia en el que se cumple H(0,w) = EC + EP =Constante.

Es importante destacar que en estas gréficas la transferencia de energia cinética a
potencial y viceversa, ocurre de manera ciclica a frecuencia constante después de que

ocurre el proceso de falla.

Energia Cinética durante Falla y Posfallaimecdnicas

|
Il i

Fz'gum 7.1 Figura 7.9

Energia cinética en funcion de t Energia cinética en funcion de 0 y w
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Enefgia Potencial durante Fallay Posfalla mecdnicas
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Con relacién al comportamiento de estas energfas en R3, figuras 7.2, 7.4 y 7.6, donde las

variables del dominio corresponden a los estados w y 6 del sistema mecédnico destacan

las siguientes observaciones:

a) La trayectoria A — B de la figura 7.4 determina el comportamiento de la energia

potencial durante el estado de falla mecédnica cuando se desconecta my del SMR. El

punto A corresponde al estado de energia potencial méxima, pero al mismo tiempo

donde la energia cinética es nula, tal como se ilustra en la figura 7.2; ademds, la

proyeccioén de este punto en el plano de estados (0, w) corresponde al estado de equilibrio

estable de prefalla mecdnica 01pre.



b) El punto B de la figura 7.6 representa el estado en donde ocurre el acoplamiento de
la masa mg al sistema mecédnico, dado que el sistema presenta estabilidad, la trayectoria
de estados después de este punto, describe un proceso ciclico de estados en la direccién
B —(C — D — FE — B..., este movimiento se realiza siguiendo un proceso tal que
la suma de estas dos energias tiene un valor constante pues todos los estados referidos
por los puntos A, B, C, D, E y F estdn localizados en un plano horizontal con cota

constante.

El mismo procedimiento aplicado al SMR. para determinar su comportamiento dindmico
se puede aplicar a la funcién H (6, w) del SEP. Las gréficas de la siguiente pagina mues-

tran la correspondencia andlogica entre estos dos sistemas.

Cuando en el modelo matemaético del swing del SMR. se considera la friccién viscosa,
parte de las energias potencial y cinética se transforma en calor durante el proceso
dindmico. El andlisis de esta situacién presenta algunas consideraciones particulares

de interés que relacionan el principio de la conservacién de la energfa con la estabilidad

del SMR.

P Energia Cinética 30

I\ | A " | |
(ANYA L NEYA IR ; /\//\J\\/L/H [

Energia Potencial

oA NN
Y A \L\/ .30\/\\/\\/ \//\\/ \// // \\ \\/

Vo V'V V Vo oy “© 1 v v ULy VTE/s]

1 2 3 4 5 6 7 ~o 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

EC(t) y EP(t) para el SMR EC(t) y EP(t) para el SEP
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7.2 El modelo grafico en la funcién de energia del SMR y su

relacion con la estabilidad

En este apartado se analizard la funciéon hamiltoniana con el propdsito de estudiar su
estabilidad relacionando el plano de fase del sistema con las curvas de nivel en Ry que
se generan a partir de la grafica de la superficie H(6,w) en R3. También se introducen
algunas ideas de geometria diferencial con el fin de dilucidar, a partir de consideraciones
geométricas, los conceptos de estabilidad. Por iltimo, y sin entrar en una detallada
formalizacién se relaciona esta idea conceptual con el método indirecto de Liapunov

para el andlisis de los sistemas no lineales.

La formulacién de la funcién hamiltoniana del SMR para el punto de equilibrio estable

de posfalla (0,f,0) estd dada por la siguiente ecuacién

K, 1 1 M M,e
H(01,7,0) = + (— — ) Ky, o801 pre + (—f -7 ) grBipre +

Lpre Iy ILye Iy Ipre
1 1 M M K., M
(— ——) K, cos Ocp, + (—pf ——f> Grlem — = cos — —LLgrg
Ly Iy Ly I Ips Lps

Para cualquier posiciéon angular 6 comprendida en el intervalo 01,5 < 0 < 03,¢ del

proceso de posfalla, se tiene.

1 K 1 1 M; M,
H,¢ (0 = —u? = - Km 0 re —L_ e 0 re
) = g 32 (g ) et (T2 ot
1 1 M, M K, M,
<— - —) K, cos 0 + <—pf - —f) Grem — =2 cos — =L gre
Iy I Iy I Ips Ips

Al definir la diferencia de estas dos expresiones como la funcién energia V' (6, w)
V(0,w) = Hyp(0,w) — H(O1p5,0)

1 K, M,
V(0,w) = —w® + == (cos Oy, — cos ) + 2L gy (01,7 — 0)
2 Ipy Ipy
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Después de sustituir los valores numéricos

M, = 0.679 [kg], M,;gr = 0.666 [N.m], I,; = 2.680 x 102 [kg.m?]

K, = 0.8269 [N.m], 01,f = 0.932 [rad] y wipr =0

Y considerando los dos puntos de equilibrio estable e inestable de posfalla

mefl = (Glpf = 0.932,w1pf = 0) y mef2 = (ezpf = 2.2,w2pf = 0)

Se tiene la representacion gréfica de la funcién V' (0, w) mostrada en la figura 7.14 para

la regiéon R = {(#,w)/ 0 < 0 < 03,5, —4.5 < w < 4.5} mientras que en la figura 7.15

se muestran las curvas de nivel V;(6,w) = C;, para i = 1,2 y 3, que al ser evaluadas

tienen los valores V; (0, w) = 1.18[pu|, V2(0,w) = 2.81[pu], V3(0,w) = 4.53[pul.

_4_2024

H(6,0)
204",

Figura 7.14
Grifica de la funcion V(0,w)

4 1
wWlrad/=s]

2F z e 7 \/

O [rad]

Figura 7.15

Grifica de las curvas de nivel V(0,w)

Con relacién a estas dos representaciones geométricas se tienen las siguientes observa-

ciones:

a) Las curvas de nivel V;(0,w) = C;, corresponden al plano de fase durante

la etapa de posfalla mecdnica del SMR cuando B = 0. Después de que se

le acopla la masa mg puede observarse que las trayectorias estables estardn
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acotadas hasta la curva de nivel V3 que toca al punto silla localizado en el
punto de equilibrio inestable de posfalla. Fsta curva de nivel contiene al

mdzrimo swing del SMR.

b) La grifica V (0,w) es continua en toda vecindad ®. en torno al punto de

equilibro Xmy 1 y diferenciable en ©. — {Xmyz1}
¢) Tiene un minimo local en el punto de equilibrio Xmy, s, ya que V(6,51,0) =
0y V(6,w) >0 para ®. — {Xmys }

dV (6w
@) 5

<0, Vt > 0 sobre cualquier solucion diferenciable con condiciones

mictales Xp.

La propiedad d) se puede verificar al obtener la derivada con respecto al tiempo de la

funcién

1 K, M
V(w,0) = 5 + T (cos 0,7 — cos ) + If‘;f (6,5 — 0) (7.5)
p. D

De las ecuaciones diferenciales que modelan al sistema en condiciones de posfalla

o dw 1

WY = E(Mpfgr — B,w — Kypsenf) (7.6)

Al obtener las derivadas parciales de la ecuacion (7.5)

o K, M,y OV

L Menf) — =P

en
06 ]pf ]pf Y Ow
al sustituir en la derivada y simplificar

d dX B
—V($ — = [ ) W2
o (6,w) =VV o (Ipf> <0

Las ideas anteriores contienen de manera implicita del teorema de Liapunov que ex-
presa: Si 4V(6,w) < 0, en toda la vecindad D, el punto de equilibrio Xmy,; es
asintéticamente estable. FEl resultado de la ecuacién anterior tiene una interpretacion

grafica sencilla, significa que en todos los puntos P de la regién ®, — {(6,,0)}, los
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vectores del campo gradiente VV' de las curvas de nivel de la funcién H(6,w) y los
vectores del campo de direcciones %{ de las trayectorias del sistema dindmico dado por

las ecuaciones (7.6), forman un dangulo mayor a 7.

Las figuras 7.16 y 7.17 del plano de fase del SMR, para dos trayectorias de posfalla,
una estable ABC' y la otra inestable ABDFE

*[eofrad] P »vi\,l) / s /
NN / oy
2 ] ; A
// AV = E /
! \\ \ 7/
1 rr// \ \\ 7 \\ N
(' P T \\_/ """""
A
. 7
1 \ T f
\ A
i Slrad] I —
% 05 “i 15 2 | 2 3 i i 8y rad]
O1pt Ogpt 1 1.5 2 25 3
Figura 7.16 Figura 7.17
Trayectorias estable e inestable Trayectorias estable e inestable
para B # 0 para B =0

En la figura 7.18 se muestran, de manera conjunta, las curvas de nivel de la ecuacién

escalar V (6, w) de la figura 7.15 y la trayectoria estable de la figura 7.16
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O [rad/s]

0.5 1 15 2 25

Figura 7.18 Figura 7.19

Con relacién a la figura 7.18, para cada punto de la trayectoria del plano de fase,
excepto para el punto de equilibrio (61,y,0), se tienen asociados dos vectores unitarios:
a) Un vector normal N a la curva de nivel, el cual se obtiene evaluando el gradiente
de la ecuacién V(8,w) en dicho punto P y proyectdandolo sobre el plano (§,w) y b) Un
vector tangente T ala trayectoria del plano de fase, el cual se obtiene a partir de la
evaluacion del campo vectorial que tienen todos los puntos de estado que pertenecen a
dicha trayectoria.

Por ejemplo en la misma figura 7.18, para el punto C' puede observase que los vectores
N y T forman un dngulo ¢ > 7 2 esta propiedad es extensiva para cualquier trayectoria
de estados estables que inicie en la region de atraccion. La interpretacion geométrica de
los vectores N y T contiene, de manera implicita el concepto de estabilidad asintdtica,
ya que las trayectorias orientadas del plano de fase que son estables, tales como BC),
cruzan hacia adentro a las curvas de nivel de la superficie V (6, w) conforme ¢ — oo; de
esta forma, el movimiento de las trayectorias del plano de fase tienden hacia el punto

de equilibrio estable de posfalla. Las trayectorias inestables no convergen al punto de

’De la propiedad VV - % = |VV] “2—)} cos ¢ < 0 para ¢ > 7
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equilibrio y ademds la magnitud del dngulo ¢ deberd ser ¢ < 7.

En el plano de fase de la figura 7.17 se muestran tres trayectorias. Dos de ellas cerradas
y estables, la trayectoria ABC y la que se encuentra ubicada en el interior de esta
ultima; y la trayectoria inestable ADFE. Estas tres trayectorias cerradas corresponden

a las curvas de nivel de la superficie V' (6,w).

En la figura 7.19 se muestran las curvas de nivel de V' (6, w) y de manera sobrepuesta la
trayectoria con su campo vectorial asociado. Puede observase que para cualquier punto
de la trayectoria del plano de fase, los vectores N y T siempre forman un dngulo 6 = 7
3 esta propiedad gométrica es extensiva para toda trayectoria de estados estables
y contiene de manera implicita el concepto de de estabilidad uniforme en el sentido
de Liapunov. Como se puede observar, las trayectorias orientadas del plano de fase
coinciden con las trayectorias de las curvas de nivel de V (6, w); sin embargo, conforme

t — 00, las trayectorias tinicamente circundan el punto de equilibrio estable de posfalla

sin acercarse a él, a esta propiedad se le denomina estabilidad uniforme.

3VV-dd—);( :|VV|)% cos = 0 para ¢ = §
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Capitulo 8

Resultados del proceso experimental del Sistema
Mecanico Analégico

En el capitulo 2 se analizé de manera cualitativa la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales que determina el comportamiento del SMR, y en el capitulo 6 se analiz6
el proceso matemadtico complementario, es decir la solucién cuantitativa del mismo
sistema de ecuaciones diferenciales. Ambos procesos de solucién se pudieron efectuar
gracias al conocimiento previo del modelo matematico del sistema y de los pardmetros
que lo conforman, por lo que los resultados obtenidos en estos dos procesos de solucién
constituyen entidades tedricas que deben ser contrastadas con el funcionamiento real

de sistema mecénico.

En este capitulo se realizard una sintesis de la dindmica que tiene el comportamiento
del SMR analégico en el laboratorio. Para poder estudiar este aspecto experimen-
tal del modelo analégico se empleardn, como punto de partida, las mediciones de las
variables cineméticas de posicién contra tiempo que se realizaron de manera directa a
uno de sus elementos durante su operaciéon mecdnica. La primera parte de este pro-
ceso de sintesis consiste en el acopio sistematizado de las mediciones experimentales.
Estas mediciones se efectuaron de manera automatizada por medio de una interfaz
electroacistica conectada a una computadora, posteriormente este conjunto de datos
se sometié a un proceso de seleccién, con el fin de poder aplicar métodos numéricos y
asi poder obtener relaciones y comportamientos de otras variables de interés como son:

la velocidad angular, el plano de fase, la energia cinética, entre otras.
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8.1 Metodologia del registro de los datos experimentales

Una de las variables de mayor interés que intervienen en el proceso de estabilidad del
SMR es, sin lugar a dudas, la variable angular 6 de la polea. Esta variable puede
obtenerse, de manera indirecta, a partir de la medicién de la posicién lineal de la masa
me en funcién del tiempo. Todavia mds, gracias a que el sistema posee un grado de
libertad, a partir de la medicién de posicién de la masa m; o de la masa my se puede

determinar la coordenada angular 6 para cualquier instante.

EAIVERSIDAD NACIONAL

i i
: H
i AL TONONMA DENMENICO !
'
i "
3 PACULTAD BE INGENTERIA '
' | #
PABORATORIO DE MEOANICN H
H .
\
'

Figura 8.1
Condicion de prefalla del SMR

Antes de cortar el hilo que une a las masas mg y my el sistema se encuentra en reposo
en la posicién de equilibrio de prefalla, tal como se muestra en la figura 8.1. El dngulo
que forma la barra con respecto a la vertical se considera 0,,.1 = 0y y en esta posicién
la velocidad angular inicial wp..; = 0, es decir el sistema se encuentra en el primer
punto de equilibrio de prefalla estable .

elpre = 00
Xmlp,re =

Wipre = 0

. . . 1 [2(mo—mg—
1Se puede verificar que se cumple con mucha aproximacién que 0y = sen™! [;M P P
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Si la variable s es la posicién de la masa ms3 de acuerdo a la referencia establecida, se
tiene que, independientemente % del estado en que se encuentre el SMR siempre se

cumplird para la variable angular
s
0=—+00 (8.1)
r

La ecuacién anterior proporciona el registro de la variable 6 en funcién de la variable s
que determina la posicién de la masa mg, del &ngulo inicial 8y y del radio r de la polea.
Sin embargo, para poder estudiar la dindmica del SMR no basta con determinar la
relaciones que tienen las variables lineales y angulares del sistema, también es necesario
establecer la manera de cémo se obtienen los registros la variable dependiente 6 y de
la variable independiente tiempo ¢. La medicién de estas dos variables fisicas son

esenciales para estudiar de manera completa el comportamiento dindmico del sistema.

En el instante en el que se corta el hilo que unen a las masas mqg y my, el sistema entra
al estado de falla mecdnica, y es a partir de este instante en el que se inicia el registro
de la medicién de las variables fisicas. El registro de estas lecturas se realiza por medio
de la interfaz Science Workshop 750 Interface conectada a una computadora tal
como se muestra en la figura 8.2. La interfaz tiene como sensor de entrada un sonar que
al emitir su senal sonora en direccién de la masa my detecta su altura h; y le asocia a
este registro el valor del instante 7; en el que ocurre este suceso. La figura 8.3.muestra

la forma en que se debe acoplar el sensor al sistema, asi como la referencia empleada

2Ya sea en condicién mecénica de prefalla antes de cortar el hilo que une a las masas mg y m; de
falla mecdnica cuando se corta el hilo pero antes de que ms se acople al sistema o de posfalla después
de que m3 se acopla al sistema.
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para la lectura de la variable h;

Componentes de la interfaz Acoplamiento del sonar a la masa
Science Workshop 750 Interface my para la medicion de h; y T;
Figura 8.2 Figura 8.3

Por medio de este dispositivo se registran las parejas (7;, h;) correspondientes a las
alturas en funcién del tiempo que tiene la masa mqy al moverse de los estados mecénicos
de falla a posfalla. Es importante aclarar que los registros de estas parejas de variables
se realizo en el contexto de funcionamiento de estabilidad mecédnica del SMR.

Dado que interesa conocer la posicién s; de la masa mso en funcién del tiempo t; con
relacién al sistema de coordenadas que se muestra en la figura 8.3, es necesario transferir

el registro primario de las variables

(Tiy hz) = (tz, 87;)

y posteriormente

(ti, Si) = (ti, 91)

Este cambio de coordenadas se realiza al aplicar a todas las parejas (7, h;) el siguiente

proceso de transformacion lineal. Sea i la ¢ésima lectura
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ti = T; — to
$; = hi — ho (82)
0; = % + 0,

Donde t; corresponde al instante que la interfaz registra el inicio del movimiento * en
este instante ho = h (ty) corresponde a la altura inicial que tiene my %, por tltimo,
mediante el empleo de la ecuacién (8.1) se obtiene la posicién angular 6; de la polea

con respecto a la vertical.
8.2 Procesamiento del registro de los datos experimentales

Los datos recolectados experimentalmente constituyen 51 registros de parejas (t;,6;)
de un total de 93, este conjunto de datos es el resultado final de la aplicacién de la
regla de transformacién de coordenadas dadas por las ecuaciones (8.2) al conjunto de
datos primarios (7;, h;) registrados por el sensor acustico. A partir de este registro de
51 mediciones experimentales se puede obtener la grifica discreta del comportamiento
de la variable angular 6 de la polea en funcién del tiempo t, tal como lo muestra la

figura 8.4.

A Tradl
v i J
25

T[s]
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Comportamiento de los datos experimentales (t,0)

Figura 8.4

3Para i = 1 se tiene la primera lectura, por lo que 71 = to y t; = to.
4Para la primera lectura hy = h (o) y 51 = 0.
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8.3 Comportamiento dinamico-experimental del SMR durante

los procesos de falla y de posfalla

Con el conjunto de datos de la tabla 8.1 se realiza un proceso de ajuste a una funcién
polinémica de grado ocho, este proceso de ajuste se realiza dividiendo el dominio del
tiempo total en dos partes, el primero durante el intervalo del proceso de falla y el
segundo para el intervalo de posfalla. Estos procedimientos numéricos se realizan por
medio de las funciones definidas en Matlab. La figura 8.5 muestra, de manera con-
junta, tanto la gréfica de los datos experimentales (¢;, 6;) como el ajuste a una funcién
polinémica continua de grado 8 para estos datos, también se distingue la separacion
de los dos intervalos el de falla [0, t.,] y el de posfalla (t.m,4.5], donde t.,, = 0.6 [s]

corresponde al acoplamiento de la masa mo al SMR.

25 @ [rad] (J [rad/s]

H‘mz ______ ~TT 2 lﬂ\ N\
THAONC N 11X ™\
| \ / /

I N N\
| , ; N\ N
SN pY N\ J
T(s] Llos || S R B | 1)

-3
° tcm ! 15 2 25 3 35 4 45 o t 1 15 2 25 3 35 4 45

max

Ajuste de los datos experimentales (t,0)  Grdfica de la velocidad angular de la polea
a una funcion continua a partir de la funcion ajustada (t,0)

Figura 8.5 Figura 8.6

Posteriormente, a la funcién polinémica ajustada que determina la posicién angular ¢
en términos del tiempo se aplica un método numérico implementado en Matlab para
obtener la derivada de esta funcién. El resultado de esta operacién corresponde a la
obtencién de la velocidad angular w en funcién del tiempo. Después de evaluar esta
funcién para el mismo dominio de la variable tiempo se obtiene la grafica que determina

el comportamiento cinemético de esta variable en funcién del tiempo.

Luego teniendo como base el conjunto de datos ajustados (¢;,60;) v (t;,w;) se pueden
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obtener las gréficas del plano de fase y del espacio de estados, tal como se ilustra en

las figuras 8.7 y 8.8.

W [rad/s] WIrad/s]
5 / \\A
: =d SN <
1 /’"F N \‘
o 2>
-1 !\\{\ o o // ;
2 i \§§§~“‘>*‘=4""’1::::’/”,
I ) ‘
| 8 e
34 f,06 08 i 1.2 1.4 1.6 1.8 ?2 Btrad) 0 rad] 15 ! 2 Tis]
Plano de fase (0,w) a partir de las Espacio de estados en Rs
funciones ajustadas (t,0) y (t,w) para (0,t,w)
Figura 8.7 Figura 8.8

Las propiedades de la energfa cinética normalizada ® en funcién del tiempo y, en funcién

de la posicién y de la velocidad angular se muestran en las figuras 8.9 y 8.10

ECls?]

(AR AWA
NV

O0 05 1 15 2 25 3 3.5T[S]
Grifica de la energia cinética Grifica de la energia cinética en Rs
en funcion del tiempo en funcién de 0 y w
Figura 8.9 Figura §.10

La energfa cinética normalizada dada por el término %wz, donde w corresponde a la rapidez
angular de la polea, se puede transferir a cualquier cuerpo del SMR. Por ejemplo para obtener la
energia cinética de la masa ms simplemente se multiplica este término %wz por mar? donde r es el

radio de la polea.
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8.4 Descripcion de las cantidades fisicas obtenidas a partir de

los resultados experimentales

Los valores de las masas empleados en el SMR son los que se calcularon en el proceso

de diseno efectuado en subcapitulo 6.2.

my = 0.1 [kg], mg =1 [kg], ms = 0.221 [kg], m, = 1.484 [kg], mp = 0.386 [kg]

r=0.1[m], lp=0.438 [m]

En las gréficas de la figura 8.5 y 8.6 se incluyen algunos datos experimentales de interés,

tales como:

Punto de equilibrio de prefalla estable
Opre = 0.51[rad] y wpre = 0[*4]
Tiempo de conexién de la masa ms al SMR
te = 0.6[s] en este instante § = 1.78[rad)|
Magnitud méaxima del swing mecanico
Omin = 0.5[rad] y Omax = 1.9[rad]
. A0 = Onax — Omin = 1.4[rad]

En la figura 8.6 se pueden observar que para t. = 0.6[s|, instante el que se conecta la
masa m3 al SMR, se tiene w, = 1.58["] asf como el instante ¢ = 0.3[s] para la cual
sucede la rapidez méxima de la polea wp.x = 2.8 [%1] .

Con relacién al plano de fase de la figura 8.7 se muestra la trayectoria A — B — C
correspondiente al proceso de falla mecédnica antes del acoplo de la masa ms al sistema,
seguida de la trayectoria C — D — FE — F' del proceso de posfalla mecénica. Estas
mismas trayectorias se muestran en el espacio de estados de la figura 8.8, los puntos
M y N corresponden a la velocidad y posicién angular en el instante en el que se

produce la bifurcacion falla— posfalla en el estado correspondiente al punto C' de dicha

trayectoria.
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La gréfica de la figura 8.9 muestra el comportamiento de la energfa cinética normalizada
durante el periodo 0 < t < 4 [s]. El punto m corresponde al instante en que ocurre el
valor méximo de esta propiedad fisica y el el punto n donde se produce a bifurcacién
falla—posfalla. La figura 8.10 muestra esta misma propiedad energética asociadas a

las trayectorias de falla y posfalla descritas en funcién de 0 y w.

A continuacién se consignan algunas mediciones y cantidades fisicas de interés

Punto de equilibrio de prefalla estable
Opre = 0.51[rad] y wpre = 0[724]
Tiempo de conexién de la masa mz al SMR
t. = 0.6[s] para este instante 0 =1.18[rad
w = 1.58[24]
Con relacién al swing mecdnico
Omin = 0.5[rad] y Omax = 1.9[rad] ... A0 = Opax — Omin = 1.4[rad]
Velocidad angular méxima de la polea
Winax = 2.8 [724] en t = 0.3[s]

De donde se obtiene la energfa cinética méaxima de la polea

ECpax = 4[s7?] en t = 0.3]s]
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Conclusiones

El proceso de anélisis de los elementos conceptuales que intervienen en el fenémeno de
estabilidad de los dos sistemas, SMR y SEP, permitié acotar el alcance explicativo de
la estructura analégica establecida entre éllos, reducir al minimo sus elementos constitu-
tivos y lograr una representacién, relativamente sencilla del modelado matemaético, para
poder explicar la estabilidad transitoria del SEP por medio del SMR. La dindmica
de sistemas no lineales permitié estudiar conexiones en ambos sistemas aparentemente
distantes e inconexos y contribuyé a la aplicaciéon de una variante de estudio inter-

disciplinario con la que fue posible esclarecer la correspondencia analdgica entre estos

dos modelos.

El proceso de diseno del SMR se efectué considerando las cualidades del modelo
matemadtico del SEP en correspondencia con los cambios de los pardmetros que in-
tervienen en las etapas de prefalla, falla y posfalla. El andlisis en cada una de estas
etapas indicé el tipo de modificaciones que debian efectuarse al modelo mecédnico de
Elgerd, con el fin de proporcionar la mejor semejanza posible con las condiciones del
proceso de falla trifasica del SEP. Es importante mencionar que estas modificaciones
efectuadas no estuvieron sujetas a un método especifico ni mucho menos una légica que
guiara este proceso. Estas modificaciones, constituyen la clave del SMR propuesto y
fueron las siguientes:

a) La condicién de equilibrio o de prefalla al anadir las dos masas mg y m4

b) El efecto de falla al cortar el hilo que sostiene la masa my, y

c) La condicién de posfalla al adicionar la masa m3 un poco después del evento anterior.
El resultado de estos cambios, en consonancia con un andlisis de comparaciones y simi-
litudes en ambos modelos mateméticos, permitié representar de manera satisfactoria
las causas y los efectos externos que se presentan en el fenémeno de estabilidad del

SEP, desde la perspectiva de un fenémeno mecénico.

127



Es importante reconocer que el caricter explicativo de la analogia propuesta basado
en el razonamiento analdgico tiene algunas limitaciones que son muy importantes de
aclarar, ya que tiene que ver con los conceptos de correspondencias estructurales anals-
gicas isomorfica y equivalente. La primera correspondencia significa que los pardmetros
involucrados en los modelos matematicos guardan una relacién uno a uno y la segunda
quiere decir que los resultados obtenidos en el modelo analégico sean equivalentes a los
obtenidos en la maquina sincrona. La carencia de estos dos tipos de correspondencias
entre el SEP y el SMR se fundamenta en las siguientes razones:

a) La operacién oscilatoria experimental del SMR corresponde a un hecho perceptual,
observable y hasta cierto punto medible directamente; de ninguna manera constituye
una equivalencia del referente conceptual de la oscilacién que ocurre entre los campos
magnéticos del estator y del rotor cuando sucede el swing de la méquina sincrona en
condiciones de falla trifafica. Creer que estas dos oscilaciones son equivalentes im-
plica sobrevalorar la analogia. Por otro lado, la semejanza que presenta la oscilacién
mecéanica del SMR con el swing de la maquina sincrona, subyace en la estructura
analégica que ambos sistema presentan en cuanto a la forma de sus modelos matemati-
cos y el orden en que cambian sus pardmetros durante el disturbio.

b) El SMR propuesto no puede tener una correspondencia analégica isomdrfica de
sus parametros con el modelo el SEP en condiciones de falla trifdsica. Esto en virtud
de que, durante las etapas de prefalla, falla y posfalla, el pardmetro K del SEP es el
tnico que varfa debido al cambio en la estructura de la red eléctrica; los pardmetros
restantes M, B y P,, permanecen constantes. En contraparte, cuando el SMR. simula
por analogia estas tres etapas del disturbio eléctrico, se tiene que sus pardametros I y
M, varfan para cada una de estas condiciones del fallo, mientras que K,, permanece
constante, tal como se explica en el subcapitulo 4.2. Esta situacién al no satisfacerse
hace imposible tener, de manera estricta, una correspondencia isomdrfica, también
conocida como uno a uno.

c) Las variables fisicas que intervienen en la representacién analdgica tienen diferencias

en la conotacién conceptual, este argumento es razonablemente convincente ya que los
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postulados y objetos de estudio que rigen los comportamientos del SEP y del SMR
son totalmente diferentes, dificilmente se puede aceptar que las leyes de Newton sean
equivalentes a las leyes de Maxwell que gobiernan los sistemas electromagnéticos. Por
lo que puede afirmarse que la analogia presentada en este trabajo es aprorimada, como

todas las analogfas sustentadas en sistemas reales .

Al someter a un proceso de comparacién las representaciones gréficas de las soluciones
de los modelos mateméticos, tal como se expuso en los subcapitulos 2.2, 6.2 y 7.2, se
verificé que los mapeos de la analogia para los diferentes modelos matemaéticos de estos

dos sistemas guardan una correspondencia cualitativa satisfactoria.

Con relacién al funcionamiento experimental del SMR, las figuras que se muestran
a continuacién sirven para realizar un proceso comparativo de las representaciones

graficas mds relevantes de este sistema.

La parte izquierda de las figuras corresponde al comportamiento del modelo tedrico
propuesto, y la parte derecha a las grédficas obtenidas de los datos experimentales.
Como se puede observar, las grificas indican la diferencia de los resultados cuantitativos

entre estos dos modelos. Al respecto pueden senalarse las siguientes observaciones:

2: 0 [rad] — 22 G rad]
N4 AN A AN e
1 i
05 \ / \/ o \
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0o 05 1 15 2 25 3 35 4 T[S]As
g A w [rad/s] W(rad/s]
/N /N VR /\ AN AN
0 / \ // o \ \
-1
-2 \/ -2 /
. Tls]

o

05 1 15 2 25 3 35 4 45 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Grificas de 0 y w en funcion del tiempo para el SMR

'En toda analogfa por el simple hecho de sefialar algunas diferencias, sin importar la gran cantidad
de coincidencias que puedan existir, se tiene una correspondencia estructural que no es uno a uno o
isomdrfica.
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Grificas de la Energia Cinética para el SMR,

a) El efecto de la friccién seca por contacto en el balero del SMR es lo suficientemente
relevante en el fenémeno como para poder despreciarla.

b) Los hilos que se enrollan en el canal de la periferia de la polea, deben ser delga-
dos para que puedan enrollarse (o desenrollarse) de manera holgada y, cuando el SMR
oscila, es muy dificil de mantener el movimiento vertical rectilineo en las masas transla-
cionales, esta situacion provoca que el hilo roce en los bordes del canal de la polea y

se genere otro efecto adicional de friccién por contacto al descrito en el inciso a).

Con relacién a los resultados cualitativos del comportamiento real del SMR, la gra-
fica generada a partir de los datos experimentales (¢;,6;) posee la suficiente coherencia
como para poder explicar los resultados que deben esperarse en esta variable angu-
lar. Con relacién a la gréfica de las parejas (¢;,w;), a pesar de que se obtuvo por

medio de métodos numéricos, puede expresarse la misma argumentaciéon. A partir de

este proceso comparativo puede concluirse que los resultados cualitativos que arroja
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el modelo real del SMR, son lo suficientemente aceptables como para dirigir y fun-
damentar explicaciones del fenémeno de estabilidad del SEP a partir del concepto de

analogfa.

Una de las dificultades que quedaron pendientes de resolver en este trabajo fue la caren-
cia de elementos y patrones que permitieran dar un criterio de valoraciéon a la analogia
propuesta. La bisqueda de estos aspectos que permiten discriminar la analogia que
sea de mayor utilidad dentro del conjunto posible de analogias que puedan establecerse
entre dos sistemas, constituye todavia un problema abierto. La gran mayoria de los
argumentos encontrados que valoran la calidad de una analogfa, contienen un rigor
muy relajado y poco convincente. Probablemente el mds representativo de todos estos
argumentos sea el enunciado por James F. Brulé & Alexander Blount 2: Una buena
analogia es aquella que tan solo sugiere la informacion necesaria para que se produzca

el mwel de abstraccion adecuado que una lo nuevo con lo desconocido.

2 Knowledge Acquisition, Artificial Intelligence Series, McGraw Hill, 1989. p62.
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Anexo del Capitulo 1

En este apartado se determinardn dos modelo matemdticos: a) el modelo simplificado
de la méquina sincrona conectada al sistema eléctrico externo, b) el modelo del swing

para analizar la estabilidad transitoria.

A1.1 El modelo simplificado para la maquina de dos ejes

Este modelo constituye un modelo para el generador sincrono y el sistema externo
basado en las siguientes consideraciones:

1. Se omite la saturacién magnética

2. Se asume que no existen pérdidas

3. Unicamente se analiza el caso de la operacién en condiciones de falla trifdsica
En estado de régimen balanceado trifdsico, el diagrama fasorial de la maquina de dos

ejes se muestra en la figura Al.1.

Eje g

Re ferencia

Figura Al.1
Diagrama fasorial para el estado permanente

del generador sincrono
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Ef = VX1, +jXaly

I = I;+1,
Donde
D I Fasor del voltaje interno generado, localizado en el eje ¢
1% Fasor del voltaje en las terminales del generador
I Fasor de la corriente en las terminales del generador
I; : Componente fasorial de la corriente I en el eje directo
Nq . Componente fasorial de la corriente I en el eje de cuadratura
X4 : Reactancia sincrona de eje directo
X,  Reactancia sincrona de eje de cuadratura

Todos los voltajes estdn en pu y las corrientes y voltajes son de secuencia positiva.

Si el voltaje V' y la corriente I son conocidas, un procedimiento para determinar las

otras propiedades eléctricas restantes es el siguiente

By = V+ X0, +jXals

= V+iX, (f— fd) + i X1,

Al definir

Se tiene

Er=E,+j(Xa—X,) Iy

Caracteristicas del célculo :
Eq puede ser calculado directamente a partir de (1) con V e I conocidos.

E, es colineal y tiene la misma orientacién con Ly, es decir estd localizado en el eje g,



por lo tanto tiene el mismo dngulo de fase ¢, es decir Eq = E,4£0.
Con el fasor E’q conocido se determina el dngulo 8, la corriente I; puede ser calculada

y por lo tanto Ef determinado.

En condiciones transitorias la reactancia transitoria de eje directo X/, se utiliza en lugar
de X4, donde X, < X, en estas mismas condiciones se considera X ; ~ X,. Al cambiar

de magnitud Xy, se tiene el siguiente diagrama fasorial en la figura A1.2.

Eje g

7

X=X ) I /
A
E; e
- i I\f\ JAqh
Ejed %
N, N i
NG TN T /
/\ ) ; Referencia
\‘ I
N T

/
d T

Figura A1.2
Diagrama fasorial para el estado transitorio

del generador sincrono

Los célculos para la determinacién de E(’I se indican a continuacion.
E, =V + X1, +jXyla

Pero



= VX0 +5(X,—X,) 1,

Al sustituir la ecuacién (1) en la ecuacién anterior

E;:Eq‘|’j(X¢/i_Xq)Id

Recordar que

X, > X,

Es por esta razén que j (X} — X,) I, tiene la direccién contraria tanto a E(’J como a Eq,

para el caso particular en el cual X} = X,

E = E

q q

Esta ecuacién se deriva del circuito equivalente que se muestra en la figura A1.3, el

cual corresponde al modelo simplificado de generador en condiciones transitorias.

’

Xq

T

"
E/=E/«<d ) 14

Figura A1.3

Circuito equivalente del modelo simplificado



A1.2 La ecuacién del swing de la maquina sincrona

Durante el transitorio debido a una falla trifdsica, la flecha que acopla la turbina con
el generador se acelera y se tiene que la expresién de la conservacion de la potencia

instantdnea en el acoplamiento turbina-generador esta dada por

d
P, — P.(6) — P, = —W; (2)
dt
Donde
P, : Esla potencia mecénica de la flecha, la cual practicamente
permanece constante durante el disturbio
P.(6) : Potencia eléctrica trifdsica generada
P, . Pérdidas debido a la friccién viscosa e histéresis
w, : Velocidad angular de la flecha
W, Energfa cinética en todas las partes rotatorias del sistema
Py = Tpw, = (Dw,) w, = Dw? (3)
1
Wk = §J wf

Al cambiar la referencia fija con la que se miden las velocidades angulares w, y w; a la

referencia mévil que tiene una velocidad angular wy.f, tal como lo muestran los fasores



de los campos del rotor y estator en la figura Al.4.

Campo
del Rotor

o mp
/,ﬁ“, . 3 T
/‘\(j X ael I

\

CJ
0 y
-

Referencia

Figura A1.}

Fasores de los campos del rotor y estator

Se tiene que la cantidad angular

do

w:az

Wr = Wref (4)

Esta variable establece que en condiciones de estado permanente cuando w,er = w,, los
. / ..,

dngulos 6 y ' permanecen constantes y la variacién en ambos es nula, por otro lado,
durante un disturbio ocasionado por una falla, bajo las mismas condiciones donde
Wref = Wy S€ tiene w, > wy.s y los dngulos 6 y 8’ tendrén una variacién diferente de
cero, la cual es justamente la que se desea analizar. La variacién del dngulo 6, la cual

se conoce como swing de la méquina sincrona en condiciones de falla trifasica.

La variacién de la energfa cinetica en todas las partes rotatorias del sistema se expresa

d d (1., dw,
£Wk = % (§Jwr) = JWTW

Al despejar w, de (4) y sustituir este resultado en la ecuacién anterior

d d
%Wk =J (w + wref) % (w + wref)



Dado que
Wref >> W

d d
awk = Jw,qef% (w -+ wref) (5)

De la misma forma, al sustituir w, en la expresion (3)
Pk = _Du}?n =D (w + wref)2 =D (w2 + 2wwref + wief)

Pero
2 2 2
WWref + Wpep >> W

Py = D (2wmwyes + whey) (6)

Al sustituir (5) y (6) en (2)
2 d
P,—P.(6) — D (QCUCUT@f + wref) = Jwrefa (W + wrer)

Al definir
P, = Py, — Dul;

Como la potencia mecénica en la turbina después de las pérdidas por friccién, la cual

experimentalmente tiene la caracteristica de que practicamente P, = P,, ya que
Py >> Duwly;
La ecuacién queda
d
P, — P.(6) — 2Dwwyef = Jwref% (W + Wref)
Al normalizar la ecuacién anterior y dividiéndola entre la potencia trifdsica generada
Pn  P(0) 2Dwrepw  Jwrep d

- = = — (W + wye 7
Ssy  Ssg S3g S3g dt< ) (7)




Pero la energfia cinética rotacional antes de la falla estd dada por

1
Wk = Jw2

5 syn_m

Donde wgyy,_m es la rapidez angular de la flecha en estado estacionario. Al despejar el

momento de inercia en la ecuacién anterior se tiene

2W
J— k

2
wsyn-m

Al sustituir este valor en (7)

2Dwref . 2Wk Wref d
Prpu — Pe(6)pu ( Sas ) W = (wz ) Sy dt (W + Wref)

syn_m

Por otro lado al introducir la constante llamada energia cinética normalizada [s]

e AL
Sag
2Dw, 2H d
Prpu — Pe(8)pu — < S f) W= (r) Wref 7 (W + wrey)
syn-m

Ahora bien, si se considera que la referencia

Wref = Weyn_m = constante

2DBwsyn_m B 2H dw
0 () ()

Wsyn_m

Por 1ltimo

Wsyn_m = 27r.f8yn_m
AnD f H dw
P — Popy — | ——22 = -
g g ( S3 )w (Wfsyn_m> dt

_ A7Dfsnm ( H
53¢ ’ Wfsyn_m

Al llamar
B

dé
) ydadoquew-a



P,—P,—B—=M— !
dt d2t
2?6 _dé
M=+ B = Pn— P,

a — W
dw _ 1 B
=31 (Pm— Pu) — 5w
E'E . E'E .
— — q —_ 9
Luego P, = P, = X&+Xsen6 y al definir K = X% S¢ tiene
ds _
a Y
dw _ 1 (p _ _ B
7 = 37 (P — Ksend) — w



Anexo del Capitulo 2

A2.1 Sistema dinamicos lineales y no lineales

Se asume que el lector tiene cierta familiaridad con los conceptos bésicos relacionados
con el estudio los sistemas dindmicos no lineales (Sastry, Shankar [14]), tales como
puntos de equilibrio hiperbdlico y no hiperbdlico, sistema auténomo, campo vectorial,
trayectoria o flujo, plano de fase y sus representaciones gréficas para sistemas lineales
de segundo orden como: nodo, focos atractores y repulsores, centro, puntos silla y ciclos
lfmite; asf como algunas definiciones matemaéticas importantes de estabilidad uniforme

y asintética.

Como es sabido, el modelo matemdtico de la mdquina sincrona lo determina una
ecuacién no lineal de sequndo orden. Con el fin de dar contexto a las ideas que se
expondran mas adelante y establecer su alcance, es necesario poner en claro algunas
diferencias que existen entre los sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden

lineales y no lineales.

La distincién entre las ecuaciones diferenciales lineales y no lineales de segundo orden
se pueden establecer a partir de muchos criterios (Hirsch, Morris W., Smale, Stephen
[12]), por ejemplo, en lo relativo a los puntos de equilibrio de los sistemas lineales puede
asegurarse que en todos los casos précticos siempre existe un sélo punto de equilibrio;
mientras que para el caso no lineal, pueden existir hasta un nimero infinito. En lo
referente a las trayectorias del plano de fase para el caso lineal, aunque pueden tener-
se trayectorias ciclicas, no existen ciclos limite mientras que para el caso no lineal es
posible la existencia de uno o varios. Ahora bien, en el caso muy especial de sistemas
de segundo orden lineales de pardmetros constantes las trayectorias estdn debidamente
tipificadas por las caracteristicas del tinico punto de equilibrio que pueden poseer; mien-

tras que para los no lineales no sucede esta situacion sencilla y esquemadtica, ya que
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las trayectorias del plano de fase asociados a los diferentes puntos de equilibrio, tienen
la necesidad de compartir lugares geométricos entre si. Sin embargo, a pesar de estas
diferencias, también existen coincidencias afortunadas, y una de ellas es que el estudio

1" a partir de sistemas

preeliminar de los sistemas no lineales es necesario efectuarlo
lineales, ya que al poder efectuar un proceso de linealizacién del sistema no lineal cerca
de los puntos de equilibrio es posible deducir, en algunos casos, caracteristicas cuali-
tativas acerca del tipo de estabilidad y propiedades locales acerca de las denominadas
variedades estables, siempre y cuando sea posible ponderar si la linealizacién preserva

localmente la estructura de las trayectorias del sistema no lineal (Hirsch, Morris W.,

Smale, Stephen, [12]).

A2.2 Bifurcaciones en un sistema dinamico

En un contexto general el modelado matematico de una gran cantidad de sistemas
fisicos auténomos lineales y no lineales (Hirsch, Morris W., Smale, Stephen [12]), se
realiza por medio del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en R, cuya expresién

vectorial esta dada por

d!lfl

— = T1, T, Q1, Ao, ..., Oy
I f(l 2,1, O )
T2 g )
— = T1, T2, A1, A,y ...\ Olpy
dt g\T1, T2, 01, (g

Las funciones f y g forman parte de un espacio vectorial de funciones que deben de sa-
tisfacer las condiciones de Lipschistz, es decir, que tengan solucién tinica en cada punto,
continuas y dos veces diferenciable. estas propiedades garantizan que la representacion

de sus soluciones en el plano de fase tengan trayectorias que no se crucen entre si.

Las variables dindmicas asociadas al sistema anterior son x; y x5, mientras que aq, as,
..., iy son parametros que al cambiar gradualmente inciden también en el cambio de

la representacién del plano de fase. Ahora bien, cuando el cambio de uno o varios de

1 Quiz4 el criterio mas racional sea de indole didactico.
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estos parametros ocasiona un cambio dréstico en el comportamiento del plano de fase
del sistema, a este cambio abrupto se denomina bifurcaciéon. Para el caso particular
del modelo de la maquina sincrona se tiene que las variables dindmicas son la posicién

0 y la velocidad angular w del rotor, mientras que M, B, K y P,, son los pardmetros.

Durante el intervalo de tiempo en el que sucede la falla trifasica la respuesta del sistema
eléctrico es mucho més rdpida que la del sistema mecdnico 2. Tomando en cuenta
este aspecto, durante este proceso de falla précticamente se tiene que la velocidad
angular en el generador wg,, = cte. Los momentos de inercia de todas las partes
rotatorias del sistema y el pardmetro M también se consideran constanten, obviamente
el niimero de polos y la potencia base también permanecen constantes. El pardmetro P,
constituye la potencia mecénica que suministra la turbina a la méquina sincrona, la cual
también se considera constante dado que los dispositivos de control de la turbina tienen
respuestas en intervalos de tiempo mucho mayores cuando sucede el disturbio eléctrico.
El pardametro B también puede considerarse constante y por tltimo, el pardmetro
K constituye la excepcién, no puede considerarse constante ya que este término estéd
contenido en la ecuacion del flujo de potencia a través de la reactancia X que une
el bus infinito con la maquina sincrona, cuyo valor va a depender del cambio que se
tenga en la estructura de la red durante el proceso del fallo. Asi pues, el cambio en
el pardmetro K serd determinante en lo referente a la estabilidad del sistema, por lo
que tendrd que analizarse de manera conjunta con el andlisis de la ecuacion diferencial
que modela a este sistema. En otras palabras, la estabilidad del sistema dependera de
los valores que adquiera el pardmetro K durante la falla asi como de las condiciones
iniciales propias del sistema, por lo que el planteamiento, el andlisis y la solucién de

este fenémeno tendrd su fundamento en el contexto de un sistema dindmico de sequndo

orden con bifurcaciones.

El problema de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales del swing conjuntamente

2En un sistema eléctrico de potencia convencional el proceso de una falla trifsica tiene una duracién
menor a un segundo, en este intervalo de tiempo, la velocidad angular mecénica de la maquina se ve
alterada en un porcentaje del 1% al 2%, por lo que précticamente puede considerarse constante.
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con los cambios del pardmetro K consiste en dar respuesta a un modelo matematico de

un sistema dindmico con bifurcaciones; es decir, analizar las cualidades de la solucién
especifica acorde a las variaciones posibles de este pardmetro. Para esto deberdn con-
siderarse las siguientes posibilidades: a) P, < K, b) P,, = K y¢) P,, > K, se excluyen

las posibilidades de que K = 0 o P,, = 0, o bien que estos valores sean negativos ya

que carecen de sentido fisico en el modelo de la maquina sincrona.

A2.3 Obtencién de K y Z entre los buses en los estados de
prefalla, falla y posfalla

Para el estado de prefalla
Con relacién a la figura A2.1, el voltaje de Thevenin en el nodo 3 se obtiene calculando

Vin=V

el voltaje de circuito abierto en el nodo 3

La impedancia equivalente de Thevenin en los extremos del generador se obtiene de
la siguiente manera: se pone en corto circuito el nodo 1 y posteriormente se calcula

Zinh = Zpre entre los extremos del generador, es decir entre el nodo 3 y tierra.

XTL
Xt
00009

1
Q0000
09009

00090,
S

>
=
ll ‘

<
©,

Figura A2.1

Voltaje e impedancia de Thevenin para estado de prefalla

1 1
Zin=Zrl |20+ 2+ 2y = 52+ 2+ Zy = (§XTL 4 X, +Xs) ;

13



nodo 3

de la parte derecha

Por lo que

Con relacién a la figura A2.2 de la parte izquierda, el voltaje de circuito abierto en el
1%
Vin = (

De donde

1
Xth - <§XTL + Xt —|— Xs)
Por otro lado
VinEy VE;
Kpre = X =71
i (3Xr + X+ X,)
Luego
Xpﬂ"e §XTL + Xt + Xs
Para el estado de falla
Se procede de manera andloga a como se indicé6 en el estado de prefalla
ox, 2 XX 3 1 x,
20000 00— A( L 20000
. X (-oX
V e Xy L v
p
1
Jg

2 XetvXs 3
L 000007
e aX, (- Xy
p
|
Figura A2.2

Voltaje e impedancia de Thevenin para estado de falla

-\lllw

Zor & Zri (1 —a)) Zrp (1 —a) =

(2—-a)

Vv

(1 — Oé) ZTL

Zy, = Zri/](l—a)Zrp,+ 2+ Zs =
L,

(2—a)

(1-a)
La impedancia de Thevenin, después de poner en corto circuito el nodo 1, en el circuito

Xth:(

(1 — Oé) ZTLZTL
+ Zt + Zs -

(1—a) Zpr + Zrg,

+ 2y + Z
(1—Q)ZTL+(2—Q) (Zt+Zs)
(2—-0a)

(2—-a)

1 —Oé)XTL—I— (2—0{) (Xt‘I‘Xs)
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Luego

‘/tth (1 — Oé)
K;= = VE
7 Xy A—a)Xm+C2-a)(Xi+X,) 7
De donde
1
K= VE (3)
T X ET X+ X))
Y
(2—-a)
X=X — (X + X, 4
f TL+(1_a)(t+ ) (4)
Para el estado de posfalla
Con relacién a la figura A2.3 de la parte izquierda
1 -7 o) 1 2
1 ATL = 4XTL, : v <
M—i Xy Xs 3 AR | At As 3

—— 00000 —— 00000 ——
| |
! ~

D

1
' 7;__

§ }___

V

H

«\I\HH|-—<<§
>

'ulﬂHl'ﬁ: 8 —'I
U

Voltaje e impedancia de Thevenin para estado de posfalla

Vin=V

X = Xpp + Xy + X

_ VaEr VE,

K. —
T X X+ X+ X,

De donde
pr = Xpp + Xy + X,

Al comparar las ecuaciones (2) y (6)

1
Xpre = §XTL+Xt—|—XS y pr :XTL+Xt+XS
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Se puede establecer que

pr > Xpre (7)

Al comparar las ecuaciones (2) y (4)

1 2 —
Xpre = _XTL +Xt+Xs y Xf == XTL"‘ M (Xt +XS>
2 (1—-a)
1 (2—a) (2 —a)
X - X — (X + X5) > X + X >1
TL>2 TLY(I_a)( ¢t + Xs) ¢+ + yaque(l_a)
Por lo que
Xf > Xpre (8)
Por otro lado al comparar las ecuaciones (6) y (4)
2—-a)
Xpp = Xrr + (Xe + Xo) y Xyp=Xrp + 1-a) (X: + X,)
9 _
Xrr = XTL; pero ( Oé) >1
(1—-a)
Xf > pr (9)

De las desigualdades (7), (8) y (9) se puede concluir que las reactancias en los tres

estados cumplen que

Xf > pr > Xpre

De manera reciproca, a partir de estas desigualdades, también se verifica que los valores
de K dados por (1), (3) y (5)
Kpre > Kpf > K f
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Anexo del Capitulo 4

A4.2 Obtencién del modelo matematico del Sistema Mecanico
Rotacional (SMR)

En este apartado se obtendra el modelo matematico que determina el comportamiento
dindmico del SMR . propuesto para que a través de este modelo matematico se pueda
establecer una correspondencia analégica funcional con el SEP. En este desarrollo
se obtendra un modelo matemadtico general a partir de la aplicacién de la ecuacién
de Lagrange (Meisel, Jerome [13]) y posteriormente deducir, como casos particulares,
los modelos matematicos para los tres estados mecénicos de prefalla, falla y posfalla.
Este procedimiento tiene una ventaja simplificatoria, ya que no es necesario obtener el

modelo matematico por separado para cada uno de estos estados.

Con relacién al sistema mecénico que se muestra en la figura A4.1

Ty

\
p -
; 7’\\(*) = .

N — — —=( \

d; l
SRRN

m

Figura A4.1

Modelo mecdnico general
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se aplicard la ecuacién de Lagrange

= Q¢ para k=1,2...,3

(08,60 _98E. 60 IBE) _
&y, aék

W\ og

para obtener la ecuacion de la la dindmica del sistema mecéanico.
El sistema se encuentra inicialmente en reposo, y el dngulo de equilibrio 6y puede

obtenerse, como ya se menciond, aplicando las ecuaciones de la Estdtica.

el L)

0y = angsen <
Para poder determinar la ecuacién de movimiento es necesario desequilibrar el sis-
tema mediante un disturbio mecdnico, esta perturbacién mecdnica puede realizarse
suponiendo que la masa msy se desplaza hacia abajo y luego se suelta sin velocidad
inicial. En estas condiciones el sistema se moverd adquiriendo una energia cinética,
la cual puede expresarse en términos de las coordenadas cartesianas ! que determinan
la variaciéon de la posicién de cada uno de los centros de masa de los cuerpos que

componen el sistema. La funcién de energfa cinética estd dada por la expresién

1 .
T =206+

1 .0 1 ) .2 1 ) .2
2 Ig0 + =myg (173 + y0> +-my (fb"f + y1> +

2 2 2

1 . -2 1 . .2 1 . )

g (33 +92) + gma (85 + ) + gme (55 + ) o
Del mismo modo se procede a obtener la funcién de energia potencial dada por la suma

de las energfas potenciales individuales de cada uno de los cuerpos

V' = mpgyp + mogy, + migy, + magyz + magys (2)

Y la funcién de disipacion de Raileigh debido al efecto de friccién viscosa en el eje de

Los subindices de cada una de las coordenadas indica la referencia del cuerpo en cuestién, excepto
la variable z, y la coordenada angular §. Los términos I, € I, se refieren a los momentos de inercia
centroidales de la polea y de la barra respectivamente.
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rotacion

al no existir fuerzas generalizadas exteriores se tiene
Qr =0 (4)

A continuacion es necesario expresar las ecuaciones anteriores en términos de coorde-

nadas generalizadas junto con sus derivadas

yg =dp = %B cosl, Yp= —é%senﬁ

g = %Bse'nﬁ, rp= 9%” cos
To=T1 =T, To=21 =0
Ty = —T To =10

Yy, = do — 10, Yrmo= —rf

y, =dy —rb, ?)mlz —rf

Y, = dy + 10, ?)22 rf

Yy, =ds — 10, Y,= —rf

Al sustituir estas relaciones en (1), (2) y después de simplificar estas expresiones se ob-
tienen, tanto la energfa cinética como la potencial en funcién de la variable generalizada

6 y su derivada 0

; 1 1 1 .
To) = §(IPC +1pe) + gmBl?a + §(mo + my + my + ma)r’ 0

l
V(0) = mog(do — r0) + myg(dy — r0) + mag(ds + r0) + mag(ds — r6) + mBgEB cos 6

La funcién lagrangiana en términos de la tnica coordenada generalizada se expresa por

£(0,0) = T(0) — V(0)
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' 1 1 1 .
£(0,0) = {5 (Ipe + Ipc) + gmBl% + 5(7710 +my + m2)7’2} 0

l
g [mo(do —1r0) + my(dy — r) + ma(ds + 76) + ms(ds — r0) + mBEb cos@}

Dado que la ecuacién de Lagrange se define de la siguiente forma

d (02(0,0) 020.0) 05(0)
@(ag>_ o0 e % ®

Para obtener cada uno de los términos que la componen se realizan las siguientes
operaciones:

a) Para el primer término

d (£00,6 1 .
£< (69 )> — l(IpC—l—IBC)+ZmBl%+(mg+m1+m2+m3)'r2 ‘9 (6)

b) Para el segundo

0L(0,6 l
(0,0) = —mBg—BsenQ + (=mo — my +mg — mg)gr (7)
00 2
c) Para el tercero .
930) _ B,0 (8)
00

Al sustituir (6), (7) y (8) en (5) y ordenar algunos términos se tiene

1 S|
(Ipc + IBc) —+ ZmBl% + (mo + mq + mo -+ m3>T2 9 + §mBngsen9+

(mo +mq — my + mg3)gr + B,,0 =0 (9)

Dado que los momentos de inercia centroidales de la polea y de la barra estdn dadas

por las expresiones
1

Iy = émpr2 elg. = EmBl%
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Y con el objeto de simplificar la extensién de la ecuacién 9 se definen los siguientes

parametros

1
Empr2 + EmBl% + ZmBl% + (mg + my + may + mz)r?
1

~mpglp

2

K,
A
Mm = Mo — Mgy — M1 — M3

lI>

I

lI>

Por lo que la ecuacién (9) queda
10 + B0 + K,,senf) = M,,.gr

Que al normalizarla se tiene

. B

i K

TG + Tsen@ = IMmgr

Al expresarla en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales

do
dt

S

ot 0
, con las C'I (to) = ‘

Cfi—j = %(Mmgr — Bmé — K,,senf) w(to) wo

(10)

(11)

(12)

Como puede observarse este sistema no lineal de ecuaciones diferenciales del sistema

mecéanico muestra, por el momento y a simple vista, una correspondencia analdgica

con el sistema electrico de potencia, tanto en el modelo matemé&tico en general como

con los pardmetros que lo configuran, es decir:

10 + B0 + K,,senf) = M, gr < M6+ Bl + Ksenf = P,
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I M

B, & B

K, K
M,,gr & P,

Al tomar como base el modelo dado por (12) se pueden determinar los modelos mateméti-

cos para los estados de prefalla, falla y posfalla.
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Anexo del Capitulo 5

A5.1 La funcién hamiltoniana del SEP y del SMR analégico
Definicién (de sistema hamiltoniano): Si el modelo matemdtico de un sistema

dindmico tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dx
d—tl = f($1,$2>
dx
d_tZ = g(z1,22)

Y se desea saber si es un sistema hamiltoniano, debe verificarse si existe una funcion
escalar H(x1,x3), llamada funcion hamiltoniana, tal que para toda pareja (xq,x3) se

cumpla

OH OH

f($17332> = 8_332 Yy 9(3?1,332) = _8_151

Al aplicar el teorema de Schwarz a estas dos condiciones se tiene

OH  9°H
8.77181‘2 n 8.7728.771

Esta ultima igualdad sirve como base para construir la funcién hamiltoniana, ya que

of 0*H 0*H dg

8.771 - 81‘181‘2 - 8.77281‘1 - 8.772

Para saber si el sistema es hamiltoniano, es suficiente verificar este ltimo resultado,
es decir

of _ 9%

T . ()

Si esta condicién no se cumple para todos los valores de (z,y), entonces el sistema no

es hamiltoniano.

23



Construccién de la funcién hamiltoniana
En el supuesto de que se cumple a la igualdad (1) la funcién puede construirse de la

siguiente manera

OH(z1,x
i =
Al integrar con respecto a x5 se tiene
z2f
H(xy,12) = / f(x1,€5)dEs + d(x1) (2)

Para encontrar ¢(x1), se obtiene la derivada parcial de H(x,zs) con respecto a xj y

el resultado se relaciona con —g(z1,z5), es decir

a a x2f
a—le(Q:l, I‘Q) = 8—1’1 |: o f(xlv £2)d£2 + ¢('T1):|
0

x2f
_ [ f<x1,52>ds2]+¢'<xl>=—g<xm>

axl 2i

Al despejar ¢'(z1) se tiene

0 z2f
¢'(x1) = —g(z1,72) — Ers [/ | f(iﬂlafz)d&}

Después de integrar esta tltima ecuacién se obtiene la funcién ¢(z1), que al ser susti-

tuida en (2) proporciona la funcién H (z1,x2)

Para el caso particular del modelo del swing de la méquina sincrona

g w
do — L (P, — Ksend)
Se tiene:
dé oOH
il flo,w) = Y
dw OH 1
- = g(6,w) 35 = (P, — Ksend)



Dado que se cumple

of _ 99 _
96  Ow
Entonces
_ O0H(b,w)

Al integrar por variables separables la ecuacién anterior

H(S,w) %wQ + 6(6) 3)

Y al derivarla con respecto a ¢

OH(5,w) 09(8) 1

% 95 —M(Ksené—Pm)
De donde
9(6) = L 5(Ksen6—P )dé—i(—Kcosé—P 6)}5
M 50 m M m0) |6,

— —% [K (cosd — cosbg) + Pr(6 — o)]
Al sustituir en (3)

H(b,w) = %wQ + % [K (cos 6g — cosd) + P, (60 — 6)] (4)

Este modelo matematico expresado por (4) se le conoce como hamiltoniano o funcion
hamiltoniana del swing, y constituye un modelo bésico de gran importancia para es-
tudiar el comportamiento dindmico de la maquina sincrona, ya que permite establecer
de una manera més general el principio de la conservacion de la energia mediante el

auxilio de los conceptos de las energias cinética y potencial (Meisel, Jerome [13]).

Si los términos que componen la ecuacién (4), se denotan de la siguiente manera



K
EP,.. = M(COS 8o — cos 0)

L

M(50—5)

Dentro de un marco de convencién general a EC se le conoce como la energia cinética
normalizada asociada a las partes giratorias del sistema, mientras que a E P ¥ E Ppee
las energfas potenciales asociadas a la parte eléctrica suministrada por el generador y
mecénica asociada al par mecdnico que suministra la turbina, respectivamente. De esta

manera al definir de manera general a la energia potencial
EP £ EPyec + EPpe.

La ecuacién (4) queda expresada de la siguiente forma
H(6,w)=FEC+ EP

Esta ecuacion llamada, como ya se dijo, funcién hamiltoniana del swing de la méquina
sincrona, es un caso especial del principio de la conservacion de la energia. La suma
de las energias potencial y cinética proporciona la energia total del sistema y se puede
demostrar matemdaticamente que esta energia total permanece constante, ya que al

derivarla con respecto al tiempo se tiene

d dw w
ﬁH(é, w) = iy (—Ksend + Py0) (6)

Del sistema de ecuaciones diferenciales del swing

ds
dt

do — L (P, — Ksend)

dt

26



Se tiene que al sustituir la segunda ecuacién

dw 1

= = (P, — Ksend) (7)
en (6)
iH((S w)=0
e
Lo que significa que
H(6,w) = constante (8)

La energia cinética dada por la ecuacién (5) puede ser expresada en términos del angulo

6 de la siguiente forma. De (7) se tiene

dw B wdw 1

Al separar variables e integrar

w 1 6
/ wdw = — [ (P, — Ksend)dd
wo b0

1 1
§(w2 —wi) = i [P, (6 — 60) + K (cosd — cos by)]

Al despejar el término

1 1 1 1
§w2 =FC = Wi (Pnd + K cosd) + §w3 ~ (Pnbo + K cos dp)

w3 = O, corresponde a la energfa cinética inicial en &,

Dado que el término ECy = 5

se tiene

EC = % [P, (6 — 60) + K(cosd — cosdy)] + C

EC = —-EP+C

Lo que significa que la energfa cinética E'C' es igual al negativo de la energia potencial
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m4&s una constante, o de otra forma
EC+EP=C 9)

H(b,w)=C

Lo cual concuerda con el mismo resultado obtenido en (8).

Al igual a como se obtuvo la funcién hamiltoniana del sistema eléctrico también es
posible obtener esta funcién para el caso del SMR. Para este caso se omitird la de-
duccion por ser muy semejante. Del resultado de este proceso se obtiene la siguiente

funcién para el SMIR

HO,w) = %wQ + %[Km(cos 0o — cosO) + M, gr(0y — 0)]

H(,w) = EC+EP

Funcién que tien una correspondencia analdgica formal con la funcién hamiltoniana

dada por la ecuacion (4), la cual se repite a continuacién

H(6,w) = %uﬂ + %[K(cos 8o — cos6) + P (69 — 0)]
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A5.2 Evaluacién de la funcién hamiltoniana durante los procesos de falla y

de posfalla para el SMR

Mgr
L
A
//
i 7 /)
Mpfgr /)/
Ipf /
Myregr //
=W W\
/4 AN
/ARE 0 A
. GiP"— Ocm \‘Hlpf f‘:)pr 62pre

Al evaluar el hamiltoniano durante el proceso de falla para un dangulo 6 comprendido

en el intervalo 0y, < 0 < 0, se tiene

1
Hf(Q,CU) = 50&2 — Al — AIQ

A} denota el drea comprendida en el intervalo 61, < 0 < 0., luego
1 2 !

El subindice f denota la cantidad fisica evaluada en el estado de falla mecdanica, al
evaluar

EP;(0) = —A; — A}

Se tiene

K,, 1 1 Mf M, . K,, Mf
EP:(0) = — — K, 01pre A — O1pre —— 0——=qgré
s(6) Ipre+<ff fpre) o8O +( Iy Ipe ) o Iy o Iy I
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La expresién para la energfa cinética EC(w) tiene el dominio de definicién
Wipf < w < Wen ¥ la energfa potencial EPy(0), O1pre < 0 < Oc,

La energfa cinética EC se puede expresar en términos de 0 al establecer la igualdad
H(glprea wlpre) — H(g, w)

Donde H(f,w) deberd estar definida en la regién 0y, < 0 < e, ¥ Wipre < W < Wem,

al evaluar la ecuacién anterior se tiene

K, M
0=EC) + (I—) (cos b1pre — cosb) + I—fgr (O1pre — 0)
f f

Después de despejar EC(0)

EC(0) = (%) (cos B — cos O1ppe) + ]\f—fgr (cosb — O1pre) s Orpre <0 <0, (10)

Del mismo modo, al evaluar el hamiltoniano durante el proceso de posfalla, para un

angulo 6 comprendido en el intervalo 0, < 0 < 85, se tiene

1
pr(e,w) = 5(4)2 — Al — A2 — A23 — Aé

Aj denota el drea comprendida en el intervalo 6., < 6 < 0.,,, luego
1
Ecpf(e) = 5“12 y Epf(9> =—Ay — Ay — Ay — Aé

Donde

1
ECy(w) = §w2, Wem < 0 < waps

Después de evaluar la suma de las dreas —A; — Ay — Agz — Aj

K 11 My M,
EPi(f) = =2 4+ [ = — Ko €08 01pre + [ =L — =) grpme
f< ) Ipre " (If Ipre) o N " ( If Ipre ) I N "
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1 1 M M
(— — —) K, cos O + (—pf — —f) grem
Ly Iy Ly I

K,, M
M os ) — 2L

gr@, ecm S o S 92 f
Ipf Ipf ?

La energfa cinética ECy; se puede evaluar en términos de ¢ de la siguiente manera
H(elprea wlpre) = H(ea CU)

H(0,w) deberd estar definida en la region 6., < 6 < Oapr y Wem < w < wapy, al evaluar

la ecuacién anterior se tiene

_Al_AQ_A23 = ECpf—Al—Ag—Agg—Ag
0 = EC,— A,

EC,;(8) = (ﬁ) (cos 8 — cos B1yp) + 22000 (6 61,1), Bom < 0 < oy
Ipf Ipf

A5.3 Obtencién del angulo critico de desconexién 6., rapidez angular w,. en
esta posicién angular y amplitud maxima del swing para el SEP

En este apartado se aplicaré la funcién hamiltoniana para determinar el dngulo critico
de desconexion d. que garantiza la estabilidad del sistema, asf como la rapidez angular
w,. para esta posicion angular entre otros resultados; tales como el valor de la amplitud

del swing al operar el sistema en esta trayectoria de estados.

Obtencién del angulo critico 6.

Uno de los pardmetros de interés que se obtienen en el anélisis de estabilidad mediante
la aplicacién del método de las dreas iguales es la determinaciéon del dngulo critico, al
aplicar la ecuacién se tiene

A +A,=0
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Se tiene

be bapf
/ (P — Kysend)dd + / (P — Kppsend)dd =0

61177‘6 6c
[P(6c — b1pre) + Kf(cos 6. — o8 O1pre)] + [P(02ps — 6c) + Kpp(cos dopp — cosde)] =0

Después de agrupar y despejar

P(b2pf — 61pre) + K5 €08 1pre — Kpp €OS bap g
(Kf - Kpf)

cos 0, =

Al conocer los valores de Ky, K,; y los dngulos de equilibrio 1,.e ¥ 62p5 se puede

conocer el dngulo critico 0.

Obtencién de la rapidez angular del swing w = )

Con relacion a la ecuacion

1

EC,
2 Cc

Después de desarrollar la integral para obtener A;

w? = 1 [P(6c — b1pre) + Kf(cos 6. — cos d1pre)]

EC(WC> = M

DN | —

De esta expresiéon se puede obtener la rapidez angular del swing en el momento de

desconectar la linea, dado que ya se conoce 6.

We = \/% [P(6c — 61pre) + K f(cosd. — cos 1pre )]

Amplitud A6 del swing

También es posible aplicar este procedimiento para determinar el valor de la amplitud
del swing, basta con conocer las posiciones angulares donde las energias cinéticas valen
cero, y para esto se evalia el hamiltoniano en dos posiciones consecutivas, una de ellas
puede ser en el estado donde ocurre la desconexién de la linea, es decir en la posicion

critica donde 6 = 6. y w = w.; y la otra donde sucede este evento, es decir en una
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posicién tal que 6. < 6 < bg,¢ donde ws = 0

H(beywe) = H(6,ws) =C (11)
En la posicion critica
1 1
H((Sc,wc) = §wz — M(Ao + Al)

Y en la posicién en la que sucede ws = 0

1 6
H(6,ws) = i [Ao + A+ / (P — Kppsend)dod
bc

Al llevar estas dos expresiones a (11) y simplicar

1/
— i (P, — Kppsend) dod
be

Después de integrar

1 1
5“’3 =27 [Prn(6 —6.) + Kpp(cosd — cosé,)]
Al agrupar
P, M P,
cosé + —=6 + <—wg — "6, — cos 6c> =0
Kyy Kpy Kpy

Después de resolver esta ecuacién trascendental en el intervalo 0 < ¢ < 6,¢, se obtienen
las raices para los valores de 61 = O0min v 02 = Omax. De esta forma se tiene que la

amplitud de la oscilacién del swing estd limitada a los valores dpin < 6 < 6,42, tal que

Ab = 6mdm - 6min

Resalta a la vista que en los procedimientos de andlisis efectuados en este apartado la
variable tiempo no aparece de manera explicita. Este aspecto no debe causar asombro
ya que la funcién hamiltoniana es una funcién atemporal, pues tinicamente depende de

las variables de estado (6,w); sin embargo, es posible hacer intervenir a dicha variable
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mediante un artificio matemédtico muy sencillo, por ejemplo, para obtener el tiempo

critico en el que sucede 6. se procede de la siguiente manera.

El hamiltoniano en el punto de equilibrio estable de prefalla ya fue obtenido con ante-
rioridad y esta dado por

1
H<61prevw1pre> = _MAO

Por otro lado, para cualquier posicién 6, comprendida en el intervalo de falla

O1pre < 0 < 6, se tiene la expresion del hamiltoniano

1 1
Hf((S,Q)) = _w2 a7

5 i [Ao + K ¢(cos O1pre — €08 0) + Py (O1pre — 0)]

Al establecer la igualdad de estas dos ecuaciones y después de simplificar se tiene

1 1
§w2 =77 [K£(cos 61pre — €08 6) + Py (O1pre — 0)]

Al efectuar el siguiente cambio de variable

do

WZE

dé 1

1 2
5 (E) h M [Kf(COS 61pre — COS 5) + Pm(élpTe - 6)]

Después de realizar algunas operaciones, separar variables en la ecuacién diferencial e

integrar en los intervalos 0 <t <t.y O1pre < 6 <6,

te be dod
[o]
0 b1pre \/% [K ¢(cos 81pre — €08 8) 4+ Pry(81pre — 0)]

La integral del lado derecho no es posible integrarla a partir de funciones reales ya
que corresponde a una integral eliptica de sequndo orden, por fortuna, al conocerse

los limites de integracion 6. y 61,re €s facil resolverla a partir de un procedimiento
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numeérico, para esto se puede recurrir a Matlab y aplicar la siguiente funcién

quad( funcion, Tin, Tsup)

Este procedimiento puede emplearse para determinar cualquier instante en el que
suceda un dngulo determinado que este comprendido durante el intervalo de falla.
También pueden obtenerse tiempos para el intervalo de posfalla efectuando de manera
razonable los cambios en los pardametros que conforman el integrando asi como también
en los limites de integracién.

Extendiendo un poco méds esta idea, no es dificil pensar que si este proceso de inte-
graciéon numérica se incorpora a un programa de Matlab con los comandos adecuados,
para realizar las iteraciones necesarias y el control de flujo numérico para generar vec-
tores de salida, es posible obtener las graficas de las variables de estado en funcién del
tiempo y posteriormente los planos de fase de la pareja 6-w, entre otras graficas de

interés.
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Anexo del capitulo 6

En este apartado se describe la estructura del programa de computadora que determina

el tiempo critico de desconexién de la linea del SEP, asi como la conexién de la masa

ms en el SMR.

A6.2 Estructura del programa de simulacién

Para el sistema eléctrico

Para obtener el tiempo critico t. = 1" de desconexion de la linea, correspondiente al
momento en el que el sistema empieza a operar en la trayectoria de estados que limita
la regién de maxima estabilidad, es necesario resolver numéricamente el sistema no
lineal de ecuaciones diferenciales del swing de la méquina sincrona

dé
= =W
dt (1)

dw

Lo — L (P, — Ksend — Bw)

Tomando en cuenta que al variar el pardmetro K cambia la estructura de la solucién
en las etapas por las que transcurre la falla trifdsica. Para esto, es necesario definir los
intervalos en el dominio de interés en el que deberd resolverse este sistema acorde a los

procesos prefalla— falla — posfalla, tal como se indica a continuacion.

5(0~ sen (L
0t <t<t para K=Ky <P, yCI (07) — (Kpre)
w(07) 0
Oc o(t7
th <t <tgympara K = K,y > P, yCI = (ty)
We w(ty)

El primer intervalo 07 <t < ¢_ corresponde al proceso de transicién prefalla — falla,

mientras que el segundo t} < t < tg, al de falla—posfalla. La incégnita de mayor
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interés en la solucién de este problema es la obtencién el tiempo de desconexion t. = T
en el que debe desconectarse la linea colapsada del SEP con el fin de poder conocer
el tiempo de umbral de estabilidad. La solucién a este problema equivale a conocer el
margen de rapidez de operacién con el que debe trabajar el sistema de proteccién con

el fin de garantizar la estabilidad del sistema.

A continuacion, se presenta la propuesta de un método relativamente sencillo y préactico
para determinar esta variable temporal. El método consiste en resolver numéricamente

el sistema (1) mediante el empleo de un proceso de simulacién matemética con Mat-

lab/Simulink.

El programa principal calcula el valor de ¢, mediante aproximaciones sucesivas, para
esto se fija t. = 0, y se propone un valor At, muy pequeno, del orden de centécimas
de segundos, se valia en la primera iteracién a t. = t. + At. con el fin de garantizar
la operacién del sistema en la regién estable par los dos intervalos de definicién. Con

este valor propuesto de t. y con las condiciones iniciales en el estado de prefalla

5(07) sen’l(f%i:)
w(07) 0

Se resuelve el sistema de ecuaciones en el intervalo 07 < t <t para K = K; < P,

posteriormente, con las condiciones iniciales

We w(t,)

Se resuelve el sistema en el intervalo t7 < t < tg,, para K = K,; > P,. Para las
iteraciones posteriores se incrementa el valor de t. a t. = t.+ At., de tal manera que en
un determinado momento del proceso iterativo, dos valores consecutivos de t. deberdn

quedar dentro de un cierto intervalo de tolerancia definido como

ATol = ||t.(2) — t.(2")|]
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Donde t.(2) corresponde al tiempo de desconeccién en la region estable que se muestra

en la trayectoria 1 — 2 — 3 de la figura A6.1.

8 Simuiacién de ia ecuacién de estabilidad
del "swing" de la mdquina sinerona

6 Delta''+(B/ M)Delta'+(K/M)sen(Delra)=Pm /M

4

’ ] % B |

0 Tntegral dedelta” Inf egral de defr o’

A
-2 -B/M W Trlwm?;Eiﬂ
-4 K/
-6 — KM
: : Li—ljmmm
Bl ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Figura A6.1 Figura A6.2
Trayectorias estables e inestables Diagrama de la simulacion

Y t.(2”) al de la regién inestable que se muestra en la trayectoria 1 — 2” — 3" de la
misma figura !. El valor intermedio de estas dos magnitudes corresponderd, de manera

aproximada, al tiempo de desconexién t. = T que se busca.

La simulacién consiste basicamente de un programa de Matlab que controla, mediante
el proceso numérico explicado con anterioridad, la solucién analégica del sistema de
ecuaciones dado por (1) cuyo diagrama de bloques basico en Simulink (Dabney, James
B., Harman, Thomas L. [4]) se muestra en la figura A6.2. Las salidas de la simulacién

serdn los siguientes vectores:

1. toutl : vector que contiene los tiempos definidos en el intervalo de falla 0 <t <t

2. tout2 : vector que contiene los tiempos definidos en el intervalo de posfalla

'La deteccion de estos dos valores de ¢ se justifica en la medida que después de calcular t7 = t¢(2),
el valor maximo que se tenga para § en el intervalo tT < t < t,, debe ser siempre menor al valor de
6 correspondiente al del punto de equilibrio inestable, por otro lado, después de calcular ¢ty = t#(2"),
los valores calculados de § y w en el mismo intervalo, deberdn ser crecientes en la parte iltima del
intervalo citado.
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3. tout = [toutl, tout2] : vector que contiene los tiempos que encadena toutl y tout2

definido en 0 < t < ¢4,

4. salidal: vector que contiene a los estados w y ¢ en el intervalo de falla 0 <t <t

esto es, w = salidall0 : t;,1] y 6 = salidal[0 : ¢, 2]

5. salida2: vector que contiene a los estados w y 6 en el intervalo de posfalla

th <t <tfin, es decir, w = salida2[t} : tym, 1] y 6 = salida2[t} : tgim, 2]

6. salida = [salidal,salida2] es el vector que encadena los vectores de estado

salidal y salida2 en el intervalo 0 <t < g,

Para el sistema mecanico:
El procedimiento de simulacién para analizar la estabilidad mecédnica del SMR es muy
similar al anterior. En este caso se desea obtener el tiempo critico t.,, = T,, en el
que debe acoplarse la masa mg al sistema mecénico y poder estimar las caracteristicas
geométricas de la trayectoria que limita la regién de méxima estabilidad, por lo que es
necesario resolver el sistema de ecuaciones diferenciales del swing mecanico

#h — w

dt (2)

Z—;’ = i(Mmgr — Bhw — K,senb)

A diferencia del SEP este sistema de ecuaciones diferenciales presenta dos bifurcaciones
en cada etapa de su solucién, ya que al cambiar la estructura del conjunto de cuerpos
del SMR en el periodo en el que dura el proceso de la falla mecdnica también lo hacen
de manera simultdnea los pardmetros M,, e I,,. De manera adicional a estos cambios

es necesario definir los intervalos de interés para los que se resuelve este sistema de

2tgim corresponde al tiempo total en el cual se realiza la simulacién, este tiempo deberd ser lo
suficientemente grande, por ejemplo, mayor a dos segundos.

39



ecuaciones diferenciales acorde, tanto a las transiciones mecédnicas prefalla— falla como

a las de falla— posfalla.

A continuacion, se definen dichos intervalos en el modelo (2)

5(0™ sen 1 (Mere
0t <t <t,, para My, = My, I, =1; y CI (07) — ()
w(07) 0
B (3)
O 6(ty)
th, <t <tsm para My, = Mys, I, = I,y vy CI =
We w(ty)

En ¢ = 0" ocurre la transicién prefalla— falla, durante el primer intervalo 07 <t <t_ .
se tiene al proceso de falla mecédnica, posteriormente en ¢ = ¢} ocurre la transiciéon
falla—posfalla y durante el segundo intervalo t} < t < ty, se tiene el proceso de

postalla.

La estructura del programa de Matlab/Simulink que se emplea para resolver este

sistema de ecuaciones diferenciales es muy parecido al que se utilizé para resolver

el swing del rotor de la maquina sincrona, *

, asi como también la metodologia y el
algoritmo para la determinacién del tiempo critico o tiempo de acoplo t.,, = T,, de la

masa ms al SMR.

3Desde luego que se tienen algunas variantes con relacién al sistema eléctrico, ya que en el caso
del sistema mecdnico andlogo es necesario incorporar algunos datos adicionales en virtud de que las
bifurcaciones prefalla-falla y falla-posfalla presentan cambios tanto en las masas como en los momentos
de inercia en este sistema.
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Anexo del Capitulo 7

En este apartado se determinara la evaluacion de la funcién H(6,w) en diferentes esta-
dos de interés, tales como los puntos de equilibrio y otros estados comprendidos durante
los estados de falla y posfalla, asi como también la evaluacién de las energias cinéticas
en funcién de la posicién angular. Con base en la siguiente figura que determina las

curvas de los estados mecdnicos de prefalla, falla y posfalla para el SMR.

Msgr
Is - ]

A i
/
AA el //
Mpf g ¥ ¥
5 ¥/
Myregr f /
Ipre A1 / .
= i I
’ Glm Ocn .“Hlpf 62pf azpre

Se define y evalia a los siguientes términos:
A, drea comprendida en el intervalo 0 < 6 < 6y,

K,

Ipre

M, re
(1 — COS elpfre) S — g'relpre
Ipre

A =
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A, drea comprendida en el intervalo 01, < 0 < 0,

K,, M
_A2 = — (COS elpre — COS ecm> + —ng (elpre - ecm>
I; Iy

Az drea comprendida en el intervalo 6., < 0 < 01,f

K,, M

—Agg = — (o8O, — cosbyyp) + —fgr (Oem — O1p7)
Y Iy

As drea comprendida en el intervalo 01,5 < 8 < 0y,¢

K,, M
—A; = 7. (cos brpp — cosbayr) + I—ng (O1p5 — O2pf)
f f

A} drea comprendida en un dngulo 6 tal que 01, < 6§ < 0.,

K M
_A2 =1 (COS elpre — COS 6) + —ng (elpre - 9)
I; Iy

Af &rea comprendida en un dngulo 0 tal que 01, < 0 < O

K, M
— A = 7. (cosbrpf — cos) + ]—fgr (01,5 — 0)
f f

A7.1 Evaluacién de la funcién hamiltoniana para el SMR en

los puntos de equilibrio y otros puntos de interés

Con base en los resultados anteriores, se obtiene la funcién H (6,w) en los siguientes
puntos:

1) Para el punto de equilibrio de prefalla estable (01, w1pre)

En este punto de equilibrio se tiene wi,.. = 0y la evaluacién de la funcién hamiltoniana

estd dada por

H(O1pre, 0) = —A, (1)
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K,
IPT

pre

H(01pre,0) =
( 1p ) Ipre

(]_ — COS elpre) - grelpre

(4}

2) Para el punto de equilibrio de posfalla estable (61,7, w1,s)
Se tiene que wi,r =0

H(lef, 0) = —Al — AQ — A23 (2)

K,, 1 1 My My,
H(01,5,0) = + (— — ) K, cos O1pre + (—f 4 )gr@lpre +

Ipre If Ipre If Ipre

1 1 M, M K M,

— — — | K,,cos O, + (—pf - —f> Grlem — —2 cos 01,p — =2 oo, f
(fpf ff) Ly Iy Lyt S

3) En la posicién angular 6., donde se acopla la masa m3 al sistema

1
H(OCm, wcm) = §wzm — Al — A2 (3)

1 K, 1 1
H(Om, Wem) = =w? + +< >chosﬁlpre+

2" Iy I_f N Ipre

Mf Mpre Km Mf

—_— — 9 re ecm - 7 ecm
( Iy pre )gr e T O 7

4) En el punto de equilibrio inestable de posfalla (0,7, wa,y)

Se tiene que waopr = 0

H(025,0) = —A;— Ay — Ay — A3 (4)
H(92pfv 0) = H(lef, O) — As

K, 1 1 My M,
H(05,¢,0) = L — — K,, cos 01, L _ e O1pre
(Br7.0) Tpre " (If Ipre) €08 e ¥ ( Iy Tpre ) tore
1 1 M M K, K,
— — —) K,, cosO., + (—pf — —f> grBem + (— — —) cos O1pf +
Lyy Iy Iy Iy

Mfg’l“ Mpf Km Mf
I P By, — = cos B, — —Lgrd
If Ipf gr 1pf If cos 2pf If gr 2pf
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5) En un éngulo 6,,,. < 0 < 0., comprendido durante el periodo de falla

Hy(0,0) = %& — A - A,

K, 1 1 M Myre
+ ( ) K, cos O1pre + (—f — —p> grBipre

1
Hy (6 = —u? — -
f0w) = st o\ T, I T,
K., M,
——cosH——pfg'rG
Ipy Ipy

6) En un angulo 6., < 0 < 05,y comprendido durante el periodo de posfalla

1
pr(e,W) = 5(4)2 - Al - A2 - A23 - Ag (6)

1 K, 1 1 M M
H,¢(0 = —uw? = ¥ Km 6 re —L_ e 0 re
»f(0,w) 5% + Toe + (If Ipre) oS O1pre + ( 7 L. )gr 1pre T
1 1 M M K, M
(— ——> K, cos Oy + (—pf——f> GrOem — =2 cos — —2Lgrp
Iy Iy Iy 1y iy ey

7) Obtencién de la funcién V(0,w) = H,f(0,w) — H(01,7,0) para 01,5 < 6 < Oy

durante el periodo de posfalla

De las ecuaciones (2) y (6) se tiene
H(01p5,0) = —A; — Ay — A3

1
pr(e,W) = 50)2 — Al — A2 — A23 — Ag

Al establecer la diferencia

1
V(0,w) = Hyf(0,w) — H(O1,5,0) = §w2 — Al

De donde
1 K, M
V(0,w) = =w® + == (cos O,y — cos ) + —Lgr (01,5 — 0)
2 I; I;
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A'7.2 Evaluacién de las energias cinéticas en términos de la

posicién angular para diversos puntos de interés

8) Energia cinética durante el periodo de falla en un dngulo ¢ tal que
O1pre < 0 < 0Oc,

Al establecer la igualdad entre las ecuaciones (1) y (5)

H(O1pre,0) = Hy(0,w)
—A, = BEC;— A — A,
0 = EC;— A

K, M
0 = EC;+ — (cosbypre — cosB) + —fgr (O1pre — 0)
Iy Iy

de donde

K, M
ECy = — (cos — cosbipre) + —fgr (0 — O1pre) (7)
[f If

9) Energia cinética durante el periodo de posfalla en un dngulo 6 tal que
Ocm < 0 < Oop

Al establecer la igualdad entre (2) y (6)

H(elpf’ O) = pr(e’ w)
_Al — A2 — A23 = ECpf — Al — AQ — A23 — Ag
0 = BEC, — A,

K, M,
0 = EC,; + =2 (cosfy,; — cos) + —LLgr (01,7 — 6)
Lpf Lpf

K, M,
EC,; = T, (cos@ — cosBypyr) + I’;fgr (60— O1p¢)
p p
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A7.3 Graficas de las energias cinéticas y potenciales para el
SMR cuando B # 0

Cuando en el modelo matemético del swing se considera la friccién viscosa, parte de las

energias cinética y potencial que se desarrollan durante el proceso dindmico del SMR

se transforman en calor. Las graficas de las figuras A7.1, A7.2, A7.3 y A7.4 muestran

el comportamiento de este proceso cuando B = 0.02.
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\ 7/ ~ i
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Figura A7.1 Energia Potencial

del sistema mecdnico
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Figura A7.3, Energia Cinética y Potencial

del sistema mecdnico con
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———

A WA~

Figura A7.2, Energia Cinética

del sistema mecdnico

~— T[s]
oT 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura A7.4 Suma de Energias Cinética y

Potencial del sistema mecdnico con

En la figura A7.1 se pueden observar la energfa potencial méxima y la correspondien-

nte al momento en el que se acopla la masa ms al sistema, también se observa el

decrecimiento asintético de esta cantidad fisica hasta llegar al valor limite minimo
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correspondiente al estado de equilibrio estable de posfalla mecédnica. De manera similar,
en la figura A7.2, la energfa cinética también muestra un proceso decreciente pulsante y
asintotico hasta llegar al valor limite FCy,;, = 0, correspondiente también a la posicién
del punto de equilibrio del estado de posfalla mecénica. En la figura A7.4 muestra de

manera conjunta la suma de las energfas potencial y cinética.

Las observaciones correspondientes a los estados limites de las energias potencial y
cinética ET = ECun + F Pyin cuando el tiempo ¢t — oo se fundamenta en el siguiente
enunciado:

Después de que se acopla la masa ms en una trayectoria estable, si el sistema dindmico
disipa energia presenta estabilidad asintdtica, y conforme transcurre el tiempo el es-

tado tiende al punto de equilibrio de posfalla mecdnica, el cual posee energia potencial

minima *
Las figuras A7.5, A7.6 y A7.7 muestran el comportamiento de las energias cinética y

potencial del sistema en R? al tenerse como dominio a las variables de estado 0 y w.

Loom
50

(2]
: oy 3 ‘
“‘ “\ o “‘l

25

- 2 ~1s
0 6,
. ec 1.5 . d/ - 1 .
o[rad/s] ) T o[rad] o[rad/s] ) - g 6[rad]
4 0 -
Figura A7.5 Figura A7.6
Energia Cinética en funcion de 0 y w Energia Potencial en funcion de 0 y w

! Este enunciado contiene de manera implicita uno de las aplicaciones del teorema de Lagrange.
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Figura A7.7
Suma de las energias Cinética y Potencial
en funcion de 0y w

En estas ilustraciones puede observarse que la trayectoria acotada por los extremos de
los puntos A y B determina los comportamientos de las energias cinética, potencial y
total durante el periodo de falla. A partir del punto B se verifica con mayor evidencia
que, conforme transcurre el tiempo, el movimiento asintético de las trayectorias tienden
a los valores de energia que posee el estado de equilibrio estable de posfalla mecédnica.
Los ejes verticales AA’ y CC" corresponden a los lugares geométricos de las energias
en los puntos de equilibrio mecénico estables de prefalla y posfalla respectivamente.
Se puede observar que durante el proceso de posfalla y conforme transcurre el tiempo,
las trayectorias se aproximan al eje CC’. El comportamiento de estas propiedades
energéticas estd basado en una propocicién de Lagrange que posteriormente formalizé
Dirichlet, el teorema de Lagrange-Dirichlet, establece lo siguiente:

St una configuracion de equilibrio de un sistema mecdnico conservativo tiene una
energia potencial minima relativa a puntos cercanos, entonces esta configuracion
corresponde a una posicion de equilibrio estable. Si el valor de la energia potencial
de una posicion de equilibrio no tiene un minimo relativo, entonces el equilibrio es

inestable.

Las siguientes graficas ilustran el mapeo de los modelos graficos del SMR y del SEP

como resultado de la solucién numeérica de sus respectivos modelos matemaéticos. Las
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graficas de la izquierda corresponden al SMR y las de la derecha al del SEP. El
comportamiento cualitativo de las propiedades energéticas que se muestran en estas
grificas, sustentan la analogfa establecida en ambos sistemas. Recordar que el simbolo

= debe leerse: es como.

o EC;\ EC(T) /’\ECW
il /N
2 I S \E \/\//\/\/\ EC
B EP,,
4\ & — M\\ EP
-6 A 7 \
N \ /f—\ “‘“"'VEP(T) \ A
01|/ \\ //A\\ ~ Trs1 0 \\/ \\/\ A N P
ol V VAN A~~~ P T TLs]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 —“‘0 1 3 3 4 s 6
Figura 7.28

EC y EP para el SMR EC y EP para el SEP
3
4EPM+ECm TeT _ep+EC
o
s \ ET,.

k -20
’ \\ 30 o

\ = \
9 \ -40
-10 N \\ -
I T Tmin
-1
A2 —— sl % Tc 1 2 3 4 5 Tl 6
0 TL 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 .
Figura 7.29

Suma de EP y EC para el SEP

—
T a‘S[md]
Suma de EC' y EP Figura 7.30 Suma de EC y EP
para el SMR. en funcion de 0 y w para el SEP en funcion de 0 y w
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A7.4 Evaluacién de la derivada de la funcién V(w, 0)

La propiedad d)
AV (6,w)

< t>
o <0,Vt>0

sobre cualquier solucion diferenciable con condiciones iniciales Xgo se puede verificar

al obtener la derivada con respecto al tiempo de la funcién

V(w,0) = }w2 + Em (cos b, — cosB) + My (0,5 — 0) (8)
2 Ipf Ipf
Es decir

d ovde 0OV dw
@’ ") = g T awar
d ov oV df Ow
a’ 0 = l%’ a_w] | [a a]
d dX
il — Bl
dtV((S, w) \YA% o = 0 9)

De las ecuaciones diferenciales que modelan al sistema en condiciones de posfalla

de dw 1
YYo= E(Mpfgr — Bw — Kypsenf)

Y de las expresiones que se obtienen como resultado de aplicar las derivadas parciales

a la ecuacion (8)

K, M,
8V__men9__pfy0_V:

% a ]pf s ]pf &u

al sustituir en (9) y simplificar

d dX By,
—V(,w)=VV . — =—[Z]uw? <0
dt dt Ly
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