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“Todo lo que te viniere a la mano para hacer, hazlo con todas tus fuerzas; porque en el sepulcro,
a donde ta vas, no hay obra, ni industria, ni ciencia, ni sabiduria.”

Eclesiastés 9:10
1 Introduccidn.

El ahorro de energia es cada vez mas importante dentro de cada una de las actividades del ser
humano, ya sea por su costo econdmico, ambiental o social. Este trabajo de investigacion se
encamina a proponer y comprobar un nuevo enfoque en el disefio de sistemas mecanicos,
tomando en cuenta la energia necesaria para moverlos. EI método propuesto ha sido aplicado a
cadenas cinematicas abiertas con resultados alentadores. En este caso, se presentan las
aplicaciones para cadenas cinematicas cerradas, mas en especifico, para manipuladores roboticos
paralelos.

El anélisis que se realiza parte de las siguientes proposiciones:

La trayectoria de trabajo que debe de realizar el manipulador esta definida para cada tarea
en especifico, y no se puede modificar.

Los parametros de disefio que se pueden modificar son las longitudes de los eslabones.

La funcidn a optimizar es la energia mecanica se requiere para poner en movimiento al
manipulador

Estas proposiciones se basan en el hecho de que en muchas ocasiones, las tareas a realizar no se
pueden modificar, ya sea por el tipo de proceso que realizan o que hayan sido optimizadas. Por
otro lado, la propuesta de disefio es que se pueda modificar las dimensiones de los eslabones,
para que en cada tarea asignada, ocupe la menor energia posible para realizar dicho trabajo.

La metodologia propuesta contiene los siguientes pasos, ya probados en cadenas cinematicas
abiertas, ahora aplicados a cadenas cinemaéticas cerradas. Los pasos a seguir son:

Describir el modelo termodinamico

Describir el modelo mecéanico

Analizar el sistema cinematico y obtener la ecuacion de energia.

Analizar la region factible del movimiento, a partir de las zonas que se encuentran fuera
de una singularidad, ya sea serial o paralela, del modelo.

Optimizar la funcion energia.

Al final, los valores optimos de el manipulador permitiran que este se mueva con la menor
energia posible, canalizando la energia que de introduce al sistema a la realizacion del la tarea
por realizar. El analisis se resume a como ocupar la energia del sistema de forma eficiente,
cambiando el disefio del mismo para poder conseguir este objetivo.

La naturaleza y la energia.



La energia es vital para los procesos de la vida. El organismo que mejor este adaptado a su
medio y tenga un mejor uso de su energia disponible, sera aquel que prevalezca. Pero en pocas
ocasiones tomamos en cuenta el valor de ese uso eficiente de la energia. Un ejemplo de qué tan
determinante puede ser el uso eficiente de la energia se aprecia en las teorias acerca de la
evolucion del ser humano. Una teoria reciente indica que el Homo Sapiens, del cual desciende el
hombre moderno, super6 al Homo Nendertensis por tener un mejor disefio para caminar. A pesar
de que el dltimo tenia una mayor masa muscular, un cerebro de mayor volumen, una mejor
adaptacion al frio de las eras glaciales, la mayor eficiencia para moverse, y asi competir por los
recursos naturales que tenia el Homo Sapiens fue el factor decisivo en la evolucion.

Este mismo factor esta presente dentro de las actividades humanas, no como el uso de energia,
sino en el costo que esta representa para cierta actividad. Aquello que consuma una menor
energia, o lo haga de una forma mas eficiente, tendra una mayor ganancia. También en la parte
ambiental, aquello que ocupa energia de una forma mas eficiente, producira menos emisiones,
menor contaminacion por unidad producida.

Por las implicaciones econdmicas, sociales y ambientales, el uso eficiente de la energia es un
factor fundamental que se tiene que tomar en cuenta al momento de disefiar algin proceso.
Desde las actividades humanas mas simples, hasta el complejo industrial mas complejo el uso
eficiente de la energia sera factor determinante para continuar con el desarrollo sustentable de la
humanidad.

Justificacion.

El ahorro de energia representa uno de los grandes retos de la actualidad, tanto por su
importancia ecoldgica como econdémica. El impacto ambiental de la generacion de energia por
medios no renovables (petroleo, gas natural) y las consecuencias de los gases de invernadero en
el cambio climatico dan una gran relevancia a cualquier esfuerzo por el ahorro de energia. Por
otro lado, el impacto econémico viene de la mano, ya sea directamente en el costo de produccién
de energia, asi como en los costos por dafios colaterales a la infraestructura y la poblacion
causados por los desordenes ambientales desatados por el uso de combustibles “no limpios”.
Estos dltimos introdujeron a la atmosfera mas de 6800 millones de toneladas de carbono al
medio ambiente en el 2003. En la siguiente grafica se observa la preponderancia de la generacion
de energia eléctrica y la industria dentro de esta descarga al medio ambiente, con sus
consecuentes efectos ;.
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H |ndustria 20%

® Transportacion 20%

Generacion de
electricidad 35 %

Residencial y
comercial 25 %

Fig. 1.1 Porcentajes de produccion de emisiones de carbono.

Las lineas de trabajo actuales en el ahorro de energia se encaminan en varias ramas. En una de
ellas se toma como premisa la generacion de energia renovable o limpia, para asi mitigar los
efectos ambientales del uso de combustibles fésiles. Otra rama se orienta en el incremento en
eficiencia, ya sea por el cambio de equipos obsoletos o de baja eficiencia por otros con
tecnologia reciente. Otra rama mas es la enfocada al cambio de conductas para fomentar el
ahorro de energia, concientizando a la poblacién.

De estas medidas, la menos onerosa y de rapida implementacion es el cambio de conductas, pero
es una de las de menor impacto por los cambios conductuales que se piden a la poblacion. Las
otras dos medidas permiten un mayor ahorro de energia, pero son de un mayor costo, como el
cambio de equipos, o remplazo de combustibles. En general, se requiere un enfoque integral en
el que se tomen en cuenta todos los posibles caminos para el uso eficiente y racional de la
energia.

Como ejemplo de las actuales politicas de ahorro de energia se pueden encontrar los programas
propuestos por CONAE, los cuales se orientan a la mejora de normas en equipos que
proporcionen mejores eficiencias, cambio 0 mejora de equipos obsoletos y el cambio en
conductas del uso de la energia. Casos especificos son aquellos en los que el uso eficiente de
lamparas no incandescentes Yy aparatos electrodomésticos con normatividades vigentes, logren
un ahorro del 35% en el consumo de energia dentro del hogar. Otro ejemplo es el ahorro
propuesto en los nuevos equipos de aire acondicionado, que llega a un 25 % segun la norma
actual (NOM-011-ENER-2006). Un ultimo ejemplo, orientado al cambio de conductas esta dado
por el cambio en formas de manejo de vehiculos de transporte de pasajeros o carga, en los cuales
el cambio en la forma de manejo logran un ahorro del 6.99% de combustible a comparacion de
un manejo normal.

La importancia del ahorro de energia radica en que debemos de mejorar la forma de producirla,
como consumirla y como usarla, ya sea por los equipos de generacién o por la forma en la que
ocupamos esta energia, para mitigar los efectos colaterales que ocasionan su uso irracional. En la
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actualidad, dentro del campo de los manipuladores roboticos se pueden observar avances en los
actuadores, siendo de mayor eficiencia, asi como en la planeacion de las trayectorias a realizar.
Siendo asi, el presente trabajo explora otra rama mas, en la que el disefio de manipulador o un
mecanismo va a depender del mejor uso de energia para una tarea asignada.

1.3 Objetivo general.
Al final del presente trabajo se busca llegar al siguiente objetivo:

Encontrar las dimensiones optimas de disefio para un manipulador 3RRR a partir del
menor estado energético del mismo.

Las dimensiones de disefio se refieren a las longitudes y formas que debe de tener el manipulador
para con ellas ir modificando los valores de inercia que estén involucrados. Las ecuaciones de
energia del manipulador quedaran en funcion de estas dimensiones de disefio, y se buscara la
combinacion de dimensiones que logren un minimo en el estado energético al ir realizando la
tarea requerida.

1.4 Objetivos particulares.

Para el desarrollo de este trabajo se requiere ir cumpliendo con diferentes etapas, en las cuales se
pueden identificar los siguientes objetivos particulares:

Definir el estado energético y los flujos de energia que afectan al manipulador.

Describir la cinemética y dindmica del manipulador.

Relacional las dimensiones de disefio del manipulador con la funcién de energia.

Definir las restricciones del sistema, ya sea directamente por la geometria que adopta o
por el analisis del Jacobiano asociado a su movimiento.

Encontrar un método para poder optimizar la funcién objetivo de energia del
manipulador.

El cumplimiento de estos objetivos particulares se logra por medio de la relacion entre los
conocimientos basicos de mecanica clasica y termodinamica, por medio de los que se pretende
modelar el sistema. Al final, englobando todos ellos cimentan el objetivo general para su
aplicacion.

1.5 Descripcién del trabajo escrito.

Para cumplir con los objetivos generales y particulares, el desarrollo del presente trabajo integra
el conocimiento necesario para el analisis planteado, con la siguiente division de capitulos.

En el capitulo 2 se da una introduccion a los conocimientos basicos generales que se aplican
dentro del modelo, que van desde la termodinamica, la mecénica clasica, la descripcion de los
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manipuladores y robots hasta los conceptos basicos y una breve introduccion a la optimacién de
sistemas.

En el capitulo 3 se explora la relacion de los conocimientos anteriores en la descripcion de un
conjunto de manipuladores, creando una serie de modelos teoricos para su analisis. Desde un
modelo base previamente analizado, un manipulador RRR, hasta la descripcion del modelo en
andlisis actual, el manipulador 3RRR, se muestran cudles son las particularidades de cada uno de
los modelos matematicos propuestos.

El capitulo 4 presentan los modelos RR, RRR y un manipulador 3RRR, como sistemas
idealizados y las simulaciones realizadas con ellos. El andlisis abarca desde la definicion del
modelo dindmico de cada manipulador hasta la definicién de sus restricciones, como son las
singularidades del sistema. Se obtienen los resultados para diferentes procesos, ya sean estos de
energia constante o variable, y se observa como afectan al manipulador.

En el capitulo 5 se analizan los resultados a la par de las conclusiones a las que llega este trabajo.

Este texto se desarrolla con las bases de la termodinamica y la mecanica clasica, por el tipo de
sistemas que se pretenden analizar, ya que quedan bien descritos con estas teorias.
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“Sabemos muy poco, y sin embargo es sorprendente que sepamos tanto, y es todavia mas
sorprendente que tan poco conocimiento nos dé tanto poder.”

Bertrand Russell

2 Marco teodrico.

La generacion del conocimiento del hombre es un problema filoséfico estudiado desde la época
clasica. Ya sea desde la forma en que adquirimos conocimiento por medio de la clasificacion de
las cosas, hasta el tratar de llegar a teorias generales que engloben lo que ocurre en un area del
conocimiento, la descripcion final del todo. De ésta forma tratamos de encontrar un orden, una
forma sistemética de resolver nuestros problemas, sino la més sencilla, si aquella que nos exima
de caer en errores de apreciacion, que permita adentrarnos en el conocimiento de las causas, de
los efectos. De ésta forma llegamos al método cientifico, que trata de proporcionarnos las
herramientas para el analisis de las cosas, desde las mas simples hasta las mas complejas 3.

El desarrollo de nuevas ideas parte de aquello que conocemos, pero por si sélo, es un método
falible. Es asi pues las preconcepciones que existan acerca de un campo del conocimiento
pueden ser erroneas, como en los tiempos en los que era una verdad absoluta que el mundo era
plano. Pero la critica racional que podamos realizar a las ideas, propias o de otros, es lo que nos
permite llegar a una verdad mas solida del comportamiento de las cosas. Realzando un balance
entre lo que ya conocemos Yy dejando la puerta abierta para encontrar cosas nuevas. De esta
forma estimo que las mejores herramientas para desarrollar un nuevo saber son los
conocimientos solidos y el pensamiento critico que podamaos aplicar a ellos.

En este tenor, el marco tedrico que fundamenta los razonamientos que se presentan es de vital
importancia. Por ello, a lo largo de este capitulo se presentan parte de los conocimientos previos
para el andlisis del modelo propuesto. En él se desarrolla desde los conceptos béasicos de la
matematica a ocupar, hasta los conocimientos de cada area en particular que se encuentra
involucrada. Estos breviarios s6lo muestran aquellas partes que se ocuparan mas adelante, sin
adentrarse a profundidad en los alcances de cada una de ellas, pero si preparando el campo para
saber hasta donde se pretende llegar en el presente estudio.

2.1 Antecedentes matematicos

Se atribuye a Gauss la siguiente cita: “Para poder decir que conocemos algo, lo tenemos que
poder expresar en nimeros”. De esta forma, para poder hablar de los nimeros de nuestro interés,
es necesario plantear cuales son las herramientas matematicas que vamos a utilizar y cuales son
las reglas que les rigen. En esta seccidn se realiza una introduccion a la nomenclatura y algebra
que se va a ocupar en el desarrollo de este texto. Este no es un estudio a profundidad de esta
estructura matematica, sino solamente un breviario de aquellas herramientas que ocuparemos
para posteriormente poder hablar en numeros del ahorro de energia.

14



2.1.1 Algebra vectorial.

Las propiedades de los conjuntos de niimeros reales R? y R® bajo ciertas operaciones, nos hace
llegar intuitivamente a la idea de que existen conjuntos que presentan un orden bajo ciertas
caracteristicas. Vamos a trabajar con estos conjuntos, bajo el concepto de que son espacios
vectoriales. En el caso particular de R® y R®, que tienen como vectores a diadas y triadas de
numeros reales y como escalares a los mismos nameros reales. Como espacios vectoriales, estos
presentan las siguientes caracteristicas p4:

“Un espacio vectorial es un conjunto de objetos denominados vectores V, que junto con el
conjunto E de elementos conocidos como escalares y con dos operaciones conmutativas +
(suma) y - (producto por un escalar) definidas de la siguiente forma

+ VRV -V

x,y) >x+y, x,yeV

- TE®V -V
Ax)>A-x; A€EE,Ax€EV

con elementos neutros 0 y 1 respectivamente, que cumplen con los siguientes axiomas:
Conjunto cerradoalasuma. Sixe VyyeV,x+yeV,
Ley asociativa. Paratodo x,y,z€ V (X +y) +z=Xx+ (y +2),
Neutro aditivo. Existe un vector 0 € V tal que paratodo x € Vtalquex +0 =0+ x = x.
Inverso aditivo. Para todo vector x existe un vector —x tal que x+ (-x) = 0.
Ley conmutativa. Si X,y € V, entonces X +y =y + X.
Conjunto cerrado al producto. Si x € V y a € E, entonces ox € V
Primer ley distributiva. Si X,y € Vy a € E, entonces a (X + y) = aX + ay.
Segunda ley distributiva. Si x € V y o, € E, entonces (o + )X = oX + BX.
Ley asociativa de la multiplicacion escalar. Si x € V' y o, € E, entonces a(BX)=apX.

Neutro multiplicativo. Para todo x € V, 1x = X.

13
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Tenemos que para los conjuntos de R? y R® como vectores y con R como escalar, se tiene un
espacio vectorial con suma estandar y multiplicacion por un escalar estandar.

Aparte de estas operaciones, es necesario dentro de estos conjuntos definimos otras tres
operaciones, que son el producto interno o producto punto, la norma y el producto cruz, que
posteriormente seran de utilidad.

El producto interno entre dos vectores quedara definido de la siguiente forma:

“Sean X y y dos vectores con componentes (X1, Xa,..., Xn) Y (Y1, Y2.-.., Yn), 12 Operacién producto
interno queda definida de la siguiente forma:

Xy = (Xl,XZ; ...,Xn) . (yl,yz, ...,_'yn) = X1V + XY + o+ X

13

Por norma de un vector tenemos la siguiente definicion.

“Sea x un vector con componentes (X1, X,..., Xp), 1a norma del mismo es:

x| = /212 + 2,2 + - + X2
siendo el resultado un ndmero real, que es la medida del vector”

Con estos dos conceptos podemos definir el coseno del &ngulo entre dos vectores, que es la razon
del producto punto de los vectores entre la norma de los mismos, expresado en la siguiente
ecuacion:

x-y
x|y

cosO =

Para el producto cruz se tiene que es un producto que genera un vector perpendicular a otros dos
vectores en R®. Este se encuentra definido por la base candnica del sistema, representada por los

vectores unitarios i, j, k. La operacion entre dos vectores seria definida de la siguiente forma:

i j k
c=axb=|a a, a|=(a,b,—a,b))i— (axh,—a,b)j+ (axb, —a,b,)k
b, b, b,

Este producto también puede ser interpretado de la siguiente forma:

16



XXy
x|yl

senfd =

2.1.2 Base canonica y bases ortonormales.

A los vectores i, j,k, se les conoce como base canénica del espacio tridimensional R®. Esto es
porgue es un conjunto linealmente independiente, y ademas genera a todo el espacio vectorial R®.

La base de un espacio vectorial no es necesariamente Unica, como se pensaria que es la base
canonica del espacio tridimensional. Puede existir otro conjunto de vectores linealmente
independientes que también generen al mismo espacio. Asi, por ejemplo, cualquier punto del
espacio bidimensional puede ser representado por una combinacion lineal de los vectores (1,0) y
(0,1), pero también por los vectores linealmente independientes (1,3) y (-1,2). Aunque darén
diferente combinacion lineal, pueden representar al mismo punto del espacio, y buscando la
igualdad entre ellos, se puede encontrar una matriz A que transforme de un sistema de
coordenadas a otro:

x, = Ax,

De los diferentes conjuntos de vectores que pueden ser base, nos interesamos por aquellos que
cumplan con las siguientes caracteristicas:

Los vectores generadores son ortogonales, es decir, el producto interno entre cualquiera de ellos
con es el vector cero.

Su normaes 1.

Estos conjuntos son de importancia, como se vera mas adelante, pues permiten una descripcién
sencilla del espacio, ya sea en R? o R®.

El conjunto de vectores de la base candnica cumple con los puntos que se buscan deseables en
una base, ya que:

A estos conjuntos se les conoce como vectores ortonormales. Estos agrupan la caracteristica de
que son una base, que son ortogonales entre si pues el producto interno entre cualquiera de ellos
distinto es cero, y tienen norma de 1.

2.1.3 Transformacion lineal.
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Asi como las funciones permiten relacionar ordenadas con abscisas en el espacio de R?, una idea
general de estas relaciones se puede ver a través de las transformaciones lineales, que pueden
relacionar de los espacios vectoriales entre si de manera funcional. Para las transformaciones
lineales se tiene la definicion:

“Sean V y W espacios vectoriales. Una transformacion lineal de T de V en W es una funcién que
asigna a cada vector v €V un Unico vector Tv € W, y que satisface las siguientes condiciones:

Tu+v)=Tu+Tv

T(av) = aTv

2

Las transformaciones lineales pueden estar representadas por medio de una matriz de
transformacion, la cual trae inmersa la representacion de los vectores de una base en un espacio
vectorial a otro espacio vectorial. Este concepto nos ayuda a encontrar una matriz que represente
al mismo vector dentro de dos espacios vectoriales diferentes, y para el caso particular de que sea
el mismo espacio vectorial, entre dos bases distintas.

Un ejemplo que se ampliara adelante es la trasformacion lineal entre bases ortonormales de R®.

En este caso, definamos un sistema base XYZ, con ejes perpendiculares y con una base
ortonormal 1,7, k. Junto a este sistema y con un origen coincidente coloquemos otro sistema

coordenado xyz, con ejes perpendiculares y una base ortonormal @, 7, w. Ambos sistemas se
encuentran orientados de manera dista como se observa en la figura 2.1.

Fig. 2.1 Sistemas coordenados con distinta orientacion.

En estos sistemas coordenados podemos tener un vector a, que tiene representacion en una y otra
base. Pero también podemos encontrar la relacion entre estas representaciones en diferentes
bases de la siguiente forma:
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(a)Base 1= AT(a)Base 2

Al ser invertible esta matriz, se puede encontrar una matriz que lleve de regreso al vector entre
los sistemas de la siguiente forma:

(a)Base 2 = AT_l(a)Base 1

Entonces podemos encontrar una Unica matriz que permita pasar de un sistema coordenado al
otro. Pero para conservar la medida entre ellos es necesario del concepto de isometria, en el cual
no solo se conserva la forma, como en un isomorfismo, sino ademas de conserva la medida, al
pasar la operacion de producto interno entre los espacios vectoriales de la siguiente forma

Tx - Ty=x-y

De esta forma, con una transformacion lineal isométrica e isomorfica, podemos conocer la
orientacion entre diferentes sistemas coordenados, ademas de poder conservar la medida entre
ellos.

2.1.4 Antecedentes de calculo de una y maltiples variables.

En el anélisis de funciones de una sola variable, nos interesa el conocer el comportamiento de la
funcién para poder describirla. Asi, por medio del calculo diferencial podemos encontrar la
pendiente para todo momento, por medio de la derivada, los puntos extremos de la funcion,
igualando esta derivada a cero, y conocer si se trata de un maximo, un minimo o un punto de
inflexion, conociendo el comportamiento de la segunda derivada de la funcion.

40

20

Maximo
—\inimo

Fig. 2.2 Maximos y minimos locales en una funcion.
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De esta forma, queda descrito el comportamiento de la funcién y los puntos de interés, como lo
son los minimos.

De la misma forma, en el calculo de multiple variable es posible encontrar los puntos extremos
de una funcion conocida y definida, si se puede analizar el comportamiento de las derivadas de
esta funcién. La forma en representar estas derivadas es por medio de un arreglo matricial en el
que podemos conocer las derivadas parciales de la funcién con respecto a cada una de las
variables de la siguiente forma:

of of of

ox, 0x, " dx,

Vf=

Conocido como el gradiente de una funcion escalar de variable vectorial, también se le conoce
como Jacobiano. Este elemento nos permite encontrar el comportamiento del as derivadas
parciales de la funcion f para todo momento. EIl punto de interés serd entonces cuando las
derivadas parciales valgan cero, ya que ello indicard un punto extremo. También serd necesario
el conocer el comportamiento de la segunda derivada, pero en este caso en forma de derivadas
parciales con respecto a cada una de las variables. A este elemento se le conoce como Hessiano,
y es el que permita identificar si se trata de un punto maximo, minimo o un punto de inflexién
dentro de la funcion escalar de variable vectorial.

0% f 0%f 92f
axlz axlaxZ axlaxn
o%f  9°f o2 f
H= axZaX1 axzz axzaxn
(')Zf (')Zf 62f
9x,0x; 0x,0x, dx,°

Pero para que ambos elementos puedan ser de ayuda, la funcion debe de ser evaluable en todo
punto, siendo diferenciable parcialmente para todas sus variables y continda para todo punto. Si
no se cumple esto o, para sistemas complejos, este procedimiento puede llevar a estructuras
complejas de dificil resolucion. Asi, una funcion escalar de variable vectorial puede ser
analizada, y encontrar los puntos de maximos y minimos locales o absolutos.
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Fig. 2.3 Funcidn escalar de variable vectorial.

2.2 Sistemas termodinamicos.

Este estudio propone el disefio de un manipulador por medio de un estado energético bajo. Pero
para poder definir a que energia nos estamos refiriendo, de donde proviene y hacia donde se
dirige, es necesario el conocer ciertos conceptos de termodinamica. Esta rama de la fisica es muy
recurrida en los analisis quimicos, en los procesos de transformacion de energia y de
transferencia de calor. En este caso, aplicando varios de los conceptos de la termodindmica a los
sistemas mecanicos en estudio, se pretende describir cual es el sistema en estudio y como es que
se plantea el ahorro de energia.

2.2.1 Campo de estudio de la termodinamica.

La termodinamica se ocupa de las transformaciones de la energia y de la relacion entre las
propiedades fisicas de las sustancias o elementos involucrados dentro de estas transformaciones.
Con ello se plantea un amplio campo de accion, desde sistemas de combustion hasta sistemas de
generacion de energia por medios edlicos y celdas de energia.

Existen dos visiones para el estudio de la termodinamica. En la primera se toma una vision
macroscopica de los sistemas, mientras que en la segunda se realiza el estudio estadistico del
comportamiento de las particulas individuales del sistema. El primer caso se conoce como
termodinamica clasica, siendo que no requiere una hipotesis detallada de la forma en que estan
constituidos los sistemas, y sobrevive en general aun cuando cambien las descripciones
microscopicas de dichos elementos. Por el otro lado, se tiene a la termodinamica estadistica, la
cual se encarga del comportamiento de cada elemento de la sustancia en estudio, tomando las
caracteristicas estadisticas de todos los elementos. Existen también los acercamientos por medio
de la teoria cinética de la materia, para ello se requiere la descripcion de las interacciones entre
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todas las particulas a partir de la mecanica newtoniana. De todos estos enfoques, aquel que
ocuparemos es el de la mecénica clasica, tomando en cuenta solo la parte macroscopica, no
interesando el comportamiento microscopico de los elementos de estudio.

Puntos fundamentales de la termodinamica clasica se basan en 5 leyes que rigen estas
interacciones. Los primeros dos postulados se enfocan a la energia dentro del sistema, la primera
ley de la termodindmica se encarga del balance de energia y su conservacion, la segunda ley se
enfoca a la calidad de la energia dentro del sistema. Los otros dos postulados se encargan del las
relaciones entre las propiedades termodindmicas de los sistemas, como el postulad de estado, la
ley cero y la tercera ley de la termodindmica. En este caso, al no estar estudiando las propiedades
de las sustancias, s6lo nos enfocaremos a la energia y sus caracteristicas.

Un concepto importante es el de eficiencia. Un acercamiento intuitivo dice que la eficiencia sera
la razon entre energia que obtengo del sistema y la que tengo que introducir al mismo.

Trabajo obtenido

= Energia proporcionada

Este concepto de eficiencia sera util, al definir los sistemas involucrados y los flujos de energia
dentro del sistema mecénico que estudiamos.

2.2.2 Sistemas termodinamicos y sus fronteras.

El primer punto es definir al sistema que estudiaremos. Un sistema es un espacio tridimensional
que se encuentra acotado por superficies que llamaremos fronteras. Estas fronteras, reales o
imaginarias son arbitrarias, y dependen de lo que queramos analizar. A partir de dichas fronteras
se pueden identificar dos regiones. La primera, dentro de las fronteras, se conoce como sistema,
mientras que la segunda, fuera del sistema, se le conoce como alrededores. En particular, los
alrededores son aquella vecindad inmediata que interactta con el sistema.

Las fronteras se pueden clasificar de la siguiente forma: permiten el paso de energia y materia, y
aquellas que sélo permiten el paso de energia, mas no de materia. EI primer caso determina un
sistema abierto, ya que puede cambiar materia con los alrededores, mientras que el segundo caso
determina un sistema cerrado, con solo el intercambio de energia a través de las fronteras. Un
caso especial de estas fronteras es la frontera adiabatica, que corresponde a un sistema cerrado, y
ademas, no permite el flujo de calor entre el sistema y los alrededores, sino Gnicamente del paso
de trabajo. A los sistemas cerrados se les conoce como masa de control, pues no varia la misma,
y a los sistemas abiertos se les conoce como volumen de control. En la figura siguiente se puede
apreciar este tipo de sistemas.
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Fig. 2.4 Sistemas aislado, cerrado y abierto.

2.2.3 Propiedades y estados termodindmicos.

Una propiedad es una caracteristica del sistema que puede cuantificarse por medios directos o
indirectos y es caracteristica del sistema. Esta propiedad tiene un valor Gnico para cada condicion
del sistema y describe caracteristicas en particular del mismo. Ejemplo de estas propiedades
estan la presion, el volumen especifico, la energia de Gibbs o la energia cinética que posee el
sistema. Dentro de las propiedades podemos identificar dos tipos, las extensivas, que estan
relacionadas directamente con la cantidad de materia existente dentro del sistema, y las
intensivas, independientes de la cantidad de materia. Ejemplo de propiedades extensivas se
tienen al peso, el volumen o la energia cinética, mientras que ejemplos de las propiedades
intensivas se tienen a la presion, la temperatura y la densidad.

Ahora, con un conjunto de propiedades podemos caracterizar un estado del sistema, siempre y
cuando estas propiedades se encuentren en equilibrio dentro del sistema. Este estado en
equilibrio implica que hay balance entre fuerzas, composiciones quimicas o térmicas, sin
presentar cambios macroscopicos observables en las propiedades. El equilibrio termodinamico
sera entonces sinbnimo de que el sistema se encuentra en un estado en el que no existen cambios
espontaneos y finitos hacia algin otro estado sin que ocurran cambios en los alrededores del
sistema. Este equilibrio se vera reflejado en el que no existan cambios de temperatura (equilibrio
térmico), presiones o fuerzas (equilibrio mecénico), cambios netos en la composicion quimica
dentro del sistema (equilibrio quimico), o cambios en el estado de agregacién de los
componentes (equilibrio de fase).

A los cambios entre un estado termodindmico y otro se les conoce como proceso, y en ellos
ocurrira algun cambio en las propiedades del sistema. Este proceso se encuentra definido por una
trayectoria, a cual se refiere a la descripcion en el cambio de las propiedades, a traves de los que
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pasa el sistema de un estado de equilibrio a otro. Para describir el proceso es necesario el conocer
el estado inicial, el estado final, la trayectoria y las interacciones a través de la frontera.

2.2.4 Trabajo.

De los cursos de mecénica clésica se extrae que el trabajo W es la accion de una fuerza F y un
desplazamiento s, cuando estos se realizan en la misma direccion. Vectorialmente esto se expresa
de la siguiente forma.

oW =Fds=F-ds

Para obtener el trabajo total realizado por una fuerza, es necesario realizar la integracion de este
término, por lo que se requiere una relacion funcional entre la fuerza y el desplazamiento. Para
los procesos termodinamicos se tiene una definicién amplia de trabajo, como la interaccion entre
el sistema y sus alrededores de forma que el Unico efecto externo de dicha interaccién pudiera
haber sido la elevacion de un peso (fuerza) una cierta distancia (desplazamiento). La amplitud de
esta definicion se debe a las diferentes formas de trabajo que pueden estar involucradas dentro
del proceso. Un ejemplo de ellas es que el trabajo que puede efectuar un sistema sobre un peso
puede ser realizado por medio de un piston que desplace el peso una cierta distancia, 0 por medio
de una flecha, que remolque un cable que eleve un peso esa misma distancia.

El siguiente punto es identificar el sentido del trabajo. Si un trabajo entra a un sistema, éste seré
positivo, mientras que si sale del sistema, éste sera negativo para el sistema. En la figura
siguiente, al momento de que el motor mueve al peso dentro del sistema se estd introduciendo
trabajo al mismo, mientras que en la segunda figura, el peso mueve al generador, el sistema esta
brindando trabajo a los alrededores, y por lo tanto, saliendo del sistema.

Q7| Q

W\ <

Fig. 2.5 Flujo de trabajo al sistema y desde el sistema.

Puntos importantes dentro del trabajo son su razén de cambio con respecto al tiempo, que
conocemos como potencia y la definicion de proceso adiabatico, que es aquel en el que las
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interacciones que ocurren entre el sistema y los alrededores son Unicamente en la forma de
trabajo, sin ocurrir transferencia de calor.

aw

— = W = Potencia
dt

2.2.5 Energia y la primera ley de la termodinamica.

Este postulado nos dice que al modificar adiabaticamente a un sistema cerrado, la cantidad total
de trabajo asociada a dicho cambio solo dependera del estado inicial y final del proceso, sin
importar la trayectoria del proceso. Este cambio que ocurre sdlo dependi6 del estado inicial y
final del proceso se puede clasificar como una propiedad a la que llamamos energia.

Se puede expresar la primera ley de la termodindmica de la siguiente forma:
Waa = Efin — Eini = AE

Implica que el trabajo adiabatico sélo depende del cambio en la propiedad Ilamada energia, y
estara definida para cada estado, sin importar la trayectoria del proceso que lleve de un estado a
otro.

Existen también interacciones de tipo térmico, ocasionadas por la diferencia en temperaturas
entre el sistema y los alrededores. A esta interaccion se le conoce como calor. Evaluando ahora
al mismo sistema cerrado, se observa que el cambio de energia no s6lo depende el trabajo
adiabético, sino también del calor que hay en el sistema, este calo queda cuantificado de la
siguiente forma:

Q=E2_E1_W
Q+W=E2_E1

De esta relacion se observa que el calor que se introduce en el sistema aumenta la cantidad de
energia del mismo, asi como el trabajo que se introduce al sistema.

Aunque la energia es independiente de la trayectoria por la que se llegue entre dos estados, no
sucede lo mismo con el calor y el trabajo. Ambos dependen de la trayectoria del proceso que se
realice. Para encontrar el valor de ellos se requiere evaluar las diferenciales inexactas que les
describen, para obtener su valor total.

2.2.6 Caracteristicas de la energia y el trabajo.

El trabajo como la energia total del sistema cerrado proviene de la combinacion de multiples
fuentes, cada una definida dependiendo de qué es lo que ocasione dicho estado. Una primera
distincion que se puede hacer con ellas es identificar si son intrinsecas o extrinsecas. El trabajo o
energia intrinseca tiene dependencia con la naturaleza del medio o sustancia que se encuentra
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dentro del sistema, mientras que si se trata de una cantidad extrinseca, ésta es independiente de
qué sustancia esta contenida en el sistema. De esta forma, la ecuacion que define los equilibrios
en un sistema cerrado queda de la siguiente forma:

5Q + W + SWnt = dEeXt + dE™

Todos los tipos de energia se pueden clasificar como formas de energia cinética (EC), por el
movimiento del cuerpo, o en energia potencial (EP), resultado de la posicion relativa que tiene
éste con otros cuerpos. La energia cinética lleva envueltos tres términos, dos extrinsecos y uno
intrinseco. El primero es la energia cinética lineal, que relaciona la masa y la velocidad lineal del
cuerpo. El segundo término es la energia cinética rotacional, relacionando la inercia del cuerpo y
su velocidad angular. El tercer término se refiere al movimiento de las particulas que
componente al sistema, relativo al centro de masa del sistema. Esto se expresa de la siguiente
forma:

_ ext ext int
EEC Total — EEC Lineal + EEC Rotacional + EEC

mv? lw? int
Eecrota = ——+— + Egc
2 2
En esta ecuaciéon, m se refiere a masa contenida en el sistema, | su momento de inercia, v a la
magnitud de la velocidad lineal y @ a la magnitud de la velocidad angular. DE esta forma, queda

descrita la energia cinética total del sistema.

La energia potencial engloba a cuatro elementos potenciales. El primero es con respecto al
campo gravitacional local, el segundo corresponde a la energia potencial electrostatica, el tercero
a la energia potencial magnetostatica y el cuarto corresponde a la interaccion entre las particulas
del medio contenido dentro del sistema. Se tiene que, mientras que las primeras tres son
mesurables y extrinsecas, la cuarta forma de energia potencial es intrinseca y no se puede medir
directamente. La forma en la que se expresan estas energias potenciales es la siguiente:

_ ext ext ext int
EEP Total — EEP Gravitacional + EEP Electr + EEP Magnet + EEP

Ve E? N VuoH?
2 2

Egp rota = mgalz + + Egp it

En donde g es la aceleracion gravitacional local, ¢, es la permitividad eléctrica, uo es la
susceptibilidad magnética, V el volumen del sistema, m su masa, E El campo eléctrico y H el
campo magnético.

De esta forma, si pretendemos describir completamente la energia de un sistema, y simplificando
los términos de energia potencial a EP y energia cinética a EC, la ecuacion correspondiente sera:
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8Q + SWE 4+ sWint
= dEPGrav + dEPElectr + dEPMagnet + dEPintr + dECLin + dECRot + dECintr

Sin embargo, las energias intrinsecas no se pueden obtener directamente, pero se pueden agrupar
en un término conocido como energia interna, que es una propiedad del sistema y el cual se
expresa de la siguiente forma:

Volviendo a desarrollar la ecuacion, se tiene entonces:

5Q + swert + swnt
= dU + dEPGrav + dEPElectr + dEPMagnet + dEPintT + dECLin + dECROt
+ dECipner

Esta Gltima ecuacion engloba a todas las energias que se encuentran dentro del sistema cerrado, y
representa el principio de conservacion de energia para un sistema cerrado.

En el caso de la termodindmica clasica los valores de energia y trabajo extrinsecos son
despreciados, pues se considera que no presentan cambios relevantes en los procesos estudiados.
En cambio, para el presente estudio los valores que se desprecian son los valores intrinsecos, ya
gue no estamos analizando la composicion del sistema, sino a cantidades independientes de la
naturaleza o sustancia del sistema. Con ello, la ecuacién de energia que vamos a ocupar puede
reducirse a la siguiente expresion:

6W6xt = dEPGT'aU + dEPEleCtT' + dEPMagnet + dECLiTl + dECROt

2.3 Cinematica de un cuerpo rigido.

La cinematica es la rama de la mecanica encargada del movimiento de los cuerpos, sin importar
sus causas que lo originen. Siendo asi, esta seccién analizara la forma en que se describen los
cuerpos en el espacio, haciendo referencia a cualidades tales como posicion, desplazamiento,
velocidad, aceleracion y movimiento angular. Estas descripciones son la base de estudio de la
mecanica clasica, y por medio de ellas se puede desarrollar un modelo del movimiento de los
cuerpos en el espacio.

2.3.1 Cinematica de la particula.

Una particula es una idealizacion de la realidad, en la que suponemos que la distribucién de masa
de un cuerpo se encuentra restringida a un solo punto en el espacio y que este determina las
caracteristicas de comportamiento del mismo. En esta idealizacion no importa la orientacion
precisa del cuerpo dentro del espacio, ya que la diferencia entre las magnitudes de la particula y
el desplazamiento que realiza es muy grande. Un ejemplo de ello es el comportamiento de un
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coche a lo largo de una carretera, en el cual el vehiculo puede ser considerado como particula, si
se analiza el movimiento que realiza a lo largo de varios kildbmetros de la carretera.

AZ

Fig. 2.6 Trayectoria espacial de una particula

Para describir el movimiento de la particula, es necesario el definir los siguientes conceptos:

Posicion: Es la ubicacién geométrica de un punto en el espacio, con respecto de un marco de
referencia. Esta puedes ser una posicién absoluta o relativa, dependiendo a que marco de
referencia se esta haciendo alusién al describir la posicion deseada.

Trayectoria: Es la sucesion de puntos que va ocupando una particula o conjunto de particulas a lo
largo del tiempo, pudiendo cambiar o0 no con respecto al marco de referencia.

Desplazamiento: Es el cambio entre dos posiciones, relativas al mismo marco de referencia.

Velocidad promedio. Es la razon de cambio de la posicién con respecto de un periodo de tiempo.
Esta puede ser velocidad promedio, cuando se toma un lapso finito de tiempo, o puede ser
instantanea, cuando se toma un tiempo infinitesimal. En general, se llama velocidad a la
velocidad instantanea. Esta velocidad también puede ser absoluta o relativa, dependiendo del
marco de referencia al cual se mida.

Aceleracion: Es la razon de cambio de la velocidad con respecto del tiempo. Si el periodo de
tiempo es finito, se puede considerar una aceleracion promedio, y si es en un infinitesimal de
tiempo, se le considera instantanea.

Para describir los puntos en el espacio que ocupa una particula, se ocupa el concepto de vector,
el cual da los datos de cudl es la posicion que este punto ocupa en el espacio con respecto a un
marco de referencia. Al estar trabajando con un espacio tridimensional, se requiere de tres
valores ordenados para determinar cual es la ubicacion del punto, y estos estan referidos dentro
de los valores que se le asigna al vector. Para este caso se ocupa un sistema cartesiano de tres
dimensiones. También existen otros sistemas de referencia que se ocupan para el espacio
tridimensional, que son los sistemas cilindricos y esféricos, pudiendo pasar de uno de ellos al
otro sin dificultad.
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Fig. 2.7 Representacion del mismo punto en sistema cartesiano, cilindrico y esférico.
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La posicion de una particula en el espacio puede estar expresada de una forma funcional, la cual
describa el comportamiento de la particula con respecto a un marco de referencia. En general se
ocupa como variable independiente al tiempo, ya que se requiere el analisis de lo que pasa con la
posicion velocidad y aceleracion, todas ellas con respecto del tiempo. De esta forma, en una
representacion cartesiana del espacio tridimensional se tiene que un punto p esta representado
por sus coordenadas

p: (x(), y(t), z(1))

Cada una de estas coordenadas queda expresada en funcion del parametro tiempo, y se puede
obtener la relacion de su cambio con respecto al parametro para obtener méas informacién del
modelo.

A cada particula o punto se le puede asignar un vector, que contiene la informacion de las
coordenadas en cada dimension, obteniendo entonces la siguiente representacion:

p = [x(@®),y(),z(t)]"

Ahora, con esta representacién podemos aplicar los conceptos de calculo vectorial para obtener
la velocidad y aceleracion que sufre la particula. Para la velocidad se busca la relacion de cambio
entre la posicién con respecto a un lapso de tiempo cuando dicho lapso tiende a cero. Se obtiene
que:

o
Prom — At
. dp d T
V== [x(8), y(£), z(D)]
T
b= dx(t)’dy(t)’dZ(t) = [vx(t), vy(t), vz()]"

dt dt dt
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De la misma forma, para la aceleracion se obtiene la segunda derivada con respecto del tiempo
de la posicidn, obteniendo lo siguiente:

do d?*p
S dt  dt?

Q

v d dvx(t) dvy(t) dvz(t) r
dt dt| dt ' dt ' dt

a=

. ldzx(t) d?y(t) d?z(t)

I TR TS l = [ax(t), ay(t), az(t)]"

De esta forma, si conocemos la relacion funcional de la posicion con respecto del tiempo,
podemos conocer a la velocidad y la aceleracion instantaneas de ese punto en particular. De la
misma forma, si conocemos el comportamiento de las aceleraciones y velocidades, asi como las
condiciones de de frontera que rigen el movimiento, podemos encontrar la posicion que
desarrolla la particula.

2.3.2 Marcos de referencia absolutos y relativos.

Bajo la mecanica cléasica se tiene el concepto de marco de referencia absoluto, a partir del cual se
puede realizar la medicién de las cosas. Este marco de referencia privilegiado es aquel que
consideramos inercial, que no se mueve en absoluto, el que podemos ocupar como base para
describir el movimiento. Para algunos casos se trata de la tierra, en otros casos de la superficie de
la misma, y para otros, solamente de una seccién de un objeto que “no se mueve”.

También existen los marcos de referencia relativos, que son aquellos que se van moviendo con
un objeto con respecto de otro, el movimiento que se obtiene es relativo al marco de referencia y
no se considera absoluto, pues este marco de referencia no se puede considerar absoluto. Este se
puede encontrar montado dentro de un automovil, en la luna o en la seccién en movimiento de un
torno.

v
<

X -

Fig. 2.8 Sistema de referencia absoluto (XYZ) y relativo (xyz).
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De esta forma, encontramos que existen movimientos relativos a los marcos de referencia y estos
solo pueden ser considerados absolutos si estan descritos en el marco de referencia inercial. A
partir de estos conceptos, si se busca obtener la descripcion absoluta de los movimientos de las
particulas, es necesario que estén descritos en el marco de referencia absoluto, por lo que es
necesario también el tener una herramienta que nos permita pasar de una descripcion a otra.

Cabe notar que todos estos conceptos estan basados en la descripcion de la mecénica clésica del
movimiento. Los marcos de referencia absolutos no existen dentro de la descripcidn que realiza
la mecénica relativista, ya que no se puede considerar a un parco de referencia en especial como
absoluto, pues cualquier marco de referencia es relativo a otro. Con esto, las aplicaciones de la
mecanica newtoniana solo se restringen a velocidades bajas con respecto a la velocidad de la luz,
que aunque limitadas, son de amplia aplicacion dentro de la actual tecnologia.

La importancia de los marcos de referencia relativos se vera con mayor claridad al abordar la
cinematica de los cuerpos rigidos y las trasformaciones entre estos marcos de referencia.

2.3.3 Cinematica del cuerpo rigido.

Un cuerpo rigido es aquel que no permite los desplazamientos relativos entre las particulas que
lo componen, siendo que no se puede deformar. Esta es una abstraccion de la realidad permite el
modelar objetos ya no s6lo como un objeto puntuales, sino con las caracteristicas espaciales que
le constituyen. En el cuerpo rigido se supone una distribucion conocida de sus partes. Esto
ocasiona que ademas de la posicion, velocidad y aceleracion se tengan que tomar en cuenta la
orientacion y los cambios en ella para poder describir al sistema.

Para la orientacion del cuerpo, fijemos un marco de referencia que se mueva con él. Este marco
indicara las posiciones de cada una de las particulas del cuerpo rigido, y al estar fijo a él, estas
posiciones relativas a este marco de referencia no cambiaran a lo largo del tiempo. Al mover
ahora el cuerpo rigido en un marco de referencia absoluto, su movimiento estara descrito por el
movimiento del marco de referencia relativo que le acompana.

Fig. 2.9 Movimiento espacial de un cuerpo rigido.
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De los diferentes movimientos que puede realizar un cuerpo rigido se pueden definir los
siguientes patrones:

Traslacion plana. En este movimiento, todas las particulas del cuerpo rigido se desplazan en
planos paralelos, sin que en ningln momento cambie la orientacion del cuerpo. Este analisis s6lo
necesita dos dimensiones para analizar el movimiento, ya que solo se realiza éste en los planos
paralelos en los que se desplazan las particulas.

Rotacion con un eje fijo. En este movimiento, todas las particulas del cuerpo rigido rotan
alrededor de un eje definido, de esta forma la trayectoria de todas las particulas se encuentran en
planos paralelos, en trayectorias circulares concéntricas. Al generar movimiento también en
planos paralelos, para el analisis de este movimiento s6lo se requiere en andlisis en uno de los
planos paralelos para describir el movimiento de las particulas.

Movimiento plano general. Es una combinacion de la traslacion y la rotacion, pero cada una de
las particulas permanece en planos paralelos durante toda la trayectoria, por lo cual se simplifica
el anélisis a su comportamiento s6lo en dos dimensiones, las de los planos paralelos en los que se
realiza movimiento.

Traslacion espacial. En este caso, el cuerpo rigido se desplaza en las tres dimensiones del
espacio, sin cambiar de orientacion.

Rotacion alrededor de un punto fijo. En este caso el cuerpo rigido rota alrededor de un punto del
espacio, sin que se pueda definir un eje fijo de rotacion. Esto cambia la orientacién en todo
momento, pero sin que el punto fijo sufra cambios en su descripcién absoluta.

Movimiento espacial general. En este movimiento se involucra tanto la traslacion espacial, como
la rotacion alrededor de un punto fijo, y puede ser representado sumando los efectos de estos dos
movimientos y generando el movimiento general en el espacio.

32



Y A

YA

Fig. 2.11 Traslacion plana.
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Fig. 2.12 Movimiento plano general

Para el analisis del movimiento espacial general, lo dividiremos en cuatro problemas, cada uno
de mayor complejidad al anterior, que son: el andlisis de la traslacion espacial de un punto del
cuerpo, la rotacion que realiza el cuerpo alrededor de un punto fijo y la medicién de un vector
variable desde un sistema en rotacion y la combinacion de estos movimientos para dar el
movimientos espacial, ya sea absoluto o con marcos de referencia relativos. Para ello, lo primero
sera asignar un marco de referencia fijo al cuerpo rigido, para identificar la direccion en la cual
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se encuentra orientado. A partir de estas orientaciones se puede encontrar si ésta cambia con el
tiempo o permanece constante. Para el primer acercamiento se ocupan sistemas de ejes paralelos,
en los que la orientacion del sistema de referencia del cuerpo rigido es paralela y corresponde a
los mismos ejes del sistema de referencia absoluto. Los marcos de referencia pueden tener
distintas orientaciones, pero para hacer validas las observaciones realizadas en uno de ellos y
referirlas a otro sistema, serd necesario el realizar una trasformacion lineal que oriente de forma
paralela a los ejes y pueda proyectar lo que ocurre en el marco de referencia local al marco de
referencia absoluto. Otra de las observaciones pertinentes consiste en que el marco de referencia
del cuerpo rigido se encuentra fijo dentro del mismo cuerpo.

La traslacion espacial de un cuerpo rigido implica que la orientacion del marco de referencia fijo
al cuerpo al inicio, final y a lo largo de toda la trayectoria es la misma, siendo que sélo se tiene
que conocer el comportamiento de uno de los puntos del cuerpo, ya que todos los demas seguiran
de forma paralela la misma trayectoria. La seleccién del punto que represente el movimiento
depende de las condiciones a analizar, o de que conozcamos el comportamiento de algin punto
en particular. Para simplificar el analisis se ocupa también que el marco de referencia absoluto y
el marco relativo del cuerpo rigido sean paralelos. De esta forma, para llegar hasta el punto p se
pueden seguir dos rutas; la primera es desde el marco de referencia absoluto XYZ por medio del
vector pyy, obteniendo desde aqui las posiciones, velocidades y aceleraciones absolutas
directamente, y el segundo por medio de la suma de vectores 04 y Dxyz- Se tiene entonces la
igualdad

Dxvz = 0A + ﬁxyz

Fig. 2.13 Traslacion espacial de un cuerpo rigido

Al derivar con respecto del tiempo se tiene directamente
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dﬁXYZ — dm + dﬁxyz

VPxvz = gy dt dt

Para este caso, al ser un cuerpo rigido, el vector que define el punto p en el sistema relativo no
cambia ni en orientacién ni en magnitud, por lo que su derivada es cero, de lo que tenemos:

dPxyz _ dOA — 7A
dt dt xvz

UPxyz =
De forma similar para la aceleracion se tiene;

ac  ae oz

aPxyz =

De esta forma, al conocer el comportamiento de uno de los puntos del cuerpo rigido, se conoce el
movimiento de todos los demés puntos que lo componen. La seleccién del punto de origen del
sistema relativo dependerd de las condiciones del problema a resolver, siendo éste el mas
conveniente para cada caso.

La rotacion de un cuerpo rigido plantea un problema distinto, ya que lo que varia no es solo la
posicion de cada punto, sino la orientacion del cuerpo en su conjunto. Para entender qué es lo
que sucede, se elije un punto arbitrario p del cuerpo. A este cuerpo se hace girar arbitrariamente
alrededor de un punto de origen O con lo que se crea un eje instantaneo de rotacién 00’. El
punto p queda a una distancia de este eje, determinado por el angulo que forma con los planos
perpendiculares al eje y su vector deposicidn a partir del punto de 0. Al girar el cuerpo un poco,
se ocasiona que el punto se desplace junto con el cuerpo.

Fig. 2.14 Cuerpo rigido en rotacién alrededor de un eje fijo

La velocidad de este punto estd dado por el diferencial del Angulo de giro que realiza el cuerpo,
siendo que
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ds =rdf
ds = seng Op db

ds o5 do
— =sen —
dt PEP 4t
Para la medicion de la posicion angular, definamos un vector perpendicular al plano en el que se
realiza el cambio angular, el cual mide la magnitud de cambio angular con respecto del tiempo.

A este vector le denominamos velocidad angular, con lo que tenemos

Para analizar el movimiento de un cuerpo rigido se puede separa éste en dos movimientos,
primero, el desplazamiento del cuerpo en un traslacion, tomando como punto de analisis el
origen de giro del cuerpo, y sumando los efectos del giro sobre este punto. De esta forma
obtenemos que:

Al derivar este término, obtenemos los componentes de la aceleracion del cuerpo rigido, siendo
estos:

A=0,+aAXTga+ @ X (W0 XTg/a)

En donde todos los términos se encuentran expresados en el marco de referencia absoluto, y
refieren que el movimiento general de un cuerpo rigido puede ser dividido en dos, una traslacion
general de un puto del cuerpo rigido y una rotacion alrededor de este punto.
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Fig. 2.15 Movimiento general de un cuerpo rigido en el espacio.

Ahora, para describir el movimiento que ocurre si tenemos un vector que cambia no so6lo
orientacion, sino también en magnitud, seguimos el siguiente razonamiento. El vector de
posicion puede estar referido al sistema de referencia fijo siendo una medicion absoluta p o
puede esta referido a un sistema en rotacién alrededor de un punto del espacio p,,. Para estos
vectores, se puede plantear la siguiente igualdad.

}5 = ﬁmov

N
emov

p= |01pm
Al obtener la razén de cambio con respecto del tiempo, obtenemos que dichos vectores se
comporten de la siguiente forma.

dp_, d — 4,
E_ moval pm|+| pmlaemov
dp d —— A
E=(%|0pm|) +Pp XD

mov

El primer término se refiere al cambio del vector dentro del sistema mdvil, mientras que el
segundo término expresa el cambio de orientacion del sistema movil con respecto del sistema
fijo. De esta forma, para cualquier vector representado en un sistema movil, se puede conocer su
cambio con respecto del tiempo dividiendo el problema en dos partes, cbmo cambia el vector en
el sistema movil y como cambia el sistema movil con el punto coincidente a ese vector.

Con estas herramientas, podemos obtener las relaciones entre los vectores de posicion de un
sistema de referencia fijo y uno mavil, que dan las siguientes ecuaciones:

D = Dmov
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dp

b= dt =(‘)Xﬁmov+ap’\mov
_dh_
V=—=Dp + 7D
at 2 P/M

Esta ecuacion explica que la velocidad absoluta del punto p en el marco de referencia fijo es
igual a la velocidad de un punto p’ del sistema de referencia movil coincidente con el punto p
mas la velocidad del punto p relativa al sistema de referencia en movimiento.

Por su parte, al derivar la ecuacion anterior obtenemos:

R dZA R . o d dZA
a:Wp:axp-l'wx(a)xpmov)‘l'zwxapmov“l'd_tzpmov
d2
a\:@ﬁ:ap,‘l‘ap/M'i‘ac

Esta ecuacion expresa que la aceleracion del punto p en el marco de referencia fijo es igual a la
aceleracion de un punto p’ del sistema mdvil que coincide con el punto p mas la aceleracion
relativa de P al sistema de referencia mévil mas la aceleracion complementaria o de Coriolis.

Estas ecuaciones son Utiles para movimientos entre sistemas de referencia relativos y fijos, con
un del sistema fijo que no se mueve. Para extender la idea a sistemas de mayor complejidad, se
ocupa el concepto de que un movimiento general en tres dimensiones es también la combinacion
de una traslacion y de una rotacion. De esta forma, se traslada el punto alrededor del cual se
realiza la rotacion del sistema, dando como resultado el poder conocer el movimiento espacial
general de una particula o un cuerpo rigido en sistemas de referencia concatenados.
D = OA+Pmop
s AP A
V=—"=v w X —_—
dt A Pmov dt Pmov

d? d d?

a=ﬁp’\=aA"'&ij"'&)\x(&)\Xp’\mov)‘l'zwxap’\mov'l'wp’\mov
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Fig. 2.16 Sistema de referencia en movimiento espacial general

2.4 Dindmica de un cuerpo rigido.

Al referirnos a la dinamica de un cuerpo rigido sélo tomaremos en cuenta las cantidades de
movimiento que tiene un cuerpo rigido al ser considerado como un conjunto de particulas en
movimiento. Las cantidades de movimiento lineal y angular serdn de importancia, ya que éstas
determinan la energia mecénica cinética que posee el cuerpo rigido para cierto instante, por lo
que es necesario el conocer como es que se definen estas cantidades de movimiento.

2.4.1 Cantidad de movimiento de un sistema de particulas.

La cantidad de movimiento lineal de una particula es su masa multiplicada por la velocidad
lineal de ésta. Al sumar la cantidad de movimiento de un conjunto de particulas, podemos
obtener la cantidad de movimiento lineal de todas ellas:

n
L= z miﬁi
i=1
Para el movimiento angular alrededor de un punto O de un sistema de particulas se tiene que es:

n

Hy = Z(ﬁ x m;D;)

i=1
En donde r; es la distancia entre el punto O y la particula i.

Un punto importante dentro del estudio de la cinética es el centro de masa (G), que en el caso de
un sistema de particulas esta dado como el punto geométrico en el cual se concentra toda la masa
de las particulas considerando la posicion de cada una de ellas

39



Z?=1 m;f;

r =

Siendo 7 el vector de posicién de G.

Con esta ecuacion podemos considerar la siguiente igualdad

n
mr = E m;
i=1

Derivando con respecto del tiempo tenemos que:

n
mv = Z miﬁi
i=1

Siendo asi, la cantidad de movimiento lineal de un sistema de particulas esta dado por la
velocidad del centro de masa del sistema y su masa total.

o 4

Realizando el mismo andlisis para la cantidad de movimiento angular alrededor del centro de
masa del cuerpo, se tiene que:

n
Hg = Z(fc\l' X m;D;)
i=1
Con ello podemos calcular la cantidad de movimiento lineal y angular de un sistema de
particulas.

2.4.2 Cantidad de movimiento en un cuerpo rigido.

En el cuerpo rigido la restriccion es que las particulas que lo componen no sufren
desplazamientos relativos entre si, es decir, conserva su forma. Al aplicar los conceptos de
cantidad de movimiento lineal y angular tenemos que, el lugar de tomar un nimero finito de
particulas, este se vuelve infinito, y que las masas asociadas a cada particula se vuelven
infinitesimales, con lo que la ecuaciéon de cantidad de movimiento lineal queda ahora de la
siguiente forma:

L=Jﬁdm=m17
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Esto es, que la cantidad de movimiento lineal de un cuerpo rigido estd dada por el total de la
masa Y la velocidad del centro de masa del cuerpo rigido, de forma similar a lo que ocurre con el
sistema de particulas. Ahora, considerando la derivada de la cantidad de movimiento con
respecto del tiempo se tiene que:

P
—dtmv—mdtv vdtm

Al estar considerando cuerpos rigidos sin cambio de masa apreciable, se tiene que:
d .
—mv=L=ma= 2 F
dt

Lo cual es la segunda ley de Newton, y dice “El cambio en la cantidad de movimiento lineal es
proporcional a la sumatoria de las fuerzas externas aplicadas y en la misma direccion”

Ahora, para la cantidad de movimiento angular se tiene que esta se puede expresar de la
siguiente forma:

n
Hg = Z(TAGL' X D;Am;)
ic1

Como rg; y U; estén referidas al sistema centroidal se tiene que:

~

0y =0 X TG
n

HG = Z(T‘/G\l’ X ((D X fG\l')Aml)
i=1

Esto es, la cantidad de movimiento angular es resultado de un triple producto vectorial, que se
puede expresar de forma matricial de la siguiente forma:

H, Lyx Ixy Ly, Wy
HG = Hy = Iyx ]yy IyZ a)y] = IGw
Hz sz Izy Izz Wz

Esta matriz representa la distribucion geométrica de la masa dentro del cuerpo rigido, sin ser
necesariamente homogénea. Cada uno de los factores de la diagonal principal representa las
distancias a los ejes centroidales de cada una de las particulas consideradas dentro del cuerpo
rigido, y se les denomina momentos de inercia centroidales, los otros factores representan los
productos de inercia de masa centroidales, y quedan expresados de la siguiente forma:

Ly = f(yz +z%)dm
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L, = f(x2 +z%)dm
Lo = [ G2+ y2)dm
Ly =1 = fxy dm
Iy, =1,, = fyz dm

L, =1, = fxz dm

I; se le denomina como tensor de inercia del cuerpo con respecto a su centro de masa G. Este
tensor representa la distribucion de la masa para un sistema de referencia dado un punto del
cuerpo. La complejidad del tensor de inercia dependera de la eleccidn de los ejes apropiados para
poder simplificar parte de los productos de inercia. En general, los productos de inercia estan
presentes, pero existe una orientacion preferencial que los elimina, llamandose a esta orientacion
los ejes principales de inercia. Estos se encuentran asociados a las simetrias que puede presentar
un cuerpo. EI problema de encontrar las inercias asociadas a un cuerpo rigido para poder
encontrar la cantidad de movimiento angular que éste tiene se puede atacar desde dos
perspectivas. En la primera, se obtiene el tensor de inercia asociado al los ejes paralelos al
sistema de referencia fijo y se trabaja con el directamente, mientras que el segundo acercamiento
utiliza los ejes principales de inercia del cuerpo rigido, y posteriormente por medio de
transformaciones los traslada al sistema fijo para su analisis. En este punto se debe de ser
cuidadoso, pues no con una simple matriz de rotacion (Q) se puede transformar al tensor de
inercia entre un marco de referencia y otro, pues se origina en un triple producto vectorial.

e T X (& X 75;)

Hay que premultiplicar y postmultiplicar dicho tensor de inercia para poder obtener su
representacion en otro sistema de referencia.

Inyz = Q"1,,,Q
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Ix 0 O
0O Iy O
0 0 Iz

Ixyz =

Ixx Ixy Ix

vz | 1YX vy ly
y Izx 1z lzz

Fig. 2.17 Sistemas de referencia con diferentes orientaciones y tensores de inercia.

2.4.3 Energia cinética de un cuerpo rigido.

Para encontrar la energia cinética de un cuerpo rigido, se utiliza el siguiente planteamiento. La
energia cinética del cuerpo esta representada por la energia cinética lineal asociada a su centro de
masa Y su total de masa, asi como por la energia cinética de cada una de las particulas alrrededor
de este punto. (Esto es sélo en el plano)

n
Ec = Z
i=1

Desarrollando el segundo término se tiene que:

n n
EZAmUL =§Z|w><rl| Am
i=1 i=1

Al desarrollar, se tiene que, en e espacio

N| =

AN, 2
vi-vim+EZAmvl
i=1

1 Y =2 1 2 2 2
> Amp,” = > (Ixxa)x + Iyw,° + 1,0,° — 2100y, — 21,,0,0, — ZIxwaa)Z)
i=1
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La simplificacion del modelo se da cuando se seleccionan sistemas de referencia adecuados para
reducir el anaisis requerido. Por ejemplo si se selecciona un cuerpo que esté en movimiento
plano (como es el caso de los manipuladores descritos) el analisis se reduce a encontrar la
velocidad lineal de cada uno de los centros de masa de los eslabones y s6lo se requiere su
comportamiento de inercia centroidal con respecto a un eje perendicular al plano de movimiento.
Entonces, la ecuacion de energia del sistema se simplifica drasticamente. Con esto, podemos
obtener la energia cinética general para aun cuerpo rigido en movimiento espacial general.

2.5 Clasificacioén de los sistemas mecanicos roboticos.

El presente trabajo analiza el desempefio de un manipulador robético y la forma en la que se
puede hacer mas eficiente una tarea determinada. Por ello, es necesario entonces conocer cuales
son los manipuladores robdticos, cuales sus antecedentes y sus clasificaciones, para poder
conocer su desempefio y cual de estos sistemas son adecuados.

2.5.1 Antecedentes de los robots.

La palabra Robot proviene del eslavo “Robota”, que significa esclavo. En un principio
representaba a los adelantos mecanicos antropomorfos que desarrollaran tareas tales que
eliminaran el trabajo fisico por parte del ser humano. Pero la version antropomorfica dista de los
actuales robots, que mas bien pueden ser definidos como al conjunto de sistemas mecanicos,
electrénicos y de programacién encaminados a realizar una serie de tareas definidas y con la
capacidad de adaptacion a dichas tareas.

Después de la década de los 40 del siglo pasado se inicia el desarrollo de nuestro actual concepto
de robot, empezando con manipuladores que podian desarrollar tareas peligrosas para el ser
humano, pero con la direccién inmediata de un operador para su control. Al avanzar la
tecnologia se inicia con la retroalimentacion de informacion desde el robot y con la
programacion para que éste desarrolle tareas por si mismo. Para la década de los 50 la
retroalimentacion y la integracion de microcontrolador para realizar las tareas especificas
permiten ampliar la gama de aplicaciones de los robots.

Para la década de los 60 se tiene un mayor desarrollo en los sistemas de retroalimentacion de los
robots, como es la integracion de sistemas tactiles y sistemas de vision para su mejor desempefio
y campos de aplicacién. Ya para la década de los 70 series de robots como los modelos PUMA
tienen aplicaciones industriales amplias, al tener de ventaja el poder desarrollar tareas repetitivas
con alta precision y ser flexibles en cuanto a las tareas a desarrollar, punto muy importante
dentro de la industria. Uno de los principales consumidores y patrocinadores de los robots son la
industria automotriz, que hasta la fecha sigue consumiendo gran cantidad de robots para sus
plantas de ensamblaje.

La década de los 80 marca la expansion de las aplicaciones robéticas al buscar robots de mayor
flexibilidad, mas aplicaciones y reducir el costo de implementar dichos sistemas. Ya no sélo son
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los grandes robots industriales, que pueden cargar grandes pesos, sino que aparecen los robots de
mayor precision, para ensamblaje de circuitos electrénicos, para el valor preponderante no es la
fuerza, sino la velocidad y precision de la tarea. Para los 90 la integracion de sistemas de
inteligencia integrada a los robots son los que van marcando la pauta, para lograr una mayor
independencia en medios que estén continuamente cambiando. Actualmente, el desarrollo no
solo de robots industriales, sino también de robots antropomorficos primero con fines
experimentales y después con fines ludicos son los que van marcando la vanguardia. El
desarrollo de sistemas expertos de inteligencia artificial aplicados a los robots ya no sélo en el
area industrial, el desarrollo de sistemas de alta velocidad y gran precision, y la aplicacion en
distintas aéreas de la manufactura son los motores que van permitiendo que los robots sean
ampliamente aplicados en todo el mundo.

2.5.2 Eslabones, articulaciones y grados de libertad.

Para el analisis de los sistemas mecanicos que conforman un robot se analiza primero cémo esta
conformado y como es que se mueve dicho sistema. EI primer concepto es el de eslabon, que asi
se le denomina a cada cuerpo que realiza un movimiento dentro del sistema. Los eslabones
pueden clasificarse en funcion de cuantos son los eslabones con los que interactia para realizar
una tarea, siendo asi que un eslabon binario interacta con otros dos eslabones, y uno ternario
interactla con tres.

La forma de interactuar entre eslabones es por medio de las articulaciones. La articulacion es la
superficie que se encuentra entre un eslabon y otro, y se clasifica por el tipo de movimiento que
permite y los grados de libertad que posee. Como grado de libertad se entiende a los
movimientos que permite realizar cada articulacion, en funcion de los desplazamientos lineales o
rotaciones posibles en ejes coordenados ortogonales. La siguiente lista relaciona cuéles son los
tipos de articulaciones y sus caracteristicas:

Articulacion prismética (P): Esta permite el movimiento lineal entre eslabones, s6lo en un solo
eje, deslizando un eslabdn sobre el otro. S6lo permite un movimiento, un grado de libertad.

Articulacion rotacional (R): Esta permite el giro con un sélo eje de rotacion, dejando sélo rotar a
un elemento sobre otro. Ejemplo de estas articulaciones son los correspondientes a un
rodamiento. Este también sélo permite un movimiento, el de rotacion, dando un sélo grado de
libertad.

Articulacion cilindrica (C): Esta permite tanto la rotacion como el deslizamiento, ambos a lo
largo de un eje coincidente, dejando dos posibles variables o dos grados de libertad.

Articulacion helicoidal (H). Similar a la relacion entre un tronillo y una turca, este tipo de
articulacion permite transformar el movimiento rotacional a un movimiento lineal y viceversa,
siendo entonces que sélo permite un grado de libertad dentro de ella.
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Articulacion esférica (S). En esta articulacion se permite el giro del eslabon en cualquiera de los
ejes rotacionales por lo que presenta entonces tres grados de libertad, tras movimientos
rotacionales por realizar.

Articulacion plana (F). Esta permite el deslizamiento de un eslabén sobre de otro, en dos
direcciones ortogonales y una rotacional. Es de tres grados de libertad, pues permite dos
desplazamientos longitudinales a lo largo de un plano y un giro.

Articulaciéon entre engranes. Esta articulacion permite el deslizamiento entre superficies y
permite el transformar un movimiento rotacional en otro similar. Se le considera como una
articulacion de dos grados de libertad. Se le considera como una articulacion de par superior.

Articulacién en leva. Similar al caso de un engrane, esta articulacion permite el deslizamiento
combinado con una rotacion, por lo que también se considera de dos grados de libertad y
también una articulacion de par superior.

En la siguiente tabla se resumen los tipos de articulaciones y su representacion esquematica. En
esta tabla aparece el nombre del par cinematico, una simbologia para su representacion gréafica,
el simbolo literal con el cual se representa. También se introducen cuéantos son los graos de
libertad 0 movimientos independientes que puede realizar, asi como el concepto de clase de par
cinematico, el cual se refiere a cuantas son las restricciones de movimiento que presenta dicha
articulaciéon. Debe notarse que, la suma de los grados de libertad y la clase de par cinematico es
6, todos los movimientos posibles en el espacio (3 lineales y 3 rotacionales) sin ninguna
restriccion.

Nombre del par Simbolo del Simbolo grafico Grados de libertad Clase del par
par del par cinematico

Prismatico P 1 (longitudinal) 5
Rotacional R 1 (rotacional) 5
Cilindrico C 2 4
Helicoidal H 1 5
Esférico S 3 3
Plano F 3 3
General G 5 1
Arbitrario A i 6-i

Las articulaciones general y arbitraria se refieren a articulaciones que no pueden ser clasificadas
dentro de alguno de los otros casos, Yy de las cuales s6lo se conoce sus grados de libertad.

Pero hay que aclarar que es un grado de libertad para cada articulacion. Por grado de libertad
entiéndase que son las variables que se tienen que definir para poder tener una solucién cerrada
al momento de estar moviendo un sistema mecanico. Por ejemplo, si se trata de un sistema con
un grado de libertad, solo es necesario el controlar una de las variables para que todos los otros
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elementos queden definidos. Como caso especial, cuando unicamente se trata de un grado de
libertad, se llama a estos sistemas mecanicos como mecanismaos.

Para calcular los grados de libertad de un sistema mecanico se recurre a la férmula propuesta por
Griber y Kutzbach, en la que se consideran el numero de eslabones y sus interacciones o
articulaciones. La férmula es la siguiente:

GL=/1(n—j—1)+2fi

en donde los grados de libertad (GL) estan en funcion del nimero de eslabones del sistema
incluyendo al eslabon fijo (n), el nimero de articulaciones que componen al mecanismo (j),
considerando articulaciones binarias, los grados de libertad del espacio en analisis, ya sean 3 para
un sistema plano o 6 para un sistema espacio (1) y los grados de libertad permitidos por cada una
de las articulaciones (f7) rq.

Con ello, podemos obtener que tipo de sistema tenemos:

Grados de libertad Clasificacion Ejemplo

1<n Cadena cinematica Robot

1 Mecanismo Mecanismo de 4 barras
0 Estructura Triangulo

n<0 Estructura sobreesforzada --

En general la formula descrita funciona, pero existen casos en los que son necesarias mas
herramientas para poder determinar los grados de libertad del sistema mecéanico, y se les
denomina sistemas sobrerestringidos.

Con esta notacion, es mas facil el identificar de que tipo de mecanismo o cadena cinematica
estamos hablando. Por ejemplo, un sistema RR se compone de dos articulaciones con un grado
de libertad rotacional, mientras que un sistema PRP se trata de tres articulaciones que en orden
son prismatica, rotacional y prismatica. Bajo este esquema también se puede hacer la anotacion
de cual es la articulacién que dirige el movimiento, por medio de subrayarla. De esta forma se
puede identificar que dentro de un arreglo RPR, que consiste en tres articulaciones, la
articulacion prismatica intermedia corresponde a la articulacion activa del sistema.

En este trabajo se manejan sistemas RR, RRR y 3RRR. Los dos primeros caracterizan a cadenas
cinematicas seriales, en las cuales cada articulacion rotacional tiene su propio actuador,
convirtiéndola en una articulacion activa, mientras que en el Gltimo, se trata de una cadena
cinematica mixta, ya que es la combinacion de tres sistemas seriales RRR, en los que Gnicamente
la primer articulacion es una articulacion activa, es decir, que indice el movimiento.

2.5.3 Sistemas de lazo abierto y cerrado.
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Los sistemas mecanicos también se pueden clasificar por el tipo de lazo que presentan. A un lazo
lo consideraremos cuando todos los eslabones de un sistema queden siempre unidos a otros dos
eslabones, cuando menos.

El primer caso es el lazo abierto, en la cual se tiene una cadena de eslabones que no cierra ningdn
lazo, es decir, uno de los eslabones queda Unicamente sujeto a un so6lo eslabén, dejando libre el
otro extremo del eslabdn. Otro caso es en el que todos los eslabones se unen formando un o
varios lazos, consideradas como de lazo cerrado Aqui todos los eslabones estan unidos a uno o
maés de un eslabon. También existe la posibilidad de que en una parte del acomodo mecénico se
considere de lazo cerrado, mientras que en otra se considere de lazo abierto, a los cuales se les
Ilama de lazo mixto.

Un ejemplo claro de este tipo de clasificacion puede ser un manipulador robético serial, en el
cual cada eslabdn esta unido a otros dos, excepto el ultimo, con lo que se hace un sistema de lazo
abierto. Por el otro lado tenemos al mecanismo de cuatro barras, en el que todos los elementos se
encuentran unidos a otros dos eslabones, formando un sélo lazo.

2.5.4 Clasificacion de los robots.

Existen distintas formas para clasificar un sistema robotico, y a continuacion se mencionan
algunas de ellas:

Por grados de libertad: Para poder realizar un movimiento en el espacio tridimensional son
necesarios 6 grados de libertad, 3 rotacionales y 3 longitudinales. A aquellos sistemas con 6
grados de libertad se les conoce como robots de propdsito general, se les Ilama redundantes
cuando tienen mas de 6 grados de libertad y se les Ilama deficientes, cuando tienen menos grados
de libertad.

Por estructura cinematica. Se pueden clasificar por medio de la estructura de lazo que presenten.
Si se trata de una estructura de lazo abierto, se les llama robots seriales, si se trata de una
estructura de lazo cerrado, se les conoce como robots paralelos, mientras que si se encuentran
ambas caracteristicas, se les conoce como robots hibridos.

Por el tipo de motor ocupado. Se pueden tener accionamientos de tipo eléctrico, neumatico o
hidraulico. La seleccion de qué tipo de accionamiento sea el que se ocupe en un robot dependera
de las aplicaciones, fuerzas requeridas o suministros de energia disponibles.

Por area de trabajo. Si el movimiento que desarrolla el robot es en varias coordenadas
rectangulares, se le denomina cartesiano. Otra opcién es cuando el sistema ocupa dos
coordenadas longitudinales (radio y altura) y una angular, al cual se le conoce como cilindrico.
Otro mas es aquel que ocupa dos coordenadas angulares y una Gltima prismatica, y se le conoce
como esférico.
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Tambien se pueden calcificar a los robots por medio de su tipo de movimiento (plano, espacial),
sus caracteristicas geométricas o la similitud con formas que puede tener el robot (robot paralelo
diamante) u otra caracteristica de interés.

En este trabajo se inicia el estudio con manipuladores seriales, de dos y tres eslabones y grados
de libertad, en movimiento plano, sin definir cual es la fuente de energia que ocupa para
desarrollar la tarea prescrita.

2.6 Principios de optimacion.

El problema de la optimacion surge a partir de los sistemas de multiples variables en los que la
descripcion del sistema llega a tener tal grado de complejidad, que el anélisis del calculo de
multiple variable lleva a ecuaciones de mayor complejidad que no permiten ser resueltas por
métodos analiticos de una forma sencilla. Ejemplo de ello seria un proceso de produccion, en el
cual se involucran maltiples variables como costo de insumos, materia prima, costo de operacion
y amortizacion de la maquinaria y del cual queremos saber cdmo se comporta el costo total del
producto. Otro ejemplo seria dentro de una planta de generacion de energia en el cual la
eficiencia del proceso no solo esté en funcién de calidades de vapor o entalpias en los puntos de
extracciones de vapor, sino en el comportamiento de otros equipos, como flujos en
intercambiadores de calor, o eficiencias por la configuracion de una turbina. Al tratar de describir
de forma mas precisa un sistema, encontramos que este se hace de una mayor complejidad, hasta
el punto tal que no es practico el tratar analiticamente a las funciones que se van obteniendo del
proceso.

Para ello, y con la llegada de los procesadores numéricos, se propone la idea de no tener que
resolver analiticamente toda la funcion, sino optar por un método numérico que oriente el lugar
donde puede encontrarse el punto 6ptimo, ya sea un maximo, un minimo, un punto de inflexion o
un punto de equilibrio dentro del proceso. Por medio de estas técnicas de optimacién se logra
que no so6lo no se tenga que realizar el analisis complejo de la funcién, sino las reducciones en
tiempo de analisis al no tener que evaluar toda la funcion sino Unicamente puntos. A
continuacion se presentan los puntos fundamentales en los que se basa la optimacion, y se
desarrolla cada uno de ellos de acuerdo al planteamiento presentado por Adby y Dempster [iq)
acerca de la optimacion.

2.6.1 Funcion objetivo.

Para lograr una optimacion, primero es necesario identificar qué es lo que queremos mejorar. En
algunos casos sera el costo de produccién de un articulo, la eficiencia de un equipo o el trabajo
de que realiza una persona dentro de su jornada laboral. Para ello se requiere de una relacion que
represente aquello que queremos mejorar y que se encuentre relacionada con los parametros a
variar dentro de esta optimacién. A esta relacion se le conoce como funcién objetivo.

49



Los puntos que se buscan dentro de la funcion objetivo son en general los maximos 0 minimos.
Para simplificar el trabajo, se busca que la funcidn objetivo quede expresada de tal forma que se
busque siempre el minimo. Asi, si se estd buscando un maximo de una funcion, la funcion
objetivo se multiplica por la unidad negativa, buscando ahora un minimo.

Para definir la funcion objetivo es necesario conocer cuales son las variables o parametros que
van a estar involucradas en el proceso de optimacion. En general se trata de procesos iterativos,
que a partir de una serie de coordenadas de las variabas, genera un nuevo juego de puntos para
evaluar la funcion. Asi, se obtiene un vector de parametros que en forma matricial quedan
expresados de la siguiente manera:

xT = {x1,x2,x3,..,xn}

para cada punto de la funcién objetivo se va a obtener un valor Ei, y por medio del método
seleccionado, se generara un siguiente valor Ei+1 por medio de la variacion

AxT = {Ax1,4x2, ..., Axn}

Dependiendo del método seleccionado sera como se encuentre el valor de las variaciones en el
vector de pardmetros, para ir acercando a la funcion objetivo a su valor minimo.

Se puede entonces definir a la funcion objetivo en funcion de los pardmetros de la siguiente
manera:

Funcion Objetivo = f(xT)
2.6.2 Variables.

Las variables o parametros son aquellas caracteristicas que podemos cambiar dentro del modelo
y afectan a la funcion objetivo. Se les puede clasificar como variables dependientes o de estado y
variables independientes o de control, desde el punto de vista del control moderno. Para el caso
de la optimacion, Se consideran como variables a aquellas cosas que se puede modificar en valor
y que perturban el desempefio del sistema.

Estas variables no son necesariamente funciones continuas, pueden presentar inicamente valores
discretos o presentar restricciones dentro de su rango. Pero se requiere explorar todos aquellos
valores que alteren el sistema para poder optimizarlo.

2.6.3 Minimos absolutos y minamos locales.

Cuando analizamos el comportamiento de una funcién de una sola variable, recurrimos a buscar
su pendiente, sus maximos y minimos y sus puntos de inflexion. En los puntos maximos y
minimos encontramos que dependiendo del rango de la funcién y del comportamiento de la
vecindad de puntos se puede clasificar a estos como valores extremos absolutos o locales. Por
valores extremos absolutos se entiende a aquellos que tienen mayor valor de maximo o minimo
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dentro del rango, mientras que los valores maximos y minimos locales s6lo lo son con respecto a
su vecindad de puntos.

En las aplicaciones de optimacion no siempre se dispone de una funcién derivable o suave a la
que se puedan aplicar las reglas del calculo vectorial para encontrar los puntos de interés. Es
necesario recurrir a sistemas numéricos que den informacién dentro de una cierta vecindad para
encontrar las caracteristicas acerca de los méaximos y minimos locales. Este tipo de problemas
muchas veces tropiezan en el punto de que so6lo proporcionan informacién restringida a una
region, sin que sea necesariamente un maximo o minimo absoluto.

2.6.4 Funciones objetivo de variable vectorial.

En el caso general la funcién objetivo estd definida no sélo por un parametro, sino por n
parametros simultaneamente. Ya que no es posible el aplicar el concepto de derivada del célculo
de una sola variable, se recurre al calculo vectorial, y a las derivadas parciales.

En este caso es necesario el desarrollar el gradiente de esta funcion, el cual va a estar definido
por:

of of of

0x, 0x,” " dx,

9T=\7f=[

A éste se le conoce también como Jacobiano de la funcion f. También es necesario el definir la
matriz Hessiana, la cual ordena las segundas derivadas de la funcion de la siguiente forma:

0% f 0%f 92f
x> 0x10x, 7 9x,0x,
o%f 9% o%f
H= axZaX1 axzz axzaxn
0% f 0% f 0% f
0x,0x; 0x,0x, dx,°

Con estos dos conceptos, es posible el desarrollar como varia la funcion f de variable vectorial,
ya que por su desarrollo en serie de Taylor se tendra:

1
flx+4x) = f(x) + gTAx + EAxTHAx + -
Este desarrollo sera util cuando la funcion objetivo sea conocida, y las derivadas parciales de ésta
con respecto a los parametros puedan ser obtenidas facilmente. En el caso general, la

complejidad de las funciones objetivo y la imposibilidad de célculo de las derivadas requiere
métodos que no dependan de dichas derivadas parciales.
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2.6.5 Regiones y restricciones.

Otro de los problemas que enfrentan los métodos de optimacion es que las variables en ocasiones
s0lo puedan encontrarse dentro de un rango. La temperatura de un proceso puede estar
restringida por la maquinaria que lo produce, o la cantidad de unidades producidas por dia puede
estar controlada por alguna legislacion. Imaginemos una funcién objetivo de costo de
produccion, en la que el rango de unidades producidas s6lo puede ser positivo. Restricciones mas
generales se pueden encontrar por relaciones entre los pardmetros o ecuaciones simultaneas que
describan el sistema. Unas de las mas comunes seran las desigualdades, que expresan la frontera
a partir de la cual se encuentra la region de estudio. Las restricciones dentro de las variables del
sistema, determinan la region en la cual se puede realizar su proceso.

Esto ocasiona que la busqueda del punto 6ptimo de la funcion objetivo se restrinja a una region
definida por los rangos de las variables y las relaciones que puedan tener entre ellas. La
busqueda del punto 6ptimo dentro de la region restringida implica el problema de que el método
de optimacién tome en cuenta dichas fronteras, siendo que algin punto extremo se encuentre
fuera de la region de estudio. Se pueden entonces identificar dos regiones, una region factible, y
una no factible. EI método numérico de optimacion deberd tomar en cuenta que el punto
evaluado este dentro de la region factible, y que los puntos generados por el queden dentro de
esta misma region.

Se puede observar las caracteristicas de estas regiones factibles (Figs. 2.19 y 2.20) en donde se
tienen las desigualdades que el modelo debe cumplir y las regiones que ellas producen, al
combinar dichas restricciones. Las funciones r,, representan la frontera de las desigualdades o
reglas que debe de cumplir el sistema. De esta forma se determina cudl es el area que cumple con
dichas restricciones y en donde se debe de realizar la busqueda del punto 6ptimo. En el caso de
sistemas de una sola variable, se determina s6lo el rango en el cual puede ser factible la solucion,
en sistemas de dos variables, se determina el area en la cual puede estar la solucién, asi como
para sistemas de 3 variables, se determina el volumen en el cual se puede encontrar dicha
solucién. Hay que tener cuidado en el modelado del sistema, ya que puede arrojar que no se
pueda encontrar ningln punto factible, al ser un conjunto vacio la region factible.
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Fig. 2.18 Region factible en R?
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Fig. 2.19 Region factible en R®

2.6.6 Convergencia.

Como convergencia se entiende a propiedad de ciertas sucesiones numéricas para tender a un
valor limite. Si la sucesion no tiene convergencia, dicho valor no existe. Para el caso de la
optimacion se ocupa el mismo concepto, sélo ahora haciendo referencia a que un algoritmo
matematico genera una serie de valores, y al final de dicho algoritmo se encuentra un valor
optimo. Un buen algoritmo requiere de pocos calculos para legar al punto Optimo, pero no
siempre sera asi.
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Para evaluar la convergencia de un método, se evaltia un paso n y un paso n + 1 del algoritmo y
se saca la diferencia entre ellos. Si

An— Qni1

lim 0
n—oo an

se puede asegurar que el método converge, y toma el valor de a,, .

Como ejemplo, para encontrar la raiz de un numero, se puede recurrir al método de Newton, el
cual se basa en la relacion entre la derivada de una funcién evaluada en un punto y una recta
tangente a la funcion, que pase por el mismo punto. Para saber si el método converge, habra que
tomar la sucesion de valores que toma dicho algoritmo y evaluar hacia donde se dirige.

Este método evalGa para un punto inicial a la funcion y su derivada, y por medio de ellos predice
cudl sera el siguiente punto en el cual debe de ser evaluada la funcién. El algoritmo esta descrito
de la siguiente forma:

f ()

le+1 = le _fl(x )
n

La representacion grafica de este método (Fig. 2.18) para encontrar la raiz de una funcion se
emplea dicho método, buscando el punto donde:

y=f)
xparay =0
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Fig. 2.20 Forma gréafica del método de Newton

Como se aprecia, este método depende de los puntos iniciales que se proporcionen y las
caracteristicas de la funcion, o si es derivable en todo punto, para poder obtener un resultado
correcto. Pero puede ser el caso que el limite deseado no se pueda obtener (Fig. 2.21) el punto
deseado, aunque este si exista, y sélo se llega a conocer la vecindad préxima del punto deseado.

A

Y]

f(

Fig. 2.21 Error en el método de Newton.

Otros de los casos que llegan a ocurrir es cuando en cada evaluacién del punto 6ptimo, el método
ocupado converge a diferentes valores en las variables, pero el mismo valor en la funcion
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objetivo. En este caso, puede tratarse de que no sea solo un punto el cual sea la solucion del
sistema, sino una funcion, por lo cual, todos los puntos que se encuentren definidos dentro de esa
funcidn seran puntos 6ptimos.

Otro caso que se puede encontrar para la falta de convergencia es debido a que en muchas
ocasiones estos meétodos dependen del punto inicial de evaluacion para proponer cual serd la
solucién, y el tipo de solucién que dan es solamente un punto 6ptimo local (Fig. 2.3), en cuyo
caso, puede ser que se encuentren diferentes valores limites al momento de evaluar la
convergencia del método.

Uno de los factores decisivos para la eleccion de un método de optimacién es la velocidad de
convergencia. En cada método se requiere de un nimero definido de operaciones a realizar para
generar el punto siguiente a ser evaluado y cada uno de los puntos generados sirve como base
para encontrar el siguiente punto. Al final del algoritmo, se requirieron hacer n operaciones por
paso y generar m puntos para llegar al punto 6ptimo. Si son muchas las operaciones por paso o
muchos los pasos que se tienen que realizar, el método tardara en converger al punto de interés.
Por el contrario, si se ocupan pocas operaciones O Se requieren encontrar pocos puntos
intermedios, este método llegara rapidamente al punto deseado. Este ultimo tendrd una mayor
velocidad de convergencia. El extremo contrario es cuando por ser muy amplios los cambios en
las variables entre un paso y el siguiente, para generar menos puntos intermedios, es muy
probable que el método no converja ya que puede estar pasando por los puntos Optimos sin
tomarles en cuenta. De ésta forma, el equilibrio entre una buena velocidad de convergencia y la
generacion de pocos puntos pero que puedan mapear bien la region factible, sera lo deseado para
el método de optimacion que se elija.

2.6.7 Métodos de optimacion.

Los diferentes métodos de optimacidén recurren a caracteristicas geométricas o algoritmos
repetibles para tratar de Ilegar a un punto 6ptimo de una funcién objetivo. La eficacia de cada
uno depende de su velocidad de convergencia y de las caracteristicas de la funcidn objetivo.
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Fig. 2.22 Funcidn objetivo.

2.6.7.1 Método de malla.

Es el més simple de todos, aunque presenta una velocidad de convergencia baja. En este saso se
forma una malla que abarque toda la region factible, dando espacios de similar magnitud entre
las diferencias en cada una de las variables. Con esto se genera una malla que evalla n™ puntos
siendo n el nimero de pasos que se tome por cada variable y m el nimero de variables
involucradas. Para cada uno de esos puntos se evalla la funcién objetivo y se toma el menor de
los valores obtenidos, para generar una malla alrededor de dicho punto, considerando diferencias
menores entre las variaciones de cada variable. En este método se tendra una velocidad de
convergencia baja, ya que es necesario generar n™ puntos, evaluar la funcién objetivo para cada
uno de ellos y encontrar el valor minimo para encontrar el siguiente punto.
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Fig. 2.23 Método de Malla.

2.6.7.2 Método del gradiente o de Cauchy.

En este método es necesario conocer el comportamiento del gradiente de la funcién objetivo. Se
da un punto inicial y se comienza a avanzar en direccion de gradiente, hasta obtener un punto
minimo en dicha direccion. Este punto se vuelve a evaluar de la misma forma, con su gradiente
asociado y busca el siguiente minimo. De mayor velocidad de convergencia, pues por cada
punto, genera un solo punto para volver a evaluar, tiene el defecto que se necesita conocer el
gradiente de la funcion para poder evaluar al sistema.
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Fig. 2.24 Método de Gradiente.

2.6.7.3 Método de Simplex.

En este método, para n variable, se generan n + 1 puntos aleatoriamente y se calculan los valores
de la funcion objetivo. El punto de mayor valor se elimina y se realiza una proyeccion escalada
del mismo con respecto al subespacio vectorial conformado por los otros puntos para generar un
nuevo conjunto de n+ 1 puntos a evaluar. Esto se realiza hasta que los valores entre los
diferentes puntos quedan por debajo de una tolerancia y se encuentran dentro de la vecindad
inmediata del punto éptimo deseado. Este método presenta la ventaja de requerir pocos calculos
por cada paso, pero plantea el problema de generar un conjunto de puntos n linealmente
independientes y su espacio vectorial asociado, para poder realizar la proyeccion del punto que
se elimina. La proyeccidn de este ultimo punto es escalada, ya que se trata de que en cada paso
quede a una menor distancia del punto que se busca. Sin tener los datos del gradiente de la
funcidn, localiza la direccion en la que debe avanzar para encontrar el punto minimo.
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Fig. 2.25 Método Simplex.

2.6.7.4 Métodos heuristicos.

Los métodos heuristicos son técnicas para resolver problemas de manera de prueba y error, es
decir, utiliza generacion de numeros aleatorios, criterios de decision, y criterios de paro para
encontrar la solucién optima de un problema especifico. Dentro de estos métodos destacan los
algoritmos genéticos.

Los algoritmos genéticos se basan en la idea de generar “individuos” o “genes” que represente a
las variables de la funcién objetivo, por medio de una codificacion (por ejemplo, binaria) y
proponer varios genes buscando cuales son los mas cercanos a un punto Optimo. Con una
poblacién inicial se evalGa la funcién objetivo y se seleccionan a los mejores individuos para
combinar sus genes y encontrar una generacion posterior de individuos. Otra forma de modificar
los individuos es por medio de mutaciones, las cuales modifican aleatoriamente la informacion
dentro de los genes de cada individuo. Con ello, a pesar de tener que analizar varios puntos
probables, en cada una de las generaciones posteriores se obtienen mejores caracteristicas y una
mayor probabilidad de llegar al punto éptimo.
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Generacion 4 *

Fig. 2.26 Algoritmos genéticos.

2.6.8 Condiciones especiales en la optimacion.

En ciertos casos, no se presentan condiciones especiales a los modelos de optimacion, y
aplicando algunos de los modelos descritos, permiten encontrar puntos Gptimos o regiones
factibles en donde se encuentre la solucidn buscada, ejemplos de estos casos especiales son:

Sistemas de ecuaciones lineales — no lineales. En estos casos solo se busca la region
factible para la solucion de un problema que implica diferentes restricciones de un
sistema.

Optimacion si restricciones. Sin importar las fronteras del sistema, se busca cuales son
los maximos o minimos y cudles son los valores de las variables involucradas.
Optimacion multiobjetivo. Este caso puede ser descrito como una funcion vectorial de
variable vectorial. No s6lo se busca un solo valor en la funcién objetivo, sino varios
valores relacionados a partir de las variables, y se puede encontrar el punto dptimo para
cada uno de los valores objetivo o para su conjunto.
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"Todo el pensamiento moderno es permeado por la
idea de pensar lo imposible.”

Michel Foucault
3. Modelo tedrico.

Como modelo tedrico se entiende a aquella representacion de la realidad, que trata de analizar.
Las herramientas con las que se cuentan son los conocimientos de fisica y matematicas, y todo lo
que se hace es interpretar esa realidad por medio de sus medidas, relaciones y restricciones. De
ahi surge el modelo tedrico, una mera abstraccion de la realidad, que sirve para realizar en la
mente todos los cambios, calculos y modificaciones necesarias, antes de regresar al dominio de
la realidad. En pocas palabras, es la forma que se le da al universo, para tratarlo de entender.

La importancia de este modelo tedrico radica en que de €l se puede obtener las propiedades que
caracterizan el movimiento que se trata de realizar, y por medio de la matematica aplicada a
dicho modelo, nos permite mejorarlo.

3.1 Modelo termodinamico de un manipulador 3RRR.

Todo sistema termodindmico debe de estar identificado por sus fronteras, ya que estas
determinan las interacciones que presenta el sistema con sus alrededores. La adecuada seleccion
de dichas fronteras permitira un analisis de mayor o menor complejidad, asi como la obtencion
de la informacion que se quiere. Para nuestro caso, se identifica cual es el sistema, el tipo de
frontera y en los alrededores que se considera.

Para ello, primero se identifica cual es el sistema de estudio y cuales sus fronteras. De inicio no
importa el tipo, modelo o nimero de eslabones. El manipulador cuenta con una base, por donde
se suministra la energia para cada uno de los motores del mismo y da la inercia necesaria para
que el sistema robdtico este firmemente asegurado. Por otro lado, el manippulador esta
conformado por varios eslabones, unidos entre ellos sin tener una restriccion para el tipo de
articulacion empleada. Por ultimo se toma en cuenta el objeto o tarea a realizar, la cual se
considera que esta previamente identificada y no se puede modificar.

Para este caso en especifico, el modelo ocupado es un manipulador 3RRR plano ete tipo de
manipuladores consiste en tres cadenas cinematicas con tres articulaciones rotacionales, de las
cuales la primera es la articulacion motriz (Fig 3.1).
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Fig. 3.1 Esquema del manipulador

El sistema que se define estd dado por los eslabones del manupulador, dejando fuera de las
fronteras del sistema al objeto a mover y a su base. El tipo de fronteras a seleccionar no necesitan
permitir el paso de masa, sino solamente el flujo de energia, ya sea entre el brazo y su base, el
brazo y el objeto a mover o el brazo y los alrrededores en general (Fig 3.2).

Fig. 3.2 Fronteras del sistema
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Como a traves de las fronteras solo puede haber flujo de energia, es necesario identificar a que
corresponde cada uno de ellos. El primer flujo es aquel que va de la base inercial al manipulador,
siendo este el que engloba el total de energia que se introduce al sistema. El segundo flujo que se
puede identificar es la energia que sale del manipulador para realizar la tarea descrita, siendo esta
una cantidad de energia menor a la que se introduce, y esto se da por dos causas. La primer
causa, parte de la energia se disipa en forma de calor en actuadores o articulaciones, ocasionando
un flujo de calor al medio ambiente, mientras que la segunda es que parte de la energia que se
introduce al sistema se destina a mover al manipulador mismo (Fig. 3.3).

Aporte de
energia
Perdidas por
friccion
Energia al
manipulador

Fig. 3.3 Flujos de energia a través de las fronteras

En la realidad, al sistema ingresa energia a traves de sus actuadores. Generalmente se trata de
energia eléctrica, pero puede tener actuadores de tipo hidraulico o neumatico o de otro tipo, por
lo que solo se identifica el flujo de energia sin importar el tipo de actuador que realiza este
trabajo. En los actuadores se modifica la energia introducida al sistema en energia cinética,
encargada de realizar el movimiento del manipulador, y una parte de la energia introducida se
disipa en forma de calor ya sea por friccion en las articulaciones o por friccion y calentamiento
en los actuadores. Del total de energia cinética obtenida se divide en dos partes, una al objeto a
mover o la tarea a realizar, y otra parte se ocupara para mover el mismo manipulador.

La energia ocupada en la tarea a realizar no se puede cambiar a menos de que se modifique la
tarea misma o a trayectoria descrita. Por otro lado, el calor disipado en los actuadores y su
consecuente pérdida de energia solo se puede disminuir por medio de mejores actuadores. En
ambos campos existen diversos trabajos encaminados a hacer trayectorias mas eficientes, asi
como a mejorar la eficiencia de los actuadores y reducir las pérdidas de energia en las
articulaciones por medio de la disminucion en la friccion o buena lubricacion. Un ejemplo de una
baja friccion lo proveen las articulaciones de los seres vivos, en las que se presenta un
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coeficiente de friccion entre las superficies de u = 0.004, con lo que las pérdidas de energia son
minimas. Por lo que respecta al tipo de actuadores, los motores eléctricos llevan mucha ventaja,
ya que logran eficiencias mayores del 90% dependiendo del tipo de motor y servicio que
realicen.

Bajo este punto de vista, solo queda una parte de energia que aun se puede optimizar a partir del
disefio del manipulador. Esta es aquella que ocupa el mismo manipulador para realizar su tarea.
Si se reduce este ultimo flujo de energia se tendrd que la mayor parte de la energia cinética
obtenida ira a realizar la tarea descrita, siendo este el caso de mayor eficiencia global del modelo.
Algo analogo seria mover la mano sin transportar ningun objeto.

3.1.1 Consideraciones del modelo.

Para este modelado, se consideran sistemas ideales, en los que las pérdidas por friccion en las
articulaciones son minimas, llegando a ser despreciables, y el comportamiento de los eslabones
es el de un cuerpo rigido, evitando asi la acumulacion de energia potencial eléstica dentro de los
mismos. También se considera que no se puede modificar la tarea a realizar, estando ésta
predeterminada sin importar si es 0 no la de mayor eficiencia. Otra de las consideracidnes es que
los actuadores ni las articulaciones tienen perdidas en forma de calor. Esto implica que solo se
toma en cuenta para el anélisis la energia mecanica del manipulador.

La energia requerida por el manipulador para moverse quedara en funcion de la geometria del
propio manipulador y de su trayectoria De ésta forma, el trabajo a desarrollar es buscar la
configuracidon geométrica que asegure tener siempre la menor energia en toda la tarea a realizar.
Con ello se tendra que la mayor parte de la energia introducida al sistema se dedicara a la tarea a
realizar. Para un sistema méas detallado, que considere fricciones y pérdidas, estas estaran
relacionadas con las velocidades relativas en las articulaciones, asi como la potencia que se
requiere para realizar dichos movimiento, quedando estas ecuaciones también en funcion de las
variables de disefio.

3.1.2 Energia mecénica.

Para encontrar la energia mecénica de cada elemento del manipulador, se toman en cuenta las
energias potenciales y cinéticas que presenta cada elemento. Por ello, es necesario modelar los
eslabones, relaciones con los actuadores y todo aquello que pueda tener un movimiento
involucrado dentro del manipulador. Para simplificar el analisis, solo se toma en cuenta a los
eslabones del manipulador, tomando como parte de ellos las caracteristicas de los actuadores u
otros elementos conectados.

Un primer acercamiento seria encontrar una funcion objetivo que describa este comportamiento,
De esta forma, se asigna a la energia requerida por el manipulador para moverse como “Funcion
objetivo”. Esta funcion esta determinada por la energia de cada uno de sus eslabones, y a su vez,
esta ecuacién queda en funcion de las dimensiones del eslab6n y su movimiento. Las
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propiedades inerciales (masa, momento de inercia) asi como la cinematica que se desprende de la
trayectoria que se pretende realizar estan relacionadas con los parametros que se modificaran del
manipulador.

El modelo que se ocupa para describir cada uno de los eslabones del los brazos del manipulador,
consiste en una barra de seccion uniforme, en la que su masa y momento de inercia estan en
funcion de la longitud de la barra. (Fig. 3.4).

dm=pL *dx

«—

\ dm
dx

Fia. 3.4 Elemento diferencial del eslabén

Para obtener el momento de inercia se modela al eslabén como una barra solida (Fig. 3.5). En
algunos otros estudios sugieren que la geometria idonea sera una seccion tubular de pared
delgada, de seccion uniforme o no, que presenta la ventaja de que con la misma masa se obtiene
una menor deflexion 41, 0 el cambio en el tipo de materiales a ocupar, como fibra de carbono, y
eslabones modelados por medio de elemento finito 5, en los cuales disminuye la masa y la
inercia relacionadas a cada elemento, con su consiguiente disminucion en energia requerida.
Asi se tendra que para cada eslabon del manipulador se generan ecuaciones de las propiedades
inerciales en funcion de las longitudes de los eslabones.

mi= pL*Li
li= pL*Li/12

~

pL
Li

Fig. 3.5 Masa y momento de inercia.

Se tomo una barra solida como modelo inicial por la sencillez del calculo de sus propiedades
inerciales. De la misma forma, si se opta por otra topologia para cada una de los eslabones, esta
se podra incluir dentro del calculo, solo tomando en cuenta cuales son las variables de disefio.
Para este primer acercamiento, solamente se dejan como variables de disefio a las longitudes de
los eslabones.
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Para el elemento central, en donde se unen las tres cadenas cinematicas, el modelo a considerar
es una placa triangular de seccidn transversal constante. Para dejar este eslabon dependiendo de
una sola dimension, se considera que es un tridngulo equilatero, en el que cada esquina esta
colocada cada una de las articulaciones, todas ellas a distancia similar del centro del triangulo.
De esta forma, cada eslabon tiene una dimension que define sus caracteristicas.

Este tipo de manipulador puede ser clasificado de paralelo simétrico, ya que satisface las
siguientes condiciones:

e El nimero de brazos es igual al niamero de grados de libertad de la plataforma movil.

e El tipo y numero de articulaciones en cada uno de los brazos se encuentran arreglados en
un patrén similar.

e El nimero y ubicacion de la articulacion motriz es el mismo en todos los brazos.

3.2 Modelo cinematico de un manipulador paralelo.

Después de obtener las propiedades inerciales, es necesario conocer las propiedades cinematicas
asociadas a la trayectoria. Para ello se necesita conocer la velocidad lineal de los centros de masa
y las velocidades angulares absolutas de cada eslabon. Estas dependeran de la trayectoria de
trabajo, y de las longitudes de los eslabones. El primer acercamiento para un manipulador serial
se da a través de un sistema con movimiento plano, para reducir el nimero de ecuaciones
involucradas, pero de la misma forma, puede analizarse para un sistema que desarrolle un
movimiento tridimensional. Los casos analizados a continuacion corresponden a un manipulador
de dos barras con articulaciones RR en movimiento plano general y a un manipulador serial de
tres eslabones con articulaciones RRR, también en movimiento plano, ya que es el modelo que
define a cada uno de los brazos del manipulador.

El primer acercamiento utiliza el modelo de un manipulador plano RR, como el representado en
la siguiente figura (Fig. 3. 6). En este modelo, las variables que se pretenden encontrar son las
longitudes de los eslabones y los angulos correspondientes de cada eslabon a cada instante.
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Trayectoria

v

Fig. 3.6 Manipulador RR vy trayectoria

La trayectoria es una funcion del tiempo con
R(t) = {Xt(t),Yt(t)}
Para las proyecciones en cada eje coordenado se tiene:
Xt(t) = L1 % cos(61) + L2 cos(61 + 62)
Yt(t) = L1 *sen(01) + L2sen(01 + 62)

Si se aplica la cinematica inversa desde alguna posicion inicial, es necesario utilizar un método
iterativo para encontrar la siguiente posicion, y se corre el peligro de que llegue a puntos
singulares en los que pueda perder la siguiente posicion cuando llegue a una posicion extrema.
En lugar de ello se recurre al planteamiento geométrico en el que el manipulador siempre
permanece en una configuracion, ya sea brazo arriba o brazo abajo, obteniendo las siguientes
relaciones entre angulos (Figs. 3.7 y 3.8).
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Fig. 3.7 Configuracion brazo abajo

Para ambas configuraciones se tienen las siguientes relaciones angulares:

Rt =/ Xt2 + Yt?

Yt
a = ATan LTt]

_C [L1% — L2? + Rt?]
e YT

_aC [L1% + L2% — Rt?]
p=Atos |11z

Xt Yt}

L1

v

Fig. 3.8 Configuracion brazo arriba

Con estos angulos se obtienen las siguientes configuraciones: (A) brazo abajo, (B) brazo arriba.
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Pl A=a—-vy

02A=n—-p
0lA=a+y
02A=-m+f

Quedan definidos los angulos del manipulador en funcion de la longitud de eslabones y la
trayectoria.

01 = f1[¢, L1, L2]
021 = f2[t,L1,L2]

02 = 621 + 61 = f3[t, L1, L2]

1—d91
©L T
Z—dHZ
YT

Con las velocidades angulares y las posiciones de los centros de masa de cada eslabén es posible
conocer las velocidades lineales y de este modo su energia cinética total, que queda en funcion
de la trayectoria y las longitudes de los eslabones. Para la energia potencial se ocupa un vector
que va desde una altura de referencia hasta el centro de masa de cada eslabén.

Para el caso del manipulador RRR en movimiento plano, se tiene que agregar al ultimo eslabon
como incognita, pero se resume en el mismo analisis anterior. Para este caso, el punto de trabajo
requiere también de que se defina una orientacién del eslabon final, con lo que se tiene como
datos el punto de trabajo y la orientacion necesaria para este punto de trabajo. Este modelo
genera una recta dentro de la cual debe de encontrarse el punto de articulacion del eslabon
intermedio con el eslabon final (Fig. 3.9)

A

y (Xt,Y.t)(
7
//’, /
/’,/ /
/
4

/<\v 03t
/ R

0 ,/ X

Fig. 3.9 Linea de soluciones del tercer eslabon
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Al definir la recta anterior, se restringe la posible solucién a un sistema que incluya la longitud
del tercer eslabdn con el problema de un manipulador de dos barras, ya que es una combinacion
de ambos casos. De esta forma, con los datos de posicion y orientacion se obtienen las siguientes
relaciones.

R(t) = {Xt(t),Yt(t)}
03 = f1[t]
621 = f2[t,L1,L2,L3]
02 =621+ 601 = f3[t,L1,L2, L3]

01 = f4[t,L1,L2L3]

1—d91
@ T dx
2—d62
L= x
3—d91
@ T dx

Esto significa que, las velocidades angulares, asi como las velocidades lineales de los centros de
masa de cada uno de los eslabones, queda en funcion de la trayectoria de trabajo, y de la
orientacion del ultimo eslabdn, estas expresadas en el tiempo, permitiendo realizar un analisis
similar al de un sistema con solo dos barras (Fig. 3.10).

LB vy

y T
P A

/
’ 03
01 /
& + <\/ >
/

X

Fig. 3.10 Modelo geométrico de 3 eslabones RRR.
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En el sistema 3RRR, se debe considerar que el punto de trabajo es el centro de la placa
triangular. Ademas del punto de trabajo, también debe de estar definido un angulo de trabajo, es
decir, en que orientacion se encuentra esta placa terminal. Con esta descripcion, cada uno de los
brazos del manipulador paralelo tiene un comportamiento similar al de un sistema serial RRR,
pero en este caso, al ser tres brazos, se convierte en un sistema 3RRR

015

-0.15 -0.10 015

Fig. 3.11. Modelo 3RRR

3.3 Ecuaciones de energia del sistema.

Con el producto punto del vector de posicion del centro de masa de cada uno de los eslabones y
el campo gravitacional multiplicado por la masa del eslab6n se obtiene el valor de la energia
potencial, tomando en consideracion que la altura de referencia no ocasione valores negativos de
energia para el movimiento en analisis.

; mv;®
EClineal; =
2
Lw?
EAngular; = >

EPOtl' = ml-ghi

Ecsiaponi = ECLineal,s ; + ECAngular,g ; + EPot,g ;
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Etot = z Eeslb i

De esta forma, la propiedad de energia del sistema queda definida. Dicha funcién esta definida
por las longitudes de los eslabones y la trayectoria a realizar, quedando de la siguiente forma
para el caso de dos eslabones:

Etot = f[Xt,Yt, L1, L2]

Con esta ecuacion con 4 variables, se determina 2, que son la trayectoria (Xt, Yt), para dejar solo
variables las longitudes y explorar cuales de ellas nos dan el menor monto de energia, siendo la
funcion objetivo en este proceso de optimizacion.

Para el caso de tres eslabones, la funcion se amplia a la siguiente expresion:
Etot = f[Xt,Yt,03,L1,L2, L3]

En este caso se tienen 6 variables, de las cuales se tiene como dato la trayectoria (Xt, Yt) y la
orientaciéon del ultimo eslabon (63), con lo que quedan 3 variables independientes, que
corresponden a las longitudes de los eslabones.

Para el caso del manipulador paralelo, aumenta el nimero de variables del sistema que es
necesario conocer todas las longitudes de cada uno de los eslabones quedando de la siguiente
forma:

Etot = f[Xt,Yt,03,L11,L21,L31,L12,L22,L32,L13,L23, L33]

En este caso, se tienen 12 variables, de las cuales se dan como dato 3 (Xt,Yt, 83), pero todavia
quedan 9 de ellas por definir. Esto seria un modelo en el que cada una de las cadenas seriales que
conforman al manipulador paralelo puede tener diferentes longitudes, lo cual da un gran margen
de disefio.

Para simplificar el modelo, se recurre que sea simétrico, siendo entonces que cada uno de los
brazos tenga la misma magnitud en sus eslabones correspondientes, con lo que se reduce el
numero de variables del sistema y por consiguiente, el modelo que se tiene que evaluar a:

Etot = f[Xt,Yt,63,L11,L22,L33]
3.4 Ecuacién objetivo del sistema.

El parametro que nos determina cual es la mejor configuracion para un manipulador es la
energia mecanica del sistema. Pero esta cantidad es variable y dependiente del tiempo. Al ser sus
variables dependientes del tiempo Unicamente en el caso particular en el que no se introduce
energia al sistema se puede asegurar que la energia del mismo permanece constante (primer ley
de la termodinamica) pero, para el caso de andlisis actual, el valor de la energia del sistema se va
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a estar modificando punto a punto de la trayectoria que describe. Entonces no es suficiente con
conocer la energia para cada instante de la trayectoria, sino un total de energia involucrada en el
movimiento.

Para obtener este global de energia del modelo, se realiza un muestreo a tiempos iguales de la
cantidad de energia del sistema, sumando todos estos estados energéticos y obteniendo un total
de energia asociado a la trayectoria a realizar. Al estar tomando estados energéticos a lo largo del
tiempo, se puede definir flujos de energia, hacia el sistema y desde el sistema. Cuando se tiene
un flujo de energia al sistema, los actuadores estan promoviendo el movimiento del sistema,
mientras que cuando el flujo de energia es negativo, se puede interpretar que los actuadores estan
frenando el movimiento. Se podria interpretar que es el campo gravitacional el que reduce la
velocidad del sistema, pero al estar considerando la energia cinética y potencial dentro de la
funcidn objetivo, ya esta siendo evaluada dentro del sistema.

El punto de disefio 6ptimo sera aquel en el que el global de energia que tiene el manipulador sea
el minimo, ya que esto indicara que el sistema permanece en el menor estado energético para
dicho movimiento o trayectoria. Se tiene entonces que, para un lapso de tiempo entre t0 y tf
(tiempos iniciales y finales) se elige un muestreo homogéneo dividiendo este intervalo en n
partes, y tomando la energia en cada uno de los intervalos de tiempo.

tf

At=—;n€N
n

t=nAt

EGlobal = Z ETot (t)
t=0

t=nAt
EGlobal = Etot = f[Xt(t),Yt(t),03(t),L11,L22,L33]
t=0

En esta Gltima ecuacion se asegura que se estd considerando la energia del sistema, para todo
instante, representando a toda la trayectoria y orientaciones solicitadas, solo en funcién de los
parametros de disefio, que en este caso son las longitudes de los eslabones. Con ello se obtiene la
funcidn objetivo a evaluar para cada caso.

3.5 Restricciones del modelo.

Para evaluar la funcion global de energia del modelo es necesario el determinar cuéles son las
restricciones dentro de las que se encuentra la region factible del punto éptimo buscado. En un
principio, seria necesario conocer cuéles son los puntos en los que el sistema entra en
singularidades, es decir, puntos en los cuales el movimiento no sera posible. Esto se interpreta
como que para posiciones extremas, en las que se desarticula el sistema, es requerida una energia
infinita. Para el caso de un manipulador de dos eslabones RR, la funcion de energia global esta
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definida para todos los puntos (L1, L2), pero no todos ellos cumplen con las restricciones
geomeétricas posibles para poder generar dicha trayectoria. Las limitaciones se encuentran pues,
en la suma de las longitudes de los eslabones, las cuales se definen por las longitudes maximas y
minimas del manipulador.

Ryax < L1+ L2 > L2 > Ryy, — L1
Ryin=L1—12- L2>L1—-R,
Rpin =2 L2—L1 > L2 < Ry, + L1

Para el caso de dos barras, Paredis y Koshla muestran que las longitudes deben de cumplir con
las siguientes caracteristicas: la suma de las longitudes de los eslabones debe de ser mayor o
igual al radio mé&ximo de trabajo y la longitud del segundo eslabon debe de ser mayor o igual a la
diferencia entre el radio de trabajo y la longitud del primer eslabon (Fig. 3.12). Para esto, es
necesario entonces el conocer el radio de trabajo y los maximos y minimos de la trayectoria, con
lo cual quedarian definidos las restricciones geométricas que se busca.

w0 9)

minimo de E
trabajo Iﬁ
l \
[@ o
Radio : J
maximo de ' >
trabajo i

Fig 3.12. Restricciones geométricas del modelo

En un primer caso con un radio de trabajo constante unitario, se obtendrian los siguientes
graficas y restricciones geométricas (Fig. 3.13).
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Fig. 3.13 Radio de trabajo en el tiempo.

Las restricciones que dan el radio de trabajo maximo y minimo generan la siguiente area factible,
en la que se debe de encontrar el valor minimo de energia total (Fig. 3.14).

[en]

=p—IL2=Rmax-L1 ====L12=L1+Rmin
L2=L1-Rmin

Fig. 3.14 Region de restricciones geométricas.
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3.6 Analisis de trayectoria, las singularidades.

La trayectoria va a ser dato, tratdndose en este caso no solo de la posicion del punto de trabajo,
sino también de la orientacion del elemento terminal. Asi, para todo tiempo se debe de tener una
trayectoria definida en las variables (Xt,Yt, ot). Se aplica cinemética inversa, para definir
cuéles son las posibles soluciones que resuelven dicho punto de trabajo. En general, las
trayectorias que puede cumplir un manipulador 3RRR se encuentran dentro de un triangulo
equilétero, limitado por los ejes de apoyo donde se encuentra la primer articulacién de cada uno
de los brazos. Dentro de esta area de trabajo, dependiendo de la combinacién de angulos y
longitudes de eslabon, se puede encontrar orbitas que nos llevan a singularidades [, 3. Estas
singularidades pueden ser de Tipo | o seriales, Tipo 2 o paralelas y Tipo 3 cuando se presentan
ambas singularidades simultdneamente. Para conocer dichas singularidades, se tiene que conocer
cual es el comportamiento de los Jacobianos asociados al manipulador 1.

Fig. 3.15 Modelado 3RRR.

La cinematica del manipulador 3RRR se desarrolla de la siguiente forma. Se puede determinar la
posicion de cada uno de los brazos del manipulador, por medio de un modelo similar al ocupado
en el modelo RRR. La posicion de un punto P de la trayectoria sera, para cada uno de los brazos:

pi= L+ L, +7+ 04, = (x,y)

En la cual
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1, = l;(cosH, senb)
1,, = l,(cospB, senf)
7; = r(cos(p + k), sen(p + k))
Al derivar la ecuacién con respecto al tiempo
p=lL,+h+7
p=60EL,+BEl, + @QET;
Donde
0 -1
E= [1 0 ]
es la matriz antimétrica.
Multiplicando p por I,, se tiene
—T. o—T —~—  —T — —T  _
lyy p=01L, El,+BlL El;;+9ly, ET
—T . s (—T —— . (T, _
l,, D =9(121 Elll)+¢(l21 Eri)

Realizando las ecuaciones simultaneas para cada una de las piernas i-ésimas, se tiene que

Ty T En| . [LiEl 0 0

—T —7T . _ p|_ S :
Ly, l, ET, [—Yp - 0 ly2 E Ly 0 [9]
Ts Iy ET 0 0 T El;

la cual puede representarse como
Jot =J46
en la que t es el vector definido como
tT = [X¢,Ye, ot]

6T = [911' é12' é13]

En donde Xt,Yt, ¢t son las razones de cambio de la trayectoria con respecto del tiempo y
611,61,,6,5 son las velocidades angulares de los eslabones primarios de los brazos del
manipulador, mismas que se consideran como las articulaciones activas del sistema. Aqui es
donde claramente se puede encontrar el modelo entre las variables de entrada (las velocidades de
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los actuadores en las articulaciones activas) y las salidas del sistema (la posicion y angulo de la
placa final). La relacion que se encuentre entre ellas sera la que determine las condiciones de las
singularidades. Cuando el determinante de las matrices Jacobianas paralela y serial (Jg,/;) €s
cero, el sistema se encuentra en algun tipo de singularidad.

En la realidad, cuando el sistema se encuentra en una singularidad serial, es el caso cuando los
eslabones alcanzan su méxima extension, y llegan a la posicion de bloqueo. En dicha posicién, la
energia requerida para cambiar de estado se vuelve infinita, ya que se trataria que el sistema se
alargara para llegar a una posicion deseada, desensamblando el modelo. Por otro lado, cuando se
cae en una singularidad paralela, la trayectoria deseada no puede controlarse por que los &ngulos
en los eslabones secundarios son los mismos, generando un aumento en los grados de libertad, o
las lineas de definidas por los eslabones secundarios del modelo coinciden en un punto,
reduciendo los grados de libertad del modelo y bloguedndolo. EI primer caso, se evita, al
momento de que se busca las condiciones de minima energia, y se evalUa la matriz Jacobiana
serial (J;). La segunda condicion no esta determinada directamente por la energia del sistema,
por lo que es necesario evaluar el Jacobiano paralelo (Jy), para poder asegurarse de que se
modela correctamente el movimiento y el control sobre el mismo.

3.7 Modos de operacion.

Por la forma en que estan definidos cada uno de los brazos del sistema 3RRR, al momento de
realizar la cinematica inversa se encuentran dos posibles configuraciones que resuelven el
sistema. Al momento de combinar 3 brazos seriales en un sistema paralelo, se generan 23 modos
de operacion, dependiendo de cudl es la configuracion de cada brazo (Fig. 3.15).

AAA AAB BAA BAB
ABA ABB BBA BB

Fig. 3.16 3RRR Modos de operacion.

B
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Cada modo de operacion esta relacionado con la configuracion geométrica de cada uno de los
brazos, definiendo como en configuracion A a un sistema brazo abajo y B a un sistema brazo
arriba. Esto puede ocasionar una diferencia en la energia de cada sistema, si el manipulador
trabaja en un plano vertical, por la diferencia entre las alturas de cada uno de sus elementos y su
influencia dentro de la energia potencial del mismo. Por ello, al momento de evaluar una
trayectoria deseada, serd necesario el evaluar cada uno de los modos de operacion para poder
comparar entre ellos.
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“Cuando las leyes de la matematica se refieren a la realidad, no
son ciertas; cuando son ciertas, no se refieren a la realidad.”

Albert Einstein
4. Simulaciones y resultados.

Por medio del modelo tedrico se obtiene la energia mecanica del sistema, calculando la misma
para cada uno de los elementos, a lo largo de toda la trayectoria. Se plantean trayectorias de
trabajo y se realiza la busqueda de los puntos 6ptimos para el sistema correspondiente, a las
longitudes del manipulador plano simétrico 3RRR. Para realizar dicha busqueda, se plantea un
procedimiento de disefio, que parte desde la definicidon de la trayectoria y se obtiene el punto
optimo. Este procedimiento se aplica a distintas trayectorias, avanzando mediante las
simulaciones a un sistema solucién optimo.

El procedimiento seguido se puede enumerar en los siguientes pasos:

e Obtener la funcion de trayectoria de trabajo

e Determinar la region factible mediante las matrices Jacobianas del sistema, a lo largo de
toda la trayectoria.

e Determinar la funcién de energia global del manipulador en funcion de los parametros de
disefio.

e Buscar el punto dptimo para la funcion objetivo de energia global del manipulador.

La funcion de la trayectoria a realizar debe de estar dada en funcién del tiempo, para con ello
tener la informacion correspondiente a como es el movimiento que se pretende realizar. Por
medio de esta ecuacién de trayectoria, se generan las matrices Jacobianas del movimiento, para
cada una de las posiciones que va adoptando el sistema, quedando en funcién de las longitudes
de disefio. De esta forma se determina la regién factible de disefio, cuando dichas matrices no
conducen a posiciones singulares. Con la region factible de trabajo y la ecuacion de energia
global, dichos datos se introducen en un método de optimizacion para determinar el punto de
minima energia y las dimensiones 6ptimas de disefio para ese manipulador.

Este procedimiento se aplicara para cada uno de los casos que a continuacion se describen.
4.1 Resultados en trayectoria con energia constante.

El primer acercamiento hacia este método inicia con una trayectoria que genere una energia
cinética constante. Esta trayectoria estd dada por una circunferencia de valor unitario alrededor
del origen, con velocidad tangencial constante, lo cual ocasiona una energia cinética también
constante. Considerando que el campo gravitacional es perpendicular a ambos eslabones, se
obtiene que la energia potencial también permanece constante. Los brazos del manipulador
Unicamente pueden moverse en el plano XY de la trayectoria. Con estas caracteristicas el
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manipulador debe de dar un cuarto de vuelta, con energia potencial nula y energia cinética
constante (Fig. 4.1). De esta forma, la trayectoria a seguir es

Rt = [Cos(t), Sen()], 0 <t S;

A 1 6
Rt =[cos(t)sen()]

N v

»

Pl

Fig. 4.1 Manipulador en trayectoria circular

Para este caso, el radio de trabajo permanece constante, por lo que el valor maximo y minimo
corresponde al mismo valor, pues se trata de un circulo unitario (Fig. 4.2).

N oy 0 N us

o o o o

0.20.40.60.8 1 1.2 1.4

Fig. 4.2. Radio de trabajo.

Con este radio de trabajo, se puede definir la region factible de la funcién energia (Fig. 4.3),
donde cada una de las funciones representa una de las fronteras del sistema, y en su conjunto,
donde se cumple los criterios propuestos, que es el area factible.
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L2=L1+Rmax .

Fig. 4.3 Regidn de restricciones geométricas.

Las funciones de energia cinética y potencial permanecen constantes a lo largo de toda la
trayectoria, quedando la funcion de energia total solo en funcion de las longitudes de los
eslabones involucrados. Este planteamiento arroja el siguiente resultado grafico de la energia
total (Fig. 4.4).

Energia Total Config &

Fig. 4.4 Energia cinética y potencial constante.

Al combinar la funcion de energia total y la region factible con el método de optimizacién del
programa de computacién ocupado (Mathematica Ver. 6), arroja los siguientes resultados.

83



L1=1[m]oL2=1[m]
ETot = 1.16667 [J]

Este resultado indica que, para el movimiento circular se plantea, solo es necesario un eslabon,
de radio unitario, ya que este sera el que pueda desarrollar la trayectoria con el menor monto de
energia. Las otras combinaciones de longitudes de eslabones dan como resultado una mayor
energia. Al explorar otras combinaciones, se encuentra el siguiente ejemplo. Para el caso de que
las longitudes de los brazos del manipulador fueran del mismo tamafio (L1=L2) se tendria el
siguiente resultado

L1=0.5[m]
L2=0.5[m]
ETot = 1.38542 [J]

Esto demuestra que la mejor combinacion para resolver este movimiento, se logra por medio de
un eslabon unico de longitud unitaria.

4.2 Resultados con energia potencial variable.

El siguiente paso en estas simulaciones es el colocar el sistema ante una energia potencial
variable, lo cual se logra por medio de colocar ahora al manipulador realizando el mismo
movimiento, ahora con el campo gravitacional en el mismo plano del movimiento (Fig. 4.5). En
este caso se toma como altura de referencia una distancia de 2 unidades de longitud por debajo
del origen del manipulador, para a partir de ese punto cuantificar la energia potencial. La
trayectoria sera similar al caso anterior; con un recorrido semicircular de un cuarto de vuelta de
radio unitario.

v

hO

Fig. 4.5 Trayectoria circular con energia potencial variable.
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Siguiendo el mismo procedimiento, se obtiene el radio de trabajo, su maximo y minimo. Como
se trata del mismo movimiento, ya que la trayectoria no ha cambiado, se obtienen los mismos
radios de trabajo y la misma regién factible.

Ahora, para el calculo de la energia del sistema, se tiene que la energia cinética permanece
constante, mientras que la energia potencial va cambiando, ya que es variable con el tiempo. Se
ocupa entonces el barrido de energias para toda la trayectoria, con n = 100 muestras, para obtener
la energia global del sistema. También se presenta que para este caso, se pueden encontrar dos
combinaciones en la configuracion geométrica, ya sea brazo abajo (Configuracion A) o brazo
arriba (Configuracién B), con lo que es necesario el calcular las energias globales para cada una
de estas posibilidades y encontrar cuél de ellas es la que cumple con la menor energia con
respecto a la otra. Para este caso, la energia potencial es la que plantea un mayor uso de energia
en el manipulador, ya que este requiere el desplazar su propio peso desde un potencial menor a
uno mayor.

Al obtener la energia promedio se tienen los siguientes resultados graficos (Figs. 4.6 y 4.7). Los
resultado que arroja el método de optimizacién nos indica que la combinacion de longitudes es la
misma, ya sea la configuracion brazo abajo o brazo arriba, solo modificandose en valor la
energia global que requiere el sistema.

L1 = 0.555213 [m]
L2 = 0.471418 [m]
ETOtA = 160.584 [J]

ETotB = 167.52 [J]

Energia Promedio Config &

800
600

EProm A4DD

Fig. 4.6 Energia en configuracion brazo abajo.
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Energia Promedio Config B

1500

1000
EProm B 500

Ll

Fig. 4.7 Energia en configuracion brazo arriba

Esto es, la configuracion brazo abajo requiere una cantidad menor de energia para realizar el
movimiento solicitado, ya que la energia potencial que tiene el modelo es menor. Se debe notar
que las longitudes de los eslabones no son iguales y su suma no es la unidad, pero se puede
asegurar que esta combinacion de longitudes es la que menor energia global requiere (Fig. 4.8).

4 v L1 = 0.555 [m]
L2=0471[m]

hO

Fig. 4.8 Solucidn al sistema con energia potencial variable.

4.3 Resultados con energia cinética variable.
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El siguiente paso dentro de la simulacion es ahora considerar una trayectoria mas compleja que
engloben cambios en la energia cinética. Las ecuaciones de energia global que se generan son
complejas, ya que vienen implicitos los cambios con respecto del tiempo de dicha energia y
todas ellas en funcion del las longitudes de disefio. Para variar la energia cinética, se modifica la
trayectoria a una sinusoidal (Fig. 4.9), y se hace que el campo gravitacional quede perpendicular
al plano de trabajo, con lo que se eliminan los efectos de la energia potencial.

0.8
0.6

0.2

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5
Fig. 4.9 Trayectoria sinusoidal sugerida.
Regresando al procedimiento sugerido anteriormente, se obtiene el radio de trabajo (Fig. 4.10),
los maximos y minimos absolutos del radio de trabajo, e identificando la region factible limitada

por las restricciones geométricas. Con radio maximo de 1.25 y radio minimo de 0.25. Esto nos da
la region de la (Fig. 4.11).

rt

=

N o= oy DN

o o o o

t
250 9¢ RS 10, 1255 XS5 135720

Fig. 4.10 Radio de trabajo, maximo y minimo.
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L2=L1+Rmax .

L2=L1-FRmax

Fig. 4.11 Region de restricciones geomeétricas 2.

Al calcular la energia promedio del brazo para realizar esta tarea mas compleja, se tiene que el
tiempo de computo se eleva, debido que las ecuaciones que describen el movimiento son mas
complejas. Se realiza un muestreo a tiempos regulares (n=100), con lo que se obtiene una energia
global para cada combinacion de longitudes de disefio. Igual que en los casos anteriores, se
busca el valor minimo de dicha energia, dentro de la region de restricciones geométricas y como
se ve en la siguiente ilustracion (Fig. 4.12). En estas figuras se observa que los puntos en los
cuales el manipulador se acerca a una singularidad, la energia global tiende a infinito, con lo que
dichos puntos quedan automéaticamente eliminados de la busqueda del punto 6ptimo.
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LZ

Energia Total Cpnfig A

Energia Total Cdnfig B L2

Fig. 4.12. Energia en configuracion brazo arriba (Superior) y brazo abajo (Inferior).

Los valores minimos obtenidos son los siguientes, para cada una de las configuraciones:
L1 = 1.25475 [m]

L2 = 1.04932 [m]

EGlobal A =8.94419 [J]

EGlobal B= 8.90884 [J]

Con esto se obtiene que las longitudes vuelvan a ser las mismas para ambas configuraciones,
pero que la configuracion brazo abajo es la que permitird una menor energia para realizar el
trabajo (Fig. 4.13).
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L1 =1.255 [m]
L2 = 1.05 [m]

Fig. 4.13 Resultado de energia cinética variable

4.4 Simulaciones en un manipulador serial plano RRR.

Hasta el momento se ha hecho la simulacion de manipuladores planos RR, ya que las graficas
que genera la energia global pueden ser interpretadas en el espacio tridimensional, al ser dos las
variables de disefio (L1, L2), y ser una funcién escalar a optimar. Al introducir mas variables de
disefio, como ocurre con un manipulador RRR serial plano, se pierde la opcion de visualizar los
resultados de la energia, pero el método propuesto tiene la misma validez, ya que se busca el
punto optimo de una funcion escalar de variable vectorial, en este caso con tres variables de
disefio (L1, L2 y L3).

De esta forma, siguiendo el mismo procedimiento, se requiere de la funcion de trayectoria de
trabajo que se pretenden seguir. Ademas, se requiere la orientacion del ultimo eslabén, todo en
funcidn del tiempo. De esta forma, se proponen para esta simulacion las siguientes ecuaciones de
la trayectoria y orientacion.

Xt = Cos(t)
Yt = Sen(t)

03t = 2t

0<t<

N A

Con estas ecuaciones, se obtienen ahora los valores del radio de trabajo maximo y minimo. Para
este caso, se vuelve a tratar una circunferencia de radio unitario y velocidad constante, pero la
orientacion del tercer eslabon altera las caracteristicas de comportamiento del manipulador. Con
los radios de trabajo maximos y minimos se plantean las ecuaciones de restriccion, que en este
caso plantean desigualdades que deben de cumplir las longitudes de los eslabones, para satisfacer
el movimiento.
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L1=>0
L2>0
L3> 0

Ryax < L1+ L2 4+ L3

Rpin < —L1 4 L2 + L3

Rpin < L1—L2 +L3

Rpin < L1+ L2 — L3

Con estas restricciones se consideran todas las configuraciones que puede tener el manipulador
plano, asi como que las longitudes de los eslabones deben de ser reales positivos, para que la
solucién tenga un sentido fisico real.

Para el calculo de la energia global del sistema, se tiene que la energia cinética queda en funcion
de las velocidades angulares y lineales de los eslabones, las cuales se encuentran en funcion de
L1, L2 y L3. Por su parte, la energia potencial se ve representada por medio de la fuerza de
gravedad, que es coplanar con el movimiento y en direccion negativa del eje y. Con la ecuacion
de energia global y las restricciones por las desigualdades se puede utilizar el método de
optimizacion. Este arroja resultados para las variables L1, L2 y L3, con el punto de minima
energia.

Para esta trayectoria, el método establece que el punto 6ptimo de energia es el mismo para la
configuracién brazo arriba y brazo abajo, con las siguientes longitudes:

L1 = 0.769679 [m]
L2 = 0.835033 [m]
L.3=0.691782 [m]

Por lo que se refiere a la energia global, la configuracion brazo abajo (A) tiene una menor
energia que la configuracion brazo arriba (B) como se puede ver en los siguientes resultados.

EGlobal A = 1487.78 [J]
EGlobal B = 1855.75 [J]

Por lo que la configuracion idonea es con las longitudes descritas, en la posicion de brazo abajo.
Con esta configuracion se puede encontrar la menor energia para el movimiento que se observa
en las siguientes ilustraciones (Fig.4.14)
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Fig. 4.14 Posicion inicial y final del movimiento del manipulador plano RRR.

En este caso, la representacion grafica del area factible corresponde a un volumen de trabajo, es
decir, es en tres dimensiones. Los limites de este volumen son las funciones derivadas de la
longitud méxima y minima que pueden alcanzar los eslabones en conjunto. Por lo que
corresponde a la energia, ahora es una funcion escalar de variable vectorial, siendo que para cada
punto dentro del volumen de trabajo (drea sombreada Fig. 4.15) se le asigna un valor de energia
(Fig. 4.16).

L1

L3

Fig. 4.15 Volumen factible en tres dimensiones.
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L1

L3

0<e<10
10<e<20
20<e<30
30<e<40
40<e

Fig. 4.16 Valores de energia dentro del volumen factible.

4.5 Simulacién de modelo 3RRR.

Para el caso del manipulador paralelo plano 3RRR, se considera aplicar el algoritmo completo,
realizando en esta ocasion el computo de las matrices Jacobianas serial y paralela, para definir la
region factible. Hay que notar que, el criterio que se ocupa para determinar la region factible
depende de varias unidades el comportamiento de las matrices Jacobianas que determinan el
movimiento, las graficas de volumen factible y energia, no se pueden apreciar facilmente en tres
dimensiones. Para determinar su forma, habria que imaginar un volumen en el que van
cambiando los valores de energia, ademas de que se van formando huecos (topologia de queso
Gruyere) por las singularidades paralelas que presenta el modelo (Fig. 4.17).

4.5.1 Trébol de 4 hojas.

La primer trayectoria considerada es un trébol de 4 hojas, con las siguientes ecuaciones
paramétricas.

xt = 0.3 Sin(2t) * Sin(4t)
yt = 0.3 Sin(2t) * Sin(4t)
@t = Sin (4mt)
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Con estas ecuaciones, se genera el punto de trabajo, que se encuentra a la mitad del eslabon
terciario, que une los tres brazos del manipulador.

L1

L3

0<e<10
10<e<20
20<e<30
30<e<40
40<e

5
12 l:l Frontera

Fig. 4.17 Grafica de energia, con singularidades paralelas.

AW
T x : t
Q ) . m’a ¥ / = i‘{:3\/5:

o AV

Fig. 4.18 Trayectoria de trabajo y orientacién de la placa.

Para este caso, se considera que el campo gravitacional es perpendicular al plano de movimiento,
para eliminar los efectos de la energia potencial y solo analizar los efectos de la energia cinética
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del modelo. Proponiendo las dimensiones iniciales, para tener un punto de comparacion, se
realiza la primer prueba, obteniendo los siguientes resultados (Fig. 4.19).

05t

04

o} |

0lp

| I|| ' S
! \ HI‘{ \1 / l\\/

11 = 1.0 [m]
12 = 1.0 [m]
13 = 0.4 [m]

ETOtBAA = 6855.77 []]

700
600 |

500 |

\ Ef 200 F l\

100
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/ 400 \ﬁl |
j 300 F \ )

Config BAA

02 04 06

03 02

| |
\ /
7
)
04

Fig.4.19 Energia y Jacobiano paralelo del modelo para la configuracion inicial BAA.

Con las condiciones iniciales, el modelo que presenta menos energia es la configuracion BAA, y
se tiene que la placa central realiza el siguiente movimiento (Fig. 4.20).

Fig.4.20 Placa central,

1
10

configuracion inicial.
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A partir del modelo inicial, el modelo se optimiza, encontrando puntos que poseen menor energia
(funcion objetivo) aunque no todos cumplen con estar dentro de la regidn factible, ya sea por
tener una singularidad paralela (Fig. 4.21) o serial (Fig.4.22) en donde para el primer caso, se
pierde el control del movimiento por cambiar el numero de grados de libertad, o en el segundo
caso, se llega a una posicion en la que el manipulador se bloquea y requiere energia infinita en

alguna de sus posiciones.

Confiz AEB

200

_\ ﬂ ,aﬁ\

100 \ |‘| l',

11 = 0.519 [m]
12 = 0.489 [m]
13 = 0.197 [m]

ETOtABB = 2249.23 [I]

=005 L

06

Fig. 4.21 Energia y Jacobiano paralelo en singularidad paralela.

En e caso de la singularidad serial

se tiene:
11 = 0.565 [m]
12 = 0.547 [m]
13 = 0.2 [m]
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Confiz 844
Config A48
Tq
ETot
800000 | f\ f

0010} [ /\

600000 F
L 0.005 F (i1l [

400000 | | —

0005 f | |
200000 | | \ | | ,

‘ I -0010 F |l| .l | \ | \ | |

/ \ VR | \
| \/ \/ \ /

0.2 04 0.6 08 1.0

Fig. 4.22 Energia y Jacobiano serial en singularidad serial.

Siendo que no se puede obtener un valor finito de energia, pues la singularidad en la que entra el
sistema ocasiona picos infinitos, los puntos de bloqueo del modelo, cuando traba el brazo,
quedan fuera de la regién y del criterio de optimizacion.

Para la iteracion 14, el sistema cae dentro del criterio de convergencia, el cual define que si no
hay cambios mayores al .1% entre iteraciones, se ha llegado al punto 6ptimo. La solucion que se
genera tiene un marcado ahorro de energia, y cumple con los criterios de evitar la singularidad
Jacobiana, tanto serial como paralela, en toda la trayectoria (Fig. 4.23).

Los datos obtenidos son los siguientes:

11 = 0.652 [m]
12 = 0.653 [m]
13 = 0.2 [m]

EtOtAAA = 1256.2 U]
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Fig. 4.23 Energia y Jacobiano en iteracion 14.

La diferencia entre el primer modelo y la iteracion 14 es de 86%, ya que en el primer caso se
requieren 6855,77 [J], mientras que en el caso optimizado solo se requieren 1256,2 [J] para
realizar la tarea.

4.5.2 Trayectoria 8.

La siguiente trayectoria de analisis es un ocho vertical. En este movimiento, la energia cinética
asi como la energia potencial del modelo van a variar, por esta desplazando a los cuerpos que
componen el sistema en direccidn vertical. La trayectoria de trabajo ahora que se encuentra
definida por las ecuaciones paramétricas:

xt = 0.5 Sin (4mt)

yt = 0.5 Cos (2mt)

@ = Sin (4mt)
y
04 f [
10}
0.2
05|
. . S . X
04 [ 0.2 0.2 04 ‘ -t
os 02\ 04 g8 10
[05 [
[ 04
[10F

Fig. 4.24. Trayectoria de trabajo y orientacion de la placa, caso 2.
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En este caso se genera una trayectoria de trabajo en la que la orientacion de la placa central se va
modificando (Fig. 4.24). En este caso, se obtiene de nueva cuenta los analisis para las 8
configuraciones que se obtienen del andlisis cinematico inverso del sistema (Fig. 4.25).

AAA AAB BAA BAB
ABA ABB BBA Bag

Fig. 4.25 Configuraciones AAA (izquierda) y ABB (derecha).

\
\ \

, \/
[1F

2+

oL

Fig. 4.26 Configuraciones AAA (izquierda) y ABB (derecha) optimadas.

La optimizacion de modelo converge después de 10 iteraciones, hacia la siguiente solucion
L1 =0.7775 [m]

L2 =0.7778 [m]
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L3 = 0.1500 [m]
EGlobal aaa= 2503.98 [J]

Esto es, para todos los casos, las longitudes de disefio dptimas convergen a la misma solucion de
longitudes, siendo aqui el factor de decision el comportamiento de las matrices Jacobianas, para
evitar el pasar por puntos de singularidad. Las singularidades seriales se eliminan al requerir
ellas valores de energia infinitos, cuando el sistema se bloquea, pero para el analisis de las
singularidades paralelas, el uso de la matriz j, resulta indispensable. En las siguiente grafica se
observa el comportamiento de las matrices Jacobianas mientras se desarrolla la trayectoria (Fig.
4.27). A pesar de que se acercan peligrosamente a cero, mientras no lo toque, no queda en
singularidad.

Config AAA Config AAA
Jg J

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.005

0.010 |
0.015 |
0020

ODZSf

0.030 F

Fig. 4.27 Jacobianos serial y paralelo, iteracién 10.

Los valores que se aprecian entre ambas matrices parecen muy dispares. Esto es ocasionado por
la forma en que se definen las matrices Jacobianas, pero que para poder compararlas
simultdneamente, es necesario escalar una de ellas. Pero solamente con el hecho de que ninguna
de ellas se convierta en singular, entra dentro de la region factible del sistema. La region factible,
a diferencia de los casos seriales al inicio del capitulo, no es posible visualizarla, ya que se trata
de de un espacio cambiante en el tiempo, que depende de 3 variables simultdneamente, pero
mientras los parametros de disefio, en este caso, las longitudes de los eslabones, estén dentro de
dicha region.
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"Quien sobrevive no es ni el mas fuerte ni el mas
inteligente, sino aquel que mejor se adapta al cambio™.

Charles Darwin
5. Conclusiones y perspectivas.

A lo largo de este trabajo escrito, se ha revisado desde los conocimientos bésicos de fisica, hasta
el planteamiento de un algoritmo que promueva un disefio innovador, que se compone de los
siguientes pasos:

e Obtener la funcion de trayectoria

e Determinar la region factible.

e Determinar la funcién de energia total en funcién de los parametros de disefio.
e Blusqueda del punto 6ptimo para la funcion objetivo de energia total.

Los sistemas mostrados y los casos de estudio son solamente una aplicacién de este estilo de
disefio, en el que se privilegia el uso racional de la energia, como factor determinante de éxito
del sistema. EI método propuesto ha permitido encontrar las dimensiones Optimas para cada uno
de los eslabones, desde sistemas seriales hasta los manipuladores paralelos, permitiendo discernir
cual de ellos tiene un mejor aprovechamiento de la energia que se suministra.

Esta idea de que aquel dispositivo que utiliza mejor la energia de la cual dispone para realizar
una tarea en especifico puede ser extrapolado no s6lo a otros sistemas mecanicos, como
mecanismos o robots adaptables. La evolucion parece tener el mismo tipo de guia, en la cual, la
especie que ocupa mejor su energia disponible, serd la mas exitosa de una era. Los factores que
definen al hombre como una de las especies predominantes en el planeta se pueden agrupar en
tres ambitos; el intelectual, ya que le permite crear cosas nuevas a partir Gnicamente de su
mente; el cambio de su entorno, desde la fabricacion de las herramientas manuales primitivas
hasta los materiales de la era espacial, y su capacidad para utilizar recursos energéticos desde el
fuego hasta la energia del atomo. En este ultimo tenor, el uso racional de la energia es de vital
importancia para la prevalencia del humano en la faz del planeta. La disponibilidad de energia de
la era actual no debe de estar en contra de su uso de forma racional.

En el caso de esta propuesta de disefio, las soluciones encontradas hasta el momento son aquellas
que cumplen los puntos de trabajo descritos y las restricciones geométricas implicitas en cada
uno de los modelos propuestos. Al estar evaluando la energia, el modelo elimina los valores en
los que esta energia adquiere valores maximos, que corresponden a aquellos en los que el
manipulador se desensambla, siendo imposible el movimiento para ese caso y también evita los
lugares donde se pierde el control del movimiento, al evitar encontrarse en una singularidad
paralela. Al estar considerando toda la trayectoria propuesta, se puede asegurar que el disefio en
base a la menor energia es un criterio para encontrar la mejor solucion para dicho movimiento.
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5.1 Alcances del estudio.

Esta propuesta de disefio se ha ocupado en sistemas seriales y paralelos planos, con
articulaciones y actuadores ideales y en simulaciones numéricas. Este acercamiento predice
cuales seran las mejores caracteristicas geométricas para una tarea en especifico, ¢funcionara
igual para otras tareas a desarrollar? La gran ventaja de los manipuladores, es su capacidad de
adaptacion a diferentes tareas, asi que, las longitudes propicias de disefio para un caso, no seran
las mismas que para otra trayectoria de trabajo.

Las aplicaciones de estos sistemas se ven restringidas porque cada punto 6ptimo corresponde a
una sola trayectoria, a una sola configuracion del sistema. La prospectiva debe encaminarse a
aplicar dicha informacion en sistemas adaptativos, de tal forma que junto con el cambio de tarea,
se puedan cambiar las variables de disefio que definen su movimiento y asi llegar a otra
configuracion de menor energia. Lo que propone este algoritmo es la forma de encontrar las
dimensiones adecuadas para el manipulador. El siguiente paso es que el manipulador mismo
cambie para realizar la tarea. Esta idea se podria extrapolar del campo de la biologia, pues en el
disefio de los seres vivos, bajo este principio, aquellos que mejor se puedan adaptar a un cambio
en su entorno seran los que sobrevivan.

Otra de las cosas por corregir, es lograr modelos méas acordes con la realidad. Falta modelar las
pérdidas de energia en las articulaciones, las pérdidas de energia debidas al calentamiento o
histéresis en los actuadores. EI modelo actualmente propuesto es un modelo ideal, con la ventaja
de que nos permite obtener rapidamente las caracteristicas deseables de algun disefio en
particular. Este solo es un modelo teérico tratando de describir la realidad.

La decision de primero analizar un manipulador serial RR se basd en que las graficas que
describen la energia del sistema se pueden desarrollar en un espacio tridimensional, mientras que
en un manipulador de mayor complejidad se requiere un hiperespacio de n+1 tomando n
eslabones. Para el sistema serial RRR y aln mas, para el sistema paralelo 3RRR, es dificil el
poder visualizar dichos espacios de trabajo, ya que en el caso del sistema paralelo, el volumen de
trabajo puede tener huecos debido a los puntos que no cumplan las singularidades paralelas
(topologia de queso Gruyeré), ademas de las fronteras externas debidas a las singularidades
seriales. Como prospectiva en ésta linea de aplicacion, los siguientes pasos seran el buscar su
aplicacién a sistemas de lazo cerrado, como los mecanismos planos, o utilizar modelos
tridimensionales para analizar el movimiento en el espacio.

5.2 Limitaciones de cémputo.

A diferencia de otros criterios de disefio, este no requiere de una gran capacidad de computo. Al
comparar el tiempo para el analisis de resultados y muestreo de las regiones para obtener el valor
optimo deseado en otros modelos propuestos, otros métodos mencionan el uso de sistemas
computacionales en paralelo por varios dias para poder obtener una posible solucién. En este
método se encuentra directamente la solucion de menor energia, los valores de las longitudes
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Optimas de los eslabones y el comportamiento energético al ir variando las longitudes de disefio
en una sola computadora, con programas de facil implementacion. Cierto es que al aumentar la
complejidad de de las trayectorias y de los modelos fisicos de los manipuladores se necesita una
mayor capacidad de computo, por la complejidad de las funciones, pero al ser estas funciones
continuas y derivables dentro de la region factible, los métodos de optimizacion pueden
converger rapidamente. El siguiente paso serd el poder ocupar métodos de optimizacion de
mayor capacidad para poder reducir aun mas los tiempos de célculo de los puntos 6ptimos. Para
este caso, el tiempo que requiere la una computadora con un procesador a 2.10 GHz es de 20
minutos, aproximadamente.

Uno de los problemas con los que se encuentra este método de disefio, es seleccionar cual es el
método de optimizacién adecuado, que permita el encontrar la solucion rapidamente. La
programacion de los métodos de optimizacién es factor clave para que al colocar un sistema de
alta complejidad, el método no llegue a fallar. Hay que recordar, que aun con un método
numérico muy blindado, puede ser que no se encuentre el mejor 6ptimo, sino solamente un
minimo local.

Angeles 14y menciona que los modelos en base a la energia si se pueden desarrollar a partir de las
ecuaciones bésicas de la mecéanica clasica, pero que son muy complejos para poder obtener
resultados significativos de una forma sencilla. Con la actual capacidad de computo que se
encuentra en computadoras personales alrededor de 3 [GHZz] esta limitante va quedando atras, ya
que no es necesario que uno esté realizando las operaciones del modelo, si no Unicamente
colocando las ecuaciones adecuadas que describan el modelo, identificar las restricciones que
presenta y elegir un adecuado método de optimizacion, dejando todo el trabajo de célculo a la
computadora. De esta forma, el problema a resolver es definir cual es el método de optimizacion
adecuado, que permita el encontrar la solucion rapidamente. La programacion de los métodos de
optimizacion es factor clave para que al colocar un sistema de alta complejidad, y que la
obtencion del punto 6ptimo no llegue a fallar. Pero como siempre, hay que recordar, que aun con
un método numérico muy blindado, puede ser que no se encuentre el mejor éptimo, sino
solamente un minimo local.

5.3 Perspectivas del estudio a futuro.

Los alcances de aplicacion de ésta metodologia radican en el poder disefiar un manipulador que
utilice al méaximo la energia disponible, logrando ahorros marginales, que englobados
representen un aumento en la eficiencia del proceso, en la disminucion de costos y en la
disminucion de emisiones al medio ambiente.

Los manipuladores se ocupan generalmente para cumplir con actividades de manufactura
flexible en los que se pueda modificar facilmente la tarea a desarrollar. Bajo el actual enfoque de
este método, serd necesario el modificar al manipulador para cada una de las tareas, para poder
asegurar que es el mas eficiente, por lo que una de las posibles prospectivas de este trabajo sea el
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desarrollar un manipulador serial reconfigurable que pueda seleccionar automéaticamente cuales
son las dimensiones apropiadas para desarrollar una tarea y ademas tenga la capacidad de
adaptarse para diferentes tareas. Otro de las posibles prospectivas es el conjuntar este andlisis de
menor energia con el célculo de la trayectoria més eficiente, con lo cual se lograria el desarrollar
una tarea dada aun con mayor eficiencia.

Este analisis por medio de la menor energia ha permitido presentar articulos para diferentes
congresos a nivel nacional e internacional (Congreso SOMIM 2008 y 2009, México; IFToMM
11th ARK Symposium 2008, Francia; 19th CIRP-Design Conference 2009, Inglaterra), y plantea
otra alternativa de disefio que puede generar toda una linea de investigacion aplicada a diversos
mecanismos.

5.4 Resumen de la metodologia ocupada.
Recapitulando, el procedimiento propuesto para encontrar el punto 6ptimo es el siguiente:

1. Obtener la funcién de trayectoria

2. Determinar la regién factible, eliminando los puntos en los que el sistema presenta
singularidades seriales o paralelas.

3. Determinar la funcién de energia total del manipulador en funcién de los pardametros de
disefio.

4. Buscar el punto 6ptimo para la funcion objetivo de energia total del manipulador dentro de
la region factible.

La diferencia en los consumos de energia entre un disefio que tome en cuenta este criterio de
disefio y uno que no ha sido optimado pueden ser marginales, como en el caso del sistema
paralelo 3RRR en sus trayectorias de trabajo. Y aun cuando los ahorros de energia fueran
minimos en cada una de las operaciones, hay que tomar en cuenta que los manipuladores
roboticos generalmente se ocupan en lugares en donde la tarea es repetitiva y se realiza maltiples
veces en el dia de trabajo, estos ahorros marginales desembocaran en un ahorro global de la
energia que se ocupe para un proceso.

El adecuado uso de la energia es uno de los factores que la evolucion ha ocupado para
seleccionar a los organismos mas aptos, mediante su disefio a partir de prueba y error. Al
comparar los resultados de mayor eficiencia para movimientos que desarrollan los seres vivos,
los resultados se acercan a aquellas dimensiones dptimas de disefio con la menor energia, por lo
que esta metodologia de disefio tiene grandes alcances en el uso eficiente de energia.
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