UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN

: INGENIERIA
VNIVERADAD NACIONAL
AVENMA DE
MEXIZO
FACULTAD DE INGENIERIA
MODELOS CINEMATICO Y DINAMICO DE UN ROBOT
BIPEDO DE DOCE GRADOS DE LIBERTAD INTERNOS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN INGENIERIA
MECANICA - MECATRONICA
P R E S E N T A
OCTAVIO NARVAEZ AROCHE
TUTOR:
\NGENIER/, DR. EDMUNDO GABRIEL ROCHA COZATL
3 COTUTOR:

DR. FRANCISCO CUENCA JIMENEZ




Jurado Asignado

Presidente: Dr. Carrera Bolanos Jorge
Secretario: Dr. Cuenca Jiménez Francisco
Vocal: Dr. Rocha Cézatl Edmundo Gabriel
ler.Suplente: Dr. Arteaga Pérez Marco

2do.Suplente: Dr. Dorador Gonzélez Jests Manuel

Ciudad Universitaria, México D.F.

Tutor de Tesis

Dr. Rocha Coézatl Edmundo Gabriel

FIRMA


Owner
3


Indice general

2. Arquitectura del Bipedo Scout|

B E : G ATicas

3.1. Ecuaciones de posiciOn| . . . . . . . ... L e e e e e

4. Ecuaciones dinamicas con la formulacion Euler-Lagrange |

4.1. Funcion Lagrangianal . . . . . . . . . . . ...

4.2. Desarrollo del término g_(f ......................................

4.3. Desarrollo del término % B—L) ...................................

4.4. Desarrollo del término % ......................................

14
14
16

27

33
36
40
46



INDICE GENERAL 4
4.5. Fuerzas generalizadas|. . . . . . . . ... 100
4.6. Fuerzas de restriccionl . . . . . . .. Lo 109

[4.6.1. Restricciones en el mtervalo 13| . . . . . . . . . ... 111
4.6.1.1. Calenlode 52 .. ... 112
4.6.1.2. Caleulode 222 ... 115
46.13. Calenlode 92 . ... 116
4.6.1.4. Caleulode 224 ... 117
4.6.1.5. Caleulode 225 ... 120
46.1.6. Caleulode 25 . ... ... 121

[4.6.2. Restricciones en el intervalo 45 . . . . . . .. ..o 123

. dp: dpi Opr Ops Opr Opn

4.6.2.1. Calculo de 8“;; , 8—“;;, 8%?7 8%?7 a%;‘?, a%f ..................... 124

4.6.2.2. Calculo de g—ﬁ? ................................... 125

4623 Caleulode 25 . ... 127

4.6.2.4. Caleulode 222 ... 129

4.6.2.5. Caleulode 2258 ... 130

4.6.2.6. Calculo de %i_l .................................. 132

4627 Calenlode 522 L 133

14.6.3. estricciones en el mtervalo 15 |. . . . . . . ... 135
4.7, Ecuaciones Dindmicas|. . . . . . . . L e 137

[5._Simulacién de un ciclo de marchal 140

6. Conclusiones y trabajo futuro] 145
6.1 Conclusionesl . . . . . . . . . . 145
6.2. Trabajo futurol . . . . . . . . . e 146

Bibliog 3 148

|A. Poblacién discapacitada de México de acuerdo a datos del INEGI | 150
|IA.1. Distribucién porcentual de la poblacion con discapacidad segin causa de la discapacidad para |

| cada entidad federativa, 2000 . . . . . . . .. oL 151
IA.2. Porcentaje de la poblacion con discapacidad segun tipo de discapacidad para cada entidad |

| federativa, 2000 . . . . . . . . L L e e 152

B. Especificaciones del Bipedo Scout 153

[ P P
IB.1. Tista de Elementos| . . . . . . . . . . 154
IB.2. Pardmetros geométricos | . . . . . . ... 158
[B.3. Angulos Buil . . . . . .o 158
IB.4. Vectores de posicion para el trazo de los pies| . . . . . .. ... .. o oL 158
IB.5. Masa de los eslabones| . . . . . . . . . . . . 160
IB.6. Momento de Inercia de los eslabones|. . . . . . . . . . ... Lo 160
IB.7. Vectores para determinar la posicion de los centros de gravedad | . . . . . . ... .. ... .. 162




INDICE GENERAL

|C.1. Construccion de splines de segundo grado| . . . . . . . .. ... .. ... L.

|C.2. Determinacion de la spline yp(€)| . . . . . . . . . oo

ID. Programa en Mathematica 7.0 para la simulacién de un ciclo de marcha |

163
163
165

167



Indice de figuras

|I1.1. Bipedos disenados por el Profesor Ichiro Kato. Wabot I, el primer robot antropomérfico cam- |
| mnante. WL-10RD, el primer bipedo que desarroll6 una caminata dinamicamente estable.|. . . 15
|1.2. Bipedos construidos en el MIT LegLab. a) Planar Biped, b) 3D Biped, c¢) Spring Turkey, d) |
| Geekbot, e) Spring Flamingo. | . . . . . . . . ... o 16
|1.3. Dos bipedos minimalistas con una eficiencia sobresaliente: Cornell Efficient Biped y Denise| . 18
|1.4. Bipedos de la Universidad de Waseda. WABIAN-2R y WL-16RV. . . . ... .. ... ... .. 19
|11.5. Bipedos del KAIST. KHR-4 y Albert Hubo, el primer androide. | . . . . .. ... ... .... 20
|I1.6. Bipedos para el traslado de personas discapacitadas. FX-1 del Hubo Lab y 1-Foot de "Toyota.| 20
|I1.7. Humanoide HRP-3 en el laboratorio de mecatronica de Kawada, caminando sobre una super- |
| ficie con poca friccion y manipulando un taladro para el ajuste de piezas.| . . . . . . . .. .. 21
|1.8. Honda ASIMO corriendo y descendiendo escaleras. Se le considera el humanoide mas versatil.| 22
I1.9. Humanoides de pequena escala disenados por el profesor Takahashi: Ropid, Chroino, y Female |
[ Type. Tienen una altura de 0.38|m/, 0.35/m| y 0.35[m|, respectivamente. [. . . . . . .. .. .. 23
|1.10. Dos humanoides que juegan tatbol. QRIO de Sony y NAO de Aldebaran Robotics. NAO es la |
| platatorma oficial de RoboCup. |. . . . . . . . . . o 23
|1.11. Bipedos al alcance del consumidor. BRAT (3 GDL por pierna), Scout (6 GDL por pierna) y |
| Robonoval . . . . . . e 24
|11.12. Exoesqueletos BLEEX, Sarcos-Raytheon y HAL. . . . .. ... ... .. ... ... ...... 25
[2.1. Perspectiva dimétrica posterior del ensamble CAD del bipedo Scout. El eslabon del torso se |
| 1dentifica con la letra B y los eslabones de las piernas con las etiquetas n:. Los servomotores |
| acoplados a las juntas rotacionales se muestran en rojo. | . . . . . ... ... 28
12.2. Modelo simplificado del bipedo Scout. Los angulos 6,,; se asocian a las rotaciones de los servo- |
| motores en las juntas.| . . . . ... oL 29
12.3. Vista coronal anterior del modelo simplificado del bipedo. Las cotas indican las distancias con |
| relevancia cinematica. | . . . . . . . . L L e e e e e e e e e e e e e e e e 30
12.4. Vista sagital derecha del modelo simplificado del bipedo. Las cotas indican las distancias con |
[ relevancia clnematica. | . . . . . . . . . e e e e e e e 31
13.1. Modelo cinematico para el analisis de la caminata del bipedo) . . . . . . .. ... .. ... .. 34
13.2. Orden de las rotaciones regidas por los angulos de Kuler.| . . . . ... .. ... .. ... ... 35
13.3. Marcos locales empleados para la deducciéon de la ecuaciéon matricial de posicion del bipe- |
| do usando transtormaciones homogéneas. El efecto de las matrices de transtormacién para |
L trasladarse de un marco local a otro se ilustra con flechas moradas. | . . . . . ... ... ... 37



INDICE DE FIGURAS 7
13.4. Marcos locales empleados para la deduccion de la ecuacion matricial de posicion usando trans- |
| formaciones homogéneas. LLos marcos en verde se obtienen después de realizar una traslacion, |
| mientras que los azules se generan al rotar. | . . . . . . ... oo o oL 38
13.5. Marcos locales instalados en los pies, los dngulos 57 v s son iguales en ambos.|. . . . . . .. 39
|3.6. Veértices de los poligonos con los que se simulan las bases de los pies. Los vectores r,l)l,ri2 |
[ representan la posicion de los puntos p,1 y Pe2 en los marcos locales (p1;is, j1, k1) y (p2; i2, j2, ko).| 40
[3.7. Vectores para la deduccion de las ecuaciones de velocidad y aceleracion (en morado).. . . . . 41
[4.1. Marcos locales (pp;iB,in, k), (P12;i12,J12, K12), (P22; 132,32, k32) en los eslabones 3,12 y 22. |
| Los centros de gravedad son identificados por el software con esferas etiquetadas como cm.. . 59
[4.2. Marcos locales (ps2;is2, js2, K52), (Pa2; i72,J72, K72) en los eslabones 32 y42. El calculo de los |
| momentos de nercia fyp .o Lyy, s L2z Loy, s Loz, s 1yz,, se elabora respecto a los ejes z,y, 2 |
[ definidos en el software de modelado CADJ . . . . . . . . . .. . ... .. .. .. ....... 60
|4.3. Marcos locales (ps2;ig2, Jo2, Ko2), (Pe2; 1112, 112, K112) €n los eslabones 52 y 62. La distribucion |
| de la masa de los servomotores se consider6 homogénea en tanto no se cuenta con un modelo |
[ detallado de su Interfor] . . . . . . . . . . . . e 61
4.4. Vectores asociados a la posicion de los centros de gravedad de los eslabones del bipedo en el |
| marco inerciall . . ... Lo 63
4.5. Pares 7,; ejercidos por cada uno de los actuadores en las juntas rotacionales del bipedo.|. . . 101
4.6. Patron de contacto con el piso seleccionado para la deduccion de las tuerzas de restriccion en |
| el modelo dinamico del bipedo.| . . . . . . . . oL 110
[4.7. Vectores 19 en la base de los pies del bipedo para el planteamiento de las ecuaciones de restric- [
T 5 VA 111
[5.1. Gréfica de Ias splines en (5.2)-(5.6) para definir la configuracion espacial de los pies y el torso |
[ del bipedoen ¢t € [0,40]. . . . . . . . o 142
5.2. Valores adoptados por los angulos 631,641, 651,032,040, 650 durante el ciclo de marcha prop- |
| uesto. Los angulos 011, 021, 0g1, 612, 022, 02 permanecen constantes e iguales a 0, por lo que se |
| omiten sus graficas. | . . . . .. L L L 143
9.3. Configuraciones adoptadas por el bipedo durante la simulacion del ciclo de marcha propuesto; |
| a),c) y e) corresponden a periodos de soporte doble, mientras que b) y d) son de soporte sencillo. |
| Se grafica un cilindro cuyo eje coincide con el vector del marco inercial ko como referencia para |
| la percepcion del movimiento. | . . . . . . . .. L 144
|IC.1. Programa escrito en Mathematica 7.0 para el calculo de splines de segundo grado. Se presentan |
| los resultados obtenidos con su ejecucion para la definicion de la spline y5(t), donde a; = 0,b; = |
| 2.2333,c1 = 38.5,a9 = 0.0333, b2 = 1.2333, co = 46, a3 = —0.2423, b3 = 12.2583,c3 = —64.25.| . 166




Resumen

Este trabajo presenta el desarrollo de los modelos de cinemética y dinamica espacial para el robot bipedo
de 12 GDL internos Scout.

La cinematica inversa se dedujo considerando a cada una de las piernas del robot como manipuladores;
optandose por el uso de transformaciones homogéneas para la soluciéon de la posicion y del método vectorial
para la velocidad y aceleracion.

El modelo dindmico se basé en la formulacion de Euler-Lagrange despreciando las fuerzas disipativas en
las juntas rotacionales del bipedo, considerando colisiones inelasticas entre los pies y el piso y asumiendo que
no existe deslizamiento entre los mismos.

En la simulacién del ciclo de marcha del bipedo que ilustra la aplicaciéon de su modelo cinemaético, se
usaron splines de segundo grado para la definiciéon de las trayectorias deseadas de sus pies y torso.

En tanto que la generalidad en la formulaciéon de ambos modelos permite describir el movimiento de
bipedos con trece eslabones rigidos unidos por medio de juntas rotacionales actuadas y la base de sus pies
constituida por poligonos; éstos pueden brindar informacién valiosa en la solucion de los problemas de diseno
de este tipo de robots, tales como las dimensiones con las que deben contar sus eslabones para tener un
rango de movilidad determinado y los pares necesarios en los actuadores para realizar una buena gama de
movimientos, con lo que podria escalarse hacia el disenio de una 6rtesis de miembro inferior que restituya la

caminata a una persona.
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Abstract

This master thesis presents the development of the kinematic and dynamic spatial models for the 12
internal DOF Scout biped.

The inverse kinematics was derived considering each of the legs of the robot as manipulators, using
homogeneous transformations for the solution of the position and the vectorial method for velocity and
acceleration.

The dynamic model was based on the Euler-Lagrange formulation neglecting dissipative forces in the
rotational joints of the biped, assuming inelastic collisions between the feet and the floor and non-sliding
conditions.

Splines of second degree for the definition of the desired trajectories of the feet and torso were used in
the simulation of a gait cycle for the biped, illustrating the implementation of its kinematic model.

While the generality in the formulation of both models can describe the motion of a thirteen-rigid-links
biped with rotational actuated joints and polygonal feet, these can provide valuable information in solving
design problems of such robots; as the dimensions that would have to be considered to get a certain range
of motion and the torque needed in the actuators for it to be versatile. These experiences could escalate into

the design of a lower limb orthosis for restoring walking.
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Nomenclatura

6,; Angulo de rotacion del eje del servomotor que transfiere su movimiento al eslabon n de la pierna .
sin(6,;) Funcién seno.

Tnis Ynis 2ni Pardmetros geométricos del bipedo correspondientes a las distancias con relevancia cinematica

de los eslabones n de la pierna 1.
my; Masa del eslabén n de la pierna 1.
I Matriz de inercia del eslabén n de la pierna i en el marco de referencia mi.
Prn: Punto ni.

(O;ip,jo, ko) Marco de referencia inercial constituido por los vectores unitarios mutuamente ortogonales

ig, jo, ko, con origen en el punto O.

(Pni; Imiy mi, Kmi) Marco de referencia local mi constituido por los vectores unitarios mutuamente ortogo-

nales i, jmi, Kmi, con origen en el punto py;.
T,; Matriz de transformaciéon homogénea basica.
T i (m+1)i Matriz de transformaciones homogéneas del marco de referecia mi al (m + 1) 1.
r™ Vector de posicion ni respecto al marco de referencia mi.
r7tt . Vector de posicién del centro de gravedad ni respecto al marco de referencia mi.
R, Matriz de rotacion basica.
%H)i Matriz de rotacion de la base (m + 1) a la mi.

mi

Vi

Vector de velocidad ni respecto al marco de referencia mi.

w™ Vector de velocidad angular ni respecto al marco de referencia mi.

a™ Vector de aceleracién ni respecto al marco de referencia mi.

a™ Vector de aceleraciéon angular ni respecto al marco de referencia mi.

bY. Vector de posicion del centro de gravedad del eslabon n de la pierna i respecto al marco inercial.
L Funcién Lagrangiana.

q Vector de coordenadas generalizadas.

6W Trabajo Virtual

dq Vector de cambios virtuales en las coordenadas generalizadas.

Tni Par del actuador que mueve el eslabon n de la pierna i.

Q Vector de fuerzas generalizadas.

T';, Vector de fuerzas de restriccion en el intervalo de tiempo T.
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Y Vector de ecuaciones de restriccion para el intervalo Tj.

o®

)\2 Vector de multiplicadores de Lagrange en Tj.

0
aqk Matriz Jacobiana de las ecuaciones de restriccién en T.
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Introduccion

;Cuantas personas se beneficiarian con la disposicién comercial de ortesis activas de miembro inferior
para la restitucion de una caminata ortopédicamente adecuada?

De acuerdo con los datos publicados por el INEGI en el XII Censo General de Poblacién y Vivienda,
alrededor del 54.7 % de la poblacion discapacitada del pais posefa una discapacidad de tipo motriz en el afio
2000; para el total de 2,241,193 personas censadas de este sector, esto implica que alrededor de 1.2 millones
de mexicanos podrian mostrarse interesados en hacer uso de una oOrtesis activa (consultar Apéndice .
En los Estados Unidos de América se estima que 4.7 millones de personas con alteraciones de la locomocion
derivadas de infartos al miocardio, 1 millén con trastornos post-polio, 400,000 con esclerosis multiple, 200,000
con lesion medular y 100,000 con paralisis cerebral se beneficiarian del uso de estos dispositivos (Dollar and
Herr|, [2008]).

Ademas de proporcionar indicadores del impacto social que posee la investigacion en torno a tecnologias
para la asistencia de la locomocion, la informacién anterior pone de manifiesto que las caracteristicas par-
ticulares de cada una de las patologias vinculadas con trastornos ambulatorios, condicionaré requerimientos
distintos para el disefio de las ortesis que satisfagan las necesidades de sus usuarios; por lo que es dificil
imaginar que un solo modelo de 6rtesis activa pueda ser suficiente para cubrir la demanda en el mercado de
la ortopedia y rehabilitacion.

Aunado a esta dificultad, todas las értesis activas deberan disponer de los elementos necesarios para evitar
que su usuario caiga al piso en cualquiera de los estados en que se encuentre durante su marcha; lo que detona
las siguientes preguntas: ;Cuéles son las dimensiones apropiadas para los eslabones de la ortesis?, ;Donde
resulta deseable que se encuentren sus centros de gravedad?, ;Entre qué velocidades y aceleraciones debe
operar?, ;Cual es el patron de caminata més apropiado para su funcionamiento?, ; Como se pueden generar
las trayectorias de sus articulaciones?, ;Qué esquemas de control resultaran lo suficientemente robustos para
garantizar que la caminata se desarrolle de manera estable?, ;Con qué sensores y actuadores debera contar?,
. Cual es la capacidad de computo necesaria?, ;Qué fuente de energia serd la mas apropiada para esta
aplicacion?.

Entre las areas de la ingenieria, la que ha mostrado mayores avances en la soluciéon de problemas ligados
a la movilidad estable de estructuras con dos extremidades inferiores es la robdtica bipeda. Partiendo del
paradigma senalado por algunos especialistas (Takanishi, |1995|) de que el estudio de la locomocién de estruc-
turas no antropométricas sentara las bases para el diseno sistematico de dispositivos enfocados en la caminata
asistida del ser humano; se eligié6 como plataforma de investigacién al robot bipedo Scout de la compania
Lynxmotion, debido a su disponibilidad comercial y ntimero de grados de libertad (GDL) interno{l, pues la
literatura reporta que doce es el minimo necesario para lograr la sintesis de ciclos de marcha tridimensionales
aproximados a la locomocion humana (Chevallereau et al., 2009).

En tanto que la revision bibliografica (ver seccién no aporté ningtin modelo en R3que pudiera usarse

para describir el movimiento del bipedo citado, este trabajo tiene como objetivos:

Obtener un modelo cinemdtico espacial del bipedo de 12 GDL internos Scout que asista en
la determinacion de las caracteristicas de posicion, velocidad y aceleracion angulares que deben
poseer las rotaciones de sus eslabones para llevarlos a configuraciones espaciales con velocidades

y aceleraciones especificas respecto a un marco inercial.

1Los grados de libertad internos de un robot bipedo son el nimero de juntas que posee en su estructura. El concepto se
detalla en el capitulo @
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Desarrollar un modelo dindmico de acuerdo a la formulacion Euler-Lagrange con el que se
puedan determinar los pares mecesarios en los actuadores del bipedo Scout para llevarlo a los

estados previamente determinados con el modelo cinemdtico.

Simular un ciclo de marcha del bipedo en R3 que ilustre el uso del modelo cinemdtico deducido

para programar las secuencias de movimiento del Tobot.

Se debe destacar que los modelos contaran con la generalidad suficiente para ser adaptados a la descripcion
del movimiento de bipedos con trece eslabones rigidos unidos por medio de juntas rotacionales actuadas y la
base de sus pies constituida por poligonos, realizando los cambios pertinentes en las especificaciones expuestas
en el apéndice [B]

La disposicion de los modelos cineméticos y dindmicos del bipedo Scout busca dar pie al diseno de esquemas
de control robustos que garanticen su equilibrio dindmico durante la caminata, lo que marcaria el inicio de
este tipo de investigaciones en el Departamento de Mecatronica de la UNAM, con miras a la implementacion
del conocimiento que se adquiera en el diseno de dispositivos para la restitucién de la marcha en personas
con discapacidades.

El capitulo 1 de esta tesis ofrece generalidades de la robotica bipeda con una breve revision de su panorama
historico y el estado del arte de los prototipos mas destacados, identificando al concepto de punto de momento
cero (ZMP) como el marco tedrico en el que se sustenta el desarrollo de los bipedos mas versatiles de la
actualidad. El capitulo 2 describe la arquitectura del bipedo Scout, esencial para la deducciéon de su cinemética
inversa y dindmica con la formulacion Euler-Lagrange; presentadas en los capitulos 3 y 4, respectivamente.
El capitulo 5 pone de manifiesto la utilidad del modelo cinematico desarrollado con la simulacién de un
ciclo de marcha del robot, usando splines de segundo grado como herramientas de interpolaciéon para la
programacion de las trayectorias seguidas por su torso y pies. Se da fin al texto exponiendo las conclusiones

de la investigacion y el trabajo a futuro.
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Capitulo 1

Robética bipeda

1.1. Panorama historico

A pesar de la naturaleza de la locomocion del ser humano, su ambicién por reproducir su caminata en una
méquina bipeda es muy reciente; sobre todo si se le compara con el tiempo que ha invertido en la sintesis de
soluciones alternativas para su transporte asistido en medios terrestres, maritimos e inclusive aéreos. Si bien
se cita (Chevallereau et al., [2009) la existencia de algunos bocetos de Leonardo da Vinci para la fabricacion
de un mecanismo humanoide y la construccion de autéomatas basados en maquinas de vapor -Steam Man
por John Brainerd- y eléctricas -Electric Man por Frank Reade Junior- en el siglo XIX; no fue sino hasta
la década de 1970 que se formaliz6 la inquietud de construir robots bipedos en instituciones académicas de
Japoén y Yugoslavia.

A grandes rasgos, un bipedo es estable si puede caminar sin caerse. Se considera que en los albores de la
robotica bipeda japonesa los ciclos de marcha guardaban una estabilidad estatica (Kajita and Espiaul 2008]),
pues usando pequenas velocidades y aceleraciones y asumiendo que los puntos de contacto con el suelo se
encontraban inmoéviles en cada una de las etapas del ciclo de marcha, el profesor Ichiro Kato y su equipo de
investigadores de la Universidad de Waseda presentaron en 1973 el primer robot antropomorfico caminante,
el Wabot I (figura ; cuya condicién de equilibrio se reducia a garantizar que la proyeccion del centro de
gravedad sobre su plano de desplazamiento siempre se mantuviera en el conjunto convexo formado por sus

puntos de contacto con dicho plano.

14



CAPITULO 1. ROBOTICA BIPEDA 15

Figura 1.1: Bipedos disenados por el Profesor Ichiro Kato. Wabot I, el primer robot antropomoérfico caminante.
WL-10RD, el primer bipedo que desarrollé una caminata dinAmicamente estable.

De forma paralela al inicio de la prolifica producciéon de robots bipedos en la Universidad de Waseda, el
equipo de Miomir Vukobratovic en el Instituto Mihailo Puppin de Belgrado disené los primeros exoeskeletos
activos con propoésitos de rehabilitacién, aunque su contribucién mas importante a la robética derivéd de sus
estudios relacionados con la estabilidad de la locomocion, los cuales dieron pie a la publicacién del concepto de
punto de momento cero (ZMP, por sus siglas en inglés Zero-Moment Point) en 1972. E1l ZMP sento6 las bases
tedricas de la estabilidad dindamica de la locomocién que ocupan los robots mas versatiles de la actualidad
y se relaciona intuitivamente a la idea de permitir que el bipedo reaccione a condiciones inesperadas en el
seguimiento de sus trayectorias articulares para evitar su caida. Resulta paradéjico que el primer robot basado
en el calculo del ZMP que logr6 una caminata dinamica exitosa fue el WL-10RD (ﬁgura, construido por
Kato y Takanishi en 1985.

En la década de 1980 Marc Raibert fundé el MIT LegLab en el Instituto de Tecnologia de Massachusetts,
donde desde entonces han sido construidos una serie de robots para el estudio de ciclos de caminata y carrera
dindmicamente estables, asi como la ejecuciéon de saltos gimnésticos. Entre los bipedos mas famosos de este
laboratorio (ﬁgura se encuentran Planar Biped (1985), 3D Biped (1989), Spring Turkey (1994), Geekbot
(1994) y Spring Flamingo (1996).
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Figura 1.2: Bipedos construidos en el MIT LegLab. a) Planar Biped, b) 3D Biped, ¢) Spring Turkey, d)
Geekbot, e) Spring Flamingo.

En 1990 Tad McGeer se convirtié en el pionero de la caminata dindmica pasiva demostrando matemati-
camente que la marcha ciclica de un bipedo puede producirse de manera estable sin la incorporacion de
actuadores, siempre y cuando se modifique la geometria de sus pies para que las piernas se comporten como
péndulos bajo la accién de la gravedad en un plano inclinado .

El final del siglo XX fue testigo de la incorporacién del sector industrial en la investigacion de la roboética

bipeda cuando Honda hizo ptublico su humanoide P2 en diciembre de 1996.

1.2. Estado del Arte

De acuerdo a la complejidad de sus movimientos, los robots bipedos pueden describirse realizando com-

binaciones de los rasgos definidos en cada una de las siguientes categorias (Westervelt and de Wit [2007):

Bidimensionales El movimiento de sus eslabones so6lo tiene lugar en el plano sagital.
Tridimensionales El movimiento de sus eslabones tiene lugar dentro y fuera del plano sagital.

Minimalistas Poseen menos de seis grados de libertad (GDL) en cada una de sus piernas.
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Antropomorficos Tienen seis o mas GDL en cada una de sus piernas.

Pasivos Desarrollan su ciclo de marcha sin un control directo de la cinemética de sus eslabones, razén por

la que constituyen sistemas subactuados.
Activos Caminan controlando la posicion de los actuadores en cada uno de sus eslabones.

Adicionalmente, de acuerdo al problema de disenio mecénico que motiva su construccion, los bipedos se pueden

clasificar como:

Eficientes Buscan que la intervenciéon humana para asegurar la recarga de su fuente de energia se reduzca

al minimo.

Versatiles Persiguen ser suficientemente robustos para llevar a cabo su caminata de forma estable a pesar
de su exposicion a perturbaciones externas e incertidumbres, tales como la presencia de obstaculos en

su superficie de desplazamiento.

En tanto que la caminata dindmica pasiva s6lo describe pérdidas energéticas durante la colisién de la pierna
oscilante con el piso, una gran cantidad de investigadores trabajan en extensiones de los resultados de McGeer
para la sintesis de bipedos pasivos con la capacidad de caminar sobre superficies horizontales sin la imposicion
de trayectorias cinematicas en las articulaciones de sus piernas. Entre estos bipedos destacan Cornell Efficient
Biped y Denise.

Cornell Efficient Biped es el bipedo con el menor costo energético de transporte (Kuol 2007) gracias a dos
caracteristicas primordiales; una curvatura proporcionada a sus pies, que reduce la velocidad de colisién con
el piso, y resortes rotacionales en las articulaciones entre la pelvis y las piernas, que acentiian la oscilaciéon
de los miembros inferiores para proporcionar pasos rapidos y pequenos sin la necesidad de introducir energia
adicional al sistema. Los tnicos elementos que requieren del suministro de energia son dos motores que tensan
resortes en los tobillos para aplicar la fuerza que separa los pies del piso y un sencillo controlador por eventos
que coordina su acciéon durante el ciclo de marcha, gracias a la informacién proporcionada por sensores de
contacto en la planta de los pies.

Denise es un bipedo bidimensional diseniado en la Universidad de Tecnologia de Delft con cinco grados de
libertad internos, uno en la cadera, dos en las rodillas y dos en los tobillos. Tiene un peso de 8 [kg| y se destaca
por el uso de un tanque de COs que permite el funcionamiento de un mecanismo con cadenas y bandas para
mantener erecto su torso y sincronizar el movimiento de sus brazos y piernas para imitar la caminata humana.
Dos pares antagonicos de musculos artificiales neumaticos -también conocidos como musculos de McKibben-
proveen el torque necesario en las articulaciones de la cadera para producir la oscilaciéon de las piernas y
disminuir la probabilidad de que caiga. Sus rodillas tienen topes mecéanicos para evitar la hiperextension de
las piernas (Wisse et al.l [2007]).
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Figura 1.3: Dos bipedos minimalistas con una eficiencia sobresaliente: Cornell Efficient Biped y Denise.

El Cornell Efficient Biped y Denise (figura son robots especializados en ser eficientes, pues tienen la
capacidad de caminar econémicamente en superficies libres de obstaculos y nada més, no pueden modificar
la velocidad de sus pasos, dar vueltas, subir escaleras ni soportar cargas externas; de hecho la curvatura de
sus pies ni siquiera les permite permanecer de pie. Actualmente los bipedos versatiles emplean una forma de
control basada en el calculo de su ZMP, de hecho el avance técnico ha sido tan vertiginoso que a los robots
bipedos se les ha dotado de manipuladores superiores para la emulacién de brazos humanos y un cuello con
uno o varios grados de libertad para mover una cabeza; estas configuraciones estructurales reciben el nombre
de humanoides. A continuacion se hace una breve descripcion de los bipedos versatiles méas sobresalientes.

En la Universidad de Waseda, el conocimiento adquirido con la construcciéon de la familia de bipedos
tridimensionales WL (siglas de Waseda Legged) dio paso a la construccion del humanoide WABIAN (WAseda
Blpedal humANoid). Su versiéon maés reciente, el WABIAN-2R (figura [L.4)), tiene una altura de 1.5[m], un
peso de 64.5[kg], 41 GDL internos, servomotores de corriente directa con engranes armonicos y encoders
incrementales acoplados a sus ejes. Cada tobillo estéa equipado con sensores de fuerza y torque de seis ejes
para la mediciéon de las fuerzas de reaccion del piso y el célculo del ZMP. En su arquitectura resaltan dos
articulaciones redundantes en la pelvis y una articulaciéon pasiva en la planta de los pies; elementos que
le permiten imitar con buena precision la marcha normal de un ser humano e inclusive reproducir la de
personas con patologias especificas. Su velocidad promedio es de 0.36/m/s| con un periodo de 0.96[s| por

paso. El proposito principal del WABIAN-2R es constituir un simulador confiable de la caminata humana

para la evaluacion cuantitativa de equipo de asistencia para la movilidad (Atsuo-Takanishi-Labl [2009al).
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Figura 1.4: Bipedos de la Universidad de Waseda. WABIAN-2R y WL-16RV.

Otro de los robots destacados de la Universidad de Waseda es el bipedo WL-16RV (ﬁgura, una "silla
caminante" capaz de cargar a un humano de hasta 94[kg]. Posee 12 GDL internos, 1.29]m]| de altura y un peso
de 55[kg]. Sus piernas tipo plataforma de Stewart son controladas por medio de actuadores lineales eléctricos.

El propésito de las investigaciones a su alrededor es desarrollar un bipedo multiproposito cuya parte superior

pueda modificarse de acuerdo a las necesidades locomotoras de su usuario (Atsuo-Takanishi-Lab), 2009b)).

En el centro de investigacion de robots humanoides del Instituto Avanzado de Ciencia y Tecnologia de
Corea del Sur (por sus siglas en inglés KAIST) se desarrollan el humanoide Hubo KHR vy el sillon bipedo
Hubo FX.

El KHR~4 pesa 55 [kg|, tiene 1.25[m] de altura, 41 GDL, puede caminar y correr con una rapidez de 1[m/s].
En su dltima actualizacion se sustituyo su cabeza por una reproduccion del Dr. Albert Einstein, elaborada por
Hanson-Robotics, que gracias a 35 articulaciones puede reproducir varias expresiones faciales con movimientos
independientes de sus ojos y labios (Humanoid-Robot-Research-Center}, [2009a)). Desde entonces, el KHR~4 es
identificado como Albert Hubo y se le considera el primer androide (ﬁgura.
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Figura 1.5: Bipedos del KAIST. KHR~4 y Albert Hubo, el primer androide.

El sillon bipedo FX-1 mide 1.75[m]| de altura, pesa 150[kg], tiene 12 GDL y usa servomotores de corriente

alterna para transportar con seguridad a su usuario de acuerdo a los comandos introducidos mediante un

joystick (Humanoid-Robot-Research-Center, 2009b). Un bipedo tridimensional con la misma configuracion

fue presentado por Toyota en 2005 bajo el nombre de i-Foot (ﬁgura; se encuentra disenado para mejorar

la movilidad de personas con paraplejia.

Figura 1.6: Bipedos para el traslado de personas discapacitadas. FX-1 del Hubo Lab y i-Foot de Toyota.

Por iniciativa del Ministerio de Economia, Comercio e Industria de Japon (METI), el Instituto Nacional
de Ciencia y Tecnologia Industrial Avanzada (AIST) disenié un humanoide, el HRP, y su plataforma de simu-

lacion, OpenHRP. La construcciéon del humanoide fue conferida a la compania Kawada Industries, que elabor6
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quince robots HRP-2. Catorce de estos fueron entregados en diferentes laboratorios de Japon y el restante fue

transferido al Laboratorio de Analisis y Arquitectura de Sistemas (LAAS) en Toulouse (Chevallereau et al.|
2009), como parte de un intento por hacer del HRP la plataforma académica estandar para el desarrollo de
humanoides. En 2007 Kawada hizo publico el HRP-3 Promet Mk-II (ﬁgura, tiene una altura de 1.6]m],

un peso de 68[kg| y 42 GDL internos. Se le ha presentado caminando establemente sobre superficies con agua

y arena, reconociendo objetos, bailando y usando taladros para la ejecucion de tareas sencillas. Sus sistemas
de enfriamiento y filtrado de polvo y humedad le permiten funcionar durante dos horas en condiciones de
lluvia (Kawada-Industries-Inc., 2009).

Figura 1.7: Humanoide HRP-3 en el laboratorio de mecatronica de Kawada, caminando sobre una superficie
con poca friccion y manipulando un taladro para el ajuste de piezas.

De entre todos los humanoides de la actualidad, Honda ASIMO (Advanced Step in Innovative Mobility)

es el que tiene la capacidad de realizar mas funciones (Honda-Worldwide) 2010). Con una altura de 1.3[m|, un

peso total de 54[kg] y 34 GDL; puede caminar a 0.75[m/s], correr con una rapidez de 1.67[m/s], dar vueltas,
subir y descender escaleras, manipular interruptores, abrir puertas, regular la fuerza de prension de sus manos
-provistas de cinco dedos moéviles-, esquivar obstaculos en su trayectoria de movimiento, dirigir una orquesta
sinfénica, cargar charolas de comida sin tirar su contenido y empujar un carro de compras (figura . Con
las camaras en su cabeza y su tecnologia de inteligencia artificial puede reconocer su ambiente, objetos en
movimiento, la postura y gestos de las personas a su alrededor. También puede identificar voces y los focos
de produccién de sonidos para ubicar a su interlocutor y seguir sus érdenes. En algunas de sus patentes se
cita el uso de aleaciones de magnesio en sus eslabones, giroscopios, acelerémetros y una bateria recargable de

Li-ion que le permite trabajar tan solo por una hora.
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Figura 1.8: Honda ASIMO corriendo y descendiendo escaleras. Se le considera el humanoide més versatil.

Es importante resaltar que aunque ASIMO fue presentado por Honda Motor Co en el ano 2000, el
humanoide constituye el fruto de una investigacion que comenzd en el ano de 1986 con la construccion
consecutiva de los bipedos EO, E1-E2-E3 (1987-1991), E4-E5-E6 (1991-1993) y los humanoides P1-P2-P3
(1993-1997).

Entre los robots humanoides de pequena escala que pueden caminar figuran las creaciones de Tomotaka
Takahashi, el QRIO de Sony y NAO de la empresa francesa Aldebaran Robotics.

El profesor Takahashi, de la Universidad de Tokyo, ha inventado humanoides originales con la capacidad
de desempenar tareas preprogramadas como caminar, trotar, correr, bailar, saltar y levantarse del piso, de
acuerdo a comandos de voz. Entre sus creaciones més populares figuran Ropid (29 GDL), Chroino (24 GDL) y
Female Type (23 GDL). Todos comparten la caracteristica de caminar sin mantener constantemente dobladas
sus rodillas -una critica comun contra algunos humanoides de escala humana- gracias a un sistema de control
patentado por Robo Garage denominado SHIN-Walk (Tomotaka-Takahashi, |2010). Chroino fue elegido por
Time Magazine como uno de los inventos méas originales del 2004 (figura .
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Figura 1.9: Humanoides de pequena escala disenados por el profesor Takahashi: Ropid, Chroino, y Female
Type. Tienen una altura de 0.38[m], 0.35[m] y 0.35[m], respectivamente.

QRIO (Quest for cuRIOsity), presentado por Sony en 2003 como el primer humanoide capaz de correr
con estabilidad dinamica (Sony-Global, 2010), tiene 28 GDL, 0.6[m| de altura y un peso de 6.5[kg]. Para
lograr el desempeno del robot, la compania japonesa desarroll6 un actuador que patent6é bajo el nombre de
ISA (Intelligent Servo Actuator). Los planes para realizar su comercializacion fueron cancelados junto con
los del perro artificial AIBO en el 2006 (Block, 2010)).

Figura 1.10: Dos humanoides que juegan fatbol. QRIO de Sony y NAO de Aldebaran Robotics. NAO es la
plataforma oficial de RoboCup.
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NAO (ﬁgura es el robot oficial de la competencia internacional RoboCup en la liga de Plataforma
Estéandar desde que supli6 al cuadripedo AIBO en el 2008. Con una altura de 0.58[m] y un peso de 4.3[kg]|,
posee 25 GDL cuyo funcionamiento se encuentra mediado por la informacién captada con sus camaras,
microfonos, acelerdémetros, giroscopios, sensores de efecto Hall, ultrasonicos, infrarrojos y de fuerza. Se puede
comunicar con una computadora personal y con otros robots NAO via Wi-Fi. Los usuarios de NAO pueden
programar sus movimientos y registrar los valores de sus sensores con una interfaz grafica multiplataforma
llamada Choregraphe, la cual incluye un simulador para la validacién de las trayectorias de sus articulaciones
compatible con otros entornos de programacion comerciales como Microsoft Robotics Studio y Webots de
Cyberbotics. La edicion académica esta acompaniada de un SDK (Software Development Kit) que permite
introducir cédigo en C, C+-+, URBI, Python, Java y Matlab; flexibilidad que le ha valido su popularizacion
en la pedagogia de la robotica (Aldebaran-Robotics| [2010).

Algunos de los bipedos que pueden encontrarse en el mercado son BRAT y Scout de la compania esta-

dounidense Lynxmotion y el humanoide Robonova de Hitec Robotics con 16 GDL, 0.4[m] de altura y un peso
de 1.6[kg] (figura [L.11). La estructura de estos robots se encuentra restringida por la geometria de los ser-
vomotores comercializados por Hitec, empresa coreana de buena reputaciéon en aplicaciones de radiocontrol.
Se venden en paquetes en los que puede incluirse u omitir la electrénica para el control de los servomotores;
aunque también es posible adquirir juegos de los eslabones para que el cliente construya su propio bipedo es-
tilo Meccano. El Scout, seleccionado como bipedo de estudio en este trabajo, sera descrito de forma detallada

en el siguiente capitulo.

Figura 1.11: Bipedos al alcance del consumidor. BRAT (3 GDL por pierna), Scout (6 GDL por pierna) y
Robonova.

Aunque su prop6sito principal consiste en aumentar las capacidades fisicas de su portador, algunos autores
citan a los exoesqueletos (ﬁgura como ejemplos de robodtica bipeda (Chevallereau, et. al. 2009). Entre los
proyectos en desarrollo mas famosos figuran el Exoesqueleto de Extremidades Inferiores de Berkeley (BLEEX)
y el de las companias Sarcos y Raytheon, ambos financiados por la Agencia de Proyectos de Investigacion
de Defensa Avanzada de los Estados Unidos de América (DARPA). En contraste, HAL-5 (siglas de Hybrid
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Assistive Limb) de Cyberdyne Inc, se lanzo en el mercado japonés desde noviembre de 2005 a un precio de
13,800 ddlares como un dispositivo para asistir la caminata de adultos mayores y con problemas degenerativos

en los musculos (Guizzo and Goldstein| 2005).

T g o]

Figura 1.12: Exoesqueletos BLEEX, Sarcos-Raytheon y HAL.

La tendencia evolutiva trazada por los objetivos a largo plazo de los proyectos previamente mencionados

apuntan a la integracion de bipedos en:
= Agricultura.
= Ganaderia.
= Construccion.
= Mineria.
= Servicios de Limpieza.
= Exploraciéon submarina y espacial.
= Protecciéon ambiental.
= Trabajo doméstico.
= Asistencia hospitalaria.
= Rehabilitacion.
= Aplicaciones militares.

La autonomia requerida para un robot bipedo que resulte util en cualquiera de las aplicaciones anteriores
demanda conjugar eficiencia energética y versatilidad; sin embargo, encontrar tanto un marco teérico como
un disefio mecatronico que permita obtener un balance entre las dos, sigue siendo uno de los principales retos

de la ingenierfa.
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En las escasas publicaciones relacionadas a los bipedos anteriores se omite la presentaciéon explicita de
sus modelos dinamicos; optandose por la exposicién de modelos de péndulo invertido parametrizados, en los
casos en que se ilustran esquemas de control para garantizar la caminata estable de robots con el calculo de la
trayectoria deseada de su ZMP (Liu and Veloso, 2005),(Kajita et al. 2006),(Erbatur and Kurt} 2009). Si bien
se encontraron los modelos cinemético y dindmico (basado en la formulacion Newton-Euler) de un bipedo
tridimensional con juntas esféricas en (Shih et al.| y las ecuaciones dinamicas para el movimiento de un

bipedo bidimensional en (Haavisto and Hyotyniemi, [2004), ninguno de estos proporcionaba la informacion

adecuada para implementar esquemas de control basados en modelos Euler-Lagrange como los descritos en

(Kajita and Espiau, 2008); de ahi que se considerara trascendente documentar la deduccion de los modelos

cinematico y dinamico del bipedo Scout, presentes en los capitulos siguientes.



Capitulo 2

Arquitectura del Bipedo Scout

El bipedo Scout esté constituido por piernas de seis eslabones unidas entre si mediante un eslabén central
al que, equiparando la arquitectura del robot con la anatomia de un ser humano, se le denominara torso. Sus
trece eslabones se conectan en serie a través de juntas rotacionales actuadas por servomotores.

En la figura [2.I] se presenta la perspectiva dimétrica posterior del ensamble CAD del bipedo en la con-
figuracion espacial que adopta con sus servomotores en posicion neutral. Se caracterizan las piezas de sus
eslabones por medio de diferentes colores y los servomotores en rojo. El torso se identifica con la letra B y los
eslabones de las piernas con las etiquetas ni; donde 1 < n < 6 se encuentra determinada por su distribucién
en relacion al torso, correspondiendo n = 1 a los eslabones unidos a éste y n = 6 a los que cumplen el papel
de pies. Se asigna i = 1 a los eslabones de la pierna izquierda e i = 2 a los de la derecha.

Para la elaboracion de los analisis en este trabajo, resulté necesaria una simplificaciéon del modelo CAD
del bipedo que permitiera reconocer facilmente sus juntas y los parametros geométricos de los eslabones con
relevancia cinematica. Esta simplificacion puede apreciarse en la figura [2.2] donde las juntas se representan
por medio de cilindros cuyos ejes coinciden con los de los servomotores y se unen entre si a través de barras.
La rotacion de los ejes de los servomotores se describira por medio de los angulos 6,,;, siendo ni la etiqueta del
eslabon sujeto a su eje y la de su barra correspondiente en el modelo simplificado. Recurriendo nuevamente a
una analogia con la anatomia humana, es posible afirmar que los seis d&ngulos mostrados en rojo conceden al
bipedo los GDL de la cadera, los dos en verde proporcionan el movimiento de las rodillas y los cuatro en azul
se asocian a los tobillos. La geometria de las porciones de los eslabones 67 que realizan contacto con el plano
sobre el que se realizara la caminata (el piso) no fue simplificada, debido a su importancia en la determinacion
del poligono de soporte del bipedo, de cuya relacién con la posiciéon del ZMP depende la establidad de la
caminata (ver seccion .

De acuerdo a la clasificacién propuesta en (Westervelt and de Wit} |2007)), Scout es un bipedo tridimen-
sional antropomoérfico; por lo que se requiere de sus vistas coronal y sagital para establecer los parametros
geométricos con relevancia cinematica, que en este caso corresponden a las distancias entre los puntos medios
Pni de los ejes de los cilindros sefialadas en las figuras y

27
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61

Figura 2.1: Perspectiva dimétrica posterior del ensamble CAD del bipedo Scout. El eslabon del torso se
identifica con la letra B y los eslabones de las piernas con las etiquetas ni. Los servomotores acoplados a las
juntas rotacionales se muestran en rojo.
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Figura 2.2: Modelo simplificado del bipedo Scout. Los dngulos 6,,; se asocian a las rotaciones de los servomo-
tores en las juntas.
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Figura 2.3: Vista coronal anterior del modelo simplificado del bipedo. Las cotas indican las distancias con
relevancia cinemaética.
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Figura 2.4: Vista sagital derecha del modelo simplificado del bipedo. Las cotas indican las distancias con
relevancia cinematica.
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Es importante destacar que los puntos p; son la interseccién entre las rectas perpendiculares a los ejes
de las rotaciones #g; que contienen los puntos pg; en planos paralelos al sagital y las superficies de los pies
que hacen contacto con el piso; siendo yg; las distancias que separan a los puntos pg; y p; a lo largo de las
barras 6i en los pies izquierdo (i = 1) y derecho (i = 2). xg; son las distancias entre el plano sagital y los
planos paralelos a éste donde se encuentran los ejes de los servomotores fijos al torso, mientras que Iy y Iy
caracterizan los rectangulos que delimitan las superficies de contacto entre cada uno de los pies y el piso.

En tanto que el bipedo cuenta con simetria sagital, se presentan las igualdades:

o1t = Zo2
Z211 = Z12
T21 = T22
T3 = T32
Ty = Ty2
Ts51 = Ts2
Y1 = Y62

En lo sucesivo se aprovecharan estas igualdades para reducir la notaciéon de los pardmetros geométricos a
L0is 21is T24y T34y Tdir T5is Y6i-

En el apéndice [B] se pueden consultar las listas de elementos constituyentes del bipedo, planos de su
ensamble y su modelo simplificado, los valores de los parametros geométricos determinados mediante su
modelado asistido por computadora, las masas de los eslabones, sus matrices de inercia y los vectores de

posicion de sus centros de gravedad; datos que cobraran importancia en el analisis dinamico expuesto en el
capitulo



Capitulo 3

Ecuaciones Cinematicas

El modelo cinemético empleado para el anélisis de la caminata del bipedo se presenta en la figura [3.1]

El origen O del marco inercial fijo (O;ig, jo, ko) y los vectores unitarios ig, jo se encuentran en el plano del
piso. El vector iy es paralelo a los bordes anteriores y posteriores de los pies, jo se encuentra en la intersecciéon
con el plano sagital y kg es el producto cruz iy X jo.

El punto pp del marco local (pp;ig,js,kp) constituye el punto medio del segmento de recta que une los
puntos p11 y p12- Los vectores ip,jp se encuentran en el plano paralelo a las caras superiores de las piezas
del eslabén B que contiene a pp; ip es paralelo a los bordes anteriores y posteriores de dicho eslabén y jp
es paralelo a sus bordes laterales, mientras que kg es el producto cruz i X jg.

De acuerdo a lo descrito en el capitulo anterior, los puntos p; de los marcos locales (py;i;,Jji, k;) se
encuentran en los planos de los pies que hacen contacto con el piso, junto con los vectores i;, j;. Los vectores
i; son paralelos a los bordes anteriores y posteriores de sus pies respectivos, j; son paralelos a los bordes
laterales y k; son los productos cruz i; X j;.

Con base en los marcos de referencia anteriores, el problema de cinemética inversa para el analisis de la

posicion del bipedo se define como:

Dada la posicion de los puntos pg,p; y la orientacion de los marcos locales (pp;iB,js, kB),
(pPi; 14, i, ki) respecto al marco inercial (O;1ig, jo, ko), encontrar los valores de los dngulos 61;, 02,
03i, 045, O5i, 0s; que permiten al bipedo asumir la configuracion espacial determinada por dichas

posiciones y orientaciones.

La posicién de los puntos pp, p; en el marco inercial se describe con los vectores:

r% = apio + ysjo + zko (3.1)
r) = i+ yijo + ziko

La orientacion del marco local (pg;ip,jg,kp) respecto al marco inercial queda caracterizada por medio

de los angulos de Euler:

05,98, V5 (3.2)

Mientras que a los marcos locales de los pies (p;;i;,ji, ki) corresponden los dngulos de Euler:
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Figura 3.1: Modelo cinematico para el analisis de la caminata del bipedo.
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En la figura se ilustra el orden de las rotaciones representadas por los dngulos de Euler 6;, ¢;,;
para describir la orientacion de los marcos locales (p;;i;,ji, ki) con respecto al marco inercial. El angulo 6;
corresponde a una rotaciéon sobre el eje ip, ¢; a una rotaciéon sobre el eje jg; y 9; a una sobre el eje ky;. De
manera analoga, para la orientacion del marco local (pp;ip,js,ks), 05 corresponde a una rotacion sobre el

eje ig, ¢p a una rotacion sobre el eje jop ¥y ¥p a una sobre el eje kyp.

Figura 3.2: Orden de las rotaciones regidas por los dngulos de Euler.

Tomando en cuenta los cambios respecto al tiempo de las expresiones en (3.1) y los d4ngulos de Euler en
(13-2) v (3.3)), el problema cinemético inverso para la velocidad queda definido como:

Dadas las velocidades de traslacion y rotacion de los eslabones del torso y los pies con los
vectores v = @i + ypjo + Zpko, v{ = &;i0 + Uijo + Ziko y los valores de Op, dp, V5, b;, i, s,
encontrar los valores 0, 02, 03;, 045, 05;, 0; que determinan las velocidades angulares en las juntas

rotacionales del bipedo.

Tomando en cuenta los cambios respecto al tiempo de v%,v? y 93,&371&379’@@7@7 el problema cin-

ematico inverso para la aceleracién queda definido como:

Dadas las aceleraciones de traslacion y rotacion de los eslabones del torso y los pies con los
vectores a% = @iy + §jo + Zpko, a0 = &ido + §iijo + Ziko y los valores de 0, ¢, VB, b;, di, Vi,
encontrar los valores de 01;,609;,03;,04;,05:,06; que determinan las aceleraciones angulares en las

juntas rotacionales del bipedo.

En las siguientes secciones se describen los procedimientos realizados para deducir ecuaciones matriciales
cuya solucién numeérica daré respuesta a los tres problemas de cinemética inversa definidos anteriormente.

Elaborando un conteo del niimero de valores que se requieren proporcionar para la solucién del problema
de la posicién, se puede deducir que la configuracién espacial del bipedo sélo puede definirse a través de
dieciocho valores, tales como las nueve coordenadas cartesianas y nueve angulos de Euler de , y
(13.3); por lo que se deduce que el robot posee 18 GDL.

Es comun que en el material bibliografico de roboética bipeda se caracterice a los robots por medio de su
ndmero de juntas, el cual se identifica como su namero de grados de libertad internos (internal degrees of
freedom, en inglés); es por ello que desde esta perspectiva se describe a Scout como un robot de doce GDL

internos.
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3.1. Ecuaciones de posicién

De acuerdo a la notaciéon en (Cuenca-Jiménez, 2010) para la solucion del problema de cinemética inversa

de la posicién se usaron matrices de transformaciones homogenéas basicas de la forma:

(10 0 2|
01 0 O
Tal@ = |y 5 1 ¢
_O 0 0 1_
[1 0 0 0]
01 0 vy
T2W) = |5 g1 0
| 00 0 1|
(10 0 0]
01 00
R
_0 0 O 1_
10 0 0]
Tou(0,) = 0 cosf, —sinf, O
wAe) 0 sinf, cosf, O
_O 0 0 1_
[ cost, 0 sinf, 0 1
T.o(0,) — 0 1 0 0
B —sinf, 0 cosf, O
i 0 0 0 1]
_cosﬁz —sinf, 0 0 ]
sinf, cosf, 0 O
Tzﬁ(az) = 0 0 10
i 0 0 0 1_

Las transformaciones T,q, T,2, T,3 representan traslaciones con distancias z,y, z medidas sobre los ejes
i,j,k, respectivamente; mientras que T.4,T.5, T.6 constituyen rotaciones de angulos 0;,0,,0. sobre estos
mismos ejes.

De acuerdo a las coordenadas cartesianas de los puntos pg, p; en el marco inercial y los angulos de Euler
en y , las transformaciones necesarias para trasladar y rotar el marco de referencia inercial a la

posicion y orientacion de los marcos locales del torso (pp;ip,js, ks) v los pies (pi;ii, ji, ki) son:

To,B
To,

21(2B)T22(y)T23(28)T24(0B)T.5(08)T26(VR)
21(23) T2 (yi) T3 (2:) T2a(0:) Tos(0s) T a6 (1)

T
T

En las figuras [3-3] [3-4] y [3:5 se presentan los marcos locales establecidos con auxilio del modelo simplificado
del bipedo para construir las transformaciones que trasladan y rotan el marco local del torso hasta los pies,

pasando por cada una de las juntas rotacionales de las piernas.
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k11

ka1 )
B114f11 ’112
io1 ! oz
i1 "’ ¥
jot .
inz
O1z2+p1z
ka1 I
jaz
ka1 i21 .A- jez :
ja1
31 22 kaz
Ozz+fzz

Figura 3.3: Marcos locales empleados para la deduccién de la ecuacion matricial de posiciéon del bipedo usando
transformaciones homogéneas. El efecto de las matrices de transformaciéon para trasladarse de un marco local
a otro se ilustra con flechas moradas.
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c\\"‘

ka1 b jo2
'4 )
| |21 @4 L ka2
I js2
ba14p Tzzsz 2
- 314331
K1 ks ‘ml 5 7‘
, k“ l"
ka2 ks2
. i41 i51 Daz+faz
J51 . .
T31,41 42 152
Tazaz Je2
k71 :
k Yﬁ
B1 V‘ \V‘ Jrz
Bd1f|:‘.41 (:142'!542 -‘.
~ ‘, kez k2
|?1 ./
1 [ras irz 162
051+[i51 Tazs2

ka1 l@
i
- /l is1 T51,61

(1] g

Osz+Psz g
/ ' kez kaz
ioz

Ts2,62

Figura 3.4: Marcos locales empleados para la deduccién de la ecuacién matricial de posicién usando trans-
formaciones homogéneas. Los marcos en verde se obtienen después de realizar una traslacion, mientras que
los azules se generan al rotar.



CAPITULO 3. ECUACIONES CINEMATICAS 39

131 "3

Figura 3.5: Marcos locales instalados en los pies, los dngulos 57 y 8s son iguales en ambos.

Las transformaciones Ty, (n41); listadas a continuacion, constituyen el producto de las transformaciones

homogéneas basicas que permiten trasladar y rotar los marcos locales instalados en p,; a los que se encuentran

en put1)i-
Tpi1 = T.(—01)Tz6(611 + B11)
Tpi2 = Toi(zo2)T6(012 + Bi2)
Tii2i = Ta3(—21)T25(02 + Ba)
Toizi = Tui(xei)Te(03 + B3i)
Tsiai = Toi(23)Te6(04i + Bai)
Taisi = Toi(2ai)To6(05 + Bsi)
Tsiei = Tai(wsi)Te6(06i + Boi)
Teii = T.2(ye6i)T26(87)T25(8s)

Las transformaciones T 11, T p,12 corresponden a la alineacién del marco del torso con los marcos locales
(P1i; 114,14, K14), mientras que Tg; ; permiten la de los marcos locales (Pe;;i11isJ1145 K11:) ¥ (Pi; 1is Jis ki), de
acuerdo a lo mostrado en la figura Los angulos (,; son constantes para recuperar la posicion que asume
el bipedo con sus servomotores en posicién neutral, cuando 61; = 6y; = 03; = 04; = 05; = 0g; = 0; sus valores
pueden consultarse en el apéndice

Partiendo del hecho que el producto de las transformaciones homogéneas para hacer coincidir el marco
inercial con los marcos locales de los pies, pasando por el torso y las juntas rotacionales de cada pierna, debe
ser igual al producto de las transformaciones en Ty ;; se pueden definir las ecuaciones de lazo matricial:

To,8TB,1:T1i2:iT2i,3:T3i,4iT4i,5: 56,6 Tes,i = To (3.4)

A partir de se tienen 12 ecuaciones escalares para la soluciéon del problema cinemético inverso de
la posicién en cada una de las piernas del robot. Tomando 3 ecuaciones de la ultima columna y 3 de la
imagen esférica, se constituyen sistemas de 6 ecuaciones con 6 incognitas correspondientes a los angulos
011,021,031,041,051,061 en el caso de la pierna izquierda y 612,029, 032,042, 052, 062 en el de la derecha.

Para incluir las bases de los pies en las simulaciones de la caminata, es indispensable contar con los

vectores que describen la posiciéon de los vértices de los poligonos que los representan (figura |3.6)).
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pri pst pbi pot pr2 ps2z  pb2 pc2
2 Pat Pote # a2
Pp1 pr pat Pet Pp2 / pez
1
Ipl
i1I
1O e 4
ki~ i1
pki Pt ) .
Py pt | | patd P poz \Tprz pazd P
p|:|-1 D:H D:1 [::)11 pm2 Pz piz Ph2

Figura 3.6: Vértices de los poligonos con los que se simulan las bases de los pies. Los vectores r}ﬂ,rzz
representan la posicion de los puntos pp1 ¥ Pe2 en los marcos locales (p1;ii, ji, ki) y (p2;i2,j2, ka).

Con los vectores r},;,r};,...,r; cuya definicién se puede encontrar en el apéndice [Bl se calculan las coor-
denadas cartesianas de los vértices en el marco inercial (aizo, aiyo, @i-0), (bizo, biyo, biz0), . . ., (tiz0, tiyo, tizo).

Tomando como ejemplo los vértices py;, se opera:

aixo
. . ai 0
T07iTZ1(a,’LI)Tz2 (azy) .y
ato

1

= o O O

Donde ai,, aiy, ai, son las coordenadas de los vértices p,; respecto a los ejes de los marcos locales i;,j; y

k;, respectivamente.

3.2. Ecuaciones de velocidad

Para la deduccion de las ecuaciones de velocidad se opto por el uso del método vectorial (Cuenca-Jiménez,
2010)) basado en las ecuaciones de posicion:

0 0 0 0 0 0 0 0o _ .0
rp+rg + Ty +Ty + I3 +ry +T5 +Tg = Ty (3.5)

Donde los vectores de posicion de la figura en el marco inercial son:

rp = wpio+ysjo+ z8ko

rg; = —zoip

I‘82 = Iogi%

r(l)i = _Zlik?i

ry = aaly (3.6)
rgi = x3ii(5)i

_ :0
Ty = T44ly
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0o _ )
rs; = il
0o _ :0
Ygi = Yeili1i
0 . .
r; = i+ yijo + ziko

ko1&

Figura 3.7: Vectores para la deduccion de las ecuaciones de velocidad y aceleracion (en morado).
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Usando matrices para la descripcién de rotaciones béasicas de dngulos 0, ,,0,, sobre los ejes i,j, k de la

forma:

1 0 0
R,(0;) = 0 cosf, —sinb,
0 sinf, cosb,
cosf, 0 sind, |
R,(0,) = 0 1 0

—sinf, 0 cosf, |

cosfl, —sinf, O i
R.(0.) = sinf, cosf, 0
0 0 1 ]

Los vectores unitarios ip, ki;, 134, i54, 174, 194, j11: Se describen en el marco inercial como:

iy = R.(95)Ry(¢5)R.(¢YB)ip

- ROBiB
k), = RYR.(01; + Bii)ku
= Riky
igi = R(l)iRy(QQi + [2i)is;
= Ry
i5; = R3R=(03 + B3)isi (3.7)
= Rgii5i
i, = RYR.(04 + Bu)in
= Ryin
i, = RYR.(05 + B5i)ioi
= Ry;iy;
it = ROR.(06i + Bei)ir
= R(1)1¢j11i

Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones de posicion vectorial en (3.5)) se escribe:
0 ;20 ;20 , -0 ;-0 ;0 , -0 , -0 _ .0
rp +Tg; + Ty + Ty + T3 + Ty, +T5; +Tg =T

Asignando 1 = v, se tienen las ecuaciones vectoriales de velocidad lineal para cada pierna:

0 0 0 0 0 0 0 0 0
Vp t Vg TV Vg Vs vy Vs v =V (3.8)

Donde los vectores de velocidad en el marco inercial estan dados por:

vl = dpio+Ysjo + iko

0o _ 0 0
Voi = Wp XTIy
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El vector de velocidad angular del torso w

donde

Los vectores de velocidad angular en las juntas rotacionales w? . son:

donde

0

:0
lgp =
:0
JoB =
0
ka =

0 0
Wi X Iy

0 0
Wa; X I'y;

0 0
Wsg; X I'g;

0 0
Wy X Ty

0 0
Ws; X I'y;

0 0
Wei X Tg;

Tiio + Yijo + Ziko

B es:

wyp + wZB + “-’?pB
05195

$5i%p

1/}Bk?z,3

ip
R.(08)isn
R.(05)Ry(¢5)kyn

ni

= Wl + 0259,
= W + 04Ky,
= W + 05K,

0 | 4 <0
= wy; + 06l

43
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(3.10)
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Mientras que los vectores de velocidad angular asociados con los pies w? son:

0 0 0 0
w; = Wy twy twy,
‘-'"gi = éiigi
wg,i = Qj)z.](d)n
w?pi = %‘koi
donde
i, = i
jgﬁi = R, (91)j¢z
k), = Ru(0)Ry(¢i)ky,

Se recuerda que Op, ¢, 0;, ¢; son angulos de Euler para la descripciéon de la orientacién de los marcos

locales en el torso y los pies.
Sustituyendo los vectores (3.9) en las ecuaciones (3.8)), se tiene:

D 0 .0 0,.0 0,.0 0,.0 0,0 0,0 0 U0 s s
plot+ysjot+ipkotwp X1 +wi; XT];+wy,; Xy +wg; XTIy, +wy; XTIy, +ws, X5, +we; XTg; = $ilo+Yijo+2iko

En tanto que:

wh xrh, = (Opigp+ éB.ig&B + 1j)Bk%B) X ry;

wi; xrf, = (éBigB + (i)ng)B + 1/.)Bk?pB + élikgi) x rf;

wh; X1y, = (éBigB + ¢5ng3 + ¢Bk?¢;B + élikgi + 92ijgi) X 19,

Wl x18, = (Opigs + bejgﬁB + ¢Bk?¢;B + 017k, + 02439, + 03:kY;) x rd;

wl xry, = (0pigs+ fj’Bj(q)&B + 1/.}Bk%B + 01K, + 02,39, + 03.kY; + 04k;) x 13,

wh; X1y, = (éBigB + QSngB + 1/-)Bk?pB + élikgi + éQijgi + é3ik2i + é4ik8i + é5ikgi) x ry;

wl xry = (Opigs + GBBjSﬁB + ¢Bk?¢B + 013k, + 02:3%; + 03.K5; + Oaikl; + 05k, + 0eiidy;) x 1Y

Las ecuaciones vectoriales de velocidad lineal se pueden reescribir como:

igio + UBjo + iko + 05 [i05 x (x; +13; + 19, + 13 + 1Y, + 12, + 1Y)
oB [Jqu x (rQ; + 1% + 19, + 13, + 1Y +rd; +1g;)

U [ka x (rQ; + Y + 19, + 13, + 1Y +r3; +1g;)

O [k5; x (r0; + 13, + 19 + 1 + 1l +1d;)

0s; [39 x (9 +r3; + 1 + 1Y + 1Y)
O3 [k4i (rd; + Y + 19 +13;)

04; [kQ; x (r}; + 12 +12)

)

+ o+ + + + o+ o+

95i [kgz r57, + r61

]
]
]
]
]
]
]
]
6]

&0 + Yijo + Ziko (3.11)

Osi [ 110; X Tg;
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Definiendo los vectores:

ug, = igp x (rQ; +r; +rd; +r +rl; +rd +1rg;)

u(q)&B = ng x (r; +19; + 19, + 13 + 1, + 13, +rg;)

u?pB = k?pB x (rg; + 19 + 19, + 15 + 1, + 15, +rg;)

ug, = kg x (o9 + 19, + 15 + 1, + 15, +rg,)

u327’, = 9 x (r3; + 19 +rl; + 1 +1g;)

up,, = ki, x (r3; + 1l + 1, +rg,)

ug,, = kg x (v +r3; +rg)

ugsi = kgz X (rgz + rgz)

up, = o xrg; (3.12)

Es posible simplificar la notacion de las ecuaciones en (3.11]) como:
iplotypiotinketopul, +dpul, +vpul, +01,u) +0uf, +05uf, +0su), +05u) +06iuf,, = diio+iijo+ziko

Colocando todos los términos que incluyen los datos &5, 95, 25, 93, qﬁB, ¢B,i‘i, Ui, 2; en el lado derecho,

se tienen las ecuaciones vectoriales de velocidad lineal:

A 0 A 0 A 0 A 0 A O A 0 ) .. . . . . . . A 0 7 O N O
briug,, +02ug, +0siuy, +0si0y,,+05:0q,  +06:0g,, = Tilo+Yijot+Ziko—2Bio—YBjo—2iBko—0BUg, —PBU,, —VBU,,

(3.13)
Las ecuaciones de velocidad angular para cada una de las piernas son:
wd = W (3.14)
Opigs + 0Bi%s + VEK) s + 01K, + 02:39; + 03:kY; + 00k, + 05K, + 06:ily; = 6:i; + $idl; + ik,

Pasando todos los términos que incluyen los datos 93, gb B, ¢B, 9i, gi)i, % del lado derecho, las ecuaciones

vectoriales de velocidad angular se escriben:

Considerando que la solucion numérica de las ecuaciones ([3.4)) ya ha proporcionado los valores de posiciéon
angular 01;, 02;, 03;, 04, 054, 06;; con (3.13) y (3.15) se pueden constituir sistemas de 6 ecuaciones escalares con

6 incognitas correspondientes a 61;, 02;, 03, 045, 05, 0s; que en forma matricial son:

01
92i
ugli ugm ugai ugu ugsi ugﬁi 93’2 = V. (3 16)
O
L 962 -




CAPITULO 3. ECUACIONES CINEMATICAS 46

donde
_ i _ _ . _
Y UB
= io jo ko 0 0 0 Z7 _ io jo ko ugB ugB u?pB %B
0 0 O igi jgi k?/”- 91 0 0 O igB ng k%B Q,B
bi ¢B
| Yi | | ¥B |

Todos los vectores se escriben en columna para la constituciéon de matrices cuadradas de 6 x 6, por lo que

el vector O tiene la forma:

La solucion numeérica de las ecuaciones matriciales en (3.16|) proporcionara los valores de velocidad angular
01i,02i,03i, 04, 05i, O

3.3. Ecuaciones de aceleracion

Continuando con el método en (Cuenca-Jiménez, 2010) y tomando en consideracion el cambio respecto
al tiempo de (3.8)), se tiene:

0 ;0 20 0 | o0 20 | 20 | -0 -0
Vgt Vo T V1t Vo T Vg Vg + Vs Vg =V
Asignando v = a, las ecuaciones vectoriales de aceleracion lineal son:
0 0 0 0 0 0 0 0 _ 0
ap +ay; +aj; +ag +ag +ay +as +ag =3a; (3.17)

Donde los vectores de aceleracion en el marco inercial estan dados por:

al, = #gio+igjo + Zpko

a), = afxr)+whx (whxry,)
al, = af, xr),+wi; x (‘*’(1)1' x r(l)i)
a3, = af, xry +wh x (wh; xrY)
ay, = aj, xry +wy x (Wi xry;)
a}, = af xr}+wl x (“’21‘ x rgi)
ag, = ag, Xry; +wd;x (‘*’gi X rgi)
ag = ag; Xrg; +wg; x (wg; x rg;)
a) = &g+ dijo + Ziko

Sustituyendo estos vectores en (3.17)), las ecuaciones de aceleracion lineal para cada pierna quedan:

Zpio + YBjo + Zeko +
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% x ), +wh x (w% X rgi) +
af; xrf +wf; x (@} x 1)+
ab; x rh; +wy; x (wh; xry;) +
af; x g, + wd; x (wi; x18;) +
0‘21‘ X rgi + ‘-‘*’Zi X (“-’gi X rgi) +
ag; x r3; +wg; X (wg; xrg;) +
ag; X rg; +wg; X (wg; X rg;) = o + fido + Ziko

Agrupando los términos del lado izquierdo de estas ecuaciones que incluyen productos cruz en los vectores

x?,y? de manera que:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X; = OQp XTIy +og; XTI+ 0g X Ty + Qg XT3, + 0y X Ty + 0y X Ty + Oy X Ty
0o _ .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
yi = wix (wpxry)+wh; x (W x 1)) +wy; x (wh; X rh;) +wh; X (wy; X ry;) +

wl; x (‘-"21‘ X rgi) + w); x (‘*’gi X rgi) + wl; x (wgi X rgi)

Las ecuaciones de aceleracién lineal se pueden reescribir como:

&pio + fijo + Zpko + X7 +y7 = Fido + fido + Ziko (3.18)
El vector de aceleracion angular del torso a% es:
0 0 0
= Qpp T Oy, T Oy,
0 0
aeB = CUQB
= Opio
0 _ 0
Xpp = Wop
750 0 0
= ¢BJ¢B + (weB X wd)B)
0 _ 0
Qyp = Wyy
a% = éBiO + Q.Z;ngB (w93 X wth) + QLBk?bB (wgB + wgB) X w?bB

= éBio Jrg%ngB (wgB X w¢B) +¢Bk0 (wgB X w%B) + (wgB X ""?bB)

= éBiO + (éSngB + kaTPB + (weB X wCObB) (""255 x w?bB) + (wgB X w?/)B)
= gl + $5j%, +Uk), + (93193 X “"¢5) + (¢BJ¢B X wa) + (wSB X ¢Bk?¢,3)
+¢5

= Opio+ ¢pjs, + skl + 05 (i x w,) (195 x wi,) +dp (W5, x K)p)
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Los vectores de aceleracién angular en las juntas rotacionales o, son:

o _ -0
ay; = Wy

0 _ -0
Qg = Wy
0 L 7 0 |4 0 L0
= af; + Oaidy; + O (W1 X J3;)
0 _ -0
Az, = Wy
0 74 10 .4 0 0
= ay; + 03Ky, + 03 (wh; x KJ;)
0 _ -0
Qy = Wy
0 ./ 10 |7 0 0
= ay; + Oakg; + 0ai (w5, x Kg;)
0 )
Q. = Wrs
51 51
0 /5 10 |7 0 0
= af; +05kg; + 05 (wh; x kg;)
0o _ -0
Qg = We

0 4 0 ) 0 o0
= ag; + 06t + b (w5; X 150;)

Mientras que los vectores de aceleracién angular en los pies o son:

awi

0 0 0
Qg+ Qg + Oy

-0
Wo,
0:io

-0
ilg, + (wi,
6%, + (B x )

0, + i (i5; x wg,)

<o)

W

Ql}ik?p,; + (wp, +wi,) x W,

Uikl + (wh, x wi,) + (@), x W)
G, + (0, x k) + (3% x 0, )
Uik, + s (wh, x K,) + i (39 x wi,)

48
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of = bilo+dijy, +0i (i, x w§,) + ik, + i (wh, < K) + i (13 x @i,

N

Desarrollando los productos cruz de los vectores de aceleraciéon angular y posicion, se tiene:

op X1y = (éBio + 08J3, + UBk), + 05 (95 X w,) + 05 (I3 X wi,) + VB (Wi, * k?pB)) X r;
= (i + dpig,, + Pkl ) < xbi+ (05 (5 x @) + 05 (05 x wh,) + 10 (wf, x Kyp) ) x xf;
a(l)l X I‘(l)i = (a + lekgl + éli (w% X kgz)) X r(l)i
= (9310 + ¢BJ¢B + kawB + elzkm) x 1l +
(05 (5 x @3,) + b5 (G5 x Wh,) + b (wh, x K)p) +bri (wh x K,) ) xxd,
ag; X1y = (04 + 02:39; + 02 (wh X J21)> X r9;
= (Bgio+ duil, + ek, + ik, + 0, ) x 13, +
(05 (5 % @%,) + 5 (G5 x W), )+ (wh, x KSp) +bri (whh x k) +bai (w0, x 38,) ) x5,
ag; xry; = (a2z + 03,3, + 03, (w); x k47,)) X 13
= (Bgio+ 6ui%, + pky, + 1okl + 02, + aikS, ) x x3, +
(05 (5 x w3,,) + b (195 x ) + b (wh, x K)p) ) 28+
(911 wh X k) + Oa; (w0 x J3;) + Osi (w3, x k4z)> X 13
ag xry, = (a3, + 0a7kg; + 0a; (w5 X kgl)) X 1,
= (9310 + pi%,, +Upky, + 01Ky, + 02:35; + O3k, + 941k67,) x 9 +
(93 igp X wWi,) + 05 (J5p X @iy) + U (Wh, k%B)) xrg; +
(9“ W x KO,) + fa; (w2, x 3% + O35 (w3, x k) + fa; (wl % kgi)) x 19,
ag; xry; = (a4z + O5:kg; + 05 (w]; x kgz)) X 13,
= (0pio + 515, +UskY  + 01K 4 0235; + O3k, + 04K, + O5k3, ) x rd; +
¢B VB
(0 05 x “’253) + égp (j(q{B X ‘*’33) + g (wh, x k?pB)) x 19 +
(911 wh X k) + Oa; (wh; X J3;) + Osi (wh; x k) + Oai (w5 x k) + O (wh; x kgz)) X r3;
ag; xrg; = (a + 06:100; + 06 (w); x 1?01)) X rg;
= (9310 + ¢BJ¢B + 1/)Bk1/,3 + 01k, + 02:35; + O3,K5; + Oa,k; + 05,k + 9611101> x rg; +



CAPITULO 3. ECUACIONES CINEMATICAS 50

(93 (igp x wh,) + bp (95 x wl,) + g (wh, x k%B)) x 1o, +
(911‘ (wh x ko) + 0 (wl; x §9%;) + O3 (wh; x kgi)) X rg; +
(94i (wgi X kgi) + 65 (“-’gi X kgi) + Bs; (wgi X i?m)) X Tg;

0

De acuerdo a estas expresiones, los vectores x; 9

se puede obtener como la suma x¥ = x9, + x9;, donde:

Xy, = (éBigB + &BJ%B + ZLBk?pB) X 10; +

0pigs + dpis, + Usk), + éuk&) x 1l +

Opigs + 05iS, + Upk), + 01K, + éQijgi) x 19; +

Ot + 335, + pky, + 018, + Baifl + GaikS, ) x 13, +

Opigs + éngsB + &Bk?pB + 01K, + 02,39, + 03:k3; + é4ikgi> X 1 +

Opigs + 05iS, + UKy, + 01K, + 02,39, + O3.kY; + 04k, + ésikgi) X rd; +

(5Bi33 + Q.Z;BJZB + 12;31{2}13 + éuk&» + ézijgi + égikgi + é4ik8¢ + ésn‘kgi + éﬁii(l)oi) X I‘gi

05 123xw¢3)+<;5BJwawB + g wak?pB))xrgi—&—
05 123 X w¢ + 64, (w% X kgi)) X r?i—l—
+ g (w +

%O

.0 0
o 0
+op (jgp x Wy,) +¥8 (wh, x kyp
25 0 01; (wh x kQ;) + Oo; (w]; x jgi)) X r; +
.0 0
0

(

) ( )

05 (195 x wh,) + 0B (IG5 x W), (wh, x Kyp)
5) ( )

)
O (151 x @3,,) + b1 (IG5 x @) +Vm (wh, x K)5)) 1§, +
911 wOB X ka) +9m (wh ><J21) —l—(‘)g,Z (44.722 X k41)) X rgi +

.
oy}

O1i (wh x kgi) + 0 (w(l)i X jgi) + 03 (w(z)i X kgi) + 04 (wgi x kgi)) X r; +
93 ipp x wd)B) +¢>B (J(z,B X wa) +¢B (waB X k )) X rgi +
011 wB X k ) + égi ((.:.)(1Jz X jgz) + égi ((.«.)(2)Z X kgz) + é4i (wgz X kgz) + 9.51‘ ((.:.)2z X kgz)> X I‘gi +

Op (9 x w3,) + 0B (%5 x Wi, ) + ¥ (wh, X k?pB)) X rg; +

/_\/\/\/_\/\/_\/_\/\/\/\ N TN T N - N NN

(
(
(
(
(
s (55 x wh,) + 05 (i%5 x @), ) + s (@h, xkip)) x xS+
()
(i9
(
(i
()

(911 wp X kgi) + 0y (w(lJi X jgi) + 03 ("-’gi X kgi) + b4 (wgi X kgi) + 05 (“-’gi X kgi) + Og; (‘-"gz‘ X i?Oi)) X rgi
Con los vectores definidos en (3.12)), los vectores xJ; se escriben:
x}; = 53u33 + &BU%B + QLBU%B + 51iu81i + éziugw + 53¢u23i + 1.9.41'11241. + ésiu&i + %iugm

Agrupando los términos comunes a 0, ¢,V 5, 01;, 02, 03i, 04s, 05, 06:, los vectores x9, son:

0o _
X9i =

O ((igB X w‘%B) X (r0; + 1% + 19 +r3; + 1y, + 13 + rgi)) +
o5 ((ng X W%B) X (rgi +rf )+l +rd )+ rgi)) +
W

B ((‘-‘*’23 X k?pB) X (rgi 10, + 19+ 13+ 13 + rgi)) +
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wh X kgi) X (r(l)i +r0, 1)+l +rd + rgi)) +
i X J2;) % (r9; +x8; + 1 + 18 + 1)) +
, x k) x (rgi +r) +rs; + rgi)) +

%i) x 13:) (3.19)

Desarrollando los productos cruz en los vectores y?:

(éBigB + Q.Sng)B + ¢Bk?pB> x (wh x ;)

whox (@l x18) = (Gpids + dpils + pkls + 0k, ) x (wl x 1%)
wh; X (wh; x19;) = éBigB + éngzB + 1/.}Bk?p3 + 91ik8i —+ 92ijgi) x (wgi x rgi)

(93i83 + ¢5ng3 + ¢Bk?pB + 01k, + 02,35, + é3ik2i) X (wgi x rgi)

‘*’gi X “’21‘ X rgi = éBigB + QgngB + d’Bk%B + éhﬁkgi + 0'21-j81- + é3ik2i + é4ikgi) X (w21‘ X rgi)
wd x (w xrd) = (0Bi)p + dBiyp + ¥kl s + 01kD; + 0239 + 03.K5; + 0akd; + 95ikgi) x (w9 x r3;)

€
wo
<
X
—_ o~ /{? —_
wo
X
=
CésJO
—_— — — ~— ~— ~— ~—
Il

= (93i33 + Q.Sng)B + ¢Bk?pB + 91ik8i + 921’]% + é3ik2i + é4ikgi + 95ikgi + 96ii?0i) X (wgi X rgi)

Agrupando los términos comunes a 6g, o5,V g, 01,02, 03;,04:,05;,06; en la suma de los productos cruz

anteriores, el vector y? se escribe:

B (lgB X ((“-’B X rgz) + (w(l)i X r(lJi) + (‘-‘-’gi X rgi) + (“-’gi X rgi) + (‘*’gi X rgi) + ("-’gi X rgi) + (‘-‘-’gi X rgi))) +
o5 (JgB X ((wh xrg;) + (wh; x ;) + (wh; x 19;) + (wh; x r3;) + (wh; x 1) + (wg; x 18;) + (wg; x 1)) +

Up (k?pB X ((wB X r(O)z) + (w(l)i X r(l)i) + (wgi X rgi) + (wgi X 1g;) + (wh; x rgi) + (wgi X rgi) + (wgi x rgi))) +

.

01 (ki x (Wl x r%;) + (w8 x r8;) + (w§; x r8;) + (whi x 1) + (w8 x 18;) + (w§; x 18;))) +

02 (39; % ((wh; x 19;) + (wi; x 18;) + (i x v8,) + (w8 x 18) + (w; x 18;))) +

0s; (k X ((w& X rgz) + (wgl X rgl) + (wgi X rgi) + (wgi X rgi))) +

6ai (kg; x ((wli x 18;) + (w8 x 18) + (wh; x 15;))) +

Os: (k3 x (w3 x r2) + (wl x v8;))) +

O (100; % (wg; x ;) (3.20)

Definiendo los vectores s como la suma de los vectores que multiplican a 93, gf)B, 1/}3, éu, 9% 9'31-, 942’» 95i7 9.61-
en - ) v se tiene:
0 :0 0 0 0 0 0 0 0 0
s, = ((igp x Wy, ) x (ro; + 1, + 19 + 15, +ry; +r5 +15,)) +

B
(igB X (("-’% X r8i) + (‘-"(1)1‘ X r(l)i) + (‘-‘-’gi X rgi) + ("-’gi X rgi) + (‘*’gi X rgi) + (‘-"gi X rgi) + (‘-‘-’gi X rgi)))

833 = ((jf,iB X w?pB) X (rgi + 19+l +rd 4l + 13 + rgi)) +

(jgsB x ((wh xx0;) + (wi; x rd;) + (w; x r3;) + (wi; x r8;) + (wh; x 1) + (w; x ry;) + (wg; X 1g;)))
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sty = ((wh, xkp) x (x0; +rd; +1d, + 18 +1l, + 12 +18,)) +

(k?pB X ((w% x rgi) + (w(l)i xr;) + (‘*’gi X rgi) + (w§i X rgi) + (wgi X 1"911‘) + (wgi X ry;) + (‘*’&‘ X rgi)))

Sgli = ((WOB X kgi) X (r(l)i +rd, 19+l + 1)+ rgi)) +

(kgi x ((W(l)i X 1'(1)1‘) + (wgi X rgi) + (wgi x fgi) + (ng X rgi) + (ng X rgi) + (wgi X rgi)))

sp,. = (Wl x3%) x (v3; + 19+l + 10 + 1)) +
(32 % (w3 x x5;) + (wi; x 15;) + (wh; x rl;) + (Wi x x8;) + (wg; x 15;)))
Sggi = ((wh x ki) x (r5; +rf; + 13, + 1)) + (ki x (w5 x 1) + (wf; x 1) + (w8 x 18;) + (wg; x 16:)))
o, = ((w8; x kg;) x (vl + 13, + 1)) + (kg x ((wl; x ) + (wg; x r3;) + (wg; x r5;)))
Sgsi = ((“ﬁi X kgi) X (rgi + rgi)) + (kgi X ((wgi X rgi) + (‘-"gi X rgi)))
Soe, = (w8 x 100;) x 18;) + (i0; % (wg; x 13;))

Con base en los vectores s, las sumas xJ; + y? son:
0 0_ 4 0 i &0 i &0 i <0 j. &0 3. <0 j <0 . <0 j <0
Xo; TY;, = QBSQB + ¢BS¢B + ’Q/JBSd,B + 911'59“ + 921'5321, + 931'5931, + 94i594i + 9518951‘ + 96isl96i
Por lo que x? + y¥ queda:

0 0 0 0 0
X; TY; X1 +Xo; T Yy

= éBugB + (253112,3 + 12;3112)3 =+ éh—ugu + égiug% + égiugsi + é4iug4i + é5iu25i + éGiug&. +

93535 + (bBSS,B + ’(/.}BS'(OZ}B + élisgli + égisgm + 9.31‘5231, + 94isg4i + 9.51'52& =+ 96i526i (3.21)
Sustituyendo (3.21)) en (3.18):

Zpio +¥Bjo + ZBko +

eBugB + ¢Bu253 + wBu?bB + Hliugu + QQiU‘gzi + 93iu83i + 04iu24i + 95iu25i + eﬁiugm

+

éBsgB + QZ.SBSS,B + 1/335%3 + élisg” + 9.2,'88% + 9'3isg3i + 9.41'8241_ + é5i585i + éﬁisgm = Zip + ¥ijo + Ziko

Llevando los términos con datos Z;, ¥;, Z;, £B, U8, 28, g, (}53 , QZ}B .05, 98, 1LB del lado derecho de la igualdad

anterior, las ecuaciones de aceleraciéon lineal para cada una de las piernas se escriben:

S ) -0 S
911'110“ + 92iu92i + 03iu93i +
S ) -0 -0

94iu04i + 95iu95i + 96iu96i +

C o - o
0hiSq,, + 02i8g,, + 03i8p,, +
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S0 S0 Y0 .. . . . R .
041i8q,, + 05i80,, T 06iSp,, = Tilo + Yijo + Ziko — Zpio — yBjo — ZBKO

- éBugB - (53112)5 — 1%3112,8 — 93583 — (ﬁBsgB — 1&382)3 (322)

Las ecuaciones de aceleracion angular se obtienen derivando con respecto al tiempo ({3.14)) :

.0 _ .0
Wg; = Wi

0o _ 0
Qg = oy

Opio + ¢5iS, + UKy, +0p (19p x wl,) +
op (i3p x wy,) +¥p (W), xkip) +
HhkoZ + 64 (wB x k) )+
921.]21 + 0 (wu X -12 ) +
03ik4i + 04, (wm X k4z) +
01k + 04 (W9 x kg;)  +
05:k3; + 05i (w5 x k3, +
O6iid; + Oss (Wl x i%0;) = Oido + difs, + ik, +0; (19 x wb,) + & (39 x W) + s (wh, x kI,
Definiendo los vectores t:
€ = 19 xwl,
tOB = -]253 X w%B
€, = wl xKp
6, = whxK,
tg% = w(l)i X j(z)i
tgsi = ng X kgi
tg% = wy; x kg,
tgs,- = wy; x kg,
tgei = wg; x iy,
tg, = g x w,
th, = % xw,
t), = wp xkj,

y escribiendo los términos con éi, q'ﬁi, %,53, g'ng,zLB, 9,», éi,¢i, 93, qzﬁ B,¢B del lado derecho, las ecuaciones

de aceleracion angular son:
01:%0; + 02439; + O3k, +
01:kY; + Os:kS; + Ogiidy;  +
élitgu + éQitgzi + 0.3it831: +
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é4itg41‘, + é5itgsi + é6it26i

= 0o + ¢ij}, + UikY, — Opio — dpj5, — kY, +
9.1"531- + éitii + @t%i - 9Bt35 - QSB’GOB - 1/)BtOB

54

(3.23)

Tomando en cuenta que la solucion numeérica de las ecuaciones (3.4) y (3.16) ya ha proporcionado los

valores de posicion 6y;, 02, 03;, 045, 05:,06; v velocidad angulares 60y;,0o;,03;, 045, 05;,0g;; con las ecuaciones

vectoriales (3.22) y (3.23]) se pueden constituir sistemas de 6 ecuaciones escalares con 6 incégnitas correspon-

dientes a 61;,02;,03;, 04, 05, 06; que en forma matricial son:

0 0 0 0 0
Up,, Up,, Uy, g, Up,
0 +0 0 0 0
koi  Ja ky, kg kg
donde
ip jo ko O
A, = .
0 0 0 i
. . 0
B io jo ko uy,
0 0 0 i

0
Uy,

)
1704

0

is,

0

Usp

:0
Jos

by
é2i
B3
I
éSi
é6i

: ]
0
kwi

0
Wy

0
Ky

|

T;

(0

|

ip
B
Zp
Op
o
Up

0 0 0

50,

S0, S0,

0 0
So.,  Sos;

0
S5

0 0 0 0 0 0
t91i t92i t93i t94i t95i t96i

[0 0 0 0

0 0O
0 0O

|

0 0 0 t)

0 0

0 0
ty, by,

0 0
S0 S¢p

0 0
t9B t¢B

Z;

Yi

é,
¥

¥B

0
SwB
0 ]

B
UB
Zp
05
¢
VB

(3.24)

La solucién numérica de las ecuaciones matriciales en (3.24) proporcionara los valores de aceleracion

angular éli; 5217 éz‘m é4i, 5517 é6i~



Capitulo 4

Ecuaciones dinamicas con la formulacion

Euler-Lagrange

Elaborar el anélisis dindmico de un sistema mecanico implica encontrar las relaciones matemaéticas entre
sus coordenadas q y fuerzas Q generalizadas. De acuerdo a (Spong et al., 2006), en la deduccion de dichas

relaciones se pueden distinguir dos objetivos principales:

1. Obtener ecuaciones de forma cerrada que describan la evolucion en el tiempo de las coordenadas gen-

eralizadas q (t).

2. Conocer cuéles son las fuerzas generalizadas Q (t) que deben ser aplicadas para producir una evolucion
particular en el tiempo de las coordenadas generalizadas q (t) , sin preocuparse de la relacion funcional

entre ambas.

Aunque se sabe que las formulaciones de Euler-Lagrange y Newton-Euler para deducir las ecuaciones dinami-
cas de un sistema conducen a los mismos resultados; se considera que el método basado en energia de
Euler-Lagrange es superior para alcanzar el objetivo 1, mientras que el método recursivo de Newton-Euler
resulta méas apropiado para el 2.

En tanto (Chevallereau et al., |2009) reporta que la caminata estable de un bipedo depende de un delicado
equilibrio entre los efectos gravitatorios y los esfuerzos derivados del contacto entre el piso y los pies, se
ha considerado que la disposicion de las relaciones funcionales entre q (t) y Q(¢) sentara las bases para
coordinar el movimiento de las juntas rotacionales del robot y proporcionar los efectos propulsivos adecuados
para evitar su caida durante la ejecuciéon del ciclo de marcha; por lo que se ha optado por la deduccion de
las ecuaciones dinamicas de Euler-Lagrange. Vale la pena mencionar que la mayor parte de los esquemas de
control 6ptimo, predictivo y por retroalimentacion de los estados descritos en (Kajita and Espiau, 2008) para
garantizar la caminata dindAmicamente estable de robots con piernas, se encuentran basados en modelos de
Euler-Lagrange. En particular, se refiere que esta formulacion presenta ventajas para extender los estudios
a fenbmenos mecénicos méas avanzados asociados a la deformaciéon elastica de los eslabones y la colision
viscoelastica de los pies contra el piso.

De acuerdo a la formulaciéon Euler-Lagrange presentada en (Westervelt et al., 2007)), el problema de

dinamica inversa para el bipedo es:

95
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Establecer ecuaciones diferenciales de la forma:

d (0L OL
— (=) ==0,+Tk 4.1
dt(%) og; ~ Wt (1)

cuya solucion proporcione los valores de torque necesarios en los actuadores para llevar al bipedo

a los estados definidos por sus coordenadas generalizadas q;.

De acuerdo a los 18 GDL del robot, las coordenadas generalizadas ¢;, 1 < j < 18, son:

q = IpB 2 = YB qg3 = ZB
@ = 0B s = ¢B % = UB
@ = On @ = 0O 9@ = 03 (4.2)
o = On g1 = Osn 2 = ba
@3 = b2 qa = b @5 = O3
q6 = b Qa7 = U5 g8 = bs2

Derivando cada una de estas coordenadas generalizadas con respecto al tiempo, se obtienen g;:

g1 = 7B @2 = UB Gs = ZB
g1 = 0Op is = o5 i = s
g = On s = Oxn Go = 0O
G0 = Ou = 05 G2 = O
Gz = O Gua = 0o G5 = 03
di6 = O qir = 05 Gis = O

La funcion Lagrangiana L del sistema esta dada por la expresion:

2 6
L=Lp+) (Z Lm) (4.3)
=1 n=1

Donde Lpg representa la energia relacionada con el movimiento del torso y L,; la correspondiente a cada
uno de los seis eslabones de las piernas izquierda (i = 1) y derecha (i = 2). A su vez, Lp, L,; constituyen la

diferencia entre su energia cinética Tz, T,; y potencial Vg, V,;:

Lg = Tp—Vp
Lni = Tnz - Vni

(); son los elementos del vector de fuerzas generalizadas Q restringido a los efectos de los pares de los
actuadores 7,;, mientras que F? son los elementos del vector de fuerzas de restriccion I'y, ligados a las fuerzas
y momentos de reaccién derivados del contacto de los pies del bipedo con el piso durante su caminata.

A continuacién se presentan los procedimientos realizados para obtener cada uno de los términos en las

ecuaciones (4.1)) y la constitucion explicita del modelo dinamico para el bipedo Scout.
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4.1. Funcién Lagrangiana

Segin (Spong and Vidyasagar, [1989) la energia cinética del torso T y cada uno de los eslabones T),;

puede calcularse como:

Ty

1m (BO)TBO +1(w0 )T (Iowo)
5B \PB BT 5 \wB BYpB

= L (o (55) B+ ) (1)

o 1 (1.0 T } 0\T y0 0
1

. T . T
5 <mm (b(y)n') bY, + (w(r)n') (Iﬁiwgi))

Mientras que la energia potencial de cada uno de ellos es:

Vg = —mBgTbOB

T1.0

Por lo que la funcion Lagrangiana en (4.3) queda:

2 6
L (TB - VB) + Z (Z (Tni - Vm))

i=1 \n=1
<1 <m (BO)TBO+(wO)T(IOwO)>+m Tb0>+
D) B \Pp B B BWYpR Bg Dp

i (i (; (mn (Bgz)Tb?n +(wh)" (I?nwﬁi)> + mmgTb?n)) (4.4)

i=1 \n=1

Donde g es el vector que describe la aceleracion gravitatoria en el marco inercial

g = —gko=-981 [8@2} ko
g” = [0 0 —9si[z]]

mpg, My; son las masas de los eslabones (consultar apéndice B.5|) y las matrices 1%, 19, representan sus

momentos de inercia referidos al marco inercial de acuerdo a las transformaciones:

I, = RQIZ(RY)
0, = RYL(RY)
Igi = RgiIgi (Rgi)T
Igi = RgiIgi (Rgz‘)T
Igi = RgiIZ (R%‘)T
Igi = RgiIgi (Rgz‘)T

Igi = R(lJuI(ls%i (R?h‘)T
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1B, 1 130 150 17 12 ILY son matrices simétricas de la forma:

I:EIB

15 I

TYB

I{EZB

I:n:rni
mi __
Ini - TYni

TZni

II?JB IEZB
IyyB IyZB
IyZB IZZB

I:Ey'n.i Iwzm‘
I

YYni Iyzm'

Iyzm' ZZni

calculadas via software a partir de los modelos CAD para cada eslabon respecto a los ejes de los marcos
locales (pg;iB,jn,; ki), (Pni;imi,jmi, Kmi); por lo que sus elementos son constantes (ver apéndice . En

las figuras se presentan los marcos locales (pp;in,jn,kB), (Pn2;im2,jm2, Km2), que también fueron
aprovechados para describir los centros de gravedad del torso y cada uno de los eslabones de la pierna derecha

con los vectores rgp, rane. Se debe tener en cuenta que las matrices de inercia de los eslabones de la pierna

izquierda y de los vectores rg,1 se realizd6 de manera anéloga respetando la orientacién de los marcos locales
(Pn1;im1,Jm1, Km1), los cuales pueden observarse en las figuras y
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Eslabén B

Eslabén 12

k12 =z
Eslabon 22

Figura 4.1: Marcos locales (pp;ip,jn, kB), (P12;i12,j12,K12), (P22; i32, js2, ks2) en los eslabones B,12 y 22.
Los centros de gravedad son identificados por el software con esferas etiquetadas como cm.
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Eslabén 32

Eslabdén 42

Figura 4.2: Marcos locales (pso;is2,js2, Ks2), (Pag;i72,j72, k7o) en los eslabones 32 y42. El célculo de los
momentos de inercia Ipq,,; Lyyn,s Loznis Loyns» Loz Ly=,, se elabora respecto a los ejes x,y, z definidos en el
software de modelado CAD.
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Eslabén 52

Eslabén 62

Figura 4.3: Marcos locales (ps2;ig2, jo2, Ko2), (Pe2; 1112, j112, K112) en los eslabones 52 y 62. La distribucion de
la masa de los servomotores se consider6 homogénea en tanto no se cuenta con un modelo detallado de su
interior.



CAPITULO 4. ECUACIONES DINAMICAS CON LA FORMULACION EULER-LAGRANGE 62

De acuerdo a los vectores rgp, rgn; y los definidos en (3.6)), la posicion en el marco inercial de los centros

de gravedad del torso y los eslabones ni esta dada por los vectores b, b2 :

by = r+rep
bY, = ry+ry 1y,
by, = ry+rg 1Y+,
by, = rp+rg 1Y+ + e,
by, = r 4yl +r s + gy,
bY, = r%+ry +rd +r) 1l +rd +rds
by, = rp+rg 1Y+, 18+ + 18 + i
donde
r%B = ROBrgB
r%‘u = R?irlciu
r%m‘ = Rgirgc;izi
r%‘?,i = Rgz‘rfc):izi
r%zu’ = Rgirg%
1‘%52‘ = Rgirglisi
r(()}6i = R?urgéi

La expresion de los vectores r8p, vl rob, v2i,. vl vl rUi en sus marcos locales respectivos se en-
cuentra en el apéndice Los vectores b%, b se ilustran en la figura [4.4]
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b1 7
° bizf| .~
© o .
- = ® -]
> "':/ [ - ~
T @ be -
0 e ] "'
LN/ [
21 e _//
bzz_ @ /
b3 o e ff
A
P O o . bsz S
I I
[ e I|III .@. Iir ® O ] L
29 | / e /
| |III )
o I .' © o /|
ba1 I.'r.I I O Il
° I | baz /e -
/e
° |IIIII 'r O °
o :.',' ] l °
"D - 7 o ',
- I‘.II ° rq
——— 'i-l e Illi
l% T =l
b1 bsz // © =
® 62 a

0 in

Figura 4.4: Vectores asociados a la posicion de los centros de gravedad de los eslabones del bipedo en el marco

inercial.



CAPITULO 4. ECUACIONES DINAMICAS CON LA FORMULACION EULER-LAGRANGE 64

Derivando los vectores b%, b, con respecto al tiempo se tiene:

By =
= Vi +wpxrep
= gl + UBjo + isko + (095 + dBi%p + UBk)p) X 45

= @pio + ygjo + spko + 05 (95 x r%B) + o5 (jS,B X r(();B) +¢p (k%B X 1Y)

By, = i +i), + %,
= Vi + vy +wi Xrgy
= @iy + yBjo + sk + wh X 1§, + w; X 1y,
= @pio + ypjo + 2ok + (Oi)p + <i>Bj2>B + ZZJBk?pB) x 0, + (0pigp + ¢.>Bj2>3 + ¢Bk?pB + 01:kG;) X T,
= @pio + Ysjo + 28ko + 05 (ipp x (x0; +rey)) + o5 (szB x (r0; + &) +
Vg (k?/}B x (rg; + r%li)) + 6y (kgi X r%li)

° 0 .0 | 20 4 20 4 =0
by, = Tp+rg + I+ Tgy
0 0 0 0 0
= Vp+ VgtV twy XTgy;
_ Ce .. s ok 0 0 0 0 0. 0
= ZplotYBJo + 2BKo +wp XTIy +wy; XTy; + Wy X TGy
= ipio+Ygjo + i5ko + 05 (igB x (rgi +r9, + roazi)) +¢5 (jgaB X (rgi +r0 + I'Oczi)) +
Up (k?pB X (1'81' +r; + r%’Qi)) + 64, (kgi X (1'(1)1‘ + r%Zi)) + 0 (jgi X 1'%21')

BY = i+ il i 19, + i,
= VE+ V0 + VY 4 Vh + Wl X 1
= @plo + yBjo + 2k + Wi X 10 + w; X 1Y, + wh; X Y, + wh; X 1,
= dpio+9njo + ipko + 05 (ipp x (x0; + 1l + 13 +1ds;)) + ¢ (95 x (x0; + 1l + 13 +1ds;)) +
U (k?pB X (rgi +1) 19 + r%‘Si)) + 6y (kgi X (r?i +19 + r%Si)) + (jgi X (rgi + r%‘f%i)) +

O3 (kgi X r0G3i)

by, = iR+ )+ + i
= VBV + VY v+ Ve Wl X 1y
= @pio +§njo + Zpko + Wk X 1, +wi; X 1Y +wh; X 1Y + Wy X 1Y + Wl X ey,
= dpio+9gjo + ipko + 05 (ipp x (rgi 1Y, + 19 4+ 18 +réy)) +
o5 (ng x (r0; + 19 + 15 + 19 +1¢y;)) + VB (k?pB x (rg; + 8 + 15 + 19 +18y;)) +
O (kgi X (r(l)i +19; 18 + r%u)) + 0 (jgi x (rgi +18; + rOG4i)) + 03, (kgi x (rgi + r%4i)) +

01 (kgi X r(c);m‘)

S0 20 20 .20 420 L 20 20 4 20
bs;, = Tp+ry + Iy + Ty + T3+ 0y + s,

0 0 0 0 0 0 0 0
= Vp+ Vg Vi Vy Ve vy Wy X Tas;
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b

0
61

= @pio + ypjo + Zsko + Wi X 10; + wi; X 1Y, + wh; X 1 + wi; X 18, + Wl X Y, + wd; X 1,

= dpio + ypjo + iako + 0p (195 x (rd; + 13 + 13, + 19 + 13, +125,)) +
o5 (szB X (rg; +r; + 15 + 13, + 1Y +1g5)) + Vi (k¢B x (rg; + 19 + 13, + 13 + 1Y +185)) +
01 (kg; x (% + 15, + 13, + 19 +18s5;) ) + i (39 x (3, + 13 + 19 +185,)) +
O3i (K9 x (r9 + 18 +185,)) + 015 (K& x (v +185:)) + 056 (kg X 1855)

= P Eg B B B 4+ 1, B8 4
= VR V0 VY + VDV + Vi 4 v + wg; X T
= dpio+yBjo + Zko + "'-’93 X rgi + w?i X r(l)i + “’(2)1' X rgi + "-’gi X rgi + wzou' X rgi + ng X rgi + ‘-"gi X rOGGi
= d@pio + Ysjo + Z5ko + 05 (igB X (rgi +r; + 1) + 13 + 1l + g, + I'(cj;si)) +
¢ (Jom x (rg; + 1% + 19, + 18 + 1, + 15, +1¢6)) + VB (kyp x (r; + 19, + 15 + 13, + 14, + 18, +186;)) +
O (k (r?i +rd; +ry; +rY; +r3 + r%&-)) + B3 (jQi X (r2i +rd; + 1, +r3 + rGGi)) +
O3 (K9; % (r; +rd; + 19 +186i)) + Osi (kg; x (v + 13 +r86i)) +
O (kg; x (r8; +rle;)) + O (1%0; % r&6;)
Definiendo:
egB = igB X r(C)}B
‘32;3 = jgsB X I%B
e%B = k%B X r%B
e, = ippx (rgi + I'OGM)
e), = ng X (fgi + 1‘%11‘)
ey, = k%B X (rgi +18,)
egi = kgi X I'OGM
e, = igp x (rg; +rl; + 1)
e, = J";B X (fgi +rf; + r(c):m')
e}, = ka X (rOz +10 + I'Gm)
ey, = kp;x (ru + rG2i)
egi = jgi X r%%
elo; = ipp x (g, + 1Y + 19, +1r8s)
ey, = j(q)SB X (rgi +1d; + 19 + r?}3i)
ely = k?pB x (rg; + 19 +19; +rds;)
ely; = ko x (rf; + 19, + 1)
e(1)41' = jgi X (rgi + r(C)JSi)
e(1)51' = kgi X I'OG3¢
elg; = ipp x (rg; + 1Y + 19, + 13 +1ey,)

_ 0 0 0 0 0 0
ei7; = JoB X (rg; + Y + 19, + 13, +1¢4)
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bl
bi;

" 0
b2i

0
€18i

e(1)91‘
egOi
eg”
9(2)21'

0
€23;

eg4i
egsi
egGi
eg?i
egSi
eggi
ego:‘
egli
egm’
egSi
eg4i
egsi
egGi
egn
egSi

0
€39;

k%B X (rgi +rd, + 19, + 13 + r%u)

kg, X (r; + 15, + 13, +1réy)

35 % (x5 + 13, +184)

kG x (v + ;)

kgi X r0G4i

igp X (rQ; +rf; + 13 + 13, +ry; +1es;)

jig x (r; + 1% + 19 +r3; + 1Y, +1es,)

k%B X (rgi 10, 1 13+l + 1'0051‘)

kg; X (r?i + 1) + 1y, + 1y + I'OG5¢)

35 % (x5 + 13, + 18, +1ls;)

kG, x (rg; +rY; +1gs;)

kg; X (rgi + r(()?Si)

kgi X 1'2;51'

fgp X (rg; +ri; + 19 + 13, + 19 + 13, + 1)
j(q)bB x (rgi +10 + 19, + 18 + 1y + 13 + r%‘ﬁi)
k?pB x (rgi 10 1) + 13 + 1Y, + 1+ rOGGi)
kg, X (r; + 15, + 13 + 1l + 19, + )

35i x (xh; + 13, + 19 + 13, + 1)

kg, x (r9; +rY; + 1 + ;)

kg; X (r; +18; + ;)

kg; X (r9; +re;)

) 0
119; X T'Gei

Las velocidades de los centros de gravedad pueden escribirse:

= @pio+ Ynjo + ipko + 0pe), + dpe), +ipel,

= dpio + ypjo + 2eko + Opel; + dped; + vpel; + 01;e};

= @pio+ ypjo + iuko + Oped; + dpel; + vpel; + O1;e8; + Oa;e;
= ipio + UBjo + inko + 0pedy; + ppely; + vpels; + 01:€%; + 02:€%,; + O3,€%5;

= @pio + Ypjo + iuko + Opels; + opelr; + vpely; + 1€l + 02,090, + 03,3, + O1:€3y,;

= aglo+Ypjo+ ko + éBe(Q)Si + ¢pedy + "/.)39(2)51‘ + éliegﬁi + éQiegh’ + 931'9881‘ + é4ie%9i + 95ie(3)01

66

P00 L0 0 A0 L p 0 40 4.0 50
tpio + YBjo + 26ko + Opesy; + Opess; + Vpess; + O1i€34; + O2i€35; + U3i€34; + Oni€37; + O5i€35; + si€39;

Reuniendo las coordenadas generalizadas en (4.2]) y sus derivadas respecto al tiempo en los vectores q, q
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y 4

ErN [ ip ] [ ip ]
YB UB B
ZB ZB 53
0p 05 0
B o5 o5
YB Up U
011 011 f11
021 01 fa1

q= 031 . 9:31 = éSl
011 011 011
051 051 Os1
61 061 f61
012 912 é12
t22 Oas fas
032 032 O35
012 012 0o
052 052 Oso
| be2 | _962_ _%2_

los vectores de velocidad de los centros de gravedad pueden escribirse en forma matricial como:

" 0
bll

" 0
b21

" 0
b31

0
b41

" 0
b51

K

JBq

K

Judg

K

Jo19

J514

Jo

Jo

Jo

Jo

Jo

Jo

ko

ko

ko

ko

ko

egBegBegBoooooooooooo}q

e?legleglegl00000000000}(’1

e el % e e} 000000000 0]q

0 0 0 0 0 0 .
€01 €111 €21 €31 €41 €5 0 0 0 0 0 0 0 0O ] q

0 0 0 0 0 0 0 .
€61 €171 €131 €191 €201 €211 €921 0 0 0 0 0 0 O O ] q
0 0 0 0 0 0 0 0

€331 €341 €251 €361 €271 €281 €391 €37 0 0O 0O 0O O 0 O }

.

q

67
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" 0
b61

" 0
b12

0
b22

" 0
b32

" 0
b42

0
b52

" 0
b62

s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 :
[10 Jo ko ez ez ez €3y €35 €35 €371 €3 €9 0 0 0 0 0 O]Q

Je194

[iojok0e92egzeg2000000e2200000}q
Ji2q

[io o ko e e} % 0 0 0 0 0 0 e e 00 0 04
J224q

[io Jo ko e(l)()2 e(1)12 e(1J22 0 00 00O e(1)32 e(1)42 9?52 0 0 0}61
J329

[io Jo ko e(1)62 e(1)72 e(1)82 0 000 0O e[f92 €202 e(2)12 e822 0 0}('1

J42q

s 0 0 0 0 0 0 0 0 .
[10 Jo Ko €33 €30 €3 0 0 0 0 0 0 ey €35 €35 €39 €300 0}‘:1

J509

s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 .
[10 Jo ko €32 €300 €330 0 0 0 0 0 O ez €355 €55 €570 €330 €390 ]q

J62g

Todos los vectores se escriben en columnas para la constituciéon de matrices de 3 x 18.

También combiene disponer de la descripciéon de los vectores de velocidad angular en términos matriciales

de acuerdo a:

Wi

= éBigB + QBngsB + @[}Bk?pB
:[OOOiQngBk33000000000000q
= Wgq

= 93123 + éBjS;B + l[}BkZ,B + 911k81
:[OOOiQngBkgBkglooooooooooo}q
= Wugq

= 93i23 + <IBBJ'9¢B + QLBk?pB + 911k81 + é21j81
— [0 00, % Ky ki % 00000000004
= Waq
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i + Opi%s + Bk + 011K0; + 02135, + 0315,
[OOOiQngBkgBkgljglk21000000000q
Wii1g

Opidp + éngB + &Bk?pg + 011K, + 02139, + 031k + Oark,
[0 00 i, % k)y K& % ki k& 0000 0 0 0 0]d
Wiig

9Bi23 + Q.SBszB + d’Bk?pB + 911k81 + é21j31 + 931k21 + 941k81 + 951k§1

[OOOigngBk?kagljglkglkglkg10000000q
Ws1q

93123 + ¢.7ng3 + Z[}Bk?bg + 911k81 + 921j81 + 931k21 + 941k81 + 951k§1 + 961i?01
[0 0 0 i 0 Ky Ky 3% Ky Ky k& iy 0 0 0 0 0 0]4
Ws14q

éBigB + QBngaB + '@Z}Bk?pB + 912k82
[OOOiQngBk33000000k8200000]q
Wiag

93123 + QZ‘)ngB + l/}Bk?/,B + é12k82 + é22j(2)2
[OOOiQngBk33000000kg2j320000}q
Wazq

0pigs + 0Biop + VEk) 5 + 012k0y + 02235, + 032k,
(000, % Ky 000000k, j, k, 00 0a
W24

i)y + QZ’BszB + 1/}Bk?p3 + 012kDy 4 02235 + 032k, + 010k,
[00 0, % Ky 000000k, j& k, ki 0 04
Wai2q

Opigs + 0Bi%s + VEk) g + 012K, + 02235, + O32kY, + Oaokdy + Os2kg,
(00 0 i i Ky 000000 Ky % Ky Ky K 04
Wis2q

69
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wg = Opigp+ éngbB + d‘)Bk?pB + 012K0s + 022395 + O30k + 012k + O52kGs + fe2ilos

[0 0 0 igg jgsB k?f}B 0 00000 ki, jp ki, ki ki iy }fl
= We2q
Aprovechando la notacién de las velocidades de los centros de gravedad de los eslabones con las matrices

Jp y Jni v de los vectores de velocidad angular con W y W,,;, la funciéon Lagrangiana (4.4) se puede

reescribir como:
L - (

%

(mB (Jpa) Ipa+ (Wgg)" (I%WBQ)) + mBgTbOB) +

N

Mw

(i( (mm (qu) qu-i-(qu) (I qu)) + Mg’ b )) (4.5)

1

oL

4.2. Desarrollo del término i

Desarrollando la derivada parcial con respecto a ¢; de la funcion Lagrangiana en (4.5)) se tiene:

oL 0 (1

o 3 (mB () Ipa+ (Wgq)" (I%WB('I)> + mBgTb%> +
J

ISE

Mw

< 8qj (1 (mm (qu) qu"‘(WmQ) (I qu)) + My b ))

s
Il
_

|

(]
N

[=2]

\m

1
S (msd” (T535) a+ a” (WHIL W) d) + mBgTb%) n

D
=20

1 .
< (mpset” (I30) a+d" (WEHLIO W) d) + myg” b >>

©
Il
-

|

1
— . <2 (" (mpI5Ip + WLILW3) q) +mBgTb8> +

Q@
&

M-

o
Il
s

6
j
Definiendo las matrices:

N = mpJilp + WEIAWp
N, = muJtJd,, +WII'. W,

ni-ni

la derivada parcial de la funcién Lagrangiana L con respecto a ¢;se escribe como:

6
Z 0 <1 TN7qu+mnngb2i>
aq;

n=1

oL 0 <1 e . 0> 2
— = — | =9 Npq+mpg'b +
a4 0g; \2 0 ;

19 2 (1
= iaiqj( NBq Z<Z2 Tqu)>
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Desarrollando% para j = 1,2,...,18 se tiene:
J

oq"
oq

oqT

92

oq”

043

oq”

Dda

oq”

s

aq”

0de

oq”

047

oq”

04s

oq”

0qo

29"
010

dip
[100

0

i
[0 10

[0

)
9041

[

[3'33 YB ZB

941 951 661
0 0 0}
9.41 951 961
0 0 o}
9.41 9.51 961
00 0}
s 051 06

000}

941 951 é61

000]

941 0.51 9.61
0 0 0}

041 051 O

000}

041 051 O

000}

041 051 O

000}

041 051 O

[000000000100000000}

71

i |

b2 |

Oc2 }

i |

i |

962 :|

062 }

062 }

062 }

062 }
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04"

0411

oqT

0412

oqT

0d13

oqT

0414

9415

oqT

016

oqT

Odi7

oqT

Odis

4.3.

0
9051
[000000000

{563 yp i Op

P
9061
[000000000

O

2

O

05

05

O

O

0

b
[ooooooooo

{5613 g i O ¢B

Desarrollo del término

’(/}B 911 921 931 941 951 961

000}

921 931 941 951 961

000}

921 931 941 951 961

000}

921 931 941 951 961

000}

921 931 941 951 961

000}

921 931 941 951 961

100}

921 931 941 951 961

010}

’(/}B 911 9'21 931 941 951 961

000000001}

oL

d —
dt \ 94

Derivando con respecto al tiempo la expresion en (4.6)) se tiene:

t
dt

oL
8q'j

)

04T ) . 04T
— | NBgq+ —
( a4 B a4

(Npa+Npa) + (4"Np +4"Np)

1d /84T e 04 2 (S 14 sogT e 04
S (AN +E N )+ (D s (G Nuia+ @ Ny
2 dt (8% Bq"l‘q Baq] + 5 dt - nzq+q nzaq.j

i=1 \n=1 94;
99
qj

a(jj

)

2 o yINg =
EY, q Np

912

912

912

912

912

912

912

O (sl + Noaii) + (67N + 4N ) 2

6 .

1/d [ogF agT
5 f(—( 4 )Nm-q+
n:12 dt \ Oq;

29
d;

922

922

922

922

922

9'22

9'22

(‘l‘l
a(jj

932

932

932

932

932

932

932

)+

+4¢TN

nldt

i (

942

942

942

942

942

942

942

942

72

952

952

952

952

952

94
o4,

)

b2 |

b2 |

b |

062 }

062 }

062 }

062 }

062 }
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En tanto % (g—(g) =0y % (63?;) — o7
) - 3 e ) )

> (3, (50

1 =1

J

(qu +qu) (qTNm- +61TNm-) gg))

0q;

1 /09 oq” 0q 0
= <N3q+ CENpd+d Npot +4"Np q) -

8qj

Recurriendo a la propiedad de matrices transpuestas (ABC)

d (L 1 /047 .
22y = = Nré
dt (3%‘) 2 (3% Bt

Aprovechando la misma propiedad en la e

T _
NB -
= m

= m
donde

()"

dq; 0q;

2
oq* oqr R o4  .re 04
Z Zf —N 7N N 24 N4

T — CTBTAT:

o’ 04T .
4 NTg+ S Ngq)+

oq” 0q”
g .. B4 a4,

N i
73 y Bq +

09 og” oq” T oG
(22N =N —— N7 = NT
<§ (8(] m+a m+(9 +8 T4
0

xpresion de la matriz Np:

(mpI5Ip+ WEHIGW5)"

5 (3535)" + (WEIZW,)"
pI5Is + W5 (1%)" Wy

- (m(Ry)")

Ry (15)" (RY)"

En tanto que las matrices de inercia en su base local son simétricas:

(13)"

se deduce:

— RIZ(RY)"
= I%

T
mpJEIp + W§ (I%) Wp
mpILIp + WEIGW
Np
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De forma analoga se puede demostrar que N,,; = NZ.

Una vez demostrado que las matrices Ng y N,,; son simétricas, la derivada con respecto al tiempo en

se reduce a:
i (55) = 3 (G evwas G (2%0)a) +
3 (3 (R evn- 5 ()9))
= (?qJTNBqu %—NBqu Z <nz: <%‘£qu+ %é;_ijq)>

Para simplificar la notacién de esta derivada se recurre a los vectores renglén Dgj, Vpj, Dyij v Vi

6
d (0L . .
-\ 3 Dqu+Vqu+Z Z nz]q+Vnz]q) (48)
dt an‘ — oy}
donde
oq*
Dy, = aiq,_NB
j
oqT .
Vg, = aiq._NB
j
nvy aqj n
oqT .
Voij = %an
j

A continuacién se exponen los calculos para la determinacion de las matrices N de cada uno de los

eslabones del bipedo.

4.3.1. Eslabon B

N = jt (mpI5I + WEIZWp)
= mp (3535 + I535) + WEIE W + WE (14W5 + T, W)
= mp (ngB n JTBJB) FWIILW, + WEILW, + WEIL W,
donde
i = i(ROIB (R)")

. T
— Ry1p (RY)” -+ RpE ()

Ry = Ru(05)R,(45)R.(V5) + Ru(05)Ry(¢5)R:(V5) + Ru(05)Ry (¢8R (v5)
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Definiendo las matrices

0 0 0
L0 6, 0 |
S éy-
Q,0,) = 0 0 (4.9)
L _éy 0 d
[0 —6. 0]
- O O_
R.(05), Ry(¢5) y R.(¥p) se calculan como:
RI(QB) = QI(QB)RI(QB)
[0 0 0 1 0 0
= 0 0 —6p 0 cosfp —sinfp
| 0 93 0 0 sinfg cosfp
[0 0 0
= 0 —éBSiHQB —éBCOSHB
| 0 Opcosfp —Opsinfp
Ry(¢B) = Qy((bB)Ry((ﬁB)
[0 0 (ﬁB cospp 0 singp
= 0 0 0 0 1 0
_fq'ﬁB 0 0 —singp 0 cos¢p
_ —g.ﬁB singp 0 gz.SBcosgi)B
= 0 0 0
| —¢pcosdp 0 —opsingp

R.(vp) = Q.(Y5)R.(VB)

0 71/.13 0 cosyp —sinyp 0
= | 4¥5 0 0 sing  cosvp O
L0 0 0 0 0 1
[ —psinyp —Ppcosyp 0
= Ypcostp  —Ypsingp 0
I 0 0 0

Para las matrices Jp, W se tiene:

: dr. .
JB:%IO.]O

0 0 0
ko s €¢5 Cys

000000000000]
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I
—

0 00 ¢ ¢, €. 0000000O0O0O0O0O }

: d
WB:a{OOOigB.i%Bk?pBOooooooooooo}
~ [0 00, i Ky 00000000000 0]
donde
. d .
€, = &(lgBXI'OGB)

_ 0 0 .0 .0
= 1lgp XTgp Ty XIgp

= (0) xrgp +igp X Tgp

<0 )
= lyp XTrgp
d
-0 _ <0 0
€y = It (J¢B X rGB)

_ 0 0 ) .0
= J¢B XTGBT J¢B X IGB

. d
e?/JB - % (k?bB X r%’B)

0 0 0 -0
= kypxXrgp+kyp Xigp

i = 0

335 = wgB X ng

R%B = (w33+w23) xk?w
f'OGB = whx rOGB

4.3.2. Eslabones 1:

i

Ny = mug (I30+ 3030) + WEIL Wi + W, Wh, + W Wy,

donde

. d )
i, = 2 (RUTER)T)

: i T i (po )\
= R{Ij; (R(l)i> + R I (R?i>
R(l)i = ROBRZ(el’L + Boi)Ry(B1i) + R%Rz(eu + Boi)Ry(B1i)

Con las matrices en (4.9)):
R. (61 + Boi) = Q= (61:) R (61: + fos)
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En particular, para cada eslabéon

. d
Jllzﬁ[iojokoe‘fleglegle2100000000000}
~ [0 00 &) & & ¢ 0000000000 O0]
W_d i0 30 0 0
no= 2[00 0 i % K k, 00000000000
:[oooongk%Bkgl00000000000]
'_d-- 0 &0 L0 0
J12_$[10J0k0e12e22e32000000e4200000}
~ (000 ¢, &, & 000000, 00000]
W_d :0 :0 0 0
12_&[000193J¢Bkw3000000k0200000]
-~ 0000, K\ 000000k, 0000 O]
donde

) d .
€l = (133 X (rgi + r%li))

= 95 x (x0; +1G1) +Tgp X (Vo; + 1)

) d .
€% = n (-](q)SB X (rgi + r%u))

= ng X (rg; + &) +igs % (Vo; +581)
O d

€3 = pn (k?bB X (rgi + 1))

= k?bB X (00; + &) + kg X (VO + o)
) d
egi = n (k(O)i X I'OGM)

_ 50 0 0 L 0
= ko Xrgy; + ko X Ty,

0 0 0
ky, = wpxKky,
-0 0 0
g = Wi XTIgu
4.3.3. Eslabones 2;

Noj = mai (33,30 + I5301) + WEIS Woi + WET), Wai + WIS W,

7
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donde

ECUACIONES DINAMICAS CON LA FORMULACION EULER-LAGRANGE

. d .
i, = 2 (ROIE(RS)")

. ) N T
~ R4 (RY)" + RO (RY,)
d

Rgi = %(R?iRy(‘g%))

= R)R,(02) + R)R,(02)

Ry(02:) = €y(02)Ry(02:)

En particular, para cada eslabon:

j21

Wa

j22

W22

donde

| =

[io o ko e el e el e} 0 0 0 00 00 00 O]

53

Q.

000ég1églé91églégloooooooooo}

| &

(000, % Ky K, j% 000000000 0]

SN

Q.

oooongkgBkgljgl0000000000]

|

[iojokoe22egge92000000eg2e820000]

5N

Q.

OOOéQQégQé$2000000ég2é820000}

|

[OOOigngBk?pB000000k82j320000}

53

Q.

oooojg,Bkg,B000000k825320000]

. d .
e = pn (123 X (rgi + 1% +189:))

. :0 0 0 0 <0 0 0 -0
= Qg X (rg; + 195 +r&e;) +igp X (Vo + Vi + T

. d .
el = pr (JgB X (rgi +r; + 1“2:22‘))
= 533 X (rgi +r; + ) +J'353 x (Vgi + v + F2i)
. d
egi = n (k?pB X (rgi + r(l)i + r%%))
= k?pB X (r0; + 19 + ) + k?pB X (V0; + Vi + 1)
& = L x (% +12))
si = g7 (Ko 1 T TG

= kpj; x (r(l)i + r%m‘) + kg, x (V(I)i + f'oczi)
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0 _ -0 0
€y = It (J27L X eri)
) 0 0 =0
= J2; X Tgo; )2 X TGy
00 _ 0 L 20
J2i = Wi X ]y
.0 _ 0 0
TGo; = Wa X TGy

4.3.4. Eslabones 3i

Ny = mai (35,351 + 3535:) + WEIS W + WIS, W, + W), W,

donde

. d ) T
i, = = (ROTH(RY)T)

e CooNT
= Rgilé’z (Rgi)T + RgiIg; (Rgi)

. d
RS, = P (R3; R (031 + f2i))

= RgiRZ (035 + B2:) + RgiRz (03 + P2i)

R. (03 + Boi) = Q.(03)R. (03 + Bi)

En particular, para cada eslabon:

: dr. .

NETREES a{lo jo ko ey ef;; ey efy ey e, 0 0 0 0 0 0 0 0 0}
= [0 0 0 &y & & ey &y & 0000000 0 0]

A — d :0 :0 0 0 0 0

W31—£[000193J¢Bkw3k01‘]21k41000000000}
~ [0 000 9 Ky K, & k& 00000000 0]

] dr. : 0 0 0 0 0 0

J3o = %{10 Jo ko elpx €ji2 €5 0 0 0 0 0 0 ej;, €5 €5 0 O 0}
~ [0 00 & &y Hp 00 0 00 0 &y &y ey 0 0 0|

A d :0 :0 0 0 :0 0

W32:%{000103‘]4)31{11)30000001{0211221(42000}
:[oooongk33000000k82j32k22000]

donde

. d .
ey = pn (1(9)3 x (r0; + 1% + 19 +143))

79



CAPITULO 4. ECUACIONES DINAMICAS CON LA FORMULACION EULER-LAGRANGE

€114

-0
€12;

-0
€13i

-0
€14i

-0
€15i

.0
k4i

)
rGsi

4.3.5. Eslabones 4i

:0 0 0 0 0 .0 0 0 0 , .0
Iyp X (rOi + Iy o+ rG3i) +1pp X (Vm + Vi vy + rGSi)
i(-o x(ro +12 + 19 4 ¥ ))

dt JoB 0i 17 2i G3i

0 0 0 0 0 .0 0 0 0 , .0
JoB X (r0; + r9; + 19 + ;) +JoB X (vos + VYi + Vi, + Tess)
d

pn (k?pB X (rgi +rd + 1), + 1‘%31‘))

0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 0
kyp ¥ (rg; + Y + 19, + 1) + kyp ¥ (Vi + Vi + Vi + 1)

% (kgi X (r(l)i +19; + r%3i))

0 0 0 0 0 0 0 | 20
ko, x (r]; +19; +r4s;) + ko x (VY + VY, + 1)

d .
pn (.](2)1' x (rgi + r?}Si))

3% % (rd; + r%:si) + 95 % (v; + Fa)

d
T (kgi X I‘Ocai)

0 0 0 o =0
ky; X v + ki X Tas,;

0 0
wy; X ky;

0 0
W3 X I'gy;

Ny = muy; (j4TiJ4i + J4Tij4i> + WL Wy, + WITO, Wy, + WL Wy,

donde

1

. d ) T
i, = = (ROIT(RY)")

- i T i (T T
RY,I7 (Rgi) +R)I] (Rgi)

. d
R), = p (R%,R.(04; + B3i))
= RgiRZ (O4i + Bai) + RgiRz (045 + Bsi)
R.(04i + B3:) = .(04)R. (04 + Bsi)

En particular, para dada eslabon:

1 T s 0 0 0 0 0 0 0
Ju = io Jo ko ejg1 €71 €is; €lg1 €3 €37 €39y 0 0 0 0 0 0 0 O]

dt
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V.V41

j42

W42

donde

0 00O é(l)ﬁl é(l)’?l é(l)Sl é(1)91 é(2)01 égll é821 0 00O0O0O0OO0OO0 :|

—

| =

t{o 00 iy s Kip k& J% ki ki 0 0 0 0 0 0 0 0]

oooongkgBkgljglkglkgl00000000}

Q.

| =

s . 0 0 0 0 0 0 0
{10 Jo ko €jg; €j7p €z 0 0 0 0 0 0 ejg, €3, €35 €3 O 0]

SN

0 00 é(1)62 é?72 é?82 0 000 OO é(1J92 é(2)02 é(Z)lQ ég22 0 0 i|

Q.

| =

t[OOOigB i kip 0 0 0 0 0 O ki, j9 ki k8200}

OOOOj%Bk%B000000k82j(2)2k22k8200}

Q.

d
: _ .0 0 0 0 0 0
e = o (ipp x (ro; + 19 + 15 + 13 +1ey,))

t
_ 50 0 0 0 0 0 ) 0 0 0 0 , 20
= dgp x (rg; + 19 + 1Y + 13 +rdy) +igp X (Vo + Vi + VY + V8 + 1)

€7, = (ng X (rgi +rd; + 19 + 13 +18y))

dt
:0 0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0, =0
= JoB X (rg; +r9; + 19, +r3; +1dy;) +Jep X (Vs + VY + Vi + v 4 P

d

o = — (k%B X (rgi +rf; +19, +r + I”OG4¢>>

dt
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L0
= kyp X (r0; +r9; + 19 +13; +rey,) + kyp X (Vi + Vi + V3 + V8 + Toy,)

d

Yoi = = (kg; x (rl; + 19 + 13 +18y))

dt
= kp; x (r(l)i + 19, 18 + r%m‘) + k{; x (V(l)i + v + v + i'(c);4i)

d

€0 = - (jgi x (rgi +13 + I‘%M))

dt
:0 0 0 0 .0 0 0 , 20
= Jo; X (rZi +r3 + rG4i) +J2; X (V2i + vy + rG4i)

d

S = o (ki x (rgi +184i))

dt
= ki x (rgi + r%4i) + kY, x (Vgi + i'OG4¢)

d

22i = (kgi X I'(();4z‘)

_ 50 0 0 o =0
= kg X rgu; +Ke X Ty,

_ 0 0
6 = w3z X Kkg
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f'%zu = ‘*’gi Xr0G4i
4.3.6. Eslabones 5
Ns; = ma; (3005 + I 35i) + WEIS Wi + WLTS Wi, + WIS W,
donde
. d i T
Igi = dt (RgiIgi (Rgi) )
_ 1019 (po\T 019 (120 \
= RyI5 (Ry;) + Rl (R,
50 d 0
R9i = % (RnRz (951' + 541'))
= RYR.(0s5 + Ba;) + RLR. (05 + Bas)
R.(0si + Ba) = Q.(05)R. (05 + Bas)
En particular, para cada eslabon:
: dr., .
Js1 = it { ip Jjo ko 9331 e341 e851 e(2)61 e(2)71 e(2)81 e(2)91 Egm 0 000 O0OTD O }

I
— Q.

|

W5 = t[o 0 0 i j% kip ki % Kk§, ki ki 0 0 0 0 0 O 0}

oooongkgBkgljglkglkglkgl0000000]

Il
Q.

-0 -0 -0 -0 -0 -0 -0 -0
0 0 0 €331 €34y €351 €351 €371 €351 €39 €33 0 0 0 0 0 O 0}

: drp., .
Js2 = i { io jo ko e832 e842 e852 0 00 00O 9862 9372 e882 e892 ego2 0 }
— [0 0 0 &y e By 00 0 0 0 0 &y, By By Ky O]
A d 0 :0 0 0 ) 0 0 0
— (0000 % Ky 000000 Ky j kK ki, k& o]
donde
. d .
€3 = pr (183 X (rgi +10 1) + 13 + 1y + I'OG51'>)
= ipp x (rgi + 10+ 1), + 1+, + I'Oc;si) +igp X (Vgi + v+ v+ v+ v+ f(c)zsi)
. d .
€y = pn (.12;3 x (rgi 10, + 1 + 13+l + r%5i))

i0 0 0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 0, 0
= JoB X (rG; + 1Y + 19, + 13 + 13 + 1) +lJoB X (Vs + VY + v + v 4+ v + Tds;)
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€254

-0
€26i

€27i

-0
€28

-0
€29;

4.3.7.

donde

d
pn (ka X (r01 +r); + 19 + 13 + 19 +185,))

ka x (1'01 +10 1), + 3+ + rG51) + ka x (Vm v VY v v+ rGSz)

jt (kgz (r(lJi +r9, 1) + 1) + rOGSi))

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, 0
ko x (rf; + 19, + 13, + 1 +18si) + ko < (VY + VD + v + v + Tosi)

d
dt (.]21 (rgi +r9 +r + I%si))
j%i % (rd; + 3 + 1 +1ds;) +3% X (V3 + v + v + 18s;)
d 0 0 0
ot (k41 (rS; + 1l +1es))
k4i (rgi + rgi + I'Oc;si) + kgi X (Vgi + Vgi + 1"%51’)
d o 0 0
Tt (kg; x (r; +rési))

kgi (rgi + I'OG5¢) +kg; x (Vgi + f%&)

d
dt (kgz X rGt’n)

0 0 0 o =0
K9 x rds; + k3 x i,

0 0
wy; X kg;

0 0
Ws; X I'Gsg

Eslabones 61

No: = mei (35361 + I5J0: ) + WEIL W + WEIL W, + WEIL W,

. d i
Igz - dt (R’?lzlll (Rllz) )

114 0 7ylli T
= RllzI (Rllz) + RllzI (Rllz)

R?u = ;lt (Rng (061))
= (961) + Rgz (961)
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En particular, para cada eslabon:

| &

] — U 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Jor = {10 Jo ko ez ez ey €3y €35 €35 €37 €351 €9 0 0 0 0 0 0}

&

Il
Q.

50 50 ) ) ) ) ) ) 50
0 0 0 ez €3 €53 €1 €351 €361 €371 €331 €9 0 0 0 0 0 0}

|

Wo = 2[00 0 iy i Ky K 3% ki k& K4 %, 0 0 0 0 0 0]

53

I
Q.

0000 j9, k), kB j% k% Kk k% i, 0 0 0 0 0 0}

| =

1 _ s s 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Jo2 = t{lo Jo ko €35 €300 €30 0 0 0 0 0 O ez, €35 €35 €372 €35 9392}

Il
Q.

-0 -0 -0 -0 -0 -0 -0 -0 -0
0 0 0 e35 €390 €330 0 0 0 0 0 0 e34, €35 €350 €379 €330 e392}

| &

Wez = t{o 00 igB ng k?/;B 0 0000 0 ki j9 ki ki kg i?oz]

0 00O 523 ki 00 0 00 0 ki, j ki, ki k& i?oz}

I
Q.

donde

d
0 _ .0 0 0 0 0 0 0 0
S = (10B X (rp; +1Y; + 19, + 15 + 19 + 15, + 1))

_ 0 0 0 0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 0 0 L +0
= g X (rg; + 19 + 15 + 18+l + 19, +1e6) +igp X (Vo + VI + VD + v + Vi 4+ Vi + Foei)

d
-0 .0 0 0 ) 0 0 0 0
€20 T o (.]¢>B X (rg; +19; + 1o + 18 + 1Y + 13 + 1))

_ 50 0 0 0 0 0 0 0 <0 0 0 0 0 0 0, 0
= J¢B X (ro; + 13 + 1o, + 13 + 1Y + 15 + 1) +JsB X (Voi + V05 + V9 + V3 + Vi + v, + e,)

d
-0 0 0 0 0 0 0 0 0
€3 T (ka X (rg; +1Y; + 13 + 13 + 13 + 19, + i)

_ 50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | +0
= kypx (rg; + 11 + 19 + 13, + 1y + 15 + 1) + kyp ¥ (voi + Vi + Vi + V5 + VI + Vi 4+ F46i)

. d
€y = pn (kgi x (r(l)i +19, +rd; + 1y + 13 + r(();(si))

_ 50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, 0
= kg x (r9; +rd; + g+l + 18+ 186i) + ko x (VY + v+ v, + v + V8 + Te)

d
.0 .0 0 0 0 0 0
€ = (39 x (r§; + 13 + 19 + 18 +ré6:))
:0 0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 , 20
= j9; x (r9; + 18 + 1 + 18 +rde) +39; X (va; + v + Vi + v + )
d
.0 0 0 0 0 0
€60 = (k4i X (rBi +ry Tyt rGGi))
= ki x (rgi +rY +rd + 1‘%61‘) +k; x (Vgi + v+ v+ f'(c);ﬁi)
&) = i(ko x(ro +rd 41 ))
st = gp (Kei 40 TT5 + TG

_ 10 0 0 0 0 0 0 , 20
= kg X (r4i +r5; + rGGi) + kg; X (Vi 4+ V8 + 1¢6i)
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. d
6 = P (k (rgi + r%ﬁi))

= kg x (rgi + r%&) +kg; x (v + f'ocﬁi)
) d .
eggi = (1901' X r%Gi)

:0 0 .0 .0
= 1yg; X Tge; T 119; X Ige;

;0 0 o 30
ligs = W5 X104

.0 0 0
T'Gei = Wi X TGes

4.4. Desarrollo del término g—q?

Derivando la funcion Lagrangiana en (4.5) respecto a las coordenadas generalizadas g; se tiene:

oL 0 L.p . T 0) 2 d 0 1 T
R = _— — \] b + ni ne b
9qj 9qj (2(1 BQ+mpg by E E — 9(1 Noniq + mng

i=1

2
1.70Np. 70b% <1 Tab?n'>
= 3 +m B4 = q+mpig
24 5, 4 58" 90, Eﬁ (E 24 5, & e

2 6
= V'gia+Cly+) (Z (V'0ija + C’mj)> (4.10)

i=1 \n=1
donde
1,-0Np
Vl . — Iy T
Bj 2 q aqj
b
C's; = mpg’ =2
Al aqj
1,,70N,;
V/ . — & TY-"nt
0
Clni' = mnlg =
) aqj

by ;. 0bY,
En las siguientes secciones se desarrollan al\qI = qu , 3};}71 Y Bgt para cada uno de los eslabones.
J J J

4.4.1. Eslabon B

ONpg 0 T T+0
= — Jipd WLIL W
dg; 5q; o pTs + WilsWs)
= Jp+J—— I W W5 W + Wil
mB((’)qj B+ B@qj)+ (')qj B+ 8 B+ Wilp 6qj
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donde

b,
dq;

o
qu

o)
an

ord 5
8(]]'

Para las matrices Jg, W g, se tiene:

0
— (v} +rp)

0q;
oy, Ortsy
8(]]' aq]‘

0
5, (RO1E (D))
oRY,
8q]'

T oRY\ "
13 (RS)" + ry1g (50
4

0
+— (zBio + yBjo + zBk0o
0q; ( )

mi:i{iojokoeoeoeo000000000000}
8%. aqj 0B ¢B VB
oeY oel e
~ (o000 % % % 90000000000 0]
aWB:i{OOOigngBk?pB000000000000}
8(]]‘ (9(]j
:0 0
— (0000 %2 % 90000000000 0]
donde
Oey,, 9 1.0 0
—_— = — (1 Xr
aq] an(QB GB)
diyp 0 <0 orgp
= By, XTrgp tlgp X dq;
0el
¢B :0 0
= — (%5 xr
8q] 6q](¢B GB)
s 0 0 orgp
= X +. X
g rep TJeB dq;
o€l 9
2] 0 0
—=2 = — (kg Xr
94, 94 (k) X rép)
ok or?
P B 0 0 GB
= X k X
94 rgp +Kyp dq,
i

aq]‘
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di%p o
dq; = 87]( +(08)iss)
_ R, (GB)J
aqj [
kY 9
5o = gy Re(0n)Ry(6n)ks,)
j j
_ OR.(08) IR, (¢B)
- 6(].7' (d)B)kTIJB + R (93) 8q]‘ ka
Definiendo las matrices:
oR [0 0 0 ]
;Oga) = 0 —sina —cosa
| 0 cosa —sina |
[ —sinB 0 cosf |
om0 _ | T
0
g | —cosB 0 —sinf |
[ —siny —cosy 0
OR.,
67(7) = cosy —siny 0
. 0 0 0
Se calcula:
IR,(0) _ OR.(0p) 005
8%‘ - 893 8qj
Ry(¢B) _ aRy((bB) a(bB
0q; d¢p  0q;
con lo que se escribe:
ORY 1o}
8q]»3 = TQ.(RI(QB)RZ/(QSB)RZ("/}B))
j j
OR(0p) o R,(¢5) n
= 2 - + R, (0 2 +
S C0IR, (6 R (05) + R (05) TH R ()
OR.
j
_ OR4(0p) 905 R, (¢5) 0¢5
= T o0p g y(¢B)Rz(¢B)+Rx(93) 905 D, R.(¢Yp) +
OR, 0
waB)Rwa)ﬂ vy

oYp  Jg;

87
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4.4.2. Eslabones 17

ONy;

8qj

donde

0
= o (m1; 31,31 + WLIL W)
'
037, 031\ | OWT ony, OW1;
= my LIy 4 I LI Wo + W Wy, + W ——
ml(aqj 1 + 1z aq])+ aq] 17 1 + 11,8qj 1i + 114 6QJ

6b(1) 0 0 0 0
L = — (rg+ry +req;
_ % org; arOGu
8qj‘ 8(1]‘ 8(1]‘
ony, 9] ; T
i = — (RO.IV (RO,
aqj 8(1]( 17 11( 11) )
ORY, . T ORI\ T
_ ’LIlZ_ RO_ RO_Ilz_ 14
8(13‘ lz( lz) + 1i+14 8q]‘
81‘81- N 8inR%iB
8qj an'
ORY, .
= Toi—= 1B
0 aqj
aI'OGu _ aR(l)ir}}ili
aq]‘ Oqj
_ ORY; pli
aqj G1i

Con las matrices definidas en (4.11)):

Ry 0,
8(]]' - 87(]] (RBRz(elz + ﬁlz))
R OR:(0h; + Pro)
= R (01 i Q= -
94, (01; + i) + Ry 9a;
ORY OR.;(01; + B1i) 0(01i + B1i)
= R.(01; + B1i) + RY d : i d
Jg; (B1i + Pus) B 061 + Bs) 0q;

En particular, para cada eslabon:

aJll
8qj

OW1,
8(]]'

i{i'keOeOeOeOOOOOOOOOOOO}
6% o Jo 0 11 21 31 41
[0 0 0 i i %4 2L 9000000000 O0)]

9 0] 0 0 0
a—q{ooolgBJ¢Bkak0100000000000}
J

Oigp  Okyp  OkG
[0 0 0O 94, 4; i

00000000000}
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9315 P
=—"k000000000000000}
an 3qj {10 Jo 0 €jp €39 €39 €42

_ e’ del. el del
—[000 oz aqizwfooooooaqfooooo}

8W12 0 [
= 0 0 0 {9 j9 kO 0 000 O0OO0OKXKYL 0O0O0OOOTPO }
0q; dq; 0B JoB  XyB 02
_ B 9K, OKY,
—[000083;3 331300000037;;00000}
Donde,
89?‘ 9 .0 0 0
L o= — (igg X (rg; +rou
aqj aqj ( 6B ( 0 G1 ))
aigB 0 0 <0 (‘%m aroc;r)
= —= X (rg; +rgy) +tigg X | =/ + =
8(]] ( 0 G1 ) 6B aq] aq]
aeg‘ 9 .0 0 0
L= — (jop X (ro; T reqs
94, 94, (Gom x (roi +11:))
anB 0 0 Org; | Orgy
= X (T i +I'G i +j B X ( v Z)
94; (s ) +io 9qj 9
0eY; 0
= K95 x (x5, + 1y,
8(]]' 3% ( VB ( 07 Gli ))
okY ord. orY,. .
Y B 0 0 0 01 Gli
= x (ro; +rou;) Hkyp X < + )
dq; ( 0 G1 ) Y B dq; dq;
o€y, 0
i 2 koi % I‘O ;
8(]] aqj ( 0 G1 )
kg, 81‘0(;1‘
= L xr ; +k i
Jq; Gl 0q;
M _ 0 gy
8q]‘ aqj BYO:
_ ORY
qu
4.4.3. Eslabones 2;
ONo; 0 T 710
= — iJ2;d2i + Wi, I5, Wy,
dg; gy (meeTailas + Wailei War)
8.]%; T 8J2i> 8Wg a g 0 8W2z
= moy; Joi+J5,— | + zI Wi—f—Wl ZWz—i—W doi————
’ (3% “TE 9y dg; 2T gy, 2 0q
donde
by,

0
g, = a4, (% +r; + 1 + 1)
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0 0 0
ory  Ory,  Or]

0q; Jq; 0q;

aroc;m
an'

4

aIgi _ 9 0 13i (0 \7
D, = T%(RSiIQi (Rdz)>

ORY, ., T ORI\
_ 7 131. RO' RO '1371 31
86]]‘ 21 ( 31) + 31724 86]]‘

orY, 0
L= — (xRYin
0q; 0q; (xl it )

ORY, .
114
8(]j

= T

Orgy; 9 0 .3i
L= R3,rés;
8(]]‘ 8Qj ( 3 G2)
aRgi 3i

= Ao,
8(]]' G2i

ORY, 9
T8 % (ROR, (O + P
aqj aqj( 1% y( 2 +B2 ))

8R(1) R (92'+ﬁ2')
= LRy (02 + Boi) + R, — L — =
aqj y( 2 +BQ)+ 14 aq_j

_ ORY, o ORy(02; + B2;) O(02i + Bai)
- 86]_7' Ry (021 + ﬂQz) + Rli 8021 8qj

En particular, para cada eslabon:

8J21 0 {
=—"k000000000000000}
g q; 1o Jo 0 €51 €51 €71 €31 €9

ded, e, de?, 9el, ded,
— [0 0 0 G Zh % S8 XL 990000000 O)]

oW 0
8?1:T[OOOigngBk?pBk81j310000000000}
4 4
_ 3} ok oK, 89
—[Ooooagf a;faq?a;jloooooooooo}
oJ 0
22:—[iojokoeggengQQ000000eg2e820000}
6qj 8qj

~ (000 Z: Ph % 900000 % % o000 0]

OWos 9 o :
o :a—qj{ooolgBJgBkgB0000001{823320000}
— (0000 % s 990000 % %o oo o]

donde

0el. o ..
8qu = 57(]] (ipp x (r0; + 1% + 1))




CAPITULO 4. ECUACIONES DINAMICAS CON LA FORMULACION EULER-LAGRANGE

4.4.4.

aegi
aq]‘

0
der;

an'

0
oey,;

an'

dey,
an'

035,

Eslabones 3:

ONg;
aq]‘

0
86]]‘

ms;g (

oby,
8(]]'

on,

0
ory;

dq;

JTI
@JSZ'-FJ
J

)
Oiyp

an'

ord.  orl.  orl,,
0 0 0 <0 0i 1 G2i
X (ro; +r{; + oo, lpg X
(ro; + 11 + o) +igs <8qj + 94 + dq, )
o (i (xBi %+ xa)

da- JoB 0i 1 G2i

4a;

g
dq;

ory, ory, ord,
0 0 0 s0 01 13 G2i
X (rg; + 17 +rgo;) +igp X + +
(ro; + 195 +rg2:) +3sm <8qj g dq; >

0
g (k?pB X <r8i +rd + r%m‘))
j
Gk%B

6(]]‘

ord, o9,  ord,,
0 0 0 0 0i 1i G2i
X (ro; +17; +roe;) +kyp X + +
( 017 17 G2z) VB < 9;j 3]j aq_j

0
57%, (ko; x (r%; + r%Qi))

0q;

or?.  orl..
0 0 0 1i G2i
X (ry;, +Teo: ) + Ko X + —==
( 1% GQt) 01 <aqj aqj >
0 /.0 0

— (jo: X o,

8%_ (J2z 021)

939, .
7&]2; X To; + Jo; X

O
8qj
0
— (RY.jo;
8% ( 17,.]2)
ORY; .
J2i
aq]'

%

31 8q_j

IgiWSi +W 3 g,
j

Wi, + WiT

0J3; oW1
T 3 ) 4 3%

0q ¥ 9g; 0q;

9 (0,0 .0 0 , .0
= 9 (rp + 1o + 1y, + 15 +reg;)
j

(“)r% Brgi Br?i argi 81‘0G3Z—
£ + 2y
8q]' 8(]j 86]j 8qj aCIj

- o (rexm2)")

ORY; s, T /RO T
= I3; (R3;) +R3I3 ( 51)
aqj 3 ( 5 ) 513 aqj

0 .
= % (SCQiRgilgi)
J
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orl,.. 0 .
7 o Roi r5l( ;
8q] 8QJ ( 5i+ G3 )
aRgZ I,5i
aqj G3i

IR, 9
P — 9 (ROUR, (04 + Bas
an 8qj< 31 (3 +BS ))

ORY. OR.,(03; 3
= 31Rz(93i +ﬁ3i) +Rgz%
J

8q]'
IRy, o OR;(0s; + B3;) 0(0s; + SB3;)
8qj' ( 3 Bd ) 3 8(931 +ﬂ3i) aqj

En particular, para cada eslabon

0J31 9 1. .
- = 7'|:10 Jo ko e(1J01 e(1)11 e(1)21 e(1)31 e?41 e?51 0 000 O0O0OO0OO 0}
0q; 0q;
_ 9e de? de!), 9e! de! dely
= [0 0 0 Zm Zou Soam Suu Zhu ZAm 0 0 0 0 0 0 00 0}
OW 0
af”:T{OOOigng,Bk?kagljglkgl000000000}
q; q;
_ i kY, oK%, 9j%,  OK?
—[000083]?agfﬁﬁﬁooooooooo}
030 or. .
- = f[lo Jo ko e(1)02 el €l 0 0 0 0 0 0 e(1)32 S e(1)52 00 0}
0q; 0q;
— [0 0 0 Zm Zu fm g 9 0 0 0 0 2w e Zu g g 0|
OW 3y 0 . . .
8qj:a—qj[OOOIgB.]%Bk%B0000001{82_](2)21(22000}
. 839 kY, ok9 839 ok9
—[ooooagfﬁfooooooag6;],2#000}
donde
oel,. o .
ﬁ;l = %(8Bx(r81+r?i+rgi+r%3i))
019 0 0 0 0 0 <8r8» ory, org,  orl.,
= x (r0; +rd; + 19 + rls;) +igp X Ly by 2y 08
aqj ( 01 14 21 G32) 6B aqj 8Qj 8qj 8qj
0eY,. o ..
ﬁ;l = 87(1] (J%B x (r0; +19; + 19 +1&s;))
3y ol or? ord  orl..
$B 0 0 0 0 ) 0i 1 2i G3i
= X (rg; +Ty; + Ty +Tgs) +1] ><< + + + )
aqj ( 02 1z 21 Gdz) ¢B aqj 8(]]' 81]_7' 8(]]'
0el,; 0

dq;  Oq; (Kop > (x0; + 11 + 19 +1rs;))
] J
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4.4.5.

donde

89?32'
8qj

8e94i
an'

0
oeis;

6(]]‘

kg

oK) ord  ord  ord  orl..
VB 0 0 0 0 0 0i 1i 2i G3i
X (rg; +1ry; +ry +res) +k ><< + + + )

8qj ( 01 1 24 GBZ) Y B aqj aqj 66]]‘ 66]]‘

0

EP (ki x (r%; + 19, + 1))
d;j

okY, 0 0 0 0 ory, oy, orl,,

— X . . i kY. x 7 21 G3i

aqj (rlz + To; =+ rGBz) + 01 aq]‘ 8qj + 8qj

0

£ (Jgi X (fgi + 1‘%32‘))
j
D 0 0 0 9

94 X (r9; 4+ ') + o X (8% + =

87(11 (kgi X r%&-)

0
orgs;
aq]'

i 0 0
= X rga; kg X

Eslabones 41

5N41'

0
T (m4iJ£;J4i +W Z;IZ,; W 41')
8Qj

JT J 4 \\ 10,
M (3 U TR b s ) + I3, Wai + Wi, f;;? Wi + WiI§
J

8qj 4i aqj‘ 8qj‘

OWy;
44 aqj

obY, 0
[*)q4- = 9 (% + 10 + 1, + 15 + 13, +r8y)
j j
_ 81"% argi 31‘% + 3rgi + argi arocu
dq;  dq;  0Oq;  Oq;  Ogj dq;
o1y, 0 i T
5 = gy (RAIH(RY))
8R$ : T -/ ORY. T
_ i 172 Roi + ROiI’?E < Ti
8(]] 4 ( T ) Ti+4 8q]
ory, 0 0.
= T3i—7_ 15
Jg,
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qu v
ORY. 0
8(]?2 = % (Rngz (942' + ﬁ4i))
j j
ORY OR,(04; + Bai)

= %R, (04 + Bui) + RE;

0q; 0q;

ORJ; OR.;(04i + Bai) 0(04i + Pai)
- ! Rz 9 ) + 7 + Roi

g (si + Bai) + Rs 9(0a; + Bai) dq;

En particular, para cada eslabon:

0J 4 0

i 0 0 0 0 0 0 0
a0, a_{lo Jo ko eig ejr; eis1 elgr €1 €31 €3
j 4y

(en]
o
o
(en]
o
(e
o
o

— 66?61 Be?n 89?81 89?91 89301 Segn 89321 }
7[000 o S O Sga Sow Do S 0 0 0 0 0 0 00

oW 9
L= 2000 i), §9 Ky Ky 2 ki k& 0000000 0]

— ngB ak?bB akgl 8jgl ‘9]‘21 akgl :|
—[0000 Bl e G GRS G2 0 0000000

042 g 1. .
g = 6‘7(]] { b jo ko efg ey e, 0 0 0 0 0 0 efy e(2)02 ey € 0 0 }
-~ o 00 % om0 0000 0 M fh i i oo
OW 42 0] . . :
5e za—qj[ooolgB ©p Ky 000000 K, 8 ki Kb 0 0|
_ djop  Oky ok, 9%, ok, oKy
= [ooo00 B T 000000 FhOGE G G 0o
donde
0eY%; a .
ﬁ = g (igp x (rg; +r; + 19 + 13 +18y))
J J
019 ] ol or?  ord  ord  ord,.
= T8 (af o rd b ) i (G0 Gy S O Do)
j j j j j j
0eY.. a .
ﬁ G ( %B X (rg; + 1 + 15 + 18 +18,))
j j
iy ord. oY ory.  ory  orl,.
= 82? X (x0; + 1) + 1y + 15+ rgy) +igs X <5q0_l + 5(]1_2 + 3;.2 T 8(]3.1 T 35.41>
j j j j j j
0ely; 0
ﬁ = G (k?bB X (rg; + 19 + 15, + 18 +18y;))
J J
oK) ory.  ord.  or) o). ord,.
= a;B X (rg; + 19 + 19 + 15 + 1) +kyp X <8qo,z + 5q1,z - an,Z - 3;% + 33%1)
j j j j j j
0el,. 0
ﬁ = 9 (ko; x (r9; + 5 + 18 + 1))
j j



CAPITULO 4.

0
desy;

6(]]‘

0
desy;

0
Oe3y;

8qj

kY,

4.4.6.

8(]]‘

donde

ECUACIONES DINAMICAS CON LA FORMULACION EULER-LAGRANGE

ok,

an'

or.  ory orl  ord,.
0 0 0 0 0 1i 2i 3i G4i
xri+ri+ri+ri+kix< + )
(r} 2 3 Gai) 0 B4 94 dq; g,
0
aq]‘
933, .

P 2_ X (rd; + 13, + 1ey;) + 9 ¥ (
q;

(jgi X (rgi +r9 + r%M))

ord.  ord.  orY,.
ra; + r31 + rG4z)
dq;  0Ogj dq;

0
87% (kgi X (rgi + rOG4i))
1,
3qj

ory, orl,,
(e n) + i x (G G )

0
— (k% xr%,.
aqj ( 61 G4z)
kg
9q;

0
oy

0
X T + Kg; X 9,
j

0
— (RYki
aqj( 5i 6)
ORY,

lkl
6qj 6

Eslabones 57

0
= — (msd3d5 + WEI, W)
an
8Jg T 8J5i> 8W5T- 0 T@Ig 70 OWs;
= ms; “J5i + 5, + 15, Wi + Wi, —* Wy + Wy I,
° ( 0q; dq; og; 7 g B by,

L N N R R
dq; 0,
_ (91“(1)3 8f8i orY; n ory,; + 6rgi _|_8I'9Lz‘ _|_8r0G5i
dq; dq; dq; dq; 9q; dq; 9q;
o1, 9 ( 0 19 (R0 \7T
+ = — (RgI5; (Ry; )
da Bg; \ 9 (Ro;)
8R8 . T . 8R0 T
_ 1192 Roi + Roi:[ng; ( 94,
Ba 5 (Ry;) 9il5 B4
81‘24 0 0.
t o= o (zuRyin
dq; 5%( riln)
. 8R$i1
= Ty 7i
0g;
0 ,
o _ i(RSir%’si)

dq; 0q;
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_ RG
qu ’
ORY, 0 o
dg; 6%( 7Rz (05 + B5 ))
ORY, OR,(05; + Bs:)
= LR (05 + B5i) + Ry —————~
_ TR, (65 + Bsi) + R (05; + Bsi) 005 + Bsi)
g, (05 + Bs:) dq;
En particular, para cada eslabon:
0J51 g 1. .
oq; = 371_[10 jo ko ef3 ey ey el edy; el ey € 0 0 0 0 0 0 O}
j j
_ de). de) deds de) de) de) de), de)
— [0 0 0 fhu oehu oehu oedy fedn fedy 2edu i 0 0 0 0 0 0 0]
OWs; 0 . . .
= a—q[o 00 i, % Kl K) 3% K ki k& 0 0 0 0 0 0O 0}
j j
_ 34 oKk} oK), 0jy, Oky, Ok,  OkQ
= [0 000 = e GhoGh G G4 5% 0 00000 0]
0J52 9 1. .
ErS = @ [ io Jo ko 9832 €31o e:952 0 00O0OO 6862 (S 9(2)82 9892 egoz O}
j j
_ ey, ey deds el del ey e, el
= [0 0 0 % s s o0 0 0 0 0 0 fu Zin s i Zds o |
OW o 0 . . :
B = 67[0 00 i j% ki 00 00 0 0 ki, i ki kb k& 0|
J J
_ iy ok oK%, 039, 0k, oKY, oKy,
= o000 T % 000000 G oGh GhOGEGL o
donde
0eY,. g .
(‘3;& = 2 (igp x (rg; +rd; + 19 + 13 + 1l + 1))
J J
Oy 0 0 0 0 0 0 0 ((’)rgv ory;, ~ory Or§ Orf Orgs
= x (rh; + 1 + 15 + 19 + 1l +rds) i) x : d Ly B My O
3(1]' ( 0 1 2 3 4 G5 ) 0B 3qj 8% aqj aqj aqj aqj
e, o .
ﬁ = 9 (.]2)3 x (rg; + 1 + 19 + 18 + 1l +185,))
j j
039 ord.  ord.  ordy.  orl  ord  ord.
¢B 0 0 0 0 0 0 :0 0i 1i 2i 3i 4i G5i
= X (ro; +ry; +r9 +7r3 +1ry +r5s) +) ><< + + + )
Ba; ( 0 1 2 3 4 G5 ) #B g, g g, dq; g dq;
0ey-. 0
% = Tq(k%BX(rgi"‘r(l)i'f'rgi+rgi+rgi+r%5i)>
J J
okY ord. ord.  or)  ory  or)  ord..
YB 0 0 0 0 0 0 0 0i 13 2i 3i 4i G5i
= —(— X (rg; +1y; +ry +ry +1ry +res) Tk ><< + + + )
66]]‘ ( () 14 21 31 43 G5z) Y B 66]]‘ 86]]’ 8(]j aqj 8(]j aqj
e 9

o o O (e o )
J J
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= x (rf; + 19 +r3; + 1y, + r%si) + kg, % <

ord; n or,; n oy, 4 oY, + ar%m)
8%‘ aq]' 8(]]' 8(]]' 8(]]'

= — (jgi X (rgi +rg + 1y + r%Si))

Ok,
dq;
ey 9
0g; 9q;
i

Jja; .
= - X (r3; +r3; + 18 +1gs;) +J9; X (

ory,; + ory; + ory; + ar0G5i>
qu 8(]]' 8(]]’ 8(]]’

O .
852& = ai (kgi x (rgi +rd; + roesi))
q; a;
kY, 0 0 0 0 (31'%' ory; ar%‘i)
= —2 X (ry; +14; + 1) +ky; ¥ iy T4 i
dq; ( 3 4 G5 ) 4 B, B4 dq;
0edy; 0
—L2 = —koix roi—l—roi
aqj aqj ( 6 ( 4 G5 ))
6k8 0 0 0 31‘4 31‘G5
= 0 k 1 4
aqj X ( 4z+rG5z) + 61 E) ; + aqj
e, 9 o 0
—= = — (kg; Xrgs;
5% 511]' ( 8 G5 )
Bkg- 0 0 6r%5
= L% ; + Kk ;X i
aqj G5 8 3(1]-
aqj aqj 74881
ORY,
6qj 8

4.4.7. Eslabones 67

ONg; 0

aq]‘ aqj‘

AL Jei\ | OWE, o1y,
= m(,< 5 Jg; + J§, 6)+ S I8, Wi + Wi W, + W Ig,;

donde

0
ory,

aqj‘

8W6i
aC]j

9 0 0 0 0 0 0 0
- Oq; (r + g + 1Y + Y+, + 1 + 15+ rée)
j

8r°B 8r8i (“)r?i . (“)rgi N (“)rgi . 8r2i . argi . 61‘%62-
aq]‘ 8qj an (9(13‘ 8(]]' 8(]]' (9(]]' aq]'

= 7 (myn (R

dq;
8R(1)1' 114 0o \T 0 11‘(8R0' g
— lIiL R ; +R ZI iz 114
8(]j 6 ( 11) 1146 aq]
1o}
= iRO'.i
0q; (z5 9119)
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ord. 0 -
_ RO -I‘l 11'
6(13‘ aqj ( 112 G6z)
OR{y; plli
8(]]‘ G61i

8R(1)1» 0 0
——— = +— (Rg;Rz(06i + Besi
aqj aqj ( 9 ( 6 66 ))
ORY, o OR (06 + Bsi)
= ‘Ro(06i + foi) + Ryy—— ———
66]]‘ ( 6 56 ) 9 8qj
IRy, 0 OR;(06i + Bei) 0(06i + Bei)
> 9(06i + Bei) 0q;

= 24, R, (0s; + Bsi) + R

En particular, para cada eslabon

0Jde1
8qj

OWi1

0Jg2
aq]'

O0Wyy
6qj

donde

0
desy;

0
Oe3s;

0

[O 00 ae211 39321 3‘5331 ’99341 ‘99351 39361 6eg71 89381 39391
qu an' qu qu 6q3' BQj qu 6qj qu

98

i 0 0 0 0 0 0 0 0 0
oq; [ ip jo ko e3;; €391 €331 €341 €35 €351 €371 €331 € 0 0 0 0 0 0}
j

000000]

[0 0 0 i, 05 Ky K 3% K Ky K& iy 0 0 0 0 0 0]

6(]]‘

8j(¢)>13 ak%B 81‘81 ajgl 81‘911 8kgl 8k31 8i?01 i|
{O 0 0 0 24, 94, 24, 94, 4, D, e D0, 0O 0 0 0O OO
a . . k 0 0 0 0 00 O O O 0 0 0 0 0 0
a4 Io Jo Ko €312 €322 €332 €342 €352 €362 €372 €332 €392
j

aegl2 89322 892,32 39342 89252 89352 8e372 aegsz 69392

{0 00 0q; 0q; 9q; 000000 0q; 0q; 0q; 0q; 0q; 0q;
iooo‘O i% kY. 0 0 0 0 0 0 kY j% K%, K2, K3, i
9q; Iyp JoB VB 02 J22 Ko Kgo  Kgo 102
j

ang ak?l)B 61‘82 ajgz ak22 akgz 61‘22 8i(1)02 :|
[O 000 9q; 9q; 000000 0q; 0q; Oq; Jq; 9q; 0q;

9 .0 0 0 0 0 0 0 0
90 (193 X (1'07: + Iy + Iy T3+ Ty Ty +rGﬁz’))
j
digp 0 0 0 0 0 0 0
g X (rOi + Iy Iy + T3 + Ty +T5 + rGGi) +
J

igB % (ar(o)i + ar?i argi + argi + argi + argi + ar%m)
0q; 0q; 0q; 0g; dq; 0q; 0q;

0 .
90 (Jom x (ro; + 1% + 19, + 18 + 1), + 15, +1r6))
J

0 0 0 0 0 0 0
X (rg; +1; +19; + 13, + 1Y + 15, + 1) +

<0 <3T8i ory; ory, or§, orf, 0Ord Orgy )
+ + + + + +
dq; dq; dq; dq; 9q; Jq; 9q;

)
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0el,. 0 0 0 0 0 0 0 0
S = o (K ¢ (e x4 x4 1)
q; q;
ak?pB 0 0 0 0 0 0 0
= aq X (rOi + ry; + ry; + rs; + Ty + Ts; + rGGi) +
J

k?bB % <ar8i + ory;  ory + org; + org; + Ors; + 31‘%6‘1‘)
8(]]' 8q]' 8%‘ an' 86]]' 8qj 8L]j

0el,. 0
83%1 = 90 (kgi x (rf; + 19 +r3; + 1l + 13, + r%6i))
d; qj
Ky, o o o0 .0 0 . .0 0 <8r(1)» ory, ol ord  ord,  orl
= U (v, + 13 + 19+l + 12 +rle) +ko; ¥ L2y S8y g OBy O
8(]]‘ ( 1z 21 31 43 57 GGZ) 07 aqj 8(13‘ aqj aqj aqj aqj
0el. . o .
5;? = 4, (39 x (x5 +r3; + 19 + 13, +18:))
93; 0 0 0 0 0 ) Ory; , Org;  Orf  Ory | Orge
= X (ry, +To 41, +1re. +Trg ) + Jo, X + + + L
aqj ( 24 + 31 + 44 51 Gﬁz) J2i aqj aqj an aqj aqj
aegﬁi 0 0 0 0 0 0
—> = — (ky; X (r3; + 14 +r5 +rog;
aqj aqj ( 44 ( 31 + 41 + 51 GGl))
5k2i 0 0 0 0 0 81’% orl,  ord, 81'0G )
= —= X (rs; r;. re. +r _|_k>< Z+ Z+ 5Z+ 61
aqj ( 31 + 47 + 51 GG’L) 44 aqj 8(]]' aqj aqj
aegn 0 0 0 0 0
_— = —_— k - X |\, re. r .
aqj aqj ( 6% ( 44 + 51 + Gﬁl))
kg 0 0 0 0 ord; | Org; | Orge
= 2t x (ry;, + 18 +rde) + kg ¥ el A d €1:11
8q]‘ ( 44 + 5% + GG’L) 61 6q]' 6qj 6qj
dels; 0
= — kO, X rO, + rO )
aqj aqj ( 81 ( 5% G6z))
kg 0 0 0 (81‘(53. e
= —2 X (r5; +roe) +ka X iy Z2G6L
aqj ( 57 G61) 81 aqj aqj
8eg9i <0 0
—— = — (l10; X Tgg;
8qj aqj ( 107 GG’L)
81(1)02- 0 :0 8rOGGi
= X CPevps +170: X
5(]]' G61 + 102 aq]
ai?m 9
= — (RY;i10i
8q_7 aqj ( 94 101)
('“)Rgi,

1i0:
8(]j 107
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4.5. Fuerzas generalizadas

De acuerdo a lo expuesto en (Greenwood, 1965)), el trabajo virtual JW restringido al par ejercido por

cada uno de los actuadores en las juntas rotacionales del bipedo est4 dado pOIB

2 6
W= > (D Q) (4.12)
i=1 \n=1
= Q'dq

De acuerdo a la figura[4.5] los vectores para describir los pares de los actuadores en las juntas rotacionales

del bipedo respecto al marco inercial 79, son:

T?i = Tlikgi
Tgi = T 2ijgi
ng‘ = T3ik2i
Th = Tukg;
T8 = Taikg;
ng' = Tﬁii(l)Oi

1La expresién presentada originalmente por el autor es SW = FT'ér+M7§Q = Qdq, donde F es el vector asociado a la fuerza
aplicada en el punto del cuerpo identificado con el vector de posiciéon r y M es el momento correspondiente a las coordenadas
generalizadas ligadas al cambio de orientacion del cuerpo contempladas en §Q. En tanto que las fuerzas de reaccién del piso se
consideraréan en términos de los multiplicadores de Lagrange, el calculo del trabajo virtual para identificar el vector de fuerzas
generalizadas se simplifica a la ecuaciéon .
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"—*3 ™ ,
a1 ik H
Ko T T2

io1 joz

Figura 4.5: Pares 7,; ejercidos por cada uno de los actuadores en las juntas rotacionales del bipedo.



CAPITULO 4. ECUACIONES DINAMICAS CON LA FORMULACION EULER-LAGRANGE

102

Q es el vector de fuerzas generalizadas y dq el vector de cambios virtuales en las coordenadas generalizadas:

0xrB
oym
0zB
00
5¢B
0B
0011
0021
0031
0041
0051
0061
0012
0022
0032
0042
0052
0062

Los cambios virtuales de las coordenadas generalizadas ligadas a la orientacion de los eslabones del bipedo

se relacionan a los vectores de velocidad angular de acuerdo a:

18

Ow?.
0Qy; = Z e 0q;

j=1 Y

Con esta expresion y los vectores de velocidad angular en (3.10)) se plantea:

Ow?.
QY = Z ‘115%
= 94
18 9 (éBiSB + QéngB + 7/}Bk?pB + élikgi) 5
= - q;
i=1 04
18
(9(410‘
0o _ 208 .
0Qy; = ; 94 04,

18 9 (93123 + cfSngB + ¢Bk%3 + 601,K9, + 0'21581-)

i=1 94;

18

0w,
Qs = D 0

j=1

i=1 04

18 0 (éBigB + 68395 + Bk + 01K, + 02,39, + 9.3ik2i)
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3Qi;

5Qs3;

5QY;

18
60

= > e

= %

18 0 (93123 + 65305 + Uk 5 + 01K, + 02,39, + 03k, + 9'4ik81-)

— . 0q;
i=1 94;
18
- Y G,
oq;
j=1
18 9 (eBigB + Q.sngB + @[}Bk%B + 91zk8L + 92zj(2)1 + 932k21 + 9411{8& + 9511{&) 5
= . 3 qj
i=1 %
18
- Y Gk
aq
j=1 "V
18 0 (93123 + ¢.7ng53 + l[}Bk(J,B + élik&‘ + ézijgi + ‘9.37:k2¢ + é4ik8i + 95¢k§i + éﬁii(l)[)i)
- q;
8(]]'

Jj=1

Omitiendo la derivacién respecto a los términos ¢; que no aparecen en cada uno de los vectores de velocidad

angular w

QY

5Q(2)1 =

5Qg1 =

5Q21 =

5Qg1 =

se calcula:

"0 (9Bi83 + QJ)ngB + 1/.)Bkgz,3 + éllkgl) 5
: qj
8qj J

j=4
195005 + 355005 + K500 + k§, 0011

8 a(eBi(g)B‘i’d)Bj%B‘Fka?z,B +911k81 +é21j(2)1)
j=4 04
195005 + %5005 + K9, 50Un + k00011 + j3; 6021

5q]‘

0519, + d.)ngB + '(/.)Bkng + 011k, + 02139, + é31k21)

i ’ ( . 0g;
=4 04

195005 + jS500s + k), ptbp + k(, 0611 + §9,6021 + k0031

10 9 (éBiBB + 030 + Upk0p + 011kDy + 02139 + O30k + 941kg1)
j=4 aqj
95005 + io 5005 + K),30vp + ki, 0011 + 9,001 + kY, 6051 + gy 6041

5(]]'

L) (9Bi83 + 68305 + UBKY 5 + 011k0; + 02133, + O31kY, + 01k + 951k§1)
04,

dq;
j=4

195005 + jS 5005 + ki poths + k(0011 + j9, 6021 + k30031 + kg1 6041 + kg, 0051
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12 9 (9Bi83 + d)ngB + 1/}Bk?ﬁg + 911k81 + é21j(2)1 + 931k21 + 941k81 + 951k(§1 + é6li?01>

0 _
0Qe = Z 4 0q;

j=4
= igpdls +j}pden + K pétn + k) 0011 + j3,0021 + kG, 06031 + kg 0641 + kg, 6051 + i1y, 0661

0piY, + ¢5ng3 + 1/}3sz + 9121(82)
04,

6 a(
5Q?2 = Z

5Qj +

j=4
a (93183 + QZ.Sng;B + ¢Bk2}B -+ é12k82)
13
= igBéoB +j%Bé¢B + k%BalZJB + k825912

0q13

6 0 (éBi(g)B + d)ngB + &Bkg,g + 912k82 + é22j(2)2)

Q3 = - 045+
=4 %4
4 9 (éBigB + ¢pi% s + VB + 012kD, + 922.182) 5
- 95
j=13 94

= 95005 +i}p0dn + k) 5ovs + ky0012 + j9,00:

5 — 26: 0 (93183 + 65305 + UBkY 5 + 012k3y + 02253, + 932k22) S
32 EE J
j=4 4

150 (93123 + 68305 + ¥k 5 + 012k, + 02259 + 932k22)
a4,

(5qj
j=13

= igpdls +j}pdon + K 5otn + k(0012 + 920022 + Kiy0032

6.0 <9Bi83 + 68395 + Bk + 010K0y + 022335 + O30k, + 942k82)

5Q22 = Z . oq; +
i=4 9d;
160 (9Bi83 + 65305 + UBkY + 010kD, + 02233, + O30k, + 942k82) 5
- ¢
j=13 94;

= i)pd0p +i4p0dn + K povn + k)y0012 + 350022 + k5005 + kiy0042

o 6.0 (9Bi83 + 658395 + Bk g + 12Ky + 022395 + O30k + aoky + 952k32)
0Q5 = Z - 04 +
j=1 9d;

170 <9Bi23 + 68395 + Bk + 010kDy + 022335 + O30k, + Osokdy + 952k(§2)
04;

5qj
7j=13

= ippdbp +j}pdds + ki pdtn + k(20612 4 j920022 + Kis0030 + kgy 004 + kgy 505,

6.0 (9Bi83 + éngB + ¢Bk%3 + 912k82 =+ 922.182 + 932k22 + 942k82 + 952k§2 + 9621(1)02>

(5 0 — .
Qg2 5‘%— 5% +

j=4
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18 0 (9Bi33 + Qf;ngB + d}Bk?pB + 912k82 + 922.182 + 932k22 + 942k82 + 952k22 + 962i?02>
j=13 04
6Q8, = 05005 +3%5005 + K 5othn 4+ k86012 + j95000s + k50030 + k90040 + k390050 + 105506
62 0BOVB T JypBOPB »yBOYB 020V12 T J220022 420032 62042 820052 1029762

(qu‘

Con el desarrollo de los términos §Q2; y los vectores 7°

ni’

se determina el trabajo virtual en (4.12):

W = (Tllk81)T 5QY; + (T21j(2)1)T 5QY + (731k21)T 5QY, + (7'41k81)T 5QY, + (T51kgl)T 5QY, +
(7611101) 5QQ, + (Tl2k02) 5QY, + (T22j(2)2)T 5Q9, + (T32k22)T 5Q3, + (T42k(6)2)T 5QY, +
(T52k82) 5Q2, + (7'621102) 6Qgs

k(1) (195005 +i4p0ds + ki, g0t + k{,0011) +

7'21j31 ) (185005 + i4p005 + K, 56vs + ki, 0611 + j3,0021) +

1) (195005 + jS 5005 + kY potbp + k0, 06011 + §9,6021 + k3,0031) +

195005 + jo36ds + k) pothp + kg, 0011 + j9, 6021 + k306031 + kg, 6041) +

i95005 + jopddn + k) pdths + ko 0011 + j9,0021 + k30031 + kg1 6041 + kg, 0651) +
195005 + j3p00s + K, p6vs + ki, 06011 + j9,0021 + kj,0031 + kg, 6041 + Kk, 6051 + 109, 6061) +
195005 + jo 3005 + k) pothp + kip0012) +

ngjgg ) (195005 + 355005 + K500 s + kp0012 + §9,0022) +

3) (195005 + 305005 + K 50tbp + k{y0012 + j95002 + Kjy0052) +

7) (195605 + i% 5005 + K9 560n + kip0012 + 526022 + k156032 + kgyd042) +

3) (195005 + jS 5005 + kY poths + k(p06012 + §9,0022 + k350030 + kgy6042 + k3y0652) +

42) (193005 + §S 3605 + K pots + K0a6012 + 926020 + k15003 + k0042 + k@yd052 + i4,0062)

1) (
1) (
o) (
2) (

Agrupando los términos comunes a los cambios virtuales dg; se tiene:

§W = T11k01 +7’21_]21 +T31k41 +T41k61 +T51k81 +T611101) 193503 —+

7'12k02 + 7'22]22 + T32k42 + T42k62 + T52k82 + T6211 193(593 +

02)
k0T + 72139 + 7Ky 4 kgl + msike + Te1ile; ) iYpddn +
100z ).]<;)§B5¢B +
Tllk(n +721.]21 +7'31k41 +7'41k61 +7'51k81 +T611101) k?pB&/fB +

)k?pB&/JB +
01)

k815911 +
721391 + k] + Takgy + T51k9] + Te1il01) 3910021 +

T12k0y + T22§9% + Ta2KYa + TuskQs + 52k + Te2ilng

T1ok92 + Toojos 4 T30k + Taokds 4 5ok + Teoiles

(

(

(

(

(

(

(rak)] + 721391 + Ta1ky) + Taker + kel + Te1iln,
(

(751k41 + T kd] + 751kd] + 7611101) k6031 +
(rankg] + m51k3] + 7611001 ) ko1 0041 +

(rs1k81 + Te11001 ) k816051 +

(7'611101) 11015961 +

(

T12k02 + 722J22 + T32k42 + T42k62 + T52k82 + 7—621102) k02(5912 +
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ow

(7'22.]22 + T32kly + Taokgs + Tsokgs + 7'621?02)J225922 +
(T30kYs + Taokes + T5okQs + Teoil(s) Kia0030 +

(Taokl3 + T5ok33 + Teoilon) ka0 +

(7'52k82 + 7'621102) k825952 +

(

Te21102) 19020062

(Tllkm i9p + 721391 igp + Ta1ky] igp + Tk igp + T51kQ] igp + 7'611101193) 00p +
(712k02 i9 + 22393 19 p + T32KY3 19 + Tazk(s igp + TsokSs igp + 7621102193) d0p +
(r11kg1 39 Jo T 21351, J¢B + 731k J¢B + 741k J¢B + 751 kg] j .]¢B + 7611101J¢B) dop +
(Tl2k02 JoB T+ 22353, J¢B + T32k(3 ] J¢B + Taok(3 ] J¢B + 752k ] J¢B + 7'621102J¢B) 0B +
(T11k01 kO + 721591 K g + 731K K, + a1 k] K 5 + 751k K, 5 + 761100, k0 ) S +
(T12kos ki + T2 Ky 5 + T32kis kg + Taokgs Ky + Tsoks K + Te2il02ky 5) S¢B +
(T11ko1 ko, + 72191 KOy + Ta1kq1 oy + Tarkgr ko, + ms1kQ Koy + Te1ilp Koy ) 0611 +
(721.121 391 + 7a1kK9] 3% + Tanket 391 + kgl 3%, + 7'611101.121) 0021 +
(ra1k7 Ky + Tarkg] ki + 7s1kgt k) + 6100, k4, ) 061 +

(741k k61 + T51k81 k61 + 7'6111011(61) 0041 +

(75181 kg1 + 61170, kg, ) 6051 +

(76111011101) 0061 +

(T12k03 Koo + T22j95 Koo + Ta2kids Ky + Taakgs Koo + Tsokss Koy + Teaitgokg2) 0012 +
(722.]22 J99 + T32K03 392 + Taokes 39 + Ts2kgs oo + T621102J22) 0022 +

(m30k{5 ko + Taokgs kidy + Tsokgs kil + Te21(0ok, ) 6032 +

(Ta2kgs ko + T52kQ3 Ky + Te2i]poka) 6642 +

(7'521( k82 + 7621102k82) 6052 +

(

76211021102) 0062

Definiendo el vector 7 y la matriz A, como:

T11
T21
731
Ta1
T51
Te1l
T12
T22
T32
T42

T52

T62
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S O O O O O o o o o o

O O O O O O o o o o

O O O O O o o o o

Aga
Asy
Apga
Ary
Aga
Agy

Avo4

o O O O o o o

o O o O o o

Ause
Ase
Ago
Are

Ao
Aio6
Al1e
A1z

o O o o o

Ayr
Asy
Ag7

o O O o O

Aizr

o O O O

Aug
Asg
Ags

o O O o O

Aiss
Ausg

o o O

0

0

0
As1o
As1o
Ag10

o O o O

Ai310
A0
Ais10

Ais10
0
0

0

0

0
Asn
Asn
Ag11

o O o O

Az
Av411
Ais11
Atg11

A
0

0

0

0
Agro
Asi2
Ag12

o O o O

Aq312
Av412
Ats12
At612
A1712
A1g12
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A1o4

A11s

A126

Aigr

Az

Alssg

A1412

Aisg

Ais10

A1711

Aqgi2

ko1 195
k3195
ki3 195
ko1 ios
k§1Jon
ki3 Jon
ko1 ki
kg Ky

0710
k42k¢B

ki kg =1

0710
k81 kOl

jg?jgl =1

1901351
kngk21 =
kii kg =1
kngkg1 =1
i?%1i901 =1

k85k82 =1

0710
k82 k02

s0T30
Jo2d2e =1

i?%éjgz
kijki, =1
kggk& =1
kggng =

0T 30 _
1p2if02 = 1

Az
A
Ag1o
Asz
Ase
As1o
Ag2
Ase
Ag10

Az
Azg

Ags

Agy

Aios

Aiis

Alss

Aqs12

Anag

A1s10

A1611

A1712

B1igs
i(l)g;l igB
kg3 igp
3130s
110130
k§239m
kg
161k
kgs Ky g
CHH
1161k,

0T 30
ki1 Jo1

0710
k61 k41
0710
k81 k61

07T 1,0
i701ks1

+07'1,.0
J22 koo

07T 1,0
1702Koo

0T':0
ki o0

071.0
k62 k42
0710
k82 k62

07T 1,0
i702Kso

La ecuacion (4.12)) se escribe en forma matricial:

W = 1TATsq

Ays
Ayr
Asn

As7

A511

Ag7

A611

Agy

A95

Aios

Aisg

A0

A1511

Ats12

kil 195
k03 195
k$3 195
ki ion

k3395
0T :0
k82J¢B

SHS

ko3 kyp

kS Kp

071.0
k41 kOl

070
kg1 J21

0710
k81 k41

07T 1,0
i701K61

0710
k42 k02

070
kg2 2o

071.0
k82 k42

07T 1,0
102keo

Ay
Ay

Asgs

A85

A96

Ais10

A1411

A1512

0730
kg1 igp

353155
116155
kg1 isn
353338
802355
kg1 kg
353Ky g
162k

0710
k61 kOl

0730
kg1 J21

07T 1,0
ijo1ka

0710
k62 k02

070
kg3 J2o

07T 1,0
102Ka2
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oW = QTéq
Con lo que se deduce el vector de fuerzas generalizadas:

Q = (A’
= AT (4.13)

De acuerdo a la notacion usada en la ecuacion de Lagrange (4.1), los elementos del vector de fuerzas
generalizadas se denotan como:

Q1
Qo

Qj

4.6. Fuerzas de restriccion

La naturaleza ciclica de la caminata de un bipedo puede describirse (Chevallereau et al., [2009) como la
repeticion alternada del movimiento de los eslabones de sus piernas en el lapso de dos fases de contacto entre

el piso y la base de sus pies:

= Soporte sencillo (SS), durante la que el bipedo se comporta como una cadena cinemética abierta al

tener s6lo uno de sus pies apoyandose en el piso.

= Soporte doble (SD), en la que el movimiento del bipedo evoluciona como el de una cadena cineméatica

cerrada en tanto que ambos pies guardan contacto con el piso.

Estas condiciones cinematicas implican que la porciéon del modelo dindmico de Lagrange correspondiente al
vector de fuerzas de restriccion I'y, deba poseer una estructura variante en el tiempo, consistente con las
ecuaciones de restriccion impuestas por el patron de contacto con el piso que se elija para los pies del robot.

Optandose por el patron mas sencillo, en el que la totalidad de la base de los pies guarda contacto con
el piso, sus bordes laterales son paralelos a la recta (O;jg) y ambos pies permanecen equidistantes al plano
sagital durante la fase de SD; la evoluciéon temporal de la marcha del bipedo entre los instantes ty y t3 se
describe con la linea de tiempo en la figura[£.6] El intervalo 7} indica la fase de SS en la que el pie izquierdo
mantiene contacto con el piso, Ty caracteriza la fase de SD y T35 identifica la fase de SS en la que el bipedo
se apoya con su pie derecho. Se asume que no existe deslizamiento ni penetracién entre la base de los pies
y el piso al constituir cuerpos rigidos sometidos a impactos inelasticos, que el plano del piso es horizontal
y se encuentra libre de obstaculos. Vale la pena mencionar que (Chevallereau et al., [2009)) expone patrones
de contacto en los que se permite girar los talones del bipedo en fases transitorias entre SS y SD, lo que se

considera mas cercano a la dindmica de la locomocién del ser humano.
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Soporte Sencillo Soporte Doble Soporte Sencillo
T T3
to t1 tz t3
T | | >
El pie derecho se El pie derecho hace El pie izquierdo se El pie izquierdo hace
levanta del pisa contacto con el piso  levanta del piso contacto con el piso

Figura 4.6: Patron de contacto con el piso seleccionado para la deducciéon de las fuerzas de restriccion en el
modelo dindmico del bipedo.

De acuerdo a (Murray et al., [2000), el vector de fuerzas de restriccion en el intervalo T} se calcula como:

o T
Ty = (a;;’“> ) (4.14)

T
fol . . . C .
donde ( a;) es la matriz Jacobiana transpuesta de las ecuaciones de restriccion agrupadas en el vector

<I>2 y )\2 es el vector de multiplicadores de Lagrange que retne los valores relativos al marco inercial de
las fuerzas y momentos de reaccion del piso que deben producirse para restringir la posicion de los pies. A
continuacion se sigue esta formulacion para la deduccion de los vectores I'y, I'y, I's durante un ciclo de marcha
del bipedo con el patréon de contacto propuesto.

Para el planteamiento de las restricciones cinematicas en cada intervalo fue necesario definir los vectores:
0 _ 7. 20
Ij = biyjia;

donde

j(1)4i = R(l)liRZ(ﬁ7)Ry(68)j14i

:0
Ji

La representacion grafica de los vectores 19 se encuentra en la ﬁgura mientras que los valores de bi,
pueden consultarse en el apéndice [B.4}
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jiat 4 ji42 4

k141~ i141 k142 i142

= -
I b Il
- -

Figura 4.7: Vectores 1Y en la base de los pies del bipedo para el planteamiento de las ecuaciones de restriccion.
De los vectores definidos en (3.7)) se recuerda:
Ry, = R (05)Ry(¢5)R: (V)R (01 + Bri) Ry (02 + B2i)Ro= (035 + B3:) R (0ai + Bai )R (05 + B5i) R (O6i + Bei)

4.6.1. Restricciones en el intervalo T}

Las restricciones holon()micasﬂ durante la fase de SS con apoyo en el pie izquierdo son:

Plg() = Bg1) ko =

P3g () = (0(g()) " jo b1, =0

ehai ) = (0(g;(1)) i =0 (4.15)
Pi(g; () = (k3(q;(1)) jo =0

Plg;() = (k3i(q;(1)) ko =0

Pi(g;() = (K1(g;() ko =0

donde la notaciéon g;(t) permite enfatizar que la orientacion de los vectores 19, kg;, kY, respecto a la
base inercial depende de los valores asumidos por las coordenadas generalizadas en el tiempot. Mientras
las ecuaciones ¢ (q;(t)), p3(q;(t)), 3(q;(t)) definen la superficie de contacto entre el pie izquierdo y el piso,
©01(g; (), 0t(g;j(t)), pi(g;(t)) restringen su orientacion respecto al marco inercial.

Agrupando las ecuaciones (4.15)) en el vector ®Y, las restricciones holonémicas se escriben:

2Una ecuacién de restriccién ©(gq;(t)) se dice holonémica, del griego verdaderas en conjunto, si puede representarse alge-
braicamente como ¢(g;(t)) = 0. Siendo g;(t) las coordenadas generalizadas del sistema (Murray et al.} 2000).
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o1 .. 9
oq1 9q18
0B
oq
s ... ¢
oq1 9q18

0
El calculo de las derivadas parciales comprendidas en la matriz Jacobiana 6;: L

de las ecuaciones de restricciéon en (4.15)).

4.6.1.1. Calculo de 22
qj

a(p% _ 0 0/, . T
2 %((ll(qj(t))) ko)
9 ok
= 5, W@ ko+ Ba)" 52
= g(blyR(l)lle(67)Ry(68)j141)Tko
d;j
. T
= (bl 81;111R (B7)Ry (Bs)j1a1 + b1, RmaRZ(ﬁﬂ;?(ﬁg)Jm) ko
4;
0 T
= (bl 8211Rz(ﬂ7)Ry(ﬁ8)j141> ko (4.16)
j

Recurriendo a las matrices definidas en (4.11)) se establece:

o 0
3?—;% = aRg; )R, (65)Re (5)Re (011 + F1)Ry (0o + i) Re (051 + B3 )Re (Os + B10) R (051 + B )R (91 + i) +
j j
R.(0p ) (¢B) R (¢¥B)Rz(01: + B1:)Ry(02i + B2i)R=(03: + B3:)Rz(0ai + Bai )Rz (05: + B5:)Ra (06: + Boi) +
aRz(wB)
R.(05)Ry(¢B) o0 R (01: + B1i)Ry (02: + B2:)R=(03: + B3:)Rz(0ai + Bai )Rz (05: + B5:)Ra (06 + Boi) +
J
OR; (01 i

Rz(eB)Ry(¢B)Rz(wB)wRy(ezi + B2i)R:(03; + B3i)Rz(04i + Bai)R2(05: + Bsi)Ra (06i + Boi) +

8qj
ORy (02i + B2i)

o0 R:(03; + B3:)R=(04; + Bai)Rz (05 + Bsi)Ra (06 + Boi) +
J

R.(08)Ry(¢B)R:(¢¥B)R:(01; + B1s)

OR (03 + B3:)

R:(05)Ry(¢5)R-(¥B)Rz(01: + B1:)Ry (02: + B2:) o0
J

R (04i + Bai )Rz (05: + B5:)Ra(06: + Boi) +

OR; (04; + Bai)

R.(0B)Ry(¢B)R.(¥B)R:(01i + B1i)Ry(02i + B2i )R (03: + B3:) o
j

R (0s5: + Bs:)Rau(06i + Bei) +

IR (05: + Bsi)

R:(0B)Ry(¢B)R-(¥YB)R- (015 + B1i)Ry(02; + B2i)R2(03; + B3i)R-(04i + Bai) o
i

R (06i + Boi) +

OR (06 i
R.(08)Ry(¢B)R:(¢¥B)R:(01i + B1i)Ry (02 + B2i )R (03s + B3: )R- (04i + Bai)R-(05: + ﬁsi)w
J

ORY,; OR.,(05) 00
7?111 = R (65) ZR Ry (¢8)R:(¥B)R:(01: + 1:)Ry(02i + B2i)R=(03: + B3:)Rz(0ai + Bai )Rz (05: + B5:)Ra(06: + Bei) +
q; 905 0q;
OR, o
08) 000 R ()R (005 + Fri IRy (02 + Fa )R (O + B VR (0 B R (O + o) Rer (s + ) +
j
OR:(¥5) 0YB
Opp  Oqj
OR . (01: + B1i) 9(01: + P1s)
9(01i + P1i) 0q;

R.(65)

R (0B)Ry(éB) R.(01; + B1i)Ry(02; + B2i)Rz(03i + B3i )R (0ai + Bai )R (05: + Bsi)Rau(b6i + Boi) +

R (0B )Ry (¢B )RZ (d)B)

Ry (02; + B2i)Rz(03i + B3i)R:(04i + Bai)Rz(05; + Bsi)Ra (06 + Bsi) +
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OR,, (02; ) 0(0a; »
R.(0B)Ry(¢B)R-(¥YB)R:(01: + B14) y(02i + B2i) 8(02; + Bas)

R (03: 4 B3:)Rz(04i + Bai)R= (05 + Bs5i )R (06 + Bei) +

0(02; + B2i) dq;
R.(05)Ry(¢5)R:(¥5)R:(01; + B1:)Ry (02i + B2i) IR (03: + Bsi) O(03: + B3:) RO+ R0 B O+ B0 5
0(03i + Bai) 94,
Rz (05)Ry (65)R: (¥5)R2(01: + B1:)Ry (02: + B2:)Ra: (03: + Bsi) al;(ze(fi;féi) 8(04};;_ O R (05: + B5:)Rau(06: + Boi) +
R;(08)Ry(¢B)R:(¥YB)R: (01 + B1:)Ry(02i + B2:)R2(03: + B3i) R (04; + Bai) al;’(ze(j\f‘;';f?) 8(95;: Bsi) Re (661 + for) +
k2 i '
R, (05)Ry (¢5)R:(¥E)R:(01: + B1i)Ry (02; + B2i) Rz (03 + B3i )Rz (04i + Bai)Rz (055 + Bsi) 6359(56;2;?) 8(06;; Be:)
Resultado con el que se determinan:

Opi ORY, v
Iq1 Y dxp 2(B7)Ry(Bs)jian 0

= 0
6 1 aRO ) T

= 0
¢l ORY, o T
5. = b1 . Kk
Jqs3 Y 9zp R.(87)Ry(Bs)j1a1 0

= 0
Ot ORY, T
5 bl R, . K
0q4 Y 90p (B7)Ry(Bs )i 0

<b1y (¢B) z(wB)Rz(all + ﬂll)Ry(621 + 521)Rz(931 + ﬂ31) .

. .Rz(941 + B11)R. (051 + B51)Ra (061 + Bo1) Rz (B7)Ry (Bs)jrar)” ko

Ol ORY T
3%;; - (bly 6¢111R (57)Ry(58)j141> ko
— (blsz(aB)aRay;ﬁB)Rz(le)Rz(Qn + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + fBs1) - .-

R. (041 + B )R (051 + B51)Ra(B1 + Bo1)Ra(57) Ry (Bs)iran) ko

dpl ORO T
3%;61 - (b v a¢111R (57)Ry(58)j141> ko
- (blyRI(eB)Rwa)sz(ell + B11)Ry (021 + Ba1) R (031 + Bs1) - ..

R.(041 + Ba1)R. (051 + B51) R (061 + 661)R2(67)Ry(68)j141)T K,

dpi ORY ) T
Tﬁl B (bly aalnR (57)Ry(58).]141> ko
IR (0n + B11) p

(@11 ¥ 511) y(921 + 521)Rz(931 + 531) .

= (bl R, ( ) (¢B) ("/)B)
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- R (041 + B )Rz (051 + F51)Ra (061 + 561)Rz(57)Ry(58)j141)T ko

9t OR T
Fq; B (bly 89111R(57)Ry(58).]141> ko

- <b1sz(9B)Ry(¢B)RZ(1/)B)RZ(911 I 511)W

R. (041 + Ba1 )R (051 + B51)Rer (061 + Be1) R (B7)Ry (Bs)jra)” ko

R.(031 4+ B31) ...

Ol ORY T
a%;gl - (b v 80111R (67)Ry(58)j141) ko
OR. (0 .
— (DL RaOR)R (62 R ()R (00 + Bu0)Ry (0 + o) )
R.. (041 + Ba1)R. (051 + Bs1)Ru (061 + Bo1) R (B7)Ry (Bs)jrar)” ko
A (bl L S WA
9q10 Y 004 T 8)J141 0
= (b1,R.(05)Ry(¢5)R:(¥B)R:(011 + B11)Ry (021 + Ba1)R(031 + B31) - ..
T
. ‘WRZ(GM T B )R (051 + ﬁ61)RZ(67)Ry(ﬁ8)j14l> Ky
Il ORY T
% - (bly 39111R (B7)Ry (58)]141) ko
= (b1,R.(0B)Ry(dB)R. (V)R (011 + B11)Ry (021 + B21)R: (031 + Bs1) - ..
z 0 T
R (041 + 641)WR1(961 + ﬂﬁl)Rz(ﬂﬁRy(ﬂs)_le) ko
Il ORY T
% = <b1y 80111R (57)R (58)j141> k()
= (b1yR.(05)Ry(¢5)R:(¥5) R (011 + B11)Ry (021 + B21)Ra (031 + f31) - .-
T
R. (041 + Ba1)R;(051 + 651)WR2(67)R21(58H141> ko
dipl ORY T
le; < Y aelllR (58).]141) ko
= 0
Il ORY T
i (“v S5 R= (51 %)m) K,
= 0

Ol IRY . T
86]:5 <b1y 69111 R.(67) y(ﬁs).hu) ko
0
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D1

0q16

Dl

0q17

Dt

0qi3

T
(bl ORI R, (3R y(ﬂ8>j141> ko

Y 0042
0

Y 0052

Y 0062

4.6.1.2. Calculo de 22
q;

093
8(]]'

ORY )
(bl LR (67) y(ﬁS)Jléll) ko
0

T
<b1 aRan (B7)R y(68)j141> ko
0

2. ((00a5()) " 3o — 1)

0q;

(2 (o) 5) - 2
0 () Jo+ (50, (1) 52
0

¢ (blyR?nRz(57)Ry(58)j141)Tjo
J

T
(bl 8§111R (ﬁ?)Ry(ﬁs)le) Jo

115

(4.17)

Como las derivadas parciales en (4.16]) y (4.17)) tan solo difieren en la presencia de kg y jo, respectivamente;

se aprovecha la deduccion de los vectores transpuestos presentados en la secciéon anterior para establecer las

derivadas parciales

Op)

oq

dph

0qa

D3

dqs

D3

Jqe

992
o9} _ 09} _
0q2 g3

09

<blyaR$(03)Ry(¢B>Rz(¢B)Rz(911 + B11)Ry (021 + B21)R: (031 + B31) - ..

. R;(041 + Ba1)

(blny(HB)

R (041 + Ba1)

(01,0, (0) 25122

R.(041 + Ba1)

aRy(¢B)
0B
R, (651 + B51)Ry (061 + ﬂﬁl)sz?)Ry(ﬁs)hu)Tjo

R (051 + B51)Ra (061 + ﬂﬁl)Rz(57)Ry(ﬂ8)jl4l)TjO

R.(YB)R.(011 + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31) . ...

aRz (wB)

R. (011 + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31) - ...
oVp

R. (051 + B51)Ra (661 + 561)Rz(ﬁ7)Ry(58)j141)Tj0
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8 1 8Rz 0
3%2 = (blny(ﬁB)Ry(ﬁﬁB)Rz(wB)MRy(eﬂ + B21) R (031 + ) -
. R.(041 + Ba1)R. (051 + B51)Ru (061 + 561)Rz(57)Ry(58)j141)Tj0
Doy OR, (021 + B21)
aiqs = (bl R ( ) (¢B) z(’lpB)RZ<911 + 611)m[{z(931 + 531) ..
R. (041 + Ba1)R:(051 + B51) Ry (061 + 561)Rz(ﬁ7)Ry(58)j141)Tj0
oy OR (031 + B31)
D (PR (0mR (0 R ()R O+ 510)Ry O+ ) T )
R. (041 + B11)R. (051 + B51)Re (661 + 561)Rz(57)Ry(58)j141)Tj0
1
% = (01,R.(05)Ry(é5)R:(VE)R:(011 + B11)Ry(021 + B21)R: (031 + B31) - ..
R.(0 g
R N WO ﬁm)Rz(ﬁﬁRy(ﬁs)hu) o
1
gqi = (01, Re(05)Ry (05)Re(¥5)R: (011 + B11)Ry (21 + B21)Ra (031 + Ba1) ...
(0 !
R. (04 + /841)WR$(061 + /361)Rz(ﬁ7)Ry(,38)j141> Jo
1
% = (0 Re(05)Ry(¢5)R:(¥5)R= (011 + B11)Ry (021 + B21)Re (051 + Bs) - -
AR (0 o\
R, (041 + B41)R. (051 + 551)MR2(67)Ry(58)J141> Jo
Opy _ Opy _ Opy _ 0ph _ ¢y _ 00y _
0q13 Oqs  Oqis  Oqie  Oqir  Oqis
4.6.1.3. Calculo de 22
qj
Il 0 T.
9 = g (80 i)

OR! N\
(bly aqlfu Rz(ﬁ?)Ry(ﬁs)hm) io
J

De manera anéloga a la seccién anterior:

D3

oq

Op3

0qy

Doy 0oy

0q2 0q3

= (blyalzfg(zB)Ry((ZsB)Rz(le)Rz(@n + G11)Ry (021 + B21)R: (031 + B31) - ..

R. (041 + B41)R. (051 + B51)Ra (061 + 561)Rz(57)Ry(38)j141)T ip

116
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4.6.1.4.

dqs

0qe

dqr

O} (
=2 = b1, R
Jqs Y

dq9

Oy _ (blyR (05)
995 _ (wa( 5)Ry(65)

Ops (blR( B)Ry(¢5)R:(v8)—

gy _ <b1R( B)Ry(65)R. (05 R (011 + Br1)Ry (021 + f21)

IRy (¢5)
9B

R.(YB)R.(011 + B11)Ry(021 + B21)R. (031 + B31) - ...

. R.(041 + Ba1)R. (051 + B51)Ru (061 + 561)Rz(57)Ry(58)j141)T ip

81/(Jw )RZ(QH + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + Ba1) - - .

R. (041 + Ba1)R.(051 + B51) Ry (061 + 561)Rz(ﬁ7)Ry(58)j141)T ip

R. (041 + B11)R. (051 + 551) R, (061 + 561)Rz(57)Ry(58)j141)T ip

(05 Ry (6) R (V)R (011 + m‘Wszm +Ba)...

R. (041 + B41)R. (051 + B51)Re (061 + 561)Rz(57)Ry(58)j141)T ip

OR(031 + F31)
(031 + B31)

R. (041 + Ba1)R:(051 + B51) Rz (061 + 561)Rz(57)Ry(58)j141)T ip

1
Op3 = (b1,R;(0)Ry(¢5)R.(¢¥E)R, (611 + B11)Ry(021 + B21)R. (031 + B31) - ..

O0q10

1

IR (041 + Bur)

T
9611 + Bun) R (051 + B51)Ra (P61 + 561)Rz(ﬁ7)Ry(ﬁs)j141> iy

Ops (b1, R (05)Ry (¢B)R(¥B)R: (011 + B11)Ry (021 + Ba1) Rz (031 + B31) - - -

0q11

R0+ 80) =50 5.1

T
R, (061 + 561)Rz(57)Ry(58)j141> ig

1
O = (b1,R.(0B)Ry(¢B)R. (V)R (611 + B11)Ry (021 + B21)R2(031 + B31) - ..

0q12

OR; (061 + fB61) . >T.
R, (0 R.(0 ——— R, R
(641 + Ba1)R: (051 + B51) 3061 + Fo1) (B7)Ry(Bs)jra1 | o
Ops  _ Ops _ Ops _ Ops _ Ops _ Ops _
dq13 0q14 Oqi5 O0qi6 oqi7 O0qi8

Calculo de %

Z“;’ S (GO

_ 8?1 (1205 () 3o + (2 (05 (6))

)
ag, |

dq;
T,
R ks1) jo

117
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Con la definicion de las matrices de rotacion RY; se tiene:

0
T = o (Ra(08)Ry (0 R (0 RO+ B1o)Ry (02 + 5 RO + o) 00+ i)

OR, (65) 061

= T a0. 9 Ry (¢5)R:(¢YB)R:(01; + B1i)Ry(02; + B2i) R (03; + B3i)R. (04 + Bai) +
B q;

M%RZ(wB)RZ(Qli + 51)Ry(02; + B2i)R:(03; + B3) R (04; + Bas) +
Oop  0q,

8Rz (¢B) 8¢B

Rx(aB)Ry(ﬁﬁB)W 90, R (6hi + B1i)Ry (02 + Bai) Rz (03i + B3:) Rz (0ai + Bai) +
j

R.(05)Ry(¢5)R:(VB) 61;(9(191;;16;» 8(9182__ Ar) R, (02; + B2i) R (03i + B3:) R (0ai + Pai) +
i i '

R (05)Ry(¢5)R: (V)R (01; + B1i) 8?{’9(262;—;532) 8(82;; Pai) R (03 + B3i) Rz (04i + Bai) +
4 i i

2 (034 3:) O0(03 i
R.(0B)Ry(¢)R. (V)R (015 + Bri) Ry (02; + ﬁzi)ag{(;&&_'_—;f; ) 38;» Bs )Rz(94i + Bai) +

R, (05) Ry (65)Re (5) R (0r; + 5100 Ry (0 + Bt R (05 + Bss) al;‘(jgf‘*fﬁf‘;i) me =
7 i j

Rac (93)

Por lo que se desarrolla:

6790‘11 - OR7 k ! :

B = orp 81 Jo
= 0

9q2 s o)
= 0

8790‘11 - OR7, k ! :

D45 = 925 81 Jo
= 0

87‘/"11 - OR7 k !

Y 0 81 Jo

Jgs

(
(

o) _ <8R91 >T
(
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91
Jqs

93
0qr

93
Jqs

Ao}

dq9

o}
O0q10

Doy
O0q11

Do}
0q12

Ao}
0q13

Do}
0qia

o}
0q15

R, (GB)Ry(¢B)

R.(0)Ry(éB)

R.(0B)Ry(¢B)

(
(
(
(
(
(Re0)R, 00)
(
(
(
(
5

8Rz ("/’B)

R. (wB)

R.(YB)R: (011 + Bi1)

R (¢YB)R. (011 + f11)Ry (021 + P21)

R.(¢Y5)R;(011 + B11)Ry (621 + B21)R. (051 + 531)

119

T
90n R (011 + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31)R. (041 + 541)k81> Jo

OR (011 + B11)

T
3011 + Bur) Ry (021 + B21)R. (031 + Ba1)R (01 + 541)1{81) Jo

ORy (021 + B21)

T
9(021 + Ba1) R (01 + fa1) R (01 + 541)k81> Jo

OR (631 + B31)

T
R.(041 + k j
5031 + Fo1) (041 + Bar) 81) Jo

OR, (041 + 541)1{ >Tj
(041 + Ba1) o1 0
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dpl <8R$1 >T.
— = ks1 | Jo
O0qi6 0042
=0
¢} (aR% )T.
= kg1 | Jo
Oqir 0052
=0
D} (aR% >T.
= kg1 | Jo
Oq18 0062
— 0

4.6.1.5. Calculo de Z—“";
q;

g%;; - %((kgl(qj(t)))Tk())

ko

= 5 (i@ () ko + (K, (0)" Z-

Tomando en cuenta los resultados de la seccidén anterior:

dps Ot Opf
oq B 0q2 - dq3 B
Dl g
5 = ¢B)R.(VB)R. (011 + Bi1)Ry (021 + B21)R. (031 + B31)R. (041 + Bai)ks1 | ko
0qy 5‘93
s ) ’
9 R, (¢ R.(YB)R.(011 + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31)R. (041 + Sar)ks1 | ko
Dl aRz r
7% = (Rx (wB)Rz(eu + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31)R. (041 + B k81> ko
0qe 0Yp
390%, ( OR. (011 + Bi1) >T

= R.(0 ——— R, (01 + 031 + 2 (041 + k k
By R.(¢p) 30 £ Prr) y(021 + B21)R. (031 + B31)R. (041 + Ba1)ks1 0
dps ( ORy (021 + B21) >T
—2 = R.(0 6011 + —— " R,(031 + 2 (041 + k k
905 R.(¢Y5)R.(011 + B11) 302 + 1) (031 + B31)R: (041 + Ba1)ks1 0
3@51) ( OR, (931 + 531) )T

= R.(05)R, ~ R.(6:1 + R,(0:1 + —R (041 + )k k
Bao y(0B)R.(VB)R. (011 + B11)Ry (021 + B21) D051 + Ba1) a1 + Ba1)ksi )
Ay OR. (04 + r
=5 = (Rx R.(¢YB)R.(011 + B11)Ry (621 + B21)R. (031 + B31) —(————— 4 541 ) ko
O0q10 0041 + Bar)
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Ops _ Ops _ Ops _ Ops _ Ops _ Ops _ Ops _ Ops _
0q11 0q12 0q13 0q14 0q15 0q16 Oqir 0q18
4.6.1.6. Caleulo de 42
oo 0 0 T
2,  oq ((k111(%(t))) ko)
0 T T 0k
= 94, (K911(g; ()" ko + (K311 (g5(1))) 8711;
0
= a0 (R?nkul)Tko
j
_ (aRgllk Tk
= 94, 111 0
. OR? .
Con el desarrollo previo de aqu“ se tiene:
&Pé 3R(1)11 g
L~ (g k
20, Drg 111 0
=0
380}5 8R(1)11 !
T~ (g k
g2 dyp 0
= 0
8@% 8R(1)11 !
—_— = —==k k
s ( D2 111 0
=0
330%5 8R(1)11 g
% = k
20 905 111 | ko
OR,(0
- ( GQ(BB)Ry(¢B)Rz(¢B)Rz(911 + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31) . ...
R (041 + Ba1) R (051 + B51) R (B61 + B ki) ko
380613 <3R(1)11 >T
2~ (g k
s D05 111 0
OR
= (Rx(aB)sz(wB)Rz(oll + B11)Ry (021 + B21)R; (031 + B31) . ..

o R (041 + Ba1)R (051 + B51) R (Be1 + Ber)kann) " ko

Ok (8R9u )
T == k
a% 81/13 111 0
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Dol

g7

Ops

Oqs

Ops

0q9

oy

O0q10

dph

0q11

o4

0q12

dph

O0q13

= (Rm(9B)Ry(¢B)aR(ib(ﬁB)Rz(9u + B11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31) . ...

R.. (041 + Ba1)Re (051 + B51)Ru (061 + Bo1)kin1)” ko

T
= aR111k111 ko
0011

(RI(QB)Ry(qu) (T/JB)m Ry (021 + B21)R. (031 + B31) . ..
~R.(0a1 + Ba1)Re (051 + B51)Ru(061 + Bo1)kinn)” ko

o aI{(l)lll{ Tk
- 8621 111 0

N (Rx(aB)Ry(QZ)B)RZ(wB)Rz(en + Bll)m

. R.(0a1 + Ba1)Re (051 + B51)Ru(f61 + Bo1)kinn)” ko

o 8:E{(l)lll{ Tk
- 6031 111 0

RZ(931 + 631) ..

OR.. (031 + B31)

= (RI(HB)Ry(¢B)Rz (V)R (611 + ﬂll)Ry(em + B21) 8(931 + ﬁBl)

R.. (041 + Ba1)Re (051 + B51) R (061 + Be1)kin1)” ko

ORY, r
( k111> ko

0041
= (R;(05)Ry(¢5)R.(¥B)R.(611 + S11)Ry (021 + B21)R. (031 + B31) - ..

OR; (041 + Ba1) )T
o o Refs1 + R, (061 + k k
(041 + Ba1) (051 + B51) R (061 + Fo1)ki11 0

0 T
- (ﬁilklll) ko
= (R;(05)Ry(¢5)R.(¥B)R.(611 + F11)Ry (021 + B21)R: (031 + B31) . ...
T

R, (061 + 561)1(111) ko

OR (051 + B51)

R. (041 + Ba1) 5051 + 1)

T
(aRlll k111> kO

0061
08)Ry(¢5)R.(¥B)R. (611 + S11)Ry (021 + B21)R: (031 + B31) ...

(R
OR (061 + Ps1) )T
—_— 7k k
(061 + Be1) t 0

R. (041 + Ba1)R. (051 + Bs1)

OR
- (B,
0

122
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T
% <8R111k111> ko
O0qi4 0622
= 0
8@é (8R111 )
— = k k
0q15 3y 0
= 0
&Pé 8R111
— = —=k k
Oqi6 sy 0
= 0
3%0(15 (8R111 )
— = k k
Oqi7 0052 t 0
= 0
a‘Pfli 8R111
— = k k
O0q18 ez 0
=0

123

. . %!
Una vez desarrollados los elementos de la matriz Jacobiana —-*,

el intervalo T} se escribe de acuerdo a (4.14) como:

e

odY

0

T
)

9q

(4.18)

donde el vector de los multiplicadores de Lagrange tiene la forma:

4.6.2. Restricciones en el intervalo 75

A
A
A3
i
A5
A

Las restricciones holonémicas durante la fase de SD son:

el 1) = ((g;(1)) ko =0
P3a;(1) = (19a;(8))" o — b, =0
Qg ) = (Og() io=0
ei(q; (1) = (k@) jo=0
P2a;(1) = (K (q;(1) ko =0
P2g;(10) = (Khi(g;(1) ko =0
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e3(q;(1) = (15(q;(t)) ko =0 (4.19)
A1) = Bla(1)" Jo— b2, =
A1) = (Bla1) o=
Plo(ai(1) = (K(g;(1) Jo=0
Ahg(0) = (k1) ko =0
eha(a;(1) = (Kha(a;(1) ko =0
Las ecuaciones ¢3(g;(t)), -, p2(q;(t)) representan las mismas restricciones de posicién y orientacion para

el pie izquierdo descritas por ¢} (g;(t)), - - -, p§(g;(t)), mientras que las ecuaciones ¢2(q;(t)), ©2(g;(t)), 3(g;(t))
y ©30(q; (1), ¢31(q; (), p32(g;(t)) definen respectivamente, la superficie de contacto entre el pie derecho y el
piso y su orientaciéon respecto al marco inercial.

Agrupando las ecuaciones (4.19) en el vector @3, las restricciones holonémicas se escriben:

o

N O

I
.6 6 6 6 6 6 6§ 6 6
o ON 0N ~IN AN TN =N W NN =N

R =N =N
—=

—~ o~
8

~—~ o~
~
—

AS

0
Por lo que la matriz Jacobiana 8;) 2 queda definida como:

q

oY . 941
9q1 9q18

0B

oq
% ... 9viy
Oq1 9q18

3 . . . . . 2P
El calculo de las derivadas parciales comprendidas en la matriz Jacobiana 6q2 se presenta para cada una

de las ecuaciones de restricciéon en (4.19)).

5 90t Opy Ovh Ovi Ovi dvg
4.6.2.1. Calculo de 94, D4, ° Dq, D, 9q; 04

En tanto
ei(g;(t) = ei(g(t)
©3(q;(t) = @b(g;(t))
e3(q;(t) = w3(q;(t))
eilg; (1) = wilg(®)
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e5(q;(1) = ws(a;(1))
ws(q;(1) = ¢s(g;(1)
se deduce:

Ot _ Opi
aqj‘ o 6qj
03 _ O
8qj B (9(]]‘
Op3  _ Ops
(9(]j a a(]j
Opi _ Opi
3(]j o 8qj
0p3 _ Ops
a(]j o aq]‘
08 _ Oes
8qJ‘ aq]‘

. B2 Bp2 BpZ 8p3, 92, B2 ) b
El calcul B R e e e rroll forma anéal lde £ %P2 9¥3 TPa TF
calculo de T, 578, 502, ke, ott, 52 se desarrolla de forma andloga al de 30+, 502, 502, 50t 5025 54

considerando las matrices de rotacion R, y RY,.

4.6.2.2. Calculo de 227

0q;
= e (w0 )
~ o (8(000) o+ (3(a5(0) 52

a .
= g (b2,R{1,R. (57)Ry(58).]142)T ko
j

OR} . OR..(Br)Ry (Bs)jiaz )
= <b2y aqum R.(87)Ry(Bs)j1a2 + b2,RY 15 (ﬁ7)aqj(68)’]142) ko

J

ORY S\’
= <be aq“QRz«s?)Ry(@snug) ko

3 2 6R0 ) T

% - (bzy 8I1];2RZ(57)RZ/(58)3142> ko
= 0

8 2 aRO ) T

% - (be alemRz(ﬂﬁRy(ﬁs)JMz) ko
= 0

5(,02 aRO ) T
Wg B <b2y 6222RZ(57)R11(58)J142> ko
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= 0
87"0% _ b2 (9R112R (BIR, (8] Tk
o Y 005 7)Ry(08)J142 0
IR, (05)
= <b v o0, Ry (¢5)R:(¥B)R, (612 + B12)Ry (022 + B22)R (032 + P32) . ..
Rz(642 + B42)Rz(952 + 552)Rx(962 + 662)R2(57)Ry(ﬁ8)j142)T ko
% = b2 8R112R(6 YR, (s)j Tk
dgs Y 9¢p 7)1y (D8 ))142 o
_ (beRz(GB)(C)I;y(b(ZSB)RZ('IZJB)Rz(Qu + B12)Ry (022 + Boz)Ro (032 + Ba2) - .
R.. (012 + B12) R (052 + Bs2) R (052 + Bo2) R (B7)Ry (Bs)jraz)” ko
8790% _ b 3R112R (B)R. (5 Tk
dqe Y oug 7)Ry (s )j142 0
= (b2 R.(05)R (¢B)8E2Zd()ﬁ}3)f{z(912 + Bra) Ry (022 + Baz) R (032 + Bsa) . .
R (042 + Baz) R (052 + B52) R (062 + Boz) R (B7) Ry (Bs)j1a2)” ko
% ORY ) T
% < Y 69112R 7) y(ﬁs).]mz) ko
= 0
D2 ORY T
% <b2y 80112R 7) y(ﬁs)jlzm) ko
= 0
% ORY ) T
% <b2y 69112R 7) y(ﬁs).]mg) ko
= 0
% ORY ) T
% <b2y 89112R 7) y(ﬁs).]mz) ko
= 0
% ORY ) T
% (b% 89112R 7) y(ﬁS)J142> ko
=0

92 ORY ) T
ﬁ <b2y aellZR 7) y(ﬂs).]mz) ko
0
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4.6.2.3.

D2 ORY T
le; B <b2y 89112R (57)Ry(58)j142> ko
_ (m R (0 R, (62 R ) g P2 PR (0 4 RO + ).
R (042 + Baz2) R (052 + Bs2)Re (02 + Be2) R (B7)Ry (Bs)jraz)” ko
06t (1p MRhap oip o "
dqua ( Y 9059 (B7) y(ﬁS)JMz) 0
N <b2 R (05)Ry (¢5)R z(¢B)Rz(912+612)WR2(932 + B32) - ..
Rz(942 + 542)Rz(952 + B52)Rx(962 + 662)R2(57)Ry(58)j142)T ko
D2 ORY T
% - (b% 30112R (B7)R y(ﬁs)jlzm) ko
B <b2 R.(65)R,(95)R ZWB)RZ(QH+512)Ry(922+522)m
R.. (012 + B12) R (052 + Bs2) R (062 + Bo2) R (B7) Ry (Bs)jraz)” ko
% = b2 8R112R(ﬁ )R, (5s)] Tk
oqe Y 9049 7 8)J142 0
= (02yR:(05)Ry(¢5)R:(V5)R:(012 + Fr2)Ry (622 + B22)Ra (052 + Fs2) ..
2 (0 -
WRZ(GSQ + Bs2) Ry (062 + ﬁ62)Rz(ﬁ7)Ry(ﬁ8)_jl4Q> ko
D2 ORY T
o = (b2y Wb (50)R, (68)j142> ko
= (02,R.(08)Ry(¢B)R:(¢VB)R. (612 + Bi12)Ry(O22 + P22)R; (032 + F32) . ..
T
R (a2 + 54z)mRm(952 + 562)RZ([37)Ry(BS)J‘142> ko
D2 R T
Wﬁ; B (beaagluR (B7)Ry (58)]142) ko

= (02R.(05)Ry (¢5)R:(VB)R= (012 + B12)Ry (022 + F22) R (032 + F32) - .-

Rz(942 + ,842)

Calculo de 228

0q;

dp3

Rz (952 + 652)

R4 (062 + Poz)

T
(062 + Bo2) Rz(ﬁﬂRMﬁS)jM?) ko

o (300" do - 12,)
0

50 (1B(q5(£)) " o + (19(g;(1)))

T 9o

127
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9%
oq

0%
dqu

03

Jgs

03
Jqge

998
dqr
0}
O0qi3

03

0q14

03
0q15

[

0q16

o3

0q17

6 . .
) (bzngmRz (57)Ry(58)J142)T.]0
J

OR? \"
= (bzy a;jIQRz(»B?)Ry(Bs)JMz) Jo

098 _ 048 _

Oga  Ogs

(62 8%)0(8 )Ry(¢B)Rz(¢B)Rz(912 + B12) Ry (022 + Ba2) R (032 + Bs2) - -

R. (842 + Ba2) R (052 + B52) Ry (062 + 562)Rz(ﬁ7)Ry(58)j142)Tj0

<b2yR (93)6}2;(ZS )Rz(7/)B)Rz(912 + B12)Ry (022 + B22)R. (032 + B32) . ...

R. (012 + B12)R. (052 + B52)Ra (662 + 562)Rz(57)Ry(58)j142)Tj0

R. (012 + Ba2)R. (052 + B52) R (062 + 562)Rz(57)Ry(58)j142)Tj0

R (012 + Bi2)Ry (022 + B22)R. (032 + B32) . ..

Op3 00  Opi  Opy 0y

Ogs  O0g9  Oqio Oqui  Oqia

(bQR( B)Ry(¢5)R WB)W Ry (022 + B22)R; (032 + f32) . . .

R. (012 + B12)R. (052 + B52) R (662 + 562)Rz(ﬁ7)Ry(58)j142)Tj0

<b2R< )R, (65)R z(¢B)Rz(912+512)(mRz(932+ﬁ32)~--

R (042 + Ba2)R: (052 + B52) R (062 + 562)Rz(37)Ry(58)j142)Tj0

<b2 R:(02)R, (05)R ZW}B)RZ(Q”+612)Ry(922+522)m

R. (012 + B12)R. (052 + B52) R (062 + BGQ)RZ(57)Ry(38)j142)Tjo

(02yR;(05)Ry(¢5)R.(¥B)R: (012 + S12)Ry (022 + B22)R. (032 + Ba2) . ..

R.(0 T
MRZ(%Q + Bs2) Ry (062 + Bﬁg)Rz(ﬂ7)Ry(ﬂ8)_jl42> jo

(02,R;(05)Ry(¢B)R.(VB)R. (012 + S12)Ry (022 + P22)R. (032 + F32) - ...

OR. (052 + Bs2)

T
0(052 + Bs2) Ra (02 + 562)RZ(67)Ry<58)j142> Jo

R. (012 + f12)

128
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D}
O0qi3

4.6.2.4. Calculo de 8—“’3

93

oq

995
dqa

995
dqs

9}
Jge

03
g7
03
O0q13

D}
0q14

D3

dq15

0}
O0q16

(02,R;(05)Ry(¢5)R.(¥B)R: (012 + S12)Ry (022 + B22)R. (032 + B2) . ..

OR; (062 + P62)

R (012 + Ba2)R: (052 + B52) 0(bs2 + Bo2)

T
Rz(ﬁ7)Ry(ﬁs)j14z> o

0q;
Il 0 0 T.
5 = g (Bw@) )
ORY ).
= ( HQR ) y(ﬁB)J142> 1p
o _ og _,
0q2 Jq3

<52ym;9(§B)Ry(¢B)Rz(¢B)RZ(912 + B12)Ry (022 + B22)R; (032 + B32) . ...

R (042 + Ba2)R. (052 + B52) R (62 + 562)Rz(57)Ry(58)j142)T ig

<b2yR$(93)al:{§¢fB)Rz(wB)Rz(912 + B12)Ry (022 + S22)R. (032 + B32) . ...

R (042 + Ba2) R (052 + Bs2) R (662 + [362)Rz(57)Ry([38)j142)T ip

(52 R.(05)R. (¢B)al:gz()ﬁ3)Rz(912 + B12)Ry (022 + B22)R. (032 + B32) . ...

R. (042 + B12)R. (052 + B52) R (662 + 562)Rz(ﬁ7)Ry(58)j142)T ip

095 _ Op3 _ 05 _ O3 _ Ov§ _
0qs 0qo Jdq10 0q11 0q12

(20RO R (00 R (1) T 22 )

R (042 + Ba2)R. (052 + B52) R (62 + 562)Rz(57)Ry(58)j142)T ip

Ry (922 =+ 622)Rz (032 + ,832) -

<b2 R.(05)R,(¢B)R z(wB)Rz(912+ﬂ12)(mRz(93z + B32) ...

R. (042 + Ba2) R (052 + Bs2) R (B2 + Bo2) R (B7) Ry (Bs)jraz) " o
<b2 R:(05)Ry(¢5)R:(45)R: (012 + f12) Ry (022 + 322)%

R. (012 + B12)R. (052 + B52)Ra (662 + 562)Rz(57)Ry(58)j142)T ip

(02yR;(05)Ry(¢5)R:(¥B)R:(012 + S12)Ry (022 + B22)R. (032 + B32) . ..

129
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4.6.2.5.

390%0
oq

&P%o
0q2

390%0
dq3

890%0
044

8@%0
dqs

890%0
dqe

OR.; (042 + Ba2)
© 0(0a2 + Ba2)

93

bo = (02,R.(05)Ry(45)R
. R, (042 + Ba2)
2
995 (b2, Ry (05)Ry (65)R
Oq18

R (042 + Ba2) R (052 + Bs2)

. dp?
Calculo de Zfe
Jq;

580%0
Oqj

ORY .
12 ksz) Jo

0(0s2 + Bs2)

T
R, (652 + B52) Ry (062 + 562)Rz(ﬁ7)Ry(,38)j142> ip

(V)R (012 + B12)Ry (022 + f22) R (032 + f32) . . .

OR; (652 + B52)

T
R, (062 + 562)Rz(57)Ry(58)j142> ig

2(UB)R (612 + S12)Ry (022 + Ba2)R. (032 + P32) . ..

OR (862 + Bs2)

T
6(962 =+ 562) R. (67)Ry(58)j142> io

ol (CAORY

— (8R92k )T-
8% 82 Jo

T

T)RZ(ZZJB)RZ(% + Bi2)Ry (022 + B22) R (032 + Ba2) R (Os2 + 542)1(82) Jo

130

T
TRy((bB)Rz(wB)Rz(@m + B12)Ry (022 + Ba2) R, (032 + Ba2) R, (042 + 542)1(82) Jo
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IR, T
= <Rx(eB)Ry(¢B)8d(;£B)RZ(912 + Bi2)Ry (022 + B22)R: (032 + Ba2) R (Os2 + 542)1(82) Jo
390%0 <8R92 )T .
= k
D 961, 82 Jo
= 0
&P%o (GR% )T s
= k
Das 901 82 Jo
=0
390%0 <3R$2 )T .
= k
940 90 82 Jo
= 0
890%0 <8R92 )T .
= k
O0q10 0y 2 30
=0
390%0 <8R92 )T .
P10 _ k
0q11 0051 52 J0
=0
T
890%0 _ <8R92 k82) jO
0q12 0061
= 0
&P%o <8R92 )T
= k
O0q13 015 2 30
OR. (012 + .
= (Rx(eB)Ry(¢B)Rz(¢3)(mﬁlQ)Ry(em + 522)R (032 + B32) R, (042 + 542)1{82) Jo
(612 + Bi2)
8%0%0 <3R92 )T
9f10 _ k
9914 96, 82 Jo
IR, (0o + T
= (Rm(QB)Ry(¢B)Rz(7/JB)Rz(912 + 512)MRZ(932 + B32)R; (042 + 542)1{82) Jo
0(022 + B22)
690%0 <8R92 )T s
= k
0qu5 B3y 30
OR. (035 + T
= (Rz(QB)Ry(¢B)Rz(1/JB)Rz(912 + B12)Ry (022 + 522)MRZ(942 + 542)1{82) Jo
0(032 + Ba2)
3@%0 <8R(7J2 )T .
= k
O0qi6 001y 2 J0
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OR, (040 + T
= (R;(05)Ry(¢5)R.(¥)R. (012 + F12)Ry (022 + B22)R. (032 + ﬁ32)Mk82 Jo
0(0a2 + Ba2)
890%0 _ <8R92 kSZ)TjO
Oq17 0052
= 0
&P%o (GR% )T .
- k
0qs gy 2 30
=0

4.6.2.6. Calculo de %21

890%1 _ 0 0 T
T = g ((a(60) ko)
0 T
(8R72k82> ko
8%‘

890%1 _ 890%1 _ 690%1 -0
oq 0qo g3
oty OR;(0p) T
P = WRyWB)Rz (V)R (012 + S12)Ry (022 + B22)R. (032 + B32)R. (042 + Baz)ksa | ko
830%1 aRy((bB) T
g = <Rx (QB)WRZ (V)R (012 + Sr12)Ry (022 + Ba2) R (032 + B32)R. (042 + 542)k82> ko
9%, OR.(¢B) g
rr (RI(QB)Ry(¢B)(%RZ(012 + B12)Ry (022 + Bo2) R (032 + PB32) R (042 + 542)k82> ko
9%, _ 9% _ 9t _ 9t _ 9t _ 9t —0
9q7 Jqs dg9  Oq0  9qu1  Oqi2
v < OR (012 + 512) )T

= |(Rz(0B)R = TR, (022 + O30 + (042 + Baz)k k
Da1s (08)Ry(¢B)R:(¢VB) 9012 + Pra) R, (022 + f22)R. (032 + P32) R (042 + Baz)kso 0
v ( ORy (022 + Pa2) )T

= (R,(0)R R. R. (012 + — = PR, (030 + (042 + Baz)k k
D14 (08)Ry(¢B)R:(VB)R: (612 + Si2) (022 + Fa) R. (032 + B32)R. (042 + Laz)kso 0
992, ( OR (032 + ﬁaz) )T

= R,.(08)R R, R, (012 + R,(022 + ——= 2R, (Og0 + k k
D1 (05)Ry(¢B)R.(¥B)R: (012 + F12)Ry (022 + B22) (652 + B32) 12 + Baz)kso 0
dp?, 2 (042 + Ba2) T

= (Rx(9B)Ry(¢B)Rz (¥B)R: (612 + S12)Ry (022 + Pa2) R (032 + ﬁ32) ksz) ko
0q16 (942 + Ba2)
a‘P% a‘ﬂ%l _

Oqi7 O0q1s
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4.6.2.7. Calculo de %32

&P%z 0 0 T
5 = 7y (e60) k)
ORY T
= < 8112k112) ko
4a;
T

8@%2 _ aR(1)12k Kk
20, Dy 112 0

=0
890%2 (aR(1)12 )T

= ——==k k
90 Dy 112 0

= 0
8@%2 _ aR(l)u g
an - Wk112 kO

- 0
390%2 8R‘1)12 g

— L2y k
B 905 112 0

OR, (0
= ﬂRy(qu)Rz(wB)Rz(ng + B12)Ry (022 + Ba2)R: (032 + B32) . . .
00p

- R (a2 + Ba2)R. (052 + B52)Ra (B2 + Bo2)ki12) " ko

890%2 _ aR(l)IQ g
el (5¢B k112> ko
= (RI(GB)may(;iB)Rz(wB)Rz(912 + B12)Ry (022 + B22)R: (032 + PB32) . ..
- R (a2 + Ba2)R. (052 + B52)Ra (B2 + Boa)ki12) " ko
890%2 _ aR(1)12 g
e ( 395 k“2> ko
= (Rx(GB)RyWB)WRZ(@u + B12)Ry (022 + S22)R. (032 + B32) . ...

- R (042 + Baz)R. (052 + Bs2)Rer (B2 + Bea)kir2)” ko

T
8@%2 _ (aR?u k112> ko
0qr 0011

= 0
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8@%2
Jgs

890%2
0qo

3@%2
O0q10

390%2
O0q11

390%2
0q12

890%2
0q13

390%2
O0q14

390%2
0q15

390%2
0q16

aR?le Tk
8921 112 0

S —

OR (012 + P12)
R.(vs) (612 + fi2)

R. (652 + B52) R (062 + 562)k112)T ko

R, (622 + £22)

<8R112 k112> kO

R (042 + Ba2)

ORy (022 + B22)
O(ba2 + Pa2)

+(062 + Be2)ki12)” ko

R.(05)Ry(¢)R.(¢¥B)R. (012 + S12)

R. (012 + Ba2)R. (052 + f52)R

R
(89;;21{112) ko

(Rz(9B)Ry(¢B)Rz(¢B)Rz(912 + S12)Ry (022 + Ba2) 903 + o)

R.. (042 + Ba2) R (052 + Bs2) R (062 + Be2)ki12)” ko

T
ORYy kiiz | ko
0042

(Ra(08)Ry(o5)R:(¢¥i)
OR (042 + Ba2)
0(0a2 + Paz)

R, (612 + B12)Ry (022 + B22)R

T
R. (052 + B52) Rz (062 + 362)1(112) ko

RZ(932 + ﬂ32) o e

Rz(932 + ﬂgz) e

OR. (032 + B32)

2(032 + B32) . ..
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0 2
69012 _ ( D12 k112> Ko
q17
= (R:(08)Ry(¢5)R.(¥B)R.(012 + Bi2)Ry (022 + Ba2) R (032 + B32) - . -
OR.. (052 + B52) ’
R.(0 —————— "R, k k
(02 + Ba2) (052 + Boa) R (062 + Bo2)ki12 0
o 2
a9012 _ ( i k112> ko
q18
= (R;(08)Ry(¢)R.(¥VB)R, (612 + B12)Ry(O22 + B22) R (032 + Bs2) - ..
OR (062 + B62) T
R.(6 R.(6 — =’k k
(042 + Baz) R (652 + B52) 900 + Boa) 112 0
Una vez desarrollados los elementos de la matriz Jacobiana a(;t; g,
el intervalo T3 se escribe de acuerdo a (4.14) como:
o0®9\ "
To=(—2) A 4.20
’ ( dq ) ? 420)
donde el vector de los multiplicadores de Lagrange tiene la forma:
M
A3
A3
At
A
)\2
0 _ 6
Ay = \2
7
A8
A3
Mo
A
[ M2
4.6.3. Restricciones en el intervalo T3
Las restricciones holonémicas durante la fase de SS con apoyo en el pie derecho son:
Pilgi(t) = 15(g;(1) ko =0
e3(q;(1) = 15(g;(1) -Jo — b2, =0
¥3(g;(1)) = 1(g;(1) -1 =0
¥i(g; (1) = kgalg; (1) -jo=0 (4.21)
¥3(g;(t)) = kgalg;(1) ko =0
vela;(t) = Kialg;(t) ko=0

Las ecuaciones ¢3(g;(t)), - - -

,©2(g;(t)) representan las mismas restricciones de posicion y orientacion para
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el pie derecho descritas por ¢%(g;(t)), -+, p35(q;(t)).

Agrupando las ecuaciones (4.21)) en el vector ®3, las restricciones holonémicas se escriben:

¢1(q;(t))
¢3(q;(t))
0 — w3la;(0) | _
ACIG)
@3(a;(t))
| wila;() |
Por lo que la matriz Jacobiana a;(-l 5 queda definida como:
e o
3@% 9q1 9q18
o o0 .. 0%
6q1 81118
En tanto
Pila(t) = ¢7(a(t)
5(g;(1)) 3 (g;(1))
w3lg;(1) = ala;(t)
vilg; () = ¢lola;(t))
Pa;(t) = ¢hila(t)
va(4;(t) ta(g; (1))
se deduce:
od _ 0a
0q; 0q;
08 _ oa
0q; 0q;
Opf _ 04
8q]' 8qj
o 3 o 2
Py _ 1o
qu aq]‘
CLP% _ ety
aqj' an
% _ 8@%2
aq]' 8qj

Por lo que el vector de las fuerzas de restriccion en el intervalo T3 se escribe de acuerdo a (4.14) como:

T
0%5\ " 1o
== 4.22
- (52) A (4.22)
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donde el vector de los multiplicadores de Lagrange tiene la forma:

A
A3
o_ | A3
A
A5
S

A

w
I

Es importante enfatizar que los elementos de los vectores de las fuerzas de restriccion en , y

se denotan como:
B
I3

T, '
k
I

k
_FIS_

4.7. FEcuaciones Dinamicas

Desarrollando las sumas de las ecuaciones (4.8) y (4.10) y factorizando los términos comunes a los vectores
4 v q se tiene:

d (0L . e . .
G(52) = patveary (z (Dm]-qwqu))
J i=1 \n=1
= Dp;jG+Vejq+Di11;G+ Vi1;4+ D21;4 + Va1;4 + D31,4 + V31,4 +
D414+ V1,4 + D514 + Vs1,4 + De1;d + Ve1;4 + Di2;d + Vi, +
D224 + Vaz;4 + Da2;q + Vaz;q + Da2;d 4+ Vaz,;q + Ds2;4 + Vs2;q + Dez;jd + Vez;q
= (Dgj 4+ Di1j + D21j + D31j + Duij + Ds1j + De1j + Di2j + Dagj + Dszj + Duagj + Ds2j + De2j) G +

(VBj + V115 + Va1 + Va1 + Vai; + Vs + Ve + Vig; + Vag; + Vag; + Vag; + Vg + Vezj) §

oL 2 /6
5 V'gjq+ C'p; + Z <Z (Viniza+ C/"ij))
j

i=1 \n=1

= V'giq+C'sj + V'i1;a+ C'11j + Va1jq + Clarj + Va4 + Clagj +
V' 4150+ C'a1j + V5154 + C's15 + Ve1;a + Clo1j + V1254 + C'1o +
V2214 + C' a2 + V3254 + C'32) + Va2 + Cazj + V5254 + C's2j + V'e2;d + Co2j

= (V/Bj + Vi1 + Vi + Vst + Vi + Vs + Vet + VVigj + Vo) + Vo + Vg + Vo + VIGZj) q+
(ClBj + C'11j + C'o1j 4+ Cla1j + C'ugj + C's515 4+ Clorj + Cigj + Clogj + Clagj + Clugj + Clsoj + Cl62j)
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Con las expresiones anteriores y de acuerdo a la ecuacion de Lagrange en (4.1)) se opera:

d (0L OL ..
s (a) g Dpg; + Di1; + Da1j + D31j + Daij + Ds1j + De1j + Di2j + Dagj + Dagj + Dagj + Ds2j + Dez;) G +
j j

!/ ! / ! ! ! ! !’ ! ! ! ! !’ .
V'gj = V11 = V'a1j = V515 = Via1j = V515 — V15 — Vigj — VVaoj — Vg5 — VVigj — Vg5 — Vigyg) a4 +

(VBj + Vi1 + Vaij + Va1 + Vauj + Vi1 + Verj + Vigj 4+ Vagj 4+ Viagj + Vags + Vg + Vezs) d +
(
(—C'Bj — C'11j — C'215 — C'315 — C'415 — C'515 — C'g15 — C'12) — C'a9j — C'325 — C'uzj — C'525 — Cg25)

Definiendo
D; = Dgj+ D1 + D21 + Dsij + Darj + Dsi1j + De1j + D12 + Dagj + Dagj + Dagj + Dsaj + Deg;
Vi = VB + Vi + Vo + Vi + Vay + Vs + Ve + Vigj + Vagj + Vo + Vg + Vi + Vo —

/ ! ! ! ! !/ ! ! ! ! !/ ! !
—V'Bj = Vii1j = Vio1j = Vigij = Viugj — Visij — Vigry — Vingg — Viggj — Viggj — Vig) — Vigg) — Vigy;

! / !/ / / ! / / ! ! !/ ! !
Cj = —Cpj—Clhyy—Clayy— Cla15 — Cunj — Cs515 — Clgrj — Cligj — Clagj — Clggy — Clugj — Clsgy — Cley;

se escribe: 4 /oL oL
2 g Vg + C
dt ((9(1]) aq]' '7q+ Jq+ J

Con lo que la ecuacion de Lagrange en (4.1) queda:
D;§+V;q+C;=Q; +T%

Escribiendo la ecuacién anterior dieciocho veces, una para cada j = 1,2,...,18, obtenemos dieciocho

)

ecuaciones escalares; las cuales se pueden ordenar como:

Dy Vi Cy Q1 Iy
Dy Vy Cs Q2 s
D3 Vs Cs Qs rs
Dy VY, Cy Q4 i
D5 Vs Cs Qs rk
Dg Ve Ce Qs It
D~ V7 Cr Q7 %
Dg Vs Cs Qs g

k
Ig)lgo at S//lgo at é:lgo - g 190 " 15?

10
Dy Vi1 Cu Q11 I
D1o Vio Ci2 Q12 ',
Dy3 Vi3 Cis Q13 Ity
Dy Via Cua Q14 ri,
D5 Vis Cis Q15 Flf5
D16 Vis Vis Q16 Ik
D~ Vir V17 Q17 rk,

| Dis | | Vis | | Vis | [ Qs | | Ths
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Cuya escritura se simplifica a:
DG+vg+C = Q+TIy

Recurriendo a las expresiones de los vectores de fuerzas generalizadas y fuerzas de restriccion en (4.13) y
(4.14)), las ecuaciones de Lagrange del bipedo son:

899\ "
DGg+Vq+C=A,7+ (’“) AY
dq
Si bien la estructura de las matrices D,V,C, A no depende de la fase del ciclo de marcha en que se

encuentra el bipedo, las fuerzas de reaccion deben ser formuladas para T}, en tanto la solucién numérica
de los multiplicadores de Lagrange demanda disponer de las restricciones holonémicas especificas a cada
intervalo. Como consecuencia de este hecho, la dinamica del robot en el intervalo Ty queda descrita por el
sistemalt

ax0\ 1
Dq+vq+<c:ATr+(d§;k) A2

te Ty, 0

(4.23)
donde k =1,2,3.

Tomando en cuenta que la solucién numérica de las ecuaciones de posiciéon en ya ha proporcionado
los valores de las coordenadas generalizadas qr, gs, . . - , ¢15; las ecuaciones de velocidad en obtuvieron
47, qs, - - -, ¢18; las ecuaciones de aceleracién en determinaron ¢z, ds, - .., ¢1s y que para obtener dichos
resultados se tuvieron que proporcionar qi,qs, - - -, s, 41,42, - - - 46, G1, G2, - - - , §g; se deduce que las incognitas
del sistema en son los pares de los actuadores 7,; del bipedo y los multiplicadores de Lagrange )\é’?.

3La notacion se toma de (Chevallereau et al., [2009)



Capitulo 5

Simulacion de un ciclo de marcha

El patron de caminata empleado para la simulacion del ciclo de marcha del bipedo se disené considerando

que las bases de sus pies se conservaran paralelas al plano del piso, que el punto pg se mantuviera en el plano

sagital y que su coordenada zp permaneciera constante. Bajo estas consideraciones, las posiciones de los

puntos pg, p; vy la orientacion de los marcos locales (pg;in,js, ki), (Pi;1i,ji, Ki) respecto al marco inercial

(O;1ip, jo, ko) en funcion del tiempo ¢ quedaron restringidas geométricamente por:

0

234.37[mm]

x2(t) = 44.54[mm] (5.1)
01(t) = 02(t) =0

$1(t) = ¢a(t) =0

Pi(t) = P2(t) = 0

dejando libre la definicion de las funciones yp(t), y1(t), z1(t), y2(t), 22(t).

Para la generacion de dichas funciones se opt6 por la determinacion de una secuencia arbitraria de valores

YB, Y1, 21, Y2, 22 que permitieran al bipedo dar un paso de 52.26 [mm] en el entorno grafico de su modelo CAD,

sin violar las restricciones en (5.1). Contextualizando estas mediciones en el tiempo ¢ se gener6 la tabla

140
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Cuadro 5.1: Datos para la construccion de las splines que rigen el movimiento del torso y los pies del bipedo
durante el ciclo de marcha simulado.

t  yg[mm] yi[mm] zi[mm] ya[mm] 2z [mm]
0 38.5 0 0 0 0
5 - 0 0 9 20
10 - 0 0 19 30
15 72 0 0 29 20
18 - 0 0 45 -
20 84 0 0 52.26 0
24 90.39 - - 52.26 0
25 90.76 9 20 52.26 0
30 90.76 19 30 52.26 0
35 90.76 29 20 52.26 0
38 90.76 45 - 52.26 0
40 90.76 52.26 0 52.26 0

Con esta informacion y siguiendo el procedimiento que se describe en el apéndice [C] se obtuvieron las
splines ([5.2)-(5.6)) para definir las configuraciones espaciales asumidas por el bipedo en ¢ € [0,40]. Donde ¢

se mide en potencias de segundo y las coordenadas yp,y1, 21, Y2, 22 se calculan en [mm]. En la figura se

proporciona su representacion grafica.

Z1 (t)

Y2 (1)

2.2333t + 38.5;

0.0333¢2 + 1.2333¢ + 46;

—0.2423t2 4 12.2583t — 64.25;

90.76;

0;
1.9333t — 38.6667;

0<t<15
15<t<20
2

0<t<25

25 <t <40

1.1333t% — 77.4t + 1349.67;
—2.5517t? + 202.66t — 3971.47;

0; 0<

t <20

4t — 80; 20<t <25
—21% + 24t — 330; 25 <t <35
—4t + 160; 35 <t <40

1.9333t;
1.1333t% — 32.0667t +

255;

—2.5517t? + 100.593t — 938.94;

52.26;

0<t<20
20<t <35
35 <t <38
38 <t <40

0<t<15
15 <t <18
18 <t <20
20 <t <40

(5.4)
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At: 0<t<5
_ 242 _ . <
ull) — 224 8t—10; 5<t<15 (5.6
—4t + 80; 15 <t <20
0; 20 <t <40

Escapa a los alcances de este trabajo asignar las unidades de tiempo que definan la duracion del ciclo de

marcha.

=yB(1)
=y

21(1)
=y2(1)
=z

[mm]

Figura 5.1: Grafica de las splines en (5.2))-(5.6]) para definir la configuracién espacial de los pies y el torso del
bipedo en ¢ € [0, 40].

Con la solucién numérica de las ecuaciones cineméticas de posiciéon en para cada una de las con-
figuraciones espaciales de los pies y el torso definidas por las funciones en cont=1,2,3,...,40;
el programa en Mathematica presentado en el apéndice [D| arroja los valores ilustrados en las graficas de la
figura para los angulos 64;, 02, 03;, 045, 05;, 0s;. En tanto que 61;, 02;, 0g; permanecen constantes e iguales
a 0, se omite su presentacion.

Disponiendo de todos los dngulos anteriores, se logré animar exitosamente el ciclo de marcha propuesto
en este capitulo en la seccion Simulacion del programa transcrito en el apéndice con lo que se considera
haber demostrado la utilidad del modelo cinemético desarrollado en este trabajo. En la figura [5.3]| se ofrecen
algunos de los cuadros de dicha animacion para ilustrar la transicién del modelo simplificado del bipedo entre

sus periodos de soporte doble y sencillo durante el ciclo de marcha.
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641[7]

30 40

051]°]

30 40

Figura 5.2: Valores adoptados por los angulos 031,041, 051, 032, 042, 052 durante el ciclo de marcha propuesto.
Los angulos 611, 621, 061, 012, 022, 050 permanecen constantes e iguales a 0, por lo que se omiten sus graficas.
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a) -10 _g ;
=0 [ 5 1
s

L

-5

Figura 5.3: Configuraciones adoptadas por el bipedo durante la simulaciéon del ciclo de marcha propuesto;
a),c) y e) corresponden a periodos de soporte doble, mientras que b) y d) son de soporte sencillo. Se grafica
un cilindro cuyo eje coincide con el vector del marco inercial kg como referencia para la percepcion del
movimiento.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Se considera que con las ecuaciones cineméaticas en , 7 y los sistemas de ecuaciones
dindmicas en , junto con los marcos de referencia y vectores definidos para su deduccion a lo largo
de esta tesis, se han aportado los modelos cinematico y dinamico con las caracteristicas planteadas en los
objetivos de la introduccion.

Las precauciones que se deben tener en cuenta al usarlos son:

= Las bases de los pies son los tnicos elementos mecanicos del bipedo que se reproducen con exactitud en
el entorno grafico para la simulaciéon de su movimiento; por lo que se pueden obtener configuraciones
espaciales que el choque entre los eslabones reales del robot no admita, sin que este fenomeno sea

evidente en términos de la visualizacion.

= En contraste con el modelo cinemético, que puede proporcionar las caracteristicas de posicion, velocidad
y aceleracion angulares de los eslabones para cualquiera de las configuraciones espaciales del bipedo que
sean consistentes con las limitaciones de sus parametros geométricos, sin ser reformulado; el modelo
dindmico debe ser replanteado de acuerdo al patrén de contacto con el piso elegido para un ciclo de
marcha, debido a la interdependencia de los multiplicadores de Lagrange y las ecuaciones de restricciéon

impuestas por dicho patroén.
= El modelo dinamico desprecia los efectos de las fuerzas disipativas en las juntas rotacionales del bipedo.

= La simulacion del ciclo de marcha admite el uso de cualquier técnica de interpolacion para la definicion
de las trayectorias del torso y los pies. Se debe notar que la programaciéon de un patrén de caminata
que involucre el movimiento de todos los eslabones del bipedo, demandaré establecer 18 curvas para la

definicion de las configuraciones espaciales en el tiempo, de acuerdo a los 18 GDL del bipedo.

Se debe agregar que los modelos cinemético y dinamico en esta tesis proporcionan una excelente plataforma
de calculo que no se encuentra restringida al estudio ni programacion de la caminata del bipedo Scout. En
tanto que la generalidad de su formulacién permite describir el movimiento de bipedos con trece eslabones
rigidos unidos por medio de juntas rotacionales actuadas y la base de sus pies constituida por poligonos;
los modelos pueden brindar informacion valiosa en la solucién de los problemas de diseno de este tipo de

robots, tales como las dimensiones con las que deben contar sus eslabones para tener un rango de movilidad

145
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determinado y los pares necesarios en los actuadores para realizar una buena gama de movimientos, con lo
que a su vez podria escalarse hacia el disenio de una 6rtesis de miembro inferior que restituya la caminata a

una persona.

6.2. Trabajo futuro

Una vez programado el modelo dindmico bajo el patrén de contacto expuesto en , se pretende extender
la formulacién del vector de fuerzas de restriccién para la consideracion de fases transitorias entre SS y SD
que permitan aproximar el patréon de caminta del bipedo al de un ser humano, de acuerdo a lo expuesto
en (Chevallereau et al.l 2009); quedando pendiente la introducciéon de modelos de impacto con el piso y
la consideraciéon de las fuerzas disipativas en las juntas, para disponer de una descripcion detallada de los
fendémenos fisicos que pueden alterar la estabilidad de la marcha.

A grandes rasgos, el criterio de estabilidad dindmica de la caminata bipeda basado en el principio del
punto de momento cero pz s p refiere que éste debe permanecer en el poligono de soporte constituido por
el conjunto convexo de los puntos de contacto entre los pies del robot y el piso, para garantizar que los
pies guarden contacto completo con éste y que un patréon de caminata pueda llevarse a cabo tal y como fue
planeado (Westervelt et al., 2007).

Con el método documentado en (Kajita and Espiau, [2008)), se determinan los vectores del centro de masa
del bipedo bY,, su momento lineal total P y el momento angular total £ respecto al marco inercial de acuerdo

a:

2 6
mp, o Mniy 0
b} = —b E E b,
T mp P * — ( mr m’)

n=1

2 6
i=1 1

n=

6

2
L = b%x (me%> +1%w} + ; <Z (b?u' X (mmb%i) + I%i‘*’%i))

n=1

Refiriéndose a los elementos de los vectores anteriores como:

Pw ﬁm bTw
P=|P, |, £=| 2, |, b= br,
Pz Ez sz

El vector asociado a la posiciéon del punto de momento cero pzas/p en el marco inercial es:

ZMP,
Pzup = | ZMP,
ZMP,

donde

mrgbre + ZMP,P, — L,

ZMP, =
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VP — mrgbry + ZMP,P, + L, 6.1)
v mrg + 7jz .

y ZM P, es la altura del piso respecto al marco inercial.
Se puede verificar que cuando el bipedo permanece estacionario, el punto de momento cero es la proyecciéon

del centro de masa total b sobre el plano del piso:

ZMP, = bp,
ZMP, = bp,

Habiendo identificado en la revisién del estado del arte al principio del ZM P como el criterio que rige el
desarrollo de los bipedos mas versatiles de la actualidad, el siguiente paso rumbo a la sintesis de esquemas de
control para la caminata estable de Scout es el diseno de un algoritmo que valide los patrones de caminata
generados con la asistencia de los modelos cinemético y dinamico de esta tesis, determinando en cada instante
del ciclo de marcha el conjunto de puntos que pertenecen al poligono de soporte del robot y verificando con

las ecuaciones en (6.1) que pzarp se encuentre incluido en éste.



Apéndice A

Poblaciéon discapacitada de México de
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A.1. Distribucién porcentual de la poblaciéon con discapacidad segiin

causa de la discapacidad para cada entidad federativa, 2000

Entidad federativa 'T:::::d":: Macimiento |  Enfermedad | Accidente | Edad avanzada Otracausa  No especificado
Estados Unidos Mexicanas 2241 193 19.4 e 177 227 13 &7
Aguascalientes 23147 731 285 150 213 21 80
Baja California 44707 10.6 308 04 148 a0 115
Baja Califoria Sur 8338 75 228 19.9 145 27 78
Campeche 21012 18.1 208 17.2 258 28 64
Coahuila de Zaragoza 50290 109 232 1.0 187 23 70
Colima 17 742 102 311 08 207 18 87
Chiapas 61807 217 ETr] 148 203 17 Y
Chihuahua 68137 189 305 201 218 14 78
Distrito Federal 188 443 188 225 185 208 22 8.1
Durango 41005 17.2 17 18.1 218 14 B8
Guanajuato 115 001 103 03 184 267 20 B4
Guemero 67 036 173 205 18.8 268 14 B4
Hidalgo 59 845 187 2 16.9 250 18 53
Jalisco 162 257 107 07 18.9 228 17 B4
México 240 408 218 02 05 183 20 71
Michoacdn de Ocampo 104 555 183 35 18.6 260 16 71
Morelos 41153 180 28.1 18.3 248 18 70
Nayarit 29 551 183 238 15.2 253 17 57
Nueva Ledn 81463 10.0 350 174 105 20 71
Oaxata 85 357 17.1 300 150 308 16 55
Puebla 110 822 203 2086 18.9 265 14 83
Querétaro Arteaga 28187 182 305 174 248 17 68
Quintana Roo 14473 28 288 153 228 1 57
San Luis Potosi 62 608 18.5 08 18.7 264 20 55
Sinaloa 59035 205 353 18.1 187 18 78
Senora 51073 208 253 16.1 18.1 17 103
Tabasco 58 608 162 234 140 262 44 58
Tamaulipas 50074 102 231 19.2 205 10 8.1
Tiaxcala 18 852 10.8 03 18.1 243 12 53
Veracruz de Ignacio de la 172 835 182 228 178 227 20 57
Llawe

Yucatan 55 836 178 234 142 270 22 53
Zacatecas 35 056 185 28 158 240 e 8.9

NOTA:  La informacidn de discapacidad que se capto en el cuestionaric ampliade, se aplicd solamente a una muestra de la poblacion al momento del cense,
es decir, las cifras presentadas surgen de una estimacion y, por lo tanto, pueden no coincidir con las del censo (cuestionario basico).
Debido al redonden de las cifras, |a suma de los decimales puede no coineidir con el 100.0%. Cifras correspondientes al 14 de febrero.

FUENTE: INEGL Xil Censo General de Poblacidn y Vivienda 2000. Base de datos de la muestra censal.
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A.2. Porcentaje de la poblaciéon con discapacidad segiin tipo de dis-

capacidad para cada entidad federativa, 2000

|Entidad federativa | Matriz Auditiva | Del lenguaie | Visual | Mental Otra
|Estados Unidos Mexicanos | 453 157 | 48| 260 | 164 o7
| Aguascalientes | 405 | 147 | 28| 215 | 18.1 | 11
|Baia Califormia | 557 | 120 | 34| 18.3 | 178 | 07
|Baja California Sur | 480 | 128 | 43| 223 | 189 | 08
|campeche | 405 | 150 | 53| 377 | 1290 | 08
| Coahila de Zaragoza [ 513 | 138 34| 214 | 161 | 08
| Colima | 480 | 154 | 29| 202 | 1486 | 11
| Chiapas | 403 | 148 | 87| 28.0 | 157 | 05
| chinuahua | 518 | 162 | 28| 207 | 156 | 05
| Distrito Federal | 50.3 | 16.2 | a1 10.8 | 172 | 0o
| Duranga [ 513 | 141 | ar| 23p | 147 | 05
| Buanajuato | 478 | 154 | 41| 28.1 | 152 | 08
| Buemero | 421 | 168 | 78| 278 | 154 | 03
| Hidalgo | 386 | 160 | 64| 312 | 145 | 08
| saliseo | 485 | 148 | 24| 223 | 18.2 | 0o
| Méxica [ 452 | 154 | 45 | 238 | 175 | 12
| Michoacan de Dcampe | 440 | 172 | 48| 28.8 | 149 | 08
| Morelos | 435 | 178 | 48| 281 | 15.1 | 14
| Mayarit | 431 | 165 | 48| 281 | 16.0 | 07
|Muevo Ledn | 50.8 | 131 | 16| 21.8 | 173 | 0.6
| Caxaca | Ire | 187 | 74| 312 | 138 | 04
|Puebla [ 431 | 176 | a5 | 268 | 148 | 08
| Querétaro Arteaga | 456 | 158 | 45| 255 | 16.1 | 12
| Quintana Roo | are | 145 | 65| 348 | 1586 | 08
| 5an Luis Potosi | 424 | 172 | 54| 205 | 15.1 | ns
| sinaloa | 457 | 128 | 52| 230 | 108 | 0.6
| sonora [ 501 | 129 | 41| 217 | 174 | 05
| Tabasco | 333 | 128 | a0 | 435 | 154 | D4
| Tamauiipas | 480 | 140 | 48| 240 | 159 | 05
| Mascala | 455 | 174 | 57| 250 | 140 | ns
| Veracruz de Ignacio de Ia Liave | 383 | 169 | 65| 327 | 150 | 04
| Yucatan [ 23 | 151 | 45 | O 141 | o7
|Zacatecas | 481 | 170 | 43| 283 | 153 | 04

NOTA:  La suma de los distintos tipes de discapacidad puede ser mayor a cien por la poblacién que presenta mas de una discapacidad. Cifras
comrespondientes al 14 de febrero.
FUENTE: INEGI Xil Censo General de Poblacion y Vivienda 2000. Base de datos.
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Todos los dibujos, mediciones y calculos relacionados a los modelos CAD del bipedo fueron elaborados en
Solid Edge Academic V16.
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Elemento Descripcion Cantidad Material
Aluminio
@ Soporte | 2 p= 2.6865 [g/cm’]
m Separador hexagonal corto 12 Nylon
4-40 x 0.750" p=1.1756 [a/cm”]
Separador hexagonal largo
[I] 4-40 x 1.000" 4 Nylon
Separador hexagonal M/F
0 4-40 x 0.375" 4 Nylon
ﬁ Remache plastico 16 Nylon
. Acero
e Buje 12 p=7.75 [glem’]
Tornillo corto
! 4-40 x 0.250" 8 Acero
Tornillo largo
! 4-40 x 0.375" 24 Acero
Servomotor programable Hitec HS-5475HB
Velocidad de operacion: 4.55[rad/s] @ 4.8[V]
Torque: 0.432 [N.m] @ 4.8[V] 12 Varios

Masa: 40 [g]
Tamario: 38.8 x 19.8 x 36 [mm)
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Elemento Descripcion Cantidad Material
Lexan 01 1 Lexan
p=1.1789 [g/cm’]
% Lexan 02 1 Lexan
@ Lexan 03 1 Lexan
_ Lexan 04 1 Lexan
%_ Lexan 05 1 Lexan
Soporte para servomator 2 Nylon
porie p p=1.1756 [g/cm’]
Aluminio
% Soporte C corto 10 o= 2.6865 [g/cm’]
% Soporte C largo 2 Aluminio
@ Soporte multipropésito 4 Aluminio
Soporte dual 2 Aluminio
@ Soporte para tobillo 2 Aluminio

Pie

2 Aluminio
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ESCALA‘I:AI-‘ mm

Simplificacion del
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B.2. Parametros geométricos

To; = 44.54 x 1073[m]
z1; = 54.58 x 1073[m]
T = 29.08 x 1073[m)]
T3 = T4.60 x 1073[m]
Ty = 57.29 x 1073[m]
r5; = 54.97 x 1073[m)]
Yei = 23.06x 1073[m)]
li, = 7524 x10%m)]
la = 127 x107%[m]
B.3. Angulos Bni

11 = 180°

Bar = 90°

Bz = 330°

By = 60°

Bs1 = 45°

Be1 = 180°

Bz = 0°

B2z = 90°

B3z = 30°

Baz = 300°

Bs2 = 315°

Be2 = 0°

By = T5°

Bg = 210°

B.4. Vectores de posicién para el trazo de los pies
Todas las unidades estan en [m].
Pie izquierdo:

ry; = —245x107%; +64.34 x 107%j
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Pie derecho:

—2.45 x 10731; +83.33 x 1073},
26.18 x 107%1; 4+ 83.33 x 10735,
26.18 x 10731; 4 64.34 x 10735,
28.18 x 10721; + 64.81 x 1073},
28.18 x 10731; — 24.20 x 1073j;
26.18 x 10731 — 24.70 x 1073,
26.18 x 10731; — 43.70 x 107%j;
—2.45 x 10731; — 43.70 x 1073},
—2.45 x 10731, — 24.7 x 103},
—15.12 x 10731, — 24.7 x 1073j;
—15.12 x 107%i; — 43.70 x 1073},
—44.33 x 107%i; — 43.70 x 1073j;
—44.33 x 10731, — 24.70 x 1073,
—46.33 x 107%1; — 24.20 x 1073j;
—46.33 x 107%; 4 64.81 x 1073j;
—44.33 x 107%; + 64.34 x 107%j;
—44.33 x 107311 + 83.33 x 1073},
—15.12 x 107%i; + 83.33 x 10~%j;
—15.12 x 107%i; + 64.34 x 1073j;

15.70 x 10 %1y + 64.34 x 103,
15.70 x 1021y + 83.33 x 1073,
44.33 x 107315 + 83.33 x 107 3],
44.33 x 10731y + 64.34 x 107 3],
46.33 x 1031 + 64.81 x 1073j,
46.33 x 10731y — 24.20 x 1073j,
44.33 x 10731y — 24.70 x 107 3],
44.33 x 10731y — 43.70 x 1073,
15.70 x 1031y — 43.70 x 103}y
15.70 x 10~ %1y — 24.70 x 103}y
3.03 x 10731y — 24.70 x 1073,
3.03 x 10731y — 43.70 x 10™3j
—26.18 x 10731y — 43.70 x 1073,
—26.18 x 10731y — 24.70 x 107 3j,
—28.18 x 10731y — 24.20 x 103},

159
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r2, = —28.18x 107 %y +64.81 x 10~%j;
r, = —26.18 x 1071y 4 64.34 x 107°j;
rl, = —26.18 x 1071y 4 83.33 x 107°j;
rZ, = 3.03x 10 %y +83.33 x 1073},
r7, = 3.03x 107 %y + 64.34 x 10 3j,

B.5. Masa de los eslabones

mp = 162.08 x 10~ 2[kg]
my = 23.12 x 10 3[kg]
me; = 102.27 x 1073[kg]
ms; = 26.67 x 1073[kg]
my; = 103.57 x 102 [kg]
msi = 23.12 x 10" 3[kg]
me; = 89.48 x 107 3[kg]

La masa total del bipedo es mp = 898.54 x 10~3[kg].

B.6. Momento de Inercia de los eslabones

Todas las unidades son [kg - m?].

Torso:
152.08 x 10~% —0.09 x 10~¢ —0.02 x 10~

I5=| —0.09x107¢ 21421 x10°¢ 1.63x 1076
—0.02x107% 1.63x10% 306.38 x 10~

Pierna izquierda:
[ 29.40 x 1076 0.04 x 107 —0.04 x 10~

Ii=| 004x105 29.04x10°% —0.09x 1076
—0.04 x 1079 —0.09 x 1076  11.63 x 1076

38.74 %1076 9.88x10°6 —5.06 x 10~°
I3l =| 988x10% 63.10x10°% —0.27x10°¢
—5.06 x 107  —0.27 x 10°%  61.51 x 1076

14.47 x 1076 008 x107% —1.09 x 1076
I;=| 008x1076% 57.65x10°6 —0.00x 1076
—1.09 x 1076 —0.00 x 106  45.90 x 10~6
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21.97x107% 437x107% —6.21 x 1076
Ii=| 437x10°% 15535 x10°¢ —1.82x10°¢
—6.21 x 1079 —1.82x 1076 144.59 x 10~

11.62 x 107¢  10.53 x 107% —0.98 x 106
I =| 1053x107% 5049 x 1076 —0.23 x 1076
—0.98 x107% —0.23 x 107¢ 50.05 x 10~¢

63.40 x 107  —26.31 x 1076  6.48 x 10~
It =] —26.31x107%  93.08 x 1076 —8.23 x 10~°
6.48 x 10~ —8.23x 1076 86.73 x 10~

Pierna derecha:

290.40 x 1075  0.04 x 1076  —0.04 x 10~6
I2=| 004x107% 29.04x10°% —0.09x 1076
—0.04x107% —0.09x107% 11.63 x 1076
38.74x 1076 —9.88x 107 —5.06 x 10~
=] —9.88x107% 63.10x 1076 0.27 x 107©
—5.06 x 1079  0.27x107% 61.51 x 106
1447 x 1076  —0.08 x 1078 —1.09 x 1076
I35=1] —0.08 x1076 57.65x10°% 0.00 x 10~°
—1.09x 107% 0.00 x 1076  45.90 x 10~
21.97 x 1076 —4.37x10°¢ —6.21x 106
I2=| —437x10°% 15535 x10°¢ 1.82x 1076
—6.21 x107% 1.82x 1076 144.59 x 10~

11.62 x 1076  —10.53 x 107 —0.98 x 10~6
I35 =] —10.53x10°% 5049 x10~¢  0.23 x 106
—0.98 x 10~ 0.23x107%  50.05 x 10~

63.40 x 1076 —26.31 x 1076 —6.48 x 10~
I2 =] —26.31x107% 93.08 x10°6  8.23x 1076
—6.48 x107%  823x10°%  86.73 x 10°
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B.7. Vectores para determinar la posicién de los centros de gravedad

Todas las unidades estan en [m].

Torso:
rB, = —7.69x1073j5 — 0.62 x 10~k p

Pierna izquierda:

ri; = 849 x 1073y +0.22 x 107 3jy; — 18.77 x 10~ %ky;
riy, = 14.48 x 1073i3; +2.60 x 1073j3; — 6.24 x 10" °k3,
r3 = 34.33 x 107315 +0.08 x 107 3j5; — 1.21 x 10~ %k5,
vl = 1952 x 10 %ip + 2.13 X 10 %j7; — 3.44 x 10~ %k
rl = 35.49 x 10 %ig; + 8.37 X 10 %jo; — 1.21 x 10~ %kg,
rog = —9.58 x 107%1; + 11.39 x 107 3j11; — 7.92 x 10~ %k 1y
Pierna derecha:
r, = 849 x 10 %5 +0.22 x 10 3§15 — 18.77 x 10~ %ky
rih, = 14.48 x 1073135 — 2.60 x 10 %35 — 6.24 x 10 ks
ri%, = 34.33 x 10 %15 — 0.08 x 107350 — 1.21 x 10 ks
rZ, = 1952 x 10 3y — 2.13 x 107375 — 3.44 x 10 ko
r2%, = 3549 x 10 %igy — 8.37 x 107 3jgy — 1.21 x 10 koy

rod = —9.58 x 1073110 + 11.39 x 10§19 + 7.92 x 103k 19



Apéndice C
Splines

De acuerdo al diccionario inglés Merriam Webster Online (Merriam-Webster, 2008]), la palabra spline,
pronunciada /“splin/, fue acotada en 1756 para describir un instrumento compuesto de bandas metalicas y
pesos variables empleado por los ingenieros en el trazo de curvas suaves en planos de construccién, especial-
mente de barcos. El parecido de las curvas generadas mediante este dispositivo y las gréaficas de los polinomios
de interpolacion usados en este trabajo para aproximar funciones f(¢) : ® — R dadas en forma tabular como
(to, f(t0)), (t1, f(t1)),- -, (tm, f(tm)) en el intervalo [a, b], derivo en el uso del término spline en el campo de
los métodos numéricos.

En tanto se conoce el intervalo sobre el cual se va aproximar f(¢), es posible dividir [a, b] en m subintervalos
y aproximar f(¢) en cada uno de estos por medio de un polinomio S;(t) adecuado, de tal manera que

i=1,2,...m. Este proceso da como aproximacion de f(t) una funciéon S(t) definida a tramos:

Sl(t); to<t<ty
Sg(fi); t <t<ty
St)y=4 Ss(t); ta<t<ts (C.1)

Sm(t)7 tmfl <t < tm

Obsérvese que la funcion f(t) y la spline S(t) coinciden en los nodos tg, 1,2, ..., tm; de tal manera que
to = a, t,, = by el error en cualquier punto (¢, f(t)) de [to, tm] queda acotado por la funciéon S;(t) definida
en su intervalo correspondiente.

Es importante resaltar que la interpolacion a través de splines también recibe el nombre de aprozimacion
polinomial segmentaria. En este apéndice se presenta un método para la construcciéon de splines de segundo
grado basado en la informacién de (Nieves and Dominguez, [2004) y (Prenter} [1975)), elaborandose como
ejemplo el célculo de la spline en que define el desplazamiento del torso en la direccién del vector jg

durante el ciclo de marcha propuesto en el capitulo

C.1. Construcciéon de splines de segundo grado

Una funcioén S(¢) con la estructura presentada en ((C.1)) se considera una spline cuadratica o de grado dos

si presenta las siguientes propiedades:
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1. El méaximo grado de los polinomios S;(t) es dos.
2. S(t) es continua en [a, b].

3. S(t) es continua en [a, D).

4. S(t) es igual a S1(t) cuando z < a.

5. S(t) es igual a Sy, (t) cuando x > b.

De acuerdo a la propiedad |1} una spline cuadratica tiene la forma general:

S1(t) = art? + byt + ci; to<t<t
Sg(t) :a2t2+b2t+82; t1 <t <ty
Sty =14 Ss(t) = ast? + bst +c3; ty <t <ty (C.2)

Si(t) = amt® + bt + s tmo1 <t <ty

Por lo que se aprecia que el problema de construcciéon de una spline de segundo grado consiste en la
determinaciéon de los valores a;, b;,c; con i =1,2,...,m.

Puesto que las funciones f(t) y S(¢) coinciden en los nodos tg,¢1, %2, . ..,y ¥y la funcion S(¢) debe ser con-
tinua de acuerdo a la propiedad 2] el primer paso para la sintesis de una spline cuadratica es el planteamiento

de las 2m ecuaciones consistentes con estas condiciones, esto es:

arti +bito+c1 = f(to)
art? + bty +co = f(t1)
agt? +boty +co = f(t1)
agti +boty +co = f(t)

ait? | +biti1+ci = f(tio1) (C.3)
ait? +biti +c; = f(t;)
amt$n71 +bmtm_1 +Cm = f(tmfl)

Ademés, las primeras derivadas de las splines S (¢) y S2(t) son:

Si(t)
Sa(t)

2a1t + b1

2aot + by
De acuerdo a la propiedad Sl(t) y Sg(t) deben ser iguales en ¢t = t1, por lo tanto:

2a1t1 + b1 = 2a2t1 + bQ
0

2a1t1 + b1 — 2a0ty — bo
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Extendiendo este razonamiento a los demaés intervalos de S(t) se obtienen m — 1 ecuaciones de la forma:

2a1t1 -+ b1 - 2a2t1 - bg = 0
2a2t2 + bg - 2(13t2 - b3 = 0

2(17;ti + bz - 2(Li+1ti — bi+1 = 0 (C4)
2afm—ltm—l + bm—l - 2amtm—1 - bm =0

De acuerdo a y el nimero total de ecuaciones disponibles para resolver el sistema de 3m
incognitas en es (2m) + (m — 1) = 3m — 1; por lo que se suele suponer que la spline S;(t) es lineal,
asignando:

a1 =0 (C.5)

Esta consideracion permite tener 3m ecuaciones; por lo que se procede a encontrar la solucion del sistema,
de ecuaciones formado por (C.3)), (C.4)) y (C.5|) para determinar los 3m valores de a;, b;,¢; coni=1,2,....,m
Una vez establecidos estos coeficientes serd posible aproximar cualquier valor de f(t) en [a,b], usando S(t).

Para propositos de extrapolacion se puede hacer uso de las propiedades [ y [5}

C.2. Determinacion de la spline yp(?)

El programa escrito en Mathematica 7.0 para obtener la solucién del sistema de 3m ecuaciones descrito
en la seccion anterior se presenta en la figura[C.I} De acuerdo a los datos de la tabla[5.1] se desea determinar

la spline yp(t) con los nodos:

(to = 0,y5(to) = 38.5)
(t1 = 15,yp(t1) = 72)
(t2:20y3( ):8)

(ts = 24, yB(t3) = 90.39)

Introduciendo estos valores expresados en [mm] en la seccion Datos y seleccionando las 3(3) = 9 ecuaciones
correspondientes a las incognitas a;, b;, ¢; con i = 1,2, 3. en la seccién Cdlculo; se puede ejecutar el programa
para obtener la informacion necesaria en la construccion de la spline de segundo grado.

El calculo de las splines y1(t), z1(t), y2(t), 22(t) se elaboré con el mismo programa considerando los datos
de la tabla [5.1] para los valores de cada una de las coordenadas durante el ciclo de marcha. Las ecuaciones

en Cdlculo deben elegirse de acuerdo al nimero de nodos con los que se cuenta en las interpolaciones.
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Calculo de splines de segundo grado

Datos

(#*Definicidén de los nodos (t,y) para la construccidon de la spline+)
t0 =0; y0 = 38.5;

Bl = 15; y1 = 72;

2 = 20; y2 = B4;

t3 = 24; y3 =590.39;

(#

t4=30; y4=590.76;

t5=; y5=;

th=; yb=;

*)
Calculo

(#Solucién numérica del sistema de ecuaciones para la construccidn de la splinews)

NSolwve |

{
(#Condiciones para la continuidad de la splinew)

al  (t0)* 2+ blw tD+cl ==y0,
al # (£E1)*2+ blwtl+ el ==yl,
aZ » (E1) "2+ b2Zw tl+c2 ==yl,
aZ w (L2)* 2+ bZw tZ+cZ ==y2,
al# (t2)*2+ biwst2+c3 ==y2,
alw (£3)* 2+ bi«t3+c3 ==y3,
(%

adw (t3)*2+ bdwt3+cd==y3,

adw (td4)*2+ bdstd+cd==v4,

aS« (td)*2+ bSwtd+ch==yd,

a5« (t5)*2+ bSwt5+c5==y5,

abw (£5)*2+ bEat5+cb==y5,

abw (£t6)*2+ bEaxtE+cb==yE,

*)

(#Condiciones para la continuidad de la derivada de la splines)

Zwalwtl+ bl ==2waZ«tls+ b2,
ZwaZwt?+ b2 ==2waldsti+ b3,
(=

Zwalwt3+ b3=Zeadwst3is+ b4,
Zwadwtd+ bd=2waS«td+ b5,
2+a5+t5+ bS=2+abset5+ bE,

*)

(#Linearizacién da la primera porcién de la splinew)

al == 0
}.
{al, bl, el, a2, b2, c2, a3, b3, c3(»,ad ,bd,cd,as,b5,c5,a6,b6,c6«)]

Figura C.1: Programa escrito en Mathematica 7.0 para el célculo de splines de segundo grado. Se presentan
los resultados obtenidos con su ejecucion para la definicion de la spline yp(t), donde a; = 0,b1 = 2.2333,¢1 =
38.5, a2 = 0.0333,by = 1.2333, co = 46, a3 = —0.2423, b3 = 12.2583, c3 = —64.25.
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Programa en Mathematica 7.0 para la

simulacién de un ciclo de marcha
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Funciones

n[1]:=

(xMatrices de transfornmaci ones honpgéneas )

(+Trasl aci ones *)

(*En xx)
Tz1[x_]1:={{1, O, O, x}, {O, 1, O, O}, {O, O, 1, O}, {O, O, O, 1}};
(*En y=*)
Tz2[y_1:={{1, O, O, 0}, {O, 1, O, y}, {O, O, 1, O}, {O, O, O, 13}};
(xEn zx)
Tz3[z_]1:={{1, O, O, O}, {O, 1, O, O}, {0, O, 1, z}, {O, O, O, 1}};

(»Rot aci ones *)

(xEn x=x)
Tz4[ex_1] : =

{{1, o0, 0, 0}, {0, Cos[ex], -Sin[ex], 0}, {0, Sin[ex], Cos[ex], 0}, {0, O, O, 1}};

(*En y=x)
Tz5[ey_1]:

{{Cos[ey], O, Sin[ey]l, 0}, {0, 1, O, 0}, {-Sin[ey], O, Cos[ey], 0}, {0, 0, O, 1}};

(xEn zx)
Tz6[6z_1] : =

{{Cos[e6z], -Sin[ez], 0, 0}, {Sin[ez], Cos[ez], O, O}, {O, O, 1, 0}, {O, O,

(xMatrices de Rotaci 6n Vectorial *)

(*Rot aci 6n en x=)

Rx[¥_1:={{1, 0, 0}, {0, Cos[¥y], -Sinl[¥l}, {0, Sin[y]l, Cos[¥1}};
(xRot aci 6n en yx)

Ry[B_1:={{Cos[B], O, Sin[B1}, {0, 1, O}, {-Sin[B], O, Cos[BI}};
(*Rot aci 6n en z%)

Rz[a_ ] := {{Cos[ez], -Sin[ez], 0}, {Sin[ez], Cos[ez], 0}, {0, O, 1}};

(xFunci 6n para el trazo de gréaficas a partir de tablasx)
Gafica[tabla_, X, Y_, rojo_, verde_, azul _]:=_ListPlot [tabla,
| mageSi ze -» 800, BaseStyle » {24, FontFamily - "Century CGothic"},

Frame -» True, FraneLabel - {X, Y}, GidLines -» Automatic, Joi ned -» True,

Pl ot Styl e - {RGBCol or [roj o, verde, azul ], Absol uteThi ckness [4]}];

(xTransforma vectores a 3Dx)
T3D[P_] : = {P[11, P21, PE31};

(xFunci 6n para graficar eslabonesx)
Barra[espesor _, rojo_, verde_, azul _, linea_]:=

0, 1}y

Graphi cs3D[ {Absol ut eThi ckness [espesor ], RGBCol or [roj o, verde, azul ], |inea}];

(*Funci 6n para graficar poligonoss)
Pol i gono [rojo_, verde_, azul _, poligono_] : =
Graphi ¢cs3D[ {RGBCol or [roj o, verde, azul ], poligono}];
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Datos

inf14]= (+*Di mensi ones de | os esl abones del

esc =

(xLas nedidas originales se reportan en [mm] y se nodifican con el

1/10;

factor de es

x01 =
z11 =
x21 =
x31 =
x41 =
x51 =
y61 =

x02 =
z12 =
X22 =
x32 =
xX42 =
x52 =
y62 =

esc = 44.
esc % 54
esc * 29.
esc = 74.
esc % 57
esc % 54.
esc * 23.

x01;
z11;
x21;
x31;
X41;
x51;
y61;

cala, principalnmente con propésitos de graficacion. )

54;

. 58;

08;
60;

. 29;

97;
06;

bi pedox)

(*Angul 0os de rotaci 6n constantes para las articul aci ones )

pll =
R21 =
B3l =
pAl =

pl2 =
R22 =
R32 =
pA2 =

90 °;
330 °;
60 °;
45 °;

Bl1;
30°;
300 °;
315 °;

(»Coor denadas

pd1x
pdly
pd2x
pd2y
pd3x
pd3y
pd4x
pd4y
pd5x
pdS5y

= esc x 44.
= esc = 83.
=esc 15
= esc % 83.
= esc » 15.
= esc %= 64
= esc % 3.
= esc %= 64
= esc % 3.
= esc %= 83

de |l os puntos para el

33;
33;
.7,
33;
7,
. 34;
03;
. 34;
03;
. 33;

trazo del

pi e derechox)
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pd6x
pdéy
pd7x
pd7y
pd8x
pd8y
pd9x
pd9y

pd10x
pd10y
pd11x
pdlly
pd12x
pd12y
pd13x
pd13y
pd14x
pdl4y
pd15x
pd15y
pd16x
pd16y
pd17x
pd17y
pd18x
pd18y
pd19x
pd19y
pd20x
pd20y

(xCoor denadas de | os puntos para el

esc
esc
esc
esc
esc
esc
esc
esc

* -26. 18;
* 83. 33;
* -26. 18;
* 64. 34;
* -28.18;
* 64. 81;
* -28.18;
* -24.20;

= esc % -26. 18;
= esc x -24.70;
= esc % -26. 18;
= esc % -43. 70;
= esc x 3.03;

= esc % -43. 70;
= esc x 3.03;
=esc x-24.7;
=esc x15.7;
=esc x-24.7;
=esc x15.7;
=esc x-43.7;
= esc % 44. 33;
=esc x-43.7;
= esc % 44. 33;
=esc x-24.7;
= esc % 46. 33;
= esc x -24. 2;
= esc % 46. 33;
= esc % 64. 81;
= esc % 44. 33;
= esc % 64. 34;

(xSe obtienen despl azando el sistema
| oca

pi 1x
pi 1y
pi 2x
pi 2y
pi 3x
pi 3y
pi 4x
pi 4y
pi 5x
pi 5y
pi 6x

de

esc
esc
esc
esc
esc
esc
esc
esc
esc
esc
esc

pi e derecho 18.15[mm] sobre el
* (44.33 - 18. 15);
% 83. 33;
* (15.7 - 18.15);
% 83. 33;
* (15.7 - 18.15);
* 64. 34;
% (3.03 -18.15);
* 64. 34;
% (3.03 -18.15);
% 83. 33;
* (-26.18 - 18.15);

trazo de

eje ix)

pi e izquierdox)
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pi
pi
pi
pi
pi
pi
pi

pi
pi
pi
pi

pi
pi

pi
pi
pi
pi

pi
pi
pi
pi

pi
pi
pi

6y

X =
7y =
8X =
8y =
9Xx =
9y =
i 10x

10y
11x
11y
12x
12y
13x
13y
14x
14y
15x
15y
16x

i 16y

17x
17y
18x
18y

i 19x

19y
20x
20y

esc = 83. 33;
esc % (-26.18 - 18. 15);
esc x 64. 34;
esc % (-28.18 - 18. 15);
esc » 64. 81;
esc % (-28.18 - 18. 15);
esc x -24. 20;
esc » (-26.18 - 18. 15);
esc x -24.70;
esc » (-26.18 - 18. 15);
esc x -43. 70;
esc » (3. 03 -18. 15);
esc x -43. 70;
esc » (3. 03 -18. 15);
esc x-24.7;
esc » (15.7 -18.15);
esc x-24.7;
esc » (15.7 -18.15);
esc » -43.7;
esc » (44.33 -18.15);
esc » -43.7;
esc » (44.33 -18.15);
esc x-24.7;
esc » (46. 33 -18.15);
esc x -24. 2;
esc » (46. 33 -18.15);
esc x 64. 81;
esc » (44.33 -18.15);
esc x 64. 34;
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Ecuaciones de Posicién

in[117):= (*Li npi ar vari abl es del bipedox)
Cl ear [611, 621, e31, e4l, 651, 661, el2, e22, 632, e42, 652, 662];

(*Li npi ar paréanetros del bipedox)
Cear [xB, yB, zB, 4B, 6B, ¢B, x1, y1, z1, ¥1, el, ¢l, x2, y2, z2, y2, 62, ¢2]

(*Transf or naci ones honpgéneas aplicadas al bipedox)
(xPi erna | zqui erdax)
TOB = Tz1[xB]. Tz2[yB]. Tz3[zB]. Tz4[6eB]. Tz5[¢B]. Tz6 [yB];

TB11 = Tz1[- x01]. Tz6 611 + 180 ° |;
T1121 = Tz3[-z11]. Tz5[621 + B11];

T2131 = Tz1[x21].Tz6[631 + B211];
T3141 = Tz1[x31]. Tz6[641 + B31];
T4151 = Tz1[x41].Tz6[651 + B41];
T5161 = Tz1[x51]. Tz4 [661 +180° ];

T611 = Tz2[y61]. Tz6 [75 °]. Tz5 [270 °];
TO1l = Tz1[-x1].Tz2[y1l]. Tz3[z1].Tz4[e1]. Tz5[¢l]. Tz6[yl];

Posl 1 = TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. T5161. T611;
Posl 2 = TO1,;

(*»Pi erna Derechax)

TB12 = Tz1[x02].Tz6[6127];

T1222 = Tz3[-2z12].Tz5[622 + B127;

T2232 = Tz1[x22].Tz6[632 + B221];

T3242 = Tz1[x32].Tz6[642 + B32];

T4252 = Tz1[x42].Tz6[652 + p421];

T5262 = Tz1[x52]. Tz4[662];

T622 = Tz2[y62]. Tz6 [75 °]. Tz5 [270 °];

TO2 = Tz1[ x2].Tz2[y2].Tz3[z2].Tz4[62]. Tz5[¢2]. Tz6[421;

PosD1 = TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. T5262. T622;
PosD2 = T0Z2;
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Solucién de la Posicién Inicial

inf1401= (xLi mpi ar variables de las juntassx)
Cear [6l1, 621, 631, €41, 651, e61, el2, e22, 632, ©42, 652, e621;

(xProponer valores para |las posiciones de los puntos B, 1y 2x%)

(%Posi ci ones deseadas para el torso del bipedo Bx)

(#Para posicién erecta se deben dar |os valores: xB=escx0;
yB=esc*38.5; zB=escx234.37; yB= 0 °; eB=0 °; ¢B=0 °; %)

xB = esc % O;

yB = esc » 38. 5;

zB = esc % 234. 37;
eB =0°;
B =0°;
yB = 0°;

(#Posi ci ones deseadas para el pie izquierdo del bipedo 1)
(xPara posicién erecta se deben dar |os valores: xl=escx44.54;
y1l=z1=yl =61 =¢1 =0; *)

X1 = esc » 44. 54;

yl = esc % 0;
z1 = esc % 0;
el =0°;
¢l =0°;
Yyl = 0°;

(#Posi ci ones deseadas para el pie derecho del bipedo 2x)
(xPara posicién erecta se deben dar |os val ores: x2=escx44.54;
y2=22=y2 =62 =¢2 =0; *)

X2 = esc % 44.54;
y2 = esc x0;

z2 = esc % 0;

e2 =0°;

$2 =0°;

y2 = 0°;

(*Ej ecuci 6n del método numérico sel ecci onado
para obtener |as posiciones iniciales del mecanisnox)

Sol I'ni ciall = FindRoot [{
Posl 1[[1, 4]] = Posl 2[[1, 411,
Posl 1[[2, 4]] = Posl 2[[2, 411,
Posl 1[[3, 4]] = Posl2[[3, 411,
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Posl 1[[1, 1]] = Posl 2[[1, 111,
Posl 1[[2, 2]] == Posl 2[[2, 2]],
Posl 1[[3, 3]] == Posl 2[[3, 3]]

Maxlterations - 30];

Sol I ni ci al D = Fi ndRoot [{
PosD1[[1, 4]] = PosD2[[1, 411,
PosD1[[2, 4]] = PosD2[[2, 411,
PosDL1[[3, 4]] = PosD2[[3, 411,

PosD1[[1, 1]] == PosD2[[1, 111,
PosD1[[2, 2]] == PosD2[[2, 2]1,
PosD1[[3, 3]] == PosD2[[3, 3]1]

o
’

—

0
0°}
0°}

042, 0°},
0°}
0°}

Maxlterations - 30];

({11, e21, 631, 41, 651, €61} /. Sollniciall) /°
({612, 622, 632, €42, 652, €62} /. Sol Inicial D) /°

outi61)= {0., 0., 0.00279586, 0.0240831, -0.0268796, 0.}

oufi62= {0., 0., -0.00279586, -0.0240831, 0.0268796, 0.}

Visualizacion de la Solucién Inicial

in163):= (*Definicion del origensx)
cero = {0, 0, 0};

(xVector para |la extraccion de |a posicion
a partir de las matrices de transfornaci 6nx)
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n={0, 0, 0, 1};

(*xTransfornmaci 6n para el torsox)

TOB = Tz1[xB]. Tz2[yB]. Tz3[zB]. Tz4[6B]. Tz5[¢B]. Tz6 [yB];
(*Transfornaci ones para la pierna izquierdax)

TB11 = Tz1[- x01]. T26[911 + 180 °];

T1121 = Tz3[-z11].Tz5[e21 + p117;

T2131 = Tz1[x21].Tz6[631 + B211];

T3141 = Tz1[x31].Tz6[641 + B311];

T4151 = Tz1[x41].Tz6[651 + p41];

T5161 = Tz1[x51]. Tz4 [661 +180 °];

T611 = Tz2[y61]. Tz6 [75 °]. Tz5 [270 °];

TO1l = Tz1[-x1].Tz2[y1l]. Tz3[z1].Tz4[e1]. Tz5[¢l]. Tz6[yl];

(*Transfornmaci ones para |la pierna derechax)

TB12 = Tz1[x02].Tz6[€127;

T1222 = Tz3[-212].Tz5[622 + p12]7;

T2232 = Tz1[x22].Tz6[632 + B221];

T3242 = Tz1[x32]. Tz6[642 + B32];

T4252 = Tz1[x42].Tz6[652 + p421];

T5262 = Tz1[x52]. Tz4[662];

T622 = Tz2[y62]. Tz6 [75 °]. Tz5 [270 °];

TO2 = Tz1[ x2].Tz2[y2].Tz3[z2].Tz4[62]. Tz5[¢2]. Tz6[y21];

(¥Puntos P para la graficacién de | a solucién
inicial a partir de las matrices de transformaci 6nx)

(*Torsox)
PB = T3D[TOB. nJ;
(xPi erna |zqui erdax)

P11 = T3D[TOB. TB11. n];

P21 = T3D[TOB. TB11. T1121. n];

P31 = T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. n];

PA1 = T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. n];

P51 = T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. nJ;

P61 = T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. T5161. n];

P1 = T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. T5161. T611. n];

(*xPi erna Derechax)
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P12
P22
P32
P42
P52
P62 =

T3D[TOB.
T3D[TOB.
T3D[TOB.
T3D[TOB.
T3D[TOB.
T3D[TOB.

TB12. nJ;
TB12. T1222.
TB12. T1222.

TB12. T1222

TB12. T1222.
TB12. T1222.

(xPi e | zquierdox)

Pl 1
Pl 2
PI 3
Pl 4
Pl 5
Pl 6
P17
PI 8
P19
PI 10
P11
Pl 12
PI 13
Pl 14
Pl 15
Pl 16
P17
Pl 18
PI 19
Pl 20

T3D[TO1.
T3D[TO1.
T3D[TO1.
T3D[TO1.
T3D[TO1.
T3D[TO1.
T3D[TO1.
T3D[TO1.
T3D[TO1.

= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.
= T3D[TO1.

Tz1[pi 1x].
Tz1[pi 2x].
Tz1[pi 3x].
Tz1[pi 4x].
Tz1[pi 5x].
Tz1[pi 6x].
Tz1[pi 7x].
Tz1[pi 8x].
Tz1[pi 9x].
10x7].
11x7].
12x7].
13x].
14x7].
15x7].
16x1].
17x7].
18x1].
19x1].
20x7.

Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi
Tz1[pi

(xPi e Derechox)

PD1
PD2
PD3
PD4
PD5
PD6
PD7
PD8
PD9

T3D[TO2.
T3D[TO2.
T3D[TO2.
T3D[TO2.
T3D[TO2.
T3D[TO2.
T3D[TO2.
T3D[TO2.
T3D[TO2.

Tz1[pdix].
Tz1[pd2x].
Tz1[pd3x].
Tz1[pd4x].
Tz1[pd5x].
Tz1[pd6x].
Tz1[pd7x].
Tz1[pd8x].
Tz1[pd9x].

nl;

T2232.n7;

Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi
Tz2 [pi

Tz2[pi 1ly].n];
Tz2[pi 2y].nJ;
Tz2[pi 3y].nJ;
Tz2[pi 4y].nJ;
Tz2[pi 5y].nJ;
Tz2[pi 6y].nJ;
Tz2[pi 7y].nJ;
Tz2[pi 8y].nJ;
Tz2[pi 9y].nJ;

10y].
11y].
12y].
13y].
14y].
15y].
16y1].
17y].
18y1].
19y1].
20y1].

Tz2[pdly].nJ;
Tz2[pd2y].nJ;
Tz2[pd3y].nJ;
Tz2[pd4y].n];
Tz2[pd5y]. nJ;
Tz2[pd6y].nJ;
Tz2[pd7y].nJ;
Tz2[pd8y].nJ;
Tz2[pd9y].nJ;

. T2232. T3242. n];
T2232. T3242. T4252. n];

T2232. T3242. T4252. T5262. n];

P2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. T5262. T622. n];

nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;

PD10 = T3D[T02. Tz1[pd1l0x]. Tz2[pdl1l0y]. nJ;
PD11 = T3D[T02. Tz1[pdllx]. Tz2[pdlly]. nJ;
PD12 = T3D[T02. Tz1[pd1l2x]. Tz2[pdl2y]. n];

176
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PD13 = T3D[T02. Tz1[pd1l3x]. Tz2[pdl3y]. nJ;
PD14 = T3D[T02. Tz1[pdl4x]. Tz2[pdl4dy]. n];
PD15 = T3D[T02. Tz1[pd1l5x]. Tz2[pdl5y]. nJ;
PD16 = T3D[T02. Tz1[pd1l6x]. Tz2[pdl6y]. n];
PD17 = T3D[T02. Tz1[pdl7x]. Tz2[pdl7y]. n];
PD18 = T3D[T02. Tz1[pd1l8x]. Tz2[pdl8y]. nJ;
PD19 = T3D[T02. Tz1[pd19x]. Tz2[pd1l9y]. nJ;
PD20 = T3D[T02. Tz1[pd20x]. Tz2[pd20y]. nJ;

(¥Articul aciones pierna izquierdax)

P11A1
P11A2

T3D[TOB. TB11. Tz3[esc * 3]. n];
T3D[TOB. TB11. Tz3[- esc * 3].n];

P21A1 = T3D[TOB. TB11. T1121. Tz2[esc * 3]. n];
P21A2 = T3D[TOB. TB11. T1121. Tz2[- esc * 3].n];
P31A1 = T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. Tz3[esc % 3]. n];

P31A2
P41A1
P41A2
P5S1A1
P51A2
P61A1
P61A2

T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. Tz3[-esc * 3]. nJ;

T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. Tz3[esc * 3]. n];

T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. Tz3[- esc * 3]. n];

T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. Tz3[esc % 3].n];
T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. Tz3[- esc % 3].nJ;
T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. T5161. Tz1[esc % 3]. n];
T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. T5161. Tz1[- esc % 3].nJ;

(¥Articul aci ones pierna derechax)

P12A1 = T3D[TOB. TB12. Tz3[esc * 3]. n];
P12A2 = T3D[TOB. TB12. Tz3[- esc % 3]. n]J;
P22A1 = T3D[TOB. TB12. T1222. Tz2[esc * 3]. n];

P22A2
P32A1

T3D[TOB. TB12. T1222. Tz2[- esc * 3].n];
T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. Tz3[esc * 3]. n];

P32A2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. Tz3[- esc * 3].n];
P42A1 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. Tz3[esC * 3]. n];
P42A2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. Tz3[- esCc * 3].n];

P52A1 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. Tz3[esc % 3]. nJ;
P52A2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. Tz3[- esc # 3].nJ;
P62A1 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. T5262. Tz1[esc * 3].nJ;

P62A2

T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. T5262. Tz1[- esc % 3].n];

(xLi neas trazadas de acuerdo a | os puntos anterioresx)

(xPi erna |zqui erdax)

Li neaOl = Line[{PB, P11}] /. Sollniciall;
Li neall = Line[{P11, P21}] /. Sollniciall;
Li nea2l = Line[{P21, P31}] /. Sollniciall;
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Li nea3l = Line[{P31, P41}] /. Sollniciall;
Li nea4l = Line[{P41, P51}] /. Sollniciall;
Li nea5l = Line[{P51, P61}] /. Sollniciall;
Li nea6l = Line[{P61, P1}] /. Sollniciall;

(xPi erna Derechax)

L

neaOD = Li ne[{PB, P12}] /. Sol I nici al D;

Li nealD = Li ne[{P12, P22}] /. Sol I nici al D;
Li nea2D = Li ne[{P22, P32}] /. Sol I nici al D;
Li nea3D = Li ne[{P32, P42}] /. Sol I nici al D;

L
L
L

nead4D = Line[{P42, P523}] /. Sol I ni ci al D;
nea5D = Li ne[{P52, P62}] /. Sol I ni ci al D;
nea6bD = Li ne[{P62, P2}] /. Sol I nici al D;

(¥Articul aciones pierna izquierdax)

Clindroll = Cylinder [{P11A1, P11A2}, 0.5]
Cilindro2l = Cylinder [{P21A1, P21A2}, 0.5]
Cilindro31l = Cylinder [{P31A1, P31A2}, 0.5]
Cilindro4l = Cylinder [{P41A1, P41A2}, 0.5]
Cilindro51 = Cylinder [{P51A1, P51A2}, 0.5]
Cilindro6l = Cylinder [{P61A1, P61A2}, 0.5]
(¥Articul aci ones pierna derechax)

Clindrol2 = Cylinder [{P12A1, P12A2}, 0.5]
Cilindro22 = Cylinder [{P22A1, P22A2}, 0.5]
Cilindro32 = Cylinder [{P32A1, P32A2}, 0.5]
Cilindro42 = Cylinder [{P42A1, P42A2}, 0.5]
Cilindro52 = Cylinder [{P52A1, P52A2}, 0.5]
Cilindro62 = Cylinder [{P62A1, P62A2}, 0.5]

(xBarras para el dibujo de |os eslabonesx)

BarraOl =Barra[3, 0, 0, 1, Linea0Ol 1;
Barrall =Barra[3, O, 1, 0, Lineall ];
Barra2l =Barra[3, 1, 0, 0, Linea2l J];
Barra3l =Barra[3, 0, 1, 0, Linea3l ];
Barra4l =Barra[3, 0, 0, 1, Lineadl ];
Barra5l =Barra[3, 0, 1, 0, Linea5hl ];
Barra6l =Barra[3, 1, 0, 0, Linea6l ];
BarraOD = Barra[3, O, 0, 1, LineaOD];
BarralD =Barra[3, 0, 1, 0, LinealD];
Barra2D = Barra[3, 1, 0, 0, Linea2D];

NN N N N N

NN N N N N

Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni

Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni
Sol I ni

Ci
Ci
Ci
Ci
Ci
Ci

Ci
Ci
Ci
Ci
Ci
Ci

al |l ;
al |l ;
al |l ;
al |l ;
al |l ;
al |l ;

al D;
al D;
al D;
al D;
al D;
al D;

178
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Barra3D = Barra[3, 0, 1, 0, Linea3D];

Barra4D = Barra[3, 0, 0, 1, Linea4D];

Barra5D = Barra[3, O, 1, 0, Linea5D];

Barra6D = Barra[3, 1, 0, 0, Linea6D];

Articul acionll = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindroll];
Articul acion2l = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro2l7];
Articul acion3l = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro317];
Articul aciond4l = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro4l];
Articul acion51 = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro517;
Articul acion6l = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro617;
Articul acionl2 = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindrol2];
Articul acion22 = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro227;
Articul acion32 = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro327;
Articul acion42 = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro42];
Articul acion52 = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro527;
Articul acion62 = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Cilindro627;

(xPol i gonos para el trazo de |os piesx)

Pol i gonol = Pol ygon[{PI1, PI2, PI3, Pl4, PI5 PI6, PI7, PI8, PI9,
PI 10, PI 11, PI 12, PI 13, PI 14, PI 15, PI 16, PI 17, PI 18, PI 19, Pl 20}1;
Pol i gonoD = Pol ygon [ {PD1, PD2, PD3, PD4, PD5, PD6, PD7, PD8, PD9, PD10,
PD11, PD12, PD13, PDl14, PD15, PD16, PDl17, PD18, PD19, PD20}1;

Piel =Poligono[l, 0, O, Poligonol ];
Pi eD = Pol i gono[1, O, O, PoligonoDj;

Show[Barra0Ol , Barrall, Barra2l, Barra3l, Barra4l, Barra5l, Barra6l, Piel, BarraOD,
BarralD, Barra2D, Barra3D, Barra4D, Barra5D, Barra6D, PieD, Articul aci onll,
Articul acion21, Articulacion3l, Articul acion4l, Articul acion51, Articul aci on61,
Articul acionl2, Articul acion22, Articul aci on32, Articul aci on42,

Articul aci on52, Articul acion62, Axes - True, AxeslLabel - {"X", "Y', "Z"},
BaseStyle » {12, FontFam |y ->"Arial"}, |mageSize -» 300, Pl otRange -» Al l ]
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20

15

out317)= 7

10
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Solucién total de la posicién

in318]:= (*Li npi ar variables de |as juntassx)
Cl ear [611, 621, e31, e4l, 651, 661, el2, e22, 632, e42, 652, 662];
Cl ear [xB, yB, zB, eB, ¢B, yB, x1, y1, z1, el, ¢1, yl, x2, y2, z2, 62, ¢2, Y2, i];

elli =ell /. Sollniciall;
e21li =621 /. Sollniciall;
e3li =631 /. Sollniciall;
e4li =e41 /. Sollniciall;
651i =651 /. Sollniciall;
e6li =661 /. Sollniciall;
e12i =el2 /. Sol I nicial D;
622i =622 /. SollnicialD;
e32i =632 /. SollnicialD;
e42i =e42 /. Sollnicial D;
652i =652 /. Sol I nicialD;
662i =662 /. SollnicialD;

(+Val ores constantes para | as posiciones del torso del bipedo Bx)
xB = esc % O;

zB = esc % 234. 37;
eB =0°;
B =0°;
yB = 0°;

(xVal ores constantes para |as posiciones del pie izquierdo del bipedo 1x)
X1 = esc » 44. 54;

el =0°;
¢l =0°;
Yyl = 0°;

(xVal ores constantes para | as posiciones del pie derecho del bipedo 2x)
X2 = esc % 44.54;

e2 =0°;
¢2 =0°;
y2 = 0°;

For[i =0, i = 40, i +=1,

(xCal cul ar valores para |las posiciones de |os puntos B,
1y 2 de acuerdo a las splines de segundo gradox)
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If[i 2 0&% i < 15, yB=esc » (2.2333 »i +38.5),

Lf [i

If i
yB =esc x90.761]1;

> 158&% i < 20, yB=esc % (0.0333 % (i #2) +1.2333 %1 +46),
> 208& 1 < 25, yB = esc x (-0.2427 % (i *2) +12. 275 x| - 64. 4167),

If[li > 0&& i < 20, y1 =0,
> 208&% i < 35, yl = esc * (1.9333 i - 38. 6667),

Lf [i

L [i
If[i > 38&% 1 < 40,

yl =esc * (-2.5517 % (i *2) +202.66 =i -3971.47), yl =esc *52.26]111;

> 35&% i < 38, yl =esc % (1.1333 % (i "2) -77.4 xi +1349.67),

If[li > 0&& i < 20, z1 =0,

Lf [i

L [i

If[i 2 0&% i < 15, y2 =esc » (1.9333 xi),
> 15&&% i < 18, y2 = esc % (1.1333 % (i "2) -32. 0667 »i +255),

Lf [i

L [i

y2 = esc % (-2.5517 % (i ~2) +100.593 »i -938.94), y2 =esc *52.26]111;

If[i 2 0& i < 5, z2=esC* (4xi),
> 5& % i < 15, z2=esc* (-(2/5) = (i "2) +8*i -10),

Lf [i

L [i

> 20&&% i < 25, z1 =escx (4xi -80),
> 25&&% i < 35, z1 =escx (-(2/5) % (i "2) +24 xi -330),
If[i > 35& i < 40, z1 =esc = (-4 i +160), z1 =01]111;

> 18&& i < 20,

> 15&&% i < 20, z2 =esc % (-4 %i +80), z2=0111;

(xEj ecuci 6n del

para obtener

mét odo nunérico sel ecci onado

Sol Posl [i ] = Fi ndRoot [{

Posl 1[[1,
Posl 1[[2,
Posl 1[[3,

Posl 1[[1,
Posl 1[[2,
Posl 1[[3,

b

411
411
411

11]
211
311

{ell, elli },
{621, e21i
{631, e31i
{641, e41i
{651, 651i
{661, e61i
Max! terations - 307;

ell /. Sol Posl [i 1;
621 /. Sol Posl [i 1;

el1li
e21i

b
b
b
b
b

Posl 2[[1,
Posl 2[[2,
Posl 2[[3,

Posl 2[[1,
Posl 2[[2,
Posl 2[[3,

| as posiciones angul ares del

411,
411,
411,

111,
211,
311

bi pedox)

182
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e31i
e4li
e51i
e61i

e3l /.
e4l /.
=651 /.
=661 /.

Sol Posl [i 1;
Sol Posl [i 1;
Sol Posl [i 1;
Sol Posl [i 1;

Sol PosD[i ] = Fi ndRoot [{
4711 == PosD2[[1, 417,
4711 == PosD2[[2, 4]1],
471 == PosD2[[3, 41],

PosD1[[1,
PosD1[[2,
PosD1[[3,

PosD1[[1,
PosD1[[2,
PosD1[[3,

b

11] == PosD2[[1, 111,
211 = PosD2[[2, 211,
3]1] = PosD2[[3, 31]

{12, e€12i },
{622, ©22i
{632, 632i
{642, e42i
{652, 652i
{662, 662i
Max! terati

e12i

e22i

32i

e42i

652i

662i
IN

=el2 /.
e22
= 632

n

R

N
I

h

h

h

h

h

ons - 307;
Sol PosDJi 1;
Sol PosDJi 1;
Sol PosDJi 1;
Sol PosDJi 1;
Sol PosDJi 1;
Sol PosDJi 1;

183

Graficacion de las Posiciones Angulares

In[346]:=

(*Li npi
C ear [i

ar cont ador es )

1

(*Construcci 6n de |las tablas de

resul tados para la graficaci én

tabl al
tabl a2
tabl a3
tabl a4
tabl a5
tabl a6

t abl a7

=Table[{i, (ell /.
=Table[{i, (e21 /.
=Table[{i, (€31 /.
=Table[{i, (e41 /.
=Table[{i, (651 /.
=Table[{i, (€61 /.
=Table[{i, (612 /.

Sol Posl [i 1) /°},
Sol Posl [i 1) /°},
Sol Posl [i 1) /°},
Sol Posl [i 1) /°},
Sol Posl [i 1) /°},
Sol Posl [i 1) /°},

Sol PosD[i 1) /°},

{i
{i
{i
{i
{i
{i

(i

©O 0o oo oo

de | a posicionsx)

40,
40,
40,
40,
40,
40,

40,

1}]
1}]
1}]
1}]
1}]
1}]

1}]
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tabl a8 = Table[{i, (622 /. Sol PosD[i]) /°}, {i, 0, 40, 1}]
tabla9 = Table[{i, (632 /. Sol PosD[i]) /°}, {i, 0, 40, 1}]
tabl al0 = Table[{i, (642 /. SolPosD[i 1) /°}, {i, O, 40, 1}]
tablall = Table[{i, (652 /. SolPosD[i 1) /°}, {i, 0, 40, 1}]
tablal2 = Table[{i, (662 /. SolPosD[i 1) /°}, {i, 0, 40, 1}]

(*Construcci 6n en nmenoria de |os objetos graficos a despl egar )

figl =Grafica[tab| al, "t", "ell[°]1", 0.976471, O0.486275, O];

fig2 =Grafica[tab| a2, "t", "e21[°]1", 0.0196078, 0.313725, O. 603922];
fig3 =Grafica[tab| a3, "t", "e31[°]", 1, O, O];

fig4 = Gafica[tabla4, "t", "e41[°]", 0, 1, OJ;

figs = Gafica[tablas, "t", "e51[°]", 0, 0, 1];

fig6 =Grafica[tab| a6, "t", "e61[°]1", 0.0196078, 0.313725, O. 603922];

fig7 =Grafica[tab| a7, "t", "el2[°]1", 0.976471, O0.486275, 0];

fig8 =G’afica[tab| ag, "t", "e22[°1", 0.0196078, 0.313725, O. 603922];
fig9 = Graficaftabl a9, "t", "e82[°]", 1, 0, O];

figl0 = Graficaftabl a10, "t", "e42[°]", 0, 1, 0];

figll G’afica[tablall, "t", "e52[°]", 0, O, 1];

figl2 Gafica[tabl al2, "t", "e62[°]", 0.0196078, 0.313725, O. 603922];

Show fi gl, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show fi g2, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show(fi g3, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show(fi g4, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show(fi g5, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GridLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show(fi g6, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]

Show fi g7, | mageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show|fi g8, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show fi g9, | nageSi ze » 300, Frane -» True, GidLi nes » Autonmati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automatic]
Show fi g10, I mageSi ze -» 300, Frane -» True, GidLi nes - Automati c,
BaseStyle » {12, FontFam|ly - "Arial "}, PlotRange » Automati c]
Show figll, | mageSi ze -» 300, Frane -» True, GidLi nes - Automati c,
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BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automati c]
Show[figl2, | mageSi ze » 300, Frame -» True, GidLi nes -» Automati c,
BaseStyle » {12, FontFamly - "Arial "}, PlotRange » Automati c]

Out[347]= {{0, 0.3}, {1, 0.3, {2, 0.}, {3, 0.3}, {4, 0.}, {5 0.3, {6, 0.}, {7, 0.3, {8, 0.7,
(9, 0.3, {10, 0.}, {11, 0.}, {12, 0.}, {13, 0.3, {14, 0.}, {15, 0.}, {16, 0.},
(17, 0.}, {18, 0.}, {19, 0.}, {20, 0.3, {21, 0.}, {22, 0.}, {23, 0.}, {24, 0.},
(25, 0.}, {26, 0.}, {27, 0.}, {28, 0.3}, {29, 0.}, {30, 0.}, (31, 0.}, {32, 0.},
(33, 0.}, {34, 0.}, (35, 0.}, {36, 0.}, {37, 0.}, {38, 0.}, {39, 0.}, {40, 0.}}

oufzag= ({0, 0.3}, {1, 0.1}, {2, 0.1}, {3, 0.}, {4, 0.1}, {5, 0.1, {6, 0.}, {7, 0.}, {8, 0.},
(9, 0.}, {10, 0.}, (11, 0.}, {12, 0.}, {13, 0.}, {14, 0.}, {15, 0.}, {16, 0. },
(17, 0.3, {18, 0.}, {19, 0.}, {20, 0.}, {21, 0.}, {22, 0.}, {23, 0.}, {24, 0.},
(25, 0.}, {26, 0.}, {27, 0.}, {28, 0.}, {29, 0.}, {30, 0.}, (31, 0.}, (32, 0.},
(33, 0.}, (34, 0.3, {35, 0.}, {36, 0.}, (37, 0.}, {38, 0.}, (39, 0.}, {40, 0.}}

oufaagl= ({0, 0.00279586}, (1, 1.01127}, {2, 2.05422}, {3, 3.13057}, {4, 4.23936),
(5, 5.3797}, {6, 6.55079}, (7, 7.75192}, (8, 8.98249)}, (9, 10.242}, (10, 11.5301},
(11, 12.8464), {12, 14.191), ({13, 15.5638), {14, 16.9651}, {15, 18.3906},
(16, 19.8717), (17, 21.4294), (18, 23.0681}, ({19, 24.7932}, {20, 26.6244},
(21, 24.3652), {22, 22.1851}, {23, 19.9914}, {24, 17.7202}, {25, 15.3139},
(26, 12.9208), {27, 10.8259}, {28, 8.95369}, {29, 7.2622}, {30, 5.7383},
(31, 4.39555), {32, 3.27204}, {33, 2.42777}, {34, 1.94177}, ({35, 1.93484},
(36, 1.5788), {37, 0.207796}, {38, -1.84708}, (39, -2.38525)}, (40, 0.00279622}}

oufaso= ({0, 0.0240831}, (1, 0.283382), {2, 0.465191}, {3, 0.569932},
(4, 0.597842), {5, 0.548986}, {6, 0.423252}, {7, 0.220354}, {8, -0.060184},
(9, -0.419027}, {10, -0.857053}, {11, -1.37537), {12, -1.97536},
(13, -2.65868), (14, -3.42735), {15, -4.28074}, ({16, -5.24186},
(17, -6.33246}, {18, -7.56627}, {19, -8.95933)}, (20, -10.5423},
(21, -3.25609}, {22, 3.49443}, ({23, 9.89451}, (24, 16.0559}, (25, 22.0542},
(26, 27.3939), ({27, 31.5488}, ({28, 34.6362}, {29, 36.7223}, {30, 37.8388},
(31, 37.9924), {32, 37.169), ({33, 35.335), {34, 32.4338), ({35, 28.3702},
(36, 23.7385), ({37, 18.9477}, {38, 13.4509}, {39, 6.89032}, {40, 0.0240815}}

oufsi= ({0, —0.0268796}, {1, -1.29466}, {2, -2.51941}, (3, -3.7005}, {4, -4.8372},
(5, -5.92869), (6, -6.97404), (7, -7.97228}, (8, -8.92231}, {9, -9.82297},
(10, -10.673}, {11, -11.471}, {12, -12.2156}, {13, -12.9051}, {14, -13.5378},
(15, -14.1098), {16, -14.6299), (17, -15.097}, ({18, -15.5019}, {19, -15.8339},
(20, -16.0821}, {21, -21.1091}, {22, -25.6795}, {23, -29.8859},
(24, -33.7761), (25, -37.3681), (26, -40.3147}, (27, -42.3747},
(28, -43.5899}, {29, -43.9845)}, (30, -43.5771)}, (31, -42.3879},
(32, -40.4411), (33, -37.7628), (34, -34.3756)}, (35, -30.305}, {36, -25.3173},
(37, -19.1555}, ({38, -11.6039}, (39, -4.50507}, {40, -0.0268774}}

ouyzszl= {{0, 0.}, {1, 0.}, {2, 0.}, {3, 0.}, {4, 0.}, {5 0.}, {6, 0.}, {7, 0.}, (8, 0.},
{9, 0.}, {10, 0.}, {11, 0.3}, {12, 0.}, {13, 0.}, {14, 0.}, {15, 0.}, {16, 0.},
{17, 0.}, {18, 0.3}, {19, 0.}, {20, 0.}, {21, 0.}, {22, 0.}, {28, 0.}, {24, 0.},
{25, 0.}, {26, 0.}, {27, 0.}, {28, 0.}, {29, 0.}, {30, 0.}, {31, 0.}, {32, 0.},
{33, 0.}, {34, 0.}, {35 0.}, {36, 0.}, {37, 0.}, {38, 0.}, {39, 0.}, {40, 0.1}

ouyzs3= {{0, 0.}, {1, 0.}, {2, 0.}, {3, 0.}, {4, 0.}, {5 0.}, {6, 0.}, {7, 0.}, {8, 0.},
{9, 0.}, {10, 0.}, {11, 0.}, {12, 0.}, {13, 0.}, {14, 0.3}, {15, 0.}, {16, 0.3},
{17, 0.}, {18, 0.}, {19, 0.}, {20, 0.}, {21, 0.}, {22, 0.}, {23, 0.}, {24, 0.},
{25, 0.}, {26, 0.3}, {27, 0.}, {28, 0.}, {29, 0.}, {30, 0.}, {31, 0.}, {32, 0.1},
{33, 0.}, {34, 0.}, {35, 0.}, {36, 0.}, {37, 0.}, {38, 0.}, {39, 0.}, {40, 0.}}

ouyzs4= {{0, 0.}, {1, 0.}, {2, 0.}, {3, 0.}, {4, 0.}, {5, 0.}, {6, 0.}, {7, 0.}, (8, 0.},
{9, 0.}, {10, 0.}, {11, 0.3}, {12, 0.}, {13, 0.}, {14, 0.}, {15, 0.}, {16, 0.},
{17, 0.}, {18, 0.3}, {19, 0.}, {20, 0.}, {21, 0.3}, {22, 0.}, {28, 0.}, {24, 0.},
{25, 0.}, {26, 0.}, {27, 0.}, {28, 0.}, {29, 0.}, {30, 0.}, {31, 0.}, {32, 0.},
{33, 0.}, {34, 0.}, {35 0.}, {36, 0.}, {37, 0.}, {38, 0.}, {39, 0.}, {40, 0.1}
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oufassi= ({0, -0.002795861}, {1, 2.77358}, {2, 5.2807}, {3, 7.5745}, (4, 9.69094},
(5, 11.654), ({6, 13.2852), (7, 14.4397), (8, 15.1706)}, (9, 15.5146},
(10, 15.4957}, ({11, 15.1258}, {12, 14.4045}, {13, 13.3183}, {14, 11.8391},
(15, 9.92028}, {16, 8.31776}, {17, 7.67758}, {18, 7.69896}, {19, 6.49842},
(20, 2.82635}, {21, 1.89207}, {22, 1.12357}, {23, 0.541847}, {24, 0.161714},
(25, -0.00279611}, (26, -0.00279619}, ({27, -0.00279615}, {28, -0.00279615},
(29, -0.002796081}, {30, -0.00279596}, ({31, -0.002796}, {32, -0.002796},
(33, -0.002796}, {34, -0.002796}, (35, -0.002796}, {36, -0.002796},
(37, -0.002796}, (38, -0.002796}, {39, -0.002796}, {40, -0.002796}}

oufassl= ({0, —0.0240831}, {1, -6.79502), {2, -13.0119}, {3, -18.8086), {4, -24.2742},
(5, -29.4721}, {6, -33.9632}, (7, -37.3557}, (8, -39.7355}, (9, -41.1543},

(10, -41.6398}, {11, -41.2005}, {12, -39.8274), (13, -37.4927), (14, -34.1448},
(15, -29.6985}, {16, -24.4823}, {17, -18.7872)}, (18, -12.2551}, {19, -5.22378},
(20, 1.23961}, {21, 0.722669}, {22, 0.375104}, (23, 0.153564}, (24, 0.0266649},

(25, -0.024082}, ({26, -0.0240816}, {27, -0.0240818}, {28, -0.0240818},
(29, -0.0240821}, (30, -0.0240826}, {31, -0.0240825}, (32, -0.0240825},
(33, -0.0240825}, (34, -0.0240825}, {35, -0.0240825}, {36, -0.0240825},
(37, -0.0240825}, (38, -0.0240825), ({39, -0.0240825}, (40, -0.0240825} )}

ous7- {{0, 0.02687961}, (1, 4.02144}, (2, 7.73124}, {3, 11.2341}, {4, 14.5833},

(5, 17.8181), {6, 20.6781}, {7, 22.916)}, (8, 24.565}, (9, 25.6397}, (10, 26.1441},

(11, 26.0747}, {12, 25.4229}, ({13, 24.1744}, {14, 22.3057}, {15, 19.7782},
(16, 16.1645}, {17, 11.1096}, {18, 4.55615}, (19, -1.27464}, (20, -4.06596},
(21, -2.61474), {22, -1.49868}, (23, -0.695411}, (24, -0.188379},

(25, 0.0268781}, (26, 0.0268776)}, (27, 0.0268778}, {28, 0.0268778},

(29, 0.0268782}, (30, 0.026879}, (31, 0.0268787}, {32, 0.0268787},

(33, 0.0268787), (34, 0.0268787), (35, 0.0268787}, {36, 0.0268787},

(37, 0.0268787}, (38, 0.0268787}, {39, 0.0268787}, {40, 0.0268787}}

Out[358]= {{0, 0.3}, {1, 0.3}, {2, 0.3, (3, 0.}, {4, 0.}, {(5,0.3, (6, 0.3, (7, 0.3, (8, 0.1,
{9, 0.}, {10, 0.}, {11, 0.}, {12, 0.}, {13, 0.}, {14, 0.}, {15, 0.}, {16, 0.},
(17, 0.3, (18, 0.}, {19, 0.3, {20, 0.}, {21, 0.}, {22, 0.}, {23, 0.}, {24, 0.},
(25, 0.}, {26, 0.3}, {27, 0.}, {28, 0.3}, {29, 0.}, {30, 0.}, {31, 0.}, {32, 0.},
(33, 0.}, (34, 0.}, {35, 0.3}, (36, 0.}, {37, 0.3}, (38, 0.}, {39, 0.}, {40, 0.}}
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Simulacién

In[383]:=
Clear[il;

(+Val ores constantes para | as posiciones del torso del bipedo Bx)
xB = esc % O;

zB = esc % 234. 37;
eB =0°;
B =0°;
yB = 0°;

(xVal ores constantes para |as posiciones del pie izquierdo del bipedo 1x)

X1 = esc » 44. 54;
el =0°;
¢l =0°;
yl = 0°;

(+Val ores constantes para | as posiciones del pie derecho del bipedo 2x)
X2 = esc % 44.54;

e2 =0°;
¢2 =0°;
Y2 = 0°;
Animate[

(xDefinicién del origenx)
cero = {0, 0, 0};

(xCal cul ar val ores para |as posiciones de |os puntos B,
1y 2 de acuerdo a |las splines de segundo gradox)

If[i 2 0& i < 15, yB=-esc » (2.2333 i +38.5),

If[i 2 15&% i < 20, yB==esc % (0.0333 % (i *2) +1.2333 xi +46),
If[i 2 20&&% i < 25, yB=esc » (-0.2427 % (i ~2) +12.275 xi -64.4167),
yB =esc ¥90.76111;

If[i > 0& i < 20, y1l =0,
If[i 2 20&&% i < 35, yl =esc » (1.9333 i -38.6667),
If[i 2 358 i < 38, yl =esc  (1.1333 % (i #2) -77.4 i +1349.67),
If[i 2 38&% i < 40,
yl =esc % (-2.5517 % (i *2) +202.66 xi -3971.47), yl =esc *x52.26]111;

If[i > 0& i < 20, z1 =0,
If[i 2 20&&% i < 25, z1 =esc = (4 i -80),
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If[i 2 25&8% i < 35, z1 =escx (-(2/5) = (i "2) +24 xi -330),
If[i > 35& % i < 40, z1 =esc = (-4 i +160), z1 =0]1111;

If[i 2 0& i < 15, y2 =esc » (1.9333 %i ),
If[i 2 15& % i < 18, y2 =esc % (1. 1333 » (i ~2) -32.0667 =i +255),
Ifri 2 18&% i < 20,
y2 = esc x (-2.5517 % (i ~2) +100.593 i -938.94), y2 =esc *52.26]1117;

If[i 2 0& i < 5, z2=esCc* (4%i),
If[i > 5& i < 15, z2 =escx (-(2/5) = (i "2) +8x*i -10),
If[i 2 15&% i < 20, z2 =esc » (-4%i +80), z2=0111;

(xVector para la extracci6n de la
posici6n a partir de las matrices de transformaci 6nx)
n=4{0, 0, 0, 1}

(xTransformaci 6n para el torsox)
TOB = Tz1[xB]. Tz2[yB]. Tz3[zB]. Tz4[6eB]. Tz5[¢B]. Tz6 [yB];
(xTransformaci ones para |la pierna izquierdax)

TB11 = Tz1[- x017]. T26[611 + 180 °];

T1121 = Tz3[-z11].Tz5[621 + B117;

T2131 = Tz1[x21].Tz6[631 + R211;

T3141 = Tz1[x31].Tz6[e41l + B311];

T4151 = Tz1[x41].Tz6[651 + p4l];

T5161 = Tz1[x51]. Tz4 [961 +180 ° ];

T611 = Tz2[y61]. Tz6 [75 °]. Tz5 [270 ° ];

TO1 = Tz1[-x1].Tz2[yl].Tz3[z1].Tz4[el]. Tz5[¢l]. Tz6[yl];

(xTransformaci ones para |la pierna derechax)

TB12 = Tz1[x02]. Tz6[612];

T1222 = Tz3[-2z12].Tz5[622 + B1217;

T2232 = Tz1[x22].Tz6[632 + B221];

T3242 = Tz1[x32].Tz6[642 + B32];

T4252 = Tz1[x42].Tz6[652 + p421];

T5262 = Tz1[x52]. Tz4[e621;

T622 = Tz2[y62]. Tz6 [75 °]. Tz5 [270 ° ];

TO2 = Tz1[ x2].Tz2[y2].Tz3[z2].Tz4([62].Tz5[¢2]. Tz6[y21];

(*Puntos P para la graficacién de |a solucioén
inicial a partir de las matrices de transformaci 6nx)
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(*Tor sox)

PB = T3D[TOB. n

1

(xPi erna |zquierdax)

P11 = T3D[TOB.
P21 = T3D[TOB.
P31 = T3D[TOB.
P41 = T3D[TOB.
P51 = T3D[TOB.
P61 = T3D[TOB.

P1 = T3D[TOB. TB11. T1121. T2131. T3141. T4151. T5161. T611. n];

TB11. nJ;

TB11.T1121
TB11.T1121
TB11.T1121
TB11.T1121
TB11.T1121

(xPi erna Derechax)

P12 = T3D[TOB.
P22 = T3D[TOB.
P32 = T3D[TOB.
P42 = T3D[TOB.
P52 = T3D[TOB.
P62 = T3D[TOB.

P2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. T5262. T622. n];

TB12.n7];

TB12.T1222
TB12.T1222
TB12.T1222
TB12.T1222
TB12.T1222

(xPi e | zqui erdox)

Pl 1 = T3D[TO1.
Pl 2 = T3D[TO1.
Pl 3 = T3D[TO1.
Pl 4 = T3D[TO1.
PI5 = T3D[TO1.
Pl 6 = T3D[TO1.
Pl 7 = T3D[TO1.
Pl 8 = T3D[TO1.
Pl 9 = T3D[TO1.

Pl 10 = T3D[TO1.
Pl 11 = T3D[TO1.
Pl 12 = T3D[TO1.
Pl 13 = T3D[TO1.
Pl 14 = T3D[TO1.
Pl 15 = T3D[TO1.
Pl 16 = T3D[TO1.
Pl 17 = T3D[TO1.
Pl 18 = T3D[TO1.
Pl 19 = T3D[TO1.
Pl 20 = T3D[TO1.

Tz1[pi 1x].
Tz1[pi 2x].
Tz1[pi 3x].
Tz1[pi 4x].
Tz1[pi 5x].
Tz1[pi 6x].
Tz1[pi 7x].
Tz1[pi 8x].
Tz1[pi 9x].
Tz1[pi 10x
Tz1[pi 11x
Tz1[pi 12x
Tz1[pi 13x
Tz1[pi 14x
Tz1[pi 15x
Tz1[pi 16x
Tz1[pi 17x
Tz1[pi 18x
Tz1[pi 19x
Tz1[pi 20x

.nl;
. T2131.n73;

. T2131. T3141. n7J;

. T2131. T3141. T4151. nJ;

. T2131. T3141. T4151. T5161. nJ;

.nl;
. T2232.n7;

. T2232. T3242. n7;

. T2232. T3242. T4252. n7J;

. T2232. T3242. T4252. T5262. n1;

Tz2[pily].n];
Tz2[pi 2y].n];
Tz2[pi 3y].nl;
Tz2[pi4y].n];
Tz2[pi 5y].nl;
Tz2[pi 6y].n];
Tz2[pi 7y].nl;
Tz2[pi 8y].nl;
Tz2[pi 9y].nl;
1. Tz2[pi 10y]. n];
1. Tz2[pi 11y]. n];
1. Tz2[pi 12y]. n];
1. Tz2[pi 13y]. n];
1. Tz2[pi 14y]. n];
1. Tz2[pi 15y]. n];
1. Tz2[pi 16y].n];
1. Tz2[pi 17y]. n];
1. Tz2[pi 18y]. n];
1. Tz2[pi 19y]. n];
1. Tz2[pi 20y]. n];
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(xPi e Derechox)

PD1 = T3D[TO2.
PD2 = T3D[TO2.
PD3 = T3D[TO2.
PD4 = T3D[TO2.
PD5 = T3D[TO2.
PD6 = T3D[TO2.
PD7 = T3D[TO2.
PD8 = T3D[TO2.
PD9 = T3D[TO2.

PD10
PD11
PD12
PD13
PD14
PD15
PD16
PD17
PD18
PD19
PD20

= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.
= T3D[TO2.

Tz1[pdix].
Tz1[pd2x].
Tz1[pd3x].
Tz1[pd4x].
Tz1[pd5x].
Tz1[pd6x].
Tz1[pd7x].
Tz1[pd8x].
Tz1[pd9x].

Tz2[pdly].
Tz2[pd2y].
Tz2[pd3y].
Tz2[pddy].
Tz2 [pd5y].
Tz2 [pd6y].
Tz2[pd7y].
Tz2[pd8y].
Tz2[pd9y].

nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;

Tz1[pdl0x].
Tz1[pdlilx].
Tz1[pdl2x].
Tz1[pdl1l3x].
Tz1[pdl4x].
Tz1[pdl5x].
Tz1[pdl6x].
Tz1[pdl7x].
Tz1[pd18x].
Tz1[pd1l9x].
Tz1[pd20x].

Tz2[pdl0y].
Tz2[pdlly].
Tz2[pdl2y].
Tz2[pdl3y].
Tz2[pdldy].
Tz2[pdl5y].
Tz2[pdl6y].
Tz2[pdl7y].
Tz2[pdl8y].
Tz2[pdl9y].
Tz2[pd20y].

(xArticul aci ones pierna izquierdax)

P11A1 = T3D[TOB. TB11.
P11A2 = T3D[TOB. TB11.
P21A1 = T3D[TOB. TB11.
P21A2 = T3D[TOB. TB11.
P31A1 = T3D[TOB. TB11.
P31A2 = T3D[TOB. TB11.
P41A1 = T3D[TOB. TB11.
P41A2 = T3D[TOB. TB11.
P51A1 = T3D[TOB. TB11.
P51A2 = T3D[TOB. TB11.
P61A1 = T3D[TOB. TB11.
P61A2 = T3D[TOB. TB11.

Tz3[e
Tz3[-
T1121

T1121.
T1121.
T1121.
T1121.
T1121.
T1121.
T1121.
T1121.
T1121.

sc *3].n]J;
esc »3].n];

nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;
nl;

.Tz2[esc % 3].n];

T2131.
T2131. Tz3[
T2131.
T2131.
T2131.
T2131.
T2131.
T2131.

(xArticul aci ones pierna derechax)

P12A1 = T3D[TOB. TB12.
P12A2 = T3D[TOB. TB12.
P22A1 = T3D[TOB. TB12.
P22A2 = T3D[TOB. TB12.
P32A1 = T3D[TOB. TB12.

Tz3[e
Tz3[-

sc *3].n]7;
esc »3].n];

T3141.
T3141.
T3141
T3141.
T3141.
T3141.

Tz2[- esc % 3].n];
Tz3[esc *3].n];

-esc x3].n];

T4151. Tz3[-
T4151. T5161
T4151. T5161

T1222. Tz2[esc % 3].n];
T1222.Tz2[- esc » 3].n];
T1222.T2232. Tz3[esc » 3].n];

Tz3[esc » 3].
Tz3[- esc % 3].n];
. T4151. Tz3[esc » 3]. n];

nl;

esc » 3].n];
.Tz1l[esc % 3].n];
.Tz1[- esc »3].n];
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P32A2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. Tz3[- esc % 3].n];

P42A1 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. Tz3[esc % 3]. n];

P42A2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. Tz3[- esc %= 3].n];

P52A1 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. Tz3[esc » 3].n];

P52A2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. Tz3[- esCc * 3].n];

P62A1 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. T5262. Tz1[esc » 3].n];
P62A2 = T3D[TOB. TB12. T1222. T2232. T3242. T4252. T5262. Tz1[- esc * 3].n];

(xLineas trazadas de acuerdo a | os puntos anterioresx)

(xPi erna |zquierdax)

Li neaOl = Line[{PB, P11}] /. Sol Posl [i ];
Li neall = Line[{P11, P21}] /. Sol Posl [i ];
Li nea2l = Line[{P21, P31}] /. Sol Posl [i ];
Li nea3l = Line[{P31, P41}] /. Sol Posl [i ];
Li nea4l = Line[{P41, P51}] /. Sol Posl [i ];
Li nea5l = Line[{P51, P61}] /. Sol Posl [i ];
Li nea6l = Line[{P61, P1}] /. Sol Posl [i ];

(xPi erna Derechax)

L
L
L
L
L
L
L

neaOD = Li ne[{PB, P12}] /. Sol PosDJi 1;

nealD = Li ne[{P12, P22}] /. Sol PosDIi ];
nea2D = Li ne[{P22, P32}] /. Sol PosDIi ];
nea3D = Li ne[{P32, P42}] /. Sol PosDIi ];
nead4D = Li ne[{P42, P52}] /. Sol PosDIi ];
nea5D = Li ne[{P52, P62}] /. Sol PosDIi ];
nea6D = Li ne[{P62, P2}] /. Sol PosDJi 1;

(xC lindro de Referenciax)
Clindro0 = Cylinder [{{0, O, 0}, {0, O, 2}}, 171;

(xArticul aci ones pierna izquierdax)

Clindroll = Cylinder [{P11A1, P11A2}, 0.5] /. Sol Posl [i ];
C lindro2l = Cylinder [{P21A1, P21A2}, 0.5] /. Sol Posl [i 1;
Clindro31l = Cylinder [{P31A1, P31A2}, 0.5] /. Sol Posl [i ];
Clindro4l = Cylinder [{P41A1, P41A2}, 0.5] /. Sol Posl [i 1;
C lindro51 = Cylinder [{P51A1, P51A2}, 0.5] /. Sol Posl [i ];
Clindro6l = Cylinder [{P61A1, P61A2}, 0.5] /. Sol Posl [i ];

(xArticul aci ones pierna derechax)

Clindrol2 = Cylinder [{P12A1, P12A2}, 0.5] /. Sol PosDJi 1;
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Cilindro22 = Cylinder [{P22A1, P22A2}, 0.5] /. Sol PosDJi 1;
Cilindro32 = Cylinder [{P32A1, P32A2}, 0.5] /. Sol PosDJi 1;
Cilindro42 = Cylinder [{P42A1, P42A2}, 0.5] /. Sol PosDJi 1;
Cilindro52 = Cylinder [{P52A1, P52A2}, 0.5] /. Sol PosDJi 1;
Clindro62 = Cylinder [{P62A1, P62A2}, 0.5] /. Sol PosDJi 1;

(xBarras para el dibujo de |os eslabonesx)

BarraOl =Barraf[3, 0, 0, 1, Linea0Ol ];
Barrall =Barraf[3, 0, 1, 0, Lineall ];
Barra2l =Barraf[3, 1, 0, 0, Linea2l J;
Barra3l =Barraf[3, 0, 1, 0, Linea3l J;
Barra4l =Barraf[3, 0, 0, 1, Lineadl ;
Barra5l =Barraf[3, 0, 1, 0, Linea5l ];
Barra6l =Barraf[3, 1, 0, 0, Linea6l ];
BarraOD = Barra[3, 0, 0, 1, LineaODj];
BarralD =Barra[3, 0, 1, 0, LinealD];
Barra2D = Barra[3, 1, 0, 0, Linea2Dj;
Barra3D =Barra[3, 0, 1, 0, Linea3Dj];
Barra4D = Barra[3, 0, 0, 1, Linea4D];
Barra5D = Barra[3, 0, 1, 0, Linea5Dj];
Barra6D = Barra[3, 1, 0, 0, Linea6Dj];
Articulacionll =Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindroll];
Articulacion2l = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro2l];
Articulacion3l =Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro31l7];
Articulacion4l = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro4l];
Articulacion51 = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro517;
Articulacion6l = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro6l17];
Articulacionl2 =Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindrol2];
Articulacion22 = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro227];
Articulacion32 =Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro32];
Articulacion42 = Barra[1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro42];
Articulacion52 = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro527;
Articulacion62 = Barra[l1l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro62];

Base = Barra[l5, 0.427451, 0.466667, 0.529412, Clindro0];

(xPol i gonos para el trazo de | os piesx)

Pol i gonol = Polygon[{PI1, PI2, PI3, Pl4, PI5, PI6, PI7, PI8 PI9,
PI 10, PI 11, PI 12, PI 13, PI 14, PI 15, PI 16, PI 17, PI 18, PI 19, Pl 20}1;
Pol i gonoD = Pol ygon [ {PD1, PD2, PD3, PD4, PD5, PD6, PD7, PD8, PD9, PD10,
PD11, PD12, PD13, PD14, PD15, PD16, PDl17, PD18, PD19, PD20}1;
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Pi el = Poligono[l, O, 0, Poligonol I;
Pi eD = Pol i gono[1, O, 0, PoligonoDj;

Show[Base, BarraOl, Barrall, Barra2l, Barra3l, Barra4l, Barra5l, Barra6l,
Pi el , BarraOD, BarralD, Barra2D, Barra3D, Barra4D, Barra5D, Barra6D,
Pi eD, Articul acionll, Articulacion21, Articul acion31l, Articul aci on41,
Articul acion51, Articul acion61, Articul acionl2, Articul aci on22,
Articul acion32, Articul aciond42, Articul acion52, Articul aci on62, Axes - True,
AxesLabel - {"x", "y", "z"}, BaseStyle » {12, FontFamly ->"Arial"},
| mageSi ze » 190, Pl ot Range » {{-10, 10}, {-5, 15}, {0, 25}}1,

{i, 0, 40, 1}]

| 3 DIEREIE]

out[397]=
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