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INTRODUCCION

Dar respuesta a las preguntas ;como se genera la desigualad de ingresos? y ;cémo ésta se
reproduce a lo largo del tiempo? ha sido unos de los mayores retos de los cientificos sociales.
El interés no solo se concentra en la generacién y reproduccién de la pobreza, sino también
en sus consecuencias y en sus relaciones con otras variables econémicas y sociales (tales
como el crecimiento econémico, el bienestar social y el desarrollo econémico). Establecer
una relacion entre la desigualdad de ingresos y el proceso de desarrollo econémico seria un
importante avance en materia de politica social. Sin embago, esta relacion se encuentra
aun lejos de ser bien entendida. No obstante, la relacion entre el crecimiento econémico,
la desigualdad de ingresos y los niveles de bienestar, han atraido la atencién en la teoria

econdémica en los ultimos 50 anos mostrando diversos resultados.

La relacién existente entre desigualdad econémica y crecimiento econémico ha sido
controversial entre los economistas y los tedricos sociales. Los intentos por explicar las
relaciones entre la desigualdad y tasas de crecimiento han sido contrapuestos en la literatura
empirica y tedrica, es decir, se han encontrado paises donde los niveles de desigualdad
tienen una relacién positiva con la tasa de crecimiento, mientras que por otro lado existen
paises donde altos niveles de desigualdad son causantes de sus bajas tasas de crecimiento.
Barro (2000) encuentra una relacién positiva en estas variables en paises desarrollados y
una relacién negativa en paises subdesarrollados. Una resena bibliogréafica de esta discusion
se encuentra en el trabajo realizado por Aghion, Caroli y Garcia-Penalosa (1999), donde

también se discuten cuestiones de los efectos de la volatilidad en la macroeconomia.

Un camino alterno que ha tomado la investigaciéon econémica consiste en estudiar
a la desigualdad y al crecimiento econémico como procesos independientes. Al respecto,
Lundberg y Squire (2003) analizaron varios factores que pueden potencialmente influir en la

desigualdad y en el crecimiento, mostrando que sus pruebas empiricas fueron significativas.

A pesar de estas controversias una cosa es clara, tanto el crecimiento econémico como

los niveles de desigualdad son resultados endégenos de un sistema econémico. Por tanto,
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ambos son sujetos de las politicas econémicas adoptadas y los cambios estructurales de la
economia. Otro factor importante que afecta al crecimiento y a la desigualdad es el riesgo
o volatilidad. Dentro de la teoria del crecimiento econémico es posible encontrar traba-
jos que relacionan estas dos variables (parte de esta literatura son los trabajos en ciclos
econémicos) entre ellos se pueden mencionar, por ejemplo, a: Grinols y Turnovsky (1993,
1998), Smith (1996), and Corsetti (1997). Por otro lado, existe evidencia empirica que
también relaciona la volatilidad macroeconémica con los niveles de desigualdad, por ejem-
plo, los paises latinoamericanos tienen altos niveles de desigualdad (su indice de Gini oscila
entre 0.45 y 0.64) y sus tasas de crecimiento tienen mayores fluctuaciones en comparacién
con los paises de la Uniéon Europea, ademds estos dltimos tienen niveles de desigualdad
menores. Garcia-Penialosa y Breen (2004) obtienen relaciones positivas entre la volatilidad

macroeconomica y los niveles de desigualdad.

El propésito de la tesis es dar una respuesta solida y argumentada a 3 preguntas de
intere cientifico social y econémico:
i) {Qué variables determinan a la desigualad de ingresos y que relacién tienen con el
crecimiento econémico?
1) ;Como afectan los niveles de riesgo de un pais (volatilidad macroeconémica) al cre-
cimiento econdémico, distribucién de ingresos y bienestar?

ii1) §Qué politicas econémicas se deben adoptar para lograr mayores tasas de crecimiento

econdémico, con una distribuciéon de ingresos equitativa?

Luego el objetivo de la tesis es desarrollar un modelo de crecimiento econémico endégeno
y con volatilidad estocdstica en el que se agregan dos supuestos:

i) existe una distribucién determinada en el capital inicial,

i) la oferta laboral es eldstica (es decir, se tiene una “gran” sensibilidad respecto a la

tasa salarial).

La argumentacién tedrica se encuentra bajo un contexto de control éptimo estocastico.
Bajo estas condiciones, la tasa de crecimiento del pais y la distribucion de ingreso se
determinan de forma conjunta. Dentro del modelo se encuentra que la oferta laboral de

equilibrio, determina los rendimientos del capital y sus efectos directos estan en la tasa de



crecimiento de la economia y en la distribucién del ingreso. Por tltimo se examinaran los
efectos de las politicas econémicas (a través de subsidios a la inversién y su financiamiento
por los diferentes tipos de impuesto) en la tasa de crecimiento, distribucién del ingreso y
el bienestar social. Por tltimo se contrasta el modelo teérico con la evidencia empirica a

través de simulaciones realizadas para México.

Se utilizard una adaptacién del modelo de crecimiento con tecnologia “AK” y, como
consecuencia, una vez determinadas la distribucion del ingreso y la tasa de crecimiento,
éstas son invariantes en el tiempo. El modelo “AK” fue propuesto por Romer en 1986,
también conocido como modelo de crecimiento endégeno, donde el proceso tecnoldgico es
un proceso inexplicado que permite un crecimiento sostenido. Para ver otros aspectos sobre
las diferentes teorias de crecimiento existentes se puede ver el libro Economic Growth de

Barro y Sala-i-Martin (1995).

El modelo que se desarrolla esta basado en tres investigaciones realizadas por Garcia-
Penalosa y Turnovsky (2004), (2005) y (2006). La presente tesis estd organizada como

sigue.

En el capitulo 1, se muestran los antecedentes histéricos del crecimiento econémico y
su relacion con la desigualdad de ingresos, se presenta una breve indtroduccion del indice

de Gini, asi como la metodologia ha seguir en el desarrollo de la tesis.

Dado la parte medular de la tesis se encuentra en un contexto de control 6ptimo es-
tocastico se incluyeron dos capitulos, uno referente al calculo estocastico y el otro referente

al control 6ptimo estocastico.

En el capitulo 2, se establecen los principales resultados tedricos del calculo estocéastico
para su utilizacién en los capitulos posteriores y su contenido es de cardcter introductorio.
Los puntos importantes de este capitulo son:

a) Lema de Ito

b) Propiedades Markovianas de una Difusién de It
¢) Formula de Dynkin
d)

Operador Diferencial



En el capitulo 3 se establecen de manera formal la problematica que enfrenta el con-
trol 6ptimo estocéstico y las condiciones de primer orden del problema de optimizacién
intertemporal estocéstico (la ecuacién de Bellman), asi como las condiciones de segundo
orden (condiciones de trasversalidad) para la solucién del problema. Por tltimo se da un

ejemplo de como se emplean los resultados de los teoremas expuestos a modelos econémico.

En este el capitulo 4 es la parte medular de la tesis en él se desarrolla el modelo de
control éptimo estocastico que caracteriza, las condiciones del equilibrio macroeconémico,
asi como las condiciones del crecimiento econémico. Por 1dltimo se analizaran los efectos
de la politica econdmica en la tasa de crecimiento, distribucién del ingreso, y el bienestar

social.

Por dltimo en el capitulo 5 se contrasta el modelo tedrico con la evidencia empirica
a través de simulaciones realizadas para México. En la primera parte de las simulaciones
se establece la relacion entre la volatilidad macroeconémica, el crecimiento econémico y
la desigualdad de ingresos. En la segunda parte de las simulaciones se determinan los
efectos de las politicas econdémicas, en la distribucion del ingreso, el bienestar social y el

crecimiento econdémico.



CAPITULO 1

ANTECEDENTES

1.1 Introduccidon al crecimiento economico

El propésito del capitulo es dar una breve introduccién a la teoria del crecimiento

economico y su relaciéon con la desigualdad de ingresos.

La pregunta ; Como crece el PIB de un pais?, es una incégnita bastante analizada en

el mundo de la economia e incluso con distintas vertientes y controversias.

Harrod (1939) y Domar (1946) fueron los primeros economistas en mirar la formacién
del capital, para intentar explicar como se incrementan los estandares de vida. Para 1956,
Solow formaliza la idea de, que la acumulacién de capital es causante de crecimiento, bajo

una dindmica de inversion.

Sin embargo, el enfoque moderno del crecimiento econémico se inicia con Cass (1965) y
Koopmans (1965), quienes introducen el enfoque de optimizacién intertemporal propuesto
por Ramsey en 1928. En este enfoque, se toma a un agente “racional” representativo, quien
maximiza su utilidad en cada instante de tiempo para un periodo infinito, condicionado
a una funcién de producciéon. A diferencia del modelo de Solow, el modelo de Ramsey
introduce la acumulacién y el consumo de una manera endoégena, permitiendo que el agente
“racional” seleccione la cantidad ahorro y consumo en cada periodo. En estes modelo
supone una economia sin distorsiones, y el proceso de acumulacién de capital se realiza
bajo un esquema tecnoldgico relativamente rigido. El modelo de control éptimo seria el

siguiente:



Maximizar / Ulc(t))e Ptde
0
c(t)

sutjeto a

k(t) = Af(k(t)) — c(t) — 0k(1)

donde:
i) U(c(t)) es la funcién de utilidad del consumidor, quien solamente consume el bien ¢(t)

en el tiempo t,

i) [ es la tasa de descuento intertemporal, es la importacia que tiene el consmo de hoy
respecto al consumo futuro,

1i1) Af(k(t)) es la funcién de produccién de la economia que depende del capital k(t) en
cada periodo, donde A es una constante que representa al nivel tecnolégico y f(.) es
una funcién doblemente diferenciable tal que f'(.) >0y f”(.) < 0.,

iii) & es la tasa de depreciacién del capital y k(t) = %&t).

Fue hasta 1982,cuando Kydland y Prescott desarrollan un modelo de equilibrio gen-
eral bajo incertidumbre, con la existencia de shocks tecnolégicos. Una versiéon en tiempo

continuo del modelo de Prescott podria ser el siguiente:

Maximizar E {/ U(C(t))e_ﬁtdt]
0
c(t)
sutjeto a

dk = Af(k())(dt + du) — [e(t) — ok(t)]dt

donde, du es un shock o choque estocastico en el tiempo t, y du = p+ ocdB, con y =0y

B es un proceso Geométrico Wiener. (Ver capitulo 2).

En estos modelos, la funcién de producciéon es céncava, lo que provoca que periodo a
periodo la tasa de crecimiento del PIB se reduzca y que en el infinito no exista posibilidad
alguna de crecimiento. La tinica forma de evitar esto es que el factor tecnoldgico crezca de

forma exodgena.
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Para 1986, Romer formula un nuevo modelo en el que la funcién de produccién agre-
gada es lineal, bajo el supuesto de que la economia genera externalidades. A este modelo se
le denomina también, AK debido a la forma de la funcién de produccién. Con este nuevo
supuesto, la economia nunca deja de crecer, su tasa de crecimiento se mantiene constante
en cada periodo, independientemente del nivel tecnolégico, es por ello que al modelo AK
también se le denomina modelo de crecimiento enddégeno. Una breve caracterizacion del

planteamiento de modelo matematico es el siguiente:

Maximizar / Ulc(t))e Ptde
0
c(t)

sutjeto a

k(t) = Ak(t) — c(t) — 0k(t)

Los modelos anteriores trabajan bajo los siguientes supuestos,

i) los consumidores, tienen las mismas preferencias y por ende la misma funcién de
utilidad,

i1) todos los agentes econémicos tiene el mismo capital inicial,

ii1) los agente econémicos tienen la misma funcién de produccién.

Bajo estos supuestos basta un solo individuo denominado agente representativo para

caracterizar a la economia.

Los primero trabajos donde se elimina el supuesto i), es decir la economia cuenta
con una distribucién desigual, fueron construidos por Alesina y Rodrik (1994), Person y
Tabellini (1994) y Berlota (1993), quienes desarrollan un modelo de crecimiento AK no
estocastico. En esto trabajos se maneja de manera exogena la oferta laboral, lo que implica

que la distribucion de ingresos impacta directamente en la tasa del crecimiento del PIB.

Para 1993, Grinols y Turnovsky desarrollan los primeros modelos con volatilidad
macroeconémica en tiempo continuo, seguidos de Smith (1996), Corsetti (1997), Turnovsky
(2000). En estos modelos a diferencia de propuestos por Prescott, la oferta laboral se de-

termina endégenamente dentro del modelo.
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La aportacion principal de la tesis, es construir un modelo de crecimiento endégeno,
con una distribucion no equitativa del capital inicial, donde la oferta laboral se determina

de manera enddgena, bajo un equilibrio macroeconémico con volatilidad.

1.2 Medidas de desigualdad de ingresos

Los estadisticos més frecuenteme usados para medir la dispersién de una variable son,
la varianza, la desviacién estandar y el coeficiente de variacion. Todas estas medidas de
dispersién hacen referencia a la media, sin embargo, para hablar de la distribucién de
ingresos, es necesario tener medidas de dispersién que no dependan de la media, para este
proposito el coeficiente de Gini es la medida de desigualdad mas frecuentemente utilizada.
El coeficiente de Gini es un niimero entre 0 y 1, en donde el valor 0 corresponde a la perfecta
igualdad (todos tienen los mismos ingresos) y 1 corresponde a la perfecta desigualdad (una

persona tiene todos los ingresos y los demas ninguno).

El coeficiente de Gini se calcula como una razén de las areas en el diagrama de la curva
de Lorenz, (para ver una referencia tema consulte A. Sen ,1992). Para dibujar a la curva
de Lorenz, primero se ordena a los individuos, de menor a mayor ingreso, posteriormente se
toma como dominio de la funcién, a la poblacién acumulada en forma de porcentaje, es de
decir, el dominio se encuentra en el intervalo [0, 1], y donde por ejemplo n = 0.70 representa
aun 70% de la poblacién. Como recorrido, la curva de Lorez tiene a el porcentaje de ingreso
acumulado, y por tanto su rango es el intevalo [0,1]. Asi por ejemplo, el punto sobre la
curva de Lorenz (n, L(n)) = (0.5,0.2), significa que un 50% de la poblacién posee un 20%
de los ingresos. De esta manera la grafica de la cuva de Lorez comienza en la coordenada
(0,0) (es decir el 0% de la poblacién posee el 0% de ingresos), y termina en (1,1), (es decir
el 100% de la poblacién posee el 100% de ingresos). Si el drea entre la linea de perfecta
igualdad (una recta con pendiente de 45 grados) y la curva de Lorenz es A, y el area por

debajo de la curva de Lorenz es B, entonces el coeficiente de Gini es A/(A+ B)((ver figura

1.1).
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Figura 1.1 Curva de Lorenz

1.3 Metodologia

En el siguiente esquema se muestra la metodologia empleada para el desarrollo de la
tesis. La herramienta matematica a utilizar para la construccién el desarrollo de modelo es
el calculo estocastico y el control 6ptimo estocéstico, por ello, en los primeros dos capitulos

se desarrolla la base tedrica de estas herramientas.
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Planteamiento de la
- problemdtica

» Se lleva acabo en la introduccion
y en el capitulo 1.

erramientas Matematicas

» Capitulo 2 Principales resultados

del Calculo estocastico.

» Capitulo3 Principales resultados
del control éptimo estocéstico

I esarrollo del Modelo

* Capitulo 4 Modelo de
volatilidad, crecimiento
economico y desigualdad bajo
un contexto de control 6ptimo

Simulacién del Modelo
£ Capitulo 5 Se contrasta el

modelo tedrico, a través de
simulaciones realizadas para
México.

estocastico.

Figura 1.2 Esquema general de la tesis.

En primer lugar se presenta el instrumental matematico bajo el cual se desarrolla la
tesis. El calculo estocdastico (capitulo 2) permite modelar la volatilidad macroeconémica,
mientras que el control éptimo estocastico (capitulo 3) permite evaluar cémo afecta dicha
volatilidad a la tasa de crecimiento y a los niveles de desigualdad. Los capitulos 2 y
3 muestran, en forma breve, los principales resultados del calculo estocastico y control

oOptimo, y se incluyen las demostraciones de los teoremas mas importantes.

El capitulo 4 es la parte medular de la tesis, ahi se presenta el modelo de volatilidad,
crecimiento econémico y desigualdad, en un contexto de control éptimo estocastico.En
él se analiza cémo afecta la volatilidad macroeconomica al crecimiento econémico y a
la desigualdad de ingresos. También, se analizan las politicas econémicas enfocadas a

incrementar la tasa de crecimiento y a la reduccién de los niveles de desigualdad.

En el capitulo 5 se contrasta el modelo tedrico y se toma como referencia a México
para calibrar el modelo: De esta manera se determina cudles son las mejores politicas
economicas para obtener una mayor tasa de crecimiento y un bajo nivel de desigualdad de

ingresos en la economia de México.

Para la contrastacion del modelo, la simulacién se realizo con la metodologia propuesta

por Chung (2004), definiendo los siguientes pasos:
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ante cambios en la
volatilidad y politica
fiscal.

PIB trimestral todo fuente
del INEGI.

Figura 1.3 Modelo de simulacion.

1. Formulacién del problema. Mediante tres preguntas fundamentales planteadas en
la introduccién
i) {Qué variables determinan a la desigualad de ingresos y que relacién tienen con el
crecimiento econémico?
i) ;Como afectan los niveles de riesgo de un pais (volatilidad macroeconémica) al cre-
cimiento econdémico, distribucién de ingresos y bienestar?

ii1) §Qué politicas econdémicas se deben adoptar para lograr mayores tasas de crecimiento

economico, con una distribucion de ingresos equitativa?

Parte del planteamiento del problema se encuentra también en los antecedentes del presente

capitulo.

2. Elavoracion del proyecto. Para lo cual se realizé una revisién de los modelos de
crecimiento existentes, y se planteé una metodologia para abordar el problema (ver figura

1.2).
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3. Definicion del sistema. Se desarroll6 en el capitulo 4, como un modelo econémico,
que engloba la volatilidad macroeconémica, crecimiento econémico y desigualdad, bajo un

contexto de control éptimo estocastico.

4. Coleccién de los datos entrada. En el capitulo 5 se menciona la probleméatica
existente de datos para la simulacion del modelo. Los datos de entrada del modelo son la
distribucién del capital inicial y estos se plantearon de manera hipotética acorde con los

resultados de la calibracién del modelo.

5. Validacion y verificacién del modelo. Consiste basicamente en encontrar los
parametros adecuados de la funcién de utilidad y de producciéon, con los cuales, el sistema
aproxima valores a la tasa de crecimiento promedio de México y distribucién del ingreso.
Para la tasa de crecimiento promedio, se tom6 como referencia el trajo realizado por
Barro y Sala-i-Martin (1995, capitulo 10), y el PIB trimestral, publicado por el INEGI
en el periodo 1993-2009. Para la distribucién del ingreso se uso el indice de Gini y la
distribuciéon del ingreso por quintiles, publicados por el INEGI con base en la Encuesta
Nacional de Ingreso y Gasto de los Hogares (ENIGH) 2006. Los detalles de la calibracién

del modelo se dan en el punto 5.1.

6. Proyecciones. Se realizaron con el fin de estimar los cambios en la tasa de crecimiento
y los niveles de desigualdad, a distintas variaciones exdgenas en la economia mexicana. En
el punto 5.1 se estiman cambios en la tasa de crecimiento y niveles de desigualdad en México
a distintas variaciones de la volatilidad macroeconémica. En el punto 5.3 se plantean
proyecciones de los cambios de la tasa de crecimiento y niveles de desigualdad respecto a
distintas politicas fiscales, bajo el supuesto de que el gobierno tome la decisién de financiar
la inversién al capital, con el propédsito de incrementar la tasa de crecimiento y disminuir
los niveles de desigualdad. Para ello el gobierno tiene que tomar la decision, de cudl seria
la mejor manera de financiar dicho subsidio a través de tres impuestos: impuestos sobre

los rendimientos de capital, impuesto a la tasa salarial e impuestos directos al consumo.
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CAPITULO 2

ELEMENTOS DE CALCULO ESTOCASTICO

El propésito de este capitulo es revisar topicos de probabilidad, procesos estocasticos y
calculo estocastico cuyos resultados seran utilizados en los capitulos posteriores. Para
una revisién mas profunda de los tépicos pueden verse Oksendal (2000), Venegas-Martinez

(2006), Brzezniak y Zastawniak (1999).

2.1 Probabilidad y procesos estocasticos

Definicion 2.1 Sea €2 un conjunto no vacio. Considere una o-algebra, F, la cual es una
familia de subconjuntos de €2 tal que:

i) QeF,

ii) Si A € F, entonces A € F, donde A° = Q — A, es el complemento de A,

iii) Si A1, As,...,A;,... es una sucesion de conjuntos en F, entonces U2, A; € F.

En particular, si F es una o-algebra de €, se dice que el par (£2, F) es un espacio medible.
Si A es un conjuto en F, se dice que A es F medible (o simplemente que A es medible con

respecto de F).

Definicién 2.2 Sea (€2, F) un espacio medible y sea R = RU {—00,00} el conjunto

extendido de los reales. Se dice que una funcién y : F — IR es una medida sobre F si:

i) n(¢) =0,
i) p(A) > 0 para todo A € F,
1) p es o-aditiva, es decir, si {A;} es una sucesién de conjuntos ajenos (dos a dos) en F,

entonces

I <U Ai) = ZM(Ai)-
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En este caso se dice que (2, F, ) es un espacio de medida. A p(A) se le llama la
medida del conjunto A € F. En particular, si u(2) = 1, se dice que p es una medida
de probabilidad. Si p es una medida de probabilidad, se acostumbra a escribir y = Py
se dice que (€2, F, P) es un espacio de probabilidad. Asi mismo, se dice que P(A) es la
probabilidad del evento A € F. También se dice que un evento A € F es casi seguro (y se

abrevia c.s.) si P(A4) = 1.

Cuando se tienen dos conjuntos arbitrarios 2 y €', y una funcién f : Q — €', definida

para cualquier conjunto B C €', se define a la funcién inversa mediante

f7H(B) = {w € Q| f(w) € B}.

Definicién 2.3 Sea (2, F, i) un espacio de medida. Se dice que X : 2 — IR es una funcién

F-medible si X7 !(—o0,2] = {w e QX (w) <z} €F Vrel.

En particular sea B(IR) el conjunto Borel, es decir, la o-dlgebra mas pequena que
contiene a todos los intevalos de IR. En este caso, se dice que una funcion X : 2 — IR es

una funcién F-medible si X }(B) = {w € Q|X(w) € B} € F VB € B(R).

Notese que si X ~1(B) € F, entonces su medida (X ~1(B)) estd bien definida para el
caso especial donde 1 = P es una medida de probabilidad, en cuyo caso se dice que X es

una variable aleatoria.

Definicién 2.4 Sea X una variable aleatoria. La funcion de ditribucion de X es la funcién
Fx :IR — [0,1] dada por
Fx = P(X <x) Vx € R.

La medida de probabilidad inducida por X es la medida de probabilidad sobre el
conjunto Boreliano B(IR) definida como Px(B) = P{X € B} para todo B € B(IR).
Nétese que Px(B) = P[X~1(B)]. Ademas, la funcién de distribucién de X y la medida de

probabilidad inducida por X estén relacionadas mediante Fx (x) = Px(—o0, x].
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Una funcién real f definida en [a, b] se dice que es absolutamente continua si Ve > 0,
36 > 0 tal que Y., |f(bi) — f(a;)|] < e para culaquier coleccién finita disjunta de subin-
tervalos [a;,b;] en [a,b] que cumplen con la condicién de Y7 | |b; — a;| < . Cuando la
funcién F'x es creciente y absolutamente continua, entonces Fx es dirivable c.s. (es decir,
P{X =2 €R: F'(z) existe } =1) y existe una funcién tal que F’ = f que cumple con
F(z) = [*__ f(z)dz. Para ver la demostracién consultar Rudin (1987), pag. 146.

Definicién 2.5 Sea (€2, F, ) un espacio de medida y f: Q2 — IR una funciéon F-medible,
se dice que f es (Lebesgue-)integrable si / |fldp < oo y es llamada integrable cuadratica
Q

si / |f2du < oo.
Q

Cuando se hace referencia a una funcién integrable se estara pensando en la integral
de Lebesgue, la cual es mas general que la integral de Riemann (ver, por ejemplo, Bartle,
1995). En el caso particular donde el espacio de medida es un espacio de probabilidad,
se toma a la variable aleatoria X como funcién medible, luego la variable aleatoria es
integrable si cumple la definiciéon anterior con respecto a la mediada de probabilidad P;
si esto pasa, la esperanza (matematica) existe y la definimos como E[X] = fQ XdP. Al
espacio de las funciones aleatorias integrables se le denotard mediante L(Q, F, P). Si la
funcién es integrable cuadrética, entonces la varianza de la variable aleatoria X se define
como Var[X] = [,(X—E[z])?dP. Al espacio de funciones aleatorias integrables cuadréticas

se denotara por L?(Q, F, P).

Definicién 2.6 Un proceso estocéstico es una familia de variables aleatorias { X (¢)}ter.

Para el caso de tiempo continuo 7" = [0, 00).

Obsérvese pues que al proceso estocastico se le puede ver como una funcién X :
T ®Q — R. Para todo w € , la funcién ¢t — X (¢,w) es llamada trayectoria (muchas

veces también llamada serie de tiempo) de X ().
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2.2 Proceso Wiener o movimiento Browniano

Definicién 2.7 Un proceso Wiener (o Browniano) es un proceso estocastico W (t) definido
ent € [0,00) tal que:

i) W(0)=0 c.s. (casi seguro)

i1) las trayectorias t — X (¢,w) son continuas c.s.

ii1) para toda sucesion finita 0 < t; < ty < ... < t,, y conjuntos Borel A, As, ..., A, € R
la probabilidad conjunta P{W(t;) € A1, W(t2) € Az,..W(t,) € A, }

:/ / p(t1,0,21)p(te — t1, 21, 22) - p(tn, — tn—1, Tn—1,Tpn)dzy - - dxyy
A, A,

(z—y)?

donde p(t,z,y) = W@ 7t para todo x,y € R y t > 0 es llamada densidad de

transicion.

. 2
Es facil ver que la funcién de densidad de W (t) es p(t,0,x) = We(zi , lo que

implica que W (t) se distribuye como una variable aleatoria normal con media 0 y varianza
t es decir W (t) ~ N(0,t). Si se utilizan las propiedades de la distribucién normal se sabe
que (W(t) — W(s)) ~ N(0,t — s) (ver Venegas-Martinez, 2006, pag. 34).

Proposicién 2.8 Sea W (t) un proceso Wiener, entonces E[W (s)W (t)] = min{s,t} y
E[[W(t) = W(s)]*] = |t —s|.

Demostracién. Sea 0 < s < t, entonces

+oo  p+o00
E[W(s)W(t)] = /_ /_ xyp(s,0,x)p(t — s, x,y)dzdy

_ /+OO p(s, 0, ) (/+OO uplt — s, 1, y)dy) dz. (2.1)

— 00 — 00

Seau =1y —x, entonces y =x +uy

+o00 +oo +oo
/ yp(t — s, x,y)dy = / (x +uw)p(t —s,z,x +u)du = / (x +u)p(t —s,0,u)du

— 00 — 00 — 00
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+o0 Foo
:93/ p(t—s,O,u)du-l—/ (u)p(t —s,0,u)du=2+0==x

— 00 — 00

si se retoma a (2.1), se tiene

“+oo
E[W(s)W(t)] = / 2°p(s,0,z)dx = E [(W(s))?] = Var[W(s)] = s.

Para demostrar la segunda igualdad se toma 0 < s < t, entonces E [|[W(t) — W (s)|?]
=E[W() —W(s))?] =E[(W()?] +E[(W(s))?*] —2E[W ()W (s)] =t+s—2s =t —s.
En general para s,t > 0 se cumple E [|[W(t) — W(s)[?] = |t — s|.

Definicién 2.9 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una familia de o-algebras en {2

{Fi}te(o,00) €s llamada una filtracion, si Fy C F; C F, para todo 0 < s < .

Como ejemplo se puede tener a la filtracion estdndar. Sea {X(t)}+c[0,00) Un proceso
estocastico, entonces la o- dlgebra generada por X (t), para todo t € [0, 00), estd dada por

Fi=0{X(s):0<s <t}

Definicién 2.10 Un proceso estocastico { X (f)}+e(o,00) que cumple con las siguientes dos
condiciones
i) X(t) es integrable para todo t € [0, 00),
i1) X (t) es Fi-medible para todo t € [0,00) (en tal caso decimos que X (t) es adaptado a
Fi),
entonces es llamado
i) martingala si E[X (t)|Fs] = X(s) para todo 0 < s < ¢,
i1) submartingala si E[X (t)|Fs] > X (s) para todo 0 < s < ¢,

i1) supermartingala si E[X (t)|Fs] < X(s) para todo 0 < s < t.
Proposicién 2.11 Sea W (¢t) un proceso Wiener, y 0 = tg < t; < to < ... <t, una sucesion
finita, entonces los incrementos W (t1) — W (to), ... W(t,,) — W(t,—1) son independientes.

Demostraciéon. Sea 0 < r < s < t < u. Como para todo ¢ > p > 0 se cumple que
(W(q) — W(p)) ~ N(0,p — q), es suficiente mostrar que

Cov [(W(u) = W(t))(W(s) — W(r))] = 0.
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Como E[W (q) — W(p)] = 0 para todo ¢ > p > 0, entonces
Cov [(W(u) = W(t))(W(s) = W(r))] =E[W(u) - W(t)(W(s) — W(r))].

De la proposicién 2.8 se tiene que E[(W(u) — W (t))(W(s) — W(r))] = E[W (u)W (s)] —
EW )W (r)] —EW@®W(s)] +EWE)W(r) =s—r+s+r=0.

Corolario 2.12 Para todo 0 < s < t la variacién W (t) — W (s) es independiente de la
o-algebra Fy = o{W(r): 0 <r < s}.

Demostracion. Sea 0 < s < t, por la proposicion anterior sabemos que para toda 0 <r <s
W(t) — W(s) y W(r) — W(0) son independientes. Como Fs = o{W(r) : 0 < r < s},
entonces W (t) — W (s) es independiente de Fj.

Como para todo 0 < s < t la variaciéon W (t) — W (s) es independiente de la o-algebra
Fs =o{W(r):0<r < s}, entonces lo es también su esperanza, es decir W (t) — W(s) =
E[W(t) — W (s)|Fs] para todo 0 < s < t, donde Fs = oc{W (r) : 0 < r < s}. Luego, se sabe

que la variacién W (t) — W(s) es una martingala con respecto a la filtracion {F;}1e(0,00)-

2.3 La integral de It6

Definicién 2.13 La funcién indicadora o funcién caracteristica 14 : A — IR se define

como:
1, ifzeAd
14 =
0, otro caso.
Definicion 2.14 Sea 0 = tg < t1 < ... < t, < 00 una sucesién finita de nimeros y

{e;}iz0.1,.n C L2(Q, F, P) una serie finita de variables aleatorias tal que e; son F;-medibles

para todo i = 0,1,...,n. El proceso simple o proceso escalonado ¢(t) es un proceso es-

n—1
tocastico que se define como ¢(t) = Z €ilt, tiin)
i=0
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Obsérvese que, para todo ¢ = 0, 1,...,n las variables aleatorias e; son F;-medibles y
también integrables cuadraticas, entonces también lo es ¢(t) en ambos términos. Es facil
verificar que si ¢1(t), @2(t) son procesos simples y a,b € IR, entonces ap(t) + bpa(t)
también es un proceso simple.

Definicion 2.15 Sea 0 =ty < t; < ... < t, =T < oo una sucesién finita de nimeros y
n—1

o(t) = Z €ilf; ¢,,,) un proceso simple definido en esta sucesion de niimeros. La integral
i=0

T n—1
de ¢(t) es definida como / p(t)dW (t) = Zei(W(tiH) — W(t;)), donde W (t) es un
0 i=0

proceso Wiener.

Definicién 2.16 Se define a M2 como el espacio de funciones estocdticas X (¢) (con

0 < T < o0) tales que :
T
i) B / | X (t)]2dt| < oo,
0

i1) X (t) es Fy-medible para todo t € [0,00) (en tal caso se dice que X () es adaptado a

).

Ny

Proposicién 2.17 (Isometria de 1t6) Sea ¢(t) una funcién simple estocédstica acotada y

0 <T < oo, entonces E </0T gp(t)dW(t)) =E [/OT go(t)th] .

Demostraciéon. Sea 0 = tg < t1 < ... < t, = T < 0o una sucesion finita de niimeros y
n—1

p(t) = Z €ilft; ¢,,,) Un proceso simple definido en esta sucesién de niimeros. Sea ademas
i=0
W, =Wi(t;) , AW; = Wiy — Wi y Aty = tiy1 — t;, entonces utilizando el hecho de que
(eie; AW;) y (AW;) son independientes si ¢ # j y por las proposiciones (2.8) y (2.11)

se tiene que:

0, sid# j
Blese; AW AW = {E[e?]Ati, si i = j
- 2 — 2
, entonces E </ gp(t)dW(t)) =E <Z eiAWi>
0 i=0
n—1n-—1 n—1

— Z ZE[eiejAWiAWj] = Z E[e?]ﬁti =K [/T(p(t)th] '

=0 5=0 i=0
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Proposicién 2.18 Sea g(t) € M?2 acotada y g(.,w) continua para toda w € Q. Luego

existe una sucesién de procesos simples {¢y, (t) }nen C M2 tal que
T
E / (g(t) — pn(t))?dt| — 0 cuando n — oo.
0

n—1

Demostracion. Sea ¢, (t) = Zg(ti,w)l[ti’tiﬂ). Dado que g(t) € M2 para todon € N ,
i=0

entonces {@n(t) bnen C M% Como ¢(.,w) continua, se cumple que

T
E [/ (9(t,w) — gpn(t,w))th] — 0 cuando n — oo para toda w € ). Luego se cumple
0
T
que E [/ (g(t) — gon(t))th] — 0 cuando n — oo.
0

Proposicién 2.19 Sea h(t) € M2, entonces existe una sucesiéon de funciones
{gn(t)}nen C M2 acotadas y g, (.,w) continuas para toda w € Q y para toda n € N, tal

T
que E [/0 (h(t) — gn(t))zdt] — 0 cuando n — o

La demostracion de esta proposicion es algo técnica, y el objetivo principal de la tesis no

la requiere, para ver un bosquejo de la misma consultar Oksendal B. (2000) pag 20-21.

Proposicién 2.20. Sea f(t) € M2, entonces existe una sucesién de funciones

T
{hn(t)}nen C M2 acotadas tal que E [/ (f(t) — hn(t))th] — 0 cuando n — 0.
0

Demostracion. Sea

-n, si f(t,w) < —n
ho(t,w) =< f(t,w), si—n<f(t,w)<n
n, si f(t,w) >n

Luego es claro que hy,(t,w) — f(t,w) y |hn(t,w)| < n para toda n € N por el teorema de

convergencia dominada (ver Rudin, 1987, pag 26) se cumple que

T
E [/0 (f(t) — hn(t)) dt] — 0 cuando n — co.
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De las proposiciones 2.18, 2.19, 2.20, si f(t) € M2, se puede elegir una sucecién de

T
procesos simples {n () }nen C M3, tal que, E [/ (f(t) — gon(t))th] — 0.
0

Definicién 2.21 Sea X (t) € M% vy {pn(t)}nen C M2 una sucecién de procesos simples

T
tal que E [ / (X(t) — gon(t))th] — 0, entonces definimos a la Integral de It6 del proceso
0

T T
estocastico X (t) como/ X(t)dW(t) = lim wn(t)dW ().
0

n—oo 0

Es ocasién de realizar una observacién importante, sea X (t) y {¢n(t)}nen como en

T
la definicién anterior y supéngase que / wn(t)dW (t) forma una secuencia de Cauchy en
T 0 T
L?(Q, F, P), entonces limn_mo/ on(t)dW (t) = / X (t)dW (t) existe y pertenece a
0 0

T
L?(Q,F, P). Para ver que / ©n(t)dW (t) forma una sucesién de Cauchy en L?(Q, F, P)
0

obsérvese que si ¢ € M% y f € L?(Q,F,P) sus normas estdn dadas por gl pmz =
T 2 i )

<E [/ |9(t)|2dt]> y I fllee = (/ |f|2dP) = (E[f?])?, obsérvese ademéas que si
0 Q

©(t) un proceso simple, entonces I(p(t)) = / @(t)dW (t) es un proceso estocdstico y por
0

T
tanto una variable aleatoria. Como E [ / (X(t) — gpn(t))th] — 0, entonces
0

T
lim || X () = ¢n(t)||p2 = 0. Es hora de demostrar que I(¢n(t)) = / on(t)dW (t) forma
n—oo 0
una sucesién de Cauchy en L?(Q, F, P). Como lim || X(t) — ©n(t)|| mz = 0, significa que
para toda € > 0 existe N € IN tal que si n > N, entonces || X (t) — ¢n(t)[smz < 5.Luego

para m,n > N se tiene por la proposicién 2.17 que

1 (om(t)) = I(pn(®)llL2 = [L(em(t) = @)Lz = [[om(t) = en(t)l 1,

€ €
< NIX®) = em®)llpz +1X(E) = onlt)llag <5 +5 =€
T
Por tanto la sucesién I(p,(t)) = / on(t)dW (t) forma una sucesién de Cauchy en
0

T
L?(Q,F,P)y como L?(Q,F, P) es un espacio completo, entonces lim wn(t)dW (t) =

n—oo 0

T
/ X (t)dW (t) existe y pertenece a L?(Q2, F, P).
0
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Proposicién 2.22 (Isometria de 1t6) Sea X (t) € M2 una proceso estocdstico, entonces

T 2 T
B </0 X(t)dW(t)) :E[/O X(t) dt].

Demostracion Sea {@n(t)}, .y € M7 una sucesién de procesos simples tal que

B | [ 00 = ouo)Pr] o

por proposicion 2.17 ||I(on(t))||r2 = ||en(t)||m2 para todo n € N. Se toman los limites

(X (@)ll> = lim [[I(en(8))]| 22 = lim [|on (8) [ m2 = [[X ()] 0e2-

Proposicién 2.23 Sea {X,,(t)}nen C M2 una sucesién de procesos estocasticos tal que

2
T
E </ Xn(t)—X(t)> dt| — 0, entonces
0

T T
/ XEOAWE) = lim [ X, (0)dW ().
0

n—0o0 0

2
T
Demostracién. Sea {X,(t)}nen C M2 tal que E </ Xn(t) —X(t)) dt| — 0, por
0

proposicion 2.22 se tiene que [|[I(Xn(£) — IX ()22 = |T(Xn(t) — XE) 12 = | Xn(t) —

X(t)||pmz, para todo n € N. Luengo lim|[[I(X,(t)) — I(X(?))[[22 = 0, por tanto se tiene
t

que /TX(t)dW(t) = lim X, (t)dW ().
0

n—0o0 0

Proposicién 2.24 Sea X (t),Y (t) € M2.,a,b € Ry 0 < r < s, entonces

/S aX (t) + bY (£)dW (t) = a/SX(t)dW(t) -i—b/SY(t)dW(t).
0 0 0

La demostracion de esta proposicion solo requiere del uso de limites y se omitira.
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2.4 La férmula de Ito

Definicién 2.25 un proceso estocédstico X (t) es llamado un proceso de Ito si tiene la forma

T T
X(T) = X(0) +/ a(t)dt-l—/ b(t)dW (t), donde b(t) € M2 para todo 0 < T < ooy a(t)
0 0
T
es un proceso adaptado a la filtraciéon F; tal que / la(t)|dt < oo para todo 0 < T < co.

0
La forma diferencial de un proceso de It6 es dado por d X (¢) = a(t)dt + b(t)dW (¢).

Teorema 2.26 (férmula de It6) Sea X(t) un proceso de It6 y ¢(¢, x) una funcién real con
derivadas continuas ¢;(t,x), gz(t,x), gr..(t,2), gz.t(t,z) ¥ gua(t,x) , entonces g(t, X(t))

es un proceso de It6 tal que
dg(t, (X(¢)) = (ge(t, X (¢))dt + g2 (¢, X (2))dX (¢) + %gm(t,X(t))(dX(t))Q,
o de forma quivalente
dg(t, (X (t))
= (gt(t,X(t)) + g2 (t, X (t))a(t) + %gm(t,X(t))b(t)Q) dt + g (¢, X (£))b(t)dW ()  (2.2)
donde ademés se cumple la regla dtdt = dtdW (t) = AW (£)dt = 0 y dW (£)dW (¢) = dt.

Demostracion.

Supongase que g(t,z), g:(t,z), g.(t,) ¥ gza(t, ) son acotadas en [0,T], y escribamos

a (2.2) con la expresién equivalente

T 1
g(T,W(T)) = g(0,W(0)) +/0 (gt(t,X(t)) + 92 (t, X (t))a(t) + §gm(t,X(t))b(t)2) de

T
+ [ gt X MOV ),
0
Sea 0 = ton < tin < ton < ... < tpyn = T la particién n en [0,7] y se define
Xin =X (tin), Win =W(tin), Otim =tivin —tin, DAXin = Xigin — Xin y AW, =

Wit1.n — Wi . Por el teorema de Taylor se Obtiene
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n—1
g(T, W(T)) = g(0,W(0) = > g(tis1m Xit1n) = 9(tim, Xin)
=0
n—1 n—1
- Z gt (ti,ny Xi,n)Ati,n + Z 9z (ti,ny Xi,n)AXi,n
=0 =0
n—1
2 tht 2,19 ,Mm At ngx ,M zn)(AXz n)
1=0
n—1 n—1
+ Z Gat(tin, Xin) AXi n Aty + Z R;
=0 =0

donde R; = o(|Atin)? + |AX; 0 |?).

Si se descompone la ecuacién anterior y se demuestra para cada componente obten-

€1mos:
n—1

Z) lim E Ri:()
1=0
n—1

T
1) lim Z Gt(tin, Xin) At p = / gt(tin, Xin)dt
n— 00 P 0
n—1
ZZZ) Z gx ,M) z n AXZ n Z gx ,M) z n (ti,n)Ati,n + b(ti,n)AWi,n]

n—1

3
I
—-

- a(ti,n)gx’ (ti,ny Xi,n)Ati,n + Z b(tz,n)gx (ti,ny Xi,n)AWi,n
=0 =0
n—1 T
donde lim > a(tin)ga (tim, Xin)Atin = / a(t)g. (t, X (t))dt
n— 00 P 0

n—1

T
v lim S b(tin)ge (fins Xin) AWis = / b(t)g. (t, X (£))dW ()
n— 00 P 0

n—1 2 n—1
iv) lim E <Z gtt<ti,n,Xi,n>(Ati,n>2> = lim > E [(ge(tin, Xin))*] (Dtin)* =0
i=0 i=0
entonces,

1'S” gee(tins Xin) (Bti0)? = Ol| 2 = 0
=0

n—1

Luego Z Get(tin, Xin)(At;n)? — 0 en L?
i=0



V1)

n—1

Z(a(ti,n))zgxx(ti,n, X n 1 n + 2 Z

1=

L2

0

n—1 2
lim E |:<Z gxt(ti,na Xi’n)AXi’nAti’n>
=0
n—1
= lim Y " E [(gat(tin, Xin))*(AXin)?] (Atin)? =0
=0
n—1
Luego Z Gat(tin, Xi n) AXinAtiy — 0 en L?
=0
n—1
ng’x(tz ns zn)(AXz n)
1=0
n—1 n—1
= Z(a(t )" Gz (tin, X n)(Ati,n)Q + Z(b(t )" G (tin, X
=0 =0
n—1
+2 Z z n gxx (ti,ny Xi,n)AWi,nAti,n

n—1 2
donde lim E [(Z(a(ti,n))ng(ti,n,Xi,n)(Ati,n)2> ]

=0
n—1
= lim > (a(ti,n))’E [(9we(tins Xin))*] (Dtin)* =0
=0
_ 2
lim E |:<Z zn gxx(ti,nyXi,n)AWi,nAti,n>
=0

= lim > B | (@ltin)bltin)gos (tin Xon))*| E[(AWen)?) At

= nh—>Holo Z E [(a(ti,n)b(ti,n)gxx (ti,na Xi,n))2:| (Ati,n)s =0

Luego por (2.3),(2.4) y (2.5)

Por tltimo sea v(t) = (b(t))%gus(t, X (1)), vimn = v(tin) y

i) (AWip)?

27

(2.3)

(2.4)

(2.5)

zn gxx(ti,nyXi,n)AWi,nAti,n — 0 en
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n—1 n—1 2
E |:<ZO /Ui,n(AWi,n)Q - ZO Ui,nAti,n>

n—1ln—1

=Y Y Epinvjn(AWin)® = Aty n) (AW 0)? = Aty )] (2.6)
j=0 i=0

Sii # j los eventos v; nvjn ((AW;n)?—Ati ) y (AW )2 —At; ) son independientes,

entonces la ecuacién (2.6) se reduce a

S B[00 2 (AW 0)? — At 0)?)
1=0
= ST El(0nn P E(AW: ) + (D) — 2(AWs )2 At )]
1=0
= ST El(00)2B(At )+ (Dtin)? — 20t )2) = 23 El(vg)?) (At 0)?
1=0 1=0
y I 23 Bl(wn)?)(A0) =0
Luego =
n—1 T
Z(b(ti,n))ng(ti,n,Xi,n)(AWi,n)Q — /0 (b(t))?gez(t, X (t))dt en L?, y con esto se
1=0

termina la demostracién.

Supongase un proceso estocédstico de la forma X (t) = (X1(t),..., X, (t)) € R", un
procesos Wiener W(t) = (Wi(t), ..., Wi (t)) v para cada proceso a;(t) y b; ;(t) (con i =
1,...,n j = 1,...m) se satisfacen las condiciones de la definicién 2.25. Se denota a X (t)

como un proceso de Itd6 n-dimensional si dX (¢) = a(t)dt + b(t)dW (¢) donde

X1 (t) aq (t) dW1 (t)

X (1) an(t) AW, (£)

bia(t) ... bim(t)
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Teorema 2.27 (férmula general de It6) Sea X (¢) un proceso de It6 n-dimensional y

sea g(t,x) = (¢'(t,x),...,gP(t,x)) una funcién en C% y g : [0,00) @ R™ — IRP, entonces

g(t, X (t)) es un proceso de Ité cuyo componente dg* (¢, X (¢)) (con k = 1, ..,p) es dado por
n 1 n n

dg" (t, (X (1)) = gf (¢, X (1))dt+ ) _ b (¢, X (1))dX; ()+3 DY G, (6 X(1)dX ()X (¢)
i=1 i=1 j=1

donde dWZ(t)dW] (t) = (5i’jdt dWl(t)dt = dtdWZ(t) =0.

2.5 Ecuaciones diferenciables estocasticas

Ejemplo 2.28 Proceso geométrico Wiener o movimiento geométrico Browniano

Sea X (t) un proceso de It6 tal que dX (¢) = r X (t)dt + aX (t)dW (¢) o de forma equivalente

dXx
X(

T rdt+ adW(E) — /t (S)) =rt+aW(t), (W(0)=D0). (2.7)
0 S

Por otro lado sea g(t, X (t)) = In(X (¢)) con X (t) > 0, Utilizando la férmula de it6 en g(., .)

se obtiene:

A X (1)) = X (0) + 5 (et (@X0)

= R0+ am@pe(X(9)2d = K@ + satdt.

Si se despeja, se obtiene dXX—(%) = d(In X (t)) + 3a2dt. De esta tltima ecuacién y de (2.7)

se concluye que

In d)?((g)) = (r— 3a%) t+ aW(t) o de forma equivalente X (t) = X(0)e(r—o®/2)t+aW(b)

Teorema 2.29 (Existencia y unicidad para ecuaciones diferenciables estocasticas)

1)SeaT > 0,a(.,.): [0, T]QR" — R"yb(.,.) : [0, TR R" — IR"*™ funciones medibles

que satisface:

i) |la(t,z)|| + ||b(t,2)|| < C(1+ ||z||) para alguna constante C con z € R", t € [0,T], y

lot ) =D > i (t @),

j=11i=1
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i) ||a(t,x)—a(t,y)||+]|b(t, z)—b(t,y)|| < D||lx—y| para alguna constante D con x,y € IR",
te[0,T7.
2) Sea ademés Z una variable aleatoria la cual es independiente de la o-dlgebra féom)

generada por W(s), s >0 E[|Z|?] < cc.

Si se cumple 1) y 2), entonces la ecuacién diferencial estocastica
dX(t) = a(t, (X (¢))dt + b(t, X (¢))dW (t) con te€[0,T], X(0)=2Z

tiene una unica t-continua solucién X (¢) con la propiedad de que X (¢) es adaptada a la

T
filtraciéon FZ generada por Z y W(s), s <ty ademis E [/ |X(t)|2dt] < 00.
0

Para ver la demostracién del teorema anterior puede consultarse Oksendal(2000). La
solucién X (t) referida al teorema anterior es llamada solucién fuerte, por que X (t) es
construida de tal manera que es adaptada a la filtracién FZ generada por Z y {W(s)}s<:-
Si sblo se dieran las condiciones de las funciones a(t,z) y b(t,x) y el par de procesos
(X (t),W(t)),H; en el espacio de probabilidades (€, H, P) fueran una solucién de la
ecuacién diferencial dX (t) = a(t, (X(¢))dt + b(t, X (¢))dW (t) , entonces (X(t),ﬁ(t)) es
llamada solucién débil. Obsérvese que H; es una familia creciente de o-algebras tal que
X (t) es Hy-adaptado y W (t) es un Hy-proceso Wiener (es decir W (t) es un movimiento
browniano que es martingala con respecto a Hy, o de otra forma E[W(t-l—h) —W(t) |H: =0
para todo t,h > 0). Luego )Ai;(t) no tiene que ser FZ- adaptado.

La condicién (2) del teorema 2.29 garantiza la unicidad de la soluciéon X (t) que se
obtiene. Esta unicidad es llamada unicidad fuerte, referida a que si X;(t) y Xa(t) son

proceso continuos que satisfacen que:
i) dX;(t) = a(t, (X;(t))dt + b(t, X;(t))dW(t) con, t € [0,T], X(0) = Z y i€ {1,2},
ii) X;(t) es adaptada a la filtracién FZ generada por Z y W(s), s <t paraic {1,2},

T
ii1) E [/ |Xi(t)|2dt] < oo parai € {1,2},
0

entonces X1 (t) = Xo(t) para todo t < T c.s., es decir la unicidad va referida a una tnica

trayectoria t-continua solucion X (t).
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La unicidad débil simplemente mensiona que si Xi(t) y X2(¢) son solucién de la
ecuacién diferencial estocastica dX (t) = a(t, (X (¢))dt + b(t, X (¢))dW (t) ambas tiene la
misma distribucién de probabilidad, es decir que para todo n, 0 <t; <ty < ... <t, < o0,

y Bi1, Ba, ..., B,, € B conjuntos boreleanos se tiene que:
P(X1(t1) € B, X1(l2) € B, ..., X1(tn) € By)
= P'(X3(t1) € By, X2(t2) € B, ..., Xa(tn) € By).

Proposicién 2.30 Si a(t,z) y b(t,x) son dos funciones que satisfacen las condiciones
del teorema 2.28, entonces la solucién (ya sea débil o fuerte) de la ecuacién diferencial
estocastica dX (t) = a(t, (X (t))dt + b(t, X (¢))dW (), al menos cumplird la unicidad débil

(obsérvese que para la unicidad débil no es necesaria la condicién 2 del teorema 2.28).

2.6 Propiedades Markovianas

Se comenzara por proponer algunas caracteristicas que deben de cumplir los proce-
sos estocdsticos para que se pueda establecer resultados importantes sobre ellos que se

utilizaran en el préximo capitulo.

Definicién 2.31 Un proceso estocéstico es difusién de Ito si X (t,w) : [0,00) @ Q — IR",
satisface la ecuacion diferencial estocastica de la forma:
i) dX(t) = a(X(¢))dt + b(X(t))dW (t), t > s,X(s) =z, donde W(t) es un proceso
Wiener m-dimesional,
it) a(.) : R" — R" y b(.) : R" — R™" satisfacen las codiciones del teorema 2.28 (se
observa que a(.),b(.) sélo dependen de z) que en este caso se reducen a

la(x) — a(y)|| + ||b(z) — b(y)|| < D||x — y|| para alguna constante D con z,y € R",
te[0,T7.

Se denotara a la solucién de (i) de la definicién 2.31 por X (t) = XZ(t) cont > s > 0, si
s =0,y a XJ(t) por X*(t). Esta solucién X (¢) tendra la propiedad de tiempo-homogéneo

en el sentido siguiente. Obsérvese que
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s+h s+h
XZ(s+h)=a+ / a(XZ (u))du + / b(X7 (u))dW (u)

h h —
:93-1-/0 a(X: (s-l—v))dv-l—/o (X7 (s +v))dW (v), v=u-—s
donde W(v) = W(s+v) — W(s). Por otro lado sea
h h .
X*h)== -l—/o a(X*(v))dv +/0 b(X*(v))dW (v)

Por la unicidad de la proposicién 2.30, {W(v)}v>0 ¥ {W(v)}vzo tienen la misma
PO-distribucién, es decir {X(¢)}+>0 es tiempo-homogéneo. Ahora se introducen las dis-
tribuciones de probabilidad @Q* de {X(¢)}+>0 para x € IR. Q7 asigna las distribuciones
de z € R asumiendo X (0) = x. Para ver esto de manera formal sea M, la o—algebra
generada por las variables aleatorias X (t,w) = XY(t,w) donde t > 0y y € IR", y para
0<t; <ty <..<ty <0,y Bi,Bs,..., By € B conjuntos boreleanos, para cualquier k.

Se define a Q" sobre los miembros de M; con 0 < k < t, como
Q¥ (X(t1) € B1,X(t2) € Ba, ..., X(tx) € By)
= P(X*(t1) € B1,X"(t2) € Ba,..., X*({k) € By).

Recuerdese que .ﬂ(m) es la o-algebra generada por {W(t) cr < thy M; es la o-dlgebra
generada por {X(t) : » < t}. Por el teorema 2.29 se sabe que X (r) es medible respecto a
F™ v por tanto M, C FL™,

Proposicién 2.32 (Propiedad débil Markoviana de una Difusién de 1t6) Sea f : R" — IR

una funcion borel medible y acotada, entonces para t,h > 0

B X+ MIFE™] = BXC w29

Demostracion. Obsérvese primero que E* denota el valor expectativo respecto a la medida
de probabilidad @Q* y E con respecto a P. Entonces EY[f(X(h))] quiere decir o puede
rescribirse como E[f(XY(h))] y EXW[f(X (h))] quiere decir E¥[f(X (h))] evaluada en y =
X(t). Parar > t, sea

X(r,w) = X(t,w) + /tTa(X(u))du + /t b(X (w))dW (w).
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X(t)(

Por la unicidad del teorema 2.30 y reescribiendo X (r,w) = X r,w). Sea adema&s

X7 (r,w) como antes descrito y observar que X[ (r,w) es independiente de F, (m), Luego
(2.8) se puede reescribir como E [f(XtX(t)(t + h,w))|.7—"t(m) = E[f(X§(h,w))]s=x(¢)-
Sea g(z,w) = f(XF(t+h,w)), luego g es medible y se aproxima por funciones acotadas

de la forma Z ok (x)pr(w), usando las prodiedades de las expectativas condicionales se

obtiene
B[ FXE (t+ hyw) || = Blg(X (), )| F™) = [hmZm p(w)|F" 1
_hmzm or(@)|F™ ] =1im 3B [aewer@IF™]
k=1
:E[g(y,wnft }_Xm Elg(y,)ly=x(0 = ELFCXP (¢ + b w)y=x o).

Como {X ()} es de tiempo-homogéneo se tiene que
B[O+ R w)IF™] = B+ hyw)]y=x(o = B (hw)ly=x-

Definicién 2.33 Sea {N}}c[0,00) una filtracién. Una variable aleatoria 7 : Q — [0, 00] es
llamada tiempo parado con respecto a la filtracion {N;}icp,00), 81 {w € Q;7(w) <t} € M
para todo t € [0, co].

Definicién 2.34 Sea 7 un tiempo parado con respecto a la filtracién {N:}ic(0,00) ¥ sea
N la o-algebra més pequena que contiene a N; para todo t > 0, entonces la o-algebra

N consiste en todos los conjutos N € N tal que NN {r <t} € N; para todo t > 0.

Cuando N; = M, entonces M, es la o-algebra generada por {Xomin(s,r);8s > 0}y

cuando N; = t( ), entonces fT(m) es la o-algebra generada por {Wgar;s > 0}.

Teorema 2.35 (Propiedad fuerte markoviana de una Difusién de It6) Sea f una funcién de

Borel acotada en IR"™, 7 un tiempo parado con respecto a fT(m), con 7 < oo c¢.s. Entonces

B [ f(X(r + )IF™] = BXO[F(X ().

La demostracion del teorema anterior es similar a la proposicién 2.32 para ver detalle

ver en Oksendal (2000).
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Para generalizar el teorema anterior sea H el conjunto de todas las funciones reales

M -medibles para t; > 0 se define al operador cambio como 6; : H — H como sigue:
sin=g1(X(t1))g2(X(t2))...g9x (X (tx)) donde g; es Borel medible, t; > 0, luego
6 = 91 (X (11 + 1)ga(X (t2 + 1))-cgu(X (11 +1)).

Si se generaliza el teorema 2.35 se obtiene que
B 0,91 | = BX Oy, (2.9)

para todos los tiempos parados 7 y todas las funciones acotadas 7, donde (6,7) (w) =

(0:m) (w)  siT(w)=t.

Otro caso importante en el operador cambio 6 es el siguiente, sea H C IR" medible
y 7o = inf{t > 0 : X(¢t) ¢ H} nombrado como el primer tiempo de salida de H, sea
ademds « otro tiempo parado y g una funcién acotada y continua en IR". Se define ahora

0 =g9(X(TH))X(ry<ooy v Ti =1inf{t > a: X(t) ¢ H}, entonces se cumple que

00 = 0ag (X (711)) Xy <oo} = 9(X (7)) X7, <ce). (2.10)
Para mostrar (2.10) se aproxima a § por funciones %) para k = 1,2,3,... de la forma
k—1
§k) = Zg(th)X[tj,th)(TH) con t; = j27F y obsérvese que
§=0

eax[tj,ttﬁl)(TH) - eaX{We(o,tj), X, €H & Is€(tjte;+1) Xo¢H}
= Xvre(0,t;), Xria€H & Is€lty e, +1) XayadH}
= X{Vue(a,tj—‘,—a), Xu€EH & veltj+ate11+a) XogH}
= X[tj,ttj+1)(7§)a

tomando limites se obtiene

k—1
. k . « «
0.0 = leHolo 9a5( ) = leHolo ZOQ(th-l-a)x[tj-i-a,tjﬂ—i-a)(TH) = Q(X(TH))X{T§<00}'
J:

Definicién 2.36 Sea X (¢) un proceso de It6 en IR". El generador A de X(t) es definido
t

por Af(@) - E‘r[f(X(t))] — f(x) p—
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El conjunto de funciones f : R™ — IR tal que el limite existe en x € IR" es denotado por
Da(z), mientras que Dy denota al conjunto de funciones para las cuales el limite existe

para toda x € IR".

Lema 2.37 Sea Y (t) = Y*(¢) un proceso de It6 en IR" de la forma
t t

Y*(t,w) =z +/ a(X(s,w))ds +/ b(X(s,w))dW (s,w), donde W es m-dimensional.
0 0

Sea f € CZ(IR™) (es decir f € C?(IR") y tiene soporte compacto) y sea 7 un tiempo parado
respecto a f( ™) y E*[7] < co. Asuma que a(t,w) y b(t,w) son acotadas para el conjunto

(t,w) tal que Y (t,w) pertenece al soporte de f. Se cumple, entonces que

B [f(Y ()] = f(x) +E= [/ (waaf O S (s >‘w>d]

i,
donde E” es la esperenza con respecto a la distribucién de probabilidad R* para la cual

Y (t) comienza en x, R®[Y(t1) € F1,...,Y (tx) € F] = P°[Y®(t1) € F1,....,Y*(tx) € Fi], y

F; son conjuntos Borel.

Demostracion. Sea Z = f(Y') y apliquemos el lema de It6, entonces

fo tY(t Zfo o, (6, Y (£)dY; (£)dY; (1)

11]1

:iaifxi(t,Y e + zzfmgty ) (BdWV () (bW (1))

n Z fo, (8, Y (£)) (bW (1))

donde,
(bAW (t)); (bW (¢ <Z bind Wi (t ) (ZbﬂdWl ) = <ibikbjk> dt = (bb');;dt
=1

luego

P ) = s o) + [ (Z afenl5,Y (5)) + 5 ZZ(%’)UfW(s,Y(s») ds

i=1 j=1
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+ZZ/ but o (1Y (1)) AW (1)

i=1 k=1

por tanto

BV ()] = f(2) + B [/ (Zazfx (5. (s +;zybb')ijfmj(s,if(s))) ds}

i=1 j=1

#3038 [ [ )i

=1 k=1
Por otro lado si g es una funcién de Borel Acotada |g| < M y dado que g(Y(s)) y la

funcién indicadora Xs., son ambas F."-medibles , entonces para todo entero k se cumple

TNk
/0 g(Y(s))dW<s>] —E

que

El’

k
/0 xs<Tg<Y<s>>dW<s>] = 0.

Ma4as aun

r TNk 2
E® [(/0 g(Y(s))dW (s) —/0 g(Y(s))dW(s)> }

_ e U gQ(Y(s))dW(s)] < M2E®lr—7AK]—0  cuando k — oo.

Nk

Por tanto 0 = lim E*

k—oo

/ g(Y(s))dW<s>] _ { | g(Y(s))dW<s>] |

luego

i=1 j=1

BV ()] = f(2) + B [/ (Zazfx (5. (s +;ZZwb')iij(s,wS») ds}.

Teorema 2.38 Sea X(t) una difusiéon de 1t6 y dX(t) = a(X(¢))dt + b(X(¢))dW (¢t), si
f € C3((R™), entonces f € Da y Af(x) = : aiﬁ—xi + 5 Z;(l)b’)”(x)

8931-8%- ’



37

Demostracion. El teorema se sigue aplicando el lema 2.37 (con 7 = t) a la definicién de A

(definicién 2.36).

Combinado el resultado (*) del lema 2.37 y el resultado del teorema 2.38 obtenemos:

Teorema 2.39 férmula de Dynkin Sea f € C3((R") y 7 un tiempo parado, con

E?[r] < 00, entonces

Be[f(Y ()] = f(x) + BF { | Af(X(s))ds] .

2.7 El problema Dirichlet-Poisson

En este punto se mostraré el altimo resultado que utilizaremos en el préximo capitulo,
con esto concluimos nuestro breve temario de célculo estocédstico y abrimos pasos a los

demas capitulos.

Sea D un dominio (conjunto abierto y conexo) en IR™ sea L el operador direncial

parcial semi-eliptico en C2(IR™) de definido por

n

of
L = Zal -l-ZZU” 6931633]

donde a;x y b; ; son fuciones continuas.

Se plantea el siguiente problema, supongase ¢ € C(0D) y g € C(D) dos funciones y
se busca a w € C?(D) tal que:
i) Lw=—genD, (2.11)
i) y li,%eDw(x) = ¢(y) para todo y € 9D. (2.12)

z—y
El bosquejo de la solucién lo dividimos en dos:

1) Lo primero es buscar una difusién de It6 X (¢,w) cuyo generador A (ver definicién
2.36) coincida con el operador diferencial parcial semi-eliptico L en C?*(IR"). Para
lograr est6 elegimos a b(z) € IR"*™ tal que $b(z)b” (x) = 0y j(2) y asumimos que b(z)

y 0i.;(x) satisfacen las condiciones i) y i) del teorema 2.29.
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2) Sea X (t) la solucién tal que dX(t) = a(X(t)) + b(X(t))dW (t) donde W (t) es un

movimiento Wiener n-dimencional. Como acostumbramos sea E* denota la esperanza
condicional con respecto a la distribucién de probabilidad @Q*, de que X (¢) comience

en x € IR". Utilizando la férmula de Dinky (teorema 2.39) se tiene que
™D
E*[w(X(rp)] = w(z) + E* {/ Lw(X(s))ds] (2.13)
0

donde 7p = inf{t > 0: X(t) ¢ D}. Despejando a w(x) de (2.13) y considerando paso

(1) obtenemos que
wle) = (X ()] - 7| [ Lu(x s (2.14)

hacemos
Lu(X(rp) = —g(X(rp)),  (215) B w(X (7)) = E[6(X(rp)], (2.16)

sustituyendo (2.15) y (2.16) en (2.14) obtenemos nuestro candidato a la solucién del

problema (2.11) y (2.12)

wle) = X (o) + 7 | [ g(x(sas). (2.17)

Definicién 2.40 Un punto y € 9D es llamado regular en D (con respecto a X (t)) si

QY[tp = 0] =1, en otro caso el punto y es llamado irregular.

Teorema 2.41 Sea 7p < oo c.s. (QF para toda z), ¢ € C(9D) acotada y g € C(D) que
™D

satisface E* {/ g(X(s))ds] < oo para todo z € D, definimos
0

wle) =B lo(x (o)) + B | [ g(x(pas| e,

entonces:

i) Aw= —gen D,
i) y tl/im w(X(t)) = ¢(X(tp)), c.s. QF paratodo z € D,

ii1) Si existe una funcién w; € C?(D) y una constante C' tal que

s (z)] < C (1 LB UOD g(X(s))dsD zeD

y wi satisface i) y i), entonces wy = w.
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CAPITULO 3

CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO

El propésito de este capitulo es revisar tépicos de control 6ptimo estocdstico cuyos resul-
tados los utilizaremos en los capitulos posteriores. En la primera parte del capitulo se
mostrara un ejemplo donde un agente racional tiene el problema de seleccionar un portafo-
lio 6ptimo de activos finacieros (los cuales no tienen un comportamiento determinista)
en un horizonte infinito; en esta primera parte también se dard un bosquejo de la de-
mostracion de la ecuacién de Bellman. En el punto dos daremos formalidad al teorema de
la ecuacién de Bellman para controles Markovianos y después una ampliacion del teorema
a controles .ﬂ(m)—adaptables. Finalmete en el punto tres mostraremos la solucién analitica

(el portafolio 6ptimo) de nuestro agente racional.

Para una revision mas profundas de los tépicos dados en el segundo capitulo puede

revisarse en Oksendal B. (2000), Venegas-Martinez F. (2006), Chang F-R.(2004).

3.1 Planteamiento del problema

Se comenzard mostrando un ejemplo donde un inversionista (agente racional) tiene
que seleccionar un portafolio de activos financieros de tal manera que maximice su funcién

de utilidad (o "felicidad”) para un horizonte infinito.

Ejemplo 3.1 (Un modelo béasico) Supongase que se tienen n acciones y el precio de
cada accién sigue un proceso geométrico Wiener o movimiento geométrico Browniano (ver

ejemplo 2.28)

dP;(t) = p; P(t)dt+o0;dZ;(t), con p;,o; > 0, parat =1,2,....n , (3.1)
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donde Z;(t) denota la aleatoriedad o ruido blanco del precio en el tiempo ¢, u; denota la
tasa media relativa de cambio del precio P; y o; denota la magitud del ruido, distorsion o

aleatoriedad del precio.

Se denota por N;(t) a las unidades de la accién i en el tiempo t, la riqueza total en
el tiempo ¢ se denotarda por W (t) y se define a ¢(t) como el consumo en el tiempo ¢, la

ecuacion de la restriccién presupuestaria queda, entonces como

AW (t) = i Ni(t)dP;t — e(t)dt. (3.2)

Si se sustituye a la ecuacién 3.1 en 3.2 obtenemos

n

AW () = > si ()W (H)dt — e(t)d + i si(t) o W ()dZ (1), (3.3)

1=1 =1

donde s;(t) = %(1;(15) es la proporcién de la riqueza gastada en la accién i en el tiempo

t. Por tltimo, se supone que el activo n no tiene riesgo, es decir, o,, = 0y pp =17 < py,

para j # n. Luego la restriccién presupuestaria queda como:

AW (t) = si(t)(,ui—r)W(t)dt—[rW(t)—c(t)]dt+isi(t)aiW(t)dZ(t). (3.4)

1=1

El inversionista trata de maximizar su utilidad U(c(t)) en cada instante de tiempo en-

frentando el problema

Maximizar E {/000 e_th(c(t))dt} (3.5)
(e, {si})
Sujeto a
dW (t) = Z si(t) (i — )W (t)dt — [rW (t) — c(t)]dt + i si(t)o, W (t)dZ(t)
con W(0)=W .

Dado el problema 3.5 de optimizacién intertemporal, se establece la funcional J(y)

como
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J(y)

= max  E [ /OAte_pSU(c(s))ds-i— max ~ EYTAV ( /Ooe_pSU(c(s))ds)]. (3.6)

[ct,0<s<At [ct,At<s<o0] At

Se integra la primera parte del ecuacién (3.6), por el teorema de valor de medio para

integrales, y se obtiene
At
/ e PtU(c(t))dt = e P'U(c(t)) A, (3.7)
0

donde t € (0, At). Para integrar la segunda parte de la ecuacion realizamos un cambio de

variable t = s — /At, y se tiene que

N ( / h e_pSU(c(s))ds)

[ct, At<s<oo] At

= max EvtAY (/ e PO (et + At))dt) = J(y+ Ay) (3.8)
0

[ct+at,0<t<0)

Se reescribe a la ecuacién (3.6) con los ultimos dos resultados (3.7) y (3.8), y de esta forma
se llega a
0= max EY [e 7' U(C(t) At + J(y + Ay) — J(y)] - (3.9)

Notar que si la funcional es de clase C?, entonces por la férmula de It se obtiene

1
Ty + Ay) = J(y) = T(y) + Ty (@) Dy + 5Ty (9)(Dy)” + o( A1),
tomando la esperanza condicional se llega a

EY[J(y + Ay) — J(y)]

-

Ahora sustituimos a (3.10) en (3.9) y se divide entre At, y por ultimo At — 0, se obtiene

Z -—ry—[ry—CI

=1

Z 8707 y] } At + o(At).

(3.10)

la siguiente ecuacion denominada ecuacion de Bellman
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1

n

si(pi =)y = [ry — ]| Jy(y)

1

C

0 = max {e_th(c) + Ji(y) +

(2

1
2

is?afgf] Jyy(y)} (3.11)

o simplemente

0 = max {e "'U(c) + AJ(y)}, (3.12)
donde A es el operador recursivo de la definiciéon 2.36, o también llamado el operador
generador o diferencial (ver teorema 2.38)

AJ(9) = B Ji0) + Ty )y + 5T (W) )| (313)

Retomando lo anterior y reescribiendo de una manera formal. Suponemos que el

estado del sistema en el tiempo t es descrito por el proceso de It
dX(t) =dX“(t) = a(t, X(t),u(t))dt + b(t, X (t), u(t))dW (t) (3.14)

donde X(t) e R, a : RxR"xU - R", b: RxR" xU — R"™™, y W(t) es un
movimiento Browniano multidimencional. Es de hacer notar que u(t) € U C IR* es una
funcion cuyos valores pueden ser elegidos en un conjunto Borel U, en cada instante ¢, para
controlar al proceso X (t) y frecuentemente es nombrado variable de control y por tanto
u(t) = u(t,w) es un proceso estocastico. Dado que la decisién para el periodo de tiempo
(t,t+ dt) debe de ser basada en lo que ha pasado hasta el tiempo ¢, la funcién w — u(t, w)
debe de ser medible respecto a .ﬂ(m), es decir el proceso u(t) es .ﬂ(m)—adaptado. Por

tanto, el lado derecho de nuestra ecuacién (3.14) puede ser bien definida como una integral

estocastica, bajo las situaciones asumidas de a y b.

Sea {XZ(h)}n>s la solucién de (3.14) tal que X¥(s) = x, es decir
h h
X*(h) = a:-i—/ a(r, Xj(r),u(r))dr-i—/ b(r, X% (r),u(r))dW (r), h > s, (3.15)

y la distribucién de probabilidad de que X (¢) comience en x para t = s, es denotada por

Q*". Asi que
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QS’I(X(tl) c Fl,X(tQ) € FQ, ,X(tk) € Fn)
= PY(X7(t1) € F1, X% (t2) € Fy, ..., X%(ty) € F),
paras<t;, F;; CR", 1<i<k, k=1,2,...

Sea F' : IR x R" x U — IR la funcién ”Utilidad” y K : R x IR" — IR la funcién
"Legado”, ambas funciones continuas. Sea G un dominio fijo en IR x R" y sea T el primer

tiempo fuera de G depues de tiempo s, es decir
T =T%s,w) =inf{r>s:(r, X)) ¢ G} < .
Suponemos que

~

T
ES® / |F“(T)(T,X(r))|dr+|K(T,X(T))|X{f<oo}] < 00, (3.16)

para todo s, z,u, donde F“(r,z) = F(r,z,u) y definimos a la funcional ®“(s,z) como

~

(s, z) = E*° / ' F*O)(r, X (r))dr + K(T, X(f))x{f@o}] (3.17)
Para facilitar la notacion se define
Y(t)=(s+1t,X7(s+1)), paratodo t >0, Y(0) = (s,x) (3.18)
y se sustituye (3.18) en la primera ecuacién (3.14) para obtener
dY (t) = dY"“(t) = a(Y (t),u(t))dt + b(Y (), u(t))dW (). (3.19)

La distribucién de probabilidad Y (¢) que comienza en y = (s,z) con t = 0 es denotada

por Q%% = Y. Es importante hacer notar que

A~

7 P T
/ F*O) (r, X (r))dr = / Fer0(s 4, X (s + t))dt = / FUeH(Y (1))t
s 0 0

donde T =inf{t > 0:Y(t) ¢ G} =T — 5. Més aun,
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Luego se puede reescribir a la funcional con y = (s, x) como ®“(s,z) = ®“(y), donde

U (y) = EY / ! Oy (8)dt + K(Y(T)Xr<oo} | - (3.20)

0

El problema consiste entonces en encontrar (para cada y € G ) un nimero ®(y) y un
control u* = u*(t,w) = u*(y,t,w) tal que
J(y) = S ¢U(y) = 2" (y) (3.21)
u(t,w

donde el supremo es tomado sobre todos los procesos {u(t)} .ﬂ(m)—adaptable, con valores

en U. Tal control u* (si este existe) es llamado control éptimo y J es llamado funcién

valor. En la presente trabajo se trabajara con los llamados controles Markovianos.

Si se pienza en funciones u(t,w) de la forma u(t,w) = wuo(t, X(t,w)) para algina
funcién ug : R"™ — U ¢ R y se asume que u no depende del punto inicial y = (s,x),
es decir, el control que se escoge en el tiempo ¢, sélo depende del estado del sistema
en este tiempo, entonces estamos hablando de controles Markovianos, por que con tales
caracteristicas de u, el proceso de X (t) correspondiente se trasforma en una difucién de
Ito, en particular procesos Markovianos (ver definicién 2.31). En lo siguiente, nosotros
identificaremos una funcién u : R™** — U con el proceso de cotrol Markoviano u(Y) =

u(t, X (¢)).

3.2 Ecuacion de Bellman
Sea u = u(Y) = wu(t,X(t)) controles Markovianos, e igual que antes Y (t) = (s +
t,XZ(s+1t)) (para todot >0, Y(0) = (s,z)) el sistema de ecuaciones a solucionar
dY (t) = dX“(t) = a(Y (t),u(Y (2))dt + b(Y (t),u(Y (¢t)))dW (t).
Para k € Uy f € C?*(IR x IR") se define a L el operador semi-eliptico por

8f n 8f n n 82f
(L Ny) = 52 () + Z aily, k) 5.~ + Z ; 0 (y. k) Fads” (3.22)




45

donde o;; = 3(b');;, y = (s,z) y * = (21,...,7,). Entonces en cada eleccién de la
funcién wu, la solucién Y (t) = Y*“(t) es una difusién de It6 con el operador diferencial A
dado por (Af)(y) = (L*W) f)(y) para f € C?(R x R™) (ver teorema (2.41)). Para k € U
definimos F*(y) = F(y, k). El primer resultado en la teorfa de control éptimo estocéstico

es el siguiente:

Teorema 3.2 (Ecuacién de Bellman )

Se define J(y) = sup {®“(y) : u = u(Y) Control Markoviano }
a) Sea J € C%*(G)NC(G) acotada, T < oo c.s. en QY para todo y € G,
b) Se supone que el control éptimo Markoviano u* existe,

¢) Sea ademds OG es regular para Y

entonces

i) sup {F*(y) + (L*J)(y)} =0 para todo y € G, (3.23)
keU

i) ®(y) = K(y) para todo y € 0G,

ii1) El supremo de (3.23) es obtenido si u = u*(y) donde u*(y) es 6ptimo, 6 en otras

palabras F(y,u*(y)) + (L ®.J)(y) =0 paratodoy € G

Demostracién. Primero se probara ii) y ii7). Dado que u* = u*(y) es éptimo, entonces se

tiene que

. T
J(y) = @) (y) = E¥ /0 F(Y(s),u"(s))ds + K(Y(T))

Siy € 0G, entonces T' = 0 c.s. con la ley de distribucién QY (por la condicién ¢, de
regularidad de 0G) y por tanto se cumple i7). Por la solucién del problema de Dirichlet-

Poisson, (teorema (2.41)) se tiene que
(LYW T)(y) = (AW T)(y) = —F(y,u*(y))  paratodoy € G,

con lo que se cumple iii). Para probar i) se fija y = (s,z) € G y se elije un control

Markoviano u, sea ademas o < T un tiempo parado y obsérvese lo siguiente:
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T
sea [ = / F) (Y (r))dr y proximemos a I por sumas de la forma
0

k—1
7 — Z FUO(Y (1) Xy, <y Oy
1=0

se define ademads al operador cambio como en el capitulo uno (pag 24)

k—1
0,1%) = Z F“(T)(Y(Ti + a))/y{ti+a<T‘l}A7aiv
1=0

donde 7® = inf{t > a : Y(t) ¢ G}. Siguiendo la argumentacién para resolver (2.10) y

tomando limites se obtiene que
T T
01 = 0, / FUON (Y (r))dr = / FUO\(Y (r))dr (3.24).
0 a

Como

T
BU(y) = B / YO (r))dr + K (Y(T))

0

por las propiedades de Markov vistas en el punto 2.6, con las ecuaciones (2.9),(2.10) y

combinado con (3.24), se obtiene

T
EY[®"(Y (a))] = EY |EY(®) / FY(Y (r)dr + K(Y/(T))

0

T
= Ev |EY |6, </0 FU(Y (r))dr +K(Y(T))> Ifa]

T «
_ gy /0 F“(Y(r))dr-l—K(Y(T))—/o F“(Y(r))dr]

T
_ v |m / FUY (r))dr + K(Y(T))|Fa

o) - | [P,

por tanto se tiene que

BU(y) = B [ /0 " F“(Y(r))dr] +EV[E(Y(a)]. (3.25)



47

Sea W C G,donde W ={(r,z) e G:r <t1}ys<t;. Seaademds a =inf{t > 0:Y () ¢
W1, esdecir, a =inf{t > 0:Y(t) & {(r,2) € G:r < t1,}} y trabajemos bajo el supuesto

de que el control éptimo u*(y) = u*(r, z) existe, entonces se define,

u(r,2) = k, si(r,z) e W
T L ut(r2), si(rz)eG-W

donde k € U es albitrario, entonces J(Y (o)) = ®* (Y(a)) = ®*(Y (). (3.26)
Luego combinando los resultados (3.25) y (3.26) se obtiene,
J(y) = ®“(y) = EY {/Oa Fk(Y(T))dT] +E/J(Y(a))] (3.27)
y dado que J € C?(G), aplicando la férmula de Dynkin (teorema 2.39) se obtiene,
EY[J(Y ()] = J(y) + EY [/Oa(LkJ)(Y(T))dT] . (3.28)

Sustituyendo (3.28) en (3.27) se obtiene,
s =0 | [" P ] + s e | [Carnee],

simplificando EY {/ (Fk(Y(r)) + (LkJ)(Y(r))) dr] < 0, cumpliendose entonces
0

EY [/Oa (F*(Y (7)) + (LF D) (Y (1)) dr]

o] <0 para todo W (3.29)

Como F*(.)y (L*¥.J)(.) son ambas continuas en 3, tomando el limite ¢; \, s de la expresién
(3.29) obtenemos que F*(y) + (L*.J)(y) < 0, como ya demostramos iii) obtenemos por

tanto i) completando la prueba.

Definicién 3.3 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una familia { f; } jc.; de funciones

reales y medibles f; en €2 es llamada uniformemente integrable si

lim |sup / |fi|ldP
M=co | jes \J{If;|>M}

= 0.
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El teorema anterior sélo muestra una condicidn necesaria a continucion se muestra el

teorema para la suficiencia también llamada condiciones de transversalidad.

Teorema 3.4 (Condiciones de Transversalidad)
Sea una funcién ¢ € C?(G) N C(G) tal que
a) Paratodo k € U, F*(y) + (L*¢)(y) < 0; con y € G,
) lim (¥ (1) = K(Y () Xrew e en QY
c) v {p(Y(7))}r<r es una familia uniformemente QQ¥-integrable para todo control Marko-

viano u y para todo y € G,
entonces

i) p(y) > ®"(y) para todo control Markoviano u y para todo y € G,
i) méas aun, si para cada y € G se busca uo(y) tal que F“® (y) 4 (L¥™y)(y) = 0,

entonces ug = uo(y) y up debe de ser un control éptimo markoviano tal que ¢(y) =

Pto(y) = J(y)

Demostracion. Sea u un control Markoviano y como se cumplen a) y b) L@ < —F" en

G, aplicando la formula de Dynkin se obtiene,

EY[p(Y(TRr))] = ¢(y) + E

Tr
/0 <L“so><Y<r>>dr] < oy) —EY

Tr
/ F“(Y(r))dr] ,
0

donde T = min{R,T,inf{t > 0 : |Y(¢)| > R}} para todo R < oo. Por b), ¢) y (3.16)

obtenemos que p(y) > EY

Tr
/ FY(Y (r))dr + (,O(Y(TR))] y ademads se cumple que
0

Tr
B / FU(Y (r)dr + o(Y(Tr))| — EY
0

T
/0 F“(Y (r))dr + K(Y(T))XT<oo] = ¢*(y)

cuando R — oo con lo que se prueba 7).
Por otro lado si ug(y) es tal que F“°(y)+ (L*0J)(y) = 0, las operaciones anteriores se

cumplen con igualdad y por tanto i) se cumple con lo que se termina la prueba.

Los teoremas anteriores brindan soluciones para el caso donde se consideran controles

Markovianos, aunque esto es un poco restrictivo. Por fortuna se pueden obtener buenas
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aproximaciones a controles Markovianos, apartir de controles ft( )—adaptados, con algunas
condiciones extras.

Teorema 3.5 Sea Jy;(y) = sup{P“(y) : v = u(Y") control Markoviano}

y Jo(y) = sup {(I)“(y) :u =u(Y) control .ﬂ(m) - adaptable} .

Ademas, se supone que existe un control éptimo ug = ug(Y’) para el problema del control
Marcoviano (Jy(y) = ®"(y), para todo y € G), tal que todo punto limite de G, es

regular respecto a Y,"° y que Jjs es una funcién acotada en C?(G) N C(G). Entonces

Ju(y) = Ja(y)-

Demostracién. Sea ¢ una funcién acotada en C?(G) N C(G) que satisface:
i) F*(y) + (L*¢)(y) = 0 para todo y € G, k € U,
i) vy v(y) = K(y) para todo y € 0G
y sea u(t,w) un control F;"-adaptable, entonces Y (¢) es un proceso de It6 dado por Y (t) =
a(Y (t),u(t))dt + b(Y (t),u(t))dW (t). Por la férmula de Dynkin con

Tr = min{R,T,inf{t > 0:|Y(t)| > R}}, para todo R < oo,se obtiene,

EY[p(Y(TR))] = ¢(y) +EY

Tr
/0 <L“<t’w>w><y<t>>dt]

donde

n

dp dp ~\ Op
Lut) ) (y) = 07 iy, k)= O

(2

donde o; ; = %(bb/)i’j, y=(s,x) y x = (x1,...,z,). Entonces por i), ii) tenemos que:

Tr
EY[o(Y(Tr))] < o(y) — EY [/0 (F(Y(t)),u(t,w)dt]

tomando R — oo obtenemos o(y) > 2% (y) (3.30).

Pero por el teorema 3.2 la funcién ¢(y) = Ja(y) y por (3.30) se tiene que Jpr(y) > Jo(y).

Por otro lado

{®“(y) : u = u(Y') control Markoviano} C {@“(y) cu =u(Y) control .ﬂ(m) — adaptable}
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luego Jar(y) < Jo(y) cumpliendose el teorema.
Todo lo anterior también aplica para el correspondiente problema de minimizacién,
U(y) = inf O (y) = & (y).
Para poder hacer notar lo anterior obsérvese que

T
B(y) = — sup {E [ / CFUY(1)dt — K(Y (1))

u

3

asi que —W¥ coincide con la solucion del problema J.

3.3 Aplicaciones a la teoria del portafolio

Ejemplo 3.5 (Aplicacién de un portafolio) Se retoma el ejemplo 3.1 y se plantea,
entonces que el inversionista trata de maximizar su utilidad U(c(t)) en cada instante de

tiempo enfrentando el problema

Maximizar E {/0 e’ U(C(t))dt] (3.5)
(e,{si})
Sujeto a
dW(t) = ._ si(t)(pi — )W (t)dt — [rW (t)c(t)]dt + i si(t)o, W (t)dZ(t), con W(0) =W

recurriendo a la ecuacién de Bellman (teorema 3.2) con:

Folsil(W) = e=PtU(c),
n—1

(LS W) = J,(W) + si(pi — )W —[rW — c]] Jw (W)

1=1

L1
2

n—1
> S?U?WQI Jww (W),
=1

se obtiene la condicion
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n—1

C’{Si}

0 = max {e_th(c) + Jy (W) +

si(pi =)W — [rW — c]] Jw (W)

=1

1
2

n—1

> s?a?WQI JWW(W)} . (3.31)
i=1

Consideremos ahora un candidato para resolver la ecuacién diferencial anterior, sea
J(W) =V (W)e !, de donde se obtiene,

Jt(W) = —pV(W)e_pt, JV[/(W) = Vw(W)e_pt, JWV[/(W) = wa(W)e_pt.

Sustituyendo en (3.31) y eliminando términos obtenemos:

0= gg}i {U(C) —pV (W) + :illsi(,ui —r)W —[rW — ]| Vg (W)
=
+§ ; s2o2W? wa(W)} , (3.32)
obteniendo las condiciones de primer orden tenemos que:
Ue(e) = Vin (W) (3.33)
(i — YWV (W) + ;02 W2Wyw (W) = 0, (3.34)

para ¢ = 1,3..n — 1. La ecuacién (3.33) establece que la utlidad marginal respecto al
consumos es igual a la utilidad marginal respecto a su ingreso. La ecuacién (3.34) determina

la razon éptima de participacién de cada activo del portafolio respecto a su riesgo es decir

S; =

(3.35)

g;

m o [t

Sea U(c) = In(c) y se propone a V(W) = [y + (1 In(IW) para la solucién del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.33) y (3.34). Luego de (3.33) se obtiene,

1
=5 W (3.36)
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-8
Para resolver (3.34) se hace [W_‘XKV&VV&J = WT;I =1,y (3.35) se trasforma a
—_w?2
5 = % (3.37)

Sustituyendo las derivadas Vi (W) = %, Virw (W) = 222 (3.36) y (3.37) en (3.32)

W2
n—1 5 _— )
AT, p{CE= | PR ) o (= P
o T )
Sea
Ar=1/p (3.39)
por lo que

g =L [2 % - i:l (Mig;?‘) - p]] - %m(é) (3.40)

Solucionando de esta manera el problema del inversionista.
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CAPITULO 4

VOLATILIDAD, CRECIMIENTO ECONOMICO Y
DESIGUALDAD

En el presente capitulo se desarrolla el modelo de control 6ptimo estocéastico que
caracterizara las condiciones del equilibrio macroeconémico que condiciona el crecimiento

economico, distribucién del ingreso y el bienestar social de la economia.

En primer lugar, se describen los supuestos que describen el sistema econdémico a
modelar. Posteriormente, se soluciona el sistema de ecuaciones y se establecen los re-
sultados principales que caracterizan el equilibrio macroeconémico en una economia con
intervencion de una autoridad gubernamental y de otro sistema econdémico libre de inter-
vencion del gobierno. Esta caracterizacion muestra que la tasa de crecimiento y los niveles
de desigualdad son determinados en forma conjunta y endégena, debido al supuesto de

elasticidad de la oferta laboral.

Después de analizar esta caracterizaciéon del modelo, analizaremos las consecuencias
que tienen incrementos de la volatilidad en la tasa de crecimiento de la economia y en
la distribucién del ingreso. Por tltimo, analizaremos las consecuencias de las politicas

econdémicas en el bienestar social, crecimiento y desigualdad.

El desarrollo de este capilo se desarrolla bajo la argumentacion del calculo estocastico

y control éptimo estocastico, revisados en los capitulos 2 y 3.

4.1 Descripcion de la economia y supuestos del modelo

Los supuestos bajo los cuales se describe el sistema econdémico, se dividen en tres

categorias:
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i) Empresas (tecnologia y pago de factores),
1) Consumidores,

ii1) Politicas de Gobierno.

Supuesto 4.1 (Empresas, tecnologia y pago de factores) Se supone un conjunto
denso de empresas con masa uno y a cada miembro de este conjunto se denota por j, es
decir j € [0,1] y Obsérvese que fol dj = 1. Cada empresa produce un solo bien, con dos
factores de produccion los cuales son capital y mano de obra. Para todo j € [0, 1] se tiene

entonces que la funcién de produccién Cobb-Douglas estda deteminada por:
dY; = A(L; K)* K} ~“(dt + du), (4.1)
donde para cada periodo (¢,t + dt),

dY; denota el cambio en la cantidad del inico bien que produce la empresa j € [0, 1],
A es la Tecnologia,

L; denota el niimero de unidades de labor empleados en la empresa j € [0, 1],

iv) K; denota el stock o cantidad de capital empleado en la empresa j € [0, 1],
v) K es el promedio (agregado) de stock de capital en la economia,
vi) L; K mide la eficiencia de unidades de labor empleadas por la empresa j € [0, 1],

obsérvece que la eficiencia incrementa si incrementa K lo cual es congruente con la
evidencia empirica (ver Grossman y Helpman (1994) cap 1),

vit) du es un shock o choque estocastico en el tiempo ¢t donde du = p+ odB, donde =0
para todo t, y B es un proceso estocastico Wiener,

viii) « € (0,1).

Todas las empresas se enfrentan a condiciones idénticas de produccién y estan sujetas a
la misma realizacién de un stock econémico, es decir, si todas tuvieran condiciones iniciales
iguales, entonces todas las empresas se comportarian igual al promedio de la economia,
y por tanto las empresas podrian elegir el mismo nivel de unidades de labor o stock de

capital , esto es K; = K y L; = L para toda j € [0,1]. El stock promedio (agregado)de
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capital produce externalidades, tales que, en equilibrio la funcién agregada (o promedio)

de produccion es lineal como en Romer (1986) es decir
dY = A(LK)*K*~*(dt + du) = QK (dt + du) (4.2)

donde para cada periodo (¢,t + dt)

i) dY denota el cambio agregado (o promedio) en la cantidad del tiinico bien que produce
la economia,

i) L denota el nimero de unidades de labor empleados en la economia,

iii) Q= AL®.

Obsérvese que en este caso y dadas las caracteristicas del conjunto de empresas, el promedio

y el agregado de stock de capital es el mismo, es decir,el agregado es fol K;dj = K y luego

el promedio —£— = % =

K, similar para las unidades de labor L. Se asume que la tasa
salarial en el 0periodo (t,t + dt), es determinada en el comienzo del mismo y es igual al

valor marginal del trabajo en el producto esperado, es decir

OF

—] dt = aQL ' Kdt = wKdt (4.3)
IL; K;=K,L;=L

dZ:zdt:{

donde:
i) Z es la tasa salarial en el periodo (¢,t 4 dt),
i) F(K;,Lj)dt = E(dY;) = E[A(L; K)*K}~*(dt + du)] = A(L; K)* K}~ “dt,
iti) 2 =aQL 'K = wK

La tasa de retorno del capital queda determinada por el residual

dY — LdZ
dR = —x = Q(dt + du) — aQdt = (1 — a)Qdt + Q(du) = rdt + dug (4.4)
donde:
F
i) rdt = { 0 } dt = (1 — «)Qdt,
OK; K;j=K,L;=L
i1) dug = Qdu.

Obsérvese que solo la tasa de retono del capital absorbe los socks o fluctuaciones.
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Supuesto 4.2 (Consumidores) Se supone un conjunto denso de agentes econémicos con
masa uno, los cuales tiene una vida infinita; a cada miembro de este cojunto lo denotamos
por i, es decir i € [0,1] y obsérvese que fol di = 1. Todo consumidor o agente econémico
tiene un comportamiento racional y sus preferencias se representa a través de una funcién
de utilidad intertemporal y sélo puede consumir el bien producido y ”ocio”. Su utilidad

intertemporal queda descrita por la funcion.

1
E {/ — (C’i,l?)7 e Ptdt (4.5)
o 7
donde

i) C; es el consumo realizado del tinico bien por el consumidor i € [0, 1] en el tiempo ¢,

)
i1) l; es el ocio consumido por el agente i € [0, 1] en el tiempo ¢,
)

117) 1 — es el coeficiente relativo al riesgo con —oo < v < 0,

1) n representa la elasticidad del ocio en la funcién de utilidad conn >0y ynp <1

Cada agente econémico acumula capital bajo la siguiente ecuacion, la cual también se

puede entender como la restriccion presupuestaria del consumidor
dK,; = (1 — TK)TKidt + (1 — T}()KiduK + (1 — Tw)w(l — ll)Kdt — (1 + TC)Cidt

+SE[dKi] + S/(dKi — E[dKZ]) (46)

donde:
i) Tk eslatasa de impositiva a la parte determinista de los ingresos derivados del capital,
) T} es la tasa de impositiva a la parte estocastica de los ingresos derivados del capital,
1i1) Ty es la tasa impositiva al salario,
) s es el subsidio gubernamental otorgado a la parte determista de la inversién al capital
fisico,
v) s’ es el subsidio gubernamental otorgado a la parte estocédstica de la inversién al capital

fisico.
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Obsérvese que las ecuaciones (4.3) y (4.4) muestran que la tasa salarial w y la tasa de
retorno del capital R dependen del stock de capital promedio (aculumado) K. Luego, el

agente econémico se enfrenta a la restricciéon promedio (agregada) de la economia
dK = (1 —7x)rKdt + (1 — 7 ) Kdug + (1 — 7)w(1 — ) Kdt — (1 + 7¢)Cdt

+sE[dK] + §'(dK — E[dK]), (4.7)

donde:
i) 1 es la fraccién promedio (agregada) del tiempo dedicado al ocio por los agentes
econdémicos,

i) C' es el consumo promedio (agregado) de los agente econémicos.
Retomando a la ecuacion (4.6),sea
Qr=01—-71x)rK; + (1 —71p)w(l =) K — (1 + 7¢)C}, Q2 = (1 — 7 ) K,
reescribiendo la ecuacién (4.6) obtenemos

El valor esperado de dK (ecuacion (4.8)), es entonces E[dK;] = @Q1dt + sE[dK;], lo que

implica que

L Gndt

sustituyendo (4.9) en (4.8) se obtiene
dKZ = Qldt + QQd’LLK + SM + S/(dKi — Qldt),

1—-s 1-s
= (1 — S)dKZ = (1 — S)Qldt + (1 — S)QQdUK + SQldt + S/(l — S)dKZ — S/Qldt
= (1 —8)dK; — (1 —3s)dK; = (1 —s)Q1dt+ (1 — s)Q2dug
= (1—-5"Y1-9)dK =(1—5)Q1dt+ (1 — s)Q2dug
L i = @dt Qedu (4.10)

C1-—s 1—¢
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Sustituyendo los valores de ()1 y ()2 reescribimos la ecuacion acumuladora del capital o

restriccién presupuestaria del consumidor i (ecuacién 4.6) como:

(1 —7x)rK; + (1 — 70)w(l =) K — (1 +7¢)C; dt + 1— 7

dK; =
1—s 1—4¢

KiduK.

De manera similar para la funcién acumuladora de capital de la economia (o restriccion

presupuestaria promedio) ecuacién (4.7):

1-— K 1—17, 1-)K — (1 1—7!
(1—75)rK +( Tw )W( 0) ( +Tc)0dt+ TIdeuK.

dK =
1-—s 1-—s

Finalmente, el consumidor se enfrenta al problema de maximizar su funcién de util-
idad intertemporal sujeta a las restricciones de acumulacién de capital individual y a la

acumulacién promedio (o agregada) de la economia, es decir:

Maximizar E / —(Cy, 1] T e Ptat
{ o 7 ) (4.11)
(C’L’l'b)
sutjeto a
1— 75 ) K + (1 — mo)w(l — LK — (1 A
ar; = Lo mrEs A (A —mw)wl =K = (1 +70)Cs gy 1= T g, g9
1—s 1-—4
1-— K 1—7y 1-)K —(1 1—17
dK:( )T K + ( Tl)iui ) ( +Tc)0dt+ 1_7;(KduK, (4.13)

donde C; y l; son las variables de control Markovianas.

Supuesto 4.3 (gobierno y politica econémica) El gobierno tiene la politica o regla
de tener deficit y superdavit igual a cero para el periodo (t,t 4+ dt) es decir, el balance

presupuestario del gobieno se comporta bajo la siguiente regla:
sE[dK] + §'(dK — E[dK]) = [tc¢C + 7k K + Tpw(l — ) K]dt + 7' Kduk, (4.14)

obsérvese (ver ecuacién 4.9) que:

i) B[dK] = ?l—jdt _ (1 —7r)rK;dt + (1 — leiws(l — K — (14 710)C]

dt,
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. Qldt 4 diuK Qldt . diuK . 1 —7'}(

i) dK — BldK] = 71— 4 0 - = T = i Kduge.

Notar que ambos lados de la ecuacién (4.14) tienen una parte determinista y otra es-
tocastica. Para lograr la igualdad es necesario que:
T = 5. (4.15)
: C _ E[dK]
Sustituyendo (4.15) en (4.14) obtenemos que |77 + Tw(l —1) + TCp dt = s=5—, lo

que implica

TRT + Tw(1l —1) -1-70% = SEI[?c{j]

donde ¥ = EL4El _ | [%}, es la tasa de crecimiento y la cual es el agregado de la ecuacién

Kdt
(4.39).

= sV, (4.16)

4.2 Solucion del modelo econ6émico

Cada agente econémico se enfrenta al problema de maximizar su utilidad intertemporal
(ecuacion (4.11)), sujeto a su restriccién de acumulacién de capital y a la restriccion de

acumulacién de capital promedio (agregada) de la economia, ecuaciones (4.12) y (4.13),

reescribiendo: -
Maximizar E {/ —(Cy, 1N e~ Ptat
o 7
(C’L’l'b)
sutjeto a
1-— K; 1— 7, 1-0L,)K—(1 i 1—7!
AK, — (1 —7r)rK; + (1 — 1)w(1 = 1;) (1+71¢)C dt 4+ TKKiduK,
1-—s 1—-¢
1-— K 1—17, 1-)H)K—-(1 C 1—7]
_ — s

donde C; y I; son las variables de control Markovianas.

Se calcula el operador diferencial,

1—7x 1+7¢ C;
/”"_ —_—
1—s 1—s K;

(Ll J) (K, K) = Jp + K ) K+ 1= Tw (1 — li)K] Ji,(Ki, K)

1-—s

1—-7k 1+7cC;  1—m,
r >~
1-—s 1-s5s K 1-—s

w(l — ll)} KJK(KZ',K)
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2

donde,

O'K?:UKiK:UK2: , = =

1—s dt 1—s dt 1—¢g

con
1
Feoli(K;, K) = e Pt = (Cy, 117 .
Y
La ecuacion de Bellman (teorema 3.2) debe satisfacer :
1
max {e_ﬁt— (Ci, I 4 (L' ) (K, K)} =0,
Cisls Y
y consideramos a un candidato para resolver la ecuacién diferencial anterior

J(K;, K) = e P'V(K;, K),

de donde se obtiene

Ji(Ki, K) = =BV (K;, K)e ™, Ji (K, K) = Vg, (K, K)e ™™,
JK(KZ': K) = VK(KZ': K)e_ﬁtv JKiKi (Kiv K) = VKiKi (Kiv K)e_ﬁtv

Trik (Ki, K) = Vi, i (K, K)e™ P, ik (Ki, K) = Vg (Ki, K)e 7!

y obsérvese que:
. E[dKl] (1—7‘K 1+7¢ C;
i) 7 r— —

) Kl-i-l — Tw’w(l—li)K,

1—s 1—s K; 1—s
. E[dK] 1—71x 1+ C 1—171,

- - b 1-)| K
D {1—3T s kT 1os l)]’
. EBAK?] 5
ii1) =05, K7,

dt i
. EBAK? 5
iv) 7 o K
E[dK;dK
U)%:UKUKKZ‘K

1—7 2 dug® 1 — 74 2Qdu {1—7}( ]2 2
_ _ o2,

1 1
t+ook, K7 Ik, i (Kis K)+or, k KiK Tk, i (K, K)+§U%<K2JKK(K1', K),

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22a)
(4.22b)

(4.22¢)
(4.22d)

(4.22¢)

Dada la propuesta de la igualdad (4.21) la ecuacién de Bellman (4.20) se trasforma a

1
max {e_ﬁt; (Ci, 1IN 4 (L'ie™ BtV (K, K)} 0

ciyls
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o de forma equivalente, tomando en cuenta las ecuaciones (4.22) obtenemos

max 1 (Ci, I — BV(K;, K) + E[dKi]VKi (K;, K)+ Eld] Vi (K;, K)
cirli 7Y ! dt dt
1 E[(dK;)? E|dK;dK 1 E[(dK)?
+§—&&JJVKKAK“K%MJ—&—JVKKM%Kj+§—Kagivde“Kﬁ.

(4.23)
Las condiciones de primer orden se obtienen derivando (4.23) con respecto al consumo del

individuo 7 y su ocio. Las ecuaciones que caracterizan estas condiciones son:

1 1—7
& (Gl]) = 5 Vic, (K, K), (4.24)

1-— w
T(cany = —wK Vg, (K;, K). (4.25)

li — S

Como siguiente paso, se deriva la ecuacién (4.23) con respecto al capital de cada individuo
K; y notemos que /; no depende de K; , mientras que C; esta en funcion de K; a través

de la ecuacién (4.24), esta derivada queda determinada por:

1 1 -7k 1+71¢ E[dKj;]
L oemre s _ e | Vie Vic k.
15 (Cili)" Cires = BV + | 7 — ST o, Gk | Vet — 4 VR
E|dK 1 E[(dK;)?
+ [ ]VKZ»K + 0% KiVig, i, + —MVKZ»KZ»KZ» +ok,k KVk, K
dt 2 dt
E[dK;dK] 1 E[dK?]
—Vk. 4+ = Vi, =0 4.26
+ T KiKK; T 5= VKKK ; (4.26a)

sustituyendo la ecuacién (4.24) en (4.26a) se obtiene

1 -7k E[dK;] E[dK] 5 1 E[(dK;)?]
- 4+ —— Vi, K, Vi, KVik,k, + =————Vk.Kk,K,
{ T ﬁ] Vit =3 Ve g ek T o EiVik + 5o KKK
E[dK;dK 1 E[(dK)?
+ok, k KVikx + BldKdE] ]VKiKKi + LER)] ]VKiKK = 0. (4.26D)
dt 2 dt
Considerese ahora a Vi, = Vi, (K;, K), y de la cual derivamos la ecuacién diferencial

utilizando la férmula de It6 (teorema 3.27)

1 1
dVk, = Vi, k,dK; + Vi, kd K + ivKiKiKi (dK;)? + Vi, kk; (AK;dK) + ivKiKK(dK)Q,
(4.27a)
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tomando el valor expectativo de esta ultima ecuacién y dividiendo entre dt se obtiene

E[dVk,] dK; E[dK] 1 E[(dK;)?]
dt e N Kok Ky
E[dK;dK 1 E[(dK)2
+%VKI»KKZ» + i%VKiKK, (4.27b)

restando la ecuacién (4.27b) de (4.26b) y tomando en cuenta la igualdad (4.18) se llega a

E[dVk,]
dt

{1—7'}(

T 5] Vi, + 0% [KiVie, i, + KV, k] +

=0. (4.28)

La solucién de la ecuaciéon (4.28) se obtiene por prueba y error, y dada la forma de la

funcion objetivo se propone la funcién valor,
V(Ki,K) =xzK] “K*, (4.29a)

donde los pardmetros w, x tendran que ser determinados. De (4.29a) se obtiene

i) Vi, = (Y —w)zK] “ T KY = (7_[{7@‘/’ (4.29b)
. 1 Z
i) Vi = weK) K@ = “’? (4.29¢)
e — —w-—-1V
i) Vi, = (1) —w-1)ak) 2 = (200 2DV, (4.294)
— W)V
0) Vieore = w(y—w)ak; < Lot = Y02V 4.2
) Vi = wly—w)ek, o, (4.29¢)
o ww-—1)V
v) Vi =w(w—1)zK] “K“ 2 = %, (4.291)
E ,
sustituyendo las ecuaciones (4.29d) y (4.29¢) en (4.28) y despejando ‘[/dvgg] se obtiene
K;
EldVi,] _ 1 -7k 2 [ (=@ —w -V  wly—w)V
dt _{ﬁ_ 1—3T}VK1‘+0K B K2 TETRR
EldVi,] _ 1 -7k s [P=wly—w -1V  wly-w)V
E|dVk, 1—7
% = {ﬁ — 4= fr] Vi, + 0% [(y —w — 1)Vk, +wVk,]
E|dVk, 1-—
EldVie] _ B TE i o2 (y—1). (4.30)

Vi, dt 1-—s
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Se retoma la ecuacién (4.24) y se despeja

1—
Vi, = 07 m
1—171¢

7

diferenciando ambos lados de la ecuacion utilizando la regla de It6 se obtiene

Vi, = (7= D o —dCH =10 =25 SCT _‘TC (d0y?
> W= 6= DV + (- 06 -2
- WP hnne-a(E)
= E[‘C}}‘fd =(y— l)E[glC] +(y—1)(y - Q)E[g?] . (4.31a)

Durante la trayectoria del crecimiento balaceado, la razén IC( se mantiene constante,
K3

lo que quiere decir que las tasas de crecimiento son esencialmete iguales (ver ecuaciones

(4.12) y (4.18)):
dCl . dKZ . 1 —7'}(
c. T K wdt + =4 dug, (4.32)

luego la ecuacién (4.31a) se puede reescribir como:

E[dVE,]
Vi, dt

=(y=1)T+ (v = 1)(y - 2)o? (4.31b)

donde o2 estd descrita por la ecuacién (4.18) y donde sélo falta determinar ¥ para tener

el resultado de nuestro sistema completo. Sustituyendo ‘[/dvgt] de (4.30) en (4.31b) y

despejando ¥ obtenemos que la tasa de crecimiento es determinada por :

1—
(=)
U — 1-s Y 9

Oks lo que implica
-y

por ecuacién (4.18) =

1—7‘K

1-s r=p 1—75\°

U = —1( K) Q?0?
1—7 2

1_
(1 Tf)r_ﬁ ¥
U = _ — 10252, 4.33
1=~ 5 (4.33)

por ecuacién (4.15) =
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Obsérvese que la ecuacién (4.15) es implicada por el supuesto de la balanza pre-

supuestal del gobierno igual a cero. La evolucion del stock de capital del agente i esta

dado por:
1 —
dK; dC ( 1 Tf)r_ﬁ v
Lo T _ — —0%0%| dt + dug = ¥dt + Qdu. 4.34
i c. 1=~ 5 o + dug + U ( )

Obsérvese que la tnica diferencia entre los agentes es su stock inicial de capital, el cual
no aparece en la ecuacién (4.34). Por tanto, todos los individuos tienen la misma tasa de
crecimiento en su stock de capital y entonces, la tasa de crecimiento promedio (o agregada)
del capital es idéntica a la tasa de crecimiento de los individuos

(1 —TK)T 3
K —
di’ _dC 1—-s — %&2202 dt + dugx = Udt + Qdu. (4.35)

K C 1—7v

Dado que la tasa de crecimiento del capital es la misma para todos los individuos, la
distribucién del ingreso no cambia en el tiempo. Esto significa que para cada instante

del tiempo, la parte proporcional de la riqueza del agente i, (la cual se representa por

ki(t) = II((—(%)) es dada por su proporcién inicial en el tiempo 0, k;(0) = I;((g)). Dividiendo

las ecuaciones de primer orden (4.25) entre (4.24) obtenemos:

w1 — 7y

_514-70

Dividiendo la ecuaciéon anterior por K; obtenemos la relaciéon consumo-riqueza del indi-

viduo 1,
Ci _wl-m K,
Ki nl+1mckK;"
Ci wl—Twli
= == = 4.36
Ki 771+7'C]€i ( )

Si en cada instate del tiempo t cada empresa j obtiene las unidades de labor que necesita,
y los agentes econémicos obtienen el ocio requerido para maximizar su utilidad, entonces

el mercado de trabajo se encuentra en equilibrio en cada instante del tiempo, es decir,

1 1 1 1 1
L:/ Ljdj:/ 1—zid¢:/ 1di—/ lidizl—/ Lidi=1-1. (4.37)
0 0 0 0 0
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Obsérvese que fol kidi = fol Il((dz = % fol K;di = % = 1 y asumiendo (4.37), se tiene

1, . . . ,
fo lidi = [, luego la relacién agregada consumo-riqueza de la economia

C wl-my

= — l. 4.38
K nl4+71c ( )

Retomando la ecuacién de restriccion presupuestaria (4.12), la tasa de crecimiento prome-

dio del individuo puede ser descrita como:

(4.39)

T T R 1-s K’

at

dKZ] 1 (E[dKZ]) 1 . 1—7‘K 1—7‘w1—li 1+7‘C&

v—pg |
{Ki K;

7

K
donde k; = e Tomando la expresion (4.39)y (4.36), se obtiene,

1 —7x 1—7p1—-1 wl+71ol;
+w - — —
1-s 1—s ki n1l—sk
l—7m7¢ wl-—7,1

U=r

= v = — —In(l—=0)—-1; +1-1
L nl_ski[n( ) =L+ ]
l—7m7¢ wl-—7,1

= v = - —1—[1' —li—l
Tl—s nl—ski[ TN )
1-— 1—7, 1

= W= DS [ 1)+ (L) — 1]

I T A

= (1-1) = ﬁ {1 _ (Tll_jf B \I,) ( g 11_—; ) k] : (4.40a)

En el apéndice se vera que para que la condicién de trasversalidad se cumple si, y sélo si,

1—7‘K
1—s

T > U,

por tanto un incremento en el retorno del capital tiene efectos negativos en la oferta laboral.
Un incremento en el retorno del capital, permite a los agentes econémicos comprar més ocio
y sus tasas de crecimiento pueden ser soportadas ofertando menos unidades de trabajo.
Esto puede proveer menor labor a la economia, teniendo un efecto compensado sobre su

tasa de crecimiento.

Si se integra sobre el conjunto de individuos en la economia, obtenemos la relacién

agregada de oferta de trabajo,

(1-1)= ﬁ [1 — (T11__Tf B \I,) (%11_—;)] . (4.40b)
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Obsérvese que de (4.40a) y (4.40b), se obtiene,

n — nki n nki o
l Zk+{1+77] Zk+1+77 T+7 o que implica
li— 1= { —-——Q——](ki-l). (4.40¢)
1+mn

La relacién (4.40c) se denomina ”oferta relativa de trabajo”. En el apéndice se verd que
la condicién de trasversalidad se cumple si, y sélo si,
z>ﬁ%,
luego la relacién de oferta relativa de trabajo (4.40c), implica una relacién positiva entre
el ingreso y el ocio. Por tltimo obsérvese que el mercado de bienes requiere la siguiente
condicién
dK = Q(dt + du) — Cdt, por tanto

C
T=0- . (4.41)

4.3 El equilibrio macroeconémico

Podemos resumir los resultados expuestos, bajo en la siguiente proposicion:

Proposicién 4.4 (Caracterizacién del equilibrio macroeconémico) Sea un sistema
econémico tal que para todo periodo (¢ 4+ dt) se cumplen los siguientes supuestos:

i) Se tiene un conjunto denso de empresas con masa 1 y cada empresa produce un
tnico bien con una funcién de producciéon Cobb-Douglas dY; = A(L; K)*K ]1 T (dt +
du) (donde du es un shock estocéstico de varianza o). La funcién de produccién
agregada estd determinada por dY = AL*K (dt+du) = QK (dt+du), es decir, existen
externalidades.

i1)) Se tiene un conjunto denso de consumidores o agentes econémicos de masa 1 y cada

consumidor consume el bien que produce la economia C}; y ocio [; y optimiza su funcion

de utilidad intertemporal E {/ 5 (Cy, 1N e Pldt| .
0
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i7i) El gobierno mantiene su balanza presupuestal bajo la ecuacién sE[dK] + s'(dK —
E[dk]) = [tcC + 1K + Tpw(l —1)K|dt+ 7' Kdug  (donde r y w son determinados
en el punto 4.1).

1 1
iv) El mercado de trabajo se encuentra en equilibrio, es decir L = / L;dj = / (1—
0 0
1
l;)di = 1—/ lidi=1-1.
0

Entonces

i) Cada consumidor se enfrenta al problema de optimizacién intertemporal:

Maximizar E/ - Ci,l?ve_ﬁtdt
e (111)
(C’L’l'b)

sutjeto a

(1 —7x)rK; + (1 —mp)w(l —L)K — (1 4+ 7¢)C; 1—-7

/
K, — KK, 4.12
d 1. dt+1—8/ dug, ( )
B _ . _ _
W~ L-mrK + (1 ﬂf)w(l DE - +7c)C 4 o 11 K Kdug.  (4.13)
—s — S

Su solucién parcial esta determinada por las ecuaciones diferenciales estocasticas:

1 my 1 —Tc

L ey = (K K, 424

& (O = i (1 ) (4.21)
g(oizg’)” = 11__7;” wK Vi, (Ki, K). (4.25)

i1) El equilibrio macroeconémico se caracteriza por el siguiente sistema de ecuaciones:

El capital se incremeta conforme a,

dC; dK;
e —= \P 4. 2
. K dt + dug, (4.32)
Equilibrio de la tasa de crecimiento
(1 — TK)

1-—s " ¥
U= - =0%0? 4.33
-0 (133)
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Equilibrio de la volatilidad

oy = Qo, (4.42)
Relacién individual consumo-capital
C; 1—7w l;
ST Tw (4.36)
Ki n 1 + TC kl
Relacion agregada consumo capital
C wl-—my,
et 4.38
K nl+7c’ ( )
Relacion presupuestaria individual
1 -7 1—7p1—1; 1+7¢ C;
v = — — 4.
T YT Tk 1-s K (4:39)
Equilibrio de mercado
C
U=0-— 4.41
K ) ( )
Restriccion presupestaria del Gobieno
C E[dK]
ww(1 —1 — = v, 4.1
TKT + Tww( )+TCK T s (4.16)

ii1) Las relaciones de oferta laboral quedan determinadas por

Oferta individual de trabajo

(1-1;) = ﬁ [1 - (r 11—_75 B \I,) ( Z) 11_—; ) k} , (4.40a)

Oferta agregada de trabajo

(1-1) = ﬁ [1 _ (T11__Tf B \I,) (Z) 11_—;)} ’ (4.40b)

Oferta relativa de trabajo:
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li—1= { - #} (k; — 1), (4.40¢)

iv) Las relaciones de equilibrio quedan resumidas por las ecuaciones:

1—71
a-aen () -5
_ 022
RR U= T 290’, (4.43a)
PP wooQ|1- St L (4.43b)
N nl+tcl-1]" ’

Demostracion. Sélo mostraremos las relaciones (4.42),(4.43a) y (4.43b), las demés rela-

ciones se detallaron en las secciones 4.1 y 4.2. Comencemos con (4.42), se tiene

dC;  dK;
C;, K;

= Udt + duk,

y de (4.18) tenemos que 0% = o2 = Q%0?,  con lo que se cumple (4.42). En el punto
4.1 se observa que w=aQL™! y r=(1-0a)Q, luego de (4.33) obtenemos RR.

11— w
Sustituyendo (4.38) en (4.42) se obtiene ¥ = Q) — v T
nl+7c

[, 7y sustituyendo w se obtiene

g Mo, o oflom T g,
ILn1l+7c n l+7c1-1

con lo que se cumple PP.

La ecuaciéon RR describe la relacion entre la tasa de crecimiento ¥ y el ocio agregado
l, que asegura la igualdad entre la tasa ajustada de riesgo del retorno del capital y pago
de consumo. La segunda ecuacion PP, describe la relacion entre la tasa de crecimiento ¥
y el ocio agregado [, que asegura el equilibrio en el mercado de bienes. Como un colorario

de la proposicién 4.4 exhibimos una economia con ausencia de impuestos y subsidios.

Colorario 4.5 (Caracterizaciéon del equilibrio macroeconémico en ausencia de

impuestos) Sea un sistema econémico tal que para todo periodo (t, ¢+ dt) se cumplen los
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supuestos 1), i7) y iv) de la proposicién 4.4, es decir es una economia libre (ausencia de

gobierno sin subsidios ni impuestos), entonces:

0)

i)

Cada consumior se enfrenta al problema de optimizacion intertemporal:

Maximizar E / — (Cy, 17 e Ptat
FARLCE (.11)
(C’L’l’b)
sutjeto a
dK,; = [TKZ' + w(l — ZZ)K — CZ] dt + K;dug, (444&)
dK =[rK +w(l —)K — C]dt + Kduk. (4.44b)

Su solucién parcial esta determinada por las ecuaciones diferenciales estocasticas:

é (Cil])" = Vi, (Ki, K), (4.44c)
T (can) = wK Vi, (K, K). (4.44d)

l;
El equilibrio macroeconémico se caracteriza por el siguiente sistema de ecuaciones:

El capital se incremeta conforme a:

dC;  dK;
C; K;

= Udt + duk,

Equilibrio de la tasa de crecimiento

g0 T2 (4.44e)
1—v 2
Equilibrio de la volatilidad
oy = Qo,
Relacién idividual consumo-capital
Ci w ll
— = —— 4.44f
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Relacion agregada consumo capital

C w
— =1 4.44
Relacion presupuestaria individual
dK; | 1 1-14 G
U =K — = - — 4.44h
{Ki]dt o (4.44h)
Equilibrio de mercado
C
v=0-—.
K

ii1) Las relaciones de oferta laboral quedan determinadas por

Oferta individual de trabajo

(1-1) = ﬁ [1 —(r— W) (g) k} , (4.441)

Oferta agregada de trabajo

1-1)= ﬁ [1 (- W) (g)} : (4.44j)

Oferta relativa de trabajo:

zi—zz{—#} (k; —1).

iv) Las relaciones de equilibrio quedan resumidas por la ecuacion:

RR  w- U ‘i‘)?g) —h_ %9202, (4.44K)
PP T =) {1 - %%_J . (4.441)

En una economia libre de impuestos las caracteristicas de RR’ y PP’ quedan de-

scritas por la figua 4.1, sus propiedades se derivan en el apéndice, dode mostraremos
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que la ecuacion PP’ es siempre decreciente en [, reflejando el hecho de que entre mayor
ocio, se reduce el ingreso. Entonces un incremento el la relacion Consumo-Ingreso tiene

un efecto adverso en la tasa de crecimiento. Por otro lado, de RR’ se obtiene — =

ol

11—«

L — ’)/Q(Z)O'} Q' (1), esta expresién es ambigua para v < 0. Intuitivamente altos tiem-
-7

pos dedicados al ocio reducen la productividad del capital, teniendo una recaida en el

retorno del capital. Este resultado es obtenido si la utilidad marginal de consumo de-
sciende, esto es, si la tasa de crecimiento balaceado cae. Bajo condiciones ”creibles” ambas
p 1-

relaciones RR’ y PP’ son concavas y el equilibrio existe si « — 1 + — > —’YTFYAO'Q.

A

Proposicién 4.6 La condicién de trasnversalidad tlim E [K?(t)e_ﬁt] = 0 que garantiza
que la solucién de las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) sea éptima, se cumple si, y sélo si

se cumplen alguna de las siguientes relaciones

. 1 -7k Y 2 2
——(1 -2
1—7‘K
.. o
i7) r{ - } > U,
n
29) | > ——.
) 1417

La demostracion de esta proposicion se detallara en el apéndice.

4.4 Determinantes de la distribucion de ingreso

Una vez determinadas las condiciones de equilibrio en el modelo de crecimiento y
obtenidas la oferta laboral y la tasa promedio de crecimiento econémico, es posible de-
terminar las condiciones de la distribucion del ingreso. El valor esperado del ingreso del

individuo 7 y el valor esperado del ingreso promedio de la economia son respectivamente
E[dY;] = [rK; + w(1 — ;) K] dt,
E[dY] = [rK +w(1 —)K]dt.
Obsérvese que r = (1 —a)Q, w = aQL™! = aQ(1—1)"! y de la ecuacién (4.441) se obtiene
l I w (

1
r—VU=—-a4+al——=—-wl-0)+w-—= l—n(1-=1).
= =D+ = 21 - 1)
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De esta ultima ecuacién y de (4.44i), se obtiene la relacién relativa del ingreso esperado
del individuo ¢
EdY;] rKi+w(l-1L)K

YT RAY] T rK +w(l - DK _ki+m(1—ki),

escribiendo de forma abreviada

yi(l, kl) =1- p(l)(l — kl), (445&)
donde
=1 T (4.45b)

La ecuacién (4.45a) muestra que la distribucién del ingreso depende de dos factores, la dis-
tribucion inicial del capital y la relacién de equilibrio entre el ocio y la tasa de crecimiento.
El efecto neto de un incremento en el capital inicial sobre el ingreso esperado del individuo

i esta dado por p(l) , el cual toma valores entre 0 y 1.

El ingreso esperado de los individuos es creciente en su dotacién de capital inicial, los
individuos con altos niveles de capital eligen ofrecer menor trabajo, este efecto no es con-
siderable en su ingreso cuando sus capitales son altos. Como consecuencia, la variabilidad
del ingreso relativo entre los agentes o,, es menor que la variabilidad de capital relativo
ok, la cual es invariable en el tiempo. Esto tiene como consecuencia que la distribucion del
ingreso por cambios en el riesgo y politicas econémicas se concentran en p(l), por lo que
las politicas enfocadas a reducir los niveles de desigualdad de ingreso, (sin afectar capitales

inciales) deben concentrarse en este factor p(l).

Proposicién 4.7 Sea un sistema econémico tal que se cumplen los supuestos i), ii) y iv)
de la proposicién (4.4) es decir es una economia libre en ausencia de gobierno (subsidios
e impuestos son igual a cero), entonces para todo periodo (t,t + dt) la variabilidad del

ingreso esta determinada por la ecuacién:

DD oy = p(l)o. (4.46)



74

Demostracién Observemos que E[EY[dY;]] = EY[E![dY;]] = EY[Y], luego E![EY[y]] =
o | B 1, de manera similar E![EF[k;]] = E RULG 1. De la ecuacion
Ev[dy]| ~ S U LEMKT] T

(4.46a) se tiene que

yi — 1=y = Ely;] = p(l) (ki — E[ki]) = p(1) (ki — 1),

integrando cuadrados obtenemos que

05 = /(yl —1)2di = p*(1) /(kl —1)3di = p*(1)o:.

La figura 4.1 muestra la relacién entre o, y [, dado un nivel de distribucién del
capital, la varianza de los ingresos relativos decrecen conforme aumenta el ocio agregado
de la economia, es decir, es una funcién céncava respecto al ocio agregado . Esto se debe
a que, incrementos en el ocio (lo que significa que la oferta laboral declina), porvoca que
la tasa salarial incremente y que los retornos de capital caigan, disminuyendo la brecha o
diferencia de ingresos entre las personas que tienen un gran capital inicial y las personas

que no lo poseen.

Dado que los impuestos también tienen efecto en la distribucién del ingreso, necesi-
tamos distinguir la distribucion del ingreso antes de impuestos y depués de impuestos. La
distribucién del ingreso antes de impuestos queda definida por la relacion DD. El ingreso
relativo de los individuos después de impuestos (o también llamado neto) queda definida

por la relacién

E[dY;]] (1 —7rx)Ki+w(l —7y)(1 —10;)K e
NET _ _ =ki+ —-——R(1—k
Yi E[dY] r(1 —7m)K +w(l — 7)1 - 1)K + (1-0D1+mn) ( )
donde R = Ao _1;()71:_ ol —r)’ Escribiendo de forma abreviada
yivET =1- pNET(lvavTK)(l - kl)? (447&)
donde
PNET( ol — 7w) (4.47b)

b T = DA+ [ — )@ - 7 + ol = r)]
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NET(

La funcion p l,Tw, Tk ), también se puede escribir en funcién de su antecesor p(l) como

Tw — TK

P 7, 7i0) = (1) (L= p(D)(1 @) e S

(4.47¢)

Proposicién 4.8 Sea un sistema econémico tal que, para todo periodo (¢4 dt) se cumplen
los supuestos i), i) i y iv) de la proposicion (4.4), entonces la variabilidad del ingreso

esta determinada por la ecuacién:

DnDn UéVET = pNET(l, Tws TK )0k - (4.48)

Demostracién Observemos que E[EY[dY;]] = EY[E‘[dY;]] = EY[Y], luego E![EY[y]] =
(B imilar B(EM k)] = B[Sy pe i6n
]| = " e manera similar il = ERK] |~ ¢ la ecuaclo

(4.46a) se tiene que
y T =1 =y T = Elyi]) = pN T, 7w, i) (ki — Blki]) = pV (1 T, i) (s — 1),
integrando cuadrados obtenemos que

(oNET)? = /( NET 1) di= (pNET(l,Tw,TK))Q/(ki—l)zdz' = (PN (1 7 i) 0.

Los impuestos pueden influir en la distribucién del ingreso en dos formas, la primera
es al determinar la tasa de crecimiento y la oferta de ocio (ecuaciones RR y PP). Segundo,
al influir en el consumo del ocio dento del equilibrio macroeconomico, esto afecta en forma
directa a los retornos del capital, asi como a los retornos de ingreso, influyendo en la

NET(],7,,7Kk) ). En la

distribucién de los ingresos relativos, esto se refleja en la relacién p
ralacion (4.47c) se observa que la dispersién antes de impuestos entre el ingreso relativo
de los individuos, puede ser mayor que la dispersién depues de impuestos si, y solo si
TK > Tw. Bajo un enfoque de estatica comparativita y partiendo de una economia libre,
un incremento del impuesto sobre el capital, hace que la curva que relaciona la distribucién
del ingreso después de impuestos con el ocio DnyDy se desplacé de la curva DD hacia la

Izquierda, ver figura 4.1. Si el incremento se diera en el impuesto a la tasa salarial la curva

DxDy se desplaza hacia la derecha de DD.
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Figura 4.1 Equilibrio macroconénomico E, distirbuién del ingreso, antes (DD) y depues de

impuestos en los retornos del capital (DXDE)y en la tasa salarial (DY DY).

4.5 Relacion entre la volatilidad y la distribucion del ingreso

Es tiempo de discernir las relaciones entre volatilidad, crecimiento, y la distribucién
del ingreso. Se estudiara como responden, el crecimiento econémico y la distribucion del
ingreso ante los incrementos en la volatilidad ¢. En esta seccién se examinara el caso de

una economia sin impuestos y discutiremos esta relacion de una forma analitica.
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Figura 4.2 Equilibrio macroconénomico E, E’ con cambios en la volatilidad.

Los cambios en el riesgo, tienen impactos en los incentivos de acumular capital. Un
incremento en o? afecta solamente a la curva RR, y para valores de v < 0, tiende a elevar la
curva y a incrementar la tasa de crecimiento de equilibrio (ver figura 4.2). Dada la fraccién
del tiempo dedicada al ocio, la pendiente de RR tiende a incrementar la tasa de crecimiento
del capital cuando incrementa la volatilidad. Un incremento en la tasa de crecimiento ¥ se
refleja también en incrementos en el consumo de las personas, lo que provoca incrementos
en la oferta laboral. Esto se puede ver a lo largo de PP pasando del equilibrio E a E’, en
la figura 4.2. Grandes incrementos en el riesgo, incrementan la volatilidad de la tasa de
crecimiento og = §(I)o, por el impacto directo de o y el impacto de [ ocio agregado (de

equilibrio)sobre 2.
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De las ecuaciones (4.45a) y (4.47.a) vemos los efectos en la distribucién al incrementar

el riesgo para una economia sin gobierno y para una economia con gobierno,

do,  Op Ol

=0 s >0, (4.49a)
do, 1 — 7w dp 0l
do2 Ok (a(l —Tw)+ (1 —a)(1 — TK)) ol 902 = 0 (4.49b)

Un incremento en [ aumenta la desigualdad econémica antes y después de impuestos. Un
incremento en la volatilidad reduce cantidades de tiempo dedicado al ocio, incrementando
la desigualdad del ingreso relativo. La desigualdad antes de impuestos puede ser mas

grande que la desigualdad después de impuestos si, y sélo si 7x > 7.

El riesgo también podria incrementar otras medidas de desigualdad distintas a la
desviacién estandar, para ver esto es suficiente notar el efecto de un incremento en el
riesgo sobre la relacién relativa de ingreso de los agentes es decir,

dy(k)\ _ 9p Ol V) _ 1) —
sgn( 102 )— sgn(a@(l ki) | =sgn(k;, —1) = —1. (4.49c¢)

Daremos una interpretacion econémica para los resultados anteriores. Dado que los
agentes son suficientemente adversos al riesgo, mayores niveles de volatilidad en la economia
tienen fuertes efectos en el ingreso de las personas, haciendo que reduzcan en un primer
instante su consumo e incremente sus ahorros (o al menos se mantienen iguales), conse-
cuentemente la tasa de crecimiento se incrementa. Notar que para PP, la variabilidad del
riesgo no tiene efectos en la locacién del ocio para una tasa de crecimiento dada. Una alta
tasa de crecimiento implica que las futuras tasas salariales se incrementen y por ende el
ocio sube de precio, por lo que se incrementa la oferta laboral. Este incremento en la oferta
laboral tiene consecuencias en la distribucion del ingresos, debido a que superiores ofertas
laborales incrementa el retorno del capital de una forma proporcional mayor que las tasas
salariales, aun ma&s, una oferta laboral alta reduce las tasas salariales para equilibrar el
mercado de trabajo. Dado que la distribucién de las unidades laborales es mas equitativa
que la distribucién del capital, la brecha de ingresos entre cualquiera dos individuos se

incrementa y por tanto, los niveles de desigualdad también se incrementan.
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Notar que entre mas ineldstica sea la oferta laboral, (esto es, entre mas pequena sea
la respuesta de la oferta laboral respecto a la tasa salarial) el riesgo afecta en menor
proporcién los ingresos relativos. En el caso extremo, donde la oferta laboral es inelastica,

el ingreso relativo de la oferta laboral estaria dada por

K+ wK ki +w
C rK4+wK  r+w

Yi

Con una tecnologia AK y con una oferta laboral ineldstica, resultan tasa salarial y una
tasa de intéres constantes, lo que implica que bajo estas circunstancias la distribucion del

ingreso no es afectado por cambios en el riesgo.

4.6 Determinantes del bienestar econémico

Es hora de trabajar sobre el bienestar de los agentes econémicos, por definicion, el
bienestar del individuo i es la evaluacién de la utilidad intertemporal (ecuacién (4.11)),
en la solucién del problema de crecimiento estocastico. Por la elasticidad constante que
presenta la funcion de utilidad del agente econémico, su optimizacién dado el stock de

capital inicial K; o puede ser expresada por el valor de
((&)r)
V(Kio) = = VAV (4.50a)
,0) — T i .
VB (¥ —g05) 7

y el bienestar agregado de la economia estd dado por

1 (B,
V(Ko) = S5 7?\1/ vy K. (4.50b)

El bienestar relativo del individuo 7 con respecto al bienestar agregado o promedio es,

entonces

(zcé)7 1 AN
v(k;)) = ~=5- k] = (—Z) . (4.50c¢)

o\ i
(%) " !
Dada la ecuacién (4.50c) y sustituyendo la relacién (4.40c) para los valores requeridos de

l;, obtenemos finalmente

w(ks) = {1 4 (1 - #%) (ks — 1)]7(1%). (4.50d)
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Consideremos ahora dos individuos que tienen los stock de capital ks > k1. La condicién
de transversalidad implica [ > #, lo cual implica que v(k2) > v(k1) > 0 paray >0y
v(k1) > v(k2) > 0 para 7 < 0. Sin embargo, para el caso de 7 < 0, el valor esperado de
la utilidad intertemporal es negativo (ver expresién (4.50a)), lo que implica que el agente
esta mejor si su utilidad relativa es mas cercana a cero, por lo que en el ltimo caso, el
agente 2 esta relativamente mejor que el agente 1, es decir, en ambos casos el agente con

mayor capital tiene un mejor bienestar relativo.

Una traformacion monétona de la funcion de utilidad, no altera las preferencias del
consumidor y por tanto tampoco las relaciones relativas del bienestar del consumidor, luego

(4.50d) puede expresarse como,

u(ki) = (w(k))Y7OFD =1 4 o) (ks — 1), (4.50d)
donde
_ n 1
p(l)=1- T+l (4.50e)

y por las condiciones de traversalidad, 0 < ¢(l) < 1, por tanto creciente y céncava en .

Proposicion 4.9 Sea un sistema econdémico tal que, se cumplen los supuestos de la
proposicién (4.4), entonces la variabilidad del bienestar relativo para todo periodo (¢, t4dt)

esta determinada por la ecuacién:

Uu ou = p(l)ok (4.50f)

Demostracion Observemos que E[u(k;)] = 1 y E[k;] = 1. De la ecuacién (4.50d) se tiene
que u(k;) — 1 = u(k;) — Elu(k;)] = o(1)(ki — E[k;]) = ¢(I)(k; — 1), integrando cuadrados
obtenemos que 02 = /(u(kl) —1)2di = (1) /(kl —1)%di = p*(1)o.
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Figura 4.3 Equilibrio macroconénomico E, curvas de desigualdad de ingresos DD y bien-

estar UU.

La curva UU se dibuja en la figura 4.3, dado que ¢(l) es creciente y céncava en [ y o
fijo, entonces la relacién (4.46) es también céncava en [; esto se debe a que las personas que
poseen un alto nivel de capital, dedicar una unidad de tiempo al ocio no significa una gran
pérdida en su consumo, sin embargo, el agregar una unidad de ocio a personas con menor
capital significa una pedida en su consumo, lo cual afecta en gran medida su bienestar, de

esta manera, se incrementa la varianza de los niveles de bienestar relativo.

Otra perspectiva es la siguiente, dada la distribucién de capital, un incremento en
la oferta laboral aumenta en poca proporcién los niveles de consumo de personas con
una dotacién grande de capital, aportando poco al bienestar de estos agentes. Por otro

lado, un incremento en la oferta laboral permite tener una mayor proporcion de consumo
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para aquellos agentes que no cuentan con capital, aportando en una mayor proporcion
al beneficio de este tipo de agentes econémicos. Es decir, una reduccién en el ocio (un

incremento en la oferta laboral) reduce la varianza relativa del bienestar entre agentes.

4.7 Politica fiscal y su relacion con la desigualdad y el crecimiento

Un incremento en el ocio o una reduccién en la oferta laboral, tiene inmediatamente
dos consecuencias:

i) Dedicar una unidad de tiempo al ocio no significa una gran pérdida en su consumo para
las personas con grandes cantidades de capital. Sin embargo, el agregar una unidad
de ocio a personas con menor capital significa una pérdida grande en su consumo, lo
cual afecta en gran medida su bienestar. De esta manera se, incrementa la varianza
de los niveles de bienestar relativo.

i) Dado un nivel de distribucién del capital, la varianza en los ingresos relativos de los
individuos decrece conforme aumenta el ocio agregado de la economia . Esto se debe
a que incrementos en el ocio, provocan que la tasa salarial se incremente y que los
retornos de capital caigan, disminuyendo la brecha o diferencia de ingresos entre las

personas que tienen un gran capital y las personas que no lo poseen.

Dado que la oferta laboral es una variable endégena dentro del modelo, la distribucion
del ingreso es una referencia poco fiable para medir la desigualdad del bienestar, luego
,.como podemos establecer politicas econdmicas para mejorar las condiciones de los agentes

econémicos?

Una caracteristica del modelo de Romer (1986) es que se ignoran las externalidades
asociadas con el stock de capital agregado, generando tasas sub-éptimas de crecimiento.
Esto sugiere que, con incremento en subsidios podemos aproximarnos al éptimo social.
Con agentes heterogéneos surgen dos preguntas:

i) {Cémo financiar el subsidio si al gobierno le conciernen dos cosas: incrementar el

bienestar promedio y disminuir la brecha de desigualdad en bienestar?
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ii) ;Cuéles son las consecuencias de las diferentes politicas econémicas en la tasa de

crecimiento y desigualdad econémica?

Un incremento en el subsidio de inversién plantea un alto retorno del capital, favore-
ciendo a los que poseen mayores cantidades de capital, ;existen politicas econémicas tal

que ésta redistribucion inequitativa del bienestar pueda evitarse?

Es tiempo de contestar las preguntas anteriores en detalle, considerando las distin-
tas formas de financiamiento de un subsidio utilizando en esencia tres distorsiones de

impuestos:

i) Subsidios en inversién financiado por impuestos sobre los ingresos de capital,
1) Subsidios en inversién financiado por impuestos sobre los salarios,

141) Subsidios en inversiéon financiado por impuestos sobre el consumo.

4.7.1 Subsidio via impuestos sobre el ingreso de capital Como supuesto se tiene que
el gobierno decide financiar el subsidio a la inversién cobrando impuestos sobre los ingresos
de capital solamente. El impacto de la politica fiscal, cambia la tasa de crecimiento y la
oferta laboral como se ilustra en la figura 4.4. Dado que los impuestos son idénticos a
cero, incrementos en la tasa de subsidio s, mueve la curva RR hacia arriba moviendo
el equilibrio E sobre la curva PP, incrementando la tasa de crecimiento y reduciendo la
cantidad de ocio. Un incremento en la tasa impositiva sobre los ingresos de capital 7,
tiene un efecto opuesto, la curva RR se mueve hacia abajo moviendo el equilibrio E sobre la
curva PP reduciendo la tasa de crecimiento e incrementando la cantidad de ocio. Tomando
Tw = Tc = 0, la restriccion presupuestaria del gobierno queda determinada por,

Esta reduccién en la cantidad de ocio implica una mayor oferta laboral y por consecuencia
una reduccién en la varianza del bienestar relativo o, (l). El efecto neto en la distribucién

del ingreso es caracterizado por la ecuacién (4.47b) de donde pNET (1, ) < p(1).
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Figura 4.4 Equilibrio macroconénomico subsidio finaciado por impuestos sobre el ingreso

de capital.

4.7.2 Subsidio via impuestos sobre el salario Como supuesto se tiene que el subsidio
de inversién al capital se financia a través de la tasa impositiva al salario. Tomando

T = T. = 0 la restriccion presupuestaria del gobierno queda determinada por:

T = iw, (4.51Db)

En este caso, ambas curvas RR y PP se mueven hacia arriba incrementando la tasa de

crecimiento ( ver figura 4.5), el problema que surge es determinar la oferta laboral, ya que
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esta puede aumentar o disminuir. La razén de esta ambigiiedad en los efectos se debe a que
un impuesto salarial reduce el salario neto, lo que provoca que exista menos oferta laboral,

pero al mismo tiempo, el incremento en las tasas de crecimiento tienden a aumentarlo.

Esta ambigiiedad complica ver el impacto que se tiene en la varianza y otras medidas
de desigualad del ingreso al aplicar este tipo de poiticas econémicas. En primer lugar, un
incremento (decremento) en el ocio podria reducir (incrementar) la varianza de los ingresos
relativos (se puede constatar en la ecuacién (4.46)). Sin embargo, la tasa positiva del
impuesto implica una variabilidad del ocio entre los agentes, haciendo que para cualquier
distribucién dada de rentas brutas, se incremente la variabilidad de ingresos netos, como
puede verse en las ecuaciénes (4.48b) y (4.48c). Si la politica reduce el ocio, los dos efectos
trabajan en sentidos opuestos, es decir, podria existir una reduccién en la variabilidad de

los ingresos mientras que los ingresos netos podrian incrementar.
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Figura 4.5 Equilibrio macroconénomico subsidio finaciado por impuestos sobre la tasa

salarial.
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4.7.3 Subsidio via impuestos sobre el consumo Como tercera opcién, para financiar
el subsidio se tiene a los impuestos al consumo. Haciendolas otras tasas impositivas iguales

a cero 7, = 7. = 0, la restriccién presupuestaria gubernamental queda determinada por:

!
s (1 - %m)

7 (4.51c)

a 1 o
(5v5) -

En este caso, pVET (1) = p(l), es decir, las distribuciones de ingreso antes y después de im-
puestos son las mismas. Las curvas RR y PP suben, incrementando la tasa de crecimiento
(ver figura 4.6). Pero en este caso el ocio declina, es decir, se incrementa la oferta laboral,y
asi, la desigualdad entre ingresos aumenta. Al incrementarse la tasa salarial se reduce
el ocio y puede traer como consecuencia que la varianza de la distribucion del bienestar

relativo caiga.

T
[
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Figura 4.5 Equilibrio macroconénomico subsidio finaciado por impuestos sobre la tasa

salarial.
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CAPITULO 5

SIMULACION DEL MODELO

Existen al menos tres razones por las que no es facil obtener explicaciones convincentes,

sélidas, y sustentadas estadisticamente sobre las causas de los cambios en la desigualdad

y crecimiento en México.

0)

i)

iii)

iv)

La encuesta ingreso y gasto de los hogares (ENIGH), permite construir medidas de
desigualdad y pobreza para México, pero no permite hacer inferencias sobre compar-
ativos con el PIB.

Contamos solamente con 17 observaciones, lo cual reduce las posibilidades de realizar
inferencias estadisticas robustas de series de tiempo, 15 de estas observaciones datos
son estudiados por Miguel Székely (2005).

Son un sinnuimero de factores los que intervienen en el proceso de desigualdad y
crecimiento econémico durante un periodo de tiempo extenso, y las limitaciones de
informacién impiden probar las hipétesis que se han sugerido en la literatura sobre
estos temas.

Algunas otras limitaciones son con respecto a cuestiones de la metodologia de la
contabilidad del Producto Interno Bruto y su relacién con otras variables paramétricas

del moldeo expuesto en el capitulo 4.

Miguel Székely en su articulo ”Pobreza y desigualdad en México entre 1950 y 2004”,

muestra una relacién estrecha y negativa entre la pobreza, la desigualdad, y el crecimiento

econémico, lo cual implica que a mayor crecimiento, menor pobreza y desigualdad. En la

simulacion que realizaremos encontraremos que una mayor desigualdad no implica nece-

sariamente una menor tasa de crecimiento. Aunque como se mencioné anteriormente, no

existe evidencia empirica que sustente lo anterior de una manera estadistica formal. Sin

embargo, se construyé un argumento teérico formal que ayuda a comprender este fenémeno

social.
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5.1 Variables de entradas del modelo, y calibracion de modelo

Los pardmetros obtenidos en la calibraciéon del modelo para el caso de México se

muestran en la en la tabla 1.

Tabla 1 Parametros del modelo para el caso de México

PRODUCCION A=0.50 = 0.30
UTILIDAD B = 0.095 v=—6 n=20.5
RIESGO o =0.05 0.1, 015 0.2 0.3

La eleccion de elasticidad de producciéon mide la eficiencia de las unidades de labor,
y obsérvese lo siguiente, el pago a los trabajadores es igual a la tasa salarial por la oferta
laboral. Luego

2(1 —=1)=2L=wKL=aQL 'KL =aQK =aY

lo que significa que « representa la proporcion del PIB que se utiliza en el pago de salarios.
Barro y Sala-i-Martin (1995) proponen un o = 0.30 para México en su anélisis empirico,
aunque no existe algin dato estadistico fiable que ayude a una mejor estimacion. La
eleccion del escalar A = 0.5 es consistente para generar la tasa de crecimiento empirica,
Garcia-Penalosa y Turnovsky (2004, 2006) utilizan un A € [0.6,0.75], para algunos paises
de la OCDE. El parametro g = 0.095 es estandar en la literatura, Barro y Sala-i-Martin
(1995) utilizan § € [0.02,0.06] para ejemplificar algunas simulaciones dentro de su libro.
Con la eleccién de n = 0.5, obtenemos como resultados aproximados de | = 0.61 lo que
significa que las personas dedican un 0.39 de su tiempo al trabajo. Si la persona tuviera
un tiempo disponible de 24 horas ellos dedicarian 9 horas de su tiempo a su trabajo.
Esta variable es un poco subjetiva, para Estados Unidos Turnovsky senala que existe
evidencia empirica en la literatura de ciclos econémicos con [ = 0.72. Otra forma posible
de calcularlo podria ser la productividad ya que la eficiencia por trabajador se mediria
por (L%)av desafortunadamente no se cuenta con estadisticas que ayuden a calcular estas
variables. El valor del coeficiente de aversion al riesgo es variable en la literatura, desde

valores positivos v = 0.5 hasta valores de v = —18, se consider6 un valor de v = —6.
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Se tom¢ a la volatilidad de manera exdgena con valores en el intervalo o € [0.05,0.3]
(valor considerado por Garcia-Penalosa y Turnovsky (2004) para paises de la OCDE), con

el objetivo de ver como los shocks estocasticos impactan en nuestra economia.

Como medida de desigualdad, se consideré el coeficiente de Gini, (mismo que se de-
scribe en el capitulo 1) ya que es frecuentemente utilizado para medir la desigualdad en

en la distribucién de ingresos.

Para la realizacién de las simulaciones, se solucioné el sistema de ecuaciones RR y
PP, a través del método numérico Newton-Rapshon (método para solucionar ecuaciones
simultdneas no lineales) y una vez obtenida la tasa de crecimiento éptima y el ocio 6ptimo,
se solucioné el sistema de ecuaciones del colorario 4.5. La programacién se realizd en

Matlab y la caja de herramientas se entrega con la tesis.

La tabla 2 muestra la distribucién del ingreso generada por la simulacién y para su
analisis se dividio a los agentes econémicos en quintiles, cada quintil posee un 20% de
la poblaciéon. Cabe senalar que en nuestra economia, el salario es el mismo para todos
los trabajadores, este supuesto es muy fuerte y hace que nuestro primer quintil tenga un
ingreso superior al real. Segin la ENIGH en 2006 el primer quintil acumulaba menos del
4% del total del ingreso del pais. Para efectos de la simulacién, los ingresos de este quintil
se reparte en igual porcentaje en los demas quintiles, para de esta manera compensar el
resultado de igual salario para todos. El porcentaje de este primer quintil no rebasa por
mucho al real, pero si afecta a la medida de desigualdad (indice de Gini), por lo que se

decido hacer lo antes mencionado.

Tabla 2 Comparacion de la distribucién del ingreso por quintil entre la ENIGH

2006 y la simulacién

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 GINI

Dist. Capital 0.0000 0.0000 0.0030 0.1400 0.8570 0.7416
Dist. Ingreso (ENIGH2006) 0.0393 0.0852 0.1322 0.2084 0.5349 0.4615
Dist. Ingeso Simulacio’n 0.0000 0.1278 0.1292 0.1962 0.5468 0.4648

El primer renglon de la tabla 2 muestra la distribucion de capital, la cual es hipotética

ya que no se cuenta con infomacion sobre ello, pero intenta ser un tanto "real”. Los
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primeros dos quintiles no poseen capital, su tinico ingreso es su salario y el iltimo quintil
el mas rico posee un 85% del total del capital. Como capital se entiende a el valor monetario

de la maquinaria y activos que ayuden a la produccién de bienes.

El segundo quintil muestra la distribucién del ingreso real, que proporciona la ENIGH,
y por ultimo la simulacién del ingreso bajo los parametros establecidos y un o = 0.05.
Obsévese que el quintil 1 y 2 de la ENIGH acumulan el 12.45%, similar al de la simulacién
y bajo estas condiciones se obtienen una tasa de crecimiento de 2.52%, lo cual es consistente
con la tasa de crecimiento promedio para México desde 1960, segiin Barro y Sala-i-Martin

(1995) en su capitulo 10 (la tasa de crecimiento promedio que se menciona ahi es de 2.50%).

FIE trimestral 1995-2009 {precios 2003, INEGI)
Simulacion

¥ IO
EOAN

FIB

o z 4 B ] I 1z 14 i) ]
Trimestres 1993-200%

Figura 5.1
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Desafortunadamente, el alcance del modelo es limitado y no permite variaciones en
la distribucion del ingreso en el tiempo, aunque debido a los shoks estocatiscos permite
establecer una senda estocastica similar a la real. En la Figura 5.1 se realiza una rep-
resentacion grafica del PIB trimestral a precios del 2003 para el periodo 2003-2009 y se

realiza un comprativo con la simulacién, con los pardmetros de la tabla 1 con un o = 0.05.

5.2 Analisis de la volatilidad (una economia sin gobierno)

En la tabla 3 se muestran las proyecciones que se observan en simulacién respecto a la
distribucién del ingreso en cada quintil, debido a cambios en los valores de la volatilidad

ag.

Tabla 3 Cambios la distribucion del ingreso por quintil, debido a cambios en o
Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 GINI
Dist. Ingeso o = 0.05 0.0000 0.1278 0.1292 0.1962 0.5468 0.4648
Dist. Ingeso o = 0.10 0.0000 0.1270 0.1285 0.1959 0.5485 0.4664
Dist. Ingeso o = 0.15 0.0000 0.1259 0.1273 0.1954 0.5514 0.4690
Dist. Ingeso o = 0.20 0.0000 0.1242 0.1257 0.1946 0.5555 0.4726
Dist. Ingeso o = 0.30 0.0000 0.1193 0.1208 0.1925 0.5674 0.4832

En la tabla 4 se muestra las respuestas de la tasa de crecimiento de equilibrio ¥ y de

la oferta laboral de equilibrio [ a diferentes cambios de la volatilidad o.

Tabla 4 Cambios la tasa de crecimiento (V¥), ofeta laboral (), distibucién del
bienestar (o,) , distribucién del ingreso (o,, GINI) y niveles de bienestar (AV)

por cambios en o
or = 17235 v l Ou oy GINI AV
o =10.05 0.0252 0.6086 0.7796 0.8427 0.4648 ——
o =0.10 0.0285 0.6064 0.7762 0.8476 0.4664 —3.1091
o=0.15 0.0340 0.6027 0.7706 0.8559 0.4690 —4.9904
o =0.20 0.0419 0.5973 0.7617 0.8675 0.4727 —5.9186
o =0.30 0.0650 0.5808 0.7343 0.9012 0.4832 —8,9298
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Como muestran las tablas 3 y 4 conforme aumenta la variable o, la tasa de desigualdad
es creciente, y el ocio es decreciente (lo que significa que incrementa la oferta laboral), los
niveles de desigualdad del ingreso incrementan, tanto en la varianza oy, como en el indice
de Gini. Y por ultimo, se ve que la varianza de bienestar diminuye. Todo lo anterior es
congruente con lo visto en la seccion 4.6. Una observacion importante, es el cambio del
bienestar agregado (que se refleja la funcién valor), el riesgo influye de manera negativa al

bienestar agregado ya que nuestros agentes econdmicos son adversos al riego.

Finalmente en la tabla 3, se muestra la evolucién de los quintiles de acuedo a los
cambios del riesgo oy, y es claro que el ingreso se acumula en el quintil 5. Aunque eso no

significa una distribucién desfavorable del bienestar.

Una reduccién en el ocio o un incremento en la oferta laboral tiene inmediatamente
consecuencias en al distribucion del bienestar. Dedicar una unidad menos de ocio no
significa una gran pérdida en el consumo de las personas con grandes cantidades de capital,
pero si una perdida en su consumo de ocio, lo cual afecta en forma negativa en su utilidad.
Sin embargo, el agregar una unidad trabajo a personas con menor capital significa una
ganancia grande en su consumo, lo cual afecta de manera positiva y en gran medida a su

bienestar. De esta manera, se disminuyen la varianza de los niveles de bienestar relativo.

5.3 Analisis de la politica fiscal

Es tiempo de analizar las politicas fiscales, para esto suponemos que se otorgara un
subsidio del 15% a la invercién en el capital, y queremos ver la forma de financiarlo. Hay
que tener en cuenta que debemos tener un déficit y un superavit igual a cero, bajo esta

perspectiva se cuenta con tres posibles fuentes de ingreso gubernamental que son:

i) impuestos a los retornos del capital,
1) impuesto a la tasa salarial,

i41) impuesto al consumo.
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Comenzaremos analizando las tres formas de financiamiento para una volatilidad o
riesgo de o0 = 0.05, y compararemos su comportamiento respecto a una economia donde no
interviene el gobierno, es decir con los resultados del primer renglén de la tabla 4 (renglén

0 de la tabla 5). Los pardmetros de produccién y utilidad son los mismos que en la tabla

1.

Tabla 5 Cambios la tasa de crecimiento (V¥), ofeta laboral (), distibucién del
bienestar (o,) , distribucién del ingreso(oy,, GprE, O’éVET, GNgT) ¥ niveles de bien-
estar (AV') hacia las distintas formas de finaciamiento para solventar el subsidio

a la inversién

o =0.05 o = 1.7235
s TK Tw TC U l
0 0.00 —— —— —— 0.0252 0.6086
I 0.15 0.0177 —— —— 0.0313 0.6046
I 0.15 —— 0.0422 —— 0.0317 0.6144
I 0.15 —— —— 0.0370 0.0415 0.6061
Oy Oy O’NET GPRE GNET AV

0 0.7796 0.8427 0.%427 0.4650 0.4648  ——
I 0.7733 0.8517 0.8408 0.4676 0.4642 0.1960
II' 0.7884 0.8296 0.8563 0.4644 0.4726 0.1527
III 0.7756 0.8484 0.8484 0.4696 0.4696 0.0756

El financiamiento al subsidio a la inversion, que genera la tasa de crecimiento més alta,
es el impuesto al consumo, pero también tiene el incremento en el bienestar social méas bajo,
asi como sus niveles de desigualdad de ingresos son superiores que en una economia libre de
impuestos (ver renglén 0). El subsidio a la inversién financiado por el impuesto al consumo,
tiene un equilibrio macroeconémico invariable antes y depués de impuestos, ya que este
impuesto no afecta en forma directa a los ingresos de los individuos como se observa en el
punto 4.7. También es de notar que la varianza de la distribucién del bienestar disminuye,
ya que al incrementar la tasa de crecimiento, incrementa la tasa salarial e incrementa la

oferta laboral reduciendo la brecha de bienestar.

El subsido a la inversion, financiado por los impuestos sobre los rendimientos del

capital, tiene como consecuencia una mejor distribucién de ingresos después de impuestos,
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incluso mejor que en la economia libre de impuestos, pero también tiene un incremento
en la tasa de crecimiento menor que el financiamiento por otros impuestos. Sin embargo,
presenta la major equidad en la distribucién del bienestar como politica fiscal y el mejor
aumento en el bienestar social, recuérdece que en el modelo se éptimiza y una tasa de

crecimiento alta no significa que sea 6ptima para el bienesrar social.

La peor manera de subsidiar, es financiarse por los impuestos a la tasa salarial, estos
presentan un incremento en la desigualdad de ingresos y de bienestar respecto a la economia

libre (renglén 0), y se caracteriza por una disminucién en la oferta laboral también.

Por 1ltimo, en la tabla 6 se muestran los distintos finaciamientos del subsidio a la
inversion pero con las diferentes variabilidades de la volatilidad. Como se puede ver en la
tabla 6, los incrementos en la volatilidad incrementan la tasa de crecimiento y los niveles
de desigualdad de ingreso en los tres impuestos, sin embargo los niveles de desigualdad del

bienestar disminuyen, como lo expuesto en el punto 4.2.

Las conclusiones sobre el comportamiento de la tasa de crecimiento, desigualdad de

ingresos y desigualdad de bienestar son idénticas a las expuestas en la tabla 5:

i) El impuesto al consumo, (como medio de financiamiento al subsidio a la inversién) que
genera la tasa de crecimiento mas alta, pero, tiene el incremento en el bienestar social
mas bajo y los niveles de desigualdad de ingresos superiores que en una economia
libre de impuestos. La varianza de la distribucion del bienestar disminuye, ya que al
incrementar la tasa de crecimiento, incrementa la tasa salarial e incrementa la oferta
laboral reduciendo la brecha de bienestar.

ii) El financiar el subsidio por los impuestos a la tasa salarial, presentan el incremento
mas alto (respecto a otras maneras de subsidarse) en la desigualdad de ingresos y de
bienestar, y se caracteriza por una disminucion en la oferta laboral, esto se debe a la
ambigiiedad expuesta en el punto 4.7.

iii) El subsido a la inversién financiado por los impuestos sobre los rendimientos del ca-
pital, tienen como consecuencia un incremento en la tasa de crecimiento menor que

si se financiara por otros impuestos. Sin embargo, presenta una mejor distribucion
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de ingresos después de impuestos, asi como una major equidad en la distribucion del

bienestar.

Tabla 6 Cambios la tasa de crecimiento (V¥), ofeta laboral (), distibucién del
bienestar (o, ) , distribucién del ingreso(cy, GprE, O‘éVET, Gner) hacia las distintas
formas de finaciamiento para solventar el subsidio a la inversion y cambios en

g

o =0.05 o = 1.7235 s=0.15
TK Tw TC \\J l Oy Oy O‘éVET GPRE GNET
0.0177  —— —— 0.0313 0.6046 0.7733 0.8517 0.8408 0.4676 0.4642
—— 0.0422 ——  0.0317 0.6144 0.7884 0.8296 0.8563 0.4644 0.4726
—— —— 0.0370 0.0415 0.6061 0.7756 0.8484 0.8484 0.4696 0.4696
o =0.10 or = 1.7235 s =10.15
TK Tw TC \\J l Oy Oy O‘éVET GPRE GNET
0.0195 —— —— 0.0345 0.6024 0.7698 0.8565 0.8485 0.4692 0.4654
—— 0.0464 —— 0.0349 0.6132 0.7866 0.8322 0.8616 0.4656 0.4746
—— —— 0.0403 0.0448 0.6045 0.7731 0.8519 0.8519 0.4709 0.4709
o=0.15 or = 1.7235 s =10.15
TK Tw TC \\J l Oy Oy O‘éVET GPRE GNET
0.0225 —— —— 0.0399 0.5987 0.7639 0.8646 0.8508 0.4717 0.4674
—— 0.0535 —— 0.0403 0.6113 0.7836 0.8368 0.8705 0.4676 0.4778
—— —— 0.0459 0.0503 0.6019 0.7690 0.8576 0.8576 0.4731 0.4731
o =0.20 or = 1.7235 s =10.15
TK Tw TC \\J l Oy Oy O‘éVET GPRE GNET
0.0267 —— —— 0.0476 0.5933 0.7551 0.8759 0.8598 0.4753 0.4702
——  0.0635 —— 0.0479 0.6084 0.7792 0.8432 0.8831 0.4703 0.4824
—— —— 0.0541 0.0581 0.5981 0.7630 0.8657 0.8657 0.4761 0.4761
o =0.30 or = 1.7235 s =10.15
TK Tw TC L l Oy Oy O‘éVET GPRE GNET
0.0390 —— —— 0.0704 0.5768 0.7275 0.9090 0.8861 0.4856 0.4785
—— 00923 —— 0.0701 0.5996 0.7653 0.8627 0.9198 0.4784 0.4954

—— —— 0.0802 0.0809 0.5869 0.7475 0.8891 0.8891 0.4848 0.4848
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CONCLUSIONES

Para dar respuesta a las preguntas planteadas en la introduccién y cumplir con el

objetivo de la tesis, se construyé un modelo de crecimiento econémico endégeno en donde

la oferta laboral es completamente elastica, y donde existe una distribucion desigual del

capital inicial. Bajo estas condiciones se obtienen los siguientes resultados:

0)

i)

iii)

iv)

En el modelo se determina conjuntamente la tasa de crecimiento W y la oferta laboral
agregada [, como solucién del sistema de ecuaciones RR y PP, determiandos en el
capitulo 4, (ecuaciones (4.43a) y (4.43b)) las cuales se logran resolviendo las condi-
ciones de primer orden (4.24) y (4.25). Es importante hacer notar, que en el sitema
de ecuaciones RR y PP no interviene la distribucién de ingreso inicial.

La oferta individual de trabajo [;, queda determinada por la ecuacién (4.40a), e in-
tervienen principalmente tres factores, el capital relativo del individuo k; (es decir el
capital del individuo ¢ , K; entre el capital agregado K), la tasa de crecimiento ¥
y la tasa de retorno del capital r. Las condiciones de trasversalidad (condiciones de
segundo orden) establecen que r [%} > U, lo que implica que un incremento en el
retorno de capital reduce la oferta de trabajo y también que los individuos que posean
mas capital relativo ofertan menos trabajo.

La distribucién del ingreso depende de dos variables (curva DD), la oferta relativa
del trabajo agregada determianda por el equilibrio macroeconémico, y la distribucion
del capital inicial. Como era de esperarse, entre mayor sea la desigualdad en la dis-
tribucién del capital inicial, mayor es el nivel de desigualdad de ingresos(ver ecuaciones
(4.45) y (4.46)).

El bienestar relativo del individuo i, queda determianda por la ecuacién 4.50d, donde
se puede ver que el nivel de bienestar lo determinan dos cosas, la oferta relativa del
trabajo agregada (determianda por el equilibrio macroeconémico), y el capital relativo
del individuo k;. Un agente econdémico esta mejor repecto a los demas, si su capital

inicial es mayor que el de los otros.
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v) La distribucién del bienestar (curva UU) al igual que la distribucién del ingreso,
depende de dos variables, la oferta relativa del trabajo agregada (determianda por el
equilibrio macroeconémico), y de la distribucién del capital inicial. Como era de espe-
rarse entre mayor desigualdad exista en la distribucién del capital inicial, mayor es el
nivel de desigualdad del bienestar (ver ecuacién (4.50e) y (4.50 f)). Sin embargo, existe
una enorme diferencia entre ambas curvas, que impide que la distribucion del ingreso
sea un buen parametro para utilizarlo como media de desigualdad del bienestar. Esto
se debe, a apesar de que ambas curvas dependan de la distribucion del capital y de la
oferta laboral, y de que ambas sean concavas, la curva UU es creciente en [, mientras
que la curva DD es dececreciente en [. Esto se debe a que las personas que poseen un
alto nivel de capital, el dedicar una unidad de tiempo al ocio, no significa una gran
perdida en su consumo, sin embargo, el agregar una unidad de ocio a las personas de

bajo capital, significa una gran perdidad en su consumo y por ende en su bienestar.

La volatilidad o niveles de riesgo de un pais tiene efectos, en la distribucion del ingreso,
la tasa de crecimiento y en el bienestar de un pais, de ahi su importancia para su estudio.
El célculo estocéstico es una herramienta 1til para modelar a la volatilidad (riesgo) en una
economia, ya que permite estudiar soluciones analiticas y niimericas. Cuando la volatilidad

presenta incrementos, se encontranron los siguientes resultados:

1) Los niveles agregado de bienestar disminuye,

11) La tasa de crecimiento aumenta y la oferta laboral aumenta,

117) Los niveles de desigualdad en la distribucién del ingreso aumentan,

(1Y

)
)
)
) Los niveles de desigualdad del bienestar disminuyen.

Al incrementar la volatilidad macroeconémica, se puede reducir el ocio lo que significa

un incremento en la oferta laboral, teniendo dos consecuencias inmediatas

i) Dedicar una unidad menos de ocio, no significa una gran perdida de bienestar para
las personas con grandes cantidades de capital. Sin embargo, el agregar una unidad
de ocio a personas con menor capital, significa una pequena ganancia en su bienestar

via consumo. De esta manera, se disminuye la varianza de los niveles de bienestar
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relativo. Sin embargo, dado que los consumidores son adversos al riesgo v < 0, esto
provoca una perdida del bienestar agregado (ver tabla 4 del capitulo 5).

i) Dado un nivel de distribucién del capital, la varianza en los ingresos relativos de los
individuos crecen conforme diminuye el ocio agregado de la economia . Esto se debe,
a que el incremento en la oferta laboral, provoca que la tasa salarial z caigan y que
los retornos de capital incrementen, disminuyendo la brecha o diferencia de ingresos,
entre las personas que tienen un gran capital y las personas que no lo poseen (ver

tablas 3 y 4 del capitulo 5 ).

En las simulaciones se logro establecer un pequeno analisis para México, dando como
resultado los niveles de desigualdad y tasas de crecimiento correspondientes. Desafortu-
nadamente el alcance del modelo es limitado y no permite variaciones en la distribucién
del ingreso en el tiempo. Sin embago la modelaciéon de los shoks estocatiscos permite

establecer una senda del PIB similar a la real para el caso de México (ver figura 5.1).

Dentro del analisis de politicas fiscales, se manejo el supuesto de un subsidio a la

inversion al capital, financiado por tres impuestos:

i) impuestos a los rendimientos de capital,
1) impuestos a la tasa salarial,

i41) impuestos al consumo.

Tanto en el estudio analitico del modelo, como en las simulaciones realizadas para

México, podemos establecer las siguientes conclusiones para la economia mexicana:

i) El financiamiento al subsidio, por el impuesto al consumo, tiene la mayor tasa de
crecimiento. Sin embargo, los niveles de desigual de ingresos son superiores que en una
economia libre de impuestos, y los niveles de desigualdad en bienestar son superiores,
a que si se finanaciara por otro tipo de impuestos (ver figura 4.6 y tablas 5 y 6 del
capitulo 5).

i1) Los impuestos a los rendimientos de capital, tienen como consecuencia la mejor dis-
tribucion de ingresos después de impuestos, incluso mejor que en la economia libre de

impuestos (ver tabla 5 del capitulo 5). También, tiene el menor incremento en la tasa
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iii)

iv)

de crecimiento respecto a otros tipos de finaciamiento. Sin embargo, presenta tambien
la mayor equidad en la distribucién del bienestar como politica fiscal (ver figura 4.4 y
tablas 5y 6 del capitulo 5).

La peor manera de subsidiar, es financidandonos por los impuestos a la tasa salarial,
estos presentan un incremento en la desigualdad de ingresos y del bienestar respecto
a otras formas de finaciamiento, ademas de ser la tasa impositiva mas alta (ver figura
4.5 y tablas 5 y 6 del capitulo 2).

Las tasas impositivas incrementan en forma positiva con aumentos en la volatilidad
macroeconomica. La tasa impositiva mas baja a cambios en la volatilidad, para sub-

sidiar a la inversién, es el impuesto al capital (ver tabla 6 del capitulo 5).
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APENDICE

A1 Condicion de transversalidad

Proposicién 3.6 La condicién de trasversalidad tlim E[K] (t)e_ﬁt} = 0 que garantiza

que la solucién de las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13) sea éptima, se cumple si, y sélo si

se cumplen alguna de las siguientes relaciones
-1 7 2 2
(1 —~)Q%°| <

Rl
1-— TK
1 > v
i) { T, }
1) > ——
) 1+mn
Demostraciéon. Primero observemos el teorema 2.24 y sea

uoo % (C3(s), 12 (s)") e P4ds| = 0.

lim (K (t)) = lim E Al

t— o0 t— o0

De 3.36 se observa que IC(Z ((55)) es una constante en el tiempo, sea entonces
Cr(s)

de (3.40c) se sabe que [7(s) es una constante en el tiempo ya que k}(s) es invariante en el

tiempo. Luego A.1 puede rescribirse como

() ] [T e <o

"y Kz* t—o0

donde la tasa de K} esta dada por la ecuacion (3.32) con 7/ = s’ |, luego

K (s) = Ki(O)e(qj_%“%)Sﬂf‘PB(S),

B(s) un proseso Wiener. Con lo anterior A.1 Se reescribe como

/AN o0
LGLEY gimp| [ K eb(v-tod)-sls+ovnogs| — g
K ¢ ’ ’
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Integrando

1/Crm\’ 1
—(Clli) 5~ lim K] (0)el¥—At
') i

*7%kN N\ Y
:l(cil};) ! ——~ lim E[K] (t)e "] =0,
Y\ K ) B—~(¥—30}) t=x

lo anterior se cumple si, y sélo si

lim E[K] (t)e "] = 0. A2

t—o00

Tomando en cuenta (3.33) el limite lim E[K] (t)e™ "] = lim K] (0)el"Y=Flt = 0 existe si,

t—o00 t—o00

y soélo si

Tl—‘rk_
M- <0 = 7| T - 30%0%| <8 =y [P - 30— )02 <6

con lo que se cumple 7).

Para demostrar la equivalencia de ) y ii) partimos del supuesto que ¥ < rt T

1—71 1—71
Tf:_ﬁ—zQQO'Q Tl_Tk TT:_ﬁ_T]‘_Tk__QQ 2 <0
1—7x 2 1-s 1—7x 1-s
EE g B EE By
=5 _10%2< 1 — =5 < + — Q%02
1—7 2 1—7 1—7 1—7
Como 7 < 0, 0< Q,0 de este tltimo resultado se implica que
1—7p
=S p 1 22,2 p 2 2 l—m v 2 2
< Q < — Q & ——(1 =79 <
-~ “1-~7" 1—7+ YTy T e <8
Para demostrar que i) implica ii) sélo hace falta demostra que si
Ve p 72 2 2 Y p 7022
< + —Q%", entonces < + Q%"
1—7 1—x 2 1—7 1—7

y esto se cumple para valores relativamente pequenos de o.
Para demostra la equivalencia entre ii) y ii) se divide la ecuacién (3.13) entre K

dK _ (1—7x)r + (L —ro)w(l =) = (1 +7¢)§

Udt =
K 1-—s

dt + dug,



entonces se cumple que

1_
0<\Il—r( TK) 0<
1-—s
C
— (1+70)E>

Sustituyendo (3.38) en la ecuacién anterior

w1l — 7y,
1 -
(+TC)771+7'C

. Con lo que se completa la prueba.
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(1—7p)w(@d—=1)—(1+ Tc)%

1—s ’

I>(1-1p)w(l=l) & 0>n—In—-1l & 0>n—Il(1+n) & >

(1 = 7)w(1 =1).

1+n

A2 Existencia de equilibrio de crecimiento balanceado

Para establecer las condiciones de existencia se derivan las relaciones (3.43a) y (3.43b),

es decir, que las curvas RR y PP con respecto al ocio [ obtenemos:

ol a() {(1—(%)6Y

ol |gpr 1-1 1—v

ov aQ()H n

il - _ 1+ L

ol |pp 77(1—5){+H+
donde G = 11__75, H = }jr—:”é

— ’yQ(l)UQ_

(1 —a)l]

1-1

<0, A3

<0, A4

Para la existencia del equilibrio es necesario que ambas

curvas tengan pendiente negativa. También de las ecuaciones (3.43a) y (3.43b), se tiene

que
Wl = 0) = AL
-
o B
Upp(l=0)=A,

\I/pp(l = 1) = —OQ.

2

L A%5?

(A.5)

Y

(A.6)
(A7)

(A.8)

Dos condicién necesarias y suficientes para la existencia de un tinico equilibrio es que

Upp(l=0)>VYrr(l=0)y lhrri Upp(l) = —oo . En este caso la curva PP esta por debajo
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de RR para l = 1 y las curvas se cruzan una vez. Luego estas condiciones son suficiente

cuando
lliH% \I/pp(l) = —0 A9
1 —
(@ —1)G + % > —MAO'Q, A.10

es decir cuando o no es exesivamente alto. Si A.9 y A.10 no se cumplen, entonces existe

mas de un equilibrio o este no existe.
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