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DISJ!iijO PLASTIOO DE MARCOS DE ACERO CONTRAVEJTEADOS 

Osear de B\l'f!r"l 

Introduoci«Sn 

El objeto de este trabajo es presentar m&todos para el ~lisis y diseffo 

pl,stico de marcos r!eidos de varios pisos, compuestos por perfiles de acero 

estructural y provistos de contraventeo. Batos mltodos no natán basados en la 

suposición ol&aioa de que el material per.manooo siempre en et rango elástico, 

para cualquier oolioitaoión a que esttS sometida la estructura, sino se tiene 

en cuenta su oomportruniento maB all{ de oso rengo, lo que pnrmito determinar la 

capacidad real de carga de las estructuras. So obtienen asf disofios mas racio• 

nalos y económicos quo los basados en los mltcdos elásticos convencionales • 

• El empleo. de un coeficiente de seguridad adecuado, introducido en los c!Üf

los en la forma de un factor de oarga, permito obtener estructuras se~ras y que, 

bajo cargas de trabajo, permanecen blsioamento en-el rangp elástico. 

ElGULentos estructurales que forman un marco rígido 

Un marco r!gido está compuesto siempre por vigas, columnas y conexiones 

entre ellas; adeds, pueden existir en 61 elementos de oontraventeo, aunque ~a-

tos no son indispensables. 

Las vigas son los miembros, generalmente horizontales, que soportan dirac--

tamonte las cargas verticales per.manentes, vivas y muertas, que obran sobre la 

estructura, al mismo tiempo quo mantienen a las columnas ~n la configurac16n 

necesaria para que soan capaces de resistir fUerzas horizontales ( en marcos no 

contraventeadoa) y contribuyen a la rigidez de conjunto de la estructura. Es-

tM. aomatidas, por co11siguiente, a la acoi6n do fuerzas transversales y de JnO-

mentos en sus extremos, que ocasionan en ellas momentos f'lexionantos importantes, 

acompañados de fuerzas cortantes; las fUerzas normales suelen ser despreciables, 

excepto en algunos casos de marcos contrnvente~dos. Se tratan b!(sioamonte como 

miembros en flexi6n, y son loo elementos estructurales ideales para sor diseffa-

dos pl,atiorunente, como lo demuestra un gran ndmaro de experiencias de laborato-

• l.U.embro Vitalicio del Colegio de Ingonieros Oiviles de l~xico. Profesor de Es-
tructuras en la Facultad de Ingeniaría, UNAM· Ingeni~ro Consultor. 
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rio y su ~r'lpled con éxito, durante los l!ltimos e.:1os, en wchao estructurns roaleo 

proporcionadas de acuerdo con ose procedimiento. 

La3 colurona.s de los m<tl"COJ r!gidon debon ser cape.cos de !loportar lns carzas 

ro:i<1les qua loa t,r!tllsllrlten las vicna ad~•ncéntes y loa trnmoe de cohumas que so 

·oncuontrnn sobrQ"o1lns, llev~dolas eventualmente a la cimentación, as! como lQ~ 

!llOmentos que roc~.ben de las vi¡:;as, debidos a ca~¡;a.a verti~ales. Ado!M::~, debor. 

ayudar a rasisUf' las fuerzas horlzont.alo:J on IJa.rcoa cont.:ral'lontoadoa y resistirlas 
~ J 

en su totalidad on los que cnrecen do contravontoo, y contribuir a darle al ~reo 

la ri~idez no~saria para evitar problema:J do pandeo do conjuntoo Trabnj311 fund~ 

nontaLoonto como ol~entoa sometidos a co~prcsión ~~ial o ·a flexoconpreaión, ya -

que los ei'octos ocasionados por la fuerza cortnnte o:dstente en ellaa suelan oer 

closprocinbleso 

Se de:Sig1a aqu'! con el nol:lbre r;endrico de 11 con'tr!!.venteo• a to~os loo elementos 

verticales que no forman 'parto del mnrco r!gido propiamen-te dicr.o pero que con~ti-

buyen n resistir lns fuerzas horizontnles quo obran sobre ~1, a contrarres~or los 

no~ntos adicionaloc croados por al dooplaznmiento l~eal relativo de los extremos 

de lns coluronao (efecto. P~), a evitar el pandeo de conjunto del mnrco y a ~ejoror 

su ribidez laterd, En loG marcos do varios uisos se utilizsn b~sicaraer1to ci.os ti-. . 
J:OG ci.e clei:J·:m~os 'ds ~ontrc.von~.:.eoa llll.lros do r1¿;lucz, dl3 tabique o cis concreto nn~ 

do, er1plonuos i\maauontabJ.cnte en ~dificios urbanos, ~r contraventeo::: p_ropiru::lente 

dichos, compuestos gcnoralmento T)()l" 6'.n¿:ulos do acero colocndo3 en di.o:tt;ona.l, en K, 

etcJ los contraventeos del segundo tipo se utilizan t~bién en edificios urbonoa 

y, con wcha frecuencia, en construcciones industriales, en lns quo no suelen 

existir requisitos est~ticos o fUncionales que i~~idnn su colocación. 

Loa t;]B.rcon provistos de W1 contraventoo odecu:1do son mas r!gidos y rosioten-

tes y , por consiguiente, mas económicos, que loa no contravcntoa.doa, por lo quo 

deban utilize.rno siempre quo soa poaiblao El comportruniento de los !M.rco:J contra• 

venteados difiere do una ~ora ~an note.blo del da los que no est~ provistos de 

contrnvontoo que es necesario estudia.r los dos tipos por separado. 

• 
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La concl1ci6n ideal que so Jmsoa al d1soña.r un .muoo ~ontr.1vent-~ado es le d~ 

que el marco en a! sea capaz do aoportar toclaá lu cargas vertioaleo, sin tener en 

cuenta los momentos ocasionados por osas cargas al desplazarse horizontalmente los 

di versos niv~les ni la pos1bil1dd ele 1nest.ab111elad de conjunto, mlent.ras que el 

oontraventeo se diseña: para soportar la totalidad de la..o fuerzas horizontales, K!. 

te ideal no puede alcanzarse mmca, puesto que la oompatibiU.dacl de las def'ormao12. 

)les del oontravent.oo y del marco propiamcmt.e diobo oblip a que ambos contribuyan 
( 

a resistir laa f'uen;as exteriores, sin embargo, haciendo suposiciones conservado-
/ 

~ e iDiroduoiendo algunas simplif'1cao1onos es posible acercarse a 61. 

Bl -objetó do las conaationes es transmi.tir los elementos mso'-nioos, momentos 

t"lexionantes y fuerzao cortantes 1 normales, ele las t,·-1.bes a las oolwms.s y vS.ce.

veraa, as! oomo las tuerzas existentes en las diagonales de ccmtravent.eo al marco 

propiamente diobÓ, obli~ode esta manera a que t.ocloo los elementos estNotura.les 

trabajen en oonjunt.o. In lo que sitJ.~e se considerarÁ dnicma.ente el oaso en que -

los marooa es\&\ proviotos ele juntas rígidas mt.r.e vigas y columnas, capaces d.e -

'tronsl!d:tir de unas a otras los el~11 meoM.icoe !rrl;ogros existentes en ellas, 

sin que h«Ja desplazamientos' ltneales o angulares r~latlvos entre los extremos ele 

las piezas que concurren en oada mdo. Las juDtaiJ de ese tipo se ob-tienen genera! 

JJISDt.eómediante el empleo de aol4adW'a, aunque _pueden utilizarse tambien pomos de· 

al-ta resistencia (dstos son D11Q' pooo comunes en la actualidad en nuestro po.!s, pe-., 
ro es de suponer que m.i- empleo se generaliza!'~ en un f'utt.tro pr6ximo )• 

ltmque en la mayor parte do la literatura. los marcos .r!giclos se presentían GCpDO 

·estruo~ -planas fsto no es, en la mayor!a de los oasos, mas quo una simplifioa.

oicSn de un problema mL&Cho mas oomple3o, ya que las eatruoturas de edif1o1os son on 

b.alidad ·de tres dimensiones, fonzad.ao generalmmrlíe por dos grupos de mroos JIU'tu~ 

· -nte ·perpendiculares entre s!o La separac16n de la estructura. en marcoa plano o y 

el 'tratamiento aisla.clo de dstos no suele introducir errores importantes, debido &2, 

bre todo a la pooa r1gi4oz torslonal ele los perf'ileo estruotwralee, pero debe reooi, 
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dnrso que cada una de la.s columnas forma parte coai siorJpre de dos marcos orto::;otlf!. 

les, por lo que queda sometida a flexi6n alrededor do los dos a~~s principales de 

sus secciones transversales, lo que debe tenerse en cue11ta en su diseño, en el que 

introduce dificultados considerables. 

A veces pueden lo~rarse estructurcciones que ocasionan momentos cuy reducidos 

alrododor de uno do los dos ejes principales de las coluonns, lo que por.mi~o consl 

dorar quo ~atM se flexionen lfnical!lento eu el plano cie una de lo::s dos marcos de -

los que forman parte; eate ti~o de solioitaci6n suele requerir-~lumnas mas econ6-

micas qu9 las quo se nacoaiten cuando tr~bajnn a flexi6n compuos~a, por lo que en 

oca.siones puede oer conveniente buBca:rlo. 

Ivlaroos con y ::Jin contr2ve1~teo 

El comportalllionto de un me.rco rígido var!a. not~ble:conto sez;tin que est~ provis-
. . 

to de elonentos auxilie.ros (contrnventeos, wros de rir;idez) que le ayuden a renis-

tir le.n fuerzas horizonto.len y le C.en rigidez de conjunto o que carezca de esos ol!, 

mantos, do tal canera quo dependn exelusiv~nte de 9U propia roslstoncia y rieidaz, 

para su intecridnd ectl~cturnl. 

Hasta hace pocoa a1o~, las especificaciones de diaeño indicaban que lns col~ 

nns d6 los marcoe r!cidos se proporcionnscn tomendo ~ loneitud e~~ctiv~ su lon-

Gitud real, es decir, ln distancia libre entre vigas de cada don niveles consccuti 

voa, nl!n en loa cazos en que los ll'Jll"C03 se diso1insen pnrn resiat.ir las fuerzas ho~ 

zontale3 que actuacen oobre el edificid; t~poco so hao!~ en alias ninzuna rofaren-

ciP al incremento de los momentos en las columnas o~asionado por los dasplnz~cntos 

h~rizonta.lea relativos de GUS extroms, conocido como efecto Pó. Por conoi31iente, 

se ostn.ba aceptando impl!citru:1cnto qtlO los r.uroa y O.enJ::: eleucntos no estructuro.leo 

oxistontos en el edificio ten!run la ~igidez lateral nccoseria para i~podir fenómo--

noo do pnndeo de oonjunto y para limitar los desplazendentos hori~ontaleo ~ a val~ 
'' 

l., 
1 

.._ ' ' ./ '- • - I P l :f 0 _..., (->t ' • ~ ( ~t- 1 0 

res tales que l~G ~montos adicionaleo OCasion~dOS pO~ olloo cnrccleaon¡ de' impÓtt~ 
• ; '_.; , l '.' 

-. -., 1 

,_, 1 

cine 
'- 1 • ~ -

' : -' ,r : - ~ ~" ¡ : '' •; ~' • J 

Sin embnrzo, en los 1.Utimos tiempos so ha ccnst.ruído un gr~ n~ero 'de' ·edificios 

• 
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a.ltoa y osboltoa, carentes casi por comploto do nuros r!~idos '(que hon sido sust!, 

tu!dos por ern~r.dos ventanales y por onnceleo m6viles) cuyo comportamiento dopende 

exQlusivrumonta, por consieuientet de la roaiotenoin y rigidez do la estructura; 

~ato ha hecho quo se ;modifique el enfoque utilizado tro.dioiona;lmente en el diuafío 

de marcos rígidos, basado en el dimensionamiento de miombroe ~1sladoo, y quo se -

lo de una import.ancia.oada ve z mayor al comportamiento de (.C.l"ljunto, con objeto 

de determinar la oondicicSn crítica de diseño y obtener as! •l '·.coofioiente de oe-

guridad real de lE. estructura. 

Desde luego, adn~en la oonstrucoi6n moderna son frecu~1tes los casos en que 

ea posible colocar muros de rigidez o contraventeos en diagonal en loD mroos! l'Í~ 

dos (muros de lindero y de escalorao y elevadores an edificios urbanos, ~~loo -

cruzados de contrnventeo en marcos industriales), los que deber~n utilizarse siom-

pro que sea pasible ya que, como oo vor5 mao adelante, dan luear a diseños mas ea~ 

n6mioos, pero aon trunbián oomuneo laa situacionea en que requisitos de i~ciona--

miento o arquitoct6nicoa obligan a prescindir totalmente de ellos. 

Puesto que el comportamiento de un Dl8rco contravanteado difiero notablemente 

del da uno carente da contraventco, les recomendaciones para su diseño d~bon darse 

por eeparadoo A continuaci6n so disoutir&n lao do~ formas d~ trabajo, para aola._ 

rar las diferencias fund~entaleo axistontes entro ellas, to~do como baso los 

cuatro marcos ilustrados en ln fi~ra i • 

Los cuatro lllA.rtos son geome:trioaroont.o id~nticos, paro 1 y :; est~ :provistos 
- ' 

de oontraventoo, mientras que 2 y 4 doponden exolusivnroento do su propia resiste~ 

oia p~ra soportar las ear~as exterioresJ sobre loa doa primeros obrnn dniorumente 

cargas vertioaleo y en los otros dos existen, ada~s, oarges horizontales oonoen.-

tradas en los niveles do las trabas. 

Para cada uno de los marcos se han trazado varias gr6ficno oarea-deformaoi6n, 

laa que so discuten a oontinuaci6n. 

MAROO 1. Si las cargas estuviesen aplicadas en loo nudos, la curva P-6 se-



r!a b ln, ye. qua el nl'lrco podría Joporl!!r carGaG crecientes, sin deforu!..ctrao lota-

rn.lmonto, ha.nta ,quo nlctl.nZ!lsen el vn.lor crítico P,,~, po.ra el que se preaentnr!a 

un fonÓ~®no de pandeo, ca.racteriz"'do por la op~.rición dP. defonnncioneo creciontea 

bajo CC\• ,::,n constrmto¡ 1?.. fome de pundeo sería si:m6trioa., debido a la o':istoociA. 

del contravonteo, quo impido el desplnzrunionto latoro.l de los·,nuc!oao 

Al aplicnr b_G o~rco.s verticales í\.lera de los nudos las. Ucforma.cionos latera.-

leo cn-.picza..Yl a. prosontorse tan pronto corno se inic.is el proceso de ccr;;a., debido 

a que ln ~loxi6n de loo vieas es transnitida· a lao colw·Jnas a trAv6s de los nudos 

(curva lb); oin err,be.r¿:;o, la influencia do eae fen6mono :Jobre le capacidad totnl de 

car[;a. del l:larco e::~ reducida., do mBnera que la carr.;o. Pc:ub para la que el oquili-

brio se vuolve inestable os wy cercana a Pcr•a ¡ obviamente, la forma de pandeo 

oiguc siendo aim~trico.o 

La roctn horizontal le representa el comportamiento col n~rco de acuerdo con 

la toor!~ pl~stica siuple, de mnnera que lu carsa P~ corronpondo a lr ~o~~ci6n de 

u.rJcanistJOs en le.s vir,a.s; desde lue¡:;o, lac columnas que concur:r~n on C3.dn nudo deben. 

ser ca.r:nces de proporcionar un ooucnto :reaistcnte total l~tor.,. o como :n.ínir>10 i,eunl, 

al momento pl~stico da las vitae. 

·' ld corresponde af' _comportnmi~to de ln estructura seQ.fu la teoría p16sticn no-

dificnda para to11er en cuenta la influencia de ln fuerza uomal en la::; colunna.s, la 

· quo hace quo clistrlnuya su C!'!.pacidrtd pnra reoistir momento, por lo que pueden fa.llo.r 

anta~ de qua so alcance la c~rea neces::lria parn 19. forrunci6n do meo(U1iomos on le.s -

vign.s; la ca.rr,a rla colapso correspondiente oc hn desic:n~lÜO Ppm• 

(La deflcxión utilizado p~re. al trozo do las doe~ prineraa curvas OD ol despla-

zruniento lator<J.l tle un !'JUnto de l!'ln coluenas, m..'lrcndo &. en le>. ficura., J:J.icntras cpto 

para lao otras dos se ha c:::~.plcndo ol tJOVir.1.ento vertical ~" de tm punto de la zona. 

Las cuatro curTas so hAn obt0ni!.lo tonando col:lo base la !:;Contctr{~;~ oriL.tnnl de b 

ostrnctura, lo quo '3!1 mn.rcon contrdv•Jl'l.teado::: introduce errore~ que oon, cm ~;anol'.?l, 
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Con la posiblo3 exccpci6'n do nl::;unoo marco3 llll.:tY nlt.os y esbeltoo, la carga 

or!tioa de pandeo es aienpre li't.tOho mas grande que la m&xime. nuo ~og~ ~opo:rta.!' lü 

eotructura de acuerdo con la taor!~ plástica modificada, por lo qua date. puede co~ 

oideraroc como la carga real de colapso. 

1-11\RCO 2. La a curvas 2a y 2b corros ponden e. la. la y lb d~i primer marco¡ la 

influencia. do la f'lexi6'n en loa m:tombros es ta.mbian pequeña, por lo que loa ve.lorop 

da Puaa y P,rab oorreapondi,entoa 11 reapectivarnente, a cnrr;aa verticaloa e.plior ... da!~ 

en loa nudos y f'uora do ellos, sieuon siendo muy parecidos. Sin embart;o, a dii'e-

rancia de lo qua. euce de en el prilner caso, el pandeo so presenta ahora aoompa.ñado 

de un doaplazamionto lateral del marco en conjunto, con valores cucho mas pequeüos 

de la carga P, ya que la carea cr!tioa de protdeo de un marco en el que no eot{n 

impedidos los desplaza1uientos laterales de loo nudos o::o TID.loho menor que la corros-

pondionte a asa miamo marco, cuando ae impiden esos doaplazamientos (ver, por oja~ 

plo, la. roi' 2). 

t' Los valorea de lao car¡;es do colapso prodiohoa por la toor:!a pl&:atioa, Prs y 

Pf~ son los mismoo que en Ql ~roo 1 poro, a diferenc~a de l.o que sucedo en 69to, 

ea rolat1V9Jll.Emta i'recuonto que Pe .. :aea. I:Jenor que Pp,.. y que, por oon:Ji(Jlionte, el !"' 

diaefio quede ro~ido por el pandeo de conjunto del marco, posibilidad-que sor~ noca. 

sttrio explora.ro 

3vidontomonte• tambion on este caso eo posible basar los o!Ílculos on ln geomtt -
tr!a original da le. estructura., si:n tener on cuenta el afecto PA , ya que, an tcg_ 

r!a, los desplazamientos latero.laa 0011 nulos haata que S'9 a.loanza la oarr;a da oolt.Jn. 

so. De heCho, loa marooa do este tipo ae diseñan ~iguicndo prooadlmientoG nn'logos 

a los utilizados para marcos oontraventeados, y se comprueba dcspu~a si la carga ~r1 

tioa de pandeo no es menor que lB. correspondiente a la f'ornw.c~6'n del meoanismoo 

HARCO ;. Debido a la axiatoncie. de fuerza~ horizontnloa quo obran sobre el .. 

mnrco al cdsmo tiempo que l~s vcrtioaioa, loa desplazamientos latarales oe inician 

cm el mi9mo instante en que sa 9mpiozan a aplicar la.s cargas sobre el ma.rOOJ por el 

miomo motivo, aparecen momentos f'lexionantes en trabes y oolu.-mas desde un prinoi-
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pio; lo que haco quo la influencia de la posic16n de las car~P.S Verticalos (en lo3 

nudoo, o fuera de ollo~) aea n~ conor quo en los dog primeroa casos, de m~era quo 

puede suponarne que ~11n curvas corre:spondiente~ a la:J dos posiciones de la carga -
1 

vortionl (;a y 5b) s~ ~enfunden. (Los momentos ocaoionados por lno fuerzao l1ori~o~ 

tales on lns trnbe s~-r~col~as 3on 4e poca importancia, ya que los contrnventoos 

l!lrultianon los uesplnzamicmtoar-horizo~tnles dentro de l!mit..os muy r9ducidcs ). 

' 
En oste caso no se presenta W'l fen6ueno do pandeo propiamente dicho, caracto

¡ 
1 

rize.do por la existencia, hasta que se alca.'1Za la carca or!tion, de una confir,ura-

ci6n indoformada de equilibrio, ya que lns deformaciones laterales so inician des-

de el instante on que so empiozan a ~plicar c~r~as sobre el marco, pero el contra

venteo rnantieno loa desplazamientos horizontales de los nudoa dentro do valeros tgn 
f 

reducidos que su influencia en el comportamiento de la a:::rtructun as muy poqueHa. y 

puede i¿:;norarse, para i'incs de disel<o, sin introducir orroros ~procinbles en ol -

rosult,r.do. Por consiz,uionto, la con'dici6n cr!(tico. corresponde al pandeo siro6trico 
: 

dal marco (i¡:;norando lOJJ pequofios de,splnz ~entoo horizonta.los de los nudos) y la 

cnrga que la ocasiona -:Qa ·prácticf'..mento i[:."'Unl a la carea cr!tica del marco contra-

qcntcado sometido a carcas vcrtioale~ dnicar.wnte. 

Lns roctas 5c ~r )d siVJ,en ropre
1
oontando, lo misno, quo en los dos primero o ca-

sos, el couporta.lliont.o del marco de ~cuerdo con la toor!a pl~otica. simple y con ln. 
, 

tcor!a modificada por efecto do la fUerza axinl en l~o colur.nas, rcspoctiv~onto, 
' 

nientras que ls 5o repres~nta los rc'sulta.doo do inclu!r en ,la teor!a. pl,ntioa sin-
, 1 

ple el efecto PA, ade¡¡~s de lo. fuerza normal on las colunma.s\6s decir, se supone 

que el ueonniamo do 'colapso se form~, sin quo se preoenten desplazamientos latera-

les, poro tSatoa so toman en cuanta tln la:l etapas su'O.esi vao del proceso da oarer. ),; 

ostn curva so,sopara ~y poco de la 3d yn que, couo s~ uencion6 con cnterioridad, 

ol contra.ve11teo mantiene los deoplaz~~ientos 6 con valoreo uuy rociucidose 

Por último, la curva 5f.' describe el comportamiento real de la estructure. sie:l 

do P.,, ordonada. del punto r.lll.3 elevado, ln car~n ~~ima que puode soportar ol m::.rco; 
, 

e3te valor so enc~ontrn ~y cerca de P~ , por lo que en mnrcos contr~ventoadoo 



pueden o.cepto.rae loa reoultadoa de 18 teoría pl6.ot1ca simple modif1·oo.da para tenor 

on cuenta loo efectos de laa fuerzas normales en las columnas como una buon_o. aprox!_ 

mnc16n al co~portamiento real de lo. oatruotura. Lo mdsmo qua en ol caao 1, la oar-

ga or!tioa de pnndeo su~lo se~ muy alevadn, por lo que no rige en general el diseflo, 

COn la posible OXOepoi6n de al~~D CaBOS de m8rCOS muy osboltode 

NARCO 4. So trata do un marco no co11traventoado, sometido a una combinaoi6n 

de cnr~n.o vortico.lca y horizontD.leo. 

Tampoco en este oaeo eo posible. una falla por pandeo, puooto quo el sistema de 

co.rgD.s ocasiona desde un principio desplazamientos horizontales de los nudoSJ ol e~ 

lapso so presenta por inestabilidad, caracterizada por deflexionas laterales crecie~ 

tes, primero bajo cargas cada vez mayores y luego, deapuoa de que gotas alcanzan un 

Valor ~imo, bajo cargas decre cientos (v6aaa la curva 4f que representa, en forma 

esquem~tica, el comportamiento real del mD.rco)$ 

Las curvas 4c, 4d y 4a describen, eo~o en el marco ;, el comport~ento predi--

oho por la teoría pl6otica simple, por la teor!n pl,stice modi!ic~da por efecto do 

caree ~~io.l on las columnas y por esta minma ~eor!a introduci~1do en ella, adom,s, 

el efecto PA • La curva 4g ee la obtenida estudiando la f'ormaci~n sucesiva de ar-, 

ticulacionos pl~atioas on la estructura, con la suposici6n da que los miembros que 

ln componen per.mnnecen en estado ol6atico entre articulaciones pl,sticas, y tenien-

do en cuenta tanto laa deformaciones de los miambros individuales como las de con--

junto de la estructura, al plantear las ecuaciones de equilibri~; a partir del punto 

A, correspondiente a la fonnac16n del mecanismo de colapso, la curva coincide con la 

4e (Eoe punto A es, en general, una buena indicac16n del valor de la oarga mh:ima. 

que puede soportar la estructura, Pu. ). 

Oomo se obaerva en la fi~ra, en marcos no oontraventeados P~ es, con mucha 
~'" 

frecuencia, menor que Pp,.. , por lo, quo la soluci~n obtenida aplioBndo la teor!n pl/ . d 
tioa simple, adn con efecto de fuerza normal en las columnas no es, en general, /.b_/ 

' la 
na de confianza (salvo, en ooaoiones, en marcos de poca nltura)o 
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DISE.~:o DE l:ARCCS COi·!'i'RAVZi·:'T'i~ADCS 

IntJ·ocluc ción 

Da acuerdo con la discusi6n anterior, los marcos de este. tipo pueden disc?ía::_ 

so uti.lizando la teor!a pl~stica dmple, ba.st>.da en la scomotr!a ori[.innl de le. e_~ 

tructurn, moc!ifioada p~ra tener en cuonta ol efecto de las fuerzas norm~Jleo exis• 

tantos on lna colUllD'la.s. :3iel.!lpra,desde luo.:;o, que so les proporciono un contr3ven-

teo adecuado, por modio do elementos de,tensión cruzados o de muros de ri~idcz, 

capaz de resistir, l"iwlt!fuerunonte, leo fuerzsa hori~ol'ltales qu'l obren sobre el 
r 

marco y la tendencia da ~ato a pandearse lateralmonteo En ol caoo dó eatructuras 

compuestas por varios m3rcos par~lolos entre s! y liendos en los diferentQs nive
l . 

los por losas do concreto o por nlr;Wl otro tipo de dio..fragna r!eido no ea naóesa-

rio, desde luego, proveer n todos 'los :marcos ,de oontrn.ventoo;,-ya quo los que no lo 

po:JOnn oe n:po-:tnr~n en los contraventeados, a trnvtSs de loo diclfral}llla.s horizon1:.ale~-~ 

Como se ver~ nltlo e.dolrmte, en ocasiones es neceoario introducir otro modi:f'i-

caoi6n ~n la toor!a pl~~tioa 3imple, para 1:.enar en cuenta las condiciones de comp~ 

1:.ibilid~d da las deformaciones on~tlaren de tódas las barras, vigao y columnas, que 

concurren en cado nudo del :marcoe 

Alcance 

En est.e 't.r11.bajo se cubro el di11eí'io de vigna, oolUI:U'lafl y olet!entos de con1:.re--

venteo de narcos r!gidos de varios pi3os, sujetos n lao ccndicionoc y suposiciones 

si[';l).ientcs & 

a) El I!l.'!tcria.l ompleado es acero dulce ASTl!: A7 ó A)6, o aleú.• otro tipo quo 

1:.enG.'! U.:&ll g1.•ñfica osfuerzo-deforunci6n sol!lejanto n ll' ele ostoo acoros, y las con--

diciones de trobnjo non tal~s quo'a~cr,uren lm comportamiento dúctil del ~1:.orial. 

b) Las conexiones entre ViEas y coluunas d~ben ser completaccn1:.e r!f,idos, es 

decir, capnoes de tronsmitir los elecentos moc~icos íntegros existentes en ellas, 

sin que hnyn desplnzamientoa anGUlares o lineales relativos entre sus extremos. 

o) Ho so tomn en cuonta nin.:..~ contribuci6n a la rc:Jistcnc:!.n de vir.;as y co

llllllnO.s debida a lEl lose de concreto que se apoya frecuentemente on 1M primeras o 
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o.l recubrimiento ele las sagundn.so 

d) Las fuerzas latorA.les aon rosistidas !ntogramen-t.e por r:uros de rigidez o 

contraventeos, 1 puad~ despreciarse el efecto sobre la capacidad de carga de la 

estructura de los pequefios desplazaDlentos horizontales de los nudos. 

Factores de osrga 

El diseño de lo •. 4;stintos elementos estructurales que co~ponen el marco so 

ho.r' de tal manar« que soan oapaoes ·de soportar las cargas de trabajo multiplida-

das por el factor de carga adeouado, tomando como base para el proporcionamiento 

do esos elamentos el esfuerzo de fluenoia del acero utilizado en ellos~ 
( 

Se emple~reín los dos factores de carga siguiente a a 

.As s. 1. 7, cuando sobre la estructura obren dnicemente oargas permanentes, -

vivas y muertase 

) 1=1.;, para la oombinaoi6n do cargas permanentes 1 eventuales, estas dlti 

mas debidas a viento o siomoo 

Estoo factores de carga Garantizan que bnjo oo.rgas de traeajo el comportamiea· 

to de la eotruotura ~er~ predominantemente el,stico 8 e~ que ae presenten deforma

ciones permanentes q~e tanean una influencia desfavorablee 

Conceptos bGsicoa do disefio 

Las vigas de disañarán de tal manora que bajo la aoci~n de las cargas perman~ 

tes do diooflo (cargas do tra.bajo multiplicadas por .A~ ) so conviertan en mocaniamos, 

por la !ormaci~n do articulaoionos pl~sticns an sus extremos y en la zona contr~l, 

udentrns que el diseffo do lao columnas se har' para que oean capaces do soportar 

los elementos mectnicoa qua leo transmit~ las vigoe hasta la formaci6n do loa me-

canismos de colapso en oila.s. No oo coneiderartÍ f'lexi6n debida a. fuerzas horizon--

talos ni en viga~ ni en columnas, y~ que oo supone que el contraventeo resisto eans 

tuer7oas en su totalidodp y se diseñár& para ello, poro s! se tomarin en cuenta lno 

fUerzas normales que aparecen en las vigas y columnas de las cruj!as contravontea--
-

das al obrar las fuerzas horizontales sobre el marco, afectadas por el factor de 

oargn ).2. 
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fu al diseño do todos lo::> oleuentos estructurales so totl~r~n en cuento. fen6--

menos do pandoo local, l".teral, etc .. , que puedan afectar desfa·tore.blel:lOntc su co.p~ 

cide.d do co.r¿~a· 

DISENO PRELUít:JAR 

Objeto 

El diseño pr~lir.únnr ti'Jl1e por objeto la detorrn.ino.ción de te.Illl3iíos o.proxi.n!a.doa-' 
1 

do vigas y colt..wnas, l.:;.:; que se royise.dr:. denputSs, al hacer 1';)¡ dise~ío definitivo, 

para vor si cur~pl~n toaos los requisitos necesarios. 

En esta priucra parte del diseño las vi~as y oolu~a~ se proporcionnn para que 

rcsis~an las carga~ vorticnles ~e trnbajo multiplicadas por l, 
Disaflo prelimno.r do vir;ns 

Sn el caso frecuente de que la vit~ sea de seccitn constante y que sobre ella 

obro uno. carc;a. unifol'r.!emcnte repartido. que ocupo todo el clero, el mo1mmto pll'rstico 

necesa:rio se obtiene por modio de la ccua.ciÓ11 

(1) 

en la. qua w" es la. cargn total por, unidad de longitud, ~ltiplicada por As ' y L es 

ol clero teórico do 11:'. vir.:o, es decir, le distancin entre lor, ejes de be colu_n¡nas 

on la~ ~uc se apoya. 

Si lo. vica no es d~ sección ~onstantc, o ls carr.a qua obra cobre ellR no es 
, 

uniforme, o no co cur.J.!)l~ nin.::;una. de los dos co11dicioncs, los roootmtoo pl~sticoo de 

su~ divorsns neccionos transvorznles se ~le~irán ds manora qua la vi~n ae convierta 
! . 

en un mocanisl:!Oj los célcttlo's ao tiasar~n on el clt-ro teórico de la ViGa• 

Di:JeZio nrcli.r:ri.n::J.r do columnc.s 

La.D colur.nns que concnrron en cndn uno de lo!l nu¿oo del I!!..'ll'CO se diaefiar6r.. de 
1 

1:.!:11 n~nol·a que ln ::lL'lllL\ de sus r:J.Ol:lontoo plásticoo resistentes reducidos por la acci6n 
' . 

do la í\terza. nor.::ll\.1 que obro. sobro ellas, Hpc , soa ieuo.l o mayor qu.e el rJOJ:letlto de 

desequilibrio quo las vic~.~ transmiten nl nudo, corl·espondicnto a la. formaci6n de 

mecnnisrnoa en ollas• 
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En el disaño preliminar se supon~rt que el momento da desequilibrio so distri-

buyo on partos iguales entre las doo columnas qua concurren e11 ende. nudo excepto, -

avidontemonte, en loa nudos del dltimo nivel, on loo que la única columna existente 

deber{ resistir el momento de desequilibrio !ntegroe 

Para secciones I o H flexionadas alrededor do su ojo de mayor momento de iner-

oia, el momento plástico resistente de la columna, reducido por cargA axial, M~ , 

est& dado, oon o.proximaoi&n su:t'ic1onte1 por las expreoionos siguientes a 

Sf PfP:s f: o. i5S' )1\ f'C" :. M f'K (2) 
( 

Sf 'P(P:s ,::¡., o. 1'5, Mf'J\ = US (i _ P/J=;) M~ ~ Mp1C (:5) 

Si la columna estt. flexionada o.lrododor de sus dos ejes principales la ecua-

oicSn (2) so conaarva, y la (;) so sustituye pora 

ST 1/P:s .;::,. o.l'S, MP'J':. (i-lfPl~ M~jMP"J) Mpn f: Mp• (4) 

Fh las expresiones anteriores P es la fuerza axial exiatent~ ~en la columna, 
' ' 

correspondiente a cargas de trabajo ~ltiplicadas por )u , Py la -fuerza normal que 

ocaaionar!a la plastifioaci6n !ntogrn 'de la sección en ausencia 48 momonto flexio-

nante ( 'P.:s = AG":s ), l·ipx ol momento pl,stico resistente de lo. seooión sometida a fle-. 

xi6n pura alrededor de su ojo de ma;yo~ momento de inercia ( Mp-= Z11~ ), My el molll.O!l 

to exietento en la columna alrededor del eje y, correspondiente a cargas de trabajo 
' 

mul1iiplicadas por At y Np:s ol momento .pltrstioo resistente de la secoi6n sometida a 
1 

flexión pura alrededor de su eje do m~or momento de .inercia ( MP.f = z3G; ) .. 

El valor de M~·, obtenido con las eouaoionos (2)p (3) ~ (4), debe ser igual o 

mayor qua el mas granda de los momantds existentes en loe extremos de la oolumna én 

estudio. 

Cont ra.ventoo 

Las oocoiones de los oontraventeos no sa determinan en el diaefio p:reliminare 

DISEko DEFINITIVO 



Objeto 

E!.& el diseúo d-:Ji'i!'litivo ce rcvisa.'l los po:JrfilP.r: do vi¡~as y colw:nnn obtcnidoc 

en forma prolininnr pura dotenr.inRr si oatisfD.Cen todos los rcquioi"toa refcr~n"tes 

a cnpecidr-Jd pc.r:1. resictir co1-t-mte, deform~_cionec .:..!ÚXimn.~ ad:'lisiule!J, ino:l"tr¡_bili-

clr>_d, •J"tc., así corr.o 1'\s condiciones· impuestas por ::~olicit.A.cionos. no conniderodao 

en ol disoiio prclhúno.r.- (co.rr;o. viva en cruj:!e.s alternadar.:, viento o cisne, otc., ). 

Disai!o definitivo cb vig:;.s 

a) Los perfiles obtenidos an el disciio preliminar se revisar&n u"tili~ando el 

1 
clo.ro libre de las Vi[!;ns, os decir, la distancia 011tre lt~c cat:as cxterioroa do ln.G 

colu~as que les soportan. Por consi6U1ente, la ecuaoi6n (1) se susti"tuir~ pora 

(5) 

on lo. que W.a si gua niendo la CAr¿;a to"tal por unidad de lonr.i tud que soporto. ln vi

ga, wÜltiplicadn por ~~ 1 y Lv oa su claro libre. 

Puesto que el dise¡io io las vir;as ne bnsa en h.---.:Jupoaici6n de quo suo eJ:trc~s 

ootnn Cl:lpotrndoa, deberá rovioarse le. cnpacid.ad p3ra resiat.ir l:loncnto de los nudos 

en los que se apoyen, con objeto de'asecurarse de que esa' suposio16n as correcta. 

El oomanto r:lbiroo que puedo trnnsr.li"tir una. vign. a una columna eo iSUfll a su mononto 

'16stico rosistento incrcmontaJo en una c~nttdad i[~al a.l product.o de 1~ fuar~a 

vcr"tioal que la vica trens~~t.o a la coll~nn (reacei6n verticAl c!'l el extremo do la 

vi~n) multiplicada por lo W.to.d del peralte do h. columna (v<Saoe lD. í'ir,ura (2), os 

decir, 

(6) 

oicndo V la reacción ver"tioal en el <Jxtromo da le vit:o. y do el pero.lte do la. colum-

na. 

Pa.ra. que lfl su?ooioión de 11 c:x.tremos e1~potr!:'.dos 11 coa correcta o3 nocesr:~r:!.o quo 

ln su::ua de las, capacidades pa.rf!. sopor'~.~nr :wor1ento de la.::~ dos coltmmas que concurren 

on cada tmo do loo nudos e::::tronos do ln vi~a en eotudio (o la cr~pncidod de ln ----
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dnica colUL~ qua lle~a al nudo, cuando ~ate es dol último piso} sea mnyor o igual 

(~ que el momento de desequilibrio on· el nudo, obtenido aumando algobrnioamentg los -

valorea dados por la ocuaci6n (6) para las dos vigao que concurren en ~1 o igual, 

simplemente, al trnnumitido por ln' ~ioa viga que llega al nudo ouondo oo trato de 

columnas axtramaa (cuando se considere oar~a viva an claroo alternados, en la deter .... 

·, 

mina.oi6n de la. capacidad de loo nudos para resistir oomanto dobe t.er.oroe on ouontn 

la contribuoi6n de ln viga qua permanece en oota.do eláatico; ü.Jte ¡A.lllto so trr.t.tu ou 

detalla mas adelanto). 

La condición .mterior dobe cutnpliroe siempro9 en teoría, puesto que ea la que 

airva do base pare. el proporcion~ento de lna columnaaJ sin r.J;.lbargo, hay algunos 

oa90S particu~areo, do los que os t!pico el oonstitu!do por una viga del ~ltimo ni-

vel que oo apoya en une. columna ~roma, en loa que puede ser conveniente, por razg_ 

noo de eoonom!a y facilidad do febrioaci6np proporcionar una columna ligera, inca--

paz do soportar el momento pl~etioo da la vigas en ese caso la articulación se for-

InS.r.t en ol extremo supori.o1• de la oolw::ma.9 con un momento menor que el plástico de 

la trnbe, lo que oblige.riÍ o aumentar la aocuadría da data, pero si se dimensiona la 

columna para resistir ol momento íntegro trruno~~ido po~ la viga sa obtienen on mu-

Chaa ocasiones perfiles mayores q~e los nooeoarios on los tr~mos inferiores, lo q~e 

no ea deaoable dcode un punto do vista constructivo. 

b) Vigas que f'oxnan pa:rt~ de 'crujías oontra.ventea.das. ~s v1gao que forman 

parte d~ cruj!aa contraventoadas, diaofiadas previamente para resistir carEas vcrti~ 

cnlos \Írdoa.mente, con un f'a.cto1• do carga Ai , deben revisarse oometides a la aooi6lf 

cou:lblnada de fuelozas 

utilizando para ello 

Eatia.les y tranovorsalos, empleand:> un factor de carga. Aa , 
~,4 

la ecuación (7)» puesto que actdan como montantes oomprim!doo 

-
do las armaduras verticaloa que raaioten las fUerzas horizontalae y loa momentos -

adicionales producidos por el desplazamiento lateral de las cargas vertioaleo. (Ve! 
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(7) 

Py es la fuerza axiA.l exiotc11te en la vi¡::;a, Pe la carea do pandeo eHiotico en 

el plano de la flexió»• P0 la carsa ,SAial crítica calculada coL~ si no existiese 

flexión, para pandoo.·.OH ·,el plano del marco, Wp la oargn tmiformcrllento repartida qu~ 

oco.niona. al colapso. plt(stico de 1~ vi[;o., en au~encia do f'uorza' bxial, y W la capnc,!. 

dad de o~rGa de la vico., reducida por el efecto da la fuerza ~~iol Pv o 
1 

La viza ole~id~ ori~inalmepte as adecuada si el vnlor de ~dado por (7) es ma-

yor o ignal que la carea vertical total, unifon~emante repartido., que obra oobre 

ello., afectada dol factor A~ , el que t~ion se utiliza on el c'lculo de la fuer-

za axial P" o 

i 
La fuerza axial total que obra en todas lac trr.bes del nivel i-~simo que forman 

l ~~ 
parte de crujías contrnventcadas puede calcularse conservadorrunontc con la ecuaci6n 

on la que 

o 
1 

o o 
1 1 

'Do ' Uo 6~ < vJ 0
1 r.,, = L- n, + -- ~ 

"' h~ " 

• 1 

(8) 

:E Hi y ~ iii son, respectivamente, las SUlllS.O de todao laa fuerzns 
"' " 

horizontales y de todas las fuerzas ver~icnlcs que actúan sobre el edifioio desde ~ 

el uivel superior n ha:1ta el i, incluyendo e ~sto, wultiplioad9..::; por :11 factor de 

car¿a ~1 es el dezplaza.miento horizontal relativo ontre los nivoles i o i 

- 1 y hi la al turn de la:1 e o lu.:n:nas entro ellos • 

~T puede e3ti~rse de un conocioiento uei alarr,nr.dento del contravonteo en 

el ontrepi!lo en estudio, e pucae "Lo~·rse A~jh:: o.oo4 o 

Si en Wlo. estructura existe una sola cuj!a contraventeada en el nivol i, la 

tr.:1ba cor.,espondiontl) deber~ sor capaz de redstir la fuorza total calculndA. con ln 

ecuaci6n O; on c~bio, oi lao c1uj!a~ provistas de oontrA.ventoo son varias, ecn 

ruorza se repal~irá entre todes ellas. Desde luego, si la estructura est~ compues-
' 

ta por varios mercoo r!bidoa parolelos, li~ado9 entre s! por medio de losas u otroa 
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dinfrn¡;mns r!r;idos: existantes en lo's di.f'orontec nivelas, ol cálculo da la :f'Uorz11 

Pv~ ae har~ para toGo el edificio y so diotribuir' entro toda~ .las crujías contr~ 

vontaad~o exiotantee on al niv~l en oatudio, aunque se oncuontren en marcos dife-

rentos. P~ oo diotr~buir~ on portoa iVJnlo~ cuando todas lna oruj!as contravonte~ 

· das tengnn claros aom~jnntos, pero :cunndo ~atoa difieran mucho de unno orujíao a 
• 

ot:x-as oerl nocosal"io .. ,:t,<-tner en cuenta la inolinao16n de los oont.raviantos. 
r 

o) Con~ideracionos adioion~los en ol dioefio 

Deber( roviaarsa que las vigno satisfagan los requisitos necesarios para que 

no se presentan fon6monoa do pandeo local o lateral, y ae proporciona.rhl los at.ie-

oadoros o el contravonteo latoral quo oe requieran. As! ~amo, so rovisar' que su 

resistencia. al cortante set\ ndeouada. 

d) Dofloxiones 

Puode oonoideraraQ que tn f'locha m!ximtJ. en una viga somat4-da a cargas de tra-

bajo totnlas, vivas y muertas, uniformo~onte ropartidas, no ox~ede ll'6o del claro 

ai au rolnc16n Lv/D (distancio libro ontra pafios de columnas ~ peralto de la vign) 
- ~ 

5 
no es mayor qua al valor oorreapondienta indicado an 1& tabla 1. 

Loa valorea de l"·t~bla han sido deducidos para un áoero con límite de fluon--
' 

o ia do 2520 kr/ orl-: _ _para un factor :da oo.rta de lo 7 ''- para. perfilo o cuyo factor do 
~~~f ' ~ "'\.. _} 

i 

forma. i:.ene;a Wl V!\lor del orden de 1.14, correspondiente a oecciones I o H lrunlna--

das o :f'or.mndaa por tro~ placas soldadas de proporciones uaualoa, flaxionadaa a.lre-

dador de su eje do mayor ruoruonto de inoroia. 

TABLA I 

Valor mayor do k 0.5 6 mas Oo4 o.; 0.2 Oel O (EXtremos empotrados) 

16 19 22 25 5:5 4o 

k oa ol factor da rigidez. de ceda WlO de los extremos de la trnbe, igual a.l 02_ 

ciento de su rigidez entro la suma do lao do todos loa miorubroa qua concurren on el 

nudo considerado, incluyendo la trabo miama; OB decir, k= (I/L) trabo /f. (I/L)ll ~ 

eeneral se tendr~ dos valores distintos de k, uno para onda extromo; en lo tabla oo 

utiliza el mayor da loa dos. 
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Diooí-io definitivo de coltu:lllas 

a) El diaerio definitivo da lno colwmas tiene por objeto comprobar si les se~ 

clones obtcnidns en el diseño preliminar oon cnpnces de soPortnr loo elementos mee! 

nicos rea.los quo obren sobre ollas, teniendo en cuontn efectos do inostabilide:d y 

d'e continuidad en los nudos, que no fueron conoideradoo orieinah1ente. Puesto r¡ue 

los efectos de ineotabilidad hacen quo diominuya., 011 general, la rosistencie a la 

flexi&n de lao columnas, oon frecuencia habrt quo aumentar las oscuadr!ns obtenidas 

en un principio. 

En el disofio de columnas puede ser necesario consiuernr las cuatro condiciones 

de carga que se mencionan a continuaci6n: 

1. Oar~a viva completa, aplicada sobro todas las vigas de la estructura. 

2. Carua viva parcial, aplicada dnic~~onte sobro detorrninada3 viens de la es-

tructura, roientro.s que sobro las restantes obra la carga. Ulerta e:r.clusivnmente. 

(En estas dos oondiciones se utilizar' al fpctor de carga At ). 

; y 4., Car~a viva completa o parcial, coobinada con fuerzas horizontales even~ 

tualea, dobidaa a viento o sis~, oon factor de car&a l 2 ~ 

La primera condici6n de carga produce, evidentemente, las fuorzaa ~:inlao máxi

mas posibles on lan columnas, mientraa que la seEunda tiene por objeto oatudiar las 

configuracioneo d~ la carsa viva que ocaslonen lo3 ~o~ontoo flexionnnteo rut~imos en 

ellas; annque la:J fuerzas axiales se reducen, oota ao[;Undn condición puede ser cr:!ti 

ca, debido a la disninuci6n en cnpcoidad de carca que experimentan las colu~as al 

crecer la mar,nitud do los mooontos flexionantes que deben soportar sirnultáneruncnto 

-(Ho e:; noco:Jario eotuG.iar distint11s dstribuciones de cc.r~:a vivn. ~=Jn todoo los cnGos, 

oiondo los c6di¿:;os y el juicio· del proyectista. lo:J q\::_-.)· determinan, on funci6n de la 

ir.lportrmcir!. relativa de los dos tipon de carsa, UJUerta y vivo., si las colWll!las de un 

edificio dndo ae disefínran -illlic!Ullento por~ car~n viva completa o si oo ectuc!iar001 

otras diotribucione:J de esa car[a). 

Las condiciones 3 y 4 no oon cr!tioas en columnas de ~reos contrnventoadoo, con 

lo ~nica po~ibic excepci6n de les que limitan, e lmo y otro lado, la~ crujías en las 
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' quo ce ha. colocado ol contre.vent.ao. 

En la. fi~rn. ) se muestra una poroi6n de un marco cobre el que obran, en t.odns 

lo.a trebos, cargfia mu~;rto. y viva cocplotas, cult.iplioada.a pór el ,fa.c't.or de Ot\re:;a. ).s, ; 

en eoa.s condioionec se ~upone qua todas las trnbes so han convertido en mooanjemos, 

y cada una de olla~ trrun~mite a 13s columnao en lao que se apoya;un momento cuya -

magnitud está dada por_ 1a ecu~oi6n 6. 

Sup&ngase que la'carga 'total, por unidad de longitud de viga, es la ~sma en 

todo ol marco, y quo' los claros AB y BO son ieuales ~ntra sí, mientras que el CD es 

mayor; en osas cond!~tones, los momentos de doaoqttilibrio )son nulos en los nudos dol 

eje By dif'erontes d~-oero en los otros tres ejosa en los extremos, A y D, porque 

reciben ~~montos de ~ solo lado, y on ol interior, o, qua recibe momentos de los -

dos lados, porque ~stos son de magnitudes diferentes. Por oonaic\ticnto, las col~ 

nas del ojo B permanecen rect~s, mientrao quo los de los ojee reat~1t.es so flexionan 

en curvatura doblo, al ser arrestrPdoG sus extremos por loa eiros de los nudoso 

En la fi~ra 4 est.d: rapre:Jonta.da lfl miaT.llL\ parta del m11roo lllOstrt~.dn on la '' pe-

ro ahora no existe carga vlva en todlla lns vigas, sino dnica.mcmte on claros alterna-

dos; por consi_euionte, no.da mas ao transforman en meoaniemos las vigas que soportan 

la oorga total, ndontrns qua las do~s se conservan en estado el~stico. 

Oomparnndo las dos figuras oo observan varios puntos interesantes& 

l. Las ool~ns do los ejos lat.oroles so floxiono.n en curvatura doble en loa 

dos ooson, con la ~nica dife1·oncia do que on el primero loa momentos que obrrm oob1·e 

sus doo extremos son do intensidndes pr,otioamente iguales, mien't.ras que en el oe~ 

do diaminuye la mag¡litud de uno de los dos momentos. 

2e La.s columnas dÓi eje D, que en el primor oaso permnneoen recta.s y, por tan-

' tp, trabajan exclusivamente a compresión axial, en-el ooeundo ee flexionan en curva-

ta.lra silnpla. 

;. Lao columno.o del ojo O (into~adiaa, pero con vigas de diforentos longitudes 

a uno Y' otro lado) so flexionan en ourva't.ura doble en el primor oaoo y en curvatura 

si~plo on el sogundoe 
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Lr:> c~pc.ci<lt>.d do ca!"~!l de piozs.o iloxoco.'!_:ri:JlidC's ooll'3tideo t~ ·1~ li.Ccién do r.10--

:-ten-ton o:-:trcnon quo lns'· flm:ion.:tn en curv3turt> sir.:plo m; menor f!UO ls do piozaa an,! 

lo~ :":3 oobro l~!i que obr~n r::.omcnto:::: en 1~:::: !.Ú::nnr. l7'.0, nitudcs poro f1UO 1~::1 flfl~Í011!!.."1. 

on curv~tura doblo5'
4•0d.e. dic!:d!'luci6n on resistencia pue·c.o :Jcr il11~)ort.·mto on co!ur;!-

nns c'ie r~l('ci6n <le cabol$í3Z altn. o cu~ndo b.:; f'uerz~s a;:b.lco o:l':i~tcnten on ollns 

· /Jon olevocic.s y, lll"JO nún, cuan~lo se jlmt.-;:.n cEJo e dos f'<1ctoros ), pe:M :!.o que b !.le~;un--

eh cor..¿t.ici6n ¿e c:r:::a. (cn,r[;n vive. e.ltcr.~."da) puede ser cr:!tic11 on colur.on1no intormo-

:_,U."'l.IJ:::: ele let:J vir;o.o (a oto. dia1.'\inuc i6n es pC"J.UC:':n en e o lwrnc.:J quo ~o:)o 1-t.on vario~ pi-

nos, yo. ~ue pnre ori¡:i}1ar b curvr...turo Jn!:ll3 de~:f'.~vora"olo en cedP unr-. do ellas bn:.:;t::~ 

-
con su:H·itt!.r 1::~. C!1r~·a 'vive. rm dos trobeo, co:rJO so n.uootro. en la Ficu.ro 5 para ol -

Júl'~"!110 el~ coltlll111o AB). Esta condici6n d!J cer¡:o puede nor l.."l..'ln cr!ticc. todc>_v!n en lo.n 

~ las dol eje B de la fi~ur~ 3· 

do una. colu.-:ano. que fonn~ !Jal"te de un wrco r!~i.do no ea al i.rl.onlO que ol do une.. piezn 

:"'lo::-:oco::1rritnidt~ n.iolo.cln, ya ctt\O lor: c:r..t1·cl'!los de le. pri:rnora e:Jt.nn unidoo a nudos a --

loo qua llecrü'l otrr:; piczo::J, ;¡or lo que nu roapueotn a.11tc lnn colicitl:'ciono::J c':te---

~lor~!:> :!O vo nodif'icada. por ln:J cor.:!c'j:,r:n·!stic~s de onon elon':lnt.os y,n ln lr>rcs., por 

loo d(: J'-odo 1!:'. oo~vructurau Af'ort,ma:lanontc, si11 cmbol":o, c:.1 posible obtcn'lr lU1'1 

ropl·o:;cn"tnci6n :mi'icicntcncr;.te prcci::e, !'JR.~·~ finoo pr5cticos, del com~J011:.nmionto üe 

unn coll.u::nf.\, ontudirmdo t~nicrmte:-;,to lmn. pol·ci.rSn. do la ~otructurn, convenientemente 

ooleccionnda, de la quo formr> par'¡,o n::::n. colw:ma. 

Co::10 un~ concecuonciA. tie 1!' continuidc.d de la c<;tructure, lns coltU"lins ele loa 

r.'.nrcoa r!~tloa cntnn aomctidn:J e la. e.cci6n 3ir.ultánol\ de i\.torzn::. n.xinle3 y de m.omon-

::;e l'pliC!'!ll l.lOr.tcntos CoC intOl'laidad crccionto on ~US e:.:trC!!100j Oi 1:-~ fuerza nor~,l quo 

obl·a coin·'1 clln e:-; !:-::~nor qua ou cnrr;a~ cr!tica J.:: fl"'\\t1e.,, ser~ cs.11ez de r-~sid.ll' ocon 
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momentoo inicielmonte, proporcionando al trds~ tiompo una cierta ri~idoz contr? ln 

deformac16n, la qua ir~ dicrninuyondo al ir cediendo pl~stic~onte el miorr~ro y al 

ndquirir ir!lporl!lnoin loa momentos do aoL,-undo orden debidos a la oa.re;a a.xir.tl y a la 

doi'onu~o:t6n por floxi611 do la pieza. 

ím la fi¿,rura 6 se rueotr11 unn c~uva t:!pico. momento extreroo-ro"taoi6n fl:(tro!llll 

de una. pieza flex~corr..primid.a 1 obtoniJa, como se mencion6 en el p'rrafo anterior, 

nplicondo momonto::J de intensidad crooiento en los oxtremos de una barra sometida o. 

la noci6n de una fuorza normal conatnnte <~~iston t~onicas que permiten obtener 
r 

eso.s curvas para mier.1bros raaleaJ v6anse la.a referencie.a !),8,9 y lO). 

El punto .mas elevado do la curva, correspondiente al momento m&ximo que la oo-

lumno. ea capaz do soportar, ao prosenta en o debnjo del valor del momento pltstico 

reducido por care;a axial, ~o' en cuya obtonci6n no oe tionan en cuenta efoctos de 

inestabilidad; despues, al ir a.umont.ando las rotaciones la curva desciendo, ya que 

disminuye la capacidad de la piozo. paro. soportar momentoa. 

LaD curvas momonto-rotac16n del tipo de la dibujada en la figura 6 oon tula deo

or1pc16'n muy títil del comport.w..iento estructural de una barra riexocomprimida, y -

por.miten desarrollar m~todos racion~leo da diseño para careos que contienen miembros 

con aaas cnractor!sticao ,,4,11. 

Consid~raoo la columna AB del t:1aroo de lo. fie;ura 5a su comport.amiento se puedo 

ontudiar aislando el oubconjunto oompueato por ella 1ni$ma y por las piezas que con~ 

rron en eus doo extrecoo, fi~ura 7, y crustituyendo la influencia del resto do la ea-

tructurn por reoorte3 colocadoo en los extremos oxtoriores de vigaa y columnas. 

Eh cada uno de loo nudos, A'Y B, obren un momento de deaoquilibrio, cuya nagni-

tud e3tá dada por la axpreai6n sifU1entc 1 para al nudo AJ 

Ec 9 

En efecto, el momento do dooequilibrio es i~ual al que ojerco sobre el nudo lo. 

viga de la izquierda, convertida en un mecanismo bajo la aooi6n de las cargao muerto. 

y viva completas, I!llltiplioadas por , ~~ , ~1oa el debido a la viga de la dorocha11 
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sobro la que ool'a la. carr;a l:!U~l-ta ú.nicc.oonto (tB.!!lbitS11 ¡;atlti¡1lic~da por ~1 ) y lo 

quo, por con!.li.Q.ticnt.e, ::se e~1cuentra '311 0:Jt:1do elá::;-~ico¡ evidonto:.~en-t,c, eso ::.:Oli~<:nrt.o 

cie do.:::oquilibrio puc~u ccr roaistido por ls Vi[}l J\D, 011 ent~_do ol~~tlco, J laz do::: 

coluruno.~ que llat_;m1 al nudo, AE ~· A~ (la vic;a do lo. iz~uierdo., ~onvortida on un me-

canisr~, no contrib~!~-~ oquilibrnr!o), y el perfil o11snyado par~ 1~ column~ AB se-

rá adecuado si ~cta, junto con los ~em6c. elm.1entos rcsistentoz, es capaz do sopor--

tar loa lllOrnentofl do desequilibrio existentes en los dos nudos en que conectan sus -

extremo::~. 

Por consir.uicnte, ·lo. rovisi611 <.Jel perfil obteniao en ol dir;oiio proliminl'.:r' pe.rn 

1 

lo. colun1a AB debe llevarse a cabo ~n dos partoo, estudiando por separado el coopo~ 

t::u:riento de cad~ UJ""l.o de los nudos quo la limitan, utilizando :9arc. ello subconjuntos 

cooo ol rnootrado on le. fii:.,ura 3 y a~licnndolos los prinei:?ios a::strncturales b5sicoc 

do equilibrio y co:r..patibilidnd. 

Lo.s do::; colum1as y la visn AD qv.e concurren 911 el nudo écl•nn ::>..doouo.das si la. 

::nmo. de ous r.!Ouont.os reoiotentos es .i~ual o r.l!lyor quo el r.10mcmto que la vi¿::a AC, cou 

vortido. en Wl raccnnisuo, tre.ncr:üta a la junta, teniendo en cuo:1t.o len condiciones 
1 ' ' 

de compatibilida.d de d1:f:'ormacionea¡ os decir, el rr.or.:.e:1to resistente totd de lf'. jun-
• 1; ' 
. ~ \ ' 

.tn puedo ser ncnor quq ·.in sucn de los .<!4>l::lentos rcoiGtontos ~ir.10::: de la.G tro:J bn--
' : 

rroo quo concurren en elle., ni eooo 'mor.1.ontos mk:i!T.O!:i correcponden a. rotacionco dii'o-
" 
rente~, por lo que OS neces.'lrio trnza.r le.:J p;r6ficos lnOt'lEmto-curvrltttra de la!:! tr~S be· 

' -
·,!ras y, por cuperpooici6n, obtener la de la junt~ completaa si au ordennde. m5ximn, . 

:¡uo corroo!'onuo al t10monto rcnistento m6xiroo de lE\ junta, es ~ror quo el mot::'!onto --

tr!"nnnltido ::.'or la. viga AC, lo::: perfilco son adecuados¡ on cano controrio, ~or~ nc--

cosario amnent•:tl• al;:tt.>"~O o a1Lunoa do olloa. 

Desde lue¿;o 9 pal'3 tener ld sc::,u:ridscl do qno el perfil et"'-¡>losdo on una co-

lumna CU<llquiore. <:::~ edocttndo, es nocos::l"io cstud:!.nr ol comportoxuonto de la:~ dos -

juntas do lnn que i'onua pnrte. 

Consid~rose ol cor:l:?Ortrr.lient.o dol cubconjunto conr.titu!do IJOr lao cua~ro barree 

r¡uo concurran en el nudo A cuando se npl:.can caT,::;I'Hl vertioalen creciente:: en ln!: 



dos vigas, primero en incrementos ieuales a.n amba~, hasta completar la carga muerta, 

y despu~a dnicamente en la viga de la izquierda hasta que obre sobro ella la carga 

total, muorta y viva, mientras que en la de la derecha se conserva la carga muerta 

\'!nicamonte. 

En la primera parte del proceso de carga (figura 9 a) el momento do desoquili-

brio eo nulo (suponiendo, desde luego, que los claros de las dos vigas son i~nlos), 

ye. que aotds.n sobre ol nudo dos momentos de .la misma magnitud y de sentidos contra-

rios; no hay, por conei~iento, flexi6n en las oolumnaso 

En cuanto se empieza a aplicar 1~ carga viva en la viga AO (fi~ra 9 b) apar2 
. (. 

ce un momento de desequilibrio qua hace que el nudo gire; esta rotaci6n ao, por -

compatibilidad, comdn a todas las barras que concurren en ~1, de ~era que ol mo., 

monto de desoquilibrio se reparte proporcionalmente a lao rigideces angulares de -

las barras, lo que ocasiona la apnric~&n de un momento en el extremo de cada una 

do las columnas, al mismo tiempo quo aumenta ol de la vit;a .AD (Po:r oote motivo, las 
' 
1 

~rtficaa momento-curvatura de las columnas, figuras 9 a,y f, empiezan on oero, pue~ 

to que no hay moment.o en ellas mientras el nudo no gira, y en cambio la de la viga 

AD, figura 9 d, se inicia en (i:iAD)M• momento de empotramiento oorreapondiente a la 

carga muerla l.fnioamente, que existe ya en el extremo de la viga cuando el nudo -

empieaa a girar). 

-La condioi6n do colapso so alcanza cuando se termina de aplicar la carga viva 

en la vi~a. de la izquierda y Ssta so trnnef'orma en un 1necnnismo g 1 puesto que las og, 

lUJIIIlaa deben ser oapa.cos do soportar loa oloment_os meoMiooo que las transmiten .. 

las vigas hasta qua gatas fallen por formacl6n de mecanismos, deber~ tener resis-

tenoie. suficiente pn.ra soportar, con ayuda de la trabe que permanece en estado alá!!, 

tioo, el momento de desequilibrio correspondiente ~ esa condioi~no 

En un instante cualquiera de la s~gunde. etapa del proceso de carga (oa decir, 

duranto la aplioaci6n de la carga viv~ sobre la viga AO) el nudo se encuentra en ~ 
' 

las condiciones indicadas en la f'i~ra lO y, por equilibrio, puede oscribirsea 
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que ·'llCéln .. ~e nu V~>lol!'-t.L:~~imo CU::1:1.do !1~ .!.'o:."t!., on cll:J el r..ec.:>nir:;...o de cole.p3o, (~AD)i·l 

::s el c¡uo le "trans·r¡1 \e lo bar~-n AD, corres:.~onuicnt•J a <:<Jr~o- -·:'" .:-r+.z L'Ú1ic!!nen.t0, y 

como l.tnn concccuchcin d.el ¡_:iro dol nudo.· ~ ~1 c5lculo (~e HAQ y de (MAD)¡.¡ dob~ 

inclu!rsc .:?1 ¿ro~_uc !.o do 1-::. re:::cci6n vorticd en el c::trar:10 de ln. vica por la !;li--

ta.d del !H~rali:.o ue le_ COltUIZllle 

l 
El sO¿).tndo r:ü'Ó)r.ün·o de 1?. ccu<l.ci6n iO rapreGenta la c~racidsd total do la ju.""'lta 

:ps.1·a rosict.ir I:JOment.o, corror-~?nndionto o. uno. rot.aci6n cuolquioraedcl nudoa oi st1 

conocon las .:-;;r6.ficr..o ¡.;-a do lrcs tros barrns· AD, AE Y AD 1 ol V:1lor de coo rr.orilcnto 

puo::le obtencro<'.l :JLU'•cnC.o loo r::or:vm~o3 r0::li::;J.:.et1toz de todas ellqs Pt"rn el v..,lor con
! 

cidorndo del ®;;ulo do rot~ci~l.'l (v~cnsc la:J fiQ.U"'\?-}d, e, f :¡ ~), "/ le nnpol"90~i-

ción de esos trc~ .~~r6'fj cns proporcion~ le curva. l~G de le. jLmta complct!l. (fi['ltT? 

9 .. .J¡ lrl orc!ennda. del pW1to rt.o._::; ulto de e~:rta cu.rva es el tuor.lent..o r..!=:i>::o c~tt~ ~Juec'ic 

oopor':.(1r le. juntn, sl .1..1un dcbs :::•~r. ir,ual o tl.."'.~·or (!UO el non:mto !-:AC corre::::po:1.1ic:n

te a b f.orrn..,ci6n del ncc?nisr:o üe colnp5o en ll\ vi.'-;n de lo izquiordn, dPdo por L! 

ccuoci6n 6. 

La Aplicnci6':1 do l!' tcor:!n pÚ::Jticc. niról?le ~1 cu~conjv.n~o de la fitur:~ 9 in-

Se 11 

C:·1>)Al9.?~ ol uorJO:'l"c.o plústico ro~:::.n~ento de lo. vi~}'• ~.: lo co:-.:;n r:Jucrt(' i..ot..!J.l 'JU:l 
./'..J• 

obra sobro olle., LAD:::u clnro libre, antro paf1oc extcriore:::¡ do 'colt.u:mr_~l, y clo '11 
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poralt.e de la. ool'j.Ulll'la (evidentemont.e, la viga no puedo soportar un momento mayor 

que ~~' pero la apnrioi6n del t.~rmino (~~A~2) (d0/2) en lo eouao16n 11 ae debe 

a que lo. eoua.oi6n d.e equilibrio se ho. planteado en ln int.ere ... ~o16n de los _ajeo de 

columnas y vigas, mient.ras que al momento pl,stieo 'uo dooarralla en al extremo do 

la ViEa, os decir, ~unn diat.anoia dc/2 del nudo te6rico. 

Los momentos r~IJiistentes máximos do las columnas se oalcular:!an utilizando 

las f6rmula.s do~~á referencia 12 o las tablas de la 1;. ,, ' 

Ahora bien, on la teor!a pl,stica oimple no so tione en cuenta le. compat.ibil! 

dad de las deformaciones lo que da lugar,.en muchos oasos, a una sobreest.1maci6n 

de la resistencia da la junta y, por oonsi~iente• a diseños no conservadores. Ea -
to sucede siempre que la capacidad para rooist.ir momento de alguna de le.s barras ~"e 

concurren en la junta empieza a disminu!r anlies da que se alcanoo el momento mbi-

mo en las demás, ya qua en ese oaao los momentos resistentes m4Ximos correspondan 

a distintas rotaciones y, por oonsiguiant.e, no se presentan ,imult.~o~onta (esta. 
1 

condici6n es comdn cuando las ool~as sa flexionan en ourva~ra simple, sobre to-
, 
1 

do si sobre ellas oQ,an fuerzas axiales importantes, pu~s su capacidad da rotaoi6n, 

os decir, su oap~id~d para admit.ir giros crecientes bajo momento ~imo, es radu-
' 

oida)• 

En otros casos, cuando la oaP,acidad de rotaoi6n de las columnas as adecuada y 

los momontoa máximos se presenten en les tres barras para un mismo valor dol l\ne;u-

lo de giro, la t.oor!a pl~stion atmplo proporciona result.ados oxaotos, los que so o~ 

tienen en for.ma inmedinta• Dosgraoiadamonta no ea f~cilg en general, saber da an--

temano si un subconjunto dado se encuentra en una u otra de laa dos condiciones 

anterioroe. 

Cuando la carga t.otal, viva y Jl!Uorta, aot.da sobre todas los vigas de la estru~ 

tura, hay tnmbien columnas que quedan sometidas a flaxooompresi6n (v~aoe la fimura 

;, ejeo A, O y D)a on esos casos, ~1 momento do desequilibrio existente en cada nu

do debe ser resistido excluaiv~lte por laa dos columnas, puest.o que las vieas que 

llagan al nudo (una aola, cuando se tra.t.·a do un eje extremo) eat~ tr!Ulsformo.das en 
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D'1Ct>.nisr.-.o:::;; ~:.n er:Jbe:c:,:o, cor1o lr1s soltu.m.nr:: oc flexionan en curvatura O.oblc, que es 

una. cond:!.ci6n mao f~vor3blo qu11 lll curvatura sim:)lo o!Jtuciiadn hrstn ehcro, ti·m~n 

en r;enornl W1n. co.pncid.ad do rot-.ci6n suficicnt.o para. quo so~. ap;l.:!.c2.blo la toor!a 

pl~otica. silr..r"lle (IJOd'!.fice.de., de:::do lue~o, pera tener en cuenta ilo::: (}foct,os de las 

fuerza::: nor-!!lalco en la~ columnas), de manor:l que ~::1 r.m:.1ento rcati.stente T:".Ó:~ir.::o dol 

nudo pu~de to!.lllrse i¿uO:l a le. su.oa de lo:J mo;,1entos re:::istentes w6;:il:.os de 1~:; dos 
\ 

colu::::nan. 

El prob lelllEt. de la detormino.ci6n de ln resistencia. do un· e® conjunto estl re::mcl 

to de rJo.nora que puedo considcrar:Jo: exacta.. do acuerdo con los conociclcntoo nctnn-

les, pt'lr'" el cn:::o ca· c:uc l!:!.s vi:_:e'J y collll!nas que lo conntitu:.~on ooi'lo:dono.n l~rlica-

i.:c!1t'3 nlrcclo~or de uno de oua ejes ~1rin.cipsloa (todo.s las carcas ao cncuontr.1.11 on el 

plrmo d.cl ranrco), oat6n proviatn.f; de tm contrnvonteo suf'iciont~ p"'rn que no ::;e pro--

r::c!1to ninQ.t'1 problema. do !J:mdeo lateral "';h desda lu<Jgo, tienen proporciono::: que ll.:JO-

LUran quo no hc,brl{ fallas prCl..'l.llturas por pnndoo loonl, por modio da le. f.·;r6fice 1:1000:1 

te-curvatura de ln junta, obtcr:.ida por supcrpos.!.ci6n 1e lr,o ctn·ve.o de la:3 bnrrns qno 
7. 4 

concurren on clla.:>t ; existen, inclusive, tnblon y o·~:::'icA.s que pon-:iton reducir no-

• . ~ ~ 9,14 l.aolemonte ol trabejo nUJ.l¡;rico nece:·Jario pr..ra. aplicar el uetcdo • 

Deo.:.:raciad.a:r~onto, '1!.1 la n::>:,'o;,· lJ<li .. l.e de laa cntructurns rcalon no oc cu.lrt;')lcn le!J 

dos pricterns cond:..cion0o (le.a colur.1'.1ns no est6n contrnvonteada!l ln.toralr..!o~tc en !JUl'\!-

tos interncdios :r, co:::-.!0 forman porta (le doa lll3.rcoc ol!"tor~onaloo quado.n i'r')cuonto:·.10n-

to somotida.n a í'loxi6n ~lref.odor ¿e suo dos ojen prí!'c.i~)alen),· !)Or lo qu.':'l es nocooe-

rio :::.odifico.r rJl m6to:io de dis<}úo pt:~rs e:~ter1der su rnn~-o de "~licsci6n n lec ceso:> 

en quo debe considor~rse fle:d6n bi.:-.::inl de bs colu....."'1l'l:!S y b posibllidnd de pcnd.co 

lr.tor:>l d.e le.::: r1is:r:~o. Puooto qu3 0~1 le, actunlid.::~u no so cuentt~ co~1. ncd5.os !'e.rr· tr2 

"·t:'1l" la.n c_:l"l!ficc.s !!lO::lrmto-cU:!"Vatura de piozns :f'leXOCO':r:?rÍI::lidas quo puodo.n fr.tll!-11' por 

pn:-:d()o en ·.;ez do hacerlo !'JOr o:r:ceco uo i'lej:i:5n eú. un :1lnno, ni las de colUl::n.:tn i'lc--

:donndao :Jiwult~noo;Jcn.to EJlred0dor de ouo dos ejes priuc!rales, los procedimientvs 

da J iac:ío qL!C se <!iscutir6.n en lo qlA;o oi¿,'Uo son uenoa prcciaos quo los dados en la a 

roforcncias 5 y lt, pol·o cubren un r!'\l1t;o rua:,ror do a.plicA.cionas. 
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Los problemas que deben raeolvarso oon dos& primero, obtener f6rmulns que pe~ 

mitan detenninar la reaiotencia rnhcima. a la flexi6n de p1ezes flexocooprimidns no 

contraventeadno on puntos intermedios y flexionadas alrededor de uno o do oua dos 

ojos principales, por momentos aplicados en sus extremos y, oeGUndo, deter.minar, • 

o.unque sea en forma aproximada, l11 manera on que el momnto t'rADsmitido al nudo pi)r 

les trabeo se distribuye entro las dos columnas que concurrep en ~1 o entre eaas -

dos columnas y la trabo que permanece en estado el~otioo. 

b) Capacidad nh:ima de carga de colwnnas flo:tocomprimU~.s no oontraventoadas 

lateralmente en puntos intermedios. 

bl) Flaxi6n alrededor de uno de sus ajes principales. En el oaso de oolumn~ 

librea entre sus extremos, ausoaptibles, por oonsi~ionte, do pandearse por flexi6~ 

y toroi6n, sujetas a la aoc16n stmult,nea de fuerza axial y flex16n an uno do sus 
1 

planos principales, debida &sta a'los momentos qua los transmiten las vigas quo se 

apoyan on ollas, el momento flexionante ~imo que pueden soportar os el menor de 
' \'S,,& 

loo valoras dados por las oxpreoionos 

(12) 

-

(Si P/Py~O.l5, no es neoeoario r?visar ln eouaoi~n 12) 

Los s!mbolos que aparecen an'estas axpresiones tienen los significados si~~ 
' 

tase 

1-\,• momento ml.ximo que puede, soportar la columna8 en cualquiera de ous extre-

moa. 

P, fuerza axial existente on la oolwnna (correspondiente a cargas de trabajo 

multiplicadas po1· A¡ o ). 2>• . 
MP• momento pllstico resistente del perfil 1 en auo~cia de la oargá ~ial (i--

gual o. Z G' y)• 

PY• carga axial que produciría la plaotifioaoiSn complota de la seco16n, an --
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ausoncir. clo nom0nto flexio:1antc (i2,1.trl s. }.(I"~r). 

mer..._,c ([llrodcdor (~el ojo de 1acnor moc~nto ds inercin). 

Pe' onrc;o. c1·!tico de ¿rmdco cl-<stico, on el phno en qua obra ol monento 

flcxion:!ntc. 

l·Icr' ::101:~ento crítico de pandee b:.~rc 1 :por i'lc:xión, on :1\,lSencie. d~ fuerzn no!, 

r~~l (~nra ou cñlculo, vén~a ltt.rof~l~). 

C 1 cooficiento qu~ depcntle de la ley do v . .,ria.ción del momento f'le:dononte ~ 
:rr. 

lo lor~;o d0l ojt'l da ln colu::mo. Oun.rld.o n-3 conocen los mo;nontos on los coa extremo~·· 

de ln colUJnna, au vtüor puede cnlculnrsc por la c~preoió~1 

Cm: o. 6 + o.!¡ ¡,í1/H
2

, pero no ¡¡¡onor á e o.4, 

en lo. que l-!1/I,~ en el cociente de loe <loo momentos, oiondo oiompro 1-~ el or.mor do, 

los d.o:; (~·í¡/B2. !3S positivo cunndo la ;:ic::n se flo:-:iona en curvatura sio::;>lo y ner:a~ 

tivo c~2n¿o lo l:ncc c~1 curvatura do1,1o ). Cuando ce co:1ooo únicl:'l.:mcntc el moi:tento ~ 

un cxt¡·ot10 ::e la colwr.1a, el Vs.lor C•) C puedo obtenerse, COl1Scr.r::uiornl:lcnto, por 
Il 

ned.io da l.i f'i;~ura 11, en lA que Ltn¡ y L,¡T non, l·c~p•}ctivl"l:oonto, le lon.:;i tud c!e la 

c3r~~n total (b CJ.UC :::e co;wi0rtc en ¡;¡ccnnim.oo), ~' ~-i y '-'T oon l;:¡_c carees l!lUerto "./ 

total, ,or unidad de lon·~itud.., 

b2) .Flcx:Lón !!lro.iddor c:o loe C.oc cjcc princir-olo:J. l!in ol cr.o.oo de coluLll1as 

libree '.'ln~rc ::~uo cxtr')t:os, :msco~.._,ibl•3::;, por con:::i,s)tientc, de p~n<iearoo por floxi6n 

y tol·::lión, oujetP:J .:1 la ~cción oiuultn'ncu do fuel"Z'1. o::de.l y !'lexión on :lUD dc:1 11lo-

noo principales, ~obidn. rSst!l o. loo !Jomento-: que loa tr,nsuitmt l::>:J vi~e::l que oe np2_ 

yan on ollas, nlojadas en don pleno~ nut\&e;uonto pcri:Jcnt!icularos, el reom9nto fle:l:io-

n::>.ntc r.JÓ}:imo q;Jo :puDdcn co:1ort,.,r, .nlredo{~or de U!10 2.c r;uo cJco principales, eo ol 

r.1onor do loe vnloros d,..,clo:: por laa c>:praoionen oi[.uiontc3a 

(14) 
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(15) 

Las litera.lec\tienan el miamo eic;nifioado que en las ecuaciones 12 y 1,, o.t'a~ 

tnde.o a.hore. por Wl índice x t1 y, debido a que hay flexión a.h·ededor do a.zr.bos cjot~ ... 
i 

1 

La doduooit1n 9~ las oouaoionoe 12, 1;, 14 y 15 puede verse en 1o.s referenoi's 
1 

15 y 16. 

Cuando se ~aliza la estructuro. con carGa vivo. completo. los momento~ en los 

dos extremos de co.dn une. de las columnas pueden calculnroo con bastonte precisión, 

por lo que el valor del coeficiente Cm puado obtenerse oon la. expresión 0.6 t-0.4 -

M¡/~1 on cambio, cuando se estudian alternaciones de ca.rgQ viva y ln dotormina--

oión dol momonto resistente se hace utilizando subconjuntos del tipo indicBdo on 

la Fig. 9 oa necesario hacer nlcuna suposición referente al valor de Cm, para Jo 

que puede utilizarse la Fie;o 11; on efecto, es posible demostre~ que para oua~·, 

quier combinación de valores de Lvt/L..rr y if../WT qua caiga o.r~ibn de ln curva de

osa..fl.¡ura la columna so flexionar~ en ourvntura doble, por lo quo M1~ sor~ na~ 
, 

tivo y Cm estar~ co~prondido entro Oo4 y o.6, por lo que ser& oonservador suponer, 

' ' on ol diseno, Cm= 0.6, valor corroopondient.e a lllOmento nulo en uno de los oxtr~oa, 

mientras que cuando la. combinaoi~n do los dos vnloras oorres~onde a un punto Qitua-
, 

do debajo de ln curva, la columna se flexiona. en curvatura simple, de manera que Om 

va.r!n ontre 0.6 yl.O y es conoervador tomar este ~ltimo valoro 

o) C~lculo de loa womentos:quo deben soportnr las columnas en cede. uno do suo 

oxtremos. 

ol) Caso on quo toda~ lan vigas que llegnn n un nudo se t.ransfor.man on macani~ 

moa (cargo. vertical total). En oote oaao, al momento do desequilibrio que obra so-

bre el nudo se reparto entro lo.e colwnnas qua.ooncurron en ~l proporcionalmente e. 

ous rieidecea o.ngularos ol~stioaoo 

c2) Una de ls.s vigas se trnnsi'ormo en un meoar.isnJO, mientras que la otra per

manece en eatado ol~otiooo En 1~ figura 12 se muestran lo.s oondioionoo en quo so 

encuentra al nudo o.l oonvert~.rse lo. viga de la izquierda, A0 11 • en un mecanismo, bajo 
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b o.cci6n do lC~:J ca.rr;P.~ nuortn y viva co:.1uinsdns, l:"i'3ntras quo 1.<:~ de ln C.ereci;e, 

AD, sobre ln quo obra. co.r:_;c, nwrts. (micn.:.lentc, .,a¡"":Mnócc on co~oño el6:ctico. 

Obr.:ervn.ndo la. fi¡_,uro. so odviel;.¡,o qttc ol l?oncnto ) .. rcn::n:.dtiqo nl nudo por la. 

AC J.cbe oor f.3qu:i:1ihrado ?Or la:J o~rao trec b'!rrns que concu1·ren on ~1, incl!::!, 
l 

~·endo P.l ei'oc~~o c!e l1:1 C<ll"[;n. l.:ru.crl.s. qu'.: obra sobre AD· 

Lo. ~cunción do cq.uili'urio r.lo r..l.omonto:; en el nudo eo 

o=- (l"''p)._(, _ \1,_, ~ + lJ\~1> +VAs>~" + ( M,u,)& +(M~.~\+ (M~<&)& 

TIAD vo.lc (~.~2AD)/1'- y V'AC './ VADson it,ualos, rcspcctivemante,a. (~L10 )/2 y 

(~1.¡LAD)/2.. Ll~Jv~ndo cctos volares a ln ecuación e.ntorior, y despejando el :momento 

toto 1 que tr11n:n:ri. te al :~u do lo. br~rra AC, se obtiene & 

La. p!1rte dol ~l~•J::-/~o quo ob1·s. ::Jool·'-3 el nudo, l·lAC' c¡uo es ooporlo.de. por lo. vi

¡::;a AD, vc.le 

El nou:mto rost·-n-':.5 debe ser resistido por ln.s colu:n~n~, do !O.Illlern. que la su-

o.n ¿o 1M cc.pncid!ldos de lns deo debe se!· i;;.uel o n:a:,·or que 

'.!'odr .. ~ la~> cantid.c.dec inclui'da.c en le. expresión anterior s·on conocitlan, con la 

co~1occno•1ci.'l d0l ;i:·o c!.cl m:do; }Ja.l·n c~lcl'.b.rlo, ce dis~ .... rlLuir6 el ¡;10monto de dooo-

quili brio el'ltre esn vicS~ y ln:J uo3 colu.n~1na~ pro?orcionalr.1cnto n suo ri.:;idocea mlLB_ 

ln.rcs al~cticn.n, con la cu"?or.ici6n '<le que ln.- vi¿,}J. ostá o~potradn ""./ las colt.ü.un.'ln ar-

ticulodas on suo ox·C.rc:t:JO:J O!JU.C!:lto3 a.l nudo (oand condicionc:9 do o.poyo proporcionan 

recultc.doc ccrcrmoa n los reales, aLU1quo cm apc.:d.oncia eo cotá oobrocs-tirmnuo li~~o-

re11.onto la ri¿::;idoz de 1~ tr .... bo y Dubestil:~ndo las de "lec colm:no.a, ~ra quo no se os-

t6: to~ndo on cuenta la pél·did.o. de ;ri2;idez. de ~ct.es, debida a lno i'uorzos ro<iales 
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que existen en ellas). 

Por consi~iente& 

Ec 16 

En esta ecuaci~n, 1~ as ol momento de daoequilibrio en ~1 nudo, dado por 91 y 
! ' 

cnloulado teniendq ~n cuenta que.la vica AO eat~ soportnndoJas carena muertR y v~ 

va completas, miqntrao que sobra la AD ectda driioamenta la~~~ren muerta, r- AD ea 

ln rigidez angu:l,!ar de la barra AD (i&rual a 4EI.wJLAD) y .fr os la suma de loo rigi

deces anculares; de esa viga y de'laa dos columnas, ~stns dltimas do valor ieual a 

5EI/L· 

Debe oomprobarso que el momento total en el extremo de la viga AD correopon-

diente al nudo no sobrepase su mornanto pl&stioo resistente, ea decir, debe satis--

facorso la condici6n 

(La ape.rici6n del t~rmino (fiJfA"JI2) (d
0
/2.) en el sel,11.Uldo miembro so debe a que 

la oxpreai6n anterior ae ha planteado on ol punto do iriterseco16n de los ajas da v~ 

gas y oo lw:nas ), 

Por consi[~ionto, 

Eo 17 

El VP.lor dol womonto (HAo)& aorS. ol dado por la acuaoi6n 16 niorn.pre quo se -

satisfaga lo. condici6n lj; en onao ·contrnriop daber6: dismnuirse la ma[]li~ud dol 1llQ. 

mento eoportndo por~la vi~a., do mnnorn quo se cumpla 17• 

El oomonto roota.nto, 1-i.J - (HAD)6, debe sor resistido por las dos colW!Il'laa que 

concurren en el nudo, de manera que dobo sntisfa.oeroe la cond1oi6n 

Ec 18 

donde fHo ea la suma de momento::~ roniatentea de 14s columnas, cnlculn.dos con las -



ocua.cione::J 1:?., 15 ,' 14 y 15, l~ es el oo::.1::mto de desesuilibrio en el r.udo ~· J:~/& ea 

(:!:c. 16) 

En re::.um.on, ol prococi.iuirmto a' sct,\'ir po1·~ detor-..:üna!' si lt>.S escuo.dr:!e.:: obto-

nid.os on ol ¿isel:o pl':Jliuino.r i)el:'~. lan coll..U'Jl'lan que concurren en un nudo no11 o no 

adecuadas en el que se IJ.cnciona ~ co:'lt,inuaci6n: 

1. Se calcula el J::OIJJ.Cmto de ñesequilibrio en el nudo, el que podr6: deb01•no ~· 

le acción de las doa Vi}3no que so apoytm en eH, con cal:'(')\ vivn completo y convorli 

das, por con:::lit-c.i::mtc, en mcc~?ni.sr.iOs, o a la do una vi¡:;a con csr.:;~s vivn. y 1.uortn. 

y lo. o~ .. ra, que p~nnn.n.ece en ontR.do elt{:Jt,ico, con car2;n uuerta 11n:.co.z::e~te (1,1 cnl--

cular el oo:~onto de doaequilibrio no O:J necesario utilize.r loa !llOment.oz pl~nt.icos 

ro~ist.on-teo do leo :perfile::; cuplen.do·o en la:J vir;ac,-,·.:::.:.no baata con to!nnr los valo

~s toó :ricos nccosarioa, i,:ualea a f;4TL2 /16, que serán, en r:;oneljsl, nenoro:J). 

2. Go calcula ::;1 no1:1e~1to totnl que debe ser rcsist.ido por ln~ doa colu!nnas, 

El ~02:.1C::'lto ele deGoquiHbrio to~nl, cua.ndo la::: do:J vit;nn que lleom al nudo ac 

convicl't,on en I:lccp..;.lis:.:os. 

La diferencia entre el lOOmcnto ;c.o desequilibrio -,¡ el que reciot.e la vi.::;a quo 
\ 

permanece en e:>~vndo ol~~tico, CUA.nd~ solll!!lcnt.o unn so convier"t0 en mee :-.nis1:10. ,. 
' 

3· So ¿otori~d.l1n l::t cap~citlo~ lJara resistir mononto de ce.dn U."'le. da lo.o coltu::l~~ 

nas, a!'licr·ndo lno OCUE!Cionoc 12 y ~3 ó 14 j' 15. 
' 

4. So compara. la Dt.U:lP.. de r.~omenton rcnist.entes O.e 1:-t~ dos colw:lllaa con ol n:o-, 
' 

lllonto culculndo en 2: eJ. os i~;..1a.l o :-.w~ror, lns cacuedr::!:a..'l obtG~tiC.oc on el 

:~rolir.dnnr son cor::.·octco ¡ ni ·~::; w.on~r, debcrl aWJente.rse el !JOr:'il de u;1o. o de b.:J 

dos co!;¡.i-.l~n:J (ol ;:,omento resistente ,de le. j1.mta ?t.tode incr01:1cnte.roe tc:ubion numon-
./V 

ta.r.do la. oscundr!a de la vit;a clásti:ca, cuando é3ta existe, procodi.:llicnto que en 

oco.s ionc3 puede a al~ e 1 l:U\S nJecundo). 

Dostle lue~o, en los cacos on qu,e las colw.nas eatén i'lc:don.adas alrededor de 

U.'lo colo de sus cjas prit:cipalos y no haya posibilidad de pandeo lateral (por 



exiatir muros a uno y otro lado de las oolumnao, por oj~plo), so podr' hnoor el 

disefio utilizando el procedimiento conaiotento en el trozo de la gr{fica momento

curvatura de la junta (v6anse lae reforoncias j, 4 y 14 para el eatudio dotnllado 

do oato m6todo). 

d) Columnas que formnn parto de cruj!as contrnvonteadas. Las columnas que 

forman parta de oruj!aa oontraventeadas, diseñadas previamente para resistir car

gas verticales dnioamente, con un factor de carga A 1, deben revioarse bajo la 

accicSn de los elomentoB m.eohlioos que aparecen en ellas cuando sobre el marco 

actdan simul~eamente fuerzas vorticales y horizontales» con un factor de carga 

Las tensiones y compresiones ocaoionadas en las columnao comprendidas antro 

los niveles i e 1-1 por las :f'uerzas horizontales qua obren sobre el marco pueden 

calcularse oonservadoramente oon la eounoi6n si~ientea 

Fd- tf h.[ H~ 1-~ 'Wn) -t h.,. [ ( H.ft+ H.,.) 1-
6,,._, (-.J., .. 'ol..~ ~ -t ... 
h .... 

h:[~ 
o 

\JrH 
1 

• . . T Hr..- 6.T :[ -
h~ ft 

(19) 

El significado de las litor~loa que aparecen en esta eouaci6n es el expliondo 

anterior.mente, con referencia a la ocuao16n 8, 
' 

Ouando exista. ms.s do una ~1uj!a contraventeada en un nivel cualquiera del :mar-

co la fuerza total calculada con la ecuaoicSn 19 se repartir( entro todas las colum-

nas que las limitan, teniendo en cuenta los aignos do las fuerzas ~~ialos que apa--

rocon on ollas. 

DiGofio do loD oontravion~ 

Lo:1 oontrnventooo de un marco rígido dobo~. ~iaeíiarse paro. desempeffar las funoi,2_ 
: 4 

noa sieuicntoo, todas ellas importantes a 

l• Resistir las cargas laterales que obren sobre la estructura 



J+. l·i~jornr nl col.1~1ort:•l.:iento ¿e b o:JJ~:ructt~rc., reüuoia:1do a v.:~lore::: ach.t:ni-

blo:; lor; do3plazc.r~icmto!l horizon~.\l!'.!o d€l cus d:i.o• ... inton ni·lele::;. 

~5 f'uncior10s ont"lriore::~ son doocupo;lades r.:;enornlr:;cn'te (}!1 los edificios por -

ol~l:lenton de dos tipoa, u.;,roe rle rir::i.C.oz y contrr-~vontoo:; :;•ropitJ:lont.o dichos,; 6:;'vos, 

o. :::u ve::;, pueden o:Jtr.r :'o~clon por pio~na colocnd.,~ en dia,:onal, on :K, cte. El -

tipo y la coloce.ci6'n óol cont.r~v~nteo catón dictado::~, -,en la t:~·or!'-1 de loo c:H.IO:J, 

por con:;;iderecio!100 no s6'lo e:::tn:c"t-ul":ll,~, olno ta:·:iliien rJrquitbct6'nicas ;¡ funcio·..-,{, 

len. 

Atmquc lo.n f6'rwula:J da óincúo r_¡ue niJ pr03Dntn.'! mas o.tlelt;",nto' se T~J.:'i·:!ron e;.::cl!:!. 

aiVf'\lJ0~1to n contl·.woni..cor:~ O:'l. tlio.¡·.o~lal (v1o.oo Fi~tro. l;J ), loo YJrinci!lios quo llov."l-

'&1 1" í'l,eurf:1 1) se I.Jl.HHJtl·., un LJC~rco provisto do con.trnvontoo dia.[;o11nl, coloc!!_ 

rio en ln. cn.lj·rn óo ln d.eroch!' ¡ o:n eoa ::ti:.'J.rn se hf1. nttpuo?to qu.o el co:n-t.rnV:3ni~co 

o:r!:.~ co'!.oonc!.o en 1<:> J.::icr.1o crv .. )!r. r~n tcdoa los nivelen, lo que no eo obli~otorio¡ 

j Ía UO C:1<h c;.,t ¡•epi ca • 0ul:'ndo l. O ~3 ofocto:;; de f\lerzc.s lt>torn lo:> !30l1 in:,:>ort."!ntoG i1U_!: 

do oor inclu:::i'lc conY:ml ;n~v"3 di::.d .. l·ibuir lo:J contrav•Jnteoo cr. vnrie.s cruj!no con 

objrJto da cvit.:cr conccntr-·cionn;_, i·1dcr;oo.blea do fuerza!l a::dole:J on alttmaa <la lo.Q 

coltu.:;ne.o J en 1:"!. zona cor:c~¡;f'o!1diunta d.c le cil:J.ent.'lci6'n. 

Perr- disc::o.r al con'trr-vo:1tco ~n 11oces~rio hacer lnn siLuientco Dl.tposicioncs 

rolutivn:J Dl co:~porl!"miento del J::.r1rco5: 

lo El 1nnrco on :::! no rf'l::lioJ.:.c fu~rznn hori~ontalo:3; cnt!!. suposici6n equiVA.le 

n con:J:\.(lornr c¡ue md::rticaon A.rtlculecioneo on loo uo::: oxtret.JOS do CA.d:'l colnw..'ln, en 

todoo lo~ nivule3. 



- )5 -

2. Cada. tma. de las colwnna.a gira lateralmente un kleulo ~ , condn a todas las 

columnas de un entrepiso. 
1 

5• Se deopraoian las deformaciones exialea de vigao y·columnaa. 

4. Las fuo~as vortioalea 'ae conservan'verticalea al d6splezarsa lateral~te 

al entrepiso. 

5• Las d1~gpn~los de oontraventeo son suficientament,qesbelta3 para. quo puodn 

admitirse que lu de compresión sa pandea bajo la acci6n da' Una carga de maguitud ,,. 

despreciable. 

6. La fu()rza horizontal total y el momento de, volteo (efecto P b. ) son roais-

tidos Wl.ionmonte por la diagonal de contrnvanteo quo trabe.ja a tenoi6n. 

Admitidao las suposiciones anteriores, el estudio del equilibrio de un entro--

piso desplazado lateralmente permite obtener el valor de la fuerza que aparece en 

la diagonal de oontraventao, tanto para. el caso en que sobro el marco obran dnioa-

'monto cargas verticales oomo para cuando actdan tambien sobra ~1, simult~neamente, 

fuerzao horizontales; dividiendo osa fuerz~ e.ntrA ~y' oofuerzo de fluenoia del -

material utilizado en laa diagonalea de contraventeo, se obtiene el 'roa necesaria 

de &stas, dada por lao ecuaciones (20) y (41), para las doa condiciones de o•rga -
' 

mencionada.a arriba; desda luego,' en cado. cano particular ce tcmar!Í el mayor dQ los 

doo valores, t6niondo en cuenta .que deben emplearse factor~s de ca.rea diferentes -

para una y otra condioi6ne 

Puesto qua, de acuerdo con la hip6tesis 5, so desprecia la pequeña contribuoi6n 

da la diagonal comprimida, el 'roa calculada con 20 6 21 debe proporoionarao con las 

diagonalea que tra.bajon a tonsi~n, exoluoivamento, y las de oompresi6n daben hacerso 

iguales a ellas, ya que tanto el despla.zomionto lateral del marco, bajo oargas ver--

ticaloa, como la.s fuerzna horizontaloo, pueden presentarse en cualquier sentidoe 

Deode luego, en ol caso de edificios realeo formados por varios marcos parale--

los entro sí, el disefío deba hacerse en conjunto. -,~bteniondo las dimensiones de loa 

contra.vonteos de cada entr,piao ~e mane.ra que BOflll capaces de resistir lo.a fuerzas 

horizontales totalos y el efecto, PA completo correspondientes a eso rlivelp y hacieu 



do lc.s l.'iOdi.ficec:onc~ que so<1n neccnori.n::: cu::mdo varían uucho los oleros ¿o lea 

dis-tintea cruj!as con:trnventoa.das. 

Al.:.,'Unn::J capecH'ic.-:-cioneD recomieml~n que lo::: perfiles utiliz.,dos en loa con--

tr:wentcon ::;e oseo ~a.ú de tnl .ru.t.·mcrn 'lU 1 cu relación, de esbel t~z no sobrop:~.r,o un -

' 
ci()rlo vnlor, co:r. ob j .. ~to de· cvitnr vi'br'1cionos ind.cner:\blos; esa rcconond,.ción no 

nuolo sor obli~a.torie., yn que no 0.1 nocc::~nl'ia p!o'ra que la est~ctur::-_ f'uncicno co-.. 

12. 
l"rectar,~cn.te. 

En re3umen, lp surun de lns ~roa~ uo laa ooccioneo tr~nsversnlea de las di~eo

haloc do contr2.vcni;.oo colocad:10 in .. -:nodit~.temonte debajo del nivél .¡, de una estructu-

ra deba aFJr it,ual nl mayo1• do lo5 vo loro:J calculados con la.s ecuo.cioneo 20 y 21. 

~ .. 
A.c_o Le~ ' ~ Wr ·=- (20) 

t.r~c: "" 
~ ~ 

.. 
1 ' Ac.': ~ Le.~ 2. ~~ + Ld ~ w~ 

~L. "" 'E.\: ~e: ,.. (21) 

Las litcr:'lleo ~uo oparacon en co+.··-: ~:presiones tionon los si01ificedos oi--

[).tiente~: 

A El.'ret-~ da cont1·,~ve::1toos n~cor;nrin ci' "' 

Lci, L, lon[i tud d.ol controvo11tco y claro de la crujía cO,ntrwent.eodn., respes, 

ti VO.lJJ'Jntc 

hi, alt.ura de colur:nas ~n ol ontrc:Ji!Jo con3idcrado 

cry' E, es:uorzo de flttGncin ~r ¡¡JÓdnlo de elasticidad>, l"Onpectivrunent.a, del 

... H.' 13U~ 
l. 

do toda.c las fuerzn.s horizontales a.plicn.dn~ an lon nivelo:::: compre! 

didoo entro la azotea. y el i, incluyendo a 6ote • 
• 
1 

~ \li' our.m de todas ls.s fuerzas verticalen' nplico.dea cm loa niveles couprondi· 

do3 ontrc la nzot~Ja y el i, inclu~•ondo a ~ote. 

Al utilizar la ccuooión 20 lao fuorz~s vcrticnlco da trnb~jo deben multiplicnr• 

so por ol f~ctor ele C13.r[;'l A 1 = 1. 7, :-:J.iontre.s qu.e cuando ze emplee la 21 erl l'aotor 
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do cnr:za oerl! A 2 =lo~ • 

m1 ln do~er.rninaci6n del 'roa da contrnvontoo disponible 1on coda entrepiso 

deben considornroe dnicamente lao diagonales qua trab~jen a tensi6n. 

El preoente trabajo ha oido desarrollado en parte an al Inotituto de Inr;cnie

r!a. do lo Ui>l"AM, dentro do un programa do mayor Slllplitud, patrocinado por la Oolil1r--

si6n Federal do Electricidad• 
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ALGUNAS IDEAS SOBRE EL DISEÑO PLASTICO DE MARCOS DE ACERO EN 
~==z=~a:==:aa:a~====================-•,.,..,=-s::a:z:::=r=•====•::a===a===-z.. 

ZONAS SISMICAS. 

El enorme crecimiento de la poblaci6n, su tendencia a coll 

centrarse en áreas urbanas·, el continuo aumento en el precio de los-

terrenos y los complejos problemas del transporte en las cada vez 

más extensas ciudades modernas, han hecho que los edificios altos 
'~' ~~flO\II.'S 1 

constituyan la soluci6n más económica para alojar a ls ~en~&, tanto-

para vivir (edificios de departamentos) como para trabajar (oficinas). 

Esto ha originado que se construya un ndmerG cada vez mayor de edi-

ficios de altura creciente, tendencia que irá aumentando en el pr6-

ximo fnt.~ro, por lo que los complejos problemas que intervienen en

este tipo de estructuras se han vuelto de huna importancia cada vez 

mayor .. 

Un edificio debe considerarse como un sistema,y la estru~ 

tura que lo soporta no es más que una de sus partes; por consiguien-

te, el diseño estructural no es un problema aislado, y al realizarlo 

deben tenerse muy en cuenta ~ requisitos arquitect6nicos y funcio-

nales.~~ Dentro de las restricciones ocasionadas por 

ellosp el ingeniero estructurista tiene que producir una estructura-

segura y económica, que resista las cargas verticales y horizontales 

que obren sobre ella con un coeficiente de seguridad adecuado y sin-

deformaciones o vibraciones excesivas, que afecten la operación de -
~t.:t • ._~ 

otras partes componentes del et'i.fi.111i• o produzcan sensaciones desa--

gradables en las personas que lo ocupan •. 

Puesto que no se pueden eliminar las cargas verticales, -

muertas y vivas, que actúan sobre la estructura» el costo mínimo 
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.,.¡ f. 
posible de ésta, en un edificio de cualquier número de pisos; es el 

que se obtendría si se diseñase exclusivamente para soportarlas; sin 

embargo, la importancia de las fuerzas horizontales accidentales, 

1 • '1• t._ ,,t'4C'Cl" 
s.~.sm1cas o eo , c.q S, , crece con e 1 m't~~:e¡ u de ••"& a o, y su influe!!. 

e¡. Tite"'' CA "'""" cia en el diseño puede.ser decisiva en cuanto Ya •6s &11' de cuatro-

o cinco" ._:~~\.t1. 

Si se desea obtener diseños econ6micos es necesario, por-

consiguiente~ utilizar sistemas estructurales que permitan resistir-

las fuerzas horiz ontales accidentales con un incremento mínimo en --
material y costo sobre el requerido para soportar las verticales per 

manentes, y se lograría la soluci6n 6ptima, desde este punto de vista, 

si se obtuviesen estructuras aa que, diseñadas por cargas verticales, 

fuesen capaces de resistir las solicitaciones a dicionales,produci-"'""* . 
das por las horizontales sin necesidad de ningún refuerzo, utilizan-

qp tan solo el incremento en resistencia correspondiente a la dis--

1nlnuci6n del coeficiente de seguridad que permiten todos los c6d~os' 

para la acci6n combinada de cargas permanentes y'eventualese 

La estructura clásica para edificios de varios pisos ha -

sido, desde principios de siglo, la constituida por dos familias de-

marees rígidos, generalmente ortogonales, eompuestos por trabes y --

columnas de acero o de concreto reforzad.-ll analizados .~y diseñados-

elásticamente o 

El marco rigirlo ha sido durante algún tiempo una soluci6n 

en las tres o cuatro primerasacertada del prob~ema que nos ocupa; 
~o-po, ~ '"'~'-'~ 

décadas de este siglo ;e los sistemas constructivos utilizados prvn' sa 
r~~h.T,H •. te ¡ 

ulifiei&o tloo un número grande de muros bastante .,li.GD~& que 11 --.-a 

aunque no se tomaban en cuenta explícitamente en el an4lisi~ y dise- ) 

.¡,~0."-
ñoj) fP8psrsione~Mft a la estructura una rigidez lateral 'apreciable que 

,1 

.~.r.,.;.:/: ... ~ ' ,imp~d~a. q~~ se. pr«:'~~ntase~; pr~blemas de inestabil~dad de conjunto y-
•• ' • 1 ¡, ....... ·,-,:;t 
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ayu0aba a los marcos a soportar las fuerzas horizontales1 CD~ ~ua t""ct• 
~~o -...., ~to ~~ ''"~rctQ ~ ~9&'-'C:Q ~' ~~~•\':", l~~ uet~, . . 

Durante ese tiempo pocos fueron los edificios verdaderame~ 1 

te altos que se construyeron en zonas sísmicas, y basta ~ recordav 
dG.rSt. 

~ los efectos del temblor de Julio de 1957 para ~wa Rea eeMes cue~ 

ta del papel básico que jugaron los muros divisorios en-el comporta-

Desde la terminación de la segunda guerra mundial se han-

multiplicado los edificios altos~ y)al mismo tiempo, han irio dismi

nuyendo los elementos rigidizantes no estructurales, ,sobre todo en -

'"'""'"" ~ 'o\t' scl¿s· . B para oficinas, en los que la tendencia moderna es proporci2 

nar áreas cada vez mayores, libres de muros y colum~as, al mismo tie~ 

po que en las fachadas se utilizan grandes canceles ~e vidrio. 

En estas condiciones el marco rígido, que depende exclus! 

vamente de sus vigas y columnas para resistir las fuerzas horizon--

tales y para evitar posibles fallas por inestabilidad, deja de ser--

econ6mico en cuanto el número de pisos excede de 15 6 20, o tal vez-

meno~ en zonas de sismicidad intensa, ya que el diseño final exige -

escuadrías considerablemente mayores que las requeridas por carga---

vertical, no solo para obtener la resistencia necesaria bajo fuerzas 

sísmicas combinadas con vivas y muertas, sino para reducir los des--

plazamientos laterales a limites admisibleso 

Esto lleva a la necesidad de complementar los marcos ~ 

~ con elementos estructurales adicien~les capaces de resistir las 

solicitaciones sísmicas con un costo bajo, lo que se ha logrado 

utilizando muros de rigidez o elementos inclinados de contraventeo -

alrededor de los cubos de elevadores y áreas de servic io, y en otras -
zonas en que el diseño arquitectónico permita colocarlosG Se logra-
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así utilizar los marcos rígidos en forma econ6mica en edificios de a! 

tura mucho mayor, quizá del orden de 30 6 40 pisosa 

En construcciones más altas los marcos p(giess contravente~ 

dos son también antiecon6micos, lo que ha obligado a buscar otras so

cl~"'''o' luciones estructurales, que se. han Jutilizado con éx~ to en .titas par-

tes del mundo, especialmente e.n los Estados Unidos. · 

En las ciudades más importantes de nuestrv paísx nos en-

contramos en la actualidad en una etapa en la que se ~st~construye~ 
lu~"t~•u 

do wn @iPPR nti11te1 a se edificios que fluc~an entre 1 os 15 6 20 pi--
~tlf'C • 

sos, con exc~QSiones ocasionales hasta los 30 6 407. por consi 

guiente, se están empleando con frecuencia y buen~s resultados los -

marcos provistos de contravente~o de muros de rigidez, ya que si se 

pretende obtener la resistencia necesaria por medio de marcos rigi--

dos exclusivamente es ·necesario reforzarlos considerablemente para--

que puedan soportar las fuerzas sísmicas y, aún teniendo capacidad -

adecuada de carga, suele ser necesario aumentar.todavía m4s las es-

cuadr!as de vigas y columnas para reducir los desplazamientos later~ 

les a niveles aceptables. 

Este último punto, que es de importaacia en estructuras de 

concreto, lo es todavía más en las de acero~ -,en vista de que la mayor 

resistencia de este material lleva a elementos estructurales más es-

beltos y, por consiguientep más flexiblesg 

Desde hace ·unos 15 años, un número cada vez mayor de es--

tructuras de acero se ha diseñado utilizando m~todos plásticosp en -

vez de los elásticos tradicionaleso Cuando se empez6 a utilizar, el 

diseño plástico tenia dos ventajas notables sobre el elásticoz permi 

tía obtener estructuras más econ6micas y con un factor de seguridad -
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más uniforme y, además, requería menos trabajo para llegar a una 

soluci6n; en la actualidad la segunda ventaja se .ha perdido en mu--

chos casos, debido al empleo cada vez más extenso de las computadora& 

electr6nicas en el análisis y disefiG de estructurase 

Sin embargo, como los métodos plásticos son más raciona
~ e a.c.e r c.c.,,.,.. """" , ct. \ 

les que los elásticos, pues ti r; "k , ' o e t r 1 t e omportamiento -

real de las estructuras, y proporcionan en muchos ca&os diseños m4s-

econ6micos, su empleo se sigue extendiendooeaeila uez mis. 

Ahora bien, las economías que se pueden obtener al''utili
~.)rttC:o~ 

zar el análisis plástico se pierden cuando se aplica a ~reee rlgi~aa 

de alguna altura, y~ que las vigas y columnas de men~r escuadría oc~ 

'~ionan estructuras más deformable& que las diseñada&:elásticamente;-

el problema de los desplazamientos laterales se vuelve m4s agudo, lo 

que obliga a aumentar los tamaños de las piezas a valores semejantes 

a los requeridos elásticamentea 

uso 
Por consiguiente, el ~ del diseño plá~tico en marcos 

rígidos convencionales no produce ninguna ventaja si el edificio 

tiene más de unos ocho o diez pisos~ y para obtener estructuras econ! 

micas es necesario emplear muros o contraventeos, con los que se lo-

gra proporcionar la rigidez lateral adecuada conservando la mayor --

parte de las economías propias de este método de diseñoa 

L'l ál · · d · ~ lá t · a~c~c~d t 1 # u an 1.s1.s y 1.seno p s 1.co se tt¡;z:tee uran e a gun 

tiempo solamente a marcos rle ~oca altura, no mayor de dos o tres pi 

sos, ~ues exi~ían dudas resryecto al comportamiento de las columnas

sometidas a flexi6n y fuerza axial combinadas cuando ésta última 

adquiere valores importantes,: COmO ~MB SUCede en los primeros 

.• 
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niveles de~ edificios altos, así como sobre los problemas de inest~ 

bilidad de conjunto en el intervalo inelástico. Sin embargo, invea. 

tigaciones te6ricas y experimentales realizadas en l~s últimos años 

han permitido extender su uso a marcos de cualquier ~ltura, con o -

sin contraventeo. 

El diseño de marcos no contraventeados presenta todavía-

algunos puntos que requieren investigaciones adicionales, lo que no 

tiene mucha importancia práctica puesto que, como ya se ha mencio-

nado, factores econ6micos obligan a emplear oontraventeos o muros -

de rigidez en cuanto la altura del edificio excede de unos cuantos-

pisos. 

El diseño plástico de edificios altos de estructura de -

acero se ha visto estimulado en los últimos años po~ cuatro aconte

cimientos importantes ocurridos en los Estados Unidos: ~a celebra

ci6n, en el verano de 1965, de un cu~so en la Univ~rsidad de Lehigh 

en el que se puso al alcance de profesores universit.~rio¡e ingenie-

ros estructuristas un gran volumen de informaci6n~ o~tenido a tra-

vés de investigaciones realizadas principalmente en ~sa universidad, 

y la publicaci6n de notas relativas al curso1 , la aparici6n en 1968 

de un manual public ado por el Instituto Americano del Hierro y del .._ 
Acero (A.I. s. x) que contiene informaci6n y ayudas de diseño para mar-

cos rígidos contraventeados
2

, basado en el curso de tehigh, la acen 

taci6n en las últimas especificaciones del Instituto Americano de -
(A·l.~.C .) 

la Construcci6n en Acero~en 1969g del diseño plástico para marcos -

contraventeados de cualquier alturaly, finalmente, la publicaci6n -

por la Sociedad Americana de Ingenieros Civiles (A.S.C.E~ en este -

ado, de la segunda edil,lci6n de s~ Manual sobre diseño p~ástico en......._, 
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acero4, en la que se extiende la aplicaci6n de este método a marcos 

rígidos de cualquier alturao 

Cabe señalar que el Reglamento de las Construcciones en

el Distrito FederalnJpermite el uso del diseño 
~~""t S~ clca.<;;".; '~-"- '~"2j'\ 

altos,~ease 196~, pero las publicaciones.que se 

el\ 
plástico de marcos-

acaban de mencionar 

deben contribuir de manera importante a divulgar el método y a que-

su empleo se extienda cada vez máse 

El procedimiento recomendado en las referencias 1, 2 y 4 

(la 3 no señala el camino que debe seguirse) para el diseño de ma~ 

cos contraventeados está basado en las notas del curso de Lehigh de 

1965 ;· su aspectos más importantes son los siguiente a: 

t• La estructura debe estar compuesta por marcos ~tgidos colocados 

en una sola dirección; las vigas transversales están apoyadas -

libremente en ellos, de manera que las columna~¡·._e)Cperimentan 

únicamente flexión alrededor de sus ejes de mayor momento de ine~ 
. (*) 

Cl.ao 

2° Un cierto número de los marcos rígidos está provisto de contraveu 

t (o\ i · 1 i eos en todos ~ n veles, aunque no necesar1.amente en e m smo 

entreeje vertical; se les llama "marcos contraventeados"~ los re§. 

tantea se apoyan en ellos a través de los diafragmas constituidos 

por los pisos, formados generalmente por vigas transversales de-

acero y losas de concreto; reciben el nombre de wmarcos soporta-

dos" o 

(*) Esta forma de estructuración es poco común entre nosotros; sin 
·embargo, puede usarse con éxito en edificios de altura mediana, 

con poco frente y provistos de dos muros de lindero, que pueden 
utilizarse para darles rigidez en una direcci6n, de manera que 
los marcos ~i~icos son necesarios únicamente en la otra. 
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3° El edificio obtiene la estabilidad lateral necesaria en la direc -
ci6n normal a los marcos por medio de contraventeos o muros de-

rigidez. 

4° Los marcos soportados se diseñan para resistir exclusivamente-- ' 
e 

cargas verticales, y se construyen con uniones rígidas entre v! 

gas y columnas. 

5° Los marcos contraventeados resisten la totalidad de las fuerzas 

horizontales; se diseñan como si fuesen dos sistemas diferentes, 

un marco rígido y una armadura vertical, con algunas vigas y c2 

lumnas comunes a ambos. Todas las cargas laterales y los requ! 

sitos de estabilidad de la estructur~ se asignan al sistema de-

contra venteo. 

6° Se supone, conservadoramente, que todas las conexiones de los -

marcos contraventeados son articulaciones; por consiguiente, el 

sistema de contraventeo vertical debe soportar por si solo la -

totalidad de las fuerzas horizontales y del efecto P~ , ocasio 
~ 

nado por las cargas verticales al obra~ sobre las columnas de-~ 

formadas lateralmente. 

Las deflexiones horizontales bajo cargas combinadas con§ 

tituyen un problema fundamental en el diseño de marcos &'iu~4iPiiTJetl4i e!, 

~ altos y esbeltos; los reglamentos fijan desplazamientos relati-

vos máximos entre niveles consecutivos del orden de 0.002 a 0.003 hp 

producidos por cargas de trabajo y calculados teniendo en cuenta ex-
\ 

clusivamente los marcos, ~ssx~ despreciando la rigidez adicional 

proporcionada por muros y otros elementos no estructurales. 

•·· 
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En un marco no contraventeado el momento adiciona¡ total 

~p.~ que se presenta en cada nivel debe ser equilibrado por fle-

xi6n en las columnas, mientras que en uno contraventeado y con unig 

nes axkxEK articuladas todo ese efecto tiene~ que ser KR8Xskxa re

e"" sistido por fuerzas axiales en las diagonales; ~ un marco rigide 

real las columnas resisten parte del momento de volteo, y el xsssx 

resto es soportado por el contraventeo. 

Las hip6tesis mencionadas •• son excesivamente conserva -
doras y poco realistas, pues si bien.es cierto que una crujia contr~ 

T. Cl • ' • • ... ,..:,n ~ &\'AQ. "'~ ~ ~ .-.;'!,l(,~._o ~-:J~ r 
venteada ee-m~ua '"IIV& · P~~ que otra cualquiera, es probable que la 

rigidez total de los marcos &Q eo¡¡i)aaueRt;eaeie• sea en muchos casos-

del mismo orden, o aún mayor, que la de las crujias ,contraventeadas, 

por lo que estas ·resultan sobrediseñadas al asignárseles la totali-

dad de las fuerzas horizontales que actúan sobre el edificio; en 
' ' 

cambio, las columnas y trabes que no forman parte de ellas resultan 

menos resistentes de lo que deberían ser si se tomasen en cuenta los 

momentos ocasionados por las fuerzas horizontales. 

Además, los procedimientos para el cálculo de los des--

plazamientos laterales de los entrepisos resultan laboriosos y llevan 

a resultados exagerados, por las razone~ mencionadase 

\t "ct:J~ Todo lo anterior ha hecho que p.s !JDAe • s desarrollado un -
( 

método de análisis y diseño de marcos contraventeadqs que ha sido--
' 

empleado en el diseño de un número regular de edificios reales y 

que se aplica a través de los pasos siguientes: 

1° Se determina el momento plástico requerido en cada trabe por --

carga vertical, que es igual a la mitad del momento flexionante 

isostático producido por las cargas muertas y vivas factorizadas 
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(factor de carga ~1 = 1.70). Este primer paso puede basarse en las 

longitudes libres de las trabes. 

2° Se calculan los momentos que deben soport~r las columnas cuando 

las trabes que llegan a sus extremos se convierten en mecanis--

mos • Para ello, el momento de desequilibrio existente en cada nu

do se distribuye en partes iguales entre todas las columnas que 

concurren en él. 

3° Se suponen desplazamientos ~ correspondientes a condiciones de 

trabajo(por ejemplo, del orden de 0.002 h) y se obtienen fuerzas 

horizontales ficticias de magnitud P~/h que producen efectos -

equivalentes; P es el peso total del edifiCio arriba del nivel 

considerado, ~ es el desplazamiento supuesto y h la altura del 

entrepiso. 

4° Las fuerzas horizontales totales, debidas a sismo más efecto 

P~ , se distribuyen entre todos los marcos, contraventeados o-

no, proporcionalmente a sus rigideces elásticas. 

5° Se hace un análisis elástico de cada uno de los marcos, someti-

do a las fuerzas horizontales de trabajo que le corresponden 

de acuerdo con el punto 4; este análisis1que puede efectuarse veli 

tajosamente con una computadora, proporciona elementos mecánicos 

y desplazamientos laterales producidos por cargas de trabajo. 

6° Se obtienen los momentos totales de diseño de cada entrepiso; en 

mKXmx marcos no contraventeados son iguales al cortante calcula 
' 

do en 4 multiplicado por la altura -del entrepiso y por el factor 

de carga A2 (1.3, o algún valor parecido)
1

y en 'los contraveu 

teados~~l producto del cortante total menos 01 que resisten 

las diagonales, multiplicado por los mismos factores. 



l.:: ... ---
11 

~~1~":,} 
7° Se obtienen los momentos plásticos finaleSfén vigas ~y columnas , 

utilizando el método de distribuci6n plástica de momentos modi• 

ficado 5• 

8° Se hace el diseño final de vigas, columnas y contraventeos. Las 

segundas sé diseñan de manera que resistan los elementos mecáni• 

cos que les transmiten las pri~as, momentos y fuerzas normales, 

hasta que se convierten en mecanismos; puede haber acci6n de m~r 

co rigido en las dos direcciones ortogonales. 

9° Puede mejorarse el diseño de las coiumnas en algunas zonas uti• 

lizandó subconjuntos• (Este estudio es indispensable cuando la 

carga viva es muy grande y hay que considerar varias distribu-

ciones). 

lp 0 Si se desea, puede trazarse la curva fuerza horizontal-desplaz~ 

mierito lateral dé algunos entrepisos, utilizando ei m¿todo de -
1 

los subconjuntos y teniendo en cuentat el contraventeo, cúando

lo haya. Est~ último paso no es .necesario para ia soiuci6niJel 

problema, pero púede proporcionar valiosa informaci6n sobre el-

comportamiento de la estructura • 

La hip6tesis de distribuci6n de las fuerzas horizontales 

pxm~mx«Xaxax~m proporcionalmente a las rigideces elÁsticas dé los

diversos elementos que componen la estructura proporciona un conju!!. 

to de elementos meéánicos que satisface4 ~a condici6n de equilibrio, 

y que cumpl~ también la de plasticidad, y aún la de mecanismo, si--

el diseño se hace adecuadamente. Esa hip6tesis se va haciendo con

servad9ra al formarse articulaciones plásticas en los marcos, pues

su rigidez disminuye y los contraventeos toman fuerzas corta"'·· ·~s C!. 

da vez mayores, s' 1 empre que ellos no fluyan plásticamente. 
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TABLA 7.1 

LONGITUD DE DESARfiOLLO ( Cl\I) DE VAIULLAS COlU:UG.'\DAS DE 

LECHO INFERIOR-~ 

Varilla 

N o. 11 o menor 

No. 14 

0.06 a,f;j VI':> 0.0057 Df) 

0.82 fr/ vf; 

No. 18 

Alambres 

1.o6 tl; vr:
o.not...;~ 

• Se entiende por varillas de lecho Interior aquellas que tienen unn capa de con· 
crcto con u11 c5pesor menor de 30 cm debajo de la \"arllla. 

TABLA 7.2 

' FACTORES QUE MULTIPLICAN A LAS LONGITUDES DE DESARROLLO 

DE LA TABLA 7.1 PARA DIVERSAS CONDICIONES 

Condición 

Varillas o alambres de lecho superior(• 

Varillas separadas entre sí menos de 
15 cm o varillas que disten menos 
de 7.5 cm de una cata lateral del ele
mento 

Varillas con fr > 4 200 kg/cm!! 

Varillas confinadas con una hélice de 
área mínima de 0.32 cm2 y paso libre 

Factor 

1.4 

0.8 

(2-4200/f;) 

no mayor de 10 cm 0.75 

• SC' f't;tlcndc por ,·arllb~ de lct"ho superior ac¡ucllnq r,ul' tlf'n<'n una ,·apa de 
concrc>to con un cspc&or dí' por lo :l'<'no~ 30 cm ctc\Jajo d, la "'nlla. 

·"'-n 
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ci~ declsivg sobre el co~port~mie~t~ del qc~ro e~tructur~l. Un d~scan~o d~ l1 t~~ · , .. _._}' 

pereture oc~sion1.1 un ~umento en '31 es!'Jerzo de fluench del Acero y unA dieu,\nu---

cicSn de su ductilidqd, ~f'ectos qu&logos q los producidos por Un lncrema-nto an h .. 

velocidad de.carga. · 

Por consi&uiente, smbos fen6~enos.tienden a hacer que el comportAmiento del

acero deje de ser d~otil- p~ra c~nvertirse en fr~gilo De hecho, muchas frqcturAs -

frlgilas han sido inlciadsa por c~rges d~ impPcto, y ese tipo de f~llss se presen-

tAn, en la mAyor parte de los CAsos' on estructur~s sujetAs ~ temperAturAs muy b~-
1 

,jaso ' ¡ 
' 

Los est~dos de esfUerzo trisx1Ales tqmbien ~recten protundem9nte el acmportq

miento del ~cero¡ en efecto, cu~ndo' loe tres esfUerzos princ1p,~es tiende~ a igus-. ' 

leras, el esfuerzo cortAnte re'iimo ~lende A cero, y puesto que .,1 flujo pl,stico, 
,l "\ 

cgracter!stico del comportamiento ddctil, s~lo puede ocurrir.en presencie de es--·· 
¡ ' ' 

tuerzoiJ cortantes, E!ls evidente que· ~o s~r~ posible ouA~do· e'xistan esfuerzos tri-

axiAles iguAhs, de tensicSn o oompr~si6n; en esP.I caso, el acero .se oomport11r~ en •· 

forme fr~g11, a~n A temperatur~$ o~inAriqa. 
f~:~.a.. 

In el diseno de ·estructur~g de acero en generAl, y m~s a~n cuAndo vayan A 

constru!rse en zonBs s!smic~s, deben tenerse en cuentA e_sos f.tc't.ores, YA que, si -

se olvidan, pueden llegar a ocssio~ar, en circunstanciAs deafgvor~b1es; la p&rdi4a 
'- ' 

de h. ductilidad de~ acero y ·'Producir~· pór consiguiente, estru~~\lrfiS poéo lldecu .. daa 
1 -

pAr~ el trabajo a que VAn-a est~tr destinadAS• 
; 

Bn ln referenciA 1 se indios que hs es.tructuma de concr'lto refOli'Zildo deben -

tener un coeficiente de ductilid~d m!nimo· da~.· pqra poder res~stir loa temblores -

de mayor intensidAd probnbles en ·1~ coste oeste_ de loa !stgdoa ·~n1dosg puede verse 

que, de acuerdo con loo datos df'l q~e se di.spon~, los m .. roos oont!nuoa de Acero, sol 
1 1 

1 dqdos, sobrepA31ln empliementa_ese v~tlor. ------ •' 

9•}•- Redistribuci6n plásticA de momentos.- Un factor que oapqcits a los mercos rígidos -
~ !eJ,.~¡tf.,. 

de acero cerggs mucto ~Ayores quo 1~~ cqlcul~d~s de Rouerdo con lA teorfq -

el,stica es 1~ redistribuei6n de momento~ qua ss preaentA cuando se ~tlc~nz~tn en dis 
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tlntae aecclonea loe valores de lqe soliclt~clones que ocasionan la fo~ac16n de A~ 

ticulaoionea pl~stioqs en ellaBJ pera incrementos adioionalee de oarg~ se preeentan 

rotaoionea ~gjo momento const~nta en lBs ortioulaciones pl,atioaa, aobreoarglndoae 

lo• eleaentoa de la estructura aometidoa inicialmente a eolioitaelonea aenorea, •• 

hasta que ae Jroduce el oolap1o de 1~ eatru~~JrA baj~-~~r~a• queo en aar•e• •ten -

-diaefiadoa y de elevado grado de h1pereatgticidAd, pueden.aer eon1iderablemente me~ 

res que las oargaa el,atlcaa de trqbajo. La tormaci&n J rotqoi&n auoeaiV8 de las -

articulaciones plKaticae va acompa~adA, adem,s, por una absoroi&n oon1idera~le de -

La capaoidgd de loa perfiles l~minedos de acero estructural de ao,ortar rotao12 

nea oonaiderablea bqjo momento const•nte~ aa! como le redlatrlbuoi&n de momento• --

que, debido a ese fen&meno, ae presenta en las eatruc\ur~a hipereat,tio~a, cspaci--
"- . • .L." r 

... Q \lflt \!U' f'eJ ~ '" L t \ 1'\A,I.. 
tlfndolu par!! ~- c~trgu mucho uyores que ha que ~ ' · , al au oomport~miento 

grqn ndmero de experienciaa, de laborqtorio, laa que han arroj~do reault11dos que 
to-1~ 

w· perfaotamente con loa obtenidos anal!tiesmente, b~aadoa en la au~oa1c16n de 

un comportllJDiento ehsto-pUst1co p~rfecto del acero, 'cie aéuerdo oon la gr&fioa ea

fUerso-deformacl&n ideslizade de lA. Flg. 9.4. 

contlnuaol&n discutiremos Rlgunos resultAdos experimentAlea, b~elndonos en 4~ 

toa presentAdos en lA ret. 12. 

de ~na srtioulacl&n pl&atio-. 

muestrqn les c~rqcter!atlcea propiae cie 1~ toraqcl&n -

L• p:r11118rA de ellu ee "Gna curva ·M - ~ ( aomento - -
. . 

ourv~tura) t!ploa,·obtenids de una viga cur• poroi&n centrql eatl sometidA e flex16n 

purs, 1 ·· .. , muestrA qua el momento :l!Ustico ae dcgnzs d ¡)lutlf'icAne t. aecci&n 
' . 
1 ' 

tr11naveraal correspondiente. La lfpea punteada a, 1~ curTa idealizada y la l!nea -

llenA corresponde a loe resultsdoe obtenidos experimentalmente. Lea 41stribuoionea 

de esfuerzos te&ricss ( de acuerdo con lA teorfA pl,,tic~ &impla) cor~opondientes 

a diferentes et~paa de la fle~i&n se muestrAn en la Plg. 9·5 (b), y Gft 1~ 9·5 (o) -

111parecen laa diatribuciones de esfuerzos determlnedal experimentalmente. (Loa n«me-
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roa indicados en distintos puntoo de la curva expsrlmental oorreeponden a las eta-

pu e~ que se prese,nt"n las diverses dlstribucionee de esfuerzos~· Como puede ver

se de la curva, la aecci&n tr~nsversal efectiv~mente se ~lestlfiF•e f el momento --

flexlonante correspondiente a es~ condici&n es el momento plls\ico, obtenido de le 

acuaoi&n Mp: G";~ 'Z e 

La Pig. 9.6 r· ·esent11 los resultados obtenidos pu" una oonclicl&n de carga --

1118S oomn, que pr.óduce un momento ~le:donanta variable a lo hrge de la .•iga. In • 

este OBBOp J en todos en los qua se presenta esA VAriaoi&n cJ.al momento, la defOrmA• 

oi&n tiende a concentrarse en el.punto de Bplioaci&n.cle 1~ cArga, que es el punto • 

en el que el momento f'lexionante es mlximo. Debido a que h def'onuoi&n pUat.ioa .: 

es aAs localizada, ~e elo$nza la regl&n de endurecimiento por cleformaol&n con clefl~ 

xiones pequeñas, lo que da lugAr a que la viga tienda a desarrollar un momento m•--

yor que el pllstico. Bn 1~ figura se muestran dos curvas o~rga-deformaci&n te&ri-

ou, con 1 sin inolu!r los efectos del endu:r:ecimiento po-: de,tonaeoi&nj uf como loe 

reeultadoe obtenidos experimentalmente (estos ~ltimos, con lfnes cóntfnua). Como -

· un resultado del endurecimiento por clsformaci&n, hay un aumento en la eqpaoidad ele 

carga de la vigA, par~ deformgcionea oonsider~blemente mayores que las de fluencla. 

La cliaminuci&n en la capacidad de carga que se presenta deapu&e de grAndes rotaolo-

nes en la articulaci&n pUstica central se debe, en el eneaye qua eat.amoa deecd-

blendoe 8 pandeo lo~:~\ de loa patinesp seguido de un pandeo lateral de conjunto. 
1 ' 

' 
Por consiguiente~ y aunque eu:efecto se desprecia en la teor!~ ~l~etioa alaplep 

,,. · tt'i.rttf'" 
el endurGcimiento por.4eformaci&n ~jora la c•peoldad 4e lea vigas pqra · - momen-

tog 

Las Figa. 9g7 1 9·8 muestrqn el efecto de la radiatribuoi&n de momentos en la -

capacidad de carga de est~ctur9a hiperaat,ticss. 

BD le 9·7 se aueatrana a) les.oondiciones de oargA, b) 1~ el&atica, e) el dia--
. 

gram~ de momentos, d) la curve osrga-defoTm~ci&n y e) y t), las ourvas momento-curf~ 

tura P"~"" una aeccl&n ceroiJ de los ;extremos 1 p!ira b ·secci&n oantll''ll, nspactl.Yalll8!l 

te. 
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Las ouatro etapAs conaider~daa son l~s si~ienteaa 

• 

• ,._Se alcanza la oargs,~ltima te&rica. 

• 4.- La deformaci&n ha continu~do g travfs de un desplazaadento edlcional 

Arbitrario. 

~"'"\é.NC\\o ) Bn el el,stico (etapA l 1~ vigA se comporté t•l oomo ee .upone en la --

teor!a, y el momento en el centro es igual a le mit~d de loa, momentos en loa extr•--
~ 

moa (Pige 9·7 e, e y t). Al acercerng los momentos de loa empotr~miéntoa al momento 

pl&atlooo la curvatura - ~rece m~e r~pidament9 en es~a secciones, lnlclfndoae la fo~ 

maci6n de una articulaoi&n pl&atloa (Fig. 9·7 e), lo que da lugAr~ que loa momentos 

adicionales debidos ~ inoremen\oa en l•n cargAs se diatrlbuJ~n en~e loa extremos 1 

el centro de la viga en proporciones diferentes 1!1 hs ·exl.ste.ntes du:unte el comport!. 

miento eUstioo. EfectivAmente, mientrll9 que la viga ea elbtio~t el' lncremen\o de -
~ \.ol 

momento en el centro, debido a un aumento de lA cqrga, ee i~al a la mitad · · 

cionee pl,sticas en fatos, 1~ cqai totalidAd del aumento de ~mento se pr$aenta eb. -

el centro, mientras que el incremento en los extremaR ea muy peque~o (rige. 9·7 é 1 

t). S.te ea el proceso conocido como redistribucidn de momentoM• 

Al plAatitioarse sus extremoa, la vigA ae vuelve mas flexible de lo que ere o~ 

ginalmente (Fig. 9·7 d), y cuando se alcgnza 19 et8pa 3 (carg8 dl~ima) au cep~cid.4 • 
dl~ 

zents se deforma como un meoaniemo, con rotaciones en lAs articulaciones pllatio~s -

de loa extremos y del centro, mientras que el diagr'!Dl31 de 11omentoa tle:ioru.nte11 per• 

Ea ~vidente que l~ redi&tribuci~n de momentos se presenta por. le tormaci&n &~ • 

articulaciones pl~eti~~a y per<mlt~ a le estructure nlcanzsr J, en g&nerql, excede~~ 

le oar¡e dltime predicha por ln teoría pl~eticn simpleo 

.. 



~StA propied~d de los perfiles de Acero de w~nt~ner un ~o~ento resiat~nte ---

constante en seccione~ en 1,~ quA ee pr~r~nt1n rot~ciones import~ntes es 1, b~~a 

de los m&todos de ~n~l\eis pl~st1co, los que h~n ~lcqnzAdo un des~rrollo notAble 
. ~ ~ Q.~ .. ~ ;-~fu. JQ~ lA&_~ ca~~·- Q~ 1 

en estructur~e de ~ocos pisos de RltvrA~·~~ '•'a•~)~ edificios dey~~ 1 , .. "~ , .. (' 

.ft!vv~t-~~ ..1.t ~~cw~r, e ~ c.p, _ 
cus lquie r niSmaro da ni vele :,'fc.'J.agdg so • enpn d.liltes e~sFimswt,9l sr9edJ:oci-ong-:tetJ-~ 

bre el com&~.llti-ento-d~i-ezA-a-fl~-o-oot!!pr"h~~~je Cl"*éae ra~e btile89'R"9V 

A~!!:.~_c_o_IL)._o.s...co~t&li.en.t.o.a-e~twÑ .. es., .... pu.~~.V~a.csz.a&..~.an'H<Si S' -o~ -
' 

<i!L.!;;;".~~~,..9.~ua.lqu-~&r--a·l-t.\~.,.,,,,.,~,,-t .... se-!~~,~'6.l: • .c~1,¡rr:nJJ.:¡~~ua~11S'6~o

hli.S.t..a.....q~-t.r~ou-·&~,l·len-·-o-o'~O"'~ec•tl4.'9~ 
1 

9.4.-'Diseño.- PAT9 que une ~etructurR ¿J ~cero, ~n conjunto, cons~~v.o~lq ductilidqd pr~ 
1 

' f 

pis del mqteriel de que est& compu~stq y, el mismo tiem~o, seg -~~p~z de Qdmitir lA 

form.c-ci6n y roteci:Sn de bs -!'lrticuiqclones pl(stlc~S:. -~-1aceMrills ¡l8TA que se 'Presea. 

ten redistribuciones t~vorablea de ~omantos, ea necesario que Al dis~ñqrle se to--

men en cuent~ un11 serie de r~~ctoree quev si no est(n bien rasul!lltos,' puedan ocqsi2_ 

ner fqll:ao de tipo no d\Sctil, con ~., p&rdld!l de ll'ls ve_ntt~~j<Js qua hemoo mencionado 

con anteriorid,d; es decir, el diseño debe hAcerse d9 menare que se g~r~ntice el -

CUlllplimiento de loe puntos 9.2 y 9·~· 

Parg ellou deben tenerse en cuent~ los fnctor~s si&uientes, princip~l~antea 

9o5) ~1tAr lq posibilidAd d~'fAllns nor pandeo, ya oaa· local o de conjunto. 

9o6) Evit"r t'1lles fr~giles, ,yr:; se., en slg\Sn llliembro o en h unid~ entre dos 

o m~s de ellos. 

9· 7) Diseft~;~r lAs junt:os de mnner!'l que tengAn 1"' .r'lslstencf"' necasatiq' y, el 

mis~o tiempov un~ c~pAc~dAd de rot~ci6n.~decu~de • 

. r 
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ESTRUCTURAS DE ACERO. 

INTRODUCCION. 

El factor fundamental en el comportamiento de una estructura s~ 

metida a la acción de fuerzas sísmicas no es su resistencia, sino su capacidad-

para absorber energía~ 

El estudio de edificios reales sometidos a temblores intensos-

ha mostrado que sucomportamiento no puede explicarse desde un punto de vista me-

Jamente elástico, ya que su capacidad de absorción de energía en ese intervalo -

es relativamente pequeña y linealmente proporcional a la magnitud de los elemen 

tos mecánicos, los que tendrían que superar con creces la resistencia de la es--

truc tura.. para absorber la energía tras mi ti da por el temblor. En realidad, 

las solicitaciones sísmicas ocasionan en muchos puntos deformaciones unitarias -

que exceden las correspondientes al inicio del flujo plástico, de manera que la-

~ respuesta depende de las propiedades de la estructura en el intervalo inelástico. 

Un marco rígido que se comporte en forma·dúctil~ bajo cualquier 

condición de carga posee una gran capacidad de absorción de energía y, siendo 

altamente hiperéstático, es capaz de admitir deformaciones locales considerables 

y de redistribuir las solicitaciones haciendo que las porciones menos cargadas -

acudan en ayuda de las demás en emergencias severas,·' de manera que su capacidad 

de carga no está limitada por la del elemento más débil, sino depende de la re--

sistencia de la estructura en conjunto. 

El acero estructural es un material sumamente dúctil, capaz de 

constituir estructuras hiperestáticas que llenen las condiciones mencionadas en-

los párrafos anteriores; por consiguiente, es un material muy adecuado para la -

construcción en zonas sísmicas, siempre que~diseño y ejecución se realicen en 

forma correcta, ya que la ductilidad intrínseca del acero no garantiza que esa -

propiedad se conserve en la estructura en conjunto. 
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PROPIEDADES MECANICAS DEL ACERO ESTRUCTURAL. 

El acero es el metal más empleado en estructuras por que es si 

multáneamente muy resistente, tanto en tensión como en compresión, bastante ríg! ~ 

do (tiene un módulo de elasticidad elevado) y considerablemente dúctil; además,-

es fácil de fabricar y su precio es relativamente reducido. 

En la figura N°. 1 se muestra la gráfica esfuerzo-deformación 

de un acero estructural A36, obtenida en una prueba de tensión simple realiza-

da lentamente y a temperatura normal; en la 2 se ha trazado, en forma ligera--

mente simplificada, la parte de la curva que tiene mayor importancia en el dis~ 

ño de estructuras (en compresión simple se obtienen resultados prácticamente 

iguales). 

La relación entre la defonhación en el instante de la falla y 

la correspondiente al límite de fluencia, a la que se designa con el nombre de-

coeficiente de ductilidad, es del orden de 230, y las deformaciones en la ini--

ciación del endurecimiento por deformación son unas 10 ó 12 veces mayores que 

}.as elásticas. 

La capacidad del acero estructural para experimentar deforma--

ciones permanentes importantes, es decir, su ductilidad es, como ya se ha mencio 

nado, una propiedad de importancia fundamental. En contraste con un material 

1 rágil, como el vidrio, que se fractura de una manera repentina y sin ningún 

aviso previo, el acero se deforma considerablemente antes de romperse. Además, -

como la energía absorbida durante el proceso de deformación es proporcional al--

área bajo la curva esfuerzo-deformación, pueda absorber una cantidad incompara-

blemente mayor que un material frágil, que tiene un comportamiento elástico has

ta la fractura. 

Ahora bien, tanto la velocidad de carga como la temperatura -

tienen una gran influencia sobre el comportamiento del acero estructural: 
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un descenso de la temperatura ocasiona un aumento en su esfuerzo de fluencia y una 

disminución de ductilidad, efectos análogos a los producidos por un incremento -

en la velocidad de aplicación de la carga, por lo que ambos fenómenos tienden --

a reducir la ductilidad y a producir, eventualmente, un comportamiento frá~il. 

De hecho, muchas fracturas frágiles han sido iniciadas por cargas de impacto, -

y ese tipo de falla se presenta, en la mayor parte de los casos, en estructuras 

sometidas a bajas temperaturas. 

Los estados de esfuerzo triaxiales también afectan profunda--

mente el comportamiento del acero ya que cuando los tres esfuerzos principales -

tienden a igualarse el cortante máximo tiende a cero, lo que impide el flujo 

plástico del material, característico del comportamiento dúctil, que sólo puede-

ocurrir en presencia de esfuerzos cortantes; por consiguiente, si los tres es---

fuerzos principales son tensiones iguales entre sí, el acero, o cualquier otro--

material, falla de manera frágil, aún a temperaturas ordinarias • 

En el diseño de estructuras de acero en general, y· más aún 

cuando se vayan a construir en zonas sísmicas, deben tenerse en cuenta esos 

factores ya que, si se olvidan,pueden ocasionar pérdidas importantes de ductili-

dad y, en circunstancias desfavorables, producir estructuras poco adecuadas para 

el trabajo al que están destinadas. 
~ 
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Los tamatlos ds las soldaduras 1 ds 
/as placas sstón dados sn cm. 

FIGURA 73 

compresión, es decir, han estado sujetas a car~as 
que tienden a cerrar el ángulo que forman v1ga 
y columna; este es el tipo de trabajo que se pre~ 
senta con más frecuencia en la práctica. Sin em~ 
bargo, en algunas ocasiones (sobre todo cuand~ 
las cargas horizontales son importantes) las. soh~ 
citaciones pueden ser tales que hagan que v1ga y 
columna trabajen a flexo~tensión y que la junta · 
tienda a abrirse. Es, por consiguiente, necesario 
comprobar si los métodos de diseño estudiados 
hasta ahora proporcionan juntas capaces de tra~ 
bajar correctamente bajo ese t~po de ca~gas. . 

Con ese objeto se han realizado vanas senes 
., de experiencias, 4 •

0 semejantes a las descritas con 
anterioridad, pero en las que las juntas han estado 
sometidas a fuerzas aplicadas en sus extremos que 
tienden a abrirlas; los resultados obtenidos han 
sido satisfactorios, es decir. han permit1do compro~ 
bar que las juntas diseñadas plásticamente co~ 
los criterios estudiados tienen resistencia. capac1~ 
dad de rotación y rigidez adecuadas no solamente 
cuando están sujetas a cargas que tienden a ce~ 
rrarlas sino también en el caso contrario. es decir, 
cuando los elementos mecánicos que obran sobre 
ellas tratan de abrirlas. · 

Desde luego, en una junta sometida a esas con~ 
diciones de carga las soldaduras entre el patín 
interior de la columna y el inferior de la trabe 
quedan en condiciones críticas de trabajo, por lo 
que debe ponerse especial cuidado en su ejecución. 

(o) 
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FIGURA 74 
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CoNEXIONES VIGA ~ COLUMNA EN MARCOS RIGJ
DOS DE EDIFICIOS. En la fig. 71 se muestran tres 
tipos comunes de conexiones viga~columna em
pleados en marcos de edificios; la a) corresponde 
al nivel superior del marco, la b) a una columna 
lateral y la e) es una junta interior cualquiera. 

En la mayor parte de las estructuras reales las 
conexiones reciben no sólo las vigas mostradas 
en la figura. sino una o dos más, que conectan en 
el alma de la columna, por los dos lados en los 
marcos intermedios y por uno en los extremos y 
que complican, evidentemente, el problema de di
seño. 

La columna de cualquiera de las conexiones de 
la fig. 74 debe ser capaz de soportar los elemen
tos mecánicos que le trasmiten las trabes, momento 
flexionante y fuerza cortante, principalmente, sin 
deformarse en forma excesiva; en general. son más 
críticas las juntas en columnas laterales ( fig. 74b), 
ya que los momentos debidos a carga vertical en 
las dos vigas que recibe una columna .central sue~ 
len ser de signos contrarios. Ademas, sobre la 
conexión pueden obrar también momentos debidos 
a fuerzas horizontales, viento o sismo, los que 
deben tenerse en cuenta en el diseño, así como la 
carga axial existente en la columna. 

Si se supone que la columna pasa corrida a tra
vés de la junta y en ella se apoyan las vigas (es 
la condición más común en marcos de edificios), 
el diseño. de una conexión viga~columna consistirá 
fundamentalmente en: 

a) Proyecto de las_ uniones entre las trabes y 
la columna, las que deben ser capaces de trans
mitir a ésta el momento y la fuerza cortante exis
tentes en la sección extrema de las trabes; estas 
uniones pueden realizarse de muchas maneras dis
tintas, empleando remaches, soldadura, pernos de 
alta resistencia, etc.; cuando la junta sea soldada 
la unión puede realizarse en forma directa, como se 
muestra esquemáticamente en la fig. 74, o por 
medio de placas soldadas a los patines, ángulos 
en el alma, etc. 

b) Revisión de la columna para determinar si 
tiene resistencia adecuada para soportar los ele~ 
mentas mecánicos que le transmitan las vigas que 
se apoyan en ella y diseño, en su caso, de los 
refuerzos necesarios. 

En ocasiones se emplean conexiones flexibles o 
semi~rígidas en marcos de edificio, pero· no serán 
tratadas en este trabajo. 

DisEÑO ELÁSTICO. El problema se resuelve si
guiendo un camino análogo al utilizado para. d~se
ñar la junta trabe~columna de un marco ng1do. 
Se supone que los patines toman la fuerza normal 
y el momento flexionante mientras que las almas 
toman la fuerza cortante; se hace el diagrama de 
cuerpo libre del tablero de alma de la junta, susti
tuyendo patines y atiesadores por las acciones que 
ejercen sobre él ( fig. 75), y se investiga si el 
esfuerzo cortimte existente en sus bordes es mayor 
o menor que el permisible; si es mayor, se refuerza 
el alma por medio de atiesadores o de placas ado
sadas a ella. 

INGENIERIA 
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Suponiendo que las fuerzas cortantes estárt uni
formemente distribuidas en los cuatro bordes del 
tablero ABDC, los esfuerzos en cada uno de ellos 
valen: 

'tAn = - 1
-(';{

1 
- T2) 

cdc v 

'tao= -
1 

(';;
1 

- Ta) 
cdc v 

'tAo= _1_ (M~ + N2 + Ma_ _Na) 
cd,, de 2 de 2 

1 (M2 N2 Ma N~ T) 
'tBD = -- ----- + -- + -·- 1 cdv de 2 de 2. 

r~n t~s ecuaciones anteriores se hétn obtenido 
las fuerz~s normales en los patines d!!blqas a los 
momr-ntos flexionantes dividiendo éstos ·entre el 
peralte total del perfil con lo que.·.n· obtienen 
resultados que, aunque no son exactbs, sí son 
sufiC1cnte111ente aproximados para flp~s prácticos. 

Corn parando los esfuerzos cortanti$ calculados 
con los ¡::~ermisibles se ve si es o· no necesario 
reforzar ~J alma de la junta. 

S1 la ~<!alumna recibe vigas por los dos lados 
(junta ipl~rior) el problema se resuelve de manera 
análog,¡¡. haciendo intervenir en el análisis de la 
¡unta toqos los momentos que obran sobre ella. 
Ev1de,nteinente, si las dos vigas son del mismo 
pcralt~ Y. los momentos que ejercen sobre la colum
na son 1f)uales y de SI¡:Jno contrario (caso que se 
presenta frecuentemente en estructuras sometidas 
a cargas verticales únicamente) el problema del 
cortante en el alma desaparece, bastanck• con colo-

At lesodores 

( ) 
~ 

··' ; 

FIGURA 76 
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car atiesadores en la columna, a la altura de los 
patmes de las vigas, para transmitir l~s fuerzas 
directamente a través de ellos ( fig. 76). 1 

No existen métodos elásticos que permitan de
termmar si esos atiesadores son o no :necesarios 
y,· en caso de serlo, cuáles deben ser las dimen
siones de sus secciones transversales, por lo que 
se acostumbra hacerlos con las mismas' dimensio
nes que los patines de las vigas. 

El problema se complica cuando las dos vigas 
que llegan a los patines de la columna son de 
peraltes diferentes y cuando la columna recibe, 
además, vigas por alma, pero el procedimiento 
para el diseño de la junta sigue siendo el que se 
ha expuesto aunque variarán, naturalmente, los 
detalles constructivos. 

DISEÑO PLÁSTICO. Se estudiarán en lo que sigue 
únicamente juntas rígidas, capaces de soportar y 
transmitir los elementos mecánicos íntegros de los 
miembros que concurren en ellas, determinados 
con la suposiCión de que en las conexiones no se 
presenta ninguna discontinuidad angular. 

Las conexiones rígidas pueden lograrse ligando 
las barras. que las forman por medio de remaches, 
soldadura o pernos de alta resistencia. L~s conexio
nes remachadas, las más antiguas de los tres 
tipos, no se estudiarán, debido a que la mayor 
parte de los ensayes de juntas remachaqas se efec
tuaron hace bastantes años y las carga$ se llevaron 
poco más allá de los valores de trabajo, lo que 
no permitió conocer su comportamiento en el rango 
plástico. 32 

La soldadura se utiliza ampliamente para obtener 
juntas rígidas, las que constituyen el tipo que se 
estudiará en este trabajo. Por último, los pernos 
de alta resistencia se han estado empleando cada 
vez más en los ültimos 15 ó 20 años, al grado de 
que constituyen en -la actualidad, en los Estados 
Unidos y en algunos países europeos, el medio 
de unión más utilizado en juntas de campo. 

Una conexión viga-columna satisfactoria debe 
ser. capaz de: 

a) Desarrollar el momento máximo resistente 
' de las vigas (el mamen to plástico) mientras 

que sobre la columna obran las cargas axia
les de trabajo. 

b) Permitir, al mismo tiempo que mantiene su 
capacidad de momento, una rotación sufi
ciente para que se forme la articulación 
plástica en la zona central de la viga. 

JuNTAS SOLDADAS. La exposición que sigue está 
basada fundamentalmente en la re f. 31, en la que 
se presenta una serie de investigaciones experimen
tales y analíticas sobre el comportamiento de co
nexiones viga-columna de distintos tipos, cuyo 
objeto fundamental es determinar en qué casos 
se necesitan atiesadores en la columna y en cuáles 
no, así como deducir procedimientos para su diseño 
cuando- sean necesarios. · " 

. ' 
Pao6a~MA EXPERIMENTAL. Se ensayaron dos 

tipos fundamentales de conexiones, unas formadas 

331 
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por dos vi11as soldadas' ,a los patines de la columna 
y las otras compuestas de cuatro vigas y la co
lumna, que recibe a aquellas en los patines y en los 
dos lados del alma. ': 

En todos los casos las vi11as se soldaron direc
tamente a la columna, ipor las tres razones si
f~uientes: 

1. Las conexiones directas tienen ciertas venta
jas económicas y luncionales, por lo que es 
probable que su empleo se extienda cada 
vez más. 

2. Puesto que la ~arte más importante de la 
investigación consistió en la determinación 
de los esfuerzos y deformaciones en las zo
nas de la columna en que conectan las trabes, 
la eliminación de placas de asiento y de placas 
en los patines suprimió unas cuantas varia-
bles innecesarias. ' 

3. La conexión directa, sin án11ulos o placas de 
asiento, da lu11ar a la condición de carga 
más desfavorable en la columna en la zona 
de intersección con las trabes. 

Sin embargo, las fórmulas desarrolladas en esta 
investigación pueden aplicarse también al caso en 
que los patines de las vi11as se conecten a la co
lumna a través de placas soldadas a tope con 
ésta, sustituyendo simplemente las dimensiones de ' 
los patines de las vi11as por las de las placas. 

ENSAYES DE CONEXIONBS CON DOS VIGAS. El pro
íi rama consistió en el diseña. preparación y ensaye 
Je especímenes del tipo mo':¡trado en la fig. 77. con 
obir-to de determinar el comportamiento y la dis
tnbución de esfuerzos en 'In conexión y en los 
miembros que la compon:en. Se prestó principal 
atención al estudio del ~roblema práctico más im
portante en el dtseño de·juntas de este tipo, consis
tente en la determinación de si es o no necesario 
colocar atiesadores en la columna, y en su diseño 
cuando son necesarios . .J,.os tamaños de las vi11as 
y las columnas y las condiciones de car11a se esco-

-
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gieron tratando de dupliaar las condiciones exis
tentes en edificios reales; así, se utilizaron tres 

· tamaños básicos de colurimas: la primera fue un 
perfil 8 WF 31 cargado p~ra simular las condicio
nes existentes en los nilveles superiores de los 
marcos de edificios, en lok que las fuerzas axiales 
son pequeñas comparada~ con las que transmiten 
las vi11as; en el segu!_ldo grupo se utilizaron co
lumnas 8WF67, 12WF40 y l2WF65, con car11as 
del mismo orden de ma11nitud en vigas y columnas. 
y por último se ensayó un perfil l2WF99 bajo 
condiciones representativas de las que prevalecen 
en el tercio inferior de los edificios. donde las 
cargas axiales son grandes comparadas con las 
de las vigas. Las vigas empleadas en los especi
menes fueron todas del mismo tamaño, para elimi
nar a éste como una variable en el problema; se 
escofJÍÓ un perfil ( 16 W F36) cuyas dimensiones 
aseguran el desarrollo del momento plástico resis
tente MP sin que se presente pandeo local en alma 
o patines. 

Se ensayaron conexiones sin y con atiesadores, 
éstos últimos de cuatro tipos diferentes ( fig. 77). 

En la fig. 78 se presenta un resumen de los 
resultados obtenidos, en 111 forma de curvas carga
deformación para todas las conexiones ensayadas. 

Las curvas A correspopden a juntas no atiesa
das, y los ensayes varían qesde la columna 8 W F3i, 
muy ligera. con alma muy delgada, hasta el perfil 
más pesado de los utiliaados, 12 W F99. La co~ 
nexión A l. hecha con eh perfil 8 W F31. falló pot 
pandeo del alma de la ,,tolumna para una carga 
ligeramente mayor que ,la de traba jo, 1.12 V 1: en 
cambio, los especímenes A2 y A5, hechos con 
columnas robustas, se comportaron extraordinaria
mente bien: el pandeo local de los patmes de las 
vigas se presentó para cargas de intensidad 2.08Vt 
y 2.26Vt, respectivamente ( Vt es la carga de 
trabajo de las vigas), la pérdida de resistencia 
de las vigas fue muy 11radual y soportaron rota
ciones grandes antes de que se terminaran las 
pruebas, y aunque al final de éstas, antes de quitar 
las cargas en las vigas, se les aplicó a las columnas 

SERIE A SERIE-8 SERIE-C SERIE-O SER/E-H 
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FIGURA 77 
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FIGURA 78 

una sobrecarga igual al doble de la carga de tra~ 
bajo, no se observó ningún indicio de que la falla 
fuese inminente. La junta A4, cuya alma tiene un 
grueso intermedio entre las de la Al y la A2 y AS, 
falló por pandeo en el alma de la columna cuando 
la carga alcanzó un valor de 1.82V1, después de 
deformarse considerablemente, tanto por tensión 
como por compresión, en las zonas en que conectan 
los patines de las vigas. 

En los especímenes de la serie 8 se colocaron 
atiesadores horizontales soldados al alma y a los 
patines de la columna, a la altura de los patines 
de las trabes, como se muestra en la fig. 77. Los 
atiesadores de 86 tienen el mismo grueso que 
los patines de las vigas, mientras que los de 88 
son más delgados. Este tipo de conexión es suma~ 
mente resistente, y ambas pruebas exhibieron exce~ 
lentes capacidades de carga y de rotación. Los dos. 
especímenes sufrieron pandeo local de~ patín de 
compresión de las vigas al iniciarse el 'endurecí~ 
miento por deformación, y el aumento en capacidad 
de carga más allá de ese nivel fue reducido. La dis~ 
minución de resistencia a partir de los valores 
máximos fue gradual y no se observó ningún 
efecto desfavorable en los atiesadores, fuera de la 
presencia de algunas líneas de flujo: las deforma~ 
cinnes prfncipales se presentaron en las vigas. 

Los especimenes de la serie C se atiesaron por 
med10 de. dos placas verticales colocadas cerca 
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de los extremos de los patines de la columna, como 
se ve en la fig. 77, cuyo espesor se tomó arbitra~ 
riamente igual al del alma de la columna. Ambas 
conexiones, C9 y Cll, soportaron las cargas reque~ 
ridas. En los dos casos hubo evidencia de un 
pandeo local ligero de los patines comprimidos de 
las vigas para cargas de 2.16V1, y en ambos se 
pandeó el alma de la columna en la zona compri~ 

. mida entre los patines de compresión de las trabes, 
iniciándose este fenómeno en Cll cuando la car!la 
valía 1.97Vt. La conexión Cll falló por ruptura 
de la soldadura a tope en el patín de tensión, y la 
C9 por pandeo de una de las placas atiesadoras. 

Solamente se ensayó una conexión tipo D. la 
D12. El atiesador en T, aunque ideado para ser 
empleado principalntente en juntas en que la co~ 
lumna recibe villas' por los cuatro lados, sirvió 
para eliminar el pandeo de las dos placas atiesa~ 
doras laterales y del alma; la conexión, sumamente 
rígida, falló principalmente por pandeo local de 
los patines comprimidos de las vigas, fenómeno 
que adquirió importancia para cargas arriba de 
2.22Vt. Aunque se presentaron deformaciones im~ 
portantes en las villas la conexión aparentemente 
permaneció elástica y se observaron deformaciones 
muy pequeñas en 'los patines de los atiesadores. 

El grupo H consistió también en un solo espé~ 
cimen, Hl. Como la junta Al fue más resistente 
en la región de tensión que en la de compresión, 
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TABLA- VI 

Especi!TI8n COLUMA VIGA A TIESADORES 
No Perfil Alma Palmes Perfil Alma Palln Tipo Dlmenstones 

Al 8WF31 7.32 1 ~.00 16W36 7.59 10.87 Ninguno -
A2 8WF67 14.61 23.70 " 11 11 11 -
A4 12 WF65 9.91 15.39 " 11 11 11 ---
A5 12WF99 14.73 23.39 11 11 11 11 -
86 8WF31 7.32 11.00 , 11 " * 9.92 x l.llcm 

88 12WF40 7.47 13.11 11 , 11 * 9.92 x 0.63 cm 

C9 8WF31 7.32 1 too ·" , 
" * * 0.79 x55.88cm. 

Cll 12WF40 7. 47 13.11 11 11 , 
** 0.79 x55.88cm 

D/2 12 WF40 7.47 13./1 11 , , 
Medio WF 6WF32.5x55.88cm. 

Placa adoso 
Hl 8WF31 7.32 11.00 , " , da al olmo 0.79 x508cm. 

Los gruesos de almas y polines J dados en mm. están tomados del manual del AISC. 

* Atiesadores horizontales .colocados al ntvel de los polines de los vigas. 

** Atiesadores verticales colocados en los bordes de los polines de las columnas. 

por medio de esta prueba se investiHó el efecto 
de reforzar el alma de la columna añadiéndole una 
placa de 5/16" adosada a ella y soldada a la unión 
de alma y patines (véase fiH. 77). de manera que 
esta conexión se hizo con el mismo perfil empleado 
en la columna de A 1, reforzado como se indica. La 
falla se presentó en la soldadura de tensión de una 
de las viHas, en su parte central. cuando la carHa 
alcanzó un valor de 2.05Vr, justo abajo de la 
correspondiente al momento plástico de la viHa. 
La rotación fue adecuada pero la capacidad de car. 
!la disminuyó rápidamente después de la falla de 
la soldadura. 

En la Tabla VI se presentan las características 
de los perfiles y de los atiesadores utilizados en 
las juntas ensayadas. 

Las columnas de las series A y H, no atiesadas 
en los patines, resultaron menos ríHidas contra la 
rotación que las vi Has 16 W F36 que conectan en 
ellas; en cambio, en las conexiones B los atiesado· 
res proporcionaron en las columnas el equivalente 
de los patines de las viHaS, con lo que su riHidez 
se incrementó hasta iHualar la de éstas. Lo mismo 
sucede en las conexiones C, en las que el alma 
de la columna soportó la mayor parte de la carHa 
aplicada, aproximadamente de 2.5 a 3 veces más 
que las placas atiesadoras, bajo carHas de trabajo. 

Los especímenes A mostraron Hrandes caneen. 
traciones de esfuerzos en la zona central de los 
patines de tensión de las vij:Jas, mientras que en 
los patines comprimidos la distribución fue más 
uniforme; en los B, los esfuerzos de compresión 
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se repartieron bastante uniformemente mientras 
que en las áreas de tensión hubo pequeños incre
mentos en el centro; en la serie C los esfuerzos 
estuvieron uniformemente repartidos en ambos pa
tines para carHaS de trabajo, pero para l.SVr se 
presentaron concentraciones importantes en la zona 
central de los patines 'a tensión; las distribuciones 
de esfuerzos en D 12 fueron bastante u m formes. 
mientras que Hl tuvo un comportamiento seme
jante, desde este punto de vista, al de las juntas A. 

CoNEXIONES CON CUATRO VIGAS. Se ensayaron 
tres especímenes cuyas características se muestran 
en la fig. 79. El tipo AA es semejante al Ai del 

I 
12~65 

Especimen AA 

'\, ... 
Espect/TI6n 88 Especimen 00 

FIGURA 79 
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primer programa pero tiene dos v¡gas adicionales, 
tambtén 16 W F36, que conectan con el alma de la 
~..olumna, a la que están soldadas directamente; 
análpr¡amente, la junta DD es semef¡ante a la Dl2. 
La conextón BB, de carácter explo'ratorio, no es 
semejante a ninguna de las descritas con anterio
ndad; las vigas que conectan en los patines de 
la columna son 16 W F36, como antes, y están 
soldadas directamente. mientra~ que los patines 
de tensión del otro par de vi!fuS, de perftl 
12WF27, están soldados a placas o4t1esadoras ho
rizoll(iiles y los comprimidos dese<)t¡san en astentos 
tipo T, que actúan tambtén como at•esadores de 
la columna aunque, debido a la dtferencia en los 
peraltes de las vigas que llegan al alma y a 
los patines. están 4" fuera de su posición ideal. 

La conexión AA falló por pandeo local de los 
patines comprimidos de las vigas, el que se pre
sentó para una carga igual a 2.28 V, en la e; trabes 
que conectan en los patines de la columna y para 
una carga un poco mayor en las que llegan al 
alma. La disminución en la capacidad de carga 
de las vigas fue lenta. Cuando la carga en las 
vigas había bajado al 85% de la última se le 
aplicó a la columna una carga total doble de la de 
trabajo y aunque sufrió un flujo plástico consi
derable no hubo en ella ninguna otra evidencia de 
falla. Comparando estos resultados con los obte
mdos con la junta A4 se ve que la AA es mucho 
más resistente, lo que muestra en fqrma evidente 
que la acción atiesadora proporcionafla por las 
dos vtgas que conectan en el alma d~' !a columna 
refuer4:a la conexión más de lo q4~· la debilitan 
los esfuerzos triaxtales que se de~u¡upjlan en ella. 

En el espécimen BB la conexión-,formada por 
las dos .vtgas soldadas directamente ·a los patines 
de la columna fue más rígida que-·· !a constituida 
por la,!i vigas que llegan al alma. pero ambas 
llenaron los requisitos establecidos ;para ser consi
deradas, satisfactorias. 

También en el espécimen DD fue más rígida la 
conexión formada por las vigas soldadas a los 
patines. de la columna que la constituida por las 
que ~e-·apoyan en las medias viguet~s atiesadoras, 
debido a que el grueso del alma de estas es menor 
que e! de la columna. Las dos vigas conectadas 
a los atiesadores tuvieron buena capacidad de car
ga y rotación, mientras que las otras dos mostraron 
una capacidad de rotactón menor, debido a una 
falla en una de las -"f'ldaduras a tope que se inició 
cuando la cr~r~~a ak..~Lzó el valor 2.18V1• Los atie
sadores evitaron efectivamente todo tipo de pandeo 
en la junta. lo mismo que en la conexión semejante 
Dl2. 

PRUEBAS DE CONEXIONES SIMULADAS. Después 
de examinar los resultados de los ensayes de juntas 
con vtgas conectadas en los patines de las colum
nas se advirtió que era posible producir un estado 
de esfuerzo semejante al real en la columna utili
zando procedimientos mucho más sencillos y rá
pidos. Esto dio lugar a pruebas de los tres tipos 
que se describen a continuación. 
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ENSAYES PARA DETERMINAR EL CIUTERIO PARA 
PANDEO DEL ALMA. El objeto de estas pruebas fu~ 
reproducir la parte de la columna en la que conecta 
el patín comprimido de las vigas: co'nsistieron en 
un tramo de columna comprimido eJJ los patines 
entre dos barras de tamaño igual a la sección del 
patín de la viga simulada. Se efectuaron once 
ensayes con columnas de distintos támaños, pero 
utilizando siempre placas iguales, dt 7" X 1/2", 
correspondientes al patín de las vi~as 16WF36 
utilizadas en los espe<;ímene~ comple~os. (ver rig\ 
80). 1 ' ¡ ' ' l. 1 

l 1 ~ 1 1 .: 
11 

' 1 ,' 
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FIGURA 80 

En todas las pruebé!s el pliego plá$tico se inició 
en el alma de la columna, en la ZOJ'I,a inmediata 
a las placas, y progresó posteriormente dentro del 
alma en forma de líneas radiales iniciadas en esos 
puntos y líneas semicirculares perpendiculares a 
ellas. El flujo plástico se propagó una cierta dis
tancia dentro del alma hasta que ésta falló por 
pandeo. Cuando las cargas alcanzaron valores del 
80% de las de colapso se advirtió una cierta 
flexión de los patines de la columna. 

ENSAYES PARA DETERMINAR EL CRITERIO PARA 
LA PALLA POR TENSIÓN. Estas pruebas, proyectadas 
para reproducir la parte superior de la conexión 
en la que los patines de la viga están en tensión, se 
realizaron soldando dos placas iguales a los patines 
de la columna y sometiéndolas a tensiones cre
ciente ( fig. 81); se variaron las dimensiones de 

repre-
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columnas y placas para estudiar sus influencias 
respectivas. En total se probaron once especí~ 
menes. 

Las primeras líneas de' fluio se observaron en 
la unión del alma y el patín de la columna, inme~ 
d1atamente bajo la placa, para una carga de aire~ 
dedor de 40% de la última. El flujo prosiguió a) 
en el alma de la columna, ib) en la zona interior 
del patín, paralelo a la pla~a. y e) en el patín de 
la columna, empezando en ¡el centro de la solda~ 
dura y extendiéndose en lírleas paralelas al alma. 

Siete de los once especímenes fallaron por apari~ 
ción de una grieta en el centro de la soldadura 
a tope; la fractura se presentó después de que los 
patines se flexionaron considerablemente, y se de~ 
bió a la deformación excesiva en una región cerca~ 
na al alma de la columna, como un resultado de 
la flexión de los patines hacia fuera. De los cuatro 
restantes. dos se agrietaron en la unión de alma 
y patín de la columna y en los otros dos se separó 
la placa, empezando la separación en los extremos 
y propagándose hacia el centro, arrancando parte 
del material de la columna. 

ENSAYES DE ATIESADORES EXCÉNTRICOS. Los atie~ 
sadores de columnas que reciben vigas por cuatro 
lados suelen estar constituidos por los patines o 
las placas de asiento de las trabes que conectan 
con el alma. En ocasiones, cuando las vigas que 
llegan a los patines y las que llegan al alma son 
de peraltes diferentes, unos de sus patines, gene~ 
ralmente los de compresión, quedan a alturas di~ 
ferentes (véase espécimen BB, fig. 79) y el grado 
de atiesamiento que proporcionan es dudoso. 

Para determinar la efectividad de ese tipo de 
atiesamiento se llevó a cabo una serie de ensayes 
con columnas de perfil 1_2WF40 y 14WF61, com~ 
primidas entre dos barras y provistas de atiesa~ 
dores con 0", 2", 4" y 6" de excentricidad ( fig. 
82). 

Barras que stmu/an los 
patmes de las vtgas 

FIGURA 82 

El estudio de los resultados de las dos series de 
pruebas, con los dos perfiles utilizados en las co~ 
lumnas, demostró que los atiesadores con 2" de ex~ 
centricidad proporcionan alrededor del 65% de la 
acción atiesadora de los concéntricos, mientras que 
la eficiencia de los que tienen 4" de excentricidad 
es del orden del 20% de la de los concéntricos y 
los atiesadores con excentricidades mayores 'son 
prácticamente inefectivos. 
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Los ensayes efectuados cargando la columna a 
través de dos placas para reproducir la~ condi~ 
dones de las zonas donde conectan los patines en 
compresión y en tensión ayudaron considerable
mente a determinar la resistencia real de la co~ 
lumna. Debe tenerse en cuenta, sin embar¡:¡o, que 
esas pruebas ignoran el efecto de la carga axial 
existente en la columna, la interacción entre las 
zonas de tensión y compresión y el efecto sobre 
ambas de los esfuerzos transmitidos a través del 
alma de la trabe; afortunadamente, la influencia 
de esos factores parece ser muy pequeña. 

EFECTO DE LA CARGA AXIAL EN LA COLUMNA. La 
carga axial existente en la columna tuvo muy poca 
influencia sobre la resistencia y capacidad de rota
ción de la conexión, tanto en los casos en que 
solamente son dos las vigas que llegan a la co
lumna como cuando son cuatro. Las columnas no 
mostraron ningún indicio particular de falla al 
estar sometidas a una carga de 1.65 veces la de 
trabajo ni tampoco cuando al final de cada prueba 
se aumentó ésta al doble de la de trabajo, conser~ 
vando al mismo tiempo las cargas finales en las 
vigas. (Las cargas de trabajo correspondieron a 
un esfuerzo axial medio de alrededor de 1,000 
kg/cm2

.) 

ANALISIS Y DISEÑO 
DE LAS CONEXIONES 

Como se ha visto con anterioridad, se considera 
que una conexión es satisfactoria cuando es capaz 
de desarrollar el momento resistente máximo teó
rico de las vigas mientras que sobre la columna 
obra la carga axial de trabajo y tiene. además, una 
capacidad de rotación adecuada. 

Por consiguiente, el análisis debe permitir deter~ 
minar los factores 'que son necesarios en la junta 
para ase11urar el desarrollo del momento plástico 
en la conexión y para capacitar a ésta para que 
admita los giros necesarios bajo momento prácti~ 
camente constante, lo que obliga a investi11ar los 
puntos siguientes: 

1. La resistencia de la reg10n de la columna 
adyacente al patín de compresión de la viga 
cuando no se emplean atiesadores en la co~ 
lumna. 

2. La resistencia de la región de la columna 
adyacente al patín de tensión de la viga 
cuando no se emplean atiesadores en la co~ 
lumna. 

3. El aumento en la resistencia de la conexión 
debido, ~ la presencia de atiesadores. 

4. La posibilidad de falla de la columna ocasio~ 
nada por una combinación de esfuerzos axia· 
les y locales. 

5. El· efecto del par de vigas ligadas al alma 
de la columna sobre el comportamiento de la 
conexión constituida por !a columna y las dos 
trabes que llegan a sus patines. 

INGENIERIA 
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6. La rotación requerida de las conexiones y 
su capacidad de giro. 

Los puntos 1, 2 y 3 se discutirán en lo que sigue. 
Los puntos 4 y 5 ya se han estudiado con anterio

-l ridad, determinando su importancia de la obser
' vación de los ensayes, de donde se dedujo que 

los efectos de la carga axial existente en la colum
na pueden despreciarse y que la acción atiesadora 
del segundo par de vigas refuerza la conexión 
más de lo que la debilita el estado triaxial de 
esfuerzos que se forma en el alma de la columna, 
por lo que se obtienen resultados conservadores 
si se analiza la conexión como si no existiesen las 
v1pas por alma. 

El punto 6 ha sido investigado analítica y expe
rimentalmente, y aunque la magnitud de la rota
ción requerida varía con el peralte y el claro de 
la viga y las cargas que obran sobre ella, se ha 
logrado calcular un valor tipo de esa rotación, más 
grande qúe el necesario en la mayor parte de las 
conexiones; todas las juntas ensayadas fueron ca
paces de admitir rotaciones mayores que esa, bajo 
momento prácticamente constante. Más aún, si la 
conexión se hace más resistente, de manera que 
resulte mucho más rígida que la viga cuando sobre 
ésta obre el momento Mp. la rotación necesaria se 
presenta en el extremo de la viga. 

~ 

DI xD D} 
~1t 

Ao ~ ~ 
(a) ( b) 

FIGURA' 83 

En la fig. 83a se muestran esquemáticamente 
los momentos y fuerzas existentes en una conexión 

, interior viga-columna; en la fig. 83b se sustituye 
el efecto sobre la columna del momento que le 

. transmite la viga por un par compuesto por las dos 
¡ fuerzas existentes en los patines, despreciando 
1 las fuerzas que actúan en el alma por ser de im-
portancia secundaria. 

: Las fuerzas en los patines de la viga pueden 
1 ocasionar efectos importantes en dos restiones de 
· la columna. La primera es el alma, en la que el 
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flujo plástico puede presentarse acompañado por 
pandeo en la zona donde conecta el patín compri
mido o por fractura ocasionada por la fuerza de 
tensión en el otro patín; la segunda región es el 
patín de la columna en la zona de tensión, ya -que 
su flexión puede contribuir a la fractura de las 
soldaduras que lo conectan con el patín de la 
viga. 

( b) 
¡ 

Zona ds poslbls lnlclac,on ds la fractura. 

FIGURA 84 

·' ' 

Las'fuerzas existentes en los patines de las vigas 
tratan de deformar la columna como sr¡: muestra, 
en forma exagerada, en la fig. 84. En la zona de 
tensión la poca rigidez de los extremos de los pati
nes de la columna permite que éstos se flexionen 
hacia afuera, pero en la zona central la deforma
ción está restringida por el alma de la columna, y 
lo más probable es que ahí se inicie una falla de 
la soldadura. 

Una columna no atiesada debe ser capaz de 
mantener el equilibrio estático tanto en las regiones 
de flujo plástico del alma como en las de flexión 
de los patines. La zona afectada por los esfuerzos 
ocasionados en la columna por las fu_frzas con
centradas aplicadas en el: · a través de ·los patines 
de la viga se va extendiendo al ir penetrando en 
la columna, de manera que la intensi(\ad de los 
esfuerzos disminuye hacia el interior -del alma. 
Si el ensanchamiento de la zona cargada es insu- ' 1 

ficiente para reducir la intensidad de los \esfuerzos 
"al valor a 11 en la base de la curva de1 •trahsición 

entre patines y alma (es decir, a la distancia ·kl del 
borde exterior del patín de la columna) el alma 
no será capaz de proporcionar la resistencia nece
saria para equilibrar la fuerza en ~1 patín; este 
efecto es más serio en la región frente al patín de 
compresión, aunque podría en algunos casos llegar 
a producir la falla en la zona de tensión ( eviden
temente, será necesario estudiarlo con todo cuidado 
cuando la columna no sea un perfil laminado. sino 
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esté formada por tres placas soldadas, ya que 
en ese caso es muy probable que la fuerza de ten~ 
sión en el patín ocasione una falla en la soldadura 
de la columna; el problema se ve agravado porque 
en estos perfiles no hay curva de liga entre patín 
y alma, con lo que la distancia k se reduce a la 
suma del grueso del patín de la columna más 
el tamaño de la soldadura entre él y el alma.) 

Es difícil determinar analíticamente la forma en 
que los esfuerzos ocasionados por los patines se 
distribuyen dentro de la columna, por lo que gene~ 
ralmente se supone una distribución lineal basada 
en investigaciones experimentales; se obtienen bue~ 
nos resultados supomendo una pendiente de 2.5: 1 
desde el punto de contacto hasta la línea k (ver 
fig. 83b). Evidentemente. esta suposición está en 
desacuerdo con la que se hace en diseño elástico, 
en el que se utiliza una pendiente de 1 : 1 ( distri~ ' 
bución de esfuerzos según rectas a 45° a partir 
del punto de aplicación de la carga) ; la discrepancia 
se debe, probablemente, a que ambas suposiciones 
están basadas en resultados experimentales, pero 
mientras que en diseño plástico se llevan las prue~ 
has hasta el colapso de los especímenes en diseño 
elástico se suspenden cuando las cargas alcanzan 
valores poco mayores que los de trabajo. Como se 
muestra en la fig. 83b, la suposición anterior 
implica que la fuerza existente en cada uno de 
los patines de la viga es resistida por una porción 
de alma de la columna de longitud igual a tv + 5 kc 
a la distancia kc de la cara exterior del patín, siendo 
tv el grueso del patín de la viga, en la que se 
supone que los esfuerzos están uniformemente dis~ 
tribuidos. 

ANÁLISIS DE LA ZONA COMPRIMIDA DE LA CO~ 
N EX IÓN. Se efectúa este análisis sustituyendo la 
viga por una placa de dimensiones iguales a las 
de uno de sus patines, la que aplica una fuerza 
de compresión sobre la columna ( fig. 85). 

,._ __ Iniciación dBio cu 
va d8 transición 
BnfrB olmo y potm 

FIGURA 85 

Almo d8" 
columna 

De acuerdo con la discusión anterior, se obtiene 
una estimación conservadora de la resistencia de 
la región comprimida de la columna suponiendo 
que ésta opone a la compresión que le transmite 
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el patín una fuerza de intensidad máxima igual a 
crue(tv + 5 kc). stendo e el grueso del alma de la 
columna. 

Por consiguiente, en una conexión sin atiesa
dores, 

( 66) 

Ahora bien, la fuerza que ejerce el patín de la 
viga sobre la columna cuando en la viga obra el 
momento plástico Mil es A,cr11 , siendo All el área 
del patín, luego el espesor mínimo necesario del 
alma de la columna está dada por 

de donde 
(67) 

A e- ll 
- tv + 5 kc 

(68) 

Si e > Afl/ ( tv + 5 k e) no se necesitan atiesa
dores en la zona comprimida de la conexión. Cuan~ 
do el grueso del alma es menor que el dado por 
( 68) es necesario colocar atiesadores; en ese caso, 
la ec. 67 se modifica para incluir en ella la resis
tencia de dichos atiesadores. 

Si se emplean placas horizontales coloca~s 
exactamente a la altura de los patines compri~!
dos de las vigas los atiesadores son 100% ef¡. 
dentes y la ec. 67 se cQnvierte en 

ApCTu = crye(tJ+ 5 ke) + CTu Aat 

de donde puede despejarse el área necesaria de 
atiesa dores: r-

Aat =A,- e(tv + 5 ke) (69) 

Como una limitación é\dicional. para evitar fenó
menos de pandeo local. ( b/ t) at ~ 1 7. 

Los ensayes C9, Cll y D12 indican que las 
placas atiesadoras verti<¡,~les están sometidas a es
fuerzos del orden de la mitad de los que obran 
en el alma de la columtU!: llevando esa suposición 
a la ec. 67 ésta se tramtforma, cuando se colocan 
atiesadores verticales de; grueso tat. en 

de manera que 
Afl 

tal = tv + 5 k - e (70) 

La capacidad de carga de los atiesadores verti~ 
cales se ha determinado utilizando la misma expre
sión que para el alma de la columna, aunque en 
ellos no hay curva de transición; el procedimiento 
se justifica al utilizar el esfuerzo a-11/2, que con
cuerda con los valores medidos experimentalmente 
en juntas reales. 

Además, debe cumplirse la relación de/tal ~ 30, 
donde de es la longitud del atiesador medida per
pendicularmente al eje de la columna, que puede 
tomarse igual al peralte de ésta. 
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En los casos en que el patín de 1kl columna es 
mucho más ancho que el de la viga la efectividad 
de los aticsadores verticales d1s~inuye. y ¡no es 
recomendable confiar en ellos cuaM,o el grueso 
del alma de la columna es mucho 'enor que el 
dado por ( 68) . . 1 1 

Los atiesadores honzontales deben colocarse en 
pares situados simétricamente con respecto a.l alma 
de la columna, soldados tanto al alma ,_como a los 
patines de ~a misma, con soldadura q~ penetración 
o de filete.! Los verticales deben colofjuse también 
en pares simétricos y su peralte debe' ser suficiente 
para permitir que la fuerza existente en el patín, 
de la v1ga se distribuya en ellos de la misma 
manera en que se supone que se reparte en el 
alma. · 

Puesto q,ue las pruebas realizadas con atiesado~. 
res excéntrl¿ps fueron muy limitadas, no se pueden 
obtener de é1las observaciones definitivas referen~ 

: tes a su acción; sm embargo, sí puede concluirse 
que se obtendrá un d1seño conservador si se des~ 
precia el efecto de atiesadores con más de 2" de 
excentricidad y se supone que los que tengan ex~ 
centricidades menores de 2" tienen una efectividad 
del 50% de la de los atiesadores concéntricos. En 
este caso, la ( 67) se convierte en 

AvO'u = O'uc(tv + 5 k)+ 0.6 Aat 0'11 

de donde se obtiene 

Aat = l. 7 r A, - e ( tv + 5 k) ] (71) 

debiéndose cumplir de nuevo la condición 

(b/t)at <; 17. 

ANÁLISIS DE LA ZONA DE LA CONEXIÓN SOMETIDA 
A TENSIÓN. En este caso es también necesario com~ 

· probar si se cumple la ec. 68 ya que de no ser así 
una columna no atiesada fallaría en la zona de 
tensión por fractura del alma en su unión con el 
patín. Sin embargo. no es esa. en general, la con~ 
d1cíón más crítica en esa región de la columna, 
(excepto en el caso en que ésta sea un perfil for~ 
m a do por tres placas soldadas). ya que la falla 

. suele presentarse de una manera diferente, que se 
describe a continuación: el patín de la columna 
actúa como dos placas, cada una de ellas empo~ 
trada en tres de sus bordes y libre a lo largo del 
otro, sometidas a la acción de la fuerza existente 
en el patín de tensión de la viga. La carga perma~ 
nece más o menos uniformemente repartida hasta 
que las placas alcanzan su capacidad de carga 
ultima; en esa etapa, los bordes exteriores de los 
patines se curvan hacia afuera, causando una de~ 
formación excesiva en la porción central de la sol~ 
dadura a tope, en el patín de la columna adyacente 
a la soldadura y en la unión del alma y el patín; 
por último, la falla se presenta por agrietamiento 
de alguna de esas regiones cuando se agota su 
capacidad de fluir plásticamente. 

La fig. 86 ilustra la acción del patín de la colum~ 
na en la región de la conexión cercana al patín 
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PATIN DELA COLUMNA 
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··"be m q=---2 2 
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PLACA SUPUE$TA Y 
CARGA QUE OB'A 
SOBRE EL Uf 

FIGURA 86 

de tensión de la trábe. Se considera que ~1 coro~ 
portamiento del patín es el que tendrían do$ placas 
del tipo ABCD, cuya longitud efectiva se, supone 
igual a l2tc, empotradas en los extremos de esta 
longitud y en el alma de la columna, sometidas 
a 1~ acción de una carga de línea, · idealizatión de 
la tensión ejercida sobre ellas por el· patín de la 
trabe. El análisis de esta plaq1 por medio de la teo~ 
ría de las líneas de flujo \.~.!Imite determinar su 
capacidad última de carga, que es 

(72) 
donde 

Ct =(4/~ + ~/T})/(2-1]/A) 
y 

~ = p/q ).. = h/q (ver fig. 86). 

Para los perfiles WF utilizados en columnas y 
las vigas empleadas en juntas ordinari~s se ha 
encontrado que c1 varía entre 3.5 y 5.0, de manera 
que un valor conservador de la capacidad de 

.carga de cada una de las placas que forman el pa-
tín de la columna es 3.5 u1,tc2• . 

Puede considerarse •que la parte central rígida 
de ancho m (ver fig. 86) adyacente al alma de la 
columna sí es capaz de desarrollar esfuerzos de 
intensidad 0'11, de manera que puede soportar una 
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fuerza igual al ¡}roducto de su área por el esfuerzo 
de fluencia. Por\ consiguiente 

Q, =·'P'rlvm + 2(3.51J'vfe2
) (73) 

La fuerza en el .patín de tensión de la viga co~ 
rrespondiente al desarrollo del momento MP en su 
sección extrema e§ .ApiJ'11 ; disminuyendo la capad~ 
dad de carga del -pptín en 20%. para obtener en 
esta zona una fórmula que sea aproximadamente 
igual de conservadora que la deducida para la 
región de compresión, se llega a 

De esta expresión puede despejarse te2
• siendo 

'te el grueso requerido del patín de la columna. 

El valor de m/bv para todas las conexiones en 
que la fórmula 75 es aproximadamente aplicable 
oscila entre 0.15 y 0.20, si las vigas y columnas 
son ¡>erfiles de los tabulados en el Manual del 
AISC. Tomando conservadoramente m/b. = 0.15, 
(75) se reduce a 

te= 0'.4 \lbvtv = 0.4 VA;;" (76) 

En los casos fin ~1-1, te > 0.4 \!'A; no se necesi~ 
tan atiesadores· en..Ja zona de tensión de la cone~ 
xión; si te < O:i A es necesario colocar atiesa~ 
dores, con lo qvt se obtienen configuraciones de 
equilibrio exactamente iguales a las existentes en 
la región de compresión, de manera que son apli~ 
cables las ecs. 69 y 70 para el diseño de los atie~ 
sadores. 

En vista de las simplificaciones que han llevado 
a su obtención, la ec. 76 no es aplicable cuando la 
columna es un perfil 1 estándar o cuando está for~ 
mado por tres placas soldadas; en cualquiera de 
esos casos es necesario calcular el valor de la 
constante Ct de la ec. 72 y sustituirlo en ( 73), en 
lugar del 3.5 que aparece en ella. 

COMPARACIÓN ENTRE LOS RESULTADOS EXPERI~ 
MENTALES Y LOS ANALÍTICOS. Los resultados obte~ 
nidos en la zona de compresión pueden resumirse 
como sigue: 

1. Para el espécimen A l. la ec. 68 indica que el 
alma de la columna debe tener 1.68 cm de 
grueso; el espesor real fue 0.72 cm, y el alma 
de la columna falló para una carga ligera~ 
mente mayor que la de trabajo. 

2. En el ensaye A2, la fórmula requiere un es~ 
pesar de alma de 1.09 cm y, como era de 
esperarse, el grueso real de 1.49 cm demos
tró ser satisfactorio. 
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3. La conex1ón A4 requiere un alma de 1.19 
cm; con un grueso real de 1.06 cm soportó 
más del 80% ·del momento teórico. 

4. La fórmula ~uestra que A5 es completa
mente adecua~a sin atiesadores y así lo fue 
en realidad. 

5. Hl es ligeramente inadecuada de acuerdo 
con la ec. 68, pero fue, sin embargo, capaz de 
soportar el momento máximo alcanzado en 
la prueba, que fue el 95% del plástico. 

6. De acuerdo con ( 68) AA es inadecuada 
pero se comportó satisfactoriamente, proba
blemente a causa de la acción atiesadora del 
segundo par de vigas, la que no se consideró 
en el análisis. 

7. Los atiesadores que se colocaron en 86, 88 
y BB fueron más gruesos que los requeridos 
por las fórmulas; durante los ensayes no hubo 
evidencia de que se sobrecargasen. 

8. Las conexiones C, D y DD son teóricamente 
correctas, y así se comportaron; sin embargo, 
cuando las vigas fallaron los atiesadores ver. 
ticales mostraron cierto pandeo. 

El espécimen El. consistente t:il una cqju¡nna 
12 W F40 no aties¡~da, falló para una ta~ga de 
46.6 t, mientras qse el EO, en el que 1~ misma 
columna se reforzó con dos atiesadores honaonta
les de 1/4", soportó 78.3 t; la diferencia de ~1.7 t, 
se compara favorablemente con las 28.7 t. calcu
ladas con la fórmula teórica. 

Una comparaCión similar entre los especímenes 
E9 y E20, hecho,c; con columnas 14WF61, muestra 
una diferencia determinada experimentalmente de 
65.7t, mientras que la teórica es de 52.4 t. 

El único espécimen completo no atiesado en el 
que la causa primaria de falla se presentó en la 
zona de tensión fue el Hl, que falló para una 
carga aproximadamente igual al 95% de la· que 
ocasionaría la plastificación total de las vigas; el 
espesor real de los patines de la columna fue 1.1 O 
cm mientras que la fórmula indica que se necesitan 
1.75 cm. En este caso la ec. 76 es conservadora. 

En todas las pruebas de conexiones simuladas, 
excepto una (diez en total), la ce. 73 da resultados 
conservadores. 

LIMITACIONES DE LAS FÓRMULAS. La investiga
ción descrita consideró una serie de conexiones con 
dos y cuatro vigas, las que e,n todos los casos se 
fueron cargando en forma gradual y uniforme has
ta llegar a la falla, por lo que el comportamiento 
reportado puede variar algo en los casos siguien· 
tes: 

a) Cargas repetidas. Un número suficiente de 
ciclos de carga y descarga puede ocasionar una 
falla prematura, pero no es probable que esto 
suceda en edificios, en los que la carga muerta 
constituye un porcentaje importante de la total. 
• b) Momentos desiguales en las vigas opuestas. 
En este caso aparecen fuerzas cortantes en el alma 
de la columna, lo que puede introducir ai¡:Junas 
modificaciones en el diseño, sobre todo en el caso 
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límite en que la columna reciba viga en uno solo 
de sus patines. Esta condición se estudiará más 
adelante. 

e) Viento o sismo. Cuando sobre la estructura 
obren fuerzas horizontales éstas tenderán a oca~ 
sionar momentos del mismo signo en las dos vigas, 
y por consiguiente aparecerán fuerzas cortantes 
importantes en el alma de la columna; de hecho, 
este caso es semejante al b). 

REFUERZO DEL ALMA POR CORTANTE.2 ° Cuando 
los momentos en las dos vigas de una conexión 
interior difieren considerablemente en intensidad 
ocasionan esfuerzos cortantes elevados en el alma 
de la columna, los que tienden a deformar a ésta 
de manera análoga a como sucede en una junta de 
esquina. En estos casos debe calcularse el cortante 
en el alma y, si es necesario, ésta se reforzará 
con atiesadores en diagonal o placas adosadas a 
ella. ~ 

A .. 

0 ,---...... 0 V -
f" M¡( 1 l )M2 V 

-,, ___, 
-',U_ (o) , ' 

M¡ 
T¡= db @ V @) 

M¡ 
r, =. db -

~ 
-1:'-

1 
de ·..J (b) 

FIGURA 87 

En la fig. 87a se muestran los momentos y 
fuerzas cortantes que obran sobre una conexión 
interior típica y en la 87b aparece un diagrama 
de cuerpo libre del atiesador superipr. Las fuerzas 
que obran sobre él son V, fuerza. cortante hori
zontal existente en la columna arriba de la co
nexión, y dos fuerzas de tensión, Tl y T2, ac· 
ciones de los patines de las dos vigas, las que son 
aproximadamente iguales al cociente de cada uno 
de los momentos entre el peralte de la viga respec
tiva. La resultante de esas fuerzas debe ser resistí~ 
da por el esfuerzo cortante -. en el área del alma de 
la columna, cdc. 
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Por consiguiente, 

-.,cdc = M2/dv- Mt/dv- V 

Sustituyendo -.11 por uuh.í3. y despejando c. obte~ 
nemas el grueso del alma necesario para resistir 
los esfuerzos· cortantes: 

e= yJ(M2 _ M1 _ v): (7?) 
audc dv dv ,, 

Si el espesor del alma de la columna es menor 
• que el dado por ( 77), el exceso de fqerza cortante 

se tomará con placas adosadas al/, alma o con 
atiesadores en diagonal (éstos sue1en ser muy 
incómodos cuando la columna recibe también vi~ 
gas por alma). , 

Cuando la columna recibe viga de 'un sólo lado, 
uno de los dos momentos de la ec. 77 se anula, y 
se sumarán los dos cuando tengan el mismo signo, 
lo que sucede a veces cuando sobre lp estructura 
obran fuerzas horizontales important~s. _ 

' 
REsUMEN.14

•
20

•
81 No se requieren atiesadores ad~ 

yacentes al patín de compresión de las vigas si 

:::;;, AJI 
e::? tv + 5 kc (68) 

No se requieren atiesadores adyacentes al patín 
de tensión de las. vigas si ' 

(76) 

(Esta fórmula se ha obtenido a través de sim~ 
plificaciones válidas para columnas de;sección WF 
por lo que si se utilizan otros perfiles¡ será necesa~ 
rio recurrir a las expresiones no $implificadas; 
además, es necesario comprobar tambJén si el alma 
de la columna está en· condiciones' ~decuadas en 
la zona del patín de tensión, para lq cual se em~ 
plea, lo mismo que en la zona de compresión, la 
,ec. 68.) · 

'Si no se satisfacen las ecuaciones anteriores es 
necesario atiesar la columna; los tamaños mínimos 
de los atiesadores están dados por 

Atiesadores horizontales concéntricos 

Aat = A, - e ( tv + 5 k e) 
además, 

(b) \1 

1 t '< 17. 
, al 

,. ' 

Atiesadores horizontales con excentricidad de 
2" o menos 

Aat = 1;7[A,- e( t.,+ 5 kc)] 
de nuevo, 

(~)-<t7. t ae 
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Atiesadores verticales paralelos al alma de la 
columna y situados en los extremos de sus patines. 

t~~ = tv + 5 kc - e 
además, 

d~ < 30 
tat 

(En las expresiones anteriores, e y te son el 
,grueso del' alma y del patín de la columna, respec
tivamente, A, el· ár~a y tv el grueso del patín de la 
viga. kc la distancia del borde exterior del patín 
pe la columna a la sección en que termina la · 
~urva de liga con el alma, Aat y tat el área y el 
grueso del atiesador y de el peralte de la co~ 
lumna.) · ' ' 
'; Los extremos de los atlesádores deben soldarse 
~ . la cara interior del ' patín opuesta a Ía carga 
c~ncentrada de tensión, ·y pueden ajustarse en el 
e~tremo correspondiente a la carga de compre
sipo; deben soldarse también al alma de la colum~ 
mi. Cuando la columna recibe viga de un solo lado 
no es necesario que los atiesadores excedan la mi
trd de su peralte, pero deben ligarse al alma co~ 
sbldadura suficiente para desarrollar la fuerza · 
~al~ ' 
l •• -,. 

I- 12"L 

e 
r- 15" P 

f 
A. 

FIGURA 88 

Z-12"L 
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EJEMPLO 8. Revísese la conexión viga-columna 
p~ la fig. 88 y diséñense los atiesadores, en caso de 
S:¡pe sean necesarios. 

Características de los perfiles 

/-12 Lív. b = 12.7 cm 

tn,edto = 1.38 cm , Ap = 18.87 cm2 

/-15 Pes. b = 15.2 cm 

tmedlo = 2.07 cm e = 1.5 cm 

. k= 4.15 cm. 

Zona del patíñ de compresión 

A 11 18.87 18 87 
iv + 5 k e - 1.38 + 5 X 4.15 = 22 .. 13 = ... 

= 0.85 cm< 1.5 
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No se necesitan atiesadores 

Zona del patín de tensión 
Utilizando la fórmula deducida para perftles 

WF: 

0.4 VA,;" = 0.4 .yt8.87 = l. 74 cm < 2.07 

No se requieren atiesadores. 
Evidentemente, la ' ecuación t, ~ 0.4 yAP es 

conservadora para perfiles 1 estándar (éstos tienen 
· patines mucho más gruesos y cortos que los WF), 

luego no es neeesaria ninguna comprobación adi
~ional. 

1 

25.4cm(ld)' 

i::=::;:;:==.:::i _11 9c '77 (3/4} 

0.9 
(3/8} 

~:;:::;:::==~~t"" }¡;~; 
J.l 25:4(/o'~.j; 

2.'54cm 2. 'J4cm 
(I"J ( !") 

FIGURA 89 

EJEMPLO 9. Revisar la conexión de la fig. 89 y 
diseñar los atiesadores que sean necesarios: la co
lumna está formada por tres placas soldadas. El 
acero es A36. 

Zona dé compresión 

25.4 X 1.9 48.2 
tv + 5 kc 1.9 + 5 X 3.2 = 17.9 = 

= 2.7 cm> 1.27 

Se necesitan atiesadores. 

Zona de tensión 
Utilizando la fórmula para perfiles WF lami· 

nadas: 

0.4 V{f,;' = 0.4 y'48.2 = 2.78 cm > 2.54 

Como la ecuación anterior no es, en realidad. 
válida para la sección en estudio, aplicaremos las 
fórmulas no simplificadas. 
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Capacidad última de carga de cada mitad del 
patín Pu = e1 u11t2e · 

p = 12 te = 12 X 2.51 = 30.5 cm 

h = 1/2(25.4- 2.51)....:... 11.1 cm 

q = 1/2(30.5- 2.51)....:... 14.0 cm 

~ = ¡~_.g = 2.18 

')., = ..!..0.. = 0.815 
14.0 

11 = 2.18/1(-J2.182 + 8 X 0.815- 2.18) =-
= !:~~ = 0.178 

e1 = ( 2.~8 + ;,~:8 J 1 ( 2 - ~:!~~ ) = 

= 1.83 + 4.56 - 6.39 = 4 51 
2-0.586-1.414 . 

Capacidad de carga total del patín de la co~ 
lumna 0 1 = u11t,.m + 2 X 4.51 u11 fZe. 

A,o-u = bvttPu = [uutvm + 9.02 u11t
2e]0.8 

• t 2 - A, [t 25 .rt] -•' e- 9.02 · - tlv -
' 

Ap (t 25 2.54) = 9.02 . - ~5.4 = 
= !:~~A,= 0.1~? Ap 

. '. te = 0.356 yAp = I!Jl356 \i18.2 = 
= 2.47 cm....:..._ 2.54. 

1 

En este caso particular se ha obtenido· un resul
tado bastante parecido al que da la fórmula sim~ 
plificada ( 0.356 yA, en vez de 0.40 yAp). 

El patín de la columna puede soportar las fuer~ . 
zas de tensión que recibe de la viga; sin embargo, , 
son también necesarios atiesadores en esta zona 
para evitar la falla del alma. 

Pueden emplearse dos placas adosadas al alma, 
ya que los patines no necesitan ser atiesados y 
en el alma hay esfuerzos cortantes elevados debido 
a q_ue una sola viga conecta con la columna. 

Se colocarán dos placas de 5/16" (0.79 cm), a 
uno y otro lado del alma, con lo que se obtiene un 
grueso total de 2.85 cm. mayor que los 2.7 cm 
requeridos. 

Revisión del alma pofl. cortante 

v3 M y3 y3Ap 
e = uudc . dv ....:..._ uudc ' uuAP - 30.5 

= 2.71 cm < 2.85 

No se necesita ningún refuerzo extra. 

JULIO DE 1967 

_j 
2.5Kc:: 8.0om1 nw(J. 

21/!.sds5. 

FIGURA 90 

En la fig. 90 se muestra la junta reforzada. 
' (En la práctica sería probablemente preferible 

utilizar una sola placa ~ ~sa en la zon~ donde el 
alma necesita refuerzo, sobre todo si la columna 
recibe también vigas por alma.) 
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ESOS or E70S electrodes used in the gas metal-are process shall con
forro to the Specification {or Mild Steel Electrodes {or Gas Metal-Are Welding, 
A WS A5.18, la test edition, or the provisions of Sect. 1.17 .3; E60T or E70T 
electrodes used in the flux cored-arc procesa shall confonri to the Specifica
tion for Mild Steel Electrodes for Flux-Cored-Arc Welding, A WS A5.20, 
latest edition, or the provisions of Sect. 1.17.3. "\. --

Manufacturer's certification shall constitute sufficient evidence of con· 
formity with the specifications. 

SECTION 1.5 ALLOWABLE STRESSES* 

Except as provided in Secta. 1.6, l. 7, 1.~0, 1.11 and in Part 2, all com
ponente of the structure shall be 'so proportioned that the stress, in kips 
per square inch, shall not exceed the following values, except as they are 
rounded off in Appendix A. ' 

1.5.1 Structural Steel 

1.5.1.1 Tension 

\ 

On the net section, except at pin holea: 

F, = 0.60FII 

but not more than 0.6 times the mínimum tensile strength of the steel. 
On the net section at pin holee in eyebars, pin-connected platee or buili

upmembers: 
F, = 0.45F11 

For tension on threaded parta see Table 1.5.2.1. 

1.5.1.2 Shear 

On the gross section: F. = 0.40F11 

(The gross section of rolled and fabricated shapes may be taken as 
the product of the overall depth and the thickness of the web. See Sect. 
1.10 for reduction requiredfor thin webs. For discussion of high shear stress 
within boundaries of rigid connections of members whose webs lie in a 
common plane, see Commentary Sect. 1.5.1.2.) 

1.5.1.3 Compression 

1.5.1.3.1 On the gross section of axially loaded compression members 
when Kljr, the largest effective slendemess ratio of any unbraced segment as 
defined in Sect. 1.8, is leas than C.: 

where 

[
1 - (Kl/r)t]F 

2Cc1 11 

F(J = ---=--=--=---==-:::-::,----
6 + 3(Kl/r) _ (Kljr)l 
3 se. sc.s 

Ce = ~27TtE 
F, 

(1.6-1) 

• See Appendix A for tablea of numerlcal values for various grades of steel corre
sponding to provisions of thia Section. . . 

• l ~. . . '. 
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1.5.1.3.2 On the gross section of axially loaded compression members 
when Kl/r exceeds C,: 

F _ 121r2E 
a - 23(Kl/r) 2 

(1.5-2) 

1.5.1.3.3 <;>n the gross section of axially loaded bracing and secondary 
members, when ljr exceeds 120*: 

Fa (by Formula (1.5-1) or (1.5-2)) Fa• = ....:.....;_.:.._. ___ _.:_ _ _.:_ _ _:.__....:..:. 

1.6- _l_ 
200r 

1.6.1.3.4 On the gross area of plate girder stiffeners: 

Fa = 0.60FII 

(1.5-3) 

1.6.1.3.6 On the web of rolled shapes at the toe of the fillet (crippling, 
see Sect. 1.10.10): 

Fa = 0.75F11 

1.5.1.4 Bending 

1.5.1.4.1 Tension and compression on extreme fibers of compact hot
.rolled or built-up members (except hybrid girders and members of A514 
Hteel) symmetrical about, and loaded in, the plane of their minor axis and 
meeting the requirements of this section: 

Fb = 0.66FII 

In order to qualify under this section a member must meet the following 
e aquirements: 

a. The flanges shall be continuously connected to the web or webs. 
b. The width-thickness ratio Qf unstiffened projecting elements of the 

compression flange, as defined in Sect. 1.9.1.1, shall not exceed 
52.2tVF11• 

c. The width-thickness ratio of stiffened elements of the compression 
flange, as defined in Sect. 1.9.2.1, shall not exceed 190/~. 

d. The depth-thickness ratio of the web or webs shall n~t exceed the 
val u e 

dft = 412 (1- 2.aa;)j~ 
except that it need not be less than 257 ¡VF;. 

(1.5-4) 

e. The compression flange shall be supported laterally at intervals 
- 20,000 

not to exceed 76.0bj'VF11 nor (d/A,)F" 

Except for hybrid girders and members of A514 steel, beams and girders 
(including members designed on the basis of composite action) which meet 
the requirements of sub-paragraphs a, b, e, d and e above and are con
tinuous over supports or are rigidly framed to columna by means of rivets, 

111 For this case, K is taken as unity. 



5 ·18 • AISC Speci{icat1on 

high strength bolts or welds, may be proportioned.for %o of the negath-:: 
moments produced by gravity loading which are maximum at points (1 

support, provided that, for such members, the maximum positive momen: 
shall be increased by H o of the average negative moments. This reducti01 
shall not apply to moments produced by loading on cantilevers. If the nega 
tive moment is resisted by a column rigidly framed to the beam or girder, tho' 
V.o reduction may be used in proportioning the column for the combine<: 
axial and bending loading, provided that the stress, fa, due to any con 
current axial load on the member, does not exceed 0.15Fa. 

1.5.1.4.2 Members (except hybrid girders and members of A514 steel) 
which meet the requirements of Sect. 1.5.1.4.1 except that btf2t" exceem 
52.2/"VF, but is less than 95.0/VF11, may be designed on the basis of t:í 
allowable bending stress 

Fb = F" [ 0.733 - 0.0014 ( ::,) VF" J (1.5-5 

1.6.1.4.3 Tension and compression on extreme fibers of doubly
symmetrical 1- and H-shape members meeting the requirements of Sect 
1.5.1.4.1, subparagraphs a and b, and bent about their minor axis (except 
members of A514 steel); solid round and square bars; and solid rectangular 
sections bent about their weaker axis: 

Fb = 0.75F" 

1.6.1.4.4 Tension and compression on extreme fibers of box-type 
fiexural members whose compression fiange or web width-thickness ratio 
does not meet the requirements of Sect. 1.5.1.4.1 but does conform to the 
requirements of Sect. 1.9 and whose compression fiange is braced laterally 
at intervals not exceeding 2,500/Fv times the transverse distance out-to-out 
of the webs: 

Fb = 0.60F" 

1.5.1.4.5 Tension on extreme fibers of flexura} members not covered in 
Sect. 1.5.1.4.1, 1.5.1.4.2, 1.5.1.4.3 or 1.5.1.4.4: 

Fb = 0.60Fv 

1.6.1.4.6a Compression on extreme fibers of fiexurál members in
cluded under Sect. 1.5.1.4.5, having an axis of symmetry in, and loaded in, 
the plane of their web, and compression on extreme fibers of channels* bent 
about their major axis: the larger value computed by Formulas (1.5-6a) or 
(1.5-6b) and (1.5-7) as applicable (unless a higher value can be justified 
on the basis of a more precise analysis**), but not more than 0.60F11• 

When ~ /102 X 108Cb :< !_ :< ./510 X 108Cb 
1 Fv "' rT "' 1 Fv 

(1.5-6a) 

• Only Formula (1.5-7) applicable to channels. 
•• See Commentary Secta. 1.5.1.4.5 and 1.5.'1..4.6, last two paragrapbs. 
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When 

F& = 170 X 10 8Cb 
(ljrT)2 

(1.5-6b) 

Or, when the compression fiange is solid and approximately rectangular in 
cross-section and ita area is not less than that of the tension fiange 

F _ 12 X 108C& 
b - ldjA

1 
(1.5-7) 

In the foregoing, 

l = distance between cross-sections braced against twist or lateral 
displacement of the com pression fiange 

rT = radius of gyration of a section comprising the compressi,on fiange 
plus one-third of the compression web area, taken about an axis 
in the plane of the web 

A 1 area of the compression fiange 
Cb = 1.75 + 1.05 (M./M2) + 0.3 (M./M2) 2, but not more than 2.3•, 

where M. is the smaller and M2 the larger bending moment at the 
ends of the unbraced length, taken about the strong axis of the 
member, and where Md M2, the ratio of end moments, is positive 
when M 1 and M2 have the same sign (reverse curvature bending) 
and negative when they are of opposite signa, (single curvatura 
bending). When the bending moment at any point within an 
unbraced length is larger than that at both ends of this length, the 
value of cb shall be taken as unity. cb shall also be taken as 
unity in computing the value of Fb, and Fbu to be used in Formula 
(1.6-la). See Sect. 1.10 for further limitation in plate girdeJ! 
fiange stress. 

For hybrid plate girders, F, for Formulas (1.5-6a) aJ'Id (1.5-6b) is the 
yield stress of the compreBBion fiange. Formula (1.5-7) shall not apply to 
hybrid girders. 

1.6.1.4.6b Compression on extreme fi.bers of ftexural members in
cluded under Sect. 1.5.1.4.5, but are not included in Sect. 1.5.1.4.6a: 

Fb = 0.60F, 

provided that sections bent about their major axis are braced laterally in 
the region of compression stress at intervals not exceeding 76.0b1/VF11• 

1.6.1.6 Bearing (on contact area) 

1.6.1.6.1 Milled surfaces, including bearing stiffeners and pina in 
~'t!allled, drilled, or bored holea: 

F, = 0.90F,u 

• e~ can be conservatively taken as unity. For smaller values see Appendix A, 
i 'ig. Al, p. 5-104. 

•• Wben parte in contact ha ve dift'erent yield stresses, F. shall be the smaller value. 

J' ... 
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1.5.2.2 Allowable bearing stress on projected area of bolts in bearing 
type connections and on rivets: 

F, = 1.35F11 

where F 11 is the yield stress of the connected part. (Bearing stress is not re 
stricted in friction-type connections assembled with A325, A449 or A49(. 
bolts.) 

1.5.3 Welds 

Except as modified by the provisions of Sect. 1.7, welds shall be pro 
portioned to meet the streBB requirements given in Table 1.5.3. 

1.5.4 Cast Steel and Steel Forgings 

Allowable stresses same as those provided in Sect. 1.5.1, where applicabl€'. 

1.6.5 Masonry Bearing 

In the absence of Code regulations the following stresses apply: 

On sandstone and limestone. . . . F ~ = 0.40 kP 
On brick in cement mortar . . . . F~ = 0.25 ku 
On the full area of a concrete support F~ = 0.25{', 
On one-third of this area . . . . . F~ = 0.375{' 

where f' t is the specified compreBSion strengtb of the concrete. 

1.5.6 Wind and Seismic Stresses 

Allowable stresses may be increased one-third above the values provided 
in Sect. 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3, 1.5.4 and 1.5.5 when produced by wind or seismic 
loading, acting alone or in combination with the design dead and live loads, 
provided the required section computed on this basis is not less than tbal 
required for tbe design dead and live load and impact (if any), computed 
without the one-third stress increase. 

SECTION 1.6 COMBINED STRESSES 

1.8.1 Axial Compression and Bending 

Members subjected to both axial compression and bending stresses shal; 
be proportioned to satisfy the following requirements: 

(1.6-1s', 

~ + fbz + f&v ~ l.O 
0.60F 11 Fbz Fbfl 

_(1.6-lb 

When la. ~ 0.15, Formula (1.6-2) may be used in lieu of Formulru 
Fa 

(1.6-la) and (1.6-lbj 

(1.6-2 



Structural Steel for Building¡¡ • 5 • 23 

In Formulas (1.6-la), (1.6-lb), and (1.6-2) the subscripts x and y, 
co)mbined with subscripts b, m and e, indicate the axis of bending about 
which a particular stress or design property applies, and 

Fa = axial stress that would be permitted if axial force alone existed 
Fb = compressive bending stress that would be permitted if bending 

moment alone existed 

F', 
121r2E (In the expression for F'., l& is the actual unbraced 

23(Kl&/r&) 2 length in the plane o{ bending and rb is the corre
sponding radius of gyration. K is the effective 
length factor in the plane o{ bending. As in the case 
of Fa, F& and 0.6 Fu, F'• may be increased one-third 
in accordance with Sect. 1.5.6.) 

la = computed axial stress 
lo = computed compressive bending stress at the point under con

sideration 
Cm = a coefficient whose value shall be taken as follows: 

l. For compression members in frames subject to joint translation 
(sidesway), Cm = 0.85. 

2. For restrained compression members in frames braced against 
joint translation and not subject to transverse loading between 
their supports in the plane of bending, 

M¡ 
Cm = 0.6 - 0.4 -, but not less than 0.4, 

M2 

where Md M2 is the ratio of the smaller to larger moments at 
the ends of that portion of the member unbraced in the plane (.'1{ 

bending under consideration. MdM2 is positive when the 
member is bent in reverse curvature and negative when it is bem 
in single curvature. 

3. For compression members in frames braced against joint trans
lation in the plane of loading and subjected to trB.\::"''erse load
ing between their supports, the value of Cm may be determined 
by rational analysis. However, in lieu of such analysis, the 
following values may be used: (a) for members whose ends 
are restrained, Cm = 0.85; (b) for members whose ends are 
unrestrained, Cm = 1.0. 

1.6.2 Axial Tension and Bending 

Members subject to both axial tension and bending stresses shall be 
proportioned at all points along their length to satisfy the requirements of 
Formula (1.6-lb) where !& is the computed bending tensile stress. However, 
the computed bending compressive stress, taken alone, shall not exceed 
the applicable value according to Sect. 1.5.1.4. 

1.6.3 Shear and Tension 

Rivets and bolts subject to combined shear and tension shall be so 
proportioned that the tension stress, in kips per square inch, produced by 
forces applied to the connected parta, shall not exceed the following: 

' . . ' 

~· 
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For A502 Grade 1 rivets 
For A502 Grade 2 rivets. . . . . . . 
For A307 bolts (applied to stress area) 
For A325 and A449 bolts in bearing-

type joints . . . . . . . . . . 
For A490 bolts in bearing-type joints . 

F, = 28.0 - 1.6{. ~ 20.0 
F, = 38.0 - 1.6{. ~ 27.0 
F, = 28.0 - 1.6{. ~ 20.0 

F, = 50.0 - 1.6{. ~ 40.0 
F, = 70.0 - 1.6{. ~ 54.0 

where f., the shear stress produced by the same Corees, shall not exceed the 
value for shear given in Sect. 1.5.2. 

For bolts used in friction-type joints, the shear stress allowed in Sect. 
1.5.2 shall be reduced so that: 

For A325 and A449 bolts . . . . . . F. ~ 15.0(1 - f,A&!T&) 
For A490 bolts. . . . . . . . . . . F. ~ 20.0(1 - {,A&/T&) 

where f, is the average tensile stre88 due to a direct load applied to all of the 
bolts in a connection and T& is the specified pretension load of the bolt. 

SECTION 1.7 MEMBERS AND CONNECTIONS SUBJECT TO 
REPEATED VARIATION OF STRESS (FATIGUE) 

1.7.1 General 

Fatigue, as used in this Specification, is defined as the damage that may 
result in fracture after a sufficient number of fluctuations of stre88. Stre88 
range is defined as the magnitude of these fluctuations. In the case of a 
stress reversa), stress range shall be computed as the numerical sum of 
maximum repeated tensib and compressive stresses or the sum of maximum 
shearing stresses of opposite direction at a given point, resulting from 
differing arrangements of live load. · 

Few members or connections in conventional buildings need to be de
signed for fatigue, since most load changes in such structures occur only a 
small number of times or produce only mino!' stre88 fluctuations. The 
occurrence of full design wind or earthquake loada is too infrequent to 
warrant consideration in fatigue design. However, crane runways and sup
porting structures for machinery and equipment are often subject to fatigue 
loading conditions. 

1.7.2 Design for Fatigue 

Members and their connections, subject to fatigue loading as defined 
in Appendix B, shall be proportioned to satisfy the stre88 range limitations 
as provided therein. 

SECTION 1.8 STABIJ;.ITY AND SLENDERNESS RATIOS 

1.8.1 G'eneral 

General stability shall be provided for the structure as a whole and for 
each compression element. 

In determining the slenderne88 ratio of an axially loaded compression 
member, except as provided in Sect. 1.5.1.3.3, the length shall be taken as its 
effectivé length Kl and r as the corresponding radius of gyration. 
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1.8.2 Sidesway Prevented 

In frames where lateral stability is provided by adequate attachment to 
diagonal bracing, shear walls, an adjacent structure having adequate lateral 
stability, or to flobr slabs or roof decks secured horizontally by walls or 
bracing systems parallel to the plane of the frame, and in trusses, the effective 
length factor, K, for the compression members shall be taken as unity, 
unless analysis shows that a smaller value may be used. 

1.8.3 Sidesway Not. Prevented 

In frames where.lateral stability is dependent upon the bending stiffness 
of rigidly connected beams and columna, the effective length Kl of compres
sion members, shall be detennined by a rational method and shall not be 
less than the actual unbraced length. 

1.8.4 Maximum Ratios 

The slenderness ratio, Kl/r, of compression members shíill not exceed 
200. 

The slendemess ratio, Kljr, of tension members, other than rods, 
preferably should not exceed: 

For main members . . . . . . . . . . 

For bracing and other secondary members 

SECTION 1.9 WIDTH-THICKNESS RATIOS 

1.9.1 Unstiffened Elements Under Compression 

240 

300 

1.9.1.1 Unstiffened (projecting) compression elements are those hav
ing one free edge parallel to the direction of compression stress. The width 
of unstiffened platea shall be taken from the free edge to the first row of 
fasteners or welds; the width of legs of angles, channel and zee flanges, and 
stems of tees shall be taken as the full nominal dimension; the width of 
flanges of 1-shape members and tees shall be taken as one-half the full 
nominal width. The thickness of a sloping flange shall be measured half
way between a free edge and the corresponding face of the web. 

1.9.1.2 Unstiffen,ul elements subject to axial compression or com
pression dueto bendin&--lhall be considerad as fully effective when the ratio 
of width to thickness is not greater than the following: 

Single-angle struts; 
double-angle struts with separators. 76.0/VF, 

Struts comprising double angles in contact; angles or platea 
projecting from igirders, columna or other compression 
members; compression flanges of beams; stiffeners on 
plate girders 96.0/VFv 

Stems of tees 127 /VF, 

When the actual width-to-thickness ratio exceeds these values, the 
design stress shall be govemed by the provisions of Appendix C. 

,. 
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1.9.2 Stiffened Elements Under Compression 

1.9.2.1 Stiffened compression elements are those having lateral sup
port along both edges which are parallel to the direction of the compression 
stress. The width of such elements shall be taken as the distance between 
nearest lines of fasteners or welds, or between the roots of the flanges in the 
case of rolled sections. 

1.9.2.2 Stiffened elements subject to axial compression, orto unüorm 
compression due to bending as in the case of the flange of a flexurai• mem
ber, shall be considered as fully effective when the ratio of width to thickness 
is not greater than the following: 

Flanges of square and rectangular sectiona of unüorm 
thicknesa o o o o o o o o o o o o 

Unsupported width of cover platea perforated with a 
succession of access holea • • o o o o o o o o 

All other unüormly compressed atiffened elements o 

238/"VF~ 

317/VFr 
253/"VF~ 

Except in the case of perforated cover plates, when the actual width
to-thickness ratio exceeda these values the deaign shall be governed by the 
provisions of Appendix C. 

SECTION 1.10 PLATE GIRDERS AND ROLLED BEAMS 

1.10.1 Proportions 

Riveted and welded plate girders, cover-plated beama and rolled beams 
shall in general be proportioned by the moment of inertia of the gross aectiono 
No deduction ahall be made for ahop or :field rivet or bolt holea in either 
flange, except that in cases where the reduction of the area of either flange 
by such holes, calculated in accordance with the proviaions of Secto 1.14.3, 
exceeds 15 percent of the gross flange area, the excess ahall bP deducted. 

Hybrid girders may be proportioned by the moment of inertia of their 
grosa aection, t subject to the applicable provisions in Sect. 1.10, provided 
that they are not required to resistan axial force greater than Oo15Fu times 
the area of the gross section, where F 11 ia the yield stress of the flange ma
terial. To qualüy as hybrid girders the tlanges at any giY.an aection shall 
ha ve the same cross-sectional area and be made of the same grade of steel. 

1.10.2 Web 

The clear distance between tlanges, in inches, shall not exceed 

14,000 

VFu<Fv + 16.5) 

times the web thickness, where F 11 is the yield stress of the compression 
tlange, except that it need not be less than 2,000/VF11 when transverse 
stiffeners are provided, apaced not more than u~ times the girder depth. 

• Webs of ftexural membem are covered by the provisions of Secta. 1.10.2 and 
1.10.6 and are not subject to the provisions of this section. 

•• Assumes net area of plate at widest hole as basis for computing compression 
stress. 

t No limit is placed on the web stresses produced by the applied bending moment 
for which a hybrid girder is designed, except as provided in Sect. l. 7 and Appendix B. 
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PART 2 

SECTION 2.1 SCOPE 

Subject to the limitations contained herein, simple or continuous beams, 
one and two-story rigid frames, braced multi-story rigid frames, and similar 
portions of structures rigidly constructed so as to be continuous over at 
Jeast one interior support, • may be proportioned on the basis of plastic 
design, i.e., on the basis of their maximum strength. This strength, as 
determined by rational analysis, shall not be less than that required to 
support a factored load equal to 1.7 times the given live load and dead load 
or 1.3 times these loads acting in conjunction with 1.3 times any specified 
wind or earthquake forces. 

Rigid frames shall satisfy the requirements for Type 1 construction in 
the plane of the frame as provided in Sect. 1.2. Type 2 construction is per- · 
rnitted for members between rigid frames. Connections joining a portion of 
a structure designed on the basis of plastic behavior with a portion not so 
designed need be no more rigid than ordinary seat-and-cap angle or standard 
web connections. 

Where plastic design is used as the basis for proportioning continuous 
beams and structural frames, the provisions relating to allowable working 
stress, contained in Part 1, are waived. Except as modified by these rules, 
however, all other pertinent provisions of Part 1 shall govern. 

It is not recommended that crane runways be designed continuous over 
interior vertical supports on the basis of maximurn strength. However, 
rigid frame bents supporting crane runways may be considered as coming 
within the scope of the rules. 

SECTION 2.2 STRUCTURAL STEEL 

Structural steel shall conform to one of the following specifications, 
latest edition: 

Structural Steel, ASTM A36 
High-Strength Low-Alloy Structural Steel, ASTM A242 
High-Strength Low-Alloy Structural Manganese Vanadium Steel, 

ASTM A441 
Structural Steel with 42,000 psi Mínimum Yield Point, ASTM, A529 
High-Strength Low-Alloy Columbium-Vanadium Steels of Structural 

Quality, ASTM A572 
High-Strength Low-Alloy Structural Steel with 50,000 psi Míni

mum Yield Point to 4 in. Thick, ASTM A588 

• As used here, "interior support" may be taken to include a rigid frame knee 
formed by the junction of a column and a sloping or horizontal beam or girder. 

·' 
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SECTION 2.3 VERTICAL BRACING SYSTEM 

The vertical bracing system for a plastically designed braced multi
etory frame shall be adequate, as determined by a rational analysis, to: 

l. Prevent buckling of the structure under factored gravity loada 

2. Maintain the lateral stability of the structure, including the over
turning effects of drift, under factored gravity plus factored hori
zontal loada. 

The vertical bracing system may be considered to function together 
with in-plane shear-resisting exterior and interior walls, ftoor slabs, and roof 
decks, if these walls, slabs, and decks are secured to the structural frames. 
The columna, girders, beams, and diagonal members, when used as the 
vertical bracing system, may be considered to comprise a vertical-cantilever, 
simply-connected ·truBS in the analyses for frame buckling and lateral sta
bility. Axial deformation of all members in the vertical bracing system 
shall be included in the lateral stability analysis. The axial force in these 
members, caused by factored gravity plus factored horizontal loada, shall 
not exceed 0.85P 11 , where P 11 is the product of yield streBS times area of the 
member. 

Girders and beams included in the vertical bracing system of a braced 
multi-story frame shall be proportioned for axial force and moment caused 
by the concurrent factored horizontal and gravity loada, in accordance with 
Formula (2.4-2), with P., taken as the maximum axial strength of the beam, 
based on the actual slendemeBB ratio between braced points in the plane of 
bending. 

SECTION 2.4 COLUMNS 

In the plane of bending of columna which would develop a plastic hinge 
at ultimate loading, the slendemess ratio lfr shall not exceed c., defined in 
Sect. 1.5.1.3. . 

The maximum strength of an axially loaded compression member shall 
be taken as 

P., = 1.7AF .. (2.4-1) 

where A is the groBB area of the member and F .. , as defined by Formula 
(1.5-1), is based upon the applicable slendemeBS ratio. • 

Members subject to combined axial load and bending moment shal1 be 
proportioned so as to satisfy the following interaction formulas: 

(2.4-2) 

p M ~ 11 0 M~ M 
P 

11 
+ 1.18M, "" JL, ; "" " 

(2.4-3) 

• Bee Commentary p. 5-162. 
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lJl which 

M = maximum applied moment 
P = applied axial load 
P, = (23/12) AF'., where F'e is as defined in Sect. 1.6.1 
e,. = coefficient defined in Sect. 1.6.1 
M,. = maximum moment that can be resisted by the member in the 

absence of axial load 

For celumns braced in the weak direction: 

M,. =M'P 

For columna unbraced in the weak direction: 

M = [1 07 - (l/r")v'F,J M ~ M ,. . 3,160 , ~ 'P 

SECTION 2.5 SHEAR 

(2.4-4; 

Unless reinforced by diagonal stiffeners ora doubler plate, the webs of 
columna, beams, · and girders, including areas \\.'~;in the boundaries of the 
connections, shall be so proportioned that 

(2.6-1) 

where V,. is the shear, in kips, that would be produced by the required fac ' 
tored loading, d is the depth of the member, and t is its web thickness. 

SECTION 2.6 WEB CRIPPLING 

Web stiffeners are required on a member ata point of load application 
where a plastic hinge would form. 

At points on a member where the concentrated load delivered by the 
ftanges of a member framing into it would produce web crippling opposite the 
compression flange or high tensile stress in the connection of the tension 
flange, web stiffeners are required in accordance with the provisions of 
Sect. 1.15.6. 

SECTION 2.7 MINIMUM THICKNESS (WIDTH-THICKNESS 
RATIOS) 

The width-thickness ratio for flanges of rolled 1 or 'IF shapes and 
similar built-up single-web 'shapes that would be subjected to compression 
involving hinge rotation .under ultimate loading shall not exceed the 
following values: . , , 

F 11 b1/2t1 

36 8.5 
42 8.0 
45 7.4 
50 7.0 
56 6.6 
60 6.3 
65 6.0 

The thickness of sloping flanges may be taken as their average thickness. 
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The width-thickness ratio of similarly compressed ftange platea in box 
sections and cover-plates shall not exceed 190/VFu. For this purpose the 
width of a cover-plate shall be taken as the distance between longitudinal 
lines of connecting rivets, high strength bolts or welds. 

The depth-thickness ratio of webs of members subjected to plastic 
bending shall not exceed the value given by Formula (2.7-la) or (2.7-lb), 
as applicable. 

.!!._ = 412 (1 - 1.4 ~) 
t VFu Pu 

p 
when p ~ 0.27 

11 

d 257 

t = VFu 

p 
when p > 0.27 

u 

SECTION 2.8 CONNECTIONS 

(2.7-la) 

(2.7-lb) 

All connections, the rigidity of which is essential to the continuity 
assumed as the basis of the analysis, shall be capable of resisting the mo
ments, shears and axial loads to which they would be subjected by the full 
factored loading, or any probable partial distribution thereof. 

Corner connections (haunches), tapered or curved for architectural rea
sons, shall be so proportioned that the full plastic bending strength of the 
section adjacent to the connection can be developed, if required. 

Stiffeners shall be used, as ~equired, to preserve the flange continuity of 
interrupted members at their junction with other members in a continuous 
frame. Such stiffeners shall be placed in pairs on opposite sides of the web of 
the member which extends continuously through the joint. 

High strength bolts, A307 bolts, rivets, and welds shall be proportioned 
to resist the forces produced at factored load, using stresses equal to l. 7 
times those given in Part l. In general, groove welds are preferable to 
fillet welds, but their use is not mandatory. 

High strength bolts may be used in joints having painted contact 
surfaces when these joints are of such size that the slip required to produce 
bearing would not interfere with the formation, at factored loading, of the 
plastic hinges assumed in the design. 

SECTION 2.9 LATERAL BRACING 

Members shall be adequately braced to resist lateral and torsional dis
placements at the plastic hinge locations associated with the failure mecha
nism. The laterally unsupported distance, l.., from such braced hinge loca
tions to similarly braced adjacent points on the member or frame shall not 
exceed the value determined from Formula (2.9-la) or (2.9-lb), as applicable. 

l., 1,375 h M 6 - = -- + 26 w en + 1.0 > M > -o. 
r" Fu " 

(2.9-la) 

~ = 
1

•
375 

when- 0.5 > M > -1.0 
ru Fu M, 

(2.9-lb) 
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r~ 

M 
= the radius of gyration of the member about its weak axis 
= the lesser of the moments at the ends of the unbraced seg~ 

ment 
= the end moment ratio, is positiva when the segment is ben( 

in reversa curvature and negativa when bent in single 
curvature. 

The foregoing provisions need not apply in the region of the last hing( 
to form in the failure mechanism aBBumed as the basis for proportioning 8' 

given member, nor in members oriented with their weak axis normal to the: 
plane of bending. However, in the region of the last hinge to form, and in
regions n~t adjacent to a plastic hinge, the maximum distance between 
points of ·~ateral support shall be such as to satisfy the requirements of

1 

Formulas (1.5-6a), (1.6-6b) or (1.6-7) as well as Formulas (1.6-la) and 
(1.6-lb) in Part 1 of this Specification. For this case the value of {,. and f1 

shall be computed from the moment and axial force at factored loading, 
divided by the applicable load factor. 

Members built into a masonry wall and having their web perpendicular 
to this wall can be assumed to be laterally supported with respect to their 
weak axis of bending. 

SECTION 2.10 FABRICATION 

The provisions of Part 1 with respect to workmanship shall govern the 
fabrication of structures, or portions of structures, designed on the basis of 
maximum strength, subject to the following limitations: 

The use of sheared edges shall be avoided in locations subject to plastic 
hinge rotation at factored loadü:lg. If used they shall be finished smooth by 
grinding, chipping or planing. · ' 

In locations subject to plastic hinge rotation at factored loading, holea 
for rivets or bolts in the tension area shall be sub-punchad and reamed or 
drilled full size. ' 
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INTERACTION OF SHEAR WALLS ANO FRAMES 

By Fazlur R. Khan, 1 and John A. Sbarounis,2 Members, ASCE 

SYNOPSIS 

The distribution of lateral !orces and their effccts on the rcsisting elemei1ts 
of buildings braced with shear walls is obtained by a mcthod directly appllcable 
to design. The method can also be applied to frame torsion resulting from 
eccentric lo::tds or dissymmet ry, to base rotation and plastic rotation of the 
shear wall at any point, a.xial dcformatiÓn or columns, and to walls that are 
terminated at intermediate levels. Tentative recommendations are proposed 
concernlng the part of the slab width that can be uscd as the beam element in 
flat shb-colurnn frames. Influence curves are included to assist designers in 
the analysls. 

Note.-Discusslon open until No\·emlhlr 1, 1964. To e'tend the clo:>tng tbte one 
month, :1 written r.:qucst must be filed \\ ith the E:-.eculi\·e Sccrct.u·y, .\SCE. Thts paper 
is part of the copyl"ightcd Journal o[ the Structm-al Dtvision, p¡·occetlin~s of t~te Amer
ican Soclety o[ Civil En.;ineers, Vol. 90, ~o. ST3, June, 1964. 

1 Senior Structural Dcsigner, S'.,idmore, Ü\\ in¡;s ami :'-1eni11, Chica:;o, 111. 
2 Sh·ucttu··tl F:ngr., Stl"uctural Dur., Portland Ccmcnt Assoctation, Chicago, 111. 
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IXTI\ODUCTION 

_ .\ JVnnber of exc<>llent :trticles han? bN•n published on the subject of inter
·c:icn l1f she:tr \\:tlls with fr:tmcs in multistory structures.3,4,5,6,7,8 The 
~e '.llyscs prcsentecl in the aforementioned p:~pcrs are, of course, applicab!e to 
c,•sign, but require methocls of solution th:~t may not always be readily adapt
·''_le to office pr:~ctice. ~e\·ertheless, the citcd analyses represen! the founda
¡ -.::-¡ of :m y :~ttempt to generalize the solution for application to structures with 
mcmbers that \"3l"Y from bay to b.::: and from story to story, or structures for 
\\!11ch common assumptions on the location of beal11 and column inflect10n 
points are not consisten! w1th their actual behavior:_ The numcrical solut10n 
presentecl herein requires no simplilying assumpl1ons of the structural be
haYior or configuration that are not checked cluring sorne stage of the analysis. 
It can ~e s~lved on a sliderule or a snnll computer. A method of converging 
approxw1atwns. such as the or.e proposed subsec¡uently, provides a solution 
that can be carried to any degree of refinement by increasing the number of 
cycles until the desired result is attained. 

The material p1·esented 1s applicablc to analyses for lateral Corees due to 
either wind or earthquake. Normally,_shear walls are designed to resist all 
lateral forces \vhile the frame is assumed to carry only vertical Ioads. The 
distribution of Corees betv;-ecn the frames and walls should result in more eco
nomical structures because, in most practica! cases, the results of an exact 
analysis will indicate a reduction oC rcinforcement in the shear walls. On the 
other h.md, the one-third increase in allowable wind or eartbqua..l(:e stresses 
w11l gene rally permit accommodation of the addltional st res ses in the frame w1th 
no increase in the reinforcement over the majar part of most tall structures. 

Recent building regulations are influenced by the concept that structures 
desig-ned for earthquake regions must serve t•;.o functions: ( 1) For frequent 
small shocks, they must be capable of cont rolling damage to nonstructuraL 
elements in a building (partitions, skin, ducts, water and soil lines, etc.,, 
which, incidentally, many amount to more than 70% of the cost of the building), 
and ( 2) for se ve re earthquakes, they must ha ve adequate ductility to accommo
date large lateral deflections with little, if any; loss in capacity. It is hoped 
that the design infprmation presented herein will hclp engineers to establish 
more precise and economical remforcing requirements. A better understand
ing oC the stress distnbution in structurcs that are braced with shear walls 

3 RoEenblueth, Emllio, and Holtz, Jgnac10, ~El:Js!Ic Analysis of Shear \Va lis in Tall 
Bulldmgs," Journ:ll of the Amcnc:1n Concrete InstJlute, Vol. 31, June, 1960, pp.1209-
1222. 

4 Cardan, Bernard, ~concrete Shear \Valls Combined with Rigid Frames in :'1Tulti
st0ry Bulldmgs Sub¡ect to Lateral Lo:1.tls," J0urn.1] nf the Amenc:10 Concrete In::l!tute, 
Vol" SS, '\o. 3, Scptcmber. 196J, pp. 299-316. 

) Se, ton, H J., discussion of ~concrete Shc1r \V::llls Combmcd \VIlh R1gid Frames 
In \!ultistory Building> Subject to Lateral Lo:Jds," b) Bern:1rd Canhn, Journ'll of the 
.d_m?Xl.Qé!JLC-!!ncrcte_J.n.<;_t~. P:1 rt 2, Vol. SS, )larch, 1962, pp. 825-827. 

" :,Jutr., ¡.; I) o!>ln, "Seismic Analysis uf Retnforcetl Concrete Bu!ltlmgs, • Proceedings, 
World Conf. on f:"lrthquaJ..e Engrg., 1956. 

7 Creen, }!orman B., "BI·~cing Walls for 'lultistory Buildmg<;," Journ:ll of the 
_\__fTI<t_f.LC~J'1Crcte_!l]_s.tl1_1lJ~. Vol. 21, Novr,mbcr, 1912, pp. 233-248. 

E. frischm:mn, W. W., Pt·abhu, S. S, and Topplcr, J. F., •Multi~torv Framesand 
lntr;rconncc.tcd Sl--c"lr-'.'.'alls SubJCl!lcd t.o L"lteral Loads-1," Collf..r..eJ.!L~~t!Construc-
l!~-'!lJLI';rl_;,-¡;-"~!:!_llg, June, I~IJ3, pp. 227-233. -

ST 3 SHEAR WALI.S 287 

togcthcr with well-documented design and detailing procedures9,10 should 
result in structures th.lt w1ll accomphsh both functions ( 1) and ( 2) outlined 
pre\·iously. with greater economy. 

Shear wall structurcs are often built wilh a flat slab floor system. For this 
reason, tentati\'e data are included for the effcctive slab width that can be con
sidered as a beam clement indctermi1ling the contnbution of the slab-column
system to the over-all structural capacity and stiffness. 

Influence curves included hcrein are intended to 11lustrate the interaction
between the two res1sting systems as well as for design purposes. Small 
differences in stiffness between various parts of the structure do not affect 
the over-all behavior; hence, the applicatio!T of the influence curves to design 
will produce sufficiCntly accurate results for a large number of practical 
cases. 

Notation.-The symbols adopted for use in this paper are defined Where 
they first appear and are listed alphabetically in the text. 

ANALYSIS 

The interaction of a shear wall and a frame is a special case of indeter
minanc;.. 1n c.};ich t\•.o bas1cally different components are tied together to pro
duce o::.:- ~. ~:r,ture. If the frame alone is considered to take the fulllateral 
load, Lt \·:uuld develop moments in columns and beams to resist the total shear 
at each slory while the effects of overturning would normally be considered 
secondary and, in most cases, negligible. In resisting all lateral loads, a 
frame would deflect as in Fig. 1 (a). The floors would remain essentially level 
even though the joints would rotate. If a shear wall, on the other hand, is con
sidered to rcsist all the lateral loads, it would develop moments at each floor 
equal to the overturning moment at that level and the deflected shape, Fig. l(b), 
v.ould be that of a cantilever. 

If a shear wall and a frame exist in a building, each one y;ill try to obstruct 
the other from taking its natural free deflccted shape, and as a result a redis
tribution of forces between the two would be, expected. As shown in Fig. 1( e), 
the frame will restrain or pull the shear wall baék in the upper stories, while 
in the lower regions the opposite will occur.-

The conflicting physical ch:uacteristics of the two systems can be consid
ered if the structure is first divided into two parts, a frame, and a shear wall, 
and then the two parts are brought together so that all structural laws are fully 
saüsfied. The CollO\>ing is a det~iled description of this melhod. 

Concept a.1d Metl1od of A11alysis .-The analysis is pcrformed in two stages. 
In thc f1rst stage of analysis of a struclure, shown 1n plan in Fig. 2 (a), it is 
nccessary to determine thc dcflected shape and the amount of lateral load dis
tnbutcd to the walls and frame, respectlvely, at each slory. For this purpose, 
the structure is separated inlo two d1•3linct systems, [ Fig. 2(b)] as follows: 

9 "Building Code Rcquiremcnts for Reinforced Concrete, • Amer. Concrete Inst., 
Detrott, Mich., ACI 318-63, 1963. 

1 O J31ume, John A., ~ewmark, N.1than M., and Cormng, Leo H , "Desi:,'TI ofMulti
stoi'Y RCinforcctl Concrete Dtuldmgs for Carthquake lllotions, • Portbnd Cement Assn., 
Chicago, Ill., 1961. 
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,System "W~ .-sh:ar w:Ul or coml.Jin:ttion of shear walls. This system can 
ha~e any coJútgur:ttlon. Some or :tll the walls may ell.1end over the entire 
hetght of the structure. The moment of inertia of this system at :tny story 
equ.:tls the su m of. the momcnts of inertia of all the shear walls regardless of 
th~1r :hape and st.ze. Shape and sizc should be considered in computing an 
a.' era, e L5 • the dtstance from the neutral axis of System w to its ell.treme 
:1ber. Cou~led shear walls can often be represented in high multistory build
mgs :ts a smgle wall with an cquivalent stüfness.ll 

Syst¿'tn "F" .-All other framing outside of System W. This includes all 
columns, b~a1~s, spandrels, and sl:lbs contributing to the later:{l stiffness: 
l\!embe~·s ltnkmg the frames with the shear walls ("link" beams) are also in
cluded, m Sys~em F. !he stüfnesses of the columns, beams, and "link" beams 
(Se, Sb and Sb) are sunoly the sum of the stiffnesses of all such members in 
~h~ s!ructure. The "link" be~m span of System F, Lb, is an average of the 

hnk beam spans of the structure when these spans are within the same rancre 
of ¡;:n~nitude. ' , 

At ~irst glance, this proc_edure may appear as an oversimplüication be
~ause 1t obscures locJ.hzed dtfferences in stiffness between the various resist
mg frame elements. However, in the first stage of analysis, average values 
of 8'; _e•, and l!.v will yield acceptable values of the distribution of lateral 
!orces between the two systems. The computed deflection at each story will 
s_i~ilar~y be_ qui_te sattsfáctory. It should be noted that the two computed quan
tthes, dtstnbutwn of lateral Corees aud deflection serve different purposes 
The distribution of lateral forces wtU-in!orm the d~signer of the effectivenes~ 
?f the sh~ar walls in resisting the lateral forces. The designer may then ad
JUSt the stze or sttffness of the shear walls to obtain a more economical struc
ture. Co_nversely, _the deflected shape "is needed in the second stage of the 
computat10ns, as Wtll be described subsequently. · 

_In most cases, a further, but equally valid, simplification can be made 
[ Ftg. 2( e)] by adding the stüfness of the "link" beams to the stüfness of the 
other flexura! members, 

( 1) 

The two s~ste_f!ls--arf-the~ _Hcd together with members that can transmit only 
late_ral for~e. The quanhtles Lb and Ls are obviously no longer needed. Ex-. 
pen_ence _ wlth severa! structures indicates that values computed by either of 
~e tdea_hzed stru~tures show_n in Figs. 2( b) and 2( e) are, fr~m a designer's 
v1cw pomt, essentlally the same. The following derivations treat the general 
case [ Ftg. 2 (b) ]. The solution of the simplüied idealized structure [Fig. 2( e)] 
that was recommended for office practice can be easily· obtained from the 
general case. · 

The analysis of a system shown in Figs. 2 (b) or 2 (e) is performed by the 
itera~ive so!ut10n presentcd subsequently. At the completion of the iterative 
solut10n, the deflecttons of the combincd systems comprising the structure are 
~own. It is thcn ~os_sible to analyze cach column line as in isolatcd resisting 
S} stem. The reststlng elements at any column line may forro a rigid frame 

11 Bcck, Ilubert, ·~o.ntnbutwn- to thii Analysis of Couplcd-_Sheal'· WaUs," Jotirnal 
<Jf th~_ \!l)cnc;m Concrete. ln5JJt\lt~. Vol. 59', August, 1962, pp. 1055-1070. ---
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lr a combination of ri"id frame and shear wall. The second stage of analysls 
;n:ty be performed by "subjec_ting the~e isolated bents\to t~e deflect_ion pat~~rn 
that was derivcd fcir the entlre structure from the 1terattve solutton. Ftxed 
~nd moments imposed on the columns and connecting _link_s b~ this kn~wn set 
of deflcctions can be bala.nced rapidly by a moment dtstnbutton soluttOn. In 
this manner, local cffects on moments and shears resulting from localized 
stúfness variat10ns are fully accounted for. 

Fi¡·st Stage of Analysis: Solution by fte¡·ation.-Thc cquilibrium of the total 
structure requires that the following conditions be satisfied: 

a) Deflection in System W and System F must be the same at correspond

ing levels. 
b) "Link" members connecting System F to System W must und~rgo _the 

same rotat10ns and vertical translations as those of System W at lhe1r pomts 

of connection. _ 
e) Horizontal shear, V w• de ve loped in System W plus the honzontal shear, 

Vp developed in System F must be equal to the total externa! shear, Vt, at 

every story. 

The foregoing three requirements of compatibility and equilibrium can be 

achieved by the (ollowmg steps of analysis: 

1. Total computed externa! loads ( wind or scismic) Ón the ideali~ed struc
fure [ Fig. 3 (a)] are ::tpplied to Systcm W at each floor leve l. By any numer
ical method or by direct momcnt area method ( conjuga.te beam), the slopes 
and deflections of System W at each floor level are determined [ Fig. 3(b) ~ 
The vertical movements of the connectmg points with System W are computed 
by multiplying th~ slope at each level by the distance from the neutral axis of 

the wall to the connecting point or 

t!. = L 8 
fv s f 

(2) ................ 

It should be pointed out that base rotation can easily b_e includ_ed by in_creasing 
the rotation at al! stories by the amount of base rotatlon a.nd mcreasmg hori
zontal deflection at all stories by the product of base rotation and the distance 
from thé base to each story. The free horizontal deflection, rotation, and ver
tical deflecÜon at any floor, i, are denoted as D.n, 8fi, and l!.fvi• respectively. 
The deflections one floor above and below are l!.f(i+l) and Af(i-1)· Where the 
proportions of the shear wall warrant it, defle~t10ns should also include the 
contribution to deflection from shear stresscs 111 System W. 

2. This is the first cyclc of iteralion. For quick convergence, a final de
nected shape could be assumed or approximatcd from Figs. 32 through 38. 
In the absence of a good guess, however, the final deflcctcd shape is assumed 
to be the same as the free dcflcctcd shape of System W, which .yould mean 
tha.t in the first cycle initia.l deflection and rotation at the ¡th !loor would be 

, , ' 1 

(3a) ................ 

and 
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eii(l) = en •••••••••••••••• (3b) 

, System F is forced to undergo the assumed deflections at each floor [ Fig. 4 (a)]. 
This also requires that the connecting members at eacl\ floor must have the 
sa.me rotations and Yertical translations as System W at their points of con
nectionwith System W. However, ü there is a deliberate hinge at these points, 
only the vertical translation must be considered. 1! the connecting "link" beam 
~s simplified to a bar with both ends hinged, 8n and t.rvi obviously have no 
eflect. 

3. Moments induced by "force-fitting" can be determined directly by using 
moment distribution. The forced-fitted frame shown in Fig. 4 (a) has no ex
terna! Corees but only known story deflections and rotations at the connecting 
points; hence, for uniform columns and beam sections, the fixed-end moments 
at the beginning of moment distribution [ Fig. 4 ( b) ] would be for columns at 
the ith story 

at the ¡th floor, for "link" beams at their shear wall end 

~ E~i) (6 E~i~ FM. =--8+--
·oiw ~ i L2 

b 

(5) 

and for "link" beams at their frame end 

( 6) 

Substituting t.vi Ls 8¡ in Eqs. 5 and 6, results in 
' V 

F ~iw =e ~bi) G + 
3 (~)}1 (7) 

• 

F Mbif = e ~bi)_ ~ + 3(~)]8i ( 8) 

When a known, fixed sidesway is imposed on a structure, as in this case, the 
cumbersome sidesway correction to the moment distribution is not needed, 
and the solution will converge r.1p1dly. A more generalized solution by slope
cjeflectwn for frames having variable sections is presented subsequently. 

4. After force-fitting Systcm F to System W, the total shears in ea eh story 
of System Fas well as moments and~rea?&ions applied on System W by the 
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M3 
t)-;-
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(a) - Step 4. Forces S Moments In 

Sy~lem F Alter Moment D1slnbul1on 

(b) - Step 5 Forces S Momenls From 

System F Apphed To System W 

FIG. 5 

connecting Unks are computed [ Fig. 5( a) ]. The shears generated by force
fitting can be used directly in the next step. The resulting ?orizont_al forces 
p• are shown in Fig. 5 only for illustration purposes. These mteract10nforces 
may be either positive or negative at düferent floors. . . 

5. All shears, forces, and moments generated by force-flthng System F 
are applied to the isolated free System W [ Fig. 5(b} ]. At each story, M and 
R should be replaced by a moment 

V 

M' = M + Rv Ls •••••••••••.••• (9) 

Negative deflections and rotations of ~ystem W, 6a¡, and 8ai.' ~espectively, 
'lre then calculated. The net deflection with respect to the ongmal_ unloaded 
shape (vertical Une) of System w would theref?re be the algebratc sum.~ 
!lfi and t.ai. That is, the deflections and rotatwns of System W at the 1 

floor, at the end of the first cycle, would be expressed as _ 

(lO) 

and 

. ........... . ( 11) -

S 
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or In general, at the end o! the nth cycle, 

4 ei( n) 4 U(n) - 4 aiCn) • • • • • · · • • • · • ( 12) 

and 

9ei(n) = 9ii(n) - 9ai(n) • · • • • • · · · • · • · <13) 

This is the end of one cycle of iteration. For the stable condition the assumed 
initial deflections at any !loor "'i" at the beginning o! the nth cycle, 4ii(n)• ,. 

must be the same as the end deflections, 6ei( n), at the completion of ·the nth 
cycle. However, in many cases in the first cycle, 6ei is negative, indicating 
that the iteration is divergent. The gencralization of this method of solution 
therefore depcnds on the use of a proper "forccd-convergence-correction" to 
be applied to the initial defo101nations of the nth cycle, 6¡¡( n) and Bu( n)• to ob
tain the initial tria! deformations of the (n + 1)th cycle, 6ii(n+l) and 9u(n+lr 

6. The convcrgence correction is derived from the hypothesis that in each 
cycle the movement of System Wat each floor with respect to its free deflected 
shape is lineally proportional to the movement of System F with respect to the 
vertical line. Therefore, it can be shown that U at the nth cycle the initial 
tria! values at the ¡th !loor were 6¡¡( n) and Oii( n) and the end "Val u es were 
6ei( n) and Oei( n)• the initial tria! values at the ( n + 1)th cycle shÓuld be 

( 14) . 

and 

( 15) 

7. Values or·t; ánd 9 obtained by Eqs. 14 and 15 ate used as initial values 
,_,-for the next éycle, and the procedure is repeated beginning with the second 

step outlined previously. (In Fig. 4(a), 6r, ec, and 6rv will be replaced by6¡, 
9¡, and 6y¡). 

8. At the end of each cycle, 6ei and 6u should be checked until the con
vergence is within a specific tolerance, for example, 5% to 10%, based on 
the designer's judgment. The question of convergence will be examined 
subsequently. 

Altenzate Solutiow Modifzed S! o pe Dejleciioll llletlzod. -An iterative method 
similar to the classical Goldberg Mcthod 12,13 for wind analysis of frames 

12 Goldberg, John E., "Wind Stresscs b) Slope Dcflcctwn and Convcx·gmg .-\pprox¡
matwns," Transactwns, ASC!::, Vol. 99, 1934, p. 962. 

13 Goldbcrg, Jolm E., "L.~ lera! Load Analysis of T\IO-Column Bcnts, • Journal of 
the Structural DIVIS!On, ASCE, Vol. 8+; NfJ. ST3, Proc. Papcr 163S, 1\lay, 195S. 
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'11a be used to advantage in place of steps 2 and 3 outlined prev_i~usly. Fig. 6" 
re:resents the beginning of any lteration cycle for a frame_ simphfled to a two
·olumn bent connected to a shear wall by beams. -. . !/-. 
. Al any joint (i, 1), rotation, 9i,l• is dependent on t~~ known qu~htu?san 1 

and l{· .+ ( Eqs. 44 and 45)( as well as the unknown quantiti_es,,9i+l,~: 91-in~ th: 
;.. 1slmnarly, 9· 2 is dcpendent on known values of 1/. I• 11 i+ 1 • 1,3• d 
1,2· 1

• d 9· The usual relaxation procedure can be use 
unknow_ns, 9¡+ll,t2.' 9¡_fl,2•thanese ~¿lations. Experience with different first trial 
•o obtam a so u IOn or · ·n 
~alues ror 9 indicates that the fas test convergence in the computatwn Wl oc-
cur ü the following sequence of operations is used: 

.J 

1 Rotations at all column joints are assumed equal to zero. 

2: Computation of e of joints on a cólum~ adjacent to the shear wall 
floors 1,3,5, 7 ,9, etc., using Eq. 49. 

for 

rloor Story · CD SystemW 

No No 

t+l 

•+1 

8,,2 

5b(o,21 

. -1 

FIG. 6.-SLOPE DE.FLECTION COEFFICIE:-ITS 

· · t t th shear wall for 3. Computation of 9 of joints on colunm adjacen o e 

noors 2,4,6,8,10, etc., using Eq. 49. . for floors 1, 3, 5, 7, 
4. Computation of e of joints on the e"tcrwr column 

9, etc., using Eq. 47. 2 4 6 8 10 
5. Computation of 9 of joints on the same column for floors , , , • , 

etc., using Eq. 47 

If more than two columns exist in the bcnt. thc proceclu ;e -is followed co~nm 
b column moving away from the wall. Whcn all columns are complefed, . ern~ 
2Ythrouo-h 5 are repeated until successi\"C computed values of e ~t \-!~eh JO 
converg"'e. Convergence wlthin an error of le-c will usually occur m~ ;e; ~~~ 
eles of ilera~ion. After the rotations of joints_and moments are compu e • 
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story shear is obtained from the sum of moments. Moments and shears in the 
•link" must also be computed. lf the simplified two-column structure of Fig. 
2(c) is used, the foregoing sequence of relaxation of joints offers no advan-
tage, but the symmctry could be considcred. r· 

Ex a mination of Con ve rgence.- Thc r orced- con ve rgence of the iterati ve so
lution prescnted herein varies from the general concept of iteration in that it 

TABLE 1.-CONVERGENCE OF STRl"CTURE WlTH STIFF WALL, 
Ss/Se= 30 ANO Se/Sb =S 

Cyele A¡ .1e ~ (.1e + .1J 

(1) (2) (3) (4) 

1 4.792a -8.48 -6.64 
2 1.271 1.403 1.337 
3 1.307 1.392 1.3SO 
4 1.331 1.378 1.3S5 
S 1.344 1.368 1.3S6 

10 1.3S7 1.3S7 1.357 

a Free dcflcet10n of wall, L1 f 

TABLE 2.-CONVERGENCE OF STRUCTURE WITH SLENDER WALL 1 
Ss/Se =S ANO Se~= 1 -

-

Cycle L1¡ .1e ~( L1e + L11) Eq. 

(1) (2) (3) (4) (S) 

1 9.58sa 0.4SO -0.230 --
2 0.196 o 6S1 0.424 --
3 0.206 0.677 0.442 --
4 0.216 0.672 0.444 --
5 0.227 0.633 0.430 0.327 
6 0.237 O.S67 0.402 0.286 
.7 . 0.24S 0.491 0.368 0.268 
8 0.252 0.420 0.336 0.267 
9 0.256 0.363 0.310 0.263-

10 0.259 0.324 0.292 0.263 
11 0.261 0.298 0.280 - 0.263 
12 0.262 0.282 0.272 0.263 
20 0.263 0.263 0.263 --

a Free defleetion of wall, L1 f 

-

does not use values from successive cycles to obtain a solution. lnstead, th.: 
initial and flnal rotations and deflcctions at the end of any cycle are used l.Ii 

conjunctwn w1th the free deflections of the wall in arder to obtain the initial 
deflections for the succceding cycle hy Eqs. 14 and 15. In thi-s way~ .com•er
gence is tied ~irectly to the physícal 1 CJ.lllY that the deflcctions of the ent1re 
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structurc must lie between zero and tl-e free deflection o! the shear wall. This 
method will converge for any combination of structural stüfnesses although 
at düferent rates. 

Examples of the variation in the rate of convergence of deflections at the 
top story are described in Tables 1 and 2. In Table 1, the solution of a struc
ture with stilf shear walls is seen to converge within three cycles and the 
average values of initialand final deflecUon is v.ithin 1% of the correct value. 
In the case o! a structure with slender shear w~lls, convergence may be rather 
slow. The average value of initial and final deflections is wíthin 5% of the 
true deflection at the end of the twelfth cycle. Su eh a slow rate o.f co_nvel_'gence 
reay be undcsirable in a practica! design application unless a compufur is 
available. · -

e 04 
.'? 
u 
~ 6,=9585 .. 
o Q3 

02 . 

- 0.1 

Corree! volue 

oL----L----~--_J ____ _L ____ ._ ___ _L ____ J_ __ ~L----L--~ 

lsl 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th IIth 

Cycle 

flG. 7 

A slow rate o! convcrgence indicates lhat the wall is not effective in rcsist
ing the applied lateral loads. The desig~r should therefore consider the pos
sibility of stüfeniiA 'Í the walls to impro\"e the efficiency of the structure, ~ 
treat the shear wa.U ~s a column and to solve the syste~ as a rigid frame by 
the usual methods.12 In slowly converging systems, it is still possible to 
obtain reasonable results by e:>,.trapolaling the top-slory initial and final de
flections of each cycle as shown in Fig. 7. If lines joining initial and final de
flections of successive cycles are e:>,.ten:lcd; their intersection lies clos('..J.Q 

'··the·'co~rect·-ffriat yailie,· as~·~nE\i~ated by the inlersections of _ the dashcd lines 
in Fig. 7. The estímate of final defl'eclion,· 6 ~; obfained by tHe 1ntersection o! 
these lines can be expressed as 
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( 16) 

in which the subscripts m and n denote successive cycles. The results for a 
specific case are shown in Col. 5 of Table 2. Once a close estimate of the 
final value of deflection at the top floor is obtained, the deflected shape of the 
structure can be approximated by meáns of Figs. 32 through 38. This de
flected shape can then be used in the second stage of analysis, which is de
scribed subsequently. 

Second Stage of Analysis.-After convergence of the iteration solution has 
been achieved, the fmal deflected shape of the structure is used to distribute 
moments and shears to every member in each bent of the structure. 

At a column line that contains no shear walls, a set of fixed end column 
moments obtained rrom the difference in story deflection can be apportioned 
to all the members by moment distribution. No sidesway correction is needed 
because the bent is in its final deflected shape. 

Ha shear wall is contained in a bent, it can be treated separately from the 
frame segment. With a known deflected shape and E I, the moment at any 
floor, i, can be obtained from 

_(E Isi) M---
1 h2 

i 

( 17) 

in whlch M¡ denotes the moment at floor, 1; Isi refers to the moment of inertia 
of w.a.ll at floor, i; h¡ represents the story height; t.¡ is the deflection at floor, 
i; tlt+l describes the deflection at floor, i + 1; and t.¡_¡ is the deflection at 
floor, i - l. 

H the story height above or below floor, i, is other than h¡, it is necessary 
to obtain the deflection at a distance equal to h¡. Story shears are then easily 
computed. The frame segments of such á bent can be analyzed by imposing 
the de!lected shapein the manner described in Figs.4(a) and 4(b). Obviously, 
the number of columns need not be the same as shown in Figs. 4. Further
more, the actual values of Ib, Ic, Lb, and Ls should be used. This procedure 
would also apply to colinear shear walls coupled with flexura! membe:r;s~ that 
in turn are supported by one or more intermediate columns. For coupled 
shear walls wlth no intermediate columns, the moments in the connecting 
beams at each floor are computed directly from the rotations and vertical 
movements at the two ends. 

In case there are doubts as to the appropriateness of the assumptions u sed 
in idcalizing the structure into both Systems F and W, it is now possible to 
perform a final check. The sum of all the column shears at any story can be 
comparéd with the story shear of System F obtained from the iterative solu
tion. U these two quantities are equal, the assumptions used to obtain column 
and beam stiffnesses for System F were valid. Similarly, the sum of the shear 
wall shears should equal the shear computed for System W. Most important 
of all, the sum of the colurnn and y¡all shears should equal the applied story 
shear. Minar discrepancws can _b_c re_'4,C;I_ily adjusted by proportioning. U the 
discrepancies are considcrable,lh"e- designer's Judgment must serve as a guide 

-· 
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in readjusting the relati\·e stiffnesses of Systems F and W, based on the re
sults. It will then be necessary to repeat the iterative solution. The deflected 
shape of the building should serve as an excellent starting poir.t for the new 
iterative solution. 

Except for buildmo-s with éxtremely irregular stüfness distribution, the 
results of the first s;lution will be satisfactory. Th1s in itseli is proof that 
no unreasonable assumptions have been made and that the conditions of equi
librium listed prenously ha\·e been satisfied. 

FURTHER DESIGN CONDITIONS 

Frame Torsion.-At the completionof the second stage of analysis, the total 
shear and deflection at every column Une on every story will be known. Con
sequently, the stUfness at each column line can be calculated direc~ly._ These 
stü_fnesses can be used to compute the torsional stiffness of the structure, the 
shear center or centér of resistance and all the parameters needed in the in
vestigation of frame torsion ·that may result from eccentric lateral loads. 

8 

Base Rotation.-Thé question of base rotation was touched on briefly in the 
previous analysis. The iterative solution can be used directly ü the stüfness 
of a hypothet1cal substructure at the base of the building is adJusted to rep.e~t 
foundation conditions. The columns of System F of the ten-story building 
shown in Fig. 8, for example, can be assumed to be connected <lt their base 
with a hypothetical member with stíffness Sb computed in accordance with the 
II!.ODleJJt-rotation relationship of the subsoil on which the footings rest • 

.,. Án equivalent moment of inertia 15 at the base of the hypolhetical segment 
h' of the shear wall, shown shaded below Level O, can also be selected to rep
resent the load deformation characteristics of the subsoil or the stíffness of 
the supporting substruct.ure. For example, assuming a wall footing with a mo
ment of inef1ia, Ir, subjected to an overturning moment, Mb, 

and 

Mbc 
maximum stress in soil = -

If 
( 18) 

( 19)-

w which k 1s the soil modulus in pounds per square inch per inch of deforma
tion. These relationships can be used to compute the bél!:;e rotation, 9b, as the 
ratio of the maximum strain in the soil and distance., 

~ Bb = Jk"" . . . . . . . . . . . . . . . . . (20) 
f 

and 
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TADLE 3 

-~ 

Modlfled Shear Wall- Shears, Moments, etc., caused Basto Btruoture Slxth Story 1 Reduced 
to (1/3) 

by plastlc rotatlon o( slxth story 

- >."' 
!l "' "' -~ -~ o_glll 

~~¡~ -1< 
¡..en~ 1000 1000 > ;:¡- ~ ;:¡- -q -.... 

<O 1 <O 1 co 1 co 1 

"' en ::1. en 3 en 3 ..,. 5 ..,. - ..,. ..,. 
Q 

V ex vwx .::lx 8wx 
Q Q Q 

vrx Mwx 9wx V ex vwx Mwx .::lx 

(3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14)8 (15)8 (16)8 (1 7)11 

o 0.952 0.827 o 1.014 0.856 0.0915 
26.4 26.2 0.2 27.9· -1.5 3.36 -0.98 

2 0.952 0.712 ·15 1.016 0.734 -9.7 0.0770 
41.1 29.0 11.5 31.6 9.8 

' 
• 3.65 -0.14 

117 0.943 0.898 80 1.011 0,812 ·10.6 0.0024 
54.2 34.5 19.7 36.6 17.6 4.34 0.55 

314 0.917 0.486 256 0.990 0.492 -5.5 0.0470 
05.7 37.2 28.5 42.2 23.5 6.33 -0.34 

599 0.869 0.379 491 0.951 0.375 -8.9 0.0322 
75.5 ' 38.5 37.0 (784) (0.072) 41.1 34.4 (663) (0.184) 6.00 1.83 (0) 

!169 0,797 0.279 835 0,767 0.271 +8.9 0.0202 
83.7 38.0 45 7 33.3 50.4 0.69 6.80 

1426 0.697 0,189 1340 0.676 0.184 78.7 0.0143 
90.2 35.4 54.8 35.3 64.9 3.17 4.95 

1973 0.570 0.112 1888 0.655 0.110 127:0 0.008!1 
95 .. 1 30.2 64.9 29.4 65.7 2.26 6.31 

2622 0.412 0.0525 2546 0.403 0,0516 liiG.fl ll.flll•l2 
98.4 22.3 76.1 21.9 76.5 l. 71! 7.11J 

331;4 0.223 0,0139 3:110 0.2HI 0.111:111 21111.11 11,111111! 

\1¡1),1) 1 11),1} &9.G 10.5 1;!1.6 0.1!11 11.11 
42711 o (1 4206 o (J 317,11 fi.IJ ----

a Tho qunntltíl.!ij V' ex. Y'w"' M'wx nnd .:1' 11 are computad by mulUplylng values In Cola. (9), (10), (11) 8'nd (13) by thc rntlo 784/603 
and thl.!n ijuiJtroctlng Cola. (41, (5¡, (0) nnd (8), 
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................. {21) 

, 
The rotation of the hypolhetical shear wall at Level O can be expressed as 

M 4 Er 
W S 
y-~ 

w 
{22) 

Equating Mb/8b and Mw/8w, the equivalent moment of inertia of the hypothet-
ical shear wall ts -

• 
I~ =(4\) If h' •.••.•..•• ~ • . • • • • {23) 

Translation of the wall at Le;rel O is prevented inevery step of the compu
tations. Thus, only the appropriate rotation at the base of the wall will be 
permitted. The design loads can be applied to this system, and the iterative 
analysis should give the desired results. A similar equivalent structure e~ 
be used in the second stage of analysis to apportion moments and s"hears to 
each member in a structure. 

Plastic Rotation of tlze Wall at Any Story. -Multistory buildings braced with 
shear walls have, in general, performed quite satisfactorily when subjected 
to earthquakes.l4, 15 Observations of structures alter the Chilean earthquake 
of May, 1960 (a series of shocks that •was more than the equivalent of all the 
famous destructive earthquakes in Calüornia du.ring the past sixty years" 16) 
serve as further substantiation of the effectiveness of properly designed and 
constructed shear walls in resisting earthquake forces.17 Furthermore, 
shear wall construction has the advantage of reducing nonstructural damage 
appreciably.14 

The effects on a structure which result from the yielding of a shear wall 
have never been investigated to any great extent. The analytical procedure 
presented herein can be used for this purpose. Shear walls in multistory 
buildings behave essentially as cantilever beams. Design and detailing re
quirements for flexura! members presented elsewhere9,10 are equally applica
ble to walls. The results are available of mvestigations18 that ha ve developed 
data which describe the behavior of dowels at JOints. The reinforcement that 

14 Stembrugge, Karl V., and Bush, Vmcent R., "Earthquake E.xperience in North 
Amenca, 1950-1959," Proceedmgs, World Conf. on Earthquake Engrg., Japan. Vol. 1, 
1960 pp. 381-396. 

IS Muto, Kiyoshi, and Osa\\a, Yutaka, discussion of •Elastic Analysis of Shear 
Walls m Tal! Buildings," by Emilio Rosenblueth and _IgnaciO Holtz, Journal of the 
American Concrete Instltute, Part 2, Vol. 32, No. 6, December, 1960, pp. 1559-1562. 

16 Housner, George W ., • An Engmeermg Report on the Chilean Earthquakes of May 
1960: Preface," Bulletm of the Setsmological Soctety of Ame rica, Vol. 53, No. 2, 
February, 1963, pp. 219-223. 

17 Stembrugge, Karl V., and Flores, A., Rodngo, "The Chllean Earthquakes of 1\lay 
1960 A StructurJ.l Engineenng V1ewpomt, • Bulletm of the Seismolog¡cal Soc1ety of 
Amenca, Vol. 53, No. 2. February, 1963, pp. 225-307. 

18 Hanson, Norman W~,__:e_r~~?!!-Prestressed Concrete Bridges Z: Horizontal 
Shear Connections;~ Jóúrnal; Research and Development Labs., Portland Cernen"~¡. 
Assn., Chtcago, 111., Vol. 2, No. 2, l\lay, 19GO, pp. 38-58. 
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is required to transfer lateral !orces through construction joints can be de
duced from the investigations. Thus, the strength, behavior, and ductility of a 
shear wall can be estimated from previously established principies. From a 
rlesigner's view, the question of plastic rotation is academic because it need 

- not be investigated in the design of struct&res. n is presented here!n only as 
a special case of the general subjcct or the paper. · 

The effect of a plastic hinge at any level can be simulated by-a device sim
ilar to that u sed to investigate base rotal ion. The description or the procedure 
will best be accomplished by referring to a specific example such as the ten
story structure shown in Fig. 9. The structure is fi•s~ analyzed to obtain the 
elasti~-rnoments, shears and distortions for an assumed loading-condition (se e 
Table 3) just befów thaf requi:ted to-11roduce yielding in.,the wall at s_ome se
lected level, say the si.J...1h story shown sh:lded in Fig. 9. 

9 
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= 'r 2 1rsl t.J Aci r · · · · · · · · · · · · · · · (24) 

in which Aci is the area of each individual column and r denotes the distance 
of the column area from the neutrá.l axis of all the column areas in the story. 
System F can then be separated into two parts: System F1, representing the 
shear stüfness of the frame; and System F2, representing the flexura! stüf
ness of the frame and defined by lfsi at each story. Both these systems must 
be force-fitted to the deflected shape of the shear wall. In Step 3A, System F1 
is force-fitted as described previously and the story shears, noted as Vfil• 
are computed. In Step 3B, System F2 is force-fitted to the same deflected 
shape and the story shears, noted as Vfi2• can be computed by first calculatlng 
the moments with Eq. 17 or by direct moment distribution. The story shears 
of Systems F1 and F2 can then be combined using the principie of flexibility 
by 

V = 
1 

1 

V :u)+ ~V :i2 J 
(25) 

in which v1 is the story shear to be applied to the wallin Step 4. The remain
lng steps of the iterative procedure are notchanged. The foregoing procedure 
is based on certain assumptions that are commonly accepted but do not fully 
represent the interrelationship between shear deflection and cantilever deflec
tion of the frame. Specüically, an iterative solution based on Systems F1 and 
F2 represents the upper boundary of flexibility, while a soluti'on based onSys
tem F defines the lowest boundary of flexibility. 

As may be seen in Figs. 17 through 30, the story shears in the frame are 
almost constant throughout the height of the structure for most practica! cases. 
Therefore, the effect of axial deformation of the columns can be considered 
without separating System F into two parts. If the shear deflectlon, ~fl• and 
flexura! deflection, ~f2. at the top of the frame are calculated separately for 
a unit load and 

and 

the combined stúfness is 

A - 1 
1 - "3(1 

1 
~f2 

1 
= '-1 ( 1 + K') 

(26) 

(27) 

(28) 
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m which K" = >-1.h2- If the moment of inertia of the shear wallls increased 
:,y ( 1 + K') the iterative solution will result in correct shear distributions 
r.etween frame and shear wall. However, to determme true final deflection, 
~he final shears should be applied to the original shear wall without the 
1 1 + K' ) modüication. 

Shear Walls Terminated at lnlermediate Height.-In many cases, shear 
walls in a building are terminated at some leve! below the roo!. The analysis 
may be made separaté1y on the two structural parts above and below the ter
mination level. The structural seC..10n above this leve! should be analyzed as 
a bent assuming fixity at the column bases. The structure below this leve! ls 
then analyzed by the iterative method. The shear from the part above the ter
mination level should, of course, be included as a concentrated load on the 
structure below. 

After the analysis, the two separate structuralsections are jolned together 
by distrlbuting the "base moments• of the upper structure to the upper story 
t:olumns o! the lower structure. This final distribution of moments will not, 
in most cases, affect the load distribution bet:.veen the wall and the frame ex
cept at the story below the termination level. The moments in frame mem
bers at and immediately above and below the termlnation level may change 
~:onsiderably; hence, these local effects should be included in the design. 

;:> 

SLAB-COLUMN SYSTEMS 

In analyzing nat plate buildings for lateral !orces, many designers intu
it.ively assume that only a part of the slab width will act as a beam element 
with the columns to resist these forces by frame action. A study was under
taken to obtain a closer approximation of the equivalent e!fective width that 
can be used for this purpose. 

The study was per!ormed on an idealized slab-column element shown in 
Fig. 11, a part of a nat slab !loor bound by lines of inflection perpendicular 
to the direction of the moment and by the centerlines of the bays parallel to 
rhe direction of the moment. The idealized element was assumed simply sup
ported along the lines o! inflection. The other two parallel sides were assumed 
unsupported with a distrlbuted variable moment sufficient to produce zero 
slope at these boundaries. 

For the first computations, the idealized slab-column element was sub
di vided into two sets of s ix intersecting beams with a depth equal to the thick
,',ess of the plate, t, and widths equal to L/6 and 1/6, as shown in Fig. 12(a).· 
The moments of inertia of the beams are (b t3/12), in which bis L/6 or 1/6, 
Uld their torsional stiffness was calculated by the expression (b t3/3) anda 
11odulus of rigidity G = 0.4 E. Simultaneous equations for deflectlon and slope 

·~.f all points of intersection due to a centrally applied moment, 1\lo, were de-
1lved. The equations took into account the flexura! as well as torsional stü!
·;;ss of the intersecting beams. The resulting rotation, 90 • at the point of 
~wlication of Mo ( Fig. 11} was then compared with the rot:~tion of a beam · 
~íth the same moment of mertia as the plate, I = 1 t3/12. In the case of a 
!!,~U m with a moment applied at the center ( Fig. 13 ), the moment rotation re
~~ionship is 
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A second analysls ls then made using a reduced moment of inertia a1 the 
desired story. In this case, the moment of inertia was reduced to one-third. 
The results of the two analyses are shown in Table 3. Because a finite stüf
ness was assumed a1 the sixth story in the second analysis, moments at the 
füth and sixth floors of 835 and 49f will result, with corresponding slopes of 
0.000767 and 0.000951. The average moment of 663 and the total angle chang~ 
in the story of 0.000184 are indicated in parentheses in Table 3. Similarl)l, 
the assumed average yield moment My = 784 and the total angle change at the 
time of formation of the plastic hmge By = 0.000072 for the first analysis are 
also shown. 

In arder to produce a zero average moment in the sixt)l story, all results 
of the second analysis are multiplied by the ratio 784/663 = 1.182, and the 
results of the first analysis are subtracted from the product. A graphical 
representation of this procedure ls shown in Fig. 10, in which the moment-O 
curve for the full section for a total rotation Bp = 0.000217 is simulated ':>y 

the elastic moment-O curve for the rednced sectlon. Applying this procedu.:-e 
the shears in the top. story in the frame from the first and second analysis are 
26.2 and 27.9, thus, 

~ = 1.182(27.9) - 26.2 = 33.0 - 26.2 = 6.8 
fx 

Ai the sixth story, the angle change in the shear wall is 

1) = 1.182(0.000184) - 0.000072 = 0.000217 
p 

It should be pointed out that because the frame is still elastic, an additional 
load of 0.182 times the yield load is required to produce an angle change, Bp, 
in the wall at the sixth story after the plastic hinge is formed. The effects on 
other parts of the structure from plastic yielding in the wall can now be in
vestigated by introducing a factor, 1J., to denote total angle change in the wall 
as a multiple of the angle change at the beginning of yield. In other words, IJ. 
is an indlcator of a specúied amount of angle change in the plastic range. The 
factor 

• 1) ( j.L- 1) 
y 0.000072 ( IJ. - 1) 0.496( j.L - 1) 

0.000217 - 0.000072 1) - 1) 
p y 

is used to multiply all values, such as vfx., obtained previously, to find the ad
ditional shears, moments, etc., for a total angle change of IJ.9y. These products 
are llsted in Table 3. The result for the top story of th_e frame is 

(V!x)0.496(¡.L- 1) = 6.8(0.496)(¡.L- 1) = 3.36(¡.L- 1) 
/' 

It should be noted that for each mcrement of By, an. ad~itional lo~ cf 
0.496(0.182) = 0.09, or 9%, is reqUlred to rotate the plastlc hmge. The hnal 
va! u es of shear and moment m t.'1e st ructure are obtained by adding the values 
arismo- from the added load needed to rotate the plast ic hmge to the val u es of 
the fir~f solution. Assuming IJ. = 4, the shear in the top story O! lb.e franH' i=· 
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26.2 + 3.36( 4 - 1) = 26.2 + 10.1 = 36.3 

Shears and moments in the component ·p.arts of the structure for conditlons at 
yield (so lid lines) and conditions after plastic rotation in the wall at the sixth 
story (dash lines) for 1J. = 4 are shown in Fig. 9. At first glance, it may ap
pear that a large increase in the values has occurred. However, thls angle 
change in the hinge required an increase in load of ( J.l - 1) 9%, or a total of 
27% above the load required to produce yielding a1 the 6th floor. If the results 
from the first analysis, represented by the salid Unes, are increased by 27%, 
they would coincide with the daslied lines except fo_r wall shear in the fUth 
story, which increased 47%, and the frame shears in all the stories above the 
sixth floor. The maximum increase in shear in the frame occurs at the sev
enth story, 51%, whlle the increase in the sixth, eighth, ninth, and tenth stortes 
is approximately 30%. 

The foregoing presentation is, of course, valid for static loads but would 
represent the effects of dynamic conditions lf the· specüied envelopes of max
imum shear and maximum overturning moment correspond to each other. The 
moment in the wall is the cantilever moment based on an envelope of maximum 
shears rather than the overturning moment. The frame is assumed to remain 
elastic throughout, despite the additional moments resulting from shear re
dlstribution in the upper stories. Only a dynamic analysls can describe the 
entue picture. Nevertheless, the static analysls may be of some value. Jl: 
shows that ü shcar walls are reinforced adequately to assure tlla.t their ultl
mate streogth is governcd by flexure rather than shear, the redistributlon of 
forces caused by_ ductile yielding in the wall is not likely to produce large 
stress concentrations in localized parts of the frame. 

Secondary Deflecti?ns.-The iterative method presented herein can be ex
tended to include the effects of the shear deformation of the wall and the axial 
deformation of the columns. 

A small number of studies were made to assess the influence of shear de
formation of the walls. Over the majar part of the structure, flexura! deflec
tlons predominate, and shear deflections produce no discernible düference in 
the results. In. the lowest two stories, the ">hear apportioned to the frame 
showed an increase of approximately 10% when shear deformation of the wall 
was included in the first and fúth steps of the iterative solution. The results 
can be rationalized ü the sum of shear and flexura! deflection of a free cantl
lever is compared with its flexural deflection at various points. From such a 
comparison, it will be evident that the differences are signlficant only near 

· the fixed support. · 
In certain extreme cases such as slender two-column frames or structures 

with unusual proportions,l9 axial deformations of columns can ha ve a pro
nounced lnfluence on deflections and stresses in a frame. In mulUcolumn 
frames lt is negligible. The material that follows, therefore, is presented 
mainly for the sake of completeness. 

In arder to include axial deformation of the columns, it is necessary to 
subdivide Step 3 of the iterative procedure into two parts, A and B. In other 
words, the shear deflect10n oC the frame v.ill be treated separately from its 
cantilever deflection. The motnent of inertia of the areas of columns at any 
stC!Iry, i, is -----------------------------------------------

!~ Sandel, H.utnsk;J,rl., DISCUSSIOn o{ Jounul ACl, Vol. 32, No. 6, Part 2, Decetnber,· 
1960, pp. 1559-1562 •• 

11 
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(29) 

For the plate a similar expression was obtained 

( 30) 

in which K varied depending on the width to span ratio 1/L, as shown in Table 
4. The last line in Table 4, K/12, ü multiplied by the width l, representa 
the equivalent width, le. that could be used as the beam element for frame 
computations. · 

Although it would ha ve be en desirable to check these results with a solution 
on a mesh of beams finer than 6 by 6, it was not possible because the resulting 
number of simultaneous equations could not be accommodated on the computers 
that were available to the writers. For this reason, an alternate approach was 
selected. Values such as those indicated in Table 4 were obtained for coarser 
meshes of intersecting beams, 4 by 4 and 2 by 2 shown in Ftgs. 12(b) and 
12( e), and the results extrapolated by means of a method proposed by L. F. 
Rlchardson20 and applied by others previously to various problems.21,22,23 
The extrapolated results will be considered subsequently. 

The variable investigated by the extrapolated computations was the width
to-span ratio, 1/L, and its effects on the equivalent width of plate. Another 
important variable is the size of the column as compared with the span. This 
variable could have been investigated by the same procedure of extrapolation 
of results but it was decided to use a small model instead. The model inves
tigation was intended both as a check of the analytlcal values and as a means 
of deriving values relating the ratio of column size to span d/L, with the width 
to span ratio, 1/L, and stüfness.. • 

The model ( Fig. 14) consisted of a rectangular plate simply supported on 
Unes perpendicular to the applied moment ( inflection points) and free along 
the two sides parallel to the applied moment. n is evident the true boundary 
conditions were not reproduced on the edges parallel to the applied moment 
because the distributed variable m.oments along these boundaries needed to 
produce -zero slope could not be applied. The distance between the simple 
supports, L, was varied to obtain values for düferent 1/L ratios. A known 
moment was applied at the center of the plate by applying known loa.cls, P1 and 
P2. Three sizes of washers simulating a column were used in different tests 
to stüfen the plate at the points of application of the moment. The rotation at 

20 Richardson, L. F., "The ApprOlumate ArithmetlCal Solut10n by F1rute Differences 
of Phys1cal Problems Involvmg Dúferentlal Equat10ns w1th an Appllcation to the 
Stresses m a Masonry Dam. • Ph1losoplucal Transact10ns, Royal Soc. of London, 210A, 
1910. 

21 Par me, Alfred. "Solut10n of Dtfftcult Structural Problems by Firute Differences," 
Journal of the Amencan Concrete Inst1tute, Vol. 47, November, 1950, pp. 237-256 

22 S:J.lvadori, Mano G., "Numencal Computation of Buckling Loads by F!nite 
Differences, D Transact10ns, ASCE. Vol. 116, 1951, pp. 590-629. · 

23 Badir, Mounir, "Bendmg or·l{e.:."t.angul:l.r 'P.lates,• Journal of the Structural Dt-· 
v1s!on, ASCE, Vol: 87, No. ST6, Proc. Paper 29a8, August; I96l;j;)p,._105::.134~ 
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TABLE 5 COMPARISON OF COMPUTED ANO !\IOOEL VALUES 1 

Value~ Extrapolated Values from Model 

1/L from Computat10ns Model Ratio Extrap. 

(1) (2) (3) (4) 

0.60 0.51 0.85 
0.5 

0.47 0.41 0.87 
0.75 0.84 
1.0 0.38 0.32 

0.27 0.87 
1.25 0.31 

0.30 0.25 0.83 
1.33 0.85 
1.5 0.27 0.23 

Q7 

08 

Q4 

d/L 

FIG. 15 

cente~ of the plate w~ calculated from measurements obtaine~ on the bar 
the rt 1 ad p and p The three sizes of washers proVIded a large 
used to suppo o 1 2· f d · · use Theopencircles 
enough range of d/L ratios to prepare a graph or eslgn . . with dü-

d ·nts in Fig 15 represent average values for two dü!erent run 
an pm . h h th enter of the plate. The two 

~~~n~~~:r:n~:n~e~iga~tnae~~ei~k~; ::eu:rf;~tu~f th: ~~gi~ity ~f ~h~~o~:c:~~:~~ 
the readings. This e!!ect appears to ha ve. bee~ el_l;-lnat nsid~rably from the 
except in a few instances in which sorne pomts evl e e~. re extended 
straight lines drawn through the . plotte~ data. '.:h~ :::~srd;; to c~mpare 
(dashed) to intersect with the vertical axiS (d/L_ ~n ~ indicated in Table S. 
model values with computed values. The compans ted values This 
Model results are approximately 15% Iess th~~ the ~omp~he ed"es p~rallel 
may be caused by the düferent boundary condlho~s athong thod o<>! testin" or 

. · p · son's ratlo e me ~ 
to applied moment, the düferen'fl. m OlS . 2' 4 b 4 and 6 by 6 meshes 
the extrapolation of computed values !rom the 2 by ' ~ ¡u.es o! equi\·alent 
of interconnecting beams. Regardless of the ca~se, 1' ,va es~ severa! tests 
width obtained from Fig. 15 are adequat~ fo~ de~~e";l~~ simullithlg an ex
were run with the moment applied near t e e ge 0 

- • d hen thc valucs were 
terior column but no discernible düference was obsen e v. 
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(S = 105) and two columns wlth a low stiffness (S = 10-2 ). The moment of 
inertla of the shear wall below Level O was assumed the same as in the first 
story. A large lateral load Papplled at Level O produces the distortion shown 
in Fig. 16(b). System F translates laterally with no rotation of the eolumns 
at the base. The entire load P is resisted by the wall but as the wall defleets 
it will interaet wtth the frame and will generate !orces in the "link" members 
that can be eomputed by the iterative solution. Moment, Mwb. and rotation, 
Bwb• as well as the moments on the wall at all levels are obtained from the 
iterative solution. 

Explanation of Charts.-Figs. 17(a), 18(a), 19(a), 20(a), 21(a), 22(a), and 
23( a) show the results of the uniform load. The stiffnesses of the various 
elements eomposing the structure are indicated in the foregoing figures as 
well as the column-beam and wall-column stfffness ratios, Se/Sb and S

5
/Se, 

respectively. Figs. 17(a), 18(a), and 19(a) contain the results for uniform 
struetures and Figs. 20(a), 21(a), 22(a), and 23(a) show results for struc
tures with variable stiffness. The results on the frame and shear wall are 
expressed in somewhat different terms. At the left side of Figs. 20 to 23, the 
total shear in the frame, Vfx• ls shown as a fraction of the total base shear, 
Vb. On the right side of Figs. 20 to 23, the shear in the wall at any level, Ywx• 
is expressed as a fraction of the total shear at that leve!, Vtx. The represen
tation on the left indi<:ates at a glance the total load in the frame at any point 
above ground level, while on the right side the effectiveness of the wall at any 
distanee from the ground is made obvious by the proportion of story shear that 
it reststs. 

For example, given a stiff frame, Sc/Sb = 1, eombined with a slender wall, 
Ss/Se = 5, the shear earried by the wall at 0.2 H above ground is only approx
imately 15% of the total shear at that point. The case of such a slender wall 
is ineluded only for illustration. ns behavior in the frame would be similar 
to that of a large eolumn. An equally good solution could be obtained by the 
usual methods of frame analysis. This is made quite clear if the shear ear
ried by the frame part is compared with the shear in a uniformly load eanti
lever, the dash line in Fig. 17 (a). The shear in the frame above height 0.3 H 
is approximately the same as that of the cantilever and the shear decreases 
only near the base. In fact, in the upper stories, the shear in the frame is 
greater than in the cantilever. This phenomenon has already been described 
previously ~~ Fig. l. 

In thé upPer stories, the high shears in the frame are the result of the ten
dency of the frame to restrict the free deflection of the wall. As the wall
column 'stüfness increases, the shear in the frame is reduced and becomes 
nearly eonstant at any height. This 'effect is more pronounced in Fig. 19( a). 
With a column-beam stiffness ratio ScfSb = 10 and a wall-column stüfness 
ratio Sc/Sb = 30, or greater, the frame carries approximately a constant 
shear above 0.2 H. As the ratw Sc/Sb inereases, the relative importance of 
the shear wall is also increased in that it resists a greater and greater pro
portian of the load. 

The foregoing remarks apply equally well to structures subjected to a tri
angular load, Figs. 17(b), 18(b), 19(b), 20(b), 2l(b), 22(b), and 23(b). For 
eomparison, the shear in a cantilever with a trian,<TUb.r load is shown by dash 
Unes in Figs. 17(b) and 19(b). 

Results on the same- f~es with a eoncentrated load at the top exhibit a 
simil_ar trendr Figs. 24\a), 25(a), 26(a), 27(a), 28{.!), Hfa) and 30(a). The 
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compared with the results of the previous tests. Hence, the equivalent widths 
obtained from Fig. 15 appear to be applicable to exterior bays. (Further ana
lytical and experimental investigations are in progress at the PCA Laborato
ries. Tests of reinforced concrete specimens and Plexiglas models are being 
used in detailed studies of moment transfer from slab to column, moment
rotation characteristics, effective slab widths, and carry-over factors. 

The coefficients for equ1valent widths shown in Fig. 15 can beused toobtain 
the stüfness of the floor system. Carry-over factors were not investigated. 
büt the usual value of 1/2 will serve this purpose. As shown in Appe!_ldix I, a 
stüfness of 100 combined with a carry-over other than 1/2, e.g., 1/4, can be 
replaced with an equivalent stüfness of Ke = 83.3 and a carry-over of 1/2. 
To a::;sess the effect of düferent carry-over factors on the distribution of lat
eral load to the wall and frame the same structure was analyze8 three times 
with three düferent carry-over factors, i.e., 1/2, 1/4, and 1/8. A comparison 
of the results showed that the ma.ximum reduction in shear apportioned to the 
frame was approximately 5% and 10% for carry-over factors of 1/4 and 1/8, 
respectively. It can be concluded that in the realistic range of carry-over 
factors, 1/2 to 1/4, the loss of accuracy is insignüicant. The use of Fig. 15 
is illustrated in the example problem. 

INFLUENCE CURVES 

The term "influence curves"' is used as an extension of the classical defini
tion because in this instance it denotes curves that describe the influence of 
any of the four types of loading on both interacting System F and System W. 
The curves describe approximately 150 separate combinations of the four 
loading conditions with structures of various stüfnesses. The tnclusion oC 
such a large number of charts has two primary purposes; first, to describe 
the relationship of all these parameters in graph1c form and thus provide tbe 
engineer with a visual representation of their effects and, second, to supply 
a means of evaluation of structures during the preliminary design stages by 
presenting cfata with a Iai-ge enough range in stiffness values and loads. The 
effectiveness of the shear walls selected can be assessed and the necessary 
adjustment can be made prior to undertaking an iterative solution. The stüf
ness of most structures will be withm the range of the charts; hence, the data 
can be used directly for the final destgn in many practica! cases. 

Definition of Stntctural Parameters. -The basic structures used in the anal
yses were separated into the twu resisting Systems F and W, and intercon
nected as recommended in Fig. 2 (e). The symbol, Ss, is used to denote the 
sum of the stüfnesses of the shear walls. Similarly, Se represents the sum of 
the stüfnesses of the columns and Sb refers to the sum of the stüfnesses of 
the beams. 

The quantities Ss/Se, the w'a/1.-column stiffness ratio, and l'c/Sb, the 
column-beam stúfness rat10, refe.r to conditions at the first story of the struc
ture. These parameters are used to classify the relationship between the stüf
nesses of Systems F and W. For example, a column-beam stüfness ratio 
Se/~ = 1 represents an exrremely stiff frame. For any given column stüf
ness, the stüfness of the assumed frame i!> reduced as this rat10 increases. 
Conversely, the wall-coll,!ron stif:fnass rat10 Ss/Se = 5 describes a slender 

ST 3 SHEARWALLS 

~~ 

313 

shear wall. Larger ratios 55 /Sc indicate walls that became increasingly 
stUfer. 

Three categories of variations of stüfness with height are included in the 
charts. The structures in the first category have unüorm stüfnesses 55 , Se, 
and ~ throughout thei/ height. In the second category, the wall and column 
stüfnesses are reduced linearly to ( 1/3) S5 and ( 1/10) Se at the top, while 
sb is kept constant. In the third category, the proportions at ~e wall_s and 
columns are the same as in the second category, but the be a m stüfness lS re
duced linearly to ( 1/2) sb at the top. 

p 

System F 
~ 

-

S=IOl - -5=10-:!... . . 

(' 

(al 
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Level 
o 1 
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(bl 

FIG. 16 

Description of Loads.-The four loading conditions selected ~ ~is inv~s~i
gation include the majorlly of design cond~tions. A unü~~m lo~ 1s s,pe~ifled 
for wind in many codes. In certain reg10ns, the specifled wmd load 1s in
creased in the upper parts of the structure. Hence, the specüied load could 
be converted to an equivalent triangular load contained in the charts or ~o a 
combination of unüorm and triangular loads. The triangular load comb_~ed 
with a concentrated load at the top can be_ used for earthquak~ l~ads specü1ed 
in recent codes. The fourth loading condition, base moment, 1s mcluded in an 
attempt to describe the effects of base rotation. . 

The curves for the first three loads were obtain~d by ap?l.ytn~ .the l_oads 
directly on the assumed stl"\!,cture!í The {G\Irth loadmg condttlon tas stmu
lated with the aid of a hypot..'letical·substru.cture shown in fig. Hi( a1. A!- l~vel 
o the frame was assumed to be connected to a girder with a htgtr shffness , 
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shear diagram for the total structure with a concentrated load is, of course, 
a vertical Une at Vrx/Vb = l. With a single concentrated load anda constam 
shear throughout the height of the structure, the proportion of the shear in 
the frame and wall, respectively, can be obtained from the same chart because 
Vb = Vtx. For example, in Fig. 26(a), the frame of a structure with S5 /Sc 
= 60 will resist 0.47 Vb ata height 0.4 H while the shear wall will share the 
remaining 53%. 

Figs. 24(b), 25(b), 26(b), 27(b), 28(b), 29(b), and 30(b) describe the ef
fects of base moment and base rotation. A moment applied at the base reduces 
quite rapldly with helght and becomes insignüicant above a certain distance 
from the ground dependlng on the S5 /Sc ratio. For comparison, the moment 
d!agram resulting from an end moment on a slmply supported beam is shown 
by the dashed straight Une in Flg. 24(b). In order to use these charts for de
sign, lt ls first necessary to refer to Fig. 31 to obtain Mwb from the rotation 
at the base. Given a moment at the base of the wall computed from the shears 
1n Figs. 17 through 30 the rotation, ewb• is obtained from the moment of inertla 
of the wall footing and the soil modulus, or, in the case, of piles and caissons 
from the elastic properties of the substructure. The relaxation of moment at 
the base of the wall due to rotation 13 

-- /E¡\ 
Mwb , m~T} 9wb . . . . . . . . . . . . . . (31) 

in which I refers to the mament o! inertia of the wall in the !ix·st stary; R is 
the height of t.'le structure; and m refers to the coefficient from Fig. 31. 

The moments at every !loor resultlng from Mwb are obtained from Figs. 
24(b) through 30(b). The shears in the wall can be readily calculated from 
the moments. The story shears in the frame are equal and opposite to the wall 
shears. 

The relatlve deflections of the same structures are shown in Figs. 32 
through 38 for the four loadlng conditions. They are plotted in terms of dis
tance from the ground and the ratio of deflection of the structure at any point 
above grade dlvided by the free deflectlon of the shear wall at the top. The 
tr:::..: <l~f!ccnon of the shear wall must be computed separately befare entering 
the charts to obtain the deflected shape of the structure. 

Figs. 17 through 31 can be used directly in design ü the shape and stüfness 
distribution of astructure are not too irregular. The quickest procedure would 
be to·estimate the story shears in the frame from chart coefficients and the 
loads on the wall resulting from interaction by subtractmg the estimated frame 
shears from the total shears. The loads can be used to calculate the deflected 
shape of the wall. Calculated deflections can be compared with deflections 
estimated independently from Figs. 32 through 38. Ti the results are not sat
isfactory, suitable adjustments can be made. The final evaluation of moments 
and shears in every member of the structure can be made by the method out
lint!d prt!viously in the section on •second Stage of Analysxs." It should be 
noted that because the curves were derived by making Systems F and W com
patible at ten points, the wall-column stüfness ratio used to enter t:he charts 
should be computed by 

19 
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FIG. 39 

direction was selected for this example. The first story height is 13 ft-0 in. 
The height of the other thirteen stories is 8 ft-8 in. The strucfure is supported 
on 72 columns and six shear walls. The average size of the columns is 14 in. 
by 22 in. in the first story, 14 in. by 17 in. in the second story, and 14 in. by 
14 in. in the fourteenth story. The sums of the column moments of inertia in 
the first, second, and fourteenth stories are 45.8 ft,4 28.8 ft,4 and 11.1 ft,4 and 
their respective stiffnesses are 3.52, 3.32, and 1.28. The shear walls have 
constant sections throughout the height of the structuré. 'l'he· sl,lm of their mo-:. 
ments of inertia-ts ·2:420 ¡-r.~ The slabs at alllevels are 8 in. thick. In eacb 
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TABL~ 6.-EXAMPLE PROBLEM 

1!1stanee S S 
lnter- Vfx/Vb 

from S ~ e/~ s/s polated Story 
i)round 

e e Vfx/Vb from eom-
charts puted 

(1¡ (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

a.o H 0.520 
14 0.19 0.25 

1.33 2.6 107 0.19 13 0.21 0.20 

~,9 H 12 0.22 0.22 

1.58 0.525 3.0 90 0.22 11 0.24 0.23 

o,H 
1.82 0.529 3.4 78 0.23 10 0.25 0.25 

t-.1 H - .9 0.26 0.26· 

2.07 0.534 3.9 69 0.25 8 0.26 0.26 

&.6 H 7 0.26 0.27 

2.31 0.539 4.3· 62 0.26 6 0.26 0.26 

0.5 H ·, -
2.55 0.544 4.7 56 0.26 5 0.24 0.25 

0.4 H 4 0.23 '0.24 

2.80 0.548 5.1 51 0.24 3 0.21 0.20 

0:::3 H 2 0.17 0.17 

·3.05 0.553 5.5 47 0.22 ,1 0.10 0.07 

~.2 H 1 -
3.25 0.558 5.9 43 0.18 

0.1 H 
3.52 0.563 6.3 27 0.10 

o 
---

floor, there are 49 spans of 20ft, four •tink" spans of 12ft, and four '"link• 
spans of 6ft. 

AJ:. the first fioor, the width to span and column s1ze to span ratios parallel 
t~ the short side of the building are 

1 11·5 :: 0.575 I: =20 

:md 

d 22 
L = tt2)2o = 0·092 

F rom Fig. 15, the width of the slab to be used as an equivalent beam and its 
fl'Oment of inertia are 

and 

1 = 0.57 1 = ( 0.57_) 11.5 = ¡;: 
e 

la )
3 

- 6.6\12 
~- 12 ' 0.163 ft

4 
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( 32) 

in which N is the number of stories in the structure. In arder to obtain the 
ratio Sc/st,, the quantities Se and ~ should be taken simply as the sum of the 
stüfness of the columns and beams. 

Applicability of the Charts. -The reliability of the curves m ay perhaps be 
indicated by examining the irregulari.ties observed. Figs. 17 through 30 were 
computed for compatibility of Systems F and W at ten points. The results on 
buildings with constant stilfness th¡oughout their height indlcate a sudden rlse 
in shear in the top story of System F. A number of five, fifteen, and twenty
story buildlngs ( r.ompatibility at five, füteen, and twenty points) were also 
analyzed to investigate this phenomenon further. Similar results were again 
obtained for the top story. The deflections, on the other hand, were almost 
identical. Curves in Figs. 17 through 30 do not show this sudden increase in 
shear. Results from the füteen and twenty-story buildings were used as a 
guide in drawing the lines smooth to generalize the charts for buildings of any 
height. _ 

In Flg. 39( a), results of exact computations are compared with results de
rlved from Fig. 18(a). The ratios Ss/Se = 30 and Sc/Sb = 5 were used as the 
parameters of buildings with five, ten, füteen, and twenty stories. The exact 
values are shown in salid lines, and the values obtained from the charts are 
shown da,'shed. The total shears in the frame agree quite well over the great
est part of the ten,.fifteen, and twenty-story buildings. The sudden increase 
in shear of approximately SO% is clearly evident at the top. For the five
story building, the results from the two methods are not in as clase agreement 
but could be considered satisfactory for design. 

Buildings with variable stUfness did not show the same sudden increase in 
shear in the top story. Computed results for such a ten-story building are 
compared in Fig. 39(b} with values derived from the charts. Because the 
majar appllcation of shear walls is found in tall structures in which the cross 
sections of the members usually vary with height, it is evident that the reU
ability of the charts is quite good for most practica! cases. 

A similar irregularity was observed in the results for ba~e moment. Flg. 
39( e) shows the results of a füteen-story butlding and a ten-story building 
(salid lines) with results obtained frcm the charts ( dash Unes). The results 
obtained from the charts appear to be unreliable in the second story because 
the charts were drawn smooth in this region. The s11dden change in the mo
ment curve was not observed in the computations for buildings with a stiff 
frame ( Sc/Sb = 1) but beca me more and more pronounced as the stüfness of 
the frame reduced. In other words, while the curves are reliable for the 
greater part of the structure they will not be as accurate at the second story 
as the ratio Sc/st, increases. Therefore, in practical design the curves may, 
in some cases, not yield acceptable values at the second story of buildings that 
rest on soft soils. In firm soils added stresses in the frame caused by base 
rotation will be relatively small. Hence, the computed values of total story 
shear that include both load effects as well as base rotation should be rellable. 

Exampleo,.;;:-:A 14-story n~t plate structure, rectangular in plan, with nineteen 
bays at 11 ft-6 in. in the long- direction,and.thrP.e bays at 20ft O in. in the short 
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FIG. 40 

or ~y oth?r arith~etical method. If the equivalent stüfness s1 = K¡/4 and 
S2 - K2/4 1s used mstead of the true stüfness, then the moment equations for 
the two ends wtll be 

and 

~ ' - . 
It can be slÍown with the' help of an analogous column that:, - · 

2 c21 s2 -= 2 ,c12 s1 = K ; .. -..... ~ .... 

which will simplüy Eqs.,34 ,and ~S to 

M12 = 4 s
1 

e 
1

·. + 2 K e 
2 

~ ~ ..•.•.• · .~ . -_ . 

"" '- ... 1 

These have the same forro as the normal slope deflection equations. 

(35) 

( 36) 

(37) 

In the case of beams, linking the frame and shear wall, beam ends undergo 
a relative vertical movement and Eqs. 37 and 38 can be written as 

(39) 

and 

( 40) 
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Conversion of Variable Beam Section to an Equivalent Uniform Section.
Il the connecting link is assumed to have zero stif!ness, a further simplüica
tion may be made to account for symmetrical beams of variable section in the 
two-column bent of System F. A symmetrical beam with variable section in 
a two-column bent subjected to lateral loads will have equal rotations, 9, at 
the two ends. The moment at eüher end will be - J 

M=4S9+2K9 (41) 

The moment in a substitute beam of_constant section with an equivalent stüf
ness Ke that will produce the same end rotations is given by 

M=4K B+iK 9=6K 9 e. e e 
(42) 

By equatlng Eqs. 41 and 42, the equivalent stüfness is 

K = (4 S + 2 K) 
e 6 

(43) 

,'.::>r example, a symmetrical beam with vanable section has stüfness S = 100 
'.l Ú\. and e = 0.25. Therefore, 

K = 2 e s = so cu tn. 

K = [4(100) + 2(50)] 
e 6 = 83.33 cu in. 

frame Analysis.-In Fig. 6 which shows three successive stories ofa frame 
J471 shear wall, each beam is assumed to have a variable cross section and 
ac.h column a constant cross section ln any one story. For a given horizontal 
4l5placement, rotation, and vertical deflection at the shear wall, only the con
dieion of equilibrium of each· joint need be satisfied. If column and beam stüf
a&3s are as denoted in Fig. 6 and 

.11 - ~i-1 
1/11 = h¡ 

l"l\e column and beam moments at joint ( i, 1) are, as follows: 

Beam 1, 2: 

(44) 

(45) 

.. , 
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SlmllarlY. the com¡¡utecl moment of lnertla at the roo! ls 0.151 ft.<l 
Ií'l most tall structures, both the walls ancl trame members wtll vary with 

helght and a dlrect lnterpolatlon can be made rrom the charts. In thls exa.mple. 
the structure, an actual bulldlng, ls rela.tively short wlth unlform shear walls 
a.nd fra.me members that vary from story to story; hence, lt does not fall 
wlthin the stlffness categorles shown in the cha.rts. It was, in fact, selectea 
purposely to show that it is stUl posslble to obta.ln a solutlon from the cha.rts 
lf the lnterpolation ls modlllecl by consldering the stlffnesses at several Lnter
medlate levels. 
. In arder to faclUtate the use of the charts, the structure ls subdlvlded lnta 
ten parts. This ls not necessary, but the selectlon of va.lues dtrectly from the 
curves can be troublesome for structures with a number of stories that ls not 
a multlple of 10. Stlffnesses Se at. the fourteenth n.nd flrst stories are 1.28 ar.d 
3.52. These sti.ffnesses were usad to obtaln values of Se, shown in Col. 2 ...r 
Tabla 6, at ten polnts by dlreet proportlon. At the first noor, the sum of the 
beam and aunk• beam stlffnesses is . 

~ ., 0.163 (~ + ~ + i) ~ 0.563 

and a.t the roof ~ "' 0.520. Values showa in Col. 3 of Table 6 were obtained 
by proportlon at ten pol.nts. Ratios Sc/Sb, shown 1.n Col. 4 are ealeulated from 
Cols.2 and 3. Stlffness Ss is 2420/8.67 "'279 over the entlre structure except · 
at the first story where its value decrcases to 2420/13 .. 186. From Eq. 32, 
the stUiness ratios Ss/Se at all stories exeept the first ls 

and at the first story, 

~19§ S5/Sc are shown ln Col. 5 of Table S. The values tabulated in Cols. 4 
and 5 are then usad to obtain coeffici.ents of Vrx/Vb by interpolating from the 
approprlate figures, ln this case Figs. l7(a) through 19(a}, !or unlform load 
and consta.nt shear wall. Fo1· exa.mple, between levels 0.6 H and 0.7 H, S5 /Se 
"' 69 and SciSb = 3.9. From F!.gs. 17( a) and 18( a), ( ratios Sc/Sb of 1 a.nd 5, 
re.spectively,} the coefficlents o! Vrx/Vb(read ata level 0.65 H) are 0.31 a.nd 
0.22 for Ss/Se= 69. Hence, fo1· Sc/Sb = 3.9, the l.nterpolated value of VfJJVb 
ls 0.25, as shown in Col. e. Ir tlle ten values in Col. 6 are plotted midway be
tween the subdivisions O, 0.1 ñ, 0.::: H, etc., a curve can be drawn through thf 
ten palnts. The curve is th.e.n subdivided mto f'!lurteen segments 9rcport1onaJ 
to the s.tory hetghts or the ,;truc~:ures. ~'!.lld the shears tn the actu:ll frame an: 
read !roro the tira.ph at l:t¡e midhei.ghts af the stones. The shear tn each a:. 
the fouueen stones is shQwn in C;)!. a uf 'Table ó. 1'b.e computed values fron: 
:1. complete l.r.a[vsi.s of ~he struc.cure are US:~ tru..¡;oi:~·.-!fhe result~e-: 
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well ovar the entire structure axcept at the top story where a sudden increase 
ln frame shear oecurs. Thls should ha ve be en antlcipa.ted as stated prevl.ously 
ln connectlon wlth Flg. 39( a). In fact, the top story shear obtalned from the 
charts sbould always be lncreased by some amount to 50% lf the wall has a 
constant section throughout the height. In Íhis insta.nce, the increase over the 
interpolated results ls approximately 30%. The ana.lysls ca.n now be eompleted 
by flrst computl.ng the defiection of the wall for story shears equal to 

vwx = vt:.- vrx ....•••••..••. .-. (33) 

The final moments and shears in all the members in the frame are calculated 
, by the procedures outll.ned in the seetlon on '"Second Stage of Analysis. • 

SUMMARY 

A practica! method of anhlysls for structures braced wlth shear walls has 
been proposed. Tbe method does not requlre slmpllfying a.ssumptions that 
are not ultimately checked and yet glves the designar freedom to use h1s 
judgment. 

The method of analysls has also been adaptad to sacondary deslgn condi
tions such as base rotation, plastic deformatlon of the shear wall, Zr...me tor
slon, axial deformatlon o! columna, a.nd walls that are termtnated at a level 
below the roof. 

The common design assumption that all horizontal load.s are carrled .by the 
shear walls ls not strlctly eorrect over the entlre height of the strueture. 
Furthermore, the dlstributlon of lateral shear between the frama an.d the shear 
wall depends not only on their rela.t.lve sWfness but on the number of storles 

. as well. 
Tentativa reeommentlat.lons are presentad on slab particlpatlon in nat slab

colum.n systems subjeet to lateral loads. 
In arder to facilltate deslgn, a number of Infiuenee CUrves are lJ:lcluded to 

provlde data on the distribution of story shears betwaen the shaar walls and 
frame members for a wlde ranga ·of structu.ral proportlons a.nd loads. 
. The ma.terllil' presentad ls easily appllcabla 'to the daslgn of 'shear wall 
buildl.ngs of any haight for ma.xlmum aconomy with adequata control over the 
raquired strength and ductl.llty of all structural alemants. 

APPENDIX I 

Slope Deflection Equations .fin" Variable Section.-For any beam ( ~· 40} 
the trua stüfness K¡ a.t Ol a.nd Ka at (2) and the carry over factors C12 and 
C21 qn badetermined !'rom _:¡ublished tables24,25and charts, colunn-:!:Ralogy, 

'l.4..;<Hnndho.ak af-:r:.mme Const:I.Ilts. D Port.!.:Uld Cement Assn., Chic:LgO, m_ 
.. :!S ··-se:UD.1:-o.etori'hnd.li1alftenac:~l~~~s:~.~~~tíc f!aunehes ... 
Portbnd Ceme.nt As.sn.., Chieago. m. . 
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= moment applled on the shear wall by the connecting link at floor, i; 

= moment at the base of shear wall; 

M· 
wb 

M'i 

= moment applied at the base of the shear wall; 

= total moment applied on the shear wall by the connectinglink at floor, 
i=M +R L· 

i vi s' 

= number of stories; 

vertical reaction of the link beam at the shear wall at floor, i;_ 

sl, s2 = stiffnesses of a beam at two ends; 

= sum of stüfnesses of all beams in the simplüied frame = s¡, + s¡;; 
= sum of stüfnesses of all beams; 

sum of stiffnesses of all •urut• beams; 

Se = sum of stiffnesses of all columna; 

= sum of stiffnesses of _all shear walls; 

Sc/8¡, = column-beam stiffness ratio at first story; 

S
8
/Sc = wall-column stiffness ratio at first story; 

= thickness of slab; 

= total shear ·at the base of a structure; 

· = sbear in frame'; 

= shear in frame at height, ~; 

_=_ total applied shear; 

X = total applied sbear at hetght, ¡¡: 

= shear in wall at a height, j¡; 
= free deflection of wall at floor, i; 

= deflection at ¡th floor; 

del( n) = net deflectlon at ith floor at end of nth cycle of iteration; 

d deflection at tth floor at beglnnlng of nth cycle or iteration; 
ii( n). 
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= vertical movement of the shear wall at floor, l; 

" ( .) = rotation in shear wall at ¡th noor at tbe end of ntb cycle; 
ei n 

e t= rotation in shear wall at ith floor at the beginning of ntb cycle; 
U(n) 

{}. 1,n 
= joint rotatlon in frame at ¡tb floor at nth column Une; 

= total elasto-plastic angle change at any point in the wall; 

= total angle change at any point ~in the wa1l at the begiMing of ylelding; 

= shear deflection of a frame due to a unit applled shear; 

deflection due to axial deformation of columna in a frame due to a 
unit applied shear; 

= ratio of total specüied elasto-plastic angle change to angle cbange 
at ylelding; and 

= ratio of story deflection to story height = ( di+l - di)/t;.· 

Subscript'"i" denotes story or floor number. 

• 
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~ = 4 ~(1,1) 91,1 + 2 ~(1,1) 91,2 •.•..•••• (46a) 

Col. above: 

M =-4s 9 +2s 9 
ct c(1+1,1) i,l c(1+1,1) 1+1,1 - 6 5c(1+1,1) 1/1 1+1 • • • • (46b) 

Col. Below: 

Mcb = 
4 5

c(i,l) 
9
1,1 + 2 5~(1,1) 91-1 1 -- 6 5c(11) 1/1. • · · · • • <46c) , • . 1 

For joint equilibrium the sum of these moments is zero therefore . ' 

_( 
5
c(i,l) [

2 9~-1,1 -
6

1/1¡]_: 5c(1+1,1)l 

9 [
2 9

1+1,1 - Slf¡i+t] + 2 ~(1,1) 9t,2 
!,1 = (47) 4 ~(1,1) + 5c(t+1,1) + 5c(t,l)] 

Simllarly, for joint ( i, 2), the column and beam moments are '\~ follows: 

Beam 2, 1: 

~ = 
4 ~(1,2) 9

1,2 + 2 ~(1,1) 91,1 • · · • · · · • • <4Ba) 

Beam 2, 3: 

(48b) 

Col. above: 

. Mct = 
48

c(1+1,2) 
9
1,2-+ 25cO:!::l,2) 9(i+1,2)- 65c(1+1,2) 1/11+1 • · · • (4Sc) 

Col. below: 

Mcb = 
4 5

c(i,2) 
9

i,2 + 2 5c(i,2) 9(t-1,2) _- 6 5c(i,2) ;¡,i 

For joint equllibrium the sum of the moments is zero, hence, 

3 
1,2 

(48d) 

( 49) 
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-- Eq. 49, the vertical deflectioo at the wall dvi has beeo iocluded by simplifying 

(50) 

'f all members ha ve constant cross sections throughout their length, the fore
"uing equations can be simplüied considerably. The '"link" beam is included 
\1 the foregoing derivations be cause this method can be used to obtain the final 
"oments in the members of each individual column line, as described pre
iously. In the iteration solution, the simplüied idealized structure shown in 

f¡g. 2( e) should be used in which case the terms for the '"link• beam are 
d::-opped and the equations for joint ( 1,2) be come similar to those of joint ( l, 1). 

APPENDIX ll.-NOTATION 

The following symbols have beeo adopted for uSe lo thls paper: 

(\1,
21 

= carry-over factors; ' 

E = modulus of elastlclty; 

= shear modqlus; 

= total height of a structure; 

= height of ¡th story; · 

ha' = height of hypothetical wall to simulate elastic foundation; 

1
81 

- = moment of inertia of shear ;an'\.t ¡th story; 

K
1
, K

2 
= true stiffness at ends 1 ánd 2 of a beam; 

K e 

K 
k 

L 

le 
Ls 

1 

1 e 

= effective stiffness of a variable beam; 

= 2 times stiffness times carry-over factor; 

= spring constant for foundation soil; 

= span of slab; 

= span of link beam; 

= distance r"rom the neutral axis to the extreme fibers of a sheai '""-U; 

= bay-width; 

= e_ffective. width o[ slab; 
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Efoctos de . esbeltez- en- edificios· 
Emilio ROSENBLUETH:~ ... 

1' 

RESUMEN 
' ' ' 

En el presen le traba il? se, desarrolla·n · méto-
dos ele análisis para marcos sujetos a- cargas 
\'erticale:. y laterales y para el cálculo de cargas 
de pandeo. Se generalizan estos métodos ha
ciéndolos aplicables a marcos espaciales, a 
marcos de comportamiento ,no lineal y a cier
tos problemas aplicables a estructuras· para 
edificios de varios pisos 'aun cuando estas n'o 
constituyen marcos propiamente dichos. 

Se sostiene aquí la tesis de que las restric
ciones usuales contra desplazamiento lateral 
difícilmente permiten ignorar las deflexiones 
laterales en problemas de pandeo .. Se demues
tra que el suponer desplazamientos indepen
dientes de lqs extremos de las columnas puede 
introducir .errores excesivos. ' 

INTRODUCCION 

Existen dos cláses de' problemas que involu
cran efectos de esbeltez en edificios: la :valo
rización de las r~sp1;1esfi:ts --a· la acción combi
nada de fuerzas laterales y· v"erticales, .Y. ~l 
cálculo de carga's de·pandeü'. En ·marcos elás
ticos ambos tipos de ¡iroblcmas puéden.plan
tear:;;e en forma matricial -y obtenerse una 
solución exacta, si· bién el ·orden de las· ma
trices 'que .deben resolverse es generalmente 
muy elevado. . .. , . 

Los aspecto~ más importantes de estos pro
blemas son susceptibles 'de resolverse median
te métodos aproximados de análisis, con la 
ven! aja sobre los métodos exnctos de que los 
efectos más notorios de las variables signifi
cativas se pueden observar . claramente. La 
mavor parte de este trabajo concierne méto
do!> aproximado:. de anMisis ·que presentan 
dichas características. Los efectos de .esbeltez 

• fraba)o presentado ante el ·JI Simposio Pana
mericano de Estructuras; Lima, Perú (enero 1964) 
Y sometido para su pubhcación en Proceedmg.s ASCE 

• • Director, In ... ltlttlo de lngenierfa, Umvcrsida<l 
Nacional Autonoma de Mé-<ico, México, D. F. 

E "'1-.IH1 DE 1965 

' - ,~ :: 

son.· gcncndméntc , pequeños en estructuras 
elásticas pero con frecuenci'a se con'vierten en 
el factor domina-nte éri' el diseiio ·y comporta
miento de la5 estructuras inelásticas. Por con
siguiente, la sección final describe una exten
sión de estos métodos a marcos inclásticos de 
edificios. - · .' . · · 

Diversas publicaciones e informes tratan los 
problemas de esbeltez en forma' áprm .. imada 1

-', 

la influencia de esos estudios se reflcia en los 
reglamentos. dG coó.strucciórí~s:. No óbstante 
por diversas consideraciones ~s deseable rexa
minar estos pro~lemas: _ 

J. Son pocos los·. marcos para edificios en 
. ·. la práctica que se encuentran' restringi

dos contra desplazamientos laterales al 
grado de que ~ste 'fériómeno pueda ig
norarse. 

2. Los métodos aprox-imados de análisis que 
suponen desplazamientos independientes 
de los extremos _de las columnas pueden 
dar ofigén a resulfados seriamente er l'Ú· 
neos en marcos irrcgubres. (Esta hipó
·tesis' coúccrniente· a la ubicación de los 

· · puntos· de infláión se a_dopta ·en el pre
. sente· trabaio como __ una primera aproxi-

0 mach~n ·en ·algunos de los mdodo::. itera
'tivos que .aquí se proponen, pcr·o se me

. _jora ·en ciclos s~cc-,ivo!-.,) 

3. -El pande~ cor'Í1binaclo en. Jc<plazamicnto 
lateral y torsión. ha -rcctbtdo atención es
casa .. 

4. La extrapolación directa del comporta
nuento' lineal al comportamiento no lineal 
puede dar origen a et rores de impor
tancia. 

NOTACION 

Los símbolos que se emplean en este trabaio 
se definen don'de aparecen por pnmcra vez. 
Se encuentran agrupados alfahl:11canwntc en 
el Apl-ndicc. 
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L1l i_!~ \J..\!í .'vTF. 

En el anúlts•~ conYencional de un marco 
suie~o"a"carga lateral, las deflexiones se calcu
lan despreciando los efectos de las carga.., ve•
ticalcs. Sea x,. la ddlexión relativa entre el 
piso superior y el inferior que corresponden 
a un entrepiso" dado ante la acción de cargas 
laterales únicamente. Entonces K= V /xv pue
de definirse como la correspondiente rigidez 
de entrepiso, donde V es la fuerza cortante de 
entrepiso. 

Al aplicar las cargas verticales, la deflexión 
relativa aumentará en una cierta cantidad, lla-
mémosla x .... Denotemos la deflexión total rela-
tiva, Xv + x ... , por x. El momento total de 
sntrepiso (suma de los momentos extremos 
superior e inferior de las columnas) será 

M= Vh + Wx (1) 

donde h es altura de entrepiso y W es la suma 
de las cargas verticales acumuladas desde el 
extremo superior del edificio hasta el entrepiso 
considerado. 

Supóngase provisionalmente que los diagra
mas de los momentos en las columnas, debidos 
a la acción de las cargas verticales, son pro
norcionales a los que producen las cargas la
terales. En estas condiciones los momentos de 
entrepiso serán iguales a hKx. Sustitúyase este 
valor en la ec. 1, despéjese x y sustitúyase 
nuevamente en la ec. 1 : 

V 
x= K- W/lt 

(2) 

( 
W!h ) M= Vh 1 +K_ Wfh (3) 

De conformidad con la hipótesis que con
derne la distribución de los momentos flexio
nantes en las columnas, por consiguiente, los 
efectos de esbeltez pueden tomarse en cuenta 
introduciendo este factor de amplificación que 
.multiplica al momento de entrepiso nominal 
Vh en la ce. 3. Todos Jos esfuerzos y deforma
ciones debidos a la acción sola de las cargas 
laterales deben multiplicarse por el mismo 
factor. Esta solución ha sido propuesta por 
M. S. Ketchum6

• 

En el desarrollo que antecede se ha su
puesto tácitamente que el marco no se des
plazaría lateralmente ante la acción de las 
cargas verticales de por sí, en ausencia de 
cargas laterales Si corno consecuencia de asi
metría estas cargas prqducen desplazamiento 
lateral, el marco sujeto a cargas verticales 
debe analizarse como si tuviera soportes late-

• Entenderemos por entrepiso el espacio compren
dido entre dos niveles. loo;ao; o pi~os conc;ccutivos 

2 

ralcs ficticios, y las cargas necesarias para 
equilibrar las reacciones resultantes deben su
marse a las cargas laterales aplicadas. El tr a
tamiento presentado arriba puede apli(·ar..,c 
entonces a las fuerzas resultaniL'" ·. 

La propo•·ciona 1 id<HI ap 1 u\ 111 :.~d.\ cnltrc':'·IN.., 
diagramas de momento~ fk,ionantes en las 
columnas, debidos a cargas laterales y verti
cales, requiere que las columnas de todos los 
entrepisos se deformen casi como líneas rec
tas y que x,. sea casi proporcional a x,. en todos 
los entrepisos, de tal manera que las rigideces 
de entrepiso ante fuerza cortante permanezcan 
prácticamente constantes. · 

Los marcos que poseen vigas flexibles (en 
comparación con las columnas) y restriccio
nes pequeñas contra rotación de las bases de 
columnas satisfacen la primera condición. Si 
el cociente de las rigideces de vigas a rigideces 
de columnas tiende a cero, las columnas tien
den a flexionarse como líneas rectas. 

FtG. l. Entrepiso deformado sólo por flcxicín de los m•cm
bros estructurales 

Estos conceptos pueden comprenderse me
jor con referencia a la fig. l. Si despreciamos 
deformaciones axiales y términos de orden su
perior, todos los nudos de un mismo perma
necerán en un mismo plano al deformarse el 
marco. Una recta que una los extremos de 
cualquier columna formará un ángulo~ = x/h 
respecto a la vertical, y este ángulo será el 
mismo para todas las columnas de un entre
piso dado. La carga ·w puede sustituirse por 
sus componentes horizontal e inclinada. La 
primera de estas es igual a W\{J; la <>egunda 
actúa paralelamente a las rectas que unen los 
extremos de las columnas en el entrepiso que 
se considere y es igual a W. Puede efectuarse 
la misma descomposición por lo que respecta 
a la cat·ga que obra en cada UIKt de las colum
nas del entrepiso. Por consiguJCnte la acción 
combinada de las cargas verticales y de una 
fuerza cortante V, en el marco deformado equi
vale a la acción de las cargas axiales origi
nales de las columnas en combinación con una 
fuerza cortante incrementad~, de entrepiso, 
V + W~. De aquí la ce. 1. Pero las cargas 
axiales son en verdad prúcticamente axiales 
en todas las secciones <>ólo si las columnas de
formadas se alejan poco de mantenerse rectas. 

Si las vigas son rígida~ t:JI ~nrnpar<1ción con 
las columnas, estas últimas st" rlr·form<,nín 
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•1,l,,!''·tndo \i113 forma que diferirá apreciable
.-¡, , ::' d.: la linea recta. Considérese el caso 
~ , : r .. : mo en que las vigas fueran infinitamente 
1 ígid~s. Las flechas de una columna, ante la 
~u la f ucaa cortante de entrepiso, están dadas 
por 

donde !; y z; están referidas a ejes vertical y 
horizontal que pasan por el punto de inflexión 
de la columna (véase la fig. 1), y E e 1 son el 
módulo elástico y el momento de inercia de la 
columna. Ante una carga axial P sumamente 
pequeña, los momentos flexionantes aumentan 
en la cantidad~ Ue aquí se concluye que el 
desplazamiento relativo entre los extremos se
rá Plr2/10 El por el valor correspondiente de 1;. 
Por tanto, 

Plr 
x.. = (.x. + x..,) ~OEI {4) 

Pero K = 12 Y.El/lr y W = 'T.P, donde las su
mas cubren la totalidad de las columnas del 
entrepiso que se considera. Por ende la ec. 4 
puede escribirse en la forma 

(
V ) 1.2W 

x, . K + x.. Kh 

Despejando a .Xw se encuentra que 

V 
X.= K -·1.2W/h 

y 
. ( W/h ) 

M = Vh l + K - l.2W /h 

Si todas las cargas axiales de las colum~ 
nas se aproximan a sus valores críticos, 
Pe .. = -i'-El/lr, la elástica de las columnas se 
aproximará a una senoide independientemente 
de la magnitud de V. El factor 1.2 en el dencr 
minador de b expresión que antecede se con
vierte enton_ ... .:; en 12/..t'- = 1.22. · 
. A valores intermedios de P corresponderán 

valores intermedios de este coeficiente. Por 
tanto, )a~ ces. 2 y 3 deben sustituirse con 

V (5) x=K-a.W/h 

M.= Vh ( l +K ~~~/h) (6) 

Donde a. está comprendida entre 1.20 y l i2 
para marcos que posee:1 vigas infinitamente 
rígidas. La misma conclusión es aplicable al 
primer entrepiso de marcos cuyas columnas 
se encuentran empotradas en sus bases y cu
yos puntos de inflexión están en el extremo 
~uperlor de ese entrepiso. 
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Para todo marco plano el coeficiente a. será 
intermedio cnLre la unidad y 1022. Bajo prác
ticamente todas las condiciones será coñser
vador tomar a = l.J, y raras veces se reque
rirá una aproximació;-t mayor que esta. En ca
so de que así se requiera, puede tomar'>c 
a = 1.2 - 0.2.¡,/~. donde tiJ es la menor de la:> 
rotaciones de los extremos superior e inferior 
para el entrepiso que se considera. Esta fór
mula se deduce de la consideración de que a. 
debe variar en forma casi lineal con el coe
ficiente cf>/t!J cuando las rotaciones de los nudos 
superior e inferior son iguales entre sí. 

Los límites aplicables al coeficiente a. no 
están restringidos a entrepisos en los que las 
rotaciones de nudo sean iguales en los extre
mos superior e inferior. Por ejemplo, si las 
columnas de un entrepiso estuvieran empcr 
tradas en un extremo y articuladas en el otro. 
a. se encontraría nuevamente comprendido en
tre 1.2 y 1.22. 

O.G. Julian ha publicado un nomograma que 
permite el cálculo rápido del momento flexicr 
nante máximo en una columna elástica como 
función de sus momentos extremos, de su re
lación de esbeltez y de su carga axiaF.Il. Una 
vez que se ha analizado un marco de confor
midad con los principios expuestos, el nomcr 
grama puede emplearse para el diseño de cada 
columna. 

Obtenemos una forma equivalente a la ec. S 
si dividimos numerador y denominador entre 
K y tomamos e= V/W: 

x= -~x.:..:..:.__ 
. ax,o 

1 - e;¡¡ 
de tal manera que 

.x = x.. (l +a~/ e) 

La ec. 6 puede ponerse en la fonna 

M= Vlt ( 1 +~/e) 

Estas formas son ütilcs en vista de que en 
muchos casos ~ se encuentra Jimi~ado por un 
reglamento o por el discilo contra daiio no es
tructural. El despbzamicnto m.:,'i:invJ permisi
ble entre pisos consccuth·os puede sustituirse 
en estas_ expresiones y, si el inct·cmenlo en 
esfueao debido a los efectos de csbehcz no 
resulta excesivo, el diseilo puede basatose en 
estas dcf onnacioncs y csf uerzos. 

Por ejemplo,. sea a = 1.1, \ji = OOC02 y e = 0.1 
(estos valores son rcprc~ciH;Jtivos ). En este 
caso x = 1.022 x., y M = 1.02 F/;0 Desde luego 
que en este ejemplo no se justificaría refinar 
los cálculos más allá del incremento en 2 por 
ciento en o fuerza cortante cfcctiYa y 2 2 por 

, ciento en desplazamiento relativo. 
La deducción que antecede no es aplicable 

cuando una o más column~~~ se encuentran a 
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pu11111 Ck' ~u:: 11 :~.u·•J:•J ••¡J¡·, idu.llnlL'lltc. Este 
concepto :-.L' tilo.;cu!Jr.l -.uh~ccw'•11L'illL'I1le. 

Hast:l ~ste punto hemos despreciado las 
deformaciones axiales de, las vigas y de la-. 
columnas. Las primeras son en efecto ck..,plc
c:i:tbk-; en las aplicaciones práctica~ y no se 
di~cutll<lll en el prc-.entc ~rabajo. La~ segun
das son imporlanlc.s en mucho~ marcos es
beltos. 

A los efectos del acortamiento y alargamien ... 
to de las columnas deben agregarse los que 
corresponden a rotación de la cimentación. 
Ambos efectos tienden a inclinar la estructura. 
La fig. 2 muestra la elástica de un entrepiso 

1 
h 

l 
f!IG. 2. Entrepiso deformado por flexrón de los miembros 
CJtructurales, rotación de la cimentación y deformaciones 

axia.'cs de l.1s columflils 

sujeto a estas condiciones. Consideraciones 
elementales sobre el equilibrio del entrepiso 
nos llevan a la conclusión de que las ecs. 1-6 
llP necesitan modificarse para tomar en cuen
ta los cambios en longitudes de columnas ni 
las ro1aciones de la cimentación siempre que 
x se defina como la proyección horizontal del 
desplazamiento relativo de entrepiso. 4os efec
tos de las deformaciones axiales de las colum
nas se pueden introducir fácilmente en los 
procedimientos de análisis que aquí se descri
ben; los omitiremos, no obstante, por razones 
de brevedad en la presentación. 

Las deformaciones del marco hacen que el 
;>'!ntro de gravedCld de las cargas que se en
-.;uentran arriba de un entrepiso dado se 'des
placen en la dirección en que actúan las Jucr
ras laterales. El desplazamiento produce un 
~equeño incremento en el momento de volteo 
pero no modifica directamente los desplaza
rpientos relativos de entrepiso. 

La segunda condición para que la distribu
cjón de los momentos flexionantes debidos al 
momento de entrepiso Wx sea aproximada
mente proporcional a los que provienen de 
V h es que Xw sea aproximadamente proporcio
nal a x, .. En la mayor parte de los edificios el 
cociente xwfx., puede variar considerablemente 
de un entrepiso al siguiente sin que x deje de 
ser aproximadamente proporcional al momen
to de entrepiso, lo cual constituye la hipótesis 
que hicimos al deducir las ces. 2 y 3. En otras 
palabras, los edificios reales se comportan de 
manera muy próxima a edificios de -cortante 
en un extenso rango de distribucionc<; de mo-
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mento de entrepiso; esta es b ha'>L' del L'XIto 
de fcí1 mula" ~pro,im~cl~" como las de Wilbur 9 

V L1~ (kl lllL'todq lk·l I.1LIUI' w. · 
E '\CL'J1L 1on:d IIIL'llle J'UL'd<.' <;uccclcr que la pre· 

cisión alcanzada mediante c~Ll h1pótesis ~e 
juzgue insuficiente. No es difíctl entonces su
poner provisionalmente la validez de la ec. 6 
y analizar la estructura ante la acción de ~uer
zas cortantes equh·akntcs iguales a M/h em
pleando para ello cualquier método de an~lisis 
que se hubiera considerado adecuado para 
tomar en cuenta los efectos de las fuerzas cor
tantes debidas a las cargas laterales solamente. 
Si las cargas axiales en una o más de las co
lumnas, incluyendo los efectos del momento 
de volteo, no son suficientemente pequeñas 
comparadas con las fuerzas de pandeo indivi
duales, las constantes de distribución de mo
mentos en dichos miembros deberán modifi
carse de conformidad con la magnitud de las 
cargas que obran en las columnas. Existen 
tablas para este propósito 11

• Deberá entonces 
obtenerse un nuevo con junto de fuerzas cor
tantes de entrepiso entrando a la ce. 1 con los 
desplazamientos laterales calculados. La repe
tición del procedimiento da origen a un pro
ceso iterativo que es una variante del debido 
a Stodola v Vianello y que ha sistematiz;.¡do 
Newmark 12 para el cálculo de flechas en vi~as 
ante la acción combinada de cargas axJalc.., y 
laterales. El procedimiento necesariamente 
converge a la respuesta conecta si tan sólo lns 
cargas que obran en el marco no son tan ele
vadas que causen pandeo del mismo. 

Para la mayor parte de los marcos que se 
encuentran en la práctica, se obtiene una pre
cisión admisible anlicando una adaptación de 
un método que se ha propuesto para el cúlculo 
de vibraciones de marcos en estado estaciO
nario. En su forma propuesta n el método 
constituye una extensión del de Holzer. Toma 
en cuenta solamente la<> deformaciones por 
flexión de los miembros estructurales y supo
ne que las rotaciones de todos los nudos que 
se hallan en un mismo piso sean iguales entre 
sí. Al adaptar el método al problema de efec
tos de esbeltez en marcos su jetos a la combi
nación de fuerzas laterales y vertic;:lles, las 
fuerzas de inercia que modifican a los despla
zamientos laterales en un problema de vi
bracione~ deben sustituir~e por las fuerzas 
verticales que, al multiplicarse por las compo
nentes horizontales de los desplazamientos 
1clativos entre pisos consecutivos, modif1can 
los momentos totales de entrepiso, y ésto~ a 
su vez modifican a los desplazamientos late
rales. A continuación se describe la adapt<tción 
del método. 

Las relaciones que siguen 13 pueden deducirse 
de las 'ecuaciones de pendiente-deformación; 
se han corregido en su presente versión por lo 
que concierne a la incorpur:1rión del eoefi-
cien te a.. t, ·' · · • ~ :; .: .• 

..-'_' 
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- -::.1\..·,.p, 1 + ( 12">:K•,+ !.K',+'i.K.',.IH .. -
-r.Kcn+tc/>n+t=(M .. +M ..... I)/2 (7) 

, \' .. /:,. + ~X,W,x, cf>, + cp, 1 '+'··--=- .I'':K·;,-.-+ 2 (8) - ~ ,. 

en las cuales el índice 11 se refiere al enes1mo 
entrepiso o enésimu pbo ( l:Xtrcmo superior 
dd enésimo entrepiso), M es el momento total 
de entrepiso, r.Kc, es la suma de rigideces de 
tudas las columnas del enésimo entrepiso, T.K 11 .. 

es la suma de rigi.dcces de todas las vigas del 
enésimo piso y K= El/L.* 

De conformidad con la ec. 1, 

M .. = (V,+ "I!J .. W,)h .. (9) 

donde V, es ]a fuerza cortante debida a fuerzas 
laterales, en e1 enésimo entrepiso, y W .. es la 
~urna de c~rgas vcrtic~les de arriba .hac~a aba
JO hasta dtcho entrep1so. La combmac1ón de 
las ecs. 7-9 suministra las expresiones 

(1 + 3A,.)r.Kc,cf>,.-t = 
= [ 12T.Kg .. + ( 1 - 3A,.)T.K'·, + r.Kcn+t]cf>, -
- T.Kcn+tcf>n+l -
-! [ (1 + A,)V,hn + (V •1 + ~ ... ,W, ... .)hn+t] 

(10) 

~" = V nhn + 6T.Kc,( cp, + cf>n-l )_ ( 11 ) 
12 T.Kcn- a.,W,.h,. 

En la ec. 10, 

A,= W .. h .. 
. 12 r.Kc, - a. .. W,h, 

Para el úitirno entrepiso (el inás alto), los 
términos de índice n + 1 no existen. Por tanto 
la ec. 10 permite expresar cf> en el penúltimo pi
sv como una constante más un coeficiente por 
~. donde t se refiere al último nivel (o azotea). 
Sustituyendo cf>r-1 en la ec. 11 nos da 1)¡, ·en la 
misma forma, esto es, una constante más un 
término proporcional a cf>,. La misma forma re
sultará para cf>r-2 cuando lo obtengamos de sus
tituir rp, rp,., y "I!J, en la ec. 10, y la misma para 
~r-t de la ec. 11, y también para todos los va
lares subsecuentes de las rotaciones de nudo 
y desplazamientos hasta llegar a las bases de 
las columnas en cimentación. Podemos enton
Ct!S calcular el valor de .¡,, de tal manera que 
Sf' satisfaga la condición que estipulemos a ese 

* La hipótesis fundame~tal que permite simph
llcar grandemente los cálculos de marcos de edificios 
que constan de numerosos pisos, sin introducir en 
general. er.rores excesivos, consiste en suponer rota
Clones tguales en todos los nudos de un mismo piso. 
Se debe aparentemente a J. E. Goldberg ~~. quien ha 
de!>arrollado extensamente sus posibles aplicaciones 
·~· 15, como también lo han hecho varios otros inves-

. llgadores. 
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A} sustituir este_ valor. de cf>, en todas las expre
Siones, en que mtcrviCne estamos en posibili
dad de calcular ~ y cf> en todos los entrepisos 
y en todos n1vcles. 

Los momentos flcxionantcs que calculemns 
e? los extremo.s de las viga~ v culumn.1:o. a par
tir d~ las I"UtaCJone~ de nUUO y UCSplazall11L'I1!U~ 
rclatt\ os calculados son, en rigor, momentos de 
empotramiento. En general no satisfacen las 
condiciones de equilibrio de los nudos indtvi
duales dado que, en geenral las rotaciones de 
los nudos de un mismo nivel difieren entre sí. 
Los momentos flt·xionantes finales pueden ob
tenerse por el método de Cross de distribu
ció~ de momentos o por cualquier método 
e9mvalente, de preferen~ia uno que lidie explí
Citamente con las rotaciOnes y desplazamien
tos, como lo es el método de Kani. 

Si el método de análisis emplea distribución 
de. momentos, por ejemplo, el último paso dará 
ongen a momentos que no satisfacen la con
dición de equilibrio que manifiesta la ce. 9. 
La diferencia en este concepto no será por lu 
general de consecuencia o bien podrán ajustar
se los momentos de los extremos de las colum
nas en proporción a sus rigideces de tal m;mera 
que se satisfaga el equilibrio de momentos en 
cada nudo. Cuando esta operación no suminis
tra suficiente precisión, los momentos de entre
piso desequilibrados pueden tratarse como mo
ment~s. c.orrectivos Vh y repetirse el método 
de anahsts empezado con esos incrementos en 
los momentos de entrepisos. 

En ciertos casos se justifica tomar en cuenta, 
al efectuar el ajuste que requiere distribución 
de momentos, los cambios en las constantes de 
distribución de las columnas, debido a las car
gas axiales que en ellas obran. 

El método descrito es relativamente rúpido 
y puede adaptarse a los casos en que tengat~ 
importancia las deformaciones axiales de las 
columnás y la rotación de la cimentación. 

Las ces. 7 y 8 permiten e~tablecer un método 
iterativo que presenta Yentajas en su empleo 
con calculadora de escritorio al compat L11lo 
con el método que acaba de describirse. El mé
todo iterativo comprende los siguientes pa"o~ 
para el cálculo de ~~ .. y ~ .. ; los ajustes v aLbn
taciones fmalés coinciden con los cor-1 c<;po~
dientes a la extensión que antecede del método 
de Holzer. 

J. Elíjase un conjunto~ de desplazamientos 
relativos divididos entre las alturas de 
entrepiso, y calcúlense !os co1 respondien
tes momentos de entrepiso uttlizando la 
ec. 9. 

2. Pártase cada momento de entrepiso en 
dos, una parte corn:spondu:nte a la swna 
de momentos del extremo superior de las 
columnas del entrepiso en cues\ión, M,,,., 
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Y la otra a la suma de momentos del 
extremo opuesto de bs mismas columnas, 
M,..¡,,., de tal manera que M,.,,. .• + 
M,. .• ,,.= M,.. (Para la mavor parte de los 
entrepisos es razonable -,suponer M,.,,._¡ 
=M ..... ,= M,/2. Para los ... ~ntrepisos pri
mero y último ~ueden aprovecharse grá
ficas existentes 6

, que desprecian los efec
tos de esbeltez pero suministran una idea 
de la proporción en que es razonable par
tir M,. Estas elecciones en particular sólo 
acortarán el procedimiento, el cual con
verge cualquiera que sea la proporción 
de partición de los momentos de entre
piso. Después de varios ciclos puedP. esti
ma.rse la posición d~ los puntos de in
flexión en forma precisa y asignar los 
momentos flexionantes de conformidad 
con ella.) 

3. Calcúlense las rotaCiones de nudo a par
tir de la expresión 

cp _ M,., n+l + M,., n·l 

"- 12 "LK8,. 

4. Aplíquese la ec. 8 para obtener nuevos 
valo1·es de ~. a los que designaremos 
~ .. '. Si los valores iniciales de los des
plazamientos relativos y rotaciones de 
nudos fueron los correctos, encontrare
mos~.,' igual a~" en todos los entrepisos. 
Cuando así no sucede (dentro de cierto 
margen de tolerancia), el procedimiento 
debe repetirse. El conjunto de valores 
~,'será una mejor aproximación a la res
puesta que ~,. 

5. Despéiesc .¡,,. en la ec. 7 y altérnense ci
clos en los que se refinen los valores de 
las rotaciones de nudo, mediante esta 
ecuación, con ciclos que comprenden los 
pasos 1-4. 

Según que los desplazamientos relativos o las 
rotaciones de nudo se encuentren más próxi
mos a la respuesta, podrá convenir la aplica
ción sucesiva de varios ciclos que comprendan 
ios pasos 1-4 seguidos de aplicaciones ocasio
nales del paso S, o la aplicación de este paso 
varias veces seguidas o bien el empleo siste
mático de los pasos 1-S. El procedimiento 
puede combinarse eficientemente con otros mé
todos iterativos que tratan rotaciones de nudo 
como incógnitas. 

La convergencia del método está asegurada 
por el hecho de que los pasos 1-4 coinciden 
con el método de Stodola-Vianello y el paso S 
siempre converge gracias a la dominancia del 
término diagonal en la ec. 7. 

Tanto en la extensión del método de Holzer 
como en este procedimiento iterativo conviene 
dividir los valores de K y multiplicar los de 
cp y ~ por un factor común, tal como algún 
valor de E o 105

, para hacer las cantidades en 
cuestión más cómodas de manejar numérica
mente. 
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MARCOS ESPACIALES SUJETOS A CAR(;4 
LATERAl, 

Consideremos un marco tridimensional'orto
gonal cuyos sistemas de pisos sean diafragmas 
horizontales totalmente rígidos en sus planos. 
Como una generalización de las hipótesis que 
adoptamos en relación con los marcos plano~. 
admitiremos que, dentro del intervalo dl! inte
rés, el movimiento relativo entre pisos con
secutivos es función solamente de las fuerzas 
cortantes de entrepiso y del momento torsio
nante que actúa en el entrepiso que interesa. 

Con referencia a la fig. 3. supondremos que 
se somete el entrepiso en cuestión a un despla-

o 
o 

o) Coordenados respecto al centro de ror11Ón, 
del punto de opllcoclón de lo resultante de 
carQos verticales 

b) DesplozorTnentoo 
relottvos 

FIG. 3. Planta de estructura espactal 

zamiento relativo unitario en la dirección x. 
Llamaremos a la cortante, Kr, que se requiera 
para mantener esta deformación rigidez de 
entrepiso en cortante en la dirección x. Esta 
cortante es igual a la suma de todas las rigi
deces de los marcos planos paralelos al plano 
xz: 

En forma análoga, para un desplazamiento 
relativo unitario en la dirección y, tendremos 

K 1 = "LK1k 

" 
Las cortantes K" y K1 se intersectan en un 

punto llamado centro de tonió11 del entrepiso 
que consideramos (CT en Ja figura). 

Si impedimos el movimiento de la línea de 
acción de las fuerzas verticales (punto O en 
la figura), se requerirá un momento tor~ionan
te K, para imponer una rotación relativ~ uni
taria respecto a O. Este momento torsionante, 
que llamaremos la rigidez torsional de e11tre
piso, está dado por 

K,= "LK .. ,Y,2 + 'f.K,kXk2 

i ~ . 

donde Xl y Y; son las distancias desde O has~:a 
el k-ésimo marco paralelo al plano yz y hasta 
el iésimo marco paralelo a xz respectivamente. 

Consideremos la estructura ante un sistema 
de fuerzas verticales y laterAles. Sean X, y· las 
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coordenadas del centro de torsión 1 cspecto a O; 
y sean x,y las componentes del desplazamiento 
relat1vo del punto O en el piso superior con 
respecto al punto O del piso inferior del en
trcpisu que consideramos. ;Las generalizacio
nes obvias de la ec. 1 son \ 

1, 

M.= V.h + Wx 
M 1 = V,h + Wy (12) 

T = Tv + yjWl/h 
1 

donde Alx y M,. son los momentos con respec
to a ]os ejes y y x respectivamente; T es el 
momento torsionante con re~ecto al punto O; 
V.~ v_. y Tv corresponden a las fuerzas latera
les actuantes; y es la rotaciqn del piso superior 
con respecto al inferior, y definimos j median- . 
t~ la relación 

jW = L.Pm (X2 + Y2
) = l:W,Yl + L.W.~:X.~:1 

m f k 

eQ· la cual Ja suma abarca la totalidad ·de las 
cargas P que obran en columnas del entrepiso 
en cuestión.. · 

Procediendo como en el caso de un marco 
plano e introduciendo los factores a.,, a., y 
a.t que hacen las veces de a. en las ecs. S y 6, 
deducimos fácilmente las siguientes expre
siones. 

- w 
Kx(X + yY) =V,+ a.xhX 

K,(y- yX) = V,"+ a.,~ y (13) 

- - w 
K,y + KxYx- K,Xy == Tv +a.,- jy n 

Este sistema de ecuaciones puede escribirse 
en la forma 

a.,x + b.r.:;: v .. 

-Qpnde 

a,y + b,.-y"" l(1 
hxx + b,y + a r = Tv 

~ ~, 

'(l.x = Kx- a. .. W/h, ll~ =K,.- a.1Wjh, 
0-y =K,- a.,jW/h 
·~ .. =.K .. Y, b, = - KvX 

4:sohición del sistema da por resultado 
' 

V,- b,y 
V=-----. a. 

( 14) 

de donde podemos calcular sin dificultad los 
momentos M.,, MY y T sustituyendo x, y y y en 
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las ces. 12. De allí p1 uccdemo~ du·ectamcn le ,d 
cálculo de los momentos de entrepiso y otros 
elementos mecánicos ·pertinentes en cada mar
co plano. O bien podemos calcular los despla
zamientos relativos de cada marco a p<lrtir de 
x, y y y y de allí encontrar los momentos ck 
entrepiso corrcspond icn te..;. 

Los comentarios c'pre-.ados en relación con 
la influencia dt: camb1os en longitud de colum
nas, rutadon de la cimentación y sobre la po
sibilidad de plantear un método iteratiVO 
para marcos planos se aplican igualmente a 
los marcos espaciales introduciendo las gene
ralizaciones apropiadas. 

En algunos marcos tridimensionales los dia
fragmas horizontales no son lo suficientemente 
rígidos en su propio plano como para conside
rarlos como infinitamente rígidos, ni suficien
temente flexible~ como para que podamos 
suponer que Ja acción de los diYersos m<~J.Cos 
paralelos son independientes entre sí. }:.,os 
efectos de esbeltez en estos marcos esp;:¡cí.de" 
pueden acotarse haciendo ambas hip('•tc·"·¡ ·1 ••• 

tremas respecto a la rigidez de los dia[nl¡'•-1.':. 
horizontales. Si los límites que así se obtienen 
no se encuentran suficientemente cercanos 
uno del otro, se requiere usar el método ite
rativo, que se describió para marcos planos, el 
cual es aplicable a todo sistema de comporta· 
miento lineal. 

Los marcos esviajados pueden analizarse por 
los mismos métodos que los marcos ortogona
les, simplemente proyectando las rigideces al 
corte de los diversos marcos en dos planos ver
ticales ortogonales. 

El pasar de marcos espaciales a edificios, 
cuyas rigideces ante fuerzas laterales puede 
provenir de la acción combinada de marcos, 
muros de cortante, contravientos;' muros divi
sorios, rampas y alfardas de escalera y elemen
tos no estructurales, no requiere mochficar 
los métodos de análisis. Pueden encontrarse 
serias dificultades al cuantificar la contribu
ción de estos elementos, pero las dificultades 
son inherentes al análisis por fuerzas laterales 
y no exclusivamente propias del análisis de los 
efectos de esbcltel. 

La extensión del método de Hulzer y del 
procedimiento ite1 ati\'o que se describu:ron 

· para marcos planos con base en las ce~. 7 y 8 
pueden generalinrsc a marcos espaciales Sólo 
describiremos a continuación el método 1 lc1 ;:~
tivo gencraliz.ado. 

Primeramente debe elegirse un e jc vrrt 1cal 
de referencia. Si las resultantes de las C\..u-gas 
verticales son co1ineales, conv1cnc hacer Cjl"' ('1 
eje de referencia coincida con la líne:-1 ck ... -
ción de dichas resultantes. Para simplific;:u' el 
tratamiento supondremos que bs rot::~cíones 
de los nudos, en los planos verticales de mar
cos planos paralelos, que se hallan en un mis
mo piso, son iguales cnt re sí cuando le im
ponemos al marco espacial , m conjunto de 
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c.ksplazamit.:n tus de ti aslación en la dirección 
x o y. Supondremos también que dichas rota
ciones de nudo son proporcionales a la distan
cia del marco en cuestión medida desde el 
eje de referencia cuando las· deformaciones que 
imponemos consisten en una serie de rotacio
nes de piso con respecto a dicho eje. Si estas 
hipótesis fuct an correctas para un marco plano 
aislado lo serían también si la~ rigideces de los 
miembros estructurales de los diversos marcos 
fueran proporcionales entre sí. 

Con estas hipótesis simplificatorias, el pri
mer paso para los marcos planos ~e gcncrGiiza 
suponiendo un conjunto de desplazamientos 
relativos, divididos entre las correspondientes 
alturas de entrepiso, en las direcciones x y y, 
es decir, un conjunto de valores ~ .. x y ~ .. ,, y 
uno de rotaciones relativas, y, entre pisos con
secutivos con respecto al eje de referencia. 
l..t: ec. 8 generalizada se convierte en 

~"' = Y_!!.•_h,. + a..,xWnX + 5>~_ + t/Jfn:.!l!. 
12 ~K~.. 2 

""" =_V,,~ ____ a.,,W~·.l + f/>n1 + t/Jrn-lly ( 8') 
.• ~ 12 ~K< 2 

l h _ T .. ,lty + a.,,r ..... h.. + e .. + e .. -1 

y., " - 121: (X2Kc + Y2K< ) . -2--
,, Ut 

donde X y Y son las coordenadas respecto al 
eje de rotación; l:K~. y l:K~Y abarcan las rigi
deces de todas las columnas (de todos los 
marcos planos) en los planos xz y yz respecti
vamente; T,v y T,,.,. son los momentos torsio
nantes, debidos a fuerzas laterales y verticales 
respectivamente, con respecto al eje de rota
ción, y e, es una cantidad (en unidades del 
recíproco de longitud) tal que la rotación en 
el plano xz de un nudo del enésimo piso y a 
una distancia Y del eje de referencia, vale YO,; 
la rotación en el plano yz de un nudo que diste 
X. del mismo eje vale XO,: - -

· La ecuación del paso 3 se generaliza como 
sigue, 

.J. M(n, n•l)t + M(n, n-l)t 

't'llx = 12 't"Kg 
¿., ll.t 

M(n, n•l)y + M(n, n-l)y q,,,. = 
12 l:K~, 

o - (T ...... I + T ..... -1)/t., 
" - f2t(X2K~ +-VZkT)-

"·" U\" 

donde T .. = Tm. + T,'".; y la relación entre des
plazamiento relativo y cortante de entrepiso 
( ec. 9) se convierte en 

M,., = V,.x h,., + W,. (hn ~ ..... +Y,. y,.) 

M .. )= V,, h ... + W,. (h, ~"Y- X .. y.,) (9') 

T .. = T,,. + W, (Y .. ~ ... - XI!J,. + j.,y.,/h,) 

8 

donde X,, Y, son -las coordenada~ 1.k i.t 1111\'d 

de acción de la resultante de fuerzas verticc~lcs 
en el enésimo entrepiso con respecto al e jc 
de referencia, y j, se define medi<Jnte la rela
ción 

j,"'" = l:P.,,(X,.,l + Y,2
) 

m 

donde P,, es la carga que obra en la enésima 
columna del enés1mo entrepiso. 

Los pasos 1-5 del método que se propuso 
para marcos planos incorporan ahora tres gra
dos de libertad por entrepiso y tres por piso. 

PANDEO DE MARCOS RESTRINGlDOS 
LATERALMENTE 

En la práctica es difícil encontrar un marco 
restringido lateralmente en grado tal que se 
justifique despreciar en él los dcsplazamkntos 
laterale~. En tale~ marcos los períodos naLÜ• a
les de vib1 ación deben ser prácticamente igua
les a cero. Mas se sabe que los períodos natu
rales de los edificios usuales, cuando estoo; se 
han diseñado adecuadamente, no se ven afec
tados de manera radical por su estructura
ción. 

Los marcos ideales, provistos de restricción 
lateral absoluta, han recibido atención en la 
literatura técnica y se les menciona explícita
mente en algunos reglamentos de construc
ción. Por esta razón vale la pena dedicarles 
atención, así como por estudiar modos de pan
deo que combinan el pandeo de columnas ais
ladas con el de todo un entrepiso. Es más, en 
edificios que poseen múltiples crujías y que no 
están expuestos a cargas laterales de importan
cia, el pandeo inelástico de columnas indivi
duales puede constituir un problema de \·erda
dero interés práctico. 

Despreciando las deformaciones por corte y 
carga axial, podemos obtener soluciones exac
tas al problem<J de pandeo de marcos con res
tricción lateral. Una posibilidad en este sentiuo 
con~iste en la aplicación del criterio de Lund
quist 11, el cual se basa en el hecho de que el 
método de distribución de momentos converge 
para todo marco estable y diverge pam los 
inestables. El método aprovecha tablas exis
tentes 11 que suministran valores de las cons
tantes de rigidez y de distribución como f un
ciones de la carga axial. En marcos paríl edi
ficios tal procedimiento es impráctico y;, (]tiC 

exige un c1clo completo de dhtribucwn d•: mr)

mcntos, que abarque la totalidad dd rnnrco, 
para cada carga de pandeo tt::1t.1ti\ a. y 10 :l)'li 
cación de un procedimiento de t<Hltco<; Qt!c ,e 
inicia en cada ciclo con la ekcción de una 
nueva carfa tentativa. 

Bolton 1 es autor de una versión simplifi
cada de este procedimiento. En ella sólo se 
necesita considerar un número reducido de 
miembros estructurales a Ia \'CZ. Aún así, la 
necesidad de emplear tabl<.~s de constantes de 



1 ,g1Jet y de <.li~tribuciún, aunada al hecho U\! 
que el pandeo de las columnas individuales 
nu a~ ,·cces gobierna el diseii.o de un marco, 
hace deseable adoptar métodos todavía más 
~imples, que rápidamente .acott:n el factor de 
úll g¡, requerido para provocar el pandeo, y 
acud!r a métodos más precisos sólo cuando así 
!.C justifique. 

La consideración más simple consiste en 
notar que el factor de carga no es menor que 
el que se rcquenría para pandear al menos una 
columna suponiendo que todas las columnas 
están articuladas en todos los niveles de piso. 
Esto nos da un límite inferior. Obtenemos un 
límite superior suponiendo que todas las co
lumnas están empotradas en todos los niveles 
de piso. Así, si las cargas especificadas en las 
~alumnas son { P}, el factor de carga, F, por lo 
que respecta a pandeo está dentro de Jos lí
·mites que marca la expresión 

. (ril El) F . (4-rCl El) mm -- < < mm -----pJz2 Phl 

la cual es aplicable a todos los entrepisos, 
sal~o que, para la planta baja, si las bases de 
las columnas se suponen empotradas, debemos 
escribir 

. (20.2 El) F . (4~ El) mm Phz < < mm - PW 

En ocasiones bastará para el diseño con la 
información que suministran estos límites. 
Puede estrecharse el intervalo acotado al 
tomar en cuenta las rigideces de los miembros 
que se unen en los extremos de cada columna. 
Alcanzaremos un límite inferior al suponer 
que todas las columnas se paGdean simultá
neamente, de tal manera que obtendremos la 
contribución de cualquier viga a la rigidez de 
un elemento elástico ficticio que se hallara 
'en el extremo de ur,a columna, con la que la 
viga tenga un nudo en común, suponiendo que 
la viga tiene con.cliciones simétricas de apoyo. 
:fratándose de VIgas que pertenecen a mvele.s 
intermedios del edificio, esta rigidez ha de di
vidirse en dos, ya que la viga debe con.tribuir a 
restringir las columnas de dos entreptsos con
secutivos. Alcanzaremos un límite superior al 
tomar en cuenta la restricción que suministran 

'las demás colummts sin reducir su rigidez por 
efecto de carga axial y suponiendo condición 
de empotramiento en los extremos alej~do.s de 
todos los miembros estructurales que mciden 
en los extremos de la columna que se analiza. 

Para la columna AB del marco que muestra 
la fig. 4a, ambos límites corresponden a una 
columna como la que esquematiza la fig. 4b, 
restringida elásticamente contra rotación de 
sus extremos mediante resortes espirales equi
valentes. Para el límite inferior la rigidez .del 
resorte que se halla en B será 
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e1 e e z 

8 1 8 8 2 

Al A A 2 

o) Columna como parte del morco bl Columna con reltr,cc,ones elottical 

P1G. -l. Pandeo de una columna individual 

ks _ (?1) +(El) 
- L B-81 L 8-111 

y para el límite superior 

(El) (El) (El) kn = 4 - + 4 -· + 4 --- ( 15) 
L B. Bl h H-! L IJ-H2 

Si con un factor de carga tentativo cnccnltra
mos que las columnas Al-Bl, Bl-Cl, B-C, 
A2- B2 y B2- C2 no se pandean al asignar
les una longitud efectiva igual a su altura de 
entrepiso, podemos mejorar el límite inkrior 
de ko multiplicándolo por 3, lo que equivale a 
suponer articulaciones en los extremos opues
tos de las vigas. El factor de carga tentativo no 
debe ser menor que el límite inferior así de
terminado para la columna AB. Para el límite 
superior pueden introducirse a veces mejoras 
análogas a esta. 

A menos que sean muy semejantes entre sí 
los factm-es de carga, en lo que toca a los va
lores calculados para columnas cercanas, se 
obtendrán valores suficientemente precisos ~u
poniendo que todos los extremos opuestos de 
las vigas están articulados. Ello nos da un 
valor de ks igual a ~ del que suministra la ec. 
15. 

Una vez que hemos elegido las rigideces de 
los resortes espirales, podemos calcular con 
buena precisión la carga de pandeo de una 
columna como la de la fig. 4b utilizando la 
expresión 19 

para 11, + ¡¡, < 1 

donde n~,2 = k1,2h/ El y k1,2 son las rigideces ele 
los resortes. La ec. 16 introduce errores no 
mayores que 4 por ciento en la totalidad del 
intervalo de interés. 

Solamente en el caso en que los límites del 
factor de carga que deter mincmo:, de esta ma
nera resulten excesivamente diferentes entre sí 
valdrá la pena acudir a uno de los métodos 
más refinados de análisis. 
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En edificios de varios pisos, el pandeo de las 
colum!'las de los primeros entrepisos se halla 
restringido en cierto gr<;ld.o_ .por las rigideces 
de tudas las vigas que se apoyen en ellas, ya 
que el pandeo va acompatiado de un acorta
mic'lto de la columna en cuestión. Este factor 
ha recibido menos atención de la que merece. 

1 

PANDEO DE MARCOS CON 
DESPLAZAMIENTO LAT~~AL 

Sucede con frecuencia qu~~las cargas críticas 
que corresponden al pandec;fde columnas indi
viduales son tanto mayores que las que produ
cen el pandeo de la totalidad del marco, por 
crecimiento incontrolable de los desplazamicn-
1os relativos, que la influencia de aquel fenó
meno puede despreciarse. Supondremos pri
meramente que este es el caso. El problema 
consiste entonces en resolver las ecs. S o 6 con 
fuerzas laterales para los desplazamientos la
terales. 

De acuerdo con la ec. S, a.W/h debe ser igual 
a K si x ha de diferir de cero cuando K = O. 
Por tanto la carga crítica para el entrepiso que 
se considera vale 

Wcr = Kh/a. 

y el factor crítico es 

F 
_Kh 
-a.w (17) 

f."n la ecuacxon que antecede se utiliza una 
rigidez de entrepiso al corte, K, calculada 
sP-gún cualquier método apropiado. Si los fac
tores de carga que resultan de la ec. 17 difieren 
excesivamente de un entrepiso a otro, puede 
acudirse a un método iterativo, en el cual se 
estima la forma del modo natural de pandeo. 
Eligiendo valores positivos para todas las V, 
Sf~ calculan cortantes equivalentes de entrepi
St), W!JJ, y se mejora la forma del modo en 
ciclos sucesivos. Este procedimiento converge 
siempre. 

(Interesa notar que la ec. S puede ponerse 
en la forma 

x. x. 
:e= ¡.:.-w¡wrr = 1 - 1/F 

lo que pudimos haber escrito de inmediato.) 
En ciudades donde no se acostumbra ana

lizar cuidadosamente las estructuras por carga 
lateral, puede lograrse una cuantificación 
tosca de F estimando gruesamente los valores 
de K (mediante las fórmulas de Wílbur o un 
método equivalente) y aplicando la ec. 17. Por 
simplicidad y para errar en todo caso conser
vadoramente, es aconsejable asignar entonces 
a a. el valor 1.2. 

La extensión del método de Holzcr que pro
pone la ref. 13 para calcular vibraciones de 
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marcos plano~ en e~tado estacionario ~e u:,a 
también en ese traba jo para el cálculo de mo
dos y frecuencias naturales de vibración. Aná
logamente, el procedimiento de tanteos que se 
describió en párrafos previos para el an,dists 
de marcos sujetos a la combinación de fuer?as 
laterales y verticales puede adaptarse al·cáicu
lo de factores críticos de carga en marcos su
jetos a la sola acción de fuerzas verticales. 

Si hacemos V = O y susti,tuimos W por FW 
en las ecs. 8-11, éstas se convierten en 

( 1 + 3A.,) l:K"., cf>n-1 = 
= (12 l:KK,. + (1 - 3A,) l:Kc., + l:K .... .t] ~··,-

- l:K'·,..1 q,,.q- FW,_I !JJ,q h ... ./2 (20) 

pespués de elegir un valor tentativo de F, 
asignamos a la rotación de nudo q. un \'alor 
arbitrario en la azotea. Entonces la ec. 20 no~ 
permite calcular cf>,.-1 (en el penúltimo ni\'el d~: 
piso), siendo q•, la rotación de nudo en la azo
tea y siendo nulos todos los términos de ín
dice n + l. La ec. 21 nos suministra !JJ en el 
último entrepiso. Si ahora tomamos 11 + 1 
como referente a la azotea, las cantidades e¡,,, 
cf>n+l y ljJ,.1 serán conocidas, de manera que la 
ec. 20 nos permitirá calcular cf>u-1 y la ec. 21 nos 
dará !JJ,. 

A la elevación cero debemos cumplir con la 
condición de frontera: cf>o = O si suponemos 
empotradas las bases de las columnas, o bien 
momentos flexionantes nulos si las suponemos 
articuladas. Correspondiendo a esta segunda 
condición, la cantidad 

que suministra el doble de los momento~ en 
las bases de las columnas, debe anularse. Nor
malmente no cumpliremos la condici(m de 
frontera en el primer ensayo, de manera que 
debemos repetir los cálculos empezando con un 
nuevo factor de carga tentativo Proccdil!ndo 
por tanteos podremos acotar la solución o 
aproximarnos a ella tanto como deseemos 

La carga crítica que bu5camos es la menor 
que podemos obtener po1· e~te método. Debe
mos verificar por tanto que no ocurran cam
bios de signo en los desplazamientos relativos 
al pasar de un entrepiso a otro. 

Si lo de~eamos, podemos refinar el cálculo c~c 
los factores críticos de carga acudiendo a, los 
mismos procedimientos que los expuestos para 
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d :m:di~is de marcos SUJeto~ a la combinación 
de fuerzas htcrales y verticales. 

El métod tcrativo que parte de las ecs. 7 
v 8 puede también adaptarse al cálculo del 
factar crítico de carga: 

1. Elijase un conjunto <,~rbitrario de despla
zamientos relativos de entrepiso y calcú
lense los momentos de entrepiso corres
pondientes según la ce. 19. Estos estarán 
expresados como un coeficiente· que mul
tiplica al factor de car~a crítico, aún des
conocido, F. 

2. Partase A1, en M,., n-1 y M,..¡,,. como en el 
análisis de marcos sujeto~ a cargas late
rales y verticales. 

3. Calcúlense las rotaciones de nudo como 
en marcos cargados lateralmente. 

4. Aplíquese la ec. 18 para obtener nuevos 
valores de ~. que llamaremos ~ .. •. Dado 
que M,., q,,. y tf>n-1 están expresados en tér
minos de F, también lo estará ~n'. 

5. En cada entrepiso despéjese F a partir 
de la igualdad y,.' = ~ ... Si habíamos elegi
do los desplazamientos relativos y rota
ciones de nudo correctamente desde un 
principio, encontraremos que F es el 
mismo en todos los entrepisos. De lo 
contrario (salvo por un margen de ter 
lerancia), deberemos repetir el proceso. 
El conjunto de desplazamientos relativos 
(divididos entre h,.) ~ • .'. o un conjunto 
proporcional a estos valores, constituirá 
una mejor aproximación al modo de pan
deo que~ ... 

6. Despéjese q,,. de la ec. 7 y altérnense 
ciclos como en el paso 5 del método 
para el análisis de marcos sujetos a carga 
lateral. 

La convergencia del método se deduce direc
tamente de las mismas consideraciones que en 
el análisis de los marcos cargados lateralmen- .· 
te. 

En los procedimientos de análisis aproxima
do más simples pueden incorporarse los efectos 
de la disminución en la rigidez de las colum
nas, ante cargas axiales de consideración, apli
cando el método de Southwcll-Dunkerley, que 
se ha empleado extensamente en problemas de 
vibración 20

• Para problemas de pandeo pode
mos expresar de la siguiente manera el prin
cipio en que se basa dicho método. Conside
remos 11 sistemas, cada uno de ellos idéntico 
a la estructura que estamos analizando salvo 
que cada sistema tiene sólo un grupo del total 
de grados de libertad que tiene la estructura 
original, de tal manera que los n sistemas cu
bren la totalidad de los grados de libertad ori
ginales. Sea F el factor crítico en el sistema 
original y F, el factor de carga crítico en el 
i~ésimo sistema. Entonces 

1 F?; _" ___ _ 

l: (lfF¡) 
(22) 

1=1 
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En un marco plano conviene elegir dos sis
temas. En uno de los sistema~ los entrep150S 
pueden sufrir desplazamiento relativo pero a 
las coiumnas les impedimo~ el pandeo indi'l.'i
dual. En el segundo, inhibimos el desplal.a
miento lateral de los niveles de piso y pcrrrn
timos el pandeo individual, de las columr:'<;. 
Generalmente el factor crítico de carga del se
gundo sistema, F2, será mucho mavor que el 
factor del primer sistema, ft, de manera que 
según la ec. 22, F = ft, y será adecuado cual
quier método de análisis que nos permita es
timar F2 del lado de la seguridad. Podremos re
finar este valor de F2 si la aplicación de la ce. 
22 nos indica que se justifica tal refinamiento 

En marcos sujetos a. la combinación de car
gas laterales y verticales, el pandeo de colum
nas individuales se ve favorecido por la acción 
del momento de volteo. Esta es la única ma
nifestación directa de las cargas laterales; por 
tanto solamente F2 se verá alectado por tales 
cargas. 

En algunos problemas se supone que lascar
gas actuantes laterales y verticales crecen pro
porcionalmente. Ambas tienen entonces el mis
mo factor de carga. Así se iustifica proceder 
cuando las cargas obedecen principalmer1te a 
fenómenos de la misma naturaleza o cuando 
]a incertidumbre en resistencia excede en 
mucho a la incertidumbre en carga. El empleo 
de la ec. 22 en la forma descrita no requiere 
modificación en estas condiciones. 

En otros casos se especifica que los factores 
de carga para fuerzas verticales y laterales 
guarden entre sí una relación constante. ?sta 
especificación es razonable cuando, por c¡em
plo, las cargas laterales se deben a un fenó
meno que implica una mayor incertidumbre 
que la correspondiente a las fuerzas gravita
cionales. En ese caso las fuerzas laterales han 
de multiplicar se por la relación mencionada 
y deberemos aplicar la ec. 22 sin otra modifi
cación. El factor de carga crítico que a<;í cal
culemos será aplicable a las fuerzas verticales; 
el que corresponde a las fue1zas laterak" será 
igual al calculado multiphcado por ia relación 
que hayamos empleado. 

También sucede a veces que las cargo:~s ver
ticales no rcCJ,uieren factor de carga en lo ~b
soluto y se desea hallar el factor crítico que, 
al multiplicar a las carga<; laterales solamente, 
produzca el \1andeo del ma1 co. E~ te es un enfo
que accptab e para estructuras cuya n~~~~tcn
cia se conozca con buena precisión, cuyas 
cargas verticales obedezcan íntegramente a la 
acción de la gravedad y estén por tanto espe
cificadas de una manera casi determiní<.tica, 
y cuyas fuerzas laterales tengan toda la incer
tidumbJ e que corresponde a efectos sísmicos, 
por ejemplo Sea Pa la ..: arga axi:.d crí! ica en 
la primera columna que se p::mdeara de estar 
impedido el desplaz<Jmiento de los pir.os, Pv 
la carga axial que obra e;' Psa columna como 
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consecuencia de la acción de las cargas latenl
les y P ... la debida a las cargas verticales. Si 
imridu5ramos el dcsplazatmento lateral de los 
pisos, sería válida la rdación Pcr = F2 Pv + Pw. 
Por tanto. · 

F2=~~P,.. 
1 P •. 

F. ~e dL'lctmina como -.,¡ ~c!o :tL'IL~<tran las car
gas verticales. La aplicachm de la ce. 22 con 
estos valores de F. y F2 nns suministrará nue
vamente 1 e'iultados conservadores. 

/ 

PANDEO DE MARCOS ESPACIALES CON 
DESPLAZAlvllENTOS LATERALES 

Procediendo como con los marcos planos ne
cesitamos resoh•er el sistema homogéneo de 
ecuaciones 

individual de columnas y del randeo 'de entre~ 
piso en los métodos aproximados de anjJisi~ 
acudiendo a la ec. 22. 

La extensión del método de Hozler que pre
sentamos en relación con el pandeo de rnat
cos planos puede generali7arse a los marcos 
espaciales, si bien tal get1eralización re~11lra 
complicada. El método iterativo asociado a 
aquel puede generalizarse fácilmente como se 
hizo para el análisis de marcos tridimensiona-
les cargados lateralmente. . 

Frecuentemente en los marcos espaciales 
bastará con tratar cada grupo de grados de 
libertad -desplazamientos de traslación en 
las direcciones x y y y rotaciones con respecto 
al eje de referencia-en forma independiente. 
La ec. 22 puede aplicarse entonces para calcu
lar un límite inferior del factor crítico de car
ga 

- (hY/a.,) y= O 
(1zKJa.,- W.,)x 

(hK./a.1 .- W,)y - (lzX/a.,) y = O 

(hK,Y/ja.t)x -(hK,X/ja.,)y + (hK,jja.,- Wr,) y= O 

que rroviene de las ecs. 13. Este sbtema da 
origl·n a una ecuación caraclerbtica que resul
ta de igualar a cero el determinante de los coe
ficientes. Puede resolverse la ecuación por 
cualquiera de los métodos que se aplican a las 
et::uaciones algebmicas de tercer grado o a pro
blemas de valores característicos en general. 
Solamente nos interesa la más pequeña de las 
raíces de la ecuación. 

Si existe excentricidad en sólo una dirección, 
1~ ecuación característica es de segundo grado 
y resulta ventajoso escribir su solución. Sea 
Y = O. Entonces, 

ltK,/rt.v - Wcr 

- hK,.X 1 ja., 

- hX/a., 1 ' =0 
hK,jja.c- Wcr 

de donde, 
,----- -- ----

Wcr= k_ ./k2 _~(K,_ Xl). 
h 'J ¡a.,a., 

donde . 
k= !(K!. .f- ~') 2 rt.y ¡a., 

· Este problema es análogo al de _las .vibra
ciones libres de una estructura excentnca de 
un solo piso 21

.) 
Nuevamente si los factores críticos de carga, 

F = Wc,/W, difieren excesivamente entl~e sí en 
los diversos entrepisos, podemos acudtr a un 
procedimiento iterativo e incluso tomar en 
cuenta cambios e--:. la rigidez de las columnas 
como consecuencia de sus cargas axiales. Y 
también nuevamente podemos tomar en con
sideración los efectos combinados del pandeo 

12 

(23) 

El pandeo de edificios cuya estructura in
cluye otros elementos, además de los marcos 
espaciales, puede analizarse mediante las ces. 
23. 

Los comentarios hechos con respecto a dia
fragmas horizontales flexibles, en edificios su
jetos a la combinación de cargas verticales y 
laterales, son también aplicables al análisio;; de 
la inestabilidad de estos edificios. 

PROBLEMAS DE VIBRAClON 

El análisis dinámico de marcos puede tcndet 
·al cálculo de sus modos naturales de vibración 
o al de sus respuestas en estado estacionario 
o transitorio ante movimientos del terreno o 
fuerzas externas. Es práctica establecida des
preciar los efectos de la gravedad en estos aná
lisis. Los efectos tienen importancia en muchas 
estructuras esbeltas. Las fuerzas gravitaciona
les tienden a alargar los períodos. naturales y 
pueden ya sea aumentar o disminuir la amplt-

c tud de las respuestas a las perturbaciones . 
En el cálculo de los modos y frecuencias na

turales de estructuras planas, podemos idea
lizar la estructura como una viga de cortante, 
cuyas rigidecc~ al corte se calculen por procc
dimientns aproximados o se refinen por apro
ximaciones sucesivas. Es sencillo incorporar 
los efectos de las fuerzas gravitacionalcs en 
tales cálculos; según la ce. 4 basta con rcchJCtr 
la rigidez efectiva de entrcpi~o K, sustituycn
dola por K- a.W /h. 

Este procedimiento para incorporar los efec
tos de esbeltez desprecia el cambio en rigide
ces de columnas, como rcsultJ.do 'k cambios 
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en carga axial origmados por momentos de vol
teo. Con n.ntcriOJidad se describió en este tra
h:1 io un método aproximado para calcular un 
lunite inferior de la carga de pandeo tomando 
en cuenta dicho fenomeno. En problemas que 
requieren el cillculo de modos natur:'lc" pcrma
ncc<'n constantes mientras bs cat ~~d:-- latcrales 
-.c multiplican por el factor críti¿o dc' carga, 
F, que corresponde al pandeo. Para el com
portamiento Jdealizado que se supone, en el 
cual cada entrepiso se toma desacoplado del 
resto de la estructura, el efecto del momento 
de volteo en un entrepiso dado consiste en re
ducir su rigidez, afectándola del factor 

_ momento de volteo actuante _ 
1 

_ _!_ 
momento de volteo crítico - F 

La rigidez reducida por ambos conceptos 
·-efectos de cargas axiales y del momento de 
volteo-- será por tanto K'= (K- a.W/h) 
( 1 - 1/F). Esta es la rigidez efectiva que co
rresponde a un cambio infinitesimal en la cor
tante de entrepiso. En otras palabras, la acción 
del momento de volteo trae como consecuencia 
un comportamiento no lineal, en el cual la rigi
dez tangente es K' (véase la fig. 5). Para vi
braciones p<'qucñas los efectos del momento 
de volteo en la rigidez son nulos. 

M 
h 

o X 

FtG. 5. Rigrd,..z de cntrcprso ante [rrcrzas t•crlrc<~/es y /;rtc
rnles comlnnadas 

En la adaptación debida a Goldberg et al. 13 

del método de Hozler para calcul;:~r moc!os y 
frecuencias naturales de vibración y vibracio
nes en. estado estacionario de mat-:cos, también 
es sencilla la inclusión de los efectos de fuerzas 
gravitacionales. Estas fuerzas afectan a los mo
mentos de entrepiso, los cuales se modifican de 
M = Vlz a M = V h + Hfx. El factor correctivo 
a. interviene como en la ec. 8. 

Una modificetción semejante es aplicable a 
una gencrali7ación 22 de este método para calcu
lar las vibraciones l1br ... s y en estado estacio-
nario de marcos espaciales. . 

Los métodos que tra~an directamente con las 
respuestas estructurales a perturbaciones tran
sistorias (tales como los métodos que propo
nl'n las rcf s. 23 y 24) pueden adaptarse en for-
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ma semejante moclific<nHlo Ja.., ri··i· 1.-'-l'" efec
tivas al cortl' a m.tncl ~~ tk mch•,r lu" l'lcl'lo-. 

de las fuerzas grantactonaks. Dcbe notar~c t¡lll' 
un sistema que sea inestable ante un conjunto 
de fuerzas aplicadas estáticamente puede ser 
estable cuando el mismo conjunto se an;,ca 
dinámicamente, ya sea que las cargas alte'rnen 
o que se retiren rápidamente, como ante la ac
ción de sismos o de fenómenos explo~ivos. La 
estabilidad se logra entonces merced a las fuer
zas restitutivas de inercia y amortiguamiento. 
En tales casos las rigideces efectivas pueden 
volverse negativas temporalmente, como suce
de con parte de la curva que muestra la fig. S. 

ESTRUCTURAS INELASTICAS 

En la mayoría de los problemas estructurales 
que poseen interés práctico, los materiales se 
ven solicitados mucho más allá del rango de 
comportamiento lineal. Se ha logrado b::tstante 
progreso en el cálculo de relaciones momento-_ 
curvatura. Partiendo de estas relaciones, se ha 
log1 ado construir curvas que muestran las re
laciones entre los momentos en los extremos 
y las rotaciones de miembros prismáticos de 
acero de grado estructural ante una diversidad 
de cargas axiales 25

• Al menos en principio es 
posible hacer lo propio con miembros estruc
turales de concreto reforzado y con miembros 
de cualesquiera materiales. Por ende supondre
mos que puede construirse una familia de cur
vas que muestren la relación entre el momento 
total de entrepiso (M = Vlt + a.Wx) y el des
plaz<lmiento relativo (x) para diversos valores 
de W (véase la fig. 6 ). 

FIG. 6 Curvas M ( x) para cstruct11rils no linc,o!f's 

De hecho estas cun·as dependen de la distri
bución de cortantes a lo alto de todo el edificio. 
No obstante, en grado aún mayor CJUe para 
marcos ~l;1~ticos, las cun·as se Yen poco afecta
das por dicha distribución dentro de márgenes 
amplio~ de configuracione::. cle dbtribución de 
las fuerzas laterales. 

En la misma gráfica podemos L1a7;1r líueas 
que muestren a.Wx en función de x. Estas son 
rectas que pasan por el origen si convenimos 
en tomar a. como una constante. La simplifica
ción que con<>íste en suponer que a. no depende 
~de x se justifica por el hc:;:ho de que este coefi
ciente se encuentra muchu 11'::\s cerca de la 



unidad en las estructuras ordinarias de com
portamiento no lineal que en los marcos elás
ticos, ya que en aquellas se ven fuertemente 
concentradas las curvaturas. De hecho a. es 
igual a la unidad en 1,m sistema ·rígido-plás-
tico. 1 ' ' ' 

_En el análi~i-; de cargás verticales y laterales 
combinadas debe seleccionarse la curva aproxi
mada .H(x) en un diagrama como el de la fig. 
6. La diferencia .'1- a\\'.\ ~nos suministra el mo
mento ( Vlz) disponible para resistir la cortante 
(V) deb1da a fuerzas laterales. 

B.:.jo la acción de cargas estáticas, la inesta
bilidad ocurre tan luego la pendiente del dia
grama x - M se vueh·e igual a la de la línea 
Vh + cx.Wx, es decir, cuando esta pendiente ad
quiera en valor cx.W. En ese instante el sistema 
es incapaz de portar fuerzas laterales adiciona
ncs. Si dibujamos las curvas como en la fig. 6 
tenemos libertad de elegir los factores de carga 
para fuerzas verticales y laterales. 

El tipo de diagrama que muestra la fig. 6 se 
relaciona estrechamente con la técnica de la 
energía de reserva debida a J. A. Blume 14 para 
diseño sísmico. La técnica de la energía de re
sena utiliza diagramas de la cortante de entre
piso (debida a las cargas laterales aplicadas) 
en función del desplazamiento relativo de en
trepiso. Generalmente, los cálculos suministran 
la fuerza cortante total de entrepiso (incluyen
do los efectos de las cargas verticales) en fun
ción del desplazamiento relativo. Por consi
guiente el término cx.Wx/h debe restarse de las 
ordenadas calculadas. Un diagrama como el de 
la fig. 7a se convierte entonces en uno como el 
que muestra la fig. 7b, cuyas ordenadas sumi
nistran la cortante neta de entrepiso disponible 
para resistir fuerza lateral. 

V v-a.Wxlh 

....::::loW/h 
1 

o) Sin c.orreQir por nbeflea 

X 

bl Carreoldo por esre con::epro 

PJG. 7. Diagramas de fuerza cortante contra desplazamien
to i"n l11 técnic,, de la cnergia de reserva 

Los momentos de volteo modifican el trata
miento descrito en cuanto a que las relaciones 
momento-rotación dependen de las cargas axia
les que obran en las columnas, y estas cargas 
varían en función del momento C:.e volteo. El 
fenómeno es semejante al cambio en las cons
tantes de distribución que toma lugar en lasco
lumnas de marcos elásticos en función de las 
cargas actuantes, e incluye el comportamiento 
elástico como un caso particular. Es fácil to
mar en cuenta este fenómeno cuando podemos 
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suponer que los momentos de volteo crecen 
proporcionalmente a la cortante del entrepiso 

··en cuestión. En este caso debemos elegu· una 
nueva curva momento-rotación para cada co
lumna en cada etapa de carga. 

El cálculo de curvas precisas de M(.\) ctt 
estructuras no lineales es generalmente com
plicado. Podemos abreviar en alto grado esta 
labor si la reducimos al cálculo de las coorde
nadas de unos cuantos puntos en cada cur.ra 
Si la curva es convexa, la unión de esto~ runtos 
mediante rectas nos dará una línea pol1gonal 
que se halbrá totalmente comprendida dentro 
de la curva original y no podrá por tanto, ori
ginar una cuantificación de las dcfonnacioncs, 
fuerzas y factores críticos que yerre del lado ele 
la inseguridad en estructuras cargadas estáti
camente. Si la curva M(x) tiene concavidad, 
una elección atinada de los vértices de la poli
gonal preservará esta condición. 

Los efectos de esbeltez en estructuras sujetas 
a carga estática que poseen curvas M(x) con
vexas puede acortarse rápidamente por medio 
del procedimiento que sigue (véase la fig. 8 ). 
Primeramente debemos establecer una defle
xión relativa máxima permisible. Esta será la 
menor de las siguientes cantidades. 

M 

Si el punto calculado cae oquf, la 
estructura es lndudablemenle Ir,¡ 
segura · 

- Si el punto calculado cce aqu:, Jo 
estructura es fndudoblemente 
seQuro 

X 

FlG. 8. Características de la c.<tructura elástica cqurtoalcnlc 

J. El desplazamiento relativo asociado al 
momento máximo de entrepiso. Al llegar 
a esta dcflexión relativa la curva M(x) 
tiene pendiente nula por consiguiente la 
estructura se vuelve inestable ante cargd 
estática, y no puede excederse el despia-· 
zamiento 1 elativo correspondiente sin 
causar el colapso de la cstructur<1. 

2. El desplazamiento relativo que p1 oc!uce 
daii.os estructurales cxccsiF>s, tale" como 
la formación de grietas inadmi<-iblcrncn
te grandes, rotura del refucr7o o clc:,prcn
dimiento objetable del recubrimiento en 
concreto reforzado; falla de las cono:.io
nes o pandeo local objctable en estructu
ras metálicas; agrietamiento indcsc;,ble 
en estructuras de madera, etc. 

3. El desplazamiento rclatiYo máximo que 
marca un reglamento de construcción o 



qu~ quien di~eña estima que ocasionará 
danos no estructurales excesivos. 

Se:> A(x.,, M~) el punto de la curva M(x) que 
corre::.ponde al desplazamiento relat1vo permi
sible. A continuación analícese la estructura 

· como si fuera elástica y tuviera como rigidez 
de entrepiso lo que define la pendiente de OA. 
Si el dcc;plazamiento relativo que calculamos 
en esta forma es menor que x •. la estructura es
tará segura <tnle el sistema Je cargas que se 
haya especificado. Si encontramos que no 
se cumple esta condición, deberemos analizar 
la estructura como si fuera elástica. pero ahora 
con la rigidez de entrepiso que define la pen
diente de OB, siendo B(xn, Mb) el punto que co
rrcsroncle al momento de entrepiso aplicado 
(VIL) que ~e debe exclusivamente a las cargas 
l~tcrales. Si el momento de entrepiso así calcu
lado excede Ma, la estructura será insegura. 

Finalmente, si con la pendiente de OA encon
tramos que M excede M. y con la pendiente de 
OB resulta M menor que Mb, concluimos que el 
momento real de entrepiso se halla entre los 
dos valores que hayamos calculado. Con el fin 
de determinar si el diseño de la estructura es 
admisible, deberemos calcular las coordenadas 
de un tercer punto, C(xc, M.); M. debe ser in
tel-medio entre M. y el menor de los momentos 
de entr~piso calculados. Si lo deseamos, pode
mos meJorar aún más la respuesta eligiendo un 
et1arto punto, y así sucesivamente. 

-El artificio que esquematiza la fig. 9 permite 
~na <_:onvergcncia mucho más rápida. Aquí se 
Idealiza la curva M(x) como dos rectas, la pri
m~ra de las cuales va del origen al punto B, que 
corresponde al momento aplicado de entrepiso 
(Vh). La segunda recta va de B al punto A, 
que se define como en la fig. 8. Los efectos de 
e.~beltez se toman a lo largo de esta línea, esto 
es. como si se tratara de una estructura elás
ttca cuya rigidez estuviera definida por la pen
diente de BA. Como en la fig. 8, si el momento 
tcJtal calculado (Vh + Wx), no excede M., el 
diseño de la _E'<;tructura es admisible. Si dicho 
1110mento so·; .~pasa a Ma, debemos elegir una 
segunda recta, cuya pendiente puede ser igual 
a la de OB o estar comprendida entre este valor 
y la pendiente de BA. Y a~í sucesivamente. 

M 
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El cálculo de los efecto-; de esbeltez en mar
cos espaciales de comportamiento lineal y en 
otras estructuras cuyos Jcsplat.amientos inn>
lu~ran tanto rotación como translación se com
plica por el hecho de que la cun·a M, ( ;. ) 
depend~ de M, y de T y, análogamente, los de_,. 
plazam1entos en la dirección y y las rotaciones 
dependen de M,, M, y T simultancamcntc. Po
demos resolver el problema sin necesidad de 
calcular familias enteras de curvas de momcn
to-desplaza~iento y torsión-rotación si pnnn.:
ramente esumamoc; la combinación de , a lores 
M,, M,, T, no mayor que la combinación Je va
lores que originaría desplazamientos inadnw,i
bles. ante la acción combinada de las fuerzas 
verticales y laterales. Una vez calculados los 
desplazamientos y rotaciones que corrc.,;pon
d.en a los ,m<;>mcntos supuestos, definimos un 
Sistema elastlco, tal como se sugirió en el caso 
de las estructuras planas y tomamos en cuenta 
los efectos de esbeltez. Si todos los momentos 
de entrepiso y los momentos torsionantes re
sultan menores que los valores estimados el 
diseño de la estructura yerra del lado de la' se
guridad. De lo contrario, nccc~itaremos efec
tuar tanteos adicionales como para las estn•c
turas planas. 

Los momentos flexionantcs en secciones in
termedias de las columnas de estructuras Jc 
comportamiento no lineal son meno1 es que los 
que predice el nomograma Je Julian para mar
cos elásticos si entramos en dicho nomogram:1 
con los momentos finales de ent rcpi~o. pues b<; 
curvaturas máximas se hallan conccnt1 adas en 
tramos más cortos de los micmh,-u<; de la<; es
tructuras inelástica~. El error que ~e introduce 
al omitir esta consideración es pequeño y pro
bablemente no sea objctable en ningún caso. 

El pandeo de las estructura<; inclá~ticas, ante 
la acción de las cargas verticales e:-.clusivamen
te, puede e5tudiarsc Je conronnidad con los 
mismos métodos que el pandeo de los sistemas 
elásticos. Las rigideces deben ahora ser bs "ri
gideces tangentes" de la estructura (en el sen
tido que implica el término íllódulo lll11J.!CI!tc) 
bajo el SIStema de cargas verticales de que se 
trata. Las rigideces a emplear en el análisis 
son gcner.tlmente una función decrecient~ de 
las cargas verticales actuantes, y este hecho 
debe mantenerse en mente al calcul;u Jos fac
tores de carga críticos. Por consiguiente no 
existe, en apariencia, un métod<l lll<Í<; ar:kcu:1do 
para tratar con el problema que un procedi
miento de tanteos: suponemo~ un factor crí
tico Je carga, f 1; calculamos la rig1dc-z de entre
piso correspondiente, K, y b comp::~ramos con 
a.F1W; si K > a.F1W, el factor critico de carga 
será mayor que ft; y a<;Í sucesiv<~mentc. 

El tratamiento que se propone para el aná
lisis de marcos inelásticvs ycn3, muy proba
blem'ente, del lado Je la seguridad debido a la 
introducción de las rigitkcc .. 1 ,, ngcn tes. Asf, en 
un edificio c;imétrico de vanns l'l 1: ¡í:ls. car~ado 



snnétricamcnte y sujeto a carga vi\'a en claros 
altcrll ,..,, JHll'<kn flc-..:ionarse considerablemente 
!.1-.. l·n 11:1:.::.h "'Tllll una configuración simé-
11 k.l, .llik" d, L;,,, .. ,. plL'~cnte la tendencia a 
qul· ol:urran Jc:,pl.tldlll:l'lllos relativos de en
trepiso por pandeo incipiente. El pandeo de 
entrepisos puede entonces exigir un cambio sú
bito de curnttura en la mitad de las columnas 
de un entrepiso, y es concebible que la rc~i:,ten
cia a que ocutra este fenómeno incremente 
en grado scn:,iblc d factor crítico correspon
diente. De hecho, en estas condiciones el pan
deo individual de las columnas se convierte en 
un factor decisivo, contrastando con lo que 
ocurre en estructuras de comportamiento li
neal. 

COJ\·fENTARIOS ADICIONALES SOBRE EL 
TRATAMIENTO INDIVIDUAL DE LAS 
COLUMNAS 

Considei·cmos el entrepiso que muestra la 
fig. 10. Evidentemente la longitud efectiva de 
pandeo de la columna e será h mientras que 
para las columnas A, B, D y E será mayor 
que este valor. Sin embargo el tratamiento de 
las columnas como elementos individuales para 
tomar en cuenta los efectos de esbeltez como 
lo proponen algunos reglamentos, tomando en 
consideración solamente la rigidez de las vigas 
adyacentes a la columna en cuestión, asignaría 
aCuna longitud efectiva infinita. Es más, dado 
que la columna e no. ofrece restricción contra 
el desplazamiento lateral, los momentos de di
seño de las otras cuatro columnas deberían 
sin duda ser una función creciente de la carga 
axial que porta C. Sin embargo, el tratamiento 
individual de las columnas nos llevaría a con
cluir que el diseño de A, B, D y E no se ve afec
tado por la carga que obra en C. 

VI<¡07 \_VoriiiOI 7 \VI<¡O 

A o e o 

PIG. JO tHarco para .-1 cual rc•ulta JllnpiJCaólc.> el trat,,. 
miento rndi11idu,11 de las colllnlll,1$ 

Una valoración crítica del tratamiento indi
vidual de las columnas trae consigo las con
dusione~ siguientes. 

l. El método yen-a del lado de la inseguri
dad en cuanto a qúe no da origen a un 
aumento en los momentos de diseño de 
las vigas al tomar en cuenta los efectos 
de esbeltez en marcos. 

ló 

2. En marcos no contraventeaclos llc\a gl'
neralmente al sobre-diseño de algunas co
lumnas y a errores del lado de la insegu
ridad. Tratándose de marcos de acero el 
diseño del conjunto resulta ser conser·v:-~
dor ( o.,icmpre que las vigas poscan·>t ~ t
Cil'lttc Clp.tcicbd), pero puedo.: ~~ ~ull.tt 
e:-..cesivamcn te con~cn ador. cn111u sucede 
en el ejemplo de la fig. 10. En marcos Irre
gulares de concreto reforzado la cuantifi
cación errónea de los requisitos de diseiio 
para las diversas columnas no nece<;aria
mentc implica un aumento en el factor 
de seguridad global, ya que la redistri
bución que así se exige puede involucrar 
rotaciones plásticas excesivas en algunas 
secciones. 

3. El método no es adecuado para analizar 
marcos en que se impide11 los desplaza
mientos laterales. 

EJEMPLOS 

Ejení.plo J. Emplee el método de solución 
por pasos sucesivos para calcular los desplaza
mientos relativos y rotaciones de nudo en el 
marco simétrico que muestra la fig. 11. 

Otmens¡ones en metros 

5.0 w '.46 ton 

k' 1.5 o .1 
k' 1,0 o 3.00 

5.0 w' 62 ton - k ' 2,0 o 

k' 1.5 o 3,50 

3.5 .. w' 62 ton 

k' 2.5 o 

k ' 2.0 o ! 3.50 

--
2.0 w' 12 ton 

k' 3.0 o 

i 
--t--

I 
1 

k' 3.0 a k = 1/L 

o = 50 cm 8 

i 4.00 

E = 2.00 lon/cmz 

'-"" ~ ~/Z ~-L
t-- 12.00 ----1 

fiG. 11. Marco pl,mo, sunctrtco ele los E1empios 1. 2 '' 4 

~olllción. Para aplicar la ec. JO calcul,tlllO<; 

48 X 100 A, - -------- - ----- - - ----- --
- .)2 X 2 X 1 O' - l. 1 >< 18 X 300 

ll'.:<iL!'>ILHIJ\ 

_\ 



1 = 24 X 10~ = 0.0642 
48 X 300 - l.l 

Oc JT.:-:ncra análoga, AJ = 0.1212, Az = 0.1455, 
A1 == 0.1593. Según la ec. 1@, 

(1 + 0.1926) 2 X 104 <f>:; = . 
= [18 X 10~ + (1 - 0.1926) 2 X 104] 4>4-

- ( 1/2) 1.0642 X ~~00 X 300 

de donde, 

. 4>3 = 8.2235 4>4 - 0.03335 

lk la ec. 11, 

.!. _1500 + 6 X 104 X 2 ( 4>4 + 8.19 4>4 -0.03335) 
'fl- 24 X 104 

- 1.1 X 48 X 300 

= 4.9376 4>4 - 0.0112 

En forma semejante, 

<Pz = 6.83 .P1 - 1.36 4>4 - 0.075 
= 54.5746 tP4 - 0.2929 

~3 = 0.011 + 0.567 ( cpz + <f>J) 
= 35.5877 c/>4 - 0.1740 

-fl¡ = 318.622 .¡,, - 1.7988 

~2 = 216.461 c/J4 - 1.2018 

~. = 187.286 .¡,4 - 1.0469 

En las bases empotradas de las columnas debe
mos tener 

O = (36 X 104 + 0.5221 X 6 X 104 + 4 X 104)1:.¡
- 4 X 104 c/>z - (1/2) { 1.1593 X 15.5 X 
X 400 + [ 13.5 + (216.461 -- 1.2018) 172] 350} 

O :;..: 43.1326 q>¡ - 4 <Pz - 651.55 94 + 2.8467 

=:= 12873.1 .¡,4 - 73.5686 

Por tanto, .¡,4 = 5.71 X 10-3. Al sustituir halla
mos 

\)Jl = 0.0225, 

~J = 0.0292, 

.¡,. = 0.0205, 

~2 = 0.0342, 

~4 = 0.0170, 

<Pz = 0.0244, </>J = 0.0135 

Notamos que se ha perdido bastante preci
sión al calcular diferencias peque1ias entre can
tidades grandes .. Ec;le comentario no se aplica 
af método iterativo. 

Ejemplo 2. Calcule los momentos en los ex
tremos de los miembros del mismo marco em
pleando el método iterativo. 

So!uciorz. Sean ljJ,., = EljJ y <P* = E.p. Todos 
los momentos se darán en ton cm. Si impidié
ramos la rot<~ción c!e las columnas en todos los 
pisos encontraríamos los valores de ljJ* que 
lista la segunda coiumna tle la siguiente tabla. 
Para el primer ciclo suponemos los v<~lores de 
~* de la tercera coiumna y calculamos los co
rrespondientes de \).1* v x. 

E:-.ERO DE 1965 

------------
Entrepiso !)¡• !)¡* 

100 !)¡* 
t 

empotr. supuesto Clll - -------
4 1.25 3.0 1.50 4.50 
3 1.94 4.0 2.00 7.00 
2 1.96 4.4 2.20 7.70 
1 ·1.72 3.5 1.75 7.00 -------·------- -------

Los momentos de entrepiso resultan ser 

M4 = (5.00 + 48 X 1.5 X t0-2 ) 300 = 
= 1716 ton cm 

Ml = ( 10.00 + 110 X 2.0 X I0- 2 ) 350 = 
= 4275 ton cm 

Mz = ( 13.50 + 172 X 2.2 X 10- 2 ) 350 = 
= 6055 ton cm 

M1 = ( 15.50 + 244 X 1.75 X 10-2 ) 400 = 
= 7930 ton cm 

A continuación suponemos que los puntos 
de inflexión se hallan al centro de las columnas 
en los entrepisos 2, 3 y 4, y a 2/3 de la altura 
del primer entrepiso, medida desde la planta 
baja. Los momentos flexionantes y rotaciones 
de nudo calculados al finalizar el tercer paso 
del procedimiento se consignan en la fig. 12. 

860 

860 

11!0.•*•096 

860 2999 

Z!Se 

2138 ~169 

!0!0 

'"'·~·! ... ~ 
'3050 ~630 

uool¡~ 

e33o 
-~ 74 

l&!l,·~·3.13 

Momontos an ton-cm 

FIG .. 12. Momentos f/ectores y rofacrones de nudo, tercer 
paso dei prrmer ere/o, E¡emplo 2 

El cuarto paso nos suministra 

·'·* , = S X 30_0 + 1.1 X 48 X 4.5 + 
~ 4 12 X 2a 

+ 0.96 ~ 2_:~~ = 3.18 

ljJ*
3
, = 10 X 350 + 1.1 X llQ_ ~_?_:Q. + 

36a 

+ 2.50_i 3.45 = 5.33 

\jJ*
2
, = _!l--~~_50 +4~; X 172 X 7.7 + 

+ ~:41-1-~· 13- = 6.06 
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·'·*, _ 15.5 X 400 + 1.1 X 244 X·7.0 + 
,., 1 - 72a 

3·13 - 3 81 + 2 - . 

Para el segundo ciclp elegimos desplazamien
tos parecidos a los obtenidos en el primer ciclo. 
Por consiguiente, en\ ton/cm2

, ~\ = - 3.18, 
~*J = 5.60, w*z = 6.10, \tlJ*, = 3.90, y en centí
metros, x~=4.77, XJ=9~0. xz= 10.70, x,=7.80. 
De aquí los momentos. totales de entrepiso 
resultan ser M4 = 1735, M1 = 457S, Mz = 6S70, 
Ma = 812S ton cm, y también, 4>*4=0.965, .P*J= 
= 2.59, cf>*z = 3.69, r/1*~ 3.32. 

El cuarto paso da 1 ''desplazamientos rela
tivos, entre las corr · pondientes alturas de 
entrepiso, w*4 = 3.24~ tlJ*, = 5.75, w*z = 6.31, 
tlJ*, = 3.94. 

En este ciclo se aplicó el paso 5, que dio por 
resultados 

., _ 1735/2 + 2 X 50 X2.50 _ 
112 4> 4 - 1000 - . 

(173S + 4575)/2 + 2 X SO X 1.12 + 
. + 3 X 50 X 3.69 

2.64 
29 X SO 

(4575 + 6570)/2 + 3 X 50 X 2.64 + 
+ 4 X 50 X.:.._3::.....'::.....32 __ _ 

37 X 50 
3.58 

.l.* _ (6570 + 8125)/2 + 4 X SO X 3.S8 = 3 SO 

.,.. ,_ 46 X 50 . 

La aplicación de las ecuaciones de pendiente
deformación, partiendo de estas rotaciones de 
nudo, suministra los momentos que se mues
tran en la fig. 13. Notamos que éstos satisfacen 
las condiciones de equilibrio con una aproxi
mación razonable. 

Se llevó a cabo un tercer ciclo, comenzando 
con los valores de ~ arriba calculados. Se ob
tuvo M4 = 1735 ton cm, M1 = 4600, Mz = 662S, 
M, = 8120. Las rotaciones de nudo deducidas 
de los momentos extremos* fueron 4>*• = 1,13, 
4>*3 = 2.63, .P*z = 3.63, r/1*• = 3.52. 

En seguida se calculó a. en cada entrepiso 
empleando la relación a. · l' .2 - 0.2 4>/tlJ, don
de .p es el menor de los giros extremos en el 
entrepiso que se consideraba. Sin embargo, 
para el primer entrepiso se retuvo a. = 1.10: 

a.. = 1.20 - 0.2( 1.12/3.24) = 1.13, 
a.J = 1.11, a.z = 1 .09, a., = 1.1 O 

D~ aquí, w*• = 3.35, w*J = 5.7S, w*z = 6.38, *"' = 4.07. Los momentos de entrepiso corres
pq,1dicntes son 

M4 = 1745 ton cm (1500) 
MJ = 4620 ton cm ( 3500) 

* Los puntos de inflexión se supu~ieron de con
formidad con el cálculo pre\'io de mom~·ntoc; flectores. 
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968 

-968 

-670 ·3160 

-2490 

-2200 5470 

-3310 

-3340 6300 

-2890 

-5000 

!m~ 
FrG. 13. Momentos al finalizar el segundo ciclo; -E,cm¡ílo_l_ 

Mz = 6650 ton cm ( 4725) 
M,= 8190 ton cm (6200) 

Las cifras entre paréntesis representan lo'" 
momentos de entrepiso que se obtienen al de~ 
preciar los efectos de esbeltez. La fig. 14 su
ministra los momentos extremos calculados a 
partir de las ecuaciones de pendiente-deforma
ción. 

Ejemplo 3. Halle Jos momentos en los extre
mos de los miembros del marco asimétrico que 
se describe en la fig. lS. Las cargas son iguales 
a las de los ejemplos 1 y 2. 

Solución. Bajo la hipótesis de rotaciones 
iguales en los nudos de un mismo pi~o. los va
lores de 4> y~ para este marco serian idcnticos 
a los que calculamos en el ejemplo ;mtcrior. 
De aquí obtenemos, en ton cm, ii'L/3 = 583, 
MJ/3 = 1S40, Md3 = 2220, MJ/3 = 2730 La fig. 
16 muestra Jos cálculo~ que se llevan 2 cabo 
con base en estos \'alares según el métc>clo de 
Gaspar Kani. La convergencia es rápida gracl<l~ 
a que los despla7amientos relativo<> de p;:u
tida 5e hallan cercanos a los desplazamientos 
finales. 

Los momentos de entrepiso pueden mejor<n
se para tener en cuenta las pequciias 'aria
dones que se encuentran en desplazamientos 
relativos. Dado que los c:unb,os son pequeños 
bastará con suponer un;:1 variación rroporcio
nal. Los nuevos \a lores ;c1 6.n 
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508 ~ E¡l'4 " 1.13 
• ~ 1 E 

Et• • 3.3S 

360 '~ 85 E¡l1 u 2,63 

-1240 

Et1 
e &.75 

-1090 2140 
E~1 u 3.65 

_, 612 

E•• .. 6,5Q 

·1694 3190 
E~," 3.52 

-1~&1 

Et1 
.. 4.07 

• z 610 

~ ~ 
Momentos en Ion-cm 

PtG. 14. Momentos {in.1lcs. Ejemplo 2 

k: 1. 5 o 

k= 0.75 o k= l. 2 5 Q 

2 o 

1.2o l. B o 

2. 5 o 

l. 7 o 2. 3 a 

3.0 o 

k= 1/ L 

2. 5 o 
a= 50 e m' 
E=200 ton/cm2 3. 5 o 

;.-: /~ 
PrG. 15. Marco plm1o nsimétrrco del H¡cmplo 3 

M4/3 = ( 1/3 )[ 1500 + 300 (0.805 X 1300/1260 )] 

= 583.5 ton cm 

Análogamente, Mr/3 = 1542, M,f3 = 2226, 
M,/3 = 2730 ton cm 

Los momentos finales se muestran en la f1g. 
17. 

ENERO DE 1965 

E¡emplu 4. Calcule el factor de segundad 
contra pandeo elústico del marco sirnélnco que 
aparece en la fig. 11 bajo la acción sola de 
cargas verticales. Emplee el m0todo itcratt\'O . 

Solución. PRIMER Pr\SO. Suponemos ~*4= 1 00, 
~*3 = 1.72, ~*z = 1.86, ~*, = 1.20. Una serie 
de ciclos sucesivos demostró que la hipóte
sis inicial estaba seriamente errada. Al final 
del séptimo ciclo resultó ~*4 = 1.00, tV"J = 4.14, 
~*z = 7.00, ~*• = 4.04. (De hecho la técnica de 
extrapolación de la delta cuadrada, apltcada 
a los primeros tres ciclos, suministró resul
tados muy próximos a los del séptimo ciclo.) 
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fltG. 16. Apltcacwn dd método de Kn •. 1 en el E:¡cmplo 3 
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PIG. 17. Momentos finales, Ejemplo 3 

e so o 
-8500 

-5910 
90060 

-84750 

-74650 
283750 

-209000 

-213 000 
~57 600 

- 144 800 

-249500 

~~ 
PIG. 18. Momentos al finalizar el segundo paso, Ejemplo 4 

Los momentos de entrepiso correspondientes, 
en ton cm, son M4 = 14,400 F, M1 = 159,400 F, 
M2 = 422,000 F, M1 = 394,000 F, donde F es el 
factor de seguridad que se desea conocer. 

20 

·SEGUNDo PAso. Suponemos los puntu::. de iu
flexión en los mismos sitios que ante carga la
teral. Hallamos así los momentos de la f1g. 18. 

jY 
1.0 

F.o ~ ip 0.5 o 

on 35 Ion t2 ton 

1 1 1 
8.0 O m 

2.0 $3 ~~· ~ t.5o 

35 ton 65 ton 35 ton 
u X 

1 
1 

1 
e.r• lm 

1.2 ~o_.#so_~ t.5o 

12 ton 351on 30ton 
m 

8.00m 8.00m __ 

1,0 2.0 ¡l.~ 

A B e o: 50 cm1 

al Planto, losa de azotea 

I.Oo 1.0. 

3.50m 

1.5. 1.5. 

3.!50 m 

bl Rigideces de vtoos, Mareo A 

25.1 Ion 1644 Ion- cm 

16.3 Ion 5525 ton -cm 

tl Fuerzas laterales y momentos larslonanles 

P1G. lQ. 1\1.arco espacial de dos pisos, E¡emp{,, 5 

TERCER PASO. De los momentos extremos 
calculamos 

a.p*4 = 472 F, 
acp*z = 9,470 F, 

aq,*J = 3,750 F, 
aq,*, = 9,935 r. 

CUARTO PASO. Los desplazamientos relativos 
están dados por 

aE~4'/F = J.J.._~2!4 •4Q~ + 2111 == 2,771 

aE~NF ='l.l X {65'J~OO_ + 6,610 = 11,490 
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E 1 '/F - l.l X 422,090 + q '4- - 19 335 a 412 -- ----,:¡8-- ,o ::> - , 

1 r.J,Jt'/F = .!:L?\_~-~~·002. + 4967 = 10987 
'-t 1 í2 l: , , 

QUINTO PASO. Iguabndó Jos desplazamien
tos supuestos y los calculados obtenemos las 
tacto1 es de segundad: . 

,J_¡4 = ~·/ : F =''3.61 
~3 = ~/ : p = !3.60 
~z = ~< : P p S .62 
\ji¡ = ~~ : F = 3.68 

Por tanto, 3.60 < F < 3.68. Un ciclo adicional 
da F = 3.63. 
· El resultado se comparó con el que sumi
~isu·a el método exacto de Mcrchant, el cual 
hace uso de las tablas de Livesley y Chandler 24 

y consiste en estudiar la convergencia de un 
proceso de distribución de momentos ante una 
serie de factores de seguridad tentativos. El 
método de Mcrchant lleva a la conclusión de 
que 3.60 < F < 3.66. Por consiguiente el méto
do que propone el presente trabajo da resul
t.ld()" suficientemente precisos p<1ra la mayoría 
de las aplicaciones; es considerablemente más 
rápido y no requiere tablas especiales. 

Ejemplo 5. La lig. 19a muc~tra una pJanta 
de un edificio de dos piso"> sopNtado por mar
cos en ambas clireciones. En la figura se con
signan las cargas axiales que obran en las 
columnas del entrepiso superior y las rigide
ces de dichos miembros estructurales en ese 
entrepiso. Las cargas que db..:an en el primer 
entrepiso son iguales a 2.46 ·voces los valores 
con~iguados. Las allurfi~. liC cllltcpbo y las 
:Pigtdeccs de vigas para ,~¡ marco A se mues
tran en la fig. 19b. Las: rigideces de las vigas 
pám los demás marcos -~on iguale~ a las 9ue 
cun cspoHclen al marco A multiplicadas _por 10S 

f~ctores que aparecen en los ejes de la fig. 19a. 
Las rigideces de las columna~ en el primer en
trepiso valen 1.5 pur las que muestra la fig. 
19a. Calcule las rotaciones de nudo y los des
plazamientos bajo el sistema de cargas verti-

Parámetro 

cales que especifica la hg. 19a más la~ fue1 ht~ 
laterales y momentos torsionantes de la figu-
ra 19c. , ; 

Solución. Las fórmulas de Wilbur sumi
nistran las siguientes rigideces JJara los p~.;r
L:IJS planos considerados indivi ualmcnte, en 
ton/cm. 

Marco. 
Primer Segundo 

entre12_iso entre~---
Ayl 2.01 1.26 
Byii 4.69 2.90 
C y III 3.12 1.91 

----·------------------------
De aquí las siguientes rigidec'es de entrepiso 
para la estructura, 

Segundo entrcpi<;o, K. = K, = 6.07 ton/cm 
Primer entrepiso, Kx = K, = 9.82 ton/cm 

Si tomamos los momentos estáticos de las 
cargas con respecto a los ejes que pasan por 
los marcos II y B encontramos que la resul
tante de las cargas verticales está en ambos 
entrepisos 29 cm hacia abajo del marco II y 
29 cm a la derecha del marco B. 

A partir de los momentos estáticos de las 
rigidece~ de los marcos planos encontramos 
el centro de torsión en el primer entrepiso a 
91 cm hacia abajo y a la derecha de los mar
cos II y B respectivamente; en el segundo en
trepiso estas distancias valen 86 cm en los 
mismos sentidos. 

Los parámetros que intervienen en fórmulas 
valen: 

Primer entrepiso 
:,: L (X2 Kg1y + Y 2 Kg1,) = 12 X 2 X 108 X 

X (3 X 68.5 + 6 X 0.084 + 3.6 X 59.5) = 
= 1.01 X 1012 

Segundo entrepiso 
12 L (X2 K 1

21 + Y 2 Kg2x) = 24 X 108 X 
X (137.0 + 0.4 + 143.0) = 6.72 X 1011 

En resumen: 

Primer 
e11trepisu 

Segtmdo 
e11trepiso 

[(, 
jW 
X 
y 

6.46~ X 1Qfi ton cm 
4.526 X 108 ton cm2 

62cm 

4.011 X 10~ ton cm 
1.84 X JO' ton cm2 

57 cm 

ENERO DE 1965 

a .• = ay 
ay 

b, = b, 
12 Y. Kc,, -= 12 :E Kc,., 
12 L (X¿ Kcny + Y 2 K<nx) 
12 }.: K'-,, = 12 :E [(. 8,y 

12 :E (X2 KK,., + Y2 Kgru) 
T .. 
v .. 

----------------------

- 62cm 
7.66 ton/cm 
5.013 X 106 ton cm 

- 609 ton 
189 X 10' ton cm 

1.247 X 1012 ton cm) 
151 X 104 ton cm 

1.01 X 1012 ton cm3 

7169 ton cm 
41.4 ton 

-57 cm 
5.19 ton/cm 
3 420 X 106 ton cm 
- 345 ton 
126 X 104 ton cm 
8.3 X 10 11 ton cm 3 

101 X 104 ton cm 
6.72 X 1011 ton cm' 
1644 ton cm 
25.1 ton 
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Para el primer ciclo supun\!mo:. ~L< = 0.016, 
x2=S.6 cm, ·n=Sx 10-\ ~~· .. =0.016, X¡=5.6 cm, 
'YI = 8.5 X I0-4• 

PRil\.lER PASO (cálculo de momentos utilizando 
. las ces. 9'): 

Mu = 41.4 X 350 + 688 (350' X 0.016- 62 X 
X 8.5 X lO.-~) = 14500 + 382D == 18320 ton cm 

M1v = Ü 

T, = 7169 + 688 (- 62 X O.Q{t; - 62 X O) + 
4.526 X 108 X 8.5 X 10~ 

+ j)O 

= 7169 - 680 + 1100 = 7589 ton cm 

Mb = 25.1 X 350 + 279 (350 X 0.016 - 57 X 
X 5,0 X-10~) = 8760 + 1550 = 10310toncm 

M2~ =O 

Tz = 1644 + 279 (- 57 X 0.016- 57 X O) + 
+ _!.:~~-X lOs X 5 X 1(/' = 

350 
= 1644 - 255 + 2o3 = 1652 ton cm 

SEGUNDO PASO (cálculo de los giros utilizando 
las ces. 8"): 

Suponiendo los puntos de infJexión a 0.6h 
para el primer entrepiso y a O.SSh para el se
gundo entrepiso tendremos 

.).. _ 0.4 X 18320 + 0.45 X 10310 = 

.,..1 .. - 1..)1 X lU" 
_ 7320 + 4630 _ 7 . 88 X ln-3 
- 1.5 1 X 106 - V 

.t = 350 (0.4 X 7589 + 0.45 X 1652) = 
l1l. l.Ul X lO'l . 

_ 350 (3030 + 742) _
1305 

X 
10

-6 
.- 1.01 X 1012 ..,.. • 

.).. _ 0.55 X 10310 = S (H X l<f'l 

.,..zs - 101 x w~ · 

a _ 350 X 0.55 X 1652 = 4 71 X lQ--7 
1 

- 6.72 X 10" . 

TERCER PASO (cálculo de~ y 'Y con las ecs. 8'): 

Suponiendo rJ.,_. =(/..y= (/..r = 1.1 tendremos 

14500 + 1.1 X 688 X 5.6 7.88 X I0- 3 

~t.c:::: 1.89 X 10" + -~ 2 = 
= (9.88 + 3.94) to- 3 = t.38 x J0- 2 

'V¡_ 350 [7169 X 350_ + __ ~~-~~Q_~ 350 + 
1 

- 1.247 X 1012 

+ 1.305; 10-6 J = 
= 350 X 10-6 (2.13 + 0.653) = 9.75 X 10-4 

22 

•1• _ 8760 + 1.1~_?9 X 5.6 + 
'!'2.• - 1.26 X 106 

+ (5.61 + 7:~8) ~o-3 
-

2 -
= J()-2 (0.832 + 0.674) = 1.506 X 10-2 

1 

v
2 

_ 350 [ 16~4 X 350 + l._!_ X 8 X_~SO + 
' - 8.3 X 1011 

+ _(~.305 +_f.47l) lQ-6] = 
= 350 X tu-7 

( 6.95 + 8.88) = 5.52 X lo-' 

Por tanto 

X1 = 1.38 X 10-2 X 350 = 4.82 cm; 
x2 = 1.506 X to-2 X 350 = 5.26 cm 

En el segundo ciclo, primer paso, se obtiene 

Mtx = 17860 ton cm; Tt = 7836 ton cm 
M2x = 10215 ton cm; T2 = 1696 ton cm 

Haciendo un cálculo aproximado de la dis
tribución de los momentos, se encontró que 
los punto~ de inflexión se encuentran a 0.55 
y a 0.50 de f¡ para el primero y segundo entre
pisos res_pcctivamente, medidos a partir de su 
parte inferior. Por tanto en el segundo paso 
se llega a 

t/>1x = 8.65 X lQ--3; 
t/>2% = 5.13 X l<f'l; 

el = 1.s2 x to-6 
Oz = 4.33 X to-' 

En el tercer paso obtenemos 

~b == 1.390 X 10-2
; 

y¡ == 1.045 X 10-3 

~2.< = 1.51 X to-2
; 

rz == 5.92 X lO-'~ 

X1 = 4.87 cm; 

Xz = 5.29; 

En el tercer ciclo se llega a 

Mt, = 17890 ton cm; 
Mb = 10243 ton cm; 

1/J¡ .. = s.n x w-3
; 

1/Jz.< = 5.08 X I0-3
; 

~t. = 1.395 X lü-2
; 

4Jl< = 1.519 x w-2
; 

"(1 = 1.045 )( lo-3 

rz ::::: 5.99 X lO-'~ 

Tt = 7923 ton cm 
Tz = 1715 ton cm 
O, = 1.525 X 10·b 
Oz = 4.47 X to-7 

X¡ = 4.87 cm; 
xz = 5.31 cm; 

Debido a que los resultados de este ciclo se 
. aproximan bastante n lo~ dd c1clo antc1 iur, 

podemos dar por termi11ado el calculo. 
E¡emplo 6. El análisis elástico del m::trco 

que describe la fig. 20 suminié.ll ó unn t igidcz 
lineal kJ === 1.15 ton/cm. El desplazamiento tlc
bido solamente a la ca1 ga lateral fue 4.32 cm, 
que se vio incrementado a 4.98 cm por acción 
de las cargas verlicalc5 El momento de en
trepiso se convirtió enlun1·c'> en 2300 ton cm, 
y los momentos finales de nudo lucron 
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F1G 20. Marco plano :del E¡cmplo 6 

4.00m 

<\(1 -= MA. = 630 ton cm y M 8 = M 8 • = 520 ton 
cm. La relación II que aparece en la fig. 21 
es: t.~ na cunra de tercer grado con pendiente 
iqj~ial igual a ko. Para esta relación se desea 
~-¡)Jcular el desplazamiento lateral del marco 
dt..: la fig. 21. 
· Solución. El desplazamiento que se obtiene 
imciendo caso omiso de las cargas verticales 

. vale 4.32 cm. Supongamos como primer tanteo 
x.,. = 1.8 cm o sea .'t = 1.80 + 4.32 = 6.12 cm. 
De la curva II de la fig. 21 obtenemos V = 5.96 
ton, por lo cual, V w = 5.96 - 5.00 = 0.96 ton. 
Por tanto kw = 0.96/1.8 = 0.532 ton/cm y la 
fuerza cortante por carga vertical vale 

1.1 X 60 
V w == 350 6.12 = 0.189 X 6.12 = 1.16 ton: 
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P1r. 21. Curvas cortnntc-dcspln::amiento. E¡cmplns 6 y 7 

ENt·RO DE 1965 

r\)r Í.llll(l \., = 1.16/0.532 = 2.17 cm ~ 1.80 

El :,L·gtii!clo cido lo comenzamos suponiendo 
x,. = 2.15 cm por lo cual x = 6.47 cm, V w :... 

= 1.15 ton, k"' = 1.15/2.0 = 0.575 ton/cr;;, 
V= 0.189 X 6.47 = 1.22 ton y x ... = 1.22/0.575 = 
= 2.13 == 2.15. Por tanto x = 6.47 cm. 

Ejemplo 7. Las curvas I y II de la fig. 21 
definen el comportamiento no lineal de los 
entrepisos primero y segundo, respectivamen
te, del marco que se muestra en la fig. 22. 
Calcule los desplazamientos relativos. 

4.20 k • t.5o 

1.0 o :-1 
15 15 1'· 50"! 

o. e o 1.50 

k = 1/L 
1.0 o o = 50 cm' 1.0 a 4. OOm 

E = 200 ton/cm1 

~~ ~ ~ 

5.50m 1 
-------------~-

PIG. 22. Marco p/.1no del Ejemplo 7 

Solucióll. Utilizando las curvas I y II y des
.preciando inici<1lmcnte el efecto de las cargas 
verticales en con tramos Xv1 = 4.23 cm y x. z = 
= 3.37 cm. 

Suponiendo para el segundo entrepiso x"z = 
= 1.40 cm tendremos que xz = 1.40 + 3.37 = 
= 4.77 cm y por tanto, de la gnífica 1 T se 
obtiene Vz = 5.30 ton o sea Vw = 5.30 - 4.20 = 
= 1.10 ton y k = 1.10/1.40 = 0.7?.3. Por otra 
parte 

V'.,"= ~-;{2 x 2 = L\~-22 4.77 = 

== 0.22 X 4.77 = 1.05 ton 

y x .. = 1.05/0.783 = 1.34 cm ~ 1.40 

Suponiendo ahora ,1 .. 2 = 1.25 cm y procedien
do anülugamcnte se encuentra ~ = 4.62 cm, 
Vz = 5.20 ton, V w 2 = 1.0 ton, v·,, = 1.01 ton = 
lfwz- Por lo anterior, ~(' tiene fi11;dnwntc que 
t2 = 4.62 Clll. 
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Para el 1 _ ·ner entrepiso consideramos que 

V' > <X.W¡ Xvt ~ 1.1 X 100 4 23 _ 
wl h - 350 • -

1 \ 

=0.314X4.23= 1.33 ton, o sea Vt> 1.33+5.00= 
= 6.33. En la gráfica I. para ese valor de V1 

se debe tener Xt = 6.30 cm. Para este valor 
V'"·t = 0.314 X 6.30 = 1.98 y por tanto V1 = 
= 6.98 > 6 .. 80 = cortante de fluencia del pri
mer entreptso. Por tanto la estructura es ines
table. 

CONCLUSIONES 

Se ?~s.arrollan en este trabajo métodos para 
el anahsts de los efectos de esbeltez en estruc
tura~ elásticas. Se sostiene que sólo en raras 
ocast.on~~ puede. considerarse que existe una 
restnccwn efectiva contra desplazamientos la
terales. Por ende, el análisis de marcos en los 
que se s~p<?ne que no ocurre tal desplazamien
to ~~ pnnc1palmente sólo complementario del 
anahsts de los efectos de esbeltez cuando se 
toma en cuenta el desplazamiento lateral. 

Podemos clasificar los métodos desarrolla
do~ de ~cuerdo con su precisión y grado de 
refmamtcnto. El más sencillo de los métodos 
supo_nc que l~s rigideces de entrepiso al corte 
son mdependtcntes de la distribución de fuer
zas cortantes a lo alto del ediftcio. En este 
método los efectos de esbeltez equivalen a una 
reducción en la rigidez de entrepiso al corte 
de K a K - u.Wh, donde a es un coeficiente que 
por lo general yace entre 1.0 y 1.1 y que nunca 
sobrepasa el valor 1.22; W es la carga vertical 
que ~~ra desde la azotea hasta el entrepiso en 
cuestwn, y h es la altura de entrepiso. Se con
cluy~ que la estructura se pandea ante cargas 
vertt.cales cuando el factor de carga adquiere 
~n cierto valor crítico, igual a Kh/a.W. Pueden 
mcorporarse en este método los efectos de ro
tación de la cimentación y de cambios en las 
h;m.gi.t~des de las columnas adoptando una de
ftmcton apropiada de la rigidez al corte. 

Le siguen en refinamiento los métodos que 
se basan en la hipótesis de que todos los nudos 
de un mismo piso giran el mismo ángulo. Estos 
métodos con~tituyen adaptaciones del propues
t~ por Goldberg, Bogdano[f y Moh para el 
~alculo de modos naturales de vibración de 
'marcos y de sus respuestas a vibraciones for-

- ?-~d~s en cst~do estacionario. Se presentan 
a9JUI dos verswnes de la adaptación. Una de 
epas emplea m~ procedimiento de pasos suce
$H'Os que con~lttuye una extensión del método 
Re f!olzer. El o~ro procedi:niento es de aproxi
maciOnes sucesiVas y en ctertas fases del mis
mo puede verse como una forma del método 
de Stodola-Vianello-Newmark. Los métodos de 
este segundo grupo están limitados a marcos 
que constan sólo de vigas y columnas. 
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El tercer grupo de métodos combinan cual-
9uier;;t de los anteriores con el procedirmcnto 
Iterativo de Stodola~Viancllo-Ncwmark y pue
de llevarse a cualqUier grado de precisión que 
se desee. 

En todos los casos los métodos desm-r~lla
dos son apropiados para el cálculo de los efec
tos de esbeltez en estructuras sujetas a carga 
lateral y .el cálculo de cargas de pandeo. 

Postenormente se generahzan los métodos 
a estructuras espaciales en las que puede pn:
sentarse acoplamiento de los desplazamientos 
en traslación y en rotación. 

Se proponen métodos aproximados para el 
análisis de estructuras en las que puede haber 
interacción de la tendencia a pandeo individual 
de columnas y pandeo en entrepiso. 

Pueden tratarse los problemas de vibración 
de conformidad con los mismos métodos, tanto 
cuando se desea calcular los modos nnturales 
de vibración como cunndo se analizan las res
puestas a perturbaciones transitorias. _ 

Se generaliza el primero de los métodos a 
estructuras de comportamiento no lineal. 
Puede entonces combinarse con la técnica de la 
energía de reserva para incluir en esta los efec
tos de esbeltez en el diseiío sísmico de edificios. 

Pueden introducirse simplificaciones en el 
análisis de estructuras inelásticas para obviar 
el cálculo de curvas completas de momento
desplazamiento, o de familias de estas relacio
nes en estructuras tridimensionales. 

Bajo ciertas condiciones, e) requisito de un 
cambio súbito en el signo de )a curva de varias 
columnas cle un mismo entrepiso puede 1\eva¡
a que el pandeo individual de las columnas sea 
un factor dominante en el comportamiento de 
estructuras inelásticas. 
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APENDICE-NOT ACION 

A_ W,,/z, 
" - l2i..Kc,- u.,\V,h, 

a.,.,,.b." =coeficientes en la ec. 14 
e= V/\V (adllnemi•,n<ll) 
E = módulo de elasticiJo~d ( kg/cm1

) 
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F = factor crítico de, carga (adimensio-
nal) , 

h = nltura de entrepiso (cm) 
l == momento de inercia de la sección 

transversal ( cm4
) 

; = .
1v (:Z:W,Y/ + í:WkYk2) (cm.2 ) 

V , ~ ; 

K = rigidez de enlr~piso al corte 
(kg/cnz)oEl/L , 

k 1 ( Ky K,) . 1 = - - + --. ( llgf'cm) 
2 ay ¡a., , 

L =claro (cm) ' 
M= momento total de entref)iso 

( kg cm) 
P == carga en una columna (kg) 
T = momento torsionante de entrepiso 

( kg cm) 
V = cortante de entrepiso ( kg) 
W = resultante de cargas verticales (kg) 

X, Y = coordenadas referidas a la línea de 
acción de las cargas verticales 
(cm) 

X, Y = coordenadas del centro de torsión 
( C/11) 

x, y = proyecciones horizontales del des
plazamiento relativo entre pisos 
consecutivos (cm) 

z = eje vertical (cm) 
a. = coeficiente que tome en cuenta la 

form<t de los diagramas de momen
tos flexioii<Jntes en las columnas 
(adirncnsional) ~ 

y = rotación relativa eRt~.e pisos conse-
cutivos (rad) ~1;;-., 

e = cantidad propo¡¡pioha1 a las rota
ciones de nudq: oebidas a torsión 
de entrepiso ( rqd/cm) 

~ = deflexión de unj columna respecto 
al eje que liga~::Sus extremos (cm) 

q, =rotación de nudo (md) 
~ = x/h (adimensional) 

Los índices v y w se refieren respectivamente 
a los factores de cargas laterales y verticales. 
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DISEÑO SiS~UCO. COMPORTA.\iiENTO NO LINEAL 

Por Emilio Rosenblueth~ 

Introc!ucción 

Toda estructura se comporta de manera no lineal. Su tratamiento como sistema 
de comportamiento lineal es una mera ide~lización aproximada que en ciertas ocasio
nes y para ciertos fines puede resultar satisfactoria, mientras que otras idealiza-
ciones lo serán más en circunstancias diferentes. , 

Las principales causas del comportamiento no lineal de estructuras sujetas a 
Si$mo son& 

l. Criterios de falla 
2. No linealidad geométrica 
3. Relaciones esfuerzo-deformación 
4. Deslizamientos en las conexiones 

La primera causa equivale a no linealidad en las condiciones de frontera mien
tras las otras tres se reflejan en la vigencia .de ecuaciones diferenciales no linea
les. En cualquier caso el comportamiento no lineal invalida el análisis modal, que 
permite simplificar grandecente el análisis de los sistemas lineales. Pero en todos 
l~s casos, si est~ completamente especificado un movimiento s1smico y est~n total
mente especificadas las propiedades estructurales, es posible analizar las respues
tas de esta con el grado de precisión que se desee empleando un método numérico 
adecuado, como puede serlo el beta de Newmark. La operación puede repetirse en com• 
putadoras para una familia suficientemente numerosa de tet':".blores, analizarse esta· 
dísticamente los resultados y de allí calcularse la probabilidad de que falle la 
estructura. El proceso puede ser excesivamente engorroso, máxime que puede reque
rirse el análisis de diversas alternativas de diseño a fin de elegir la óptima• El 
propósito de los párrnfos que siguen es dar soluciones aproximadas para los casos 
más frecuentes con objeto de evitar tal laboriosidad. 

C¡iterios de fallª no lineales 

La no l1nealidad en los criterios de falla se manifiesta de la manera m6s sen
cilla en una estructura con un grado de libertad, cuya ~elación fuerza-deformación 
es lineal pero cuya falla ocurre para deformaciones distintas, dependiendo del sen
tido de la deformación (fig 1). Tal puede ser el caso de la columna con ménsula que 
muestr8 la fig 2, cuando obran aceleraciones horizontales del terreno, o el de un 
voladizo sujeto a movimie~tos verticales del terreno, e menos que se refuerce estos 
elementos estructurales asimétricarnente, justamente de manera que se contrarreste la 
a~imctría que produce la aceleración de la gravedad. Independientemente de la forma 
q~~ tenga la relación fuerza-deformación, la asimetría en cuanto al criterio de falla 
rqp~ralmente necesita tenerse en cuenta en el análisis de gran número de estructuras, 
ta¡~s como terraple.nes, muros de contención y presas. 

"," 

Cuando la relacibn fuerza-deformación es lineal y la Única no linealidad radica 
en !ps criterios de falla se comete poco error tomando ambas deformaciones de falla 
iquales a la menor de ellas. Aun en el caso extremo de que una de estas sea infi
nlta (lo que equivale~ decir que la estructura sólo puede fallar en un sentido), 
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el error apenas sobrepasa un diez por ciento en promedio. 

Otra manifestación de no linealidad debida a condiciones de falla puede estri
bn¡ en ~ue el modo de falla dependa de la combinación de modos naturales de vibxación 
que cause la falla. En principio esta forma de no linealidad está presente en toda 
estructura 4ue tenga más de un grado de libertad. Por ejemplo, un marco de dos pisos 
puede fallar ya sea en las columnas de planta haja o en las de pla~ta alta. En ge· 
ncral esta razón de no linealidad puede ignorarse por ser un modo de falla mucho m~s 
probable que cualquiera de los dem~s. bastando entonces con diseñaf para el primero. 
Pero en casos extt:emos no sucede así. Puede haber, por ej em¡>lo, u.na uama continua 
de modos de falla. Tal ocurre en una presa en arco cuya falla pue~e iniciarse en 
cualqui.er punto de una zona y como resultado de una combinación cdtica de esfuerzos 
principales, estando tanto la ubicación precisa del punto donde se origina la falla 
como las direcciones de dichos esfuerzos condicionadas por las proporciones en que 
intervienen los diversos modos naturales de vibt:ación. En tales casos puede aún 
emplearse el análisis modal si se lo combina con un artificio que acote la probabi· 
lidad de falla de la estructura, o bien acudirse a un procedimiento de simulación en 
que se analicen estadísticamente 13s respuestas estructurales a un gran número de 
sismos potenciales. 

No linealidad geométrica 

El análisis elemental de las estructuras se basa en la premisa de que las de· 
formaciones que estas sufren son suficientemente pequeñas como para que no se intro
duzcan errores excesivos suponiendo que las deformaciones no modifican la geometr1a 
inicial de las estructuras. En otras palabras, los esfuerzos y fuerzas generaliza
dos se calculan como si las estructuras fuesen infinitamente rígidas. 

A veces las deformaciones mencionadas son demasiado importantes como p~ra des
preciar sus efectos. Estos pueden asumir distintas formas, la más importante de las 
cuales consiste en desplazamientos de la estructura o deformaciones de sus miembros 
perpendiculat:mente a las líneas de acción de las fuerzas longitudinales. Suele ha· 
blarse entonces de "efectos de esbeltez" o !'efectos PA". Estos se ~anifiestan en un 
alargamiento de los periodos naturales de vibración y en la aparicion de momentos 
!lectores secundarios. Los efectos de esbeltez se tratan en cap1tu~o separado. 

Relaciones esfuerzo -defo¡maci6n 

La causa más frecuente del comportamiento no lineal de las est.ructuras radica 
en las relaciones no lineales entre esfuerzo~y deformaciones de los materiales es
tructurales. Su importancia puede apreciarse por el hecho de que ordinariamente una 
estructura no suft:e colapso sin que antes los materiales que la constituyen hayan 
excursionado en el rango de deformaciones no lineales, que suelen ~er de dos a veinte 
veces mayot:es que las lineales, y porque esta forma de no linealidad puede traer con
sigo reducciones muy drásticas, hasta de orden de magnitud, en los esfuerzos debidos 
a sismo. Tan es así que la elección de materiales constructivos está regida en buena 
parte por su capacidad de deformarse fuera del rango lineal. 

En muchos casos una aproximación satisfactoria a la relación esfuerzo-defornm
ción que operará durante un sismo se obtiene llevando a cabo una prueba estática. 
Los efectos puramente dinámicos son significativos solo en contadas ocasiones y fre
cuentemente los incrementos en rigidez y resistencia atribuibles a velocidad de de
fonlación se ven contrarrestados por el deterioro que originan la repetición de so
licitaciones que imponen los sismos. 



Deslizamientos en las conexiones 

Este fenómeno se manifiesta de manera semejante a la no linealidad de las rela
ciones esfuerzo-deformación de los materiales. desde el punto de vista de comporta
miento estructural. 

Sistemes sinwtricos con un grado de libertad 
\ 

, Cualquiera que sea la causa de no linealidad comenzaremos por estudiar estruc-
t~ras provistas de un solo grado de libertad y cuya relación fuerza-deformaci6n es 
s~métrica r.o~ respecto al o:rigen tanto en primera aplicación de carga como en ciclos 
s~sccuentL~--de carga y descarga (fig 3). Para estas estructuras puede estimarse un 
l~mite superior aproximado a su respuesta sísmica si se conoce el espectro de res-

··fúestas lineales correspondiente al temblor que interesa. Este Hmi te es la mínima 
de las siguientes deformaciones: 

l. La máxime deformación espectral 

2. La deformación requcridü para que el área bajo la curva fuerza-defor~~ción 
correspondiente a primera aplicación de carga sea igual a (l/2)MV~ax' donde 
~! es la masa de le estructura y V

111
2j la máxima ordenoda en el espectro de 

seudovelocidades 

l. La deformación requerida para que en la curva correspondiente a primera 
aplicación de carga lt fuerza alcance el valor AmaxM, donde Amax es la má
xima ordenada del espectro de aceleraciones o de seudoaceleracioncs 

Con referencia a l2 fig 4, que representa la curva fuerza-deformación corres
pondiente a primera aplicación de carga en alguna estructura, la máxima ordenada 
del espectro de deformaciones podría ser igual a y¡; la deformación requerida para 
q~e el área bajo la curva fuese igual a Cl/2)MV~ax podr{a ser Y2• y la deformación 
asociada a la fuerza AmaxM podda ser y3• En este caso y2 seda la mbima de las 
tres deformaciones. Podrfg@os asegurar que la máxima deformación que sufrirla esta 
estructura al actuar el te~lor en cuestión no sería mucho mayor que Y2 y muy proba
tdemente sería menor que este límite aproximado. 

Hasta aquí no se ha hecho mención del amortiguamiento dependiente de le velo
ciaad de deformación que pudiese tener la estructura. Cualquiera que este sea, el 
límite aproximado que se ha descrito es válido si se toma como base de comparación 
el.éspectro lineal de respuestas correspondiente a amortiguan1iento nulo. Si la es
tructura qut: interesa puede idealizarse como en la fig 5, en la que el amortigua
miento dependiente de la velocidad de deformación es lineal, y si la rigidez tangen
te'es siempre igunl o menor que la rigidez que corresponde a deformaciones pequeñas 
~tomo sucede en las figs 3 y 4 por ejemplo), puede afinarse el límite superior acu
diendo al espectro lineal para el porcentaje de amortiguamiento que tendr1a uno es
tructura de comportamiento lineal con rigidez igual a la rigidez tangente inicial 
de la estructura en cuestión y un amortiguador igual al de esta estructura. 

Consideremos ahora una familia de estructuras cuya relación fuerza-deformación 
en prin~ra aplicación de carga es de lD forma 

y .,. aY(~F) (l) 

donde 
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y = deformación 

Y ~ Y(pF) ~ función de pF 

a,p = constantes para cada estructura 

Si variarnos el producto ap can;biamos las rigideces de la estructura. Al hacer ap 
tender a coro dichas rioideccs tienden a infinito. Cuolquiera que sea la función Y, 
la aceleración übsoluta máxima que des~rrolla entonces la estructura como respuesta 
a un temblor tiendo a la aceleración máximA que experimenta el terreno durvnte ese 
sismo, llamémosla .a, siempre que la forma de Y y el valor de p sean tales que la es• 
tructura es capaz de resistir la fuerza aM. Por ejemplo, si empezamos con la rela
ción 1, bilineal con endurecimiento a la deformación, que muestra la fig 6, y dis
minuimos a conservando~ constante, generarnos le relación l'· La estructura corres
pondiente es capaz de resistir la fuerza aM mostrada en la figure~ por tanto la ace
leración máxima que desarrollará tenderá a aM al hacer a tender e cero. En cambio
la relación elastoplástica (2) y la bilineal con ablandamiento a la ·deformación CJ) 
no alcanzan sino una fuerza liláxima a 'M < ai\'i' por consiguiente al disminuir a y ge
nerar las relaciones .2.' y .3.' tenderemos o estructuras que serán capaces de desarro
llar una aceleración máxima a', y la estructuro con ablandamiento a la deformación 
fallar~ ante la acción del sismo de que se trata. Si ahora disminuimos el valor de 
~ de manera que todas las estructuras puedan resistir fuerzas superiores a aM (rela
ciones 1", l" y J."), todas responderán con una aceleración máxima igual a A• 

En forma análoga, si hacemos ap tender a infinito producimos estructuras cada 
vez más flexibles. Su deformación mñxima en valor absoluto, corno respuesta a un 
temblor, tiende al desplazamiento máximo que experimenta el terreno durante ese mo
vimiento siempre que la función Y y el par~metro a sean tales que la estructura sea 
capaz de desarroll~r dicha deformación. 

Las aproximaciones -asintóticas descritas son aplicables a estructuras excep
cionalmente rígidas o excepcionalmente flexibles. En el rango intermedio, más usual 
de rigideces vale una aproximación sumamente burda. Este consiste en igualar la 
~eformación máxima con que la estructura responde a un temblor con (l/2>~V2. donde 
V es el valor medio de las seudovelocidodes espectrales, para estructuras de compor
tamiento lineal, en el intervalo de periodos naturales comprendido entre T8 v y Tvd• 
Aqu{, 

T8v = 27fV/a 

Tvd "' 2rrd/v 

(2) 

(3) 

~onde A. v y d son respectivamente la aceleración, velocidad y desplazamiento m&xi
mos del terreno, es decir, en la representación logar1trnica usual T8 v es el periodo 
que corresponde a la intersección de las rectas-que representan A y v mientras Tvd 
lo es de las rectas que representan v y d (fig 7). Como se explic6 a propósito del 
límite superior 0/2)MVffiax• para ciertas estructuras no lineales procede usar el es
pectro lineal que corres¡>onde al porcent;;~j e de amortiguaruiento que tiene la estruc-
tura dado en el rango de deformaciones pequeñas. / 

La aproximación citada es en general muy poco precisa debido a que prácticamen
te no hemos impuesto limitación a· las relaciones fuerza-deformación de la estructu
ra. Al tipificar dichas relaciones hallaremos criterios aproximados m's satisfac
torios. 

~ . , 
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~structuras histcréticas 

Se dice que una estructura es del tipo histerético cuando su relaci6n fuerza-
dcíormaci6n en ciclos ~ucesivos de carga y descarga es~:stable y encierra un ¡rea 

·finita, llamada histerética (fig 8). Si una estructura de este tipo está sujeta a 
.una perturbaci6n armónica estacion~ria puede estimarse la amplitud de su respuesta 
con rchtiv<.1mente buena aproximación h¡}ciendo uso de una estructura "equivalente" 
de comportanliento lineal. Esta segunda estructura es equivalente en el sentirlo de 
que la amplitud de su respuesta ante las perturbaciones que se consideréln será sen
~iblemente igual a la de la estructura no lineal dada. Sin embargo el desfasamiento 
C¡On respecto a la perturbación será distinto en las dos estructuras. El presente 
método es aplicable ya sea que la perturbación consist~ en una fuerza periódica im
p~esta o en una oscilación de la base de la estructura. 

El sistema equivalente se puede caracterizar por su masa, rigidez y grado de 
.a\nort iguamiento. Como mc:sa tomaremos la que tiene la estructura no lineal. Como 
~lgidez la rigidez secante de esta, correspondiente a la amplitud de su respuesta, 
como se muestra en la fig 8, por lo que ~1 presente método requerirá de tanteos o 
·aproximaciones sucesivas. El amortiguamiento equivalente se elegirá de modo que ln 
energ~a disipada por amortiguamiento viscoso en eada ciclo, en resonancia, sea igual 
a la que por histéresis disipa la estructura no lineal. De esta ~anera se encuentra 
el grado de amortiguamiento equivalente 

(4) 

ponde H es el área histerética, K lr, rigidez secante y l. la amplitud de oscilación; 
Ky2/2 es la llamada energía de deformación. 

, El v~\or m&ximo que pu~de asumir ten la ec 4 corresponde a un ciclo rectangu-
lar de histércsis. Para este, H -: 4Ky2, así que ~ -=r 2/rr ... 63.7 por ciento. 

1 

Si el sistema no lineal tiene un Bí:~ortiguador lineal en paralelo con sus ele
mentos flexibles <los 4ue dan origen a las curvas de lél fig 8), puede calcul<Jrse el 
grado do amortiguamiento que corresponde a la rigidez K, y este debe adicionorse ol 
que suministra la ec 4. 

Tratándose de perturbaciones tré'!nsitorias, II, K y~varían de un ciclo a otro, 
así que tanto la rigidez como el a¡,¡ortiguamiento equivalentes han de obtenerse pro
mediando en el intervalo de valores de y comprendidos entre cero y la respuesta m~
ximc, calculándose ésta nuevam~nte por tanteos o iterativamente y teniendo en cuen
ta que el periodo nntural equivalente resulta asimismo depender de y. Una manera 
expeJita de proceder se ilustr~ en -la t~bla l. Consiste en nsigner-a y una serie 
de valores uniformemente crecientes (col 1); calculflr la rigidez (col~) y el amor
tiguamiento (col 3) equivalentes; promediar los valores calculados de K (col 4)~ 
calcular los cor~espondientes del periodo natural (5)~ promediar ~os amortiguamien
tos equivalentes (col 6), y obtener las ordenadas espectrales correspondientes, es 
decir, ln deformación espectral que corresponde al periodo natural de la col 5 y 
amortiguamiento de la 6 (col 7); el cálculo se interrumpe cuando esta deformación 
resulta menor que l• Para el ejemplo de la tabla 1 la respuesta Rproximada de la 
estructura histerética es 1.18 cm. En este ejemplo se supuso que no existe amorti
guamiento dependiente de la velocidad de deformnción. 

5 



Estructuras el~sticas no lineales 

Un tipo particular, degenerado, de estructuras histeréticas, es la estructura 
el_á~_ti.ca. En ella el ~rea histerética es nula y las curvas de carga y descarga 
coinciden en una sola. Para un análisis aproximado es aplicable el método descrito 
en los párrafos que anteceden. La ec 4 arroja el resultado l ~ O, as! que el único 
amortiguamiento que~\alla. es el dependiente de la velocidad de deformación. 

, Para estructuras con ablandamiento a la defonnación este procedimiento tiende a 
dar errores del lado de la inseguridad. Para estructuras con endurecimiento a la 
deformación tiende, por el contrario, a errar del lado de la seguridad. Ello se 
debe a que las frecuencias dominantes de los temblores se desplazan generalmente 
hacia valores más pequeños a lo largo de los mismos a la vez que tiende a crecer la 
amplitud de las respuestas estructurales y a variar acordemente su periodo natural 
e~uivalente. 

Las estructuras de este tipo,con ablandamiento a la deformación, aproximan el 
comportamiento de aquellas estructuras de concreto presforzado cuya no linealidad 
obedece primordialmente a la aparición de grietas por flexión, las cuales se cierran 
al cesar los momentos que las originaron. Los efectos de no linealidad ge~métrica 
también se manifiestan en elasticidad no lineal cuando van acompañados de deforma
ciones dentro del rango lineal de los materiales. 

Estructuras tipo Masing con esqueleto Ramberg-Osqood 

6 

Otra forma particular de comportamiento histerético la constituye la llamada del 
tipo Masing. Se dice que una estructura exhibe este tipo de comportamiento cuando 
l~s curvas de descarga y reaplicación de carga obedecen- a expresiones de la forma 

1 y-ni 
2 

f F·F1I 
2 Yo< 2 > (5) 

dado que la curva correspondiente a primera aplicaci6n de carga -- llamada esquele
to -- es 

y 2 Yo(F) (6) 

En otras palabras, le descarga y reaplicación de carga obedecen a la misma relaci6n 
que la primera aplicación de carga salvo que las escalas de fu~rzas y de deforma
ciones han de duplicarse. 

Consideremos en particular ~quellas estructuras de tipo Masing cuyo esqueleto 
es del tipo propuesto por Ramberg y Osgooda 

(7) 

donde y , F , a y r son constantes positivas~ las primeras dos pueden verse como 
las coo~den~das de un punt_o convencional de fluencia (íig 9). 

Si a 2 O o r = 1; la ec 7 degenera en la de una estructura el,stica lineal, Si 
r ~ ~ la ec 7 se,convierte en una relación fuerza-deformación elastoplástica. 

Las relaciones exoo1inadas suministran buenas aproximaciones para el comporta• 

~-··~--- ... -. ~--~--~--·~--~ ----·- ---- ------------
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~iento de una extensa gama de estructuras d& interés práctico. Esto es cierto en 
mayor gr~do para la idealización de Masing cuando no se la restringe a esqueletos 
del tipo Ramberg-Osgood. Desde luego el método general que presentamos para estruc• 
turns histeréticas es aplicable a las de tipo Masing. Pero cuando además el esque
leto es del tipo llamberg-Osgood cabe un método aun más sen~illo, si bien su aproxi
mación es poco menos buena que la del método más general, sobre todo cuando se trata 
de sistemas sumamente rígidos o exce¡Jcionalmente flexibles. Este segundo procedi• 
miento consiste en adoptar couto sistema lineal equivalente uno que posee el mismo 
periodo natural y grado de amortiauamiento que la estructura no lineal en cuestión 
para deformaciones infinitesimales. En otras palabras la masa del sistema lineal 
equivalente os igual a la de la estructura que interesa; su rigidez es igual a la 
rigidez tangente inicial de esta, y no se tiene en cuenta el amortiguamiento his
terético. 

En el rango intermedio de periodos naturales de la estructura equivalente 
(Tav ~ T ~ Tvd> esta aproximación tiende a errar del lado de la seguridad cuando 
~ es muy pequeño o nulo. La aproximación mejora para valores mayores de Z, digamos 
d~l orden de diez por ciento. 

El mismo criterio aproximado es aplicable a estructuras del tipo Masing con es
queleto bilineal cuya segunda rigidez es positiva y menor que la primera (fig 10). 

Sea~ el factor de ductilidad, es decir, la deformación máxima que desarrolla 
una estructura en respuesta a un temblor dividida entre la deformación de fluencia. 
Si bien en varios de los modelos matemáticos que hemos venido manejando no hay un 
límite superior a la deformación que son capaces de desarrollar las estructuras sin 
fallar o cambiar drásticamente su comportamiento, en la práctica existe tal deforma
ción límite. Una manera aproximada de incorporar esta limitación sin complicar en 
exceso los modelos consiste en caracterizar coda estructura de interés por un factor 
de ductilidad máximo que puede desarrollar. El tratamiento es aproximado ya que el 
factor de ductilidad límite depende del número de ciclos de car9a alternante y, 
antes de que falle una estructura, su relación fuerza-deformacion suele diferir 
a~~eciablemente de los modelos sencillos que hemos considerado. Mas la información 
d)~ponible permite en muchos casos hacer estimaciones realistas, ligeramente conser
vadortls, de ls p. máxi•na que conduce a una buena aproximación de la probabilidad de 
que la estructura en cuestión sobreviva una perturbación dada. 

Según el criterio aproximado que describimos, una estructura elastoplástica 
désarrolla una aceleración máxima igual a la requerida para hacerla fluir y una de
formación máxima igual a p veces la de fluencia (fig 11). De aquí que la acelera
ción máxima que pueda desarrollar sea igual a 1/p veces la que desarrolla la estruc
tura lineal equivalente. Si la estructura se diseña con aceleraciones reducidas 
como si su comporta~iento fuese el de lo estructur~ lineal -- como implican los re
glamentos de construcción --, las deformaciones que se calculan han de multiplicarse 
por JJ• Este hecho es importanto cuando han de calcularse holguras entre elementos 
~structurales y no estructurales para evitar daños a estos y para evitar la apari
rición de torsiones y otros efectos indeseables prevenientes de la participación de 
elementos rígidos que no ioru1an parte de la estructura analizada, as1 como cuando se 
calcula la separación que ha de dejarse entre estructuras contiguas para evitar ~ue 
cho~uen una contra otra. 

Tratándose de estructuras elastoplásticas sumamente dgidas vale la aproxima
ci6n consistente en nsimilarlas a estructuras rigidoplásticas, es decir con relación 
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fuerza-deformacj6n como la que se muestra en la fig 12. Para estas, si se iguala 
su energ1a de deformación a la de una estructura lineal equivalente según el crite
rio general que presentamos con anterioridad, se encuentra que la deíormaci6n máxima 
en va~or absoluto, como respuesta a un sismo con aceleración y velocidad m6ximas del 
terreno iguales respectivamente a .s. y v, vale aproximadamente 

¡0.24 ¡f. si a> ao 
D • O 
' o si a ' ao 

(8) 

donde a0 es la aceleración requerida 
D no es apreciablemente mayor que el 
lores elevados de aofa la ec 8 yerra 

para hacer fluir la estructura. Sin embargo, 
desplazamiento máximo del terreno. Para va
del lado de la seguridad y ha de sustituirse 

\ por 
·2 ' {.i._ (l - .!2) 2a a o ' 

D = 
o 

si a ~ ao 

si a ~ a0 

Estructuras contraventadas con elementos esbeltos o anclados con pernos 

(9) 

Consideremos un marco articulado contraven(ado mediante cruces de San Andrés 
(íic;¡ 13) cuyos elementos diagonales seéln tan esbeltos que solo puedan tomar tensi6n. 
Si dichos elementos se cou.po1:tan clastoplásticamente la relación fuerza-deformación 
de la estructura será como se esquematiza en la fig 14. Estas estructuras disipan 
menos energ1a por deformación inelástica que las estructuras elastoplásticas con 
igual esqueleto. Por tanto sus respuestas son en general mayores que las de estas. 
De manera aproxiumda se pueden estimar igualando la enero1a de deformación a h que 
desarrolla la estructura lineal equivalente. Esta energ1a vale KDe2/2, donde K.es 
la rigidez inicial y De es 1~ deformación espectral de lo estructura lineal equiva
lente. Para le estructura de interés la energía de deformación vale FyD - FyYy/2 • 
Kyy(O- Yy/2). Pero Yy ~ D/f• Por tanto, 

1) 2 2 
~.,. .IL.c2 .l> 

2 2)1 p 
!'\ " ... e.aqul, 

Este cociente es mayor que uno si J ) l. Por ejemplo, vale 1.67 para p ~ 5. 

Al mismo resultado se llega para una torre del tipo de una chimenea si su re
sistencia al volteo está regida exclusivamente por pernos de anclaje de comporta
miento elastoplástico. 

Cuando existen otras fuerzas restitutivas en adición a los contravientos o a 
los pernos, la ec lO puede errar del lado de la seguridad pero su aplicación sumi
nistra una guía para estimar el valor de O. 

Estructuras asimétricas con un grado de libertad 

De las estructuras de este tipo vamos a confinar nuestra atenciÓD a las rigido-
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plásticas. Estas no necesitan ser 111uy asi .. ~útricas pura que su respuesta dsmica sea, 
en sentido estadístico, c~si la misma que la de una estructura que solo pueda fluir 
en un sentido (íig 15)., Bajo estas circunstancis& un análisis semiemp{xico arroja 
·el'siguiente resultado aproximado. 

si a ~ a0 
(11) 

~structuras con varios grados de libertad 

Tratándose de estructuras "bien diseñadas", en el sentido de que desarrollen 
sensiblemente el mismo factor de ductilidad en un número extenso de grados de li
bertad cuando actúa el sismo de interés, son aplicables en forma toscamente aproxi• 
mada las conclusiones que p~esentamos para las estructuras que tienen un solo grado 
de libertad. Sin embargo, es dificil lograr esta condición en la práctica. Incluso 
una estructura puede satisfacer esta condición p~ra un temblor de diseño y no para 
otro. Cuando no se satisface la linlitación mencionada, sea porque una porción pe
queña de la estructura está subdiseñada o porque el resto esiá sobrediseñado o por 
ambas causas, la mayor parte de la energía que haya de disiparse por deformación 
inelástica necesitará corresponder a deformaciones inolásticas de la porción subdi
~eñada (o no sobrcdiseñada) y en general demandará factores de ductilidad locales 
~umamente elevados. 

Es tanto rnés probable que se presente esta situación desfavorable cuanto mayor 
es el número de grados de libertad de la estructura. Uc aquí que se encuentren re-
glamentos de construcción en 4ue las aceleraciones espectrales de diseño desciendan 
can el periodo natural más gr~dualmente que lo que indican los espectros lineales 
dts~onibles. Así el Uniform Building Code especifica coeficientes de cortantes ba
s~les inversamente proporcionales a la raíz cúbica del periodo fundamental, siendo 
que los espectros de aceleración en terreno firme descienden en proporción invt:rsa 
a. la primera potencia de dicho periodo. Ue esta manera se introducen errores con
¡cientes del lado de la seguridad, respecto a los resultados de análisis dinámicos 
iineules afectados por 1/p, tanto raayores cuanto m~s largo es el periodo fundamental, 
y esto tiende a tener en cuenta el número de pisos del edificio de interés, pues en 
términos generales el periodo fundamental aumenta con el número de pisos. 

Actualmente la Única manera fidedigna para analiz~r estructuras no lineales con 
varios grados de libertad, sin caer en procedimientos tan burdos co~o el descrito, 
consiste en someter en coo1putadora a la estructura a un grau número de temblores 
reales o simulados y analizar estadísticamente los resultados. 

A pesar de esta observación, valen las aproximaciones presentadas p~ra estruc
turas con un grado de libertad cuando su rigidez o su flexibilidad tiende a infinito. 
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Tabla l. Respuesta aproximada de estructura hister&tica 

(1) (2); (3) (4) (5) (6) (7) 

y, cm K, ton/cm {, ~o K, ton/cm T, seg ~. OJo D, cm 

0.2 10.0 1.0 10.0 0.500 1.0 1.03 
0.4 10.0 1.0 10.0 0.500 1.0 1.03 
0.6 9.7 1.2 9.9 0.505 1.1 1.07 
0.8 8.6 2.0 9.3 0.518 1.3 1.14 
1.0 6.0 4.0 8.6 0.535 1.8 1.09 
1.2 3.8 8.0 7.8 0.555 2.8 1.18 
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Fig 13 Marco articuladó y contraventeado 

F 

y 

Fig 14 Comportamiento de la estructura de la fig 13 



. -

F 
• 

-
• ·~ 

,_ 

y 

Fig 15 Comportamiento asimétrico de estructura rigidopiÓstica 



-- ----------~ ., 

~ .' ~'\··.:l 
1, \ ',! 

' .../ ' 1 .. '" 

: , ' ..... ._a. 1 ' ' ' ~ 
l ' ...... ' 
'.::-...-. .. ~-~- l, .... "'~.,....., 

,1 

centro de educación continuo de la facultad de ingeniería, unam 

S-14 

INTERACCION SUELO-ESTRUCTURAS 

,·. 

' .. 

'1 

\ ¡' 

--1 

Tl--r·, 
~~ .,.,, _., ~ ......... .-~. 

Marzo 1 3 de 197 2 

'' 
1 r · 
'' 

1' 

1 

,' ._';' ~:\ 1 

: :' ' 1 ,'' ¡ ) ~h.~ ., ' 
':', ,1 í 1 

'• f',·\, ' ¡' 
'. 

'. 1 >- ~ l 

·'' 

TELS. 521-30-95 Y 513-27-95 TACUBA 5, MEXICO 1, O F. 





GBD CG:.1HMf!~H~US~D if~AC~Oru~~n.... 

DfE Dú\!lGISNBfS~DA S9r;!%~1~~.r4. 

Respuesta sísmica de sistemas 
suelo-e¡tructurras 

por 

J. Biela!< 

Tema: 

1 nteracción suolo-estructura 

SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA 

SISMICA, A. C. 



·' .. -~ ~.-.... ·~- .... rr- ··-

RESPUE~TA SISMICA DE SISTEMAS SUELO-ESTRU~TURA 

Jacobo.Bielak 

INTRODUCCION 

Dos aspectos del problema de interacci&n dinámica entre estructura 
y subsuelo tienen una gran importancia para la ingeniería s!smica: 
(1) el ~omportamiento sísmico. de una estructura puede ser afectado 
por las pr~piedades del subsuelo y (2) el movimi~nto registrado en 
la base y en la vecindad de una estructura durante un terremoto no 
serd el mismo que el que se obtendría si ~a estructura no estuviera 
presente. En t~rminos·de las propiedades din~icas del sistema, este 
acoplamiento dinámico, o interacciÓn entre la estructura y el sub
suelo generalmente producirá (1) una reducci&n, en la frecuencia fun
damental del sistema con respecto a la frecuencia de la estructura 
apoyada s.obre un suelo rÍgido, ( 2) dis~pación de una parte de la 
energía vibracional del edificio debida a la radiaci&n de ondas 
dentro del subsuelo ( tambien'habr~ p~rdidae de energía producidas 
por la f~icoi6n interna del suelo) y <3> una mo~ificaci&n del .movi-
miento de la base de la· estructura con respecto al movimi~nt? l.ibre 
del terreno.·A~que todos estos efectos se manifiestan hasta cierto 
grado en toda estructura, desde el punto de vista ingenieril ea . 
importante determinar las condiciones bajo las cuales la interacciÓn 
estructura-subsuelo· afectar/ en.forma notable el comportamiento 
dinimico de la estructura. Para ~ato es necesario desarrollar métodos 
de.anAlisis y diseño que consideren el fenómeno'de interac?i~n. 

Dadas las propiedades fÍsicas del suelo, la geometría del sistema 
y la naturaleza de la excitaci6n's!smica, es sumamente difÍcil . 
analizar el sistema estructura-subsuelo sin antes hacer un número 
de suposiciones que simplifiquen ei problema. Es com&n representar 
el.suelo y~ sea co~o un semi-espacio el~stioo, homog~neo e isÓtropo 
ó como un medio discreto constituido.por resortes lineales y amor

.tiguadores.viscosos. La estructura, tambi'n generalmente e~etica, 
deso~a sobre .la superficie del terreno. 

.. ' 

• l 
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Una lista parcial de publicaciones recient~a sobre ~nteracciÓn 
dinámica estructura-subsuelo estd dada en la referencia [1]. Otras 
descripciones de soluciones diversas están contenidas en los trabajos 
de Scavuzzo y Raftopoulos [2] y Sarraz'i~ [3]. En este trabajo se 
estudia la respuesta s~smica de un edificio elástico de varios pisos 
que descansa sobre la superficie del semi-espacio elástico. Suponiendo 
que el sistema posee frecuencias de resonancia se demuestra que la 
respuesta del sistema estructura-subsuelo está dada como la suma de 
las respuestas de osciladores simples de un grado de libertad, sujetos 
a excitaciones modificadas de sus bases. Este resultadó es válido ~1n 
para sistemas lineales que no poseen modos de ~ibraci6n clásicos. 
Esta representación tiene la ventaja de dar una percepci6n clara del 
problema de interacciÓn así como hacer los cálculos equivalentes a 
los de un oscilador simple. 

En la segunda parte de este estudio se presentan las respuestas 
oscilatorias y s{smicas de·varias estructuras de uno y varios pisos 
que se apoyan sobre terrenos flexibles. Para el caso de edificios de 
un piso se dan adem~s expresiones aproximadas para la frecuencia 
natural de vibraciÓn y para el amortiguamiento crítico del oscilador 
simple equivalente en términos de las propiedades del sistema 
original. 

I. ANALISIS DEL SISTEMA 

El sistema estructura-subsuelo bajo estudio se muestra en la 
Fig. 1 • Consiste de una estructura de n pisos de comportamiento lineal 
y amortiguamiento viscoso con un grado de libertad por piso, que se 
apoya sobre la superficie de un semi-espacio elástico de densidad f , , 
velocidad de onda al cortante, V8 , y relacion de Poiseon,cr. La 
estructura define las matrices de rigidez, K, de masa, M, y de amor
tiguamiento, c. Se supone que la ·base consta de una placa circular 
rÍgida de radio a y espesor despreciable yno se permite que la base 
se deslice con respecto al suelo. El sistema descrito tendrá entonces 
n+2 grad~s de libertad, translación horizontal de cada piso y de la 
base y rotaciÓn del sistema en el plano de des~lazamiento. 

El sistema, originalmente en reposo,·está sujeto a uri movimiento 



_,_ 

s!smioo representado por ond&s planas horizontales que se propagar1 
en la direooi6n.vertioal. El movimiento libre,del terreno ea igual 

l • 

al doble de la amplitud de la onda incidente y el movimiento dentro 
del medio·el,etio~. se ~btiene como la suma de'las ondas incidentes 
mas las. reflejadas. .. . : · .. ': : · 

" ' . ., ' •' ' : 
El modelo ilustrado en la Fig, 1 tambien ha sido utilizado, entre 

otros, por Tajimi [4) y por Parmelee y otr~~ [5], 
. ' 

Suponiendo·· de~plazamientoe pequeños, ·las ecuaciones 'que 'gobÍern~n 
el movi~ient'o del sistema 'mostrado en la F~S· ., e~n ' ·· · ·· · 

•• • ' 1' ' "' ~. • ' ~'' \ 

M v" + e V + K V • o - - -·· ( 1 a) 

J. 

{,o) 

En estas ecuaciones, I = /vj/ , un v~otor de 'columna; Vj = desplaza
miento horizontal del piso j con reepocto.a la base, sin incluir 
rotaciÓn! ·~g = desplazamiento libre de la superficie .Producido por 
el movimiento e!emioo incidente y eu reflexi6n total;·v0 =translaciÓn 
de la base con respecto al movimiento ·libre de la superficie.; JI' = ro
tación de 'la baeea. hj ='altura del piso j medida a partir de la base; 
vjt:= desplazami~nto total horizontal'del piso j con re~peoto a·un 
eje vertical fijo, ea decir, vjt = v8 :.t- vo + hj~ + Vjl mj =masa· 
del piso j; m0 =masa de la base; It =suma de loe momentos oentroi
dales de inercia de las maaas mj y m~; P(t) y Q(t) representan, res
pectivamente ,la fuerza y el mom~nto de·. interaccidn entre la hase y 

el su.elo. 

Las fuerzas P(t) y Q(t) son funciones de loe desplazamientos de 
la base v0 (t) y~ (t). Para obtener las.relacionee necesarias debe 
reaolvorse un problema de elasticidad dinámica con condicione~ 

.• ' 1 . mixtas de frontera, es decir, las oeoilaoio~es de un disco rigido 
soldado a la superficie del semi-espacio elástico. Se obtiene [1] 

o • 
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P(s) 
~(so,O') ~(s01 a) 

v~(s) 
~a2 a 

.. (2) 

M l\m(s
0

í0') Kmm(s
0
,v) ~{s} 

~a3 

en donde una barra sobre una funciJn denota la transformada de 
Laplace de dicha funciÓn y s es el parámetro de la transformaciÓn, 
una variable compleja. Khh,Khm, ~h y ~ son las funciones adimen• 
sionales de impedancia del problema.~ es el mÓd~lo de rigidez al 
cortante del medio elástico y s 0 = sa/V8 • 

Considerando temporalmente a los deeplazami~ntoe v0 ~y ~como 

funciones conocidas, es posible, en general', desacoplar la ecuaciÓn 
{1a), ya sea en n dimensiones si la superestructura posee modos de 
vibraciÓn cldeicoe 6 en 2n dimensiones si no loe posee, y expresar 
las transformadas de los desplazamientos vj como combinaciones linealee 
de las funciones v0 , P y Vg• Substituyendo estas expresiones junto 
con (2) en la versiÓn transformada de (1b) y (1c) se obtiene un par 
de ecuaciones lineales algebraicas en v

0 
y Y que puede ser resuelto 

en forma explÍcita en funciÓn de ~g• Reemplazando v
0 

y Y' en la, 
expresiÓn para vj se obtiene entonces la soluci6ns~~mpleta del 
problema en el plano.tranaformado.en términos de vg(s), las propi~
dades t!eicas del sistema estructura-subsuelo y las funciones de 
impedancia.Khh,·Khm, Kmb y~. Simb6licamente eet~ ~oluci6n se puede 
expresar en la forma 

(3) 

r 
/. 

·1 

--------1 
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Los desplazamientos v0 (t), ~(t) y vj(t) se obtienen invirtiendo 
las transformadas correspondientes, es decir, 

donde O es el contorno de integraoi&n de Bromwich. 

Aplicando el teorem~ de conv~lucidn para las transformadas de 
Laplace, (4) puede escr.ibirse .. 

(5a) 

en donde 

· 1 [ '\t(s) st 
~(t) .. 2ñi' -e_ . ~sJ .k..O,cp,J 

·-. . e lli(s). . . 
(5b) 

son las funciones de impUlso del sistema. Las integrales en (5b) 
pueden evaluarse expl!c1tamente por medio de una 1ntegraci6n de 
contorno [1), obteni6ndose 

(6a) 

Las constantes a1k, blk, Gj .Y f,t están dadas por 

·' . ' 
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) 

(6b) 

en donde s.t es una ra.!z de .A (s) y Ll'<~) es la primera derivada 
de 4 ( s) con respecto a e evaluada en ~ • 

Substituyendo (6a) en (5a) se obtienen entonces expresiones para 
loe ~eeplaza.mientoe v0 , ~ y Vj en terminoe de la aceleraci6n libre. 
del . rreno, v8 , de funciones elementales y de constantes que pueden· 
ser evaluadas en forma explÍcita. Deapu¿a ~e introducir las 
constantes ~ y ?1 , definidas por 

... ( a a)i 
w1 a "1 + ~~ (7a) 

... /( a e)i (7b) 
"" D Q'' Q'.. + ~~ . 

y las aceleraciones 

, 
e integrar por partes algunos de loa ~arminos en las expresiones 
para loe desplazamientos v 0 ,·. 'f y v j, se obtiene :finalmente 

(7d) 
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. Interpretaci&n fÍsica de la soluci&n. Las expresi~nes para los 
desplazamientos v0 (t), Y' (t) ·y vj(t) en (7d) muestran que la 
respuesta sÍsmica del'sistema estructura-subsuelo pue~e obtenerse 
como una combinaci&n ·lineal de las respuestas de n+2 osciladores 
simples de un srado d~ libertad apoyados sobre un suelo rÍgido. 
Cada oscilador, definido por su frecuencia natural ·.de vibraoicSn úfl 
y fracoi&n de amortiguamiento crítico ~ .,est' sujeto ~ una acele
raciÓn de su base, VJk. El subÍndice k toma · los valores O, SI y 
j, correspondientes a loe desplazamientos v0 (t), ~(t)~y Vj(t).Bste 

·resultado es vÍlido, independientemente de la existencia de modos 
clásicos de vibraci&n. 

II. APLICACIONES 

Con el objeto de ilustrar el eféoto que la intoracoi6n estructura-
. ' subsuelo puede tener en la respuesta del sistema, en esta seooion 

se estudia la respuesta de·algunas estructuras' de uno y varios 
pisos a una excitaci&n arm6nica permanente' 6 e!smica. 

Coeficientes dinámiqoe del suelo. Para hacer'uso del método de 
~isis desarrollado en la eeccién anterior es necesario conocer 
las funciones de impedancia Ktm• K~, Kmb y Km (2). Soluciones 
numéricae·aproximadas para estas fUnciones han sido obtenidas por 
B,yoroft (6), Veletsce y Wei [7] y Luoo y Westmann [S], entre otros, 
para el caso' de oscil~JLcione~ arm6nicas. Se ha observado que 'loe' 
valores de Khm·Y Kmb son generalmente pequél!os comparados con loe 
de Kbb y xmm y 'pueden por tanto despreciarse sin afectar notablemente 
la respuesta del sistema [ 1 ] • Las impedancias Kbh y · ICmm, funciones 
comple jae de la variable a0 = IJJ a/V 8 , en donde w es la frecuencia 
de osc1laci6n, pueden expresarse · 

. ~(iao) • ~{ao) + iao cu<ao) 

. ~{iao) • \m(a~) + ~o ollml{ao). 

. (Sa) 

(Sb) 

en donde las funciones khh, "hh• kmm y. 0mm son funciones reales. Las 
impedanciae Ktm 7 Kmzn• y en consecue~cia las funciones reales en (8), 
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son además funciones de la relacidn de Poisson,cr. Se puede dar una 
· interpretaciÓn fÍsica simple a la e funcio.nes khh, kwn, chh Y· cmm. 

Heieh [9) ha demostrado que las funciones khh Y.kmm eet~ relacionadas 
a las rigideces de resortes lineales que var{an con la frecuencia de 
oecilaci&n, mientras que chh y cmm están asociados con amortiguadores 
viecoeoe·ouyoe coeficientes de amortiguamiento ·tambibn varian con 
la frecuencia de excitaciÓn. . ,. 

Las funciones reales en (8) pueden expresarse como. 

(9a) 

(9b) 

(9c) 

(9d) 

• 1 

Las constantes a¡ y ~ son loe valores estáticos de loe coeficientes 
de rigidez khh y kmm, respectivamente, mientras que las funciones~ 
y f.., miden la variaci6n de éstos para el caso din!Ímico. ]Á y f...,_ 
están relacionados con la energÍa perdida por !adiaci6n en el semi
espacio elástico, a causa de la translaci6n horizontal y el voltea
miento de la base, respectivamente. Estas funciones no representan 
fracciones de amortiguamiento crítico. 

Las funciones ,S~ , f .. , ~ y ~ , calculadas a partir de los 
resultados obtenidos por Luco y Westmann [.a], se muestran en la Fig. 2 
para valores de la frecuencia adimensional, a

0
, de O a 2 y para varios 

valoree de la relaciÓn de Poiseon.Estoe valoree son suficientes para 
la mayor parte de las aplicacion~s. Para valores de a0 entre 2 y 10, 
estas funciones pueden calcularse con los resultados presentados en [8]. 

Para obtener la respuesta transitoria del sistema es necesario 
. 1 

determinar las funciones de impedancia en termines ael parámetro s 0 , 

un n~ero complejo, en vez de a0 • En forma aproximada, las funciones 
Khh y Kmm se pueden representar éomo [1] : 

( 1 Oa) 
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Kmm(s 0 ) = kmm(Im s 0 ) + s 0 cmm(Im s 0 ). (10b) 

De esta manera Khh(s0 ) y Kmro(s 0 ) se pueden evaluar haciendo uso de 
(9) y la Fig.· 2.· 

Edificios de un piso 

En ·las. Figura.~ 4 y. 5 se muestra la respuesta del sistema estructurll
subsuelo indicado en la Fig~ '3, sU:jeto. a una exci tac1.6n. si.~usoÚal' . 
con Úe~uencia · W y. amplitud vg .para v~rio~ valores. d·~·~.~-~s: pa:!Íme.t~oe, 
adimensionales que definen al sistema, Estos están dados por 

' ' 1 • 

11118 bJ."' ~ ( 1. 1, !-') 
8J."'- · ( 11 a) pa3 

vs 
Dio 1 '(11'd)l 

b1 '\ • pa3 
" al. "'·a .(11o) ' .·: t• 

C1 
( 11 e) · b a~ . ( 11 f)' 'l1a-

_2m1 1111 m paB 

UJ1 es la frecuencia-de vibraci&n no amortiguada de la estructura 
sobre un suelo r!gido y ~1 la fracci&n de amortiguamiento crÍtico' 

de la.misma •. Loe sÍmbolos lv1l., /ifJhd y IY'0\ee_z:~~~~:r;~Jl-~.a_;l_~s_;.\~ 
amplitudes. del desplazamien~o rel~tivo de la masa.superio.r¡. v 1 •· el., 
desplazami~nto de la misma debido a la rotaci&n del sist.ema,., ~h1·• 1: 

y . e:). desplaz~iento total de la base, y0 , respectivamente, .Para ,un ·. 
suelo rÍgido, IY0 1/vg = 1, De (11) se.observa que.la rigidez del 
suelo .echo ~feota .al par~etro a¡ (a .través de V8 , .la .. v~loc:Ldad de ... 
propagaciÓn de onda .al cortante). Como a1 ·mide la .-rigidez .. rel.ativa, 
entre la est~ctura y el terreno se ve que la interaqci6n no ¡depende .. 
:4e .la. ;igidez del suelo ~~e{, sino de esta.rigidez .r~lat:Lva._ .. . , .: 

En los ejemplos indicado!'! en las Figs. 4 y 5 se· ha! itrlpuelst-o··J:a. 
' 1 ' ' • ' " • 

condic~on '/1 = O. Se nota sin embargo q~e las ampl:ítudee de loe 
desplazamientos son finitas; debi~ndose esto a que una parte de la 
energía se disipa por rad1aci6n al medio elástico. : \ ~· \ ·l 1 .:·. / 

• ' 1 

Para el ·cál.culo .'de ·la .. Fig. 4 se ha considerado que ~a masa1· de la ~· 
base, as:! como el momento· de inercia centr~idal 'de ·1~~ .lna~ ·-s-u e~'í6r\ 

1 ~- '') 

son despreciables, es decir, que bh y n son nulos~ d)' ~! qu cada 
-m ' \\\ '\.>, 

curva detel'llline ~ sola frecuencia de resonancia. ¡ · \ 

.. 
" 
'.' 



' ·' ,. 
'J 

-10-

La Fig. 4 indica que la respuesta del sist~ma es sensible a los 
valores de a1 y en especial que v1 disminuye r'pidamente conforme 
a1 aumenta. Tambi¿n la frecuencia de resonancia del sistema, ~1 , 
se reduce para valores crecientes de la rigidez relativa, a,. 

La Fig. 5 sirve par~ ilustrar el efecto del momento de inercia 
de la base en la respuesta de una estructura. Para·valores de bm 
distintos de cero cada curva presenta dos frecuencias de resonancia; 
la primera es una· modi-ficaciÓn de -la frecuencia ··natural de la estruc
tura debida a la flexibilidad del terreno y la segunda corresponde 
esencialmente a una rotaciÓn de cuerpo rÍgido del sistema; una ter
cera frecuencia permanece en el infinito ya que bh ea nulo. Se observa, 

1 sin embarg~, que loe valores maximos de la respuesta correspondientes 
a la segunda frecuencia son pequeños comparados con loe de la primera, 
indicando una mayor p¿rdida de energía. El efeOto de bm en la res
puesta del sifitema,en la veci.ndad de la. frecuencia fundamental se 

1 vuelve importante unicamente para valores de~ mayores de 4,aproxi-
madamente. Este valor corresponde a un momento de inercia centroidal 
de la base igual al de la masa superior alrededor de un eje que 
pasa por la base. 

Respuesta s!smica. Para valores dados de los par~etros (11) la 
respuesta sísmica del sistema mostrado en la Fig. 3 puede obtenerse 
mediante las ecuaciones (7). No es pr,otico, en·general, determinar 
explÍcitamente las constantes ÚÍ,t , ~~ , a¡ k y b..tk en teSrminos de los 
parámetros mismos dada la dificultad en extraer l~s raÍces de la 

1 , " 
funcion ~(e). Es sin embargo posible obtener una aproximacion para 
los desplazamientos v0 (t), f(t) y vj(t) si se desprecia la contribu~
ciÓn de las dos frP.ouencias superiores, que en general estar~ asocia
das con valoree altos del amorti~iento. omitiendo asimismo el efecto 
de la masa de la base de la estructura en la respuesta del sistema 
(bm = bh =O), se llega a 

NPU} ~ t 
f4('1, { -'I,W, (N) •• 'f )./l. 

Q,'6,11(,.& 
, .J'/1'7 w, (1-1) (ITJ 'l • (12a) 

¡,, '111) - 1 --- ' ~ 
i:i>, -,(1,., r'" 6 ' ; - ' ' 

IJ,/1) 
1 ' 
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( 12é) 

mientras que la ~celeraoiJn efectiva d~l sistema 
- & v8e(t) =(~) v8(t). (12d) 

. ' 

La ecuaoi6n (12a) muestra que la respuesta sÍsmica del sistema 
mostrado en la Fig. ) es aproximadamente equivalente a la re~puesta 
de un oscilador simple de un grad? de libertad apoyado sobre un 
suelo r!gido. Este oscilador equivalente, definido por la frecuencia , ,.. , ' 

natural de vibracion UJ1(12b) y la fraooion del amortiguamiento 
crÍtico 11(12c) está sujeto a una acelera~idn de su base vg~(t), 
id¿ntica a v8 (t) en el tiempo pero su amplitud multiplicada por e 

,.. 2 , 
:~;-.·,, ( W 1 / UJ 1 ) .• -Bajo estas condiciones, la deformacion del ree'orte del 
----·oscilador equivalente ser,1 igual al desplaz-amiento relativo_ ~1 (t)

del sistema original, mientras que loa desplazamientos v0 (~) y 

h1 'f ( t) estarán dados por · 

( 1 }a) 

( 1 3b) 

Este resultado implica que el espectro de respuestas a un terre
moto de una es~ructura de~ piso que deecansa'sobre un suelo flexible 
puede obtenerse a partir de loa espectros correspondientes a un 
oscilador simple sujeto a una e'xcitac_i6n de su base. Usando un espectro 
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promedio aproximado de respuestas debido a Housner y Jennings [10] 
1 

·Y las ecuaciones (12), se ha encontrado que para un gran_numero de 
estructuras, la flexibilidad del suelo resulta en unarreducci6n 
en la respuesta del sistema y que para una rigidez determinada del 
terreno, mayor es la reducci6'n mientras menor es el p~rÍodo natural 
de la estructura. 

Estructura-de dos pisos 

En esta aecci&n se ea'tudia la 'respuesta sísmica del sistema 
' ' 1 

mostrado en la Fig. 6. Loa ~alores de los parametros indicados en 
la figura se han escogido ,de.tal suerte que el sistema se asemeje 
a la estructura de concreto de una planta de energÍa nuclear [11 J. 

En la Tabla 1 se presentan las frecuencias naturales (7a) y los 
correbpondientes valores del amortiguamiento crÍtico (7b), calculados 
para distintos valoree de ,la flexibilidad del terreno. 

Usando la aceleraciÓn indicada en la Fig. ?,la respuesta sÍsmica 
de la estructura se ha obtenido pur medio de las ecuaciones (7). En 
la Fig. 8 se muestra la respuesta del sistema para un suelo flexible 
(V6 = 1500 piea/seg), mientras que la Fig. 9 presenta la respuesta 
de la estructura sobre un suelo rÍgido. La Fig. 8 indica que la 
estructura vibra primordialmente con tina frecuencia GU 1 ,la frecuencia 
fundamental de resonancia del sistema estructura-subsuelo,y tambi¿n 
que el desplazamiento del primer piso debido a la rotaciÓn del sistema 
es aproximadamtm'te igual al doble del deeplazamient'o relativo v1 , 
producido por la deformaciÓn de las columnas del primer piso. 

Al comparar los desplazamientos relativos v1(t) y v2(t) de la 
estructura sobre el terreno.flexible con los desplazamientos corres
pondientes obtenidos para un suelo rÍgido (Fig. 9) se ve que el 
efecto principal de la fundaciÓn ea el de reducir.la frecuencia 
dominante de vibraciÓn as! como loe desplazamientos relativos v1 y 
v2• Los desplazamientos v 

0 
( t) y ' 'P (t )· s_on distint~e de cero para 

la cimentaciÓn flexible pero obviamente son nulos cuando el suelo 
es rÍgido. 

'¡ 

1:., 



'J 

¡, 

-1:5-

Edificios de yarios pisos 

Estudiando las frecuencias naturales de un edificio idealizado 
de diez pisos asl como las de edificios ~uyos modo~ fundamentales 
est~ dado~ por una .l!nea recta, se ha encontrado [1] que el efecto 
de una cimentaci6n elÍstica, medido a trav's del cambio de las fre-, . 
cuencias de vibracion del mismo, es despreciable en loe modos su-. , 
periores al primero para un gran numero de estructuras. Be ha 

observado que únicamente la frecuencia fundamental de la estructura 
se reduce de una mtnerá nota~le conforme la cimentaciÓn se hace m'e 
blanda, y que exce¡to en edificios bajos, la reducciÓn en la frecuen
cia fundamental se debe principalmente a la rotaciÓn del eietema·y 
en menor grado a la translaciÓn horizontal de la base. 

CONCLUSIONES 

Be presenta un m~todo para analizar 1~ reepl.:.eeta sÍsmica de 
estructuras lineales apoyadas sobre·un suelo flexible. Se muestra 
que la respuesta del si~tem~ puede obtenerse como la suma.de las 
respuestas de oscilador~e simples de un grado de libertad sujetos 
a excitaciones modificadas de·sus bases. Este resultado es v~ido 

' ' • ' ''e < , , 

aun para edificios que no poseen modos de vibracion claeicos. Varios , . / 

ejemplos numericos indican que el efecto de interaocion entre la 
estructura y el subs~elo, ~ede ser importante· y debe tomar~e en 
consideraciÓn en el diseño de algunos tipos de estructuras. 
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TABLA 1 

Frecuencias de resonancia y fracciones de amortiguamiento 
crÍtico del sistema de dos pisos-

wJ (rad/sec) Tí.a (~) 
1tt/sec~ 1, 2 3 4 1 •2 '3 4 

(1) t (2) (3) (4) (5) (6) ·./7) (8) (9) -

8oO 8.87 54.84 23.86 87·73, 4.26 .. ea 58.69 16.14 

1000 10.76 54.85 29.85 8g.25 3·77 '·99 58.70 19.86 

1200 12.47 54.86•' 35·86 90·79 3·27 1.05 58.74 23-55 

1500 14.70 54.86 44-93 93·66 2.57 i.06 58.86 27.61 

2000 17-54 54.82 60.14 101.6 1.65 ·90 59-27 31.53 

2700 20.12 54.86 81.29 117·3 . .87 ·53 59·93 34.47 
' ' 

·3500 21.-83 54.97 105.2 138':4 ' .44 .27 60.43 ~-03 

5000 23-39 55-12 149.8 182.8 .16 ·09 60.92 37-22 

8000 24.43 55•22 2,S.~ 279·5 .~04 .02 61.25 37.24 
/ 

10000 24.68 55·25 298.2 345-4 .02 .01 61 • .}3 37·37 . 
15000 24.94 55-28 446.7' 512.0 ' .006 .003 61.41 31·53 

co 25.15 55·30 co co ,O ' o - -
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I. INTRODUCTION 

The damage resulting frorn earthquakes may be 
influenced in a nurnber of ways by the charac
teristics of the soils in the affected area. 
Where the darnage is related to a gross insta
bility of the soil, resulting in large perma
nent rnovernents of the ground surface, associ
ation of the darnage with the local soil con
ditions is readily apparent. Thus for example 
deposita of loose granular solla may be com
pactad by the ground vibrations induced by the 
earthquake resulting in large settlernents and 
differential settlernents of the ground surface. 
Typical exarnples of darnage due to this cause 
are shown in Figs. 1 and 2. Fig. 1 shows an 
island near Valdivia, Chile which was partial
ly subrnerged as a result of the cornbined effects 
of tectonic land rnovernents and ground settlernent 
due to cornpaction in the Chilean earthquake of 
1960. Fig. 2 shows differential settlernent of 
the backfill of a bridge in the Niigata earth
quake or 1964. 

In cases where the soil conditions consist of 
loose granular rnaterials, the tendency to corn
pact rnay result in the developrnent of excess, 
hydrostatic pressures of sufficient rnagnitude 
to cause liquefaction or the soil, resulting in 
settlements and tilting or structures as illus
trated in Fig. 3. Liqueraction or loose satur
ated sand deposita resulted in rnajor damage to 
thousands of buildings in Niigata, Japan in the 
Niigata earthquake or 1964 (Ohsaki, 1966). 

33 

Again, the cornbination or dynarnic stresses and 
induced pore water pressures in deposita of soft 
clay and sands may result in rnajor landslides 
such as that which developed in the Turnagain 
Heights area of Anchorage, Alaska in the earth
quake of March 27, 1964 (Seedand Wilson, 1967). 
An aerial view or the elide area is shown in 
Fig. 4. The coastline in this area was marked 
by bluffs sorne 70 rt high sloping at about 1 on 
1-1/2 down to the bay. The slide induced by 
the earthquake extended almost 2 miles along 
the coast and extended inland an average 
distance of about 900 ft. The total area within 
the slide zone was thus about 130 acres. Within 
the slide area the original ground surface was 
cornpletely devastated by displacernents which 
broke up the ground into a complex system of 
ridges and depressions. In the depressed areas 
the ground dropped an average of 35 rt during 
the sliding. Houses in the area, sorne of which 
moved laterally as much as five or six hundred 
reet as the slide progressed, were completely 
destroyed. Major landslides of this type have 
been responsible for rnuch darnage and loss of 
life during earthquakes. 

A sornewhat less obvious effect or soil conditions 
on building damage is the influence they exert 
on the intensity of ground shaking and thereby 
on the structural damage which rnay develop even 
though the soils underly1ng a building may 
remain perfectly atable during an earthquake. 
A recent exarnple of this effect is provided by 
the building damage in Caracas, Venezuela in 
the Caracas earthquake of 1967. In the east end 
of the city where the solla extended to depths 



ranging from 300 to 700 ft, four multi-story 
apartment buildings collapsed and the structural 
damage intensity for buildings with more than 9 
stories was about 15 percent. However in the 
west end of the city, which was slightly nearer 
the epicenter of the earthquake and where the 
soil had generally similar characteristics but 
only about 60 to 280 ft deep, there were no 
collapses of multi-story buildings and the 
structural damage intensity for buildings with 
more than 9 stories was relatively low. The 
potential inrluence of local soil conditions on 
shaking and damage intensity in this way is one 

Fig. l. 

Plg. 2. 

Partially Submer~ed Island Near 
Valdivia, Chile (1960) 

Differential Settlement Between Bridge 
Abutment and Backfill, Niigata (1964) 

of their most far-reaching influences on earth
quake, damage and merita the ~ost careful 
attention of soil engineersrand geologists. 

( 

The following pages present a brief review of 
the current state-of-the-art concerning the 
engineering evaluation of the influence of local 
soil conditions on: 

(1) ground response and shaking intensity 
(2) soil settlement 
(3) soil liquefaction 

and (4) slope instability 
during earthquakes. 

Fig. 3. 

Fig. 4. 

Tilting of Apartment Buildings, 
Niigata (1964) , 

Turnagain Heights Landslide, Anchorage, 
Alaska (1964) 
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Recorded Ground Motions - San Francisco 
Earthquake, 1957 

II. INFLUENCE OF SOIL CONDITIONS ON SHAKING 
INTENSITY AND ASSOCIATED STRUCTURAL DAMAGE 

l. Ground Motions and Response Spectra 

~~ile the concept that the intensity of shaking 
&nd the incidence of damage during earthquakes 
~e related in a general way to the local soil 
~nditions has prevailed for many years, it 
peems likely that the first definitive study 
or the subject was that made by Wood (1908) 
following the 1906 San Francisco earthquake. 
From an investigation of damage locations and 
local geology Wood concluded: 

"The investigation has clearly demon
strated that the amount of damage pro
duced by the earthquake of April lB in 
different parts of the city and county 
or San Francisco depended chiefly on 
the geological character of the ground." 

Subsequent studies have shown different corre- · 
lations between damage to houses and local soil 
conditions, but it is in comparatively recent 
years that instrumental data and analytical 
studies have provided the baeie for an improved 
understanding or these errects. 
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Wood's concept of the variations in intensity 
of shaking at different locatione in San 
Francisco, for example, were confirmed by 
recordings made at a number of locations during 
the 1957 San Francisco earthquake. The vari
ations in maximum ground accelerations in re
lation to soil conditions are shown in Fig. 5. 
It is apparent that although all the sites 
shown in Fig. 5 were approximately the same 
distances from the zone of energy release, the 
ground accelerations at adjacent locations 
varied in sorne cases by as much as lOO%, pre
sumably as a result of the different soil con
ditions underlying the recording stations. Simi
lar differences at adjacent sites have also been 
recorded in Osaka, Japan (Hisada et al, 1965). 
Variations in acceleration levels of this order 
of magnitude will inevitably lead to differences 
in structural damage intensity. 

Important as the maximum ground acceleration at 
a building site may be, however, it does not 
alone determine the intensity of the shaking 
effects of a ground motion; these depend also 
on the frequency characteristics of the ground 
motion and its duration., For example, a very 
high acceleration developed for a very short 
period of time will cause little damage to many 
types of etructuree. A good example of this is 
provided by the ground mot~on recorded near 
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Parkfield, California, in the earthquake of 
June 27, 1966. The maximum ground acceleration 
reached a value of 0.5g but probably because of 
its high frequency and the short duration Qf 
ground shaking, no significant damage to build
ings ~as reported (Cloud, 1967). On the other 
hand, a motion with a relatively small ampli
tude which continues with a reasonably uniform 
frequency for a number of seconds can build up 
large accelerations and accompanying damage in 
certain type&.! of structures. A good example of 
this effect is the damage to structures in 
Mexico City during the earthquake of July 28, 
1957. The maximum acceleration in the central 
part of the city was estimated to be only about 
0.05 to O.lg (Merino y Coronado, 1957) but the 
frequency characteristics and duration were 
~ufftcient to cause the complete collapse of 
111ult l-story structures (Rosenblueth, 1960). 

Tne combined influence of the amplitude of 
groun1 accelerations, their frequency components 
and, to sorne extent, the duration of the ground 
shaking on different structures is conveniently 
represented by means of a response spectrum (e. 
g. Housner, 1952; Hudson, 1956); that is, a 
pló~ showing the maximum response induced by the 
ground motion in single degree of freedom oscil
lators of different fundamental pertods, but 
having the same degree of internal aamp~ng. For 
example, ~he grouna accelerations recorded in 
tne El Centro earthquake of May 1940 are shown 
in the middle part of Fig. 6. If the three 
simple structures shown in the upper part of 
Fig. 6, having fundamental periods of 0.3, 0.5 
and 1.0 seconds and damping factors of 0.05 were 
subjected to this motion, the maximum acceler
ations developed in them would be 0.75g, 1.02g 
and 0.48g respectively. It is apparent that the 
maximum acceleration induced in simple structures' 
of this type varies with the fundamental periods 
of the structures. A graph showing the maximum 
accelerations induced in the entire range of 
such structures, with fundamental periods rang
ing from O to several seconds, is called an 
acceleration response spectrum. Such a graph 
for structures subjected to the ground motions 
recorded at El Centro is shown on the lower part 
of Fig. 6. The maximum accelerations for the 
structures shown in the upper part of Fig. 6, 
together with similar computations for structures 
~th other fundamental periods, provide the means 
for plotting this response spectrum. 

Clearly similar computations could be made for 
structures with a similar range of fundamental 
periods but having different degrees of internal 
damping. Thus it is customary to draw acceler
ation response spectra for a given ground motion 
for structures with several different degrees of 
internal damping, as shown in Fig. 7. 

Similarly, the computations could be made to 
determine not the maximum accelerations but 
either the maximum induced velocities or the 
maximum displacements. A plot showing the 
relationship between the maximum velocity in
duced by a given base motion in single degree,or 
freedom structures having a given degree of 1 

damping and the fundamental periods of the 
structures is termed a velocity response 
spectrum; such a spectrum for the El Centro 
ground motions is shown in Fig. 8. 

For any given ground motion, values of the 
spectral velocity, SY, and the spectral acceler
ation, Sa• for a single degree of freedom struc
ture havlng a period, T,.aré related approxi
mately by the equation 

and it is therefore a simple matter to convert a 
velocity spectrum to an acceleration spectrum or 
vice-versa. 

It may be seen from the above discussion that 
the time-history of the ground motions at a site 
is characterized by the corresponding response 
spectrum. Thus differences in the time histories 
of motions at different sites may be conveniently 
evaluated by a comparison of their response 
spectra. More importantly, however, a response 
spectrum provides a convenient means of evalu-
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ating the maximum lateral forces developed in 
structures subjected to a given base motion. If 
the structure behaves as a single degree-or
freedom system, the maximum acceleration and 
thus the maximum inertia force may be determined 
directly from the acceleration response spectrum 
from a knowledge of the fundamental period of 
the structure. If the structure behaves as a 
multi-degree-of-freedom system, the maximum 
repenses can be determined for a number of modes 
and the overall maximum evaluated by sorne 
appropriate combination of the different modal 
effects. Normally the first mode has the great
est influence on the maximum response and thus 
the fundamental period, even for a multi-degree
of-freedom structure, has a dominant influence 
on the induced lateral forces. 

Thus the form of the response spectrum for a 
given ground motion is a major factor in deter
mining the lateral forces induced-on engineering 
structures. Of particular importance in the 
acceleration response spectrum for example, is 
the maximum ordinate and the fundamental period 
at which it occurs. This is readily illustrated 
by the data presented in Fig. 9. In the lower 
part of the figure are shown two ground motion 
records, one for a site in San Francisco in the 
San Francisco earthquake of 1957 and one recorded 
in Pasadena during the Kern County, California, 
earthquake or 1952. Both records show about the 

same maximum ground acceleration. The response 
spectra for these ground motions are shown in 
the upper part of the figure. It is readily 
apparent from the spectra that responses of 
structures to the two ground motions will be 
radically different. For example, the maximum 
acceleration induced by the San Francisco ground 
motion in a one degree of freedom structure 
having a fundamental period of about 0.9 second 

, would be only 0.04g; the maximum acceleration 
induced by the Pasadena ground motion on the 
same structure is seen to be 0.2g, an increase 
of about 400 percent. From the point of view of 
determining the maximum accelerations and lateral 
forces developed on structures quring earthquakes, 
the establishment of the correct form of the 
response spectrum is clearly of primary irnpor
tance. 

It may be noted in Fig. 9, that the ground 
motions comparea were recorded at quite different 
epicentral distances. Studies by Housner (1959) 
have shown that the frequency characteristics of 
the motions induced by any given earthquake 
change with increasing distance from the epi
center or zone of energy release. As the 
motions travel through the ground the short 
period motions tend to be filtered out, with the 
result that the maximum ordinate of the response 
spectrum tends to develop at progressively 
higher values of the fundamental period. 

However, it should also be recognized that even 
for sites in the same general area, the fre
quency characteristics of the ground motions, 
and thus the form of the response spectrum, may 
be profoundly influenced by the nature of the 
soil conditions underlying the sites. This is 
clearly shown by the spectra for ground motions 
at different locations in the 1957 San Francisco 
earthquake shown in Fig. 5. For the sites 
shown in the figure, the highest values of 
spectral velocity for periods greater than about 
0.5 second were developed in the areas where 
ground accelerations had their lowest values. 

The influence of soil conditions on the forms 
of response spectra is also illustrated by the 
series of six response spectra shown in Fig. 10, 
(Seed and Idriss, 1969a) four of which were ob
tained from motions recorded in the same city in 
the same earthquake (Hisada, et. al, 1965) and 
all of which represent motions recorded at very 
considerable .distances from the epicentral regians 
of earthquakes of similar magnitudes. Also 
shown in the figure are the soil conditions at 
the sites where the ground motions represented 
by the spectra were recorded. The spectra are 
arranged in sequence from A to F, corresponding 
to increasing degrees of 'softness' of the soil 
conditions unden, ··' ng the recording stations. 
To eliminate the-influence of different ampli
tudes of surface accelerations, the ordinates 
of the spectra have been normalized by dividing 
the spectral accelerations by the maximum 
ground acceleration at each site. Thus the 
different forms of the normalized spectra re
flect primarily the different frequency char
acteristics of the motions from which they were 
obtained. 

It may be seen that for the recording made on 
very dense sand at Site A, the peak ordinate of 
the response spectrum is developed at a period 
of about 0.3 seconds, indicating a predominantly 
high frequency in the ground motion. However 
for the still stiff (note high values or 
standard penetration resistance) but slightly 



softer soll deposlt at Slte B, the p~ak ordlnate 
of the spectrum occurs at 0.5 seconds and as the 
ground condltlons become progresslvely softer, 
as evldenced by the presence of lncreaslngly 
greater depths of soft and medlum stlff clays 
and sllts, the perlods at whlch the peak spectral 
acceleratlons are developed change as follows: 

Perlod at whlch 
~~~~~~~~~~~~~~~~or~ maxlmum spectra 

aa::n. lB devel.cped 

A 
B 
e 
D 
E 
F 

=<0,3 seconds 
=0.5 
=0.6 
::<0,8 
:<l. 3 
=2.5 

It ls thus apparent that the frequency compon
ente of the motlons at the dlfferent sites and 
the form of the response spectra change in a 
reasouably consistent fashion depending on the 
'softness' or 'hardness' of the soil conditions. 
For the sites underlain by deposita of stiff 
soils, the peak ordinates of the acceleration 
response spectra tend to occur at a low value of 
the fundamental period, say 0.4 or 0.5 seconds 
(see Fig. 10) indicating that at these locations 
the maximum accelerations would be induced in 
relatively stiff structures 5 or 6 stories in 
height. On the other hand, for the sites under
lain by deep deposita or sorter soils, the peak 
ordinates of the acceleration response spectra 
tend to occur at a rather high value or the 
fundamental period, say 1.5 to 2.5 seconds (see 
Fig. 10) indicating that at these sites, the 
maximum accelerations would be induced in multi
story ~tructures, 20 to 30 stories in height. 
Thus lateral forces on structures and related 
building damage in the same general area may 
develop selectivély; multi-story st,-;,c~ures may 
be severely arrected where they rest o-· rela
tively soft soil deposita but adjacent stiffer 
structures on the same deposita may be hardly 
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Comparable Maximum Accelerations 

affected at all; conversely, multi-story build
ings on shallow, stiff soil deposita may be 
only slightly affected while adjacent stiff 
structures are subjected to large lateral forces. 

2. Seismic Forces and Damage Potential 

From the point of view of safety against building 
damage, thé significant effects of earthquakes 
are the forces they induce on structures of all 
types and the effects of these forces on struc
tural performance. If it is considered that the 
response of a structure to a given base motion 
is dominated by the influence of the first mode, 
then the maximum lateral forces would have the 
approximate distribution shown in Fig. 11, 
decreasing from a maximum at the top of the 
structure to zero at the base. At the top of 
the structure the maximum acceleration would be 
equal to the spectral acceleration corresponding 
to the fundamental period and since the partici
pation factor for the first mode response is 
normally greater than 1, the maximum dynamic 
lateral force would be approximately equal to 
W/g•S where W is the weight of the structure. 
Fot· aamulti-story building other modes besides 
the first wlll clearly influence the response 
but the response in the first mode provides a 
good approximation of the induced forces for 
preliminary analysis purposes. This force•may 
be expressed as the product of the weight of the 
building and a maximum dynamic lateral force 
coefficient Sa/g. 

Since the spectral acceleration value varies with 
the period of the structure for any one site and 
the forms of the spectra vary for different sites 
depending on the underlying soil conditions, it 
is apparent that buildlngs with different periods 
in different locations will be subjected to 
forces expressed by different maximum dynamic 

' lateral force coefficients, the distribution 
depending on the variation of the quantity Sa/g 
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Response Spectra 

~p any given area. T~e variation of S /g 
~}ong the section AB through San Francisco 
for the ground motions recorded in the 1957 
tarthquake, determinad by reading off values 
from the acceleration spectra shown in Fig. 5, 
is plotted in Fig. 13. Ranges are shown for 
building periods, T, i~ the ranges: 

T = 0.3 to 0,4 sec 
T • 0.6 to 1.0 sec 
T = 1.2 to 1.5 sec 

These periods are approximately related to the 
heights of different structures by the expres
sion: 

T = N 
10 

where N is the number or stories. 

It is readily apparent from the distribution of 
Sa/g shown in Fig. 13, that for this earthquake, 
tne lateral force expressed as a proportion of 
the weight of any building, varied widely for 
different structures throughout a small section 
of the city. Maximum values were attained for 
buildings with periods ranging from 0.3 to 0.5 
seconds in the area of the State Building site 
and relatively smaller values developed for the 
same type of buildings in other areas. For very 
tall buildings, the maximum lateral forces were 
everywhere much lesa in proportion to the weighta· 

of the buildings, than for buildings in the 3 to 
5 story range. 

While spectralacceleration values provide a good 
index of the maximum lateral forces induced on 
buildings by any given ground motion, they do 
not necessarily provide the best index of the 
effects of these torces on a building. A large 
lateral force acting for a very short instant of 
time has little effect on a building. On the 
other hand a somewhat smaller force acting for 
a substantially longer period of time may cause 
severe deformations. Thus the potential damaging 
effect of a base motion might be considerad to 
be approximately proportional to the product of 
the force developed and the period for which it 
seta; that is 

Potential damaging effect (J w sa T 

or a W sv 

sin ce S T S "' V 211 a 

Thus the spectral velocity, Sv• is probably a 
somewhat better meaGure of the potential damaging 
effect of a base motion than the spectral acceler
ation, sa. 

The variations in S along the section AB are 
also shown in Fig. Y3. Again wide variations in 
the potential deforming effects of the motions 
.are apparent; at any one site, the potential 
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deforming effect of the earthquake, expressed by 
the spectral velocity,Sv, varies widely depending 
on the period of the building and for any one 
kind of building in a given period range, the 
value of S varies from site to site. For the 
1957 earth~uake, the potential deforming effects 
of the ground motion were apparently highest for 
buildings in the period range 0.3 to 0.4 seconds 
lo~ated near the State Building and lowest for 
buildings in the period range 1.2 to 1.5 seconds 
in the vicinity of the Alexander Building. How
ever in gJheral, the variations in deformation 
potential expressed by the spectral velocity, S , 
across the profile are considerably less than tK~ 
variations in the maximum dynamic lateral force \ 
coefficient expressed by the spectral accelera
tion, S8 /g. 
In the previous paragraphs, the spectral ac
celeration and the spectral velocity have been 
shown to provide simple indices of the dyriamic 
lateral forces developed on buildings and the 
darnaging potential for buildings due to the 

.. 
Multi-story 

structure 

Accn. distribution 
in first mode 

Maximum induced lateral forces a: 5A 
Design lateral force a k 
lnduced/Design lateral force ratio Rl 5,.¡1t 

Pig. 11. Schematic Representation of First 
Mode Forces on Building 
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ground motions produced by any given earth
quake. If all buildings were designed to be' 
equally resistant to earthquake effects these 
indices would also provide a convenient means 
of expressing the damage potential of different 
buildings for any given earthquake. However 
while most building codes used for earthquake
resistant design require that buildings of a 
given type be designed to withstand a static 
lateral force having a magnitude commensurate 
with the anticipated earthquake motions, and 
expressed as a lateral force coefficient, k, 
times the weight of the building, the magnitude 
of the coefficient usually varies with the 
fundamenta\.. •eriod of the building, or the num
ber of stories in the building. In general the 
lateral force coefficient decreases with in
creasing values of the fundamental period or 
increasing numbers of stories as illustrated in 
Fig. 12. Thus buildings are not generally 
designed to be equally resistant to the same 
induced forces" 
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1957 

The variations in design lateral forces should be 
taken into account in assessing the damage po
tential of any given earthquake for buildings 
designed in accordance with code requirements. 
In many cases, of course, buildings will be de
signad to withstand larger forces than the mini
mu~1~alues required by the codea, but in a 
gen¿r.al way it might be expected that the lateral 
forpe which a given type of building is designed 
to wlthstand would be proportional to the lateral 
forqe coefficient required by the local building 
code .. for that type of structure. In effect, 
then~.the induced dynamic lateral force is· 
apprqximately representad by W·Sa/g and the static 
late~al force an average building is designed to 
reeist is equal to kW where W is the weight of 
the~~pilding. Thus the ratio 

pr ~ Maximum induced dynamic lateral force 
Static design lateral force 

"' sa 
kg 

wo~~~ provide a relative measure of the ability 
of;4}fferent structures to withstand the de
structiva effects of an earthquake. 

Alternatively since the spectral velocity pro
vides a better index of the damaging effects of 
a ~ape motion, the relative abilities of dif
fel."ent types of buildings to withstand diff,erent 
spectral velocities will be indi,cated by the 
ratto 

Potential damaging!effect of base motion =Sv 
Design resistarice k 

Da~ge potential indices s~ch as Fr and D (and 
pos.Qibly otllers such as 'sv /k) provide a ~on
venlent, simple, and rational means of assessing, 
in a general way, the potential damaging effect 
of·earthquake motions on different structures.· 
In ~articular the index Dr has been found to 
provide an extremely ea~isfactory baeie for 
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analyzing the damage resulting rrom the 1967 
Caracas earthquake and might be expected to 
serve a similar purpose for other areas. How
ever their use in preventing damage dependa on 
the ability of the engineer to predict the re
sponse spectra for the ground motions produced 
by earthquakes which may be expected to occur 
in any given area. Determination of the effects 
of local soil and foundation conditions on the 
characteristics of earthquake ground motions is 
therefore an essential part of damage prevention 
and analysis. 

3. Methods of Determining the Effect of Soil 
Conditlons on Ground Motion Characteristics 

There are three 111..···1· methods by which the effect. 
of soil conditions on ground motions might be 
predicted: 

a. By Accumulation of Strong Motion Records. 
By accumulatlon of sufficlent data on the ground 
response at a large number of sites with a wide 
range of soil conditions, due to different mag
nitudes of earthquakes at different epicentral 
distances, it would ultimately be possible to 
predict the probable motions at a new site by 
direct comparison of the appropriate conditions 
with previous data. While existing ground motion 
records provide a useful general guide for this 
purpose, there are insufficient records of strong 
ground motions and the associated soil conditions 
available to provide a basis for detailed analyses 
of specifid sites. 

b. By Use of Microtremor Data. The in-
\fluence o! soil conditions on ground motion 
characteristics at any site could readily be 
determinad if use could be máde of small earth
quakes and 'micro-tremors to provide a basis for 
evaluating site effects. In this event mobile 
installations could be used to record the effects 
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dlrectly since the frequency of occurrence of 
small earthquakes and micro-tremors would per
mit recordings to be made at frequent intervals. 
Unfortunately, because of the non-linear stress
strain characteristics of soils, the-behavior at 
small strain levels during very small earth
quakes cannot be used as a direct basis ror eval
uating behavior at high strain levels during 
major earthquakes without the aid of an appro
priate analytical procedure for extrapolating 
micro-tremor effects to strong motion conditions. 
Tbus while mi~~o-tremor effects can serve an 
extremely useful purpose in establishing one 
bound on the range of possible behavior patterns 
and in checking the applicability of a proposed 
analytical procedure, they do not appear to 
provide, in themselves, a full predictive capa
bility for engineering purposes. 

c. By Use of Analytical Procedures. In 
many cRses the ground motlons developed near the 
surface of a soil deposit during an earthquake 
may be attributed primarily to the upward pro
pagation of waves from an underlying rock for
mation and analytical procedures have been 
developed in recent years for determining ground 
response under these conditions. The methods of 
analytis depend on the configuration of the soil 
deposit. 

(1) Deposita with Essentially Hori
zontal Boundaries. For cases where all bound
aries of a stratified or homogeneous deposit are 
essentially horizontal the soil may te treated 
as a series of semi-infinite layers as shown in 
Fig. 14 and the analysis reduces to ~ ~ne-dimen
siona1 prob1em. Two methods of approa,,·. have 
been used to analyze ground response under these 
conditions: 

\ ' (a) An analysis based on the use 
of the wave equation (Kanai, 1950; Kanai, 1951; 
Zeevaert, 1963; Matthiesen et al, 1964; Herrera 
and Rosenb1ueth, 1965; Kobayashi and Kagami, 1966; 
Donovan and Matthiesen, 1968). In this approach 
the soil comprising each 1ayer la considered to 
have uniform viscoe1astic properties and the 
motion in the under1ying bedrock to consist of a 
series of sinusoidal motions of different fre
quencies. The response at the surface of the 
deposit is then computed for a range of base 
rock frequencies providing a response amp11fi
cat1on spectrum. The surface motions at a site 
resulting from a given base motion can then be 
evaluated by mu1tiplying the Fourier spectrum of 
the base motion by the amp11fication spectrum, 
and inverting the resu1t1ng Fourier spectrum1 to 
determine the motions at the ground surface. 

(b) An ana1ysis in which the soil 
deposit is representad by a series of lumped 
masses connected by shear springs whose charac
teristics are determinad by the stress-atraiR 
re1ationships of the solla in the various layers. 
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Similarly the damping characteristics of the 
system are determined by the soil properties. 
The response of the system to a motion generated 
a~· the base can then be made by conventional 
dynamic analysis procedures (Penzien et al, 
1964; Idriss and Seed, 1968a, 1969). 

1 
/ 

Whether the analysis is made by the wave pro
pagation or the lumped masa approach, meaning
f.ul resulta can only be obtained if the soil 
~haracteristics are correctly represented in the 
analytical procedure. In this respect it is im
portant to recognize that soils have non-linear 
stress-strain characteristics as shown in Fig. 
15a, which for analysis purposes may be repre
sented by bi-linear relationships as shown in 
Fig. 15b (Penzien et al, 1964) or multi-linear 
relationships (Valera, 1968). However it has 
been found that essentially similar resulta can 
be obtained using an equivalent linear visco
elastic analysis in which the soil moduli and 
damping characteristics are selected to be 
compatible with the strains developed in the de
posit as shown in Fig. 16 (Idriss and Seed, 
1968a). Thus the equivalent shear moduli and 
damping characteristics of the soils are treated 
as strain-dependent properties and their values 
for high intensity motions are significantly 
different from those applicable to low intensity 
motions. Typical ranges for the variation of 
shear moduli and damping ratios with strain 
suggested by different investigators are shown 
in Fig. 17. It should be emphasized that the 
resulta shown in this figure are of a general 
nature and are simply intended to illustrate the 
large variations in characteristics applicable 
for different strain amplitudes. 

Analyses of simple soil profiles using the same 
soil character1stics have shown that wave pro
pagation and lumped masa analyses give the same 
resulta (Whitman, 1969). Furthermore both 
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methods have been applied to soil profiles at 
locations for which records of the ground motions 
developed during earthquakes are available and 
shown to give results in reasonable agreement 
with the recorded values (Seed et al, 1968¡ 
Donovan and Matthiesen, 1968¡ Idriss and Seed, 
1968b, Seed and Idriss, 1969a; Seed and Idriss, 
1969b; Kiefer et al, 1969; Esteva et al, 1969). 
Apart from the use of strain-dependent soil 
characteristics, techniques for incorporating 
the non-linear properties or soils in the wave 
propagation analysis procedures have not yet been 
developed but since the use of equivalent linear 
techniques seem to be adequate for this purpose, 
meaningful resulta can be obtained by both methods 
of approach. 

In making response analyses, it 1s of course im
portant that the characteristics or the base rock 
motions be determined with reasonable accuracy, 
both with regard to amplitude and frequency ' 
characteristics. In this connection there is 
sorne question whether the motions developed in 
the rock at the base of a soil layer will be the 
same as those developed in an adjacent rock 
outcrop. However such differences are likely to 
be small, and because of the self-compensating 
characteristics of a soil deposit subjected to a 
base excitation, substantial variations in a~ 
plitude of the estimated base motion,will, have 
only minor errects on the amplitude'of.the 
computed surrace motions. Sorne typical examples 
for a number of different sites are shown in 
Table I. It may be seen thát significant var
iations in base motions of the order of ±50~ 
lead to deviations varying between 5 and 25% from 
the mean value or the computed surface motions. 
Thus while it is important to make reasonable 
assessments of base rock motions, extreme 
accuracy is often not required, especially in 
dealing with strong motions which are of major 
interest to the engineer, in order to make 
reasonably accurate assessments of surface 
motions. Similarly variations in depth of a 
deposit, in excess of about two to three hundred 
feet, often have,little influence on the char
acteristics of surface motions. On the other 
hand, good evaluations of soil properties in the 
upper two hundred feet or so of a deposit are 
often essential for good response evaluations, 
and it is to this end that the main efforts 
should be directed in studies of ground response. 
If the soil characteristics are correctly eval
uated, and reasonably accurate assessments of 

TABLE 1 

EFFECT OF AMPLITUDE OF ROCK MOTIONS ON GROUND RESPONSE 

ilaftae of Ccaputed Max. 
Mu. Rock ,Cround Surface 

~' Acc:ns.- 8 Ac.cn. - a 

S tate Bldg., 0.18toO.l2 0.15 t 10% 
San Francisco 

Southem Paciflc Bld.¡. 1 , 

San Franc.taco 
0.18 •• 0.32 0.21. 5Z 

San Franctec.o Bay, 0.17 to 0.44 0.16 • 25% 
California 

NUsata, Japan 0.10 to 0.25 o.u i 25% 

Carabelleda, Venezuela 0.03 to 0.07 0.10. 12% 

Paloa Crandea, Carecu 0.03 to 0.07 0.085 t 20% 

Weat Caraca, 0.03 to 0.07 0.10 t 25Z 
Veae&uela 

*Computad h-. atructaral 4aeaae obaarvatlona. 

Rac.orded Hax. 
Crcrund Surfac.e 

Accn. - 8 

No record 

Ro record 

Ro record 

!:0.12* 

No record 

/ 
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Pig. 21. Finite Element Idealization of Earth 
Bank 

Pig. 22. Finite Element Idealization of a Soil 
Deposit Underlain by an Inclinad Rock 
Slope ' 

base motions can be made, it should be possible 
to make reasonably good evaluations of the 
characteristics of ground surface motions using 
either of the two analysis procedures described 
above. 

Several examples of comparisons between ground 
motion characteristica expressed in terma of 
response spectra, predicted by lumped-mass 
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Fig. 23. Computed Ground Motions Adjacent to 
Sloping Rock Surface 

analyses, and those recordad at various s1tes 
during earthquakes are shown in Figs. 18, 19 
and 20. The degree of agreement 1s certainly 
indicativa· of the potential usefulness of these 
approaches for anticipating ground response for 
design purposes and for damage analysis studies. 
Their use for this latter purpose ie discussed 

·in a later eection of this report. 
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(2) Deposita with Irregular or 
Sloping Boundaries. Íf a deposlt has irregular 
or sloplng boundaries, it r.an no longer be 
treated as a semi-infinite layer and more com
plex analytical procedures, which take into 
a~count the two-dimensional aspects of the 
problem, are required. For this purpose the 
finite element method of analysia, which is in 
effect the two-dimensional equivalent of the 
lumped masa approach for semi-infinite layers, 
provides ~n appropriate method for response 
determination. The finite element approach was 
first used to study the dynamic response of em
bankments by Clough and Chopra (1966); it has 
subsequently been applied to evaluate the res
ponse of earth banks and soil deposita underlain 
by sloping rock surfaces. 

I : this method a continuous medium is idealized 
a.- an assemblage of finite elements in appro
pl iate sizes and shapes, connected at a finite 
nulolber of nodal points as shown in Figs. 21 and 
22. The material properties of the prototype 
ma¡ be retained in the individual elements so 
that varying properties and geometric configur
ations can readily be handled. 

The behavior of the idealized system is described 
by assigning an appropriate displacement field 
within each element. The force equilibrium of 
the system may then be expresseg by a set of 
ordinary differential equations. These equations 
may be solved to determine the vibration mode 
shapes and frequencies of the system and the 
overall number of modes. Alternatively the sol
ution may be obtained by the step-by-step method, 
which involves the direct integration of the 
c1uations of motion at discrete time intervals; 
this method is particularly well-suited for the 
solution of non-linear problema (Wilson, 1968; 
Valera, 1968) for which the appropriate material 
characteristics may be introduced at each 
successive step of integration. 

In applying the finite element method of analysis 
to any given field problem, it is again necessary 
to take into account the non-linear stress-defor
mation and damping characteristics of the soils 
comprising the deposit. This may be done either 
by using multi-linear representations of the 
actual stress-strain properties of the soil or 
by utilizing strain-dependent material charac
teristics in an equivalent linear analysis pro
cedure. 

-~ 
---

The method has been used to investigate the 
response of embankments (Clough and Chopra, 1966), 
earth banks (Idriss and Seed, 1967; Idrlss, 1968; 
Finn, 1968) and soil deposita underlain by 
sloping rock surfaces (Idriss et al, 1969; 
Dezfulian and Seed, 1969); solutions have been 
developed for linear visco-elastic materials 
(Clough and Chopra, 1966), nonlinear materials 
(Valera, 1968; Dibaj and Penzien, 1969b) and 
non-linear materials which may be represented by 
strain-compatible equivalent linear materials 
(Idriss, et al, 1969); in addition studies have 
been conducted for rigid base motions with hori
zontal and vertical components and for travel
ling wave base motions (Dibaj and Penzien, 
1969a; Dezfulian and Seed, 1969). 
Typical examples of the resulta obtained are 
shown in Figs. 23, 24 and 25. The variations 
in amplitude of ground surface accelerations 
which may occur in a soil deposit underlain by 
a sloping rock surface, as determined by a 
finite element analysis for motions normal to the 
crest of the slope and by semi-infinite layer 
analyses for motions parallel to the crest of 
the slope are shown in Fig. 23. It appears 
that sloping rock surfaces underlying soil 
deposita tend to reduce the motions below those 
developed in a similar deposit underlain by a 
horizontal rock surface in most cases. 
Fig. 24 shows the maximum ground surface acceler· 
ations developed in the vicinity of an earth 
bank 50 ft high composed of clay and subjected 
to motio~ l'n the underlying rock having a 
maximum acceleration of about 0.3g. It may be 
seen that the maximum accelerations developed 
just behind the crest of the slope are somewhat 
higher than those at locations well behind the 
crest of the slope, a result characteristic of 
a number of cases investigated and in accord 
with the higher intensities of damage which have 
sometimes been observed in these locations in 
Japan (Ohsaki, 1969) and in Anchorage, Alaska 
as a result of the 1964 Alaska earthquake. Fig. 
25 shows an example of the marked changes in 
form of the response spectra which may occur in 
the vicinity of an earth bank. 
Unfortunately there has been no opportunity tó 
date to compare the response of soil deposita 
computed by the finite element approach with 
those observed in the field. However compari
sons with the observed performance of small 
scale embankments subjected to base motions on 
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Fig. 24. Maximum Oround Surface Accelerations 
in Vicinity of Earth Bank 
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&paking tables show good agreement between com
puted and measured response (Kovacs et al, 1969). 
Furthermore, the method gives resulta in excel
lent accord with those computed by semi
infinite layer theories for deposita with hori
~ontal boundaries and these have been shown te 
be in reasonably good agreement with observed 
ground motions. Thus it seems likely that 
finite element analyses can provide reasonably 
good determinations of two dimensional problema 
of ground response. 

~. Relationships Between Soil Conditions, Ground 
Motions and Building Damage 

It has long been recognized that the ground accel-. 
erations developed en the surface of soil deposita 
during earthquakes are usually greater than those 
recorded en adjacent rock outcrops. Inferential 
evidence that the soil conditions underlying a 
site can cause a substantial increase in the in
tensity of the ground surface motions was presen
ted by Wood (1908) in his study of the distri
bution of damage and apparent intensity of shaking 
in the San Francisco Bay area during the earth
quake of 1906, and by Duke (1958). In recent 
years a number of investigators, for example 
Gutenberg (1957) in the United States and Kanai, 
et. al (1954, 1959) in Japan have obtained instru
mental data showing that during small earthquakes 
and microtremors, the ground accelerations en 
soil deposita are usually considerably higher 
than those occurring on adjacent rock exposures. 
Wiggins (1964) and Blume (1965) drew a similar 
P~P.clusion fr~~ studies of strong mo~ion records, 
"l}ft4 the ampli ,. t_ng effects of soil déposits in 
~nan~mitting underlying rock motions have been 
ahgUp by analytical studies (see, for example, 
FÍ!S• 19 and 20}. Because of these observations, 
thtt~ratio of the maximum ground aurface acceler
at4Qn on aoil to that developed ,in adjacent :-ock 

\ 
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has been termed the ground acceleration ampli
fication factor. Measured values for thia factor 
range from values between 1 and 2 for strong 
motions te values in excess of 10 for micro
tremors and it has often been suggested that am
plification factors are higher for soft deposita 
than in firm deposita. 

It is important to recognize however that soil 
deposita can aleo attenuate rock motions; that 
1s, values of the amplification factor may 
sometimes be less than l. For example, Fig. 26 
shows the ground accelerations recorded at 3 
sites in San Francisco during the earthquake of 
1957 (Magnitude 5.7). It is apparent that the 
amplification factors for the two sites under
lain by soil deposita were about 0.5 and 1.0 in 
this case. Furthermore the accelerations re
corded pn soft soil deposita may sometimes be 
substantially leas than those en firm deposita. 
Housner (195~) describes an example of this effect 
during ,the Seattle, Washington earthquake of 
April 13, 1949: 

"This shock was recorded at both 
Seattle and at Olympia, and both 
cities were approximately the same 
distance from the eplcenter, so that 
it would be expected that the record 
of the ground motion would be of 
approximately the same intensity at 
both placea. This however was not 
the case •••• The Seattle record shows 
motion much leas intense and with most 
of the high frequency componente missing. 
This is attributed to the fact that the 
instrument was located en relatively 
soft, filled ground adjacent te a sea 
wall. ••• etc." 

The maximum ground acceleration recorded at 
Seattle was only 0.08g comparedwith a value of 
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about 0.3g at Olympia. 

Whether or not a given soil deposit or a soil 
layer within a deposit will amplify or attenuate 
the motions in the underlying material, and the 
magnitude of these effects, seems to depend on 
the thickness and dynamic characteristics of the 
soil and the amplitude and frequency character
istics of the base motions. This is illustrated 
by recordings made at three levels in a soil 
deposit in Union Bay, Seattle (Seed and Idriss, 
1969). The soil conditions at the site consist 
of about 60 ft of peat, 40 ft of clay, with an 
underlying layer of glacial till. Accelero
meters are located 10 ft below the ground sur
faca in the peat layer, at the top of the clay 
layer and at the top of the glacial till layer. 
The maximum accelerations recordad at these 
locations during two shocks, one a small local 
earthquake and the other an event occurring 
several hundred miles away are shown in Fig. 27. 
During both events, the motions at the surface of 
the glacial till were amplified in the clay 
layer; however while the peat deposit also 
amplified the motions from the distant seismic 
shock it attenuated very considerably the 
stronger motions induced by the nearby earth
quake. This was probably due in large measure to 
the higher damping characteristics of the peat 
under the larger strain amplitudes. 

The influence of the amplitude of the base 
motions on the computad amplification factor for 
the soil deposita underlying the Alexander Build
ing in San Francisco (see Fig. 5) is shown in 
Fig. 28 (Idriss and Seed, 1968b). There is a 
marked reduction in amplification factor with in
creasing levels of base acceleration, a result 
also shown by field observations of soil response. 

It is for this reason that amplification factors 
measured during small earthquakes cannot be ap
plied directly to predict performance during 
larger earthquakes. 

Finally the influence of the frequency character
istics of the base motion on the computad 
response of a soil deposit is shown in Fig. 29. 
The figure shows the relationship between the 
maximum surface acceleration, computad by a 
lumped masa analysis, and the depth of a sand 
deposit for base motions having the same maximum 
acceleration (0.06g) but different predominant 
periods. It may be seen that the amplifying 
effects of different thicknesses of sand vary 
considerably as the predominant period of the 
base motion is changed from about 0.3 second 
(corresponding to an earthquake of magnitude 
6-1/2 at an epicentral distance of about 25 
miles) to about 0.7 seconds (corresponding to the 
motions produced by a very strong distant earth
quake). 

It is also important to note that in general, the 
amplifying effects of a soil deposit on ground 
accelerations are greatest when the fundamental 
period of the deposit is close to the predominant 
period of the base motions. In Fig. 29, the 
maximum surface acceleration is developed for a 
deposit having a thickness of 12 meters and a 
fundamental period of about 0.3 second when the 
predominant period of the base motion is 0.3 
second. However the maximum surface acceleration 
is developed for a deposit having a thickness of 
about 30 meters and a fundamental period of about 
O. 75 second when the· predominant period of the 
base motion is 0.7 second. Thus the fundamental 
period of a soil deposit is an extremely import
ant factor in assessing ita probable response. 

San Francisco Ear!hquake ol March 22, 1957 
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Ho~.ever 1t should be noted in the lower part of 
Fi~. 29 that the perlad of a given deposit will 
v~~y with the characteristics of the base motions 
(~~th frequency and amplitude) due to the non
li~ear characteristics of the soils comprising 
i~. Such variations have been observed in the 
field and in the laboratory (Seed and Idriss, 
1969a). 

or particular importance from a soil engineering 
point of view are the potential damaging effects 
of the ground motions. As discussed previously · 
these depend on the characteristics of the 
structure in addition to the various factors 
discussed above. For example, damage to wooden 
buildings of limited story heights might be 
expected to depend primarily on the maximum 
ground surface acceleration or velocity induced 
by the earthquake and to vary in any local area 
with the changes in surfRce acceleration 'or velo
city levels resulting frqm different soil con
ditions. Thus·variations in potential dama~e 
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to Base Motion with Maximum Accelera
tion of 0.06 g. 

patterns can readily be investlgated. Suppose 
an area of alluvial sandy deposita of varying 
depths is shaken by a magnitude 8-1/4 earth
quake, the zone of energy release bcing at a 
distance of about 125 km. The resulting motions 
in bedrock might be expected to have a maximum 
acceleration of about 0.06g anda predominant 
period of about 0.7 sec. The maximum ground 
surface accelerations and velocities developed at 
the surfaces of different depths of sandy al
luvium due to such a base motion, computed by 
the lumped masa method of analysis, are shown in 
Fig. 30. The maximum ground surface motions in
crease with increasing depths of soil up to 
about 35 to 45 meters and then decrease to sorne 
extent. It is interesting to compare these 
resulta with the damage to wooden buildings at 
Nagoya and along the River Kiku resulting from 
the Tonankai earthquake in Japan in 1944 (Omote 
and Miyamura, 1951; Tada et al, 1951). The 
magnitude and epicentral distances were similar 
to those used to obtain the response data in 
Fig. 30. Observed damage intensities at Nagoya 
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For buildings with .. ;Jre than one or two stories 
designed in accordance with building code re
quirements for earthquake-resistant design, thé 
damage intensities are more likely to be related 
to variations in a damage potential index such 
as D = Sv/k as previously described. An example 
of the damage patterns that might be anticipated 
for such buildings is shown in Figs. 31 and 32, 
for a firm deposit of sand and gravel with depths 
varying up to 150 meters and subjected to base 
accelerations in the underlying rock having a 
maximum amplitude of 0.05g and a predominant 
period of about 0.35 sec. Values of the maximum 
ground surface acceleration for motions normal 
to the plane of the croas section shown in the 
figure, together with the associated acceleration 
and velocity response spectra, (for 5% structural 
damping), computed by the lumped masa analysis · 
procedur~, are shown in Fig. 31. Also shown are 
spectra of Sv/k, determined from the spectral 
velocities indicated by the velocity response 
spectra and values of the seismic coefficient 
k required by the Uniform Building Code (U.S.A.) 
for structures in seismic zone 2. 

With the aid of this information it is a simple 
matter to read off values of Sy/k at different 
locations in the profile, for buildings with any 
given fundamental period. The distributions of 
Sv/k, determined from the values shown in Fig. 31, 
for structures with fundamental periods of 0.2 
second, 0.4 second and 1.0 second are plotted in 
relation to soil depth in Fig. 32. It may be 
seen that t~- damage potential coefficient varies 

' considerably with building characteristics and 
soil depths. For two or three story structures 
with a period of about 0.2 second the damage 
intensity would appear to be essentially the same 
regardless of soil depth and everywhere substan
tially lesa than for stfuctures with longer periods. 

For four or five story structures with a period 
of about 0.4 second, the maximum damage inten-
sity might be expected to develop where the 
depth of soil is about 20 to 50 meters for this 
particular earthquake and soil type, and to be 
somewhat lower for greater or shallower depths. 
For ten to twelve story structures with a period 
of about 1 second, the damage intensity would be 
expected to increase with soil depths up to 150 
meters or so, and where the soil reaches these 
depths to be considerably higher than that 

:t 0.10 

/ V ~ -..,?"-- n " 
developed anywhere in the section for 2 to 5 
story structures. Finally, for very high 
structures of 15 to 25 stories, the damage in
tensity would be expected to be even greater for 
soil depths up to 80 meters or so. It may be 
noted that low intensities of damage are indi
cated for all types of structures on rock. 
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Pig. 30. Comparison of Computed Response of 
Sand Deposita with Failure Ratea of 
Wooden Buildings in Tonankai Earth
quake (1944) 

and along the River Kiku, for different depths 
of soil, are also shown in Fig. 30. The simi
larity in the form of the observed damage inten
sity relationships and the anticipated ground 
velocities is readily apparent. 
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Resulta of this type may well serve to explain 
in a general way the damage patterns observed in 
several recent earthquakes. In Mexico City 
(1957), Anchorage, Alaska (1964) and Caracas 
(1967) for example, there was a notably higher 
incidence of damage for multi-story buildings 
where soil depths ranged from lOO to 400 meters 
than for similar structures on rock or shallow 
depths of soil. However damage to lower 
structures was much leas intense and essentially 
independent of soil depth. While details of 
damage patterns will of course depend on the 
particular soil characteristics in the area in
volved as well as the magnitude and location of 
the earthquake inducing the motions, damage 
analyses techniques seem to provide the basis 
for an improved understanding of these effects. 



It ls important to recognize that observed 
relationships between building damage and soil 
characteristics may be influenced by other ra~
tors besides ground shaking intenaity. Excluding 
cases of major soil instability, these might 
lnclude: 

a. Variations in the quality of structural 
design; potential variations from thia factor 
may well outweigh the effects of variationa in 
aoil conditions except where severe permanent 
soil movements a~e induced by the earthquake. 

b. The effects of minor ground settle
menta and differential settlements resulting 
rrom the earthquake ground motions; theae 
effecta are likely to increase in a general way 
with 1ncreas1ng deptha of aoil. 
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c. The effects of previous settlements on 
the stresaes existing in building strúctures 
before an earthquake; this is likely to be 
particularly important for buildings on sort 
ground and the effect will also increase with 
increasing depth of soil. 

, In view of these factors, as well as those 
affectlng ahaking intenaity and structural 
behavior, analyaia or the errects of aoil con
ditiona on damage due primarily to the effecta 
of ground shaking require an understanding of 
the complex inter-relationships between the 
effects of soil types, aoil deptha, the ampli
tudes of ground motiona, the frequency charac
teristica of ground motiona and the structural 
characteristics of buildings in order to 
analyze damage resulting from paat earthquakes 
or prevent damage in future earthquakea. 
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Fig. 31. Computed Response Spectra for Sand 
and Oravel Deposit (Max. rock accn. = 
0.05 g; predom. period of rock 
motions ~ 0.35 sec) 
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III. INFLUENCE OF SOIL CONDITIONS 
ON OROUND SETTLEMENT 

~ince vibration has long been recognized as an 
eff~ctive method of compacting cohesionless 
soils, it is not surprising that the ground 
vibrations caused by earthquakes often lead to 
compaction of cohesionless soil deposita and 
associated settlement of the ground surface. 

A quantitative measure of ground settlement of 
this type was provided by the behavior of a 
well casing at Homer during the Alaska earth
quake of 1964 (Grantz et al, 1964), The casing 
had been installed to firm rock before the 
earthquake and projected about 1 ft above the 
ground surface. Following the earthquake ~he 
casing projected sorne 3-1/2 ft above the ground 
surface, indicating a decrease in thickness of 
the soil layer of about 2.5 ft. As shown in 
Fig. 33 tectonic movements caused the rock sur
face to be lowered by 2 ft and this, together 
with the 2.5 ft of settlement caused by soil 
compaction, resulted in a total settlement of 
the ground surface of 4.5 ft. 

A similar combination of effects in the Portage 
area of Alaska (1964) led to the town being in
accessible during periods of high tide, Here 
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the combination of about 4 ft settlement of the 
rock due to compaction of the overlying soil1 led to a ground surface settlement of about tl 
ft (Grantz et al, 1964). As a result of the 
general flooding in this area during high tide 
periods, the township had to move to a new 
location. 

Similar problema of flooding and inundation of 
land·due to settlement of soil by compact1on or 
a combination of compaction and tectonic move
ments also occurred in the Chilean earthquake 
of 1960 (Retamal and Kausel, 1969) and the 
Niigata, Japan earthquake of 1964. In Valdivia 
subsidence due to tectonic movements was about 
6 ft and additional settlements due to soil 
compaction varied from O to about 3 ft. 

Ground settlements due to compaction often lead 
to differential settlements of engineering 
structures--a phenomenon which is particularly 
well illustrated by the performance of bridge 
abutments. Often an abutment is supported on 
firm materials or on a pile foundation and 
undergoes relatively small settlements compared 
with the backfill material for the abutment, 
which resta directly on the ground surface and 
settles due to compaction of the soil on which 
it resta. Fig. 2 shows a differential movement 
of several feet between a railroad bridge abut-



ment ¿nd ats backfi11 as a result of the Niigata 
earthquake of 1964. 

In addttion to the darnage resulting frorn changes 
in elevation, differential settlernents due to 
soil compaction and the resulting stresses 
induced in buildings rnay well have contributed 
significantly to the structural darnage resulting 
rrom earthquakes in sorne locations. Tes~on 
dry sands have shown that vertical accelerations 
in excess of 1g a~e required to cause any sig
nificant densification (Whitrnan and de Pablo, 
1969). On the other hand, relatively srnall 
cyclic shear strains have been found to cause 
appreciable densification of loose sands under 
simple shear conditions. Thus it seerns likely 
that it is the horizontal rnotions induced by 
earthquakes which are prirnarily responsible for 
the settlernents observed. Predictions of settle
rnents based on this concept; using stresses 
cornputed by ground response analyses and sett1e
rnent data·obtained from cyclic simple shear test~ 
have been found to be in reasonab1e agreement 
with the observed settlernents of small sand 
layers in shaking table tests and seern to offer 
a reasonable basis for estirnating potential 
settlements of sand deposita during earthquakes 
(Sil ver, 1969). 

IV. INFLUENCE OF SOIL CONDITIONS 
tON 'LIQUEFACTION POTENTIAL 

One of the most drarnatic cases of damage to 
engineering structures during earthquakes has 
been the development of liquefaction in satur
ated sand deposita, manifested either by the 
forrnation of boils and mud-spouts at the ground 
surface, seepage of water through ground cracks 
and in sorne cases, by the deve1opment of quick
sand-like conditions over substantial areas. 
Where the 1atter phenomenon occurs, buildings 
may sink substantially into the ground or light
weight buried structures rnay float upwards to 
the ground surface. 

Nowhere has the phenomenon of liquefaction been 
more drarnatically illustrated in recent years 
than in Niigata, Japan during the earthquake of 
June 16, 1964. The epicenter of the earthquake 
(Magnitude about 7.5) was located about 35 miles 
frorn Niigata but never-the-less the earthquake 
induced extensive liquefaction of the sand 
deposita in the low-lying areas of the town. 
Water began to flow out of cracks and boils 
during and immediately following the earth
quake, as!shown in Fig. 34, causing lique
faction of the deposita and widespread da.nage. 
Many structures settled more than 3 ft in the 
liquefied soil and the settlement was often 
accompanied by severe tilting as shown in Fig. 
3. Thousands of buildings collapsed or suffered 
major damage as a result of those effects 
(Ohsaki, 1966). 

Liquefaction has been reported in numerous other 
earthquakes (Seed, 1968; Ambraseys and Sarma, 
1969), in sorne cases the upward flow of water 
from the ground continuing for as much as 30 
minutes after the ground motions stopped. 

The cause·of liquefaction of sands has been 
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understood, in a qualitative way, for many 
years. If a saturated sand is subjected to 
ground vibrations, it tends to compact and 
decrease in vo1ume; if drainage is unable to 
occur, the tendency to decrease in volume resulta 
in an increase in pore-water pressure, and if the 
pore-water pressure bui1ds up to the point at 
which it is equal to the overburden pressure, 
the effective stress becomes zero, the sand 
loses its strength completely, and it deve1ops 
a liquefied state. 

Liquefaction of a sand in this way may deve1op 
in any zone of a deposit where the necessary 
combination of in-situ conditions and vibratory 
deformations may occur. Such a zone may be at 
the surface or at sorne depth below the ground 
surface, depending on1y on the state of the sand 
and the induced motions. 

However, liquefaction of the upper 1ayers of a 
deposit may also occur, not as a direct result 
of the ground motions to which they are sub
jected, but because of the developrnent of 
liquefaction in an underlying zone of the 
deposit. Onc~ liquefaction develops at sorne 
depth in a masa of sand, the excess hydrostatic 
pressures in the 1iquefied zone will dissipate 
by flow of water in an upward direction. If 
the hydraulic gradient becornes sufficiently 
large, the upward flow of water wil1 induce a 
'quick' or liquefied condition in the surface 
layers of the deposit. Liquefaction of this 
type wi11 depend on the extent to which the 
necessary hydraulic gradient can be deve1oped 
and maintained; this, in turn, will be deter
mined by the compaction characteristics of the 
sand, the nature of ground deformations, the 
permeability of the sand, the boundary drainage 
conditions, the geometry of the pe.rticular 
situation, and the duration of the induced 
v1brat1ons. 

BEFORE AFTER 

AlluwiUtn 

Fig. 33. 

Alluwlum 

Ground Settlement Around Well Casing 
at Homer During Alaska Earthquake 
(1964) (After Grantz et al) 
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Fig. 34. Initial Stages of Water Flow From 
Ground, Niigata (1964) 
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While most investigators have been concerned 
with the conditions inducing liquefaction, 
studies of the pore pressure distributions in 
sands during and following liquefaction have 
been presented by Maslov (1957), Housner (1958), 
Florin and Ivanov (1961) and Ambraseys and 
Sarma (1969). In accordance with observed 
effects, these studies have shown that the 
resulting water movements can cause a consid
erable reduction in effective stresses in the 
upper layers and under extreme conditions, to a 
total loes of strength of the layer. Further
more even where liquefaction does not occur, the 
upward flow of water can lead to a marked re
duction in bearing capacity or the upper layer. 

l. Soil Conditions in Areas Where Liquefaction 
Has Occurred 

In spite of the large number of cases in which 
liquefaction has been reported to have occurred 
during earthquakes, there are relatively few 
detalle of the soil conditions in the affected 
areas. Several cases where detailed studies 
have been made are described below: 

'a. Niigata Earthquake. In the Niigata 
earthquake the sand in the zone of liquefaction 
had a 10 percent size ranging from about 0.07 to 
0.25 mm and a uniformity coefficient of about 10. 
Following the earthquake an extensive survey of 
the distribution of damaged structures was 
made. It was found that structures in the 
coastal dune area (designated zone A) suffered 
practically no damage. The major damage and 
evidence of liquefaction were concentrated in 
the lowland area, but even here two zones could 
be clearly recognized - ene in which damage and 
liquefaction were extensive (designated zone C) 

Fig. 36. Range of Penetration Resistance Values 
,in Heavy Damage Zone 
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and one in which damage wa6 relatlv~ly l~ght 
( zone· .B). Be cause all zones contalned similar 
types ·o f structures, the dlfferences in extent 
of d~mage could be attrlbuted to dlfferences in 
the subsoll and foundatlon behavior. Studles 
were 'conducted by a number of Japanese engineers 
to determine the dlfferences in soll condltlons 
in the varlous zones. 

The dlfference in behavior in zone A from that 
in zqnes e and C could readlly be attrlbuted to 
two major dlfferences in soll characterlstlcs. 
Although all zones were underlald by sandy 
solls to a depth of approxlmately lOO ft, in 
zone A the underlylng sands were conslderably 
denser than those in zones B and e, and, further
more, the water table was at a much greater 
depth: below the ground surface. In zones B and 
e, hcwever, the general topography and depth of 
water· table were essentlally the same. It was 
therefore concluded that the dlfference in 
extent of damage in these two zones must be re
lated in the characterlstlcs of the underlylng 
sandá. Accordlngly, considerable effort was 
made'to determine any slgnlficant dlfferences in 
the general soll condltlons in these zones. 

Because the solla lnvolved are sands, efforts 
werP·concentrated on the determlnatlon of the 
relatlve denslty of the sands by means of 
standard penetration tests. Kolzumi (1966) has 
presented the resulta of a number of borlngs 
made in zones B and e to show the variatlon of 
penetratlon reslstance wlth depth in the two 
zones. There is a considerable scatter of the 
resulta in any one zone, but averaging the 
values obtained leads to the comparative values 
shown in Fig. 35. 

It may be seen that in zones B and C, the average 
pem!tration resistance of the sands ls essential
ly the same in the top 15 ft. Below this the 
sands in zone B are somewhat denser than those 
in ~one c. Below about 45 ft, the sands in both 
zon~s are relatively dense and are unlikely to 
be tnvolved in liquefactlon. It seems rea
sonable to conclude that the relatively small 
dif.ferences in penetration resistance of the 
san~s in the depth range from 15 ft to 45 ft is 
responsible for the major difference in foun
dat~on and liquefaction behavior in the two 
zon~s. 

In fiddition to comparlng the soÜ conditions in 
the' different damage zenes, Japanese engineers 
have made a detailed study of the relationshlp 
between soil and foundation conditions and 
building performance in zone c. Here the varia
tion of penetration reslstance with depth falla 
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wlthin the shaded area shown in Fig. 36, the 
standard pe~etration reslstance in the top 25 
ft generally being leas than 15, out sometimes 
falllng as low as 5. For each build1ng in this 
zone the extent of damage caused bv foundation 
failure was classified into one of four cate
gorles ranging from the no-damage category I 
(bui~dings that settled up to 8 in. or tilted 
up to 20 minutes of angle) to the heavy damage 
category IV (buildings settling more than 3 ft 
or tilting more than 2.3°). 

A study was made of the influence of foundation 
type on the settlement and tilting of reinforced 
concrete buildings in zone e (Kishida, 1966). 
Sorne of these bull~~-igs had shallow spread 
footing foundations; other were supported on 
short piles, typically extendlng to a depth of 
about 25 ft. For each foundation type, the pro
portien of buildings falling in light damage ' 
categories I and II wao compared with the pro
portien in the heavy damage categories ·III and 
IV. The resulta of this comparison are shown 



in Tabl~ 2, from which it may be seen that the 
provision of short pile foundations had 
apparently little effect in reducing the damage 
caused by the earthquake ground motion. 

TA ··¡LE 2.-- INFLUENCE OF TYPE OF FOUNDATION 
ON EXTENT OF DAMAGE 

•• 
Type of Foundation 

Shallow (63 bldgs.) 

Pile (122 bldgs.) 

No Damage and 
Sllght Damage 

Intermedia te 
and 

Heavy Damage 

64% 

55% 

For buildings with spread footing foundations, 
a study was made to determine the relationship 
between the penetration resistance of the sand 
at the base of the foundations and the extent of 
damage. The resulta of this study are shown in 
Fig. 37. When the sand underlying the footings 
had a penetration resistance of less than 15, 
the ~uildings usually suffered heavy damage 
(categories III and IV). However, when the 
penetration resistance was between 20 and 25, 
the structures suffered only light damage, or 
none. Thur it appears that a penetration 
resistance of slightly more than 20 would be 
adequate to prevent foundation settlements ex
ceeding about 6 in. in this earthquake. 

The resulta of a similar study to determine the 
relationship between depth of piles, penetration 
resistance of the sand at the pile tip, and the 
extent of damage for pile-supported structures, 
are shown in Fig. 38: From these data it may 
be seen that for pile lengths varying from 15 
to 60 ft, generally heavy damage (large settle
ments and tilting, or both) occurred when the 
penetration resistancc of the sand at the pile 
tip was lesa than 15. However, for the same 
range of pile lengths, settlements and tilting 
were generally small when the penetration 
resLatance of the sand at the pile tip exceeded 
25. Thus the penetration resistance values 
providing satisfactory performance for pile 
performance :fn.r pile foundations are quite simi
lar to thosc , ·roviding satisfactory performance 
for footing 'foundations. 

Finally, for a wide range of buildings in the 
heavy damage zone, a study of the relationship 
between depth of foundation, penetration resis
tance, and extent of damage showed that (1) for 
foundations in the depth range O to 15 ft, a 
penetration resistance of N = 14 at the base of 
the foundation was apparently adequate to prevent 
majar damage caused by settlement and tilting; 
(2) for foundations in the depth range 15 ft to 
25 ft, a penetration resistance of the sand 
between 14 and 28 at the base of the foundation 
was required to prevent majar damage; and (3) for 
foundations in the depth range 25 ft to 50 ft, 
a penetration resistance of N ~ 28 at the base 
of the foundation was required to prevent majar 
damage. 

These resulta provide a valuable guide in asses
sing the liquefaction of other sand deposita 
subjected to ground motions similar to those at 
Niigata. 
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b. Mino-Owari, Tohnankai and Fukui Earth
quakes. Kishida (1969) has made a detailed 
study of the soil conditions at placea where 
sand volcanoes and eruption of water and soil 
were observed during the Mino-Owari (1891) 

·Tohnankai (1944), Fukui (1948) earthquakes in 
Japan. At six sites investigated, the 10% size 
of the soil particles ranged from 0.05 to 0.25 
mm and the uniformicy coefficient was less than 
5. Values of the standard penetration resis
tance in the upper 30 ft were typically less 
than 20 and often less than 10. 

c. Jaltipan Earthquake. In the Jaltipan 
(Mexico) eartb9uake of August 26, 1959, sudden 
settlements o~~5out 1 meter occurred in the 
foundations for the Naval shipyard at 
Coatzacoalcos as well as relative horizontal 
displacements of sections of an adjacent quay. 
Studies by Marsal (1961) led to the conclusion 
that these failures were due to partial lique
faction of a sandy silt and silty sand deposit 
for which o10 ranged from 0.01 to 0.1 mm. with 
uniformity coefficients of the arder of 2 to 10. 

d. Alaska Earthquake. The 1964 Alaska 
earthquake (Magnitude ~ 8.3) caused extensive 
damage to a wide variety of bridge foundations 
located at distances of 50 to 80 miles from the 
zone of majar energy release (Ross, Seed and 
Migliaccio, 1969). Damage included horiz~r.tal 
movement of abutment foundations toward stream 
channels, spreading and settlement of abutment 
fills, horizontal displacements and tilting of 
piers and several differential settlement of 
abutments and piers. 

The greatest concentrations of severe damage 
occurred in regions characterized by thick 
deposita of saturated cohesionless soils. Ample 
evidence exi~ts of liquefaction of these materi
als during the earthquake and this phenomenon 
probably played a majar role in the development 
of foundation displacements and bridge damage. 
Typical foundation conditions in these areas 
consisted of piles driven through saturated 
sands and silts of low to medium relative den
sity (standard penetration resistance less than 
about 20 to 25); of approximately 60 samples 
investigated from the heavy damage area, two 
thirds of the samples had a 10 percent size 
ranging from about 0.01 to 0.1 mm and a uniform
ity coefficient of 2 to 4. On the other hand, 
bridges supported on gravels and grave1ly sands 
regardless of their penetration resistance 
values, genera1ly showed small or no displace
menta indicating no significant liquefaction of 
these materials under comparable conditions. 

In the four case studies described above it 
appears that liquefaction has usually occurred 
in relatively uniform cohesionless soils for 
which the 10% size is between o.al and 0.25 mm 
and the uniformity coefficient between 2 and 10. 
Laboratory tests conducted to determine the 
susceptability of soils to liquefaction under 
cyclic loading conditions also indicate that 
uniformly graded soils for which the 50% size 
lies in the range 0.02 to 0.4 mm are considerably 
more vulnerable to liquefaction than coarser or 
finer materials (Lee and Fitton, 1968). The 
liquefied soils in the cases discussed typically 
had standard penetration resistances less than 
25 blows per foot but the available data are 
insufficient to permit general conclusions to be 
drawn for the range of ground motions likely to 
be encountered in practice. ,. 



2. ~,.·boratory Investigations bf Soil Ligue
factlon. 

A number of studles have been conducted to in
v~stigate the liquefaction characteristics of 
soils under laboratory test conditions. Severa! 
investigators (eg. Maslov, 1957;~Prakash and 
Ma~hur, 1965; Nunnally, 1966; Yo~himi, 1967) 
have attempted to establish the éonditions pro
ducing liquefaction in terma of the acceleration 
at.which the phenRmenon can be observed to 
develop. Usually this is done by placing satur
ated sand in a box on a shaking table and obser
vini the table accelerations at which lique
faction occurs. However such resulta are inevit
ably •. influenced by the duration and frequency of 
tho table motions to which the sand is subjected 
and,possibly also by the geometry and deformaeion 
chá~acteristics of the container in which the 
s~~urated sand is placed. Thus it is difficult 
to'extrapolate the resulte to field conditions. 
Furthermore Ambraseys and Sarma (1969) point 
out that the fncidence of liquefaction in a 
deposit is more likely to be determined by the 
ground velocity rather than the ground accelera
tions, as observed by Puchkov (1962) in the field. 

The difficulties in this type of approach have 
led othe¡ investigators to study the liquefaction 
characteristics of saturated sands under undrain-í 
ed cyclic loading conditions, in an attempt to 
simulate as closely as possible the stress con
ditlons induced under field 'conditions (Seed and 
Lee, 1967; Lee and Seed, 1968; Peacock and Seed, 
1968). Cyclic .l,_pading triaxial compression 
tests and simpl ·" -:ihear tests have been used for 
this purpose. It-·has been shown that under these 
conditions liquefaction can readily be induced 
in loose to medium dense sands and its develop
ment is determined by (1) the magnitude of the 
cyclic shear stress or straln; {2) the number of 
stress or strain cycles; (3) ~he initial density¡ 
(4) the confining pressure; and (5) the initial 
shear stresses acting on the sand. 

Fig. 39 shows a typical relationship between 
the magnitude of the cyclic stress and the 
number of stress cycles required to induce 
failure for samples of saturated sand subjected 
to a confining pressure of 1 kg per sq cm. The 
larger the magnitude or the applied cyclic 
stresses, the rewer is the number of cycles re
quired to induce liqueraction. However the 
magnitude of the cyclic stresses required to in
duce liquefaction of a saturated sand increases 
rapidly with increase in the density of the 
sand. 

Other factors being equal, the higher the con
fining pressure on a sand the greater is the 
cyclic shear stress required to induce lique
faction; thus the presence of a surcharge will 
reduce the tendency of a deposit to liquefy. A 
similar conclusion has been drawn by Maslov 
(1957) and Ambraseys and Sarma (1969), based on 
other types of tests and analytical consider
ations. 

Finally laboratory tests sh~w that magnitude of 
the cyclic stress required to cause liquefaction 
is significantly influenced by the initial 
stress conditions in the test specimen, a factor 
which would markedly change the liquefaction 
potential of the same sand under level ground 
or sloping ground conditions. 

Whlle these tests have thrown considerable light 
on ~pe factors affecting liquefaction'it is 
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necessary to use considerable judgment in ap
plying the test data to analyze field problema. 
The cyclic load triaxial test procedure suffers 
from the limitations that: 

a. The initial ambient stress conditions 
are different from those on a sand element in 
situ. 

b. The principal stress directions cannot 
rotate during the test as they do in the ground 
(only a 90° rotation of principal stress direc
tion is possible in a triaxial compression test). 

c. Under sorne conditions, and particularly 
for medium dense sands or dense sands, there is 
a possibility of water migration in the test 
specimen affecting the resulta. 

and d. It is difficult to interpret the test 
data if necking occurs in the test Gpecimen. 

Although the cyclic simple shear test eliminates 
these deficiencias, it has the following limi
tations: 

a. It is difficult to prepare saturated 
samples of sand for testing under cyclic simple 
shear conditions. 

b. Stress concentrations in the sample 
are likely to le,ad to premature failure of the 
test specimen. 

c. Since the shear strain amplitude is 
normally limited to about ?.O% it is not possible 
to determine whether the test specimen would 
dilate and stabilize at higher strain levels, in 
which case the mobility of the test specimens 

'would not be indicativa of the flow character-
istics normally associated with liquefied solla. 

These limitations in test procedures have led 
to the suggestion (Peacock and Seed, 1968) that 
the cyclic stresses causing failure under field 
conditions are likely to be about 40 to 50% 
lower than those causing failure in cyclic 
loading triaxial compression tests conducted 
under comparable conditions or about 50 to 60% 
higher than those causing failure in comparable 
simple shear tests. However there is consider
able need for refinement of these estimates, 
either by the development of new test procedures, 
an improved understanding of the significance 
of the limitations in current test procedures, 
or comparison·óf laboratory test data with 
conditions known to have caused failure in the 
field. 

An alternative approach now under study, is 
based on the concept that a soil cannot liquefy 
unless it can deform continuously without 
tending to dilate and thereby stabilize itself, 
and involves studies of the conditions under 
which dilatant and compressive volume change 
tendencies are observed in undrained laboratory 
triaxial compression tests. The potential uses 
of this approach are likely to be presented in 
the near future. 

3. Prediction of the Effects of Soil Conditions 
on Llquefactlon Potential 

From a practica! point of view, the evaluation 
of the liquefaction potential of soil deposite 
3t proposed construction sites, is one of the 
most challenging problema facing the soil engi
neer working in seismically active regions of 
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the world. Procedures used for making such 
evaluations are as follows: 

a. Use of Past Experience. Past experienoe 
of the conditlons under whtch liquefaction has 
occurred in previous earthquakes will always be 
one of the most useful guides to the probable 
performance of other soil deposita. However the 
limited extent of this experience at the present 
time and the limited number of well defined 
case studie~1 makes it extremely desirable to 
supplement this experience by appropriate 
analyses and test procedures whenever possible. 

Guide linea for this purpose have recently been 
proposed by Kishida (1969) based on the criteria 
that solla vulnerable to liquefaction will have 
the following characteristics: 

.1 (1) Relative density lesa than 75 
'percent. 

(2) Effective overburden preseure lees 
.than 2 kg per eq cm. 

(3) Uniformity coefficient leas than 
r lOo 

(4) 0.074 mm < D50 < 2.0 mm. 

However it does not necessarily follow that solla 
having the above characteristics will liquefy in 
any particular earthquake. 

b. "''\f' of Standard Blasting Tests. A 
procedure· ~~d in the u.s.S.R. (Florin and 
Ivanov, 1961) involves the use of a standard 
blasting test to evaluate the liquefaction po
tential of sands in the field. For a sand de
posit 25 to 35ft thick, a charge of 5 kg of· 
ammonite is exploded in the ground at a depth of 
4.5 meters and the resulting settlements of the 
ground surface are determined within a radius 
of 5 meters from the explosion. Where the 
average settlement in this zone is less than 8 
to 10 eme and the ratio of settlements from 
successive shots is lesa than about 0.6, it is 
considered that there is no need to provide 
measures against liquefaction of the soil. 

c. Use of Ground Response Analyses and 
Laboratory Test Procedures. A procedure which 
has been applled with sorne success to analyze 
th~ liquefaction of soils in the Niigata earth
quake (Seed and Idriss, 1967) and the failure 
of the Sheffield Dam in the Santa Barbara earth
quake of 1925 (Seed, Lee and Idriss, 1969), 
involves the use of ground response analyses to 
determine the stresses induced in a soil deposit 
during any given earthquake and the comparison 
of these stresses with those observed to cause 
failure in laboratory cyclic load tests. Such 
an approach involves the following steps: 

(1) Assess the magnitude of the ground 
motions likely to be developed in the base rock 
at the site under investigation; this assessment 
áhould involve the entire time-history of the 
base motion throughout the period of the earth
quake. 

(2) Determine the response of the 
overlying soils to the base motion, assuming 
that the deformations of the soils are caused 
pr1mar1ly by the vertical propagation of shear 
waves as a result of the base motions. Such an 
analysis would permit the computation of the 
ehear etreseee, and their variation with time, 
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at different depths in the soil deposita. 

(3) Idealize the ehear stress history 
at the various depths to determine the signifi
cant number of stress cycles, N, and the equiva
lent uniform cyclic shear stress developed, 
tdN• at each level. 

(4) Determine, by means of cyclic load 
tests on representative samples of sand from the 
site, the cyclic shear stress, ttN' required to 
cause liquefaction of the sand in the signifi
cant number of stress cycles. 

(5) Compare the magnitude of equiva
lent cyclic stress developed at any depth, tdN• 
with the cyclic stress causing liquefaction, 
TtN• for the conditions existing at that depth 
to determine whether or not liquefaction will 
occur. 

·It is of course necessary to make appropriate 
corrections to the laboratory test data before 
using it in step (5) of the analyses. 

This procedure·provides a means for considering 
the effects of the amplitude and time history of 
the earthquake ground motions, the in-situ 
characteristics of the soils, the var1at1on of 
overburden pressure with depth and the pos1t1on 
of the water table. Different ground response 
analyses or laboratory test data may readily be 
incorporated in the procedure depending on the 
judgment and experience of the soil engineer 
1nvolved. 
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V. INFLUENCE OF SOIL CONDITIONS 
ON LANDSLIDES 

Earthquakes have been responsible for sorne of 
the largest landslides in recorded history and 
these in turn, have caused enormous loases both 
of property and lives. Possibly the earliest 
known landslide caused by an earthquake was the 
flow-slide which carried the town of Helice 
1nto the sea during an earthquake in 373 BC 
in ancient qreece, with the complete losa of 
the town and all ita inhabitants (Marinatos, 
1960¡ Seed, 1966). Similar slides due to soil 
liquefaction or to the inducement of sm~e de
gree of mobility in soil deposita as a result 
or the ground vibrations have been reported in 
many earthquakes since that time. A list of a 
number of such events is presented in Table 3 
(Seed, 1966). 

One of the most dramatic series of flow elides 
was that which occurred during the Kansu earth
quake of December 16, 1920. Close and McCormick 
(1923) describe the events in the following 
terma: 

"Of that most remarkable series of 
seismic disturbances which occurred 
throughout the world in November and 
December, 1920, the most phenomenal 
was undoubtedly the great Kansu earth
quake of the late evening of December 
16 •••. Landslides that eddied like 
waterfalls, crevasses that swallowed 
houses and camel trains, and villages 
that were swept away under a rising 
sea of loose earth, were a few of the 
subsidiary occurrences that made the 
earthquake in Kansu one of the most· 
appalling catastrophes in history. 11 

"The area of greatest destruction, 
lOO miles by 300 miles in extent, 
contains ten large cities besides 
numerous villages. In it is the 
heart of the loess country •.• where 
the loose earth cascaded down the 
valleys and buried every object in 
its path." 

"It is in the loess area that the 
immense slides out of the terraced 
hills occurred, burying or carrying 
away villagea ••• damming stream-beds 
and turning valleys into lakes, and 
accomplishing those hardly believable 
freaks which the natives name the 
'footsteps of the goda.' The losa of 
nearly two húndred thousand lives and 
the total destruction of hundreds of 
towns and cities calls for recon
struction work on a staggering scale." 

Similar slides in loess deposita have been re
ported as a result of earthquakes in the 
U.S.S.R. (Gubin, 1960). 

Space does not permit an extensive review of 
the various types of slides caused by earth
quakes, the damage they have caused, and methodB 
of analyzing slope stability during earthquakes. 
Such reviews have been presented elsewhere in 
the past two years (Seed, 1967; Seed, 1968). 
However it is pertinent to note that almost all 
of the slides listed in Table 3 have been 
associated with the liquefaction or mobilizatian 
of cohesionless sails and they can be grouped 
in the following categories: 

a. Flow slides oaused by liquefaction of 
cohesionless soils usually involving sands, 
gravelly sands with sand seams, silty sands or 

TABLE 3. LANOSLIOES OURING EARTHQUAXES DIJE TO SOIL LJQUE~ACTION 

Jpteeatral 
Da u brthqua1Ee Hapttuc!e t.outlon of SUde Diataace type of Structure Soll Type Rdcrenc.e 

... u es 

l8)11C Beltca ReUce Coaetel delta Karlnatos 

17, Llobon •8.7 v •• •4)0 L7e1l, llehter 

Soriano ,, atver bank.a fluvial sedimenta. claya "1th 

178) Calabrla Btllllides aaadv:!~e!ic aedlmentD Lyell Laureau I.Jver banke Fluvhl aedimeata 
f8t'l'ODUOV8 River banka FlU"Vlal eedl.meau 

iUaaha1ppi R!ver Valley, major alUea , 30 River valley bank.a rtuvtel aedl.menta. aando to gude . u u Rev Hadrld Ho,Ark, Tenn,Ky,IU,Ind • mtnol' llldeo t•o cul la landa. Puller 
9tckoburs, MI ID. 290 Jaland Pluvial aedtmeats, aanda to muda 

1869 C.char larak tu.ver at Silchar 40 •• 80 River llanka Pluvial - 1and to cla7 Oldham, 
Oldhe & '!alht 

1886 Charleaton 15 mlleo S\1 of Ashley IUver ' •• 20 l'tollvay flll Fluvial and doltalc unda and 0llttv1 Ashle7 ittver at Cregga 5 to 10 1Uver banlt en u 

1897 lndlan (Aiaam) 11'8. 7 Shitlftns end'T\Itu reslona o •• 100 Canal banka founded oa alluvfal plalna Oldham, Rlchte1' 
load emban1anents 

1899 Alaalt.a (Takutat) 
_ _, 

Submarine depoalt 
Deltaic and marine eedfments• Coulter & 

Valdez mataly ailty eand and gravel HJglfaccto 

1902 St. Vlncent St. Vlncent Coaatal delta Bovey 

1906 San Franclaco 8.2 San Ft'anclaco ares 10 to lO BUlsJdea La•non 

1907 la ratas Loeaa alopes toesa CubLD 

1907 Oluy81'1chbul• toeaa alopea i.oeoa :Ubla 

1908 a..tuka Valdea u Submadne depoel t Deltalc 8l'ld marine sedimente- Coulter & 
aainly allty aand and gravel Hfgllaccto 

\ Q.9 40 8Ú'Durtne depoalt Daltaic and marine aecUmcmts- tan & 
1911 Alaab Valdea aafaly ailty aand a:nd ar&vel Kartln 

aou Alub 1.n 't'aidc.a Ba!nurlae depoalt Dreltalc aruf marfne aedlmente- Coulter & 
ulnly allty oand cmd srovol Ktslhcclo 

t.oeaa llopea ..., ... Cloea ¡ 
1920 lanao trcrwlnee lanou P1'ovlace HcCot"elck 
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Date 

192] 

un 
1928 

19ll 

19:14 

un 

i940 

1941 

1943 

!arthquake 

lvonto (Tokyo) 

Saau Barbara 

Cblle 

Lona a .. cb 

' 
llhar llepal 

ladta (aow 
V81t Pakhtan) 

Z1 Centro 

c .... 

Pallabad 

1968 Pllltul 

1'¡49 Chatt 

1950 Imperial ValiiiJ 

t9s• Aachorqa 

1957 la Pranclaco 

1959 JalUpa 

1960 Chllo 

1964 Alaaka 

1964 llllaau 

1965 Chllo 

1965 Seattle 

f 
1966 Pod.lloJ.Í 

Ma¡nltucfe 

8.2 

6.] 

a.l 

6.] 

8.4 

7.6 

7.0 

7.2 

7.5 

5.4 

~.7 

,,, 
6.5 

8.6 

(" 

1.] 

J.l 

Loc•tlO"\ of SUde 

tokobama aua 
tokyo acea. 

Slll'lta Barbare 

!1 Teniente 

Loas Beach 
lle\.-port Beach 

Sltamarbi to Punaeo 

Motlhari 

Qaetta 

All-Americaa Canal 

Al.IDO Canai 

Solfatara Canal 

lraley 

Puk.ul plata 

lurc.hob 6 ta~t~:U~D 
a..tnr valleJO 

Caltpat da erea 

labblt Creelt 

Lake Kerctd 

Coat1ac.oalcoa 

KJ.natltlou-

1 
CDaUacoalcoa hl&flvoJ 

l.lalhue 

fuerto tfontt 

Valdhhl 

Anc.hora¡e 

Voldea 

Bevard 

lleaat Lake 

augata area 

11 Cobre 
t.a Patagua 

J.l Blano Viejo 
Loo Haqula 
2.1 Cenado 

6.7 

'·' 

Capltol Lake Blft., Olppfa 

Q:atcm Pactffc at Tumvatar 

Suqua.teh 

PoTt Orchord 

B.Harcer Vay, Kll!rc.er llled 

2.tbonds 

~ata- solf ~roe, Duvaalab 
9lctot 

Chol~~ae Cnek DOrth 
o2 0.01-

TABLE 3. Contlnued 

lplcentral 
Dtatance 
-calles 

40 
60 

100 

20 
~ 

Oto 10 

70 

20 to 40 

1 to 2S 

25 to JO 

20 

Oto 1.5 

5 to 25 

1 to 5 

zo to 40 

20 

20 to 30 

140 

240 

125 

70 

40 

90 

80 

35 

•2S 
• 9 
•16 
• a 
•18 

38 

38 

Z6 

i8 

10 

29 

10 
u 

17 
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type of St ruc:ture 

Coaetal hlllaidu 
Coaatal hilldde1 

larth dam 

Talltna• da:m 

Rlabvay Ullo 
Rlsbvay flllo 

IDaci and nilvay ftlll 

La1r.e ban\::a 

Uve:r b;nka 

Canal banka 

Canal baDb 

Can•1 bonlul 

lloacl muS rallvay fUla 

Loe88 alopea 

Loeaa elopea 

Leveea, dver banka, 
'L"Oacl and raUvaJ 
filio. 

Loeaa alopea 

Caftal banQ 

Embanknent 

Lake banka 

IUvet" banka 1 

vate:rhoot UU 
!load and bridge approach 

Ulh 

lllver baaU 
Btatrvay and rallvay fllla 

co .. tal tenacea 
ha valla and quay wallD 

IUvar banka 

Coaetal bluth 

Coaatal dC!lta 

Coaaul detu 
Lalr.e ddtaa 

!arth banlta 

Talllnga da 
talltnsa dam 
Toflfnga de::~ 

Telltn¡a dam 
'Talllnsa dmD 

l.oad cauaevay 

bllvay on becac.hed olope 

Co:aaul bluff 

Vaterfrocat fill 

Roadvay• on beru:hec! alopea 

Duarped f lll on alope, ,.. 

l.lver u~rrace 
Blahway fll t 

Stream lumia 

Sall Type 

SUty eand 

tuaiag v .. te 

Pilla over manhlancl 
aa ahon road1. 

nuvial aedimenu, lacludiD& 
aands 

Alluvlut~--sand tenses 

Alluviu:n--uncertala 
gudatlon 

Leveca ond foundatloa:a or 
del tale a anda. 
Leven and foundatlooa of 
deltalc aanda. 
Leveea aucl founclattODS of 
doltaic unda. 
DaltaJc and fluvial acula. 

Loeaa 

Loeas 

Aeolicn aanda, beacb 
eanda, fluvial am:u!s 
and aUu. 

Loe .. 

Dellatc. and aeollam aa:D4L 

J'Ul oc sand 

Aeollan and b•ach aanda. 

ltehnnce 

VaUmhu, 
Roda son 

Dabry, Lotnnltz 

Vood, Rlchur, 
Bod¡ton 

loy, 
lichter 

Veat, 
Richter 

Ro81 
(penoad 
communlut lcm) 

Cubln 

Cubln 

Tau,.a, 
Colllas • Foner, 
lutler el al. 

Oubl.n 

Vood & Recl 

Rona011 

Cban 

rlne undy allt, unlfor:1 
8Dd loo1e. 

PUl over mauhhnd 

tHu de Canto, 
Harul 

Fluvtal and alachl aand1 
Poundatlona oC fluvial aad 

alaclal gravela, sanda, allts. Ouke and Luda, 
Claclo·Cluvlal depoalta. Lee (penonal 

PUl utnly aaoda to allty coc:cunlc.atlon) 
landa, looae. 

Pluvial Sedimenta. 

Sand layen and len1111a la 
cley depoalt. 
Sllty aanda and lravel, 
<• •U) 

Oeltah: aandy gra,eh,ao=e 
aand lensu. 

Pluvial sand ("- < 15) 

Hlning "ute 
Hlnlng vute 
Hlntns vaste 
Hlnlng vastl! 
H.lnlng vaste 

Sand/s:ravel rtll over lakl 
and ttd'al aedlcents. 
Cut/ffll alope ln out•••'il 
•anda. 
Till ~·1er f tne aand a.nd 
atlt otrata. 

Sond oveT beac:h sund and 
bay mud. 
Sand on tU h and outv•ah 
uanda. 
SB!!IdJ tUl ond refuse on 
tUl alope. ' 
Fluvial aanda and alh.a. 

Sand ftll at toeo C'f coaatel 
'bluU. 

V'luvlal aedh, .... nu, oand 
etrAU or lensrp. 

ShanDoD & 
Vllaon 

Coulter & 
lltaUacc:lo 

Kc:Culloch 

1'Ciada, Yo1-cr•Jra, 
l.awaL&!II 6 Asada 

Dobry 

Ro .. 
(peraonal 
co::nunlc.atlonl 

!lo u 
(perscnal 
eo:J5unlcatlon.) 



loess. Typical examples are the elides in 
Kansu Province (1920), Chait (1949), Valdez, 
Alaska (1964) and Seward, Alaska (1964). 

b. Slides caused by liquefaction or water 
content re-distribution in relatively thin 
seams or layers of sand, such as the 4th Avenue~ 
L-Street and Government Hill slides in 
Anchorage, Alaska in 1964 and the elides near 
Lake Rinihue in the Chilean earthquake of 1960. 
A cross-aection showing the soil conditions in 
the L-Stree€ slide area in Anchorage where a 
block of soil 5000 ft long and 1200 ft wide 
moved laterally 14 ft, are shown in Fig. 40. 

The sliding surface was located near the sur
face of the thin sand layer at about elevation 
45. Block elides of this type have caused 
extensive damage to structures located in the 
grabens which form at the back end of the 
elides. However atructures located on the 
sliding block itself may be undamaged by the 
movements. 

The soil conditions in another large landslide, 
extending over about 130 acres, which occurred 
near Lake Rinihue in the Chilean earthquake of 
1960 are shown in Fig. 41, together with croas-

' se~tions through the slide area before and 
after sliding. In this case sorne parta of the 
slide masa moved laterally about 1200 ft. The 
soil conditions consisted of a surface depoait 
of sand and gravel varying from zero to about 
150 ft thick, underlain by a 250 ft thick de
posit of lacuatrine clay and a deeper bed of 
cemented sand and gravel. Field studies indi
cated that the surface of sliding was probably 
easentially horizontal and at a depth of about 
150 ft in the lacustrine clay deposit, which 
was highly atratified, with alternating layers 
of silt and clay and frequent aeams of fine 
sand. The failure was attributed to lique
faction of the silt and fine aand seams within 
the clay deposit (Davis and Karzulovich, 1961), 

c. Slides in clay deposita facilitated 
by liquefaction or water content redistribution 
in sand lenses. A good example of this type 
of elide is that which occurred at Turnagain 
Heights, Anchorage (Seed and Wilson, 1967; 
Seed, 1968) during the Alaska earthquake of 
1964 (see Fig. 4). A cross-section through the 
slide area is shown in Fig. 42. In general the 
area~s covered by a surface layer of aand and 
gravel varying in thickness between 5 and 20 
ft, below which is a deep bed of clay, about 
lOO to 150 ft thick. This soil ls a sensitive 
marine deposit of silty clay, with a shear 
strength decreasing from about 1 ton per sq ft 
at ita surface to about 0.45 tona per sq ft at 
El O and then increasing to about 0.6 ton per 
sq ft at El. -30; ita aensitlvity varies between 
about 5 and 30. The clay deposit contains 1 
numerous lenses of silt and fine aand particu
larly near the surface on which sliding occur
red. These lenses varied in thickness from a 
fraction of an inch to several feet. Below the 
slldlng surface, sand lenses were very thin 
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and were only occasionally encountered. It ls 
believed that llquefaction of the sand lenaea 
or the formatlon of water filma along the topa 
of the lenses in the viclnlty of the slide sur
face played a major role in the development of 
this extenslve elide. 

d. Slumptng and collapse of fills due to 
liquefactlon or fallure of loose saturated sllt 
and sand foundatlon solla. Typlcal examples 
are provided by embankment fallures in Alaska 
(1964), Chile (1960), and Nllgata (1964). 

The elides llsted in Table 3 were caused by 
earthquakes varylng in magnltude from about 
5-1/2 to 8-1/2 and they occurred at eplcentral 
distances varylng from several miles to 
hundreda of miles. 

However there are very few reported cases of 
elides developing in relatively homogeneous clay 
solla durlng earthquakes and there ls a great 
need for lnformatlon concerning thls posslbll
lty. 

VI. CONCLUSION 

It has not been posslble in the course of this 
brief to cover all of the types of prob_lems 
in whlch soll condltions may affect the damage 
resultlng from earthquakes. Omitted, for 
example, are discussions of the effects of 
soil conditions on the stabllity of slopes in 
relatively dry coheaionless solla and fills, 
the stability of retaining walls and water
front bulkheads or the deformatlons of bridge 
abutments. Each of these has been responsible 
for major damage to engineered structures 
during earthquakes, with the characteristics 
of the solla involved being a determining 
factor in their performance. However damage 
due to these causes has usually been on a much 
smaller scale than that due to ground shaking, 
ground settlement, liquefaction and slope sta
bility, and concentratlon on these latter 
causes of earthquake damage was consldered 
deslrable for this reason. Even so, it has not 
been possible to mention all of the signlficant 
contributions on these subjects and sorne lm
portant studles may regrettably have gone un
mentioned because they have not come to the 
attention of the author. Never-the-less lt ls 
hoped that the preceding revlew, whlch has 
attempted to emphasize technlques for develop
lng a better understandlng of the relationshlp 
between soil conditions and damage durlng 
earthquakes, wlll provide a useful guide to 
the current state of knowledge concernlng 
these important aspects of soil behavlor. 
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SYNOPSIS 

In this st > ~-of-the-art paper on the effects 
of local SJ~~ conditions upon earthquake 
damage, experiences and theories relevant to 
the subject, interpretations of the experiences 
from theoretical viewpoints, and sorne design 
proposals have been outlined. Several factors 
of major importance may be pointed out in 
connection with earthquake damage; namely, 
(1) amplification of earthquake motion hy soil · 
layers, (2) resonance of soils and structures, 
(3) dissipation of vibrational energy, 
(4) progressive failure, and (5) differential 
settlement. In accordance with soil condi
tions, sorne of these factors exercise advan
tageous effects and the others do inversely, 
suggesting that the combined effect will be 
quite complicated. To-solve such,complicated 
but urgent problems, and to reach the final 
comprehensive solution, a pertinent soil
foundation-structure system must be established 
and analyzed. 

I. FOREWORD 

Since every structure is supported on soils and 
earthquake waves are delivered to thé structure 
from soils, it is quite nátural that earthquake 
damage to structures should be affected by soil 
conditions. - '' 

j 

Y. Ohsaki 

From ancient times Japan has very often been 
attacked by large earthquakes and it seems 
that, since a fairly old time, one has become 
aware of the dependency of earthquake damage 
on local soil conditions. To the knowledge of 
the writer, the first documental record des
cribing such an interrelation appeared as 
early as the beginning of the 18th century. 
However, it may be at the time of the Kanto 

, earthquake of 1923, which destroyed the city 
of Tokyo and its vicinity, that the correla
tion bPtween earthquake_damage and soil ~ondi
tions was noticed for the first time from the 
viewpoint of modern structural engineering. 

After the Kanto earthquake, destructive earth
quakes have continued to attack Japan, damag
ing structures on one hand and supplying inval
uable data on the other. In this state-of-the
art paper, it is attempted to summarize infor
mation on the effects of local soil conditions 
upon earthquake damage from empirical and theo
retical viewpoints. Matters concerning deslgn 
prac~ice '~ill also be referred to. 

In Table 1.1, major earthquakes in the last 
forty-five years are listed, which will bP 
cited in this paper. 
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TABLE 1.1.--LIST OF MAJOR EARTHQUAKES 
IN JAPAN 1923-1968 

Magnitude Number or 
Year of (Richter- Collapsed 

Designation Occurrence Gutenberg) Buildings 

Kant o 
Earthquake 

Sanriku-Oki 
Earthquake 

Tottori 
Earthquake 

Tonankai 
Earthquake 

Nankaido 
Earthquake 

Fukui 
Earthquake 

Niigata 
Earthquake 

o 

Matsushiro 
Earthquake 

Ebino 
Earthquake 

Tokachi-Oki 
Earthquake 

Higashi-
Matsuyama 
Earthquake 

~· 1923 7_. 9 

1933 
J '8.5 

1943 7.3 

1944 8.3 

1946 8.1 

19118 7.2 

1964 7.5 

1966 5.1 

1968 6.1 

1968 7.8 

1968 6.4 

II. LOCAL DIFFERENCE OF 
EARTHQUAKE DAMAGE 

128,266 

17,907 

7,485 

26,130 

11,591 

35,420 

1,960 

398 

676 

Traditionally, the intensity of an earthquake 
at a locality is evaluated by human feelings 
or by observing its effects on objects includ
ing building structures, and is expressed by 
means of a so-called intensity scale. There 
are severa! kinds of intensity scales now 
beigg used such as Rossi-Forel's, Mercalli's, 
Modified Mercalli's, Medvedev-Sponheuer
Karnik's, or Japan Meteorological Agency's 
intensity scale. It is a matter of course 
that both the sense of shock and the extent 
of damage to buildings become smaller with 
increasing distance from the epicenter. It 
is also quite natural that, when the magnitude 
of earthquake is greater, the seismic inten
sity is larger at a given epicentral distance. 

Based on experience of past earthquakes an 
equation has been suggested (Kawasumt, 1951) 
to expresa approximately the relationship 
between the seismic intensity, the epicentral 
distance and the magnitude of an ear.·thquake: 

I = 2M - (0.00183R + 2logeR) - 0.307 (2.1) 

where: I : seismic intensity ln terms 
of Japan Meteorological 

-Agency's intensitD scale 
M magnitude 
R epicentral distance in 

kilometers 

Fi~. 2.1 shows the relationship between the 
seismic intensity and the epicentral distance 
for severa! recent earthquakes in Japan. Now 
let us take, for example, the Niigata earth
quake of 1964 of M = 7. 5 and apply Eq .' 2.1 to 
this case. Then, as a matter of course, zones 
of equal intensity exhibit a pattern of 
concentric circles having the epicenter as 
their geometrical center as shown in Fig. 
2.2(a). 

However, the distribution of actually observed 
intensities for the earthquake was as shown in 
Fig. 2.2(b), and it will be noticed that the 
intensity contours deviate considerably from 
the concentric pattern, developing local irreg
ularities at severa! places. Such irregu
larities in the observed seismic intensity 
pattern may be attributed to tectonical aniso
tropy along the path of the earthquake waves 
and the mechanism of the earthquake at the 
hypocenter. 

Another example, in which the affected area is 
more limited than in the case of Fig. 2.2 but 
which representa local differences in earth
quake damage more clearly, is the d1stribution 
of damage rates of wooden buildings (Minakami, 
1945) caused by the Tonankai earthquake of 
1944, as shown in Fig. 2.3. It is of interest 
to note that the damage rates do not necessar
ily decrease with the distance from the epi
center. · The tectonic anisotropy and the 
seismic mechanism at the hypocenter may be 
pointed out as well; it is conceivable, how
ever, that local differences in soil condi
tions played a more important role in this 
case. In fact, with few exceptions, damage 
took place where deep alluvial deposita were 
encountered. 
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Fig. 2.1. Seismic Intensity and Epicentral 
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It has been reported quite frequently that, 
within a small area, marked differences in 
earthquake damage were observed. Sorne repre
sentative examples will be cited in the fol
lowing. Since, in these examples, affected 
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areas are extremely llmited in size in compari
son with the epicentra1 distance, effects of 
path and orlgin may be of little importance. 
Fig. 2.4 shows a distribution of damage to 
wooden bui1dings in a town attacked by the 
Nankaido earthquake of 1946, demonstrating a 
clear boundary between heavi1y and s1ight1y 
damaged areas- (Shimizu and Suehiro, 1947). 
Fig. 2.5 illustrates a distribution of damage 
in Shtmizu City which has a1ready been referred 
to in Fig, 2.3. It may be seen in Fig. 2.5 
that most of the danaged bui1dings are concen
trated around the estuar~· of a river 
(Miyamura, 1945 and 1946), where probab1y eoft 
soi1s are deep1y deposited. A concentration of 
heavy damage may also be noticed in Fig. 2.6, 
in which a distribution of damage to godowns 
in a town is plotted. (A godown is a store
house of Japanese traditiona1 ety1e, con
structed with rigid wooden frames and extremely 
thlck exterior wa11s made of mud plaster.) 

e 
In this town, such concentration of damaged 
structures had c1early been observed in th•, 
past during severe earthquakes; the zone '-' r · 
frequent damage in this town is now cal1ed 
"a path of earthquake" by the natives. A·more 
recent examp1e is given in Fig. 2.7, which 
shows a distribution of wooden buildings 
damaged during the Ebino earthquake of 1968 
(Ohsaki, 1968). The pattern of distribution of 
co11apsed buildings ie comp1icated; neverthe
less, it is not completely at random, suggest
ing that a delicate difference in surface soil 
conditions might have exercised a certain 
influence. 

It is true in general that a movement or fail
ure of a structure is essentially governed by 
the ground motion and characteristics of the 
structure. But, as foregoing examples have 
euggested, it is also affected macroscopically 
by properties of the earth's crust and micro
scopically by soi1 conditions, resu1ting in a 
local difference-in earthquake damage. These 
relations may be expressed by an equation of 
the following form (Otsuki and Kanai, 1961): 

where: f s ( t) 

~Zt> 
G1(t) 

movement of structure 
during earthquake 
functional 
function representing the 
movement of the ground 
function representing 
properties of the earth's 
crust 
function representing soi1 
conditions 
function representing 
characteristics of structure 

In this equation,-none of the functions E(t), 
G1(t), G2(t~ and S(t) is independent, and they 
interact with each other. In this paper, 
discussions will primarily be focused on the 
problems of function G2(t); in addition, 
effects of interaction between G2(t) and S(t) 
will be referred to. 
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Fig. 2.4. Damage Distribution at Nakamura~ 
Kochi Prer., Nankaido Earthquake 
1946 (Shimizu & Suehiro, 1947) 

Fig. 2.5. Damage Distribution in Shimizu City, 
Tonankai Earthquake 1944 (Miyamura, 
1945 & 1946) 
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Fig. 2.7. Damage Distribution at Ebino, 
Ebino Earthquake 1968 

III. SOIL CONDITIONS AND EARTHQUAKE DAMAGE 

Whenever destructive earthquakes occurred in 
the past, it has b-een reported that effects of 
soil conditions on damage to wooden buildings 
were clearly observed, or that damage in the 
area of soft soils was far greater than in the 
area of hard grcund. In fact, nearly everyone 
in Japan is now familiar with this phenomenon. 

In spite of extensive experience, however, 
quantitative information on this matter is far 
from being sufficient. Furthermore, informa
tion-on damage to buildings other than con
ventional wooden construction, for instance, 
reinforced concrete buildings, is extremely 
lacking. Nevertheless, it is intended in this 
chapter to collect as much as possible quan
titative data concerning the ,relationship 
between soil conditions and earthquake damage, 
although sorne of those data have already been 
published elsewhere in more simplified forms 
(Duke, 1958). 

Unfortunately, a parameter to expresa statis
tically the extent of earthquake damage has 
not yet been establiahed. For convenience's 
sake, however, the followin~ definitions will 
be employed in th1s paper for statist1cal 
expression of the extent of damage: 

Collapse rate ~ X 100(%) 

Failure rate e D + H X lOO(%) 
M 

Mod1fied failure rate D + H/2 X 100(%) 
M 

Damage rate 

where: D 
H 

D + H + S X lOO(%) 
M 

number of collapsed build1ngs 1 

number of part1ally or half
collapsed bu11~1ngs 



1 ' 

S number of slightly damaged 
buildings 

M total number of buildings in the 
area concerned. 

Between collapse rate, y, and seismic coefri, 
cient, K (i.e., the ratio or maximum horizontal 
acceleration or earthquake to the acceleration 
of gravity), an equation 

,¡ · K 2 
lOO · J [ (K - Ko) ] y ~ ---- exp - dK 

l2ia 2a 2 
-CD 

(3.1) 

can be derived based on theories of statistics, 
and it is known empirically that for wooden 
buildings K0 and a take the following values 
(Kawasumi, ~952): · 

K
0 

= 0.4 

a o.on 

Sometimes, a term "vulnerability ratio" or the 
ground (Omote, 1946) is used to characterize 
-the effects or soil conditions, eliminating the 
influence or epicentral distance. For in-, 
stance, if damage rates, y in per cent, or all 
villages in and around the plain or Fukui at 
the time or the Fukui earthquake of 1948 are 
plotted against the epicentral diatance, R 
in kilometers, irrespective of their aoil 
conditions, then Fig. 3.1 ia obtained (Ohsaki, 
1951). Ir, aaauming an equation 

(3.2) 

to express the relation between y and R, and 
one determines a and S by the leaat aquare 
method, then 

y = 1800R- 2 •26 
e (3.3) 

will be obtained, which is a1so represented by ' 
a curve in Fig. 3.1. This curve or Yc in 
Eq. 3.3 may be intJrpreted to represent the 
average damage rate ata given'epicentral 
distance. Thererore, if a ratio of actual _ 
damage rate, y, ora vi1lage to the average' 
damage rate, Yc• at the aame epicentra1 dis
tance0 i.e., 

is evaluated, this ratio represents on1y the 
effects or ground conditions in the vi1lage 
independent of the epicentra1 distance. Thia 
ratio has been derined as the vulnerability 
rate of the ground. 

l. Topographical and Geological Aspects 

The northeast part of Nagoya City is located on 
a diluvial highland, whereas ita southern and 
western parta are on a flat, alluvial lowland. 
During every severe earthquake in the past, 
more buildings were damaged or destroyed in 
the 1owland. Fig. 3.2 shows railure ratea or 
wooden buildings at dirrerent locations in 
Nagoya City ror the Tonankai earthquake of 
1944 plotted against average e1evations above 
sea level (Omote and Miyamura, 1951). The 
difference in railure ratea ia outatanding; 

7 

however, if the fact is taken into account that 
the highland consista of rirm diluvial soils 
and the lowland soft alluvial deposits, the 
problem may be deemed rather geological than 
topographical. 

The drainage basin of the River· Kiku was aeri
ously damaged by the Tonankai earthquake of 
1944 as previously shown in Fig. 2.3. Within 
this damaged ,area, a topographical classir1-
cation or the ground had been made and the 
railure rate or wooden buildings in,each 
topographical class was investigated (Tada, 
Oba and Otani, 1951). The result is shown 
in Fig. 3.3, indicating that the damage in 
lower alluvial rlats is extremely great. Ir 
the class or sandy ground is subdivided from 
the viewpoint or mi,crotopography into sand dune 
on base r~ck, sand apit, sand dune on alluvial , 
stratum and aandy back-marsh, their failure 
ratea were confirmed to increase in that order. 

\, 

On the basis or statistics or damage ror the 
Fukui earthquake or 1948 and applying Eq. 3.1, 
seismic coerricienta have been evaluated in 
Table 3.1 with respect to geology or the ground 
(Takahashi, 1951). 
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TABLE 3.1.--GEOLOGY AND SEISMIC 
COEFFICIENTS (TAKAHASHI,. 1951) 

11arahy 
~ Alluvium Diluvium Tertiary 

Ratio of 
Seismic 
Coeff1c1ent 1.5 

•i 
l. O 0.7 0.4 

Also for the Fukui earthquake of 1948, villages 
in the Fukui plain and surrounding mountainous 
areas were classified into four groups: 

I entirely on alluvial plain 
II on the verge of the plain, 

covering both alluvium and rock 
III entirely on rock 
IV on sand dune, 

and the vulnerability rate in each village was 
determined .and plotted in Fig. 3.4, indicating 
that woode '· .,uildings on the alluvial plain are 
far more vulnerable to earthquake damage than 
those on rock (Ohsaki, 1951). The rates for 
grovp II, ,i.e., villages straddling overo 
alluvium and rock, are intermediate between 
groups I and III. In general, however, past 
experience of earthquakes has shown with con
siderable clearness that buildings on the verge 
of alluvial flat or in the valley are apt to be 
damaged, probably due to disturbance and 
amplification of earthquake waves at such / 
places. Amplification of waves takes pla~, 
as well, near the crest of a slope (Idriss and 
Seed, 1967), and this fact has been observed 
at several places at the time of the Tokachi-
Oki earthquake of 1968. L 

For the Kanto earthquake of 1923, failure rates 
of wooden buildings in uptown and downtown 
Tokyo were as tabulated in Table 3.2. Namely, 
the downtown on alluvial lowlands showed rar 
larger rate of damage than the uptown on dilu
vial highlands (Ohsaki, 1962). 

TABLE 3.2.--FAILURE RATE OF WOODEN 
BUILDINGS IN TOKYO, KANTO EARTHQUAKE 

1923 (OHSAKI, 1962) 

Failure Rate (%) 

2. Firmness of Soils 

Uptown 

2.0 

Downtown 

ll.O 

In the preceding paragraphs, it has been de
scribed that the geological problem is probably 
more essential than the topographical. How
ever, if the fact is considered that, needless 
to say with respect to rock, diluvial soils · 
are in general far firmer than alluvial de
posita, the most essential point may be the 
firmness of soils in discussing the relation 
with earthquake damage. 

Immediately after' the Kanto earthquake of 1923, 
five hundred percussion borings were carried 
out in Tokyo City, and in eight~bore holes 
the number of falls of the churning bit was 
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recorded. Based on these records, average 
penetration per fall down to the depth of 40 
meters was determined at each bore hole, and 
their relation to collapse rate of wooden 
buildings within a certain area around each 
bore hole was investigated (Kitazawa, 1950). 
The result is shown in Fig. 3.5, indicating 
fairly good correlation. 

The contour lines in Fig. 3.6 (Yokoo et al., 
1965) indicate what percentage of the top 10 
meters consists of extremely soft soils (N<2 
for cohesive material and N<4 for cohesionless 

'material, N being the number of blows per foot 
in the standard penetration test). Shaded 
areas in the figure show the zones in which the 
damage rate exceeded 20% in the south part of 
Nagoya City for the Tonankai earthquake of 
1944. It is readily apparent that the pattern 
of the contours and that of the actual damage 
distribution coincide fairly well. 

Another parameter representing firmness of 
soils is the velocity of wave propagation, 
which can be measured by means of seismic,. 
exploration. According to the resulta of 



extensive seismic explorations ca~ried out in 
Nagoya City, the alluvial plain in the city 
is almost entirely covered by a top layer of 
several meters' thickness, in which the 
velocity of longitudinal wave is as low as 
500 m/sec. In Fig. 3.7, the relation of the 
thickness of this top layer at each location 
to the failure rate of wooden buildings is 
represented for the Tonankai earthquake of 1944 
(Omote and Miyamura, 1951). A trend that the 
failure rate Lccreases with an increase in the 
thickness of the soft, low-velocity layer may 
be noted; however, on the other hand, the 
thickness of this top layer is in an approxi
mately linear relationship with the total 
thickness of alluvial deposita as shown in 
Fig. 3. 8. 'I'~·-,•,efore, whether the failure rate 
was primaril/' governed by the thickness of the 
top layer or by that of the whole alluvium is 
subject to question. 

In Fig. 3.9 (Tanabashi and Ishizaki, 1953Y, the 
notation H1 in abscissa representa the depth of 
soft soil having the velocity of longitudinal 
wave less than 1500 m/sec, and VL denotes the 
measured velocity of surface wave. Then, 
failure rates of wooden buildings for seve~al 
large earthquakes are plotted against the ratio 
H1/VL. A considerably definite, linear corre
latioh can be observed with·respect to each 
earthquake; however, the slopes of the linea 
are different for different earthquakes, 
probably because of differences in factors 
other than the wave velocities. It has further 
been verified by the same authors that the 
ratio H1/VL is related to the amplification of 
surfacc waves in the vicinity of the ground 
surface. 

It is a matter of fact that artificially filled' 
aoi1s are so1idified due to natural compaction 
and consolidation with the lapse of years. 
Fig. 3.10 is an illustration of this fact, 
ahowing that the failure rate of wooden build
ings on reclaimed ground tends to decrease in 
course of many years after reclamation (Omote 
and Miyamura, 1951). 

3. Thickness of Alluvial Deposita 

As far as earthquake damage to wooden buildings 
is concerned, soft or loose soils are more dis
advantageous than firm or dense soils. Geolog-
1ca1ly, alluvial deposita have been most re
sponsib1e for serious earthquake damage. 
Furthermore, it has been frequently experienced 
that the depth of alluvial deposita has an 
important effect upon the extent of damage. 

Fig. 3.11 (Kawasumi, 1952), Fig. 3.12 (Ohsaki, 
1962), Fig. 3.13 (Omote, 1949), and Fig. 3.14 
(Omote and Miyamura, 1951) represent corre
.lations between the rate of damage to wooden 
bu11dings and the thickness of alluvial depos
ita in Tokyo, Yokohama and Nagoya cities ror 
the Kanto earthquake of 1923 and the Tonankai 
earthquake of 1944, all showing a definite 
tendency that damage increases with an increase 
in thickness. 

Also indicated in Fig. 3.11 are the seismic 
coefficients which have been evaluated by 
Eq. 3.1. Fig. 3.12 shows a range within which 
95 per cent of plots fal1 for the Kanto earth
quake of 1923, and on an average an equation 
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y = 0.982 (l.086)z - 0.26 

where: y 

z 

railure rate of wooden; 
buildings in per cent ,i 
thickness of alluvial 
deposita in meters 

can be derived to expresa the correlation ana
, lytically (Ohsaki, 1962). 

To present information on soil mechanical char
acteristics of alluvial deposita in Japan, 
unconfined compression strength of clayey and 
silty materials in downtown Tokyo is shown in 
Fig. 3.15, and the relation between the uncon
fined compression strength qu in kg/sq cm and 
the depth D in meters may be expressed on an 
average by 

qu = 0.2 + 0.04D 

Strength characteristics of alluvial deposita 
- in other placea may be considered as almost 
identical. 

On the reclaimed ground, damage to wooden 
buildings tends to increase with increasing 
depth of filled soils as illustrated in Fig. 
3.16 for the Kanto earthquake of 1923 (Omote, 
19 49). 

4. Predominant Period of the Ground 

A parameter ~~~h representa well the dynamic 
character1st1cs of the ground and furnishes 
useful information related to earthquake dam
age, is the predominant period of the ground. 
In Fig. 3.17 and Fig. 3.18, the relation 
between failure rate of wooden buildings and 
predominant period is shown with respect to 
areas along the River Kiku, the River Ota, and 
the River Tenryu for the Tonankai earthquake 
of 1944, areas around FUkui City for the Fukui 
earthquake of 1948, and Sakata and Tsuruoka 
Cities for the Niigata earthquake of 1964 
(Kanai, 1968). It may be noted consistently 
that the failure rate is largest where the 
predominant period is approximately equal to 
0.4 sec. This fact suggests that a resonance 
or structures and soils may be a major cause or 
damage, considering that the natural periods of 
wooden buildings in these areas are in the 
vicinity of 0.4 sec (Suzuki, 1961). 
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Kanto Earthquake 1923 (Omote, 1949) 

The predominant period of the ground is usually 
determined on the basis of records of actual, 
minor earthquakes or of microtremors. 

5. Effects of Structural Rigidity 

In the preceding paragraphs, earthquake damage 
mostly to wooden buildings has been discussed, 
which are in general the most flexible struc
tures. Modern reinforced concrete structures 
usually possess much higher rigidity than 
wooden ones, and godowns may be considered to 
be of intermediate rigidity between wooden 
buildings and reinforced concrete structures. 
The difference in rig1dit1es between brick 
construction and reinforced concrete construc
tion may not readily be determined. In 
general, however, the rigidity·of brick con
struction may probably be higher than that of 
godowns and far greater than the rigidity of 
usual wooden buildings. In this section, the 
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effects of soil conditions will be discussed 
with respect to severa! types of structures 
having different r1g1dities. 

1.4 

a. Godowns and Brick Bu1ld1ngs. As 
mentioned before, Japanese godowns are con
structed with rigid wooden frames and extremely 
thick exterior walls made of mud plaster, 
being usually two-storied and possessing con-

. siderab1y higher structura1 r1g1dity than con
ventiona1 wooden dwe111ng houses. 

In Fig. 3.19, the damage rate for the Kanto 
earthquake of 1923 of godowns in each ward of 
Tokyo City 1s eva1uated and compared with that 
of two-storied wooden bui1d1ngs (Salta, 1935). 
Fourteen wards in Tokyo at that time are d1v1d
ed 1nto two groups; name1y the warde in down-
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(Kanai, 1968) 

town cons1st1ng of soft soils and those in up
town of firm so11s. It is quite interesting to 
note a completely opposite trend: godowns were 
more damaged than wooden houses in firm soils 
and 1ess on soft so11s. 

Recently, however, this concept has been upset 
by the experience during the Matsushiro earth
quake of 1967 (Kishida et al., 1967). The 
d1stribut1on of damage to godowns in Matsushiro 
has previous1y been shown in Fig. 2.6, and con- e 

tour 1ines showing the thickness of soft 
a11uv1a1 deposits are represented in Fig. 3.20. 
A comparison of Fig. 2.6 and Fig. 3.20 yields 
a conc1usion that godowns were more damaged on 
eoft soi1s than on firm so11s, similar to the 
case of wooden bui1dings. This tendency is 
contrary to the conc1usion from Fig. 3.19. 
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At the time of the Kanto earthquake of 1923, 
there were 774 brick buildings in Tokyo City, 
the highes t of which was thr~e-storied. ( Kanai, 
1949). With respect to thre~. different soil 
conditions, the relationship between the damage 
ratio of those brick building!; and their number . 

. of stories is represented in ~ig. 3.21 (Kanai 
·and Yoshizawa, 1951), which i~dicates that the 
h'eight of building has little 'effect upon . 
damage to bric~ buildings, whereas the effect 
of soil conditibns is overwhelmin~. Evidently, 
more buildings were damaged on firm soils and 
~ess on soft soils. 

b. Reinforced Concrete Buildings. As to 
the effects of soil conditions on earthquake 
dRmage to reinforced concrete buildings, the 
orlly example which may be dealt with statisti
eally was the damage by the Kanto earthquake 
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F1g. 3.19. Damage to Two-Stor1ed Wooden Build-
1ngs, Godowns and Re1nforced Con-. 
crete Bu1ld1ngs, Kanto Earthquáke 
1923 (Saita, 1935; Ohsak1 & Kun1-
yasu, 1968) 
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F1g. 3.20. Depth of Soft Alluvial Deposita in 
Matsush1ro Town (K1sh1da et al, 
1967) 
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Fig. 3.21. Damage Ratio of Br1ck Buildings in 
Tokyo, Kanto Earthquake 1923 (Kanai 
& Yoshizawa, 1951) 

of 1923. Until recently, however, two contra
dictory resulta of analysis have been presented 
based on the same records: (1) damage de
creased with increasing thickness of alluvial 
deposita, similar to the case of brick build
ings but at a lesser rate (Kanai, 1949)1 and 
(2) damage increased with increasing ground 
softness (Kitazawa, 1950). 

Quite recently the data of the Kanto earthquake 
and the soil conditions in Tokyo City have 



been restudied in greater detall, and the o 

finding (1) has been proved to be more correct 
(Ohsaki and Kuniyasu, 1968). Namely, with ' 
respect to a total of 691 reinforced concrete 
buildings in Tokyo at that time, damage rates 
and modified failure rates in uptown and -down
town were a:' shown in Tab.le 3. 3, indica ting no 

TABLE 3.3.--DAMAGE TO REINFORCED CONCRETE 
BUILDINGS IN TOKYO, KANTO EARTHQUAKE 1923 

(O~SAKI ANO KUNIYASU, 1968) ' 

Uptown Downtown 

Damage Rate (%) 32.8 32.4 

Modified Failure Rates (%) 6.8 

significant difference in damage rates. The 
table indicates an opposite trend in failure 
rates when compared to damage to wooden build
ings shown in Table 3.2. The relationship 
between the damage rate and the depth oi' , o 

alluvial deposite is representad in Fig. 3.22, 
wherein coefficient of correlation is negative 
although the damage rate and the depth are not 
welt correlated. Damage rate in each ward of 
the city is plotted in Fig. 3.19, which has 
been cited previously; apparently, the trend is 
opposite to the case of wooden buildings and 
rather similar to the case of godowns. Fig. 
3.23 shows a relationship between damage ratea 
of reinforced concrete buildings and their 
number of stories. The damage rate increases, 
in general, with the number of stories. How~ 
ever, it is of interest to note that damage to 
one-storied buildings is larger than those of· 
two- and three-storied ones and no difference 
may be recognized between uptown and downtown 
areas. 

Let us now consider earthquake damage to high
rise buildings. In 1957, Mexico City was hit 
by an earthquake with maximum ground accelera
tion of 50 to lOO gals. Mexico City is under
lain by alluvial lacustrine deposita more than 
1000 m thick consisting of a1ternating sand and' 
c1ay 1ayers. The predominant period of the . 
ground is estimated to be approximate1y 

· 2. 5 sec. In Tab1e 3. 4, the number of undamaged 
and damaged high-rise bu11dings are 1isted, 
c1assified according to the number of stories' 

· (Thorn1ey and A1bin, 1957). 
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TABLE 3. 4°. -;.,DAMAGE TO HIGH-RISE BUILDINGS 
. IN MEXICO CITY, 1957 (~HORNLEY ANO ALBIN, 195T) 

1. 

Number of,Buildings 
Number of 
Stories · Undamas¡ed Damas;ed ~· 

9 3 '2 5 

10 2 2 4 

,. 11 o 3 3 

12 1 3 4 

13 o 5 5 

14 
"' 

o 2 2 

15 o 1 1 

16 o 2 2 

1'8 1 1 2 

23 1 o 1 

43 1 o 1 

It may be seen rrom Table 3.4 that, in general, 
the damage rate seems comparatively high for 
the buildings or 13 to 16 stories. 

Contrary to soil conditions in Mexico City, the 
ground or Skopje City, Yugoslavia, is exceed
inglY- firm. It consista or a sandy gravel 
layer leas than 10 m thick, deposited over bed
rock. During an earthquake in 1963 of inten
sity more than 200 gala, most brick buildings 
of leas than rour stories were seriously 
damaged. Nevertheless, 13 to 14-storied apart-
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ment buildings and office buildings of reiu
forced concrete construction survived except 
for minor structural damage to sorne of the 
buildlngs. 

IV. RELEVA!IT TiEORIES A/ill OBSERVATIONS 

1. Simple Model of Structure 

To simulate m~st simply the dynamic behavior of 
a structure, a mechanical system shown in Fig. 
4.1 is frequently employed which consista ~r a 
single concentrated mass, m, a linear spring of 
spr1ng constant, k, anda viscous damping ele
ment having a damping force proportional to the 
rPlative velocity through the constant c. It 
1s also assumed that motions are possible 
only in the horizontal direction, so that the 
system has but one degree of freedom. 

The displacement of the mass, m, relative to 
the ground and the absolute displacement of the 
ground will be denoted by x and y, respectively. 
Then the eq•lation of motion of this system is 

::·_.~ 
.. mil .+ eX + kx = -m y ( 4 • l) 

o~. tf the damping in the system is described 
ln terma of fraction of critical damping, h, 
and if the undamped ~atural period, T, is 
introduced, it may be written as 

x + 2h (~;) x + (
2
;)

2 
x e -y 

where 

h "_e_ 
21Km 

Te 2'11' jf 

(4.2) 

2. Forced Vibration by Simple Harmonic Ground 
Motion 

To obtain a simple solution to Éq. 4.2, suppose 
the system is excited by simple harmonic ground 
acceleration such as 

.. (2'11'i t) y " a·exp ~ 
G 

(4.3) 

wherein Ta may be interpreted as the predomi
nant period of the ground. Then Eq. 4.2 may, 
be written in the form 

·x· + (2'11')• (2'11')
2 

(2'11'1 t) 2h T x + T x = -a·exp TQ ( 4. 4) 

and, mathematically, a particular solution to 
this ordinary differential equation representa 
the forced vibration of the system. 

The particular solution may be obtained.by 
assuming that x will take a form 

X e A·exp( 2;i t) 
G 

(4.5) 

an~ by substituting expression 11.5 in Eq. 11,.11 

15 

and finally, by solving the equation thus 
developed for the unknown constant A. Then, 

A 
a 

(2;)2 

1 
2 

1 - ( TT ) + 2h( l )i 
G O 

or, considering a relation in complex expres
sion 

1 1 e-u 
p + iq', e j p2 + q2 

· 41 .. tan- 1 ~ 

a, 

(2; )2 

2 
1-(/:) 

o 

Hence. the so1ution is 

1 

( T )2] 2 2( T )2 T + llh, T 
a a 

(11.6) 

From Eq. 11.2, the absolute acceleration acting 
upon the mass, m, may be written as 

and, if Eq. 11.6 is substituted in this equa
tion, the fol1owing expression may be obtained: 

ITI" ( 11. 7) 

which may be interpreted to represent ampllfl
catlon of acceleration. In Fig. 4.2, the 
amplification factor is represented with the 
damping factor, h, as a parameter. It is seen 
in Fig. 4.2 that the acceleration of the mass 
increases when the natural period of the 
structure, T, approaches the predominant period 
of the ground, T0 , and reaches its maximum at 
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T = T0 . As is well known, this phenomenon is 
referred to as resonance. 

3. Vibration due to Actual Earthguake -
Concept of Response Spectrum 
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More generally, let us now discuss the complete 
solution to Eq. 4.2 when the ground accelera
tion, y, in the right-hand side is given as · 
y(t), i.e., asan arbitrary function of time, t. 
The homogeneous equation associated with 
Eq. 4, 2 is 

x + 2h(~n) i + (~)2 

x = Ó (4.8) 

and two roots of the characteristic equation 
asaociated with Eq. 4.8, i.e., 

A2 + 2h(~) A + (~)2 ~ O 

are 

16 

/ 
¡ 

Therefore, the solution to the original, non
homogeneous Eq. 4.2 may be written in a 
form 

A t A t 
X= Cl(t)e 1 + C2(t)e 2 

In order that c1(t) and c2(t) satisfy Eq. 4.2, 
they must be 

1 
t -A T 

c1(t) =-
Al - A2 t y(T)e l dT 

1 t -A T 
C2(t) = X - );2 t y(T)e 2 dT 

1 

Hence, the relative displacement, the relative 
velocity, and the absolute acceleration of the 
masa, m, may be expressed, respectively, as 
follows: 

X " 

t 

in t y(T) ' exp [ ,
2
;h(t-T)] sin. ~n(t-T)dT 

X ., 

t t Y(T), • exp [- 2;h(t-T)J sin ~(t-T)dT 

x + g .. 

t 
2; t y(T) • exp [- -ª;'l<t-T)J sin ~(t-T)dT 

(4.9) 

where T is a time parameter which disappears in 
the course of integration and 

is assumed as h is usually a small value in 
comparison with unity. 

In Eqs. 4.9, x, i and x + y are functions of 
t, h and T, and if natural period T and damp
ing factor h are given, their values will 
change with time, t. However, for engineering 
purposes, their maximum values are usually of 
most concern. Noting that the same integral 
expression occurs in all of the above rela
tionships, maximum values may be written as 

T 
xmax = 2n Sv 

l ~-- ... 
sv xmax "' 

(ll. + y)max "' 2n S 
T V 

(4.10) 

in which 



[J: y(T)exp J_ 2
;hct-T)} sin 2;<t-T)dT]max 

(4.11) 

The quantity Sv is a function of T and h, and 
possesses physical dimensiona of velocity. 

In discussing earthquake damage' to a structure, 
forces acting ~pon the structure or stresses 
in the structure are frequently of our direct 
concern. If the maximum value of forces 
acting on the structure is denoted by Qmax• it 
may be written as 

(4.12) 

On the other hand, the maximum force to act 
upon a perfectly rigid body of the same mass 
m 1s m·Ymax· Now, if a non-dimensional symbol 
~ is used to represent the ratio ~x/mymax• 1t 
becomes 

)
2 X 

q(T,h) .. (~ . _max 
Ymax 

>' 
(4.13) 

The quantity q(T,h) 1s a function of T and h, 
and 1t 1s obvious that q(O,h) • 1. Further
more, another expression for q, 

(i + Y>max 
q .. 

will be derived from Eqs. 4.10. 

(4.14) 

If the quantity q 1s plotted against natural 

period T for several values of damping factor 
h, a family of curves as shown in Fig. 4.3 will 
be produced. As will ~e understood from 
Eq. 4.14, q is essentially an expression of 
abtiolute acc~leration acting upon the system. 

Therefore, the set of curves in Fig. 4.3 is 
usually referred to as normalized maximum 
acceleration response spectrum of the system, 
or for brevity, normalized acceleration 
spectrum. ~n the normaliz!ng procesa, the 
maximum absolute acceleration of the system 
is divided by the maximum acceleration of the 
ground, and it is implied that all spectrum 
curves start from the point of unity on the , 
ordinate axis as shown in Fig. 4.3. 

It may be evident that there are many other 
possible definitions for the response spec
trum, which could be .expressed in terms of 
velocities or displacements. Whatever defi
nition may be employed, the use of a response 
spectrum has enormous advantages in that it 
may enable one to draw sorne general conclu
sions about characteristics and effects on 
structures ot a particular earthquake from an 
examination of the shape of its spectrum 
curves, which would be'almost impossible from 
an inspection of the original accelerogram 
alone. 

There are several ways to determine the re
sponse spectrum when the input to the system 
is given in the form of accelerogram. Essen
tially, they involve an evaluation of the 
integral of Eqs. 4.9 for a series of values 
of the parameters T and h. In recent years, 
the determination has mostly been carried out 
by means of digital computer. 
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4~ Response Spectra for Different Soil 
Conditions 

In the preceding paragraphs, the concept of 
response spectrum has been outlined. In this 
section, how the shape of response spectrum 
differs, that is to say, how characteristics 
of earthquake waves differ for different soil 
conditions, will be discussed (Hisada et al., 
1965). 

In Japan, 'more than 300 strong motion accelero
graphs have been installed throughout the 
country up to the present time, and a consid
erable number of accelerograms have already 
been obtained, including those for two de
structive earthquakes, i.e. the Niigata earth
quake of 1964 and the Tokachi-Oki earthquake 
of 1968. 

From these accelerograms, those recorded at the 
basements of buildings having spread founda
tions on rock, dense sand and other hard soils 
have been selected, and their normalized accel
eration spectra are shown en bloc in Fig. 4.4. 
It may be seen in Fig. 4.4 that ~he spectra 
have their peaks at the period around 0.2 to 
0.3 sec and q's decrease sharply with an 
increase in the period. A "critical" period, 
T~r• beyond which q becomes less than unity, 
is less than 1 sec in all of thesa spectra. 

On the other hand, response spectra for accei
erograms which were recorded on raft founda
tions underlain by multi-layered soft soils, 
are as·shown in Fig. 4.5. In general, a 
spectrum under this category possesses numbers 
of peaks in a wide range of periods from 0.3 
to 1.3 sec, and critical periods are longer 
than 1 sec without exception, sorne of them 
being as long as 2.5 sec. This fact implies 
that the range of periods at which a large 
earthquake force acta upon the structure is 
very wide. 

A similar example experienced outside Japar is 
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Fig. 4.6. Acceleration Response Spectra for 
.Same Earthquake and Different Soil 
Conditions (Alford et al, 1951; 
Duke, 1958) 

shown in Fig. 4.6 (Alford et al., 1951; Duke, 
1958). Fig. 4.6(a) and (b) are the response 
spectra for the same earthquake in 1949 but 
observed at Seattle and Olympia, respectively. 
In spite of almost equal epicentral distances, 
the shapes of the spectra differ distinctly, 
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and the magnitude of earthquake force at 
Olympia on firm soils is far greater than that 
at Seattle, which is located on soft reclaimed 
ground. 
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fJ 
S. ~e~ponse Spectra for Different Foundations ~ 

~ 1\ p ~ 
Sorne strong motion accelerographs-have been t 
installed in buildings supported on piles 2 
driven into soft~nd deep alluvial deposita. 
The piles are of reinforced concrete and their 
dlameters are in the range from 35 cm to 50 cm. 

Therefore, the foundations may not be con
sidered so rigid under the actions of hori
zontal seismic forces and earth pressures. 
Response spectra for such accelerograms are 
shown in Fig. 4.7 (Hisada et al., 1965). Most 
of the peaks appear in the range of periods 
less than 1 sec and the critical periods are 
within 2 sec, but, as a rule, the character- r 

istics can not be considered to differ so 
distinctly from the cases of shallow founda
tion in Fig. 4.5. 

On the other hand, response spectra for pler 
foundations are also available, which are 
shown in Fig. 4.8. The piers are of higher 
horizontal rigidity than slender piles, having 
large diameters of 1.4 m to.J.2 m. They are 
cast through soft alluvial deposita down to 
hardpan. But, as shown in Fig. 4.8, the shape 
of their response spectra appears to resemble 
that of firm soils shown in Fig. 4.4. 

6. Propagation of Earthguake Waves 

Assume a simple case in which, as shown in Fig. 
4.9(a), shear waves travel one-dimensionally 
along the downward axis z in a homogeneous masa 
of soil. Ir an infinitesimal element of unit 
cross-sectional-area is assumed along the 
z-axis as shown in Fig. 4.9(b), then the equa
tion of motion for the element is 

where: p 
u 
T 

(4.15) 

density 
transverse disp1acement 
shearing stress 

Slnce shearing stress T is re1ated to disp1ace
ment u by 

ilu 
T .. o.¡¡z 

Eq. 4.15 may be written as 

(4.16) 

where O is the modu1us of rigidity of the masa 
or noil. As is wel1 known, the solution to 
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partial d1fferent1a1 Eq. 4.16 is 

u .. f 1 (t - v) + f 2 (t + v) (4.17) 

V=./% 
where r 1 and r 2 are arbitrary functions and V 
is the ve1ocity of propagation of shear waves. 

In Eq. 4.17, r1(t - z/V) and f2(t + z/V) are 
referred to as progressive wave and retro
gressive wave, respectively. If the ground 
surface is ~ree from shearing stresses,; then 

0 ¡au¡ 
- az z .. o 

_ ¡af1 ar 2 1 cG--+--
ilZ ' ilZ Z=O 

e ~ [ _ df 1 ( t) + df 2 ( t) ] a O 
dt dt 

1 

& 

' . 



therefore, 

·J dfl 

dt 

.is obtained. 

dt 

Hence one may write 

u • r(t - v) + r (t + v) 
Furthermore, oonsidering that the displacement 
at the ground 'surface, u8 , is 

the displacement at any point within the soil 
.masa may be expressed by means of u8 (t), i.e., 
wave record observed at the ground surfa.!e in a 
form 

(4.18) 

One of the important features of shear waves 
traveling through a masa of soil is that re
f1ection and transmission take place at the 
boundary plane of two so11 1ayers with differ
ent properties. Assume that, as shown in 
Fig. 4.10, two so11 1ayers are bounded by a 
p1ane at z = o, and subscripts 1 and 2 denote 
the lower and upper layers, respective1y. It 
wi11 a1so be assumed that the shear wave in the 
upper layer is expressed by 

and in the lower layer by 

) = ro; u1(t,z) = g1(t- vi, v1 \1 ~ 

where r 2(t + z!V2) is the reflected wave in the 
upper 1ayer and g1(t - z/V1 ) is the transmitted 
wave in the lower layer. 

A~ the boundary z = o, the disp1acements and 
shearing stresses in both layers must be equa1, 
that is, 

(4.19) 

and 

(4.20) 

From the condition 4.19, 

(4.21) 

and, from the condition 4.20, 
\ 

0 2 [ d de ] v- - dt fl(t).+ dt f2(t) 
2 -

or, by integration, 

'-, 

(4.22) 

where 

, a 

Therefore, one may write from Eqs. 4.21 and 
4.22 

' . or , 

transmitted wave g1 (t - v~) 

(4.23) 

ref1ected wave r 2(t + v:) .. 

- ~ f (t- --!.) 
1 + a 1 v2 

It should be noted here that more transmission 
takes place from the upper layer to the lower 
if a becomes larger, in other words, if the 
lower layer is of softer material. 

Let us next consider a case in which an upper 
layer of depth, H, is underlain by a lower 
1ayer of different characteristics as shown in 
Fig. 4.11; in the following, again, subscripts 
1 and 2 denote the lower and upper layers, 
respective1y. According to Eq. 4.18, the dis
placement in the upper layer may be expressed 
by 

and, in the lower layer, the displacement is 
assumed to have a runctional form 

At the boundary between the two layers, z = H, 
both~displacements and shearing stresses must 
be continuous, namely, 

(4.24) 

and 

a a a2 az u2(t,H) = o1 az u1(t,H) (4.25) 

From the condition 4.24, 

· and, from the condition 4.25, 



therefore, 

g2Ct) = ~ [(l-a)u5 (t - v:)+ (l+a)u8 (t + vH)] 

(4.26) 

"' It should be noted that this retrogressive wave 
g2(t) in Eq. 4.26 represente the incident wave 
toward the upper layer from the lower one •. 

Now it will be assumed that surface wave and 
incident wave are represented by 

z 
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and 

respectively. Substitution of these expres
slons in Eq. 4.26 ylelds 

As [ (- 211H) ( 211H )~ a = lf (1-a)exp - i TV2 + (l!«)exp 1 TV2 ~ 
Considering the relationships of complex vari
ables 

2 2 

the following expressions are obtained: 

or 

IA:I .. (4.27) 

It may be noted that Eq. 4.27 represente a 
ratio of the amplitude of surface wave to that 
of incident wave. The ratio may be referred to 
as surface amplification or, more precisely, 
amplification of vibrational amplitude by the 
presence of the surface layer in the two
layered system. In Fig. 4.12, the amplifica
tion is plotted against the values of H/TV2 for 
several values of parameter a = p 2V2/P1V1. It 
is apparent in Fig. 4.12 that the amplitude is 
most amplified at the free ground surface when 
the period of ground vibration becomes equal to 
4H/V 2 • This fact may be interpreted as a 
resonance of the upper layer, whose predomi
nant period is 4H/V2· It may aleo be noted 
that the predominant period elongates in pro
portien to the thickness of the upper layer 
and that the surface ampliflcation becomes more 
pronounced when the value of the parameter a is 
smaller; in other words, if the upper layer is 
of softer material. 

V, FACTORS AFFECTING EARTHQUAKE DAMAGE 

In Chapter III, empirical facts concerning 
relationships between earthquake damage and 
local soil conditions have been outlined as 
quantitatively as possible, and certain trends 
in those relationships have been pointed out 
case by case; sorne of the trends have been 
consistent but others contradictory. How to 
interpret such empirical facts and how to 
verify them theoretically have long been dis
cussed from various viewpoints; sorne discus
sions have appeared to be convincing, whereas 
others are still not quite persuasive. In the 
writer's opinion, what is most useful at the 
present situtation is to break the effects of 
soil conditions into a number of elemental 
factors, almlng at the establishment of a 



final, comprehensive solution. 

In this sense, several factors which seem to be 
of majar 1mportance in connection with earth
quake damage w111 be pointed out and 1llus
trated in the following. 

l. Ampl1f1cat1on of Earthguake Motion-by So11 
Layers 

As has been ~hown in Fig. 4.12, 1nc1dent waves 
to the surface layer are extremely ampl1f1ed 
at the ground surface when the perlad of v1bra
t1on of the 1nc1dent wave 1s equal to 4H,~2• 
where H 1s the depth of surface layer and V2 
1s the velocity of shear wave through the 
layer. The term 4H!V2 represente the natural 
perlad of the surface layer 1tself and 1s 
usually referred to as predominant-period of 
the ground. Thus, the amplification may be 
interpreted as a resonance of the surface layer 
excited by incoming wave of a particular 
perlad. 

It may also be seen in Fig. ~.12 that the 
amplitude at the resonance point increases with' 
a decrease in the parameter, a ~ p2V2/p1V1, 
which has a small value when the surface layer 
is pf soft material. 

These matters verify the popular concept that, 
where soft soils are deeply deposited, earth
quake damage was always heavy as long as flex
ible, wooden buildings were concerned. Fig. 

'4.12 has been obtained by assuming 'simple har-
monic incident wave, whereas actual earthquake' 
motion consiste of numerous waves of different 
periods. Nevertheless, the above discussions 
may still be justified since constituent waves 
having a resonating period will be selected by. 
the surface layer during the continuous vibra-
tion. 1 

o 0.1 0.2 0.3 O. S 

- H/TVa 

Pig. 4~12.- Surface Amplificatio~-~f-lric~dent 
:_, -·· --· Wave' .. . '' ~ ,_ 
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In Fi~s. 5.1 throu~h 5.~. sorne resulte of meas
urement are snown to illustrate the ampl1f1ca
t1on of earthquake motion. In Fig. 5.1, ratios 
of maximum accelerations at the ground surface 
and at the depth of 9 m or 20 m are plotted 
for eight earthquakes observed at Marunouchi, 
Tokyo, where silty and clayey surface layer 
20 m thick 1s underlain by a hard, gravelly 
stratum (Salta and Suzuk1, 193~). Fig. 5.2(b) 
represente the ratio of amplitudes at the 
ground surface to those at the depth of 21.1 m 
for each period of constituent waves (Kanai, 
1961). The soil condition at the location of 
measurement 1s as shown in Fig. 5.2(a). It has 
been preved that the large amplification at the 
period of approximately 0.3 sec resulted from 
the v1brat1on of the uppermost layer of moist 
sand down to tne ground water level at the 
depth of 4.25 m. Fig. 5.3 shows amplitude 
spectra observed on the ground surface and at 
the bottom of a 36 m x, ~2 m excavation when 
the depth reached 6 m and 13 m, respectively 
(Toriumi, 1968). 
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The Higashi-Matsuyama earthquake of 1968 pro
vided an opportunity to obtain a number of 
simultaneous records of strong motion accelero
graphs in Tokyo City which had been installed 
on the ground surface, on the top floor or the 
basement floor of various buildings. In Fig. 
5.~. the values of maximum acceleration at 
various locations are indicated for the central 
part of Tokyo. In spite of considerable scat
tering of measured values, a general trend may 
be recognized in which the incident accelera
tion of 21 to 26 gala at Tokyo Gravel Layer is 
amplified up to 2 to 5 times at the' level of 
shallow basement and at the gro~nd kurface. 

\ 
In the aforementioned discussions relating to 
Fig. ~.12, it may be noted tha~ the term, v2, 
i.e., the velocity of shear wave through the 
surface layer plays an important role. While 
numerous field measurements of shear wave 
velocities are available, only a few examples 
are excerpted here; Fig. 5.5 shows the rela
tionship between the velo~ities and N-values of 
the standard penetration test (Kanai, 1961), 
and Fig. 5.6 gives the results'of measurements 
in the laboratory (Hardin and Richa~t, 1963). , 

2. Resonance of Soils and Structures 

In the preceding paragraphs, resonance of sur
face soil layers has been discussed. Simi
larly, resonance between soils and structures 

' 

BUILDING 

... 

Fig. 5.~. Maximum Accelerations in gala Re
corded at Various Locations, Higashi
Matsuyama Earthquake 1968 
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is possible and actually has taken place fre
quently, resulting in damage to buildings. As 
has been analytically shown in Fig. 4.2, 
acceleration acting upon a vibrating system 
increases excessively if the natural period of 
the system coincides with the period of excit
ing ground motion. In actual earthquakes, such 
a case pr~r~bly occurs when the natural period 
of a bu11 ,._:__J¡g is coincident wi th or in the 
vicinity of predominant period of the ground. 

, 
The fact that, as has been shown in Fig. 3.19, 
damage rates of reinforced concrete buildings 
and godowns were higher in the uptown area on 
firm soils may be interpreted from this view
point; namely, those structures, which were of 
rather high rigidity and, consequently, of 
short natural periods, encountered more chancea 
to develop resonance in the uptown area of 
shorter predominant periods than in the down
town area on soft soil deposita. It can also 
be demonstrated consistently that wooden build
ings of low rigidity have suffered higher 
damage ratea in downtown Tokyo and other placea 
of deep alluvial deposita. 

It should be recalled, however, that the curves 
ig Fig. 4.2 have been derived by assuming 
steady state vibration, whereas actual earth
quake motion is not steady but a succession of 
rather random waves. Therefore, the amplifica
tion ratio of about 5, for instance, for damp
ing factor h = 0.1 in Fig. 4.2 is not real
istic, and one has seen in Fig. 4.4 or Fig. 
4.7 that actual ratios are, at the largest, in 
the vicinity of 3 for the same damping factor. 
It is well known that, strictly speaking, the , 
latter case should be referred to as quasi
resonance. Nevertheless, it la still the case 
in which a structure will be subjected to 
large, amplified acceleration if ita natural 
period lies around the peak of 'the response '¡ 
spectrum. 
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Dry Round and Angular Grained Sands 
(Hardin & Richart, 1963) 

3. Dissipation of Vibrational Energy 

Earthquake waves, which have been transmitted 
into a structure, travel upwards through it 
and, upon arrival at the top of the structure, 
they reflect there and turn downwards. When 
they have reached the bottom of the structure, 
a part of the wave energy is transmitted into 
the ground, never going upwards again. This 
fact may be well understood ~f one regards 
the upper layer in Fig. 4.10 as a structure 

·which resta on the lower layer. Thus, vibra
tional energy in the structure dissipates into 
the ground and, as a consequence, vibration of 
the structure decays gradually. Therefore, the 

·effect of energy dissipation is identical with 
,the increase of internal damping. 

This fact may be explained in another way. 
Namely, if one assumes that horizontal move
ment u m u(t) be given to the ground at the 
base of a structure having the area A, then 
progressive shear wave 

is produced in the ground, where Vs is the 
propagation velocity of the shear wave and is 
equal to lt[!p, The shearing force, Q, which 

' 1s applied at the base of the structure la 

Q m -GA ~~~~z=O 
Con.sidering the relation 

ilu rz . - 1 au v;rr 

' l 

:· 
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Q m~y be written as 

Q = ~: ~~~~z=O (5.1) 

Eq. 5.1 representa that the resisting force Q 
is proportional to the velocity at the surface, 
(au/at)z=O• implying an increase in the damping 
term ex in the previously discussed equation of 
motion (4.1). 

f1 
It is of interest to note that more energy is · 
dissipated from the structure with a decrease
in the rigidity ~f the ground, resulting in an 
increase in damping effect. This fact may 
readily be understood if one recalls that, for 
larger value of a, more or shear waves in the 
upper layer are transmitted into the lower 
layer as has previously been pointed out in 
Eq. 4.23. This trend can be expressed analyt
ically (Tajimi, 1965) by an equation 

h - / k/kG 
hk= ... "' V ..-1-+~. {"k..::;/"'k,_G.,..) (5.2) 

where: h 
hk="' 

apparent damping factor 
damping factor for com
pletely rigid body 
rigidity of structure 
rigidity of the ground. 

'fhe relation of Eq. 5.2 is represented by the 
~urve in Fig. 5.7. 

It is evident that the ratio of the rigidity 
of reinforced concrete building to that of the 
ground is larger in downtown Tokyo than in the 
uptown area on firm soils and therefore, a 
larger damping effect can be expected. It may 
not be impossible to interpret from this view
point the fact that a smaller failure rate was 
observed in downtown as has been compared in 
Table 3.3. Particularly, for earthquake damage · 
to brick buildings in Fig. 3.21, the effect of 
energy dissipation seems far more significant 
than that of resonance. 

4. Progressive Failure 

It has been learned previously from the anal
yses of strong motion accelerograms that nor
malized acceleration spectra for hard and soft 
soils could be represented schematically by 1 
curves ABCD and AEFG, respectively, in Fig. 
s.S. Namely, the response spectrum for hard 
soils has a pointed peak at a considerably 
short period, whereas that for soft soils ex
hibits flat peak extending over a wide range of. 
periods up to a fairly long period. 

Let us now assume that a building, whose 
natural period lies around T1, in Fig. s.B, has 
been attacked by an earthquake. Input to the 
building would be large irrespective of firm
ness of soils as represented by either point B 
or point E, probaply causing cracking or local 
failure in the building. It is well known 
that, if cracking or local failure has once 
ocq4Pred, natural period of the building 
chan~es from T1 to a longer period, say T2. 

Then, if the building reste on hard soils, the~
input becomes considerably small as represented 
by pQint e because of a steep, downward slope 
of ~6e response curve, while for soft soils the 
1nou~ remains almost the same or, in certai~ 
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cases, even increases as shown by point F. 
Therefore, in the latter case, the cracking or 
the local failure continues to develop, 
obviously involving greater possibility for 
overall failure of the building than in the 
former case. Such a feature of earthquake 
damage is referred to as progressive failure. 

It should aleo be considered here that, to
gether with the elongation of natural period, 
damping increases when cracking or local 
failure has taken place in the structure; as a 
result, the response curve tends to be lowered 
with the growth of failure as indicated by · 
dashed linee in Fig. s.S. Therefore, the input 
to the structure will probably trace a certain 
curve such as FG' instead of the curve FG. 

5. Differential Settlement 

For past large earthquakes, it has been pointed 
out frequently that forced displacements due· to 
dÍfferential settlement formed an important 
cause for damage to wooden buildings (Kanai, 
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1947; Otsuki and Kanai, 1961). Another possi
bility which has been suggested for reinforced 
concrete buildings is that additional stresses 
induced in the superstructure by differential 
settlement during earthquake are combined with 
vibrational stresses, inflicting large damage 
to the structure (Takeyama and Ohsaki, 1955). 

Differential settlement is more liable to occ~r 
on soft soils than on firm soils, but it can 
be pointed out by a simple computation in the 
following tha~the effects 'or differential 
settlement should not be overlooked even if 
bearing capacity of the ground is apparently 
sufficient. 

Suppose a reinforced concrete building of an 
ordinary type as shown in Fig. 5.9(a) and 
underlying soil having allowable bearing 
capacity of 20 t/m2. It may not be out of 
order to assume that the coefficient of sub
grade rea§tion for this soil is equal to, say, 
7.5 kg/cm • Then, the base area, A, of each 
individual footing may be determined by 

) p 
A ,. 20 

where.P denotes the load on each footing. 
Thus, contact pressure for every footing being 
uniform, there will be almost no trouble of 
differential settlement in static state. 

Now suppose that this building has been acted 
upon at each floor level by horizontal loads 
equal to 20 per cent of dead loada plus live 
loada, which represent earthquake forces in a 
convention~l design. Then, under these load
ings, changes in contact pressure take place 
and differential settlement is caused, which in· 
turn induce additional stresses in the struc
tural elements of the building. In Fig. 5.9(b), 
diagram of bending moments in the girders is 
shown, in which black areas represent addi
tional bending moments due to the differential 
settlement, while the hatched areas are those 
computed without taking ita effects into 
account. · 

Such additional stresses are not allowed for in 
conventional design procedure; nevertheless, 
they are of considerable magnitude and may, in 
certain situations, cause earthquake damage as 
pointed out previously. 

If there are irregularities in soil conditions 
beneath a building, differential settlement 
occurs far more readily and its effects would 
be more serious than in the above example. At, 
the time of the Fukui earthquake of 1948, a 
department atore building of six-storied ' · 
reinforced concrete construction was heavily 
damaged as shown in Fig. 5.10. The damage has 
been attributed to differential settlement . 
amounting to about 65 cm at the central part 
of the building, where the ground locálly \' 
consisted of filled so~ls covering an ancient 
moat (Housner, 1954). 

6. Summary 

In this Chapter, severa! factors have ,been 
pointed out and discussed as being of major 
importance in connection to earthquake damage 
to building structures¡ namely, 
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Fig. 5.9. Additional Bending Movements Induced 
by Differential Settlements 

{1) Amplification of earthquake motion 
by soil layers 

(2) Resonance of soils and structures 
{3) Dissipation of vibrational energy 
(4) Progressive failure 
{5) Differential settlement 

Related to soil conditions, sorne of these 
factors exercise beneficia! effects while the 
others detrimental, suggesting that the com
bined effect will be quite complicated. In 
Fig. 5.11, the trend of each factor is sche
matically indicated in relation to the firm
ness of soils. 
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Fig. 5.10. -Failure of DAIWA Department Store 
Building, Fukui Earthquake 1948 
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VI. EARTHQUAKE RE~ISTANT DESIGN 

As described from various v1ewpo1nts in the · 
preceding chapters, local soil conditions have 
1mportant effects on earthquake damage to 
buildings. Nevertheless, the problem of how to 
take the effects into practica! desig~ is still 
in a stage of trial with insufficient informa
tion, rendering no,def1n1te conclusion. In 
this chapter, therefore, it is intended only to 
offer an outline of current practices related 
to this·problem and to suggest the need for· 
further research. 

l. Design Regulations Relating to Soil 
Conditions 

In sorne countries, modified seismic coeff1c1ent 
methods are stipulated in which soil conditions 
are taken into account in determining the de
sign seismic coefficient, as listed in Table 
6.1. (Because of insufficient information and 
language difficulties, the content of the table 
may in part be incorrect; correctiorf',would be 
appreciated.) It is of interest to nóte in the 

Table 6.1 Soll Condltlons and Deslgn Selsmlc Coefflclents 
ID Building, Regulatlons 
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table that, in sorne countries, not only the 
firmness of soils but the type of'superstruc
ture is also taken into consideration; prob
ably reflecting both the experience of earth
quake damage and the consciousness of the 
errects of structural rigidity. In six 
countries, which are not•listed in Table 6.1, 
terma relating to soil conditions are not 
involved in their earthquake resi3tant design 
regulations. 



2. Sorne Proposals' for Deslgn Practlce 

In order to take the effects of soll condltions. 
into earthquake reslstant design of a partic
ular structure, severa! methods have been ' 
proposed and utilized up to the present time, 
as will be outlined in the following. 

a. Coefficlent of Subgrade Reaction. It 
is well known that, if one assumes a propor
tlonality between contact pressure, p, and 
settleme~~· w, and writes 

p = kw 

then the constant k is referred to as the 
coefficient of subgrade reaction (Terzaghi, 1 
1955), whlch corresponda to the sprlng constant 
of fictltlous sprlngs beneath a structure, as 
shown in Flg. 6.l(a), representlng character
lstlcs of soll support durlng an earthquake. 
There are severa! other coefficlents of sub
grade reactlon as shown in Flg. 6.l(b), (e) 
or (d), whlch are assumed to correspond to 
rocking, swaying, and rocklng plus swaylng, 
respectlvely, of the structure. 

The use of coefflcients of subgrade reactlon 
enables an analytlcal treatment of the effects 
of soll condltlons in earthquake reslstant 
'4eslgn, if thelr values could be estlmated 
approprlately correspondlng to actual behavlors 
of underlylng solla. As an example of employ
lng the concept of coefficlent of subgrade . 
reaction, a result of analysls ls shown in 
Fig. 6. ?"> .. whlch indica tes how the earthquake 
input t,', 'tstructure varles wlth a change in 
rlgidlty' ratio of soil to structure (Merrltt 
and Housner, 1954). In the analysls, a spring 
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of the type shown in Fig. 6.l(b) has been 
assumed, and Q/Q~ in Fig. 6.2 denotes the ratio 
of maxlmum base-shear to that for the perfectly 
rlgld ground. It may be seen in Flg. 6.2 that 
the input ls small for soft soils by vlrtue of 
large rocklng motlon. 

As to the dlsslpatlon of energy from a vlbrat
lng structure to underlying soils, discusslons 
have already been made in Chapter V. The 
effects of energy dissipation may be involved 
in the modela shown in Fig. 6.1 either by 
connecting a dashpot to the spring or by in
creasing the viscous damping in the structure. 
It ls also possible to attach a virtual mass, 
if necessary, to the spring to include the 
effects of soils which vibrate together under 
the action of a vibrating structure. 

Coefficients of subgrade reaction during vibra
tion can be determined by means of vibration 
tests of real or model structures (Hisada 
et al., 1953; Nakagawa, 1961). In Fig. 6.3, 
sorne of test results of vertical coefficient 
k and horizontal coefficient kh are summa
rized. It has also been attempted to compute 
analytically the coefficient of subgrade 
reaction by assuming the ground to be an 
e1astic, semi-infinite body (Sung, 1953); 1 
Tajimi, 1959; Kobori, 1962). 

b. Design Spectrum and Artificial Earth
guake Wave. The importance and usefulness of 
response spectrum have already been mentioned, 
and it is the worldwide tendency in recent 
years that the method of earthquake resistant 
design is turning toward the use of the concept 
of response spectrum away from the conventional 
idea of fixed, design coefficient of seismic 
force. On the other hand, it has also been 
pointed out that characteristics of response 
spectrum are influenced to a considerable 
degree by soil conditions. 

Therefore, if design spectra for various soil 
conditions could be developed, it would be the 
most ideal criterion for earthquake resistant 
design of building structures or, at least, 
would be an epocha1 progresa in design proce
dure. Along these lines, proposa1s are being 
advanced recently. In Fig. 6.4, design veloc
ities are specified in accordance with the 
types of ground and the ratio of the natural 
period of a structure, T8 , to the predominant 
period of the ground, Ta (Otsuki and Kanai, 
1961). Design acceleration can readily be 
determined if the velocity is multiplied by 
2n/Ts as shown in Eq. 4.10. Fig. 6.5 has been 
proposed as a design base-shear curve for steel 
structures (Muto, 1963), so that maximum base
shear coefficient is assigned and period axis 
is adjusted both in accordance with the types 
of ground. 

Another, and probably more reasonable, way of 
dynamic design is to determine the response of 
each structure concerned by using more elabo
rate and realistic model of the structure than 
the klnd represented in Fig. 4.1. In this 
,procedure, however, the resulta of response 
analysis would be rather misleading unless the 
input acce1erograms are such as to conform to 
the soil conditions in the site. Unfortu
nately, the number of accelerograms recorded up 
to the present time is not sufficient to place 
at structural designer's disposa1 whatever he 
requires. Furthermore, at least, two or three 
accelerograms should be employed for design of 
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a struciure to avoid the influence of inci
dental factors involved in each accelerogram. 

Under these circumstances, what is most ex
pected is the development of artificial earth-
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quake waves which are produced by means of a 
digital computer conforming to the soil condi
tions in the site as well as to the seismicity 
in the district concerned. Sorne proposals have· 
already been presented along this line · 
(Housner and Jennings, 1964; Ooto et al., 
1968); it seems however, consideration of the 
effects of soil conditions is not necessarily 
satisfactory as yet. 

c. Soil-Foundation-Sttucture System. The 
factors affecting earthquake damage, which have 
been described in Chapter V, may be compre
hensively dealt with as the so-called soil
structure interaction problem. The concept of 
coefficient of subgrade rflaction affords the 
means of solving this problem to a certain 
extent as long as shallow foundations are con
cerned as shown in Fig. 6.6(a). Also for pile 
foundations shown in Fig. 6.6(b), it is pos
sible to apply the concept of coefficient of 
subgrade reaction effectively to examine the 
response of the superstructure, provided that 
the piles can be replaced by an imaginary 
spring at the base of the structure so that it 
appropriately representa dynamic behaviors of 
the pile foundatiou (Hayashi et al., 1966). 
However, this method is evidently invalid for 
determining the stresses in piles during an 
earthquake which are frequently an important 
subject of earthquake resistant design. 
Furthermore, in case of a structure with a deep 

- basement as shown in Fig. 6.6(c), situations 
are too complex to be dealt with by the con
cept of coefficient of subgrade reaction, since 
the solla and the structure interact not only 
at the base of the foundation but on the sur
face of the basement walls. 

To solve such complicated and urgent problems, 
one should recognize the necessity that a soil
foundation-structure system must be used and 
analyzed. It is the writer's belief that the 
solution by means of this comprehensive system 
is most orthodox and ultimate. It is admitted, 
however, that the ways of approach may be mani
fold according to the differences in soil 
modela such as discrete mass system (Parmelee 
et al., 1964), multilayer system (Kanai, 1964) 
or finite element system (Muto, 1966). 

VII. CLOSURE 

In this state-of-the-art paper on the effects 
of local soil conditions upon earthquake 
damage, experiences and theories relevant to 
the subject, interpretations of the experiences 
from theoretical viewpoints, and sorne design 
proposals have been outlined. 

Considering the fact that this paper is being 
presented at the International Conference on 
Soil Mechanics and Foundation Engineering, it 
is somewhat embarrassing to notice that terma 
familiar to the soils engineer, such as effec
tive stress, pore water pressure, dilatancy 
and so forth, are missing in this paper. In 
the writer's opinion, this fact means the'lack 
of co-operation in aiming at the solution of 
seismic problema from the side of soil mechan
ice and foundation engineering. The necessity 
of approach from this field of engineering can 
never be ove~emphasized. 
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5. ANALISIS FSTATICO DE FDIFICIOS 

Por· Luis Esteva Maraboto 

5.0 Introducción 

Al estudiar el problema del análisis sísmico estático de c~dif:_--

cios dében considerarse dos aspectos principal~s. Fl primero so r~fic

re a la proposición de las fuérzas laterales estáticas que se supon0 -
van a equivaler al sismo. ~1 segundo se refiere a los proccdimi0ntos -
para determinar los.elemGntos mecánicos causados por dichas fu0rzas la 

teralcs. 

Los mo~imitntos sísmicos del terreno producen deformacion~s dG 
los edificios qu~ sobre él se dGsplantan. Fstas deformaciones son fun

ción de la historia tiempo-desplazamiento del terreno y de las caract~ 
rísticas de la estructura, ~istribución de masas y rigidcc~s, a~orti-

guamiento y relacion~s carga-deformación do los miembros estructural~s. 
Para un sismo dado é:uy·o · acelGrograma. s¿, conozca y una (.Structura dada -
es posible efectuar análisis dinámicos qus tomen en cuenta los factor:s 

4ltcitados .y conocer la ley de variación de los desplazamientos que d~fi-
nen la configuración deformada de la e~tructura con respecto al tiempo. 
Para decidir sobre:: lo adécuado de· la. estructura en su comportamiento -

ante un sismo específico deberá verificarse que en ningún piso el des
plazamiento relativo entre los niveles que lo limitan tXCeda el valor

que corresponde a un ~ivel pr(.scrito de daños. Dicho nivel de daños -
puede ser, por ejemplo, qu& no se agriet~n elementos no estructurales o 

acabados· de mayor o rn(.nor importancia, o que no se prcduzcan flucncia -
ni deformaciones inelástiéas en ninguna sección de ning{m micrnbrc 0s-

tructural. El nivel prescrito de daños pu~de uspecificars0 indircctam€n 
te d~ acuerdo con el tipo de estructura y de los materiales no estructu 
ralcs y de acabados en función de desplazamientos relativos máximos ~¿r 

.mitidos. Lo ~stric+o que sea ~1 especificar el nivel p2rmitido rtt dafios 

dE..pendt: de la importanci·a ds la estructura .Y de consideraciones económi 

cas que tomen é;n cuenta la frecuencia con que- puedE.n ocurrir r-n _;l l u-

far sismos de intensidad semejante a la do diseño. En efecto, 9l consi
d€ra razonable diseñar estructuras para que puedan soportar prácL1camcn 
te 
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.. sin daños, aún en acabados 9 sismos moderados que puedan presen-

tarse con fr~cucncias relatj_vamente altas, por ejemplo, uno en cin

co años y que resistan con daños moderados no estruciurales y daños 

estructurales leves, sismos de intensidad~s 8Xcepcionales y con frc 

.cuencias relativamente bajas. Para qus una estructura responda a un 

sismo en forma adecuada debe ser capaz do alamacenar come enerGía -
de deformación y después disipar las aportaciones de ·oncrgía cin~tj 

ca que recibe del terreno. :=sta capacidad de almacenar energía es 

función creciente de la resistencia lateral da la estructura y de -
los desJJlazamientos laterales permisj_ blcs. Por tanto, a mayor des-
plazamiento lateral pernisible será menor la resistencia lat8ral d~ 
que es necesario dotar a la estructura y vicevcrsa 9 Un buen diseño
sísmico, por tanto, debe basarse en un estudio ae la interacción en 

tre las dos variables citadas. 

Consideraciones como las descritas permiten aprovechar cier-
tas propiedades de los materiales, tales como su ductilidad o capa

cidad para soportar, sin ¿u'frir daños de importancia, deformaciones 

inelásticas varias veces superiores a su lÍmite de flucmcia. Esto -
conduce, según se verá En· detalJ_c en los temas 7 y 8 (Análisis diná 
mico, tratamiento in¿lástic~), a conclusiones tales como la de que

análisis dinámicos de Gdificios ante albvnos temblorss reales intcg 

sos muestren que para que no se exceda su lÍmite elástico dcbc..n te-

ner resistencias laterales del orden del peso dGl edificio, mien--
tras que los mismos edificios~ dotados de resistencias varias veces 
menores, pero con U1'1a duct:ftlidad adecuada 9 pue:ien responder con de-s 

plazamientos del mismo orden que los primeros a p8SB.r de que el com 
portamicnto de los segundos haya ÜLclutdc varj.arr incursiones al in

tervalo inclástico. 

Un cri tcrio como el descrito no puE:de a:¡::.lico.rse sj.stcmá ti ca--

mente para el diseño de esti".JCtUraS dE poca import~LDC:I_,~, '~"'ld8S las 

complicaciones que im:plica. 1m su lugar, se efectúan s1mp:Lil ~ --" ci_2. 
nes que conducen a los criterio:.:= estáticos y dinámicos convcnciona 

les de diseño._ 

El criterio est3.tj co parte de comparar las resistencias lG.te-

'1 .. ,. 

' 
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~ rales requeridas por edificios de diversas estructuraciones y mat~ 
riales para que su comportamiento sea adecuado con las limitacio-

nes impuestas al nivel de daño·s y para sismos de intensidades y fr..c. 

cuencias diversas. Esta determinación de resistencias lat~rales rc

que~idas se ha hecho hasta el presente en muy pocos casos por el -
proyedimiento teórico descrito y 0n la mayor part8 observando el -
comportamiento de estructuras reales de características conocidas -

• 
ant.e sismos también conocidos. De talos estudios puede proponerse -
una distribución de fuerzas laterales tal que su efecto en cada pi

so sea apre>J~<imadamente equivalente a la resistencia lateral requer_i 

da para que su comportamiento dinámico sea adecuado. 

La proposición de las fuerzas laterales 11 (;;quivalentes", es un 

te~ que debería acapa~ar la atención del ingeniero que vaya a efe~ 
tuar el análisis estático db un edificio. r.n cfocto, debe tenerse -
en cuenta que dichas fuerzas laterales no tienen en general rela--

ción directa con el comportamiento real de la estructura ante un --

• temblor dado. Lo único que puede asegurarse cuando se aplica un m6-· 
todo estático para análisis sísmico es que las fuerzas laterales e~ 
pecificadas tienen la función de proporcionar al edificio una rGsi~ 
tencia lateral tal que este pueda sufrir ciertas acvleraciones hori 

zontales sin producir daños estructurales importantGs ni d(formaci~ 
nes excesivas que causen pérdidas ~conómicas de considereción por -
danos de elementos no estructurales. Si se trata de edificios usus
les, es posible efectuar casi a ciegas el diseño consid~rando quG -

este es correcto si el e~ificio en cuestión es capaz dv resistir -
las fuerzas laterales especificadas por un reglamento adücuado. Aún 
en estas condiciones y puesto que el sistema de fuerzas laterales -
podÍa en todo caso ser adecuado estadística pero no determinística-

' 

,mente, no debe pensarse que el proc~der en esta forma es una garan

tía d.el comportamiento del edificio y dC: la ausencia de daños cs--
tructurales o no estructurales. Pero si el edificio S(;; salf de las 
características para las que se han obtenido la fuerzas cstó.ticas -

especificadas, entonces es fundamental el recordar el origen de . ~~ 
tas fuerzas estáticas. 

El aplicar un criterio estático convencional como el cspEcifi 
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cado en la mayor par~e d~ los reglamentos modernos de diseño sísni 
\ 

co da lugar gencralménte a dis•eños consE:.rvadores para edificios r\?-

gulares, sin·discontinuidades importantes en sus miembros resisten
tes lateralmente, ni variaciones bruscas en su distribución d~ ~a-

sas o de rigideces,_ya que la sobresimplificación de un problema i~ 
tro·duce incertidumbres de las que es necesario protegerse con nor-

mae que cubran las condiciones más desventajosas que puedan presen

tarse en los casos a los que por especificación sean aplicables. Pe 
, . 

ro ser1a 1nseguro pensar que este siempre es el caso. Las normas no 
son. tan generales que puedan cubrir todas las peculiaridades que C'S 

posible encontrar en la práctica, ni sería económico que trataran -
de hacerlo, ya que esto implicaría elevar aún más el factor d(: s~gu 

ridad de los edificios usuales. De ahí la importancia de determinar, 

antes de iniciar un diseño, la confianza que nos permita y les dota 

lles que deberán revisarse por encima del hecho de que la estructu

ra propuesta sea o no estable ante un sistema de fuerzas lateralcs
es~ecificado en un reglamento. 

Citaremos algunos ejemplos para fijar las idE:as expresadas en ·• 
los párrafos anteriores. ~s frecuente el caso de edificios asims--
tricos cuyas rigideces laterales en uno o varios entrepisos sE uc-
ben a elementos de distinta naturaleza, por ejemplo, marcos de cog 

cr~to reforzado de un lado y muros de tabique del otro. Ante sis--
mos de intensidad elevada es posible que las rigideces de cada ti-

po de elementos varíen al sobrepasar su lÍmite proporcional; pero-
estas variaciones no tienen lugar de manera que se conserve la re 

lación entre rigideces y el centro de torsión puede dC'spla~arsc en 

fQ'rmas i~portantes (ver inciso 5. 3. 2), lo que puede acarrear vibra 

ciones de torsión por excentricidades superiores a las calc·üadas-

a partir de las fuorzas sísmicas espGcificadas. Si el reelamcnto -

toma en cuenta este hecho y otros que conduccm ·al nüsmo efec"Go, P.~ 

·dirá que se tomen algunas providencias, como utilizar unél. cxcC'ntri 

cidad mayor que la nominal. Tal es el caso del r8glamento del JJ .J". 
que propone qué al calcular el momento torsionante en un cntr~piso 

la excentricidad se tome igual a 1 .5c_-+ 0.05b, donde e es la ;:xc8n 
tricidad calculada y b es la máxima dimensión en plonta del cdj_fi- ' 
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cio en la direcc~normal a aquella en la que se supone que actúa 
el sismo (ver Cap. 5.1). Aún esta consjderación será segura única
m~nte entre los lÍmites p~~e se ha revisado su aplicabili-

·da.d. 
Un problema semejante se presenta en eaificios que tienen en 

su extremo superior estructuras ligeras que significan una reduc
ción brusca de rigidez y masa con respecto a los niveles inferio
res inmediatos. Para casos Gn que el período natural d~ la estru~ 
tura superior tomada aisladamente sea aproximadamente igual al del. 
resto de la estructura, las vibraciones de la parte superior pue-
den amplificarse considerablemente. Para tomar en cuenta este efe~ 
to, el r(:;glamen:to pro¿u.: stb.párq. p:J..:.:D. jF1.1:plp9r'- e j5m.F.~m-;:.espeé-ifi-ca _____ _ 

quc"la er-,tabilidad de tanques que se hallen sobre los edificios, -
así como la de todo otro elemento cuya est~ucturación difiera radi 
calmente de la del resto de la construcción, se verificará suponie~ 
do que puedan ~star sometidos a una aceleración no menor que el do 
blc de la qu(:; resulte d~ aplicar la especificación anterior ni me-
mor que 0.15 veces la gravedad" (fig. 5.1). La amplificación diná-
mica calculada elásticamente que se cita puede ser varias veces su 
perior a 2, que es el Iactor que se supone en el reglamento. Para
limitarla a 2 es necesario con frecuencia aprovechar la capaci~8d
inelástica de absorción dG energÍa de los miembros estructuralcs.-
Esto implica la necesidad de asegurarse no sólo de que se satisfa-
ce el· requisito de resistencia lateral, sino de que se podrá con-
fiar· en ~1 comportamiGnto dúctil de la estructura. 

La distribución linGal de coeficientes sísmicos prevista por 
reglamentos tales como ~1 de la Asociación de Ing~nieros en Pstru~ 
tas do California (SEAOC) o el propuesto para el D. F. da lugar a
una envolvente ~decuada de fuerzas cortantes 0n edificios en los -

-
que la contribución u€.1 modo fundamental. de vibración reprGscnta ~ 
m1 porcentaje ~levado de la rcs~sta máxima en todos los cntr~pi
sos. Para ciertps edificios flexibles en terreno firme o a{m para
e-dificios d(; períodos muy largos en terreno compresible puede: ·Tu.c~ 

.dcr qu~ la influencia del modo fundamental sea relativamente pequ~ 
na y quG en los Últimos pisos predomine el efecto de modos supc-
rior~·j, El reglamente de la SEAOC toma en cuenta dicha situación-
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para fi~es de diaeño ,estático permitiendo una reducción del cocfi
cJ..cn tr. sísmico en fUIÍpiÓn del período fundamental y .. :Pidiendo _que-

el 10 % de la. fuerza lateral esp~cificada sobre el e~ificio una -

vez efectuada la reducción se considtre concentrada en la punta. -

El reglamento del D, F., por el contrario, no permite la reducción 
.1' 

~ar~ per1odos la~gos y esto a su vez origina que no sea necesaria-
la ap~_icc.ci6n de la . carga concentrada que se menciona. 

}'n cuanto al problema de valuar los elementos mecánicos cau-

sado8 por un sistema de fuerzas laterales, es conveniente aclarar 
que nos onco~tramos en una etapa de transición en la que debemos -

pasa~ de los proceuimientos adecuados para el trabajo con calcula
doras de escritorio a los que deberían utilizarse aprovechando las 

ventajas de las calculadoras electrónicas. Reconociendo que con el 
~iempu éstos Últimos procedimientos serán los de mayor utilidad, -

nos· referimos en este trabajo principalmente a los que están más -

al alca~ce de los ingenieros estructuristas en nuestro medio. Pro
cedemos en esta forma porque en todo Gl Ipundo, en la mayor parte 

do las oficinas de consultores de ingeniería civil, los m~todos de 

análisis que usan calculadoras de escritorio y trabajo manual tie

_nen todavía un lugar importante. Por algunos anos las calculadoras 
dig1tales serán aún muy escasas en la mayor parte de los países c.2. 
mo para encargarse de la mayor parte del trabajo analítico de ingc 
nie:ría civj.l. PresE.ntaremos una clasificación dc los mttodos más -

i~ports~~cs para el análisis de marcos elásticos sujetos a cargas
laterales aplicadas estáticamente. Haremos una discusión somera de 

dos de elles y describiremos en la Úl tirua parte los procE.dimicntos 
o crit0rios de análisJ..s aplicables al análisis de marcos cuya re-

si~tcncia-untc ca~gas laterales depende no solamente de sus micm-
b~os trabajando a fl~Aión sino también de elementos cuyas deforma

ciones son -pruducidas principalmente :por f.uerzas tangenciales y -
por fuerzas axic:.les, tales comC?· diafragmas de tabique o de concre

to, elementos dia~onalcs de conbraventcd, ctb. 

5.1 An:5.l"Lsis es-tático de t::dificios dQ acuerdo con el re{Ortmcnto de 

diseño s:smico propuesto parn el Distrito FE:deral ' 

Este reglamento conti~no disposic1ones relativas a esfuerzos 

... 
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admisibles, ·análisis estático .Y dinámico, así como precuaciones 
constructivas en elementos estructurales y no estructurales. In el 
resto de este inciso S€ transcriben los capítulos de ·coeficientc:;
sísmico, análisis estático y limitación de desplazamientos horizo~ 
tales y se comentan brevemente ciertos puntos de int8r8s. El texto 
íntegro del reglamento de diseño sísmico junto con su discusión y

justificación detallada pueden encontrarse en la ref. 5.1 

5. Coeficiente para diseño sísmico. Se entiende por cocficicn 
te para diseño sísmico e, el cociente de la fuerza cortante

.·,..J:iorizontal V en la base del edificio y el peso v: del mismo -
sobre dicho niv~l. Para el cálculo r· se tomarán las cargas -
vivas que se tabulan en el capítulo 3.2 del reglamento. 

Para el análisis estático de los edificios clasificados 
e 

según su destino en el grupo (B) se emplearán como mínimos -
.los siguient~s valores del coeficiente C . 

.Tip.o . de 
estructuración 

1 

2 

3 

.Zon.Q. de . alta 
compresibilidad 

0.06 

0.08 

o .15 

' ~ . _ Zpn~. d_e baja 
compresibilidad 

0.04 

0.08 

o .1 o 

Tratándose de las construcciones clasificadas en sl grupo -
(A), estos .,ralores S(;. multiplicarán por 1 . 3. Las clasifica-
,fi..:aa~: ·· en el grupo ( C) no requiert-n .diseño sísmico. 

El coeficiente 0.06 se dedujo a partir de la fuerza cortan-
te que en 1957 se registr6 en la base de la Torre Latino Americana 
de 43 pisos (entre 0,03 y 0.04 de su peso), 5 ·~- incrementándolo pa 
ra tomar en cuenta la gran longitud de los períodos natural8s de -
~sta estructura, así como para dejar un margen para sismos más in
t~nsos que el de 1957. 
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1n coeficiente O .15 obedece al hscho de qué .los dos casos dG ' 
resonancia confirmada en 1957 ·indicaron haber sufrido aceleracio--
nes superiores a O. 1 O y correspondieron a estructura·s del tipo 3. 5 · 3 

~1 coeficiente de cortante en la base igual a 0.10 para cstruc 

tu~as de tipo 3 cimentadas Gn terr~no do baja compresibilidad se -

funda ~n la c~periencia de California y otros lugares intensamente
sísmicos, en los cuales ha dado resultados satisfactorios. Para la 
Ciudad de México se justificaría reducirlo por la menor sismicidad 
de esta zona. Fllo se ve compensado por el· empleo de esfuerzos admi 
si'bles mayores. 

Los demás valores que consigna la tabla se interpolaron entre 

los ya mencionados. 

8. Análisis estático. Para calcular las fuerzas cor~antes de 

diseño a diferentes niveles de un edificio, se supondrá una 
distribución lineal de aceleraciones horizontales con va--
lor nulo en la base de la estructura ( es decir, en el ni-
vel a partir del cual las deformaciones de ésta pueden ser 

apreciables) y máximo en el extremo superior de la misma,
de modo que la relación V¡W en la base sea igual al valor

e tabulado en el Art. 5 (tabla 5.1). De acuerdo con este pá 
rrafo, la fuerza horizontal que obra en el piso i se obtie

ne de la fórmula 

en la cual 

Hi = elevación 
tructura 

cual las 

bles \ · 
1 ' 

w. = 1 
peso del 

, 
de n = numero 

V/. H. 
1 1 

del piso 
(es decir, 

..; .... medida desde la 

desde el nivel a 

deformaciones de ésta pueden 

piso i 

pisos. 

base de la es 
partir del 

ser Dprecia-

• 
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La estabiliqad de tanques que se hallen sobre los edificios 

así como la de todo otro elemento cuya estructuración difi~ 

ra radicalmente de la del resto de la const~ucción, se veri 

ficará suponiendo qu·3 puedGn estar sometidos a una acelera

ción no menor que el doble de la que resulte de aplicar la
especificación anterior ni menor que 0.15 veces la gravedad 

(fig. 5.1) .. Se incluyen en este requisito los parapetos,-
pretiles, anuncios, ornamentos, ventanales, muros, revesti
mientos y su anclaje, etc. Se incluyen asimismo los elemen

tos sujetos a esfuerzos que dependan principalmente de su -
propia aceleración (no de la fuerza cortante ni del momento 
de volteo) como las losas que transmiten fuerzas de inercia 
de las masas que soportan. 

Para fines de diseño se permitirá reducir el momento de 

volteo calculado para cada marco y grupo de elementos resi~ 
tentes, pero en ningún nivel se tomará menor que el produc
to de la fuerza cortante que allÍ obra por su distancia al
centro de gravedad de las masas correspondientc·s ubicadas -

arriba del nivel que se analiza. 
La excentricidad torsional calculada en cada nivel se to 

mará como la distancia entre .el centro de torsión del ni vcl 

correspondiente y la fuerza cortante en dicho nivel. La ~x

centricidad de diseño se tomará igual a 1.5 veces el valor
calculado más o menos 0.05 veces la máxima dimensión del pi 

so que se analiza (excentricidad accidental), medida en di
rección normal a la fuerz:1. cortante (fig. 5.2)¡ para cada -

miembro estructural se elegirá el signo de la excentricidad 

que suministre la condición más desfavorable. 

Sobre la distribución lineal se han hecho algunos comfntar1os 
en la introducción. Debe recordarse que el proc~dimiento estático -
es intrínsecamente aproximado. ·Por ello resulta difÍcil especificar 
con toda precisión algunos detalles de su aplicación. SÓlo ca1~c, en 
caso de duda, optar por la alternati~a más conservadora, Así, el nl 
Vtl a partir del cual se supon~ qu~ obran las aceleraciones horizo~ 
tales estará gGneralmente bien definido, pero se dan casos (como --
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edificios sobre terrenos con fuerte desnivel o bien ciertos cuerpos 
que integran un edificio y cuyos sótanos no estén totalmente rode~ 

dos por muros de conxención y por consiguiente admitan d~formacio-~ 
nes de orden cercano a las de superestructura) en los que.. el nivel 

de aceleración nula ~o está definido incquívocamcnt~; en ellos se
ra aconsejable tomar dicho nivel lo más bajo que sea concebible. 

Las fuerzas horizontales que se especifican tienen por objeto 
proporcionar una envolvent~ aproximada de las fuerzas cortantes en 

todos los entrepisos. Una objeción a la variación lineal del coefi 

ciento sísmico se discutió en la introducción en relación con el -
problema de la influencia de modos superiores. Por otra parte, las 

fuerzas cortantes máximas no se presentan simultáneamente en todos 

los entrepisos. DE aquí que los momentos de volteo, respuestas de 

la cimentación e in~rementos en fuerzas normales de columnas y pilQ 

tes estimados en función de las fuerzas laterales especificadas --
sean excesivas. A mayor abundamiento dcbG tenerse presente que una 
falla·de cimentación o una falla de una columna en tensión por mo
mento de volteo relaja los esfuerzos correspondientes y, en general 
reviste caracteres menos serios que las fallas de otros ti~os. ~s-
tos dos argumentos entre otros fundamentan la proposición ac redu-
cir el momento de volteo. Ciertos reglamentos americanos permiten 
reducciones aún mayores que no se consideraron adecuadas en el Dis
trito Federal, dada la preponderancia de períodos largos en los mo

vimientos del tcrryno. 

Sobre el requisito relativo a la excentricidad adicional por -
·to~s,ión se hablÓ tambi€n en la introducción. Debe añadirse q~e en -

los marcos en que los esfuerzos de torsión sean de signo distinto -
de· ~os de cortante directo, puede ser más desfavorable tomar como 1 

e~ véz de 1.5 el factor que multiplica la excentricidad calculada. 

10. Limitación de desplazamientos horizontales. Fl desplaza--
miento relativo máx1mo entre pisos consecutivos no excede

rá 0.002 vecEs la diferencia de elevaciones correspondl2n

tcs, salvo donde los ellmentos que no forman parte inte--

grante de la estructura están ligados a ella. en tal forma 

que no sufran daños por las deformaciones de [sta, en eu-

... 

' 

1 
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yo caso el valor 0.002 se modificará cp~o sigue 0.003 
en la zona de alta compresibilidad y 0.004 'en la baja; 
en ·el caso de pisos o cubiertas que normalmente no so
portan carga viva, no se impone limi~ación 

En el· 'cálculo de los desplazamientos horizontales se 
tomará-en cuenta todo elemento que forme parte inte---• . . 

' grante de la estructura . 
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5-~2 .. Anál:Lsi~ de marcos ~UJetos a fuc~zas latcralLS , ' 
5.2.i ~etodos de analisis. Los mctodos aplicables al ~nalisis 

dG marcos sujetos a fu(:;rzas ·ln.'teTaJ..es· pÜE.den clasificar 
. 5.1 sc como s1.gue. · 

. 1. N.étodos aproximados 

a) Métodos que despr~cian las rigideces rE-lativas· 
'Método del portal 

Método del voladizo 
b) W,étodos quE- consideran las rigideces relativas en 

forma aproximada: 

Método de Bowman 
Método del factor de V'ilbur y Norris 

Fórmulas de V'ilbur 
·FÓrmulas de los coeficientes de juntas 

2. Métodos de aproximaciones sucesivas~ 

a) Métodos iterativos 
Kani 
Maney-Goldbe:rg 

b) Métodos de correcciones sucesivas 
Morris 
Distribución en voladizo 

e) Métodos de relajaciones 
d) Método-s energéticos 

3. Solución dierecta de las ecuaciones de ~quilibrio y 

deformaciÓn! 
a) Solución directa de las ecuaciones de pendiente -

deformación (slope:-deflcction) 
b) M~todos matriciales 

Existen además inumerables métodos que combinan carncter:Ísti
cas de éstos, tales como la distribución directa de d0fnrmaciones, 

· (Kloucek), numerosos proccdimiE:ntos para E.l tratamiE::nto de casos -

~specialE:s, tales como intéración entre marcos y muros de cortante, 

Y_muchas variacionE-s adecuadas par& analizar los effctos de tipos • 
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~ r-specÍficos de defo~ación tal como los d~bidos a cambios en las -

longitudes de columnas causados por variaciones de las cargas axia 

les. 

• 

Los métodos que desprecian las rigideces relativas se basan -

en hacer hipótesis simplificatorias sobrE:: la posición dt- los pun-

tos de inflexión y sobre 1~ distribución de fuerzas cortantes dr -

en'tr~piso entre los diversos elementos rüsistcntds. Los rc-sultados 

que se obtienen con tal tipo de análisis pueden presentar 8rrcres

considc-rables. Por ello su a-plicación debe rE-stringirs~; al análi--

sis preliminar de estructuras. Fn cuanto a los métodos que consid~ 

ran las rigideces su aplicabilidad puede extenderse ~n cstruct~ras 

poco importantes a casos comparables a aqu(-.llos para los que S€. -

han deducido, es decir, edificios rE::gulares sin discontinuidadEs -

en sus miembros ni variaciones bruscas en rigid€ccs. 

Con la excepción de los m8todos aproximados, los que E€ E:nun

cian arriba son casos especiales de m€todos ~ás generales aplica-

bles a la solución de ecuacion~s lincal8s simultán€as. Por ejcmplc 

los mÉtodos energ~ticos son un caso especial d€ los mstodos varia

cionales. 

Los m~todos de corr~cciones suóesivas y los m~todos itLrnti-

vos rEquieren efectuar, esE-ncialmente, los mismos cálculos. S6lo -

los números que se registran cambian de un grupo ds n(todos n ot:·o. 

Fstos es notorio cuando SE. compara el método df' Kani con el de. <lis 

tribución de momentos en marcos sin desplazanientos l~t~ralcs y -

con el de Morris y el de Mancy-Golberg ün marcos bajo carga late-
ral. 

Al elegir un método .~e.ranálisis conviene tcn(:.r en yUt"!n,ta 12-s

siguicntes consideraciones~ 

1 • La base -principal para escoger un método sobre otro U'. pr~ 

cisión comparablE. es la familiaridad d€- la persona yu·. eL

be aplicarlo. La disponibilidad de calculadoras ju2ga ~o¡~

bién un papel importante. 

2. De los m~todos aproximados aquellos qu~ pueden incorprr,r-



e como un\ primer pasó· de un procedimiento iterativo son- ··-
preferible$ a aquellos· .que pueden llamarse terr.linales. -- : 

~ 'o' 

Así, las fÓrmulas de:·\'Tilbur pueden considerarse como una 
! • 

primera ::;.proximac.iór{f del métoio de ~fJ:ancy-Goldberg. T'n es-

tos P!OceQimientos aproxirrados ru1 segundo ciclo de itera

ción penm~ t~ d.ecidir si s:~ h3. obtenido precisión suficiE-n 

t8 o si >se reauieren refinam.ientos adicionales . . , ... 
3. Los métodcs que proporcionan casi simul tánea-~ente rigidc>-

ces de piso o n0mentos de diseño son preferibles a aque-

llos que provorcionan únicamentr: tmo de estos conjuntos -

de valores. Así: el método del factor proporciüna moncn-

tos flexionantes de diseño y con muy poco trabajo adicio

nal, proporciona una aproxiffiación de la rigiiez de p1so. 

4. Jtntre los métodos de aproximaciones suces~vas. los m~to--, . 

dos i terat:. vos son preferibles sobr'2 los C: e correcciones-· 

sucesivas. ?n los primeros los errores no son acumulati-

·~o3 y Gl anál~sis cam~:eto puede verif~cars€ tcnj~ndo r~

cuenta sólo el Último ciclo. 

::>e los métodos tJ.escri tos, 8l de Mancy-Goldberg :presenta r:: spc'-

cial interés por vari-as razones. Fl primer paso para establE'·Cf rlo

consiste en plantear 'el siste~a completo d<? ecuaciones _dE equili-

brio en función d.f; los despluza1r.ientos. Dicr~o sistsna pu<d.G re; sol

versa dirPctamente si se cuenta con calculadoras ElFctrónicas. ,~ -
• 1 

ca~o contrario el proc~dimiento citado permite ~proxina~sc a ls s~ 

luci..ón mediante ciclos de:.. iteración q_u¿; son autocomp::::-obo.n tes. "Lúf.,-

ri? sul tad.os obt e.nidos en el d¡¿: sarrolJ.o ·clel prirr.er c.i. e lo p1J:? den ~ ',1-.-.. , ~ -
·-tu~ cor.~.o una :primera aproxirr:ación para los el2mentoa T:!·::ocán:.cos o ·· 

los desplazamientos. T-l procedimiento proporciona casi slmultánea

·:.cnt~;; elcm:.;ntos necánicos y desplazamientos t por lo qu(' sr }-_:J. Ll"tJ..

::.izad.o para c-stablccE:r fórmulas s.pruximacias pura la ricic"i~.z de: cn

"trc:piso (ver inciso 5.2.4). Una v3.riant·.:: Gn cuanto a Jos datos qn~; 

!:e ref:istran más que· en la form::L gcnE.Tal d.r·l -procf•dirr.J. E:ntc es J a -

:: l r:-:étodo Knni, cuya sister.mtización es un poco ros simple. Si11 -

1. :-.cargú, <::1 contacto cn .. .;rC: el análisis y e 1 concepto físico c.~ e ::..a-

1
_. 

, structura es n;cnos evide-nte 01 ( stc Último. Por lo.s razon0s ant<"-
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rior~s se considera de in~srés presentar en este trabajo uns dGs

cripción con Ciérto detalle de estos dos métodos. 
' 

S. 2. 2 Método dE. ~~~ane;y;-Goldberg. Se considerarán en .. (;stc aTtÍculo 

marcos regulares de sdificios en los q_ut; no existan discontinuida-: 

d8s de columnas ni trabes. Se supondrá asimismo que las pi8zas son 

dE:~ sección constant-e y que .J..as deformaciones debidas a fu0rza 

axial y cortante ~on despreciables en comparación con las déb1das 

a momento flexionantt:. La fig. 5.3 muestra la nomenclatura emplea

da·, quE. a su vez se resume a continuación. Todos los dE. splazamicn
tos angulares y momentos son positivos si su sEntido concu2rda con 

' 
·-=- ~ de las manecillas del reloj. 

r- = 

F. = 
K == 
G == 

Í~n == 

momento de inercia de la 
bro (cm4 ) 

sección transversal 

módulo de clastlcL1ad._ (Kg/cm2 ) 

I/L (cm3) 

de un micm 

desplazamiento angular de un nudo (sin unidades) 
desplazamiE-nto relativo entre los niveles que definen -
el éntrcpiso_n dividido entre la altura del cntrepiso-

(sin unidades) 
Vn == fur?rza ~CI;rtante_ en el entrepiso n, es decir, suma alcc:·

braíca·<cl'e 'fuerzas horizontales aplicadas de:sdc el nivel 
f• ••• 

; ~ -
n hast~ el extremo superior del edificio (Kg) 

hn == altura· entre ~jes del entrepiso n (cm) 

Mn = Vnhn 
, ,..e 

!Yl. • 
lJ ==·momento flexionante 8n el extremo i de la columna ij. 

Los Índices superior8s e o 1 indican si se trata dr: una co-

lumna o de una trabe. La rigidE-z (I/L) de" la columna del cntrcpiE:o 
e 

~~;p alojada sobre: el e:je x se designa (!Omo Knx y el momE-nto fl~xlo-
nante en el extremo que corr.espondc al nivel n de la misma colurrna 
como Me . La rigidez de la trabe del niv¿l n en el lramo xy se . nm,_,_x . 
designa K" • Por simplicidad se designará como L Kc a la :.-_~nill.a -

n, xy n t 
de rigideces de todas las columna9 del cntrepj_so n y como¿_ Kn a 
la suma de rigideces dé todas las trabes d8l nivül. 

\~ 



Fl momento ejercido por su apoyo en f.l extremo de una barra -
de eje recto y de E}_¡;_cción constante pucdf, expresarse en función df' 

los desplazamientos de sus extremos como· • 

M .. = 2F,K .. (2G.+G.-3W .. ) 
~J ~J ~ J 1 ~J 

( 5 .1 ) 

rsta ecuaci6n se design~ co~o ecuación de deformaci6n. 

Del equilibrio de las !olumnas del entrepiso n con la fuerza 
cortante V se deduce· n . 

de donde, 

V h +/2EKc n n- nx 

-T•,ij)= 
.. n 

( 3G + 3G --6 t/) ) = O. nx mx /n ( 5. 2) 

~e manera semejante, puede establecerse la ecuación de equili 
brio del nudo nx, 

4K EG - + 2 ~r.g. nx ~nx ' L .w- 1 
K. - 6F 1U Kc - 6F 1U Kc =O (5.4) 
~ r n nx 1 o ox 

1-·n esta expresión, x r es la suma de rigideces de las barras : n::> .. 
q~e concurren al ''nudo nx; Gi, Ki, designan respectivamente los gi-
ros y rigideces en· los extremos lejanos de las barras que concu--

rren al nudo nx. Por simplicidad, los dos Últimos términos de la -
ep !, 5. 4 se designarán por la notación 6: Kc F j:_ ~ Teniendo en cuen nx ' 
t~ e~ta notación se obtiene 

E0 = nx (5.5) 

Pueden plantearse ecuaciones como la (5.2) para todos los en
trepisos y como la (5.4) para todos los nudos. Se obtiene un s1ste 
ma de ecuaciones lineales sitr..ultáneas igual en número a. ·la suma de 

nudos y Je entrepisos cuyos desplazamientos se descor1ocen. 1. solu 
ción puede efectuarse directamente o procediendo por iteración, do 

acuerdo con las ecs. 5.3 y 5.5. Fsto constituye la ba0~ del proce- -

di miento de Man ey-Goldberg. 1 
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A fin de reducir el número de ciclos de iteración es conve-
niente partir de valores aproximados de las incógnitas. Esto puede 

lograrse si se introducen, en una primera aproximación, algunas hi 
pótesis simplificatorias. Supóngase que los giros de todos los nu

das de un mismo nivel son iguales y desígneRse por et . Fntonces -
puede escribirse 

• 
(5.6) 

Si se suman ·.·los momentos en los extremos inferiores de las co 
lumnas del entrepiso o se obtiene 

(5.7) 

De manera semejante, la suma de los momentos en los extremos

superiores de las columnas del entrepiso n es igual a 

(5.8) 

y la suma de los momentos en los extr~mos de todas las trabes del

nivel n es igual a 

(5.9) 

Puesto que todos }De· nudos están en equilibrio, la suma de (5.7) -
(5.8) y (5.9) debe'ser nula. Igualando la suma de sus segundos miem 

'bros a cer~ y sustituyendo el valor de E~n dado por 5.6, se obtie 

n~ 

l 
12<:::; Ktj L n 

La ecuación 5.10 es rigurosa si se satisface la hipÓtesis de que -
los giros de los nudos de un mismo nivel son iguales. Esto~ es picr 

to en marcos que pueden descomponerse ele acuerdo con el pr1ncipio 
de os mÚltiples ~-5 •. 1¡). En marcos usuales cuyos miembros no varíen

bruscamente en rigidez. la ecuación 5. 1 O proporciona. valores sufi
cientemente aproximados para fines prácticos. EG 1 puede estimar-n 



5.18 

se en primera aproximación, si se supone en la ec. 5.10 que G1= 
n 

~ e~= G~. Esta hipótesis conduce a la ec. 5.11. 

= (5.11) 

Para calcular G~ debe tenerse en cuanta la condición de frontera -
en el desplante. Si se suponen las columnas empotradas en la cimen 

, 1 1 1 tacion, se obtiene, haciendo G1 = G2 en 5.10 y·6
0 

=O 

1 M1 + M2 
EG1 = --~~--~~--~-

t~·K~ + 12Z.K~J 
Teniendo en cuenta 5.11 y 5.12 en 5.6 se obtiene 

E~= + 

+ 

M +M n o + -'-----:--- + 
487Kt ..._n 

M1+M2 

~K~ + 12ZK~~ 
. ... 

+ 
M2+M3 

48LK~ 

(5.12) 

(5.13) 

( 5 ·• 1 4) 

(5.15) 

Una primera estimación, nudo por nudo, del valor de Gnx puede cfe
tuarse utilizando la ec. 5.5, sustituyendo €n ella los valores de -
E~ calculados por medio de las ecs. 5.13 - 5.15 y suponiendo qus
G n= G:. Al valor así calculado se le designará por G1 y es ieual nx ~ nx 
en niveles superiores, al dado por 5.16. 

= (5.16) 
Knx 

m. el nivel 1, suponiendo las columnas empotradas en la baset 

(5.17) 

,. 

1 
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5.19 

\ 

El proc6dimiento iterativo· a que se hizo mención puede sistemati--
zarse en la siguiente forma. 
1 . ,Aplicando las e es. 5.13 -5.15 determínese una pr.imera aproxima

ción a los valores de E~n en todos los entrepisos. 

2. ClasifÍquense los nudos de la estructura en dos grupos talEs --
·-

que ninguna barra tenga en sus extremos nudos del mismo grupo. Di 
• 

chos grupos se identifican en la fig. 5.4 por medio de los Índi-
ces 1 ó 2 a continuación de la letra que designa el nudo. Apli-~ 
cando las ecs. 5.16 y 5.17 calcúlese la primera aproximación a 
los giros de todos los nudos que pertenecen a un mismo grupo. -
Utilizando estos Últimos valores en la ec. 5.5, calcÚlense los -
giros de los nudos del otro grupo. 

3. Con los valores de.los giros determinados en el paso 2, calcÚlerr 
se nuevos valores de E~ aplicando la ec. 5.3 

4. AplÍquese sucesivamente la ec. 5.5. a los nudos de los dos gru-
pos, con los valores mejorados de EJÍ'n' para determinar nuevos -
valores de los giros Gnx·· 

5. Repítanse los pasos 3 y 4 en tantos ciclos como .sean necesarios
para obtener que en dos ciclos consecutivos la diferencia entre
los valores de las incógnitas sea igual o menor que la prescrita 
de acuerdo con la precisión réquerida. 

La fig. 5.4 muestra un ejemplo donde se aplica el método. Las
columnas 1-4 de la tabla a la derecha no ameritan explicación. El -
primer pas·o consistió en determinar valores aproximados dP.l giro m~ 
dio de los nudos de cada nivel mediante las ecs. 5.11 y 5.12 y en
tabularlos en la columna 5. 

A continuación se calcularon los valores en primera aproxima-
ción de E~ por medio de las ecs. 5.13-5.15 y en seguida se obtu-
vieron los valores de EG~x para todos los nudos aplicando las ecs 
5.16 y 5.17. Estos valores se consignan en el primer ronglÓn~ bajo
el encabezado FQ junto a cada nudo en el dibujo esquemático del ma~ 
co. Inmediatamente se inició el proceso de iteración aplicando las
ecuaciones exactas 5.3 y 5.5. 

Se aplicó la ec. 5.5. a los nudos del grupo 1, utjlizan~: para 
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G. los valores aproximados calculados con las ecs. 5.16 y 5.17 
~ ·, ' del paso anterior y\en seguida· se aplicó la ec. 5.5 a ~os nudos-· 

del grupo 2, utilizando para G. los valores de los giros de los -
1. • 

nudos del grupo 1 que se acababan do calcular con la ec. 5.5. A-
continuación se aplica la oc. 5.3 para calcular nuevos valores dc
E·(fn.· 

Los números qu~ se indican junto a los extremos de cada miem

br;.o son los valoré.; de EKG calculados en cada ciclo. Los números -
. . 1 1 junto a las columnas son los valores suces~vos de ET.l•j-''. La figura-

m\testra también el cálculo del momento en el extremo H del miembro 

.RN aplicando las ecuaciones de deformación. 
1 

5.2.3. Método de Kani. La ec. 5.1 puede expresarse en la siguiente 

forma. 

~i = 2~i + min + ~i 
En la ec. 5.18, 

(5.18) 

m . = 2EK .G se designa contribución angular del extremo --nl. n1. n 
cercano de la barra·ni. 

m. = 2FK .G. es la contribución angular del extremo lejano-l.n n1. 1. 

1 
m . = nl. 

de la barra ni 

-6EK . {/) .. 
nl. r nl. 

- ~~ rl. 

es la contribución lineal de la barra ni. 

Introduciendo esta notación en las ecs. 5.3 y 5.5 se obtienen rcs

p.~?c"ti vamente 5o 19 y 5o 20 

Zm1 - l [ Vh ~m -¡ = - +L 
entrepiso 2 3 entrepiso _. 

(5.19) 

-- ~ 
(m. + m 1 .) L._~. ::! 1 / 

<---... 

nudo 1 2 nudo ~n . n~ 
(5.20) 

Las sumas que aparecen en la €C. 5.19 incluyen respcctiva,Hcnte las 

contribuciones lineales de todas las columnas y las angulares d0 to 
dos los extremos dE: columnas en el entrepiso en el que se analiza -

el r~quili brio. Fn la ce. 5. 20 las sumas incluyen todas las barras t 
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41' que concurren a un. nudo. 

Puesto que todas las columnas de un entrepiso sufren el mismo 

dt;splazamiento angular,r¡J, la suma de las contribuciones lineales -
puede distribuirse entre todas en proporción a su rigidez K, es de-

cir, 

K. [ Vh 
-, 

m~ 1 
~ 

1 
( 5. 21 ) 3 +¿_ m ::;: 

J 2 ~K. .._ J 
entrepiso entrepiso 

Al factor que antecede al paréntesis se le llamará factor de dis-

tribución lineal y se designará por f~ • De manera semejante, 

-.:;:---( ,..- m. 
- J.n 

nudo 
= - 1 
2~ 

nudo 
(5.22) 

Las ecs. 5.21 y 5.22 constituyen la base del procedimiento iterati
vo que a continuación se describe. 

1. CalcÚlense los factores de distribución angular y lineal 
para todos los nudos y entrepisos respectivamente. 

2. Supónganse un valor arbitrario para las contribuciones an

gulares y l~neales de todas las barras. 
Si los valorflB supuestos ·son correctos ~es<¡ satisfárán las -

ecs, 5.21 y '~22. 

3. Si los valores supu~stos no son correctos, se aplicarán las 

ecs. 5.21 y 5.22 para obtener valores aproximados de las -
contribuciones. Estas se refinarán en ciclos sucesivos, has 
ta lograr que en dos ciclos consecutivos las, obtenidas sean 

sensiblemente las mismas. 

La sistematizaci6n del proceso se explica a con~inuación con -

referencia a la fig. 5.5. Los n~mcros en los extremos de las ~arras 

son los factores de distribución angular en cada nudo, y los n~rne:..

ros al centro de cada columna son los factores de distribución li-

neal en el entrepiso correspondiente. La fi~Ara muestra las opera-

ciones efectuadas. Se supuso un primer sistema de contribuciones --
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angulares (renglÓn 1), correspondientes a cada extremo de una barra 
A partir de ellas s~ calculÓ la primera aproximación a los valores 
de las contribuciones lineales de las columnas en todos, los entre-,_ 

pisos, por medio d~'-' la ce •. - 5. 22. Los valores así c~culados se con 
signan en el rengl6n. 1 de cada columna. 

~ómese como un ejemplo el cálculo de la primera aproximaci6n 
a las contribuciones lineales de las columnas del segundo entrepi-

~ 

¿_ mj = 6.85 + 8.77 + 11.60 + 5.83 + 3.75 + 

+ 9.20 + 10.95 + 14.40+ 
+ 7.75 + 5.80 = 84.90, 

Vh/3 = 24.0 

El valor del paréntesis en la.ec. 5.21 es 24.0 + 84.90 = 
= 108.90, que multiplicado por el factor de distribución lineal ¿ 

de cada columna da lugar a las cantidades que aparecen en el ren
glón 1 de la tabla de contribuciones lineales de las columnas. Fn 
efecto, 

1 08 o 9 . (·- o . 2 6 5 ) = 

108.9 (~-{- 0.353) = 

28.9 
38.5, etc. 

Ahora pueden obtenerse valores mejorados para las contribu-
ciones angulares en-~ada nudo, usando la ec. 5.21. Tómese como-
ejemplo el nudo H: 

(m. +m~)= 2.65 + 2.14 + 9.20-
J. J. 

14.05 - 28.90 = - 28.96. 

Al multiplicar -28.96 por los factores de distribución angn--
, . 

lar se obtienen las cantidades que aparecen en el renglon 2 de la-
. j;e.bla de cálculo de c.ontri buciones angulares de cada barra, Así 

- 28.96 X - 0.25 = + 7.22 
- 28.96 x - 0.085 = + 2.45; etc. 

El procedimiento descrito se repite cuantas veces sea necesa
rJ.o de acuerdo con el grado de precisión deseado. 

' 

• 
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A partir de las contribuciúnes angulares y lineales.~alcula--
, . 

das pueden obtenerse. los momentos aplicando· la._ ec. 5.18. Por ejem-
plo, en la columna inferior .del nudo H, 

M= 2.X 7.22 + 9.35 -·29.40 = 5.61 

Al igual que el procedimiento de Maney-Goldberg, la converge~ 

cia rápida de este método puede lograrse si se parte de valores --
•1 

próximos a l~s reales. Por ellos es conveniente estimar los valo--

rf:'-~1 iniciales de las _contribuciones angulares aplicando por ejem-

pLo las ecs. 5.11 y 5.12. Pueden llevarse a cabo razonamientos se
!Tlt' .Jantes a los efectuados en relación con las expresiones que per
w~·[¡en aproximaciones más refinadas por el procedimiento de Maney
üoldberg. Esto es especialmente Útil en marcos cuyas trabes sean -

ilexibles en comparación con las columnas, ya que·entonces la con

vergencia del método de Kani partiendo de valores arbitrarios es -
muy lenta. 

5.2 .4. Rigidez de entrepisos de marcos·. Para analiZ!:fr un edificio
bajo la acción de un sistema de fuerzas laterales es necesario di~ 

tribuir, en cada entrepiso, 1~-fuerza cortante sísmica total entre 
los elementos que resisten fuerzas.laterales •. Para llevar a cabo-~ 

tal distrib~ción es necesario calcular la rigi~ez~ en cualquier en 
trepiso, de todos lQa marcos o muros en que puede descomponerse el 
edificio. 

La rigidez de entrepiso es l.a relaci6n entre la fuerza cortan
te resistida por un marco, muro o cbntraviento en un entrepiso y el 
desplazamiento horizontal relativo entre los dos niveles consecut:i. 
vos. La rigidez así definida no es independiente del· sistema de fueE_ 

zas laterales. Por tanto, para calcularla con rigor ele be conocers€: 
tal sistema con anterioridad, lo cual en general no es posible. 

En marcos ordinarios de edificios.el ~mpleo de sistemas de caT 
gas que no son estr~ ·t~mPnte proporcionales al definltlvo de análi
sis introduce errores de poca importancia' y usualmente la~: ¡~·i.gidc-

' ' 

ces calculadas a partir de hipótesis simplicatorias sobr0 la forma 

del sistema de fuerzas lateral~s son satisfactorias. En muros, con
travientos y ciertos marcos es indispensable ten€r en cuenta la va

riación de la carga lateral. Estos problemas se discuten en el cá-
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pítulo 5.4. 

A p~rtir de las~ecs. 5.13- 5.15 pueden deducirse fórmulas--
• ' 1._ ~ l ' ' 

1 1 ¡ 

aproximadas para calcular la rigidez de entrepiso d~ marcos. Por

d~.finición, dicha ri~idez, en ~1 entrepiso n, es ig~a~. :~-,·~~=:VnYr/ nhn 
-ne 5o 15' .... 

1 -, ~ ' [~, . ,, '\. .... 

-
\vn 

48E 

!Jl~'""Fl - [ h + ·v]lL hm 41), 
o 

ho n n hn + -Vn (5.23) . ' n n 
~ '"Kc + 

LK~ 
+ LK! L n 

En edificios usuales, sujetos a fuerzas laterales de igual signo,
el segundo miembro de 5.23 no se altera mucho si se hace V

0 
= V 

-v _.1!!-1 
V ' 

con lo que llega a una fórmula de rigidez de entrepiso quenes iilde 
pendiente del sistema de cargas: 

~ = 48E (5.24-) 

l4~ h +h ~+ho m n 

~ iK~ 
+ 
~Kt 

+ 
L.~ L m 

Con las mismas hipótesis, ahora a partir de 5.13 y 5.14 se obtiene 

R1 = 48E 
...... 

h1 l 4h1 
+ h1+ h2 ] 

-..:::- Kc "="t..- e 
L1 L K1 +¿~ 

12 

(5.25) 

R2 = 48F. -
h l4h2 + 

h1 + h2 
-+ h2+ h3 J 

2. e L"Kc L K-f: K2 ¿t 1 
K1 + 12 ¿. 

(5.26) 

Pueden obtenerse ecuaciones semejantes para las rigideces de los -

' 

• 



primeros entrepisos en el caso·en que las columnas estén articu
·ladas en la cimentación. 

4J 5.3 Análisis estático de ·edificios 

• 

Este capítulo~~e refiere a la valuación de las fuerzas s{smi! 

~cas, de acuerdo con el reglamento propuesto para e·l Distrito Fede

ral, así como a la distribución de sus efectos entre los elemen
.tos resistentes en cada entrepiso. Es prácticamente una transcriE 

ción del ca~ítulo 3 de la ref. 5.1. 
5.3.1. Hipótesis. Se admitirán las siguientes hipÓtesis· 

1. Es posible considerar que la fuerza cortante s{smica en -
cualquier entrepiso actúa paralelamente a un sistema de -

elementos que resisten empujes laterales en una sola di-

rección, paralela a su plano. Debe suponerse además que -
en todos los entrepisos existen dos sistemas' ortogonales -

de elementos. resistentes que trabajan independientemente. 

En tal caf'lü ~.iempre será posible descomponer la fuerza -

cortante sísmica en un entrepiso en dos componentes qvc -
satisfagan la condición impuesta al principio de estr. in
ciso. La fig. 5.6 muestra en planta un entrepiso d · un -
edificio en el cual se identifican con sub{,ndices ·,, y, -

los elementos que resisten fuerzas paralelas a la 1irec-
ción x, y, respectivamente. La rigidez de entrepiso de ca 

da elemento se designa con Rix o Riy" 

2. La rigidez de entrepiso de cada marco o muro es conocida. 
En-general es posible usar valores aproximados para fines 
de una distribución preliminar y refinarlos t.JLiendo en
cuenta el sistema de fuerzas laterales obten_fJ en cada

elemento mediante la prim(;ra estimación de rigidecPG. 

3. Las losas de piso son indeformables + 

4. Se supondrá que el efecto del temblor equi YP-1 e nl tle 1m -

sistema de fuerzas horizontales que actúa 211. uirección pa 

En algunos edificios esta hipótesis es inadmisi bJ '~. Tal e.:i ·:l ca
so de edificios cuya longitud cm planta sea varihs ve e: es su au· ·
cho, y cuya rigidez ante cargas lat8rales no est~ distribuida de
una manera sensiblemente uniforme en todo su lm·· go. También lo-
son el de edificios de losas precoladas, y aqueJlos que poseen-
elementos verticales resistentes a careas laterales cuyrr rigidez 
sea comparable a la de las losas. 



ralela a uno de los_~~ de elemenGos.reistcntes y--
obran en el centro de gravedad ·de cada nivel. 

5 .. 3.2 Descripción. El m~todo de análisis se describe a continua-·· 
. , 

CJ..On. 

1 • La fuerza horizontal aplicada en el cerU.ro,-de gravedad dül 

nivel i S(;; calcula usando la fórmula 
V.'.h. 

Fi 
l. J. CL:Y'-= z_V'.h. J. 
J. l. 

en la cual 

Ri = fuerza sísmica aplicada en el nivel i. 
W. = peso del nivel i 

l. 
h. = altura del nivel i sobre el desplante. 

J. 

(5 .27). 

C = coeficiente para diseño sísmico, especificado en el -
reglamento. 

2. Obténgase,-por estática, la linea de acción de la cortante 

sismi~ en cada entrepiso para l~s dos direcciones princi

pales {paralelas a los elementos resistentes) en que se -
efectuará el análisis. Para ello conviene ordenar las ope

raciones como en la tabla 5.2 del ojemplo (ver fig. 5.7). 

3. CalcÚlense las rigideces de piso de los elementos resis-
tentes en ambas direcciones y en todos los entrepisos. 

4. Determínese la posición del centro de torsión en cada en

trepiso. F.l cc;ntro de torsión es el punto por el que debe-
pasar la linea de acción de la fuerza cortante sísmica pa~
ra que el movimiento relativo de los dos niveles consecuti 
vos que Limitan el entrepiso sea exclusivamente de trasla

ción. r.n caso contrario existe torsión o rotación relativa 

entre dos niveles consücutivos. 
Las exprcsiont.s para calcular las coordenadas dcl centro -
de torsión con respecto a un sistema cualquiera ele: referu1 

cia son 

., 

• 
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L.R. x. 
xt 

'l:! 'l (5.28) r_R. 
'l. Y .. 

'LR. y. 
l.X l (5.29) Yt = ':i: R. 
l. X 

5. La fuerza cortant8 que debe ser resistida por un marco 

cualquiera en un piso es igual a la suma de dos efectos: -

el debido a la fuerza cortante dsl piso, supuesta actuan-·~ 

do en el centro de rigideces, y el debido al momento tor-

sionante del piso. Si la dirección analizada del sismo es

la paralela al eje x, se obtienen las siguientes cortantes 

};n los marcos x, por efecto de la fuerza cortante aplicada 

en el centro de rigideces: 

V 
R. 

l. X 
'R. 
L l.X . 

En los marcos x, por efecto de la torsión: 

MtR-. Y·t 
l.X l. 

2 2 
(Í:R. Y·t + ;2:R. x.t) 

lX l lY l 

En los marcos y, por efecto de la torsión~ 

MtR. x.t lY l 
<: 2 2 

(L R. Y·t +~R. x.t) lX l. lY l 

En las expresiones anteriores, 

(5.30) 

(5.31) 

( 5. 32) 

V = fuerza cortante sísmica en el entrepiso considerado 

xit'Yit = coord~nadas de los elementos resistentes con rrc~:8tc 
al centro de torsión del entrepiso en ru~sti6n. 

Mt = momento torsionantE en ·€1 entrepiso considerado, que -

es igual al producto de ~2 fuarza cortante en el piso

por la siguiente excentricidad~ 
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5.28 

1.5c .:t. 0.05 L 

donde e es la excentricidad calculada Gomo la distan-
cia entre la línea do acción del cortáhtey ~1 centro -
torsión y L es la mayor dimensión de la planta considc: 
rada del edificio medida perpendicularmente a la dirc~ 
ción del sismo. El signo deberá tomarse en cada ma~co-
en tal forma que dé lugar alos máximos esfuerzos. 

6. Conocido ~1 sistema de cargas que actúa_ en cada marco se ~ 
analiza de acu€rdo con los métodos presentados en el capí
tulo, 5.2. 

5.3.3• Ejemplo. La tabla 5.3 sistematiza convenientE-mente las -
operaciones para distribuir la cortante sísmica y el momento tor
sionante. En ella puede observarse el criterio que se siguió para 
calcular el momento torsionant~ de diseño a partir del nominal. -
Por ejc;mplo, par~---~1 caso cm que la fuerza cortante sea paralela
a la dirección_ X ·ae' calcularon dos valores del momento torsionan
te: 

(MTx) 1 = .25.75 (1.5x1.34 + 
+ 0.05.x 11.00) = 65.92 

(MTx) 2 = 25.75 (1.5x1 .34·-
- 0.05 X 11.00) = 37.60 

Paralos marcos 1x y 2x, en los cuales el efecto de la torsión 
' 

se suma al de traslación, se usó (M1X) 1 ; on cambio, al obtener la3 
cortantes de diseño para los marcos 3x y 4x, en que ambos Gfectos 
son opuestos, se usó (M.s:Jc )2 . P.ste mismo criterio se expresa grafi 
camcnte en la fig. 5.12. 

tos. 
El ejemplo sirve. además para ilustrar los siguicnt0s concc-p--

1. F.l coeficiente sísmico es diferente en cada uns Gr. las di
re.ccionc.s x, y, por tratarse de una E-structura cuya resis-
tencia a fuerzas laterales en la dirección x se debe escn
cialmüntc a flexión de los ~lcm~ntos estructurales (~str~~ tt 

' 
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turación tip,o 1 ) y en la dirección y a esfuerzos cortan-

tes en los muros de mampostería (estructuración tipo 2). 

2. Para que la hipÓtesis de análisis se cumpla, es necesario 
que la losa sea capaz de resistir.como diafraema las fuer 

zas que sobre ella actúan como consecuencia de su partici 

pación transmitiendo la fuerza sísmica a los elementos re 

sistentes. Fn el marco 1y' por eje:mplo, las fuerzas cor-
tantes en los entrepisos 3 y 4 son respectivamente 31.13-
y 2a.88 ton. La fuerza que la losa transmite al marco en

el nivel 3 es, por tanto, 31.13- 2.188 = 9.26 ton, que 
da lugar al siguiente esfuerzo cortante medio (sup~niendo 
un espesor de 10 cm. para la losa). 

9260 
1100 X 10 

' 2 = 0.84 Kg¡cm 

5. 3. 4 Método simplificado de .s.nálisis. De acuerdo con el Art. '7 .. -

del capítulo de diseño sísmico del reglamento del Distrito Fede9 
ral es aceptable efectuar un análisis simplificado de estructu-

ras que satisfag~n ciertas limi tac~on.cs que allÍ se imponen. La
f:j.g. 5.8 muestra'!esquemátican:ente una Estructura que, para fuE.:r

zas laterales actuando paralelamente al eje y, cumple con las li 
mitaciones del artículo citado. 

Para la dirección citada, el análisis simplificado dE-: la --
~lanta baja, se ef~ctuó en la forma que a continuación se d~s-

cribe. 

1. Determinación del coeficiente para diseño sísmico. Consi
derando que la estructura se localiza en la zona d~ alta

compresibilidad, que .su é:Structuración es dC:- 1 tipo 2 y -

que: se trata de una construcciém tipo :S, f.:l I':!OC..:i_.:Lr: 1 r-ntc -

para dis~fio sísmico propuEsto por el reglamento es O.G . 
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2. Cálculo de las fu€rzas y cortantes 
, 

s1.smicas. 

• 

¡Nivel Entrept@o V.'. H. V'.H. F. V 
l. l. '1. l. l. 

ton m ton m ton ton 
1 

2 60 7 420 6.30 
2 6.30 

1 72 4 288 1 o .62 
1 16.92 

Sumas 132 708 

3. La longitud total de muros paral€los a la dirección y cs-
27 m. de los cuales 24 m corresponden a muros con rclaciQ 
nes h/L < 1 . 33, por lo cual su capacidad puede estimarse

consideran.d~-- un &sfuerzo de trabajo igual a 1 . 5 kg/cm2 

(ver fi~:! · :;:, 8). ~os esfuerzos permisibles en los tramos A 

y B S€ ~~tienen qomo siguB, 

En el tramo A, h/L = 4.00/2.00 = 2 .O) 1 . 33, de:. donde. el
esfuerzo p€rmisible vale 1.5 x (1 .33x1/2) 2 =7 0.66 Kg/cm 2 • 

"Fn el B, h/L = 4.00/1.00 = 4.00)1 .33, de donde el E'SfuE-r 

zo permisiblE c-s 1.5 x(1 .33X. 1¡4)2 = \).17 Kg/cm2 . 

La capacidad de la planta baja es, por tanto, 
24.00 X 14 X 1.5 + 200 X 14 X 0.66 + 100 X 14 ~0.17=53.0-
ton. 
T'sta capacidad es mayor que, la necesaria s&gún el cálculo 

arriba realizado. 

5.4 Fdificios con Glem8ntos rigidizantes 
Dent~o dt este conc(pto s~ 'incluy~n elementos tales como din 

gonales de contraventeo, tableros de tabique confinados por 1 N> • 

marcos o ligados de alguna manera adecuada a la estructura, mu--

• 
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ros continuos de 'concreto, etc. 
En muros o sistemas triangulados de pequeña altura en rela-~ 

ción con su longitud (digamos relaciones de altura a base igua-
les a 1/3), y cuya base se halle aproximadamente '*empotrada, la;._,
deformaciones debidas a esfuerzo cortante puro constituye el 85 
a 90 por ciento o aún más, dnl total, dependiendo de las condi-
ciones en los o:tros tres bor.des. Si esta aproximación se juzga -

• 
razonable, puede aceptarse la hipÓtesis de que la rigidez de en-
trepiso es independiente del sistema de fuerzas laterales y pue
de calcularse tomando en cuenta únicamente las deformaciones de
bidas a cortante. Para los casos que so muestran en las figs. --
5.9 a-e, es fácil demostrar que las rigideces de entrepiso·cstán 
dadas por las ecs. 5.33, 5.34 y 5.35, respectivamente. 

R = eGL/h (5.33) 

R = (Kc + Kt) cosa a. (5.34) 

R sen 2 (a. + Q) (5.35) = scn2 a. scn2Q 
Kc 

+ 
Kt 

En las ecuacione·s que anteceden, 

e = ?Spesor del muro, cm 
G = E/2 (l;t-'v), Kg/cma 
L = longij¡lid, cm 
h = altura, cm 

K
0

, Kt = rigideces de las diagonales de tensión y de compresión 
expresadas como el co~icnte de la fuerza axial entre la deforma
~ión correspondiente. 

K~= C/~ D
0

, Kt = T¡A :Dt, en Kg/cm. D
0 

y Dt son las longi tu des de 
l.ás diagonales de compresión y de tensión, respccti vamen te. l·l -
valuar Kc y Kt deberá tenerse en cuenta el área efectiva de cada 
diagonal (ver ref. 5.1, p. 39-41 ). 

Si la relación de altura a base es grande, las dcforlf¡:_ '·' · cm es
producidas por esfuerzos normalGs longitudinales que rGsultan en 
el voladizo vertical al cual se puede asimilar la cruj{a rigldi
zada, dar, lugo..r a dc.splazamiC'ntos laterales del mismo orrlr·n o ma 
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i 
yores que los caú,sados por las fuerzas cortantes en cada entrepi • 
so. A diferencia ~e estos 6ltimos, las pendientes debidas a de-

formaciones de flexión son acumulativas a partir del desplante -

(fig. 5.9). Esto ocasiona que la rigidez de entrepiso de tales
elementos dependa,jde la distribución de fuerzas laterales. Ade-

más, la interaq~ión con los marcos de la estructura altera la ri 

' gidez, princ,ipalmentc en los entrepisos superiores. 

Para analizar un edificio de acuerdo con el criterio señalado 

en el Art. 5.3, es necesario conocer la rigidez antes de obtener 

la distribución de las fuerzas horizontales, pero aquella es a -

su vez función de ésta 6ltima. Por consiguiente, en general será 

necesario proceder por iteración. Pueden ordenarse las operacio
nes en la siguiente forma. 

Supóngase una distribución arbitraria de cargas horizontales 

y de las fuerzas y momentos de interacción con el resto de la -
estructura. Con esta base obténganse rigideces.aproximadas, Es
tas se usarán para distribuir en cada piso la cortante sísmica-

, 
entre los elementos resistentes. A partir de los elementos meca 
nicos que resultan de esta distribución, puede hallarse la con
figuración deformada del muro y calcularse las fuerzas y momen
tos de su interé:lJcc:j:ón con la estructura (n una primera aproxima 
ción. El procesp descrito deberá repetirse hasta que los valo--

':;res ~l prjncipio y al final de un ciclo coincidan,. 

A fin de acelerar la convergencia conviene partir de una --
c~nfiguración que se aproxime a la definitiva. Para ello, en -
edificios de estructuración regular se recomienda acudir a pro
cedimientos semejantes a los que se describen en las ref. 5.4 a 

6.6. 

1 
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Dichos métodos se basan en idealiza.r--e:r-s~·-como- un t.w:o

unido a un sistema continuo q_1.·e rep·~esenta la r.ig1dez de ·entrL pi 

so de los marcos y la rigidez ar ... ~l.'l.r de las trabes qne concu--

rren -~~muro. El sistema de cargts se idealiza ~ambién como con

tinuo. Fn esta forma l.as ecuacio 1.es de equili brío y deformacl Ón

se convierten en m1a ecuación direrencial no homogenea, cuya so

lución proporciona una primera a:)roximación a la configuracJ.Ón-

deformada del muro. Esta. puede u·~ ilizarse para estimac1Ón de la

rigidez de entrepiso. Para ciert2s casos particulares de dlstri

bución de fuerzas laterales y de rigideces, las refs. 5.4 - 5.6 
presentan gráficas que permiten establecer la primera aproxima

ción a la rigidez. 

Se han propuesto además métodos de relajaciones para rf~soJ --·

ver el problema en cuestión ? :·1 ¡ ~ :§. Tales métodos se basan on 

considerar al muro como colmnna de gran rigidez y pueden tener -

en cuenta las deformaciones debidas a flexión y a fuerzas cortan 

tes,. Sin embargo, su utilidad es pequeña si no se introducen al 

gunos artificios para acelerar su convergencia 5:~. 

A continuación se presenta una solución q_ue ofrece ventajas -

prácticas y que se basa en las ecuaciones de equilibrio desarro

lladas al descri-bir el método de Maney-Goldberg. 

Considérese un edificio simétrico que tiene un muro continuo

de concreto en su marco central (ver fig. 5.10). Bajo la acción 

del sistema de fuerzas horizontales, los entrepisos se despl~:¿an 

lateralmente y todos los nudos gira~1. De esto resulta que parte

de la fuerza cortante Vn será resistida por los marcos y C'l r0s-

to por el muro. 

donde 

tidan 
S. t/J 

l 't'n 

+ vn 
n 

(5.J6) 

V' y V11 son las fuerzas cortant(~s en el cmtr.__.piso n ru;:L~-;
n n 

por el marco y t::l muro, respectivamente, 

es ~1 desplazamiento lateral del entrGpiso n y se acepta -



que la suma de riGideces de les entrepisos de todos los marcos -
paralelos al muro en cuestión, ~ se puede calcular por medio
de las fórmulas de V'ilbur· o alguna otra que la considere indepc!l .. 
diente de la distribucién de fuerzas laterales, la fuerza corta!l 
te resistida por los marcos es igual a 

( 5. 37) 

Además, al girar los nudos del muro en los extremos de todas las 
trabes que concurren a él, ya sea en su plano o ptrpendiculares
al mismo, se presentarán momentos flexionantes y fuerzas cortan
tes. A la suma de momentos de todos estos elementos mecánicos -
con respecto a un ejé normal al plano del muro que lo corte en -
la intersección del eje del muro con el plano horizontal del ni
vel n se le des~gnará ~' y está relacionado con el giro Gn 
del muro mediant~ ·, la siguiente ecuaci6n. 

(5.38) 

A K~ se le llamará rigidez de trabe. Su valor no es indepEndie!l 
te de la deformación de la estructura, pero puede calcularse de
manera aproximada suponiendo ~u8 los puntos de inflexión en las
columnas siguientes al muro y en las trabes siguientes al claro
adyacente al muro, están en su punto medio 5.~, ~· , :5 .-~? (ver fig. --

5.11). 

Se t.endrá en cuenta, además; que el desplazan{iento lateral Cjln 
del muro está constituido por la parte que se débe a deformácio
nes de flexión {ji~ y la debida a deformaciones de cortante, ·}tt ri · 
tales que 

La ec. (5.37) puede escribirse 

V ~hn = 2. ~h~~: f/Jn = r' r!/ nr n 

(5.39) 

(5.40) 

Por equilibrio del muro comprendido üntrc los niveles m J n se -

• 

• 
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tendrá 

+ L Nl
11 

= V h ··n . n n (5.41) 

• 
Combinando esta ecuación con las Gcs. 5.36, 5.39 y 5.40, se ob-
tiene 

Vnhn 1 11 

>t'l~ - + 1 + r ¡r - 1 n n 
r 1 

n rn 
11 

11 
Vnhn donde rn = eGLr~ (vtr (.C. 

0 11 
= 

'J ·. 
n 

La ec. 5.42 pucd~ expresarse 

dondE 

= a M + b ( Q + Qm) , n n n n 

r' + r 11 

n n 
r' r 11 

r1 n 

1 

L_JIIIII "n 

5.33) 

1+12a. EKm 
n n 

(5.42) 

(5.43) 

Si se e~3tablE;ce 1~ ecuación de equilibrio de-l nudo n de-l muro, 

teniendo en cuenta ( 5.1) se obtienE. la siguiente C;cuación, qut. -

es la correspondiente a la 5.10. 

[ 
2Km ( 2- 3 b ) + 2Km ( 2- 3 b ) +k t 1 -n n o o n + 

+ 2Km (1-3b )Q +2Km(1-3b )Q n n m o o o ( 5. 45) 

Las ces. 5.44 y 5.45 sirven d8 base- para el procedimiento q_ul 

a continuaci6n se d8scribe 5.9 



5.36 

Supóngase que la configuración r8al del marco suj~to a las 

fuerzas laterales Sé descompone en dos configuracionss, A y B .. 
fig. 5.12. La configuración A corresponde al mismo marco sobre -

el que actúa el sistema dado dé fuerzas horizontales y al qu8 se 

impone la condición de que el giro de los nudos del nivel supe-

rior, G.~.sea nulo. 
&.n. 

Cálculese ahora FGr con la ec. 5.45 y procédasc hacia abaj~ -

aplicando sucesivamente la misma ecuación. Al llegar al nivel d~ 

desplante no se satisfará ün general la condición de fronter2. -

Por ejemplo, si las columnas están empotradas en la cimentación

la condición correcta de frontera será G
0 

= O, mivntras que el -

resultado del análisis- propuesto sGrán en general G A :;' O. Ps --
o. 

simple obtener la configuración-correctiva que d~be supcrponeis~ 

a la ant~rior. F.n éfecto, supóngase ahora el mismo marco, sin -

las fuerzas latcral~s, ES decir) Vn = O para cualquier 0ntrspisc 

PártasC; de un valor arbitratio de GsB' por_ ejemplo G
8

B= 1, y de

termínese sucesivamente todos los giros hasta llegar a G B' ~m--, - o 
pleando la ce. 5.45 con los términos de carBa igual~s a coro. La 

configuración correctiva que debe introducirse es igual a la cor. 

figuración B multiplicada por ~n factor b tal que G
0

A+bG
0

B=O, y 
en general G = G A+ bG B" Una vez conocidos todos los O puc-n n n , n 
den calcularse los desplazamientos do entrepiso, t!J medianteY- n 
la E:.c. 5.44 ... ' 
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tendrá 

+ "")'" ~11 L =V h . n n (5.41) 

... 
Combinando esta ecuación c9n las ecs. 5.36, 5.39 y 5.40, so ob-
tiene 

Vnhn 
0'1~ - + 1 - 1 

r n 
11 

11 Vnhn donde rn = eGLr~ 

~~ 
= 

La ec. 5.42 puede expresarse 

donde 

a = n 

r' + r" n n 
r' r 11 

n: n 

1 

1 11 
+ r ¡r n n 

1 

rn 

(ver ce. 

L. rvr~ 

5.33) 

1+12o. EKm 
n n 

(5.42) 

(5.43) 

Si se establ~ce 1~ ecuación de equilibrio del nudo n del muro 1 

teniendo en cuenta (5.1) se obtiene la siguiente 0cuación, que

es la correspondiente a la 5.10. 

[ 
2Km (2-3b ) +2Km (2-3b ) -n n o o +k~ 1 + 

+ 2Km (1-3b )G +2Km(1-3b )G n n m o o o ( 5. 45) 

Las ces. 5.44 y 5.45 sirv8n de base para el proced1micnto qu( 
a continuaci6n se düscribe 5.9 
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5.36 

Supóngase que la configuración real dGl marco suj8to a las 

fuerzas laterales s~ descompone en dos configuraciones, A y B 

fig. 5.12. La configuración A corresponde al mis;o marco sobr~ -

el que actúa el sistema dado dé fuerzas horizontales y al qu0 se 

impone la condición de quE el giro de los nudos del nivel supe-

rior, G.~.sea nulo. 
&.1"1. 

Cálculese ahora FGr con la ec. 5.45 y procédas8 hacia abaj~ -

aplicando sucesivamente la misma ecuación. Al llegar al nivel d~ 

desplante no se satisfará Gn general la condición de frontcrG. -

Por ejemplo, si las colunmas están empotradas en la cir.tcntación

la condición correcta de frontera será G
0 

= O, mi0ntras qu€ el -

resultado del análisis propuesto sGrán en general G o A ::' O. Fs -

simple obtener la configuración correctiva que debe supcrponcrs~. 

a la ant~rior. F.n ~fecto, supóngase ahora ~1 mismo marco, sin -

las fuerzas latcral~s, €S decir, Vn = O para cualquier ~ntr~piso 

Pártas~ de un valor arbitratio de QsB' por ejemplo G
8

B= 1, y dc

term{nesG sucesivamente todos los giros hasta llegar a GoB' ~m-

pleando la ce. 5.45 con los términos de carga igual~s a cero. La 

configuración correctiva quG ~0bc introducirse es igual a la cor. 

figuración B multiplicada por un factor b tal que G A+bQ B=O, y . o o 
~n general Q = Q A+ bG B" Una vez conocidos todos los O puc-n n n . 1 n 
den calcularse los desplazamientos do entrepiso, tlj mtciia.nteY- n 
la e e . 5 • 4 4... ' . 

• 

' 
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RESUMEN 

Se presentan las investigaciones encaminadas a correlacio-

ner las magnitudes de temblores y sus distancies focales con los movimien 

tos del terreno en una estaci6n y con los espectros medios de respuesta. 

Se formula un modelo probabilístico para predecir las intensidades s{smi-

cas y ~a nresP.ntan les bases de los criterios de optimizacicSn del diseño 

necesArias para la seleccicSn del espectro de diseño. Se señalan los pun-

tos oue requieren llevar a cabo estudios amplios. 

\. ,'' 



ABSTRACT 

A súmmary is presented of previous research leading to cor 
relate earthquake magnitude and focal distance with ground motion at a 

station and with average ordinates of response spectra. A probabilistic· 

model is formulated for predicting seismic intensittes, and the bases are 

presented of optimization criteria needed for selection of the design 

spectra. A review is made of points 'requiring'further study. 
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1. IN1ROOUCCION 

Para fines de diseño sísmico, es necesario predecir estadía 

ticamente la forma de los espectros correspondientes a distintos grados de, 

~mortiguemiento. Para un sitio dado, dicha predicci6n debe basarse en el 

conocimiento de las características de los temblores que pueden afectar el 

lugar, y de la probabilidad de que ocurran. Solo en ~cesiones excepcionales 

se cuenta con datos instrumentales suficientes que describan cuantitativa-

menta el movimiento del terreno para los temblores ocurridos en el lugar 

de tnterés. Por ello resulta imposible basar la predicci6n· estadística de 

la forma de los espectros exclusivamente en el análisis de espectros cale~ 

lados a partir de registros locales de·temblores. En la mayor parte de los 

cnsos,ni siquiera se tiene informaci6n estadística sobre datos relativame~ 

te burdos, tales como las intensidades o las máximas aceleraciones del te-

rreno durante los temblores ocurridos en intervalos de cuando menos varias 

décadas. En el mejor de los casos se cuenta cOn datos de magnitudes de tem 

blores ocurridos en la'vecindad del lugar para el cual se desean proponer 

' . ' 

espectros de diseño. 

1 l -, 
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En este trabajo se aprovecharán las correlaciones que se 

han establecido entre las ordenadas espectrales y los máximos valores abso 

lutos de la aceleración, la velocidad y el desplazamiento del terreno, y 

entre estos y la magnitud y distancia focal del temblor1- 5• 

Puesto ~ue las observaciones a que se ha acudido se ven 

afectadas por una multitud de variables, tales como el terreno local, las 

formaciones geológicas que deben atravesar las ondas sísmicas, el mecani! 

mo del movimiento y muchas otras, las correlaciones mencionadas se caree-

terizan por una gran dispersión. En particular, se ha controlado parcial-

mente la variabilidad debida a la naturaleza del terreno local, restringien -
do el alcance de los estudios a lugares con terreno de dureza media, del 

orden de la de conglomerados compactos. 

De mayor significación que la que se acaba de describir, as 

la incertidumbre asociada a la magnitud y localización de los temblores 

que pu~den provocar respuestas elevadas da las estructuras construidas en 

un lugar dado. A tal grado es importante este última incertidumbre, que 

en. comparación con ella, la que proviene de la propagación da las ondas 

sísmicas puede ignorarse en muchos problemas prácticos de diseño~? Tal es 

el criterio que se adoptará en el presente estudio. 

Este trabajo presenta las relaciones entre las ordenadas es -
pectrales y la amplitud del movimiento del terreno, y entre esta y la mag-

nitud y distancia focal del temblor. Posteriormente formula un modelo p~ 

babilístico para describir el.proceso de ocurrenciA de temblores de diver 
' -

ses magnitudes en la vecindad de una estación dada. A partir de aste moda -
lo y de las correlaciones anteriores, se deduce otro que incluye la dis-. · · · 

' tribución probabilística de las solicitaciones significativas en diseño 

sísmico en la estación, para un intervalo especificado de tiempo, y se 
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hace depender el diseño de las solicitaciones que corresponden a un tiempo 

de recurrencia dado. La última parte describe someramente los criterios de 

optimizaci6n en que se funda la elacci6n del periodo de recurrencia de la 

solicitaci6n de Qiseño. 

2. RELACION ENTRE.LAS ORDENADAS DE ESPECTROS ELASTICOS Y LA AMPLITUD DEL 

MOVIMIENTO DEL TERRENO 

Se han propuesto diversos criterios para predecir las arde 

nadas espectrales cuando se conocen los valores máximos obsolótos de la 

aceleraci6n, velocidad y desplazamiento del terreno durante un temblor~• 2 • 5 • 8 

8 
Algunos se refieren a diversos tipos de temblores, de acuerdo con la re~ -
laridad y duraci6n del movimiento en la estac16n. En este trabajo limitara -
mas nuestra atenci6n a los temblores de duraci6n moderada (varias decenas 

de segundos), registrados sobre terreno de dureza media, a distancias ep! 

centrales menores de 1.000 km. Los acelerogramas de dichos movimientos son 

más o menos ca6tioos, y justifican el empleo de resultados te6ricos que 
- , 

provienen de idealizar los temblores como procesos estocásticos. 

En los casos que nos interesan, presenta ventajas represe~ 

tar los espectros en el trazo logarítmico en cuatro direcciones que mues-

tra la fig 1. Gracias a la relaci6n entre los espectros de aceleraciones 

(A(T), T • periodo natural), seudovelocidades (V(T) • A(T)/p, p • 2 v /T) 

y seudodesplazamientos (D(T) e A(T)/p2), es posible leer las ordenadas de 

cualquiera de ellos en la misma figura, empleando las lineas de referencia 

que corresponden al espectro de inter~s. En la fig 1 se trazaron tres 1!-

neas, paralelas a las referencias correspondientes, que representan los 

máximos valores absolutos de la aceleraci6n, velocidad y desplazamiento 

del terreno. Al -conjunto de estas tres lineas lo designaremos envolvente 
'• 1 

del movimiento del terreno. De acuerdo con la ref 3, ea posible acotor las 
r ~ , '

' ' 

t-
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ordenadas del espectro medio sin amortiguamiento mediante tres lineas, p~ 
. .','. 

ralelas a les que ·se acaban de describir, y tale's que la máxima acelera~ 
' -

ci6n espectral resulte igual a 4 veces la aceleración máxima del terreno; 
' ·. 

la máxima velocidad espectral igual a 3 veces la máxima velocidad del te-

rreno; y el máximo desplazamiento espectral igual a 2 veces el máximo des 
r ' •, ' • L 

plazamianto del terreno. Para amortiguamientos da~ or~en de 0.05 a 0.10 

del crítico, los factores,anterioras_seyuelven 2, 1.5 y 1, y para amort,! 

guamiantos de 0.20 a 0.25 del c~íti~, resultan prácticamente iguales a , 

la unidad. 

Oel análisis. da_· algunos espectros de temblores registrados 

en la costa occidental de los Estados Unidos de Nortaamárica, la ref 2 

concluye qua la esperanza de O (T, ~- ), ordenada del espectro de desplaz! 

mientas para el periodo natural, .T y amortiguamiento ~ expresado como fra~ 

Ó i r-0.4 ci n del cr tico, es proporcional a ~. , , siemp~e que ~~ 0.02. Esta 

ley, obtenida en forma casi empí~ica, .concuerda da manera muy satisfacto

ria con la que se deduce teóricamente de un análisis probr;..bilístico de 

las raspuestas.a mo~imientos astocásti~~ da intensidad uniforma por uni

dad de tiempo (_ruido blanco uniforme) •. La ac ~-.as una aproximación . a la · . 

relación teórica que, se menciona. ,) l• 

g f~: ~o~ • (1 + 0.6 h s)-0.4S 

,. o 
. , 
'' 

( 1) 

En asta ecuación, O (T,O) es la esperanza del espectro sin amortiguar, 

h • 2i~ /T, .y~ as la duración del movimiento uniforma. Comparando con 

los espectros de temblores registrados en la costa occidental de Estados 

Unidos, se encuentra una coincidencia sumamente satisfactoria si se toma 
' ''( - ' 

una duraci6n da movimiento uniforma, equivalente a los sismos reales, 

igual a 12.5 sag, qua es del orden de la mitad dela"fase sensible de di-

,. ·--- .... ~ 
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chos temblores. 

Las relaciones mencionadas se han propuesto para la espe-
. . 

ranza o vnlor mepio de las respuestas. Las envolventes de los espectros 

de desplazamientO, son más sensibles al grado de amortiguamiento que lo 

que indica la ec 2~ Las relaciones en.estudio son tambi~n válidas con re-

ferencia a las ordenadas de los espectros de aceleraciones para diversos 

amortiguamientos,· salvo en el intervalo de periodos muy breves, ya que la 

aceleraci6n espectral p~ra.cualquier'valor' de e tiende a la máxima acele-

raci6n del terreno cuando T tiende a cero. 

La validez de la ec 1, y por tanto de la proporcionalidad 

inversa entre la respuesta y la potencia 0.4 del grado de amortiguamiento, 

está limitada a movimientos sísmicos de naturaleza ca6tica, tales como los 

que se registran en terreno duro .. a distancias focales no mayores de unos 

cuantos cientos de kil6metros. Esto define el rango de aplicabilidad de 

las recomendaciones de este trabajo. 

Basándose en los conceptos anteriores, la ref 5 propone el 

procedimiento.que a continuaci6n se describe. Sup6ngase en la fig 1 que 

la envolvente del movimiento del terreno representa el espectro de acele-

raciones para e= 0.25. Para periodos mayores que r, S 2 ~v/a, donde~ 

y ~ son respectivamente máxima velocidad y aceleraci6n del terreno, las 

aceleraciones espectrales para diversos grados de amortiguamiento pueden 

tomarse iguales a las seudoaceleraciones p2 D (T, e ), siendo p ~ 2 ~/T. 

En este rango, D (T, C ) puede obtenerse a partir de la ec 1, aprovecha~ 

do la proporcionalidad inversa entre los desplazamientos espectrales y la 

potencia 0.4 del grado de amortiguamiento. El periodo .T 1 es el definido por 

la intersecci6n de las líneas que representan la máxima aceleraci6n y ve12 

cidad del terreno. A la izquierda de este valor, la diferencia entre los · 

r 
¡ 
' 
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espectros de aceleración y seudoaceleración invalida la ec 1. Un análisis 

aproximado de los espectros disponibles lleva a la conclusi6n-de que, cua! 

quiera que sea el valor de C__ , el espectro de aceleraciones puede aproxi-

marse.en papel aritm~tico mediante una parábola de segundo grado en el in-

tervalo O S T S T1, con v~rtice en T1• 
'-' ~ 

En la fig 1 se comparan los espectros medios, calculados 

con este criterio, y sus envolventes, de acuerdo con el criterio de la 

ref 3, con los espectros correspondientes para el temblor de El Centro, 
l 

California (1940). Para la comparación, se supuso~ m 20 seg, ya que el 

temblor en cuestión tuvo una duración apreciablemente mayor que el prome-
\. -· 

dio de los que se analizaron con s a 12.5 seg. 

3. RELACION ENTRE MAGNITUD, DISTANCIA FOCAL Y MOVIMIENTO DEL TERRENO EN 

UNA ESTACION 

La construcción de espectros, según el criterio que se pr~ 

pone, requiere el planteamiento de expresiones para el cálculo de la ace-

leraci6n, velocidad y desplazamiento máximos del terreno en funci6n de la 

magnitud y la distancia focal, que son las variables qu~ se tomarán como 

significativas. Dichas expresiones, tomadas de l·a ref 5, son las ·siguien-

tes: 

a = 

V "" 

d ,. 

2000 eO.BM R-2 

16 
M R-1.? e 

? e 1.2M R-1.6 

,e• 

(2) 

(3) 

(4) 

En ettas ecuaciones 

a 

d 

h 

M 

máxima aceleraci6n del terreno en la estación de interés (cm/seg2) 

máximo desplazamiento del terreno (cm} 

profundidad focal (km) 

magnitud del temblor9 

e 

t 

B 

p 

r: 
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R 2 2 2 1 

(x ·+ h + r )~ = distancia focal corregida 

r constante empírica, que en este estudio se tomará igual a 20 km 

v máxima velocidad del terreno (cm/seg) 
1 

x dista9tia epicentral (km) 

Las ecs 2 a 4 se dedujeron a part~r de los siguientes grupos 

de datos: 

a) Una serie de temblores en la costa occidental de Estados Unidos 

registrados por estaciones del "United States Coast and Geodetic Survey" 

, empleando Rceler6metros estándar de torsi6n con periodos naturales de al-

rededor de 0,05 seg. Las aceleraciones máximas se obtuvieron directamente 

de la ref 12. Las velocidades máximas se estimaron a partir de los datos 

de intensidades en grados de la escala de Marcalli modificada (MM) ahí 

consignados. Se acept6 para ello la relaci6n entre la velocidad máxima 

del terreno y la intensidad MM que a continuaci6n se propone, con base en 
' 

las conclusiones de la ref 10. 

o, aproximadamente, 

I a 3.84 + 3.32 log10 V 

1 • lag 14 v 
log 2 

(5) 

(6) 

b) Un grupo de temblores en la costa occidental de Estados Unidos, 

registrados por estaciones del laboratorio sismol6gico del Instituto Tec-

nol6gico de California con aceler6metros estándar USCGS. Las aceleraciones 

máximas del terreno se obtuvieron directamente de la ref 11. Las velocida-

des máximas se dedujeron a partir de las intensidades espectrales con amo! 

tiguamiento igual a 0.2 del crítico consignadas en la misma publicaci6n, 

-suponiendo que entre los periodos 0.1 y 2.5 seg, la velocidad media del es 

pectro con el amortiguamiento citado es igual a la velocidad máxima 'del te 

rreno, 

t ¡ 

,, 
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) 13 e Datos sobre intensidades MM de temblores mexicanos • A partir 

de ellos se estimaron las velocidades máximas del terreno, empleando la 

ec 5. 

4. SISMICIDAD LOCAL 

Como se ha mencionado, la descripción de los valores máximos 

que pueden adquirir en el lugar de inter~s los parámetros significativos 

para diseño sísmico, se basará en su correlación'con las magnitudes y ceo! 

denadas focales de los temblores que puedan originarse en las cercanías. 

Dada la gran incertidumbre asociada a cualquier intento de predicción de 

las cara"cterísticas de temblores futuros, es necesario describir la sism!, 

cidad de una zona como proceso estocástico. Describiremos la sismicidad 

local de una zona mediante un modelo probabilístico que represente las P2 

sibles magnitudes y localizaciones de los temblores que puedan originarse 

en la zona. 

Supóngase en la fig 2 que el punto A representa la estación 

o lugar en el cual se piensa construir una estructura, y que la parte so~ 

breada B representa una zona donde pueden generarse temblores que afecten 

las estructuras construidas en A. Estableceremos el modelo probabilístico 

de la generación de temblores en la zona B. Posteriormente se deducirá el 

modelo que represente lo que ocurre en el punto A, considerando el efecto 

de todas las zonas semejantes a B que se encuentren en la proximidad de A. 

Supóngase que B tiene área unitaria. Designaremos con 

NM (t) la variable aleatoria que representa al número de temblores de mai 

nitud por lo menos igual a M generados en la zona B durante el tiempo t. 

Aceptaremos además que si t 1 y t 2 son dos intervalos de tiempo que no se 

traslapan, NM (t1) y NM (t2) son estocásticamente independientes, o sea 

que las probabilidades de temblores futuros no se alteran por lo que haya 

- .-"' -... ----

r 

¡, 
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ocurrido hasta el presente. La hip6tesis anterior implica que NM (t) tiene 

distribuci6n de Poisson, es decir, la probabilidad de que NM (t) adquiera 

. 1 d . b' 14 e1 '/<l or n pue e escr1 1rse • 

P [ NM ( t) = n] :s _e -_>._M_t_n~~~A.:.:.M.-~""")_n (?) 

donde AM es el número medio anual de temblores por unidad de área cuya 

magnitud excede a M. 

Se han obtenido expresiones que permiten calcular AM para 

áreas unitarias localizadas en distintas zonas del mundo. Con la salvedad 

del intervalo de magnitudes excepcionales, mayores de 8.5, tales expresi2 

nes son de la forma 

(a) 

donde a y~ son parámetros empíricos. La tabla 1 muestra sus valores para 
1 

algunas zonas de Norteam~rica, indicadas en la fig 3. Para zonas relativ~ 

mente amplias, los valores de a y ~ pueden obtenerse mediante ajustes a 

los datos de observaciones, por mínimos cuadrados. En algunas zonas de di 

mansiones reducidas, digamos de 600 a 800 km de diámetro, que es el orden 

de la dimensi6n de la zona cuya sismicidad puede afectar apreciablemente 

las construcciones localizadas en su centro, los datos estadísticos quizá 

son insuficientes para calcular a y {3 • Esto puede ser particularmente 

cierto en zonas de baja sismicidad relativa, para las que la observaci6n 

de que en los últimos 50 a 100 años no ha ocurrido ningún temblor lleva 

frecuentemente a la conclusi6n errónea de que en dicha zona no es necesa 

rio diseñar para sismo. La determinaci6n de a y ~ en estos casos debe 

hacerse tomando en consideraci6n, además de los datos estadísticos, si 

los hay, aspectos tales como las características geotect6nicas de la zona, 
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y su similaridad con otras regiones mejor estudiadas. La Estadística Baya

siena, fundamental en la moderna Teoría de Decisiones, engloba el mecani~ 

mo formal para asimilar la informaci6n que proviene de las diversas fuen-

. 15 16 Q tes menc1.onadas ' , En lo que sigue, supondremos (Í y fJ conocidos, 

Si en la ec ? hacemos n Q O, obtenemos 

(9) 

es decir, la probabilidad de que en el área unitaria en cuesti6n no ocurra 

ningún temblor cuya magnitud exceda a M durante el intervalo t. Visto de 

otra manera, si T es el intervalo (variable aleatoria) que transcurre entre 

dos temblores consecutivos cuya magnitud excede a M, la probabilidad dada 

por la ec 9 es la de que T ~ t. A la esperanza de T se le designa periodo 

14 de recurrencia de la magnitud M y puede demostrarse que vale 1/ A M • 

Es importante observar que las ecs ? a 9 implican que, 

cualquiera que sea el valor de M, siempre encontraremos una probabilidad 

no nula de que ocurra cuando menos un temblor, cuya magnitud exceda a M 

durante cualquier intervalo t diferente de cero. Es decir, desde el punto 

de vista práctico, no existe una cota a la magnitud máxima que pueda ocu-

rrir en una cierta zona. Ello justifica que al elegir el temblor de dise-

ño no pensemos en el máximo posible, sino en el asociado a un cierto pe-

riada de recurrencia. 

5. DISTRIBUCIDN DE LOS PARAMETROS DE DISEÑO SISMICO 

Volviendo nuestra atenci6n a lo que ocurre_ en el punto A, 

supongamos que Y es el valor de una cualquiera de las variable aleatorias 

significativas para diseño (aceleraciones del terreno, ordenadas espectra-

les para un cierto periodo de vibraci6n, intensidades MM). El diseño se 

basará en el valor l de Y cuyo periodo de recurrencia es el especificado. 

.. -
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A Y se le designará en lo que sigue intensidad, y puede medir cualquier p~ 

rámetro significativo para diseño. 

Si se supone que todos los temblores que se originan en la 

zona 8 tienen la misma profundidad focal, y 8 es suficientemente pequeña 

en planta, puede calcularse el valor de A
8

, distancia efectiva entre A y 

el foco de cualquier temblor originado en B. Si M (y, A) es una magnitud 

tal que a la distancia efectiva A la intensidad es mayor que l• y si 

N (t) es el número de temblores cuya intensidad excede del durante el 
y 

tiempo t, se concluye que P [N~ ( t) • n] • P [ NM(y, As) ( t) .. n] , es d!, 

cir, que N ( t) es un proceso de Poisson de parámetro ~y dado por la eCU!, 
-Y 

ci6n 

( 10) 

donde a 
8 

y {3 
8 

son los valores que adquieren los parámetros que definen 

la sismicidad local de la zona 8 (ec 8). 

Si en la cercanía del punto A existen diversas zonas sísmi 

cas, con distancias efectivas A1, áreas Ai y parámetros ai y {3i, y si 

existe independencia entre los temblores que se originan en cada una de 

las zonas, se demuestra 14 que N (t) tiene distribuci6n de Poisson con 
y 

' - ~ i M (y' Ri) " .. ¿ ai e 
y i 

( 11) 

Supongamos que l puede expresarse, de acuerdo eón las ses 

2 a 4 para,!,~ y E• de la manera siguiente: 
. kM -q 

y • e e A 
•• ' 1 \ \ '\ • ~ 

(12) 

La ec 11 se convierte en 

)..y -~"1 U] -{3/k. R-o,{J/k ( 13) 

¡ 
1' 
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En muchos casos resulta razonable estimar ~ , de acuerdo 
', '. ' y ': 

con la ec 13, a·· partir de alguna de las siguientes hipótesis o de una com 
. ' 1? 

binación de ellas : 
';' 

a) Sismicidad uniforme alrededor de la estación . 

b) Sismicidad uniforme a lo largo de una recta que dista x de la es 

tación 

En el,primer caso, la ec 13 se convierte en la siguiente: 

oo 271' -/Uk -ql3/k 
~y=f'AM(y,R)dA=f fa(f) R xd8dx (14) 

o o 
• ' ~ ' J 

Despu~s de integrar, se obtiene 

-¡3/k 
_ 7Ta(y/c) 2 2 (1-qf3/2k) 

'Ay- q/3 (h +r ) , 
--1 
2k 

(15)· 

En relación con el caso b), supóngase la sismicidad distri 

buida uniformemente a lo largo de una falla recta de longitud L, situada 

de tal manera con respecto a la estación que la normal que va de esta a 

la falla la interseque en su extremo, Otro~.casos.pueden resolverse por 

superposición. 

Si ahora ~ M designa el número medio anual, por unidad de 

longitun, de temblores cuya magnitud excede de M, y suponemos que todos 

ocurren a la profundidad h, se obtiene 
" ~ ' '· ' . ' 

' 1 
'A Y .. a (y 1 e)- 13 /k L ( 1 - q 13 /k l J 

. o 
( 2 2)-q 13 /2kd (16) y +u. u 

donde y 2 .. 

x .. distancia de la estación a la falla, medida normalmente a esta. 
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La integral que aparece en la ec 16. no puede efectuarse en 

forma cerrada. Por ello se integr6 numéricamente para diversos valores de 

los parámetros y y q /3 /2k. Los resultados se muestran en la fig 4. 

6. APLICACIONES 

1. Determinar las envolventes de los espectros medios que corres-

penden a intensidades con periodo de recurrencia de 100 años, en el lugar 

de desplante de una estructura que se encuentra en una zona de sismicidad 

uniforme, de acuerdo con la ec 8, y los siguientes datos: 

h = 20 km 

r ... 20 km 

a=3 

{3 111 2.4 

De acuerdo con las ecs 2 a 4 

e = 2000 a 

e = 16 
V 

k = o.s 
a 

k .. 1.0 
V 

q = 1.? 
V 

La condici6n de diseñ¿, es decir, el periodo de recurren-

cia de 100 años, implica ·).Y :a 0.01. Qespejando.l de la.ec 15 y sustituye!!. 

do los valores de ca' ka y.qa,.se obtiene 

a ,.. 180 cm/seg2 

y en forma semejante 

d :a 37 cm 

v ... 12.5 cm/seg 

Estos tres valores se emplearon para trazar la envolvente 

del movimiento del terreno en la fig Sa. La envolvente del espectro medio 

elástico, sin amortiguamiento, consta de tres rectas paralelas a las que 

representan los valores de~~·~ y~· y se obtuvo multiplicando este~ últi 
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mas por 4, 3 y 2~ respectivamente. 

2. Reso~ver el problema anterior, suponiendo que los temblores se 

originan a lo largo de una falla de 2.000 km de longitud, distante 45 km 

de la estaci6n y dispuesta simétricamente con respecto a la normal a la 

falla, trazada desde la estaci6n. Sup6ngase además ha 18 km, a D 1.18, 

/3 = 1.'5. El problema equivale a considerar el efecto de la mitad de la 

falla y multiplicarlo por 2. Alternativamente, puede tomarse L a 1.000 km 

y d,efinir la intensidad de diseño como aquella para la que 

Procediendo de esta manera, se obtiene 

2 2 2 
= 18 + 45 2+ 20 - 0.00274, 

1000 

A ... o.oo5. 
y 

Oe la fig 4, con este valor de y se obtiene, sucesivamente, 

para la integral de la ec 16'. 

para aceleraciones, q (3 /2k 111 1.88, I ... 2380 

para .velocidades, q f3·./2k "" 1.28, I .,. 102 

para desplazamientos, q {3 /2k .. 1.00, I ... 26.9 

Despejando l en lá ec 16 y trabajando sucesivamente con 

aceleraciones, velocidades y desplazamientos, resulta 

a= 95 cm/seg2 , v .. 10.6 cm/seg, d m 30.7 cm 

Estos valores se representaron en la fig 5b 9 al igual que 

los de las envolventes del espectro medio elástico sin amortiguar, obteni 

dos como en el primer ejemplo. 

7., OPTIMIZACION DEL DISEÑO SISMICO 

En vista de que es imposible acotar la intensidad máxima 

que puede ocurrir en una estaci6n dada, la elecci6n del temblor de diseño 

debe considerar explícitamente una probabilidad de falla. Dicha probabili-
-í-

dad debe proponerse a partir de-una comparaci6n entre los costos de estruc 
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turas diseñadas~ con distintos factores de seguridad, las esperanzas de los 

costos actualizados debidos a las posibles fallas y los beneficios actua 

!izados que se obtengan durante el tiempo en que la estructura est~ en 

servicio. 

Se supondrá, para simplificar, que se conoce en forma de-

terminística la resistencia de la estructura, es decir, se aceptará que 

existe para cada estructura una intensidad l debajo de la cual la estruc-

tura no sufre daños, pero falla arriba de ella. Entonces diremos que y es 

1a·resistencia de la estructura. Dicho criterio se justifica en muchas s! 

" tuaciones prácticas, en vista de que la incertidumbre asociada a las pro-

piedades de la estructura es de poca cuantía en comparaci6n con la de las 

características de temblores futuros. Se ignorará tambi~n la posibilidad 

de falla en diversos modos o de diversos grados de daño. La ref 15 presa~ 

ta un tratamiento refinado que incluye los conceptos mencionados. 

De lo anterior se deduce que la probabilidad de falla por 

sismo de una estructura de resistencia y durante el intervalo t es igual 

a la probabilidad de que durante dich9 intervalo ocurra cuando menos un 

temblor de intensidad 
A- t 

Y~ y, es decir, 1- e- Y. , y la probabilidad de 

supervivencia será e-
Ay t 

Nuestro problema es obtener el valor 6ptimo 

de y. A este corresponderá una A.y, y por lo tanto un periodo de recurren 

cia. 

El objeto del diseño es~ructural es la o.ptimizaci6n de las 

utilidades actualizadas que se derivan de la construcci6n_y funcionamien-

to de las estructuras. Las utilidades se componen de la suma de t~rminos 

positivos (beneficios) y negativos (p~rdidas, costos), y deben medirse e~ 

pleando una unidad adecuada. En ciertas circunstancias, los posibles com-

portamientos estructurales implican únicamente utilidades que pueden me-

¡ 
¡ 
1, 

1 
r 

l 
1 

1 

t' 

f. 
1 

l 

f· 
1 
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dirse objetivamente en unidades monetarias. Entonces decimos que el probl~ 

ma es lineal en dinero 16 • 18• Muchos casos de inter~s para ingenieros civi~ 

les quedan fuera de esta condici6n. Las posibles respuestas estructurale-s 

pueden incluir beneficios y párdidas no cuantificables objetivamente en d! 

nero. Tales son la p~rdida de vidas humanas u obras de arte, la significa 
. -

ci6n social de una obra o el desprestigio para el constructor o el gobie! 

no. En tal caso, el encargado de establecer la decisi6n de diseño debe de 

'finir una escala que refleje su preferencia, asignando una unidad común 
. 19 

para medir las utilidades ligadas a cada evento. La escala de utilidades 

es subjetiva: la soluci6n 6ptima para el dueño no necesariamente lo es para 

el diseñador o para la sociedad. 

Una vez establecida la escala de utilidades, el problemá ~e 

optimizaci6n consiste en maximizar la cantidad 

E (U) a E (8) - E (e) - E (D) ( 17) 

donde E (X) significa esperanza de X; U, 8, e y O son los valores actuali 

zados de utilidad, beneficios, costo de construcci6n y costo de falla. 

Si la actualizaci6n se supone proveniente de una tasa cons 

tante de interés compuesto continuo,puede escribirse 

(X) 

E (8) ... f E (b (t)] _e- lit L (t) dt 
o 

(18) 

donde b(t) representa los beneficios por unidad de tiempo, v es la tasa 

de interés y L (t) es la confiabilidad o probabilidad de que la estructu-

ra esté en servicio en el instante t. De igual manera 

(X) 

E (e)"" J E[c (t)] e-"t L (t) dt 
o 

( 19) 

donde e es el costo de construcci6n (incluyendo el de diseño y supervisi6n) 

por unidad de tiempo; y 
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(X) 

E (O)"' 1 E [d (t)] p (t) e-vt dt 
o 

(20) 

donde d (t) es e1 costn de la falla si ocurre en el instante~· y p (t) la 

probabilidad de que ocurra en el intervalo (t, t + dt). 

Con frecuencia, la ec 19 puede remplazarse por una estima-

ción determinística de C, en la que la actualizaci6n cubre un periodo tan 

corto que no es significativa. 

De acuerdo con el modelo adoptado, L (t), la probabilidad 

de que la estructura subsista despu~s del instante t vale 

L ( t) = P [ T ~ t] a e -Ay t 
(21) 

donde T es el tiempo transcurrido hasta la falla. 

El valor de p (t) resulta 

d [ ) -Ay t p ( t) .,. dt 1 - L ( t) ... AY e (22) 

El problema de optimización consistirá entonces en expre-

sar las esperanzas de C, 8 y O en función de y, la resistencia de la es-

tructura, sus~ituir en la ec 1?, y obtener el valor de l que maximiza a 

~ (v). ,Esta será la intensidad de diseño. 18 •20 Las refs 15, 20 y 21 plan-

tean el proble~a de optimización para s~tuaciones más generales que inclu 

yen diversas alternativas de inversión y actualizaci6n, así como diversas 

clases posibles de daño. 

8. COMENTARIOS FINALES 

Se han descrito los fundamentos para elegir los parámetros 

de diseño sísmico a partir de la información sismológica disponible. A P! 

sar de la utilidad inmediata que el criterio puede representar, conviene 

citar aspectos que ameritan amplios estudios. 
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8.1 Sismicidad local 

Se hizo notar que es frecuente la escasez de datos estad{s .,--, 
ticos suficiente~ para estimar la sismicidad de distintas zonas y se lla-

mó la atención ha9ia la necesidad de asimilar la información proveniente 

del conocimiento de las características geotectónicas de la zona y de su 

relación con la sismicidad, tal como la hemos definido. Desgraciadamente, 

dicho conocimiento, así como su- interpretación en los términos que nos i~ 

teresan, están muy lejos de llevar a conclusiones congruentes: tiene aún 

excesiva importancia el factor subjetivo. Los estudios'que se hacen en al 

gunos lugares sobre predicción de temblores deben arrojar luz sobre este 

aspecto. 

8.2 Distribución de las respuestas a temblores 

Los criterios propuestos permiten estimar la esperanza de 

las respuestas estructurales a temblores definidos por ciertos parámetros 

sencillos, tales como la intensidad MM, o la envolvente del movimiento del 

terreno. Es ra7onable b~sar el diseño en dicha esperanza en la,mayor par-
, .. 

te de los casos prácticos, ya que la varia,ncia de la relación entre la 
' 

respuesta estructural máxima y su esperanza durante un temblor es en gen~ 

ral despreciable comparada con la de la intensidad máxima durante ,_tn pe-

. d "f" d 6 •7 
r~o o especl·lca o. 

8.3 Efecto del suelo 

Se hizo notar la dispersión en las correlaciones entre man 

nitud y movimiento del terreno en la estación y se señaló la influencia que, 

entre otros factores, pueden tener el terreno_local y el comprendido entre 

la estación y el foco. A pesar de la selección que se ha hecho en este tra 

bajo y en la ref 5, la variedad de las propiedades de los suelos es excesi 

va. La única manera de salvar este obstáculo es aumentar el acervo de da-
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tos instrumentales, principalmente de temblores intensos sobre distintos 

tipos de terreno, y estudiar su correlación con diversas propiedades intrín 

secas d l t . 1 22 e ma er~a • 

8.4 Propiedades de la estructura 

Se simplificó ·el-problema al suponer conocidas las propia-

dadas de la estructura. Al emplear para diseño el criterio establecido, d~ 

be considerarse la influencia de posibles variaciones en la capacidad, amo! 

tiguamiento, periodo natural y otras propiedades significativas de la estruc 

tura, con respecto a las supuestas en diseño. 

8.5 Espectros inelásticos 

Los espectros cuyas envolventes se estiman en este trabajo 

pueden reducirse-de acuerdo con la ductilidad de la estructura, según se 

propone en la ref. 4. 
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Tabla 1 

PARAMETROS OE LA SISMICIDAO LOCAL 

Regi6n a . (3 

1 20.7 2.82 

2 1. 95 2.34 

3 9.23 2.72 

4,5,7,8,9 0.25 2.81 

. 
6 14.0 2.!j8 

10 1.10 2.78 
. 
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APENDICE 

Ejemplo de optimizaci6n 

Sup6ngase que en la estaci6n del ejemplo 1 de la página 13 

se construirá una estructura de acuerdo con las siguientes condiciones: 

a) El periodo fundamental-de la estructura se encuentra comprendi-

do entre T
1 

y T
2 

(fig ~). Por lo tanto, el parámetro significativo para 

diseño será la máxima velocidad espectral. De ahí que tomemos 

de 

y = máxima velocidad del terreno para la que se diseñará la estruc 

tura. 

e = 16,, k = 1, 
' ! :. 

b) El costo de la estructura se liga con la intensidad de diseño 

acuerdo con la relaci6n 

e = e ( 1 + g y) 
o 

e) b, d son constantes por unidad de tiempo 

d) Se tomarán los siguientes valores-num~ricos: 

e /b = 10 o 

d/b "" 20 

g = 0.05 

¡/ "' 0.04 

Efectuando las-integrales de las ecs 18 a 20, sustituyendo 

en la ec 17 y ordenándola, se obtiene, sucesivamente 

E (u) + c
0 

b 

E (B) 

"' 

b ... -
li+A 

dA 
E (o) .. zl+ A 

(23) 

Los valores del primer miembro de la ecuación se calcularon 
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para diversos valores de y. Estos se muestran en la tabla A1. Oe.ahí se 

deduce que la estructura debe diseñarse para V "" 2() em/seg •. 

\ 
' ' 

'. ., 

.. J2 

13 

·16 

Tabla A1 

UTILIDADES ASOCIADAS A DIFERENTES 

VALORES DE LA INTENSIDAD DE DISEÑO 

"' '" _, _,, 

·- i 
-:-:. 

, )..y 

1. 78 'X 10-2 · .. :.1 .; • 

1. 14 x·· 10-2 ·): 

g.45 X 10-3 

', 5.75 X 10-3 .. '' 

,.,·,,' · .. , 6. 1 ' 

•;'1:).:'. ': \-! ~9.0 

9.9 

.,20,, ; 

·, .': 11.2 

· .. :. '·'· r,·' 11.6 .- ~ ' , -

25 

3D 

40 

50 

1.97 X 10-3 

1. 25 X 10:"3 

-4 6.3 ·X 10 .. 
- ' ¡-

' . : .j .. 

- .'¡'' .1' 

9.0 

., 4.5 

0.4 

'" '·· 
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A 
(Zona donde (Estación donde , 

~--+-'~;_;_e 8 se or1g1nan interesa determinar 
los temblores) -los efectos de los 

, ·'temblores) 
'• 

.t ,' 

Corte 

E pi foco 

Planta 

' ' 

Fig 2 Estaciones y zonas sísmicas 
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F i g 4 V a 1 o r e s d e I = fo' ( y2 + u2 )2
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V= 37.5 cm;seg 

v= 12.5 cm;seg 

--- Envolvente de 1 movimiento 
del 
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diseño. Periodo de re e u rrencia = 100 años 




