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DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES 

FACULTAD DE INGEJ'HERIA, ill\AM, 

V\.r; 11~t' .. _: J'~;; .,i '!.~~o . . ~: QJRSOS DE MAESTRIA Y DOCTORADO 
\ 

La División de Estudios Superiores de la Facultad de Ingeniería, UNAM, ofrece las 
siguientes Maestrías y Doctorados: 

M a e s t r i a s 

Control 
Electrónica 
Estructuras 
Hidráulica 
Investigación de 

Operaciones 
Mecánica téórica y 

Aplicada 

Mecánica 
Mecánica de Suelos 
Petrolera 
Potencia 
Planeación 
Sanitaria 

Programa de actividades para el segundo semestre de 1976 

Exámenes de admisión: 

Inscripciones: 

Iniciaéión de clases: 

10, 11 y 12 de mayo 

31 de mayo al 4 de junio 

7 de junio 

Requisitos de admisión 

a) Cumplir con una de las siguientes condiciones: 

D o e t o r a d o s 
Estructuras 
Hidráulica 
Mecánica de Suelos 
Mecánica Teórica y 

Aplicada 
Investigación de 

Operaciones 

1. Poseer título "profesional en Ingenieria o en nlguna disciplina afín 
a las maestrías que se ofrecen en la División, otorgado por la UN\.\l o 
por cualquier institución nacional o extranjera. 

2. Ser pasante de la Facultad de Ingeniería, ~~ 

b) Aprobar los exámenes de admisión que se efectuarán en las fechas señaladas 
arriba. 

e) Presentar, dentro del período de inscripcdones arriba mencionado, Ja Joct~en
tación que se indica en el folleto de Actividades Académicas 1975 de la DESFI 

l 
l\layores infonnes: División de Estudios Superiores de la Facultad de Ingeniería, 
Apartado Postal 70-256, Ciudad Universitaria,.~~xico 20, D. F. Tel.: 548-58-77 

"POR ~JI RAZA HABLt'\Rt\ ,EL ESPIRI11J" 
Cd. Universitaria, febrero 3. 1976 

EL DIRECI'OR DE kA F,\CULTAD EL JEFE DE L•\ DIVISIO~ 
M. en C. ~~QUE DEL VALLE CALDEROX DR. OCTAVIO A. RASC07\ Oll.VEZ 
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METOOOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAl 

FECHA DURACION TEMA PROFESOR 

Marzo '19 16 a 20 h INTRODUCCION COMPUTADORA DIGITAl M. en C. Marcial Portilla RobertS!)n 

Martes 30 !6 a 20 h LENGUAJE FORTRAN IV Y DIAGRAf.M DE FLUJO M. en C. Marcial PQrtilla Rober~•>n 

Miércoles 31 16 a 20 h FUNCIONES TPASCEDENTES, FUNCIONES POLINOMIALES 
Y ALGEBRA fv\ATRICIAl lng. Armando Torres Fentanes 

Jueves 1° 16 a 20 h SOLUCION SISTEfv\AS DE ECUACIONES LINEALES, VECTORES 
Abril Y VALORES CARACTERISTICOS Dr. Víctor Gerez Greiser 

Viernes 2 16 a 20 h PROGRAMACION LINEAL Dr. Víctor Gerez Greiser 

Sábado 3 9 a 12 h RECORRIDO DE INSTALACIONES, EMPLEO DE EQUIPO, 
PROGRAMAS lng. Armando Torres Fentanes 

Lunes 5 16 a ~oh APROXIfv\ACION POLINOMIAL, APROXIM.A.CION FUNCIONAL lng. Heriberto Olguín Romo 

Martes 6 16 a 20 h DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA lng. Heriberto Olguín Romo 

!'v\iércoles 7 16 a 20 h ERRORES Y SOLUCION DE SISTEtv'IAS DE ECUACIONES NO LINEA 
LES - M. en C. Marcial Portilla R. 

Jueves 8 16 a 20 h SOLUCION DE ECUACIONES OIFERENCIALES.METODOS ESTADIS 
TIC OS lng. Armando Torres Fentanes 

Viernes 9 16 a 20 h OPTIMIZACION DE FUNCIONES lng. Armando "Forres Fentcn es 

Sábado 10 9 a 12 h EMPLEO DE PROGRAMAS lng. Armando Torres Fentanes 

• edcs. 
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DIRECTORIO DE PROFESORES 
METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL 

1. 
DR. VICTOR GEREZ GREYSER 

', i ' •• ,..... • ' ~-

Jefe del Departamento de Ingeniería 
Mecánica y Eléctrica 
Facultad de Ingeniaría, UNAM 
Ciudad Universitaria 
México 20, D. F. 
Tel.: 48-99-58 y 550-00-40 

2. ING. HERIBERTO OL~UIN 
Jefe del Centro de Cálculo 
Facultad de Ingeniería, UNAM 
Ciudad Universitaria 
México '20, D. F. . 
Tel. : 548-99- 58 y 548-65-00 ext. 26,1 

3. ING. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON 
Secretario del Departamento de 
lngenier ia Mecánica y Eléctrica 
Facultad de Ingeniería, UNAM 
Ciudad Universitaria · 
Méx.i co 20, D. F. 
Tel. : 548-99-58 y 550-00-40 

4. ING. JOSE ARMANDO TORRES FENTANES 
Asesor de Matemáticas 111 
Facultad de lnge~ieria UNAM 
Ciudad Universitaria 
México 20, D. F. 
Tel. : 548-99-58 y 550-00-40 
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centro de educación continua 
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METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL 

MARZO DE 1976. 

\, 

'1 

Palacio de Mlnerla 
Tacuba 5, primer piso. México 1, D. F. 
Tels: · 521~40-23 521-73-35 5123-123 
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FORTF..AL'J 

INTRODUCCION.- Desde el inicio de las computadoras digi

tales, uno de los campos de más aplicación de estos dispos! 

tivos ha sido el científico, donde existen necesidades de -

c~lculos y operaciones muy complicadas o largas, siendo la 

computadora un auxiliar poderoso en la solución de estos 

problemas. 

Inicialmente, la programación de las computadoras 

se hacia a nivel de lenguaje de máquina, €sto es, instruccio 

nes numéricas que obligan a la máquina a ejecutar una opera-

ci6n sencilla (sumar, restar, etc.). Esta manera de progra

mar a la computadora exigía al usuario un profundo conocimie!! 

to de las características del equipo usado, tanto de hardware 

() como de operación. 

o 

Por la dificultad que entrañaba el usar una comput~ 

dora para un uso científico, se pensó en simplificar la pro--

gramaci6n mediante un lenguaje más parecido al lenguaje mate

mático, por lo tanto más sencillo de aprender, y que pudiera 

ser compatible con distintas marcas de computadoras. Uno de 

los primeros lenguajes de alto nivel (o sea que para ser eje-

cutados tienen que ser traducidos mediante un compilador) fue 

el Fortran (Fórmula Translation) que es un lenguaje para uso -- ---- . 

eminentemente científico, con instrucciones muy fáciles de e!! 

tender y con compiladores en casi todas las computadoras del 

mercado. 

Estas notas esta:.:·án orientadas a él "cómo resolver 

el problema utilizando la computadora". Pues durante el res-

to del curso la computadora será una herramienta para el dise 



ño de mecanismos. 

La estructura del problema tiene 4 pasos a seguir, 

los cuales son: 

1.- La formulaci6n precisa del problema 

2.- Modelo matemático 

3.- Análisis matemático 

4.- Soluci6n del problema con computadora 

Resulta importante poder pasar del fen6meno f!sico 

al modelo matemático, esta relaci6n se muestra en la siguie~ 

te figura: 

l 

FENOMEMO FISICO H IDEALIZACION ~L MODELO MATEMATICO 
PROBLEMA 

Veamos como sucede ~sto en la soluci6n de un probl~ 

ma científico. Por ejemplo veamos el caso de la Ley de Movi-

miento de Newton, la cual dice que la fuerza es igual a la ma 

sa por la aceleraci6n: 

f = ma 

Supongamos que esta relaci6n es exacta, sin tomar -

en cuenta la teor!a de la relatividad. 

Este t!pico problema se estudi6 en un curso elemen-

tal de F1sica conocido como el problema de la piedra que cae~ 

r--

LA TORRE 
100 m. 

DE PISA 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Queremos preguntarnos cuánto tarda la piedra 

en caer. 

Si analizamos la situación vemos que la dis

tancia d que viaja en un tiempo t con aceleración cons 

tante es: 

2 

si a 
2 = 9. 8 m/seg. 

t = 9.8 X (lOO) 

2 

1/2 

Bien aho!a preguntémonos qué tan realista fue 

nuestra respuesta. Notemos que NO consideramos efectos 

tales como: 

1.- La variaci6n de la dirección de la gravedad 

2.- Variación de la gravedad dependiente de la -

altura sobre el nivel del mar. 

3.- Resistencia del aire (sobre la piedra) 

a) Forma de la piedra 

b) Velocidad de la piedra 

e) ·Densidad del aire (varía con la altitud 

y la temperatura) • 

d) Densidad de la piedra. 

4.- Atracción gravitacional entre sol y luna 

S.- Vientos y corrientes de aire,· etc. ' 

Es posible incluir todos estos factores en nues

tro modelo matemático, analizar estas ecuaciones y mejorar 



! 

¡, 
i 

i· 
1 
1 

1 

1 

el tiempo de caída real (pregunta original) • Creo yo 
1 

que hemos ~levado el problema a un extremo, como.concl~ () 

si6n podemos decir que el modelo debe ser lo suficiente 

mente exacto para obtener de este resultados útiles, 

sin caer en el extremo anterior, donde el precio que 

hay que pagar en el análisis matemático y esfuerzos de 

computaci6n, tal vez no sea lo que queremos. 

Una vez que se ha hecho el diseño matemático -

del modelo· del problema, es necesario determinar un "al 
1 

goritmo" para resolverlo, €sto es, una serie finita de 

pasos que nos lleve a la soluci6n del problema. 

Para el problema anterior,, el algoritmo sería -

el siguiente: 

1 --· Leer el valor de la altura (d) 
: 2' 

2.- Hacer a = 9.8 m/seg. 

3.- Hacer t = 9.8 xl d 1/2 

2 1 

4.- Escribir el valor de t como respuesta. 

Una de las t~cnicas más populares para descri-
,, 

bir algoritmos es por medio de diagramas de flujo, los -
'1 :1 

cuales se explicarán a continuaci6n. 

' ' DIAGRAMAS DE FLUJO . 

o 

Los diagramas de flujo son representaciones gr! () 

¡1 
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o 
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ficas de los programas. Cada decisión y operaci6n a 

desarrollar será colocada en una caja, la forma de la 

caja nos indicará el tipo de instrucci6n a desarrollar. 

Se utilizarán flechas para interconectar estas cajas, 

las flechas nos indicarán la secuencia de las operacio

nes, usualmente debemos empezar por la parte superior y 

bajar siguiendo las flechas {top down). 

El análisis del problema se facilita utilizan 

do diagramas de flujo, pues no son ambiguos y tienen una 

estructura similar a la del problema. Desafortunadamen

te, no existe hoy en d!a una convención estandard para -

estas representaciones, a lo largo de estas notas se usa 

rá la notaci6n IBM, que resulta ser la más general aunque 

no es universal. 

Las siguientes reglas serán usadas. 

1.- Cada proposici6n será colocada en 1ma caja. 

(Es válido colocar varias proposiciones en 

la misma caja) • 

2.- La secuencia de las operaciones se indica 

con segmentos de linea dirigidos (flechas) 

entre las cajas. 

3.- Se utilizan diferentes tipos de cajas se

gan sea la proposición. 



------- ---- --, 
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DESCRIPCION DE LOS SIMBOLOS 

o 
Indica inicio del programa o de 

un subprograma. 

Operaci6n a ejecutar por ejemplo 

de la figura l. 

Indica que se debe de hacer la -

operación: 

B2 - 4 AC y su valor asignar () 

lo a DISC. 

Proposición IF ( # pag 7 ) comp! 

ración, compara lo que est& den-

tro de la caja dependiendo de -

esta comparaci6n se podrán seguir 

3 caminos. La comparaci6n se in-

dica con: si queremos comparar I 

con N, lo indicaremos (dentro de 

la caja) por I : N. 

Indica que hay que leer tarjetas 

perforadas con datos o proposicio- () 

nes. 
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' . ... 

o 

.O 

Indi-ca ·'qu'é'·quere!lnos imprimir en 

, ,:;· r., ": -~él:, i~H,re~p.:r·~> 1 a 1.?~~, m~ns aje o re-

s.ultado. 
~·,', ~"",_~~\ (,~'~['"\'{\~V;\;.),,_:~...._ 

' ' .. ~ ~- 1 

~ ~ L ' '..-' : ' 

Este símbolo es un conector 
~::' t] -.< ' ,, . 

. - . 

''· 

. ·, ;_Paquete. de· tarjetas. (usualmente 
~..-·~-~;-' '-'- ,', -_,. __ :.:;·,:-:~·'),~~~:" i.',_l,,,,' 

un programa)·. 

J. :;'"l .... ' '1 ':., 1 " .~ 

cara en la siguiente secci6n. 
) _J 1 ' 1 r: - ":' ~'-'t 

Fin o alto del programa •. 
~ ' ~'"' --. ... : :·. = < ... --; -:. i' \ 

Cinta magné'tica o. cinta de papel 

perforado. 

,i 

' 



Primer problema de clase. 

Este problema trata de determinar la precipita-

ci6n pluvial total y su promedio en el Distrito Federal du 

rante un lapso, digamos un año. 

Los datos con los que se cuenta son las lecturas 

diarias efectuadas en milímetros, (notemos que no es posi-

ble tener n6meros negativos) o sea la cantidad de lluvia. 

Procederemos a resolver el problema de la siguie~ 

te forma, (utilizando primero un diagrama de flujo). 

A= cantidad de lluvia (agua) 

S= Suma 

N= # de periodos leídos 

PROM 

/U¡+ 
L_A ' 

¡s=S •A 

r __ [_ --, 
JN=}J4i 

o 

o 

o 



() A continuación procederemos a explicar el dia-

o 

o 

grama de flujo. 

La primera caja de inicio nos indica el comien 

zo de naestro programa. La siguiente caja asigna el va

lor cero a las variables A y N donde A es el valor (can

tidad de lluvia) leído, y N va a ser el número de lectu 

ras tomadas. A continuaci6n procedemos a leer el primer 

dato, notemos que no es posible tener, valor negativo de 

lluvia, por lo que vali~ndonos de esta propiedad en la -

siguiente caja preguntamos si el valor leído es negativo, 

si es negativo calculamos el promedio de lluvia en el Dis 

trito Federal, e imprimimos la suma y el promedio, para -

poder hacer esta operación en la última tarjeta de datos 

se pondrá un número negativo. Si el valor leído no es ce 

ro, se procede a s~ar, lo cual s efectúa haciendo la 

asignación de la suma del valor anterior de suma más el·

valor leído, cosa similar ocurre en el "contador" del nú 

mero de datos le!dos. Notemos que este ciclo se repite -

hasta que leamos un número negativo, al suceder ésto, el 

programa imprime el resultado y termina. 



CODIFICACION FORTRAN DEL PROGRAMA o 

XXX TARJETAS DE CONTROL 

C INICIO DE LAS VARIABLES 

SUMA = O 

N = O 

1 READ ( 2, 2) A 

2 FORMAT (15) 

IF (A) 3, 3, 4 

4 SUMA = SUMA + A 

N =N+ 1 

GO TO 1 o 
3 PROM = SUMA/N 

WRITE ( 3,5 ) PROM, SUMA 

5 FORMAT ( lOX, Fl0.4, 5X, I5 ) 

CALll. EXIT 

END. 

o 



o 

o 

/ 

o 

DESCRIPCION. 

Como todo lenguaje (ya sea de programación o 

natural) el Fortran tiene un alfabeto, ~sto es, una serie 

de símbolos que sirven para formar expresiones e instruc

ciones. El alfabeto de Fortran para B - 6500 consta de: 

Letras: A, B, C. D, o • • , x, y, z. 

Dígitos: O, 1, 2, 3, ••• , 9 • 

CARACTERES ESPECIALES. 

+ t'..AS 

MENOS 

* ASTERISCO ( MULTIPLICA ) 

/ DIAGONAL (SLASH) DIVIDE 

== ASIGNA (NO CONFUNDIR CON IGUALDAD) 

, 
( 

) 

16 

" 

COMA USADA COMO SEPARADOR ) 

ABRE PARENTESIS 

CIERRA PARENTESIS 

ESPACIO EN BLANCO 

COMILLAS (UTILIZADA EN FORMATOS) · 

DOS ASTERISCOS ( ELEVA AL CUADRADO ) 



Todo programa en Fortran contiene instrucciones de 

los s iguientes tipos: 

a ) Asignaci6n 

b ) Control 

e) Entrada/Salida 

d) Informaci6n para el compilador 

e) Funcio~~s y subprogramas 

La forma de codificar (escribir) un programa en For 

tran es la siguiente. 

Cada tarjeta contiene 80 ·columnas que deben distri-

buirse de la siguiente manera: 

COLUMNAS uso 

1 5 Número de proposición (etiqueta) 

6 Continuación 

7 - 72 Proposici6n 

73 80 Identificaci6n o número de secuencia 

Un programa completo · en Fortran se vería codifica-

do como sigue: (PROGRAMA MOSTRADO EN DIAGRAMA DE FLUJO AN 

TERIORMENTE) . 

10 

20 

25 

30 

40 
45 
50 

72 73 80 ------------ ·-----~:.---ro'~--~~--. 
RE AD 1 O , A, B , C 
FORMAT ( 3 FlO.O ) 
IF (A ( 20, 50, 20 
DISC = B **2 - 4*A*C 
IF (DISC) 40, 25, 25 
DISC = SORT (DISC) 
Xl = (-B + DISC) 1 (2*A) 
X2 = (-B - DISC) 1 (2*A) 
PRINT 30, Xl, X2 
FORMAT (lH, 2 F10. 3 ) 
GO TO 50 
PRINT 45 

1 
1 ¡ 
1 

FORMAT ("DISCRIMINANTE 
CALL EXIT 

NEGATIVO") 1 

END 

o 

o 

o 
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CONSTANTES. 

Una éóñstante en Fortran puede ser de 2 ~tipos:¿'-· 

<,: .\. J 

a) Entera ( Integer ) 

'. 
a) Una constante entera es cualquier n6mero -

.... ¡.sin<tmnto:.decimal-.'. -Ejemplo: :.;.~. 

_,;,~·..-, ,'' '.·~ o/''9'1,::.'~-~ "1_73', ,,..+ ::3~·':.,-· .'.e,-~; ·¡,.;_, 

... • ~ " 1' ' 

,, 1 -- '·"' ,/A.. .,: 

si un en.te.~q,_s~. ~s~ribe sin signo,~ se.,,supone p~ 
\ ~~ _, ...... O ,.p ..1 ~-·,l. -> • ~ • O L •,. ~ • ; • • )' ..,._. ' ...,_ 

sitivo. Los valores que~pueden ,tomar las cons . - ,:- -
'' 

;· t;:-ang(): <:,: 
1
,,. _ 

\-. • 1 ... "' "0}, - ' 

3276'7• 

: e- c2 ~5 . -: 

s· 

1 
' -· ). 

\ ~ 

( •' ' ' 

a ~ .. - ·3.27'67.' 

a ~l?_ - ~ }- ~ ; ':.:i_,_:."'~,;¡ n\ 

No se.permite, .. introducir comas,en.una ~constan-. 
~ -

1

'-": 
1 "~ •>< 1 ,; >< { 1 1 •~ ,,,/_.., ~ •• •. ~ ',', "'F A;: ~ 1 

,_.!::,.) '";1. • t...OI' 1 ,.,_J ,~'~<,'.;) 1 !~~' 

.te. entera,. Ejemplo de· constantes .enteras .ilega-
• ..r '"' •.:', :•:! .. -'~.-'"!~ ~· ~ -~ '1 ', .. ·~~·- ~- .·.;: • .!, ,_ - ,~'!<~~ .J ·J;~'.J.,' "--

'· 

les: 

3.2 

27. 

tiene pun~o decimal 

_,, . '. ~ 

314590·36 

b) 
i 

5,496 contiene una coma 
'--, ;~ - "! :-

t.Jna c_ons.tan-te .rea-l es CUé\lqui~_r n(ím~ro 
-~.:: ~~-.:l:.::.:l:..Y~,;',':!-~./ :--~'~: :: -_~,·.-:1 ,-.- - ... ~) •• :J-~ ... :d~-~~t .. ~·-. 

··;,. pun_to_·.~de_cima-1. : Ej·e~plo·:) ~ ,· 
-~-~r::~~~ . ..;;'_.¿-~("_:,1'. ,¡:··.,):,·, 

~ ,::l :; r: J 1. Q, .... --.-~_·,_ 1 ._··:~,_.:.,_~J. 

91. 3' 

-145 .a 
5 .. E3 

con -



5.0 X 10 3 

-5. X 10 3 

4.1 X 10° 

Que escribiremos como: 

5. E03 

-5. E03 

4. EOO 

La maginitud de una constante real n o debe ser ma

yor que 2127 6 menor que 2- 128 

VARIABLES. Una variable en Fortran es la representaci6n si~ 

b6lica de una cantidad que puede tomar diferentes valores. 

Por ejemplo, en la instrucci6n 

A= 5.0 + B 

A y B son variables, el valor de B está determinado 

por alguna instrucción previa y puede cambiar. El valor de A 

está variando para cada nuevo valor de B. 

NOMBRES DE VARIABLES.- Un nombre de una variable consiste -

en una cadena de 1 a 5 caracteres alfanuméricos, excluyendo ca 

racteres especiales, y siendo el primero una letra. 

Ejemplo: de nombres de variables permisibles. 

OOT 

AB1 

I 

LL4E 

Ejemplo: de nombres de variabh~s ilegales: 

1LL4 Empieza con caracter no alfabetice 
ABCDEFGHIJ Demasiado grande 
A-B Caracter ilegal 
A/B Caracter ilegal 

\ 

o 

o 

o 
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o 

. 
' 

,. " 

El tipo de cantidad (real o entera) que representa se 
' 

puede especificar de dos maneras: explícita e implícitamente. 

. ~ ' ' 
'La'·forma.implícita de especificar una vari~ble es como, 

sigue: 

a) si la primera letra del nombre de la variable es: I, 

J, K, L, M,· N, la variable se considera como una va-

ri ab le· en ter a. 

I, J, ·K, L, M, N, la variable"se considera cc;>mo una 

variable ,real. 

La forma explícita de especificar una variable es usando 

una Declaraci6n de tipo, la cual hace que el compilador ignore la 

especificaci6n implícita, por ejemplo: si por medio de una decla .. 
raci6n de tipo, designamos a la variable ITEM como de tipo real, 

• .. ·,'\._ !_..., 1' 

será man~jada por el compilador como una variable,re~l, sin impoE 

,. 
-';' ( _,:.. 

( '' ,· ~ . :-' f: ,, ~ \ ~' J->7' ' • - ' .. ' 
. ' 

,EXPRESIONES ARITMETICAS 
·' ' 

-' - d - ' ' • ..... " / ,· ~ ' -. ' 

Una expresi6n acrii:m~ti'ca, (e .·a.), es·. un·a. sÜc~si6n de cons-

tantes, variables 'y símbolos de operaciones aritméticas que si--

guen las re~las',tque ,~~ ,6~n.tinuaci6~ se 'darán. _,., ) 

''• 
' 

Los siguientes son los símbolos de operaci6n aritm~tica: 

'\'\ 



REGLAS. 

Símbolo u operador: 

+ 

1 

** 

Ejemplo: 

Expresi6n algebraíca 

a + b 

a - b 

ab 

Significado: 

SUMA 

RESTA 

MULTIPLICACION 

DIVISION 

EXPONENCIACION __ 

Equivalente en Fortran 

A+ B 

A B 

A * B 

A/B 

A**B 

1.- Dos operadores no deben estar juntos. Deben estar 

separados por cantidades o paréntesis en la expresi6n 

por ejemplo: A+-, B es inválida, mientras que -B + 

A 6 A + (-B) son v~lidas. 

2.- No se pueden omitir operadores, por ejemplo: 

3A NO significa 3*A. 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

MODOS COMPUTACIONALES. 

Los cálculos· aritméticos son hechos en dos formas: 

entera y real, dependiendo del tipo de las cantidades envuel-

tas en el cálculo. Las constantes o variables que forman una 

expresi6n aritmética no necesitan ser del mismo tipo. 

El modo de la expresi6n es entero, real o mixto, de 

pendiendo de si las constantes son enteras, reales o estan 

mezcladas. 

Por ejemplo: 

EXPRESION TIPO DE CANTIDAD 

3 Constante entera 

I + J 1 Variables enteras 

3.0 Constante real 

A Variable re a 1 

S*JOB + ITEM Variables enteras .. 
Constante entera 

A**B Variables reales 

A + B/ITEM Variables reales 
1 ', , 

·MODO DE LA EXPRESION 

entera 

real 

1real,· 

entera 

real 

mixto (el resulta
do se guarda como 
real) • 

Se pueden usar paréntesis en las expresiones aritmé-

ticas ·como en algebrat, para especificar el orden en el cual se 
1 '1 1 ' 

van a efectuar las·operaciones aritméticas que forman la expr~ 

si6n. 



PROPOSICION DE ASIGNACION 

La forma general de esta proposici6n es: 

(variable) = (expresi6n aritmética) 

Ejemplo: 

A= r::. 

AB2 = A* \ B ** 2 ) 

DISCR = B ** 2 - 4* A* C 

El objeto de esta instrucci6n ~s el de asignar a la 

(variable) el valor de la (expresi6n aritmética) , borrando el va-

lor anterior de dicha variable. 

PROPOSICIONES DE ENTRADA/SALIDA 

Las proposiciones de entrada/salida permiten al progr~ 

mador introducir (obtener) datos al (del) programa. 

La forma general de dichas instrucciones es: 

READ 2 , nf ) ( lista de variables ) 

WRITE ( 3 , nf ) ( lista de variables 

n 1 Es el número de la unidad (física) de lectura de datos~ 

Lectora de tarjetas perforadas, lectora d~ cinta perfo~ 

rada, cinta magnética, etc. En IBM-1130 este número es 

el 2 para lectora de tarjetas. 

Es el número de una proposici6n de formato. Para que ~· 

el programa pueda leer datos, debe tener conocimiento 

de la forma en que se le van a presentar. Esto se hace 

mediante la prop,~sici6n FORMAT·. 

/ 
{ 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

LA FOR}ffi GE~lliRAL DE ESTA POSICION ES 

FORMAT (lista de especificaciones) 

La lista de Especificaciones le indica al compilador 

en qué forma están perforados los datos. B~sicamente hay dos 

tipos de especificaciones 

I entera 

F Flotante cant. reales ) 

E Exponencial 

El formato I tiene la forma 

Iw donde w es el ancho del campo 

Este formato se utiliza para leer (o escribir) valores 

de variables enteros, con un ancho máximo de w dígitos. 

Por ejemplo, si querernos leer un valor de la variable L 

de tarjeta, tendremos que escribir: 

READ ( 2, 10 ) L 

10 FORMAT (!4) 

Las dos proposiciones anteriores hacen que la computa

dora lea un valor entero de a lo más 4 dígitos, y lo asigne a la 

variable L. 

Para leer ( o escribir ) valores que corresponden a 

cantidades reales, se usa el formato F el cual tiene la forma g~ 

neral Fw.d, donde w es el número máximo de dígitos y d es el na

mero de dígitos decimales. (d puede ser O ) • 

Por ejemplo, para leer el valor de la variable R podemos usar: 



READ (2,3) R 

3 FORMAT (F10.3) 

Esto le indica al compilador que va a leer un valor 

real de 9 dígitos, de los cuales 3 son decimales. 

Para la impresi6n de resultados, el número asignado a 

la impresora en línea en IBM-1130 es 3. 

Existe un formato que permite mejorar la impresión de 

resultados, este es el fomato X, el cual hace que la impr~ 

sora ( y en algunos casos la lectora ) se "salte" tantos es 

pacios como lo indique la especificación, por ejemplo, la 

especificación 4x hará que el programa, en impresión, deje 

4 espacios en blanco, libres. 

A continuación veremos las conversiones en entrada-salí 

da, de distintos valores bajo diferentes especificaciones. 

(~ significa espacio en blanco) 

ENTRADA 

Campo de Entrada Especificaci6n Valor Interno 

567 

- 329 

27 

27 

234 

SALIDA 

Valor Interno 

+ 23 

I3 

I6 

I7 

IS 

I7 

Especificación 

I4 

+ 567 

- 329 

- 27 

+ 27000 

234 

Campo de Salida 

+ 23 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Valor~.rnterno_ 

., 

- 79 

+ 30145 

- 30145 
·~ ' 

J, \ ... 

+ 978 

·'·o" '•'·'-

ENTRADA 

Campo de-Entrada 

.·, 

''· 
SALIDA 

~, ' 

36725931 

3.672593 

- 367259. 

367259 

Especificaci6n Campo.de Salfda 

I 4 - 79 

I 5 30145 
, ' . 
i /( t ' " ' 

I S ***** 
' ·~' ~ 
•• >.J ..... 

I 1 * 
· :,, . I.-' 3 

':A: ' ,, 
!: •• -

Especificaci6n . Valor·_·rnterno 

-·· ,-
',_ ~ '" . ' 1 " •• 

'· 

F8.4 + 3672.5931 

F8.4 ' "+ 3.6725~3 

FB ~ 4., .367259 ' 
' '" 

F6.6 0+:.0. 367259 e 

' ~ • ~ ' - ¡ " ( :- , 
'. ' -' 

' - :~ - ,: 

1 

Valor In·terno ·:-_ .-. ~··Especificáci6n- .: Campo de Salida 

+ 36.7929 

•+. 36.7934 

0.0316 

+ 579.645 

+ 579.645 

-57?_• 645 .. 

\ ~ '. - j ~J 

F7.3 

, ·,__.:-~- :; · : "F9 • 3 ..... ;" 1 • • j 

F6 .3 

F4. 2· 

F6.2 

'> '' J6 .• 2 " i • 

' 36.763 

• o : ·: -"·' •, -36: •. 79 3 

o. o 37 - -; 

*** 



En algunos de los casos, es necesario imprimir títulos 

o enc~bezados de tal manera de que los resultados del pro-- () 

grama sean más legibles y comprensibles. Para este tipo de 

problemas es común poner el texto a ser impreso entre comí-

las, dentro del formato que le corresponda. 

Por ejemplo, si queremos imprimir los valores de tres 

variables A, B, C, ¿n una forma legible, podríamos usar el 

siguiente formato: 

WRI TE ( 3 , 10 ) A, B , C, 

10 FORMAT ('A= ', Fl0.4~ B = Fl0.4, 'C = 'F10.4) 

Lo cual provoca que la máquina imprima lo siguiente: 

( suponiendo que A= 5.6, B =- 4.85, C = 1.492) 

A= 5.6000 B = - 4.8500 e= l. 4920 

Es importante hacer notar que la primera posici6n de 

impresi6n ( i-e la columna 1) sirve para el control del e~ 

rro de impresi6n, por lo que es necesario tener presente 

este hecho siempre que se vaya a imprimir. 

El control de carro posible se reduce a las siguien-

tes: 

PRIMERA COLUMNA 

~ Espaciamiento sencillo antes de imprimir 

O Espaciamiento doble antes de imprimir 

1 Salto a otra página antes de imprimir 

+ Sobre - escritura antes de imprimir 

Proposiciones de Control 

Normalmente, las instrucciones de un programa en Fortran 

o 

o 



o 

o 

se van ejecutando en forma secuencial, por lo-- que· ·e·s~" nece-

s~f~~~;~~~~-~~f (en al_g~~-~s problemas) esta f~~ma -~~ejecu-

c_i~r •. ,_ 

Las instrucciones q~e alteran el flujo de la~ instru~ 
-~-·--~'--~__: :_ _' _: -'--~---'~----'- ', ' ' 'l ~, ~-• _..';:_:~.:-i --~-- :._ -~;-.._-'"~~-T~~~~-~~Tr.~~.,~;-- ~ 

ciones en un pro_grama son las instrucciones de co~tr~l que 
' 't .. ,, tJ::~ L .. í 

: t:(:;o·-· ·TO· ·· . ··.' ·:· ... -.. '"" 

.·-:·:··< .. rF··· ArÜ:m~tico .·_:' 

IF Lógico 

CONTINUÉ''.·; 1 

... . -· 1: 

1 • _. ~ 

'' 

~sta proposici6n es llamada de transferencia incondi-

"" ciona·~ ·Y su, form~., general_ es_: 

l f' ' \ .... , 

GO TO n donde n 
11 ' 

' ~ ' -
es un número ' 
de prop6~ Íc.Ú:m 

• ;< ·:: ~ • ' _· ) ' ' . 
'' 

. ., . 

.:.. . . 

--~1 ~fec.to.,,P,e ee;ta p_ropgsi_c_i,ón, e~,.~~~ de .. transferir el -

flujo de. las ,ins,tr_ucc.io,ne~. a. a~~ella 9ue_ tiene el número de 

, propo.sic_i~n· ~·-" Esto .se. pued~: v~s}l~l_j.za~-- co~ un "salto" en 

el ~rqen, .de_.~je_cuci6n,,d~l:P~?9F.~~-a/-, ,_ 
' _ .. 1 • ' ~ 

~· f'" 1 í,." ~~.-:~-,;r>~.~l> 
Por ejemplo: 

f -' ) 

·~ : 'e~ \ ,: , "'"' ~ , 1 '~ l.:,')t• 
En el segmento de· programa s'iguiente, el orden de 

ejecución 
-
es: 

1 A = O 4 C .;,· 'A . .,: B 

2 B=A+3 5 WRITE (3,8), A,B,C 

3 GO TO 5 6 GO TO 2 

7 END 



Proposición IF 

'Generalmente, en el transcurso de un programa, es ne-

cesario hacer "pregt:ntas" sobre algunos valores de las va

riables del programa, y tomar "decisiones" según el resul 

tado de la pregunta. 

Esta "toma de decisiones se efectúa por medio de la -

proposición IF, la cual tiene las versiones icrmadas Arit

m~tica Lógica. 

El IF Aritmático tiene la forma 

IF ( exp. aritmética ) n1 , n2 , n
3 

Donde n
1

, n2 y n 3 son 3 etiquetas ó números de propo

sición. 

El funcionamiento de este IF es el siguiente: 

1.- Evalúa la expresión aritmética 

2.- Compara el resultado con cero y toma cualquiera 

de las siguientes acciones: 

a) Si el resultado es O, transfiere el control 

a la proposición con el número n1 
b) Si el resultado es = o, transfiere el control 

a la proposición con el número n 2 
e) Si el resultado es o, transfiere el control 

a la proposici6n con el número n 3 
Como ejemplo, veamos un programa que calcula la función 

SIGNUM (x) , ( (x) ) definida como: 

o 

o 

o 



o (f (x) = 

. ' 

~agamos primero un diagrama' de Fluj~·: 

;/ ~ , •• 1 ...,.1 1 
~-"1""-:",.....---' .-.. · 

~ "';'"" ; ---...J-----. 

o 

'' 

La codificaci6n en Fortran IB-1130 queda como 
sigl1e: r· .... _. 

1 READ (;:;·2, 2 ) X 

2 FORMA T.:.. ( F10 • O ) 

3 IF (X)~A,6,8 

4 S = - 1·., 

o S GO TO 9 

6 S = O 



7 GO TO 9 

8 

9 

10 

S = 1 

\vRTTE 

FORMAT 

END 

(3,10) x,s 
(F10. 6, 3) 

El IF 16gico 1 tiene la forma 

IF (expresi6n 16gica) proposici6n ejec11table 

Una expresi6n 16gica es una expresi6n que puede ser 

cierta o falsa, como es el caso de las comparaciones: 

¿ Es A B ? 

¿ Es sen x + y log. z ? 

Este tipo de expresionaes son llamadas expresiones de 

relaci6n y consisten de dos expresiones aritméticas (rea--

les o enteras) separadas por un operador de relaci6n. Los 

operadores de relaci6n son las 6 comparaciones matemáticas: 

= ~ = = que en Fortran quedan expresadas como se mues--

tra 'en la tabla: 

OPERADOR DE RELACION NOMBRE EN FORTRAN 

= .EQ. 

.NE • 

• LT • 

= • LE. 

.GT. 

= .GE. 

/ 
( 

o 

o 

o 



.. ~.d Áae{nák de' ~-S tOS. Operadores/ 's'e. u'san tres operádo-

o - ,~ .. ~-.. -'\~ ¡ ·~--."'" ~ \ ..-~ .... ~·- i ~ ' - ' ~- '... ' 

re~s~ !6gicos para ''construir· expresiones·~ más elaboradas. 
' ' ' ./ -. - " '- -") -

Estos"ópE:ira'dores' son "l-lamados ·dl:syunc:f6n:; ·conjunci6n y 

h~gacú\s~-; s~s lri'c;mb·res en' F~rtdin sbn :. oR·. 1. :·,_~-14~D., NOT. 

Resp~ctivamente. 

Si X y Y son expresiones-16gicas, entonces X.OR. Y 

'. 

X. ANO. Y es falsa a menos que X y Y sean ambas 
' ~·>:~ ._ ~ (_, r :} ~f·. ;;.: ~' \ ~~-r ~ _:; .. ·.;. , :r:... ~- :: ·- ~~; ... ,! ~-· 

ciertas. 
- -- ._,, t v'1 "'..<.> " ,' ' )- - -. ..-, ,_ • .-.. ~- .; • ,_.. 

falsa·-sr·x es---cierta' y,. vic.erversa:: 
\ 

Veamos el stguiente ejemplo. comparativo. del uso del 

o 
Supongamos que queremos hacer R = Rl solamente si 

·>) . ~ ~~ S. :.,;;·. -3~·y T ;;;_,~ '4-~ C·!Íay:• 3· maneras de háce_r. esto:. u \~í:-'.~' .;. 

IF ARITMETICO IF LOGICO 

IF ( S - 3 ) 1,2,1 a) b) 
r,.: ¡ 1 ~ 1 

•• L~ t _ 

. Vemos. que us'ando el IF aritmético n.ecesi tamos 3 eti-
__ .~ ... .:::: '1,1'\' ~l>';_~--·.__•}:i'._"l.. "',{:.U _/-'"::';',(..._:'.,J:~·::"• ,,·,·.~ ,_.,_·.~:,¡ ,~ • • ! r 

. ' ~.- -· ...:>~ '- ~~- ~,~~·z-.. t 1-.d;~ > ~· 

queta's. ' En el ,IF L6gico, el funcionamiento es el siguien-
.. ,_)' ., •• ~ ·~.:' .~ •· 1,"';.. :~ <...-~ -~-: f~~. 'l,,f-' 1_,... :'~ ;:-·~.-.'.' ;< '¡ 1 - ',. 

' '.,- t' ,.f .~~ ... , • o '>,¡'O 

te: •' 

a) 'se ev:altía {n) l'a'·(s)"='expresi6n ('es).<ar:i,tmé.tica (s) .- . _. 

o 
' > 



b) Se va evaluando el valor 16gico (cierto o falso} 

de la expresi6n lógica, siguiendo un orden de -

prioridad de operadores lógicos. El orden es el 

siguiente: La más alta prioridad es dada. NOT. 

Después se evalúa .ANO. 

y finalmente .OR. 

e) Una vez quG se ha evaluado la expresi6n 16gica en 

tre los paréntesis del IF, se observa su valor y 

ocurre una de dos situaciones: 

Si la expresi6n 16gica es cierta, se procede a -

ejecutar la proposición a la derecha del If; 

Si la expresi6n 16gica es falsa, se ignora dicha propo~ 

sici6n y se contínua con la secuencia normal del programa. 

ARREGLOS.- Generalmente, en los problemas científicos, es 

necesario usar vectores, matrices o estructuras con más di 

rnensiones. 

Debido a que todas las variables usadas en el programa 

ocupan un lugar en la memoria de la computadora, los proble~ 

mas deben ser "declarados" (esto es, se le debe áar informa 

ci6n al compilador) a fin de que se les asignen localidades 

en 1~ Memoria. La manera de declarar un arreglo en Fortran 

es por medio de la proposici6n "dimension" y es corno sigue: 

DIMENSION A (n 1 , n~), B (n 3), C(n4 , n 5 , n
6

) 

Donde At B, e son los nombres de los arreglos y n
1

, n 2 , 

••• n 6 son las dimensiones máximas de dichos arreglos. 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

~~-----~-~~-~-------~-e~-

Por Ejemplo: 

Dimension NOM (10,10) 

Hará que el compilador reserve 100 localidades para 

una matriz llamada NOI-1 con 10 renglones y 10 c~l-~mnas. 
• ~ !¡_ ::::-, 

' : '-' '- \ • e' •~·· -~~·>--• ... ·4 

Para referirse a algún ele{Tlento de un az;-reg'lo, basta 
\: .... ~ .• _r ''," ,( < 1 ;--::._~- ·' ,..,. '

1

,- ::.._ ,J ~- ~' 

con poner el nombre del ar~eglo, seguido poriel índice 
t\1;_;•.' ... v/t_.•, -' ~-~--!. !"'-',,•;: \; 

(o los índices) encerrado entre par~ntesis por ejemplo, -
>~:-'',~,,.._\-_,-: ... ::· .. :. ,1.:, ,~.{~'·~(-~·:.,:::_~ ,,<._,' .. ,:_ ":', ' .·~3,.. ~.~ ... ~--;, ~~ t : 

' ' 1 
si que'remos sumar los dos primeros elementos 1del· arr~glo A 

.. 1 ~ -'~ '. ~- ' • - - • .J ~ 

y guardar el resultado en el tercero, lo haríamos por me-
'"•r:;._.~ .:~,''_,,~, .. ~~.;-)('' - i-=. 

dio de la siguiente proposici6n. 
~¡~·v:~ '(¡·!i.J\.1, \' ~~ ~· __ .:"~ ~,~ ~~~,.·, ,/·~·<.J -'._/ )~-- _ ~ ·~ ~ f.:·_¿, • ~ ·_ •• _:;. ..... ~-

A(3)~A(l)+A(2) 
'¡1'"),_- ... '2~1:. ··' ___ ~,·r; : .. c"\"_._')\:\-._-t-/·· ·~-~ ~~ .. ~ .. ·_· ·.' ¡ • )' ~ 

' 

' -- ' 

·' . , ,, . 

En gener'a:Ü_':io~: índices·' dé ~\.ín- arreglo . son variables 
' l 

enteras,. que' vari C'aiDbidrido:·dé~·v'alore's en el transcurso del 

programa. Como ejemplo, veamos un programa que lee un vec

tor ¡!amado '-valór, '• d'e .. .a: -lo· más 100 elementos';, y calcula la ,, 

suma de sus elementos. 

EL 

VALO~(.i),l ::1~ JJ ) ) ~====::¡:==~---'· .: 
SUNI\=-0 

.I::i r-o---=======-. ;:;_e ____ --
1 Su M t\ -:. S ~ .._. 1\ +-

----~AWl<U)-

---<~=N 

r'' 

¡' . 
' .. ' 

.. , -~ '¡ 

. ¡ 

u' '1" ' . 

_, 
1 



La codificación del programa en Fortran quedaría como 

sigue: 

567 
f------~;----;--------- ·--~ ..... ~ .. -~~ '-"--·~ ..... ------·-·-~-~-....~"··- ,.., . to,.._~ 

e 

e 

1 
1 

!e 
1 ¡ 
¡ 

1 

e 

1 

2 

SE DE CLARA EL ARRE G~ 

DIMEN~ION VALOR (100) 

SE LEE EL NUMERO REAL DE ELEMENTOS A PROC~SAR 

READ (2,1) N 

1 F¡¡!RMAT ( 13) 

LA SIGUIENTE PROPOSieiON LEE LOS ELEMENTOS DSL 

ARREGLO MEDIANTE UNA PROPOSICION DE ITERACION 

1 QUE SE l::XPLICARA CON MAS DETALLE 

\READ (2,2) (VALOR(!), I ... 1,N) 

FORMAT ( 8F 10.0 ) 

DE AQUI EN ADELANTE SON LOS CALCULOS 

SUMA= 0.0 

I = 1 

3 SUMA = SUMA + VALOR (I) 

IF (I.EQ.N) GO TO 4 

r = r + 1 

GO TO 3 

4 WRITE (3,5) SUMA 

5 IForu4AT ( 1H, •sUMA ~ • , F12.4 ) 

ICALL EXIT 

fENO 
! 
i ¡-____ .......... .____._ ________________________ "' 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

En el programa usarnos una ?reposición de la forma 

{ VALOR ( I) , I = 1, N ) 

La cual es usada con mucha frecuencia para lectura 

e impresión de arreglos ( de cualquier dimensi6n ) y su -

funcionamiento es equivalente a escribir. 

(VALOR (1), VALOR (2), VALOR (3), •.• , VALOR (Nj 

Este tipo de proposiciones de iteracci6n son las que 

quizá dan más poder al lenguaje, ya que es posible reali

zar grandes cantidades de cálculos mediante pocas proposi 

cienes. 

Una de las proposiciones de interaci6n más usadas por 

los programadores en Fortran en la proposici6n DO. 

PROPOSICION DO. 

La proposici6n de control DO nos permite efectuar una 

serie de iteraciones con una sola proposición, por ejemplo: 

si queremos inicializar un arreglo 4 de N elementos a ceros, 

se puede hacer usando If's o usando una proposición Do. Vea 

mos las dos formas: 

Con If's 

I = 1 

1 A( I) = O 

I = I + 1 

Con Do 

Do 1 I = l,N 

1 A (I) = O 

La forma general de la proposici6n Do es: 

Do etiqueta variable entera = valor inicial, valor 

final, incremento 



La etiqueta que aparece en la proposición DO le ,tndi~· 

ca a la máquina hasta donde llegar el alcance del DO, esto 

es, define los límites dentro de los cuales se efectuará -

la i teraci6n. 

La variable que servirá como un "contador" para el DO 

su valor inicial está dado en la proposici6n y se irá incre 

mentando cada vez q,_~e llegue al final del DO, comparando 

su valor con el valor final especificado. En el caso de --

que sea mayor o igual, el ciclo termina y se ejecuta la pro 

posici6n siguiente del bloque definido por el OO. 

La última proposici6n en el bloque de un DO no puede -

ser Go To, If Return o Do. En el caso en que sea necesario 

usar algunas veces estas proposiciones, se recurre a una pr~ 

posici6n "muda" que es el eontinue cuya única funci6n es la 

de definir a una etiqueta. 

Se puede dar el caso de tener varios bloques de DO' s --· 

"anidados", esto es, uno dentro sel otro, siempre y cuando 

cada uno está completamente abarcado por el más largo. 

Para ejemplificar lo que se ha dicho, veamos un segmento 

de programa que multiplica dos matrices A, B cada una de NxN 

y guarda el producto en la matriz e de N x N. 

' Recordemos que si 

e .. 
~J 

= 

e = A*B 

n 

k = 1 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

El programa quedaría como: 

DO 1 I = 1, N 

DO 1 J = 1, N 

e (I,J) = o 
DO 2 K = 1, N 

2 C (I,J) = C(I,J) + A(I,K) * B(K,J) 

1 CONTINUE 

SUBRUTINAS Y FUNCIONES 

Muy frecuentemente sucede que una Sección de programa, 

o secuencia de instrucciones es frecuentemente usada. Si 

tal caso sucede tal secci6n del programa es usualmente 

identificada como una rutina sepa~ada llamada SUBROUTINE en 

Fortran ( PROCEDURE ALGOL ) • 

Cuando una subrutina es .definida, se le dá un nombre -

de identificaci6n, y sus argumentos son identificados, estos 

argumentos son sus variables. A continuación estudiaremos -

la naturaleza, uso y objeto de las subrutinas. 

Cada subrutina debe de empezar con la proposición subru 

tina, su nombre, y una lista de argumentos y terminar con -

las PROPOSICIONES RETUP~ Y END. 

1 

SUBROUTINE SUMPRO ( A, B, SUM, PRO ) . 

RE AL A ( 2 O ) , B ( 2 O ) , S UM ( 2 O ) , PRO ( 2 O ) • 

SUM (1) = A {I) + B (I) 

PROD (I) = A(I) ·k B (I) 

1 = I + 1 



IF ( I - 20) 1, 1, 2 

2 RETURN o 
END 

La manera como se transfiere el control se ilustra 

en la siguiente figura. El control se transfiere a la sub-

rutina cada vez que es llamada. El control se transfiere 

al programa principai u otra subrutina ) cuando encuentra 

la proposici6n RETURN. La siguiente proposición a ejecutar 

es la siguiente A la llamada. 

I 
-- -- -1------
AMADA A 

UBROUTINE 

! o 

r------------LLAMADA A 1 

lsUBROU~ 

~II 
RETURN 

SUBROUTINE 

LLAMADA A 

SOBROUTINE 1 
J 

o 



La estructura d8 la subrutina es la siguiente: 

o 
# T~~3e~~~ á~ ~6~f~ol -' 

-- Iie~-1;>a:. '(ió'ooi- -·-· 
1 L ' ~ 

-' 
'- 1' .. 1 " . " 

.. :_ J 

'~! - .. ~ ,f 

Call error r ,._ 

End •. 

( 
~ ' . r¡• 

o .~ .:: 

l. 1' ~ 
• • ,. "..t... :.... - -~=' .- ' l • Return· ''' 

End 

. . 
'"'16s'~·!·( a~:gu~ei1·1:c;s ~ Er~ la':süb"rüfÚta·: c1e-·-reierencia· ··.> :pueden ser: 

e·;c~-r-~·~:i-on~·~, -·v.e·afu6s ::¡_>:través ~de 'un'·ejemplo ~como' s'on estos; 
,. j } '..,. • 1 ~? ~ t.rataóos·. L},, ',1:• ( -... 

~, .... Programa~,-:. 

.. :. \- , .. 
. ' 

Principal 
.- ,,., 

o 
) 
\ 

( End 

~. 



Cuando ejecuta la pret.~osici6n call suma (A * B, B), 

Lt c.::¡• 1 ('si6n l\ * A, es valuada y su valor es asignado a una 

v<.s.riable temporal no accesible al programador llamémosle t. 

El sequndo argumento es simplemente una variable, su nom--

bre es pasado a la subrutina suma. O sea que call suma ( A* 

A, B ) es equivalente A; 

t = A * A 

A esta manera de tratar argumentos se le conoce como 

"Llankt·.id por valor; 

En general, una subrutina admite determinados valores de 

entrada y "regresa" al programa principal otros valores, por 

ejemplo, en la subrutina SUMPRO (A, B, SUM, PRO) los valo--

res de entrada son A, B; y los valores de regreso son SUM y 

PRO. 

Existe otro tipo de subFutinas que regresan un solo va

lor, por lo que son llamadas ',funciones. En este tipo de sub 
i 

rutinas todos los argumentos .. ::-epresentan valores de entrada y 

el valor de salida queda asoci~do al nombre de la subrutina. 

Veamos un ejemplo: queremo~; una subrutina que admita 

' 2 2 2 
tres valores A, B, e y calcule :r\ + B + e si A y B son po~· 

si ti vos o - e 
A+ B 

rar la subrutina: 

si A 6 B son ~~gativos, se procede a decla 
1, 

o 

o 

o 



o 

o 

o 
1' 

' ' 

" 
,·~, ( A, B, C ) 

- ¡ 

.< ' './ 

RETURN 

END 

e•' ::· J 

1 ; ) .. 

. ·., ~ .·. r·; . , 

' ' 

- .' 

• •• 1 

METODO DE NEWTON 

Este método sea tal vez e1 método 'más popular para en-

centrar los ceros ( raíces. ) de· una funci6n de una variable 

f (X). Es decir se encuentra una X 'tal que f (X) = O. 
'"r • 

El método de Newton es un método iterativo que produce 
/~ 

una secuencia de aproximaci6
1
n .a··ola, raíz, siempre y cuando: 

a) f .(X) ,sea continua y diferenciable en la vecindad 

de la raíz, y que las segundas derivadas der~f(:>~~}· 

no lleguen' a ... ser_ excesivamente .. grandes .• ·.:<<<.: '~.! 

b) Se puede dar un intento inicial del valor d~ la -
" l; '\ ;!'......, ) -' "' ~ · .~ ,' ~/ \: ' .', {~ ~ ~' ~ ¡_;..- -,..r "'-, !" ,..._ t ·: •:: ~ .• .-... 3, 

raíz "bueno". 

t 
Para funciones de variables reales, el método de Newton 

tiene una interpretaci6n geométrica simple' sorno se 'ilustra 

e'n "la .si~~e.nte:~·fi'c:fiirá::' ·. ":: ,,_ 



Supon<Ja que queremos encontrar una r, ,.z de la func.L6n 

[ (x), es jccir el punto donde f (x) corta el eje x. Supo~ 

g.1::1os crue l.a c-urva tiene la forma de la figura anterior, si 

nuestLo primer intento es x1 , x 2 será una mejor aproxima-

ción de la raíz la cual se obtiene encontrando la intersec-

ci6n de la tangente (x1 , f (x
1

) ) en el eje x. Este proceso 

se repite varias veces, cada vez utilizando la x 2 calculada 

de la x
1 

anterior; hasta encontrar la ra!z con la aproxima

ción deseada. 

Refiriéndose nuevamente a la figura anterior deje que 

f 1 
(x) sea la derivada de f (x) valuada en el punto x

1
, por 

consideraciones geométricas. 

= 1 

Y la nueva aproximación de la ra!z 

2 

Ejemplo: 

Método para calcular la raíz cuadrada. 

2 
Si la ecuación x = A, la ecuaci6n a resolver será: 

f (x) 2 = A - X 

f
1 

(x) = - 2x 

De la fórmula 2 

= o 

- A ------x12 ESCRIBIENDO: x 2 = 1 

- 2 X 
1 

2 

o 

o 

o 



-r , 

o 

o 

o 

------- ~---~- -----------

METODO DE NEWTON 

e PROGRAMA ENCON~RAR LOS CEROS DE UNA FUNCION 

e 

e 

e AQUI SE DEFINEN LA FUNCION Y SU DERIVADA 

e 

F, (X) = 

DF (X) = 

e LEE EL VALOR INICIAL DE LA SOLUCION Y LA TOLERANCIA 

DE ERROR 

READ \5, 1 ) XVIEJA, EPS 

1 FORHAT ( 2 FlO .O) 

e COHIENZAN LAS ITERACIONES 
' ' 

2 XNUEVA = XVIEJA - F (XVIEJA) / DF · (XVIEJA) 

DI F = ABS _( XVIÉJA - XNUEVA) 

IF ( DIF. LT. EPS ) GO TO 3 

XVIEJA = XNUEVA 

GO TO 2-

3 WRITE (6, 4) XNUEVA, DIF 

' l 
1 

!, 1 T t ! 

'' l 1 \ •! 

4 FORMAT ( " X'= " F12.4, 5 X, "ERROR= ", El4.10 

END 



o 

o 

o 



' - .~~-----------------------------------------------------------
-. -.H'j --~~ ~ ' 

o 

o 

o 

centro de educación continua 
división 

facultad 

de 

de 

estudios superiores 

ingenier(a, un a m 

METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL 

A_RMANDO TORRES FENTANES 

MARZO 'DE 1976 

Palacio de Minerla 
Tacuba 5, primer piso. México 1, D. F. 
Tels.: 521-40-23 521-73-35 5123-123 



" '• .. , 

'1• 

1' 

o 

o 

o 



o 

·O 

o 

CENTRO DE EDUCACION CONTINUA 

TEMA: METODOS NUMERICOS 

1) SOLUCION DE ECUACIONES 

1. Funciones transcendentes 

- Búsque?o por partición de intervalos. 

-Método de aproximaciones sucesivas. 

-Método de ~ewton Raph:.on .• 

- Método de Newton 2o. orden. 

-Método de Van Mises 

2. Fun.ciones polinomiales: 

-Teoremas. 

- División sintética. 

-Regla de los signos de Descartes. 
1 

- Rarees racionales (División Sintético) 

-.Rarees irracionales· (Newton - Raphson y Newton 2o. orden) 

-.Método de Lin Bairstow 

11) SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACiONES Ll NEALES 

1. Operaciones matriciales: 
\. 

- Suma y Resta 

... Multiplicación. 

-Obtención dé la matriz inversa por.~el método de Gauss -Jordan 



. . 

o 

o 

o 



- ,y-· -y-- --
., 

o 

o 

o 

~-----~~-.- ---------------~-------------------; 

2. Solución Sist. de ecuaciones: 

- Método de Gouss 

- Mé.todo de Gouss-Jordon 

- Método de Jacobi 

:.e ~ ~-:.ly\étodo de Gáuss 'afoo Seidel.··· < ' • ,.¡ ....... 
+. ,_ ,\ í J 

1 ': :·. . 1 ' 

111) VECTORES Y VALORES CARACTERISTiCOSo 
- \ ' ' • l 

"'•-: '" '.. '":: :,1 -·'"' 

.,., Método directo 

- Método de K ryiov 
, -. ' . ' " . ' ( ~ 

.. Métoqo de Jacobi para obtener el mayor valor caracterTstico 

IV) ~PRO~IMACION POLI NOMI~l > j ,_ '•\,: _•\ 

' 1 

~. Interpolación. co~ ,valo~es ~u.esr~ales a espacios -iguales: 

- Método 1 ineal _ 
'1 .~ ' :·~-·~ :1 ~ ~ •'" ;~~ t ·,-~: ~'· ·~~~ '; .-!•;( ,:~ .r:\ ~ 

· .- -Mét~do d~- Ne~ton 

~. lnte·r¡:»olaci6n co~,valor~,.mue~tr~les desigual.ménte ~spaciados. 

. . . -,Método de Lcgrange •. - . _ · , . .. . : · - ; . , ,; '-
.. ~f ~· ~. 1 .; "'" ' • ' ! \ ' 

' ' 
1 

(:·7"''-t--·~,(·:.-·.: ¡ <'1 ~·' ~ :. ~-:,··,.,t··':¡....-•1 

~·Aproximación de'.puntos por polinomios. 

-:·Método'de los.mrni~s c~~d·~~~~,~ J ~,,i·:o.", . .• 

V) DERIVACION E .1 NTEGRACION NUMERICA. ,, 
1 

1 • Derivación: ,, 

~ Método de las diferencias. 

2. Integración : 



o~ o. .. 

- Método trapezoidal Q 

- Método de S:mpson 1/3 

-Método de Simpsor. 3/8 

VI) SOLUCION ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. 

=Método de Eulei 

-Método de Euler mejorado 

- Método de Runge - Kutta . 

-Método de las diferencias finitas. 

VIl) SOLUCION SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDINARIAS DE 1 er. ORDEN. 

-Método de Runge - Kutta 

.. Método de variación de par6metros 

VIII) METODOS ESTADISTICOS Y PROBABILISTICOS 
'· 

-Generación de n.o. por método de la congruencia lineal 

-Método de la transformada inversa. 

-Generación de v.a. gaussianas por el método polar • 

..; Generad ón de V .a. con Ld •P. exponencial 

- Métodos de Monte - Cario 

IX) OPTIMIZACION DE FUNCIONE,S 

.1. Funciones unidimensionales: 

-Método Aleatorio 

- Método de Fibonoc:ci. 

2. Func;iones multidimensionales. 

"": Búsqueda por Gradiente. 

o 

o 



.. ,~\ 

o 

·O 

o 

El 9bjeto del presente c~rso e~ ~a~·~fl pan~r~m.~,~~"$~ratd~ l(l~cplicaci6n 
\ ' ~ ..... < ' -

de lo computadora para resolver problemas matemáticos.y c:da vez. familiarizar 
,. ' ' ~' , .. '~ ...... , .. ,.)~ - ~.. . ...,.. ( ~""',( ... :"'~,._.:.:~~~~ ~~ " ' 

a los asistentes al curso ~~ el, man,e¡o ~e)os m~tod9s e~df.!:Sr:'~~~'·- ~ fin de que 

se cuente.~n une¡¡ bas~ para estudios posteriores. 
' ' 

Por las razones antes menCionadas, du~an~e .eL curso no~ s~ ,.~ntent~rá}:~go-
• «;>, .- ..-::•_; .. • : __ ,.,_.,~~:l..,.i~C>',_.~- ,: _. ,._ .... ~_::'_''~"- ~·;·~ ~:-; ~L~I 

· tar toda ~a· materia ni profundizar demasiado en Jos aspeétos te6riC9s de los mé 
• ~ t- ~. ... /• , , -

' • • "- (_~ ~ ,.., o .... ; • ~ ~ o' - T i \ ~ 

·todos •. : En ~a~e a dic~a·orientoci6n se elabor~ro~ 1Ós
1

opu~tes;·solo·co~ e,ura 
,--~_r~.-·~~-r:-~: .':\·'\J:_.,r-~ -'~t..~ L"'~~-¿.~t~:""' :--~ r .' ~-~"~ ''' ... ~·_·.'_,~ .~~,-";"" ¡"'~ }".~.--:, .. --/., ~- , 

.del ·cur~o y no como un tratado profundo de o la. materia; ~cu'ando-.se~ desee ahon-
! ' 1: '\ 1 ~ ....... 

dar en algQn .. te'!la. 1se,r~con'lienda.acudir ,a la bibliografra. !=itad~ ~·" .. 
,¡- : ~· ' '..f' i.J~ •h - ~ ', 1' - '1.' ~ "\.., •' I;...J -' --... •11 ' , r,.,./~~J'l,...1 -<,¡ 

- :-;/:'l...:~":·~,{,.'ii_f~"';. ¿- -<\;~,--- ~~--~[ .~~-"> :.;.'l ..... t--;':..r) .·,·'b·r. " ', ,(.,."- ~f,~;~~-1; ,.,.., }·\,\{'¡ .t'j.'l ~-· 

.-.. ,~; ; :~~~~~~n~~ de -~~e.p~ed.e~:~~~tir ·-..r~r-~~ .. ~?íi~~-~.i~.~.:ú·p!t~ especie;' el 
't) {:;•.:~~ ~::'1,, .,..J •'(·-'',, ~- ~,' 1 • ,'!_' -' ~-' ¡,- - }.<>~.._ \ '~T - , .... ,.. .·t, :• f: ~' ' ~.' '\'\f'"' .:, 

·redactor d~ ~éitos ,ÓpUntés ae r«tsPonsabilizc .y::cnscÜip~ por éll()~' ·-' 

·' 

,. 



C. E. C. 2.-

APUNTES METODOS NUMERICOS 

l) SOLUCION DE ECUACIONES 

Existen dos tipos bósicos de ecuaciones: 

- trascendentes ~ (e-x_ sen 3 X = O) 

-polinomiales (X4-3X3+.lOX2 +1=0) 

1 • Funciones trascendentes 

a) Búsqu'eda por partición de interv~los. 

La metodología a seguir es: 

- trazar oprox. la curva y ver en qué intervalo se encuentro lo solu
ción. 

- discretizor el intervalo y los valores de lo función F (x) =O 

- los puntos intermedios mós próximos con los siguientes coracterrsti
.cas: F(X1)<: O y F(X2))0 ~ tomarlos como nuevos limites del in-
tervalo y asr sucesivamente según sea la precisión buscadao · 

Ej.emplo 
•' 

Resolver la ecuación e-x-sen (Tí X/2) =O • 

.So J. . 
Se traza la curva y busca el intervalo dentro del cual est6 la Sol • 

~· 

o 

o 

. /. o 



.O 

O. 

• 
• 

o 

• F (x) 

. ' 
' ~ f; r 

1 
.. ~;__ :~~: q .. --. 1 ,_. 'r (< . ' 

'i' 
., ~'}' r '' 

_), .... 

j0 j' ' 
Paso·-· 1. 

1 ''(2) X· ·e-xi senTI X¡ -
1 -¡-:' ~.) r ~, 

i· ' 1· r+ ~ 

1 
,_ 

: -

1 

: ·' '' :.'' ', 
,/' 1/"1'1 1 . 5 .6085. .707 

1 
1 

., 

I¡ 2 .25 .7788 .3827 ,/' 1 . : ' \ .~ ~ ~ 
1 " 

1, 

1 
, ~-1 1 

'. i/ ''3 .375 .é873 ·-.556' .. , ·- ~ 

/' 1"\:. 4 
.( .4375 • 6456 ·.634 . . :s ... ~" . -... ' : ~"'.. ~~~ ~ 1 'd _;:' 

" ~· ' t 

'< ~5 ~ ' .46875 .6258 .6716 '· . '. 
·''.1 

/ 

.437 ( . X 

b) M ~ t ·..~ • • • . ' ' ' • , \· . ' :: \• ., e o~o oe cprox•moc•ones suces1Vos . -;- ,:-_ ó, • , · 

.;· 

Sea F(x) =O, sumando X en ambos rniembios:: · . . ~ ~ ' ' 

F(x)' + X= g(x) =X 

si F(a) = O, se concluye: 

g(a) =o 

1 

V"· 

3.-

1 
1 
1 

' 



eso sucede si 1 a rolz es exactu, en caso contrario: 

X1 = o (Xo) = F (Xo) + Xo 

X2 = g (X l) = F (X l ) + X 1 

Xn+l= g (Xn) = F (Xn) + Xn 

el método se detiene cuando: 

· \ X n+ 1 - Xn t < E » 

4.-

es decir, cuando los valores de Xn y Xn+l son casi iguales. Este 

método converge si: 

1 
. g' {x)! ( 
t 

Ejemplo 

Dar 1 a raiz negativa de X= ~ O .5
8
• 

Sol. 

Del•enunciado se tiene : 

x2= o.5 
2 

X - O .5 =O = F (x) < 

- . 
Sumando "X" en ambos miemoros: 

x2 _ O. 5 +X = g {x) =X 

2 
Xn+l= Xn- 0.5 + Xn 

Sea Xo = - O. 6 : 

o 

o 

(J 



o 

o 

o 

de q~mde 

· x1 = { -o.6 >2 - o.6- o.s~=-0.74 
2 x2 = ( -0.?4L~o~~4- o.s,=-0.6?24 

't : • ' • \. .. -r i 

x3 = < -o.692.4)2 - 0.6924 ~ o.s ·~ ~ o.713 
' .... - l' 

x4 = ( -0.731)2 ... o ~71~·.:. o.~= ~-·~.~04 
- --

Xs = ( -o .704)2- o.7o4 -o .s ~·- o.~06 
' ( ' ' ' - • ~ r - • e•}- ~ 

·~ \ • 1 

x~·- o.7 

1 
'1 

e) Ne'wton - R~phson . 
'' . ' 

5.-

Ef método consiste en trazar ! a tangente, a la aJrva en un punto (~, Yo) y 
1 't 1 

la intersección de esa recte con .e,l eje, .. ")( 11 .~ar6 el nuevo valor (Xlí ,V-¡,), el mé-
• ' \. ' } .. , 1 1 

todo se repite sucesivamente hasta que: 

'• 1 

. 
¡, 

J .xn_+l - -~~n l <E 
ft ~= f ('.<): ~·:· ': '·'" 

.... -

' \ 
, .l 0... 11 

\ 1 1 ~ 
... ,. .~ .... \. ~-
'' V - _, ct • 

• i 

f (; / 



por lo que : 

Xí = X0 - .f.Qd 
f• (X0 ) 

El método converge si: 

donde: 

g(x) = X - f(x) 
f' ( x) 

Si Xo es la primera aproximación, el método converge si: 

- X0 está suficientemente cercano a la raiz 

- f' • (x) no debe ser excesivamente grande 

-f'{x) no debe estar muy próxima a cero. 

Ejemplo 

Resolver la ecuación f(x) = x2- e= O, C = 24 

Sol. 

por lo que: 

f' (x) = 2X 

Xn+l = Xn - X2 
n - e 

2 Xn 

1 r e _, 
= 2 l Xn + Xn J ,< 

6.- o 

o 

o 



/ 

o 

o 

o 

Sea X0 = 1 

X 1 = ~ ( 1 + .2 4 ) = 12 . 5 

x2 =; ( 12.5+24 .);=7.2'1~: _·:: -./.:, 
i2.5 _,:.,_/·" 

- 1 X3- 2 < 1.21 + ~> = 5.2693 
7.21 

x4 =!. < 5.2693 + 24 'l):·:)~~·9n9 
2 ' '• 5.2693 

~;('/·'·~;. 1 n,..,- .. "' .. :~.:¡ "'.::: í'r.~~ ·~) ~ ' 
(; .:;¡~~~·~~ .~~ ~~{ !' ~ t ·-0 

-
., 
' 

~- r ~.~·) ~ -· ~ , ,. 
n~ ~ ~ : '"' :~ -~ ~ 
j ~ ) • ' ~ • t 

J.,: ~ '* f\,,~ ~ ~,~.J ""'r-/~ 

> ••• ' " .. ~ ~·. ' ~ ... ti"t¡{....':1~"-:-:J _ .... 

· d) Método de Newton de 2o. Orden' 

7.-

E~te método funciono igual que el anteri,or. solo que .. conve~ge.m6s·r6pido-
~ ~~·~-~~ --~,..,. -~ ~./\.--, 

~ '.1 ,. -,. J 

mente r su~ re,stri cciones son iguales que en el .c:aso anterior.. . . 

~~~ndiendo f(x) en sedes de Taylor : 
. . 

" , ) • ' ¡ - ~ )-·~· " 

f(Xn) = f(Xn _
1
) + (Xn.- Xn - ·•) f''(Xn .. uf·-':. :.1. 

1l . 

.. 
Si se tornan 'los 3 primeros ·miembro~ y consider:a ~n .c;omo.raiz: 

.f(~n) = f (Xn-1) + (Xn~xn-.1.)1 f' (Xn~ 1) 
·l·t 

+{Xn-Xn-ll f"(Xn-1), 
2\ • 

,¡ 



pero: 

O =f(Xn-1) + (Xn-Xn-1) f' (Xn-1) --,-,,-. 
+ (Xn-Xn-1/ f"(Xn-1) 

2~ 

X0 - X
0

_ 1 =- f (Xn-1) 
f' (Xn-1) 

con lo que la fórmula de recurrencia est6 dada por : 

Ejemplo 

Resol ver f{x) = sen X = O, supon iendó X
0 

= 1 o 165 

Sol. 

a.-

o 

o 

o 



•! 

o 

o 

9.-

,,, 

/ 

1 e' 

1 ' ' { \ Jt ,} " ,,fl:* 
1 

Xn f(x) =sen X f' (x)= cos X f•ifx) ~-;~n--X 1 

Xo.= 1 .165 1 
1 

=66.7° .9174 -..,9l74 '-0 .6302 ' .. 3978 :'• 1 

' 1 
'' 

," ',· " 
-, ,, ' 

,, 

x1 = o.S34 ., ,"'"y 
,, 

' 
' = 30.5 ~ .• sos · .• 8611 -:0.508 -0,5024· ., 

' ~ 1 

x2 = o·:p315 . 
=1 . 79~· .. 03~4 .9995 -0;031'4 l)>> ~ "' ."'!() ;0314 '0: 

'· • 1 ~ ·' 

X3=0.0001 
'" ;i .. ,·.::e oo ,_,,, ·Í~ (f:' ' 

-~~ J '·_.: !¿_'~~~1· ~', :. ,2 ~· f "·? ;,., (' - ~ .J ~01, \ '1 ,: t_-~'1 

•. 
~·"! ,. 

·- _:...... 1 ~\ ,.\. 

,. ~ J ' ~ ,¡.. ' ; .. : 
),'"'• () 

' 1 
e) Método de Von Mises 
'--~.----~.--~--~--

Consiste en tomar. siempre .1·~ pri~er,~ .tang~nte. c~mo, trqy,ecto~i~<(l~ 
. , , , , , - ~ ~ • .... - , ,, ., • .,.. " - ~ ~ c ... "' -• ·~ ' J • - ,~ • ' t. - ..... J-=J •:..J \,) 

búsqu~da. Es mós lento pero reduce el-inconveniente de que f'(x) q~e~e ,-; -; 
~ . rrl, ··~=~.--~"~~:)., ~'\'C 

' e· . ..,_ -· -:::;.·.:::-~ 

muy próxima a cero. Se utiliza este m~todo en los casos en que !os pmtos -
~J'!._J ·~::.,\·~>.~:·~c./~·~'Íi~-~~; l> ~\:>/t: .. l_', _, :,:f./::-.. ~ l ~~~ i:~ :_ '_;):,:~ ~ ~" ~:· .~;:._ ' , 

cercanos a la rarz tienen pendiente nula. 
'' (r' 'i(l ' 

. 

... 

li 

•1 

, 

~ '~·} ~' fA 

' " 

• ~ ,. 1 ·:i ~-. :\ ~. ' ..... _:.._ ") : !.Y ,, ~ -' ; ··~, ·, 

J "') ¡ 

1 

1 
1 - ''J .• ' 

1 

~ \(,' 
~ !~ 1>-t .1 ;' 

. ' 

', ~~. "--
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o 
o o X - X _ f (Xn-1) n - n-1 

f•(X
0

) 

2. funciones polinomiales 

Polinomios de orden 11n 11 son aquellos que tienen la siguiente confi-

guraci6n : 

Para resolver estas ecuaciones se emplean los métodos antes vistos pe 
1 -

'-

ro con modificaciones que permiten real izar las operaciones m6s r6pidamente. 

a) Teoremas 

-T. del residuo :el residuo resultante de dividir el polinomio P(x) en-

tre el binom~o X-a es igual a P(a). 

P(x) = (X-a) Q (X) + R 

P(a) = R 
,' 

-T~ del factor: Si x=a es un~ raíz de P(x) =O ~ (x-a) es un fac-

tor de P(x). 
'1 

P(a) =O 

~R =o 
o 

o~ o P(x) = (x-a} Q(x) 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

11.-

b) División sintética 

Permite efectuar numéricamente la división de P(x} por el factor x-o. 

Sea:' 

An An-a A o 

' j 
a..Bn .. , 

Bo 1 JO. 6n..o: 
:; 

Bn~ 

B n-1= An 

Bn-2= An-1 + aBn-1 

.. Q. <xl =Bn-1 xn-1 +Bn-2 xn-2 + ••• +Bo + !_ 
X-a 

Ejemplo 

...... 

Si P(x) = 3X4-7X3 + 2 x2 + 1, encontrar ~(x) si Sfl divide P(x) por 

X+ 2 y hallar P(-2) aplicando el T. del resrduo. 

Sol. 



3 -7 2 

-6 26 

3 -13 28 

o 

-5.: 112 -2 

-56 1113 1 
R. 

Q(x) = 3X
3

- 13 x2 + 28 X - 56 

R = P( - 2 ) = 113 

12.-

Demostrar que X=- 2 es roiz de lo ecuación x3- x2 -4X+4=0 

Sol. 

1 - 1 - 4 4 

-2. 6 -4 -2 

1 -3 2 

R=Q 

P (x) = ( X+2) (X2 -3X + 2) 

e) Regla de los ~ignos de Descartes 

Esta reglo sirve poro determinar el máximo número de raíces positivas 

6 negativas y sus posibles tipos (reales o imaginarios). El procedimiento es: 

- Obténer todas las rcices nulos y reducir el polinomio. 

n m 
A0 X + . . . + Am X = O 

' 
==1> existen m raíces nvlas 

potinomio reducido para lo 
búsqueda. 

'• 

o 

o 

o 



,. 

o 

o 

o 

13.-

Ordenar el polinomio en orden decreciente: 

An Xn + An-1 ·xn-l + +A 'X+ A O • . • 1 o= 

. ' . 

- ~~ número de r~ices reales. positivas es igu~l_ a_l ,~~l~e.~~ ~~~ -~~

~!os de ~igno e':' P(x) 6 un nl'ímero menor en p~res. El númer~ de 
' 'l \ 

~~TC?eS reafes negativas es igual a,l, número de
1 
cambios de sig'n9, en 

~ j ~ ' - J ' ' • J ; - ~ ~ 
r - • - '~ ~ - ._J~ , __ 

P ( -x} o un número menor en· pares. 
: ' j ~ 1 

, ' ' 

'· 

•· Las'rarces complejas,si existen,siempre ~parecen: por~pa:-es· con;~~ 
" ' ' i ~ : _,., 

godos. '· 

. ' 

... Uno. ecuoci6n de· grado-"~'~ tfen~~ iíñ·¡,·~~rc~s. real'es o compl·~¡~. 
J\ • ' 

... E~faplecer u~ cuadro coi11as posibiHdadas que se teñgon paro ~qs 
: u ~~ r ' • • ~ 
' . 

''n" ro ices. 
n 

. ' 
J ~- -

~ -~ ' \ : [: '', , "~ ' t- ; ) J 

fo:------+-----+:---.....¡.:----f(' 
/.. 1 

;negativos' 

''' 

'l 

;1 '{ ; :l· 

,, . 

.r 
' . 

" •"1 

,.¡ " .~ "' •. :¿,_: ~V r:..~.·J''_,;r~.-- [-:",_., 

¡· 
1' 

·' 



d) 

, ,,No. de co:nbios en P(x) = 2..;;;...;.. r.p. ~ 2, O 

No .. de cambios en P(-X) = 1 ~ r.n.: 1 

Total de raíces: 3 

! 1 

1 11 1 

X) O ? o 

X (O 1 1 

compleja o 2 

Total 3 3 
1< 

Obtenci6n de raíces racionales 

Las posibles raíces racionales estarán dadas por : 

Xposible = _:!: múltiplos de A0 

An 

14.-

Se aplico divisi6n sintética en P(x) poro cada roiz posible y si R=O, 

entonces Xposible será raiz de P{x). 

Los roices se buscan de acuerdo al cuadro obtenido por: la regla de -

los sig"'-s de Descartes. 
- . 

e¡ err:¡plo 

Encontrar los raiccs racionales del polinomio: 
' ' 

P{x) = x3 - 7 x2 -10 x + 1 6 = o 

Sol. r 

.. 

o 

o 

o 



•'' 

·O 

o 

o 

A ;;::1 r. 

~ múltiplos de A0 : .:!:. 16, .:!:. B, .:!:. 4, :!: 2, !. 1 
' . 

' ~ ' r ' \ 1 "' . _,' ~ ' . : .· :.1 ';¡-: ·- 't ... -' 1 o ) 16' 

. ' '1 ' 
-2 

'•' 

1 -9 
18 

8 
.-lA,. ;·-2:,; .. ":"\, -_,. 

o 

·' 

x. =- 2. 

de donde: 
' . : . 
t_:'·,. 

" . 

~·· -.:: · ·~r~':. K~ .. ;,9±.·~~··81-·-'·32~ ~ 9 ± 7 u : 

1 ~;:-' · ' 

2. 2. 

Xn+1 = Xn .- P(X~) 
P' (Xn) 

sa!,~mos ~u e : 

P(x) = (X-Xn) Q (xl + R a· 

:ar4> P (X )· = R 
n ' 

·~ derivando ( 1'. 1 ): 
11 
" 

.. 
'· 

é 1' 

- ''·' 
, ,-· r"' 

15 ... 

! ' ., ~ ' 

• , ..... ,~ ·- ~; ·., r;, ,.r. ':.o. ..... ~" 

( L-l) 

P'(x)· =(X- X~} a•·· '(X)'+ Qi(X)>' . 'l1~·3J· 
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si : 

X= Xn 

donde Q (Xn) es el residuo que se obtiene al dividí r Q(x) por X-X0 : 

Q(x) = (X- Xn) O(x) + R2 

P'(Xn) = Q {X)=~ 

substituyendo (1.5) y (1 .?) en (1.0) : 

( 1.4) 

(l. 5) 

Para aplicar el m~todo es nece!.ario obtener primero las cotas de la -

o 

raTz mediante ditvisi6n sintética y esas cotas se utidizan como valores iniciales: Ü 

.. . .. 
E 

Newton 2.o . orden · 

Se tiene : 

1 =-
AXn 

Derivando (1.3) : 

:· P"(x) = (X-Xn)Q 11 (x) + Q'(x) + Q'(x) 
' -

( 1.6) ·. 

o 



·. 

o 

o 

o 

Si X= Xn: 

pn (Xn) = 2 a•· (Xn)
1 

· (1.7) 
t • ' 

darivando (1.4) 

pero 

(1.8) 

wbstituye~do 

( 1.9) 
~;· 1 :} ', l.~:.:.~ - ~--~ .:-,~ ~ 

-
substituye~~o ó. 9), (1 .5), '(1.2) en (1.6) : 

;; _¡ ( .. 
' 
í 

_!_= ... R2 + R3 

~::&x" ~ R2 ' •J 

/ 
~' ~ . ... ..... ; ~ ., ), 

¿ 

~ L . :r· .· .. · 
xnt1 ::Xn+ A XI'! 

. ¡ 

Ejemplo 
~ . . , 

O~ten~r para el poi inomio 
' . 

x4 - 6 x~ - x2 - 2x ~·.a~= p· . , 
,~ .. ' ,., ., ·, 

' ' 

l] ... 

r ~; \ j' 

el cuad:ro de posibles soluciones, una de ids r¡a·rces·: irracioncil.es ;por:iiQ5~2-·ñ';étoélos . ~ ' ~ . " 

vistos y ~xpresar P{x) en función de dicha rarz e indicar .Q(x) 
" - '· . 
< 



Sol. 

P(x)= X4-6X3-x2-2X-8, r.p.: 1 

P(- x) = x4 + 6X3- x'2 + 2X - 8, 1 .r1. : 3, 1 

1 

1 
[ 

li 
-

1 

1 

X) O 1 l 1 
: 

X (O 3 1 

comp. o 2 

total 4 4 

Xpos : ~ 8, 2: 4, .:!: 2, .±. 1 
rae. 

aplicando división sintética: 

-6 -1 -'2 

/""'-. 2 . ¿a---=s 18 -:4o -- "'-...2 

r\L/- 9 -*C{ -48 1 "-

/"._4 -8~ -152 :/4--......... 

~,1 

1 rl'Lo 

-1 7 -6 8 -1 
1 -7 6 -8 L2CJ 

1 

1 

18.-

o 

o 

o 



o 

o 

o 

x,=-1 
P(x) = (X+l) (X3- 7 x2 + 6 X - 8) 

se trabajaró con Q(x) = x3 - 7X2 + 6 X -8 
' ' 

de las oparaeiones efectuadas ~e ob~erva : 

P(4) <. O 

P{B) ) O 

4~x-'a 

Sea Xo: 6: 

A pi G cm~G Newtun Raphscn : 
e • ., ' 

1 -7 6 

6 -6 
'1 1 .. 1 o 

6 30 

1 S 30 

-8 

o 
-8: 

6 

~ 

xl =X .. R1 .o-
= 6 - -.!. :::: 6 .26 

E : ~ 
30 

•1 
1 -7 6 -8 

6.26 -4.63 8.58 ' 
1 -.74 1.37 ._?8 1 

6 .?6 34.55 6.26 

1 -5.s2f3s.92 a2 
.. 
• 

x2 = 6.26- .58 = 6.244 
35.92 

•, 

Aplicando Nswton 2c. Orden : 

19.-

6 

= Rl 

6.26 

~li 
" 



1 -7 6 -8 

6 -6 o 
- 1 o -81 

-lli 6 6 
1 5 = R2 30 

6 1 6 
1 ~Ra 

X1 = X0 t flx0 = 6 + .2429 = 6.242_ 

• , 
411 

f) Método de Lin - Bairstow 

20.-

6 
~ 

=R 1 

Los métodos de Newton - Raphson y Newton 2o. orden solo dan raices reales. 

Para obtener las roices imaginarios se tienen dos procedimientos: obtener los roices 

reales y después en el polinomio reducido buscar las rarees imaginarias o bien o~li-

oor un método nÚméri co. 

Dentro de llos métodos numéricos el m6s eficiente es el de Lin - Boirstow, del 

cual solo se dor6n sus principios b6sicos. B6sicamente consiste en un proceso de -

descompO}ición ~el polinomio P(x) en formos cuadr6ticas y hollar lo solución de esos 

ecuaciones. 

Ejémplo 1 

Dcido el poi inomio : l e 

1 

P(y) = ys:_ 17 y4 + 124 y'J- 508y2+ 1035y = 875 encontrar sus raices por el 

método qe Lin -. Bairstow. 

o 

o 

o 



"Sol. 
2t.-

~ .~ ,.-~{}:~~~( 'ul~ ,;k"\ ... ~ 

r.~Y> = <-l+ py+,q> <y3.+ .sl y2~¿ ~a~r ~-~>. ~ Rr~.~ 
'; , ~ ' ' \ r J ' ' 

. ' 1 1 7~ ?i\'L ! d~ :r ~J. ~ ,• 

sé igualpn Coeficientes de los· términ'os de !9':'~! grado·: 
.> - ' ~ ' 

P.+ Bt =- 17 
{;'l,~"J ¡ '1• ·:-:.~.. ,-- ,\r,; ~".' .. ~ ~.,I!Í' ::-~~tt::-"',;~·1 :::-::_-:,.,J,J 1 ,~, •'."{\'<'.-""~ :,. ~:,¡~};;{~¡1 ;;;:, S'~~ 

~ + BlP + q = 124 

l 

·' 
83 + 82 p + Blq =-~a:···: L ! .. , .ú:~: :". " · ... w; .. ;'¡ .·:> .. ,::;~· 

R ·~ + a3 P + a2 q = 1035 J 
S + BJ q =. - 875 

¡} ;.. 3·'. . . ", 
'¡ 
¡, 

de las~ primeras ecuaciones: 

o ~ 

' J. 

' ,• 

estos .v~!ores Se substituyen en el segundo g'tupo de ecuacioneS! 
·: 

'· 

p
4
+ 17p

3 
+ 1'~p2+ 508 p + 1005- 3qp2 -

- 3468- 124q ·el = R, . 
..1 . ~ 

,. p 
3 

q + 17 ¡; q + 124 pq - 2 pq2 - 17 q2 + 

+ 508 q - 875 =. S 

el problema se resume a encontrar "p11 y 11q:• tol que : 

' F o R=O 

S=O 



22.-

una vez hecho eso, se substituyen los vo!o.es ..;n la formo cuodr6tica y?+py+q=O; Scem:ue" O 
~n ~u::. r~,'c.es ..::1 -

se substituyen en s1, B2, B3 teniéndose a con:-inuaci6n : 

p (y) = <l+ py +q) ( y3 + Bl .; + B2 y + B3) 

\ -v---------_/ 

Q (y) 

se aplica el mismo procedimienro para Q(y) y asrsucesivomente. 

Para el ejemplo trotado se llego o : 

P=-4 

q = 5 

l-4y+5=0 

y=2.:!:¡ 

3 2 Q (y) =y - 13 y + 67 y - 303 

,J 

o 

o 



o 

o 

o 

:t.,.-

. 11) SOLUClQN DE SISTEMAS DE ECUACIONES LiNEALESo 

1. qp~ra~iones motrfciales • 
' 

, , r ,.:· 

Una matrii ·es un arreglo d~ elementos ~ · um ca re!'t9l*' '{ ~~-,. co .. 

lumnas. 

' ·-·f 
" ' 

( J\n1 Am2 • • • • • J\nn J 

a) Suma· 6j!esta 

• , !~ , ,<'· 

¡ ' :~' 

l' 

'' 

Para sumar dos matrices ·se r~uiere q-~e el ndmero de "'nslon•rr • 
1 ~ -r• • '".:; • ~, ·~,, '~ r ' 1' ' ' :- ~ r L. ft ter -.h.~J-·,~,'---:: ,e~:~ ~ ..... ~·~i -

.r 

'. 

eoiUnlnas de una sean iguales a l'os-de la otra. 

A +B . (m x n). . (r-x s) 

es. posibl·e solo t>i· 

m= r 

n = $ 

::. Si C., represen~c l'a matriz suma : 

C i ¡: = Ai ¡ + Bii' 

Eje~plo 



2 ' 4.-

Obtener 1 a suma A + B si : o 
A= r~ ~J B = rl· oj' 

t3 2 .... 

Sol. 

A+B= 

b) Multiplicaci6n 

Dos matrices A y B se pueden multiplicar solo si el número de columnas de 

la primera sori iguales a los renglones de la segunda, es decir : 

Si A( ' m x n) 

) o 
éxiste AB <l=:t> n = r 

Si C representa la matriz producto se tendr6: 

Yl 

e.: i = .:E. A '-K. P> O(J . 
oJ ~= 1 

.J 

~jemplq 

,, 
~ncontrar el producto AS si : 

A= 

B= 

Sol. o 



,· 

o 

o 

A& : , r;[~ ;~~:o [•,' ~!];· 
. "2,· o 

'' 1 

n 
' ,, 

,, 

~. ! ' 

1 ! 
•,' t..,, ¡J 

. '· · ... ~"·RfiF~r:'far la·mqtriz Ay~ la i~ntidod .I erkuna íola MC~Jrizá 0
'· . ~. : -: - .~ 

.. 1 ,.fil. o) 
.-

25.-

'. ¡ '- ! l 1 ~ \ :.. ... ,., • - ;, ; 1 ~· :· r_ J r~ 1 ; 

Trarlsfonnor la matriz A en una matriz't apli~~o IGSsl;uhaÁtes;tr~nsformo• dones a··~~--;~:~i~ :~u.~;-~-:·.-· . . " . ' _, )' . ~ - ~- -j~_[ , . ~ 
'1 ... ' í' ( 

- ~ultipl~caci~.11 de ~n .. ~~ngl_~rl p,or ~~escalar ).. J' O o ' 
< ' - • ' ~ 11 ~ \_ ~ , ' - _.., -~ ' 

- sum~r. '!los ~~~'ne~~o~íde IIJ~ rengl~ 1~ mrrespondaentos eh ot~ f!Uit4fli-
' ' ' \ "l ~ ' 

cedas por una constante (sume de :equim61tiploa)';; _i 



E¡emplo 
:·' 1,' • ~' 

Obtene.r lo motriz invers.o Je lo si(;uicnte matr.iz; 

A= 

Sol. 

Aplicando el método.: 
j 

( 

• 
,, 
' j 

) 

,. 

[~ 
2 

-4 

[~ 2 

<D 

r~ o 

1 -
[1 

-3 

' l o l 
1 1 .75 -.25 J 

• -.5 
) 

J .75 

-1 
A = -o.s 0.51· 

.75 -o.25 J 

1 reng16n pivote 

5e divide ..;.. - 4 

rengl6n pivote 

26.-

o 

o 

o 



·. 

27 ... 

2. Soluc:i6n sistemas de eeuaciones linea 1 es. 

·O '" . 
1 .... l ' f,. ~ ., 1\ ' - ~ ·~' ·~ • • ' ' ~ .~ ; -J ' ":.•, 1 

. U~ Si~tirffa¡"de~~~acJo~eS li~~~~e~ctiene ,19'.~ig~1~Jr'~~; ~~~.~.U ti , 
~ t " 

• f ' .l 1" .. ' ::~ ) ' ;~ 

'1 \~ ~ ~ Í • • • ~ r 
r ' 'l' 

' ' '~ 

.. • { .. ~· .. ~~ ; 

"' '. . ' . 
A'' Amn .,.. . 
~m • • 

1 ¡ 
·'> 

·~ ' ' J. 

. ~~ ="r·~/ '·q.,:'': ,. ,.q :. , .,, 
.... ' . . .. 

·X:,' V ·-~ ~~ 
' 

l'li,:: '¡.l• ,' -~ \ -, ' ( ( •' ' r, 1 

/;~1{'1~~¡. ~:.: 'A1~ : . 

;. 

o A. :x · =. B· 

o). Gouss 

, ·:. . : ·:·· -~:"> .. , ' . :: ::: ~' ·; ¿ •' ·; , , • ,,, ~.. '· . : .. -~ :; ·~ ~-~'. ~ 
Es~!' ~-étoao de 'el.iminaci6n sistem6tic:a, ;~.i si~r·~¡;n" ecuo~~r ~con "n" 

:' ·_~· ·- • , • } • j ~ ~ ... 

lnqnitas se ~uce a;un sistema triangular que $e empieza a.resolv•• r?arttr·det 
, , , , ~:;{ .'¡.·; , ', ,~; 1 •:· , , , ~;,,. ',,,·,~e,'~'·,·.·'·:·'· 1,'. '!;·?,':•, •·.,.~:,:;: :1:, . 

dhimo ref'SJ6n~; ~ 6 sea; se llega a un sist!rrici: .\ 
' 't"l. ~ ~·--. - l.~· f • ' - ' •••• - l ' ' J • _1 ~'• 

' ... \ 

·,-·, 
·, 

+·· : + A..:.•-':;'·;x, = ·.e,. e···-
••••• ·¿n .n 

··'' ,'-!,. ~ .• 
1 

;o e .~ ¿ 

~:..1 .• 
·A Xn = ·C : · nn ' . n · 

' \. 'e ~~ 

'• ,, 

o 



. Poro elfo se utilizan las siguientes tramfo:rnCJciones : 
' r r, 

- intercambio de renglones 

-sumo de equimúltiplos de un renJt 6n u otro rengl6n 

- multipliccci6n de un rengl6n por un escolar )\ f O 

Ejemplo 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones g 

S~l. . 

X l + 4X2 + x3 = 7 

,x, + 6X:z- ~ = 13 

E 2 x1 - x2 + 2 x3 = s 

23.-

Para evitar trabajar con los inc6gnitos se utilizo solo la matriz de cae-

ficientes y el vector de términos independientes 

'* 0 4 7l 
.· ... , 
• 1 • 6 
• • -1 13 

1 
' 1 

: 2:-1 ·---· 2 15 

r: 4 1 :l 2 -2 -~1 lo -9 o -9 J ·se divide 2. 

4 7l . ., o 0 -1 

-,: J , __ .... 
o 1- 9~ o ' 1 ' ---· 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

29.-

r -, 
1 1 4 7 > 1 1 

¡, 
1 ,., 

'O· -1 
11 l /~ ¿ .. 3 J Lo· y o -9 .J ~:~ 

' se divide,-'~ -9 ·· ·'"'· 
-.:;; ... '<...,f !.' 

' ''' .-, 
e 

,~_, 

. Xj ,; - l8 ' =- 2 
1 -
1 • 9 " ' ,. 

'' •' 
..,..;;::..t 

' '( 3~ x3 =· ~.l 
~ 

,.12 = .. 
i ~,, " ·" . '') 

" ', r ',. 

xl = t - x3 m:. 4 x2 = s 

f 
b). G'ouss·- Jordorí ; 

' . 
\ 

·' ~ ' ' • •, J. ,' ~ .. i .. ~~ : ~--
/·. ~ , __ - • ... --==- ~ ., ·, ·-"· (~~~2;~G.: 
<~·~proceso, e~ el'inismo ~.~~ poro'"'.~tener:ia motriz inversa¡-·~,~,o-qu~ e~~.-

! \,~ 'v~ ¡" ~ J''l ~ ~ ) J • _c. 
0 

,'' " L..c> -O< 

vez de trabajar co~-lo m.otriz· ky la identidad, s~' trabaja con lc:r matriz de coe-
.- ' t ... 

'ficientes y el vector de términos independientes. ·Se transforma la ~~triz de--
; . , ~. . ; ' ; . , "' ~ ~e· : : 

\ ' ~-,.¡(, ~: ' 

coeficientes en uno identidad empl~.a.rdcdas tronsfctmaciones: 
' } : -

- sum~ de equi~rryúltiplos .. de'; un rer:~g!~n al otro. 

- mu~!ipli~a~i~n d~· u·n· renglón ~¿; ·:~.~~~~ .··: 
• " ~ ":' " 7' ... 

•. intercambio• de renglones 
-~-' j • 1 - ,' ;._ , .. • 

. -' 

Se tiene · que ,o-bs~·rvar .1~ siguiente rea.l.a :: 
¡ •' :) ' 

-un rengkf~'empleodo.como pivo!e no puede volverse o usar 
J ' ! 

' ~ r ~ 1' 

E Eje'mplo e 

•e .: 

Resolver el siguiente sistema de ec~aci~ries : 

X1 - ~ + x3 =- 4 
e 

. 
5Xl- 4X2+3X3 = -12' 

2x1 + x2 + >s = 11 



5cl. 
~r ,:,u,-

* !0 - 1 J -4l () 
¡ 
1 
i 5 - 4 3 l -12 ' ' 
1 1 
1 nj 1 

L 2 

f 1 - l 1 -4 l 
1 ' 
lo 

1 

* Q) -2 8 1 

lo 19 J 3 - 1 

r 1 o - 1 4 

j o - 2 8 1 
1 

lo o 0 -5 J 

r 1 4 1 
o 

1 o 

o - 1 
1 

-2 8 
1 

1 l 
* lo o G) 1 

L -lj 

o o 3 l 
1 

O" o ¡" 6 
1 
1 

o o l .- -1 j 
.. 

X¡= 3 

x2 = 6 

x3 =- 1 

r~\ u 



o 

o 

o 

:;, i -

Los casos particulares que se presentan al aplicar el método son : 

-sistema indeterminado: 

r 1 o . 2 

1 o 1 3 1 2 

1 ! o 0 0 0 

O 

0 o 0 

-

0 Do --0 :· -o·¡ 
ll- -- ---- . --- -... ---

al ·presentarse esta situación hay que obtener las ecuaciones inaependientes 

que' quedan y aplicar la metodologio correspondiente a sistemas indetermin~ 

dos·. 

•• 

x.1 + 2X3 ::,; 1 -

X2 + 3X3 = 2 

-sistema incompatible : 

E 

son sistemos,que no tienen· solución y al aplicar los transformacio-

nes queda el sigui ente pa'trón : 

o 

o o 

o sea: 

2 

3 

o 
i 

1 
. 1 

1 

lo cual es uno contradicción. 

1 r 

¿: 

.. 
ol 

,, 

lo 

e) Gauss - Jordén modificado 

El método de Gauss - Jordan da ·una soloci6n aproximada debida a los 



() 

o 

o 
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-t ,!,~ rg ~t·.. ~~ :; :j ~ 

redon~eos,• po~a .obtener la solución má~ fiel posible lo que so hace e~ pivo-
- ' ; - ¡ ._ "1 l • ~ 

( ,_, : "'. ' '"' ¡ 

teor sqbre los mayon~s elemenlo$ (en vclc:k absoluto), que queden_, lo motriz .., : ' ! ~ ,- ,_ 1 

"' /\, - ! ' . ..~ ._. !1 d ~~ ~ ~,., 1... 

' ;¡ (} ~} -- ~7' Í ~ ~$ ~ " l (<lÍíh'>'~'jiDI, ~~ ~· ~~ ,,: f 

de c~efi~iente~'transfo;mad~, réspetandd lo siguiente-·;est;i~~Í6re'': ' ·~ . . ' 

,, J.. "' 

-un rengl,~n;c,q~ci~ ~~e haya:_emplea~o como pivote. AP:"ede-volv~r 
' . . '' ~ ~. . ' ' -· ~ ; - . 

"'i .... J 1 

a usarse.· 
::r. · ••. : .... "'~Y1 1 ~• '~· J:~~~t·~~•:-,;~<~ :¡~•~N, .. !:: í ~ 

- ~f ' 

' . . 

,:t •. :o·~!r,termi~ár:.de~apl·i'~~··eW~étc{do se reordenan los rengl~ ~ro~-
, - • • t ~ }' J ~ 

,~ ' ! ) '• J 

tenerj¡uri(fmatriz iaentidad; Este ~étodo se aplica tambi6n cuandO'·&~I'e¡e.,". 
\ . 

~"'"., (~tf}:;·~/t; ~r Jr~j~f{~t\~~ , <e • 

m&ñt~s~i"~~c;->;ciic:;g'~nal pri~cipa~ son nulos. ~i 
!1 ]' ' . ·- . . ~ 

r!' ~ ~ : ~ (~ ~ : '' l 
.:'l ~-=!t;•"(.-:'_, r (' !': ... ~. ~~~~'i;"f¡.; 1'.;>:1;:~1J. .... ~~"?~<:df·~· (l\'!jf'r:.J~I¡5''? ¡1 4 3 r-.'~~..;,~..,~,2 !ir0,c~l'?;'_!;'~,'f__,J~ 

F' l 

'' 11¡~5·~; f ;"'; ;'tH_;¡J~"•'¡,' j' ~ ' ' 

,1 Ejemp~ ) ; 
,., ' ( J " .. • i\ ' l jt' ~ ~ 1 " ¡-

_:\.,; (!'2,~- 'J¡~ ~1~r j~~ FJLirlfeL~- i~,. \,i ·1fi .~~~"Y':·~r :t-}::.t!s ~ Y":_ ~~·i_:l~-;. 

tl Be~lver el siguient~ s"iste~a : 

SX 1 ~ 4X1 + 3X3 = .. 12 
-· _1 ~-~~- ·~~,~· ,-,'\.~!' 1 -'1··-;t:,:y~r;_y...,. tJ~4 ,;..•, ~\""~·,•¡f ~·· ~- (,j'•,n 

o' ' 1"2x, + x; + ~> =\11'1' ·~'> 
,·-~'~¡:·:"",_ ... <:.~y.,,~_:: ~¿r¡-, \,;~~ l?~~~~·~¡'j\;~'1 '(---:,.~;,: -1-..;) 'f 1 t-r' 

. 'Jo . -. 1(5 2/5'. ·. ~; - ~~~' r 

~ ,: • ·-- ··.~,.· · ".; >~l"'1y,, 1 '"'"''"' !.iv·,.5·,"!·J·,·' 3¡''5 ····' ·· ··12/s ,,!'~' _.,. ' • ~ • • • - .. - ·~ '1 ' ... -

~~ ''1-,.1~/.5 ~.1(5, \ 79/5 ' • '" -tl._ '{' 

' .... ·~~">f' 
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reordenondo : 1~ 

: l 

d) 

o o 1 ' 
1" 

: 1 o o 1 ~ 
1 

1 
o o -1 J 

X =3 
1 

Xz =6 

x3 =-1 

Método de Jocobi 

Este método se cplieo cuando lo marriz ,..,,,coeficientes (A) cumple los 
~ 

llguientes requisistos : 

-tos elementos í'lO nulos se acumulan en :o diogona! principal 

-lo$ elementos de lo diagonal principal s.-:;;n mo¡ores en valor 

absoluto que los demás de su rengl6n correspondiente. 

El procedimiento se describe a continuación. 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

·--~-----------·. -----------

_.,_ , .. 

Sea el si~te.ma : 

de lc.eeuaci6n,(li .JJ se.obtiene la. siguiente "fórmula iter.ativc a 
'T<~~--;.J((._''_}"'--_-, 1 t 1-J 1J('•,_'ir(c~'lJ"..,. 1 }<., 1 ,il~l)\.;\J 1 Jr('.:0 W J ~ .. ..__j\"3.....;1} ~ '- • .. 

~!J •' J ~· • ~ .:.'~--•• ~~ .:;~ \,;~ 

..;1 R 0-,, --- {U~~) 
~ / , '~ ~~-: -; ' 

!1 T J '} .,1; '_, 

"• ~r2_~>"'~,_.; 1 ~,fÚ, 1 (_-(~ ,(J(~l__1~r:[f-t,:·:J t~~~·Jfft'S ~ ~ •\ , 

-En ocasiones un simple -intercambio .de ITneos.p-mi.te -~pll~ ~~ m6t~~ 
' • ,.' r: 

~ . 
. -.{,/t., 'i 

"-··· 



lo euol, ~e substituye en el segufldo miernbn; ci.:;; (! t .3): poro obtener : 

X --1-

, • h y O$'J suees1vomente asto que : 

Ejemplo 

Re$0lver el sistema de ecuaciones : 

4X1 - x2 = 2. 

- x1 + 4X2 - ~ = 6 

- x2 + 4~ = 2. 

Sol. 

Despejando : 

x1 = o.s + o.2s x2 

x3 = o. s + o .25 ~ 

lo que da la siguiente fórmula de recurr.encio ; 

v.:J.-

o 

o 

o 



--------------------------- .. -~,--"' ,.-------------~ 
'• 

o 

o 

o 

'· 

o 
j')~ ;~:r' (Jf;, q.~~{-;; ., 

sea: 

')1:~1,. ~ /~~ -~~~J~)aJ "t ~ ~ "'j 

itcrahdO : :_: --
• l_ 1 ~ ' ...-:."'k ..-;: 

,. ,--

,-

¡ . : 

"' .. " ~ ;·,}<.: ·: ;~(~)~-~~-~··+:·~2~,<~>,/:25(0~·~1.5 
¡-~0'~o()(!};;}~J0();,'2f. _~;)C'; ~· ,_ ('),: -il."'f:·¡;·::: ~~~;(ol !'._) UificC:f::. ;i':r;:;,~:;;~, 

. ~ Xa -= .S +'.'._25 (O)=~~-
. ... ~ ' 

, ' 

~ ,., 1- \ ' 

'1 

'¡ 

' 
C.J'' , .... ,~ -· " 

-' ').'~.<'- .... (' ~-

,. 
;'' ~tl -~ ;, '; 

,-!~ 

36.-
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.., 
r i 

1 l 

xl 1 1 ' í 

1 1 
1 

1 1 

X,) ¡ 
1 ? i 1 = ... 

1 L ,j x3 J 

d) Gouss Seidel 

Es igual que el de Jacobi y cuento c0n los mismas restricciones solo qL;e 

-L 6 ·¿ b ' X(K + l) b ' J • Í es muS r p1 o ya que en cuento se o t1ene ·¡ , se s.u st1tuye su va or .nme-

diatcmente en los ecucciones, o seo ~ 

(K+l) 
x, = 1 

All 

Resolver el sistema de ecuaciones : 

Sol. 

4 x1 - x2 =- 2 

... x1 + 4"2. - x3 = 6 

- ~ +4X3 =2 

J 

i 
l . ., 

o 

o 



o 

·' 

o 

o 

leCII : 

'. '. ' 

~b~ti~yendc) : 
~ .- ' 

' 
~=1 

,. 
1\ 

\í ... ~, 
' \ ' 
1 

,. 
) 

: 

,.: ,d • ' 
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lB) VECTORES Y VALORES CARACTERI ST lCOS 
·:· l , 

o 
Valores corac:·eri~tiC<.Is de uno motriz líO slnsr_d or~,6.,. sen los vol ores A po~ 

re Jos cueles se cumpJ e:. 

A X = A X ' ~ 1 Q. (111.0) 

dende x se conoce como el vector coroct.ari~tico asociado al valor carDderis~i co A, 

poro cado valor corocteristico existe un vector característico. ~n uno mol'riz de or 

den "n., hoy "n 11 valores y vectores corocteristi cos. 
' ' 

Estos vol ores coracterist~ cos s.e util i zon e., prob! e mas de carga y pon~eo poro 
' 9 •• 

i í S 1 

determinar los condiciones de carga crrtico, en sisremos osci!ctorio, mec6nicos y~-

eféc:tr;cos pero determinar Jos frecuencias notlJro!es quE': caracterizan el comportomie~ Q 

to del si st emo • 

- o} Método directo 

:. 
De {l U .O) se tiene : 

de lo euoí se concluye : 

poro que existo solución diferente de lo trivioi 

= o 

1 
o., .... (Hl.l) 

(111.2) o 



o 

o 
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~~. t} ,. ' '-
de lo'~~·~~¡~ ont~rior 11e obtiene el polinomio ~ro_eterTst!co _ele!~ ~rlz A : 

' ' . ,• ,., 

,t ... _ }, ;~., ! . ·~ .f} 
,., ....... V' 't:/,.)Í''i.• • S~ • .. , ~ • 1 \ "' • ,._ 

la~ raic:es de 4i~ho po.~ii'\O~_i,o .s~n-,1~~-'-~al?res,c;~rac:te~rsti~ 'f ~bstitu· 
'\ ,¡ ... ( 

yendo ~a~a valor en (1_1.1.1) s~:obtiene un :sistem~ de ecu~c:iones -~it:9.~mit~n 
'.' .' .' ''.y:~ .. :~ ;,•, ': /';! . -;~ ',· ; " .··: -~- ·. -..,,,: ,, ' '_: .. ' :": ·,;: ._:1 

obtener los vectores caraeterrsticos X. Al re'solver dichos siste,_ .•• a ..... 
•~c~rr..;;~"<:·~ > . ,_.... :·' .··l _ · ·. :-:~ H-~- ... " _ . . . .·~ . · · \~''. :; 

t;ione~ ~~ que·asignar;un vator·arpitrario o una d~. las lnc6gnitat. '¿ ,. 
·,¡e ..... ¡ • . .? ~,.. , L , • , - ,. 
~J~~ \ .. ~,1."' .. ""•1- r-:. 1.' : - e ~ ... ,, . ! "'f~ • - 1 

' ' ,•' ' l, '~; .'· ',,1 1 l_..,·;:·; )j ;) ' _... ' ' ~~ ;.~ ~J • -_; ' 

... -:_; ,,~· l)·· ~\-·J·-..r .... 
t """t- ... E. j. 1 l 

t~tl'-"'~ 6~~ ¡emp o l1l ./-;~ ..• --r:"'_·_·. 
1

:,. __ -.~--· -~-'·-- ~ : • •• 
• ' ..-; • _r _.. •. '1 "'tv~' 1 

1 

,; 1 ··;: r; ·• .. ·· r1,.:~ 
~ ~-; (\ (. '),~-' ~- ,.. { " ' ' ,• \'i"')l 1\;-~/1 

e: . . - '' ¡ 1; ,, 

. ~~"centrar los valcrei:y-_vectore~)carcícterrsti~ de ·la matrl1 &_ 

\'i<!l-1<.;'\f",•:< ,.:~}:':'' '.: ¡; rA ~~e: · [~ .~~··, ~ ~· ~; ~2 ]• '-/ ·::·.- : r :' \ ' ' 

1 

' ., • 

~ ....... r! ~ ) 

'!,' 

tJ~~{!~:Jr~~:~.?\~ ... ~i,' , 2~- 1 • • '.--.~:r, .'~.:~ ... ::r j 1. • .', ,, 

~ ,~ 1 ' 
r, -- \l•' 

Sol. r 

' : 
•, . 

. ''::. •. 
~} -· · ·~~~r---·~: ·_s ~" = 1 1 o 

' 
' ' 

\' 

1-

·' 

e -

'' ., 
\ 

-.' 

-J 



\ . . ~--', 

A = 6 ± \ 36 - 4 _ 6 + \ 3? . 
2 --~--~-=-

~;;; 3 ± \f"Sl 

A1 = s.a28 

~2 = 0.171 

- obteniendo el vector corocteristi co poro A1 : 

ís - ~1 
l -2 

[
- o.a2s -2 ] rx1] [o l 

-2 -4.828 l ~ = o J 
.. o .828 x 1 - 2 x 2 =o 

= 2 x1 -4.82sx2 =o 
e 

X1= 1 

x2 = - . e2s = - o .41 4 
2 

.?i,l = 

f s - Xa 
l -2 

í 4.82'3 

l -2 

~l.-

o 

o 

o 



o 

o 

o 

42.-

_.,·. E~te m6todo ie ;emplea pa~a obten~r los éOefiei entes del ~J ~~~¡~ ca-
, " .. • _ • , ,, 1 • ,, ~ ~ " ~2", l'f'u 7¡ ', ~ .. , 

~í~ ~·;J. ~l~ t"3 ' ' 

racterritico·'ertforma numérica. 
6 \ ·¡ ~ (~ -;."" ::'' ... .. _: ; 'JJ :- 1 

~~::ld~ib~.:'"-0)J ti:; ~:·::~e:-. ce~ lí' ~:~:::- .. ::¡(,_~.(.~"''-~;e'·~:.::·:~-:-:-~-; ,e':,) r( '.,r.:~d~~-~ ' 
~~ra ello~ aplica el·:reóre~ ~e,Caylq·--~amilton que~~: 

- ... \ ;_' ' .i ¡~·: .... ·· .... "¡ ... - ~ ... ~',( ..... _.J.-
~ _....__ \ ;\ ; 

' 1 -,.,:oJ_;-":,:1 ~':2_,'¡ .. r~\o". ~-. ~,¡_\;·, ,,-,' r
1 

~ r- ~~ 
~i P·:·{~:)¿~ 0- ~-~:,::~ ~~ ~-: ~ 

J.:;: ) \ ~'] ~ ~ . .::;,.'• t;' ,'1 ~' I ¡ 1 _.<.._, 1 '- ' ,• ' [: ·; :~ ~ 1 

~ P (A):=:= O ••. :.._>:r.?~.:: ''J·, ~:-
- / - :¡.-

'" v -::-:;;J .: 

donde: 

~ ' . ;, ' 

.. 
b = o 

_, "_. 

•. 
\ ··.~.. . \ 

~n-1 
Án-

(111.3·) 
¡ t·,d~ 

.. 
'<' 

. ' 
' \ 



opUcondo el T .. de Coy! ey - Hom1hon en (lll .3} ; 
~ !.: J,,~j ,':_ 

'.F,{~=~n+bn-l An-l+ ., .. +b 1 A+b0 l ;;;Q 
' ' 

{Hl .4) 

~lo cuot da un sistema de ecuocion.es con ¡nc6gnitos b1, bz ~. .. . •• , bn que re-

·prtienton io.s coefidentes de lo ee.uoció(l coroctcristlco. Se rewelve dicho .. 

abtema y los vofores obtenidos se substituye.rt en (1 ¡¡ .3). 
1 ~~ 3 

Ejemplo • 

• t s·¡ , [s - '2 .o t -J 
A= -2 3 -1 
- () ... ¡ ~ 

:rif:Jtlico e·mple.ándo el método de KryJov. ~ 

SoL 

y = 

M ,c)bt.endrón ~o:; siguientes término; de lo ecuoci6n 01! .5) : 

], 

.AY = '--

y 

y 

A y 

- 2 o-, 
3 - 1 1 

- 1 1 1 
_¡ 

1 

l 
.1 

.¡ 

f l , 1 r 
¡. ~ ~~ 

1 o i '~ 
1 (! j' 
~ e 

.,.... .... 
1 5 1 
¡ f 
¡ -2 1 

L oj 

1 ;¡ 

o 

o 

o 



--------------------------------------... ---------------

o 

o 

be = 
' .. 

( ~~ \ -· .. . . 
o 
o '. 

¡ 

¡ .... ! 

' : ~ ' . ' ~ ~, - ~ .., ... ,_, 

\' 

44.~ 

,~~~r~;~'"f\ q~\~r~~c_f,1e~~lY!;~~!YPrlr'~~~~~;lr~1~.~~~-.A~. t~~~t~t~ antes ,vi~_:. 'u \ 
"" .. .,¡-:;:;:: 

'~ .. ~ 

¡ • 
l,} ',¡ í , •• ' 

'· 
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lb2 
-, 

-9 

' b1 ,,•,r 
1 ~¡ ,) ' = 18 1 

bo l-6J 
por lo que ~ 

p < ~ >_ = ~ - 9 ~ + 1a A -6 = o 

e) Método de Jacobi para obtener el mayor valor carocteristh.~ • 

Por definición se tiene que un valor y vector coroder,fstico cumplen la 

siguiente relación : 

AX=\X X.JO 1\_, - r 

Poro aplicar el método $e tomo un valor cproximado de X = ~ por el -
: 

que 1e multiplico la rnotriz ~, de dicho producto se extrae .como factor común -

el moyor elemento obteniéndose lo nuevo aproximación del vector c;oroc:terf•tico 

y asr JC!cesivo~ente, o sea : 

~ X0 = A¡~ 

A~ = >..2x2 
o 

CJI m6t0do so detiene cuando 

( 

. 
1 1 

e¡empl?. 

o 

o 

o 



·--

o 

_O 

[5 - ;!1 
'" 
' : ¡)'. 

:..2" o i . 
~ ~:; '-
i 
¡ 

' ; ,, 
.: s· 2 

? 

-2 3 

[ 1.ll6.196] = 6.196 
' .59~= 3 ~7?~.: :¡ ~ ~ • 

( ¡ t'. í 

1 - ' ' ;d " ' 

e~~ = 6.224 1 ' =·6.224 

-.612 -3 ."'836 

c6:2J 
1 

-.616 

'. 
1 

46.-
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= 6.232 o 

6.?3 

d) Métcóo de Jacobi poro obtener el menor vol or .corocterrstic.o. 

Sobemos que !o ecuaci6n : 

A X = ~ ~ , :!_1 O (tu .6} 

~iempre converge al mayor )\ oplieondo Jocobi. Multiptieondo (111.6) por 

A-1 : - o 
A-1 AX=A-1Ax - -- ~ -

X = AA-1 X -
A-i X = 1 

A 

A-l X= X X 

X 

-- -

) 

¡) 
(UJ .7) 

{UJ.8} 

ol igual que (lll • 6), O l 1 . 8) convergiró al mayor X: 1 , de lo -:val se des-

,e¡te proces.o se detiene cuando : 

1 

' 

1 >-.: .. 1 - 'Á, \ <e 

A 

o 



o 

o 

o 

!' • 

L(('! f~ilauk\ i•'c-?H~H~:íJ 'dil~~'df.'d-:--: q;•}ll· t 

Sol. 

' ~. 

'• ¡ /, ¡ 

' 

.. ·~ ~ 

:.8.-

~] 



o 
.,._ ~-} r-¡3 ' 

1 ('',,'c;l ~~ " ' -· 
-.. 

'') 1 i 1 ldt::>1...,' 1 ~ r . ..., .,. "' . ... 
1 f 1 

1 ! - G.G3 i - ,__ ¡ --
1i 1 

1, 1 -
l! ¡::;: ! 

1 H c;.c;3 _j 41 ....; f 
Á 1 

1 ¡ _ 1 _ ¡ ...... 

r3 zl r, 'il J_ [4o~l { 1 -
-. .... 1 

l i ·1 -
1 -

f1 e: H ¡; - . 1 
e-

¡:/ 
1 - 1 ._:). :r't 1 L.:- -· 1 L 1 

··-"! - ·-.t 

r ,. ..,. z' ¡ • \o~ ¡ 

!1 1 ! 
""""' l L _J 

" 

1 ~ GJS ¡ 

LiJ 
o 

}-,':: e;. 2 3' 
1 1 

=t;-... )\ - i { -+ 1.7(.3 - ..... 
b.23~ 

o 
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El objeto de esta serie de cuatro apér.dices es resumir bre
vemente, conceptos de la teoría de matrices, ecuaciones di
ferenciales, métodos operacionales y funciOnes especiales 
que se requieren para el estudio del material de este libro. 
N o pretenden sustituir te:x1:os especializados sobre estos 
tópicos, sino solamente ¡oecordar al lector conceptos que 
debe haber estudiado en otra parte. Alg-ur,os teoremas so
lamente se enuncian, mientras que en otros se incluye la 
demostración, cuando se considera que ésta corresponde 
al nivel del presente curso o es importante para entender 
el teorema. 

En este apéndice repasamos algunos aspectos básicos 
de la teoría de matrices, de ecuaciones lineales y de es
pacios vectoriales. Definimos los principales conceptos de 
la teoría de matrices. Establecemos tma relación entre es
ta teoría y la de sistemas de ecuaciones lineales algebrai
cas. Señalamos la utilidad de la forma normal escalonada 
y del rango de ur.a matnz para la determinación de la solu
ción de sistemas de ecuaciones lineales algebraicas. Estu
diemos los conceptos de valores y vectores característicos 
de una matriz cuadrada y la diagonalización de una matriz 
cuadrada que nos permiten introducir el cálculo de 

exp[A J t. Finalmente, el teorema de Cayley-Hamilton nos 

sirve para calcular funciones de matrices. 

A.l Clasificación de matrice .. 

Empecemos definiendo el C·Jncepto de matriz. 
Una matriz es un arreglo rect¡Ílllgular de elementos que 

pueden ser: números reales, núm~;ros complejos, fraccio
·;nes racionales de polinomios en s 1 ftm:-iones del tiempo, 
operadores, etc. 

(A.l.l) [ 3 
-6 

A continuación damos alguno¡:; ejet plos de matrices: 

rl 
-o ¡ 

1 

2 J 
~ -3j] 
6 - ) 1 

1 2 
S + 3 S - 1 

o 

o 



o 

o 

o 

- ' 

-~-,~~------ --~--~--------------------------, 

¡já + 2 D +. 1_, o 

' .. - -1 
O ·. -- - - · -D ··.+ D 3 + 8 

, J " r r-.J :r .,_ ~ l. , • --.... ' • ,__.. 

J • ~ o 
' ' 

En la segunda matriz j representa a r:I; es decir, el 
coeficiente de· j es la parte imaginaria de los númeFos com
plejos. En la última matriz eFG-pe:r·áctór·ctife'rencialDn re
presenta la er.~sima de~ivada, o sea .. , ,_\ ~-~ '( ·: . :. : ·:~=.- ~~ :.~- .. ~j~~ 

,... '"""'r r_.._. . - ... ,~ ..... 

Una matriz está compuesta, ·por renglones ÚÍneas ho
. rizontales) y por columnas (líneas verticales). Se dice que 

:-;__ ~_, _,;· ·\Jl1a m~triz'con. "P" rénglohes i"ii" columná.'s.,és de orden 
":- :, l:P:;x,q.·Con a·: --design~remos'aF'~lemen~-9 ci~f're':l'g~~n '!.y la 

rs ' r ' • . . •• ,-<.. • o • '. '' 

columna s de la matriz [:A} escribie~-do--a la matriz-

r 

. ·. 

' \ ~ 1.,. •••• --:. • ... 

a : pq _,. 
'· 1 

<, ~ " ~. • ' 't- 1' 
• 1 ~. ' • ' 



Los óré.cr:es de las r.-¡a~~~iccs que se ciieror. como ejem
plos e~ (A.l.l) sor., respecuvameme, 2 x 2, 3 x 1, 1 x 2, 
'"'X 2 '::X? .,) y .... .... 

:L..os elernentos a .. de w¡a matriz forman la diagonal 
l! 

¡n~¿r.cipcl de ciicr.a mat:cz. 
A co&lti..--:uación clasiilcamos diversos tipos de matri-

ces: 

aj J. •• :a¿í·iz cuadrada: 

~e~¡te este nombre wda inJ.r:.:iz con igual número de colum
c.as ~ue ae renglones. Ejemplos de matnces cuadradas son 
ia p:dme;.1 a y la última matnz de (A.l.l). 

~~ i.-Jatriz columna_: 

'l'o~a ma"Lriz de ur.a sola columna recibe el nombre de ma

triz coi.um.1a y la represectaremos con A J. La segunda ma

triz de! grupo (A.l.l) es de colunma. 

e) ;;Jatriz de renglón: 

"C::1~ r.: .. "u:i"iz de w. solo rer.glón recibe el r.ombre de matriz 
re&lglór. y se denota cor. A. La tercera matriz del grupo 
(A.l.~) es de este tipo. 

d) l~Iatriz diagonal: 

Si los elementos a .. de ur.a matriz son nulos para i 1 j, la 
l) 

matriz se conoce con el nombre de matriz diagonal. La ma
triz cie los operadores diferenciales D en (A.l.l) es diago
nal. 

e) Matriz unitaria: 

Se cor:oce con este nombre ur.a matriz diagonal cuadrada de 
cualquier orden para la cual a .. = 1 para todo valor del ín

u 
dice i. Se representa· co;:¡ i 1 ' y está dada por: 

'- ~ 

o 

o 

o 



o 

. 0--- ,,.. - . ~ ~- .. -

o 

1 

o 
o 
1 

-f) Jir!atriz nula: 

1 
! 

' i 

. . . 

. . . 
( .. ··\- 1 r 

. ,:··; ·o .. ;_, 
,o 

' , \<'> • ~:; ) 

·~, ,L ~ ' : 
' ~· ... , ~ ~~.... ; t ., . .1. 

\ 1 ~· . ,. 

~ ~ , ~ ", ... ~,. ~"1 ~- \, 

UI_la· matriz con todos sus elementqs igu~l~~'~a c_e-~p ~ecibe 
. . .. - 1 , ' -~ ' 

este nombre. ~- -·. , · 

.. _ 

' ~ '", - ;- <'~J 

Si los elementos de la matriz satisfacen la relació~·-·a .. = a:. 
' ; ~ f ., ·:~!~·~; ~' ~~-~ I,._,L-~~ ) : .. Y::t-!~( .-: <:. ~':-;~ ': \-,' ", '[:.: ' 1 .:~ '-' \.-J~- ::; ~---',. t] JZ 
~ ·.,. .: -la ~,matriz . _es· ~im.&t:r;i~tt·~ t L~ -_pr_!]]ler'! :Jpatr~~- ¡:cf:e L la serie 

2'"" ,;:·(A.l.l)-és--simét~ica. ·,;"·'"'"d '. ·: ~-, ... ·.-~~·-. ~:: ""' · '1 ·.: ~1 . 
-l:'·~:~__,, _.r•~.. , . ,_ ~ ~ ,.,_..-!'.,_ 1 ..--.. '•,> F ¡./; -~--~·'-"" ·~•r' • .,._ '4 __.t,l""" 

_.)..;:~;"~ '-'':,.~', :~:·z.·~~- {:'\·:·:.-·_·t:~t~,;~::-' :-:e-~:~ ~~·~:l.,.~~~~~_"~~, .r.~ ,_~ -~t_ 

) - ' ~~ '.._ ..: ' '. 

h) Matriz transpuesta 

La matriz transpuesta [ 1JI~cte·l~·rn:~tri~.[A] ~=l[~~sJes, 
por '_defiriición, la matriz que s~ obtiene colocando como 

!-é~i~a co;umna de [~Y al i-ésill)O.,J:"~!'~~~~~~ [¿ J; es 
dec1r, [Al = ía l. ·• 1' 

• ...J ... sr..J ., 
Por esta definición, Ia:

1
matriz·transpu(,Jta de una ma

triz de ordep m X n será de orden:,~n X'_m: E~ fádJ~d~mos-
•. ¡ ~ ,.J "' ~' 

trár que el transpuesto de una matriz simetrica es· la pro-
.. pia matriz~ 

1 

: 

,-.Empe6~mos 'a,e:finiendo la 'zgualdad e-lre. mat-rices:. 
Las dos matrices · · ) 



(A.2.1) 

.. 

Í A]= (a ) 
L rs 

y !Bl=(b ) 
L J rs 

son iguales si son del mismo orden y los elementos corres
pondientes de las matrices son iguales, o sea a rs = b rs pa-

ra todo valor de r y s. 
Por ejemplo, la siguiente igualdad: 

a
12

] [ t O l a = ff -6 
22 

a
32 

O f 

implica que a
11 

::;: t, a
12 

= O) a
21 

= IF- a
22 

= -6, a
31 

= O, 

a32 = fd. 

Cuando <iofl matrices son del mismo orden se puede de
finir una tercera matriz llamada la suma de las dos matri
ces, o matriz suma. La matriz suma tiene elementos que 
son la suma de los elementos correspondientes de las ma
trices: es decir, dadu las matrices 

la matriz sur.na 

está dada por: 

[e] = = a + b rs rs 

Desde luego, la suma de matrices es conmutativa, o 
sea: 

o 

o 



o 

EJEMPLO A.2a Sume las dos matrices y muestre que la suma de matrices 
conmuta 

~~] + 
2 1 

5] 
1 3 

-t .,.. __ 
.... _3 

Í· 3 4] 
= L: -~ 

5] [ 3 -1 l 3 + 2 -3 

-3 -4 2 

EJEMPLOA.2b Sume las matrices 

[
3' 2] ; [o 
4 -1 4 

-3 :] 5 

1 

Estas matrices no se pueden sumar por no ser del mis-
mo orden. 

De manera similar se define la resta de matrices. 
La multiplicación de una matriZ por un escalar es, por de
finición, una segunda matriz cuyos elementos son el pro
duCto de los elementos de la matriz original por el escalar; 
o sea, si 

(a ) 
rs 



' 
1 
1 

1 
1 

1 

r·~ 

t A,.. ..,~ 
t od:J&J/ 

(A.,.~o5) 

' '· 1 

También esta operación es conmutativa 

l :: 2t + 
-1 

[ 201 lOt + 

5J 1 1 
.5 

J 
= 

2~ ~15 10t2 

Se define el negativo de una matriz como el y;:rroducrr) 
de la matriz por el esealar -1, o sea: 

~ ' = -1 • 1 A. 1 
L J 

D . !'A' 'B] ' l. . os ma~rzces ~ J _Y L se pueoer. rnul,;.:p tcax,, s¿ y 

solamente si, elnúmerodecolumr.asdelaprimera es }g:t' :& 

al número de renglones de la segunda. Dos n1:at:dct:s <>d~ 
;c,sta propiedad se llamar. confo:rmables. En est ~ Cc1.sg ,,.;) 
ce'lemento (i, j) del producto se calcula ernple.;:u•dn l.:t :rel~"

cflón (A.2. 5 ). 

n 
c .. == L aik b . . ,· l. :;:; 1 1 2 0 """' m ZJ ~] 

k-1 
J = 1, 2, •• •.a r 

o 

"_~--"~--------o 

' o 



o 

o 

.·.·~e .acuerdo con esta fórmula, si el primer factor del 

. prod~c.t9, ~a~· ~atriz [A J , es d~ orden m x n y el segundo 

" .. Jacfor,, -~a _matriz-_ [B J, ~s:de orden."-~ r,' el producto, la 

. . ma~riz [ C] ~ es 'de orc.fen. m X r ~ . 
1: . 

1 ,, 

1 '• 

EJEMPLOA.2d El ri~gativo de la matriz del eje~plo anterior es: 

-r-4t 
.3 

t: 

, En gen eral el- producto de': dos :matrices no es con-
mutatzvo' es decii- -·. . ' . ~ 1: . 

:~, ' - ' . . - ~ '~ ' ~ ' 
~ ~ - ' ·.' } . ~ ~ "'\ '· !· 

(A:2.-6~ [A]'[~] ¡': [~] [ AJ 
1',': 

¡" 

l ' • ' ,· i - ¡ 

:! ~ 
• 1 . - ' 

.. 
. {_ 

. : ' ~ 
1. 

' 1 

'¡. _., .. 'i 
- ~ l 

. . ! . ' . : ; . 1 : ' • ' • 

EJEMPrp A •. 2e · Calcúle el producto de las ·sigui~ntes matrices: 

3 2 

[: 
2 

-3 J ·'· 
.~· - f -. ' .. 

e' 

. ~1·. ' • ,-9 . -1.' 1' 

4 1 

·o -3, 

O x 3 + 2 x· (..;.9) 

-3. X 0 1, 

= ~ 1 1 

-
6X3+4x (-9) 

- 1 x' o 

[-lB rO] = 
-27. 11 

. •'' . '• . - ~ 

0 X 2 + 2 .X (-1) 

'!- (-3) X (-3) 

6 X 2 + 4 X _(-1) 

+ (-1) X (-3) 



Des~.gr¡emos con ¿ la matriz reng16r.: formada pOJ, d 

i-ésimo t ;:mgJ.ór~ de la matriz !-A] y con B -~j la m.atriz ~.::o~ 
L J 

lumaa fo1·mada por la j-ési.ma columna de [ B J; entonceii 
el ::Jemento cij de la matriz producto 

..,. 
c. ~ A B' 

ZJ i _j 

Ellecwr puede verüicar fácilmente que p~n>:t ClG lq·,; k¡ 

terna de matrices confor'mables se cunwlen !a~;; sigwier.~t~:s 
propiedades~ 

+ 

+ 

[e] + 

[A] + 

[n J [e J 

.l&:x~MP,LO A.2f C<Úcule el producto de ·las siguientes matri ~:es .'l obsc.:rv.~· 
que el producto en orden inversc no puee~e c;.:;;.lcl!Jl2~''·S' 

,, 

" ,-

3{ l 3 

r~ . 1 o l [;] ~ JjJ ' ... = 
, '3 

"- ~"3=·i L4 

Si se trata de efectuar la multiplicación inVlJ."Ücndu e! 
orden de los factores~ habría que multiplicar una, xnatU.1;, 
2 X 1 por una matriz 3 X 2, COSa que no se puede :nacer por 
no ser conformables. 

o 

o 



o 

EJUt i'lJl A.2g 

o 

El ejemplo anterior ilustra la no conmutatividad del 
producto de dos matrices. Si11 ,embargo, existen casos ex
cepcionales en los que el producto de dos matrices conmuta, 
como v~mos en el siguiente ejemplo: 

' ' 
Muestre que los siguientes productos sí' conmutan. 

[: ; ] [_; -: ] = l : ; ] 
=L: -:J[: :J 

·' 

En el primer ejemplo el producto de dos matrices conmuta 

por tratarse del producto [A J [1 J que siempre satisface 
la relación: 

' 

En el segundo ejemplo el producto es conmutativo por 
tratarse del producto de una matriz por su inverso' como 
se·verá posteriormente. · 



A cor,tmuae 1Ón definiremos el determinante de una matriz 
cuadr,ada de n ~-< n como un solo número que se represer.ta 

~on det [A.J o lA 1-~ El dete!'minar;te de 1.:rna matriz de orden 

n· se definirá en función del determinante de m1a matriz de 
orden n - l. Además~ el determinante de una m:..:~:riz de or~ 
den 1 x 1 es el elemento 

Para estable·-:!er la definición de dete:rmin8,;1te tendr':e~ 
mo.s q~e introducir primero !os conceptos de :me:r..or y co~ 
i~H~hn·. 

' Si en una matriz se eliminan el ~.~~;ng!Cm i y b :::.:ohH.!U~:.'. vi 

se obtien.e una nueva matriz cuyo clete:rrninar.t~ se H<wn.:!l. 

meno:r del elemento a .. v que se denota con el si;~1bolo .lv1. "" 
l] . : 1! ~1 

Se llama cofactor del elemr-nto aij al número 

a.~= (-1) 
ZJ IM' .. 1 

Z.J 

=1 

7 

3 

'~l: 

~J .., ' 

' 1 ·: ,. 

el menor del elemento a12 == ~1~ Es el determinax~te 

1 3 

-2 1 

y su cojactor es (-1) 1
-

2 (+7) = -7. 

o 

-~· --- -·o 

o 



o 

o 

o 

,, 
' 

El valor del determinante de una matriz cuadrada de 
ord~n n x n se puede evaluar empleando cualquiera de las 
siguientes fórmulas 

n 

para cUalquier i IAI = " a .. Q •• ft· ZJ lJ 
J 

n 

IAI ~ "a .. a .. f;:t Z) ZJ 
para cualquier j 

. Apliquemos cualquier~ de las fórmulas anteriores para 
cal~ular el determinante de una matriz de orden 2 x 2. 

'"Sea 

,, 

Empleando (A.2.10) y teniendo presente que 

<:>btenemos 

para el determinante de una matriz 2 x 2. 



EJEM.?LO A.Zi Obtenga el valor del siguiente determinante. 

1 o 
t 1 
1 
l-2 
o 

~1 

7 

3 

1 

=4 1 ¡ 
31 

~ 

1 i 

t 7 
=t?~-~v 

j ':? 
~ .., 

3 

1 

- o . (7 - 9i + 1(6 + 1) + 4(3 + 14) 

= o + 7 + 68 = 75 

A continuación introducimos una in1portante definición~ 
. Si el determinante de una matriz cuadrada es nulo 9 st:; 

dice que la matriz es szngular. _ _ 
Sean ex .. los cofactores de la matriz cuadrada [A ! • S¿; u· ~ 

llama mat·riz adjunta adj[A] = adj[a1JJ a la matriz cu.r(:>'. 

elementos son a ... (Nótese la inversión en los índice::; de 
Jl . 

cofactores.) 

EJEMPLO A.2j .Calcule el adjunto de la matriz: 

+3 

Los factores son: 

o 

o 

o 



o 

o 

a · = +10 11 
a = -9 21 

0!31 =_ 5 

- r 

a = ·-4 12 -
a =' 8-22 
a = ~-2 
32 'i 

' -
' - "- ')!'"' '_,, '• { ~ : r ' 

y finalmente el adi[ Á J e~:
f 

lO -9-
¡ 

adi[ A] = -4 8' 

-21 .15, ', 

:5 
!· 

~2 

':_l. ; ' 

?"13 =. ~21 

a - = +15 
23-

a = -1 33 

., _ La matri~ adjunta s~tisfac~ las siguiente~}"elaciones: 
- 1 ' -- ' -

• ' 1 i -

en
1 
donde :[1} es la matriz unid~d. -

De la ec. (A.2.14) séobtien!e inmediatamente: 
'.1· .•. _: __ ---- _, _- ·_ :··· •.. ,- ·::~-'- ,-_.,.,, - ·: -

" 

[A] adj[ A] = adi[ A] '[A] i: 
. 1~1 !Al -

; ·~ ':· ... ' -~--~ _;_ ',:_ . ~ ~ l - .: ~1.' 

'-

. ¡: 1 1 i 

_ Ob~erv:amos q~_e. la n:latriz .:[A Jrpr~-o pos~multiplicada 
por ·: · · -

, . . -
' ' : 

., . 

. nos da la matriz unitaria ![1 J. ;A .la matriz 



UL3,15) 
adj

1
1_r-Aj' 

= L..í Ajl-· jAj 1 

se le llama el inverso de la matriz 'L;-AJl y se designa con 
,.... -1" -1 LA J ·~ por lo tanto: 

Como en (A.2.12) se divide entre lA 1 al inverso de f"A ·¡ 
sol~mente rxi.ste si '- -· 

det 

o sea si la matriz es no singular. 

A.l Ecuaciones lineales simultaneas y OJHHtuhu'!es 
elementales 

(A.3.1) 

El sistema de ecuaciones lineales simultáneas: 

· all "1 + a12 "2 + 

a21 "1 + a22 "2 
+ 

~----- ~ ~--------- ~·~ 

a 
ml "1 + a 

m2 "2 .... 

r 
\ 

aln X ·~ b~ n l 

a2n X - L" n ,. 

- - ~ ~ - - ~ ~ - ~ ~ 

a X ::;:, b mn n m 

() 

o 

o 



o 

o 

.·,. _; ·' :. ,"':':·,~o~-.~~n~~ant.~~,.·r.~oh6éict~s.;r ~as~1 ,x2,: ... "itsor. incógnitas, 
·' ,: •. _ ,. '·l • .-. se.pu_ed_e·.~~cribir·en 'forma' matr'icial como: 

' 

o 

(A.3.2) 

. 

'. 

..., .., 

"J = bj 
4-- :!! • ~; _.. ~ 

Si se definen las. SigUÍéntes matrfces 

[A] = 

x] = 

bl = 

. ' 
·- J - ~ 

all ·a , 
~12 

al2 a22· 

--------·-
a · ml 

'1 '. f -:;-r_ 

"1 

"2 '• 

.. 

" n· 
., ' 

bl 

b2 

o 

b 
. 

m 

,., 

a 
m2· 

.·. 

• • • 

o • ... 
> '"' :¡· 

" _, ____ 

':::"' .. ,., 
• 

. al . n 

. ~. a2~ = ( a .. 
ZJ 

----

· .. 

· .. Nótese que el n6mero él~ 'incógnitasn y el nú~ero de ecua-
ciones m no son necesariamente iguales. · 

) 



IJ.ustraren·os primero co:-1 un ejemplo una forma sis
temática para encontrar la. solución de un sistema de ecua
Ciúnes lineales algebraicas stmultáneas: 

~.JE:1h::Pr.t:· A,~:g, Dado el sistema de ecuaciones algebraicas; 

(A.,3o4) 

. 
~ 

{A.3.5) 

. 

Solución: 

De acuerdo con la notación usada en (A.3.1) m = 2 -n = 3· 
Multipliquemos la segunda ecuación por 2 

2 "1 "2 3 X = 2 
. 3 

2 "1 + 4 "2 + 2 x3 = 2 . 

Restemos la segunda de la primera ecuaciónd;??\t'a elimm:;;,:r 
de ella a x

1 

• 2 xl "2 3 x3 = 2 

5 x2 5 x3 = {} 

' 
1 ' 

' 

Dividiendo entre 5 la segunda ,~c~ación y r4;3stándola de L:~. 
primera 1 nos permite eliminar\" 2 . ·~.la pz:oirp.era <r:cuacir"t::; 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

~ 

.2 ~3 = 2 

(A.3.6) 

= o 

y finalmente diviendo la PX:~mera entre 2ry multiplicando la 
segunda por meno·s fui~o-:fériemO's: :, : :,...: · ~ · · · 

1 

(A.3. 7) 

r ,: ,;:~~~:.: ~,:•r; ~~~.:~~'~a~~ 
La solución del sistema 1es: 

¡ . ' ' ' ' %1 = 1 + x3 í '' ; ..... ~ 

L 
( 

"2 = x3 ' 1 

• .... r"""~ :\ '"" .. , .... ~ ..-..,~..-, ' "'1 :~~--: :r::Q:"l .. ,::·, 1> .,.·.,i'~~ 5_~~r·'": L~~~ i~ 1;~-:2 ~~-~"" 't ,· :: ... ~C.. •• # ¡1. -'¡·' .. ., -5 ..... ~~"''- (~''•.' -,.....,,o:,_,..- "' • r 1 

-.~; ,--.; '", __ .,_,;-A .:la·'Tfuéºgnit~··.xj~pue~·e dárséle·'c\:1álqu{é~ valor; una 
~' ·~-- ~.¡: :_,;¿:->\~~l·: .. l::7;·J:_.J.,~< . .-'~·.::· -·~~~h.J~_,t, :;! ,..,.~ [C'· -·::: .. :;~>~~<J)~~: .. ·~·?-

-v~z fijo ~ste .. pued~Q.' '5!-~.!.c;u!~r.§e-.,~1 . Y.u1f i! --D~bemos hacer 

-¡_·:: 1 nota::t<cíúeé:Ja~- sóluciór(de~·:este·:slsfem3:'M\~s única, puesto 
· ,_.~ ,· .. ·.que ;ctifer'ent~s· valores~ct.e)x3· nqs_)Ci'ái·ári ctiferentes x

1 
y x

2
• 

\ 1 1 ' " J ' , 
' • 1 '\ 1 

Definiendq las.:ní.atrices: 

'~ 
' 2 -1. ,;~, -3 

'¡: "• ' . 

[AJ 
'" 

=· 

1 2, 1 

f 
) 

bl = 
r2 

.J 

ll 



(A~3.3') 

¡x 
¡ 1 

xl -· ! x2 ' ...1 

l x3 

(A.,3.3) pue~e escribirse como 

Inb'oduzcamos ahora un importante concepL1~ la m.:u'0> 
triz aumentada definida por (A.3.8) 

o sea a la matriz de coeficientes a .. se le agrega como úl-- ~ ~ 

tima columna la columna b J Esta matriz juega un papel 
importante en la solución sistemática de sistemas de ecuar. 
ciones diferenciales lineales. 

Usando la notación matricial (A.3.8) los pasos que lle~ 
varon a la solución del sistema del ejemplo A, 3.a queda:.1: 

[2 -1 -3 ~] '1 2 1 

[~ -1 -3 ~] 4 2 

(A.3.4') [ ~ -1 -3 2] 
-5 -5 o· 

,Q 

o 

o 



o (A.3.6') 

--
(A.3. 7') 

-0 

o 

[
20 

[~ 

o 
-1 

o 
1 

-2 

-1 

~1 

1 

:] 

~] 
Las operaciones que permitieron llegar a (A.3. 7') se lla
man operaciones elementales de renglón y la forma (A.3. 7') 
se llama forma normal escalonada. A continuación for
malizamos estas ideas. 

Operaciones ~lementales 

Se llaman operaciones elementales las siguientes opera
ciones aplicadas a los renglones (o colunmas) de una ma
triz. 
L Intercambiar dos renglones (o columnas). 
2. Multiplicar un renglón (o coÜunna) por un número dife

rente de cero. 
3. Añadir a los elementos de un renglón (o colunma) k ve

ces los elementos de otro renglón (o columna). 

Reducc'ión de una matriz a jor,ma normal escalonada -por 
renglo~~· 

Antes de entrar a definir esta forma recordemos que un 

vector unitario de columna e J . tiene todos sus elementos 
l . 

nulos, menos el i-ésimo que es igual a la unidad. 
Una matriz está en fdqna rwrmal escalonada por ren

glones, si satisface las siguientes condiciones: 
aJ Ciertas columnas denominad.as e 1 , e 

2
, ••• , e k son los 

vectores unitarios e] , e J :. .. e J ·. 
1 2 k 

b) Estas columnas deben: estar precisamente en el orden 
señalado. La primera columna entre el conjunto e. dez 
be ser e J , la segund<i e J , etc. 

1 2 



e) Si una columna e~:tá a la izquierda de la columna e 1 tie

ne tcdos lc~s elementos n~los; si está entre la e 
1 

y la 

e. .,. todos sus elementos después del"i-ésimo" son nu
Z+..i!. 

los, y toda columna si;:uada después de la ck tiene sus 

·alementos posteriores al ' 1k-ésimo" iguales a ct:ro. 
La definición anterior 1mplica: 

. i) Los elemen+<.Js en el triángulo inferior de posición (i,j), 
(i~ésimo renglón, j -ésima columna) donde J < i son nulos. 

~) 'T',)d.O renglón posterior al 0 k-ésimo11 es nulo. r~KI.sten k 
:renglones diferentes de cero. 

~~:; Zl primer elemento no nulo de cada .renglón es l. 
Un ejemplo de una matriz en forma normal esc:a..lcmada 

por renglones~ es el siguiente: 

o 1 o 3 o 21 

o o 1 2 o 6 

o o o o 1 -9 

o o o o o o 

Cualquier matriz rectangular se puede reducir a forr:.1a 
normal escalonada por rengfones empleando operaciones 
elementales de renglones usar. do el siguiente procedimien = 

to~ Se trata primero de tener~ uno en la po~.= ~~ón (1 )J. Si 
el elemento que está en esta posición es diferente da tero, 
multiplique el primer renglón por el inverso de ~.ste ele~ 
mento para obtener un uno er. la posición (J.; jl )o Si el de
mento que está inicialmente en la posición (1, 1) es nulo 9 

se debe intercambiar este renglón con algún otro cuyo ¡;d= 
· •. ~er elemento no sea nulo, y después re?Jizar la operaciór. 
· ··anterior. Si todos los elementos de la PX:~: ~ra colunma son 

nulos, entonces se debe seguir este m~~-'no procedimhmto 
con la siguiente colunma a su derecha q ... e.no sea. nula. Una 

vez obtenido el vector U..'1itarib e Jl en alguna colu:rru'1J., se 
. w 1 

procede de la misma manera, a; obtener el vector unitc.rio 
j i ' ' 

e J en la primera columr:a a s~ .. d~~cha cuyos elemen~u:; 
2 \ . 

o 

o 
-.,...._ ---------~ -~ 

o 



o 

o 

o 

del segundo renglón en adelante sean no nulos. Este proce
dimiento se sigue hasta obtener la matriz rectangular en 
'formk no~~al escál~nada por renglones deseada. 

~ComQ ej ~mplo, .·supongamos :que partimos de la matriz 

; ' ~ ' [¿1) ' ' ' - - ., 
' ' 

'.c .. 

.. 
' ,t' ... 

' 
1 ~ "' ! ' 

2 

-1 

. ' ..,., 

·, ,r-; ,> ... ; , 

4 
-H· 

2 

· .. 

2 

8 

i . 
t ,_ ' ¡ ~ 

'- J.,' • 

i ' -

Intercambiando el primero y-segundo renglo~esy mul
tiplicando el primer renglón por :1;2, se obtiene ¡a matriz 

1 ' 

,-A J L 2 · -

1 

o 

1 

' ' 

1 2 

2 8 

-1 2 

-.. ' t ' ~ 
' • 1!' 

¡ 

" 4 1 

2 

-
,_; ,'"•' 

~ - ~ -- - ~ ~ ' - '' 
~ ~ ' ..,. '~ .,_,. -

1' " '· 

- · Se ha obtenido un _uno en la posición (1 ,1) (o en su de-
. fecto ~ en la primera 'colunu-l:a difei·ente de cero). Ahora hay 
que t;ransformar la primera columna· en el vector unitario 
e J .. teali~anqo operaciones.: elem~~1tales de rénglón. En es-
- 1 . ,, '.' ' 

te ca.;,~o b~~ta ,re~tarle al ·~~~g1Óri·. 3 el-1 para obt~ner A
3 

''A-' 

1· . -2 4 

2 8 2 

o -2 . o -6 



) 

Ahora se procede a c;::;mbiar la matriz [ A
3
J pa:. :1 

--, 
transformar la t:clumnac.,en elvectoru..rlitarioe i . 

b J2 

Como la posición (2,2) de la matriz [ A
3

] ya es distin

ta de cero, no será necesario intercamb¡ar rer:glones, sim
plemente se multiplica eJ segtd'"1do renglón por 1/2; reali-
2:ando operaciones eleme,1tales de renglón se eorwierte la 
colurnna 2 en el obtt::nit'ndo l A

4
]. 

-'2 .... 

r1 n ~? J"1 
~' •'/¿ ! 

1 [A4] = o 1 4 .l -' 

lo o 8 -4· 1 
d 

Realizando operaciones elementales de rerjglón, se 
transforma esta matriz en la matriz [ A

5
J ,donde ya la ter-

cera columna es e] . 
3 

íl 
, 

o o 2 l -

[As] 
1 

= o 1 o 3; 

11 o o 1 
- 2 J 

La matriz Í A ] está en forma normal es(;;.;Jonada como 
L 5 

el lector puede comprobar. 
Para resolver el sistema de ecuaciones del ¿jemp~o 

Ao3a, dadas por la ecuación (A.3.3)no hicimos más qu:a pa~ 
sar la matriz aumentada (:\.0.3~) a la forma no:rma.l escJ,
lonada (A.3. 7' }. Como se vio en ese ejemplo, una vez encon
trada la forma normal escalonada se t~ene resuelto el pro~ 
blema, que es encontrar el valor~ de x J 

Los siguientes ejemplos nos servirán para ilustrar 
tres posibles casos: 

o 

----·--· -~ o 

o 



O EJEMPLO A.3b Resúelva cada tmo de los siguieJ:1tes sistemas de ecuaciones: 

l) 

' ·. ,. . 

~-u 

o 

Soluc~ón: ·· 

\, . :. 

La matriz aumentada es: 

rl 1 2 9l 

J' 1; '-~ -l;; 1 2 

2 4 

' ' ' '- :_,. ''-

~' ' • ~ • - ;_¡ • _.,. 

y su forma normal ·escaÚmada es: 

¡] o 

o 1 2 5 . 
r.: ..~¡ 

o o o o ,· . .. \ 
.. ,. 

o sea:. 

= 4 

La solución es. por lo tanto, no única y está dada por 



l2:). 

xl - 4 

"2 --· 5 - 2 !11:3 

A la incógnita x 3 se le puede dar cualquier valor y de este 

;;alor dependerá x 
2

. El número de soluciones es infinito, 

t· 
1 1 2 ·¡ xl l 1 

~ 

' 1 
' 2 1 2 

x2 ·! = u .Jj. 

~ 
' -1 -2 J x3 J i ~2 
"'" 

Solución~ 

La matriz aumentada es: 

r ~ 1 2 

:] 1 2 

·l-2 -1 -2 

y su forma normal escalonada es: 

r-1 

l~ 
o sea: 

o 
1 

o 

o 
2 

o 

= 9 

== 12 

:l . 

8 .J· 

o 

>•·-~·-~0 

o 



o 
3) 

o 

o 

Este sistema de ecuaciones no tiene solución, pues 

x1 + X + x3 = 3 2 

2 x1 x2 + 3 x3 = 12 

- xl + 3 "2 "3 = -10 

xl. - 2 X,.., x3 = o 
~ 

Solución: 

La matriz aumentada es: 

r-
' 1 1 1 3 1 
' ! 1 1 

2 -1 3 12 1 

¡ 1 
1 ; -1 3 -1 -10 i ¡ 

1 

1 ~2 -1 O, 1 
L _, 

y su forma normal escalonada es: 

1 o o 
-~ l o 1 o 

o o 1 ~J o o o 

o sea 

·" 1 
= 1 

x2 = -1 

"3 = 3 

o = o 

''' ' / 

---



Ests sistema tiene una solución única. 
Esta ejemplo rm:esuaqueu11 sistema de ecuaciones li

neales algebraicas puede tener: 
a) Una solución única. 
b) Vn número i.nfbito de soluciones. 
e) Ningtma solución. 

El empleo ele la matriz aumentada y su forma normal 
escalonada permiten determinar cuál es el tipo de solu
ción. 

Para íürmalizar los resultados dt! 8j emplo anteriOI; 
tenemos que introduC'ir w1a importante def:i.c;,r¿6n: 

Se llama rango de una matriz al número nc, l'.ltJo de i·en
glones de su forma normal esca.lonada. 

Supongamos que un sistema tiene no soiudl5n. En'l.ou"
ces la forma normal escalonada de la matriz aumentada 
[[,A] !b] J será de la forma: 

rl 
1 o 
1 o 

1 : i 

1 o 
Lo 

o 
1 

o 

o 

o 

b' 
1 

1 b' 
n 

: ••.••••••••.••••. 0 b~+l 1 
•••••••eeooooooao~oooeooooo j 

Con b' 1 = O ya que esta forma normal escalonada im·" n+ . 
plica 

"1 = b' 

"2 = b" 
2 

•• o 

X = b' n n 

o = b~+1 

El último renglón implica una contradicción. En el ses-un do 
sistema del ejemplo anter1or se presentaprecisamer~t.::: es. 
te caso. 

o 

-----0 

o 



o 
' : '~ 

-.o 

o 

Qe acuerdo. COJ;l la definición de rango, esta matriz au
mentada tiene Un rango den+ l. La forll1a norm~l escalona-

da _dé .la· matrtz [A J e~: 
. ·-

o 1 

,'. ' ID 

o o. 1 

o . ) .- o- • ·- o • • •• o 1 

1 o • o • • •• o • • • • • 1 

L o . ......... o J 

y su rango es n. Por lo tantq podemos establecer ·~1 siguien-
. <- - ' _, 

te teorema: 

Teorema A.3.1 

Si el rango· d~ la. -~attiz a-u!? entada :[[A] !b] J es mayor 

que el rango ~é la ·inat~i_z _[A J ~1 ~iste~a ~(A~3,.:Ú n0 tiene 
solución. , _ - , , _ .-. · -

. rie manera~ simÜar el l~ctor puede establecer el si-
gÚ_iente 'téorem~:. -~ _ .- -. -: · --___ · -- <: . >V • 

Teore.ma-A~3 .2 
1 ~ : :: ' ' - .. 

• :. ' .~ ~·. l ~' ' ' • 

' 1 / ,_ 

r . - , ... -. --'!- : 

Si elrrango -~e~~ ~at~~~ .au~entada ~s igúal ~l_r':ll1 g~; de [A J 
·-el 'sistema (A.3.2) . t(ene soluctóiz. 'y si el raJ:)gO es igual al 

númerEo de incógnita~;, la solución es única. !_ · 

_ Un siste~a de ~-~s.JA.~ .. ~)e~. homogéneo, si b J =O J. 
En este caso la-.mat'~·iz aúmentada tiene·igual·rangq que la - :, . - ' ~ 

matriz [ Aj siemp~fe y cuando elteorema (A.3.1) result.e 

irrelevante y pode!Tiq's establecer •que un s-istema pómogé~:.. , 
neo siempre tiene s<Hlución, pero de-acüerdo c'oh el teorema 

'/ 

------



A~3.2 si el rango de .! A es ig!llal al nt:mero de :UH.'rJJ.115.!:J.:;. 
1 • -~ 

la solución es única ; igual a' x l =O. En caso contrario, si 
..J 

el rango de (Al es menor que el número de incógnitas, 
L ...1 

existirán una infinidad de soluciones. 
Puede demostrarse que si el rango de una matriz cua

drada den x n es menorquen entonces su det.:;bninante es 
rtul.o. 

Por lo tanto, para un sistema homog~~eo [A J x J =- O J 
d~ n ecuaciones en n incógnitas~ exis.:e una süh.l/'iÓn dift;;~ 

; 

Jrente a X J ""'0 J Si y solamente si el rango"de r-..-,:tl eS me 
L ,; 

no:r que n ó sea el determinante 1 A 1::; O. 

A.4 Vectores y espacios vectoriales 

(A.4.1) 

El lecto:::- recordará que una terna ordenada de números 
reales, que en general se escriben como si se tratase de 
una matriz de columna de 3 x 1, pueden represer~tar las tres 
componentes, en un sistema de referencia X; y, z 9 de t~n 
segmento de recta dirigido. · 

Podemos generalizar este concepto y considerar a ur; 
vector como un n-tuplo ordenado de elementos que puede;: 
ser reales~ complejos, funciones del tiempo u oper<J..:iore:s. 
Desde luego, si el número de elementos es mayor de t:rt2.5 
ya no podemos emplear la representación geon-.2trica usuaL 

Para las operaeior.es de suma, resta y multlplkaciém., 
les vectores se manipulan como si fuesen m.:u_¿·ic2s de u:~ a 

columna. En general los vectores se representan ·con ;,( ! . 
.'J],z}etc. 

Se dice que m vectores u J.z ~ v ]
2

, .•••• 

mente indeperui ien tes~ si la igu alCtad 

a vl 
m· .Jm 

= o 

4 

-, ? " l v , son .. a:.ea ~ .J ;·n 

o 

o 



-..-.- .. ---..---'7- •. ' 

o 
implica que a1 = a2 = ···:;~· ~ afh =O, donde .a1 ,. a2 , ••• , a m 

. ~ (_~ ~ '.· ~.. "'; \ _,. . -. - ~ ~ ' ' 

son escalares. 
En caso contrario s~o dice que los vectores son lineal-

mente dependientes. :¡ ;; o 

•1 
1 

EJEMPLO A.4a o n.étermine si los vector~s 

;] l 
,r ;y· 00 o 
,1 

~>-~r--l~i. --.~ 
1 

x] Y] •'] ' , ' ~ = -.~· 0-1.-;·.0 ':- i;. 00 

1;, o 

,, o' : ~ ~~";; -o 

~ i ' • 1 

.son linealmente independientes: 
o • :¡ o - :, 

, 

S.olución: 

o .- Si los· vectores .:son" :Iiri~ahnepte: indépéndientes, entonces 
- o 1 o -

\ J ~ ' , .. 

itnplica 
1 

= = = rb 

1! 
' 1 ¡' 

o. sea teriemos que analiZar 1J: solución f ::a:. 
, . 

.. ~ > ~ ~ ,-

'·a + 
1 oa

2 + 2a
3 

- o 1 

\ 

' la
2 + 2a

3 
= o 

la
2 

+ 2a
3 ·== o 

' , 
\ 

o 
~ j 



;~sta e~ una ecuación homogér:ea con 3 incógnitas al' a
2

y a
3 

Pasemos la matriz 

o 

-1 

1 

:r<, la forma normal escalonada 

íl o .2l r 1 
o 21 

1 ~ 

21 l: -1 . ' 
-: J 

' l': ./1. 

1 -2J o 

De acuerdo con la última matriz el rango de r Al es 
L ...! 

menor que el número de incógnitas, existe ur.a solución di
ferente a a1 ==O,a

2
== 7,,a3 =O. En efecto de la ecuación an-

terior tenemos: 

a
1 

+ 2a
3 

= O 

a
2 

2a3 = O 

o sea 

= -2a 
3 

Del número infinito de soluc!or.es que tienen :?.:lt41 S 
\ 
1 

\ 
' 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

ecuaciones podemos considerar aquella para la quea
3 

= 1, 
que implica que a

1 
= -2 y'á

2 
= 2. 

El iector puede comprobar que en efecto: 

- 2x J + 2y l 
J + zJ == o] 

po~ lo que los tres vector~s SOI;l linealmente dependientes. 

Espacio vectorial 

Daremos solamente una ,definición apropiada a nuestras 
propósitos: 

Un conjunto de vectores se dice qué forman un espac~o 
- - ., ~ 

vectorial, si dados dos miembros del-conjunto u J y v 1 y dos 
' - J 

escalares cualesquiera a y {3, entonces a. u J + f3 ~ J -también 
pertenecen al conjunto. 

El espacio cartesiano de tr~es dimensiones es UI1 espa
cio vectorial. Existen muchos otros tipos de espacios vec
toriales. 

Se dice que un conjun~o de ~ectores -{u]_, ..... , u J n } 
'(;:,"~- ., 

exp'anden un espacio vectorial si cualquier vector· v ¡.per-
, ..J 

.tenecier.te a este espacio vectot:ial puede e__~resarse como 
una combinación lineal de ello3I' 

~- _, 
V J 1 

u:. 
Jz 

Un conjunto de vectores { b J 
1 

, .••••• b J n }forman una 

bas~ del espacio vectoriaí' si lo expanden y son linealmente 
indépendientes. 

En el espacio de tres dimensic .::s 



= ~l o 
y 

oj 

forman una posible base ya que cualquier vector: 

a 1 

v] b 
! = 1 

¡ e 
.J 

en una combinación lineal de lo& e] .. En efecto; . ' z 

. V J = + 

A ., 5 ,..1 r a n s f o r m a ci o n e s 1 i n e a 1 e s , va 1 o re s y v e e t o r e s 
caracteristicos 

El producto de una matriz cuadrada. [Al den x n y ur. vee~ 

tor u] de n elementos es otro vector, ta~bién de n. elemen.~ 
1 ' 

tos.· Para visualizar la relación entre el vect0t' u J y el ~H~c~ 

tor [A J u J consideremos que n = 2. En la fig. A. 5.la se 

muestran dos vectores u J y v J y los productos 

y 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

donde la matriz r A 1 L ...J 
es: 

5 1 
3 3 

[A]= 
2 4 
3 3 

La fig. A.5.lb muestr~-la suma de los v~ctores u l y v J, 
' ....1 

obtenida empleando la regla del paralelogramo. En la fig. 

A.5.lc aparece el vector producto [A J -u J +u J y final-

mente la fig. A. 5.1d muestra los vectores f-A] u l y 1L-Al v -~ 
L J .... _, 

. y su suma, l [A J u J + [A J v J '·,Observemos que: 

E~ general si u] , u] , ..• u] son r vectores de n ele-
1 2 :; r 

mentas, [A J es una matriz den x 7_¡ y a1, c::t.
2

, ••• , ar son 

1í escalares entonces 

Podemos concluir, de acuercic con el concepto de linealidad 

introducido en la sección 1.1 q~e una matriz [A J de n x n 

es un operador lineal en el espacio den dimensiones. 

N otem,os además que los vectores w J y u l y los vecto
res y J y v J tienen no sol~mente diferente módulo sino tam-

bién diferente dirección. En general el vector u J y el vector 

• 



'zt 
1 

l l - - - ., 
1 ·------- ------ :r~ Y J - LA J v j 
1 .......... ¡ . ·Js:J:¿r : : 1 

,.. ..., 
1 

1 : e: X ..,le iAju]~ ~ J 1 
~ ~ 1 V 

(a) 

(bJ 

(cJ 

(d) 

Fig. A.S.l. Jlu.straczón del concepto de trasforma
ción lineal 

o 

o 

o 



o 

o 

[A] u J, no son ni de igual módulo ni colineales. Sin embar

go, en la fig. A.5.2 se observa que para dos vectores en 

.particular, u ]
1 

y u ]
2

, los vectores producto [A] u ]
1 

y 

. [A J u ]
2 

•si tienen la misma dirección que los vectores u J 
1 

y u ] 2 . Los vectores que tienen esta propiedad, que puede 

expresarse como 

~ , , , 

u] 
2 

(a). 

, , 
~ 

~ 
~ 

(b) 

¡' 

Ü F1g. A.5.2. Ilustración de las propiedaíl.es geomé-
tricas de los vectores característzcos 



reciben el r.ombre de vectores característicos de la matriz 

[A J. Los valores ("A) se conocen con el nombre de valores 

cai·a.cterísticos de la matriz [A J. Estos valores caracte

rísticos se obtienen resolviendo el sistema de ecs. (A. 5.1) 
que también puede escnbirse de la siguiente forma: 

La solución de (A. 5.2) nos permite encontrar los va
lores y vectores característicos asociados a la matriz [A J . 

EJEMPLO A.5a Encuentre los vectores y valores característicos de lama
triz: 

Solución: 

de (A.5.2) 

o 

o 

•, 

o 



o 

o 

·' 
/ 

/ 

o 

dor.de 

( 3 - A ) X 1 + 4x 
2 

= 0 
(~5.3) 

· Esta ecuación homogénea tiene una solución diferente .. 

a x J = O si y solamente si. se cumple 

3-: A 4 
= o 

2 1- A 

al ~eterminante [A J - 'A [1 J se le llama polinomio carac

terfstico de la .. matriz [A J, y lo represeñt~mos con g(A) 
J 

(A.5.4) g ("A) = 

\ 
\ 
\ 

En este ejemplo la ecuación- cara~. ~rística es: 

g{A.) = (3- A) (1- A) 

3-4A +\a· 

A.
43 

- 4'A. 5 = 

1 
8' 

o 

·2.4 = o 
= o 



y sus raíces son: 

5 

.Para calcular los vectores característicos sustituimos 
en (A.4.4)" Fo.~.ra >..

1 
= 5 

+ (l-5):x: =o 
2 

o sea 

... 2x
1 + 4x

2 = o 

2x
1 4x

2 = o 

Vemos que una ecuación es el negativo de la otra de tal 
forPla que 

es la solución del sistema de ecuaciones. 
Dando cualquier valor a x

2 
tendremos un valor de x 

1 
i 

y existen un número infinito de soluciones. Si tomamos x 
1 

..:: 

2~ x 2 = 1 y por lo tanto: para "A 1 = 5, un posible vector ca~ 

racterístico es: 

;] 

o 

·O 

o 



o 

o 

(A.5.5) 

() 

para el segundo vector característico 

).. = -1 
2 

-
( 3- (-1)) X 

1 

2x 
1 

+ ( 1 - (-1) ) x
2 

= O 

'· 
o sea 

4x
1

· + 4x
2 

= O 

2x1 + 2x2 = O 
•' 
'• 

Como x 
1 

= -x2 es la solución del sistema de ecuaciones. Una 

de las posibles soluciones de este sistema es: 

+1 
u = 

-1 

Para encontrar los valores característicos como se vió 
en el ejemplo, hay que encontrar las raíces de: 

' 

[~] = o 

La ec •. (A. 5. 5) representa una ecuación -algebraica de 

grado igual al orden de la matriz [A J. Esta ecuación he

mo~ dicho que se llama ecuación característica de Í Al y 
L -' 

su lado izquierdo se llama polinomio característico de [A J, 



y :represer;tado por g_OJ. Como es ur;a ecuación de grado n, 
la ecuación característica tíeDe n raíces (no r:ecesaname'_;
te distir;tas), qu;::; determina n valores característicos. Er:: 
este libro, consideraremos solamente el caso en que las 
raíces son distil~tas, pues s1 hay raíces repetidas, se pre
sentr. ciertas dlflCultades que complican la teoría. 

Para cada A.. se establece el sistema ecuaciones ho-
l 

mogéneas (A.5.3); si su rar.go es menor que el¡;Úmero de 

incógnitas, su solución será diferente a u J = O y dicha so
lución es eí. vector característico. 

La solución de cada uno de los sistemas de ecuaciones 
dei tipo (A.5.3) (una para cada ?-.)permite er~cont.rar un VeC-

tor característico u-, . correspondiente a cada A.; este ve e:. Wt" ... z 
característico no queda caracterizado totalmente~ sino que 
contiene una constante arbitraria que lo multiplica. Para 
elimL."1ar esta constante arbitraria, los vectore~ earacte"·· 
rísticos pueden normalizarse, hacier;do su módulo igual a la 
unidad. Recoráemos que como módulo de un vector enten
demos: 

u] 

Para normalizar el vector, característico dividimos 
cada componente u. entre su módulo. 

z ' 
, Antes de seguir adelante tepemos que e.t:r ... 4diar un im

portante teorema y sus ill)plicaé;iones: 

Teorema A.5.1 
. 

. :( i) Los vectores característicos corresnondientes a va lo .. 
res característicos distintos son lin'-almente <miepco -· 

; dientes. .. · -- ·--·~.: .-.. 
(ii)· Si la matriz r Al tiene n valores c~n·~cterísticos diú:-

L -' 

'rentes, entonces existen exactamenten vectores carac~ 
terísticos. · 

o 

o 

o 



o 

(A.5. 7) 

o 

(A.5.8) 

(A.5.9) 

C) 

Desmostración: 

Supongamos que s es el menor número de vectores li-
l - ., 

nealmente dependier.tes, y .llamémoslos u ¡
1

, u
2 

/, ..•• u ¡. 
, _, ~ S-' 

Entonces se debe cumplir que: · 

' l 
al u Jl + a u l . = ol s ~s _ 

donde, todas las a. son diferentes a cero. z ' 
Si pre-multiplicamos (A.5.7) por [A] y recordamos 

que:· 

se obtiene 
' 

al A.l u]l + a2 t..2 u]2· 
' 

(j " 
+ ...... + a t.. u~Js = o] 

S· S 

Res~ando (A.5.8) de ;.,.
1 

vec:es (A.5.'7) se tiene 

A. ) 
S 

' 

ul 
JS 

Como A.. 1 - 'Ai 1 O para i= 2, •.• , s, (A.5.9) establece 

una relación de dependeilcia lineal entres- 1 vectores, re
sultado que contrJ.d1ce la s,uposic-ión de quesera el menor 
número para el cual son linealmente dependientes. 



S 
. d ~d l. upongamos anora que a e mas e u ¡ . existe un segun- Q 

~ ..J l 
do vector característico x j correspondiente a A i' Como lo" 

n_ vectores u l . por (i) sor. linealmente independientes, sü·, .. -J l 

Vf:r. corno base er. ur: espacio den dimensiones, y el vector 

x l puede expresarse como una combinación lineal de los .... 

u l o sea: 
..J. z 

Multiplicando por [A J y recordando que : 

A.. u/. 
Z .JZ 

se tiene: 

A. u. z z 

Restando A.iveces (A.5.1l) de (t\.5.10) 

·¡ 
o J'· == 

Q ( '\ - ' ) l + + Q (' ~ "\ .) H lf JJl 1\.1 A. UJJ ••••$•• JJ 1\. 1\. '"' 

z n n z Jn 

., 
Como los vectores u 1. son linealmente i&"ldependientes, 

-' l ' 

B.== O (i == lp ••••• n, i == j) de donde de (A.5.10) J ' 

', 

o 

.. 

o 



o 

Ü· 

o sea x J deper.de de u Ji, quedando demostrada la segunda 

parte del teorema, es decir a cada valor característico co
rresponde un solo vector. característico. 

El lector debe recor.dar q~e el módulo del vector ca-

racterístico puede ser cualquiera, por lo que x -,y u l . , ve c-
. J J z 

tares con igual dirección. pero diferente módulo, se consi
deran como el mismo vector característico. 

·· Por lo estudiado anteriormente el rane:o de Í PJl es n ' . ~ L 

y ~ determinante diferente de cero, el in veros de T P J 
existe. ~ · 

EJEMPLO A.5b Se, ~a visto que la matri~. 

1 5 ; 13 
[A]= ! 

: 2 
...... 3 

1 : 
TI 

4 .. 
TJ 

f 

tiene por valores característicos A. 1 = 2, A. 2 = l. Los vec-

tores característicos correspondientes son 

. 
u J = 

'1 
y u J ;, = 

2 

!1 

1 Jl 
-2 

~f>mO estos dos vectores corresponden a ffÜerentes val0res 
característicos, son linealmente indepe .. dientes y pueder.. 
servir como base en el espacio de dos dir t:msiones. Expre·· 
se al vector ·.·. •· 

-21] u]= 



como unacombir~ación lineal de u l yuJ y calcule Í Al vjl 
..J] 2 le- ..1 

directamente y empleando laS"'dos componentes de v 1 • 
...J 

Solución: 

El vector v l puede expresarse como combinación li
.J 

tleal de u ]
1 

y·u ]
2 

como sigue: 

=a 

de donde los valores de á y b son 

a= -1, 

. 
b = -1 

Por lo tant~ si empleamos un_ sistema de coordenadas con 

el eje de las abscisas alm eado con el vector uJl y el de las 
. 1 

ord.enadas alineado con u l· las dos componentes del vecto::; 

J 
J2 ~ 

v serían -1 y -1. Se dice que el vector v J en el sistema 

coordenado con bases 

el = :] ..Jl 

y 

e] ~] = 
2· 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

tiene como componentes 

-2]' .: vJ = \ 
... 1 ,. ' 

t' 1 ~\ '¡' 

' ' 
' .~· ' } ~ 

,, ,_' 

' ' 
') '., 

y ,que en el sistema con 1bases· 
' ' 

u] = 
1 1

1} 
' ( ... ~ 

.Y 

1 ]' 
-2 . 

tiene como componentes. 

-1] v] = -1. 
' i 

. ,· 
-· 

1 

.~ 

• ¡ 

"'l"-' ',. - .. 
' ' 

L 1 ' 'l..~, 

.: d J .., .) 

'• 

~ .. ' ·~ • i j ' \ 

. Para cal~.~-1~~ _[~ JyJ~lficte,pl~~~ft~-~rs~.ge las siguien-
tes maneras:" ;/1 

,
¡11 • 1/ i 
. . !: 

a) " 1 

' . 
' l' t' .. \- ~ ; .,. "" • ..,._ 

J'¡' 

5 
3 

1J 
3; 

-2 :-3 
.1 

2 
3 

4 
3 

= 

1 o 
\'¡ 

.'. 



b) o 
[ 

l J .- -¡ l l ) .Aj u = 1 .ti 1 ( a u 1 + b u ¡ 
L --'\ ~] ~21 

- ! 

o 

(a) 

(b) o 
Fig. A.5.3. Ejemplo de cambio de bases, 



·o 
por (A. 5.1) podemos escribir: 

o 
= -2] + -1 l = 

-2 2 

-3 

\ 

La fig. A. 5.3 ilustra estas dos formas de calcular 

\ 

Si la matriz [A] de n xn tienen vectores caracterís-

tices linealmente independientes, éstos pueden servir como 
base. Todo vector de dimensión n puede expresarse en esa 
base. Este ejemplo ilustra cómo se calculan las componen
tes de un vector al cambiar de base. Adem-ás si se cumple 
como base, la formada por los vectores característicos, la 

Q transformación lineal : [A J v J se conviente en ur.a combi

nación lineal de los vectores característicos. 

o 

A.6 Fun.ciones de matrices cuadradas 

(A. 6.1) 

\ 
\ 
\ 
\ 

Empecemos definiendo las potencias positivas de \mama
triz. Estas se definen por analogÍa con las potencias de e-s-
calares como: : 

"3 

[AJa = [A] [A],· [A J3 =·~[A] [A] 2 

~ 

[A] l ' [A]2 • 
= .... ' 

r lk-1 k 

'[A] 
·t.· 

= [A] [A] = ~[A J ..... LA_. 



(A.6.2) 

Las pote;:cias m~gíltivas se definen como po: ene Ls cie Ü 
la rnatriz inve.1.'Sa 

= 
1 ' ..., -) \ /,· 
\LA J ) 

Las potencias negativas, por lo ta.nto, existen so1amer;c. 
--1 

te cuando [A J e:;d.ste, ~ sea cuando la mat:riz es no sin~ 

gula1;. 
La ley de los exponentes es válida cuando las potencia;; 

de las matrices existen. 
A&í: 

o 

También tenemos: 

Podemos definir polinomios de matrices con coeficum~ 
tes escalares como sigue: si 

p (X) = a xn + a rr-1 + 
n n-1 

+ 

enJonces para Ul1a matriz cuadrada r Al 
' L ~ 

o 



o 
(A.6.3} 

p ([AJ) = an [A]n + an-1 [A]n-_1 + ••• 

+ a [A J + a
0 

[1 J 

Si 
~~ 

"" ·' 2.: a xk f(xJ = 
k= O k 

podemos definir una serie infinita de matrices como 

Las series infinitas .se emplean para definir funciones 
Q como: seno, exponencial, senh, cosh, etc. de ur.a matriz 

cuadrada {A J. 
Por ejemplo: 

(A.6 •. ~) + 
[A J-.-

+ 3 + 

[ A]a 
s~n- [A] = [A] - 3! 

{A.6.6) 
[ A]s 1 [A],. 

i 

o + 
51 7! + ••••• 

' 1 



(A.6. 7) 

Resulta muy l~"::;orioso ter.e:r que evaluar u.¡1a seriC:' u;¡i<~ 1td 

C.e matrict:s para encontrar el valor de la función de ur:a 
matriz. Un método para calcularla.:; consiste en emplear 
teoremas derivados del teorema de Cayley-Hamiltor. que 
a contii1UaClÓn se enuncia: 

Teo·vema d>:; Cayley-Hamilton (A.6a) 

m 

Este teorema establece que cualquier mat..riz cuadracw_ .s:1·~ 
tisface su propia ecuación característica. Pm·lo tan tú s1 E~l 

po,linonüo característico de tma matriz [A J es ¡¿ (t,J, en"" 

tonces ·g[AJ = O J· 
A continuación estudiaremos algtmas importantes in>·

pllcaciones de este teorema. 
' Sea la ecuación caracterú~tica de m~a matriz: 

An 
n-1 n-2 

g('A) + a ¡._· + .. = a 2" n-1 n-

+ + a f...1 + a = o ... 
1 o 

r ., 

Por el teorema de Cayley-flamilton la mairiz 1 A ; d(:l"J•. 
L ...J 

sa:tisfacer a su propia ecuación característira por lo qlle 

su~tituyendo en (A.6. 7) \'por [A J tenemos: 

= a LrAJ-~-1 + 
n-1 

+ 

í o l 
- J 

o 

o 

\ 
~· 

o 



o 

(A.6.8) 

(A.6. 9) 

o 

(A.6.10) 

o 

..;a ÍAln-1 , a· __ ::, [A]n-2 - .. 
n-1 L '· - ·' · n 2 '"' • • • · J ' '.. - ' 

1 rl ' ~ "_ )~ ~ ' '~ 

Sustituyendo (A. 6.8) en (A.6. 9) 

. . 
_::..,~ ,"" ~~?~ .. ~~ ,.,,.~.,.-t ... "'.S.J· ;:~.4(7} f""'~~}~t'.f.J ~~ ," ~.../~ 

= -~~~Jr·~ o~n~~ [A J n:_ - ••• - al [A J 
,, " 

~ " ~~ (. 

- a0 [1]} - an_2 [AJ~-~ -
< .:~ 

al [ 4 ]a ~O [A J 

Observamos que en la expresión (A.6.10) la máxima po

tencia de [AJ' en eli-Iado ~~-~-~~·c,ho de Hi:"eéuacióñ es n - 1; . ' ' 

podemos, por lo tanto,. establecer el sigu1ente teorema. . -, 

:reorem'a (A. 6b) 

Si [A J, es W1a_ matrir cuadrada de n x n cualquier suma 

.potencia .de [A J pued~ e:>.."Presarse .omo una suma de po-



tencias de ! A: cuyo mayor exponente es cuando más n - 1 ~ 
l_ ..J 

o sea 

n-1 

= ¿ ()!. 

r=o J 

EJt~lt1FLO A~6a Verifique el teorema de Cayley-Hamilton para la matriz 

[A J dada en el ejemplo A.4b 

Solución 

La ecuación característica es: 

(3 - ).) 4 
( 

g(A.) = = o 
2 (1 - h.) 

.l 

g(A.) = A. a - 4). - 5 ~ o 

En este caso, g ( [A J) será: 

g([AJ) 

=[: 
4 

l 
r3 

4l 5¡: al 1 

- 4

l2 
-

1 J 1 tlj 

o 

o 

o 



_o 

EJEMPLO A. 6b: 

o (A.6.12). 

El primer término es 

qu.e sustituido en la ecuac_ión .da . 

. ' 

[
12 16] ¡ 5 0,] 

-. ,-

:, ·---~~- ~-4- ' .- 1
- ~ : 5 

- r(l¡:, ~ l?c>- ;5)c .(1,6,;~ 1: ~.'0}] 

l ( 8 8 -· J) ' ( :~;· '-~. ~ ,, -~- --~-)o 
- ~ ' ~ 

[ Oi-'-

:] 
' '1'' ! 

' 
,_ -' '· ' 

'o 
' -- ' - - c .• 

-
. 

o \ : ,, : 
o o 

•i 
~ 

Por lo tanto, .el ted:rema .de Cayley-Hamilton que afir
ma que g ( [A J) =o, s~ satisf~ce~ ... ,_·,_,: ·- .. ·_.·:· , · 

,. "~ • o 

,' ' o 
1 o' 

' o 

" o 

·Calcule: 

=f ([A]) = [A ];3 + 2 [A] 



So~ución: 

Por el teorema de Caylcy-Hamilton 

u 1p 1cando por M lt . l. LrAj' 

Sustituyendo el valor de [A J :a dado por la ecuación ca

racterística tenemos: 

[A] 3 = 4(4[A] + s[IJ) + s[A] 

= 21 [A] + ?O[IJ 

y sustituyendo er. !fA]: 

l.([AJ) = 23 [A] + 20 h¡l -J.- ....... 

23 [: 

4l 
20 [ 

1 

J -t --
1 

' 
Lo 

ol 
1 
! 
1 

1 J 

o 

___ n .. 
\.__./ ' 

o 



0-

Obsérvese que f ( [A]) ·que contenía originalmente una 

__ p<?~~nci~ ~ú~i~~ ?e .[A] quedó reducido a·una cómbinación 

de potencias de T A J cuyo:m~ximo -exponente fue 2 - 1 = ¡, 
como el teorema (A.6b) afirma debe suceder;·· ... ) 

- " . ' 

A continuación enunciaremos otro teorema: ... _ 
'. '"' 

Teorema (A.6c) 
: - . ~- ' í 

?ualquier función de una matriz,!_([ A ]}debe ser también 

satisfecha si [A] se sustituye por alguno .de los valores ca-

racj:erísticos de la matriz1
.: · · • :· . -.. _· · ···.__ . _ • 

~ A continuación ilustramos _la aplicación del teorema 
.. •. l., 

(i!.5c) para el cálculo de ~xp {[A, Jt) _ 

' 
,, ' ' 1 

,EJEMPLO A.6c Cal~ule e~~ ( [·':1 Jt) para ia matriz del ejemp~o Á._4b, ~san-
~o el t~qreÍna (A. 6c) •. 

Solución: o 
J>or (A. 5.17) 



f ¡· ~1 . \ 
-:. .... ,'.; ' ' / 1 l ' 
~;;...,.r \' "" , J 

L. ..J 

Po:r d teo:tema (A. 6c ). 

e:~.:p(A2t> = a A. ·f· a . 1 2 () 

en el ejemplo A . .4b E>ncontrarnos ~ 
1 

= 5, 'A.
2 

= -1 o sea: 

a = 
1 

ao ,= 

exp(5t) - exp{-t) 
6 

ex 5t) + 5 ex '-t) 

6 

Sustituyendo en (A.5.20) 

í 3 
exp; (I A Jt) = al 

l·2 

r 3a
1 

-
1 

L 2a
1 

:] [1 ol 
+ a o l 

J J ·o 

+ a o 4a
1 

aJ al + 

o 

o 



o 

-o 

'' 
) 
1 .. 

o 

j 

1 

2 1 
3. exp(5t) + T exp{-t) 

¡ 

1 1 1 L3 exp(5t) - 3 exp{-t) 

A.7 Problemas 

~ ~ - "'• 

2 t 2 ( ,.: 3 exp(5) - 3 exp- J¡ 

1 

' ' 1 

_l_ exp(5t) + L exp(-t;l 
3 . 3 ~ 

{> - ' - - ·- ' • ~ - ~' -, ¡ - ... 

, -~·'-'''1~· ~Ilustr·e· que .[AJ[B]( [BJ [ÁJ par~ las m~trices: 

- . . 
,-\. ' 

'', /-:,.-

·- : -,,¡.~~. -',,.""•. '~ -z,, \ :· 

2. Dadas las matrices 
-- ;' • 1.. --' 

-' -

' o -1] 
-3 , O· 

[; 
10 -5] 
-6· 2 ' . .. ,-

[; _; l ~ 

' ,. 4 ? -- ,., 

[e]·-



A -

Demuestre que se satisface la ec. (A.2.15). 
4- Emple~lndo (A.Z. 1 '7) calcule el inverso de la matriz de 

2><2 

[A] 

¡'" 

all a_z2l ¡ 
1 

l 
1 1 

= ! 

a22J 
¡ 
l a21 

y establezca una regla para calcular dichos inversos en 
el caso de una matriz de 2 x 2. 

5. Establezca si los siguientes sistemas de ecuaciones 
tienen solución o no. 

En caso afirmativo encuéntrela 

a) + x
2 

+ 2x
3 

= 3 

4 

b) 2x
1 + 3x + 2x

3 
;::;; 6 

2 

"1 + "2 X = 4 
3 

4x
1 + 2x

2 + 4x
3 

= 4 

o 

-----------o 

o 



o 

. 
< ••• 

--o 

Q_ 

1 

C) X 1 -t- 2~2 :Jx3 = 8 

2x
1 "2 + 2x

3 
= -2 

3x
1 + 2x2 "3 = 6 

aJ 2x
1 + 2x

2 + 4x = o .3 .-! . ' ., ' 

"1 "2 x·. = ·o 
3 

-x1 + 2x
2 

· + 4x
3 

= o 

6~ Encuentre el rango de ¡as siguientes matrices 

' ' } 

[~ ,~J-
a) -2 

5 

2 
{ -,. 

b) [_! 1 n 1 
f-

''t) c. : " _: , . ~;JI" ' , 
'o. ~ ': ' • " 

: ,. ' ; ' '' 1 2 ;,.··. 4 ' ,, 
. 1 '', 

' ~ ' ' ; ; ~ .. f ~ ! 

•• ;'_. 1_ 

' ' 

• •• t ' 
.{ 1 ,, .. , 

-,\ ;:. ' ,, ' 1 .:. 

7. 'En?uentre ~i los conjuntos ~e vectores s~n.lin~~lmen-
te mdepen~1ente~.: . 1 · _ : · . · .. 

, a) 

1 

-1 

2 

2 

3 

-1 

-4 

-1 

-3 



.. 

•!-.(¡~ ',· 
~·,-.z 1 1 7 o 1 1 

1 .... 

b) o ·t e 1 =.J. 1 1 

1 1 

o 1 o ~3 
1 

1 1 

1 
1 

.J 
1 Lo o 2 1 

J 

¿:t Enc:.1entx-e los vectores y valores co...rac.te~~ .ísticos de 
las siguiex:.tes x:na.b~ice.s: 

a) 
1 o 
l. ') 

'".t:; 

L 

b) 1 

o 
2 

=2 

.1 

3 

1 

2 

o 

9. -Demuestre que exp (f-A i )-'. exp ( Í Ej-. J' =- exp f [A lj\ + 
L. _J _ \ L \ _J --, ,.. J ' [ l [ ]- r -¡ r- -. _\ LB ) si y solam.ente si A J B = LB J L .'":1. j . 

- (r· l ) 10. ~alcule e:xp ~A J t 
1 
pécc~ l~s matrices a) y b) ~el pro--

blema 8. 
11. Calcule sen rA / t para la matriz 

,_ j 

o 

0' 
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SJ'SIPms nf Equations 1. -·. ·· 

S.8·_-·')tt~r:ith'c :\1cth'ods fo; l'ionlincar·Equations 
'- ~ ~ ~ • ;\ ; • l 1 '

1 
~ < ( :)' \ ~.. ( ; • 

0 
! e '.)) ¡ ( ' 

Sections · 5.8 an4 5.9 are conccrned v•ith finding the 
solution, or solutions, of the system 

/ 1(x 1,x2 , ... ,x") =o: 
f 2(.t 1,x;,-:·:., ."(n) i:!.•O, 

(5.33) 
'-. ..... 'f 

in,·olving n real. functions of the . n real variables 
1 ' '; " ' ' ' ' ' ~ 

x 1, x 2, •• • , x~. Fóllo\~ing · th'e .. prcvious notation, '_x ~· 
[x1.x2, •• :, x.j1• ,:~~~ · _s~a!l -~ri~e. f,~x),_-;¡j;(x,_,.--c;,_ .. ,.. ~">: 
Here; and i_n: the- sup~eqt~~n.t developmen.t_, ,_J ~- ;_~ n. 
Then Jet. a·= [:x1,:x2 , · ... , et1J:be -~ ·.s«;>Jution. of' (5.33), 
lhat:is, lct /;(a'),;; 0.- · ~ ~ ··. :· s;. ~ .:<. ,> · · 

Lct the 11 functi~ns F.(x) be·.such thát , . 1., -•• 

. ,·_ · -,,·:: J~-, ''= f'(x)1 , ': '·: -~· 7 
·;') (5~34) 

'•'••.1 1'"' r ~ 1 , •' ~ ,:• • 1 ' ·~' ,¡ , ' 

implles. ~(xi ~ q; J. ;r.J~ n:)!a-sically; ·the: ;, equa-tion~ 
(5.34) "ill coris~itu~c ·a ··surta~!e reflrr:l.ngemcnt of the 

. original system (5.33). 1 n particular, Jet 
' ~ ¡.' ; ¡. 

(5.35) ' 

Let the starting \-ector x0 = [x10,x20, ••• , x.0 )
1 be an 

approximation to a. Define successive ncw estimates of 
the sol,ution \'C~tor, Xt = [XUtX2_t, •• , Xnl)

1
, k= J, 2, ... , 

by computmg the individual elements from the recursion 
relations · 

X¡l = f',(x1.•-•·xu_1, ••.• , x .. ..t- 1) = F1(x._ 1) •. (5.36) 

Suppose thcre is a region R describable as lx1 - a11 ~Ir, 
1 ~ j ~ n. and for x in R there is a positive number p, 
Jess than one, such that 

r.¡ cF,(x) 1 ~ Jl. 
J=l GX¡ 

(5.37) 

Then. if the stJrtj!lg vector x0 lies)n R, we show that the 
iteratt\e method expresscd by (5.36) converges to a 
solution of the system (5.33), that is, 

. (5J8) 

Using the mean~value thcorem, the truth of (5.38) is · 
establishcd by first noting from (5.35) a~td (5.36), ·that 

Xa ~ :x¡ = F¡(x._ 1)- F¡(rJ) 

in which O< ~u-• < l. That is, 

- . .. 1 iJF,, J.'t11 - «11 ~ h L -
0 

· ~ ph < h, 
¡ .. a X¡ 

showing that -thc points x~ lie in. R.: Also;. by. ind,uc;ti!)l), 
from (5.37) and (5.39), · 

Thcrcfor.c,_(5.3~) is, tru~ •. and the r,roc~dure ~onvcrr,cs toa 
solution"of (5.33). Note that .ir'th_e 'f-;(,J:) are -linfar, we 
have the,Jacob1 mcthod, and thc sufficicnt conditíons of 

~ ~.,.J r- O '_}{ ..... - O ¡'¡ ' < ~~~ ,. ,.-, -

(5.37) :.irc thc si me< as :tlíe sccorid ·set of súiTlcient· con.: 
drtwnsin(5.21). ,,:_;·,-~·.· '::-. '~· .. ·•· .. ·:-··.,:;:·_.·;_,',, 

For the ~onlinear equations, there is ·also a counter
part to the Gauss-Seidel' mcthod, · previously used in 
Sec. S. 7 for the linear case. We proceed as bcfore, except 
that (5.36) ·¡~ rcplaced by -. J· .; :: - · · '' - ., ;· "- . , · 

That is, the ínost recen ti y computed elemcnts of the sol u-
• ~ ) .:. - "(, ~ ·~ - ~·' -· .• ...,._ "''"" ' ' ' : ;¡".. .- :~ 

tlon vector are always used m evaluat.ng the f 1• The 
proof of. convergence a~cordin~Lll.i:,{~.38) J.s, ~u.c~ t~e 
same as for the Jacobi-typé itcration. \Ve ha ve ;:,·: ". 

. " oF1(tu) 
xu- a1 = L (x¡.•-• .- ap· 

0 
, 

/=1 X} 

where 

It will appear inductively that the· above is true, because 
the various points concerned re'main in R. lf e1 _ 1 is the 
largest of the n\m1bers lx1,t-l- aif, then. lxll- cr1j ~ 
pe,_ 1 < e,._ 1 <h. -It follows that · 

\>there En= ·[71 + e21(Xu- ctl),:z2 + ~ll(Xl.l-1- 1Xz), · .. , 
· a,+ c;2k(x",l-t- ex")]'. ifhat is, Jx~,- cx21 ~ JU:•-• < 

e,_'1 <-h, and, in general, !x,.- a1 1.~ J.lCt- 1 < t:"t-a <h.· 
Thcreforc, lx;, - ::r,l ~ plh, a119 convergcncc accor.ding to 
(5.38) is .abain established. Observe ·that the first of the 
sufficiency condiÚons of (5.28) has-~een rcaffirmcQ undcr· 
slightly more general circumstances. 

Example. To ·illustrate the above tecbniques, choose tite 
equations · 

( J) ~Xl . 
/ 1(x ,x2)= 1--· (e'•• -c)+--2exa=0. 

1 4, , ' ' 
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Vttwrirc rhesc equarions in a form which is consistent with 
45.3-l), 

end choose thc starting values Xao ="0.4, X2o = 3.0. Within 
¡¡bde·rule accuracy, the JacobHype itcration gives 

3 
x 11 = sin(l.2) -

2
" = 0.455, 

.l'u = 271" X 0.4- 2.89(e- 0 2 -1) = 3.03; 

3.03 
.rtu = sin(1.379)-

2
" = 0.499, 

.l'u = 271" X 0.455- 2.89(e -o.o9 - 1) = 3.11; 

:~.m ,'::¡;;ly, xu =0.505,xu = 3.14; x ... =O.SOO,.ru = 3.14; 

·"•» ""' Ql.500, Xn = "· 

Usmg the same arrangcmcnt of thc equations in conJuncllon 
with the samc st.utmg values, itcrati_on of, thc Gauss-Scidcl 
typo gives 

. 3 
x •• = sm(l.2) - 2,;. = 0.455, 

Xu = 271' X 0.455- 2.89(e-O 2 - 1) = 3.11; 

3.11 
x 12 =sin(1.415)- 21r =0.493, 

X u= 2" X 0.493-2 89(e -o 014 
- 1) = 3 14; 

similarly, x., = 0.500, XH = 11'; Xa4 = 0.500, X u= rr, etc. 
Thcre is less risk invohed in using: an approx1matc shJc

rule approach. in these iterative calculallons than m1ghr be 
supposed. Unlike the exact mcthuds, su eh as Gau~s1an e!Jmma
tion for linear equatJons, there is no inhcritcd round-otf error 
from one stcp to the ne,t. This foliO\\S, smcc the rcsults at 
cach stage of the itcration can be viewed as a ncw gucs~ or 
initial approximation to · the solution vector: Substani iali 
error can be tolerated, providcd that there is no gross error m 
the final stages of calculation. Thcse remarks apply to thc 
iterative solution of linear equations as well. 

o 

o 

D 
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EXA,\1PLE S.-S 

FLOW 1~ A PIPE NETWOQ.K 
SuCCESS!VE-SUBSTITUTION METHOD 

Problcm Statcmrnl 

A nctwork cons•sts of a numher of horizontal pipes, 
of specified diameters and lengths, that are joined at n 
nodes, numbcrcd i = l. 2, .... n. The pressure is spccified 
at sorne of thcsc r.odes. Thcrc is at most a single pipe 
connected dJrcctly bet,,een ::my two nodes. 

Write a progr:~m that \\ il! .lCCcpt information concern
ing the abo\'c, and that will proceed to cor:1pute: (a) the 
prcssurcs at all remaining nodcs, and (b) the flow rate 
(and direction of flo,\) in cach pipe. 

Method of Solution 

For flow of a hquid from point i to pointj in a horizon
tal pipe, the prcssure drop is given by the Fanning 
equation: 

·(5.4.0 

Here,f'-~ is the dimensionless Moody friction factor, pis 
the liquid dcnsity. um is the mean velocity, and L and D 
are the lcngth and diameter of the pipe, respecthely. 
Since the volumetric flow rate is Q = (r.D 2/4)u,, equation 
(5.4.1) becomes 

Here, all quantities are in consisten! units. However, if 
p, apd pJ are expressed in p!>i (Jb1/sq in.), p in lb,..,/cu ft, 
Q in gpm (gallons/min), L in ft, and D in inches, we 
obtain 

(5.4.2) 

where 

. 8 x 12s 
C = ;r 2 X 144 X 32.2 X (7.48 X 60)if~tP· (S.4.J) 

Let c,1 = CL,/ D;J, where the subscripts ij now em
phasize that wc are conccrned with the pipe joining 
nndl'~ ; :md j. Thc flow rate QIJ bctween nodcs i and j 
ÍS iht'll !ji\'CO by 

(5.4.4) 

in which Q11 is plus or minus for flow from i to j or cice 
ursa, respecti' el y. In the following version, Q,1 'Vill 
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automatically ha ve the corrcct sign: 

At any free node j, where !he pressure is not ~pt'cificd, 
thc sum of the fiO\s,s from nrighboring nodes i must be 
zcro: 

L Ql} = L (p,- P)J- 1 

1 '=o. (5.4.5} 
J 1 c,1 ¡p1 -pi¡ 

When applied at al! lhe free nodes, equation (5.4 5) 
yields a sy:>tem of nonlinear simultanco~s equat10m in 
the unknown pressures. We shall solve thís ¡,ys!é'm by 
the SlJCcessive-substitution type qf method dese¡ 1hed in 
Section 5.8. Erst, note thai. (p;- p1) is more sensitlw 
than (lp1 - pJ!)112 to variations in Pr Thus al'! appr'Jpriate 
version, analogous !o eqnation (S.J•l), i:; 

(5.4.6; 

in \vhich 

(5.4.'!) 

Equation (5.4.6) is applied rcprated!y ·at al! free nodcs 
until cithcr each computed prc~surc p1 doc~. no! change 
by more than a small amount'c from ont: Jtcr:.~tJO;J to thc 
next, or a preassig:·1ed number of itcrations, 1tmax, has 
been exceeded. The most recently estimatcd values of p, 
will always be uscd in the right-hand side of equat1on 
(5.4 6). 

In order lo impfcment the above, we aiso introduce 
~he following~ 

(a) A vector of logical value~. jj 1, fj1 , •• . , ji. (PGIVEN 

in the prog1am), such lhat jiJ ís true (T) if thc pres~urc is 
specified at nodc ¡, and false (F) ¡f it 1s not · 

(b) A rnatrix of lor,ical value's, [ 1 1 ••• 1., (the rncidt'l!ct 
matrix INC!D in the program), such that 1,1 is true if 
there is a pipe dircctly joining notles i and j, and false 
if not. 

Si,lcc thc 1ncidcncc. diametcr, and lcr.gth m:1tríccs are 
~ymmctric {ft!T cxamplc. 1>11 ,, 1>¡_1), wc ucn! •.upply 
only 1hc !owcr :ri.111gular porti•)ns of such mai1 :\'C' ;a 

data. The input data will also induJe a complete scl '-1f 
pre!'.sures, p 1, p2 , , •• , Pr; sorne of these: wiil be the kno\\:1 

· pressures, and lhe renninder wiH be the starting gucsSt."i 
at the free r.odes. 
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tlo" Diagram 

11, itmax, p, E, 111 , D11 , L 11, 

t----il-! r~, ¡;,, p,. 1----~- ; = 1; 2, ... , 11 t-----.;~ e- eqn. (5 4.3) 
i=1,2, ... ,11 je:l,2 .... ,i 

F 

T 

O;¡.- (e,¡ lp, .... p¡l)-112 

1 num- num + a,¡P; 
! den..- den+ aiJ 

i=J 

D,, .- D 11 
L,, ... L¡¡ 
l¡¡-l¡¡ 
e,,.- c11 

,_F_J-1 Q p,- P¡ 
1} +- - -

.Jc,¡lp,- p11 

T 
r---'"7 ___ _, 1 
1 1 
1 r--------------J 
1 1 
1 l 

P+-p, 

num 
P¡-

dell 

--------:----c-.., 

\ 
1 
1 
1 

-th 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 .__ __________ 1 1 

IP- P,l ~ f: 

Fl-4------' 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

• 1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 , __________ _¡ 1 1 

i i -----------", 
l 
1 
! 

--~-- >-~-~---~'-----~~F ____________ ~-~ 

iter, p,. 
Q¡¡ (j = 1' 2, ... , 11), 
i = l, 2, ... , n 

o 

o 

o 
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FO-RTRAN /nrplt mmtat;on 

List of Principal V,ariables 
Program Symbol Dtjmition 

A 
e 

CONV 
D,l 

DENOM, NUMER 
EPS 
F 
FACTOR 
I,J 

11\!CID 
mm 
lf'RINT 

.!TMA>(" 
,¡~ 

p 

f'GIVEN 

a 
RHO 
~AVEP 

Matrix. ~vhose'elements aiJ :tre.dcfincd by (5.4.7). _, 
.Matrix,-whose 'elcn1ents c11 relate thc,fl_ow ~atetó the Pf~Ssure drop in-the pipe joining nodes; 
andj. . . . . . .. 
logical var~able u sed :¡n. testlrygJqr ·e:om:ergchce,: conv. ,, . , _ . . , 1 -

l\J?triccs, who~e ~~~r¡1~nts .J:?;1_ ánd L¡1 gi~e-tne dia·m~i~,:· (i~.) ri~d ·Je~gth <rt) of the pipe joining 
nodes,i'andj. ···, . '.:. ·:··. ·· -·,· l :. ·_ ... -,. ·- · ·. _ 

~torh'ge 'ror the; dcnom_inator' and: nuincrator of'(~~4.6); den and.num, resrectively. 
Tolerance. c. u~ed.in l!!,St,ing ~~r convcrgence. ' ' ' :. 
Moody,.fricti~n factor;f\f (ássunfcd ~onst~nt). . 
The constant. e; in 'equation-(5.4.3). . : . ·. · ·. .. ·· · · 
Indi~e(for ~eprcs.entióg t_he nodesJ _andj. . -·-.::.. . . · . . . 
J\.htrix of lí-Jgical valucs, 1; if 1;¡ is T, there is·~q)ipej~inin¡fnf?des 1 and}; if F, theré is not. 
Counter on the :n~ljlbJr o( ~terations, iter .. · . ·. · · :·. / · ' · , · . 
logical variable:·which must have.the' vaJue T if ii:itermediate apprÓximations to tb'e prcs.SU!í€'S 

- !. ' 1 ' ' • ' _, ~ - ' ~ ' • .·¡· •• • 
aretobeprinted.. :·. ·· ... -. ··: , ·· 
Upper limit on the Ímmbér Ófi,ten1tiÓns~ itliuix. ;\:,. 
Totalnumberofnodes,n. ':··;~ ., , r.'-. 

Vector of prcssures, p1 (psi),,at each nqde. ". · - · ·.' · . ' 
Vector of Jogical values. ¡;,, at''eadt,~ode., lf PI is r,' the pressure is ·sJ,edfied at node i; ii F, it 
is 'not. · · ' ·' ' · ' .. ' · 

J\.fatrix, whoSe'elements Q,¡give the flow rate (gpm) from node i.to nodej. 
Density of'the·liquid in the pipes, p (lb~/cu ft) .. .'. . ~· , ',.. t . 

Temporary storage for old pressure !'J ~u~ing convergencé te~ting,' P. 

-' 
' ' 

,. ' 
•'' 

r·,, 

~-: . \ 

.~ . 

·-.:' 
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Fxample 5.4 Flow rn a P1pe N111work (Succe:rsive-Substítution Methoá) 

.,.,gram Usting 
e APPLIEO NUMERICAL NETHOOS, EXAMPLE 5.~ . 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

FLOW IN A PIPE NETWORK • SUeCES~IVE SU8STITUTION METHOO 

lHlS PROGRAM REAOS A OESCRIPTION OF THE TOPOLOGV OF AN 
ARBITRARY N NODE PIPE ~lETh'ORX 1/ITH PRESSl!R(;'; SPEC!FIEO AT 
P~RTICUL~R NODES, ANO THEN COMPUTES THE PRESSURES AT THE 
REMAINING NOOES ANO THE INTER-NOOAL FLOW RATES USING A HETHOO 
OF SUCCESSIVE SUBSTITUTIONS. IF INCIOCI,J) IS TRUE, THEN NODES 
1 ANO J ARE CO~~ECTED BY A PIPE SEGMENT OF OIAMETER DCI,J) 
Jtlf.HES ANO LENGTH l(I,J) FEET. IF PGIVEH(I) IS TRUE, THE 
PRt5SURE AT NODE 1, PCI) PSI, IS FIXEO. OTHERWISE, PCI) ASSUMES 
SUCCESSIVE ESTIMATES OF THE PRESSURE AT NODE l. RHO 15 THE 
FLUID DENSITY IN LBICU FT ANO F THE PIPE FRICTION FACTOR, 
I\SSV~1EO 1 DENTI CAl FOR All PI PE SEGMENTS. ITER IS THE ITERATION 
COUNTER. ITERATION IS STOPPED WHEH !TER fXCEEDS ITMAX OR WHEN 
NO HOOAL PRESSURE CHANGES BY AN AMOUNT.GREATE~ THAN EPS PSI 
BETWEEN TWO SUCCESSIVE ITERATIONS, Q{I,J) IS THE FLOW RAYE IN 
GAL/MIN SETWEEN NOOES 1 ANO J. WHEN Q(I,J) IS POSITIVE, FLUID 
FLOWS FROM NODE 1 TO NODE J, THE MATRICES A ANO C ARE 
OESCRIBED IN THE TEXT. WHEN IPRINT IS TRUE, INTERMEOIATE 
APPRJXIMATIONS OF THE NOOAL PRESSURES ARE PRINTEO. 

LOGICAL !PRINT, PGIVEN, INCIO, CONV 
REAl l., NU11ER 
DI~ENSION PilO), PGIVEN(lO), A(lO,lO), CC10,10), 0(10,10), 

1 l(lO,lO), INCID(lO,lO), Q(lO,lO) 

e ....• READ DATA ••••• 

e 
e 
e 

e 
e 

1 

2 

1¡ 

5 

6 

READ 
REAO 
DO 2 
READ 
REAO 
REAO 

(5,100) 
(5,101} 

l,.l,N 
(5,102) 
(5,101) 
( 5,101) 

N, tniAX, RHO, EPS, F, IPRINT, (PGIVEN(I), fal,N} 
(P(I), lml,N) 

CINCID(I,J), Jal,l) 
(O(I,J), J .. l,l) 
(L(I,J), Jal,l) 

••••• SET UP UPPER TRIANG~LAR PARTS OF SYMMETRIC MATRICES D, L, 
ANO INCJO ANO COMPUTE ELEMENTS OF C MATRIX ••••• 

FACTOR D s.~12.•*S•RHO~F/(3,lbl592ó••2•32.2•(60.•7.b8)oo2ol44.) 
DO 3 Jol,N 
09 3 ..... ¡, 1 
C{ 1 , J) "' O. 
IF C I.EQ.J) GO TO 3 
JF ( INCIO( I,Jf ) e( f.J) a FACTORol( 1 ,J)/0( 1 ,J)n5 
DCJ, 1) "' 0( 1 ,J) 
UJ,IJ .. LCI,J} 
INCID{J,I) a INCID(J,J) 
CCJ,I) "C(I,J) 
eONTINUE 

PRINT OUT INITIAL INFORMAH(Ij\1 ABOUT NET\'IOR!< 
WRITE (6,200) N,ITMAX,RHO,EPS,F,IPRINT,CI,P(I),PGIVENCI),Iol,N) 
WRITE (6,201) 
DO 11 l=l,N 
WRITE (6,202) 1, 1, N, (INCIDCI,J), JDl,N) 
WRITE (6,201) 
DO S Jol,N 
WRITE ( 6, 203) 1, ', N, (0( .... u. Jal,N) 
WRITE (6,201) 
DO 6 l'"l,N 
WRITE (6,2015) 1, 1, N, (l(I,J},. d=l,_N) 

o • 
; • 1 
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314 S}'strrrtr of EquationJ 

Program Listing (Conrinued) 
~ •; e . ' . '•' 

OF PRES"suREs··A't 
1 a1 1 N) 

e ••••• COMPUTE SUCeESSIVE ESTIMATES NODES :• •••• 
·• ,I_F ( IPRINT >, WRITEJ6,205)' (1, 

DO 9 'ITERal, ITMAX '' 
CONV" ,TRUE, 
DO 8 Jal,N 
IF C PGIVEN(J) GO TO 8 
NU~1ER u O. . i,"·. 
DENOM,.O. t·:· ·<::.! 
DO 7 1 :r 1, N i >. r .... ·:: 
I.F ( ,NOT,I~CIDCI,J),.) , GO T0.'7 1 

', :,. 

Aii,J) ", 1.0/SQRT(C(I,J)•A8S(P{I)•P(J))) 
NU~IER a NUMER + A(I,J)eP(I) ;, > 

DEN0~1 a OENOM + AC 1 ,J) ' ·, :. e' 

7 eONTJNU~ ; 'r'-' ;~:: ., c~·:•:,. '· 
SAVEP • P(J) "'"' · · .· 1'; " 

,., 
,. 1 

· .... 

'•,.· .p(J) ~ NUMER/OENOM , , • "· ·· i2 / ·.· . .' .. 
· :. ," · 11:. (.ABS(SAVEP·PCJJJ.GEóEPS! )'. · CONV a .FALSE. ,. • 

8. eONTINUE' . ..,,-, ·' .:r ·; ', 
r • 

e 
e 

e 
e 

e 

IF''('tPRINT) HRITE (6,206) ITER, (P(I), 1"'11 N). 
IF ( CONV) GO TO.lO 

9 CONTI NUE 
WRITE (6,207) ITMAX 

f 

COMPUTE FLOWS IN INDIVIDUAL NETWORK BRANCHES ~ ••••. 
10 00 11 Jml,N 

DO 11 Ja1, 1 
Q(I,J)•O. :S 
Q ( J, 1 j .. o. .: ·." 
IF ( I.EQ.J .OR •• NOT.INCIO(I,J) ) GO TO 11('> ;;¡; ,, 
QCI,J) "(P(I)·P(J))/SQRT(C(I,J)eABS(P(I)•P(J)))r.;:(¡ 
Q(J,I) a- Q(I,J) . 

11 , eONTI NUE 

12 

\~RI TE 
DO 12 
WRITE 
GO TO 

: ~ ~~1:~~'¡ 1 .)" 

PRINT FINAL PRESSURES ANO FLOWS ••••• 
(6,208) ITER, N ·' 

1 el, N 
(6,209) 1, P(l), (Q(I,J), .Js1,N) · 
1 

"'. 

1¡ 

1, 

e 
100 

FOR~IATS FOR 1 NPUT ANO OUTPUT STATE~1ENTS .••••• 
FORMAT( 3X,I2,17X,I3,15X,FS.1,15X,ES.~/ 4X,F6.3,14X,l1 1 

101 
102 
200 

1 C30X, 20CL1,1X)) ) 
FORMATC 30X, 5F8.3 ) 
FORMATC 30X;20CL1,1X) .. " ,_., ·.' ''·· ·--
FORMAl( 23HlFLOW IN A PIPE NETWORK/ 10HON .. , 13/ ·loH· ITr~Áx 

1= , 13/ lOH RHO "' , F7 .'31 !'OH' EPS: 2 ,., ,''E10.'2! .10_H f . ,"' , 
2 F7.3/ 10H IPRINT •, 2X, ·L1/ 3HO 1·, 6X, 4HPCI), ltX,9HP~IVEN(I)/ 
3 ( 1 H , . J 2, F 1 O. 3, 6 ~, ll) ) ' { ~ :.. ' · · '.; 1 " 

201 FORMATC lHO/lHO ) ,. , • . • . 
202 FORMAl( 7HOINetD(, 12, 13H, ll. •• INeiO(.,.l'J2;·1H, •. I.2,.·3H), "'• , · 

1 ~O(ll,lX)/ (1H, 29X, 40Cl1,1X)) ) • " . 
203 FORMAl( 3HOD(, 12, 9H, l).,;oc, '12,'~H;·,I·2, :lH).; '9X,·'lll':,'• 8F10 •. 3 1 

1 C·lH , 29X, 8Fl0.3) ) 
201t FOR~IAT( 3HOLC, 12, 9H, l> ••• LC, 12,1H,I2, lH), 9X, 1H,., 8Fl0.3 1 

1 ClH 1 29X, 8Fl0.3) ) 
205 FORMAl( lHO/ 5HOITER, 7X, l6HPRESSURE AT NODE/ ClH ,11X,8(11,9X))) 

'• ro6.' FORMATC .1H , 1,3, 3X, 8FlO._It/,.,ClH , 6X, 8Fl'0.4) ) • . 
207 FORI~Al( 35HOSOLUTIONS FAILED·'TO CONVERGE AFTER,. 13~11H ITERATIONS) 
208; .FORMAT.( ·1H0/26HOPRESSURES.ANO FLOWS AFTER, 13, 15H ITÉRATIÓNS ARE/ 

1 3HO I,)X,ItHP(J)'~7X,l6HQ(·'t, l).· •• Q( 1,12,1H)\i·,,¡H ,P7X, 3H~SI, 
·'., ;• 2 l4X~ l7HGAL/MIN/! ) " . , "- "'' ""'' 

e 2r¡O)~· FORI~A~~ •• ~tl ~ a·z~ Ho.r,, Sx~-'8F10.3/ (lH '· 17X, SF!O~~.J .. )r. •"' 1 .\ 

' - tJ ~~ 
END ; ' 



,~ram Listing (Continucd) 

[,ata 
N ., 5 ITMAX alOO 
F a 0.0~6 IPRINT D T 
PG1Vl"(l),,,PGIVEN(5) 
P(l) •• ,P(S) 
INCID(l,l) 
O(l,U 
l(l,U 
INCID(2,l),,,INCI0(2,2) 
0(2,1) ... 0(2,2) 
l(2,U ••• U2,2) 
I~CID(l,l),,,INCI0(3,3) 
oo,l> .•• on. 3> 
l(},l),.,L0,3) 
INCID(~,l) ••• INCIO(~,~) 
0( 1¡,1) •• ,0( ~~.~) 
L(~.U ... UII,~) 
INCI0(5,l), •• INCI0(5,5) 
0(5,1) ... 0(5,5) 
U5,U •• ,l(5,5) 

· nnputer Output 

FLOW IN A PIPE NETWORK 

N 5 
·ITMAX a 100 

RHO so.ooo 
EPS O.lOE-03 
F .. 0.056 
IPRINT a T 

1 • p( 1 }J PGIVEN(I) 
1 50.000 T 
2 20.000 F 
3 o.o T 

" 110.000 F 
5 30.000 F 

INCID( l. U ••• INCID( 1, 

!NCID( 2, U ••• INCIO( z, 

UNCID( 3, l) ••• INCIO( :s, 

!'NCID( ll, U.- •• f"NC 1 0( ~~~ 

• 
• .. 
• 
• .. 
a .. .. 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

5) 

5) 

5) 

5) 

INCID( 5, U ••• 1 NCI O( s. 5) 

0( 1, l) ••• D( 1, 5) 

0( 2, 1) ••• 0( 2, 5) 

0( :S, 1) ••• 0( :S, 5) 

O( "· 1) ••• 0( 4, 5) 

0( S, t> ••• o< 5, 5) 
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RHO "' 50,0 EPS ., l.E-It o 
T F T F F 

50.000 20.000 o.ooo u.ooo 30.000 

F 
o.ooo 
0.000 

T F 
3.000 o.ooo 

150.000 o.ooo 
F 't F 

o.ooo 3,000 0,000 
o.ooo 150.000 o.ooo 

T F F F 
11,000 o.ooo o.ooo o.ooo 

!00.000 o.ooo o.ooo o.ooo 
F T F T F 

o.ooo ~.ooo o.ooo lt.OOO \i.,oo 
o.ooo 100.000 o.ooo 100.000 o.ooo 

o 

•F T F T F 

.. y F.T F T 

eF T F F F 

•T F F F T 

af T F T F 

• o.o 3.000 o.o 4.000 o.o 

• :s.ooo o.o :s.ooo o.o 11.000 

• o.o 3.000 o.o o.o o.o 

• r,.ooo o.o o.o o.o b,OOO 

• o.o r..ooo o.o ... ooo o.o 

o 



o 

o 

o 

¡'v <' 

Ji6 · Systcms o/ E,~ut:Jtions 

Computer Output {Continued) 

L( 1, 

L( 2, 

L( 3, 

l( la, 

LC S, 

ITER 

1 
2 

.3 
4 
5 
6 
7 
8 

.. 9 
10 
11 
12 
13 
111 
15 
16 
17 
18 
Í9 
20 
21 
22 
23 
24. 
25 
26 
27. 
28 
29 
30 
31 
3:! 
:s:s' 

~34 
35 
36 
37 
38 
39 
110 
"1 
'-2 
113 
1¡4 
liS 
46 
'-7 
48 
la9 
50 
51 
52 
53 
Sr. 
SS 

1) ••• LC 1, 5) 11 o.o 150.000 o.o 

1) ••• L( 2, 5) 

1) • • .L( 3, S) . ' 

.. . 15o.9oo;, o.o ·. ~ 1so.ooo . , o.~,.,·; ·1oo.ooo,,. 

. "' , ,. o ·:.o' :. .~. ~ .'ts o.~ o ó.,. ~ o.~·., . · ~-· o. o. · -: o. o ,'; 

~.a, >too.-óolf .~. o.o o.o·... o.:O ;_ .. · too.ooo ,, 1) ••• L( "· 5) 
? "' • ~ '- ¡ 

1) ••• u S, 5) o.o ·. :. :· too.·o'oó .. o.o :~.~ 
' ' '~ 1 • 1 

... ' . 
o.'o:: '.:·1oo.oóo,, 

- .~ .: ; • ~: • : ~ \ V l.<, ¡ ... ;· 'tJo "",' 

·''•- :.'-
''• - ¡ ' 1 ~ 

- ~· -~ '-" } ., ..1 

... 
\ ~ ', 

\: ,. -
PRESSURE AT Noo'{ -·~·- , , ~.~' .. ' 
1 2 ' , ~ ·:' 3 . ~ !" ? S · ' : ' 

50.0000 27,4553, ;'· O. O • 1¡0,0000 ¡·31.6616:~· ,· ' 
5o.oooo 30,3218. ··ó.o .:. ·.1¡0,1¡1115 < 33.16oo· ," 
5o·.oooo 31.9882 ·· o.o '" . ,. 110,99111¡ ·~'311,1¡999. ··· ·· 

. 50.0000 33.2753 o.o 111.6'180 '35.7211: 
50.0000 34.3876 o.o 1¡2.231¡5 36,8321 
5o.oooo 35.3e09 o.o 1¡2,8201¡ 37.8350 

''' 

• f 

., '. 

S O. O O O O 3 6, 2 7 21¡ O. O ·. ''·" 3 , 3 6 4 4 , "38 • 73 3 9 
50~0000 37,0706 0,0 1¡3;8615·• '· 39,531¡'9 ,·:¡¡ ·'"i';' {· .n ·, 'j'"•,-
50.0000 37.7819 0.0 41¡,31'11," 1¡0,~1o51 . • r G,/,'• 

5o. o o o o <: 3 8. 4 1 H . • o. o 4 1¡ Ju 9 í¡ o. eh G ,; : ~ ; 
50.0000 ·.; 38,9.711¡ j o.o ' 45,0728 ., .. ~1¡1,1¡253 
5o.oooo 39,4634 o,o· · · ; ,115.3909 · ~41.9110 
50.0000 ... _)39.8960 o.o ._',-. 45.6718- -~42.3}70 ',, 
50.0000' 40,2756' o.o 1¡5,9191 "' 42.7100·' 
5o.oooo 1¡0,6081 '· o-.o ;· 116.1362, 1¡),0361 1

·\: 

5o.oooo 40,8989 b.o 116.3266 1¡3,3211. 
50.0000 1¡1,1530 o.o 46.~931 1¡3.569& 

'-:- ('~ 
p j i' ~ ' ~-
~ ' ~ •, 

'' 
50.0000 41.371¡8 o.o 46.6387 43.7867 
50.0000 41.5682 o.o 46.7658 43,9758 
50.0000 41,7368 o.o Q6,8767 114.11106 
50.0000 1¡1,8837 o.o 46.9734. Q4,2841 
5o.oooo 1¡2,0117 ·o.o 47,0576 111¡.1109o 
50.0000 42,1230 o.o 47.1310 411.5178 
50.0000 112.2200 ' o.o 47.191¡9 4Q.6125 
5o.oooa 112.3043 o.o 47.2505 44.691¡8. 
50,0000 42.3777 0.0· 1¡7,2989 44,7665 
50,0000 42,4416 o.o 47.3411 41¡,8288 
50.0000 112,4971 o.o 47.3777 114,8831 
50,0000 42.5454 o.o 117.4096 1¡4,9302 
50,0000 42.5874 o.o 47,1¡373 114,9713 
50.0000 '1¡2,6239 o.o 47,4615 1¡5,0070 
5o.oooo 1¡2,6557 n.o 117.~825 45.o3so 
50,0000 42.6833 o.o 47.5007 115,0650 
50.0000 1¡2,7073 o.o 47.5166 45,0834 
50.0000 1¡2,7281 o.o 47.5303 45,1088 
50.0000 42.7463 .o.o 47,5424 45.1265 
50.0000 42.7621 o.o 47,5528 115.1420 
50,0000 42,7758 o.o 47,5619 1¡5,1554 
50.0000 42.7878 o.o 47.5597 1¡5,1670 
50.0000 112.7981 o.o 47,5766 45.1772 
50,0-000 42,8071 o.o 117.5826 45.1860 
50.0000 42,8150 o.o ~7.5878 45.1937 
50,0000 1¡2,8218 o.o 47,5923 45,2003 
50,0000 42.8277 o.o 1¡7,5962 45.2061 
50,0000 1¡2~8329 o.o 1¡7.5996 45,2112 
50.0000 42.8374 o.o 47.6026 1¡5.2155 
50,0000 42,8413 0,0 47.6051 1¡5,2193 
50.0000 42,8447 o.o 1¡7,6074 45,2~27 
50.0000 42,8475 o.o 47.6093 1¡5,2255 
50.0000 1¡2,8502 o.o 47.6110 1¡5,2280 
so. 0000 1¡2, 8524 o.o 47 ,61"25 115.2302 
50.0000 42,8543 o.o 47,6138 45,2321 
so.oooo 112,8560 o.o 117.6149 45.2337 
50.0000 1¡2,8574 o.o 47,6158 45.2352 
so.oooo la2,8587 o.o 47,6167 45.2364 
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o11Uet Output (Continued) 

56 so.oooo lt2,8598 o.o 117.61711 ~5. 2:H5 o 57 so.oooo lt2.8608 o.o 47.618~. 45.2385 

58 50.0000 .t.2.8616 o.o 47.6186 45,239:5 
59 so.oooo t.2.86211 o.o 47.6191 ~5.2400 

60 so.oooo 112.86}0 o.o 47.6195 45.2406 
61 50.0000 42,86}6 o.o 47.6199 45.2411 
62 so.oooo 1&2.8640 o.o 117.6202 45.2416 
63 50.0000 112.86111¡ o.o lt7,6Z05 1¡5,2420 
611 so.oooo ~~~.86118 o.o 117.6207 115.2421¡ 
65 so.oooo 1&2.8651 o.o 117.6209 1¡5,21¡27 
66 50.0000 112.86511 o.o "'.6211 115.21¡29 
67 50.0000 1&2.8656 o.o 117.6212 lt5,2b3Z 
68 50.0000 1&2.8658 o.o 117.62111 lt5.21¡31¡ 
69 50.0000 lt2.8660 o.o 1&7.6215 115.2435 
70 50.0000 42.8662 o.o 47.6216 IJ5,2437 
1ll 50.0000 112.866~ o.o 47.6217 IJ5.21¡J8 
n so.oooo 112.8661& o.o 47.6218 115.21¡39 
n 50.0000 42.8665 o.o 47.6218 liS. 211110 
7i:i 50.0000 IJ2,8666 o.o .. 7.6219 1&5.21141 

vPUSURES ANO FLOWS AFTER 711 ITERATIONS ARE . 
PC 1) Q( 1 , 1) ••• Q( 1, S) 
PSI GAL/MIN 

1 so.oooo o.o 138.2112 o.o 200.677 o.o 
2 1,2.8666 ·138,2U o.o .338.885 o.o •200.651t 
~ o.o o.o -338.885 o.o o.o o.o 
!¡ fa7.6219 -200,677 o.o o.o o.o 200.66ft 
S H.24111 o.o Z00.6Sit o.o •200.664 o. o 

o 

o 
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! Sysums o/ E:quations 
¿_ • - J •• • "" f ' j -

• 
1 Diseús~ion of· Rcsults "l •' , 1 .. _.. ~ 

~ ' ; • f ~ J 

_:_ · .. Th~ d;~a uscd above rda-te to' the net\\'ork· shown in 
•'' fi~: 5.4:1,' ~\ ith JM 1= 0.056¡ p·,; '50'Jb,./c'u' .ft, and .tWO 
-.- ¡. )»r,._ ' ' ' ' ' \ .. '- • 

;_ .pr~ssures fixcd: p'1 = 50, p3 ,;,; O psi: .. :. " ' ·-. :: ~. 
. ~ •, . - ; " ' ; ' . 

,l 

-'' ; ;L12=V.j= 150 1t •. : . 
" .. L14=-L4~=L:!;=;IOO ft --~ 

D12=D~3=3m - ... 
' .. 

\_ 

4 S 

any tw'o nodes that are directly. connettcd ;)voyld be 
- u'ílfoftúnatc. · ·. - ;. •r. : ,, . , , •... 

7'-:'oté tli'at thc bulk of.tt;e pr~ssure drop .~s~:úi.s; in' ,thc 
pipe -2-3, and · tlwt· the llow. in_ the brap~h -t~~-;-.~-2 is 
apprcciably greater ~h~n that in thc pipe 1•2, c\c·n though 
fhc latter is much sirortcr: Uoih .thcsc obscr\'ntions can 
be r~conciled by noting that p,rc·s~ur~ drop is proporti¿nal 
to Q 2f D\ and that pipé· 2-3 nhist tal-e the~1combincd 
'hó\\S a long i -4:.5-2. and- 1-2. :, , , , _· . '<. . 

t, . lThe method can bc'.extcndcd to morc.comf,Jcx situ
, ·.ati.ons, in w_hi~h wc:co~'td allo,~·J~r.(~)/~ b~iñg'a:funciion 

of R_eynolds immber and pipe roughncss. instcad 'of being 
·':lreated as a constant, an_d (b) p).lmps and vah"es iil'somc 

of the branches, etc. Al so; the·Jogical 'arrays u sed above 
Although the mcthod is compútationaiJy,, straight- éould Íind a ~imitar application in solving for-thé currcnts 

'-:forward,. it, n~~ds many it~ratio_n.s ~o ghe a ,reaso~able !n a network of rcsistors,':with ~nown,-~oltages ~pplied, 
degree- óf"convergenc,e.~ Also;-..:re(errin·g.,-to equation afso111e.ofthe nod~s.(~l_thqu¡;h,.this would i<~ad lo a set 
(5.4.7), we can see that a starting -guess of p1 = p} for "1 • of SÍIJ!Ul~ª~~ous li11~~r equ~ti~?ns). ·· 

. ' . ' . ' . í·'·· 
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'·' :"'c\\ton-Haphson ltl'ration for Nonlincar Equations 

! hl! ~:quatton!> to he sol\ed are ag.1in those of {5.33), 
-J \\C ret:lin the nomenclaturc of the prev1ous section. 

; .· Ncwton-Raphson process, to be dcscribed, is once 
, re itcralÍ\C in ch:tracter. \Ve fust define 

f, ( ·) = of,(x) 
'1 X - • 

C."<J 
(5.40) 

'\cd define thc matri'( cj>(x) as 

1 ~ i ~ n, 1 ~ j ~ n. (5.41) 

fhus dct(cj>(x)) is the Jacohian of the system (5.33) 
~\.lluatcd for the \Cctor x = [x1,x2 , ••• , xn]'. Now define 

1hc \'ector f(x) as 

f(x) = [f1(x), j 2(x), ... , /"(x)]'. (5.42) 

Wtlh ~hcse definitions in mind, and with the starting 

\CciO'i' "'o = [x10,."<20 , ••• , x.0 ]', 1et 

Xu 1 = "" + l>1, (5.43) 

~ hae o. is thc solution 'ector for the set of simultaneous 
¡p;,,¡¡· equatwns 

(5.44) 

Thc fundamental theorem ·concerning convergencc is 
much less restrict1ve than those of thc previous sections. 
\\'e ha\e thc result that if the components of «!»(x~ are 
continuous in a neir,hborhood of a ~oint a. such that 
fl:x) =O, if det(c!»(:x)) :1 O, and if x0 is \'near" a., then 

hmt-oo ""=a.. / 
An outline for a method of proof follows. By (5.42) 

.and (5.44), since [,(a.) = O, 

o .. = cfl- 1 (x")(~(a)- f(x.~:)]. (5.45) 

By the mean-value theorem, 
• R 

j¡(x._)- /,(a.) = L f, 1{a. + ~u(Xa:- a.))(x1t- a1), 
j=l 

where O < e u, < l. For the ith row of a matrix t use 

[J¡,(at + ~,l(XA -a.)), · • .,/¡"(tl. + e,.(Xt - tl})]. 

Then • 
1 . 

Xu 1 - at = x,- az + Óa: =e¡,- (x1)[cfl(x,)- V}(x,- a.). 

319 

Stnce thc entncs 111 thc matnx G>(Ad - \ji are dJITcn:ncc., 
of thc type f.¡{",k)- J.l~ + ~.k(xk- ex)), lhcy can be 1-.cpt 
umformly !>mal! if the starting vector x0 hes in an initi:llly 
chosen region R descnbable as lx1 - ct11 ~ h, 1 ~ i ~ n. 
Concurrcnt with this is the fact that sincc dct(<!J(x)) f. O, 
det(<P(xk)} can be boundcd from zero. The nct rcsult is 
that, forO< J1 < 1, lx,k- :x,l ~ 1!¡1', l ~ i ~ n. Thus the 
sequence {x,} comergcs toa. 

Examplc. To illustrate thc proccdure, the equations of the 
prev10us section are uscd, namely 

1 x, x, 
/ 1(xa.xz) = 2 sin(x,x~)- 4"- 2 =O 

It is readily seen that 

a¡, 1 x 2 cos(x 1x 2) 

ax, = -2 + 2 ' 

a¡, = - 2e + (2 - .!..)e2'"a, ox, 27T 

The increments 6x, and ·6x2 in X a and x 2 are determmed by 

Or, writing the determinant D of the coefficient matrix (lhe 
Jacobian), 

then 

( 
of, iJfz) ( a¡, of,) f,--f,- f,--fz-

.. = OX 1 CX 1 6 = ox 1 ox 1 
ux 1 D , x, D · 

For ease in "Verification, detailed results are tabulated in 
Table 5.1. Once again, calculations have been carricd out by 

• shde rule. The entnes -0.0000 designate tiny negative values. 

Table 5.1 [0.4] Newton-Raphson Solution for Xo = 
3

_
0 

k ¡, ¡, cf, e¡, iJfz cfz 
D óx, {j.Xz x, Xz ox, OX 1 ox, ox1 

o 0400 3 000 0.0!72 -0.0324 0.0-.\35 -0.0071 -1.34 0.865 o 0281 -0 831 -1.249 
1 -0.431 1.751 -0.266 . 1.74 0.138 -0236 -4.66 0.865 -0.982 0.186 -1.018 
2 -0.245 o 733 -0.0:!51 0.0303 -0.139 -0.200 -4.31 0.865 -0.984 -0.016 -0.114 
3 -0.261 0.619 0.0009 00003 -0.195 -0.208 -4.35 0.865 -1.07 0.0007 0.003 
4 -0.260 06::?.2 0.0000 00000 -0.193 -0.208 -4.34 0.865 -1.07 0.0000 0.0000 
S -0.260 06:::?. 0.0000 0.0000 

~ . 
Note that despite using the same initlal vatue, this solution differs from that obtaincd in ~tion 5.8. Hov.ever, the starting 
values x 10 = 0.6, -"<:o= 3.0 do lead to the altemative solution x 1 = 0.5, x2 ..;, w. Values are given in Table 5.2. 

o 

o 

o 
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k. .l'1 ,"' ·¡- .l'z' 
' {•' ~ ' ' ; ' 

' (_J •• ' ' \ '~ 

·1!' :o~6oó. -···3~000; :...o.0518; 
'' '2 . · ·o.5o2 ,- · 3.io6. · ..:..o.0066. , 
· ··'3'·~:: o.5o'1: ·il.42 -·.!..:o.ooo3; · 
·:1 -: 4' '-0.500l '· ~:r42: .--o.oooo. 

;·:·.'' SL;,:O.SO(h 3.'!42!'':70.000~:)' 

S,1 lfl'm.f of Equations 

- . - [0.6] Tablr S2 Ncu ton-Raphsrm Solution for X o = 
3

_
0 

·' 
-0:112 . : --'0·841' 

0.0549, .,. '-;-;0:563', 
'0.0000 .. '-;- 0.503 

-0.0000> -0.500 
• - '• ¡ 1 1 ,¡~ ' 

-0.148;~' 

-0.0394' 
-O.OSOJ: 
-~.0796 

·! 

ifz ,-
Dxa · 

'l' !, 

0.675 . , ,0.865. - -0.6:!7 
-0.41 ¡· ' o.865'- -'o.~24 
-0.426 ' 0.865':·: :.-::-Cl-170 -
.;_0.433' !).865 -0.461 

-0 098-
-'-0.001 
-0.0006 
-0.0000 

f'" !"" r 

.lx-~.· . 

,_. 1.- ,[ 

0.206 . 
~0.064 

-0.0004 
~0.0000 

. 0.~_;,:,_, 
,,~---~~~--~~~------~--------------------------------~~------~~------~---------------------•'-- '• ,r· •c..... 1:: 1...1._" i 

',,)' '\ "• 

' J 

•• 1 

' 1.) .; '.·~. 

'•t' 

' \' 

1' ,-

' f, 

., 

¡Jj ,' 

'\ ,r; 1, 

" 

;; . ' 

,, 

'1 

·1 

_. ~ \ 



EXAMPLE 5.5 

CHEMICAL EQUILIBRIUM 
NEWTON-RAPHSON 1\IEHIOD 

rroúacnt Statrmrnt 

The principal reactions in the production of synthesis 
ps by partiaJ oxidati0n of methane with oxygen are: 

CH 4 + !02 ~CO + 2H2 (5.5.1) 

CH4 + H 20~CO + 3H 2 

H2 + co] ~co + H20 

(5.5.2) 

(5.5.3) 

\\rile a program that finds the 0 2/CH4 reactant ratio 
Vh:lt v. ill produce an ad1,1batic equihbrium temp:::ature of 
2200 f atan operating pressure of 20 atmospheres, when 
the reactant gases are preheated toan entering tempera
ture of IOOIYF. 
As~ummg that thc gases bchave ideally, so that the 

Gomponent activities are 1dentical with component partiat 
,?r~s~¡~res, the equihbrium constants at 2200°F for the 
«.~·, .. :t; ~quations are respectively: 

2 

K = PcoPu, = l 3 10u 
l l/2 • X • 

Pc11,Po,· 
J 

K2 = PcoPu, = 1.7837 x tOs; 
· PcH.PH,o 

K l = PcoPu,o = 2.6058. 
Pco,PH, 

(5.5.4) 

(5.5.5) 

(5.5.6) 

,.,ere Pco• Pco,. PH,o• PHz• PCH. and Po, are the partial 
pressures of co (carbon monoxide), col (carbon 
dioxide), H 20 (water vapor), H 2 (hydrogen), CH 4 

(methane), and 0 2 (oxygen), respectively. 
Enthalpies of the 'l.arious components at I000°F and 

:noo~f are listed in Table 5.5.1. 

Table 5.5.1 éomponent Entlw/p¡es in 
BTU/Ib mole 

Component IOOOCF 2200"F 

CH4 -13492 8427 
H,O -90546 -78213 
co, -154958 -139009 
e o -38528 -28837 
H1 10100 18927 
Oz 10690 20831 

A fourth reaction may also occur at high temperatures: 

C+ C01 ::;:!:2CO (5.5.7) 

At 2200"F, any carbon formed would be deposited as a 
solid; thc equilibrium constant is given by 

2 

K4 = ...!!E!_ = 1329.5, (5.5.8) 
0 cPcoa 

whcre ac is the activity of carbon in the solid statr.: Do 
not includc rc:1ction (55 7) in the cquilibrium an,llvm. 
Aftcr establishing tht: eqmhbrium compo::.ition, ~on
sidering only the homogencous gaseous rcJctions g¡ven 
by (5 5.1), (5.5.2), and (5.5.3), determine the thermo
dynamic likelihood that solid carbon would appear as a 
result of reaction (5.5.7). Assume that the acti~tlty of 
solid carbon is unaffcctcd by pressure and equals unity. 

Use the Newton-Raphson method to solve the system 
of simultaneous nonlinear equatioos de'l.eloped as the 
result of the equilibri4m analysis. 

Method of Solution 

Because of the magnitude of K,, thc equihbrium 
constant for reaction (5.1.1 ), the first rcaction can be 
assumed to go to completion at 2200=F, that is, Vlrtually 
no unreacted oxygen will remain in the product gases at 
equilibrium. • 

Let the following nomenclature be usecl: 

X¡ 

Xs 

x, 

mole fraction of co in the equihbrium 
mixture 

mole fraction of col m the equilibrium 
mixture 

mole fraction of H 10 m the equihbrium 
mixture 

mole fraction of Hl in the equilibrium 
mixture . 

mole fraction of CH4 in the equilibrium 
mixture 

number of moles of 0 2 per mole of CH4 in 
the feed gases 

number of moles of product gases in the 
equilibrium mixture per mole of CH 4 in 
the feed gases. 

Then a system of se\'en simultaneous equations may be 
generated from three atom bala;·,.:es, an energy balance, 
a mole fraction constraint, and two equilibnum re
lations. 

Atom consen·arion balances. The number of atoms of 
each etement entering equals the numbcr of atoms of 
each element in the equilibrium mixture. 

Oxygen: x6 = (!x1 + x 2 + tx 3)x7• 

Hydrogen: 4 = (2x3 + 2x4 + 4x5)x7 • 

Carbon: 1 = (x1 + x 2 + x 5)x7 • 

(~.5.9) 

(5.5.10) 

(5.5.11) 

Enrrgy (enthafpy) balance. Since the reaction is to be 
conducted adiabatically, that is, no energy is added to 
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' ' ' ' ' - ' t ' ~ ' 1 .... • J f ' ~ 
or,rel)"l~'cd fr?m· ~he rc:ict~ng gac;cs. t~¿- e_nthalp): (11) of 
thc.rc~~!a~ts, r!_~~l~t ~~~af:the,,cñtl~.t!PY of thc·pr~llucts. 

' _\ • ' ,r 

[lle~l. '+ xb/Jo:J.ooo·F·=-x7[.\",Hco + x2llcoz + xJHH)o 

+ x"H"1 + x~HcHj~z~o·~· ' 
(5.5.12} 

Mole fraction constraint. 
Q 

x. + x~ + X3 + -"4 + Xs = l. (5.5.1'3) 

Equilibrium relations. 

urrivattvcs of. (5.40) may be found by partial difTrrcn
tiation of the ~C\'~Il functions, ¡;(x)', \~llh r~SPC:~~ 'tÓ' ~~eh 
of lhe seú:n variables. For ex~mplc, '· ' ' · e ,, 

~¡' " l' e L o 

OX¡, = 2~ 
eJ. 
--- =0, 
ux4 

a¡l . 
-=0, 
C.'< 5 ' 

.a¡. 
-=--
CX6 x,' 

. (5.5.19) 
·- ~ " ...... ; ! + 

i,'c. 

(5.5.14)·· .. Tlie:Ñe,,ton-Raphson .. me_thod, may be summarized as 
,~· ,, · · fÓilo~S: ~-~-oc ~ • • • :.~· _, ~- 4 • 

=·2.6058. (5.5.15) 

The relationships (5.5.14) and (5.5.15) follow directly 
from (5.5.5) and.(S 5.6); 'respecth el y, \\he re 1( is the total 
pressure and Pco-= Px 1, etcdn additio~ •. t~ere are five 
side conditions, - i.-" _, .': , :-- ; 1°, i 

X¡~O,, ; ='L 2~ ... :, 5.' ,'. (5.5.16) \0. 

_; > ' ~. ... ~ 1 -: ,~ ~ 

l. Choose a starting vector x • .= x0 = [x 1 0~ x 20, • • !., 
x70],where x0 is hop_e_fully near a sohition 0!. 

2. Solvé the system of linear.equations (5:44),, 

wbeie ', · · 
. '• 

i ~ l, 2, .:··.-,.7,. 
.. j=l,2,.,.,'7, (5.5.20) 

These conditions insure tha(.all mole fractions in the 
equilibriu~ mi~ture are nonnegati\·e. that is, any solution . , and 
of equations (~.5. 9,) to (5.5.15) .that contains negativc: - ···: ·· , 

.. , ,, ·¡ f(x.) = [/1(x,.)./z(xk), ... ,f7,(x,.)] '· 
mole fractions i~ physically rheaningless .. from physical- · .. , , 

(5.5.21) 

chemical principies, there is one arid only one solution for the increment vector 
of the equations tha.t satisfics conditions (5.5.16). Any 
irrele\ant solutions ma.y be detected easily. 

,-' , The se, en equations n1ay be rc\\ritten in the· form 
r ( ' - ... -_ - ' 1 • ~"' • • .. _,.-, ·,- ' 

\~ . ·'o f.(x)' =O, i = 1, 2••: .. ,'7, _,, 
~""' 0 f "'· 

where x = [x1 x~'"x3 x4 x5 x6 x7]',' as follows: 

(5~5.17) 

(5.5.18a) 

J 
(5.5.22) 

·., ~ :- 3. Update the approxit:nation ~Q-~,he 'root fo~ thc n~¡l 
iteration. · · · o ·\ ~ • • o 

._. x&;;· = x,. -~o,. 
4. Check for possible. ~~~v~rgence iO a root ix. O~e 

such test might be ~· , _ , . . .. . 

li5u,l < e2, ; = 1, 2, ... , 7. (s.s~2J), 
~ "' j ~ ~ 

.J5.5.18b)
0

• <·. If (5.5.23) is true for all ;, then· xk~l is taken,to be t11e 
-- · ~ ·: : root. If .test (5.5.23). is faile<t fó'r any i, then t~e proce~s 

· ·- is repeated starting with stcp' 2. The Úerati~c proces~ js-
<5·5·18c) continued until test (5.5.23)' is passed for sorne k, or 

wh~n k ex2eeds''some specified' upper limit.o· . ' " ·~- .~ 
f 4(x) = -2883_7x1 - 139009x2 - 78213x3 + 18927x4 

. i3492 x6 + 8-l~7x 5 + --- 10690- =O 
x,, x, 

/ 5(x) = x 1 + x 2 + x 3 + X 4 + x 5 - 1 ,; O. 

/ 6(x) = P 2x 1x,!- 1.7837 x 105x3x5 =O 

/1(x) = x 1x 3 - 2.6058x2x4 =O. 

(5.5.18d) 

(5.5.18e) 

(5.5.180 

(5.5.18g)' 

The S) stet'n of simultaneous non linear equations has the 
form of (5.33), and will be sohed using the Newton
Raphson method, described in Section 5.9. The partial 

In the programs that follow, the elements of the · 
atigmented'rriatrix ,., · · ·. , .. · .. :;_ .. 

are evatuated by a subroutine 11alT!ed- CALCN. lihc systcm1 

of linear equ:llions (5.4-i) is. sol ved· by calling.,on tlk 
function SIMUL, descr:ibed:in dctail in Exa~ple:5.2.; 

The m a in, program js a general-' onc, 'in tlíat~ it' is nol 
· spccifically ~ritten to~ solve, on!y the severi egpaJions ''' 

interest. By proper:l}' defining th~ subroutine CI\LCN·, cll( 
main program ·éould be used to solve any sy.stem of R 



E'l(ampfe 5.5 Chtmtcal Equll:bdum (N e .. fut1· :~cpluon /l.f,, , e,. 

--::1:tancous nonlincar equations. Thc main program 
:~.1s data valucs for itmax, 1print, n, t 1, t 1, and x 1, .x 2 , 

• , ;r: •• He re, itmax is thc maximum number of Newton
orhson itcrations, iprint is a. variable that controls 
-nntíng o( intermediate output, n is the number of 
r 

!~~~~' Diagram 

,\{ain Progrom 

8-egl·n '--it_n_w_x_, -ip_r_i'_''_· __.1--.!ta-( "' n, t¡, E:z, 
X¡o, ••• , x.o 

,---~-- ------------ -.J 

1 

"Matrix ill-

~~~ ~~2-t"-F~~~~~~~~:~~-~-i-tc_o_.n +-O 

L.---

Subroutine CALCN (Arguments:xtt A, N)' 

Calcula te 
elements o,i 
i = 1, 2, ... , n 
j = 1, 2, .... n + 1 
of matrix A 
(see (5.5.24)). 

nonlinear equations, & 1 is lhc mínimum pivot magnitudc 
allowed in the Gauss-Jordan reduction algorithm, c2 is 
a small positive numbcr used in test (5.5.23), and x 1, 

x2, •• • , xft are the initial estimates x 10, x10, •••• x.0 , thal 
is, the elcments of x0 • 

Evalual!! elements 
o,¡ of augmented 
matrix A (see (5.5 24)). 
(Subroutine CALCN} 

Solve system of n 
linear equations 
(5.44) for thc 
increments 

c5u. c5zA• • · ·• ll.k 
and determinant, el. 
(Funclion SIMUL) 

"Convergente" __ .~ Q 
k,d,_n, ~ 

"No 
convergence" ~--~ 

o 

o 

o 
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FORTRAN lmplcmentation 

List of Principal Variables 
Program Spnbo/ · Definiti~~· 

(Main) 
A' 

DETER 
EPS1 

EPS2 

1 
IPRINT 

ITCON 

ITER 
ITMAX 
N 
XINC 
XOLD 
SIMUL 

(Subroutine 
CALCN) 

DXOLD 

I,J 
NRC 

p 

,, 
' l 

1 
' ~ ' 1 

Á~·g-mcntcd mafri:f of cocilicicnts, A (see.(5.5:24)). 
a: d"ctc:·n~linant ~Uh~ ~a.trix <~» (the Jacóbian). ' .. . . ... 

c.~; ;'lniílim'um pivot rn;;gni.tude permitte,d~ in subro~Úne' SI M U~.' 
· f: 2 • small po~iti~e·:nilrnbcr, use'd in convergcnce test.(5.5:23)l ,. 
S b ' .. -.i ,~ :_' ,'~·";.,-~.- ".- :~·: :·~~,.: ')-, , • ~ 
Y. ,~~n~t, .~· . ~., . , ':.; :; ,,. _ . . . .. " l •. 1 • . ,. _ : 

Print co_nirot;variablé, iprint. If iprint == l,.intermediáte solutions are printed after .each itera-
• > ~ ', - ) \" • ~' • ~:~ ~~ " l { r "- • : 1 ' fl r { : ,1 ',, 

1 

> ' 1 

11011. f· ',\ '¡ ,, j • '"e' ' . . ' ' "' ' ! ¡ " ' ' 

ti~ed)n 'corivergen~e~ test {S;S~~3):,.'1rcoN, ;,;:) i (5.~:23) is p~lSSefror all i, i = 1, 2, ••. , n; 
othcr\l.·ise·-.rcoN = 0. · ·· ·: _: .•.. ', ' .: { · '''. . "" -), , r 
·Iteration counter, k. . 
Maximum number of iteratiÓns- permitted, it~ax.' . - · ·' 
Numbcr. of nonlinear equations, n.. .- {j ¡ , . " 

• ·, • >~ ¡' '1 ¡,• • ;- _ r , i: 

Vector 'Of increments, ói.t!: r: ~ l ~ .. ~ :~·.. ~ ~ "" ... ~ ~ ~ 
Vector of approximations to the.solution, ·xu.~· -,"' · ' · · 
Function developed in Example 5.2. Sol ves 'the · system of n ,Ji~ear equations (5.44) for the 
increments, .:5,J:o i = 1, 2, •.• , n. ·: · " ' 

,o 

:r ~: '• ..,_:. f~ ... • , "" - ' - ' ~ • 

' ., . ' 
', ,1\' ,. 

Same as XOLD. Used to avoid· an ex~~sive ~u·m.ber of references to subroutine árguments in 
"' "~. ~ ' . ' - ' 

CALCN. • ·.1 . -::.·.· '·. : ' · ' ' ' ' ' ' 

i and j, row and column subscripts, respective! y.· . , , • ,., 
N, dimcnsion of the matrix A in the calling program. A is assumed tó bave the same number of. ., 
rows and coluinns.' ' ';, '. '::'- '-- -.;'' < '· -,;-,' ·,, ·<,:· : ' . 
Pressure, P, atm. . 

~ ¡ t .. 
•• ' ~ ' !/' • ' ' . \-'5,. ;-, 

• < • \ ' ~ ~ ' •, 

'i 
1 

', ,, 

~ • ,1 • 

\ .. 

'\1J 

{ ~ 1 

~ • ;~ t r , 
'¡.r;,· ( " . ' 



Examplt 5.5 Chtm1ca/ Eqwllbrwm (Nc• 1nn-Roph~on lifcrhoJ) 

"'il!f'8m Listing • 
•tain Program 

e APPLIEO fiU~iERICAL METHOOS, EXA~IPt.E 5,5 
e CHEMICAL EQUILIBRIUM- NEWTON-RAPHSON NETHOD 
e e THIS PROGRAM SOLVES N SIIIULTANEOVS NON-LINEAR EQUATIONS 
C IN N UNKNOWNS BY THE NEWTO~-RAPHSON ITERATIVE PROCEDURE. 
C INITIAL GUESSES FOR VALUES OF THE UNKNOWNS ARE REhD INTO 
e XOLD(l) ... XOLD(N). TitE PROGRA~l FIRST CALLS ON THE SU6ROUTINE 
C CALCN TO COMPUTE THE ELEMENTS OF A, THE AUGMENTEO MATRIX OF 
e PARTIAL DERIVATIVES, THEN ON FUNCTION SIMUl (SEE PROBLEM 5.2} 
e TO SOLVE THE GENERATE~ SET OF LINEAR EQUATIONS FOR THE CHANGES 
e IN THE SOLUTION VALUES XINC(l) •.. XINC(Nl. DETER IS THE 
e JACOBIAN CO~PUTED BY SIMUL. THE SOLUTIONS ARE UPOATEO AND THE 
e PROCESS CONTJI;UEO UNTIL ITt:R, THE NUI·IBER OF ITERATIONS, 
e EXCHDS ITHAX OR UIHIL T.;E CHANGE IN EACH OF THE N VARIABLES 
e IS S~IAllER IN ~lAGNITUOE THAN EPS2 (JTCON., 1 UNOER THESE 
e CONOITIOIIS). EPS1 IS THE ~liNIMUM PIVOT MAGNITUDE PERf.IITTC!" 
C IN SIMUL. WHEN IPRINT • 1, INTERMEOIATE SOLUTION VALUES ARE 
e PRINTEO AFTER EACH ITERATION, 
e 

OIMENSION XOtD(21), XINC(21), A(21,21) 
e 
e ..•.• REAO ANO PniNT DATA ••••• 

1 READ (5,100) IT~AX,IPRINT,N,EPSl,EPS2,(XOLO(I),I•l,N) 
WRITE (6,200) JTMAX,IPRINT,N,EPS1,EPS2,N,(XOLD(I),I•1,M) 

e e NEWTON-RAPHSON ITERATION ••••• 

e 
e 
e 
e 

DO 9 1 TER = 1, ITMAX 

CALL ON CALCN TO SET UP THE A MATRIX ..... 
CALL CALCN( XOLO, A, 21 ) 

: ••• , CALL SIMUL TO COMPUTE JACOBIAN ANO CORRECTIONS IN XINC 
DETER = SIMUL( N, A, XINC, EPSl¡ l, 21 ) 
1 F ( D f TER. fiE. O, ) GO TO 3 

WRITE (6,201) 
GO TO 1 

e 
C ••••• CHECK FOR CONVERGENCE ANO UPDATE XOLO VALUES ••••• 

) 1 TCON = 1 
00 5 1 .. 1, N 
IF ( ABS(XINC(I)),GT.EPS2 ) ITCON a O 

5 XOLD(I) • XOLO(I) 4 XINC(I) 
IF ( IPRINT.EQ.l ) WRITE (6,202) ITER,OETER,N,(XOLD(I),I~l,Nj 
IF ( ITCON.EQ.O ) GO TO 9 

WRITE (6,203) ITER,N,(XOLD(I),I=l,N) 
GO TO 1 · 

9 CONTINUE 
e 

e 
e 

100 
200 

201 
202 

203 

2011 
e 

, 
WRITE (6,204) 
GO TO 1 

..... FORMATS FCR INPUT ANO OUTPUT STATEI-IENTS ..... 
FORMAT ( 10X,I3,17X,Il,19X,I3/ lOX,E7.1,13X,E7.1/ (20X, 5Fl0.3) 
FORMAT ( lOHliTMAX ", 18/ lOH IPRINT •, 18/ lOH N ,. , 

1 18/ lOH EPSl .. , 1PE14.l/ lOH EPS2 D , 1PE14.l/ 
2 26HO . XOLO(l), •• XOLD(, 12, lH)/ lH 1 ClH ,1PIIE16,6)) 

FORMAl ( 38HOMATRIX IS ILL-CONDITIONEO DA SINGULAR ) 
FORMAT ( 10HOITEA .. ,18/ lOH DETER •, El8.5/ 

2 26H XOLO(l).,,XOLDC, 12, 1H) 1 (lH ,1PI¡El6.6)) 
FORMAT ( 24HOSUCCESSFUL CONVERGENCE 1 lOHOITER D , 13/ 

2 26HO XOLO(l) •• ,XOLO(f 12, lH) 1 lH / (lH ,1P-El6.6) 
FORMAl ( lSH NO eONVERGENCE ) 

END 

l 
\ 

i 
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?rogram Listing (Continueá) 

S!Jbroutine CALéN 

e 
e 
e· 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 
e 

e 

SUBROUTINE eALC~( OXOLD, A, NRe ) 
•! 

THI~ JUBROUTINE SEtS UP THE AUGMENTED MAT~IX OF PARTIAL· 
DERIVATIVES REQUIRED'FOR THE SOLUTION· OF THE NON•LINEAR ~. 

.~EQUATIONS WHICH OESCRIB~ THE EQUILIBRIUM CONCENTRATIONS 
OF eHEMteAL CONSTITUENTS RESULTING:FROM PARTIAL OXIDATION 
OF METHANE WITH OXYGEN TO PRODUCE SYNTHESIS GAS, THE PRESSURE 

· IS 20 ATMOSPHERES. SEE TEH FOR MEANINGS OF XOLD(l).,,XOLD(N) 
, .AND.A LISTING OF THE EQUATIONS. DXOLD HAS BEEN·USEO AS THE 

DU~I~lY ARGUMENT FOR·XOLD TO AVOID AN EXCESSIVE·NUMBER OF 
REFERENCES TO ELEMENTS IN THE ARGUMENT LIST. 

DIMENSION XOLD(20), OXOLD(NRC), A(NRe;N~Cj . '' 
DATA 'P / 20. / 

••••• SHIFT ElEMENTS OF DXOLD TO XOLD ANO CLEAR A ARRAV 
DO 1 , 1 ., 1, 7 
XOLDCI) • DXOLOCI) 
DO 1 J " 1, 8 

1 ACI,J) • 0, 

••••• COMPUTE NON·ZERO ELEMENTS OF A ••••• 
A(l,l) a 0,5 
A(l,2)., 1.0 
A< 1, 3J .. o~ 5 
A(1,6) .'" ,-l.O/XOLD(7) 
A(l,7) D'XOL0(6)/XOL0(7)••2 
A(l,8)'a -XOLO(l)/2. ~ ·XOLD(2) • XOLDC3)/2. + XOL0(6)/XOLD(7) 
A ( 2 , 3 } ,. l. O , - , ·. • • . , : ' , . - '" '' 
AC2,1i) a 1.0 
AC2,5} a 2.0 

.A(2,7) a 2.0/XOL0(7)••2 
A(2, 8) ·.;. ·XOLDO) XOLD(I¡) -- 2.0•XOL0(5) '+ 2.0/X~LD~.n 
AC3,1) a.l.O ,.;· ·.··:.~ t '·.- •• • : 

A0,2) ., 1.0 
ít'. : 

A(3,5) a 1,0 • 
A(3,7) • l,O/XOLD{7)••2 
A(3~8) a -XOLO(l) XOLOC2) • XOl0(5) + 1,0/XOI.D(-7) 
A(li,l) a'~288H. -,,_ 
A(li,2) a •1390~9. 
AC,4,,3) ., -7821'3. 
A(li,4) .. 18927. 
A(t¡,S) .. 81127. 

r ,•"' 

' 

A(t¡,6) 11 ·10690,/XOLDC7) ·, 
A( 11, 7)' ,.· C ~131192. + 10690. •XOLDC 6)) /XOLd(7)oo2- , , ,, 
A(li,8) e 28837.•XOLD(l) +. 139009.•XOL0(2) + 7ÚÚ.•X0t:DC3) -

1 •18927.•XOL0(1i) ~ 8t¡27.•XOL0(5) • 131¡92./XOL0(7) +'10690. 
2 •XOLD(6)/XOLDC7) ' . ,, '1 

1 
- ,· • 

ACS,l) " 1,0 
AC5,2) • 1.0 · 

' , '~ ,) ~. r'- í ' \' '1 , 
AC 5, 3>·:• 1·.o .. , ... 
ACS,t¡) a 1.0 
A(5,5) • 1,0 
AC5,8) • 1.0 • XOLO(l) - XDL0(2) 
A(6,1) a P•P•XOLD(Ii)••3 

... ' ¡ ~ ' :- ~ ~ •• ; t ·~ " ' '- .,. 

- xoufor- 'xoLO(Ü -·xoLDC'S), 

A(6,3) • -1.7837ES•XOLDC5) 
A(6,1i) .• 3.0•P•P•XOLD(l)•XOL0(~)••2 
A(6,5) • ·1.7837E5•XOLDC3)~ : 
A(6,8) D 1.7837ES•XOLD(5)•XOLD(3) 
AC7,1) ., XOL0(3) 
AC7,2) u -2,6058•XOlD(-) 
AC7,·3) " XOLDCl) ·. . 
AC7~1i) /a •2,6058•XOL0(2) · 
:Hú:~ • 2.6ó5B•XOLI~<U.•~OLDU) - x.~'l~o(:1)•XO'tDC:U . , . :~ ; ;· 

'-, ~ 

END 

; ~~ • ' ' f 

;.-'> 

\ 
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~fllm Listing (Co11tirwed} 

')otO 

.. so IPRINT • 1 N .. ITMAX 
EPS 1 .. LOE· lO EPS2 .. l.OE .. OS 
XOLO(l) ••• XOLO(S) .. o.soo o.ooo o.ooo 
XOL0(6) ••• XOL0(7) .. 0.500 2.000 
ITiolAX .. so IPRINT u o N .. 
EPSl .. l.OE-10 EPS2 1.0E-OS 
XOL0(1) ••• XOLD(5) .. 0.200 0.200 0.200 
XOLOC6) ••• XOLD(7) .. 0.500 2.000 
ITMAX so IPRINT ,. 1 N .. 
EPS1 .. 1. OE-10 EPS2 .. 1.0E·05 
XOLOCl} ••• XOLO(S) e 

XOL0(6) ••• XOL0(7) o 

Jmputer Output 

R~.mlts for tilc 1st Data Set 

tTMAX 
IPRINT a 

111 

50 
1 
7 

o. 2 zo 
0.436 

EPSl 
!PS2 " 

l. OE-10 
1. o e·-os 

XOLO(l) ••• XOLD( 7) 

S.OOOOOOE-01 
o.o 

ITER ,.· 1 

o.o 
S.OOOOOOE-01 

DETER • -0.97077E 07 
XOLD(l) ••• XOLD( 7) 

2.210l7SE-01 2.592762E-02 
2.591652E-Ol 3.3"3250E-Ol 

tTER 2 
OETER -0.10221E 10 

XOL0(1) ••• XOLO( 7) 
3.101"82E-01 7.142063E-03 
~.812878E-02 4.681466E-01 

!TER J 
DETER -0.41151E 09 

XOLD(l) ••• XOLOC 7) 
3.202849[-01 9.554777E-03 
1.048106E-02 5.533223E-Ol 

ITER a \ 

OETER e -0.22807E 09 
XOLD(l) ••• XOLDC 7) 

3.228380E-Ol 9.22~802E-03 
3.811378E-03 5.758237E-Ol 

ITER m 5 
OETER ~ -0.20218E 09 

XOLDC1J ••• XOLD( 7) 
3.228708E-Ol 9.223551E-03 
3.71687~E-03 5.7671~1E-Ol 

ITER ., 6 
OETER -0.20134E 09 

XOLD(l) ••• XOLOC 7) 
3.228708E•Ol 9.22}5"7E-03 
3.7168~7E·03 5.767153E-Ol 

0.075 0.001 
2.350 

o.o 
2.000000E 00 

6.756210E-02 
1.975559E 00 

5.538273E-02 
2.5249~8E 00 

4.67l279E-02 
2.880228E 00 

4.603060E-02 
2.97~139E 00 

4.60171JE-02 
2.977859E 00 

4.601710E·02 
2.977863E 00 

7 

o.soo 
7 

0.200 

7 

0.580 

S.OOOOOOE-01 

11.2U276E-In 

5. 791981E-:. -. 

6.129664E•O::.. 

&.180951E•Ol 

6 .181716E-Ol 

6.l81716E•Ol 

317 
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·,, _Co~p~tcr Ou~pnt (Cnf!tinurd) 
~ SUtCESSFUL CONVERCENCE 

: w • ) ' - ~ '" < ' ~ .. - ... 

. 1 TER ! ' 6 

' XOLO(l),~¡~OLDt 7) 

' .-
! ', "'• ; ' r ~. ' 

3,228708E .. Ol. ··g,22Bii7E•03 
3;716B~7E-03 5~7~7153E-Ol 
~~ ; t- • 1 ~ .., \ • ' ' ~ J 

_.~,..! ·-'_',':; 

Rcsults for rhé Jrd Data Set 
-' ,- r 

ITMAX 
".IPRINT • 

N . , , ,. 

E PS 1 ' \· ~." ~ 
~PS2 .. ~: 

50 
1 
7 : 

... l.OE-10 
. l. OE-05 

XOLO(l) ••• XOLO{ 7) 

2. 200000E-Ol . · 7 .~99999E•02 
1.25QOOOE-Ol·. ~.360000E-'Ol 

ITER ... · . " 1 . ;·. . . 
OETER -0.6l808E 08 H • 

XOLb(l),,,XOLD( 7)· • 
6,951495E-Ol -8.022028E•02 
-8.~~7912E-Ol 1.31475~E 00 

!TER 2 
DETER 0,12576E 09 

XOLO(l) ... XOLO( 7) 
~.958702E-Ol -1.698154E•02 

-4,366657E-Ol 2.379797E 00 

ITER ~ 3 
DETER ~ 0,77199E 07 

XOLO(l) ••• XOLD( 7) 
- 4,559822E-Ol -9.799302E·04 
-3.650070E·Ol ·2.509821E. 00 

ITER .a la 
DETER e 0.53378E 07 

XOLD(l),,,XOLO( 7) 
4,569673E-Ol -4.071472E-04 

-3.696806E·Ol 2.60B933E 00 

ITER S 5 
DETER • 0,49739E 07 

XOLO(l).,,XOLD( 7) 
4.569306E·Ol -4.071994E-04 

·3.695704E·Ol 2.610552E 00 

ITER • 6 
DETER 0.49611E 07 

XOLD(l) ••• XOLO( 7) 
4.569306E:-Ol . -4.071984E•04 

-3.695703E-Ol 2,610549E 00 

SUCCESSFUL CONVERGENCE 

ITER S 6 

XOLO(l), •• XDLO( J) 

Srsrems of Equation:r 

: .' :'.J...í ~ 

9,999999E•Ofl 
2,349999E;·O.~. 

1.272939E·02 
s.969404E oo· 

5.952045E·03 
1,043425E 01 

-7,58364BE·04 
1.107038E' 01 

-2.142648E,:.03 
1.149H8E 01 

-2.125205E•03 
1.150046E 01 

·2.125199E•03 
1.150045E 01 

4,569306E-01 · •11,071984E•04 -2.125199E•03 
·3.695703E•Oi 2,610549E 00 1.150045E 01 

t. '.,., 

' ,. 
5. SOOOOOE-:~1. 

.• 

1.217132E 00 

9.5182SOE·Ol 

9.107630E·Ol 

9,152630E•01 

9,151721E-Ol 

9.151720E•Ol 

9.151720E-Ol 
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""''iSion of Results 

;;csults are shown for thc first and third data sets only. 
·rthe first two data sets, the Ne\\ton-Raphson itcration 
~,·crgcd lo thc same. solution, 'one that satisfies the 
~: conditions (5.5.16). Results for thc third data set 
¡:;not be physicaliy mcaningful, becausc the solution 
lS ccgative mole fr.lctions for COz, H 20, and CH4 • 

"'e equilibrium compositions, reactant ratio 0 2/CH 4 

Table 5.5.1 Equtftbrium Gas Mu:ture 

x,,lnolc fraction CO 
X¡, mole rrac¡j,¡n C01 
x,, mol<: fract.on H 10 
x,., mole fracuon H 1 

Xs. mole fraction CH. 
x6, feed rauo 0: CH. 
x,, total moles of product 

0.3~2871 

0.009224 
0.~6017 

0.618172 
0003717 
0.57671S 
2.977863 

in the fcrd gases, and thc total number of moles of pro
duct pcr mole of CH4 in thc fccd are tabulatcd in Tablc 
5.5.2. Thus the required feed ratio is O. 576 7 moles of 
oxygen per mole of mcthane in the feed gases. 

To establish if carbon is likely to be formcd according 
to reacuon (5.5.7) at 2200"F for a gas of the computcd 
composition, it is necessary to calculate thc magnitude of 

(5.5.25) 

lf K is larger than K4 frorn (5.5.8), then thcre wilt be a 
tendency for reaction (5.5. 7) to shift toward the left; 
carbon will be formed. Assuming that a e = 1, 

K= 20 X {0.322871)
1

...!. , -

1 X 0.009224 - 226.03 < K4- 1329.5. (5.5.26) 

Therefore there will be no tendency for carbon to form. 

¡.' 

o 

o 

o 
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JJS Solu!ion' of l'ol.)rl< . .orn~.:~l r-'~~~'"-"·' ,".,¡_ .,_ 11 

b. finJ the highcst common factor of th~ polynomials. 
c. Find the roots. 

14. By direct subs!r!ution ~t.ow th.1t y= ce"' is a so!ution of the J¡:f._rc~tUI! 
cquation 

d"y d 3y d 2y dy 
dt" +J dt 3 -

2 dt 1 + J dt +y=O 

if cz is a root of thc polynomial equation 

«4 + 3a:3 -2!1: 2 + 30! + 1 =0 

IC «~o ex¡, oc1, and ex,. are the four roots of thi~ equ.&tion, shc-w that 

Q, 

also satisfics the different ial equation for any valucs of "., c1 , cJ, and c •• 

IS. Show that for t su!Trcicntly Iárgc anda,, ex,, cx3, ami ex 4 al! i-eal, the value of y 
will be dctcrmincd by thc largest positive ce,. 

16. Show th:tt if y~ ce"', thcn y is less than or cqual toe in absolute value for all 
t >O, if th~ re:~.l part of a is zcro or ncg:1tive. 

11. In;;, mcchanical ~ystcm of S;Jring·ó and masses, the motion of any part after a 
suddcn impulse accclcratton 1s govcrned by a diffcrential cquation of the form 

tf'y d·-~y dy 
a, dt• +al dt•-• + ... +a. dt + a.+ty =O 

The system will be stable, tha.t is, will not tend to shake itself apart, if none of 
the ~.>olution:> y = ce•• grow vcry large as t incrcases. Show that the system wrll 
be stable if al! thc roots of thc po!ynomial equation 

havc uro or negative real parts. 

18. ·In an eleétrical circuit of rcsislors, capacitors, and inductances, ''le current 
. at any poin~ aftcr a sudtlcn initial impulse current is govcrned by a diffcrcntial 
equation of thc form 

d"i d"- 1i. di 
a,-+al-- +···+o -+aul =0 dl0 dt•-l • dt 

The system will be stabfe, tha! is, will not ~end to devdop very large local 
currents and burn out componen!!> if non e of the solutions 'of the form i = ce•• 
grow very l:lr3'' as r increases. Show that the system will be stable if al! the 
rool:> of the polynomia! equauon 

a 1cx"+a1a:c-t + · ··+u.ex+o •• a =0 

have zero or ncg:Hivc real parfs. 

o 

-~ .... 
o 
v· 

. ' 1: 

O! 

o 
o.;;,r,¡ Qf;.Q O U Q 

~l OQI O @ 
v ~ fJ ,.:,} ~ o c. o o e 

~~e !)ti o·o ,, t;'l - ::; :e '.J 

~:a ~-0 .¡. ~~ () o ~. -::· ~e o {; 
..:-~ ~ ~ ~.:; 0::, .:~t :) ~ :...·~ ~ 
(.1 .:;, lb C..& .') 0 Co!ió~ 

Simultaneous· Linear 
Equatior1s and Matrices 

10.1 INTRODUCTION 

In this chaptcr wc turn to a problcm of finding the valucs of unknowns, 
x 1, x 2 , etc., whkh satisfy syste:ns of cquutions of typc 

a11x1 + a12 x1 + a13 x3 + · · · + a1,x., = b 1 

a21x 1 + a22 x2 + a23 x3 + · · · + a2nx .. = b2 

a31x 1 + a32 x 2 + anx 3 + · · · + a3,x, = b3 (to-n 

\Vhen the numbcr of cquations is cqual to thc numbcr of unknowns, thcn: 
will ordinari!y be a uniquc sulution, t!nt is, one sct of va!ues of x 1, x2 ,. ,. ' 

... , x, which SJtisfy <t!l of thc cqu.tttons. At ka~t such is the conccpt in thc 
world of cxa<.:t numb,·r~ and c, ..... t ¡¡nthmctJC. Whcn thc cociTiclcnt~ are 
a!lprt>x:mate llll'lthcr:., !he conlcpl uf J. solu:ion b.:comc~ lc~s dc.H, a~ thc 
folfOWIIlg C'(,llll p[c Ccnwn~t r:!lcS. 

¡.O" - 2 .O y~· 1 fJ 
. ~h - 4 O y . .J. O 

----------

JJ? 
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340 Simullaneous Linc.ar [quo~loL>r •• 4 =-S t.t..,, .... 11 ~· ,. •r 
Figure 10-1 represcnts the solution, taking Jnlo ·•~~ounl lh.e , : ; ••. 4 _ ...... "r 

nature of thc coefficicnts. Each equation is reprc'>clltcd no! h) o1 l.r., t-. 1 ~ .. a 
band. Within our knowledge of the accuracy of thc aboVIUHJmixr~ . ..t~l) \.: 4 
in the band is as acccptable as any other. For examplc, 1n the fir)t cq;o ~:; ::. 
when x = O, y can be as small as - 1 . 05/1 . 95 ::::: - . 54 or as l.•r~:c .u 
- .95/2.05::::: - .46. Thus at x =O, the band for thc first e~uat•on co,cn 
the region from y= ·-.54 to y= - .46. The two bands inlcr~cct not in a 
uniquc point but in a region, and any point in this regio.o might be acccpted 
as a solution. Thc nominal solution, for the above system- of equations, 
obtained by accepting the coefficients as exact, is x = 2/3, y = -1/6, or 
approximately x = . 6'7, y = - .17. However, the points x = . 86, y = - .l2 

.. 

l. )( 
(/.5)( 

2. o :J .:: -1. o 
~o;¡. :a t.o 

t(' ,• • .. 

mnd xa .S, y ... - .21 are a!so within the acceptahie region. It is somewhat 
disconcerting to note t.hat ÍQ this rathcr straightforward case, with thc co· 
~~:fficients known to 10~~ or better, the solution is uncertain by 30% or more. 
K~ can be seen that if the equations rcpresent lincs that are nearly parallel, 
the region of overlap of the two bands representing the equations can be · 
quite entended, as illustrz.ted in Figure i0..2(a). In this case, even if the 
~oefficient!' wcre ex;~c:t, z; smail rha11ge in onc of thcm can mukc a sizable 
diffe~ence in ihe !1.0h1fion, as ¡¡¡¡.!!>!r:1~cd in Fi~ure lG-1{b) iHicl (!.;). Equations 
;€H;.,~Wi' g~,¡s, rropcrrty ,)'e ~erm~d iH·Cüli'!:i'''ú!'i"~Ío Ár1 '!CC\WS:~<:: ~o!ution can be 
(~:;·.•,rá ·.;mfy by perft,rrl.'>lS: ~t;r; c.r.:·,-¡; .':''o:; J1~th gr-:;H '"/; , ~Í·lCC C'lffl small 

o 

1 

1 
' 

·¡ 

o 
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""".-:·.!-. !'! cffor\ 111..!)' inOuence the answer greatly. Further, in practical A:
,~. t.:.O:r.n, tia: .amwcr ilself mw.t be viewcd with sorne circumspection, since 
ll:'l.t q¡h:rcnt inar.:cur:>cic~ in the values of the coefficients may cause large 
c~unge-s '" 1hc answcrs. 

lhe abuve examplc concerncd itselfwith two equations and two unknowns, 
.. bu! analogous situations cxi~t for highcr numbers of equations and unknowns. 

In this chaptcr, thrce general methous of solving a set of simultaneous linear 
equations are discussed: dircct mcthod~, in which the solu!ion is_fu.v.nd..tzy a 
finite number of algcb~aic 'Il2111pulations of the ~QefJi~~nt_s.; ite~aUye_mcJho~s,~ 
whlch produce-asct -of -succcssive approx1mations to the solution which hope: 
fülly-6econ1c-very el ose to thc solution but never actually reach it; and matrix 

(a) lbl 

Figure 10-l 

~~!.2~ ~~th~ds, '!hich are quite similar to the direct meth.ods in numeric>\! 
content but which provide conceptually more clegant bases for such methor: .. 
As was indicated in Chapter S, no one of these methods is always best TLe ,. 
direct methods and matrix methods can have accuracy problems for s~i-ñe 
values of the coefficicnts and constañt-tcrms:tlle itéiative methods can f::¡i¡ 
to converge to ·;-s~t~ti9n~ A<l-;tt~~pt wifl-bé made -to-iñ-dicatc_tfie_condttwns 
under which thc various mcthods can be expected to give satisfactory results. 

10.2 THE ELIMINATION METHOD 

The elimination rn.::thod consisls of multiplying various of the equations by 
appropria~e constants and adding to othcr equa.tions so as to obtain zero 
coeffic¡ents m s.ome location~ and evcntually obtain equations that can be 
solved díscctly. Thc particular fo,·m of thc climination we shall use is chat 
known as thc Gam~-Jordan mcthod. In this mcthod, an appropriate m:•'ilr:e 
of the first eql•ai¡on is ad(k·d to cach of thc othcr equations so that thc r" _ .. 't
ing n- 1 equations ha ve zc-ro cocfficients for thc x 1 term. (lf th~6rst cqt1 · ·ic1n 

'U 



o 
does not Jlavc a tcrm involving x 1, we mu~t lin¡ anlc:rdur-~ 1,.. •• e , . 

1 
"'' 

to obtain onc wuh an x 1 tcrm as !he lirl>t equ.uwn.) ·¡ he
11 

.an 
6 
•••• _ :'lf' 

multiplc of thc ncxt cquatron i~ addcd to all C4U.tiiOII'> to clin:lnJ!..: ~ ;,~. 
4 

.', , .\": 

from all but one equation. Thc proccss is contmued untll cad: e:-;~.\: ··•t• 
contains only one unknown, and the equations are solvcd. At c:~u:h )tcp, 

1 
t.c 

coeflicicnt bcing used lo eliminate othcr coefficients is callcd the p
1
\ut.

1
1 

coemcient. ' 

To dcmonstratc how a machine program can be organi.zed to perform tlm 
proccss, wc shall con~truct so me diagrams. Equation ( 10" l) wlll be rcprcscntcd 
intcrnally in a 'computcr only by thc !>tored valuc of the coefficicnt!. a

11 
through a"~ and b 1 through b11 , pcrhaps as subscripted variables A(I,J) and 
R(J). Si.ncc the plus srgns, x's, and equals signs will not be storcd in thc 
computcr anyway, let us omit thcm and write down only the constants and 
cocfficients, arnmgcd as in 1ho;; equations but omltting the x's and algebraic 
symbols, thus·:·. 

a u a u a u a •• b, 
a a a Ozz O;n Oz., hz 
ala Dn Dn a,., bl (:V.0-2) 

a,., a,.z Qlll ... a,4 blll 

remembcring that we will mentally supply the x's and symbo!s whcre needcd 
To make the notation appcar more uniform, lct us rename h .. b

2
, ••• , 

b., as a,.,." a1.,+ 1, ••• , a.,+ 1• Then the array can be written 

au au au 

tiza au tl:u 

aJa a:u au 

a1• a, ... , 

az,. ala+ 1 

al• aJ .. +l (!0-3) 

As a first step in the e!imination process we can divide the first equation 
by a11 to make the cocnicicnt of x1 bccome !, and obtain thc equations 
represcntcd by 

1 a u a,J a,., a,.,+t 

a u a u a u a,{-
ala a u Dz, "z• ala+l 

1 
a u "n a33 a, .. ala+ 1 

a .. ! ad anl aR,. anw+l 

o ~n.. 
--' 

Thc [limination Mcthod 343 

~.,~<> .... e c:'ln elimina te the x1 tcrm from cach of the other equations bY- multi
f:w~· the fir~t cqua~_q..1.J_."'_wl...::_l_lt~~~cting from_the ~econd. bv au·E.d 
,uhtrJ.~•ng from thc tl11rd, etc. gtvrng 

At this point, we have elimin;:to.:d the x 1 tcrm from all but the first cqnatinn, 
using a 11 as 'tite pivota! cocfí:l.t<:nt Note that in the computer, the ncw 
cocnictcnts may as well b~ ston:d rn thc locations which hcld thc old enes; 
that 'is, a 12fa 11 simply rcp!~"~<:'. a 1l, l!tc. If this is done, thc above array 
beco mes 

1 a•z (t 1 J a,n Ora+ 1 

o a u (ilJ az, Dz,+t 

o aJz aJ.s a J .. GJa+l 

o Qn2 {/nl 
... 

a"" a.,,.., 

and the proccss which givt:$ th1~ array from thc original one can be dcscribed 
by 

alifa., -• a•J 

a11 - a11a 11 -• rr11 

for j = 2. ...• n + 1 

for i = 2. ... , n 
j==2. .•• ,n+1 

Note that these stcps wdl nut :~r:tua!ly put aaa = 1 and a11 =O for i > l, 
that is, will not ~ct thc lir~t c.:nl••mn to one and zcros. Since we know they 
should bt! there, we can <;Ínl"'!) rc:ncP:h-:r the fact, and not force the comruter 
to tale thc C'(tra steps to .u ... ,py P''' :l!cm there. 

Now we nccd !o ehmin.t•·: _,, ''• "~'l c.:t!ll ttions 3 through n and from cqt :!tiOn 
1 by an analogom. procc~~ ril..: \tqh .u e dcscribed by 

for 1 = 3, ... , n + i 
fc'r i = 3, ... , n, and i = l 

j = 3, ... , n + l 



Simullaneous LineAl Equat•ons and Mo~tr•ces 

and produce an arra y of thc form 

o a u a •• ab+l 

o 1 a u al• a2.,+t 

o o a u al., al•+t 

O O a113 • • • a..,. a •• + a 

lf the process is continucd, we eventually obtain the arr~y • 

1 o o . .. C) a, ••• 

o 1 o- o a2•+1 

o o o al•+l (10-·0 

o o o ... 1 a,..., 
and so x 1 =a, .... 1, x 2 = a2,. ... 1, etc. The process can be summarized in flow 
chart formas in Figure 10-3. A re mote-terminal routine which would perform 
the process for systems up to lO by 10 can be wrilten as follows: 

1 DIMENSION A(IO,Il) 
2 1 PRINT, "NUMBER OF EQUATIONS" 
3 INPUT, N t\\,. s\S\ • 
4 NN=N+I ~ "'iOl)-
S PRINT, "A(l,l),A(I,2),,A(I,N),B(I),A(2,l),ETC" vli 
6 INPUT, ((A(l,J),J = 1 ,NN),I = l,N) 
1 DO 3 K=l,N 
8 KK'-=K+l 
9 DO 3 J=KK,NN 

10 A(~.J)=A(K,J)/A(K,K) 
DO 3 l=l,N 
lf(K- 1)2,3,2 

2 A(I,J)=A(I,J)-A(l,K)•A(K,J) 
3 CONTINUE 

H 
12 
13 
14 
IS 
16 
17-\ 

PRI NT, "SOLUTION ",(A(I,NN),I = I.N) 
GO TO 1 
END 

!Ellample l. Show a JI inpuls ,a,.,¿ machine responses for running thc above program 
~o solve the sea or equations 

o 

l:trr + ~Jtll + SxJ =S 
3.<>~ + 4«<,~ +- 'i'zl = 5 
!i~ i- j¡,~ .¡.. 2JL =! 

o 

!«. !0.2) The Elimination Mcthod 

Tbe inputs and responses would appear as follows: 

RUN 
•N 

? 3 
A(i,I),A(1,2)..,A(l,N),U(t ),A(2,1),ETC 

7 2,3,5,5,3,4,7,6, 1,3,2,5 
SOLUTION -3. VOCOOO 1.000000 

ENTER 

-Q) k= 1," 
-Q) j:. k+ l,n • 1 

a 11 = a1,tau 
.... (!) i "' 1, 11 f i , k l 

a,1 = a11 + a,4« 41 

Figure 10-3: Flow chart for Gauss-Jordan mcthod 
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1.000000 

The program givcn aboH: will run into trouble if any of the coefficic-n .• s 
A(K,K) are zero, sinc.:c it wlll aucmpt to div1dc by zero. One way to avo1d 
this problcm is to rcarrangc thc c4uatJ•JIIS any lime a :zcro cicment on the 

diagonal i!> encountcrcd. . _ 
Anothcr way, not much more diflicult to cxccute, is to rcarrangc Uh~ 

equations at each stcp ~~-!h~t~J.ll\! p_JVQtal_coctflc!_cf.lt_at.cJéh .. stepjs not ~n~y 
nonzero but is actua!J_y _thc.largc~lC<.'Cif;cic_nt. Th•~_approach not only a'<OJcs 
-------- -- .-. ,._,. -S 
division by zero but also ~!ld:~ t~ cnl!ancc accuracy by mumniZing ro\Jnc, 
ofrirro-r-:-n has-the dts-:ldvantJgc that the; rcarrangemcnt will cause the m,
knowns to be scrambled at the cnd of the process. Suppose, for cxarnp;.;, 
that initially the laq;cs! cocflil.:tent 1s a 32 • Thcn we would like to arrangc thc 

cquations as 

aJ2X:z + a31 x 1 + allxl + · · · + a3ftx,. = bl 

a11 x 2 + a21.t 1 +.a23 x3 + · · · + a2,x. = b2 

a12 Xz + aux1 + a13 x3 + · · · + a1,.x, == b1 

a42 x~ + a.41 x 1 + a.ux3 + · · · + a4,x. = b4 

D..zX 2 + a,1x1 + adx3 + · · · + a,..x,. =b,. 

In terms ot the original set of equ<:~tions, (10-1), wc have interchanged the 
first and third ·~qual1ons and havc a!so intcrchangcd the positions of x 1 and 
X:z in all equations. rn ter m<> of the arra y of coefficients (1 0-3) we ha ve int•:r-

·Q 
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changed the first nnd third rows and the first and second columns. lf we 
continued the proccss to thc end with no further rearrangcment,- the final 
vaiue in a ~o+ 1 when we rcal:h the stage represcntcd by (10-4) is not x, but 
x2 • Thus whcn we interchangc rows or columns to obtain a large pivota! 
coeffidcnt, 'hC must also kecp track of which unknown ís rcprescntcd by a 
particular coiumn. This can be done by storing an identification number, ID, 
for each column which indicatcs the numbcr of the unknown reprcstnted 
by that column. For cxamplc, in the rearrangernent shown above, the infor
mation that the variable x 2 was now in the first columr:t w_o1,1ld be ind1cated 
by sctting ID(!)= 2~ 

A scparatc subroutinc can be written to handlc the exchange of rows and 
columns to makc thc largt:st clemcnt appcar at Jocation A(K,K). The sub
routinc givcn bcl~w wuuld sufiice for t!us purpo!>e. 

SUDROUTINE EXCH(>\,N,NN,K,ID) 
DIMENSION A{l0,2l),ID(20) 
NROW=K 
NCOL==K 
B=ABS(A(K,K)) 
D9 2 l=l,N 
DO 2 J==I,NN 
lF(ADS(A(J,J)- 8))2,2,21 

21 NROW=l 
NCOL=J 
B=ABS(A(I,J)) 

2 CONTlNUE . 
lf(NROW- K)3,3,31 

31 DO 32 J=K,NN 
C=A(NROW,J) 
A(NROW,J) =A(K,J} 

32 A(K,J)=C 
3 CONTINUE 

lf'(NCOl-K)4,4,41 
41 DO 42 1= l,N 

C=A(I,NCOL) 
A(l,NCOL): A(I,K) 

42 A(I,K)=C 
I=ID(NCOL) 
ID(NCOL)=ID(K) 
IO(K)=l 

4 CONTINUE 
RETURN 
END 

o 
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In this subroutínc. thc st:-,tcments up to number 2 loca te the clement havmg 
rhe targest absolute va!uc and identify its location as NROW,NCOL. The 
statemcnts from 2 to 3 intcrc~langc rows K and NROW 1f tlicy are not the 
samc 1ow. Thc ~tatemcnt& from J to 4 interchangc columns K and NCOL 
jf tÍ1ey are not the samc column, and al so interchange the ID numbcrs to 
r<>cord this f.tct U:.rng !his su!.Jroutwc, onc to solve the set of l111t:ar cquatwns 
can be writtcn as fotrows: 

SUBROUTINE ELIM(AA,N,:JD,X) 
DI M ENSION A.\(20,20),UB(20),r\(20,21),X(20),1 D(20) 

NN=N+I 
DO 100 1= I,N 
A(l,NN)=' U[)(l) 
ID(I)=l 
DO lOO J= l,N 

100 A(I,J)=AA(l,J} 
K=l 

1 CALL EXCH(A,N,NN,K,ID) 
2 IF(A(K,K))3,999,3 
3 KK:K+ l 

DO 4 )::=.KK,NN 
A(K,J) = A(K,J)/A(K,K.) 
DO 4 I=I,N 
IF(K·- 1)41,4,41 

41 A(l,J)=A(l,J)-A(I,K)•A(K,J) 
4 CONTINUE 

K=KK 
lf(K- N)l,2,5 

S DO JO l=l,N 
DOIOJ=l,~ 
IF(ID(J)-1}10,6,10 

6 X(I)=A(J,NN) 
10 CONTINUE 

RETURN 
999 l'RINT 1000 

RETURN 
1000 FOR:\·1AT(i91l NO UNIQUE SOLUTION) 

END 

In this subwutmc, the input cocfllclents are tdt:ntificd a~,\ \(I.J) ,tP~ ~he 
input consl.tLth JS Bll{l} Thc !>tatcmcnt~ up to 100 retdt:n:''Y t!l..:'c qu.t:llltl·~s 
as A(I.J), S() thc original valucs wdl not be dcstroycd ry ~ht: subr<1 li!Jn..: 

Statement t catls suhroutme EXCH to make thc largc~t cocl~lllt:n! thc p1voul 
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/ c:oefficicnt. lf the largcst coefficient is zero, thc messagc "NO U:-.:I«Jl f 

' SOLUTION" i~ print~d andan cltil is taken. Oth~!rwisc, sta!~m.:rH~ 3 thr,>:J¡;h 
4 sol ve th..: .:quations as in the rcmote-lcrminal pr0g1 a m givcn earlicr. :-.r.1tc:· 
mcnts S through 1 O u~c the identrfication numbers to unscramblc th~: 
unknowns and rcturn thl!m in proper order. 

10.3 GAUSS-SEIDEL METHOD 

Anothcr and quite diiT~rcnt method of solving a system of linear equations 
is the ~Q-¡;alled G.w~~~SeiJcl method, m which equations {10-1) are rewritten
in the foliO\\ ing form: 

auxa =ha- O¡zXl- auxl 

a21 x 1 = bl.- a21 x 1 - a13 x3 

In words, in cach of tht: equations all but one unknown is taken to the right
hand sidl! of thc cqu.ttttl!l. Wc then guess a set of value~ for x 2 , x 3 , .•• , x, 
and substitutc thc~c in the rrght-hand -side of the first equation and solve for 
x 1• Then \\C sub;till!te this value and the ongmal values of xJ, ... , xft in the 
right-h:md Sitie of thc ~.ccond equation and solve for x 1 • We discard the old 

'\ valuc of x 1 and l..c~.:p ·this as a bctter one. We thcn substltute an the right-
hand !>ldc of thc t!urJ equat1on :tnd obtain a new value for x 3 • After we 

l havc procccdcd through all thc cqu.1tions in this fashion, we have a new set 
'¡' of valucs xl• x 2 , ••• , -''~ (We must first arrange the cquations so that none 
., of thc u, 1 :..o. 0.} Wc th1·n !>t:trl ag.tin with thc fir:>t equation and find a new 

\ 
1 

x 1, ~hcn a ncw ,\'z• de l:ach time !hwugh this proccss givcs usa ncw, and, 
wc hopc. b.:llcr s\.'1 of v.tlucs for .\., Xz , •.. , x". Whcn lhc ncw valucs ob
q..¡j¡¡cd agrcc wirh thc fi!C\ wu~ ~ct lo Ydthin thc accuracy wc dcsire, wc ha ve 
thc S<lluticm Thi~ •~ an itcr'-!tion process simil.lr in naturc 1o those dtscussed 
in Chapl<::r 8. lt ts not ábsolutdy cert:1in that tlus process w!ll converge, 
that ;,, that thc dlfkrcnccs bctwccn succccding scts of valucs wlll gct sm.tller 

\ / and ~m.tl!l:r. Wr:. ~hall d1scuss th~.: convcrgencc problcm more fully a little 

1 later. 1t i'> not ccrwin, c1thcr, how many multirlrcatiltnS wtll be requircd to 
'\. obt;un [he ~olutuHl L" a dc\rrcd accuracy. Each trip through the sct of 

P.l.jl.iat;mh, or ¡!t:r,l\iOII, ¡,:qun .;s n2 muhiphc,llion~. [( (ljJ)n itcrations 
~!tlPf·C~~ lo h¡; rc:qt~t~ ~~;~ lh~n dt\; rn...:rhod ~~l,H LJ\.\; ~í.bOla .. 1~ ~ong J.S the eiH1!Í-=

•1·>.1t,'>l\ mdEHI<.l. K, n;.!:_, 1·•'-• , .. or.;, ,· k.,;; t.,nc, ihp~-,1d: -' "'íl~dy oro: d•~ spccd 

o 

Gauss-Scídet Mcthod 

f..11Ml¡llc l. Solve the system 

by the Gauss-Scidcl method. 

We writc thc cquations as 

xi -2xz = 1 
x 1 + 4x, = 4 

x1 = 1 + 2x1 

Xz = 1 - xtf4 

Let us take as starting valucs x 1 = x 2 =O. 
Putting x 1 =O in cquation (10-6), we obtain 

X¡= 1 

Putting x 1 = 1 in equation ~ 1 0-7), we obtain 

Xz = 3/4 

At the cnd of the first iteration, thcn, we havc 

Xz. = 3/4 

Putting x1 = 3¡4 in equation (10-6), wc have 

X1 = 5/2 

Putting x 1 = 5/2 in equ:1tion (10-7), we have 

Xz = 3/8 

At the end of the second iteration, then we have . . 
;;1 "" 5/2, 
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(10-6) 

(10-i) 

We can continue this proccss. Thc rcsults for thc first reveral steps, starting 
from the bcginning, are · 

x, XJ 

o o 
1 .15 
2.5 .375 
L7S .5625 
2.125 .46875 
1.9375 .515625 
2.03!25 .4921815 
i.9í!4375 • ',.IJ9062S o 
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It is easrly verifi.:d from the cquation tha! the correct solution is .re, _ ~-
x2 == 1/2. This solution is slowly converging toward those values. · 

Example 2. Solve the systcm 

by the Gaus~·Scidcl mcthod. 

Xa +4xJ =4 
Xa-2XJ=J 

~· 

This is thc same problem as Example l, with the equations reversed. We 
write the equations as 

x, = 4- 4x2 

x1 = - 1/2 + xaf2 

Then the successivc interations give the following vnlues: 

X a XJ 

o o 
4 l. S 

-2 -1 
8 3.5 

-10 -s.s 
26 12.5 

-46 -23.5 

Xt is clcahhat the ¡,¡rocc~s is diverging, and the solution will n-ot be obtaincd. 

Example 3. Apply thc Gauss-Scidel method to Example 1, Scction 10.2. 

Thc equatioñs are 

We wrrte thcm as 

-

3x1 + 4xz + 7x3 = 6 

x 1 + 3x 2 + 2x 3 = 5 

2x1 = S- 3x1 - 5x3 

4x1 = 6- 3x1 - 1xj 

2x3 =S- x 1 - 3x1 

o 
$. .. 10 JJ Gauss-Seiüc! M.:thod 35i 

~w.:~c-~~iv.: itcratton-. givc {to four decimal placcs) 

o )l¡ Xz XJ 

o o o 
2.5 -.375 1.8125 

-1.4688 .5703 2.3789 
-4.3027 .5640 3.8054 
-7.8595 .7352 5.3270 

-11.9203 1.1180 6.7831 

In Section IQ.2 wc found that the o;olutwn to this system was 

x, = -3, x 1 = 2, 

Our iteration schemc is uot convcrging toward those values. 

10.31 Conver~cnce of t_he Gauss-Seidel Method 

Sorne insight mt~' t~1c corm.:rgcr.cc probl,~m can be obtained by following 
Examplcs 1 and 2. "i..:cti<'n 10.\ rn graphical form. Figure 10-4 illustía!.:s 
the sche:nc folln\\..:d 111 Exarnrk 1 Startlng at thc point P0 , we chang(! x 1 

(that is, movc horrzvntall)) to arm~.: t•n thc fine x 1 - 2xl = 1, and thcn 
change Xz (that i~. movc n:rti~..ally) to arrtvc on the ltnc x 1 + 4\"2 = 4, 
bringing us to thc por:1t /' 1 llus ¡.., tlu: pc•tnt gi\cn by th\: first itewtion. 
On thc s.econd itcrati9n wc mm..: hor11ont •. dly, thcn vcnically to arrivc at Pi. 
Or. thc thtr'd wc movc lll.>rilllllt .. llly, thcn v..:rtic.:ally to arrivc at Pl, cte. It is 
clcar from thc tigu(c that thts proccss i~ bringing us closcr ami c.:loscr lo the 
true point of intcm:ction. 

Figure 10-4 
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Figure 10-5 illustrates the scherne followed in E~amn'.-., TI 
. - •"• •· )(' L.l"r.t'C '-'"a!"'' 

hnes are involved, but this time we always mo~" hrv1 ,,,., ·" · 
• . .. -''~~ .. t..dhH!) lu t.:a..~ 

the !lile x 1 + 4x1 = 4 and vcrtlcallv to reach th" l1n, ~ . _ .,~ -· 1 TI 
~ ~ ··'l '-··l-. •cr .... •wb 

Po, P1, Pl, ... are thc rcsults of the succcssive ilerations in this ca\e. ' 

!Figure JIM 

lt appears that graphically the Gau~s-Seide! method for two equations in 
two unknown con!)rsts of foiiO\~IIlg the a hove boxlike pattern about the point 
of mterM:ct•on of the t\\O lines: Jf this pattetn is followed in the correct 
direc~ion !he rnter~cct!on wrll be approáched, but if it i.> followed in the 
wrong oin:ctíon thc proCc'iS Wlll drvergc from the intersection. This is the 
case if thc ~lopcs of thc l111cs have opposite signs. lf thc sign~ of the slopes 
are ihc -samc, thc 5iluation is a little d1tfcrenr, as depkted-•n Figure 10-6. 
The s.eq~.:cncc of points P0 , P1, P2 is part of a convergcnt process, in which we 
procecd bonzontally to hne (b), thcn vcrtically to line (a). The points p0 , 

~· lb) 

o o 

~ pl 1J G.ws~·Sddc! Mcth0d 353 

1', ·• p J, aro.: part of a divcrf:~:•t! preceS\ in which we procced horizontally te 
Lne (.t) th.:n ver!1cally !ll !11::: (b). 

1'v>. !IHilc.tt~.:d hy thc ;ch<,vc ti;;:un·:>, thc situation regarding convcrgcnce for 
rhc G;lli~~-Sc·Jd me!lto(' for t'do equatÍ':ltlS in two unknowns is as follows: 
Tl'te procc~s will .:onvcrgc lo1 the cquations arr~nged in one order and 
d1\crg.: for thc cqtta:10ns anan~cu in t.hc o¡;¡poslte on.lcr. Th!." only ;;xccption 
occu1s whcn thc equa!ton•. n:rn:~cnt perpendicular lincs, in which case the 
proce~s wdl no! t:.onvcrgc r,,, c1tht.:t arrangemcnt. It is intercsting tono!..; that, 
contr.uy to onr t:\pcricnL~ wtth ¡tcr,,tlon mcthods in thc preceding ch.tp!crs, 
the convagcncc or noncnnn 'gl!ncc for thcse !mear equat10ns does :101 

dcpcnd on ch~)JCC of Jnllr.d c't1mate. 
For l~tr!_~rr ~y~!l.:rns of \"t¡ l'.ttiOrl\ thc situation bec()mcs m u eh more comr,\cx. 

Thc net:~:~~.try anJ sull~c.;,cnt comll:ions for convergence are known but are 
not .::~,ily CX[)-!C~'·:tl in a ver y m:tble form. Sometí mes a rcarrangcme1lt of 
the l'qu:tti··n~ will proúucc cunvcrgcncc, but this is not at all guaranh!cd. 
Thc l:hldtooJ of convcr~~eucc is usually incrcase~ ~f the eq!Jalions ate r<~
arr.lll:·-·1 '.·' ¡lt 1 rh.: cod1tl';~·q('; a,¡-.--¡.,~-2-~a~l:-.... a •• which appca.r oit !111! 

lcft-l;,:•l.' ·.·,•c. l'l thc s~~krn as writteñ rn-Scétio-ai !03 are the targ,·st coem
cienh ,n ,.;,.,,,¡,·e: \::lile. :n f'.tcl, corl\;;!rgc-nce is a!>surcd l:o this ca~c if ¡¡¡ .;-·.u:!• 
equa!IU!l •1;..: ~:b,,,~u:c va!u..: ni !1'..: <..odficicnt a 11 is largt:r than thc sum of tr: 

absolutt: \.11:·~·, ni' rlr-: rt 'luit.rng co~.:nicwnts This cond1tion is not r(l.:. 

mct. In L•<..t, ~·.~ 111 [\~llup!.: J, <;¡;o,.:t¡on IO.J, it 1s oficn Hllpo>.siblc Clit:íi 1ü 
-wnte :!11 thc ~.:t;v 'li<'m 1•. '' '· 1.:•: _ ,t krm.; on th·..: lcft-h,tnd siJc. 

·1 0~32 Fhw Chmt ;md Program for the Gauss-Seidel 
Mcthod 

Thc flow l!!.trt :n i •gun.: 10-7 lkscribcs the: Gaus5-Se1del method. Th1s 
flow chart uo,~.::; t:1c cqu~·!i<'"' urangcd jusi as thcy are, wi!h no a!\-:"n-r: re 
re¡¡rr.¡ngc !Ir·: ..:qu,¡!¡nn-. t• rr;..:rc:>'>c thc likclihood CJf convcrgcnc:c. If d·~',,r .d, 
it C1ll1IJ he pll'ú:d·:d by ¡u;o:lia ,,:ctron of flow charl whích woulil re.t• rang..: 
thc cquation' 111 atkmrt to cnh.tncc the lit..ehhood of convt:rgcnce. In ordcr 
tO Clll dl11VI1 ~\11 tfll' Pll n[·n ll!' d11·i~IOOS requircd, C:ICh Of the equa!IO!lS ÍS 

llr!>t di' 1dcd 1 h• •'ll!' h by t h.:'"·.' ''-'~:nt a, 1 , so that in thc ~f.!t of ncw co..:!liL:I·~nls, 
c1J, thc c.,·~ .m. :•li ün~ Tl•r" !low ch,trt comput..:s at cach itcr.Hion a qu.t!Jlrty 

.. 
E == L lx~·"' - xf1dl 

1 - 1 

and wht:n !!¡•., quantlt)' b~'Corn.:' srn,tflcr than tlu: given numbcr d, thc itcr:!lton 
stops N·,rc t'u~. rn th~: wuy th~.: expr~ssion for Pis written, Pis pr.:·.rsciy 
,.new _ ,.••1-! o ·'• ...... . 
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; Thc~ FOR1RA;-.¡ ~ubr,,L;tinc b~-iP_w.t:~cs thc Ga.uss-Scadd ¡;:.:ti:.'J ¡.~,._,;\e 
an !'Ir by !\: ~y~tcm 'of linc.u cqu:Jtaon~. ft>llowang thc !h1\.v c:.;:rt. .-\¡:.u:~. 1f 
a rc:Jir::¡¡g::m.:nt or" ih~..: cqL.atwns \\.:r-.: d,· ... ircd, at could be .;:¡.:co:nrf,s!;~¿ h:r 
u:>ing a subr~ut::1c for t!1at rur11o_sc jus: p;·ior to t,~ing thc onc g•vcn bduw· 

StliJROt!-¡;Í~¡;:· CAt;SID(.\r'{.p.X,EIÜ~·). 
DII\IEf\SiO:\ At2_í1,20), il(2ll¡,C(20,21),X(20) 
K=O 
:--.N=--,~+!· 

DO 11 l=l,i"\ 
1 r(,\(1,!)) 12J>, 12 

12· Xt[)= l. 
__ C(I.~:--l).,; !~tÚiAtl.l) 

'DO )1 J--=1.;\! 
11 C(I._J)-,-/>ti.J¡,'\(l,l) 

CO.'rJJ:'\L:E. -
E =0. '. 

DO 3 1 = I,N 
p_, C\l.l"i\1 
DO 2 J ,_.t.~ 

P '"'' P- C( 1 J) .. X(J/ 
2 co: ... ¡¡~,t:f 

X¡i) =' X(l}'+P 
1: = E+Aibf<P) 

3 CONTINLJE 
·¡ F{·F _: ~~ ;~ R)4;4,5 

-+ Rf:J"UfC\ 
5K=Ktl 

U{l~ill-- Klt>,IJ 
6 PRI:--.¡T 10:10 

RlTlJI{ ;-.. 

.. ' ~ f 

-, 

iOu(J rOR~.íATt,25íl G/l.lJS!D l)()L~S i'\OT· CONVERGE) 
Ef\.D 

l. F.>lJ,,,\,,:_. t:-: :,':;11 :~·-tur;:trul 1''''-' .11n ¡>f ~,::, t.\>n 10.2, <iolvc thc ¡,,lJowint; 
~) ... ~cm) tlf Ct~dJllon.,, 

a. -"-y-: l 
X -.y-~ 4 

c. _ 2x. -r 3y -:- ;: - 2 
x + 2y -- 4z - 3 
4 ~ - :!y -- z -~ - 2 

b. ,\ ~ :y o~ 7 

-1\ ' \' :_ 5 

J.- '( y + = ,-_- 4 
Jx-y--:~~1 

X-;· :!y-;:~ 5 

o 

r ~.-n:i~_ 
·~Die!,~ 

z, .. l ~ 

{I)J"'}•!~+l 
f,,-= a,,/Gu, j 

' .-

E~o 

-Q) ia,J,r¡ 

P=c .... , 

-Q) j=l,n 

'~' ' "' --
. ' ~ ! 

-0--
' 1 

··o 
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:r.= •• ¡ p 

¡:; ~-F;. ¡•'; 
J 

r''"' ~ 

2.-" ··Follo\\ :r.s th.: :low <'h;~rt, :t=i¡;ure 10-7, r.:r f,.,,, r:1c fir~t fvur rt._~¡¡t"•,..,s f,¡; th'! 
· : .. ' : f9llowins systcrno; of ce¡ u;:. non~. ' o 

a. ·2x+ Y~- 3 
X+ 2y '"~ 3 

c. . i( + 2)' + z ~= 5 
2.\ +.Sy + 4; "-= 8 

_ , x + 4y + 6z := 4 
- '_ ( -.-) -

~- 4x .--y --- 6 
x+J~~---5 

d. ·' + 21° + -!.·-- (Í 

' J \ '1 Y -;: ~",¡' e 5 
:X -:- 4_; ~ ;: :-- 4 

3. o Wr;te.a FORTRAN PWcit.1m th:it 1.\ÍII (,~ru:·a s:··.!i:m 0fl.nca, •: !u.llk•lh •.p t..J 
size 20:by 20, call sub:\>utinc.EU:-.1 of Sc.:;l"•n tO.:! 1,1 \oh~ \h<:m, :~nJ rn~t 
thc rcsult. ' ' ' · · · 

4. a. Write a fORTRAN ~ubrout¡¡¡,:·\\hidn\;t(rc:,rr;;.r.:;:: '' ~r:t ,,f i:•;::.~~ cc;w:.· 
tio:1s, for use of subrout1r.c GAUSID 0i" Scct:oa 10.3, ~~J tr.;,t aftcr •~
arran~cmcnt 

f.>r /.:, > 1 

b. Show that·your sub[outinc \,al! ¡;,,rrc.:t;y ;,r; a11gc thc 'cqu:w 0n~ . . 
X 1 +,8.\z + x, -- 10 
.T,+.\z :-7x 3 =-9 
9.1' r -t- X 1 -f >: ' = 1 1 

so that thc G:lu;,.Seidcl mctlk>d \•.llll,\;¡,c, ¡;c. 
c. ["plain \\ha! n¡,,y g.J '>'rvn:;: \\Illt !lm I!Ol:liüJ of ar~ang.;.,•c:•: :f ,., .. :..:,' 

thc coérTki.::nts a.-c 1r:rv. 

10.4 -MA7RICES 

In al! thc mcthoth of Sl'han~ lmc::r cquatÍ''Il'> hy cn.n;'ll<~·. \\C h ,\e: 'ce;-¡ 

that only thc codf::;cnb anJ th..: C(h;~~::m!'> .lj1p::.Lr \\11~::1 tr.c ma.;h1nc I 1c 
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form:1hsm of writing down lhc unJ....no>\IIS x 1, x 2 , etc., wh.:n -.ve v.ritl! thc 
cquat10ns longhand, merc:y serves to 1d.::nt•fy thl! ¡::ropcr loca~ion~ of t!lc 
cocfficlcnts and constants. In othcr words, the so!dtocn of the ~y::.to.:m of 
cquat1ons 

a11x 1 + a 1 zX1 + · · · + a 1nXn = b1 

O;uX¡ +O u Xz + • • · + OznXn = hz 

ts detcrmincd completely by thc array of cociT:cicnts 

(

a,, 
a:u 

a,, 
and thc array of constants 

If w..: are given any two :;uch arrays, wc can v:rite the ~ct of cquations 
tht:) rcpr.!scnt. lf wc w::re to changc thc m:mem:al VJ.It..c of any n:.Jrr.bcr 
in onc of thcse arrays. a d1ffcrcnl sct of .:quatwns would be rcpre~;::nted. 

Furthcr, íf we wcrc to intcr~hangc thc position of any t\~ o of thc numbcrs, a 
st1H Jdfcrer.t set of equat10n~ would be reprcsc:ltcd. Al! th1s suggcsts that ít 
r:u) b.! uscful to con~1dcr thcsc arrays of numb.:rs a:> s.::~1;ii<ltc entitics, 
c~l~,b~.~h r~.;lcs for man!pubtmg thcno, and pcrhc.ps lr.:e our~..:hcs somewhat 
ol thc r.:pctatiou"> wnt¡ng of thc h::~sacally nonc:.~l:ntta! ~ymbols x 1 +, x1 +, 
;-: 3 +. etc. Consider..1lion~ Sllch as tLc~.: havc !eJ to the ddinirion of a 
m:Hnx a~ an array of num0crs, and to thc Jcvclopmt:nt of an "algcbra" of 
matncc~, a set of rules for c0mb:ning matrices to form otb:r m:ltriccs. Once 
ckv ·kopcd, matnx algcbr.t has ~omt..: h> havc fdr-~ea.::hin~ apph¡;ations:Com
pl-:t..:l y ..1¡1art f¡ o m s;¡st..:rnf> l•f hnc.~r cc¡ua\1ons. 

,0.5 DEFINITIONS Al\lD ELEMENTARY OPERATIONS 

A ,,l,üfÍ;{ !!. a rectangular arr.1y of quanlítics or :nwnbers, sw::h o..s 

~~~ &,:; Ci !3 

o &~.;u :r~a lln 

Gi· ' O:r~ 11J~ ,!, o 
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In orJ::~ to dbtin¡;t,l\h .1 ;n::~trix from a determinar.t, which Jlso fn~,1 .Ier.tly 
/ooks hkc :::n arra y of nu m lwr ~. lt 1s customary to endose a :natrix in brJcJ...;ts, 
or larg.: p.trentl:·~~c)., or :i".tb!c h:trs, as 

["" a.J adl , ( C¡¡ all a. J \ !i a u a:J;. a:, a22 ale .. ! (.l t C! ~ 1 or l! a11 

alJJ \aJ: aJ: aJz cJ.I2 aJl 11 a31 

A dctcrmiaant is u~t.:~íly \Hitk.~ b-.:tw.::cn sir.glc bars, as 

1 11¡¡ G¡z aiJ 

¡ clz¡ Gzz aH 

¡aJI an On 

atz 
'1 

aD¡ 
(~:. 'Z. (.'ql . - ' 

an all !l 

This ddcrm:::.uor only kll)L, i ! . .:: ::n Jrray. R.:a.ly tl:..: S) mbc-·1 ,~n!y ~tanr~ f01 
a s1ngh: q.Jar.tlty -.v:ucll :'> obra:L-:-d by 1'lult1pl)ll&~ .n~d .~dd111<~ lile 11'.11'. :t!·.:,\\ 
a,¡'s líl tilo:~ lii:.r.n.::¡ dc:...:rt0~.:d ,,¡ Sc¡;tio:1 l0.5·t l!.c m:H~l.\, 0:1 :he -Jt':.:r 
ha.ndt .1:1.~ no -..¿:lg!c nt.n:¡,;nct.tl \;t~UC but IS tnStt.~,\CJ. tl:c ~r~:;c ,.rr ..... y. \~u~C s!~.J.il 

be uswg a 5H:gk lcttcr or s¡mbol <o stJr,d for a m.,tnx, st...:h olS 

e a,z "'') A= ~~:~ O¡z a:. 

u,: Gmz 
... a.,,,¡ 

Whcn wc Jo thi~. it is ¡:¡lrortar.t to rcmcmbcr that A¡-; :wt a n~.mb.:r, -:• ·~ J 

docs not a.:r i•l-..c a m.mhc;; tl.at is, it dvcs nvt obcy ti:.: o~Jmary ;_;_.,_., :1;· 

alccb: :~. 
'0.;-;;..;,¡~:::d!y, Wl! wdi !J.~ 1nt...:::~~c-! in thc qll!c of a dcrn:m:ur.t r:1.:J,; •1p 

of c~.al1:) tr.~: \.tr.•·~ ,:;.;,1._,,h ;-¡, ·.,nnc ~quarc matnx A. \V!H·n w·.: Jo'"'- ,· .. ,¡; 
rcíc:- to 1t as th<: d..: ~• ::.n.I:H of t!1~ ma:rix A 

A m.~L:x o!" m ,·m.,, .u:J 11 e 'iJmns is an m by 11 matri\(. Ii 111 = 11, t!:c 
n.at~ i~ 1s a f-qd.lrc :r.:,~ ~\. ,)f d!J·:: 1r1. 

Th" s11rn ,)f th; u.:1,',<.•:1.d ;:.::.1..:1\b of a squ.t~~ matri.\ 1S c.1lkJ th.: "t:-:1..:~" 
oftl:~· loo.\:11.\, ¡,A ~o. \1-- r:¡:;. 1- ••• + aM. 

¡¡· ... .,,¡,;~e<._,. .. .':, ,):· .. ~~r.;_<.: column 1t i~ C,II!.;J :& ..:.,·\ .1111. 1.1.1:: '· ,ll 

sotn .. ~tiu ...... \, .... colur:1n \,_...;h.r 

lf th<.. ~:l~nh.~j~t. ~Jl ~h~ r;L,::1 LÍ:~,gonal of a ~qi.l:líc n1~:~r' .'!ic.! lHIL, .... J 
al! t.:.: ,1:l:.:r d..:::1..::1b .tr.: 1L'r0:~. ·}¡.; m.:tnx i~ c .• !kd a u:o.t 1:::ltfiX, or ~~ ,;¡,;.r 
m.1tm ... Tl!J~ 

(~ ~ ~) 
\0 Q L¡ 

o 
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is ¡¡, unit matrix of ordcr 3. C'nit matrices of any arder are usually Jcnotcd 
by thc symbol l. 

. If all the elcmcnts are zero, the matrix i<. called a zero matrix. 
Two matrices A anci B are sa1d to be ct¡.I.il tf: 
{1) They havc.the samc numbcr of row:.. 
(2) They havc the same numbcr of columns. 
(J) Each pair of corrcsponding elcmcnts are cqual. 

1 0.51 Addition and Subtraction of Matrices 

The opcrations of aduitwn and subtraction are dcfined for two ¡r,atriccs 
A and B if: 

(1) They have thc 'samc numhcr uf row:;. 
(2) Thcy ha ve thc sam.: numb.:r of colum;~~. 
Thc sum of tv.o m..J.triccs i~ thc matrix obt;,i¡¡c....: by adding co~r.:sponding 

p;:..irs of clcmcnts. Thus, tf 

and 

thcn 

The dtffen.:nce A - Bis th:: matrix obtaincd by subtracting thc ck~1cnts of B 
from thc corrcsponding ckmcnts of A. 

X:x:1mp!z 1. 

SOL.UTIOI':: 

Fmd A ~ ll an<! A -- IJ, whcre 

(3 o -2) 
Á=.¡·J l' 

A-B=G -1 
o 

o o 
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E.,., •. unpl~ 2. F:;~J A + 11 and A -- lJ, whcn: 

A=e o -2) 
3 2 ' (2 -1) e,...., 1 J 

2 -2 

::--:.JCc ;h.;rc are not thc ~ame numhcr ,,f ru\'.~ 01 c.1lumr:s tn A athl E. th.:y 
cJn::..:;l h.: .lllckd or subtrackd. Tbc sy:nbols A T B • .llld A- E are n~..:_.rHng· 
l!.!::.'l .n th'" cat;;;!.!. 

E'\:!i1&:'!~ .J. G,vcn two matnces A a:1J R. cach v. 1:h N columns and ,\( Tl•'':, "; 1:c 
Fv!t ffZ¡\:\ -.;o.~:cmc:lts whlch wouiJ fvrm thc s;m1, C ~A+ 8 

'Tnc ~~ • .~:~ \ A can he rcpre~cr.tcJ b¡ a sr.1glc <;uhcr:¡'t..::,1 .. m.ll<.:: :\(1, !'t. 
wl;c;-: l 111'.'· Crüt;1 1 to i\1 and J rur.s fwn. 1 to 1\:. Th·.: ~.1:r..: ;, truc :,,; E .u~J 
C. TL.:n li.c rcqt.m:d fORTRt\~ :-t..,:c:¡¡,_¡Jt~ •• re.: 

DO ::.1 1 = l 1\l, 
DO :o'J=I.~ 

2(', Cl_:,j¡=A(I.JJ+B(!,j) 

A to:a; uf N X M add¡tions are rcq.mcJ lo l'tta:n e 
A" ~. ,!,;:;ct Cll.lcnswn of addt:.on, 1: wouk: be naturrt! ~v ~e abk t<) s .. y 

A+ A= 2A 

Thís l.:aó co the dcftnition of mult:plrcation of a matrix by a cons:ant .1s 
fo!iov.<;: t\ c,)nstant times a m:1trix ts tllc mattix obtained by mult:piym; uf! 
el-:n.wts cf th.: original matrix by thc consw.nt. 

~ C.~2 Multiplication of MJt, i~cs 
o 

Al f11St a ... qu.1:ntancc, thc opcration of multt¡l.t:.Jtto.: nf !\\.) m.llri,·c~ · . ..:..:.r:\ 
t<~ be (:..:tir:u1m a most p..:cultar \'..!Y Th~~c are 1cry good r':t'>:J:1S for d:oo.1 1::, 
to c.:!l tl .. .., J-.cmin~:y awb>arJ proc-:~s "mu:t.¡>ll.:..lt.on," .~nd th.:~..: \11:: 
~'~<)~_lí ~:.~..lt:y. 

~ i ,; ¡:¡roL: '.;t A il of tiH' m a t. :c ... '>, A .~ .... i n. i:- JdincJ on!_. .r t :1: : .. •¡;~ '),:[ l1:· 

n.!u,· 1:. ;r, .-: ¡,; equa! t,, thc numi,cr of u, .. 1m E In ,lll ütl1n o..J...,l''> t!'<: rrv
u~ .... l h '1,11, .. ~_ :~n~d ¡:· thc Ult01ht... vf Cl)t•:Jdl1~ 1:1 .·~ i::. ..:q~1:tl LO lht.: l!u ~.n\.:r 0:~ 
f\)\.' ~ ,n R ,¡,~~~A anJ B are said w b;;: ··con;",¡; íll.tC.ic •• 1n thc or,!.:r AH 

1 he r:.,J"~' A./1 of two confo¡;n..¡~·!c: m.:líi-.,;5 1!> it'ic:f :1 r.latri\, \\];,)',(! 

c . ..:n~::.¡h .:r-: fou::d r.~cordtr:g to tl:c fo!l,.l\\ir.g rui~: Tllc cl.:m.:né tr. thc ith 
r,,,,. , .. lu ,b.: j:h cdt:am of thc pr0duct is t::-: ~u m of the products b) p.urs 
uf t!.t. .:: ..... 1c.1ts ._,f thc ¡th row of A andjth column of B. 
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ft ll lO Example l. lf 

find AB. 

-(3 ·-2) B- 2 1 

Since A has 2 colurnns and B h<1!> 2 rows, A and B are conformable in the 
ordcr AH, so the product J.) 1ndccd dclincd. To find the elcmcnt in thc first 
row, first column of lhc product matrix, we take the fiñt row of A, which is 

2 

and the first column of B, which JS 

3 
2 

and form the sum of the products by pairs: 

1><3+2><2=7 

Hence 7 is the element in the first row, first column of the product. 
In like manncr, rhe el..:mcnt in thc first row and second column of the 

product i~ obt.tincd from combmmg the first row of A wlth the sccond column 
of B, thus: 

1 X (- 2) + 2 X 1 = 0 

and for the sccond row, first column, 

J X 3 + ( -· J) X 2 = 1 

and the ~ccond row, sccond column, 

3 )( (-2) + ( -1) { 1 = -7 

Henc.e thc producr. ís 

Examplc 2. tf 

o o 
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f.~.! .48, 

Son..:c A ha~ 3 columns ami B has 3 row~, they are conformabl7 ~n th~:~~~~,: 
AB We can exp~dite thl! rroccss of findmg the product by wntmg ~olumr' 
matrices ~ldc by side, and thcn going ucross a row of A and down a 
of B fon111 ng prodtlcts by pair~. tfJus: 

( 
l 3 

-2 1 
1) (l') _ ( 1 X l + 3 X 2 + 1 X 3) == ( 10) 

-1 2 -,-2xl+lx2-lx3 -3 
3 

E•ulmp!l" J. f-nr the m:llricc~ A and B of Examplc 2, find BA. 

Slnl.'c n h.ls 1 <.:ulumn and A has 2 rows, they are not conformablc in the 
ordo.:r 11.1 1 he prl•Juct IJA is not dctined! 

Examplc 4 .. lf 

("" 
a u ... ) e bu ... ) Q11 a u a: .. b:a bu bu A= : . 

n =-- ~ •• 
a~. boa b., o.,, a •• 

and 

AB=C 

write a formula for finding ciJ, .thc e!emcnt in the ith row andjth c,olumn of C. 

The ith row of A is 

au a¡z . . . a,, 

and the ;th column of lJ i·, 

and thc ~u m of the produc:~ by pairs givcs 

C¡;:::: a11 b1¡ + a¡zblJ + ... + a,nbn} 

or, in l'"lorc abbreviated form, 

ft 

c11 = :[ a,, ':1,1 
11•1 o 
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Example 5. G1ven matrix A with M rows and N columns and m.Hrix B wnh N 
row~ and L c0lumn>, wnte a ~et of FORTRAN statc;n..:nls whi-.h WJII form lhl! 
product C , . .1.B. 

A sü:t..lb!e sci of statcmcnts is 

í DO 10 I= l,M 

1 
DOIOJ=l,L 
C(l,J) =0. 

, DO 10 K=I,N 
l.JO C{I,JJ = C(l,J)+A(I,K)•BCK.J) 

We r.otc th:_!t StJ!t!m.::nt JO is in thrcc no l0ops, and wdl be pcrformed 
N x .'vi x L t11r..:s, or N x Jl,f x L multip!Jca!Jons are rcqum:d to find thc 
produ.~t matnx C. 

Ex:.n;¡::c 6. If 

w~i:.; th.:: product A:c. 

SüLUTION: 

No~e t:·.at thi~ product Axis actually a C<)lumn vc;:tor, h:~.ving thn:e cl.::mem~ 

l:~an.p!c 7. Writc the sy~lcm of lincnr cqu<won3 

1:1 ma1n" for.n 

a,,x, + a,2x. + aux, = b, 
a.,x,+a.,xz..!..a>'x_. ,-hz 
a,,t,-1-aHxz+aJJXJ ·b3 

1 

tbcn th.: lcft-h:11¡J stdcs of thc cqu;:;.tions abovc are j<:!>t thc thrcc e!cmcnt·; 

o 
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of thc .column vcclo> Ax. Now lct us Jdinc the column 'lector 

\Ve rccali that two matric.::> ::r..: cqu;.¡l if ar.d only 1f cvé¡y pa1~ of corrc~;'J0 .. -!
ing elements are cqt.al. Thus, thc statcmcnt 

Ax=h 

is a malr;x cqu:~tion. T!lc cxprcs:.ions on cach o;iclc of th..: C•Jl•al'> <..gn ., ·~ 
matrices. Thc cqu;¡t1011 mcar.s th::t 

{1) Thc fir~t ckwcnt of Ax, that 1S a 11 >:1 + a 12 x~ + a 13 '~'J, i·; .:qt.;:l to i 
(2) The sccond ckmwt of ~1x, that 15, allx: +U;.¿ X).+ ol~J "I:J' IS C<¡t •.. l 

to b1 • 

(3) Thc third el~ancnt of /ix, tl¡~t i~. a.1 1X 1 + a12 .\ 2 "'1"" a_~ 3 x~. =~ t..c; 
to bJ. 

Hence the matrix cquation 

s:1ys cxactly tilc sa1~1c thing ,1:; tl..: ~}'!'.i..:m of lir.ca• cqu::ticw·, ,!';;.v..: 
Wc scc from Exam;Jics 6 and 7 that any ~y~tcm o( t:nc .. r ~.:.¡ ... l .. <·lb, 

any numbcr of unknown', can be rcp¡cscntcd by a m.~tnx c<.¡tl.Lt:cn 

Ax=b 

whcre A is a matrix and x a:-,d b ;:.~e coiumn •¡c..:tors of t!1c Cüírcct o~,:,; 
This simple exprc~~ion IS onc ofthc scvcr.:d happy r..:~uit~ of:!•..: scc¡:-,.n;.:!y ,., .. 
definition of m~i:ipilc.Ltton. 

10.53 Luws of Matrix A!gebra 

W~ havc d,;tin..:d ti;rc.;: OpC:-oll;O,lS With r-IJ[r,ccs ¡¡¡]j Íl:J.'.'C g.•.-.r. t!::.l~ . · 
nzuncs u addH,0ll."' "~>ubi.it.tction/~ aild .. ¡nuft,pit('at~v¡, "- -,1d:~:cs \\~ d" 

thc or,linuy ,;!g.:ka ,1f nu~nh~rs A\..tua!!y thi~ 1~ r.. :ittk J .. ::;c•u,.-,, .. 
it ~u.,;g.:~.ts th:1t tl:c:.c nLw m.Jtri>. opcr.lttum \di ohcy 1!1-. ,, .. P.e rt ... ;-. ,1', 
ordina::-y a;,thm:t:c o¡>cr<,tJuns, a.1d wc ~<.:ally h.tvc no r.;:Lt t" .:' r..:ct ti·.oc : 
wlll do so. 

Tl1c furd:LI:lcntal Ll»~ ,.,f orJwary a!rcbra J.rc th~. fo,;.J,>:l:; 

(!). Ad'.ht10n is com:m,tati:;r!. a+ b = b +a; th;:t i5, if wc aud b ~o a, ora L• <· 
'.l.e wtll gct thc sJ.mc :csu!t 
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(1). Add•!lon h umxiatit·e. (a+ h) +e= a;· (b + e); thnt is, if we add a 1 h, 
and then add e to tlus ~u m, we gel the same result as if we add b and e fir~t. o~nd tbcn 
add a to the sum. 

(J). Muhiplicalion is clistributwe with rcspect lo a•ldlti• l1\. a(b + e) = ab + ae; 
thal is, ifv.c add b lo e and thcn muluply by a, we gel the same result ~s ifwe muhiply 
tJ by b, mult•p!y a by e, and lhcn add the result. 

(4). Multiplicar ion 1s eommutative. ah= ba; that is, i( we multiply a by b or 
b by o, v.e gd thc s.tmc rc~ult. 

(5). Mult•plica!lon 1s associative. (ab)c = a(be); that is, if·we_take lhc producl ah 
and mulllply by e we gel the samc answer as tf we lake thc product be and multiply 
by o. 

Whcn these laws for the algebra of numbers are investigated for matrices, 
it is found th-lt thcy all hold except law 4, the commutattve law for multi
phcation. As was sccn in Examplcs 2 and 3, Section 10.52, it is possible 
to have two matrices who~c product AB could be found but whose product 
BA was not even dcfined. 

In summary, then, wc can say that, in exprcssions involving sums, ditfer
ences, and products of matrices, we can use thc same laws for combining 
these opera!Jons as for ordmary numbers except that the ordcr of any two 
matrice~ in a product cannot be rcvcrscd. In a matrix equation, wc may add 
the same malnx to both s1de~ or subtract the same matrix from both sides 
without changmg the cqualrty. We also may nwltiply both sides by the same 
matrix, prov1ded thal: 

(/) The ma!m J'> co~formablc with those by which it is to be multiplied. 
(2) The order of mttlllplicatJOn is mnde thc s..tme on both sidcs of the 

equation. 

lEllamplc J. lf A, 11, and C are squarc matrices of order n, and if 

A+B=C 

solve for A. 

Subtracting B from both sides, we have 

E~arnplc 2. lf A, R, C, and D are square matrice• of order n, and if A= B + C, 
flnd Al> ,md DA. 

Mu1!1plying thc ec¡uatiun 

o o 

Dcfmitiom ami t:lcmcntary Opcrations 

AD ~= (B + C)D = BD + CD 

MU'Itiplying the abovc equ:.llion on the left by D, we have 

Dr1 = JJ(B + C) = DB + DC 

10.54 Oeterminants 

The determinant of a squarc malrix A is defined to be the number obtained in 
the following mar.ner: From th'! elcments of A, we form a!l possible proJucts 
containing exactiy one e!cment from each row and column m A. To each su¡;:h 
tcrm we assign a plus or minus sign in accordance wíth a rule to be strtt(:d 
~hortly. The sum of thcse terrns is thc vnluc of thc dctcrminant. Thc sign to 

. h~ as~igned to a term is dctcrmincú by thc following proccdure. Thc fac1ors 
in the term are arrangcd i.!!.E.!S'~nJ.i.ug_toJ~\'! f~om~~~l<:_h ea.El!.Jllctor 
was eh osen: · 

\Ve then rcarr,lflgc thcsc factors so that thcy are in ordcr according to the 
column from wh!ch e.tch was eh osen, that IS, so that thc subscripts k 1, k 2, •.• , 

k. are in th.::1r llcltt•ral ord•:r, and count th::: numbcr of interchang.:.s rcc¡uircd 
todo this. \V.:. a~s1gn thc Lcrm a plus sirn if thc numbcr of mt.::rchangc"l "<'e~ 
even anda minus ~ign zf 1t , ... 1s odJ. For a 2 by 2 dctcrminant, then, 

For a 3 by 3 syskm, 

/ 

,, ¡/' 
V'--? 

) ' )1 : 

) . .-- '"/,.. 
"' 

a23 = a11an a33 - a11a23 all- an a21 a33 
aJ 3 + a 1ta23 a31 + a 13 a21a32 - alla22 a31 

It is clear th:~t, by utilizíng thc programming mcthods of thc earlicr chapters, 
wc can cause a comput..:r to perform such calculations and provide the solu
tion toa sy!>ttna of cquations. It is not so obvious, bur 11 can be shown that 
~uch a procetlurc ¡, 4ultc int:í'Ticicnl in m.~chinc time, paz ticul<trly for systems 
involving a 'cry l.trg·:! numbcr of unknowns. A~cordtng to thc rule just 
5tatcd for 'cv::!ll.ltJng a detcrmin:.l!lt, an 11 by 11 dctcrrllin:.~nt is the su m of 11! 
tcrms, each of whrch is thc product of r: numbcrs. If \~e wcrc to calculate 
tl1.: va!ue of a dc!~T1~1inan! by thc nwst dirccl mcthod, thcn, about n x n! 
multtplications would he n:qurrcd. For cven .t 10 by 10 dctcrm(~)t, severa! 
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million multiplic:ttions would be rcquircd, and for a 20 by 20 dctcrminant, 
over 101 s multiplications would be necdcd. This would rcquire o ver 100,000 
years cvcn on thc fa'>tcst computcrs. 

There is anothcr mcthod of evaluat10n of a dctcrr.linant thlt i:. vcry much 
raster than thc brutc-forcc appivach. lf all elemc.lt!. on onc row of a dctcr
minant are cha:1ged by add1.1g or subtractir.~ a con:.t:•nt multipl.: of the 
corrcsponding ekmcnts of anothcr row, tile valut: of thc dct.:rminant is 
unchangcd. By rcpcatl!d :1ppl¡cation of this rule, we can reduce a determinan! 
toa" trian;;u:ar" form, in which ali elcmcnts bclow the main diago01al are 
zero. For example, 

hu hu b,l h¡N 
o hu bz.l hz. 

~ 
o o bJ) bl. 
o o o h44 b4.,. 

b.J o o o 

fhe v1!ue of a detcrminant whcn writtcn in tlus forro turns out to be just 
thc product of thc d1agonal elcmcnts, b11 h22 bJJ · · · b,., sincc a]l othcr tcrms 
form:::J in accordancc with the ddlmtinn of a dctanlii~:!nt's value contr.in at 
least onc factor whos.:: valuc 1s 7CiC. H.:nce, aftcr a dct.:r;-¡1,:1~~t is wnttcn 
in triangular form, orly n- 1 multiplicat¡on~ :tre :cquircd to find its valuc. 

The process is qui~c similar·to that uscd in ·Scctivn 10.2 to svlvc a systcm 
of linear equations by the elimination method. We start out with the array 

a u a u a u al,. 

Dz¡ Oz.z OzJ Oz, 
a31 all aJJ UJ, 

a.,, O,:z ad a m, 

and perform thc opcrations 

--for 1 and j = k + 1. k + 2, ... , n 

k=l, ... ,tl 

Fig11 re l0-8 is a flow chart of t!1c pr.Jcc:ss . 
A ca!cubtioa b:.~scJ on thc n.w: ch.crt, FI¡,;urc 10-S. cou!J ; un into lroobl;;: 

if a,~ evcr bccomcs zero, s¡;;cc tha,; is .~ di\ 1sion by tl11::. q,:,~;1!1ty. Th1~ -nrobkm,can be avoidd bv t~:l..mr; the :ll!,i:c.o·~::l nr-:-c~n:tion of check::;~~ tv 
~'<..~~-w;r~o:::.pv:=~.'(3,~~~rl'rrt~rraroon--.b~~~~~<a:n 
sec lt a4Á t)~ill~~~~.l~~~~~~~~~~~ 
~.k. S1ncc mtc;..:hall;',l:liC, two rov:~ ,,¡ u Jctcrnn·~ ~-.¡ ·~\..¡;1:;..::> tll.: >•L"l _,f 

T"" P ~.!f'l!,i{C!Jr'QrQ,t *4C: SS r A!P~~~~.--~~'lP~ ~ 

o 
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thc dc!C&"a1lir.ar;~'s V..t[LJr:, \'IC mu-;t ai)C C~..lP _·:: thc SÍ!.!n) of t!~l: c.:~c.-. ~~¡ t~, 11 • ur 1e 
~~ & !!: ~~ .. ~"?7"Q'J!P"""'..Jr~0tP""'i"''A.--aiJik~J::Fl¡"fff-QiFCmM"o:A.~~~ 

o! ttH.: Tc>\1~ o ;;o¡r.:::r t."il~. 
~ íGW*~PJG"&.~'Q 

wc ci.í!laho oc :1c"uracy problcm~ a~~oc1at~d with cv:t!.::·r:n" ·l c'ct.:r-
minant u~ing thc :tbovc ll,>w clurt, par:icubrly Cor dl!k .. <•:: .t:lr: of ).,rf..: 
orller. Thesc piúblcms tcnd to be alk:vi.1tctl if thc row~ ,,¡,J ..:L.:un,~''' .~~(· 

rcarrangcd at e;¡ch s,..:p so that au is not on!y :1.tJnzao blll .> .. (..,L,\il;- t:1~ 

larg.;st dcm..:nt in r..bsolute vait:c. SUllROlJTI~E EXCH t :· S..:..::J'-'" 10 2 

D=auD 

-{D J=k+l.n 

fhJ ~ 

8 
Figure 10-8: Ev::.lua~:on of a d<:tt'ilninan: 

provided this scrviu: for the cl:rnin.!tion m..:thod, nnd ·.1 .• ~ ... ,., .• 

fication!. it can be m:: de to v.ork m til..: rrc~c;¡t ..:.:~..:. Th~ :· ... ,·.. . ... ~" . 
that inte.ch~ngi:lg row!> or col:n<lll~ 111 J d..:t..:r;n:;-~.¡nt ¡;¡¡,, .. -. · · . " :·;-.: 
detem•inant. \\'e can corrcct for tlll::. by chan¡;n1:~ ~t:.tcmc.; · 2 :·J . , :;, 

32 A(K,J)= -C 

and state:nent 42 to read 

42 A(I,K)= -C 

Wc. also nccd thc di.11cnsion s!atcmcnt to re.~J A(20,20) 1n.', .. <. •• ." :., •• ·.2ij 
Wc do not m:.:d th.; qulntlty iD <.s outrut, so wc c.11 v . ... :: :; t ';.: ,!·, ~.: 
statemcnts followin3 statt:ml!nt 42 and ch~r.g:! thc first st;.: ~ ;¡,·:.: ·. · • -: .. .' 

SUBROUTINE EXCC12(A,N,N~,K) 

Wc ch~n:;cd thc nan.c as wc!!, to cnsur.; that thc o!d i.Ct.c. ~ ,.r .J":.c>., 

is not uscd by r:1ist;¡kc. 
Anothcr s:cp wbch is uscful to avo:d undctcctcd .. "· .;, __ 1 :, .. -. , 

connccti9n with thc comput.ttic,n 

lf thc rc~u!• of this subtraction i~ supposec! to be Zl!ro, t:._. 
v.!ll be subject to the troublc mcntio:1cd m:tny t1mcs c.1~L-· ... 

!.-
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of zccura.:y causcd by introduct10n of !.: .. :u.J.ng 7~ros. Thc I:lCl.iv..! of pr.J
tect:on ag.u,;~t th!s trvuhlc i~ tr.c <.;.m~ o1:c u~.::a ¡¡, d:visicr. of poly;:omia!s 
in Scctlon 9 43. \Ve .:hc.:k tilc r..:~ult ,)¡ thc ~u:)¡i,ll.'tioa, a¡;J 1t :he d•O"crcnc..! 
is much sma!lcr tl1.11l !he r.umb..:rs b..:ing ~uhtr.~..:!<.:d. ·.,; .>.:t tL.: d.t:~:cncc cqu..tl 
to zero. The opc1at:o:1 can be c!t.sc:wcd by .. 1 s.:.:t1vil uf l1üw c:1.trt (as in 
Frgure l0-9) rn wh1ch a,1 '' sct cq.J?.! to 7cro if mure th:!n fo~1r !>Jga:f.c¡;nt 
figurc::s hav..: b.:..:n l,)~t 111 t!.:.: ~ ... -,¡~.;e,¡._;¡,_ 

Thc FORTRAJ\ !.~;t¡; d.Jl:nc bdow C\'.llu.:t.:s thc Nth·ord::r d..:tcrmin..1nt 

A(l,I) A(l, 2) Atl,N)I 
A(2, 1) A(2, 2) A(2, N)~ 

1 
1 

A(N, 1) A(N, 2) ... A(N, N) l 
for values of N to 20. In thc fir~t i>latcmci:t, t!:c dc:crn!IOlant is given thc 
nam..! AA, and the statcncats up to 10;1 rcJ..:lin~ thc ele¡;¡.:;::~ so that thc 
·original dctcrmin:J.r.t wdl not be c~s:, C.).:c.! dun;;g tk· c;;¡Jcu!:!l:on. Statc-

Fi¡;.Jrc 10·9 

ment 1 calls EXCII2 to interch::mge rows and co!amn:, ¡r n~cer.sary to 
movc the largc~t ciemcnt to loc3tion A(K,K). Statcmcnts 3 thruugh 4 
perf:Jrm thc acwal calculatlon n.:quircd in thc main part of the f.ow char.t, 
Figl:r..! IG-8. 

_....,.... 

ivú 

SlJBROUTI!\iE DETER~:(AA)-:,u) 
DI :v1Ei\SivN AA(2;l.20),A(20,'20) 
DO ICO 1-=l,l" 
DO lOO J=l,:--i 
A(I,J)=AA(l,J) 
;:) = 1. 
K-=-1 
CALL LXCH2(A,1\!,N,I~) 
D-~A(K,K)~D 

li"(A( !\.,K¡) 1, IO,J 
3 KK=K-t·l 

DO 4 J'"':c: ~ 
A(K,J) 'A(K,J)/A(K,K) 

o o 

-------------

Dcf.mtior.·; ar.d Elcmcnta:y Opcrations 

DO 4 l---=KK,N 
W -=A(I,K)•A(K,J) 
A(I,J)"" A(I,J)- W 
lf(ABS(A(I ,1))- .OOQ¡..AGS(W))·U,4,4 

42 A(I,J)=-0-
4 CONTI!'\UE 

K.""KK 
IF(K- !\)1.~.:0 

9 D=A(l':,N)"D 
10 RETUa.N 

El'\D 

10.55 Matr¡x l;-,vcrzion 

V..'c h~vc 6,1\'l!rl U ... !Li.~.'~:ls ar,.! r::I~, f,Jr :!~~ ~lJC 1 tllJ 1, ·)·,: ;,.h.'l '· ... 

ml.~t~plicatJon of ;n, .! ''-~" .\oi~i~h r.'!:' .. l:~ ... l h> \o.) :1r ~\i.~a.t th~ . .. :..:'\ ,): ~ ,;\. ,), 
a)r,cbra. /\.':J )'Ct \'.C h~nc ihil r~:~iiÍiiJriCJ dJ\.;"'.';'i, f .. Jf t: ~ \..._' :· {·.l'- \¡ 1 ~. , 

th:n ~.\J..,~on a!> :,,J~h :') ,,ot u .... !·r.~rJ f\_,:· rLti!th ... C'' ·l·~..::..: •. ~t.·,·: ... ·~-~ ... ~~ ... 
which S:.!r"·~, a ~~~n:c ... 1,~t ~U;..,.!,•¡.>")~~ .. p".J;')l)S:.!, 1.0\.,.\~f. ~!· ... d .__.~¡\,.¡, .!\ íl 

the "inh.:r~lvll" of •• r.-ta:nx 
In ordiu.uy .. t!rd.ra, /;,,, ~!:1n,;, i"<1~ rl,; ;¡_,;-;.b.:r \'.h.:il. ·~· .. 1 ¡;;· 

by a, &1\C'i b. "11~..:~., ,f :J.\::..: b, '..' .... Cu. '.·y :b.~t .\ .=: .'1 c.: i:,• • ; ,'! 

dt\:~lv;. ir. t~iJS mh·:a~r, \,¡,;(:IJu!~..: • 1 •• :.~·-= .... ~, ·· !,,,· .. ·~ .. :'' of.1 ¡'~,.,•¡" ...... : 'p,_ 

For a.ly nu;J:h·;r u, tJ~C ~;¡\\.!.(~(.', (~··!. i,) l:.ut ::la·,:; ... ; 'JJb.\,.b, \ ' ... } :~ ... ·. j: 
by a gi\~~ l. [v-:ry non--..:rv n.¡:::h;.:r !..1~ :t m~.q.:~ :r.·.a:,,, lo; , '. .. 11,~ 
thcinverseof2is .S,:111J .5Jstl,..:o.:/¡¡:¡vc¡~.;o;'2.'I':w;,¡."v.~l::'''• .: ' 
we do not even h.l\c to !nv.:: a p1vccs\ of Ji,;·,¡un 1r1 ,),i.kr to :, -..•. \, 1 
we can mu!op~y bolh ~1Jc~ of th~ .:q~;.t¡o ,; by e;"':, ¡;; \ wg 

or X= ~-lb 

For sq~:1rc 1~1.lli1C25, "-A'C dcfj¡¡~ t~l.! i~I\Cr ... .: tn .J. n1r.n:-~..:r ... n.~!.l[,.~ ..... ~ h.· .. · 

above. For a ~'¡:..a:-~ n~~:tr .. \ "' l)f o:~~: n, :~~- !~:·.~re.:.: n1 ... ! i ,, .~- 1 ~ ~-, 
matrix w:11ch wn.;n mult1¿! . .:J ~':' :1 ~·v,~ ;h.: :,;.:m.t) :¡:,_,: :.·. _,.· ,,, "~· . 
that is, 

AA-¡"'" 1 

·' -· \ 

•.• 1 

l 
' 1 o 1} 



where 

or ll:'> 

! -) 
~- l 

Se:.;;, e 10.5] :\ 

~·r""'ll'"'f"' !t~e ~Otll)¿':! •!.J~~ ~~~ ~·:.r' ~·:···"/ 
~ • :! )'"' 1 a,-i !lt2 aJJ ••• 

) 1\ 
~2,, lal2 

alll ?dn aJJ 

a,. o 
f ,. 

a2n"~. O! i 
'' ' 

aJn o o 

o 
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o o 
·-"1 ~\ 

! o-~ 
• ~ ~J o 

o (lü-')) 

Thcn.wc:pro.;;:,;;Jrc.\J\:;T·Piis;'ni'".S • .:t:c,;¡ 10 2, ü:-JJ c.1t. L.-;\ 1::; .. ~. :::) ,); :, .: \,) ·..,~, . , . • r 

form 
('}~2t~Cl~€ :Sl. 

SUe!lQ~_(f' I'E M1\1·1~, \ ~ .. \ ·\~~:,/\:~ ... \') 
p:i; HR~Bi~) :::'~Sf(J¡'\ J\r\\20,2~),.\! \ V(20.:~~,/\\.2t\-!U},, :-J 2\.:J 

;'\;'\~.:. ~ -:-: 

~V~"'th~-·1·!)(1)"...;; 1 : ; ,---..-L ~ .. ~ 

~-,""' .\: t!~c¿·,~riG~j >j!=.Jr:;--..:~.._~t 
~"" r • h. .. 0 ' -

li..O .A(!,,;) - A:\(í,J) 
A~ , __ .- ' ¡- • '\ r "t "~ 
- '!_¡() :2.;,_¡ ·=1,:\ 

.JO :!U~ J =N~,~:! 



' '+--~~~ --~-___.,..-.._ 
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200 A(I,J)=O. 
DO 300 I= I,N 

300 A(I,N +1)= l. 
K=l 

1 CALL EXCH3(.\,N,N2,K,ID) _....-.-. 
2 IF(A(K,K))3,999,3 
3 KK=K+I 

DO 4 J==KK,N2 
A(K,J) = A(K,J)/ A( K, K) 
DO 4 I=I,N 
IF(K-1)41,4,41 

41 W=A(l,K) .. A(K,J) 
A{I,J)=A(I,J)- W 
IF(ABS(A(f,JJ)- .OOOI•ABS(W)).t2,4,4 

42 A(I,J).,Q. 
4 CONTINUE 

K=KK 
IF(K- N) 1,2,5 

S DO 10 J=l,N 
DO 10 J= l,N 
IF{ID(J)- 1)10,8,10 

8 DO 10 K=l,N 
AINV(I,K) == A(J,N +K) 

10 CONTI!\:UE 
RETURN 

999 PRit'>:T 1000 
RETURN 

1000 FORMAT(l9H MATRIX IS SINGULAR) 
END 

[Ch. lO 

In this subroutinc thc !)tatelncnts through 30') movc thc quantitics to working 
storag~ to rorm thc array dcpictcd by (10-9). Statcm.:nt 1 cal!s a vcrsion of 
SUBROUTINE EXCH givcn 111 S!.!clion 10.2. It is c:-dkJ EXCH3, tu indi.:atc 
that it must be a modificd vcrsi,)n o:' that subroutinc with dimension state
ment changcd to rcad 

DIMENSION A(20,40} 

Statcments dowr. to st.ltcmcnt 4 pa1alld SUBROl.JTI:-\f: ELIM, c"ccpt lhat' 
thc accuracy fl.:g ;:;own in fi¡;urc J0-9 ho.~s bccn in!>:.::rtcd at s!.\tc.ncnt 42. 
ln the !oops tcrml:l<illn¡; on ~t:Lt~rncn! 10, instc3d oi :.dt¡,:g j;¡d;vidu:tl •.alu..:s 
ofthc X(I)'s, the ;ubm~ain~;. :-.Ct!; cnt~r..: rows of rile Íi:'•·:;sl! rn.:tr;· . ..-\ 1!\ V( I,K). 

Once an inver;c m.1trix h.:l'> t,,;;,:n o~:ai.l..:d, :in :,~~- nwcJ f.CCllr::cy v.:r~w:t 

ºro r~pbtaind in a :-:;\ ~rivdy w·;.ir,htfo:ward '" .i1>H.:r. !-.::t A be thc m:mix \Q 
~ . ~ 
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to b-.: Ín\.:rtcd, anJ Jet D1 be thc apj)ro"imat:: invcrsc producd by :h.: abovt.: 
roulin::. Thcn, becausc of inaccuracics, 

but instead 

1·- AD, = F1 

wherc F1 is a matrix which, if D1 was a reasonably good es!ima:~~. h:1:> :.m.~:¡ 
c!cmcnts. Ir all thc elcmcnts of F1 are lt:s~ than onc in absolutc va!u.:, thcn 
thc mdtri:< Dz dcfincd by · 

is an n:lproved c:.tim .• t.: of A -a. Jf the error m:l1nx F~ _., 1- : !12 ~!di )¡;,, 

elcmcnts \~hich ;;re tt•o lart:.:. th\:n lhc rr.:t!r.x D_, Jd!n.:.J t.:; D.- Dl(l ·.- Fll 

is a still bi..:lter c~tim.1:..:. ami :.D on. Thu~ rcp.:tl~ll'H uf a p:, ,, ..::.s 1n. ,>!\ :n _! 

sorne matrix multi¡¡!tcati.>·:~ ¡;,w te u~..:J t•.., imprO\c t!:c a~·..:,.~.,cy cf th..: 
inve¡se to thc cxtcnt Jc .trul. wiu .: :1 ~h.:: !11:11t:. on;:o<.t:d h¡ thc <hu,:l jli'•"lJ!..:~r.;; 
of approximate arith:nct:c on .:•Jíi1fH::..:r~ 

EXERCISE 27 

1. Givcn th..-: followins matncc> 

c~(-D 

F=G =~ ;) ( 

4 1 3) 
D= 2 -1 1 , 

-3 2 1 E=G)· 
evaluatc thc fo!lowin¡; c ..... prcssions, or, 1f thc c:~opic~!.lvn is r.;¡,,.;::P;;lcss, so ~: .• :e 

a. AD b. DC c. 1JE 
d. BA e. AEE f. D.·I,A 
g. F,.f-!-B h. FC+ BE l. FDABE 
j. AF+D 

2. Usin:; lhc ::nc:hod of .S..:ct¡,)¡¡ !0.55, inv..::t tit-: fvllvw:n¡; m:.tr,.~, 

~ (! i) b. G -~) 
c. ( 7 _: ~) 

-3 1 _; (
J o o .. .,.s) 

d. ~ ! o 
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3. 

e 
a. A=(~ !). 

4 
-3 
-1 

,_ '\ ---.... .... _ --..... 

SimultJn.;o~~ Lln~ .. r Equal!ons :li:d Y.;:triccs [Ch. 10 

b=(i) 

-1) 1 • 
1 

h = (-1) 
6¡ 

4. Writc a FORTH.\:--i M.:3rGI.:llllC 1;-.\'I:-oíP th.~t will t;1ke thc tna! invcr~c ob
l..!ÍI:cd frnm l\1/,TJ;-.,v ;lnu u'.::!,;:: ;;;<.:t!tnd l~- .crw.:d ..¡: th-; cnd of ~c~tio:1 10 55 
ro 1mpw\'c thc Jnvc¡~.c untd ali .il•; cl.>l•l.~.t, ,1¡ t!.c error matrix F. are lc~s than 
.001 m ~bsvlLJtc vJ!uc 

10.6 OVEP.DETC:R:\Jl!Né:) .t'.f\¡D UNDEROETERMINED 
SYSTE;víS OF Li:';E.L.:-~ EOUATIONS 

In severa! of tht: prc.:ccdrng !>cctic:n~, :n~l !10ds wcrc discusscd for wlving 
S)stcms of J¡r.c;u equat1ons In ali lhcsc dl~ct·s~rons Jt was assumcd that thcrc 
WJ.~ a ur.1quc solutiCJn and tlut th·~·C \\cr.: JUStas many cqu.¡iÍons as uu
knowr.~. Furt!•cr, 1L wa~ ta~d:y .1~.~oun:é:Ll t!J.t, thc cquat1ons werc nonhomo
gcncous, tlJal 11,, nct .1.1 thc c,mst;:nt t.:. ms wcrc zcro, and abo t!lJ.t thc 
d.:tcrmJ:l.l::t of tl:c CCl'iTici.:nt:; \\a:; not LL• ,¡ \Vnh t:lc:,c conditions satrsfied 
therc ts a un1quc solut1un In m:~ny rmpoól.!nt cases, howcvcr, thcse condi
tions are not al! ~at::,f11.:d-yct thcrc may ~.tdl be a uniquc solutron, or there 
may b:: no !>Olt.tion or an 1nl:nltc numb-:r of solu:1ons. In th1~ scction we 
w1!1 Jiscuss a rr.clhoct for findrng wl-.rc!1 situat:on prcv.1i!s ar.d for complctely 
dcscrrbrng thc snlutrons whea thcro.: is an lllli;JJtc numbcr of them. 

10.61 Rank of a Matrix 

/l.s :1 too! for furthcr ~tu<! y of ~y:>tc.n:. o;" cqu.1!rons Ytc will necd the conccpt 
of r:wl-.. of a m a;¡¡<. 

Dl:;.1;.:on. Thc rar.k of ..¡ matm. :::. th;!- 0rurr of the highest-ordcr nonvanishins 
dctcrmir1Jilt w:thm thc r,¡;,lnr.. 

Uy a "d·.;lclnliJ',tl•t \,;¡¡,¡n t!-.-: ,¡;,¡¡, .\" •,1.; :11.:.w J.ny dctcrmmant that c:m 
be r.1~~J~ ~~ cro)~J:.g o.J: ;uw~ Gr Ll,;~.. n.:l.-) 1a1 :ru.: lll-.4:r,x. 

E;,,¡~r.plc l. F1nd th..: ran!. of thc .... ,tn\ 

o 
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The Ja1g..::st-ordcr dctcnninant wc c~n construct is sccond onkr, _so the 
rank 15 2 or JcsJ. To sec if il i!' 2, wc m:1>t chcci.; all scco01d-orJc_r dctcii!WJ.lnts. 
Jiwc cross out thc third column, wc can co¡,::,tr.Jc~ thc dct.:rm.n:.nt 

1
-1 11 
-3 3 

which has the value .1.cro. Sincc this onc vanishcs, wc T:"u3t chL-2~( othcr 
sccond-ordcr <.lctc1 mir;ants. Cro~~1ng out ti; e :.cconJ colt:r:ln 111 thc ;;~a~n:-:, 

w..: ob~a¡n the dctcrmin:wt 

·¡-1 21 
-3 1 

Ythi.:h Í':iS t!:c va!uc 5. Smcc th.:r.: is a nonv:.nishi1~g sccvnd-orJ..:r dd.:rm:

nant, thc r.1nk is 2. 

Exaruplc 2. FinJ thc rank of thc matrix 

2 
-2 

4 -!) 
The largc~t-ordcr dctcrnlÍ;¡ant \~~: c.;,n con~:r o.~ct is th1:J or.:·:i, so th.: r~nk 

is 3 cr lcss. Thc only thrrd-úrdcr l.kt;;rmlr..Jnt is 

H 
2 

-2 
4 

3 
-3 =0 

6 

so the ranx is not 3. ff wc ero)~ o..1t thc third row and th.rd colt:mn, \~e 

have thc dctcrminant 

21 =0 -2 

.. 
Similarly, if wc check .tll othcr sccond-orúcr dctcrmJ:lanh, wc íind tr.-t 

they all V.lnish 
I-~er~ce the r .. :n1... is h:~ ... tl1,1n: Jf \Ve c.ro>l• VL~ th~..: ~...t:-.~Lt..: L:.•,! ~: .; .. i ;" \', ·· 

ar:d t!1c ~--d:-.l! an~ ¡iurd .:olun1:1.i, \O,C can fvrrn thc Jcl.:rr.-:ll • ..:.lt ! i: = • 

Since thc h1gi:est-odcr r;cg\an:~hrng Lictcrmm..:nt r<; f:rst o;J:r, th.: r .• :-~í-. ni 
the m.ttrrx is l. 

It ¡, ~ccn from tb.:: ~bovc e;..;::.~.~plc~ :hat f.núin~ thc ra;-d, ,,fa r.1:11r·\ rs J 

stra1ghtCorw.::.•d proc.:s~. For matnccs of hr::,!".cr or Jc:, hu'.>~' ~r. th~ ;->:u.:~)~ 
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as just dcmon~trat:d is cxtrc:;1dy ia!J,Jrious, sometí me~ i;wolving thc cv.l!ua
tion of m;¡r.y ddcrmina¡¡b Fort,matdy, howcvt.:;", a iess laborious mcthoJ 
is ava1lable, b.bcd on thc io!~ow.ng th:or.;m: 

Thcorcm 1. TJ¡e rc.nk o[ a matlix is un:i.:;.'1g;:;/ if any multip!e of the e/emems 
of one row (or co.'!lmns) is ,;ddc,l ro ti:.: corre~{'Orid~rrg cfet,.cNts of arwther ro~" 
(or column). 

This thcon:m m.:ans th.tt \1.1. c .... pro-:ccd, ju>t as in evaiuatir.g a detcr:ni
nant, to comb;~c row:. or colu;¡,ns to obta;¡¡ zeros whcre w~ choobt:. 

Examplc 3. Find the rank of 

Using Theorem 1, wc may procccd .lS follows: 

ronk(! 
-1 -1 -2\ t -1 -1 -2) (twice firot 

1 -2 2} = rank O 3 o 6 row subtract.;d 
3 -4 6 \4 3 -4 6 [,·or.l Si.:Cú:,j) 

= mnk(~ 
-1 -1 -2) (founimos first 

3 o 6 row subtractcd 
7 o 14 from third 

= rank ~~ -1 -l -2) (7/3 ti m" sceOnd 
3 o 6 row subtract;:d 

\o () o O from third) 

lt is obvious in this la~l matrix ~:11 thi~d-order dctc;minants are zcro, but 
at least ont: s~cond-ot de: d~tcrminar.t, 

'~ -; 1 

i:. nr,t z.::ro. lfc:h.:c the r •. n!, o:· t!:..: (lr:~·, .•. f m.:trii: i~ 2. 
Note th..il m thc ,tbow c~.~;r.p!..:, w~.: huvc 1Wl s:..J til..: n:a:rhcs (•b:.:'.:ICd 

at C:lCh stc:p ;.r·~ <.q.Ja:, n.lt Oi.ll :t • ..~r :::(' r:::.f..:s ... re C·lual. E:.ch .;;:cp hü:. 
crc<lt:.:d a ncw ;natw., únc <.:.í.'._;it.g f¡.:;r,~ lb.: p1..:cr:.:JJ.lg in m:;ny r.:.;p~c•~. 

but having thc r:~n~ in com.:1on. 
It is scen tha. thc 111c1:wd of d:.:tcn:w~:n:; r:.n:- :HC.•:non~tratcd ;n E:>..:::ní"l • ..- .3 

JS clos\!1)' ae...:r, tu t~e fi.,t~;u .. h.l ~· .. '.w.lo .. Ht 1
'·• l.l. ~" ~ '""'""""'fi1l!h.\:-h ¿;l t; 'Jn ... e~,.; IV' . • . . ..• f ..•..• :, 1'- ,..... . • ·\··~-. -='··t···o u . . ~-

-.-~·'. , ____ _ 
!le.: 10.6) 

10.54. :\finor moé1fic:dons to :he p.·ogra:n givcn :h~rc w:!l ).;1\~: a p~-1~-r.:!.! 

f.Jr finding thc rank of ::1 n:atrix with no m.:;rc cffort than that l:tvolh:G .:: 

cv::1luating thc larg~st d<!tcrmin:t.lt in thc m~;rix. 
The FORTRA~ subroiltin.: bdüw f::;cis the rar.k, K, of .1 n~ ... :r:>. :. '' Jn~ ,V 

rowJ anct J.! columns, wh..: • .: r.c1t~.:1 .V nor /.1 ,.;;,c.·~..:d 20. 

SUBROUTlNE ~I.ARANK(AA,N,:..1,K) 
DIMENSlON AA(2.0,20),A(20,2ú) 
DO 100 i= I,N 
DO IOOJ=I,M 

lOO A(I,J) =-~ AA(i,J) 
K=1 

1 Ct\l.L EXCH2(A,N,M,K) 
I I'{A(K,K})2,1 0,2 

21r(K-1")3.II,ll 
3 1 r(!(- ~t) ;o, 1:,. 1 

40 KK·d~+ 1 
DO 4 J = i\.K.~f 
A( K.J) =Al K,Jl/Ati\..KJ 
DO 4 !"" KK,:--: 
W=:\(I.K)•.\t" J) 

A(:,J)=A(I,JJ-W 
lf'(A!!~(A(!,J))- .<i>JOi •r\o~~ Wj).;:,4,4 

42 A¡),J)=O. 
4 CONTINUE 

K=KK 
GO TO l 

lOK=K-1 
11 RETURN 

END 

A set of linear cquatio.1s 

a,¡ \'1 + ... +e, .. \"m= b, 

c21 "t: 1 + · · · + G¡., \·6, = b2 

. "''' ' .. 



'' 

,, 
1 •• 

e ' a;,) a u ... 
aH az: . . . 

:2~ . . a.,, ,, 

\ <o 
1n2 !=.~ l nm ,. · 

as the cocfficient n:átrix, and ,to thc inair.x_· 

(
fr- J:\ >:'.~ :~ j 

11 12 . lm 

Dz¡ tÍü . ... Dzm 

a;;, an2 a;,¡¡, 

l.. ... ' 

' 
1 ' ~... 'A. ' ~. .. ' • ;-... .J; 1 \ • 

as the augmented rr.atnx. Tl'kn thi! followmg thcorcm ::qplies: 
1.: \ / ~ ) \ lf 

Thcore-;n 2. A set oflir.ear equ:ztio~s Ú ~onsisteliÍ j r.nd o~!! y ;} il;~ coefficient 
matrix and augiÍ';en!ed ma!rix have the sarile ra~k. 

.,. 
''' ' 

Exampl~ l. Dctcrm::.e if the follov,i:J¡; cql,latwns are co,:s;s:ent: 

••· ;¡ .. ''·x+·3y~4' ' '.- ... 
ix+ 6y~2 

1 • ~ 

The coefficient matrix is 

whicli tías rañl< 1. 
the augíhénteü mátrix is 

which has r~ñl( 2. 
1-ícnce the s1stein is-ir.'tSnii;si~n·i: , · 

,, : ._,: - ~ <. 

' . -
. ' 

X+~~)::;; ~,f ~~~ •,''r ~ 
2..t -l'y = 2 

',. 

whi::h nas rank :t ¡ ; 
Thc augméntcd ñ1:it~i~,is 

'\ -
\í 

~. ' l 

' 
' e" -(~ "''<? ~ 

~ ) 

e \ 
J79 ( \ 

:¡ 
h 

i ~; 

which has rank i. 5 ·: -.. •
1 

• 

i-k~I~"C tfié cqJatioh~ 'lr-: coh;is-ted; a;1¿ tn~r.:·is a solllfi,·n¡ c.L:-.!>;tc lh.-: 
f:ict t!l:it thdc úc Tidr~1 ccdr;3ns t;;,!n. -ud.ri~-... ~~i L'pü.1 d._~<:cr s-..-utiríy, 
it wili be ooserveJ that 'die thlrd\:.¡u:itio~·l::. m.::dy 'th.:: sur.i vf ~!'le f.: <;t ~\h). 

Tne laht ~~ainptc. _ilÍu~tr.ttc~ an 1m:),)~t.mt prin..:ipl::, t!::t ccns.-;:.:.~...:: o; 
inconsi!>téncy 'c:iilnú oe n~ccrdincd mc:-t:lhfrom thc m:;¡¡ [J._;,; of t.:o.ili:i r..1n5 
and tuíkno\~ns>A·~;y~t~r~~~,~,·¡lí:',h:~ft.: -c..¡uat1un~ th.u:· u::~· .. ~o.\•·ns c;.n ~l.! 

• ' ¡-,,. _.:,.'., , '-irt ·~ ..... ~.! ... ~,, ~ ' ' 
com¡stef}t, anda sy~lcm \~:th 1::orc unk:¡o,,n'> tl:.1:1 c,¡t.:mc.:~ ca;-¡ 0.: ¡·:~.•r-

si.>icnt. Thc subroutlli.! fi'll' !iíwli_¡:.; r.il!k ~,\(.;11 i:-.'SCI..llvl\ 1\1 (,~ ¡~ tk tvOl 

nécded to investig:itc cÓ;1SI.,[crié!r'm t:iq lú~~~ sy~~c·J~~- · 

'('< } .. -~ .. ~'~ ~ ~ .-· ~ ~ ;· -) ~ ~-..~,] 

Consistént systi::ms of linear equ:itions ;n:.;y havc in!initdy l'i'.lllY solllt!OII~. 
Ít is possiblc, ·hoWcvcr; to··invé~t¡g;itc:ttú:sc sol~:iion:-. s:,~tw ... ;icJ.)ly anc :,) 
charaéterize "thcn;:_coinj>ietcl)';~;y 0 1'ÜÓ. siHwc f.é¿d· fi;~'t tl··~· b1~':.:~pt of !.~1C.li 
de¡knderiéé and:ind~pcndcríc~.· C6nsida thc ~ct of cu!ur.m vcc,iOfS 

"'. ': ~ ... ' '., ', !,.. '< ' j < ;:. "- ¡ 

-'>(':~':1)" ,· (11:2) 
. ,,. u21••. ~.,_,,-.'u·~~ 

U¡~. u~:l ':'· - ul = \ iL: ....... :·. 
; ' ¡ ' • ~ 

¡, c:tl!ed ~"'. "Iinc .. lr CllOlh!l"~!tl~ln '' of tl:c \'C\:t,·,:-\ :J~, .•.• u, 1( iL ·;e, .... -. ~·~ 

>--.:~ l·f ~vn,t..dit'l c 1 , •• , e,, n\)t ~di zc,~u, ' .. ,( '' t!\.1~ Jx+y~S /:..:._,.. .. -
~----------------~==~--=-------~~--~'----------~~~~~-------------------------------------------------------------------
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thcn thc vcctors an.: ~;:iJ :o be "lu;..:;:¡rly J..:p,_;,¡ !,:;~." Jf, op thc úlhcr h:mJ, 
every linear combu;:\ilo;-; of thc vcc:uo:!> l.:, ... , 01, is nonzcro exccpt for the 
case e1 = C;¡, = · · · =e,= O, thcn thl! vc~-.tors are said to be "lincarly indc
pcr.:!cnt." 

Example l. Are thc v.:c!ors 

¡'01)' \ ·ami 

linearly indc~cnJcnt? 

The sum 

is zcro only if both c1 an,! c2 a:-c zcro. Hcr.cc thcy are linearly indcpcndcnt. 

EJ.3m:>!c 2. Are t!1:! v..:ctors 

(-i). and 

lincarly indcpcndcnt? 

The sum 

JS zao 1f e 1 = 1, c2 = 1, e 3 = -·l. Hcn;;;.! ; he vccror:. are not linearly inde
pc;:.cknt. 

·;·~.e fo!lülliar, t. _.,.,.::.1 g:·.c, .1 e,·.,:;~.:,,.:;-.~:< . .-..: of the si!u.:.tion rcg.1rJm~ 
~o!~~lun., :~r ~)·: .. ·¡u"· ,l:· t,:~c~r \.::.¡~~.i~;"''~"l. 

...... - .. -----------------------------

- ;;'·-· 
-~ -, .. 

"-'1 ! ~ 
~-~ . 

Scc. 10.6) 

(1) lf r =- m, thcrr: i.1 u unic¡uc so!ut. ,m 1 .-cJor x. 
(2} !f r <m, tiiL'll tftcr¡: is "' lc•a:.t une sofl.tion r.-ctor x. In ,;,f./¡¡;,1/J, r,, 

linear/y i•ukrcndca! rect ors u 1, u 1 , ••• , 11," _ , can he f.nl//,/1·. l, :dr ar,· .1 r !.!' 
to IÍie ,\CI &j hcJ1110úc'llt'OiH C'fjllt~IÍúll~ .·!.\ o" o. Tht: n·cru: ... p!u~ ( .. •. ,. f¡ 

•on:binat."on of ;!.e;,.: is aho a .wi.illo/1 o/ the "·itwz eqL.Hion, ,·md :lr.-r.:: .Jr· 
oth.:r s:>!uticns. lf b = O, tlu: vector t' can be takt•J, as x = O. 

· Hc:rcaf:cr wc will rcfcr to thc vc~<M .< dc~cribed in this thcore:n ,•. 
particular .. olution. 

A mcthod of obtain;ng all thc!>l! :.olt.tion:. in a syskm::tic fa~hi,,:-~ i. ;¡ 
tr.atcd by thc exr.:npk bclow. 

Example l. Solvc thc s)st.:m 

G 
2 -1 1\ lx, \ (f>\ 

-1 2 -1) {·'' \ t 1 . 
J --1 

__ ; 1 
. 1 5} 1 x,} 

1 ' -2 4 \X• \~ 

We will procccd a~ m thc c!orr.:n:.tlc'•n r::ctl.od .l~ .i!l . .;tr::t~...: 1 Scc:ion 
Dividin~ ihc first ec;Lation by': ar.'1 u\Jnt~ H t.:> cbm.n.l ic x 1 !'ro m thc r ~m.; 
cquarion:., 

.S 
-1.5 

1.5 
-3 

-.25 
2.25 

-2.25 
4.5 

(X¡) ( ~-~\ 
X l -- . - j 

' .\') - .5} \x. -! 

Rearrangin:; to mal-e tho! lar¿e:.t c!cn:..:I.l to b:: i:1. lh.:: ¡:>ro¡;.-;- po~1iion, 

(~ 
~ ,25 
~-S 

--2.25 
2.25 

.5 
-3 

i ~ 5 
-1.5 

.25) -2 5 
l. 25 

-·1.25 

Dividu-:g 1!1.:: ~..:..:c:'.d .:qu.1~ion b:; 4.5 ¿:Jd •:~.ng it to c!111;:n.::cxJ fr.¡·,. 
othc• cquat10m, 

(

1 O !¡3 1/9\ Jlx,) { 13;:;\ 

~ ~ -~3 -~, ~, \~~ = \--~:~)~ 
_ O O :_O . O x4 O . 

~ ~ ~.- 1 

~¡~~¡~ p~inr:\~C se: ,;-:~Í:t~~·~óln~-:r A is 2-~:~~ t~utÜ:.}:.t.:m r.ow b,· 



' ' 
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o r f" ( o - '\ " 
0

' " ~ 1 ~ ~ o e 1 

two equaJaons. L·'tac sy~to..m haJ h.:-:;: 1ncons:~~~:1<, rn..:r.: wou!¿ oc r.:.~.;! 

than tw~ fiQIIlCro é!~n1.:ntJ rcm:1ining 0n thc ri~i-1t-J.anc SIJC of !he C~Uat:Oil. 
at this po;n¡_" .... ·: r • .; • p·, • 

Sincc t!":..:rc\ír..: 'f,ju~· u;1k~ow.1s ,;;1d t!Jc raah of A is 2, Thco;·..:m 2 tc!b l s 
that t!lc compl.:rc ~r.ll:LI<:Jn ¡:, rn:¡,Jt; up o!';{. p.:n:c.::al:tr solution and any En.:~.r 
comb.n~.t10n of t~vo linc::r!y ¡¡;d.:r-~¡;J~.::1t sol~1tior.. \'cCtor~ •. 

Wc can f.nd' .'¡h~ 'p.lr.<i..:ular. ~~·!ullün ·by t>t:ttJng x 2 = x4 =O Thcn t...: 
systcm bccomcs~ ~ : . - ' r ' . • . 

·x1 = 13/9 
X.s = -2/9 

Hcnce thc particu!d~_~plut1on is 
•,- ' -- \ 

_, 

'l 

' (::\- ( ~3/9\ 
-, \·~JJ- \ -2/9; 

-~ ·. ?'4 . \ o 
~ , .,~ 

•' ;; r 

.. 1 't.J-,J •• 

which h:h ti~-~ !>Olur:o'i(- · 
\' J 

' ~' ,. 
' . 

·' •-'. ~ 
Xt+.l/3=0·.-,. 

'x<- 213 =·0 
J - '· 

. ' . 
: I/ ·' ~:·~--::.1·f3, 

t r;. 

so onc of thc !.r.c,u!y ¡;,.!,¡h.í'ckn~ ·.-~·.::u,_~-.s 

\(- !_13\ 1 1 
l • 

U¡.;¡' ¡¡· '"!!)'): ¡ • 
:> ' -1 

o ' 

r • 

1 e~ • 

- ~ ~ ~ ~ 

T.:i.ai•g xl =O, x4 = l, wc h::nc 

. '; 

~ - . ' - ( 

willcl. !i:tS'"tr:c solmion 

x1 + 1/9 = 0 
,<XJ -,5j~ = 0 

.x. = -1/9, 

- '· '¡ 

a:1J ·SO thc oth.:r' so!utio,¡ :s ; . 

',,·1 

' '• fe F 

! --1.3\ 
1 i 

:- e a¡ ., '3 

\ 
-, ¡ 
(¡ 1 

:;- ,", 

/l· o . . q ! (~~ . ..:.. 2.'3 

\ó o 

'i [')\ 
-),el ~ 

¡j l 

J o 
', ' '~ . '' t 

\_.?) !\.t: .... iL.!:'~L t~~·~.,~ ! .... ~~ h'-'\.) C~.d~" 

th;:y wcr..: o1l!:;.:J jt(~_l ,¡,, .tk: .\ ':-. .t • .: 
r " ~ .... t 

' ~' '~ .. ~ 
. : \ 

·'• J ~ r ,' • 

\

.1·; - ' . ' .t~¡ 
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1/9 
o 

-5,'9 
-1 

[Ch. 10 

The co!umn of const;¡nts ha~ !.>ccomc thc p;uticL:lJr ,;oi:.~tion :tnd thc othcr 
two co!umns two lm..:ar!y indcp::ndcnt v..:ctors that c.tn bt: u~cd to fvrm t!Jc 
complete solution. 

Thc mcthod JU~t demon,tra!t•d ¡,a g..:n.:rai onc, ;md c:~n be u~.-~d for com· 
puter ~olution of l.1re:cr ~y~t-:.11';. !t rcq.m..:s on:y a fcw moJ,:icatlOns ar.d 
c:xtcmiou~ of thc clllnlllat¡,,r¡ mNhod gn..:n in ~cLtllln 10.2. 

Thc FOH..'I RAN \t:hroullnc givcn h..:low !>Ol\'c!> a ¡,yst;:m of N cqu;:u.¡)JJS in 
J.! un~.w.,.,ns, whcn: N aild M arc bo1h 20 or :.:ss. Inputs a~..: AA, the 
coefhc1cnt matnx; BIJ, thc ~:~nstant v.:ctor; <!lld NI<. ..... JI, the dimensions of 
the system. Oc:I!JL•ts are: X, a p.:rticu:<~r mlution vc..:tor, K, tl:e number of 
lincarly ir.dq:t:mkn! so!ut;on vectors fo~ l:1c homo.;cn~ous S)'St~r:t, all<l U, a 
set of ltncady i:tdcpt:ndcnt ~vlu:wn \'CI.:lOIS. 

o 

SUBROUTfNE LINEQ(AA.~U.1,BI3,X,K,U) 
D1MENSION AA(20,20),HB(20),A(20,2l),X(20),ID(20),U(20,20) 
N==Nl 
MM=M+l 
DO 100 l= I,N 
A(I,MM)~ llll(I) 
DO 100 J= I,M 

100 A(I,J) = 1\A.(I,J) 
K=l 
IF(N- M)200,l, l 

200 NP=N+l 
N=M 
DO JOQ 1 = NP,M 
DO 30G J = 1, M M 

300 A(i,J)=O. 
K=l 

1 CALL EXC!I(A,M,MM,K,lD) 
1 F(A(:(,I\.))2,5,2 

2 KK d(+l 
DO 3 J = 1\.l{,!\1 M 
A(K,J) =-A( "-.JJ/ A(K, K) 
DO 3 l=d,N 
tr(K-1)31,3,31 

31 W=A(l,Ki~A(K,J) 
A(i. J) "'·A( U J- W 
IF(AB~(A(I,JJ)- "CC·Ol•AilS1,W))32,<,3 o 

32 A(I,J) =0. 
3 CONTlNUE 

K=!U:. 
IF(K- M)1,2,7 

S DO 6 J=K,M 
A(J,J)= -l. 
DO 7 l=K,N 
IF(A(I,M ~1 ))999,7,999 

1 co:--;Tll';UE 
DO lO l= t,~f 
00 lO J=l,M 
IF(ID(J) -1) 10,8,10 

8 X{l)=,\(J,MM) 
IF\K ·- MM)9,IO,l0 

9 KM=-1(-I 
DO 10 IP= .~,M 
U(I,IP- KM)=A(J,!P) 

10 CO:-:TINUE 
K= r,r -K 
R2TClC\ 

99':> P R i :-. T IOG'J 
RETL".Ii..N 

1000 f0!{MATt27H EQU,\Tlü:".':s .\f~(:. 1:'-.CO:~::-.:.s.:..": 
El'iD 

10.7 EIGENVALUES ANO ElGENVECTORS 

Ax- ).x =-O 
~~ 

or 

(,·1 - ).l)x = O 
~"»~-~·~~ 

ln th!:. for:n, th:: cq;::..rwn ap,..:::..rs as as.:: of hoto.og.:a.:ou:!:J~ .. : c. 

. ,ll-. ' 
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' ' 

for x 1, x 2 , •.• x.'. The mutrix of co.::.T.ci.::-,;, ¡~{A-;.!~. t.;-.d thc augmentcd · 
matnx·•s tíics:UDC'wl1h a coTuñ1r'i""~'t"l.::t\),; al.:!:;' d.' so byTh.:üir.:~ 2 ~f Scction 
10.62 the cquatjons,are .9onsistcnt. By Thcorcm 3 of Scction 10.63 there 
-~·r· · . ·é ra:-~~· vf the cocfficicm m:1trix i~ ''· \Ve already 
Kriow that soluttvn; it 1s x 1_.= x 2 .= · · · = xg.": O. tkncc tllcr.:: ;.> a .!NllZ:;¡o 
vector .r only if thc r::1r.k o:f'r1 - :t)Ts"f~~~ th.tn n. Th1s wlll S? t~Li.:: ¡f 

l ' 1 crñ'"'"'T""~~~ 
E w::sz 

det(.4 -U)~ O ,_ 
'• ' .. ::-

; (10-11) 

· If this determinant is zero, thcn by Thcorcm 3 of Section 10.64 thcre are 
one or more lincarly inc!cpenc!cnt solu~ion ve'?tor:; ·that can ti! uscd to d..!~c~ibe 
thc c~mplc[e so,~.~_tion. 'thus wc are in:crested 'in thc' valucs of A. for which 

a'11 -.l a u ,a,r. 
Cz.t a22 .:....·A. . a2n =o . . 
a~~, a.z ·. a •• - .1. 

ft. 

·In Section 10.54 it •.vas statcd that t~e value of a det~rmin:lnt could be 
obtaincd by forming all possibÍe tc:-a~s co¡a:-.i~ing as factors exactly on.c 
elemen~ from cach row and cach coiL•mn. ~f we werc to ::.ttcmJ;t todo this with 
thc J-:tcrminar.t al>ovc, wc wou!d !inJ thJt the v:;rious tcrn<s would contain 
diffcrcn(po\ver~. </~._ IC we werc to col!~ct thi.! tcrms having like. powers, 
we would obt••i•Í an cxpression of the form 

(10-11) 

where thc constants p 1, p2 , ••• , P~. are .numbcrs rcsult!ng from sorne vcry 
compli~atcd·mani¡•ul.ltions o(tl1c llllmbcrs a,/ in'thc dctcrminant. 

Frorñ Cha;>tcr 9, thcre are exactly 11 v~lucs of }. (not ncc.:s<;arily dislinct) 
wh1:::h will makc (lO- !2) be equal to ~cro.1 Titese val u es are callcd the "clg.:n
valucs" (or"" charactc1 ÍstÍC fOOLS," or "!at~nt fOOls," or "propcl" Vaiu>!S ") 
of thc matrix A. For any cig.:nvJlu:.: ). , thc \<Cctor .r which safisfies equation 

' 't.. ' 
(10-JQ). ÍS cal!ed thc ' 6 CÍg(!llY~ClOr ~·: ( or ,'~ charactcriStÍC vector," Of "latent 
vcctÚ," .Qr ·~ propá vector '_'fcorrés'po;¡d,ng to J.,. Thc polynom;al ( i 0-12) is 
called thc "charac.tcristic polynormal'~ of 'th6 matri;,. A, an ... l tñi! equat10n 

1 " ... -- • ' 
' \, .. 

).."- p1;,n-·l - p2 ).•~ 2 - • • •- p,. =O (10-13) 

is callcd the "ch:.uacteristic, cquation." 

Exa:up!c l. 
' '1, : 1 ~ ~ • 

Find thc ci¡;cnvalucs and ,;i¡;.:nvcct<?~S for tnc :natnx 
•, 

_;()· 
---------------;:---:-----------~..__)!......-----.. .'"' . -
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To find thc eigcnvaluc;,, \W ,sct f 

Expanding, \\C obt.!Íl\ thc cl:z.: .. dc~;stii.>CquJtion 

This factc;s in:o 

so thc cigcnv~:ucs ;ir.: 

or 

l 1r · · l ' 1 ·-¡ · Sincc th~re a~..: t\\\) ur.~r:ov:ns"'a:l~l-l h!' C(I\:¡¡!CIC.ll rY~l~i'" .lJ." I.'Lr\., ',.\.:~~··: 

3 of S..!c~.on lO ¡jJ :dl~ u~ th,n th:\c c.iuauor.·. t .~\·e 01:.: !1nc .. r·: :r .. c¡ ... .', ;: 

vector solut.or. U 1, and tna: :tii vlhcr ~o:ut.o·:~ ar ... r:H!:L 1'··-> ul ti > l• .. ..: 

We see. b} Jf,SjjC'-tiOn til:'.t ü,c vc\...or · 
' ,, ¡ 

is-:a' S~!~:uor{" .. ~r~'""' } ..._,¡(~ ~~ ..1d ..... [ .. ~.-.\L~~o; ~n.-r...:'.~0.~~.í:~ t..._; 1 ,. '.!: 
so!utu.:>n~ ~~~o:~ ~hl! .~Gl r:.~ 

.. ,. 
~ ~ -. 

¡ : ...... ,'_. ·,¡,.· .,,•.',',\•'{ ~e_,¡ ¡•, :- .... :::- ... ,.:~~; •••• :-:c.d \\.'h&:It: c 1 ·~a~~ ~~:--L.~r~.r:,- con~,t~~r.t .... ....,_ .... ,. - ....... . 

only L p tv .. ..~1 . .~·tJ·ir .. ér;, co,··nt.l: t r. ... ,:~.,··.'..: 

1'o f:nJ u • ..: ~iG'"n\..: .. i\..,r ~'-¡rrt:";'LH1~_.:~t: rl~ ... ;·.z ·.Y•'-.!'_.:'.I~í. ~-
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( 1- Á2 3 )(x') =O 
2 2- Az Xz 

or 

Again :he;e is c.nc lmcarly indcp~.-nJcnt solution vector. Wc se.:: by in
spection that 

is a solution. All solutions are of the form 

whcre c2 is ar. arbitrary con~tar.t. 
Hence the e;genv;.lucs are 

4, -1 

and thc correspc.r.dzn(: ei;;;cr.vcctors are 

G} and 

(Wc ordinarily i~r.o;-e the arbítrary constJnt multip!<· when writir.g an eigen
vcctor.) 

Exam;1le 2.. Find :he cigcnv¡:¡iu..:s and c;b,;nvcctms for th~ matrix 

( 
3 2 4) 
1 4 4 

-1 -2 -2 

To detcrmi:.e :he ci;;.:nvalu.:~. wc: sct 

o 

3-l 
1 

-i 

2 
4-A. 
-2 

4 
4 =0 

-2-Á 

--

o 

·--------___ 4 ___ --

S.:~:. 10.7} Ei¡;..:malucs and Ei¡;.:nvc;tors 

Expandir.g, we ohtain thc charact~n:.tlc equat;on 

-.A 3 + S..t z - S A. + 4 = O 

which has the root~ 

.A,= l, 

To find thc cigcnvcctor corresponding to ;.,, wc sct 

or 

2 4 \ {x') 
4 x 2 =O 

-:!- ;.J \xJ. 

2 
3 

-2 

The co.:flic:cn: m.1t1 ix. hJs r.1nl. 2, su th:s ~yst·~m t.:>.'. 0·1~ · · ,-

1 r J ' Y f 1' ' " "1, O·~ Ü • '- • ' ' ' dcnt vector so!ut:c.a. ¡ wc so ve. •>' ........ t... .. • ··~~. 

that thc ci;;::nv.:ctor is 

U) 
To find thc cigcnvcctor corrc~¡:h):~J:n:; te ).z, ~v..; ~ct 

(

3 - Á¡ 
' 1 

-1 

or 

u 2 
2 

-2 

Tl 
n· · , m \tr1·x h- r'"\." t sv thi~ sy~t.:m !'llS tw,1 ' ... .: .<_. · "-

lC co;;u.tc,ca.. ~ a.l" '"'' ' ' ~ 

d;:nt 'i~~io: solutions. so:v:n:; hr thc m~lhod of S.:.::llvO !IJ \·~ ,\,; • ; _¡ • "J 

li1:c:.rly ir.dcpcnJcnt ci~.::l'ln:ctors, Ü 
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and 

The r~ot ).J, bcing thc samc as J. 2 , ha~ the same eigcnvcctors. Hence w~ 
have a smglc root, 1, with its cigcnvector 

(J 
and a double root, 2, with two cigcav.::ctors: 

and 

Fmd the cige .. 1iLles and eigcmec:ors for thc matnx 

-...1. 1 
o -..t 

-8 -12 

l 
o 

-12 

o 
1 

-6-..t 
=0 

ar.() obtain thc ch:::.ractcristic equation 

which has the roots 

-..t3
- 6A. 2

- I2i.- S= O 

( 2 

(_~ 
1 
2 

-· 12 

ü\ jx 1 

1) 1 __ • \ -o 
\-'~) - ' 

--4 ).J 

Sincc thc codlicl~nt m:H~,;.. il..!s ra:~k 2, ti:cn; ~;:, c..:!y or.~ l:m'ar!y 1adc· 
p.::ndt:r.t eigcnhctor. It tL.rn~ O<~t t<J be 

<;. • .:. !íli] 391 

Sm.:e al! roots are thc samc, \\C c:1n ob:;;m no more ci_3-::n.:c~or~ l l~..:coe 
¡11 tbis ca~c we bv.:: :1 tnpic ci¡;~:nvalu.::, -2, a•H.l o;:¡ly on·~ ct~;-::r.vcctur (w::tcn 
might be considcrcJ an cigctwcctor oi m.,;lt:p!1city 3): 

(-D 
Thc .-.bo\..: o.:\:::.m;'ks h.lvt.: .iil:>cr:.tcc! all thc po:.s1b:!:ti~::. ..:or.~o~rr::n_é: :;,:,:! 

eigen•:1lu~:s anJ thctr _;,)r't.:~oro:.J.ng ci;,;crn-~:c!or~. Th.::~c P•"":1 tlzti;:s C..to: be 
summanzcd 1n t!':t.: follO\\in¡; th:.un.::no 

• 1 d ' J' o rr ::,.'\o,' ..;r.:: Thcore:n 4. An nt 1-01 er sqr:::r;· u:a!r·" 1w 1 11 et_.¡tnl • ·o , -•: , , 

dúcrcte, rh,'r..: is Ot'C L'I!JCI11o<ocf¡,r ·:1rrcs•::n d,,og :o cr._lr '·f r:1o .: oit !_, " 1·, ~,'o:· 

value H of nw!!tjJ/icity r, 1t may /,Jtl? frcn· 0111: ta r /,,,..::.rl_l , 0 , •L/•• 1: ... :n! c:~:c'h· 

veclor::. assocwt..:d with 11. 

10.71 

Y¡= Ay¡ 

.Yz =":y¡ 
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1 DIMENSIQ;-.¡ A(IO,IO),Y(!J¡,YN(lu) 
2 PRlt\T, "INPUT N, TE:--1 OR LESS" 
3 -INPUT, N 
4 PRINT, "INPUT A(I,!)A(l,2) .. ,A~;-;,N)" 
5 INPUT, ((A(l,J).J=I,N),I=l,l{) 
6 PRll'iT, "li\PUT Y(I),Y(2),,Y(N)" 
7 INP(jT, (Y(l),I = I,N) 

. 8 1 DO 2 1 = l,N 
9 Yl'\(1)=0· 

10 D02J=I,:K 
11 2 Y:-;(I)=:Y;:>~(I)-rA(I,J)*Y(J) 
12 PRI NT, (Yi\(I),I == l,NJ 
13 INP0T, Q 
14 D031=l,N 
15 3 Y(l)=YN(l} 
16 GO TO 1 
17 END 

(Ch. !O 

In this program, thc state;nents <1! l:m:s 2 tJ-.rot;¿h 7 allow thc l.scr to inpJl 
an initi..tl m::trix A and vector y of t.: c!c.r up to i O. Thc s¡atcmcnts ~~ J.r.cs > 
throügh 12 com¡1ut:.: and print the v::ctor y 1 =Ay. At Jinc 13, :he u~cr zs 
allow.:d to s,cc•iy wh~lll::r :.:.Jt:1cr st~;:> of thc proces~ is reqt.ir.:J íf 1:1~ 
typd enlry ¡:; thc lc;ter S, th.: FC~ra;,¡ w.l! tcrm::1a:.::. 1: the cntry :s any 
numtcr wh:~t~ocvcr, thc p~ogr;.m wlll C3tiSC y 1 to ro..pl .... ce y, ar:d wi:i r~pcat 
lines 8 throu:.;h 12, thcrcby ~.:ompulíng and print.ngy2 =Ay¡, and so on. 

E:r.amplc l. \', ntc a:! u~.:r input-; an.:i r..:!.ch.;¡e responses for running thc abovc 
prog~am wi•h tl:c ma1rix 

and thc vector 

continuing ur:til 'rCctors throug!1 y. ha ve i:A:·..:n gcncratcd. 

The :nputs and rc:,~onscs ;¡,re 

RUN 
INPUT N, TEN OR LESS 

? 2 
!1\l'li'f A{l,l),A(1,2),·,A(~.~) 

1 1,3,2,2 
I~PU1 '! ( l ), Y(::),, Y í.l\) 

1 1,0 

'?o 
7.oooc;;o 

o o 

-~----- --------
-- ----- _________ --.;;......_ __ 

$..;;, !0.7] E:¡;cnvalucs and EI~cnv.:cto:s j9J 

? o 
25o0;}00í) 25.C0í)QJ 

?0 
103.000\) IO:?..c:J::o 

1 o 
409.0'JCO ·.UO.I;jCJ 

? o 
1ó39.CDO t5Jn.ooa 

?O 
65S3.0JO 655-.l.GOJ 

? o 
• 2621 son.:::s .2621~!{:~~:5 

? S 
STOP 

Thc ajov.: pro~ram \\:.:~ r:xan .. 1k l, S;:~t.rm 10.(•, w:;:d: [;a,! :1 i.H:_;~t '.::¿c:~

valuc of 4 ¡¡nJ•corr.:sponJ~:•;; ci~_..:r,\..:ctor of (: )· L·l· ·h. t.:,; ..l.t ,;..: vcc!o;s 

printcJ o:Jt abovc, we s.:..: tlut tl:c -• .:c;0r-. ¡~..:ncr .• l~J l.·.:n. 

ar:J thJt .lftCl th;:; f.r::.t fcw ~k-;h tl;c -=·>tr.;-,,·.nclh .~;:: a!·.1.1}, h·-~ n,',': '1 .:ql:"', 
tl1at IS, th;: vcctors thcm~dv...::. are va} n..: .. rly ~:¡;,:>le I.IU:I.;J::, u;· .l:.:: \.;;:.,ur 

(! )· Sin..:.: eig\!nvcctors arl! <lclcrm;n~:d or:ly up to a C.:O:J>:.:n~ r.:1:l:t,1l.:, '";:; 

can say tbt thc vc..:tor Yn of (10-14) is ;v;,.tu.::iy .1p¿1ro.:::hi.:g ¡:;..; c.¿.';,v,',· 
:r. Now sine:; 

Ax=~lx 

thcn ii ;-. IS :-:, tl;.:n ·;· •• 1 w !l b.: A.x. Wc note \'.Itl"•l!l ~.1r¡m·.c. ¡1¡, :. ,~: • .; ' · 

each of th~ vc¡,;~cis co!~~;,~tcJ Íi1 :;,1.! :~\'iil\~ cx~ .. ~~~,ik:, L~~ ""'"':n~~.·, L:-·, :-.:...: 

· vcry ne;:,rly fc.t:.- tim.;:s ¡;-,0 . ..: ,,:· thc pic,_._;:::g vcc.to:. 
It ap;JI.'M:.. t;¡..;r., th:tt thc :1::0o\'.: p;; .~.-.11n can b;:; t.:~.;J :.::.,,~.: ,;.,_,.:: 

to find thc la:gc~t c¡~~nv,\Lt~ aao (\);rt.~~~~,¡~¿tnt; c:z~r.v~c!o: ~llr.aL .:~i~·;u,·..:~ 

mcnt can t.;:; n;:w..: by rL·;>! .• ..:.::,; thc 't~· ;:.1cnt ,¡t 1:.1..: 15 b:; 

15 3 Y(!J=Y!'\(li/Y:'\(i) 

1 hi:. will sen·..: to :....:..:t'· 1!11! co·npo:1ents :'ro~1 gro\\: ng at e.1..:h st~~~.:. ;!r.d 
funhcr .,.,;¡¡ cuus.:: tl~c f.r:;t COI"ljl'bl~nt ro a¡-:¡);oach th.:: a-:tu.lt v . .!uc o: : .. : 
t•~t:n'.'::!u.::. lf this h:>.j bccn éonc for E:--.~:-:-.pl;; 1, thc pn:HO:!t.i wo..:!J h:w:: 
t,.:cr, o 
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l.ODOOuO 2.CGC3CO 
? o 

7.oocooa ó.oo~nco 
? o 

3.57142? 3. 7l·S2g6 
?O 

4.120~00 4.ü8CCCJ 
? o 

J.97G374 3.9t~5JJ 
? o 

4.007335 4.C04~~0 

? o 
3.~9l109 3.993395 

? o 
4.000~53 4.00JJ05 

? S 
STOP 

o 
[G1, 10 

from th~!se rcsul~s, thc C!f•;av;ú:e 4 ~:1d tl':e ci;;cnvc.ctor G) are appan:;:t. 

10.72 Co;n¡Jlex Eiser.v2: LJ¿;;> 

From Cha~tr;¡ 9 it is kno'.tn t ~;,.t t:h! c!Jarac:cristtc cqu::;tion 1~1ay bve 
complc>.. ro0~s. occuring ti¡ wcj..;¿; •• t..: p.1ir:.. ln tf1ÍS case, thc eige,¡vcct0rs 
are also complcx, and thc equ<.tion 

l 

(A- U)x =O 

instead of b.::ing n cquatiom ir. r. unkr:owns, is r.:::ll!y 2,, e.:uatiO:ls· ir. '2n 
unknowr:s, for both t: • ..: rc<!l ;¡r,d lf,J,l:;:;~:.!ry pan of .r must sa!Jsfy thc cqu.ltJcro. 
Let 

S.:~ 1 ).7] Ei¡;cnva!c~s anJ E:~;cm-c.:-tor~ 

a,,. p o ,..:,, -a a u 

ílll O::z- ~ al,. o p 

D,.¡ alll a.~- a o o 
-P o o a11 - a O¡¡ 

o -P o a2, a22- a 

o o -P a"' an::. 

Ex<.:-.lpl.l 1. F.nd th~ ~:i~cnv.1h.cs and cig..:nvc;:t,>r) of 

We sct 

-5\ 
3} 

1 

. _., ' 
~~~A 3..: ;.! = Q 

and obt.::in thc charact.:ristlc cqu~ttl0n: 

whió. has root~: 

- ~ ~· ? ·- • ~ .~ ...... 

395 

o \(' -~: o l.-~ L ¡'"í 
,4 "1 

a¡,. 11 V ¡ 

•! ·. ') a;. i\ ··:~ 
J 1 • 

a -:x \y ,.,. JI 

o 

). = a + {Ti 

be a compkx cí:;-:nva!u~, ar.d L~t tL.: C'l~;~..:!Vcctor b.: 

To find tbe cigcnv::..ctúi cor,·c:.pondir..; tn ) 1, t.sin:; ~h..: r:c:>od ..!~.::le,,\ 
above, we w:-lte 

If we ~ub5t.t~.¡.; t!J.:sc :r thc :::bovc ~.:r:u.~t1o1: J.:l..i s.::•Jilk r .:.! :llld ir..Jt;in.:.r:; 
parl~1 t!Jc rcsll;l CJJl lJ.; 'n-fal(!ll l:a l!J..: t'l;¡;¡¡ 

1 

1 

-2 

-i 

o 

-5 

2 

o 

-· l 

0\fx, \ 
o .. : . 1 

J ¡ .A~ J 

ji 1 ~o 
-2 --5 1' }'¡ 1 

2}\y) 

~~~-- ·-·- --------~-~--------
~----------------------
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Applying thc m.:thod of S.:ctwn 13.34, th:;; i".:<.h.:cc~ to 

o 

o 

o o o 

o o o 

This has two lincarly ¡ndcpendcnt soiut10n vector~ 

and 

( ~ .. \ 
1 o ) 
\_ .2 

[Ch. 10 

Thcse v<.ctor:. of thcr:•~.:ivcs ::.l'c r.o: oi in~;rcst to us, except to use thc 
numbe&s 1:1 thcm to comtruct the c-ompkx üf v(;;;tors 

(
x1 + y 1i) ( i ) - and 

X 1 + hl = . 2 - .4i 
(

X¡ + y 1i) { 1 ) 

x 2 + Yll = \-.4- .2i 

Thcsc two v::ct->rs an.: n,1t Jin.:arly ¡::J.:.pem.!.:::1t at all, for if we n;ul:iply 
thc second by i, v...: ob::un thc first. Hcncc. we llave rcal!y obtamed on;y 
onc eigenvc.,;tor c0rrcsponding to ~he ci;;.::nv;:.!t.:c l + 1, and that is 

( ., i 1') 
\···- .«1 

Thc eigcnv.ctor C•·•~.:·.;')onding to l ·- i is thc conjug:ttc ofthis: 

( .2 ~¡ .4i) 

10.73 Det(;¡mim:tion of Al! EiQ8:wa!ues ;:,r.d Ei-:.:er.vcctors 

- -- --•• -•~•a--·-•~·--- '" ---~ 
~-.... ,,f" ~ ........ -~ ... -~ ~ 

'··'· t:i ;¡ 

,_,,_¡e·. :.aJ ci¡_:cnv::c~ür~. rrom t!:c di~Cll~ .IO.:S c.: Sc::tion !0.7, it ¡s, <.~car 

tli.:: thi~ o.::\ill::c den.::!:>:,' a<:Wnlpli .hi:;:; t!:c fo!lv•vii:6 thr.:c st..:r-~: 
{J) t'inu thc charac!~ri:.t:.; r·•·!)':l .m:~l. 
(:!) Solvc th~.: c!: ... ~.tcl:.:ll'·':'- .:t1u.:¡lu1 i"or ;L ;,;ül'>. 

(J) Sol ve ~l!ls of lir...:::; cc¡u •. !;nnc, for tllc c:~;,;:1\L.;h1~5. 
Cha;>tcf 9 gav~ n~...:thv~·; f•)f ~(~lvin::-; pv!~,.i(¡:l~h,! c~1u:.t:or.~, St> \:.:; ~ :"c.tc.!y 

!'iavc COr.llhliCi l•lCthvd~ fo¡ :>t..:p (2) ~C.;I,c'),¡ tr, C~ ~;~· ..... ..1 Cl•< :;1 :lt'; :;;:ll.:i•J 

for ~O!'.'ii13 S)\!CfH~ uf !!n~..:,tr l'\.~t, .tiO::c, ,. :!:'--!': ¡~. ~.~t! ,L_~~to:;' f~~~ ',h'al \j J. 

H.:ncc 1:1..: on:}' ,;.'n~~ r.:.dly rc~¡t:irc,i :. ;.._ .::::;-;.;'.;:~::· m~:h.:..: i .. ~ ;;e~"·:::.:-...: 
the charact~ri~t!~ polynor.~::it. ift thc ~.\~:.~~~> ... , ~~Oo..;!, \\.'~ !1~·,'.: ,~~ ..... \:\-.:-y _, .. lu,: 

matrices and found thc ci~.J.r~c!~:1~tic pu!:::~0:-:~i b .. b, u~c-f".~~ c:·<).1i.·.lV¡'! 

of thc ~~t .... ·rnl:n.Jnl. but thi\ pro~c.:.c; J1 ¡r.·~ 1:""~~!:1t for l~1.:-3:~·1.~n~ .. !r rn:'t.r~r: •• 
A mor.: (;t1kient mcthod ¡.,_ thc L.;:\c:ric:·f .11.::;..::::v :.·~ ·1-.uJ, w:11d. pr,j.:..:c,h 
:1!". foliow!): 

Lct A1 :.: A 
Lct Az = A:A, -p 1 i¡, 
Lct A3 = A(A2 - p 21), 

·. 
A, = A(t!. _ 1 -p._ . f¡ 

ar,"J ,r: á = lr Ji 

Hí".J fJ:.::.: (•;2: tr .,·i 2 

ar.c! ¡• 3 = d/3) t; A.l 

Thc numbcrsp1,p: .... ,['.are tne lCt{tll.C..; Cu<..::·_ ..:r.h 1:1ti::: ,;.,,~ú~:c•<•: 

cc,.ua:ion 

In addition, <.;a bonus !>id: p.oduct of th1~ ~':::1~c:--~. it c.~.; !:;e 
the mv<:r~c of .ti :s g:vcn by 

C' 

ar.d ;;!:;o, a:-. a so~dimcs J-:.:,pf,.l cl..;~,k, 

3 

-::! 

o 

,. 
lt. \ 
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3 
1 

-2 
~). p, = 1 + 1- 1 = 1 

3 

-2 

-1 

2\ J o 
l ll -2 

-1/\ 1 

3 
o 

-2 
1 = -i 2\ (-4 

-2} 3 

p¿=(l/2)(-4-8+2)= -5 

As a che e:-, ·;.:: se e that 

3 
1 

-2 
7)(-! 

-1 3 

-l 
-3 

5 

Pl = (1/3)(4 -:- 4 + 4) =.J. 

o 0\ (4 o 
~ o} - o 4 
o 4 \ü o 

Hcncc t;.;e c:-::.;a~.cristic .:quati.:>:l is 

,tl - ..t 2 -:- 5.1. - 4 = O 

-1 
-8 

S 

(Cf:. lO 

Thc ilo•N :::-:ut, Figure l 0-1 O, c!..:scribcs tiHs process for a;~ nth-oder 
matrix. Acc.:.~·~•r.g to ..:qu,u:v:~ (10-16), tilc n:::tri;.,. A,, is :.!n.r-ly thc Jd.:n!:!}' 
matrix i':'l:.J:¡;;,:.cd by Pn, so o;;ly th.: ;¡¡~t o.::..:·n.:.:~ of A" nccJ b.;: cak .. !la~o.:J 
to give p,. :!';:: •al l..<..: of Pn IS, 111 f:o.ct, i:h:: dl...lCfl:-1 •. : ... ¡":·A, ~.J tha.t if P. is Lc:-o, 
th': mat;¡x ;e ,;;-,:_;·J~~- lf Pn IS nut zcro, thc ,~ov...rsc of A is c;;:s;l)· .L.1:Cul..1td 
from eq¡;...¡t:.:,:J ( 1 ,)-15), a nd l!1c no .. ·: c:·,Mt mckJ~::, this c:dcu!a~10n. The 
ckmcnts oi .1- 1 ..:.-e: thc !~1\t .... .~.:uc, ot~.:1:1:.:d f;;r[.i. 

Th..: fCJr{~[f{/\~ ~~1broutu1'..: g¡vcn b(·!::~v; \v¡fl ,!;~n~ratc (..0~~1ici.;nt", ir. ~..:cvn.!
ancc with :!-:..: f\,,..· ci~o..::-t, f;;r m~.tíl~(;;, up lv or-.:2r 20. Ec.,h.:ver, in ord..:r tJ...,t 
thc sub ,crJ;>t> .,., :l. n;,¡:~:, rhc nvt?..tion m th.: ¡,ubro:..tincs of Cb,;t.:r 9, thc 
charactcr:·,~ic r;c;r~:::ttoi1 Í'> wr.~r..:n as 

Q(l)J.N + Q<2);~;-.;-¡ + · · · + Q(N + l) = 0 

The rr;L<:v:· ,;ilfl b~t\\CCn thc [',. of t::r.: f:o-.\ c:.:t::-: :wd ti:~ Q(:.::) of th..: 
subro1;line lo.;,;: .a. by 

Q(!) = 1, Q(K + 1) =-p;, fo:r k= l, ... , n 

~--. 10 71 

ES';'í::t 

k·d 
-CD , ... i,r. 

-(j) j .. l,nl 
1 ¡., .. a,¡ 

no 

-(J) i~ 1, n 

-@ i- l. n 

--------- --- -·· ~.----~---- --·-·- ---

As in thc tiu\v ..:hart. t:'.~ sub-..~=-~.~ .. ,~·~.! \a:-r~lr)JL !"(I,j ¡ '" the H6\C~ ~ r 1 . 1 ~:-L\ 

ur.~c~s ,::,~ :\ + ~, L\t;;rcr: ~ ro h~.: ... ·~,.rv 

sun:wL 11 ~r.:. OL:.J\:.Q~,\.:".,Q. :-) 
DI ML~SlON A(2CI,LÜ),í l20,2il),Q~2l),C(20J 
Q(l) =l. 
K=l 
DO 11 l=l,N 
DO 11 J= J,(... 

11 F(f,J)=A(l,JJ 
C'O(...T!NLJE 
ou.:.+ t)=O. 
DO 2 I= I,N 

Q( K +1) = C'íK + 1) + F(l,•) 
2 CQ;-..";'INC:E 
F:'~=K 
Q(K'T' 1)= -Q(K+ !¡¡FK 
DO 3 :=;,N 
F(!.~~= F(l,l) +Q(K + l) 

3 CU:"-lTINUE 
l F~ !\ .. - :-.! + 1 )71.4l. 71 

71 DO 7 J=!,N 
DO 6 f=l,N 
C(l) = F(i,J) 



- ... ~ -- --.......... :. --... 11!..~ ..... -"' .. ·-···-·----- --- ----·· ···--- --- ... ~. ·-··- ·--·---- .. -- --------- ·--------

400 

6 CONTl~UE 
DO 7 l=l,N 
F(I,J)=O. 
DO 7 IS= l,N 

S1multaneou~ Lin.;ar Equa:ions ó!nd M;¡t;:íccs 

F(I,J) = f-(f,J) + A(I,IS) .. qiS) 
7 CONTINüE 

K=K+l 
GO TO 1 

41 Q(l\:'-r 1)=0. 
DO 4 J=I,N 
Q(N ·r 1)= Q(N + 1) -A(l,J)•F(J,l) 

4 CO~TJ;-.;Ut. 
IF(Q(N+ i})51,5,51 

51 DO 52 I= l,N 
DO 52 J= l,N 

52 F(r,J)=-F(I,J)/Q(N+l) 
S RETüRN 

END 

[Ch. 10 

With th..: abo·Jc s•zbl(lUtlr.c ::nd ~lbzoutmcs of Cha;:¡t~r 9 and Scction 10.6, 
ci.,.e:walucs .:r.d u •c·:vc.:!Qr~ cm be :.:..md in a sy~>~c~;,,·· t.: w;:,.y. Thcrc ar..: 
al~o mctr.ods v. i.1ch, unt!cr 'o::-.~: ccn'l,tic:H, c.1n b.! ·-,·~cd t,) rh:d a!l cigen
vahlc~ di.cctly from the m,,t:i" ¡t:,c!:·, v..t:lOu; gc::c ... t.ng thc ó;:¡;:¡ctc~:stic 
equatio;: flr!tt. Thcs~: m~:thod5 :1rc a·,.!i!;::bic z.1 thc l.l<...-.:ture and V.1!l not be 
repo&tcd hcrc. 

EXERCISE 23 

l. Dctcrm¡ne tl-.e rank of tac fu:lu\~ing: matricc.; 

e !) G 
2 3 4 n a. b. 2 3 4 

(-i 2 -¡) {2 1 3 -~) -. 
c. 1 d. 

\~ 
-2 -2 

-1 3 3 7 6, --2. Dctcr.ll!r.c whct:1.:r thc f(,¡:()win~: ~:r~:<.::-:1~ <H.: co.1!.-l~t<..OJt or .n ... oOJoiStcn:. 

a. X+ 2¡ + Z = 4 
-2x- <:y - 2: =" 3 

c. X+ 3/ '= 7 
lx-Y'-4 
4x + S/= U 

a. x+ 2¡ =O o -lx-4,1=0 

b. X+ ~j' ~ 6 
X -t- 3/ =· 3 

d. x+ 2y =S 
3:.:-y = .. 
2x+y=.L. 

!:J. X+ )1 -- Z = 2 
x-y-¡-;.;=~ o 

Se.:. iO.i'l 

c. x+ 3y -z =4 
2x-y+2:=3 
3x+2y-t z=7 

~ (~ ¿) 

d- G! D 
b. 

e. 

d. X + 2y + Z :.o J 
2x--y+z=2 
Jx -y 1- 4z = 3 

(-~ 3' 
-4) 

(_; 1 j) o 
\--1 -1 

4Ul 

c. (-~ _;) 

S. Fin,J thc r.umbc:· of :':'luhiy:i.::!tiJo.~ ¡.:.:;.uir .. J to ¡: .. e:'..: :~¡¡i., cf ~ 10 ::.:r l:i n..:.~ix 
l.sin;; Süf.lROUT;l'.E M.-\.:'-ANK vi Scc:.on lO.o;, ;e ti1c r~~k t .. r 1; Oui l•~ L~ -~. 

6. Wri:c .. p~.J.;~am th::t w:ll in¡Jut .1 "/~t.;::n of I:n~.l: <"q;.;:.:.cr.~ , ; c.-, :,; ~Y :., . 
cali sL.or,lL:!I:Jc 1 t;o..;cQ ~'f S..:..:ti0n IO.c..; •o obra,r. ¡.ll ~,,:~ ... ...- \, :::-.! r·~.n: 
thc rcs-.~l(. 

7. \'wn!e .1 pr.:>¡;r;tm t::.tt .,.,¡: I"';Jut J. ~·JuJ.~.: :~¡.~~.-.;,. t.¡l t.:o 19 b:- :'J .. ''· , .. :.rc,u,:·•; 
C!1A!1LQ of S\.,UCla ICJ.73 to ~b:~1.1 1!,.: ~.-L;l Jo.; .:.-, ... ~J; ~~ ~· . · .. t.._!!~~~ .... :;·· 
propna<..: su1.m: .. nmc ü,Hr Ch::.p1cr 9 tD :·.:·J t!·:: :. -:o.:.' ;:; . . ·. ,.:. ~-. ·: .... ;. 
roui:ini::' LI~EQ .Jf ~\!~t1on lüC~ t~·!·;:J :ra. .. C\.!-:.: .-,~.r.ú,~:..; -..._, .... \\_.~,):, .. :..i 
print the r.!:>L.!t. 

o 



o 
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\ 
, _th~· prvl•klll:. ••f the •la::ol doa¡.t~.:r llrt~ • !o·&r:td•·t:.'•·d loy ,.... t• ,.f ~: ... : 
¡: l:tUI.'OUI> uHiirnry JttT• :o •.::.,!t·r¡u .• tioill'i \\ ith prt··< r:f.t·d irtil:•rlvot!·l!:toor··. 
:rhc ptu!o!t·ru::: uf !he fc•tll:!t tnod ldth dwpl\'r.i un· ,·h:tnll.tcn:~·cll·v .,r,: 1• 1 • 

:u:•ry ur parltal diffc·rc:o':: 1 1 •pra!Íllll'i with tlo~l'd /,u•ot•lury l'"'tolilÍ"II', 
j.111d thc pwl•l•·rn:, uf t! <: ~t\lh d1upll·r nrc t·h:tr:tetcri;.c,l by p:trlial 

, _[~b.IT~:n~ll!_t:tl squ:tlton::-_ \'.I 1 _ 1~ "Jlf'lt loututdary cundititllt:>. Thi.'i ~\lr\'cy uf 
· uumeri•·:d p10<t·ílltrt~ tl1·., arioiJIIIII'i lo 1\ 1·atalu!!;UC uf pract.icalmt-lhO!I~ 

for thc :,ult1tiun uf al~l 1 ,r;,it:, otdiuary lhiTcrcntial, amlpartial diiTercnti:d 
cquntiuns. In Cli:tp-,. 1, ~. -1, und ti hoth linear :.tnu nmtlincar prob!Pms 
are con,idere•l. The di·'-'J -~!on of cigcnvuluc prulolcms in Chttps. ~ n:td 5 
i!i li111itcd ll> lillt'llr :-:ysk'!h 

All six ehaptcro¡ hu\·•: tl1•: -amu :,tructUlc. At tl~~-b~gin~~~g_ of ~uch 
chaJ:!lrr Hl'\'~·ral t~'ptl'·•·•¡'_t 1 ¡··· pto!.krn;; are preo.,rntcd. The;;u scn·c to 
id~utií",y thc tia::,:; of p!••'•~· ta:> Ulli.l<·r <.:úwoiclcratiotÍ. -Tho pwrPss of for
mulatiug a mathcll::ttÍ•·ulll1l·del is illu::,tr::tt(•d for cach of thcsc probkms. 

Hdorc k:tvin!~ th,...._r: f•Jr!l.u~.LtÍúll)-1 tltey are caeh_rasl into dimcnsionlcss 
fOJ·ffi. .. Ti"ÍÍ:; i:o; tllt cxt rc:::l; v U'-~:f'll 01 gnnizat ional to•Jll of thc analv::,t, 
In ~onttrl:tilln \\'lth ltll!II'~:;,.,tl cakulations it rcmo\'CS ull nnnccc,;~nry 
t~ymbols, lcavi11g t!1c Laor•: pr,,!,Jcm in its simplcst form. 

Thcn, bcf 01 e ~un e y i1 ~ t1Utueric:a 1 procedlt!'es upplica.blc to this class 
,of problelll>', a lor•..C r/ ,·:m~ of tite c!a..,,i<·:tl m:tthelnatical thcc•ry is 
givcn. ,\ t'otnplete rn:,•! •.lto'lti¡·al devc•lopnwul ha::, nnt becn nttcmptcd 
but au cffol'l!Ia.'i bt·.:n r •. co!1~ liJ tk,c:tibe de,uly thc pnl¡>'.'l'tic::; of thc \\l'II
LeltavcJ 01 u·~ular .-:, -t<·r:l Thu po-,~lbiltties uf irrcg,ular LPhavior :~.m 

hi11tc•l ut by mr:tll::l r¡f -iu.p!e countercxa1nple::~. Enoug;h thcory i:> prc
l:iCllted to prowidc t\ b:.~· ·.~;,,und fur thc cxplunation of thc succc,s (n.nd 
lirHit:l.tion:.) of the lllt!·.r:: u ,d pror·t•durl's which follow. 

After thc-;u pn~ltrnit<·fll_, lite adu:tl survcy oí llllllH:rical procedmcs 
be¡_!;Írts. Illtt'.tralr\'P r:\,,:npk-, l\I'C' <Jmwn fro111 thc problem~ formulutcd 
at thc LPgÍrlliÍII~ of tl '! ,.l¡aptcr. At thc end of e:u h SC'ction there is a 
set of cwrcise:-, fqr tlt•. :1 •• der A few of the::.e are •Jf lhc natme of drill 
pr•Jld,•m-; IHtl th•~ :.taj.,·-¡ 1 :/ n·prc:,ent intcrc::.tirq; cxtcn-;ionc; or nll('mative 
ucvcln¡lllwllh of thc '-'- ·.t !l!alerial. AIIS\\'l:t":; or hini.H fo¡· the !oUinltOII 

tll't~ ¡,¡;Í \'l'll Íll 11\ll'll 1\i~'·o. 

Tite IIHIIll'I'Í•·.tl ¡H on ,] wr:-; de'>r-ribcd hct·r) are thosr! wltich in tbc jud~
lllel!t uf tite :llllhor :trr· ,,f rnust potcnlial intNe:;t to tbn t~II!!;ÍilCPIÍil~ 

.tllah·:-.t. ).ll'lltll•h jo¡¡· L·,•lt hanrl nnd nwdtinc c•HI•putation arl' givt'lt. 

TitnHII!;hroul dll' lt:\t f~,, r1· an· 11-l'.·telll'l'!i to book-; nml p:lpl'l:-. !tann~ 
dtr•·~·t. lw.tiÍri!.': 1111 t!w r·.' 'f1·1' at h:t11d. l•'ot· the render's couvt·nictH·e n 

mÍruiH'I uf ~··k..t•·-1 ~· '·' ··,! rdo:lt~ll''t'-lltn~ !~toupcd to~l'lher in t\11~ Bil,lio~
rnphy nt ¡¡,,. (·ad (Jf ti,,. IJqr)k. 

'::;eL', fur 1'\nlllplt•, ll L r • .t .•. d• 111r, "IJtiiH'll'<l"t"'i .\ll'\1)'11~ llllli Tl11·ury o( \lotlcl~," 
JHIIII W•l•·>· .~ :-:,.,11~, fu, , \· .: York, 1'.1~.! 

o o . 
\ 
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I::QCIUBIUt':'-.1 l'HOBI L~ts 1:\ SYSTE:\15 

WlTII A l'l~lTE r'\l'~tuUt OF DEClll~ES OF ¡:REEDOl\I 

Thc st:tt•: of a ph~·si1:al :-y>.tt-11\ c·an oft 1'11 ¡,,. dec.l'rihPll wit h aclPquate 
prPeision by ¡!;1\'Ítl!!; lhf) tli:IP,PittrdP~ •Jf :t h11tte mtmh<·r nf l"lak \'drt.1 h1~':,. 
This chaplcr liv:t!-< witlt Illlllll'l11:d l""''''dl~:('s for de:c~tuit,ÍI\1:!; :o•:·:uly 
statcs of sueh !:>Y,tPfllS. TIH' dwp~t·r \H·•.!;Ilh \\ ith a nro·1imi"n'·\· l'\.:trm

nnt¡on of ~':';~'tal pn1tÍ<"rl:u· pr•,bit;r,•:· Th•• f.!:l'l'emi p;ulo!•.·:n of tl11• type 

is thcn forrnnb.:C·•I rH:•l!H"n,tlw·tll.·· as a >-P!. of "''n::lt:o.tt:'Oll~ .. !~ ... l.,a·•· 
eqnationf;, ~l'!trn· ¡, ~• 1"1'\'Í"W ,,¡' Lht~ d:•'--tt•al rr..,ult, f¡or~: !he th:·P: 1· ,,f 
:mch systPtn.", ÍPeln,li~~~ a tli:-.1 trHIPJt of thl? rl'!u! ¡t¡fl'·lllp or '~':ltt'ti,IIIIll 
pt·inr:iplc" te> r-quilihrinn1 ¡nul>lt·tl~>' :\"truH:ri,·al prtl•·•·oltlf•·:-, l.uth '''a!'l 
and app!·oximatt·. are t\,,_.,, de-<··ttl ... d :11Id il!u.-tra'•·ol 1.:· :•pp!_l'lll~ :lt•·1:o it• 

thc purtit;ubr prol>!t:ll1-< :-t•t 11p nr t !w 1 '''C.lllllill!!. .,r t ltt• , lwpto·r 

1-1. Particulnr Examplc'i 

\Ve hq,~in wtlh an a~~•JrltiH'id of 1'\.Uillpll's uf how lll:t!hl•tn;l(j¡·:tl fut ,IJI.· 

Ir:ttions are Sl't. np f<H' paiiH'Iflar ph_y.-<it·al p: ohl<·m-<. Tht· l''\:llll('\1'' ,~, ,, 
tukcn from n v:uidy o!" fi1+l~ ami, Íli gt:nrial, hnn·lll'<"t ,-l¡n-,p:: 1<-: tlll'lt 
~implicity lle"pilc tbe ta1·t that thc rl'a:ly :-l;;llific:<llt. l'tllltl dat1:n''- .,¡ 
numctieal¡Hut·Pdttrec. Ol'l'tlr in ptohlem~. of l'\.f,•l'd•••l l'Olllph·,i!.v. 

It is J.;•'llcrally IT<'O~IIi;•,•tl tl.a! tite Ili<ht tlifli•·trlt. .o.,ft-n 111 th,• •<. •:',· 

pt·ÓZ.;.~-~r~:ll!!,lllet~till.!.!, :Jll''h:c-1'• i~ tl::~t Ill-1\hwh a ma-tlwt;Iatli':tl 11:•o~·,:: 
siii.,;;lifúted for :t r~·:d plty ¡:•al :--1':--1• .1\l . lt ¡~ lwrf' that ju·Í~tlll'lll. n: 
C'I\Cc~-;;;:t i~;~CIIt!lly pf: ht, ¡,¡~lw~L-,~~-dl'r t\1<' req:m<:tl of tl·•: ,_,,,,¡_\ ~~ 1: ,, 
htorc th:1t th<J n~ally ~ru:;s appro-.:im:liÍo!!:.; ano! .oiznpltfil'a:i .. Ih .1t<' tn:1•l . 
Jn this IL'xt thP kt:--~t' ~:tt~tdmr ¡,f tite v:mons phy.,!f':tl prolo\,•m ly¡u·~ 
nnd tlw t'lll'l'l"-.pontlinl!. 1\l:lll:v:Hatiral mooll'ls Í,; rmpha'l '1 d. 
- The J,!:<'nr·1:ti <·quilthlilltit ¡llohkl!t in a·lllrllpc·d-p:li:IIIl•'!''l' ~}-'"m h:,.., 
the fol\u11Í11!.!. s!tnt'l111l': Tltt' ~ÍVl'tt ,,_v~u·n¡ '" llta•l·· 11p ¡,_... l!dl'l' •11<11"' :1'1~ 
.l lolltlllwt ur :--llll!'ll' l'\l"llt''lh. Tlw f'<¡ti!Ll·~·!l!lll (•1 ,,, :Id·:,·.,¡, ,, •¡'1'1'•-·

'1!1'!\h for •·:wlt it>dtvidll:d 1'!1'1\ll'rtL :•11' 1:1'11\\1\. _\.., ,.,_,,, ,,1,- ,.,,. !1.1\o· tht• 

•!11 --'-11_:1111 bw for Pl:t-.111' 1'\r·t;lel!l;-;, (.llnn'._, bw f¡~· l'¡,.,.~·~~, ·d ,,.,;._,I:Iti;'I'", 
l!'"! 1 1 u·prl'~~~llf·-llnw rda!inn for !t,dt!lttlt'' n·-r-ta111'r !11 uddtllon to 
.-. 

1 d ·' 11 ~~ t !~" «'t.¡ u i 1 ihttlllll ll'<J 11 i l'l'tol~ ·: ~1_2~o~ -~~-~::_~n-~lr-\·:~~.!_~·1• .;,;1·1 ~Í ... · _tt -~ · 
1 

o 
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' 2 (.;QUILtnniUM Pl10lJL~::.tH Ir-; DISCI1ETF. SYSTE~!S 

a.lso ncccss::-.ry t.o satisfy ccrl:-tin inLcrconnccLion rcquircm~nt~. _I_hu;; in 
c-la.stic s~~ms_ w~~~u:;t haw gromct.rLc __ fit_q,J1(Lh~11,-uv;~_gf.forCJ:s_aJw:ill 
joG"1-t;;;"i~~!~ctri~_nctw<_)~ks~c_!.11''st s:tti~.f.z both oi Fe:~_r9.bhofTlln,w:::;; ancl 
¡'i",h,-:¡:f~.ulic nctwcrks Wf! m 11"t hu ve con::;crv!l:ti.Q!l_C!fJlQ..\~ _n.ncl uniquencss 

'of"R~css~~!2_;"Lt c-,:;_~1=~~~L_c_r~~;r~~i~~~-:--Thc_o!:QI~-~LLc_CI.lliJ_¡_\?_dlJ.!!U!IoblcfD 
_ti!_<i0_ co;~t::_l~!.!.JlnJ~~g_J,_l~<:_~~~f-~ystc_I!' whir h si m1 1l tanr.ouRl~!i~l~<:
Ílco· J hc_~_CJ.nili~¡j_~l_!_l~~~rln_l_l:<:_n}~'~t~.i;.Of lhc imlividtwl clr.mcnts logeLhcr wj.!:_h 
thc intrrconncrhon I"C'!.JilirPmrn t s. 
- To- sc~~\:c-;~--c¡;;-~I~l;-;-llu~LI .LLions of this ¡;cncr:-tl stat<~ment ancl to 

pro~;¡(lü-úT;-i~:!-r:ttC,:;:;-c,-;111 pb for t h<• 1111 merwul proccdu n;~~~~tclÚ0llow, 
\\'C hcr<?_ consirkr tllt' folluw1~ flvc particular cqtullhrium problcms: 

1-1. ElasLtr spnng sy~tcm. 
1-2.:6-c nctwork. 
1-3. A-e nctwork. 
l-4. Conltntwus hcam. 
1-5. Hydraulir nctwork. 
I~carh-rasc· tl!__Q_Qroblcm ts rast mto nondim_<'_!_lsiQJ!_~l_fg_rm \\il1L2Q.r

tiru~tn- a~~~I2!2f"L ~~1_ p_I_ry_aratton foi_l~UI1].t¿l'_!Sal_~..Q.l_0lQ!!:.._In mo~t 
cr..scs romplPmC'l!L::try forms of thc proL:cm are consiclcred. Thc first 
fom pr;Glcm» are lti;car, \\§~ü;;~tiffl1rcpr~~-ñn example of a practl
cally tmporlant nonitncar profJlcm. 

Problem 1-1. Ela;;Lir. Sprin~ Systcm. In Fig. 1-1 a system of four 

Fw. 1-1 l•:lns!IC Aystcm of Jnt<·rconn~.~ll'd sprmgs subJcctrd to londs P, n.nd P~. 

linear spnngs is shown. A:=.:-.umn Lltut whcn P 1_i1:~cL.f.Lai.:_9__7_:_Cro thcn 1l¡ 

and 1lz are hoLh ;,ero and Ut~~-:dl Rl?I ingS,.J.1l"P_ i..n __ t_heir_J1alur~l.po:ütionl4 
'l]:t,e _Q:_Q_I_ll~.._~~~ l"!~rc (.~~;o_-Íl_I_l(~l~!Ü:-:pln.r~cml_'nü,:_ 11 1 antl_ u~l},nd_tl"\c _ _fQI:S.:,CS 

,( •. _/21 /,1 :t:_· ~-~ [.1 __ln_j_i~r~ fn_11r_ "lJ! tl~).;"'-~·;h~I_Gl1QjQ~sl.,_.C¡_al}cl__l~:Lai.<,;_armliccl 
Thc fltltr!an•C'IlL:tl rrqlllrf'IIWnt.' are: 

-1- ~~~~~--=-~lC~lliJ~~}_:_I_;:~,_I¿r.:túQJlll\2I..J:_~du.pring. _ 
2. Fon·e~ ~hOtlld IJalari('C: r::1 c:tr·l· n·ov:thlP C':ll't. 

3-:-·spri~~=r:Jo~gat~-;;-~!:~"¡~;':.1\~Ü~~!~r!r!':l~~~~bl~ _lv_l_l_h_l)!C cli~!!.:[l!CfC:;w~s of 
th(' (';\[:-, 

-J\.~L:·~~:':~~n~~!!rl_!!_n~:"O~I_!__!.ton i.'. Lo_1:l~~"e ll!_!kl~nwn varir.hlc-H in Ht!!'h 

1 

r 

o 
'\ 

8ECTlOr-; 1-1 3 

_a wa~ th11~cr¡uire~~_:J_:_•2~~~·c tK aulomatir·alh· Ht:i~,fwd. In !llll' proh
lcm this !S done l;y taki~r_g_ __ u. nnd 112 UH urdwu\\ P_':>_II,!!!.L!~f~U!~UIL 
s_prm __ l? _<_)IOJ2._gatj_~l~!_l_l_ tct~~!!O:~~!-~~~:_¡_~(~~~b_:'l~~f:2._t ion oi é-~¡;-~i_J2.._!i 2 -=-.J.t_!). 
Xcxt thc soring for ceo, fill' e'\prP""<'d Íll Lcrms of u 1 an<l ¡¡. by tnl.rurl\l!:r!l" --- -- •• --!:. ____ - -- -- --··-- _________________ ... __ ... ______ - --0 

thc spring ronc,LantK F111aliv, 1\Trt 111g t.l1<' forrc-hahnec ('OndJtwn~ f¡n 
éiiCFi-c:iiTgtvcs 11:-. ti7<' foilÜ\\:I~_!g-i·í-t"U:;-1;;;~;~~-fUI" 11 1 n1~~¡ 11 2 : 

k¡11, - 1.-1(112 - 1/ .) - l. ,(112 - 11,) = pl 
k211_2_+ ,,:~(,-t;=-;,-;-l-+C¡(;~;-=-~,-~)-;;;-¡i;-- ( l-1 ) 

--- --- ------------------
A complete :-;olu 1 ion of u.u· prohll'nt '' o1dll 1 C(¡\llt"<' t hP s~>lu t.1u11 of t ]¡<'..,(' 

simultancou<> equation:-; \Vp »top at th1'i point. hoi\C\'Cr, :-:ncl' 110 n,p 
here conecrHcd only wtt.h thc formula! ion ol t ]¡,, ¡H ohlem. Slllllln:u i1.111~, 
we limitcrl oun;elvcs lo geornetn<"ally <'OIIlpatthlc .~lnll'~ a,.; soo: 1 ao; 11·c 
took U¡ n.nd llz as unknowns; rcquir¡¡¡g thn.t force balnnec <>hould nl~o 
hold gave us (1-1). 

A com.plcmcntar!i mclhcd of solution for Lbc :-.:1rnr pLOhlrrn is to cltr;,..,r 
unknown variablcR in é-\lt'h a way t.h:.!:L l•~rJ.Wruru:.H .. L~lill.,·c ¡, orlt..üwatt

~ally :,atisrtcd. Tbis_ r~1-~}~~<:_ don~ by lak1:1g t.hc sp1·11tg i"Ecc:, f" :l!ld !._. 
~ _u~:._k_::o·,~l.:!._~!'d cx¡H·e;;':l_l_l_g_t.!_l~ -~1_!.-.l:_cr ~~~-~~~g_ foree...;, (1 nml jJ'-llL!._~ll!h~C¿(_ 
t.hem by n.~ans of LhC' for('c-balance romlr t 1011:-. 

(1-3) 

·~~!'~ sccond <i_~~xp~·p-.:=.¡•s Lhe fa1·L (.}¡;,¡ thP o'lrllt¡!:tlltlfl' P; "P' 111 !-. :; 

and 4 shotdd lH' 1 h" s:unc. The ltr»l C\jll r·-..-.p:-, t l~t• f:H~L-Ú~rt_Úw -,~ 1 .~:-:... 
~;:üon of0PI !_Itg_~ ~ni_~·'"Ul<':__Ht~~;-,_:~~~!;~;~~tT\•:_;,tuu_~t==Ú~<~~do:a:,:...Llu.;,__u:._ 
~~.0_i_ A:!;~llll_::'_~•~l_ll_P~<,'J~~-o.J_t_ll__l•~~'- r2~~!:.'.L~I!I ~'_(J•c .~llllll. ~el ~··
r~s :-.<.!.!_l_l~L\1-~1_~L__\_I~:~~~~-"-'il_ll_ H''llf'l:ll:li~~ n1.1 '"':"·· 

~~J~Illl ~~~·~--()~ :-of'l\~:~-~·~--':'il-_1 ,~;~, 11:.:~11[!, -~~'~-·~_-:._:.lj_~t.:_ll ~;:-_,=),-;),:~/ ; __ ,),~;~~: -~ 
:tnkrlO\._·,¡..., and l~~p·i (r-·~¡ to1 ftll~ uihfT t~·if'!'" _\lnfliH~ tL~,,,, :--,.;;·_¡J:d-

,;;~-.~~J:Cst:_tl~·~~Ú~~l{J-l!~;_(.i,__I~·-:~:·•=~:~:~·-L~-lJ~-:Jiü,_!Ütl;JL~L!:.,-~:I:I~I_l'-i=Lll:t;_l,,..:_ 
:-.¡.¡·¡11!; ,•lul::.:,aLillll'> f.hor!ld IJP l'OI~:l~liJI<) w1t.h !~l\"<'11 lillt'I'<'Oilllt'l'll<>lt, 
of t.lu·-:-.v~-t<·m:--------- ------- -------------
----~ 



4 

.. 
\ 

EQUILllHUUllt l'ltQJil,¡,;M~ IN DISCRETE BYtiTE:1.1S 

For futurc use wc 11ow s_~inll_z~ tl:_c a'Lovc problcm to thc cn.~;c whcre 

~ --

k¡= 31.: 
k7 = '2k 
k¡= k 

-k.= k-

_f._¡-=.__f__ 
P2 = 2P 

'3ubstituting thcsc values in (1-1) nnd (1-3), wc obt.ain 

5ku 1 - 2ku2 = P 
-2ku 1 + -!ku 2 = 2P 

a.s the equations for thc chsplrlccmcnts and 

V-fz + fa = 3P 
-!Ct~~b -;;; ___ 2_P __ 

(1-4) 

(1-5) 

(1-G) 

as thc compleme_!!1~l'__P.!l!.~~tioD!iJ2.0J:_g_ forres. These formulations can 
be simglified cvcn fl!r~)~~·~!_Jyj_ntroc]~I_<]_!Y; dimensionlcss variables. If we 

,d!!fi.."U! __ the nondmH'nswnal U!~>plaecmcn ts 

U¡ 
x, = --

P/k 
u, 

Xz = --
P/k 

5x~_-:-__ 2,x~ = 1 
-2x 1 + 4x2 = 2 

Similarly, in tcrms of thc nondimensiona.l forccs 

the force equations ~1-Ql hecornc• 

'¡¡1-y, + Y2 = 3 
_y, f""~~~ = 2 

(1-7) 

. (1-8) 

(1-9) 

(1-10) 

Problem 1-2. D-C N ctwork. \V e considcr thc problcm of dct.crmtn
in~ thc volta~PH ami c11rren ts in thc uctwork shown in Fig. 1-2. Thc 
rt'SI:,lancP'> a1Hl baLl\'I'Y cmfs alt' g;iwn 111 thc fig;urc in terms of U :wd H. 
Thc •:quiiJbritHJI or Hleady-~talt~ conchtiou-, tll'C' Ohm's lnw fur cndt imli
vidunl rc¡,Íslor plus tb0 mlerconncrtwn rcqniremcnts which nrc thc two 
luws of KirehholT. 1 \Ve can oh l!l.Ín complcm,'nlary formnlntion.'l of thc· 
prol;lcm in thc followin~ mnnncr: If Wt.! rcprcsent thc Atntc of the sy:~-

' Src, fcr l"'l{l\0'!1\1', c. r.. DM' P'o, "Eketric•d 1~,-~¡p('er¡ng," :Id cd., ,-"1 r, M··Grnw
lltll 1\ol)k Cnrnpnn)OC., ;-.;rw York, !fl:17, p. 72, 

.:-;-~------------

' ~~ 
"-

o 

Si::CTlUl\0 l-1 5 

tem by U SCt OF Íllliepcndcnt Cllrlt'lll:, SUCh tlmt I\irchhoff'H f¡r¡,t J:Lw ÍS 
automntically l:io.tiHfied, wc titen obtnin cquntions for dctcrmiiling thr!'>c 
currents by rcc¡uiring thut thc Hceoml la.w be sn.ti~fied. AllPt'imtivcly if 
the statc oí tl.c RJ"hlC'm is rq.n·Pc.c•¡¡trd 
by a. sct of indcpcmlcnt voi:.ng(•s 
such thn.t Kirchhoff' . ..¡ ~'>t:Cond bu\· 1s 

nutomntically !'>llti~lt<··l, cqu:ttlOus l'a ll 
then be oht.ninrd for dctcrminin¡.; 
thcse voltap;c~ hy rcquirin~ ti.,~ ~>aLu-.· 
faction of thc fir:,;L law. 

In accordance wiLh thc firbL proee
.iure the statc of lhc systern is reprc
sented by thc thrcc loop eurrcnts I lt 
[,, and la. Thc net currPnt flow 
into any junction is n.lways zero for F1o. 1-2. J\:f'illork uf rPstslorq ., .. .¡ 

f bnLll'n!'S any valucs o lt, !2, und ! 3• O trn's 
law togct,hPr with thc rcr¡uircmcnt that. th~ nct voila~c drop in any c\o!<rd 
loe:> should vunish yield~; t:1c followlll~ cc¡uations: , , ,.. .~ 

2/<J- Nf1- 4!.'(/, -· /2) =O 
-R/2- SU{l2- la) - 4/l(/2- /,) =O 

- Rla - 5N(l, - !2) - E = O 

'--~ ' , 1 1- ·- (. ..{ 

(1-11) 

Whcn the currcnts which sat1sfy (1-ll) are fo11nd, arty dr:.:!H'r•d HP( 11 urk 
emf is cusily obtn.incd by nn C'!cmcntnry appl!e[ÜÍO•l of Ohm'¡; law. 

Following the sccond prorcdurc, Lhc bLate of the system can be r•'p,·c
sented by thc potcntials e, und e2 of thc nodc.¡ A aml B will1 rc~¡H'et t., r; 
This ensurcs that thc voltagc drop urounclllny cloc,cd loop \"/l.IH~h(·, Th: 
requirement thn.t thl'rc sl.ould be no ncL currcnt flow inlo the 11odr:-¡ .tl. 
and B rcsults in tho followwg cquutwns: 

(1-12) 

\Vhcu thc volta~··,., C¡ and ,-~ \llttl'!t ~att..,t'y ( 1-1:!, it:J\<' ¡ ... ,·:: ¡.,,.,,,¡, :tl•.l 

dcsircd lld\\Oii>: Cld'I'Cut uta;. IH• ol•latitcd by a -"llllp;t. :.p
1
¡¡,.·,¡(¡.,,, ,,¡ 

Ohm's law. 

The complete tJoltition enn lh•rs be ob:aj¡¡cd Ly ,;o:; in¡; citÍt•'l (1-1 11 
or (1-12). X oto tlmL hcrc lhl\ llllln!Jcr uf dcgrl'f'-: uf f¡ P(·dom is nut LhP 
aamc for thc lwo aHnly::,c.9. _!!r_:_(<!!_c___k:·~\-_l_l_ll:;_llt_l:_r!.l~'.:l_n_, __ \!i__c!l':LJ.b12 
e_quati~int_? nolldimPIIHÍonnl form. Dlllll"¡llionll'.-.'1 c:urrt•nt~l \"o:t-
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EQUILlUnlUM PRODLE~tS IN DlSCltETE SYSTEMS 

~s art' dcfincd as follows: 

I, 
X¡ =t;¡/l 

C¡ 
y,= E 

(1-13) 

Thc rurrcnl rquation~ (1-ll) then beco~ 

5x 1 - 4x2 = 2 
-4x1 + 10x2 - 5xa =O 

5xl + 6xa = -1 

(1-14) 

while the voltagc cc¡uations (1-12) take thc following forro: 

2.25y 1 - Y2 = 2 (1-15) 
-y¡+ 2.20y2 = 1 

. . t lementary dimensionless 
Thesc last two sets of cquatiOns const¡tu e comp 

formuiations of Prob. 1-2. 
A-C Nctwork The cr¡ullibrium ;,roblcm herc is to deterrnme th~ 

Problem 1-3. 

(1+3riR 

sten.dy-state currcnts m the network o 
Ftí;. 1-3. The tmpedanccs of the bn:.nch~s ~t 
thc frer¡ucncy of thc vo1tagc sourcc ar~ ID~I
ca.tcd m the usua\1 comp\e'l: notatiOn. m 

r ~ Complcmcntary íormu\atiOnS 
tcrms o • · . d · tl "' 
of thls prob1em can be ootame m lJ 

Fto. i-3. Nctwork of imperitciC.~~ 
·.:on!'ccte¿ to altcrna.ting-voltag" 

in Prob. 1-2. We con
thc equation.'1 for the 

tnke lt and 12 as the 
; hh ff' first law is !lt!l.lc vanable:::, h.1rc 0 b 

automn.t.icn.lly sn.tlsficd and the second Jaw 

sa.mc ma.nncr as 
~¡drr hl'rc or-1/ 
·~t.ncntf'. If we 

aource. y¡clds the following equatiOns: 

E_ (3 - 4i)Rlt - (2 - 2i)R(l. - l~) ""O 
-(2- 21)R(la- /¡)- (1 + 3¡)Rll .... O 

. . 1 . th(• chmenSton!E-ss variables 
''· nondunenHW!ml formu1ntwn tB obtr.tn•'C. dY mtroc ucmg 

1 [¡ ( 1! (1-17) 
I,., Eiú ~ = g¡lt 

, •1to (l-H~) nA follows: 
(5 - ••!) ¡; - (2 - 21) ¡; = 

-<2-2t,l;-t <:>+ t)I;=o 
(1-18) 

, 1 ~ ex:->"·~· ~~1 ¡,¡be complc·" Althou~h prorccln;cs exi.8t for 
l.tl q 11 nnttloes 1, und l, n.r. ' ·-., 

1 
(l-lS' 1t 13 somcttnH'8 uset.J1 to LmnR-

·_uc d.rect soluuon of sPts of equr.+,,,J.n suc 1 ltR to 

r. · " 1\tl cd 
, , , p " ,\ Co•JrRC m Elcctn<_!\1 ~.n¡¡;mrcnn~:, - ' 

1 S··e, ior cxu.mp•C, c. r. 01J. .. '• . • y k 19·1í !) 70 Ttt·~ symbol 1 

l I T '•1cCraw-í[d! lJook Cornpany, Inc., r,ew or ' . • t. 
\i"Q 0 AJ 1T J, ---

•JtanriR for tla" llllrJ.gtnJLry uaut V -l. 

. ,. 

SECTJON 1-1 i 
form the CO!llp(Cl( Cf¡\11\tiOBII Ínlo [J¡p¡f rml Cf¡IIÍ\'nlcnf.S. 
the prescnt exo.mplc, v;e clofinc ~he rcf\1 qut•nllll!'!! :r., 

To illuRtmte thas proccss Cor 
•• , .:r, aa Collows: 

r: .. .Z:¡ + iz2 
[~ .. r, +ir, (1-19) 

\Vhco thcsc are ouLstitutccl m (1-18), !'JLrh cr¡uation ran he sP¡mrntf'(l into two: onc 
obtuinccl from thc rcf\l terma ami one}rom the arnn~11an.ry trrrnq, \\'e thus ohlatn thc 
following four rco.l cquationR, whtrh f\rc er¡uivalcnt to lhc lwo cornpiPx cquulions of 
(1-18): 

5.r¡ + c.r, - 2r, - 2r, = 1 
G.r¡ - S:r2 - 2xa + 2r, = O 

-2.r, - 2:r, + 3.ra - x, = O 
-2:r 1 + 2.r, - x2 - 3r, = O 

(1-20) 

Problem 1-4. Contiuuous Bcam. In F1g. 1-4 a unifonn cll.'.'it;c IJcnm 
is ahown. It. is simply Mlpporlcd at A 1 fl, and e and clampcd nt D. 
Equilibrium problcmsl9r sueh bl'}i1Cill..S con~1sL 111 dctcrmining t!tc IJcnd-

t~*~==~~~~====~E~.l--~D~~~ 
1-- a __ .._ __ a _ _,..¡._ _____ 2a 

Fw. l-4. Cont.muous betLrn frc('ly s.1pportcd o.t A, B, and C, cln.rnpcd at D, antl suh
Jectcd lo cxtcmn.l momcut M ap¡rl1cd atA. 

ing morncnts a~~-<j_~ll~·_y_tlpns_!'.C'til!l.!:.I.~lg_f_!'_l:!_ll1 a.~~'i¡?;n('d loads \\"p ron<_0cr 
thc partíc_ufa!:...nrolMJ11__of....ll.!&_!.:1~·!~~c _:-IH? !oil:i!}s}h~ "'~q;lt• nl_!'ml_ccnJ, .~! 1 · 

:l¡)pT'íéd at .1. ':fhc flexura! sldTucss of thc bcam is El, ami lhe fi[l!\11 

lengths r.rc .r::; ·: .. m ir· t.crm"' of n. ,·/ 
-This S_fstcm m'l.:t:,_l;;·~,t.cd 2.s a lumpccl pnrumctP~ __ !i;·'-tcm hy__<:~l- /' 
si de ri n g_2~'l:,C! ll.. ~ n: n _!1 s__Q._ ~!::!~e el e m~!.!J.. T J~--~-q_~~ l ~.StiJ.d ~ 1 ~ r.lll_LI_! .J?.!:g_ ~~-1 i' .!_11 ~- ; • 

thc~1 __ ~ vo_!_v:!'!_ ~!lf:.b<>fY.!~VJle _<:)la_stlg __ I:CffilÍ!:.QlY!.Q.llt_!?_,yi Ll~ir! _l:'n~b-sp_Qn_J ! , 

togcthcr with Lhc intcrconnccL10n rcr¡_uircmcnt~n.t_ thc_j_oint:>. Thr~r, 1 f! 
interconncctioi~ ~cqui~c~;;-~n t~~ n.;e·_-t~h;t ~dj~~cn t_spans should .. ha Y..e-~tii~ ~ 

--~· -- - - - - -- ~ - j 
same inclinntion ami thc S[~ me bcndn2.fi._E:t.Qmcn_l_!1-L!J~1 t:_~<?_l}}Il!.QD_i UJJc- , ----------- ---·- -- -------·- -- ~ 

tion. T~lntNn~L~Ias~I_C rc_ll~l~.I:-'"_Il1CJ1J2_for _9: :>Ít~g_l_~-':.P~~.0-~~-_r~1_q__~_t:tg!2_. 1 

n.ore !~.!'lYll~!:_t_~!_Lhan __ t~~~¿OJ:rc~->poll~~!l g_ ;,¡ ngl~-::~lc,:~~1-~ll t _ _r_t:h!lon <:>_ 1 n t !te 
forcgomg ex:unplcs. I-Iere f~::teh spn:.n 1s _!U;c;lf __ ;¡ __ t_\}~Q-:dcgrc9:0f-frcc_Jom_ 
syst_e~)_~clc§_~ri·G~Li by .t~\'_Q- gcon}eLrí.0_ql).!'ln_titics (thc inclinalions _aL tLc 
ends) and hy two force quanLttics (thc bencling momcnts at thc cnd,;) 
Thc-rclaL1011S- bct-~0~1-th;'~n. ~v!ueh -~('j)fi'~C_I,! l 1 he_ cl.t~->l ic ·: l'C¡Ll~ff'l'lf'il: '~ 
are- slwwn in. hg. 1-;i. Clock,,·;:-:e angkér h:wc hccn ca.lt•d ¡n>-. · ,.,, 
Be~ci'1r~r;-momc~tt~ _ ;, hi:'.h te m! -_t()_ f:.tl"ct_chtllt.' lJot.l n:n f1 t_>r,' ar,u ~ , .. ,;-¡¡ t' -

t.hc top fibcrs hu ve bccn erd!Pcl¡.o;.;it li'C. A f,,rmubtlO:J o~· tilc cc 1t,¡;,h;·ILun' 
/ - ~- -----·- ..... - ----- - - ... 

'Sce, for exnmplP, L. C. l\í¡ldglt, "St:1ttcally lncletNrninntc StruPturcs," John 
\\'lil'y & f'un•, In<·, :\<•11 York, ID IG, p. 4!J. 
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prohlem lll!tY IJe oht:Üncd hy \I.~Ul¡.!; Ctther inrlinalÍOU& 01' bend,ng lll0\1\f'llt:-l 

to rcr.i~"~i~-!:_~~~}csfite _s[t-lt~-:'i_y~tiri}::-fhliS'ü-~~L"~-fi';~Jq;c-;-lcié~t angl('.J 
~-~~fy_!J~~_s_o_¡_:_t~'l:.~.i_h_D t ~,Lr~fll! i !~e m_c n_t~ !lligf'i"tj_:¡~~gj'{S)§cn. \\;¡ Lh Lb r. 
nid o.L!_l~ elas_!:i0latio_n:'>J)~\~I~g- 111_9.!_!lf'r~t_s could Ll~~n be ex¡m;.§_cd m 

tcrms of thcsc an_g.!_cs1 a~!~~~~J::1J¡:y \Hiting~~-~?!HiitiOns for momcnt 

( 9A • 6~1 !2MA+M8 1 

l Osu- 6~1!2Ms+M.t! 
FIG. 1-5. Elnslic rclnlwuslups for 11. spnn whose emls are rcslmmcd frnm tmnslat.wn 
a.nd whtch is subjcctcd to cnd momenls 

bal::tnr·c. a sct. of cquatiom; for determining the angles woulcl be ohtained. 
ATtc-rñ~i.tivéi.i2--s~t of lllUl'pcndr:nt hcnchng mom~nLs which satlsfy the 
r~<J.!!i.!:_c_meu_.!:§__<:>f _¡_not~~-t_i ~:~G~_1_we co\rldbe usccCtci represen t fhe statc or 
thc ~Y6lcm. Thc C01~!:;_l_l,0__>_I~~y rcqÚ~!.C_itlCn_t__s _j,Qg~Ú~~;-,;;1-tl;th~~j;~-L~c 
rcla_~~-~-s wo~l_sl_thc1 ! __ f_ll_l~11_!~ l_!_!.D 11 a l1!)1!§.Jg.r_cl_etgrl[ILni! tg_th_Cl>.Q..JllQ!I\Cn ts. 

A~pti1~g_ th~~~~p~~~_<_l;_~!:·_~l:c s_~tc ~Uhc sy~-l~'_m of F1g. 1-4 can 

!f1.(29¡ + 02l ~~ 1282+811 El (28J) a o a 

A('7~7'9)n n(~)c e(~ 
- 9

1 2El 2El 
' - - ,;- !202+8¡1 - - 0-!29l+Ozl 

fi<;. 1-6. lteprrseutt~twn of the IH·nm of F1¡.>;. 1-4 111 tcrms of tlle d!aplaccmcnls 0¡, 82, 

nnd Oa. 

~~~prcsc_!:~d hy thc elcwkwisc inclinat.ions of thc hcarn at A, B, and C. 
Th<.'~c_:.:_1~g~.:>__~t_:·~__si_I'!_!O~cl_l~l__~ 1 ,_21 ~, and 03, rt'sprcl1vcly. 1'~~~!!!_g~of 
thc cl::tsllc rcln.tions of F1g. 1-51 thc tCril]lnal hcndi~g mon!~IJ_L.§..!_!l__ea@ 
sp;i!1-are -as -i-ñdicatc<-li ~~- I"1g--i~G. 
- Úo-~c-r-1~¡'ng -cqt¡;~ Li-~1~~i-f~~- J¡~9_ al}glc~ ;-:,rQ_;1o\o,:___ol¡taincd__by_wriLi.n~_tltc 

:'oncli rió-tlsliú~ómcnt hnl:mcc :1.t !he_ :=;upf>_ir'_~'? -:,¡ ;-n~-r¡nd '(·----
...... ~~~.:...=,..__::_-------~ -·· ____ ... -----

(1-21) 

o o 

Sk;CTION 1-1 

Thcse may be ca'>t into nonclimcw;ional form by iutroducing the fullow
illgdíñ1Co&l01l!c6:'l mclt uat.inns: 

( l-22) 

We thus ohtain the followm~ formulation of the cquilibrium prohlcm: 

2x1+ Xz = +l 
X¡ + 4x2 + .rJ = O 

X2 + 3.r 1 =O 
( l-23) 

A complemcntary for_n!}l i n.ll.Q!_! __ r~~'t,Yjl~_!!!J 1 \!_!._ncd i!LJ_(:PI1_<;_of_ t hcJ.Jcndinf); 
m_~~cll t§_)r ~--~1_{_2-:_ªI!~ __ ,}{a_ ~L__f] '-_(:;~~~~LQJ .J~-;:'>l¿_c_c_!!~~J.rJ_1 ~~- U1¡;jJ!':~n ~ 0f 
Fig. l-4:_ __ 1ll:!.J.r_U:__['"~-~~-~-e~creif>~ fm thl' reader to ~how tll:lt 111 termo, of 
the climc>m.ionlcsn momcnts 

M2 M3 
Y2 = M !/3 }[ 

----------- -----------
the govc1 mng cquat10ns un~ a>~ foilow:; · 

4t/l + Y2 
!/1 + Gy2 + 2!JJ 

2y2 + •iy3 

-l 
o 

=0 

(t-24-) 

( l-25) 

Problem 1-5. l!ydraul1<~ Nctwork. \Ve con'i1de~J.I~_LJrnlllf'~~ 
Jctcrmining; thc st~-:-~~~~-¡¡;JI\' of :1.11 Incon~prc»s1 blc f¡¡-;td 111 a nt:l 11 111 k of 
b~ncl~~~~PIV~:_ Ul~~!~CLit~.::_~~"-llnlp_tjQ1_t_tl~ut.__tb.c ptcs~~~Jr¿~---W~~L"w¡¡;h; 

e 

f' "::::=~Q - r~ 
D 

R·Sh E 

brancl1 is proporLio~aU:-)_J_l)_e S<ll!!!.!:!~_Q_(_\,j!_C_l~~_¡,le_Q( flo~:__thr_9u~l1_tl_wL 
brar~éh ----F1g-11r_é_t'-7 show~ t h0 plan of 1t particular pipe nrt\1·01 k. Thn 
total rute oí flow, in nt .t and out at F, is Q. for :.1. !'tiw·J.c l,raudt tho u . 
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P-_r_c::.surc drop in thc du·cction of flow it~ givcn~h~__followil}g resi::.to.nce 

~ 
(1-26) 

whcrc q_is rn.t~JLo~_tb.!2~!gb thc.l~I:1!!lS_h and R is t!_t:_c_~~sta_nce cocfficicnt. 
1;-l;c~~si~t;~~c eocfftcicnt of rach branch 111 Fi_g l-7 is gi\·cn in tcrn_:~~b. 
-Th;--;~{ut!ibri~·;¡;~oblcm_ con;t-;;t~~;;~d-~~~~.Ú-~t~g~Ú~c-pr_<;;s2_t! ri! .0:_l!SLflow 

distribut10n in the steady :,tn.tc. _ To mak~--~h~ __ fl!"0!1lcll1 __ defl_~~. we 
as su me tha_L_ Q i~_g;iy~n_-~.:_~rlJ.b_~~c prc:-,s~~...::.!:_F i~ ~~o. The gove_m i:1g 

--r~g;ircm~~t~ are t_~nt _!l~c--~~_::.~~rc_:tt. cad0~:tl0n should ?.e sm~lc
valucd thn.t the ratc of flow mto n.ny JUnctwn Hhould equal the ratc of 
flow ou~ oTthat JUnc:t.ion, and t~~_l; i_r: c~<:_h __ ~CJl_t:lrat_c_l¡rg,nch t}lQ..rJlsÜ.:.\.t.illlCO 

¡(1;-(1-2G) shou.lcl~...J!Jl!l~f:cd. J\_f_ü_!:!11~~r~;_tj_Q.IL()Lthc _ __P-roblcm e:u! he 
mn.de in tcrms of eJLhcr jL:nction prc»sur«:'s o!.J.1.!:~!1_C'~ J!2~":" .r.::~_C_:"..:__l..h,us 
tl-.c -stát~c ·o( thr:-"v-~t-~·n1-c¡~-~~JJC -ri·pr~.:;~~~t~~ÜlY....P_;__P,..!.W..b~rc""urcs at 
A -and -B~~e(-:-t~~ltin tcrms of Lhcsc Lhc ilow mtcs m the indtvidual 
branches are gívcn by (l-2G). 

qAB (P1; Pzy 

qocr = (~iY 
qHDP = ( '[!_~)t 

,2b 

qARP = (Pl)i 
5b 

(1-27) 

The rer¡uircmcnt of coHLI~~~ity of flow at thc JUnction,., r1 and B providcs 
the toiTmvmb govcrnlllg er¡.Jattor,s: 

(1-28) 

o 
SE.CTlON 1-1 

In term;o oí thc~>c (1-28) mr.y be cn.<.t into th0 foiio\~·ing form: 

0.4472x 11 + 0.707l(.c 1 - x2)i 1 
O. 7071 (x 1 - x 2) 1 - l. 28-L'"í.r 21 -- O 

11 

(1-30) 

A complcmcntary formuln.Liun mav he oht:tinPd in tcrms of hr:J.D•iLG_r.¡w 
ratcs. -C¿t~t~~~~~Ly-orfl;~~~:;¡r¡~·~ ,.,,pn·c·l 1n F1g. l-7 1f thc flow rat.e" 
q¡-;,ndq~ in th~- b;·a¡¡¡;hcs·-..~Jf-;~d-m:·i·~r;~~~~t~vcl;,-il~~~~~~lrp;;~Jp¡¡[ 
provided -the ·nó\'li:-:i(cs- ít1-thé- ~~ét1-minuig l)ranélies-Üt:e-t""ií.kén-a~>· follu~v". 

-------------
qflDP = q1 - Q2 

QAEP = Q - q, (1-31) 

W1_t_h _!h_~ __ ai_<}_g_( il:~\;)__~1_\_c rf'quirc,¡¡p¡¡[, of singk-valurll pres-,t.res at '' 
and 8 lcads t,o thc followlllg govcnunb er;uations: 

2/>r¡¡ 2 + 2b(q1 -- qy = ::Jb(Q - q¡) 2 

----------~~rz__:: __ ~_2b(~- fJ2)
2 

Introducing thc dunens.onlc~s n<_J\'::_!.atC's 

q1 
Yl = --

Q 
we obtain a nondtmcnsional fot mulatwn n~ follow;¡: ------------------- ---------- -------

lOy1 - !/1 2 - 't1J¡IJ2 + 211z 2 !) 

+2Yt2 - 4!11!/2 - Yz2 = o 

EXERCISES 

(1-33) 

( l-34) 

1-1. The len~tha nnd cros~-~eclwnnl :trl'n.~ of t!]c b:us oi n plrtnc pinn<'d lru."R n.rc 
indicntPd m Ftg 1-8. The bar" are ¡oÍrl('d by inctlonl<'ss pm~, niHI ('fLch or.c BrLlt~;lit"< 
Hooke'a law, f /A = Ed/L, whc~e f 1s thc ten• .. le force r.ntl ó 1s thc clon¡.;tLtwn. Thc 

3a 

-í---
1 
1 

Frn 1-8 Exrorct~f' 1-l. 

--¡-

1 
3a 

_y_ --1-
;{ 

L1-5a 
!.7- Sa 

L3 • 3a 



CH\J>JER 2 

~ENVALUE P_RQ_B_l~E)IS_fQR_ .S.Y.ST.E.:\15 ___ _ 

WITH A .FINITE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM ·---·-- --·- .~ .... -- P•--·-- ···~-~ -~ .. ., 
--~- - ..... ----------.. --,., ...._... _______ _ -----------·-- -·· ---

E( ¡ni lJ I~~~~Jl_ 1~r0] 'lr~m ~j~~~ '~S'.J..k_.~]_r:t ~!:~1 il]!!!i<)!l_ of .J-.Yt:! e_m___t:'r)}lft!.:JJ
rn t 1-;:;1;~~ nrlrr l''~''!_l :-' ~:U:!_:I'.Uli_.!;;_<_!l2~.!.'o¡¡:, . \11 r'l!...•'ll' a hw pro! •km m ay 
a!"o 11n oh e thc det<'lllliiJ<Jtlon of ~.}.~tr·111 eonli¡.;uli1tu~n", h~IL_~[gl~;it_Ü 
im pci0il1Írc_1S __ t l1cCl etci-lill)-;;tt¡;_)¡¡··c;r tlú~- i 1 iTi<:an;-,:.;a¡ i ;g--r.~>~-;;T,t 1 o u¡; wHkr 
,íl1'WJlilH·st> r:oñhgtn:ililill~ a1 c_li:o-:::?!J.,fe~--¡;;¡-,;¡~~·tC'~;¡~~-c~--dt·.-~lil~s 
s\'iC!l;i ·i:-1 ii"ic::1r (:;;¡¡~~iícm-;& c:~ll.f~J:Lau_ci~Ülile. .\& c:\alllples wc han' 
thc ll!lfurai frcqucnclrs in oseillatmg ¡,_y¡,t(•ms and the bucklitr¡7 lnnds in 
rlnst~iT;JlíiTJ_ifühlcms. - ------

\\e ron<:iiJcr-only ¡-;¡;~r eigcnvalue problcms. 2\htrix notation is used 
bec::JUse it facil!taLcs t.hc tht'OIP!wal discu~~ioil and lwcausc it provicir.<; a 
t!scful sy;,!rm for laying out lhc aefunl ('Omputations. The llC'f'('ssary 
rules :u e b1 iefly rcvie\\ cd in Scc. 2-2. 

2-1. Particular Examples 

Two cxamplcs are u.sccl to illust.rate t.hc formulation of <'Ígern·alue prob-
kms from physical systcms: : 

2-1. Threc-mass vibrating systcm. 
2-2. Burkling of a sLructurc 
In both ca<,!'s thc forrnulation:- are lrft in ordinary aigebraic form. 

Matríx fornlllla!ions will be givcn in SPc 2-2. 

FIG. 2-1. Vibrational SJ stcm w1th thrcc rl('grccs of frccdom. 

Problem 2-1. Thrcc-mass Vibrating System. The syst.em is shown 
in Fig. 2-1. The displacemcnts of the three masscs from the unstr.!linad 
configuration are mcasured by n1, 11•, and u 3• The equations of motion 
may be written by imagining the system disturbed from equilihrium and 

61 

'· o ~~ 

o 

o 
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o 
G2 EIGEN\'ALUE PltODLEMS IN DISCitETE SYSTEMS 

npplying Ncwton's sccond ln.w to cn.ch mnss. Xcglc-cting íriction, we 
ootn.ln -

For n. natural vibrntiOI, wc woulrl hn.vc 

u 1 = x1 sin (wl + 'P) 
u2 = X2 sin (wl ± p) 
U3 = X3 :-in (wl ± r¡;) 

(2-2) 

,,.e find thc follnwing eq un.t ions as t he rondi t1on" for detcrmining the 
amplttudes n.nd lrcqueney: 

5x¡ - 2x2 = X(:t·¡) 

-2x1 + 3x2 - XJ = X(2x2) (2-4) 

/ - X2 + X3 = X(3xa) 

Th~~n.nH•tri' }., is n. dimP-né>Íolll<'é>'- mrasurC' of the frC'quency. An ciycn
m[,,, ÍH J. vn.ltw of}., for whwh li1Pie n.rP ll0ll7.rro nmJ.?_llltidcs whirh ~-;n.ltsf¿ 
(2-·1). ~ ('OI}~¡;~ta~wn ~f anq~l!_~1_1_~2-'Yhtdt m<•f't,; tltc.,e reguirC'mcnls_~., 
("~d!r'cl a rtutnra! rnodc. Thc ('OttP~pomling, frcrE.!_~t~c. rn.lled n. natural 
:r;:::;¡;;;;;-¡y,- A complete s~-~~~t.-10-1;-\~;,uld involve findin~ al! the natural fre
' 1,¡¡•¡u;ies und thc;r assoetalcd nal.mul modes. In tcehnieal prob\ems it 
may not be of intercst to obtain ihc complete solution. SomeLimct~ only 
lhe lowest nat1tral frcqucucy !s Jc;;irccl; somctimec, -ju:,t the lowest fre
quc!lcy and thc corrc::,pond111g moJe or just the two lowcst frec¡ucnc¡cs 

·•· Jn,irecl. 
Probler:J. 2-2. Bueklin.¿ of ::t. :j_t ~ ~!!:L1_!!.2.:._ ~\_::,y:- L9_!_~l-~_u; id \\'el rh: lr'~S 

··,k;, htn~-r:;:¡t:;-;~z.t~t~r'r a;.~-¡~:, p ¡J(d:[(•d }l:,' c'pll!l).';" '" .-h own in F1~ 2-2u 
it_1_Üua p.;:;t;o¡;-~tTCChrc-ci~I~k~-~~ ;-(~-,:-~-:wt(\-;-;.:C~i~t-:·,~Ciiwrn ¡,.; no f01 c'l' :- ~·~-=-~ ürü-;r~,D:iú.Ji;,:-wc_(~Ql~~iili:!.:_ll~~ -~Ltll1 t_~_~.J~_)ll-"_:ti~ccn:\ "lw1; 

''" 1h¡cetcd Lo a \'t:rtJca.l load ,r:._ ap.(l)ted I!:_~!J. __ !~o..::._~!!.w.ll__lo_~~~"--thr t_!u·r~~ 
, mh.~-,~;~ú-;cm:-:.~rrL,e:J, móvi;'t¡_;, clown as a. 1111 i 1 ~~~.:_':.!_ t!H~ ;,¡mn;1;s '" .. 
!iür t:tr!!" ¡;:~~-;-;T;;-·ll:.: ~~~-;-k'~~.;-:¡~¡;;;-ur· tl]_a0J?.,.1Land e ·~_JJ_l_l_liili:J:~D.Jl::t-
_______ ---------------· --- -_..L...: 

versú di'lp'.~ ·emcntH a~ ,;hov n in F1g; 2-2L· Our prohlem is Lo dct.cmllnc 

o ti o l 8EC'MON 2-1 63 

the ~fo.G'ji~ilimit\for thc vertical posiliort. We wa\'lt to kno\'~_011~ vt~l\lc 
of P for whiclt an~1brium positlOn with tmn::,verse Ji;,pln.ccmcntc, fi.rst 
becom~s possiule. 
To obtain a qunntitative ü.J¡n.ly&i:;, _wc ussumg _tho.t tjlc_dcsir~d_e~iticnl 
bu~-i~Zfis -l;~lding_- ti; e- &y:~ te m in cr1ut!ibnum and find thc cr11!1-

k 

(al 

~ 
---l-

1 

t 
c-t-· 

1 

L 

(bl 

FIO 2-2. nucklin¡; of !l. systcm of Spllll¡.!;-9\lpportr.tl ri¡(Hl links 

libriurCl concl!LlOJlS h¿_:~:.Pl:-'i~<_¡¿J.hc prin~l2J'' oi llltlltllllllll JH>Lt'ntia\ rnrrg¿_. 
-A gcoi1<?'~~~~-~C}~~o-~tl_'_:t~~l!J:_:'J~~-'J ~-~:::_!_!_ ]l_C':..._!~Pnt('~ln tt ary \"t!w.\1) 
VUlllCS Of !f¡, X,, r.nd X2 if ~\e lakl' !J¡ llS 

(2-5) 

Thc ustlal c,mall-angl~?__apprn\.Íl!l:L~_i_9n~_l =-vos O"'=' .~o~ aP~l_:?ÍI~J_.....::'_J)L 
hv.ve bec11 mude hcn:. By uddmg thc sLrain cncrgy of thc spring'l to thc 
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potential energy of the load P we have the total potcntial energy 

.r¡2) 
'2L 

(2-6) 

whcrc !/: i.'i \lll(kr;..Lood to tak0 tlw \':1luc (2-5). Thc cqullillfiurn c<¡ua
twns are thc CO!ul[Llü;l.-:ior i-Lalwnury poLclltial cncrgy. 

o (2-7) 

Onc i>olution of this :;y::;tcm ¡:; .~- 1 

p 
Yz = Y1 = --- (2-8) 

2kt 

which 1s oblalllcd from (2-.3) ami t11c fir:>t of (2-7). Tlus JS the uno\lekled 
equilibrium po;;i tiou. 

If x1 and :r2 do llOt \':tlll;..h, ,,.<' ohlam 

(2-9) 

by sol viug (2-5) and t he [¡ r-.1. of (2-i) W e ncx t ms<'rt thc i>c<·ond of 
( 2 -=i))iirtü t'E-;;-r;;::-¡:-c\\~¡-,-.E-1 ~<M;~~ ( ~ 1; t<~--.ét: ~ -r:m ¿ r ¡.; III!Ú ¡¡_:11_1_"0" R 

equatton::ul!2J_:ul~~-_II~r_~-~l'].!!:.U_<:>!,l," (~t~l_II_IJ.!_~~a_t ancl cuhi-º--1~:_nns. 
§}!l_fl<' ,,.<. Ul P l!IV•rehted 1 ~l__l he fi~"~..!l!~J2~nranrc of l)llck i.!..!_l_& wc uc·e~LcoQ-__ _ 
:,¡dcr onlv ,.,tl!'lt ht1udl \':tltw-.. of .L 1 nnd J'z that thc etdne tcrnm ma1· be 
,,,~~'t<~l~-z¡~¡;-;~;¡~~-;;~~-;;-ly;---¡:¡~~~:-t0-;-~n~.--Yl~~~~-ruJ~~;;L'lOils 
fnr -.; ~-auX:~~ tlu·~~-n PÍ·>;~.u~-a ... -f<->i ¡·;~~\~~ ~ -

o 

o 

o /..:(.r1 1- .1.<) + !.J-~ + ;~- (x1 - 2.r2) 
-----~C!.,J;__ ______ _ 

2kL ,, 

(2-10) 

---- -

B~C'l'lON 2-1 

we obta111 

{2-12) 

as otu:_f0rnl!_l1'1lion of lk _ _!.J~r.:J.J.'üÜ.l.tc....problcm. 
An eigrrw•tluc is a v:tluc of X for ~·.-ltidl t.ltc rqtl:i.llollh pcnmt nOliVJill.i,'2h

~Ti;;j)I-~~·c·J~~~~~:;:-s-;-;~h-;-c,_o~l)]'g_t_U atlOil of dGclmcn~illclL_n 
bnc/;lw7 111arlc. 

A complct(: "oltt t1_on~f a~<'Jt ,-,1111 • • ¡ ~~.!2l2.k.LlJ.iJlli~b:.~:!i.fuillill~-a.ll...pu;:,::>i-
blc ci<T('Jl\'alttrh \\ Jllt j lwtr fi"""('l:LLI·d ;¡¡odcs. In tcchniral buckltng r~ob- ,)-:; 

b ./ -
lcms a complrLe snltii .on ts not r¡f 1111 1•1 P-..t \'i.D:_oft_s.l!.Jl~J..l~~~LU:.\Ldc o[ J--::.::..'1. 

thc sma.llrst lmd;:l~''" )q:ul¡" nll tl1:tf. I~LU..u:!.l- :;;~~-~~L~~~ thc l''2I,re

sponcltng~ck_!!!_U!; mude 1s uf tlliPII'ht. lll o1rlPt to assi~LlJ.LÍ~~ 
stJ-ITenmg rcmfo1 ce m en t. 

Thc p~cscnt sv.stem ha~ t!l<' IJ)I,i;J'(;;..t,¡¡¡g feat.mc tltat ¡[ t.hc load r ¡s 
rcvcrscd (i.c., applicd vcrLll':tlly ttp,v:u d) t h_cle_I!?Bill.JJlUJ!J.h.'ill.llilt.:i.-QÍ 
bucklinrT In snrh r:1h!'sh"Llt tire .'->ltt:t!IL•!-.t pn!-.llt\'C :111,¡ "IIJ~~a.l!.u:.... ___ o___:; ______ _ 

buckling lo:.tds ate of putcLJr~:tl ilill'r<'::.t 

EXERCISES 

2-1. Show thn.t th~ Cl¡.!;<'ll\'alnl' p10hll'm for tlPtt•nnin•ng thL• nnluml frcqttei\Cit'q 

o.ntl moclcs or tnrswn:d Vti>raLIIIIl of lllf• ~) ,[('lll of Filo( 2-:1 1111\)' 111' fornllll .. \o'd n~ 

followR' 

X¡ - X2 

-z1 + 2x, - x, 
z, -t- 2.c, - r, :l.:r, 

x, + ~x. - ~x, >.x, 

- ~r, + ix• = ·1>-:r, 

whcre X = o- 1J /k ll.llll /.: i~ thc tor,'llllll,tl qtlfTn!'~S of 1\ ~hnfl ILilll J IH thc lliODll'lll of 

4J 

lll"rli:L of <> dhK. Tlll' 'Y<>ICIIll'J 9<1 supportC'd on írwl10nl<'s•IH•ann~• tl.nt. 1! ¡q frt't' to 
roL;Lle \nlhunt uny IJrnollll.: of lhe ,¡¡,,fL~. 
vj;?.-2. At rcqoWLilCP let thc curr Pnh m I'q,( 2-\ he 

Od [¡ ~X¡ Slll (wl + c¡o) o 
\\ I 1 ~ x, Rlll (r..-1 + <1') 
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~. X". X,. • X 

X:3 == x2 + h 

m !::: t g e = y2 - y 1 ' 

~ - xl 

de las ecuaciones (IV .O), (IV .1), (IV .2) : 

Ejemplo 

Si ~e ti-ene la siguienre tabld de puntos muestrales : 

'' ,)1 

(IV .O) 

(IV .1) 

(IV .2) 



52.-

1 

K 1 X y o 
o o 1 

1 2 4 

• 2 4 9 

3 6 
1 

12 

encontrar el valor de Y paro X = O. 5 

Sol. 

V(0.5) = 

= o 
= 1 + 3 

4 

= 7/4 

Método de Ne..vton 

Este procedimiento es más exacto y su demostración cae fuero de los pro-

pósitos del curso. Se dice que poro una serie de puntos muestroles, el valor Yk-

correspondí ente o X k está dado por : 

Y k = '(o + K A0 + K (K - 1) b0 + (K) (K -1) (K -2) C0 (IV .3) 
2 ! 3 ~ 

donde: 

o 
r: xo : . valor inmediato anterior de xk 



JJ.-

o K ·- \ xk - Xo \ 

A primeras difcrenci os de X
0 o 

bo segundos diferencias de X0 

co terceros diferencias de X0 . .. . . . 
Los diferencias se obtienen en lo siguiente formo : 

x~ 1 y~ ~y~ 1 6
2

Yi 1 ~Yl:-1 
1 

() 

(1 
1 

1 

X o y() i . . . 
f.¡ "& Y.·e '(. . 
'A.CI 1 Q 

1 
1 1 

! X,:::Xa+h Y, b = 0.,- Qo 1 
1 

. . . 
¡ y y ' o 1 Co= b,- bo : -Q.¡: l- 1 --· 

1 
1 

Xz=Xi""h y2. b. =Q2-a. 1 . . . 
.(1-¡ = h -"__L. 1 ' -.. 1 

1 

1 
x~=Xa+h 

. • y3 • 
1 

. . . . 
• ; -

' . . . o . 
o . . , . . . . .. 

L __ . . ' . . • 
. 

Xn~.Xf. .. th YL-1 . . . 
- " 

utilice. 

Ejemplo, 

o Hollar y (O .5) para la siguiente tabla muestra! : 



Sol: 

X¡. 

o 
1/2~ 

2 

4 

6 
1 

Y (O .5) = 2 
l 

r 
1 

,, 
/\ 1. , r- 1 • 

r--~-, --~--¡ 
¡·-··-·l 

2 4 1 
1---·- ------

4 '7 

6 12 

1 1 1 
1 

Y· Y¡ (o) 1 2yi (b) ¡ 3y¡ (e) 
¡ 

1 
1 

1 

1 l -- ? ¡ 

4 ~¡------:___ _A ..., ---.:_ 
9 -2 

~ 

~-

12 

K = X k - X0 = O. 5 

X0 = O 

y = 1 o 

Y k =:Y 
0 

+ K A
0 

-r K (k-1) b0 + K (k-1) (k-·2) 
2 1 3 1 

e o 

Y(0.5) = 1 + 1 (3) + 1 (-1} 1 (2) + 1 (-1 )(-3) 1 (-4) 
2 2 22 22 26 

=1+3-1 -1 
2 4 4 

=1+3-2=1+3-1 
2 ¡ 2 2 

o 

o 



o 

o 

55.-

b) lnterpeloci6n con valores muestroles desigualmente espaciados. 

Método de lcgrcnge 

En este caso se cuento con una serie de valores muestra! es del sigui en-

te tipo: 

~·. Y(x) 
~ 

1 
¡ 

Se supone que dichos puntos se pueden aproximar por un polinomio de or-

den "n-1'¡, donde 11n 11 son io cantidad de puntos muestrales, 6 sea : 

V (X) A xn-l + A xn-2 + + A '' = n-1 n-2 .· · •'· o 

este polinomio se puede representar en la siguiente formo : 

Y (X) = A1 (X-X2) (X-X3) ...... "' (X-Xn) + 

+A2 (X-X1)(X-X3) .... .,. (X.-Xn) +, .. (IV .4) 

+ An (X-X1){X-X2) ...... (X-X~-1) 

donde A1 •••• An se determinan en forma 'tal que el polinomio satisfaga los pun

tos ~uestrales, en base o lo ante:·ior y empleando (IV .4) se tiene : 
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o 
Al = yl 

..,...(X-1--X,..!-2-) -(X-l --X) .... (Xl-Xn) 

A2 = y'> 
~(~X~2~-~x~l)~(X~¿----X3~)-.-.. -.~(X~2--X~n) 

• 
fJ 

• 

An = yn 
.... {X...-n....:_..:...xr-1-:-') --=-(x_n __ ":"":'x2,)-.-.-. -. ("X:-;-n--vx n---1 ~) 

substituyendo estos valores en (IV .4) : o 

la f6rmufa anterior pei"mite evaluar Y(X) aun en el caso de que los pun-

tos estén igual mente espaciados. 

Ejemplo 

Dctermir~ar y(O. 5) para la sigui ente tabla muestral : 

o 
/ 
1 
¡ 
¡ 

.! 
1 



o 

ü 

o 
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~--o"-+--x-+--~.1 
1 1 o 

2 2 4 1 

1--3--+'-4 ...;¡_ ~9-,1 
_4 6 1 12 

Sol. 

V(O.S) = (.5-2} (.5-4) (.5-6) 
( 1 ) + ( 0-2) ( 0-4) (0-6) 

+ (.5-0) (.5-4} (.5-6) 
{4)+ (2-0} {i-4) (2-6) 

+ (.5-0) (.5-2) (.5-6} (9) + 
( 4 - o) ( 4 - 2) ( 4 - 6) 

+ (.5-o) (.5-2) (.5-4) {1 ?} 
(6 - O) (6 - 2} (6 - 4) 

Y{0.5) = 0.602. + 2.406- 2.320 + .65625 

'{_(O .S) = 1 .344 

e) Método de los minimos cuadrados. 

Este procedimiento se utiliza para o¡:>r6ximar una serie de "n" punros a >..n 

polinomio de orden "m", en forma tal que pase lo m6s cercano poslble o todos los 
1 

puntos. Para ello se minimizo la suma de los cuadrados de los errores. 
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S-.:a f(x) el polinomio aproximado de lo función Gi.JC do los valores muE::.-

troles : 
,Q 

(IV .5) 

El valor de la variable dependiente que corresponde o la variable inde-

pendiente X¡ es Y¡, por lo que el error estor6 dado por : 

e· = f (x·) - y· 1 1 1 

y la suma de los cuadrados de los errores consideran do todos los puntos ser6 : 

~ ~ 2 
·~ 1 ~ l ~ ~ 

. e~ = L [ Ao+ A1 x~ + A2 x ... + ... -+ AmX~-y~ J 
L=f ~:1 

para obtener el mínimo se deriva la expresión (IV .6) con respecto a los por6-
. ' o 
' 

lo cual se cumple solo si : 

. V\ j V'l j+& V\ j+m Y'l ' j 
Ac:.~ X¡+ A,¿ x~ + .. . -r A.,. "'i- X~ = .?. X~ Y" 

L,:t L-=1 t.=' ~=1 

(lV.=f) 

al aval uor (IV • 7) ~aro todas 1 as 'T' se ti en e : 
2 .¡"(') y 

o Ao + A. L: X-+ A2. Z.X + ..•. + Arn L: X= L:. 
A z. ? :- -A "'Xr\'1+-, 

o·L;X ·4 A,L..X + A1.ZX + ··· + "''- -=.LX\ 
.. • o 

• • 



rf, .... ) . -· 

Q, 
dicho sistema se resuelve para obtener los par6metros A¡, los cuales se substi-

tuyen en la expresión (IV .S). 

Ejemplo 

Aproximar mediante una recta, empleando el método de mTnimos cuo-

drados, los siguientes puntos : 

X 1 y ! 

1 2 

3 7 

o 4 8 

5 10 

6 11 

Sol. 

la ecuación ser6 de la forma : 
'' ' 

(IV .7) 

por lo que se tiene que resolver el siguiente sistema : 

o 
n Ao , t- A.¿ X = 2;_Y 1

1 
.. 

Ao2.X + A.2.X2.= .LX\ (IV .8) 



para resolverlo ~e construye lo siguiente tabla : 

X y : x2 
1 

1 

1 2 : 1 

3 7 1 9 
1 

11 q 4 1 B i 

5 10 ! 25 

6 11 

19 38 

n=5 

substituyendo en (IV .8) 

5 A0 + 19 A1 = 38 

19 A0 + 87 A1 = 171 

resolviendo el sistema: 

A0 = 38 - 19 Al 
5 

1 

36 

87 

XY 

2 

21 

1 32 

50 

66 

171 

!?_ [ 38- 19Al] + 87 A1 = 171 
5 

144.4- n .2 A1 + 87 A1 = 171 

A1 = 171 - 144 = 1 .824 
¡ 8/-72.2 

A0 ::; 38 - 34.66? = 0.667 
5 

por lo que : 

Y(x) = 0.667 + 1.824 X 

: \ 

' 

: 

1 
j . 
1 

C:.J.-

o 

o 

o 



o 
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V) DERJVACION E INTEGRACION NUMERJCA 

1 • Derivación 

Los métodos de derivación numérica son aplicables en funciones bien 

comportadas y contTnuas. 

Si se tiene una tabulación de puntos,una forma de obtener el valor de 

la derivada para un punto dado es aproximar los puntos mediante un polinc.mio 

de orden ~'m", derivarlo y evaluar la derivada en el punto considcrcdo. El -

otro método aprovecha la posibilidad de expandir una funci6r\en series de "" -

Taylor si dicha función es contTnua. 

a) Método' de las diferencies 

En este método se expande la función mediante una serie de Taylor c;lr=._ 

dedor del punto considerado y se llega a una serie de expr~iones corres¡;.ondie~ 

tes a la pr.imera, segunda, tercera derivada~ etc. 

Una versi6n modificada es aceptar que se pueden aproximar los puntos -

por un polinomio aplicando el método de Newton y derivar dicha expansión. 

Sea: 

K (K-t) ./:),z Yo+ 
2! 

_b.":J.,Yo + • e • 

N .O) 



donde: 

K= X- X o 
h 

h =X. -X. l 
1 ·-

~Y 
0

: primeras diferencias 

L y'2 : segundas diferencias 

~ y3: terceras diferencias . . 
de lo anterior se concluye : 

~=..!... 
dx h 

derivando (V .O) con respecto a "X" : 

ó~' '-

(V .1) 

'2. 2 3 a. 1\'\ 11•/ 
\-r 1 [V + l< 1\. v + \<'- \<' 'A. vo -'- \< -3K .¡. 2 K U../ ....... ;Q.!::. - ~·= 9,_ lo J.j lo - .U lj ' \ \o .Jd)\ 

dX d ~ 2.' 3 . 

(v.2) 

derivando(V .2)con respecto o X : 

o 

o 



o 

o 

o 
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derivando V .3 : 

les fórmulas anteriores don los expresiones pera ceda uno de los derivadas y -

según se tomen los términos de primer, segundo, tercer orden, etc. se habla -

de fórmulas de diferencias de primer, segundo, tercer orden8 etc. Como mues 

tro tenemos : 

-diferencias de primer orden 

aonde· 1 

1 /\y l:f¡;Y.-Y0 -u o , 
h h 

y' (x) 0 J_ [ - j_ 1 J , 
h 

significo que se troto del co~ficiente del valor y (x) • 

-diferencias je segundo orden 

=fJCx); _L [ AYo + 2~-1 ~2 Y~ J 
- h 2. 

=f""(x)= -'-- [~Yo] 
·, h2. 

~"Yo= Y.- Ya 

'b.2 Yo = Y2.- 2Y, +Yo 

+'(X) -:. j_ [ y,-Yo T '2 K- \ ( Y1.- 2 Y, -t-Yo)] 
' h 2 

"F P41( )() = .L [ y 2_ .a 2 Ya + y@ lj 
ha. 

'S ¡ X= X o =t> K ="O ~ 
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~'(Xo)= j_ [ - "3 -.i] ~ 

2h 
~ o 

\= H {"'.o): j_ [ i_ -2 1] j diferencias hacia 
h?.. ·- adelante 

_s&. X'=X1 =XC)+ h =t> K=i 

F>(x.)= -L r.-1 o 11 
2h -

diferen\;¡ ~s central es 

l= ,,(X,)= _L [ 1 -2 4] -' h'2. -
si >< = Xz. = XC) +- 2 h ==> ~=-2 

_t'(xz.)= _!___ [ ~ -4 ~J 1 2h diferencias hacia otr6s 

_ F''Cx~.) = J_ [ ~ -2 1 J 1 

J h2. - o 

De igual formo se obtienen los fórmulas poro diferencias de mayor orden. 
1 

A continuaCión se. do uno tabla de fórmulas de d~rivoción hasta tercer orden, i~ 

di cando cual es el elemento poro el cual se est6 ev~luando lo derivado. Los --

que mayor exactitud proporcionan son las fórmulas de diferencias centrales. 

Tabla de fórmulas poro derivación numérico 

primer orden~ 

Y'(x) = j_ [-l 1~ ]·· 
h o Y' (X) :: i [ -. 1 j] 
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o 
&Ggundo orden 

Y,(X):. L [ -_I ~ -1] 
2~ -

'('(x)=. _L [ - ~ o 11 
2() = 

Y' (x): _!_ r 4 - 4 3l 
2. h l :;;;: _j 

Y''(x)=L[ J, -2 1] 
h2. = 

y~~-()() = _L [ ~ - 2 ~ 1 
' h4 = 

o 

t creer orden 

Y'<x) = ...L [ -u_ t B· -9 2. j 
<óh -

o 
y•(x)-=._Lr -2 -3 <::, -1] 

't, l -= 

Y' (x) = _L [ i .. - ' :> 2 J 
1 ~h :::= 

Y ·ex);; fi: [-2 /~~,· , -1 'ó :LJ 



-5 

Y'' (x) =- _L [ 1 - 2 1 o J 
hJ. -

Y''(x) = J_ ro i -2 1 J 
h'" l = 

'y" (X) ::. V [- 1 4 - 5 ~ J 
Y"' ( ~\ =. -L r - 1 '3 -3 

') ~~ l = 
i] 

y,, ( x) =- j_ [- ~ ~ - 3 i J 
. \t)3 -

Y'''(x)== -L [ca~ 3- 3 1] 
h~ = 

Y''' (x) = ..L ( - i 3 - 3 JJ 
h~ -

Para 9btener el valor de las derivados de mayor orden correspondientes a 

!as diferencias de un orden la que se hace es correr operadores de dos deriva-

das de orden menor, es decir, si se quiere 3a • derivada de 2o. orden, hay que 

aplicar la 1 a. y 2a. derivadas de dicho orden en la siguiente forma: 

-1 [! -2 - 1 ] 
-

o [ j -2 i ] - ..•.• - ... .. • • . .. ... • • . .. . . .=::: -
.i [ ~j -21 . 1.] 

-

Y.,(x)~ J. (-1-) l-.i 
:l: ' r 

1 z o -2 .1. 
1 ·' ., 2h ~l. --· 

o 

o 

o 



o 

0-

o 

' ' 
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Éjemplo 

Obtener la primera y segunda derivad~' en X== 3,-empleando diferencias 
¡ ·-- ' 1' •• "' ~'' : ~-- :::, ~ '~ ,· ~ } ~ ~ ~~ \ ~ 

'.de 2o¡¡· orden y comparar con los resultados exactos, pera los valores de la si· 
' - ' 

. " 
~ i .. 1

-:.. 1 .,.. Fl < .:' :r: < 
0 

• .... r t 1 Ó O ' • • • 1 : ~ 

'' 
... , ~;. . - ~ -- L\ ·_;" :,.:. 

Sol.· 

- ' ,, ·-, 

,, 
' 1 ~~, 

" -

, 1 

2 
- ' 

3 

4 

S 

·o ... 
1 

-
1 .414 

1 .732 
' ' ' 

.; ,· ~ '< ~ ~ '-:¡ • ;. ,-_ 'J ' 

2 
. " ' ' -~ 

' ; 

.__ • ,¡ ; ( '' - • " ~ .. '~ • -

- L :·:,Calculándo'l~s-derivadas exactas: ,;" ', .. ,' 

Aplicando f~rmuias de diferencias de 2,o. ord~n : t , . 

' --- - ' ' ~. /' _:¡ 

Y'{)<)::_!_ [ -.t 
2h 

o 

1 
,. 

'\.i 
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2. lntegraci6n numérica. 

· El integrar una curva y = f(x) consiste en encontrar el 6rea bajo dicha -

curvo. En ocasiones es imp~"~'iible el encontrar la integral exacto de uno fun--

ci6n dado o en otras no se cuenta con la expresi6n analitica de lo curvo; en -

ambos cosos es necesario acudir o los métodos de integración num6rica. 

Solo trataremos tres de dichos métodos : 

Trapezoidal, Simpson de 1/3 y Simpson de 3/8 

o) Método T repezoidal o 
Debido e que le integral de une funci6n es el 6rea bajo la curvo, este -

método lo'que hoce es dividir el intervalo de integraci6n en "n" puntos equi-

distantes y aproxima la curva original por uno serie de rectos en coda uno de 

los "n-1" subintervolos, finalmente se encuentm el 6reo de codo trapezoide y 

la suma de dichas 6reos da. lo integral en la totalidad del intervalo. 

! -;¡:-(><) 

·¡ 

1 
1 

o 
...,.... >= 

X 



o 

o 

o 

o 

e " -'. 

num.Sricamente se tendrá : 

A, =- fu ( Yo + Y. ) 
2 

A~ = ~ (Y, + Y2) 
2. 

para 11n n puntos : 

A n.-::. ~X ( y,_, + Yn) 

~ "f(~)JX; ~ [Yo +2 y,+ 2'(, -1- •• o+ 2 YvH-+ Yb'l] 
2. 

• A 1 y- -\ 
- ~ L Yo+ n + 2 L ~~+o order.C\.ck.&j 

2. 

Para aplicar el método se requiere que el incremento .ilx seo lo m6s ~ 

pequef'io posible para reducir el error al mrnimo. Se puede demostrar que el 

.error producido es del orden de 

b) Método de Simpson•de 1/3 

Este método lo que hace es aproximar 3 puntos sucesivos del intervalo 
: 

mediante uno por6bola y calcular el 6reo que se encuentra debajo de esto -

curvo. El procedimiento se repite para todos los puntos del intervalo (iguoJ. 

mer,~.;: espaciados) de 3 en 3 y al final se obtiene la sUma de todas los áreas. 
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o 
L-. 

1 Y\.,., 'F(~) 

'(~~~ff~~f, ~~·~,y 
~,e-ir '/J¡ !//; ~~~' (\ ' 
/ ~~~' '8,(X) 

~----~j~A-·~A~4~--~~~ 
X&. ')(G...,., X.:-ta )( 
-~x o ~X 

Num6ricamente se tendrra a 

o 

o 
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O para evaluar a, b, e se utiliza N .4), la cual debe satisfacer todos los pun-

o 

o 

tos del intervalo : 

.YL= AAxiJ.- B~x +C 

y~.,.4 = e 
Y~+2 = A~X2 

+ otx +e 

de N .6) se obtiene : 

A:. Y~ -? 2 Yi+i +Y~+~ 
2 ..6. xz 

' 'B = '(~+1., - y~ 
z~x 

e = Y~+! 

substituyendo N .7) en N .5) : 

para el total del intervalo de integración : 

Como 

.A.= ~~ [Yo + 4 Y,..., Y2] 

• 
• 

o 

N .6) 

ey.n 



i2.-

Para epi icor este método se requiere que el número de puntos muestra
">ec:\. 

le?ñ'on o que 11n 11 sea par, si n =O, 1, 2, ..... ; en caso contrario se usa-

una cantidad non de puntos para opl icor este método y el resto del intervalo 

se integra por el .método trapezoidal. Se puede demostrar ~!Ye el error prod~ 

cido por el método es del orden de ~X4 • 

e) Método de Si.mpson de 3/8 

En este caso se conectan 4 puntos del .intervalo mediante un polinomio 

de tercer orden y se evalua la integral bajo dicho'· palinomio. l.o.. ln

f&~)1""-' ba.jo i'oclo el irtterva.lo t¡,~t>¿ lQ. 'iuma.' del IQ43 a:nlClS e.,co~ 

,l 

,, 
¡. 

A. 

o 

o 

o 
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o Aplicando lo antes dicho se ti ene : 

(V. 8) 

(V. 9) 

o 
pero: 

substituyendo en ~. 9) 

de la ecuaci6n ~ .~) se obtienen A.,"B,C 1 O· al plantear un sistema de ec:uacio· 

1 

ncs como e~ el mélodo anterior y esos valores obtenidos so substituyen en N .10) 

o para obtener la siguiente expresi6n : 
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para todo el intervalo se sumaa~ las áreas obtenidas lleg6ndose o la siguiema 

expresi6n para un !ntervalo completo : 

Para aplicar el método se requiere que "n" sea múlt!plo de 3, donde -

n =O, 1, 2, • • . . . En caso contrario se procede ig~al que en el método a~ 

terior. El error que produce esta f6rmu la es del orden de .Lx4 . 

En términos generales, cuando sedesee integrar una funci6n con la mayor 

exactitud posible ~e debe tratar de aplicar lo m6s que se pueda los métodos des-

' 
critos con anterioridad ateniéndose a la siguiente jerarquía : 

- Si mpson .3/8 

- Simpson 1/3 

- T rapezoidol • 

Ejemplo 

Encontrar el' 6rea bajo la curva, aplicando los métodos vistos, para los si-

guientes va1ores m\Jestrales de una por6bola y:compa'rarlos can la integral exacta. 

n X 

o o 
1 0.5 
2 1 
3 1.5 
4 2 
5 2.5 
6 3 

y 

o 
0.?5 

1 
2.25 

4 

6.25 
9 ¡ 

- x2. y-

/J. x =·o.s 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Sol. 

Aplicando Simpson 3/8 : 

' 

~!f(x) dx ~ i (0.5) [o+ 9 + 2. (2 .25) +3 (.25+1+ 

+ 4 + 6.25) ] 

=9 

Aplicando Simpson 1/3 : 

(O + 9 + 2 ( 1 + 4) + 4 (. 25 + 2 • 25 + 

+ 6.25) 

Aplicando Trapezoidal : 

~!fW dx = O:i5 [O+ 9 + 2. (.25 + 1 + 2.25 + 

+ 4 + 6.25) 

= 9.125 

Solución exacta : 

27 = 9 
3 

75.-
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VI) SOLUCIOI\: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. 

Las ecuaciones diferenciales ordinarios son aquellos en los que io varia-

ble dependiente es función de uno sola variable independiente : 

* y(n) =(X, Y, Y', .•. , Y(n-l)} 

a) Método de Eu! er 

Se tratar6 el caso de ecuaciones diferenciales ordinarios de primer orden : 

dy = y''dx 

Substituyendo por los incrementos· en lo expresión anterior se tiene : 

~y= y' f::::a X (VI .O} 

Tomando un punto inicial poro or~ancar y conservando un incremento cons 

tante /::,x se obtiene la sigui ente fórmula iterativa : 

Y1=Y0 +Y' 

Y2 =Y +Y' 1 ' 
• 
• 
e 

Yn+l =Yn+Y' 

* y(n) = d" y 
dX" 

1 Lx 
1 (Xo, y o} 

~X 
(X,, Y1 ) 

6.x 
(Xh, Y,) 

' ... 

o 

o 

o 
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e 
!ki/ método' u•:nu:ricoi • program::o:i.-•n (urtran 

diduo; entre HYlO cps y :J~OO cps en incrementos dt! 100 CtJS. Los r•~ulta· 
dos obrcnido'i ~ mueslran c:n l.a fi1,•ura 1.12. 

Cuando 2rrFL = l/(2~r:C), elténniuo en paréutc::.i!> en el radical rs 
uro, y se dice <¡uc c1 circuito c">i.4 en rcsor&aracia. En los rc'\ultados im· 
praos es evidente la prcs.o·ncia de un ;un¡•lio pico de resonancia cnrrcs
pondiente a una frecuencia resonante de unos 2250 l'(lS, 

e 

CAfiJULO 
---. L 

: 

2 

lrrorcs 

El an~li!iis.dc·J rrac•r ,.,, llfl lf'\llh.ult• 1111111•~1 l( u 1 .. r 111111.' lli1'111.tl ¡ •al.l ('llol!. 

qui~t ro'tlf'utari•'•n intdi·~· 1111', :.•·:~. lwt J,,, ,, m.•n" •• cnu uu.t • uu•¡• ol.t· 

1lor:L l .. x ti,tlftoi t!t• t•ntr;,•b r.tr.t \'o·l ,,.,,, ,.,,,l ! .. ,, Y·' '1''" .t ll:t·taui,. -,.· 

ba.,.;m ~n t''l:l'l.'fÍIIII:IIIOS O '.()1\ c·•IÍIII:l,(o<;, ~ !o~; (llflt''"''~ llHIIIt~loC"P\ .t '11 

vez introduct•n crron·s de \';uin•, ti¡"''· :~lli''' ,¡,. inici.tt lll:t··.II•l •··.t.l<J•o 
dcl tema de l'rrorrs ohsr.n.··~uw~ r•n mroo; ¡ •o• "' r•j"lll('lo~ tuan irupon;,ntc 
a. En el t-jen:icio Ul aJ final uc ntc· C"apítulu 'ic·pi<l·· cnwull.lr uua li\t,l ele 
las r:úces de In MUo\('iÓq r 1 0.1UH2 ,. ¡ o (J()I)(.r:l = o, U<;.1nt[o anuu•~ti· a 
de punto flotante de cuatro di!;Ílos. Utili:f;~uclu la c••nocid;\ fúnr~ul" 

-h+'{¡;:-=-4;;;. 
1t :"- -------2a 

cJIU('ncmos un ·resultad<) ,,,. - o.oont 'i, l·:~t.t fóuuula 'i!' I"''Tnla u~u31· 
ntentc m curso-; dt- .il.c:•·lrt.L <;in uin!~•llla clo~< u ... ::.u de 511 pu•• ;,~.~~~. ,.¡,, 
embargo, fa aritmétira -d(' punto (lut. uh· de· , u.clf'•• di.~,i•c•s iu:roouu.• 
Cmln."S c¡tte haC"en d n·~ult.ulo ,., 1 ÚIII'O r·u :.!rr~ é • J,¡ r.tÍI. r•·.,l, ti•·t• rmin.Jcl.l 

~~ aritmética de ochtt ,¡¡~j:o; u - O (11.(11. 

l~.n rlt:e cas.., la cul¡oa fltr' tlt· la .uitrn.:tit.l ,¡,. c·u.uw •i=;.:i:u'. :·•·zn r.('o 

~ pie·n~c que ics rrt"atuc·au·, dr• J'lll•lu flotautc <!t· ndco <l:·:it·•, ro .... h t 1.~11 

lt"(ln\ lo" pmhlem:l.'. Cr•ra~it¡,~,, . ..,. ¡,, wric tJ, T:~.:lt•r l'•'"' ,¡ ~·u .. : 

x' ~9(~ 
~t'll ll -- X-·- - 1· - -

- :1! 5! 
.\': 

-r f •••• ' . 
' 1 ··r·,. ~· cf, • ._..,¡¡". u<~a:oirw Ult• t·onltJ \.'.li•l.t f'·''·' cu,¡f,¡u'•·•· .ir: ;a:,, (j. 

• 1 . . 1 1 l l • 
• 

4 
• •11<•1 !"'' 1r1111• ·••u,t 111·1 l'Ofllt tu oJ .a, !>ti'P' nc t't :.a <.¡• .. a ,,,.,. •1~·~ 

· :. ·,., ,.,,, l•lrlt·• ,:,. h~r¡crin"i w •fu,. '1'••· te 1:1•1:nr 111 \.ll•·r .al ~ l 1:o· 
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que el primer tém&ino tk~preciauo. Eqos p<•\tuiJoln~ .Frían vcrdadrros 
si lz"biera al!:urrn forma de confr.runr rm rrúmero fi,ito "dr· dígitos rn cnda 
resultado aritm .. ~tico. Vcrr·mos en d caso particular 3 dd rílpÍtulo 3 
que la serie rs, de hecho, totalm<"ntc inútil para ;'111gulos grandes. Sup6n

g~, por ejemplo, que tratamos dt' valuar el seno UC' U70° ( = 25.7 ra
dianes, aproxirnadamrntr), mando aritm<~tira de punto flotante de orho 
dígitos y calculando los ténninos hasta encontrar uno que s<'a menor que 
to-s en valor a.hsohlto. El rrsultaclo calculad~ sedl .2~.25·l01855, que apa
ren-temente tiene gran preci~ión, pero que por supuesto, carece de senti
do. Aún si usamos aritmética de punto flotante de 16 dígitos, el seno Üe 
2550° resulta 29.5. · - , 

Las dificultadrs en estos r·jcmplos se deben a· la reprt'o;cntación finita 
de los números. Este no e<; el ímico problema. Considére~ lao; dos ecua

ciones simultán.cas siguientes: 

5x- 33ly = 3.5 

6x -- 397..y = 5.2 

Una re~puesta "exacta" <;r determina f.ícilmente sin problemas dd tipo 

que se encontró antcrionnrntc: :e= 331.7, y:-: 5000. Aparc-ntr'mr·nte 
esto-; resultados cont1r..nen cuarro dígito~ signifwati\ os ¿Los t&cncn real
mente? Veamos prinwranwnte que :;uretlt' a las n·spueqas si la constante 
de la segunda ecuaciém se 'amhia a 5.1, e~ .de< ir, ~11f1 e una \ ariarión de 
un 2%. Se obtiene ahora '" -== 2C)B fi, y = 4.5. E.,to da que 1wns.1r: un 
cambio de 2% en uno d~ loe; dato:; cambia loe; rcc;ultados e-n un 10%. 
Motivo _,de mayor preocupación es qur si .su_~tituimos x =. 353.173, y = 
5.4 en las ecuaciones, el valor rnlnndr·ario de lo~ primero~ miembros e-; 
exactamente igual a los ~egundos miembros. Conrluimos que los valores 

calculados de .~ y y tienen a lo :;urnn un dígito significativo. 
Esto no se de-bió a la aritmética; todos los rc~ultados eran exactos. 

El probkm."\ radica 1·n l.l naturak1a dl' lo'> datm; el detcnninante del 
si~tt•ma ce; pcquriio, o dicho en fnuna geométrica, la~ dos líneas repre
sentadas por las rnraci()nr·<., son ca~i paralt·lac;. 

Como un ejemplo final. el valor de J;¡ integral 

J: ... (~\" 
o;c u··tl'nnina cx.&c:tanwllll" it•t&,ll ,, ·1. Stn r·lnh.u,:•>, 1.\ int•··:1 .. • ¡,·,n cnn la 
fórmula trapecial, l&:<a"r);J., ·io int1•1 \",\: .... d.1 111\ rr·c;nit.Hio tJ,. ~, :l r\t'lll ,¡ 

,, 1 . 1 ,, • 
SC' u~an 40 intnvitlil<;· obtí r'1• rno-. 4.1 , '1'1<' lit nr· ltn nror < •• :', • • 

1 • "1 1 ' . 1
1 

• \ 1 1· 1 l't .. '1 '.. • En cc;tr ca<.n el pr11 '"'111:\ ,-c;tn '·' 1·n l n,, .... ··.. . 
qrac es muy ~r.mclr p:u;, ,._, lnrr·~ 1 ~·r ¡rw1-,.,c; 1lt· ·'"· \' 1, '' d i ... · ' 1 . 

• 1 '• .,r ,.. \ • . •· "' rico Goo\!OS 1"'1,\1111~ y "l u'r.lnr•n"< f"'(.(l ,(, 1 ••. , • • . • • • o 
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lfiUY granclt: d··hido a la nalur.llc;a de la función y a la té1 nica numé
rica ernplcada. 

Sin aum!'nlar m.'1~ ios eje-mplo~, dr~hc e~tar claro que sin un. an.'d1si~ 

de los errores en una cnm¡H&L.Ifirm, 1ealn1ente no ~abcmrJ'; gran t.osa 

acerca de loe; re~ultarlos. Por ~u puesto a \"ecrs ¡nu:d~ oc un ir e¡ u e con 
una inspección cnid;lllo«a clr: bs opc1 a e iones se puede decir que uo habr .í 
proble•nas c-o;pr·ciale-;; en Jo, do-; primeros ra~os -¡Mrticularcs dl'l capí
tulo 4, por ejemplo, ob"r·rva1110~ u&rnedtatamcntc que no exiqe prohk1.1a 
respecto a la precisión de los c:du!los Sin embargo, es claro que c~to no 
es cierto sie-mpre. . 

El material lm·~cntado Cll 1 ·.tr; capitulo deh•: re~ultar intc·lc~antr y 

útil en" ~í IIIÍ«ruo para analt;ar los rc~ullados de operacionco; aritn,éticas 
c;implc'<. Es tamhir~n fund.um ut.1l par;1. dcrtuar el an.'di~is de los c1 rores 

en los proccdimir•nto'i numl-ricP~ 'l"l" ~r van a d¡~cutir en lo'> r:1¡úulos 
~iguicmeg. El anftli~is dr·l e1 ror , .. , un ¡mnto de p.u ti da aclcruadn p.lrJ. 

. nuestro C'<;tudi(l dr lllr~todos llttlll•~ril"o~. 

2.2 Errores relativos y errores absolutos 

Para empc1.1r est.1bkc•·1nn, u01a dt>linri•",n rntre rrrorc~ rd.llt·.os y 

errores ab>olutoo;. El nrnr a!Jr.,[uto en una c;HHid.ld e> la dtf•'P"n• 1a r·n
tre el valor VCI(ladero, Sll(l<'lllt"lldo C)IIC' o;e conorr, >" una apr0'-.1111.1! oón 
al valor verdade10. La uot.1ciún md1n.1lla <.on'>iqr- r·11 mdt< ar el vaior 
aproximado mediante una l>.t.la sobre el ~:mbolo de la cantidad, y e-l 
error se indica mc-Jiantc la letra e con un subíndice. Entonce•, si x e~ el 
valor verdadero, escribiríamos 

x = :i +e, 

En esta exprcsi6n r, es d crrOJ al•solut•), qur·, rcpt•tirnoo;, se drfinc- 1 nn1o 
la dif<"rcncia ent1<' d hllnr rral y 1.1 ap1 C'l'<imar i,·,ll: 

I~l error rrlati1 ,, ,., el ro< ir·ntP dt 1 e110r ah•oluto entre 1.\ ::.¡Htp,:rlll

ción. l';lrt·n·ri,, 111.Í\ aa7rtu.lhle d..f nido cnmn d error a!.,n:ttlo ~~ ... ;,! ,:., 
l'll:re d \",dn& ;:···rrfrz,[, ·u, ¡u·rn ~!''flL'r,tl:tt• nrt· n" !llil<•r•·rr~t•, ,· :• T,,," ¡,, 
qu•• !t n ·rnn" ~~' ,,,.r.\~11\\ nt•· •. , \,'1 \ ,\lf'r ,\;lrt,' .. UII,u{o y lH1~1 ( · · ;.. l • :r·l 
•·nnr o un lu•:zt.· :d t:liiLH-•o lli."a,uuo J,: t'lrt'r. "'1 t•l cr rnr 1 ~ ;" c,11· 1-:(,, I.l 

oh:· 111111.1 1"11 1.1 .lo·i•niru"•ll ''" twr.•· 1111.1 &rtlltwuc .a ll.n;. !-'ar .. 1•· 1·n d \,l· 

' · r :,:n:,¡," clo·l t nor ll"l.lli\·n _, 

J • 11·•• ,,l.· ... )"t<• }'t·l rrr111 •··Llti\o «•n ,¡¡•r .. ,iut.1d,, :···nlo" i:•t~.:!• · 1 1r.1 
1

' i• \t\•1, .l 1. I',U,l rli.I:Jlt f(l\ ntt 1 r•re·;tr¡•), .l J J'n 1-,..-., t, 1'· r 11:\"\ 

1 . ' . . . ,---...1 1)1"1'". 
' . ' , . • ,.,,, .. ¡,, .1 lt•r••·rr.tr;. liO \.l!•'r \t r,: .•:u· "'' ·· "' ")h 
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f Un:t aproxÍm:tCÍl;n de Ü 0()00), d nrnr absoluto C\ 5Ó!0 lQ-R, pero cJ 
error rrbiÍ\O r~ O 2, rs d(·rir, 20~ó. Pnr otra. partP, ~i lc'nPmos un valor 
verd;ulcro de 100,500 y una aproxin1arión de 100,000, rl rrror absoluto 

es 500 pero el rrror relativo es sólo 0.00\ o sea, 0.5'/é. 
Ob\iamcnte es necc~ario en cualquier caso indicar si nos referimos al 

error absoluto o al rclati"o, a mcnoo; que el significado esté claramente 

determinado con la notación o con el routenido de !J. fra.~c. 

2.3 E"ores inherentes 

Existen tres tipm hi~icos de errorrs rn una computación numérica:

inhcrcntes, por tmnramicnto, y por rt·clondco. Cada 11110 ~e pucdf' ex
presar en fomta ab~oluta o en forma r!'l.ltiva. 

Los r.rrorer inlzr.rrr¡lq son crrorc~ que existen rn los valores de los 
datos, causados por incertidumbre en las mrdicioncs, por vcHLttkr ;¡, cqui
voc:tetones, o por la naturalf'za nr·rt'5ari.mwnt!' aproximada de 1:-t r~"prr
scntaciéln, mcdi.tnt!' un ru'mano finito -dl' dígitos. ele canüd.u!n q1ae no 
pueden re¡H·r~··ntar <.e rxactam!'nlr con d m'mt•~ro ele dígito~ prnni~ible. 

Una mrclidón fí~ira, tal corno una di~tanri,1, un \oltajr, o un período 

de tiempo, no puede ser exacta. Si la lllt~clición ~e da con muc.hos dí·;i
tos, tal como un \oltaje de 6:Hl375G9, pndemn~ estar segallO~ de que al 

menos- alt,"tmos de 1o~ díc;itos de la rxtrrrna dcrcrita no tienen mngún 
sentido, porque los voltaJe" no pu~drn medirs!; cnn c>l:l. pn·cio;iflll. Si la 
medición <;e da con uno> cuantos dífTitoo; tal como un intervalo dr. tiem
po de 2.3 SCSlmdos, pod!'mos e~t:lC,,IJa<:;Ultc seguros de que hay algún 

error inltcrent~, porque sólo accidt:ntalnl!'nte ~~ intervalo de tinnpn sería 
de exnctamente 2.3 scg.* F.n tales caso-; pndrn)oo; conor!'r al¡;unos límitrs 

razonaiJ!t·s del error inhPrent!', por ejemplo decir que el tiempo es 2.3 
± 0.1 st>g. 

A mrnudo se supnnc c¡uc e uancln ,,. da una nt!'dición fí,ir.t o;in nin

guna declaración rl'f1·rrntc a ía prcci>ión de loo; dí!;ito<;, St' enticnd,~ qw· 
la precisión de esa nwdición cmn·,¡•nndt~ a nwdia uu:dad t'll la ldtirna 
posición Ao;í o;i una di~t.uH ia se d.t corno 5.fi:l '111, ~~ ellll'mlt-rí.t que no 
e~ nwnor r¡uc 5 fizr, ni m a} or c¡ur· ;, (j1"t. E,ta con \'1'111 1Ú11 nn «" 1111 Í\ •T

~alnwnto: acr·ptatla. C11andn ln'i líuut• ' ¡J,. pr o·.-i .ir'm .,.,11 11111" ·• !.&11 1' '· •·• 

lllll(ho nwjnr indtr,uln~ I'XJ•iitit.ullnlll', ''rrtl•.ra,d" ('"' ':'"•¡.¡,, -,f,l 

~=o ¡-,q· •. 

.' , 1, 11 \ .t' · • r t •• 

.. e :\o 1 r.) •, t t • • 1 1 r- 1 f '• r 
1 • 

,..~,, ~·,.~,··~······ 

r---, 
1 1 
\___./ 

error~ 161. 

como copiar mal I<Jo; ci<1tos o lo·cr rqui\·cx.ubmcnte una escala, a o.:r Ptrcs 
"sofisticadm" d·hid1•;; a un t'lllt'ndirniPnto incnm¡1leto de l.t> lqt'!> fís&L..!S. 

~(uchos número-. 110 pucdl'n ~er r·~prC\I'IItado~ r.x;-.ctarr • ..:ntc en am n(,. 

mero dado de dígitos deci111.tles. Si necesitamos m.1r ':T t'll un ólculo, 
podemos escribirlo 10111o 3 H, 3.1!J5!)21i5, o 3.HI5fl21i'i3:iW)i~3. En 

cualquiera de los cams no t•'rv·rnos una tqw~~cntarión eracla de -:-, CjtiC 

.es un número irracional y por lo tanto no tinte una rrpn·c;!'nt;:¡cioín tk

cimal exacta finita. Ert unu hn., rasos aún una fracción simple no ti··nc 

. ' cl . 1 . 1 1 ! .. reprcscntaeton ··cu1aa e)(acta, por eJernp o 3", que puNe csc¡unr;c 

90lamente como una ~rrcesitm infrnita de númao~ ~-
Sucede tarulJién r¡u!" 11\t.cÍtas f¡ accinn"S c¡rrc ticr11·n una rq>rr·'rllta

ción finita en algún ,¡,terna numérico no l.t ticrwn en otro sist•'lll.l- Por 

ejemplo, el nÍIIIH'rn Jb. tu~ a ll'!lll";~ntari,··n c11 ,.¡ ~~~¡.. 11a dt>l ÍP1.1I e~ 
simplnrwnte 0.1, ~·· re¡•r• '1 nt.1 ''"el ~Í,I!·ma hiu.uiu c-11 t:rJJ fn1111.l •~'i>''· 
tith·a infmita, (l fi()(IJ 1001 IOiillUfl. CntPil<•·s, ~¡ ~·· t·fnt•'•·l la "'"" 1 el,, 
10 n,'nucro~, rad.¡ llrtt) oh· f,,~ e ruks. ¡·~ llll:\ :!lll!l\dll.llll,•ll bt!l,l! 1.1 .1 J,, 
cantidad dct in1al (1 1, el rc<nlt.u!o nn <r-rá r·x,\ct.uw·nte 1 1) I.("' que tr.t
hajan pnr prirall'ta \'1'7 con (O!II¡Ill!.tdot.<~ hit1.11Í.a. la,ln w":lLtdo a \t'Cl" 

fntsh<~clo., por su primer enC'Iwntro toa e>t:t pcruii;ti id.1d dt· b n.t~ur::~

lc7a. El problrrrra r~ incvital,¡,., su solución 110 L~ dafí< al una \!'/ '[UC se 

1<" ha reconocido, corno ':<•¡cr••n~ crr ;¡(~unos de lo> caso~ p.utand a1 ~''· 

2.4 Errores por truncc.niento 

Los crrorc-• inhercnll'> son t'l rorcs en los d.llo-; C<•ll In~ qw: h ::nnq •:a

tadora efectúa algírn procc<;o numérico. Los otro, dos t1pns de C'nn11·~. 

por truncamir·nto y por n~dnmlro. <i' rdic1 en a CITOH'S dr·l Jit!n~ a :a rn.t
nera dt'• rfectu.tr Jo~ prncr~os lltill&t·r j, P<. 

La. conocida ~ .. ,¡" infinita d!' T.t; :•Jr 

' . x' '" 
S('rJ t ~= x--;;-1 t -"i- ·¡--r 

·' ·'· . 
~n jlll ·de u<.tr l'·ua cal< :~!.u ,.¡ ~·no dr• nralq11i•-r .'tr __ ,,¡,, >: '''·"' •• : .. , 1 

a.uli 1' 1(•<; ... Por 511jHII \(n 110 l'l'dl jl)fJ, lf<,,'"\1 [1\dfl .. !n, ,/r.r: ;¡r .... ~,_;,. l 4 1, ••• • 

r·n 11:t r.'dcu!o. pnrrp&(' :.1 c;•·r 11' , ' in! 1 :it .. , ,: ·t• rH'diP ! l ,, ·, .1 •" 1 1 

'''"":' ·'t' (a:cul.tr HU l.t~.diPrl) f:n·t,. ,.,. tr',¡r ¡loi, f:. ,. '' ! ' 1 \ o) ' 

' ' '' :zniiJO., Cli1111Utl'' (q111' 'lrlt i~·. ¡"•,,~: ¡·•, ¡, · ,,l 1 ,,, f ,, 1 1 1,1 1 1"...-

' ¡ 
111

• r··.qfLJd''' r.d. I.Ltd/1. r. \t 1 II(.J ..... J' ¡,J , , • • r • , ~, , 

"· ¡' ¡ 1 • • 1 , ' 1 ~ • : : f .- l 

1 • f ••• ',..... •• ,. 1 .. ; 1 ' ,1 • ' •1 1,. r 1 r 1 , • o .,. • , ' :r .. , r '' , • ,-r l 

1'1 , •• 1 

-------------------~~---~ 
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Muchos de los procedimientos usadm en dtlculos ,numéricos son infi

nitos, así que el problema del error por tnmcamirnto adr¡uic·¡ e una gran 

importancia. Lo dio;cutiremos en detalle en capítulos futu10s en relación 

con el tópico al que se aplica. 

2.5 Errores por redondeo 

Aún si suponemo~ que lá~ Jatos de entrada no ticnnl errores inhe
rentes y ap!icamos proce~rl'; tic computación qru· son finrto~ }' no tie

OCfl, por tanto, error por truncamiento, podemos int10ducir otra clase 
de errores al cfrctu:tr aritméti< a ~ir11plr: rnor .. por n'clomko Sup{•nga~c 

por el momrntn qrw tcnrmn~ una computadora rn la erra! e a da. númrro 

contiene cinco dígito~ } que descamo~ sumar ~ 261,~ y 7.! G25, In~ que 

suponcmo~ exacto~. La suma ('S IG.4279, que tiene 5Ci~ dí¡;itos y por lo 

tanto no puede ser alrnacrnada c•n nuc~t~a corn1Hrt.1do•·a lripotr~tica. La 
computadora elche cnt(>nc•·s rcrlonrll'ar el re~ultado de sl'i> tligito~ a 16 42fl 

y al hacerlo introducr un arar j1or rcdolldrn Como :1 tr:rbajo u:. una 
computadora se rfcctr'ra con cantitlade~ que tienen algun numero frJO de 
dígito~. la nccrsicbd de rrd,,ndC'ar ocurre con Íiecuenci.l. 

El redondeo c·n FORTRAN r·s ele interés ~nl:unrntc en lo rcfrrrnte 
a número~ ele punto OotantC' F.n FORTRAN lo~ ntutJC'JO~ d,, l''mto fiJO 
son cnfcro~. La surn:1, rrsta, o mul tiplicacir1n de do~ en trr n~ e~ ~it·mrr e 
un entero; ~¡ un rc~ult:-~do e~ cl•·ma~tado grande y no calw !'!\ un:1 dir!'C· 

ción de la computadora, se comidera que el programa ttcnc u~l enor; 
no se redondea y se almarenan s.',lo los dígito~ po~iltlc~. El cocwnte de 

dos enteros no siempre es un entero, a~í que podría pen~ar~c qttc el re

dondeo constituye un problema, pero en la práctica la aritmética de punto 

fijo no se aplica en forma tal que ele ordinario ne~csitcr~o~ redondear 

un cociente. (En la ~ran ma}cuía de los dtlrulos de mgemena no se usa 
la divic;ión de punto fijo ) 

Como nos interesa (Himrramrntc rl rrdonclco dr punto flotantr, rr

visarclllo~ brevemente l.l ffJrrua de ('('prr~l'nlación de un uúnwro dr pun

to flotante y cstablcccrrmoc; una notaciéln. RccPrdamo~ que' cada n~uncro 
c~tá rcprrsrntado por una fracción, genr·¡aJtncntc llamada manltsa, l:r 
cual está multiplicada por una. pPtr·ncia (!PI nÍtmrto basr, ll:lmacla grnro
ralrncntC' e\ cxponrntr Tc·n¡·mo~ rH',mr·¡ o~ como In~ ~ig-ni• ntrc; 

.73C)2. 10' 
.12 Hi · HV 
.lfi27'l0, 

( i= 7Jf12 ) 
1 f-: :l~ ·11;) 

( ::-:: .OIIillli..!i l 

• : 1 1 

o 
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que todos los números de pnnto flotante han rpreJ.1do en cierta forma 
nonnalindo~ 

Si rcprcsent.uuos la 111antis.L de 1111 número x de punto flotante me

diante la letra f y el cxponc·nte mrdiantc la letra e, la fonna gC'ncrali7.ada 
de un número de punto flotante (de ha~c decimal) es 

x=f·lO• 

1 
El valor de f no puede ser menor que JO' pues SliJIOIJrmos nr'urll'fO> 

normali1ados, y no puC'dc lll'g.tr a. 5er 1, porque la m:-~nt i~a es un J. fr a e. 
ción proria. 

El resultado de un.t opc¡aciún antrn(·ti,·a '"mt.1 en gcnrral d,, du~ 
partes, una m:t~ significati.,,t y otra m•·nos si·~nifii_J.trva Por t'jt'lrlj>io, su
póngase que vamo> a sumar lo~ do'i nt&rur·w> d,· punto f!ntantc stgtlLt'n
tcs, cn uná colniHitadPr.t r·n la que b mo~n!r~.¡ '•ene nr:.tro d'r;itos v d 
exponente tirnc un dí~ito. 

.l(i~~. 101 

1/()9. 10' 
(-o- 11.2 ~) 
( o_; 1.7tJ9) 

Dijirnns (I'JC cuando n·.t:ita. :trÍlltH.tl<.. .. \ t.!(• pnnio floLL-lt•· ,,1 ((JIO~HilíH:nr.L 
autorn:ttic;:unentr se en.;u:~·l de los p:••ÍJkm:ts dt· crk•r.tc.Ú;¡ eJ.·! rlll<t•• 

clrTimal. Lo filie esto ~1'.:-ruftc.\ •'!l !.1. srtrna, r~ qrre In., < 'i•orwnk'i de :, o; 

doc; númrroc; son' CO!Iljl:lrado~ p.lr..t \Cr r uantl•o; lug,trr~ cl!'IJf' ~cr d•:·.pL1-
zada hacia la Jr•¡ccha la m,mlrs.t dd 111'rrnero que llene mene" e-:ponl'!.te, 
para "alinear" _los puutos de< ima!cs srrpue~t(X. En 1'1 cjcmp!o, el re,ui
tado sería 

.IG24 · 10' 
.001769 . 101 . 

En otras palabras,· la mr;.tr~a rl..t nr'unrro q11c tÍ•·tH' llll'IH>r n.l'nn• a<l' e~ 
desplatatla hac:ia :.1 UL'r .·dra t:llltO~ lu:.;.~rc·s cor11o ilhliqu.~ l.t d:f•·" •lL:.l 
entre lo<; cxpolll'llti'S. Enl(lllc v~ \t: )>lll:tl~:n sum:tr dr!L'Ci;tn"ntc b.s dm 
manti~as. ' 

Obvia~m·ntP, la l!l;l!IIÍ~a d.~ la. Sllllta tiene- m.is d,· t'liJtro dí~:tr>s An
tr~ de redondear, el 1 r ;ultado 5C ¡nu·dc mnslr,tr como doo; canttd.rdes de 
punto flotantr: 

.J(i2~ . 10' 
+ ll017(if). 10' 

:-iKfi(;f,7 t"!i' ,., .1 fi 11 · JO' -t .fi'!,lO: 10::-~ 
( 'n:ri•¡11Í1Ta dt• ),,._ 1 11.1tro npn a.-i .. w·, ari:rn,::ir.L~ ¡•:odrtrir.í 1;n n ,.JI •. 

1

' 
1 

•:•· '•' jl'll d,. ¡ ... )¡, 11 1'1\ t:UH'r.ll {ant•·~ dt• n 1:1 r11

0
1. H,' Cll t!uo; rni

•• , :' (.,:. ·' \ í • 'ut•• 
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- ----------------- y = /, · lO' + Cu · ro·-• 

en que / 11 til"nc t dígitos. Como hl'mos ,-i~to, d interv,1lo dC" \',tll•rl"S posi

bles de / 11, es 1~ < lfrl < l. m caso de ¡;11 es diferente, p01que no ¡K)· 

demos garanti1ar que ¡;., l"~tará nonnalizada; de hecho, g11 purdc srr cero. 

El intervalo oc variaci{>n t·~ O < l!!ul < l. 
I.lcgamos a doc; a~unto~ de illl(JOI tanria p1 imoidial en ro;t:t discuo;ión: 

¿cómo se va a t!>rnar rn comiclnación g,, p~ua modific-ar fy, y pala cada 
caso cu.\1 es d error máximo t¡lll' rl'~ulta t•n r ~ 

Gcncralmrnte "1edondrar'' iruplica af .. ctar dt! al•;una manera a f11• 

dcpcnclirnJo dd \'alor d!' !!u· Sin eml•aigo, una dl'finiciún m(¡o; ~cneral 
de redondeo cll·hc incluir rl c:tso rn el que P.v se ignora, lo cual significa 
que {11 nunca se modifica. E~ta regla se llama "truncar" d re-sultado; pero 
nosotros preferimos ll:unada "re-donde-o lllrnl'ado'', que ce; una termino
logía alterna accptabl<', pata rvitar confu~ión c0n el error por trunca
miento que se couwtr al con~icl!'rar sólo una p:u le d!' un ptT>('!'Sn infi
nito -lo cual es una rosa C"ntn;~rnentc- difrtt'llll'. 

Un 'rmz númrr(l d, [or cnmJ'I{arlorrr FORTlVI.V qut· <e rncurTitra.n 

t'rt opaarión cumulo sr• rsttÍ rscribit'llrlo ('1/1' liiJrn Jrrrf•arrm d J'rnf!rama 
objeto de ma11era qur IIft• rcdolldt'() trrwoulo. Como Vl'lt'lllO<; m;1o; atlr
lante esta el a<;(' de ~t•dondeo introduce m a~ or rt rnr c¡w· la 1 rgl:l. m á-; c-o
nocida. Ptlr otra p<u ie, el mo de esta últirna 1tgb dC' 1etlondeo desper
dicia tiempo de computaJora si se u<a <'n cada O['l'ración aritmética 
inci.Jyendo aquello<; lug:m·s llcl programa en qu<' no es rc~lmc-nte nc~e
saria~ Evich·ntl'lllrnte muchm dio;eíiaclot es eh· compil;~dOI rs: h~n tornado 
la decic;ión rcnnómica dt• qn<' c·l n·clomleo ltllllCado no causa prnblcrnas 
tal('S que jmtifiquC'n d co<to ck una H'gla !ll,'ts -;of:<tiracla dr> 1rdnndro 

Se puede drt<·m•in.tr i(trihncntt: un líniÍI•' al error rl'lali\·o u1.'txi1no 
que pucd1· ocurrir rn un rr,ultadn .1rillllt~tiro obtenido ron redondeo 
truncado. F.i error rel.tti~oo rnftximn orurrt• cuando g,, es g-r.mdr:: y fv rs 
pequciio. El valor mhimn [lf'Sth!c de f!,, t•<; rnrnor r¡uC" l. O; <'1 ':alor ml
nimo de f, e~ 0.1. Pür lo t;mto d \al~>r aho;oluto cld error relativo es 

Rrrntd:mclo r¡ttt• r r·< ,.¡ nt'lllli'IO ,¡,. dí~~Ít0< ('11 11 111:\lll":l di' rllol
1
•i''i .• · 

nÍimrro dr punto flnt.mtr, (lhtrll!'lll"'. 110 rr<lill;¡.¡,, ·nlt'll' 111 1·" ,.¡ "' •· 

ximo rrror t•·l.ttÍ\'n pnr lf'• 1nndr•n t;n_- ,.¡ n·«,': ·"·' .¡,. 11P • •: · 1 •· • • • 

aritnu':tif .\de~ punto ftntant,· no clr P''"T1d1· rn rl•JlH':'ll t•· tfl' r l rf· 1 ',n • 

de la~ 1 antid.t<lt·<; f.<;:o) 1·''; tl.\ 1111 1'111• 1 ,1111111 :tl • r,,,.,. . '· i . •1" 1 1- • 

• · en r.',Jntln<; d·· P"n:n flnt.1nt•· 
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El ltpo 111;1, Cflllocidu de rcJondro, que se denomina generalmente 
. rrdomiro Jimétrirn, punle dt·~rrihir~e como sigue: dada.~ la~ dos p.utes 

de un ff'SIIItado cmuo en el ca'\0 ant1·rior, la aproximación redondeada a 
)' est;Í dacta por 

¡-¡ r lful' 1~ si '~"' < 1
/z 

'Y = llt.l· JO• + ro--• si k~l > 1/z 

en que ji tiene el mi~mo ~igno que fu· I.a adición de 10•-• en el segundo 
renglón de la rruacióü ('01"1 r.~pondc a sumar 1 al último dr~ito rc:cnido 
si el primrr dí~ito que se pi<'H.It: rs igual o mayor que 5. Se escriben los 
símbolos de valor ab<oluto pa1a indicar <¡ue las mismas fórmulas s.c apli
can a cantidadr~ positivas y negativa.~. 

Si g, < 1/z, el error absoluto es 

¡..-.1 = ¡g"l · 1 o-• 
Si ¡g,,j > 1/ 2, rl error abs0l11 to r-s 

De cualquit:r manera, tt ncmoo; Jo·-• nwlt;pJicado por un factor cuyo 
valor ah'>O!uro no es 111.1yor 1pm '/2. El valor absoluto del error ab~olu:o 
es, por lo tanto 

lrrl < 1/2 · 10---• 

y el valor absoluto del error rda.tivo es entonces 

I
r 1 ¡•¡.·JQr--r 1 1'/•'10...-• 1 ; < -;,.10• < o:l'IÜ' =5·10-•=•fz'lJ-HI 

A veces s~ ma una '1'[\'la li~cranwntt• rn:Í!> refinada para tom:u en 
comiderarifm d 1':1<;0 rn rpw g, ce; cxact::unrntr. un mrdio: f~ ~e deja in
alterado si Sil 1'1ltirno C:it:ito <·s p:-~r y S!' redondea c;j su últ:mn dÍ[-;•IO e:~ 

impar. F.,to e;,• hace rara v•·z p~>n¡ue complira el diSt·iio y la oper.1~i6n 
de la comput.tdnra. 

En addantr c;nponrlrrrnc>o; qnl' la rr•!la arl·~ruaJ."l p:ua rcdoncl~"o Jlmé· 
trico ce; ac¡uelh ron la (jite cq:.tnn~ m.Í; f.uniliarinuo>, sin ninguna pro
visión rs¡wci.tl pata el ca<n t'll '!11!' C:v = 1

/ 2. 

Par.\ un t>jemplo <k :a ¡l.f,·rrnria cntr.~ b~ dos reglas de n.·don·~, 
consid~rco;c el siguirntr l<'~ul •. lr io de al¡_;una o¡x:rJ.ción aritrnét:ca: 

y= .71H- lO' + .fl-:!61 · w--• 
P.ua "r!'Jom!eo tmnrado'' 

)· = .732 ~ · I(}l 
;· 
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(eot significa "aproximatl.u•H.:n!t: •gu.•l •• ··). 

Para la operación que ll.lm.lmns redondeo simétrico, 

y= .7325. IQl 

e11 = -.1739 · 10-1 

y 

1 
el/ [ -- • 1739 . IO-I C:,! 24. o-• 
y - .7325. 103 -. 

1 

~. 

Entonces en este ejemplo d error por redondeo simétrico es considera
blemente menor que el error por redondeo truncado. El error por re

. dondeo simétrico nunca excede al crwr pnr-redondco truncado y la mitad 
de las veces es menor que éste. 

Ninguno de los errores es tan grande corno su límite superior corres
pondiente, que es 1 O.IO-• para el truncado y 5 · 10-' para el 3imétrico. Y 
puede suceder, por circunqa;·tcws especiales o buena sue1te, que el error 
por redondeo sea cero. La situación típica es que- conocemos un límite al 
tamaño del error en un c:1h u lo, prro no el error real. Para e3tar del lado 
de la seguridad, 'upomlleltiOS siempre lo pror, es decir, que el cnor pu
diera ser tan r,_rande co1110 su límite. Un camino mi<. ~atisfacto1io sería 
tomar alguna dL'ie de erwr "promediO" y usar técnicas cstadí,tiras para 
encontrar el valor m:Ls probable dd e-rror total en una compntación. Sin' 
embargo, tales técnica~ estrm más allá drl nlcnnre de este libro. 

Estos resultados han sido establecidos rn términos c!c númrros flotan
tes decimales. 1-luchas computadoras para c.:ilculos científicos operan en· 
sistema flotante binario, e~ dr·cir, con números de base 2 en lugar de nú
meros de base 10. En c)i1 ho si~tema, cada númrro de punto flotante se 
representa como una fr a cerón ( expres:1da por supuc~to en sistema bina

rio) multiplicada por una potencia de 2: 

Un análisis similar al efectuado previamente conduce a un límite en el 
error relativo de 2 · 2-• para redondeo tnmrado y z-• para redondeo si

métrico. 
Algunas <:om1mtador:1~ "'n hr:cadl!cimnlrs, es drcir, trah:1j:lll rc>rl nr'l

mero~ ele ba~c 16. En ella' In' líruite<; al f'lror r,·J.,ti\o son !G · ¡r,-• p:~ra 
redondeo truncado y f.l • 1 G _, 1'·11.1 rcd,lldt"n <;Írnc~t r ¡,o. 

En lo c¡uc sir,r•c tratare rnn. d crrPI l'"r rniPJulr·n rn c-;ln•:,!.rrl· • •'~ 
punto notantc l'fl trrrninfl~ de 11 1.11111 re-.. ,1-.: irn.rl•-, í' •r.l r·•·t!··r •r ,. r ' •.• 
Un si,tcma C(1H" llOS r~ f.unili.,r. Jl,f,,. tl•·l·, .. r•. ~un,., 1 Ht•". •¡,. 1 

\ rr·, ,'. 

udo,,srdn li¡.;r·r.lllll11!•' dikrr·:¡:.' fll ,.., •••.• , " •• 1 • ,, (•'1 

•• o o 

c:n-orc.-; 1 ()7 

2.6 Propagaciún del error 

De mud~a inrpor tanci:t t n an:di~is mnuelllO e~ la f01111 a en que un 
. error. en al~11n (Hrntu de una , omp1 1t.H 1!·, 11 SI' ¡11 o¡•rz:_:,1, e~ decir, determi
nar SI~~~ r-f((.to a••m•nt:t o di,urÍillr)e .d c:fectu:~r opt· 1 .lcioní'~ suh~iguicn· 
tes. La rc~ta de dn~ r antrd.Jcle•, ap1oxu11ada 11 ,cnte igu:tlc~ cr; 1111 C:lSCl ex· 

tremo: ~llll<JIH; lns do~ m'r1ncro-. tt-n~an e1101 cs ¡wq 11 eii 0 ~. e! cnor relatÍ\O 
en la d1fc•encia p1rL·cl~· ser lllll>" c;r.llldí:. [~te r 1ror relativo grande scr.í 
propagado por ope1 acwm s .ulllllética~ po.tr: 11orcs. 

z:¡uestro p1irner pa~o c11 e-.te Í111portantí,in.o (~lllclro e~ encontrar C'>

presJOncs para el cnor al1'oluto y d error ¡¡·1,1( 1, 0 1 n el rrstd•adn e'. e 1 
... JC .tr.. .. a 

una de las cuatro ~perac1ones a~rtnH~tic,,, u1 lunL::m de lus oprr:ulllo~ > 
sus errore~. De~pucs, en la srccltla o1guu ntc Jr·sarro;hrcmo~ una :C:rr.ira 
para determinar un límite al crtnr rntal en ur, , .'r1 1 u!o ('Ur rontcn" un 

• • 1 o· 1 

numero cualquwra de opc1 ;v·iont·s ar:tnu~t 1ra~. 

Suma 

Se tienen dm apr0XÍIII.H Í"lrco;, ¡-y 5·, a dn, \;dn1rs \t'rcl.rclno-. x y ,, 
junto con sus cttorc; n:~pcUI>C••, <z y ~'u· Tcmil!·n:o<; (';¡ton< 1., ' 

X+ y= X+ Cz ·l· y + Cv = (:\ + :;·) + (ez + , ~) 
El error en la suma, qtle indicar cino., nJ~ci.·antc , c.,. V• es por tanto 

Resta 

De una. manera semejante obtenemos 

Multiplicaci6n 

En este ra.o;o st~ tiene 

.\"'Y= (:\ -1 r,) · ()' .¡. r,) 
=.\y ..f :\t" f )''~ ~f ,..f,.tJ 

g,,ponr111o<; q1u• In~ errorr<: ~•·n r , · -
11 11'1111 111.1> IH qrw11n~ (jll•· ¡,, ... ;p. n'\Írn:~-

rr•'nc~, e i~IIOii\11'1111•<; el 1•rnd11r-to cJ,. ¡,,., ,. 11 nrr -, r loll:!>l\11\ 

:1: ·y:--- l)' ·1 ¡,·u + yr, 
9 

o 
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División 

Tenernos 

)' y+ e, 

Multiplicando el denominador pnr y/'} y rcac-ornodando thrninos obte
nemos 

El factor, en paréntesis puede dc~arrollarsc en senc mediante una di
visi6n: 

Efectuando la multiplicación y de~preciando todos los término~ que con

tienen productos o potencias de orden superior al primero de e, y c11, te
nemos 

Por lo tanto 

Para un ejemplo simpll' del ~ignifJcado clc c~ta~ f{,rmubs, con .id(rr·se 
la suma de d0s log:u itmq~ de cu.ttro ciiras Como ¡mrlcmoo; ~"íH'IH 1 r¡uc 
Jos logaritmo3 c~tin corrccto~ h:tsta l.t ru:1rta cifra, o;:~Lcrnns qlll' el error 
en cad:l. uno no rs mayor qu·c O OOOO:l L' r¡r or en b strr11.t rw r•ucc;,; ::.rr 

mayor r¡uc O 0001. N:-~llua!llll"lltl', no ql•cJHn-; que sra /rm g:.mde, ~11'" 

que podría scrln. 
Dl'be ohS<·n.:•r~c r¡uc nt.l \Cl connr•·rnn> d ~''';ll" dr ••n n1or 1\'r 

cjcHlplo, no se lh be inf•·nr que la \llll:a lllCf<"lllrr.r.t <¡, ''lí"" • 1 "' rnr ' 

que la resta gÍl'mpn· lo d: .nrrnuyc ~;"r.·lo'nwntr· ]'IIHjlfl' !fl·; '""'''' '•' ·"· 
man en b ;;din/,n y ~~~ n·>t.lfl en la •.ull~tr:-~cci,'•n S, ¡,.., nr " ·. r,, · ·" 

5Ígt\OS uifcll'IIIP~ 0( urrll:l Jllt'\1\.11111 l.[,:[;, 1 flllfr.ll Hl 

Como t('nt·tii•J', :-~hnr.t fún11lll.•~ ¡· "·' ;, ¡•r•'í' • 1• (.r¡ d- .• ·.' 1'"' .. •' 

CJ.Olutn, rn l;t~ cu.,trn npt·r.uintl'''l :tll~llL::,{,,\ t,,,,t '\ j·'d,·r. ·' t .. 
ó 1• dtr y ohtcnl"r ].), , r;rn• • :• l.ttr,·•· l' 1',1 :1 '.11 .1 > !. r· •· • 

o o 
errores 1 G9 

tado~ J.an sido rcacomou,ulos para mostrar explícitamente el efecto de 
los errores en los o pe ran<los. 

Suma 

Resta 

Multiplicacióll 

e%_,_ 
t-g 

~~!.u 
i/ii 

E~ impnr !:1111\' COiltí"' nd1 r li.H:un• 11l1· d ~:·~nif,, adP de: c~l.<S iórflllt· 

la~ de (llf>J'•lg.H 1<111. P:ullllH•• de do~ v.do¡co, .tjill':-.Ju,,du>, .\y }• qtll.' r••r.

tÍPIH'Il lo~ CfiOIC'i t•.r > •·11 • Í.c•S CilPie<; ["lfCÍt"ll ~el dt: CIIJ. l¡liÍt r !ljlO. ¡_.,, 
valoreo; dr- :\y y pued. n <;r-r I<'SillLtdo5 c'\pn lllllllt.tk~ q•rc conticnrn erro
res inlwrcntcs: (Hiclkll wr c·l rc"·.,ultado dr: algún c:~ludn fl!CVIO dcr
tp:ldo lllcuiantc 1111 proLf'~o ir1íinito y por lo t,llllo ptt•·llcn cnntcw r 
errores por llllnr:lllriuJto; ptrcdcn ser .. reqdt;ulo <k Oj•<-r:lcin. "~ arrt,né
ticas pr.:\ ias y pnr t.llllo cu¡Jl·:rH·r C'l .CIJ rs por rcd;:mc.;eo. f:ur~"n.r;n p<~::drn 
con suma facilrúad ser una C<lllli•inanúu de los lll"~ trpm <FIC ~e l!;:;n ·~H
numcrado. 

Entnnr"f's bs ft,rliiUla~ J.!llt'l iore~ dan r~: l'rrnr ,_·n el r'""'!t:-~do rlP rar!:r 
una de lil'> opr·r.t· row' .urtr¡"··u, .L:i t'll f<liH u'•n de.\,)·.,·, y <"v -,.¡ ..• ,11 ,.,,,-,, 

qur no hay '1101 f•or retf,rul,·,, en !,1 ü¡,cr.rtr.'•n S1 cnr,,., n• 1: 11 ,· 1 rq¡ 

frecuencia qrr··tLtllll\ o;,tiJt'r .d111r,t <"0111<> ,,, pro¡•.l~.'l , 1 , tl•1r c:1 ntt• r1·

sult.Hio a otr.tS "l";t;H ion• ·' ;¡¡¡;¡¡¡,'•tll,l', d· Út 11.n¡ a ;r. ·:•1r , ;-¡ ií.-it.;nu n!<' 

,.[ t'rror tnr ,,.,¡,,L.{ro 

A llll'lllldP f'<rrihrr• lllfl'> 1: <i1. !.1 h:11r:t <tl¡lrr¡.,r, ;11111r. 1¡· , •. trl q•r ,-n r-

pl•·l.tntnllr' I"'C'"~ JrL•·¡Í,t I'IIIhr~•· l.1 i,,trr:t ¡¡,.; l•·'n ¡ .. •·•!,· rn:·,_ 

t"rt• ('JI J,t rll.l\tlfÍ.t dt• Jr,·. t a"cl, ,¡ "e tr.lt.J. fJf 

d.¡ \·•·rr 1.ulr IP \.l'nr 
1¡ c1 l ,¡. 1 ( 1' • 1 · ~:' , ( r\ ·: nrl 

!.:1 <1!'1 11 ~~··n ¡n,.dr· .tr:.11.1r'r con un •'jl'tr; 1,Jo ~llj"'i'·',i'< q•w 1 r:.,··-

1 11''c;: 11 Ll (''1.11f1':11Cl,•l1 C1'!l lrr, r;Hdld.\'lr·· .. t. V,\'.:. V ¡,r)r <\ll'rli•crdl,.t{ 

,, •• 1 1ft''~ ': 11 '' ~(•n ,., 1' 1.1<=, f'~ (f, r1r~ •(11!' r.(~ [:(':"'ifr' (': t•'!l) <!. r11r1:'··n, 
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u= (x + y) z 

Por la fonna. en que se e~cribió la e:-.presaón, debe 'dcctuarsr primrro 

la suma. Se supuso que ambos opn.mdos no taeuen r·r ror, ac,Í que el 
error propagado por la ruma es cero; sm embargo, al rfcct11ar é'ita se 

introduce un error por redondeo. Este c-rror por redondeo puede consi

derarse como un error inherente en b suma cuando procedemos a eje

cutar la multiplicación. Si acordamos llarnar e:r + ~ al c1ror total en la 
.. ruma, incluyendo cualquier error prop:1ga¡Jo y cliedondeo, se tiene 

11 er.,, 1 <5. lQ-r 
X+ y . 

que es simplrmcntc d lím1tc en el error por rcdondl'o en cualquier ope

ración aritmética, SllíJonicndo sirmpre n:dondco simétrico. Nuevaruente 

estamos suponiendo una computadora en la que los númrros de punto 

flotante tiene una partr. fraccionaria que comta de t díg1tos decir na les. 

Sabemos que el error relativo en un producto es la suma c!e los erro

res relativos de los dos factores, mas el error por redondeo que se in

troduce rn b. mult;pilrar.Jón. Corno el w;uhado de la multrplacación es 
r,, que es nuestra apro:<imación a u, podemos escribir 

e16 e.r.._tr e:: 
=-=-- +- + r u x+y z m 

en que ezfz es el error rcbtivo en z, y r,.. es el cnor por redondeo en la 
rcultiplicación. Como supm1mo~ nulo el error en z, y como 

¡e,¡ 
1
1 e,.,, 1 < 1 ~··u -=- = --- + r.,. -

u x+y x+y 

(La última desigualdad se cknmnina la c/cq·~ualdad trian¡;ular: la ig-ual

dad se cumple si Cz. u! (x +· )') y r.,. tic11cn signm iguale,, y la de~igualdad 

IIÍ tienen signos dif errntr >.) Entonces tenemns 

1 rfl <s. w-, + 5 · w-' 
Como al final del c:,lru lo connccmo~ u, podernos f á\ilmcnte ohtcnl'r el 
límite del error absoiuto: 

¡e,.¡ < ¡¡ . IO--r+' 

2.7 Gráficas de procesos 

Tcncmo~ !''<pr~'Í011"' qtw no<. p rmitrn '"riPr··r lt ~ll"!•a·:.~e (.n d .. lr • 

('"rrorr; c¡Hr (''i~t"n r·n 1•·• opr·r.onrln> 11r• !:~~ "i''' ,. •· .. · .11.11 .'· ' .• ·. \ '

,, mos en un ejemplo(:¡ rn1nrra d .. rl• t•·nnin.1r r·l• r11·r r• rol • :r •• • ,. 

o o 
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tarHrn. i\"ccro;ÍI.H'IOS .danra una fnr11:.\ m.ís con-.t:ll'l'lllf' de rn;¡n .. jar el 

prc.!Jirma dl' 1;¡ prop.1g,H 1Úll de lo'l erroaes rn 11n ('.'olruin romp'•·to. 

Una f!rtÍ{tt '' de f''"cr ws * rs una rcprc,l'nt;:~caón pict<.Jrira de la sc

cucncil en b c¡ue se rkrtÍ•.Ht l.t'i n¡wraCI"nt:<; ar itmr:·tic;¡~ en una comru

tac¡Ón, y llll e .c¡uerna i'·11a Hi• ntiftr.ll la-; flr ch:v; C]'ll: ,¡parecen en b. 
gr;ifira de lll:liH:ra <p1r: ~c:t Lít d derr·nr!tnar el Clf<'r tn:.d ,.¡¡ el r(:su:tado 

final El rnétodo t:l.rnlH ~n facdata dctcun:nar !a contrtlJ•IC!Ón ;¡l error to

tal de un error cualc¡uil·r.t rn Lualr¡a¡icr lur;ar de !.1 <;Cuiencia . 

La figura 2.1 es la r:;r.'tflr.l de proceso di'( cjt>rnplo de b SC'Cl'!Órl rre

ccdcnte, u = (x +y) · z. Una gr.'tfica de prorcso elche kn'r de at,ajo 
hacia arriba, ~i:.;ui<:ndo ]a, f¡,., h;¡s Pnlnt'!O S(' efectúan tn<hs Ll'i nr• ra
ciom·s en tm llt\d hon;o1ot.ll d,tdo, dt·<;ptu:~ todas l.1s opcr,u I!HI!'> ut: 

nivel superior ~iguientc, y a~Í suct'SlvamL'IIlC. [.¡¡ la ftg>.tra 2 l ~e 1 t' ex

plíritaua:utr· qt1c l.t Sllllla Jc \ y y se cfectÍI.l p1 imrro, ~ t[dl' rl re~ultado 

~e fllllltip(ÍL,l JIOI .:. 

H:J.,tJ. "' riiOIIIClltO ten '[ll()S sólo una rt'fH<';L!ILicit'ln r<clórica del Of· 

drn de la<; n¡wr;:JC!Clne' :Hll!lléllrao;, In co1 d es mrr,c·,,H1if' ¡wrCJ :w e; d 
p·opÚ'i!to prÍliC i¡,.d A:ll ~.uo~o< ahor.t ¡JcntiiiraCIO!l<'S a C.lll,l UriJ de l.ts 

flech.ts, dr acuctdo co•• l.t., regla' sigutcnt<'s, pa1a ¡;rd,c;u b m::mcr::t en 

que se pro~:1.gan loe; C11nr•·s 

Suma 

Consiclé-n·<;c que la-; do"> flecha~ que lle:;.m a un círculo ele ~rli60¡: 

provacncn el,~ clns círrulos cuyos n:sultaclo<; son a 1 y a,. (E<;tos "resulta

dos" pueclL·n cr1 dcuo ~cr d n·stdt;H 1o cic otr.1s op~aacion::~, o ¡mcdcn 

ser datos de cntr.tda corno <'n 11\H:~tao ca·.o) La flecha que vJ. de ·, ;, 
E9 'C idn1t1f1ca con h. ctJqtwta a,f (a, + a,) y b flecha que \',l (; aa 

a EB cop b euquct..t a_/ (n 1 + a:). 

Resta 

Si la opcraciC>n I'S a,- a,, bs flechas rnnc,pnndacnte~ pucckn id• n

tificarsc como a¡f(a,-a2) y -a2/(a 1 -a~). 

M ult i ftlicnriúrz 

I.a~ dn> fkrhao; r¡uc n•n<ÍIIrC'n ;¡ un::1. n11rlti¡>lw.1. ;r",n iln.m h adrn

tafw:u iún + l. 

" f.l u•o de l;u ~r.Hic'l\ ti•· prr,("O"<!'< p:tra r,te fin fu., ••wrritl.-. prim<"r:lrnente .a 
1 

• , '' .,., P"r d Dr K· ···r:h M. Kr~~,c; d~ 1,, Uru\·cnu.l.od C..luml••.l 

o 
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Dwuión 

Si la. divi~ión es a,fa2 , la flecha que va de a 1 a (j) 'i(' iclt-ntific..t con 
+ 1, y la flecha que "a de a~ a 0llcva la idcntific ..tción -- l. 

El objeto de todo esto aparece en la rrgla siguiente: Rl ( rror relativo 

sn el resultado de cualquier operación (drculo) ajwu ce nz el resultado 

Flg. 2.1 Gráficc do proceso de lo ope• 
Tarlón u = (x 1- y) · :. 

f1g. 2 2 Grófico de proceso d., In figu
ra 'Z 1, con los flechas icl~f1tifiwdr·s paro 

ind1car la propagación de los errores. 

de la siguicrttc opa,zcióTI mrdtiplicado j1or el térrr11nu qu,· identifica la 
flecha que UI!C ambas 'njJeracioru•s. 

Por ejemplo, ccmidt'-resc la figura ::! ::!, que C'i igual a la figura 2. 1, 
pero COn las flechas dd>idarn<'nte ld<'ntlfiC.ld,to;. 

Supongamo<; ahora c¡t•e la'i llrs cantidach-> cie la figura 2.1 tienen erro

res inherente<;, relatin!s por rl'dtmt.lco ll,llll.tdn<; rJ, ly, e '=• y \'Camo<; ct'>mo 

se aplica la rrgla. Cnmidérc .-: Jllli!Wrarucntc Lt ~ti lila Tener no~ un en or 

:relativo ir en la cant1dJ.d x, é>tc "l'·llt'l (' en ( 1 H'<;tdtado de i,t opcraLiún 
siguiente (1:1 sunu) mtdt•pli,..~Jo pot e: tÍ·11llinu r¡uc idcnt1ftca L.t fll'ch..~ 

que une 0 con Ef): 
:0: 

---- r, 
\: -r· )' 

Hemo~ onulldo l.t'i harr.1> •'n ' ¡ l'l: v. Jl'''" d~·l•·· ,.,¡q,·ntl'll.:"'' 1' 'i'"' <'< 
tas SOrt arro•;illt;IC:O!JPS ;1. lo; \.,dr'l''' \''rli !"''•"" f)' J1 11<\'l/1 1 11' 111' ¡' 'J 
error rn )', iv, :~p:111 1 ,. , n ,.¡ ""·<dt.\f!(, d· lt ·•1 · r •• '(¡ • • 11· ·,'• •• ,·:· 

plica.do por el l<:rlninrt 1¡11•' 1ll1 ntdtr .1 l1 ¡:, 1 it 1 1¡1· 1·. 1 • · 1 

• ' "¡' 

o o 
errores /,73 

Hay finalmente un enor jlOr redondeo en b mma. :1! qt.c lbm:-rmos r¡, 

y el error rclati\'o total en d rc<;ultado Je la adición es 

r,., .\' }' --- =---z, + ---1~ + r1 
X :i· }' X + y ."( + }' 

La regb pucd(' ap!acai\C al.~Ha a Lt mu~t•plicación. Cno dr los fac

tores C'i b ~urn,t t!e x-y )'. que tirrlt' 1111 ctror que se acab.t de HH.lior; 
éste aparl'l'e como er wr inherente en el re~ull,LUO de la multipliralll>ll, 

de acuen.lo ron la rt·gla, mulliplic..tdo por + l. El cnor inhcrerlle p•1r 
redondeo en =· i •.. tpan·cc en d u:~tdt;!do de la lllultipli..::tuún rm.lttpii
cauo también por i l. l.a lllllltiphcacii>n temfr:l ~l!l l'fiOC por lCdOn

dco GUC llamaluos r,, }'el cr ror total dt·~pués de cfcr tua.- la multtpllCJI ión, 
que t'S el crrot tot.d ·~n ", es 

e,. 
\" i., · 1 + -1~ iv · l + r1 • 1 + 1: · 1 

.\" ·! )' .\' !- }' ii 

Si todm lo~ n·,tdt.l(lo, cst.ín rotrrct;.rtu·r•~r rcdr>mk.tL:o~ (de arurrcio 

con el método ele redt'd: 1r·() • on\l'rtÍdl-'l, n::.grmo de los CllOtC; por 1C· 

dondeo sct:L llt:l)Or qnl' 5·10"' l'.lttutHP'i l!'lll'lllO> 

Si tanto x como y son no n!'::;auvos, entonces 

_._ + _ _L __ 1 \' 1 1 " 1 lx+}•! x+y 

no puede ser mayor que ¡, y finalmente tcm•n1os 
o 

1 ~ 1 < 20 · w-' =" 2 · 10 _, + ' 

2.8 Ejemplos 

Apliqncrnnc; altor,\ Lt lt.(ltl< .. t rf,. gr.'tfiC.lc; dt· l'l'ICL"fl'i .1 trr<. t'JCrc:r.:P~, 
par.1 \.Cr In (j 11C "·~~n:¡.t ,l l.1 fllll!l,l~;L' ~·,>11 c~r·j t 11nr rn r/ 1111:nn. l:l' t nr .• '•:¡. 

L1nnno·., pr.'11 llGl~ l,;1o; CllllL lt1 rnrw-; qoc dl't 1\C rnn, ,,.r.in dlr!'d tn,,.':,t•· 

uti!it~lilft 5 ( 1) lllliC!t,lS ~IIU.lt tfll}('', t!1• j¡:-:; 1,._,t¡1Í!I~:o" ·,~.~lllt'llff'"- 1:'\~CJ"l ( j· rn 

¡dn", f;tlllil (n i 1 l¡~;.;¡.,n d·· un.l lll.it\f'Ll ;H!.ILU\ 1 l.~f, l'·cd.:, !fl .• t:. "'"/'''( 1 .~~ ~ 
', ,,.. ¡.-,:;uJt;.n de ll.dt.IÍ.l' rnn un:-1. l<'II·!Jllt:ulfJr.~ d!•! \.d· tn c·'¡H•L.l ]¡~ ... 

•" rlf rnf'¡('\, rt'"--dt.HitP., rdl O..()rj :~) Cftlt' f \¡•l'r UÍ,l.:Jl()t; <!1• ;)1 'll'rdll ((In n,i( ~-

r '
1 -, , •''' 1 [el f 11 ¡¡, lft Ill.tt ,l :\S e! Í. ;¡t .l'i 
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Ejemplo 1 

Adición de números positi\os at omod.1dos en orden ascendente. 

Considérese el problema de sumar cuatro númcws positivos: 

en que 

O < x1 < .t2 < x 3 < x, 

La gráfica de proceso se muestra en la figura 2 3. Supongamos que no 
hay errores inherentes en las .t., y sean r,, r2 , )' r3 los err01e~ relati .. os por 
redondeo en cada una de !as operaciOnes de a~ajo hacia arriba. La apli· 
cación sistcm[ttiea de la regla para dcte1minar el error total en una grá
fica de proceso da 

Canccl:mclo la s11ma x, + x~ + x3 en rl primer té-m1ino y multiplicando 
toda la ccu.trión por y = x, + x~ + .\'3 + x. nos da 

C11 = r, (.t1 + x,) + r"(x, + x, + x,) + r,(.'t' 1 + x 2 + x3 + x,) 

Multiplicando y rcacomod.mdo lo, térmmos se obtiene 

"1 +'.r~ + "3 

•¡+•z+"J+•• 

je11l <; (3.t, + 3-'"• + 2xJ -t- ~.) : s·· Io-1 

E'i ob' io que el límite rn el error lota! 
(ah,o'nlo o relativo) debido a redon
deo se rninimim reacomouando lm tér
mino~ dt' man•·ra que los nt'rmrro~ mf1s 
prr¡n~·iim !;ran los que 1" t!IICI amr•11tc 
se ~nmrn. 

E~tr rr~tdtaclo rs un pr•co ~01 prrn
drntl', ya r¡nc toc'o mw~!ro •·ntu·na
,,,j,·uto lll;lti'III.Ítn n ha r~t:uln h.\~ado t'n 

b ~upo~iciún -a 1111 nud!l im¡,Fcita

ck qnr l.t ~uma n a oci.Jti\ a }' rnlllllll· 
tativ;1 f.;¡ daf•·u·ru i.1 ~ · d!'lw a qn<' no 
r~tamn-. n1wr aucl" ron 1''' ( ,~j,',n mfi
nita, (JU<' t.Íttl.J'Ill'll!l' ,,. '"i''''~~' •·n J.,, 
mat•·m.".riras ( t:,~l( .1< c .. d.l , ..... .Jrado 

rn una compnt.ul"'·' d¡-lw ~''i'~' ,,H'" •·n 
.un m'un•·ro fir111n el•· d••:·t .. , · · • • 

n•c;IJin il•n :1pa11 nt• rn•·ul•· '" • 

Fig 2.3 (lráfico d• p•ocuo para la l.ia (IIIIIJ•l•·l.tl!ll"lll" '"'''''·" ,:. 
odiceón ( ~ r, t- '• t x, t .x., en . •· t ·• 

l < 111:\'t''lllallr,,~ • ... : •n• ... 
c¡vo (\ <'--'< Ita <: •• Jto 1• 

errores /75 

La fórmula para d limit~ del error total en la suma de n nt'uneros 
que no tienen errores iuhtreutr·s es 

je,l ~ [(n-l)x, + (n-l)x, + (n-2)x, + ... 
+ 2Xn-t + Xn]. 5 • 1Q-I 

Como un ejemplo nuuu:1 ico supúnga5•~ que m ce~itarnos rfectuar las 
sumas de los siguientes n\uuew~: 

o.2n97 · w~ 
O 19i(j • lOe¡ 
O::!·Hli:·JO' 
o 72j!). 10' 
O lfi3B · 1(1! 
O.Ci2VJ · 1 ~ 
o 21(;2. 103 

05~:r:· 101 

o 1 :en· lO' 
o :12!11 . 10' 

Si ~trrnamn~ en oadcn a•wtnd<llll', la> ~"'"·n Jl.:lrci:ll• s 5UC<' ¡, 3 -; ;on l.t~ 
siguÍe:llr'' (La rllllnl'l.l "1111,\ I'·IICI;tl <'~ la Slllll:l de J.rs dos 1'1 !lll' a o·, nÚ· 
m•·-o~. b S"gund.l <;!llll:l l'·•nt.d , . ., b Slllll3 de la p•inrna ~ur 11 • 1 p:11. :.1! 

y el tener n1'uu• '"• etc) ·¡ ,··nc;1'>C -:-11 11\f'!llt.: 'l"C t-tarnn:, ,,, 11 r. 1 ¡,e¡;r~o 
una C<••nptllau•Jra en la <1ue < :,.:,, tll.lrlll'.l twnc ct.:l.iro dí:.:tii'l~. L.ltb ~utt .1 

parcial.que cxceJc cu:ttro d"gtto~ rlt-hc ~rr redondeada. ~Csk lt•:dto, j1Clf 

supuesto. es b:ísico para la c;o,.ph,:.trit)n total, aunc¡11e ocho d:gitos sc1 ían 
más usuales en número~ de computadora. 

Oi873'10° 
o 3275 ·.10' 
0.10í3 · 1lV 
0.2G9 1 · 1 o~ 
o P.9IO · 10~ 
o 1o-,r, · 1 o, 
O fi2B9 · 101 

0221~'ltl 1 

0.7523. 10' 

Si por otra parte sum.1mn' los uúrncros en el orden inverso, de mayor 
a tn<'llUr, !.1~ Slllllas parcialc~ ~on 

o r.r,r¡.~ · 1 o• 
() i2 1 7 . 1 0' 
O 7·J11· 104 

071<~j·lo• 

o 7511. 10' 
o :- ~~111 · 1 o• 
o¡-,:-?o·ln• 
O 7i~O · .10' 
o ¡_-,20 · ¡n• o 
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La suma correcta a ocho cif1 a~ Sl' puede enc.únlrar con3'"''·:ua.lo todm 
los dir;itos en cada suma. Es 0.7S2~9013 · 10 1

• Entonn·s d error en la 
suma asccmknte es -O. 1 · 10°, 111icntras que d error en la surna lh:sccn· 
dente es 2.9 · 10~', que e~ aproximad:wwute 30 vece~ m.t)"Or. 

Los Iúnitcs en los crwt es ~011 del 01 Ul'll de 5.5 . 10° para la suma as
cendente y 33 · 10° para la dc\rcmiPnte. En amho~ casos los erro1cs actua
les son considerablemente mcnmc~ que el error 111á..:irno posible. El enor 
máximo. dado -por los: límitP\ Ol:urn: -ruando el redondeo de c;:¡da suma 
parcial requic1c dr~¡HecÍ;:¡¡ una partf' de 111enor significado c¡w• e~ apro
ximadamente 1/'2. lo cual ocunc rara~ \eres. 

· ~ótc~e que si-·sc .dcc;ra• tan los dns número-s .·rrrá-: · pcquf'ii()~ líJ. soma 
ascrndente se convierte en 0.7522 · 10', f(IIC rs ligeramente diferente, pero 
la suma de~ccndcnte prnnancp in.1lteracl,¡ como O. 7520 · 10'. Lo c¡ue su
cede es que lo'> dos nún1cto~ m[¡s pcqueiios ln la sullla cksccndcnte son 
dema~iado pcc¡ueiios p:tra afectar .d úll imo dígito de la suma parcial 
cuanrlo se agr<:gan separadamente. F.n la suma ascrndentc, por otra par
te, son sumados primero, y su ~urna <·s lo suficientemente gtande para 
afectar el último di¡;ito de las sumas parciales mayores. 

Ejemplo 2 

Adición de cuatro m'uncros JIOSitl\'05 ariOximadamrnte ig-uales. Su
pónga~e que c~t;¡nim surn;¡ndo cuatro níunerm positivos. pero qne nl10ra 
son aproximadamente iguales. Podemos escribir 

1 = 1,2,3.4 
en que 

(El símbolo <{ si~:,•-rufica "es mucho menor que".) La aplicación directa 
de la. regla al rC'sultado cl~· !.1 suma de cuatm números da 

Como !o,l es p<:quciia romrarada con xn, letH'mos aprox:madamrnte 

1 1 ~A lj J0-"1 ru ~~·r .... • ·xo 

E~tc tr~ulrado se baq en cal( u!ar ~~~ <tlm.•s p:.n:i:J!('~ ( r>nro sr· inrl1( a r·n 
la g-1:tiíca de p•·oct·<:o d,- h figtll.\:! 1. Con·'"lr'rt·,,· urLt foiiJI.I altt·ont ,,,. 

efectuar b ~~~ma, ror:to 'e indtr.1 rn l.t gr ·,í,c.t dr ['In• ~"' d·· lt h·:,•1.1 
2.4. En ella y ce· (t 1 -+ \,) -1- (,, + \·,:t,.··d•.tlllndo i''l""'" ¡., r•¡·•ll· 

cionrs l'llrrrr.ul.,, rn p.tr,··nt• ,¡, 
Si H:-.rn;ltun~ r¡.,... y ,. 1 a !n"' •·rrttr• ... l'd' rt,l,,l ,r,n rr, t .. 1 1, 

,¡,nn 1os ~o,uh\nd1r(-"" iudu·.1ndn r) P!d• .1 t '1 fl'l'' "' '', l f1· .• t~1 ,· ' 

o 
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e" -- r,. -~• + ·'": 
)' x, + :<: + ·'J + ·"• + 'z 

Reacomodando, tenemos 

lelll ~ (2x, + 2.\": -f- 2.T, + 2x,) '5' 10-l 

Haciendo nuevamente x, = "" + 8, r despreciando los ténninos en 
¡a,¡ comparaJos con la -'o, ohtcn!'lno<; finalm1:ntc 

jto,j <: 4 · I0-1+ 1 ·.\"o 

Comparando con el liiiHic dd rrror p;:ua la ¡:;r.ífica de proceso de la 
figura 2.3, vemos que c~tc ane!jlo da un límite IJ¡;<:ramcnte menor, lo 
cual no es intuitivamente obvio. 

En general, si deseamos sumar n2 números positi\·o~ de aproximacla
mente igual magnitud, el enot total por rctlonc.l:::o se reJucc si 51:. suman 

Fie. 2.4 Diforcnlo gr6fico ds proc•no para lo sumo do cualr<> n,;moros. Los nym~roo c<Or• 
conoo C! lo' drculos d<> c.Joción 1ndocon lo oo<uen<to do las oúicionoo. 

en n gn1pns de n c!t-mentns rada 11110 y dr,pu~s ~e sum:1n las n sumas 
parcial<:~. Par.& un v,dor g'l<Hldc ele "• ci limitr en el error es sólo 1 !n. 

dcllímitf' corrcsíJondicntc a la Slllll:l de lo; n• términos en una soi:J. "L.Ij~" 
(ver figura 2 3) . 

Como cjcn.plo numénco co;.s,d.~r~'n·,.r e'to-; cuatro núrrwros: 

.\'¡ ::-:: O r,2·1'1 · 10" 
·"2 ~ o 52G2 1 o~ 
x, -= () "•22ti ) 0' 
.Tt = 0.5278' 10° 

. Podernos hacer ·"u "" O 5200 y t = ·1 corno :wtrs. Sumando ur.o a con-
t;nu.1ri6n 'le! otro )" r -r' 1 • J -- · 

' ' ~<lllr.• -•n o conccta•n•'nlc en c:~da ar:.c,f>n ohrenc· 
rn., Y= O 2102 ·lO'. ~".ILLlnJo ~cp.u-.H.lzunrnte .T, + x, =O IO.íl · 101 y 
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x3 + x 4 = O 1050 · 10', ltiJLCIH'mos y = O 2101 · 101.; La suma exacta 
0.21009. 101

• 

El program.ulor inexperto pudicr,l pn guntarse si valen la prna estas 
pequcii:ts mejoras. Dehc tenersr en mente sil'mprc que cstamo~ prc~rn
tando cj('mplos que rrqui•·rcn sólo una~ cuantas opcr :le iones. 1\f.í~ ade
lante veremos procesos <¡lle r cr¡uierl'n r.icrrto<; y a \ ec( s Ira 'ita miles de 
operacionrs aritméticas; en estas situacionrs más rc;-~1.-s un error pe(1ueiio 
puede multiplicarse considcrahlcrnentc en operaciones futuras. Lo que es
tamos discutiendo tiene entonces im¡rortancia p•[actica bicn drfinic!a. 

! • ~ ~ 1.. • w ~ 

Substracción de dos núme¡oc; aproximadamrntc iguales. Supóngase 
que tenemos z = x-y. De las fórmulas de la p.'agina 69 se obtiene en· 

tone es 
( 

; ==X~ y(;)- X~ y(~) 
Supóngase ahora que .~ y y son números positivos correctamente redon
deados, de manera que 

< 5. w-r )' 
Si x-y es pcquciio, el error rebt ivo en z purcle srr ~rande, aunque el 
error ah~oluto sea prquciio. Como los errores relativos son los que se pro
pag-an cn comptrtacionrs dc pun-to flotante, esto puede tener un -efecto 
dr&htico en los resultados finales. 

Como ejemplo simple supónga~e que trnemos 

Entonce~ 

X = 0.56213' 10' 

y.= 05631 · IOi 

z = -o.ooo3 · 1o• 
Corno conocemos .r: y )', podemos c~criuir 

1~1 JO-• < ¡o--• = o 01% 

le, j ~ -~ · Jo-• .:-:: ro-• 
y ~ U.5fi.H · 

O.Ol~ó 

que son errores rcl.1tivos pt quc1io~. Sin ct11hargn 

¡;¡ < ~~ ·lQ-• ,,.,•r• ::;:; _ .. 
' ' .r o 3 :i 

, o 

errores 1 i9 

q~1e es un error rc-lati\ o ¡:;r.mcle. Este error rciativo r;Tanclc en .t- y se 
propa¡ia a tra\és de todas la> computaciones que s'i·~ucn. Si la siguie-nte 
operaci6n furta mnltipiicar por O 725!) · 10', e imprimiéramos el resul
tado, éste sería O 2173 · 1 0' que apMcntcmcntc tiene una precisión de 
cuatro dígitos. Sin emb.1rgo, só!o uno de lo~ dígito~ es correcto. 

2.9 Lista de recomendaciones para lograr mayor precisión 

Algunao; de J:¡s idt·;-~s prr~r·ntadas {"11 r~te capítulo pui.'UI'O rc~umirse 
en una pequeña li~ta de ~~~~:r<tiouco; para comput:lcioncs pr.'actica'i Al~u
nos 'de los cjercicim qur si1:nen ilustr.m c~tus puntos y se inclic.l en I.L 
lista la. referencia COJ rc~pondi··ntc a ellos. 

1. Cuan e o se va u a sumar y /o rc\tar números, tr.1bajar si•"lllj11 e con 
los números m.ís pcr¡ucii0s pr:rnc-ro (Ejercicio 13). 

2. De ser posible, C\ it:1r la ~~~h~tr,1rl :0n d•· clo~ m'unnos apro~iJnaJ.¡. 
mente iguales. Una exp•ni{>ll que cnnteng;¡ dicha ~uiJqr;¡cciún p1:cdc a 

·menudo ser rec,crita p.1ra n itatla (r.jncicios 12, H y lB). 
3. Una cxprcsit'•u dd ti¡to a(b-c) puede rcc~cnuu~c en !.1 fo•lll::-. 

ab-ac, y (a-b)fc pawdc rePscribirse como a/c-bfc. Si h:~r ~ÚJi•"· 
ros aproximadanll'nt .. igu.tlc~ en el par•"nt• ~i:;, rj.·rular la r~"lla a:lln que 

la multipli.:acJ6n. E·.to rvit;u á compltt .1r el problcm.1 r:on errurcs de re
dondeo adicionales (Ejetcicios IG y 17). 

4. Cuando no se apiica nin¡;rma de las regla~ :~ntcriorr~, lrlllllrn•L.1r 

el nínn•·ro de opctacioms ;;uitruéticas (Ejercicios fi y 7). 

Ejercicios 

•1. La corriente pa:;a a rra\'és úe una rc'i~tl'ncia de 10 ohmios cuya prcci\1 1ín c-qi 
dentro dt•l 10%. La corriente CJ 2 O :unper:o\, rnt·úid.l ron una apro"rn.lc 11in 
de ± 0.1 amp. St¡.:ún l.t ley de Ohm, la ca:•ia rle J•Nc.wial a Jr.,.és J,~ la 
resistencia es el produno de la rc•:stcncr:t por b c"u" nt~ ;C11 • .tt~ son J.,, 
errores rcl.lli\'o y abwlr to e u el \OIIaJc calcul.&do? Dc,prr<'l.tr crr0 n·• por 
redondeo. 

2. La diHanch at:rra rnrtli.~ rntrr Nueva Ynrk y S.1n Frar 1 rr~··o r 1 ·~1(10 ),,(,'1• 
metros, pcm purúc s•·r '1::!0 ktl,'.rnrrrn• 1111~ lar¡;;~ o mát cor:;~ ¿.-bic:•• a Vl· 

riilc iones rn l.t rut."l L.1 vcior:d.lCJ de crllccro Ut" un avu,u d.1t.!o rs ~ {d ~p!l, 
p~:ro puede varr.tr hast.t 1'11 liJO k¡)it rn C"<Cr<o o rn dd· Cl.> a c,, 1,,,1 ,¡,. !L'! 

VIC'IIIO!. ¿ Cu.1lrs 5011 lo1 li.nrlt J 1111nia.n y :>'!.-uno cle uor:tc¡1, 11 J 1 l \ l.c.o? 
3. La rcacJ.tnCt.4 de un cot.cl•·m:tdor está d.td:t por 

1 
X.- 2-'e--

"1 

en que.'!(. - r,.a~t 1n.->.1 c:tp:tritiva, ohmios 
/- frrcurnc <a, cJd•·• por s~gur.rfo 
e- C IJ'~' ilaloCÍ 1, f.H.rUÍvl 

1 c .. ,,,., 1••11 ,, • l: .... lrl u~ \' •ro.o< rón de x. p;u. 1 - 100 ± 
fu;:o.,j,e>o ~ IO';J f 1 e¡,, r e- .o' 

o 
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4. La posición S de un cucr¡w que cae liurenaente en el ,vacío rstá dada por 

S eu 
1/,gt1 

en que g = aceleraci6n de la ¡;ra\edad, metros/srg' 
1 ... tiempo de caídJ, seg. 

Supóns:ue que g es exactarn~nte 9 lll m/se¡;', p~ro que t puede mcdirse sol.t· · 
mente dentro de ± 0.1 s~.r; Demue,tre que al a11n11:ntar t, aumenta el error 
absoluto en el valor calc-ularlo de S, pero di~mi~ure el error rcl.ati\·o. 

•S. Sup6ng.1~e que a es un niun~ro positivo prop1arncnte rednndcarln, y que el 
número 2 puede reprr~cnt;u~c rxartarncntc ·~n una computadora. Dibuje 
gráficas de procesos y dctnmine lo~ límites ~~~ los errores r.-' at1vos m.ixirnos 

-para demostrar que son iguales para u = 11 ·'- a y para u = 211. 

•6. Con la, m1~m;¡s hipótl'sis c.ue en el eJrrn< io 5. d~muc>tre quf" el límite en el 
ntáximo error relat1vo para u = a + a + a es ¡r;;¡¡-or q•"e para u = 3n. Ilustre 
eStO COn a = 0 6992, COn:>ervando sólo CUatro dÍgitOS dr,pués de cada opera. 
ción nritmética. , 

7. Supóngase que a y b son n•Ímeros posirivos propiamente redondeados. Dihuje 
gráficas de procems y drrive las e\prcsioncs par,, el limite del error, nm las 
que se demuestre que rl línute en el error rclo~ ti\ n de u ~ 3 ( nb) es 111enor 
que el que corrr~ponde a u~ (a+ a f a)b. Iiia1trclo par.1 a~ 0.1:!99 y 
b- O 6FI24. 

9 8. SupÓriSille que x es un número correctamente rt:dondeado. Drhu¡e gráf1cas 
de proccws y derive cxprc~ioncs jlara el límite ti!!i error ron la, r¡ue se de
muestre que u~ x · (x · (x x)) y u= (x')' tienen el mismo lírnitr de 
error. 

9. Sup¡}ngase que x es un nÚWPrO propi;Hnrnte rcdnndcado. Dibuje r;r.Hiras ele 
procesos y derive exprrsione' p~ra el límite dd rrror c:on la> r¡11e •e dcllluc'lre 
que u~x· (x· (x· (x (x· (x (x·x)))))) y u~ ((x')')' tiC"nen el mis
mo límite de error. 

10. 

~u. 

12. 

14. 

Dcmuestre que en dc:cirnal flotante 10./10. = 10 •(1./10) y 2./2. = 2 ° 
( 1./2.) pero 3 /3: ::/= 3. • ( 1./3.). -
Supc'mg.1~e que a, b, y x son niunr·ros positi\O> exactos. Dtbuje grárica~ de 
procesos y derive expn·sioncs para cl lín1itr del rrror para. drrnosrr.1r que los 
límites del error rclattvo por rcdnndc•> para u ~ ax -!- b t 1 y para 11 = Jt 

(a+ bK) son igualcs. Use a= 0.71i25, h = o.m17, )"X= 0.'1302 p.ua. dc
mostr;¡r que aunqut" los límites son i1:u.tl.-s, lo> crrorr> realc•, IJIIt' gcnrr.tl· 
mente son menores que lo~ límitr<, no t1cncn qu·~ so:r iguair1. 
Supóngase que a y b son f"1"t1vos y I'X.HI<>s, y que a > b Dcmurstrr que 
aunque en un sistema de pr~ci~iím iufínita a -t b ~ (a'--b')l(n-b), los 
errores por reduncleo f"'rd•·n h.llt'r qur el 1r:•:11ndo IIIICIIJino rr~ultr c<m<i,Jc
rablcmrule diferente cl<·l ¡mrn!'rn Dr•JtJIH"<trr <¡•1r t·l .-a m pr·or nr11r re cu;~udo 
los errore~ pt•r rcdondeu ¡llcurru.l<·• ·•1 .-.dr ul.1r ,,• v b' son prl,~inl•., al rn!,'l:i
mo, pt•ro de si¡;no l"vll!r:trÍ'l I!Ú\tri"<C LOO a -- () 3525 y b ~ 0 3·111, U<,llldCI 
aritmltica dt" punto floran:,..¡,. ruarro dír•11o' 
Sup<inga~r. que" 11 ~"' un nú1:vro J>P<J!i\o pr<J¡JIOIII~ntl' r"d"ndc.,lo ) c¡ur d 
número 1 purJc ser n·pr''\rnl;'ldo rx tcf:\IIH nt,... Con .. tdl"r, • .,.,. 1 •• • 1''' t,,, .... , 
U- ( 1 + a) 1 y V- 1 .¡... (211 -f o') Jlrrn11•·sJrr <111'" ''l.lll.fo 12 n•" 1"•· 1• f¡. 
níd.trr.<:nte los limítrJ pua rl •1ror r .. l.ltl\1) e11 u' •11 '' ''"' "J"r< .,,.,,,¡ ..... .,,~ 
iqual,.s, prrll ru:tndo a Út~flllltllir •ntf,•(trnd.trtl""'l',., ,..¡ li11u1,. (~ 1 rrr"r f'' 

en U tÍrntle aJ trjp!t• dtJ Jirnitr tfd t:ff•H r,..J lfr\•J fU ll Jl•n ~• ' 1 
•r& 

Cl- o 21iJ5 
r)l}l\ljl' Ull \ t.:;r.\(u-.1 tlr prc ¡ t' 1 11) ,,llrtu. l llf• 1 ,. 't'•' 
rel:l~•\n t'O Ja ,,p,..r1• ,l,n (I"J • l1) --a f, ¡:., •• , .. : .• '"" .or ..... ' ''•!' 

'1 :· 1 r ,¡ rl 1 r '1. .. 
b-f'l?')l?. yc<•n o-n !1'1) lo _,,·.·•; 

,. 

• 

o 
15. 

17. 

•!8. 

19. 

o 
errorc!> /81 

Considt're~e 1.1 r:-cpr• s• ¡,·,, 5a ·1 b. D,·rm••·<trr •¡uc en el rcsu!tad<> el error 
rcl~ti\o inhercutc en,, 111lha)e rim-11 \r• •·~ 111."os que rl l"rror r.-Lliii."Cl tnhrn:nte 

C!l b. , 
Cunshlt:reuse !.1~ cxpr• si<•ur, u ·~ (a_ b)/c y v ~a/c- b!e. Supnnr;.t<e 
que a, b, y e son todos (HJ<Íltvo~ y uo li•·IH'll ennrt"s iulorrentcs y qaw a= b 
Drunwstrc r¡ut• el error n·l.lll\"<1 por ll:dr>lllko en v purde s.-r trluC"ho rn•:nr 
que t"l error relativo p"r r ui•JII<h'o l"ll u JJ¡¡,trc esto con a '- () 11, b = O :>G, Y 
e = O. 70, usando arrtrnltir a dr punto flotante de dos dí;:it,•s 
Con~id,:rl'me b, <"':prr<ÍuJJr·s rl na· (b --·e) y v ~ ~th -- ae, en las que 
supunr:mos qu.- 11 > O, b > O, e > O, b > e, y .b. ~ c. J?cliiii<"Stre que en l.1s 
conchrioncs ritad.1S u llt'nC IIIIICho ma)Or prrCJ~1nn rri.IIIV.l r¡11e 11 Dcmucstr•' 
que con a~ 0.93fi1, b "~O ó:J9:!, y e~ O 6375, u~ O 1592 · 10 ', lo cu.1l 
es una e:-~pre~ión propt.lllt• u te n·dondr":td.l dr la rrspu.-st,l I!'<J.Cta, ¡wrn 

u~ 0.1500 · lO'. 
Supónga.~c que lus coCÍ1~1cntrs en la ecu.~ei•~n cu;~drátu-a at' + bx + e ·~ 11, 
son -todos positivos y r x.lclu,, y que b' )- 4ac; D.-mul"<trr: prunrramcnte que 
con precis16n infinit.l 1.1 lllenor de l.1s dn, ra1ccs cst.i tlad."L P•>r 

-h + \ 1 b -1nc 
Jts =- -·------------ --

:!a 
o por 

--:!e 
1t • ~ ----- ----

1 b 1 \
1 
b' -- ''·' 

Urmur~trc clr·spui' (jlll' p.1r1 J;., condir Í(•JJ• < e<pr< i(" ,.1.11 .t,' rl • 11111dll> 
mejor ¡>ICIISI .. III r..!.ltl\,1 n("IIJUI'Strt" q•ac lOll a~ o 101111 Id'. ¡, -o 1002 
10', y e= 0 1ll)ll0 · 10 '. \ 1 --- --0 1'100 · 10' y x1' ~-- () ~fHI'l ¡o-• !..1 ul
tinla es la raÍ¿ c'act.t f l'uC'1l(' t.11niHtn rnolitr.H que t·n un.1 l~1.'1/H 'd<" fH\'r' ' 0 

la raíz cuadrada .-s un < ÍJ< tdo .11 t¡JJ<" lk•:a un s,Jo ct¡•rr.•u,ln Ll rrror rri.-I!J\ o 
inherente en el "l'er.111do ap.1rc1 e r11 l;t r;~Íz C11adr.td 1 n •. lltq,Jir .• do pnr '.'·, Y 
la flecha que une el ''l"".:tlld(• c11n el círculo ¡J,. la ra:z ru.1Jr .. 1.1 pucd•· ¡,,,.n. 
tificar~e con dicha m.trda L.1 r.1iz cuad1.1tla rontJt"ll•" un l"l r .. r rel 111\ n pnr 
redondeo ndicional que en la mayoría ele los sistemas FORTH.A:-.; no ex• cdc 

10-"'.) 
Considérrse las ecuarionrs simultáneas 

ax + by~ e 

dx + ty ~ / 

y la soluci6n por la. rr¡:IJ. de Cramcr 

u--- bf 
Jf- ~-¡:-~ bd 

nf - rd 
'Y ..... ;.,; ---!td 

Ot'IUUt"\frc (J11f"' C\i ne- lul f''li JH cpwiio, l.t rr' ( l~il·n d·· 1~ c:nlll( .• ·.n p•wck lli,l'( 

drfi 1 11 nt•·. a 1111 qnc '''" r11• 11( 111111" ll'l lf''lV11l rrn,rf"~ udt~n·rdf"'; ll11\tTr" lo 
antC1111r r11no;t1.11H.fo qur 1 ' c.nliu 1on ch·l \1~1· 111.1 

o Jl'lih 

o 1211\y ., o ~[1 1 ~ 

O 2 Dlil· ~ O 4fl'ln 

,,,,,, uitl t r'ln ;trlttn(fj( '\ d, f''lllrn n,,f,lrltC' dr ( 11,1fro di••¡l•'S ,... X.-,- 1 714, 
1 :·;r, 1, 11 , 11 rr 1 , '·'. ! , ... ' 11 ci,~n ,.., u t '· fJII'' l' 11 d·· ,,J ~,..r,rru• • ••n lr¡tzn-'-

• ,,,. 1' 1 ,,, flnt u:r. ,,,.. , 'h,. di·:lh>\, ,., ' ~u •n. )"- j unr, s, lnt 
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~oefic•r.nt.~s rn 11 s"n iuc~.ICic><, , "'"'' r.•rurrc Clt 1.1 '"·') orí.1 tic lo\ C<l>l>S, b 
solucu•n de este s"tenra puede c.trt·c•·r total 11 wnte de su;nific;od,1 

El slglllcntc prnhlrnr.L, su¡;rrrdo por Ru harrl V • ¡\ 111 (rec, tle1nucstr.• cfcrtiva
ment~ ~1"" el n·dondr··• no es ••1 único prololuna en cornput.Lnón n111111-rira. 
ConsuJeresc d SJ\Icma 

1l + 5.0y ~~ 17 o 
1.5-e + 7 sor,=·~;, 503 

!?emucs~~e que sí se c~nscn·an sufínrntt's dír:ito\ p;1ra hacer cero torios los 
errores por rcdondro el SISI•·rna tcn1h .í solui:i1111 ¡fnrca "' ,:. i = 3 

~~m~cstre drspu<:s •rue 5Í el ltm1ino , on<tante dr la scgu,nda e< ,,'.,._~ón 5~ 
o .vrertc en 25 s.~ 1, que es una moti,[ JC~uón de una parte en 12,000, se 

obuene una solucron mucho muy d•fercntt' 

• Sí los co..Cicit'nlcs Y lo, ténnmo-; mdc1>cnclienlcs fueran n·sultados eltpe
nmentalcs con la dutla corresporul•cntc .1cerca de sus valores exactos, la 
"solución" carecería totalmente de sentido. 

o o 

CAPITULO 

3 

3.1 Introducción 

Vimos rn el Lapítulo 1 '1'11: 1." ftiiH trHit" ( h-llli'Ot.lk~ 0>111111\t:~ -- '··no 

lu~cno. log;uilrllo, l'lr. -- rq;," di·.¡•<•luhh' 111 FOR"I RA:\' !'llil '''C:IIi>~l 

~irnplr·nwnlc ,.¡ m!olihll: ad< ll!,tdlt E'!." fnHCII•JW, \tllllilli'ti.I<L" .lll<ol .. .'t

tilallll'llle son adl'<ll,ltb\ ¡•.11.1 11111rl1••~ fme~. ()¡,,,,''<''·~in nnl,,u·_:" 

¡nll'dcr, no 5<'1 ,ufi<il'nlt'nll'lllo· •..Ípid.,~; ¡ow d•·11 d• 'I••·rdici:u litllipn c.t 1r ,¡. 

lando l.t\ furu·inll•"\ cnu 111111 1.--t 111:\~0l ¡>lt < ¡,¡,·,,. J,: 1.\ qur 1" r•r• n 111 1 t' 

pucur· nr·n·sit:uq· tlll,l f11111 ¡,-,,, de l.t r¡u•· uo ~~· di::-pt•ne en la l1o::1 

t.índar 
Por t>~tas r:vnrH'5 ¡HtnCt(JI.ttllfl<; 11111 ''lo c<ltlt.lin ,;e mCtnc:,~ d·~ C'""'''''" 

tación muné1 ica con el tcnta di' \ ;~lu.•ci{on do· ftlllt ionl's L., P' c;;•·n t,,r lt.lll 
~e UCSanolla !lit diantc 1111.1. f11111 Ít.lll ( Olll•tllt,l, cJ \t'llO, pero hay fJl!C [10!:1!" 

que lo~ rni,mos métodos o;e .1phctn ,¡ u•.d'l"~~'l fllnl;<ín que ¡•u< d.t d: ,_ 
arrolla• se en S('rte de T;~) lflr l.a •ep1t <;t.:nlac;,·m dr· 1111.1 f,IIHIÚII mcdi::Ultc 

una serie ,dt· Ta) lor, con In <¡111' el lcc!Cll rld't: r,l,tl L1lltil..tri;.,do por 'u' 

("'itudiO'o de C:tlcllh•. C'> eJ punl" de p:lllld.t p.1ra \;ll11:11 Cli:LiflllÍI'f funci•"•n 
por loo; úiÍ'todo<; qu~· .L<!'IÍ ,,. t'\.piH .111 

Adclll;l, de ¡•tt'<,('!Jl:u llll.lt~tk>~ tlr· \',tlll.l<it'>n dt• IIIIIC'I(IIICO, r'lt' c.qoi

tulo tr:1ta rl im¡>n•t:lllt(' lt'lll,l clt· 1Ú1no na;11:u nwj•JI 1111 pohnnrnio \ 
continú:l r-1 dt·~;11 •nlln el•· !.1 •ti•·:L ft~nd;tlli' 11Lol e\,, .m.il:\i~ d<·i nwr 

3.2 Serie§ de potencias 

Cu;1ndn l;j.( tr~d 1 :lf.t cnn lll;l.lr¡•llf'l Jf'¡JI' ;, td 1( .•lll ,~tr ,crr(~ ll• •111.~ .• 111 

'Íflll Jo Jlllllll'f[l i1,1 1;,1(1'1, 1" lt'dll( 11 ,¡ p, ,,.,,¡,¡,. •J r,111::•> ¡, 1 .. 1' ,. 

""tale> p.11 :L d (¡1{1' ,,. ll •¡'IÍl'lt' 1 ;1lr td:¡r l.1 ;,,,., "·,,, f:q" r· ¡;,~.~.r.i 1, 11· · 

· 1 ~ Llldf'I.H'ntf· c1 • rr111 1••, tr ti·'IH;'·n L.t L·; n.~ ~·~~~ 'n¡¡¡,-·r~l.tt:r;, 1..1'. 

11n t•n ttrrnin,~ d'" ). 11 1"'''•1 "'IH dr· !lítdJdll" t'r.l\
1
nr 

o 
. 

r; r( , ... , ~, •·· . 

'11 
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tamcutr· '.iliria para tudor lo!! \·aluu·~ dd .u gumruto, t·stn l'•, '' ftwr a 
posihle coust'n.ar un m'mrcao iufinitn de dit.;ito~ 1'11 1 ada· opr·r;¡1·i!HI :11 it
métira. Com f~tlacimm'lnu 11te, la St'l Í1' l>Íillple dd seuo t•o; inlttil pdra. ;Ín· 

gulos grandes y paodutc rrsultado'i lJUC no tit•m·n uin¡,"lma dfm ."igni
fic-ati,·a ,·álida. 

Afortunadamente esto uu es pmhl,·ma en rl rao;o dr la !ICI ic del seno. 
Recuérdeo;c que si 11 t'~ eutrao 

sen ( R7:' + )') = SCII 117:' C'O'I )' -f (OS flr. SCII )' ::: ( ---1 ) ,.- Sl'll )•~ 
71' =C ~ 7:' -2...,.)'""'2 

Así,- restando un múltiplo aclet nado' dr .. podt·mo~ 1ecluc ir ,.¡ problema 

de determinar el srno dr cuah¡uier [,n¡.;ulo a la d1•tenninaci!m del \eno de 
-un ángulo compn•ndido t•ntr(' --r./2 y ~;2. Finalmente, si hatt'IIIOS la 
sustitución 

l' -· 2 ' 

~ !lufiricnte ron t•nu~ider ;u ~~·n 7' \ )'2. para · · 1 < x <" l. 
En la práctica la n·ducción no o;c h;u e uwdia1ll1! II'Sl.l aepct1d.1. En 

\CZ de ello el iÍn¡;ulo ori~inal Sl' dividl' l'lltle ~. 1 on la di' ¡,¡(.u prepa1:1d:J 

dentro de la m.íquina el,· manca,\ c¡ue t•l rocientr t•s un cntr10. El H''iduo 

.. será entonces un ángulo< mnprcndido rnttc O y rr: Si el ll'~iduo l'~t.í colll· 

prendido entre 1r/2 y r., uua n•sla final ck rr prndurc un ;,n~ulo rompacu
dido entre ~12 y r./2. 1-:1 t·oril'ntc rnll'lll o;c "'a ~olauw11tr· paaa drtrr

minar si:·el signo del rc~ultJdo final dl'he aheraí'S<'-: .. ·--

Estas opcraC'ionl'~ ¡ucluninares en ,.¡ :uu;ulo modifil .tll ~~~ l'fiOI inlw

l'Cntc. El valor dr r. u~.1do en la di,isión rontic••c un e11or inht·lelllc po1 

redondeo, ya <¡Hl' r. t·~ un núme10 urarion.1l; la di~111Í111u ir'Ju d(' la mag
nitm! del ángulo at~nu·uta o;u cr ror H'biÍHI aunque el rrro1 ah,oluto l'~ 

f'i mi-;111o; la smtitunón )' '-'- rrx/2 inuodtu··· un error por 1edondco adi
cional. Un an.'tli~is tmupldu dl'l enm dl'hl' cnmidl'rar todos rslns farto
JCS. En la pr:~ctica, ~in l'llth:u~o, tale~ l'f,·( lo~ set:rn o~curn idoo; por la 
incr1 tidumbn· en el "alnt del :111gulo 01 igÍr¡,\1 y por el cnor 1 Olllt'lldo 

al Urrucar b S<'lrc u~.ul.t ¡•ar.t calrtJI.H d \ .dor dr· l.t fttllr ¡,·," E\! o úl

tilllo e<; lltll'~lro pnnl ip.li rrl!r·t•··~ en ntl' r.:tpítrdo. 

Los primeto~ nnc o ¡,~rr11Í11o~ cJ,· b ~··r "' de ·: ,1\ tor par .r ,.¡ "-'''" '"" 

tri rrx l ('lf'I),. l (rrr)s l (~rr)' l (11'r) 1 

(3.1) sen 2~-2- i! 2 + .~i ,i - i! -'.! +\JI ~ 

= L)i07%:1r- 011-l.'">!l•il10r 3 + 007'hill~l.~t;r~ 
- o 00 1 r.~ r;· ;¡ i 1 r ~ .,. 1) 'o(¡()¡' ',r)j 1 í ; :.. 

(\. 
'\...,_) 

''aluaciún pdctir.a de {unciune<. ¡u; 

Jl 

Flf. 3.1 Curvo del error para la serie lruncuda de Taylor ¡l.¡ i 

l.a st·1ie <onq•ld.l lil·•n· 1111 uúuwr•• u.furrhJ de ll~lllllllll\, ;_,¡ que !.uno' 

in.tro(hacido 1111 t·rrur ¡11>1 t. u a" aruit·uto. Se puede de¡¡,mlJar que para 
cualquier S<'tll' .lll1:11.au11· ( 1•11\ngcutr~ •·~te crwr por truncamwnto no e~ 
ma)or c¡ur ,.¡ pttllll'l' t•~nninn dnpaL·rrado: 

(3.2) 

(x es a lo sumo, l.¡ 

La figura :t l es una gr:,fic.l del cuor tot..tl imurrido al usar la se1 ic 
(3.1). E~te CI'IOI' total indlt)l' lu~ criOil'~ por t111nc:uniento r por fl'· 

dondco, pc1o el 1'1101 ¡;or lltliiC.IIIIIl'llto predomwa rn c~ll' caso :\útc·.<: 

que aunque el ctwr t·~ ~·~enl ia.lmcnte n·ro p •• ra J < < 11 ~. aumen t.t r .i ¡)lll.t
mcntc cuando.\' ticndt· .1 l. El ,•rror m:txiuru ,.~ :1.5·~ · 10~·. lo nral c<a,', 

de acuerdo cou el IÍIIJÍit' d.tdo 1'11 la C'f'IC~tún (:1.2). 

3.3 Series de Chl;!by~hcv 

Tntcn·'·l \t"l ...,¡ h n al~tiiLL Ill.:-tr~cta de rcc:11< .a l .. t J11.1r;n.La~ l1''l 1 IJ 11 

'1·rra dr \ :o 1 i'••dr·"'"'· I<>!.;Ltrlo, ;Jt"ru ~ol.rllll'lll<' .J c-.¡,c·r,,,h dt· .unr.··•·· 
L\f" t•l t'lffll t JI :l~·.:_,·u, nlJU fllL:,l.• I ,t ~,r, IJl( ~1.. <pie' \.lf¡,th ..1 1'\.; In¡,)¡ ~U.P: i 

J.¡o; ••·rÍt·' d•· ('j¡,.¡,~,JII'\, di'lr•l.l,~t· d Ll'l(Jl '-" !<•l;,, t ¡ 11•~''1\,li.l 
(:nr, r!i;{P la~1 t\('flllll•ll'" ¡,,'l ¡Jfl;i,lOI•~ú" t!r· (:,,,¡,,,;¡t\ ¡· .. ,\~ f'()tl~c, 

1 1 ·¡ • ( \ 1 - r·o< "fJ 
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Flg. 3.2 Gráncaa da lo• polinomio• de Chebyahev T. (.Y) • 7'1 ( x) . 7'1 ( x), y T a ( x) . 

en que x = cosO. En otras palalJJas, 

7',.(x) =e o" (11 arccosx) 

Por ejemplo, 

(3.5) 1'1 (x) =cosO = .>: 

(3.6) 1'2 (.t) = t'OS O = co"~ O 

Podríamos continu:1r us;mdo idcntid:1des trigonométricas p:ua t·n
contrar tantos t•lruwnto~ Tn(:~:) romo qui·.iéramo.,, pno en \'t'7. de ello 

vamos a e~tablcccr una r.-!, 1111d.L de rccnncncia que ddiniriL cualquier 
T,.. 1 (x) cnfunciónde'in(x) yclcTn- 1 (.t). 

~Cil rzf} (1'11 0 

o 
.. 
"\ i" ' o 

valúadtín pr:Í<"lÍca eJe funcione..'> 1 n7 

Flg. 3.3 Gráfi<<sl do la• lroo p<Omeros p<>loncoat de x 

y 
(1 7) 

Mr<liantc la" t'CU;'lrionn (1 ·l). ( 1 .'i), ( 3.6 J y ( 3. i) podemos e neo-. tr:u 
cualquier polinomio de ChPby .. hcv Por eJPmplo, h:l.ricndo n = 2 en (3 7) 

obtencmO'! 

y u~ndo (3.5) y (3.6) 

T,(x) = 2>:(2.>:~ -- 1¡ --.>: = ·h-'-- 3>: 

En la parte A dl'i :tj'•~nclit e 2 se Í111 lu~c una IJq,l de los 12 !ll in1rro" 
polinomio-; e k ( :hchph• ,., junto c:cm l.1s pr iuu•ra" 11 potPnci;'ls de x cx

pr<'S:ldas c·n 1t'·rminm <11' 1n<; prolino!llioo; de Chd~·,,¡,, v. 

Lo" pri~ru·ro'i 1 u.ttrn l'o1inr>llli<>s d,. Clwt.·,,¡.,_ .•. ).o' ~~r:~fi1 an l'O 1.1 fi

gur.\ 3.2. I.n~ 'Ít:t•icrll•, 7'" ( \ l -.i!.,'ll•'n "'' d.•ndo t'lltll' _:: 1, cnn l.•~ n<:ri
lacinm·" t.H!.t ,,., n:."1s f!f'lllllllt'<; u•r;inrull! n ;\lllllfllta 

Como rnnlr.t<;le, y ¡•.tr.\ u,o-.rr.lr l.1 r.¡:-.');\ t!r• n•:•·•.t,.-. m;,·ro'; 1:11 ln' ¡·n
linPrnicN ele Cl"'h)'ht·\ ,.n 1.1 fi~rra :~ \ SI' ~r:~t'ic:11l Li<; :n:' prirw·ra( 
pott·nri." dt· :e Cnrn¡l.\l.liH.lfl l.h dn; r:~; . .rao;, \t'loJro<; 'Jilo' 1111 ( .ll!ILIO 1'11 jp, 

c·rH:fi,i.·nlr'' dt·I.L~ f•rrH•"'''' 11'-ltbo; tn un.L '<'rÍt' dt· ·r.,·,l1•: (l.\',\-, \ 1
, 

.. ) lntdr.Ín un t'f,·, tto lllllt hn rna:.nr ¡•.1r:1 x ,_ 1 ,,,-., r•·rc.1 d•·l '' rn, 
m:•·n:rao; cpw t•l t•fo·, ro o!t· 1111 C,lr.lloio' •:n [n<; C<wficil'nto .. ,_,;,. 1111:\ ~··ri·~ Cll-

• ~.o; t~'llllln"s '"" !• ,, ¡o• .:,,,,,,nio, de C!whr,l.ev s.· tl••tril •11ir.'l en e: ir.: en al o 

o 
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10 

... 
2 
)( .. 

-lO o 06 08 1.0 

~'~t· 3.4 Curva del error para la aproximaci6n, (3 8). Nóle\e el cambio de oscola con 
Nlpocto a la figura 3.1. 

El proh!l"rua -<le l.1 drtcnninid6n -de los cndicicn
1
tr·o; rn la sl'lic de 

• Chrbyo;llcv es algo cnrnplr·.io y no~(' discllll' rn C'itc libro.+ El rc~ult::u.lo 

para una serie que dctnmina 1'1 seno mcdi.mlc polinomios de ChL'">'hcv 
hasta de grado 9 y por lo tanto rc~ult.t <'Jl una expresión de potencias 
impares de :t hasta de grado 9 es el siguil'nte.** 

(3.8) sen ( ~r) = I..íiOi!i(i:~x - O.G ¡_-,g¡;:::~G r 3 + O.Oi9G8S l7.íx 5 

- 0.00 lr.'i:!2203 r 7 + 0.0001 !'iOR 17lli.r: 9 

La curva dd ertor par.t !''la aptP,iru.lciúu ~·· IIIIW\lra en !.1 figura 
3.4. Debe o;r·r co1np;uada <OII ).¡ 'il'lir: de T.1~IP1 de la lig111a 3.1, que 
contiene-la-; urio;ma<; pnt('nri;1s dí· x, pero c.ori difo~lr·r\tr''; r)';{iciÍ·nlt''i. (Nó~ 
tese d camlJio ru ),¡ ~·~e :tia.) J:u r·,ta fi~ur,L \rruo; ),1\ caracl•-rÍstic'l'i de 
la expansión en pnlino1nioo; de ClwlJ~,iu \: f'l l'11or rn:1ximn _es lllt'I!Or 

que con la ~cril' do· T.•ylnr, lm lumto~ d,· e: ror ru:"i1Úo -nt;·m' di~t1 iln1iclos 
a lo lar~o dd int• nalo, y (ero; signo~ do· lm r nnu·' 111:txÍ1110~ ~!' allc:rn.Jir. 

La dtfcrrncia t'llll e loo; dos tipo~ de ;rpw,illl;rcí(,u .;e 111\Wslr a rn.i~ e b
rame" te en !.1 fi~u1.1 3.5, l'n 1:1 que~· 1'''" 111.1 f., f11nci,·m ~t'llo (,_1~¡ las 
dos :'JHII,jlll,llillll<''. p.,l '>llf'lll'~(() 1') t'rlP! '" 11\lll',(la 11111}' l'':igt 1ad0 

La "uwjor" ;.¡un•.Íin,ociún, t¡llt' e~ l.t e¡•••· litlll' 1111 ~ .dor r11Í11irno p:1ra 
d \al01 lll:txiruo dt·l erllll rn 1'1 intLI\a:o -1 < \,:; 1, Sl' lla111a a¡•ro.\i
maciúll dr Cl~t·hrJu·u. f-:qo ··~ tll{t'rl'll/1' d• lo 'l''t !11: IIIIPS .lnkriorn•t·ntc. 
qu~· fur· 1111.1 1 ·.¡ •. u,,i(on lll !'"'"'"'"¡"..,eL ( ·¡ll'¡l\,¡11'\. P01 ~••punln, \",i~

tr·r• ¡:¡(·tncln., p.•r.t ohlnwr la .IJIIOXÍIII,H ,·Jil dr· Cht h:-•IH:v, pr·¡o d tlai•:lJO 

adicion.d tt'!(IH'tld" p:u.t ol.to·w 'L 1a1.l \< / '>1' j11\IÍI11 :r, d.ltb Lt ¡ll'rpwli 1 

11 [ilcrr,,r ntlliC..,,)dct¡rtudc· ''lll'oult.tr ''~l.!lill•t,ttl, ,1 ·r:lhl<.", C:lnl,\o;ht.\ "''~ 
rie1 f1Jr ~l.tllu,nttn d l·t'IHII'"·"''· (: \\' <:¡.,,.11'\" .\.,rt 1'11\~ !r.h ((.llPl /1 ~" 

t11ña), !~h.!, p1r.1 trn,r '.1111 r-'i'll<.~,¡(Hl dttd\rd, d,¡ PI"''-;'~ 

tto T.dJl.t 9 de ~>{)H..!n,.l.f"\- .t\pprn,¡¡n U:•·nc; uf~~ tnC" ( 1 ,., r111i( tri 1 1' • 1 ', 

fur Usr m Dll'll.d C'<>lllf'lllln~". ¡\ \'; D"'J" ''"" ) \ J ¡¡, :·" •··· i'' 1 • 
R~pi·, !G ( \l,rrl, 1'161). l:<le n p••rte ''""'"u' ,.,.,¡,. "' ,, "', .i•· ' 1,

1 

rnuch.t~ f¡¡n~IPitf'"', c!l'rtt.Ht.Jit' (k·c:, .S''''''· .u•t1n t'p 1t 

l 
! 

valuación práctica de funcione\ 1 89 

reducción relativa en el error.* (Mucho<. centrO\ de c:dculo tienen pro
gramas para determinar la aproximaCJÚu cle Chebr·hcv p.tra ur~ol función 
cualquiera. En ese caso la dl'tca mi nación clc la aproxunación es casi un 
proceso de rutina.} 

-:J ... -e = 

o 02 04 

Se11e de 
Taylor 

truncada 

1 o-

Flg. 3.5 La función iC!no, lo aprn•unanón do Chcby•hov, y lo o¡Ho<omoc•on mcrloonl~ 
la lerte de Taylor huncoda. Los eHores esfC:n : .. nu.id~tcblonrcnto exagLrado 5 

3.4 Acorromicnto de seri~·:> de polcndos 

I " ' 1 r '1 .os !JOIIIIPIIIIO\ 1 1" '• 11'1,) ,ftf'\' ¡li")'UI\ 1{111.111 1111.1 flll<'ll,¡ ·ll"'''.lll!,l( ;o¡¡ 

a una furaciún. y.1 '(lrr· ,.¡ 'll•'t' 111 ·""11",, JH'CJ''' 1io. ¡w 1n ¡·s .do_;u d 1:,, d 
calnrl.tr la a¡llo,ÍIII.t< I<Ín. :\ llll'lllldo \,dt' !.1 1" 111 1!r ,;1, 1, 1:. 11 1111 .. 1 u 111 ~o 1 
de IOIIIfJllt.ldll.!,t <pil' ~l' UltfÍI,L IPII (¡r;(l1<11(1,1 i''" lllll<i.r¡, jll(1•,,.¡,¡.¡oJr,

rl'<;, !"ro <'l r·sillf'l/ll q~~r· 1< '1"" lt' ti,· 1111 l''"';l.tlll.rrlo•l ,¡ti,,,::,.,::., ¡1.1 1.1 

'iU 11'0 per,on d 1111a •"•1'.111'1:111 111 !'"!,"' 111,,,, d 1• (').,,¡",¡ 1, \ 

rahp•·niL· ~"i'' 1Í111 a"' 111rl11l.r•' 
( " S ( r '~ ~ 

r:-,'1(' llll llll-tool .. 1!').1[1\ ·""' lllt· t.i· ,·¡ 11·,. .,, ,•,, l 1 
" ~: 1 

• J' 'L • \ , 1 1 r 1,1 '' .1 \ 1 ( • 1 

~~'l ¡j,'lll!•iill.ll ÍlJil d•• ¡,, ll'• {1( II'JJIC<. llll'j/1; •d,,~ 1111,, tJ,,,. ,!, .. <¡ll• 1) 

\!11/II,L'IIIfd ) 
i'•1h HPrt¡J d (PI 

J lJ \\ ll'llrh "'f l.r fl, '' r·. 11 11 \'rl 

,, Il1ff," "'' ,¡,.¡ I .... ,, " .1/,,,~ 
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método, ll:unado unnnmhacÍÓrl o f7cortamirnto dt• IICI:\ serie de potcn
ciac, e;~•· tkntro tlt•l ran~o de aplic.thilid.HI 111 <'Oill(llllarionl'~ dt• mo fn·-

cucnl•'. 
Considl-rcsc nucvanwnte la St'l ic di' 'Taylor para el srno, prro ahora 

indll)'f'ndo tfnnino~ ha<:ta .t
11

• 

1e0 r2_x = t.5707%1t-. O.fi·l~•!lfi·l Hh, + 0.07%9262G.t5 

- 0.00lfifl17541.'' 1- O.OOOHillH 1tfh-" -· O.OOOOO:l59mH32x" 

De la lmrte ll. drl apéntlicf' 2 tcnrmos 

.. n - _l_ (4627'1 + :1107', + 161T; + :'I'>T: + 111' .. + T .. ) .• - 1024-

Rccmpla.-andn ahora 1', 7',, T .. , 1', y T~ wn la<i rxpn·.,ionco, dadas rn 

la part<.> A tkl apéndicl' 2, se ohtienc 

.. n...:. _l_ (11x -220r1 .1 1232x5 ---2fllli\ 1 -+ 2fl1fi.t11 + r •• ) 
.• :- 1024· . 

Reemplazando el valor dt· x11 dado "" c<:ta 1 cuaci6n en la scrif' de Tay

lo~; obtenemos 

(:i:9)' seri{~~-e} = 1.!)707!.l62.r - O.fdf,gr,:J:J2.r3 + 0.07!.ltiR82!JG.r
5
• 

- o.O(HG7t8S73x7 + o.ooOl:iO!i-U31ix9 
- o.oooooooo:l!it Tu 

Co~ó-r;;(x) nun~;-•. "~ ;nayor ~ur t .. n ,alor ahsoH1to, cl'último ter
mino l''~ 

lerl < 3.51 · 10-o 

sirmprf' y cuamlo hapmnc; t!,.t,.nnin;~dn loo; rorficicntl's .c~r· (1.9) con. 
prcci,ión ¡i,rinita. Como •·c;tr no ('<; rl C":J<;n, el error al ut1lmt~ (3.9) e!l 

considt·rahlcmC'nte 111:\)'0r. nr hl'cho, ('\'aluamlo (1.9) para \'anos \'aJore, 

dr x, Sl! obtiene el error máximo 

max lrrl = fl.O · 1 o-f) '~'-~ 

1 t 1 _e.;., c;rrir· el•• Ta~·lnr rh•1 Eo,tc: t•s mrnor rl''" r f'rror por trurH .\11111'11 o e 1¿. 1. , 

mic;mn gratln fv~r (~ :?) l _ . 
( .,1)) . 1 ,··.,,.,1¡, Nnlt<l'llll'' J.a ("llf\':1. t!o•l rHOr ¡•:11'.\ .> SI' 01111"·11:1 1'11 ,\ 1' 1 ' . •. 

1 
· ·' · 1 · · 1 t"r • ron h "''fll' ti•· 1 ·'" .nr la a••J<)XIIII:\CIOil es ut•'l"l' <¡tll' .1 <J'I' <o n 1 1 n• · 

no ~C"nrtatla (fi ... 11ra. 1 l. 11nt:mclt1 t•l r:1111hio r1r l'<r:,l.l) p•·rn nn t.•n ¡,,. 111 

. . . . 1 ('1 1 1 . (f'• 1 ·~ ll ~''1"' 1 '·.¡, ... ,, ... co•nn 1.\ ohtn111b ron 1:\ <:t"llt' • t' · w ·~' '''\ ·~·" ·' 

Par.L O 7 ~ \.t! é 1 n 
· 1 1 •• ,•¡u•ti•···r'"' f,l procr<o de ;11 r.rt ••nrr·n!•• ¡•11• •··· • "11 • '' 11.., ' ·• 

l• . 1 ' ~ 1 ... ¡· :'.: ,. 1 1 1: .•.. lt!t' o • 7.:lt1u, .. ~•or 110 1•0 tnOIIIIIt ( •' t•r.l<.•> 1 j 1 • • ' 

,· o 

valuación prá<"Lica de· (uncionc./91 

trtHtca.m,Ít·nto .,,.lía l'ntono:s "'·'>"~'· El proceso de acortamirnto punir 
continuar~c 111Í1 nlró'\s el error penua11C1.Ca dentro de loo; limites a< cpta· 
bte!i. En la partl! e del apénclÍC"C! 2 se dan fónnula.s para el acOI tamicnto 

de todns las potL"ncias de .'( hasta la .\'11
• 

1)0 

'JO -~ 
¡ 
1 

40 . ·j 

30 -

Fig. 3.6 Curva del error para la &erte comp1imida dal uno (3.91. 

3.5 Valuación de series 

lmkpcndic·nlctucntc .l··! upr• 1.h- serie usada par.1 r<'rHe,cn:.tr·ÍJn::~ itlO· 
ción -serie ,¡,. T:l) lor, ¡j,. ( :1..! •\ ,¡11'\', o C"omp1 iutida- el a: .. dll·.• ¡;r¡¡r; 

fjliC t'IICarar c,·,.ntu:llmrutt· ,.¡ p1nhlcma de detcnniu.1r el · •. 1:or o.u;llé

rico <le un polinomio de b ionua 

¡\JO¡ 

1'.-~o- ¡roliw•rniu l"'l'dl' scl Jl",1• ro¡r~nd.Ldo t:ll lill·' fonna r¡tw II•J <c,lu,, :--:.'" 
r ·;·:d., d·~ ,·,.Jcq(,ll~•·. sino l.ulll,,,· ... 111.Í~ prt·,t<a en lllllLhrH ,·,;¡>, •.l' .n· 

'·: · ;•1 Í• titn l.lt \.llt'll\o • • \ c_;d'o dO,\ l:cri\;~ciún L!'·t.dJ.~d:t dt.: f.t t · .... n:r.a 
·'r • ... ,, ·•t!.l• •'>11 aunr¡11<.> ,.¡ tt'\11.1.,1!,, C\ .ntu.lt\':\ll•~"~i:o; olJ\,O • on ,_.¡ 

· .:· >r l.•· J, , ..• ¡• 11,1 ap(i, .tcinnc;, futut.l$, c~p·.t. •. llrn•ntL:_.I.t'l c!•·l 
· • .. ., ... , ,,, c!¡ .. idn:.u,·¡(,·: '"'"'¡,._o¡· Ol•l·nd:c-
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mos un cociente 'I"c es un polinomio d•· grado n - 1 0 un residuo con~
tantc: 

(3.11 ¡ ":-' ; ••• 1 ,,,.,, .... 1 11., 

Nótese c¡ue ¡1 (_,·
0

) :::: b,, así c¡m· l>Í pnclcJuol> C"JJe·untrar h .. lc•mllcmos uua 

manera de uluar " ( , ... J • El>tO se pnc·de han·r r:tcihrwllll'. Efectuando _la· 
multiplicaf'ión e·n 1'1 ~·r;undo mi•·mhru di' (:1.11) e igualando potcnf'aa.o; 

iguales dr. .r: 

ti, . ''· 1 - \,.b¡., 

n .. - IJ ... -· ,.,,, 
o 

''" n., 

bJ - a, + _,,,,,, j :-:: , ·-- l .... 1 u 

Por lo tanto. ¡~c;no:; ralcular b,.. b'l !' -~-'l;_;,J":.' .~: fi,_~a_hm·ntc b,. en 

ese ordéu. 
Por ejcwplo, sea 11 _ 5 y nóteM: que las b 's suce·sÍ\ as 'uJI las st-

~ient~, . ...__ ... -.. ~ ~ . 
b;o, = n~ 
b. = a4 ·1 .\¡,12~ 

b3 =a~+ -'f~(a, + .\otiG) 

b~ :::a: + x,,'IZ' + .\',.(n, t- ,,,a.)) 

b, == n, + t', ( ilz + .\'o(a. ,,l(n, l ,.,n,)) ) 

bn =no ..L. x,J a, + :r,,(a! -1 s,,(n .. .¡. \" ( 11¡ ·1 ,,.a-,) ) J ) 

.1· ll''ll.l< c'¡1'11 1 .... r.,, ¡nll'de ~~·r cualr¡rti• 1 \', ~ ¡•nck-ConJO uo ulltKr, 111:,_;., .. 1 ' .. 

u1o<; ab.lltdou;u d ~·.i,í11rlll í' ti'IO. 

1 1 1 l. (1 ![1) ~·· ( (l!llllt' 1 (lfll(l la "~'" E'!!' 111o~todo "' ·a 1 ll' ,. 1"' anu1111<1 

¡{r f{ulltCf. }' SC jlll' .•: ICjJrL~I'IIl.ll 1'11 ·~o'll;:!,d 1'11 :.1 li•IIIJ.l 

1 ( (/" 
•• t 1 

fJ ('} -- a .. -

( '( t',l ,(,IJ '1111 (,1~ lllj,llt.Í' ljlll' 1'11 ( 1 )()¡ (.!IH ¡(,l 
1 

l.tiP 
11

1
'' l.a<; a·~ t'll c~t.a • , . ' 1 • • 111•'- Jp¡!t ¡IPir • • 

<-n lo1 Ct)lltptttal iú11 -·· ,.¡,' l•tan ('111111'1" '" p.n• 1
111 

'
1
' •

1 
• 

u:-alid.ld, _no '''!'!'' ,,:;,;, IO;tl11 ,,, ,¡,. ~-f,' tll.tl j' . .,,.,, ... 1 ''' ,,, .... 

: 

o o 
\·alu;u·i•iu pr;Írtic~t 1ll· funcione' 1 9:' 

Iliria tot;alnll'llh'. A e ama tic l.t .tp.alll'lol'Í,\ th: la fónuula. b N"gla d1· 

Htilllf'r ~· tlt'lliiiiiÍII.l .t lllt'IIUolo ¡no,,-,,~ ,¡,. ,,itfnmi,·nt"-
l.a r.\·Ollu.U'ÍÍ•II eh· 1m l'"li,.olui<~ ~l'lll'lal mr·tlí.mh' 1., tt•t;la de~ Horuc1 

fClliiÍt'l'f' ele " multipli< ;u tllucs y 11 ;adiciones. El niuucau d1· lllllltiplil'ario

lll"'i e·u la e·valu;u·iím de P.IO) t·~ 11 ( 11 -1 1) /2 ~¡ ('ada ¡lfltt·ncia eh· ,. <t' 

ahtic•ltt' am·cli:mh- 11111ltipli1 .u¡ .. , .... , 'llll'~¡, ;n 

IHil" \, f"5 «ff'CÍI \k -: .\ '4 1, f'h'. 

l'aail la 111:1)'•• ia dt• la<; :tplit.H ¡,lit., l~t tn:l.t 

de JIOrliCJ' 1'' 'llfll ÍCIIh' ) ~ ll',l 11111 f1 <'1 IU'II· 

CÍa. rara J KlfÍIIOIIIÍil'l l''iiiCC'Í:tft•\ IJIII' eft•f.t•JI 'l'l 

\·alu:ufe.., I{J'ólll nlmwro tlt• ',.,.,:, e nu dif,·u·utc·o¡ 

;argunu·nt•~, M: han nr·.ulu llt•~tmlo'i t¡w· ¡t·du

cen e·emsitll'raltlt•uu·ut•· el uúuu'IO total rh· 
upcraf'ioncs ~~~ itml-tir,to;. • 

Natmalmcnte ('1 método do· • \ ;llll.l' :c'•n cJ¡• 
un JKlliummo twm• 1111.t iutltll'lll 1.1 tUI¡\ieÍI·· 

iahlt• •·u la propa~!,·lf iim cll' ¡.,, r·1 Jlllt'S llllac

u•Jth''i ~ ,¡,. "" 'P"' !11' intlf'liurr·¡¡ 1"'1 Jl'dou
tla•u. l'nr c·¡•·mpln, ~upúu!.;-.t'.t' '1"'' 111 tl')Íl.llllfh 

\ alu;u t•lpoliwuuin d(' 'e•guntlo gr.t-lo. 

/'(\) ce n -1 ,,_, j- ~-\~ 

La gdfi1 :{ <lt•' pwi·<·~o p.u.t ¡,, ~~·~1,, dl'' Jror· 
JICJ' o;c• ntlll'Slla C'JI la fi~ur.t '1.7. f.;¡, llc·dJóL~ 

t''it,in itlt·ntific ~ul.1~ t·u la foi 111:1 dt'\1 rita ('JI 

d «':l]•iríili>''2, p:tg. 70. 
rotlt•IJlil~ C'JJlttlltC\ dt'ICIIIIÍIIOII t•i t•ft•t lO Cll 

/1(.\') el•· loo; t'IWit'S iuhcu·uh''i } de Jos l'rllltl''i 

por n.'clt•mll't•. Sc.tfl 111 1 )' m~ '"" c·rro, l'~ n·· 
lati\u<; 1'11 la Jll inn·ra y ~,.,~11111l.t lllldtiplit ,,. 
t·iuut'' rl'o;pt'tlt\,llllt'lltt', "' }' ··~ "" t'II<~Jt'' .... 

bti\o~ J'OI ll'Jolllll'll l'll 1." dt'' .tdll'lllll<'' 
Fiu.tlllll'lllt', ,t'.l ..l d t'IIOI mlwlo'l!lt' t'U \,, 

y 'i(',lll 3,,, 8b )' 8, !<" 1.'1 llll<''i inlio'lt'llh"i 1'11 

a, b r e. n·~¡ol'riÍ\ dllll'llll' 1:. ol<lll< , ... 

Fig. l 7 Cruft<n ele pro<o•'-' 
para va;uar .'~, '} ,, ., \ 

+ c.•• medoanlo lo reglo d.• 
Horner. {' { ' ¡ : e' J, , 

' e) 

• \ 1 1 ·¡:\.d!l.trJfiJI •r( J',,h r1f•flll .¡ .. !1\ (',11: 1 111,1""1 f )u.¡,:}c! ~ K1 ,¡''1 ( 
,,, ,.., •• ; fll· ''""''( !,ltJilll 1· 1 ( •• ,. : ··::. ..... \! .. h ... ,, . 1 

:) 1 • • • ••• 



El cnnr ah\oluto rn J· ( ,,, ) es 

t'p'/1(\'n) ::.:(.\,.'(8, ·-2-l \ lllo 1 111:1 <ro 1 .,.,) 
-1 bx .. (8b ·1 .l 1 ~~~~ "' •r~ 1 + a·( 811 1 n~) 

Para una computado1 ..1. con dígito~ (h-< i111alr•. en ¡,, lll.tnti•;-~ <k 'ada 

cantidad (1!' punto flotantr y para l ""\ < 1 tt·n•·mo~ 

k,.·J¡(tu)l~5·10-'(iicl_!-5\hl-t2\all 1~, . 
·' '·.. . . 

Considére~c- ah01a otra fo11na de v:~luar el pnlinn•uiu, a~;¡¡,,.,_ la c\a-

luación directa en la forma en <¡lle c~t.'t es< rito. Podt·mos repn·~~·~ta~· ·la 
•

511
cuancia de opc-racionc~ re<lgrupam.lo lm.trrminos de l_a •uant'J;L ~·J-:~ 11 <'n· 

te; las operaciones t.lcnt• o de parí·utes1o; se :jecutan Jlllllll'l o, d~·~pm·.~ la~ 
encrrradas en pari·ntro;io; a cctangul<lrco; y fanalmt·ntc la o¡ )('rauon tnrr 

a rada en llaves. 

p(x0 ) = {[a + (b ·.\'o)] + e· (xo · Xo)} 

La .,r.ífica de pror:rso ~" pre~cnta 1'11 la figura 3.8. Sean re 1 Y o:~ los 
~ .1 1 1 ·1 .o· 'ones indicad.1~ 11or (o., sub-errores rcJ,tti\OS por rcuro[l( eo Cll as uro<; ,\uiCI "' · 

1 1 t. o JlOr redondeo en la~ índices, y sean 111,, m~ y m, o~ t·no11·o; re a 1v s 
multiplicacioneo; indicadas ron los mismos índices. Entonce~ 

¡1(.tn) ,,. = r~·n~(8~ + 2~ + m2 + mJ + az l 
.+ b.t

0
(8b ¡. ~ -f· m.,,,+ q 1 +· qJ + a( S, 1- a, + a2) 

y nuevamente para el caso de lxol ~ l 
.,-¡,-, _, .. J'J .. I~,../•(.to)l <.?·I0-'(6Icl it~f«ntJ~.[aiJ".7,.§.,,. .. 

rnr lu tanto 
E -Eu = 5·1Q-'(Ial--lcl> * . 

'_ ;.. __ _ 

••• ~ • GróloCO ... proceoo p ..... r' •. •. ' 

o ,· o 

valuación pr;Íl tic a dl' funcione.-. 1 ~¡;¡ 

Si .!a! > lcl. L:l rq.;l.1 dl' l forlll'f d.t 1111 l:r,•tle uocnor pPi t'ft-l'to dt~ J,.~ 
l'rfllll'!i inll"ll'lll•·~ }' d<• rt•dnnd•·o f.n ).,, C',¡·n, cph: ~C ll.tl.tll l'll C~tl' 

capítulo ,,. •ati~lan· t·st.l 'ondit ¡,·,n: 1." :,t neo; ~on srncs tr 1111• .u !.1, rou

vcrgrnlt'"• r lm ( odicit·llk'i ,,. ll'diU 1'11 !'·" .\ 1'"11 ncia ... m.'l\ ;.!t.t~ de \', 
Entomt•s c·n ,.,t.l y t'll 111111 h." nlt.l' .o¡oli1 .11 iouc~ ¡n."tLI•l-1~ la n ~1.1 

de llouwr no sc"rlo ahoaa.t tit•Jn¡•n d" co:"I""·'Cil'm por •c·tpHair lllt'l;c•a 
número de OIICJ::tciom·~ aaitml·tll'.l~, sino t.unhiln prouu<c un mt·nor nwr 
absoluto por Jcdondr·ti 

Para un polinornio g<·nt·aal, e nrnn 1'1 d1• 1.1 <'('uari<'m (1.10), el límite 
del error oh tenido anrdiantc .1.1 1 t¡!;l.\ dr· l(p¡ n··· r, 

.. 
error $ 5 . ¡o-c [ l (:Jj + 2)la~l - la,.!] 

J•O 

En t'l raso de 'it'l 11'~ ron~l'rg•·ntl'~, lo, a, dl~llllll\<'1• 1 on ¡. y c·n 1.1 l'XPII'· 

,ión clt•l líuutr.• dd t'rllll )o, t o..Ci< ICIIIl'~ 111."1~ ~l.ollllt·~ c·~l.'on unalto¡>l11 .uf.,. 

por !os IIÍIIIIellh 111.'1~ pt'ljiH'JIO\ 
Vale la ¡wn.L h.1rcr lllll,\r n•ll'~:lllll'llle t¡ll•· ,·,tns son In> línntl'~ ~upr

riore~ p.1ra los cn•lrl'~ inlu:rcnlr ~ y dt' n:donJ••n Los nron·~ n·olt'\ \L·il 

rnmidt•rablt•nrt•ntc m.'t~ 1'' • ¡nl'iio~ 

3.6 A1uoximacioncs racionales y fraccion~s continuadas 

Algunas funciones no pUt den ser dc•.u ro:lad.·~ C(JnH'Ill<'lllL'JrOI'rllt.. t.n 
ténninos .de polinomios. F. u ola as oca~inalt'o; ~1' d1~pnnc de un (lt-S.Il rollo 
pol!nornial prcci><>, pt'ro conH:q;e muy ll'ntarnt ntc. Por cst.t:. r.IIPIH'S rt.· 
curri nos a Otra rorma de !<'presentación de funcione~: aj!TO,\Ímacr,Ín ra

ciona/, en 1" cual trabajamos ron d cociente de do, polinomio•. 
Nuevamente cmpe1amos a p.trt•r de una cxp:u1s•ón en serie de Tayior 

(:J.l2) f(x) =a..+ a,t 1· a;\:+ a,x 1 1- a,,• f a-.\ 5 

+ au.t" + ar.-c7 + · 
A continuación cscribimn-; /(.\) (01110 r·l rocit·nt•• de do> polinomios de 
tM'Cf'r gr;tdo 

(:'.13) /( 'l') :" ~-·'-.:r:._ b 1 'l' -1 _,,: ~ ~ ..:. b :
1 

l + c 1 t -1 r:t· -t- l',t 

l.a comtantc + l qut> aparece rn el denominador no indira l'l-rdicla de 

l":·n~·ralicl.td, ya C}lll' c_ualquicr otra constante r¡uc apareciera ahí pod:ía 
· ~ r 'implificada dividirndo entre cll.\ nurncraJor y denominador. Igua-

1.-•. t., lo; .. e~undoo; lloi,.mhros de (3.12} y (3.13) y simplifJCo1lldo l:ts frac-
· : ,., tt n '1110<; o 



e; • , • n,_) · · \ · · f -!lb mero• "" numc-~a··,,., ·' proJ,;ran~:traur~ ortr.m 

b,. h,, ~ b,, 1 +- h,\ 1 

= ( 1 ·• '", x .... e ~-> 2 1- r , t"1 ! (a, · t- a ,x + 
Hu!tapiicmuo y agrup;•nr;., ;JntrnC"Í:~.'> i~u.dr'> lr,. x, 

b., = n., 

b, = a 1 + a.,c 1 

b: = a'l + a,r. + a .. r 2 

b: = a 1 + a,c, + a 1(:,.;!- .~oC:~-
0 = a, + aJCt + a,L·2 + a,c;; 
O = a~ + a.c, + a,c2 + n:c3 
O = a~ + a .. c, + a.r2 + n,c" 

(Las tres últimas ecuar ¡rm··~ n·sultan de h;,lwr supue~to una forma ele 
rcprcsr·ntación en la que 1··~ rodicicntrs uc pott ncias de x ele orden su

perior al tercero en e: nmnrrador ~on erro.) 

Tenemos ahora ~icte rr•1.a1 iona''> rn hs ~irte incógnitas b,, b., h., b,, 
c1, c2 , y r- E'>l:l.~ siete rcraariorar~ ~imult.-lrwao; pu•·ch·n ser rr'>uclt..'l~ por 

lo'> mf.tnt!n<; r¡uc se inc!aran rn ,.¡ rapÍllalo R. 
Estim.:mos el error rn r sla fonuulación con~irlcrando la magnitud 

del coeficicnte dt· b: "' e~t11•irra incluido, dividido por d valor del dc
'•'""linador: 

(a, + a, e, + a.,c~ -1 n,r,) t 7 

l + c1.t + c2x2 + c . . t' . , . 
E~ta es una aprnximarir·n •'anicanv·nte al rrror por· trunramia·nrt) r no in

clu)·e el error por rrrl<mdr o, pero el error por truncamir·nto gcnrra.l

mcnte sera ñwcl.o ma:-nr r¡"uc rl 1\i-ror' por rhlon&o. 
Gencralmrntl· 1,,, a:,rnxim,wiom·s rarional<'s no SC' vall'ran l'omo se 

ex¡>IL''a en lí). C"naacit"m f1 11), ~ino mediante !'l mo tll' una fracción c<ln
tinutrrla equivalente- p,,r!t·mo~ v•·r cómo se llrva a caho eo;to comideran
do por última \'C7. b fqr.ri0n ~ruo 

n.tl) 

0 La \c'rct..uJn f),· n '" f,~r!ll 1 :tprtt('l lf!.l p;H.I un,\ ;tprnxnH.H u'u• I.H inn.11 rq •·n 

p:11·tr cicnr1.1, en p.lrtr 1r~". y, n p;lt¡•~ lnwn jun 1o í!IIÍ:1dn p11r !.1 f"\)H nene i 1 r\o 
podrtnos dar (d~ho; t'~ ¡,J;,,. t" prro .d fllt'flO'- 1•ndr'llfl~ jur,tJ(w.lr l·1s 'p·¡r l• r¡q¡r 11 

t;PfWr;llt~ df' t Slt.' t Jf 111p'•1 '\;,, (11"1 ~''tl.lllllh Ull li,I!IIUI•t 1 llll~l.illft" ''91 rJ r.•s "i"f 1rJ 11 r • 

IU H't hl)i·r.ITHOS 11:\•• :-r · ,, l ~rr n·ro. 1 ,,rqur 1"'} ~r·ru1 clt• (,~ro\ •le e 1'''' l 1 f, • r r 

1,,,,.,¡,... \,..r 1r.c.•r 'l~tc· 1 1 , ., r•• 1:1. ,¡,. 1111 ,,·, •t•~J".t, , :1 , ~ ,,, , 1 rtllftlt_' •• r 

t/ruun•' t" 't' ( n ·l t!t'' · .. , r ¡dtl!" 1\ r ''" 1 ••• •,. 1·'1 1 ''·· •, ¡1 1 1 rf'll'• • 

!mp n. ,..., d· ( rr n 'l ( ,. 1 _ -;,..., ' ' • 1 1 ,,, ~ .~ • '·· 1• .. ,.r '' . ~ 
1 ( f. •• 1 

'·ial\ ,.,.f'" (111[1' •!r t .. , •l•rrao 'l~'' ., • '\ 1,tr ' ' 

o 
(:J.I;i) 

y 

Por lo tanto 

71' 
(1 "" -

2 

,, 

(11')3 1 (11')5 1 -e - - + - -=O 
2 3! 2 51 

{polcncia~ de .1:) 

(potrnci:as de r) 

Dctcnninando c·l \ .dor de· r •·n l.c a'altima l'ruaci,;n, tenemos 

(3.16) 

e = 210 (~) 2 

Entonces 

y 

,, = 

,. 
a == .-

2 

~(~Y 

= O.l2:l:J7 005.; 

= ,-0.4.j217.4~G8 

= 1.570i9 633 

El error apro.timadn por truncamiento e~ 

( :)' _!_ .. , ... ,x 
- 1. O.Of,_lti8 Li.c':-

1 +o t:.?::::;.r 2 1 (:-)2 1 -'r- .. ! c-ó ,:2 .e 

Nótt'~l! que (3.15) C'> .l¡Hn'\IIIIaa:.liW~ialc l'l.jUl\.11l'n:•: a 1111.\ serie ele po

ten•ias de tres té-rmino~. colllt> L uad¡¡:,,d.t ('11 ;1 ¡; \ 
E~t;; ;:tproximari<ln r :trlonal tic nc ,.¡ 1!11<mu ord,·n ti,· pren,IÓn que 

un;~. serie de Ta)·lor de ci11co t<:rmmo~: 

(~_!) ...__. :r:_~ 1 (lf"rV . 1 (li".r)s Sl'll ___ - ·- --; -r- -- -
2 2 :! ! 2 ;, ! :.; 

l' • l '~¡ 1 f' -:flr1 ~~· \,UII.\ 111 d¡;¡~lf,• :.1 H '.!').\ <::• ffl•rT~t·r, cnn f'\,1'!i:lCiÓn 

',¡: 1 . •lo• ,;, ,,. ro fl'll•'lt 11 (IIJ'<O lll~~~~ij'JII-;t( lflflt'< \ do, •,tllll"L< 

----------------
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Si la funci6n racion:J (3.15) se valíra aplicando la re~la de Ilorncr al 
numerador y al denom::1ador, se requil'ren cuatro multiplicaciones, dos 
sumas y una división. E; decir, no se ahorra trabajo con respecto a la 

serie de Taylor. ~ 
Por tanto co¡;wert¡mos (3.15) en una fraccron continuada equiva

lente. Primeramente re~~cribimos (3.15) en la fonna 

y dividimos el numerador entre el denominador para obtener un co

ciente igual a x, y un residuo igual a 

,-. 

ó 

Tomamos ahora la frar.ci6n encerrada en paréntesis rectangular Y divi

dimos su numerador entre su denominador para obtener 

. (2)' z' + 20 ; 

z 

• · y (inalnW"ntc 

o o 

arn(~) =- 7r[x- T(;y l 
2 6 20 (;y 

X+---'--.. z 

o 

(3.17) 'Ir% ( 11.472214~2 ) 2 = -;U65HH4:l .r - 8.030.)5026 
' ' .r+---

% 

La. evaluación de (3.17) requiere dos divi,ioncs, dos sumas y una multi· 
plicación, lo cual es un altorto con~idnablc d..: u • .ÜJaJO l'n cnmp;•r.lnón 
con la función racional (3.1.1) y con d poluJOIIIIO (:l.H). En('~!" l'Jtlll· 

plo, si el tiempo d1~ di\ 1\iún de l..1 cornl'ulo~lÍor.L n llll'nor que ',', dd 
tiempo d1• muluphr;rcuín, la fr;¡c nún crmttnt·.ui.L (1.1 i) es m.:.s r..~ 1 ,¡J,¡ 
que el polinoanio ( 1.1·1). (En b.LSt.llltt s tnmptl t;,Joa <l> de uso con,ún se 
satisface co;ta comltnón uc lÍI'tllpo; en alg-unas m.',quinas la multi 1J!i._a
ci6n Y Ja di\ Í<,ÍCIII COIISIIIII<'Il eJ lllÍ\ITIO llt:laljlO ) 

Las fracciones contiuuada:- puedl'n o;Pr cor11í1nrnida<; an;Í!r,gamr'n~e a 
lo qne se hí;oo con las S!'IICS di' 'potrncias. \'é.l.se, por ejemplo, 1 I..ns 
J. Machly, "Mrthods for fitt111g. Rational Apj)[(l'.t11latiom. Pan I · T··ir:-... 
coping Proceduti'S for Continucd Fractiom", Communicatwns de la Aso-

• cfución de Maquinaria de Computacióí1, 7, 150-162 (a!n-il 1960). 

3.7 Funciones elementales 

Vim,os en la Sección 3.1 c¡ue no es neccs;o.rio pmlcr valu.u un <;rnn 
para un arguml'nto arbi11 ario: siernpt e es posible rulucir d ar¡;umrnto 

a -rr/2 < x < rr/2. Esto es un ejemplo de la m.J.ncra en que pucJc 
simplificarse la cornput.1ción Jc func1oncs ektul'ntah s. Podemos ahora 

con!lidt·rar técnicas simala&co; pMa algunas otras funciones conauncs. 

CoJc'no 

~unca SI! rl'r¡uirrc un programa separado par.\ c;Jlrtd.Lr un cn(¡·no 
P'-.rfjlll' poc lc·n,os crnpll'ar la ic~C'Ill itlad 

•~"n (x 4 -rr/2) :' vn . ..: cm -rr/2 + coo; \' s,·n -r/2 = rm :e ,. . 
• , ...• , ...... ·nh\ '14' tr• 1 ,•irn~ o;ol,\lnrnte ;lf:rr~ar -rr/2 al .'u~r.'lllo y 

P' ' • \ '·1 -:.·l o 
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lOO 1 métodos numériccx y progr:mmción forlran 

Funciones hifcrbólicas 

Suponiendo que se dispone de una rutina para calcular funciones 
exponencialcs, el seno y el co~cno hiperbólicos pueden dt~tcrminarse a 
partir de 

scnh.t" = 1/2 (~~--r•) 

co~1 -x- = '7~ (t;• + e-")-

Nótese, sin embargo, q11e e~ y e· • son aproximadamente iguales para 
_ _.- ---~-valores-de x_ ccrcanQs a cero. Ento~ccs al cdlcular ~nh _(.t) estamos r!'S

tando dos números aproximadamente iguale~, y ya hc111os visto en la 
secci6n 2.8 que esto disminuye la prcci~ión relativa. Si la precisión rela
ti\·a es importante para valores pcqueño-1 de .r:, es mucho mejor usar la 
serie de potencias: 

x3 x5 x' 
scnh x = .\' + :l! + 5! + 7! + 

Para pec:¡uriio"' valores de .t ha~ta tomar uuo~ cuantos ténninoc;. 

Logaritmns 

' La rutina clcl-_log_~riHr~o. qtw se ll.una a ejl'rtt< ron c·ll:t!Hlo escrihi111m 
. - • ... • • t ) 1 .., -· ~ l ' 

LOGF en un ¡nograma FORTRAN fue cta~ificada 1 n <'1 ca¡jftulo t' 
como un logaritmo natural, es decir, un log;uitmo dt> ba<C' e. Al~unos 
sistt:'mas proporcionan una:-funci6n adiciotWv.Nra, pl!t~~~~ .el l~gar~~mon . 
ordinario (de ba.~c lO) en los casos en que se usa. con mucha fí-ccul.'n·· · 
cia, pero esto se hace solamente para simplificar la preparación de pro
gramas y no es csrncial. 

Si se conoce el logaritmo dt:! ha~c r de algún número y se desea ob
tener su logaritmo de base b, se procede de la manera siguiente. Recor
demos que si 

entonces 

por dPfinición. Pnr lo tanto 

Jog, X= k 

e'I=Jt 

lng~ _, = In¡;~ ( rk) = k lnr•, ,. = (In~~ r) (lo)!, x) 

Enton<c5, para nhtrwr d.lo!:aritmo de 11n núuwro t'n .tlgun.1 ¡,,". d,f,-. 
rente .de_.., b:t~l_;¡, ll.'ll~il'\,,·¡r el lor:,\ntrun n 1ltn.d !"'' , 1 In•'·'• i111• • d• 1 
-núm~ro 1' r n !.i 11'1"\.1 ¡.,,"~:'; ,·~¡,· t·s 11;1 1 rl1Ja't.lil!t' fiJ 1 J:n --, :-..-. :.-l: 
lo¡:;," f' -~O ·l'll::''i ;·: 

En l..1 ¡r,lf!l· f) •!·1 .1¡.:·nr~i•r :!. \r !'""''rd.,: . . q., .. ~, .. ,,~ '" ., ' '., 
1 t j, ~. ~ 1 .. ~ ~ r,, · . · . • , : ·: .. : . t , ~. , • ... ~ . • • .. • . ! -.. · , . , . · , 

o 

•.) 

valuación práctica d(.c:;ncioncs 1 101 

'. 

3.1 Caso particular 3: Errores en la evaluaci6n directa de 1-a &erle 
del seno 

La serie de Taylor para l'l seno 

r x1 x' 
sen Jt = Jt- 3 i + ¡::-¡- - -7, + . . . . ;) . . 

es válida -h-<•ricamf'nte para cualc¡ulf'r valor de ."C, como hemos indicado. 
En realidad C'S <·asi inútil para valores grandf's de x. Será instructivo 

investigar por e¡ u~ ocur te esto. 
EscriÍ>irem;;~ un pt ograma 'JIIc, valúa la serie dircctamrnte, es dcrir, 

conwnl.<mdo con el primer término y procedicnd() ténnino a t.~nnino 

ha-.ta encontrar alguno c¡ne ce; menor en \·a!or ah<nlu:o que al.!jtma. can
tidad, digamoo; I0-8 • Salwmoc; r¡ue c·l error por tnrnC"alllil"nto es rntonrc~ 
menor qu!' el pr inwr tí-m uno dc<¡lrl'ri.Hlo, así que ddJcría srr po<,hlc 
calcular p) ~·nn con una :1¡•rn'<imaciún ck Io-• con ~imp!Pmcntr tnrn:tr 
suficicnt~·~ lt~rrninn<. \'rrt'IIH'' qur r;to n•.• t'<; pr.'u·til ;mu·ntc pt-..;il,le de
bido a prol•krnac; c'l:ttrtrlo~ dr rrdc•mlt-o . 

. El pwgl ollll;l teq•rrrir.i \lila intt·n·~:-tnte C<trata1-!f"ITl.l para ('\ it.\r prn

ducir re\11Jt.1cloo; Íllli'Jnl!'dios r¡ue <!',11\ clt-rll,\Siatlo ~r;Jn\les COmO l.';ll Í:lh!rs 
de punto flotalllf'. F.J mayor (,n¡;nlo c¡uc Ct~n•idnar-t·mns s.rr:L de aprn'<Í" 

m;ü.l.mJPiltt>~ 50 radiant·s; si.t rat.iramos d!' ~Clc\:ar: 50_ a b~ rkv:ui:H _potrr.

cia-; requeridas e..:rc-dcriamo-; r.on mucho la~ magnitudes máximas prnni" 
tirias para vnriahl('s ele punto flotante casi en todos los si>tema.; FOR" 
TitAN. Por -fnnto clmt!todo que st"guire:mos comi~ir<'i .t:n calcll:lar cacb 
.nuevo término en la ~('ric- a partir del prccc~!ente. La relación <!" r<'Cil· 

rrencia no es complic.1da. nado el primC'r tt~nnino .'1:, pocl,..mns ohtl'ner 
el si:;uientc té!mino mnltipkando por -x7 y rli\idiPm1o por 2·3. Una 
vez obtenido el sC'r,undo !t~rmino podrmr.s ohtrrt!'r el terrero multipli
cando por -x2 y dlviclit·ruln entr,. ~~ · 5. fliC\CTUcntf', dado d térTn:no 

precedf.'ntc, podrmm ohtrner 1'1 siguiente multi¡Jlicando por -t2 y di\Í· 
dicnrlo en!lc d prodtu to d!' los dm entero<; s:~uirntr~. 

El dia¡;-rama de h!ncl'rr ,,. lllltr·.tra. en b. fi¡;uta 3 Cl. F.~t.í. prc¡•;:orado 
de manrra que IPa. ta1 jrtas. r;-~da una de b~ cuale~ contiene un 5n;u
lo f'n grados, hasl;l 1!1·:~ar a un.1 "tarjet~ rrntinr!a" con un ;Ínr~rln d~ 
erro gr.Hin, __ Le•<¡ .'mg1rln' rn :;1.\do; ~e con~r tr·n pr:rn~'r:uncrrte "Cn r:l
dian.·~ nH'di .• rt!t• b di\ ¡,¡lÍn r'nm! !RO/,., d r,.,,,¡t.Hlo <;e rlrnn.nin.l. X 
~1T"<;il.wrn' al1ora porwr en tnovimic·nto rl jlfOCC<;O de rccurrcncia. E<t.1-

r.·•,, ~ ·•.':r• r;.11.c!n rnntinol,lllll'ntc un tétnli:-Jo a una ~um:t fJIIC c\cntu:~.l
,.,,.,,.,. rnnq 1111\,. rl ~!'nn, una \ rz que se li:;~y;:¡n calrubc!o suficiente~ 

· , .. , n··~ 1'-~r.l ,.,,,,~,;¡r l:arrrno~ esta ~urna igu;¡J a X; rl primer tí-nnino 
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X= 
OEGRE~ ' 
180/r 

SUM =X 

TERM =X 

_' tJ ). >1' V 

------, ·_ ---- ----. 

fig. J 9 Dlagramo do blnquo do un m,..fodo 11oro culrvlor ot tono (Cn•a pnrtrn,lc.u l' 

o 

·1 
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que se calcula por rl mr~todo de rcnarn·no.ia .-...·r:"\ -x1f3!. Entonces ei 
tém1ino pr<·eo·drnt!' ro; t.uulou~n .Y. Par:\ nhto·ncr (o<; entero> sucesÍ\"O> en· 
tre lns qur hay qtH' dividir, d.unf>'\ el valnr 3 a un'a varial;lc llamada 
DEN O M. P;u a evitar 1 rcaicul.1r rcprtidas vrccs ,,.~. lo calculamos una 
vez antrs de entrar al ciclo rrpl'titivn y le (bmos el nombre XSQ. 

La obtrnción dr un nw·•o trnnrno ('5 ahora sÍti1plrmcntr: ¡,, opera· 
ción de multiplicar d t¡:nlllno prr·crdcntc por -XSQ y di .. idir el pro· 
dueto 'por ;el resultado de multtplicar DENOM por DE:\0~1- 1.0. Este 

c .. ••rrt~~••·=-=-----------------------------., 
-=-~ 

1 '""''"¡1:J.''I{7 ~~-~- - .'-~.- . . . . ·-~=~~~N -~~R~RA~ ---~~~ 
l!l~~.l\...liJ.~~,oJ.-IO.f.G,I:,E,fa....J...J...L ..1...-l~l _I..-..J-J_.l_..!-1. L ~ L-l-1.-L..i-L~--.L.J .4-'-• --J 

j_jJ. 1 JF,~RM4,T; ,(.F,I,O, .01)LI •-'-', 1 ~ u, •. .._L..L..._.~•-'-•-.L..L.'-'~'-'-'--'-'·'-'- ~.1 
....L...L~ ,/,F, J(aE.~R,E,E.)L_,I,5,0,,._..._l?,OOa,.'--... I,SJ, , L-l. -'-'__..4-J,.__,_a....L......J....~L.. ......... ~--'--L.....o...-o-\ 
go.~ ts.r,~.~-~ . , 1--L.....L....L...o • ...~,_, _ _._,_, , , •• , • _,_ L ~.....L, •• _. ,_, ...~. '-~-· ~ ._._~l....&... J. l..L...."'--'" i 

SP._ X.._,_lill.l. ,O,EG/lE.EL,¡L-J..._:!.. .2.9,5.7,7_:J_S,_~.-...J.~l-LJ.~.'-· l ·- L LL.-l L..L._¿_J L.4-L-.•J...j 

~¡!su:"<~=. ,r, '._._, ,_, ,_._,_ ..... _ .. , ,_.._ ...... ._._ .. , ,_, .. ·~ •.• ·-· ..... -~) 
_._._.._1 !rf,R,A{ ,~,,X,, , , , , 1,, ~ •-•-'-'-'-'-'-' 1 <-L,. 1.1 ~ • , • u_ u~,........__,,/ 

1 ... J o EV•"'JA, ,=, ,J •• ~ 1 1 • l 1 '-"" 1.....1 l. L l. .J...I L. l.J...J_l. L.. 1 1 1 1 l. 1 1 Ll .___,_. 1 

L-1.-i ~) 1l5Q ,.w, ,.t', ,4-, ,A, • r t 1 a 11 .J I.L....J..r..J....J 1 LL L.-L..•, 11 t.l~ ... L.J. L.! •-~ L_I_J,__l_l ~ 
2q ¡r.é,R,M. •• ... -,/,ERA( ". ,x,s,~:_,j. ... {.O.E,N~U.- du(:,f·~.'"._,-, ,I.._A).A ._._._, J 

t-SUAI, .~ ,S,U,.t{ ,+- .T.E,R,j.f LL ~ .......... ~ L l....Ll..~ Ll l L.-J. L l. L.....J l-L-...L...l_.l.......l.....},_.l./ 

J; jfF,_,(A.8.S.F{.T,t-lM} ,-"/,. f,:,8), ./,6,.,_J.$....,_,L2._,,~ ... -•-~·~~'--- -~~• 

/~.._2: '{J,fl/.~111¡_ 1:::"1. ,~(/'t,f,.t.( ,+L 12, ~~~J.-L.-l.- L....o~.....l--L..'-~-L..J...J ..L....o........J._._~I....L....I.-~J 1 

_,_l G.A 1 1:a .2.5. 1 , , 1 1 1 • , ,_, _ .. _ .. _L...J_ "-L ._ _ __.__~ , 1 ,_ ... _,_ , _, ... ~.__ , .... _, , , __ ..__ ••• __ .. , '\ 

_ r.rs.r.. L=, S~lN.F,(x.) • , .~._ .. _,~ __ ~.._.~._J_L_ ._ ... ____¿_L...J. 1 LL-L....LLL....i. .____.,_ .. ....~..._.,,_,_L.,_~·\ 

I-L....._.J-1-...J'-"-~f!/.rL,JJ],__~, ,ar.c,""-~E..,¡. ~~~-~,UII__,,.,.~-.T~s,r,_,_., ...__L:L..&-J ....... L_LLA-1 .t..~LI L•-•' 
._... ...... "'"''-'F_i,I(J(;f, T.__,(.f',/,0, ,O,,.,_,f../,5.. ,6, ,._ ,F, ;:_{! ,8,, ,F, Í 5. .. ~)L '-'-'-~L•-•~-'-L-1.~ .• ; 

ª~LJ..,.J.J......J61~..LL 1~-.I_.___._.__,_L-L--L-..L...L...l L...L-l-l J .L.L...L..L...L.-.L...J-L-1-L....I.-1....1.-L..--l_:: __ t 
..... ~..L..f~~".L._L......L...LI---1-• 1 11 '--i.l-L' e 1 e 1 • • 1 '-LLl-1-L~.J........L..L_L......I-..L_t..,_¿_~~_.__ 

1-~I..L..l...L....II.....J.&..t ~ i...,I_L...I.-L..."-l~--'----I..JJ----.1.-&-'-.L...L...J.....L....I-&...L..J-~~_.¡_\ 

L..t.~L.J..LJ.,¿,jL.J..J..LJ.....L...I...J...~..J._¿-1.1 1 1 e 1 1 1 .L-J-1-LL.L L.IJ...&......J_I •, 1 1 1 1 1 \. L...L&..-'--J-'--'-.\. 

Flg. 3.1 O Programa poro calcular el ••no (Co•o pm1oculor 3) 

nu1•vo ténnino nTntpl.ua al létlllliiO (liL'u delllt• )' :.<! a·~·<'~.L ,\ b. StllrJ.I 

F.n C'~ll' punto urbc-1110~ th-llllllill.ll' ,¡ ~-.\ \1.' l..u¡ C.lkul.uln ~:Ifll'.cnrn 

tC:nninm. Pata rqo pn·r,nnL\IIln~ si d \ alor ,,r,~,,fnrol d•·i t,"rn1111n <¡ .. e 
;wah.unn~ de ral1 ubr ('\ 111• r.ot o i·~u.tl que IU • ,\j lo ~''. ['•'UC!I'O~ 

imprimar l'l fl'~uilado }' l'r"n·dt·r a la !e·• :ur.1 d·~ 1,, . , "'!1ft· r ••• j.·;.-.., St 

''"In n, d• lwmr>'i mrwu••·ut.tr t'll l ur1id.•dn el \,alor do: lJI:.\'0.\f antc·s 
t!•·-¡•rr ... rdrr a ( ,,J,:ubr f•lro ,,:nnrnn 

:\• :, 111 ;, ofo~ imprunir c•J \ aJ.,r drJ ~l"nll r;tlcul.-..do p<rr' ;.,!r• n:t;lodo, SI"· 

r .. ,, •. 1' \,o¡¡tr "'"'i'·ll·ll· .. ron rl \':\loor f'.t!ru:.loln r•'r !.1 f•mri(an S(·r.~ 

o 



"\ o \ 
-----.!._0!!_ ~~todO'i numérico<. r prn:;r:~cilín (orlran 

swninistr~cla ~or. el sisterr.a FORTJV\Ñ,~~t?, se cC_ecl(la imn.:diatamente 
antes de unpnnur. , ---- ""., . 

El progran~ que se muco;tra en la figura 3.1 O ~i~w· In~ pa~os del 
diagrama ele bloque y no introduce nuevns roncrptn> d,. FORTRAN. 
Lao; dimensiones de I.u e~jlccificacioncs d!' campo F en la p10posición 
30 se seleccionaron para p()_dcr acomodar rl tarnaiio ~~pcrado tll' los re
sultados . 

. ~ res~ltados se p~_·r_nt~·m c=n la f!g:trra_ ~i"!lr p~m. ~-~z_r~ulgo; ~~1;1!rs a , 
~0° más múltiplos de 360'. Por lo tanto, el rc~ultado exacto en cada 
caso debería :;cr 1/2. El resultado para 30° .1·~ lan a¡líoximado como 

podríamos razonahlcmr:ntP. c'pcr~r. Y~. el~~~. el cr~C?~ ~n c~t~. caso e~ ex;¡_c
tamcnte 'la tolerancia éc 1 o-•. Ef"error se iucrrntcnta para ángulos más 
grandes. Para 390° el v;.hr co; aceptable; los valores cmpi•·lan a t!etc
riorarsc; y a. los 1470? el sistema se desintegra. Angulo> ma:nres p¡odu
cen valorrs <lel seno r¡ue tarnhi1:n carecen de scntiuo. 

Consideremos el primor valor para el c¡uc el lll«~tod(l f::\lb coruplrt.l
mente (1470°) para \rr s; podemos awriguar lo Cjllf' ha surr·dido. !\[r
di.:mte un programa i1:•!' 1.endi<.ntc qtle no se mucma ar¡uí, ~e Ílnpri
mieron los va!of"!'s de cada uno de w~ términos de la <rrrr•. El primer 
ténnino es simpkmrnte el valor de x, 2'i.6563·W radi::uw-;. El ~egumlo 
término, a ocho dígitos, es ~2789.0·1111; ruando s~· sun1.111 rstns dns t•::r
minos conservando' o(ho ¿¡:;itm, la suma es - -2i63 3~)21. En la adición 
se'perdie?ordos dos· ú it:mr.s dígitos (IC! '¡)1 i1ncr, t~lii'iMó DIJ(I[;{¡¡¡¡:-n té' c·~os e 

dos términos nunca \ an a poder ser reincorporados en el c:dcu!o cuando 
la suma se ha}·a reducido a un valor menor que l. El tercer tr!nnino es 
'89849-:61 O; ·anuliúirtó 'cr):l~CI rc~uliall;j' in t(;[ior :..¡}.ita -;..1bt-,.-i1r r--B7081l:2 Í B~ .. 
se pierde el último dígito d1· la suma precedente. Se lran prrdido hasta 
el momento tres d:¡;itos dd primer ténnino. El cuarto ténnino es 
-1362035.9; en la adicil,n para obtener --l2H!H9.7, ~e pi!.'lll1·n uos 
dígitot .:le la suma prn ia. Se han perdido los últimos cinco díg-itos del 
primer término y el esrr-H·ma drbe aparrc!'r claro. El último térrnino 
de la serie es 55037680 · 102 ; des¡n1l'·s de sumarlo a la sum.1 ¡11 e\ ia, ~e 

han perdido todos los ¿:~itos del primer término, j11nto con ;¡1¡!11111•~ dí
gitos de los otros tér:-rú.o. F.n el si~i·:nk rrm·Y·n de la fiL;"ma :~ 1 n. 
correspondirnle a 183(/l. d término m.'ts gr;¡r1de 1·~ ::l¡>rn,im:lll.llll' n:r· 
2.7. 1012, Jo que catr<a !a pérdida <lt: lr,dm loe; dígi:n; dd [111111"111 r 
segundo términos. 

Claramente, el prol::rrna m.i.~ ~~·li•J ('n 1 ,,,. ,-,,,,, e·•. 'i''" : •· .1• 1 
'· ' 

se reati1an <"n nna ... ,~e'~' nct.t ;l'~'~· (·,:~~, llttl\" 1· .''' dr · r l. ,. ' • ,. r· 

vantO\ en rl C':\j'Ítuln 2 •¡ ..• r< 11111• ¡1.,-1!1' ., .• 1• ·,r· -' 

n•.ÍCJ prqurrao~. n rn 'a; r.· ~~' r.lht¡•·r.h·. • • 11 t\ u ! ,. t 

~qucii.n corno,,.~¡· ~·,:,. 

o. o 
valuacit1~ ¡,ráttirA'\ de f~;~ncio:tcs / 10~· 

Pero este no es el único problema. Este eje111plo se ('jcLULÓ en una 
computadora binari,t en la que las varÍ;\old de punto flotante S(' rr¡,rc-

• scntan con el equiv::Jcnl•· de unas oclrn cifra~ (It-c::lu:c~. Cnmidérc~c un 
témtino como 0.2G:i53Gíl!) • 1011. Se e~cnhitÍ.l en la fonna 2,6f>5,368, 
900,000 en la r¡uc lo-; cero~ carecen de src;uificado: sirven ~ol.unrnte p;ua. 
Iocali7ar el punto drcimal en esta m;¡net a de cscrrhir el núrnl'll' Obvia
mente, los ocho dígitos si,;nificativo~ son uua aproximanún, y los ceros 

,-~prl,'¡;~nla~ los,dlgitQ?.r¡uc. 110 poclem9~ nmscrvar en ei si•ten1.t de compu-

~ • • • .. }J 1 

lO. 
)90. 
750. 

ulo.' 
1470. 
1810. 
2190. 
2550. 
2910. 

0.52)5<;1878 
6.80678415 

1,l.06??695l 
. 'l9.HHS41HI 

25.6'i6l4012 
31.91?52'560 
38.22211109 
ltlt.50589!.0'il 
50.78908i.51 

O.l"t99?99?9 
O.lt99?9?'H 
0.5001lS07 
o>>t6~a~o9o 

0.4'il'il79'il'1? 
o.5oooooo> 
0,50000010 
0.5000J01o 
0.50000010 
0.500000.?5 
0.'500000'>0 
0.5000001) 
o. 5000('']2'1 

2~t.zs.r,o1a55 

(.r,}60.2Jlb70'l0 
259JZ.r,8o.oooooooo 

-130402506.00000000 
-9321226l.JOOOOCOO 

Fig. 3.11 Roaullad<Ja dol pro!lrama do la f•gura 3.1 O (Caio porl•culor J 1 

tación. En otras p.llabr .1\ est<L .r.¡JtoXilliJ<'ÍÍ•u podría dtt•·nr (:r1 \'a1or 
verdadero haMa r·n SO.f10U unidad1·s. I:qa cl.t,(' J,: !'rror IJ:we irnpoo;rbll: 
esperar algím significado ele ur. valor final (alfe nunca e~ tlla¡or que A. 

10. 0.52359078 o. ~99'J9??? 
''" - ~ J390o', ' -6oll06 78415 O_ Q, 5QQQQ0Q6 

0.50000011 
0.50000016 
0.5000014] 

0.4??'l'l99'# 
o. soc.;ocvs 
0.50000010 
0.50000016 
'l.SOOOOOlO 
0.50000025 
0.50000040 
O.SOOOOOil 
0.500000;'9 

750. 13.089?6152 
1110. 19.37]15488 
1~70. 25.65634012 

.-.,~-.-- '~t~8:~ . -·-~t~:}~f~-~~ ---- ----,-0:- ~99~ltl45- --
0.798689lZ 

29.5]'1?1~37 
-142982.027)~)75 

_, 

2550. ~ ... 5058?609 
2910. 50.70?08157 

fig. 3.12 Rosulrodo' del r•oqranm de la f•!Jurn J 1 o, modoficc:clo para realctar lo• 
cálculos en doble precitión (Caso particular 3 1 

Rrcurricndo a la dob[,· ¡,rccirirín pockruns drmo•tr,tr que rn c~tc caso 
el probkma estnb.1 rr.¡1lrnt·ut1: rn el signif rc.H(o lim¡:;u lo de las \;u iai>l..:s 
de p11nto flulanlc. \'~I!.'IIIO'i c·n 1(111~ cnn\i~t¡· c".:c r.tL·todo 

En «'1 mérodn du;:tk•IJie ;11\'Ci~iím cada \·ar i.1hle se :r['rc·o;t•nt;¡ ron ,.¡ 
1 11 1 l• • • • ' 'n 1 r e,. <.r~~lto<; rpH? se u<artan nnnu,lllnr:utr, r !.1~ nprt l('inrw~ arrt111é-

1u a~ •e prrp;¡r;¡n de l!l.lll''l."l r¡11e \l! tclllltll !'n lllrnt,l todo, In< d:·:irn~. 

r.fl l.• \''1'11.111 di· roR·r 1{.'\::'\ ll<;:¡,:a IJ,lf..l I''(C' ('ji 1.1/'1 ~' ~e roloca 1111.1 

lt •·n h r,.f,trrlll.\ 1 c!t.: un.1 prn¡Ho'!l'tÍm arrtllu::•ll':t, lOlLl b ar itrn•:¡;,.,¡ J,. 
1 1 1'': .. ,:, .:•n ~" l'j•:rura 1 nn dolo!·· (ll<'ci,i(lll. Lo'i rr <..ril.11'os ,,!,r,·n c!,H 

··' .,,, •l ,. ... ¡ liJ•• ;·n·r~t.ln .. ,-.-,,n f'~rc·-l.l(Ul)·o ~·· prr·srsd.&il ,.n lt f":IJJ.L 
\'. · "• 'f 1'' J>ll.l .. ~.,: .. rr ~ Ir,"\•.:;¡ d .. l::·;lp pa;.t ;,,:. qr:r d j'ln •r.HII.1 

=·' . 'ro•} t.u.·• cn:rr;d( t;uru~u,··. Ir-s ,, c.ulLh!.,; '-l•!l .1;,:••,,Ut:\d.l-



mente corrcctn<. Sin crnba:go, para ánguh's muy graneles, aim b dnble 
precisión noGt~ suficiente. · 

PoJemos brc..-t:m:-nte nhs<"rvar cómo se comportó b fund(.n Sl'no su
ministrada por el mtrma FORTRAN En todo~ lm o~ns cuando mrnos 
~eis dígitos son cnr rectos. La disminución en l.t prcci~iún para ;Íng-ulos 
~rancie-; es debicb a una i•!:Hiida de cifras si~nifwatÍ\'aS al rrducir rl án
¡.{Uio orig-inal a un .Ín~r!o menor que Tr /2. Por •·jrmplo, cuando com·er
ti'mo~'a' rbdiánc' el' ;'¡'ñgulo 2190°, ohtt'nl'mO'i :m 22271109. La wmputa
dpra ha impre~ 1 O d:gito~ como el cr¡ui\ akntr decimal del valor binario 
flotant<', pero no purdc hahcr abt más que r<:hn dígitos significativos. 
C~ando csti-i":íp~xímacriln dí'. ocho dí;;it0s r~ reducida a un áflb-q¡ffi rfle.J' 

nor que ~í'!., hemos <le hecho restado dos nlnnerm c:1~i i~r::tle~, lo cual, 
como hemos \ tsto, reduce la aproximación relativa. En otra-; palabras, no 
calculamos realmente d seno de 2190·', sino de algún ángulo ligera
mente diferente. 

Por r:woncs oh\ ias los seno~ de áng-ulo~ gr:md( s ndnra se calculan 
por el método prcsent.Hlo en este caso partirubr Sr rspcra que el lector 
haya aprendido a cnnorcr alguno~ de los prohlrmas que se tirnrn que 
encarar cu3nclo se trabar:t con una computadora, lo que nbviarncntc en
cierra arroxim:~cioncs Lo, muanos mgrnno~ de las computadoras tienen 
una tcndcnci::~ á ~~rroner qur si el "ccrrbrn gigante" llll(lrimc ocho di
.i?:ito{'és'tm-'tifln'di qll¡.; ~ignific;¡r algo- Conkm10s r¡ue el rstudio de este 
casn parttcuiM murqrr !a falta de funcbrnento dl' esta suposrción. 

.Ejerdcios ,-

L En seguida se muestr:tn algun:Jq funcione-s y la snic de Ta)lor correspon
diente. Para el valor de x que se múicd c~timc el número de tt'·nninos reque
ridos par:1 prmlnnr un v.1lor de la funrtr•r¡ cuyo error por truncamiento sea 
menor que 5 · 10 •. Para c:~da caso csltrne t:~rnhién el nútnero de términos 
requeridos pMa un error por trunram1cnto menor que 5 . 10-". 

o a. r• 
+ 

.... x' + 1 senx-x--
SI 7! 

x-
"1 J, 

b. ~·. .... K' aenx = x-- + + x~ 3 • 1 ~1 7! J. 

oc. - 1 _1_ + 1 are tan .e -- 1- ]-;;- -7x' 1- •-2 ., 5.t0 -. 
(La srric rs \;,t,cla para x > 1.) 

d. )r•t!· t' .. (x 1\ 
(-e - 1). ( "~=-! ~~ - (. 1 )' -.--- ' ., 3 ·• ' .. ,~ ( ._, .,.,¡,. ... \.\!.eh ....... o..-: JC::; 2.) 

,., • o- ' ·' •• _, 
-.. ·-1 ,. 

o .o 

•) 

\·aluación práctica dt: fun<-ÍIIn•:' 1 1( 

2. Drrnnrstrc <pu: p.tra : <! :": 1 lnq poltnomíos de Chehy>hr.v sJ.tufaccn Ls d• 
h;ualdad~ !T.(~t)l ~ l. 

:J. Demuestre que 

m. ~ 71 

Por tener eit.t l'lCJI"' <ltrl, sr UICI' que 1•·~ p••ltnnrrllliS tk C!.e!J)s:.cv son ort 

gonalcs en el lt:lcl\,ll•• 1--1. 1) con !.1 f<HtrHÍn d!! pr,o l/\' ¡- •'. ;Su¡;. 
CIÓII U'l' la dcftnlt IÓn dr 7 .. (X) y rt:t:mplarc X pttr (1 ) 

4. Demuestre que 

o 

l' 2, 

5. C:on base en los n:sultad"s de lo~ F.¡er< •· 105 :l y 4, demu~slrc que los coc 
c1entcs a, en una 5t'nc de Cht:b)>llf'v p.H.l f(x) 

~6. 

f\:r) = L o, T,(r) 

•-O 
se pueden ol.rcntr .t p.utu de 

a, ~ ~~ f(r) T~i_~)- d.r 
7r -1 Vl-x2 

n;>éQ 

En la práctica cst f • 1 ,... . -1 1. • .t5 orrnu ,¡s sr. u~:tn rar.uncntc p.tr., t •. dcul.u los corftCICII( 

a,, < t '!do a la dtftettlt.td 1'11 t.lh ul.rr (,15 rn(< gr.•le, 
A parttdr de los rc<ul!.td"s dd c-¡r·rcwro 5 dt tcrnune los pnruero! c 1n,·· co<, 
crcnt••s l' la srrre de: CJ.,·hy<hcv p.ua -

f(x) ~ • 

Puede: usar las 5r,.;u.cnt<'~ 1ntcgrales dduudas: 

( ,,.. 'tt Ulrt ,., ,J.' f 1 1 • • • 
' " ·" ru e C:Jt'rttno li. 
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•8. a. Encuentre los cinco primeros cocfidcntes 'J~--la -serie de Chcll}shev p,1ra'- __ 

/(JI) - vr=-;' 
b. Escrih:!l los cinco primeros ténninos de la serie en poténci;~• de x. 
C. Calcule Id serie de cu1co términos en x para 1t ~- O 5, compare t'l resultado 

con el valor correcto y con el \·alor dado pur la serie de Ta)lor de cinco 
ténninos desarrollada ron n.specto a " - O. 

9. a. Usando las intc~ralr~ de los rjercicios 6 y 7, enc·uentre los cinco primeros 
coeficiente# de la serie de Chebyshev para 

/(.e) - lxl J. 'l' o ._ l -

b. Escriba los cinco términos de la serie de Cht•h)Shcv cu potencias de JI. 

c. Valúe el rcsuhado o!Jtenido en la parte b P·lj" x = + 0.5. 
Los polinomios desplazados de Cheby,heu se pued<"n definir como .. , 

Los polinomios dt:"!;plazados, T.", se u'an en el mtenalo O~ x::::: 1 cxact:.
mente en la misrna !nnn;¡ en que los polmnmio~ 7'. se us::~n en -1 :5 x :5 l. 
Determine los cuatro primeros polinomios de~plaz.túos de Chrb\Shev. 

11. Demuestre que los p<>linnrmos desplazados de Cheby~he\" son ortogonales en 
el intervalo (0, 1) <on una función de peso (1C-x')-'/•; es pecir, 

( 1 7',. •(x) T,.. •(z) clr • O 

Jo Vz- z* 
•12. Comprima la aproximaci6n 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 
•• =o: 1 + ~ + 2! + 3! + 4! + 5I + 6! + 7! 

a una aproximación que incluya hasta ""· 
13. Comprima la serie que rcsuhe del ejercicio 12 a una aproximación que in· 

cluya tém1inos hasta %
1

• 

t>l·; ·a.· .. Encul!ñtre"qi!J.J·'tiñcO' primeros coeficientes de la. cxp¡¡nsi6n de Chcby~hev 
pan 

/(JI) - 6x•- 2ll1 + •'- 1: + 4 1•1 ~ 1 

b. Utililando dos veces la técnica de acorl.:unicnto, aproxime /(x) mediante 
un ¡rolinomio de scgunrlo grado. 

15. Demuestre que la ar•H•Xtmaci6n 

JI x' "'" x• "' 
•• ~ 1 + TI + 2i + 31 + 41 + SI 

puede reescribirse en la forma 

16. Dcmucstrr que !;1 :1proximaci6n 

z1 .\
1 x' x• 

tan-' x = ll- 3 + -5 - 7 + 9 

purde rerscrihine en 1.\ lonna 

ran·' • 01•( 1 -- -~('¡í- :,;'í'.',· .Y'('/,- •'('', \ •ll \ 

... 

o o 
valuación práctica de funcion~ 1 109 

17. Encuentre una factoriz.1c16n scrll':jantc a las de lns c¡ercicios 15 y 16 para 
la funci6n 

A-
1 1 • 3 · x' 1 · 3 5 · •' 1 · 3 5 · 7 · :e' 

.. :t. 3 + f: 4-:-5- + ~.¡-:-tf:-7 t- 2. 4 T.s-:9 
18. Encuentre una !actorilaci6n simil.tr a las de los ejercicio~ 15 y 16 para la 

función 

1119. 

21. 

22. 

23. 

{ 1e/2) 1 
{ 1e/2} • { x/2 )' 

/.( ... ) c.. 1-- -1-,--_ + -1-•. -2. - 1'. 2'. 3' 

Si se conoce de antemano el número de t~nninos c¡uc ~e van a retener en una 
serae trunrc.Hf.l rnuvt r~r11t• •nfuut:J, rl uu jur pro' cdu1ucnlo de tnruput,tcu·u, 
<'S la rrf:l.t dr llortH·r 1'." nh.1 urt.t ¡Jni¡•"<H'!tÍII u< mdo la rr¡;-(;¡ dr llornrr 
par;a \'alu.tr la srru• d•· ·1 ayl<or l'ara ~· qur mdu~.l lt.~<t.t x·: 

a. Usando los valoacs de los cocficicute3 en forma dcrrrual, es drCtr, 

.- C!ll 1 + x + 0.5"" + O.IL6G67x' + O.!Hl6G67x' 
+O 0083333Jx' +O (10133J(I!J.11'0 

b. Sin usar constantes cx~cpto lo:. enteros de 1 a 6, saguicndo el métcxlo del 
ej<>rc·¡c io 15 

ConSI<Ien· 1.1 Sl!;••irnt!' secuencia de computación; 

l .. 1 l;t¡;a 1., \':tri.ti,J.: /·: igual a l. 
2. Haga 1.\ \'ari.ol,(~ D agu.tl a 5 
3. Rcemplo~-:e 1: pur i ·t- ~ F:X/ D). 
4. Si D e~ 11;11al a 1, dctcu•;·• el pr•.·Lrm; si no lo C>, rute 1 Gc D )' re pi~;¡ el 

paso 3. lJcrnur~trc •1ue cu.tnúo el proLcso tcrnuna 

x• x' .--' x' 
E.,. 1 + ~ + ·i + 2. :1 + n-:-:¡ + 2-:-3~ = ,. 

Dibuje un diagr.u'!.l ,tlc_J,Ivq.ue para el procc>o ) csuil,a un sc¡;mrntn de 
pro!>~~ma en .el que ~e supouc lf•Je X ha rcrtl.oid•> un \'.Jior cl.1do en un.1 pro
poslCIOI\ prevta. 
Si¡;uicmlu clmétl·tlo .: .. 1 l'jclltCÍo :!0, cl1hujc un di~c;r.ttll:l de blrx¡ut' y cscnba 
un ~s~nt'nto de pr.u¡.,r.uu.o p.1r .1 C\ .tlu.tr la S•!rtc dr T.n lur p.1r.1 l.a f unc1ún 
sen \" mdt!)'rndo lllllllllo~ lo.tsl.t "" (\"e;¡ d rjrrucio 17}. 
[,en ha una rutma p.1ra n • .ru.•r cl s•·uo Je x ·, or·1 --J < • .-:: '.>' c~n u . • · · -- ~ -- ..... n rrrnr 
110~ IIUIIr ·lllll~lllfl lll!"llflr c¡ue !j • 10 °, U\alldn Ull.l lllfldiÍt• IUÚII ;¡Jeul.ttfa aJ 
mctnah o··l ('jCILfr_,o ::u . .s. :ti:;; 1, h.ll",l D .• 7 aJI(I'> de ··ntr.•r al .-ul" dt! 
comput.l<jilll; si : .; > 1, lo ... ;.1 D ic;u.:l .11 r"\llft:ldo dr i I:jeni• ,0 ll•. 
Sano 5(: cuno e de ;•uH·ru.uau l') níU111.ro c.J,. rr' 11 u111o'i qnt: se \,u¡ a rr-c 1·;u·r. n<l 

le rurdc U~olf la rt·¡d.1 de l!tJtflrr; l.1 ~cric t.l..f·e ·•·r \.tlu.d.l "drsd<· r1 "la<·n••·" 
S m emb.1rg_"• si -~ cs ¡;r:111de. o•;;.unos rn el r.n1t;•• de 1 () a :!1), .ti , 'e\ ,. ,; .1 

un.t porc·ru 1 ' gr.uulr• ,,. fJII"th· f'~t rd"r i 1 r11 1.:r11hu.J JH.filllo;;d~lr...: i' u.a "'''11' n•s 
rf:· (Hruru .f!ol,ual~ ílU&' 1plc '1 tl1111111r.1 cr•rll,.J, to 110 ,..,.,, dnu.~·.uin 1 r.u.dr• 
l·n.l ""hua•,u Ct; c(tct•r.ar Lt. da\.·1;1nut:~ ''Jitn· 1~~~ ulunul'\ d•l d,·n~~ 1 nu,,q,r 
~~ Jlll' fllrl fH.'IIIJI'' (¡ti•! "'( 1 !l\ ~& X a J.1 pu(Cial'J,I t!•:,p 1J,1 ¡ \ C'( 1 I';O l'•lf'l• .1! L( 

) ¡:,, 11 l'·' uu,, •~Han.r p.u.t \.1Jfaar e •, rnnwu7:u,Jo ;)l'r ··l pnr~t•¡uu ) , onll• 
1111 uu:lu '· ,, ••• f'l1• tiiP' ·" llll r, 1 tallfiiJ •ru· J(',j, lllt'r&r•r •4'•C l n j C'IJ \ IIPr .d '\(1111 ~o 
J ' 1 r,l, l 

1 ~ 11 ·• ••atru.t i'·"·' \ al••.&r l.1s tt~ltlf'Uir'i furu t••flt•f ;h.1r' (',' U:r troc!u cf,·J 
' '·•• l' •rru u~.ar :t C:ou1 Clh t: dr ,fi,. el 1'""' ,,.ul y .C'nulu.•Ír h.Hf 1 C'lh't•UU •r un 
t· r ' 1 ' '''"~ .. , ·' Ult'll••r c·n \.d~·r .11,tol:rto c¡•JC' ll)' 

.. ¡, • - 1 
{ .. -' ~ 1 

1' 
1, ~)' 

:• .. 
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'Ir 1 l 1 
b. tan•• Jl - 2 - ; + 3.--' -- 5.c' + 

z" .e' .e• JJ:I 

C. /a(:r) - 21 • 2!- F:'"l-rJf + 2' · 2! · 4! - 2" · 31 • 51 + • · • 

25. Recuerde que si p(x) es un polinomio de grado n, entonce.. 

en que 
p(;r) - (.e- :ro) q(;r) + bo 

q(;r) - b, + hoz + ... + boo.~t .... 

y lu b1 pueden ser calculadas en forma recurrente mediante 
- - > 

b .... a. 

b, ... 121 + x.b 1 ••• 

a. Demuestre que 

i•=n-1, ... ,0 

d/1 
d~ = q(x) 

b. Encuentre una fónnula simple de r~currenria para detrnninar 1;1. deri
vada de p(x) para x = .c. en trnuinos de los b1• (Su¡;¡ .. stión Note que q(x) 
es un pohnoa1110 de ¡¡:rado n - 1 rn x ) 

0 26 Escriba una proposaci6n aritrnrtica para efectuar lilS opcracione., de (3.17). 
27. Escnba proposicione1 antmétacas para cf~:ctuar las opcrariones de la& cinco 

aproximac10ncs presrntada• rn la Parte D del ApP.ndare 2. 
D2B Escriba 

Encuentre los codici~ntcJ de una aproximación racional de la forma 

Haga U50 del hecho que d sPno es un3. función impar [sen (-.e) ..., -sen (x)) 
para explicar por qué se purde hacer bo ..., b1 = e 1 .., Ca """ O en la forma IN• 
puesta de la aproximaci6n racional. 

29. Determine los coericacntcs de una aproxamac:ím racional de cos ('tTx/2) en 
la forma 

30. Dada la serie 

tan 11 Ot 11 + ! 11
1 + .!. .M

1 + l!_ x' 
3 ·~ 3~ . 

encuentre los coc:fkienlea de una aproximación racional df' l., f..rm., 

o 
tan. a. _l~~-+ ~ • .e•_ 

1 + , ... + , ... 

e 

o 

valuación práctica __ ~e funciones 1 111 
111 ]1. Da.Ja un.\ ••proxam:~ci6n racional ,je la fonn:1 

/(.e) .., a + h + u• 
1 + d.tt 

determine la fracci6n continu.uh correspondicm:e de la forma 

/(.e) -k, + ----
Jl 

k..+--
k. + ~ 

k. 

32. D~da una aprolltlman6n rac10nal de b forrn:l. 

/(x) _ a 1- b.c 1- ex' 
1 + dx + 1x' 

determine la fracción contanu.ula corrcspond•cntc de la Com•a 

Jt 

/(x) ~ k, + ------ --
X 

ko+- ---
X 

k.+---

k,+~ 
k. 

J3. Dada una aproxunación racional de la foma.1 

/(:r) = __ a_·f~-
1 + dx + ex' 

detennine la fracc16n continuad:~ corr~:spond•cnle de la forma 

/(x) 

k,+-----
Jt 

k.+---·-

k, + .!.. 
k, 

34. Partiendo del teorem.t drl honornio 

o 

( l -JI) 'lt ~ 1 - ! .e - ~ x'- 2.. x' - ~ .e'- _!_~5- • 
2 6 2·1- 384 38tolt 

L Comprim.1i,1. a una sene de IL·nnir.os que incluyan hasta~·. 
.,, De la serie rmo¡Jrimida, dctem1ine una aproximación racional de la forma 

( 1 - •) '/• Ot!., ±·!.!.. + r.c• 
1 .. dt~ o 
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10. Modtf} thc prograrn ·or problcm 2 to ~ct all codTiucnts of thc Chcb)~hcv 
expan¡;ion which are lc~s than .5 x JO- • cqual lo 7cr o. bcf,,re callmg SUB
ROUTINE POWR. Now •nput K= 13 and thc cocllicl~nls of sin(tr/2x) from 
Ell:amplc l, Scct•on 6 JJ. Compare thc answcrs with tho~c obtamcd 111 Ex,unplc 
l, Scction 6.33. Can you trust your routine to do automat1c tclescoping of 
power series 7 

6.4 RATIONAL APPROXIMATIONS 

In usíng rhc Taylor series for tan- 1 x in Scction 6.25, it was found that fas ter 
convergence was obtamcd 1f tan -• x was lirst multiphed hy a polynomtal in '-' 
This actually had thc cffcct of rcpn:!>cnt•ng tan- 1 x as a rational functwn, 
that is, as a quottent of two pnl}nomiab ;n x. In general, rat10nal functions 
can be found whtch gtvc bettcr an-uracy than pulynomials for the same 
number of terms, and whkh gt\ e n111rh bellcr accuracy than any of thc 
approximat:ons drscus,cd m the preccdtng 'icct1ons. Thc so-called ratíonal 
Chebyshev approximatwns are of thc form 

where thc aJ's and b¡''i are <..ho<;en to mintmtzc thc maxmlUm error in cstimat
ing /(x) over sr.me r:!ngc of vulucs for x Thc proccs~ for dctcrmining the 
cocfficicnts is too invul\cJ to rcproúucc hcrc. 0 

The rational Cheby\hcv approxunation~ are usually used for thc intrinsic 
functions such as SIN, COS, EXP, etc, includcd in FORTRAN compilers, 
but zre sufficicntly dtfficult 1<1 gcncralc th;Lt thcy are n•'t of particular value 
to th<! analyst who dcsircs lo scncralc án approxiilwting functwn that will 
receive only lim1tcd use. 

6.5 ERROR ACCUMULATION IN EVALUATING 
POLYNOMIALS 

In all thc approxtmatwn'i dt~CU<;\CÚ in thc prcccd1ng \CC!tPn~. thc actu.d 
computation Ítl\ohcd in ohta111111g a fun~:llo•l \',duc •~ tlac n.du.lll·•n ,.fa 
po!ynomiaJ (or pos~tbfy lfa..: <¡llú[ICill uf l\\'1 1 P•'" llllllll.d'-) pf llaC f,lr¡JI 

P("t) =a1 + a 2 ~ + ··· -'· a •. 1 t" 

• Scc, for example, Anthony l<.d,ll•n ami 11 ' \\ "(, • ·' 
Digital Comput.-rs, Vol 11, Johu Wd~~ ,(,. .,, ... ,_¡,., . ~r •' 
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11: J,·~·rc·: ,,f tlu> poi) nnnu,al w.1'> dctcrlilllll"d hy C\lfl~,dcrJllnn uf thc cr ror ' 
"'"·hnl 111 trun~.tt1ng a \CfiC'\ am.l ncglc<.:ting hlghcr-l'rdcr tcrms. In thc~c 
~r¡11r con~id,·t.lll<~r1'-, 1t was a<,<;umcd th.il th1s irunc.111un error \\,lS thc t'nly 
vn1rcc of error; that ''· thc a,·., aud x \\ere c\act numhcrs ant.lthc anthmcL1c 
wa<; pcrformcd c~actly In falt, tlm '' not thc ca~c. In a Ct'mputcr cah:ulat:on, 
thc a¡'s and x w¡fl he approx11<1atc numiJcrs and thc anthmcttc wlll be pcr
formcd approxiw,ttcly. As wa-. \ccn 111 Chaplcr 3, thc crrurs from thcsc 
sources can he of trnportancc and must be considcrcd. lndccd, 11 was shown 
that on a compulcr thc v.due computcd fur an c:-.prcss10n such as (6-49) 
could be difTcrcnt dcpcnt.ltng upn11 thc ordcr rn whtch thc terms <~re cnmbincd. 
The normal way uf pcrformtng thc calculationts tn gr0up thc tcnm as 

P(x).= at + x(a 2 + x(a 3 + .>.Ía._ + · · · + .>.(a"_ 1 + x(a. +a>+ 1.\)) ))) 

(6-50) 

ThiS grouplng ha<; two ad\.llll'lf!(''- rlr\1, 11 IClllllrc~ ,l IIC.ar-nliiii!IHinl nurnb.:r 
of mulliplica!l(lll\ allll ,l(!dlliOil'i, ~() al 1~ r .• ~t Sccond, 11 tt'nth lú :lt.lt1 thc 

. smallcst numhcr'> Íll'-l. ~~n~.:: i he j¡¡;: .. er flO\\ cr;; oL\ 111 thc r.tj lnr N Ch-~y;,;¡cv 

series tcnd to h.nc ~m.tli cncl!lctenh lt •\U'> wcn 111 C!i.t~lcr 3 thJt th1~ t.::nd~ 
to work for impr,J\cd .. ccu1 ,K y 

The error propag.tlltlll 111 cv.duaLing (6-50) can he 1nfcrrcd fro1-;1 thc rule~ 
ofSection 3 6. Thc rc4u1rcd c.tkulatton c,1n be rcprc,entcu hy thc st.::r~ 

(6-51) 

S,= o 1 + xS,..:, for i = n, 11- 1, n- 2 •.... 2, 1 (6-52) 

let dS, be thc ah<;olutc error ¡,¡ S,, r !Le roun,lofr c1wr 1n th.: a,'s ,tnJ thc 
machín\! arithmctic, and tu tlw Jb~n!utt· 1.-rn•r in x. Thcn bj t!H~ rules of 
Scction 3.6, thc rd,IIÍ\C error 111 th~o· proJurt ,·s,, 1 is 

ar:d thc rc:l.ll~>t' rrr.·r 111 '., 1. 

. r 

,\ 'i. 
1\1 

. ' ¡•i, 

r f --.. -- - + -- -r r + r : ''·, .. l ('\ \ ·~S,. 1 ) 

;l".; 1~.1 ¡\¡ iS.~ d 

(6-53) 

,; 
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Let us first apply this r..:lationshtp for 1 = 1, obtaining a relation for ó.Su 
which is ó.P, the error tn thc fmal polynomial 

Now let us apply it again; wtth i = 2. to thc lxl ó.S1 term in this expression, 
obtaining 

ó.P = r(lad + ISd + lxiiSzl} + ó.x ISzl 

+ rlxl(lazl + ISzl + 1-'IISJD + lxló.xiSJI + lxl1 ó.S3 

and agam with 1 = 3, i = 4, cte., until we finally obtain 

ó.P = r(lad + IS.I + lxiiS2 1) + 6:~: IS21 

Now 

and 

+ r lxl(la2 1 + ISzl + lxiiSJI) + lxl 6.x ISJI 

+ r lxl 1(la3 1 + IS3 1 + lxiiS.d) + lxt 2 óx IS4-I 

+·" 

+ rlxl"- 1(1a.l + IS.I + lxiiS ••• I) + lxl"- 1 ó.xiS •• tl + lxl" ó.S.+I 

o 

Using thcsc rclations and rcgrouping tcrms in the abovl! rclations, we have 

ó.P ~ r(2IS11 + 21xiiS2 1 + .. · + 21xi"-'IS.I + lx"IIS. H 1) 

+ ó.x{ISzl + lxiiSJI + · · · + lx¡•-•¡s •• ,l) 

lfwe arbitrarily add in a tcrm lx"IS •• 1 anda term ó.x IS1It0thc n~·l¡t-! ,,r,·l 
lxl 

stde, 

: ' •• ~ •• 't 

o ,·· / ·o 

l· 
1 
i 

1 

Scc. 6.S) 

Now 

and 
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-etc., and if S1 , S 2 , and so on, are replaced by these approximationc;, the 
above becomcs 

ó.P ~ ( 2r + ~:~) la 11 + 2lc~L~L2:_~,x
2

1 +~~~~-'-"1 
IPI...,. lxl !a 1 +a 2 \+aJ-: 2 +· ·+a,. 1:t'l 

(6~5-t) 

It is seen that thc rclalt\'C error tntr0óuccd hy rounJoíl •·· Jq'uH!c:,,t on tbt: 
sizes and the s1gns uf thc: a,, and thc numhcr <•f tun,, C<>n'":cr thc c,,,c 
whcrc x is su!->jcct to thc ,,11nc '•HI of r,lundt)lf crn•r' .t\ tl:c a,. '" d1.1t 
óX/1'-'I = r (1n actu.ll <~ppliL,\tH'II 1: may h..: 'u!•jcct t<> ,lddtlt•ll .. d crru1<; fr,•m 

other sourccs, wiuch ¡:, \\hy 11 w,¡~ llc.tlcJ ~c,1 .• r.tk!) 111 l!c:,-:: 'í''ng tl:c 
formu:a). Abo, lct us lun1t our con-;,ucr.tll< ·n f,,r thL· r;,,,,;:c,,t to 1:1c ,,.,,e.,.. :1crc 

all a¡'s are pos;llvc. For tlt1s La!;c, thc abo<v~.: forrnuk. c.1n be .,..,,,ten 

ó.P ~ Jr (d/dx)(xP("~:)) 
P P(x) 

(6-55) 

or 

ó.P ( xP'(x)) 
-~3r 1 +--
p P(x) 

(6-56) 

lf, for cxam¡-¡lc, thc pnlyrh•tlll:ll P(.\) is ,¡p¡mlximat1ng thc expc>ncnll<ll 
funct10n, thcn P(.>.):::: .:', f'(.\) ~e". and .,..e ha\C 

ó.P P:::: 3r(l + x) 

:' D ~ ·r •r,,r ··ur~c:,c, tn vah.co; of .\ lcss :han on.!, th~:rchtion error in P 
'· •,.. _., 1 • !, ,._ "' '""e' th,,t of thc cncflic:cnt~ uscd, so th.tt the ,,lluc 

' ·~ · ;, • ~ d 1. • ··~ ,,!'>,,Lit onc pl.t.:c kss accuracy than the cocfli.:rcn.ts ... 
o 
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lf the a¡'!. are not all po<;ltive, rclation (6-56) is not gunrantccd lo givc ¿~ n 
uppcr bound on the rebt1vc crrc>r. ll Y.tll g1vc a smallcr \<.llue than rclation 
(6-54). Somctimcs JL can be mformatJvc to apply (6-56) lo ca'>t!S whcrt! lile 
a,'s are not all positi\c. lf 1t Int.IH;atcs a largc error, thcn (6·54) wouiJ mLhra¡.e 
an even largcr error. and wc J...now that a problcm S1tuat10n ex1~ts. If Jt· 
indicates a small error, thcn we cannot be conv111rcd that therc is no problcm, 
however. Consider the case whcre P('c) is npproximaling s1n x. Then applica
tion of {6-56) would g1'e P(x):::: sin '"· P'{x) :::: cos x, and 

llP 
- ~ 3r(l + x cot x) 
p 

Tbe maximum value of x col x is one, so that we obtain 

llP 
-~6r p 

indir:ating no SC11nus accuracy prohlcm il) compu1111g s1n x from the p\•ly
nomial exprc~s1on A.> wc pomtccJ out, this ¡e; not nn actual uppe~ bound, so 
it docs not prondc p0>1!ivc a'~urancc !ha! the error 1s 'ilñall. In lh1.., parllcular 
Cch?., an actu:~l upper bound for thc error 111 com¡lllting sm x can be obta111cd 

by notmg that 

x3 x' 
sinh x = x + - + - + · · · 

3! S! 

so that the expan~ion for thc hypcrbPiic sine 1s the same as that for sin x, 
except that all signs are pos1tivc Hcncc we can o;ay with rigor thut fo~ the 
approx1mation of sin x by a polynomial P(x~. relat10n (6-54) can be wnlten 

/j,f' (clfclx)(x sinh :t) 
- ~ 3r . -p Slll X 

sinh X + '1!: CO"h X 
=3r----

sin x 

. . .• lf\\C r..:·-trhl ''"r ,11:·· The valuc of thi<> C'I(;'HCS>Ion mcrc:~>cs :~s l: tncrl::l"l:<; ~ , 1 1 
'llOll lo valucs of x le'~ th.m rc/2, thcn th~ l:~r¡;cst v,duc. al ' =-

or about 4. llence 

ó.P 
-~ 12r 
1' 

. . \h • 1. 111 1-.· , . Hence the rclat•ve error m e ~~~ " '· 

,· 

'., 1 ...... 

.O 
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th.1t of th~.; cuciJ,¡;tcnl•:, or thc valuco; uf thc \Í!lc can h.¡\'C ene Jc,5 corr.:ct 
sign¡licanl fi¡::¡m: than thc input cuclflócnls u~cJ. 

As mcnt;oncll ¡;,¡rlicr. ~cvcr;.¡J ovcn.:st1matcs wcre maJe 111 dcrivir.g ((;-5~) 
asan uppcr bound fur thc Cf((lf. A ciO\Cf bOLl!1d ror thc ~rrN can be found 
by using (G-53) du..:ctly. Thc error cslmt.ltc can he lnciudcJ Í<1 a FORTRAN 
program ngilt w&th thc computJtlon of thc valuc 1tsclf. Lct A(l), A(2), ... , 
A(N + 1) be thc ¡;oclliclcnts for thc polynomial 

P = A(l) + A(2)x + A(J)x2 + · · · + A(N + l)x" 

and lct R be the rclattvc error in the cocfficicnt and OX the absolute error 
in X. Then thc statcments 

. P=A(N t 1) 
AX=AOS(X) 
AP=AitS(P) 
DP=R•AP 
DO 10 J= I.N 
I=N-t 1 -J 
APOLD=t\P 
P=A(l)+ p .. x 
AP=AB~(P) 

10 DP= R.;.(AilS(A(l)) + AP + AX•APOLD) t- DX•ArOLD+ AX•Dí~ 

will compute P, thc valuc of thc polynom1al, and DP, the max¡mum er~or m 

this valuc. 

EXERCISE 20 

l. The Taylor series for in( 1 + .t) " 

x 1 x, 
1>1(1 + x) = .T - 2 + 3 - .. · 

U~ang rcl.IIWO (G-54), C~(¡n¡;¡(e tloC error 111 U~ing 25 lcrnl'; of t(~j<; SCriC~ lO 

cstun;llc ln(l + x) fw O· r < 1/2, ¡f~c\o.:n·rhcc anlhrn('ltc 1~ u~;;,: 

2. Wrrtc a pw¡;r.nn ~ hich "111 

a lnrut lhc quanlttiC~ A(l)·coA(3)·-A(5)~t\(7).-A(9)--A(li)~O • 
.-\C!I l. Al4)- --I,'J 1, i\IGJ 1;5'. A(R) -~ - 1/7!, AliO) =· 1/9', 
\( 1: 1 . 1 .'! 1 1 

.... ( ' 

' . '•t: P ,¡;¡<(DI' fr1'm tite 1 0!1, fi~Al'- \t,Jtcnv.::ll~ gtvcn 1n Scctton 6 5. 
... ~.·,r.'ri c:.tnc f(..1Ulii1C tn c,,rr-.pt:tc ·.•n \ 

' • 1 rru:t \~o:( •l. ;'(.\), !~1.1 ... - P(.t)), anJ DP(.J<) for x = 1, 
• 1 ~ 

·,! • 'e . .t•.•ut thc crr0r t\[tmate DP comparcd :o actual 
• ' r r :, ¡. ,.lO....C 7 
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3. Perform problem 2, using inputs of 

1 
A(l) = 1, A(/)= (1 - l)! 

Evaluation qf Functions 

for 1 = 2, J, . , . , 11. 

Compare with the hbrary routine EXP(x) for x = . 1, . 2, ... , 1.0. 

6.6 ERROR PROPAGATION THROUGH FUNCTIONS 

[Ch. 6 

Thus far in thi9 chaptcr wc have concentratcd on two sourccs of error in thc 
evaluat1on of funct10n> Thc first was thc trunL~t•on error 1n discarding the 
high-ordcr terms m thc approx1mating polyrwn11al and the second was the 
roundo!T error assoc1atcd with thc use or approx11nate values for cndlic1..:nts 
and approximatc arithmct•c Lct us now asc;u&ne that adequatc measures 
havc been taken to makc thcsc errors acccptahly small, and concern our
selves w1th a differcnt source of error, thc lntnn.,¡c error 1n thc 1nputs to a 
calculatlon That is, as'.umc that g&ven '"• wc can tinJ {(x) accuraiely, and we 
w1sh to know the error ínf(x) whcn .\ 1s 111 error. To mako thc com&dcratwns 
more general, cons1dcr the case wherc wc h.1vc severa! mput quantit1es 
u1, Uz, u3 , ••• , u •• which are to he uscd to calcula te sorne quanllty N. We 
can indicate tlus relationsh1p by writmg 

Now if small changcs are made in u,, u2 , etc., by amounts ~11 1 , ~u1 , etc., 
we can cakulatc a quantity callcd thc ddfcrent•al of N by the relation 

a¡ a¡ a¡ a¡ 
dN=;--~u 1 +-ó.u¡+-~u 1 + ··+-~u ""t OU:z. uul ou,. " 

(6-57) 

Thi'> quantity dN is approximatcly equal to ~N. the error m N when u1 is 
replaced by u1 + ~u1 , u2 by u2 + ~u2 , etc. To demonstrate thc meaning of 
thts formula, wc wíll use it to rcdenve thc error rules for addit10n, subtraction, 
multiphcation, and divis10n given in Chapter 3. 

For addition, we have 

so that 

dN = ~~~~ + ~"z 

the situation expre.,;cd in Scction 3.51. 

o 
/ -·. 
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For subtraction, we havc 

so that 

dN = ó.u1 - ÓU2 

We must rcmembcr that ~111 and 6u 2 CJ.n be cuhcr pos1tiv;: or ncgJ.tivc, s.:> 1f 
we are intercstcd 1n the maxtmum error, 1t is lóu1! + ¡t.u2 1. 

For mult1phcatwn, 

N= u1112 

or, if we take logarnhms, wc c.m wntc 

In V= In 111 + In u1 

If now we ta!,.e thc totJI dd:crent.al, \\e nave 

Th1s rule corrcsponds to thc stJ.temcnt 111 Section 3.53 conccrnmg relati·;c 
errors. 

For d1vision, if 

,, then 

In N== In 111 - In u2 

and 

,\\ '" Sllbtract¡on, to obtam .tn c~tHnatc of thc m<L\Imum ¡¡o~~th!c error, wc 
' ... ,¡ .d;,·w iur thc case wherc L\11 1 ar,d ~11 1 are of op;>us.te sign, S•> v,.: n:.:st 
.. - ··~ 'cr 

. .. 
., • t t; :r ••••O f.,r CSI1matir.g the crrur. 

.O 
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For more complicated c:>..pres>ions, equation (6-57) can bl!: applicd direetly 
to give an exprcssioa for the error, remcmbcnng that ¡,, cach case signs of the 
individual ~rors ~111 , !1112 , cte., should be chosen in' such a way as to givc 
the maximum rcsult. 

6.61 Error Accumulation for the Exponential Function 

As a demonstratión of thc problcm of error accumulation, let us apply 
relation (6-57) "to the function 

Applying relation (6-57) withf(x) =e", we have 

where dy is the absolutc error in y. The relative error is 

dyfy =~X 

Hence the relative error in the computed value of e" is equal to the absolute 
error in x itsclf. The disturbing fcature of this result can be seen from the 
following example: 

Exrunple l. Supposc x = 100, ·to three corrcct significan! figures. What is ~he 
relative error in y = e• 1 

The lim¡t of ~he absolute error in x is ·· · 

lix==.S 

Hence thc relative error in y is . S, or 50%. The value of y has no significant 
figures! 

The above example demonstrates that, cven though our subroutines may 
be dcsigncd to compute to many ,-;Clrrect s1gni!icant digits, the problem uf 
et"ror accumulation is o;till with us whcn we u~c these subroutines. 

6.62 Error Estimate by Formula 

The cx.amplc of Sc..:r tnn 6 61 was in(hc.lttve of the pwblcm :1~~ociatcd "tlh th" 
evaluation nf any fllnt!IPil of o m: u~ n1o. e , :H.IC;'<.:nócnt e¡ II:J'1ltt •• ·~ tlr :~r;'rn•:~· 
mate numb~rs. No calculat10n of tlw. sort can be con~ltill t•l t<>r.tr!·::...- 11 

sorne sort of asse..,<.mcnt of thc error has bccn ;n.1J..:. Ft•r f¡,nll• .. n• "' 
are not too complcx, the rclation ofSccti<>n 6 tí can t-c u .. cd f,·r t:.,, rt.r,;' '· 

Further examplcs w1ll be given to 1llustrntc lt~ '"e 

o. Se<.: (, r,¡ l.. rr.•r l'rop 11:.11" 111 ·¡ hrou¡;h r unctir.n~ 

Eumpic l. Tlu.: fundllm )' ~- a sm b ~~ to be calcuiatcd, \\he re a ·= 30. O ar.tl 
b = .45, tia: numbcrs bcing cnrrcct to thc numbcr oi sibnlfi~ant dtgits shO\\n. 
Fmd :he ab~olutc ami rclattvc error:> m y 

By the formula of Sectr'm 6.6, 

dy == iJy Aa + oy ~h 
iJa ob 

= sin b l:!.a + a cos b l:!.b 

= (.435)( OS)+ (30.0)(.900)(.005) 

= .022+ .14= .16 

or the absolute error is . 16. 

Since Y= (30.0)(.435) = 13.05, the rclat1ve error 1s about .16/13, or 
roughly 1%-

Exnmplc 2.. Thc funct10n }"·-:a sm b is to be c~lt.ulatcd. v.ilen: a~- 30.0 :md 
b = w/6, the numbcr a bc.ng cc.rr..:ct to thrc.: ~t¡;ntf•.:ant d•¡;tts and thc number ¿. 
being exact. Fmd thc abc;olutc and rcl.llive errors rn y 

As befare, \~e may writc 

iJy iJy 
dy =-~a+- l\h oa i)b 

but since bis exact, t..b =O, so thc tcrrn (?.1/N•) ~~ .. h \\Íll dn)p out Th 1 ~ poinrs 
up thc fact that, whcncvcr thc function uudcr con~tdcratiun :nvulv.:s n:act 
numbcrs, thcy can be trcatcd as const<.~nts throu··hout and thc c>.nrc>">lú'< e ' t 

need not oc difTcrcntiatcd Wllh rc~pcct tn th.:m. All qu:tntlltcs whh.:h may 
be in error, whclhcr com:ants 01 vuiaolc~. shouiJ be lrcatcd :.;.s van,tbl;.:s in 
applying thc error formula of Scct10n 6 6. (As mtl1c.tlcJ cJrher, cvcn thc 
constants are subJcCt t•l mach1nc rounúo!T error. ln thc prcsc:1t case, anJ in 
many cases, the truncatu•n error ln\\Jlv.:d m roundofTis so sm .. dl compared h> 

other sourccs of error that 1t can safcly b;! 1gnorcd.) 
For thc prcsent problcm, th..:n, 

dv 
dy = ....¡- Ó.ll 

a a 

= sm b !la 

= (.5¡(.05) 

~ .025 

' • "
1'•••hllc error 1s .025 and tllc rclatn·e error 1s 0"5/15 b O 1n' - , or a out ; 0 • 

·--~~----
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[xample 3. Thc rúnctiOn y-- 2.0 ~in \' 1 3 In :e is to be ev;tlu.tlcd fl'f X= l.:!(, .. 
The con~tant 2.0 and thc V<llu.: of x me cor1cd only t.1 th1.· number of s•r.mlkant 
d1¡;its shown. The constant 3 is cxact. f'md the absolute aQd r.clat1ve errors m y. 

0 

Since the numbcr 2.0 may be in error, it is best to replace it by a symbol 
before ~pplying thc error formul:l. Thus 

y= a sin x + 3 In x 
dy =!:.a sin x + (a cos x + 3/x) l:!t.x 

·= (.05)(.952) + [(2.0}(.306) + 3/1.26](.005) 
= .048 + [.612 + 2.38](.005) 
= .048 + .015 = .063 

The absolute error is .063. Since 

y= (2.0)(.952) + 3(.231) 
= 1.90 + .69 = 2.59 

the relattve error is .063/2.59, or about 2%. 

Ex.amplc 4. Pcrform thc cakulat10n of Example 3 for '1: = . 65. 

Substituting tn the formula Of the prcv10us excrc1sc, we ha ve 

dy = (.05)( .60S)+ [(2.0)(. 796) + 3/.65](.005) 
= .030 + [1.59 + 4.62](.005) 
= .030 + .031 = .062 

Again, the absolute error ic; ahout .062 
However, since 

y= (2 .0)(. 60)) + (3)(- .431) 
= 1.21 - 1.29 == -.08 

thc rclati\e error is about . 06/ 08 = . 75! 
Allhough all thc nurl)bi:r!> u'cd in tlus cac;c wcrc accuratc to 2% or hc!lc.:r. 

the fmal rcc;ult had a 7S~~ crrnr' Ch•o.,cr lll~pcctlllO <;hows that th1~ crr••r 
camc from thc opcration rcltWI kcd ac; dangcrous in Chaptcr 3, thc .. .~J>. 
traction or lWO nc.trly C4uai qu,ll\tlticc;, For X=-~ .6S, In \' ¡., nq·.tii\C' .•. 1 

lhe quanlitics 2-sin x ami Jln x are vcry m·arly cqu .• l in ,,h,•lutc ·' •h.~. 1' • 
5ubtraction involved in fuuling y abov~ rc,ultc,J 111 ¡.,.,,., .,f lhc 1 ' ' ' 

signlf&cant figureo;. · 

o o 
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t:,.,mplc S. Thc fun<.:lll•n y- /..(' ·••¡:e• is to be c"ah:ntcd fur 100 .,·al:..cs of x. 
rJn¡;1n¡.: frnm 100 tu 5000, anJ ~u\o¡cd to an cx;¡crur.cnt.ll error- o( une umt The 
c,>nst.mh .m: IL =-~ 3. O ', lO- 1 aud 1.. - 1 . .J / 1 0', c:1ch accuratc to th..: numb~r e; 
sigmt;cant d1gtts md1c.\ll:d rim! thc ;.b,oll.tC anJ rclalo\C crrors 10 y for a le.·•·. 
Í'nCJ!Um, aml htgh Vatuc uf X (U~C .\ :e 100, i(JO, anJ 5íXJO). 

for functions such as thi~. whcrc only multiplications, d•"·ismno;, and 
powers are invoived, it 1s Cl>n-.cn,cnt tu t.;kf,:; log:uithms and then ddTcrcnttatc, 
thus obtaining rclauve error c!rrcctly. Thus 

In y = In k - p.x - 2 In x 
dyfy = ók/k -¡;.tu- x !:.p.- 2 tlx/x 

For x = lOO, 

relativc error 

-_dr __ .osx!0:-(30- o-Jc ) (OO' os o-3 2(-ll ~ ( ) - 1 - 1 )\,-. X 1 ) - -
10

-{)---
y l 3 X 10' 

(sigm of l:!t.k, !:!t. u. and f.x Vv1'rc eh osen to m.1 xm11zc thc error) 

= .038 + 003 + 005 + .02 

= .066 or 

Sin ce 

= 9.6 X 102 or 960 

the absolutc error is 

(.07)(9 6 X 102
) = . 7 X 101 or 70 

Fot x = 700, 

rdatnc error 

d~· 05 x 101 2( -1) 
- __:_ =~ ----- (3 .0 x 10- 3 )( -1)- (700)(- .OS x i0- 3)- -.-

}' 1 . 3 )( 1 o 7 700 

u·~-+ 003 + .035-.. .OOJ = .079 or 8"' /o 

o 



210 o [Ch t. 

so the absolutc error is 

(.08)(3.3) ~ .3 

For x = 5000, 

relative error 

dy .05 X 107 
. 2(-J) =-= ( J lO' -(3.0 X 10- 3)(-J)-(5000)(-.05 X lQ-3)---

y . X 5000 

= _.038 + .003 + .25 + .0004 

=.29 or 29% 

y= 1.3 x IO'e-IJ o•IO-'H5ooo¡/(5000)z 

= t.6 x w-' 

so the absolute error 1~ about 

(.29)(1.6 X 10- 7) = .5 X 10- 7 

Comparing thc 'vJiue> of thc crrorc; f11r rhe thrco.: d1ffcrent 'value~ of ' g1vcs 
us somc f.::d for the crrors througlwut the rnngc of vaiL't:'i of .\. The error 
is bet\vccn 5 ami 10~/~ for the sm:JIIcr v;~lucs uf r, aml1nuea~c'i to nhnut }0~~ 
at _the extrcmc!y largc ,,alues of x. We cannot be c;ure th.1t thc perccntagc 
error rcmains i!! the rangcs indicatcú l"or all valucs of x, Slnce we have 
studicd only three parllcu!,J( valucs. lf wc w¡sh a surer p1cturc of thc bchav10r 
of the error throughout thc cnt1rc rangc of x, we can look at thc expre<;sinn 
for thc relat1ve error with numenca! values sub'>tltuted for al! quantities 
except x: 

dy .05 X 107 

-y= (.J X JO' -().0 X 10- 3)(-J)-~(-.05 X iQ-l)-2(-J)/x 

= .038 + .003 + 00005'1: 1- 2/x 
.041 + OpüOS>:: + 2/x 

\Ve can now ~tudy thls c:<prec;c;¡nn ac; a funetJon nf '· n,,,J..,n 1• a rl•'' pf >! 

if des1rcd, anu thu~ obt;m a r:wrc complete piL·turc of 1i1.: rcl.lll\:: rr' ··r 
throu¡;hout thc ranr,.: of valuc'> of \" F1gurc 6-S illUic.llcs th" bclo.l\ :·•r 1' e 
rclatneerrürlS 06fiforx= iOO,óecrca~esto 061 al '1:= 2,\ll.rlocn·n,,r, ·• 

continuously to .29 at x = 5000 

o 
.] 

.. .25 
~ .2 

(al .. .15 ... 
;:;. 
"' ~ 

o 
1000 3000 

z 

Figure 6-5 
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6.63 Error Estimate by Computer Trial 

Thc <tppli1..1lion t>f rh•.: crro1 fnrnwla ((,.)7) .,¡ Sclt~<>n (, lí i~ c;tr.''fhll,>i\\,trd 
as lon.g as the fum:tJ''"' 111\l'hcd are ~llllfl:c tenou¡;h to he t!l!i'crc:1.1:< 1c·d 
easdy Fc>r CXtrl'•llCI)- C\lllljlk'<. ,'unc:l "'""•. hot\C\'Cf, !he r•·•u;,., n• 1) h: 
impractrcablc hcc.Jd\C ,,f tl1c d,,¡,~,,,,,,,_c; lf1\1Ji\c:U 111 f,nJ¡,¡g th..: dc:n\a~, •. ;, 
or m evaluatrng !he dt'fl\.111\•:-. Pncc f,nmJ_ In sud1 e.1s.:s the rr••c._,~ ,f 
esllllJaiJng tho.: l'HPI' 1\ ollcn l¡'ll•'JI:d C•>n.,,lt:tcly. Th1~ ¡e; IIH.Iccd unl··li tun,< 10:. 

SJilC"C the~t· are Jll'l the ~.,,,._.., 111 \lluch error au.lill1Uial1!11l '' '""'' 1::..~!: In 

have some um:\rclln! elíect t>n Lhe ,tccrrr.,c) l'f thc ¡¡,,,¡J ,l!J,\\,:r lr'>lL'.tJ ,f 
ncglcctln¡; thc 11roblern, no1e ~ilnu!d attt:rnpt tn c~llrnalc tho.: crrt~r D) ,,¡,¡c:r 
mctlwds. One mctlwJ, qtnlc ad.:pl.dJic fpr c-•n•putcr u,e, r~ ¡,, t'Crf.,rm ¡1,, 

calcu!allon so.:vcral tliJlC<;, ::,rch tlillC varyrng one or more of the qr:.tnl<lrc'> 
wh1ch may he in o.:rror, ami nh~crvm¡; the dTcct on the final answer. IJs·:d 
propcrly, tlus mcthou can g1vc a more val1d indcx of thc error th.w J .. ,., thc 
error ftlrmul,l of Scclloa 6.6 Agam, a~ 10 that ~ect1nn. a,sumc th.lt tho.: 
quant111cS u1, u2 • uJ .... , u~ are to he colllhlneJ to form some r..:~ultll•~ 

numbcr N, v.hcrc 

N= /(111, llz,. (6-53) 

Supposc 00\\ that sm.!ll ch.tngc-. t.rr 1, t..r 2 , • • , fw. are m.1dt: Hl :he quaolll!IC~ 
11 1, u 2 , ••• , u •. Then N wdl be d,.,llge(.j lo a ncw v,duc ,V+ ~N. g1\Cil by 

Thc 

''\ 

·~ 

N+ ~,V= ((r11 + L\u1 , u2 + ~11 2 , ..• u.+ t..u.) 

T.t)l\lr c\;;.tn~ton ftH .1 fundion of un~: ~.1\labl·: go\O:r\ 111 Scct.t111 6 2 
il • .Hr . .J.,,:uc f,,f f,lll-:iiOil'\ of SCv~·ra( V;..r;;¡bJcs, tnC ch,.;:f <.!rl:..:rcJJCC 
~ \h al tl-c •'rd111.1rj d..:ri"ati'ICS are rcplaccd by part1al dcnvati\C5. Th1> 
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expans10n apphcd to c'l(prcss10n (6-58) gi.,cs 

a¡ ¡y • iif 
N+ ilN = /(u 1, llz, ... , u.)+ ilu 1 - + ilu 2 - + · · · + óu.-vu 1 clu 1 iJu. 

+- (llll )3 ~- + . . . + ... 1 [ ·J¡ ] 
3! 1 au,J (6-60) 

lfthe errors llu1, óu 2 • • •• llu. are so small that we can neglcct their squares, 
products, and highcr powers, we can wnte (6-60) as 

tf a¡ a¡ 
N+ ilN:::::: /(u 1, u1 , ••• , u.)+ óu 1 --- + llu 2 - + · · · + llu.- (6-61) 

C}U 1 Jul 011 11 

or, subtracting (6-58) from (6-61), 

tY t'f 
óN :::: llu 1 -~ - + 1\11 2 -, - + 

c.u 1 tllz 

a¡ 
. + t\11 -

• itu. 
(6-62) 

This is ju<;t thc error fnrrnul.l (l'í-57) of ScctHlll (í (í Thu<; that crn)r formula 
Í'i mcrely an :~ppruxamataon to thc \aluc nf 1\N dctincd hy rclataon (6-59) 
D1rect applicatron 0f rcl,1t1on (fi-59) ~hould !!ave a bcllcr estímate of the 
error, since it doc<; not ncglcct s4uareo; or prouuLio; of carors Thc ta<;k, once 
the Compnlcr program for cvaluallng thc functii>Jl ( l'i preparcd, IS quatc 
str:nghtforw<Jnlm: com:cpt \Ve merely run thc calculatton twacc, once wath 
input 'alucs 111• u1 • ••.• u •. and unce with anput \ ah!e~ 111 .¡ 6111, u2 + l'lu2 • 

. . . • u,.+ óu •. Thc difTcrcncc in the rcsults is thcn thc abo;olutc error. Tlu:rc 
is one dtlliculty, howc,er To obtam thc ma'l(tnaum error wc must choosc 
the 'iÍg:nc; of thc crrors óu1, 1\11 2 • ...• Au. <;o a<; to C<•mhine in thc W(•rst 
possthlc ""Y lt a<; nnt u<.ually pn\<.ahlc tn do thas hy 1n..,pcctann Con~cqucntly. 
it i~ neces~.try lirsl to changc cach onc >cpar,\tcly and ob~cr\'C how much N 
is increased or Jccrca\cd. In a scnsc. thic; pH•ccdurc 1s somcwhat analogous 
to applying rcl.ltaon ((,.(,2). Smcc by th..: dclin1t1on of a part1al dcrivativc 

cf ' /(u,+ 6u,,llz, lll• •..• u.)- ](u,, llz •... ,u.) 
-= lim 
Cll¡ wo-0 ll11 1 

then, for wcll-bcha,cd fuucltons, 

Hcnce 1lu: differenc.:c hctwecn thc ,,,Juc •• r ,\' \\!1.:•1 "· 

are uo;cu in thc c.tkul..tutll •• nJ th.ll '' hL·n "•· ":. o 
.. \···· : ..... . 
. .. ·'. 

o 
/ -· ...... 

'. 
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(tjlt"u1) 1\111 . lf \\C un thi<; for cach \ara.ahlc amlthen add tlac .lh'>tolute vJlu.:~ 
ofthe rc,ullanL: crr••rc; 111 N lr<•lll ¡,¡J the cakuL1tava .. \\C h.nc .111 c~wr eo;¡¡¡r~,:..: 
of thc samc 1) pe as IS gavcn by n:latiOil (6-(.2) Tu uctcrllllllC ¡f lhc h·~~.cr
ordcr tcrmc; conto~uicd 1n rd .• tlnn ({i-(,Q) hu! agnorcd an rd . .ltallll (6-62) are 
imrortanl, al 1!. ll'illally WI\C lo makc a final c.tlculataon ch.1ngan¡; all thc 
vanahlcs sinlllltancou'>ly. In each of thc c.tlcul.ltwns an wha<..h only onc 
v:mahlc has hccn ..:h:~ngcd, wc nh\ervc v .. hcth..:r ,\' l'i am:rc.lscd or dccr..:as..:d, 
and thcn makc a linal calcul.llaon in wluch all vanJhl.:~ are changed tn 

directaons chu~cn to pruuun: thc ~.1mc um:cllon ~.:hang..: 111 N. Thc fnllov. .ng 
set or stcps outlinc thc Pf\ICcdurc: 

(/) Calcul.1tc N= /(u1, "L• . .• u.). 
(1) Calculatc N, =/(u1 , 11 2 , •• u,+ l'lu,, ..• u.) fur i == 1 lo n. 

(3) Calcul.1tc N+ óN '""'(\111 + a1 "''•· llz + n: 1\r•l· ... , "• ·t- a. Au.), 
whcrc a, = -+ l af N, > N allll a, --= - 1 if N, < .V 

A word (¡f cautll)n should be gavcu 111 ..:nnm:ctaon \\lth thc use of th..: ah1"e 
procedurc Th..: computataon of thc valucs of N anJ cach /1.',. and N + l'IN, 
will be suhjccl to thc normal :rror' a<;<;Pt:l<llt:ll '"'h thc u~c of aj'lprL)XIm.llc 

numhers. lf too small a valuc is ri''''e11 fnr the 1\u,. thc chan¡;e an N c,111·;cd 
by tl11s dchbcratc altcrataon may he di';;uao;cd h." ¡1¡,: cil;,n¡;c anJuccd by 
dtfTerent ruundoiT c<rors. T:,c valuc of tbc 611, mu't b-: dm~cn IJígc enou¡;h 
that !tS cifcct ll> not lvst an thc "11•>1\C .. of roundotT err,¡r:; 

Examplc l. U'>c thc mcthod J''" d<!"-nbcu lo c\lim.tiC lile crr<'r for Exa:'loplc 3, 
Secuon ll.62 

In ordcr to makc thc proccdurc dc.ucr. thc prohkm \\Íll be rewntl<!n an the 
notation uscd in thc dcscnpt1on abo\ C. Wc wa~h tu flnd 

where 

and 

"• =2.0 

Óll¡ = .05 

Í nJI,•wang thc ~lcp~ ,\hove, \\C C.11cu!.IIC; 

u2 = 1.26 

duz= .005 

1 /) N= /(u., 11¡) = 2 tl ''111 1 ;2( • .¡. 3 In l. 26 = 2. 59. 
l.'t .•·•, ==/lu1 + l'iu 1 ,u~) = 2.05 sin 1.26 + Jln 1.26 = 2.64, 

-"1 --/111,,111 + l'i111) ~ 2.0 "'" 1.:65 + 3 In 1.265 = 2 61. 
''· ~~~ • .: .\',~~N, tz, = +l. Sincc N3 >N, a1 = +l. 1-lcm:e N+ ilN = 

• .:, .\·,,. 14 : ,. G, ,\u,)= 2.05 sin 1.265 + 31n 1.265 ""2.66, so lhat 
• : • • : ~·1 - • ,~,. 

o 
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Examplc 2. Thc cxprc~\ion y =- ln(a t- \
1 b .J r"•• ~ '•) is lo be cakul.1 l<'d for valuc~ 

of x from O to 10 m onlcr lo m:tkc a gr¡¡ph Thc \aluc'i 0i thc comwnt~ are 
~ = 2.0 ± 1, b -- 3 5 :l 2, r ~ 1 O+ .l. Oraw a Oov'; chart for th-:: c,dculatlnn, 
whtch incluucs an error c~ttmatc for l.lch \aluc of .>:. 

Sincc in this problcm we are ailowcd to chonsc thc valucs of \:, wc may 
assumc thcm to he prcci~c. S(l that no error in x nrcJ be cons1dcrcd. The 
quant1tics a, b, and e are suhj~:C'l to en ors !la = . 1, !lh = . 2, and !le·= . l. 
Figure- 6-6 shows thc !low chart only for a s1ngle value of x. Additions to 
thc chart to cau~e thc calculation to be pcrformed for a sequence of valucs 
of x are lcft to tite rcader. 

START 

Input a,b,c.~,Ab,6.~ 

ko~a 

l;, ... b 

0 

------------ ,· ________ ---- ---------
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¡11 thc Ul'\l.li"'•IUII of flow chal!> :t w.t'i poHllcd out tlut thc ch.Hh Ct)uld 
be m<~Jc dci.11 kd o; cruJ,: a~ thc occaston rcqUircd In thc cx.tmplc JU~l 
g1vcn, thc c:dctll.llu•n (lf thc vc1 y cnmplcx funclllln; -,, ,l\ r..:kgatc~ toa sinzle 
box. 1\tost ot thl! ~hart 1s Jcvut..:d to outltnlllg thc s.:lc¡;uon ol thc v.11ucs 
of k 

1
, k z. a:td k l tu he u sed 1n th~.: c.ticulation. Thc van.1blc conncclor 

symbol w.1 ~ u~n1to good advant.1gc 111 th•s chart to tnJtcarc thc rcu~c of thc 
bas1c formula for y severa! lime~ with ddfl!rcnt \,llucs fL'r k 1• kz, and kJ. 

The FORTRAN program gt\Cil bc!ow follows the ftvw chart rather closely 
bui docs ll!cludc using a scqucncc of valucs of x: 

READ IOI,A,B,C,DA,DB,DC,DX 
X=O 
L= 10./DX 
DO !4 I=I,L 
FKI=A 
FK2=D 
FK3=C 
J= 1 
Z= LOGf(FKI +SQRTf(FK2+ EA.PF(FK3oATA~>IF(X)))) 
GO TO (2,3,6,9,13),J 

2 J=2 
Y=Z 
FKI=A+DA 
GO TO 1 

3 J=3 
FKi=A 
FK2=B+Dil 
IF(Z- Y)4,4,5 

4 FLI=A-DA 
GO TO 1 

5 FLI=I\+DI\ 
GO TO l 

6 1=4 
FK2=D 
FKJ=C+DC 
IF(Z- Y)7,7,8 

7 FL2=B-Dl1 
GO TO 1 

8 FL2= B+ DB 
GO TO 1 

'J j = 5 
lf'¡/- Y)lO.IO,I 1 

'" t 1 ' . e -- r w 
( •• 1 1 • 1 
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ll FU=C+DC 
l2FKI=FLI 

FK2=FL2 
FKJ=FLJ 
GO TO 1 

13 PRI!'OT IOI,Y,Z 
14 X=X+DX 

STOP 
101 FORMAT(7EI0A) 

END 

EY.lluatiop A'f r UIIC.:llllll<; {Ch. 6 

This estímate by computer trial can be done much more sunply in an mter
active fash1on from a rcmote terminal. In the language of Scctton 5.42, a 
suitablc remole-terminal pmgmm is 

1 1 PRlNT, "A,Il,C,X .. 
2 INPUT, A.B.C.X 
3 Z=ALOG(A+SQRT(Tl+ EXP(C•ATAN(X)))) 
4 PRI:'-JT, "Z= ··,z 
S GO TO 1 
6 END 

Specific valucc; of A. fi. C. and X c.u1 he run as uemed, u~mg the computer 
as a supcrc:llifrag•h~IIC dc'k calcul.ltor. 

- --
6.64 Limitations on Vé!lidity of the Error Estiinnte 

lt might secm that tho: prl>lcdurc outl1111.:d .1bo\C and illustrated in the exumplc 
would pro\'idc an ahsolutcly ccrt:un mean~ of ubt.1ining an uppcr estímate on 
the error. Surpmingly enough, sud1 1s not the case. 1t 1s possiblc, allhough 
unusual, for thc error h> be mueh la1gcr than 1ndicated by the error estímate. 
lf the function f happens to behavc in a ~uflic1cntly crr.nie f.tc;hÍliO, it m ay be 
that the quantiucs 

and 

may be. ncarly cqual, b-ut th~1t for ~t,Ínc !>el of \alucs of thc u'o; inh r!. • ·~ ,· .. 
bc:twccn 111, 111 , •.. , 118 and 111 + t.\u;, 11 2 + i\11 1 , •••• u~+·'"·· th~ : 
has a very diffcrcnl valuc. I\.IMc a~h·anccd ~tullic'i \h••\\ th.1t '"' • •· 

o o 
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~S g•\cn abovc e :n he ti• 11cndcd up011. th.Jt ic;, N w11l changc only siO\~:y aft 
th..: ,.-, 1.h.~n¡;c, if thc foiiP\' i11g cond:LHH\S are c;at•~ficJ: 

(/) All thc part1.1l dcnvo.~l¡vcs t1//tu, cx•st and are contmuous at the 
pollll (u1 , 11 1 , •. o, u.). 

(l) The crrors L\11 1, ~112 • o .. , t.\u. are sufficicr.t:y ~mall {Wc ~h::lll n.:>t 
try to dctine what is mcanl by "suflic1ently." Th1~ 1s propcr!y a subjcct for 

· an advanccd calculus coursc.) 
An examplc will illuslratc wh.Jt may happcn whcn the~e conditions are not 

satisficdo 

Examplo! l. Compute y-:-= (1/16) ln(t.•n v'-¡-::¡ \' 1
)

1 for t = 1.21 1, aml c~tlm .• :.: thc 
error, whcrc thc Cl>mtants 111 thc cxprc~s1on a~c c~act, and x 1s accur.ttc to thc 
numbcr of d•,:••~ ~ho"n. 

lct us attcmpt to e~t1n .. Hc tl.e error hy comput111g .~ for thc valuc .\. .uv.:! 
for the valuc x+~x. wl • ..:re ~:e= .0005. For x= 1.211, y= 1.02 For 
x + ~x = 1.2115, y+ L\y = . 14. llencc wc wvuld be Id :o hcltc•e ta<:!t th..: 
maxunum error 1s 1\)' -- 12. llowevcr. 1f \\1:: bdlC\C th1o;, \\O: are b.:Jiy 
m•o;lcd For cxamplo:, ¡f tl.c tru:.: \aluc ol x \\CíC 1 2113(,33, thc valuc ni y 
would be 1.,:\9, .1 valut• d::kn:>:' frnm nur nng.·1.11 \,du-: by 37 ~k;llC .he 
max1mum crn•r ¡, clc.llly .no.c lh.tn .12 A-.. a m.at~'l oC f.t~:t, th-:.c •~ ,\ \o.~:uc 

of \"bCl\\CCil 1 211 and 1 2115 f,,r whtch 1 l'dnll:tltc, '-O t:n:.:r•··r .. 1} m.•;; he 
1nti:utc 1 \\e ..:..1n · • ..:~· :1," .1-.. :-~~¡;.,.,,: S¡,¡,·e t .. n ;-/2 = 'J, y~~ ¡¡,;-,w<-: \\l:cn 

v'l-+x1 = rr12. Tlm ¡, 11uc \\ hcn x = j-=::-1-+ (;/2)z Thc o: •• t -.duc of 
th1s numbcr ~~ b,:t\\Ccn th•; '''o :.prr·)\llll.t:c IHHllb~rs 1.2! 13tí33 .:mi 
1 .2113634. Thc pcculi •• r n;1ture of th1'i funct1or• 111 th..: rcgton of 1ntcrc>t ¡., 
apparcut from lis graph, hgure 6-7. lt ha~ .1 vcwcat as:rm¡Hotc at th\! vJiue 

x=J-l +(n/2)1, nnd tl:c two valucs of :e, 1.21i and 1.2115. hapíJ.;, lo 
give ncarly cqual vaiucs of y on oppo~ite s1dcs ,,f t:m a•: mp1.1tc. fn .:'liS 
examplc Lhe difficulty ari!lcs from the f 1ct that th.: denvJtJ\C dyfdx bc..::umcs 

,; ~( 
"•1.!11} J¡ iz~I211S 
¡¡- 1.11:! 71 'l il., 1 11 

1.21 

1 

lo2ll 1 I.ZIIS 

!--
1 "-l+(ll'.ll1 

1 

f¡gurc 6-7 

z 

o 
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infinite Wllhin thc inlcrval x to x + ,) t. Thi~ g;vcc; sorne itka ;J<; !t) what is 
meant by errors "~ufTicicntly small'' in contllllon (2). tJ. \" mu~t be small 
enough that the drnnt1vc dyfdx docs not hccomc monluwtcly l.1rgc in 
lhe intcrval x to '" + tJ. -c. 

The abovc clCampic was includcd to dcmon~tratc lhat c:tlcul.1tion of an 
error estímate is no surc dcfcmc aga111st thc a<.nd<:11la! acccptancc of. an 
answer groc;sly in crrnr. Thc only sure protcctiOII is a dcladed ~lhlwlcdgc 
of the behavior of thc functi,Jn 111vol\cd This 1s nc' e·H:uc;c, howevcr. for 
failure to attcmpt to evaluatc thc encct~ of errors in the const.lnis an.d 
variahlco; mvolvcd in a cakulatHJil, hoth tltcorctic,llly and expcrirn..:ntally 

·by add1tronal computcr runs vary111g thc .\alucs of .any un<.crtalll quant•t•ec;. 
Statcd another way, part oj thc ¡''L'I/VIIIiatuc o( anr calculatimr iJ thc 1t ~turg 
of thc s.:nsírir:rty of thc rcwlt~ tu rmlllflOII' 111 tht! pmalllctcrs 1111;ohcd 111 tire 
problem. In somc ca,cs, .1s m thc prcccd111g cx;unple, this tc\llng ,)r tllc 
sensit1>1ty may be m•~lc:~dtng, but such ca~cs are fortunatcly rare. (Thcy 
do ho'>'.evcr, tcnu to follow Gumpt:rson's law, wh1ch, stated roughly, 1r.: 
Those cvents wlm:h have a low probabd1ty of nccurence tend to occur at thc 
l-!ast opporlun:: t1mc. Tht'> bw h:v, bcen (.JtcJ as thc rc:~son for the r.n¡;tng 
of fhe telcphor.c \\hen onc is w :he batllllll1, or failure of thc car tu start whcn 
one IS about to dr,\c to an tmportant enp,agcmcnt Gumpcrsnn rcportcJiy 
mct hi!> d(.1th by bcing struck by an autornobilc 1 ie wa~ wa:h1n~ down thc 
left sidc of the roau 111 ordcr to face tr,lfTic but was struck down from bchind 
by a-c.1r driven by a VI~ÍlÍIIg forC1g11cr WhO was-aCCUSilllTICO lO drivmg on !he 
lcft·hand sidc.) 

6.65 Det~iled Error Bounding in the Program 

In any program it i~ possiblc to include error-c<;timallon equations bascd 
on Tablc l of Sccti11a 3 ó, and carry an error est11natc ngllt along \\tth !he 
calculation Thi~ can be done a'i follows. l)sc an input paramctcr, s.1y R. 
to rcprcscntthc roundoff en or. 1 í thc machmc 1'; dmng scvcn-p!acc anthntcliC 

· the valuc assigncd to R would be R = 5. E -7. For each vanahle m thc 
program, ac;s1gn an associat:::d \'.Jriablc, its absolute error (1elat1vc erro~ 

could be .-:hosen ir:'>tcad, thc cho1ce 1s unmalcnal) For cxamplc, if the van
ablcs are X, Y, and 7. c.11 ry also the vanablcs DX, DY, and DZ. f,trh 
FORTRAN stalcme¡¡t mvolv1ng X, Y, and Z woutd be accompame,l hy onc 
involnng DX, DY, anJ nz l'or CX:lntplc, 

or Z=X-Y 

would be acwmp:uucd by 

DZ= DX t- DY + RoAIJ')(ZJ 

o 
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:md 

or Z=X/Y 

would be accompanicd by 

DZ= A3S(Z),.(DX/Al3S(X) + DY/Al3S(Y)) + R 

Use of an 1mplicit functwn, such as 

Z=SIN(X) 

would be accomr.m1cd by a ~Lttcmcnt b,,,cd on equat1on (6-57), or 111 th1s 

case, 

DZ=AllS(COS(X)) .. DX 

Statcmcnts tnvolving c.ornbm,lllllllS of thc'..: t.¡uaPtltic~ \\ouiJ be hr.,kcn 
· down into thc 1ndl\ 1duai ll¡"lcr.tll(·,ns ;1nd trc.ttc¡l as ah(>\ e 

Exnmplc 1. \Vdtc a program v,,:h <'rror b<wnclln; for thc C\aluatl·1n c'f ;be 

exprC\SIOO 

)' " llX 1 b COS X ; C 

A FORTRA 1\1 CJt.pres~1un for thc calcubt10n of y is 

The compilcr ,~¡![ crealc a program which will evaluJtc tl11s from lcftto rt¡;ht, 
first finding aY, then h cu~ x and adJmg. thcn add1ng e Thc error bl!unJwg 
should be d,)nc tn tí1c !>ame f.l~luon, and can be d,mc by a ~en~~ uf 
FORTRAN c;tatcmcnts rathcr lh.1n .1 ~mglc onc. A su1t.lb:c pro¡;ram IS 

READ 101.:\,B.C.X 
R[t\1) IOI.D.\.DB,DC,O'\.R 
U=A .. X 
m; =:\BStUl•(D.\/ABS(A) 4 DX/,\Il')(:\)+ R) 
V=COS(X) 
DV =A BS(SI :'.(Xl)•DX 
W :· B•V 

1 >\V -.-A ll\( \\ H Dll/ A n:,t fl) + DV •A IJS( \')+ R) 
\ ·- ¡; ~ w 
11\'- r ;tJ + DW + R•ABS(V} 
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Y=V+C 
DY = DV +OC+ R•AilS(Y) 
PRINT IOI,Y,DY 

101 FORMAT(5EI0.4) 
STOP 
END 

. 
E\aluation of Function~ (Ch. 6 

Clearly, this program is longcr, slower, and more painful lo prepare than a 
_simple onc whic_h computes y by a single fORTRAN stalcment and pnnts 
the answ~r. The t•me and trouble involved would be warran~ed only where 
one had reason lo suspcct scrious accuracy problems. 

6.7 LOSS OF SIGNIFICANT DIGITS IN SUBTRACTION 

In Chaptcr 3 it wa~ poinlcd out that thc primary c:w~c of los' of accuracy 
in calcul,ttlons was thc llllroduct((ln of lcadmg 7cro~ in suht•act1on of two 
nearly cqual numbcr~. In lhal ch •• ¡Hcr 11 wa::. sl,l!cd that. \'vhcuc.,.cr such an 
evcnt might occur. ~pc1.1al progr.mumng prccaullPns mu-.1 he la~cn lo avoid 
thc d1fficulty or at lca!>t lo m.1h.c thc pwgrammer 3\'varc lhat a d;111p:rous 
pomt in the calculatllm h;.s .mscn 

An error-bounding program as dcscnbcd tn Se1.110n tí 6 ''111 ordin.tr1ly 
dete_ct thc problcm, .1lthough, 3!) ind1ca1cd thfre._ ~U(:h a tc~.:hlllquc 1s cxp~.'n<;•vc 
in machmc time ami dTort and is rwl guúanteed to fiag thc a~.·curacy P•llhkms. 
In some ca~cs it is possiblc to anlictpale ''hcrc acLluaq lo~s dunng sub
traction may occur, and mah.c provi~1on al tho .. e points to providc protcct10n 
without eñt:urñbéfini ·i-hc entire program ,\ilh ~ddítlo.nal -FORTftA!'•r 
statements for error bounding. Somc tcchniqucs for accomplishing this will 
be discussed. 

o 

6.71 Programmcd Warning of Accur;~cy Loss 

The firsl problcm in protcl·ling againo;t ac~.:u1.1CY 1(1~<; in suhlract inn i~ to 
recogni1c \\hcn such an error m.1y ''ccur 111 ,, pt••gram. Any 'hlhtraction 
command (or :tddition conunaud, Sllll'C thc 1ll.li.'hllll' add-. algchlalcJII}) m.•) 
be guilty tf thc numhcn. hcing handh.:J h .• p;•:n to he of the n¡;ht '>1/c. A 
program may work bcaut1fully für ccrt,un 'id'> of 1nput ar.Hl )~l rr•'lll . .:c 
worthlcss a11~wcrs for oth..:r sct~ hec.II,\C l'f ll>\S. uf lc.ldlll).! d•g•ts 111 'ul•tr.L~· 

tions. Somctimcc; it is possiblc lo rcc.•gniz..: during pr•lgrJillllllll¡! lh.lt 'u• '· 
a dang..:r e.xio;ts, ar.d in other ca\es 11 may bc \'lrtu.llly lmpo~..,lhh: h1 n:.: .. ~r:· · 
a dangcr spol. Whcn a potent1al d.u1g..:r ~p11t in tite p: ••rr.1m c.111 t--.: r, ', 
nized, programmmg to providc w;m1ing of ac~our.u:y lo'-~ rna~ he ·''" •' · 
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Supposc. for cxamplc, that a rart of our pn•gram cu,~IJins thl.! ~t.llcmcnt 

Y=A-Il 

Suppose furthcr that \\C J..now lhat tlu~ part of thc program.\\JII work ~:4!15-
factorily for most scts of input numbcr~. but we 'iU\pcct that m sorne C:l!>e5 
the valuc~ of A and ll al th1s polllt may he nc.1rly cqu.d \Ve fc,lr th.11 ,fa' 
many as four kadmg zero'> .uc P•t•duccd b) thc :.ubtr.1c1wn, uur unc~l ,l!h•\Cr 
w1ll nol be tru-.tworthy. \Ve \\ouiJ llkc th.: ma.:hinc lo warn u<. 1f iour :.¡;t.rcs 
are lost al this puint .n thc calcul:\11on. ft i~ an cac;y matt.:r lo wntl.! a sc.:t10n 
for the program wluch \\lll accnm¡:>llsh thio;. Wc n.1tc lirst that, f four J¡g¡ls 
are lost, thcn thc diiTcrc•Kc oblamcd as thc resull of thc · l•btractJOn is 
roughly 10-• tune~ thc llllllth:nd or suhlr;•h..:nd. Th..: foll.l\vmg Sl:ttcm<:nts 
will tes¡ for ll11s occuncnL..: and print out a waming ii 11 düc:. h..!pp<!n: 

2Y=A-R 
lF(AUS(Y)- .OOOI•ABS(A))9,3,3 

9 PRINT 101 
101 FORMAT(2(ill ACCIJRACY LOSS,STA TD.IENT 2) 

3 (continuation of progr.tn¡) 

Aftcr thc calcul.l!w.l of A- B. a 1e~t1·, 1n~crtcd \\lll~.h \>,H d.:tcnmnc ···t~e 
diffcrcncc 15 le>'> lhan ro-·~ llllk'' A. lf ll L·. thc pn;lt Cl'l1lln.lnd .... C'\C.."Ut..:J 

lfthere is no cx..::c-,,1\C <~< .. cur:\C) Jo,_;, thc pr.•g1.1m ~'vlllllll•L, \\¡;)¡,,,;; 1:1.: pr111t· 
out. A section of llow ..::hart ,.,.hicl1 dc~cnhes th" opcrJIIon m:,bht apí'~.:.:;r 

as in F1gurc 6-8 

Pn,,t \\'arninR" 1 0 
Fi¡;~Arc 6-8 

F.xamplc 1. Thc r• o¡;r,lln ¡;1\ ca h.: h ... ~ wdl1.·on.pute thc thirJ sitie a of a lrJJnglc, 
~1\cn si.tcs b .mJ r ami th.: md ,,k,l oUlt_:lc 1, t:;c .. n~:c t>~ing u .. no,.:J "> thc: 
1 OR 1 RA!'. v,,n,¡bJc /\A. 1 :.e f<•tnnlla u~.:J !'; thc la\\ of ..:o>lnc". Rc•HIIC lllb pro
¡:r .un ltl gi\C 'Aalollll);l .... hcn subll ac110cl rc~ult> .u thc !u5\ of two or ;ncrc Ulfll:. 

RI'AD lO:,B.C,:\A 
.\-- S<)R fiB•ll + C•C -2. •fi•C•COS(AA)) 
I'IU:\"1 IOI,A 

t·•: 1 '11·: \1,\Tt31.12 ..\) 
... ¡ t ll' 

' •.n 

o 
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A program which will givc warning is 

READ !OI,B,C,AA 
U=B,.fi+C•C 
V ==2. >)fhC.c.COS(AA) 
IF(ABS(U-- V)- .OioAUS(U))2.2,3 

~ PRl~T 102 
STOP 

3 A=SQRT(U- V) 
PRLNT lOI,A 
STOP 

tOl FORMAT(3El2.4) 

[Ch 6 

102 FOR~1AT(29H ACCURACY LOSS IN COMPUTING A) 
END 

[n this example wc arb1tranly settlcd on the los~ of two le~L11ag digit~ as 
thc dangcr po:ni, the pomt at wh1ch \!rC dcme warning. [t 1s fatr to nsk 
how such a rcqtllrcmcnt n1•rht cn111e about In a praclJ<..II prohlc111 thc lo-;<; 
of d1gits WC COUid tnlcrt!IC i>'(•li!d be dctcrrnilll'cJ by :l<.:Cllracy of our h.n<JWic-dgc 
of the 1nput number'> b, e, ;;nc! A <1nd tlic rc4u11cd accuracy of thc rcsult A 
ca¡eful error an;·lys1s u~1ng th..: genera! error formula of Scctl(ll\ 6 6 W(IUid be 
quite .j¡fficuft, but a loosc llllC of rc,¡o;oning l'ollowlllg thc <!Clllracy lht:oll!lliS 
of Chapt.::r 3 IS sufficH~nt to tndiC.llc how the error 111 thc 1111~11 result wilt 
dcpend on that o-f-the'inptH r-umbcr~ For l!Xamplc. suppose b. e, ami A-
are each known t\.1 1 %. Thcn b2

, c2
, ano he h,t\C a rclat1vc error of abuut 2% 

Thc absolutc error m ~:os A i~ sm A t\A, so the rclat1vc error 111 w~ A i!> 
tan A llA. A little study of thc cxrrcS'iiOil h2 + c2

- 2bc cos A dl .. cltlSCS lhal 
the quantit1es (b 1 + c2

) an<.l (2bc cosA) are ncarly cqual only whcn A is 
near zero and b is ne.u·ly equal to c. Whcn A is ncar 7cro, tan A is small, 
so the relative eiror in cm A 1s small Hence thc tcrm 2/;( ~.·:1s A ha'i a rclative 
e!Toí of about 2% From thcsc values of rcbtivc error, we sce that the . 
terms (b1 + c2

) and (2bc co~ A) cach have about two significant figures. If 
one is lost in thc subtractJ(ln, a2 h.1~ onc s•gnif1cant figure, or is accurate to 
about lO% (which nl<."ans a i·; accuri\tc 10 about 5%). If two s1g1uftcant 
dig1ts are lost, a2 may have no signd!cant tlig1l'i. 

An error an:~lysi'i of thc lype just g1vcn. whilc n0t at al! precise, is mu:-~Ily 
sufficient to g1vc gtndance as lo thc acccptahtlity of 1m~ of h:admg s¡gndi,·ant 
dtgits in suht raclion. 

6.72 Progr<,mming to Avotd Accuracy Loss in Subtraction 

[n Scction 6.71 it .,..,,~ dr:mlln~tratl'J that 1t í.., <;nlllt:ll!llt:'i P~''''blc IP pr,•rr 1·' 
a ~achine to givr: automat1c warmng 111 tite c\ent of ~en<''''' "co~r.r· ·. ¡, •. ' , .. 

SUbtraction. lt W•JU(J be dCSif,IÍJk lO hl..,C lhC llloldllllC l.th ·~'· 1 
., ' 

~ _,_ ~~-----~ 

o 
Scc. 6.7} 2:!3 

corrcctJvc act10n tn~tc:•d nf m..:rely 1'-'>Utng a warning. This can be done in 
m:.ny cases Lct u~ first conm!cr ll.c C.!'>C m \\hich wc ha ve only onc unce~tatn 
input numbcr, x. Suppo~q wc are cvaluat1ng lhc C'lprc~o;,on 

wherc / 1 aml f 2 are functl,)nc, calcu!ahlc to a h1gh degrc.: of accuracy by 
standard computcr subroutwc> Then by formula (6-5í) oi Scct10n 6.6 thc 
absvlut<! error m ) 1s 

dy ~ IJ.'(x) t.xi + !fl'(x) Ó..\1 

::md the rdativc error l'> 

Thc rciJ.tJVe error wtll he largc duc to l,w:; of lc:-tt.l1ng Sl(.;•ltficant dt¡;i\'i Hl 
subtracl¡un wh..:n [1 (.~) ami ( 21.\) are n:::.rl; n¡u.1l Th1~ \\ill ord:n.1rd: occu;· 
near sJme valuc of x for wh¡ch/1( \') and/"(xl are e~ .. Ktly cqLt,ll for c;..J.r:,¡;: . .;. 
suppose th:~! flJr x =a 

/ 1(a) = fl(a) 

Then for values of x nc.u x =a, say, for cxam¡>lc, x =a+ h \1 hac h "' ~rn:d) 

and for small valu('s of h we have subtract10n problcms. Now by Taylor'~ 
formula 

ft(a + h) = / 1 {a) + lzj~ '(a) + tcrms involving highcr po.,..crs of h 

and 

<;:n~c.: '' ¡, <;m<¡ll, wc do nJt urJin.mly nc•:d to cJrry thCSl' cxransl<lil> p.1~: thc 
1,:\t i'""cr m h to aciueve sunicicnt ac<.:ura.:y. Thm, for h smali. tl\Jt •~. 
( ( \ 1.~ 1r ti, \\C havc 
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lf the first-ordcr tcrms wcrc cqual, / 1'(a) = / 2 '(a). 1t "o u Id be ncccssary to 
take the tcrms invohtng sccond powt'l s of 11 111 order to ha\c a uscful approxi
mation for y. ln ca>es in which a painstaking error ~nalysis is warranted, 
the complttc Taylor formula with rcmamdcr as givcn in Sccuon 6.2 should be 
used. 

Exampl~ l. Thc funct•on y = 1 - r -• is to be c.1lculated for valucs of x vcry 
ncar l. WritL an apprmt1mation which will have good accuracy for x sufficicntly 
acarl. 

Let us consider 

wbcre 

Let 

Then 

/ 1(x) = 1 

fz{x) = e•- a 

x-1.= h 

h[/1'(1) - / 2 '(1)] = h[O- 1] = -h 

so that the approximation is 

y•l-x 

Example l. If an obscrver takes horizontal sighting ovcr a smooth sca-lcvcl 
surrace, how hiah is thc line of !>lght at a d1stancc of x miles from the obscrver? 
(The distance x rs to be mcasured along the cun·cd surface.) Write a prograrn 
which will pcrform th1s calculatron. 

1t can be seen from Figure 6-9 that thc corrcct formula is 

H = a sec xfa - a 

where a is the radius of thc earlh. In ordcr to use '.he slanJanl furKII• •N ~ f u . /- o 
,. ~{ 

,. 

Scc. (, 7) 

Figure 6-9 

Chapter 4, we could \\Tite this as 

a 
II=---4J 

cos x/a 

22S 

This formul.1 aprears quite ~traightfon~ard. }Ct in using 1t v.c are apt to 
have accur.~cy thfficultic~. fnr c~.11np:c. u;ing ..\000 n~&lcs for thc radius of 
the e.1rLh, con~iJcr thc ca~c '~he re x = 4 mllc:.. Thcn to ~.:'en co~r.:ct 

significant digits, 

cos xfa = . 9999995 

The values of the various qudr.titics in volved, thcn, as thcy would b.:: c::L ricd 
inside the computer, are 

~anlity \'alut Ston·d 

a • 40\J(ltlVfJ ., to• 
a 

.400CXI02 '< to• 
cos x/a 

a 
---a 
cos x/a 

.2?'!???7 x w-l 

Thc s•x lead;ng l!rgits are lost in thc subtract.vn. k:l\ •·~~ at m0st onc corn:ct 
••¡.:n.f C,llll di¡;1t. 

:-.intc th •• t 10 thi.; c:1~.: thc ;u:curacy prob:.:m ;c,uh fr,• 11 t11c f¡(t :h.:t 

t 1 :~ comrv..:r has only scvcn !-lgnilic,H:t t.L:::n' ·••· i1.1hi.:. "~'d ; dt ::~.·c:,· .. :rl!y 
1: n 1:1 <l<.ur •• h: iro¡.ut d .• ta. 1t would not b;: at all unn:.I'·'I:.;;,¡c to ;¡<;:..: for 
a ó"'· .. ~1m that \l.oulú produce bctter accumcy f0r valucs of x on the ordcr 'of 

o 
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a few miles, and this can easi!y be arranged if we use the mct!wd dc~.:ra!·d 
above, taking ' 

/,.(x) ""a sec x/a, /¡(x) =a 

Wben x =O, we ha ve ft = / 2 • so we use the ftrst nonzero term of a Taylor 
expansion at>out x = O. \Ve havc 

Therefore, 

/,(x) =a +a(x/a)2/2 

fz(x) =a 

A use of the remainder ter m to calcula te the error wou!d show that we obtain 
a more. accurate value for 1! w1th th1~ formula than w1th the ongmnl formula 
when x < .Ola, or whcn x < 40 m.l~.s. F1gure 6-10, tbcn, mdu.:atcs a good 
way of sctting up the pro'Jlcm lo work foral! rcasc,nable vn!t~e~ of x. 

~--~, ___ r_<~'•-ta_'~~-~ 
1....~--...J 

STA!tT 

Input a,:r 

no 

H~--'! ___ a 
CO"'!! Z/a 

figure 6-10 

A FORTRAN program for th1~ calculation is 

A=4000. 
l READ tOI,X 

1 F(A BS(X)- . O l•A !JS( A))2,3,3 
2 Fll = X•X/(2. >~>A) 

GO TO 4 
3 Fll = AjCOSI X¡ A)-· A 
4 PRINT 102,X,f 1! 

101 fOR:\1AT(Cl2 .4,1 
\02 F0!~'.11\112f:l2 4) 

STOP 
END 

Pr'1t H 

STOP 

o o 
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., ., .1n.1 !,·~"u\ rr.·~C:dun: c.m he followe<.l when severa! variables are in-
• ·, ,.! l"<•r ·1 ,,1111 p!c 1, Sr.:.:t aon 6.61, we CJ.n dcrive an approximate relation 
f,·r u\c \dtcn ~ubtr.1~ti~Hl error is a probkm a~ follows: 

We r•c:cJ thr.: .tppro\tmattlHl whcn A b nearly zcrQ and b :-md :: r.re nearly 
c4 u .. d. Let us wnte 

A=O+Il.A 
b=d+M 
e= d + ll.c 

and assume hcnceforth that ll.A, ll.b, and /le are small. Then 

aZ = (d + M) 2 + (d + Ac) 2 
- 2(d + !lb)(d + Ac) cos AA 

Expanding, and discarding all ter m\ hav1ng powcrs higher than thc second in 
small quantttie~ (al! firsH,rdcr t(;rms dr,Jp out tn thts. c.1se, so we must !.e'!~ 

the second-order tcrms): 

a 2 ~ d 2 + 2d ~b + Ab 2 + d2 + 2tl L'lc + Ac 2 

-2(d1 + d !lb+ el !le+ Ab Ac)( l - t,;) 
::::: Abl + L\c 2

- 2L\b 1\c + d2 !lA 2 

= (Llb - Ll.c) 2 + d~ AA 2 

or, addíng and subtr,l~:ting d w1thin the parentheses, and using A = 6, 4, 

This relatlon s:1ys that, whcn b and e are nearly equal and A is small, we can 
determine a by consu.lenng 1t to bt: the hypotenu~e of a nght tnangte, one 
ofwhose lcgs t!i b-e and the othcr of who~e legs ts dA (or, to the same order 
or accuracy, bA orcA) Ftgure 6-J 1 tllustratcs thts approx1matwn. 

Figure 6-11 

- ~-- ----~- -----------------~------'-------------
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EXERCISI! 21 

l. Find the absolute and relative error in y for the following functinns. 1 he 
constants are accuratc to the numbcr of dígito; shown. 

a. y = t. 00 + In .\" 
b. Y=2.00cos.\"+ 3.00x' 
c. y=.\"-1.1 

d. · y = e• sin x 
e. y= l.OOcosx+ .60cos2x 

+ . 30 c:os 3.t 

X= 2. 71 ± .01 
x = 4.00 ± .005 (the exponen! is exact) 
x = 1, 10, 100, 1000 {cxact values) 
Jl = 6.3 ± .os 

Jl = 1.0 ±.os 
l. S± .OS 
2.4 ±.os 

l. -In ~ circle of radius a, a chord •s draWn which subtefads a central angle O. 
Wrrte th_e exprcs~•on for the di~tance from thc ccnter of the chord to the edge 
o_r the CJrclc~ ~· Draw a flow chart for a pro¡::rJm that will calculare to four 
Slgmfkant d1g1t~ for al/ V..llue~ of O lcss rh.m Tr/2. 

3. Draw a How chart for a cakul.uion that will find y accurJtc to four ~ignificant 
figures for a/1 valucs of \" betwccn O and l. Write a FORTRAN program to 
calculate and pnnt y for 1000 cl¡ually spaccd values of x. 
a. y= x-sin x b. y = tan x - sin x 
c. y=e"-cosx d. y = cos x - 2 ln(l + x) 

e. 
tan x - 2 ln(l + x) CO!I7rX/2 -J y= 
sin x -ln(l + x) f. y= 

x-1 

4. Write a program for E"amplc 2, Section 6.63, with detailcd error bo.unding. 

S. Write a program for dctcrmmrn~ a s•dc of a tnangle from the cosine law 

a 1 = b' + e' - 2be cos 8 

with detailed error bounding. Compute a and t:.a from this program for b = 1., 
Ab = .1, e= 1, ~e= .l. 8 = .l. ll.8 = .01. 

o 
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Ouadrature 

7.1 INTRODUCTION 

-The precedmg chaptcr-., ha ve bcen devoted largely to descrtbing the d1gital 
computcr and thc typcs of opcrat1ons 1t can pcrform. The remaimng chapters 
are dcvoh.:d to tapie-., onl1narily trcatcd m a numerical analysis course. 

Strangcly cnough, it :.eems prnpcr to m~tke quadr.Lture, or mtcgrat1on, the 
first such topic to he covcred. Therc are two rea~om, for doing th1s. F1rst, 
quadrature as ordtnarily done on thc computcr is a very d1rcct C'\lension of 
the material of Chaplcrs 5 aml 6. ScconJ, quadraturc i:. one of thc fie!Js of 
applied mathcmatics m-o:.t marl..clHy aflccted by thc advent of the computer. 

In elementary cakulu~ the methodo, for llllferentiat•on and intcgrat10n of 
'Yarious functions are taught. Gencrally speak1ng, diffcn:ntiation turns out 
to be the more casily performcd of the two operations. Physicists and 
engineers. then, somctimcs lin(j it strangc that mathemnticians usually con
sider intcgration to be the "ni.:t:r" proce~s. In particular, the mathcm:1.tician 
is inclined to r.:gard a probl.:m as solv~d once h..: prc:.cnts thc answer in terms 
of a quadrature, tl~ott is, a Jdinite integral of a known function, betwcl!n 
known linuts. Aftcr all, )ltch an intcgr.tl mcrcly rcprc-.cnts a numb.:r. To the 
physicisl or engincer, howcH:r, thc nurncnc~tl v.tluc of thi5 numb.:r may be a 
mattcr of con~td..:rabh: concern. lkforc the adve1it of thc computcr, the 
tJ-.,k of cv<tluating any but thc mu~t :.impk de!lnik int..:g-.1!, \\,1~ impv:.mg, to 

So.ly thc lc;t~t. anJ """' imur IIIOUII!ablc in many c.t:.c~. Th~ d1gita comp•J!cr 
has produl·cJ a markcd dl.lngc in this ~itu:~tiun. Numeri~o.:tl cvaluation of 
l.uge d..~-. ... cs of Jdinite inh:grals ts a proccss wcll wl!hin the cap.tbllllic~ of 
évcn thc :.lo\\ e• comptllcr:.. 1 h1wcvcr, thcrc :trc sttll probknt'> invoi\·JnS 
\I''H.Ir.uure 111 two or more Juncn-.lt>tiS '' lm:h \vould rcqum:e inoro.!in:!t 
.lm.>lllih l\l ltltl(.' tlll C,WII !he f.t~lt:~l of pr..:·,.:nt ,I.Jy COtnputc:rs,o 
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77.-

- lf.J ecuaci6n Vl.1 nos da la f6rmula recursiva de Euler. Para apliceo; 

el método se requiere que Ó,.x sea pequei'lo y adem6s contar con un punto da 

ini~io (X0 , Y0 ) • _El error producido es del orden de ~X2 • 
' 

'/ •¡,~ ~ ~ t-- ' /l (' ,".._ < ""Ir~/~",':.,.':"" 
. :, 

b) Euler modificado 

..... ,, . ' 
• - ~ 1 _. 

·.El pro~ed~miento b6sico es el mi~-~- so_l~-~q~: par~ cad~'yi+l 
1 sa ooca 

una serie de iteraciones col'i los valores obtenidos sucesivamente de Y¡+l a -

fin de obtener el valor m6s exacto de Y¡+i • 

Al tener : 

se efechJan las siguientes iteraciones: - ;,,,~ · ,., ·-

\ '. 
¡. '"• 

y asr sucesivamente hast!:l que/: 
, • ~ . \ 1 . 

~' ,.,... . 

~ ~ ( (Ji ' • : 1 

1' : 
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! 
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el cumpl irse,se procede o obtener Y¡+ 2 y osl sucesivome(lte. 

Al igual que en el ¡¡;aodo anterior es necesario emplear incremen-

tos ( /l x) pequeños. El error producido es del orden ~X3 • 

e:) MStodo de Rur.ge - Kutto 

Este método utilizo los f6rmulos de integroci6n antes visto para lit:dor 
~ 

a lo obtenci6n de su propio f6rrnulo recursivo. Dicho píoceso es bostome 

laborioso por lo que no se tratoró. 

La soluci6n poro una ecuación diferencial de primer orden Y•=f(x,y) 

est6 dedo por : · 

donde : 

r 
( ,, 

j 

; 
¿ 
1 
¡ ,, 
IJ 

~ Y'(J = ~X ( 1<'o + 2 K 1 + 2 ,K2 + l( :> J 
~ 

l<o = f ( X Vl, Y V1) 

f ( X'., + 6.!i , y V1 ~ ko ~X\ 'k, :: 
----) 

2. ? -
t< z. -= ~ ( X 1'\ + 1\ -x _, YYl +- k16_2<) 
.- 2. z 

f¡ ( 'l'll J, LX ) 1<2 6x)l· .K~ - YV1 + -
(\ 

\ 

o 

o 

\ 

' . 
' 

o 



o 

o 

o 
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Lo fórmula anterior es la de Runge-Kutta de 4o. orden, hay otros-

f6rmulcs con mayor cantidad d~ t~rmillos que ~e obtienen empleando difc.·e~ 

cias de mayor orden al deducir la f6rrnuia. 

Los parámetros K¡ representan lo pendiente de lo función en los -

puntos en que se está evol uando. El método dCl un error del orden cie ~ x5 

y es uno de los m6s precisos. 

Ejemplo 

Obtener la solución de la ecuac;ón diferencíal Y• = 1 -X+4 y paro-

5 puntos co.nsecutivos empleando los métodos de Euler, Euler mejorado y Run

ge- Kutta usando un incremento /::,x= 0.1. Comparar dichos valores con la 

solución real si_ X0 = O, Y 0 = 1 . 

Sol. 

La solución :exacta est6 dado por : 

Y
7

-4Yo::;~-)( 

yh =- e eAx 

. Yp: A +BX 

/. -~ 4 A - 4 B X = 1-X 

A = - 1 -¡::¡,;_ l 
- , ~-.....:!-. 

4 41 \ 4 
Y(><)== e e ~(}'- +J... x 4 -4 
'( (o)= 4 = e-J_ 

¿, 

; r-s 
"-"' - - ..... 

4 
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/' 
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/ 
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las fórrr.ulas de solución para los métodos son : 

(Euler} 

Euler me¡orado 

Yo:. Yn·a + ~X [K, -v- 2 K2. +2 K3 -4- J<4] 
6 

1(, = ~ (X vt·• 
1 
'(t')_,'¡ 

l<2. = ~ (><n-• + l;t , Yt1-• + ~6.x) 
¡ 2 2. 

Runge Kutta 

1<3 = f (X n-a+ f2X, y_,_.+ !{; 6x) 
' 2 2 

K~= ~ ( ')(,_, 4- C:::.x _, l'n .. , + \<l bx) 

las soluciones se muestran en la siguiente tabla: 

' i, 

o 

o 

o 



o 

o 

/ 
/ 

8 .. -

K xk 
1 

F.uler 
1 

E. Mej. ! R.Kutta Real 
1 

1 ! i 

o o l. i. ¡ 1. l. ! 1 

1 
1 l 

1 

1 

1 

1 
1 1 o .1 1 1.5 1 1 .595 1 .608 1. 609 

1 

1 

1 1 1 

2 o 2 '2 19 2 463 2 505 2 505 

~ 
1 1 l 

1 0.3 1 3 146 ! 3.737 1 3.829 3.830 "+- . 1 ' 
1 1 

1 

1 4 0.4. ! 1.774 5.609 5.792 5.794 

5 0.5 ¡ 6.324 8.369 8.709 8.712 

d) Diferencias finitos 

Este método se empleo cuando se tienen proble:mas con valores en la 

frontero. 

El procedimiento consiste en lo siguiente :dividir el intervalo de i~ 

tegroci6n en "n 11 espacios iguales, empiear las fórmulas de derivación de 

diferencias finitas en !a ecuación diferencial (todos los diferencias deben -

ser del mismo orden), substituir los condiciones de frontera y por último re· 

solver el·sistem.- de ecuaciones planteado. Se tiene que aplicar el opera-

dor diferencial o todos los pivotes del intervalo. 

Ejemplo 

Resolver lo ecuación diferencia! d2 Y2 -y= O, en el intervalo (0, 1) 

"dxr-
si y(O) :o:Q, y(l) = 1 



.! 

. : 

c.·.-

Sol. 

Se divide el intervalo en 11 n" portes iguales, sean 4 en ede caso : 

.6-x=l-o =0.25 
4 

1 
1 

~{~:0'~~--~~~--~--~J~---------~ .zs .s .-:¡;s !. x 

empleando diferencias de 2o. orden : 

y ... _ 1 [Y¡_1 -2Y¡+Y¡+l] 
' - (AX)2 

substituyendo en la ecuación diferencial : 

las c:ondiciol')es de frontera son : 

y =O o 

aplicando VI .4 en los pivotes : 

-y. =O 
1 

(VI.4) 

o 

o 



() 

() 

... 
/ 

r' 

() 

r 
1 ,• 

,.,..: 
,/' 

= 2 . 062 5 y 1 + y 2 = o 

x2 == o.s 

y 1 - 2 . 062 5 y 2 + y 3 = o 

x3 = 0.75 

el sistema de ecuaciones es : 

-2.062 Y1 +Y2 

y 1 - 2 • 062 y 2 + y 3 

= o 

= o 

y 2 - 2.062 y 3 =- 1 

de donde : 

yl ::.': 0.216 

Y2 =0.445 

y3 = 0.701 

.-, 
v~.-

(Vl .5) 

(VI.6) 

(VI .7 

NOTA:· Cuando se trata de ecuaciones diferencial es de mayor orden y se -

cuento como condiciones y"= O, etc. 1 hoy que substituir en dichas ecuaci~ 

nes los fórmulas de diferencias y despejar de ohi las condiciones de frontero -

desconocí dos. 



/ 
/ 
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Vil) SQLUCION SISTEMAS DE ECuACIONES DiFE~ENCIALES ORDI NA
RIAS DE PRIMER ORDEN. 

Una ecuación diferencial de orden "n 11 de la forma : 

A
0 

y(n) (x) + A
0

_
1 

y(n-l) (x) + .•.• +Al Y' (x) + A
0 

Y (x) = f(x) 

se puede descomponer en un sistema cie 11n" ecuaciones dife.~nciales ordina-

rias de primer orden mediante el siguiente cambio de v,ariables. 

• 
e 

o 
y = n 

es por ello que solo se hablar6 de la solución de sistemas de ecuaciones dife-

renciales ordinarias de primer orden. 

a) Runge - K utta 

Con este método solo trataremos la solución de sistemas de 2 ecuaciones 

diferencial es y la: metodologra es similar a la empleado para resolver uno ecu.::. 

ción diferencial de primer orden. Como lo demostración cae fuera de los P'2 

pósitos del curso solo se dor6 lo metodologia. 

Sea un sistcno de dos ecuaciones diferenciales de primer orden: 

o 

o 

o 



() 

: 1 

,•' 

() 

~ = f ( x, y (x), 'Z. (x) ) 
dx 

d z = g (x, y(x), z (x) ) 
dx 

,con las condiciones iniciai es : 

Empleando el método de Runge - Kutta de 4o. orden : 

Yt;-4'= '<~+ ~ (K, + 2 k't. ~2Ks + K4) 
6 

K,-= t(x~)'(~,zi-) 

85.-

\(¿, = t ( ){ ~ + ~ _'!( , l ~ + lS ~.i ¡ ¡z L + ~ ' ~ _lf J 
2 ~ 2 

\<'~ :: f ( '¡(. ~ + ~ ) '{~ +- \( z. 6i. ) t ¿ + j?.. ~ ) 
z z z 

K-4-= f ( X¿-r6.X, '<i + k'~bx,i\-+ Cf~ ~><J 

iC i .¡..' = "t ' .¡.. ~ ( ~ 1 + 2 ~2. .¡. 2 ~ i + ~ 4) 

~ 1 -:.. ~ ( )( ~ 1 '('~ } ;: i ) 



1 

~ 
f 

1 • 1 ,· 
t 
1 
' ' 

J ' 

1j 
/ ., 
~ 

1 

1 
t 
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Ejemplo 

T ronsformar lo siguient~ ecuación diferencial ordinaria de cuarto orden 

en un sistema de 4 ecuaciones diferenciales de primer orden: 

4 y 1111 + 3 y'" + 1 y" + 2 y' - 3 y = 5 cost 
2 

CP 

Y4 =Y3 

Y4 = .!_ [ 5 cost- JY4- ~ Y3 -2Y2 +3Y1] 
4 2 

b) Variación de parámetros 

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con coefi-

cientes constont~s de lo formo : 

la solución est6 dado por : 

A ( t- to) ( t A (t. t!) , , . , 
l(t)= e- ~+ ).~.e- p~(t'Jo-c 

, ~o 

(YII.O) 

''+ ) 
donde e A l ·- to 1 • d • "6 • 1 -, se conoce como o matraz e trons1c1 n y es 1gua _a : 

~) 

(vH. i) 

¡' 
\ 

o 

\ 

o 

o 

'-
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Si se consideran increme~tos cons~antes de la '-:'arioble independiente 
·'• . ' 

(~t)_ y se aproximón los fu~~i~n~3, G- {t) ~ ~or p~rcit~Í-~g~amos o trapezoides, 

se puede obtener una serie simiiar a VIl • i. para er término : 
:. - ~ ~} ... ' ' -~ <> _¡ 

- '-

(t eblr.:t·)~ 0,~t·)dt:', 
)to 

Diclias seri~s son fáciles de obtener en computadora y para su conver-
..... ~ t ¡) 

¡\_ ' " ~, 
'--' \ ,: f 

genCia se pide qu~ todos l~s .. ~Jem~nt~s .. ~~ las matrices obtenidos en dos iter~ 
í ) ' J" V ) ' '- ~ • • 

1 ' ' ' -
! ciones sucesivos, sean menores que una cierta e prefijada de antemano. 
/ ' 

) 

'/
} 

' < ,¡ 1\ 

Este·:métodó es bastante exacto si se fijo un incremento ~t muy peque-

Ro y se establece ·un buen criterio de convergencia'€ poro los series. 
1 

Para obtener monuolment~ la motriz de trans¡ci6n e6_1:hoy dos mét·odos: 

- en el dominio de la transformada de Laploce : 

/ 
_¡ 

* 
/) 

/ - -

/- en·. el dominio del tiempo, se necesi,to obtener los valores corocte'rrsti-

cos de lo mciriz A, lo cual en términos gene;ales es de orden n x ·n, y -
,, 

aplicar teoremas de motrices para llegar ~1 siguiente sistema dó ecuacio-

nes con incógnitas o{~ 

* l -l ( l/J ) , i n
1
di ca 1 o onti transformado de L~pl '!Fe de ;$. 

\ 
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·v·lll) METODOS~ESTADISTICOS Y PROBA.BlLISTICOS 

·o) Generación d.e·núrperos al eatorios~por el método ·de :Jo ·Co(\gruencio 

:lineal .muifipl icativa. 

. ~ 

Números,¿¡ eotor.ios·son ·aquelllos ·G:Je .se :generan ·al azar 'Y ·que .se utili-

zon ,poro .ef éCtu ar .si mu'l oci ónes, Fe dicciones,· etc.· . tÜria ·c.orocterfsti e o ,que 

:producib'les paro :efectos,de col'l!piObar •re:ou!todos. · lUno:ae U os •métodos .més 

eficaces .es ·de :Jo congruen'cio '1 in·ecil, ;eJ ·cual>sé:éJes~ibe<a·-confinuoci6n. 
,l e , 

Elegir 4 .porómetros : 

''·Xo·: 1vdlor ;.inicial ·6·semilla; ·.·xo·: ·~·o··. · ·.., 
A ~ultiplicodor, . A i?O·· ·: :.: ,, · · 

·C . 'incremento 1 ~ C ~ Q 

m m6dulp ,, ;(.0 -~ ''). o 
.l'Y"\ ~ A 
'\'"0 > ·C 

ut·il izar 1 a •ecuoci 6n •iterativa ·: 

Xn + 1 = ·(A~n + C) -mod ·tn 

donde ' . 
¡,:-

Z mod m= residuo de .dividir ~·.!:·.m 

,' ' 

•,' 

~·: 1 ' 1 

"todos 'los .'par6metros elegidos deben ser •números enteros. 

·La longit\Jd del ciclo de .. números oleatodos d~pende ·del módulo ·m, por 

Ü · _lo tanto-es oconse,ja!:.>le elegirlo en·la siguiente forma: 

t' 

- i 
1 

j 
1 

,, ' 

, - . , ,, 



/ 

'l~.-

( 

i 
p = 2, en computadoras o;narias 

< ·o p = 1 , en computadoras decimales 
j 

Lb= ñúmero de bits por palabra de la 
computadora. 

se 
Para mayor facilida~ele emplear e= o y en cosos de computadoras 

binarias se obtienen mejores resultados si: 

o = 8 t + 3 J t o¡;, o ... , 2, ... 

a debe ser comparable con m 

X
0 

debe ser entero im?ar no divisible + 5 

Los números aleatorios que se obtienen con este método quedan compren-

di dos en el intervalo (o, m) ; pero la mayor ro de las 'veces se necesitan número5 

aleatorios uniformemente distribuidos (Jñ) entre O y 1, pare ello se hace lo si--

guier.te : . 

Ejemplo 

Genere v .a. en el intervalo (0, 1) si : 

Sol. 

a .=4 

e = 5 ., 

m· = 12 

~a fórmula 'recursiva es : 

,. 

o 

\ 

o-

'· 

o 



o 

o 

ü 

Xn = (A Xn -1 + C ) rnod m 

aplicando queda : 

xl = (12 + 5) mod 12 

= 17 mod 12 

=5 

q ;::: 5/1 2 = o . 41 66 

x2 =(20 + 5) mod 12 

= 25 mod 12 

= 1 

r2 = 1/12 =O .0833 

x3 = (4 + 5)mod 12 

= 9 mod 12 

=9 

'3 = 9/12 = 0.75 

x4 = (36 + 5) ~od 12 

= 41 rnod 12 

=5 

r4 = 5/1 2 = O .4166 

b) Método de la transformada inversa 

91.-

Este proceso se cmpl ea para obtener la configuración de la función den-

sidad de probobiJidod (f.d.p.) 9e una variable aleatorio (v.a.) X cuando solo 

se conoce su funJci6n de densidad acumulada (f .d .a.) ya sea en forma discreta 

\ 

\ 
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6 continua . Numéricamente el método trabaja con valores discretos, por lo o 
que hay GUe discretizar f.d.a. si e:.ta es continua. 

Las coracteristicas de una f .d .a. son : 

1 ..5..--------

y los de una variable aleatoria uniformemente distribuida entre (O, 1) son : 
o 

~. 

r~(( ... ~ 
j L __ - ..,...._--

i 1 

b'------~~------~ 
.i r~ 

Anal iti comente lo que se hace es : 

O· 
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() 
(x 

rn = F (x) 

-1 1 
F (r n) = F- F (x) = f (x) 

Numéricamente el procedimiento es el siguiente : 

se generan v.o. unir. dist. (rn) las cuales se proyectan sobre la f.d.a. de la 

.. u b 1 d .. 11 
' F( ) h 1 v.a. x , se o serva a que va or e x conesponoe rn ¡ esto se oce mu -

titud de veces y se archiva la frecuencia con que se cae en les variables 11
X

11
1 -

finalmente se traza un histograma de dichas frecuencias el cual corresponderá a 

;+(X) o la forma de la f .d .p. de la v.a. 11
X

11
• 

l __ --------
i 
1 

1 

1 
t-

¡-~ ~ 

; ' 
l' ~, 

6t(x) 
'( ' ' 1 

~· 
' 

ü 

~ 
1 ,.l.. ... 
~ ,' ~ ' 
• , 1 ' 

L , ' ' ~ 1 \ 
. 1 '1 ' 
~ / 1 ' ..... 
~, 1 - ... -

·~, ~''-· -""""'·,..;.r -""""'-----.... ----·---~ ... 
Xt t 

( 
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e) Método oolor pera gencrcr v .a. gou:.sicn'Js 

Una v.a. gaussiona tiene ~j,¡a, f.d.p. con las siguientes caracteristicas: 

f(x) = 1 exp f - 2_ (X-)v'x )2 ) 
~fZ)l t 2 Ody.;z.- ) 

Se puede demostrar (ref. 5) que los ecuaciones : 

donde: 

' 
q, r2 = v .a. unif. dist. e indep. e~tre si 

dan variables aleatorias X1, X
2 

con f.d.p. gaussian~. 

Este método es muy útil cuando se cuen1;a con ~na computadora que CGI

cule eficientemente las funciones In , ces, sén. 

Ejemplo 

Gener~r 2 v .a. con f .d .p. gaussiana si : 

Sol. 

rl=O.S92 

r2 =. 0.072 

o; = 2.5 

5 

. 4/z . 
X1 = 2. 5 (-2 ;r'l 0.092) cos (21lo.Oi2) +S= 5.S~o:; 

, . lk ' 
'><2 v 2.5 (-2 ~(lo. B92J se~ (2r.o .. 012)•5 = 5.ocg4 

o 

o 

o 

\ 
\ 
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d) Obtención de v .o. con f .d .p, exponencial 

Lo f.d.p. exponencial tiene la siguiente forma: 

donde ¡>{ se define según las caracteristicas del problema en estudio : 

o Aplicando el método de la transformado inversa se tiene : 

~· : 

t - o.(t ' 
(~-=\o<. e . Jt:-:-

o 

o 
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sroficando F(t) y 1 - F (t) : 

____ .._ __ _ 
- ---:;:: (·;;) 

,. 
'1 ¡, 

se observa que son simétricas y da lo mismo proyectar rn sobre cualquiera de 

ellas: 

~ () f;,. -:: - GX t 

-'e : - .L ly') ~V\ 
~ 

t: ~t ~~"' 
Ejemplo \ 

Generar v .a. ;con f .d .p. exponencial y m~dia 2 seg. 
J 

Soi. 

Sean: 

1 
1 

··. 

q :-:}).8?8 , 
r2 =}).175 

r3 =~).533 
1 
! 

/ 

o 

o 

o 



o 

o 

o 
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por lo que : 

t 1 = - 2 1 n O • 8 98 = O • 21 5 S 

t2 =- 2 In 0.175 =3.485 S 

t 
3 

= - 2 1 n O . 533 = 1 • 2 58 S 

e) Métodos ae Monte Cario 

Por métodos de Monte Cario se conocen todas las simulaciones en :as .. 
~~· 

cuales están involucrados números aleatorios 6 v .a. con cualquier tipo ca 

distribución. Este tipo. de simulaciones es muy útil cuando resulta impróc-

tico, costoso 6 imposible el simular una actividad. 

Para efectuar estas simulaciones se requiere únicamente conocer las 

medias, desviaciones estandor y f.d.p. de las v.a. inmiscuidas. 

Entre los procesos que se pueden simular de esto manera se cuentan : 

fenómenos de teoria de colas, simulaciones de a¿cidentes, eventos de fre-

cuencia, etc.'' 

,. 

Para ilustrar el procedimiento se reso!ver6 un ejemplo. 

Ejemplo ,. 

·Les 11 ombdos tcl efón i cas por minuto· que entran o uno central tcl ef6ni ~ 

ca tienen una f .d .p. de Poisson con media 5. Simular lo cantidad d~ lla-
r 

modoa que entrarán en 10 minutos si la f.d .p. de Poisson es : 

! 
( 
1 

:~ K = e~, ~ , '2 > •• " 
1 
! 
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Sol. 

K P(k) p x!:(k) 

o 0.00674 0.00674 
1 1 0.0336 1 0.0404 

2 0.0842 o .124 
3 o. 140 0.264 
4 0.175 0.439 
5 o .1754 0.6144 

1 

6 o .1462 0.7606 
7 0.104 0.865 
8 0.0652 0.93 
9 0.0362 0.966 

10 0.0181 0.984 
.11 l. O 

De una tabla de números aleatorios se escogen 10 (correspondientes a 

e/ minuto) : 

1) o .621 6) 0.165 

2) 0.861 7) o .709 

3), 0.824 8) o. 997 

4l' o .708 9) o .630 
1 

5), o .395 10) 0.859 

estos números se consideran como los f .d .o. poro e/ dio y con este valor se en-

tra a la tabla pare!. ver""cuántos llamadas corresponden : 
~ . 

,. 
,' 
1 

' 
1 

l 
\ 

o 

''.O 

o 
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o 

! IT'ln 1 f. d. o. 11 orr.cdas , 0.621 6 1 

2. o .861 7 
3 0.824 7 
4 0.708 6 
5 0.395 1 4 

6 o .165 3 
7 0.709 

, 
o 

8 0.987 ! 1 1 

: 9 0.630 6 
10 0.859 1 7 

V////.t? V4W'l'//l-'/////ff//h 
TOTAL 10, 63 

o 

o 
1 

j 
J 
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IX) O?TIMIZACION DE FUNCIONES o 

1, Funciones unidimensionales 

Dada une función de uno variable y= f(x), se denomina como puntos 

criticas de la misma aqu:!los que dan un valor m6ximo 6 minimo de la fun-

ción en un intervalo considerado, esto se cumple cuando : 

Ji f(~) 

r t~~~L 
P-'~.oi 

~------~~ 
)( o 

o sea, que la pendiente de la tangente a la curva en el punto considerado es . ,, 
nula. Dicho proceso es el que se conoce como optimización. 

El método analirico solo es v6lido cuando lo función es continuo en el 

intervalo considerado, esta es una de las cau5as por las que existen métodos -

numéricos para resolver dicho problema, la ot'ra es que una computadora c:iigi-

tal no puede efectuar el proceso anal iti co. 

o) Método de búsqueda aleatorio 

Este método es aplicable para funciones unidimensionales continuas o .. 
' r ~ 

discontrnuas~ es decir, para todo tipo de funciones. · El procedimiento a se- o 
guir es : 



o 

o 

./ 

o 

i01 .-

·~F'ij~r un intervalo de búsqueda (a, b) : 

- Generar un núm~ro aleatorio uniformemente ~J},strJ~~id:> ".(r¡) y proyec-
.. • 'JJ ' .. ' A. ( '~ .... <. 

' 

X¡ = A +Yj ( b - o ) 

- Evaluar lo función en el punto encontrado X¡ 

1 -' \'. <._, ~-= r.., ,..,..-.'- ...,_' ~·: • .' ,' ?'' ·~~·": :: '~ ~~~!'~· ..... ' '~ >· '~ :'_,~~)· ' ""• ~: • ,: >-:- \~;,i 
~-Comparar los valores de l,o funCi6n obtenidos en dos iteraciones sucesi~ 

,~,' .- ,-·\_ -.,f, '" --- '-\.,:~ ,1"---,~~ '::.~.: -..'~t~~{; _:_:~· -;r:/')_,:;,·" '·~ '-.r~'.~ 
vas 'e ir guardando la variable que ·arroje un v~lor óptimo : 

mox (f (x¡), f (X¡+ 1)) 

ó 

mfn (f(x¡), f(x¡ + 1)) 

- Detener el proceso cuando : 

I f \x¡) - f (x¡ /1)7 
f., {·t:' 

e-..~----~--~--'~;>· .. ~.v-_-,y ;' ---- ~ ... ~'"' l'. ' ;""" 

" • : ~ : '".,_J. ; ~· j \" ~ J 

;_ '_,.._ - ~.- ;;,.., ... ' -:..<'-' ~ -~~.-· --· •"" ~ .... ., .... ~ • ..,.. ~ .... '. 

b) Método de_'F.iboncicCi ' · " 

'' ,¡,, ... " ,. ! ¡' 

' .. 

Este métod~,soJo es aplicable en func,iore~ unimo~ol~s_y_unidimensionoles, 
o-~-~~j' ,_ ·;},).!. ""~:..'•'"'}[_¡~ >.~.:'.:::· "".;~ .... _~>~··~;~ 21:. .~_ .. ,,_:·, '¡.1 ~ ''1:- f • " .,."- '~- (. 

poro el intervalo de b\jsq~ed~, á {:n de que el método sea convergente al valor 
1 _.. 

óptimo. 
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B6sicarr.ente consiste en ir haciendo subdivisones simétricas del intcrva-

lo de bú5Gueda e ir eliminando los subintervalos que al ser muestreados don'-·, 

valor en sentido contrario al óptimo buscado, esto es : 

,1 

o 4-,C 

' e'><CIV:J~J 

W u t o sq 

Al efectuar el cociente de dos particiones paro encontrar la razón 6 foc• 

toral cual se está haciendo la partición se llego a una serie de números c¡ue se 

conocen como números de Fibonacci (Fn), los cuales se ·generan en la sigui en-

te forma : 

F = 1 o 

F =F 1 +F 2 n n- n-

Números de Fibonacci 

6 7 8 9 

13 211 34 55 

Numéricamente poro aplicar el método se procede como se indica a con• 

tinuaci6n. · 

o 

o 



o 

() 

o 

cual lp longitud inicia! del intervalo es : 

el primer incremento de partición será : 

A 2 = Ll f ~ n-2 
¡:;--

con lo que los primeros puntos ! imites ciel sub brervolo son 

x1 =a+ b.?.. 

x2 = b- ~2 

se comparan los valores f(X1) y f (X2) y de acuerdo ol resultado, yo sea que se 

esté minimizando 6 maximizando, se r~choza cualquiera de los siguientes int~ 

volos : 

\6, a +h, 2\, si f (X 1) 
1.. ; 

no sirve 

\' ' ... ( ) Lb- ü-2, bl, si f x2 ' .J 
no sirve 

el intervalo restónte se subdivide nuevarr.ente y air sucesivomente_,el procedi--

miento se. repite hasta alcanzar el grac!o de exccti~wd deseado o ~s decir : 

Después de lo primero iteración lo longitud del interv<Jio restante ser6 ~ 

1----+----+---l 

a' b 

L~ = b- X¡ = b- (a + /j 2) = b - o ~ ,b. 2 

= L1 - ~ 2 

L2' ¡= X2 - a. = b- !:.. 2 - e = b - a - _b 2 
1 
. = :..-, - L 2 



< 

/ 
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En términos_generales se llega a establecer que el valor del incremento 

y longitud del intervalo par-J lo "i- ési ma 11 iteración son : 

r n : es lo mox. cantidad cio 

números. de Fibonocci -

que se deben usar paro 

el grcdo de exac;i iud -

deseado. 

La ventaja de este método es que solo se tiene que evaluar la función una 

sola vez en codo iteración debido o que en el intervalo restante uno de los nue-

vas subdivisiones C9e en el mismo lugar que uno de las subdivisiones de la itera-

ción anterior 1 o cual se demuestra a con ti nuaci6n. 

Se tenia : 

substituyendo (IX.~) en (IX.O): 

por otro 1 ado : 

L2 = Ll ( F n- F n-2 ) 

Fn 

F =,F l + F 2 n - n- n-

substituyendo (1 X .3Yen (IX .2) : 

L2 = Ll F n-1 

Fn 

(IX.O) 

(IX.l) 

( 1 X .2) 

( 1 X .3) 

o 

1 
\ 

o 

' ,, ' 1 



.O 

o 

o 

y se define el nuevo incre:nJnto : 

.\ -
~ 3 = L2 ;-n-3 

F . 
n-t 

veamos la re!ac;;Ó:1 ae x1 y x2 con L-:: : 
' o,) 

---:- 1"1-2 ---.--
-.- v;- 1 

\.1 V ' .t J - 1) :-¡::.()- 'J \ 
1'?-- "1 "::. -;... ' 1\ ~ --~ ) 

\ ~-~ \ .,-V'\ 
L L. / -.- .(', - -,~V"I-2 -~~·2.~\) 

\ -.- v1 

-' 

1 
~-~ 

-0! __ 
....,-
i-..,~4 

suostituyendo (IX .S) en (IX.4} : 

( ::=,,, -_1_,-+n-'2 \) 
, .. .,- \"\ ' 

1 r..Jl-? \ 
l :,-V\ ) 

analizando (1 X .6) geométricamente : 

r.? 
VI-

li 
\ ' 
'/'• 

' 

,, ' ¡\-¿ 

1 
1 

o 

(iX.6) 



1 \,.. ..... -

o 
X .. z-

,, 
1\~-\- t.:, 

~?. ' - 0..+ ....... ~3 -

Cl+ b.z ,, x 
,_ f\'2.- i 

- a+ ~2 + ;(2.- a.- _b;¿ -

o 

por lo que : 

f(X' ) = f(X ) 
1 2 

y ya no hay que evaluar. Se llega a un resultado semejante si se rechaza 

el intervalo (b- A 2, b), 

Para ver la cantidad de números de Fibonocci que se deben usar ano-

1 icemos los longitudes de i os su~ intervoios : 

L2 = Ll F n-1 -
Fn 

L3 = Ll Fn-2 
11 -¡:;- o 
' • 

Ln = Ll Fo 
Fn 

(IX .7) 



o 

o 
/~ 

¡ 

1 , 
/ 

/ 

o 

r 
/ 

' 
/ 

de (iX .7) : 

¡: 
'-n = • o (IX .8) 

, (1 X .8) nos da la relación de longitudes del primero y último intervalo, da 

ac¡ui se deduce la cantidad de números c!e Fibonacci de acuerdo a le preci-

si6n deseado, o seo; si se c¡uiere Ln =e .5 y L1 =50, se tendri~J : 

Ln _ O .5 _ -----
Ll 50 iOO 

t: •o 

• • F = 1 00 F = 1 00 n o 

esto se cumple solo sin = 11 de acuerdo a lo tabla C:c números de Fibonccci: 

Ejemplo 

Encontrar el punto para el cual 1 a función y = 5X2 + 5 X al conzo ur. mi-

nimo escogiendo como intervalo de búsqueda (- 5, O) y si se desea una cp:-oxi_ 

moción de 0.1. 

!' 
( 

\ 
! 

Sol. 

Determi nemas "n" de acuerdo a 1 a oproxi moción pedida : 

F = lO F = 10 n o 

n=6 



,) 
1 

1 

) 
1 
1 

1 
; 

~ 

\ 

' 

) 
1 

Aplicando el método se tiene ; 

-------) 
-5 o 
l1 =o - (-5) = 5 

~ 2 = Ll F n-2 = ll F 4 = 5 ( 5 ) 
- T3 
Fn F6 

=1.92 

x1 =- 5 + 1.92 =·3.076 

x2 = o - 1 . 92 = - 1 • 92 

f(Xl) = 31 . 928 

f(X2) = 8.832 

f(X 1 )>f(~) 

se rechaza (-5, -3 .076) 

t;: 1 -; ' ~· 
-~ -~.o:¡" ·~.CJ2 o 

1. ~ :: Li -~ 2 -=- i -; ( ~- '-) -::. 5 I:; 
"1-~ T6 

= 5-4.92=.3.08 

.b.:,::: L'2. l=" ~ :. 3 .os ( .2...)-=- ~. ~S 5 
~S 8 

X,'= - '3. o .:¡..,b + ~·'S S -=- - t 9 2 :. X '2a 

X:.' = o - ~ . ~ s 5 -= - 1 . 1 s s 

~('/..z.'J= o. 895'1.25 

~ Cx.,) =··-~('Á-z.) >t ex:) 
\ 
1 
1 
1 

\ 
! 
1 
1 

o 

o 

o 



o 

o 

. · . O . 

se rechozc ( -3 .07 6, -: 1 . 92) 
·~ . ' 

'J = L2 - ~ 3 = 3 ·?8 - 1 .155 
-:.~ ~.~\,- ·,_ ·>-~'; · 1' .. - =-.: ' ~ ."') ,-::: ~ t_.. 4 ~d ~, ~---~"· ~\ .;:;: • :r ... 

= 1. 923. 
:; 

'

. : .> ~) .• 
' - '-
.i_' 4 - L.3 1

• 2 ( 1 - = 1 . 92 2..1. = o . 7 68 
'\ 5 

~·... -. 
: 1 - '-' • • ~ \" ' .. -

- 1. -.:;: • j l 

,. 

X;· == - 1 . 9 2 - O . 7 65 = - 1 . 1 52 = X2 

", r~.r <¡" -,;f. :::•''.<('' ·!~: ,:~;_\~·~·C.-:- ..i}'l," ~·~ L ~ ( ·;;lr·:, .. 
se rechaza · ( - 1 . 92, - 1 . 155) -

~, ~ •• '\ ,. ~- ~ 'f, ,- ~t "~ .... ""'.:>:' )( 

(
4 

='Lj- ~4 = 1.923-0.768 ~ 1.'15 "' .,_,¡_., _), \ '~"-

~ 5 = L4 F1 = 1.15 ( l) = 0.383 
3 

J ' 

X~ 11 = - 1 • 15 + O . 383 = ~ O. 7 67 " 
1 1 

X;/'=- 0.333 

f(X'2') = - 1.181 

se rechaza ( .. 4.15; ... 0.1~~) 

\ 
•• ,.. •> _) 

... '· ... 

· · > r.:~· · ~ L s•= l4,' _.:: :i:s. 5 = l: 1 5 ~-O·. 3a:r:: óy. 769· : ·;. ·: ;:;, 

. . 
' , ·X\"'~=¿.;.;Ó .767 ~;¡.·o .384; '-·O ~-384 .. ':.::t·~ : . .-.:: ;:.; 

X' 11 =- 0.384 
2 

X=- 0.384 
' . 

f (x) ~;:~ :1 : Ú3~ 

•, , ... , • S. 

j; - . 1 ..,., "' / '}\. 

: J·?.-
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2. Funciones multidimensionoles 

Uno función multidirnensionol es cc,ue:la e:1 lo GUe lo variable depen-

diente es función cie var;as variables inécpenciientes, es decir : 

f( X ' = f (X ) 
- 1 1' x2 ' • • . ' x n 

Poro encontrar los puntos criticas ce dicho función, el procedimiento 

onalitico consiste en derivar f(~ parcialmente con respecto a coda uno de 

los variables independientes e igualar dichas derivadas a cero; del sistema 

de ecuaciones formodv de eso manera se despejan los valores que arrojen un 

punto critico de 1 a función f(~ ~ 

v 
(1 -

En muchos ocasiones el evaluar las derivadas es prácticamente imposi-

bl e o muy 1 aborioso, osi como el resolver el sistema de ecuaciones que se fo!, 

me; además en la computadora no se puede proceder en lo forma antes dese~ 

te; en todos estos cosos el método de elección es una solución numéd ca • 

a) 13ú~qucda por nrodicntc. 

:· Esto técnico sirve para maximizar o minimizar uno función multidimen
'-1 

sional '{<~. El procedimiento consiste en ir escclondo la curvo de niveies --

' ~} 

. . . 

o 

0-

o 
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. ' -

o cligicndópa1a ello ia troy0ctoda q:)c perm:ta aica:1Zar el punto cri!"ico lo 

,Es ·~n mé/cdo-de cproxi:~.aciones sucesivos y .cqmo !bdos;cl ios requie-
• ' - _( ' _- l -- - \ ( ,. .! 

re de un vaior ,in·¡~io! de io ~o:u~:6:"1 cor. e. cuaí. iniciar 'el prpccso : 

"' .:-.- -..- 1 '~; • ~ --· ' 

X -= (X 0 x
2
o, · X~.) _o 1' · · · · · ., ' n · · 

- - l. í .,.\_ 

o continuación se:~us.ca Ía ~i~ééc_ión· de :a,_ti_ay~~t-~~;º_6;:>timo ce bj_iqv~.::.:. 
'.-~ ~ ~· 

... ., ". '• 1 ·,:: 

· ;:;ora:t:: punto crir:co de lo función t(), :o cual se hace en base ol·src;..:.;._~· 

GUe ¿an ei $Íguiente vaior c¡:;íoxi mad~ -d~-lo solución X1; esto¿~ hóca su-

.,' ,1 ·,~ ·t ':_,~;~'' ~--. ~--~,-

o _-. ___ ,_ '"'"" 

. ó ', 
~: ,. ~ ~ ' 

.. ·¡ (x)- f(x '+ 1 )·<.~ ·<''' ·· ,. ,n ~ n 1 ,-· • 

El método presen!"a ía inconveniencia da que si la función presen~o-

puntos cril"icos relativos se pu,ede llegar a."V f(x)--= o.sin o,u.e' se·hóya·clcon-. -- ---- - ·- -
zado el punto Ó?timo,. paro evitar estos errores se recomi~nda efectuar una 

~ - < < - ·: .: : ,.o-~ ~ ,.. ' : .._.'"' ,.' \ ' ' ( '. ",\ .~. \, ~-

r~vi~ión al,red~dor_'d~rpunto para,ei_ -cual :~/(~) ~-0 h~ta asegur~rse de -
< :.' ' (. 

que;no hoy¡otras"trayectoricis .qu'e: conduzcan o·ury. ~olor· m6S~exacl'o· deJa 'so-· 

-
lución. A cont;nuaci6n se ilu:.tra el proceso numérico~.-, : ··~::_k-o :'1'_;-,_, L .., 

.- >' 

,_,_ )¡f' 

<~ '~~ ¡ ~ .~ 

F.(·x
1
, x ·:- x , -) 2t •.. , rl (IX. 9) 

o f 

se escoje u~ valor inicloi-de la solución: 

1, 

i 
1 



~ ",3 .-

X - (X..) X o o - . 1 ?t .•• , 
1 ~ 

', v~ 
/\ 1 •• (1 X .1 O) 

o 
se evolua el grcdien~e de la función : 

se evcll.lon las derivadas parciales del gradiente, los cual es empleando com-

putcáora se obtienen de lo siguiente formo : 

J 

~ (t)(. t2) 
.. 

";) r :. + ( '/. 4 > '1..-z. 'r D//. -;. .... . 'Xn) - -::¡: (X i 1 'X 2., .... '/..~ 
d~Z V_¿ x: 

i 
1 

( . 
j 

los incrementos ~X0 son diferentes de los incrementos de la variable poro -

caminar sobre lo trayectoria de búsqueda, estos incrementos solo se utilizan o 
poro evaluar los derivados parciales y deben ser lo m6s pequejllo posible poro 

que dichos derivados sean lo m6s aproximadas posible. 

Se evoluo el gradiente de la función en X 0 .: 

\7¡::(~~ 1 -::. ( ~ , ~ >-. ·~ ""';;;)F \1," (n<.l s) 
~~ ~~i ~)(a. ;;; x~) u ~o 

o continuación se obtiene el incremento de lo función, el cual por el c6lcuio 

diferencial está dado por : 

L~(~)--= ?lE \ 1x~+ ~ \ &.2. + ••• +}E\ tx ... 
~'){i l';!o ¿)(l. /<o .;;"t'() ,'-f.o - -' -

.A'F(x)= \Jr: 1 ~X (ll'-~4) 
- •){o- o·. 

-
col\¡ lo que : 



o 

o 

,. 
el , .. 

' '. ' '· 
'·' 

~ 

F(X¡_)'=::~F'(X0 ) +/~F (>~e) 

• '! 

• ¡.J.-

(lX.15) 
1 

El incremi3nto.'_;,,x se d(;be caiculc,· d~ forma én que se obtenga ci r.-.~--

tcndo. 
,, '-_, 

Del céicu!o se ~cbe que lo función vc.rior,ó más rápidamente si ia vo-
• f .... .,. ........ 

. ' . 

ri~le ind~pendit:nte se i:ncre~~.,fb- en,iéo~lir'ec~iÓn'del gr~di~rite: 
\ e y ~ ' ' ; ' '<: (:~ 

\. " r 

·~--~Xo·.l~ r , 
" ,¡ 
A- /'O -

:··'·.- 1-
-··1110 ' -. 

' . ' . ', ; /}' 
1'· (\ '• ( 1 -

1 .L.:. ·" 1 -
,..2. 
\ -

~ '' 

'. 
~ \ : t, ,..-.. ). ('; ,., ,, -~ '1 ¡ ¡ ' 

,.., " ,. ' 
1\ ·-

f 1 ' ' 
\.:"'. 1 ~) 

el punto ópt;mo se ob:cnd1ó c,vlicc,~do ei .método de los multipliccdores ¿~ --

~ogrcnge 
¡ 

' ,. 
1 
\ 

• ~¡'} 

í 
¡ 
{ ' r. 

.-: 
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F 
'( 

"""" - ' 1 ' "' ·- i i\ ... ¡ - ,-) ,- , \.. ·,· • ·- ..,- r.~ ¡- \ W /'V't 
- --- .....,¡ 1'\ 1 Y' wa,.-

~ 'X, \ ((o ;;; X" a~ o - -
\.. 1 A \/ '2. , {\ , 1 4 ..,.. ;¡ \ 

- /' \.J..:¡.,..'\ + ... -.- t_j" V. - l ) 

....... '"'\ ·.- 1 
-2 \ ~,¡ ==O l 1 t o·,- ~ ~ - j\ "\ - -· - 1 •/ 

-.. ! , 
~ . 

' c;l _;, '''• e;), .... 1 ~ 

1 
d~ - ti\ - 2. \~'l:.. =o -- -
¿~~?. ~x~ l Y..~ 

( ' " ' ' i~·'~l 

\ 
) 

¡:de las ecuaciones 

.A,, 
. 1\4::. 

J 

• 

~'Áv. = 

o 5ea: 

(IX .18) 

;¡ ~;: \ -2" .......... 1 1 ,, 
e;./ 1 ,,. . "o . -

1 d~ \ -2'A "")(V\ ~~Q 
e;;./ 1 -

~· ~ J· VF\., 
• i\0 

p )';- ! --
dx 1 '6_o 

- f ~-= \ - -d~n ~o 

o 

o 

o 



e 

o 

·o 

' / 

/ 

• 

f 

¡ 
l 

t l. 1 • ' 1 (' ~ -, ) 
C$ os vo ore<; :>e ~u..>,;¡t.;¡cn €11 10 •une • ...,.-. q...- : 

1\, ,_ ... '1',~ • 

1 '') 1 l, )"· F(X + " ) -- -·· · .¡ - 'v ~.-. __ 
-0 

_ .. /\\'-: -- ~-~_/-..._,_)_ - )\• . ·' ' ( . -
- \;'l -· ~) .... ~ ... x~ \, t 

. >. ~: - :~?<:~2 i J 
,¡.:_;, 

' ) 

COn lo que se obtiene un~ funcién u;IÍCi;o~ns(~nol,'~rl; ~¡.}.?,;~- 11 :r~-~ C~ol S.:l .jp-) J .:_.{<- ,"-...,_; 

ti miza en -función de 11 p 11 y ei va~u; obtenido se s~b-st~~~< en :~¡? .20) y 

esto o su ·vez en : 

+ 1\x -o 
l 

se compara F(Xl ) y' F (Xú) }'de acuerdo al resultodo-se·dedene\'~1-.:-.··oceso 
,:::t '"" 

o se vuel•te a repetir la búsqued.J de ~.;nc nueva 1rayectoria ha~_ta-obtener 

F (~n)- F (Xn U} <( f: 

'" ~ J_,_ /' ~) .. ~ _:).-:;:,..-,::... -;/~ 

El proceso de optirnizod6n de F ( P) en lo computadora se puede efec-
, ) ' 

Ejemolo 

~ 2t-r::';~,. /~~,v~ i): 8~:· ~c::<R.·1i ~vL~·,.r ~~. C~~.-t3)~r:-i ;'::, 
Determinar el minimo de la función 

por el método ana:itico y el num&rico.'. 

Sol •. 



/ 

Ano! n·i ccmen:-e : 

2x1 . X 
"!" 2 =- 1 

X1 =- 2 x2 

-4x2 + x2 =- 1 

- 3X2 =- 1 

x2 = 1/3 =0.333 

x1 =-2/3=-0.666 

Numéricamente se tenorio : 

eligiendo el valor inicial de lo solución : 

X0 = (Xi, ><2) = (0, O) 

obteniendo el gradiente : 

l ..... -

o 

·. 

o 

' ., 



o 

:0 

o 

'., 
', '~ / 

• - t 'l 

los incremehro~ 

se tendió : 

'' .:..- ... ,\ S\·,~._;n 

·-- /. -~
\./ ' ..... 

\ ¡J ,1\ 
< ~~ ~ ~ ¿_~, 

Q..._-_,._,_;_ 

'\ "-...--~.) (J 

e:-'', :;'"' \\ <~~'\ ---= ' · ... ' '¡ (_: ~-:~:~¡ 

efectuando. los mismos cól cuí os pGra 
!.¡ e_) ,\. :(~__ ·- ~ "" <!.; J -..~-~-,::1 

las siguientes iteraciones': :~') 
_, \...,-

--

-

1 f ! ·' 1 - 'i ;; ; .: ;' 
\ -;, 1 ( 

,, . ,' 



" 

' ) 
,· 

. 
1 
' 

\1., -
/~~ --

7-(J)= fA(; + J In + e 

A_F(f)=- fle + h~'-=o 
dj 

J~=- 4/2. 

~ =- ( - 1/2 - 4/8 ;> J/4) 

120.-
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o 

o 

J 
''o 

o 
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DEL PAQl,;ETE "SSP 11 

(SCIENTIFIC SUBROUTINt PACKAGE) 

PARA LA COM?UT ADORA 

IBM- 1130 
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.· 

o 

O· 

o 
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o 

'fhe Ir.:\1 1130 ScLCnliflC Sui.Jroutmc Pacl.;a~c r.L.!,e:s 
;n ;.llabk a matl~cmatic.ll and :.tat;stical s~.-ln·ol.linc 
libr.11·y. Thc \4ser m.1y sup¡)lcnll'nt or r:w,:J) thc 
collb.:twn lo m~·ct his nc(·d~. Tlus hbL·ary mcludcs 
a \\Wl' \·:u·1cty of subroulincs to pcrform Lhe iunc
tlr.:::- :;stcd bclow. but is not intcnclcJ lo be t!>..haus
ll\'t: u; lcrms of c~thcr Í\mctions performed or 
u.ct:,o.l..; u1:.cd. 

.\HI::t\~ OF ,\ i>PLICATION 

Ir.li;,·a!,;;,¡ ~nhroutines, or :1 combinahon of thcm, 
c01r. ¡JI.: 1:::.cd to carry out lhe listed ii.mclions in thc 
followin¡.:- ar~as: 

" :\nalysis of ,·ari::mcc (facton;.l design) 
o Corr.·lat,on :mr..lysis 
~ ~·lulll·;l(· hncar l't:¡!.t'cssion 
., l'o:yno·nial rcbrcssion 
~ Ca"lonical con·clation 
o F..L.:,or •• nalysis (principal componcnts, 

\' ;,_r¡ ni:::L'\) 

"' Dis..:rinw~ant analysis (m:my ¡.;roup:,;) 
..: ·.·:.nc st:ries :U1á.iysis 
"' :-l.t'-:1 scrccnin~ :md analysis 
o ::-:cnparamdric tests . 
o Hanrlom number ~eneration (uniCorrn, normal) 

:\i.nl"I.X :\Iar~i¡.t:!ation 

... r.~vc rs lOn 

.;, F;¡~,~nvalucs and cigenvcctors (real symmetric 
e ase) 

.., St:~.u:ta."leous linear algebraic cquations 
.,; "i'1·:.nspc~itions 

" :'-.l .. tri.x arithmetic (additlon, product, cte.) 
"' • •artttivning 
w Tabulation and sorting oC rows or columns 
oit .r::cn'cntary operatlons on rows or columns 

O~hcr ::'-lalLem:lLlc:tl .\re.ls 

" Intc.,:·alion of gi\'Cii o¡· t:l:h.i·· !l'il f· .ltllCJ:·,1.J 
o Intcgl'ation of fi¡·st-onlcr dif.\,;r-.~.:::.i 

cquntions 
o Fouricr ar.alysis of ¡;hcn Ol't.tln.l •• tl:dftuletion~ 
o ncsscl and mocJ'icd il,::s~,t.:~ f¡.n<;i.;on \,;\·a¡~•.ltiCiil 

~ Gamma funclion <.va!u.ltiOil 
o Lc¡;c.Jdrc function c\'aluat1on 
o Ullptic. t•xpon(.·ntlal. s .. H:. , . .,::..:w. ¡ n·~•h·l 

rnll'grals 
Ci F111chn~ l'C!:tl rool~ of a g'Í\Cn ou:·..:•h•:• 
Q f llldUlg, l'Cal ~U.! COIH¡ltCX l'OOo.:> ll• o6 r .. ·,¡: ¡'(,~!y o 

nomial 
o Pol}11omial nrithmct~c (atl(htioa. (,., bion, C"tc.) 
o Polynomial "valuallon, intc~1·.¡~¡on. ~il.Hcl"l:n

tiation 

CIIAfu\CT ERISTICS 

Sorne of thc characteristics of tnc Scici>,Lfic ::>uln·ou
tine Pa·~l<a~~c.: are: 

o Al! ¡;~hroutincs ar<:' free of input/out¡¡;aL st;nc• 
mcnts. 

9 Subr0\1:1ncs do :10t cont:ün !Lxcd n;.'l.,,m~ .. ,. ,·,
mcnsions for •1;~ data a¡·r.ty¡, ,,,.u,,.,¡ .r L:,, .1· 

calliJ1g sequcnccs. 
o All suuroutincs are \Hitll!n ir. l !;;P ro;{ fit\:'\, 
e :\Iany mat~·Lx manipulatlOn .,d .. ·ol. ..... :- : .. \nl:il: 

symmetric and cliagollo\l n;,,tnet·'i '·"•oa:d ,:, 
economical, comprcssccl fo¡·m.l~.:.) .. s \h l. ;,,; 
¡,;cnt:r.Ll matraces. Thi~ can r,·.-u:~ i.J: ._u¡,,..¡,¡ o 

crablc saving in data btor.-..:.•! :o.-! ¡~·~e .•• ""··"· 
e Ttc use of thc more complcx ;:.l,i.;.;¡.,.t¡m·.,. {~Jr 

~roups of them) is Ulust rall:d .11 ;,;,._. ¡m.J-r.,¡:¡ 
documentation by ~ample m:üu ¡ .. ¡ (l.or:ua:. \\ :•:1 
input/ output. 

o All subroutines are doC'umcr.tcd ..ou.!'vrn.ly. 

in,roc.iueth>n 1 



o 

o 

o 



o 

' / 

/ 

1 ,, 

ü 

....... ~ .. -~/· 

Vf 5~:..: S:[•..tS!iC,l¡ CaH.i."lCS (~!u.' ... :1: .. : l...:"'~(·~r 
~Cci~·\'~.:-iCII"~ to ¡;'~~ctor ¡\;.,-~ .. y.::i~~~ !.:~..._\ ,l;J.lu.·¿;.(•~, .,:ves 
~i;.:: :....:,-,,~ .. ce of scvcral S5P &LuJ~·out1n..:s ncc,;cu to 
pe~·.:,)~·~~· t.~c St:.Jtl'">tical fJ,·,ctlon. 

,;. ~:.:;11!at10r. oí lhc su~routu~c::; of SS?, \':ith 
,;\.?~:.:kd char::.ctcristics, ;s giver; in toe appcndices. 

TAG2--ta~,.!~~ivi1 of dé!ta (2 variables) 

S~Jo:.r;..:--b.¡.:._¡ .s¡¡bset matrix 

Ele:aco;tary Sté:.tlstics 

MOMEN--íirst four moments 

TTST'i'--tests on populatlon means 

CORR E--means, standard devlations, and 
corre lations 

Aostr;;.ct íCOTI~E. ORDER, MI::\V, MULTR in 
S.:!qo.4C.1Ce) 

J.t,,¡;tract (G:JA7A, QR..)ER, MIKV, MULTR in 
sec:ucnce) 

GDATA- -cia;-a t;anerauon 

,\.:~.~"r~.c, \C":\,,~:~~. C.\:\Gn. ; ii.~·: • 
. ~:~e;:;;\ in sc(.¡uoJac,, 

,.-,T, 

:\HOOT--ci;;c:wa1ucs and éi¡;-..mvcc: .. ,c.,; Qf 
a &¡x:cwl raonsy¡¡,¡~dric ru01l, IX 

Anz.;yt-.15 of V;.r¡.:nce 

Abstr;:tct (AVDAT, AVCAJJ, ~lEAN{: ¡,¡ sc'-tucmct:) 

AVDA 7 --<;ata storagc allocalion 

AVCAL--~ and .~ -.ol3ration 

MEA:-.1Q--mcan squ::.re oper~tior: 

i):\iA'i'X--mc;-.n,-. ::.nd uispcr:;:o.¡ m-.¡; •• x 

DISC! \ --\~ ~ :-,~i..""t•t~ ir.ar.t. í~r.c ... , .. '..; 

Fac~o•· Ar..llysb 

Ab&tl·act (C0:1:\::::, ,.;._~¡_;:-.;, ·:.~AC~. : •. ;/•,:J, 
V AR ;\'iX ¡_-, ticC,-..;;,._ '·1 

LOAD--factor load1ng 

V AHMX--varimax rotation 

Time Sc:i."ies 

AUTO--autocovariances 

CROSS--crosscovari:l.OcC's 

SMO--apphcation of filtcr codHcicn>b (wc~¡;il.sj 

~Onflaramct•ic Statisücs 

li'fEST-- Mar.n- \'';,¡ ~.1ey ü-t"..;; 



,"\\"OAV--Fr~l.!¿m:;,r, two-\\':...y ::.:.~· ;...;:s oi 
v,.;.·¡.lnce 

Q7CST--Coc!&ran Q-tcs¡; 

Sí\AXK--S¡Jearm:m rat.:..: co.-.-daí.o.on 

KRAXn:--•<cmdaH rank co¡·relatio:l 

\\'77-ST--Xen¿::.n coeif<cier.: oí concoró.ance 

RAXK--rank obs.:!rvatlons 

·:¡z--ca:cu!.::.tio.~ of tie,; in ra:'lked observations 

G.·\ t:SS--r.o¡·m,a¡ r:lndom num~l3rs 

. :AT~D: ::.\IA!\'1?ULA &iON 

~=I~V--~:atrix inversion 

EIGEN--ei.;enva:ucs and eigcnvectors of a real, 
syrr.mctric rr.atrix 

S!:'JIQ--sol ... tion of simul~neous linear, 
al;eu:-aic eC4uat~ons 

G:\:AD;;J--adci two ger.e.·r.l mat.-ices 

Gi-iSUB--suotract ~o general mat:-ices 

G::.\'¡PRi.)--product of two general matrices 

Gi-ITRA--tra.nspose of a general matrix 

GTPRD--transpose product of two general 
matrices 

io!ADD--acd two matrices 

~Sll''3--subtract two matrices 

l\::i?ftD-·ma•ríx ¡:¡rcxiuct (row into columnj 

::.\:TRA--trar.spose a ma:rix 

TPA'lD--trans¡JOiic produc¡; 

:V.ATA--!l·ar.spuso proüuc~ of matrix by U:· M 

SA~D--a.dd scalar to matrix 

S.SU3--&\;ótract &calar from a mat:-ix 

.1i\DD--a!ld r.Jw oi or.c ma~nx :o row oi 
iliuJ::1cr rna¡,t.·1x 

C/.J;)--add colun~n o¡" o;.c ma.;.-ix ~v coh.::nn 
oí .1nothc:r mat.·;x 

SHMA--&cn!:u· muii.ipiy row an~ a<.iC: ;o anothcr 
row 

SCY.A--scalar multiply coh.:mn and add :o 
anotlwr coh.m:& 

&UXT--ir.tuchan;;e ~vo rows 

CINi"--intcrchangc two colunms 

HSU.:VI--~>um tilo rows oí a matd:< 

CSUM--sum tilo coiumns of <:. ma.:r:x 

RT AB--tabulate tile rows oí a mat~·¡x 

CT AD--tabulatc thc colunms oí a rnatrix 

i1SRT--sort matrix rows 

CSRT--sort matrix columns 

RCliT-p~rtition row-wise 

CCUT--partition colur.;;;-wise 

RTIE--adjoin two maLriccs row-wise 

CTIE--adjoin two matrices column-wi.se 

MC PY --malrix copy 

XCPY--copy submatrix from ~ivcn r:.atrix 

RCPY--copy row of matrix into V.!ctor 

CCPY--copy column of matrix into vcc:ot• 

DCPY--copy diagonal of matrix ir.to vcc¡or 

SCLA--m:atrix clcar and ac!d scai .. .-

DCLA--r:~opiacc 'lia~or.al with scal~.r 

MSTR--stornge cor.vcrsion 

MFUN--matrl:x trar.sfo,,;;¡;.t~or. oy a fur..:;ior. 

o 

o 
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T •. - -.- • .- , "" .... ,.,·~.~ ......... v .... ----

·-·•.:~e :or ~ ••. w:l:;v·-.:.ot:b:c di.nc11sioned 
s;v¡·~¡;c co .• vers.cm 

Q.::,::-~--:.,;c_~.·.:.l ,,¡ :~L .. ~;:;.ted ~unction by 
3~r .... o:,on · ~ :-\.~.~:e 

q.;·.~i\-- .. :. -; .-: . ..1 0;· g.vc;. ~·Jr.cí.lOa by 
"r .. _ ... ,.: .. ~oL(':;"· ;.·u!c \':.;t;~g Ro1nber6 16 

e;.. ... .:.'~,.)O~atu:>n rr.c~•¿oa 

~-:~-- .:-~~";.:;.~ of il;.·st-o;.--~c~· a!.:ferclltial 
e~~....-.~.or. by Hur.~o- :.;,u~:.a n~c:.:ux~ 

c",";·;.·.!;o~\al t;;~U<i.ÍG.> oy ~{;,u;gc-Kutta 
;-,¡~oJ.Gd 

n:.;:c..s--~-·;:,,;.,o:1 of a syst~m of ¡jr.;t-ordcr 
G1." ~·ential equat¡om; by 1\unge-K\atl.a 

::o· .. :.·!.cl· ,~;-.. .J.~y;:,:s ----

./ Fví\:7-- .. ~ü.:.ner ana~ys1s of a tabuiated íunction 

S;Jec:.li. O~~ra:1 r,::;:; J.nd i'flatherua~ica! Functions 
·-·- -

\_ ~ - A O ~· 1,. •': ¡1 l. 1 1 l \ ; , .: ''! ~ ... 

i"C'\\ ,·--r...:. ;:.e cs~.r.·,r.tc e,: roo~ v:. 
\'lcg.:; tci:1' s i::.cratii>r. 

i\'C,\li--detcrn11nc ..-oot with•il a ··a,•;J: ¡)y 

~~ucll-:!1·'s itc:.·é,tion 

;cr:\1--.-('rl.w ~st1mate of ro.-;. Ly :-:c··,\·~o.,·~ 
líc:.·auvn 

Hvols of Poly:¡orr.:al 

PADJ--a<iJ two po!%omials 

P/\i10:'vr--multip!y :mlyr.om ¡~~ h'' ."",J•,:: .. ~r.~ ;.;¡a 
ac;d to o.1:othcr polj'r.iiOI: 

PQSD--~ua.d1·atic synü.etic J¡v¡,:,;n~ .. ; a 
polynr. · .• ial 

PVAL--value of a polynor.>i;:.i 

PVSUB--substitut~ vari:l.b:'- ü:· ;;.)i' ,,,,;-;,¡;,¡ 
by ar.othcr po;yt;o:-... ~: 

p;r.D--cv .... :t&~t'-.! pc,i:,non~¡,L: ..... ~~.:.. ... ~·:"): 
C:.!~·ivat1vc 

.... \.J. 



.. : e'5 ..... ~.\.J~t~:.\.·oJ. ,a ~~H! Sc¡cntl .... C :)uG ... ·v~"it~ r'r..c:ts."l~\1 

1 ~=-J 1 .. ~ rl..! (;¡~-'- .-~1 Ú .:,~. il(:¡"¡r¡,3 ul t':c 5~J.~C: .. ~.\:! 

:-~0:·.· .. -.L:.~ e;~ ....,L t-: .... "'emü~~t. ·~ .. ::ese ht..L;·v~t.'::~o: are 
."t... .. ::l·.\· ..:-v .• a¡; ..... ~.LLüinl.l i:1 ..... ~l\i;"c .. 11,d cio nn .. co.::,aHl 
.. :.; r..: :e r,·;:;::,_:_, ;:o :np.:t/o..ttp..:t ~.::nccs. T:: ... <l.scr 
::.u;,~ : .. 0r~.~()~".J furn .. s:-,, a~ parl.. o~ hi~ pro~ran¡, 
\':~ ... l~~-'' ... :: .. ;:~~~,.;:./out:JlAt .:1nJ oi.!:ci" o~<·:·at:oJ .. s are 
•. ~c""..,~;;...:.ry :o,."' t;¡c tG~l ~o ... utio;, o¡ ;,l~ ¡j.·oolcna. In 
:aG, ..... ~lv.:, :..le ~~C'L'" ;~1ust d~f¡nc by ;J.i.;\riE,\SIO~ 
s~:.. .. ~".t:n:.s o.il ~:•a:.~·1cc~ t.o ¡¡u O.,Jc~-.lL.L"C.. '-'·~ Oy SS? 
~J:;.·0..:.~.r.~: . .:; éJ.S ·.·:~i! a.5 '-.10.5~ ~~~o. ... ~· ~...!..:'S t~!..Ü,;.Z\.!O ~n 

:.i.S ~·~ .... o~l .. ~~~~L .. ~::e s ..... ,,;·o~ ... ui~~ ~G.l;.._i;~·.:~ in ~s¿ 
..4:-'"\: •• J ::. .. :ic~' .. "'=--~-. !"rv.,~ :.r.y \.:s..:.r-w"";...J!¡(~~ SJO¿'"ou¡;ine. 
.!.Lo.- ... :~e :"' .. J:4 

•• ;~~ rY!es v;,· F0?.7 ... tAX cv.-~ccrt~l~g 
~'-ul·~l ... ~~acs ~l.w¡,:, .. ~.~..!rci"o.rc, be ac.:.;¡e ..... cc.! to \\'i~h tne 
\.: .. '-~~~~;•or. t:::.¡ tr.--~ d~;--.acr.s~or.cd úreas ¡n the SS.P 
.,,¡i.n·0·i~.n,, .::·e ¡-;ot rt'<;.u¡red to be the same as t.'tose 

::!).:c&:.l C0:1,:,l\..'--'.':l:ion IDUSí. oe g¡vcn to the SuUl"OUtines 
.. ~~ ¡ícr~orr.·. r.;a::-ix operations. Tt.ese s:.&broutl.&cs 
.. \-~ ~wo c:-.::.rac;en:>t~cs t.ilat affect ti;e iorm<::.t of ti".e 
••• ~ 1:1 s;:o:a~e -variable dimensior.in~ anc! dat.."l 
.,~v .. · ... ~oe co•i·.;,l·ess¡on. 

·;:!.v::.(! subr;)ut¡¡;.:s t.;:.t dca: with ~1atr¡cel:l ca.1 opera¡o 
0:1 :.ay s¡ze <::.rray li;n&ted, in most ca::;es, orJy by the 
~ \· .. :a~¡e coro:: storage <::.nd r.umerical analysis 
.::.:.;.,H!~;;;i¡¡o:.:;. Tne sübroutincs cio not ce. i.ain 
•• :...,~ :r.:~.ximy;;¡ d~:-.1cr.sions fo.- cil:~a a.-ray& •. amcd 
.:. ::. ::.l· cal.L:-:J SCGucr.ce. Ti: e v::ri::.oi.:! e! u .1s~or. 

.:. . .;.~ ._.~üy ;.a<, bcc:t Hiiplementec! ir. SS:? by ;• :.1g a 
-.;:co.::" s:ct~;;c o.;;¡roach. Uncl.:~l· this appro ·;i"\, eac!l 
co:;;.~·.n of a ;-:~:i~r:..' 1s immediatcly follcwcd n stotage 
:.,~· :;.e r.ex;. C(,iu:-.m. Vector stora¡ie a~.d twc
¿~~c..~s~o,,a: ::.i.o;aóe result in ti;~ s:::.mc ü:yc • of ¿a~ 
• .-. co.·c, so lo::~ :1~ t:.e ;-,¡¡rr;ber of rows a;1c; .•.i.u..;ms 
i.:, ~.1c r.--.:t~r;x : .. rt.! ti:tJ same &S t:&v.ic ir. th~ ¡· .:r• s 
:::~.n.:!.i:otor. ;,..;,;.::;rr,er.t. If, howev~r. t!lc .r.;:-,í ;x ll:l 
:;.~·.:lile · :::=' n ~~:e c!~:ncnsioncd arca, t.r.c tw•, <H'ms of 
,.c,;:-a~<.: a•·e: í.c.~ compah~ic. A t>U!)routmc .:. ücd 
·.R~.A Y is :-..va~lab!c i:1 SSP to c~;-.n~c fro1~1 . 

";· .:;:or.-..:;e to ;.i-.e otr.er. ¡;1 :;.¿düion, a suiJ,· 
::ai.le:d :;..oc·,., av:;.; ... :,;c to assi... r. rc.:n·.:.
... :c •. -.c.;.~ in·an <:.rr;,.y stored in U•e vector. 

' 

1 
~ ,· 

\ 
• 
~ 
1 

? 
l 

·J fo¡,·m 
:tille 
'T ........ 
.~on. 

;.hl,·.~.y !.illU:-outu:c::, ir. s.::,rl (.-..¡a O~JC' ...... t( 0;1 {;t, ... ,),.'(•;:,::.cd 

;cirl.l;, of ;n~;:r-LcC{-, 1 a~ \V(·¡: ~t~ t!~t: .,{:.·:.· .... :, .••• 

0.~ .. u:;, ;.r.i~ c~lJ¡J)llity. v,.h1c!·¡ .0 :..~l."'''-' ' 1 .. ~,~.t~.::.· 

1~~~()~(· 11 , ('O,)SlÚC't·~u.~lc ~aV .. l~c!,,::, :.1 ,.,!~: !J~·· ... ··<-,..., t.~Lr.. U~ 

O:J..:to~kO lor ~¡>ccüll fc,rms o¡ : .. r.,c· ,;.·:.;.~. ·.·:-.e: 
th re~ rt~ocics oi' :, t1J ¡•agc a 1·e .. er:,~~ 'l• ~l·:,\_. ·.~~. 

0.'/~)·~~n .... ·"rlc. nA·,c! Cl.t,l•_;o¡.:-.. 1. Ir. u~.~ C•Jr. .. " ··L, ;.:~.·.e:ral 

:;.vdc ~b on\.! in \vr ... c.i :1:1 c!ca1~c;,~,.::, v~ l.ill' ,-.: ... tr .. ;..... are 
:,a :>~o~:agc. !:iYinl"ilC~.·~c ;~l\~~c .. ~ o; • .:· .1, v h~~., vnly 
t,:c t!!J~JCl"' tri~n~t,l.t.r ~>o:·~-~n~ u~~ .. \, nH,._;1:· .• .:; 
r\!\.<l .. ~ncd Cl)~Urt~n-\v:s.c Ül ~cq~<..~~i.u .. ~(J(',_._,o.i::, &.1 

!,~Ora;;c. crho ;';.SS-:...n.!·,¡,¡\_;~1 l • ., L·.aU(. :t~o:.\ l.a~\..! 

co.:rc~;¡o,'H .. :ló clcr.·.cr.\.::, ;;: ~.-!le· !.J'NC~ "~· ... ¡~~:e n~.va 

thc ~~ ... !:.e va~uc. ¡ r.n::1--,.:;n~~.!. ,¡c;v ...... ~ o:.e .1. ,.,.:~.e~-. 

o~. y ~::-.e t:lagorJéi! e!cmc:~~:> o( :L~ r.·.; .. ~r ... '- .1~ 0 
r-::~lr.cti ln scqu.cr.ti:"'\1 iocallu;,~., ..1-• ..:>'...~.., .. ·~. ,(;. ' ...... :;~ 

oií-.:.~iago.1al cicn)Cnts a.r~ r ... ~::.t ... ,·.~c u .. v b,; ¿ero., 
·;;,,s c:J.pr..biiity has bccr. u••,>lcmcr.te:t! ~.., .1:~ ::;0 
vec;;or storr..Jc ap¡:.roac;,, 

A ::,pcc:nl sct of ~:.:trix st..urot:~~~c.s •. .; :r.cL .• ~e;a 
in SSl">. Thesc sub~·o..¡tu:c~. ((;,\;¡,;);), G::'li~~; .. , 
G:Vr!>RD, GMTHA, ::.r.d G"¡'p;,D) exc·c-.;t-. f;-.~¡_,_.; ~;¡;:.;¿ 

thetr counter¡1ar~s ,l\.ADD, ~.:SCB, :,¡::~~~:J. :.:¡aA, 
and TPRD) becn use lhcy do ¡;ot l::. ve Lr.c s;.o,·~.;c 
:node capal:nhty . 

SA::\i::? LE PROGIM::\lS 

Distribu.cd with ~he subroutinc~ oi SSP .¡~·e ~:; 

o 

o 
sam;:¡1c main progl"filii& Wlí.h :n;lut/ out;h:t, e e,..~ re..~ 
(parametcr) c;;.¡·ds, ::;.nd sa.11¡:·~c t::u . .:... -;·.:es~ s~.n·.¡"lle ' , 
rr.am programs serve LWO j1t::-:Joses. F.r..,:, t::cy 
demonstrate input/ouí.p..:t ~:.ri t~.:! u.s;; c. &N,~.oc:-.c.:!s 
oi s~broutincs to carry ont J·,,c~IH~I' ic>Tl ú;.r.c~:o::.:> . 
Scconcl!y, many oí thc s.w·.;;l<.! ~ro;;r:.~.s ::.:-e; ..:sc:~ul 

as tilcy stand. 1''i;\? u~cr úCL'cj only !:IUI;.-;:. .. t ..... ~..J :~::.o:> 

own data (ir. snnilar für.::•~-~1. 
Therc are sa&nplc l1ta.~.-:. pro~r~•••<:) ~o ,~o í:":.c:a of 

the following o,;cra~io:"ls \t;·c co<.:e :l:J.l~~cs of tr.e ::-.¡ai~ 

prograrr.s nrc cr;:::lobcd iG ::.arc:oi.ilcs~.s): 

l. Data scrccn:.lg- ~D.Af:Cl{) 

3. Poly:.or.:;;¡l rcgrc~.:>:x. (tlO:...{G1 
·1. Cailo•:•cal col·rc.::t•• •.1 (::'I:CA:\0¡ 
5. A•,alysi.s oi V:l.!'¡a.-,c~. fa.::~:on:;.I ~-::~.~~ .. \.·\:.\C\"A) 
6. Discrimi;;ant a.~:-Jy:o . .:>, mar.y .;ro~p.,; \;.;m~.::¡ 
7. Factor :;.r.::.lysis ( i:'l .. C70¡ 
S. Ex~or.enti:-.i smoo:l~••1!;, <.hi:·c. o•·<!..::- ¡;::-:.•.):\¡ 
9. Matri.X aúciition ~A.i·.~A:'.i) 

•, 

o 



,. 

o 

o 

o 

s. ·:te~~ - ~\..::Jcm ~u:-:¡bcr Gct~crators 

· .)mputcs umJ'ormly chstributcd random noatino; 
:¡,)J,t numb~rs bctween O and l. O and intc¡;ers 111 
the ra..,¡¡;e Oto 2u15. 

:;Jc.:,._ .. ,;>l.io;; o.· ?.O'at~•ctcrs: 
~'\ - For tl·.c fl:rst cnn·y this must contain 

.1ny cc:cl posit¡vc mlc,!,~r lcss th;.n 
:;2 7b3. Aftcr lhc first enlry. lX 
s¡,,-,uld be thc pr<>viOus value of IY com
,mwd by thas s1.broutine. 

lY - .\ 1 csult.l!tl ullCf!Cl' ranclom numbcr re-
c,utL·ed ~or tht.! next cntry lo tlu<> suhrou
tuw. 1·lw ¡·ar.gc of thas numbcr as Crom 
• wnl to 2 .. 15. 

'i F ~ - Thc rc::.ultant unúorml) cli!:.tnbt.t.:d, 
flvattr~ ~·oint. random nuar,lJcr in lile 
rangc O to l. O. 

Rcm..ú!.: 
T !.~.; S\.broutine is spccific to the IB:\.1 1130. 
Thiz .subrot:tL1C sholJd not rcpcat its cycle in 
~css than 2 to thc 13th entries. 

:\ulc. lf ra:1dom btls .u-e needed, th~ higb 
ordcr bits o! IY should be chosen. 

S~ooro~>ti.'le~. and function subprograms rcquired: 
~'Jl~C. 

lh:t¡,.:,d, 
,,Ci".:.r ¡·c.;iuuc mcthoü discusscü in ID:\t manual 
rtar.J .rr. :\umber Gcnerallon and Testin¡; (CZO
nil~¡). 

, ... ~ •. '1"' .... ..,. ........ ,. 
•• ..... "1 . '., .... , 

~ '. 1 ••• , ...... .. ... , ,, . .. , ... ,,.,, ... .. ' ..• ... 

óO 

¡ , 
1 
; 

..... ,., . ...... .. ,, . 
''"'"' . . ..,., . ..... . . ... .,. 
•••:;.• . 

T:w, ,;ubrouHnc computes a norrnal1.• , .. ·,tn:.u~.::a 
r.tnc:n.m n.1mbcr with a ¡¡:1vcn owan .me :.Une ... ;.! du• 
v wt.on. 

An :-.pproxim:.tlon to noriT':t!ly di;.~ --¡l,.;~cc! rr.ndom 
numbcr::. Y can he louno irom " :,,' .•.• ~' .. e•: •J• .uu4on:l 
t ando m numbcrs• using thc ÍOl'Tr. ·'·· 

1' K 
L: X. -2 1 

y l'- 1 w 
./r::.; 12 

\';h(>rc X. ¡., a um:ot·mly t!¡z..¡dl,ut ... ,; ....... ,.~-... ,:¡¡¡i.>..:•. 
1 

O< X < 1 
1 

Y a¡¡prru.::ho.:.:; a true normal th~t¡-; ... :! ,.,~, •• ::.::¡:,potoLi
c.tlly a;; ¡.; ap;wüúchcs idinity. I\;,· .. ~ ,,,:;rot.t~nc . 
K was cho:.cn as 12 Lo rcuucc t:xccutlon tu¡;c. i::•¡ua• 
lion (1) Lnus bccomca: 

y L: 
i=-1 

X - ii.O 
l 

"l"he' adjustment Cor lhe rf r¡,.ircd mean ;u, •... ¡ ... ili.Lrd 
dc\·iation ls then 

Y' -= y • ~ .. . " .'l. .... (:.!) 

whcn: Y' 1s thc rcquircd norm:aHy ..-i.;lruh.:(:<J r.!.n
dom numhcr 

S is the requircai stou1dard di·' ¡.,~ t•Jil 

AM is lhe requlrcd mean 

co H. \\'. ll.lmmm~. Nunwra~·.1l :\l ... •t:l'?~!..!.!: 
Scu:nta:;ts and En~inetlr&, .:\lcGraw-li¡.i:. ~.Y •. 
1962. pa¡;es 34 and 3S9. 



Subroutine GAl'SS 

Purpose: 
'· '·Corr.¡Jt:t~s a normally distributed random num

ber \1."11h a givcn me~ and standard dev1ation. 

usage: 
CALL GAtiSS~, S, AM, V) 

Description o~ parameters: 
IX L'..: mu:.t contai.:.1 an odd positive intcgcr 

le:ss than :12,768. Thcrea.itcr it w!..li 
c.1nt.lln a WlÜOrmly distributcd intcger 
r::..1dom numbC>r generated by th~ subrou
ti.i:c ~o!" use on tho next entry to the bl.ib
ro:¡ti.'1e. 

S - T1~c ucs1red sta."ldard dc,·iation of the 
o:or nul disLribution. 

AM - The c!esirt>d mean of lhf' normal distrl
b~tion. 

V The \"alue oC the computcd normal random 
variable. 

Remarks: 
This subroutine uses RANDU which is machina 
speciiic. 

Sui.p.-:-·.:~ines and Cunction subprograJ'fls required: 
RANDU 

Method: 
l.scs 12 uni.:urm random numbers to compute 
normal random numbers by ct:ntral limi~ theorem. 
The result lS th~::n adju~;ted to match the given 
mean and standard deviation. 1'he uniform ran
dom m.:r.bers computad within the &ubroutine 
.Lre found by the power residue method. 

\ ,••1ufl~~p G-•lrt\1 "•'•••·•• 
··~-~ . 
:>. '" i•l.ll 
llh ........... ,¡¡ .. , , .. ,, 

'- ..... 
•••••••• ,., •• Ci ., .,.. 
••a 

........ , 
'·'"~' e,,,,~~ 

f;.aU\~ 
r. •• ,,, 
C&UIIi\ 
r.ou~• 

c.•nn • ,.. ... ,, . 

l\Li:NV 

Purpose: 
Invert a matrix. 

Usage: 
CALL MINV(A, !-:, D, L, M) 

Description of par¡;.nÍ.cters: 
A -

N 
D -
L -
¡.,¡ -

Remar~: 

I11p:..:.t matnx, dc::.troj·.;J in computation 
and rcplaccd by rcswtant inverso. 
Ordcr of m:1tr~ A. 
Resultant dctcrminant. 
Work vector of lcn,;th N. 
Work vector o! lcnec;t;l X. 

!\latrix A. must b~ a general m;l~rJ.x. 

Suhroutines antl function subprograms rcquired: 
Xor.e. 

Method: 
The standard Gauss-Jordan method ls used. 
The determmant is also ca&culatcd. A determi
nar.t wíth absolute valuE' lcss thar. 1 0**(-20) 

o 

mdicates slngularily. Tbe uaer may wi.sh to Q 
change this. 
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¡,,ti t.'l 1 ,~....u• 

\.. .... 
v:JutS ~.-e tv be developcd l.."'l thc ma¡.:o1 .. 1:, ,. n .;:,;:.• 
0t .n~ :;.;,tn.-.. A m.1tri.x oi ct¡::<"n\•~cto. ~ .·. :d.oo 
LO ht: hen"- r::..tcá . 
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tlon c .... ;L 

Thc ir.~t¡.J. oü-magor.al norm 1:> cvrr. 1;"" ·~ 

( ~ 
l '1/2 

' ( 
., r\ ~ } ¡ 

1 
.:. ..... w lh 

l ¡$k 

~ 1 uutlal norm 

input matnx (symrr.elncl 

Ti11<.. ·¡-;.rm 1s d1v1ded by"- at ca\..h st.•;!;•! l.J .:;n .. ..: .. cl: 
thc t:-.rc:,hold. 

Thc hnal norm 1s computed: 

-6 
v X 10 
! 

( ~} 

.::!¡ 

Thi.:' íimil r>orm !S &N :,uiiich.Jntly Ml-:"".<lil t •.• t ... e rc
f¡UlT·~mcnt t,\J.t ll.ny ..:;[[-d:,¡::;o.<al el::!:ncr.t .~ .: ~.1.··! Loe 
smaller th:;n • F in absolute m...,mtu.:~ • .~ .... ::o ,.,e 
con•:e~·t:<:-nce of lnc process. 

An inchcator ¡s lmtiah.zed. This "~r 1 :·· .:,_,,· .'

latcr ~.;sed to r!etcrm1ne whct:'l!:':- anv (·!;- ~. •·'on.•• 
elern•]nts have h~en founcl that Jn~ 1!1'<-'·•lu .n:.n l:lc 

pri."St>Pl Lhrm.holrl. 
Fach oii-d1agonal element 1s seu!ct•'•· 1r, ;,,r.¡ ana 

'--' L!'.J.OS(r" matiu.l is pt:.rformcd •o a.¡,¡,l,l~:·.:(· <loe ";·¡
Oi<if!vn.ti ÚJÍVOL<ii 1 elt~mcul d:) ::.hown u y ';,L • """" l.n" 
equations: 
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cos e 

-A 
lm 
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sign (¡,¡) 

... ----------- . 
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Purpvsc: 
Su:.~r~c~ Lv. o matrices elcmcnt by element to 
forro rc::.ult;mt matrix. 

Usagc: 
CALL :'>1SLR(A, B, R, N, M,1V:SA, MSP.) 

Description of r:trametcrs: 
A !'.ame of l.."'l.put matrix. 

- .:\~:nc of ir.put matrix. 
R - :\:imC of oc:tpul matrix. 
~ - :\umher of row.s u-, A, B. R. 
:0.1 - Nurr~cr oí colu:nns in A, B. R. 
;..:S.\ - On.:: d1~~.,. number for storaJre mode of 

:rtema.-~ • .s: 
x--·ne. 

matrlX A: 

O - G':':-.er.l.l. 
l - Sy:.1mctr!c. 
:2. - Dugoaal. 

Sam¡: as MSA ~:;xcept for matriX B. 

S\J.Jrl"l;.,tincs and funchon subpror,rams required: 
LOC 

:'>lc:noC:· 
::LrJcture of out;>ut matnx 1s first determincd. 
S;.:ut¡·..L.::üon vf matrLx B elements from corre
:::;:o.;dL"l~ matrix A elemcnts is then performcd. 
T:.e ::ollow!.: o tabte shows thc stora¡::;e mode oi 
the octpt:t matri.x for all combinations of input 
matrices: 

A B 
General General 

· Ger.er.·-i Symmctric 
Genera~ Di::.gonal 
SymmC<tric General 
Symmctric Symmctr1c 
Sym :-:1etric Di~¡;or.~ 

Dw;;o~al General 
D1a~onal Symmetric 
D~¿onal DJ.agonal 

, •• ,. "lf .. , ... , ............... q, •.• , •. 
::· •r •\1'1• '' '', aa 11.•111 

•ITIII•Ito( \',...•G.I tcr()f n• nut•Ut IIIUU 
, .. ¡ .. •·•',lll '· "·' 

, ltll t X ........... , •• 11,•1&1 
C.G ro 1 o-o 

'.,,.,,~·~•••\• 

:r :•'f\rl IQ./n,,l'l 
lC' • ·••1 
1'! •• r oto'l \ 1·11 ''• 1\, ¡a 
1:1 ....... 

~ '/ 1 rr f d •f fll'f \ ,...,¡ P(II,QIItt 'VIIifCIICUQII 
,, "1. ~. .. 

o- .... , ..... 
:1.1 1 rr{' f!, J,l J•· "'f,•,lii\OG 

0 1 o JI 1 •', 0 11'" ,ti': 

•O (tol 1 •di,Jd.t4."••••\U .. , ..... 
, J, 1 ~ •, ,.,,.<", •o •o .. l • •., ~·, 

.O (•~l ~1(11oJoiJ6.'1te"•'"0t 
ltl•/).0 

IJtl"'' ·~.1(' 1 70 
70 !.ft •111 Jll 
10 D.I,~4U••II•OIL 
to ,., .. rl~~ovf ........ 

e \ ·~'•AC.r •• ,.,,., •• ,., .. ,.ca"' 
UO I)C liD 1•1 ..... ................. 

Uftlltl 
1..0 

R 
General 
General 
General 
General 
Symmetr1c 
Symmetric 
General 
Symmetric 
Diagonal 

•\ua 
""U" "\'•1111 
-~ 11111 

.... \J .. 

•\u• 
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•\ulll 
"'HIA 
.... ,ll . ... ,~ 
... 11 • 

•\!J .. 
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... ,,. 
cqo'\ . .. , .. 
lf'l.tJ8 

•\u• .... ,, .,u. ., .. "" 
CUi¡tl 

111\tl'l .,., .. 
•\1111 ..... 
as•,. . .... ...... ...... 

•• 11 
11 

•• .. 
" ,. ,. .. .. ,. 
" " " ,. 
n ,. ,, 
u ,. 
•• ,. 
" ,. 

Purpose: 
:'l~ultiply two matrices to forro a .res..lt.ant ma
t:rix. 

usage: 
CALL ~PRD(A, B, R.~. M, MSA, ~.15...>, L) 

Descnptlon oí parameters: 
A - ~a:nc of hrst input matrix. 
E - Na ne of second in¡¡ut malru... 
R NJme of output matrlX. 
N - N: rr,ber oi rov .. s in A and n. 
M - N-.~mber of columr.s m A a.nd rows u1 B. 
MSA - One digit nwnber for stor.;.¿c mode of 

rnatrl.x A: 
O - Cnnerai. 
1 - Syn,;:1ctnc. 
2 - Diagor:al. 

r.:SB - Same as MSA exccpt for n ... tnx B. 
L :-;umber of colurnns m B ;¡;,._, ~. 

Remarks. 
:'11atrix R car.not be in thc same l0c . .H1on as ma
tnces A or B. 
Number cf columns oC m:....~rü: A mu.:ot Le ec¡ual to 
number of rows of matrix B. 

Subroutines anci iunction svb¡Hobrrams r-t:!qu1red: 
LOC 

o 

Meth·:>d: 
Thc iol by L matri."< B is prem~.olL,,dcd by the N Q 
by M r.>.atrL"< A and the result 1., .,torcd I.J1 the ~ ' , 
by L :natnx R. This lS a row .into column 
product. 
The following table shows the stor:l~;e mode of \ 
the output matrix !or all combinat.ons oí lnput 
matrices: 

A B R 
Gene2·al 
General 
General 

General 
Symmetric 
Diagonal 

Symmetric Ge:ter:ll 

· .. ~ct-~ral 
:.:;.:.~.eral 

CJcn~~,:-¡1 

\.~2r.e.r~~~ 

J..:coera(' ., Symmetric Symmetric 
Symmctric Dlagor. :il .:Jcncral 

.~cncral 

General 
D1a.;onal 

,,'-.. 

Diagor.al G-2.1cral 
Dia¡;onal Symmctric 
Dtagonal Dia~onal 

~uL•nvrrttt •ua~¡a,a.a, ... ,.,,.,6:o•la.LI 
DI ~f 1111\1 C'..-. A, 1 t, Gl 11.11 1 i 

v•tc.ut. U\1 1oa a1~ &'f o;ac.oc..•t. 
.. \•"'''I.A•I0••\1! 
~· , .. \ .... ~,, JO.to.J~ 

IC X. ~o l•l,»> 
10 •fl l•;.t 11•111~ 

•lf•Jlllt 

u1 or•u '"'" \ 
)O lli•, 

0..1 ,, .... ,.l 

en •o J••·• 
lti•I•IJ 

to•J •o 1• ~. • 
IJIIII\1 '~t.Ot•O 

t.C (&U U'l(l..l,a,I&_.,,II,•~Mal 

t.&I.L c,ntl l,c,IDe••"•II\IJ 
,,,.,, ~.a.o,,o 

'' 111111 ro.oa,lc 
•D la• .. •II•II•J 

l&•llt-IC•l;•J 
10 IUIJ .. IICUeiUI.OOIUU 
10 (0111111MJ2 

" :fl.•t••• 
I(T""" 
&lOO 

',, 

"': 

,. 
., .. : .: 
~· .. = ,. .... _ 
.... .. ,. ...... ': ,. . .. ;, ,. ..... 
.... J .. .> 
.111#1,:) :¡ 

"""0 " ..... " q~., ,.. 
I!IC>II:) lO .,..o lO 
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o 
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, -• ''·' ••••" t•.N( 1 1el•••~•'•nt 
:- • ., • • "' ~, 1 ' • '>4 1 a 
•t•'l·l 

'' ,f f ••• r,. . O"ovte,.., .. 
111• , IC"!o. 0 1 •l-'o 118 , ., ••u• ' • ..., .. , •o ~ 1 er•auoa 

lA.'~ 1,1 
1.• 

1111 1)• •• '1 

'•l' 1 ' 
..... ,<lo' t•~· )r'V•t.t' rn , • .,.,.., ,. ... , .. ua• 

,,, r. 

... 
\'•·' 

.... "' ' ..... , .... , .. ........ 
·~· '" . ..... ,, 10 
..... , 11 
&IIU ll 

••• '" '1 ... ., .. 
.. , ... ,. 1\ ...... , '" .,., .. '., 
••••• l' 

•••u 1• 
t.IIU lO 
••• .., ll ..... ,, 

l 1 .. ' 1 ... ' ... , ... , ... , ' 
• l• • o .... ti ...... , .. 

~·:. ~.' ,,._ a~op•• ,)\ 
••• .., 16l&t ,. 

&:.: .. -;~~ o~i.~r ..... jJ•ln·orms t!le lntcgration oían 
~..c,:..:.;,:;:.¡,,.,.y t~ L ¡;ated funct1on by Simpson's rule. 
To corr.~ '...! t.e tl:..:l v•;ctor oi Integral values: 

,Jo'(t ' 

~~ ... z{x!)"' y (x) Q.x ~ 
..~.. (1 "' 1, 2, , •• , n) 

'lil;,:. ~ ...... + (~-l) h 
¡ 

:ve ,, : .• L:e l1f 1\,¡;:.ctlon values y 1 (1 = 1, 2, ••• , n), 
.; • .- ... ,--. ..:.~ r.,r;:..td • .::;t.,nt pomts Xi =a+ (i-i) h 
(i ·- :.:~ •••• ,n¡, Simpoon's rulctogetherwi:.h 
•• e .:-. '.1 :;_t:_; rul.J or a combinatlon of tbJsa t\vo 
.~...~ ...• "' ~-'..:C:. rAcal trUncation error ia oftha 
1.1-'~-'.r ;. · .n ~:¡ ca¡,c:, wlth rnorc than thrca pobt:l 
l .. ~L; :;. ••en t::.;.;tc. OrJy l\2 has a truncation erro.
o; ~.'.'3 oro~r G'~ ú tr.!lre are only three point.1 in the 
¡;-:.~:::-, t.i..):.:. :-<o :.ct:on takea placo if the table 
C~J .. ~, ... ~~ J; :_;;o th:!-"1 th.ree samplo polnta. 

: ''-' ;unc~!0.1 1:> assumed cont•nuous and düíeren
t6:!C.~ (.r.r\le or iour tlmcs, dep.3nding on the rule 
l. S< "l, 

.-·.;.·m u i::~ ~o.scd 1n this subroutlne (Zj are integral 
V<Úl.lu<>, Yj !~.L-.ct!on valuo~») íü'e: 

1. = z. 1 + h (1.25 yj l +2yj -0.25 yl ) (l) 
J J- 3 - ,+1 

3 
zj "'zJ-J + 3 b (yJ-l + 3yj-:! + 3yj-l + yj) (3) 

(Newton 't~ 3/8 ru.le) 

+ 2.625 yj-2 + 3.875 yj:-1 + yj) (4) 

( comb~l.t1v:l Of (2) ~d (3}] 

1,. '"' .A'-~ 
'"""•••'-• ...... ""'tJ 

h 
z "' z -- '" + 4 'J + ,, J j+2 3vj j+l "'ir~;¡ 

Loc;;l t1·~:-::.:~;o¡:¡ error& of formul~~ \•J· •• {".) ~.f:'o, 

rcsp..:ctiv.:.iy: 

1 4 1" 
Rl = 24 h y ( ~l) 

l 5 
R =- -h Y '"'(t) U

2
a! ~: ..,. x,j) 

2 90 "' ¡-.. J 

3 5 R3 =-- h y f/11 (t ) (t T ') 

80 "3 .. ~'' ,... , .•. ; ¡ 
o) j ,¡ J 

l 5 
R = - - b y "" \t ) ~ 1~4 • 4 

How~.wer, th~.:Jc t. _ncution er:-oro rr."J.y a::cw-n,J:.w. 
For refcn.;1ce see: 
(l) F,B. lil_;,¿übrand, !nj::-;or'.!c'c, ~ ¡,~ )\'nt":·:- .1 

A:1nlyu.!l, ,\:,~C:raw-Hlll, ~cw y..._.:-,1 

Toronto/Lo¡.don, 1s.:.c, pp. 71-n. 
(2} R. Zurmühl, Pn,\:ti-:cbc ;, ~- -·.· ···:~ ;-; . .,. 

: .. ,·-¡onlou ¡'('; tmc P:we!ker. ~pr!.."'~er. Il...!•·ib/ 
Gótt:.ngen/He1d~loorg. 1363. p;.. :!H-:21. 

·Subroutinc QSF 

Purpoae: 
To compute tl'le vt.:tor of Integral v~~u..:-, íor a 
given equidistant table of funct1on valu~;s, 

Usa~u; 

CALL QSF(H, Y,Z,NDIM) 

Description of parametcrs: 
H 
y 

z 

The incremE:nt of ar~tr.cm \'.~: .es • 
- Thc input vector of fur.ctlo.-. v:;.;at:.•. 
- T'ne resultin~ v~ctor of mLc·,{r:ll v.lli.Oi:S, 

Z may be ldcntlcal to Y. 
NDU.1 - The dimen.sion of vacwrs l. .;m! ~:. 

Remarks: 
No action in case NDI~i le.:..:~ t!i~n 3. 

Sui..:-o·.¡,liiCS anu funclion suL¡1rv¡;ra¡¡l.:l ¡·c.,l.i :·~.:: 
~u.H~ 

Me~ood: 

E::;~inning with Z(l) =O, cvaluatlon oi v.:..:t.:: z !s 
c:;o;.~ by means of Simpson• ... I"..lle tvL;"e:..-..;;• \,;!~ 
Ncwton's 3/8 ru~e or a combmat!on o: t::c.;t;) ·t".vo 
rules. Tn:ncat~on error i:J cí crór ~i''" .i (:r.At iü, 
iourth-o ... ·c!~r mc~;.oj\ c ... -lv ... e .... -.· ···-3 

1• • ~ ........... ··--· .... 

trur..c.lto.o&:A error oi Z{Z) ls o; o-:ú~;:o ¡¡"'"'·:. 

~. 

' 



·~·~,¡~ ~ut.,:v,d:nc U~\·., LH~ H..lJ,hP-i-~t..~: 1 n1cLhuc~ ior 
tht.: ~l1l,1t:' :, (J( l:U~l~11-· .. • ;.u.~ pl t,:,;l'i.l''-:. 

T1.(... i-'v._;v-~: ~f Lh~ 1\\,d:b¡'-J~:. ... :~t lllc~;¡od .. i .,(.) ob

l.ila .<11 .·: ·'" V\.m:Hc -;olutwn ol .1 :"}'::it<·.n ,,¡ !.r"~-

"' ,;.,r 01 .,.,¡,¡:y d¡ffercnt:Jl er¡uJLlons y, 1t!: ;:',l>Ln 

Jo~:\: ... \, .• 1•.'~. ll:s a fourth-l•rJer mt.:~r;.~lvll ¡;ru
...:,·dure · ... nll .. l. ;s .HJble and :'dí-stJrtlllg, th.~t 1s, 
on:y :n,· :.~r;ct.;.m'il \'alues at ;. <>m;;IP prc\'IOU~ pomt 
~•rl. ¡ l'<1 t.¡:-,:~a ~o oolcun tnl! ft.:ncttonJl \."3h:e~ .. !hcaa. 
For t:.1. .. re.o::'On 1t iS casy to cnan¡;c thc ::.tcp s¡zc h 
:.t .•• y ·,:q> :n t:;e calcuiatwns On thc o:.l\er ln:-.o, 
c.1ci. f\...!n;,e-:~utt;:¡ :>lcp r.:qu1rcs thc evJ!uatton of the 
r.,;: .• -~ .• :: ... !>ll.k of 1iw sy::.tcm four t·:-ne~:-, wh1ch 1s 
.1 ·~.-l'·•' ¿,::;.1cv::rtJge com¡:¡Jrcd w¡~:-¡ ot:.-:r mcthods 
o: : .. ,. ::o.r:-;,; 0; ;:cr o~ <.<c ... uracy, cs;¡cclaily prcdl..::tor-
\:0:- .'t .... ..) : :-r,4,.. ~:1üJs Anúlhcr d1sadvanta¡;~ of the 
:~.~ .• w .. : .,, tl-.at nc1ther tht' trunc<~tJon error::. nor 
c,.:.u .... t.:-::> of :~;cm :u·c ob~:uncd m the calculatJOn 
,)n -:t Glll'e >h~reforc, control of accuracy and 
;,J;.:::.lm..::nt c.f the s!cp size h is done b.> compansun 
of ~::~ rcsult:. aue lo double and single step SIZC 2h 
ar.d h. 

G;ven the system oí ftrst-order ordinary differ
entJal equat&on&: 

oyl 
y. ' • - '" í (x y y y ) 
l (JJ( l ' 1' 2' · · ·' n 

o .. .., 
v 1 "' • = :a (

2 
(x, y y 

"2 l..' l. 2' 

dy 
y' = -'l = í (x y y2, ... • yn) n dx n •· 1' 

and the m1tial values: 

and usmg thc following vector notat1ons: 1 íl (x, Y) 

F(x, Y) "' ¡ f.,(x, Y) 

\ !-(x, Y) 

\ n 

y 1!1 

o >~\ 
.2. o 1 

; o} n, 

\\hcrc Y, F :.nd Yo an· column vcctors, tlw ¡;1vcn 
problcm ;~¡.~pea rs as follow&· 

92 

\1i.~i.h l"\!~¡JcCl to 5torJ.~c ,-cr¡uJr<:tncnts .tt.·..! con;.
p..:¡¡~.~t.u,1 (JL .icc~nny!;.t'":d rol~nt!Gíf error._'), G1¡1 's 
l~h..<J:Ü~ Lt!or, u{ thc ~l~~~ .. .:.-d Hu:~,-~·-~:.·: i ,ocmula .... 
1:. prl!f,!,T.:c. Thtil'l, ~t..~n.n; .:t -' 1, , •. ·. 1 · · ,,¡ ""Yo 
.cm .. Vt.Ctvr 1,10 -= (, ~he rcsu:~J~.~ ' '~-:o¡- y., -· Y(li.O + h) 

1" .::o::-,,,,J~cd by thc ío1~0'>lr.g 1ormul.,¡,-

. y = y l . . - ::Q.) 
' 1 l) '""':::''\ 11 

Q = Q + 3 ( _!_ (K - 2Q ) ) - _!._ K 
1 o 21 o 21. 

K
2 

= hF(x
0 

+%, Y
1
) ; Y,= Y • (1- ¡:)\~ -Q,) 

- t.. l. \¿2 2 ! 

r. 
Q "'Q ~ lL'"'(l - 1 :_){K - Q '¡] - O - / ~) ¡.; z 1 't]2 2 l \;2 2 

h . 1: ... Q 
K3=hf(xo-2• Y2).;Y3,Y2+(1 ';J·2)(":¡- 2) 

,..- ¡-:-
[ 

ll 1 1 1 
QJ = Q2 + 3 (1 \j zHKJ - Q) J - 11 \{2)1<3 

K
4 

= hF(x
0 

+ h, Y
3

) ; Y
4 

= Y
3 
+i (K

4
- 2Q

3
) 

Q = Q + 3 [!_(K - ::?Q ) J - _!_K 
4 3 64 3 24 

whcrc Klt K2, K3, ~. YJ, Y2, Y3, Y.¡, Q¡, Qz, 
Q3, e~ are aH column Vt!Clvn, w1th n cotnpom:n::s .. 

(1) 

lí the prvc!~durc were c:u·ncd out w:~h ¡r.fuaLL 

prcclSlon (timt i:;, no roum.hng crron;), vector •.¿.; 
dcfmcó abvvc would be .z.cro. In p:·;a;tlcc lh1::. 1::. •\;:-t 

true, and Q4 rcprcsenl:. approumatcly thrcc umcs 
the roundoff error 111 Y 4 accumulatcd dunn¡; onc stcp. 
To compcnsate for lhls :tccumulat.:.d roundoff, Q.¡ 

is uscd as Q0 for thc ncxt stcp. Also (xo + n) :.mJ Y.¡ 

serve as xo and Yo respcctl\·ely at thc ¡¡c,t <>tep. 
For imtial control of accuracy, :m appro,.¡;¡;:aoo.-, 

íor Y(xo-+- 2h) callcd y(2) (xo ~ 2h) ;s cucu;;utcd~.o.,.:.,; 
thc stcp size 2h, and then an approx1mat1o:1 called 
y(l) (xo -+- 2h), using two times thc stcp !>lZe h. Frorr. \ 
¡.;.ese two approx1mations, a test value lJ lor :tc
curacy is generated m the f::lllowin¡; \\ay: 

15 

n 
Í: a. 

1 
·1 y (1) -y (2) 1 

1 1 
¡=1 

whcl"l.~ lhc C0dÍlclenls :1¡ :u·c crrOI'-<\l'l¡.;'•:.: ,..p,·nf•~·d 
m :he lllpul oi thc proct·¡,h¡¡ <'. 

Test valuc h 1s .m appro:~oun.&lc mc.~::.ut,• lur t:w 
local truncat1on error :J.t pomt -'o-+-:h. L ~ 1s bre:1tcr 
than a gi\.-en tolcrancc • 2. mcrement h 1.s h.dvcd and 
the procedure starts again at the po:nt x¡; t: ¡¡ 1s 
less than •2, tbe resuJts y(l) (xo~h) .mu Y(l) (~o··~h) 

() 

1 

' 1 
', 

1 
\ 

1 
• 

1 1 
"-! 

•,¡ 
e 

... 

C) 



() 

() 

() 

i,Ula ·J::.' 

"'"'' ~"~,.t.nn of a sct oí sir:11.lltaneous lin\!J.r 
. •:,u.l:- .>:-.. LL 

, ~.,_:.-.,L ,\l'C t't.~t .. vycJ l..~1 t:~c COi.).>~Jl.i.llCn~ 

~·:-.\ -1a~•' ''1 I:¡J.tr¡,.\ :\ •s ~:by:\. 

L..:n: ,··.·:s: 

\/,-.,~·~.;r n, (rf¡h'1'1:tl Por.tjt:t..:~t,.: (h::rf:;;.h ~;), 

TI.::.L oli'L r•:pl.\t:l'fl 1;~ f:n:ll :.ulut.uu 
•Lu'!!"-, \'(.;{;t',j]'" 1'. • 

' .. ·~~:·l'~r v. ·-.:qtL.&tJ.·n:, :.:,ti vn~·t~d>lcc;. 
.'• Lo 1 t ·~ lh. ... bl'L,I~l-1' fi1~P~ l. 
f r,, 1u1t d :._,1 

~.~ .. l' :1 tuJ:·r,~·~: ..,J1l1ti,Ji~. 

!··-t' .. -,l'I_•!IJ" •t.:Lui equ r! i,¡¡,..,, 

.,, ~11' \ ¡,,u.;t he ~ln~t·:ll. 
~l .~ •• '-"•·· LS ";JI".~•L .... l' ~cHut .. ~.¡ \ .. l~ut•:, u·\. .. :.~f .. :,¡~-

'ilt·le:-.s, 

\¡~ .tltcr··, ti~·.-.· t'l~ •iqn .~~··> iA' ru,;t j•:~v,: L"' \'~·un~ 

r:1 ,l L' Í.1\•.l'~lu\ (~[l.\··) :lPd :11.1\l'"...'• 1Jrod•,, ' ... 
,, ; ~-. ;"'¡,!)J • 

.... }'&l:. 

: ,,, r. i"''H1 

il'~!l•ld' 1 ·~ulutl'"· L~ L.'. P~!'l·l!,:-• .th;q l'~UH! lar;,!
' ,..t ~>·'· vc.•l d,\ ¡,;,•¡. I:.t( :, :>l•·,c ot cltr11n.•: 1011 

c'v'l.;r.,~' o! ¡¡,,._r •. ku:,.:tn¡, l'v\\!:> •.hen ncel•:;.s:n·v 
:r: :,¡•,o d L!l\ ~::>it)ll hy :~ero or ~rnall clc••wnts. 
: ·"' ·,.¡ ·• ·~1'.1 !-O~l:lh)ll lo oh• 11n · .. .ll'i tble:..: ¡o; 

rlo ,, u ~t:·~··:;. 'i'hl' bac!. :->olutJOn (o¡_· tiH· 
•Jtlol'•' •·.on:.l,ks 1::. c.th,:t,!atcr. •>:; :OPCCl.' • .;.sn•u :>ltl,

-: • .t.t.v:b. r!:r.li SOlllíliJ:• ;·:.Llur•s :\f{' 1iC\t'l0;ll'<l 

L.1 \'('t~Ol' il. '' ¡t 1¡ ':~l'!,t 1 JIL' 1 i1, i~(lj, \arl~thle .! 
L. IH~~ .•......•. ll'i.llJI::"' i:1 ¡t¡;:¡, 

,,; ·.Í\o¡ ~':an 1
1t' ··1l'.ld '·''~·c:.:·J·,,,~. :, tolcr: l.l.L' 'Jf 

'J. o t1'•: ,.:..tti.·l-·\ !.., ''0:1~:d"'L'l'd :"'in:...\ll:t!· JB<.· K:-1 
.~ .<el tr; Tlns tolcl'.J.I.<:C ran Le ::ll)u:f:..: 1 !;/ 
:' ,l.,~u~,.. !l~c firsl &\:·~c¡¡~c.u .. 

'• ofl \I•JI', t, 1,•'' ........... 
·J~ ,,t ..... ,,.,. ...... 

, .. 
,, Jf •• ...... 
''··· J ....... 

'1 "~ 

., . ... 
·, •: . '·~ ,, ... 
\'11. 

'1•. . 
" .. , . 
'!•.o~ " , .... .. 

,, 
-... , .. , 

r• ,• • .. ''"'1' 1 ·~\ '"'- t~\fauct f\••rut.&o ••••!•• 
• 1 •• 1,1 ., 'O!.. 1 ,,, ,,, • ., . ' 

"' 111 J r • ol 1 ~ • 

,~! ••• ~ f .. f ,, ., .. f&ll.f 
1 • ' r .,, ~., 1 ~ '\,. 

!·'"'''J 11 
J ... 1 • ~ ¡1 .. 

'•··· •• ¡. 

t 1 • ' ' 1 • ' • 1 • .; • ~ •1 • 1 ' • ' 1 • ' 1 ' ' 1 t ' 
"¡ 1 ' , .. 1 1 1 • ~' • 1 ~· 11."' ~ ¡ 1 

'\I(C ~I'4UIIQtt , ......... \ 

, ...... 
:..• 4-. J•lolll'f 

!&•i'' , ....... 
'·' o'lC,.. ••) ••lol 
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,. 
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IE~D 

' IER. 

,;·--:~m num~r of i~~rat:on stcps 

Si)"' I..!J"lcd. 
r.. "~...:wnt error ¡:¡.¡r .. mctcr codl(i i:io 

;,;]lO\\ S: 

i~.-:;0 - no ...:rror 
a::.-; - no cu:w...:rgcnce auer IE~D 

¡tcratwn stcps 
IEF\=2 - at sorne ltcration step 

tknvativc DERF wa~ equal 
to zcro 

Rer:-::lrk.:;: 
"';',;._ 11· r .::•·"··: ~ l.:> b:,-;:>, ss cJ a,;d ¡;i\·es thc error 
;:·~:,::::~e ~E~=~ u· ~~t :1:-•. v 1:c:r3aon step t~c 
:c;,\,;:.•.c• 0: :--,:-.;~ ¡::; .:qu:,: W 0. Poss1bly the 

j.li'(,._'t ..... ' '•' vool,; ~··~ ow.:c.::sslul ¡f Jt were s:.arted 
.:., .... · ".Ll •• :-.ut,;,•r .n.tl1L ~f'~S XST. 

Sub:·v~¡ .. h'! •. -;u f.:r.c~:oJ; suhpro¡;rams requ1red: 
-;-:-,· L'X.cr~"'' -3 .. ~ • .-ú..:une- ?CT(X, F, DEHFl must 
~)e ¡,~,·:~t~:~c·j u}' L.1e user. 

1\let".CI·l: 

~n:~tion o:·: 1c N¡!..oatwn FC\)=-CJ is obtamed by 
:rc,ns of ;.,,,:c:1's ¡¡,:rJ.ucn n:cthod, whwh ::.w1·ts 

..1t Ulf' i:"IJtJ,d ,:_1....:ss XST of a root X.· Comer;ence 
':< •1\..:w:·.lL.C i t!;c C:cnvJ.tJve ofF(}.") at root X is 
!"""! t·r;t.." :o lt!l'O. One Jterat10n step reGul•es 
v:;< c\':J..~ •• :.cm c.i F(X) .me one e\·aluation of lhe 
r:L·r.\'-'t.,·r, ,,¡ .?c'X). For test.5 on satisfactory 
.1-:ct.:: .• ;:;:; .·1?\! formula (2) of the mathemattcal 
. .:;,cr;ptwn. 

1¡ ...... ,, 1'"" -· .. 1· to• •;;'t•"·'<'•'~!o'·'"'•ll~•lt•• 
•· ~ • ·•• 1 r D& • CCI 

,f•·: '. 1, ~ .... ~.' 
-- .... '( ····'·;!(111"1 
•• \,.. • ~ .... o ... ..... , ,., .... ) .... ~· 
.. :, ... ·'"""~ .. 

"" 1~ .. r; lt'"l- 11 1(0 1" 1 
1 • • • • or 11 ••• 1 

..... ·" l\ "C:H:II~F 
1 .. J•' ••• 

··,·· 
, • .... r:; r ·~¡, •" ,, (111' 

··., .. a • .... , ·o•· •c:t¡,¡•..,." 
·:.••"" ........... , , , ............ 

• : • •• ":"' • r :-._ 1' • ~ 't 
' , • o!' r • •··c. •, ·. ''' 

r.... J 't»al .c .. l.,, 
-.r ,. .... , ... ,"'<l t•tfe ,f"t.O tt!aafto-. Sf("l• reQI)II OfhiQ • ., ... . ...... , .. 
l•lll"• •r' ... ~• llf '"~' Jr ¡(OO D:Vt!oCII 

POLilT 

..... , ...... , 
•""d 
tt• .. , 
lllhl 
~,.,., 

··": 
01UrJ 

.lh! 
• t .. : 
IP•d 
• Tlill 
lt'lll, 

!Jf-.: 
Q, ... , 

::; ... , .... , .... , 
"'·· ... ,.,, 
:::~ ., .. ' . " r. ,, 1 
,.,. ... ! 
11 ,,, 

''"' ••~~tr 

• ''1 
llf•d ... ..... , 

.o .. 
ll 
11 ,. 
·' lt 
:' .. 
19 , . 
" " 11 
lo ,, 
" ,. 
" , . 
10 
11 

" .. 

T'nis subro~tl:.e computes the real and complex roots 
o! a re;al ¡)o!ynomiai. 
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~ct 

G¡vcn a ,jol;nomi.~~ 

f(z) 

n=O 

a 
n 

Z ==X+ ¡y be a .starhng valuc for a root ·>f i(z). 
Thcn· 

zn = (X ... Y)n. (::; 

Dcf1:1e Xn as n .. ll tcrms of c\paüdt.:d ér,~auon Pl. 
I.Jc:fme Yn as m.agu .. u·y terms of c:-..¡:>::.nuL"<l cqua-

twn ( 2). 

T.1en for: 

n = O 

X 
o 

y 
o 
n 

X 
n 

y 
n 

= l. O 

o. o 

>0 

.: X . X - y . y 
,)- i r.-1 

Let l; IJc thc rej.l ter m::. o:: ( l). 

Then: 

u = 

V = 

or 

V !w the unagma.ry te!·m:; of ( 1). 

:;.: 

"" '-' 
n=O 
~ 

2: 
n==O 

a X n o 

a Y n n 

:-J 
u = a •¡. ¿ a X 

o n n 
n=l 

N 
V= L: a y 

n n 
n=l 

~ a u 
2: X "' n • . a ox n-1 n 
n~l 

O ti 
~ 

a 'Y = - )"""' nY a 
6-.J 

n-1 n 
n=l 

{ :J¡ 

(l} 

'.JI 

(6) 

~7) 

((o) 

:.;ote that equat.ions (3), (-é), (7), (S), (!Ji, a:.'! ( Hi) 
can be performed iteratlvely íor n = 1 to X by Sé>.vlng 

Xn-1 and Yn-1• 

¡ 
1 
1 o¡ 
1 

1 

1 

e 

1 
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o o 
*De acuerdo con las definiciones introducidas en la sección 4.5, 

·* Para m,aximizor el produ_tto' e'-..! in sumos 
'· 

~ '
4 

, ~ ; •; >' '~ • • -< ,
1

; • ' , ! F - ~ , 1 , " 

los cantidades c¡ue aparecen en la última 1elaci6n, son productos mal:gina-" 
fijos. 

.¡- ~ ~ ' ~ ' • -.;_ ' ~~ • ) ' 1 ~ ;._ J\..t i ~ ' ~ . :' - - 1' • ' 

les. Puede por 1~ tuqto establ~cerse para este caso 'el s!guienté eriterio 'de· 

'1 Ingreso marginal = Costo marginal. 
opHmalidad. 

'¡ 

En ei coprtul.o. 7, al ~studiar el tema de .c:stir:nación del val o~ de 

los insumas, se emple~ran· cc;m fr:ecuenrci,a ~-~to~ concept9s de costo e ingre-

so marginal • 

En 1«:~ siguiente_ secc.i,ón se introduce la técnica de optimización 
r ' ~ 1 ;• • ' ' ~~ " • r, ' ', • • !.' -' "' ' ' • ·~ 

matemática .conoc~~a cron, el nombr.e de programación lin-eal. Entre las téc-
~ r • (-. ''"' ~ ,'.,. - t ,) -'' '\ . .._ • ~ ' •., r ::: ' , ·~~ ~ ' - ~ t - ~· ¡ . ._ ¡ ' J- " ' -

nicas de op:tim_iz;~ción(.-~s,~~~~~yro~~bl~n;¡ente l,q má~. empl~.adq.:"!·· 
" ~ . ~ 

/. 6.5 Programaci6n lineal 3/1. 
'•,':,. :"". '' . - j 

6.5. 1 Ejemplos 
' . 
.:;<t.~P~.x;l :~. ; t ~{ : ~· 

Existen muchos problemas de optimización cuyo modelo matem~ 

'. 

tico es de tal naturaleza que se pueden resolver con la técnica de optimiz~ 
• - , • ! r _-, ~-- ... , ' . , ~ 

' ; . 
cién conoc1Ja con el nombre de programación 1 ineal. Se han desarrollado 

',' , ' -:- . '- ;:.._ :-' ,; '.. - ' . - '~ ,.,... 

algoritmos y basados en ellos programas de computadora digital-para la so--
, •l ·-- ) • • ' ' ' ; .~ -' ••• ', ' ' 

1 u'ción de estos problemas. 
}/ / 

lf 

~7' La esiructura de !,os problemas que pur:;clen re?olverse con esta --
, ~ ~' ! •' ~J' >' ~ ' r ': • ,- ,_ ' ~ '..,. ' - • ' .:_ • ,.: ¡ •: 

técnica es siempre la-misma1 de manera c¡ue contando con un buen programa 



pt:l a la solución de estos pueden resolverse sk ncc:e>ldod de tener c¡<Je escribir 
) 

p•ogra.1:as e?pccial_es para la solución de p~"obkmas.particulores •. Los problemas 
¡1 

' ¡.• • "ó d 1 ... , ~ • d "6 d. á . ... ~ op.¡rmzGCI n q•Je se pue en rcso ver c0n a rccn¡.::a e prcaroi•10C! n - 1n m•-
/ / 

/, í ·)/,,;;') -· -;--, 
1 ,. .- ~ , • .. ' • 

ca por otra parte no tiene esto caracteristica y con fre~uencia es necesario des 

o1rollor programas particulores para obtener la solución de un problema especrf.!_ 

co. 

En esta sección se empczm6 a ilustrar con ejemplos la formulación de 

P1odelos matem6ticos que permiten aplicar al programación lineal para optimiza.!:_ 

1 os. Post~riormente se estudia la forma normal de modelos de programación li-

1 ~, 1 A continuación, la ilustración geométrica de la solución del problema de 

-
programación linea) sirve: para introducir el método simplex de solución de 

/~ '1 ~ ' 

r 
- "' ~ - -,.- .· 

i 
1 
1 

El p-~'imer ejemplo ilustra un problema de transporte. Supóngase que i 

una eu,totell adcra t; ene dos pi antas , una en Tloxcal o y otra en T ehuacón, con i 
capc:cic!cd de 7000 y 13000 cajas de refrescos al dra, adem6s tiene dos centros -

de consumo que son Puebla y Orizaba, que pueden consumir hasta 12000 y 8000. 

cc:¡as dirJrias rcs¡.:;¡,;ctivarnente. El cosl-o <le envio de una caja de refresco de los 

••r ' f -' 1 'ó 1 •·r d 1 bl CIH.:ren:cs ugcrcs Cic pre-c"ucct na .os aHcrcnl·cs dcstin0s está da o en ata a 

0.5.1. 

o o 

Eje mp 1 o 6 • 5. 1 
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Tabla 6.5.1 Costos de Transporte en el ejemplo 6.4.1 

-," -
~m p1r e S 9::./ -v·-

Et administrador de la· · debe determinar cuantas cojos deben e:!_ 

viorse de coda embotelladora a-cada centro de consumo, de manera que se satisfa-

gen las siguientes condicio'nes : 

' . '·-
, ., 

1). Cada embotelladora no puede -~nviar más cajas que el 
., 

m6ximo que puede producir. - - "' . 

2). ·_ Cada ce~tro de con~u·mo puede obt~ner tantas cajas -

como puede consumir. 

3). Deben minimizarse los gastos de transporte. 

Para plántear este problema en el marco de las ecuaciones (6 .1 .~) y --

(6.1.2) 11 = 11 ( :x," .:x 2) • o· • 



1 
i C. =(.(X 1 :X. 1 ..... 
' 1 l. 1 
1 ·C¿-;:;C¡{ Y...1J :r~ J p o • 

e =c~x 1 x
2

, 
i " 1 

V\.)..0 !-~2 ,.,.... 1 -- para ~ - 1 r -, •• o p 

:r"~) ~o p~ta t.:; p t.J-' .... .,

J( ) = O para i = ~ + 1 1 •••• n 
n . ~-· __ ,,._ ~-·

~- - . -- -~ - _... ·-- . -... ----* 
es necesario definir la siguiente variable : X¡¡ es el número de cajas-

.;:nviadm de la embotelladora situada en la localidad i'sima --------

( I =--= 1 corresponde a Tiaxcala e J..,::::: 2. a Tehuacón) al centro con-

sumidor j'simo ( 1 es el rndice de Puebla y 2 el de-Orizaba). Con 1a 

i ntroducci6n de es~6 variable el problema puede plantearse de la siguie~ 

te forma : _ .. 

Las cajas enviados de la localidad 1 (Tlaxcala) ul centro de 

ccnsumo 1 (Puel:~a} 1 que se ha acordado representar conX )m6s las ca 
11 -

! as enviadas de la localidad 1 al centro de consumo 2 (Orizaba),'.::X , 
12 

no deben exceder la capacidad de la emboteliadora de la localidad l 

que es de 7000 cajas, es decir 

+J( 
12 

~ 7 000 --

La figura 6.5 .1 ilustra el planteamiento de esta ec:..,ac16n. : 

o o 

-6 1• "";' \ • • .L.. /f){J 
V 

~ f<) 1 

m o 

(6.5.1) 

o 



o () 0-

Fig. 6.5.1 Ca¡as enviados desde lo embotelladom en Tfaxca!a. 

En Forma simllor puede establecerse la siguiente ecuación que limite 

1 o producd6n total de!,, err.b::-;l·ei!adora de io 2dtJ. localidad a 13000 cajos1 a~ 

s al:er : .:X 
21 

-f X 
2 2 

::!=/ 3 Oc/o ¡b.S..2) 

la figura 6.5 .2. ilustra el planteamiento dP. otras ecuaciones() 

~~~~~~~~~~- ----~-



Fig. 6 .5.2 Cajas enviadas desde la embotelladora en Tehuacán 

Por otra parte, se ha señaiado que cada centro de consumo puede obtener 

antas cajas como desea. 

Al centro cong_¡rnidor 1, Pue;bla~ le lle¡:¡an :X. cajas de Tlaxcala 
n 

y X cajas de Tehuac6n ta! corno ilustra h:;; rrg. 6,5,3 , Por lo tanto, 
21 

corno el consumo de Puebla es de 12 0'"0 • . ¡ V CQlClS : o o 



o o 

F:ig .~6 .;5:;3:.~ Cojos -recibidds en Puebl~. 

> ,~.: ,,,,; ,-·· \ 

Final mente como última restric~ión se tiene que los cojos ·q~~- récihe Oriza-
., ..._ 

ntro consumidor 2 )deben ser ·iguales o mayor a 8000 cojos. Se t.iene por lo tonto; 

Lo figura 6 .5.4 ilustro el significado de esto ·ecuación. 

- -- _. 
- ~ -- - - ~ 

' 
f 
' ,, l 
'. l 



Paro terminar con el establecimiento del modelo matemático de este problema 

es necesario establecer la funci6n obJetivo. 

El objetivo de análisis fS minimizar los costos de transporte que están dados-

por: 

~ o 8 .Jt 1 .X + 1 .3.){12 +o. 9 x: -= ¿¿. _______ ,-' ----·--
e_ ___ -~---·--------11 + 21._ ___ - .. " ·- .. 22 ... --- -· .. _______ , 

Debe además imponerse la siguiente C<?._nd~c:i6n_: 

·::x .. >o 
'"--. lf ..,.. 

/ __ _ c. ___ ... 

o o 

(6.5.6) ·- 'l :/ ;J 7 -. ·r·-·---------· -~-,. :: ·' 
~--""---

-- ;;::_'-

o 



o o 
ya c¡ue no_ tendrá significado valor~~ negatj'{os,d,e .~~viqs de,~ajas-. _ .- .. 

' ' ,- ' - ';. '1 ' -, • - , ~ • 1 ,~ • - ·~ ' • ' " .. 

lnhú.JJc;,.JC' < 

;.'V_ 
-¡~· 

Todos los modelos matem6ticos de problemas d,e programación lineal 

- -- -~ --- -/-

' '' ' ., .... 

~solución. factibJe'4~t:p:obÍé~~6 de ~~9gro~ación linee;. Empleandq la difinición 
~- ' __. • ~ - < 

. :e • ,. • ~ _ ... , ~ • _ , s _ , 1 .... ,.._ - .. ~ L ... • "' · 

an:terior, púede décirse qu'e la 'soluCión del problem consiste 'en encor~irar una so-

. ' 
\ j ~ 

'Sujeto a las -r,estrieciones 

+X 
12 

~ 7000 

) Jt + .X:· ~ ·12 000 . 
- ' -- - ' • • -. 1_- -- -- 11 - ·- 21-· - --

(6.5.1) 

(6._5.2) 

-(6.5.3) 

:<X'···+ .X. ~"' - s,ooo_\ .. (6.5.4) 
' 12 '22 ' 

(6.5.6) 

6k .JC?h:S~(~ /oo~--s 
_{r_.f ____ .l.¿ r'..r_ .!'f·/ ~<v('/ O ,rJ"~ 4"" 

' - . 



luci,ón Jact!,b~e/que sea 6ptim2t En este c'.J:.c del problema del transporre 
1 ~~~)!t./e /O,;~ .. 1" ~~~ r: - ... r_j .. .e./ 
·-·-·¡ . ·-·- --·--·-· --·- ·-·-

,·que minimice lo función objetivu (6.5.5). 

-/~:'Este problema tiene cuatro v~riables que hay_que de"terminor/'·-· 

·:X: 
11 

1 :t.. 1 .)(. 

12 21 
y :f... ~ ~on objeto de visualizar geométricamente 

22 
1 a solución de los problemas de programación lineal e introducir otro tipo 

tle problemas de optimización de ;ste tipo, se incluye un segundo ejemplo: 

..._'!~ 

~lr Supóngase que una compañia de transporte tiene X
8
camionetas-

de 2 toneladas y J~ camionetas de 4 toneladas y deseo maximizar su capa-
2 

ciclad de tror . .:.oorte. La función obietivo es -
1 • 

L 

.'X · Además la compañia tiene :as siguientes restricciones: 

i,-: L • 1 a pnmero es a siguiente : las comionetás chicas requkren 1 

d ia de mantenimiento al mes, y las grandes 4 dios y la compañia solo tiene 

disponibles 24 d!as de mec611ico al mC's, Matemáticamente esta restricción 

se expresa de la siguie:1te forma : 

o o 

oc.,~ 
- .;¡.) 

Ejemplo 6.5.2-

.. ? :J c;J 

----"---• . ..---......... 

(c. s. 7) 



o o () 

'·. 
'í· La segunda restricción en este problema se refiere a la disponibilidad 

de andenes de carga. Ambos tipos de vehiculo, requieren de igual I"'Úrnero de O!!_ 9 
1 

denes de carga, y que! la ccmpañTa solo cuenta con 9 andenes. Empleando las v~ 

riablesX yX est6 re::.tricd6;, establece: 
l 2 

)~ 
11 

n " 1 
" • "6 f" 1 1 !!.9 Ulhma restncct n se re 1ere CJ persona que se ~cquhre para cor~1arlas. Este --

- -- - -

personal que está restringido a 21 persones • Las car1ionetas chicas requieren tres 

~ - -/a-- -
'l 3--~- tarÓJc/o / 

/'? / /t-"r~o IJ ,;; .s 

personas para cargarlas y los grandes solamente una persona. Se tiene por lo tanto JX;-; x 2 .::2((. S: lo) 

* Desde luego que los variablesX'
1 

y .:X
2 

, núrne1o de camionetas de 2 -

toneladas y de 4 toneladas col" que cuenta la compañra- respectivamente, no pueden 

() / lin1c7: .:;¡ . ./ ~:· 
¡_ / 1 

/Jo- /JejÍ.Jí/ Ylc/c7~/ - _--.. 

ser negatiYas, por lo tanto las_últimas.-restrtcciones en esf:e-;pr.oblemason-.:._ X¡-J:·Ojc:X2 ? (.)_ . {C._$_/,/) .. o•- _ 

-----~-~ -----~-- ~----------------



Desde luego existen otros muchos problemas donde 

puede aplicarse la programación lineal. Entre ellos p~e 

den citarse problemas de mezclado y planeación de la --

producción como el ejemplo 6.5.4 de la sección 6.5.5. 

Después de estos ejemplos se procederá a plan- -

tear en forma formal el problema de programación lineal 

y se estudiarán las ccndiciones que debe satisfacer tan 

to la función objetivo como las restricciones. 

~ Si se analiza la formulación de los problemas de 
-

los dos ejemplos introducidos en la sección anteri6~; 

pueden detectarse ciertas variables que se llaman en for 

ma genérica actividades. 

f. En el ejemplo 6.5.1 las actividades consisten en 

envíar cajas de refrescos de la embotelladora al centro 

consumidor y se han representado con los símbolos: 

6.5.2 Planteamiento Formal ~~ 

"'Ac/; 1/1 chck.s --- . . . --- . -- 5 ~ (_ 
- . - ... · __ --.· .. - Y- ... 

* En el ejen;pÍ~ 6'.s:~"~~~~sa;ti_~i.~~~e~ 'co~si~t~~ ~'~ :J- iJ'¡>f>/;ff('/'0'77 -#""l""6"ffF;"..; 

en operar camiones de carga y se han empleado los símbo- /1 fJS· olé' Ccl ,-.:;)a . 3 :::'/ 
V 

para repr8sentarlas& X:t; x 2 

Cada actividad quede car¿cterizada por una varia-
07 (~ //.},;.',/k e/ 

o 



o 

Adem~s se observa que los problemas, de los 

ejemplos anteriores satisfacen las siguientes con-

diciones: 

*Tanto las restricciones como la función ob-

jetivo son funciones lineales de los niveles de ac-

tividad. Al ser lineales estas funciones son horno-

Una función 

'~ ~ ~>:.1 _~: ~ ~~ ' 
---

1' 

*y dos constantes cualquiera K y K9 se tiene: 

1.- No negatividad de los niveles 

es decir X . .::::, 0, u. 
'1- V 1 

2.- Linealidad. 

*Funciones objetivo y restricciones 
~ ' -~ "' \ ) 

son lineales~homogéneas y aditivas 
'J>,.; : 1- .:, ... l" J '-d .}\cl 

X ) 
n ~ // ~ 

...; y J 
_*Conju~tos de variables 

/'' j e :e-_: 

í x., i = 1, 

( 

1 

\ *Constantes 

- _,_ 
2, ••• nyx.' 

1, 

K y K' 

,~ 

- :J;? r¡;_ --~ ----- ---
i = 1, 2, ..• n 

J C/;/-
f(Kx1 + K'x'.l 

\ ' 
Kxn + K'x~) = Kf(x

1
, x

2
, ••• , xn) + K'f(xi, x;2, ••• -x~) (6.5.12) 

----------------------------------~-------~-



*La condición de linealidad (6.5.12) es equi- *Condición de linealidad -> 
valente a dos condiciones. En primer lugar una fun- factor constante de escala 

ci6n lineal tiene un factor constante de escala es 

decir. 

(6.5.13) 
,~. J 

. "' •• ~. " 'lo-; J 

*y es en segundo lugar es aditiva: *Condición de linealidad ~ 

aditividad 
J., JO 

Q.: o o 



~ ~ ~-; .. ~.~:.--. -f )'!Jr-:>C '' ~--~. (~~~ "','" ~(i!~<Z~ i.j~ ::;~~ -

Dn ejemplo servirá para ilustr~r es?rmpo~tante 
,.~ :·~r:I~•!C: U·l~~ ~;J", ·'iJ C!.~2~.~-:~u:.. ~~:- Gc:-:~:-GT0ü~:~ 

con- - . . ' '~ 

. ~ cepto 
{ ~ ~ ' • .r ,Y -~.eñ.}~ 1 af~-;}~~- ~~rt3t~?-7~::get,v t~go_,). op7,_:Yi ·;:'' 

f(x):=a -r6x (C.S/5) 
J J~.z 

7f 
. ' . 

j 

no son lineales ·--Es- decir, si en las funciones hay cargos 
· :_"' ,', ~ ·-'··t.:: ~ ~: .. (.,~ .. Y:~ , ... ~_; _ .-J,. 

f ij9s ( e+·. ~~-~~t..Z:~) a) ::,:~o!_~-~·. P?3tb.te•_: ~Ptt8:-~~ r~~~~.~~t~.~-ent~_,_e_l.,_ 
~ ~ J -:-.- ~ 1 • t =- > • J • ;:_~ \ '\. 

concepto de pr6gramaci6n ... lineaL--- -- ·---·-----·--: '\ . 
_ • .~~_-t f í .~~~_,Lr;J:t:i; t: .. (=i ._;~')¿ ~-~-c.,~~<-=1~-) t ~~ ~~t- Cr,}-6f:'}' r"t 

( 
::"·-~:··~~~·( .. ~~~v-r:;: (.~ '- .. -~~ ;_!' 

_,-.., r· 
1 

'-<) 

Determíne si las siguientes funciones son -lrnea''l-es---"'-
'" 

y justifique la respuesta. 

--~- ----- -- --- ----

~ FttJ1('lÓf? /JO ////é'c7/ 

a), Como a3X1 + b3X1 + a2X;¡ + bX;"-,\ -,~'-·· : > . -~_-;<' ,:.~· \;· ~·-_ n _ 

l _ ~ ~ ~~!. t_ 2X¡) +. b ( 3Xl + 2X2 0:-::__.c_..c'c ·--- ------ 'i/¡¡;;:{ '1 ~ ::-- ~J y 
se cumple J_a condición --{6':5.-i2J;i;"f~;-ci6n . .es .. lin_e_al., --:--'"'- ·,--~-:e- __ -: ___ , __ ~~-=_: ____ "' _ _ _ '·_ ~- ___ . ___ _ 

b) Como{_:3X + 5 + b3X + Srp a (3X:!-5) + b(lX+SY __ :_: __ )--~-' ··- -"· ~ -- - --J.r J 
la ~un¿i6~ ~o es lineal. 

puede plantearse de la siguiente forma. 

1-.. -

'.,_ 1 
------------------------------------------------------------------~-~-------·J-~·----------------



-~ 
'1 Hay que determinar el valor de los niveleP de 

actividad .::r
1

, ,x
2

, 

ción objetjvo: 

. . . JC , aue maximicen a la fun-n ~ 

~sujeto a las siguietes resticciones: 

~ Los coeficientes Ci de la función objetivo se 

nococen con el nombre de coeficientes d8 costo, · ~ 
a.. ... 

Los coeficient~e las ecuaciones de restricción se 

llaman coeficientes estructurales. 

ComO se ilustra en el ejemplo 6.5.3 un -problema 

~e_max~mizac~ón puede_c~nv~;tirse en un problema de

minimización. Como muestra el sistema de ecuaciones -

* C¿ 

.X. > o ¡>· ~ ~ . <>D IJ 'J - --- --- - - ---

- Coe /t ~~ ~n if>J d'~ 
Cv s lo 

-=? --,· 
V\.,., :I 

(.:;~ 

ó'¿i _ Coe/ t';¡;n/P-r '"'-J-1-.:tc
!wraiPs 

:_ 

{6.5.16} las restricciones pueden ser del tipo de de-

sigualdad o igualdad ?f Para la solución del problern?. - -Tt J6-/ /c:T / /t:>,p --
de programación lineal conviene convertir todas las 

desiÜaldades en igna ldades 

_ );v1¡ u/C' >0 ¡:'c7/a z·'i:on t/é'v 

J;-,_ ks J« 1 (lo;;?.s <PO 



e 
-ª.;_=:_ho_lgura, que de preferencia deben de ser positi-

vas. La siguiente desigualdad: 

puede convertirse en un~ igualdad introduciendo una 

variable positivaX, llamada de holgura, En efecn-. q 

t ~ . 
-J • 

* Si por otra parte se tiene en la ecuación de 
. -cYf'SI tltrcl h&:J 

rsstricc.i6n l~~:ttra en sentidc contrar-io •. 
\ 

la introducción de la variable de holgura positiva -

'VI> LJ::'f1 1~-'/'8 1 //t:'o·/,-,'((·o-j 
...'"n + q, convierte la desigualda

1
dJ, ya que: 

Además los m~todos de solución del problema 

de programació~ lin~ai·e~ígen que los niveles de a~--

tividad sean positivos, _es dec,tr J;i 2: ~Y1.~_E¡J _un __ n_.f._ 

vel de actividad no está sujeto a esta restricci6n se 
le puede sustituir por la diferencia de dos niveles 

de actividad positivos. Supongamos que el nivel ~i -

no está restringido. Si se introducen las variables 

.r} ·1oc¿· 
'\ ? --ero n ~' 3 .'1 

V -'J. 'Jt 

¿{ 
3f/ 

> 
't 

.· 

- 6y 

36;¿ 

_;?J.,~(_ e(,. e+ __ <?~( &-Y/ ·(?t~./ 
X¿ L- Ó > O 

. 1. 

-. -



x: y xi relacionadas con la va:ciable xi mediante 

la siguiente diferencia. 

la variable 6 nivel de actividad original puede -

ser mayor, igual o menor que cero, sin que las va 

+ -
riables X. y "L. t 1 t · El i 1 -~ omen va ores nega 1vos. s -

guiente ejempl~ ilustr~ tanto la introducción de 
- --

variable de holgura comot~lel empleo de la relación 

( 6. 5. 17 )--- ..¡ la transformación de ·un prob-J:emá- de--mi é-

nimización en uno de maximización. 

Convierta el siguiente probYema de minimi 

zaci6n en un problema de maximizaci6n, transforme 

todas las ecuaciones de restricción en igualdades 
- - . 

mediante la introducción de variables de holgura . 

~~---~---~- ------

/) /) 
\.j () ...;,· 

~ - ~--:_ - _- - c.-. 

r OtD 3 6 e;/ 
1' 

-" 

Ejemplo 6.5.3 

,el-1 p1111 : 
y transforme-- teda.s. J. as var iables'Vño. . .Il-~9-ª"tl.-va~&-.,., .. , __ _ ~-- .. 1-r,f.~,~·=-[~.1; 

S X¡ -r 2 :r /2. .?: 

o o 

- - _ _; ... - -- _ .... - ·.___- ... ~ 



1 

e 

Solución~ -;· 
_ ... ,.....,. .... 

se sabe que: 

f 
\ 

/ 

/' -
/ 

Min. 

', ___ Hax • ___ ::-m·,-· 3.X. - SJL. _ 
- - - .i ______ =-: ~¿ ---- ---- -- -- ---- -- -

o 

----

~efiniEndo una nueva función de objetivo. 

la función objetivo se convierte en: . 

Para •convertir l3s dos desigualdades de res-

tcicci6n en igualdad es necesario introducir dos nue 

vas variables :tt3 y :;t4 para realizar los siguientes -

canwios en las restricciones. 
Jx¡ f l)x'l. ~e 

X - f; ,y? :!:. Zj 
l. -

la variable x2' no restringida d~ 1: 

be sustj. t\l:f-_r_s_e pQr_ la diferencia de dos variables no 
___ :: ~- -~-- ---- -~ -~----- ~----- - - - - -- • ' - f ..... .,.- -

t
. ;.,, V+ ~r-' nega l. vas-~~ .?--~~-=::~------~--~~2_./L_ ·-- ___ .. _________ · ---------- -- ..... ··-----

Realizando esta sustitución, las ecuaciones 

6 c'ondiciones de restricción tiener~ la siguiente for 

ma: 

of¡f?h'vo 
.::-m 

o 
·, /()t:~ 
J ' 

ooo13c 

n: 36,~ 
/ 

() ¡'·/¡ 
"' 1 ,J ' • J 



/-'V" ..A_¡ 

•' 
• r-.1"" 
~- '-\ 2 

___ _ /t?OIX: 

También es posible resolver un problema de minimi

zación recurriendo a su formulaci6n dijtJque se estudia en 

lp secci6n 6.5.5. 

# L~ estructura del problema de programaci6n-1ineal~-
se presta para el empleo de la notaci6n ~~t~iq~a~. Si se -

* definen la matriz de coeficientes estructurales 

A = 

t 
y los Vectores de actividades: 

~ 
de costos 

o o 

.,..rorlilulo'?cJ oí7 -= /?J~?/-1~~~~ -__ -__ 

_c/d 1 3'1J 
->+ lo~ /t/~~;~/,r.~------;.5-;{ucl(,;y/~?s 
a,, ti; z .•• 152"¡ 

tlu ... 
• . 
• 

0,1/ tf'/72 . ' Ql1 

6.5.17) 

# Ach'v¡· da ~~s · 

-X¡ 

X- Xz 
. (6_.5.18) 

~ x~ 
Cosfo_ s 

e, 

e -
C.z (6.5.19) 

o 
o 1. 



e o 
y de restricciones b¡ 

¡, 62 
- (6.5.20) 

b;¡ 
El problema de programación lineal queda plan-

teado de la siguiente forma: 

\ (rJa .. x:.: (6.5.21) 

Sujeto a las restricciones 

A X 
¿ -6 (6.5,22) \ / 

-- '¡ ! - "' '' 1 ,, --
X > o (6.5.23) / 

' --
' ,/ 

En la siguiente sección se ilustra gráficamente 
/ 

/ ¡-.-: ., / 
--,, 

' ' . """"'',./ 
l !u .. J-oyn·:~ o.-t. 

\ ( ! ' • A ~ 1 \ ok.i ~"e" a ::;o •Jcl()l\ Ol-< proc·<?,Y'.O.. de programación 

lineaL. 6. 5 .. 3 $olt:ción gráfica. 

En esta sección ilustraremos gráficamente la so-

lución del problema de programación lineal. Como es difi 

cil representar gr5ficamente funciones de más de dos va-

riables, se empleará el ejemplo 6.5.2 para realizar esta 

representación. 

El modelo matemático de este problema es el si--

. 1 o 



guiente: 

Sujeto a las restriccione~ 

Las restricciones de este problema establecen 
\ 

'"na zona del plano (Xl 1 x2) donde deben encontrarse -

las soluciones factibles, tal como se señal6 en la --

sección 6.1.2. Observe que la ecuací6nX1 + 4~2 = 24 

corresponde a una recta, que divide al plano en dos -

regionS>:·. En la. inferior se cumple .X1 +4Je 2 .6 24, por -

lo tanto la soluci6n factible debe estar "abajo" de -

Jicha recta. La figura 6.5.5 ilustra la zona definida 

por esta restricci6n. " 1 

o 

2 

• '. 1 ' ' 
. o; .; lx

2 
5:29 ( 6. s. a) 

:X¡ f ..x2 f '! (6.5.9) 

? 'l ¿ , .. ,, -....' :x, f '"' ~ .::. ~~ 1 ( 6 • 5 . 1 o ) 
.:e, } ~"t 2.. .? o 

/{J/ 
JO[}t"J~ 

.;!,. :..• •.t 

~":;.:~----
...... -

_,,-.... ... ........-

~, --------,~~----·----------~e> 
2 7 -----

X 1 f .f 1"2 ~ 2 /¡ o 
- 1-



o o 
Un razonamiento similar lleva a concluir que 

1 

la solución factible también debe estar a la "izquieE_ 

dan de las rectas .:x1 + .x2 = 9 y ~+ + .X2=21 

( 1-1 ~ '"'. ~- 6 ) -

\ 

x-2. :z o /! ~ l o impon~ 

que q~be estar en ~~ prim@r cuadrante. La +~g~6n d~~ pl~ 

no donde~~ cumpl~q tod~s la~ r~stric9~oqe~.e~ ppr_lo -

tanto polígoqo.convexq o~~C,~DO q~e apar~c~ ep 1~ figura 

6.~.7. 

") 

.. ·' 
._. t ... . ~~ ... - 1 -·· .... ,,.' . 

._~.J.:/ 
• 

.X¡ 
--+---~--,-2~,--~-~-Á~.~-r~--~----------~-~-

---

-~-

o 

" -
~ 9 ./h ~.J..x¡ 1' ..r2 ~_1/ 

, 9 () 
J uó 

= '2/ 

"' " -- ~ 
X, 

.---¡--&.:> 
1,.. 
~, V .8 

/'_ 
,/ 
\ Fig.6.5.1 Zona de sol~cion~s fqctipl~s pel 
~ é]empío G.s.~ . 1. 



El siguiente paso en la soluci6n consiste en 

encontrar dentro de los puntos de dicho polígono, 

que son soluciones factibles todos ellos, aquel pun-

to para el cua 1 1~ -función objetivo 6. S. 7 2X1 +4X2 -,_ 

es máxima. Nótese primero que cualquier recta depen-

dien~e -~ cumple con la condición 2X1 + 4X2 • Además 
4 

enére mayor sea la dis~ancia al origen de una recta 

dependiente -1, tanto mayor es zx1 + 4X2 tal como se 
2 

ilustra en la figura 6.5.8. 

'' ---· . ~ ... ,.~ - ____ ...,..,... ... ..,...~- --- ,.,-~- ~- ~ --

,;_,,/Fig. 6.5.8 Funciones objetivo del ejemplo 6.5.2 
~---

_,.._ --- .... --------.._ 

Para obtener el valor máximo de la función ob 

jetivo ¡x1 + 4X2 es necesario desplazar 

una ._:r~cta dJ~endient~ - ~ l~< ,...,,u-2rC\ que s_u -dis tanci_a_ a_l . 

origen sea máxima', pero tenga por lo menos un punto 

dentro de.la regi6n OABCDO. En la figura 6.s.q se 

ilustra este procedimeitno de búsquedadal máximo. En 

el(Jnto B de coordenadas {~ 7 5) el valor de ~fun--

---- _,.. _, 

- - - -

() f' ..• ,, A"• f 1 -~ 
·, V~'-"" J 

- 2 tj 

-- __.-- -- -

1 



-

Q 
~-~ • ' t:." 

r ,,Q, 
1, IJ.... = 

ci6n obj"etivo· 2icl-· + ~-
1
,es de 28,~~e c~mpl~n, t~~:~ , :· 

las restricciones. Por lo tanto JS = 4, J·; = 5 es -

la solución del problema de programación lineal. -

Haciendo referencia a la fig. 6.5.9 obsérvese ade-

más que para dicho punto, tiene las característi--
. - [~ \~~ 6\c..:J 

cas resbmidas en el cuadro 6.5.1 

'V 

.,_ '\, : 

Fig. 6.5.9 Ilustración de la solución gráfica 
del problema de progrg~~ct9n line?l 

/10 
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) 

' • 1 ~ ......... / - ( - J ~~ ~ 

7 ,, 
Resbricc;:i6n \ ·~ , Holgur~ 

2v 

e¡ 
/7 ~ 2.1 

'· o--

,_ 4 

·-, 

Tabla 6. 5·.1 Propiedade's de punto 6ptimo B del ejemplo 6. S. 2 

'. 

Es decir, el recurso mecánico "del que se cuen - -- _.,.-,_.r -~- --,...-.-... _., 

ta cono días más, el de "andenes de carga" con()--- o 



Üe s,:; cuenta con 9, se emplea plenamente O se usan 

4 camionetas de dos toneladas y 5 de 4 toneladas. 

Mientras que de-tercer recurso, del que se cuenta 

con 21 unidades, solo se· usan 17. Sin embargo ninguna 

otra combinación de xl ~ X1 permite obtener mayor vo-
l 

lumen de carga sin violar las restricciones (6.5.8)-

(6.5.10). Antes de continuar, nótese que la región--

definida por las restricciones (6.5.8)-6.5.10) es co~ 
' 

vexa, como muestra la figura 6.5.10, ya que cualquier 

recta que une dos puntos cualquiera de la periferia = 

de la zona se encuentra en la frontera o dentro de la 

región. 

1 

1· 
11 
'· 

/ 
J. 
t 

i 
En la sección 6.5.4 se empleará la representa 

ción gráfica de la solución del programación lineal -

para visualizar fácilmente diversos casos especiales 

de problemas de este tipo. 

Oo1 _q ' 'J4 

/! ,'),h 
,., "-"1 \,,' 

.... ) 1 • ... .' 

Fig. 6.5.10 Zona convexa de 

soluciones factibles 

.! 

. 1 o 

---------------------------------- ------------



------------

t El métoeo gr&fico de solución del problema 

de programación lineal está restringido a modelos 

dos varicbles. Pr5cticamente ~odos los proble-con 

mas de interés para el analista tienen más de dos 

variables, por lo cual el método no se 

* puede emplertr en estos casos, Es necesario contar 
1 

ccn rr6lodos algebraicos q1,e se puedan programar -

~n und computadora digital, con objeto de resolver 

~roblemas con un gran nGmero de variables, como --

son la mayoría de los que se encuentran en la prá~ 

tic3. El método simplex que se introduce en la si-

guiente secci6n tiene esta propiedad. Sin embargo 

es impor~ante familiarizarse con la soluci6n gráf! 

ca estudiada en esta secci6n, ya que ayuda a enten 

der la naturaleza de la soluci6n del problema. 

Al ir desarrollando el método simplex de -

soluci6n analítica, continuamente se hará referen-

cia a la solución 

que de esta forma 

facilidad. 

gráfica. Los autores consideran 
doJ 

el lectorTComprenderá con mayor 

Q El método analítico más importante para Q 

~ !1e-/o o0s 
/f'.Fo/vé'r~ 

"] tj' ( 
" < -...¡ 

J 1 

f. 5.4 Soluci6n analítica 
1 

o 



o 
;¡;. 

soluci6n de este_tipo de problemas es el método 

Simplex, que introduciremos resolviendo el eje!!!_ 

plo 6.5.2o --

' ~ La ~f-tú'i"éi:6'n·~oBjetivoi'dé(7est~·- e~j~(~plo es: :!- ;04J--Jrtcfp¡, ·-':C-:~:.6/~rt::.~~~\.':.~ 

. o 1.11 
~ q ooo11r; 
.j ) 1 

'"' •\ -
'' 

m~x: m=2xi' +- ·-4x
2

_ ·· ,·:.:--~- ''v .,... ,,._. (: ·- • ·' :. '·ina.x:;_ .. :·m~-=:2.::c/:f~.z2:(6~5:~ 7) 

~ Suj~{¿ a:i"as ~-~striccf~~~s ·(.; ··.--- ~;, :;; *' R,r-:sli/{i(li,O~Jt~}-:J:~=:. ~~<\ 
:~· \ ¡ ' " -

- ,.._ 1 

restricción e'n" í'g·u:a7réíadés·:, tal· cofño·'··s'~>~effiitJ!cf 
l -~ -, ~ 

eft 

·lasecci6n:6~'5=:C2 1 ':"-; ;(~ · '"- -.- •• 

- '] ! 

4uf 

3-:c¡ 1- X 'Z -f .XJ- =21 -- - . -

--~ D~biab·· ~f -~ú_úlO de las desiguald~~es·,! las-, ~ JI¿;¡;;_; ;Z t;,¿~ '· \o1t:>.· Ji;(;¡, t) i~:,. , __ .4 () 7:: 

variables de 'hoig\.1~a· 'cfeb~~ ser po~~t~~~-s~ ~-s de-- ~us'/fi. Viis- ;·() -

e ir: 



El problema consiste en encontrar los valores 

de las variables ~j que maximicen a la función objet~ 

vo ( 6. 5. 7) • 

-;t Como el sistema (6.5.24) tiene 3 ecuaciones-

con 5 incognitas pueden expresarse 3 de ellas cuales

quiera en función de Jas dos restantes. 

Como la variable ~3 solo aparece en la ler. 

ecuación, la :X4 en la 2da. y :x5 en la 3er. ecuación 

lo más conveniente es tomar xl =O y X2=0, obteniéndose 

de inmediato del sistema (6.5.24) que x3=24, X4=V y 

x5=21. Esta solución se conoce con el nombre de una -

1 . .. b~ . ~ so uc1on úSlca, y las variables cuyo valor se ha fi-

jado reciben el nombre de variables base. Teniendo --

presente la definición de solución factible, se nota 

* que el conjtmto X 1 =O, X2=0, x 3=24, .x4=9 y Xs=21 es --

una solución factible aunque no óptima, ya que en es-

te caso la función objetivo vale 

<t-r~G 

o 

rm =O 

o 

. 
t(O'/ 

110 

o 



o o 
Haciendo referencia a la figura 6.5.11 que-

muestra gráfiéamente la región donde se cumplen las 

restricciones (6.5.8) a (6.5.10), se observa que la 

ponde al origen del sistema. Nótese además que el v~ 

lor de las variables de- holgura indica que no se es-

'. --:-''V 

cJDV11J8 

'1 

' f ~~ ~, ~ ,~.\ ~ .<~~ 
::'"1 ! .... ~ ~ .. ' J .... ·;:~ 

tá empleando ningún recurso en. este punto. ~l o~ 

Fig. 6.5.11 

---
A2J¿t'rr/JJ)~. e_-;~¿.,. .~;1 o-
x1 f4x~-¿~-~~--~- X 1 -r{~'-r;<=o 

Valor ~e las funciones de restricción 
1 

en el punto de solución básica. 

1.-!- :(r·-1 ~·. ~!2 .. : 9. 
' ~ ' ~ Í, ' "> e • i '/ ::<3 :Y;>:.· .x a- · -= O -. 

y' 

~<j 

' ·-
' , ... ' ' 

2.1 

'' • ¡ 

' 



~·· ~ 

,,, /:>ara incrementar el valor de 1a función objetivo 

se puede incrementar el valor de xl ó el de ..x2 ó ambas. 

Se empieza por determinar en cual variable un incrcmen-

to unitario aumenta más la función objetivo. La fig. --

6.5.12 ilustra que una unidad de incremento en~2 aume~ 

ta en 4 el valor de m y u•1 incremento unitario en .JC1 so 

lo aumenta a iiulcn 2 unidades, por lo tanto conviene, pa 

ra encontrar el máximo lo más rápido posible aumenta~~ 

el valor de :X2 , manteniendo .X1 =O. 

o o 

if l/1 i) SI ~ 

:!2. 

t u/o .x2 ¡1 
d o 

o 
o 

!\ \ ~~ 
.,...., 
\P' 
~ 

¿/¡n 



o 

X3 :=o 

.::: G- ;fx, 
3 ---ª x· 

4' . " ' 

:::: 1 S - .!.!. V t; -0 
q ~, . . ·- 11 

A/ttfl6'.! Jlar/a 6/~ b~se 

o 

' ' ' ·,' ' . ' . ~J :==. ' ~¿¡ ::::.: o 



El máximo valor de X 2 puede ser 6, ya que si es 

mayor de 6, .:x3 ~O y se violaría la condición X. :=::O, -
l,.,. 

i-=1,2, ... 5. Gráficamente, al ir moviendo la recta--

2x{ + 4x
2 

que representa la función objetivo paralelame~ 

te así misma, a lo largo de la rectaJf1=0, se llega al

punto A, otra esquina del polígono ABCD que define a la 

región de soluciones factibles. 

La figura 6.5.13 muestra este traslado de la fun 

ción objetivo m=2x 1+4x 2 

Para .:X1 = 

:x3 

X'! --
X S -

¡·" 
) A I¡J 

Ufj(}J ~ 
-JO 

O, de (6.5.24) se obtiene: 

2.t/ Lí"'y ....... ~ 
l..~ 

9 x2 (c. 5. 25) 

2./ - ~y'Z --, o 
!-¡ J c. 

· 6 5 13 Bu~squeda del máximo de la función objetivo F1g. • . 

o o 
a lo largo de la recta xl = o o 



o o 
Del sistema de ecuaciones (6.5.2S)para -( 

.:X1 = O Y .X2= _ 6 se tiene: 

'X- = o 
& 3 

.x4 = 3 

,jC) = 15 

mitado correspondiente a esa ecuación de restricci6n 
- - - - -_ l '-;.-

-
se ha empleado en su totalidad. En efecto el punto ~ 

' :' 

se encuentra sobre la recta de ecuaci6~~ 

y la ecuaci6~ 
, --

:lt1 o. 

las vari'abTesf"''deT--pro:Olerna· "Sorü ,' 

,- { "' 

1"""'::>~; ... 
--¡,,.;. ~ 

/as f/d//a 6 /~J 

-\ . - ,' .,_. ~ . ,. ' ~ . ~ ... 
--~~--~"' ... 

A o. 

.x.J =-o 

.:x9 ::: 3 
X.;== 15 

111 . 

,_ 
1 



Las nuevas variables no básicas, es decir --

las que son diferentes de cero son: 

El valor de la funci6n objetivo es: 

"'* que resulta mayor que el valor de esta funci6n en el 

ler. punto explorado, el origen, donde valía cero. 

~ 
'• Cuando las variables bpasicas 'V" v-f!f!{ "' eran ..a1 y -.42 , 

o se el ler. paso de la soluci6n del problema, tam-

bién llam&da lera. iteraci6n, el sistema de ecuacio-

nes algebraicas que hubo que resolver eran: 

En este sistema las variables no básicas - * 

o o 

~ )/¿;:/ ;J .f /Ps ;, o 

.XE.ftX-9 cJ Xs~-

m =2~'0 -r- ~.x2 
-t,V.:. -r ,....,.l-2. 

l 
1 

m:::: 2 '1 

1 m=o _l ::e, 
or----------------~ 

~ Con .x¡ = .x2 :: O (yar/c76ks
);,ss 1 'Ca S e 1 S'/J' /Le n-t or o/& 

.e C' u a ca1 • c.:>t,t e--:; P ra : 
_x¡_f -?x2 +~xJ = 2Cf 
-7¡ _t_ ~2 f x$1 r ( c.s.21f) 

X = 2/ 3 ;r., ___ f_- ~2 + S' . 

l~.s 

(!/Je> 
va 1/ a i #s x 31 ·~-"C.t; / :(r .:T- O 

h&s' t-oeN) / óf!J&; l' t"',O n - ¿J ~ 1 
r?n ('¿~c/a ·pc-t-té/('":1 o rJ 1 

o 



o 
x 3 , x 4 Y x 5 aparecían en una ecuación cada una, y esto 

facilitó·§u ~~aluació~ • 

.... _...._,... ·~e":} ~ ,-...\'""' ~:1 I .- ~.!'(~, ~-( r1:f:_'• -:.~ 1._· L} ...t 

·~Pa~a~proseguir·bon~igual fácilidad, seftebe rna 
__ •. .,., , '!~ 1 -"~ -(, , ·:'..·- ,.·r,;·~- :-: ·e ·s :7·. /d" 

nipular:· a·lgébraic'ámént:·e -·a: ··las ecúac iones ( 6. s. 2 4) para 

que en cada una de ellas aparezca·s9larnente una de las 

nuevas: variables no básicas x~, x4 y x~ de_preférencia 

con coefi:c:-ieri'fe·: 'un~l.t.ái,J.·ol. 'if De~·"l"a:-: ·f~'i:- .l) ~-~;~G::ign .-del sis 

terna ( 6. S o 24) o 

se tiene al dividir entre 4 

*Esta ecuáción·ya tiene ~na. sola variable no bá

sica ·:x: 2 -con coefiéii:{nte tíni tario ~ ~*En la -2da: ecuación 

del sistema· (6.5.24)-

, ,. 
',~ ,. -.,; ,. ' ( . ; 

-- -. ..... ,:¡' 

*aparecen dos variables ho básicas, x
2 

y x
4

a 

Corno x2 ya quedó en la ecuación a-nterior se debe dejar 

__,..'T.,•I'--..v·· 

*Hanipua.e las -::.ecuaciones.{paJ;a que las 

' ;;;;±~b~~s ;,n~ básicas. (;¡ 2~~ x:, x
5

) 

. ¡ •;· \ 
\ !..! ; 

aparezcan en una sola ec~ación. 
) •,, "'::? 

; "- ·- '· 

y• -· -

,.x---·í+.-x + 4 x = 24 1 
' 1 ~ ·. ' - 3'' 2 

. \ 

( 6 • 5 • 2 6·) .. _ \ 1 
~ 

*ynica v.nob. x 2 _ éj:Jl t(_ ____ _ 
--~-~--~--------:-------~- ______ ,__ 

~2d·a ·;-- e_dua,ci6n ~" 2 .. 

~~~~~----------------~~~~--~----~------~~----~---------



en esta x 4 . Restando de la ecuación 

la ecuación anterior 

*se elimina la variable x 2 . En efecto se tiene: 

*Finalmente la última ecuación del sistema· 

(6.5.24) 

kContiene las variables no básicas x
2 

y x
5

• 

Hay que eliminar x
2 

para que solo quede una. Res

tando a esta ecuación la ecuación *~6.5.26) se eli-

mina en efecto x
2 

Realizando esta operación se obt:: .:ne ~ 

o o 

t7lt'170S 

(2) 

*se elimina x 2 

(1}-(2) 3 x - l x 3 4 1 4 

*Ultima ecuación 

*V.n.b. x2 y x5 

elimine x2 

3x1 + x2 + x5 

-{+ x1 + x2 + 1 
-4-

1 4 xl + x5 - ! x3 -.J.. 

T 4 

= 24 

= 21 

x3 

=15 

~\ 

_,, . . ·) 
.. /,"\ 

• l./ 

' ! 

) 
/ 

,./'.Í' /• 
.. -... }o 
1 .._) 1 

o 



o ' ,, 

dado de la forma deseada: 

-, ' 

.. -
*En ~st~ sistema de ecuaciones en cada u~a de~ 
~·~ ~, ... .._-,.<~~ ~...:e~ .. ~.:.:.--:-,~-.--(::)~~.! (:;.·-~ .~..-;;t"' / ... :..:x .;:- t-/~;.?. .:J_J~-z.~;: ) 

ellas apa~ece solamente una de las variables no básicas. 

- < J - • ~- ~ - ,, ;:; ~~ 
'l~..f( ,._. .. "-::;; ~<- ---;: ~ t: '..~: ' . I:.' ' _.r~· '¡,~ -~ 

*La funci6n.objetivo hay que expresarla en __ 
~ -:~ tJ c. .• :; ~ . . 3 ,,: ' . .~ ("'"'~; jJ'.:'(Y ~ .:'_:e·.~~-~~ ~:'-- ~ · ...,.. ~ 1 .~ I.. " .. ~. ~ .. -~~ ,- ·:~ ~ 1 

función de Ú~s v~:rf.able·~ )~§.si:cas. x
1 

y x
3

, es decir 
r - ..._.,., .:.-,p-J • "" '\ <:. ,..,2_ -· f! :.¡ •/ .!~ --- ~ ' -

hay que. elimf~a'i x 2• bn -1~ _~~a~-~ ~n,~.:~.~~r:.,~s~a. ~u~c~~-n 
- .. '-~ '~':.3 _, _. ''~ __ ... -·,4. ~ _... . '-• - ,,_ , ....... 

estaba expresada _en funci<?n de_ x 1 ,Y x2 ~ ... e,·._, •.. ,.,.- ... 
~~ , __ "',l!)'.,...:-- _-,:.-"~ -:.1:]. .!:-'--• -.J ... ~ ... ¡_,,_,..,,...,_,, .. .., ... _..._, .......... _Jp 

despejando de la ecuaci6n · (6 .-5. 2_6} -_. . 

.. ~ '- . ,.,. -
.. ~ ~ 1 J ...... ,, - ' J 

' ,, 

-·,·:· 

·~ 
., 

*Nuevas ecuaciones de restricci6n ",\ 
\ 

\ 

1 

tf.J/ \ 
1 

l 
(6.5.26 i 

(6.5.27) ) 

(6.5.28) 1 

*En cada ecuación aparece una sola 

*Expresar m en·funci6n de las_v.b 
i ' . -~ 
~ -!.<-, 

(xl' x3) 
/]J 



Sustituyendo a~2 en la función objetivo 

La fnnción objetivo ha quedado expresada 

en función de las variables básicas xl y .x3 y en 

valor para .x1 =u\0 y .x3 = o es m=24 

A continuación hay q~e determinar que p~ 

sa con la funci6n objetivo si se aumenta JC1 6 X3 • 

Para ~ncrementar m, y seguir satisfaciendo la con 

dici6n de no negatividad de las variables debe --

mantenerse X 3 = O ya que dado el coeficiente nega 
. @~ -

tivo de x3, §ix3 aumenta, m disminuyer ~ incrernen6"e 

.ta x 1 :~Del sistema de ecuaciones de restricci6n 

para X..,= O, las variables no básicas en funé,i6n 
J 

de la variable base~2 , quedan expresadas en la

siguiente forma: 

o 
'V r __ 1 ,-__ /1 y 

vt.-.~ -o. ;;-~, 

1Jt 

/'l'-~ ¿,:; 
-¡ J 1 

~ ?a íCJ .X ..J == O 4:s P:·.-; .. :.--,-:· -

(' 1·0 ú é'..a (/p r::.:l:,.: ~} i'r / . .:J .. ~ j .Jo .f/. • 

éC::::::::-~----9 ( 6 • 5 ·3 o) 

o 



··o· /f,!f.JJ..Ji 

·;0 
:f 11.-JxYmo J/c;Y~/ o/~~ .x"4._ S/j,q 

determina~· cual es el máximo valo<r ae $~'~ •' 'p'at~·~· 'el 'cüal 

todas las variables no básicas x2 1 .x4 y .)r's sean rna,yo--

res o igualés~a cero. Se t~enr 

·x 
4 = 

6 - XI 
4 

3 

l(lf?;(y,-- c·?J/1 cdi>/;;; nf-'J c/e 
/?a /JP.jah";//{¿4c/ 

' --- ------ -'"" 

~ ':;:: ?ll 
"?'t:Y)(' 

-v! -- ,..,. -...{' ·-'4 - ._, 

JCS = lS ll X1 .:1;
1 

_ . C!' 0 ~r ::; Q 
--. --- -- 4 - />1d .r( 11 \1 

'*- SevenYC$e que el máximo' val:or posible- ~~~r~a;;-\· --~ -/(J.:C'I,rf'10l·- 1/o~);,~ Q"é? ?os/~- -

ble .JC'l 1 sin que· nip.g-!lna- de las Vé:l,r-íables-:.;X"2:1 ~4 y:Xs ·-~- ', '_:___ 6k: :_·_.¿ ____ "_·.:X..L_ -- =;:,~>r- ::P.::(~ ;::, C? ¿¡9Q.. 
se vuelvan negativas_ es 4, para lo C'!Jal .x4 :;; O. 

-* ~e finaliza e_ste pasq t · ""'- "'V' O se _ J. ene que ... ~-~ = A-4 -- • 

Estas variables se toman corno base pa~a el siguiente ~ 

paso. 

de las 

.;f. Para X 3 _ = .X4. = O, y X
1 

-= 4 el valo~ del resto -

vart9.bles es .X2 ~= S y :¡r5 :;::: 4. Estos valor&iftb--

.¡ ' , ' \ 

-t. · tJe 1 s/s·k~.-~ ~:Y: ~t:> / ~ .r)-; e c-/o -
' -. ' ), - ' . 
1( P S~;-.'$!· ·. --s¿;: : ·.o( q. = O 

X
1 

== 4 -7-_ 72>;:/.:;- Xs-
tienen del sistema de re!?tricciones. · - · - -- .. -, .J 

~r ~i-·~¡~\1-i·:~~~-,.-;o~-;~n~~~ d~--~a:lor1~-~ :d~)r~:~ vari~bles ""Y.JtfY<Y st?<V(~fq-v; /-/~,r~-~ ·0'/e 
• .. ¡. _ f ,, ~ t\.1 '(· ~ r-¡ -. ,.~,';;1__,.t \, ·- ;~~ :_ ~-( --•. ~r,, .:/<f.J"" 

.X
1 

=; 4 1 .JC2 = S 1 :...ie3 = O 1 X 4 .~ O'_ y _1{5 = 4 

consti-tuye una nueva· soluci6n.- factible. 
,- . '- ·- - ., - ' - -' ----

~- ~~e~ ~~ c~n~-i·n~~~- resulta ilusti"ªtivo interpre~..-
~·· • 1' ;_ -~ ' ;: "' • l - ' ~ ,.. 

tar gráficamente este segundo paso -d~ soluci6n. Ep este -
- ~;~ \ .., ~/ 

paso de soluci6n se~incrementa el valor de la variable 

71-;h. /P;·r, e lo~; 1 ·o-:Y/ $ro.,-- ~4 
· .. fl "Ca 0/p ;6- Z cv' 9t. / fr/ :::~ - /. 
·c1!ÓÍ1~- -X.t ~\c/r¿ ·~:o ól f_ --· 

----- ./. 
-

-~-- -------~.~-... - .... 



-1: 
básica .x1 de O a 4 manteniendo ::>. la otra variable bá-

sica ~3 = O. Como X 3 es la variable de holgura de la 

1er- _,ecuación de restricción ,](1 + 4 .)!2 4 24 esta bús

queda de un mayor valor en la función objetivo se rea 

liza a lo largo de la frontera AB de la zona de solucio 

nes factibles tal como se ilustra en la figura 6.5.14. 

~ 

/ 

Fig. 6.5.14 Búsqueda del m~ximo de la funci6n objetivo a lo 

largo de la recta AB. (¿c.ls /k/ó'('/Ón} 

Para continuar debe volverse a manipular el sis-

tema de ecuaciones (6.5.25~ 

daOcuac ién c;:a ~::-:Ce. 3s li:. :. 

-(6 s.:q~ J para dejar e~ ca

·.:~:,L_~_¿_.· _,_:= ::-:o básÜa::: ::~,-.:x-2 

es/. 



y~ Realizando operaciones álgebfaiéas·el€~Éáles 
sobre ese sistema simílares ~ las descritas previa--

~ - ~ .. ' 

mente se obtiene: . ' ' -;•. 

( ___ ~~~¡::áili~~~) ~1)(1 ~ + 43(2 + x; ()b;.) - ( 6 . -5 • ~ ) 
----·------ ------ 0---~---..... -·-- ---- ----- ~ ~-- ~ 



, 

.. ~ ~= _. 29 (andr.nes) J{1 + 

(cargadores) 3x1 
-=---~ /---------

(6.5.9) 

(6.5.1C) 

donde se recordará que la prim~r restricción la impo

nía -la disponibilidad de mecánicos, la segunda estaba 

relaéionada con la existencia de andenes y la tercera 

con la disponibilidad de cargadores. * Al operar 4 carüonetas chicas y 5 grandes, e~ 
mo indica la solución dGl problema, 

primer variable de holgura es nula 0('3= O), la segunda 

también es nula <X4 == O) , y la tercera vale 4 (1(5= 47> . 

Este conjunto de valores de la variable de holgura sig 

nifica que el primer recurso (mecánicos) se aproveche 

en su totalidad al igual que el segundo (andenes). - -

Mientras que del tercer recurso se le emplea la canti-

dad disponible menos la holgura, es decir 

21 - x 5 = 21- 4 = 1 7 

Para resolver un problema d~ programación 

empleando el método simplex es necesario realizar repe--

titivamente diversas operaciones, como se acaba de ilus-

trar. Es posible sistematizar el método solución expues

to empleando la notación rr.atr:iciaL 

o 

* x 1 --= f/ -= o~é'/C7/ ~ 
C'ai??I'O JJP /c7s C"'h;ca_ ... .s-
X2 = s := rP/6'1 s 
cam;·onPAYs ¿1/éUJ#s 

Sé' ,? ¡y; /J /f'cP ?/ 

" 
1 1/' ¡::>!"'e·.~,, ; ·(.~ . -· -J , 1 ... ~ ,-<. ,¡1 - (.- ':l-

:r.J =O= 
!or!VJ lv-o 
X 1/ =O..= se p;u/ /rv ;") 
()6s ,.{D ¿¡ Y J o/r::> ;-¿ P .s 

., / -¡ 
/, l L 

./''' ~J J 
1 1 

·O 



o o 

mi' /JOS 
columnas :,;t,.,.:.~.me,~l~L~.~,Ltimé!-c.:ti-~!'l~n-:~por valor ~los coe-

ficientes de las Vqr~ables en las ecuaciones de --

restricci9n y e~ la funcipn objet~vo. En esta últi 

ma ecuación.debe qambiarse.el signo de los coefi--

cientes. ~~ últimq co+umn~ tiene p9r valor los re

cursos disponibl~S-Y un cero~enc la-última posi~i6n. 

Los elementos del último repglón de esta tabla, -~ 

exceptuando el último 

los indicadores d~~ problema. Como se señalq a"coii 

tinuación, si despué~ :-de realizar las operaciones·. · 

que se indican post~riormente, todos los indicado

res son positivos, la búsqueda del óptimo a -termi-

nado. Con objeto de ~amilia~izar al lector con el 

método se :pre;:;~nta~ .. lás ;.~cuac;:iones en forma expl!-

cita y en~ notac;ión. m?t'tr.icial-, tal- como ·a. p-arecen· a -; -~·-=o 

continuación: 

o 

. '-



/ 
í '1 " 
: . 1 

!o o o 



o o 
El problema se inicia buscando una solución 

factible. En este caso puede ser xl ::= x2 = o' X3=24 

.:r4 = 9 y..X5 =:=21. 

Posteriormente se señala como puede sis,tem~ 

tizarse la búsqueda de la ler. solución factible. 

Posteriormente debe seleccionarse la colum-

ma con e1 término más n~gativ~ en ei álti~o rengló~ 

ó sea el corre~pondÍén;e ~ la f~nción.obj~iiv~: Cón 
·--

objeto de d~terrniriér6 'el incre~~nto de -c~~l-~ati~ble 

hace crecer más ráp~daznen~~ a la f~nci6n·.'pi:,j'citiv~. --

En este primer paso-la segund~ columna, _"cor~éspon---

diente a .x2 tiene ésta· propiedad, 

1 ""lt· 1"" ~A : t· - .ó e u 1mo reng on. con 1nuac1 n 
. 

- ~- - ' 

ó sea más negativo 
1 

se dividen los ele 

mentes correspondientes a la disponibilidad de recu~ 

sos, es decir los elementos de la última columan, 

exceptuando el último, entre los correspondientes 

elementos de la columna seleccionada anteriormente -

en este caso la .s~gundaD' El valor qe estos cocientes 

se anota en una última columna y se selecciona el ---

reng~ón c~m el V!=llor 1nen~r de esta columna, en este 

caso el pri~ero. E~ e,st~ _ej~mplo estos valores fueron 

6, 9 y 21. Este problema se inicializó con .x1 = ~= O. 

--4-6/ 
1 

1 
1. ---

-4 



-,, 
Los incrementos en J~2 resultan aumenta¡J" más la fun-

ción objetivo que l•.)S de :;1:1).. La columan adicional -

in,ética que el máximo valor que puede darse a _:...:-
2 

es 

de 6, sin hacer negativa alguna de las variables --

Se ha encontrado hasta el momento que 

el primer renglón tiene el elemento más pequeño en 

la Glt:ma columna y la segunda columna el más negat! 

vo en el Gltimo renglón. La intersección de este ren 

glón (el primero) y esta columna, la segunda, defi--

nen el elemento llamado pivote, en este caso 4. 

* Pos-

teriormente se divide 1a el renglón del pivote, en 

este caso el primero entre el pivote como se ilustra 

a continuaci6n: 

o o 

1 
-;f ,l ~ .. 

'-y 2 1// (', ¿ ' /': ¡' t'"):l "' <~' 

l'éijJ 1 ·c/:7 ;;1 ( r: /r" '·" 
X .t. 

1 
'-l¡ 

t e/t>mf;1/o 
''1 :;(. rl (')---;a /;·vo 

/1,-c.."''-..J 1 ,.:·:· 

o 

21 



o 
Formulación explfcita 

:r 3 

Después se emplea esta última 

o 
Formulación matricial. 

,x··- -··y J3 ' .'- rJ 
1 ,_ 

··4 G) 1 -- -
1 (J) ~ -
~ ~ 

o 
'-• 

ec~aci'é?l} 'pQ.ra.--

o 

(.) 
•" 

' ·- ' 

467 
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----------------------------------------

Para eliminar a JC
2 

de la función objetivo, 

es necesario multiplicar la ecuación del pivote --

por - 4 y restarla de la función objetivo, ya que 

- 4 es el coeficiente de x
2 

en la funci-ón objetivo, 

tal como se ilustra: 

Formulación explícita 

o 

Después de realizadas las funciones anterio-

res )(!l.' .X4 y J<5) las variables no básica~ quedan mul

tiplic~das por 1, tal como muestra el siguiente cua-

dro: 

o 

-2 
-_1 

-.1 o 1 

IJ ..J 

matricial 

X t.¡. .:Xsl 

o o o 
o o -27 

-
o o 29 

. 1. 

o 



/o r r;i v'hc i~'ñ ". e;-)o (ic t"! ¿¡ . 

_-.,, 

' 

..,· -::-l, - ' 4 \ ,_', 

' ,. "'~ -
I> "Jl. g S )<t tJJ -:~~ ~J-r.¿r [ ~-~~-~~.,~ \~~ '"~¡ ~ ~-' ~? C :-.. (~ 

- - -

1;1.::; fJ ~~ :r~-~;_1 

ma /c¿_<;__¡·a_/ 

.:?:9 L_~S _, 

.::. , , ---- ------,.----:,::\··:-:c .. ~;-.--~~:~~--~~-~.: "·- ,., .. ~-----·----------~----_~--;s:-- ··-·--;-~ ~"---<~~-~ .. ~-;,x·-·----=~-- ·-
négatl'vo~'es la lera-. --y· eE.éoc-iente.._,de la primer colum --,~- ',~,.· \.._) 

t ~·-· \' "'~, '~ •• ~ 

na ent:r_~-'::J-:a .de -~~;k r\e~ric-;;io~es es 24~,:, 4~,~~ 6 sea - ·\: 
11 

r ' 
los elementos de la·, columna auxi-liar situada fuera de 

,, • - ... , ~ , "._ ... \ •' r_~ ·~. '\ ~-. -
\ Í ) o • ;'> ·,_ • ' ' ~ • \ e ~) >. ~ •"""' ' 

las llaves''de la ma.triz. ·como e_l.ei~mehto\más,pequeño 

es -4; el ael--se9~nció--'rencii6~~- ª'I pi''v~T~ ~e~·~¿l aumento 

. ~ 

empl~a:r: paiá(Lé'1-lillfrl'af:cx1·~de ?fal-seb\1-J'éiJ·n:i''i~·Jt!i{nt:s ::<;·_:· ... _,_ 
~ ' , ' • -~ ¡<-- • ' . se· 'empieza:;-.\lividiendb· eT;~rengl:6r1':t:cfel pivote~_·entre el 

.-.p~vote,::··tal>como se llus.Ü:·a,,· p:ra"obtener lafecuació;,. 
'. -... ~ .: - 1 

,.¡- .. ,_ 

~el pivote normalízada. 

'1,-' .. , \ .. ~ 

.-,• 

~; 
\ 

r• 

-~~~ ... ~~ 

\ ... : 

\ 
\ 

o 

471 



r-o~·-,¡ f/ f,( /,{;, (1 1 0;, J P<í_¡/--;:/·/07 

'-"cs. ele/ X¡ 
3x 1 3 ~ 

)/ VC)T(.~ ---~ f- ·X~ ¿¡ 1 ¿¡ J L/ 
'S d('/ _52 _ _¿ 

~ 1 V. /.) () ,-·¡;-¡, 0 ..:3 .:r.j -1- J ..X'? 

Para eliminar x1 de la primer ecuaci6n es necesa

rio restarle la ecuaci6n del pivote multiplicada por 1 --
4 

que es el coeficiente de~ en la ler. ecs. 

.. 

1 ..::.:.·zcs. 

() 

Fou~!?l~t~/Ó~ e?y:;//(-;'/a 

.¡ .•. 1. X 
J ~ ~- j X~== 5 

,:t¡ 
..L 

- ':"7. 
..L ,¿¡ 

o 
Para eliminar~ de la 3er. ecuaci6n hay que res-

tarle la del pivote normalizada multiplicada por 11. 
4 , 

For ·· /tJ ti le? f1 /c.(;·) 

.X¡ 
ll -¿¡ 
// 
41 

Tu/ 1í/?1 /0 Cl o'H 

x2 ·XJ xf 
o 1 1 ---¿¡ 

o _ _¿ 41 
3 3 

h//Yl t/ h(l! 0/.¿ 
. . .. . 

x2 .x3 X: 4' 
_j 1 o ']'. 

1 1 o -/2 3 
1 :z: _ __¿ 

J ..3 

:-) 3 

o L¡ 

///ó7 ~· i'/ ¿r-./ 
X.s 
o 6 
o 1 

S 

...-173 

h. . --- 1 . 

0;-/;1!; /<...~'/'/ (;))¿ / .. / 
/;/c7 /('/c.?/ 

.:x2 J0 -tq X.s 

o - 1 o 1 /5 -¿¡ 

o /1 1/ o /1 --- -/2 -.3 -() -- -o-- .e: -=-20. . -¡¡-:. / L/ -:3 -:r ' 
·~1 . ' . 

1l 
Y finalmente para eliminar~ de la funci6n obje-

' 
tivo debe rest&rsele la normalizada del pivote multip~~2~ 

dv:í:)r- 1, coeficiente de ;:.'i en la funci6n oetivo, tal o 
~---~ -- --m---.1..--. ... 



·,. ; - .(";'... - --..~ :. ... ~~ ... : ..... <--•;:• ..... -......... ·~;--;:;;··~ 

;' "-' orn:ulac J..on-- exnlíc-1-ta~,,, 
...'J.!C........l:.c--==...:.~~~.-.:.:..:......:-~-J... • '.t.~:.J. 

Una vez rea~izadas estas operaciones el 'cuadro 

queda~ -~_o~ó; ·se~- mu~stJ:~: 
.. ~ ·-' ·-

3er. Etapa-~;. ·~ '.' · , · 
-- --- _!~ ,,_- ' 

.. ~ ' ~~-- . - ,·.. ' - -

· .·· · Formulac~6n. explícita 

' ' 

~ El valor del Ui! t'ni./;:..J., . .. 'l:·a· ·, ._. 

1 renglon. _ ¿ o - ;. '"', 

---:1~--
.. ..._ ..- ·-::: ' .. ' . 

-? 

,_ ! 

Formulaci6n matr~cial 

-176 
o?¡'¡·~ 
m o 

477 



Como en esta etapa ya todos los indicadores son 

positivos, la búsqueda del óp.timo ha terminado. El va--· 
_JL 

lor ópt.Ldo es 28.''-Las variables con coeficiente difefen 

te de cero en el último renglón valen cero, en este ca-

/arr .. l 

se o 6 ~(];u~.:~ 

*-,, Es posible obtener el valor de los niveles de -

2ctividad en el punto óptimo a partir de la última tabla 

del método simplex, 

o O· 

o o 2. 
3 

X 3 - X¿¡ :::: O 

x 2 = ~ X¡ ::: 7j XJ-

( 
1 



o o 

resto ceros. 

Para aclarar éste paso nos ";(.éf~rirryos a l.~ fig~. ---
\ ~~)~- \ \ .. ~. ~~ ~: ~ '~ . .- .. , { -~; ~ 

la ·tabla terminal ~dE:ü ejemplo:.-El 6.5.15 ~onde aparece 
. ~..,_ ... :\"'·.:" .; '"'' ~::-:, 

ler. renglón tiene su ler.columna uni"tariá en la seg~dda, 
- - -- -' -- -- ·--¡:-~. -.'~~:\ .~~~ "-'- ... \1~ ... . -_- : ~ -- -~:,___ d 

posición, por eso se le designa con \2, y el 2do.' renglÓn·. 

tien·e-~}-:'..·- 1-er·; · coTumria~- uiri"tari.:i -en._ ia· -primer posic-í6n ;=~e .e~ 

.le- designa-. con' t r· Se·· continúa -h'asfá. e terminar eón todos -

;los renglon~s ;menos .•el -!Último. En el· punto· óptirño las v~ 

riables diferentes de cero tienen por índice el número -

-·0· 
1/- ;ih~-tóT ./al la ,-) 

---o o. 

" ' 

.-, 

' ' 

r• 
' ·< 

<.:~;. 
' . ' . , . 

.. ~ ,-:.~· 

1 

1 

---1-
f 0 1 

' \. "~ 

'' ' ' 
_, 

'-/ 



con el que se han designado los renglones y su valof 

está"dado en la última columna. En este casoj(2= 5, 

dPslj 11a - 2 
C'J tit1 e/ e :1. 
/os ¡"" (,;1j /o- .::;-
1/~S 

Fig. 6.5.15 Tabla terminal del problema 

En la tabla 6.5.2 se resumen los diferentes pasos 

que se siguen en la solución de un problema de programa--

ción lineal mediante el método simplex. En las matrices -

de esta tabla la columna y el renglón marcados con una --

flecha 08finen la posición del pivote y las columnas mar-

cadas con un asterisco (*) corresponden a las variables -

base, es decir que se han tomado corno nulas. 

o o 

~ ¡ -------;:;;> / ,:: __ --~---- ' 
--.........._, 

:V 
X, x2 XJ XL/ Xs 
o 1 }:3 -}8 o 5 
.1 o -~ % o ¿¡ 
o o % % - ;,3 1 ¿¡ 
o o % % a 28 

- '"-~ -- ~-

o 



o o 
S o !tt ~' ¡' (;1 1 Ó' j /e>'~-/<~ e-·:::::· r;{/ -L.:; e:_) .:;:>:-·~~. -:: . C'.. d'e 

~0)-;~~~-~~:~-~~:··' --·7:~ ;::-;--~·~ 

/::.~·- E laJ'l a 
........... -~--

X¡ -1 /-f .X.:?. -1- X J 

:Lf f ~..Yz 

3-z; -r ~ 
-1-2 X¡ -1- ~ X..z 

~v--;z;;:;;a-;;::;·--~~-

htHf'IÓN 0 '{/ f'~· -.-o.' 
11!) :::: 2 X; .¡. f .y;:; VJ1 ¿X) 

J? P.JJ-1 'é'fl/·o_.:¿r' S -,, 

~ f 4X~ · ~ 21 (d) 

X
1 

f X 2 ¿ 7 (6_) -

3 .....,. f X' _.,.. 21 ~/ 2 .-'::: (Q ) 

5K; .2 o (cl) 

Xz.?- O (e~) 
f1/) /-(---/·/a Fol' ¡,u cA /~, ~-, /o-;_r /}1.--;a ;{/ 't /~-::-{J 

.:r.] XLI .::e~ x¡ X e_ 

=--2f .i ® i o o l¿q 0 _.,_~~-
-!:!...~ 

- - -

19 1-Xfl -- r .i .1 o i o e¡ 

f~vzs· =2 1 i o o _i 1121 Ji 
+0-=/71 -~ __ f o 

~ * 
* 



1 

-~ V5'" t l'-=1 G fos {;.:.9S CZ 

.Y. =)( =o 1 2 

SoAtr;"cí>1 / ~~r/· ¿:le 
X3 = 2 t; X~¡ = r ~YJ = 21 

};¡{''. f'. )/ I'Nio j/1 ;;1,.,-¡(.J !":,; :e -> };JC_.-> !.•-,~~ lv ,"';¡ m= 2. 
.J H c,P ;u""'-:/¿, ¡; ¿¡, !,. ¿, Pt/1 ~· - '? :Jnr~ r' 1'1? f" i1 ,G .:e, 1 IJJ = .!¡ 1 ~ 

.;e= O X 2 max-JG -~ 24-L!X2 =o ·e; 
X¿¡ ::: ? - J(2 == o e¡ 

7 

:>:~ =21- x2 -~o 21 
0 

e, ?1.) X 
L-1, ··?) 

,e_ 

: vY, + .:Xz 

~J(¡ 
lj-:t; 

x, 
o 

= /_"" -~ ..,,- o 
- l.;) :y ~ 3 .::: 

#Hf'f/C'S Vo"YI2b/es 
X -o 1 -

+- _¡_ x 
L¡ ~ ==G 

-; :X.3 -f x-'1 =3 
1 "1 --;; x3 \' =/5 -f ¡' ..r 

x-J + 21! =11 
o 

bcl.:/ -e 
x3 =o 7f 

~ : 1 f o o--¡ G 

$o-~ J. .ol3 
- o _J_ o 1 115 --4-----

-1 o .i o o !1-2'1 
L -l 

. o ·----
~! J 

{) "" d/¡o. 
J.)'.!., '1 

24 
- 4.~ ¿;o -· 
-11 

o 
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~ , 
Antes de con tlnuar es necesario indicar·- como 

se obtiene la ler. ·,·solúci6n f~ctible en :el problema·'., 

de programaci6n lineaL · 

Recuérdese que el problema de programaci6n -

lineal tiene n incognitas, los niveles de actividad 

y existen m .ecuaciones de restricción. Si todas las 

ec'uaciones qe restri'cci6n· son desi:gua1dades se intro 

ducen m variables de~---holgura·, y en e·l p):'{mer )·a'"só de . /....., ¡_ l. . 1 ') /~ / .. -/ /( ·0·, 
( 

_;_ /1 / •. - ..• /.' ·-~-"' -~ . -,1 , .• /?;//{/o'<."''. -',-•r:1 .Y~-:,~,-,·', .. ,:_:, e:.......:.-.: 
• • _ . . _rl~ _ _é(-j• ?) ;;·_'¡'_j!_!_<:;_~_t_l.;1}._k_~,:éL:;.'_. _ _;_t.,:..cL-:_!_~(_'_ _________________ -----~--------- __ • ------

soluc~6n, 1gualando a. cero las· var~abies¡ae· ·holgura · 
' ' 

toman deter~inados valores, que forman una ler. solu 

ci6n factible. En este cuso se encuentra el problema 

del ejemplo anterior, c-uyas restricciones eran: 

X -1 d ¿ 2'4' .. :1 / . .Y~ 

~/ :1- ;Y¡¿ ¿ t-¡ ' ' 

- 3x¡ r Yz 
¿ 2J. 

~ X¡ r ~Yn 
:? 

·~ 0 :r .:r2 

-p J~ ;1- -~~ 

Niveles de actividad .x1 , X2 

variables. de":ho·~gura ::!3, X4 ,. X5 

ler-. Soluc·ipn ,Factible 

........ - ~ ~ ... - ... ..--- ......... __., 
" .. ------

Niveles de actividad 

' 

\ 
,l 

9 y X = 21 __ . -1 
------ .. S ------ ----~ 

..¡.. ~0 
.¡. 

.¡. 
.x'r 

..... §--........' 
--~-·-"··-~ 

;En 9;l~uno.s. casps: alcj*as r~s·t~iccion~~ -sorf ma

yores que cerco igualdades. En este caso-habrá menos + ivJ1 ¡->-~ /,¡ 'ct"' /0 r; N . 

' . ..- ~-'--~-~.._.~---=:.-~~...-.'111:.-~ 

- :2tt¡ 

e¡· 
.Y._r == f!/ 

4?f~ 
/e,···:·. cv~, ·\~ - -

o 1. 

'L' r' 



de m variables de holgura y no se puede formar la -

ler. solución factible ig~alando los niveles de ac-

tividad a cero, como se ilustra a continuación. 

Me"' X .• :rt= ') ~!' + 4 "' i- -;r 
Cl L., .. ,_ "'"2 - '..<"03 

Sujeto a las siguientes restricciones: 

* * La introducción de dos variables de holgura, ' 

ya que solo hay dos desigualdades convierte a las --

..-.,/' ·f tf) ...,. -
">Á--j _¿ ..._{.. •J 

2 X¡ -f/j:r; 
11 X; -f ¿ .. :'c2 

e 011 (_~··:; 

Aoi:J·CJ/c1 

~ ....... ~ ..... 

¿ f 
8 

~ 0 

ecuaciones de restricción en: 1¡ -r 2 ..:e~ r .:x 3 f .. :Y>1 

Si se da a los niveles de actividadJ(1 , X 2 -

J~1 el valor cero, como en el caso anterior, para in! 

cializar el problema, se viola la segunda restric- - · 

ción ya que 

2 X 1 -1- 1' x 2 -.t ~3 
L/~ -1- 2~-r2- :x3 

De manera que no es posible obtener en esta fo~ 

ma la ler. solución factible para iniciar la solución 

del problema de programación lineal si se presenta un -

* problema 

o 
de estE tipo es necesario incluir va(jables ar-

/1/ ) / 
:¡ -/ 



O O· 
tifi'cl.ales en el-problema. Una por cada ecuación de 

restricción que sea una igualdad y una desigualdad 

del tipo "mayor o igua~ gue cer~~· En ~~ ejemplo es 

necesario introducir las variables artificiales - -
l ..,.- ~ .,. ~ ' 

~ t¡, \. o • ', '; 

:lré y X7 ya q1.1e hay una igualdad y una d~~ i<¡Jual?ad, -
- •• ~ • r ' ~ 

j-

En este caso asignando a las variables estruc 

turales y a una de las de holgura el valor cero se 

puede obtener la primer solución factible. 

"* En efecto con .x1 = .JS= ·JC3= X5= O, el resto_ de 

las variables asume el va~or de~4= 4 ,_:;t
6
= __ 8 _y ~7-=12. 

~-Las. variables artificiales no deben aparecer 
- - . -

en la soluci6n ·final en la función objetivo. Para as~ 

gurarse de que esto no suceda, se deben incluir en la 

función objetivo ~on grandes coeficientes negativos -

en problemas de maximización. Estos grandes coeficien 

tes negativos aseguran que las variables artificiales 

J 

ÜOJ%ilf 

. 1. 

él 
-8 

-----------------------------_--_--_--_-_-_-________ -_---_-_ ... :_:-_-_---_--_-_--_--_-_--_--_--_--_--_--_--_--_--_--_-~_--_· ,, -- ... -. 



deben ser nulas para maximizar la función objetivo. 

Antes de terminar con esta sección par~ es-

tudiar el problema dual en la siguiente, es necesa-
¿1(:. ~~ 

r io enunciar un importante feoremJ de prog:::-amación 

lineal y explicar porque este método es un método -

de gradiente. P uede demostrarse * que en un problema de --

programación lineal con las restricciones definien-

do una zona convexa, el punto óptimo (ya sea máximo 

ó mínimo de la función objetivo) se encuentra siem-

pre en la frontera de la zona convexa definida por 

las restricciones 0 _ _ -

rThbido a es~ f-eor&ala búsqueda ~ Busft-t PO~ a /.> 
del óptimo se realiza a lo largo de la frontera de 

la zona definida por las restricciones)como se ilu~ 

tr6 en la solución gráfica y analítica del problema 

del ejemplo 6.5.20 ha~i~~~~f~~~¡la figura-

6.5.9 refe~ente-a este problem~se recuerda que er 

método si~ex ~ empezó por calcular el valor de la 

función objetivo en O, después en A y finalmente en~ 

B. No fué sin embargo necesario evaluarla en todos 

los vértices del polígono OABCD. Faltaron los puntos 

e y D. El método permitF :r bu~cando valores siempre 

o Noble, B ~ App~~ied _1-inea:r: ]:'.l'(:r,~'pra/ 'Cap. (~):s~n:tice 
Hr1í 1. F:nalewood Cliffs 1r:J. 1 :·s9'. '- ----~ , 

la />o;1/r;>la 
/c-:'r do 

'-' 

/¡/;¡-
~ j 

1 

o 



o o 
crecientes (en un problema ~e maximizaci6n) de la 

* - "func.i'ón' --obje'fivó ~-én ~·io's~: i{c_tices del polígono._ Es 

·ta''bú'sq'ueda :sé1 .:reai'i~á--'siJmpr~ a ·lo :iar~'¿- -d:e aqu~ 

.lla arü3'ta~ donde el valÓr ~~d¿- la t'uncíón obj-~tji'~o 

crece(o delcrece)con .mayor rapidez. Por esta ra=

zón se trata de un método d'e gradiente. El método 

permite_descubrir cuando se ha encontrado el valor 

opt~mo, sin necesidad de tener que evaluar en gen~ 

ral--la. 'función obje-tivo '··en todos los~ vértices del 

polígono .y tener f inalment·é que. buscar el: v'alor 012. 
1 • • ' ' • ~ • " ' 

·timo de la función obj_e.tivo·.-~nfr~ -estos viilore·s. 
DíU/¿;, -

Un mé.todo -de fúerza .Bo:St;a par·a encontrar 

el optimo consisti tffa e·n. evaluar la función obj eti 
_ éw.H'c7r 

vo en todos- los ·vértices· ~y- después ~r EÜ máximo 

ó ~ínimb de~sta entre~t~dos·e~tos valoies. El mé-

todo simplex no' so-lamente ·-reduce el· número de vér-

ti~es dond~ hay que calcular la función-objetivo, 

sino al ~· ·ir de paso -en paso' incrementa-ndo. (0: de~ 

crementando) el valor ~e la función objetivo hace 

inecesaria 1~ búsqueda final:de~·optimb. En probl~ 

mas con gran número de variables, el no tener que 

explo~ar todos, los vértices·y de no tener que alma 

J. '-. '" • ' ... ~ ' .. ; ~ 

·-"·..-......&·---'~-~ 

1 

i 

./, ' 
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cenar para una búsqueda final del óptimo el va-

lor de las coordenadas de los vertices y de la 

funci6n objetivo, ahorra mucho tiempo y reque-

r~miento de memoria al procesarse digitalmente 

estos problemas. Desde luego que esta ventaja 

computacional tiene como precio las restriccio-

nes que impone al modelo matemático ~1 problema, 

las de linealidad en sus ecuaciones y de conve-

xidad ~ de la zona de soluciones factibles. 

Afortunadamente existen m~~t~les problemas, 1 l e 1 a nr:Ó~!L:f.L:;~~ s:~..,.r:LP ..m..<JJ; e !J 1 o~ -' 
de gran interés p~. que puede plantearse un 

modelo matemático con las restricciones·anterio-

res. 

~Se indicá en la sección 6.5.2 que el problema 

de programaci6n lineal puede plantearse en forma ma-

tricial de la siguiente manera: 

o o 

~ 1 (__/ 

6.5.5 Problema dual. 

' 1 

o 



* 

o o 

Sujeto a las restricciones 

donde x el ve_ctor de niveles de· actividad, b 
¡,. ~ ,t' f • - ~ 

el 

de restricciones y e el de costos. La matriz A 

tiene por elementos los coefi~ieptes ~struc~urales 

del problema. 

La ilustrac i·6-n- del .. problema dual puede reáii..:· ., 
1 ~ '" J ~ ~ ' 

~ - ' ; ~ \ .-' 

?.arse con el ejemplo .6. 5.-2, sin- eP1bargo: no se -le --em 
¡ -

plear') con objeto _d~ ?n"t_rd(!l~~i~ otro tipo de probi~ 

ma. 

t 

~En un taller se cuenta con tres máquinas A, B, 
- . 

y c. Se emplean parq fqbrir-~r qP,~ prqduGtQq 1 y 2. 

La tabla 6. 5. 3 muestra las horas de maquinado que 

Ejemplo 6.5.4 

(C. S 22) 

(C. S: ~3) 

foy 



requiere cada producto, las horas disponibles en cada 

tipo de máquina y la ganancia que se obtiene en la 

venta de cada producto. 

1 1 125 r 
--------------------~ 

1 o 100 

V. -7.- Se trata de planear la produce i6n de manera que se o~ 

tenga la máxima ganancia posible. Plantee el modelo mate 

mático para este problema. 

Sean x 1 Y x 2 las cantidades del producto 1 y 2 

bricados. 

o o 

1 r ' 

/v O 

.Jo 7 

\ 

-------, 
' ---------------------------:::---.:::.. 

- -~ ~ -- ~--

* ,P /c? /J /'e-::; (3/ÓÍ-J ('~ ~ 
~rorlwf't'/Ó.:-; /?'YrCJ nld ;</?-':?/

.zat'/OÍI clf' ;:0 ~J/Jé7rJt'/ó7 

Solución 

~ f1a /J /; "c.v(y c-1
1 

.x..t 1 .x2. 
o 

saq 

¡;6//Cc~"dc7 

5'10 
o 



o o 

cia es decir 

' ' ' ,~ ' ' ' 

~ Par~ producir x
1

_.unidades del producto--1 __ y x
2 

dt-~1 2 se requieren las siguientes horas de la ''máguina 
" / 

A que están restringidás a 200: 

·t En forma similar las restricciones·que provie-
, ) ~ ' 

ncn de la máqui'-na B y- e son: 

Desde luego que no tiene significado físico pr~ 

ducir unidades negati~as por lo tanto:·· 

,., 
- ' 

o jJ/ 
OQ")1P~ 
V U "J'J! 

'"-., ~'1 

::¡. · !j'j:y ~;¿;,.¿ .//·/' J.\•za r ·.:: ·/a- ·~o· ~l?r--::r ;"'¡ ....-1;· ... --v 
~\ /"/ s ~"' ' ~ J <:::J' - / ( 1 •• ,. 

*t:; 1 c..'";) ,~aa ck 
J 

'. - ' J/ 1 

--? 

x 1 + 2-.'· .L 200 
x2 

las //!o7fVI 11é!S 

x1 + x 2 _ ~ 125 

xl+ 
~ 100 

'>O -

lJrC 
-.._, 

\ 
\ 
\ Ir- 1 •] 

''1 ._) .....__, 1 

1 



#- El planteamiento matricial del problema es: 

max: m = 

_-.Y.. 
"' Sujeto a las res trice i_ones: 

dual o dual simplemente) del problema de programación 

lineal. 

Si m son el número de restricciones y n el núrne 

ro de variables del problema para definir el dual es 

necesario introducir un vector w de m componentes 

o o 

/¡ (/ 
f7 1 7 v t 

7fo m r-Pslr/cc/·o,1;os j)/ 

)/ J/ar /a 6 ~~s-
JI'/ Joo1-r :::cQ' Vr't'?0r w 

o 



o o 

cuya inte1:pretación se dará posteciormente. El dual 

del problema de programación Jineal es otro problema 

cuy& fcrmu laci6n matricial, cmnpo rada con la de 1 úl--

timo aparece en el siguiente cuadro: 

Problema original 
o primo 

T 
!Tlax: m - e ::r. 

su1eto a las restricciones: 

A X L b 

X o 

A continuación se ilustra el planteamiento del 

problema dual. 

mi.n: 

'l' 

A 

Problema 

_, 
6 

n -= b G<.) - -~ 

w ~ 

w ~ 

dual 

e 

o 

o 

-- // ( /(¡-
V 'V 

/j ·1 
' j 

0Dú1GG 



max: 

Plantee el problema dual del ejemplo 6.5.4 

La soluci6n aparece en el siguiente cuadro: 

Problema original 
6 primo 

m = 

Sujeto 3 las restricciones: 

Ejemplo 6.5.5 

Soluci6n: 

Problema dual 

min: n = 20~ 125 
100 



o o 
:'fti' teorérrJ ·rrás· imp'Ortanté de la· ·í_}-rhg;r~-ní~ciÓn li 

n(::~l 'éstablece r"a :·si:guieht:e-~rérá:·c-:f6n··-cn:fré -\~1 · probl~ 

' ' ' 
: . r . 

'·. 

Teorema: La funci6n objetivo m de un problema 

de maximización de programació~ lineal asume su va

lor máximo si y solamente si la función objetivo n 

del problema dual correspondiente alcanza un mínimo 

y en este caso. 

max m = min n. 

..- J • ~ J ·/ tj 
1 

Además si P y Q son soluciones factibles tales 

que m(P) = n(Q), entonces las soluciones P y Q son 

las óptimas del problema primo y del problema dual 

respectivamente. 

La demostrac-ión d-e- este ·teorema aparece en la 

mayoría de lo's t·e'~tc/s· ae' progr-amac-iÓ!l lineal Crf'/'1>. 



t 
~ Una primer aplicación de este teorema se encuen 

tra en la solución de problemas de ~inimización. 

~ntes de una interpretación económica al probl~ 

ma dual se resolver& el problema de producción del 

sjemplo 6.5.4. Este ejemplo no solo sirve como rep~ 

so del método simplex sino muestra como la tabla ter 

wi:r.al de este problema permite resolver tanto el pr~ 

blema original como el dual. 

Ejemplo 6.5.6 

Empleando el m~todo simplex resuelva el proble-

mu de producción del ejemplo 6.5.4 

Soluci6n: 
---( '/ 

'..! ,.., 

A continuación aparecen las diferentes tablas 

que se establecen hasta encontrar la solución con el 

pivote en cada ocasión encerrado en un circulo y las 

columnas de las variables base marcadas con un aste-

risco {*). 

o o o 



o 1 

),!, .. -.~-.) J/~J~ le-'¿,"/:-..: .o 
1, • f 1 / -'~ 1 

'i'{ c.~·; , 1 '/("'.· , . _ n•(- / . .J :..¡ ;J/,j" 

::..-e, :X;-)_ .... (1 _:(4 rJ :y_ s- .1 

j 01 1. o o 1 ·2o--ó -.1oo <€ · 

j_ :L 1 o .1. () l ¿1 Q 5 ·1 2 5 

-i o· j o o J 1 1 o o ca 

E2- ~3-r 6- o-~ 1 -- o 

oJ 
o ' 1 ~ 

:.100 l~· j l~ o 
®· o_-~-~ J 
1 6 o o .:t 1 1\oo 
-- -· -- ---t---12 · o· 1- '% o o . ,_ 

1 
3 o o 

-~ ~~ 

~ r-C? i '1' j - j o 1 

1. - o ' ' ... J 2 o 1 

_o_-_~j -~ --~-~ L 
o o 1 j_ :1. b 1 

-, 5 

50 

50 

J. o o 

T ,r; {) 
,J -~ () 



Siquiendo las re~las expuestas previamente se 

puede obtener de inmediato la solución del problema 

de la dltima tabla. A saber: 

,'/ 

~~ El valor m§ximo de la función objetivo es preci 

samcnte 325, el valor de las variables es: 
/ 

/ ......,. - so ..,, = 
1 ~¡} 1 - - , . ..~ ... 2 

Con objeto de acJara~ el método también se in-

cluye la solución gráfica en la figura ~.5.16. 

A continuac16n se se~ala *como se obtiene la 

~·o]ución del prohleP\a ch1al de la tabla final del mé 

todo simplex del problema original. 

o o 

- ' 

o 

\ 
1 



o 
! ,/ 

IJ\ VI.- a 

-n 
t 1 
¡ l 

so -i 

1 -. ' t J ¡ ¡- ·-.:,; -. 
-: l v.¡:!O: 

~ ... - • .,.. r "" 1 . 
' 1 

t ' l; 
r 

_J 

/~~ é. I -/6' 
CoS:'7 

,..~.. ./ ./ 1 ,..P
•• ·,_, :' ,IJ 1 

.. • 

o 

,'" ' .;'- "' """"- 1 ~ -· /. .• _., ,_ / , • .r ·'} 
• 1" • , J / ,. ' .... ¡ 

/ ' .. 

·1 o-o 

. , 

3E5 

-------::' /¡ 
. i U/ 

'-' '---~ (_.it 

o 

--~ --------·-:-¡ 

1 



La tabla 6.5.4 muestra la taba final del método 

simpl~x del problema original y como se obtienen de 

ella resultados del problema original y del dual. 

variables de 
holgura 

~ __ __,.~--A~- ...... 1 r valor del i 1 simo nivel 
·-----_,¿-....._ ") ,_. X .....<..... n ./.. , . D 

~ ( X...1 x 2 • , • :X.",.1 rj -X;;f; 1?1'2 • • · /Jf//'J 1 ':S"!
1 

actividad 

niveles de 
2cti vi dad 

l1G~¡~!~~~n~onlx. (-j~? f! 1 r.Z:Jf l renglones 

c~;,':~~~,J '·. : . \_· lll ~~ ~i~.--.:-~~.J correspondientes· 
\ 1 , • a las m restricciones 

~' 1 :1-, t ,. l 

tL_ _ _ i , L -----, 1- -- --~- -

1

--::-... ::-~¡ 1~valor del máximo en el 
f· ~1( f]_, Cl n ¡0 

/i) [: ~-;· 5 t i problema origina 1 o de 1 
t- !-'- / ¿., V J 1 =-~~~¿:;-.., ~ínimo en el dual. 

·-------y 

valores del vec~ 
tor l.J.) en el pro-: 
blem; dual 

indicadores 
(todos p o s i
tivos) 

Tabla 6.5.4 Tabla final del método simplex del 

problema original. 

o o 

J 
. ' 

o 
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El siguiente ejemplo ilustra el empleo de la 

tabla 6.5.4 para resolver el problema original~ 

su dualo 

Ejei"'.plo 6.5.7 

Obtenga de la tabla i~nal del método simplex 

la solución del problema original y del dual del 

ejemplo .6.5.4 

Solución: 

A continuaci6n· aparece el planteamiento origi 
~ 

nal del problema y el del dual. 



¡;) ..:: 

::X. 2 

x.i 

-(----~-~--- -- ---

l 

'i 

7} -

Sujeto a las restricciones 

r-
¡ 
1 

f 
¡ 
¡ 

' --
(""é.~.:,P 

í~Tl ~ l 4 --1 ! 1 ; 
, A 

r 1 2 1 ~D ' 1 .lb.P> 

-- .. - --- --.---- __ ;}.. 
Ge la tabla 6.5.3 se tiene 

. - ... ;;;.. ___ ..,. _____ ~ ~ ·~ 

or/s o ::1 . :~ J . 

1. o -.1 2.. oj so 

o o .:1. - Q -11 50 
Lo -- -- -- - oj32s-o .1. ~ 

tn/ 32.5 
n /"""1 

325 
l'rJ:Jx 

:x] == 
5o 

~ ~ 
1_ 

75 i. o 1/'~i.\:),( (}MI,o o o 



o 

~f 
· ~n efecto el valor mínimo de la fun~ión ob-

jetivo en el problema dual es: 
1 

1 

.'1 
-

11 

~ A continuaci6n se dar§ una interprethción 
1 

eccnén i_ca a la sol u e ión del problema dua1 1• Re-

1 
Q cu§rdese el planteamiento del problema original 

y del problema dua¡: i 

Problema oiiqi~al 
i.; 

T 
max: m "' e X 

sujeto a las restricciones 
r~;;;:;~;;~s::b-?;·:::,;~~":;¡:.r ·~;:~~~~ ;~- :i:~:~~~~~?Z~~~=~ 

1 

A )( 

X :::..., 0 -

o 

\ 

·~·Jjl -----
o 

.... -, 1' ., ...--

1.....") ¿: ... ) 

Problema dual 

T 
min: n = b w 

T • 1 
1 

A w e 

w 



o o o 



o o 
Si (~11 , (~72 y (¡j

3 
son los costos de operaci6n por hora 

de las máquinas A, B, y C r~spectivamente, la suma 

ant~rior en efecto representa el costo total de 
,,, 

operaci6n.~Estos costos de operaci6n, o sea 

las componentes del' vector w reciben el nombre 

de p__recios sombra. 

Es necesario ahora interpretar la otra ecua-

ci6n del problema dual: 

:'K- o 

' 1 Recuérdese que la componente a .. de la matriz 
lJ 

A representa el nGmero de horas de la máquina ~ 

qce se requiere para producir una unidad del produc 
J;'~ T 

• '1 to J· En el producto A w erprimer rengl6n es: 

----- ---.......... 
T ') 1 = all 

. ..., + a21 w2 + A '.tl l. 1 
1 ------

--~ -----~-

El término .a11 w1 representa el costo en la rná-

quina 1 para producir una unidad del producto 1, y 

a
21 

w
2 

el costo de la ~5quina 2, para prod~cir una 

cu 

T 
A w e 

~k. A - a·· .~~ ~ - vJ -- ~ 

-ma-

------------~---.. ~ .. ____ ..._ _________ ..:::.:;-..:a-~ 
..---·..-__, 

* unidad del producto l. Por lo tanto el 
' '1 

1 

1 

producto ·* T A ')- ' 
0/-o /"'-<-·e 

. 1 
- (.-{ === 

/ 
!' ·~·-.· -. . 

'i 

1 



~-------------

/ _.., 
;,,, !-/ 

1 ./ 1 

OO[]Jr_;o 

representa el costo total de producción 

de una unidad de cada uno de los productos. Como 

~-
'·'e es el costo de venta de una unidad de cada uno 

*" T 
de los productos, la desigualdad A w e . .,--

: ' 

puede interpretarse de la siguiente m~nera: El cos --· 
. . ..., l 
.,_, • ,~: '1 

T 
to de producción unitario A w es por lo m~ 

nos tan grande como 81 beneficio e Es posible 

extender esta interpretación del problema dual, pa-

ra lo cual" es necesario introducir te0ret~.3s que es-

tán fuera del alcance de esta obra ** 

.o~c con frecuencia es m&s facil resolver el problema 

dual que el primo o viceversa, resulta conveniente 

conocer ambos métodos. 

Con el siguiente comentario finalizará esta sec 

ción sobre progr~waci6n lineal. 

**Ver capítulo 6, l\~:::l~ (ref. 10) y capítulo 3 y 4 

\..\ . '·' .. N~:~ 1'"1 .,,,. 
• :- ..... . ~,¡' ..... '---.·~.~ (ref. 9). 

o o o 
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Si en el ejemplo 6.5.2 los da~os fuesen diferen 

tes de manera que el sistema de ecuaciones del pro-

blema de programación lineal hubiese sido: 

¡ 

--- ·----~----.-..··· ·-..... -........... -~-- .. --. - ~-··' 

-?f-
La solución. ópti111a hubiese sido x~ = .. 2, y x 2== ,2. 5 

como el lector podrá checar facilmente (ver problemá 

6.8.11). La solución de este problema para se~ rele-
- . . ·':\t 

vante debe ser entera.~~ Cuando como en este caso, la 
,.. 

~olución debe ser entera, puede recurrirs~ si las va-

riables son suficientemente grandes y el resultado n¿ 

es sensible a ~r~ores de aproximación a redondear el 

resultado a la cifra más próxima, 6 puede recurrirse 

a le programación entera. (ref. 3) 

En la sección 6.8 el lector p8ede encontrar di-

versos problemas de programación lineal (problemas 

6. 8.10-6.8 .15) y en el ar;éndice¿¿i~(-fuent:ra un progr~ 
\ . 
\/ 

------------------------------------------------------------------~----------------



1 : / 
1 ) ') 

ma de cowputadora para resolver este tipo de mo-

celos. 

Ei problema del ejemplo 6.5.2 ha sido 

resuelto empleando el programa A.l7 

Los datos Je este problema aparecen en la 

tabla 6.5.5 y 1os resultcdos en ld 6.5.6. En 

esta tabla las variables qu2 no aparecen tie-

nen un valor nulo. 

o o o 
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USO DE FUNCIONES Y SUBPROGRAMAS 

1 • :-' ~ ... '.; í l 

-., ...,';!~ ,,~~- ~;~_,;:, ' ~~: ,- •f. ~ 

'{ • ' r ,..~ ,: :~ ... ), ~. ,::~ ~ ~~:. , .. 

'(!Q.),?._I) 
1 t 

'· 
(IQ.I>7i2) 

,La figura 10.17.2 muestra un programa para llevar a cabo estos cálculos; la figura 10.17.1 mues
ira e! dmgrama d~ nujo correspondiente. El programa cÓnsta·de dos partes: un programa principal y 

' ' ' ' ,(' 

llAM~ 

MCUAD 

HapJ 

SUMX = 00 
SUMY =O O 

SUMXX = 00 
SUMXY = 00 

r--
1 

1 = J.N 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Calcule 
SUMX 
SUMY 

SUMX)( 
SUMXY 

L __ 

;. 
..,-_.::..,'-'.J.~-,-, '" 

HagJ • 

ZN f-~· 
CALCULE. 

DEL 

; ; 

,, ;r,;_ 

f, '' J - <1.-2:: . ~ 
' ~ " } ~ . ' \ _'..: 
"l - • ¡,- • ·~ ~ 

~ J " ' .~": ·~ • - <-

,'•' .,. ' ~ ' ., 
'\ ~1. ~··_._,'l._,~~,. V ·~~~ 1._,_-

,. • ... ~ •) ' l~ ;;- ' ' 1 
y • ' 

"'{' . 

,,··,. ;-

,''.' 

. '·· 

Fig. 10.17.1 Diagrama d~ Oujo del programa MCUADI. 

'W Volk, Applu.>d Stat,.wc.f[or Engmerm, 2d. ed·. McGraw-Hill, Nueva York, 1969, página 261. 
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una subruttna llamada M'\!CUAD El progrnma principal y la subrutina comparten lo<> datos por 
medio de las propostc:onc;; COM MON que aparecen en las líneas 1 y 12. U-;ted observará que no se 
hilO nccesano e~crilm propo~1c1one., DI tvli::.NS!ON para la defmic1ón de las variable., X(!) y Y(l) Q 
ya que éstas ~on d!m>;:n.,lonadJ-; en la~ propO'iiCioncs COM MON. El program:.1 pm1c1pal C'> bastad te cor-
to. bcncialmcnte co11~ta de tre-; propos1ciones READ, una proposición CALL y tres propos1c1ones 
PRINT. Todos los cálculos se llevan a cabo en la subrutma. El ciclo DO que comtcnt.a en la línea 17, 
calcula las cuatro !;urnas requeridas por lfl.s ecuaciones de (10.17.1) a (10.17.3). Estas sumas sr alma-
cenan en l<~s iocali¿aciones SUMX, SUMY, SLJMXY y SUMXX, las cuales han recibido nombres 
que concuerdan con ios valores que contienen: luego se calcula el valor de DEL y. finalmente, se calcu-
lan los valores de A y B. La figura 10.17.3 n1uestra un ejemplo de la corrida del programa. 

e 1 MCUAOl 
1 COHMOI'l XI20I,Yí20I,N,A,8 
2 

1 
READ, N 

3 PRINT,• LB VALORES DE ll' 

'• 1 
READ,iXCii,l=l,NJ 

~ PRINT,• LEA VAlCRES üE Y' 
b 1 READ,o lVII 1, l~l,NI 
7 f.All HNCUAD 
8 1 PRirH,loB 
q STOP 

lO 1 END 
u ¡ SUBROUTINE ~NCUAD 
ll 

1 
(.OHHON Xl20loYI20l,NoAo8 

u SUHX=O. 
llt 

1 
SUMY=O. 

~~ ~UMXX=O. 

lb 
1 

SUMXY=O. 
11 DO 10 l=loN 
18 

1 
SUMX=SUMX+XIII 

19 SUMY=SUMY>YI! 1 
20 l 30 

SUMXX=SUMXX+XIII002 
21 SUMXY=SUMXY+XIII•YIII 
22 

1 
LN=N 

23 DEL~ZNOSUMXX-SuMx~•z 

2'> ~ A=ISUMYOSUMXX-SUHXOSUHXVI/OEl 
25 B=llN•SUMXY-SUHXOSUMYI/DEL 
21> 1 

RETURN 
?1 END 

F•g 10 17.2 Programa MCUADI 

1 'IIHIICilln's hll·V~IllCill~ l:1 apltL'oll:IÚII dd mélotlo ti~ mínimm l:Uallradn.., a d.11n:-. n·cokl·t:·dn., l'll 

el c~tud1o d~ fluJo de trúf1co 1• La' va1whlc ... comúnmcnlc u.,,,t1,1~ en c:-.tc c~tmlw snn llu:-.: 11. 1.1 vd,lt'l

dad de'ios vehículo~ mcd1da en millas por hora, y d, la densidad de vehículos mcd1da en vehículo;, por 
m11la. Los ingenieros de tráfico han propuesto vanas relaciones entre las variables u y d; nosotms es
tudiamos la siguiente relac1ón exponcndal (propuesta por Greenberg) 2: 

donde d 111 y u m son parámetros que se desean determinar~ 
Al hacer una trasformación logarítmica de' la ecuación (10.17.4), encontramos que· 

In d =In d, -- /l 
u, 

'O K. Ore .... Traffic Flo" Ti:enrt and Co111ro/. 1\icGraw-HJII, Nuev'!t York. 1968. p.ígl!la 310 
'M Wohl y B V Marlt!l, Traffic St.lle•,. Ana/1m. M(.Gr.!w·Hlll, Nueva York. 1967. pág1na 33:: 

( 1 0.17.4) 

(HU75) 

o 
1 

o 
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DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO DE METODOS NUMERlCOS Y APLICACIONES 
() CON LA COMPUTADORA DIGITAL f:OEL 29 DE clARZO Al-,o-o[~Rfc-DE 1976 ) 

NOMBRE Y DIRECCION 

1. FRANCISCO ALMADA VALENZUELA 
Calle Ocho 11 A11 19-3 
Col. Vértiz Narvarte 
México 13, D. F. 

2. ARMANDO AYALA ~ONTES 
Calzada Arteaga 1209-C 
Tlatelolco 
México 3, D. F. 
Tel: 5-83-95-18 

3. HUMBERTO BASTIDAS ORTIZ 
R.G. Robles 73 Sur 
Culiacán Rosales, Sin. 
"{el: 2-97-29 

GABRIEL CARMONA WALKUP 
Av. Mazatlán Edificio Condesa 
T-8 
Col. Condesa 
Méx i e o 11 , D. F. 
Tel: 5-53-42-13 

5. 1 NG. VI CTOR CASTILLO 
México, D. F. 

6. ING. JOSUE CORNEJO 
ElectrTcistas No. 103 
Col. 20 de Noviembre 
México 2, D. F. 
Tel: 5-29-41-92 

7. JESUS DIAZ BARRIGA CHAVEZ 
Unidad H. Juan de Dios Bátiz 
Edificio 24-2-A 
México, D. F. 

EMPRESA Y DIRECCION 

SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICOS 
Viena 20-302 
Col. Juárez 
México 6, D. F. 
Tel: 5-92-39-82 

SECRETARIA DE RECURSOS HIORAULICOS 
Viena 20-302 
Col. Juárez 
Méx i co 6 . D. F. 
Tel: 5-92-35-68 

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SINALOA 
Angel Flores s/n Pte. 
Culiacán Rosales, Sin. 
Tel: 2-35-50 

SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICOS 
Teotihuacán No. 19 
Co 1. Roma 
México 7. D. F. 
Tel: 5-74-56-09 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Ródano No. 14 
México, D. F. 

SECRETARIA DE MARINA 
Lerdo de Tejada No. 6 
México, D. F. 
Tel: 5-69-37-69 

SECRETARIA DE OBRAS PUBLICAS 
Xola y Av. Universidad 
Col. Narvarte 
Méx i e o, O. F. 



DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO DE METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES 
CON LA COMPUTADORA DI Gl TAL ( DEL 29DE-I·{ARZO ~-1 (Y DE ABRI ~_QE,")_,~76 )o 

NOMBRE Y DIRECCION EMPRESA Y DIRECCION -

8. JOSE LUiS FIGUEROA CORREA 
Av. 8 No. 249 
Col. Ignacio Zaragoza 
México 9, D. F. 
Te 1 : 5- 71 -46- 7 4 

9. lNG. ARTURO GARCIA GALINDO 
Ramón Prida No.30 
Col, Jardin Balbuena 
Méxlco 9, D. F. 
Tel: 5-52-11-93 

10. GONZALO GUTIERREZ TORRES 
Isabel La Católica No. 1002 
Niños Héroes 
México 1 3, O. F. 
Tel: 5~90-72-08 

11. ING. XAVIER HARO SOLORZANO 
Aniceto Ortega No. 955 
Col . de 1 Val 1 e 
México 1 2 , D. F. 
Tel: 5-75-04-28 

12. ROSENDA LUZ LARA ALVAREZ 
Tuxpango 127 
Col. Industrial 
México 14, D. F. 
Tel: 5-17-09-11 

13. ZOILO MENDOZA NUÑEZ 
Calle 623 No. 109 
San Juan de Aragón 
México 14, D. F. 

14. ROGELIO ORTEGA ARENAS 
Bosque del Corregidor No. 22 
Fracc. La Herradura 
México 10, D. F. 
Tel: 5-89-16-45 

ALTOS HORNOS DE MEXICO, S.A. 
Av.Juárez No. 90 
Méx i e o 1 , D • F. 
Tel: 5-85-57-00 Ext. 293 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Paseo de la Reforma No. 107-4o.Piso 
Mexico, D. F. 

SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO 
''METR0 11 

De 1 i e i as No. 6 7 
México 4. D. F. 
Tel: 5-21-86-20 Ext. 554 

COMISION DE AGUAS DEL VALL~ DE MEXI
CO () 
Balderas No. 55 
Méx i co 1 , D. F. 
Tel: 5-10-02-94 

INSTITUTO DE ASTRONOMIA 
Torre de Ciencias 
México 20, D. F. 
Tel: 5-48-53-05 

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA 
UNIDAD AZCAPOTZALCO 
Av. San Pablo s/n 
Azcapotzalco 
México, D. F. 
Tel: 5-61-37-33 Ext. 183 

PETROLEOS MEXICANOS 
Av. Marina Nacional No. 329 
Co 1 • An~huac 
Méx i co, D • F. 
Tel: 5-31-62-63 o 
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17-

HECTOR E. MORALES CARREÑO 
Juan de Dios Peza No. 152 
Co 1. Obrera 
t"\éx i e o 8 , O. F • 
Tel: 5-78-58-56 

VICTOR MANUEL RIOS NORIEGA 
Playa Gaviotas No. 22 
Col. Reforma lztaccihuatl 
México i3, D. F. 
Tel: 5-39-90-58 

¡ NG. r~ANUEL ARNOLDO RODRI GUEZ 
Lag. de Tamiahua No. 1359 

- Las Quintas • 
culiacán Rosales, S1n. 

-~S ¡ NG. 1 GNAC 1 O ROSAS 
~J • 1 1 Poniente 1 71 9 
' - - -p u e b 1 a , P u e • 

!BARRA 

19. 

Te1:42-17-32 

ING. MIGUEL A. RUIZ VELASCO Y R. 
Mier y Pesado No. 136 
Col. del Valle 
f"\éxico 12 D. F. 
Te 1 : 5-23-08-23 . 

O lRQ. ROBERTO SAEZ ZUBIETA 
· AVe. Minerva No. 286 

co 1 • F 1 o r ida 
, México 20, D. F. 

Tel: 5-34-53-25 

CARLOS A. TELlA SAIZ 
A~· Pacifico No. 277 
oeP 1 o . l O 1 -O 
coyoacán 
Mé~ i co 2 1 , O . F . 
Tel: 5-44-44-39 

PETROLEO$ MEXICANOS 
Av. Marina Nacionai No. 329 
Co 1. Anzures 
México 17, D. F. 
Te 1 : 5 - 8 1 - 96 -6 5 

COMISION DE AGUAS 
Balderas No. :;5 
México l, D. F. 
Tel: 5-10-02-94 

DEL VALLE OE MEXIcol 

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SINALOA 
Angel Flores y Riva PaJaci 
Culiacán Rosales, Sin. 0 

UNI VERSIOAD AUTONOMA DE PUEBLA 
4 Sur No. 104 
Puebla, Pue. 

F~CULTAD ~E iNGENIERIA,UNAM 
Ctudad Untversitaria 
México 20, O. F. 
Tel: 5-50-00-40 

DESPACHO PARTICULAR 
Av. Minerva No. 286 
Co 1 • Flor i da 
México 20, D. F. 
Te l: 5-34-53-25 

BUFETE INDUSTRIAL DISEÑOS y PROYECTOS 
T o 1 s t o i No • 2 2 
Cnl. Anzures 
México 5. D. F. 
Tel: 5-33-15-00 Ext. 106 



2t. 

NOMBRE Y D 1 RE C C 1 O N --- ----

ING. ALFONSO TOVAR SANTANA 
Nonoalco 205 Edif. V. Gro. "B"-704 
Unidad Nonoa 1 co 
México 3, O. F. 
Tel: 5-83-29-37 

EMPRESA Y 01 RECC 1 ON -.. - -~ ""' .------
"'- _1 

ESCUELA SUPERIOR DE ING 
ARQUITECTURA 1 p N ,EN1 ERfA y 
Zacatenco · · · 
México, o. F. 


