INSCRIPCIONES

CENTRO DE EDUCACION CONTINUA DE LA

DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES DE

LA FACULTAD DE INGENIERIA, U. N. A, M.

Palacio de Mineria Calle de Tacuba No. 5
México 1, D F.

Horario de oficinas:
Lunes a viernes de 9 a 18 h

Cuota de inscripciéon $ 4,000.00

La cuota de inscripcidn incluye:

O una carpeta con las notas de los profesores
O bibliografia sobre el tema

0 servicio de cafeteria

0 comidas

Requisitos

O Pagar la cuota de inscripcién o traer oficio
de la empresa o institucion que ampare su
Inscripcion, a mas tardar una semana antes
del tnicio del curso

0 Llenar la solicitud de inscripcién

O Entregar copia de la cédula profesional

Para mayores informes hablar a los teléfonos
521-40-20 521-73-35 512-31-23
CONSTANCIA DE ASISTENCIA

Las autoridades de la Facultad de Ingenieria de la
U N A M., otorgaran una constancia de asistencia a
los participantes que concurran regularmente y que
realicen los trabajos que se les asignen durante el
curso

Y DENTRO DEL TERRITORIO NAL,
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Coordinadores: Dr. Victor Gerez Greiser y M
en C. Marcial Portilla Robert-
son

En colaboracion con la Asociacién de Ingenie-
ros Universitarios Mecanicos Electricistas, A C
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PRESENTACION DEL CURSO

Hoy en dia se presenta con mayor frecuen-
cia la necesidad de controlar complejos sis-
temas. Esta funcion de control tiene que rea-
lizarse empleando dispositivos digitales para
p o d e r monitorear y controlar varias varia-
bles simultdneamente, y lograr de esta for-
ma minimizar costos de produccion, garan-
tizando una adecuada continuidad en el
servicio y una calidad adecuada en el servi-
cio o producto.

OBJETIVOS

Se pretende que con este curso se adquie-
ran los conocimientos necesarios para en-
tender el funcionamiento de estos sistemas,
se puedan modificar las estrategias de con-
trol en sistemas ya operando y se puedan
disenar nuevos sistemas.

A QUIEN VA DIRIGIDO

Este curso esta dirigido a profesionales que
deseen conocer las bases y fundamentos de
la metodologia que se emplea para imple-
mentar sistemas de control digital directo
tanto en la industria de procesos como de
manufactura y eléctrica de servicio publico.

TEMARIO

1.

INTRODUCCION

Control digital directo y control conven-
cional.
Adquisicién de datos.

Control digital directo

Control supervisorio.
Control jerarquico.

HARDWARE DEL EQUIPO DIGITAL.

Arquitectura de las minicomputadoras.
Equipos de entrada y salida.
Interfases.

SOFTWARE

El ensamblador.
Lenguajes de programacion.
El ejecutivo.

CONTROL SUPERVISORIO.

o
Modelos de control supervisorio.
Técnicas de optimizacion.
Aplicacion a una columna de destila-
cion.

CONSIDERACIONES EN EL DOMINIO
DE LA FRECUENCIA.

o
La transformada z.
Muestreadores.

ALGORITMOS DE CONTROL.

Diseno de algoritmos.

Técnicas de ajuste.

Seleccion del tiempo de muestreo.
Técnicas de identificacién.
Técnicas avanzadas de control.
Control 6ptimo.

APLICACIONES.

Aplicacion en la industria eléctrica de
servicio publico.

Aplicaciones en la industria del vidrio.
Aplicaciones en la industria siderurgica.
Aplicaciones en la industria del cemen-
to.

Aplicaciones en la industria del papel.

PROFESORES

DR. VICTOR GEREZ GREISER

M. en C. MAURICIO MIER

M. en C. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON



Fecha

Oct. 7

Oct. 8

Oct. 14

Oct. 15

Ox. 21

Oct. 22

Oct. 28

Qct. 29

INGENIERTIA "' CONLTROL PIGIHEAL, &

Duracion

17a2lh

9al3h

14 al8h

17a2lh

9al13h

14al8h
17a2lh
9al3h
14 a18h
i7a2lh

14al1€h

(Octubre 197,
F'ema
Introduccién y Control Supervisorio
Hardware
Software
‘Sistemas Muestreados

Consideraciones*en el Dominio de 1a Fre-
cuencia

Técnicas de Identificacidn
Algoritmos de Control
Algoritmos de Control
Técnicas Avanzadas de Control
Control Optimo

Aplicaciones y Simulacién

Clausura

T PROCESOS Y AP FCACHNVES

Profesor

Dr. Victor Gerez Greiscr

M.

M.

M.

M.

en C.
en C.

en C.

en C.

Mar cial Portilla Robertson
Marcial Portilla Robertson

Mauricio Miex Muth

Mauricio Mier Muth

Ing. Rafael Lopez Lopez

Dr. Victor Gerez Greiser

Dr. Victor Gerez Greiser

Dr. Victor Gerez Greiser

Ing. Rafael Lépez Lopez

M. en C. Marcial Portilla Robertson
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PROFESORES DEL CURSO INGENIERIA DE CONTROL DIGITAL
DE PROCESOS Y APLICACIONES -

DR. VICTOR GEREZ GREISER

Profesor Titular

Ingenieria Mecanica y Eléctrica

Facultad de Ingenieria -
UNAM

Tel.: 550.52.15 E. 3746 -

M:EN. C. MAURICIO MIER MUTH
Investigador

Division-de-Sistémas- de_Potenc1a -
Shakespeare 6- 3

México 5, D.F.

Tel.: 525.64.52 -

‘M."EN-C.-MARCIAL PORTIL:LA- ROBERTSON

) ]é fe-de:la=Seccion-de-Computacion—
~Edificiode" “[ngemema‘Mecamca‘yﬂlectnca o

" Facultad de Ingemena .

UNAM

- Tel. :-550. 52 15 E.3750.y 3746
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EL PAPEL DE LA COMPUTADORA EN EL
CONTROL DIGITAL DIRECTO DE PROCESOS:

Existe consenso que durante el cuarto de siglo precedente la
computadora fue el principal avance tecnoldgico que ha tenido
impacto en todas las ramas de la ingeunieria y muy particular

enr el control de procesos.

En este campo existe todavia una amplia posibilidad de aplicar

conceptos tedricos de control a aplicaciénes reales.

Desde luego que al considerar posibles aplicaciones es necesario
tomar en cuenta tanto los equipos de control (Hardware) como
la programacion necesaria para implementar las funciones. de

control (software).
EL PROBLEMA DEL CONTROL DE PROCESOS.

Como se ilustra en el ,problema:-‘del sistema eléctrico de potencia

que ‘aparece en el apéndice de este capitulo, es posible distinguir

diversas variables al analizar un 'p’foceso de coentrol.

1, Variables de contrél’ o controlables. Son aquellas cuyos
valores pueden ajustarse como son en el caso del sistema
eléctrico, la corriente deexcitacion del generador y e¥ par

aplicado a la turbina.



re

b

Distrubios, Estas variables desde luego afectan a la Ope'ra—
cién del proceso ¢ del siziema perc no pueden ser sujetas

a ajustes. En el sistema eléctrico la potencia real y reac-
tiva que demandan los consumidores estd fuera del control

del sistema.

Variables controladss. Estas variables son las que determi-
nan la operacién de ia pianta, Son aguellas para las cuales
se disefia ura excrategia de coatrol con objeto de mantenerlas
dentro de ciertos limites. In nuestro gjemplo de sistema
cléctrico de potencia son éstas la tensién y la frecuencia.
Variables intermedias. En diferentes puntos del proceso apa-
recen otras variables que en caso de ser observable el siste-
ma pueden emplearse para obtener informaciébn sobre su esta-

do de operacioén.

Como ilustra claramente el ejemplo de sistemas de potencia uno de

" los problemas mas dificiles de resolver es la determinacion del mo-

delo matemaético adecuado para controlar el proceso. En procesos

o sistemas grandes el nimero de variables que hay que medir vy en

fundén de las cuales hay que determinar una estrategia de control

es enorme. La computadora digital con su habilidad de colectar un.

gran cantidad de informacién, analizarla y tomar decisibnes logicas

basadas en estos resultados resulta la herramienta ideal para este

tipo de aplicaciones.



Sistemas de control analégico (convencional).

Como muestra la figura la parte mds importante y caractetistica

Angloq controlter
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SISTEMA REALIMENTADO.,

o

de un sistema de control es la realimentacion.

La seiial de entrada marca el valor que debe tener la variable de
salida o controlable. En el llamado punto de suma se comparan
ambas sefiales y se genera el error que sirve como seiial de en-

trada al controlador.

Este dispositivo genera una seifial que en el°caso méis general en
este tipo de controles es proporcional al error, a su integral y

a su derivada., Como muestra la férmula siguiente:

1 H
m(t)y=FK {e(t)+ —-—( e(r)dr+ Ty de(t) + g
L 7\1'.'0 . /1 dt
v

En esta formula las variables son las siguientes:

K¢ = ganancia proporcional
- Tj = tiempo de reposicion o integral
T4 = constante de derivacién

My valor de referencia al cual se inicia la accién de control.



Si bien es posible en teoria ajustar los tres pardmetros de la
accién de contrcl ¢n ia mayoria de las aplicaciones se trabaja

exclusivamente con control proporcional € integral,

En la mayoria de los cazos este tipo de controladores han sido
neumdticos poi $8Y e5t0S sumamente confiables v no presentar
peligros en aimésicras expiosivas. En fechas recientes sin

embargo los avanves en iz elecirénica bhan permitide construir

controladores electrdnicos con caracteristicas equivalentes.

Estos controles adolecen de un preblema, son sumamente inflexi-
bles y debe existir una correspondencia uno a uno entre las fun-
ciones del lazo de control y el equipo que las implementa. La

posibilidad derealizar estrategias complejas con este tipo de ele-

mentos analdégicos es muy limitada.

A continuacién se resumen las principales aplicaciones de las

computadoras en ei control de brocesoe
REGISTRADORAS DE DATOS.

La aplicacién mis sencilla dé una computadora es gimplemente
como un dispositivo para registrar datos generalmente con algu-
na légica sencilla que permita imprimir un mensaje cuando algu-

na de las variables alcanza valores fuera de sus limités normales.

T.os registros que genera la computadora son sin embargo impor-~



tantes para el disefiador de un sistema de control de processs yu
que pueden emplearse si se han recabado con una estrategia ade-

cuada para construir ] modelo.
CONTROL DIGITAL DIRECTO.

En este tipo de esquema de control la computadora calcula el va-
lore de las variables manipuladas directamente del valor de los
puntos de ajuste, y de las variables que se miden durante el pro-

ceso.

La figura muestra el equema bdsico de un control digital directo

Menipulated Measured
variables variubles
—_—] I
—me gt p——————i -
> Plant >
o emaeefit-{ [ ——
—_— S
Output o [nput
Subsystem Computer N Subsystem
Operator's
Consgle

T
I

CONTROL DIGITAL DIRECTO.

En su aplicacidn més scicilla puede implementarse digitalmente

el algoritmo de control proporcional, diferencia e integral cuya




6.

versién en este casc 2sta dada por las férmulas siguientes:

R.T v e
! K.e, + “‘“,;,c—‘ €% ~ttie, - en) v mp
Ly T
=0
T = tiempo de rauesores {86 explica en el anexo 2,

Generalmente nf:' suede justificarse la adquisicién de un equipo di-
gital pars hacer las mismag funciones que podria hacer un equipo
analégico. Es necessario como se verd mas adelante aprovechar

plenamente las capacidades del equipo digital implementando con-

trol éptimo.

Si puede justificarse la adquisicidn del equipo digital por razones
adﬁcionales a las de implementacion de una lgy de control propox -
cional, integral y diferencial, debemos mencionar que crapleando
técnicas digitales es posible obtener con el algoritmo anterior me-

jor respuesta que con su vérsién analégica.
CONTROL SUPERVISOR.

Una aplicacién muy frecuente de la computadora digitel se encuen-
tra en el llamado control supervisoric. Es esta una solucidn hibri
da donde se combina a la computadora con los controladores analé-
g'ivcos. Como muestra la figura, estos Gltimos realizan directamen -
te la funcién de contfole La computadora en funcidn de variables

medidas y de instrucciones que le da el operador a través de la



.consola e incluyendo generalmente criterios de caricter -econfmico
calcula que valor deben tener las diversas acciones de .control 4pro -

porcional, derivativo e integral) que deben tomar los' controles @anald-

Debemos hacer incapié que la limitacién principal para implementar
este itipo «de contrel es la disponibilidad de un buen modelo matema-

#ico «de la planta o sistema que se .desea .controlar,

: ]

e, Measurcu
1 I rI Variables
L ( -
X -~
e ot
Set >
Computer p"l . n ~ Plant
Points .
] —
\.-"—-—
| -Operator's . -
Consale Anaiog
Controlters

CONTROL SUPERVISORIO.

‘CONTROL JERARQUICO.

En general en grandes sistemas se recurre a un control de arac-~
fer jerdrquico que es :una combinacioén de control supervisorio, con-

trol digital directo 'y control analégico.



~

Monasement |

Intus maticr:
Coraputer

_._E._._..,,.. o
j i

s asen i 1_...m T
¥

.
Scheduling
Comouter

[hr

U — s

)

Supervisory Supervisory
Computer Computer

T =

B D ——

._}

DoC

Computer (‘omputm! ComputeLj Computor

I}

z . L‘:’
Plant Pignt P!ag.;‘ I Plant

ooc’ |1 ooc |
|
L

SJONTROL JERARQUICO.

“n el anexo 2 se explica’ con mayor detalle este councepto.



Y.

LA COMPUTADORA DIGITAL COMO ELEMENTO DiE CONTROL .

Como se muestra en la figura la parte medular de este disposi-
tivo es la unidad central de procesamiento. Los rransductores
convierten a las sefiales de cardcter analégico en sefales eléctri-
cas de igual tipo. Convertidores analégicos digitales los convier-
ten en sefales digitales que ya pueden ser procesadas. [.a infor-
macién que genera la computadora es tamnbién digital y antes de
poder ser implementadaé estas Ordenes tienen en general que con-

vertirse con ayuda de un convertidor digital analdgico en una se-

fial analdgica.

A pesar del alto grado de automatismo que se iogra conestas ins-
talaciones es necesario preveer una interfase con un operador
humano a través de tubos de¢ rayos catédicos (CRT) impresoras

teclados, etc.

Igualmente importantes son !as memorias donde se almacena la

informacion.

Frecuentemente, conmo en el sistema eléctrico de potencia que cu-
bre una gran extensidn territorial es necesario hacer‘llegar ala
miquina informacion que se genera muy lejos y esta tiene que
mandar sefiales de mando a lugares igualmente distantes, ademiés
es necesario que varias computadoras trabajen de manera coordi-

nada todo ello requiere de una compleja red de comunicaciones
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1.

que :puede ser telefébnica, de micro-ondas, por onda porradora

sobrepuesta a lineas de transmision.
SENALES ANALOGICAS Y SENALES DIGITALES.

Ia figura muestra una sefial analégica que exceptuando momenrtos
de conexién o desconexitn gencralmente es continua.
R 4

4

f/\m/

SENAL ANALOGICA

$om.

IL.a computadora digital no trabaja con este tipo de sefales. De-
pendiendo del tipo de proceso, en particular de la Ilamada cons-
tante de tiempo o sea de la velocidad con que-puede variarse una
wvariable un dispositivo llamado hﬁestreador toma cada T segundos

una medicidn.

Pe manera de obtener una- serie.de valores discreros, tal como;

muestra la fisura.

F47)

doer
\
\

FOnT)|
al 1 e
/ .
SIS |

7 &7 SENAL DISCRETA.,
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12.

Un convertidor analdgico digital transrerma estos valares discretos

en valores binarios, octales ¢ de aiguna ¢tra base segiln el sistema

digital que se estuviese empleando.

Las sefiales digitalizadas v expresadas en forma binaria ¢ octal tie-
nen en primey iugar ia ventaja de ser las que procesan la méquina
en segunde lugny, preseatan vencajas Jesde el puntg de vista de las
comunicaciones., (om0 muestra la ficura debido @ ie distorsién que
se produce en un sistema de comunicacionss es posible que dos se-
nales de entrada diferentes produzca en la salida o recepcidon sefiales

casi iguales que resulta dificil o imposible de identificar. observan-

do la seiial de salida, cudl fué la sefal que se transmiti6?

Si se transmiten sefiales binarias pcr ejemplo, secuencias de ceros
y unos (00100100) el problema de identificacién de la sefal transmi-
tida se simplifica enormemente ya gue en el recepctor basta detectar
si hay serial 6 no. En el primer caso, se canc"iuyé gue se transmi-
tio un uno mientras que enei segundo caso se dacide que se trans-

tié un cero.

e m——isi%3
p————mvt=Y

Como en la computadora ademés's;e trabaja a una encrme veiocidad
muy superior a la de muesireo entre operacior. de muesizeo existe

tiempo para realizar cdlculos e inclisive muestrear otras cantidades
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SENAL DE SISTEMA DE SENAL, DE
- = COMUNICACION r— -
ENTRADA : " SALIDA
SENAL DE . SENAL DE
: N SISTEMA DE -
‘ | COMUNICACION =
ENTRADA | SALIDA

TRANSMISION DE SENALES ANALOGICAS,

Debido a la distorsiéon producida por el sistema de comunicaciones
dos sefiales de entrada diferentes producen seilales de salida casi
iguales dificultando o imposibilitando determimr observande la se-
flal transmitida, qué sefal se envio? ‘
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PROCESAMIENTO DE SENALES DIGITALES..

A = Intervalo de tiempo que se requiere para procesar & imformaciénsobre
, presién y enviar una seiial de telecomando
B = Intervalo correspondiente a la seiial de temperatura.




IFERENCIA ENTRE CONTROL, GONVENCEDNAL ¥ CONTROL
OPTIMO.

La figura muestra la resouesta de un sistema dindmico tipico a
una sefal de escalén. Este sistema puede ser por ejemp un
censor. La sitvacrdn ideal seria aquella en que la sefial de sali-
da tuviese la miszma forma gque la sefiai de entrada. Sin embar-
g0, esto no es positiz teniets'ad@ en genexral la senal de galida un
cardcter oscilatorio. D-ergfcm de cievios limites es posible con
controles analdgicos del tipo proporcinal integral y diferencial
ajustando las gapancias de los diferentes efectos 'lograr que para-
metros de la respuesta como el sobretiro, el tiempo de respues-

ta y el tiempo de asentamiento tengan determinados valores de

disefio. Es muy aificil ifnplementar sin embargo, controladcres

analégicos que permitan tomar er <:ueiwa cx;iterios de optimalidad
como los siguientes: minimo consumo de epergia, minimo tiempo
de respuesta, efc. Este tipo de algoritmes de coatrol éptimo es

sin embargc posible impleméntarlos usando sistemas digicales.
SELECCION ENTRE CONTROL ANALOGCICO Y DIGITAL.

Una decision de este tipo deoé pasarse en:  elcosto de lag funcio-
nes de control que se reéliz.an, su confiabilidad y facilidad de man-
tenimiento. Como aedo tres factores se les puede dar un valor
econdmico, en resumen el problema se reduce a seleccicnar el

sistema méis econdmico.
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EN general la diferencia de costos del sistema de c:nsores y

actuadores no permite decidir enfre un sistema analdgicc o digi-

tal. Es necesario tomar'en cuenta las capacidades de uno y otro

sistema.

El argumento original de que-los sistemas digitales ahorrarian

mano de obra resulto ser falaz en general plantas de procesp ya

operaban ain antes de la introduccién del control digital con mi-
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nimo bersonalq En general puede decirse que la justificacion de
un control digital debe basarse en consideraciones de la confiabi-
lidad que le da la opsracidn dol sistema y al ahorro econbmico
que puede ccienerse empleando esyuemas de control Sptimo que
toman en cueria iscrores econdmicos permitiendo .2ducir o inclu-

-

sive minimizar los costos Jde operacidn

rl distema eléctrico de poiencia debido a su complzjidad no podria
operarse sin esta tecnologia, Operdndoln convencionalmente su
confiabilidad no es adecuada y ademéis no se obtienen los benefi-
cios de un coatrel optimo. En resumen podemos decir que en
los siguientes casos se justifica la instalacién de un sistema digi -

tal:

1. Plantas muy complejas. En estas plantas resulta imposible

que el personal leyendo Cpticamente las variables tome las

decisiones de control adecuadas, debido a su eporme niimero
y a ias rauy complejgs relaciones causa-eiecto <ntre variables
y acciones de control. Dcﬁad« luego se hace indispensable con

tar con un modelo mateméiico adecuado para implementar es-

tos esquemas de control.

2. - Plantas con muy altos niveles de produccidn. En estas ins-
talaciones cualquier ahorro por muy pequeiio qu‘e resulte en
el consumo de energia o en el desperdicio de material al

cambiar especificaciores en un proceso continuo representa

fuertes sumas de dinero que justifican la instalacién de un sis

.)



tema de este tipo.

3. Plantas sujetas a disturbios frecuentes. Estos disturbios pue-
den ser fisicos, como el cambio de demanda-en &l sistema
eléctr%co o pueden ser econdbmicos como el cambio de jprecio
en el combustible. En general el control de planta puede
compensar por varios de estos disturbios pero resulgu mece-
gario cambiar Jos objetivos de operacion empleando la «com-
putadora digital,

3. Procesos de manufactura completos. Una aplicaciénde crecien
ite importancia es el control de procesos de manufactura donde
€l producto tiene que mantenerse dentro de estrechos limites
:de tolerancia maquindndose ademds a muy alta velocidad como
-en una planta de papel o en un tren de laminacién. También

aqui la computadora digital es un auxiliar indispensable.

‘Como nota final es necesario hacer incapié en que no debe olvidarse
los costos de programacion al evaluar un sistema de control digital

directo.
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APENDICE 1.
EJEMPLO DE LA CONSTRUCCION DEL MODELO DE UN PROCESO

A continuacién se ilustra la construccion del! modelo estitico de un sistema
dé potencia muy =zimplificado. '
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Con objeto de mantener el modelo lo mis simple posible consideraremos

que el sistema tiene dos generadores. dos consumidores conectados por
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Para construir el modelo matemdtico correspondiente al modelo fisico -
anterior es necesario incluir y definixr diversas variables. Se define como

(+rencia neta del bus (lugar donde s=e interconectan generadores cargas y

248, a
S = L f /‘

g 'q’/}
-‘z .ﬁg / % di

5

- O @f
5 EZ R/ -, /)
’ 7

¥ /’ @7 ‘v

\i)r) — ,p - ’w) 7 j {Q O )
c- & '\6;

P

Forenss ;{7 5/ @’ﬁé/@ ST =
C??/?J‘W MO 23@,»@/ (‘)/{}ea

" (F = cst)

7% om0 X?Mi:/ Ve f‘é’ﬁg%ﬁ ﬁ’é) o

(@ﬁdw'{:‘/(ﬂ va /)&%/”C‘/{’C’?g |

@y



Qe S= [ T 7F
S*= VI

S—* V/)/" W‘z‘“%/

Vﬂ — 2;&- (2"‘)
07{,3 PSS Gurs (2)
5//77/0/}//} 6’0‘7(_"/0/’7(‘950 ,
)/ - f C ‘3—;/407/:/ 7/ YO &»”/70
Sh A

Z, R

3 X >k
w/\/&/.‘)\/é‘. | l >?




. 2N
JENSS O nes e s,

5

V _ /%//’/ CS

| ./ /j II / / /j" U’Tﬁ‘
!’/’} ::':” /{2 / - C;‘Z

(%)

ST

g6 en 2)=H
Sk S

V.t WitV .
Pgy — Pp, — !—'j"‘ sinw Ll"—‘i,-' o sin Ja — (8; ~ 8)} = C
N AL AL )
V.12 ViV,
Pyy — Ppjn — LC P, - l——l—’;i--i! sin fe + (8, — 6)] = ¢C
.;\L . }uL P
AL ] Vel o)
Q1 — Opn + =2 — " cos a4+ =2 cos [o — (8, — ;)] =0
)Lc ’\L ‘ . Ap

’/! th) V ,,
N ARNNTA a+'_:5('i__='cos[a+<a,-«x>1=0

Qg: — QOpa + Y X cos

¢ F PR L



.(5 /SC 7[?/"/3/4&‘57‘5;

j) £Cs fé 6/fov/co7q
2.) N0 S rew fos //a/?//tf
| f 7/ ) -

?) ;@/‘7/‘/0/7&;4 7/5’/75/49 /7/,5

2% /»0/59/75/@7

4) Ao J/ﬁcf/c’-‘r@ //,/.Kf/c?cwé
95/07 é/é’}

5 ) Sre r7pore Gperece
5; - 5,;:: "\{;o = c:/C

G ) Loce ysry o §/es

/Méf?{’é) L T (/5}:)/7(@&«
\’//

/70/7’ / /&/ e "7 ¥ / s



C /5 s /Aé"(‘csf{( i q/g
vsrre £/l

=) L et ol cos.

g , ,
| 0/{"\5" 7{5;-“”/’“ ég“é}f
: rn'yr ‘J .

! /7;22

L7

1%

2

é‘ /3 (/.59/77“}/0/ o /7::;7/(/.4//,7

“e) / o

@/é?;s“

24,



25.

n -
Yy
/7
X =
M !é;




(OWTROL DIGITAL  DiR&cD

EWSTE unk qLA  SSCREPNGA TS v TOTN 9 covan__
HAY ﬁ?u(i\(}o%b & =S %E_@@’_q o A ESTR 0L

PAUL D& cuO wos FEoomBSeAns Au Foevylean, O %?‘5"-@‘?&%&{5@

A ZoUa AL SiISRas Tissen ;) VTW2LBOO  wd
GUMOARD B edyTERL. onhy SOMPIMDOLEA SRty
= B moRas £E cOMIRL | oe punaenass

SERIDEAS ONG PFRR0no te
CRYYE Sad T LUXLED
€@, AOCESD o% COMITROL. SG USSh  FEARD E’i:\w :;m%

il

@ ‘30o ER TRUD PLLCEIG Syisien ws laultutszs . ‘“m

& IhRIfeLED .
€100 & Pegmrgicd ons

____,,g._,___,?

! L

o bw o
ooy

“55‘03‘-@ B_;?;l ?Lﬂﬁﬁé’o “ﬁ?;'f-’\"vaui
. . s - o) e 32 IR AL
“mp\?uwng ag‘é?*\e b AS
e P20 C:E:Si fad o
W\aﬁﬁﬁm
IAEZHEDIBS .
LOEN

W HIOOHPUZLS FOR SCIGNNET AND GRAINEERS  Heylhw) B
Py 6 — 1340,
YRR A RS} ¥ NN T

1€ R

P E NS PR [P

T WSONPIRE. APLICAIONS

smmer

bom GADABLES MADIPIA 005 . — &vns VAGARLEY S00 LA EORA GA
ADXSND OO TVARIE | fagh, WABRR PUMA (e, 1%&“5;

0Ly o CRAMS0A REe €8I SEF. Vs, o

T WSs o fEIRLCIDY = RIS JARIABLES AYFe DAl
LA o%f»«lms o&n, LD PO« AT S03ETDY AT

ie ~ W) LD B Tt w,&, PHPVEES A G b MANTER DL
= SIERSS

8, URCIKBLED | *nmg:a‘:uwt\ ST EIRD UARIABLES  BeMes

HATERER.SE  &BVIAD 0% W) By Bitned L & TL, Pigharyy
SESS WRRABD Ty Jm;* P, ht. mep\ D& OV,
EOINTE @a) WA B ER, o &a‘m—‘s UPMRIRBLEY fROTES P

SO Set POIWT & ZMNO Sdfac o)

G ch?lhstzs. TRBIREBAS | o gmcan PACIARLES theéd‘«u oM felyr
QWD INTMEDID Gio€y PIDGESO,  30p WNNAADNG, PSR SCTRRMINDL.
TONUCS PeRionel P8 CodTRoL. -

USTEHMY 2 o ONCENEBRNAES

. /
T VAL MR-
Racto —
m (b}




@

IOMO YA SE V0 @3 CATIDIDS PASAOCE  eulie) TLRY ARSIONEY
ERIAS D& c.on“zm_ (Ysus ®HEINAGNEL) , ATRS AiONED

SO G

COLTIOL  PROROLBONAL
w )= ke £ H-\)

_ANE RN SE VTIMED ul MMBIFANOL,. OhBA
OV P%%wmf‘k%&u"él) \ MGQUT)

Ke =60l A LIoRLelovaL.

PR R

WLV cemkm)_o

T aalt) ,_'K,_._T; delt) T, =Ti6af0 06 deelyaciond ;
dé o

@n“!m 3G c.onoce TOMBLED OO (_QU‘QDL
Q2. .)l 30LD GBS MUNCK SG& VISV

U DAD cpd 108 SididMuyg
—-—H"b-—» '
CONNOL tNEGEbL ’ 4
/ o

6lu—
YART Pm‘\do °
POES  CcAVIA L meS“b&

(.\-\ = '—”"j (l[“'} o[v T = 'ﬂ.—ulo xmr«,mw

> 286 ¢
couoe. PO
—— _______———-‘
L  dalt)
u(_ﬂ =lke G »—:3 2o} + Td de WA
N e
' 2 o4¢
oy  atmses ¥, '\';} TJJ W QUGS ELuMDR OEREFRENCIA
g6 QOWENEDN EN el cow 0\_ poee oS VAR,
E‘““ pe ¥ T, so0 WIme®
] o W»&A R
“_3"‘. S e ln iy g p

i

GO G

6;«8\&2&34,(75% 0B WS APUGOD YU (ORBLy, Vi
SER00 Avh OIFIIAD & AINOD. =3 €L Conitiu £TD

W ADNTAS  exXiSTEY 0GR U0s WANTYS #ay CONRIES T
ADSTr HUR D &S, peatues oG- 108 50 Yoo awizacsd
REOANCE Touldl AN, ROZ COMAE el oL =
GEQRONIOS | 4 B0 WS 7O POR.  WMRIOMPIRCALAS, B

HM S mcraz.hom? QNG G GOPd AOXIURA

e welhe PRy aasts el 0% @
DAL sz, B0% 9%\ encTo D

Ih\’?:@rASES

P

9"‘24 wE & P\ZDG-'ZD FNCOLG, CDQQ{JJ{\}.LC*)’Z- \nmuw.ﬁbm
fere SECBUe. DADS O&. PRCESD 3 MMML oms vaps”
AL PESCEIO, ¢3iDs -9N DL Quweu e

L — sedmeg Cufa:\'uuﬂs (Mros kuh\.om'cos\

2.~ ONIDS  OISCREDS €N 2 wiewes (oM -o7F )
3~ PUBOS

(A5 SEhLS omRWUAS Tlasen o Uiz ARReww WPy

WO T e




LAY SENAEN Se (‘,Lﬂﬁllﬁum AOMD .Sltu)g:

4= De 8AIO wiver { = 100 Mt yous (Lo ) E8TH  EDAES
SE AGRGY . T TERMD 405 'rﬁzwsmm{i— dijancia
WO 00RES  OF cOPRUSION Dwxiion  erx.

2= % A wEL {2 Y ) esiny st daliai
O WASIO GG Arids hUE RYitkes w ARMAIAUP0R
S e oS, e W3 TEENDIARAL 190 e BUSLIND paRg

PADY en o ooy C& NOCESOS, s CWNBLTE S 1AnoAl

-'msdﬁh‘.:iﬂ = &40 WS éfgﬂﬂlf APy \; ¥ oA s0ieTss

# ™0 AR uEesioo o Ha’oumo ROpIERAr  oulRafl
widadD, WS Powa TEL EWD-ML.  EDRENERAL  tiTRR.
EEDLIOAS v PMORGIOAT, iy o BMEw ML et
B Gtundd L 0 womus (;5;};;;8 LB CES,
36 0fte TEOGR. &SGR SADD @l &L ARLLIAG V-
B WOMiwOh  dher s nedEaie o N ,'oma‘i
BE 6 LA OHIWRPELA

QUNGDE Lo R ORSCH G PS AWPOE PhUOES &
oy Glonne (b ) g oA owhon conelouiz
%u?,o.m $1N@éﬁf2¥10 c«& IGinne whae 2

m‘&&&&i\xc ud @) W onPiTeooed Y e @cm,mw%

N

Ry

REDO DIAOWMA MIGUD DELN SER AL —_

-

v CUANCD \h SCOALL e

TEARS DotiBR. &R VNN Je DML B JoTDye |, AABAlOuhooR, B

SEIRUS @ ES yp FITLO BT . Slufe SCIML  EL OTZA &
Aeontlont . e QTOERAL T TRADSTORMA G By UOA: e
PSR SYELY sl WUGIPUxeR

OREXOY. e o MouifE R 5w sEchis G e

WAL BUECTA e &8 0 JALAY Cadfed SelL o dRil .

Al men sorsoinoces, (@ pios meandy , DMA W3 eaines
PE 41D wiver 35 VU MULIAEADZEY eEtclZonien S i
UYGHARE €O PAUERREDS  MAYRES O 5,000 ¢ wT
o2 2LUnDD o PAZA TR SEORUA BAIPE  3& S
VTR Ay S BEsh&lin foed v SLSDESO w el é‘{t.—:c
-.Pe cpmfo ot Jus \,ng,s-m?;,i WO PUCOE LER. TOEEARD
TOZedODN O ESTEDT—Oe RS VIMOS 5 Qi:
AP R 20 PonS [Sey.

Los Muu\?mous TeeN D6 a2 A zoz.é. PNDY o
PUELDS | U SU EES HUESREO €3 SESabndhl L5 Heve,
WE e MK ¥ & ~MNETED QOE ELRPY S,,

AMPITHADOZES | oy puguricnodes Yercatap !t 1A SERA L
—_— '
O8L RDLESD (M-) oo A cowE Do  pfp

(\’,i?icmwié PSUAS

Cove PR A'/L — AL UMAD  JUA SEPRL COUTIUVA
Taokuoaia ) 80 WA SEURL AT (,On.h-ihq) W 260uc0)

© \»mumooa Alo & %vhuOUﬂOﬁ' COM €
NOHEN T e &iTS DEA CONPUTADS 2R 01 iV _

|
24

PEIADUOV =



RO,

WESOWEON €5 AP = 0. oy §
2

~

PAga A=A anl

D WA & MUY ACPPRIE  INACAG DORS WS AP LACIONES

L THPD PAEA COE \A SRUDA  B4ITAL e, LR VLN
AlD AeASsE um IR clz DEUER - QUE  Tue APUAOR
gOA VUEUR SERAL SEUdMA ' TiaPd D& ASGOTAMIA 6
B WS towdeN0ees  Alo  aectesMNi©y  QeNgy

DO BP0 08 ASENTRMIEUTO £ 40/115@'3_ 0

DLCOMMEROOR.  (4o0ith cwdMBA AL SPY
TREGAS &BE PO’
Wy SGORL.

ODVL PREADDE
NI TAR0G 86 K& DISTRAInA BRAMDO
SGZ e3CWTROAS OB, Tuekh , ©Ouhla

Pe eACA cow vuA 363U Limirz -( wiak s wwW |,
05 COMPAEARCRED REAVURA MUy UILES &0 SIS ADE

A MOEKRESS Setusmidi Y A eSO FEE  (ANALTS
pe ACKO (?)  pilecsD D& H,(‘.\mé,;q, PUSS LUARDARN b3
CATDS &0  WCAMIDADES F2€ ASIGRADAS e MEMt2iA

)
S (b DXL SALE Oc-oS  wrnies (Hnuﬂo lbu)\
SE ELWUAMR WA ATBNAND AL CPU AZh2 O uNP-
WRRAIRCIOY

A SALOA FE DS PDSITINOS ALt como TAOMERSE

VA o TURBINAS  EY  USSALMINE G FOUMA  0c PULOS
AUROUE 1A (OMPOTROIZA PUEDE- (ONTRR: PULLOS
S OV MILA Hoafn e CA) , L O awe s:"-

UTLEDN (SUTACREEY PEOMSOS  exTERNGS , & cpy

i
(AaA  AUWo PELUTRO co &L VYLD O POLOS o Ogy
2 e MUTRPOR

& MO8 pe oA CCHPOTADARA AL PuY 3D

e
————

- o

&

- OONICRTIONS S . - .
[Pl s T™HoZ. D/A T BANE APREAND NRIGLITE VA teei AL eyl
EVUNA  SEBAL ATRDOLA . VIOPMMESTE &5 UROEE usl PP
Padey obitmee. v SMIPAY 2o g comIIN©OR. /0.
. . » L
TIUEN 0 TMOWOT PACE TETLNCZ. £l UALOL (e FLUGIEEN S

HQW;'-" —
——,

PR f
o ____,_*-9—/:1. \_‘?3"")——_"
) —_
e

2 4BncerdeEs OC FOSOS |, WS WRALES LIS gy pusEDd AU D,

o QUUOS  BACITICA0d AL WA elANICH, |, & Pultos ey
PMPLITUO WEscion PRLOSZRMINAOA , LA ERLO0A OF

DS  GENEINOSZER O PULICS €3 USUAUMLEANTE JTIVA DA

oKD MAID €N NED MODRER

(ONIWCAO S oN ~OFF 4;39‘17‘?“ S0V yTiLiaboos PACA
P2UANAR. o PRRAR. Bbugf;';i MODEES 7T , OGBS
SIWOGS PREA- OBTBE WS0s O OBLRCIY JALARE,

WS GENEADIRES ©F

' - Al
IS G5 05 10y ONOCERSORES / tigoms  BFiaueds

HUOS SE guepens APIECLAZ. B0 WS S



NG LW RCIES

EL  ROPISID OF uNA wTEeWFfdon &y €L AUEREAQR.

Q. ToId Pofual. £ WITICMUouEY 3 YA OMUTROOLA | PALA
ATELOR. ANA  Poclod vagEe e MAYR PRloUOAD

4~ mepamaS A SRTIA T AR WD fe LnTeSOPer ety
300 CALSRDAS ma.a.,.,mm SRR, POL. & I@afUD TR
fe- PAUILA, Im0 TEOR wig CADD  PARA  MPLBI0U, &

Z 7 OINTMAP GRS Dal a0 | BB 8% areshiiaES
Bl ESe Rl cURNPO 36 ZEAIEE gty Sy cisiA
L ERTLE AL OPEEMCIONGE P SINTEME ? &L MLRED
GO0, | LdSs  In@E2aueeions 2 210y &
SRR A AR5 (RIS G TR RELMAREY
e "cAvmw o Acttd AandiTMO e eum\.im.a [/ 8
HEAPD 1GUALES,  WUELIE o AULA  DITTasTHe e.w'}

¢ RWELLLCIONES Pel PLCRS — cacan e
O2lginan & €L AWCLHO | 2AID wnsicidn ey,
AROTMAES © D& MAmA . emSelCLh
ASIACE  juMedifr o i LD afocloss  DEs
CRU PR USURZ.  AchD ALLUNA  PIELSA
EACECTFICA G0 CODDI TGS Garedhtes

&
&5 Unuos DD

EN B3 S5 SOBMAS £ PatE
TTEGSE YR PRPGILL

€L sisiauA  ge  wRlet Ty
IHIOLMW THMD end & FROESE .

CoRUD YA N TERLIGEIOD OcULEE WS SigUiRY €UENDS
TULEOE) |

Ae— GoeRe o.spr\ep(\. WA W E2LPe 0y
2700 e €30TR \P SIYUIGTE  {NSTELCCI K, D100 S
L)
EL CouWHL €3 @EsVIA0D A ALGUNR— LICAUOAD |
vt AR (e TRAL.. -1\&\\me.ucqou AhL

AR T :“:‘C Ca G2

SN

f’.

8- slse mnlge (4 escadon OCIALAS WOAIONES | LA {pnenccion:

e—aocmof\ fESIOD AVA INEAUPC IO &5 UA YMEIRUCC IO R)
&leang , QG WUALD A €Y. WRRNDO oet. 2€ GIST Oc-

D\ZECC\C”\\ CRE&,IA- 4 €L y_é"}!gbmb fle G D\QECC‘QQ lg
SHUERR. 't iThocioa) A 316 EITCWNNA L b iR,
WQUEnth s sl wE, 06 MEECCION €5 LA PRIMERAINSIZu

foJuhe WRRCCMouRNA0n M Ruiea De sEendo

%o wemetion T (TR ) | o ved SATSRECHR-WA.
WTLUPAD Se ,5€ EESTROEAY  LOS CONERIPS  fens BEad.
ERABYIO  Jui )y EL onTEeitD DEL REQHND O¢.
DHECCION (@2 ACGALE QBe TEVIAY (RSO tAr
WRINACO SO D .




i

) ‘ APENDICE:

2.1 Intreduccion

' *Los coniplejos sisteras de interés para el analista de sistemas
estin formados por miltiples partes o subsistemas. cJAdemAas por
muy grande y complejo que sea el sistema en estudio, éste a su
vez forma parte de otro sistema todavia mas grande y de mayor
complefidad. Todo andlisis de sistemas debe tomar en cuenta
roal ¢s la posicidn del subsistema dentro del sistema que lo inclu-
ye y cudles son las partes que lo forman. ¥Estas relaciones entre
subsisteras con un sisterna mAds a.mp.io que los incluye, frecuente-
mentc son de una naturaleza jerdrquica. En esta seccidn se estudian
diversos tépicos relacionados con este tema,

La zonfiguracion estructural conccida con el nombre de jerdr-
quica o de nivel miltiple es muy importante en sistemas de diversa
indole, como pueden ser por ejemplo los de organizacién o los de
maquinaria y equipo.

#*Resulta importante determinai 1z estructura y jerarquia de un
sistema y los niveles dentro de la jerarquia que corresponden a
cada parte integrante del mismo, ya que las variables asociadas
a cada subsistema y las funciones que realiza, que fijan sus ca-
racteristicas de operacién que trata de analizar o determinar el
a.nahsta, dependen de su nivel jerdrquico dentro del sistema gencra]
como se sefiala posteriormente. *Ademas la operacidén de un sis-
tema depende en forma importante de la coordinacién que existe
en el funcionamiento de las partes. ¥*Esta coordinacién entre las
partes, que se basa en Ia informacién que recibe la unidad de coor-
dinacién o contrcl, depende también de la estructura jerdrquica
de todo el sistema y del nivel que ocupa dentro de esa jerarquia el
sisterna en estudio. :

*En resumen, resuita imposible analizar un numero importante
de ‘sistemas si se desconoce su estructura jerarquica y la estructura
jerfrquica del sistema mayor del que éste a su vez forma parte.

%A continuacién se describird la estructura jerarquica de la in-
dustria eléctrica de servicio publico. El objetivo de esta descrip-
cién es ilustrar €l concepto de estructura jerirquica y sefialar ia
relacion que existe entre los niveles jerarquicos a que corresponde
un subsisterua y la naturaleza de la informacidn que maneja,

o
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#Todo sistema estd formado por partes o sub-
sistemas.
I Todo cistema es parte de un sistema mayor.

*Entre los subsistemas de un sistern2 hay 1cia-
ciones jerarquicas.

#Determinar:
Estructura
Niveies

*La operacién conjunta de un sistema depen-
de de la coordinacién entre los subsistemas

*La coordinacién entre subsistemas
se basa en la mnformacién.

®La jerarquizacién es indispensable en el ani-
lisis de ciertos sistemas,

*Ejempio de ‘estructura {erdrquica: industria
eléctrica.
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Asl mismo se ilustra la forma del control y la naturaleza de la
informacién que debe manejarse pava poder controlar y coordinar
entve sf los diversos subsistemas de una estructura jerdrguica,

*I,a industria eléctrica, come toda industria, tiene una estruc-
mita pirardidal en la que es posible identificar un proceso fisico y
-+ funcion de control tal como muestrz iz fig, 2,1.1,

#1a funcidn de control ynanipuia € peneeso con ¢f fin de clean-
zzr los objetivos de la industria, fue en este caso son: obtener
svhaima coufiabilidad, minimizar los gaswos de operacidn .y maxi-
gnizar la gencracién,

“Pueden disiinguirse, en general, tres funciones de coatrol a
diferentes niveles. En el primer nivel estin aquetlas funciones aso-
ciadas con el control de las unidades de manufactura, que en
el caso de la industria eléctrica corresponden a las plantas gene-
radoras. En el segundo nivel, las funciones de control guian las
actividades de produccién mediante despacho de carga, operacio-
nes de conexidn, etc. En el dltimo nivel, las funciones de control
corresponden a la direccidn empresarial e incluyen el estableci-
miento de objetivos para ser alcanzados con las restricciones del
sistema.

#Paralelamzite a las jerarquias seialadas en el nivel de_control,
al ir hacia el véntize de la piramide se puede identificar una jerar-
quia de funciones de control: regulacién, optimizacibn, adaptasibn
y organizacic¢:. aulomadtica. ,‘

#Puede obscrvarse que, a medida que se avanza hacia la eds-
pxde el énfasis en las variables fisicas disminuye, y aumentd la
importancia de ias variables econémicas en ¢l proceso de toma de
decisiones o funciones de control. El control de las uridades gene-
radoras mediante gobernadores y reguladores se basa, exclusiva-
mente, en variables fisicas, mientras que al nivel de control de
produccwn, el dc»pacho econdmico se realiza en iuncnon de varia-
bles fisicas y ecundmicas,

8 Indastria:
. proceso fisico <} eontrolador
1

) conirolador maripula al proceso con el fin
le aue la industria alcance sus objetivos.

&

Organizacitn

Despacho y Spera-
¢idn automatica

ontro '-

£ produccibn % del sistema
- . Control a
g
/ cantic! da procesy } nivel planta

Fig. 411  Estructura jerdrquica del control.

“Tres funciones de control:
Direccidn

Controt de produccitn
Contro! de proceso

*Jerarguizacidén de Jas funeiones de control:
regulacién, optimizacién, adaptacidén y orgas
nizacidn aveornstica.

Vanaﬁies azandinicas

/ Venah'es fisicas




#Otra caracteristica del control de sistemas es la decreciente
frecuencia de las acciones controladoras y la creciente complejidad
del proceso de toma de decisiones al ascender a través de 1z jerar-
quia de control. En la industria eléctrica, dentro del primer nivel
ge control, los reguiadores y generadores operan en iorma con-
tinua v basan su accidn, fundamentaimente, en mediciones de
tensién y velecidad. En el segundo nivel, las acciones de control

se realizan bajo crecientes condiciones de incertidumbre. *Debe
anotarse también que, dentro del primer nivel, los problemas de
control son deterministicos, mientras que se vuelver crecientemente
probabilisticos al ascender a través de la jerarquia del sistema
de control,

2Todos estos controles, ya sean maquinas o seres humanos, scn
procesadores de informacién. Reciben informacién sobre el estado
del sistema vy, en funcién de ésta y del conocimiento de los obje-
tivos del sistema y sus restricciones, ejecutan acciones controladoras.
#Como se ha sefialado en los parrafos anteriores e} tipo de accién
de control que debe ejercerse depende del nivel jerarquico al que
se encuentra el subsistema en estudio. También depende del nivel
jerdrquico, la naturaleza de la informacién (probabilistica o de-
terministica) que manejan los controladores de sistema.

La descripcién anterior ha servido para introducir al lector
al problema de la jerarquizacién de un sistema y sefialar su,im-
portancia. '

En la siguiente seccién se describen diversas clases de jerarqui-
" zacién: de nivel, tiempo y modo. Posteriormente se introduce
un algoritmo para estudiar problemas de jerarquizaciém.

El capitulo termina sefialando la coordinacién de informacién
que debe existir entre los elementos de un sistema, con objeto de
que todas sus partes operen en forma coordinada para alcanzar
los objetivos operacionales del sistema.

2.2, Clases de subdivisianes en la jerarquizacion de sistemas

Siempre que se analice un sistema es necesario tener presente
que éste es a su vez, parie de un sistema mayor. *De ahi que e!
propésito de la jerarquizacién es el de ayudar a determinar qué

Clases de subdivisiones 73

Toma de decisisnes

Acciones
cantroladoras

Probabidistize

Deterministico

*Los controladores procesan infermacibn.

*La accién de contro! depende del nivel jecar-
quico, asi como la naiuraleza de 13 informacién.

®#Todo sistemna es, a su vez, paste de un sistema
mayor.
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relacién guarda un sisterna con qéuellos con los gue interacciona.
“2 decir, sabw cuél elemento o subsistema estd subordinado a otros,
v Ao, )

“La forma de jerarquizar los sisiemas pued: ser muy variada,
zor lo que cn 2sta seccidn Gnicaruente s¢ discutirdn tres clases de
snb:divisiones: .2 nivel, de tiempo v de modo. Puede considerarse
que éstas son 1: , més importantes en sistemas de gran tamaiio.

.2.1 Subdi . iones jerirquicas de nivei

Zstas sul - iones usualmente se basan cu consideraciones geo-
graficas, de . hacio, por lo general impliran descentizfizacién, o
#conservacici. @ la autonomia hasta donde sea posible. Considé-
rese, al respec , el ejemplo de un sistema elécirico de potencia
subdividido en res niveles: :

Nivel 1
Nivel *
Nivel 3

Plantas generadoras
Sistemas individuales .
Sis.ema interconectado

La fig. 2.2.1 muestra la subdivisién del sistema eléctrico de
México (nivel 3), *El cual se halla constituido por seis sisternas

mayores (nivel 2);

y *dos sistc 112 menores

de Nivel
de Tiempo
. de Modo

*Jerarquizacidn

“Sehdivisidn de wivel
{onsideraciones:
.geograficas
.de espacio
de autonomia'

*Sistemas Mayores
1) Sonora Sinaloa
{1} Torreén Chihuahua
1f1) Falcbén Monterrey .
IV} Occidental .
. V) Centeui
Vi) Oriental

1y Serard L
1) Terren Thruinud
M ycoermy

Ty} Gecaental

Y3 Cental

¥i) Orentat

Fig. 2.2.1

Subdivisidn, eu sistemas regionales, de
Reptblica Mexicana.



El conjunto de los sistemas mayores constituye el sistema eléc-
trico nacional interconectado que se esquematiza en la fig. 2.2.2.

Ervel 3
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Sistema
eléctrico
nacicrE

Sisiema Sistema
! 1

Nivel 2

Slsteml

Sistems Sisteras
I \

Hivel §

Plantas Plantas

b dodo

Planfas

S R=]=Ra]s:

Plaatas

Plantas Flantay

PR3O w3~ D CmIo~w-n i

]
1

L

Fig. 2.2.2 Jerarquizacién del sisterna eléctrico nacioral por plantas, sistemas
regionales y sistema interconectado.

En todos los sistemas existen plantas generadoras (nivel 1},
termoeléctricas ¢ hidroeléctricas, pudiends contar cada una con
una o varias unidades. Los seis sistemas mayores se encuentran
débilmente interconectados, aun cuando hay planes para fortalecer
los lazos de unién entre todos.

#QOtra subdivisién posible de nivel en los sistemas eléctricos de
potencia, puede hacerse tomando como base el voltaje de trans-
misién (fig. 2.2.3). Por ejemplo una red con més de 230 kv, a la
vez que interconecta los sistemas, conduce energia de las grandes
plantas hidroeléctricas (que se encuentran por razones geografxcas
muy lejanas) a los centros de consumo. ,

Una serie de redes de distribucién mayor (con voltaje entre
115 y 230 Kv), se utiliza para efectuar la distribucién primaria
de grandes cantidades de energia eléctrica, e integrar anillos de
reparto de carga alrededor de grandes zonas urbanas. Por wltimo,
se emplean redes con voltajes menores de 115 Kv para la dis-
tribucién final de la energia a los pequefics y medianos consu-
midores.

#Las subdivisioncs de nivel no son éxclusivas para los sistemas
eléctricos de potencia, sino también son comunes a los sistemas
educativos. Para representar estas subdivisicnes jerirquicas es po-
sible emplear figuras semejantes a las que se emplearon para

“Subdivisién dei nivel por

misidn.

tensiones de trans-

Red de
intercanex:én
¥ = 230KY
Red de, Red de Red de
distnbucién distnbucién distnbucidn”
mayar mayor mayot
¥z isy ¥z iKY V2158
[/ 1\
!
.

Red de distnbucidn ¥ < 115KV

Fig. 2.2.3 Jeraryuizacién del sisternz eléctrico
nacionsl por miveles de tensiones de traasmision

5Sistemas

educativos,
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sistemas eléctricos. En este caso, estas subdivisiones pueden hacerse = .
tanto por razones. gcograflcas (fig. 2.2.4) como de grado (fig.". . -
2.2.5). Sin embargo en. estas- fxrruras se les ha representado con. :
una estructura plmmldal a fin de 1lustrar Ta dependencxa Jerdr- T :

quica que usualmente sc reprcsenta cn esta forma? oL Estatal

. L " ‘ L3 K “, ,ﬂ:;tti NI, . .
. i : . oL 2 Coeel el e . Municipal

* . Fig. '2.24 Piramide jerirquica administrativa
. de la educacién

. Media

St S / Primaria 5
Nh T . , ¥

. Flg 225 Pirdmide jer4rquica de grado de la

A R educacién,
"2, 2 2 Subdxvmones ]crarquxcas de hempo P
o . e . 0 B e N v - ~
ey :‘ el o ) . LT et - g -
Fs as subd1v1510n&s Surgen. del ampho rango de tlem[)OS de\ res- - *Los tiempos de respuesta tienen diversos érde-
., puesi1 inherentes a muchos> s:stemas.vPor eJemplo, en los de Upo % nes de magniud. . -
‘x;: - educativo se nota.una gran_ dlfercnma entre: el txcmpo ‘de Tes- B

. puesta del sistema a los. camblos en Ja estructura social dc un pais
(usualmente’ es_de “muchos  afios), el Uempo de rcspuesta a, las -

diferencias entre el grado de .educacién de los 'diferentes niveles
(usualmente de -unos pocos afios) y el tiempo de respuesta a las
" diferencias entre el grado. de educacxon obtenido. afio” con: “afio
.o (usualmente un afio). ~ L, - - R ‘

- . N L . < - ot

A -
“r

Come ejemplo de la subdmsnon de tiempo en los‘) sxstcmas ‘ ;
eléctricos de- -potencia, conslderense diversas funcmnes proplas dc

©. estos sistemas, que junto con los uempos en que se ruahzan, s R
~muestran a continuacién. . -1 IR AP T
Planeacién e

' B
s
<

#Consiste en determinar las necesidades ‘del sistema.durante los ° °Afies = Orden de tiempo de la planeaciés.
préximos afios y.tomar, las' medidas necesarias para satisfacerlas.
- -~ Su escala de tiempo, esf'dgl’_o:den de afios.

. - '
‘

\x..n,;

Despacho de unidades. ' 7
*Asigna las umdadcs quc estarin en operacién durante las si-  *Dias = Orden de tiempo del despacho de
guientes x horas (x= 24“501'35), a fin- de samfm:cr de manera * unidades

Ve




apropiada ia demanda. Su escala de tiempo es del orden de
horas. |

Despecto ccondmico

#8efiala qué parte de la generacién comaprends @ cada unidad,
Ge tal manera que el costo de generacidn sea mizimo. Su escala
de tiempo es de! orden de minutos.

Control frecuzncia-carga

“Mantiene {a frecuencia de generaciéu del sistema lo mas cerca
wosibie de ja fiecuencia nominai de operacién, con lo cual se

logra armcnizar la produccién con el consumo. Su escala de tem-
po ¢s del orden de seguados,

La §ig. 2.2.6 muestra cdimo dichas {unciones se realizan en dife-
rente: escalas de tiempo.

*La subdivisién de tiempo practicamente tiene por objeto divi-
dir el problema general {concerniente a todo el sistema) en pro-
biemas menores mas facilmente tratables.

La subdivisién de tiempo puede realizarse paralciamente con la
subdivisién de nivel. En el caso de los sistemas eléctricos de po-
tencia se tiene, por ejernplo, que el despacho econdiico se lleva
a cabo en los sistemas individuales, la plancacion se lleva a cabo
en ¢! sistema nacionai, y el control de frecuencia-carga en las
plantas.

2.2.3 Subdivisiones jerirguicas de modo

Tanto los sistemas educatives como los eléetricos de potencia
deben ser capaces de trabajar bajo una gran variedad de condi-
ciones: unas normales, otras de emergencia y otras preventivas.

Por ejemplo, en los sistemas eléctricos de potencia se presentan
frecuenternente los siguientes modos de operacion
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*Minutos = Orden de tiemps del despacho
ecoadmico,

“Segundos = Orden de tiempo del control ne
frecuencia-carga.

Conirol de Desnacho de
fracuencia — carga umdades
$
!
Horas
E i Segundos‘ —o Tiempo
l Minutos Aftos
Despacho Planeacitn
> econbmico

Fig. 2.2.6 Jerargquizacién por ticmpo.

#Subdivisién de tiempo:
Simplificael problema
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Modo normal

{
*Cuando el sistema se encuentra en gstas condiciones, las nece-
sidades de todes los clientes se satisfacen con la frecuencia y vol-

taje normales. Los objetivos que deben lograrse en el modo nor-
:nal de operacidn son:-

a) Mantenzr la frecuencia igual a la frecuencia nominal;

b} Mantensr los intercambios de energia

con los sistemas ve-
cinos dentro de los limites estabiecidos;

¢} BEfectuar la generacién con ¢l minimo costo.

Modo preventiv:

*L.a diferencia entre este modo de operacién y el anterior es
sutil. En principio, ambos son el mismo, y sélo cambia el valor _
esperado de la ocurrencia de una falla. En el modo normal, el
valor. esperade de ocurrencia de una falla es pequefio; en cambio,
en el preventivo, es grande. El propésito de este modo de opera-
cién es tratar de evitar, mediante ciertas medidas preventivas, que
el sistema tenga que pasar al modo de emergencia.

Los objet.vos que persigue el presente mode de operacién son:

a) Mantener la frecuencia igual a la frecuencia nominal;

b) Mantener los intercambios de energia con los sisttmas veci- —" 7 00—

nos dentro de los limites establecidos;

¢) Mantener cierta cantidad minima de reserva rodante.

“

Modo de emergencia

*En este modo opera un sistema eléctrico de potencia cuardo
ha ocurrido una falla mayor y no es posible satisfacer.Ja demanda
de todos los clientes. En estos casos, los objetivos que se *busca
lograr son:

a) Mantener la frecuencia igual a la nominal; -

!
b) Tratar de proveer a la maver cantidad posible de clientes.

En comparacién con el modo normal, el preventivo sacrifica

parte de la economia por mantener una reserva rodante adecuada;
y en el de emergencia, dicho sacrificio en economia es mayor y
se hace paro lograr satisfacer el nimero maximo de clientes.

*Oi)jer.ivo del modo normal

a)’ Mantener frecuencia .
b) Mantener intercambios
¢) Minimizar costos

*Objetivos del modo preventivo

a) Mantener f{recuencia
b) Mantener intercambios
¢) Mantener reserva

'

*Objetivos del mode de emergencia

a) Mantener frecuencia
b) Minimizar apagones

-_



Modo restaurativo

#*Cunando el sistema ha tenido una falla grave (que ha obligado

emplear el modo de emergencia), ¢s necesario reparar la falia
e inmediatamente después, llevar al sistema otra vez al medo
aormal de operacién. Los objetivos del modo restaurativo son:

2) Mantener la frecuencia igual a la nominal;

b) Llevar con la mayor rapidez posible ¢l sistema a un estado
tal, que satisfaga la demanda de todos los clientes.

La fig. 2.2.7 muestra los cuatro modos de operacién de los sis-
temas cléetricos de potencia mencicnados, ast como la manera

de ofectuar las transiciones entre Jos diferentes modos.

B
f

o~

24, Coordinacidn ¢ intercambio de informacién entre los ele-
mentos de un sistema .

Una vez que un sistema se ha descompucsto ep :varios, sub-
sisteinas es necesario para que el sistema opere coordinadamen.
te qu: cada uno de estos subsistemas tenga cierta informacién
relativa a los otros. La presente seccién, trata sobre estg intercambio
de mfonracxon, y de las fuentes de la informacién. Se sefaia
ademés cdmo ayuda este intercambio a la coordinacién en la

=Objetivos del modo restaurativo.

a) Mantener frecuencia

b) Maximizar la velocidad de restauracion

Modo
normal

B e

Naodo
PIEVOPLSD

RModo
estaurative

b i s @

Modca e

emeigentiy ‘
b - vt s v . o

Fig. 2.2.7 Jerurguizacién de los modos de ope-

racibn de un sistema elécirico de porencia.
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operacion y de las implicaciones que tiene en la estructura ge- .
neral del sistema.

24.1 Fucntes y formas de informacién

*Ewsten, bdsicamente, dos (ipos de_ informacion: *Tipos de Numérica
informacién } De estructura

a) Numérica

b) De estructura.

*Informacién ) Parametros

*Por iformacién numérica se entienden los valores de paré- s :
numérica rariables de estado.

metros ; variables de estado, y por de estructura, el conocimiento

*Pardmetros de sistemas eléctricos:
inercia de generadores
impedancia de lineas, etc.

de la forma e interconexiones del sistema. ¥Por ejemplo, en un sis-
tema cléririco de potencia pueden considerarse como parametros:
la inercia de los generadores, la impedancia de las lineas de trans-
misién, ¢l precio del combustible, etc. En sistemas educativos los
parimetros pueden ser: la localizacién de los centros de educa-
cién, el presupuesto anual disponible, etc.

#Como variables de estado en sistemas cléctricos de potencia  *Variables de estado en sistemas eléctricos.
se p:eden citar: voltaje en los nodos, corrientes en las lineas, po- voltaje de nodos, corriente en la= lineas, po-
tencias generadas, pérdidas, etc. En los sistemas educativos entre tenclas, etc.
las variables de estado pueden anotarse: nimero de alumnos de

cada_grado, nimero de profesores disponibles, deserciéon y ad-
misién. ———

#*Estructura ‘en sistemas eléctricos:
Topologia
Mapa de carga

~Ejemplo de informacién de estructura en sistemas eléctricos
de ‘potencia serian: la topologia de la red, estructura del sistema

3
g

*Estructura en sistemas educativos:
Transferencia de grado
Distribucién geografica

de control, mapa de carga, etc. ¥*Como ejemplos de informacién
de estructura en sistemas educativos se tiene: mecadismo de
trans’erencia de alumnos de un grado a otro, la distribucion gco—
grafica du la demanda, etc.

En el cuadro de la figura 2.4.1 se sumarizan los diferentes - :
npos de informacidn. . 1105 D andaebles
INFOR.'E‘:R- NUMERICA { estade

CiDN Pardmetros

DE ESTRUCTURA

Fig. 24.1 Tipos de informacruu.



#De acuerdoe con la forma, la informacion puede clasificarse ¢n:
2) fInherente

J
) Disponible de inmediato.

o

A coatinuacién se analizan estos tipos de informacién. *Si se
cuenta con ia mformacion pero ésta no se puede usar de inmedia-
ic &ra recibe el nombre de inherente. Por ejemplo, supdngase
que on vn sistema eléctrico de potencia se han colocade me-
didores de corriente y veltaje en ciertas lineas, y que la confi-
guracidn del sistema es tal que puede calcularse, a partir de los
valores medidos, Ia potencia en las lineas zestantes. Esta informa-
¢ién es de tipo inherente, ya que es necesario realizar calculos
para poder obtenerla.

o

=d

Cuando en un sistema educativo sc conoce el volumen de nue-
vos ingresus v <l de transferencias entre los diferentes grados,
es posible conocer los indices de descrcidn, los cuales constituyen
cjemplos de informacién inherente, ya que no se encuentran in-
mediatamence disponibles, hay que calcularlos.

La técnica conocida con el nombre de “estimacién de estuco”
(ref. 5) es tial en el proceso de transformar informacién inherente
a forma disponible inmediata; también lo son en el mismo proceso
el filirado estadistico de datos y las técnicas de estimacién en
general.

*En un sistema subdividido por una jerarquizacién la infor-
maciér asociada a cada subsistema puede provenir de dos fuentes:

a) Directamenie del propio subsistema por mediciones o -
timaciones en élL

b) De otros subsistemas. (Entre los diferentes subsistemas se
transfiere informacién mediante una red de comunica-
ciones).

Cahe aclarar que aun cuando no existiera una red dedicada
expresamsznie a la corunicacién entre los diferentes subsistemas,
uno de ellos puede obtener informacién inherente de los otros
por raediciones internas. Recuérdese que, a mencs que los sub-
sistemas se encuentren completamente desconcctados (indepen-
dientes), siempre existe una dependencia mutua.

2.4.2 Informacién ¢ incertidumbre

Es razonable pensar que sélo se tiene cierto grado de certidum-
bre sobre la informacién. Por ejemplo, ¢hasta qué punto puede

Coordinacion e intercambio 97

*Formas de informacién

Inhererite
Disponible

*L2 informacibn inherente debe procesarse an-
tes de wsarse. ,

*Fuentes de | Medida cn el sistema
Informaciénl?rovemcmes de otros sisternas
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confiarse en las lecturas obtenidas con los sensores?, scudl es el
grado de error que introducen los canales de telemetria?, ¢qué
tan confiables son los censos y las encuestas?.

*Para designar el inverso de la cantidad de informacién se
utiliza la palabra incertidumbre.

*fxisten dos maneras bésicas para expresar la incertidumbre:
2) mediante fronteras
b, probabilisticamente

*Se dice que la incertidumbre se expresa mediante fronteras,
cuar o se desconocen los valores exactos de ciertas variables,
pere se sabe que deben estar entre ciertos limites (fronteras).
Por :jemplo, no se sabe con exactitud el nimero de alumnos
gqur. demandardn admisién en una escuela, pero si que serdn
entre 8000 y 10 000.

*Expresar la incertidumbre por medios probabilisticos se utiliza
p 1 P P

cuando no se conoce el valor de una variable, pero se sabe -

que tiene una cierta funcién de densidad de probabilidad*¥. Por
ejemplo, se ignora la demanda de energia de un sistema, pero
s¢ sabe que tiene una distribucién gausiana con media 240 MW
y Cesviacion estandar de 5 MW.

*Incertidumbre: antitesis de inforinacién

*Expresion de

Fronteras

Incertidumbre { Probabilidad

*Incertidumbre por fronteras — -
limites en los
valores

®Incertidumbre por probabilidad -»

En la fig. 2.4.2 se muestra un resumen de los medios para
expresar la incertidumbre.

Probabilidad de
los wvalores

Incertidumbre en pari-
metros y Var. de Edo.

Incertidumbic en
estructura

Los parémetros y varia-
bies de estado pueden
tomar cualquier valor en-
tre ciertos limites.

'

Una serie de raodal~y

con ciertos modein,
COMO CaSOS ONIreny,

Los pardmetros y varia-
bles de estado son varia-
bles aleatorias con cierta
distribucién.

o
Modelos con caracice
risticas y piobabius-
ticas.

*Se sefialé anteriormente que con frecuencia es necesario rea-
lizar ciertos calculos con la informacién para convertirla de in-
herente a disponible. Estos calculos pueden reducir el nivel de

incertidumbre de la informacién.

**Fstos conceptos se definen en el apéndice B, seccién B.2

Fig. 242 Medios de expresar la incertidambi.

t
i'
H
]
|
|
|
i
|
i
1
|

*Cilculos pueden reducir el nivel de incer-

tidumbre,



2.4.3 Informacién, coordinacién y control.

*Cuando se toman una serie de medidas para que un sistema
alcance ciertos objetivos, se dice que se le estd controlando.

El propésito de esta seccidn es establecer la relacidn que exis-
te entre ¢l control v fa coordinacién de la informacién. Con-
sider~ al respecto, un sistema compuesto por dos escuelas fig. 2.4.3.

El costo por alumno para cada escuela se muestra en la
fig. 2.4.4.

[} ] 1 i .

Coordinacion e intercambio- 99

*Controlar para alcanzar objetivo,

TIIIITIIIII7I7), A

Escuela A
- Fig.

Escuela B
243 Dos escuelas.

fhiles de pesos
por aluinino

Milas de

*S‘upénga.sc que las escuelas A y B se encuentran en el mismo
vecindario y que en el plantel A se inscriben 2000 alumnos y al
B 4 000. ‘51 ambas no coordinan informacion, operaran con un
costo toial de:

Si intercambian informacién v deciden que la escuela con
4000 aiumnos transfiera 1 000 a lo que tiene menocs, ambas ope-
rardn con un costo de:

*Como s¢ ve en el ejemplo anterior, cuando los diferentes sub-
sistemas_tienen el mismao fin, es conveniente que exista una gran

T
2 3 4 S

alumnos

Fig. 244 Costo por alumino como funcidn de
1a poblacién.

*Planiel A 2 000 alumnos
Planta B 4000 alumnos
Costo si no hay intercambio de informacion:

2200 x 1250 4 4000 X 1500 == 8500000

3000 x 1006 + 3000 X 1000 = 60909 G00

*Coordinacién
Aumenta eficiencia
{ Disininuye costos)
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coordinacién entre ellos. Esta coordinacién se basa en el inter-

cambio de informacién, y aumenta la eficiencia del sistema.
*Hay dos maneras de coordinar sistemas, las cuales se mues-

tran en las figs. 2.4.5 y 2.4.6 aprecidndose la difcrencia entre el

métcdo de intercambio de informacién directa y mediante el

centro de informacidn, respectivamente.

*2 formas de coordinar sistemas

' Sislfma " Sust;ma Sistsema Slst;md
[ 3
Fig. 245 Intercambio de informacién directa.
Centro de intercambio de informacién
Sistlema Slstzema ’ Slstg,ma Snszema

*El método de intercambio de informacidén directa consiste
€n contar con una red de comunicaciones que conecta, uno con
otro, todos los subsistemas. ;

¥EI método de centro de intercambio de informacién consiste
en crez" un subsistema que estd comunicado con todos los demas
y se encarga de coordinar los intercambios de informacién:

*Dicho método suele ser mis apropiado para si$temas jerar-
quizados, va que usualmente el sistema de mayor jerarquia toma
a su vez cl papel de centro de intercambio de informacién. Sin
embargo, esto no es necesariamente cierto; puedé cxistir una
jerarquia cn el sistema de coordinacién de informacién, y .ésta
ser completamente independiente de la del sistema -principal.

El grado de coordinacién de un sistema puede variar 'desde
sistemas no coordinados a sistemas completamente coordinados.

#En un sistema no coordinado, la falla en uno de los subsis-
temas no implica falla alguna en los demis, va que en este
caso los subsistemas estdn desconectados. Estos sistemas son muy
confiahles, pero poco eficientes. .

Fig. 4.2.6 Intercambio de informacién mediinte

centro de informacidn.

*Intercambio directo
Una red comunica todos los subsisteinas.

*Con el centro de intercambio us sabsisteina
se encarga de la comunicacidn.

*El método de intercambio

informacién )

se utiliza principalmente en sisternas jerar-
quizados.

2Poca coordinacién
gran confiabilidad
baja eficiencia
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chapter 2

The Computer
Controi System

Hre=objective of this chapler is te-briefly discuss the hardware
{bath computer and computer/process interface) and software
generally found in a process computer configuration. Since other
texts are available, we shall not give a very detailed discussion of
subjects such as how a digital computer works. Furthermore, ecom-
putes. hardware has historically changed very rapidly, so any-discus-
sior-is likely to become obsolete very quickly. In this chapter our

| main.objective is to try to show the relationship of various hardware

‘and software features to _the capabthty of the computmg “system to

—

perform in a process contlol envxro_nment
stcussxon of specific systems is intentionally avoided.

2-1 NUMBER SYSTEMS

The smallest storage unit in a digital computer is called a __b_zi a
eontraction of “binary digit.” It can assume only two states—on or
off—and thus can represent only the numbers zero and one. The base
two or binary number system is most conveniently and efficiently
used in such computers, which are frequently referred to as binary
_machines. -

T While the machine way conveniently work with binary numbers,
programiners do not find this reprcsentatlon espec1ailv convenient, A

casuzl examination of the iirst column of Table 2-1 should reveal the
reason: too many. ones and zeros leads to confusion. Unfortunately,

. conversion to the common acmmal or base 10 number system is not

especxally easy. Instead conversion to the octal (base 8) or hexadem-

——

s

»
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oL TABLE 2-1 ) .
T Number Syslems; .
Binary ~ “QOctal Decimal- - Hexadecimal
' {base 2) *_(ba:.c 8) (base 10) (base 16)
¢ - 0 0 0
1. 1 1 1
10 2 2 2
1. . 3 3 3
" 1000 4 4 4
101 5 5 S
i10 4] 6 6
111 7 7 7
1000 10 8 8
1003 11 9 9
1010 12 10 A
1011 13 7 11 B
110¢ 14 12 C
1101 16 13 D
1110 16 14 E
1111 17 15 F
10000 20 16 10

mal ‘base 16) system is quite direct. For example, to convert from

bmag' to octal, simply group thie binary digits in groups of tnree
from the nght, and convert each group to octal, The binary_ m'mber

1001101 11010 is convertea. ‘as follows:

100 110 111 010"
4 6 7 2

Similarly, it is converted to hexadecimal as follows.

1001 1011 1010
9 B A

Conversion from octal or hexadecimal fo binary is equally as Casy.
For the beginner, Table 2-1 is a useful aide, but it becomes unneces-
sary with a little practice.

Another ¢l nargeteristic that should-_he. notea about the bmar:,
num"be 5% cten_:__xs }ne !argest decxmal numbe‘r {hat can bz repzesented
Ev a. -n"en number”(_ﬁ bits which is given in l'abie 2-9 for up to six-
i‘“”q hts The furst four entries can  be verified from Table % The
ather enmes can be computed as follows:

L e

- —— et s e e e

Largest decimal number = 2" -

~—
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. TABLE2-2
Number of States per Number of Bits
Number Largest Decimal  Number of

of Bits Number States
1 1 2
2 3 4
3 7 8
4 15 16
5 31 ] 32
6 63 64
7 127 128
8 255 256
9 511 512
10 . 1,023 1,024
11 2,047 2,048
12 4,095 4,096
13 . 8,191 8,192
14 16,383 - 16,384
15 32,767 32,768
16 65,535 65,536

where n is the number of bits. For example, .computers that store
Jata as one entry _[_)er sixteen bits agg__qommon Reserving one bit for
-he sigi, the largest number that can be stored in the remaining fif-
een bm is 32,767. Another way of lookmg at this is to samt the
maxmum resolution of this data is. one pdrt m 39, 7’67 or 0.003 per-
BRI, Com———
‘= In other applications the number of states that can be repre-
sented by r bmary bits is of importance, which is also given in Table
2-2. This is simply one more ti.an the largest decimal number.
in_the wcond generation.computing machines (IBM 7094 and

TR T—_m

similar serlee) sw blls were quﬂ'ueni 10 represent the character set.

(letters of the alphabet “the ten digits, and special symbols such as
the decimal point, comma, parentheses, etc.). Two octal digits could
zepleqent th@ six bit.,, and Lhe use of the octal number system was

Tk e

(IBM 360 and similar scnce) the (‘haracter sel_w waq exp"mdoa reqmrﬂ

ing ei ht bits for upresentatxon The term * oytr’ arose to refer to 2
group of elght"Ent and_such comj Suters were often roferred . to as
byfe oriented machmcs “As two hexadec1mal dlglts are requlred to

répresent the elght bits in a byte, “this number system began to ‘w

‘um.xw--v-.-; 3 I

Sed n place BT i oetal Systény. " Nat all manuiaciurers adopted the
eXpanded characier set, so the ooisl system still £Nj0YE SCMe sk,

s Ve
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Actually, ! the expanded.character.sgk isnQt necessary Jor most process
u)ntrol _systems, but it is Con,g_‘:,n,‘ﬁl"} {.‘MQ,.,’RL?,,“R{LX wuh_t_h_e_ larger
Jula dafa-processing mac hmes

2-2 CENTRAL PRUCESSING UNIT

The central processing unit, often designated CPiJIfor short, is
the hearl of the computer, as illustrated in Fig. APAY Among its

Core
Storage

.

Centro! %
Pracessing Peripherals
Unit
1/0
Bus
/
Operator's
Console

FIG. 2-1. Schematic representation
of a compuler,

primary functions are the following:

1. Keepc track of the current location in fhﬂ sequence of instruc-
tions via the rncfrucfr"n address repmler which genera]ly con-
tains the address of the next instruction to’ be executed.

2. Retrieves instructions from core storage, decodes them, and
éxecutes them. The CPU contains hard- wired logic tb -;')é:-
form a certain number of operations, which comprise the
insiruction set for the computer. These instructions might
entail storage or retrieval of data from core storage, arith-
metic operations, logic operations, or shift operations.

3. In simpler machines the CPU is responsible for the transfer of
data between core storage and the peripheral umts. In more
sophisticated machines the CPU only directs these operations,
a ponint we shrll examine more closely in a subsequent section.

The word Iength of the computer generally corresponds_to_the

number of bits which the processor stores in or retrieves from core
storage in one read/write operation. Word lengths vary from machine
o machina, with 8-bif, 12-bit, 16-bit, and 24-bit word lengths com-
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monly used in process control computers. Of these, the 16-bit word
fength’is most common. ) T

" The address of a _word designates_its location in_core_storage.
Given 1li¢ address, the CPU can retrieve its contents from core stor-
age. However, the contents of the word generally give no clue as to
the address from which it came.

The cycle time of the machine is the time required for the CPU
to read one word from core storage and restore the contents. The
cycle time is basically determined by the size of the ferrite rings used
in the core storage on current computers. The smaller these rings the
faster the machine. But as the rings become smaller, the energy re-
quired to_energize or de-energize them becomes smaller, and thus
faster core is more subject to noise-induced errors. Cycle times on
current machines range from slightly less than ~one microsecond
(usec) to about 4 psec. LT T 7 777 :

As we shall see, the cycle time is not the sole determinant of how
fast the computer will execute a given set of code. For example, not
all instructions can be executed in one cycle time. Furthermore, the
instruction sets differ considerably from one machine to the next.
Therefore a task that one machine could accomplish by executing one
or two instructions might require four or five on another machine.
Even though the second machine -might have a shorter cycle time, it
may not perform the desired operation as fast as the first machine.

To_assist in performing various operations, the CPU has a number
of_registers, one of which, the instruction address register, has been
mentioned already. Earlier machines had separate registers for dif-
ferent purposes, such as an accumulator to store the resulis of arith-
metic operations, index registers for modifying addresses, and other
registers for various purposes. Current machines fend to have general-

purpose registers which can_be used for practically any purpose with
few restrictions. In this way, the registers are of more general utility
and cnable the programmer to prepere a2 more efficient program. All
cther "things being equal, 2 computer with more registers will
generally perform a given task fasler than a machine with fewer
registers. ) T oo
""" Preferably, the rcgisters are implemented as flip-flops in the CPU
itself. An alternative is tc reserve a few storage locations in the lower
part of core storage for use as registers. This leads to a less expensive
CP1J but also to slower execution speeds. When a register is part of
core, one memory cycle time is recuired to retrieve its contents,
whereas considerably less time (on the order of 200 nanosec (0.2
uscee) or less) is reguired when the registers are part of the CPUJ.

A feature now enjoying considerable popularity is the read-only
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memory (ROM), a medium ir which informatior.
nent (nonerasable) form. This ty
over read/write core. s

I 1. Faster by a factor of about 10,

pe of storage offers three advantage

2. Less expensive,
i 3. Stored information is permanently
a “run-away” program.
Current practice is for the ROM to b
. t ! . e pre : i
field modification virtuatly B ot ot netory with
ROM?’s are expected.

{\s an example of an application of an ROM, a commonly used
routine such as the square root could be implemented in RbMI o
t:ake advan}.age of the increased speed of execution. In other ap Iic;-
tions, special mathematical routines such as the fast Fourier tI:‘ s
form could be implemented via ROM. e

“I\_/hcroprogramming is another feature that increases the fiexi-
kz;}}ty__and_ decreases the costs of the central processor, making it
qmte. popular for use in small computers. In this, ap;groagch=
4_microprogram is_prepared giving the elemexw._fa:ry sequence of
steps _required to perform the same instruction th R
would_have been _implemented as a hard-wired instruction.  In
this a_lpproach, microprograms could be prepared 167!\.;ble. one
machine to execute the instructions of another machine (i.e. t;

emulate the second machine). Use of i i
: S . an ROM i
instructions is certainly a dvantageous. n which to code these

2-3 RELATIONSHIP OF WORD LENGT
H TO
PERFORMANCE

When selecting a computer, the u
. . . . ’ ser can choose hetw :
machines with different word lengths. se belween various

16-, 18-, or 24-bit word lengths are all

length has 2 definite impact on the performance of the comput

and thus. becomes an important factor in machine selection puen
As_either 2 data entry or an instruction can be stored vin a_word

of memory, consideration must be g '
oL_memory, : e gtven to both., W il fi -
sider data storage, then the instructions, ® shail first con

. Procgss data generally enters the
flxe.d-pc‘)mt format. For example, suppose the input is a voltage sig-
nal‘xr_ the 9 20 b volt d-¢ range. If we use an 11-hit A/D converge;
an nput of O volts would correspond to all bits being set at zero: ar‘
input of § volts would correspond to all bits being set to i, giving ’t " \\~

frequently used. The word

computing system in integer or

S

protected from erasure by

For process control, the i2-, f

U
|

is stored in perma

impossible, but field-programmable «s
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binary-representation of the decimal number 2047 (re¢fer te Table
2-2). Since the resolution of this arrangement is 1 part in 2047 or
slightly better than 0.05 percent, this is entirely adeguale fo: most
process transducers, whose accuracy is usually about 0.1 percent.
Adding a bit for the sign gives a total of 12, and therefore a 12-bit
word length would be adequate for storing most process data in
integer format.- Use of a longer word length would be wasteful.

When working with process data, it is genecrally more convenient
to first convert it to engineering units. The integer or fixed-point
representation is not especially convenient for this purpose, the real
(floating-point or exponential) format being much more attractive.
In this approach, a certain number of bitis are reserved to represent
the characteristic (including sign) and a certain number of bits are re-
served to represent an integer exponent (including sign). The mini.
mum workable combination is to reserve about 18 bits for the char-
acteristic (giving from four to five decimal digits of precision) and
about 6 bits for the exponent (which is sufficient to represent num-
bers between approximately 10~° and 10°%). This requires a total of
24 bits. : . .y

Althdugh four digils is generally sufficient to represent the raw
process data, this relatively low precision coupled with the round-off
characteristics of binary machines often leads {o numerical problems

‘even in relatively simple mathematical procedures. Using a total of

32 bits, giving seven or eight digits of precision, to represent a real
numbeér circumvents these problems in most process control applica-
tions. !

i fnsofar as process contrc! applications are concerned, the follow-
ing general siatements apply to the selection of the word length in
light of the data storage aspect.

12-bit word. Since tws or three words would be required to
represent a floating-point number, virtually all data must be stored
in integer form. In fact, floating-point operations should be avoided.
Therefore, machines in this category could be considered only for
those applications in which little or no floating-point operations are
expected.

16- or 18-bit word. In these machines, the use of two words to
store a floating-point number makes their use a bit inconvenient but
yet quite feassible. Storage of dafa in integer formal reduces the
words of corz storage required v 5 factor of two. Manipulsiion: of
floating-point data will also be Lihorently siower because two mem-

ory cycles are requirved to relizeve s Doating-pouini number 7.7 1 cove
storage as combared {0 one sycle to ralileve an integar Domber,

24 o4 . Ly tazsz machines thore is no pansity for storing
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datd f’lo‘z.tmg jomnt ivrn.at, However, the relativé‘fi"}ow precision
f’f the floating-point nymber may require the use of double precision
in some“operaticns.

. Of course, the ecost to performance ratio is really the number of
A )

importance. 'burrently {1971}, core storage costs about one dollar
per l.)yte (8 biis). Naturally, the 24-bit word length is the miore ex-
pensive.

.Vf'rtuall.y all process control computers in use today employ some
va}natlon of the single-address instruction format, As illustrated in
Fig. 2-2, the instruction is divided into three fielas, the operation

Basic instruction worg

Operation Address
cods mode Address
—
X valve I value Rvaive
Oto7 0 1 0 1
mdf]e:g?'z;lnger Direct Indirect | Absolute | Refative
(0 for no 1ndex) address address address udd.ress

FIG. 2-2. Format of a single-address instruction. (Reproduced
by permission from Ref. 1)

code, the address mode, and the address itself,

fields arc as follows:

Operation code.
formed.

' Address. This field contains the address utilized in executing the
instruction. »

The purpose of these

This field specifies the operation to be per-

Addr'ess mode. This field designates what modifications are to be
made in the address contamned in the address field before the
instruction is executed,

Disregarding the address modifications for the moment, considear

the following examples of instructions:
" Lef:-Shift or Right-Shift. This instruction causes the contents of
the accumulator to be shifted to the left by one bit ‘o the right

by o2 bit, "The address field is not vsed.
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Store-Word. This instruclion stores the contents of the accumu-

' lator into the word whose address is in the address ficld. The con-

verse of this operation is “load word.”
Unconditional Transfer. After execution of this instruction, the
next instruction executed is the one whose address is in the address

field of the transfer instruction. Execution of the transfer instruc-. ’

tion simply requires placing the contents of the address field into
the in.truction address register.

Lood Immediate. Some instructions treat the contents of the
address field as if it were data. For example, the “lcad immediate”
instruction transfers the contents of the address field into the ac-
cumulator.

1 uis last instruction illustrates an example of the effect of the instruc-
tion set on the machine’s performance. On machines with an abbre-
viated instruction sel not containing the “load immediate” instruc-
tion, 2 word of core storage must be reserved for the data and a ““load
word” instruction uvesed instead. This “wastes” a word of core
storage.

In direct addressing, the address field contains the actual address
of the information to be accessed. In process coatrul computers,
three common dpprcaches to modifying this address are used:

1. Relative Addressing. The contents of the address field are

added to the contents of thé program-location register to6 ob-
tain the address to be used: In computers without this fea-

' ture, a program is written (or compiied) to be executed from a

predetermined location in core slorage. lncorporati'n_g th.is
featurc permits a program to be loaded into any posntnon. in
core storage and executed, a feature called dynamic allocation
of core storage. As we shall see ina later section, this can .be
done only with the aid of a mass-storage device such as a disk
or drum. Therefore, this feature is of littie value on all-core
machines.

9 Indirect Addressing In its simplest form, the address field
conteing the address of & word in core storage that contains
ihe nddress to be used in executing the instruction. This is
xnown as single-level indirect addressing. Tlis proced:re can
be nested to give multileve! indirect addressing. An extra
memory cycle is requirad for each level of indirect addressing.

 Indexed Addressing. The contents of an index register are
added to the contents of the address field to obtzin the ad-
dress to be used in executing the instruction. If the index
register s implemented as & word in core storage, a memory

&
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cyule is required to retricve its contents. Implementing the
inacx register as {lip-fiops in the CPU saves this time.
All of these lvpes of address modifications may be uscd simulta-
neously.

To illustrate the effect ¢f word length on the computer’s per-
formance, suppose we are considering a 16-bit machine with three
index registers and the capabilily to perform relative and indirect ad-
dressing. This means that the address mode field must contain four
bits—two bits to designate the index regisicrs, one for relative ad-
dressing, and one for indirect addressing, This leaves twelve bits for
the other two fields.

Furthermore, suppose four bits are rescrved for the operation
code. Table 2-2 indicates that four bits can designate only 16 dif-
ferent instructions, a rather paltry number. However, ingenious
schemes huave been devised to circumvent this problem. For exam-
ple, all instructions not utilizing the address field are given the same
operation code. Then the contents of the address field are used to
specify the specific cperation to be performed.

Reserving four bits for the operation code and four bits for the
address mode leaves eight bits for the address field. Table 2-2 indi-
cates that eight bits would be sufficient {o direct address only 259
words of core storage. This fact indicates that indirect addressing
must be used extensively on these machines, ihereby reducing the ef-
fective speed with which they can execute a program.

On 24-bit machines the address field is sufficient to direct-access
about 16K (K = 1,024) words of core storage. Thus indirect address-
ing is used less frequently. On 32-bit inachines, the address field is
generally sufficient to direct-access all of core siorage.

On machines with word lengths shorte: than 16 bits, double-
word instructions must frequently be used, thereby ofisetting the
advantages of using the shorter word.

As tne final point in this section, it shouid be noted that the
word length essentially fixes the maximum core sterage available on
a 16-kit machine. As the maximum address that can be represented
by 1€ bils is 65,538, the maximum core available on most 16-bit
machines is 64X, '

2-4 CPiUJ OPTIONS

Ir: this section, we shall define a CPU option as any feature of

the CP thai is oplional on some (not all) computers that are fre-
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quently considered for process control. That is, some. of our-“'op-
tions” are standard {catures on some computers.

Q Hardware—MuItipl'y/Dividé (Also Called Fixed-Point Arithmetic)

Virtually all CPU’§ have an instruction to’add the contents of a
memory location to the contents of the accumulator (i.e., a fixed-
point add instruction). While multiplication of two fixed-point num-
bers can be accomplished by successive additions and shifting opera-
tions, this entails two penalties: .

1. Execution speed is reduced due to the large number of opera-

tions required. ,
2. The instructions required in,this procedure must be stored at
least once (usually as a subroutine) in core storage.
Division can be accomplished in a similar fashion, and the software
routines for this purpose are commonly referred to as fixed-point
software. :
An alternative procedure is to implement hardware to perform
fixed-point multiplications and divisions. This eliminates the need
for the software and also increases execution speeds significantly, the

order of magnitude being as follows: .
Hardware * .+ Software *
Multipty 10 usee 200 usec -~
Divide 20 usec 500 usec

As the cost is also reasonably low (about $2,000 in 1971 prices}, this
feature is tound in most process control computers. However, in
computers used for cther purposes (e.g., in communications net-
works), this feature is not so haportant.

Hardware Floating-Point Arithimedic

In the minimal configuration, few CPU’s have the capability to
perform any floating-point operation, Just as in the case of fixed-
point multiply/divide, either software routines may "be-used or ad-
ditional hardware can be purchased. In either case, the functions
that must be suppiied include addition, subtraction, multiplication,
division, and other fioating-point manipulations. Orders-of-magni-
tude comparison of execution speeds of hardware vs. software are
as follows:

Hardware Saftware
&dd and Subtract 15 psec 400 psee
Multiply 20 fsec 400 usee

Divide 30 usee 1000 pzen
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This feature is not commonly found on process computers hecause
1) the price is substantial (about $20,00C or more in' 1971 figures),
and 2) floatinz-point opcrations can be avoided to a large extent on
process contrul compulers.

Storage Protect

In process conirol computers, it is frequently desirable to protect
a certain segment of the programs from béing-accidentally written
over by a runaway program outside this segment of programs. One

[

approach to implement this is by including a protect bit with each .
word of core storage. In this way a protecied location of core storage |

can be written into only by an instruction whose protect bit is on.

This feature in some form is found on most process control com. .

puters.

Because of the expense of adding a bit to each memory location,
some manufacturers have adopied the paging concept for storage
protect. In this approach. a single protect bit is provided for a seg
ment of core storage generally consisting of about 256 or 512 words,
otherwise known as a page. ’

T {\

Parity (J

In order to provide sume error-detection and correction capabit-
ity, a parity bit can be added to each word of core storage end ‘o
words of information transferred between peripheral dev.ces. To b
lustrate the functioning of parity, suppose the parity bit is set “op®
when the number of “on” bits in the word is odd. If an even number
of bits are ““on,” the parity bit is set “off.” Then including thc
parity bit, the number of bits that are “on” should always be evea.
If an error is made involving any one bit, the number of “on” bits
would bé odd, indicating an erior. If two errors are made they would
not be detected, but the probability of this happening is extremely
remote. .

Several manufacturers, contending that their core storage is so
reliable that parity checking is not needed, do not even offer it as an
option. However, peripherals are not so reliable, and data trans-

ferred to and from peripherals should always be accompanied with a
parity bit.

Real-Time Clock-

Virtually all process control computers require a real-time clock
in order to coordinate the computer’s operation with the real world’s
time zchedule.
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\
A Power Fail-Sate

In the event of loss of power to the computer, this option pro-
vides the capability of executing a set number of instructions before
the machine becomes inopersble. These instructions may generally
be used for whatever the specific application requires.

N
\\ Automatic Restart

With loss and resumption of power, the contents of core storage
are not allered. However, the contents of the working registers imple-
mented as flip-flops in the CPU are lost. But if some of the instruc-
tions available from the power fail-safe option are used to store the
contents of the working registers, program execution can proceed
when power is resumed. The function of the automatic restart op-
tion 1s to reload the working registers with their contents at the time
of :0s5 of power and resume prograin execution. '

Watchdog Timer or Qperatiras Menitor

If for any reason 2 program-became “hung up’ in a never-ending
loop, the process corntrol coraputer would effectively cease to per-
form all needed functions. To provide prolection against this, the
watchdog timer must be reset within a certain allotted time period
(e.g., 15 sec) by whatever program-or programs ar¢ being executed.
Failure to do this serves as an indication of a problem somewhere in
the software.

25 1/0 STRUCTURE

As indicated previcusly, inputfoutput {}/0) operationz in earlier

compuicrs were accomplished via the CPU. In this wav the CPU was
committed to the I/C operation while it was in progress, and there-
fore was not available for other functions.

The /O perfoimance was improved by adding an /G processor
which operated independently but yet through the CPU on a ¢ycle-
stealing basis. That is, the CPU instructed the I/O processor as to
whiat operations were needed, and these svere performed by *‘steal-
ing” memory cycles from the CPU as the peripheral device could re-
ceive or transmit information. This frees the CPU so that the re-
maining memory cycles can be used for computational purposes.

By using a multiple port to memory or direcl memory access
chanrel es illusirated in Fig. 2-3, the CPU is completely free of the
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Disk
or
Drum
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1/0 Access Storage
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FIG. 2-3. Direct memory access channel,

major J/O functions. The direct memory access channel essentially
consists of a satellite CPU whose functions are basically limited to
1/O operations. When high data-transfer rates are expected, this ap-
proach is extremely attractive.

The usc of multiple ports t& memory can produce a variety of
computer configurations, even involving muitiple processors as il-

‘lustrated in Fig. 2-4. Each CPU has its own private memory in addi-

Private Private
Memory Memory
[2 ]
1 |
Shared i
cPu Memary ceu

FIG. 2-4. Muliiple processo: configuration,

tion to the shared memory, which enables the two processors to
communicate with each other quite readily. Peripherals with or
without a direct memory access chanrel can be added to each CPU.



30 The Computer Control Systom

2-6 PERIPHERAL CEVICES

In this section we will be concerned only with the classical data-
processing peripherals—teletype, paper tape, and similar devices.
Process-oriented 1/O devices are discussed in a later section.

Teletype

Virtually all computers have a teletype or typer in the computer
room for communications with the computer operator. In addition,
many process control computers have additional teletypes or typers
out in the field for operator communications. These devices are
rather low speed (10 to 15 characters per second), but their low cost
makes them quite attractive where the output volume is low.

CRT Display Units

“The low-speed output from the teletype detracts from its utility
for operator communications. When a hard copy is not necessary, the
cathode-ray tube (CRT) display units can accept a rather high data
rate, and therefore are becoming quite popular for operator com-
munications. One approach is to display information to the operator
via the CRT, obtaining a hard copy of the desirable information via
the teletype or line printer in the.computer room. The alphameric
CRT’s are rcasonably cost-competitive with the teletypes. -Véctor-
drawing CRT’s are considerably more expensive and therefore used
more sparingly.

Paper Tape Read/Punch

While a slow-speed {10 characters/scc) paper tape read/punch
can be added o a teletype for a nominal expense, the input/output
speeds are too slow for all but a few applications. A high-speed paper
tepe unit (200 characters/sec reader; 100 characters/sec punch) has
sufficient speed for normal program preparation, program debugging,
and system maintenance. This unit is substantially less expensive
than an equivalent card read/punch, but is not nearly as convenient
for program preparation and debugging.

Card Read/Punch

While the high-speed paper tape unit was rather standard on
early process control computers, the card read/punch has replaced it
on practically all systems on which a significant program develop-
ment effort is anticipated. Typical speeds for card re2d/pwich units
cn pro.zs: ¢ vol eomputers aze 200 card/min readir: 3, 80 card/min
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punching. A card 1/O unit generally costs at least twice that of a
comparable paper tape unit,

Line Printer

The volume of printed output from a process control compuier
is seldom sufficient to justify the cost of a line printer. But for
systems on which a large program development effort is expected,
consideration should be given to renting a line printer during the
initial programming stages when the volume of output is high.

Drum

A drum is a mass-storage device on which information is stored
on the magnetized surface of a rotating drum. This surface is divided
into tracks with a read/write head over each track. The rotating
speed of the drum is such that cne revolution is madc every 33 milli-
sec. If the item of information to be read from the drum has just
passed under the read/wrile head, the computer must wait 33 milli-
sec for the drum to make a complete revolution. This is the worst
possible case, and is known as the maximum access time. On the
average, the computer would have to wait for the drum to make one
half revolution or 17 millisec, which is referred to us the average ec-
cess time. The read/write circuitry is fast enough so that words can
be read from or written onto the drum sequentially as it rotates.

The advantages and-disadvantages of a drum relative o a disk are
discussed in the next section.

Disk

A disk is similar t¢ a drum except for two aspects. First, i~
magnetic coating is on the svrface of a flat, circular plate which rc
tates at about the same specd as the drum. Second, most disks are
equipped with a single head that can be moved from track to track
to obtain the desired information. The average access time of the
disk is essentially dictated by the speed of the positioner. Disks with
very slow mechanical positioners have an average access time of about
500 millisec and a maximum access time of about twice this. Disks
with the very best positioners have average access times of around
100 millisec. Recently disks have appeared with a read/write head
per track. With an average access time of about 17 millisec, these
disks are virtually equivalent to drums, and are often referred to at
drisks. )

The relative advantages and disadvantages of a movable head.dis};
over a drum or drisk are

1. Since the read/write heads are quite expensive, the disk i
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generally less expensive than a drum of the same storage
capacity.

2. As evidenced by the average access times listed previously, the
drum is faster.

3. Mechanical components have historically been the least reli-
able portion of a computer system. Thus by eliminating the
mechanical positioner the drum is generally more reliable.

4. Muany disks periit disk surfaces to be interchanged, which per-
mits a copy of the infermation on the disk to be stored off-
line as a backup. This is not possible with drums or drisks.

Maximum storage capacity is generally not a factor, since very large
disks and very large drums are available. For process control, a mini-
mum of a million words is generally required.

Magnetic Tapes
Due to the comparatively long access time of the magnetic tape,

these units arc rarely found on process contro!l computers.

!

2-7 TYPICAL CONFIGURATIONS

Process control computers come in a wide variety of configura-
tions, depending neavily on the application. “Irt this section we shall
give typical configurations of three-classes of computers. For each
of these we shall give an approximate cost breakdown based on 1971
prices.

Minicomputer

Usually installed as a dedicated computer to perform a relatively

simple task, the cenfiguration, as illustrated in Fig. 2-5, is practically

==} + 4K
Teletyoe CPuy Core
Storage

FIC. 2-5. Configuration of a minicomputer.

the absciule minimum. These machings are generally programmed in
assevubly languagc on a once-for-all basis. For this to be practical,
the task the computer is Lo perform must be well-defined beforehand.

Most. writers tend to define the minicomputer in terms of its cost
{¢3. A typinal definition of a minicomputer is one costing less than
$25.004, again in 1971 prices. The configuration in Fig. 2-5 could
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be purchased in 1971 for less than $15,000 even with a 16 bit word
length. )

Direct Digital Control

Figure 2-6 illustrates a typical configuration of a computer used
for direct digital control. Because fast response is generally the basic

Core
Storage
(16K)

-{ Papcer
Teletype CPU Taoe
1/0 I

FIG. 2-6. Typical configuration of a direct digital
control computer.

requirement of a DDC system, an all-core (no disk or drum) machine
is illustrated. Programming would generaily be in assembly language,
although several standard DDC packages are available. Since rela-
tively little programming effort is anticipated after the system once
becomes operational, a paper tape I/O is frequently used on these
machines.

Based on 1971 prices, the cost of the configuration in Fig. 2-6 is
approximately as follows:

CPU (16 bit) with hardware multiply/
divide, storage protect, real-time

clock, powerfailsafe .. .................. $20,000
Corestorage . ........ccviveivenrzeann.. 32,000
Teletype. . . .. ool i i 3,000
Papertape I/C. . .. ...ttt in i nnnn. __8,000
$63,000

A machine of this configuration would probably be adequate for no
more than 100 Joops wilh a reasonable complement of feedforward,
cascade, and other advanced control strategies.

Supervisory Systems

On the configuxtation of ihe supervisory system illustrated in Fig.
2.7, most of the programming could be done iz a compiler level
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FIG. 2-7. Supervisory system
e such as Fortran. Program development and compiling could

on-line. The operating system would transfer programs from

¢ or drum to core storage for executicn.
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process computer systems. Note lhat the cost of the computer and
auxiliary equipment varies from 35.8 to 75 percent of the total sys-
tem cost. As in all aspects of today’s economy, the trend in process
control systems is that the hardware costs are tending to decline and
the people-related costs are tending to rise.

2-:3 PROCESS INTERFACE

In order to function properly, the computer must receive certain
data from the process and transmitl other data to the process. The
compuler/process-interface, often called the analog front end, must
somehow accomplish these functions. The data involved generally
fall into one of the following three categories:

1. Continuous or analog data.

2. Discrete data involving only two levels (i.e., on-off type infor-

mation).

3. Pulse data. .

These catagories apply to both input and output data.
Figure 2-8 illustrates the typical arrangement for reading analog

— —

Srgnat Mouitiplexer T / Dum.ul |
Condi- a/0 Comparator g
tioning — _/— L 1/
- I" Amphifier

FIG. 2-8. Analog input system.

'\Ov"@qjl

vaiues from the process. These signals can be classified as follows:

1. Low-level signals, generally considered to be thosz whose
vollage level is less than 100 microvolts {uv), include the out-
puts of thermocouples, strain gauges, resistance thermometers,
and similar transducers,

2. Righ-leve! signals, generally considered to be those whose
vullage level is grealer than 100 pv, emanatle from transducers
with a built-in amplifier of some type.

Due {3 the popularity of thermocoupies for measuring temperatures,
low-levet signals are commonly encountered in process control sys-
tems. Naturally, these signals are most succeptible to distortion, thus
requiring special precautions. The leads generally consist of a
twisted, shielded pair. The leads should not be carried in the same
iray as i-¢ power circuits, and in general should not come in close
proximity of large electrical motors or generators.
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Improper grounding can aiso be a potential source of distortion

of low-level signals. In general, the circuit should be grounded at
only cne point, preferably at the computer. Figure 2-9 illustrates a

Transducer .
i

= /’_ﬂ
(

/

Amplifier

\

High

|

FIG. 2-6. Circuit susceptible Lo commen-mode noise

circuit grounded at two points, cne at the computer (specifically, af
the amplifier) and the other at the transducer, The impedance of the
amplifier is very large (on the order of 10° chms), s0 negligible cur
rent flows around the loop. However, the two grounds are likely tc
be a considerable distance apart, and therefore probably at slightly
different potentials. Therefore, a current i, callad the common
mode current, flows in one of the leads and not the other {(due ic
the impedance of the amphfier). The voltage drop due to this cur
rent causes a bias {which may vary with time} to appear in the read
ing. This bias is referred to as the common-mode noise. As this nois:
cannot be removed by fillering, steps should be taken to avoid it
The easiest way is to avoid grounding at the transducer.

As rather detailed discussion of good wiring vractices are avail
able, they will not be repeated here {3}.

The function of each of the elements in Fig. 2.8 is as follows.

Signal Conditioning. This may encompass a variety of element
depending upon the sensoritself. When the output of the tranzduce
is a voliage signai, the signzal conditizner generallv consisis of only a
RC fiiter. But if the output of the sransducér is other than a vollag
signal, the signal conditioner generally transforms it io a . voitag
signal prior fo the multiplexer. For example, if the output of th
transducer is 2 current signal, the signal conditione: generally cor
tains a resistor «cross which the voltage input to the multiplexer:
taken.

Multipiexer, The multiplexer provides the mechanism by whic
p
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one of several signals is connected to the A/D converter through
the amplifier. For high-level signals, solid-state electronics (field-ef-
fect transistors) are used in the switching circuits. Sampling rates of
10,000 points per second and higher are readily accomplished. For
low-level signals, the distortion of the ficld-effect transistors cannot
be tolerated. Reed- or mercury-wetted relays must be used, result-
ing in a much slower sampling rate (about 200 points per second).
Some systems contain two distinct multiplexers—one for high-level
signals and one for low-level signals.

Multiplexers range in size from about 32 input points up to
2,048 input points or more. The sampling sequence on some multi-
plexers is fixed {o a certain sequence, yielding what is called a
sequential scan. Other multiplexers permit selection of the point to
be read, enabling the points to be read in random order. Of course,
this latter multiplexer is more expensive.

Both types of multiplexers are found in process control systems.
When the computer controls the analog scan, the multiplexer must be
capable of reading the points in random order. On other systems,
sowever, control of the scan may reside largely outside of the CPU.
Using a sequential scan and a direct memory access channel to siore
the data in preassigned storage locations reheves the CPU of the
hurden of supervising the analog scan =

Amphf:ers. The function of the amplifier is to scale the process
signal either upward or downward so that the resulting range matches
that of the A/D converter, typically 15 volts. Some systems utilize a
fixed-gain amplifier, in which case voltage-divider circuits often ap-
pear in the signal conditioner. In other systems, a programmable-
gain amplifier permits the computer to specify which one of several
available gains is to be used. This latter alternative provides more
flexipility, but the amplifier is more expensive and also requires some
output data (i.e., the value of the gain) from the computer.

A/D Converter. Conversion of the signal from analog (contin-
uous) form to digital {discrete) form is accomplished by the A/D
converter. The resolution of the A/D converter is related to the
number of bits in the digital output by the equation

1 .

Resoluticy = ———

-1
where r is the number of bits. For process conirol, 32 135 con-
verter is e~ _irel adequate, giving a recomtmn of about f £a peh et
For soms =g uxon» ar 2ight! bhit converter with z resolution of

about 0. 4 ',;r"*s.a,ﬂt is acceptable
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Thc Lune regunes: for the digital outlput of the A/D converter to
reach a :onstant vajue afier a new input is applied is known as the
sctllmg tume. For solid-state A/D converters, the settling time is 40
usec or less, which becomes significant only at high data-transfer
rates.

Comparator. In order to relieve the CPU of some of 1its burden,
the input data can be compared to high and low limits cutside the
CPU. This feature is very attraclive on systems using the sequential
scan coupled with a direct memory access channel to store the input

“data in preassigned storage locations. The high and low limits are

retrieved via the direct memory access channel from preassigned loca-
tions in core storage. If either limit is violated, an interrupt is gener-
ated, calling for the CPU’s attention. Thus the input scan proceeds
independently of the CPU until a iimit is violated.

Although inputs which can assume only two staies could be
entered via the route described in the above paragraphs, this condi-
tion places an undue burden on the analog input syster.. Most pro-
cess control systems pernmt the states of inputs of this type, known
as discretes, to be read in groups. Normally each discrete is assigned
to a bit in a word. In cne cycle time, most computers can read a
word containing the status of a number of discretes equal to the
word length. The capability te manipulate the bits in-a word in order
to ascertain which bits are on or off becomes extremely iraporiant.

Discretes are commonly used to indicate the status of relays,
which may be found in anything from electrical switches to high-
pressure alarms. In the convential operator’s console, the position of
the thumbwheel switches and other devices for data entry 1s indicated
via a bit pattern entered into th< computer via discretes.

The output of certain measuring devices such as tachameters or
turbine meters is often in the form of pulses. Although the computer

.can be readily programmed to count pulses for a given length of time,

this tends to consume too much of the CPU’s time. Instead, external
pulse counters are generally preferred. In -these devices, the CPU
loads a register in the pulse counter with tﬁe number of pulses to be
counted. With the receipt of each p\me this register is “down-
counted”™ {1.e, one ¥ subtract (mtll the register reaches zero, at
which time an int; u'rupt t6 the CPU is generatéd). To determine the
time required f¢£ the given number of pulses to occur, the CPU needs
only to s ubtr',ct the-time when the pulse counter was initialized from
the (-ug,!entﬁvlm(-“ Thus the CPU has litlle to do. .

Tha ,a*put of data to the process is generally by one of the
followi.- three means:

1. Digital-to-analog (D/A) converter, which ¢ »rts a digital

g
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value (in mteger format) to an.analog signal. A mulliplexer
could be used to obtain several outputs from & single D/A
converter as illustrated in Fig. 2-10. But with the addition of

Hold

__/

Computer

SLLLE VR —

T

AN
Hol
Multipiexer old /

FIG. 2-10. Muitiplexing the output of 2 D/A
converter

. the hold circuits to maintain the value between samples, the
economics tend to favor individual D/A converters. .

2. Pulse generator which generate the number of pulses speci-
fied by the computer. In most systems the pulses are of pre-
determined amplitude and duration and with a predetermined
tiime between pulses. The outputs of pulse generators are
commonly used to drive stepper metors.

3. Contact cleosures, which can assumé only two states—on or
off. in addition to simple applications such as turning pumps
or lighls on or off, a contact can be closed (or opened} for a
period of time to obtain a puise outpui of variahi2 duration.

To illustrate the use of these devices, consider the output of a

quantity such as a valve position o1 zet point for an arnalog controller.
Perhaps the most direct approach iz Lo use a DA converter as illus-
trated in Fig. 2-11a. Peivinent points are: '

1. Since most valves are pneumatic, & cwrrent-to-pneumatic (I/P)
transducer 1s required.

2. The output of the D/A coaverier can be displayed so that the
operaior can readily ascertain the valve position.

3. As the output is the actual vaive position, soine mechanism
must be provided so that the computer can read the initial
valve position.

Alternatively, a pulse generator can be used in the configuration in

r————
ompusor | 0/a \ Valve nos10n I,/P—\

The Compuizr Cu  .of System ®

o/n converter

S ]

Display of vaive Valve
position for operator
{a) D/A converters
Computer \ Chasnge in valve position
/ _
e/
Puise * | Stepper
Generutor ) . Motor
Valve position
N
Display

Vaive

(b) Pulse generator with "apper moftor

Integrating

Amphifier __
Computer | \ Change in Valve positzo{n I/?
/ valveposition | !
Pulse ,.L
Generator )
- :l._.
Display vaha

{c} Pulse generator wihintegraurs amphifier
g < p

FIG. 2-11. Uses of B/A converters end rsulse genarators.

Fig. 2-11b. Relevant points are:

1. Current/pneumatic transducer is replaced by the siep;
motor, which inherently integrates the input.

2. As the computer output 15 a change in valve posilicon, it is 1
necessary that ilie computer be zble to ascertain the va
position {uniess it mast be verified that the dasired change <
actually made).

]
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3. In order that the operator be able to readily ascertain the
valve position, a signal must be transmitted to the control
room, thus entailing another signal lead.

This approach is commonly used {or set points of analcg centrollers.

Another alternative is to use an intlegrating amplifier Jocated in

the control room as illustrated in Fig. 2-11c. This is similar to the
configuration in Fig. 2-11b except for the following:

1. The valve position can be readily displayed to the operator.

2. An I/P transducer is required, although this could be incorpo-
rated into the integrating amplifier.

3. The saturation limit of the integrating amplifier may not
exactly correspond to the valve full-open or fuli-closed, which
may present some problems when using the velocity control
algorithm.

Although a pulse generator is illustrated in Fig. 2-11¢, a contact
closuré maintained for variable duration could be used instead.

2.9 SOFTWARE

In ©ne sense, the computer control system.can be _considered as
composed of two classes of elements. The first of these is called the
hardware, which has been described_up to this_point. The second is
A& software, which can be defined dseverything over and above the
“z-dware required in order for the computer control system to func-
vian. This is perhaps the most encompassing definition, more re-
utrictive definitions being available.

Basicaily there are two sources of software. The computer
manufacturer generally supplies certain program packages with the
vomputer system. Some of these are generally included in the basic

isrice of the system. Others may he purchased at the option of the”
user. In either case, this software is termed vendor-supplied software,.

Whereas the vendor-supplied software is generally usable in &
relatively wide class of applications, each user will require certain
programs specificaily for his own installation. He has the option of
Jther writing them himself or retaining an outside firm to write them
or a negotiated fee. Software in this category is generally termed
:ser-supplied software. Of course, the user would like to minimize
. he amount of software he must develop.
For a computer control system, the software required can be
_.ategorized as follows: '
1. The operating system, monitcr, or executive. This software
superviees or directs the operidipgn of the computer control
system, scheduling programs ior execution, transferring pro-
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grams from disk to core, etc. This package is generally avail-
able from the computer manufacturer.

2. Supporting <cftware vackages, including compilers, loaders,
disk editors, diagnostic routines, ete. Most of these are avail-
able from the vendor.

3. Applications .programs (i.€., those directly concerned with
1mplementmg the selected control strategy). Most of these
must be supplied by the user, although some parts such as
operator's console setvice routines, thermocouple conversion
routines, and the like may be available from the vendor.

With this overview of the software for a control computer, a few of
the individual elements will be considered more closely.

o~

2-10 THE ASSEMBLER

Earher in thxs chapter we discassed the basxc machme language,
and indicated how cerlain operations could be. obtained with the
appropriate instructions. At this level programming is very tedious,
and the programmer must remember the binary codes for each in-
struction as well as the addresses where 2ach piece of information iz
stored. Programming in assembly language offers two advantages:

1. Mnemonics are used to indicale the instructicn to be per-
‘formed. For example, STW may indicate the ‘“‘store word”
instruction.

2. Variables are used in the place of absolute storage iocarions:
The assembler collects the names of all variables used in the
prcgram and assigns storage locations to them, in much the
same manner as the well-known Fortran compiler.

I‘or example, the instruction

STW X

may instruct the machine to store the contents of the accumulator
in the storage location corresponding to variable X.

In most basic assemblers, there is a one-to-one correspondence
between assembly language statements and machine language instruc-
tions. These assemblers will frequently run on as small a system as
one with only 4K words of core. Many manufacturers offer an ad-
vanced assembler which permits the use of “macros,” which are
certain asseinbly language statements or “instructions” that require
the execution of more than one machine language nstruction. A
more expanded system is generally required for assemblers of this
type.

As this is not a fext on programming per se, we will not delve .
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into the details of assembly language programming. Besides, an
assembly language is generally specific to a specific machine, differ-
ing from one model to another even if made by the same manu-
facturer.

We shall defer discussion of the advantages and disadvantages of

programming in assembly language untii after our introduction to
Fortran.

2-11 PROBLEM-ORIENTED LANGUAGES

Although modifications of other problem-oriented languages such
as BASIC have heen used for programming process control com-
pulers, Foriran is currently the mest common problem-oriented lan-
guage used in process control. As we shall enumerate shortly, the
Jact that Fortrar has its shortcomings has given rise to some interest
to abandoning the use of Fortran in process control. However, there
is considerable inertlia in the general use of Fortran, probably because
most current technical graduates have been exposed to it. Conse-
quently, we shall base our discussion in this section around Fortran,
pointing out its advantages and limi‘stions.

Foriran eniirely abandons the one-{o-one correspondence of

‘statements to machinenguage.iust,rvctions Instead, syniax is used

to indicate proceduces to be execuiet using desired information:--For

example, the statement
C=A+B

indicates that A is to be added to B and the results stored in C. This
statement would be equivalent co the following assembly language
statemente:

LDW B (load Binto the accumulator)
ADD A  (aad A to the contents of the accumulator)
STW C  ({siore conteals of the accumulater in C)

AR MOsy readers are certainly familiar with Foriran, there is no need
<2 80 110 the detalls of Foriran programming.

it ~lmu!u however, be pointed oui that the Fortrar available on
srocess control compuiers does not genesally have as many features
available ac< the Foviran available on the typical data processing
inachine. Noisbl: exceptions inciude the ahsence of logical veriebles
{includmg logical iF) and the ability to selectively define the pre-
sision used in the calculations. In general, single precision or double
prvcision is used throughout the program, not just in selected places
where it is needed. The same applies to variables. For exampie, all
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mteger variables are stored one per word or all are stored one per two
words (double precision). '

Since the Fcriran availible on process control computers 1s
really just a cavyover of the Fortran available on data-processing
machines, several needed features are not generally available. A |
prime examp'e is the ability to directly perform bit manipulations.
The stalus of process equipment is often indicated by the state of
contact closures, which are read into the machine one word at a time.
That is, in a 16-bit machine, the status of 16 contact closures would
be indicated by one word. Therefore it is often necessary to de-
termine if a certain bit is “‘on™ or “off.” This is readily accomplished
in assembly language, but not in Fortran.

To provide capahbilities like this, the usual approach has been to
resort to subroutine calls to assembly-language subprograms that per-
form the needed manipulations. Jn addition te bit manipulations,
most real-time functions such as initiating A/D conversions, initiating
D/A conversions, generating pulse outputs, and the like are handled
in th.s manner. This results in a certain amount of overhead in trans-
ferring control to and from the subpregram.

One approach to circumvent this drawback is to permit the ir-
sertion of assembly statements inte a Fortran source program, a
feature called in-line assembly. Now the programmer has direct
access to the basic machine capability whenever the needed opera-
tion cannct be readily accomplished with Fortran, )

Basicaliy; the -decision to use assembly or Fortran involves a de-
ision of which resource is scarcer—man hours or machine capacity.
Certainly a Iortran program can be prepared quicker than can an
assembly-language program. However, the assembly-langeage pro-
gram will run faster and will require less core storage. Thus a some-
what larger machine will usually be needead in order that the buik of
the prograiming can be done in Fortran. Other pertinent factors are
outlined in Table 2-4.

2-12 FILL-IN-THE-FORMS SYSTEMS

Wihether using assembly language or Fortran, the programmang
burden on the user is substantiel, One approach to reducing thi
burden on the 2ser is via fill-in-the-forms packages, where the use
designates by date cards what fuaciicns are to be performed. In es
sence, bthe master program makes available to the ws»r a number of
furctions, Via the input data dack, he prescribes what operations
are *o be periormad on designated inputs to prodice designated out
puia.
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TABLE 2-4
Assembly Versus Compiler Languages
(Reproduced by permission {rom Ref. §)

Language Advantage Explanation
Assembly | Fast object code Fewer instructions {o conveit into
machine cods decreases 2xecu-
tion time
Efficient memory utiliza- Assembly code can take advantage
tion of memory-conserving features
of modern control computers
Control over program and Assembly code offers more flexi-
data location bility in specifying program lay-
) out and data storage
Access to all computer Programmer can take advantage of
functions and instructions his detailed computer knowl-
edge to write more effective
control programs
Efficient program linkage Calling up subroutines and shifting
. control parameters is simpler
Ability to use different Reentrant routines for servicing
) -classes of codes priority interrupt are facilitated
- Compiler | Machine mdependent and A limited advantage
standardived - :
Self-documenting Yes, but must be supplemented
Easier to learn Yes, for a scientist or engineer
Quicker, less tedious to Yes, provided the program writer
write or modify knows when to provide control
‘ alternatives
Easier to debug—self- Prevents some programmer errors
checking

» e

The functions normally covered by languages of this type include
the input scan routine, alarm scanning, conversion of input data to
engineering units, three-mode contro! calculations, feedforward
control calculations, cascade control, and similar functions. In
general, all of the basic functions common to most control systems
are provided.

The {ill-in-the-forms system runs in what is called the inter-
pretive mode. The input data is stored somewhere in the system, and
the fill-in-the-forms system searches through the input data to ascer-
tain “what functions are to be performed. This entails considerable
overhead as compared to either assembly or Fertran programs writ-
ten to accomphsh the sarne tasl, which necessitates a more expanded
computer »; itern 3o perform the same task. The fill-in-the-forms

language ¥t a compiler.
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As it is unreasonable to expect any fill-in-the-forms system to
provide all, the iunctions required of a computer control system,
provision is generally made in these systems for the user to add
routines as necessary to augment the system.

2-13 DOCUMENTATIOM

No matter which programming language is used, preparation o.
adequate documentation requires considerable effort, but is a tas}
that must be undertaken while preparing the programs themselves
That is, it i is not feasible to delay preparation of documentation unti
the programmmg task is completed.

; In preparmg documentation, the objective should be to enabl
szgmeone who is totally unfamiliar with the program to quickly an
dasily understand its purpose and how it works. The following item
dre essential:

1. A written statement of the function this

form, as well as the details of the approach -
the desired function.

2 A flowchart of the progr:.m.

" 3. An up-to-date program listing.

4. Definitions of all variables used in the program.

-~ This ‘should be-augmented as necessary to provide complete coverag

In regard to defining variables, a standard naming conveiition f
all variables in the various programs in the system has some meri
In this approach, each character in the variable name designates som
thing about its meaning. This method should lead to more consiste
variable naming, but a list of variable definitions for each program:
still desirable.

2-14 FdREGROUND/BACKGROUND OPERATION

The. programs executed by a typical process computer are ger
ally divided into two types: foreground tasks and background tas
The fbr'égroqnd tasks are generally those directly involved in conti
ling the process. The background tasks include many of the ta
requxred to support.the computer control system. For example,
program used to compile programs, whether foreground or bs
ground is run asa background task. Therefore if it is desirable t¢
able {6 compile while the computer is on-line (i.e., controlling
process), the operating system or executive must be capable of sir
taneously Ljupporting foreground and background tasks on the'si
machine. This does not mean that both tasks are executed si
taneously. Instead, the background task is executed only while

. - - »
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computer has no foreground task to perform. Systems that cannot
support background-tasks while on-line are commonly referred to as
dedicated systems.

Basically, three different arrangements could be proposed to ac-
complish all the tasks necessary in the operation and support of a
computor control system:

e

1

131

Forcground/background on the same machine. This dual
function places an added burden on the monitor or executive
system, thereby incressing the overhead. A rather expanded
system is required to support both functions. Also, some con
sideration must be given to the possibility of a background
program going astray and interferring with the control pro-
grams operating in the foreground. This requires scme form
of protection, cither hardware or software.
Foreground/background on separate machines. If two ma-
chines are purchased from the same manufacturer, one can be
dedicated to the control! functions while the second is used
off-line for program development. ‘Each of the two systems
will be of smallet configurations than a machine on which
both functions are implemented. Separation of the {wo
functions ralso eliminates the possibility of background pro-
grams interfering with foreground programs. Since one back-
ground computer can support several dedicated conttol com-
puters, this approach can be very attractive when more than
one control computer s involved.

Off-line support by data-processing machines. The general
idea behind this approach is that a central computer or time-
sharing system can be used %o provide Fortran cornpilsiions
and similar functions, &s the centra! computer is most likely
of a different make thav ‘e covlrol computer, its compilers
are not usabic. Instead, a compiler is regcired that runs on the
central computer yet produces code executable by the contrcl
comruter In the case of Fortran, this removes the restrictions
on core made available by the rontrol system to the compilar,
and could conceivably permit the development of more ef-
ficient compilers that also provide some extre functions
nceded in process control.  As for assemblers, an assembler
written in Fortran could be tun on virtually any data-proces-
sing machine.

INTERRUPTS

The purpose of an interrupt is t. permit the normal flow of
execution of instructions to be altered to permit the compuler to

1i'end tc some urgeni or higher priority function.
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Interrupts wre

basically of three types:

1.

3.

System nterrupis. These interrupts originate within the
computer system itself and play an integral part of the func-
tioning of the system. An exampie is where the output typer
signals the system that it has finished typing the previous
characier and is ready for another,

Timer interrupts. These synchronize the opcerations of the
system with the real world. Timer interruptls are generated ot
prescribes intervals of time, and their occurrence can be userd
1o initiate the execubion of control pograms (such as al-
gorithm calculatious) af regular intervais of time.

Process inderrupis. These originawe from the process and
either signal alarm couditions, requeast that some funciion be
performed by the computer, indivzale completion of some task
within the process, or similar purpose. For example, a high-
pressure limit switch could be tied inito the interrupt system wo
indicale alarm condilions in some part of the process equip-
ment. The “request” button on the operator’s console is ued
to thie interrupt system, thereby permitting him to request
the computer te perform certain functions. Cn-stream
analyzers often indicaie completion cof the analysis via an
‘nterrupt.

In most prccess control «ystems the inierrupts play a most imporwent
role in the operation of the systein.

The interrupi structure varies considerably frem one computer
system to the next. The sequence of events associnted with the ce-
currence of an interrupt is typicaliy a:z follows.

1

e

2.

3.

The interrupt occurs.

Irstead of eaecviing lthe very next insiruction in sequence,
control is transferred co a designzted location in core storage
and the insbructicn conlamed thercin is executed. 1T the
intenupt can oe serviced by this one instruction, control then
reverts back to the progrore being executed ab the time the
interupt occurred. )

17 execubon of several insiructions is required, the instraction
executed due to the inierrupt is generally 4 special instruction
that stores the current contents of ths address register and
loads into the address vegister the lo-ation o the next in-
struction to be executed.

The insiraction tocaled at the address now 1a the address
vegister is the st instruclion in a program called the
interrupt seruice routine. However, the information in the
working registers pertains to the program in execution when
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the interrupf occurred. In order to resume execution of that
program, their contents must be stored. The initial instruc-
tions of the interrupt service routine must.accomy’ish this
task.

5. The instructions to accomplish the function relative {c servic-

ing the interrupt are executed. "

6. The contents of the working registers are restored to their

values at the time the interrupt occurred.

7. The contents of the address register is restored to its value at

the time the interrupt occurred.
After the last step, the program in progress when the interrupt oc-
curred is resumed from the point at which it was interrupted.

Process computers come in several different ““styles’ in regard te
their interrupt structure. In one style, there is essentially only one
interrupt priority. Upon initiation of the servicing of any interrupt,
all other interrupts are “inhibited” (i.e., servicing is not permitted
until the one currently being processed is completed). In this type of
system the interrupt service routines must generally be short.

In another variation, interrupts-are grouped into levels of dif-
ferent priority, with several interrupts being tied into each level. In
this system, interrupts occurring on high-pricrity levels will interrupt
the servicing of interrupts on lower-priority levels. However, an
interrupt will not interrupt the servicing of another interrupt on the
came level. = R

In yet another variation each interrupt is provided its own dis-
linct priority, and interrupts the servicing of interrupts of lower
priority.

Some degree of program control is provided by inhibit commands
which prohibit the recognitiol. of all or selected interrupts until the
machine is returned, under program control, to the uninhibited state.,

2-16 THE EXECUTIVE

The operation of the process control computer is under the
supervision of the executive, which is alternatively referred to as the
operating system or monitor. One of its primary functions is to
schedule the execution of control programs. Somewhere within the
svstem is located all control programs:which can be executed by the
computer. Some of these may be located in core at all times, and
are termed core resident. Others inay be located on the disk or drum,
if available. In this case, the monitor must supcrvise the transfer of
the programs frcm the disk or dium to core storage.

The scheduling of execution of conitrol programs is.zeceralished
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with the aid of a table called QUEUE, which contams the name of all
programs whose execution has been requested but not fulfilled.
Along with each program is an associated priority, which is assigned
under program cenirel at the time the program’s name is placed in
QUEUE. Prograimn names arc placed inic QUEUE mainly by one of
the following ways: :

1. A control program may place the name of another program
into QUEUE, thereby permitting a train of successive pro-
grams to accomplish a given task rather than one large pro-
gram.

2. An interrupt service routine may place the name of a programn
intoc QUEUE. In many cases, this is the only function of the |
interrupt service routine.

Once a program’s name is placed into QUEUR, it is removed only
when the program is executed. . Highest-priority programs are exe-
cuted before low-priority programs. Programs having the same pri-
ority are executed on a first-in, fir-t-out basis.

On systems operating with a disk or drum, the layout of core

storage is as illustrated in Fig. 2-12. The executive generaliy resides

Executive
f

Core-

resident

Programs Disk or Drum

COMMON Data
files;
Control

Working programs

Space

FIG. 2-12. Disk-oriented operating
system.

in the lower portion of core storage. An area of core storage calle
COMMON is reserved for the storage of frequently used data. Cor
resident routines remain permanently in core storage. The remaind,
of core storage is called working core. It is into this area that t!
programs residing on the disk are loaded for execution. |

When the execution of a control program residing on disk
scheduled, the program is copied from the disk into working core |
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the eaccutive. Note the word copied—the origina! version on the disk
is not altered. After cxecution of this program has been completied,
the nexi program is copied into the same area of working core (i.e., it
overlaps the original program}. This means that the program is not
returnec¢ to disk after execution is completed. Therefcre, the same
program is exccuied each time, only the data being different. Since
the completed program 'is not copied back onto the disk, any data
that may he needed next time the program is to be executed must be
stored either in COMMON or in a file on the disk.

Depending upon the executive, the workirg core area may con-
tain either only one program at a time, a specified maximum number
of programs, or however many can be accommodated in the space
available. In systems that can accommodate only one program at
any given time in working core, the procedure is as follows:

. QUEUE is consulted to determine which controi program is
to be executed.
The control program is loaded.
The control program is executed
Retum to step 1.
That is, QUEUE is consulted oniy at the comnpietion of execution of
a program. Butl as interrupts can be serviced while the conzrol pro-
gram is being executed, it is conceivable thas an interrupt service
routine could- place the name of-a conirol program intc QUEUE
whose priority exceeds that of the program now being executed. In
most cases this program would not be loaded until execution of the
program currently in working core has been completed.
he capability of multiple programs residing in working core

storage at any one Llime is referred to as muli’programming. When
these programs may recide only at certain locations in core, this
operation is said to be using fixed partitiors, as illustrated in Fig!
2-13. Control programs are gencrally assigned to a particular parti-
ticn and will only be executed in this partition. The term dynamic
storage allocation is applied to the case when the program may

reside in any area of working core. As illustraeied in Fig. 2-13, this
lﬂa to a more efficcent utilization of working core, but is more
demznding on the executive and aiso requires some supporting hard-
ware features (program location register} in the CPU for effirient, im-
pricinenfation.

Ajthough more than one program may reside in working core at
any one time, only ope program is actually being execuied. The
others are said to be in the suspended state.

Multiprogramming systems generally chezk QUEUE boih upon
completing execution of a conircl program and upen completion of

=
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( 4
] Program A b
rogram A
Bartition 1 ° 9
1 o Program 8
Frcgrom B . —_—— ]
Partition 2 Program C
Partition 3 { Progran: 1 Avasloble tor
J other programs
Fixed Partitions Dynamic Storage Aliocation

FIG. 2-13. Core 2liccation in multiprogramming systems

an interrupt service reutine. Thus, if a high-priorily program nas
been entered into QUEUE, the executive loads it for execution pro
vided space is available. In fized partition systems, this generally
means if the partition assigned to the program to be executed is nof
currently in use. For executives using dynamic storage allocation,
this means if the unused area of working core is large enough to ac-
commodate the program.

Some systems using dynai... siorage allocation wili remove low-
oriority programs to make room for high-priority ones. This is a
rather ambitious undertaking. One approach is to nol remove the
program, but to store on disk the address in the program at which
execution was terminated, the contents of the working registers, and
the current values of all data used in the program. The prograin it-
self is then overlaid. When space is availatle for resumpiion of exe-
cution, a fresh version of the program is copied irnto working core,
the working registers and data values are restored, and execution re-
sumes.

2-17 FIRMWARE

‘The ewecutives described in the previous section have one
property in common—they all contain “bugs.” Even with consider-
able effort on the part of both veidor and user, a few bugs still show
up from time {o time. In addition, the software executives also en-
tzil a certain amount of computational overhead vo perform the de-
sired duties. Thke executives alsc require considerable core storage,
often as much as 50 percent of the available core. .

One approach fo circumventing these drawbacks is via a firnnware
executive, ie., one that 's hardware-impiemented rather than soft-
ware- lmyleménbed This apprcach, however, has the disadvantsge of
generally being infiexible.
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6.2.4 Método de blsqueda

En la seccién 6.2.1 se estudié el método de optimizacidén por
diferenciacién y en la seccién 6.2.3 el de los multiplicador¢s de

Lagrange.

#Estos métodos requieren para poder ser usados que la funcién
por optimizar f(x) sea continua y diferenciable. En muchos pro-
Lilemas pricticos es muy dificil determinar si se cumple esta con-
dicién.

*Los métodos de busca directa que se exponen en esta seccibn
para funciones de una sola variable independiente y en la sec-
tién 6.3.3 para funciones de varias variables no requieren PpIR
aplicarse que la funcién sea diferenciable:ni continua. La fun-
cién tiene que ser solamente computable, es decir, debe poderse
calcular el valor de la variable dependiente, si se conoce el va-
lor de las variables independientes.

*Todos los métodos de bisqueda directa que sc exponen cn
esta seccién para funciones de una variable independiente y en
la seccién 6.3.3 para funciones de varias variables son aplicables
a problemas sin restricciones.

®La diferenciacién directa o los multiplicadores
de Lagrange requieren de funciones continuas
y diferenciables. Estas condiciones son dificiles
de checar.

“Los métodos de bisqueda dire®a requieren
que la funcién sea sélo computable.

“Bisqueda directa para problemas sin restric-
ciones.



6.1. INTRODUCCION

6.1.1 Funcién objetivo y restricciones )

El objetivo de este capitulo es describir las técnicas de optimiza-
cién que se emplean con mayor frecuencia en el andlisis de siste-
mas. Se ha sefialado en el capitulo 1 que durante la sintesis de
sistemas es necesario maximizar o minimizar una cantidad, que
es la medida de efectividad de una determinada operacién.

No se pretende cubrir en forma exhaustiva este tépico que es
sumamente amplio. Solamente se darin a conocer las técnicas de
optimizacion més importantes. *Se hara hincapié fundamental-
mente en los aspectos de aplicacién. Al lector interesado en cono-
cer las bases teéricas de estos procedimientos se le refiere a la
bibliografia que aparece al final del capitulo.

#*La formulacién matemdtica general de estos problemas es la
siguiente:

Encuéntrese el valor de las variables (xi, x2 ... %) que maxi-
micen (o minimicen) a la funcién M llamada *funcidn objetivo.

*Sujeta a las siguientes restricciones.

#Por razones que se sefialan en la seccién sobre programacién
lineal es deseable que todas las restricciones sean igualdades, es
decir, del tipo

En las siguientes secciones de este capitulo se representan di-
versos ejemplos que sirven para aclarar al lector la naturaleza de
los problemas de optimizacién.

*Para la solucion de este tipo de problemas existen funda-
mentalmente dos estrategias. En la primera se emplea un cierto
procedimiento de gradientes (hillclimbing) similar al que se estu-
dia en la seccién 6.4 al tratar el problema del anilisis marging].
La segunda estrategia consiste en enumerar en forma explicita di-
versas combinaciones posibles de variables, y seleccionar entre ellas
la mejor. Este camino es el seguido por la programacion dinimica,
tema de la seccién 6.6 de este capitulo. En ambos procedimientos
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#Aspectos de aplicacién.

®Formulacién matemaética.

®Funcién objetivo.

M = M(x;, Xa.Xq) (6.1.1)
2Restricciones.
C (X1, Xay.. 0 ¥%) = O parai= 1,...p
Cy (%3, %5, ..+ < Opami=p+4 1,...t
R CSTERE Y S 0 pan {615)
C, (% X5+ > O0parai=r L,...m
l(:l 1] xn) P + (5.!.2)
#Restricciones -de igualdad.
(o} B IS —.._—0‘ arai'= 1,2,...m
1 (x! X2 n) P (6.1,3).

*Dos estrategias de optimizacién
por gradiente y por enumeracion
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se realiza una busqueda de acuerdo con determinadas reglas que
permiten detectar el valor 6ptimo, cuando éste se ha encontrado.

*Entre las técnicas de optimizacién, la’ programacién lineal es
la mas empleada, ya que-al no ser una técnica de enumeracion
de posibles soluciones y posterior busqucda entre ellas de la 6p-
tima, no requiere de la gran capacxdad de memoria que se nece-
sita para los problemas -de prorrramacxon dindmica. Ademas re-
sulta “in método computacionalmente muy eficiente (rapido).

#Como se verh en este capitulo al ‘tratar el problema de pro-
gramacion lineal y el de programacién dindmica, cada una de las
técnicas de opnmlzatxon ifnpone tanto a la funcién objcnvo como
a_ las restricciones, déterminadas’ condiciones, Entre mds estrictas
son estas condiciones, tanto mas’ efxcnente es la técnica de optimiza-
cién correspondiente. La :programacién lineal al imponer condi-
ciones sumamente estrictas, es una de las técnicas -méis rapidas y
po@cmsa.s de optimizacién.

Como se vera en los ejemplos de las siguientes secciones la na-
turaleza del problema de optimizatién fija el tipo de técnica que
debe emplearse para su solucién. Si un problema no cumple con
las condiciones que impone alguna de las técnicas de ophmmacxon,

es-posible, frecuentemente, reformularlo para que cumpla con las

restricciones de detcrmmada técnica de optimizacién.

Antes de proceder con el primer método de optimizacién, ‘el del
célculo diferencial se introducen algunos conceptos preliminares
adicionales. N

6.1.2 §oluci6n factible

#Probablemente el lector no esté familiarizado con el concepto
de punto en un espacio de N dimensiones, donde N es un ntimero
que puede ser mayor de tres. En este capitulo al hablar de las coor-
denadas de un punto, éstas no necesariamente se restringiran a tres.
Es decir, se hard una extensién del concepto geométrico de tres
coordenadas de un punto del espacio, a N coordenadas. #Se em-
pleardn en forma indiferente los términos de coordenadas de un
punto o variables (Xi, Xs, ... Xa). Se designard con R la regién
del espacio de N dimensiones, cuyos puntos satisfacen todas las
restricciones (6 1.2). Para podcr ilustrar este concepto, consxdere-
mos las siguientes condiciones:

1

°La programacién lineal es la mis empleada.

®La funcién objetivo y las restricciones deben

cumplir determinadas condiciones.

®Fspacio de N dimeusiones.

¢Coordenadas de un punto = variables
cesy Xg)

("xq Xz,

X, + X,
2X1 + Xg
Xy

IVIVIAIA

oo s

(6.1.4)
(6.1.5
(6.1.5)
(6.1.7)
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El lecior no debe tener problema en encontrar que los puntos
que satisfacen la restriccién 6.1.4 son los situados en el irea an-
churada de la Fig. 6.1.1, es decir, el drea situada a la izquierda
de la recta AB.

Fig, 6.1.1. Zona donde se cumple la restriccién
5, tx <4

Los puntos que satisfacen la restriccién (6.1.5) aparecen en
la Fig. 6.1.2, y estdn situados a la izquierda de la recta CD.

Fig. 6.1.2. Zona donde se cumple la restriccibe
2%, + %, < 6.
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Finalmente los puntos del plano donde se cumplen las restnc-
ciones x1 > 0 y x= > O estan situadas arriba del eje de las abs-
cisas y a la derecha del de las ordenadas, tal como muestra la
Fig. 6.1.3.

Para determinar la zona donde se cumplen las 4 restricciones
(6.1.4) a (6.1.7) es necesario encontrar la regién del plano, don-
de se satisfacen simultineamente las 4 restricciones. Para visualizar
esta zona se sobreponen las zonas mostradas en las Figs. 6.1.1
a 6.1.3 tal como aparece en la Fig. 6.14.

Para las restricciones (6.1.4) a (6.1.7) la Fig.-6.1.4 muestra
la regién R. Todo punto de esta regién, por ejemplo el (2,1)
satisface las condiciones sefialadas. En efecto: Sustituyendo
xa = 2yxs = 1 en las férmulas (6.1.4) a (6.1.7) se obtiene:

Lo que muestra que el punto (2,1) cn efecto pertenece a la
regién R, cuyos puntos satisfacen todas las restricciones del pro-
blema de optimizacién. ¥Recibe el nombre de solucidn factible
de un problema de optimizacién, cualquier punto o conjunto de

Re

. I////Z////Zé/}’////////i/ A
0

Pig. 6.1.3 Regién donde se cumplen las rectric.
ciones x; > 0 v x;, > 0.

V11111
of § '

Fig. 6.1.4 Regioén donde se cumplen las res-
tricciones x; + x, < 4, 2%, + x;, < 6.

++
— N e e
V VIAIA

OO

%Una solucién factible es aquella que satisface
todas las restricciones.
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En las secciones 6.5 y 6.6 se exponen diversos métodos de op-
timizacién que requieren en general del uso de la computadora
digital para su implementacién y son aplicables a problemas con
restricciones.

Varios dc los principales métodos de bisqueda directa apare-
cen en la tabla 6.2.2.

Tabla 6.2.2 Principales métodos de bisqueda directa.

A. Métodos de bisqueda unidimensionales {una sola variable independiente)

a). Métodos simultineos ]
1. Bisqueda exhaustiva ‘
2. Blsqueda aleatoria

b). Métodos secuenciales
1. Método de la triseccidén
2. Método de Fibonacci

Funciones
computables

} Funciones unimodales

B. Métodos de bisqueda multidimensional (varias variables dependientes)

a). Métodos simultineos )
1. Bisqueda exhaustiva
2. Bisqueda aleatoria

b). Métodos secuenciales
1. Bdsqueda de rejilla
2. Bisqueda univariada
3. Métodos de gradiente
4. Métodos de Fletcher-Powell J
5. Busqueda de patrén.

parables

Y

Funciones unimodales

L]

Funciones com
Vo

#Los métodos de blsqueda determinan el maximo o minimo glo-  °La biisqueda directa encuentra maximos
. minimos globales.

bal de la funcién en un determinado intervalo, comientras que los  Los métodos de diferenciacién encuentran mé
métodos de optimizacién por diferenciacién expuestos en la seccidn ximos o minimos locales.
6.2.1 permxten encontrar mdximos o minimos locales.

Se dice que la funcién f(x) tiene un méximo (o minimo) globa?
cn el intervalo ¢ < x < b en el punto X = Xo, @ < % < b si f(x)
es mavor {0 menor) en X = X, que en cualquier punto del inter-
valo [a, b]. -
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Af(x)

I.

A,

LT

|

| —+ € p—tf € |o—~—

| I PR R N I x

t H [ 1 ! L1 J s
‘ I | I I I bt

XA A Xc ip

Por otra paric, la funcién f(x) tiene un méiximo (o minimo)
local ¢n X == x1, @ < % < b si solamente se cumple que f(x) es
mayor (0 menor) en X = Xi, que en cualquier otro punto de la
vecindad de xi. Donde esta vecindad puede estar tan préxima del
punto x1 como se quiera. La figura 6.22 ilustra estos conceptos.

*Antes de describir algunos métodos de bisqueda directa es
necesario aclarar la diferencia que existe entre métodos de bis-
queda simultinea y métodos de bisqueda secuencial.

En los primeros, al iniciar la bisqueda sc determinan todos
los puntos x donde se va a evaluar la funcién,

*Fn los métodos secuenciales, los puntos x donde se va a efec-
tuar la determinacién de f(x) no pueden determinarse a priori
y dependen de los valores de f(x) que se hayan observado pre-
viamente.

En esta seccién se estudian algunos métodos de biisqueda uni-
dimensional que se emplean directamente en diferentes proble-
mas de anilisis de sistemas y en ciertas etapas en la' biisqueda
rmultidimensional.

*En el método de bisqueda exhaustiva se subdivide el intefvalo
[a, b], se evalda la funcién f(x) en los puntos centrales de cada
intervalo, 0 en sus extremos, y se busca el maximo o minimo entre
los valores de f(x) encontrados.

Punto A: minimo global f(x,) < f(x)
3 S xS %

Punto B: méximo local f(xg) = f(xg * &)
"Punto C: minimo local f(xc) < f(xc * €)

Punto D: miximo global f(xp) = f(x)
3 <x<xp

Fig. 6.2.2 Funcién con miximos y minimos locales
"y globales.

#Blisqueda simultinea - seleccién a priori de
todos los valores de x.

*Bisqueda secuencial - el siguiente valor x de-
pende de valores previos de f{x).

°Biasqueda exhaustiva.



Optimisecién por diferenciacion 269

Este método requiere de un gran ndmero de evaluaciones, y
ia precisién del resultado depende del tamafio del intervalo que
se haya stleccionado, entre mas fino sea éste es mayor la preci-
sién pero también mayor el tiempo de cdlculo. La figura 6.2.3
ilustra cémo se procede en este método,

) £=)

!

|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
!

3

l |
I |
| I
| |
I I
l I
| |
i |-

X
S-S

ob——————

|
|
|
l
|
!
a X X3 X pn

(Se evalia f(a), £(x;) £(x,) ... £(xg) ... f(xp) ’y ge selecciona el mayor (o menor).

Fig. 6.2.3 Bisqueda unidimensional y exhaustiva

En el método de biisqueda aleatoria se genera un nimero
aleatorio®™® en el intervalo [a, b] y se evalia la funcién para
ese numero aleatorio. El procedimiento se continia hasta un nd-
mero predeterminado de veces. En cada etapa de calculo se re-
tene el valor més grande que se haya encontrado. La figura
6.2.4 muestra el diagrama de bloque para este método de bis-
queda directa y simultinea para un problema de optimizacién
con N evaluaciones de f(x).

®® Ver seccién 52 y programa A8.
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En el programa A.14 del apéndice A se ha incorporado el
programa A.8 de gencracién de ntimeros aleatorios para buscar
uan méximo global de una funcién por el método de bisqueda
aleatoria.

Este programa se ha empleado para encontrar el maximo de
la funcién: '

Los resultados del método de biisqueda aleatoric para dife-
rentes valores de N, aparecen en la tabla 6.2.3. *El lector puede
encontrar ficilmente por diferenciacién directa que el méximo de
esta funcién es: :

{(x) =—1040

N
Gonere un
nimero
aleatorio x’

{

R4l

!

Calcule
t(x’)

o

Si

Fig. 6.2.4 Diagrama de bloque para el métedo de
blsqueda aleatoria,

y = — 0.4 x3 4 4x

®Por diferenciacién directa:

mén: t(x)

= 10

R
i
(&)
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‘Tabld 6.2.3 Evaluacién del maximo global de y=
— 0.4 x? 4 .4x en el intervalo (O,
.10), por el método de bisqueda alea-

toria.
¢
Mimero de L .
ndmeros aleatorios %' - i(x)
generados :
25 4.9051 9.9964
100 4.9051 9,9964
250 4.9091 9.9966
500 5.0088 9.9999
*Los méiodos de biisqueda simulténea, a pesar de su ineficien- ®Los métodos de biisqueda simultdnea son ine-

1 - H 1z . . N icicates.
cia encuentran aplicacién en aquellas situaciones donde nc existe ficicates

suficiente tiempo para realizar secuencialmente los calculos. El
tiempo disponible reducide tiene que emplearse para efectuar
los célculos en forma simultinea.

A continuacién se estudian dos métodos de bisqueda simul-
tinea, el de triseccién y el de Fibonacci.

*Todos los métodos de bisqueda secuencial requieren que la  “Los métodos de biisqueda secuenciales -quie-
funcién sea unimodal dentro del intervalo de bisqueda, es decir, ren que la funciénsea ununodal.

debe tener un solo maximo o minimo en el intervalo de basqueda
fa, b). Si se trata de una funcién unimodal con un maximo
en [a,-b], <1 valor de la funcién debe incrementarse a partir
de x = a, hasta llegar a un méximo en x = X, y decrecer después.
Desde luego el maximo puede encontrarse tanto en x = a, como en
x = b, es decir, en los extremos del intervalo. La figura 6.2.5
muestra 3 funciones unimodales.

A £(x) y £(x) y £(x)
!
T =
f — | % j ™
a b a b a b

Fig. 6.2.5 Tres funciones unimodales en ¢l inter-

valo [a, b}

#E] primer método de bisqueda secuencial que se estudia en  En el método de la triseccién se subdivide ¢
«sta seccion es el de triseccion. En este método se subdivide el intervalo en 3 partes iguales.

intervalo de biisqueda [a, b], en tres subintervalos iguales y se



272 Optimisacidén

evalia la funcién al centro del ler. y 3er. intervalos (puntos

1 Y Xa), tal como muestra la figura 6.2.6. Los valores calculados
de la funcién se comparan.

A t(x) q} £(x)
b dssansbadod X st bl
Yo RN //V//J - P i SN L
a//x;q\ \Y a 3‘11\ T/Xg b

£(x1) > £(xa) f(x,) < f(x2)

méximo entre méximo entre
(a, %s) (%, b)
b X, a &=X;

" De esta comparacién se concluye que el maximo se encuentra
oen (2, x:) o (x:, b), tal como ilustra la figura 6.2.6. El proce-
dimiento continda empleando (a, x:) o (xi, b) como nuevos
intervalos de bisqueda, hasta llegar a un intervalo de longitud
suficientemente pequefio para la precisién que se desea, la figura
6.2.7 muestra el diagrama de bloque para este procedimiento
de bisqueda. *Nétese que en cada etapa de la bisqueda se re-
duce la longitud del intervalo donde puede encontrarse el maé-
ximo. ¥Ademds, es necesario calcular en cada etapa el valor de
la funcién en dos puntos x1 y xa.

. En funciones complicadas estos chlculos toman mis tiempo
que todas las opcraciones restantes del procedimiento de|bis-
queda. Un procedimiento de bisqueda que necesita una sola! eva-
luacién funcional por etapa ahorraria tiempo de computacién.
*El método de bisqueda por nimeros de Fibonacci tiene esta ca-
racteristica.

’

Fig. 6.2.6 Primer paso en la basqueda del méiximo

por el-procedimiento de triseccién.

“En cada etapu se reduce la loagitud del inter-
valo.

®Se calcula en cada etapa el valor de la fun-
cién en dos puntos.

*En la bisqueda con nimeros de Fibonucei s
hace una evaluacién funcinal por etapa.



L-« nlimeros de F:.onacci fueron descubiertos por Leonardo
Je Pisa (1180-1250), llamado Fibonacci o hijo de “Bonaccio™.
Fibonacci, el mejor matemitico de la época medieval en Europa,
popularizc 2l empleo de los caracteres numéricos ardbigos en
el mundo occidental y en su obra principal Liber abaci plantea
el siguiente problema:

c Este famoso problema da lugar a la secuencia de *ndmeros

de_Fibonacci Fa que aparecen en la tabla 6.2.4.

Estos nimeros se forman de la siguiente manera: -

|
Es decir, cada nimero de la serie es igual a la suma de los
dos hrlimeros precedentes,
Que (.l.s
¢ & continuacién se verd cémo se emplean los nmimeros de Fi-

4
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i

Xy = (a+b)/2

X, =a+L/6
ty=f(x;)
Xp=b~-L/6
fy=t(xy)

b=1x,

; 3

Fig. 6.2.7 Diagrama de flujo para la bisqueda de
un méximo por el procedimiento de tri-
geccibn.

“Cufntas parejas .de conejos se producirin en
un afio, empezando con una sola pareja, si ca
da mes cada pareja tiene una nueva pareja,
que a su vez tiene una pareja a partir del se-
gundo mes”,

#Nimeros de Fibonacci Fy.

Tabla 6.2.4 Niimeros de Fibonacci.

n 012.3 4567829101
F, 11 2 3 5 813213455 89 144
F, =1
F, =1
l"‘n = Fn-;;l + Fn-2
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honacci para buscar el méximo o minimo global en el intervalo  “Empleo de los niimeros de Fibonacci en un

"a, b] de una funcién unimodal. . proceso de bisqueda secuencial.
Sea L la longitud del intervalo [a, b]: L,=b—a
*Al iniciarse el procedimiento de bisqueda se calcula la fun- ° ler. chlculo funcional
<ién unimodal f(x) en los dos puntos siguientes: x, ta+ A,
i (6.2.27)
xg ’-J-_- b - Az
Jonde As es igual a: Ay = Ly FI';'” (6.2.28)
11
Ohtsérvese que el cociente de los nimeros de Fibonacci en la F 1
. n-2
relacién es: - <7 (6.2.29)
por lo que el intervalo A, definido por la relacién (6.2.28) cum- .
. b—
ple con: 4 < > 2 (6.2.30)

#Al igual que en el procedimiento de la triseccién se empieza Empiece comparando
comparando los siguientes valores de Ia funcién f(x). £(x,), £(xz)

%y de acuerdo con ¢l resultado de la comparacién y por cum-  ©Se descarta por ser
b-a

plirse 42 < 5S¢ descarta cualquiera de los dos intervalos si- Ay < P.‘Z_“_
gmenté
(a, 3+Ag)
]
(b-4., b)

La figura 6.’2.8 aclara este primer paso para un posibie caso. [}f(x)

Descarte
3 T |
227 N
Vo774 i e X

a a,+a b—a’ b
f(x;) < f(x,)
a ¢ 2 4 Ay
¥ig. 6.2.8 Primer paso en una bisqueda szcuen-
e ' cial "
*Observe que ¢l intervaio en el qué puede encontrarse el mi-  *Longitud del intervalo después del ler. paso:
ximo (o minimo) después de la primer etapa (y dos evaluacio-
nes funcionales) tiene siempre por longitud L, = ba-Ay = Ly-ag




Tal como lo ilustra la figura 6.2.9.

“Teniendo presente el valor de A;:

y sustdtuyendo en la nueva longitud L. del intervalo

b=

se obtiene

pero-de la regla de generacién de los nimeros de Fibonacci

*A continuacién se define de manera similar una distancia A3

para dividir el intervalo que ha quedado después del ler paso .

#Véase ahora qué relacibn guarda la distancia 43 con la dis-
tancia entre los puntos x: y Xa.

La distancia enixe estos dos puntos es:
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3 |

ly=b=(at A =b=a=24,

am—

D i~ S N
— e
3

b - Az
Fig. 6.2.9 Intervales residuales L, después del ler.
paso.
F..
by = Ly ——mm -(6.2.28)
F,
en
L=L, —a
ol
Fn‘—"Fn-z

F_'Lz=L1T“’"!

= Fpt + Fyes

— Fay = Foqy

Fn-l. f
L e, =1, [6.231)
N Fn..,_. _
2Para dividir intervalo residual
F_.
A, = L, P‘fs (6.2.32)
e a=1

©Relacién entre Ay ¥ X; ¥ X

\ * il .
a a4+ A, b—aA;, b
b — Ap — (a-4q)
b—a—2A4;

L= 24,

Fpes

Ry — ¥

H

a

Fn-z
Xg — %y = Ly ,1—2——1?
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y por la forma de generacién de los nimeros de Fibonacci

pero de la relacién (6.2.31)

sustituyendo en (6.2.33) se obtiene

A continuacién se sefiala la importancia que tiene el resulta-
do anterior en el método de busqueda secuencial propuesto. Su-
péngase que en la ler. etapa se descartd el intervalo [a, a +'A;),
tal como ilustra la fig. 6.2.10. En esta etapa ademis se calculé
la funcién en x: y x2. Al pasar al 2do. paso de calculo se tiene el
intervalo de longitud reducida que aparece en la parte inferior de
la figura donde se ha hecho la equivalencia a’ = a + 4. En el
2do. paso se deben conocer los valores de la funcién en los puntos
x'1 y x’a. Pero por tenerse que xa — x1 = A;, los puntos x2 y x"
coinciden, y para hacer la comparacién funcional en la secunda
etapa hay que evaluar sclamente en este caso f(x’:).

Si se hubiese descartado en el ler. paso (b — 4s, b], s¢ hubiese
tenido que evaluar en el 2do. paso solamente f(x’:). *En resumen,
a diferencia del método de la triseccién donde en cada paso hay
que realizar dos evaluaciones funcionales, en este método sélo
hay que hacer a partir del segundo paso, una sola evaluadién
funcional, '

¥Para el tercer paso puede demostrarse como se hizo anterior-
mente, que la longitud del intervalo habra quedado reducido a:

F,—2F,.,
= F,
_ Fo—Fp-s—Fpos
- Fy .
'Fn-_l_Fn-.z
1 Fn
F,-
Xy — %, = L, -;-i /6.2.33"
L]
Fou
= —_— 6.2.31;
L, =1L, 2 (6.2.31;
o
F,
Lx = L, ——n—
o-1
Fo.
Xe — X = Lo F" : =4, (623%
o~ -
L x;l lx.
I I T [
a a+ 4, b

Intervalo residual a’'«a + 4,

L Xy 1 X's
r 1 1
a’ a+ A3 b — Aa b

Intervalo para el_‘,segundo paso

Debe cono:ibme:
£(xy) y £(x's)
pero: f(x;) = f(x;)
Fig. 6.2.10 Evaluaciones funcionales en la 2da
etapa.

*Método de la triseccién: 2 evaluaciones fun-
cionales por paso.

Método de Fibonacci: I evaluacién.funcional
por paso. '

2Longitud en el 3er. paso:

" Fp-
]_,8=]:‘,l (._;’..

(6.2.35)




Continuando con este procedimieato, puede llegarse después de

n pasos a la relacién

[

*Esta Gltima relacién permite determinar cuintos pasos de eva-
luacién deben de ejecutarse para que la relacién entre el dltimo
intervalo y el primero, que es una medida de la precisién desea-

_— . L .
da, tenga un cierto valor. ¥EI cociente = es una medida de la
)]

precisién del procedimiento de busqueda, ya que después de n pa-
sos, el valor del miximo se encuentra en un entorno de longitud
Ln alrededor de un punto x.. Esta relacién sirve para calcular
el nimero de-etapas que se necesitan, para una determinada
precisibn. Por ejemplo, si se quiere maximizar la funcién
y = —04 x: + 4x en el intervalo [0, 10], la longitud L1 es de 10
y si se desea que el resultado esté en un entorno de longitud
L. = 0.1, debe tenerse:

de la *tzbla 6.2.3 se encuentra que Fn = 100 corresponde a
H < n < 11, es decir, debe tomarse n = 11,

La fig. 6.2.11 muestra el diagrama de bloque para obtener
el maximo de una funcién con el método de Fibonacci. El pro-
grama A.15 del apéndice A permite encontrar el miximo de una
funcién por este procedimiento, Se ha empleado este programa
para obtener el miximo de la funcién:

en el intervalo
con‘una precisién de
cs decir. ~on n

Los resultados de que se obtienen aparecen .en la tabla 6.2.5.
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1 Fo
Ly =1,
! Fo
i (6.2.36)
L, "¢ F )
L “\F
@ es una medida de precisién

L, del procedimiento de bisqueda.

L
" es una medida de la precisién del pro-

L, cedimiento de bisqueda.

% Punto de
maximo o
'/minimo valor
de f (x)
L 0.1 F,
L, 10 F,
F, = 100
n 9 10 11 12
Fy 55 - 89 144 233

y = «0.4x2 4 4x

{0, 10]

11

10~ 100
11 '
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G(x) =funcibn a
optimizar :
N=aNo. de: iter. {
F(K) = No. FIBON. l
1

leer 1 @ ) !
Ay B (cotas interv.) j -

£RR (tolerancia)

J J=N-T+3
F(l)=l ‘;
F,(%,nl Kl=A+(B—-A) iF—2)/F()I
N=3 |- . X2=8--(B=—A) FJ~2)/F(}))
B=X2
FM=X1
XM=X1

Terminar el proceso
FM = valor m§ximo
XM =abscisa’para FM

Fig. 6.2.11 Diagrama de flujo para la basgueda de un méximo global de una funcién nGmeros de Fibonacci.
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Tabla 6.2.5 Resultados del programa ;ie maximizacién A.15 cou la funcién y = — 0.1’ %2 - 4=x.
Fu ’ DELTA F(x1) F(xa)
| 1.44000E+02 3.81944E+ 00 9.44252E+00 9.44252E+00
2 8.90000E+01 2.36111E+00 9.44252E+00 7.21451E+0Q0
3 5.50000E+01 1.45833E+ 00 9.96914E+00 9.44252E+00
4 3.40000E+0! 9.02778E+ 0l 9.95914E+00 9.96914E+00
5 2.10000E+01 5.55556E+ 01 9.96914E+00 9.84375E+00
6 . 1.30000E+01 3.47222E—0! 9.99807E+00 9.96914E+00
7 8.00000E+00 2.08333E—0I 9.99807E+00 9.99807E+00
8 5.00C00E+00 1.38889E—0| 9.99228E+00 9.99807E+-00
9 3.00000E+00 4.94444E—02 9.99807E+00 1.00000E+01
10 . 2,00000E-+00 6.94444E—02 1.00000E+4-01 1.00000E+ 0l
ITERACIONES EMPLEADAS =
COTA INFERIOR DEL INTERVALO FINAL = 5.0000 0000E+00
COTA SUPERIOR DEL INTERVALO FINAL = 5.06944444E+00
VALOR MAXIMO ENCONTRADO DE LA FUNCION = 1.00000000E+0]
COTA PARA LA QUE SE OBTUVO EL VALOR MAXIMO = 5.00000000E+00
En Ia seccién 6.3 se estudia un método de biisqueda secuencial

para funciones de varias variables mdependxcntcs, que en cada

paso hace uso del programa A.15 para maximizar.

6.3. TECNICAS DE GRADIENTE

63.1 Inicializacién a ]

En la introduccién al presente capitulo se sefialé que los mé.

todos de optimizacién pertenecen a dos tipos bésicos, los de gra-

diente y los de enumeracién. Los primeros tienen la siguiente

caracteristica.- Dada una funcién: M = M(x,, Xg. .. %,) (6.1.1)

que hay que maximizar o minimizar, ¥se empieza encontrzndo
para un punto Xo = (X, X2, ... Xno) €l valor de la funcién
y su gradiente en este punto. Este paso se¢ conoce con el nombre
de inicializacién del problema. ¥*Posteriormente se encuentra la
direccién para la cual la funcién M(x) tiene el maximo aumento
en valor, si el problema es de maximizacién o la ‘mayor dismim;-[«.
cién en su valor para problemas de minimizacién. En un pro<
blema de'maximizacién debe tenerse por lo tanto:

SEncuentre primero M{x,).

¢Encuentre la direccién para la cual ia funcién
M(x) varia mis répidamente de valof.

=

M(xlm xzon"-lxno) < M(xlo + Axl» Hzo + A“zv v Xpg + Axn) (6-31‘)
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Las técnicas de blsqueda permiten ercontrar valores de 4x,
Axs, ..., A%, para los cuales la funcién M(x) varia més ripida-
mente. Con el objeto de poder ilustrar graficamente diversos con-
ceptos que se emplean en esta seccibén considera que la funcién
M(x) sclamente tiene dos variables independientes x1 y Xs.

Sea

Y

Las desivadas parciales de ‘la funcién M(xs, x.) pueden csti-
marse en el punto (x10, X20) de la siguiente manera. Para calcular
&M

Liog = M (x10, X20)

8M | M(xyo + A xy, 359 ) — M(xyq, xg)

it

Fig. 6.3.1 Chlculo de la derivada parcial

o |k, € incrementa, el valor de x: ¢n Ax: y se mantiene constan- 8%, a%
te la variable xs. El valor de la derivada parcial estd dada.apro- %
ximadamente por: - AM® -
T ax
‘ {6.3.2)
. . s . M AM’
La figura 6.3.1 ilustra la evaluacién de esta derivada. En esta tga = —| =-—
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se emplea la si-

Para el chlculo de la derivada parcial 3
' Xz

guiente relacidn:

La figura 6.3.2 ilustra el célculo de esta derivada parcial. En
esta Gitima figura
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t

pi<%

é&_ - M(xy0, %20 + Ax3) — M(x;0, Xz0)
8=,
xﬂz (6.3.3)
AM”
T TAw
SM AMM'I
tg 5 = e =

M| x, Axg
Lo Kg
&M
Fig. 6.3.2 Célculo de la derivada parcal ———
dxy

En la figura 6.3.3 aparecen los tres puntos A, B, C de las figu-
ras 6.3.1 vy 6.3.2. Estos tres puntos definen un plano. Si los in-
crementos Ax; y Ax: de las variables x; y x: disminuyen, el plano
#BC tiende a ser tangente a la superficie M=M(x, xz} en el

¥

punto (X, Xz0).
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- Xo

l"xg 6.3.3 Determmacxén del plano tangente a
una m.‘xperﬁc;e
A continuacion se estudia cémo puede determinarse la ecuacién
de dicho plano.

#La ecuacién de un plano en el espacio de tres dimensiones  *Ecuacién del plano.

est4 dada por: ‘ M(xy, Xg) =mg + m; X, + mgx,  (6.3.4)

Aphcando esta ecuacién a los tres puntos A, By C de la ﬁgura
(1) My = mg + my X0 + My Xy

6.3.3 se tiene:
’ (2) Mg = my + my (x50 + AXy) + my xy
‘ (6.35)
(3) M¢ = my + my x50 + my (X3 + AX,)
Restando la 2da. ecuacién de la lra. se obtiene: (1)« (2)
Mn —_— MA = my Axl = (6.9.6)
y restando la 3ra. de la lra. ' (1)-(3)
' Mc — MA - nlz Ax’ (6-3.7)
De Ia relacién (6.3.6) y recordand. ia figur. f.3.1 se obtiene: Mp—DM, AN

m; = =
Axy Axx




’ Téenicas de grodiente 283

i

-Por lo tantn de acuerdo con la relacig’»n (6.3.2) se tiene: M

m, = (6.3.8)
T
o Mc—M, _ aM’
De la iormula (6.3.7) y de la figura 6.3.2 sc llega a: My = —— ==
' 2 3
\ y de acuerde con la relacién (6.3.3) se tiene: m. = oM (6.3.9)
} 8%s | %
: *Para no tener que evaluar en la relacién (6.3.4) la constante  opjiece el caleulo de m,
," m, conviene emplear como variable independiente los incremen-
tos de lz funcién M(xi, x2).
Para un punto D en la vecindad del punto A, con coordena- .
das xi0 + Axiy X0 + Ax: s: tiene: Mp = m, + m, (%0 + Ax,)
-+ my (xgo + A"':) (5'3'10)

Restando esta eccuacién de la correspondiente al punto A se
tiene: aM

M, — M, = m, Ax; + m; Ax,
' .. . . os ™ (6.3.1])
Esta ecuacién permite calcular el incremento de la funcién
M(x:, x3) que corresponde a incrementos arbitrarios Axi, Ax: de
las variables independientes x1, x2. La figura 6.3.4 ilustra esta

idea. De las férmulas (6.3.8) y (6.3.9) se sabe que los coeficien- M sM .
tes mi y m: son precisamente los gradientes de la funcién M(x, aM = o Axy + 5%, AXy (5.3.12)
xz). Sustituyendo estos valores en (6.3.11) se tiene: % X,

AM

—{=2 Xa

X0 TTT T T = \
' -
" o e —
% B e —\\%l/(xm + 4%, Xz + O%:)
C’, '

N D»
Fig. 6.3.4 llustracién del célculo del incremento de la funcibn M(x, x,).
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El lector reconocera de inmediato, en esta relacién los prime- .-

ros dos términos del desarrollo de una serie de Taylor, de acuerdo
con la relacion (6.2.15).

AM {Ax;, Ax;) = M (%y0, + A%y Xg9 + 4%a) — M (x40, X30)

*En célculo se define con el nombre de gradiefnte, de la fun-
cién M(xi, x2) y se representa con V M al siguiente vector de
renglén:

#8i ademas se define el vector de columna “incremento de las

variables independientes” Ax:

*La férmula (6.3.12) para el calculo del incremento de la
funcién M(x1, x2) puede escribirse de la siguiente forma com-
pacta, si se introducen los dos vectores previamente definidos:

<

Esthy relacién es igualmente vilida para el calculo de incre-
mentos AM de funciones de méis de dos variables. Si n es el
nimero de variables de la funcién objetivo (6.1.1).

%el gradiente V M de la funcién se define como:

*y el incremento de las variables independientes come:

La férmula (6.3.15)

permite calcular ¢l incrernento de una funcién alrededor de un
punto X,. ¥Es decir, si se conoce M(xw, X2, ..., Xso) Yy si s€
desea M(x10 + 4x1, ... Xuo - AXa) este valor puedc calculaxse
‘de la siguiente manera en forma aprox1mada

donde aM|

estd dado por la relacién (6.3.15).
| %o -

=o—] Ax + Ax 6.2.15
1&g [ ( )
'Grac‘iiente de una funcién.
vm= (M M ) (63.13)
3x; Bxy "
Vector incremento.
aAxy
Az = (6.3.14)
Axy

#C4lculo del incremento de una funcién,

AM (Ax,, Axp) = VMI Ax (6.3.15)
’ %
M (%g, Xg <00y Xg) = M (%, Xg, .. %) (6.1.1.)
#Gradiente de la funci6n.
8f
M= 6.3.13a
v ( 8x,’ . 8x,, ) ( )
“Vector incremento.
Q Ax‘
Ax,
Ag = . (5.3.[43\
AXxq
,AMI = VMI {6.3.13)
Xo ¥
#Célculo de M (x, + Ax)
a partir de M (x,)
M (xxo +kAx1.n‘ X3 F AXpyeonX, + Axn) =

wXy) + AM
&

M (xm, Xogy e »



*Desde luego que es hecesario evaluar cl gradiente de la fun-
cién. Este puede, evalua;se recordando las relaciones (6.3.2) vy
(6.3.3). Estas expresiones sefialan que la derivada parcial de la
funcién M(x) ‘

con respecto a la i’ siuna variable estd dada por:

M .
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*Para evaluar el gradiente hay que calcular des
iivadas parciales.

M:(xxo, X205 ¢+ oy Xjopagr Xpo + Axi; xj’llm e xn) h M(xlm co Xlor cee xno)

N

AM

8x;

Esta iérmula sefiala que la i'sima derivada parcial puede obte-
nerse calculando el incremento de la funcién M(x) si solamente
aumenta de valor la i’sima variable y dividiéndolo entre el valor
de es¢ incremento. El siguiente ejemplo sirve para ilustrar el calculo
del incremento de una funcién empleando el concepto de gradiente.

x1? x2* calcule el valor de la funcién
y para
1 1.05

x =

1 1.1

¥Dada la funcién y =
para

e
il

empleando la relacién (6.3.15) y directamente por sustitucién.

1
El valor de la funcién en el punto x, =
1

es:
El valor de las derivadas parciales de la funcién puede calcu-

larse emr'cando la relacién (6.3.16). Para la ler. derivada par-
cial se tiene:

y para la 2da. derivada parcial;,

Estos valo.es son solamente aproximados, el valor exacto de estas
derivadas es:

Como el lector puede apreciar la diferencia entre el valor
aproximado y el valor real de las derivadas es pequefio y serd

(6.3.16)
Ejemplo 6.3.1
y = x,3%x%,3
calcule
yl YY
(1) (1.05,1)
Solucién
y =1213=1 (6.3.17)
" lan
1.05)2(1)3—(1)3(1)8
By | _ (s
8xg 0.05
% N (6.3.18)
T l.l 30— {1 2 1 3
By | GR— (A
8x2 0.1
% (6.3.12)
..:61. = 2% x, 8 = 2113 = 2
8x,_
Ho
_.81. = x,98x% = 13312 = 3§
ng '
%
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tantc menor cuanto méas se disminuya el valor de los incremen-
tos. (Ver Problema 6).

El valor aproximado del incremento de la funcién de acuerdo
con la f6rmula (6.3.15) y empleando como vector de incremento a:

/

y el valor de la funcién en

SETA

Este valor es solamente aproximado ya que el valor real es de:

Este ejemplo ilustra el empleo de la relacién (6.3.16) para el
cilculo de las derivadas parciales, de la férmula (6.3.13) para
la determinacién del gradiente de una funcién y finalmente de
la expresién (6.3.15) para la evaluacién aproximada del incre-
mento. Como ilustra el problema 6, estas férmulas son tanto més
exactas, cuanto menores son los incrementos.

“Para el problema de optimizacién que nos interesa en esta sec-
cién, la utilidad de la férmula (6.3.16) para el célculo de las
derivadas parciales estriba en que permite su célculo sin necesi-
dad de tener que realizar la operacién de derivacién. Esto cons-
tituye una gran ventaja, sobre todo si se emplea la computadora
digital para realizar los célculos, como es lo mis probable, o se
desconoce la expresién algebréica de la funcién por optimizar.

Con el cilculo de la funcién M(x) en el punto arbitrario x %y
el calculo del gradiente en este punto termina la fase de inicializa-C-
cién del problema. A continnacién se sefiala cémo debe proce-
derse para encontrar el maximo o el minimo de la funcién,

3.5.2. Bisqueda

Una vez inicializado el ‘problema, es decir, conocido M (%10, x2,
.., Xm) VY €l gradiente VM|  es necesario *encontrar qué incre-
| %
mento *Ax debe dirsele a las variables independientes, que son las
componentes del vector x para que la funcién objetive “mejore” de
valor (aumente en un problema de maximizacién ¢ disminuya en
uno de minimizacién).

-
]

] 0. |
0.05
Ay = (2.05, 3.31) = 0.4335
o 0.1
1,65
x =
1.1
=y + Ay = 1+ 0.4335 == 14335
X % %o
y' = {1.05)7 (1.1)® = 14674
I

°No es necesario encontrar derivados parciales
para evaluar el grad-ente.

*Con la evalvacién de M (x,) y VM

Y
-)

termina la inicializacién.

2Encuentre AX para que M(x) “mejore” de
valor.



*En el calculo se demuestra que 1 funcién M(x, varia mis répi-
damente si la variable independicnte se incrementa en direccién
del gradiente. A continuacién demrsstraremos esta aseveracién em-
pleando multiplicadores de Lagrange introducidos en la seccion
6.2.3.

Para ilustrar esta demostracién se volverd a emplear una fun-
cién de dos variables., La extensién de la demostracién a funcio-
nes de n variables es inmediata.

*El problema consiste en determinar en qué direccién deben
incrementarse las variables x: y x» para que lz funcién M(x:, x2)
tenga su mayor rapidez de variacién. Volviendo a hacer refe-
rencia a la figura 6.3.4, el problema consiste en determinar si el
nuevo valor de x debe estar sobre la recta A’ B” G, A’ D" ¢
cualquier otra que parta del punto A’, para que la funcién
M(x, x2) varie méis ripidamente de valor.
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“Yarfe x en direccién del gradiente.

“En qué direccidn debe variar x para que la ra-
pidez de variacién de M(x) sea miuma.

v

Ka

251 s

"sfPara~medir rapideces de variacién, se limita la variacién de
K"variable independiente y se miden los incrementos correspon-
dientes de la funcién. Para aclarar esta idea, considérese que se

A 7

7
Ve

—-—_l‘-—_—

\ 7

A—_'—\_‘Jf(xxo + Ax,, Xo9 + AXs)

-

Fig. 6.3.4 Ilustracién del cilculo del incremento
de la‘ ‘Iuncibn M(x;, x,) (repeticién).

°Para comparar variaciones de M(x) mantenga
constante la variacién de x
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estdn comparando velocidades, que son la rapidez con que sc re-
corren distancias.

Un vehiculo tiene mayor velocidad que otro, si en 1gual tiem-
po (variable independiente constante) recorre mds distancia. La
fig. 6.3.5 ilustra esta idea de comparacién de variaciones de una
determinada funcién.

L 4 !

i* f
ERr

oo et

t=o0

k %2 |

como tl =,2 y d2>dl' V2>vl

Después de caa aclaracién puede comprenderse facilmente por Fig. 6.3.5 Comparacién de las velocidades de
qué hay que mantener constante la variacion de x si se desean com dos vebiculos, v, > v,.
parar variaciones de una funcién de x, como en este caso M(x).
Supongamos que esta variacién es tal que todo valor de x se
encuentra sobre el circulo del plano (xi, xz) mostrado en la fi-
gura 6.3.6. La magnitud de cualquier x sobre este circulo y la

aM

£ X3

Fig. 6.3.6 Basqueda por eradiente.
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magnitud de x, difieren precisamente en ¢l radio r del circulo,
como ilustra la figura 6.3.7.

>x2

X c
Figura 6.3.7 Vanaciones del vector v.
El probléma consiste en encontrar la direccién en que debe
variar X a partir de X para que la variacién AM de la funcién
M(xi:, %), séa méaxima restringiendo a que ¢l extremo del vector
x se encuentre sobre el circulo de radio r y centro en A.

vl

'La formulacién matematica del problema es por lo tanto.

= VM|ax 16.3.15)
Xo %

dado que |x—x | =r (6.3.20)

;innde‘

F— X% =A4Ax

*En general el simbolo|x| representa la magnitud del vector x.

¢|x| es la magnitud del vector x.
\ . . .
Aunque ¢: posible definirla de varias maneras, en esta obra se

empleard como expresién para la magnitud de un vector, a la  Raiz cuadrada de la suma de, los cuadrados
. ; . de las componentes del vector X.
raiz cuadrada de la suma de 'los cuadrados, es decir:
Xy
Si °X2
x= .
X
n
su magnitud es: [x] =Y x° (6.3.21)
i=1

Para resolver el problema de maximizacién propuesto,” puede
emplearse el método de los multiplicadores de *Lagrange introdu-

?Restriccién
cidos en la seccién 6.23. La restriccién del problema es?

|A| =«
lasjs — == = p

que puede escribirse también de la siguiente forma: ‘

5
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El lagrangiano pone este problema, de acuerdo con la rela-

cién (6.2.23), es: - L (X3, %5 A) = VM Ax — A {Ax?—r53}
M SM | '
--8—;1_ AX;'*'RI Axy — ) {axF + Axg? — 17}
% %
Ieual . . . 3L __ M ‘
gualando a cero las derivadas parciales se tiene —_— — 2\, Ax; = 0
bel 6"1
X
3L M
= — 2 =0
DAx, dx, A axg
b7
8L -
—B'i-':T—Ax;”—-sz’-i—g' =0
De las pﬁmcﬁs relaciones se obtiene de inmediato: .1 ™
ax = 2 Ox,
%
1 M
= 2A 5’(3
1%
Recordando Ia definicién de gradiente (6.3.16) se tiene: Ax = —LVMV (6.3.222)
2), X,
Esta relacién indica que los componente del vector Ax deben
ser proporcionales, con una constante de a las componentes
del vector gradiente, transpuesto, VM calculadas en x..
Falta por determinar el valor de A. A continuacién sc presenta
la teoria previamente estudiada en forma de una serie de pasos,
un llamado algoritmo, para su programacién digital.
6.3.3 Algoritmo de bisqueda
Los pasos que deben seguirse para buscar el méximo o minimo
de una funcién (Mx) por el método descrito en las secciones ,
6.3.1 Yy 6.3.2 son: Pasc 1:

Seleccione un punto z, para inicializar I3 bis-
queda. :
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' Pasc 2:

Kvalie el gradiente en ese punto empleando
las relaciones (6.3.13a) y (6.3.16).

VM‘: ( M oM MY (6313

oxt’ ¥x, ' bxy
S : %

M o= M(xlm .o -,xl-nm X0 + Ax, Ry Fyrgagr o « - xn) - M(xlo' cees Xygy o oo xllO) '
8% | AxXy {6.3.16)

Paso 3:
Calcule el incremento de la variable indepen-
diente de acuerdo con la relacién
T

ax = ¢ VM (6.3.22b)
%

donde el factor ¢, tiene por valor

1

QO = 2—A— (6.3-25)
Sea g, "el valor T maximiza la funcién
Paso 4:
Encuentre un nuevo punto x;, para el cual se
tienevquc
- - M(x,) < M(x,)
Para encontrar los valores de 0o que proporcionan el méiximo
incremento de la funcién M(x) en x = x,, €s necesario expresar
a da variable dependiente (Mgx) como funcién de Q.. Sustitu-
yendo al incremento Ax por la relacién (6.3.22b) se tiene: X=X+ Ax
T
M(x) = M(x) + 0o VM
%
La iguaidad (6.3.24) sefiala que es posible expresar a la varia- M(x) = M(g,) (6.3.24°

bk_e;dependientc M(x) como funcién de la variable escolar @..
Mediante una bisqueda es posible determinar el valor de g, que
- maximice M’(g.).

_Este valor se emplea en la ecuacién (6.3.22b) para encontrar
el incremento Ax. ) . en un problema de 1naximizaci6n By ota Qu-
' do por .
3 T
v %5 =%t 0 VM
X,
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Este procedimiento puede programarse y en el apéndice A apa-
rece el programa Al6 que realiza este tipo de bisqueda.

Para familiarizar al lector con este procedimiento de bisqueda
se le aplica en el siguiente ejemplo:

Obtenga el minimo de funcién
por diferenciacién, y empleando el método de bisqueda de
gradiente,

De Lacuerdo con la férmula (6.2.1) el minim6 (o maximo) de
‘a funcién debe encontrarse para aquellos puntos (x:, x:) para

los cuales
;

Efectuando estas operaciones se tiene de inmediato:

Este sistema de ecuaciones tiene como solucién:

Para este punto el valor de la funcién es:

Empleando el método iterativo la solucién se obtiene de la si-
zulente forma:

Paso 1

Se inicia el problema con

por ejemplo

Paso §:

Calcuie el valor de 1a funcién para (x,}. Si en
un problema de maximizacion M(x,) >
M(x,) continie al paso 6, si no pare el proce-
dimiento. El punto (x,) serd el mejor que per-
mite calcular este procedimiento.

Paso 6:

- Considere al punto X, como nuevo punto inicial

y vuelva al paso 2.

Ejemplo €.3.2

Yy = X34 %343y xg—n + ¥y

Solucibn:
8y =0
8.‘1
% o
8-‘2
. 8y .
-a—-x‘-—le-}'xz“l—o
8y .
Y =22 + % +1 =0



Paso 2 \
5

. b
Se calcula el gradiente de la funcién en este punto. En este caso

Paso 3

Se calcula el incremento de la variable independiente de acuer-
do con la relacién

donde g, se encontré por biisqueda aleatoria, su valor fue

Por lo que en la primera iteracién del programa del apéndice
Al6 se obtuvieron los siguientes incrementos

Después del ler, iclo de iteracién se ha encontrado que en el

punto

la funcién tiene un valor menor g en el punto inicial

En efecto
mientras que

Siguiendo con las iteraciones se ilega al punto deseado e

para ek cual la funcién y(x, x2) vale:

Al uegar a este punto el lector forzosamente tendrd que preéu’n—
tarse quiles son las ventajas de este método de optimizacién por
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Vv = [0.7, l 11.3]
! X

T

A% = @, VM‘ ’ (6.3.22b)

%

0, = — 0.895843
0.627087
Ax =
—0.96459

0.7227087 \
X = .

—1,06439

A
By =
R

y{x;) = — 0.903713

Y-

[~4

y (xo) = 0.03

1
(x) = ]
—1

y(l, —=1) = — 1

E
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bisqueda con respecto a la aplicacién de la ielacién (6.2.1). La

solucién de las ecuaciones (6.2.1) en general no es tan fécil como -

en este problema, donde las ecuaciones (6.2.25) resultaron linea-

les. #*En general el sistema de ecuaciones al que dan lugar las ecua-

ciones (6.2.1) son no lineales. Como para su solucién también se
requieren métodos iterativos, similares al aqui presentado, no tiene
ningin caso obtener primero las derivadas parciales para después
aplicar un procedimiento iterativo,

*Antes de terminar con este tema es necesario indicar que este
procedimiento en uno de los pasos de iteracién puede “brincarse”
¢l miximo. Si en un momento determinado M(X%) = M(x1)
puede suceder que el miximo (o minimo) se encuentre entre los
dos puntos, o que entre X, y % la funcién no cambie para seguir
creciendo posteriormente.

Para determinar si se ha presentado el 2do. caso, puede hacerse
una bisqueda incrementando el valor de @, en una cantidad me-
nor que el valor dado en el paso 3.

Si la funcién sigue creciendo (o decreciendo) se emplea este
dltimo punto para inicializar una nueva iteracién.

En caso de encontrarse ¢l mdximo (o minimo) entre xo y X1 pue-
de recurrirse a una interpolacién.*

El siguiente ejemplo ilustra l2 aplicacién del método descrito a
un problema de localizacion de una planta para minimizar los
costos de instalacién.

Determine la localizacién més adecuada de una planta, den-
tro de la zona mostrada. El terreno es horizontal. Es necesario
tender tuberias de agua, gas, drenaje y combustible y una linea
eléctrica, desde los puntos que muestra la fig. 6.3.8, Ademds, es
necesario construir un camino de acceso a la fabrica desde la carre-
tera que pasa al frente del predio.

La funcién objetivo por minimizar incluird solamente los cos-
tos que dependen de la localizacién de la planta. Se tendrd para
este problema:

_LM =0 ¥i 62.1°
Sx‘

*Las ecuaciones (6.2.1) en general son no li-
neales.

¢El m4ximo o minimo de la funcién puede en-
contraste entre el punto x, y el x,.

Eiemplo 6.3.3,

Solucién:

Y(x1 x3) = 50 |xa] + 15 {2 + (s~ 300)}% 4 50 {x,% + (1300 — x,)7)% +

15 ({1300 — x,)® + (900 — x,)3}% + 20 {(1300 — x,)* 4 x,°}%

¢ Ref. 1, Cap. 10.
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N~
Combustible y
$50/m _19%_'“_
Drenaje
$15/m:
1300m
Luz 1000 m
$15/m .
o) Agua y gas
"f_ $20/m
Camino
300 m de acceso
J, $50/m
T
F»———-——- 1 300 m ———————————
Carretera
L e

El lector puede proceder a calcular las derivadas parciales con
respecto a x1, y xs € igualarlas a cero. Para la solucién del sjstema
de ecuaciones algebréicas no lineales resultantes, es necesario em-
plear un método también iterativo.

La tablza 6.3.1 muestra los valores de las coordenadas x1 y x:
y de la funcién costo para diversas iteraciones a partir del punto
(500, 500). Para obtener estos resultados se emple6 el progra-
ma A.16 que ejecuta una bisqueda por gradiente. En cada etapa
el valor del parimetro @, se encuentra por bisqueda aleatoria;
Para esta minimizacién el programa A.16 emplea como subru-
tina un programa basado en el A.14.

Fig. 6.3.8 Plano de localizacién de ia fibrica del
ejemplo 6.3.3.
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Tabla 6.3.0 Resultados del programa A.16 para el ejemplo‘ 6.3.3.
LOS RESULTADOS PARA CADA ITERACIOM SON

Co Xl - XZ F
5.00000000E+02 5.00000000E-+02 1.12532023E 405
—2.37119662E+00
3.86932534E+02 2.73865068E+402 1.1001 5658E +05
—4.24713455E--02 .
3.82882151E4-02 2.69814685E+02 1.10014699E+05
3.7709204) +—0!
3.64901001E+-02 2.69814685E+402 1.10007395E+ 05
~~3. 137361 1 5E—03 ‘
~-B8.137361 15603
3.77092C41 E-01"
. 3.64512982E402 2.87795835E+0% "~ 1.09997591E+05
—4.46264 1 56E—02 .
3.60257075E+02 2.87795835E+ 02 1.09996887E+ 05
339754126602 .
3.58637001E+02 2.87795835E+02 1.09996843E+05

—-8.!3756! I15E—03
—38.13736115E—03
—8.137361 1503

EL VALOR MINIMO OBTENIDO DE LA FUNCION ES = 1.09996843E+05

LOS VALORES QUE OPTIMIZAN LA FUNCION SON

VARIABLE VALOR DE LA VARIABLE
I 3.58637001E+-02
2 2.87795835E+02

Desde luego que en este zjemplo, como en otros donde la va-
riacién posible de (xi, Xz, ..., Xa) estd restringida, en cada ite-
racién hay ‘que ver si el punto sigue estando dentro de la zona
posible. En el ejemplo 6.3.3, dentro del predio mostrado.

*Este procedimiento de busqueda podria compararse con la cstra-  ®Para subir ripide una montafia siga la ruta
tegia que puede seguir un alpinista para-llegar lo méis pronto  de mayor pendiente y siga hasta que el paso
posible a la cumbre de una montafia. Una posible forma de ha- siguiente sea de bajada.
cerlo es subir por la recta de mayor pendiente, o empleando el
lenguaje del calculo, siguiendo la direccién que marca el gradiente.

Un alpinista que sube una montafia con densa ncblina, puede lle-
gar a un punto donde al siguiente paso se baja. De acuerdo con la
estrategia que sigue el alpinista, concluye que ha llegado a la cum-
bre. Puede suceder que en efecto ésta sea la cumbre de la mon{t‘aﬁa,
o solamerte un promontorio local. La densa neblina no le permitc  °Puede llegarse a un promontorio local.
ver lejos. [« el método de bisqueda descrito puede suceder exac-
tamente lo t:ismo. Como el procedimicnto avanza de punto en



punto puede llegarse a un llamado maximo (o minimo) local,
equivalente .a un promontorio local en una montana, que sin em-
bargo no es el maximo (o minimo global), o sca el punto donde
M(x) es maximo o minimo en toda la zona posible de variacién.
*Este procedimiento trabaja sin problema con funciones con un
solo méximo o minimo. Frecuentemente la naturaleza propia del
problema permite determinar si se ha encontrado un maximo (o
minimo) global.

El programa A.16 del apéndice A permite resolver problemas
de-bisqueda por gradiente, Los problemas 6 a 9 de la scccidn
6.8-permiten al lector adquirir mayor destreza con este métode.

En la siguiente seccién se introduce al lector al anilisis marginal,
otre-método de optimizacién que tiene importantes aplicaciones
en estudios econémicos.

En Ia siguiente seccién s¢ establece ademds un enlace entre ei
capttilo 4, en particular entre la seccién 4.5 dedicada a fun-
. * ., Y, .« . .
ciores de produccién y métodos de optimizacién.

Andligis marginal 297

*La bisqueda por gradiente trabaja cuando las
funciones tienen un solo maximo o minimo.

*Programa A.16 de blsqueda por gradiente.

#El anilisis marginal se emplea en estudios
econdémicos.
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6.5. PROGRAMACION LINEAL
6.5.1 Ejemplos

Existen muchos problemas de optimizacién cuyo modeio mate-
matico es de tal naturaleza que se pueden resolver con la técnica de
optimizacién cenocida con el nombre de programacién lineal. Se
han ,desarrollado algoritmos y basados en ellos, programas de
computadora digital para la solucién de estos problemas.

*La estructura de los problemas que pueden resolverse con esta
 técnica es siempre la misma, de’ mancra que contando con un
buen programa para la solucién de éstos, pucden resolverse sin
necesidad de tener que escribir programas especiales para la solu-
cién de problemas particulares. Los problemas de optimizacién que
se pueden resolver con *la técnica de programacion dindmica por
otra parte no *iene esta caracteristica y con frecuencia es necesario
desarrollar programas particulares para obtener la solucién de un
problema especifico.

En esta seccion se empezard a ilustrar con ejemplos la formu-
lacién de modelos materniticos que permiten aplicar la programa-
cién lineal. A continuacidn, la ilustracién geométrica de la solu-

cion del problema de programacién lineal, sirve para introducir

el método simplex de solucién de problemas.

El primer ejemplo ilustra un problema de transporte. Supéngase
que una embotelladora tiene dos plantas, una en Tlaxcala y otra
en Tehuacédn, con capacidad de 7 000 y 13 000 cajas de refrescos
al dia, adem4s tiene dos centros de consumo que son Puebla y
Orizaba, que pueden consumir hasta 12 000 y 8 000 cajas diarias
respectivamente. El costo de envio de una caja de refrescos de los
diferentes lugares de produccién a los diferentes destinos estd dado
en la tabla 6.5.1.

#*Todos los problemas de programaciva lineal
tienen el mismo modelo matemitico.

*No existen medelos generales para prablemas
de programacién dinimica.

Ejemplo 6.5.1

O 7000 O 12000

Tlaxczla Puebla
O 13000 O 8000
Tohuacén Orizaba
PLANTAS CONSUMO
Tabla 6.5.1 Costos dc transporte en el ¢jemplo

6.4.1.

de ¥ Tlaxcala | Tehuacin
a 1 - 2
Puebla | -

! 0.8 1.00
Oriuaba

2 1.30 0.9




\
1
'

i
]
El administrador de la empresa deli: determinar cuéntas cajas

deben enviarse de cada embotelladora a cada centro de consumo,
de manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

Para plantear este problema en el marco de las ecuaciones
(6.1.1) ¥y (6.1.2). '

es necesario deuuir la siguiente variable: xy es el ntimero de cajas
enviadas de la embotelladora situada en la localidad i’sima (i = 1
corresponde a Tlaxcala ei = 2 a Tehuacdn) al centro consumidor
j’'simo (1'es el indice de Puebla y 2 el de Orizaba). Con la intro-
duccién de esta variable el problema puede plantearse de la si-
guiente forma:

Las cajas enviadas de la localidad 1 (Tlaxcaia) al centro de
consumo 1 {Puebla), que se ha acordado representar con x11 mas
las cajas enviadas de la localidad 1 al centro de consumo 2 (Ori-
zaba), xi12, no deben exceder la capacidad de ‘la embotelladora
de la localidad 1 que es de 7 000 cajas, es decir,

La figura 6.5.1 ilustra el planteamiento de esta ecuacién:
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1) Cada embotelladora no puede enviar mis ca-
jas que el maximo que puede producir.

2) Cada centro de consumo puede obtener tan-
tas cajas como pucde consumir.

3) Deben minimizarse los gastos de transporte.

M = M(x,, %, ..., %) (6.1.1)
Ci=Ci(x3,%z,..%,) > Oparai=-12,... p
Ci=0Cy(xy %g,..4%y) < Oparai=p+41,..r
G =Cy(x,Xz..,%,) =bparai=r+l,...n

(6.1.2}
Emboe-
lladors xu Cajas
Centro de
consumo
X + Xyp < 7000 (65.1)
Tlaxcala

capacidad: 7000 Puebla

MG‘

X1 + %2 < 7000

Yehusesn Orizaba

Fig. 6.5.1 Cajas enviadas desde la embotelladorn
en Tlaxcala.
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En forma similar puede establecerse la siguiente ecuacién que
limite la produccién total de la embotelladora de la 2da. locali-
dad a 13 000 cajas, a saber:

La figura 6.5.2 ilustra el planteamiento de otras ecuaciones.

Por otra parte, se ha sefialado que cada centro de consumo
puede obtener tantas cajas como desea.

Al centro consumidor 1, Puebla, le llegan x11 cajas de Tlaxcala
y xn cajas de Tehuacin tal como ilustra la fig. 6.5.3. Por lo
tanto, como el consumo de Puebla es de 12 000 cajas:

Finalmente como dltima restriccién se tiene que las cajas que
recike Onzaba, centro consumidor 2, deben ser iguales o rr;ayor
a 8 000 cajac, Se tieze nor lo tanto; .

X + Xz < 13000

Tiaxcala Puebla

(65.2)

Tehuacén Orizaba
Capacidad = 13 000

’
Fig. 6.52 Cajas enviadas desde la embote-

lladora en Tehuacén.

taa + % > 12000

Puebla
Tlaxcala Consumo = 12000

Tehuacsn 0

(6.5.3)

Fig. 6.5.3 Cajas recibidas en Puebla.

Xi3 + X3 > 8000

(6.9.4)
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®

X12 + X22 2> 8000

La figura 6.5.4 ilustra el significa’o de esta ecuacién. Maxcala

Tehuacén Orizaba
Consumo = 8090
Fig. 6.5.4 Cajas recibidas por Orizaba.

Para terminar con el establecimiento del modelo matemético de
este problema es necesario establecer la funcion objetivo.

st?n o‘l;izt;:o }:; .anéhsm es minimizar los costos de transporte que M = 08 xyy + 1 xqg + 1.3 521 + 0.9 %
(6.5.5)

Debe ademés imponerse la siguiente condicién: xi > 0%, ¥ (6.5.6)

ya que no tendrin significado valores negativos de envios de cajas.

En resumen puede decirse que el problema consiste en minimi-

zar la funcién objetivo. M =08x, + 1.x; +1 3%y, + 09x20 (6.5.5)

Sujeto a las restnccnones

X+ X < 7,000 (65.1)
X + X2 < 13,000 (6.5.2)
%3 & X, > 12,000 (6.5.3)
%12 & X33 > 8,000 (6.5.4)
xy 2> 0, ¥ yV, (6.5.6)

Todos los modelos mateméticos de problemas de programacién
lineal tienen precisamente esta forma.

Antes de continuar conviene recordar algunas definiciones in-
troducidas en la seccién 6.1.2.

®1.a solucién factible satisface todas ias restiic-

*Un conjunto de valores de las variables que satisface-todas las s
ciones.

restricciones del problema se llama una solucién factible del pro-
blema de programacién lineal. Empleando la definicién anterior,
puede decirse que la solucién del problema consiste en encontrar
una solucién factible que sea éptima. En este caso del problema!
del transporte una solucién factible que 'minimice la funcién ob-
jetve (6.5.5),

1
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*Fste problema tienc cuatro variables que hay que determinar,
1315 X1z, X21 Y Xezz. Con objeto de visualizar geométricamente la
solucién de los problemas de . programacién lineal e introducir otro
tipo de problemas de optimizacién de este tipo, se incluye un se-

gundo e¢jemplo:

*Supéngase que una compaiiia de transporte tiene x. camione-
tas de 2 toneladas y x» camionetas de 4 toneladas y desea maxi-
mizar su capacidad de transporte. La funcién objetivo es
y ¢} problema consiste en maximizar dicha expresién.

#*Adanis la compaiifa tiene las siguientes restricciones:

#La primera es la siguiente: Las camionetas chicas requicren
1 dia de mantenimiento al mes, y las grandes 4 dias y la compa-
fifa sblo tiene dbpomblcs 24 dias de mecdnico al mes. Matemé-
ticamegte esty restriccién se expresa de la siguiente forma:

*La segunda restriccién en este problema se refiere a la dispo-
nibilidad de andenes de carga. Ambos tipos de vehiculo, requie-
ren de igual nimero de andenes de carga, y que la compaiiia sélo
cuenta con 9 andenes. Empleando las variables x1 y x2 esta restnc-

cién establece:

#La tltima restriccién se refiere al personal que se requiere para
cargarlas. Este personal estid restringido a 21 personas. Las ca-
mionetas chicas requieren tres personas para cargarlas y las gran-

des solamente una persona. Se tiene por lo tanto

*Desde luego que las variables %, y xe, nimero de camionetas
de 2 toneladas y de 4 toneladas con que cuenta la compafiia res-
pectivamente, no pueden ser negativas, por lo tanto las dltimas
restricciones en este problema son:

Desde luego existen otros muchos problemas donde puede apli-
carse la programacién lineal. Entre ellos pueden citarse proble-
-mas de mezclado Y planeacién de la produccién como el ejemplo

6.5.4 de la seccién 6.5.5.

) |
Después de estos ejemplos se procederé a planear en forma Yor-
mal el problema de programacién lindal y 'se cstudiaran las con-
diciones que debe satisfacer tanto la funcién objetivo como las res-

tricciones.

I"

*Varnables del problema x;,, %42, 231 ¥ X122

\

Ejemplo 6.5.2

®x, camionetas de 2 ton.. % camicnetas de
4 ton.

m= 2%, + 4% {6.5.7)

#Restricciones.

“Mantenimiento:
24 dias mecinico/mes.

xg 4 dx, < 2¢ {6.5.8)

@2da. Andenes de carga:
9 andenes.

K+ << {6.5.9)
#3ra. Cargado:
21 personas.
Ix 4+ x4 <21 (65.10)
*Ultima:

no negatividad.

X, 2 0% 2> 0 o {6.5.1])



6.5.2. Planteamicnto formal \

#Si se analiza la formulacién dc los problemas de los dos ejem-
plos introducidos en la seccién aaterior, pueden detectarse ciertas
variables que se llaman en forma zenérica actividades.

*En el ejemplo 6.5.1 lag actividades consisten en enviar cajas
de refrescos de la embotelladora al centro consumidor y se han rc-
presentado con los simbolos:

“En el ejemplo 6.5.2 cstas actividades consisten en operar camio-
nes de carga y se han empleado los simbolos x: y x2 para represen-
tarlac,
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2Acuvidades.

®Envio de cajas de refresco

Xy i:j = 112

®Operacion de camione: de carga

Xy X

*Caaa actividad queda caracterizada por una variable que sc%Nivcl de actividad.

designa como nivel de actividad.

Ademas se observa que los problemas de los ejemplos anteriores
satisfacen las siguientes condiciones:

*1anto las restricciones como la funcién objetivo son funciones
lineales de los niveles de actividad. Al ser lineales estas funciones
son hemy “éneas y aditivas.

Una funcién

es lineal si dados dos conjuntos:

*y aus _.nsiantes cualquiera K y K’ se tiene:

f(Kxy, + K%/,...,, Ky, 4+ Kx)

*La condicién de linealidad (6.5.12) es equivalente a dos condi-
ciones. En primer lugar una funcion lineal tiene un factor constante
de escala, es decir.

*y cu segundo lugar es aditiva:
f(xl + x'b Xo + x'z,--

1n ejemplo servird para ilustrar este importante concepto y
sefialar que funciones del tipo

*pno son lineales. Es decir, si en las funciones hay cargos, fijos
(el térmmo a) no es posible aplicar directamente ¢l concepto de
programacién lineal.

T ra.

= Kf(x,,

0By Ey = (m, my

1. No negatividad de los niveles, es decir
Xy o= 0, V&

®Funciones objetivo y restricciones son lineales
-»homogéneas y aditivas,

£y, %gy o)
2Conjuntos de variables

xi=12,...nyx,i=12...

®Constantes K y K’
+ KH(xy, x’z, 6.5.12)

Zgye 00 ¥a) )

a

¢Condicién de linealidad = factor constante de
escala

f(Rxy, KXgye 0 o %)
(6.5.13)

°Condicién de linealidad -+ aditividad.

Kxn) = Kf(xl, X2,..

6.5.14)

w X) 4 £y, gy ... ¥y)

f(x) = a + bx (6.5.15)

2Funcién no lineal.

Ejemplo 6.5.3.
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Determine si las siguientes funciones son lineales y justifique
la respuesta.

e ca.uple la condicion (6.5.12) y la funcién es lineal.
la funcién no es lineal.

El°problema de programacién lineal por lo tanto puede plan-
tearse de la siguiente forma.

*Hay que determinar el valor de los niveles de actividad
X1, X2, ... X5, que maximicen a la funcién objetivo:

sujeto a las siguientes restricciones:

*Los coeficientes C; de la funcién objetivo se conocen con el
nombre de coeficientes de costo, y los coeficientes aj;y de las ecua-
ciones de restriccién se llaman coeficientes estructurales.

Como se ilustra’ en el ejemplo 6.5.3 un problema de maximi-
zacién puede siempre convertirse en uno de minimizacién.
Como muestra el sistema de ecuaciones (6.5.16) las restric-
ciones pueden ser del tipo de desigualdad o igualdad. *Para
la solucién del problema de programacién lineal conviene conver-
tir todas las desigualdades en igualdades introduciendo variables
de holgura, que de preferencia deben de ser positivas. La siguien-
te desigualdad:

puede convertirse en una igualdad introduciendo upa variable
positiva Xp+q llamada de holgura. En efecto: ‘

*Si por otra parte se tiene en la ecuacién de restriccién la desi-
gualdad en senudo contrario.

a) y = 3x; 4 2x,
‘_b) y=3x+5

Solucién:
a) Como a%x, + b3x’; 4 a2x, +bx’y
= af3x; + 2x;) + b(3x’, + 2x')

b) Com033x+5+b3x;‘+ 53 a(3x + 5)
-+ b(3x’ + 5)

¢Encontrar x que maximice:

ms=c¢ X +ex+...+cx, (6.5.6a:
y =atisfaga:

aly Xy + A+ .. T, =bi=1,2...p

ap X tapxgt.. tagx, <hi=p+1.r
A X+ 2 Xp . Fagxy, 2 bi=r 4+ lom
x2>20j=12...n
(6.5.16b)
®, = coeficientes de costo
a, = coeficientes estructurales.

%Variables de holgura > 0 para coovertir
desigualdades en igualdades.

Desigualdad
aq‘ Xl +a"“ x=+--. + aqn.'“ S bQ
+ .

Variable de holgura o
Xpeq > 0
ARV C:Jt\.VR_\ Igualdad
aaXptag Xt ...t agx txaq=hy
#Desigualdad .
8 X + g Xy ... Foagxg 2 b,
i +
Variable de holgura
Xavg f 0
Igualdad
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la introduccisn de la variable dt_ holgura positiva xa%, convierte

‘a desigualdad en una igualdad, va que:

Ademds, los métodos de solucién del problema de programacién
lineal exigen que los niveles de actividad sean positivos, es decir,
x 2 0, ¥i. *5i un nivel de actividad no estd sujeto a esta res-
triccién se le puede sustituir por la diferencia de dos niveles de
actividad positivos. Supongamos que el nivel x; no estd restrin-
gido. Si se introducen las variables

Kty _x‘_r relacionadas con la variable x; mediante la siguiente di-
ferencia.

ia variable o nivel de actividad original puede ser mayor, igual o
menor gue cero, sin que las variables x;+ y xi” tomen valores nega-
tivos. El siguiente ejemplo ilustra tanto la introduccién de variable
de holgura como el empleo de la relacién (6.5.17) y la transfor-
macién de un problema de minimizacién en uno de maximizacién.

Convierta el siguiente problema de minimizacién en un proble-
ma de maximizacién, transforme todas las ecuaciones de restric-

cién en igualdades mediante la introduccién de variables de hol-
gura y transforme todas las variables en no negativas:

3¢ sabe que:

Definiendo una nueva funcién objetivo.
ia funcién objetivo se convierte en:

Para convertir las dos desigualdades de restriccion en igualdad
¢s necesario introducir dos nuevas variables xs y x. para realizar

los siguientes cambios en las restricciones.

*Finalmente la variable xz, no restringida debe sustituirse por la

Hiferencia de dos variables no negativas

Realizando esta sustitucién, las ecuaciones o condiciones de res-

tncm&'x tienen la siguiente forma:

Programacién lineal 3135

!
fi

ag Xy + 353 X3 + o T 30 Xg T Xneq = by
N

*Si nivel dq actividad
‘ x<L6>0

X =t — x= i
(5.5.17)

Ejemplo 6.5.3

‘min : m = 3%, 4+ 5x,
Su; + 2x, > 6
—bx, < 4
xy 2 0; x, sin restriccién-
Sowcibn:

Min, m=3x, + 5x, es equivalente a:
Max. —m=—3x,— 5x,.

2 Nueva funcibn objetivo n:
n=E—m

max: n = — 3x; — 5x,

X, — 6%, < 4 xqy —6x3 4+ x, =4

3%, + 2%, > 6 = 3%y + 2X; — x5 = 6
x, variable sin restriccién

Xo = Xt — x5~

£

3x‘ + 2){3"' _.f 2-‘{;_ — Xz = 6

. — 6%t 4 6x,” + x, = 4
45 X3+, X7y X3y Xy _>_ e

—
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y la funcién objetivo es:

También es posible resolver un problema de minimizacidn re-
curriendo a su formulacidn dual que se estudia en la seccién 6.5.5.

* La estructura del procblema de programacién lineal se presta

para el empleo de la notacién matricial. Si se definen *la matnz
de cceficientes estructurzles

. # Ins vectorss de achviaades:

de ®costos

y *de restricciones

El problema de programacion lineal queda planteado de la si-
guiente forma:

Sujeto a las restricciones

En la siguiente seccién se ilustra grificamente la forma de ob-
tener la solucién del problema de programacién lineal.

6.5.3 Solucién grafica

En esta seccidn ilustraremos graficamente la solucién del proble-
ma de programacion lineal. Como es dificil representar grafica-
mente funcicnes de mas de dos variables, se empleari el ejemplo

6.5.2 para realizar esta representacion.

El medelo matematico de este problema es el siguiente:

max : a=-—3x, — 5x,

°Formuiacién matricial
*Coeficientes estructufaiss

331 333 -+.33,

- T (6.5.17)
A=
Dy Gz +oe g |
2Actividades
% |
x,| (6.5.18)
X =
%)
*Costos
¢
£ = ¢,|{6.35.19)
€
4Restricciones

b,
b, | (6.5.20)
b =

max : m=2x, - 4x,

(6.5.21)

(6.5.22)
(6.5.23)

(65.7)



Sujeto a las restricciones

Las restricciones de este problema establecen una zona del pla-
n0 (X1, X:) donde deben encontrarse las soluciones factbles, tal
como se sefialé en la seccién 6.1.2. Observe que la ecuacién
x + 4x: = 24, corresponde a una recta, que divide al plano en
dos regiones. En la inferior se cumple xs + 4x: < 24, por lo
tanto, la solucién factible dcbe estar “abajo” de dicha recta. La
figura 6.5.5 ilustra la zona definida por esta restriccién.

Un razonamiento similar lleva a concluir que la solucién fac-
tible también debe estar a la “izquierda” de las rectas x1 + x: = 9
¥ 3x:1 + x: = 21 (fig. 6.5.6).
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X + fx, < 2 (658,
nt %< 9 (6.5.9)
3, + x < 2! (6.5-10)
X Xa > 0

Xy

- : T T L
2 4

Fig. 6.5.5 Zona con restriccién x, 4- 4x, < 24.

[

T 1B } I
2 4 6 8

Fig. 6.5.6 Zona con restricciones x; + x;, < 9y
3z, 4 x, < 2L
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Ademds, la condicibn x1 2 0 y x« > 0 impone que debe estar
e¢n el primer cuadrante. La regién del plano donde se cumplen
todas las restricciones es por lo tanto polégono convexo OABCDO
que aparcce en la figura 6.5.7.

El siguiente paso en la solucién consiste en encontrar dentzo de los
puatos de dicho poligono, que son soluciones factibles todos ellos,
aquel punto para el cual la funcién objetivo 6.5.7 2x1 + 4xa
es maxima. Notese primero que cualquier recta dependiente =2/t
cumple con la condicién 2x: + 4x.. Ademds, entre mayor sca la
distancia al origen de una recta dependiente ==1/2, tanto mayor es
2x1 + 4xa tal como se ilustra en la figura 6.5.8.

Para obtener ¢! valor maximo de la funcién objetivo 2% - 4x.
¢2 necesario desplazar una recta dependiente —~2/4 de manera que
su distancia 2l origen sea maxima, pero tenga por lo menos un
punto dentro de la regiéSn OABCDO. En la figura 6.5.9 se
ilustra este procedimiento de bisqueda del m@ximo. En el
punto B de coordenadas (4, 5) el valor de la funcién objetivo
2x%: - 4x2 es de 28 y se cumplen todas las restricciones. Por, o
tanto X1 = 4, x2 = 5 es la solucién del problema de programa-
cién lineal. Hacxcndo referencia a la fig. 6.5.9 obsérvese ademés
que para dicho punto, tiene las caracteristicas resumidas en el
cuadro de la tabla 6.5.1.

1

x \\Sx. +x: = 2
' 4 4);‘ §24 \
7 ~

. X~

\

¢ 9
X - Xy =
ZE \\ 3
N\
N\
/////A////V///////z//l Ay X
6 8

Fig. 6.5.7 Zona de soluciones factibles del ejem-

plo 6.5.2.

2x; + 4x, = 24

2)‘1 + 4X| = 16

2%, + 4%, = 8" )

X,

%ma\'

Fiy 6.5.8 Funciones objetivo del ejemplo 6.5.2.

\

Problema

Funcién objetivo,

M= 2%, + 4x,; (max.)
Restricciones.
% F dx, < 24 (a)
X+ % < 9 (b)
3x, + x; < 21 (c)
x = 0(d)
x = 0 {e)




#g

Programacién lineal 319

8 x: 2 0 (e)
=9
T T Ak xe =2
\‘a \ (C)
6‘ - 2, \ 1

//)}L

Es decir, el recurso mecanico “del que se cuenta con 24 dias
més, el de “andenes de carga” con el que ss cuenta con 9, se em-
plea plenamente si se usan 4 camionetas de dos toneladas y 5 de
4 toneladas. Mientras que de tercer recurso, del que se cuenta
con 21 unidades, sélo se usan 17. Sin embargo, ninguna otra com-
binacién de x: y x: permite obtener mayor volumen de carga sin
violar las restricciones (6.5.8), (6.5.10). Antes de continuar, né-
tese que la regién definida por las restricciones (6.5.8 - 6.5.10)
es convexa, como muestra la figura 6.5.10, ya que cualquier
recta-que une dos puntos cualqmera de la periferia de la zona
se cncuenu'a en la frontera o dentro de la regi6n.

e
-

~ En la seccién 6. 5 + se empleara la representacion grifica de la
splucién de programacién lineal para visualizar ficilmente diver-
sos tasos especiales de problemas de este tipo.

*E£: método grafico de solucién del problema de programacién
lineal estd restringido a modelos con dos variables. Pricticamente
todos-ios problemas de interés para el analista tienen mds de dos

Xy Zo(d)

T & X1

T
4 ; 8

Fig. 6.5.9 Ilustrwén de la solucién gréfica del pro-
blema de programacién lineal.

Tabla 6.5.1 Propiedades de punto éptimo B del
ejemplo 6.5.2.

R\atriccién \ Holgura
x, + 48, = 247 0
Xy . + X = 9 0
8 + x, =17 <2 4

D222 , “

Fig. 6.5.10 Zona convexa de soluciones factibles.

oM¢étodo grafico para problemas con dus va-
riables.
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variables, por lo cual el método grafico no se puede emplear en estos
casos. *Es necesario contar con métodos algebraicos que se puedan
programar en una computadora digital, con objeto de resolver
protlemas con un gran nimerc de variables, como son la mayoria
de ins que se encuentran en ia practica. El método simplex que se
introduce en la siguiente seccidn tiene esta propiedad. Sin embar-
go, es imperiante familiarizasse con la solucién grifica estudiada
en esta seccidn, ya que ayuda 2 entender la nawraleza de la solu-
cién del problema.

Al ir desarrollando ¢l método simplex de solucién analitica, con-
tinuamente se hard referencia a la solucidn grafica. Los autores
consideran que de esta forma el lector lo comprenderd con rmia-
yor facilidad.

6.6 PROGRAMACION DINAMICA
£.6.1 Caracteristicas

En la seccién 6.1.1 sc sefiald que los métodos de optimizacién
pueden clasificarse en métodos de gradiente y métodos de bis-
queda. *En la seccidn 6.5 se estudié el métedo de programacién
lineal que: constituye un método de gradiente. En la siguiente
seccién se establecen las bases de la programacién dindmica, un
método de optimizacién de buasqueda. Este dltimo método,
todavia mds que el de programacién lineal requierc del uso
de la computadora digital. ¥*Como se trata de una técnica enu-
merzativa, los tiempos de cémputo para estc método son en
general grandes, asi como los requerimientos de memoria. De-
bido a ello el empleo de esta técnica es un cuanto limitado, a
pesar de su extensivo numero de aplicaciones potenciales.

*La programacion dindmica es una técnica de optimizacién
enumerativa aplicable a problemas con restricciones y funciones
objetive que pueden ser mo lineales y regiones factibles no con-
vexas.

“Se aplica en forma natural a problemas que pueden aescom-
ponerse en eiapas a lo largo del tiempo, pero también puede em-
plearse en problemas no sccuenciales ¢ con estructura én serie.

En el anilisis de sistemas, ia programacién dindmica se usa en
general en problemas de toma de decisiones, frecuentemente re-
lacionados con la asignacidn de recursos.

#Para resolver este tipo de problemas, se establece un modeio
matematicc cuyas principales componentes son:

)
“Métodos algebraicos para resolver sistemas con
muchas variables.

*Meétodos de optimizacién de gradiente y bas-
queda.

¢ La programacién dinimica es un método de
bisqueda.

®Requiere mucho tiempo de cémputo y me-
moria.

%Puede aplicarse a problemas no lineales y
regiones no convexas.

*El problema debe poder expieares eu forma
secuencial,

*Modelo matemético.

1). Un estado inicial x que da toda la informa.
cién relevante sobre el sistema antes de la
toma de una decisior
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Como el problema de decisiones se presenta en aquellas situa-
ciones, donde un problema tiene varias soluciones factibles ¢ al-
ternativas, con objeto de poder seleccionar entre éstas, ¢s necesa-
rio asociar a todas las.posibles soluciones una funcién de benefi-
cio o ganancia, que mida la utilidad que se asocia a cada una
de las posibles soluciones.

Esta runcién o relacién de transformauidn puede ser una rela-
cién matemética o puede estar dada en forma tabular.

Para representar estas componentes del modelo de toma de de-
cisiones resulta Gti! introducir un diagrama de bloque (figura
6.6.1).

Como la funcién de transformacién T es univaluada puede sus-
tituirse (6.6.2) en (6.6.1) para obtener:

*Es decir, Ia funcién de beneficio r sélo depende de los estados
iniciales y las variables de decisi6n.

Recordando que la funcién de transformacién es univaluada
puede obtenerse la transformacién inversa T, a saber

Sustituyendo este valor en (6.6.1) se llega a:.

o bien

Un problema de toma de decisiones consiste en maximizar o
nﬁni/rnizar la funcién de beneficio r, si las variables independien-

2), Un 'estado final, 5_ que da toda la infarma-
cién relevante sobre el sistema después d-
haberse tomado la decisién.’

). La variable de decisién R = (d,, d:..., di)
que puede manipularse para obtener detcr
mmado cambio del sistema de su estado ini-

cial 3, a su estado final 5.

4). El beneficio r que es una funcién escalar
que depende del valor de los estados inicia-
les, de las decisiones tomadas, y de los esta-
dos finales, es decir

r=r(x D%

5. Una transformacién T, univaluada que rela-
ciona los estados finales, con los estados ini-
_ ciales, y lag variables de decisién.

=T (x D) (66.2)
32
x x
=i T

Fig. 6.6.1 Modelo de un problema de toma de de-
cisién.

r=r1 (5D, T (5 D))

*Funcién de beneficio

r=r (x D) ; (6.6.3)’

z=T" (3 D)
r=r (Tp(f_,g), D x)

r=r" (% D) 6.6.4)

“Maxunizar ¢ minimizar el beneficio.



tes o de decisién toman todos los posibles valores, dentro de las
restricciones que fija el problema.

Estos problemas de toma de decisiones son, por lo tanto, pro-
blemas de optimizacién entre los que podemos distinguir dos tipos:

El problema de optimizacién de estado inicial x consiste en en-
contrar el maximo (o minimo) del beneficio como funcién del
e«tado inicial, es decir:

En el problema de estado final x, debe determinarse ¢l maximo
' minimo) del beneficio como funcién del estado final, es decir:

LUon objeto de facilitar la presentacién del material subsecuen-
‘e ¢ ilustrar la naturaleza de estos problemas, conviene introdu-
cir algunos simbolos:

Usando estos simbolos el problema de valor inicial puede sim-
Lotizarse: '
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°Optimizacidn de estado inicial £
f(z) = mix r (x, D) (6.6.5)
D
(6.6.5)
°Qptimizacién de estado final &
f§(X) = max " (& D) (6.6,6)

%Simbolos empleados en programacién “dini-
mica.

e - 4}
Variable de entrada

_—————l>
Variable do salida

1

D

om—

Variable de decisién

r
Benoficio
z Variable de estade de
——fe————t ~ entrada o salida con
Z un solo valor dado
_j_;_ 2 z Varisble de estado do
" entrada o safida con varias
- Z posibles valores dados
E2
Fig. 6.6.2 Sfmbolos en problemas de programacié;
dinimica. .
D
X ==—p T > ¥
e g
| r

f(x) = mix r (x, D

Fig. 6.6.9 Problema de valor inicial.
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y el de wvalor final

*Problemas de optimizacién como los planteados cn las figu-
ras (6.6.3) y (6.6.4) contienen muchas variables. La programa-
“cién dinimica transforma un problema de esta naturaleza en una
serie de problemas més sencillos, que contienen pocas variables.

Esta transformacién es invariante en el nGmero de soluciones
factibles del problema y se conserva el valor de la funcién bene-
ficio asociada a cada una de las posibles soluciones.

- #La programacién dindmica se basa en el principio de ophma-
lidad expuesto por R.D. Bellman: (ref. 2).

Un cjemplo adaptado de la ref. 8 serviri para aclarar este
concepto, en que se basa la programacion dindmica.

*Supéngase que se desea asignar recursos a tres proyectos in-
dustriales, A, B y C con el objeto de maximizar las ganancias,
*sean Ra, Bs y Rc las cantidades que se asignan a los proyectos A,
B y C respectivamente y sean ¥Ry los recursos totales disponibles
que son limitados. Debido a ello, la cantidad que se asigna a cada
proyecto, depende de la cantidad asignada a los dos restantes. La
asignacién a C no debe exceder Rr — Ra — Rs *Sin embargo,
cuaiqmera que haya sido la asignacién a los proyectos A y B,
la asignacién Rc al proyecto C, debe ser éptima con respecto
a todas las posibles cantidades residuales que pueden quedar para
el proyecto C, después de asignar fondos a los proyectos A y B.
*La asignacién de fondos a los proyectos B.y C debe ser éptima
con respecto a la cantidad residual que queda después de asignar
recursos a A, cualesquiera que haya sido ésta asignacién.

La asignacién éptima al proyecto B, se encuentra maximizando
el beneficio, que ocurre de la asignacién al provecto B, junto con el

A ]
IS

111

122

I
~

-
g

b

f—

-

f(§) =max r (%, D)

o

Fiz. 6.6.4 Problema de valor final

®Programacién dinimica:
Un problema con muchas variabla.:;

Muchos problemas de pocas variablas.

“Principio de optimalidad de Bellman.

* Una serie de decisiones éptimas (politicas épti-

mas) tiene la propiedad, de que cualquiera
que sea el estado inicial y la decisién inicial,
las decisiones restantes deben ser 6ptimas con
respecto al estado que resulte de la primera
decisién”.

¢ Proyectos industriales A, B, C.

®Rq, B, ¢ recursos para cada proyecto
Ry recursos totales disponibles.
“Ry + Rp + R¢ < Ry

©La asignacién a C debe ser 6ptima con respéc-
te a Ry — R, — R;.

°La asngnacxén a By C debe ser optima con
respecto a Ry — R,.




beneficio 6ptimo del provecte C, como funcidn de los fondos
que quedan de -asignar recursos a B y A. La asignacién éptima
a A finalmente se encuentra para maximizar el beneficio de A més
el beneficio éptimo de B y C, como funcién de los fondos que
quedan después dc asignar recursos a A,

Obsérvese que se ha descompuesto el problema, en una secuen-
cia de toma de decisiones, asignando recursos a un solo proyecto
a2 la vez.

En realidad la asignacidén de recursos es simultdnea, pero la
descomposicién del problema, en una asignacién secuencial o en
serie de los recursos, permite tomar decisivnes una a la vez.

El concepto de sistema sccuencial o en serie ¢s muy importan-
te en este tipo de problemas v se discute con mayor detalle en
Ia siguienie seccion.

6.6.2 Estructuras serie

#En una estructura en serie, como se sefialé en la seccién 1.3.4,
la salida de un elemento estd conectada a la entrada del siguien-
te, sin haber realimentacién, ésta, como se indicé en la seccibén
1.3.5, implica que la salida de un sistema influye sobre su entrada.
La presencia de realimentacién en un problema de programacion
dinidmica puede resolverse sustituyendo la porcién del sistema con
realimentacién por un subsistema equivalente no realimentado. Los
ingenieros llaman a esta operacién: sustituir el sistema realimenta-
do por su funcién de transferencia **

#*En un problema con estructura serie en el tiempo, que son los
mis frecuentes en el andlisis de sistemas, las decisiones que se
toman-en un determinado instante de tiempo, no alteran los
eventos anteriores, solo tienen influencia sobre los eventos pos-
teriores. '

kn la construccién de una casa, el levantamiento de muros, es
pasterior a la construccién de los cimientos pero anterior a la colo-
cacién de ventanas y puertas. Si durante la construccién de los
muros, se cambia la posicién y tamafio de los huecos para las
puertas v las ventanas, este cambio, resultado de una decisién,
no afecta a la etapa anterior, o sea la construccién de los cimien-
tos, -pero si influye sobre la etapa posterior, la de colocacién de
pus-as y ventanas.

v {,eres Wretser V. y Murray-Lasso, M. A. Teorigx de Sistemas y Circuitos
T, Cap. 8. - '
Bérvicios y Representaciones de Ingenieria, S. A.
México, P T 1972,

Programacion dindmica 34%

. . | :
2Se asignan recursos & um, proyecto,a la ves.

=i i e =t 1 H 1 e

=X

Conexibn serie

*En una estructura serie las decisiones no afec-
tan eventos anteriores.
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Esquematicamente un problema con estructura en serie, puede
representarse usando los diagramas de bloque de Ia seccién 1.3.4,
de la forma mostrada en la figura 6.6.5.

R S T

X X1 i ) mE]
T, P T, bt Ty |t \ T, -
X Xz Xi , ) Xa
X T

-1
|
lr"‘“ ;‘l—l=xil i=2: 3 ...n ﬁ l!‘n
By =Xi=2,5,...n

B

A continuacién se hace una presentacién formal del principio
de optimalidad y se deduce la férmula recursiva para resolver
este tipo de problemas.

Fig. 6.6.5 Estructura en serie.

6.6.3 Principio de optimalidad
>
#S¢ sefialé en la’ seccién anterior que el objetivo de la descom- ~ ®Trabajar de preferencia won una variable de

posicion del problema de optimizacién en una serie de proble- estado y una de decisién.
mas secuenciales, es reducir el nimero de variables que se mani-

pulan en cada etapa, trabajando, de preferencia, con una varia-

ble de estado y una variable de decisién. Por esta razén en los

desarrollos subsecuentes se emplean los simbolos que corresponden

a cantidades escalares, como por ejemplo x, y no los correspon-

dientes a vectores como X, tampoco se seguird empleando el trazo

doble para representar las variables en los diagramas de bloque.

A continuacién aplicaremos el principio de optimalidad a un
problema de valor inicial adaptado de la ref. (1). | .

La figura 6.6.6a muestra una plataforma que debe soportar una l l
carga dada de wkg/m?*. El objetivo del problema es disefiar una pla- l
taforma, las columnas de soporte y los cimientos necesarios para 1 l L
soportar el peso minimizando el costo de la obra. Para aplicar '
la técnica de la programacién dinimica a este problema,conviene
descomponerlo en una serie de problemas més faciles de optimizar. ; é
(a)

Plataforma para soportar o Kg/m3



I.a solucién de este problema puede esquematizarse como mues-
tra la fig. 6.6.6b t
T3

Carga 3
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Carga

Plataforma

.

)
Columna

Carga&

T

(b)

1

Cimiento

Caiga

[ e LY

A

Estructura secuencial para la solucién del proble-

ma de disciio de una pla

N

Supénﬂase que se cmpleza, analizando las columnas; si se en-
cuentra que la solucién mds econémica son las columnas de con-
creto, esta solucién implica mayor peso sobre los cimientos que
el producido por las columnas de hierro. Esta solucién afecta el
beneficio (costo) de todas las etapas subsecuentes (En este caso
los cimientos), Por lo tanto no puede empezarse analizando las
columnas,

#Resulta evidente que la estrategia adecuada de solucién con-
siste en empezar analizando aquella parte del proyecto, que no in-
fluye sobre los restantes, en este caso los cimientos. Al igual que
en la asignacién de rccursos a tres proyectos industriales en la
seccién 6.6.1, posteriormente pueden agruparse las ‘dos dltimas
etapas, columnas y cimientos, para suboptimizarse posteriormen-
te, sin afectar a ninguna otra etapa.

Como se ve, el proceso de opummacmn se realiza en orden in-
verso, primero se estudian los cimientos, después los cimiéntos cn
combinacién con las columnas y finalmente todo el proyecto. Con-
viene por lo tanto numerar los pasos de solucién en este orden,
tal como aparece en la fig. 6.6.6 o en general como se muestra
en la figura 6.6.7.

R= z I

i=]

taforma de carga

Fig. 6.6.6 Ejemplo de aplicacién del método de programacién dinamica.

Empiece por aquellas partes que mo afectan
otras etapas.

Ta 1]

Kn

Tn Tl

P2

X|_.;J

Xy

Fig. 6.6.7 PEstructurn secuencial de n

. . rd‘l

pasoa.

Tia

S-
Eed

X1

-

0= mwai=2,3%...n

Xy

—rd
-~

Xz

Xy
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*Recuérdese que el beneficio en un problema de valor inicial
puede expresarse como funcién del estado inicial x y de la va-
riable de decisién di (ecs. 6.6.4)

*Si la funcién beneficio R para todo el problema, es la suma

de los beneficios de cada una de las etapas, se tene:

#recordando la estructura serie del problema que implica

#y la relacién entre ia variable de entrada x;, la de salida x y i de
decisién d

¥se obuiene para la primera etapa de la serie

Por ser la entrada al primero x., igual a la salida del segundo
=, se: tiene:

pero
sustituyendo esta relacion en la anterior
y como

y

se tiene al sustituir en (6.6.10)

Siguiendo con esta sustitucion se obtiene:

¢Beneficio de la etapa i'sima:

n=r(xd) (6.6.7)

®Para beneficios aditivos:

R=32r '(Ei‘ d) (6.6.8)

iM>

i
%Como la estructura es serie:

X =X,1i=23..,n (6.6.9;

#relacién entrada — salida
=Ty (x d) - (6.6.2)

O1ra. etapa
fn =1 (%, dy)

x = g
=5 (% d)

f‘a = T2 (xt) dz)

B =1, (T; (x, d;, dy) (6.6.10)

-

Xy = Xy

R = Ty (%3, dg)

£, = 1y (T, (Ty (xg, dy), dg), dy)

f= 5 [Ty (T [Toeor {Ta (%o do), doms}s --. ] do) dy] 6.6.11)

#*Obsérvese que esta relacién indica que el beneficio .r1 asociado
a la etapa 1 es funcién solamente de la variable de estacdo inicial
y de todas las variables de decisién. Una conclusién idéntica se
puede obtener para todas las etapas subsecuentes, por lo tanto
el beneficio total del proyecto es funcién exclusiva del estado ini-
cial y de todas las variables de decision, es decir,

*El problema de optimizacién consiste .en encontrar los ‘Elalores
de las variables de decisién di, dz, ... du. que para un valor
dado x. del estado inicial maximicen ¢ minimicen la funcién de
beneficio R de todo el proyecto.

©El beneficio total depende del estado inicial
y de las variables de decisién.

R = R(xy, dy, dyy...d;) . (66.12)

¢Encuentre dq, ds,..., d,;
que, optimice el beneficio total R, dado el es-
tado' inicial xg.
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Analicese ahora ¢] problema empezando con la lra, etapa.

Para ésta etapa, sea f. el méximo (o minimo) de la funcién
beneficio.

*Para cada. valor posxb]e ‘de x1, la funcién beneficio ticne un
valer éptimo, gue s¢ encliehtra opumlza.ndo esta funcién con rela-
¢ién a la variable de decmqn di, es decit

#3i Se considera a continuacién la segunda etapa su beneficio
scrér

%y el dptimo serd:

“El beneficic 6ptimo de la primera etapa'ya ha sido calculado
en (6.6.13) y por lo tanto se tiene como beneficio 6pnmo de la
primera y segunda etapas combinadas, por el principio de optima-
lidad.

¥N6tese que en esta segunda etapa ya solamente es necesario
buscar #! ptimo con respecto a de.

*Por la conexién serie entre etapas se tiene
y por la transformacién que ejerce la segunda etapa

Sustituyendo en (6.6.14)

“El beneficio 6ptimo de la primera y segunda ctapas combina-
das es por tantc:

*Procediendo con est razonamiento se llega a la n'sima y dl-
tima etapa y se obtiene una relacién similar para ¢l beneficio
613(5!73;’)

«foda esta deduccién puede por lo tanto resumirse en las si-
guientés ecuaciones de recursién para el problema de programa-
cién dindmica:

fa(x%y) = méx {rn(xc: d;) + £y (To(xy ;)0
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®Benelicip 6ptimo fy(x;) para cada valor de x,
t

fi(x)) = max ry(xy, ©y) (6.6.19;

1

%Para la 2da. etapa.

n (xn dx) + r; (xn da)
2Valor éptimo
méx {(r, dy) + 13 (%5 ds))}

du 8

2Beneficio para la lra. y 2da. etapas.

méx. {1y (d;, x;5) + §,(x,)} (6.6.14)

98610 se busca el 6ptimo respecto a d,.

¢Conexién serie

x =

%, = Tylxa )

mgx {rs {da, x3) + £:(Ta(x2, dz)}
3

2Beneficio éptimo de la 1ra. y 2da. etapas.

®Para la dltima etapa.

fu(xn) = n:!éx {rn(xm d) +
for (Talxa) du))}

2Férmula de rec:\n'xsién.

(6.6.15)
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f0g) = mix Q(x, d)  i=1,2...a
dy
Oilx, &) = n{x, di) i=1 (66.16)
Oulxy d) = 1y (%, dy) + fi=, (Ty(x, dy)
i=223 ...n

El problema siguiente ilustra el empleo de la programacién
dindmica.
Ejemplo 6.6.1.

*Supdngase que se desea maximizar el beneficio que se obtiecne  “Maximizacién del beneficio.

de un programa de desarrolio industrial.

*E} proyecto prevé la instalacién de un maximo de tres indus-
trias diferentes, El beneficio que se obtiene de cada industria de-
pende del nivel de inversién en las mismas, ¥Sea xi ¢l nivel de
inversién en la i’sima industria, y gi(xi) el beneficio que se ob-
tiene de la misma, si el nivel de inversién en ella es de-x. Ademas
se cuenta con un capital, maximo de 3 billones de pesos para el
Programa. Debido a la naturaleza de cada proyecto de inver-
sién, los niveles de inversién #{fo pueden ser miltiplos enteros
de 1 bilién de pesos. La ﬁgu';’a 6.6.8 y la tabla 6.6.1 muestran
¢l beneficio que se obtiene de cada proyecto de acuerdo con el
nivel de inversion.

*Tres unidades industriales.

®x, nivel de inversién en industria i'sima y
i(xy) su beneficio,

gl(n,)‘? gz(xz)s ga(xs}P

61 6~ 8 /;

4 ; at PR

2+ 24— . Yete
————x, b T
1 2 3 1 2 3 i 2 3

Fig. 6.6.8 Funciones de beneficio del ejemplo €.6.1,

Tabla 6.6.1 Beneficio de los proyectos del gjemgle
6.5.1.

Funcién

de

Industria i

beneficio

2 73

& (0)
g (1)
g (2)
g (3)

Off &=

A

~

0
2
4
€

[ B & B )
.




Solucion.

“Debido a la naturaleza del proyecto, la funcién objetivo o
beneficio total que se obtiene de este proyecto es de caricter adi-
#vo, es decir:

TAdema4s, se uene la restriccién en los fondos de: -

#Como el orden de asignacién de recursos en este caso es irre-
levante puede establecerse cualquier secuencia en la serie. Si em-
pleamos la del enunciado se tiene el diagrama de bloque de la
“rara 6.£73

o= )
Rr;+r,+ra ﬁ

1Jomo variable de entrada a cada proyecto puede considerarse
el recux‘so que queda por asignarsele, después de asxgnados re-
cursos a los anteriores, y como salida lo que queda por asignar,
una vez asignados fondos al mismo. La entrada, al tercero es fijo
¢ igual a 3. Si se toma la decisién de asignar dos billones de pe-
sos a este proyecto, es decir, ds = 2, la salida de! tercer bloque xs
serd I, y el beneficio rs de acuerdo con la tabla 6.6.1 seric de
4 tal como lo ilustra la figura 6.6.10 e

En este ejemplo, la transformacién tiene esta forma simple
% = : — du y las asignaciones de recursos estin sometidas a la

limitacién

Como la variable que entra a cada bloquc es el recurso dispo-
rible, se debe tener ademis que .
es dccxr no se puede gastar en un proyecto més de los recursos
d;.pombim
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°Funcién de beneficio total aditiva.
3
R= z gi(di)
i=t1
SRestriccién de fondos,
32> % 4+x4+x,

®La secuencia de asignacién es irrelevante.

recurso recurse recurso

Ts T3 Iy

L Tl Tg b Tl

Lo L

Fig. 6.6.9 Diagrama de bloque del ejemplo 6.6.1.

X3‘=3
— Ty e

Td,;z

Fig. 6.6.10 Ejemplo de asignaciébn de recursos al
proyccto 3.

Tr.

X fg“')q_di

!

+d;+dy +d, <3

=420 6524
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*La funcién de beneficio n(x, di) en este caso solamente de- ,*Funcién de beneficio
pende de la decisién que se torne, es d«lzcu':u nlxy, d) = gld,

#*La férmula de recursién para la solucién de! problema es eFérmula de recursidn

In este caso la transformacién es: (= d\\) = f(xp di) + fiy (Ty(x di))
' Y (6.6.17)
Sustituyendo en la relacién (6.6.17) se obtiene
/ (6.6.17) se bile Tix, &) = x — 4
"Recordando que para i = 1 Ja funcién 6ptima de benefi- o *
Cio €ese Q‘(x‘, d!) =8 (d‘) + f’-1 (Xl —'d!) (6.6,18)
7 “Para el ler. proyecto.
Coa ia importante restriccién sefialada de que ) ‘f1(x1») = max g,(d;)

1

Puede establecerse por lo tanto la tabla 6.6.2 para el calculo

de la funcién de beneficio éptima del ler.. proyecto. x zd

Tabla 6.6.2 , Asignacién de re\qéu(sos\ a la etapa 1.

Valor de 1 Posibles vhlores™. |  Beneficio Beneficio Valor de
Xi N de d1 5 41 (d;) 6ptimo dl*
di L ; ol . o fi(x) que produce €l 6p.
0 0 . 0 0 0
. [
0 0
1 l '3 3 l'
0 0
2 1 3 4 2
2 4
: "0 0
- 1 3 |
3 9 4 7 3
3 .7 _ .

®para la 2da. etapa

falxy) = méx {'gz(dz) + §(p = d;}
2

#Para la segunda etapa la formula de recursiéu establece:

Este méximo también tiene que encontrarse para todos los va-
lores posibles de x:. La tabla 6.6.3 ilustra cémo se obtiene| esta
serie de méximos para los diversos valores “de x2. *Nétese ade-
mis que tanto en la tabla anterior como en ésta, se anotan los

- valores de las sanabl(s de decision que llevan al beneficio 6p-

fmo.

%Anote el valor de las variables de decision
“Sptimas™,
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Finalmente para la etapa 3 se tiene fi(2;) = mix {gy(ds) + fo(%s) — ds}

ds
En la tabla 6.6.4 se resumen los valores de esta etapa.

‘Tabla 6 6.3 Asignacién de recursos a la etapa 2.

] Valor de | Posibles Vals. ‘Beneﬁcio Di{erencia] Beneficio épt.| Valor Beneficio | Beneficio Val. de var.
I Xy ded, dz la siapa %g -G, [delaetps ants| d,® acumulado| éptimo ; de decs. que
d; <z | 8oldy) V| R(xg—dy) lqueprod. | Qy(xpd,) | £(x5) prod. el 6pt.
i {(Tabla 6.62) [f (x;dy) d,° a
t
[ 0 0. 0 .0 0 0 0 0 0 0
| 0 .0 1 3 1 3
1 1 2 ) 0 0 2 3 1 0
0 G . 2 4 2 4
2 1, 2 1 3 - 1 5 5 i 1
‘ 2 4 0 0 0 4
r o0 [.0 '3 7 3 7
( ‘ | 2 ‘2 4 2 6 7 3 0
Lo 2 4 . 1 3 1 s 1 1 2
I 5 0 0 0 G
“Tabla Gléigi— . Asignacion de recursos a’ l\a‘ etapa 3.
orde | Posibles : | Beneficio | Diferencia Ber;:ficio opt.{ Valores Benéﬁ;io Beneficio- N Valores variables
X valores |delaetapa| x3 —dg [de lasets.'ants. [d,* yd,° acumulado| éptimo d,% d,° y d,° que
ded, g (dg) . fz(xs-d:,') .} que prod. Qa(xg, dg)| fH(xy) 1, prod. el beneficio
[ dy < %y (Tabla 6.6.3)|,(xg—d;) éptimo
d,%| dg® o 8 d, d,° d,°
0 0 0| 0 0 00 0 0 0 0 0
‘ _ .0 0 1 3 1] 0% 3 1 0. 0
I 1 3 0] o0 |0 ] 0. 3 3 0 0 1
0 0 2 5 141 .5
2 1 3 1 3 1 10 6. 6 1 0 1
2 5 0 0 o]0 5
s 0 >
1 0
0 0 3 7 3 o 7
u 1 3 2 "5 . 1 8 8 1 1 . 1
2 5 1 3 L1 0 8 1 0 2
3 6 | 0 0 L0 % 6
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*Esta Gltima tabla 6.6.4 permite concluir que el beneficio 6p- , “Benelicio 6ptimo.
timo que se obtiene dentro de los limites de los recursos disponibles
xs < 3 cs de 8. El beneficio de 8 se obticne asignando recursos
de las dos maneras que muestra la figura 6.6.11.

R=8 3 ' 2 Ta
3 > 3 2 > 2 L 1 0.
ool
R =8 5 0 Is
g
0
S s B o e 1 2

S

Fig. 6.6.11 Asignacién éptima de recursos al proyecto del ejemple 6.5.1

i_osérvese que en este caso existen dos estrategias de asigna. Tabla 6.6.5 Estrategias éptimas de inversién en el
cién de recursos que llevan al ‘mismo beneficio de 8, dentro de la proyecto del ejemplo 6.6.1.
Lmitacién xs £ 36 di + d2 + ds < 3. La tabla 6.6.5 resume
los resultados de este problema. ‘

Asignacién de
Proyecto recursos Beneficio

i 3

1 3

1 .3

? 3

N

Beneficio total

¥Para aclarar la razén por la cual la programacién dindmica  “El principio de optimalidad reduce &l nimero
¢s una técnica cnumerativa y por Ia cual el principio de optimalidad de alternativas a explorar.
reduce el nimero de alternativas entre las que hay que buscar el
méximo, se procede a continuacién a ilustrar la solucién de este
problema empleando arboles de decisiones, como los empleados
en la seccién 1.3.9.

Empezando asignando recursos al proyecto 1, se tienen las alter-



nativas mostradas en la figura 6.6.12, La cantidad dentro de los
nodos indica el beneficio que se ha obtenido siguiendo las asigna-
ciones de recursos asociadas a los segmentos de recta del nodo en
cuestién hasta el origen del diagrama. El simbolo gi(d.) repre-
senta el beneficio que se obtiene al asignar di recursos al pro-
vecto i

La asignacién de recursos al segundo proyecto, depende de la
que ya se asigné al primero. Si por ejemplo al ler. proyecto se le
asigna 1 unidad y se obtiene un beneficio de 3, al segundo pro-
yecto solamente pueden asignarsele 0, 1 6 2 unidades sin excederse
de los recursos totales de 3. Los beneficios totales que se obtienen
después de estas posibles asignaciones al segundo proyecto apare-
cen en la figura 6.6.13

<iguiendo con el método expuesto, se puede construir el arbol
de: asignacién de recursos para tode el proyecto. Este 4rbol se
muyestra_en la figura 6.6.14.
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gi(3) =7

Asignacién
de recursos °
al 197 proyecto-

Fig. 6.6.12 Arbol de combinaciones para la asig-
nacién de 3 unidades al ler. proyecto
del ejemplo 6.6.1.

oo
Fig. 6.6.13 Arbol con algunas posibles asignacio-
nes de secursos al 2do. proyecto,
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Fig. 6.5.14 Ardol de todas las posibles combina ciones de 3 umidades de recursos a 3 proyectos,

i



Este 4zbol muestra de inmediato las dos estrategias 6pt1mas que
aparecen en ia hgura 6.6.15

@ gi(1) =3

El 4rbol de decisiones de la figura 6.6.14 enumera todas las
posibles alternativas del proyecto, y constituye un método de fuer-
za bruta. ¥A continuacidn se seiiala cémo la programacién dind-
mica refina este método reduciendo el nimero de alternativas
entre las que se tiene que buscar el maximo.

*Recuérdese que el prrceso empieza en la primera etapa sefia-
lardo que la funcién de beneficio es:

\

¢y. para la segunda etapa se tiene:

Esta férmula indica que no es necesario buscar el éptimo be-

neficio que se obtiene al asignar recursos a los proyectos 1 y 2.
buscando entre todos los posibles valores de los beneficios de las’

etapas 1 y 2, sino solamente entre las posibles combinaciones de
beneficios de dos con beneficios 6ptimos de la primera etapa.

Finalmente para la ltima etapa se tiene:

*lgualmente el beneficio 6ptimo no se busca entre las posibles
combinaciones de beneficios de Ja primera, segunda y tercera eta-
pas, sino simplemente entre las combinaciones de beneficios de !
dltima etapa y del éptimo de las dos anteripres. Esta estrategia
de bidsqueda, resultado del principio dé optimalidad, reduce el
pimero de alternativas entre las que hay que buscar el éptimo.
Las figurus 6.6.16 a, b, ¢, ilustran cémo se eliminan alternativas
de acuerdo con la descripcién anterior.
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gs(0) "‘ 0

ga(l) = 3

Fig. 6.6.15 Asignacién éptima de recursos al pro-
yecto del ejemplo 6.6.1.

®La programacién dinimica reduce las alter-
nativas entre las que se busca el éptimo.

3Funcién de beneficio para la !ra. etapa:

fi(x,) = mix g,(d,)
4

°Para Ja 2da. etapa
fo(x;) = mix {(gg (da) '+ fy(x; — dy)}

2

f3(xy) = ‘:‘la" {(gs (ds) + lz("l:“ d,))
8

%S¢ busca entre los beneficios de una etapa y
el éptimo de la combinacién de laz anterio-
res.
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\
Eliminado

Fig. 6.6.16 a Asignacién de una unidad de recurso
en 2 etapas,

Fig. 6.6.16 b Asignacién de 2 unidades de recur-
so en dos etapas,
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g:(0) =0 '

d|'{'d2=3

La eliminacion de estas alternativas reduce la bisqueda a los
casos que muestra el arbol de la figura 6.6.17 con trazq grueso.

Fig. 6.6.16 ¢ Asignacién de. 3 unidades de recur-
80 en 3 etapas.
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Fig 5.5.17 Reduccién de alternativas a explorar. g:(C) =0



*La figura 6.6.14 muestra que este problema dene 20 posibles
alternativas. Si se emplea una bdsqueda directa es necesario bus-
car entre estas posibles alternativas, para las cuales debe co-
nocerse la combinacién de decisiones que llevan a cada una de
ellas, como ilustra la figura 6.6.18 para una de ellas.
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%Basqueda directa:
20 alternativas

Programacién dinidmica:
8 alternativas

83(3)

d'_’;-O
d'g‘:s
d.az’o

Fig. 6.6.18 Secuencia de decisiones que ilevan a un beneficio determinade.

Como estos probleinas tienen en gencral muchas més alterna-
tivas que las que se presentan en este ejemplo y mds etapas de
decisién, el método enumerativo directo requeria de una gran canti-
dad de operaciones y de conservar en la memoria una gran cantidad
de informacién: todas las posibles secuencias de la variable de
decisién entre otros datos. La programacién dindmica, al redu-
cir el nimero de alternativas entre las que hay que buscar el
6ptimo, disminuye los tiempos de computacién y los requerimien-
tos de memoria. A pesar de ello, uno de los factores que ha
limnitado la aplicacién de este método es precisamente ¢l requeri-
miento de memoria que se necesita. En el capitulo 11 de la ref. 1
el lector puede encontrar una presentacién formal sobre el pro-

blema de reduccién del esfuerzo computacional entre la bisqueda

directa y la programacién dinimica.

‘La solucién de un problema de asignacién de recursos con un|' "

nimero mayor de etapas que el del ¢jemplo 6.6.1 puede en-
contrarse empleando el programa Al8 del apéndice A. Este pro-
grama requiere de los siguientes datos:

a) Nimero de industrias
b) Monto de la inversién ,
c) Funciones de beneficio de cada industria.
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El resultado de este programa. aparece en la tabla &.6.6.

Aartes de continuar debe hacerse notar que en cada etapa de ia
solucidn es neccsario encontrar un maximo (o minimo). Para
encontrarlo, de acuerdo con el tipo de problema se aplica alguna
de las técnicas expuestas en las secciones anteriores de este capi-
tulo, o bien una busqueda del tipo introducido en las secciones
3.9.2 6 353,

&.5.¢ Rcedes de transporte

Una aplicucién importante de la programacién dindmica es la
reterminacién de rutas més largas o més cortas en redes-de trans-
porte entre dos localidades. En esta secci6n se ilustra este problema.

#*La figura 6.6.19 ilustra las posibles rutas entre una localidad
V y dos puertos de un litoral. Supéngase que las poblaciones inter-
medias sur de tres tipos, cercanas a la localidad, cercanas al lito-
ral ¢ intermedias, agrupadas como muestra la figura 6.6.19.

Tabia. 6.6.6 Resultados del programa Al8 para
el ejemplo 6.6.1.

tOS RESULTADOS OBTENIDOS SON (LOS VALORES DE
LA MATRIZ; CORRESPONDEN A LAS INVERSIONES NC-
CESARIAS A EFECTUAR EN CADA INDUSTRIA]

Los niimeros asociados a las carreteras indican su longitud. Se
trata de obtener la ruta maés corta entre la poblacién V y el litoral.

Poblaciones
cercanas

BENEFICIO " INDUSTRIA

1 2 3

0 0 0 0

3 i 0 o

3 0 0 1

6 1 0

8 ] 1] i

8 1 0 2

Ejemplo 6.6.2
9Posibles rutas del litoral al interior.

Poblaciones Poblaciones vPoblaciones
intermedias {ejanas de) fitorat

Fig. 6.6.12 Red de caminos entre la localidad ¥V y puertos de un litoral.



#*Para resolver todo problema conviene introducir una nota-
ci6n adecuada. Designemos con diye con la decision de ir de
la poblacién i del grupo k-1, a la poblacién j del grupo k. #Cada
variable de estado de entradz x« indica de qué poblacién de la
zona anterior viene la carrctera, y la variable de salida xx indica
hacia qué poblacién de la zona siguiente va la carretera.

Con esta nomenclatura se puede empezar a resolver el pro-
blema. .
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Grupo “Grupo
K-1 K
|

|
Decisién '
dis.k :

% )
De d6nd:u A dénde
va

viene

#Para la Ira. etapa, o sea la ruta entre el litoral y las pobla-  #Del litoral a las poblaciones lejanas

ciones lejanas se tiene como éptimo de la funcién objetivo:

Y.a :abl. 6.6.7 resume los resultados para encontrar el éptimo.

fi(x,) = min {Tx(xh dx)}
d,

Tabla 6.6.7 Obtencién del beneficio éptimo en la 1ra. etapa.

Poblaciéq Indices de la|Longitud | Poblacién |Optimo Decisién
hnterior 1ra. decisién | del siguiente | f,(x,) éptima
x, caminor,{ X, d,
IL 111 6 1 6 . 111

211 5 1
I, 99 1 7 9 5 .. 211
11, 321 3 2 3 321

rara la comunicacién entre las poblaciones lejanas y las inter-  “Entre poblaciones lejanas e intermeduas.

medias, etapa 2, se tienc:

Estos valores se resumen en la tabla 6.6.8

fa(xg) = ;nin {r2(xas da) + fi(xy, &) )

Tabla 6.6.8 Obtencidn del beneficio 6ptimo en 2 etapas.

Poblacién | Indicesde la Longitud Optimo Daecisiones
anterior | 2da. decisién . =5 | f(z) g | f(x) Sptimas
Xa ' -~ . ' d,° dy®
112 8 1 1 9
: 222 2 2 5, W7 .
III’ 23 2 3 ) 3"‘ 3 F,’s 6 32 l 23 2
322 2 2 5 7 ’ .
il 339 5 3 3 8 7 211 322
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#Para la etapa 3 la férmula par: determinar el benclicio «s:

La bfxsqug‘_dé en este Sptimo se resume en la tabla 6.6.9

Tabla 6.69 Obtencibn del beneficio 6ptimo

?Eutre poblaciones intermedias y cercanas

fy(xs) = :l‘in {ra(xa: ds) + fa(x ds)‘}

3

en 3 etapas.

Poblacién Indices de la Longituc. Optimo Deccisiones 6ptimas
anierior 3ra. decisién Xy = Xy fo(x,) rf; | valor

i Ky | t fa ( b ) dID d nc’ d m"‘

v 113 ! 1 g B | sz 232 | 123

; ! 123 5 2 6 11

[ Vs 233 6 3 7 13 13 211 322 233

“*T'inalmente para elegir las rutas entre la Ira. localidad y las
poblaciones cercanas sc tienc:

Para encontrar este minimo se realizan los cdlculos que apare-
cen en la tabla 6.6.10

# Tramo final

f,(x4) = min {r4(x_‘, de) + f£(xa da)}

de

Tabla 6.6.10 Obtencién del beneficio Sptimo en 4 etapas.

IPoblacisn ‘| Indicesde la Longitud l Valor Decisiones éptimas
anterior | 4a. decisién r, xy=X, fy(xg) ry +f; 6ptimo
*1 f4(x) a” dg” dp® dry?
Xs 113 8 1 11 19 17 321 232 123 114
123 8 2 j i3 21 21 211 322 233 123

De esta Gltima tabla se concluye que el camino de minima lon-
gitud entre los puestos del litoral y la poblacién V tiene una
longitud 4z 17 a lo largo de la ruta 114, 123, 232 y 321, mar-
cada con trazo grueso en la figura 6.6.18.

El lector interesado en profundizar sobre este tema puede con-
sultar las refs. 1. 2, 5, 8 y 9. Los problemas 16 a 19 de la seccién
6.8 ilustran dif-rentes aplicaciones de este método.
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CONTROUL AUTOMATICO DEL SISTZMa ZLECTRICO NACIONAL
DE SERVICIO PUBLICO.

- £ ", DE ELECIRICIOAD
’_E j COMISION FEDEXAL ELE

1. - INTRODUCCION.

El siguiente escrito consui de seis secciones. -Después de -
esta introducc:dn se revisan diferentes concepros de Ingenierfa de Sistemas, -
seflalardo ls jerarquizacion que existe en los controles de un sistema a dife- -

reares niveles, con chjeto de estatlecer una secuencia 16gica de automatiza- -

cién.

En la siguiente seccidn se seialan diversas razones por las

que debe automatizarse un sistema elécrico de servicio pGblico,

Pcsteriorniente se sefialan los cbjetivos de un sistema de - -

4 .
control de produccién en la industria eléctrica.

A continuacién se propone una estructura para un sistema -

de controt del sistema eléctrico nacional.

- ~Finaliza este artfcuio con un pdrrafo de conclusiones.

2. - INGENIERIA DE SISTEMAS.

Actualmente las empresas eléctricas de servicio pblico’son
complejos sistemas. Para obtener ura adecuada solucién a los problemas que

se presentan en su operacidn, es preci=~ © ¢ 7ir a la metodologfa mds avan-

T ELECIRICIDAD FARA EL PROCRESO DE MEALG
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zada de la Ingenierfa de Sistemas.

La mertodologfa de la Ingenierfa de Sistermas se basa en el re-
conocimiento formal de la importancia que tiene la interaccién entre las partes

de un sistema con su funcicnamiento.

Disefiar un sistema consiste en traducir una serie de cbietivos

- 2 :
. «unciones del mismo a especificaciones del sistema por construir.

El andlisis 6 sintesis de sistemas se inicia substituyendo €l
problema real por un modelo, éste a su vez se caracteriza por una serie de re-
laciones matematicas que representan el sistema con sus objetivos y restriccio-
nes. La simulacibn que se realiza con este modelo desempefia un papel de zrgn
importancia en la bCls_queda de una solucién al problema, Permite ensayar varias

soluciones alternativas, evaluarlas y solamente después de este paso se procede

a construir el sistema.

! La industria eléctrica, como toda industria, tiene una estruc-

tura piramidal que consiste en un proceso ffsico y su controlador. (Fig. 1.

~

El controlador manipula el proceso con el fin de alcanzar lg3
objetivos de la industria, que en este caso son satisfacer la demanda de energia

eléctrica.con la maxima confiabilidad y los mfnimos gastos.

ELECIRICIDAD PARr EL PROGAESO DE MEXICQ
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En paralglo con las jerarmuias sefialadas en el fhvel ce con -

j
trol, al movernos hacia la cumbre de la piramide, podemos identificar una je

gt
b
“ .
TR

rarqufa de funciones de control, regulacién, optimizacién, adaptacién y crga_

nizaci6n automatica. Puede observarse que a medida que se avanza hacia la

|
1
i caspide, el énfasis en las variables flsicas disminuye y aumenta la importan -
Organizacién. i . -
i cia de las variables econdmicas en el proceso de toma de decisiones o funcio-
- Control de Prg Despacho y Opera- : " nes de control. =-

. cibén automitica =-

duccibn, i
del Sistema. !
1
]

- -- -Otra caracterf{stica del control de sistemas es 1a decrecien ~

planta.

ceso de toma de decisiones al ascender a través de la jerarqufa de control.

Control de Proceso. Control a nivel ! te frecuencia de las acciones controladoras y la creciente complejidad del pro
1
1

Debe nowrse ambién que dentro del primer nivel los jroble

Fig. 1. - Estructura jerdrquica del control. mas de control son determinfsticos mientras que se vuelven crecientemsnte -

probabilfsticos al ascender.a través de la jerarquia del sistema de control.
Pueden distinguirse en general tres funciones de control a di

~

fer.entes niveles. En el primer mivel se tienen aquellas funciones asociadas - | Iy Todos estos controles, ya sean mdquinas o seres humainos,
zon el control de las unidades de manufactura, que en el caso de la industna ' son procesadores de informacién., Reciben mformaci6n sobre el estado del -
eléctrica corresponden a las planmas generadores. En el segundo nivel las fun sistema y en funcién de &sta y del conoc1mielr{to de los objetivos del sistema y
ciones de control gufan las actividades de producéién mediante despacho de -- sus restricciones, ejecutan acciones controladoras.

carga, operaciones de conexion, etc. - -
Durante varias décadas no fue posible implantar la auioman

En el Gltimo nivel las funciones de control corres;ionden a - zacitn de los sistemas mds all4 del primer nivel, o sea el nivel planta, por - -
ia direccion empresarial e incluyen el esmblecimiento de objetivos para ser . limitaciones que imponia la tecnologia existente,
alcanzados dentro de las restricciones del sistema.

ELECTRICIDAD PARA EL PROGRESO DE MEXICO ELECTRICIDAD PARA EL 7ROGRESO DE MEXICO
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3. - NECESIDADES DE AUTOMATISMO.

Para sati:sfa.cer la creciente demanda de energfa elécrrica, -
cada vez se emplean por razones econdmicas, unidades generadoras de ma--
yor *capacidad. Para mantener con estas unidades una adecuada confiabili -
dad del servicio dentro de lfmites econdmicos, es necesario interconectar los
sistemas. La interconexién presenta adem4s beneficios adicionales derivados

de otros aspectos del aprovechamiento econémico del sistema.

Debido al crecim:ento de la demanda y a la interconexién de
los diferentes subsistemas eléctricos, la complejidad del sistema va en aumen
to, Haciendo cada vez m4sdificil mantener una adecuada seguridad y calidad -

en el suministro de energia y minimizar los costos de produccién mediante

técnicas manualeg de operacién del sistema.

La ingenierfa de sistemas permite conceptualizar sistemas

de control automdtico 1mplementados a diferentes niveles jerarquicos que no tie

nen las limitaciones de los sistemas de control manuales,
-1, -~ OBJETIVOS.

Un sistema automdtico de conircl permite, mediante un me-
jor conocimiento del estado del sisteina y una predicci6n de los efectos sobre
el mismo de diversas acciones de operacién,aumentar la seguridad del siste -

ma eléctrico.  Un sistema de control de este tipo permite ademds mumimizar

los ¢ostos de operacién y mediante una mejor distribucién de los reactivos en

ELECTRICIDAD PARA EL PROGRESO DE MEXILO
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la red hace posible sostener los niveles de voltaje requeridos en el sistema.

S.= ESTRUCTURA DEL SISTEMA.

El avance tecnol6gico actual permite alcanzar varios de los
objetivos sefialados empleando sistemas de control cuyos elementos bdsicos son

computadoras digitales que trabajan en uempo real. El control digital presen

t4' Yespecto al analégico varias ventéjas. Su mayor flexibilidad permite unple
mentar mejores esquemas de control en tiempo real. Ademis, puede emplear
se la computadora trabajando en tiempo compartido para realizar cdiculos de

apoyo a la operacién del sistema.

- Det.do a 1a contfnua aparicién de mejores técnicas de con- -
trol, la flexibilidad de un sistema digital permite su implementacién con cam- -

bios mfnimos en el equipo (Hardware).

El tamafio de la’ Repiblica y la distribucién geografica no uni
forme de los centros de carga y de los recursos de gencracion han determina-
do la estructura actuzal del sistema; una serie de subsistemas hasta hace poco
aislados eléctricamente. Por las razones s;ﬁaladas éstos subsnsteﬁas se han
ido interconectando. La capacidad de estos enlaces en general no permite el
libre flujo de energfa en ellos, Por lo tanto, cada subsisten;a debe absorber -

Sus propias variaciones de carga, manteniéndose en los enlaces flujos de ener

gfa programados en base a consideraciones flsicas y econdmicas.

ELECTRICIDAD PARA EL PROGRESO DE MEXICO
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Las razones anieriores apuntan hacia la conveniencia de im-

plemenar un control automdtico de produccion a dos niveles por 4rea y cen--

tral,
CoR . . D2
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Fig. 2. - Control Nacional y Controles Regionales.
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Como muestra la figura 2. Esm estructura de control ade -
’

mds presenta otras venmjas:

a). - Las necesidades de canales de telemedici6n se reducen, con-
sideracién muy importante dado el tamafio de la RepGblica.

b). - Bisminuye el tamailo y la complejidad de los sistemas de con
trol digitat. -

c). - Permite ha;:er consider;,ciones mds precisas sobre pérdidas

de transmision.

Las funciones de los centros de control locales son bdsica --

mente de supervisién y de reparto econémico de la generacion asignada al 4rea.

El control central recibe informaci6n scbre el estado de las diferences Areas

a nivel de transmisién y asigna a cada 4rea su participacion en la genarmcion

total del sistema en base a censideraciones de seguridad y econdmicas y con -~

trola el flujo en los enlaces.

La Fig. 3 esquematiza unposible funcionamiento del sisterna

de control jerarquizado. ~

4. - CONCLUSICNES

Este escrito ha mostrado la factibilidad y necesidad de umple-
mentar un sistema de control de 1a red eléctrica nacional a difcrentes miveles

con objeto de garannizar la continuidad de servicio y los costos minimos de --

SLECTRICIOAD PARA EL PRCGRESO DE MEXICO
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REQUERIMIENTOS FUNCIONALES DE UN SISTEMA
DE CONTROL DE AREA.

Se describirdn los requerimientos funcionales generales de
un sistema de control y adquisicién de datos para una drea del sistema eléc
trico de potencia nacional. Posteriormente se dardn los detalles de estos -

requerimientos.

. IL.- GENERALIDADES.
T

¢

E! elemento principal de este sistema es una computadora -
digital de proceso con respaldo digital 6 analdgico en el centro de contro! -
del 4rea. Estd comunicada con el sistema de potencia en el 4rea y el centro
de despacho nacional mediante una sene de dispositivos digitales de control

y adquisicién de datos. -

Existirdn canales de telemetrfa a las centrales eléctricas -

y a las subestaciones mds importantes del 4rea. Canales de telecontrcl a -
las plantas eléctricas mds importantes permitirdn el control digital directo

de estas unidades generadoras.

Las responsabilidades de los operadores en el centro de ~-
control del 4rea son la generacién, el intercambio de energfa con otras 4reas,
la geguridad del sistema de potencia del 4rea y la coordinacién con otras -

dreas.

ELECTRICIDAD PARA EL PROGRESO DE MEXICO
FORMA AAG - 006
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1. - CENTRO DE CONTROL DEL AREA. La Tabla No. 1 lista los diferentes programas con que debe can

Unma responsabilidad primordial del certro de control det --
4rea {CCA) serd el control de !a carga del drea. Para realizar ésta asf co-
mo oiras funciones, conx:ara con una computadora digital, el equipo central
de adquisicion de datos y de control, un sisterna de telerecepcidn y de tras

misidn, consolas de operadores, tableros de instrumentos y un diagrama --

mimizo del 4rea a nivel de trasmisién.

El centro de control de 4rea tendrd dos modos de operacién,
uno primario y otro secundario o de trespaldo, en caso de falla del primario.
El cearro ejecutard los cdlculos pare e! control de la frecuencia-carga cada
"d\as segundos, y los cdlculos necesarics para el despacho econémuco de car

ga cads 5 minutos (6 cuando resulte necesario debido a cambios en la cargz).
I

El programa de control de frecuencia—carga genera las sefia
les que en forma de pulses eleva/disminuye se envian por medio de los cana
les de telecomuricaci6n a las diversas plantas bajo control.

1. - Facilidades de Computac:6n Dizital. Consistirdn de una compu-

—

radora digital con memora adicional de tambor 6 disco, una lectora de tar

jetasg, una perforadora de tarjetas, una impresora de linea y unidades de -
cinta, asf como el sistemza operativo necesario. Incluye también el equipo
necesarto de interfase para comunicar la computadora con los canales de -
teletrasmisién, las consolas de los despachadores, otras computadoras y =

terminales remotas con rubos de rayos catédicos.

ELECTRICIDAD PARA EL PROGRESO DE MEXICO
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rarse,su frecuencia v modo de empleo.

2 - Equipo Central de Adquisicion de Datos y Control. Este equipo -

sumimstra a la compumdo.ra los datos enviados mediante los canales de tele

comunicacién desde las terminales remotas en las plantas eléctricas y sub-
4

cstaciones Esm informacién contendra datos del sistema de potencia tales

como: niveles de voltaje de linea, flujo-de potencia real y reactiva, estado

deslas umidades, sus lImites eléctricos y la generacién real y reactiva. El

egquvo trasmitird también las acciones de control determiradas zor la com-

putadora a las plantas eléctricas. Asf mismo proveerdn la comunicaci3n --

con el centro de control racional.

3. - Sistemas de Telemetrfa Este sistema recogerd ia informicidn

sobre el estado del 4rea. Esta informacién servird para accionar diversos
instrumentos registradores, suministrard ias varwables de entrada para la
computadora principal y su respaldo. Se sugiere el empleo de s:stemas de

tetemeiria digitales para las razones que se indican a continuacién:

Generalmente, las sefiales recibidas de los sensores y trans
ductores que miden los pardmetros flsicos t;e interés en el sistema son de -
forma analoga (contfnua). De igual forma las sefiales que operan los apara-
tos electromecdnicos que se emplean en el control del sister;la son también ~
contfnuas. Es razonable entonces que en muchos casos, el proceso de con-
trol 6 computacién pueda ser lievado a cabo en forma contfnua directamente
sin necesidad de técmicas digitales y la conversion necesaria A/D - D/A. --

#+
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No obstaiite Gué el diagrania de parad se cons Jafa ufd herra
miena adecuada para el control de la red, se observa que tiene dos limitwa -

ciones imperiantes ;

2). - El diagrama de pared es rigido por naturaleza, ya que siempre
presenia toda l1a informacién al mismo tiempo y ademds los - -
cambios ffsfcos que ocurren en la red, deben ser efectuados --

también en el diagrama.

b). - Para sistemas de mas de 1, 300 megawatts, lag dimensiones del
diagrama de pared se vuelven prohibitivas (40 m. X S m.).

Otzo aspecto importante se deriva de que para lograr un con
trol efectivo es esencial que se presente e! nivel de informacién adecuado --
al op=rador en el momento preciso, esto es de especial importancia cuando
existen condiciones anormales, es decir en aquellos casos en que la restau-
racién de la operacidn cerrecta depende del habil manejo de! operador que a

su vez depende de 1a informaci6n que recibe.

La solucidn a las hmitaciones de! diagrama de pared y la -~
presentacién efectiva de datos se ha obtenido con unidades de despliegue vi-
sual, estos equipos son manejados por un computador y permiien ilevar la -
supervision y el control de la red. Existe una gran variedad de equipos de
despliegue visual, los cuales varfan en complejidad desde mecanismos muy

simples que presentan Gnicamente textos alfa -numéricos hasta equipos que

permiten una representacién completa del sistema.

ELECTRICIDAD PARA L PROGREIO GE MEXICO
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La umidad de despliegue visual mis emieada es un wbo de
rayos catbdicos que estd conectado al sistema de computadora a través de

una unidad de control que regenera la tmagen representada.

Como estas umidades son completamente programables y lag
imidgenes que se van a desplegar estdn almacenadas en la memoria del com-
putador digital, ellas proporcionan una herramienta muy flexible para el uso
del operador. El despachador de la red puede de esta manera tener en cual-

“'quier momento y de cualquier sitio de laz red, la informacién deseada. Es -
decir que se tiene una vision telescépica dentro de la.red de potencia empe-

zando con un diagrama umfilar que muestra una vision genera! de la red, -
A

después se puede hacer un desplicgue que muestre alguna parte de la red en

dealle. A continuacién se puede presentar el diagrama de alguna svbesta -

cibn especifica y obtener informacion de algn aparato particular comc gene

radores, transformadores o interruptores.

Las mismas umdades pueder presentar informactén como -

s son las curvas de carga, datos de aparatos y otras caracter{sticas del sistema,

asl como uma grdfica de la variacion del voitaje durante los Gltimos 30 minu-

tos en las lfneas principales.

Podemos concluir que con las unidades de despliegue visual
es posible una presentacion sleccionada de gran cantidad de wnformaci6.: so-
bre el sistema de potencia, lo cual es imprictico, o b'en imposible, de re -
presentar <n un diagrama de pared o en instrumenros registradores. E1 el

coatrol de redes de potencia se emplean tubos de rayos catédicos TRC en

EZ ]
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(&%
planco y negro o en color.

s

El uso de TRC a color ha 1do en aumento, apesar de su ma-

yor costo debido a;

a) Los TRC a color permiten desplegar una mayor densidad de infor

macién que sus contraportes en blanco y negro.
b) Se logra una mayor claridad en la informacién desplegada.

©) La tecnologfa actual a reducido el precio de los TRC a color de -
mznera que es posible adquirirlos por sumas comparables a las

- necesarias para adquirir unidades semejantes en blanco y negro.

Se recomienda el empleo de dos consolas. Estas serdn fun
clonamente .dénticas y cada una auxiliard a un operador. Cada consola ten
drd dos tubos de rayos catédicos a célor. Ademis contardn cada uno con ~-
una 1rprescra silenciosa y un conjunto de teléfonos para comunicacién con

tos CSAD, las subestaciones y generadores cajo control, los dem4s centros

de control de 4rea y el nacional,

dos para introducir datos, desplegar alarmas, tablas de datos, resultados,

Los tubos de rayos carédicos serdn unliza

etc. Ademds pueden mostrar diagramas unifuares de las subestaciones, -
Un teclado se utilizars para introducir dates, pedir désp!iegues en el tubo de -
rayos catédicos, pedir impresiones, etc. Las impresoras servirdn para -

registrar alarmas, entradas manuales a la computadora e imprimir en gene

ral a solicitud mblas de datos contenidos en la memoria de la com
- I

putadora., .

0ne ELECIRICIDAD PARA EL PROGRESO Cc MExiCO f

%

4us DI3TTC OM CEALRaL

3. - Instrumeantos Registradores y Dicgrama Mimico. Se ha seialado

en el inciso anterior la venta)a de los despliegues visuales controlados por
computadora respecto a los despliegues de datosg convenciorales. A pesar
de estas ventajas varios centros de despacho modernos cuentan con los des~
pliegues en TRC y con log métodos cldsices de despliegue, los instrumentos
registradores y los diagramas mimicos, ya que los operadores asi lo han so

licitado. El personal técmco encargado de la planeacién de estos centros --

sin embargo parece considerarlos superfluos. Para el centro de control de
0w - N
- drca piloto probablemente sea conveniente contar con estos sistemas clasi-
cos, para facilitar la transici6n entre la operaci6n menual y autorndtica del

sistema.

6. - Terminale: Remotas. Cada una de las terminales remotas de

adquisicién de datos y control localizad;‘eu las plantas generadcras tiene -

dos propdsitos. Primero, localizar y recoger todos los datos de generacibén
y trasmitirlos al centro de control de 4rea cada vez que reciba una sefial de
explorar, segundo trasmitir directamente ordenes de eleva/disminuye gene

racién a las unidades hajo control.
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Fig. 2.7. A closed-loop control system.
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4 Elements of l.inear System Thecry

pendulum
o carficge
Fig. 1.1. An nverted pendulura positioning
N —~—  system.

Example 1.1. Inverted pendulum positioning system.

Consider the inverted pendulum of Figure 1.1 (sec also, for this cxample,
Cannon, 1967; Elgerd, 1967). The pivot of the pendulum is mounted on a
carriage which can move in a horizontal direction. The carriage is driven by a
small motor that at time ¢ exerts a force u(t) on the carriage. This force is
the input variable to the system.

Figure 1.2 indicates the forces and the displacements. The displacement of
the pivot at time ¢ is s(¢), while the angular rotation at time ¢ of the pendulum
is ¢(¢). The mass of the pendulum is m, the distance from the pivot to the
center of gravity L, and the moment of inertia with respect to the center of .
gravity J. The carriage has mass M. The forces exerted on the pendulum are

center of grawity

mg

- ]
pivot

Fig. 1.2. Inverted.pendulum: forces and displacements.



1.2 State Description of Linear Systems 5

the force mg in the center of gravity, a horizontal reaction force H(t),and a” -

vertical reaction force V(t)in the pivot. Here g is the gravitational acceleration.
The following equations hold for the system:

m ‘;i-‘z [s(1) + L sin ¢(1)) = H(1), 1-11
. i .
m ;;—2 [L cos ()]} = V(1) — mg, 1-12
d*¢(t) .
J —;{T = LV(t) sin ¢(1) — LH(¢) cos ¢(1), 1-13
O _ o e — 350 -
M P i p(@) = H@®) — F ok 1-14

Friction is accounted for only in the motion of the carriage and not at the
pivot; in 1-14, Frepresents the friction coefficient. Performing the differenti-
ations indicated in 1-11 and 1-12, we obtain

m3(t) + mL(r) cos $(r) — mL*(¢) sin (1) = H(p), 1-15
—mL$(t) sin $(1) — mLFE(r) cos $(t) = V(1) — mg, 1-16
JP(t) = LV(t)sin ¢(t) — LH(1) cos ¢(1), 1-17
M5(t) = u(r) — H({t) — Fi(2). i-18

Tq simplify the equations we assume that m is small with respect to M and
therefore neglect the horizontal reaction force H(r) on the motion of the
carriage. This allows us to replace 1-18 with

M5(t) = u(t) — FS(1). 1-19

Ehimination of H(t) anci V(t) from 1-15, 1-16, and 1-17 yields

(J -+ mLB(t) — mgL sin (1) + mL3(t) cos (1) = 0, 1-20

Division of this equation by J + mL? yields

() — 513 sin $(1) + -]Ef(r) cos ¢(1) = 0, i-21
where

L2
p=itmt 122

mL

]

k



6 Elen.ents of Linear System Theory

This quantity has the significance of “effective pendulum length™ since a
mathematical pendulum of length L’ would also yield 1-21.

Let us choose as the nominal solution u(r) =0, s(1)=0, ¢(t) =0.
Linearization can easily be performed by using Taylor series expansions for
sin ¢(1) and cos $(r) 1n 1-21 and retaining only the first term of the series,
This yields the linearized version of 1-21:

" g 1,
— =)+ —5(1) = 0. i-
1) = 1 ) + 5500 , 3
We choose the components of the state z(7) as

&(1) = s(1),

&a(1) = 3(1),

£() = s(t) + L'$(0),

£(0) = () + L'4(0).
The third component of the state represents a linearized approximation to
the displacement of a point of the pendulum at a distance L’ from the pivot.

We refer to £,(r) as the displacement of the pendulum. With these definitions
we find from 1-19 and 1-23 the linearized state differential equation

S0 = &),

1-24

)= /T14 ) — ;’; £40),

§(n) = &40, 1-25

(1) = gdt) = f [£,() — £,0).

In vector notation we write

o 1 "0 0 0
0 -— £ 0O -0 1
1) = M xn)+ | M ju, 126
o o0 o0 1 0
-£ o & 9 0
r - L

where z(1) = col [£,(), &), &(1). L)
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Later the following numerical values are used:

£ s,

M

1 = i kg,

M , , 127
g 116557,

L

L =0842m.

Lxample 1.2, A stirred tank.
As a further example we treat a system that is to some extent typical of
process control systems. Consider the stirred tank of Fig. 1.3. The tank is fed

valves

feed Fy % teed F2
i concentration ¢ 2

concentration ¢y

e ML
e e e et
—~———-t—
he:d volume V
OJ‘<> ——1"" concentration ¢
propeilor
7/
outgoing flow F

v concentration ¢
Fig. 1.3. A stirred tank,

with two incoming flows with time-varying flow rates £,(r) and Fy(t). Both
feeds contain dissolved material with constant concentrations ¢; and ¢,
respectively. The outgoing flow has a flow rate F(r). It is assumed that the
tank is stirred well so that the concentration of the outgoing flow equals the
concentration ¢(?) in the tank.



8 Elements of Lincar System Theory

The mass balance equations are

i‘;—f-" = Fi0) + F{) — FQ), 128
;‘f; [V ()] = exFi(t) + eaFo(t) — e(DF(), 129

~

where V(1) 1s the volume of the fluid in the tank. The outgoing flow rate
F(t) depends upon the head A(r) as follows

F(t) = kN1 (1), 1-3¢

where k is'an experimental constant. If the tank has constant cross-sectional
area S, we can write

F) = k (YO, 1-31
S

so that the mass balance equations are

YO _ py + £l - & YO, 132
dt S
‘%[c(t)V(t)] = o\ Fy(1) + cFot) — e(0)k /Y;;i). 1-33

Let us first consider a steady-state situation where all quantities are constant,
say Fy,, Fy, and F, for the flow rates, V; for the volume, and ¢, for the con-
centration in the tank. Then the following relations hold:

0= Fy+ Fpo — Fy, 1-34
0 = CIFIO + C2F2° -— COFOD 1'35

Fo=k‘/-%. 1-36
S

For given Fy, and F,, these equations can be solved for F,, ¥, and c,. Let
us now assume that only small deviations from steady-state conditions occur.
We write ] ’
Fi(t) = Fyo + (1),
Fo(t) = Fyo + pa(1)s

V() = Vo + bi(0),

o(t) = ¢ + £,(1),

1-37



¢

1.2 State Description of Linear Systems L

where we consider y, and u, input variables and £, and £, state variables.
By assuming that these four quantities are small, linearization of 1-32 and

1-33 gives

: kv
(1) =t o) — — /= &), 1-38
£:(0) = (1) + pa1) 2vVs (1)
. . k v, Ve
;-z(_f)vo T f'ofl(') = ¢, uy(t) + coua(t) — 0057,0\/ ‘S‘q (1) - k\/‘go &(n.  1-39
Substitution of 1-36 into these equations yields .
: 1F,
&1(0) = () + uo(0) — - = &(0), _ 140
2V,

, : 1 F
SNV + cofi(1) = cyuy(8) + capg(t) — 5 Co ?}9 &i(1) — Fobo(n). 141
’ - [
We define

Yo, 142
Fo

wnd refer to 6 as the soldup time of the tank. Elimination of é, from 1-41
results in the linearized state diflerential equation

- 210 0 1 1
it) = _ ]_. (1) + € —Cp C3— Cp u(1), 143
0 Ty Vo @ ¥,

where z(r) = col [£,(2), &(1)] and u(t) = col [u,(r), p2(#)]). If we moreover
define the output variables

m(t) = F(i) — Fore 2 E0 pry = 2‘—05,(:).

- 2%s 144
no(t) = (1) = ¢o = &),
we can complement 1-43 with the linearized output equation
10
g = (200 1), 145

0 1
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where y(¢) =,éol [9:(1), 92(7)]. We use the following numerical values:
Fyo = 0.015 mSs,
Fyy = 0.005 m¥/s,
F, = 0.02 m¥/s,

¢ = 1 kmol/m3,

1-46
¢y = 2 kmol/m3,
cp = 1.25 kmolfm?,
Vy, = 1 md,
§ = 50s.
This results in the linearized system equations
0 —0.01 0 0 1 1 (
Z(1) = z(t) + u(t),
0 -0.02 —0.25 0.75) )
47
0 001 0 0
1) = z(¢).
Y 0 1

1.2.4 State Transformations

As we shall see, it is sometimes useful to employ a transformed representa-

.. tion of the state. In this section we briefly review linear state transformations

" for time-invariant linear differential systems. Consider the linear time-

invariant system
(t) = A=(t) + Bu(r),

1-48
y(t) = Cx(r). "

Let us define a transformed state variable
2'(t) = Txz(t), 1-49

where T is a constant, nonsingular transformation matrix. Substitution of
z(t) = T 'a'(¢) into 1-48 yields
T-3%'(t) = AT-*2'(t) + Bu(t),
y(1) = CT2'(1),

or
() = TAT2'(1) + TBu(r),

yft) = CTZ'(1),

1-51
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ol
torque |
Bit) I
0 |
1 to [ts 'ﬁ, { e
| |
Y e

Fig. 1.12. Input torque for satellite
i repositioning.

(e) Considcr the problem of rotating the satellite from one position in
which it is at rest to another position, where it is at rest. In terms of the state,
this means that the system must be transferred from the state z(ty) =
col (o, 0) to the state z(1,) = col (¢,, 0), where ¢, and ¢, are given angles,
Suppose that two gas jets are available; they produce torques in opposite
directions such that the mput variable assumes only the values —a, 0, and
+a, where « is a fixed, given number. Show that the satellite can be rotated
with an input of the form as sketched in Fig. 1.12. Calculate the sthchmg
time 1, and the terminal time #,. Sketch the trajectory of the state in the
state plane

1.2. Amplidyne

An amplidyne is an electric machine used to control a large dc power
through a small dc voltage. Figure 1.13 gives a simplfied representation
(D’Azzo and Houpis, 1966) The two armatures are rotated at a constant
speed (in fact they are combined on a single shaft). The output voltage &f each
armature is proportional to the corresponding field current. Let L, and R,
denote the inductance and resistance of the first field windings and L, and R,
those of the first armature windings together with the second field windings.

Ry i R2 i2
————Tee —Cpi
L) ¥ ] ey L2 ey
O—
fielq armoture field ermature

Fig. 1.13. Schematic representauon of an amplidyne.
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The induced voltages arc given by

e, =k,
oo 1-576
82 = kzia.
The following numerical values are used:
R,/L, = 10577, Ro/L, = 1573,
R, =50, R,=100Q, 1-577

ky = 20 V/A, ks = S0 V/A.

(a) Take as the components of the state £,{#) = i,(¢) and £,(¢) = i;(¥) and
show that the system ¢quations are

— & 0 \ 1

. L 7

(1) = L R z(1) + { L1 ju(1),
= 0 578
L, L, 1

(1) = (0, ko)2(1),
where u(r) = e,(t) and n(t) = e,(1).

(b) Compute the transition matrix, the impulse response function, and the
step response function of the system. Sketch for the numerical values given
the impulse and step response functions,

.+ (c) Is the system stable in the sense of Lyapunov? Is it asymptotically
“stable?

(d) Determine the transfer function of the system. For the numerigal values

given, sketch a Bode plot of the frequency response function of the system.

(e) Compute the modes of the system.

1.3.  Properties of time-invariant sysiems under state transformations
Consider the linear time-invariant system
£(t) = Az(r) + Bu(t), 1-579
y() = Cz(1).
We consider the effects of the state transformation ' = Tx.

(a) Show that the transition matrix ®(z, 1) of the system 1-579 and the
transition matrix ®'(t,, t,) of the transformed system are related by

D'(r, 1,) = TO(, 1)T - 1-580

(b) Show that the impulse response matrix and the step response matrix
of the system do not change under a state transformation.
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nS
0
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FIGURE 2.27

{a) Thermal network of an electric water heater; (b) simplified network.

2-10 HYDRAULIC LINEAR ACTUATOR

The valve-controlled hydraulic actuator is used in many applications as a power
amplifier, Very little power is required to position the valve, but a large power out-
put is controlled. The hydraulic unit is relatively small, which makes its use very
attractive. Figure 2-28 shows a simple hydraulic actuator in which motion of the
valve regulates the flow of oil to either side of the main cylinder. An input motion
x of a few thousandths of an inch results in a large change of oil flow. The resulting
difference in pressure on the main piston causes motion of the output shaft. The oil
flowing in is supplied by a source which maintains a constant high pressure P, and
the oil on the opposite side of the piston flows into the drain at low pressure P,. The
\oad-induced pressure P, is the difference between the pressures on each side of the
main piston: '

P =P - P (2-96)

a

A
a=ca [29°2  (a.97)
(/)]

The flow of fluid through an inlet orifice is given by!°

where ¢ = orifice coefficient
o a = orifice area
w = specific weight of fluid
Ap = pressure drop across orifice
g = gravitational acceleration constant
q = rate of flow of fluid

Simplified Analysis

As a first-order approximation, it can be assumed that the orifice coefficient and the
pressure drop across the orifice are constant and independent of valve position. Also,
the orifice area can be expressed in terms of the valve displacement x. Equation
(2-97), which gives the rate of flow of hydraulic fluid through the valve, can be
rewritten as

g=Cx (2-98)

~ ”~
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Sump Inlet Sump
‘[Ps i, TI:

input ‘ | ! J—L

;—wu(t)=:(t
1
Valve _] L

5 R

JE S—

T
'U
o

—— Valve housing

i
Ladn

I

Qutput
y(t)

May ——
cylinder

AN

Pl

e Man piston

FIGURE 2-28
Hydraulic actuator.

where x is the displacement of the valve. The displacement of the main piston i.
directly proportional to the flow of fluid into the main cylinder. By neglccting the
compressibility of the fluid and the leakage around the valve and main piston, the
equation of motion of the main piston is

g=CDy  (2:99)
Combining the two equations gives

x=C;x (2-100)

Dy=g-’5
b

This analysis is essentially correct when the load reaction is small.

~ore Complete Analysis

When the load reaction is not negligible, a more complete analysis-shouid take inte
account the pressure drop across the orifice. the leakage of oil around the piston,

and the compressibility of the oil,
The pressurc drop Ap across the orifice is a function of the source pressurc

P, and the load pressure P,. Since P, is assumed constant, the flow equation is a
function of valve displacement x and loacd pressure Py :

g =f(x,P)  (2-101)

The differential dg, expressed in terms of partial derivatives, is

dg = ax + 29 4p, (2902
ax aPL -

If ¢, x, and P, are measured from zero values as reference points, and if the partial
derivatives are constant at the values they have at zero, the integration of Eq. (2-102)

gives
a=() x+ (1) B, a0y
\Ox 0 aP,_ 0
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dq —0q
C.=|= a C =(—
(aX)o an P (aPL)o

the flow equation for fluid entering the main cylinder can be written as
g=Cx—-CP  (2-104;

Both C, and C, have positive values. A comparison with Eq. (2-98) shows that the"
load pressure reduces the flow into the main cylinder. The flow of fluid into the
cylinder must satisfy the continuity conditions of equilibrium. This flow is equal to
the sum of the components:

By defining

g=¢9, +q+gq (2105

where g, = incompressible component (causes motion of piston)
q; = leakage component
q. = compressible component

The component g, which produces a motion y of the main piston, is
| g,=C Dy (2106)

The compressible component is derived in terms of the bulk modulus of elasticity,
which is defined as the ratio of incremental stress to incremental strain, Thus

K, = AP
AV]V

Solving for AV and dividing both sides of the equation by At gives

Taking the limit as A approaches zero and letting g, = dV/dt gives

%= 1{; DR,  2:107)
where V is the effective volume of fluid under compression and K is the bulk modulus
of the hydraulic oil. The volume V at the middle position of the piston stroke is
often used in order to linearize the differential equation.

The leakage component is

g =LP,  (2-108)

where L is the leakage coefficient of the whole system.

Combining these equations gives

g=Cx—-C,P, =C,Dy+ —}(I- DP, + LP, (2-109)
B

and rearranging terms gives

CoDy 4 L-DPL+ (L + CIPL = Cox  (2:110)
B
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Fepe M ] v

FIGURE 2-29 I_..
. Load on a hydraulic piston. y

Thbe force developed by the main/ piston is
F = nedP, = CP, (2111}

whefg ng is the force conversion efficiency of the unit and A is the area of the main
actuator piston.

An example of a specific type of load consisting of a mass and a dashpot is
shown in Fig. 2-29. The equation for this system is obtained by equating the force
oroduced by the piston, which is given by Eq. (2-111) to the reactive load forces:

F=MD»+ BDy=CP, (2112

Substituting the value of P, from Eq. (2-112) into Eq. (2-110) gives the equation
relating the input motion x to the response y:
MV BV M 2 B _ 3
CK,D + [CKB + C L+ Cp)]D y+ ,:Cb + C(L + C,)}Dy =Cx (2-113)

The analysis above is bascd on perturbations about the reference set of values
x =0, =0, Pr = 0. For the entire range of motion x of the valve, the quantities
dg{éx and —Cg/0P, can be determined experimentally. Although they are not con-
stant at: values equal to the values C, and C, at the zero reference point, average
values ‘can be assumed in order to simulate the system by linear equations. For
conservative design the volume V is determined for the main piston at the midpoint.

To write the state equation for the hydraulic actuator and load of Figs. 2-28
and 2-29 the energy-related variables must be determined. The mass M yields one
energy-storage variable, the output velocity Dy. The compressible component g,
represents an energy-storage element in a hydraulic system. The compression of a
fluid produces stored energy, just as in the compression of a spring. The equation
for hydraulic energy is
! ¢

“Ed) = f P(t)g(z) dt (2-114)

[}

where P(1) is the pressure and q(z) is the rate of flow of fluid. The encrgy storage in a
compressed fluid is obtained in terms of the bulk modulus of elasticity K,. Combining
Eq. (2-107) with Eq. (2-114) for a constant volume yields

ey v
EC(P,_)=J. L P, dP, = — P2 (2-115)
o K L@ =50

B

The stored energy 1n a compressed fluid is proporticnal to the pressure P, squared;
thus P, may be used as a physical state variable.

Since the output quantity in this system is the position y, 1t is necessary to increas:
the state variables to three. Further evidence of the necd for three state variables is

£,
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Hydraulic transmission.

the fact that Eq. (2-113) is a third-order equation. Therefore, in this example, let
Xy = ¥, X3 = Dy = x;, x;, = P, and u = x. Then, from Egs. (2-110) and (2-112),
the state and output equations are

"0 0 0 T 0
0 "B C i
- = 0
% = M M X + u  (2-1i6)
o _CKs _Kil +Cp K4C,
! % v 1 L7v

y=[10 0x=x (U7

The effect of augmenting the state variables by adding the piston displacement x; = y
is to produce a singular system; that is, {A| = 0. This property does not appear if a
spring is added to the load, as shown in Prob. 2-10. In that case x; = yis an indepen-
dent state variable.

2-11 POSITIVE-DISPLACEMENT ROTATIONAL
HYDRAULIC TRANSMISSION!!

When a large torque is required in a control device, it is possible to use a hydraulic
transmission. The transmission contains a variable-displacement pump driven at
constant speed. It pumps a quantity of oil that is proportional to a control stroke
and independent of back pressure. The direction of fluid flow is determined by the
direction of displacement of the control stroke. The hydraulic motor has an angular
velocity proportional to the volumetric flow rate and in the direction of the oil ﬂow
from the pump. -

The assumption is made that over a limited range of operation the hydraulic
iransmission is linear. A schematic picture of the system is shown in Fig. 2-30.

The following symbols are used:

g, = total volumetric flow rate from pump

g» = volumetric flow rate through motor

:qy = volumetric leakage flow rate of both pump and :notor
g. = compressibility flow rate

= control stroke (x varies from 0 to +1)

= angular velocity of pump shaft (constant)

= angular velocity of motor shaft (variable)

§ee><
b



To illustrate these concepts, suppose we consider the description
of the reactor in Fig. 9-2. The reactor is a well-mixed, continuous
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FIQ.9-2. Stirred chemical reactor.

flow unit in which the secondl-order reaction

24— B
ocours, For simplicity, the rafe constant k is assumed to be indepen
dent of temperature, The heéat of reaction AFJ is based on one mole
of A consumed., Makinga heae. and material balance over the reacto
gives the following equauons

dT _ uw q (AHYRC,® .
— = -1 +4 . - -5)
di Vp\T’ | n Vpe, oG ®
dc, w '
—'Tté""'"""‘(c‘p,‘ CA)" szAZ (‘3-6)

The stale variables for this system would be the reactor temperature
T and concentration Cy, i.e.,
l(ﬁ 7 8-
x(¢) = -
| %.Ca,

)
As manipulated inputs, the reacior feed rate w and rate of heat input
q are logical sclections. Thus the veclor u(e) is

l
|
|
|
i
)

(9-8,

o]

The functions f, and f; in the state Eq. 9-2 become the right-hand
sxdes of Lgs. 9-5 and 9-6.

” These equations are of course nonlinear. As usual, a linear set
would be much more convenient. Such equations can be obtained by
linearizing Eqgs. 9-5 and 9-6 about an equilibrium point T, C, , , and

- g

. B 7o T T., &
dt.  Vp Vo Voe, (9-9a)
rC, -
- ggéﬂ____) Ca C,
pCp
déA [T Ca,-Ca
B —— L " - 9-9b
‘w_/here éa = CA ._EA
T=T-T
wew- o
q=q-q

Equation 9-9 may be cbnveniently represented by the following
matrix differential equation;

x(f) = Ax{i) + Bu(?) . (9-19}
where )
T
x(t) = & state vector
N A
u(t) = ] = manipulated mputs
) _2(AHKT, |
V ¢
A=l VP _ P
0 ;-— + 2’ZCA
3 1 " T/ - f .—.I
B = Voep Vp
' 0 CA 4 - (ﬂA
L Vo
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9.6 APPLICATION OF THE MINIMUM PRINCIPLE

The minimum principle is a very powerful anq uy.*ful t.ogl fo;
determining the optimal control .for problems falling mtg‘etx)t qizg
the above categories. lts application to. process problom‘s.xs 'T. .Thyev
several difficuliies. One of these lies with the cost fl!l'l(,(,l.()‘ntd . The
natural cost functional to proposc for process operation 15‘ o r'nuca‘
mize the return or minimize the loss. .However, the mat ;cmamost
formulation of such a cost functional is not 'practhd' utn Leira rost
situations. The alternative genemlly selected is to substi ;xtcas -ost
functional that should give approximately the same resu ;) 2 o
based on economics. The one frequent}y selected is xjm?\mud e L}lle

To justify the roasoning behind :htls, suppo}s}eoi‘t];‘s/efu?or C;rrent

rocess is current operaling at state Xo. er, :
i;)?n(;ﬁstiso:)s, the opz{xmal return would be for opgratnon aLt sltszozl.ci
Thus it secems reasonable L0 propose that the optxm_?ll con ro'm ou e
transfer the process from X to x, as soon as possibie; 1.€.,

mum time.

A sccond problem occurs in determining the optimal control -

. L . lies
from the minimum psinciple. While the rmmmun; prglcap}eg)}gp;nd
. i ted variable,
inet onstraints on the manipula
to nonlincar systems, toc . ‘ o and
icali cess syslems,
e .ations encountered in pro , €
other common comph(,a. e .
strainls on lhe state variables, e.g., pre%sure 011' terixr?oe:;)tare e
ily i : 2 h g L,
i : £ incorporated. Even whe
tions, cannot be readily v e B e, are
i ion: iremonts, especiaily for noninear s )
the computational requi . 1 o the
ider ue to the sphit boundary ¢ .

considerable, basically d ‘ on

canomcal equation encountered 1n both cases conmde_:red int
ction , o e
* A third difficulty arises from the fact that the minimum [;zlrntopas

] . ]

as formulated applies to what process engincers .typmany. r‘c‘ e
the open-loop control problem. That is, the minimum prmufp d%).wk
] A fal M el 143 14 M 138

the connol u as a function of time. For process systems, ¢

control, i.e., control in which uis given as a function of the state x 15
almost mandatory due to modeling errore, unknown disturbances,
ete. Only for linear cases can u feedback control law he derived from
the minimu;p principle with certainty.

Although these considerations reduce the utility of the minimum
principle for process apphcations, it still offers a definite notential.
Most of the above complicalions can be avoided if the minimum
principle is applied Lo a simple, lincar process model. Latour et al,
(11) suggest that a model of wide utility is the following:

Cls) _ Kpe"(as+1)
M(s) (r;s+1)rys+1)

T,,73 = time conslantis

(2-21)
where

K = process gain e T e

a = reciprocal of process zero
0 = dead time

Processes that can often he adequately represented by this model in-
clude extraciors, mixing in agitated vessels, heat exchangers, distilla-
tion columns, and chemica!l reactors. .

1t thus seems rcasonable to propose that an optimal contro!
strategy for these units be based upon this model. The controi
problem is to drive the system {rom some known initial state {0},

¢(0) to some known final state c¢(T), ¢(T) using a control subject to
the constraint

Unin S < M5

The final tira> 1" is Lo he minimized. This is obwviously identical to
the “fixed-end-point problem” discussed above.

For the case in which both « and ¢ in Eq. 9-21 are zero, the
control will always be at one of the extremes. For a sccond-order
system, there will be two switches. If we lel r; be the larger of the
time constants, the optimum swilching times for the system are given
by the equalions in Table 8.1. Note that the equation for {, (the
time at the f{irst switch) requires an impheit solution.  Figure 9-3
shows a typical mpul and a typical response. Note that ¢, and ¢, are
the switching times; r, and v are the old and new set pomts, respec-
tively; and K and £ are the upper and lower consiraints on the manip-
ulated variable respectively. The response rises quickly but does not
overshoot, which is typical of minimum time responses.

The application for winch this procedure was proposed is for use
in supervisoty control. For example, suppose the computer calculates
that for optimum operation the set point should be changed fiom ry

to r. This transition should be made as follows: (
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TABLE 9-1
Switching Times for a Second-Order System

(For ro <r, interchange K and & in the equations belov.y. These equations are
specifically for the initial state ¢(0) = rq; ¢(0) = 0).

r<rg
0<72’T|< 0.9 .
(K - k)~ (rolKp = k) exp (-tu/7a) Jr, _ (€~ k) = (rolKp - k) exp (-tif7y)
(K-riK,) (K - rlK,)

0-9<TZITi<1
["o/Kg_k_exp(b_)]l [(fo/K - k)= (K- k)exp(t./n)]
k -

K T2 rolK K
t t
+— exp( ')“ 0
Ta T2

(ro/Kp = k)= (K - k) exp (t;/12)
riK, - K

o<nns1

tz/T; = In [

1. At time zero, the feedback controller should be placed on
manual.
2. The manipulated variable should be switched from maxlmum
to minimum or vice versa as discussed above.
3. At time t,, the feedback controller should be returned to au-
tomatic,
Thus the feedback controller is present to *“trim out” any modeling
errors, load disturbances, and the like which may cause the optimal
contral to fall short of its stated objectives.
As for the case in which the process dead time is nonzero, con-
sider the following representation of the process model:

M(s) K,
‘("13“'1)(7:3"‘1) Ci(s)

e—aa | C(s)

Using the concepts presenied above, the control M(s) can be deter-
mined to give the opumum response C, (s} prior to the dead time.
However. the dead time simply delays this response by time 0, which
is completely independent of AM(s). Thus, the response C(s) is op-

'
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FiG. 9-3. Optimal response to a change in set point.

timized when C, (s) is optimized. In other words, the oplimal control
for the system with dead time is identical for the same system with-
out the dead time. Note carefully that the above system is open noop,
i.e., no feedback. The only modification to the contro} strategy in
thxs paragraph is that the feedback coutroller should not be returned
to automatic until time ¢, plus 9.

For cases in which a is not equal to zero, the optimum response
is that the manipulated variable shouid follow a prescribed transient
after the initial bang-bang action. As control of this type is difficult
to achieve, Latour ct al, (11) suggest the use of the same switching
times presented above,

As pointed out previously, because of unmeeasured laad changes
ot other random disturbances, it is desirable to formulate the control
strategy so that it can be implemented in 2 feedback manner. That
is, we determine from the states c(t) and ¢(t) il a switch should be
made. This 1s readily implemented using o switching cusve in the c-¢
plane as illustrated (for a = 8 = 0} in Fig. 9-4. Note that the state

4
{1

v
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FIG. 9-4. Switching curve for

a two-time-constant plant.

{Reproduced “by permission

from M. Athans and P. L.

Falb, Optimal Control, Me-

Graw-Hidl  Book Company,
New York, 1966 )

c(t), ¢(t) specifies a location in the c-¢ plane. Depending upon the
location of this point relative ito the switching curve, the control u
will be at onec of its extremes. The procedure for developing the
switching curve for the exact system considered is presented on pages
526-536 in Athan and Falb’s book on optimal control (1).

Although a dead time 0 in the process has no effect on the switch.
ing times, it will change the switching curve. As illustrated in Fig. 9-5,
this is because the feedback is not the state vector x(t), but instead
the delayed value x(¢t - 0). Unfortunately, the method customarily
used to determine the switching curve does not readily treat dead
times in a direct fashion. Moore et al. (12) suggest incorporating the
Smith predictor or dead time compensator {discussed in Sec, 8-8) as
illustrated in Fig. 9-6a. Since this effectively moves the dead time

Bang-Bang System Decd 6C
Controtler Dynamics Time

FIG. 9-6. Bang-bang control ioop for systems with dead time.

OP';u"v‘lu-l Connd

Bang-Hang ] System Oeay 1 (s
Controller Dynemics Time

6(s)

{a) Control loop

Bang-Bang System Dead ’
Controlter Dynamics Time

(b} Effective control toop for perfect modeling .
FIG. 9-6. Bang-bang controller coupled with the dead-time
compensator,

outside the loop (Fig. $-6b}, the switching curve can be determined
directly from the gains and time constants, ignoring the dead time.
Note that the model required for the compensator is the same model
used to determine the switching curve,

9-7 OPTIMAL CONTROL OF LINEAR SYSTEMS USING A
QUADRATIC PERFORMANCE CRITERION (1)

This section will consider the optimal control of a linear, time
invariant system given by the state equation

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (9-22)
x(0) = %, \ (9-23)

It is desired to control the system in such a manner as tc minimize
the cost functional

o

1 (7 ‘
J=—2-f [xT (0)Qx(t) + u (t)Ru(t)] dt (9-24)

This formulation is that of the state regulator problem, since in order
to minimize the above cost functional the control will tend to drive

N
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x(t) toward 0. ‘The state equation further indicatas that the eguilib-
rium state corresponding-to x(2) equal 0 is u(t) equa! zero also.

To formulate the optimal control law, we begin by deflining the
Hamiltonian for this problem.

H= jlg‘xf(z)Qx(t) * %“" (tYRu(t) +p7 (1) Ax(t) + p7 (t) Bu(t)

(9-25)
The equation for the costate is
. oH
()= = = -Qx(t) - AT 9-26
pit) ax(l) Qx(t) p(¢) (9-26)
From the :ninimum principle, the boundary condition should be
p(t)=0 (9-27)

This equation and the state equation 9-22 form the canonical set of
equations for this problem. -

As presented in detail by Athans and Falb (1), the linearity of the
canonical equalions can be used to prove that the costate vector p(t)
is a linear combination of the state vector x{t), or mathematically,

p(t) = K(£)x(t) - . (9-28)

This fact permils a reasonably simple solution to this optimal control
problem. -

In Sec. 9-3 it was noted that one of the requirements for u(t) to
be optimal is that the Iamiltonian be minimized. Taking the partial
of Eq. 9-25 and setting to zero gives

o To(t) =
™ Ru(t) + BTp(t) =0
oF
u(t)=-R"' B p(t) = - R™' BT K(£)x(t) (9-29)

Thus we see that the control is also a linear function of the state, as
illustrated by the feedback arrangement in Fig. 8-7.

u(?) - xit)
-1 x(r)=Axir )+ .
-R7'B7K(r) « Bu(r)

F1G. 9-7. Optimal controlier.
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Equation 9-29 i< also guite suitable for a control Law provided -

Kty cart be evalurted. To develop such a procedure, we begin b
I i R

taking the derivative of Eq. 9-28:
p(e) = K(O)x(t) + Kit)x(t)

Substituting Eq.' 98-26 for p(t) and Eq. 9-22 for x(!) followed by
Eq. 9-28 for p(t) and Eq. 9-29 for u(¢) gives (K(t) is also symmetric):

K(t) = - K(£)A - ATK(¢) + K(t)BR'BTK()- Q  (9-30)

This equation is known as the matrix Riccati equation, and can be
solved for K(t) provided a boundary condition is available. From
Eqgs. 9-27 and 9-28 it is seen that

K(T)x(T) = 0

Since the final state x(T) is free {can assume any value), it follows
that

K(T)=0 : (9-31)

As this boundary condition is at the final time, Eq. 9-30 must be
solved in reverse time to give K(¢) over theinterval 0 < ¢t < T,

A special case of interest is when T — o« or the control is over
the infinite interval. For this case it can be shown that K(¢) is a con-
stant. Consequently, its derivative is zero, reducing Eq. 9-30 to

-KA- ATK+KBR'B"K- Q=0 (9-32)

The only difficulty is in solving for K. It turns out that a practical
approach is to continue to usc the differential equation 9-30 with the
boundary condition of 9-31 and solve in reverse time until a *‘steady
state” is reached, at which the value of K will be the solution to Eq.
9-32. This is illustrated in Fig. 9-8. -

9-8 OPTIMAL CONTROL FOR SET-POINT CHANGES

The conventional control loop typically considered is illustrated
in Fig. 9-9. The normal procedure is Lo design the controller either to
a prescribed change in set point or to a prescribed change in distur-
bance (load). Unfortunately, the oplimal controller as f[ormulated in
the previous secticn does not quite match etther of these. Instead, it
is desipned to take the system from some initial state x, to the state
0 in an optimal fashion. In the remainder of this section and the
next, we shall discuss the transformation of the conventional control

problem into a form to which opiimal control theory c.an be readily
appliced.



— - .

250 Opnmal Control

«——— Decreasing time
Kie) =K
Kif)
K(r1 =0
0 A % o ”__,w ’
. .. ‘ Transient
b— Steady - state interval Linlervul ’I

FIG. 9-8. A loose interpretation of the constant

matrix K. As T — oo, the “transient interval”

tends to infinity and the *'steady-state interval®

occupies all finite times. (Reprinted by per-

mission from M. Athans and P. L. Falb, Opti-

mal Control, McGraw-Hill Book Company, New
York, 1966.)

Disturbance

+
Set pont () Controller o] Process

FIG. 8-9. Conventional representation of control lcop

We shall first consider the set point case. Specifically, suppose
the first-order system
ax(t) +x(t) = u(t) (9-33)
dt
is initially at state x,. Suppose that at time zero the set point-is
changed to x,. The typical response in this case is as shown in the
top two graphs in Fig. 9-10.

To cast this problem into the optimal control formulation, it is
necessary that the final value of the state variable be zero angd the
final value of the control be zero also. Thus we define two new
variables as

x,; () =x(t).— x, (9-34)
u, (t)y=u(t)- u, (9-35)
Substituting into Eq. 9-33 gives

dt +x.(t)+x,.- U|(f)"l‘f
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FIG. 9-10. Control and response for first-order system.

As Eq. 9-33 indicates that x, equals u, at steady state, this equation
reduces to

dx, (i)

— +x,(t) = u, () (9-36}
dt .
The boundary condition is o
x1(0)=x0 - % =-X, ‘ (9-37)

As the control is now such that the state x, (t) is to be transferred
from -x, (the initial condition) to zero (the origin), optimal control
theory can be applied. Let the cost functional be deflined as follows:

1 [
J'gj; (2 () ¢u(0)*)dt ‘ (9-3@,
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Substitufing forthe corresponding‘qgantities in-Eq. 9-32 gives
+2k+R*-1=0
The solution is
k=0.416

Thus the controller is a pure proportional controller with a gain of
0.416.

Here¢ we begin to have some difficultics. Using a pure propor-
tional coniroller, we are proposing to make a set point change and
not have any offset (i.e., error) at the new operating point. The only
case in which the proportional control will not exhibit such offset is
at its equilibrium point. By making the above change of variable, we
effectively delined this equilibrium point to be at the new set point.

It is also interesting to note that the controller does not exhibit
the integral mode. As the control is simply a linear combination of
the states of the system (see Eq.9-29), we will have an integrul mode
only if we define a state corresponding to the integral of the state
var.able. For the first-order system considered above, this could
potentially be accomplished by the approach in Fig. 9-11. The

Process ntegrator .
optimat |¢1t¢) 1 LU xp= [, at
Controller stl . s

FIG. 9-11. A possible means for introducing an integral term
into the optimal control law.

performance functional must be of the form

J= f.‘[mx}(t) +qax3 (8) + u? (1)) dt (9-39)
(1]

The difficulty arises in assigning a *‘cost” to the state x,(t) which
corresponds to the integral mode, i.e., select a value for g,. Since
this mode was added with the supposmon that it could be used in the
control law to achieve better control and is not part of the original
process, it secms reasonable to sel q, equal to zero. However, this
leads to a zero value of the gain corresponding to the integral state
variable, thus defeating the purpose for which the integral state was
originally proposed.
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As the example to illustrate how an optimal controller may be
designed for disturbance changes (13), consider the systemn in Fig.
9-12a. The state equation describing the process for this case is

x;(f)-"xa(1)+d(l)+u(t) (9-40}
x,(0) =0 (9-41)

Note that the disturbance appears as an input along with the control
u{t). To be cast into the optimal control formulation, we must trans-

Disturbance

a(t)
Process
U(f) _ 1 Illt)
Controller -
s+1

{a) Disturbance requlator

Optimal 1 ll(f)
Controlier s+l

Integrator

{b) Equivalent state reguliator formutation

FIG. 9-12. Transformation ef the conventional dis-
: turbance regulator control problem into the optimal
state regulator problem.

form the problém in such a manner that the disturbance appears 3
an initial condition.

For the specific case in which the disturbance is a step chang
this may be accomplished by the formulation in Fig. 9-12b. If th
disturbance is a step change from 0 te d, at time zcro, this may e
fectively appear as an initial condition on an integrator. If the cos
tinuous input to the integrator is u(t) = u,(¢t), the output is the sug
of d(¢) and u(t), as illustrated in Fig. 9-12b.
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From this point, we proceed as usual. ~First, note that the state
quations are (in terms of the new variables).

x,(t) = -x,(£) + x4(t) (9-42)
xa(t) = u,(t) (9-43)
x,(0)=0
x,(0) = d,

n matrix form, this becomes

d [x(0)] _ [1 1] [xuae)] , [o
dt [x,(t)] ) [o o] [x,(z)] * [1] i) (9-44)

[he cost functional could be

s= [ o+ uien a (9-45)

-

@

Although the proper matrices could be substituted into Eq. 9-32,
he resulting equalions cannot be analytically solved for the coeffi-
~ients of matrix K. . Instead, the solution of Eq. 9-30 in backward
ime until steady-state is reached will yield the solution

n k
K = Ty 12}

ey ki
Substituting into Eq. 9-29 gives
Uy (t) = -kayx,(t) - Ragxa(t) (9-46)

Again the control is a linear function of the states.

However, in this case the integrator is not really part of the pro-
cess, but a part of the conuroller instead. Therefore we may elimjs,
nate x,(t) by substituting Eq. 9-42 into Eq. 9-46. Also noting that
u (t) is really u{t) gives '

U(t) = -kaux (t) - kaafx,(2) + x,(t)]
Integrating gives

4
u(t) = -kastilt) - (en = ) [ m)dr+ Uy (947)

where U, = constant of integration. Thus we have proportional-
plus-integral control.

It should al  “e noted that the cost functional in Eq. 9-45 is

actually
2

Optimal Cuentrol 255

J = f [x3(e) + u* ()] de

That is, the*cost functional penalizes changes in control rather than
for actual magnilude. .
The application of the approach to control one of liie uuit opera-

uuuuuu

distillation column, subjected to feed disturbances. The hoilup rate
was ratioed to the fecd rate, and a feedback controller regulated the
distillate rate to control the overheads composition (158). The

scheme is illustrated in Fig. 9-13,
A
—d s

Distillate

-

Feed S e
6
|

&
Steom—-{;} (SLL [ --@;}L

Bottoms
FIG. 9-13. Control scheme for distitlation column.
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As the manipulated variable is the distillate rate, a transfer func-
tion is needed to relate changes in overhead composition to changes
in distillate rate. In Laplace transform notation, this model is

Yy(s) = Gy(s)D(s) ¥ Fels)

where F,(s) is the effect of a given change in feed rate on the over-
head composition. From step responses such as those given n Fig.
9-14, it is apparent that G,(s) is a first-order lag for al! practical pur-
poses. Basing the time constani on the 63.2 percent point and the
gain on the final steady-state values, averaging the values for the four
responses in Fig. 9-14 gives the following mcdel: .
-0.0140 ‘ ,’;g

Yo (o) = 5oy PO+ Falo)
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1.00
Distillate rate = 29.55 b mole/hr
0954
Distillate rate = 34 991b mole/hr
9904
s Distillate rate = 38.89 Ib mole/hr
2
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3
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FIG. 9-14. Open-loop responses to several step changes in
distillate rate.

Expressing in state-variable form gives the equation

dyp(t) _ -1 -0.0140. 1

2 " o550 o5 DO+ ggg Feld)

Using the approach outlined previously in this section, the cri-
terion function, should be

yp(t) =

o

D)= [ {20y~ vl i)

The cost (D) consists of two parts. The first part [yp_, - ¥p(t)]?
penalizes for deviations of the controlled variable yp from its desired
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value y,_... The second part D? penalizes for changes in the manip- *
ulated variable D,

Applying the method presented previously gives the following
control laws

' t
D)= Ks 195,00 95(r)] d7 + K[yo, = 70(0) + Do

where  K,, K, = control parameters
D, = constant of integration

The optimal controller is the familiar proportional plus integral feed-
back controller,

Figure 9-15 shows the effect of r on the resulting responses of
¥p, the controlled variable, and D, the manipulated variable, to a
step change in the feed rate. As would be suspected, small values of
r lead to tight control and large changes in D, Large values of r pro-
duce the opposite results. Thus the parameter r is essentially a tuning
parameter whose value must be determined by experimenting with
the process in much the same manner as current controllers are
tuned.
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FiG. 9-15. Effect of r on the performance of the control system.
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