
INSCRIPCIONES 

CENTRO DE EDUCACION CONTINUA DE LA 
DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES DE 
LA FACULTAD DE INGENIERIA, U. N. A. M. 

PalaCIO de M1nería Calle de Tacuba No. 5 
Méxrco 1, D F. 

Horarro de ofrcinas: 
Lunes a viernes de 9 a 18 h 

Cuota de inscripción $ 4,000.00 

La cuota de rnscrrpcrón rncluye: 
o una carpeta con las notas de los profesores 
o brblrografía sobre el tema 
o servrcro de cafetería 
o comrdas 

Requisitos 

o Pagar la cuota de rnscrrpcrón o traer ofrcro 
de la empresa o rnstrtucrón que ampare su 
rnscrrpcrón, a más tardar una semana antes 
del rnrcro del curso 

o Llenar la solrcrtud de rnscrrpcrón 
o Entregar copra de la cédula profesional 

Para mayores rnformes hablar a los teléfonos 

521-40-20 521-73-35 512-31-23 

CONSTANCIA DE ASISTENCIA 

Las autondades de la Facultad de lngen1ería de la 
U N A M., otorgaran una constancra de asrstencra a 
los partiCipantes que concurran regularmente y que 
realrcen los trabaJOS que se les asrgnen durante el 
curso 
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9 a 13 y de 14 a 18 h 

Coordinadores: Dr. Víctor Gerez Grerser y M 
en C. Marcral Portrlla Robert· 
son 

En colaboracrón con la Asocracrón de lngenre· 
ros Unrversrtarros Mecánrcos Electrrcrstas, A C 
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d1v1s1Ón de estudiO~ super1ores ~ ¿¡ 
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PRESENTACION DEL CURSO 

Hoy en día se presenta con mayor frecuen
cia la necesidad de controlar complejos sis
temas. Esta función de control tiene que rea
lizarse empleando dispositivos digitales para 
p o d e r monitorear y controlar varias varia
bles simultáneamente, y lograr de esta for
ma minimizar costos de producción, garan
tizando u na adecuada continuidad en el 
servicio y una calidad adecuada en el servi
cio o producto. 

OBJETIVOS 

Se pretende que con este curso se adquie
ran los conocimientos necesarios para en
tender el funcionamiento de estos sistemas, 
se puedan modif1car las estrategias de con
trol en sistemas ya operando y se puedan 
diseñar nuevos sistemas. 

A QUIEN VA DIRIGIDO 

Este curso está dirigido a profesionales que 
deseen conocer las bases y fundamentos de 
la metodología que se emplea para imple
mentar sistemas de control digital directo 
tanto en la industria de procesos como de 
manufactura y eléctrica de servicio público. 

TEMARIO 

1. INTRODUCCION 

Control digital directo y control conven
cional. 
Adquisición de datos. 
Control digital directo 
Control supervisorio. 
Control jerárquico. 

2. HARDWARE DEL EQUIPO DIGITAL. 

Arquitectura de las minicomputadoras. 
Equ1pos de entrada y salida. 
1 nterfases. 

3. SOFTWARE 

El ensamblador. 
Lenguajes de programación. 
El ejecutivo. 

4. CONTROL SUPERVISORIO. 

Modelos de control ;upervisorio. 
Técnicas de optimización. 
Aplicación a una columna de destila
ción. 

S. CONSIDERACIONES EN EL DOMINIO 
DE LA FRECUENCIA. 

La transformada z. 
Muestreadores. 

6. ALGORITMOS DE CONTROL. 

Diseño de algoritmos. 
Técnicas de aJuste. 
Selección del tiempo de muestreo. 
Técnicas de identificación. 
Técnicas avanzadas de control. 
Control óptimo. 

7. APLICACIONES. 

Aplicación en la industria eléctrica de 
servicio público. 
Aplicaciones en la industria del vidrio. 
Aplicaciones en la industria siderúrgica. 
Aplicaciones en la industria del cemen
to. 

Aplicaciones en la mdustria del papel. 

PROFESORES 

DR. VICTOR GEREZ GREISER 

M. en C. MAURICIO MIER 

M. en C. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON 



Fecha Duración 

: 

Oct. 7 17 a 21 h 

Oct. 8 9 a 13 h 

14 a 18 h 

Oct. 14 17 a 21 h 

Oct. 15 9 a 13 h 

14 a 18 h 

O :e 21 17 a 21 h 

Oct. 22 9 a 13 h 

14 a 18 h 

Oct. 28 i7 a 21 h 

Oct. 29 14 a JS h 

((h·tt~hrl' NI,, 
l"c m a 

Introducción y Control Supervisor io 

Hardware 

Software 

Sistemas Muestreados 

Consideraciones .. en el Dominio de lf.l Fre
cuencia 

Técnicas de Identificación 

AÍgorii:mos de Control 

Algorítmos de Control 

Técnicas Avanzadas de Control 

Control Optimo 

Aplicaciones y Simulac-ión 

Clausura 

(. \_ 
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Dr. Víctor Gerez Greisc::r 

M. en C. Ma1 cial Portilla Robertson 

M. en C. Marcial Portilla Robertson 

M. en C. Mauricio Mier Muth 

M. en C. Mauricio Mier Muth 

Ing. Rafael López López 

Dr. Víctor Gerez Greiser 

Dr. Víctor Gerez Greiser 

Dr. Víctor Gerez Greiser 

Ing. Rafael López López 

M. en C. Marcial Portilla Robertson 
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EL PAPEL DE LA COMPUTADORA EN EL 
CONTROL DIGITAL DIRECTO DE PROCESOS:. 

Existe consenso que duxante el cuarto de sig1o precedente la 

computadora fue el principal avance tecnológico que ha tenid'o 

Impacto. en todas las ramas de la ingeniería y muy particular 

en· el control de. procesos. 

En. este campo existe todavía una amplia posibilidad de aplicar 

conceptos teóricos de control a aplicaciónes reales. 

Desde luego que al considerar posibles aplicaciones es necesario 

tomar en cuenta tanto los equipos de control (Hardware) como 

la programación necesaria para implementar l,as funciones. de· 

control (software). 

EL PROBLEMA DEL CONTRPL DE PROCESOS. 

Como se ilustra en el.problema·· del sistema eléctrico de· p,OEt;nda 

que aparece en el apéndice de este capítulo,, es. po1~ible dfstfnguir 

diversas variables al analizar· un p~oceso de controV •. 

l. Variables de control o ·conrro]ables. Son aquellas. cuyos 

valores pueden ajustarse como son e11 el caso del: sistema 

eléctrico, la corriente. de eJ.I:itación del genera.dor y et1 par 

aplicado a la turbina. 
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, 2. Oistrubios~ Estas variables de.sde luego afectan a la opera-

ción del proceso o del SJi.:::.:~ema pero no pueden ser sujetas 

a ajustes. En el sistema eléctrico la potencia real y reac-

tiva que demandan los consllmidores está fue1·a del l;Ontrol 

del sistema. 

3. · Variables c.ontroh.dr, s Q Estas variables son las que de ter mi-

nan la ope:Jtación de lt;l p!anw. Son aquellas para las cuales 

se diseña ur:a ex~:tbtegla de control con objeto de mantenerlas 

dentro de cienos lrmites. En nuestro ejemplo de sistema 

eléctrico de potencia son éstas la tensión y la frecuencia. 

4. Variables intermedias. En diferentes puntos del proceso apa-

re recen otras variables que en e aso de ser' observable el siste-

m a pueden emplearse para obtener información sobre su esta-

do de operación. 

Como ilustra claramente el ejemplo de sistemas de potencia uno de 

- los problemas mas dlffciles de resolver es la determinación del m o-

lieJo matemático adecuado para controlar el proceso. En procesos 

o Sistemas grandes el número de variables que hay que med'ir y en 

fundón de las cuales hay que d·.!terminar una estrategia de Gontrol 

es enorme. La computadora digital con su habilidad de colectar un .. 

gran cantidad de información, analizarla y tomar decisiónes lógicas 

basadas en estos resultados resulta la herramienta ideal para este 

tipo de aplicaciones. 
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Sistemas de control analógico (convencional). 

Como muestra la figura la parte más importante y característica 

Ano10q controller 
r--- --- -------· ---, Mun•puhllC~ 

1 
1 

vor•ab!e 

¡ + E•ror~ontro] ~: -}~- Controi!Pd 
~et Pa•nt ----r:'r.-.( ' L aw - llctuotor Prucess ¡..-..,--__... vanable 

, e t ---- fi'(t ----- ---
1 1 
1 1 
L_ ----------·-J 

, 

' [::1-·-------
SISTEMA REALIMENT AOO. 

de un sistema de control es la realimentación. 

La señal de entrada marca el valor que debe tener la variable de 

salida o controlable. En el llamado punto de sup1a se comparan 

ambas señales y se genera el error que sirve como señal de en-

trada al controlador. 

Este dispositivo genera una señal. que en el· caso más general en 

este tipo de controles es proporcional al error, a su integral y 

a su derivada. Como muestra la fórmula siguiente: 

' 1 r t d e(t)} 
m(t) =F. ~ e(t) + T, l. e(r.) dr '*' Td -1- + "'R 

l &•,u . ¡ 1 dt 
1 1 

En esta fórmula las variables son las siguiemt7s: 

Kc = ganancia proporcional 

T¡ = tiempo de reposición o integral 

'~"d = constante de derivación 

Mr = valor de referencia al cua 1 se inicia la acción de control. 
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Si bien es posible en teoría ajustar lOf u·es parámetros de la 

acción de control tfl L:i mayoría de la.s aplicaciones se trabaja 

exclusivamente con control proporcional e integral. 

En la mayo:ría de los caSJ s este tipo de controladores han sido 

neumáticos f.k<r S.':~r e::;tos sumamente confiables y no presentar 

peligros en .:::;c;rnósfc:r:as explosivas, En fechas recientes sin 

embargo lqs avct:i~~e~; <;;n ~a electrónica han permitido construir 

c9ntroladores elt:ctrónfcos con características equivalentes. 

Estos controles a~jolecen de un problema, son sumamente inflexi

bles y debe existir una correspondencia uno a uno entre- las fun

ciones del lazo de control y el equipo que las implementa. La 

posibilidad de realizar estrategias complejas con este tipo de ele

mentas analógicos es muy limitada. 

A continuación se resumen las principales aplicaciones de las 

computadoras en el control de proceso. 

REGISTRADORAS DE DATOS. 

La aplicación más sencilla de una computadora es simplem~nte 

como un dispo.süivo para registrar datos generalmente con algu

na lógica sencilla que permita imprimir un mensaje cuando algu

na de las variables alcanza valores fuera de sus límites normales. 

Los registros que genera la computadora son sin embargo impor-

.. 
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cantes para el diseñador de un sistema de control de proces~s. y._¡ 

qpe pueden emplearse si se han recabado con una estrategia ude-

cuada para construir el modelo. 

CONTROL DIGITAL DIRECTO. 

En. este tipo de esquema de control la computadora calcula et va-

lore de las variables manipuladas directamente del valor de los 

puntos· de ajuste, y de las variables que se miden durante el' pro-

ceso. 

La figura muestra el equema básico de un control digital dbrecto 

Mc.n1pulated 
vanables 

Measured 
variubles 

r--{-] PI~~~}_-, ,_, 
Output 

Subsystem 
Computer 

,-L----L---, 

Operator's 
Cons* 

CONTROL DIGITAL DIRECTO. 

[nput 
Subs:;stem 

En su aplicación más s~.a-cilla puede implementarse l!ligitalmente 

el algoritmo de control proporcional, diferencia e integral' cuya 
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versión en este caso esta dada por las fórmulas siguientes: 

T = tiempo de r.nueso:.'eo {se expHca en el anexo 2). 

Generalmente no ~uede justificarse la ajquisició~ de un equipo di-

gital para hacer las mJsmas funciones que podría ha<;er un equipo 

analógico. Es necesario como se verá mas ade~ante aprovechar 

plenamente las capacidades del equipo digital implementando con·-

trol óptimo. 

Si puede justificarse la adquisición del equipo digital por razones 

adicionales a las de implementación de una ley de control propor-

cional, integral y diferencial, debemos mencionar que empleando 

técnicas digital:~s es posible obtener con el algoritmo anterior m(~·· 

jor respuesta que con su versión analógica. 

CONTROL SUPER VISOR. 

Una aplicació~ muy frecuente Je la computadora digite.l se encuen-

tra en el llamado control supervisaría. Es esta una solución hibri 

da donde se combina a la computador_a con los controlfldores analó-

gicos. Corno muestra la. figura, estos últimos realizan directamen-

te la función de control. La computadora en función de variables 

medidas y de instrucciones que le da el operador a través de la 
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' .consola e incluyendo generalmente criterios de carácter ,econ6mlco 

'ca!l:cilla que valor deben tener las diversas acciones de -con~rdl f(pro · 

~po..n.diona~ derivativo e integral) que deben tomar los· controles <a.naló-

I.IDe:hemos hacer incapié que la limitación principal para irnplemen~<ar 

(este ;~pG> ;de contr0l -es la disponibHidad de un buen mÜI..ie1o .matemá-

Xi:c0 {de la ·planta o sistema que se -desea .controlar. 

Computcr ~S,--et_ 
Points 

~CONTROL SUPER VISORIO. 

~cONTROL JERARQUICO. 

. 
Analog 

Controllers 

Plant 

En .general en grandes sistemas se recurre a un control de ..:ar.ac·-, 

. .ter jerárquico que es :una combinación de w ntrol supervisor,io., teon·-

J::ro-1 ,digital direcro y control analógico. 
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, Mcnapr:ment i 

!níormaiicr: ' 
<::m•.p..;ter 

_:r·-r-¡-··· 

""'--- ...---.L_Ll-----'> 
' Schedulir.g 

Cornputer 

---
Supcrvisorv 

Computer 

'-r--r--r-..J 

Superv1~o;--1 
Compo"~ 

! ' ~---· 

l
' ODC 1 ODC . ! ¡ DDC ! 

Compute; ¡ Computer 1 1 Computrr Í 

-~ --:-r··_l L. t, . 

[---~ont ~~~~¡ l ~ 
• • • 1 ' 1 

L_____j . 

CONTROL JERARQUICO. 

En el anexo 2 se explica· con mayor detalle este concepto. 

•. 
8. 

• 
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LA COMPUTADORA DIGITAL COMO ELEMENTO DE CDNTROL. 

Como se muestra en la figura la parte medular de este disposi-

tivo es la unidad central de procesamiento. Los rransductóres 

convierten a las señales de carácter analógico en señales eléctri-

cas de igual tipo. Convertidores analógicos digitales los convier-

ten eñ señales digitales que ya pueden ser procesadas. La infor-

mación que genera la computadora es también digital y· antes de 
~ 

poder ser implementadas estas órdenes tienen en general que con-

vertirsé con ayuda de un convertidor digital analógico en una se-

ñal analógica. 

A pesar del alto grado je autontatismo que se logra conestas jns-

talaciones es necesario preveer una interfase con un operador 

humano a través de tubos de rayo~ catódicos. (CRT) impresoras 

teclados, etc. 

Igualmente importantes son las memorias donde se almacena la 

información. 

Frecuentemente, co1uo en el sistema eléctrico de potencia que cu-

' . 
bre una gron extensión territorial es necesario hacer llegar a la 

m~quina información que se genera· muy lejos y esta tiene que 

mandar señales de mando a lugares igualmente distantes, además 

es necesario que varias computadoras trabajen de manera coordi-

nada todo ello requiere de una compleja red de comunicaciones 
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que ~puede ser telefónica, de micro-ondas, por onda porradora 

;scibr..epuesta a líneas de transmisión. 

:,Ssjj:J.\LES ANALOGICAS Y SEÑALES DIGITALES. 

ll.J.a f&gura muestra una señal analógica que exceptuando m0meríto¡::¡ 

~e ¡conexión o desconexión genc·ralmente es contínua. 

f(i) :·4 

--SEÑAL ANALOGICA 

La computadora digital no trabaja con este tipo de señales. De-

~pendiendo del tipo de proceso, en particular de la llamada cons-

'tante de tiempo o sea de la velocidad con que-. puede variarse una 

'Variable un dispositivo llamado muestreador toma cada T segundos 

una ~medición. 

De manera de obtener una- serie-,de valores discretos, tal como·; 

mmestra la fiJura. 

F(nT) 
/ 

1 

¡f(4T) 

r-1 --
,t--JJLo....l......L.....L.-L-.-l-~--~~~~ 

7 PT SEÑAL DISCRETA. 
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Un convertidor aa31ógico digi[al trans.r ... ;t'n;a estos valcres discretos 

en valores binarios~ nct~les o de aiguna ara base según el sistema 

digital que S·?. estuviese .srnpleando. 

Las seña leE dig~talizadas y e;~pret1adas en forma binaria o octal 'tie-

nen en pnmer :iugar la vem<:;ja de ser las que procesan la máquina 

en segundo lug:n:, prese¡lt5m v·entajas ~.-!esde el puntn .de vista de las 

comunicaciones. {~OllhO muestnl la Ü~ura debida [1 18 distorsión que 

se produce en ¡_m siscema de cormmi!:::aciones es· posible que dos se-

ñales de entrada diferenter.~ produzca en la salida o recepción señales 

casi iguales que resulta dlficil o imposible de identificar. observan-

do la señal de salida, cuál fué la señal que se transmitió? 

Si se transmiten señales binarias pcr ejemplar secuencias de --ceros 

y unos (ool00100) el problema de identificacion de la señal :transmi --

tida se simplifica enormemente ya que en el recepctor basta detectar 

si hay señal o no. En el primer caso, se co:nduye q~e se transmi -· 

ti o un uno mientras que en el segwado caso se decide que se trans--
tió un cero. 

Como en la computadora ade:más ·~e trabaja a L:na enorme ve1ocidad 

muy superior a la de muestreo entre operaciór. de muesueo existe 

tiempo para realizar cálculos e inclusive muestrear otras C.::lntidajE:s, 



ENTRADA. 

SISTEMA DE 
COMUNICACION 

SISTErvtA DE 
COMUNICACION 

SEÑAL DE 

SALIDA 

SEÑAL DE 

SALIDA 

TRANSMISION DE SEÑALES ANALOGICAS. 

...... 

Debldo a la distorsión producida por el sistema de comunicaciones 
dos señales de entrada diferentes _producen señales de salida: ·casi 
iguales dificultando o imposibilitando determim J; observandé} <la se-
ña1 transmitida, qué señal se envio? ' 
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PROCESAMIENTO DE SEÑALES DIGIT A~ES •. 

A = lm:ervalo de tiempo que se requiere para procesar la·, iknformaciónsobre 
presión y enviar una señal de telecomando 

B = IntE:rvdlo correspondiente a la. señal de temperatura. 

1: 



; )lFERENCIA ENTRE CONTROL CONVENCiONAL Y CONTROL 
OPTIMO. 

La figura muestra la :res~'.mesta de un sístema dinámico típico a 

llna S
1
eñal de e.::caló11. Este sistema ;1uede c:;er por ejemp1::;· un 

censpr. La shu<=F.·:rón ideal se·rf'a aquella zn que la señal de salí-

da tuviese la mi.sma fonna que ia Rei'la1 de entrada. Sin e m bar-
J 

go, esto no es posi Ur~ tc~niendo en genera! la señal de sn.lida un 

C<~rácter oscilatorio. L>entro de cietws Hmites es posible con 

controles analógicos del tipo proporcinal integral y diferencial 

ajustando las ganancias de los diferentes efectos lograr que pa rá-

metros de la respuesta como el sobre tiro, el tit=;mpo de res pues-

ta y el tiempo de asentamiento tengan determinados valores de 

diseño. Es muy difícil impleiuentar sin embargo, controladores 

analógicos que permitan tomar er :;ueúta criterios de optimalidad 

como los siguientes: mínimo cunsumo de energía, mínimo tiempo 

(ie respuesta. etc. Este tipo d~ algoritmos de control óptimo e's 

sin embargo posible implemcnr.arlos usando sistemas digJ'ttales. 

SELECCION ENTRE CONTROL ANALOGICO Y DIGlT A Lo 

Una decisión de este tipo deoe casarse en: elcosto d~ las funcio-
, 

nes de control que se reali:.-:,..:ln, su confiabilidad y fncHidad de man-

te ni miento. Como a t:::::to tres factores se les puede dar un valor 

económico, en resumen el pr<;>blema se reduce a seleccionar e1 

sistema más económico. 
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RESPUESTA TIPICA DE UN SISTEMA DE SECUNDO ORDEN. 

M sobre tiro 
T r = tiempo de respuesta 
T a = tiempo de asentamiento 

EN general la dUerenciA de costos del sistema· de c .. ;nsores y 

actuadores no permite decidir en~:r¡e un sistema analógico· o digi-

tal. Es necesario tomar· en cuenta las capacidades de uno y otro 

sistema. 

El argumento original de que· lo~ sistemas digitales ahorrarran 

mano de obra resulto ser falaz en general plantas de procesp ya 

operaban aún antes de la introducción del control digiral con mi· 
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,, 
- ' nirno personal. En ge1?-eraJ: puede decirse que la justificación de 

un control digital debe basarse en coclside:raciones de la confiabi-

lidad que le da la op:=!x.ac:i.6n do1 siscema y al ahorro econót:nico 

que puede obtenerse empleando esquemas de control óptimo que 

toman en cue¡"ta f.r.ccores económicos pe:t~mitiendo _.:~ducir o in el u-

sive minimi~a:¡;." bs Lostos de . , 0peracwn. 

o 

el sistema eléctrico .Je poteíicia debido a su complejidad no podría 

operarse sin esta tecnología. OperándolrJ· convendonalmente su 

\ _onfiabilidad no es adecuada y además no se obtienen los benefi-

cios de un c011trol óptimo. En resumen podemos decir que en 

los siguientes casos se juscifica la instalación dé un sistema digi-

tal: 

l. Plantas muy compleJaS. En estas plantas resulta imposible 

que el personal leyendo ópticamente las variables tome las 

decisione3 de control adecuadas. debido a su enorme número 

y a las muy complejqs rel::tciones causa-efecto -·.::ntrc variables 

y acciones de control. (Jesch:~ luego se· hace indispensable con 

tar con un modeto matemático adecuado para implementar es-

tos esquemas de control. 

2. Plantas· con muy altos niveles de producc-~0n. En estas ins-

talaciones cualquier ahorro por muy pequeño que resulte en 

el consumo de energía o en el desperdicio de material al 

cambiar especifi.caciore s en un p:roceso comfrmo representa 

fuertes sumas de dinero que juscH'ican la instalación de un sis 
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':ema de este tipo. 

:-s.. Plantas sujetas a disturbios frecuentes. Estos distu:r.bios ;pue-

den ser físicos, como el .cambio de demanda ·en el -~istema 

eléctrico o pueden ser económicos como ~l c3mbio íie ¡p11ec'io 

en el combustible. En general el control de planta p11ede 

compensar por v.arios de estos disturbios ·pero resu'lRt u-rece-~ 

<sar.io .canibiar los obJet lvos de operación empleando la ,cem

.putadora digital. 

~L _;Procesos de manufactura .completos. Una aplicacióncle (q::ec·ie~ 

ite impor:tancja ·es el control de procesos de manufactura ·donde 

·e;l producto tiene que mantenerse dentro d~ estrechos :limites 

'de tolerancia maquinándose además a muy alta velocidad ~como 

·en una. planta de papel o en un tren de lamtnación. También 

aquí la computadora digital es un auxq¡ar 'indispensable. 

'Como nota final es necesario ha c ..... 1· incapié en que no de..l)e olv1d:arse 

1os ·costos de programación al evaluar un sistema de control ,dig ;.¡;aJ 

directo. 
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APENDICE l. 

EJEMPLO .. DE LA CONSTRUCCION DEL MODELO DE UN PROCESO 
•" 

A continuación se ilustra la construcción del modelo estático de un sistema 
dé potencia muy simp1 ificnL!Oe 

D 1 · ~ 
/-'C,:, /(_?' /1' ('~ / c.,v 

COíl 

./ o-.e_ 

Con objeto de mantener el modelq lo rnás t>imple posible consideraremos 

que el sistema ti~ne dos generadores. dos consumidores conectados por 
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La lí.nea se simula como una imp~dancia en ser le cun dos elernent0s· .en 

paralelo. 
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Para construir el modelo matemático correspondiente al modelo físico ·.: , 

anterior es necesario incluir y definir diversas variables. Se define como 

~·,Tencia neta del bus (lugar donde ee inttJrcone...:tan generadores cargas y 

5.oeas~ e 1! '/."'\ ·' -, -= '/i/8¡) 
...__¡"' ":'! •.:!r' " 

at.. ...... ,, b .::L 

e; f? 0/«L\ - ~ ·/,j ty~ . .--
\,._../ 

:) 2 "' t.b> 
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POTENCIA 
COMPLEJA: 5 = V I -;y 

S?{:= V?f- I 
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APENDICE: ~'RQUIZACION 

2.1 Introducción 

· *Lo.s 1cowplejvs sistcm.:s de ir.~e:;és para el analista de si2temas 
~stán Íllii!lmdos por múltiples partes o subsistemas. oAdemás por 
muy grande y complejo que sea el sistema en estudio, éste a su 
vez forma ·parte de otro sistema todavía más grande y de mayor 
c.ompl:jidad. Todo análisis de sistemas debe tomar en cuenta 
t:oál es la posición del subsistema rientro del sistema que lo inclu
y¡: y .cuáles sun las partes que lo íonnan. .¡¡.Estas relaciones entre 
SUQSÍStemas ·con un sistema más amplio oue los induye, frecuente
m~nte :son de una :1aturaleza jerárquica. En esta sección se estudian 
diyersos ·tópicos rdacionados ccn este tema . 

. La .configuración estructural conodda con el nombre de jetár
rwica o ·de nivel múltiple es muy importante en sistemas de diversa 
índole, como pueden ser por ejemplo los de organización o los de 
rpaquinaria y .equipo. 

*Resulta importante determinar la estntctura y jerarquia de un 
Sistema y los niveles dentro de la jerarquía que corresponden a 
eada parte integrante del mismo, ya que las variables asociadas 
a ca~a subsistema y las funciones que realiza, que fijan sus ca
r-actcrnsticas de operación que trata de analizar o determinar el 
analista, dependen de su nivel jerárquico dentro dtl sistema general 

1 

coqto se señala posteriormente . .¡¡.Además la operación de un sis-
teqÍa ·depende en forma importante de la coordinación que existe 
~ el funcionamiento de las partes . .¡¡.Esta coordinación entre las 
pfirtes, que se basa en la información que recibe la unidad de coor
qinación o .control, depende también de la e::structura jerárquica 
!;le todo el sistema y del nivel que ocupa dentro de esa jerarquía el 
Sistema en estudio. 
1 

~En resumen, resulta imposible analizar un numero importante 
de ·sistemas si se desconoce su estructura jerárquica y la estructura 
jerárquica del sistema mayor del que éste a su vez forma p'rte. 

0 A continuación se describirá la estructura jerárquica de la b
dustria eléctrica de servicio público. El objetivo de esta descrip~ 
ción es ilustrar el concepto de estructura jerárquica y señalar la 
K'~ación :que existe entre los .niveles jerárquicos a que correspondo: 
Un subsistema y m naturaleza de la bfonnación _que maneja. 
" 
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*Todo sistema está formado por partes o sub
sistemas. 

oTodo tistems es parte de un sistema mayor. 

*Entre los subsistemas de un sistema Ju1 11:1<1· 

dones jerárquicas. 

*Determinar; 
Estmctura 
Niveies 

*La operación conjunta de .un sist~ma depen
de de la coordinación mtre los subsiStemas 

*La coordinaci6n entre subsistemas 
se basa en la información. 

•La jerarquiu.dón es ·indispensable en el aná
lisis de ciertos sistemas. 

6 Ejmtpio .&e ·.emuctura ~erárquica: industria 
e!éclrica. 



Así mismo se ilustra -la forma del control y la nataraleza de Ja 
~fónna,ción que debe manejarse pant pocer controlar y coordinar 
{'¡~~xe ~)os diversos subsistemas de U!'la estructura. je•-árquica. 

*' r..a industria eléctrica, como toda industria, tiene una est..'1.lc
tm:J. pirar.r,fi>Üb.l en la que es posible identificar un proceso fí.sico y 
":"-~<1 función de control tal co;.;.'llo mue.qtrn la ~i~. 2.U. 

~La función de control mampR;th eX p·~XJceso con ei fin de r.lcan
,;:',·1" los objetivos de la industriar que <:n este caoso son; obtléner 
mfuilina C;}u~fi abilidad, Itlinimiza¡o loo gasm!J de operación _y maxi
tnlzar la generación. 

~Pueden distin~, en general, a:re.s funciones de control a 
diferentes niveles. En el primer nivel están aquellas funciones aso
ciadas con el control de las unidades de manufactura, que en 
el caso de b industria eléctrica corresponden a las plantas gene
radoras. En el segundo nivel, la_'\ funciones de control gman las 
actividades de producción mediante despacho de carga, operacio
nes de conexión, etc. En el último nivel, las funciones de control 
corresponden a la dirección empresarial e incluyen el estableci
miento de objetivos para ser alcanzados con las restricciones del 
sistema. 

*Paralelame~¡te a las jerarquías señaladas en el nivel de, conuol, 
al ir hac;ia el vérti::e de la pirámide se puede identificar una jerar
qwa de funcione; de control: regulad6n, optimización, adapt?!d6n 
y organizaciéJ, auLomática. , 

*Puede observarse que, a medida que se avanza hacia la cús
pide, el énfasis en las variables físicas disminuye, y aument:i la 
importancia de ias variables económicas en el proceso de toma de 
decisiones o funciones de control. El control de las urüdades genc
r~doras mediante gobernadores y reguladores se basa, exclusiva
mente, en variables físicas, mientras que al nivel de control de 
producción, el despacho económico se realiza en función de varirt
bles fisicas y ec,Jnómicas. 

Lldust:ria: 

. ¡proceso fWco + controlador 
1 

0 ll! .:;ont•olador manipula al proceso con el firJ 
~.~ raue s. ... inrlwtria alcance sus objetivos. 

~res funciones de control: 
Ditecci!ln 
Control de prodúcci6n 
Controi de proceso 

1 

Orga nlza ci4n 

Despacho y ~pera-
ci6n automática 

del Sistema 

Control a 
nJVel planta 

<tJeran¡uizad6n de las Í'UJ:lr1ones de control: 
regulación, optimización. adaptación y orga, 
nizac~6lll <'i!.!tom<i't1ca. 



of}Otra característica de! control de sistemas es la decreciente 
frecuencia de las acciones controladoras y la creciente complejidad 
del proceso de toma de decisiones al ascender a través de la jerar~ 
quía de control. En la industria eléctrica, dentro del primer nivel 
ó.e control, los reguiadores y generadores operan en íonna con
tinua y basan su acción, fundamentalmente, en mediciones de 
tensi6n y velocidad. En el seg'l..tndo nivel, las acciones de control 

se realizan bajo crecientes conwc1one:; de incertidumbre. *Debe 
anotarse también que, dentro dd primer nivel, los problemas de 
control son determinístíco.s, mientras que se vuelven crecientemente 
probabilisticos al ascender a través de la jerarquía del sistema 
de control. 

<l'fodos estos controles, )'a sean máquinas o seres humanos, son 
procesadores de información. Reciben información sobr!! el estado 
dei sistema y, en función de ésta y del conocimiento de los obje· 
tivos del sistema y sus restricciones, ejecutan acciones controladoras. 
*Como se ha señalado en los párrafos anteriores el tipo de acción 
de control que debe ejercerse depende del nivel jerárquico al que 
se encuentra el subsistema en estudio. También depende del nivel 
jerárquico, la naturaleza de la información (probabilistica o de~ 
terminística) que manejan los controladores de sistema. 

La descripción anterior ha servido para introducir al lector 
al problema de la jerarquización de un sistema y señalar su .. im-
portancia. '• 

.. 
En la siguiente sección se describen diversas clases de jerarqui

zaci6n: de nivel, tiempo y modo. Posteriormente se introduce 
un algoritmo para ~tudiar problemas de jerarquización. 

El capítulo tennina señalanáo la coordinación de in!onnación 
que debe existir entre los elementos de un sistema, con objeto de 
que todas sus partes operen en forma coordinada para alcanzar 
los objetivos operacionaies del sistema. 

2.2. Clases de subd.iv::.Sbnes en la jerarquización de siste:na'i 

Siempre que se analice un sistema es necesiliio tener presente 
que éste es a su vez, parte de un sistema mayor. *De ahí que e1 
propósito de la jerarquización es el de ayudar a determinar qué 

Acc•ones 
-=""""-~~~---controladoras 

E---~-~~~..!1. Determinlstico 

*Los controladores procesan in!annacióo. 

•La acción de contr~l depenae del nivel jerfír· 
quico, asi como la na;;ura!eza de 1~ información. 

-Todo sí:itema a. a w vez, p;uo:a de un wtem:l 
mayor. 
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}erarquización ) 
relación guarda un sistema con aquellos co!i los que interacciona. 
:~e:: decir, sah;¡ cuál elemento o sllbsistema está subordinado a otros, 
·:' :r.ómo. i 

!.La fom.a de jerarquizar los siríemas f>UetL :>er muy variada, 
pr:n· lo que u1 ~'Sta sección únicawente se d~cutirán tres clac;es de 
Sltbclivisiones: L 'e nivel, de tiempo y de modo. Puede considerarse 
que éstas son h , más importantes en ::\stemas de gran tamaí'ío. 

~.2.1 Subdi. . :ones jerárquicas de ni•:e] 

Estas sul' ',· iones usualmente se basan .::u r.:onsickraciones geo~ 
gráficas, de ·~-, 1acio, por lo general impli1'a.n ti~ce;1tml.ización, o 
-li-conservao.x ~ la autonomía h~ta donde sea po~~ble. Co:nsid~~ 
rese, al respe,_ , el ejemplo de un sistema eléctrico de potencia 
subdividido en res niveles: 

Nivel 1 Plantas generadoras 

Nivel r Sistemas individuales 

Nivel 3 Si~ .e m a interconectado 

La fig. 2.2.1 muestra la subdivisión del sistema eléctrico de 
México (nivel 3). *El cual se halla constituido por seis sistemas 
mayores (nivel 2) ; 

y *dos sistc ·¡;,;· ml!nores 

~de Nivel 
~Jerarqu:t::-,cilin ) de Tiemp9 

., rle Modo 

··S;:bdivisi6n ck "·iYf'l 
Consideraciones: 

.geográficas 

.de espacio 

.de autonomía 

;;Sistemas May~res 
1) Sonora Sinaloa 

H) Torreón Chihuahua 
HI) Falcón 11onterrey 
IV) Occidental 
V) Ct!Il< wi 

Vi) Oriental 

.Q.Sisterru.L~ [~ier0ure~f 

[l) Iiaj:> c~l.!Iomi:~ 
b) -~hcat:! .. 'l 

I)S..C..""" 
t)'"r..a1Ja 
h S.,T.Jfl ¡.nJIUJ 

m Ttf'~cw\.~ 
ffil Wc:''l?ftry 
111 (ÁtJti\t~ 

~~ Cal'dl 

Yll ""''· 

'· 

Fig. 2.2.1 Subdivisió:1, cu sistemas regionales, de 
Repúbl.!ca Mexicana. 



El conj•mto de ios sistemas mayores constituye tl sistema eléc.~ 
trico nacional interconectado que se esquematiza en la fig. 2.2.2. 

S•stema 
e!éC!riCO 
l'ltáCIC.,il 

S 
i 

. 1 t 

--------------------~ t 
de 

Planta~ Plantas Plantas Plantas Planta~ !'tantas 

Fig. 2.2.2 Jerarquizaci6n del sistema eléctrico nacioval por plantas, sistemas 

regionales y sistema interconectado. 

En todos los sistemas existen plantas generadoras ( ru'Jel 1 ) , 
termoeléctricas e hidroeléctricas, pudiendo contar cada una con 
una o varias unidades. Los seis sistemas mayores se encuentran 
débilmente interconectados, aun cuando hay planes para fortalecer 
los lazos de unión entre todos. 

*Otra subdivisi6n posible de nivel en los sistemas eléctricos de 
potencia, puede hacerse tomando como ba!le el voltaje de trans
misión (fig. 2.2.3). Por ejemplo una red con más de 230 kv, a la 
vez que interconecta los sistemas, conduce energía de las gra.rides 
plantas hidroeféctricas (que se encuentran por razones geográficas 
muy lejanas) a los centros de consumo. 

Una serie de redes de distribución mayor (con voltaje entre 
115 y 230 Kv), se utiliza para efectuar h distribución primaria 
de grandes cantidades de energía eléctrica, e integrar anillos de 
reparto de carga alrededor de grandes zonas ltr~anas:Por último, 
se emplean redes con voltajes menores de 115 Kv para la dis
tribución final de la energía a los pequeños y medianos consu
midores . 

.;.Las subdivisiones de nivel no son exclusivas para los sistemas 
eléctricos de potencia, sino tambiP.n son comunes a los sistemas 
educativos. Para representar estas subdivisiones jerárquica!i es po
sible emplear figuras semejantes a las que se emple~n para 

4 Subdivisi6n dei nivel por tensioue> de trans· 
misión. 

Rtd de. 
dastnbutiÓII 

mayor 
ve: m~~ 

Red de 
antercor.~~:én 
Y o; 230K\I 

Red d~ 
di~(II~UCI~n' 

mayor 
V~ !15~'V 

Fig. 2.2.3 Je:rart¿ui:r.aci6n del &istetll.:: décuico 
nacion:rJ por niveles de tensiones de tra¡¡smisiór. 

6 Sistemas educativos. 
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sistemas eléctricos. En este casó, estas subdivisiones pue~en hacerse , - - · 
tanto por razones. geográfica.,- (fig. 2.2.4) como de gr:a~o (fig.'. 
~.25). ~in emba"rgó, eii .est;is- figuras, se les ha repre~entado con·. 
una estructura pirámi'dál' a·' fin' dé.' ilustrar'-'Já 'dependencia ,jerár-. 
quica :qué ~s~ál~ente se repre~~~~Jl., ~~·-esta 'fo~a.:~ . , __ <·:\. •; _-: . 

,. ;' -
' ~ ' ¡, 

- ··-~ 
' ' ... . ,, 

.. ~ ' 

i 
!" 

MuricJpal 

·- Fig. · 2.2.4 Pirámide jerárquica administrativa 
de la educación 

J ,.._ 

:. 

_ .. 
'•'' 

'•' 

,. ' 

,, r 
'"-.· 

'-~·'Fig.- 2.2.5 Pirámide jerárquica de grado de b 
t· • ~.. educación. 

' .. 
'• 

' ,. 

~ 2.2.2. Subdivisiones. jerárq~icas de tiempo ·,L ~ • 
... ·~~' - ~:· ·.,. ~~ .,,' ' '-:, t:···,_;.~,·, 7 ,' ' • , "'• • ·-·, L 'v•', :" :r· .. - .... 

. *Estas subdi~io~es surg~n;·,4,~1 amplio· ;ango d~ t'iemP,~f4é.:.;e~-: -:. -~Lo_s ~i~~p~s de :respuesta ~i~nen diversos 6rdc
puest 1 inherc;ntes a ··mucho!?:;~.temis.: Por ejemplo,. en l?s :pe~ 'tipa-· .". nes' de magnitud. . ·-
~ducativo se· no'ta: una .,gra:,n _'~difereq~ia, _entre-:·· el ·.t~émpo -de .tes-
p~~ta del sistema a los ~aJ#~iós. e_n Ji:\ ~tru.ct1:1~a- social d~_ ·~ñ p$ 
(usualmente: es de "muchos' aiíos); ·el tiempo de 'respue'st~- ·a das 
diferencias entre el grado de .educación de los ·diferentes n,lveles 
(usualmente de -unos pocos años) y el tiempo de respuesta a las 
<~.Herencias entre el gr¡'!_ap. 4e ed'u~ación __ obteni~o. añ,o- _cory· -'año 
(usualmente un añp}.. ., - :_ .. ·.~ · , __ . ., · -· · · · ,· 

' .. ' ., 

:;· · -· > · · :. ·Come ejemplo de la. subdi~~ión de tiempó .-en io~:; ~.lst~rn~- . . 
.. _ .. : eléctricos de. poten~ia, c~nsidére~se div~rsas fu~ciones ·-propias ·q~- ·- ·; 

. ~tos sistem~, que -junto·· é~)ll· )os tiempos' en qut;' se_ r.!aliz?Jl•- s.e·. 
muestran a éontinuación. · : .. .-. ::. · :.~.;~··: <:·:--:,· _ ·. 

Planeaci6n 
~ r , ' 

~Consiste en detenninár Ja.S necesidades 'del e sistema. durant~ los ' 0 Años = Orden de tiempo de la planeación. 

próximos años y_ tomar, las- medidas necesarias para satisfacerlas. 
Su escala de tiemflo, es:qel~orden _de años. 

~ ~t<·.>._\ , -~ r~~ 
Despacho de unidades._' ·o;_.;. 

*Asigna las unidad~ que es·t~án en operac10n durante las si
guientes X h?ras (x-.. :1'2t-H~o(~), a fin.' d~ sa~f.ace~r, ele manera 

~ 1 ·~ ~ 
• -. ~:~.:.~· ",· ~~-Yt, 
~· ~ f-.1J,¡' ' ~'~ 

.. 
" 

. ' 

*Días = Orden de tiempo del despacho dt. 
unidades. 



apropiada la demanda. Su escala de tiempo es del orden de 
horas. 

Despaclw e-:onómico 

' ' 

*Stñah. qué parte de h generación comprend~ d c.1da unidad, 
de tal n1anera que d costo de generación sea mí...-:.imo. Su f.scala 
de tiempo es de! orden de minutos. 

CrmtnJ! '/recv·mcia-cavga 

''Mantiene !a fn-:cuellcia de generadóu del sbtema lo más cerca 
'(-losib:e de la faecuencia nominaí de ooemción, con lo cual se 
- l 

log-ra armc:1izar la producdóii. con el consumo. Su escala de tiem-
po es del o::-den de sc_g1L.1dos. 

L2'. rig. 2.2.6 li'lH'Stra cómo c!lchas funciones se reali:c:an en dife
rente:: escala<> de tiempo.· 

*La subdivisión de tiempo prácticamente tiene por objeto divi
d.h· el problema general ( concemiente a todo el sistema) en pro
blemas menores más fácilmente tratables. 

La subdivisión de tiempo puede realizarse paralc!amente con la 
S>...lbclivisión de niveL En el caso de los sistemas eléctricos de po
tenci~ se tiene, por ejemplo, que el despacho económico se lleva 
a cabo en los sistemas individuales, la plancación se lleva a cabo 
en el sistema nacional, y el control de frecuenciao.earga en las 
plantas. 

2.2.3 Subdivisiones jer.\r>p.!.k~s de modo 

T;u1to los sistemas educativos r.omo los eléctricos de potencia 
deben ser capaces de trabajar bajo una gran variedad de condi
ciones: unas normales, otras de emergencia y otras preventivas. 

Por ejemplo, en Ios sistemas eléctricos de potencia se presentan 
frecuentemente los siguientes modos de operación 

Cüue.rJ de aubclir1isionea 17 

*Minutos :: Orden de tiemr-.1 del despar.ho 
l"COilómko. 

.,Segundos = Orden de tiempo del control rte 

frccuencia-car¡;a. 

Control do Des,~cho de 
lrecucncaa- car¡¡;J un~daoes 

? ¡ 
l_ __ j~u11do~ Horas 

¡-- PJ:!nutos . 
--- Trempo 
Años 

Desp11cho 
económico 

Planeaci6n 

Fig. 2.2.6 Jerarquizaci6n por tiempo. 

0Subdivisi6~ de tiempo: 
Simplifica el problema 
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\ 

Modo normal 

! 
\ 
1 
f 
\ 
1 
\ 

1 
r 

*Cuando el sistema se encuentra en !estac; condiciónes, las nece-
' ~idades de todos los clientes se satisfacen con la frecuencia y vol-

taje t~ormales. Los objetivos que deben lograrse en el modo nor-
:mll de operación son:· · 

a) Mantener la frecuencia igual a la frecuencia nominal; 

b) Mantener los intercambios de energía con los sistemas ve
cinos dentro de los límites establecidos; 

e) E~ect•.1ar !a generación con el mínimo costo. 

J!.l o do preventiv.: 

".}La diferéncia. entre este modo de operación y el anterior es 
sutil. En principio, ambos son el mismo, y sólo cambia el valor . 
esperado de la ocurrencia de una falla. En el modo normal, el 
valor. esperado de ocurrencia de una falla es pequeño; en cambio, 
en el preventivo¡ es grande. El propósito de este modo de opera
ción es tratar de evitar, mediante ciertas medidas preventivas, que 
el sistema tenga que pasar al modo de emergencia. 

Los objet .. os que persigue el presente modo de operación son: 

a) Mantener la frecuencia igual a la frecuencia nominal; 

~Objetivo del modo normal 

a): Mantener frecuencia 
b) Mantener intercambios 
e) Minimizar costos 

"'Objetivos del modo preventi'wo 

a) Mantener frecuencia 
b) Mantener intercambios 
e) Mantener reserva 

b) Mantener los intercambios de energía con los sistemas vecii~--------------
nos dentro de los límites establecidos; 

e) Mantener ciertá cantidad mínima de reserva rodante. 

Modo de emtr:;encia 

*En este modo opera un sistema eléctrico de potencia cuar~do 
ha ocurrido unJ. falla mayor y no es posible satisfacer .. }a demanda 
de todos los die;-¡ tes. En estos casos, los objetivos que· se 'busca 
lograr son: 

a) Mantener la frecuencia igual a la nominal; -
' b) Tratar de proveer a la mayor cantidad posible de clientes. 

En comparación con el ·modo normal, el preventivo sacrifica 
parte de la economía por mantener una reserv·a rodante adecuada; 
y en el de emergencia, dicho sacrificio en economía es mayor y 
-se ~ace par:l lograr satisfacer el número máximo de clientes. 

'.' 

"Objetivos del modo de emergencia 

a) Mantener frecuencia 
b) Minimizar apagones 



Af o do restaurativo 

*Cuando el sistema ha tenido una falla grave (que ha obligado 
a ernple<1r el modo de emergencia), es necesario reparar la faHa 
e inro1ediatamente después, llevar al sistema otra vez al modo 
nor.,~al de operación. Los objetivos del modo resta.urati~o son: 

a) Mantener la frecuencia igual a la nominal; 

b) Llevar con la mayor rapidez posible el sistema a un estado 
:al: que s:\tisfaga la demanda de todos ~os dientes. 

La. fíg. 2.2.7 muestra los cuatro modos de operación de los sis
ter;:la.'> déci:rkos {k potench rr.cncionados, así como la manera 
de dectu:1r las transiciones entre Jos diferentes modo~. 

\ 

2 .. 4, Coordinación e intercambio de información entre los ele
mentos de Wl sistema . 

Una vez que un sistema se ha descompuesto ~Jf':vario~·; sub
sis!~.mas es necesario para que el sistema opere coordinadamenu 
t~ que cad:l uno de estos subsistemas tenga cierta información 
rei~tiva a los otros. La ~"lre.c;ente sección, trata sobre est~ intcrca,mbio 
de información, y de ias fuentes de la información. Se señala 
ademt.s cómo ayuda este interc~mbip a la -:oordinación en la 

"Objetivos del modo restaurativo. 

5) Mantener írccuenda 
' . 

b) Maximizar la vei_ocidad de restauración 

Medo 
rcswurauvo 

Fig. 2.2.7 Jerarquizaci6n de los modos d·~ opc· 
ración de un sistema elt5ctrico de potcnoa. 
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operación y de las implicaciones que tie:1e en la estructura ge
neral dd sistema. 

2.4.1 Fut:ntes y formas de información 

*EXJ.Sten, básicamente, dos tipos de_ información: 

a) Numérica 

b) De estructura. 

*Por :nformación numenca se entienden los valores de pará
metros ¡' variables de estado, y por de estructura, el conocimiento 

de la forma e interconexiones del sistema. *Por ejemplo, en un sis
~ema clénrico de potencia pueden considerarse como parámetros: 
la inerc!a de los generadores, la impedancia de las líneas de trans
púsión, el precio del combustible, etc. En sistemas educativos los 
parámetros pueden ser: la localización de los centros de educa
ción, el presupuesto anual disponible, etc. 

*Como variables de estado en sistemas eléctricos de potencia 
se p.:cden citar: voltaje en los nodos, corrientes en las lineas, po~ 
rencias generada~, pérdidas, etc. En los sistemas educativos entre 
las 'variables de estado pueden anotarse: número de alumnos de 

----cada_grado, número de profesores disponibles, deserción y ad
misión. 

""Ejemplo de información de estructura en sistemas eléctricós 
de 'pott>ncia serían: la topología de la red, estructura del sistema 

' de contr.Jl, mapa de carga, etc. *Como ejemplos de información 
de estructura en sistemas educativos se tiene: mecartismo de 
trans:'"erencia de alumnos de un grado a otro, la distribución geo
gráfic:l de la demanda, etc. 

En el cuadro de la figura 2.4.1 se sumarizan los diferentes 
tipos de información. 

~ipos de j Numérica 
información l De estructura 

"lnlonnatión l P:mí.metros 
numérica 'ariables de estado. 

*Parámetros de sistemas eléctricos: 
inercia de generadores 
impedancia de líneas, etc. 

*Variables de estado en sistemas eléctrico;. 
voltaje de nodos', corriente en lac líneas, po
tencias, etc. 

*Estructura 'en sistemas eléctricos: 
Topología 
Mapa de carga 

*Estructura en si> temas educativos: 
Transferencia de gndo 
Distribución geográfica 

Vanat~s-·1 
TIPOS DE de 
INFORMA· NUMERICA estado 1 

1------1 
CION Parámetro~ l 

l_______ DE ESTRUCTUR~ 

fig. 2.4.1 Tipos tle informac-uu. 



*De acuerdo con la formél, la infmmación puede clasificarse ~·n: 

b) Di:;;coníble de inmediatrJ. 

A cotHlnuación' se analizan estos tipos de información. *Si se 
cuenta con id utfonnac¡ón pero é-:ta no se puede mar de inmcdia· 
to ésra r<'cibe el nombre de inherente. Por ejemplo, supóngase 
gut"" ,~r, l-'n ~istema eléctrico de potencia se han colocado me· 
d!dores de corriente y voltaje en ciertas líneas, y que la confi· 
g-uncibn del oÍ<;tema es tal que puede ca1cul;u·se, a partir de los 
·íalor:.::s medidos, la potencia en las líneas xestantcs. Esta informa· 
d6n es de ti?'J inherente, ya que es necesario realizar cálculos 
para poda ob~enerla. 

Cua!"Jdo en un sistema educativo se conoce e1 volumen de nue
vos ingreso.> ~ d de tra:1sferencias entre los diierentes grados, 
es posibie :.::on':lt:er los índices de deserción, los cuales constituyen 
ejemplos de información inherente, ya c¡ue no se encuentran in· 
mediatameme di<>ponibles, hay que calcularlos. 

La réc.niC?. co:10cida con el nomhre de "estimación de est .. ao" 
( ~e.f. 5) es ('¡ ,¡¡ en el proce~o 'le transformar información inherente 
a forma dispou!ble ¡¡,mediata; también lo ~on en el mismo proceso 
el filtrado estadístico de datos y las técnicas de estimación en 
general. 

"~-En un sistema subdividido por una jerarquización la infor· 
rnaciór. asociada a cada subsistema puede provenir de dos fuentes: 

a) Directamente del propio subsistema por mediciones o .:!>
timaciones er. éL 

h) De o~r0s subsistemas. (Entre los diferentes subsistemas !>e 
transfiere información mediante una red de comuniLa· 
ri0m"~'>). 

Ca't,e aclarar que aun cuando no tXlStlera una red derlicada 
t:'-:presam~nte 3. la comunicación entre los diferentes subsistemas, 
uno d1! ellos puede obtener información inherente de los otros 
por rnecicione'> internas. Recuérdese que, a menos que los sub
sistemas "e encuentren completamente desconectados ( indepen
~ientes), siempre existe una rte. pendencia mutua. 

2.4.2 Información e incertidumbre 

Es rnorJ?b1e pensa que sóJo se tir.ne cierto grado t:Je certidum· 
bre sobre la información. Por ejemplo, ¿hastl qué punto puede 

Coordinaciór. e in!ercambw 9'l 

•Formas de informacíén 

{ 
Inherente 
Disponible 

*Lz. información ir.hercnte debe procesarse an· 
tes de U>arsc. 

~Fuentes de {Medida en el sistema 
Información t Provcmcntes de otros s!stetn,\s 
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corJiarse en las lecturas obtenidas con los sensores?, ¿cuál r.s el 
grado de error que introducen lqs canales de telemetría?, ¿qué 
tan confiables son los censos y las encuestas?. 

*Para designar el inverso de la cantidad de información se 
utiliza la palabra incertidumbre. 

-lfExisten dos maneras básicas 
a) mediante fronteras 
b; probab~lísticamente 

para expresar la incertidumbre~ 

*Se dice que la incertidumbre se expresa mediante fronteras, 
cuart io se desconocen los valores exactos de ciertas variables, 
ocn se sabe que deben estar entre ciertos· límites (fronteras). 
Por 2jemplo, no se sabe con exactitud el número de alumnos 
q •J.r: demandarán admisión en una escuela, pero sí que serán 
éntn.· 8 000 y 1 O 000. 

*Expresar la incertidumbre por medios probabilísticos se utiliza 
cuando no se conoce el valor de una variable, pero se sabe 
que Üene una cierta función de densidad de probabilidad**. Por 
ejemplo, se ignora la demanda de energía de un sistema, pero 
se ~abe que tiene una distribución gausiana con media 240 MW 
y desviación estándar de 5 MW. 

En la fig. 2.4.2 se muestra un resumen de los medios para 
expresar la incertidumbre. 

*Incertidumbre: antítesis de infonnación 

-!!-ExpresiÓn de ~ 

Incertldumbre ) 

Fronteras 

Probabilidad 

*Incertidumbre por fronteras -+ 

limites en los 
valores 

"Incertidumbre por probabilidad -+ 
Probabilidad de 

los valores 

Incenidumb1c en Incertidumbre en pará
metros y Var. de Edo. estructura i 

1 -----------1-------------.1 
Los parámetros y varia
bies de estado pueden 
tomar cualquier ·::1lor en
tre ciertos límites. 

Los parámetros y varia
bles de estado son varia
bles aleatorias con cierta 
distribución. 

Una serie de !.Jode!~,. 
con cienos modeh, 
como casos extrr:"ll<Jc'. 

i 
--1 o 1 

Modelos c.o:1 ::aran¿. i 
rísticas y piObabiils-- 1 

ticas. 

1 
-----------------~-------

*Se señaló anteriormente que con frecuencia es necesario rea
lizar ciertos cálculos con la información para convertirla de in
herente a disponible. Estos cálculos pueden reducir el nivel de 
incertidumbre de la información. 

**Estos conceptos se definen en el apéndice B, sección B.2 

Fig. 2.-1-.2 Medios de e.xprcsar la incem:\umb1 '" 

-~>Cálculos pueden reducir el ruvel de incer
tidumbre. 



2.4.3 Información, cOordinüción y control. 

.¡¡Cuando se toman una serie de medidas para que un sistema 
alcanct; ~.:krtos objetivos, se d;ce que se le está controlando. 

El pwp6siro de esta ~ección es establecer la relación que exls· 
te entre ti control y la coordinación de la información. Con· 
sider"' al respecto, un sistema compu~to por dos esc:uelas fig. 2.4.3. 

El co.,.to por alumno para ca.:la escuela se muestra en la 
fig. 2.4.4. 

Coortliuación e intercamlJio · 99 

""C·.llltrolar para alcanzar objetivo . 

Escuela A E~~uela O 

· Fig. 2.4.3 Dos ese~~ela1:. 

M des de pesos 
por alumno 

-~-1---r---t--·+---J.l-,~·~-+t-=-=~~-~·--~> Mll!lS de 
alumno~ 

*Supónga;)e que !as escuelas A y B se ene u entran en el mi~ m o 
vecinda1 io y que en el plantel A se in::.criben 2 000 alumnos y al 
B 4 000. Si ambas no coordinan información, uperarán con' un 
co~to total de: 

Si intercambian información V deciden que la escuela con 
-1· 000 alumnos tran<>fiera 1 000 a .b, ql.le tiene menos, ambas ~~~ 
rarán con un costo de: 

*Como se: ve en el ejemplo anterior, cuando los diferentes sub
sistemas. tienen el mi~mo fin, «!!> conveniente que exi~ta una gran 

2 3 4 5 

Fig. 2.4.4 Co:;to po1 alumno como funCión de 
la población. 

*Plantel A 2 000 alumnos 
Planta B 4 000 alumnos 
Ctlsw si no hay intercambio de información: 

2 JOO X 1 250 + 4 000 X 1 500 :: 8 500 000 

3 000 X l 000 + 3 000 X l 000 = 6 000 OOU 

*Coordina e íón 
Aumenta eficiencia 
(Disminuye costo~) 
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coordinación entre ellos. Esta coordinación se basa en el ínter· 
cambio de información, y aumenta la eficiencia del sistema. 

"*Hay dos maneras de coordinar sistemas, las cuales se mues
tran en las figs. 2.4.5 y 2.4.6 apreciándose la diferencia .entre el 
método de intercambio de información directa y mediante el 
centrn de información, respectivamente. 

Sistema 
1 

Sistema 
1 

*El método de intercambio de información directa consiste 
en contar con una red de comunicaciones que conecta, uno con 
otro, todos los subsistemas. 

-~.•El método de centro de intercambio de información consiste 
en crez:.r un subsistema que está comunicado con todos los demás 
y se encarga de coordinar los intercambios de informa:-ión: 

*Dicho método suele ser más apropiado para sistemas jerar
quizados, va que usualmente el sistema de mayor jerarquía toma 
a su vez el papel de centro de intercambio de información. Sin 
embargo, esto no es necesariamente cierto·; p~cdé cxi~tir una 
jerarquía en el sistema de coordinación de información, y -ésta 
ser completamente independiente de la del sistema -principal. 

El grado de coordinación de un sistema puede variar ~qesdc 
sistemas no coordinados a sistema¡; completamente coordinados. 

*En un sistema no coordinado, la falla en uno de los subsis
temas no implica falla alguna en los demás, ya que en este 
caso los subsistemas están desconectados. Estos sistemas ~on J:TlUY 
confial-·les, pero poco eficientes. 

*2 formas de coordinar sistem.~, 

Sistema 
3 

Fig. 2.4.5 Intercambio de información directa. 

Centro de mtercambiO de informac1ón 

1 l 1 r 
Sistema ' Sistema 

2 3 
Sistema 

4 

Fig. 4.2.6 Intercambio de informacíón medi1nte 
centro de información. 

*Intercambio directo 
Una r~d comunica todos los subsístcnus. 

;;Con el centro de intercarnuio u .. • sLrbststcln<~ 
se encarga de la comunicación. 

*El método de intercambio 
información 
se utiliza principalmen:e en sistemas jerar
quizados. 

4 Poca coordinación 
gran confiabilidad 
baja eficiencia 



chaptar 2 
The Compuier 

Control System 

~bjective of this- chapter is to- briefly discuss the hardware 
(@oth computer _and computer/process interface) and software 
g.enerally found in a process computer configuration. Since other 
texts are available, we shall not give a very detailed discussion of 
subjects such ~s how a digital computcr works. Furthermore, eom
p¡Jtel' •• hardwar-e has historically cb_anged véry rapidly, so My>·disous
sicm·is likely to become obsolete very quickly. _!n_ thi~~~~a~~~! __ :mr 

• n;wiu..objective is to try to_ s-~~~ the -~e~tjons~jp C?.! -~ari~~~-h~d,.vare 
añd--soft.ware_f??tur~s t_o_tJ~~ <:_~_p_abi_l!ty of the computing system to . 
perform ·¡ñ ·a p_roce~~ c~r1!ro~ -~~'!~o!l_rl?~~-

, ~ Discussion of specific systems is intentionally avoided. 

2-1 NUMBER SYSTEMS 

The srnallest storage unit ín a digital computer is called a bit, a _, 
cnntract.ion o( "bina.ry dig!t." It can assume only two states-on or 
~~rf-J.nct thus can represent only the numbers zero and one. The base 
two or binary number system is most conveniently and efficiently 
u::;ec'! in such computers, which are frequcntly rcferred to as ~ry 
mach;nc>s. 
·~·-··whiie the machine rnay eonvenient.ly work w~tJ: binary nu~nben;, 
prog!'arr:uners do P:9.~_find __ this r~prc_se:~~~tion esp_ecially c~mvenient. A 
casual examination of U.e ürst column of Table 2-1 should reveal the 
¡:.::awn: too many_ ones ;md z_e_~~s_le3:~~ ~~-~nf~~ion. lJ!:lfo!"tunat.ely, 
cmwersión tO the common decimal or base 10 number system is not 

- -- -------- --- ------ --d- . esp§_~aiíy easy. Instead, conversion to tne octal (base 8) or h_exa ec1-

. 
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TABlE 2-1 
- '_ _ .Nurnbe~ Sy:..len1s_. 
Bmary-~-:- ·octal - Dcci m;¡:- Hcxari..'Cim.JI 

-··(base 2) íba~c 8) {base 10) (base 1 6) ----
0 o o o 
1 - 1 1 ' 1 

10 2 2'- 2 
11 3 3' 3 ----

100' 4 4 4 
101 5 5 5 
1!0 6 6 6 
111 7 7 7 

1000 10 8 8 
1001 11 9 9 
1010 12 10 A 
1011 13 1; 11 B 

1100 14 12 e 
1101 15 13 D 
1110 16 14 E 
1111 17 15 F ------------------------10000 20 16 10 

J!!_al 'h.ise 16) system is qujte direct. · For exarJ1pl~, ~~ -~~mver~_from 1 

ginan• to octjll, s}_'1_-pJy_~~!-IP .. tl~~ l?.il:mry _ _Qigi_~l_'l_groups of th.ree { 
fE_oJ:rUhe_r!ght, _an9 _ _s_2.nvc~t ~ach gT<_>I:IP __ t~9C~.:-Th~ birt~-~umber 
100110111010 is converted as follows: ---·------------ .. -~ . 

100 no 1U 010 \ 
4 6 7 2 

Similarly, it is con verted to hexadecimal as follows. 
u:cz e """' 

1001 1011 1010 
9 B A. 

Conversion from octal or hexadecimal to binary is equally as <'a:;y. 
For the bt?ginner, Table 2-1 is a useful aide, but it becomcs unneces-
sary with a little practice. . 

Auother char8cteristic that shouk\-.ht~- notcd about. the _binary 
nurop~~~:s~~i_1s ~¡;-;~§'~g~st, de~i~!J'u_~,¡;~~ Ü~~-~a_:~-b~: ·rej)l~en~d 
~ ~~~~b~~f-~1_~-;1, wluch i~ g¡::~~~_i,n .. Eab~': 2-2 for ~t?~~
~'n bib. The frrst four entries can be w-·nÍlCO fzom Table -1. 'nc 
c..ors...._....:~~~~~ --------------..... ··---Ober em.áes can be computed as follows: ------------

Largest decimal number = 2" - 1 
~----------
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_TABI.JE-·2-2 
Number of States per Number of Bits 

Nurnber Largest DecJmal Number of 
of Bits Numbcr .S tales 

1 1 2 
2 3 4 
3 7 8 
4 15 16 
5 31 32 

6 63 64 
7 127 128 
8 255 256 
9 511 512 

10 1,023 1,024 

H 2,047 2,048 
12 4,095 4,096 
13 8,191 8,192 

14 16,383 - 16,384 
15 32,767 32,768 
16 65,535 65,536 

--~--- ----------------- --------

where n' is t.he riumber of bits. For example, _computers that store 
.iata as one e_:l.!!:'/..J:?.~ .. ~ix,_te.sn...Q.it.~.a.¿gs<;>_r:!!l).,?11- · Reserving one bit for 
-he sígi~largest number that can be stored i~the r~~·üning.!if
:.een bits is 32, 7G7. Anot.her way of looking at this is tü'Sa§1!lát the 
';na:xin1un1"resoÍution of this daJa i~~_-parrli1 3-~;1s?:c;¡:·o:oó~fr;r-
!~~-~oo-~-,... .. --... -4 .. - ""' .v__,_......, ____ ~ ~..-.... 

'""""' In other applications, the number of states that can be repre
sented by n binary bits is of importance, which is also given in Table 
'2-2. This is~sirnply one more' ti. <in the largest decimal number. ''· 

in thc · !'e<'ond gcneration.computing machines (IBM 7094 and 
simil;;;-;r¡;s)~:sFé '61Ts wére-süTiiciéñf"lü" rcprescñt_ tlw charact~r set. 

~----.....-~"' ·-. ., - ... --.' l • • • 

(letters of the alphabet, the ten digits, ano spec1al symbols such as 
the decimal point, comma, parentheses, etc.). Two octal digits could 
:·epresent the six bits, and the use of the octal number systetn was 
common. With the i_'!!!2.,<!~~.1J~_QÍ t_!:l~ next g~n~-~~tion of_so~ters 
@~3fJQ_}lnd sim!!ar __ sc:!l~..?J;...the d.l~ra,cte~~e~-~~~-xpandedt ~eq~ir
i~~!~- bi~~_for r_cpresenta~!On. The term "b_x~-:_''_~?-~e_t.?.!~fer_ t?_a 
group of eight tíits, and ~~~b _fo!1}i1utq:~--:-:-wer~. o1ten.J:ef~r~~d_tQ. as 
b'Yte:ori'ei1ted machíílés-:-· As two hexadecimal d1gits cre required to 
represEm·f the "eigh-t bits in a ·bYte_-tfifs-number-systen1 bee:an t;· be 
üSed in P1aceorn1f.rbcrar~§leffi.~~rót=á1ímir:UiáCtLi1:2-r·;;·-aa·~¡;'ticTth:~ 
expanaedcl!"aracte.t~e( SO tl;e ;:,;;tEJ system still enjoyG SOrne U:Sf;o 
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2-2 CENTRAL PRuCE::>SING UNIT 

The central processing unit, often designatedlcPUJ fo'r. :c;hort, is 
the heart of the computer, ac; illustrated in Fi;.-~. Ainong its 

Core 
Storage 

Centro! 
Processmg 

Unit 

Operator's 
Console 

Peripherals 

I/0 
·sus 

FIG. 2-1. Schemat1c representation 
of a computer. 

primary functions are the following: 
l. Keep<; tr~ck of the f'UITPnt location in tht> sequPnr::c of instmc

tiom -Vi~ thP Íl13_(ruct/~/1 arJrl_rPSS regrÚer~ Which ge;lerally -~~11-
taÍrlS the address of thP next instruc~ion to.!Je.executed. - -

2.' Retrieves instructions from core storage, decodes them, and 
e·xecules them. Thc CPU contains hard-wired logic to pe-r
form a f'f'rtain _ number of operations, which · comprise- t.he 
instruction set for the computer. These instructions might 
entail storage or retrieval of data from core storage, arith-
metic operations, logic operations, or shift opcrations. · · 

3. In simpler machines the CPU is responSJble for the transfer of 
data between core storage and the periph"éral umts: In m¿re 
sophisticated machines the CPU only directs these operations, 
a point we sh::oll examine more closely in a subsequcnt section. 

The- ~cL_length of the comn!!ter__g~nerally corr~?P..s>.nc!s.Jq_tbe 
numbe~f b_its wh!5:h the prg~~-S.OLStQr._e_Lill...Qr retrieves Jro_m_ core 
l!!ora·ge _in.on_e__read/writ~ pp_~r_a!!o.~· W_ord lengtl)s_yary _from m achine 
to machine, with 8-bit, 12 .. bit, 16-bit3 and 24-bit word Jengths com---- ... ~~ ...... ~ ..... --~-------4---......... , ____ , ___ . ----- ... -

1 i 



--20 i he.Compulot Control Sy~t,.m 

monly USf'd in pru!·t·<;~ .-~mtrol compulf'rs. Üf thcse, the lG-bit word 
ICñgtli·¡., moc;l common. - - - - ----- ----

-- Tlw addrl'SS of n word dcsignates its location in core storage. 
GiveñlliCádd~;ss,tl;-~-CPU can rctricve _its coñtents frqm -~ore stor
age: liÓ\'~evcr, thc contents of the word generally givc no clue ás to 
the add!'ess from which it carne. 

Tht? cycle time of the machine is the time required for _th~ CPU 
to read one word from core storage and restare the contents. The 
cycle time is basically detcrmined by the size of the ferrite rings used 
in the core storage on current computers. T_l)_~smaller_these rings the 
faster the machine. But as th~_!i:Dgs_become_smalle~. th~ -~~ergy re
quired to cnergize or de-energ¡ze them becomes smaller, and thus 
faster oore·¡~-moresubject to noise-induced errors. Cycle times on 
current- machines range from- slightly less than one microsecond 
(¡.sec) to about 4 JJSec. -· ·: ~ - • ·· · -- - -

As we shall see, the cycle time is not the sole determinant of how 
f~!__tp,L~ºml!!!!~!_ will -~~~e~~ _a _gi~~-~~~ of code. For exa!Jlple, not 
all instructions can be executed in one cycle time. Furthermore, the 
in~"t~cti~~ ¿e¡; di'ffer-co-ñsiderabfY from- one machi"ne- to the next. 
Therefore a task that one rnachine could accomplish by exec)Jting one 
ollWó-lñstrÜétioñs--might requin; four or five on. another mnchin~. 
Even tho'ugh the second machine -tnight hay~_ a shorter cycle. time, it 
may not perform the desired opera_tion as fast as the first macl~ine. 

'!'o_ as~istj~ p~_f2_f!Oin_~-~~~~~-?p~ra~ions1 _the __ C~l!_has ª-n~mber 
Q,Lr?gisters, one· of which, the instruction address register, has been 
mentioned already. Earlier machines had separa te registers for dif
ferent purposes, such as an accumulator to store tht> results of aritl-.
metic operations, index registers for modifying addresses, and other 
registers for various purposes. ~~l!~~~-_l!l~~~~e_nd to have genEal
purpose registe~ -~hich can __ be _use<! fo~_p_J:a_<:tically ~ny _purpos~~th 
fcw reF.t,rictions. fn this way, t.he registcrs are of more general utility 
añdc1~~bl~ the programme~ to_prl?pcre a more efficient pr~gram. All 
o1her . thiÍ1gs- being equal. a éomputer- with: ~ore-- ~egisters will 
rcnt>rally pedorro a givcn task faster than _l_l machine with fewer 
regiswr:;. -- - - ·- -- -

¡~ A • • PrefC>rably, the rC':gisters are implcrnentcd as flip-flops in the CPli 

,!

:1 itself. An alternative is te reserve a ~cw storage locations in the lower 
\ part of core storage for use as registers. This lead.s to a less expensive 
i CPU but also to slower execution speeds. Whcn a register is part of 

hi core, one memory cycle time is required to retrieve its contents, 
~ whereas considerably less time ( on the order of 200 nanosec (0.2 

ps-2c) or less) is required when the registers are part of the CPU. 
A feature now enjoying considerable po~l_arity is the read-only 
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memory (ROM), a medium in which informat101~ is stort'd in J>t>rrna 
nent (nonl'ra:c;able) form. T?i~type of_storage_ offers thre(' advantagcs • 
llVPr read/wrJte core. 

1
1. Faster by a factor of about 10. 
2. Less expensive. 

1 3. s~?red information is permanently protected from erasure by 
a run-away" program. 

~urren~ pr~~tic~ is fo~ _ the RO~l to be prepared at the factory with 
f1eld , mod1flcahon vrrtually 1mpossible, but field-programmable ,._f 

ROM s are expected. 

~s an example of an application of an ROM, a commonlv used 
outme such as the square root couJd be implemented in ROM ~0 
~ke advan~ge of the in~reased speed oí execution. In other applic~
tlons, spec1al r:nathematu~al routines such as the fast Fourier trans-
f~rm could be 1mplemented via ROM. ·- .. 
.. ~icroprogramming is another feature that increascs the flexi

~~!~ty _ and_ decreases the costs oí the central processor making it 
qu1te. popular fo~ use in small computers. In this' a_pproach 
a m•cro{!r~~am 1s prepared giving the elcmeñ~ -sc~juence of 
~~~~_ourred to perform the same instruction that otherwis~ 
would havc been imnleme ted h d · · -- -- . -----------:--- _:.~:· ____ l]_ ___ ~_!!!_~rred mstruction. In 
th1s ~pproach, mtcroprograms could be prepared tó ~able on~ 
machme to execute the instructions of another machine (i e t~ 
~mulate. the ~econd _machine). Use of an ROM in which to C":ode. these 
mstructwns 1s certainly advantageous. 

2-3 RELATIONSHIP OF WORD LENGTH TO 
PERFORMANCE 

W:hen s~lecti~g a corr.puter, the user r.an choose hetwecn various 
rnachmes Wlth dt~ferent word lengths. For process control, the 12- ¡ 
16-, 18-, or 24-~lt. word lengths are all frequently used. Thc word 1

1
¡ 

~_ngth has a def1mte_ impact on the performance of the computer, ~ 
and thus_ becom~:; ~ 1mportant factor in machine selection. 

.ft~_Cl~her ~ a~~.a e;-•.tlY.._or an instructio!l can be stoi:,ed in a word 
~f mem_o1y, constderatlon must be given to both. We sha11 first con-~ 
stder data storagt:·, then the instrucbons. 
. Proc~ss data generaJJ_y enters the computing system in integer or 

fJxe?-p?mt format. For exampie, suppose th~ input is a voltage sio-
nal tr. tne O to 5 ·.,rolt d-e range If we use an 11 i'..¡'t A/D t ., 

. • • · ·u conver er, 
~ mput or O volts would correspond to al! bíts being set at zero· a•¡ 
mput of 5 volts would correspond to all bits being set to 1, givinr 't.,,. 
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(

1 
binnry:reprc<>t~ntat.wn of the decimal numbcr 2017 (rvf~r to Tablc 
2-2). Since the rcsolut1on of this arrangcmcnL IS 1 part m 2047 or 
slightly bct.ter than 0.05 pcrcent, this is cntircly adcc¡uaie foz most 
proccss· transducers, whose accuracy is usually ~bout 0.1 perccn~. 

\ 

Adding a bit for the sign gives a total of 12, and thercfore a 12-~tt 
word Jength would be adcquate for storing most process data m 
integer format.- Use of a longer word length would be W2.stcful. . 

Whcn working with process data, it is gencrally more convemcnt 
to first convert it to engineering units. The integer or fixcd-point 
representation is not especially convenient for this purposc, the ~eal 
(floating-point or exponcntial) format bcing much more attractlve. 
In this approach, a certain number of bits are rcservcd to ~cpresent 
the characteristic (including sign) anda certain number of b1ts are.r~
served to represent an integer e·xponent (including sign). The mm1· 
mum workable combination is tq reserve about 18 bits for the char
acteristic (giving from four to five decimal digits of precision) and 

( 

about 6 bits for the exponent (which is sufficient to represent num
bers bPtween approximately ~o- 9 and 10• 9). This requires a total of 
24 bits. , _ . 

Although four digits is gencrally suffici,cnt to represent the raw 
process' data, this rclatively low precision coupled With ~he round-off 
cbaracteristics óf binary machines often leads _to numencal problems 

· even in rcla:.ively simple mathematical proc-edures. U~ing a tc;~I of 
32 bib, giving seven or eight digiis of precision, to represent a ~eal 

\ ~~~~é·r circ
1

umvents these problems in most process control apphca-

- fnsofar as process contra: applications are concerned, the follo~
ing ~eperal' statcments apply to the selection of the word length m 
light of the data storage asped. . 

' 12-bii word. Since two or three words would be requrred to 
represPnt a f1oating-point number, virtually all data must be s~ored 
in integér form. In fact, floating-point opcrations sh~uld be av01ded. 
Therefore, machines in this category could _be co~s1dered ~nly for 
those ~pplications in which little or no floatmg-pomt operatlons are 
expectc·d. ... 

16- or J 8-bit word. In these machines, the usE' of two wurds LO 

store a floating-point number makes thcir use a bit in~onvement ~ut 
yP.t quite feasiblr. Storage of drrta' m integer format. redu.~es the -
words of core stor:;.ge requirec1 ·Jy n factor OÍ two. Mampul2~10:1;: of 
floating-point daLa ·.vill also l.:·e i;Jl¡cre:ntly sJ.ower becau&e two mem· 

' • 4-.- J.. r t' S n~ ~ ..... ~- -·- r"_, __ :-. .. _, t.·~ ••• ("Or{ll ory cyc1es are ::".::qL:rred tA> r~{.>r::.·~~v"€ 3. _,_:oa .. 1ne,¡-¿u:r!& >n.!._l,_,-c.~o ~-- ·..... .... 

t ""rage a·· ~0n-"""'P"' ~" --.-,.e• <"l'·'b t0 rzüiE:ve aü mter¿2~· .:,~moer. S 11.t1 ""' ~ '-- ; i ~o.J. .... l. ~--'l,.~ ,_} ,., ..... __ ,~ ............. 'l,j - • -..- - 1 • 
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clv.L~ ;·¡ flo.11.!ng JlOJnL krn.at. Howcver, the rclativ~Íy:iow precision 
of the floating-point m¿mbrcr may require thc use of double prccision 
in someopcralicns. 

Of coursc, the cost to performance -ratio is really the number of 
importance. Currcntly (1971), core storage costs about onc dollar 
per byte (8 bits). Naturally, the 24-bit word lcngth is the more ex-
pensive. . 

VirtuaJiy all proccss control computers in use today cmploy sorne 
variation of the single-address instmction form'at. As illustrawd in 
Fig. 2-2, the instruction is dividcd into three fielás, the operation 

Basic 1nstruction won:l ~ Operation Address 
e o de m o de Address __ j 

/~. 

·~ 
X value I value 

Oto 7 o 1 o 
1 ' 

- ---
Identify Oirect Ind1rect Absolute Relatove 1ndex reg1ster address address address address 10 for no mdexl -

FIG. 2-2. Format of a singlv·address instruction. (Reproduced 
by permis•;ion from Ref. l.) 

code, the address mode, and the address itself. The purpose of these 
fields are as follows: 

Operation code. This field specifies the operation to be per-
formed. 

Address. This field contains the address utilized in executing the 
instructwn. · 

Addres6 mode. This field designates what modificaiwns are to be 
made in the address contamed in the· áddress f¡eld before the 
instruction is executed. 

Disregarding t~e address modificat.ions for the moment, considc.r 
thE! folJnwing exar~ples of instructions: 

14:/~-S:zi{t or Rzght-Shift. This instruction causes the contents of 
th2 .accumulatm to be shifted to the left by one bit c.Q the rigflt 
hy ·:r-10 bi.L The adcl:"Iess field is 11ot 1JSed. 
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Storc-Word. T!ns inst.ruction storcs thc contcnts of t.hc accumu
i lator into the word whosc address is in thc address ficld. The con-

verse of thi¿ opcration ís "load word." 
Unconditiorwl Transfer. Aftcr executioTI· of this instruction, the 

next instmction executed i:; t.he one whosc address is in thc address 
field of the transfcr instruction. Execut.ion of the transfer instruc- · 
tion: s\mply requires placing the contents of the address field into, 
the in~t~.1ction address rcgister. 

Load Immediate. Sorne instructions .treat the contents of íhe 
address field as if it were daia. For example, the "load immediate" 
instruction transfers the co}1lents of the address field int.o the ac
cumulator. 

1 11 is last insbuction il!ustratcs an _ example of the effect of the instruc-
tion sct on the rnachinc's performance. On machines with an abbre
viated instruclion sel not containing the "load immediate" instruc
tion a word of core storage must be reserved for the data and a "load 
w:,rd" instrudion m:ed instcnd. This "'wastes" a word oí core 
storage. 

In direct addressing, the address field cont.ains the actual address 
of the info.rmation to be v.ccessed. ln process co:llrol cnmputers, 
three common approaches to modifying this address ru:e used:_ 

1. Retative -llddressing. Tht: contents ~( the. aodres3 flel~ are 
added to the contents of th~ program-locabon regu;ter t6 ob
tain the address to be used; In computRrs without this fea
ture, a program is wri_tten.(or compiied) to be execute?. from .a 
predetermincd locatwn m core storage.. J.ncorpora .. t.n~ th_Is 
featurc permits a program to be loaded mto any pos1bon m 
core storage and executed, a feature <>alled dynamic allocation 
of core storage. As we shall sE>e in a la ter se~tion, this can .be 
done only \vith the aid of a mass·storage dev¡ce such as a dls1c 
m drum. Therefore, this feature is of little value on all-core 
machines. . 

2. Jndirect Addressing In its simp1est form, thr:: ?.rldress f1~ld 
cont;Jins t.he addrcss of a ·word in core storage that conta;~s 
the ;•d~h·es:, to be 1.med i:1 executmg the i.nstrudion. 'fhis iS 

imov.·n as sing!e-level indirect addressing. TLis procedare can 
be nested to give multtleuel. !ndirecl addressinr;. An e~tra 
memory cycle is rcquired for each lev¿l of in~irect ad~resnng. 

~- Jndcxed Addressing. The conients of an mdex r~g¡<>ter are 
adoed to the contents of the address field to ob~in t~e ad
dress to be used in executing the instruction. If the lndex 
register j:; ¡mplementcd as a word in core storage, a memory 
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e~ de is required to rctrieve its t·ont<>nts. lmph·nwnting the 
inacx rcgister :1s nip-fiops in thc CPU savcs this lime. 

All o! these types o! address modifications may be usc·d simulta
neou.;ly. 

To illustratc the effect cf word lcngth on the c.:omput.cr's per
formance, suppose we are considcring a 16-bit machinc with thrce 
index rcgish'rs and the capabiliiy to perform rclativc and indirect ad
dressing. This means thai the address mode field musl contain four 
bits-two bits to designatc lhe indcx regisl.C'rs, one for rclative ad
dressing, and one for indirect add.mssing. This Jeaves twclve bits for 
the othcr two fields. 

Furthcrmore, suppose four bits are rcscrved for lhe operation 
code. Table 2-2 indicates that four bits can designate only 16 dif
ferent instructions, a rather paltry number. Howevcr, ingenious 
schemes have bcen devised to circumvent this problem. For exam
ple, all instructions not utilizing the address field ate given the same 
opcration code. Then the cont~nts of the addn~ss ficld are used to 
specify thc specific operation to be performed. 

Reserving four bits for the operation code and fol,lr bits for the 
address mode leaves eight bits for the addre&s field. Table 2-2 indi
cates that eight bits would be sufficient to direct addrC'ss only 256 
words of cor.:: siorage. This fact indicates that indircct addressing 
must be used extcnsively on these machines, ·~bereby reducing the ef
fective spced ·with which they can execute a program. 

On 24-bit machines the address field is suffícient to du-ect-access 
about 16K (K= 1,024) words of core storage. Thus indirect address
ing is used less frcquently. On 32-bit machines, the address field is 
generaily sufíicient. to direct-access aH of core si/Jrage. 

On machines ·with word lengths shorte:: tha'1 16 bits, double
word instruetions must frequenily be \.:.sed, th~'!reby offseWnr; the_ 
advantages of using the shorter word. 

As the final point in this section, it sh~uid be noted that t.he 
word length esscntially fixes th<-: maxirnum core storage available on 
a 16-hit machine. As the ma:dmum add.rcss that can be represented 
by 16 bits is 65,535, the maximum core ::1vailable on most 16-uit 
machines, is 64K. 

2-4 CPU OPTIONS 

I•• t.his section, we shall define a CPU option as any feature of 
the CP\.f thr.i is opiional on sorne (not all) computers t.hat are fre-
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quenlly consitlcrccl for proeess control. That is, sorne- of our- "op· 
~Óhs" are standard featurcs on sorne compute~s. 

~ Harilware-Multiply/Dividé (Aiso Called Fixed·Point Arithmetic) 

Virtually all CPU's' have an instruction to-'add the contents of a 
memory locntion to. the conte.rits of the accumulator (i.e., a fixed
point 'add instructiqn). While multiplication of two fixed-point num
bers can be accomplished by successive additions and shifting opera
tions, this cntails two penalti'es: 

l. Execution· speed is ieduced dué to the large number of opera-
tions rcquired. . 

2. The instructions r,equired in, this procedure must be stored at 
least once (usually as a subroutine) in core storage. 

Division can be accomplished in a similar fashion, and the software 
routines for this purp6se are commonly referred to as fixed-point 
software. 

An alternative procedure is to implement hardware to perform 
fixed-point .multiplications and divisions. This eliminates the need 
for the software and also increaseh execution speeds significantly, the 
order of magni1~1de being as follows: ·· 

Multipl~· 

Divide 

Haulware 

1Q_Jlsec 
:w psec 

~· Software " 
200 psec- , 
500 psec 

As the cost is also reasonably low (about $2,000 in 1971 prices), this 
feature is tound in most process _control computers. However, in 
computers used for cther ,:-urposes (e.g., in C01"!1munications net
works), this feature is not so i1nportan't. 

Hardware Floatmg-Point Arithme.tic 

In the minimal configuration, few CPU's have the capability to 
p~rform any floating-point operation. · Just as in the case of fixed
point multiply/dividt?, either SC'ftware routines may ·be'USed or ad
ditional hardware can be purchased. In either case, the functions 
that must be supplied include addítion~ subtraction, multiplication, 
division, and other fwating-point manipulations. Orders-of-magni
tude comparison of execution speeds of ha1dware vs. software are 
as follcws: 

!~dd and Subtract 
Yiultiply 
Divide 

Hardware 

15 J.!sec 
2.0 flW'-
30 psec 

400 ~l5P.C 
400 JJ-Y?.r' 

1000 ¡.._¡.r;¡, 
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This ft•atun' is not commonly found on proccss comput~·rs because 
1) tlw pricP is subst.antial (about $20,000 or more in' 1971 figures), 
and 2) floatin-:;-!·<?Í_n_t._oJ')r~ations can be avoided toa larg¡' cxtent on 
process con ti -.~1 computen;. _ 

Storage Protect 

!· 
1 

In ~rocess control computers, it is frcquently dcsirahl<' to protcct 
a certam scgment of the programs from ·bcing~acddcntally written ' 
over by a runaway program outside this scgment of programs. Or~e 
approach to implement this is by including a protcct bit with each 
w~rd of core storage. In t.his way a protccicd Jocation of corc storage 
e~ be written into only by an inslructiiJn whose protcct bit is on. 
This fcature in sorne forro is found on most proccss t•ontrol com· 
puters. 

Because of the expense of adding a bit to each memory location, 
sorne manufacturers have adopted the paging concept for storagt
protect. In this approach, a single protect bit is providcd for a ség 
ment of core storage generally consisting of about 256 or 512 words, 
otherwise known as a page. · 

~~0 ~ 
. In or~er to_ provide sume error-detcciion and correction capabi1-
Ity, a panty bit can be added to each word of core storage élnd ~" 
words of information transferred between peripheral dc •• ..:es. To 11-
lustrate the functioning of parity, suppose the parity biL is set "on" 
when the n.umber of "on" bits in the word is odd. lf an even numbt:r 
of _bits .are "on," the pari~y bit is set "off." Then including tnc 
par1ty blt, the number of bits that are "on" should always be evetl. 
If an err:or is made involving any one bit, the numbcr of "on" bit.s 
would bé odd, indicating an enor. If two errors are made they would 
not be detected, but the probability of this happening is extremcly 
remo te. 

. Several manufacturers, contending that • their core storage is so 
rehable that parity checking is not needcd, do not even offer itas an 
option. However, peripherals are not so reliable, and data trans
fen:ed ~ and from peripherals should alwa~s be accompanied with a 
panty b1t. 

Real-Time Cloclc 

Vlrtually all process control computers require a real-time clock 
in order t-0 covrdinate the computer's operation "Yith the real world's 
timE schedule. 
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~ Power Fail-~ate 

In thc evcnt oí loss of power to the computer, this option pro
vides the. capability of executing a set numbcr of bstructions before 
the machine becomes inoperable. These instructions may generally 
be used for whatever the-specific application requircs. 

> .. \ 
'· Automatic Restart 

With Io:;s and rcsumption of power, the contents of core storage 
are notaltercd. Howcver, the contents of the working registcrs imple
mented as flip-flops in the CPU are lost. But ií sorne of the instruc
tions ava1lablc from the power fail-safc option are used to store the 
contents of the working registcrs, program execution can proceed 
when power is resumed. The fuúction of thc automatic restart op
tion 1s to reload thc working registers with t.heir contents at the time 
of ~.oss of powcr and resume program execution. ' 

Watchdog 1 imer or Operatir•ns Münitm 

lf for any reasor. a program -became "hung up" in a never-ending 
loop, the process cofltrol compute1 would effectiv~ly erase to per
form all needed ·runctions. To provide proLection against this, the 
watchdog timer must be rcset within a certai11 allotted time period 
(e.g., 15 sec) by whatever program-:or programs ar.: being execute~. 
Fai!ure to do this serves as an indication of a problem somewhere m 
the software. 

2-5 1/0 STRUCTURE 

As indicated previously, input/output (I/0) operations in <>arlier· 
computcrs were accomplished via the CPU. In this wav the CPU was 
committed to thc I/0 operation while it was in progress, and tllere
fore was not available for other funct.ion.;. 

The I/0 pNíounance was improved by adding an I/0 processor 
wh;ch opcrated indcpcndeutiy but yet through thc CPU on a cycle
stealmg basis. That is, the CPU instructcd the I/0 proressor as to 
what '.lperation,; wer~ nceded, and ther.e wcre performed by "steal
ing'' memm-y cyclcs frcm !.he CPU as 'the peripheral device could re
ceive ur t.ransm1t information. This frees the CPU so that the re
maining memory cyclcs can be used for compuiat.ion8l purposes. 

By using a multiple port to memory or dired rnemory access 
chm1r:el as illustrated in Fig. 2-3, the _CPU is completely free of the 

DISk 
or 

tlrum 
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I/0 
Protessor 

FIG. 2·3. Direct memory access channel. 
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majar i/0 funct!ons. The direct memory access channel essentially 
consists of a satellite CPU whose functions are basically limit.ed to 
1/0 operations. When high data-transfer rates are expectcd, this ap
proach is extrernely attractlve. 

The use of multiple ports to rnemory can produce a variety of 
computer configurations, even involving multiple processors a& il

, lustrated in Fig. 2-4. Each CPU has its own priva te memb'C'J in addi. 

1 Private ..,J 

T·"· 
_!__ 

-lCPU 
FiG. 2--4. Multiple processo.- confa€ur.ltton. 

tion w the shared ·men'lor,y, which enables the two proeesso;s to 
cornmunicat.e with each oth2r quite readily. Peripherals with or 
without a du·ect memory access char.nel can be added to each CPU. 
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2-6 PERIPHERAL DEVICES 

In this section we will be concerned only with the classical data
processing pcripherals-tcletype, papcr tapE', and similar devices. 
Process-orien ted 1/0 devices are discussed in a la ter section. 

Teletype 

Virtually all computers have a teletype or typer in the computer 
room for communications with the computer operator. In addition, 
many process control computers have additional teletypes or typers 
out in the field for operator communications. These devices are 
rather low spced (lO to 15 characters per second), but their low cost 
makes them quite attractive where the output volume is low. 

CRT Display Units 

;The low-spced output from the teletype detracts from its utility 
for operator communications. When a hard copy is not necessary, the 
cathodc-ray tube (CRT) display units can accept a rather high data 
rate, and thcrefore are bccoming quite popular for operator com
munications. One approach is to display information to the operator 
vía the CRT, obtaining a hard éopy of the desirable information via 
the teletype or line printer in thEW:omputer r.oom. The ~pha~eric 
CRT's are reasonably cost-compet.itive with the teletypes. N.éctor
dmwing CRT's are considerably more expensive and therefore used 
more sparingly. 

Paper Ti"•P'" Rec.d/P•mch 

Wbile a :;low-spced (1ú characters/scc) paper tape read/punch 
can be added to a telf!type tor a nominal expense, the inputfoutput 
spe€ds are too slcw for all but a few apphcatwns. A high-speed paper 
tspc unit (200 characters/sec reader; 100 characters/sec punch) has 
sufficient speed for normal program preparation, program debugging, 
and system maintenance. This unit is substantially less expensive 
than an equivalent card read/punch, but is not nearly as convenient 
for program preparation and debugging. 

Card Read/Pu11ch 

While the high-speed paper tape unit ,w8s rathe:r standard on 
early process control computer.s, the card read/punch has replaced it 
on practically all systems on which a significant program develop~ 
ment effon is anticipated. Typical speeds for card r~:td/¡}1.1!~-,dt umts 
en pro· .. :::s;; r ,-oli cnmputer¡;¡ r:.re 200" card/min readk.J, 80 card/m.in 
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punchin~. A card l/0 unit generally costs at least twice that, of a 
tt;omparable paper tape ur.it. 

t.ine Prinler 

The volumc of printed output from a process control compuLer 
is seldom sufficient to justify the cost of a line printer. But for 
systems on whiéh a large program deve1opment effort is expected, 
consideration should be given to renting a line printer during the 
initial programming stages when the volume of output is high. 

Drum 

A drum is a mass-slorage device on which information is stored 
on the magnetized ~;urface of a rotating drum. This surface is divided 
into tracks with a read/write head over each track. The rotating 
speed of the drum is such that ene revolution is madc every 33 milli
sec. lf the item of information to be read from the drum has just 
passed under the read/write head, the computer must wait 33 milli
sec for the drum to make a complete revolution. This is the worst 
possible case, and is known as the maxzmúm acccss time. On the 
average, the computer would have to wait for the drum to make one 
half revolution or 17 millisec, which is referred to as the auerage ac
cess time. The read/write circuitry is fast enough so that words ca11 
be read from or written onto the drum sequentially as it rotates. 

The advantages and·disadvantages of a drum relatív.c toa disk are 
discussed in the next section. 

Disk 

A disk is similar te a drum except for two aspect~. First., 1'-_,_ 

magnetic coatmg is on the scrface of a flat, circular plate which ~e 
tates at about the same specd as the drum. Second, most disks are 
equipped with a single head that can be moved from track to trar:k 
to obtain the desired information. The average access time of the 
disk is essentially dictated by the speed of the positioner. Disks with 
very slow mechanical positioners have an average acccss time of about 
500 millisec and a maximum access time of about twice this. Disks 
with the very best positioners have ave~:·age access times of around 
100 millisec. Recently disks have appeared with a read/write head 
per track. With an average access time of about 17 millisec. these 
disks are virtually equivalent to drums, and are often referred to ru 
drisks. 

The relative advantages and disadvantages of a movable head.dis1 
over a drum or drisk are 

1. Since the read/write heads are quite expensive, the disk i: 
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gmerally less expcnsive than a drum of the same storage 
capacity. 

2. As evidenced by the average access times listed previously, the 
drum is fastcr. 

3. Mechanical componenü; have historically been the ieast reli
able portion of a computer system. Thus by eliminatir.g the 
mechanical positioner the drum is g<:>nerally more reliable. 

4. M::!1y disks pC'rmit disk surfaces to be interchangcd, which per
mit~ a copy of the informaban on the disk to be stored off
lineas a backup. This is not possible with drums or drisks. 

Maximum storage capacity is generally not a factor, since very larg~ 
disks and very largea drums are available. For process control, a míni
mum of a million words is generally required. 

Magnetic Tapes 

Due to the compnratively lor.g access time of the magnetic tape, 
the&<! units are rarely found on process control computers. 

2-7 TYPICAL COI\!F!GURATIONS 

Process control comput.ers com<;! in a wide vanet.y of configura· 
tions, dcpendir.g heavily on the app1ication. : lrt this sect.ion we shall 
give typícal co-nfigurations or three-dasses of computers. For each 
of these we shal! give an approximate cost breakdown based on 1971 
prices. 

Minicomputer 

Usually inst.alled as a dedicated computer to perform a relatively 
simple task, the configuration, as illustrated in Fig. 2-5, is practically · 

F!C. 2-5. Configuration of a minicomputer. 

Uw nbsciuU:c rnini:num. Thcsc m:1.chinc; are generally rrogrammetl in 
asse;;¡bly 1ar:g"J.i1t:¡c e;¡ ,, o"ce-for-all b<L<:.ts. For this to be practica!, 
the task the compute;- ir to ¡¡erform must be well-defined beforehand. 

Most. wnters tcnd to define the minicompute;:- in terms of its cost 
(!!.). A typkal defirdion of a minicomputer is one costmg less than 
$:?.5. CO'). ag~in in 1971 prices. TI1e config' . .lfation in Fig. 2-5 could 
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be purchascd in 1971 for less thán $15,000 even w1th a 16 bit worq 
lcngth. -· 

Direct Digital Control 

Figure 2-6 illustrates a typical configuration of a computer used 
for direct dfgital control. Because fast response is generally the basic 

,--1 
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FIG. 2·6. Typical configuratton oí a direcl digttal 
control com;>uter. 

requirement of a DDC system, an all-core (no d1sk or drum) machint 
is illustrated. Programming would generally be in assem bly language, 
although severa! standard DDC packages are ava1lable. Since rela
tively Iittle programming effort is anticipated after the system on~e 
becomes operational, a paper tape I/0 is frequently us~d on these 
machines. 

Based on 1971 prices, the cost of the configuration in Fi_g. 2-6 is 
approximately as follows: 

CPU (16 bit) with hardware multiplyf 
divide, storage protect, real-time 
clock, power fail-safe ..........•......... $20,000 

Core storage .....•......... _ .... : . . . . . . 32,000 
Teletype ... _ ...........• _ . . . . . . . . . . . . . 3,000 
Paper tape l/0 .................•...••.. _ ~,000 

$63,000 

A ma.::hine of this configuration would probably be adequat.e for no 
more than 100 loop;:, witn a reasonable compl~ment of íeedforward, 
cascade, and other advanc~d e;ontrol strategies" 

Supervist;;ry Systems 

On the coof;guration of ihe supe~-visory system illustrated· in F1g. 
2-7, most o~ the prol{ramming could be done in a compiler level 
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FIG. 2·7. Supervisory system. 

e such as Fortran. Program development and compiling could 
· cm-Ene. The operating system would tr~nsfer programs from 
1 or drum to core storage for execution. Sinct? program de-
2nt and subsequcnt system improvernent is likely to continue 

~ ,.... .. .. 
1e time, card l/0 is preferred. -~ ~· : • . 
eó on 1971 prices, the cost of the configuration in Fig. 2-7 is 
:m~~tdy as follows: 

CPU (16 bit) wilh hardware multiply/ 
divi_dJ!, storage protect, real 

--time clock, power fail-safe ..•. :-: . • . . $50,000 
Core storage . . . • . . • . • . . • . . . . . . . . . . 64,000 
Cnrc! I/0. . . . . • • . • . • . . . . . . . . . . . . • . . • . • . 20,000 
Teletype. . • • . . . . . • . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . 3,000 
Disk , . . • . • . . . • • . • . . . • . . . . • . • . . • . . . . . 35,000 

$172,000 

a line printer would cost another $30,000, the main reason 
is usually omitted. 

~al Project Cost 

hough the computet system is geJleially a signHíc:cmt element 
total project cost, many other factors must be considered to 

1t a total pro5 cost, which includes the computer system and 
iliary equipn .. t, program•l•mg, prol!ess analysis, installation, 
aining. Table 2-3 giv-es th~ eost breakdflwn on eight selected 

o 
o o o .... 

o o o o 
N 

o o 
o 
.ñ 

o 
o 
o 
ó ..... 

35 

i 
e .. c 
2:: 
c ·; 
E 

~ o o c 
.S:: 

" 2:: 



36 The Compufcr Control Sy!>lem 

process computer systems. Note that the cost of the computer and 
auxiliary eqUipment varie:; from 35.8 to 75 percent of the total sys
tem e os t. As in all aspects of toda y 's economy, the trend in process 
control systems is that the hardware costs are tending to decline and· 
the people-related costs are tending to rise. 

~3 PROCESSINTERFACE 

· In order to function properly, the computer must receive certain 
data from the proce:>s and transmit other data to the process. The 
compulcr/process-interface, often called the analog front end, must 
somehow accomplish these functions. The data involved generally 
fall into one of the following three categories: 

l. Continuous or analog data. 
2. Discrete data involving only two levels (i.e., on-off type infor

mation). 
3. Pulse data. 

These catagories apply to both input and output data. 

p 
r 
e 
t 
e 
S 

----s 

Figure 2-8 illustrates the typical arrangemerit for reading analog 

Multople•er :]-.J-; 
Dooo1al 

Compora1or -. ~~~ 

FIG. 2·8. Ana!og input sy¡;tE'm. 

values from the process. These signals can be classified as follov1s: 
l. Low-level s¡gnals, geDerally considered to be thos~ whose 

voliage levcl is !ess than 100 mi!:'rovolts (pv), include the out
puts of thermocouples,' strain gauges, resistance t.hei'rnometers, 
and sinülar transducers. 

2. High-level ~agnals, generally comidered to be those wh9se 
</(Jltag~ le\•el is greater than 100 pv, emanate from tramducers 
-~~v¡th a bui!t-in amplif1er of sorne type. 

Due t) the popularity of thermocouples for measuring ternperatures, 
low-leveí s1gnals are ~ommonly encountered in process control sys
iems. .!'btl:.IallJ·, these !:iignab are most succeptlble to distortion, thus 
requiring spec1al precautions. The leads generally comist of a 
twisted, sh ielded pair. The Ieads should not be carried in the same 
tray 11s :;.-e po wer circuits, and in general should nol come in el ose 
proximity d large electrical motors or generators. 
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Improper grounding: can aiso be a potí'ntial source of distortion 
of low-level !>ignals. In general, the circuit should be grounded at 
nnly ene point, preíeraf>ly at the computer. Figure 2-9 illusirates a 

1\__ 
/

High 
----~--1 ompedance 

('-,(-) 

FlG. 2-!.. Circuit susceptible lo commcn-mode noi•<' 

circuit grounded at two points, one at the computer (specifically, al 
the amplifier} and the other at the transducer. The irnpedance of the 
amplifler is very large (on the order of 10& ohms}, :o.o n<'gligible cur
rent flows f.round the loop. Howevcr, the two grounds are likely te 
be a considerable distance apart, and therefore probahly at slightl~· 
different potentials. Therefore, a current ic, calbd the commo."!· 
mode currenl, flows in one of the leads and not the other (due t( 
thc impedc1nce of the amphfler). The voltage drop due to this cur 
rent causes a bia& (whiCh may vary with time) to appear in the read 
ing. This bias is referred toas the common-mode no1se. As this nois' 
cannot be removed by filtering, steps should be taken to avoid it 
The easiest way is to avoid grounding at the transducer. 

As rather detailed ciscussion of good wiring pracüces are avail 
able, they will not be repeated here (3). 

The fundion of each of t.he clements in F)g. 2.8 is ~" foliows. 

Signal Conditioráng. This may Nlcompass a variety o[ element 
depemling upon thc sensor 1tself. When the output of the ham:ducE 
is a voltage signai, the signa! cond!ti-:mer generJ.l!y cons11>Ls of only a 
RC flit~?r. But lf the output oí the transduc~r is other than a vollag 
s1gnal, the signal conditicner general! y tnmsforr.1s it to a_ voltag 
signal prior to th~ multlplexcr. F'or example, if. the output of th 
transducer is a current signal, the signal conditio~1e: gener8.lly coi 
tains a resi:;tor ""cross which the voltage input t.o the mu:tiplexer ' 
ta.ken. 

Multip1ex.er, 'fbc multiplexer provides the mc(;hamsm by whic 
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nne. of severa) signals is connected to t.he A/D converter through 
the amplificr. For high-levcl signals, solid-state electronics (field-ef
fect transistprs) are used in the switching circuits. _Sampling rates of 
l 0,000 points per second and higher are readily accomplished. For 
low-level signals, the distortion of the ficld-effect. transist.ors cannot 
be tolerated. Reed- or mercury-wet.ted relays must be used, result
ing in a much slower sampling rate (about 200 points pcr second). 
Sorne systcms contain two distinct multiplexers-one for high-level 
signals and one for low-level signals. 

Multiplexers range in size from about 32 input points up to 
2,048 input points or more. The sampling sequence on sorne multi
plexers is fixed t.o a certain sequence, yielding what is called a 
sequen tia[ sean. Other multiplexers _permit selection of the point to 
be read, enabling the points to be read in random order. Of course, 
this latter multiplexer is more expensive. 

Both types of multiplexers are found in process control systems. 
When the computer controls the analog sean, the·multiplexer rnust be 
capable of reading the points in random ordcr. On ot.her systems, 
i;owever, control of the sean may·reside largely outside of the CPU. 
:Jsing a scqueníial sean and a direct. memory access channel to store 
the data in prcassigned storage loc3t.ions relieves the CPU of the 
tmrden rof r;11nervisini! the analoe scrtn ::_"-

AmpÚfif'r.s. The function of the ~únplifier is to scale the -proc.;ess 
signal either upward or downward so that the -resulting range matches 
that of the A/D converter, typically 15 volts. Sorne systems utilize a 
fixed-gain amplifier, in which case voltage-divider circuits often ap
pear in the signal conditioner. In other systems, a programmable
gain amplificr permits the computer to specify which one of several 
available gains is to be used. This latter alternative provides mon
flex;bility, but the ampl!fier is more expensive and also requires some 
·vutput data (i.e., V1e value of the gain) from the computer. 

A/0 Converter. Com·ersion of the signal from analog (contin
uous) form to digital (discrete) form is accomplished by the A/D 
converter. The resolution of the A/D converter is related to the 
number of bits in the di¡,ital output by the equation 

1 ' 
Resolutic.1 == 2;-:::-i 

wbere n is the ~mmbcr of bitE. E'or proce:Ss <;0ntrol, .::.~ 11-r/: ::~.m-
verter is e .. _;r~1" ~dequate, giving a resoiuti.on oí about C.üi:i pe;:~·ent 
For SQ17.~ <:i'·· don;-: '~"" eig.~l~ bit corwerwK' wHh .:';'. ¡~solution of 
about 0.4 per~t:•lt ki acc¿ptaolt-
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ThP Lune req,_.nt~; fm the uigít:ü outp:lt of the A/D convertcr to 
rcach u :.onst.ant -.aiue afl'-!i 11 new input is applii>d is lwown as !..he 
scttluzg t1111e. For !>olid-state A/D converters, t.he settling t1me is 40 
p.sec or less, which becomes significant only at high data-transfer 
rates. 

Comparator. ln order to relieve the CPU of sorne of 1b; burden, 
the input data can be compareu to high and low limits outside the 
CPU. This feature is very atlraciive on systems using the sequentlal 
sean coupled w1lh a d1rect memory access channel to store the input 

-data in preassigned storage locatJons. The .high and low limits are 
retrieved via the direct memory access channel from preass:gncd loca
tions in core storage. lí cither límit is violated, an interrupt is gener
ated, calling for the CPU's attention. Thus the input sean pro,~eeds 
independently of the CPU until a ¡¡milis violated. . 

Although inputs wh1ch can assur;ne only two · stale:. could be 
entered vía the route described in the above paragraphs, t.his condi
tion places an undue burden on the analog input systerr .. Most pro
cess control systems permtt the states of input.s of this type, known 
as dzscrctes, to be read in groups. Normally cach discrcte is assibnect 
to a bit in a word. In one cycle time, most computen can read a 
word containing the status of a nurnber Of discreté'S cquaJ to the 
word Iength. The capability to manipula te the bits in -a word m ordc::
to ru.cert.ain which bits are on or off becomes extremely trc1pm~,ant. 

. D1scretes are- -commonly use_()_ to indica te the status of relays, 
which may be found in anything from electrical switches to high
pressure alarms. In the convential operator's console, the. position of 
the thumbwheel switches and other devices for data entry 15 indicat.ed 
vía a bit pattern entered into_ th~L~omputer via discretes. 

The output of certain measuring devices such as tachomet.ers or 
turbine meters is often in the form of pulses. Although thc computer 

, can be readily progr&mmed to count puJses for a given length of time, 
this tends to consume too much of the CP:U's time. Instead, external 
pulse counters are generally preferred. 1~ ,th€se devices, the CPU 
loads a register in the pulse counter with the number of pulses to be 
counted. W1th the re,Ggipt· of each ~ p\.!'ise, this reg1ster is "down· 
countC'd" (t. e., one i•C:subtrac_!.~rl,,·. ú-ntikthe ,r_cgister tPaches zero, at 
which time an inyíf~pt ·t:6-thc CPU is generatE!d). To determme the 
time required fs;./. the given number of pulses to occu.r, the CPU needs 
only .to subtr#-ct the-time when the pulse counter was initialize~ from 
the current/;me. Thus the CPU has litUe to do. 

The ::Jt.put "uf data to the process is generally by one oí the 
follov;~,,.;j Uu·.se r.neans: 

t/Di&tita~-to-analog (D/ A) converter, which c1 'rts a digUal 
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val u e (in mtcger forma t.) to an. analog sig;1al. A multiplexe! 
could be __ used to Óbtain several outputs from a single D/A 
c?p.vcrte& as illustrated in Fig. 2-10. But with the addit.ion of 

Computr;r 
D/A 
___¡ 

}----1 ~-

-F~ d 
Mul!1ple•er 

FIG. 2·10. Mult:plexing the output of a D/A 
convl'rtc• 

. the hold drcuits to maintain the value between samples, thG 
ec()nomi~s tend to favor individual DíA couverters" 

2. Pulse generatorc, whi~h- ger1er~te the n~~·1ber of pulses spcéi
fied by the computer. In most systems the pulses are of pre
determined amplitude and duration and with a predetermined 
time between pulses. The outputs of pulse generators are 
commonly used t.o drive stE'pper motors. 

3. Contact clcsurec, which can asst;.me only two states---on or 
off. In addition to simple app!ications such as turning pumps 
or Eghts on or off, a cvntact ce.n be closed (or opened: for a 
period oí time to obtain a pulse output of variabl~ duration. 

To il!ustrate the use of these devicE's, com·.ider thE' output of a 
quantíty such í1S '' valve position 01 set point for an ar..alog controller. 
Perhaps the most d:rect appt"oach i,;: to use a D/ A con verter as illus
trated in Pig. 2-lla. Pei."~,ment point~ are: 

J.. Sínce :most val·.es are pneumat1c, ?.. current-to-prwumatic (l/P) 
tr:::.nsducer is required. 

2. The output <)f the D/ A converLer can be displC\yed so that the 
ore:mtur can re?dlly ascertain the valve ¡:;osii:ion. 

3. A::; the output is the ac-tuE..l vaive poútinn, some rneC"hc.nism 
must be provided so that the compu.ter can read the initlal 
v!llve position. 

Aitematively, a pube generat.or. can be used in the configuration in 
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0/ t, convcrtPr 

Compu~~~---~" 
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1 o.) D/A converters 
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position fnr opera.tor 
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Pulse 
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D•:.plo.y 

( bl Pulse generator w1tn '·,epper motor 

(e i Pul~e generator w:ch 1n!egruu~;: u:npl1f1er 
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Vol ve 

FIG. 2-11. tl~es of D/ A converters anc! pulse gcneratcrs. 

Fi~. 2-llb. Relevant poinL<> are: 

Val ve 

1. Current/p11eumatic transducer is replaced by the síep¡ 
¡y¡otor, whid1 inherently integrates the input. 

2. As the C'·.:-mputer outpt.:t !S a d:l3.ngf' in vah'e position;it is 1 

nPt.:-. .,s::n·.:l that th€ <:ompu.t.er be sb!e to Hscertain the va 
po:.nt.ton {.rn]e¡;s it mu,;t be verified t.ha~; the ~!er;ired chan~e ¡ 
actually made). 
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3. In arder that the opc>rator be able to readily ascertain the 
vaJve pos1tion, a signa! must be transmitted to the control 
room, thus entailing another signa! lc>ad. 

This approach is commonly used for set points of anabg cc.ntrollers. 
Another alternative is to use an integrating ¡n;·:~iliLer Jocated in 

the control room as illustrated in Fig. 2-llc. This is similar to the 
configuration in Fig. 2-llb except for the following: 

l. The valve position can be rP.adily displayed to the operator. 
2. An 1/P transducer is required, although this could be incorpo

rated into the integrating amplífier. 
3. The saturation limit of the integrating amplifier may not 

exactly correspond to the valve full-open or full-closed, which 
may present sorne problems when using the velocity control 
algorithm. 

Although a pulse generator is illustrated in Fig. 2-llc, a contact 
closuré maintained for variable duratlon could be used instead. 

2.9 SOFTWARE 

In ·une sense, 'the computer control system" can ue. considered as 
~omposed of two classes of elements. The first of these is called the 
.iardware, which has been described_up to this .. p9int. ':'\.¡e second is 
_¡¡,,-software, which can be defined as·everything over and_ al::iove the 
··¡o.:-dware required in arder for tbe coú1puter control system to func
:·.io•l. This is perhaps the most encompassing definition, more re
t:tr.;ctive defii1it10ns being available. 

Basical!y there are two sources of software. The computer 
:nanufacturer g<'nerally supplies certain program packages wzth the 
eomputer system. Some of these are generally jncluded in the bas1c _ 
~:;rice of the system. Others may ">e purchased at the option of the· 
;I!Ser. In either case, this software is termed uendor-supplied so{tware,-·-

Whereas the vendor-supplied software is generally usable in IÍ 
r,e}atively widP class of applications, each user will require certain 
programs specifically for his own installation. He has the option of 
, ·ither writing them himsclf or retaining an outside firm to write them 
;)r a negotiated fee. Software in this category is generaliy termed 
;.ser-supplied software. Of course, the user would like to minimize 

·,he amount of software he must develop.' 
For a computer control system, the software requir~d can be 

,ategorized as follows: 
l. The operating sy::;tem, monitor, or executive. This software 

superv1sc:s or dn-ects the oper .. 1ti9n of the con:put€r control 
system, scheduling programs ~·or exe~;ution, trunsferring pro-

'{},e Compvfcr Conllol Sy~lcm 43 

grams from disk to core, etc. Thif. package is gt·nerally avail
able from the computer manufadurer. 

2. ~·.:pportin¡~ "-f'ftware rw.cl,ages, indudmg coínpil<'rs, loaders, 
d1sk ed1ton:,, \llagnostic routines, etc. Most of thesc are avail
able from the vendar. 

3. Applications .programs (i,e'., those directly concPrned wíth 
iínpletnenting the selected control strategy). 1\lo!;t of these 
must 'be supplied by -the user, although sorne parts such as 
operator'~ console setv1ce routines, thermocouple conversion 
routines, and the like may be available from the vendor. 

With this overview of the software for a control computer, a few of 
the indi~idual elements will be considered more closely. 

2-10 THE ASSEMBLER . 

Earlier in this chapter we discJssed the basic machine language, 
and indicated how cerLain operations could _ b~. obtained with the 
appropriate instructions. At this level programming is very tedious, 
and the programmer must remember the binary codes for each in
struction as well as the addrcsses where ~ach piece of information is 
stored. Programmmg in assembly language offers two advantages: 

l. Mnemonics are used to mdical.e the instruction Lo be per
formed. For example, STW may mdicat.e the "store \Vord" 
instruction. 

2. Variables are used in the place of absolute storage locations: 
The assembler collects the names of all variables 1.1sed in the 
prcgram and assigns storage Jocations to them, in much thl? 
same manner as the well-known Fortran compiler. 

i<'or example, the instructio!1 

STW X 

may instruct the machine to store the contents of the accumulator 
ih the storage location corresponding to variable X. 

In· most basic assemblers, there is a one-to-one correspondence 
between assembly language statements and machine languáge instruc
tions. These assemblers w1ll frequently run on as small a system as 
one with only 4K words of core. Many man1,1facturers offer an ad
vanced asscmbler which permits the use of "macros," which are 
certain assembly language statements or "instructions" that require 
the execution of more ihan one machine Ianguage mstruCtion. A 
more expanded system is generally required for assemblers of this 
type. 

As this is not a text on programrning per se, we will not delve .. 
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into the details of assembly language programming. Besides, an 
assembly lan¡;,ruage is generally spedfic to a specific machine, differ
if!g írom. one model to anoth~r Pv.zn if made by thP. same manu
facturer. 

We shall defer discussion of i.he advant~ges and disadvantages of 
ptogramming in assembly language until after our introduction to 
Fortra11. 

2-11 PROBLEM-ORIENTED LANGUAGES 

Although modífications of other problem-oriented languages such 
as BASIC have hecn used for programming process control com
puters, Fottran is currently the nwst common problem-miented lan
guage used in process conlrol. As we shall enumerate shortly, the 
.-act that Fortran has it:> shortcomíngs has given rise to sorne intewst 
to abandoning the use of Fortra~ in process control. However, there 
is considerable incrl.ia in the genera! use of Fortran, prob<lbiy because 
most cun-ent technícal graduates have been exposed to it. Conse
quently, we shaH t-oase our dtscussion in this sect1on around Fortran, 
pointing out its advantages and limi~at.ions. 

Fortran enürely abandons the one-t.o-one corr.~spondence of 
·statemeots to machine -language.Justructions.~ ¡l}stead, syntax is u sed 
to indicate procedures to oe executea using desired informstion;o·For 
exam ple, the stateménC- ---- ---

C=A-?-B 

indkates th!it A is to be added to B and the results stored in C. This 
stat.ement vmuld be equivalent ;.o the followíng assembly language 
stat.ements: 

LDW B 
ADD A 
STW C 

(load B into tht- accumulato;} 
(add A to thc contents of the accumulator) 
(store conte,1ts of the accun;uiator in C) 

.\:; m0:-.t:; ;enders are l:Brt.tl\nly familiar with Fm:t.ran, thf~rc is no ne(('d 
_.J ~o i:.to :.he det.uls of Fortran ¡>rug¡:arrrming. 

lt ,.i)ould, however, b.s- pumtcd ot:i. that. the Fortra1' available on 
rrv~:e~,s control con-:pm_c,rs doe5 not genen•lly ;1ave as m;;ny features 
&vailabt<:- a<: ü.e F•.ntran av&ilablc on the typ1cal data proceo:>ing 
waenine. No~3bk ex e< pt ions inc:Jude the absc{ICe of log;cal nn<>hles 
\~ncludmg Jog1cal iFj and thE ability to selective1y define the pr~
t:\&i.-m used in the calculat.ions. In general, single pn;cision or doub1e 
J:-H:c.ision is usecl throughout the probrram, not just in selected plEces 
where it is needed. The same npplies to variables. For example, all 
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llltq~,·r variahlt>s are ston•d onc per word or all are stor('d one pet two 
word<> (doublc ¡:redsion). , 

Smce the Fortran avaihble on process control rompulers 1s 

really just a ;:Juyover of the Fortran available on dnta-processing 
machines, several needed features are not generally available. A 
prime ~xample is tht.' ability to directly pcrform b1t manipulations. 
The status of process equipment is often indicated by thc state of 
contact closures, whtch are read ínto the machine one word at a time. 
That is, in a 16-bit machine, the status of 16 contact closures would 
be indicated by one word. Therefore it. is often necessary to deo 
termine if a certain bit is "on" or "off." This is readlly accomplished 
in assemb1y language, but not in Fortran. 

To provid~ capabihties like thh, the usual approach has been to 
re-surt. to subroutine calls to assembly-language subprograms that per
form the needed manipulabons. In add1tion to b1l manipulation.>, 
mosl real-tune functiom such ns initiating A/D conversi0ns, initiahng 
D/ A conversions, generating pulse oulput.c;, anu the hke are handJcd 
in th:s manner. This results m a cf:rtain amount of ovcrhead in trans
fcrring control to and from the subprogram. 

One approach to circumvent this drawback is to permit the i.l"
sertion of assernbly statements into a Fortran source progrmn, a 
feature called in-line assembly. Now the programmer has rlirect 
access to the basic machine capability whencver the needed opeia
tion-can.t1ofbe readTiy accomplisfied\.Vitfit<<::irtran-:·------_---

Basically;-the ·decision to use assembly or Fortran involves a dc
,_ision of which resource is scarcer-man hours or machine capaC"ity. 
Certainly a Fortran program can be prepared quicker- t.han can an 
assembly-language program. However, the assembly-langt:.age pro
g!:am will run faster and will require les!'. core storage. Thus asome
what larger machine wtll usually be needad in order that thc bvik of 
the programming can be done in Fortran. Other pertinent fc.cturs are 
outlined in Table 2-4. 

2-12 Flll-IN-THE-FORMS SYSTEMS 

'i\.hether using assembly lan!;;ua¡;::: nr Fortran, the programmmg 
l::)l:r~1en on the user ~s substa.ntir.L One ;-.ppro::>ch to rt:ducing thi: 
burclen on the ·J:ier ia vin f!ll-in·~,he-for·mfi packages, whPre the usel 
designates by d~ta c~-trds what fu.1etions are to b<.! p<>rform(•d. In es 
sen::-e. ll-.e m:l;;tc· program makes availabll:' to the t::.?''r a numbcr ol 
funf'tions. Via the input data dack, he prescribes v<hat operatiom 
are ~o b'.": performzd on designattd inpl:ts to prod•.!Cf' designated out 
put.'l. 
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TABLE 2-4 
Assembly Versus Compiler Languages 

(Reproduced by permission from Ref. 5) ___ _, ___ _;__ 

Language 

Assembly 

Compiler 

Advantage 

Fasl objecl. code 

Efficient memory utiliza
tion 

Control over program and 
data location 

Access to all computer 
functions and instroctions 

Efficient program linkage 

Ability to uo;e different 
·e\a-;ses of codes 

~~51chjne i_ndependent and -
'Standardized -- - _,. 

S-elf-documenting 
Easier to leam 
Quicker, less tedious to 

write or modify 
1 

Easier to debug-self
checking 

Explanation 

Fewcr instructim1~ to conve¡t into 
machinP code decrea;;,.;s <>xecu
tion lime 

Assembly code can takc advantage 
of memory-conserving reatures 
of modern control computers 

Assembly code offers more flexi
bility in specifying program lay
out and data slorage 

Programmer can lake advantage of 
his detailed computer knowl· 
edge to wrile more effective 
control programs 

Calling up subroutines and shifting 
control parameters is simpler 

Reentra~t routines for servicing 
priority inten:upt are facilitated 

A limited advantage 

Y es, but must be suppl~mentéd
Yes, for a scientist or engineer 
Y es, provided the program writer 

knows when to provide control 
alternatives 

Prevents sorne programmer errors 

... 
The functions nonnally l"Overed by languages of this type include 

the input sean routine, alarm scanning, conversion of input data to 
engineering units, three-mode control calculations, íeedforward 
control cakulations, cascade control, and similar functions. In 
genenll, all of the basic functions common to most control systems 
are pr'ovidcd. 

The fill-in-the-forms s~tem runs in what is called the inter
pretive mbde. The input data is stored somewhere in the systcm, and 
the fill-in-tb~forms zystem searches through the input data to ascer
tain -what functiom are to be performed. This entails considerable 
oveihead as compared to either assembly or Fortran programs writ
ten to accq,~plish the .sa:me -tas1\:, wh1ch necessitate& a more expanded 
computer-7~·. >tem -oo perform the same task. T.he fill-in·the-forms 
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As it is unrcnsonable to expeet any fi!l-in-the-forms systcm to 
providc all .. thc ;unctions requircd of a computer control system, 
provision is generally made in these sysiems for the user to add 
routines as necessary to augment the system. 

2-13 DOCUMENTI\TIOI\I 

No mat.ter which programrning l:.mguage is used, preparation ~~ 
adequate documentation requires considerable effort, but is a tasi 
that must be undertaken while- preparing the programs thcmselves 
rhat is, it is not feasible to delay preparation of documentation un tí 
the prograrriming task is completed. 
¡ I~ preparing doéumentation, the objective should be to enabl: 

someone )Vho is totally unfamiliar with the program to quickly an1 
iasily understand its purpose and how it works. The following itern 
dre éssential: 

l. A: written statement of the function this 
fdrm, as well as the details of the approach , 
the desired function. 

2. A flowchart of the progr~.m. 
3: An up-to-date program listing. 

. . ~- D~finitions of all variables used in the program. 
-.-•rhi~'should be-augmented as_nece_~§_ary t.o P!'9Yl~«: complete coverag 

- In regard to defining variables, a standar-d-namrng conven-iiiji:l f· 
all variables in the various programs in the system .has sorne meri: 
In this approach, each character in the variable name designates so'n: 
thing about its meaning. This method should lead to more consiste 
variable naming, but a list of variable definitions for each prograrr. 
still desirable. __ -

2-14 FOREGROUND/BACKGROUND OPERATION 

The.'programs executed by a typical.process computer are ger 
ally divided into two types: foreground tashs and bachground ta~ 
The fóreground tasks are g~ncrally those directly involved in cont1 
ling the, process. The background tasks include many of the ta 
requited. to support. the computer control system. For example, 
progt~m .'~sed to compile programs, whether foreground or b~ 
ground, 1s run as a background task. Therefore if it is desirable t() 
able ~ cÓmpile· while the computer is on-line (i.e., controlling 
process), the operating system or executive must be capable of si'r 
taneously ~upporting foreground and background t.asks on tpe· s1 
machine. This does not mean that both tasks are executed. si1 
taneous1y. Instead, the background task is executed only while 
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computcr hus no torcground task to perform. Systems that cannot 
support bacitground·tasks while on-line are C;ommonly refen·ed toas 
dedicatecJ systems. 

Basic;uly, lhrce differcnl ar::angements could be proposed to ac
complish all the tasks necessat.-y in the operation and support of a 
comput:->r control syst.cm: 

1. Forcgmundlbarhground on the same machine. Thi3 dual 
funct.ion places an ad..!ed burden on the monitor or executive 
system, therC'by incrc¿;sing the overhcad. A rather expanded 
system is requircd to support both functio:1.s. Also, sorne con 
sidcration must be given to the possibility of a backwound 
program going astray and intel'ferring with the cor..trol pro
grams operating in the foreground. This requires sorne form 
of protcction, cither hardware or software. 

2. Forcground,'bacl~ground on separare machines. If two ma
chines are pv.rchased from the same manufacturer, onE can be 
dcdicated to the contra! functions ..-.;hile the second is used 
off-line fc1 program development. K1ch of the two systems 
will be of smaller configurations thau a machine on which 
both functions are nnplernC'nted. $eparation of the two 
functions ralso climinates the possibility of backgrour.d pro
grams interfering_¿.yi!..!:l-fpE_egr:ound progr~ms. Sinc2 one :t>ack
ground c"omputer can sup~1or~ severa! déuicat~tl controJ ~om
put~rs, this approach can be ve!y attractive when rnme than 
one eont::ol computer is involvcd. 

3. Off- linc suppor t by da ta-proccssing machines. The general 
idea behi!1d this approach is that a cer.tral computer or time
sharing system can be uscd t.<.> provide Fortran cornpilatíons 
and similar functions. h.·> the c~'lÜ!'aJ computer is most likely 
of a dífferent r.-..:;ke th3r' ":e· cr,d.rol computer, its compilers 
are lvJt usable. lnstead, a compiier i~ reci,·ircd that nms an th" 
ccntr:ll cOiTlpu~er yet produc,;s code cxecutable by the contrc.l 
cornnt~te:r ln the case of F'ortnm, this removes the rl'!strictions 
on c"ore made av~ilabh~ by the r.ontrol syste:::n to the compiler, 
J'1C coald conc,'ivably permit the developroent of moFe Pl

ftcient cornoiinr. that also provide :;ome extra funct.ions 
n~eded in p~ocess :::untrol. A:.; for assemblers, an assembler 
•miUen in Fortran codd be ::-un' on virtually f>.Ii~ data-prcces
sing rnachine. 

~.!-15 iNTERRUPTS 

'fhe purpose of an interrupt is L..: permit lhe normal flow of 
execution of instructions to be altered to permit íhe compuier to 

• The Compu!er Cont1ol Syslem 49 

'li •.end te sorne urgcnt or high~r priority ~·unction. lnlcnupts ruc 
basically of thr¿c types: 

1. Syslef1! mtern~:s. The~e inlcrrupis originate wtthin the 
computer syst.em itself and play an integral part of the func
tioning of thc systcm. An ('Xample is whcrC' the output typcr 
signals the systC'm that it hru; finished typing t.he previous 
chamclcr and is rcady for anothcr. 

2. Timer inlerrupc.;. 't"bese synchronizc t.he operalions oí the 
syslcm with thc f(·al world. 1'inwr inlcrrupls are gcncr<Jtcd vt 
prcscribe•1 ;!·.tervals of time, and iheir occurrPnL·e can be u;;..;r:l 
t..o initi,lt.<' Lhc ex<.'<:tllwn of conlrvl ¡;¡ ograms (su eh as al
gorithm calculal¡Ol.s) at regular mtervaís of ltme. 

3. Proccss mle1TUOlr,. These orig¡naw from the procc:;s ;md 
eithcr signal a1~nt condit10ns, requ.=st tr·at !:.ornc function be 
performed by lhe computer, indir_;Üf ~omp!elion of ~ome tnsk 
within the process, or similar purposc. For cxample, a hi;;;,. 
prcssure limit switch could be tied i!:to thc interrupt system ~;o 
indicate alarm r.ondilion:; in .oome part 'Jf the process equip
ment. The "request" but.ton on the opérator's conso!e is tie:t 
to the íntcrr~pt system, thereby permitting hlm to rec;,uc5t 
the computer te perform certain functions. On-stream 
analyzers oftt•n indkate completion oi the analysis via e.P. 

·nterrupt. 
In most procehs control ~yst.ems the in~errupts play¡¡ rr,nst impurw.nt 
role in the operation of t...'-Je systc.n. 

Thc interrupt. structure varies consiJrrably from ow~ cvmp:.lter 
system to the next. Tbe sequence of events ¡:-,:;soc;:1t'3cf vith the oc
currence of an in!.crTUpt is typicéll!y a;; follows. 

L The interrup~ occurs. 
2. Ir·stead of e-"et:uting ib<: ~rery next in.;;:.ruction in scqv·2nce, 

cm~trol lli transferred w a design<:!ted Jo::atwn in core storage 
clnd t:1e insLructiGi'l ccdamcd \.hcrdn is e):ecut.ed. Tf the 
irücnunt cá.n nc se.-vi~~d by t.his 0112 mstruction, control then 
reverts · back to the progr~m b<:i~lfr exe.:uted a~ the time the 
intem1pt occurred. · 

3. íf executwn of sE.veral insLmci-ions :s re'luired, the instr...:divn 
executed due ÍA'1 the interrupt ;s t;~'>nerally a specié!l instruction 
that stores t.he curr~üt con tE'nts · of th,-. addn:s> register and 
loads into tite add.re:;s registe-r thc lo":at.ior. o' the next in
structi::m t.o be executed. 

4. Thc> il:s:::-J.ctJGn )ocai.ed at tbe addrc•; i!ow 1.1 t.he addrPss 
v(~gistcr is the first instruc!;ic.n in a ÍJr:1v-~m caBed the 
interrupt serVLce routine. However, the- information in tl¡e 
working registers pertains to the program in execution whPn 
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the intcrrupt occurrcd. In order to resume execution of that 
program, tllcir l ontents must be ston:•d. The i111tíal instruc
tions of the interrupt service routine must. accom;--"i::.h this 
task. 

5. The instructions to accomplish the functior: relatíve to servic
ing the interrupt are executed. 

6. The contenls of the working registers are restored to their 
values at the time the interrupt occurred. 

7. The contents of the address register is restored to its value at 
the time the interrupt occurred. 

After the last. step, the program in progress when the interrupt oc
curred is resumed from the point at which it was interrupted. 

Process computers come in severa! different "styles" in regard to 
their interrupt structure. In one style, the~e is essentially only one 
interrupt priority. Upon initiation of the servicing of any interrupt, 
all other interrupts are "inhibited" (i.e., servicing i::> not perm1tted 
until the one currently being processed is completed). In this type of 
system the interrupt service routines mustgenerally be short. 

In another vari~üion, intcrrupts ·are grouped into levels of dif
ferent priority, with several interrupts being Üed into each level. In 
t.his system, int~mtpts .occurring on high-priority levels will intelTUpt 
the · servicing of interrupts on lower-priority levels. However, an 
interrupt will not interrupt the servicing of ánotber interiupt ori_ the 
~;ame leveL - - -~- ~ · -

In yet ~10ther variation each interrupt is provided its own dis-
1inct priority, and interrupts the · servicing of interrupts of lower 
priority. 

Sorne degree of program control is provided. by inhibit commands 
which prohibit the recognitim. of all or selected interrupts until the 
machine is returned, under progr~m co-ntrol, to the uninhibited stat!'! •. 

2-16 THE EXECUTIVE 

The operation of the process control computer is under the 
supervision of the executive, which is altcrnatively referred toas the 
operatmg system or monitor. One of its primary functions is to 
schedule the cxecution of control programs. Somewhere within the 
svstem is located ali control programs,which can be executed by the 
c~mputer. Sorne of these may be located in core at all times, anú 
are termed core "residen t. Others m ay be located on the disk or drum, 
if available. In thís ~ase, the nnnitor must sur:x:rvise the transfer of 
the programs from the disk or drum to core storage. 

Thc schcduling of execution of coñtrol-progrz._ms is.:>.CCOJ'll,lished 
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w1th lhc aid of a tnblt• callcd QUBUE, which contal!l!; tlw name of ull 
program~ \'.'twr,e executior. has becn requeslcd but. not fuJf¡JJed. 
A long \Nith eaeh program if' nn nssociated priorit.y, w!11eh is ass1gned 
under progT<1lTl cuntrcl at the ti m(· tlw program ·~ nam~ is placcd in 
QUEUE. ProgJ<11n 1w.mes .wc placed into QUElíE mainly by one of 
the following ways: 

l. A control program may place the name of ilnother program 
into QUEUE, thercby permitting a train of successivc rro· 
grams to accomplish a given tasl~ rather than one Jarge pro
gram. 

2. An interrupt service routine may place the name of a progra:r~ 
into QUEUE. In many cases, this is thc only function of the , 
interrupl service routine. 

Once a program 's name is placed into QUEUE, it is removed only 
when the program is execu ted. . Highest-priority programs are exe
cuted befare low-priority' programs. Programs having the same pri
ority are executed on a first-in, fir·~t-out basis. 

On systems operating with a disk or drum, the layout of cOl'e 
storage is as illustrated in Fig. 2-12. The executive generaliy resides 

Executwe 

Core-
restdent 
Programs 

Otsk or Drum 

COMMON 

Worktnq 
S pace 

FIG. 2-12. Dtsk-oriented operating 
system. 

in the lower portian of core storage. An area of core storage callE 
COMMON is reserved for the storage of frequently used data. Cot 
resident routines remain permanently in core storage. The remaind\ 
of core t::forage is called working core. lt is into this area that ti 
programs residing on the disk are loaded for execution. . 

When the execution of a control program residing on disk 
scheduled, the program is copied from the disk into working cpre l 
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ilu~ l!..\l!\,uLivc. Nole tlw word cop~ed-the original version on the d1sk 
is not allered. After execution of this program has been complt:lt!d, 
the next prognJm is copi<!d into the same area of working core (i.e., it 
OVE'rlaps· th<> or¡ginal progrc:.m;. This means th<tt the program is not 
retumed to disk .(lfter cxccution is completcd. Therefore, the same 
program is exccutcd cnch time, oniy the data bcing differcnt. Since 
the completcd program ·js not copied back onto the disk, any data 
that ma~· he twcdcd next time the program is to be executed must be 
storcd cithcr in COMMON or in a file 011 thc dislc 

Depending upon thc exccutive, thc workir>g core area may con· 
tain either only one program ata time, a spccified maximum number 
of programs, or howevcr many can be accommodatcd in the space 
available. In systems that can accommodatc only one program at 
any given time in working core, the procedure is as follows: 

l. QUEUE is consulted to <:Ietermine which controi program is 
to be executed. 

2. The control program is loaded. 
3. The control program is executed 
4. Retum to step l. 

That is, QUEUE is consulted only at thc completiu~ of executicn of 
a program. Bulas interrupts can be serviced whíle the control pro
gram is being exccuted, it is conc~ivable tpa_t an interrupt service 
routine could- !)lace the name -{)1~a control program into QU_EUE 
whose priority exceeds that of the program now being executed. In 
most cases this program would not be loaded until execut~on of the 
program currently in working core has b~en comp!eted. 

The cnpability of multiple programs residing in working core 
storage at any on~ lime ís referred to as mu/tiprogramming. When 
these programs may redde only at certain Iocations in core, thi~ 
operation is sa:d to be using fixed partitior.s, as illustrated in Fig: 
2-13. Control programs are gencrally assigncd to a pnrticular partí
tion anC. will only be executed in this partition. The IR.rm dynamic 
storage allocation is applied to the case V'>ihf~n the program may 
r'é'sidP in any area of working core. As illustr¡:,.ted in Fig. 2-13, thís 
leé)df to a mor·~ effictcnt utilization of workin¡; core, but is more 
demc . .nding on tb2 executive and aiso requires sorne suppon;ing hard
ware fcatt~res (prognam locatlon regis!·~r) in the C?U for effirient im
rimnenf..iltion. 

Although more than one program may reside in wor_ki:'lg core at 
any one time, onJ.y one program is actualiy being execut;ed.. The 
other.> :ue said to be in the suspended state. , 

Mult!programming systems generally che(:k QUEUE boL}} upon 
comr~1e~ng execution of a control program and upon completion of 

The Compufer Con .. vi System 

(E·-1 ProgramA 

'"'"'"" 1 l ~ 
' 

Prograrn A 

Program 8 

------- Parlrt:on 2 
Prcgrom B } ! Program C 

Partrtrort 3 { Program C --------
~··------1 

r----- 1, llwadoble tor 
L_ J other programs 

Fued Partllions Dynamic Storage Allocatoon 

FíG. 2·13. Core <>llocatior. in multipro¡;ramming syslcms 

an interrupt service routíne. Thus, if a high-priority program na~ 
bcen entered into QUEUE, the executive loads it for cxccution pro 
vided space is avaiiable. In fiud parlition systems, this generall:y 
means if the partition assigned to the program to be executed is not 
currently ir. use. For executiv.::s using dynami::: storage allocation, 
this means if the unused area of working rore is large enough to ac
commodatc thc program. 

Sorne systems using dynan.. swrage al!ocatJon w1ll remove low
o:>riority programs to make room for high-priorily ones. This is a 
rather ambitious undertaking. One approach is to nol remo~·e the 
program, but to store on disk tiH\ addrcss in the progmm z.t which 
exccution was tenninated, the conter.ts of the working rcgisters, and 
the current values of all data used in the program. The prograrr. it
self is then overlaid. When spac€' is available for resumpfion of exe
cution, a fresh version of the pngram is copied ir.to working core, 
the working rcgisters and data values are restored, and execution re
sumes, 

2-11 f!Ri\~WARE 

'!'he e'Keeutives describcd b the prevíous section hav~ one 
property in comrnon-they all contain "bugs." Even with consider
able effort on the part of both \'e'ldor and use:, a few bugs still show 
up fmm time to time. In addition, the software executives alsu en
tail a certain amount of computational ü'/erhead \.0 perform the de
sired duties. '!'he executives alsc reqni.re considerable core storagt::, 
often as much as 50 percent of the available core. 

One approach to circumventing these drawback;:; \s via a finnwa!e 
executive, \.e .• onc tr.at 's hardw:tre-implemented rather than soft
ware-implemPnted. This approa<.;h, however, hR-'i th~ di·"ridvant/i~!l' of 
fiionera!ly be!ng infiexiiJl~. 
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5.2.4 Método de búsqueda 

En la sección 6.2.1 se estudió el método de optimización por 
diferenciación y en la sección 6.2.3 el de los multiplicadores de 
Lágrange. 

~Estos métodos requieren para poder ser us'hdos que la función 
por optimizar f ( x) sea continua y cliferenciable. En mu'chos pro
blemas prácticos es muy difícil determinar si se cumple esta con
dición. 

0 Los métodos de busca directa que se exponen en esta sección 
para funciones de una sola variable independiente y en la sec
tión 6.3.3 para funciones de varias variables no requieren I?ffl 
aplicarse que la función sea difcrengable :ni continua. La fun
ción tiene que ser solamente computable; es decir, debe poderse 
calcular el valor de la variable dependiente, si se conoce el va
lor de las variables independientes. 

*Todos los métodos de búsqueda directa que se exponen en 
~ta sección para funciones de una variable indep~!ndiente y en 
la sección 6.3.3 para funciones de varias variables son aplicables 
n. problemas ,sin restricciones. 

0 La diferenciación directa o Jos multiplicadores 
de Lagrange requieren de funciones continuas 
y diferenciables. Estas condiciones son dlfícil~s 
de checar. 

*Los métodos de búsqueda dire~a requieren 
que la función sea sólo computable.. 

~núsqucda directa par.1 problemas sin restric
ciones. 



6.1. INTRODt:CCION 

6.1.1 FWlción objetivo y restricciones 

El objetivo de este capítulo es describir las técnicas de optimiza
ción que se emplean con mayor frecuencia en el análisis de siste
mas. Se ha señalado en el capítulo 1 que durante la síntesis de 
sistemas es necesario maximizar o minimizar una cantidad, que 
es la medida de efectividad de una determinada operación. 

No se pretende cubrir en forma exhaustiva este tópico que es 
sumamente amplio. Solamente se darán a conocer las técnicas de 
optimización más importantes. *Se hará hincapié fundamental
mente en los aspectos de aplicación. Al lector interesado en cono
cer las bases teóricas de estos procedimientos se le refiere a la 
bibliografía que aparece al final del capítulo. 

*La formulación matemática general de estos problemas es la 
siguiente: 

Encuéntrese el valor de las variables (xt, X2 ••• Xo) que maxi
micen (o minimicen) a !a función M llamada *función objetivo. 

*Sujeta a las siguientes re;;tricciones. 

~.Por razones que se señalan en la sección sobre programación 
lineal es deseable que todas las restricciones sean igualdades, es 
decir, dd tipo 

En las siguientes secciones de este capítulo se representan di
versos ejemplos que sirven para aclarar al lector la natundeza de 
los problemas de optimización. 

*Para la solución de este tipo de problemas existen funda
mentalmente dos estrategias. En la primera se emplea un cierto 
procedimiento de gradientes ( hillclim bing) similar al que se estu
dia en la sección 6.4 al tratar el problema del análisis margin~. 
La segunda estrategia consiste en cnume~ar en forma explícita di
versas combinaciones posibles de variables, y seleccionar entre ellas 
la mejor. Este camino es 'el seguido por la programación dinámica, 
tema de la sección 6.6 de este capítulo. En ambos procedimientos 

lnftroducción. 25.1 

0.~pectos de aplicación. 

°Formulacióo matemática. 

°Funcióo objetivo. 

M = M(x1, x2, ••• , x,.) (6.1.1) 

0 Restricciones. 

Cs (x¡, Xt, ••• , lt¡,) 

Ca (xl, Xj¡, • • ., Xa) 

= O para i = 1, ••• p 

< O para i = p + 1, •.. r 
~ . (6.1.2) 

C1 (x2, x1, ••• , Xa) ~ O para i = r + 1, ••. m 
(6.1.2) 

: 
0 Restricciones de igualdad. 

é~ (x1, x2, ••• , x11 ) = O parai-= 1,2, ... m 
(6.1.3) 

0 Dos estrategias de nptimi7.3rión 
por gradiente y por enumeración 
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se realiza una búsqueda de ilcuerdo con determmadas reglas que 
permiten detectar el valo'r óptimo, cuari~o éste se ha encontrado. 

*Entre las técnicas de o.ptimiiación, la· programación lineal es 
la más empleada, ya que ·al no set: una técnica de enumeración 
de posibles soluciones y posterior bÓsqueda entre ellas de la óp
tima, no requiere de la gran ·c.a'p,acidaa de memoria que se nece
sita para los problemas ·.de progtamación dinámica. Además r~
sulta ·m método computacionalmente muy eficiente (rápido). 

ii-Como se verá en este capítulo al \tratar el problema de pro
l;&amación lineal y el de programación dinámica, cada una de las 
técnicas de optimizatión irnpone tanto a la función objetivo como 
a.las restriccioneS, determinadas'- condicioneS. Entre más estrictas 
son estas condiciones, tahto más· ~fiCiente es la fé~nica de optimiza
ción correspondiente. La .·prograinación lineal at imponer condi
ci~nes sumamente estrictas, es una de las técnicas ·más rápidas y 
po4erosas de optimización. 

' 

Como se verá en los ejemplos ,.de las siguientes secciones la na
turalei~ del problema de optimizaCión fija d tipo de técnica que 
debe emplearse para su solución. Si 'un problema no cumple\con 
las condiciones que impone alguna de lás técnicas de «;>ptimiiacion, 
eS-posible, frecuentemente, reformularlo p~ra que cumpla con 1~ 
r~tricciones de determinada técnica de optimización. 

Antes de proceder con el primer método de opt.imización, 'el del 
cálculo diferencial se introducen algunos conceptos preliminares 
a~cionaleS. , 

f;i.1.2 Solución factible 
1 

*Prob<t;blemente el lector no esté familiarizado con el concepto 
de punto '~n un espacio de N dimensiones, donde N es un número 
que puede ~er mayor de tres. En este capítulo al hablar de las coor
denadas de un punto, éstas no necesariamente se restringirán a tres. 
Es decir, se hará una extensión del concepto geométrico de tres 
coordenadas de un punto del espacio, a N coorden<!das. *Se em
plearán en forma indiferente los términos de coordenadas de un 
punto o variables (x1, X2, ••• xa). Se designará con R la región 
del espacio de N . dimensiones, cuyos puntos satisfacen todas las 
.restricciones ( 6.1.2). Para poder ilustrar e~ te concepto, considere-
mos las siguientes condiciones: · 

1 

0 La programación lineal es la más empleada. 

0 La función objetivo y las restricciones dehen 
cumplir determinadas condiciones. 

• F.spac10 de N dimeiiSlones. 

*Coordenadas de un punto = variables 

(xz~ x2, • · ., Xu) 

X¡ + x.l < 4 
2x1 + x2 < 6 

X¡ 5 o 
X: ~ o 

(6.l.4o) 
(6.1.5} 
(6.1.6) 
(6.1.7) 



El lect~r no debe tener problema en enomtrar que los puntos 
que satisfacen la restricción 6.1.4 son los situados en el área an· 
churada de la Fig. 6.1.1, es decir, el área situada a la izquierda 
de la recta AB. 

Los puntos que satisfacen la restricción ( 6.1.5) aparecen en 
la Fig. 6.1 .2, y están situados a la izquierda de la recta CD. 

•1 
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Fig. 6.1.1. Zona donde se cumple la restricción 
x1 + ~ < 4. 

Fig. 6.1.2. Zona donde se cumple la ~tricción 
2x1 + ~ ~ 6. 
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Finalmente los puntos del plano donde se cumplen las rest.""~.c
ciones X1 ? O y X:! > O están situadas arriba del eje ·de las abs
cisas y a la derecha del de las ordenadas, tal como muestra la 
Fig. 6.1.3. 

Fig. 6.1.3 Región donde se cumplen las rectric· 
ciones x1 >0 y ~>O. 

Para determinar la zona donde se cumplen las 4 restricciones x: 
( 6.1.4) a ( 6.1. 7) es necesario encontrar la región del plano, don
de se satisfacen simultáneamente las 4 restricciones. Para visualizar 
esta zona se sobreponen las zonas mostradas en las Figs. 6.1.1 
a 6.1.3 tal como aparece en la Fig. 6.1.4. 

Para las restricciones ( 6.1.4) a ( 6.1. 7) la Fig. · 6J .4 muestra 
la región R. Todo punto de- esta región, por ejemplo el (2,1) 
satisface las condiciones señaladas. En efecto: Sustituyendo 
~ = 2 y X:J = 1 en las fónnulru¡ (6.1.4) a (6.1.~) se obtiene: 

Lo que muestra que el punto (211) en efecto pertencc~;: a la. 
región R, cuyos puntos satisfacen todas las restricciones del pro
blema de optimización. *Recibe el nombre de solución factible 
de un problema de optimización, cualquier punto o conjunto de 

1 

1 

Fig. 6.1.4 Región donde se cumplen la> res· 
tricciones x1 + x2 5; 4, 2 x1 + x2, ~ ti. 

2 + 1 < 4 
2.2 + 1 5; 6 

2 ~·o 
1 > o 

GUna soluci6n factible es aquella que s;.t:sfaLr 
todas las restricciones. 
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En las secciones 6.5 y 6.6 se exponen diverso:; métodos de op
timización que requieren en general del uso de la computadora 
digital para su implementación y :;:Jn aplicables a problemas con 
rest.cicriones. 

Varios de los principales métodos de búsqueda directa apare
cen en la t2.bla 6.2.2. 

Tabla 6.2.2 Principales métodos de búsqueda directa. 

A. Métodos de búsqueda unidimensionales (una sola variable independiente) 

a). Métodos simultáneos 
l. Búsqueda exhaustiva 
2. Búsqueda aleatoria 

b) • Métodos secuenciales · 
1. Método de la trisección 
2. Método de Fibonacci 

B. Métodos de búsqueda multidimeusional (varias variables dependientes) 

a). Métodos simultáneos 
1. Búsqueda exhaustiva 
2. Búsqueda aleatoria 

b). Métodos secuenciales 
1. Búsqueda de rejilla 
2. Búsqueda univariada 
3. Métodos de gradiente Funciones unimodales 

4. Métodos de Fletcher-Powell 
5. Búsqueda de patrón. 

*Los métodos de búsqueda determinan el máximo o mínimo glo

bal de la función en un determinado intervalo, omientras que los 
métodos de optimización por diferenciación expuestos e~_la secdó!l 
6.2.1 p~rmiten encontrar máximos o mínimos locales. · 

1 

Se dice que la función f(x) tiene un máximo (o mínimo) global 
en el intervalo a 5 x ~ b en el punto x ::;:: .Xo~· a~ Xo ~ b si f(x) 
es mayor (o menor) en x - Xo que en cu¡¡)quier punto del ínter. 
valo [a, b). 

-oLa búsqueda directa encuentra máxin:os 
mínimos globales. 

oLos métodos de düerenciación encuentr.m má
ximos o mínimos locales. 

'. ,. 
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1 
1 
1 
1 

-+--1-
ll:A 

Por otra. pari.t:, ·Ia funci6n f ( x) tiene un máximo (o mínimo) 
local en x :::: Xl, a < XJ. S b si solamente se cumple que f(x) es 
mayor (o menor) en x = Xt, que en cualquier otro punto de la 
vecindad de Xl. Donde esta vecindad puede estar tan próxima del 
punto Xt como se quiera. La figura 6.22 iiustra estos conceptos. 

*Antes de describir algunos métodos de búsqueda directa es 
necesaric;> aclarar la diferencia que existe entre métodos de bús
queda simultánea y métodos de búsqueda secuencial. 

En los primeros, al iniciar la búsqueda se detenninan todos 
los puntos x donde se va a evaluar la funci6n. 

*En los métodos secuenciales, los puntos x donde se va a efec
tuar la determinación de f(x) no pueden determimuse a priori 
y dependen de los valorés de f(x) que se hayan observado pre
viamente. 

En esta sección se estudian algunos métodos de búsqueda uni
dimensional que se emplean directamente en diferentes proble
mas de análisis de sistemas y en ciertas etapas en 1a · búsqueda 
multidimensional. 

-&En el método de búsqueda exhaustiva se subdivide el intefy!alo 
[a, b], se evalúa la función f(x) en los puntos centrales de cada. 
intervalo, o en sus· extremos, y se busca el máximo o mínimo entre 
los valores de f(x) encontrados. 

Punto A: mínimo globll f(xA) :s; f(x) 
XA S X < ~D 

Punto B: máximo local f(x8) ~ f(x0 ± e) 

Punto C: núnimo local f(xc) :s; f(xc ± E) 

Punto D: máximo global f(x0 ) ;:: f(x) 
XA ~ X~ X D 

Fig. 6.2.2 Función con m&ximos y mínimos locales 
· y globalas. 

t1Búsqucda simultánea ~ selecci6n fJ priori de 
todos los valores de x. 

0 Búsqueda secuencial -+ el siguiente valor x de
pende de valores previos de f(x)'. 

O.Rúsqueda exhaustiva. 



Este m:étodo requiere de un gran número de evaluaciones, y 
ia precisión del resultado depende del tamaño del intervalo que 
se ha>•a seleccionado,. entre más fino sea éste es mayor la preci
!'ión pero también mayor el tiempo de cálculo. La figura 6.2.3 
ilustra cómo se procede en este método. 

" f(x) 

a. X¡ X1 

., 
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1 ~ 

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

.1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 X 

Xcl Xat1 

(Se evalúa f(a), f(x1 ) f(x2 ) ••• f(Xu) ... f(xt,} y se selecciona el mayor (o menor). 

En el método de búsqueda~ aleatoria se genera un número 
aleatorio** en el intervalo [a, b] y se evalúa la función para 
ese número aleatorio. El procedimiento se continúa hasta un nú-: 
mero predeterminado de veces. Eh cada etapa de cálculo se re~ 
tiene el valor más grande que se haya encontrado. La figura 
6.2.4 muestra el diagrama de bloque para este método de bús
queda directa y simultánea para un problema de optimización 
con N evaluaciones de f ( x) . 

00 Vt:r ~ccción 5 2 y programa AS. 

Fig. 6.2.3 Búsqueda unidimensional y exhaustiva 
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En el programa A.14 del apéndice A se ha incorporado el 
programa A.8 de generación de números aleatorios para buscar 
un máximo global· de una función por el método de b~queda 
aleatoria. 

Este progro:Una se ha empleado para encontrar el máximo de 
la función: 

Los resultados del método de búsqueda aleatorio para dife
rentes valores de N, aparecen en la tabla 6.2.3. *El lector puede 
~ncontrar fácilmente por diferenciación directa que el.máximo de 
esta función es: 

Genere un Si 
número t....---< 

aleatorio '4' 

Calcule 
f(X') 

Fig. 6.2.4 Diagrama de bloque para el método de 
búsqueda aleatoria. 

y = - 0.1 x2 + 4x 

0 Por diferenciación directa: 

mb.: t(x) :: 10 

X :: !j 



'*Los méLOdos de b{lSqueda simultánea, a pesar de su ineficien
cia encuentran aplicación en aquellas situaciones donde no existe 
sUficiente tiempo para realizar secuencialmente los cálculos. El 
tiempo disponible reducido tiene que emplearse para efectuar 
lps cálculos en forma simultánea. 

A continuación se estudian dos métodos de búsqueda simul
tánea, el de triser;:ción y el de Fibonacci. 

*Todos los métodos de búsqueda secuencial requieren que la 
función sea unimodal dentro del intervalo de búsqueda, es decir, 
debe tener un solo máximo o mínimo en el intervalo de búsqueda 
[a, b]. Si se trata de una función unimodal con un máximo 
en [a, -b], d valor de la función debe incrementarse a partir 
de x = a, hast¿¡ llegar a un máximo en x = Xo y decrecer después. 
Desde luego el máximo puede encontrarse tanto en x = a, como en 
x = b, es decir, en los extremos del intervalo. La figura 6.2.5 
muestra 3 funciones unimodales. 

f f(x) 

1~ 
l 

a b x 

*El primer método de búsqueda secuencial que se estudiJ. en 
a.ta. sección es el de trisección. En este método se subdivide ~1 
inten·alo de búsqueda [a, b], en tres subintcrvalos iguales y se 
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'fabla 6.2.3 Evaluación del m:.ximo global de Y= 
- 0.4 x.2 + .4x en el intervalo ( 0,, 

.1 O), por el método de b:Uqueda alea.· 
toria. 

t 

Número & ." \ ~.f(x} números aleatorios 
generados 

25 4.9051 9.9964 

100 4.9051 9.9964 

250 4.9091 9.9966 

·so o 5.0088 9.9999 
~- ~--

11Los métodus de búsqueda simultánea son ine
ficientes. 

0 Los métodos de búsqueda secuenci;lles ·~quie
ren que la función ·sea urumodal. 

f(x) f(x) 

a b X a b X 

Fig. 6.2.5 Tres funciones unimodales en d ínter· 
valo [n, b;l 

0 En el método de la trisección se subdivide t:l 

intervalo en 3 panes 1gu:1les. 
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evalúa la. funci6n al centro del ler. y 3er. intervalos (puntos 
·• Y x.), tal como muestra la figura 6.2.6. Los valores calculados 

de la función se comparan. 

f(x) 

f(:x,) > f(xa) 
máximo entre 

(a, x:a) 
b-t-xa 

- De esta comparación se concluye que el máximo se encuentra 
o en (a, xz) o ( X1, b), tal como ilustra la figura 6.2.6. El proce
dimiento con~inúa empleando (a, x2) o (X1, b) como nuevos 
intervalos de búsqueda, hasta llegar a un intervalo de longitud ' 
suficientemente pequeño para la precisi6n que se desea, la fi!Nra 
6.2.7 muestra el diagrama de bloque para este procedimiento 
de búsqueda. *N6tese que en cada etapa de la búsqueda se re
duce la longitud del intervalo donde puede encontrarse el má
ximo. *Además, es necesario calcular en cada etapa el valor de 
1~ funci6n en dos Pl:lntos Xt y X2. 

, En funciones complicadas estos cálculos toman más tiempo 
q~e todas las operaciones restantes del procedimiento dc,lbús
queda. Un procedimiento de búsqueda qu'e necesita una sola! eva
luaci6n funcional por etapa ahorraría tiempo de computación. 
*El método de búsqueda por números de l~bonacci tiene esta ca
racterística. 

f(x) 

f(x1 ) < f(x,) 
máximo entre 

(xh b) 
a+-Xt 

X 

Xa b · 

Fig. 6.2.6 Primer paso en la búsqueda del máximo 
por el,proceclimiento de trisección. 

ttEn cada etapO& se reduce la longitud del inter
valo. 

"Se calcula rn cada etapa el valor de la fun· 
ci6n en dos puntos. 

0 E.n la búsqueda con números de Fibonac:.i ~·" 
hace una evaluación funci• .:~11 por ctap.1. 



L' • números de F: · ,.-macci fueron descubiertos por Leonardo 
Je Pisa ( 1180-1250), llamado Fibonacci o hijo de "Bonaccio". 
Fibonacci, el mejor matemático de la época medieval en Europa, 
popularizo el empleo de los caracteres numéricos arábigos en 
el ~lindo occidental y en su obra principal Libcr abaci plante:l 
el si~iente problema: 

~ ~ _famoso problema da lugar a la secuencia de *números 
de_Fibonacci Fa que aparecen en la tabla 6.2.4. 

&tos números se forman de Ia siguiente manera: · 

'¡ 

Es decir, cada número de la serie es i~a! a la suma de lo:; 
dos Fmímeros precedentes. 

O'..!.C t .... .:.-: 

o k :continuación se verá cómo se emplean los números de Fi-
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x1 =a+l/6 
f1 =f(x1) 

X2=-b-l/6 
t2 =f(x2) 

Si 

No 

Fig. 6.2. 7 Diagrama de flujo para la búsqueda de 
un máximo por el procedimiento de tri
secci6n. 

"Cuántas parejas ,:de conejos ::.e producirán en 
un año, empezando con una sola pareja, si ~a
da mes cada pareja tiene una nueva pare¡a, 
que a su vez tiene una pareja a partir dei se
gundo mes". 

0 Números de Fibonacci Fa. 
'• 

Tabla 6.2.4 Números de Fibonacc~. 

o 
1 

2 . 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 3 5 8 \3 11 34 55 ~9 144 

F0 = 1 
F1 = 1 
Fa = F01¡¡ + Fa-a 
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bonacci para buscar el máximo o mínimo global en el intervalo 
·:a, b] de una función unimodal. 

Sea Lda longitud del intervalo [a, b]: 
~Al iniciarse el procedimiento de búsqueda se calcula la fun

dón unirnodal f(x) en los dos puntos siguientes: 

·ion de' Aa es igual a: 

Obsérvese que el cociente de los números de Fibonacci en la 
relación es: 
por lo que el intervalo .6.a definido por la relación ( 6.2.28) cum~ 
ple con: 

. '*Al igual que en el procedimiento de la trisección se empieza 
comparando los siguientes valores de la función f(x). 

:;t 

-üy de acuerdo con el resultado de la comparación y po:r cum

plirse .6.2 < b -
2
a se descarta cualquiera de los dos intervalos si-

. \ 
gwentes: 

0 Empleo de los números de Fibonacci eh un 
proceso de búsqueda secuencial. 

~ = b-a 
0 ler. cálculo funcioMI 

¡· 
x1 : a+ .6.1 

¡ 
x,:!::b-A2 

L 
F11-a a.= ~-

Fu 

Fn•lt 1 
-<'-

FD 2 

b-a 
A·<--.. - 2 

<tEmpiece comparando 
f(x1 ), f(xa) 

0 Se descarta por ser 

b-a 
.6., < -- 2 

(a, a+ Aa) 
6 

(b-.6.z, b) 

í 6.2.2i) 

(6.~.28) 

(6.2.29) 

(6.2.30) 

La figura 6.2.8 aclara este primer paso para un posib¡e caso. f(x) 

a ~2 +a b-Aa 
0 

f(x1 ) < f(x2 ) 

a+-a+~1 

b 

llig. 6.2.8 Primer paso eu una. búsquooa a...~en· 
1' : ciaL ·.¡: 

-sQbserve que el intervalo en el que puede encontrarse el má- •Longitud del intervalo después del ler. paso: 

ximo (o núnirno) después de la primer etapa (y dos evaluacio~ 
nes funcionales) tiene siempre por longitud L, = b-a-A1• = L,-A~ 



Tal como lo ilustra la figura 6.2.9. 

~TePiendo presente el valor de C.a: 

y sustituyendo en la nueva longitud La del intervalo 

se obtiene 

~-de Ja regla de generación de los números de Fibonacci 

*A continuación se define de manera similar una distancia ~s 
para-cllvicfu el intervalo que ha quedado después del ler paso 
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1 

L2 "" b - (a+ 6 2J =- b - a -<C. 2 

~ 

1---x.¡ 1 
b 

'-""b-~ -a==b-a-6 2 "":! 1 2 

~ 

Í . lxz---l 
a 

Fi¡r. 6.2.9 Intervalog rcsidualc3 L2 despu6 del lcr. 
paso. 

en 

Fn-1 
L- '-t - ....., . F ---

D 

: 
0 Para dividir inteiVaio residual 

Fn-s 
As= La -F-

n-1 

J (6.2.28) 

,:6.2.31) 

(6.2.32} 

*Véase ahora qué relación guarda la distancia As con la dis- <>Relación entre As y x
1 

y Xz 
tanda entre los puntos X1 y X2. 

La distancia entce estos dos puntos es: 
a a+ A2 b- A2 b 

x, - x1 = b - A2 - ( a-A3 ) 

= b- a- 2 A: 

= L.¡ . .,.. 2 A2 

como .O.a = 
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y por la fonna de generación de los números de Fibonacci 

pero de la relación (6.2.31) 

sustituyendo en ( 6.2.33) se obtiene 

A continuación se señala la importancia que tiene el resulta~ 
do anterior en el método de búsqueda secuencial propuesto. Su
póngase que en la ler. etapa se descartó el intervalo [a, a +· A2), 
tal como ilustra la fig. 6.2.1 O. En esta etapa además se calculó 
la función en X1 y x2. Al pasar al 2do. paso de cálculo se tiene el 
intervalo de longitud reducida que aparece en la parte inferior de 
la figura donde se ha hecho la equivalencia a' = a + A2. En el 
2do. paso se deben conocer los valores de la función en los puntos 
x' 1 y x' a. Pero por tenerse que x2 - x1 = A3, los puntos X2 y x' 1 

coinciden, y para hacer la comparación funcional en la se~unda 
etapa hay que evaluar solamente en este caso f(x'2). 

Si se hubiese descartado en el ler. paso (b - A2, b ], se hubiese 
tenido que evaluar en el 2do. paso solamente f(x\). *-En resumen, 
a diferencia del método de la trisección donde en cada paso hay 
que realizar dos evaluaciones funcionales, en este método sólo 
hay que hacer a partir del segundo paso, un3: sola e\·aluac!i&n 
funcional. 

*Para el tercer paso puede demosmirse como se hizo anterior
mente, que la longitud del intervalo habrá quedado reducido a: 

:6.2.:33: 

(6.2.31 j 

a a+ Aa b 

Intervalo residual a' <E- a + Aa 

l x',l ¡x'a l 
a' a + A3 b - A1 b 

Intervalo para el segundo paso .... 

x'1 • = x3 

Debe conoé'erse: 

f(x'¡) y f(x'2 ) 

pero: f(x'1 ) = f(x11 ) 

Fig. 6.2.10 Evaluaciones funcionales en la 2da. 
etapa. 

0 Método de· la trisección: 2 evaluaciones fun
cionales por paso. 

Método de Fibonacci: 1 evaluaci6n.iuncional 
' ,' 

por paso. 

-0 Longitud en el 3er. paso: 

(6.2.S5) 



Continuando con este procedimie!tto, puede llegarse d~pués de 
n pasos a la· ~elación 

*Esta última relación permite determinar cuántos pasos de eva
luación deben de ejecutarse para que la relación entre el último 
intervalo y el primero, que es una medida ue la precisión desea-

da, tenga un ciert~ valor. *El cociente f es una medida de la 

precisión del procedimiento de búsqueda, ya que después de n pa
sos, el valor del máximo se encuentra en un entorno de longitud 
La ·alrededor de un punto Xo. Esta relación sirve para calcular 
el núm~ro de ·etapas que se necesitan, para una determinada 
preci<;ión. Por ejemplo, si se quiere maximizar la función 
y = -0.4 xz + 4x en el intervalo [0, 10], la longitud Lt es de 10 
y sf Se_ desea que el resultado esté en un entorno de longitud 
La - 0.1, debe tenerse: 

ae la *tabla 6.2.3 se encuentra que Fn = 100 corresponde a 
lQ < n < 11, es decir, debe tomarse n = 11. 

Li fig. 6.2.11 muestra el diagrama de bloque para obtener 
el máximo de una función con el método de Fibonacci. El pro
grama A.15 del apéndice A permite encontrar el máximo de una 
función por este procedimiento._ Se ha empleado este programa 
para obtener el máximo de la !unción: 

en cl intérvalo 

con' uña precisión de 

es decir. ,.on n 

Los resultados de que se obtienen aparecen ,en ]a tabla 6.2.5. 

Op&im~:a.cUín por diferenciación 2"17 

(6.2.36) 

0 La es una medida de precisión 
L1 del procedimiento de búsqueda. 

L 
u __ es una medida de la precisión del pro-

l.¡ cedimiento de búsqueda. 

F0 = 100 

9 
55 

y = -0.4x2 + 4x 

[0, 10] 

.1 1 --=--10 100 

11 

10 
- 89 

11 
144 

12 
233 
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G(x) =función a 
optimiZar 

N"" No. de: iter. 
F(X).,. No. FIBON. 

' 1 

F(N) =>f(N-l)+f(N -2) 

1 

XlaA+(B-A) iF(J-2)/f{l)J 

X2=B-(B-A) lf(J-2)/F(J)J 

AmXl 
FM=-F2 
XM=X2 

Terminar el proceso 
fM ... valor mb1mo 
XM =absclsa·para FM 

Be~~X2 
FM ... xl 
xM ... xt 

Fig. 6.2.11 Diagrama de flujo para la bwqueda de un máximo global de una función oluneroa de Fibonacci. 

o 
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Tabla. 6.2.5 , Resultados del programa de maximizaci6n A.15 con la funci6n y '= - 0.~ x2 + 4x. 

FN DELTA 

1 1.44000E + 02 3.8 1944E+ 00 
2 8.90000E+OI 2.36111E+OO 
3 S.SOOOOE+OI 1.45833E+OO 
4 3.40000E+OI 9.0277BE+ 01 
5 2.10000E+OI 5.55556E+ 01 
6 1.30000E+OI 3.47222E-OI 
7 S.OOOOOE+OO 2.08333E-OI 
8 S.OOOOOE +DO 1.38889E-OI 
9 3.00000E+OO 6. 94444E-02 

10 . 2.00000E+OO 6.94444E-02 

ITERACIONES EMPLEADAS == 10 

COTA INFERIOR DEL INTERVALO FINAL = S.OOOOOOOOE+OO 

COTA SUPERIOR DEL INTERVALO FINAL = 5.06944444-E+OO 

F(xl) 

9.44252E+OO 
9.44252E+OO 
9.96914E+OO 
9.96914E+OO 
9.96914E+OO 
9.99807E+OO 
9.99807E+OO 
9.99228E+OO 
9.99807E+OO 
I.OOOOOE+OI 

VALOR MAXIMO ENCONTRADO DE LA FUNCION = I.OOOOOOOOE+OI 

'COTA PARA LA QUE SE OBTUVO EL VALOR MAXIMO = S.OOOOOOOOE+OO 

~~ la sección 6.3 se estudia un método de búsqueda secuencial 
para· funciones de varias variables independientes, que ~n cada 
pak: hace uso del programa A.15 para maximizar. 

6.3. TECNICAS DE GRADIENTE 

6-S.l Inicialización 

En la introducción al presente capítulo se señaló que los mé· 
todos de optimización pertenecen a dos tipos básicos, los de gra· 
cliente y los de enumeración. Los primeros tienen la siguiente 
característica.- Dada una función: 

0 Encuentre primero M(x,). 

F(x3) 

9.44252E+OO 
7.21451 E+OO 
9.44252E+OO 
9.96914E+OO 
9.84375E+OO 
9.96914E+OO 
9.99807E+OO 
9.99807E+OO 
I.OOOOOE +O 1 
I.OOOOOE+OI 

( 6.1.1) 

que hay que maximizar o minimizar, *se empieza encontr,ndo 
para un punto Xo = (x1o, X2~, ••. Xno) el valor de la .función 
y~ gradiente en este punto. Este paso se conoce con el nombre 
de inicialización del problema. *Posteriormente se _encuentra la 
dirección para la cual la función M ( x) tiene el máximo aumento 

0 Encuentre la dirección para la cual la función 
M(x) varía más rápidamente de valor; 

en yalor, si el problema es de ma.ximización o la mayor disminU¡1"~ 
ción en su valor para problemas de rninimizttción. En un prO.. 
blema de 1 maximización debe tenerse por ro tanto: 

(6.3.1) 
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Las técnicas de búsqueda permiten encontrar valores de ~X1, 
~Xl, ••• , AXu para los cuales la función M(x) varía más rápida
mente. Con el objeto de poder ilustrar gráficamente diversos con
ceptos que se ~mplean en esta sección considera que ·la. función 
M(~ solamente tiene dos variables independientes xt y X.. 

Sea 

y 

La.r; ddv:tdas parciales de ·]a función· M(xt, xa) pueden esti
marse en el punto (J!:to, X2o) de la siguiente manera. Para calcular 

BM 1 . . l al d . 
8Xl x, se mcrementa e v or e xs en .6x1 y se mantiene constan-

te la Variable xs. El valor de la derivada parcial está dada .apro-
ximadamente por: · 

La figura 6.3.1 ilustra la evaluación de esta derivada. En esta 
1 figura 

M 

1io =X~] 
Xao 

8M M(x10 + 4 x1, :(20 ) - M(x10, x10 ) 

= Bxt Axt 

1'v 

(6.3.2) 

a M 
:.·¡g. 6.3.1 Cálculo do la derivada parclrJ-;

ox, 
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' SM 
Para el cálculo de la derivz.da parcial -- se e'rnplea la si

Bxz 
I!Uientc relación: llM ¡ · ~ M(x10oX2o+ Axa) - M(x¡0, X20 ) 

Bx. ~ ~ 
( 6.3.:1) 

... AM" 
=-

La figura 6.3.2 ilustra el cálculo de esta derivada parcial. En 
esta última figura 

8M 1 .1MM" · 
tg~=- ---

BM "' .AJea 

·M 

,.- -~A ------, 
AM" // ', 

.l. --+P e ' 
• J 1 Axa 

--1 ¡--
1 

1 // 

1 /r 

/ 
/ 

J 1 / 1 
(xto, X2o) ¡_,/ 1 (x¡o, X2o + Axw) 

------------~---G 

8!4: 
F'Jg. 6.3.2 Cálculo de la derivada parcial --

En la figura 6.3.3 aparecen los tres puntos A, B, C de las figu
ras 6.3.1 v 6.3.2. Estos tres puntos definen un plano. Si los in
crementos . .Ó.X1 y .Ó.X2 de las variables X1 y Xz disminuyen, e) plano 
J BC tiende a ser tangente a la superficie M= M ( Xt, xa} en el 
punto ( Xto, x~o). .-

·-., , . 

~lts 
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M 

A continuacion se estudia cómo puede detenninarse la ecuación 
de dicho plano. ' · 

~La ecuación de un plano en el espacio de tres dimensiones 
está dada por: 1 

.1\plic~do esta ecuación a los tres puntos A, B y C de la fipa 
6.3.3 se nene: , 

Restando la 2da. ecuación de la Ira. se obtiene: 

y restando la 3ra. de la lra. 

De la relación (6.3.6) y recordandu la figur.. 11.3.1 se obtiene: 

Y~g. 6.3.3 Detenlünacl6n del plano tangente a 
una ,¿perfic:ie. 

•Ecuación :clel plano. . 
M(xu ~) = m0 + m1 X1 + m1 ~ (6.3.4) 

( 1) MA = mo + ml Xto + mil Xzo 

(2) M8 = m0 + m1 (x10 + .1x1 ) + m1 X:~o 

(6.3.5) 

(3) Me = P1o + m1 x,o + ma (Xao + Ax3) 

~M' 
ml=----=-

Ax1 Ax1 

(1)·(2) 

(6.3.6) 

(l)-(3) 

,,,3,7) 
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--Por lo tantn de acuerdo con la relaci~n (6.3.2) se tiene: 

' 
De la iormula (6.3.7) y de la figura 6.3.2 se llega a: 

y de acuerdo con la relación ( 6.3.3) se tiene: 

~Para no tener que evaluar en la relación (6.3.4) la constante 
mo conviene emplear como variable independiente los incremen
tos de)«. función M(Xl, X2). 

Para un punto D en la vecindad del punto A, con coordena
das X10 + ÁXt¡ X20 + ÁX: ~_: tiene: 

m-~~ =-ax:~ !o 

0 E\itese el cálculo de m0 

M0 = m0 + m1 (x10 + b.x1 ) 

+ IDz (xuo + 6."~) 

(6.3.8) 

(6.3.9) 

(6.3.10) 

Restando esta t:cuación de la correspondiente al punto A se 
tiene: 

,, '-
~ta ecuación permite calcular el incremento de la función 

.6.M = M 0 - MA = m1 AX1 + m2 AX2 

(6.3.11) 

M(~, x.) que corresponde a incrementos arbitrarios .L\x1, .6.x: de 
1~ variables independientes Xt, xz. La figura 6.3.4 ilustra esta 
idea. :pe las fórmulas (6.3.8) y (6.3.9) se sabe que los coeficien-
1tes mt y m2 son precisamente los gradientes de la función M(x1, 
XJ). Sustituyendo estos valores en ( 6.3.11) se tiene: 

.M 

8M 8M 
AM = -- AXt + -- ~~ 

8x¡ ax2 
(6.!U2) 

.?fa ~ 

r-----j_ 
1 -D AM 

1 . ,---:r 
1 1 
1 1 
1 

J-_____ -f._:::¡:===::::=...:....------{;'> "~ 
// X2Q 

Xt 

MAl IMo // 
1 1 ./ 
1 1 l / 
1 / ' 

.,.------~-----:::-;;.~/í .... -
' -- / \ ¡_,. ...... B''-- ,¿_ --"' -<:r, 

"' -- \ (Xto + ~1, X2o + iix2) 
/ \ ;. 

C" \ 

'D" 
F'zg. 6.3.4 Ilustraci6n del cálculo del incrcmr..nto de )a ftmci6n M(x,, x3 ) • 
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El lector reconocerá de inmediato, en ~ta relación los prime- , . 
ros dos términos del desarrollo de una serie de Taylor, 9e acuerc~o 
con la relación ( 6.2.15). 

*En cálculo se define con el nombre de gradiente, de la fun
ción M(x1, x2) y se representa con 'V M al siguiente vector de 
renglón: 

*Si además se define el vector de columna "incremento de las 
,, ariabíes independientes" Ax: 

*La fórmula ( 6.3.12) para el cákulo del incremento de la 
función M ( xt, X2) puede escribirse de la siguiente forma com
oacta, si se introducen los dos vectores previamente definidos: . " 

Esta relación es igualmente válida para el cálculo de incre
mentos AM de funciones de más de dos variables. Si n es el 
número de variables de la función objetivo ( 6.1.1). 

*el gradiente 'V M de la función se define como: 

*y el incremento de las variables independientes como: 

La fórmula (6.3.15) 

permite calcular el incremento de una función alrededor de un 
punto x-,. *Es decir, si se conoce M(xto, X2o, .-•• , Xuo) y ~i se 
d~ea :M(xto + Axt, ••• Xoo + Axo) este valor puede calcularse 
·de la siguiente manera en forma aproximada: b 

) 

donde AMI está dado por la relación (6.3.15). 
lx.. 

8MI 8M 1 =-· Ax1 +- Ax3 ax, x., B:~es , ~ 
(6.!.;.15} 

1 ' 
*Gradiente de una función. 

~6.3.13) 

9 Vcctor incremento. 

(6.3.14) 

°Cálculo del incremento de una función. 

9 Gradiente de la función. 

( 
Bf ar af ) 

VM= --.--. --8x¡ 8~ .. , 8Xu 
o . . 

"Vector inc.remento . 

.Axl 
~ 

°Cálculo de M (x0 + Ax) 
a parúr de M (x0 ) 

(6.3.15) 

(6.3.13a) 

(6.3.\'lal 

(6.3.15) 

M (xto + 1

/::!.X1'; Xs + tl.xa, • • ·• X, + ~Xa) -

M ( x10, "2o• ... , Xn) + ~M 1 
& 



*Desde luego que es !1ecesario evaluar el gradiente de la fuz,. 
ción. Este puede, evalun,:se recordando las relaciones (6.3.2) y 
( 6.3.~). Estas expresione~ señalan que la derivada parcial de la 
función 1J(x) 

con respecto a la i' si :una variable está dada por: 
' 

'JI'écltlicas de g~radiente 285 

>: P;u-a evalum· el gradiente hay que cnlcub1 de· 
li~adas parciales. 

8M ' l\.-l(x10, x20, ••. , x1• 1"', X¡0 + Ax¡, XJ+uc.• ••• X,) - M(Xto• •• • X¡0 , • • • "no) 
ax, ~ ~,., 

Esta íórmula señala que la i'sima derivada parcial puede obte
nerse calculando el incremento de la función M(:!) si solamente 
alimenta de valor la i'sirna variable y dividiéndolo entre el valor 
de es~ incremento. El siguiente ejemplo sirve para ilustrar el cálculo 
del incremento de una función empleando el co!!cepto de gradiente. 

*Dada la función y == Xt2 X:J3 calcule el valor de la función 
para y para 

.!o == 1 l :!S. = 1.05 J 
1 1.1 

empleando la relación ( 6.3.15) y directamente por sustitución. 

El valor de la función en el punto 2!J> = 
1
1] 

es: 

El valor de las derivadas parciales de la función puede calcu
larse em ~A ando la relación ( 6.3.16). Para la 1 er. derivada par
cial se tiene: 

y para la 2da. derivada parcial:. 

Estos val o, es son solamente aproximados, el valor exacto d€' estas 
derivadas es : 

Como el lector puede apreciar la diferencia entre el valor 
aproximado y el valor real de las derivadas es pequeño y será 

Ejemplo 6.3.1 

8y 

8x1 

8y 
8x1 

8y 
8x1 

8y 

8x2 

y= X¡ 2 x2 3 

calcule 

yl y y 1 
(111) (l.O!I,l) 

= 12 13 = 

{ 1.05 )1( 1 )8-( 1 )':l( 1 )8 

= 0.05 

2So 
(1)~(1.1)3- (1)2(1)3 

= 0.1 

& 

= 2x1 x: 8 = 2.1.1 3 = 2 

Xo 

= xl 11Sx2 = 1 ~ 3.12 = 3 

2$0 

(6.3.16) 

Solución 

(6.3.17) 

= 2.05 

(6.3.18) 

= 3.31 

(6.3.1~) 
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tanto menor cuanto más se disminuya el valor de los incremen
tos. (Ver Problema 6). 

lli valor aproximado del incremento de la función de acuerdo 
'-On la fórmula ( 6.3.15) y empleando como vector de incremento a: 

y el valor de la función en 

Este valor es solamente aproximado ya que el valor real es de: 

F...ste ejemplo ilustra el empleo de la relación ( 6.3.16) para el 
cálculo, de las derivadas parciales, de la fórmula ( 6.3.13) para 
la det.enninación dd gradiente de una función y finalmente de 
la expresión ( 6.3.15) para la evaluación aproximada del incre
mento. Como ilustra el -problema 6, estas fórmulas son tanto más 
exactas, cuanto menores son los incrementos. 

*Para el problema de optimización que nos interesa en esta sec
ción, la utilidad de la fórmula ( 6.3.16) para el cálculo de las 
derivadas parciales estriba en que pennite su cálculo sin necesi
dad de tener que realizar la operación de derivación. Esto cons
tituye una gran ventaja, sobre todo si se emplea la computadora 
digital para realizar los cálculos, como es lo más probable, o se 
desconoce la expresión algebráica de la función por optimizar. 

Con el cálculo de la función M ( x) en el punto arbitrario :!o y 
el cálculo del gradiente en este punto termina la fase de inicializa-ti; 
ción del problema. A continuación se señala cómo debe proce
derse para encontrar el máximo o el mínimo de la función . 

.).5.2. Búsqueda 

Una vez inicializado el'problema, es decir, conocido M(x1o, x20, 
... , x11:0) y el gradiente Y' M 1 es necesario *encontrar qué incre-

IXo 
mento *~~ debe dársele a las variables ~de~ndientes, que son las 
componentes del vector.! para que la función objetivo "mejore" de 
valor (aumente en un problema de maximización o disminuya en 
uno de- minimización). 

1 

1 
1.0.51-

: ] 0.05 ·¡ 
~.= = 

1.1 J O.! j 
1 

0.05] 
~y - (2.05, 3.31) = 3.4-335 

~ 0.1 

1.05 ] 
X::: 

1.1 

y 1 =y¡ +~y 

'Xo 

= 1 + 0.4335 = 1.4335 

~ ~ 

)'126 = ( 1.05) 11 { 1.1) a = 1.4674 

0 No es necesario encontrar derivados parciales 
para evaluar el grat::!'ente. 

•Cou la evaluación de M (:!o) y 9MI.:.,. 
termina la inicialización. 

0 Encuentre &L F-'"3 que M(.:s,) "mrjore" de 
valor. 



*En el cálculo se demuestra que .1 función M (XJ v·aria más rápi~ 
damente si la variable independitnte se incrementa en dirección 
del gradiente. A continuación derr·~straremos esta aseveuci6n em
pleando multiplicadores de Lagrc.nge introducidos en la sección 
6.2.3. 

Para ilustrar esta demostración se volverá a emplear una fun
ción de dos varia'bles. La extensión de la demostración a funcio
nes de n variables es inmediata. 

*El problema consiste en determinar en qué dirección deben 
incrementarse las variables X1 y X2 para que k~ función M(x1, xz) 
tenga su mayor rapidez de variación. Volviendo a hacer refe
rencia a la figura 6.3.4, el problema consiste en determinar si el 
nuevo valor de x debe estar sobre la recta A' B" C", A' D" o 
cualquier otra que parta del punto A', para que la función 
M(~, xz) varíe más rápidamente de valor. 

M 

'Jficnkas de gradiente 287 

"'iarie a en dirección del gradiente. 

.,En qué dirección debe variar l!: para que la ra
pidez de variación de M(lS,) sea má-<.1ma. 

r--~=--1--
/-1"'-D AM' --......., / ' r---r. , 

1 1 
1 1 

X¡ 

n·~ara-medir rapideces de variación,¡ se limita la variación de 
J:ál~vátfable independiente y se miden los incrementos correspon
dientes de la función. Para aclarar .esta idea, considérese que se 

1 

Fig. 6.3.4 Ilwtración del cálculo del incremento 
de~ función M(L, "'-) (repetición). 

' 1) ......... 

0 Para comparar variaciones de M(li) mantenga 
constante la variación de &-
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están comparando velocidades, que son la. rapidez con qqe se re
corren distancias. 

· Un vehículo tiene mayor velocidad que otro, si en Igual tiem
po (variable independiente constante) recorre más distancia. La 
fig. 6.3.5 ilustra e.sta idea de comparación de variadones de un:J. 
deternlinada función. 

1--
d¡ 

__! 
1 

1 
~~ 

1 
J~ 

t=o 

~ 

Después d~ e . .-d. aclaración puede comprenderse fácibnente por 
qué hay que mantener constante la variación de x si se desean com 
parar variaciones de una función de x, como en este caso M(x). 

Supongamos que esta variación es tal que todo valor de x se 
encuentra sobre el círculo del plano ( :.<t, xz) mostrado en la fi
gura 6.3.6. La magnitud de cualquier ~ sobre este círculo y la 

.· 

r 
1 
1 

C" 

t:ah 
d2 

como t1 ~t2 y d2>d1, V2>V1 

f'ig. 6.3.5 Comparación de las velocidades de 
doa vehlculos, v2 > v1• 

D" 

Fig. 6.3.6 Búsqueda p~'r rradiente. 



magnitud de ~ difieren precisamthte en el radio r del círculo, 
como ilustra la figura 6.3.7. 

El problema consiste en encontrar la dirección en que debe 
variar X a p~rtir de Xo para que la variación .:ll\1 de la función 
M(xl, X2), sea máxima restringiendo a que el extremo del vector 
x se encuentre sobre el círculo de radio r y centro en A. 

,> 

' Li. formulación matemática del problema es por lo tanto. 

dado que 

-
.donde 

*En general el símboiol:ll;l representa la magnitud del vector 't· 
Aunque e;, posible defuúrla de varias maneras, en esta obra se 
empleará ~.:omo expresión para la magnitud de un vector, a la. 
raíz cuadrada de la suma de 'los cuadrados, es decir: 

Para resolver el problema de maxmuzac10n propuesto,·-puede 
emplearse el método de los multiplicadores de *Lagrange introdu
cidos en la sección 6.23. La restricción del problema es:' 

que puede escribirse también de la siguiente forma: 
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Figura 6.3. 7 Variaciones del vector t. 

máx AMI = \7MIA2S, 
Ko ?!o 

16.3.15) 

(6.3.20) 

0 1 x 1 es la magnitud del vector ~-

111 ' 
Raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 
de las componentes del vector ·A· 

Si 

as= 

0 Restricción 

llhl :: r 

~~~a- r: = p 

(6.3.21) 
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El lagrangiano pone este problema, de acuerdo con la rela-
ción (6.2.23), es: L (x~,x1,..\) = vM Ax- .\ {Ax3 -,-'} 

8M 8M 1 
= 8xt Ax, + 8x21 Axa -

!o !26 

Igualando a cero las derivadas parciales se tiene 

De las primeras relaciones se obtiene de inmediato: 

. Recordando la defuüción de gradiente (6.3.16) se tiene: 

Esta relación indica que los componente del vector Ax deben 

ser proporcionales, con una constante de -
1
- a las componentes 

2A 
del vector gradiente, transpuesto, \7MT calculadas en :!,o. 

Falta por determinar el valor de .\, A continuación se presenta 
la teoria previamente estudiada en forma de una serie de pasos, 
un llamado algoritmo, para su programación digital. 

6.3.3 Algoritmo de búsqueda 

Los pasos que deben seguirse para buscar el má~imo o mínimo 
de una función ( Mx) por el método descrito en las seccione.~ 

1 

__!!:__ = l)M ,. 

~~Xt l)Xs X., 
- 2,\ Axl = o 

&L bM 
l),lx~ - &x~· -- 2,\ dx:¡ = o 

,!¡, 

8L = - Axl ll - tl.xa 1 + l: = O 
8.\ . 

Ax,:::: _1 !MI 
2,\ llx, 

4.Xz ::: _1_ 8M 1 
2,\ &x2 

Ha 

IL 

- _l_VMlT 
A1 - 2.\ IXo 

(6.3.22::) 

6.3.1 y 6.3.2 son: Paso 1: 

Seleccione un punto :c., para inicializar la bús
queda. 



8M 
a;;--1 

_f_ar'ª- encontrar los valores de l'o que proporcionan el máximo 
incremento de la función M(¡¡;) en :! = ~, es necesario expresar 
a -la variable dependiente ( M2!;) como función de l>o. Sustitu
yend_o al incremento ~1!. por la relación (6.3.22b) se tiene: 

La iguaidad ( 6.3.24) señala que es posible expresar a la' varia
ble ·dependiente M(:!) como función de la variable escolar Q,.. 
Mediante una búsqueda es posible determinar el valor ·ac Qo que 

. m~mke M'(!?o). 

~Este valor se emplea en la ecuación ( 6.3.22b) para encontrar 
'..J ,_ 

el mcremento .6-_x. · 
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Paso 2: 

~!:valúe el gradiente en ese punto empleando 
W" relaciones (6.3.13a) y (6.3.16). 

\1M 1 = ( ·~~, :~, . .. , :~!) (6.3.13a} 

l!o Xq 

Paso 3: 

Calcule el incremento de la variable indepen· 
diente de acuerdo con la relación 

T 

.:U = Q \1M 
lí.o 

donde el factor Q0 tiene por valor 

1 
l?o = "'2'A" 

(6.3.22b) 

(6.3.23) 

1 
Sea l>o ~tei valor -- que maximiza la función 

' 2,\ 

Paso 4: 

Encuentre un nuevo punto X1, para el cual se 
tiene que 

• 

T 

MCx) = M(J!o) + Qo \1M 

en un problema de raximizaci6n X1 

do por 
T 

(6.3.24 ·, 
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Este procedimiento puede programarse y en el apéndice A apa· 
rece el programa A16 que realiza este tipo de búsqueda. 

Paso 5; 

Calcule el valor de Ja función para ( x1 j. Si en 
un problema de maximización M(x1) > 
M(x

0
) continúe al paso 6, si no pare el pro.:c:

dimiento. El punto (Xo) scri el mejor que pcr· 
mite calcular este procedimiento. 

Paso 6: 

· Considere al punto :¡1 como nut:-.v punto inici.ll 
y welva al paso 2. 

Para familiarizar al lector con este procedimiento de búsqueda 
se le aplica en el' siguiente ejemplo: Ejemplo 6.3.2 

Obtenga e} mínimo de función 
por diferenciación, y empleando el método de búsqueda de 
gradiente. 

De acuerdo con la fórmula ( 6.2.1 ) el mínimo (o máximo) de 
1a función debe encontrarse para aquellos puntos (xt, x2) para 
1os cuales 

Efectuando estas operaciones se tiene de inmediato: 

Este sistema de ecuaciones tiene como solución: 

Para este punto el valor de la función es: 

Empleando el método iterativo la solución se obtiene de la si
;:uiente fonna : 

Paso 1 

Se inicia el problema con 

por ejemplo 

Solución: 

8y o 
~= 

8y -- = 2.x1 + x1 - 1 = O 
~x, 

;¡ = 1 J 
-1 

Ym~~a(l,·tl = - 1 

~ = 0.1] 
0.1 

" 



Paso 2 

\ 
\ 
\ 
/ 
~ 

- \ 

Se calcula ,el gradiente de la funció;'1 en este punto. En este caso 

Paso 3 

Se calcula el incremento de la variable indepenc!iente de acuer-
do con la relación -

donde Qo se encontró por búsqueda aleatoria, su valor fue 

Por lo ,,que en la primera iteración del programa del apéndice 
A16 se obtuvieron los siguientes incrementos 

!Jespués del 1 er. ido de iteración se ha encontrado que en el 

punto 

la fun¿ión tiene un valor menor ql.e en el punto inicial 

En efecto 

mientras que 

Siguiendo con las iteraciones se ilega al punto deseado ,de 

para etcualla función y(xt, x:) vale: 

Al u~gar a este punto el lector forzosamente tendrá que pretuh
tarse ~áles son las ventajas de este metodo de optimización por 

= (0.7, 1.3] \lv 1 
1 !o 
1 

Qo = - 0.895843 

[ 

0.627087 ] 
~= 

--{).96459 

!t = [0.7227087 ] 

-1.06459 ' 

~.1] 
!o= 

0.1 

y{x1 ) = - 0.903719 

y (Xo) = 0.03 

{X) = 1] 
-1 

y{t, -1) = - 1 

{6.3.22b) 
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búsqueda con respecto a la aplicación de la 1claci6n ( 6.2.1). La 
solución de las ecuaciones ( 6.2.1) en general no es tan fácil como · 
en este problema, donde las ecuaciones ( 6.2.25) resultaron linea
les. *En general el sistema de ecuaciones al que dan lugar las ecua
ciones ( 6.2.1 ) son no lineales. Como para su solución también se 
requieren métodos iterati\·os, similares al aquí presentado, no tiene 
ningún caso obtener primero las derivadas parciales para después 
aplicar un procedimiento iterativo. 

*.\ntes de terminar con este tema es necesario indicar que esb~ 
procedimiento en uno de los pasos de iteración puede "hrincarse" 
el máximo. Si en un momento determinado M(~) = M(!l) 
puede suceder que el máximo (o mínimo) se encuentre entre los 
dos puntos, o que entre :!o y ~o la función no cambie para seguir 
creciendo posteriormente. 

Para determinar si se ha presentado el 2do. caso, puede hacerse 
una búsqueda incrementando el valor de ()o en una cantidad me
nor que el ,·alor dado en el paso 3. 

' 
Si la función sigue creciendo (o decreciendo) se emplea este 

último punto para inicializar una nueva iteración. 

En caso de encontrarse el máximo (o mínimo) entre x.o y Xt pue· 
de recurrirse a una interpolación.* 

El siguiente ejemplo ilustra la aplicación del método descrito a 
un problema de localización de una planta para minimizar los. 
costos de instalación. 

Determine la localización más adecuada de una planta, den
tro de la zona mostrada. El terreno es horizontal. Es necesario 
tender tuberías de agua, gas, drenaje y combustible y una línea 
eléctrica, desde los puntos que muestra la fig. 6.3.8. Además, es 
necesario construir un camino de acceso a la fábrica desde la carre
tera que pasa al frente del predio. 

La ~unción objetivo por minimizar incluirá solamente los cos
tos que dependen de la localización de la planta. Se tendrá para 
ene prnblema: 

6M = O, \1: i 
8x1 

•Las ecuaciones ( 6.2.1) en general son no li· 
neales. 

0 El máximo o mínimo de la función puede en· 
contraste entre el punto Xo y el K1-

Eiemplo 6.3.3. 

Solución: 

y(x¡, x2) = 50 lx21 + 15 {x12 + (;¡7~- 300)1}% + 50 {xl 8 + (1300- as)•)% + 

15 { ( 1300 - x1P + (900 - x1)2)~ + 20 { ( 1300 - x1)1 + x311}JAr 

o Ref. 1, Cap. 10. 
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El lector puede proceder a calcular las derivadas parciales con 
respecto a xt, y x2 e igualarlas a cero. Para la solución del sistema 
de ecuaciones algebráicas no lineales resultantes, es necesario em
plear un método también iterativo. 

La tablí:! 6.3.1 muestra los valores de las coorde~adas Xt y xz 
y de la función costo para diversas ite\aciones a partir del punto 
(500, 500). Para obtener estos resultados se empleó el progra
ma A.l6 que ejecuta una búsqueda por gradiep.te. En cada etapa, 
el valor del parámetro l?o se encuentra por búsqueda aleatoria~ 
Para esta mininúzación el programa A.l6 emplea como subru
tina un programa basado en el A.14. 
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Camino 
de acceso 

$50/m 

k-~-X¡,---"1 

~<----- 1 300 m------"'1 

Csrretera 

tOOm r 
1000 m 

Fig. 6.3.8 Plano de localizaci6n de ia fáori~a del 
ejemplo 6.3.3. 

'\ 

L 

'1:. 
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Tabla 6.3. ~ Resultados del programa A.l6 para el ejemplo 6.3.3. 

-2.371196b2E+OO 

-4.24713455E-02 

3.77092041 +-01 

---ü.l373611 SE-03 
·--8.13736115E-03 

3.77092041 E-01" 

-4.46264 156E-02 

l39754126E--02 

-S.I373611 SE-03 
-8.13736115E--03 
-S.I3736115E-03 

LOS RESULTADOS PARA CADA ITERACION SON 
XI X2 

S,OOOOOOOOE+02 S.OOOOOOOOE+02 

3.86932534E+02 2. 73 865068 E+ 02 

3.82882151 E+ 02 2.69814685E+02 

3.64901001 E+02 2.69814685E+02 

3.64512982E+02 2.87795835E+02 

3.60257075E+02 2.87795B35E + 02 

3.58637001 E+02 2'.87795835E+02 

EL VALOR MINIMO OBTENIDO DE LA FUNCION ES = 1.099968't3E+OS 

LOS VALORES QUE OPTIMIZAN LA FUNCION SON 

VARIABLE VALOR DE LA VARIABLE 

1 

2 
3.58637001E+02 
2.87795835E+02 

Desde luego que en este ejemplo, como en otros donde la. va
riación posible de ( Xt, X2, ••• , Xn) está restringida, en cada ite
ración hay "que ver si el punto sigue estando dentro de la zon:! 
posible. En el ejemplo 6.3.3, dentro del predio mostrado. 

F 
1.12532023E+05 

I.IOOJ 5658E:+OS 

J.i0014699E+05 

1.1 0007395E +os 

1.09997591 E+OS 

1.09996887E+ os 

1.09996843E+OS 

~Este procedimiento de búsqueda podría compararse con la estra
tegia que puede seguir un alpinista para· llegar lo más pronto 
posible a la cumbre de una montaña. Una posible forma de ha
cerlo es subir por la recta de mayor pendiente, o empleando el 
lenguaje del cálculo, siguiendo la dirección que marca el gradiente. 
Un alpinista que sube una montaña con densa neblina, puede lle
gar a un punto donde al siguiente paso se baja. De acuerdo con la 
estrategia que sigue el alpinista, concluye que ha llegado a la cum
bre. Puede suceder que en efecto ésta sea la cumbre de la mo+aña, 
o solame:--1e un promontorio local. La densa neblina no le pe,rmitc 
ver lejos. [e el método de búsqueda descrito puede suceder c;xac
tamente lo n:;;mo. Como el procedimiento avanza de punto en 

0Para subir ripió·· w1a montaña siga la rutl 
de mayor pendiente y siga hasta que el paso 
siguiente sea de bajada. 

0 Puede llegarse a un promontorio local. 



punto puede llegarse a un llamado máximo (o mínimo) local, 
equivalente ~a un promontorio local en una montaña, que sin em
bargo no es el máximo (o mínimo global), o sea el punta- donde 
M(x) es máximo o mínimo en toda la zona posible de variación. 
*Este procedimiento trabaja sin problema con funciones con un 
solo máximo o mínimo. Frecuentemente la naturaleza propia del 
problema permite determinar si se ha encontrado un máximo (o 
mínimo) global. 

El programa A.16 del apéndice A permite resolver problemas 
de -búsqueda por gradiente. Los problemas 6 a 9 de la sección 
6.8-permiten al lector adquirir mayor destreza con este método. 

E.n la siguiente sección se introduce al lector al análisis marginal, 
otro--método de optimización que tiene importantes aplicaciones 
en estudios económicos. 

En la siguiente sección se establece además un enlace entre ei 
capitUlo~ 4, en particular entre la sección 4.5 dedicada a fun
cioaes de~ producción y métodos de optimización. 

Análisis m.arguwl :!97 

"'La búsqueda por gracliente trabaja cuando la~ 
funciones tienen un solo máximo o minimo. 

*Programa A.l6 de búsqueda por gradieute. 

*El análisis marginal se emplea en f'Studio~ 

económicos. 

~.· 
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6.5. PROGRAMACION LINEAl. 

6.5.1 Ejemplos 

Existen muchos problemas de optimización cuyo modelo mate· 
mático es de tal naturaleza que se pueden resolver con la técnica de 
optimizaéión conocida con el nombre de programación lineal. s~ 
han .des<UTollado algoritmos y basados en ellos, programas de 
computadora digital para la solución de estos problemas. 

0 La estructura de los problemas que pueden resolvcn;e con esta 
, téc.cica e.<> siempre la mi~ma, de· manera que contando con un 
buen programa para la solución de éstos, pueden resolverse sin 
necesidad de tener que escribir programas especiales para la solu
dóll de problemas particulares. Los ,problemas de optimización que 
,;e pueden resoiver con +="}a técnica de programación dinámica por 
otra parre no ~iene esta característica y con frecuencia es necesario 
desarrollar programas particulares para obtener la solución de un 
problema t:Specífico. 

En esta sección se empezará a ilustrar con ejemplos la formu
lación de modelos matemáticos que permiten aplicar la programa
ción lineal. A continuación, la ilustración geom~trica de la solu
ción del problema de programación lineal, sirve para introducir 
el método simplex de solución de problemas. 

El primer ejemplo ilustra un problema de transporte. Supóngase 
que una embotelladora tiene dos plantas, una en Tlaxcala y otra 
en Tehuacán, con capacidad de 7 000 y 13 000 cajas de refrescos 
al día, además tiene dos centros de consumo que son Puebla y 
Orizaba, q-ue pueden consumir hasta 12 000 y 8 000 cajas diarias 
respectivamente. El costo de envío de una caja de refrescos de los 
diferentes lugares de producción a los diferentes destinos está dado 
en la tabla 6.5.1. 

.,.Todos los problemas de programa..:um lineal 
tiéncn el mismo modelo matemático. 

•No existen modelos generales p:ll'a probl~mas 
de programación dinámica. 

Ejemplo 6.5.1 

07000 012000 
Tlaxcala Puebla 

013000 Osooo 
Ttlhuactn Orlzaba 

PLANTAS CONSUMO 

Tabla 6.5.1 Costos de transporte en el ejemplo 
6.4.1. 

~ Tb:tcala Tehuac:án 
1 ., 2 

Puebla '1 

1 0.8 1.00 

Orwba 
2 J.30 o.~ 

'r 



) 

' ' 
! 
1 
1 

El administrador de la empresa del\! determinar cuántas cajas 
deben enviar-Se de rada embotelladora a cada centro de consumo, 
de manera que se satisfagan las siguientes condiciones: 

Para plantear este problema en el marco de las ecuaciones 
(6.1.1) y (6.1.2). 

es necesario deuu.ir la siguiente variable: XiJ es el número de cajas 
enviadas de la embotelladora situada en la localidad i'sirna (i = 1 
corresponde a Tiaxcala e i = 2 a Tehuacán) al centro consumidor 
j'simo ( 1\ es el índice de Puebla y 2 el de Orizaba) . Con la intro
ducci6n de esta variable el problema puede plantearse de la si
guienté forma: 

L~ ...aja$ enviadas de la localidad 1 (Tlaxcala) al centro de 
conswno 1 ( P11ebla), que se ha acordado representar con .!n más 
las cajas enviadas de la localidad 1 al centro de consumo 2 (O ri
zaba),-xn, no deben exceder la capacidad de 'la embotelladora 
de la localidad 1 que es de 7 000 cajas, es decir, 

La-, figma. 6.5.1 ilustra el planteamiento de esta ecuaci6n: 
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1) Cada ~:mbotelladora no puede enviar más ca
jas qu'e el máximo que puede producir. 

2) Cada centro de consumo puede obtener tan-
¡ d . tas caJas como puc e .:onsum1r. 

3) Deben minimizarse los gastos de tt'ansportc. 

M = M(xu x1, ••• , X¡,) ( 6.1.1) 

C1 =C1(x1,x2, ••• ,X¡¡) >Oparai:::-1,2, ... p 

C1 = C1(x1t x1, ••• ,X¡¡) <O para i = p + 1, ... r 
' C¡ = C.(x1, Xz •.. , ~:¡) = Ü para Í: r + 1, ... n 

Tlaxcalo 
capacidad: 7000 

'fchuacán 

xu 

Centro de 
consumo 

Puebla 

(6.1.2) 

( 6.5.1 ) 

X11 + Xt!! ~ 7000 

Orizaba 

Fig. 6.5.i Cajas enviadas desde la embotel!adorn 
en naxcala. 
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En forma similar puede establecerse la siguiente ecuagón que 
limite la producción total de la embotelladora de la 2da. locali
dad a 13 000 cajas, a saber: 

La figura 6.5.2 ilustra el planteamiento de otras ecuaciones. 

Por otra parte, se ha señalado que cada centro de conswno 
puede obtener tantas cajas como desea. 

Al centro consumidor 1, Puebla, le ll~gan xu cajas de 11axcala 
y X21 cajas de T~huacán tal como ilustra la fig. 6.5.3. Po:- lo 
tanto, como el consumo de Puebla es de 12 000 cajas: 

Finalmente como última restricción se tiene que las cajas que 
rt:cibe Orizaba, centro consumidor 2, deben ser iguales o ~ayer 
a 8 000 c~j~. Se tiene •10r lo tanto; . 

Xtf + x22 < 13 000 (6.5.2) 

Tlaxcala Puebla 

o 
X11 + X~: ~ 13(1()0 

Tehuadn 
Capacidad= 13 000 

Orlzaba 

, 
Fig. 6.52 Cajas enviadas desde la embote

lladora ep Tehuadn. 

X¡¡ + Xat ~ 12000 

Tia ~tea la 

Tehuac6n 

Puebla 
Consumo = 12 000 

0 
o 

(6.5.S) 

Fig. 6.5.3 Cajas recibidas eo Puebla. 

(6.).+¡ 
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La figura 6.5.4 ilustra d significa:~o de esta ecuación. 

Para temünar con el establecimiento del modelo matemático de 
este problema es necesario establecer la función objetivo. 

El objetivo de análisis es minimizar los costos de transporte que 
están dados por: -

Debe además imponerse la siguiente condición: 

ya qu~ no tendrán significado valores negativos de envíos de cajas. 

En tesumen puede decirse que el problema consiste en minimi-
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. Tlaxcala 

Xn + X22 ~ 8 QQQ 

2 

Tehuac!n Orizaba 
Consumo = 8000 

Fig. 6.5.4 Cajas recibidas por Ori:z.aba. 

M = 0.8 x11 + 1 x21 + 1.3 ~1 + 0.9 x22 

(5.5.5) 

( 6.5.6) 

zar la función objetivo. M = 0.8 x11 + 1. xn + 1.3 x12 + 0.9 x22 ( 6.5.5) 

Tódos los modelos matemáticos de problemas de programación 
lineal tienen precisamente esta forma. 

Antes de continuar conviene recordar algunas definiciones in
troducidas en la sección 6.1.2. 

*Un conjunto de valores de las variables que satisface·todas las 
restricciones del problema se llama una solución fac-tible del pro
blema de programación lineal. Empleando la definición anterior, 
puede decirse que la solución del problema consiste en encontrru: 
una sotución factible que sea óptima. En este caso del problemá! 
del ~rte una solución factible que 

1min~ice la funci6n oh_; 
jetivg { 6.5!5), t 

Sujeto a las restricciones 

xu + x12 < 7,000 
x21 + xtz < 13,000 
x11 +. x21 > 12,000 
x12 T. x~2 > 8,000 

(6.5.1) 
(6.5.2) 
(6.5.3) 
(6.5.4) 

(6.5.6) 

0La soluci6n factiblt' satisface todas las rtslt•L· 

ciones. 
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*Este prohlema tiene cuatro variables que hay que determinar, 
; .. u, xu, X::1 y X22. Con objeto de visualizar geométricamente la 
·;olución de los problemas de' programación lineal e ·iptroducir otro 
tipo de problemas de optimización de este tipo, se incluye un se
gundo ejemplo: 

vSupóngase que una compañía de transporte tiene X1 camione
tas de 2 toneladas y xz camionetas de 4 toneladas y desea maxi
mizar su capacidad de transporte. La función objetivo es 
)' d problema consiste en maximizar dicha expresión. 

* Ade1nfu. la compañía tiene las siguientes restricciones: 

.U La primera es la siguiente: Las camionetas chicas requieren 
1 día de mantenimiento al mes, y las grandes ·1 días y la compa
ñía sólo tiene disponibles '24 días de mecánico al mes. Matemá
ticame.gte est<4 restricción se expresa de la siguiente forma: 

-r.La segunda restricción en este probiema se refiere a la clispo
nibiliqad de andenes de carga. Ambos tipos de vehículo, requie
ren de igual número de andenes de carga, y que la compañía sólo 
cuenta con 9 andenes. Empleando 1~ variables X1 y X2 esta restric
ción establece : -

*La última restricción se refiere al personal que se requiere para 
cargarlas. Este personal está restringido a 21 personas. Las ca
mionetas chicas reqt!ieren tres personas para cargarlas y las gran
des solamente una persona. Se tiene por lo tanto 

*Desde luego que las variables X1 y x~, número de camionetas 
de 2 toneladas y de 4 toneladas con que cuenta la compañía res
pectivamente, no pueden ser negativas, por lo tanto las última.c; 
restricciones en este problema son: 

Desde luego existen otros muchos problemas dondl! puede apli
carse la programación lineal. Entre ellos pueden citarse proble-

- mas de mezclado y planeación de la producción como el ejemplo < 

6.5.4 de la sección 6.5.5. 

j¡¡,l 1 

Después de estos ejemplos se procederá a,planear en forma ~<i>r-
mal el problcrnr. de programación linéal y 

1
se estudiarán las con

diciones que debe satisfacer tanto la función objetivo como las res
tricciones. 

•Van:~.bles del problema xu, x1:ao, ~>::1 Y Xn 

Ejemplo 6.5.2 

•x1 camionetas de 2 ton .. x~ canüone¡as de 
4 ton. 

"'Restricciones . 

*Mantenimiento: 
24 dias mecánico/mes. 

0 2da. Andenes de carga: 
9 andenes. 

0 3L·a. Cargado: 
21 persona~. 

0 Uitima: 
no negatividad. 

( 6.5.7) 

(6.5.8) 

(6.5.9) 

(6.5.10) 

o (6.5-.11) 



6.5.2. Planteamiento formal 

*Si se analiza la formulación de los problemas de los dos ejem· 
P,los introducidos en la sección anterior, pueden detectarse ciertas 
variables que se llaman en forma ~enérica actividades. 

*En el ejemplo 6.5.1 las actividades consisten en enviar cajas 
de refrescos de la embotelladora al centro consumidor y se han re
presentado con los símbolos: 
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0 Acuvidades. 

0 Envfo de cajas de refresco 

XfJ• i, j = 1,2 

"'Operac10n de camiones de carga t:t~ el ejemplo 6.5.2 estas actividades consisten en operar camio
nes de carga y se han empleado los símbolos x1 y xz para represen
tarla". Xu X: 

*Caad. actividad queda caracterizada por una variable que se Y.Nivel de actividad. 
designa como nivel de actividad. / \ 

Además se observa que los problemas de los ejemplos anteriores 
satisfacen las siguientes condiciones: 

~J. anta ías res~cCiones como la función objetivo son funciones 
lineales de los niveles de actividad. Al ser lineales estas funciones 
~n ho"'?.u ·én.eas y aditivas . . 

Una fuución 

es lineal si dados dos conjuntos: 

*y aus -.._;:srantes cualquiera K y K' se tiene: 

*4:co~~ici6n de linealidad (6.5.12) es equiv.alente a dos condi
ci(lDC!!!- En primer lugar una función lineal tiene un factor constantP. 
de- escala, es decir. 

•y c11 segundo lugar es aditiva: 

:-Un ejemplo servirá para ilustrar este importante concepto )' 
señálar que funciones del tipo 

*~Q-59n lineales. Es decir, si en las funciones hay cargos! Jij9S 
( d tei;mi!t9 a) no es posible aplicar qirectarnente el concep~o de 
proirramaci6n lineal. · 

l. No negatividad de los niveles, es decir 

xt 2:: O, Vs 

°Funciones objetivo y restricciones son lineales 
-+homogéneas y aditivas. 

f("l• ":¡, ••• ; ~) ' 
°Conjuntos de variables 

xt. i = 1, 2, ..• n y x'b i = 1, 2, ... 

•constantes K y K' 

6.5.12) 

°Condici6n de linealidad -+ factor constante de 
escala 

f(Kx1, K.~, ... , Kx11 ) = Kf(x1, ~··· .,x,) 
(6.5.13) 

oepndici6n de linealidad ~ aditividad. 

6.5.14) 

f(x) = a+ bx ( 6.5.15) 

°Funci6n no line:1l. 

Ejemplo 6.5.3. 
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Determine si las siguientes funciones son lineales y justifique 
la respuesta. 

se c..Luple la condición (6.5.12) y la función es lineal. 
la función no es lineal. 

El uprob!ema de programacwn lineal por lo tanto puede plan
tearse de la 5iguiente fonna. 

*Hay que determinar el valor de los niveles de actividad 
,:,¡, x~, . . . x.,, que ma.ximicen a la función objetivo: 

5u jeto a. las s1guientes restricciones: 

"~~-Los coeficientes e, de la función objetivo se conocen con el 
nombre de coeficientes de costo, y los coeficientes a,J de las ecua
ciones de restricción se llaman coefz"cientes estructurales. 

Como se ilustra· en el ejemplo 6.5.3 un problema de maximi
zación puede siempre convertirse en uno de minimización. 
Cerno muestra el sistema de ecuaciones ( 6.5.16) las restric
ciones pueden ser del tipo de desigualdad o igualdad. *Para 
la solución del problema de programación lineal conviene conver
tir todas las desigualdades en igualdades introduciendo variables 
de holgura, que de preferencia deben de ser positivas. La siguien:. 
te desigualdad: 

a) y = 3x1 + 2x: 

¡b) y = 3x + 5 
Solución: 

a) Como a3x1 + b3x'1 + a2x2 +hx'1 = a(3x1 + 2x2 ) + b(3x'¡ + 2x'2 ) . . 
b) Como a3x +S+ b5x' + 5 ::;&: a (3x + 5) 

+ b(3x' + 5) 

9 Encontrar ;!, qt!C maximice: 

m = c1 x1 + e~ :oc! + . . . + c11 x.a (6.5.6a 1 

y satisfaga: 

ai1 x1 + a12 x, + ... + a11, = b1 i = 1, 2, •.. p 

3t1 x1 + a12 x2 + ... + a111 Xa ~ b1 i = p + 1, ... r 

¡¡11 X¡ + a12 x2 + ... + 3¡11 X11 ~ b1 i = r + !, ... m 

x1 ;::: O j = 1,2 • • . n 

(6.5.14ib) 

0 c,., = coeficientes de costo 

lltJ = coeficientes estructurales. 

0 Variables de holgura > O para Ct.':•\'el1ir 

desigualdad:s en igualdades. 

Desigualdad 
aq, X¡ + aq, X:¡ + . . . + llqa ! N ~ b" 

+ 
Variable de holgura o 

Xn•Q > o 
.1. 

pue_d~ convertirse en una 1gualdad in~roducienáo un~ variable ,\'1.<~ f'd clcJ:'I\.."1..': Igualdad 

~ Xt~•u llamada de holgura. En etecto: aq1 x1 + aq2 x2 + ... + aq11 x11 + x. ., = h1 

*Si por otra parte se tiene en la ecuación de restricción la desiw 
~aldad en .>enudo contrario. 

0 Desigualdad 
Bqs x 1 + ~~q2 x 2 + . . . + a1111 X¡¡ > b" 

1 + 
Variable de holgura 

~·a? O 

Igualdad 



~~ ~· -

.rt~l\l ,...-A"\ L.};,:. t'-
)é1- introducci:Sn de la variable d~ holgura positiva' :xn•¡¡, convierte 
1a desigua.Jdad ~n una igualdad, :.a que: . ' 

Además, los métodos de solución del problema de programación 
lineal exigen que los niveles de ac.tividad sean positivos, es decir, 
x.t > O, 'i¡. *Si un nivel de actividad no está sujeto a esta res
tricción se le puede sustituir por la diferencia de dos niveles de 
actividad positivos. Supongamos que el nivel X¡ no está restrin
gido. Si se introducen las variables 

ID+ -Y _i¡- relacionadas con la variable XJ mediante la siguiente di
ferencia. 

ia v~ble o nivel ,de actividad original puede ser mayor, igual o 
menor que cero, sin que las variables x¡+ y Xt- tomen valores nega~ 
.tivos. El siguiente ejemplo ilustra tanto la introducción de variable 
de holgura como el empleo de la relación (6.5.17) y la transfor
mación de un problema de minimización en uno de maximización. 

Convierta el siguiente problema de minimización en un proble
ma de maximización, transforme todas la'> ecuaciones de restric
ción en igualdades mediante la introducción de variables de bol
~ y transfo,rme todas las variables en no negativas: 

l?é sabe _que: 

Definiendo una nueva función objetivo. 

ia función objetivo se convierte en: 

Para ·convertir las dos desigualdades de restricción en igualdad 
es necesario introducir dos nuevas variables X3 y Xl! para realizar 
los siguientes cambios en las restricciones. 

*Finalmente la variable x:, no restringida debe sustituirSe por la 
'4iferenda de dos variables no negativas 

Realizando esta sustitución, las ecuaciones o concbciones de res-
tricCi6D tienen la siguiente forma: -
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a111 x1 + aq3 X:. + ... + :lqo X.. "T"" X..•q = b1' 

\ 

*Si nivel d~ actividad _ 
' "t < 6,;::: o 

:c-.!1.17) 

Ejemplo 6.5.3 

min : m = 3x1 + 5x2 

3x1 + 2x2 > 6 

x1 - 6x2 • < 4 

x1 > O; x2 sin restricción-

~u~ución: 

Min. m=3x1 + 5:x:¡ es equivalente a: 
Max. -m=-3x1- 5x2 • 

0 Nueva funci~n objetivo n: 

n 3-m 
~ 

max: n = - 3x1 - 5x3 

x1 - 6x~ :::; 4 -P x1 ·- 6x3 + x~ = 4 

r' 

3x1 + 2~ > 6 -+ 3x1 + 2x2 - x3 = 6 

0x~ variable sin restricción 

xl! = xl- x2-

3xt + 2x2 + ' 2x;- - x3 = 6 

x1 - ~+ + 6x2- + x, = 4 

x1, x3 +, :~::-. ~. ~ ~ O 
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y la función objetivo es: 

También es posible rt!Solver un problema de mm1mizac10n re
curriendo a su formulación dual que se estudia en la sección 6.5.5. 

-e- La estructura del problema de programación lineal se presta 
para el empleo de la notación matricial. Si se definen *la matriz 
de cc:eficientes estructuralr..s 

-!!t lns vectores de a!.t!Vlaades: 

de .Ucostos 

y *de restricciones 

El problema de pcogramac1ón lineal queda planteado de la si
guiente forma: 

Sujeto a las restriCC!ODf.S 

En la siguiente sección se ilustra gráficamente la fonna de ob
tener la solución del problema de programación lineal. 

6.5.3 Solución gráfica 

En esta. sección ilustraremos gráficamente la solución dd proble
ma de programación lineal. Como es difícil representar gráfica
mente func!ones de más de dos variables, se empleará el ejemplo 
ó . .'i.2 para realizar esta representación . 

.El modelo matemático de este problema o; el siguiente: 

max: n:--3x1 - Sx2 

°Formviad6n matricial 
9 Coefidentes estructutaillll 

[

an au ··.ala 
3.zt ••• 

A= i,._. ... .,. 
~Actividades 

X= 

~~ j (65.18) 

e] ! = ~ (6.5.1,9) 

Ca 

"Restricciones 

.S = 

b;-J 
b~ 1 ( 6.5.20) 

máx: m = ~T!. (6.5.21) 

(6.5.2~) 
(6.5.23) 

(f.i.s:: l 



Sl.l jeto a las restricciones 

Las restricciones de este problema establecen una zona del pla
'10 ( XJ.p XJ) donde deben encontrarse las soluciones factibles, tal 
como se señaló en la sección 6.1.2. Obser:e que la ecuación 
X1_ + 4X2 = 24, corresponde a una recta, que divide al plano en 
dos regiones. En la inferior se cumple XJ. + 4xa < 24, por lo 
tanto, la solución factible debe estar "abajo" de dicha recta. La 
figura 6.5.5 ilustra la zona definida por esta restricción. 

Un razonamiento similar lleva a concluir que la solución fac
t:ible también debe estar a la "izquierda" de las rectas X1 + x: = 9 
;- 3x; + x2 = 21 ( fig. 6.5.6). 
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x, + 4Xz < 24 
x1 + Xa~ 9 

3x1 + "a < 21 
x1, X: ~ 0 

2 4 

( 6.5.8: 
(6.5.9) 

(6.5·10) 

Fig. 6.5.5 Zona con restricción x1 + 4x1 < 24. 

x, + ~ = 9 

2 4 6 8 

Fig. 6.5.6 Zona con restricciones ~ + ~ s; 9 ) 
3ll·· + ~ < 21. 
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Además, !a condición X1 ;::: O y x~ "> O impone que debe estar 
en el primer cuadrante. La región del plano donde se cumplen 
toJas las restricciones es por lo tanto pol6gono convexo OABCDO 
q!.!e aparece en la figura 6.5. 7. 

El siguiente paso en la solución consiste en encontrar dentro de los 
ptmtos de dicho polígono, que son soluciones factibles todos ellos, 
aquel punto para el cual la función objetivo 6.5. 7 2xt + 4x2 
es máKima. Nótese primero que cualquier recta dependiente -2/! 
cumple con la condición 2x1 + 4x~. Además, entre mayor sea la 
distancia al origen de una recta dependiente -1;2, tanto mayor es 
2xt + 4x~ tal como se ilustra en la figura 6.5.8. 

Para obtener e! valor máximo de la función objetivo 2~1 + 4xz 
es necesario desplazar una· recta dependiente -2/4 de manera que 
su distancia al origen sea máxima, pero tenga. por lo menos un 
punto dentro de la región OABCDO. En la figura· 6.5.9 se 
ilustra este procedimiento de b{¡squeda del m_á.Yirno. En el 
punto B de coordenadas ( 4, 5) el valor de la función objetivo 
2xt + 4x2 es de 28 y se cumplen todas las restricciones. Por

1
,•Ío 

Úmto X1 = 4, X2 = 5 es la solución del pf?blema de programa
ción lineal. Haciendo referencia a la fig. 6.5.9 obsérvese además 
que para dicho punto, tiene las características reswnldas en el 
cuadro de la t.abla 6.5.1. 

6 A 
\ ., ' 
\""' + "'"" ;¿1 

\ 

Fig. 6.5.7 Zona de soluciones factibles del ejeru· 
plo 6.5.2. 

x, 

"• 

-
Fus 6.5.8 Funciones objetivo del ejemplo 6.5.2. 

\ 
Problema 

Función objetivo. 

M = 2x1 + 4x2 (~ax.) 
Restricciones. 

x1 t 4x3 ~ 24 (a) 
x1 + x1 S 9 (b) 

3x1 + x2 S 21 (e) 
X¡ 2: 0 (d) 
x1 2: O (e) 

·•· 



x:;;:: O (e) 

Es dec.•r, el recurso mecánico "del que se .cuenta con 24 dí~ 
más, el de "andenes de carga" con el que so cuenta con 9, se em
plea plenamente si se usan 4 camionetas de dos toneladas y 5 de 
4 toneladas. Mientras que de tercer recurso, del que se cut!nta 
con 21 unidades, sólo se usan 17. Sin embargo, ninguna otra com
binación de x, y xz permite obtener mayor volumen de carga 'sin 
violar las restricciones (6.5.8), (6.5.10). Antes de continuar, nó
tese que la región definida por las restricciones (6.5.8- 6.5.10) 
es coñvex'a, como muestra la figura 6.5.10, ya que C!Jalquier 
n!Cta-que une dos puntos cualquiera de la periferia de la zona 
se -encuentra en la frontera o dentro de la región. 

- Ert la sección 6.5.-1- se empleará la representación gráfica de la 
sólúci6ñ de programación lineal para visualizar fácilmente diver
sss tasas especiales de problemas de este tipo. 

•El método gráfico de solución del proplema de programación 
lineal está restringido a modelos con dos variables. Prácticamente 
fddos.-h>S:: problemas de interés para el analista tienen más de dos 

K1 ~ 0 (d} 
X¡ 

Fig. 6.5.9 Ilustración de la solución gráfica del pro
blema de programación lineal. 

Tabla 6.5.1 Propiedades de punto óptimo B del 
ejemplo 6.5.2. 

Restricci6n 

x1 + 4x2 = 24· 
x1 .+ x2 = 9 

3x1 + x2_ = 17 < 21 

Holgura 

o 
o 
4 

Fig. 6.5.10 Zona convexa de soluciones f~~tibles. 

0 Método gráfico para problemas con civs va· 
riables. 
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variables, por lo cual el método gráfico no se puede emplear en estos 
casos. *Es necesario contar con métodos algebráicos que se puedan 
programar en una computadora digital, con objeto de resolver 
problemas con un gran número de variables, como son la mayoría 
de los que se encuentran en ia: práctica. El método simple:~:: que se 
introduce en la siguiente sección tiene esta propiedad. Sin embar
go, es importante familiarizarse con \a solución gráfica estudiada 
en esta. sección, ya que ayuda a entender la namralcza de la solu
ción del problema. 

Al ir de:m.rrollando el r!létodo simple.x de solución analítica, con
tinuamente se hará referencia a la solución gráfica. Los autores 
consideran que de t'-5ta forma el lector lo comprenderá con ma· 
yor facilidad. 

6.6 PROGR.J\MACION DINAMICA 

6.6.1 Caracteristir.:as 

En la sección 6:1.1 se señaló que les métodos de optimización 
pueden clasificarse en métodos de gradiente y métodos de bús
queda. *En la sección 6.5 se estudió el método de programación 
lineal. que'- constituye un método de gradiente. En la siguiente 
sección se establecen las bases de la programación dinámica, un 
método de optimización de búsqueda. Este último método, 
todavía más que el de programación lineal requiere del uso 
de la computadora digital. *Como se trata de una técnica enu
merativa, los tiempos de cómputo para este método son en 
general grandes, así como los requerimientos de memoria. De
bido a ello el empleo de esta técnica es un cuanto limitado, a 
pesar de su extensivo número de ~plicaciones potenciales. 

*La programación dinámica es una técnica de optimización 
enumerativa aplicable a problemas con restricciones y funciones 
objetivo que pueden ser no lineales y regiones factibles no con
vexas. 

>:S~ aplica en forma natural a problemas que pueden aescom
ponerse en etapas a lo largo del tiempo, pero también puede em
plearse en problemas no secuenciales o con estructura en serie. 

En el análisis de sistemas, ia programación dinárrÍica se usa en 
general en problemas de toma de decisiones, frecuentemente re
lacionad~s con la í'.signación de recursos. 

*Para resolver este tipo de problemas, :;e establece un modeio 
matemático cuyas principales componentes son: 

' • Métodos algebraico! para re~olver sistemas con 
muchas variables. 

<) :\iétodo~ de optimización de gradiente y bús
queda. 

Q La programaci6n dinámica es un método de 
búsqueda. 

""Requiere mucho tiempo de cómputo y me
moria. 

0 Pucde aplicarse a problemas no lineales y 
regiones no conve.xas. 

•El problema debe poder expac,¡;:r•r: c .. Jonna 
~ecuencial. 

eModelo matemático. 

J). Un estado inicial i'i que da toda la informa· 
ci6n relevante sobre el sistema antes de !a 
toma de una dccisiór 



Como el problema de deciriones se presenta en aquellas situa
ciones, donde un problema tiene varias soluciones factibles o al
ternativas, con objeto de poder seleccionar entre éstas, es necesa
rio asociar a todas las . posibles soluciones una función de benefi
cio ~ ganancia, que mida la utilidad que se asocia a cada una 
de las posibles solucioneS. 

Esta xunción o relación de transformawón puede ser una rela
ción matemática o puede estar dada en forma tabular. 

Para representar estas componentes del modelo de toma de de
cisiones resulta útil introducir un diagrama de bloque ( fi~ra 
6.6~1). 

Como la función de transformación T es univaluada putde sus
tituirse (6.6.2) en (6.6.1) para obtener: 

*Es decir, la función de beneficio r -s6lo depende de los estádos 
iniciales y las variables de decisión. 

Recordando que la función de transformación es un~'ta1uada 
puede obtenerse la transformación inversa T, a saber-

Sustituyendo este valor en (6.6.1) se llega a:. 

o bien 

Un problema de toma de decisiones consiste en maxuruzar o 
rn.iniffiizar la función de beneficio r, si las variables independien· 

.1 ' 

2). Un 'estado fmal, 'i que da toda la informa
ción relevante sobre el sistema después dr 
haberse tomado la decisión. · 

J ¡. La variable de decisión D. = ( d1, d: ... , dn) 
que puede manipularse para obtener detcr
minaüo cambio del sistema de su estado ini-

I "" 
cial x, a su estado final .!-

4). El beneficio r que es una función escalar 
que dependa del valor de los estados inicia
les, de las decisiones tomadas, y de los esta
dos finales, es decir ,.,. 

r = r (x. D, x) 

5 •. Una transformación T, univaluada que rela
ciona los estados finales, con los estados ini-

• ciales, y las variables de decisión. 

2S = T (~. Q.) (6.6.2) 

r. 

Fig. 6.6.1 Modelo de un problema de toma de de
cisf6n. 

r = r (x. Q, I (& D )') 

°Funci6n de beneficio 

r ::: r' (x, D) ' (6.6.3) 
1 

~ = T' {x., D) 

r = r (T" (ji, Q), D i) 

! = r" (i, P.l 6.6.4) 

0 Maxuniz.ar o minimizar el beneficio. 

¡' 



tes o de decisión toman todos los posibles valores, dentro de las 
restricciones que fija el problema. 

Estos problemas de toma de decisiones son, por lo tanto, pro
blemas de optimización entre los que podemos distinguir dos tipos: 

El problema de optimización de estado inicial x consiste en en
contrar el máximo (o mínimo) del beneficio como función del 
e ~rtUJo inicial, es decir: 

En el' problema de estado final x, clebe determinarse el máximo 
r f} mínimo) del beneficio como función del estado final, es decir: 

~on objeto de facilitar la pre:entación del material subsecuen
•c e ilustrar la naturaleza de estos problemas, conviene introdu
ár algunos símbolos: 

Usando estos súnbolos el problema de valor inicial puede sim
~ ..o !izarse : 

. Progll'amad6n dinámica .!Jo.J i 

•Optimización de estado inicial ! . 
f(.¡) = máx -1 (¡, D) 

n. 
(6.6.5) 

ooptimización de estado final &. 

f(il = rná.lt r" (i, 0) 

º 

(6.6.5) 

(6.6,6) 

0 Símbolos empleados eu programación 'diná-
mica. 

===t> !!.. 
Variable de entrada 

======:li>t:ill' ! 
Variable do sellda 

~ 1L 
Vorloble de decisi6n 

! r 
Be no ficto 

1 

~ 

:1 Variable da estado de 
- entrada o salida con 
i un solo valor dado 

z Varllble de estado da 
- entrada o salida con varias 
¡ posibles valores dados 

Fig. 6.6.2 Sbnbolos en problemas de programaci6n 
dinámica. 

D 

r 

fC!) = máx r (!, [!\ 
D 

Fig. 6.6.3 Problema de valor inicial. 
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y el de .valor final 
' 

D 

r 

f~) = máx r ~ D) 
D 

Fi:r. 6.6.4 Problema de valor final. 

*Problemas de optimlzación como los planteados en las figu- 0 Programaci6o dinámica: 

ras ( 6.6.3) y ( 6.6.4) contienen muchas variables. La programa- Un problema con muchas variables.~ 
· ción dinámica transforma un problema de esta naturaleza en una 
serie de problemas más sencillos, que contienen pocas variables. Muchos problemas de pocas variabl~ . 

.Esta transformación es invariante en el número de soluciones 
factibles del problema y se conserva el valor de la función bene-
ficio asociada a cada una de las posibles soluciones. 

\ 
·*La programación dinámica se basa en el principio de optima· 

lidad expuesto por R.D. Bellman: ( ref. 2). 

Un ejemplo adaptado de la ref. 8 servirá para aclarar este 
c:mcepto, en que se basa la programación dinámica. 

*Supóngase que se desea asignar recursos a tres proyectos in
dustriales, A, B y e con el objeto de maximizar las ganancias, 
*sean RA, Ba y Re las cantidades que se asignan a los proyectos A, 
B y e respectivamente y sean *RT los recursos totales disponibles 
que son limitados. Debido a ello, la cantidad que se asigna a cada 
proyecto, depende de la cantidad asignada a los dos restantes. La 
asignación a e no debe exceder RT - RA - Ra *Sin. embargo, 
cualquiera que haya sido la asignación a los proyectos A y B, 
la asignación Re al proyecto e, debe ser óptima .-con respecto 
a todas las posibles cantidades residuales que pueden quedar para 
el proyecto C, después de asignar fondos a los proyectos A y B. 
*La asignación de fondos a los proyectos B .y e debe ser óptima 
con respecto a la cantidad residual que queda después de asignar 
recursos a A, cualesquiera que haya &ido esta asignación. 

La asignación 6ptima al proyecto B, se encuentra maximizando 
el beneficio, que ocurre de la asignación al proyecto B, junto con el 

<)Principio de optimalidad de Bellman. 

· Una serie de decisiones óptimas (políticas ópti
mas) tiene la propiedad, de que cualquiera 
que sea el estado inicial y la decisión inicial, 
las decisiones restantes deben ser óptimas con 
respecto al estado que resulte de la primera 
decisión". 

• Proyectos industriales A, B, C. 

"'RA, 8 , e recursos para cada proyecto 
Rt- recursos totales disponibles. 

oRA+ Rn +Re < Rr 

0La asignaciÓn ·a C debe Ser Óptima COn respec
tO a ~ - RA - R8 • 

0 La asignación a B y e debe ser óptima con 
nrr, R respecto a •'T'- A· 



beneficio óptimo del proyecto e, como función de los fondos 
que quedan de .asignar recursos a B y A. La asignación .óptima 
a A finalmente se encuentra para maximizar el beneficio de A más 
el beneficio óptimo de B y e, como función de los fondos que 
quedan después de: asignar recursos a A. 

Obsérvese que se ha descompuesto el problema, en una secuen
cia de torna de decisiones, asignando recursos a un solo proyecto 
a la vez. 

En ~alidad la asignación de recursos es simultánea, pero la 
descomposición del problema, en una asignación secuencial o en 
'l~rie de los recursos, permite tomar decisiones una a la vez. 

El concepto de sistema secuencial o en serie es muy importan~ 
te en este tipo de problemas y se discute con mayor detalle en 
la .siguieuíe sección. 

6.6'.2 Estructuras serie 

*E.ñ una· estructura en serie, como se señaló en la sección 1.3.4, 
la salida de un ekmento está conectada a la entrada del siguien
te, sin haber realimentación, ésta, como se indicó en la sección 
1.3.5, implica que la salida de un sistema influye sobre su entrada. 
La presencia de realimentación en un problema de programación 
dinámica puede resolverse sustituyendo la porción del sistema con 
realimentación por un subsistema equivalente no realimentado. Los 
ingenieros llaman a esta operación: sustituir el sistema realimenta
do por su función de transferencia.** 

*E_n un problema con estructura serie en el tiempo, que· son los 
más frécüentes en el análisis de sistemas, las decisiones que se 
toman· en un determinado instante de tiempo, no alteran los 
even~. anteriores, sólo tienen influencia sobre los eventos pos
terDJr~ · 

~n 1.a construcción de una casa, el levantamiento de muros, e¡, 

~terior a la construcción de los cimientos pero anterior a la colo
c~n de ventanas y puertas. Si durante la conslrucción de los 
m~ se cambia la posición y tamaño c;le los huecos para las 
puertas y las ventanas, este cambio, resultado de una aecisión, 
no afecta. a la etapa anterior, o sea la construcción de los cimien
tos .. per~ sí influye sobre la etapa posterior, la de colocación de 
~~~"'tas. y ventanas • 

.,.,..(.,ere¡; .ltre1.ser V. y Murray·Lasso, M. A. Teor~ de ,Sistemas y Circuito~ 
1~ Cap. 8. · 
;g¡{rviéios Y' Representacione3 de Ingeniería, S. A. 
México, n - 1972. 
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<>Se asignarl recu;sos a l!D· proyecto. a la ve11. 

' 

Conexi611 serio 

.¡¡En una estructura serie las decisiones no afec
tan eventos anteriores. 
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Esquemáticamente un problema con estructura en serie, puede 
representarse usando los diagramas de bloque de la sección 1.3.4, 
de la forma mostrada en la figura 6.6.5. 

!1- L __ j __ _ 
1 1 

~==~1 ,F===!~a~ 
.____,r--___. ·--T--- ...._~,.....__. 

1 
i = 2, 3, ... n + 

Xt-1 = ZS¡; i = 2, 3, ... n 

Fig. 6.6.5 Estructura en serie. 

A continuación se hace una presentación formal del principio 
de optirnalidad y se deduce la fórmula recursiva para resolver 
este tipo de problemas. 

6.6.3 Principio de optimalidad 

O' 

*Se señaló en lá sección anterior que el objetivo de la descom
posición del problema de optimización en una serie de proble
mas secuenciales, es reducir el número de variables que se mani
pulan en cada etapa, trabajando, de preferencia, con una varia
ble de estado y una variable de decisión. Por esta razón en los 
desarrollos subsecuentes se emplean los símbolos que corresponden 
a cantidades escalares, como por ejemplo x, y no los -correspon
dientes a vectores como .x,, tampoco se seguirá empleando ·el trazo 
doble para representar las variables en los diagramas de bloque. 

OTrabajar de preferencia t..on una variable de 
estado y una de decisi6n. 

A continuación aplicaremos el principio de optimalidad a un 
problema de valor inicial adaptado de la ref. ( 1 ) . 

La figura 6.6.6a muestra una plataforma que debe soportar una 
carga dada de wkg/m2

• El objetivo del problema es diseñar una pla
taforma, las columnas de soporte y los cimientos necesarios para 
soportar el peso minimizando el costo de la obra. Para aplicar 
la técnica de la programación dinámica a este problema,· conviene 
descomponerlo en una serie de problemas más fáciles de optiMizar. 

(a) 

PlatafolTI"a para soportar w K g/ m2 
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La solución de este problema puede esquematizarse como mues
tra la fig. 6.6.6 ~ 

Carga -
ra r: r, 

3 Carga 1~ Carga 1 
Plataforms Columna Cimiento 

1 

dz da d, 

(b) 
Estructura sccuenehl para la soluCi6n del proble· 

ma de diseño de UDa plataforma. de carga 

C~t ¡¡a 
¡.--.... --

Fig. 6.6.6 Ejemplo de aplicaci6o del método de programación dmarni.:a. 

Supóngase que se empieza analizando 'las -columna5; si se en· 
cuentra. qu:! la solución más económica son' las columnás , de con
creto, esta solución implica mayor peso sobre los cimientos que 
el producido por las columnas de hierro.· Esta solución afecta el 
beneficio (costo l de todas las etapas súbsecucntes (En este caso 
los cimientos). Por lo tanto no puede empc.--:za.rSe analizando las 
columnas. - ' 

*R~ta evidente que la estrategia adec:uada de solución con
siste en empezar analizmdo aquella parte del proyecto, que no in
fluye sobre los restantes, en este caso los cimientos. Al igual que 
en la asignación de _:ecursos a tres ptqyectos industriales en la 
sección 6.6.1, posteriormente pueden agruparse las ·dos últimas 
etapas, colümnas y cimientos, para suboptimizarse posteriormen-
te, sin afectar a ninguna otra etapa. ' 

Como se ve, el proceso de optimización se realiza en orden in
ver.so, primero se estudian los cimientos, después l~s cimiento!; en 
combinación con las columnas y finalmente todo el proyecto. Con
viene por lo tanto numerar los pasos de solución en este orden, 
tal como aparece en la fig. 6.6.6 o en general como se mu(':!';tra 
en la figura 6.6.7. n 

R = :I, rt 
i"" 1 

r" r, 

Xn 
Tn 

Xt T, ... 
Xn 

1 ' 

da di 

4 Empiece por aquellas partes que no afectan 
otras etapas. 

Xt-1 x, 
.., ... x, "-....--' Xc- 1 

d,_, 
X1 e;¡ ltaul i ""' 2, 3. D 

Ylll'. 6.6. 7 Ent:tucturn secuencial de n pawa. 



352 Optimi::sación 

*Recu~rdese que el beneficio en un problema de valor inicial 
puede 'ex-presarse COIDO función del estado inicial XI y de Ja Vaa 
riabíe de decisión dt ( ecs. 6.6.4) 

*Si la función beneficio R para todo el problema, es la suma 

de los beneficios de cada una de las etapas, se tiene: 

'!?recordando la estructura serie del problema que implica 

*y la relación entre ia variable de entrada :x1, la de salida :xs y b de 
decisión dt 

wse obnene para la primera etapa d~ la serie 

Por ser la entrada al primP.ro x~,· igual a la salida del segundo 
5lz, se tiene: 

pero 

sustituyendo esta relación en la anterior 

y como 

y 

se tiene al sustituir en (6.6.10) 

Siguiendo con esta sustitución se obtiene: 

*Obsérvese que esta relación indica que el beneficio ·rt asociado 
a la etapa 1 es función solamente de la variable de estado inicial 
y de todas las variables de decisión. Una conclusión idéntica se 
jruede obtener para todas las etapas subsecuentes, por lo tanto 
el beneficio total del proyecto es función exclusiva del estado ini
cial y de todas las variables de decisión, es decir, 

*El problema de optimización consiste .en encontrar los ~alares 
de las variables de decisión d1, d2,· . . . du que para un valor 
dado Xo del estado inicial maximicen o minimicen la función de 
beneficio R de todo el proyecto. 

•Beneficio de la etapa i'sima: 

0 Par\l beneficios aditivos: 

n • 
R = ~ r¡ (~¡. d¡) 

i=l 

°Como la estructura es serie; 

x1 = xt-1 i = 2,3, ••. , n 

•relación entrada - salida 

xt = T1 (X¡, d,) 
0 lrz. etapa 

r1 = r1 (x1, dd 

X¡: 5fa 

rs = rs (ia, dd 

(6.6.7} 

(6.6.8) 

(6.6.9; 

(6.6.2) 

(6.6.10) 

.,El beneficio total depende del estado inicial 
y de las variables de decisión. 

(6.6.12) 

0 Encuentre d1, d2, ••• , dn 
que, optimice el' beneficio total R, dado el es
tado' inicial :x¡¡. 



\ ' . 
Analíec:se ahora el problema éinpezando con la Ira. etapa. 

Para ~ta etapa, sea ft el Iri~iino (o mínimo) de la funcién 
benefició. 

"Para cada. valor p·o~ible ·de Xt, 1~ función benefido tiene un 
valor óptimo, que se encu,ehtra optimizando esta función con rela
ción a la variable de deci-li~n (:h, es decfr 

•,¡si se ronsidera a contir..uadón la segunda etapa su beneficio 
' sera: 

~y el ópilmo será: 

*El beneficio óptimo de la primera etapa'ya ha sido calculado 
en ( 6.6.13) y por lo tanto se tiene como beneficio óptimo· de la 
primera y. segunda etapas combinadas, p<)r el prfucipio de optirna
lidad. 

' 

~Nótese que en esta segunda etapa ya solamente e.s necesario 
buscar: .r: 5¡timo con respecto a d2. 

*P.,r la coilexión serie e.:."'ltre etapas se tiene 

y por la transformación que ejerce la segunda etapa 

Sustituyendo en ( 6.6.14) 

4 El beneficio óptimo de la primera y segunda etapas combina
das es oor tanto: 

*Proj:ediendo con esr.- razonamiento se llega a la n~:sima y úl
tima et?:pa y se obtiene una relación similar para el beneficio 
óptirn::-> 

-.r foda_ esta deducción puede por lo 41llto :resumirse en las ·si
gu1eñtes ecuaciones de recursión para el 'problema de progra_n:\a
ción diná..n,;ra: 
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' J 

ttBeneficip Óptimo fl(X¡) para ~ada valor Qé XL 
t 

0 Para la 2da. etapa. 

r1 (x1, d1) + ra {x,, ~a} 

>~Valor óptimo 

máx { (r1, d1 ) + ra (X:. da)} 
d1, d1 

6 Beneficio para la lra. y 2da. etapas. 

(6.6.1~: 

mi.'t. (r1 (d2, x8 ) + f1(x1)} (6.6.14) 
da 

0 Sólo se busca el óptimo respecto a da. 

<~Coneldón serie 

0 Beneficio óptimo de la lra. y 2da. etapas. 

0 Para la última etapa. 

fa(Xza} = máx {rD{:c0, ~) + 
dD 

fu-1 (Tn(x~) d.,))} (6.6.15) 
1 

°Fórmula de recuni6n. 



El problema siguiente ilustra el empleo de la programación 
dinámica. 

''Supóngase que se desea maximizar el beneficio que ~e obtiene 
de un programa de desarrollo industrial. 

*El proyecto prevé la instalación de un máximo de tres indus
t:Iias diferentes. El beneficio que se obtiene de cada industria de
pende dd nivel de inversión en las misrnas. ·rrsea X1 el nivel de 
ÍIJVtf'3ión t:n la i'sima industria, y g; ( x1) el beneficio que se ob
tiene de la misma, si el nivel de inversión en ella es cte -x .. Además 
se cuenta con un capital. máximo de 3 billones de pesos para el 
Programa. Debido a la naturaleza de cada proyecto de inver
~ión, los niveles de inversión ~o pueden ser múltiplos enteros 
de 1 billón de pesos. La fig\Í~a 6.6.8 y la tabla 6.6.1 muestran 
el beneficio que se obtienP de cada proyecto de acuerdo con el 
nivel de inversión. 

g!(lf¡) gz<"2l 

6 6 

4 4 

2 2 

x1 
1 2 3 2 

f1(x¡) ::: miÍx Q1(X¡, d1) 

d¡ 
= 1, 2,.~.n 

Q1(x1, d1) = r1{x1, d;) = 1 (6.6.16) 

Q1(xt, d1) :::: r1 (x1, d1) + f1• 1 (T1(x1, d1) 

i = 2, 3, ... n 

Ejemplo 6.6.1. 

{}Maximización del beneficio. 

~Tres wlidades industriales. 

<>x1 nivel de inversión en industria i'sima y 
g¡(xt) s:.r beneficio, 

ga(x¡) 

6 

4 

: 2 

x2 X3 

3 1 2 3 

Fig. 6.6.8 Funciones de beneficio del ejemph' 6.6.1. 

Tabla 6.6.1 Beneficio de los proyectos del ejem¡:lt> 
6.6.1. 

s--o ·me~ 

Función 
de Industria i 

beneficio 1 2 ........ 3 
-

g, (O) ~o o o .. 
, 

g¡ (1} ~ 2 3 i 
~2) 4 4 5 

J 3) 7 6 6 



SolUCIÓn. 

*Debido a la naturaleza del proyecto, la función objetivo o 
beneficio total que se obtiene de este proyecto es de carácter adi
t:vo, es decir: 

0 Además, se u ene la restricción en los fondos de: · 

*Co¡no el orden de asign·a~ión de recursos en este caso es irre
levante puede establecerse cualquier secuencia en la serie. Si em
pk:amos la del enunr::i<~do se tiene el diagrama de bloque de la 
: ··1ra 6.f) 

-~~omo variable de entrada a cada proyecto puede considerarse 
el. ·~utso que queda por asignársele, después de asignados re
cursos a los anteriores, y como salida lo que queda por asignar, 
un á vez- asignados fondos al mismo. La entrad:t, al tercero es fijo 
e igual a 3. Si se toma la decisión de asignar dos billones de pe
sos a este proyecto, es decir, d3 = 2, la salida del tercer bloque x., 
será 1, y el beneficio rs de acuerdo con la tabla 6.6.1 serie de 
4 tal como lo ilustra la figura 6.6.10 · 

En este ejemplo, la transfonnación tien'e esta form~ simple 
~~ = Xt - eh y las asignaciones de rec4rsos están sometidas a la 
linütaci6n 

Como la variable que entra a cada bloque es el recurso dispp-
d~je, se debe tener además que ' 
-~,decir, no se puede gastar en un proyeclo más de los recun;os 
disponibles. 
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°Funci6n de beneficio total aditiva. 

3 
R = :2: g1(di) 

i=l 
9 Restricei6a de fondos, 

3 ~ X1 + Xa +X~ 
0 La secuencia de asignaci6n es irrelevante. 

fa ra 
recurso recurso recurso 

Fig. 6.6.9 Diagrama de bloque del ejemplo 6.6.1. 

r1 = 4 

X s=3 Xa = 1 
Ta 

dJ = 2 

Fig. 6.6.1 O Ejemplo de asignación de recunos al 
proyecto 3. 

ra 

X¡ X¡.., X 

d, 
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*La función de beneficio n(x,, d¡) ett este caso solamente de~ ,QFunción de beneficio 

prnde de la decisión que se tome, es d~cir:" r,(x., d¡) = g¡(d.,: 

*La fórmula de recurSión para la solución de! problema es °F6rmula de recursión 

En este caso la transformación es: 
' 

Sustituyendo en la relaci6n ( 6.6.1'7) se obtiene 

¡¡.Recordando que para i z::, 1 la función óptima de benefi~ 
cio es: 

Co.1 ia iinportante restricción señalada de que 

Puede establece~e por 'lo tanto la, tabla 6~.2 para el cálculo 
de la función de beneficio óptima del ler .. proyecto. 

,-

Q1(X¡, ~}! = r1(x1, d1}· + f1_1 (Tr(Xj, d,)) 
1 • (6.6.17) 

T1(x1, ~) = x1 - d1 

"Para el lcr. proyecto. 
1 

f1 (x11 ) = máx g1(d1) 
dl 

Tábla 6.6:2 ·. Asignación de r~ursos a la etapa l. 
.-·-·~·--

... 

Valor de Posibles valores · .. Beneficio 
X1 de d1 

dt < X1 
J g¡ (dl) 

1<.~ '- . ' 
·y 

o o o 

b 
1 

o 
1 '3 

-
o o 

2 1 3 
2 4 . 

' ·-
•. i . 

i 
o o 

1 1 

1 

3 
3 

1 

2 4 L __ 3 . 7 

*Para la segunda etapa la fórmula de recursióh establece: 

Este máximo también tiene que encontr<~rse para todos los va
lores posibles 'de x2. La tabla 6.6.3 ilustra cómo se obtiene¡ esta 
serie de m~os para lo~ diversos v~or~ 'de x2. -;¡.Nótese :ade
más que tanto en la tabla anterior como en ésta, se anotan los 

- valores de las V<¡triables de decisión que llevan al beneficio óp
ti.rno. 

Beneficio Valor de 
óptimo d,* 
f1 ( X1) que produce el óp. 

' -'"'¡ 
! 

J 
o o 

... 
! 

_J 
3 1 J.-

2 
~ 

4 

-

7 
i 3 ., 

'- l ~ ' ~ -
:Opiu"a la 2da. etapa 

fz(X::) :: máx {g2 (d3 ) + f1 {~ _;_ dr.} 
da 

1 
1 

~ 

"'Anote el valor de las variables de dt:cbión 
"óptimas". 
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1 

Finalmente para la etapa 3 se tiene 

En la tabla 6.6.4 se re.."Umen Jos valores de esta etapa. 

f1(x,) = máx {8'3(d3 ) + f11 (x1 ) - d,} 
- da 

Tabla 6 6.::1 luignaci6n de reCU!"SOS a la etapa :¿, 

-
Beneficio 6pt. ! Valor Valor de Posiblei VaiS~_BeneficiG Diferencia Beneficio Beneficio Val. devar. 

}ta de ~ de lll eí.apa "2 ::._ Dz de h etp:;, un tsi d1 <t t\CUmulado óptimo de dea. que 
'• f1 (~- d1) que prod. Qz(x.,da) f2(Xs) proil. el 6pt. da< Xa 1 g2(<i:t) 

1 -(Tabla 6.6 2) fl (":!-da) d• ~· 1 

1 
i 1 

1 

1 o o. o o i o o o o o o r 1 _.o ' o ... 1 3 1 3 
3 1 o 1 -1 2 ·a. o o 2 1 ·) 

1 ~ 
·o o ' 2 4 ' 2 4 
1 1 2 1 \ 3 1 5 5 1 1 

1 2 ,, 4 o o o 4 r=-·· --
'3 o .. '-,0 7 3 7 -

i .1 1 -2 '2 4 2 6 
7 3 o 

2 4. 1 3 1 ' 7 1 2 L. ,. 
' 

- 3 6 o o o · .. 6 

Tabla 6:6:.4 . Asign:1ción de recursos a· la etapa" :t 
'. 

1 t 
Diferenciaj_ Be~~fici~ opt 

'' 
1 Valor de ! Posibles: Beneficio . Valores Benefi~io Beneficio· Valores variables 

~ valores de la etapa X¡¡ --" d3 de las ets."¡¡.nts. dl* y~O acumula~ o óptimo dlo• d:~o y dao que 

ded3 gs (ds) f2(:xs-d~) .: que prod. Qa(X¡¡, ds) fa(X,) . prod. el beneficio 

da< ir:a (Tabla 6.6.3) fa(xs-d3) óptimo 
., . 
. ,, 

dO diO d• do.-, d2.¡¡ 
1 ' ., '- l a 

o o o o o o 'O 
" 

h .. o o o o 
o o ·1 3 ·1 o'·; 3 

3 
1 o, o 

l 1 3 o o o o ,. 3 o o J ~~ 

·•, 
o o 2 5 1 'l \~_5 

2 1 3 1 3 1 o '6, 6 1 o l 
2 5 o o o '0 5 

\ r-- .. 
\ 

1 o o 3 7 1 o 
7 ' 

3 2 
~ ~~ 3 2 5 l 1 1 8 

8 
1 1 1 

5 1 3 1 1 o 1 8 1 o 2 
1 n 6 o o 1 o r. 6 l .J u ..... 

1 
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*Esta última tabla 6.6.4 permite concluir que el be.1efido óp~ , .¡¡Bcneíicio 6ptimo. 
timo qué se ·obtiene dentro de los limites ele los recursos disponible<,; 
X3 S 3 ·es de 8. El beneficio de 8 se obtiene asignando recurso.; 
de :Jac;; dos maneras que muestra la figura 6.6.11. 

R= 8 3 

3 
3 

2 
2 

1 o 

<1 

R =6 e: 
J 

n. 
3 

3 
1 

2 1 11---0-;(l> 

2 

Fig. 6.6.11 Asignación óptima de recursos al proyecto del cjempio 6.6.1 

0bsérv~e que en este caso existen dos estrategias de asigna-
9ón de recursos que llevan al 'mismo beneficio de 8, dentro de la 
limitación x., ::; 3 ó d1 + d2 + da < 3. La tabla 6.6.5 resume 
los resultados de este problema. 

.¡;Para <..darar la razón por la cual la progran1ac1on dinámica 
es una técnica enumerativa y por la cual el principio de optimalidad 
reduce el número de alternativas entre las que hay que buscar el 
'máximo, se procede a continuación a ilustrar la solución de este 
problema empleando árboles de deri&ione$, como los empleados 
~ la sección 1.3.9. 

Empezando asignando recursos al proyecto 1, se tienen las alter-

Tabla 6.6.5 Estrategias óptimas de inve n.ióu en d 
proyecto del ejemplo 6.6.1 

Asignación de 
Proyecto recursos B cnefido 

3 
1 

: 1 3 

2 
2 ~ 

,O ~·~ 
o 3 ~ 

3 5- ] 2 

Dene!icio total D 
0 El principio de opti,;;alidad reduce el número 
de alternativas a explorar. 



nativas mostradas en la figura 6.6.12. La cantidad dentro de los 
nodos indica el beneficio que se ha obtenido siguiendo las asigna
ciones de recursos asociadas a los segmentos de recta del nodo en 
cuestión hasta el origen del diagrama. El símbolo gt ( d,) reprc· 
senta el beneficio que se obtiene al asignar dt recursos al pro· 
yecto j 

La asignación de recursos al segundo proyecto, depende de la 
que ya se asignó al primero. Si por ejemplo al ter. proyecto se le 
asigna 1 unidad y' se obtiene un beneficio de 3, al segundo pro
yecto solamente pueden asignársele O, 1 6 2 unidades sin excederse 
de los recwsos totales. de 3. Los beneficios totales que se ol::itienen 
después de estas posibles asignaciones al segundo proyecto apare
cen en la figura 6.6.13, 

. ~iendo con el método expuesto, se puede construir el árbol 
de: asignación de recursos para todo el proyecto. Este árbol se 
mllcs~a. en la fi~ra 6.6.14. 
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1 
1 
1 
1 g1(0) 

' 

¡. 
1 

1 

1 
1 g¡(3) 

1 

1 

1 Asignación 
de recursos · 

a 1 11' proyecto · 

Fig. 6.6.12 Arbol de combinaciones para la a'ig· 
nación de 3 unidades al ler. proyecto 
del ejemplo 6.6.1. 

' 1 
Fi¡. 6.6.13 Arbol con algunas posibles aügnacio- · 

aea de recunos al 2do. proyectQ • 
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g~(O) =O 

Fig. 6.6.14 Arboi de todas las posibles combinaciones de 3 umcb.des de recuzsos a 3 proyectos. 



Este árool muestra de inmediato las dos estrategias óptimas que 
aparec~n en 1a figura 6.6.15 · 

El árbol de decisiones de la figura 6.6.14 enumera todas las 
posibles alternativas del proyecto, y constituye un método de fuer.: 
za bruta. *A continuación se señala cómo la programación diná
mica refina este método reduciendo el número de alternativas 
entre las que se tiene que buscar el máximo. 

*Recuérdese que el prrceso empieza en la primera etapa seña
Jar:jo q,ue la función de beneficio es: 

0 y. para la segunda etapa se tiene: 

Esta fórmula indica que no es necesario buscar el óptimo be
neficio que se obtiene al asignar recursos a los proyectos 1 y 2 
buscando entre todos los posibles valores de los beneficios de las' 
etapas 1 y 2, sino solamente entre las posibles combinaciones de 
beneficios de dos con beneficios óptimos de la primera etapa. ' 

Finalmente para la última etapa se tiene: 

-D-Jgualmente el beneficio óptimo no se busca ent,re las posibles 
combinaciones de beneficios de la primera, segunda y tercera eta
~~· sino simplemente entre las combinaciones de beneficios de lt 
úluma etapa y del óptimo de las dos anteripres. Esta estrategia 
de búsqueda, resultado del principio de opümalidad, reduce el 
~úmero de alternativas entre las que hay que buscar el óptimo. 
Lls figur.JS 6.6.16 a, b, e, ilustran cómo se eliminan alternativas 
de acuerdo con la descripción anterior. 
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.. 5 

Fi¡r. 6.6.15 Asignación óptima de recursos al pro
yecto del ejemplo 6.6.1. 

fiLa programaci6n dinámica reduce las alter· 
nativas entre la• que se busca el óptimo. 

•Función de beneficio para la lra. etapa: 

ft(Xt) = máX gt(d1 ) 

dl 

0 Para la 2da. etapa 

f2(x2) = máx {(gg (d2)"'+ f1(x1 - d2)} 
dt ' 

0 Se busca entre los beneficios de una etapa y 
el 6ptimo de la combinación de hu .anterio
res. 
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' Eliminado 

Fig. 6.6.16 a Asígnación de una unidad de recurso 
en 2 etapas. 

\ 

\ --
g\{2). =--{ 

V 

\ 

=2 

1 
Fig. 6.6.16 b Asignación de 2 unidades de recur

so en dos etapas. 



La. eliminacir •n de estas alternativas reduce la búsqueda a los 
casos que muestra el árbol de la figura 6.6.17 con trazo. ~eso. 
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' /' 
gXt) rt 2 

gz(O) =O 
7 

Fig. 6.6.16 e Asignaci6n de. 3· unidades de recur
BO en 3 etap,as. 

l 
1 



Fig 5.5.17 Reducción de alternativas a explorar. 
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*La figura 6.6.14 muestra que este problema tiene 20 posibles 
alternativas. Si se emplea una búsqueda directa es necesario bus
car entre estas posibles alternativas, para las cuales debe co
nocerse la combinación de decisiones que llevan a cada una de 
ellas, como ilustra la figura 6.6.18 para una de ellas. 

ct Búsqueda directa: 

20 alternativas 

Programación dinámica: 
8 alternativas 

d 0 a a O 
d","" 3 
d•a"" O 

Fig. 6.6.18 Secuencia de decisiones que llevan a un beneficio determinado. 

Como estos problemas tienen en general muchas más alterna
Lvas que las que se presentan en este ejemplo y más etapas do:: 
dec.isión, el método enumerativo directo requería de una gran canti
dad de operaciones y de conservar en la memoria una gran cantidad 
de información: todas las posibles secuencias de la variable de 
decisión entre otro~ datos. La programación dinámica, al redu
cir el número de alternativas entre las que hay que buscar el 
óptimo, disminuye los tiempos de computación y los requerimien
tos de memoria,. A pesar de ello, uno de los factores que ha 
limitado la aplicación de este método es precisamente el requeri
miento de memoria que se necesita. En el capítulo 11 de la ref. 1 
el lector puede encontrar una presentación formal sobre el pro
blema de reducción del esfuerzo computacional entre la búsqueda 
directa y la programación dinámica. 

·La solución de un problema de asignación de recursos con un 1' 1,. 

número mayor de etapas que el del ~jemplo 6.6.1 puede en
contr:use empleando el programa A18 del apéndice A. Este pro

a) Número de industrias 
b) Monto de la inversión 

grama requiere de los siguientes datos: e:) Funciones de beneficio de c:ada indust~. 
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F.J resultado de este programa·. aparece en la tabla 6.6.6. 

Antes de continuar debe hacerse notar que en cada etapa de 1a 
solucíón es necesario encontrar un máximo (o mínimo) o Para 
encontrarlo, de acuerdo con el tipo de problema se aplica alguna 
de las técnicas expuestas en las secciones anteriores de este capí
tulo, o bien una búsqueda del tipo introducido en las secciones 
3.5.2 6 3.5.3.' 

6.6.1t Redes de transporte 

Lina aplicación importante de ]a programaci6n dinámica es la 
r:etenni:lación de rutas más largas ó más cortas en redes~de trans-

Tabla 6.6.6 Resultados del programa Al8 para 
el ejemplo 6.6.1. 

LOS RESULTADOS OBTENIDOS SON (LOS VALORES DE 

LA MATRIZ¡ CORRESPONDEN A LAS INVERSIONES NC· 

CESARlAs A EFECTUAR EN CADA INDIJ5TRIAl 

BENEFICIO INDUSTRIA 

2 3 ------o o o o 
3 1 o o 
3 o o 
6 o 
8 
8 o 2 

porte entre dos localidades. En esta sección se ilustra este problema. Ejemplo 6.6.2 

*La figura 6.6J 9 ilustra las posibles rutas entre una localidad 0 Posibles rutas del litoral al inteñor. 

V y dos puertos de un litoral. Supóngase que las poblaciones inter
medias srm de tres tipos, cercanas a la localidad, cercanas al lito
ral e intermedias, agrupadas como muestra la figura 6.6.19. 

Los números asociados a las carreteras indican su longitud. Se 
trata de obtener la ruta más corta entre la población V y el litoral. 

Poblaciones 
cercanas 

Poblaciones 
intermedias 

Poblaciones 
lejanas 

,·Poblacione:> 
del !itorat 

Fig. 6.6.19 Red de caminos entre la lúcalidad V y puertos de un litor.:ll. 



*Para resolver todo problema conviene introducir una nota
ción adecuada. Designemos con d¡,¡,t con la decisión de- ir d:! 
hl población i del grupo k-1, a la población j del grupo k. *Cada 
variable de estado de entrad~ Xk indica de qué poblacién de la 
zona anterior viene la carretera, y la variable de salida Xk indica 
hacia qué población de la zona ~guiente va la carretera. 

Con esta nomenclatura se puede empezar a resolver d pro
blema.. 

ttPara la 1 ra. etapa, o sea la ruta entre el litoral y las pobla
cione5 Jejanas se tiene como óptimo de la función objetivo: 

La :abL 6.6.7 resume los resultados para encontrar el óptimo. 
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Decisl6u 
dl,j,k 

Grupo 
K·l 
1 

Xk o X~ 
De d6nde ..., t-: _A_d...;;6n-de ....... 

viene va 

•Del litoral a las poblaciones lejanas 

f1 (x1 ) = min (r1 (x1 , d1 )} 

d, 

Tabla 6.6.7 Obtención del beneficio 6ptiino en la. Ira. etapa. 

Poblaci6n Indices de la Longitud Poblaci6n Optimo Decisión .. 
:mterior 1 ra. decisión del siguiente f1 (x1 ) óptima 

x, caminor1 x. dl 

n. 1 1 1 6 1 6 1 1 1 

Ila 2 1 1 5 1 
5 -,• 21 1 

2 2 1 7 2 

Ha 3 2 1 3 2 3 1 3 2 1 
-

~a la comunicación entre las poblaciones lejanas y las inter
rn~Q.i~l ~tapa 2, se .tiene: 

*Entre poblaciones lejanas e intermedas. 

Estos valores se resumen en la tabla 6.6.8 

f1 (Xa) = min { r2(x1, d2) + f¡(xz, d¡)) 
da 

Tabla 6.6.8 Obtenti6n del beneficio 6ptimo en 2 etapas. 

Poblaci6a ¡ lndices de la Longitud Optimo Decisiones 

anterior 2da. decisi6n ra :~¡=i:l f¡(lr¡) ra+fl f:(X:z) 6ptimas 
' 

X:! ' ' d,o dno 

UI. 
1 1 2 8 1 1 9 

8 21 1 12 2 1 2 2 3 2 ' 5 8 . 

lila 
22 2 2 2 5, 7 6 ' :3 2 1 23 2 2 3 2 3 3· 3 ,. 6 

J 1 

IIIa 
3 2 2 2 2 5 '7 7 2 1 1 3 2 2 -
3 3 2 5 3 3 8 

-
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*Para la etapa 3 la fórmula pari detel7ninar el benelicio es: 

J~a búsquep~ en este 6ptimo se re!.ume en la tabla 6.6.9 
~-~ ~ ~ 1 

0 Eutre poblaciones intem1edias y cercanas 

f:s(x8 ) ::: min {r3 (x3, d3 ) + f2 (x3, d3)} 

da 

Tabla 6.6.9 Obtención del beneficio óptimo .;n :1 etapas. 

Población Longituc. 

a.nterior l 1 ndict.-s de la ¡ 
3ra. decisión . r3 ~=Xa f2 ( x2 ) rá~ 

~-~··~ 
1 . 

' 1 1 3 1 7 1 8 15 
1 IV1 
1 1 2 3 5 2 6 11 1 
1 "'-
l. fVa 2 3 3 6 3 7 

·:!-finalmente para elegir las rutas entre la lra. localidad y las 
poblaciones cercanas se tiene: 

Para encontrar este mínimo se realizan los cálculos que apare
cen en la tabla 6.6.1 O 

13 

Opumo Decisiones óptima'! 

valor 

fs{xs) d¡o dno. dm·:J. 

11 321 232 123 

13 211 322 233 

* Tramo final 

f,lx,) == min {r~(x.¡, d4 ) + f3(xa. da)} 
d,s 

Tabla 6.6.10 Obtención del beneficio óptimo en 4 etapas. 

~cbla-;;ión'' lndices de la Longitud 1 Valor 
j anterior 4a. decisión rl\ Xs=~ fa(.X:J) r 3 +f~ óptimo 

x4 f4(x4) 

-· 
1 1 3 8 1 11 19 17 

Xa 
1 2 3 8 2 13 21 21 j 

De esta última tabla se concluye que el camino de mínima lon
gitud entre los puestos del litoral y la población V tiene una 
longitud J:: 17 a lo largo de la ruta 114, 123, 232 y 321, mar
cada con trazo grueso en la figura 6.6.18. 

El lector interesado en profundizar sobre este tema puede con
sultar las reís. l. 2, 5, 8 y 9. Los problemas 16 a 19 de la sección 
6.8 ilustran d:f•·rf'lltes aplicaciones de este método. 

Decisiones óptimas 

d¡O dno dmo a 
-

321 232 123 
211 322 233 
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(0M'S.ION fEOE:.fAl OE EU(lliiCI:lAO 

CO~TROL ACT0:-1ATICO DEL S~:::-\L-'. :::-:_:::CTR.iCO NACIONAL 

DE SERVICiO P~'BUCO. 

l. - lNTRODCC:CION. 

El siguiente escrito com ..... l Je se1s secciones. -Después de -

esta introducc:ón se revisan diferentes concepros de lngemerra de Sistemas, -

seii.alar.do la jenrqui:zación que e.'<iste en lo::~ controles de un sistema a dife--

<t:O!tes ravele::~, con cbjeto de estabtec~r una secuer:c1:1 l6g1ca de automatiza--

cien. 

En 1..1 siguiente secci6n se seiial'ln diversas razones por las 

que del~ automatizarse un s:srema elé'<"trico i~ servicio p(Jblico. 

Pcstenormer.te se sefialan ios objetivos de un sistema de --
, . 

cor.treoL de prcducc16n eP. la 1;\dustna eléctnca. 

A con~inuacu~n se pz·opone una estructura para un sistema -

de con:rol del .Sistema eléctrico nacional. 

-Finaliza este arrrcu:o con un párrafo de conclusiones. 

2.- Il'CE:>-1ER!A DE SlSTE::>.íAS. 

Actualmente las empresas eléctricas de servicio público'son 

com~1lcjos sistemas. Para obtener ura adecuada solución a los problemas qu::! 

se presentan en su operac16n, es precl-"'• é -r· .. -~·lr a la mctodologra más avan-

ELECIRICiOAD FAFA EL Pi\OC~i:SO D" MEA.C.O 

zac!a de la lngenierra de Sistemas. 

La metodologra de la lngenierra de Sistemas se basa en el re-

conocimiento formal de la importancia que tiene la interacción entre las partes 

de un sistema con su funcionamiento. 

Diseñar un sistema co11siste en tnductr uro sene de ob;ct1vos 

-.u~ciones del mismo a especificaciones del sistema por co::1Struir. 

El análisis O sfntesis de sistemas se inicia sub:;titllyer.do el 

problema real por un modelo, éste a su vez se caracrenza por una serie de re-

laciones matemáticas que representan el sistema con· sus objetivos y restnCctO-

11es. La simulación que -,e realiza con éSte _mOdelo desempeña un papel de grp.n 

tn¡porrancia en la bOs9ueda de una soluc16n al problema., Permite ensayar var~as 

soluciones alternativas. eva,Íuarlas y solamente después de este paso se rroc~de 
' 1 - • • 

a construir el sistema. 

La industria eléctrica, co_mo toda mdustria, tiene una esrn,c-

tura piramidal que consiste en un proceso ffsico y su controlador. (Fig. 1). 

El controlador manipula el proceso con el fin de alcarrzar lcp 

objetivos de la industria, que en este caso son satisfacer la demanda de e'ler~ía 

~léctrica-con la máxuna conf¡abilidad y los mfnimos gastos. 

ELECTRICIDAD PAit<> El PROG;¡~SO DE MEXiCO 



Fig. l. - Estructura jerárquica del control. 

t.OWISIC~~fiiX?AL o; ti.EORU: .. I:lAO 
ti.USO~cao- C.IJII!U'-

Or gani :zac i6n. 

Despacho y Opera-
ci6n automática --
del Sistema. 

Control a nivel 
pl:J.nta. 

Pue~en distinguirse en general tres funciones de control a d.!_ 

ferentes niveles. En el pnmer mvel se nenen aquellas funcior:es asociadas -

con el control d~ las unidades de manufactura, que en el caso de la mdustna 

eléctrica corresponden a las plantas generadores. En el segundo mvel las fu_!: 

ctones de control gufan las act1v1dades de producción mediante despacho de 

carga, operac1ones de con~tón, etc. 

En el último mvel las funciones de control corresponden a -

ia direcctón empresanal e mcluyen el establectmiento de objeuvos para ser 

alcanzados C:entro de las restricciOnes del sistema. 

ElfCJRiCIOAD P,\RA ol PI!OGRESO CE MEXICl' 

Ct..u.,.J!>¡O,.. neta...,, o: d.tL•t CIC' 
&UI o.•rCCIO• -::1"(••1. 

En paralelo con las ¡erarquras señaladas en el fhvei de con

trol, al movernos hac1a la cumbre de la pirámide, podemos identificar u~ i!!. 

rarqufa de funciones de control, regulactón, opumizactOn, adapmción y crg~ 

mzac10n automática. Puede observarse que a medida que se avanza hacia la 

cúspide, el énfasis en las variables frs1cas disminuye y aumenta la importan-

cia de la..; variab!es económicas en el proceso de toma de decisiones o funcio-

c~s de control. 

-- -Otra caracterfstica del control de sistemas es la decrecien -

te frecuenct~ de las acciones controladoras y la creciente complejidad del pr~ 

ceso de toma de decisiones al ascender;¡ través de la jernrqufa de control. 

Debe notarse rambién que dentro del pnmer nivel los Jrob!e 

mas de control son dt!terminfsticos mientras que se vuelven c.::-ec1eme:n ~r:te -

probabilfsticos al ascender-a través de la jerarquía del Sistema de conn·ol. 

Todos estos controles, ya sean máqumas o seres humtno:., 

son procesadores de mformac16n. Rec1ben tnformac16n sobre el estado del -

Sistema y en función de ésta y del conoctmiE:JltO de los objetivos del sist•!ma y 

sus restncciones, ejecutan acc10nes controladoras. 

Durante varías décadas no fue posible tmplantar la au~omat.:_ 

zaci6n de los sistemas más allá del primer ni11el, o sea el nivel p!anr.a, por · -

limttaCIOlles que imponía la tecnología existente. 

Eli:CTRICIOAO ?ARA EL iROGRESO DE MEXICO 
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C.OMISION HOE.RAL O~ ELECtilOCII')AO 

SUIJ OIIUC"It\~ C!HtltAI. 

3. - NECESIDADES DE AUTOMATISMO. 

Para satisfa.cer la creciente demanda de energra eléctrica, -

cada vez se emplean por razones económicas, umdades generadoras de ma --

yor • capacidad. Para ma,.ntener con estas umdades una adecuada confiabili -

dad del servicto dentro de Lrmites económicos, es necesario interconectar Los 

sistemas. La mrerconexión presenta además benefiCIOS adicionales derivados 

de otros aspectos del aprovechamiento económico del sistema. 

Debtdo al crecim:emo de la demanda y a la interconexión de 

los diferentes subsistemas eléctncos, la complejidad del sistema va en aume~ 

to. Haciendo cada vez más difrc1l mantener una adecuada segundad y calidad -

en el suministro ce energra y mmimtzar los costos de producción mediante 

técnicas mam!:lles de operactón del sistema. 

La ingenierfa de sistemas permite conceprualizar sistemas 

de control autor.1ático Implementados a dtferentes m veles jerarqurcos que _non~ 

nen las lim:taciones de los sistemas de control manuales. 

- 1. -- OBJETIVOS. 

Un sistema automático de control permite, mediante un me-

jor conocimiento del estado del sistema y una predtcc1ón de los efectos sobre 

el mismo de dtversas acciones de operactó~aumentar la segundad del siste -

ma elf:ctnco: _,_Un s•stema de control de este ttpo perm1te además mtntmtzar 

los co<>tos de operac-ión y mediante una mejor distrlbuctón de los reactivos en 

ELECT11:Cii.>AD PNIA EL PROG~ESO DE MéXIc.O 

CO"'ISION fEO~ ~AL DE élECtRIÚOAO 

SIIC CIIU:CIOA ''"S.:J.\l 

la red hace postble sostener los niveles de voltaje requendos en el ststema. 
¡, 

5. - ESTRUClURA DEL SISTEMA. 

El avance tecnológtco actual permite alcanzar varios de los 

objetivos señalados empleando Sistemas de control cuyos elementos bás1cos son 

computadoras d1gitales que trabajan en uempo real. El control digital prese~ 

tá• respecto al analógico varias ventajas. Su mayor flexibilidad permite unp!~ 

mentar mejores esquemas de control en tiempo real. Además, puede emplea::_ 

se la computadora trabajando en uempo compartido para realizar cálculos de 

apoyo a la operación del sistema. 

Dtt.do a la contCnua aparición de mejores técnicas de con--

trol, la flex1bilidad de un sistema digital pem1ite su implementación con ca m- -

bios mfnimos en el equipo ~~ardware). 

El tamaño de la'Repúbhca y la distribución geográfica no u~ 

forme de los centros de carga y de los rec~rsos de generación han detel·mina

do la estructura acrual del sistema; una serie de subsistemas hasta hace: poco 

aislados eléctricamente. Por las razones señaladas éstos subststemas se han 

ido interconectando. La capacidad de estos enlaces en general no permtte el 

libre flujo de energra en ellos. Por lo tanto, cada subsistema debe absorber~ 

sus prop1as variaciones de carga, manteniéndose en los enlaces flujos de ene!. 

gfa programados en l:nse a constderaciones ffsicas y económicas. 

rQRNA A .. C •00~ 
ELECTRICIDAD PARA El PROGRESO DE MEXICO 
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CQMl$10M llDt.IIAL Oi tUCtiUCWAD 
·-·~li•<.(~tUM Gt•l!U\o 

Las razones an~eriores :t?untan hacia la con\'eniencia d~ im

plementar un control auro~tico de producción a dos niveles por área Y cen-

tral. 

c. D. J<. 

'cEi/T . .fO aE 
lJES?AC/10 
#.41'/t?#A L 

Fig. 2. - Control :-lac¡onal y Controles i\.zgtOnalcs. 

¡. 

'• 

- 8 

COMISIQN lECHAL 'ii:t cU:-:=ial(¡;:)• 

aue cuauc•a• ,, •• , .. 

Como muestra la f1gum 2. Esta estrucrura de control ade -

más presenta otras ventajas: 

a). -Las necesidades de c:males de telemedición se reducen, con-

sider:1ciOn muy importante dado el tamaño de la RepCíblica. 

b). - Disminuye el tamaño y la complej !dad de los sistemas de co~ 

trol digital. ., . 
e}. -Permite hacer consideraciones más precisas sobre pérdidas 

de transmisión. 

Las func10nes de los centros de control locales sJn MstCd --

mente de supervisión y de reparto económtco de la generación asignada al área. 

El control central rectbe información scbre- el estado de las diferences áreas 

a nivel de transmisión y asi~na a cada área su partictpación en la generación 

total del ststema en lxlse a -ccns¡deracloaes de seguridad y econórr.¡cas r con--

trola el flujo en los enlaces. 

La Fig. 3 esquematiza un posible funcionamiento del sistema 

de control jerarquizado. 

6. - CONCLUSIONES 

Este escnto ha mostrado la factibilidad y necestdad de 1mple-

mentar un Sistema de control de la red eléctnca nacional a d1fcremes mveles 

con obJeto de garanuzar la conunuidad de servicio y los costos mrmmos de --

RECTRICIDAO PARA El PROGRESO DE MEXICO 
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Fig 3.- Esquema del ststema de control propuesto. 
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REQUERI\ft!ENTOS FUNC!O~ALES DE UN SLSTE:\.1A 

DE CONTROL DE AREA. 

. 
Se describirán los requerimientos funcionales_generales de 

un sistema de control y adquisiCión de datos para una área del sistema elé~ 

trico de potencia nac10nal. Posteriormente se darán los detalles de esros -

requerimientos. 

I. - GENERALIDADES. 
• 1 • 

E! elemento princtpal de este sistema es una computadora -

dig1'ta! de proceso con respaldo digital 6 analógico en el centro de control -

del área. Está comunicada con el sistema de potencia en el árc:I y el centro 

de despacho nacional '"'lediante una sene de dispositivos dtgitales de control 

y adqui-sición de datos. 

Existirán canales de telerr.etrfa a las centrales eléctricas -

y a las subestaciones más importantes del área. Canales de telecontrcl a -

las plantas eléctricas más importantes permitirán el control dtgital d!Iecto 

de estas unidades generadoras. 

Las responsabilidades de Íos operadores en el centro de--

control del área son la generación, el intercambio de energfa con otras áreas, 

la seguridad del sistema de potencia del área y la coordinación con otras -

áreas. 

rQRMA AAO • 006 
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U. - CENTRO DE CONTROL DEL AREA. 

{jm responsab111da.c pnmordial del centro de cont!"ol del -

área (CCA) será el control de la carga del área. Para realizar ésta asf co-

mo otras fun:::iones, contará con una com;:mtadora digital, el equ!po central 

de adqu1siciOn de dnos y de control, un sistema de telerecepc10n y de r-ca!!_ 

rr..ision, consola.: de operadores, tableros de mstrumentos y un diagrama 

mfmi-:o del área a nivel de trasmisión. 

El centro d~ control de á:::-ea tendrá dos modos de operación, 

uno p:i:7lario y otro secundario o de respaldo, en caso de falla del primario. 

El ce:1rro _ejecucra los cálculos pare el control de la frecuencia -carga cada 

-1_;:¡s segundos, y los c;j[culos nece5arics ;Jara el despacho econ6m1co de ca::_ 

ga cada 5 miriutos (O cuando resulte necesario deb1do a cambios en la carga). 

El programa de control de frecuencia-carga genera !as señ~ 

les que en forma de pulsos elevajd1smmuye se envran por medio de los ca~ 

les !fe telecomur.icac10n a las diversas plantas bajo control. 

l. -Facilidades de Computac:ón Digiral. Consistirán de una compu-

r.adon digital con memona adicional de tambor 6 disco, una lectora de ta!_ 

jetas, una perforadom de tarJeta<;, una impresora de lrnea y umdades de -

cinta, asr como el sistern2. operativo necesario. Incluye también el equipo 

necesano de interfase para comunicar la computadora con los canales de -

teletrasmisiOn, las consolas de los despachadores, otras computadoras y -

terminales remotas con rubos de rayos cat0d1cos. 
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La Tabla No. 1 lista los diferentes programas con que debe con 

tarse,su frecllenc1a y modo de empleo. 

2 - Equtpo Central de AdqutsiCión de Daros y Control. Este equ1po-

suministra a la computadora los datos envmdos mediante los C.lnales de tele 

comunicación desde las terminales remotas en las plantas eléctricas y sub
¡ 

estaciones Esta información contendrá datos del sistema de potencta tales 

como: niveles de voltaje de lfnea. flujo-de potenc.a real y reactiva, estado 

-deo las umclades, sus lfmites eléctricos y la generact6n real y reacuva. El 

equmo tr:J.smHir.1 también las acciones de control determir.adas ;orla com-

putadora a las plantas eléctrtcas. Asf mismo proveer.1n la comumcac .. ~n --

con el centro de conrrolr.ac10nal. 

3. - Sistem::~s de Telemetrfa l;ste s1stP-ma recogerá la mform1c10n 

sobre el estado del área. Esta información servirá para acc1o~r d1versos 

instrumentos registradores·, summistrará las vanables d~ entrada pam la 

computadora pnnc1pal y su respa.ldo. Se sug1ere el empleo de s:stemaa de 

telemetría digitales para las razones que se mdican a continuac16n: 

Generalmente, las señ3;les recibidas de los sensores y tran~ 

ductores que m1den los parámetros ffsicos de interés en el s1stema son de -

forma analoga {contfnua). De igual forma las señales que operan los ap..tra-

tos electromecánicos que se emplean en el control del sistema son también -

contrnuas. Es razonable entonces que en muchos casos, el proceso de con-

trol O compuración pueda ser llevado a cabo en forma contfnua d1recomenre 

sm necesidad de técmcas digitales y la conversión necesana A/D- DfA. 

ELECIRICIOAD PAliA EL PRCCRESO DE MEXICO 
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1 ¡ 1¡.0 lJ 11' 1 •IL ---r;-:¡-;:-;¡ ¡ 1 cuanl!Osc 
1 Con~Inuo 2scg-, 10m in ,lhora 24hrs. requiere 

Comrol de Frecuencia -carga 1 jt·LJ 1 1 

Deseacho EconóMICo ! 1 1 E-L 1 1 1 

3 
; 1 1 1 

Progrnmactón de 1a 
1 

1 ¡ 1 1 F-L 
1 

~ ¡F-L 1 
Generación Htdrocléctnca : 

1 
¡ 

1 
' 1 i 

1 
1 - ¡ F-L Pred icc16n de Carga ;F-L 

Cálculo de Intercambios ! 1 i E-L 1 i 
':E-LI 

1 
1 

' 
\1omtoreo de daros 1 1 
teletransmittdos 1 1 

1 1 
!F-L 

; 

Reserva Ro::lante del Sistema ! ' 1 

í i 1 
1 1 

Estunación de Estado E-L ! • 
1 1 1 1 

! 
_Irtenriftcaci~n del S,stema ' 1 1 E-L ' ! 

1 ' l ¡ ' Ver~ficac16n de Capacidad 1 i ·F-L lO 

1 ¡ 

Yer.ficac16n je Cal!bracion 
1 

: E-L ! 

l de teletr~nsmlstóo -
\ 

' 1 

'2 E1..iboración del Relarorio 1 1 F-L 1 

i ¡ 
FILIO lineal de car:!a D. e_ E-L 1 ¡J 

i 
<J Ar.:\lists de imQr~vtstos. E-L 

;- Flu:o de carga ~ A. ' · F-L ' ..... . 
' AoJlisis posteriores a disru~ ' F-L 1 ! ' 

bio!' 1 1 

Pn·programactón de la gene-
1 ' 

: F-L ! 
rac1ón 1 ' 1] 

¡ 

Y Co!Oto de Qrouucci6n 1 F-L 1 

J 
1 1 : 

~ C'et•?rmmación de las consra~ 
1 : F-L : 

1 
tf's B ' 

1 

1 
. -

1 i 1 

Valores proyectados de alma- ' 1 
1
F-L 

1 
cer.lmtcnto t ' 

1 
¡ 

F-L Progr.~mas "arios de investiga 1 ' 1 ció1i v desarrollo - 1 1 
1 

1 

1 Proce;;amicnto de E/S del sis- E-L ' 
~ E.!!'a de QOtencta 1 

¿ 

Procesam¡cnro de interfase E-L -1 l 
1 

1 

" 

•1 

' .. 

Ex,sten sm embargo diversas razones que JUst•ftc.ao el paso adic10n.ai de dtg~ 

taltzactOn. Pueden Citarse las stguientes razones: 

En general, las técnicas digitales ofrecen la ventaja de una maror -

exactitud, la posibilidad de mtmmtzar el rutdo en la medición y un meJor --

procesamiento, trasmtsión y almacenamiento de la 111formación. Además la 

resoluctón puede ser mcremenrada a~.;mentando el nCtmero de btrs utilizados 

en el código. ... 
Por otra parte, las hmttaCtQnes de forr.tato en las medtciones 

analógtcas dá como resultado una resoluc•ón pobrE. (aunque rales señales te0-

ricamente poseen resolución mftntra), además la exa::tttud de la medictón-

se ~egrada después de cada operactón:_Tal degradactón en la exactitud oc~ 

rre con operación digital. 

Una bue~ razón de la creciente populandad de los apf.ratos 

dtgltales puede ser que el costo de fabricactón de estos es cada dra menor 

4. - Consolas de Operadores y Limdades V!suales de Despliegu·~. Con 

objeto de selecctonar las un1dades v¡suales de despliegue se hace una comp:1-

ración entre los diagramas de pared y las .unidades de despliegue visual co~ 

troladas por computadora. 

En la operación manual del s1stema el operador cuenta con 

mformación conten1da en diversos instrumentos registradores y en el diag~ 

ma de pared. 
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No obStante que el dlagrarña de patcl se coñS d~ra una he"'!, 

mtenp adecuada p.Jra ei control de la red, se observa que tiene dos !mura-

ciones importantes: 

a).- El diagrama de pared es rCgido por naturaleza, ya que siempre 

presenta toda la inform:1c:ón al mismo tiempo y además los - -

cambios trsrcos que ocurren en la red, deben ser efectuados --

tam:,ién en el r.ltagrama. 

b).- Para sistern.as de más de 1,500 rr.egawarrs, las dimensiones del 

diagra:na de pared se vuel\ en prohibitivas (40 m. X 5 m.). 

Ot~o aspecco tmportante se deriva de que para lograr un CO!!_ 

trol cfect1vo es esenc1al que se presente e! nivel de mformación adecuado --

al op·~-mdor en el momento prec1so, esro es de especial importancia cuando 

exis~en condtctoncs anormales, es c!cc1r en aquellos casos en que la restau-

ración de la operación correcta depende del hábil manejo del operador que a 

su yez depende de la informactón que recibe. 

La solución a las ltmttaciones del diagrama de p:ned y la --

presenrac1ón efectiva de daros se ha obtenido con unidades de despl1egue vi-

sual, estos equipos ::;on maneJados por un compu~dor y permtten llevar la-

superv1s1ón y el comrol de la red. Existe una gran vartedad de equipos de 

despliegue vtsual, los cuales varran en complejidad desde mecamsmos muy 

simples que presentan úntcamenre textos alfa-numéricos hasta equipos que 

permiten una represenración com¡Jleta del sistema. 

•oa ... ,,.,o·::co ElECll!IClDAD ?ARA :L ?l!CG<C:¡;Q DE MEXICO 
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Lá uñtdad de despliegue vis\>31 r:tás e;:-.;-!eada es un woo de 

rayos cactxl;cos que está conectado al SIStema de compuradora a través de 

una unidad de control que regenerá la 1magen representada. 

Como estas umdades son completamente programables y las 

imágenes que se van a desplegar están almacenadas en la memoria del com·· 

putador dtgital, ellas proporcion~n una herramienta muy flexible para el uso 

del operador. El despachador de la re~ puede de esta manera tener en cual-

. ' ., -
quier momento y de cualqmer sitio de la red, la información deseada. Es -

dec1r que se t1ene una visión relescóp1ca dentro de !a. red de porenc1a empe-

zando con un d1agrama umfilar que muestra una vis1ón general de la nxl, -

después se puede hacer un despltegue que muestre alguna parte de la red en 

detalle. A continuación se puede presentar el d1agrama de alguna st:be.>ra-

ción especff1ca y obtener mformacion de algún aparato part1cular co;-;-¡c. ¡;en~ 

radores, transform"adores o tnterruptor:es. 

Las mismas untdades pueder. presentar informactón como -

son las curvas de carga, datos de aparatos y otras características del s1stema, 

asr como una gráfica de la variación del voitaJe durante los últimos 30 mmu-

tos en las Irneas pnnc1pa!es. 

Podemos concluir que con las umdades de despliegue v1sual 

es pos1ble una presenración sleccionada de gran cantidad de mformac1ó.1 so-

bre el sistema de potenc1a, lo cual es tmprácttco, o b·en imposible, de re -

presenrar-cn un diagrama de pared o en mstrumentos registradores. E1 el 

control de redes de potencia se emplean rubos de rayos caród.cos TRC en 

#-t 
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oJanco y negro o en color. 

El uso de TRC a color ha 1do en aumento, apesar de su ma

yor costo debido a: 

a) Los TRC a color permiten desplegar una mayor densidad de infor 

mación que Sl!S contrapartes en blanco y negro. 

b) Se logra una mayor claridad en la información desplegada. 

e} La recnologfa acrual a reducido el precio de los TRC a color de -

manera que es posible adquinrlos por sumas comparables a las 

. necesarias !?ara adqUirir umdades semejantes en blanco y negro. 

Se recomienda el empleo de dos con<oolas. Estas seran fun 

cwna:mence .dénricas y cada una auxiliará a un operador. Cada consola ten 

dr.1 dos rubos de rayos car6d1cos a color. Además contarán cada uno con -

una 1rnpresora silenciosa y un conjunto de teléfonos para comunicación con 

los .CSAD, las subestaciones y generadores :Ujo control, los demás centros 

--·~~-~~r~rol de ~:ea Y el nacional. Los tubos de rayos catódicos serán unliza 

dos para inrroducir da-ros, llesplegár alar~as, 'tablas de daros, resultados . . 
etc. .\demás pueden mostrar dtagramas uniftlares de las subestaciones. -

Un teclado se utilizará para introducir datos, pedir despliegues en el tubo de 

rayos catódicos, pedir impresiones, ere. Las impresoras servirán para _ 

registrar alarmas, entradas manuales a la computadora e imprimir en gen~ 

ral a solicirud tablas de datos comenidos en la memoria de la co rad 
_ ~.;.-r;-;: mpu ora. 
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5.- lnstrumcf'.tos Registradores y Di:::gre.ma Mír.'.ico. 

(.QM•S:S~ "fOc.~~l Ot r .. ::( f''CJ:)AD' 

'-Ua OP~..-C 0111 C,( ... (.IUL 

S.:! ~ se"ia lado 

en el inCISO antenor la ventaja de (OS despliegues VÍS:.U(es COntroiados por 

computadora respecro a los despliegues de datos convencior.ales. A pesar 

de estas ventajas varios centros de despacho modernos cuentan con los des-

pliegues en TRC y con los métodos clásicos de despliegue, los instrumentos 

regrstradores y los diagramas mfmrcos, ya que los operadores así lo han s~ 

licitado. El personal técmco encargado de la p!aneac1óri de estos ceneros --

sin embargo parece considerarlos superfluos. Para el centro de control de 
•• <ti • ' 

área piloto probablemente sea conveniente contar con estos sistemas clási-

cos, para facilitar la transición entre la operación monual y autománca del 

sistema . 

6. - Terminale-: Remotas. Cada una de las terminales remotas de - -

adquisición de datos y control localizada en las plantas genera~oras tiene -

dos propósitos. Pnmero, localizar y recoger todos los datos de genención 

y trasmitirlos al centro de control de área cada vez que reciba una señ1l de 

explorar, segundo trasmitrr directamente ordenes de eleva/dismrnuye gen~ 

ración a las unidades bajo control. 
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4 Elements or J.inear System ThOOI'f 

COHÍC¡Je 

fig. 1.1. An mverted pendulum pcisitioning 
system. 

Example 1.1. Inverted pendulum posilioning syslem. 
Consider the inverted pendulum of Figure 1.1 (sec also, for this cxample, 

Cannon, 1967; Elgerd, 1967). The pivot of the pendulum is mounted on a 
carriage which can move in a horizontal d1rcction. The carriagc is driven by a 
small motor that at time 1 exerts a force ¡¡.(1) on thc carriagc. This force is 
the input variable to the systcm. 

Figure 1.2 tndicates the forces and the displacements. Thc displacement of 
the pivot at time 1 is s(t), while thc angular rotation at time t ofthe pendulum 
is .¡,(t). The mass of the pendulum is m, the distance from the pivot to the 
center of gravity L, and the moment of inertia with respect to the center of . 
gravity J. The carriage has mass M. The forces exerted on the pendulum are 

V 

mg 

~----~---- H pivot 

Fig. 1.2. In,ve':'ed:pcndulum: forccs and displaccments. 



l.l State Description of Linear Systems 5 , ,e;. 

the force mg in the center of gravity, a horizontal reaction force H(t), anda· -~ 

vertical reaction force V(t) in the pivot. He re gis the gravitational acceleration. 
The following equations hold for the system: 

d' 
m dt

2 
[s(t) + L sm cp(t)] = H(t), 

á-
m dt2 [L cos cp(t)] = V(t) - mg, 

J d~cp~t) = LV(t) sin cp(t) - LH(t) cos cp(t), 
dt 

M d2s(t) = p(r) - H(r) - F ds(t) • 
dt2 dt 

1-U 

1-U· 

1-13 

1-14 

friction is accounted for only in the motion of the carriage and not at the :1:: 
p1vot; in 1-14, F represents the friction coefficient. Performing the differenti-
ations ind1cated in 1-11 and 1-12, we obtain 

ms(t) + mL~(t) cos cp(t) - mi~~(t) sin cp(t) = H(t), 1-15 

-mf4(t) sin cp{t) - mL~2(t) cos ~(t) = V(t)- mg, 1-16 

J~(t) = LV(t) sin cp(t) - LH(t) cos cp(t), 1-17 

Ms(t) =· p(t) - H(t) - FS(t). 1-18 

TQ,s•mplify the equations we assume that mis small with respect to M an4 
therefore neg!ect the horizontal reaction force H(t) on the motion of the 
carriage. This allows us to replace 1-18 with 

Ms(t) = p(t) - F.f(t). 1-19 

Elunination of H(t) and V(t) from 1-15, 1-16, and 1-17 yields 

(J + mU)~(t) - mgL sin cp(t) + mLS(t) cos rf(t) = O. 1-20 

Division of this equatiol! by J + mL2 yields 

Ythere 

~(t) - ~ sin cp(t) + ~ s(t) cos cp(t) = O, 

' J + mLa l. = ____.;, __ 
mL 

1-21 

1-22 



6 Elcu.cnts of Linear ~ptem Thcory 

This quantity has the significance of "effective pendulum length'' since a 
mathematical pendulum of length L' would also yield 1-21. 

Let us choose as · the nominal solurion p(l) = O, s(l) s O, f/>(t) s O. 
Linearizat1on can easily be performed by using Taylor series expansions for 
sin r/J(t) and cos r/J(t) 1Íl 1-21 and retaining only the first term of the series. 
This yields the linearized version of 1-21: 

¡¡;(1) - !. "-(t) + .!... s(t) = o. 
- ~'f' ~ 

\Ve choose the components of the state x(t) as 

~1 (1) = s(t), 

E2(t) = s(t), 

~3(1) = s(t) + L'tP(l)> 

~~(t) = s(t) + L'~(l). 

1-23 

1-24 

The third component of the state represents a Jinearized approximation to 
the displacement of a point of the pendulum at a distance L' from the pivot. 
We refer to ; 3(1) as the displacement of the pendulum. With these definitions 
we find from 1-19 and 1-23 the linearizcd state diffcrcntial cquation 

~¡(1) -= ~~(i), 

~{ --1 {) F () ;2 t) = M p t - M E2 t , 

~3(1) = Ur>. 

In vector notation we write 

o o o 

o F o o 
x(t) = .w 

o o o. 1 

-~ o [ o 
L: L: 

where x(t) =col [;1(1), ; 2(f). (;3(1), ;~(1)] . . . 

1-25 

x(l) + p(t), 1-26 



• 
1.2 Stale Description of Linear Systenu 7 

La ter the following numerical values are used: 

Lxamplc 1.2. A stirred tank. 

!... = 1 s-1, 
M 

1 - = l kg-1
, 

M 

J.: ::;:: 0.842 m. 

'lt-27 

As a further example we treat a system that is to sorne extent typical of 
proces~ control sy~tems. Consídcr the stirred tank of Fig. 1.3. The tank is fed 

l;~dF1~ 
conce~ntrotion Cl ~ 

heod 
h 

Fig. 1.3. A stirred !ank. 

prope~ll or 

volume V 
- concentrotion e 

outgoing llow F 
• concentrotoon e; 

with two incoming flows with time-varying flow rates F1(1) and F2{1). Both 
fceds contain dissolved material with constant concentrations c1 and Cz, 

rc~pl!cllvely. The outgoing flow has a ftow rate F(t). It is assumed that the 
tan!.. is stirred well so that the concentration of the outgoing flow equals the 
conccntrat10n c(t) in the tank. 



8 EJements of Linear System Theory 

The mass balance equations are 

dV(t) = F
1
(t) + F

2
(t) - F(t), 

dt 

:t (c(t)V(t)J = c1F1(t) + c2 F2(t)- c(t)F(t), 

' 

l-28 

where V(t) JS the volume of the fluid in the tank. The outgoing flow rate 
J:"(t) depends upon the head h(t) as follows 

F(t) = kJh{i). :B.-30 

where k is "an experimental constan t. If the tan k has constant cross-sectional 
area S, wc can write 

loJn 

so that the mass balance equations are 

1-32 

1-33 

Let us first considera steady-state situation where all quantities are constant, 
say F10 , F20 , and F0 for the flow rates, V0 for the volume, and c0 for the con· 
centration in the tank. Then the following relations hold: 

O= F 10 + F 20 - F0 , 

0 = c1F10 + c2F20 - c0F0 , 

F0 = kfi 
i-34 

1-35 

i-36 

For given F10 and F20 , these equations can be solved for F0 , V0 , and c0 • Let 
us now assume that only small deviauons from steady-state conditions occur. 
We write , 

F1(t) = F10 + Jl 1(t), 

F2(t) = F2o + Jlll), 

V(t) = V0 + ~1 (t), 

r(t) = c0 + ~lt), 

1-37 

• 
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1.2 State Description o( Linear Systems ~ 

where we consider Jl1 and p2 input variables and ~1 and ; 2 state variables. 
By assuming that these four quantities are small, linearization of 1-32 and 
l-33 gives 

~1(t) = ¡.t1(t) + ¡l2(t) - 2~0 J~o ~~(t), 1-38 

. · ) ) ) k ÍVo ( jvo ; 2(t)'V0 + c0; 1(t = C1fl1(t + C?).l2(t - c0 -, ,¡- ~1 t) - k - ~2(1). 
· - 2~ 0 • S S 

l-39 

Substitution of 1-36 into these equations yields 

We define 

Vo - = (), 
Fo 

:R-41 

~nd refcr to () as the ho!dup time of the tank. Elimination of ~1 from 1-41 
rcsults in the linearized state differential equation 

i(t) = (- 210 01) x(t) + ( 1 1 ) u(l), 
c1 - c0 c2 - c0 o -- -- --

() Vo ·Vo 

~.1-43 

where x(t) = col [~1 (1), ~2(1)] and u(t) = col (fl1 (t), fl 2(t)]. If we moreover 
define the output variables 

1 F0 ( 1 7J 1(t) = F(l)- F0 ~-- ~~ t) =- ~1(t), 
2 V0 20 . 

r¡2(1) = c(t) - Co = ~2(1), 

"e can complement 1-43 with the linearized output equation 

1-45 
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JO Elements or Linear Syste11i1 Tl:ewy 

where y(t) =,col [f71(t), 7]2(t)]. We use the following numerical values: 

F1o = 0.015 m3/s, 

Fzo = 0.005 m3/s, 

F0 = 0.02 m3/s, 

c1 = 1 kmol/m3, 

c2 = 2 kmol/m3 , 

c0 = !.25 kmolfm3, 

V0 = 1 m8, 

8 =50 S. 

This results in the linearized system equations 

i(t) = x(t) + (
-0.01 o ) ( 1 

o -0.02 -0.25 

(
o.ot o) 

y(t) = 
0 1 

x(t). 

1.2.4 State Transformations 

1 
)u(t), 

0.75 

1-46 

As we shall see, it is sometimes useful to employ a transformed representa
,, tion of the state. In this section we briefty review linear state transformations · 

for time-invariant linear differential systems. Consider the linear time
invariant system 

i(t) = Ax(l) + Bu(t), 

y(t) = Cx(t). 

Let us define a transformed state variable 

x'(t) = Tx(t), 

ll.-48 

1-49 

where T is a constant, nonsingular tránsformation matrix. Substitution of 
x(t) = ~1x'(t) into 1-48 yields 

or 

~1i'(t) = A 'T"'1x'(t) + Bu(t), 

y(t) = CT-1x'(t), 

i'(t) = TAT-1x'(t) + TBu(t), 

yft) = CT-1x'(t). 

1-50 

1-51 



ll4 Eiemmts of ~inear System Theory 

•orqueah 
IJ (t) 1 

j -l--J 
1 
i 

it, 
1 
1 

t--

Fig. 1.12. Input torquc for satellile 
repositiooiog. 

(ej Considcr the problem of rotating the satellite from one position in 
which it is at rest tp another position, where it is at res t. In terms of the state, 
this means that the system must be transferred from the state x(t0) = 
col (cp0 , O) to the state x(t1) = col (r/>¡, 0), where t/>0 and cp1 are given angles. 
Suppose that two gas jéts are avaiiable; they produce torques in opposite 
directions such that the input.variable assumes only the values -«,O, and 
+«, where rJ. is a fixcd, given number. Show that the satellite can be rotated 
with an input ·of the form as sketched in Fig. 1.12. Calculate the switching 
time t, and the termi'nal time t1• Sketch the trajectory of the state in the 
state plane. 

1.2. Amplidyne 

An amplidyne is an electric machine used to control a large de power 
thiough a small de voltage. Figure 1.13 gives a siinphfied representation 
(D'Azzo and Houpis, 1966). The two armatures are rotated at a constant 
speed (in fact they are combined on a single shaft). The output voltage Meach 
armature is pro.portional to the corresponding field current. Let L1 and R1 

denote the inductance and resistance of the first field windings and L2 and R: 
those of the first armature windings together with the second field windings. 

fovlcf ormot u re foRld ormoture 

Fig. 1.13. Schematic representauon of an amplidyne. 
1 
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The induced voltages are given by - el= ktil, 

e2 = ki2.· 

The following numerical values are used: 

R1/L1 = 10 s-1
, 

R1 = s n, 
k 1 = 20V/A, 

R2/ L 2 = 1 s-1, 
R2 = 10 n, 
k 2 =50 V/A. 

1-576 

(a) Take as the components of the state ; 1 (t) = i1 (t) and ~=(t) = Íg(i) and 
show that the system cquations are 

i(t) = (- ~: 
k¡ 
L2 

1-578 

1)(1) = (0, k2)x(t), 

where ¡.t(t) = e0(t) and r¡(t) = e2(t). 
(b) Compute the transition matrix, the impulse response function, and the 

step response function of the system. Sketch for the numerical values given 
the impulse and step response functions . 

• : (e) Is the system stable in the sen se of Lyapunov? Is it asymptotically 
'stable? 

(d) Determine the transfer function ofthe system. For the numerifal values 
gi\en. sketch a Bode plot of the frequency response function of the system. 

(e) Compute the modes of the system. 

1.3. Properties of time-invariant sysrems under state transformations 

Consider the linear time-invariant system 

x(t) = Ax(t) + Bu(t), 

y(t) = Cx(l). 

We consider the effects of thc state transformation x' = Tx. 

l-579 

(a) Show that the transition matrix <1>(1, t0) of the system l-579 and the 
transition matrix Cl>'(t1, t0 ) of the transformed system are related by 

1-580 

Cb) Show that the impuls.e response matrix and the step response matrix 
of the system do not change under a state transformation. 
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1 
nS 

91 
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9g 

9 

e q(t) t e R .,. __ 1_ 
cq nS+liR 

1 

lal ,,, 
FIGURE 2-27 
(a) Thewal network of an elcctric water heater; (b) simplified network. 

2-10 HYDRAULIC LINEAR ACTUATOR 

The valve-controlled hydraulic actuator is used in many applications as a power 
amplifier. Very little power is required to position the valve, but a large power out
put is controlled. The hydraulic unit is relatively small, which makes its use very 
attractive. Figure 2-28 shows a simple hydraulic actuator in which motion of the 
valvc regulates the flow of oil to either side of the main cylinder. An input motion 
x of a few thousandths of an inch results in a large change of oil ftow. The resulting 
difference in pressure on the main piston causes motion of the output shaft. The oil 
ftowing in is supplied by a source which maintains a constant high pressure P6, aod 
the oil on the opposite side of the piston ftows into the drain at low pressure P.. The 
!oad-in,duced pressure PL is the difference between the pressures on each side of the 
main pis ton: · 

The flow of fluid through an inlet orífice is given by10 

where e = orífice coefficient 
a = orífice area 
w = specific weight of fluid 

llp = pressure drop across orífice 
g = gravitational acceleration cpnstant 
q = rate of flow of fluid 

Simplified Analysis 

(2-96) 

q =ca J2g ';: (2-97) 

A.s a first-order approxim~tion, it can be assumed that the orífice coefficient and the 
pressure drop across the· orifice are constant and independent of valve position. Also, 
the orificc area can be expressed in terms of the valve displacement x. Equation 
(2-97), wbich gives the rate of fiow of hydraulic fluid through the valve, can be 
rewritten as 

q = C;rX (2-98) 
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FIGURE 2-28 
Hydraulic actuator. 

where x is the displacement of the valvc. The displacement of the main pistan i., 
directly proportional to the ftow of fluid into the main cylinder. By neglccting the 
comprcssibility of the fluid and the leakage around the valve and main pistan, the 
equation of motion of the main piston is 

(2-99) 
Combining the two equations gives 

(2-100) 

Jbis analysis is essentially correct when the load reaction is small. 

;ylore Complete Analysis 

When the load reaction is not negligible, a more complete analysis··stouid take into 
account the pressure drop across the orífice. the leakage of oil around the pistan, 
and the compressibility of the oil. -

The pressurc drop !lp across the orífice is a function of the source prcssurc 
Ph and the load pressure PL. Since Ph is assumed constant, the flow equation is a 
function of valve displacement x and loac pressure PL: 

q = f(x,PJ (2-101) 

The differential dq, expressed in terms of partial derivatives, is 

dq = oq dx + oq dPL 
éJx oPL 

(2-102) 

lf q, x, and PL are measurep from zero values as reference points, and if the partial 
derivatives are constant at the values they have at zero, thc intcgration of Eq. (2-102) 
gives 

(2-103) 

• 
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By defining 

e,. = (oq) 
iJx o 

ano (
-iJq) e=-, - iJP,_ o 

tbe flow cquation for fluid entering the main cylinder can be written as 

q = C,.x - C.,J>,. , (2·104;, 

Bóth C,. and e, have positive values. A comparison with Eq. (2·98) shows that the · 
load pressure reduces the ftow into the main cylinder. The flow of fluid into the 
cylinder ,must satisfy the continuity conditíons of equilibrium. This flow is equal to 
tbe sum of the components: 

q = qo + q, + 9c 

.vhere q0 === incompressib!c component (causes motion of piston) 
q1 = leakage component 
qc = compressible component 

The component q0 , which produces a motion y of the main piston, is 

9o =e, Dy 

(2·105) 

(2·106) 

The compressible component is derived in terms of the bulk modulus of elasticity, 
which is defined as the ratio of incremental stress to incremental strain. Thus 

K = llP,. 
B llY/V 

Solving for A V and dividing both sides of the equation by At gives 

AV Y llPL -=--
llt . x. llt 

Taking the Jimit as A approaches zero and Ietting qc = dVfdt gives 

y 
q :::;. -- DPL 

e -K 
• B 

where V is the effective .vol u me of fluid under compression and K8 is the bulk modulus 
of the hydraulic 011. The volume V at the middlc position of the pistan stroke is 
often used in order to linearize the differential equation. 

The leakage component is 

whcre L is the leakage coefficient of the whole system. 
Combining these equations gives 

and rearra•~ging terms givcs 

V cb Dy + - DPL + (L + C,)P,. = C,.x 
K o 

(:!-108) 

(2·109) 

(2-110) 
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FlGURE 2-29 
Load on a hydraulic piston. 

Tbe force developed by the main piston is 

where lJp is tbe force conversion eíiiciency of tbe unit andA is the area of the main 
actuator piston. 

An ~xample of a specific type of load consisting of a mass and a dashpot is 
shown in Fig. 2-29. The equation for th.is system is obtained by equaling the force 
nroduced by the piston, which is given by Eq. (2-IJ 1) to the reactive load forces: 

F =M D2y + B Dy = CPL (2-112) 

Substituting the value of PL from Eq. (2-112) into Eq. (2-110) gives tbc equation 
relating the input motion x to the response y: 

(2-113) 

The analysis above is bascd on perturbations about the reference set of valucs 
x = O, q = O, PL = O. For thc en tire range of motion x of the val ve, the quantities 
aq¡ox and -cq¡apL can be determined experimentally. Although they are not con
stant at: values equal to the values C" and CP at the zero reference point, average 
values 'can be assumed in order to simulate the ¡;ystem by linear equations. For 
conservative design the volume V is determined for the main piston at the midpoint. 

To write the state equation for the hydraulic actuator and load of Figs. 2-28 
anc,i 2-29 the energy-related variables must be determined. The mass M yields one 
energy-storage variable, the output velocity Dy. The comprcssible component qc 
represents an energy-storage element in a hydraulic system. The compression of a 
fluid produces stored energy, just as in tbe compressioo of a spring. The equation 
for hydraulic energy is 

· D~t) = J: P('r)q(t) d1: (2-114) 

where P(r) is the pressure and q('t') is the rate:ófflow offtuid. The encrgy storage in a 
compressed fluid is obtained in terms of the bulk modulus of elasticity Kn. Combining 
Eq. (2-107) with Eq. (2-114) for a constaot volume yields 

Ec(PJ = - PL dPL =- PL2 fPL V V 

0 K8 2Kn 
(2-115) 

The stored energy m a compressed fluid is proportional to the pressure P:. squared; 
thus P,1 may be used as a physical state variable. 

Smce the output quantity in thi5 system is the position y, tt is necessary to incrca~:· 
the state variables to three. Further evideoce of the nc.cd for threc state variables is 

•"' -

_, 

thr. Id 

X¡=, 

tbe st 
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FIGURE 2-30 
Hydraulic transmhsion.' 

- l + -~ 

Pump 

r--

+- Motor 
-+ 

the fact that Eq: (2-113) is a thirrl-order equation. Therefore, in this example, let 
x 1 =y, x2 = Dy = x1, x3 = PL, and u= x. Then, from Eqs. (2-110) and (2~112), 
the state aod output equv.tions are 

o o o o 

o B e -- -o 
i= M M x+ u (2-116) 

o - CbKB _ K 8(L + Ce~ K8C.., 
V V v. 

y= [1 o O]x = x1 (2-117) 

The effect of augmenting the state variables by adding the pis ton displacement x 1 = y 
is to produce a singular system; that is, IAI = O. This property does not appear if a 
spring is added to the load, as sbown in Prob. 2-10. In that case x 1 = y is an indepen
dent state variable. 

2-11 POSITIVE-DISPLACEMENT ROTATIONAL 
HYDRA ULIC TRANSMISSION 11 

When a large torque is required in a control device, it is possible to use a hydraulic 
transmission. The transmission contains a variable-displacement pump driven at 
constant speed. Jt pumps a quantity of oil that is proportional to a control stroke 
and independent of back pressure. The direction of fluid flow is determined by the 
direction of displacement of the control stroke. The hydraulic motor has an angular 
velocity proportional to the volumetric flow rate.and in the direction of the oil flow 
~m~~~ . 

The assumption is made that over a limited range of operation the hydraulic 
iransmission is linear. A schematic picture of the system is shown in Fig. 2-30. 

The following symbols are used: 

qP = total volumetric flow rate from pump 
qm = votumetrJc ftow rate through motor 
:q1 = volumetric leakage flow rate of bolh pump and .notor 
qc = compressibility flow rate 
x = control stroke (x varies from O to ± 1) 

wP = angular \elocity of pump sbaft (constant) 
w.,. = angular velocity of motor shaft (variable) 



To illustrate these concepts, suppose we consider the description 
of the reactor in Fig. 9-2. The reactor is a well-mixcdv continuous 

r 
c.., 

1 w 
1 

F!O. 9-2'. s
1
t!ned chcmicai r~aclotr. 

flow unit in which the second-order zcaction 
1 

Volume .. v 

oceurs. For simplicity, the rh~: c:s~nt h is nssumed to be indepen 
dcnt of temperature. 'l'he hbt of rcadion D.ll is bascd on one mole 
'0f A consumrd. M<1king a hJat and material balnncc ovcr the reactm 
P,i.ves the following equations~ 

dT = ~\T _1 T) + _q _ _ (t1H)hCA~ 
d! Vp f \ Vpcl? . pcp 

(9-5) 

de A w: e e ) te '2 
-- ""-( A - A - l'l A. dt Vo ·f 

(!J-G) 

The state variables for this s~stem would be the reactor tcmperatur~· 
T and concentration CA, Lt:) 

·¡ r r· 
¡<t) e lc.J (9-7 \ 

As manipulated inputs, thc r,caclor fecd rntc w and rate of heat inpui. 
q are logical sclcctions. Thu~ the vector u(t) is 
- i 

u(t) = [!] (9-fl, 

The funct.lons {1 nnd fz in the state Eq. 9-2 become the right-hand 
sides of Eqs. 9-5 and 9-6. _ 

.- Thl'se equations are of coursc nonlincnr. As usual, a linear sct 
would be m u eh more convenicnt. Such equations can b~-o_!!taineJ by 
lineari:ting Eqs. 9-5 and 9-6 about an equilibrium point T, CA, w, and 
7¡: . 

d1' w •. Tr - T · q 
-=-.-T+--w+-
dt. Vp Vp Vpcp 

_ 2(6li)I:CA é 
PCp A 

dC11 w 6 cA,- cA _ A 

-- 1:2 --CA + w- 2hCACA. 
dt Vp Vp 

whcre c1 ... cA -_e~~. 
Ta.T-T 

q=q-q 

(9-9a) 

(9-9b) 

Equation 9-9 may be conveniently represented by the following 
matrix differential cquation: 

:t::(t) ""Ax(t) + Bu(t) (9-10) 

where 

x(t) n [!.] state vector 

u(t) "" [!1= manipulated i,nput.s 

A= r~ _2:~h~lJ 
0 o:__+ 2hCA 

L ... Vp 

B ~ r-v~c~ . ~C~~J, 
L ~ Vp 

Equat!on 9-10 ÍA sim~ly_n linc·ar vcrsion of the slale Eq. 9-2. 
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9-6 APPLlCATION OF THE MINIMUM PRINCIPLE 

The mínimum principie is a vcry powcrful und useful tool for 
determin;ng the optimal control for problcms falling into cither of 
thc abo ve cal egories. lts ap¡)lícaLion to proccss problc>ms is beset by 
scvc>ral diffi('ullíes. One of"these líes with the cost functional. The 
natural eost functional Lo p~'(;posc for process operation is lo maxi
mize the n•turn or minimize the loss. llowever, the mathcmatical 
formulat1on of !.Uch a cost functional is not pract1eal under most 
situation!:.. 'l'he alternatíve. generally selectcd is to substitute a cost 
fundional that should give approxim;1tcly the same results as one 
ba<;ed on <'conomics. Tbe one frequcntly selected is mínimum t1me. 

To jusltfy lhe r0asoning bchind this, sup¡:.ose it is found tbat the 
process is cur:·ently operating at state x 0 • However, for current 
cond1tions, the optimal return would be for operatíon at sLate X

1
• 

T!-lus il sel'I11S reasonubie Lo propase that Lhe oplimal control should 
transfcr the process from >: 0 to x 1 as soon as possible; i.e., in míni-

mum time. A second problem ocrurs in dct.crmining lhe optimal control 
from thc mínimum p;inciple. While the mínimum principie ~pplies 
to nonlincar systems, to consLraints on the mampulatcd variable, and 
othcr ::ommon complications encountercd in proccss sysLcms, con
stramls on the state variables, e.g., pressure or tcmperature limit.a
tions, c:annot be readily incorporated. Even wh~n thcse p.re absen~, 
the compulalionul requiremenls, especíally for nonltncar systems, are 
conc;iderable, basJcally due to the spht boundary condítions on the 
canontcal equation encountered m both cases cons1dered in the last 

ser.tion , 
A th1rd difficulty arises from tlw fact that the minimum principle 

as formu\atcd apphcs to what process engincers typ1cal\y rcfcr toas 
the o¡wn-loop control problem. That is, the minimum principie gíves 
thc ('(, .. 11•>1 u as a funrtion o[ time. For procc~s s~·stcms. fc•·dbar.k 

ÜfJ·' .•1( ..• ,,, ,.,, 

l'tllllrDI, Í,(',, t'onlrol in wlu('h u is J.:ÍVPil il!-r a fUill'tion "' llw -.t 111' 
nlmost mandatory dut• to mo<h•lm~ Nror .. unklltl\\11 1 l .1 x. IS 
Pl<" Ü } f J' ' < 1'• llf lílnf'f'S 

.• . Jl. y Of llll'UI' C::IS('S (';ti\ U ft•ttdback t:OillroJJaw h•• dt•riv •·\ f . ' 
tlw mmmllltn principie with ccrtainty. t:~ roro 

Allhough thcse con<;ickraLions n•duce Llw utilit" of lh<' .. 
principie for p. 1 ~ mmtmum . Joccso; npp Jcatlons, it still offc>rs a dt'flllil<' nc,tc>ntial 
M?st. o[ the nbove complications can he avoidcd if ti . . . 
prmc1ple is appli d t · 1 1e mmtmum e o a s~mp e, linear proccss model. Latour et al 
(11) suggcst that a m<;>del of widc utility is the followin~: . 

_q(s~ = l\pe·Os(o:s + 1) 
J\l(s) (T 

1 
S+ 1 )(r

2 
S +1) (9-21) 

whcre T 1 , r 2 = ti me conslan Ls 
1(. = proccss gain 
o: = reciproca! oí process zcro 
O = dt•ad Lime 

- -.., ---

Processes that can ~f~en ?e adec¡uatcly rcpresented by this modPl in
ct_lude extraclors, llllXIJI~ 111 agitated vessels, heat exchangers, dio;tilla
lon columns, and chcmJcnl reactors. 

It thus seems reasonable to propase that an opltmal c~ntrol 
strategy ~or these units be based upon this model Tl,le co ¡ l 
problem 1 t d · tl · · n~ro 
. (O) t s 0 nve .le system from sorne known initial state ,.ro) 

cth o son:e knov1m final state c(T), é(T) m.ing a control subJ·e~t t; 
e constramt 

Um1n ~ fl ~ f1,, 10 v 

~l~~e .. ~i·n.Lll 1 t.j¡~dl·o ?'_i<> to he minimizc>d. This is obv10usly idcnt 1cal to 
e lxec -en -pomt prohlem" discusscd abo ve. 

For the case in which both o: and o in Eq 9 21 • e t 1 ·11 ¡ · · - nre zero tr.e 
on ~o WJ a \~ays be at one of the cxtrcn1es. For a S<'eund-~rdf'r 

s~sle~, th<>re WJ!I be t~\·o switches. lf we lcl rl he the larger of th~ 
~m~J const~nt~, th~ opltmum switching times fur t.he sy!:.ll'm are givcn 
t'y 1: equ<lfl_ons tn. TahlP 9-1. Note that lhl• equ:1tion for t (lhe 
•,me ut the fJrst swttch) requir<'s an ímphcit !.olution Figu!e 9 3 

s lO\\'S a typil"il mrn L ¡ t 1 • · • · h . ' 1 ntH a yp1cn response Note tlnt t :md t 
t_ e sw!td11ng times; ro ano r are the old nn(l new set • .... otJ,Jt•s 2 are 
Lively· a d K d ¡ · · l' ·, respec-

1 t d 11 b an ~are tlw upper and lower eonslramls 011 tlle mnnip-
u a e 

1 
vana 1~ re~ped1vely. The rcspome riscs qu¡cldy but doe'i not 

ovc~s 10ot, w~ucl~ IS typJcal of mínimum time responsc>s. 
in sufpl~~ .~~p~IC·atJOn for wlnch this procedure was p: opo~.l'd is for use 

• "ISO!\' control For ex·unpl ti · that for 
0 

~ · . · • e, supposc w computt-r cakulates 
to r Th s ~tJrn~lt~ opera! Ion thc sct point should be chan¡:t>d fuJm r 

· 1 rans1 1on should be made as follows: 
0 
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TAHLE 9-1 
SwJtC"hing Times for a Sccctnd-Ordcr Systcm 

(For r0 < r, inll'rchangc K and ll in tlu.> f'quations bclow. These cquallons are 
~opcclflcitlly for the inilial slalc e( O) .. ro; c(O) • 0). 

r< r 0 

O< r2/r 1 "- 0.9 
~~ 

[
(K-Il)- (r0 /Kp -ll) exp(-t1/r2)];: .. (K- k)- (r0 /Kp- k) e,.p (-t1/r¡) 

(K- r/Kp) (K- r/Kp) 

---------~----------------------------------------------------0.9 < T"J/T¡ ~ 1 

[
_ro/K e.:}!_ -exp (!..!. ';~ 

K- k _ f2 ~ 

. 
l. At time zero, the feedback controller should be placed on 

manual. 
2. Thc manipulated variable should be switched from maximum 

to minimum or vice versa as discussed above. 
3. At time 12 , the feedback controller should be returned to au-

tomatic. 
Thus the feedback controller is present to "trim out" any modeling 
errors, load d1sturb::mces, and the like which may cause the optimal 
control to fall short of its stated objectives. 

As for the case in which the process dcad time is nonzero, con-
sidcr the following representation of the process model: • '• 

M(s) Kp e-O• C(s) 
·(T¡ S+ l)(T:zS -t }-) C¡{s) 

Usin~ the concept.s prcscnted above, thé control M(s) can be deter
mined to gin· the optunum response c._(s) pnor to the dead time. 
Howcver. tlw d.·ad bmc s1mply d<"lays this response by time O, which 
is complctcly mdcpendent of .1\f(s). Thus, the response C(s) is op-

.rl-----..----... 

~~------J 
1 
1 
1 

-----~-----

1 1 

ol 

1 : 
____ _J _____ .__~-----......,. 

1 1 ---

, 
.... -

: 1 ..,,.."' 
1 1 1 "~ Open-loop response 

1 " 1 ,....-1 
1 ,.....f' 1 
1 ......... 1 

1-----'"t"""',¡t;.-- 1 'o 1 r 

1 

: 1 1 

: l l 
FIG. 9·3. Optimal response lo a change in ¡¡ct point.. 

timized when Ca (s) is optimized. In other words, thc oplimitl control 
for the system with dcad time is idcntical for the samc systcm with
~ut the dcad time. Note cJ.refully that the above sysicm is open loop, 
1.e., no feedback. The only modificalion to the control stralt'gy in 
this paragraph is that the feedback conlroller should nol be relurned 
to automatic untiltime t 2 plus O. 

For cases in which a: is not equal to zero, the optimum response 
is that the manipulated variable shouJd follow a prcscrihcd tran!'\ic!lt 
after thc initial bang-bang action. As control of this type is difficult 
to ac1lievc, l.alour ct al. (11) sugg<>st the use of the same switehing 
times prcscnted.above. · 

As pointed out prcviously, becausc of Ur:trc.casured load changes 
ot other random dislurbanccs, it is dcsirable to formulatt• the control 
stratet,ry so that it can be implcmenit'd in a feedbarlc manncr. That 
is, we determine !ro m tbe stalcs c(t) .and c(t) jf a switch should be 
made. 'l'h1s ts rcadily tmplemcnlf•u using n ·swit.ching t'U;:"':\! in the c-C 
planc as illustmtcd (for ., = fl = O) in Fig. 9-4. Note that rhe statl: Í 

1 

\ : 
' 
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1/fl = -1 

y. 

3 
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-2 
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The r SWitCh 

curve 

FIG. 9-4. Swiichin¡: curve for 
n two-time-constant planl. 
(Rl'produccrl "'by pcrmission 
rrom M. Atham nnd P. L. 
F:~lb, Optimal Control, Me· 
<:raw·llrll llook Company, 

Ncw York, 19GG ) 

c{t), c(t) specif1es a location in the c-e plnne. Depending upon the 
location of this point relativc to the sw1tching cu:-ve, the control u 
will be at one of its extremes. The procedure for developing the 
switching curve for the exaél system consictcred is presented on pages 
526-536 in Athan and Falb's book on optimal control (1 ). 

Alihough a dcad time O in the process has no effect on the switch
ing times, it wlll change Lhe switching curve. As illustralcd in Fig. 9-5, 
this is because the ,feedback is not the state .vector x(t), but instcad 
the delayed value x(t- O). Unfortunatcly, the method eustomarily 
used to determine the switching curve does not readily treat deaá 
times in a direct fashion., Moore ct al. (12) suggest incorporating the 
Smith predictor or dead time compensator (d1scussed in Sec. 8-8) as 
illustrated in F1g. 9-Ga. Since this effectively moves the dead time 

f.long-Bang System Oead C,C 

Controller Oynom1cs T•me 

! 

FlG. 9-5. D:~ng·bang control loop for systems with dead time. 

(o) Control loop 

Bong-Banq Sy$tem Oeod 
Controller Oynamrcs Trme 

-~ 
~ _ ...... -

'~ 

( b) E ff!:'ctiv!' control loop for perfcct rnodeling 

FIG. 9-6. Bang·bang controllcr coupled with thc dead-time 
compensator. 

outside the loop (Fíg. 9-6b ), the swilching curve can be determined 
directly from the gams and time constants, ignoring thc dead time. 
Note that the model requ1red for thc compensator is the same model 
used to determine the switching curve. 

9-7 OPTIMAl CONTROL OF LINEAR SYSTEMS u$1NG A 
QUADRATIC PERFORMANCE CRITERION (1) 

This section will consider the optim?l control of a linear, time; 
invariant system given by the state equation 

'i:.(t) = Ax(t) + llu(t) 

x(O) = Xo 

It is desired to control the syst.em in such a manner as to minimize 
the cost functional 

T ' 

J =! 1 [xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)] dt 
2 o 

(9-24) 

This formulation is that of the stale regulator problem, since ·in arder 
to minimize the above cost functional thc control will tend to drive 

/ 
1 ~ 

( . 
\ 
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x(l) tow.ml O. The stal<• NJlHl.lion further indicat..!s: ~;hai. tbc equilib
rium state com.•sponding·Lo x(t) equal O is u(t) equ~! zero nlso. 

To furmulate the optimal control law, we begin by dcfiliing the 
Hamiltonian for this problem~ 

H = !.xr (t)Qx(t) ~ !_u1· (t)Ru(t) + pT (t)Ax{t) + pT (t)~u(t) 
2 2 

(9-25) 

The equation for the costate is 

P. 't) = ~~~ == -Qx(t)- ATp(t) 
' ax(t) 

(9-26) 

From th€ .ninimum principie, tlie boundary condition should be 

p(l),. o (9-27) 
-

This equation and the state equation 9-22 form the canonical set of 
equations for this problem. --- . . 

As pres<>n tcd in detail by Athans and Fa lb (1 ), the lmeanty of the 
canonical equalions can be uscd to prove that the coslate vector p(t) 
is a li.1ear comhinatio!" of the state vector x(t), o~ mathematically, 

p(t) = K(t)x(t) (9-28) 

This fact permils a reasonably simple solution to this optimal c~ntrol 
problem. . · 

In Sec. 9-3 it was noted that one of the reqUlrements for u(t) to 
be optimal is that the Ilamiltonian be minimized. Taking the partial 
of Eq. 9-25 and sct.ting to zcro gives 

a JI 
-- = Ru(t) + BTp(t) =O 
au(t) 

Ol? 

u(t).=- a-• BT p(t) =- R" 1 B'l' K(t)x(t) (9-29) 

Thus we see that the control is also a linear function of the state, as 
mustrated by the feedback arrangcment in Fig. 9-7. 

-R-lBTK(tl 
u(t) 1ltl=Ax!tl+ l(t) 

• Bu(t) 

}'IG. 9-7. Oplimal cont rol!cr. 
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Eqtwtion 9-29 ¡., nlsu qullt• !'Uitah!(~ for u {'<llllrol l.t\\' provtd<'d,. 
-K ( t) ('an be cv:lhwtcd. 'I'o develop su eh a J)(Ol'L•durt•, Wl' IH'~IO by 
t.aking the d·'rivaíive oC Eq. ~-28: 

p(t),. I{(l)x(t) + Klt)x(t) 

Substituting Eq. 9-26 for p(l) and Eq. 9-22 for x(t} followed by 
Eq. 9-28 for p(t) and Eq. 9-~9 for u(t) givcs (K(t) is also symmctric): 

K{t)""-K(l)A- ATK(t)+K(t)llR- 1B7'K(t)- Q (9-30) 

This equatior. is known as thc malrix Riccati cquntion, and can be 
solved for K(t) prov¡ded a boundary condition is available. From 
Eqs. 9-27 and 9-28 it is scen that 

K(T)x(T) =O 

Since the final state x(T) is free (can assumc any value), it follows 
that 

K(T) =O (9-31) 

As this boundary condition is at the final time, Eq. 9-30 must be 
solved in reverse time to give K{l) over the intervnl O~ t-:;; T. 

A special case of intcrcst is whcn T ___. oo, or the control is ovcr 
the infinite interval. For t.his case it can be shown that l<(t) is a con
stant. Consequently, its derivative is zero, rcducing Eq. 9-30 to 

-KA- ATK + Knn-•nrK- Q =o (9-32) 

The only difficulty is in solving for K. It luws out that a,practical 
approach is to continue to use the differential equation 9-3-0 with the 
boundary condition of 9-31 and salve in r<>verse time unlil a "steady 
state" is reached, at which the value oí K will be the so!ution to Eq. 
9-32. This is illustratcd in Fig. 9-8. 

9-8 OPTiMAL CONTROL FOR SET-POINT CHANGES 

Thc conventional control loop typically considered is illustratcd 
in Fig. 9-9. The normal proc('durc is Lo desiJ.,'Tl thc controllcr eithcr to 
a prescribed change in f!C't point or to a prcscribed chan~e in distur
bance (load}. Unfortunately, the optimal controlh.•r as formulated in 
the previous section does not quite match E>ltlier of thesc. lnst .. ad, it 
is desi~ed to takc the systcm from sorne inilial sta.te Xo to the state 
O in an optimnl fr.shion. In the r('maindcr of this se!'lJon and the 
ncxt, we shall dil>cuss the tran-;format:on of tht• convenl10nal control 
prohlem into a form to whi<:h opt1mnl control thf'ory c.m be re:ldily 
npplicd. 
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---Deeteasi119 tm~ 

Kltl =K 

~) 
~K(T)=O 

o 1 ,_r:IJ = 1 

l---steady- state- intervat---1 ~ ~ran!.ientJ mterval 

FIG. 9-8. A loosc inlcrprctation of Lhc con:.lant 
matrix, K. As T --o 00, thc "transicnt intcrval" 
tcnds to infmity and the "slcady·slalc interval" 
occupics all finitc times. (Rcprintt•d by pcr
mission from M. Alhan!> and P. L. Falb, Opti
mal Control, McGraw-Hill Book Company, New 

York, 1966.) 

Oi~turbonce 

t 

Set po1nt -----<>-~ Controller ·-<> Process 

______ __:.. 

FIG. 9-9. Conventional representation of control loop 

We shail first consider the set point case. Specifically, suppose 
the first-order system 

dx(t) ---¡¡¡- + x(t) = u(t) (9-33) 

is initially at state x 0 • Suppose that at time zero the set point·is 
changed to x,. The typical response in this case is as shown in the 
top two graphs in Fig. 9-10. 

To cast this problem into the optimal control formulation, it is 
necessary that the final value of the state variable be zero and thf 
final value of the control te zero also. 'rhus we define two new 
variables as 

x 1 (t) = x(t)- x, . 
u 1 (t) = u(t)- u, 

Substituting into Eq. 9-33 gives 

,dx¡(t) --¡;- + x. (t} + ~,.- ... (t) + ,, 

(9-34) 

(9-35) 

Opfimol Control 251 

' ,, --------o-·--· 
.r( 1) 

Q 

,, .. 

u(/) v1 

·----- ---------

o - ~-- --_._,._.----· -
.r,(t) 

-.ra 1---+--

-t--+----------------

o ' FIG. 9-10. Control and response for first·order system. 

As Eq. 9-33 indicates that. x, equals u, at steady state, this equat:on 
reduces to 

dx 1 (t) 
dt +x 1 (t)==u 1 (t) (9-36) 

ThP boundary condition is 

X¡ (0) = Xo - Xr =-oto (9-37) 

As the control is now such that the state x 1 (t) is to be transferred 
from -xa (the initial condition) to zero (Lhe origin), oplimal control 
theory can be applied. Lct the cost functional be dE'finl'd as follows: , 

1 i'" J. 2 1•· (t}2 + ... (tt1 J dt 
o 
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Substilutin¡.{ forthc corrcspondin~:rq~nntilies in Eq. 9-32 givcs 

+ 21~ + h2 
- 1 = o 

The solution is 

h = 0.416 

Thus the controller is a pure proportional controller with a gain of 
0.416. . 

Herc we bl'gin to have sorne difficultics. Using a pure propor
tional con~rolkr, we are proposing to make a set point chan~e and 
not have any offset (i.e., error) at the ncw opcrating point. The only 
case in which lhc proportional control will not cxhibit such oUsct is 
at its cquilihrium point. By mnldng thc abovc clmnge of variable, we 
efíectively dC'fmed thh. cqu!librium point lo be al the new sct point. 

lt is also interesting to note that the conlrollcr does not exhibit 
thc integral mode. As the control is simply a linear combination of 
the states of th<' system (see Eq;9-29), we will have an inteb•1:al mode 
only if we defme a statc corrcsponding Lo thc integral of the state 
var:able. For the first-order syslem considered above, this could 
potentially be accomplished by the approach in Fig. 9-11. The 

u1ttl 
- Xz=Jxl,d, Optamal l '1 l - t 

Process Integrator 

ro- Controller s+l S 

FIG. 9-11. A possible me:ms for introducing an integral tenn 
into the optimal controllaw. 

performance functional must be of the form 

J = 1·-[q1 X~ (t) + q 1 X~ (t) + 14
2 {t)} dt 

o 
(9-39) 

The difficulty arises in assigning a "cost"'' to the st.ate x2-(t) which 
corresponds to the integral mode, i.e., sclcct a value. for q 2 • Since 
this mode was <Jdded with the supposition that it éould be used in the 
control law to achieve bcttcr control ~nd is not part of the original 
process, it sc<'ms reasonable to sei q 2 equal to zero. However, this 
leads to a Z(.'!O value of the gain con·esponding lo the integral state 
variable. thus dcfcat.ing the purpose for which the integral state wa5 
originally ¡nopos.ed. 

Opl•mo 11101 

9-9 OPTIMAL CQNTR.Ot. TO DISTUnBANCE CH/\NGES 

As the example to illllstrnte how an opt imal conlrollt•r may \J(' 
designed fo; disturbance changcs (13), considcr thc sysl(•m in Fig. 
9-12a. The statc equation describing thc process for this ca~e is 

±1(t) = -x 1(t) + d(t) + u(t) 

X 1(0} =-' 0 

{9-40} 

(9-41} 

Note that the disturbance a.rpears a<; an input along wilh the control 
u(t). To be cast into the optimal control formulation, we must trans-

,..--

Controller 

Disturbance 
d(t) 

Process 
u( ti 

~ s+l 

1 al Disturbonce regulator 

d. o 

u1(t)= 
x2(t) 

Optimal Ú(t) ~u(tl+o'o 

Controller V 
lntegrator 

( b l Equavolent state regulator formula han 

.. 

1 't!tl --
S +l 

FIG. 9-12. Transformalion of lhe convcntionnl dis
turbance regulntor control problr.m inlo the optimal 

.. state regulalor problem. 

forrñ the prob~em in such a manner that the disturbance appcars ,a 
an initial cóndition. 

For the speciCic case in which thc d_isturbance is a.step chang~ 
this may be accompJishcd by the formulation in Fig. 9-12b. If tl1 
dist.urbance is a step changc from O to d0 at time zcro, this may e 
fectivcly appear as an initial condition on an intcgrator. lf the coi 
tinuous input to the inl<>grator is ú(l} = u,(l), the O!Jlput il' the su~ 
of d(t) nml u(l), as illustraled in Fig. 9-l2b. 
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From this point, we procc:>c:>d as wmal. -First~ note that thc slale 
·quations are (in terms of thc new variables). 

x,(t) = -x,(t) + xl(t) 

x2(t) = u,(t) 

x 1(0)=0 

X2(0) =do 

.n matrix form, thjs becomes 

ti [::~:~] = [- ~ 1] [x .<t>l [o] 
O x

2
(t)j + 1 u,(t) 

rhe cost functional could be 

J = Joo [xHt) + uHt)] dt 
o 

(9-42) 

(9-43) 

(9-44) 

(9-45) 

1\lthough the proper matnces could be substituted into Eq. 9-32, 
:he resulting cqualions cannot be analytically solved for the coeffi
:ients of matrix K •. Instead, t.he solution of E;q. 9-30 in backward 
dme until stcady-state is reachcd will yield the solution 

hn] 
kn 

Substituting into Eq. 9-29 gives 

U¡(t) = -klax,(t)- knX2(t) (9-46) 

Again the control is a linear function of the states. 
However, in this case rhe integrator is not really part of the pro

cess, but a part of the comroller instead. Therefore we may elimj"l, 
nate xJ(t) by substituting Eq. 9-42 into Eq. 9-46. Also noting that 
u rU) is really ü ( t) gtves 

Ü(t) = -k 21x 1(t)- h11 [x 1(t) + x .(t)] 

Integrating gives 

where 

' u(t) = -k:uX 1(t)- (k,.- k22>,j x~(T) dT + U0 

o 

(9-47) 

U0 = constant of intcgration. Thus we have proportional
plus-int.egral control. 

It should al 1e noted lhat the cost functional in Eq. 9-45 is 
::ictually 
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J = J- (x~{t) + IÍ2 (t)] út 
o 

That is, lhc"'Cost functional penalizcs changcs in control rath('r than 
for actual magnitud(>. 

Tl.le application o{ lhe approach to control onC' of t.b~ u¡ul opC'ra
tions has bccn reporlcd by Millcr (14). The system \vas-a simulalcd 
distillation column, suhj(•étC'd lo fecd disturbanccs. Thc boilup rate 
was ratioed to the fecd rate, and a feedback conlrollcr rcgulated the 
distillate rate to control t.he overhcads composition (15). The 
scheme is illustrated in Fig. 9-13. 

Feed ---111-, --~ 
1 

c0 
'1 

r-0, 
1 

Steam --tlr-----1>'(1-----

Bottoms 

FIG. 9-13. Control schcmc r~; distillation column. 

As the manipulatcd variable is thc distillate rate, a transfer func
tion is necded to relate changcs in overhcad romposition to change3 
in distillate rate. In Laplace lransform nolalion, this model is . 

Y0 (s) = G 1(s)D(s) + F'"{s) 

where F.,(s) is the effect of a given change· in feed rate on the over
head composition. From step responses su!-!h as t.hose given m Fig. 
9·14, it is apparcnt that G 1(s) is a ftrst-order lag for all practica! pur
poses. Basing the time constant on the 63.2 percent point and the 
gain on the final st.eady-state valucs., avcraging the values for the four 
rcspons~s in Fig. 9-14 gives the following mcdel: . 

-0.01-10 
(,.-. 

Yv (s) = 0.55s + 1 JJ(s) + F.,(s) 1 (f. 
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FIG. 9-14. Open·loop responses to severa! stcp changes in 
dislillatc ratc." 

Expressing in state-variable form gives the cquation 

. dyv(t) -1 -0.0140 1 
Yo(t) = dt = 0.55 Yo(t) + 0.55 D(t) + 0.55 F.(t) 

Using the approach outlined previously in this section, the cri
tcrion function, should be 

o 

J(D) = ¡-{(YDset- Yvt't)]2+ rJY} dt 
o . 

Thc cost ;J(D) consists of two ~- The first part (YDaet- Yv(t)) 2 

pcnalizes for dcviations of the controlled variable y v frorn its desircd 
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value Yu»el' :J1le second part. D 1 pcnalizcs for chungcH in lile rmmip- ~ 
ulalcd variable D. 

Applying the method presente9 previously givcs tht' following 
controllaw .<J 

' D(t) = K2 I [YDaet- Yo('T)] dr +K 1 [YDoet- Yv(t)] +Do 
o 

where K., K2 =control paramctcrs 
D0 = constant of intcgration 

The optimal conlrollcr is the familiar proporlional plus inl<'~ral feed
back controller. 

Figure 9-15 shows thc effcct of r on lhe resulting rc!:ponscs of 
Yv. the controlled variable, and D, thc manip\:lalcd variable, to a 
stcp change in thc r~ed ratc. /\s would be suspcctcd, small values of 
r l~ad to t.ight control nnd large changes in D. Large valtH'!; of r pr'>
ducethe opposite results. Thus the parameter r is esscnlially a tuning 
parameter whosc value must be determined by cxpcrimcnling wilh 
th~ process in much t.he same manner as current conlrollers are 
~~- . 
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FIG, 9-15. Errecl of ron lhc performance of lhe control ey,;lem. 
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