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A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS DEL CENTRO DE EDUCACION
CONTINUA

La Facul tad de Ingenieria, por conducto del Centro de Educaciéon Continua, otorga constan-
cia de asistencia a quienes cumplan con los requisitos establecidos para cada curso. Las per
sonas que deseen que aparezca su Htulo profesional precediendo a su nombre en el diploma,
deberdn entregar copia del mismo o de su cédula profesional a mds tardar el Segundo Dia de
Clases, en las oficinas del Centro, con la Seforita Barraza, de lo contraio no_ serd posible.
El control de asistencia se efectuard a través de la persona encargada de entregar notas, en
la mesa de e;nrrega de material, mediante listas especiales. Las ausencias seran computadas
por las autoridades del Centro.

Se recomienda a los asistentes participar activnnente con sus ideas y experiencias, pues
los cursos que ofrece el Centro estdn planeados para que los profesores expongan una tésis,
pero sobre todo para que coordinen las opiniones de todos los interesados constituyendo ver-
daderos seminarios.

Al finalizar el curso se hard una evaluacién del mismo a través de un cuestionario disefiado
para emitir juicios andnimos por parte de los asistentes. Las personas comisionadas por al-
guna institucion deberdn pasar a inscribirse en las oficinas del Centro en la misma forma que
los demds asistentes.

Con objeto de mejorar los servicios que el Centro de Educacién Continua ofrece, es impor-
tante que todos los asistentes llenen y entreguen su hoja de inscripcién con los datos que se

les solicitan al iniciarse el curso.

ATENTAMENTE

ING. SA LVADOR MEDINA RIVERO
COORDINADOR DE CURSQS. Tacvbe 3, primer piso. México 1, D

. Teldfonas: 571.-20.085-v £12.97.0& "'\
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DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES

FACULTAD DE INGENIERIA, U.N.A.M.

'
I

VNIVEREDAD NACIONAL ’

AvloNerIA

CURSOS DPE MAESTRIA Y DOCTORADO

La Divisidén de Estudios Superiores de la Facultad de Ingenieria, UNAM, ofrece

‘las siguientes Maestrias y Doctorados:

Maestrias Doctorados

Control Mecanica Estructuras
Electrdnica Mecanica de Suelos Hidriulica
Estructuras Petrolera Mecanica de Suelos
Hidrauliica Potencia . Mecinica Tedrica y
Investigacién de  Planeacidn Aplicada

Oparaciones Sanitaria Investigacidn de
Mecanica Tebdrica y Operaciones

Aplicada

Programa de actividades para el segundo semestre de 1376
Eximenes de admisidn: 10, 11 y 12 de mayo
Inscripciones: 31 de mayo al 4 de junio
Iniciacidén de clases: 7 de junio

Requisitos de admisidn
a) Cumplir una de las siguientes condiciones:
1. Poseer titulo profesional en Ingenieria o en alguna disciplina afin

a lag maestrias que se ofrecen en la Divisidn, otorgado por la UNAM
o pom cualquier 1nst1tur10n nacional o extranjera.

2. Ser pasante de la Facultad de Ingenieria, UNAM.

b} Aprobar 1os examenes de admisidn que se efectuaran enlas fechas senaladas
arriba.

¢) Presentar, dentro del periodo de inscripciones arriba mencionado, la docu-
mentacidon que se indica en el folleto de Actividades Académicas 1975 de la
DESFI.

Mayores informes: Divisidn de Estudios Superlores de la Facultad de Ingenieria,
Apartado Postal 70-256, Ciuvdad Universitaria, México 20, D.F. Tel: 548-58-77.

"POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU"
Cd. Universitaria, febrero 3 de 1976

EL DIRECTOR DE LA FACULTAD EL JEFE DE LA DIVISION
Rt i M PATRTANIT MBT AT T D SATATRDON " COTARYTO R NACCANM CLURAUDY







FECHA

Febrero 20

Sébade 21

Viernes 27

S&bhado 28

Viernes 5

Sdbade 6
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TECNICAS DE OPTIMIZACION CON COMPUTADORA PARA EJECUTIVOS

HORAS

17:00-21:00

@00-13:C0
14:00~13:00

17:00-21.0C

2.00-13:60
14:00-18:00

17:00-21:00

9:00--13:00
1700-21:00

TEMAS

INTRODUCCION

PROGRAMACION LINEAL
METODOS DE BUSQUEDA

PROGRAMACION CUADRATICA

PROGRAMACION SEPARABLE
PROGRAMACION ENTERA

EJEMPLOS

PRO GRAMACION DINAMICA
PROGRAMACION DINAMICA

EXPOSITOR

Dr. Victor Gerez Greyser

Ing. Marcial Portilla R,
Ing. Marcial Portiila R.

Dr. Victor Gerez Greyser

Dr. Sergio Fuentes Maya
Ing. Ariel Kleiman Blanck

Ing. Armando Torres F.

Dr. Victor Gerez Greyser
Dr. Victor Gerez Greyser

VRN
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LUGAR

Pajccio de Mineria

Palacio de Minerfa
Palacic de Mineria

Palacio de Mineria

Palacio de Mirneria
Palacio de Mineria

DLSFI, C. U.

Palocio de Mineria
Palacio de Mineria






: DIRECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO
O TECNICAS DE OPTIMIZACION CON COMPUTADORA PARA EJECUTIVOS

)

1. DR. SERGIO FUENTES MAYA
Jefe de la Seccidn de Investigucién de Operaciones
" Divisidn de Estudios Superiores
Faculiad de Ingenieria, UNAM
Civdad Universitaria,
México 20, D, F.
Tel.: 548-58-77

2, DR. VICTOR GEREZ GREYSER
. Investigador
Comisidn Federal de Electricidad
Jefe del Departamert o de Ingenieria Mecanica y Eléciriea
Facultad de Ingenicria, UNAM
Ciudad Universitaria
México 20, D, F, |
TEL.: 548-99-58 y 550-00-40

3. DR. ARIEL KLEIMAN BLANCK
O : Jefe de la Seccidén de Investigacidn de Operaciones,

Divisién de Estudios Superiores
Facultad de Ingenieria, UNAM
Srio. Académico
E. N. E. P. Acatldn
Ciudad Universitaria
México 20, D. F.
Tel.: 573-19-65

4, ING. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON
Srio. del Departamenlo de Ingenieria Mecénica y Elerrram
Facultad de Ingenieria, UNAM
Ciudad Universitaria
México 20, D, F.
Tel.: 548-99-58- y 550-00-40

5. JOSE ARMANDO TORRES FENTANES, ING.
Asesor Matematicas 1l
Facultad de Ingenieria , UNAM
Ciudad Universitaria
Meéxico 20, D, F.
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*En el siglo XVII, Leeuwenhoek inicid una revolu
cibn cientifica al permitir el estudio de un mundo has

ta entonces invisible

é (__"__:_,:{/.)'{:1’/

las ideas bésicas de las teorias atomisticas =

scon ayuda del microscopio

~

*FEstos descu-

e L, . .

brimientos y comprobaciones dieron como resultado esta

de los griegos recibieron comprobacidn.

blecer una visién microscdpica de los fendmenos natura
les, *en la cual el interés cientifico se concentra en

las partes que integran un organismo, un &tomo, etc.

Aun cuando son muchos los avances de la ciencia-
gue han surgido de ese enfogque microscdpico, *el cono-
cimiento, cada vez m&s amplio que sobre dichas partes—
ha proporcionado este enfoque, no ha permitido, sin em
bargo, resolver divcrsos problemas sociales econéricor

y ecoldgicos.

1 INTRODUCCIOMN

S i iy = ey

1.1 El enfoaue de Sistemas

*Fl1 invento del microscopio abrid

nuevos horizontes a la ciencia.

*Permitid estudiar las partes cons

titutivas de los sistemas.

*La ciencia adopta el enfoque mi-

croscépice

*No todos los problemas se resuel

ven con el enfoque microscdpico

29
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*No ha sido sino hasta muy recientemente que se-

lJ

empieza a complementar la visidn microscdpica en el

enfocue de sistemas, ? ¢l cual pone énfasis en los -

aspectos generales y en las interacciones entre las -
partes que lo integran. En tanto que en el enfoque mi
croscbpico se estudian los elementos para encontrar re

laciones de causa y efecto, en el enfoque macroscbdpico

o de sistemas se emplea el conocimiento que se tiene -

de las partes para estudiar el comportamiento de todo-=

un conjunto de partes o subsistemas que interaccionan-

entre si. *El comportamiento de un conjunto completo-

de componentes estd determinado tanto por las caracte-
)

risticas de las partes como por la interconexidn de -

las mismas.

En el enfoque de sistemas se integran los conoci
mientos gque las diversas ciencias suministran acerca --
de los corponentes de un sistema para conocer el com--

portamiento del conjunto.

O O

*E1l enfoque de sistermas, complemen-
ta al enfoque microscépico
*El enfoque de sistemas integra co-

nocimientos

*El comportamiento de un sistema de_
pende de las partes y de su inte--

raccibdn

N

G
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*El andlisis. de sistemas e§ una.técnica.importan
te que se emplea en las fases de diseno o proyecto, -

ejecuc1on, » puesta en marcha y operacidbn de proycctos

de benefic1o ‘social, ‘industriales 'y de servicios.

*Dada 1a complejldad de esos sistemas, que pre-i

.
IR L
4 .

:

sentan 1nterac01ones entre muchas varlables, efectos =

L ' o ' oo
- . - , M

de atraso** y relac1ones en general no. llneales entre—

I - By

las varlables, es necesarlo contar con una metodologia'

especializada para 1a soluc1on de los problemas rela--

cionados con dichos sistemas.

e .o B
- B Be . -

*Ademds de 1o anterlor, se requlere 1ntegrar gru

4

pos de trabajo de carécter 1nterdlsc1p11narlo, ya que»

.

resulta, practlcamente 1mp051ble que un profe51onal =

- L

cuente con todos los con001m1entos necesarlos para ata

RO DRI N we N7

B v

car los dlversos problemas que se presentan en el ané--

ligis de sistemas de esta magnltud Y. complejldad./

% Como efecto de atraso se conocen aquellos fenbmenos,
donde el efecto de una variable o accibén no se mani

SECCI 07 ZQ??V

fiesta de inmediato.(Ve*

o b}

29 o . ’} &}
*El anélisis de sistemas se emplea ‘
en: . ‘
diseho, ¢ .
. . N Y FE R S R y
ejecucidn, g S

P

puesta en marcha y
operacidn de sistemas '

complejos
. . . £y
*El andlisis de sistemas es una me €.
&
todologia especializada
:
{
\
i
. C} }
: &
- i
*La solucidén a problemas de siste- {

mas requiere grupos interdiCipli-

narios




*El profesional que forma parte de un grupo que-
analiza sistemas, debe tener los conocimientos de su -~
especialidad que le permitan estudiar determinados as-
pectos particulares de un sistema; y contar, ademds, -
con aguel.os conocimientos operacionales de diversas -
diciplinas distintos a los de su campo particular de -

actuacibén a fin de que pueda integrarse a un grupo de-

<

trabajo interdfbiplinario y comunicarse con el resto

del mismo.

*Esta comunicacidn resulta indispensable para -~
los integrantes del grupo, pues con elld es factible -
dar al problema una solucidn gue contenga todos los -
factores relevantes.

o es aificil encon

trar provectos que satisfacen todos los requisitos de-
Rero 1.2

un buen diseno de ingenieris, resultan demasiado
costosos por no haberse tomado ¢n cuenta los aspectos-
econdmicos. O bien, en otros casos, la ejecucidn de -

O O

4 b

*F]1 analista de sistemas debe tener'/
conocimientos especializados y ge-

nerales

<,

. . I .
*Trabajar en un grupo interdicipli
nario requiere comunicacidn entre

sus integrantes

|

#
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un proyecto, acarrea efectos laterales que por no estar
analizados adecuadamente, disminuyen el beneficio del -
nisuc. Hay ocasiones en las que la realizacidn de un -
importante proyecto, que representa un cuantioso derra-
me de dinero en una zona, trae consigo una seria dislo-
cacibn en la economia y estructura social de la zona no

necesariamente benéfica.

Podria continuarse con una larga lista de razones
que obligan a formar grupos de trabajo interdisciplina-
rio para la solucidn de los diversos problemas que se -
presentan en sistemas de gran tamano y complejidad; *y-
de longitud comparable seria la que corresponde a argu-
mentos gue hacen necesario que estos grupos de trabajo-
se hallen integrados por personas con una preparacién -
particular en un campo y conocimientos fundamentales en
disciplinas que cubren un amplio eépectro del saber hu--

meno.

*rl analista de sistemas debe ser

especialista y generalista
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*Por pooyectos de una envergadura

P "/’///é’—‘/‘/i or A’/‘ -f*/-"
similar a la citade
ingenieria, una discipline importsnte gue debe es--
tar representada en dichos grupos de trabajo es preci-
samente la ingenieria en sus diversas especialidades,-
(Il A lagse
* ademds con la colaboracidr de economistas, -
sociblogos y especialistas en otras disciplinas de las
ciencias naturales.

*En los proyectos de ingenieria, probablemente -
la disciplina auxiliar mé&s importante es la economia.-
Por esta razdn se incluye en esta obra, un‘gran nGmero
de secciones dedicadas a este tema.

*Cabe aclarar que en esta obra, solamente se cu-
bren aquellos aspectos del andlisis cde sistemas que no
corresponden a una disciplina de la ingenierfa en par-
ticular sino que tienen aplicacibén en la mayoria de -
los proyectos de sistemas; tio se estudian, por ejemplo,
las

pero se abarcan los aspectos més irportantes de la

@] O

A b Y

leves de Newton ni la resistencia de materiales, -

*Muchos sistemas grandes y complejos /7,

corresponden a la ingenieria

/
4ol

*Un grupo de an&lisis de sistemas de ‘1
be contar con ingenieros, econcomis-
tas, sociblogos etc.

e

*Fconomia b

*La metodologia de sistemas es apli

cable a diversos tipos de proycctos



O O
metodologia de optimizacidn.

*El objetivo primordial de esta obra es familiari
zar al lector con el enfoque de sistemas, o sea con -
una metodologia cientifica que permite analizar, bajo-
deterninaddt secuencia l6gica, problemas complejos. -
*Si bien el estudio de sistemas no sustituye los cono-
cimientos particulares en una rama de la ciencia o téc
nica, si en cambio, ayuda a integrar estos conocimien-
tos con los de otras ramas; *mediante lo cual se pre--
viene que en el estudio de sistemas complejos se olvi-
den factores importantes que pueden rcpercuriren dismi
nuir o, inclusive, anular los beneficios gque se espe--

ran de la implementacién de un proyecto.

Conviene sefialar nuevamente, que la metodologia-
de la ingenieria de sistemas de ninguna manera es subs
tituto de conocimientos especificos en ramas particula

. /. . R .
res, sino gue unicamente ayuda a integrar conocimien-=

tos particulares en un marco de referencia més amplio.

*La aplicacibn m&s importante del enfoque de sis

temas ha sido hosta el momente dentro de la ingenieria,

O

*%} andlisis de sistemas es una meto

dologia cientifica

*No sustituye conocimientos especifi
cos, sino que ayuda a integrar cono
cimientos

*Integracién de conocimienton?

mejores soluciones

*xpAplicacién del enfoque de sistemas

en ingenieria y otras ramas

/
R

-
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[}



sin embargo, cada dia aumentan sus aplicaciones en --
otras profesiones, como se sefalard en la siguiente -

seccidn.

*Hall senala (ref., ) que en problemas de an8lisis
de sistemas pueden distinguirse, fundamentalmente, tres

dimensiones:

*1. Tiempo

*Un proyecto pasa secuencialmente desde su inicia
cién hasta su obsolescencia por diferentes fases, abcu:
ko término de cada una es necesario tomar una importan-

te decisidn.

s +
- v
o

AN

1.2 Morfologia de Sistemas

, . . 3
1.2.1 Dimensiones en el anflisis de YR

sistemas

*F1 anflisis de sistemas tiene

dimensiones

*Primera dimensidn: Tiempo
*El tiempo est& asociado a las

del proyecto

0/ i

.
K

fases
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*2. Metodologfa de solucidn del problema.
*La integran los diversos pasos yue deben ejecu-
tarse en cualquiera de las fasec del proyecto y estéd -

caracterizada por una secuencia 1l6gica de actividades.

*3. Conjunto de conocimientos, modelos y proce-

dimientos, gue definen una disciplina en particular.-

*Puede tomarse como medida de esta dimensidn el grado

de estructura formal o matem&tica de la disciplina. -
Lﬁ{ﬁfﬂQ/ est=

Hall 'considera que en Yra dimensién es factible citar,
I

en orden decreciente, . estructura formal: ingenie-

ria, medicina, arguitectura, administracibén, ciencias

sociales y artes.

*Las dos primeres dimenciornes, es decir el tiem
po y el conjunto de procedimientos de solucibn, defi-
nen un modelo de metodologia para el an&lisis de sis-
temas independiente de una disciplina en particular.-

Esta metodologia opera con conceptos due son aplica--

bles a diferentes campos.

O

*Segu.Ja dimensidn: Metodologia 2]
*La metodologia est& asociada a los

pasos de solucidn

*Tercera dimensidn: Conocimientos 2<~
que forman una disciplina
*Medida asociada a la tercera dimen
sibén:
Estructura formal de la disciplina
7
. . 2 . L
*Dimensidn tiempo r

1:
+
Dimensidén 2: metodologia
definen un modelo de andlisis de -

sistemas



*La i]g

1.2.1 muestra un modeto de metodolog -

para el an&lisis de sistemas

O
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*El anterior modelo de metodologia es una matriz
de actividades; *sus renglones esté&n asociados a la =
primer dimensibén: el tiempo, y las columnas a la segun
da dimensibn: *la metodologia de solucibén formada por-
los diversos pasos de solucibdn gue sigue una Secuencia

l6gica, *tal como muestra la figura 1.2.2

*

. (_/

*Matriz de actividades

*},05 renglones corresponden al tienpo *-

*Las columnas corresponden a la meto-

dologia de solucibn

-y
rd
A |

2
O

32

FPio. 1.2.Z2 Matyir de activi

Pasos
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Foso ’ =
*Cada elemento de la matriz representa una acti- ) } B
{ 5
vidad v estd definido en forma finica por la intersec-+ R ]
cidn de una fase de un proyecto y un paso de solucidn. /iiSé’ /ﬂyékk%%/
‘A continuvacidn se describen las cafécteristicas; /ﬂ“‘
mis importantes de cada fase de un proyecto.
: 34
1.2.2 Fases del anélisis
28 o
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*Durante la fase de planeacidn de proqramg“

terminan las actividades o programas gue se desean lo-

grar

‘se de-
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*Al respecto, pueden distinguirse dos objetivos
principales: el primero es que se trata de determinar
si los programas por realizar son congruentes ccn lias
actividades y metas de la organizacidn; y el segundo
es que se busca establecer una extensa base de informa
cidén que puede servir para la planeacidn de proyectos

especificos.

*En la fase de planeacibn de proyccto,’el inte

rés se concentra en un proyecto en particular,*y pue
de considerarse como terminada cuando se toma la de-
cisidén de implementar la mejor de las alternativas
generadas ¢ anlc la fase do viasszcifn (o de concluir

con el proyecto de una manera especifica).

O

* Objetivos:

Determinar la congruencia de los 73 /
programas y establecer una base

de informacidn

o Ly e
] :

* P}%@Og&'gf’? | i
proyecio | !
T hemorrels |

o f {

PR AN

*Se analiza un proyecto en particular
*Termina esta fase cuando se decide

implementar una de las alternativas

41
een



*I,a fase de desarrollo de sistema se inicia des-

pués de formular la decisidn de confirmar un proyecto

especifico.

A

S{ﬁeta es desarrollar un plan de accidn que permi
te realizar el proyecto que se ha seleccionado en la
fase anterior. Los pasos correspondientes a esta fase

tratan con componentes y no con alternativas generales,

*Puede considerarse terminada cuando se han preparado

las especificaciones, dibujos y listas de materiales ne

cesarios para la manufactura o construccidn.

*En la siguiente fase, la de produccién o cons-

R et

truc01on, *se procede a implementar un proyecto. Esto

puede implicar la produccidn de un articulo o la cons-

truccidn de una obra.

O O
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Oesarrollc ' 40
c’ed f ‘
Syereme
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§
* Meta: 33

desarrollar un plan para implemen-

Ly
tar un proyecto especifico ' i
* > : 2 - 3*‘%
Termina con la preparacidn de:
especificaciones LIQ
dibujos

listas de materiales

&
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*Se implementa un proyecto . . _q ?
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*S8i. se trata de un producto industrial, durante *Si el proyecto es de produccidn de

y/n

esta fase, el ingeniero industrial determina el flujo ternine el filujo de materialcs,vsc
de materiales, la secuvencia de operaciones y la distri cuencia de operaciones, etc. g
\ ’\ )

bucién de las facilidades de manufactura; ademis, debe

disenarse durante ésta, el herramental necesario para

la produccibén. Como todo proceso de manufactura estd

sometido a normas de control de calidad, conviene esta

blecer las mismas. *En un proyecto de ingenierfia civil, *Si es de construccidn, se ejecuta
el constructor ejecuta la obra de acuerdo con los planos la obra

de proyecto y con las especificaciones.

*En la fase de distribucidn o puesta en servicio R SRV Ny S R \
= et b ey o
I
se hace llegar a los usuarios el producto manufactura- &)

\

o - peodsenSinero |
do, o se pone en servicio la obra ejecutada durante la AR A -

|

| T ] }

fase ancerior. Cp;IQ(JfII |

o ;
A TP v ‘




*Durante esta fase se establece la organizacidn de *Se establece la organizacibn de

ventas para el producto. ventas y se distribuye el producto

En el caso plantas de generacién eléctrica, se
realizan durante la fase de puesta en servicio todas
las pruebas de recepcidn y puesta en servicio, y se
concluye con la entrega de la planta al Departamento

de Operacidn. oo

#

*I.a fase principal de un proyecto de sistemas es

Cperacion |
e SAS
Conseme

la operacién del mismo o el consumo final de un produc

to.

|
|

; |

|
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*Finalmente, un sistema pasa a la fase de retiro. A 1 3
En general esta coincide, en el tiempo, con la fase de i
uesta en servicio de un nuevo sistema gue sustituye al SCPNN F ‘
P na g Y RN ,
antiguo. !
Las siete fases mencionadas definen los renglones s

de la matriz de actividades, *y a cada una corresponde *A cada fase (rengldn)

una serie de pasos de an&lisis que sigue una determina- corresponden diversos pasos {columnas)

da secuencia lbégica. En las siguientes secciones se

describen estos pasos.



§
*Si bien las fases de andlisis descritas tienen>

para diversos problemas facetas comunes, los aspectos--
o/
oé? &S

3

particulares do.ozuerdd-lon-2l sistema fon lo suficien
temente importantes para hacer dificil el estableci---
miento de una disciplina general que estudie estos as-
pectos para los diferentes sistemas.

'

Las caracteristicas de la fase de construccidn o
<

produccibn (etapa 4) son muy diferentes en un proyecto
civil que en un prohlema de manufactura. En problemas
relacionados con bienes de consuno, la etapa de consu-

mo u operacidn (ctij.a 6) no presenta en general proble

mas de interés para el analista de sistemas; sin embar

O O

. ]

P
oA UL

1.2.3 Definicidn del problema y me - .

dicidn

*T,as fases del andlisis difieren en

las diversas disciplinas
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go, en un sistema de potencia esta fase si es de gran-

interés.

*La metodologia de anélisis de todas las etapas-
caracterizadaf por los pasos que se estudiar&n en las-
siguientes secciones, al ser corfin a todas las etapas,
puede estudiarse en una discipline que se conoce con -
el nonbre de anflisis de sistemzs. Los diferentes ca-

pitulos de la presente obra cubren los diversos pasos-
rd
/-
que se siguen en cada eiapa de anélisis, y como en to-
/ el f// /i) /*,,/

das ellas eY1qLen/problemas de optimizacibn

/

pondansiiineate, esta metodolocia tiene un carécter -

general que permite estudiarl®, libre del contexto de =

un sistema en particular.

*Cada fase del an&lisis de sistemas estd formada
m‘paén/ﬁyv

B e

por una serie de pasos que identifican k§$xfrJJ'u =5 -
de la matriz de actividades.

face

*El priner psso en cade z-n-9 del andlisis con--

siste enr deiiniy el probleme.

QUL DI

.‘/C'
*La metodologia (etapas) es com@in en
diversas disciplinas
\S N
</ >
*Cada fase tiene los mismos pasos S
T
—_— — : < </
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f.ﬂ £{ /l / @(Y‘,p/OI/
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*En el siguiente paso se realiza una serie de -
actos que se pueden agrupar bajo el nombre de medicidn
del sistema. En este paso se establecen los objetivos~

\Hdzbpree
jhafia;ehapa?de anf8lisis, debiendo hacerse claramente.-

Un grupo de andlisis de sistemas siempre realiza el =
(a2 /
trabajo para clientes, o dentro/organizaciones que en--
general tienen claramente definidos sus propdsitos. =
*E1 grupo de analistas debe establecer los objetivos -
de su trabajo, DITEESETEIY los cuales necesitan coinci-~
~dir con los propdsitos para los cuales se realiza el -
estudio.

Los objetivos pueden ser de diversa indole,-—

siendo entre los més importantes:

1. Puramente econdmicos, es decir,de maximizacién
del rendimiento de una inversidn, y minimiza--

cibn de costos de operacibn o produccidn.

2. Distributivos del ingreso, o sea la promocidn=

del hienestar de un grupo a expensas de otro.

3. Maximizacidn de beneficios gue dificilmente se

<:>pvmﬂoﬂ cuantificzy, como son la educacidn y -

* “/s
',1- L4 .‘? - . :
//fﬁéﬂQZ? I/W/Effiffj"
f
Ctﬁf <

2 /
fs\fsj"e;ﬂc-;? () %OS

A

*Medicidén del sistema incluye el es

tablecimiento de objetivos

* Objetivos:

econdnmicos
distribucidén del ingreso
maxinizacidn del beneficio social



otros servicios sociales.

\

*Desde luego, los objetivos del an8lisis varian=
Fo.s@
de acuerdo con el sistema y la etapa del estudio.

)
¥En un andlisis de produccibn, los objetivos en-
general son de minimizacidén de costos de produccidbn, -
que se logran mediante un aprovechamiento adecuado de-

Joze

los recursos financieros y humanos. En la etapa de -
distribucidn, los objetivos son de minimizacibén de cos
tos de distribucidn, lo que se logra tomando en cuenta
montos de transporte, mantenimiento de inventarios, =
o . fase
etc. En un sistema eléctrico de potencia, en la etapa
de operacibn, el objetivo puede ser de minimizacién de

costos de operacibn y maximizacién de la confiabilidad

en el servicio.

L¢%a{?€/

*Desde luego, los objetivos de las diversas’/eta-

; -
N /7 PRI AP A P AR C R A

. - Vi L T
1 '+ estén estrechamente ligados,por lo que' les prece--

£2) . e
dentes dclfandlizis deben tomar/ en cuenta los objeti-=

vos de las consecuventes. por ejemplo,el objetivo en -

-t -
VA

¢./_’)
*Los objetivos varian con el sistema

14 -
A o @D
Yy la etaro !

s

*EA unn/sistema de broﬁudcién,él obje
/ /f’ R d -
tAiv S §

s =3 . P . .
n de-costos
¢én 7/

, *¥Los objetivos de las etapas estén

ligados
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la ctapa de disefio de un sistema requiere considerar -

-

los objetivos de las etapas consecuentes, o sea desde-~
la produccibén hasta el retiro. *Al disefiar un articu-
lo, conviene examinar los aspectos de produccibn, dis-

tribucidn, operacibn y retiro del misro. Un sistema =

yorr
puede satisfacer los objetivos de la étzpa de desarro-
lase
llo del sistema (etapa 3), de minimizacidn de costos =
[ o =

de produccibn, (etapa 4), pero por sus propiedades fi-

o

sicas o dimensiones, no satisfacen los objetivos de -

~—
-0 57

/(
distribucibn (etapa 5).

*Frecuentemente no corresponde a la misma unidad

econtmica o administrativa la responsabilidad de todas
o .
Piaal ot TN

las etapes de la "vida" de un sistema o producto, que—

abarcan desde su planeacibn hasta su retiro; existen -

sistemas o articulos que satisfacen los objetivos de -
AN
todas las etapas que corresponden a uvna unidad o grupo

s
de unidades, pero no satisfacen los ¢e las elapas que-
caen, apaventemente, fuera de su responsakilidad. Por
ejemplo, *los envases deseschibles, Irdudablemente sa-

tirTace” log obhjetivos inmedicios de los producicires ¥

O O

g
*Al dicsenar un producto, considere:
produccién -
distribucidn
operacibn y
retiro

¢/

,.‘fl (&)

*Considere los objetivos de todas -

Sfa sas

las etapas, aun de las que no caen

bajo su responsabilidad

P 2 - e . B - -
*Los envases oo st e en B sy

s 4 #
FaVes L -
&

v P N , 4
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y consumidores, es decir, minimizar costos de produc
cidén y distribucidn. *Sin embargo, no se tomaron de
bidamente en cuenta los objetivos de 1la fase final:

la de retiro del producto, como lo atestiguan la cre

[ Lo o1 A ms

ciente contaminacidn que han causado, asi como & re
coleccidn y disposicibdn. Probablemente se hubiese -
S0/l 2%

dado otra xeszp=esin al problema al considerar el cos
to social de la contaminacién y el monto econdmico -
de su recoleccidn y disposicibén. *Aparentemente es-
te Gltimo, no afecta los aspectos de beneficio econd
mico de los productores y consumidores de envases.

Sin embargo, se olvida que el costo de recoleccidn y
disposicidn del producto por el sector ciblico se fi
nancia, en general, con los ;mpuestos _recayendo en-

ef Coato  of roliazdd
forma indirecta sobre 1los causantesla El lector pue-

de identificar faAcilmente otras implerentaciones de-
producto o sistemas donde no se han considerado, en-
Ao sss

conjunto, los objetivos de todas las etzas, obte---

niéndose resultados altamente indesezkles.

*No minimizan costos de retiro

e,

*T.os costos de retiro afectan

_;'

~
e

wa»¢;;}%uu¢-

-
(<)
RN

indirectamente a productores y con

sumidores

&Y
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*Durante dla.etzpa de medicidn deben identificar-

i
+

se las variables y establecer el inventario de las mis

mas, para lo cual se fijan los criterios de evaluacién.

-~
h

!..

o medidas de efectividad de las act1v1dade§7que se utf

lizarén durante la etapa del andlisis en proceso.

!
} 228
(3N
*El establecimiento de dichos criterios y medi- iT

das permite evaluar en qué grado, diferentes solucio-

nes alternativas a un problema satisfacen los objeti-

vos para los cuales han sido desarrolladas. La solu-
cidén final al problema depende en forma importante de
las medidas de efectividad que se hayan seleccionado;

si el problema consiste en disefiar una planta manufac-
turera, la seleccidbén de un diseno depende de la medida
de efectividad adoptada; y si la medida es solamente

la minimizacién del costo de produccibén a corto plazo,
el mejor diseno serd diferente al que se adopte en ca-
so que la medida de efect1v1 ad incluya ademés de fac-
tores econdmicos, la seguridad de los operarios, su es

tado anfmico, etc.

O O

P VY )
'
{

*Etapa de medicibn:

identifique variables y

un inventario de ellas;
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= . " Enla tercer seccibn de. este capitulo .y en el
‘ e _ Y L.

o | e ) . ‘
siguiente secvqré lo relativo .a los temas de: “des-

cripcién -Ce sistemas,.y,jerarquizacidn, que en combi
| Lo A . 4. . ‘e ) NS

) | .
nacibn-con los |temas.de medicibn y teoria del valor,

|
f(cap.ﬁ?),»form§n:los”goqocim;entos;bésicog para reali

‘zar:los._pasos descrltos en esta seccidn.,

s e e e
~- . T e

bl

o o . ]

N
‘
[t

*eo£§@a$§45h_gl»paso“trgs,,§11de anilisis de da-
A - SN T =T

tos, se realiza.el procesamiento_de la_informacidn

reunida durante laﬂmedicién de‘sistemas..
| o v

samiento tiene| que hacerse en general:con ayuda de la
‘ - ﬁ'* - 4 - -

Dicho proce

computadora digital (los aspectos més  importantes se

‘presentan en el cap. 3). ¥*Su.objetivo es descubrir,

‘con ayuda de técnicas.-de reconocimiento de patrones y

- evaluacidn estadistica de parémetros, las relaciones

e

.
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1 2.4 An51151s de datos y modelado e
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descubrir relaciones entre las va-
‘riables o - ;,
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*E1l grupo de anélisis de sistemas proccede a eje

cutar el paso de modelado del sistema cuando en el pa
so anterior se han llegado a determinar relaciones im
portantes entre variables.
*El objetivo de este paso es establecer relaciones, o
mocelos, que expliquen las interacciones entre las di
versas variables del sistema; al respecto, el cap. 4
estid enfocado al estudio del problema central del mo-
delado. Este paso es de gran importancia en cualquier
fasco

etapa, va que los resultados del anélisis nunca podrén

[

ser mejor/gue el modelo que se erplee para el mismo.

*Debe hacerse notar que un problema de andlisis
puede requerir diferentes modelos, de acuerdo con la
etapa o fase del proyecto. En un sistema hidroeléctri
co, durante la fase de proyecto se necesita un modelo
a escala sobre una mesa vibradora para determinar los
efectos de sismos sobre la presa v evaluar de esta ma-
nera diferenles disenc. alterrat "vos; ob cambio, en la

etapa dz operaciéir sc requiere v mocdele totalmente

distjiij: vrosoc Arbeyvd o simel o 3o den 0«

——y —— =

S-S fesrs v
! 4
Lacio ol oe

A

Yt 7A Y )50 405

*Objetivo del modelado:
75

P L
establecimiento de modelos que ex-

pliquen relaciones entre variables

¢

*El1 modelo cambia de acuerdo con la

etapa



O ' '
. i . y

a - P . , i ST - o~

eléctrica.y agua para Fiegd,'asi como los niveles de

‘ %
agua en la pre%a para determinar una politica &ptima
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:,de aprovechamiento.
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*El objetivo. de cada fase del anilisis de sis
e e . . L
temas es especificar la "mejor solucidn" de acuerdo
con los criterios de evaluacifn o medidas de efecti-
- ! - . - . sk s EE ~ s T s

vidad obtenidas durante el paso de medicidn del sis-

tema. | - . , e e
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1.2.5 Generacién de alternativas o

sintesis

o
‘o0t
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Sinvesis

Lioelsien
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] o |

*En cada fase se especifica la mejor

"solucidbn®

79




*Como los problemas gue permiten encontrar en
forma analitica la solucién &ptima sor tan simples
que no tienen interés para el analista de sistemas,
es necesario explérar, empleando el modelo del siste
ma y técnicas de simulacién del cap. 5, las medidas
de efectividad correspondientes a diferentes alterna

Sraee
tivas. *En obras grandes y en etapas donde se tiene
gue recurrir a modelos costosos puede resultar cara
cada simulacidn, por lo qgue es necesario aplicar la
experiencia cel analista para descartar, sin necesi-
dad de recurrir a la simulacidn, diversas alternati-
vas factibles pero no recomendables. *El1 esfuerzo de
generacidén de alternativas debe concentrarse en aque
llas gue muestren las mejores medidas de efectividad.

*Ademds el costo de este paso no debe exceder de nin

guna manera los beneficios esperados.

*¥Con objeto de min mizcr log costos de este
paso es recomencable dividir las solucjiones del pro-

Flema ¢p ¢iferenles clascs y c¢veluar una solucién re

O O

i

*Fn sistemas complejos debe simular 575
ge el comnortamiento de solucicrces

alternativas empleando modelos

. §0
*Utilice el criterio para descartar
3 . - g . C\‘;‘ ‘/
sin recurrir a la simulacidn de di
versas alternativas
A 2 |
*Concentre el esfuerzo en alternati
vas promisorias
@)
[T
- . 6c
*No gaste mds de lo que piensa obte
ner comno beneficio
AN
Y
c3

*Divida Jlas alternativas i Cciaees
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presentativa de cada clase, *después deben emplearse
los resultados anteriores para determinar la solu-
cién mds promisoria, *posteriormente explorar alter-
nativas dentro de esta. \ \

*Es preferible que el nGmero de alternativas explora
das sea demasiado grande que pequeho, ya que @-pesar-
el costo de esta etapa, en general resulta menor gue
los perjuicios gque causa un sistema implementadoc e

inadecuado por falta de una exploracidn suficiente de

alternativas.

*Supbngase que se desea resolver el problema
de transporte de una poblacibn. *Como dos posibles
clases de soluciones podrian considerarse: un siste-
ma de camiones y el Metro. Como primer etapa, en la
generacidn y evaluacidn de soluciones debendetermi-
narse las medida: de efectividad de un sistema repre-
sentativo de transporte por camidn y por Metro. Si
lag, couirespondientes al priwér sistema son sensible-
mente superiores al del segundo, todo el esfuerzo

porterior de andlisis debe concentrarse en el trans-—

O

Cre
P

*Determine la clase més promisoria

*Después explore soluciones dentro

de dicha clase ISR
(@ )‘J /’

*Trate de explorar el mayor nlimero

de alternativas econfmicamente jus

tificable o

*Problema: Sistema de transporte

*Posibles clases de solucibn:

camiones o Metro




porte por camidn, pero si resultan muy similares, se
r4 necesario seguir explorando alternativas dentro

de ambas clases.

*La exploracibn de alternativas necesita rea-
lizarse de manera ordenada y *observando la variacidn
gque sufren las medidas de efectividad al cambiar cier
tas caracteristicas del sistema a fin de seguir mane-
jando aquellas que afecten en forma m&s positiva las
medidas de efectividad. *En este paso es frecuente re

egrar cx/()
currir a técnicas de optimizacidn, stersdo entre las

m&s importantes, la programacién lineal y la diné&mica

(cap.6). *La técnica de programacidn lineal permite
encontrar para cierto tipo de modelos de sistemas los
parémetros que optimicen la medida de efectividad,
Lperamerror |
precisamente determinando aquellos' cuya variacién tie
ne mayor efecto sobre la medida de efectividad. *En
otro tipo de modelos de sistemas es necesario recurrir

a la técnica de optimizacibn, conocida con el nombre

de programaci®n din&mica (cap. €) a fin de encontrar

-

las alternativas con mejores medidas de efectividad.

O O

3 )

€6

g

*Explore ordenadamente, alternativas

*Observe la variacibn de las medidas
efec
de wizetividad

*Recurra a técnicas de optimizacidn ;§f
4

iD
cuando se requiera

*Técnica de optimizacidn: ¥

programacién lineal ~
*Técnica de optimizacidén: ¥
programacidn din&mica e



*La mayoria de los sistemas cuyo tamafio y com

plejidad requieren el empleoc de la metodologia vya ex

. ) #
puesta, deben cumplir con muy diverscs objetivoss s

ISl 11 e O DPrEoty Com P A f/.r/fﬂ,m::r Ol i3 (27 Seed O

*parssclds se eStablecen 14s medidas de efectividad,
*lagwotaies 3 se pueden reducir a la misma escala y ..
sumarse, es factible establecer una sola funcibén ob-
jetivo, per-kongwe.$l existe esta funcién fnica, se

puede emplear alguna de las técnicas de optimizacibn

/I’ f._;’/,}
del cap. 6 eown~ioroal-zerllega”a la mejor solucidn.
/el
También es {2} recurrir en estos casos a las técni

cas de costo-beneficio del cap. 7, donde a todos los

7/
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1.2.6 Toma de decisiones o seleccién‘.;
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*Los grandes sistemas cumplen con

objetivos diversos

/‘r:}

s

N

—

minan el grado de cumplimiento de

un objetivo

*Las medidas de efectividad deter- \

*Solo si las medidas de efectividad?

tienen la misma escala,

sola funcidn objetivo

i
i

existe una’

14



beneficios y costos se les da un valor monetario. *En
cualquiera de los casos en los que es posible estable-
cer una sola medida de efectividad que agrupe todés
los objetivos del sistema, la blsqueda de la "mejor"
solucidn es una operacidn meramente matemdtica que se
realiza en el paso de generacibn y evaluacidn de alter

nativas.

*Sin embargo, frecuentemente no es posible redu-
cir a la misma escala y sumar todas las medidas de
efectividad para obtener, empleando técnicas de optimi
zacién o anélisis de costo-beneficio, la solucidn més
adecuada. En estos casos hay que seleccionar las mejo
res alternativas, evaluando todas las medidas de efec-
tividad de cada alternativa, *para lo cual se requiere

aplicar a estas la teoria del valor a fin de decidir

entre las posibles alternativas. Las bases de la teo-
ria del valor se presentan en el cap. 7 y las de la

teoria de decisiones en el 2.

O O

~
=

*Con una sola funcibn
Objetivo:

seleccionar = optimizar

]

)
*Si la funcidn objetivo no es finica 7f~

hay que seleccionar la mejor alter

nativa

*Para seleccionar, debe conocerse: D)

teoria del valor

teoria de decisiones



O

O
*La fig 1.2.3 resume los diversos pasos del anéa- 73
784
lisis de sistemas, la metodologia bédsica requerida pa- fV
ra realizarlos y los capitulos donde se estudia esta
metodologia
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ﬁResumiendo, puede decirse ague el anflisis de

un sistera consta de diversas fases o etapas que

abarcan desde la planeacidn de programa, hasta el re-
tiro ¢ absolescencia del sistema, las cuales definen
los renglones de una matriz de actividades. Durante
cada etapa o fase se realiza una serie l1l6gica de pa-
sos cue definen las columnas de la matriz de activi-
dades aque aparece en la fig. 1.2.1. La secuencia de

solucién de problema de sistemas sigue precisamente
. o e P /J

la senelada: “empieza con la actividad definicién
del problema en la fase de planeacibén de programa y

termina con la seleccidn en la fase de retiro.

VOO
& /ﬂo/
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1.2.7 Morfologfa tridimensional ¥/ "
N

(/,{_,:7 /n2,-/

*Dado que la matriz de actividades de la pagipa. - " \:i,
.anterier incorpora (nicamente dos dimensiones del en- g
foque/d% sistemas, la tercera dirensidn (para la que
Halifg;dgone el grado de estructura formal de la pro-

-
fesiéﬁ) se incluye en la fig 1.2.4 ' 55?

1
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*Empleando esta morfologia pueden definirse ac *La morfologfa tridimensional define ¢
tividades especificas del anflisis de sistemas. actividades especificas
*Asi por ejemplo, la a?:}vidad azcg mostrada en la 25
IO
fig. 1.2.5 representa Y&etapa de andlisis de datos /13

(3er paso) en la fase de distribucidn (fase

PR
e s e T

5) en la

/ o /g __ T '_*———>-"""‘—) - - . .
ingenierfa}{ld; es decir, analizar la informacidn pa

ra determinar una adecuada politica de distribucidn

de un producto. k

__Z}].{,ll)("};’/'[w//:?
d

s /4/ 0/45(/’//)'/7
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o
,/'ﬂzxc’/:/ Lo Prr' DG o

.2.5 Actividad especifica en ingenieria
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*La actividag a434 Qque aparece en la fig.

Lo
¥ el modelo {paso 4) de PoOsibles
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1.2.¢ Actividag especifica en acriingg-
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*Antes de continuar, es recesario volver a sefia-
lar que el enfoque de sistemas, que tiene como meta es
tablecer una secuencia ldégica para.la solucidén de los
problemas en cada éase de an&lisis de un sistema com-
plejo, solamente es un complemento para el profesio-
nista en una rama en particular. El conocimiento de
.toda la metodologia del anélisis de sistemas, desde la
definicién del problema hasta la seleccidén, no Sgi sufi
cientey para resolver ninglin problema del mundo real.
Para resolver estos problemas se requiereqconocimientos

especificos de una rama de la ciencia o técnica y com-

plementarlos con la metodologia de sistemas.

*Es menester tener presente que la actividad pro-

(Lrep 420
fesional, seglin esta morfologia de Hall; cuenta con tres
dimensiones. El enfoque de sistemas solo se halla rela-
cionado con la dimensidn correspondiente a la secuencia
16gica (paso%, *por lo que para obtener resultados Gti-

les a la sociedad, es necesaric integrar las tres dimen

siones del problema, es decir, *dentro de una profesibn

O O

*En enfoque de sistemas es un comple ¢

mento

s

/ll.:,

*La actividad profesional tiene tres €2

dim2nsiones

[17

43
*Para obtener soluciones, deberid in-

tegrarse dichas dimensiones

*Dimensidn 1l: veriitidl profesién

O



O [Oh - O

<§imensi6n vertical) *aplicar el enfoque de siste- *Dimensibn 2: enfoque de sistemas
mas (dimensibn lb6gica) *a las diversas fases (di- *Dimensidn 3: etapa de andlisis

mensidn temporal) de un problema.

*Desafortunadamente es comin pensar que si _*El enfoque de sistemas por si mis 7
. 1O
se domina la metodologia del enfoque de sistemas, mo, no resuelve los problemas ,UQ

se puede resolver cualquier problema. Esta idea,
pcer las razones senaladas, es absolutamente inco-

rrecta




*El siguiente ejemplo ilustra la aplicacidn de
la metodologia de sistemas a la fase de desarrollo de

sistema de un problema de aprovechamiento hidr&ulico:

*El primer paso es definir el problema, o sea

planear el aprovechamiento de un rio para fines de

riego, generacién de energia y facilidades de recreo.

*Durante el paso de medicidn del sistema se pro

cede a establecer los objetivos del proyecto y a cuan
tificarlos, es decir, a fijar medidas de efectividad,
ademés de dar pesos relativos a los tres objetivos:
riego, generacidn y recreo, para lo cual conviene re-
cabar toda la informacidén relevante para el proyecto,
como puede ser el escurrimiento de la cuenca, las ca-
racteristicas geoldgicas de la misma, superficies de
cultivo que se pueden beneficiar o perjudicar por el
proyecto, ctc, y se determina la disponibilidad de ma

teriales de construccidn, vias de comunicacidén y mano

O O

1.2.8 Ejemplo B el

*Fagse de desarrollo en un aprovecha

miento hidré&ulico

*Definicidn del problema:

Aprovechamiento para riego, genera , -

cidn y recreo

*Medicidbn del sistema:

establecimiento de medidas de efec-
tividad y sus pesos relativos
Establecimiento de un ban€o de da-

tos

o
»

D
J



) O
de obra. En resumen, se establece el banco de datos
necesario para realizar el proyecto y poder evalvar
alternativas.

*Durante el tercer paso, el de an&lisis de datos,

se emplean los métodos de manejo de datos y se ordena

la informacidn obtenida anteriormente para deducir da-

tos de interés para el proyecto como podrian ser: es-

currimiento promedio de la cuenca, relaciones entre el
costo de materiales y posibles lugares de construccidn

de la presa, &res de riego afectadas, etc.

*En el cuarto paso, el de modelado de sistemas,

se procede al disefio de diferentes alternativas de apro
vechamiento, y se establecen los modelos para evaluar-
las tomando en cuenta factores técnicos, econbmicos, so

ciales y ecoldgicos.

*Posteriolnente se efectfa la sintgsis del siste-

ma, es deciry, que para las diversas alternativas posi-

-~

bles se determinan, empleando los modelos elaborados

Fg
*An&dlisis de datos:
Ordenamiento de la informacién y
obtencién de datos relevantes
124
* . He
Modelado del sistema
Didsefio de alternativas y modelado
de las mismas para evaluacidbn Jr-
Y
ey

*Sintesis de sistemas

Emplec de los modelos para obtener

medides de efectividad



anteriormente, las medidas de efectividad estableci-

das en el paso de medicidén del sistema.

*Como las medidas de efectividad en un proyec-
to de esta importancia dificilmente pueden reducirse
a un solo indice, es necesario proceder a la etapa de

toma de decisiones, paso en el cual se tomard la deci

sibn respecto a qué alternativa se debe implementar,
considerando todas las medidas de efectividad calcula

das previamente.

B

*Toma de decisiones

Decidir sobre el proyecto gque

be implementarse

d‘:,"‘
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*La mayoria de los grandes sistemas de interés
para el analista de sistemas constande muchas partes;
estén construidos por una gran variedad de materiales,
y los operan, durante varias décadas, bajo muy diver-

sas condiciones, miles de personas.

*El anélisis de sistemas, que en cualquier fase
se iniciajl con la descripcifén del mismo, tiene que ba-
sarse en la informacidn que se puede obtener acerca
del sistema. *La cantidad de informacién asociada a

sistemas de la complejidad citada, es enorme,
*tanto que para obtener de esta gran cantidad de datos

los relevantes para los diversos pasos del andlisis,
es necesario contar con técnicas especiales de organi-
zacibn y codificacibn, mediante las cuales se reduzca

el volumen de datos que se requiere tomar en cuenta pa

re los diversos pasos del andlisis sin perder precisidn

enn €] ecstudic,

o

N AV
’ () ) Y

A

e

N
P

1.3 Descripcidébn de Sistemas /

~,

!

RY

20

1.3.1 Introduccidn: _ /:fl/
w /%

sr

* Tienen mltiples partes
Estén formados por diver

Grandes .
SSOS materiales

Sistemas: -
Oy > an durante muchos anos

b. » distintas condiciones

Lo

\‘j(;.

*Primer paso: Descripcién

*Describir requiere gran cantidad de 93

informacién
Pl - - - » ~ (3
*Técnicas de codificacidn y organiza

cién de la informacién
”) :‘J
/\/\




*Para iniciar el primer paso del andlisis de
sistemas, el de descripcibn de un sistema, es necesa
rio definirlo adecuadamente. En las siguientes sec-
ciones se analizar& la naturaleza de la informacién
que se requiere para definir adecuadamente un siste-

ma.

*Un sistema puede estar inadecuadamente descri
to cuando se conocen sus partes o subsistemas, pero
se desconoce la interaccidén entre ellas. También es
factible que se haya entendido el funcionamiento del
sistema para un periodo determinado, pero se ignoren
los cambios que sus caracteristicas sufren con el

tiempo.

*Otro aspecto importante de la ingenieria de
sistemas es el reconocimiento de similitudes entre
las caracteristicas de diversos sistemas o subsiste-
mas, gque permite analizar diversos tipos de sistemas

empleando la misma metodologia.

O |

*Para describir el sistema hay que 570

definirlo

/G

G-
- 3 -J9
*La descripcidn de un sistema es uaa

inadecuada si:&)se desconoce la inte-
. L),
raccibn entre partesyse ignoran los

cambios en el tiempo

32

*Reconocimiento de similitudes impli

ca menos métodos particulares

— s’
/136
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*Es posible, por ejemplo, utilizar la teoria de
ecuaciones diferenciales (una metodologia matemltica)
para analizar el comportamiento dinémico de sistemas
eléctricos, térmicos, hidr&ulicos y meclnicos entre

otros (ref. 3)

*En este capitulo se analizarédn las prineipales
caracteristicas de los sistemas que permiten identifi

car las diferencias y similitudes entre los sistemas.

*Chesput (ref. 3) establece que los requerimien
tos bésicos de informacidén para un sistema son: es-—
tructura, caracteristicas distintivas, magnitud, pro-
babilidad y tiempo. En este capitulo se seguiré de
cerca el articulo citado de Chesput y la obra de Van

Court Hare (refs, 1 y S,) .

*Puede definirse como estructura de un sistema
a la relacibén de sus partes entre si: *estas relacio

nes pucden ser de espacio, tienpo, jerarguia, propie

dades 1b6gicas o _de toma de decisiones.

. . Ly
*Ecuaciones Sistemas
diferenciales mecénicos /27
sirven para eléctricos
analizar hidré&ulicos
térmicos
econbémicos
3 » - - - - Jo ,z
*Identificacién de similitudes y ,
. . /5%
diferencias
‘o3
*Requerimientos Estructura
. . Caracteristicas ;
de informacidbn R A
€ distintivas /—/
sobre : magnitud
probabilidad
tiempo
-
/-
1.3.2 Estructura oy
,/(1:5‘:
*Relacidn entre partes = Estructure
Sy
A(l‘;
*Relaciones de: espacio
tiempo

jerarauia
propiedades lbgicas
toma de decisiones




*Como se senald en la seccibn 1.2, antes de ini
ciar el andlisis de un sistema es necesario fijar con
claridad cu&l es el objetivo de dicho anélisis, ya
que la descripcidn de la estructura del mismo depende
del objeto del anflisis. Un ejemplo servird para
aclarar ideas: *La fig. 1.3.1 muestra dos ciudades
de un municipio y las carreteras federales que las co
nectan con los municipios adyacentes; la descripcidn
gré&fica del sistema "el municipio" puede ser adecuada

si el objetivo del estudio es un andlisis del sistema

de transporte del municipio.

*Sin embargo, si el objetivo del estudio es la determi

&

nacién de una politica de aprovechamiento forestal, el
mapa de la fig. 1.3.2, o una combinacibén de ambos es

mas adecuada.

/-0

*Descripcidn de la estructura depende/oé

del objetivo del anélisis

) ' Jon
7.
Fig. 1.3.1 Modelo para un estudio de
transporte
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Fig. 1.3.2 Modelo para un estudio de

aprovechamiento forestal

O
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-Rs;q:nﬁ%j;iﬁ, +Ademés depende del grado de precisidn
o detalle con que se quiere llevar a cabo el an&li-
sis, la informacidén que debe contener la representa-
cibn del sistema. Asi por ejemplo, para un estudio
de aprovechamiento forestal, puede ser indispensable

incluir en el mapa de la figura edad promedio de los

&rboles, su densidad y alguna otra informacidn adicio

nal.

*Para otro tipo de estudios relacionados con el

"municipio" puede requerirse el empleo de representa-

ciones que no tengan similitud con la geografia del
s

municipio como g0 el caso de una tabla con el niimero

de habitantes de cada edad dentro del municipio para

un estudio demogrédfico del mismo.

En resumen, puede decirse gque las posibles des
cripciones de un sistema son midltiples, igual que el
grado de detalle de las mismas. Estas descripciones

dependen del objetivo del andlisis y de la precisidn

con que desea llevarse a cabo. *Existe, sobre todo

O

,
/4

feoy

*La representacibén del sistema depende

del nivel de precisidn deseado

e

470

*Para un estudio demogri&fico reguiere

tabla de edades (no tiene similitud)

*Evite exceso de detalles

1ii



en analistas de sistemas sin experiencia, la propen-
sién a incluir en las descripciones de un sistema el
mayor nfimero posible de informacién sin tomar en
cuenta cudl es el objetivo del andlisis. Esto produ
ce presentaciones tan plagadas de detalles, que re-
sultan en general indtiles para los propbésitos del
estudio.

Como suele decirse "por ver los &rboles no

se ve el bosgue". -

Otra fase inicial importante en el analisis de
un sistema es la determinacidn de las fronteras del
mismo. *Como ninglin sistema esta totalmente aislado,
mientras no se fijen sus fronteras se corre el peli-
gro de definir uno demasiado grande para los propdsi
tos del estudio, o un sistema gque resulta en ocasio-

/ -
[ zpelizs
nes imposible o demasiado costoso/en comparacidn con

los bencficios gue se espera obtener del anédlisis

La frontera del sistema separa los elementos
cuvea eziiuctura se desea conocer de aquellos que(ig

L 4 <

1.3.3 Fronteras
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?ig. 1.3.3 Frontera



se tomaran en cuenta en el estudio. También define
qué variables serdn analizadas y cuéles consideradas
como datos. *Por ejemplo, si se quiere analizar el
sistema econbmico de México, es necesario fijar una
frontera. E1l funcionamiento de la economia nacional
depende no solamente de factores internos, sino ex-
sy nc -
ternos; por lo que &©in0 se delimita una frontera pa-
ra el sistema, se terminaria teniendo que describir
y posteriormente modelar no (inicamente la economia
del pais, sino de todas las naciones con las que rea
liza transacciones mercantiles o financieras, es de-

cir, del mundo entero; o sea, se llegaria a un siste

ma de dimensiones extremadamente grandes.

*Una vez fijada la frontera del sistema, puede
procederse a analizar la estructura del mismo. Con-
viene empezar por entender cufles son sus partes prin

cipales y sus interacciones més importantes. *Para

mostrar la estructura, se recurre en deneral a repre-
scntaciones gréfi-as. *En este paso del anélisis del

sistemn, se evita entrar en cdetalles y sc ponc énfasia

4 O

/\7/'/)/ pY /&(‘/OW 0

L7

~
Fig. 1.3.4 Posible frontera para un
modelo econdmico
*¥1¢ Fijar frontera
2? determinar estructuras
/0
*Representacidn grafica de la estruc-
tura
*Fn la represcntacidn evite exceso de

dectalles




*n las interacciones de las diversas partes o sub-
sistemas dcl mismo y no en variables especificas o
en sus relaciones funcionales o en caracteristicas
de parémetros. Durante esta etapa, en general pue-
de obtenerse una visidén global del sistema muy Gtil

para el an8lisis posterior.

En la siguiente seccidén se estudiard una for-

i

ma de descripcibn de un sistema: la de diagramds

de bloque y diagramas de senalges.

Los diagramas de bloque y de sehales son auxi-
liares muy importantes no solc durante esta fase, si

no también en etapas posteriores del estudio.

Para representar la transformacifén de una va-
riable en otra, es decir, una relacidén entrada-sali-
da, suelen emplearse dos tipcs c¢e simbholos: los blo
"

[Tl Rk el

bt

TS O COhaEs no2oTas v

5 i g ) rerar de flujo de scha-

T o

.

~y

*Inicie poniendo énfasis en las

interconexiones

L
.Y T (],'/// e e
g7)/ s 7 4

1.3.4 Seﬁaies de bloque y sehales
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'

les. *La fig. 1.3.5 muestra un bloque o caja negra,

< S -

representar)

el cual 'en un proceso productivofbuede

una {&8brica. Las senales de entrada son los insumos

del proceso, o sea capital, mano de obra y materiales,
las de salida son los productos elaborados en la fébri
la transformacidn es una

ca. En este caso particular,

funcibén de produccibn (este tipo de relacibdn entrada-

salida se estudiaré en el capituloeﬁ). Si el sistema

en estudio es un circuito eléctrico, las sefiales de

entrada son las funciones de excitacidn; las de salida

las diversas respuestas (tensiones y corrientes de las
ramas), y la relacidén entrada-salida una matriz de fun

ciones de transferencia (ref. 3)

*La transformacidén de una variable en otra en un
sistema, también puede representarse mediante diagramas

de flujo de senales (fig. 1.3.6), en las que los extre-

mos del segmento dirigido corresponden a actividades o

schales especificas. “La transforinacién se realiza en

la direccidn de la fecha; es decir, la sehal de salida,

asociada a la punta del segmento, es igual a la senal

sometida

de entrada, asociada al origen del segmento, vy

5”76//7(/4
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1.3.5 Diagrama de Bloques

* Transformacidn
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Fig. 1.3.6 Diagrama de flujo de sefiales
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a la transformacibn asociada al segmento. Igual rela
cibén es vélida en los diagramas de bloque. *Simboli-

camente pllede escribirse:

Los diagramas de flujo también se emplean en

los sistemas #con transicién de estado que se estudia

- . ) . . . - .
rédn posteriormente. En un anflisis de sistema econdmi --

co, la senal de entrada puede ser el ingreso disponi-
ble por familia, Y, y la de salida el consumo genera-
do por este ingreso, C. *La transformaci®n serid la
ecuacién que relacione a la variable de entrada (insu
mo o variable independiente), el ingreso, Y,

*con la variable de salida (producto o variable depen
diente), el consumo, C, lo cual puede ser una relacidn

del tipo:

*

Dicha relacidn indica que el consumo C depende
linealmente del ingreso Y y *cel consumo en el periodo

anterior, es decir C_1

O O

*SALIDA TRANSFORMACION

S = T._-—(E)

~* Y¢ingreso dispcnible

C?rconsumo

*Variable de entrada

I

insumo

1
Variablé\independiente

*Variable de salida

il

Producto

1}
Variable dependiente

*C = a Y + b(Cn:l)

(ENT'RADAL)

*Consumo en el periodo anterior

€1

O

Izl

/L

et

?z27c
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S 10

*Tanto [:' el bloque como el segmento dirigido de Cars NG
' £ | T s i
la fig. 1.3.7 representan una transformacién que puede - 7 - be?
Fom 7 g

. s . X . -
considerarse como una caja negra, O sea una agrupacidn ¥ :

de detalle, la cual se selecciond por no ser necesario

—_— 2 Ca.\cs P YO
P Iﬂ ‘° i 4 ‘LX ) N (\\ ~
incluir mayor detalle en el anélisis, o por imposibili |

\s

dad de llegar £731233 a profundizar més.*La relacidn en-,;- *Caja negra / 128

tre el consumo C y el ingreso Y representa uﬁa agrupa—lk implica agrupacidn de detalles

cidn muy grande de detalles. FEs ficil encontrar mu- R
/i &

-~
a

chas variables adicionales que determinan el consumo
C; en lugar de considerar al consumidor como un ser

biolégico con todos los detalles fisioldgicos y psico

e
1l6gicos que sobre su comportamiento se conocen, el mo =X L \T/

cCzavr 4b(
delo expuesto C = a¥Y + bC__l lo considera como una ca-
ja negra o un dispositivo al que entra la variable in /¥7b Oé?/g

S
greso Y, que tiene memoria y recuerda lo que consumid o
- . Gl .-f”f";';;\;

el periodo anterior, es decir C_l y del que sale la J {

variable C. Para un modelo econométrico este grado de
detalle es el adecuado. Para otros fines, es necesa-

rio recurrir a clras descripciones del modelo.




*Tanto en representaciones gr&ficas que emplecn

L.,U" 0n\l)'¢ [ RN f\*"‘(rc-r‘/\..,)J

bloques como en 16sVde flujo, las transformaciones se

consideran estables. La transformacidn operard en el

futuro como ha actuado hasta el presente, o sea inva-

riable en el tiempo)

la ﬁqyoria de los sistemas de interes para el

anctictas estan {formados por caiferent

0
s
’_I

terconectades entre si.kesulta -

conouer Lejo que condiciones es

K¢
6]
wn
l‘

tce sistemas interconectando cii

(D

entes blocues.

*I,a representacibn de varios subsistemas inter-
conectados entre si con ayudade diagramas de bloque o

de flujo de sechales, solamente puede realizarse si

las transformaciones que los diversos subsistemas rea

lizan sobre las sefiales son independientes; es decir,

la transformacidén que un subsistema realiza en las va

riables asociadas a &1, no cambia por la conexibén en-

tre subsistemas. ILa fig. 1.3.9 ilustra esta idea.

A/ como s lestrs L /da 73 8

es subsistemas in~
tanto importeonte

ivle representer es”

4’{ /)w’ = ’/J =
£ T AE
e 7 ]
..A().—:.',)-——'/j.—’j"?
e R
——r 7 f"'
o fro o,
Fwl 7 QL /2.5
,__._.__.ml 7' g
"
Fig. 1.3.8 Transformacicnes estables
e
- 5 é‘ ,;l\
E-/ - '2- |>..';_ /
— 7, &
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._f./br— 7// ~~»’b=——~—-—r 72 4 r-—-w--r:,,_
I — _
7' =7
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YFig. 1.3.9 Transformaciones que no

interaccionar
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*Al ¢ombinar transformaciones, las-entradas'y

2 e

salidas deben ser compatlbles.

'

’
s . w

t wt 0

! T ! s
*Supéncase qUé eh un diagrama, el bloque 1 représeh—

ta a la 1ndustr1a de fertlllzantes, el bloque 2 al

i
i 2 . s

,_secLor agricola que cultlva trlgo Yy el 3 a ]a 1ndus—

tria mollnera. Una conexion de estos bloques de en—

¢ B Y

tradas-salidas compatibles se nwuestra en 1a fig.

1.3.10: La salida del blogue 1 (fertilizantes) eéntra

al 2; y la salidd de este (trigo) entra &l blégie 3.
Una conexidn asi §& conote con el nomb¥e de Gonexidhn
séerie. La misma figura miiéstra Eambiéh ése tipo de

conexidn; usando uh diddgrama dé flujo dé sehales.

- L. ,"'v"‘

*Conekidn dé subsistemas o bléques,

finicaméente con sehales compatibles .

/£ p.// /2,,/// <3
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‘Fig: 1.3.10

CéneXibn en serie




*En este tipo de conexién, la relacidn entre
insumo y productos puede representarse simb8licamen-
te conforme la fig. 1.3.11 y combinando estas tres
relaciones como: (es decir, los n bloques en serie

que representan transformaciones Tf T, ... T son
e n

equivalentes a un solo bloque que realiza la trans-

formacidn

*Un simbolo auxiliar en diagramas de bloque
es el punto de suma (o resta) que aparece en la fig.
1.3.12. En este simbolo, la variable que sale del
punto es igual a la suma algebraica de las senales

que entran, es decir:

No debe olvidarse e] signo en las sehales de en
trada. Esta misma operacibén, erpleando diagramas de

flujo de sehales, se repvensentsz usando ¢l simbolo que

O

:ﬁ;r:ciiin la perie infers;or Ce la fig., 1.3.17

Fig.

t

Fig.

2

;S

bl 7
v

1.3.11 Transformacidn equivalente

de n bloques o subsistemas

en serie

-,

-
Frp— ,-:.l.--—-wm&—rp‘-_)zf'j 5
+!),;?f
3 .17‘3—» Punto de suma

k.,
1

O



*La conexibn de subsistemas, utilizando diagra
mas de blogue que aparecen en la fig. 1.2.12 se cono

ce con el nombre de conexibn en paralelo.

P s . G -

Tenlendo presenLe las propledades del punto de

ae

Csuma, entre las varlables que aparecen en 1as coné' o

nes en paralelo en esa figura, existen las relaciones

siguientes:

! .
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A TR
R e N Ty
N -2
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S =T+ T, E)

S = (T) + T, (B)

i Fig. 1.3.12 Conexiones en paralelo
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*de lo aue se deduce que varios subsistecmas conecta-
dos en paralelo realizan sobre la variable de entra-
da una transformacibn, equivalentc a la suma de las

transformaciones de cada uno de los subhsistemas, tal

como ilustia la fig. 1.3.1%/

*Fn la fig. 1.3.14 se presenta esa conexibén em-

pleando diagramas de flujo de senales.

ML T 0 RN
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Fig. 1.3.14 Conexién en paralelo
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*En resumen, debe recordarse gue por conexibn-

serie, se entiende una conexidn donde la salida de

un sistema esté& conectado a la entrada del siguien-

te, como muestra la fig. 1.3.1%5

)7

*En la conexibdn en paralelo, los subsistemas

conectados de esta forma tienen todos la misma en-

trada, como se indica en la fig. 1.3.1%

Otra estructura que coi frecuencia sc encueu-

tra en sistemas es la retroslimentacidn. *Se dice queg s

presenta ret ~"alincntacidn en un sistera, si la salida

G un cubocicelemas acila sohre lz entrede.

1
. “
~

e e = e L
A - E‘ e
A 5= Yo
—gs

= P/ 0 el L
= sz

“\’ :. _.A ‘» o - A}»S .

Fig. 1.3.15 Conexidn en serie
s =T
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P
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Fig. 1.3.17 Conexidén en paralelo

1.3.5 Agrupaciones abiertas y rea-

limentadas

*T.a salida actfia sobre la entrada

en un sistema retroalimentado

2 e
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*Considérese un sistema de control de temperatu

ra de un cuarto. La sehal de salida es la temperatu-

ra, T, del cuarto. L//

*La senal que hace funcionar al aire acondicionado

es la diferencia de temperatura entre la temperatura

——

deseada, Té' y la real del cuarto o senal de salida, ;-
=2

es decir, T& - Tc. Empleando los diagramas de la
seccibén anterior, esta relacidn puede presentarse co

mo lo muestra la fig. 1.3.3

No solamente en sistemas de control, como el
que acabha de mencionarse, se presenta este fendmeno.
. . te
En procesos econdmicos también es frecueneia; un

ejemplo al respecto se incluye en la siguiente sec-

cidén.

T/ 70n e
/(-:‘-’ e ‘\‘\‘[\’/C o i /e
T e } 2t 3 < ’ 11 (] - o
Gvis o . ,
ol cih
: N - !
5 |
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: ]
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/‘:/ +'/l \\. (:'/ T O }
pu— - - ":Nk..\ B }u-«:,w ez e ' )
- h | f
e )
o , s
3&’*7@/ ',/;‘—L O e ,_:q,"',{ s T

Fig. 1.3.1% Sistema retroalimentado .-,
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*En la fig. 1.3.19 aparece representado el
sistema retzoalimentado descrito, empleando diagra-

mas de bloque y de flujo.

*En sistemas de cbémputo, el contador de un pro'

AT

O e

ceso de célculo tieme su operacidn en una realimenta

cibén. El diagrama de la fig. 1.3.28 ejemplifica un

proceso de célFulo en el que una cantidad se acumula

hasta llegar a 10 OOOp Sluwem Taigoe, F}\el capitulo D

correspondlente al procesamlento de 1nformac16n se

estudia este tlpO de dJagramas con mayor deLalle.

1 -

*Cuando se presenta retrodlimentacién en 'un
sistema, pueden existir fendrmends de inestabilidad.
Esta es una razdn por.la cuc es importante detectar

-

la presarcic Ce retroalimentscidn en sistemas,

RPN e
s Aran— .
\{/ A9 n;(w/v .

-I;] i [%"’//()0 o e ("/,/‘/ 59/,?5'//7/////10
O ¢

178

,Fig. 1.3.19 Sistema retxzsalimentado
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*Un -sistema realimentado puede ser

inestable

I8 ;5
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*De una manera informal es factible afirmar que un
sistema es inestable si la senal de salida del mismo
es, en algfin momento de magnitud ilimitada cuando la
senal de entrada tiene una magnitud limitada, como

ilustra la fig. 1.3.2|
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En muchos sistemas existen elementos cuys fun-
cidén es tomar una decisibén. A continuacibn se men-

cionan dos ejemplos de esta funcidn en sistemas.

La parte superior de la fig. 1.3.21 muestra el
contador @e un sistema de cdlculo; consiste en un ele
mento con ldégica, ya que dependiendo del valor de la

suma, el proceso se repite o termina.

El punto de suma en un sistema retroalimentado,
mostrado en la parte inferior de la fig. 1.3.2%.deter
mina el funcionamiento del mismo. Si en el caso del
acondicionamiento de aire, la temperatura deseada es
mayor gue la actual, el sistema debe calentar; si es

menor, debe enfriar. Esto constituye una decisidn

1l6gica.

R
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. s 10700
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!
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Fig. 1.3.2% Sistemas con l6gica
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1.3.7 Transformacic ‘es con atraso /5o
En la mayoria de las transformeciones que se
presentan en ingenieria de sistemas se presentan fe- 7
némen{s de atraso. *Asi, por ejemplo, en una f&bri-
ca que transforma ciertos productos semielaborados ‘472§f7n00 nﬁl?wyrQWWHW?
en otros méds elaborados, esto se realiza con atraso; éz:9j;;;;aawof
el producto elaborado sale del proceso de manufactu- ‘{: f{?ﬁ°{,ﬁtﬁg;f;;?¥pq w
£ o fe ;

ra tiempo después de que entran al proceso las mate-
rias primas o sea que el cambio de materia prima a

producto elaborado no es instanténeo, como iluscra Fig. 1.3.%3 Transformacidn con atraso

la fig. 1.3.22 i

/ E -
Se sefiald que la actividad de consumo puede ii: ﬂ /e
i "i:ﬁtg ,«} K"(\" (65 E

ser representada mediante la ecuacibdn que aparece al

pie de la fig. 1.3.2}/ V,[
! Q_ "b

aY+b(C., o

SR § St S
* a 14z .. ) - i
Empleando un diagrama de blooue esta relacidén . | g(:-t %,; C §
- O [Q
se representa conforme le Tig. 1.3.237 T lww:-f !
, . .

»

1

Fig. 1.3.24’Representaci6n de la re-
lacién de consumo

O Q ' ‘;;CJ: a Y+ he <1 O o

— -1 _/



A continuacidn se ilustrari como se traza el
diagrama de bloque de un sistema, a2 partir de la des

cripcidén verbal del mismo.

Ilustre con un diagrama de blogues las siguien

.

Pl

7 [P

tes transacciones econdmicas.

~
i
’

La industria de fertilizantes de un municipio

»

¢

obtiene sus insumos de otros municipios. El 20% de
sus productos se venden en otros nunicipios, el 30%

lo emplean los campos de maiz y el 50% en los-campos

1

de trigo. La .industria de alimentos para ganado con
sume el 20% de la cosecha' de maiz y el 30% de la co-

secha de trigo. El 50% del maiz se consume en los

1

molinos de nixtamal y 30% restarte de la cosecha de

maiz se vende fuera del ﬁuﬁicipio.; El 40% del trigo:
4 { ~ .

i LN
se consure en los molinos de trico del municipio-y
P .

el 30% 1rcstante se’vend? fucre.

*La fig. 1.3.2{ muestra el diagrama de bloques
. ’ - A o
Ade estacs transacciones de mercancias.,

Ejemplo 1.3.a

v

gl
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*Muchos sistemas pueden describirse mediante
variables discretas en lugar de contfnuas.%Estos ca-
sos se presentan cuando los resultados de la toma de
una decisibén o una transformacibén son nfimeros ente-
de un atributo

ros, O cuando la ausencia o presencia

se¢ emplea para describir el resultado de una accién.
*Pueden encontrarse muchas situaciones que solamente
pueden describirse mediante nfimeros enteros. *Por

ejemplo, en el estudio del sistema de atencibn de

clientes en un banco, la gente que espera (un atribu

to muy importante del sistema) es un nfimero siempre
S et

€ g T

entero‘representa un estado del sistema.(y$?-7434&€7 ’SS

e ¢

!\\

v
\3

~

1.3.8 Sistemas discretos ST
21
iy

=

*Son muy frecuentes N
by

*Sus variables son nfimeros enteros ' 7/

/
/Y

*Ejemplos de sistemas discretos 7J) G

*

o L) 12.15
\‘ 0 \/
>y

— L

—
R

ES7A1 DO
TRES ELSAERAN Dy

Téi;\\\\\\\
AN
Fig. 1.3.25 Atencidn a clientes en

un banco.




(€71 / :
*silun determinado intervalo de tiernpo se atien
de 1 gente, pero llegan otras 2, se tiene un cambhio o
W
// /\) 710787 €0
s /5~

transicidn de estado.(Q/z?. f%%f;?)

/"'://’J'/ \ 3
Y g SSTADO .

\ -
TRAS S/
; PLLECAN wf SE& SLS AL

) = 4.

Fig. 1.3.2§¢ Transicién de estado

*Debido a esta transicibn de estado, el sistema
a cambiado de un sistema con N clientes esperando a <::\\§77f)

A VR
un sistema con N+2-1 esperando.cygf'/{d-/jy

D
IO
Y
~—EN )
.
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LN >
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)( TRy . | |
- Muevo Estado =
/7) Estado anterior + transicibn
3 + 1 /)
—

<:> Fig. 1.3.27 Nuevo estado <:> ‘
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*Otro ejemplo de sistema con estados discretos *
es la iluminacién de un cuarto que puede estar pren- ”"”‘m‘i:f”
dida o apagada, como ilustra la fig. 1.3.29 — . f///
fec;
i
— 5 ——— e
19 A PLLESDI D2 ALGE AL o
Fig. 1.3.2§ Ejemplo de sistema con
dos estados
Debe mencionarse que todo sistema con variables
- . / .
continuas puede discretizarse. *Para la solucidén de *Todo sistema continuo puede ?/
/77
e
problemas relacionados con sistemas, se emplea cada &\ discretizarse £

cevif.’ 2 mas frecuencia la computadora digital. Si el sis
tema es de variables constinuas, es necesario primero

discretizarlo a fin de analizerlo mediante la computa

dora digital. En el capftulo %)relativo al procesa-
miento de la informacidn, se tratar& el problema de

discretizacidn de sistemas continuvos.
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En sistemas del tipo diysc:iiad, en general inte

resa conocer cbmo se realiza la transicidn de un es-

tado al siguiente.

*Dicha transicidén puede ser deterministica o

probabilistica.

*Unos ejemplos servirén para ilustrar estos concep-
tos: La fig. 1.3.260 muestra un contador de tres vuel
tas en el cual cada vuelta del eje $e hace avanzar &n
nGmero al contador, y al llegar a la cuarta vuelta re
gresa a uno. El movimiento puede representarse me-
diante un'diagrama de flujo donde el nfimero 1, asocia
do a los segmentos dirigidos, indica que las transi-
ciones del estado 1 al 2 al 3 al 1 al 2 ... se reali-
za con probabilidad 1, es decir, siempre pasa el sis-
tema de un estado al otro en el orden senalado. La
misma informacibn sobre la transicibn de estado puede
tarnbién suministrarse empleando la matriz mostrada en

29

la fig. 1.3.)

O O

*Pransiciones deterministicas o X3
- . //.()(,'

probabilisticas
463
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Fig. 1.3.25 Sistema con transicidn
(Y4

de estado deterministica
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* L
Considérese ahora un problema de mercadotecnia:
Auna persona puede o0 no ser un cliente,

Asi que as6-

ciese 0 y 1 a estas dos posibilidades.

. /4
n la fig. 1.3.3ﬁ_los segmentos dirigidos y los nlme-
ros asociados a ellos indican la direccibn de la tran-

sicidén de estado y la probabilidad con que esta se pre

senta. Asi por ejemplo, un cliente (estado 0) con
0.06 de probabiylidad pasa a no ser cliente (estado 1),

y con 0.94 de probabilidad seguird en el estado 0, es

decir, siendo cliente (/?73 /23l pﬂr¥é )/7/;//6/,)

*on los Gltimos dos ejemplos figs. 1.3.30, 1.3.31
se ilustra el empleo de diagramas de flujo de sehales
para mostrar los cambios de estado en sistemas discre-
tos. Si el sistema es discreto como en el caso del
contador, los nodos corresponden a los estados de sis-
tema y el segmento dirigido indica la transicidén de es

tado. El nfimero asociado al segmento énh un sistema de

terministico es la unidad, es decir, el sistema tiene

-y

ok

* Problema de mercadotecnia T?q<
Arstado Descripcién

0 ser cliente

1 no ser cliente
* 2.0¢ Jo/~

d-&g’g_/_é_‘_. /D/‘q___éc;’ r,{/(eoéc/ o ‘,/’.’.{’J:Ju“

7

— “N){J PIAN S 451
xz CLIEMTE D Me SER
CLiEw7E

O. 94 ol pre éc?é/.gf AR
A se gt SICEAo o 0 o)

Fig. 1.3.3ﬁ Sistema con transicidn

de estado probabilistico
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una probabilidad 1, que significa "siempre", de pasar
de un estado a otro. En sistemas probabilisticos, el Qﬁ N /&f

nGmero asociado al segmento indica la probabilidad d

del cambio de estado. /I/ﬁ 4 3.3 2)

*Asi por ejemplo, el diagrama muestra que el sis "

tema tiene un 0.96 de probabilidad de permanecer en el

estado 1.

Probabilidad de permanecer en el

estado 1
*Tanrbién pueden emplearse mat;{pgi,para mostrar * 1¢8

la transicibn de un estado a OQ?Z? §}~;ijsistema es A
deterministico como el contador, los elementos de la Tz}‘j%’fj"sf
matriz son unitarios. Si es probabilistico, entonces DE %é%q:%:;;3:7
los elementos de la matriz son probabilidades. En re e
sumen, pueden emplggrse diagramas de flujo o de sena- A
les o matrices para indicar los cambios de estado. vnwyfqiiii. 11M4

o 2 0.94. 0.08

1 Joeu’ 0t6,

\ Fig. 1.3.33 Empleo de matrices para

mostrar transicioncs de

(:) (:) | estado <:)
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1.3.9 Diagramas de decisibn 0o

*Existen mGltiples actividades de carécter
secuencial y discreto en las cuales un evento tiene K

. — P 4
dos o mds alternativas. //%/g, /oo 7/)

/ ///’“ i,
/ / Fig. 1.3.3$/Sistema con eventos de

[
( \\\\\\\_ alternativa mGltiple

I
*Asi, por ejemplo, en el caso del problema de merca ) =z ‘ .
- . 2
dotecnia, un cliente (estado 0) puede seguir siendo ’ SELLIL
'é N
ey
un cliente (seguir en el estado 0),*o dejar de ser- | O SIEN O
{ ’ CLIEMTE
lo (pasar al estado 1).
\\‘f

5] ¥O)

~N <
° . // o
- E

e L

)




*El evento, la accibdn de entrar una persona
a la tienda, tiene dos alternativas: una permanen
cia en el estado de "cliente" o un cambio al esta-

do de noc cliente.

*Dichos cambios de estado como respuesta a

una accidn, pueden también representarse en un arbol

de transiciones. El nGmero asociado a los segmentos

de recta indica la probabilidad del cambio; obsérve-
se que la suma de probabilidades correspondientes a

los posibles cambios desde un estado es igual a la

=2
unidad. [/ #/< /. 3. .fr)

EVENYO:

Accibn de la persona

1.

2.

ET# /

V7

Fig.

AITTRNATIVAS
Permanecer en estado presente

Cambioc de estado

e 1
e , AT ERIELLL

1.3.34 Arbol de decisiones
después de la ler.

accidn

i
)
-t

NS

0
'

N~



C

*Si se realiza una segunda accibn "visita a la * L
tienda", el &rbol de transiciones adquiere "ra- 2 /’/
‘ )
nas" adicionales. [/~
e
o / Pt
S v
e

- b
R

T~ -, - -
ao 7 L0008 C»‘:»}»

Fio. 21.3.37 nrbe




*Si se designa con Pa la probabilidad de pa

b
sar del estado "a" al estado "b", se puede estable

cer para este sistema:

*y la siguiente matriz de probabilidades de transi-

cibn de estado, empleando esta matriz, debe hacer-

se notar que las anteriores relaciones implican cue

VA
la suma de probabilidades en cada rengldn es nu¥a.

Empleando el &rbol de transiciones, pueden re

solverse algunos problemas de interés, como el que

se sehala a continuacibn.

*Sea Pa, Pi las probabilidades de que el sis
tema (la persona) esté& inicialmente (antes de en-
trar en la tienda) en los estados 0 y 1 respectiva

mente.

o | bl Z
-\ /j
CL “o.ox F%lg el
OF | |l T
O
| Poo | Pu 4.
*Probabilidad de estar en: Yy
PB Estado 0 (ser cliente)
Pi Estado 1 (no ser cliente)



0 | -0

[} [

*Considerando P0 y Pl como componentes de un

vector qgue se conoce con el nombre de vector de es-

tado, en este caso vector de estado inicial. Se de

signard (P,', P;') al vector de estado correspon-
diente a la primera etapa, es decir, después de la
primera accidn, que en este caso consiste en entrar
a la tienda. *Como resultado de la primera accidn
el sistema pasa del estado inicial (P2, P?) al es-

tado (PO', P.").

1

Noétese gue siempre se tiene:

*Es decir, la suma de componentes del vector

de estado es igual a la unidad.

*En una etapa determinada, el sistema puede
hallarse en €l estado 0 0 1. No existe ningdé otra
posibilidad. Ademds, como el sistema no puede es-
tar simultédneamente en los dos estados, se trata

de eventos mutuamente exclusivos y también exhaus-

tivos, ya que cubren todas lasg posibilidades, de

* (Pa, Pi) Vector de estado inicjial

(Pa', P.') Vector de estado en la

1

la. etapa

AL I
; ,

PO W)

*(pg, P}) __Accibn .. (', P,") B3

estado

inicial

e 3 0 1
estado en la

la. etapa

* Suma de componentes del vector

de estado =

* 0 Yy

/

1

1 A3

‘son estados mutuamente exhaustivos

s l’
i ;
SO



ahi gue PO + P1 = 1.
*A continuacibén se determinaréd el estado en
la primer etapa, (Pb,, Pi.), si se conoce el estado

inicial y la matriz de transicién.

*Para que el sistema en la primera etapa se

!
encuentre en el estado PO' pueden haberse presenta

do dos situaciones:

1. El sistema se halle inicialmente en estado

o
0, evento que tiene una probabilidad de P0

y que se hubiese presentado una transicibn
de 0 a 0, accidn que tiene una probabilidad

de presentarse de POO'

2. El sistema se encuentre injcialmente en es--

e
1

sentado una transicidn de 1 a 0 (prchabili-

tado 1 (probabilidad P.) y se hubiese pre-

dad plo).

O O

Problema:

Encontrar el estado en la la.
etapa

Datos:
Matriz de transicibn

estado inicial
*Acciones que llevan al estado

o -
0@ Fio FIna (
R ndal

10

o

!

~
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*Ppllcando la meto?olocia bdsica del célculo
(75nrec ),
de probabllldades'se ‘tiene:

*Empleando notacién matricial, las relaciones

anteriores quedan:

*Es decir:

*En otro tipo de problemas también se emplean
los diagramas de decisiones o &rboles de transicio-
nes como se verd, al respecto, al estudiar proble-
mas de asignacién de recursos en programacidn dind-

\\C sreain e &
mlca“fcomo”nnﬁvg enplo, de..aplicacibn.de. da..progra-

//ﬁaoiénmdinémicaymse=cstudiarén os:diagramas -dese
7

cuencia .en.el tiempo..o .LPECT.en—elcaplitalo~6y ‘ya

S

cue csios Clagrawmcs son wuy Gtiles en el anfélicis

de operaciones y en la plancacibén de la produccidn.

* Estado siguiente =
estado anterior

matriz de transicidén
B
* Ejemplos de aplicacibén de &rboles
de decisiones; Q’Q'
Asignacidén de recursos




*Otra configuracidén importante que se emplea

con frecuencia en procesos de toma de decisiones,
N
[ R

organizaciones y equipo es la/jerarcufia o de nive-

les mGltiples. En el capitulo siguiente se estu-

diar& este tipo de estructurasg

*En diversos problemas de anédlisis de siste-
mas, el problema de organizacidn y manejo de la in
formacidén es de gran importancia. *Un formato como
el mostrado en la fiqg. 1.3.3ga, permite identificar
elementos por su posicibén en una columna y un ren-

glén, asi por ejemplo, el elemento(98?5 correspon-

diente al rengldn B y a la columna 2.

Otra forma estructural que se emplea para co
dificar informacibn y manejarla posteriormente en
conmputedora, son los formatos mostrados en la fig.
1.3.3?@, en Jos cuales una serie de nfimeros o ca-
racteres aléﬁanuméricos tienen un significado de-

teruninedo de acuerdo corn su pesicibn, por ejemplo,

O O .

*Estructuras jer&rquicas -\

Q,Qi{ '

g e BRI
& Z - Bien

1.3.10 Formatos, cbdices y diagramas

l6gicos

774

*Organizacién de la informacién

CQ&w“na ! | ,

Vo | |2 |z A A

A ; ? j
—— e e e L ..*.7_--—... — .i

(3)
BRREEEN

(2) (b) . (’a)l o

RN

%),,wa‘fos JOT2 CO:.-'/-"rf( ; H/,{‘” =0

(o)



o . | O Qe

en el control de cuentas bancarias, los primeros dos

nlmeros pueden representar el afio de apertura de la ch e E T -
( RN
i

cuenta, los siguientes tres el nfimero de la sucursal - - :
7 ce)

y los Gltimos, el nfimero de la cuenta.(éag /5% (:) Fig. l.3a§ﬁ’Formatos para codificar

~/

informacién

*Otro elemento estructural importante, que * 4By
/
Ve
igual cue los formatos y c¢bdices mencionados encuen a1 /?j
2 A .
tran gran uso en programas de computacidn, son los
2 \
diagramas 1&gicos, mostrado en la fig. 1.3.33°§stos !
se verén con detalle en el capitulo 3 relativo a
computacidbn. Fig. 1.3.. . Diagrama légico
7.0
Q9
*Antes de continuar, debe notarse que en las *La estructura depende}%g del sistema
diferentes etapas y fases, el andlisis de un mismo y de su fase y etapa de an&lisis

sistema puede nccesitar diferentes estructuras.
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1.3.11 Diagramas de flujo de materia

y energia o
*Los problemas de contaminacién y en general * Ecologia Rl
. . . . 4 /(:' CJ‘,‘
de deterioro del medio ambiente pueden citarse en- e
tre las causas m&s importantes gue han vuelto a
despertar interés en el estudio de la ecologia.
7. 30
*La ecologia es la ciencia cgue estudia las * Ecologia = 183~
. o Estudio de sistemas con seres
relaciones de los seres vivientes entre si y con el
animados )
i que iven. ! . P P2
medio en que viven R En sistemas ecoldgicos fluye la v8a

/1
-~

. 7 materia y energia
/// La materia de usa y reysa

LY
N
Lo
—

/
La energia se degrada

*Los sistemas ecolbgicos se caracterizan por*Z/ FLOETT FERAE S-SR EREGS - E TEIET

oA Rts:

telue)

M
£

que en ellos fluye materia en forma circular usén- sobrosdrreceloyia,

dose y reuséndose.



AT T - ; 23 g ;
Debe,con51derarse que’, ademés existe-en-ellos,

‘,_. 7

Mlabon 2

un flu]o de énergia qué’ no tieéne cardcter.circular

.Y que termina de acuerdo con la segunda ley de 1é

e

;termod:namlca degradéndose en forma de calor. Para

/

¢ . g"'~ I3

representar los flujos de materla y energia en' es-

i

A,_.

T e ¢ r - -
Vo

te tipo de 51stemas se emplean dlagramas con’ simbo

X S IR

los.

*Muchos sistemas que debe analizar un profe-
sionista tienen un impacto importante sobre la eco

logia. Poxr eso es necesario tomarla en cuenta, pa

ra evitar p051b1es efectos colaterales 1ndeseables.

« -

Debido a ello, es determlnante que el anallsta de

sistemas posea un conocimiento operétibb acerca

los diagramas de flujo de materia y energia éﬁ'big

temas ecolbgicos. Estos diagramas tzimsyr=iEmmmrziis
[ _/’l"ﬂ/ﬂ'r} a(‘/”)’/'f::’ 7

ﬂﬂzﬁﬁffﬁ&gﬁaé@,p@duxspfutlllzanmpara modelar el fun

c1onam1cnto de otros 51stgmas donde se presentan

fenémenos de transpdrte de materia y energia.

. It r -
~ N A

L

DAL SN

2

7

- 18

*Los grandes sistemas tienen 1mpacto

sobre la‘'ecologia

3
9

N

)




*E1 simbolo mostrado en la fig. 1.3.38 (a) re
presenta en diagramas de flujo de rateria y ener-
gia una fuente de energia como pueden ser el sol,

combustibles fésiles, etc.

*En sistemas del tipo que se estudia en esta
seccibn, también hay elementos donde se almacena
energia en una forma pasiva, como puede ser el bom
beo de combustible a un tanque, para representar
este almacenaje se utiliza el simbolo de la fig.

9,
1.3.38(b)

*Como en todo sistema donde hay flujo de
energia, una parte de la misma se disipa en forma

de calor, otro simbolo de utilidad es el mostrado
)
en la fig. 1.3.38(c) que corresponde a un suminiée

%ro de calor.

*Numerosos sistemas reciben su energia en for
ma de ondas de radiaciébn. Para representar la re-

cepcién de energfa en esta forra se erplea el simbo

-

s

9
lo de la fig. 1.3.38(d) e

-

/'/ .- -
A
s 7 ' 1

/ » Lo A ('j(’)
(4 .

(a) Fuente

.-
]

/

/

i

74

=,

.
//2@2/%ZOZQ*>/

0
-

(b) Almacenamiento pasivo -

. LU 1
[ ] \

(a) Receptoé de energia de radia- |

cidn s et



*En muchos procesos, vn flujo de energia ha-

ce §031ble qﬁe sufjaldtfo”fiujo~de energia. ’Porg“
ejemplé, el flujo dé'féftilizahﬁes haég posible ma
yor produc i6n igricola. Dicha interaééi6n~puede \
'pfesehtafs'e'x‘ﬁediéﬁté‘ un sfmbblo como el de la fig

Cao. s

3
s

J oo
1.3.3ﬁ(e)

/e

gt

i ’ : 9 “. o~
*El simbolo-hexagonal de la fig. 1.3:§8Qf)

representa un subsistema o parte de uno donde la

energia potencial almagenada en el mismo es reali

&~

mentada a la vez que;actlva el trabajo subsecuente
Estos procesos se cono-

realizado por la unidad.
cen como autocataliticos. Este proceso representa
con com-

una combinacibén de almacenamiento pasivo,

puerta y .sumidero.

g.
. 7.
- k\ ) // de flujo de materla y y

7

(e) Compuerta o

e R
—— .
T -

A e v -
wrml P mrmimm o b

1. 3./8 Simbolos para dlagramaq ,
/

| energia (continua)
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*Un proceso autocatal®tico puede estar ener- * 14 ¢

gizado mediante una recepcibén de energia en forma r S
de radiaciones. En plantas verdes, la radiacidn wuwh}aywwwﬁ-ww

solar, que es energia absorbida por estas, activa "Téf"m

otro flujo de energéticos en ella (substancias uni ég ’/a/,7;47 [42/"0/21
versales de la tierra, bdxido de carbono) para rea ~ ==

—— ¥

lizar el proceso de fotosintesis, siendo almacena-
da la energia producida por este proceso en la pro E;:
/

pia planta. Para representar este proceso se em- =
q 27 ,J’ »
plea el simbolo de la fig. 1.3.38B(g) /04)[’/)*‘0 d“/’)/'d/c,’//f" . A & / Oé }/3”"/0’(‘/5”?
/ /Flg 1.3. 3R’Simbolos para diagramas }
{ g de flujo de materia y /
/\\\\\ energia (continua) /////
Ki i
*El simbolo de la fig. 1.3. (h) representa | * aY
; 4 RN
el control de un flujo mediante accidn de interrup | ;.S : f At
i
cidén, o sea un acto que solo tiene dos estados. i !
El proceso de reproduccidn es de este tipo, o sea r’ -
, i
Interruptor

la accidén de gestacidn es un acto gue solo tiene

Interruptor —{= Acto con 2 estados

dos estados, uno de ellos controla un proceso cont§. P * stado
. h 2 em : -acid

nuo posterior. (h)  Ejemplo gestacidn

O O . O
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Tanto en procesos del tipo que se ‘estudia , *

i . . 3
en esta seccibén como en fenbmenos econbmicos, a un

flujo de energia o materiales en un sentido corres

nt, rres
ponde un flujo monetario en sentido‘contrario. Es
ta clasé de transacciones se représenta con el sim

- .9 :
bolo de la fig. 1.3.}8{1) : e

*La suma de dos flujos de energia compatlbles * © 99—
se representa con el simbolo de la flg. 1. 3//8(3) - \\\\¥ é?d{?
A Punto de suma m
()

*Muchos componentes desarrollan una reaccibn

proporcional contraria a la accidn aplicada. Ade- \\ i\ k____——- 4’6{3
— | \ P

més, parte de la energia que reciben la almacenan

s

a fin de devolverla al resto del sistema cuando ce - Xk) Impedancia activa

la -ién sobre la onente. Dada la simili- J o 9
sa accion re componente Fig. 1.3. g Simbolos para dlagramas

tud de este comportamiento con el de una impedan- de flujo de materia y

R ‘ ° . ] [ 4
. . . - . > 9 /=1, Yy “
cia en un circuito eléctrico, se les conoce como energia (COfi /*U“C“Q”)

1mpeoan01as activas y se representan con el simbo-

9,
lo de la fig. 1.3.% (k)




*Couig ayuda de estos simbolos, puede represen
&
LA . . - .
tar’el flujo de materia y energlia en sistemas

complejos con componentes animales o de otra natura

!

N

~

leza.

/

Supérgase una comunidad formada por plantas
W

27
(fig. 1.3.39) que recibe energia solar.

*Durante el dia la fotosintesis procesa Ya
[Sel
energia/que en combinacidn con las materias inorgd

nicas extraidas del suelo; el agua y el biéxido de

carbono se convierte en materia orgdnica que se al
Torus & (S€C s
macena en las plantas como oxigeno, que/devuelve a

J

la atmbsfera y en calor que se disipa. Empleando

simbolos quimicos b.ign conocidos, este proceso puc
AN

de reprecentarse:

O O

S T

gk

1.3.12 Ejemplos de diagramas de

fiujo de materia y encrgia

* 2O

Agi;QQLj;;//Aﬂyz

,,—5>-£29/49/”

ral
a8
L
Fig. l.3<§&! Comunidad vegetal
P
5

7

*Durante el dia hay fotosintesis: gl

Energia + materia inorgénica +H20+CO2

el materia orgénica + O?+Calor

O

s

i

J

;
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*Durante la noche las plantas respiran; consu *Durante la noche hay respiracidn: Q02
men oxigeno y materias orgdnicas para producirse J
/

. i
" P . N i
elementos minerales, bidxido de carbono, agua y ca- W

P

lor. Simbélicamente este proceso se representa co- ’ '

mo: |, - C -~ oo e Materia orgénica + 02 —

: ) 7 o . - Calor #+ Cbz + H20+ materia inorgénica X

. s <4-calor

*Combinando las representaciones de los dos
procesos sehnalados, se nota un intercambio de ma- -
teria entre los procesos de fotosintesis y respi-

racibn. Los productos de’ salida del proceso de .
. R R R . TN
fotosintesis son productos de entrada O insumos

. ‘ i B i
- A

del proceso respiratorio. . 2=

pr——

-
USRS

Cj% su vez' los.productos.-del proceso respira-

~

torio son insumos ‘del de. fotosintesis. | o , ‘ szﬁtf

Dia:' - Fotosintesis : ’ ' 263

— Energia - + materia inorgénica '+ H,0 +-CO,-==3 materia orgénica + 0

s i !
. ‘ 3
lmga Calor + materia inorgénica H20 + CO

e N
v
i
b
3

. ..
L2
-

Y

zcg%u materia orgénica +f02

L Noche: respiracidn
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*La naturaleza circular del flujo de materia * i 204

(/

\*‘/
. 4 /
s e s
Fo/o.f/,:f/ ) \j V&% 520760 O 17
./

que se acaba de describir puede representarse con

ayuda de los simbolos estudiados en la seccibén an- it
4 .
terior de la manera mostrada en la fig. 1.373§

-\

o, ) A/Z o 07 /‘t//c'-'//\’//é?_:-'_,[-,,

V4 0/(7 G W ICEs
;_',"//
sk ,1 f7use <o enerdia ae este preoceso no tie” e
IR O Lo enelr . a < = s e s n ] . 7 . .
- 7 Fig. 1.3,39” Flujo de materia QA>§<
ne te re=torzlere circalar a2l znterici.( fig. 1.3.44 )
/ ;or e 2, :
p . Or g1/ e
¥Nbotese que el proceso respiratorio es auto- * 5?

catalitico. Este proceso emplea energia almacena-

da en las plantas y controla otros flujos de mate-

/? r&"/ﬁ//o’ -
/oy

ria y energia.

= A

S0 Aoss77
/[RS‘/;S'

»En el proceso de fotosintesis se recibe ener-

gia solar cue controla un proceso autocatalitico.

Y
f Zf Jiry .O/f'v'T)

(:) <:> Fig, 1.3.4C¢ Flujo de energia (:)
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*Obsérvese ademas, que la materia se usa una

y otra vez (fig. 1.3.43) o Ko

AN

/
F
{
(=4 L

Fig. 1.3.43 Flujo circular de materia
.

*El flujo de energfa tanto en este sistema
sencillo comc en cualquier otro, no tiene esa natu
raleza circular: siempre una parte de la energia
es disipa en forma de calor, tal como muestra el

diagrama en la fiqg. 1.3{4%/

3

———

= Sesrrio,

Fig. 1.3.42/Flujo no circular de

encrafa




Una vez determinada la estric:tura de un sis-

tema, es necesario describir cualizativamente aque

llos parémetros y variables que czracterizan al
sistema en estudio y lo distinguer de otros con
igual o similar estructura. De eszas caracteristi
cas dependen los conocimientos gus deben tener los
integrantes de un grupo de an&licisz de sistemas,
por ejemplo, si los aspectos distintivos del siste
ma son eléctricos, en el grupo de zndlisis deben
predominar los ingenieros electricistas, E54=00Nn
ecenditich sy entonces~necesitan—ser—de—su—area—res-

peetiva.y.-asi_sucesivamente.

*Hay que tener presente, c<ro se senald ya
en este capitulo, que las caracteristicas distin-
tivars del an8lisis de un sistewe czxbian segln la
fase y la etapa del estudio, recuiriendo de dife~

rentes conocimientos en 1o enalicsza

n

. . o.

1.3.13 Caracteristicas distintivas

NI

7J¢é

*l.as caracteristicas distintivas I3

cambian seglin la fase del anélisis



O O

No existe una secuencia fija en el anédlisis
con relacién a los problemas de determinacién de
estructura y de caracterlstlca distintivas.

OloFiny ginl

*Frecuentemente, la pr:?:r“in de aspectos distinti
vos antecede a la determinacidn de la estructura,
ya que de estos depende, en la rayoria de los ca-
sos, la estructura que se emplea para describir el
sistema; *si este, por éus caracterisficas corres-
ponde a control, se emplea un diacgrara de flujo o

£
de blogues, .y si se trata de un problema ecolbgico,
se recurre a un diagrama de flujo de energia y ma-

teria; ﬁ%ﬁ&%ﬁ%ﬁtegusi se refiere a un problema de

informnacién, se usa una estructura formada por pa-

labras.
kP lnloobanads e s3zoime Trmessiorle Chesiut
/ //,’/, / / )
(ref. ), muosLLU’Caracteristicas distintivas tipi
- . /.
cee Go los sisveras, P& S/ O s S

*T,a estructura

descripcidn del

‘4
oY
/

27,

gue se emplea para la

sistema puede depender

de sus caracteristicas distintivas

*Para un sistema de control, se emplean

diagramas de bloque o flujo

*Carac@pristicas‘al

intives tipicas

de los sistemas.

1)
2)
3)

Fisicos
Biolbouicos

Quicics 0o

N




*Entre las caracteristicas fisices de un sis
tema, pueden citarse las mecdnicas, eléctricas, hi
driulicas y las quimicas. El conocimiento de es-
tas permite no solo fijar las estructuras més apro
piadas para describir al sistema, sino también in-
cluir en esta estructura una descripcidn de las di
versas variables y de las funciones de transferen-
cia ascociadas a los diagramas que describen a los

sistemas.

*Los sistemas bioldgicos pueden ser boténi-

cos, zoolodicos o bien ecolbgicos. Al identifi-
car en un sistema esta caracteristica distintiva,
es f&cil precisar el tipo de estructura que debe

emplearse para describirlo.

* -
Un grupo importante de caracter{sticas dis-
tintives lc constituye conceptos gue pucden agru-

parse béjo el nombre de juicios de valor. Entre

o

estos cabe citar el costo, comporiamiento y confia

kj]}€;<:> Y)Y privoro de clios peede CorVeSPOnﬂe7<j)
. -

-

*

* Caracteristicas fisicas:
mecécnico < ﬁijﬂ?
eléctricao-.
hidréulico ™

quimico_.

* Caracterfsticas biolégicas: ~2T
7 .
boténicas £ 00
zooldgicas
ecoldbgicas
o Iy
Juicios de valor -° L e
YA
costo

comportamiento

confiabilidad
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costo de implementacidn de un sistema, de operacibn

o retiro. Es factible definir el comportamiento de
. [ J

un sistema’diferentes formas, como puede sertefi-

ciencia del sistema y la velocidad de respuesta.

La confiabilidad puede referirse a tocdo el sistema,

0 a una parte del mismo.

Q
*En este capituldgha senalado que el andlisis

de sistemas es un importante auxiliar en otras dis-
ciplinas, y que establece una secuencia 16gica en

la solucidn de problemas complejos y abarca una me-
todologia de uso general que puede aplicarse en di-

ferentes ramas de la ciencia y técnica.

*La metodologia de sistemas, al hacer hincapié

en los diferentes factores que intervienen en un pro

blema, disminuye el peligro de que se pasen por alto

elecmentos gue afecten en forma importante al sistema.

r
7sE
*Andlisis de sistemas: M
Es una metodologia de uso general
s .
45

*El an&lisis de sistemas estudia la

interaccidn entre factores

:

5




Finalmente, todo an&lisis de sgisteras debe
iniciarse con la descripcibn del sistcma para la
cual se emplean diversos diagramas de acuerdo con
sus caracteristicas distintivas. En este capitulo
y en el siguiente se incluyen las estructuras més

importantes que se emplean para describir sistemas.



1.4

Una fébrica se especializa en la produccidn
de envases de plé&stico. Describa las diver-
sasiﬁéses de la vida de un envase de 1 litro
para aceite desde su concepcibn hasta su re-

tiro.

Describa los pasos que sigue el siguiente
proyecto: disefio de una carretera de 2 carri-
les con carpeta de asfalto entre las localida-

des A y B.

Muestre las transacciones econdmicas del ejem-

plo 1.3.a empleando un diagrama de flujo de se

nales.

La indusiria minera y mctal@rgica en un pais
consume el 102 de sus productos, exportd, el

30% y vende el 60% a la industria de transfor-

macién. E1 5% de su producto es consumido por

Problemas




la industria minero y metallrgica, el 45%
por la propia industria de transformacidn,
el 20% se exporta, y el 30% restante se

vende a consumidores finales. Empleando

Las

un diagrama de bloques, muestre &3 transac

ciones econdmicas.

Repita el problema anterior empleando un dia-

grama de flujo de senhales.

Empleando una matriz como la mostrada en la fig.

e
1.4.1, muestra,las transacciones econdmicas del
|

\)/2

problemaég .

El sistema de educacidn primaria en un municipio

tiene en el ano de 1974 los alumnos que muestra

la matriz de la fig. 1.4.2. En esta matriz se

nuestra también el porcentaje gue se espera aprue-

ben y sigan los estudios,

reprueban y repiten,

-

~<mero total que se estima van a regresar C:}os di-

r.
e

t—t

GEeT A S (f5¢c. .23

Pige ledod

aprueban v se retiran,

reprueban y se retirgn y el

' Ind ‘ f-l}c/‘, ; &, .
o i i FeO -
/3 1117 180 de , _
J , 731 01t
: " f EN
D €‘ . )i’e ‘ 1 e
. 7 , N ,i, . -
C/nc.
Inmhﬁ:wt i
hid. de ’
"Iro\:gi’.
1o . !
soc Aoy

elric

i

pera el preoblena 6.
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Si se considera como estado del sistema el ntme
ro de alumnos en cada ano escolar, encuentre el

estado probable del sistema para 1975.

Empleando las variables mosiradas en la matriz
de la figura 1.4.2 y un superindice para indi-
car el ano, encuentre las relaciones entre el
estado en el ano 1974 y 1975 es decir entre los
vectores siguilentes:

(Xy s Xp0 vns x6)T y (Xgr X0 -n- x6)T t 1
Empieando un diagrama similar al de la figura
1.3.31 e introduciendo un estado e para agrupar
a todos los estudiéntes que no son del munici-
pio, muestre los cambios de estado de la fig.

1.4.2
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ven

pera o “colas®,; modelos de inventarios, modelos estadis

ticusy ete. Vamos a apallzar en este tema a

=

cidn linzal ya gue es wna de ias Lécnicas mes importanioes
que ze hap desarrollado dentro de la programacidn matszmi-

ticu para la adwinistracibn cientffica.

Lnoel sl 3 ma se pueden apreciar los distintes
¢l sizuisnts esque pued oreciar los distint

problienas existontes on programacidn matemitica ( P M. J.

"DIMEYSION EN . ELZNENTOS DRL IRTIRRILACIONES VARIAELTD ¢
=L TIZNPO PROBLIA FUNCICHALGS ACTIVIZ OIS

I . r L]
' ' COUTINUAS

LINEAL LHTIRS
FHIADLS

DETERMINISTICA / '
{ si se conocen ﬂ

sy
G i A -E:J
ot
s

A T 4 s ey b et i,
e ikt ey
- T e o vy

exactaments ) , P OCL 7 oo
KO LINZAL < CUADTATI0A
- i ‘ ‘ L0 TRIC)
L CONTAGn oF
DISCRETA. | Tmo
{finito) ‘

ESTCCASTICA

{ si solo se en
nocen sus pro
pledades )

N sy s (1 T e r, e -

i
a

Y

DEITERMINISTICA

::'LE‘ETI}‘ .?L 5]
{infinito)

ESTOCASTICA

B e D
-~

T
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Yuestro estvudio gqusdarf enfccado al provlcma de progrosn
cidén materdcica discrota, determinfstica y lincal. Alzn
nos de los problemas que pusden ser resusltos con 1los ms

todeos de clmputo de Programaeibn Lineal son:

1.~ Distridbucioa y onvio de productos desde Geterminados
puntos de origen a varios destinos, de tal maners =
Ge sciisfacer una domanda, determincndo de douade .y -
cuanto se deve de enviar a cada puato, de tal forma

de minimizar el costo total de transportacidn.

2.~ ‘Bstudios de distribucidn de miltiples plantas o oon-
tros ae producc1oq de algdn producto en comfin, de ta
forma de descentralizar la produccidn y ainimizar sl

costo total de produccidn-~distribucidn en el sistema

3= Planeacién de la produccién de una planta con demsn-

da estacional para minimizar los costos totales de Iz

» bricacién, basdndose en la capacidad de planta instn

laday; prondsticos ds ventas, costos ds inventario

&3

G

y costos de fabricacibn,.

L= Asignacidn de recursos. Cuande no hay suficientes ro
cursos o equipo para llevar a cabo cada actividad sa la

forrma rés eficiente, o cuando o0l proceso de produccibn so
compone ds vérias actividades diforentes y existen varias
alternativas en la nstera de llevarlas a cabo, es posibla

deterninar la combinacidn Optima enire las actividades v -

recursos disponibles.
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fto
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fda
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187
3

I

Pafametros o constantes

Variablss de decisidn

r
4

‘rzelas de w»roductes. Dscogor de un conjunvu do e

ingraediences de distintas propiedades y costos; las

[age]

cantidades que nos proporcioner un producto coa ciex

tas caracteristicas ¢ sl minimo costo posible,

£ndlisls de tréfico, enfocado a la sincronizacidn «

de semaforvs para optimizar ol trdnsito 3 wvenfculos

Bvaluacidn de puestos para determinar los pesos rala

tives de cada factor involucrado, eliminando asi la
utilizacifn de la correlacidh miltiple, y asf poder
asignar a cada- puesto, la persona que le rinda Opti-

mos resultados a la empresa.

COSCEIPTO GENZRAL DI PROGRAMACION MATZMATICA

Para poder aplicar algin méitodo de prograxacidn ma-
temdtica es necesario elaborar un modelo matendtico
que represente cada uno de los elementos del siste-

ma, que a saber soni

MODZLO MATEMATICO SISToMA TCCNGIICO
rimiento ds los miszos -
an forma cuantificada,

ii) 4etividades econdmicas

™anciones matomdticas - 1ii) Interrelaciones entre -

1) Bienes o rocursos {(requs.

de restriccionss

las distintas actividades

v el consumo o produccifén

.ﬁﬂa NI LU VR LY A

1

O



iv) T™uncfon objedive a opti- iv) Cbjetive econb-

mizsr ( maxinizar o mini mice 8 satisfa-
nizar.) car.

quedando el planteamiento del probiema establecide ¢omos

OPTINIZLR 2 = fo {(x)

sujeto a las resirieciomes £ (x) »%

B2

fj (2) ‘;'bj
£, () ¢ Dy

.Las actividades las vamos a rapreseniar por varlablss %,
Xoy x3, so 9 X, GUS van a i""ormar un vector en eL espacio

euclidiano x¢ =4,
]

Las relsciones funcionales: entre las diversas variables o

pueden ser de tres tiposs

% la funcibn debe ser mayor

£; (x)> b, 181y 000 5 D

. i
% 11la funcifn debe. ser igual

83 (X) = bj i = p“‘ly evey .::-.-{w
% la funcién dsde sery uenor

b h! ° s o

by e £y 1260 ooy &

La funcibn objetivo os la wmedida .:. tnica de la valuzeciin

de actividades, DIsta funcién debs ser azscalar,

Los problemas de maxinizzcidn y minimizacibn son equiva-
lentas como se puode apreeiar eun ias grifless, newo googe
V

ralmente se tratarrcon el de zinimizacidéa
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e WA \a- £ (.X:) 5 e I (x) Min ‘;f(x)j = e (:5

La Programacibdn Linealy, c¢omo su noumbre lo indica, trata

de resolver problexas en gue tanto las funciones guc ve-

pre a lss interrelaciones entrs las distintas activi
dades comp las que describen las componentss de produce

¢ibn o consumo son lineales, es decir, mehtiensen estric-

ta prOporcionaiiéZho

Tn algunas ocaslones, cuando la condicién rsal del pro-
plema no presenta esta linealidsd, es posible obtener -

alzuna aproximacidén al mismo para poder aplicar esta mg
todologfa.. En caso contrario, se debe aplicar zlguno -
de los algoritmos conocidos de programacidu discrsta ds

terminf{stica no linesal.

LIT TEGRIA DI IA PROGRAMACION LINSAL

Una funcibn es lineal,; si para todo par de valores P

£ y tode par de.escalares ﬂﬁl 9 942 se cuuple 1o si-

gulentes

£Ao% X7 &z, ) eorf (%)) ¢ ol ()

&g dacir, cumple con las caracteristicas de:

P



a) Aditivigad i‘(‘xl b x? = ¢f (»xl ) L (%,

b) Proporcionalidad P (xXx) ¢ X2 (x)
El plan»ear nto}gsne;alﬂqel{prpblemg”dg:pzogramgcién =
RS R L A G

lineal esa B T G e

5wy

1\ ‘s.:{ 6“ \:I;l’s*:‘?j‘r ‘iZ'$C= .us:i_ ",*’i" cg A'L2 ‘P oo ¥ cﬂ A‘CQ

sujsto aﬁlas;siguiggﬁes,gészpiucﬂonGSw:' -
Y Y e A L - M AR s e B LN s
ol N
497 &1 ¥ é’}lp_ﬂ}ggz # eece ¥ Aa'tn X 2 39
Azl Al f’ 1‘\2’)1}") " coes P ‘32-‘1 ‘ “ '?’132 l
U T L N
., e ) . L\A.‘i",: ",“»""‘ P - I ’ o
e ° °
b 1»« 'H ;—Ak A
av £ 3 <
, AL i Kl S Amz Xz Ve Am / "Bn |
o A T I RO S ¥ FRLTR LY Jg_fm : '-~."l:f: 4 ,h ’f}": e
<:> en’ doncw 265 la funciéa oojetivd”? opulmlzar 7 las restrig
3 IV‘)‘ ﬁ"' )” n:\, "‘ e ", T - ’
~ciones puaaen Ser 1gualdadps o desigualdadeso PRFRITR
I _' R L . Je TR |_~ 4\4\‘_1" > }\)( { N '\":;.“I-"" [ ’
Una:notacién més conidn- para este planusanlento gss
o - ,-‘v‘ o :H.'Y ”' o WR T i SR
NIN Z ® = G .
L i *"L
Soé; :-:;-:-'Alj :{j >/ Bi i i é"iﬂ;é\ oee 9 B
. e B N3 -~ o - 5,7,
- .. S - R ) . vy ]
co L ZuAys Xy 2B < p+l oy cooy W
= e ;‘i,,/\/'.-’/ﬁ.n: 18 Vv *f v ,Lv.‘ ) “ e L
dondez @ 9s o1’ numero de. resuricciodeQ,‘ SIS
v .h.8s el conﬂugypﬁ 3n¢naibea do las varizblss, .
, Rt N N ) . L ; f{ r", e::‘:‘j PR -

-

En generalc z<n pura qu; haya zas de ‘tna’ soluc n y -

Pn i, €1 Tango de [A] n» paraﬂcua las restriceis

;tgaﬁps,no-scan rodundantes°~v

~ et R
O y ;
' ‘ N

Las suposicionses gque s2 hacen sn un problema real para rz

[P

sorverlo.por programaczién linesl Son:




Lo= 18 evstos marginales son constantes

e

(yf”a'i;: ..... 5
_

oo o

.~ So trata con morcadons pursmente compatitivoes ( la =
utilidad v.costo de cualquler procducto s proporcio
nal a la cantidad producida del.miszo ). S0 oxoluyen
los casos de monopolio ¥ oligopolio,

.. Gxiste un ntmers finito de actividades.

« &l problema siompre sc¢ considera a corto plazo por-

que las facilidades de produccidn y demés relacioncs

473
a:

consideran fijas. De lo coatario habria que iantro
ducir Z&™V¥arishle tiempo puas la estructura del pro-~

blems varis con 81,

1I¥ 1) IUTERPRITACION GRAFICA

Para un problema sencillo, por ejemplo en dos dimensioncs,
sa puede mostrar gréficamente como las restricciones linl
tan la posible solucidn vy como la funcifn objetivo deveinmj
na la solucidn Sptima del problema,

onsideremos por ejemplo el sistema formado por:

MaX 2= X, + X

1 * % )
Sede TRyt Xy =g
X, + X, = 18
° Xi » Ao 0

ia solucidn de este sisiema es:

X,= 5 y ¥%=3 = -z=a

v ¢crafticamente e renrecomd s



,
[4 1
L

| SO

Ly

X, + 2 Ra=ll

R

34y 4 Ko7 12

x

O <na . . . . R YL W TN
EJSEMPLG '

L3

-

Ona compaiifa produce dos articulos diferontes: £ , ¥ , qus
pueden ser procesados en dos méquinas distintass & o B,

T1 tiempo do proceso para cada articulec en cade mdgquina -

. "

@ss3 Producto Miquina 4 Méquina B
= 2 Hrs 3 Hrs
Y 4 Hrs 2 Ers

Bl perfodo semanal de utilizacifn es de BO EKrs para la mi

quina—&-y de 60 Hrs vpara la B, Se¢ desea saber cual es ia

politica de produccida que maximiza las ganancias totales.

si la-ganancia unitaria del producto i e3 60 y la dol pro
() ducto ¥ es de o 950,

MY Z= 60X 49 ¥

Sa2. 32X ¢ by £ &

(93]
.
'“8',
»
o
£
on
o)




La-solucidn grdflca ess
u

o=

) o DR 2y =60
28] 4 J
\‘ "
;,‘J‘
g
207 / . Y. 1250
w/ ,9 cIe-1e7] 2 12O
Y
1 . X= /0
.2 /=5
g
. LX+ l,’ A
q \y\
o A X

Analizando los ejemnlc anteriores, cbservamos que hay uaa
rezlbn obscura en 1a~gréfica de la solucidn. & esta rezidn

se le denomina- regidn factivle, pues dentro de ella se en-

cuentran los posibles puntos de soiucibn.

TIL i1) IKTERPRETACION ALGTBRAICA

tlasta ahora solo se ha tratado el problema de programacidn

1incal en su forma general. Vamos a describir brevemente

las formulaciones equivalentes del mismo.

FACHA ESTANDAR,

lediante ecisrtas traﬁsformaciones el problema se puedc ¢x-

presar ahn funcigh de variables no negativas que satislagan

un cenjunto de ccuacicnes lineales vy minimicen una forrma -
<

ineal. Tal formulacidn ¢5 la utilizada por el #dtodo Pri

mal Simplex o de Dantzing

W
5 E e . 3
Seae !}-’__

L el Ba .
Lo Big Lym oDy o5 9 @
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a) Si en el problera original la restriceifn i-ésica

+

o
[

do la forda aj1Xit &j.%av eoe 4 8;.%, Fdy

ipTn e iatro

ducse una varlable ds holzura para transiormerla en o

iguaicdad. 0 sea, toda inocuacidn de la forma

A
Py

Lo
-

Y

se puede substitur

=0

Ay

e
<

e T

o

:f}D é ji :}:"D

i b

g e 3.
id -L:LJ (-Al

b) Si la variable i-€sima X estd no restringulda puzde

sustituirse por dos

-
o=

FCRME CALNNOTIC.A

1 el mroblems ds

[

rogramacidn se expresa en funcidn

varisbles no negaivivas

triceiones de 1lia forna

canfnica,

FORMA MIXTA

i
varizbles no negativas
WG‘#‘ - ‘:""

JJ.L“' PG

\,;,--c-

gue satisfacen un conjunto de rés

-~ d g
{ =) se dice que esta eu forua

e
¥IN 2 = &‘“Z;; c. Xy
S.80 M
ﬁ:; A‘ij };’j 2 Dy LIPS o
Xs20

Es zquella en que 1iss

restriceiones pueden ser taunto

=
¢
As

gualdedes o desigualdades y se reprosenhta coxos

MIN

5.3

=
[ )
',;,.
y!
i
(%)
=
e
[N
g
L3
~
Q@
&
(9]

\
)
et
L1
futa
4
ke
9
w3
>
<3
BX




12 foroza sstdndar agregendo las respactivas wariagbles ds

nolpusas.

Max %= 60X 3 50°% {1)
S.80 -
XL e %Y+ Za= B0 (23
33X+ 27 Zb= bG {32
Resnlvisndo este sistems de ecuaciones se tienag:s
0« 2Y = Za )
£ = 2 ; - )
3 ]
Daspejando (2) ¥ éqstituyendo el valor de X 3
‘ — 2Y Zz
za = €0 -2 (20 - 2L . 22Ny 5)

1

Gi fijamos 8 ¥ v a Za walores de—eero obtenemos
Z = 20 ‘
Za = &40

£= 60 ( 20 )= 1200 °

-stos valores corrasponden al puntota‘de la gréilecs. BEsto

dasde luego, no corresponds al mixinmo valor de Z,

shors, despejemos a ¥ de la scuacibn (5) y reacosodsndo ds:
Y= 15 «-hzZh - 3 22
) 4 8

que al sustituir em (4) nos da:

K= 10 4 L Z2 =

e

X =10 ¥ =13

/= ¥ o T G O o W ST VIR ¢ S A T N WU A S S
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EL VROl A DU LA DIEY Y S DL

SCION DEL PROELEMA DE LA DIETA

Lo qe que un dietista gsta trotando du sefeecionar una combinocién de cinco 1ipos

EAFEEN [AFEES
[

+ 3 !
s ¢ hnentos (naranja, manzana, lechuga, chichare y zanchoria) de monare (i o
cliverra terultante de gsie combinacién reuna cierfos requerimientes nuiticionales v

f
'
!

- - - = H . te :
fengo un costo mintmo. Los requerimientos nutricioncles gue dabe tener el oiimznic

resulionic s de al menos 21 unidades de vitamina A v ol mencs 12 unidedes de vita=

mine B, Leos propiedodes de los cinco elementos disponibles son:
ALIMENTO CONTENIDO D& CONTENIDC DE COSTO pORN
VITAMINA A pOR | VITAMINA B POR UNID 2D O
NMIDAD DE ALl- UMIDAD DE AlLl- ALIAENTO

FAENMTO, MENTO, )

1 {MNoranjs i 0 70

2 Manzaing) 0 1 o0

3 eehuce) 1 2 2

4 (Lninhero) 1 1 i

57 ctghoria) 2 1 g

3

£ I

| preblemo o que e enfrenta el dietisto se puede modelar como un preblen do (e
a hY a a
sa nacion tinzal (o programa {inecl), de iusiguiente manera,

oy

limento 141=1,2, ..., 5) que debe estar en el uilinenio 1.,
v i -

i6n de los cinco clnnen.os. Por lo tamvo, el costo de fnre oo
zcla serd sy costo uniterio por lo contidad xj coe esra prean
lo mezclo, £l costo totnl do la combinceién d2 los cinco alimentos sera o suma se o

eostos ¢l combinar X1s X35 000 ¥ X5 unidcdes de cada alimento, ie.si z es el cosio 1!
wrlonces

Seo %5 o contidad de
?L me de ta combincce
Polimento 1 en la me

Q

5 .

= o 205 wn F 1sey + 120
z 20)(] T?O,VZ +31xq H>\4 ]2)(3
Yo cue el objetivo del dierista as minimizor este costo iotal, enfonce: 2sie o
g
puede representar a través de la siguiente funcidn objetivo

min z =20;<1 +2O>;2 +3ixg + HX4+ 12x5 0

P

I

Los reguarimicntes nutricionales de vitamina A se pueden represenror en losiauiond -

my. 51 el glimento rutricicnal | esté presente en yna centiged X: entuocoy preol .
uno contided d2 vitemina A fguol el producto de vitoming A gue anf,;,“" e
climento  por lo cantided X o Lo centidad total prowoicionada poi oo alioLg
v6 la suma de viteming A con que contrekbuye coda alinerto v esta gonvid -
contenido minimo ragueride.gue es de 21 unidades, ic.
®
X] +)(3“- X4+2xs z 21 {23



*v

Ay

-

LR

solucidn, en el proceso convencional ol ‘wrocescr el plonle‘rc’ por comzutedora y oer L

Simil trmente, los requerimizntos de vitamino B se pueden representar por

Por Glrimo; otra resmccnon que debe estar presente en el problema del dieiista es cue

o conhdcd X; que interviene en la mezclc debe ser mayor o'igual a cero, ie.

x;’?_Oh | —12,...,5 - (4){

el . "

%
]

Esta restriccion es impuesta ya que no tiene senhdo hcblar de que una corhdod nega=
tiva x; estd formando parte de la combmccnon de alimentos, '~

En resumen el 'p blemcs del dlehsfa es encontrar valores x], x2, ceas X5 pcrc los cua-
les la funcion objetivo 1) cance su minimo y satisfogen las restricciones (2), (3) y (4).
Reescribiendo los ewocnones del (1) al (4), el problema del dietisia est¢ simb6licamenre
dado por “

min z f—'?Ox} +20xg +31x3 + HX4 +12x5 , ) *

X +x3+:<4+2x5 2- 21 ) ’ "

L+ 2xq gy + > 12 )
*2 37TX4T X5 =

Xi >0
-La formulocién anterior, (") y (**), se ccostumbra represen’rcr enun teblero (llamacds tem=-

bién teblecu) cue opcrecerd cbclo, Esta representacién es solo una corm'xoucn de eccrim
tura ( o manera de uha toquigrafia de pxovro-nccaén Ime:e) que es Util en el cigoritmo d

®

]
(9]
]

|3~

gran clarided en la formulacidn del pro"ie'r.c dual que se presentard dﬂSpueS. lar epre
_tacién de un prégremd lineal en forma de tcblero consiste representer cado ecuacién o desi
" guoldad.gnicamente por los coeficientes de lcs vcnooles omitiendo |a escritura de sus co-

rrespondientes varicbles, Pora conocer a que variable per‘enece un coeficiente que crere-
ce en este esquaa se da la pesicidn dal coencnenfe, escribiéridolo en lo eolumna encahe-
zada por la variable gue le corr%'ponde.

Pare nuestro prob!émo M)y (*%), la represenfacién a través de un toblero ests doda por

. B N ' )

RS 2 X X4 %5

20 20 . 31 11 12 | z (min)

1 0 1 1 22 1a 21

0 ~i1-°2 - 1.1 12 32
X;ZO




OOt o 4

Und coonhnia tiene tres almacenes H] HZ‘ Yy wa, y dos tiendas de wvenias ai [or il
2 -

(31}

aor. Ky, R,. Las demancas en las tiendes 41 por menor y el inventariy en 103
i [
cenes, se muestra en las respectivas cejas d2 la siguiente figura. Los cosrns 22

envio por tonalada también se muestran en la figura. La compaiia desea detarminar

L

Ly marera de realizar los envios en forma tal que minimize los costos tot2los do
envios, satisfaga las demandas de las tiendas de menudeo, y .ne exczlen Jos ioven

tories en los almacenes.

e N
J . Wy PN
| 20 ton [

Sl/toq/) \\\\ $3/ton.
o 11

12 &
\\\

i W \\
e . = e T
§ Ay rl,;Z/ton _fhn P /\\\\_ SG/tOﬂ 4? R, _

i P -1 - X -

: “Voton ) X 30 ton 50 ton

i | 21 l |

L N / N_.,‘_.- et o s

i

31 x3?//ﬁ{ §5/ton




AL
<i> Sea x..1a5 toreladas del almacen w. a la tienda de menudeo R. . Entonces X35 repre-

senta el tone1a3e enviado del almacen A3 a la tienda de menudeoc R2

Si z representa el costo total de envios, entonces nuestro problema se puede forau-

lar por:
win z = 1x]] + 3x]2 + 2x21 + 6x22 + 4x31 + 5x32 (*)
v
sujeta a
Restriccionas sobre X1 + xiﬂ £ 20
dispenibil cad de ©
- almacenes Xoq ¥ Xos < 30
ya
%39 t Xy, & 40
o . (*-/c)
Restricciones sohre Kes + Xoq + Xoqq 2 . '
la demanda en tiendas ?] 21 31 40
2
.de de menudeo Xjg ¥ Xpp ¥ X35 2 50

La formulacion anterior, (*) y (**), se acostumbra representar (por convenencia
" del algoritmo de so]ur1on y del proceso convencionai en el procesamwenuo en cowau-

tadora) en la s1gu1en;e tab]a

1 "3 2 6 4 5 =z
1 1 0 0 0 0 £ 20 ,,
o 0 | 1 0 0 £ 30
0 0 0 0 ] ] L 40
3 0 Y 0 1 0 A 40
O 0 1 0 1 0 1 D 50
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RS
-

i
o}

mente oo sigue:

min z = { i 3 Vi
sujeta a

1 1 0

¢ O 1

0 0 0

1 0 1

L,O 1 0

SOLON MATRICIAL. La formulacién {(*) y (*¥),

& 4
0 0
1 0
0 1
0 1
1 0

[=}

3¢ puede repilientar mazriceel<:>

5] S
*12
X
Y.
%31
X372 |
. - ~r r )
. by s
D XI‘ ' ! Ige i
O I\L-;»«‘i SLI ‘
{4 '
| 40 |
1 K e < ) M
2 s @,
0 %22 e
IV
1 Koy ~
n :!{32»-'

COMLGTARICS, ET problema de programacion Vineal enterior ocurre tas fregusnl woo-

e la practica, que se le ha dade un nombre especial: el prodlems de tronsio-:

lLos problemas de transporte en geneal, tienen tablas ralas (o matrices ra

cero. Dantzig y otros han desarrollado w

ice estos problemas.

~ 3
v oy

A L
Vs -

—t

étodos especiales para la solucicn :820.0n

\

Gtro comentario irportante, es la caracioristica que presentan cada una Jo 123 .-

lumnas de la matrizgde restricciones: observe que cada ung tiens dos unos 5 .5 | <:>

deimas elementos son todos ceros.
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MODELO 4

1
!

x
v —
Un inversionista tiene disponibles las actividades financieras Ay B, al comienzo de
cada uno de ios siguientes cinco ciios: Ceda peso invertide en A, al comiorzo deun
gfio, le regresa $ 1.40 (una ganancia de $ 0.40) dos afios més terde (en el momento
preciso para una reinversién inmediate. Cada peso invertido en Bal comienzo de un

oo, le regrasa $ 1.70 tres afios después.

" Ademés existen dos actividades finencieras C y D que estarén disponibles solemente uns

vez en el futuro.  Ccdo peso invertido en C en el comienzo del segundo %o le regre-
sa $ 2.00 cuctro afios més tarde.  Coda peso invertido en D, en el comienzo del quinio
afio le regrese 5 1.30 un cfio més tarde. '

El inversionista comienza con 3 10,000.00. El desea conocer gque plan de inversién na-
ximiza lo centidod de dinero que el puede ocumular al comienzo dei sextc chio. Formu=
le un modele d= pregramacién lineol para este problema y tombién expréiels en formo ta~
bular.

SOLUCION,

Sea X.. la contided de dinero invertida en la activided | {i=A, B. C, D) en-el cio |

(i=1,23,4,5).

Las carocteristicas dades sobre las formes de inversidn de cada una de las actividades --
A, B, Cy D pueden mostrarse esquem&ticamente como sigue.

CONDICIONES DE INVERSION EN LA ACTIVIDAD A, °

X X X X
? Al i Az 1TAS i Ad INVERSIONES
1 2 N 4 3 4 Afos {piincipio cc
. i j{ aio)
| RETORNO
LXKy 14Xy, 14Xy 14X,

CONDICIONES DE I INVERSION EN LA ACTIVIDAD &

Ag) X82 Xp3
‘{ ﬁi | T
L 2 3 & 5 6 Afos {~inci-
‘! l é pio do oiic)
1.7X

1 .7)\”53




COMDTTIONITS D e N R TGN T LA AL e
oo
T T ¥ S oo
i 2 3 4 5 6 Anocs (zrinci-
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I rantided ccumulada en el comienzo del sextor oo es la contidad originat (10000}
. !J gecnancia obtenida hasta esta fecha.  Por lo tento, el prodlema de monimizer
o |

cantidad origi ncl dl :onible es uno consionte que no ofecta el valer dal dinero acu~
q

~

wulado a través de c;chuier plan de inversién que se siga.

"

wax L= 0.4 XA] +0.4 Xy, + O°4XA3 +0.4XA4 +O.7OXB] + QJO'}(B2 T XeprGLE N

Del enunciado del problema, se observa que los restricciones al problema estén dades wax
la contidad disponikble para invertir en ccda oo, y por las caracteristicss de los aciiv o=
des A, B, Cy D, Esiosrestricciones sebre los inversiones anuales se determinen come
sigue:

PRIMER ANO:  La contidad de dinero invertida en el primer afio debe satis

‘

a1 T %4 € 10000

St Uy es una variable positiva o cero, que se adicions 2 la desigualdad unferior, pore qus



esta dosigualdad 1legue a ser una igualdad, entonces

O .. o Xyp * Xgq + U7 = 10000 (1)

u]‘é 0

NOTAS:
1. A la variable que se adiciona a una desigualdad para convertirla en icualdad
se le 1lama una variable de holgura. Entonces uy es uma variable de holgura.

2. Observe que Uy representa 1a cantidad de dinero no invertide en el primer a-
Ao, y por lo tanto también representa 1a cantidad disponibie para invertir
en el segundo ano.

SECUNCO ARD: fLas inversiones en este afio deben satisfacer (observe en la
ras anteriores en que actividades financieras podemos invertir pare el 3
ano): : , '
+ + < u ’
a2 T Xg2 T *c2 = Y
S1 introducimos una variabie positiva u, para pasar la desigualdad anterior a
digualdad, entonces :

s fiau-
equndo

Xpp ¥ Xgp ¥ Xgp t Up = Uy (@)

. u, 20

<:> Observese que la variable u, es una varible de hoTQura que representa la canti-
dad no invertida en e) segundo afo. )

«

TERCER Afi0: En este afio Ta cantidad de dinerc disponibie para inversiones pro-
viene ce tres fuentes:

i) cantidad no invertida en el segundo afio: iy

ii) garancia obtenida de inversiones anteriores: 0°4XA]

X
Al
. +1,
. Up*T4xp,
Observande cada uno de les cuatro diagramas mostrados antericrmente, se tiene
que para el tercer afio las 1nvers,on 2¢ deben satisfacer

jii) cantidad recuperada de inversiones anteriores:

- Xp3 ¥ xg3e& Uy * 1.Gxp
Introduciendo una variabie de holgura Uy (uBE:O), se tiene que
*p3 * Xy t U3 T U, * 1.4XA] (3)

Otra vez notese que Us representa la cantidad no invertida en el tercer ano.

CUARTO ARO: En forma similar al andlisis del tercer afo, se tienen tres fuentes
de dinero disponibdes:




1) cantidad no inverilda en el tercer .
11} ganancia obtenida entre el terscer y cuar 0.4x, 46 5
sericdo: = T
il cantidad reCLD ada de inversiones anterio xA7 + K,
res: - .g. 2 R
+l.4x, o1, Tl
\.13 “AZ &5k
Jo0:r lo tanto, las inversiones en el cuarto periodo debsn satis-
facer
b9 Z . i.4 % + 1.7 x
Ad = 3 0+ a2 Bl
in.ovecuciendo la variable de holgura positiva Uge Se cCiazne
N +u, = u, + 1.4 % + 1.7 ®_. .
a4 : 3 AZ Bl {1
=0
u =
4
CUINTO ANO: La cantidad cisvonible en este pericdc proviene
agr -
i} cantidad no invertida en el cuarto afo: u,
ii) ganancia entre el tercero y el cuarto periodo: (. ax; +3 Tk
l...l — -
1ii} cantidad recuperada entre el periocdo 3 y 4toc.: Hga T A,
u,+1l.4x% 1.7
o A3 o
vor Lo tanto,
£ n, + 1.4 % + 1.7 =
*D5 : ' A3 -V
A'N \ > 1 |
5L v, es una variable de holgura, entonces
+ u. = u, + 1.4 x + 1.7
*Bs 4 A3 B2 (S
u, u ‘
5 29
Por lo tanto, nuesirc modelo é2 programicidn lineal guaderia
definado por la_fuwciéﬁ objetivo, dada anteriormente y el -
cenjunto de restriccicnes definidas por la ecuacidn del (1}
- b -
a L3 (J)e




Reescribinndo las ecuariones anteriores, nuestro meodelo de
programac.dn lineal gueda expresado por:

(]

' q = /'1 F o - g [ ] o (.3
max z= 0.4x,,+0.4x, ++0 4XA3+0 4A4+0 7xB

» > 1+0.7x32+0,7x53+xcz+
0.3XD5 . h (0
sujeto a ( s.a.)
xyqt XBl+ u, = 10 000 - (1)
*a2®t Fp2T Fep Ty T oMy t2)
Xygt gy = Uy + 1.4 a1 {3
Kyt B, = ugt Lol + 1.7xy, - ( 4)
Xpgt Ug = U+ 1odxyg 4 Lo7xg, - (5)
¥y > 0 ( 3= 1,2,3,4 )
OXBJ > 0 ( 3= 1,2,3, )
02 2 9 ’
%35 2 o
BiY 5 0 (4=1,2,...,5 )

Este problema expresado en la forma particionada
N

x .
M e iz
A !b_’
x =0

Se presenta a continuacién:




S T Y SO Y S RS |
20 i A7 N vl 2 A3 53 3 a4 B 05 5

- T - -a-|~..-‘-—_——--- T - o .u_“‘ e -‘ H T T e “l
I S | A S R S
. . e ' ' c: -
o1 1) . ' ! = 10 600
. ¢ [} !
SSURLENS R T B B j . = 0
I ' ,
~1.4 . ~1 1 1 1. ’ = 0
f g ]
-1.7 ,~1.4 ! -1 1 1. = 0
] ! ]
: 1.7 Co-1.4 : -2 1 1= 0 |
] .
L N R ‘ : - S
r : ’ !
v o= %A1 1 Y1 a2z ®s2 ¥c2 Y2 *a3 *m3 Y3 *as Yy *ps U5jl; 5

MOy Las restricciones dal (1) al (5 ) pueden expresar
3in varliables de nolgura,; con objeto de enpresar ectasryastiric
wuiones como desigualdades en lugar de lgualdades. EL proce
miento para,obtener estas igualdales es el siguliente:

o

85}

Cbviamente de la ecuacidn { 1 ) se tiene

1

! < ¢

hAl + xBl . 10 000 g-l }
Suwmando (1) v (2 ):

Kyqg b Xgq ¥ Xy, b Xy F Xy ¥ Uy T 10 000

X + X P -! s *)l

al Bl + X, + Xgy + Xoy € 10 000 {27
Sumando :( 1), ( 2)Yy (3)

) . = DO+1 .4

X a1 * Xpy T Xyp ot Xpy *o¥o, +Xpg o Xgy b uy = 10 000-Los

c Far T et Fan T %p2 T ¥ep M3 T ¥B3 £ 10 000 + L.sx,, (37

-

Sumancdo (1), .(2), (3) v (4) =

[ ESE s

= 10 000+l,HXAl+;‘wA“‘ s

b +x + L% + X + X

A1 FR 1T Y X T e A3 N3t ¥ T,

VA 5 S 3 + R ST b WO 5 A 2 T B X S A Y S
SR RO ARV REMPEES S RES - T -V 1 52 5

o
le4xA3 + l,7x82 .. . "

<
10 000&1°4XA
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. ¥A1+xﬁlﬁxA2 B2 C2 A3+XB3TYA4f¥D5*u[ = 10 000+1 4x +1 4% 30

+Jl‘7x + 1. 4x +1°7x

Bl A3 B2.

.. ,4 7,
§§1 Bl A° BZ+XC2+XA3+XB3 A4 DS 10 000+1 4x +1 4x +1.7.<Bl
+1.4x 3+1 7xB2\f1 s ap ) (s
Por lo tunbo, las deaxgualcades del (1 ) dl (S ‘) son las restric-
ciones, a’ ntestro’ prébleha estas restricciones pueden ubteneren di
rectamente del contexto’del problema sin la intreduccién do veria
bles de, hola.ra, nu?strowproblemamexprﬂsado a través de:as res-
tricciones é= ‘la (1 ) a 1a*(s?l), queda representamo en forma par-

thLonada como _ 51gue

‘l)l \f

a5 L e L
R be

XaA1 xBl ¥a2, ¥82 . %c2 *a3. Xp3 ¥n4-*p52.. .

: - - B L T A S SR )."'iA

40T e 7T le 7 AT Y ((max )
11 , 10 000
101 1 1T £ 10 000
-4 1 1 1¥s1> .11 I 4 10000
-4 =7 -.4"1 1 1 11 .- £ 10 ooo
Tl S oL ad e 1e Crnnwdl Dl b bl i
w4 =g Ca oy P el 1 1 1€ 10 000

U ox = [ *a1 1 *az %2 Xc2 *a3 *B3 ¥ a4 xDS]

t
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: r
¢ .. conitoten ¥ ccdisstren en (oo pedximas & meses. Los requerimienins

o tedos come  horgs-vuelo-geremozo son:

IO en Eaere; S000 en Febrorer 7000 en Morzo, 10000 en Abeil. 2000 =
er Ma,or v H 000 en Junie,

i Znitenzmiento pore que uio GCIOMIDZG G8 2ivicio en un vuelo dure Ln
mes, por funio cado muchocho debe coniratarse por fo menos un mes antes

I . . " v v,
B} onticaomiento reguiere de '70 horos de supervisién de osromozos yo -
gnicnades por lo tonio disconemos de 100 horos-vu elo-geromezw menes. du
rcale L nees pof Codo Teromeza en enfrenamiento, '

Code ceoon o suede toboier heste 150 haros as
Lodo ceromozo entrencod suedes HG;”_:CJ DCsSTo oUW NOros en un o mes o o2 -

]

h
cnmzoito tienz 60 czromozas enirencdos of principio dg eneio.

HP. PO
coojorén menss ce

-

3 el wdnimo tierpo disponible de ic: czromozos excs
&

me: {neras vuele + supervision)
g

deszed.do nirguna. Pero en cade rors, oproximadorente el
. . .

Cede czromoze enirencdo cuesto ¢ lo compohie & 8000.00 ¢f mes y codo - O
ceroToza en entrenomienta S 20C0.0C tomonds en cuento solorics v orros -
pereficios. '
.
C:‘* F

orrwle el preblemo dg coniratar vy entienor como un modelo e progro

| bociendo " x, el nimero dz caromozas que princizian wu -

zntrenamienic en el mes 1, donde %= £0 reprosento fes coreTonss -

i | principio de enzio. Defing cuolguisr simbois wdicional -
§

h
. 5 « 1 3 v .
e necesiie poru exprescr (cs variooles de decisidn |

o ¢e & mesas. Suponno que g =--

‘e, oor ejemplo 10000 hores,  {Tom-
bicrio neczsariomente lo sclucidn moro los meses onisriores enconirods sriario:
mente? Evol 'quegom . i
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Solucién :
\ , ! ‘

3 —

Sea x; el nimero de personas contratadas que principion su entrencmiento al inicio del ne,t
(t=1,2,..., &}.

Sea y; el nimero de ceromozas experimentadas al final del mest (t=1,2, ..., é). Nétese
que Yt tembién representa la cantidad de ceromozos experimentadas al inicio del mest + 1,

DISPONIZILIDAD DE AEROMOZAS EXPERIMENTADAS.,

Observe que ¢l nimero de aeromozas experimentodas y; ol final del mes t, esté formedo por
las personcs contratadas al inicio de este mes{las cuales fueron entrencdas i el trenscurso
del mes) mds el 90% de los aeromozas experimentadas que habic of final del mes coterior ¢ =1
{0 sea ¢l inicio del mest), je:

Y T X+ .9y g , (t=1,2,...,68)
con )
Yo = %= 60
& sea
P EXp F 9y, =xpt Oxg 1
Yo = %9 *+ .97, {2)
Y3 = 83- + .9y @) ‘
y4=>(4 + ,9\/3 . . (4)
YS =_X5 + .9)/4 . (5)
Yg=xg + 9ys (6)

DEMANDAS DE HCRAS DE TRABAJO (VUELOS COMERCIALES Y ENTRENAMIENTO):

La demanda tota! de heres de vuelo por mes corresponde a la demanda de vuelos comzrcialcs
més lg demende d2 hores pera entrenar a los nueves personas contretades en el inicio del mzs
Para sotisfacer esta demanda fotal en el mes t (inicio del mes 1}, se dispone de v, ¢ ceromo-
zos con experiencia, las cucles pueden proporcioner 150 hores coda una de elles.  Por 1o ten
to, i D, es la demanda de vuelos comercicles en el mes t, entonces:

P~

Demanda en el mes t ¢ - 150 Y, Di‘ + 109 X, (t=1,2,...,6)

1

ceny =
Yo T %

Introduciendo una varichle de holgura e ceda ecuacién, entonces

©

350}'} -1 =D, +100x +u, (r_= 1,2, ...,8)

o %o ' ' - (*=)

~
1]
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Dencnda en el mes
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IC™N OBJeVIVO:

m2sis,

resics de les c2romozos ex

1 1 € . . . -
vl dal poriovo b ERpresans Ll o

‘ AT T
150y0 = L0 + 100 x4 tuy
150yy = 9050 + 100 x5 +

150y, =8C00 + 100 xg * ug
?§0y3 = 10000 ~ 100x4 +u 4
“30yy = 9CCC + 100 x5 + us

.‘SOYS - ]ZOL’O + ‘OOX() + U6

nudas. FPor lo tanto, lo funcién objetive estd dada por

win £ = EC00 [xo + Y4 +

g oGue X TV,
min 2 = 8CCC Lyo +)1

i ]o tanto nuasiro madele
=, Ty (“*) Lo :e-;r
i

u+>"6}

de progrcm"c’-‘\".

eCidn c2 ese of

)esl*scu;, te,

Ya che el ebjetivo de lo compaita es daterminar cuontes aeromsz

+ 4000 [x] +x,) +.”+xé]

lincal pora el prob
roolera de piogie

(x‘i*“’

) ;

TP RHOPLY G et
S B TS R 1% N
' 1§

os contratar en los oroxianss
entonces {a funcidon objetivo es minimizar los costos involucrados.

a dads, esta deiiride

cidn !ms‘J en formg

Yo Y3 Y4 Y5 yg *o X1 X9 x3 X4 X5 X Uy U?-b3 0405,
¢C0 €00 €00 cE00 &00 00 4C0 400 400 4300 400
: 1
=1
-1
i ] -1 -
9 0 1
-.9 i -1
-9 i -1
-9 1 . -1
=100 : =1
. -1 =1
1 50 -100 =1
120 ’ =100 =1
150 © o +100 -1
150 -100 wlt
Yo Y3 Y4 V5 Y %o X o IR X Xg Yy Yy ug 4 u5 Uéj » 0

Esr05 costos san lor
cerimentedes mds los cosios de las asromozos que estén sici's an': -

-~
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2.1 MATRICES

2.1.1 DEFINICIONES

DEFINICION 2.1 Una matriz m x n, es un arreglo rectangular de nGmeros reacles,
Homados los elementos de la matriz, los cuales estén arreglados en m renglones y n
columnas en la siguiente formas

o -\

O]] 012 vee q]n

02] 022 °2n

a o cee G
mi m2 mn

L. -

NOTAS:
i) Una representacién simplificada del arreglo anterior es [ciﬂ mn.
El simbolo a;: representa al elemento que esté en el i~ésimo renglén y en la -

j~ésima columna del arreglo.

ii)  Los matrices se representarén por |etras mayGsculas gruesas, entonces si A es
una moiriz m x n, signific A= [
a z , sig a que % mn.

iti}  Si m =n, entonces se dice que se tiene una matriz cuadrada de orden m.
iv) Si Aesmx 1, entonces se dice que A es una matriz columna.
v)  Si Aes1xn, entonces se dice que A es una matriz renglén.

EJEMPLOS. Las matrices A, B, C y D mostradas a continuacién.
1 12 -1 2 2 2 1
A= o 1 2 3 B=0 o 2 1, c={1 1] D=2
1 4 2 1 31

tienen las siguientes caracterfsticas: A es3 X 4, B es1 X 4, (es una matriz rengién),
Ces2 X2 (esunamatriz cuedrada), D es3 X1 (es una matriz columna)

NOTACION 1.
i) Sea A = [O;i] una matriz m x n. El i-esimo renglén de A, se indicaré por -
A;., e,

Ai.=[0” 032 -..oin]_



. Sea A = [C';ﬂ una'matriz mxn. Lo

1e.

e - \ ST
j~ésima columna de A, se indica-

a,, v :
oy
= la,. . , b x
Lo N A-i vx 2' ‘o 4 B
. Lo ! LN
d_.,. ' IS
mj
o oAl e A o
EJEMPLOS. Para lamatriz: A= {2 2 0.1 " éncuentre
: T 1 0000 S
i) el primer renglénde A~ = 7
ii) * el tercer renglén de A '
iii) la primera columna de A ) ,
iv) la cuarta columnade A. ..c: . \
. v LA, \:“‘“‘h’; e o O :
Solucién P - {
) A=D o o-g "
if) A3=ﬁ 1 0 1 @
e P e ! |
iii) ') R R A
] e 0 R .y !
: 2
Ay =]2 P 6.45’,] N O
- l’\‘ + Ll B
1 oy
X ’ . .- N N Ty L R L e o
DEF!N!CIO_N 4 2.2, J‘Se\kdlf}:g que.las matr,‘lces;\,,--",*'[_i-l].‘mnn y B= [bi‘i] ‘mn Son igua-
les si y solo si o me .
Uii = bii ¥ i= l‘r 2, ""r’m': y 2 A i= 1, 2,.. sep, N

NOTA: De la definicién anterior se observa.una condi
les es que ambas terigan el mismo nimero de rengl
o IS ' AR B

sean igua

o

n

-para que dos matrices -~
ones y el mis

mo nimero de

cié

columnas S T et
EJEMPLO. En las siguientes matrices . 5 e
0 S8 = LA O 5 C=24 0
1) ) 2 1 o l2 o0
O] “ el e ,;4_‘?&4 ¥ vy Tt e
se observa que ¢ e e e ;

%

A=B PO;qlﬁe ;ﬁqi‘i’ﬁ b;i ¥ i=1,2;

A # C porque para i

=2y i“=2‘§e tiene que ay; =1 # by s

iim‘___‘»] ’2 .
=0




DEFINICION 2.3, Las matrices A = E:tii]mn y B =[bi';]mn son iguales siy

solo s
Aan = B. 31’ 'i:'l’ 2, ,..,l‘l‘l‘

DEFINI(;ION 2.4. Las matrices A= ciilmn y B= [bii]mn son iguales s
y soio si

A.i =, B.i ' i - ], 2
TEOREMA 2 4. Las definiciones 2.2, 2.3 y 2.4 son equivalentes, ie.
DEFINICION <> ‘DEFINICION

<>

2.2 2.3
DEFINICION 2.2 DEFINICION 2.4
DEFINICION 2.3 <> DEFINICION 2.4

DEMOSTRACION.  La demostracién es simple, solo considere la definicién de -
igualdad de matrices (cualquiera de eilas) y la notacién 1. Los detalles se piden
en la tarea nimero 1.

DEFINICION 2.5, La suma de dos matrices A= o] .y B=fby]  indicada
por A +B, es una matriz C = [ciﬂ definida por !

cii=0ii+b§i Vi:ll 2! vee, M, i=]’2""’n

NOTA,

i) La definicién anterior expresada en otros términos es

C= [cii]=[°3i+biﬂ d A+B
i) De la definicién 2.5, se observa que una condicién necesaria para la adicién
de matrices es que ambas tengan igual - nGmero de renglones y de columnas.

EJEMPLO.  Para las siguientes matrices
A= |1 2 3|; B= |1 4 5|; C=[|2 3 5 7]
o o0 1 7 8 9 0O 0 0 1

se tiene que

A+B= [1+1  2+4 3+5] 2 6 8

LO+7 0+8 1+9] |7 8 10
A+C no se define porque tienen distinto nimero de columnaos
B+C no se define por la misma razén

TEOREMA 2 .6. (PROPIEDADES DE LA ADICION DE MATRICES)

i) A+B=B+A (laadicién es conmutativa )
i) (A+B) + C = A+ (B+C) (Lo adicién es asociativa).

DEMOSTRACION,
i) A+B d [a..+b‘.1

{ " ]

O



Por otro lado, conocemos de la teoria de los nGmeros reales que la adicién

de los reales es conmutativa, ie. o + b = bii + aii' por lo tanto,
A+Bd[,, +b] =>A+B=[b;; + ﬂg B+A o
, == A+B=B+A

i) (A+B) + G = ([a;ﬂ + [bii])+ [c;i]
= [aii + bii] + [Cii]

Pero también conocemos de teorfa de los nimeros que en lo* nimero- reales
la adicién es asociativa, ie.,

i * o)+ = et by e
Por io tanto,

(A+8) + C= [ aj; O )J

= ["i;][ i cii]
= A+ (B+Q) a

DEFINICION 2.7, Sea A= [o ] una matriz m x n y sea k un ndmero real.
La multiplicacién de una matriz /{ por un nGmero real k, indicado por kA, es
una matriz m x n definida por

kA =[ka;; ]

NOTA: A los nGmeros reales también se les llama escalares, por lo que a la
multiplicacién de un reol por una matriz también se le llama multiplicacion -
escclor,

EJEMPLO. 5i k= -4 yAs= [—2 3] entonces

12
kA= 8 -12
- -4 -8
TEOREMA 2.8 (PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE UN REAL POR UNA -
MATRIZ) : ‘

) 1A=A

i) k (A+B) = kA + kB

i) (g k) A= ki A+k, A
iv) (k k)A k Zsz)



DEMOSTRACION,  Es trivigl, solo aplique la definicién 2 7) propiedades
do nureeres reales y deflniciones o propledades de matrices presentadas an=
tctiormente. Intente hacerlo.

DEFINICION 2.9, Sea A= oiLJ, mxn ysea B ='[bii] nxp. La--
multiplicacién de A por B, indiecald por AB, es una matriz' de elementos i
definida por
Cii = 2 Oik bki
=1
NOTA. Una matriz A y b se pueden multiplicar si y solo si el némero de -
columnas de A es igual al nimero de renglones de B
EJEMPLO Si
T2 [7 4]
A= |3 4 B=3
5 6
entonces [1X7 +2X3 1X4 +2X) 136
AB = |3X7 + 4X3 X4 +4X1} = 33 16
LSX 7 +6X3 5X4 + 6X1 58 26
EJEMPLO,
i
A={2|; B8=1[3 4 1 5)
0 f
1
3 4 1 5
AB= 12| [3 4 1 5] =16 8 2 10
0 0 0 0 O
i 3 4 1 5
BA=(3 4 1 5] =3+8+5 =16

- N —

Este ejemplo muestra que la multiplicacién de dos matrices no es conmutativa,

ie.

AB¥ BA,



PROPOSTUTION 2,10 (REPRESENTACIONLS MATRICIALES DE ALGURAL LXPRu-
SIONES ALGEBRAICAS O NUNMERICAS).

n
1.'Si x = ([xl Xy oo ,xn] Yy y-= f‘yl“, => Zxkyk = Xy . .
B I s =
lE : k
R ‘ { IRPTR ’fnﬁr U e s
(2. 81x = "[xif X5 °-f’°“'xnilf’:“\’(" T iy Zxk xxt donde x =

3o Sea u= Ll 1l oor.ﬂ un vector de n componentes, los cunles son
todns unos. - ‘

n , .
= | ‘ =’ ‘do L
i) 84 x = [xl Xp oo g4,==:> Z ;xk = Xu ) donde u” = i
11

N R A
ii)m=w®

El vector u=|1 1 5o ]J es llamado el veéctor suma’ debido la pro
oiedad de poder regresentar matrici lmente una suma de nﬁmeros Xy
(ver nroniedad 3 i S ,

DLBuOo'l‘RACION° Es. simple,sdlo use def1nic16n de producto de matrices
pora Drobar que el lado izquierdo de cada iguallad dada.es igual a2l
lado derecho -de la-miemaos

b

DEFINI"ION 2011 51 A es mxnp B e® nxp, entonces el producto de A por
B, indicado por AB, €8 uns matriz de elementoe c1j definldos _por

faor - S {-T T C\ j = AioBoj N : R o

PROPOuICION 2 12 Las deflnlciones 2.9 ¥y 2411 son equ;valenteso e

DnNOoTQA“IONo Debemos demostrur ‘que s Definiclon 2 9<:=$>Defin101dn
2. Il. wa o .

Demostracion. de 1a implica 1dn (==:>) ‘-a, ol ,4;' L
;;% " por la definicidn 2.9

51 AB 5 5 04y =D 013 81k kj
C o =gy [ e e 8] [y por Proesicidn
. , 23 |
J
b




= Cij = Ai.Boj por. 1la notacion 1

==> Definicién 2.1l
Demostracidn de la implicacién (<== ). Como las implicacionas de
1a demostracidn anterior (=—2>) son reversibles en cada vaso, en-

tonces gqueda demostrado que l1la implicacion 2,11 implica la defini-
cidn 2.90

PROPOSICION 2.13.

i) <AB)1 = A, B

3
i1) (AB); = A, B
11i) (AB)aj = AB_,
iv) (ABc)ij = Aioscej

DEMOSTRACION,
DEMOSTRACION DE 1). Este resuliado es 60lo un restablecimiento de
1z definicidn 2.,11.

—_ (AB)ig = A, B ,0O porque cij = A, B . de a-

io ej io o:]
cuerdo con definicién 2.11

DEMOSTRACION DE 1i). Demostraremos primero dos xesultados
(AioB)lj = (AB)ij (+)

((AB)ic)lj = (AB)ij (**)

pnrn luego concluir que el lado izquierdo de (*) es igual al 1ado

J

izquierdo de (**), y por Ultimo mostrar que 1os elementos del ren-
&ldn (AB)io son de la forma (*) y que los elementos del rengldn
A; B son de la forma (*+), y asi{ probar que (AB)iez A; B

Demostracidén de (*):
(A-.B)lj = Q{Ai”)lujB”:J por la parte i) de esta proposicidn.

z;m(AioB)la = A, B

::;»(AioB)lj

1.8,3 porque,Ai es una matriz con un sdlo
-] ! 1] '
rengldén, por lo tanto el primer rern..

gldn de A, s el mismo A, . @

(AB)iJ'D por la parte i) de esta proposicién.
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Demostracidn de { **)s
(AB)i. es el i-ésimo rengldn de AB, 1o cual implica que (AB)ie es
una mstriz de un solo reuglén. Entonces el primer renglén de (AB)io
es la mismo matriz (AB)io, expresando esta conclusidn simbolica-
mente se tiene que

( (aB)y )y, = (aB)y

Por 1o tanto, si tomamos la j-ésima columna de ( (AB)io )lo y equi-~
vale a tomar la j-ésima columna de (AB)i° , 8imbolicamente
( (AB)ie )13 = {AB)iJ a

Una ver demostradas (*) y (**) se tiene que
(*} y (**) - (A. B)l,] = ( (AB) i, )iJ ¥ J (**9\)

Falta shora demostrar que los elementos del rengldn (AB) son de Ia
forma (A B) 15 ° ¥ que los elementos del rengldn Ai B son de 1g for-
ma ( (AB) . )lj y por:{ ++) concluir que (4B); = 4, B

(aB), [(AB) ~xGAB),, - ese (AB)in]
-[ ((4B); )qy ((AB); )yp eee ((aB) )y,  -por (7
= [ 1.B (AioB)l2 6eo (AieB)ln} por { *** )
= Ai w] por definici‘dn
de A, B

i,

DENOSTRACION DE iii). Es similar a la anterior. Intentela.
DEMOSTRACION DE iv).

(ABC)iJ = ((AB)C) ascciatividad en la

13 multiplicacidn de ma-
trices
=(AB)i ¢ 3 parte i) de esta pro-
e ° posicidn.
= AieBcoj m) propiedad ii) de es~-

ta proposatvidn.

TEORENA 2.14 (PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION DE MATRICLS)

i) A(B + C) = AB + AC
11) (A + B)C = AC + BC

<;> 1i1) A(BC) = (AB)C’




DLMOGTRACION,

i) Debemos demostrar que el elemento (i,j) de A(B+C) es igual ali ele
mento (i,j) de AB+AC, para todo par (i,J):

Z:aik(B+G)kj

{A(mc)}i;j -

i

11) Es similar

141) {A(Bc)}

ij

Por otro

{(J\B)C}ij

k

2 853y y + cypy)

k

2841 Pry t {;aik"kj
K

definieidn de producto de ma-~
trices

definicidn de adicidn de ma-
matrices

propiedad distributiva de ls
multiplicacidén con respecto
a la adicidén en los nimeros
reales

(AB)ij + (AC)ij ¥ (1,3)

(

a

AB + Ac)ij o
parte 1),
%; 853 (BC)y 4

}k: aik( Z‘: bkrc:K";j)

> 3 Bk erCrj
X T

lado,

ji: (AB)irch

r

ZE;(:;:aikbkr )¢
r

:é::%: ® 4 kPurCry

definicidn de
multiplicacién de me2irices

definicidn de
multiplicacidén de metrices

asocictivia~d de lo pulii— (1)
plicrecidn en los nimeros
re~lies

definicidn de
multiplicocidn de matrices

definicidn de ,
multiplie=cidn de motricesn

agsocietiviind dc¢ le mulii- ()
plicwcidn en los ndidros
resles.

Por lo tento, comprrando los ladom derechos de (1) v (°), se
demuestrr que (AB)C=A(BC), O

O



DEFINICION 2.15,

La matriz identidad n x n, indicada por In, es unc motriz cua-

drada cuyos elementos sobre la diagonal principal son fodos 1y los elementos fuera de
la diegonal principal son todos cero; fe.

o ...0 0
0 1 .0 0
In = n renglones
0 0 O .1 0
0 0 0 .0 LJ
n columnas

NOTA: La matriz identidad Iy, también se puede definir en términos de .lc deita de -

Kronecker, la cugl se define a continuacién.

se define por

¢

La delta de Kronecker, indicada por (5”,

sioi¥Fj

La matriz identidad ln] se define en términos de Bii, por

TEOREMA 2.16. Sea A= (ai.)
m x m respcctivamente, entonces |

i), A=A
i) Al =
DEMOSTRACION:

i) Si 'n A= [:Cii == C'i = Z é ik aki

ii) Es similar.

EJEMPLO. Si A=

( 6" ail - o & 114] ] O O—

6f‘ 6}‘ © e 6“." -{0 1 0

ER AR R P T
mxn- 9 Iny Il son matrices identidad n x ny

n
por definicién de multipli
1 cacién de matrices.

==
i

+ + 6. . : -
AL i, - ai-1r‘§+6ii°ii4

. o a, .+ .
6':!‘*‘] |+]ii ‘Sanom




A= [1 0 o 1 1
0 1 1 3 1]={3 1| = A
0 o0 1 4 2 4
2] [ oo 12

Alpg = |13 1] fo 1| = |3 1| =A
4 2 4 2

DEFINICION 2,17, Sca A =[dii] o Lo transpuesta de A, indicada por At, es

una mutriz de elementos bii definida por

iizaii’ ¥i=1,2’aooo,m’i=],‘, o-o'n-

entonces la transpuesta de A, se define por

GH 02.' eeee O
Al = | 912 9y Im?2

G a Q
In 2n mn

i {A: Dada una motriz A, la transpuesta de A, se obtiene intercambiando los rengiones
do A para que Ileguen a ser los columnas de Al je.

J i’
La primera columna de A’ es el primer renglén de A
La segunda columna de Al 5 ¢ segundo renglén de A, etc.

EJEMPLOS. Si

1 2 3 4 1
A=1{5 6 7 8]; B=[1 2 3 1]; c=1

9 10 11 12 1

1

onionces

1 5 9 1
At 12 6 10 B'= |21 ; c*=[1 1 1]

3 7 1 3

4 8 12 1



PROPOSICION 2.18
)AL = A

i) (A'i)r: (A )+

DEMOSTRACION

i) Debemos demostrar que el lado requerido de la igualdad i), (L1 1), esigual ol
lado derecho de la igualdad i), LDI,

r— -

- ? L
LI§~(A55) m[oii Giz... Ogn:] = '

Oi2
i)
-a” a ‘o ays a. =
LD} = (Af )“ - 12 | In
B B B 7 IR TR
% %2 u” c’in
Om] Gm? ami om:]
. i,
5 % en °m‘\ a;y
Mz Gy ere 2 %m2] \= %2
% OZE i am;
%n Q?n %in omn in |
= =/i.
Por lo tanto, L 11} =(Ai_)t=(Af)_i=LD I, O
EJEMPLO. SiA= [-1 =2 =3 encuentre el
4 5 6
7 8 9

/
L

primer renglén de o transpuesta de A y la teicera columna de Al
SOLUCION
(A", = (A por PROPOSICION 2.18 i)



an
4 = (=1 4 7)
7
Wy = (ag) por PROPOSICION 2.18 ;)
X 7
= (7 8 9 )Y = 8
9

TFORFMA 2,19 (PROPIEDADES DE LA MATRIZ TRANSPUESTA)
) Aty T=A
i) (A +B)t = b4 pt

i) kA" = kal

DEMOSTRACION:
) . ro
i) SeaB = .b||j = A ysea C= [cii] = p'= (Ah), debemos demostrar que C = A,
Demostracién: O
S d . .
C=8 — Cii = bii (1) por definicién de transpuesta
Por otro lado,
B=At = b g a ?)
i i ji por definicidn de transpuesta
=b.. = a,.
It |

i
'O"
il
o

) en ()=

H

.':‘")C'l'i aii i=1,2,..., m i=1,2...n

—>C=A

== (Ahyt= A ©
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2.2 PARTICION DE MATRICES Y OPERACIONES CON MATRICES
PARTICIONADAS.

DEFINICION. 2.2.1 Sea A mxn. Se dice que la matriz A

es una matriz particionada de acuerdo a un criterio dado,
si la matriz ha sido dividida por rayas verticales y ho--
rizontales de acuerdo a dicho criterio. Si B es una nota
cién para indicar el criterio con el cual la matriz A ha
sido dividida, ertonces la matriz particionada A (o la -

partici6n de 2 segGn B ) se indicar& por AB

EJEMPLO Sea

Si el criterio B para particionar A consiste en dividir

A por una raya vertical entre la primera y segunda to--
lumna y por una raya horizontal entre el segundo y el ter
cer renglén, entonces:

: 1 3
A= 213 2 1
B 17,7472

Otras particiones de A generadas por otros criteriés de
particibn podrian ser:




1t

DEFINTICION. 2.2.2 A las matrices que Se generan por la —~-
partici6n de una matriz con un criterio B dado se les lla
ma submatrices cde A generadas por la particién de A segfin

el criterio B
DEFINICION. 2.2.3 Sea A una matriz y B una particién so
hie A, Las submatrices de A generadas por la particidn

B , se llaman los elementos de 2Ag.

NOTA. Una matriz particionada AB se puede representar a --

traviés de sus elementos (ie. sus submatrices).

BIEMPLO: Si

“atn “1 ey
105 9 [’1: 5 9
2 6 10 2, 6 10
A = b 4 A = |
37 -11 B 307 1
4 8 12 418 12

entonces las submatrices de A generadas por B , .son:

11 |} 12 5 9 21 22 .
AB — 2 : 8 = 6 10 H .AB = [4] 2 AB = [8 12_]
3 7 11

§ Algpuede ser representada en términos de las submatrices

i la siguiente forma:

- [1's 9] (a1l ,12
} B B
2 , 6 10
g =13 1 4 11 =
R Py A21 A22
4 | 8 B

DEFINICION. 2.2.4 Si T' es una matriz particionada, enton-
con el simbolo {r} indica la matriz obtenida de T eli-
minando sus particiones. Por lo tanto,
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DEFINICION. 2.2.5 Sea 2 mxny B mxn. Sea B el mismo

criterio de particidén para A y B , ie,

11 12 1q [ 11 12 1q |
A
B Agr- -2 | Bg By - - - Bg
AB = |21 22 2q ;B= 21 22 29
A A B B ...
B Bg .- B B B B3
Pl P2 Pq 3] " P2 Py
A A ...A B Bn . . .
i B B B ,,; ..~ B B BBJ
La adicidn de las matrices particionadas AB b4 BB se
define por
11 11 12 12 1q 1q |
A +B .
B B Ag  *Bg Ag + By
g+ Bg & 21 21 22 22 . 2q 2q
B . o e
Pl p2 P2 P2 Pq Pq
A B A B A+ B
8 * 78 g8 ¥ "B B B
L J
EJEMPLO Si
1] 4 o o'z oi
ag = 0 : 1 Bpg= (4 2 2 1}
0, 1 ¢ 1,0 O

entonces




<
e
+
Lt
fat)

TEAREMA  2.2.6 (PROPIEDADES DE LA ADICION DE MATRICES «

PARTTCIONADAS) .
B = (A + B)

i) AL 4+ By = B+ Ag

4 '
113) Ag 4+ (B + Cp) = (A +>\§ tBg )+ Cg

DEFINICION. 2.2.7 Sea A mxny Bnxt. Sean B y O

narticiones aplicadas a A y B respectivamente, ie.

r n o 7
A}l A12 lqg 11 12 ls
A B B - + - B
8 B B D 0 b
S 7 21 22 2q; Bp 21 22 2s
~ A A Ll ° . A B B i B
-B B B D D D
pl 2 pole] ‘rl r2 rs
A Ap . At, B B .. B
L B B BJ D D Dd
51 g = ¥ y si cada producto
ABlk B};J (i = 1I°l-'p; j= 1,-..,8 H kK = l,a.a,(l)
25t8 definido, entonces el producto AB BD se define

vomo una matriz particionada de p

renglones y

s columnas
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<:). cuyo elemento (i, j) es

ie

. B

4

pl

(i = lpe-a' p; j=laoooys)
1
12 Alq" C 11 12 1s |
A
B B8 B By .. 2p
22 2q . 21 22 2s
Ag Ag B, By Bp
p2 jole] rl r2 rs
A A B B B
B B . T D N
1 11 12 1qg r2 11 1s 14 rs)
+.0 .+ +..0 .+ . Y
Ag Bp) @dg By A B) {Ag B Ag DBy
lg ril 21 12 2g r2 21l ls 2g _rs
+o ] .+ - +- a0 + -
3 Bv) (AB BD AB Ar) (AB BD AB B p)
+ 4+ P9 rl pl 12+ + Pg r2 pl 1s pg rs
B +...+A B
Ag Byl (Bg By Bg By (Bg B, 8 “pl




EICMPLG, 51

mlonpces

s
&% £ -*“i
3D
21 11
A B
- B

t

11 1 1]

B

P2l 11 1

B

D 1 1
|2 1]

1 1] 47
+

101 | 8

Ll 1

1 17 [17
+

1 1 |3l

1 1

14 10

32 24

6 5

[11 8
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EJEMPLO

" ¥
o Ol omleoe o
o ol 0“00
!
_ e b e e e -
]

o 1“0 ©,° o
- 0“0 0“0 o
| — J
[ R ]
) 0“0 0"0 w
o o lo 0“5 o

i
e e
}

o 0“0 ~,© o
© ©o,+4 ©,;0 o
| (

[ -t rToT -
© N]o oo o
i }
~ © |0 o, o
4 ]
il
o
fae]
[y
<<

0
3

1
0

1 0
¢] 1J




2.4 RN RS A DE UNA MAGRIZ
DEFINICIOMNES 'Y PROPIFDADES,

DEFINICION 2.4 .3 Ses A una matriz cuadrade n x n. St existe una mawriz B nxn
fal quo
A= an
Y BA=1,,

- . . T -1 . .
enionces B es llamada la inversa de A. A la matriz B se le indicar6 por A™', ie, lain-
versa de A, indicada por A™', es una matriz tal que

AATYoA-TA =1,

NOTA, Si para una matriz A no es posible encontrar una matriz AT que satisfoga lo de-
finicidn anterior, entonceas se dice que A no tiene inversa o que su inversa no existe.

TEOREMA 2.4.2 (PROPIEDADES DE LA MATRIZ INVERSA). .Sean Ay B mairices n x n
y sean AT 4 B 1 sus respectivas inversas. Se ofirma que :

i) (A‘ B}ﬂg o= B"] A"']

i) {/J,“-l)m] - A

g (At = Al

PEMOSTRACION DE §). Para que B! A1 seq la inversa de AB, debe sctisfacer quc
B~ AT) (AB) = lnn
4 (AB) (B_] Am]) =lnn

s deomostraciones de estas dos condiciones se presenta en los siguientes demandaos .

DEMANDA 1. @-TA"1) (AB) =1,,
ALMOSTRACION

{p=1 A~1) (AB) = 8-V A-1 A) B por asociatividad en la multiplicacion de matiices.
=B-1(A-1 A) B por asociatividad de en la multiplicacion de matrices.

=81 1nnB
=B 'B=l,, O
DLLANDA 2, (AB) B~V A) = I

DEMOSTRACION, Es similor, a la anterior, ie.
(aB) 8-V A1) = (ABB-N) A~t= A (BB!) A-1=Al,, A7)
= AAW'! = 0

nn

CEMOSTRACION DE 1)  Debemos demostrar que
AT AT =1y
Yo A

nn

Lo demostracién es trevial, yo que conocemos que para cualquier matriz B con inversa, .
deon sotisfacer que

BB =818 =1,

O



Por lo tanto, si hacemos B = A'i,
O A AN - AT @) = g, ©
DEMOSTRACION DE iii).
AAT = A-Ta= 1, > (AATHE = (ATT A =g b

i (A"])t At =i‘\i'(/3«"i)t =lan Teorema 2,19 iv) (pég. 13).
Si B=(A))f > BAl =AtB=]

Por lo tonto la inverss de Al es B por definicién de inversa. Pero B = (A"]) entences
la inversa de Al es (A"])f, ie (At)-] = (A'])f o,

nn

TEOREMA 2.4.3 (INVERSA DE UNA MATRIZ 2 X2).

Si
m G192 . ‘az2 )
A= entonces A-1 = 7y
a1 ay |Ali- o1 ey

c!onde fAl = 0]1 022 ‘012 02]

DEMOSTRACION. Suponga que

es la inversa de A, entonces AB =1, 6sea

ran 012 |w x 1 o

521 b |y oz 0 1

oniw + appy aj1x + ajpz 1o
©21w + oppy 2% * apz| [0 1
oliw  + ooy =

02]w + @2y =

‘ux t ooz T
aix * ooz =

Resolviendo en las variables w, x, y z, se tiene que

O




L w ,chi ) 22 _ ) Vi » ' i
3= | = 022 apy 912 921 Gpp G} 072 921
b
%2 N
| 92 oy ~uyy 0y %92 91 "%2 91
B= 1 92 =913 a2  -92)
922 93y o172 92 _TIAT
921 o ~921 il
FIEMPLO,  Si
14 3 -4
A= 2 3 enfonces A’”‘: :]5_ 2 :

TEORLMA 2.4 .4 (INVERSION DE MATRICES POR PARTICIONES). Si A esuna

mreiz v £ 0, particionada de acuerdo al siguiente criterio

- 3
Tjyeee Oyp :q],pw“!,;“cqn
" b3
. b M R Mespxp
o
ael 1 Jep_ 19Pepl Lo.epn | ;i Loesqgxp
£ ‘g LN D
P “"“p*‘])a: ptehy oo %pHien Nesqxq
. : ptq=n
éﬁn.ﬁv"n Gn,p :Gn’p+] c o e an,n
Frew ' b
H
w1 1 oxiste entoncges
o H p
At _ -1 y~1
4 e dondea ko= (MnR N L) esp xp
A g A= NV L g esqgxp
p=-p RN espxgqg

v= NT-NlL» esqxq
DEMOSTRACION
Suponga que lo inversa de A es una matriz particionada de la for ma

nop
A =

A v

dond~ 4 p Ny » sonsubmatrices de A"l que tienen las siguientes dimensiones:

es pxp
e g xp '
es pxgq
¥y es qxgq

W >»x

O



Por definicién de inverse, se tiene que

AA~Y =y

an
Esta igualdod expresada en forma-particionedo presenta la siguiente forma

R ] o]

Realizando el producto de las matrices particionadas del lado izquierdo de fa igual -
dad anterior se tiene que

Mu  +RA M P +RuJ Iop 'lopxq
Le THNMN O Le Ny | go oA
qxpi lqq
Mu + RA = Ipp (2.4.1)
. L& + NA=Og . 2.4.2)
Mo + Rv =Opq (2.4.3)
Le + Nv=| (2.4.4)
aq
2.4.2 ™ A=-Nlps o (2.4.5)

(2.4.5) en (2.4.1) > Mu+R (N1 L &) = 1o
> (M-RN-1 =1
>y o= (M-RN""L)'l Ipp
+k=(M-RN-TD)-1T O (2.4.6)
2.4.4) s v=NToNT L O : 2.4.7)
(2.4.7) en (2.4.3) *MP+ R [N-1.NTLR) = O
> [M=RN-T L] P = - RN;}
+ p=o [M-RN-T L] 7' RN
+ P=-uRN"! O

Pq

EJEMPLO ., Si 1 2 3
A= 2 3 4
3 4 6

encuentre su inversa por pariiciones.

SOLUCION, Una posible particién de A es

1,2 3 M R
A=l2,3 4| =
314 6 L N

Por lo tanto,




A 2 }

i}\ ¥
i3 /‘y‘i . "-) - y
K R l\! 6 = 4 _ 3 mz-‘
4 o) L4 y [,2 7

Yer epoe B V existe entances la prirticion elegida es apropiada y podemos oplicar cl
méredo por porticiones e aruerdo al teorema anterior.

b= NI =0 2 3] [3 22 )
-2 3/2] 13

o0 - o 2] [2”‘] U= -3 = (V2]
3.

e .
S LR N [g’ ;Z“](z) 2[1/2 []

seon RNV =2 (2 20 3] l; 3/} o w2 =0 1l

2

RV IS I ~'2} “[3 -2} [2}\}) 1 [ 27 o o"‘l
) 2 320 |2 3l 13 2 3] lo 1]

N =

ten

S

o~
el

<

i’ar 1o tanto -

Boop 20 1 2 0 1
1 -t — -
A7 = = g1 3 -2 = 9 3 -2
Ao 1V 1 2

12 '3 '
{
A= 12 3.4 =M R
374 76 L N

N= 6 > N1 =1/

Yer rn N~ existe, entonces de acuerdo al teorema anterior se tiene
- (M-RNCT ) = (T 2] [ (/6) [3 4] )~}
2 3 4
o

P 5V, B L B R
0o 1/3 0 3

?\xme"]Luﬂwﬂ.P 4:! [’2 O‘l=[1 "?]
6..



P == u RNV =. [-2 o:‘ [3] (1/6) =[1}
o 3l L4 2

(1/6) -~ (1/6) (~5) =1

<
1
Z
L
—
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!
N
§
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-
o
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>y
ll |
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INVERSION DE MATRICES POR EL METODO DE LA INVERSA EN FORMA DE PRO~-
DUCTO.

E! método de lo inversa en forma de producto es Gtil cuando conociendo una matriz A

y su inversa A=l e tiene ofra matriz B la cual es idéntica a A excepto por una colum
na. Para encontrar B'], el método aprovecha el conocnmuem*o de A~ y asi ahorror

un gron némero de operaciones en el computo de B=!. Con el objeto de tener una idea
que nos recuerde la situacién en que se usc este método diremos que A es la matriz vie
ja (6 previo) y B es la matriz nueva, entendiendo que B difiere de A por una sola co!um
na (6 que B se obtiene de A por la susritucién de una sola columna). La presentacién
de este método se daré en el teorema 2.4.6, pero antes se daré un resultado preliminar
en el lema2.4.5,

Lo ideo del método anterior también se utilizarG para encontrar la inversa de una matriz
A aun cuondo no se conozee la inversa de una matriz previa a A que difiera de A por una
sola columna. Sin embargo podemos tomar como punto de partida a la matriz identidad |
e ir definiendo una secuencia de matrices de manera que la primera se parezca mucro a |
y poco a Ay, las siguientes se parezcan poco a | y se vayan pareciendo més a A, Esta
idea define un proceso iterativo en el cual se aplica el tecrema 2.4.6 en coda etopa. El
detalle del procedimiento se presentaré en el teorema 2.4.7,
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PROGRAMACICN ENTERA

introduccién

. Un supuesto bisico de la P.L. es ta divisibilidad, ade
mas del de linealidad. -

En muchas zcasiones, ese supuesto no es real: no se pue
den asignar fracciones de aparato o persona, ni construir fraccio-
nes de equipo.

Hay .asos especiales de P.L. en que la solucidn es ente
ra. ‘ -

Par ejemplo: transporte y asignacidn, Pero esto no ocurre por
Va naturaleza del algcritmo, sino ias propiedades da los coeficiern
tes.

En los demas casos hay gque igecner restriccicnes adicic
nales, nara que algunas {o todas)} las v~ vesulten ''enteras' en la
solucidn.

]! modelo se 1lama ‘''de programacidan (lineal) eantera’,
la que puede ser:

. compietamente entera (o entersa pura)
. entevra mixta
Cada model . consta de:
. funcion objetivo lineal
. restricciones lineales
. condiciones de noc-negatividacd
. condiciones de "integridad" (a las que Vlamare

mos de no-divisibilidad)

En un mode'o de P.E. hay mads restricciones que en uno
de #.L. Por lo tanto, la solucidén serd menos favorable (o a lo
sumo tar favorable) como la solucidn 8ptima del! modelo de P.L. no
entzra.

Se han diseifiado métodos de solucidn especificos para
@ P.E. Son dtiles en la solucidn de:
. problemas de indivisibiiidad

. problemas no lineales, no convexos, comb?naragﬁos ¥
discreéetos. .

METODOS DE SOLUCIOHN

Redondeo de soluciones no enteras
Representacion grafica

Gomory (dual factible)
Gonzilez-Young (primal factibie}
Enumeracidn completa

. Land y Doig de P. E. mixta.

. Ramificacidn y acotacidn

. Heuristica

OO~ OV S\ B e

Glosario:
FP. L.: Programacién lineal

P. E.: Programacidn enters
YR Yonwe sh | oe
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P. Redondeo

k]
Consiste en resolver el problema de P.L., obtener la solu-
cidn dptinma y redondear esos valores,

Vertajas: :>nomia, en tiempo y en costo._en relacidén al mode.o
especial que habria que construir. .
(Recm%dese que mas restricciones implicanmads itera-
cliones)

Desver<ajas: 1la solucidn a la que se liega puede no ser Sptima,
o pueca ser un dptimo local (lo es entre sus puntos adyacentes,
pero ro es global) o puede ser no factible (entera, pero fuera
de la re-ién factible). Por eso, si se procede 2°7. hay -.e
e-:merar las scluciones en=zeras vecinas a la s~iuci'n no <ntera
vy 2xplorarlas (valuarlas y verificar la posible vic acidn ce re:
tricciones)

ejempio 1: max z = 3x1 + 2x2

sujeto a
IOxI + 5x, £ 100

20x, +30x, < 300

Xy X, 2?0 enteras

Solucién | . Solucidn Solucién
de P, L. redondeada de P. E.
x1 = 7.5 X4 = 7 Xy =
Xy = 5.0 Xy = § X, =
Z = 32.5 Z = 3% Z = 32

)

El“redondeo no fue muy desventajoso: no proporciond la soc-
lucidn 6ptima, pero esta resultd levemente alejada de la Gptima.

Z, = 2, = 31-32 = -f

1 2
Elemplo 2:
max 10 000 Rg + 20 000 X,
sujeto -a X3 £ b.5
Xp - S 3.5

XB' xu 2z 0, enteras

O



Solucion
de P.L.

Xy = 3.5
xlfﬂ 3-5
—2— = 105 000

El redondeco fue desvents JS6 :

Solucidn
redondeada

x3 = 3
xk = 3

£ = 90 000

6ptima, muy alejada de la veriadera,

Ejeralo 3

Solucidn
de P. L.

K =
X, = 3.194
Z = k89.?36

6,069

£l redondeo no sdio n
ademds puede llevar a sity

max

Z = 38x§ + 81x2
sujeta a !8x3 + isOx2
8xy - 8x2

1, Ry % G

Exploracidn de sol_ o’

Solucién
de P. E.

T s et i

= 4

R4

X&?B

Z = 100 0600

troporciond una scliucidn no

nes redondeadas

1
~3
b4

[
L=

es factible (1a)

0 proporciona el éptimo.,
acinnes de no factibilidad. -

X, = 5, Xy = 3
Z = bL3yj3

Xy = 2, X, = 5
2 = 443

X, ® 2, Ry = 5
Z = LRjY

Xy = 3. X, = 4
Z = L3§

X =?&, Xy = k
Z = L76

sino que




2. Representaciin arsfica <:>

Es similar al método grifico de 1a P. L., sGic va-~
ria 1a naturaleza de la regiér factit e, €En la P. L. @s un ccrjun
to convexo limitado por fronteras ‘ircales. En 1a P, £. es una

Yirad'" de puntos aislados, de coordenadas enteras.

Ventajas: es simple, directo y aplicable, tanto al casc enterc pu

ro como al entero mixto.

Resuelve los probtemzs de orden 2 variables y n restri
ciones, vy - con dificultad- los de 3 variables v n res
tricciones. .

Eiemplo:
el Rt 3 it

Se dispone r: 12.5 millenes, para construir mids piantas v/o

$
mas bodagas, vy asi m=zjorar produccidn y/o distribucidn . Cada bo-
dega cuesta ¢ 1 milidn, v no se requieren mds de 8; cada planta cues
ta 5 2 millones y no se requieren mids de 5. Cada bhodega ingcremerta-
rd la uttlidad en $ 31 mil mensuales, y cada planta en $ 60 mii ~.n-~
suales. .
LCuidl es el nimero Optimo de plantas y de bodegas?
Modelo: max Z = B!x' & Gexz
sujeto a X, < B
X9 < 5
+ <
Xyt 2%, Syg.3
Ry Xy > 0, enteras

Procedimiento:

Se marcan todos los puntos de coordenadas enteras;

se forma el conlunto convexo de drea minima que encierva a todocs
€505 puntos; ,

se desplaza 1a Iinea de 1a funcidn objetivo hasta obterier 1a mis
a.2]zda del origen que pase posr un punto de coordenadas enteras.

Er aste caso es (x] xz) = (8,2).
Solucidn de P. L. Sclucidn grafica
Ky o= 8 4 = 8
X, = 2.25 xz = ya
Z = 383,000 ! Z = 368 ,00¢C

Comentarios:

L. proporcion~ solucicnes enteras se requiere agr

rias)

gién factible, de node que se elimiren los vértice

1. Este procedimiento nos da la idea de que para gue 1o 2.

una (o va-
%
- d e 0L
P R .

- - ) L e ———— e
restriccion(es) adicimmaT{Ts) que corte(n) »

LS00

ar
Tt
o]

O

O



O

pondan a-valores no enteros de-jas variabias.

2. Costo de la no-divisibilidad:comparando la solucidn qr3
3=

fica con la solucidn de P. L., se observa que Z, = Z, = 368-323=15
mil pesos mensuales, es la reduccidn en el vaior de “la funcidn ct
Jetivo.,

La holgura uuve interesa es la de la restriccidn presupuesta-
ria, donde quedan 0.5 millones disponibies. 5i se colocan al 9~

aiiual en el mercado financiero, dejan 45 mil anuales o kea § 3,758
mensuales. Esto se debe deducir de la disminucidn en el valor de
Z, por lo que resultan 15000 - 3750 = 11250, gue representa el cos
t9 neto de la no divisibilidad en la asignacidn de los recursus.

La no-divisibilidad nos ha obligado a reocrientar los recursos
y encameﬁa.ios a proyecvos renos recituables. EIn curas paiabras,
e! costo real de la ro-divisibilidog surge de 1a diferencia cntre
Ea utfilizecidn

33 rer:zable de los reczursos vy la utilizacidn inme

3. Ma- Jﬂo de Go~0rv
o

i) e

3.1 Conceptn de conaruencia

Dos ndmeros son congruentes, si sdlo si, su diferz-zia es un
“ndmzro entero (positive o negativo). Se denota con el simboio

Ejemplos:

L.5 = 1.5 porjue Lb.5-1.5 = 3, 3=5 porque 3 - 5= - 2
= 2.75 = 3.25 porque =2.75 - 3.25= = 6; -0.7=0.3 porque -0.7-0.3=-

3.2 Parte fraccionaria

La '"parte fraccionaria' f_ de un nimero real x,es el menor
nimero no-negativo congruente edn x. Es decir, fx es la parte
frzccionaria mas pequefia que podemos restar de un nimerc no-ente
ro, para volverlo entero.

v

Elemplos:

si x = §,3 , Fx = 0.3 va que 5.3 - 0.3 = §,
si, x ==2.25, f = 0.75 ya que -2.25 = 0.75= -3,
sf x == 6, fx = 0 va que =6 - 0 = = &,

si x = 0.33, Fx = 0.33 ya gue 0.33 - 0.33 = 0
3.3. {dea basica de los planos de coerte

Se debe corstruir una regidn convexa que abarque sélo los

pJnt s de ccordenades enteras. Esto se consigue por medio de
""planos de corte' definidos por restriccicnes adicionales (a las
originales), que se incorporan al problema de a una por vez, 7 lu=
ciendo la regidn factible original hasta darle la configuracicn de

seada. Se llaman asi pcr que cada inecuacidr define un semierpa-
cio, por rediz 22 un hipgernlanc.




Los

3.k

bil
Si
St
ra
Se
Se
ori
Si

3.5

L.

planos de corte tienen estos atributos:

cada uno separa (desecha) una regién convexa,

cada uno pasa por -al

area factible bhacia el araa
los puntos de coordenadas

cada uno acerca 2!
da para cubrir todos

cada uno vuelve no factible 13 soiucidn dptima
mediata anterior (es aln dptima, porque los3 ZE

menos- un punto de coordenadas enteras,

minima requer;
enteras,

solucidn

b o

HE

C

*

solucion del

2

etg.a in-
" N kY
siguen ~

sin los requisitos de no divisi

es aho-=

probiema

Procedinic -6
Resolv-r 2l protlema de P.L.
idad.
las v~ son enteras, dejarloc aht.
no scn enterss, acgregar un plano de cortz, {(la
dotima pero no factible)
usa el método dual-simplex para lograr factibilidad.
verifica la solucidén: si es entera, es la
ginal.
no, 1 ciclo se repite.
Formulacidn
Se toma cada restriccidn del cuadro final del problema de P.
vy se le escribe asti: -
\
. S .
X, . = b, =~ a,. X, en que
i i - t] i
%, = variables basicas
L]
xj = variables no basicas
bi = valor de la x; en Ta solucidn de P.
$i algdn bi

. se descompone,-aditivamente cada bi' bi

+f,
;

J

no es entero, se agrega un ''plano de cocrte’ asi:

ka + fi’ en que

en qgue

ki es la parte entera vy fi es la fraccionaria,
k20, 0<fietd
. se descogpone cada aij asft aij = kU
06sf,, 1
tJ

. sSe sustituyen estos valores en

O



x, = k, + f, - -7 + f. .
i i i “7“(kuj TaJ) xJ
= (kg =T x) o+ (Fp - E:‘FUXJ.)
\.-..——--‘\ I"’_._.JJ -
parte entera + parte fraccionaria o0
Para que x, sea entera, f5 - = fi'x' debe ser nula o
_entera negativa. {porque? J
Como cads fii 2 0vy cada xj > o, es claro qgue
-3
7 . . = 0
Lomemendy i-! XJ el
Entonces f, - af, L% estd compuesta por una cantidad po
sitiva Fi A

i restdda’de otra cantidad positiva f., gue es menor
que 1.

Por 1o -anto la cantlidad . ~..f

N E.X} no puede ser un en
tero positivo: ¢ es nula ¢ es negativa.™

Para que sea un entero negativc _ﬂfi.x debe ser suficien
temente grande para superar f' al menos ef una unidad.

- .

J
Notese que esta restriccién es violada por la solucién épti
ma actual, ya aque f, >0y % x; = 0, porque son v° no basi-
i -~
cas. o

L - =7 <\ ?’ N
0 sea que debe ser fi 41~fijxi £ 0 = fi £ _Afi.

Se agrega una variable de holgura s. a la inecuacidn, f. .-
A + S ==

fi‘ . i 0 v se introduce al cuadro'final de la P.L., deépe~
jaﬁ§$ con signo negativo al término independiente, para crear la
no

factibilidad de la solucidn 6ptima anterior:

S, = - £, - (- 2. ¢ ). Cada S .

; {ixi tleva coeficiente nulo en la
funcidon objetivo. I%J .

3.6 Ejemplo:

max 2 = 31 x, * 60 x

sujeto a X, * 2x < 12.5

£
2 2 0, enteras




Tah.a Fina; de la P. L.:

] <
8 lb' ! X X, 31 SZ S3
X, 8 ! ¢ 0 1 0
53 . 2,75 0 6 <0.5 0.5 1 ;
i :
X 2.2 10 1 0.5 - 0.5 0
Z.-C 33 0 0 0 1 0
TS I N 3 e ]

Paso |: resolver el proociama de P. L.

Paso Il: ravisar los b;, y expresarlos asti b, = k. + f_ . Conr
siderar s o las vS originatec. Elegir la fila corresiondien=
te a la variable original que tenga 'a mnayor parte freccionaric.
En este caso sAlo interesa b3 , porque es la (nica variatie ori
ginal con part. fraccionaria®

b1=8=8+0.00

b3 = 2,25 =2 <+ 0.25
_Paso 1ll: escribir esa restriccién en forma de ecuacidn agre-in
dole una variable de holgura, y construir la restriccién (pl. =

de corte)

2.2 = x_, + 0.5 s, - 0.5 s

2 i 2

%, = 2,25 - 0.5 Sy ~ 0.5 Sy
f, = 0.25 = L1 yaque 2.25 - 0.25 =2

A

i
f & e. = . - R =
23 ? ? ya que 0.5 0.6 0
ka = 0.5 = 1 vya que -0.5 - 0.5 ==

2
% + Sh = % §5¢ -+ % S2 y e damos la fcrma implicita
Sa = 7 %- - (- % SI - % Sé) para poder insertarla en el cua

dro de P. L.

Paso W: Reoptimizar mediante el dual simplex.
o2

. - v o _l 3
introducimos al tableau Sy = T ( 5 S, 3 S,

Por 1o tanto hay un bi< 0 => la solucidn Sptima no es facti-
ole.

O



.Esto ocurre asi porgue el vértice Sptimo quedd fuera de la re
gidén factible.

E B | by 1% Xy 3 32 Sq Sy
L%y ‘ 8 , i 0 U i 0
% s, f 2.75 i 0 0 - 0.5 .5 1
! ! ' :
| %, | 2.25 0 1 0.5 =-0.5 O o |
| ' ' Nueva res-~
’ S, 1 -0.25 0 0 - 0.5 =-0.5 O 1 «- friccién
L2y -c, .0 0 30 1 0 0
i d — — - e
3.7. Otros ejemplos:
a) E1 tableau 6ptir- es
r Z et — - ) e v wm e m— o e \ a—— i - e A ———— —— e ————
! B i b ; x‘ Xg ¢ x3 S i S?_ 53
| %, 10.25- . 0 q o 1 0 0 f
i x, | 6.67 - 0.25 0 1 - 0.67 0.33 0
{ o
LSy | L.o0 0.5 0 0 c.75 = 0.5 1

 rr B e e et e . i —— — e —— 4 Sian e T e v —— -

Elegimos x, p.-gue 0.67 es la mayor parte fraccionaria.
P
Las fx de los coeficientes son.
2

f3 = 0.67 = ?’ 9 f3‘ = 0-75 =

de donde el plano de corte es:

;
S h Mt T St 3 S

3 —_—
2. 3 ? 1 S
Sh 3+ 3 . -[‘- X] 4+ 3- S] + 3 SZ b -
) 0
R -3 ~ 1 - L
K 3 (-5 %~ 5 Sy~ 5 8

y se acrega al cuadro la fila zcicional
- ) w ; R .
Sy - 2/3 - 3/ 0 0 -1/3 - /3 0 |

b o e e

para reostirizar.

b. Del tableau éptimo se ha tomads sdlo la fila que hay que vol
ver entera

=Hw
-
w
s
4
o
w
Lad
it
| —
-
LX)
\S 2}
I
o
w
Lt
i




| Xp X3 Xy XgoSp S, 3 Sy 5 6
U S - - - R - e v e —— - e e - [ |
xg (677810 Y/ ‘a0 v Ty -, o 0 |
} N _
2 1 0 0 =172 -3y 22,3 0 0 1

5 £ 2 % 1 x 1 3 2
= - 2 - (-Z% -] b .3 .2
S6 ] ( ) T *3 5 3 T S, "3 S3)

se aj;rega al cuadro coro fila adicional y se reoptimiza.,

3.8 Comentarios sobre el métcdo de Gomory

a. a veces nc converge después de varios cientos de itera-

ciones. ,
b. no provee una solucidn factible entera hasta que se lle
ga al optimo (es dual factible) . <:>

€. si se usa la forma explficita para construir la restric-
cidon adicional, se liega a una situacidn poco comin:
la sciucidn Gptima es no-entera, pero no se puede trans
formar en entera, porque los aij son enterosy por lo
tanto no se pueden agregar mas planos de corte.

d. a veces, sigue siendo el método mis eficiente para pro-
blemas en gran escala.

@. no es necesario elegir la ecuacidn con la mayor fi’ hay
otras formas pero no hay un criterio fijo a pricori para
identificar el mejor corte.

f. no es necesario pasarse de (n + 1) restricciones; a me-
dida que se agregan nuevos planos de corte hay otros que
se vuelven redundan¢es, y se pueden suprimir.

&, El método de Rémulo Gonzdlez y Young es un método primal-fac
tible, que si no converge,al menos prcporcicna en cada etapa
una solucidon sub-G6ptima. También e! de Glover. Requieren un
tableau inicial de puros elementos enteros.
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Programming

The fundamental role of lmear programming in operations
rescarch is accurately reflccted by the fact that it is the focus of
Jour chapters and is vsed in scveral others. However, a key
assumption of linear programming is that all its functions
(objective function and constraint functions) are linear.
Although this assumption essentially holds for numerous
practical problems, it frequently does not. We described in
Sec. 4.1 how it is sometimes possible to reformulate non-
linearities into a linear programming format. Nevertheless, it
often is necessary to deal directly with nonlinear programming
problems, so we now turn our attention to this important area.

In one general form, the nonlinear programming problem
is to find x = (x,, x;, ..., X,) 50 as to

Maximize f(x),
subject to
gx)s b, fori=1,2,...,m,
and
x>0,

where f(x) and the g,(v) are given functions of the n decision
variables. No algorithm s available that will solve every
specific problem fitting this format. However, by making
various assumptions about thesc functions, substantial
progress has bcen made for some important special cases of
this problem, and research is continuing very actively. Thisis
a large area, and we shall not have space to survey it com-
pletely. However,we shall present some fundamental results
in the next section and then describe an important algorithm
for each of two basic special cases in Secs. 18.2 and 18.3.

At
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181 THE KUHN-TUCKER CONDITIONS

Before considering algorithms it is necessary to learn how to recognize an
optimal solution to a nonlinear programming problem. This section gives the
so-called Kuhn-Tucker conditions, which describe such optimal solutions.

What are the characteristics of optimal solutions to nonlinear program-
ming problems? Classical calculus provides some motivation for the answer
to this question. To begin, consider the case where there are no constraints (not
even nonnegativity constraints), and the objective function is differentiable. If
the objective function contains only one variable, it is well known (see Appendix
2) that x, = x} can maximizc f(x,) only if dffdx, =0 at x, = x}, where this is
also a sufficient condition if f(x,) 1s a concave function (as defined in Appendix I).
Similarly, Appendix 2 indicates that if the function contains several variables,
then x* = (x}, x3, ..., X;) can maximize f(x) only if f/ox, = 0 at x, = x] for
j=1,2,...,n. This becomes a sufficient condition f f(x) 1s a concave function.
Now suppose that the nonnegativity constraints x, >0(j=1, 2, ..., n) are
introduced. The only revision that must be made in the above statement is
that if x] = 0, then the condition 8f/dx, = 0 at x, = x7 is replaced by the condi-
tion df/dx, <0 at x; = x7.

Unfortunately, it becomes much more difficult to characterize an optimal
solution if the other constraints involving the g,(x) functions are also introduced.
The difficulty is that increasing x, may require changing other variables to
avoid violating the constraints, so it is no longer sufficient to just look at the
dlox, (j=1,2,...,n). However, Kuhn and Tucker derived the results' for
this case that are-analogous to those given above for simpler cases. Their

basic result is embodied in the following theorem. -

THeoreM 18.1  Assume that J(x), 9:(x), g2(X), ..., g.(x) are differentiable
functions satisfying certain regularity conditions.? Then

x°® = (x}, x3,...,x3)

can be an optimal solution to the nonlinear programming problem only if
there exist m numbers, u;, 4, , ..., d,, such that all of the following condi-
tions are satisfied: .

af 2 04
—— — u. ——
ax, jm] ax,

of z" dg i)
‘ -— ——— -
2 x5 (ax ; “ Ox; 0

i. <0

atxl=x;'forj= 1,2,....n.

TH. W ‘hn and A. W. Tucker, “ Nonlinear Programming,” in Jerzy Neyman (ed.), Pro-

ceedings.__/the Second Berkeley Symposium on Mathematical Statisties and Probability, UU'Q
(]

versity of California Press, Berkeley, pp. 481-492, 1951.
2 [bhid. . 433.

S

724 Nonlinear Programming

b 9~ b, <0 }fori—l 2

4 u(g(x*) —b) =0 TS
5. x7 20,
6.

uizo'

forj=1,2,... n.

fori= L2,....m

These conditions are commonly referred to as the Kulm-Tucker conditi,
The u, are somewhat analogous to the dual variables of hnear programming ’f’”;
they have a comparable economic interpretation.  (However L:hc: u 1c°t‘ d?l
arose in the mathematical derivation as generalized Ldgra; e ml l‘t lu*a )
Conditions (3) and (5) do nothing more than help ensure the fcguslb Ifjt lprr;)
solution. The other conditions eliminate most of the fms:hl-‘ solll s ?
po§SIb_le candidates for the optimal solution However, 1t Sh‘ouldkbe U““;‘h«“
satlsfymg these conditions does not guarantee that ('hc solution rno{cl l"}[
Jus_t like the analogous condition for an unconstrained function that btf)p "md' !
der{vatlyes be zero, these conditions are only necessary, and not su!]‘? S p““-tfhl
optimality. . However, just as before, if certain additional convexut e,
tions are satisfied, these conditions do become sufficient to guar'ln/tc- ) JSSL'JT]D-
Kuhn and Tucker proved the following extension of the thcorc‘m " ophmatty

COROLLARY Assume that[(x) is a concave function and that g,(x), g,(x)
-+ +» g(X) are convex functions sausfying the regularity conditions 'Iz'hen‘

X*=(x{,x},..., x"isano 1
» X35 euey Xy ptimal solution if and onl if all the iti
of the theorem are satisfied. it allthe conditions

EXAN-IE:LE To il.lustrate the formulation and application of the Kuhn-Tucker
conditions, consider the two-variable nonlinear programming problem

Maximize f(x) = In(x, + x;),
subject to

5 +2055
and .

,

xl Zonxz 20, ' {

N
furl

where In denotes natural logarithm. Th

 In . us m=1 and g,(x) = x, + 2
91(x) is convex. Furthermore, it is easily verified (see Appénd)ix. l)lthatﬁ;&)siz
concave. Hence the corollary to Theorem 7.1 applies, so any optimal solution

can definitely be obtained b i Y o .
ditions are | y solving the Kuhn-Tucker conditions. These con-

(19) !

P17 +xz

(2a) X, ()‘1 _:_xz - "n) =0. O

-u; 0.




(1b) ey - 2u, 0.

(2b) x,; (x, raai Zu,) =0.
(3) X, +2x, -5<0.

@ u(x, +2x; - 5)=0.
(5) x,20,x;20.

6 u, >0

To solve these conditions, note that x; + x, must be strictly positive
because (x; + x,) ' 1s not even defined at x, + x, = 0. Therefore, u, > 0 from
condition (1), so that x, + 2x, — 5 = 0 from condition (4). Furthermore, con-
dition (1a) then implies that condition (16) must hold with a strict inequality, so
that x; = Oin condition (26). Hence x, = 5 and u, = 14, so that (x,, x;, u,) =
(5,0.1%) satisfy all the conditions. - Consequently, x* = (5,0) is an optimal solu-
tion for the nonlinear programming problem.

. You can check this optimal solution by using the fact that maximizing
In(x, + x;) is equivalent to maximizing x, + x, (since In is a monotone strictly
increasing function).

For problems more complicated than this example, it may be difficult, if not
essentially impossible, to derive the optimal solution directly from the Kuhn-
Tucker conditions. Nevertheless, these conditions still provide valuable
clues as to the identity of the optimal solution, and they also permit checking
whether a proposed solution may be optimal. Furthermore, there are many
valuable indirect applications of the Kuhn-Tucker conditions. You will see one
of these in the next section.

18.2 QUADRATIC PROGRAMMING

The term * quadratic programming™ now conventionally rcfers to the problem
of maximizing (or minimizing) a quadratic objective function subject to linear
constraints. Thus the quadratic programming problem differs from the linear
programming problem only in that the objective function also includes x} and
x;x(j # k) terms. In short, the problem is to find x,, x,, ..., X, so as to

L. n l L] L]
Maximize {chxj-—-z q,,x,x.}.
= 2 3=
subject to
ZauxiSb‘,fori=l.2,...,m.
i=1
and

x,20,forj=1,2,...,n,

where the g, are given constants such that ¢, = gq,,.

S
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Several algorithms have been developed for the special case of the quadratic
programming problem where the objective function s a concave function (A way
to verify it is a concave function 1s to venify the equivalent condition that

Z qj,,xlx,,zo
J=1 k=1l

for all values of x;, x,, ..., X,. Mathematically speaking, this equivalent
condition is that the g,, are the clements of a positive senudcfimte matrix.)  We
shall describe one'! of these that has been particularly popular because 1t only
requires using the simplex method with a shght modification.

The first step for this algorithm 1s to formulate the Kuhn-Tucher conditions
for the problem. A convenient form for expressing them for this case 1s

.Z‘qjkx,‘+ ‘Z‘ai,-y,,“ - y‘ = C], forj = l, 2, R (8

Zau'xl"'x..”-"-'b“ fori=1,2,....,m,
i=1

x;20, forj=1,2,....,n4+m,
y;20, forj=1,2,....,n4+m,
x;y;=0, forj=1,2,....,n 4+ m,

where the y, ., are the u; of the preceding section, and where the y, (j=1,2.....m
and the x; (j=n+1, ..., n+ m) are slack variables. (You are asked in
Prob. 2 to verify that these indeed are one form of the Kuhn-Tucker conditions).
Since the objective function is assumed to be concave and the constraint func-
tions are linear and therefore convex, the corollary to Theorem 18.1 applies.
Thus (x,, X2, ..., X,) is optimal if and only if there exist values of x,,,. ...,
Xnoms Vis «+os Yaem SUch that (x4, ... Xpims Vi --os Vaun) satisfies all these
conditions. The problem is thereby reduced to finding a feasible solution to
these conditions.

Now notice the key fact that, with the exception of the last restriction
(x;y;=0 forj=1, 2, ..., n + m), these Kuhn-Tucker condiuons are nothing
more than linear programming constraints involving 2(n + m) variables. Fur-
thermore, this x; y, = 0 restriction simply says that it is not permussible for both
x; and y; to be basic variables when considering (nondegenerate) basic feasible
solutions. Therefore the problem reduces to finding an initial basic feasible
solution to any linear programming problem having these constraints, subject
to this additional restriction on the identity of the basic variables. (This

'Philip Wolle, “The Simplex Mcthod for Quadratic Programming.” Econometrica, 27:382- 198,
1959 This paper develops both a “short form™ and a “long form™ of the algonthm  We present
a version of the short form, which assumes that the objective funcuion 1s strictly concave
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“initial " basic fcasible solution may be the only fcasible solution in this case.)
The initial basic variables for the second group of equations,
n
Ya,x,+ Xper=b; (i=12,...,m),
i=1
would be the x, ., (assuming the b, are positive). However, since most or all of

the ¢; normally are positive, it 1s not obvious what the initial basic variables
should be for the other equations:

.Zlqjkxk+ Zla‘ly"*l—yJ:c! (j=lv29-'-: ")-

The standard linear programming technique when there is not an obvious initial
basic feasible solution 1s to introduce artifictal variables that are eventually
forced to equal zero (see Sec. 2.10.). Let z,, z;, ..., z, be these artificial
variables, where the only (1nitial) restriction on them is

z,zO,forj=l,2,...,n.

These equations are then (except when the coeflicient of z, is —1 when ¢, < 0)

L] m
Y auXe+ LA gne, — Yy, +z,=cforj=12....n
&=l =1

This technique provides an artificial initial basic feasible solution, namely,
zZ,=cforj=12....nx,., = b (fori=1,2...,m,x,=0(ory=12
...,n),and y,=0(for; =1, 2,...,n+ m). However, a feasible solution to
this artificial problem 1s feasible for the real problem 1if and only if z, = 0 for
j=1,2, ..., n Therefore, £]_,z, must be dccreased to zero to obtain the
desired feasible solution. To do this, start with the artificial initial basic
feasible solution given above and apply a modification of the simplex method
to the following problem:
Minimize Y z,,
J=1
subject to

GuXs + 2 aee, =y, +2,=c,forj=12,...,n
t =1

forf=1,2,...,m

M 10

GyX;+ Xe0i = by,
i

and
x, 20, forj=1,2,....,n+m
20, forj=1,2,....,.n+m
zl 0, forj=1,2,...,n.
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The modification is that y, is not permitted to become a basic variable whenever
x; is already a basic variable, and vice versa, for j=1,2, ..., n+m. Ths
ensures that x;y, = 0 for each value of j.  When the optimal solution

(xtl '--!xrl-m’yT!o--’y:frmlzl =0l-~"zn=0)

is obtained to this problem, (x7, ..., x}) is the desircd optimal solution to the
original quadratic programming problem. Ry

=
a

ExaMPLE We shall now illustrate this approach on the problem E
Maximize (5x, + x; — (x; — x,)?},
subject to
Xy +x352
and

leO,XZZO.

Since (x, ~— x;)? = V5(2x? — 2x,x;, — 2x, x, + 2x}), we obtaing,; = 2,¢,;, = -2,
42 = —2, and ¢,; = 2. Thus the problem to be solved by the modification of
the simplex method is

Minimize z, + z,,

subject to
2x, ~ 2x, t - n+z =5
=2x; +2x; +yy = +z;=1
X+ X3+ Xy -o=2
and

allx; 20,p,20,z,>0.

The resulting solution is x, = 34, x, = 14, y; = 3, with the rest of the variables
zero. (We suggest that you verify this by showing that x, =34, x, =14,
u; =3 satisfy the Kuhn-Tucker conditions for this problem when they are
written in the form given in Sec. 18.1.) Therefore the optimal solution to the
original problem is x, = 34, x, = 14, B

18.3 CONVEX PROGRAMMING

The convex programming problem is thie special case of the nonlinear program-
ming problem where f(x) is a concave function and all the g,(x) are convex
functions. These assumptions greatly simplify the problem. The convexity of
the g,(x) functions implies that the sct of feasible solutions is a convex set. This
property and the concavity of f(x) imply that any local optimum is also a global
optimurm; i.e., any feasible solution which maximizes f(x) over the feasible
solutions in its immediate neighberhood also maximizes f(x) ochc entire set
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of feasible solutions. Therefore, rather than having to find and compare a
large (possibly infinite) number of local optima, it is only necessary to find one
local, and therefore global, optimum. ‘

A considerable number of algorithms have been developed for coiivex
programming. Most use the gradicnt of the objective function in some way to
obtain a sequence of solutions leading toward the optimal solution. Therefore,
before describing one of the algorithms, we shall first discuss the relevance of the
gradient.

Role of the Gradient

Assuming the objective function f(x) is differcntiable, it possesses a gradient
denoted by V f(x) at each point x. In particular, the gradient at a specific point
X = X' is the vector whose elements are the respective partial derivatives evaluated
at x = x’, so that

S A A /A W
Vf(")'(ax,’ax,“"'ax,) atx =x'.

The significance of the gradient is that the (infinitesimal) change in x which
maximizes the rate at which f(x) increases is the change that is proportional to
Vf(x). To express this idea geometrically, the **direction™ of the gradient,
Vf(x"), is interpreted as the direction of the directed line segment (arrow) from
the origin (0,0, ..., 0) to the point (9f/dx,, df/ox,, ..., 9f]dx,), where df]dx; is
evaluated at x, = x,. Therefore it may be said that the rate at which f(x)
increases is maximized if (infinitcsimal) changes in x arc n the direction of the
gradicnt Vf(x). Since the objective is to find the feasible solution maximizing
f(x), it would seem expedicnt to attcmpt to move in the dircction of the gradient
as much as possible.

If the problem had #o constraints, this interpretation of the gradient
suggests that an efficient search procedure should keep moving in the direction of
the gradient until it (essentially) reaches an optimal solution x*, where Vf(x*) =0.
However, it normally would not be practical to change x continuously in the
direction of Vf(x) because this would require continuously reevaluating the
dflox, and changing the direction of the path. Thercfore a better approach is
to keep moving in a fixed direction until f(x) stops increasing and then recal-
culate the gradient to determine the new direction in which to move. With
this approach, each iteration involves changing the current point x as follows:

Reset x =x + * Vf(x),
where 1* is the positive value of t that maximizes f(x + t Vf(x)); that is,

Jx+ 2V (x) = ma:f(x + 1 Vf(x)).

The iterations of this gradicnt search procedure would continue until Vf(x) = 0
(within a small tolerance).

O 730 Nonlinear Programming O

‘The most difficult part of this procedure usually is to find *, the value of ¢
that maximizes f in the dirccuon of the gradient, at each weration”  Since x and
V f(x) have fixed vaiues for the maximization. this problem should be viewed as
maximizing a concave function of a single variable t. Thercfore classical
optimization incthods for such functions (sce Appendix 2) arc applicable, so it
may be possible to obtain an analytical solution by sctting the derivative with
respect to t equal to zero and solving  Alternatively, 1t is quite straightforward
for this kind of function to find t* (within a small tolerance) by trial and error.
Various methods are available' for doing this systematically in an efficient way.

To illustrate the gradient search procedure, consider the two-vaniable problem

Maximize f(x) = 2x,x; + 2x; — x} — 2x1.

Thus
: d
Ef: =2x2—2xll
d
5;-"; =2x| +2—4x1.

It also can be verified (see Appendix 1) that f(x) is concave. To begin the
procedure, the initial trial solution can be selected arbitrarily. Suppose
x = (0,0) is selected. Since the respective partial derivatives are 0 and 2 at this
point, the gradient is

v/(0,0) = (0,2).
Therefore, for the first iteration,
Reset x = (0,0) + t%(0,2) = (0,2r®).
Since
£(0, 21®) = max f(0, 2t) = max{4t — 813},
tz0 =20
and

4 82_4 6t =0
d‘{t ‘}' 1“'.

it follows that

t* =%.sox= (0. -;—)

For this new point, the gradient is
1
Vf(O, 5) = (1,0).

t Douglass J. Wilde, Optimum Seeking Methods, chap. 2, Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
NJ., 1964.
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Thus, for the second iteration,

Reset x = (0, %) +*(1,0) = (:‘,l),

2
where
f(f‘. l) = maxf(l, 1) = max{l R +l} ,
2 20 2 120 2
di{t—r‘+%}=1—2:=o,
50

Continuing in this fashion, the subsequent points would be (}/2, 32),
34, %), (34, 28), (0%, 74), ..., as shown in Fig. 18.1. Since these points are
converging to x* = (1,1), this is the optimal solution, as verified by the fact that

Vf(1,1) = (0,0).

As Fig. 18.1 suggests, the gradient search procedure usually zig zags rather
than moving in a straight line to the optimal solution. Some modifications of
the procedure have been developed that accelerate movement toward the
optimum by taking this typical behavior into account.

If f(x) were not a concave function, the gradient search- prs)ce'dure stall
would converge to a local maximum. The only change in the description qf the
procedure for this case is that £* now would correspond to the first local maximum

of f(x + ¢ V£ (x)) for positive values of .

Figure 18.1 Illustration of the gradient search procedure.
Xy
~x® = (1,1

(2 Z) r‘_ 1n
4'8 T <7 7)

88

(O
o
<O
~r
&

b1
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If the objective were to muumize f(x) instead, one change in the procedure
would be to move 1n the opposite direction of the gradient at each iteration. In
other words, the rule for obtaining the next point now would be

Reset x =x—t* Vf(x).

The only other change is that t* now would be the positive iia’lge of t that
minimizes f(x — t Vf(x)); that is,

fx—*Vf(x))= mzigf(x — tVf(x)).

(This is the form of the gradient search procedure that will be used by the convex
programming algorithm described below ) i

We have described the gradient scarch procedure under the assumpuon that
the optimization problem has no constraints.  This ts the only case for whichitis
designed, so it is not directly applicable to convex programning, where con-
straints are an important part of the problem. However, several algori.hms
have been developed that adapt the procedure in different ways to take the
constraints into account. One widely used algorithm does this by applying the
procedure (without modification) to a sequence of unconstrained minimization
problems, where the resulting sequence of optimal solutions converges to an
optimal solution for the convex programming problem-—as we shall now
describe.

The Sequential Unconstrained Minimization Technique (SUMT)

The sequential unconstrained minimization technique assumes that the convex
programming problem has been reformulated in the minimization form

Minimize g(x),
sybject to
h(x)=0,fori=1,2,...,m,

50 g(x) now is convex and the 4,(x) are concave functions. These constraints
include the nonnegativity constraints as needed (A,(x) = x,), with m adjusted
accordingly, and any constant terms have been taker over to the left-hand side
(A(x) = b; — g(x)).

The -procedure used by this technique is a very simple one. It deals

simultaneously with the objective function and constraints by combining them
into a single function:

A1
P X, = ) + E ——
( r) g(XI rl:n 1 h‘(x)

where 7 is a strictly positive scalar. Starting with a feasible initial trial solution,
it then repeatedly uses the gradient search procedure (or a similzr_method) to

Minimize P(x;r)
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for successively smaller values of r approaching zero.  The resulting minimizing
solutions converge to an optimal solution for the original problem.

The key to this technique is that each 1/h(x) approaches infinity as h(x)
approaches zero from above. Therefore, by starting with an initial trial solution
such that /1,(x) > O for all ¢, it is guaranteed that the gradient search procedure
will find a minimizing solution of P(x; r) that is feasible for the original problem
In effect,

L |
’(;( h.(X)

is a boundary repulsion term (also called a penalty function) that prevents the
gradient search procedure from crossing (or even reaching) the boundary of the
feasible region where one or more h,(x) = 0.

However, if an optirmal solution for the original problem lies on or sufficiently
near the boundary of the feasible solution, the boundary repulsion term also will
prevent this solution from being the minimizing solution of P(x; r). This is the
reason for repeatedly minimizing P(x; r) for successively smaller values of . As
r approaches zero, P(x; r) approaches g(x), so the minimizing solution of
P(x; r) converges to the desired optimal solution. Therefore, only enough
minimizing solutions need to be obtained to permit extrapolating to this limiting
solution.

Useful information 1s available for guiding the decision on when this
extrapolating should be done. In particular, if X is a minimizing solution of
P(x; r), then .

o ! L x® (¥
9(X) ";h—‘(ﬁ < g(x*) < g(%), -
where x* is the (unknown) optimal solution for the original problem. Thus
g(X) can not exceed g(x*) by more than the value of the boundary repuision term
for X. Therefore it would be reasonable to extrapolate to the optimal solution
whenever the resulting maximum error is considered to be sufficiently small.

Selected References 1 and 2 present a detailed coverage of the theory and
implementation of SUMT and related mcthods, including extensions to other

Cases.

ExaMpLE To illustrate SUMT, consider the two-variable problem

3
Minimize g(x) = (i‘%”— + ;.
subject to
x 21
x, 20
Thus A,(x) = x; — 1 and h,(x) =x,. Therefore

. _("1""1)3 1 1
P(x;r)= 3 +xz+r[x1_1+xz]-

73?@
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O

This problem is sufficiently simple enough so that the mimimizing solution of
P(x; r) can be derived analytically:

or 2
axl-(x,—H) —(x,—l)1=0’ so (x}-1)2=r
oP r

— =1-L -0,

X2 X3

so

Eo=(Sr+ )5, =1

Thus, if the gradient search procedure were stili us
this solution at each iterauon.

) A txpical sequence of values of r for the iterations would be r = | 1072

1074,107,.... Usingthis sequence gives the results summarized in Tab‘le 18.1:

ed, it would obtain essentially

Table 18.1 Tilustration of Sequential Unconstrained Minimization

Technique
- g -r 3 L
Iteration r £, 2 () | g(R)
1 i 1.4142 I 2.27

. 5.69

2 10-2 1.0488 0.1 2.66 2.97
3 10-+ 1.0050 0.01 2.67 2.70
4 10-¢ 1.0005 0.001 267 2.67

s { i {
1 V] 2.67 2,67

where the last two columns give the lower and upper bound on g(x*). After

" lteration 4, these two bounds coincide to two decimal places, so X must be

extreme?y close to optimal. 1t also seems clear that the sequence of solutions is
converging to the boundary values of the two variables. Therefore the vptimal

solutiop must .be x* = (1,0), as can be verified from the Kuhn-Tucker conditions
(or by inspection in this case).

18.4 CONCLUSIONS

Practical optimization problems frequently involve nonlinear behavior thar
l?'lust be taken into account. It is sometimes possible to reformulate these non-
linearities to fit into a linear programming format. However, the best a roach
often is to use a nonlinear programnung formulation. ' °P
'In contrast to the simplex method for linear programming, there is no
eﬂ-icxent all-purpose algorithm that can be used to solve all nonlin:zar program-
ming prpblems. In fact, some of these problems can not be solved b§ an
method in a very satisfactory manner. However, considerable progress has beex);

[
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made for some important classes of problems, including quadratic programming

and convex programming. A varicty of algorithms are available for these cases

that frequently perform rcasonably well. Maximize {4v, — x{ 4- 8x; — x}},
Nonlinear programming remains a very active research area. subject to

5 Consider the quadratic programming problem

X+ x3<52

Selected References and o

1 Bracken, Jerome and Garth P. McCormick: Selected Applications of Nonlinear '
Programming, Wiley, New York, 1968. x,>0,x;>0.

2 Fiacco, Anthony V. and McCormick: Nenlincar Programming: Sequential Uncon-
strained Minimizarion Techniques, Wiley, New York, 1968.

3 Luenberger, David G.: Introduction to Linear and Nonlinear Programming, Addison-

Wesley, Reading, Mass., 1973.

(a) Use the Kuhn-Tucker conditions to derive the optimal solution.
(6) Now suppose that this problem s to be solved by the procedure described

inSec. 18.2. Formulate the cquwalent problem that is 1o be solved by a modifi-
cation of the simplex method.

4 Mangasarian, Olvi L.: Nonlinear Programnung, McGraw-Hill, New York, 1969. (© Solve th bl 0 |
S Wilde, Douglass J. and Charles S. Beightler: Foundations of Optimization, Prentice- _ € problem as formulated 1n part (6).
Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1967. 6 Consider the quadratic programming problem
6 Zangwill, Willard I.: Nonlinear Programming: A Unified Approach, Prentice-Hall, .
Englewood Cliffs, N.J., 1969. , Maximize (10x, +4v; — x] + 4x,x; — 5xi},
subject to ’
Problems . X +x:< 6
4x; +x, <18

1 Consider the nonlinear programming problem given in Prob. 15, Chap. 4.

and

3
Verify that (x;, x32) = ( —) is an optimal solution for this problem by applying the

2
v3'2

X 3 2 0: X 0.
Kuhn-Tucker conditions. = P

2 Derive the Kuhn-Tucker conditions for the quadratic programming problem. Suppose this problem is to be solved be the procedure described in Sec. 18.2.
Show that they can be expressed as given 1n Sec. 18.2. (a) Formulate the equivalent problem that is to be solved by a mod:fication
of the simplex method. )

3 Consider the nonlinear programmming problem given in Prob. 7, Chap. 6.
o sl &P 8 P () Solve the problem as formulated in part (a).

Determine whether (x,, x;)=(l,? can be optimal by applying the KuwhAn-Tucker
conditions. 7 Starting from the initial trial solution (x,, x;) = (0,0), use the gradient search

4 Use the Kuhn-Tucker conditions to derive the optimal solution for each of the procedure to solve the problem

following problems: Maximize f(x) = 2x,x; + 8x; — 12x, — 2x} — x3,
. (@) Maximize {2x; — x? + x;}, 8 Starting from the initial trial solution (x,, x;) = (0,0), use the gradient search
subject to . procedure to solve each of the following problems:
X1+ x2<1 (@) Maximize f(x) = x,x; + 3x; — x? — x2.
and (6) Minimize f(x) = xix] — 10x,x} ~ 2xix, + 20x,x; + x% + 25x3.
x>0, x3>0. 9 Use the sequential unconstrained minimization technigue to solve the problem
(6) Maximize {x, + 2x3}, Minimize g(x) = x{ — 6x, + 9 + 2x,,
subje.ct to subject to
x1+xi<l
2 Xy 2 3
le + X2 S 2 X3 2 3.
and O O [Derive the minimizing solution of P(x; r) analytically, and use the szQsequcnce of
X3 20,x, >0, values of r as in Table {8.1.]
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10 Use the sequential unconstrained minimization technique to solve the problem
Minimize g(x) = xi + xi + x1 + x1 ~ x;x1,
subject to
x, 20.

[Use the gradicnt search procedure to obtain the minimizing solution of P(x; r) at each
iteration, with r =1, 10-2, 10-%,  Begin with the initial trial solution (x,, x,) = (1,1},
and then begin each of the next two iterations with the minimizing solution from the
preceding iteration.]
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