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A LOS ASISTENTES A LO S CURSOS DEL CENTRO DE EDUCACI ON 

CONTINUA 

La Facultad de Ingeniería, por conducto del Centro de Educación Continua, otorga constan-

cia de asistencia a quienes cumplan con los requisitos establecidos para cada curso. Las pe.:_ 

sones que deseen que aparezca su título profesional precediendo a su nombre en el diploma, 

deberán entregar copia del mismo o de su cédula profesional a más tardar el Segundo Día de 

Clases, en las oficinas del Centro, con la Señorita Barraza, de lo contraio ~será posible. 

El control de asistencia se efectuará a través de la persona encargada de entregar notas, en--

la mesa de entrega de material, mediante listas especiales. Las ausencias serán computadas 

por las autoridades del Centro, 

Se recomienda a los asistentes participar activc1,nente con sus ideas y experiencias, pues 

los cursos que ofrece el Centro están planeados para que los profesores expongan una tésis, 

pero sobre todo paro que coordinen las opiniones de todos los interesados con$tituyendo ver-

daderos seminarios. 

A 1 fina 1 izar el curso se hará una evo luación del mismo a través de un cuestionario diseñado 

paro emitir juicios anónimos por parte de los asistentes. Las personas comisionadas por al-

guna institución deberán pasar a inscribirse en las oficinas del Centro en la misma forma que 

los demás asistentes. 

Con objeto de mejorar los servicios que el Centro de Educación Continua ofrece, es impar-

tante que todos los asistentes llenen y entreguen su hoja de inscripción con los datos que se 

les solicitan al iniciarse el curso. 

ATENTAMENTE 

ING. SALVADOR MEDINA RIVERO 

COORDINADOR DE CURSOS. Tacuba 5, primer piso. México 1, D F. 
T (' • • _ -- ',• le 
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DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES 

FACULTAD DE INGENIERIA, U.N.A.r~. 

Vl\lJI\'i'JE!R..WAID ~Qo~Al 

AvloN°/'1IA 

CURSOS DE MAESTRIA Y DOCTORADO 

La División de Estudios Superiores de la Facultad de Ingeniería, UNAM, ofrece 
·las siguientes ~~estrías y Doctorados: 

Control 

M a e s t r í a s 

Mecánica 
Electrónica 
Estructuras 
Hidráuj.ica 
Investigación de 

Operaciones 
Mecánica Teórica y 

l\plicada 

Mecánica de Suelos 
Petrolera 
Potencia 
Planeación 
Sanitaria 

D o e t o r a d o s 

Estructuras 
Hidráulica 
Mecánica de Suelos 
Mecánica TeÓrica y 

Aplicada 
Investigación de 

Operaciones 

Programa de actividades para el segundo semestre de 1976 

Exámenes de admisión: 10, 11 y 12 de mayo 

Inscripciones: 31 de mayo al 4 de junio 

Iniciación de clases: 7 de junio 

Requisitos de admisión 

a) Cumplir una de las siguientes condiciones: 

1. Poseer título profesional en Ingeniería o en alguna disciplina afín 
a las maestrías que se ofrecen en la División, otorgado por la UN~~ 
o pon cualquier institución nacional o extranjera. 

2. Ser ¡jasante de la Facultad de Ingeniería, UNAM. 

b} Aprobar 1Ós exámenes de admisión que s~ efectuarán en las fechas señaladas 
arriba. ' 

e) Presentar~ dentro del período de inscripciones arriba mencionado, la docu
mentación que se indica en el folleto de Actividades Académicas 1975 de la. 
DESFI. 

Mayores inform,es: División de Estudios superiores de la Facultad de Ingeniería, 
·(\ Apartado Posta.:l 70-256, Ciudad Univcrsitari,'a, .r.1éxico 20, D.F. Tel: 548-58-77. 

-c"J 

"POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU" 
1 

Cd. Universitaria, febrero 3 de 1976 

EL DIRECTOR DE LA E'ACULTAD EL JEFE DE LA DIVISION 
nR_ OCTAVIO A. RASCON CHAVEZ 
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FECHA 

¡:: ebrero 20 

Sábado 21 

VIernes ?J 

Sábado 28 

Viernes 5 

Sábado 6 

o 

TECN!CAS DE OPTif,\IZt\CION COI'J COMPUTADORA PARA EJECUTIVOS 

HORI\S 

17:00-21 :00 

9:00-13:00 
14~00-13:00 

17~0- 21 :0(; 

9:00-13:00 
14 :00- 1 8 :00 

17:00-21 :00 

9:00-13:00 
17~0-21 :00 

TE M A S 

!NTRODUCCION 

PROGRAtviAC!ON UI'JEAL 
METODOS DE BUSQUEDA 

PROGRAfi/ACION CUADRATICA 

PROGRAtv\ACION SEPARABLE 
PROGRAtviACION ENTERA 

EJEMPLOS 

PRO GRAMAClON DINAMIO. 
PROGRAi\1\ACION DINAMICA 

EXPOS!TO R 

Dr. Vídor Gerez Greyser 

lng. Marcia! Portilla Ro 
!ng. Marcial Portilla R. 

Dr. Víctor Gerez Greyser 

Dr. Sergio Fuentes Maya 
lng. Ariel Klciman Blanck 

lng. Armando Torr~s F. 

Dr. Víctor Gerez Greyser 
Dr. Víctor Gerez Greyser 

LUGAR 

Palacio de Minería 

Palacio de Minería 
Palacio de Minería 

Palacío de Minería 

Palacio de Minería 
Palacio de Minería 

DCSFI, C. U. 

Palacio de Minería 
Palacio de tvHneria 
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DIRECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO 
TECNICAS DE OPTIMIZACIOI'-1 CON COMPUTADORA PARA EJECUTIVOS 

l. DR. SERGIO FUENTES MAYA 
Jefe de la Sección de Investigación de Operaciones 

· División de Estudios Superior·es 
Facull·ad de Ingeniería, UNAM 
Ciudad Universitaria, 
México 20, D. F. 
Tel.: 548-!18-77 

2. DR. VICTOR GEREZ GREYSER 
Investigador 
Comisión Federal de Electricidad 
Jefe dd Departamert o de Ingeniería Mccániro y El~cirica 
Facull·ud de Ingeniería, UNAM 
Ciudad Universitaria 
México 20, D. F. 
TEL.: 548--99~·58 y 550-00-40 

3. DR. ARIEL KLEIMAN BLANCK 
Jefe de la Sección de Investigación de Operaciones, 
División de Estudios Superiores 
Facultad de Ingeniería, UNAM 
Srio. Académico 
E • N • E • P • A ca t lá n 
Ciudad Universitaria 
México 20, D • F • 
Tel.: 573-19-65 

4. ING. tv\ARCIAL PORTILLA ROBERTSON 
Srio. del Departamenlo de Ingeniería Mccánh-;a y Elécrrir:n 
Facul~ad de Ingeniería, UNAM 
Cbdad tJniversitaria 
México 20, ·D. F. 
Tel.: 548-99-58· y 550·-00-40 

5. JOSE ARMANDO TORRES FENTANES, ING. 
Asesor Matemál"icas 111 
Facultad de Ingeniería, UNAM 
Ciudad Universitaria 
México 20, D. F. 
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1.1 El enfoque de sistemas 

1.?. Morfología de sistemas 

1.2.1 Dimensiones del análisis de sistemas 

1.2.2 Fases del análisis 

1.2.3 Definición del problema y medición 

1.2.4 Análisis de datos y modeladq 

1.2.5 Generación de alternativas o síntesis 

1.2.6 Toma de decisiones o selección 

1.2.7 Morfología tridimensional 

l. 2. 8 Ejemplo 

1.3 Descripción de sistemas 

1.3.1 Introducción 

1.3.2 Estructura 

l. 3. 3 Fronteras 

1.3.4 Diagramas de bloque y sefiales 

1.3.5 Agrupaciones abiertas y realimentación 

1.3.6 Sistemas con lógica 

1.3.7 Transformaciones con atraso 

1.3.8 Sistemas discretos 

1.3.9 Diagramas de decisión 

1.3.10 Formatos, códices y diagramas lógicos 

3.3.11 Diagramas de flujo de materia y energía 

1.3.12 Ejernplo de diagramas de flujo l2 materia 

1.3.13 Características distintivas 
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1.4 Problemas 

1.5 Bibliografía 
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*En el siglo XVII, Lee~wenhoek inici6 una revolu 

ci6n científica al permitir el estudio ae un mundo has 

ta entonces invisible- . ,con ayuda del microscopio 
¡' .~;_, ~ _;7'f_ c.:,-:/..7(=-_,,....J 

------ ---- ----- las ideas básicas de las teorías atomísticas --

de los griegos recibieron- comprobación. *Estos descu-
~· ,_,..., ~' :..· 

brimientos y comprobaciones dieron como resultado esta 

blecer una visión microscópica de los fenómenos natur~ 

les, *en la cual el interés científico se concentra en 

las partes que integran un organismo, un átomo, etc. 

Aun cuando son muchos los avances de la ciencia~ 

que han surgido de ese enfoque microscópico, *el cono-

cimiento, cada vez más amplio que sobre dichas partes~-

ha proporcionado este enfoque, no ha permitido, sin e~ 

bargo, resolver divc.:rsos prc,ble!;1aS sociales econé;·-.ic'!' 

y ecológicos. 

o V 

( 
.; . .--·. 1 ·,- 1 1 1 
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l IN'I'RODUCC ICll·1 

*El invento del microscopio abrió 

nuevos horizontes a la ciencia. 

*Permitió estudiar las partes cons 

titutivas de los sistemas. 

*LB ciencia adopta el enfoque mi-

croscópico 

*No todos los problemas se resue! 

ven con el enfoque microscópico 

i 

J 



*No ha sicto si110 hasta ~uy recientemente que se-

empieza a complementar la visión microscópica en el 

enfoque de sistemas, ~ Ll cual pone énfasis en los -

aspectos generales y en las interacciones entre las 

partes que lo integran. En tanto que en el enfoque mi 

crosc6pico se estudian los elementos para encontrar re 

laciones de causa y efecto, en el enfoque macroscópico 

o de sistemas se emplea el conocimiento que se tiene -

de las partes para estudiar el comportamiento de todo~ 

un conjunto de partes o subsistemas que interaccionan~ 

entre sí. *El comportamiento de un conjunto completo-

de componentes está determinado tanto por las caracte-

rísticas de las partes como por la interconexión de 

las mismas. 

En el enfoque de sistemas se integran los conoci 

mie11tos que las diversas ciencias suministran acerca --

de los co~ponentes de un sistema para conocer el com--

portaroiento del conjunto. 

o o 
b 

*El enfoque de siste~as, complemen-

ta al enfoque microscópico 

*El enfoqu0 de sistemas integra co-

nacimientos 

*El comportamiento de un sistema d~

pende de las partes y de su inte--

racción 

o 
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*El análisis. de sister0a.~ .e[i una ... ~écpi~a. inwortan 

te .que se empl·ea 'en las fases de diserió o proyecto, 

ejecuci6h, s~uestn en marcha y operaci6n de ~r~yec~os 
de beneficio ·social, 'industr·iales ·y de servicios~ ·.·. 

- ¡ ... ' ~~~ 

*Dada la complejidad de esos sistemas, que pre-l 
,· <: .. ; ~ ... ~ \: 1 :, '. 

sentan interacciones entre muchas variables, efectos ~ 
! •' .· . 

de atraso** y relaciones en general no lineales entre~ 
~! .. 

~ 
' ,¡ • 

las variables, es necesario contar con una metodología 

especializada para la soluci6n de los problemas rela-~· 

cionados con dichos sistemas. 

- ' ) r • -

*Además de lo anterior,_~~- requiere integ~ar gru 

pos de trabajo de carác~er interdiscip~inario, ya que~ 
/ 

'. 

resulta, practicamente imposible que un profesional 
.1' •• 

cuente con todos los conocimientos necesarios para ata 
r--.- • -- ~-.;;e· ... :~-~:-~ -_. ··-~- _ · ' ~" 1,_ -- -

car los diversos problemas que se presentan en el aná--
. : 

lisis de sis-temas de esta magnitud y complejidad .. 

** Coroo efecto de atraso se conocen aquellos fen6menns, 

donde el efecto de una variable o acci6n no se mani 

fiesta de inmediato.(V.:?~- StYC!Ó:-1 1 .... ?.7} 

o 
*El análisis de sistemél.s se emp}t7~.:L 

en:P 

i diseño y 

ejecuci6n; A---
puesta en marcha y 
operaci6n de sistemas 
complejos 

*El análisis de sistemas es una me 

todología especializada 

- ) '! ,-, '. -

*La soluci6n a problemas de siste
S 

mas requiere grupos interd~tipli-

narios 

r. 
V 

r, 
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*El profesional que forma parte de un grupo que-

analiza sistemas, debe tener los conocimientos de su -

especialidad que le permitan estudiar determinados as-

pectos particulares de un sistema; y contar, además, -

con aquel:os conocimientos operacionales de diversas -

diciplinas distintos a los de su campo particular de -

actuación a fin de que pueda integrarse a un grupo de
s:, 

trabajo interdl~iplinario y comunicarse con el resto -

del mismo. 

*Esta comunicación resulta indispensable para 

los integrantes del grupo, pues con ella es factible -

dar al problema una solución que contenga todos los 

factores relevantes. 

rl 
~~o es difícil en con 

trar proy~ctos que satisfacen todos los requisitos de-
pi' ro o ,.tt 

un buen disefio de ingenicr1a. resultan demasindo 

costosos por no haberse tomado ~n cuenta los aspectos-

econówicos. O bien, en otros casos, la ejecución de -

o o 
~ b 

J :j *El analista de si stcmu.s df·ht> tr::n~r ' 

conocimientos especializados y gc-

nerales 

~ 

" *Trabajar en un grupo interdicipl! 

nario requiere comunicación entre 

sus integrantes 

o 
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un proyecto, acarrea efectos laterales que por no estar 

analizados adecuadamente, disminuyen el beneficio del -

mü;wo. Hay ocasiones en las que la realizaci6n de un ·-

importante proyecto, que representa un cuantioso derra-

me de dinero en una zona, trae consigo una seria dislo-

caci6n en la economía y estructura social de la zona no 

necesariamente benéfica. 

Podría continuarse con una larga lista de razones 

que obligan a formar grupos de trabajo interdisciplina-

rio para la soluci6n de los diversos problemas que se -

presentan en sistemas de gran tarnafio y complejidad; *y- *El analista de sistemas debe ser 
/!¡ 

t ' 
/ . - ' 

de longitud comparable sería la que corresponde a argu- especialista y generalista 

mentos que hacen necesario que estos grupos de trabajo-

se hallen integrados por personas con una preparaci6n -

particular en un campo y conocimientos fundamentales en 

disciplinas que cubren un aT!iplio espectro del saber hu-··· 

mano. 

--- -----------
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*Por 

similar a la citad? 

los 
T!.._-oyccto.s C::e ü:ta envergadura 

/'". /',~ l/i/1:::- /Í'Í / ;1 h;; .-:/-, 

ingeniería, una disciplina imporU:::-:tc· que debe es-·-· 

tar representada en dichos grupos de trabajo es preci-

samente la ingeniería en sus diversas especialidades~
\.1>\·~ ,,_!,.._¡~(?! 

+ ad~~ás con la colaboració~ de economistas, -

sociólogos y especialistas en otras disciplinas de las 

ciencias naturales. 

*En los proyectos de ingeniería, probablemente -

la disciplina auxiliar más importante es la economía.-

Por esta razón se incluye en esta obra, un gran nGmero 

de secciones dedicadas a este tema. 

*Cabe aclarar que en esta obra, solamente se cu-

bren aquellos aspectos del análisis de sistemas que no 

corresponden a una disciplina de la ingeniería en par-

ticular sino que tienen aplicación en la mayoría de 

los proyec~os de sisteroas;no se estudian, por ejemplo, 

las leyes de Newton ni la resistencia de materiales, -~ 

pero o: se abarcan los aspectos más iF,portanteoe la 

l. 

*Muchos sistemas grand0s y complejo~ 

corresponden a la ingeniería 

*Un grupo de análisis de sistemas 0~ 

be contar con ingenieros, economis-

tas, sociólogos etc. 

*Economía 

*La metodología de sistemas es apl~ 

cable a diversos tipos de proyectos 

o 



o 
melodologia de opti~izaci6n. 

*El objetivo primordial de esta obra es familiari 

zar al lector con el enfoque de sistemas, o sea con 

una metodología científica que permite analizar, bajo

determin&dB~ secuencia 16gica, problemas complejos. 

*Si bien el estudio de sistemas no sustituye los cono-

cimientos particulares en una rama de la ciencia o téc 

nica, si en cambio, ayuda a integrar estos conocimien-

tos con los de otras ramas; *mediante lo cual se pre--

viene que en el estudio de sisteQas complejos se olvi-

den factores importantes que pueden r-cpercuL"D'.eTl dismi 

nuir o, inclusive, anular los beneficios que se espe---

ran de la implementaci6n de un proyecto. 

Conviene señalar nuevamente, que la metodología-

de la ingeniería de sistemas de ninguna manera es sub~ 

tituto de conocimientos especificas en ramas particul~ 

/ 
res, sino que unicamente ayuda a integrar conocimien-~ 

----
tos particulares en un marco de referencia más amplio. 

*La aplicaci6n m~s importante del enfoque de sis 

temas h~ sido h2~t~ el momento dentro de la ingenJería, 

o 
*El an&lisis de sistemas es una meto 

dología científica 

*No sustituye conocimientos específi 

cos, sino que ayuda a integrar cono 

cimientos 

*Integraci6n de conocimiento~: 

mejores soluciones 

*Aplicación del enfoque de sistem2s 

en ing0niería y otras ramos 

-------------------~ ----~ -·- ~--~----· . 



sin embargo, cada día aumentan sus aplicaciones en 

otras profesiones, corno se señalará en la siguiente 

sección. 

*Hall señala (ref. ) que en problemas de análisis 

de sistewas pueden distinguirse, fundamentalmente, tres 

dimensiones: 

*1. Tiempo 

*Un proyecto pasa secuencialmente desde su inici~ 

ción hasta su obsolescencia por diferentes fases, a~ ~:al.,.. 

lfP término de cada una es necesario tomar una importan

te decisión. 

o o 
~ 

{Í) t.' 
(. -' 

1.2 Morfología de Sistemas 

1.2.1 Dimensiones en el análisis de 

sistemas 

tJ. 
*El análisis de sistemas tiene tres ~~ 

""'i.,,.' 

dimensiones 

*Primera dimensión: Tiempo 

*El tiempo está asociado a las fases 

del vroyecto 

o 



o 

*2. Metodología de solución del problema. 

*La integran los diversos pasos que deben ejecu-

tarse en cualquiera de las fases del proyecto y est& -

caracterizada por una secuencia lógica de actividades. 

*3. Conjunto de conocimientos, modelos y proce-

dimientos, que definen una disciplina en particular.-

*Puede tornarse corno medida de esta dimensión el grado 

de estructura formal o matemática de la disciplina. -

Ha~~-·;~·~!~:~~idera que en el:~ dimensión es factible citar, 
dp 

en orden decreciente. estructura formal: ingenie-

ría, medicina, arquitectura, administración, ciencias 

sociales y artes. 

*Las ~os priMer2s dirnen~iones, es decir el tie~ 

po y el conjunto de procedimientos de soluci6n, defi-

nen un modelo de metodología para el an~lisis de sis-

temas independiente de una disciplina en particular.-

Esta roctodologfa opera con conceptos que son aplica--

bles a diferentes campos. 

o 
*Segü,~a dimensión: Metodología 

*La metodología está asociada a los 

pasos de solución 

*Tercera dimensión: Conocimientos 

que forman una disciplina 

*Medida asociada a la tercera dimen 

si6n: 

Estructura formal de la disciplina 

*Dimensión 1: tiemp0 
+ 

Dimensión 2: metodología 

definen un modelo de análisis de -

sistemas 

z:/ -
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*La íig. 1.2.1 muestra un rnode~o de metodolos~; 
L '/ 

para el an§lisis de sistemas 

/ 
(l (-·' 

' 
~-- ~-~/~)}1ól 

- -¡~-
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~El anterior modelo de metodologia es una matriz *Matriz de actividades 

de actividades; *sus renglones est&n asociados a la ~- *Los renglones corresponden al tiempo 

primer dimensi6n: el tiempo, y las columnas a la segu~ 

da dimensi6n: *la metodologia de soluci6n formada por- *Las columnas corresponden a la meto-

los diversos pasos de soluci6n que sigue una secuencia dología de soluci6n 

16gica, *tal como muestra la figura 1.2.2 

* 

~ 6 g i e a 
--------------~ 

32. 
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¡ 
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1 
l 
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*Cada elemento de la matriz representa una acti-

vidad y está definido en forma 6nica por la intersec-~ 

ción de una fase de un proyecto y un paso de solución. 

-, 

·A continuación se describen las características~ 

más importantes de cada fase de un proyecto. 

\V 

*Durante la fase de planeación de ;:rogra~~~""'sc de.:.. 

terminan las actividades o programas que se desean lo-

grar o o 

1 D 1 
~sol 

1 -----¡-
1 

--- _ _j _____ _j_ 

~-éJ-se_L ______ Ach;-,;/d j 

1.2.2 Fases del análisis 

, 
L/,''"0 C)i"<7'17i'• ~ .. .f. • ~. 

----'""---~---~- -----

1 

1 

1 
1 

-r 
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o 
*Al respecto, pueden distjnguirse dos objetivos 

principales: el primero es que se trata de determinar 

si los piogramas por realizar son congruentes ccn las 

actividades y metas de la organización¡ y el segundo 

es que se busca establecer una extensa base de informa 

ci6n que puede servir para la planeación de proyectos 

específicos. 

*En la fase de planeación de proyccto,$el int~ 

r~s se concentra en un proyecto en particular,*y pu~ 

de considerorse como terminada cuando se toma la de-

cisión de implementar la mejor de las alternativas 

con el proyecto de una manera especifica) . 

o 
* 

"' o'\ • &-~ , Objetivos: 

DeterHdnar la congruencia de 1 os :í 
program~s y establecer una base 

de informa_ción 

* p~~~¡;;;;e: lon 
de 

proyecto 
·------·- -----~-- ------~ ---

' 

.• ..! 11 • -
• • ~ r ..... ~ , • -~ 

-·· -·-------~- -------· --- ----¡-. 

1 

1 

' 
' 

*Se analiza un proyecto en particular 

*Termina esta fase cuando se decide 

implementar una de las alternativas 

1' 



*La fase de desarrollo de sistema se inicia des-

pués de formular la decisión de confirmar un proyecto 

específico. 

-#' 
S{~eta es desarrollar un plan de acción que perm~ 

te realizar el proyecto que se ha seleccionado en la 

fase anterior. Los pasos correspondientes a esta fase 

tratan con componentes y no con alternativas generales. 

*Puede considerarse terminada cuando se han preparado 

las especificaciones, dibujos y listas de materiales ne 

cesarios para la manufactura o construcción. 

*En la siguiente fase, la de producción o cons-
-=-~~-~~""'"'""- .cr- w 

!E.~S,<;;:~-~E:.' *se procede a implementar un proyecto. Esto 

puede implicar la producción de un artículo o la cons-

trucción de una obra. 

o 

o 

* Meta: 

r 
1 
1 
1 
( 

desarrollar un plan para implemen

tar un proyecto específico 

*Termina con la preparación de: 

especificaciones 
dibujos 
listas de materiales 

~(';tft((() 

-¡ 

1 
1 

1 

¿i 

L¡ ~) 
-?$ 

*Se implementa un proyecto . _ __--Í 'Í 

o 



o 

*Si. se trata de un producto industrial, durante 

esta fase, el ingeniero industrial de~ermina el flujo 

de materiales, la secuencia de operaciones y la distri 

bución de las facilidades de manufactura; además, debe 

diseñarse durante ésta, el herramental necesario para 

la producción. Como todo proceso de manufactura está 

sometido a normas de control de calidad, conviene esta 

blecer las mismas. *En un proyecto de ingeniería civil, 

el constructor ejecuta la obra de acuerdo con los planos 

de proyecto y con las especificaciones. 

*En la fase de distr1bución o puesta en servicio 

se hace llegar a los usuarios el producto manufactura-

do, o se pone en servicio la obra ejecutada durante la 

fase an(.erior• 

o 

*Si el proyecto es de producción de 
/!:-:: 

termine el flujo de materiales ,vs~ 

cuencia de operaciones, etc. 

*Si es de construcción, se ejecuta 
¿_\ (_-, 

la obra 

/ . ' 
. \ í 

1 ..s'G 

* -¡),--~ lí.?·:¡--A r-; ~J, -,,{;~ - --- \ --
lf.>: •~ ¡·V V ~ v.>l ... ~r¡· 

~ 1 

Ptlé\~ k- crJ\.fiY;C;o __ .\ 
-J -- - -- -- - í - -

/ l '-'j.J-:3' 1 .:0 (: { (• l i 1 
1 

(
.- .-:..¡ 1 {): 1,., -. 
- ·~-' . ~ \ 

1 



*Durante esta fase se establece la organización de 

ventas para el producto. 

En el caso plantas de generación eléctrica, se 

realizan durante la fase de puesta en servicio todas 

las pruebas de recepción y puesta en servicio, y se 

concluye con la entrega de la planta al Departamento 

de Operación. 

*La fase principal de un proyecto de sistemas es 

la operación del mismo o el consumo final de un produc 

to. 

o 

---,-,-----

*Se establece la organización de 

ventas y se distribuye el producto 

<?~i~,;;; --- . -
Co tiSt-'lllt'P 

o 

1 

\ 

1 



o o 
11 

o 
! 1 -· 

*Finalmente, un sistema pasa a la fase de retiro. 

En general esta coincide, en el tiempo, con la fase de 

puesta en servicio de un nuevo sistema que sustituye al 

antiguo. 

Las siete fases mencionadas definen los renglones s-1 
d€ la matriz de actividades, *y a cada una corresponde *A cada fase (rengl6n) 

una serie de pasos de análisis que sigue una determina- corresponden diversos pasos (columnas) 

da secuencia 16gica. En las siguientes secciones se 

descrjben estos pasos. 



---------------------------------------------

1.2.3 Definición del problema y me 

dición 

*Si bien las fases de análisis descritas tienen~ *Las fases del análisis difieren en 
.e/¡ 

para diversos problemas facetas comunes, los aspectos~- las diversas disciplinas 
;r. /"> --, J-dC: L e(.~ ~J 

particulares d:J- <:·.::-.:..:2:::"::-.'" _:::;.:::,.o-.31 sistema ,Son lo suficie!?_ 

temente importantes para hacer difícil el establecí---

miento de una disciplina general que estudie estos as-

pectos para los diferentes sistemas. 

Las características de la fase de construcción o 
/r>_.:: 

producción (et&pa 4) son muy diferentes en un proyecto 

civil que en un problema de manufactura. En problemas 

re lac ionetdos cou bierw:_; de consun:o, la etapa de con su-
/;-, ·.-

mo u operación (~t~~a 6) no presenta en general probl~ 

mas de -~~nterés para E.J analista de sistemas; sj_n embar 

o o o 



o o 

go, en un siste~a de potencia esta fase sí es de gran-

interés. 

*La metodología de análisis de todas las etapas-

caracterizadaC por los pasos que se estudiarán en las-

siguientes secciones, al ser co~ún a todas las etapas, 

puede estudiarse en una disciplina que se conoce con -

el non··bre de análisis de sisterr·as. Los diferentes ca-

pítulos de la presente obra cubren los diversos pasos-,. 
/-a_-·::.: 

que se siguen en cada et:-ai_:ra de a:r:álisis, y como en to-
L ! r. • té ¡t-:- ¡· 1 .·: / : / ·.-:. "--:~ . '\,-,' ;: __ .. ~.:.,., .. :_.. ... : .. 

das ellas existen/probl'emas de optimizaci6~ CJl-1..3·-~.::.:::::~:::..:.:s.::_ 

p.":).·.n:G:~~~·~:.-:>:1.-'C.'-'"'.~a-&Q, esta metodología tiene un carácter -

general que permite estudiarl~ libre del contexto de ~ 

un sistema en particular. 

*Cada fase del análisis de sistemas está formada 
/- .... e 1 í ;--,-.~.,.. /..:;?,"l . 0/¿ ~ .. ,.,~"" 

por una serie de pasos que identifican 

de la matriz ce actividades. 

r..,.,c 
*El prir1cr poso en cado <:-·:-"<'u del análisis con--~ 

s:istc.· en C:c-:í:i!::;·r- el probJeJT:é~. 
---·--~--···•~n-- ---6.-----·- -----· 

.1(/ <:' 
*La metodología (etapas) es común en 

diversas disciplinas 

*Cada fase tiene los mismos pasos 

* 

--------~ ______ _¡ __ _ 

n ·. · 1 • 
l .. /'/ )/ - jv- 1 . -

" : ecY/('¡ O,í 

1 
cjc>J7 cj¡ ¡ 

-- 1 e (.• (~. i 

1 
. . . 1 1 •. /(' 
·. :-· ~ .. , . . ·-¡ '>/.1' r' J.:~c"' 

r--e_-_.:_:::.:. __ ~.._·:·-:~-,--..::__ ___ ·_ -----'----¡----

.-- 1 . 

' ,. 

---------------



*En el siguiente paso se realiza una serie de 

actos que se pueden agrupar bajo el noroore de medición 

del sistema. En este paso se establecen los objetivos~ 
L-i -:J r' ~. s "" 1 
-da~Ia:;:€1~.:=0! de análisis, debiendo hacerse claramente.-

Un grupo de análisis de sistemas siempre realiza el 
~u 

trabajo para clientes, o dentro/organizaciones que en--

general tienen claramente definidos sus propósitos. -

*El grupo de analistas debe establecer los objetivos -

de su trabajo, ~~~2~ los cuales necesitan coinci-

dir con los propósitos para los cuales se realiza el -

estudio. Los objetivos pueden ser de diversa indole,~ 

siendo entre los más importantes: 

1. Puramente económicos, es decir,de maximización 

del rendimiento de una inversión, y minimiza--

ci6n de costos de operación o producción. 

2. Distributivos del ingreso, o sea la promoción~ 

del hie.nestar de un grupo a expensas de otro. 

3. Maximización de beneficios que dificilwente se 

educación y 

.o 

* 1, .... J ,. -~ /-¡ 
: "/{?(1/C/ Oí'J 1 >IJ• !~-.~ t'l ',·.-;- ' 

1 
1 . • - ...... • .... i 

- - ·) lo . 1 .... r;:- ot_ : 

lf,s/e/nc7 o'a los ! 
r-----· 

1 

1' 
1' 

*Medición del sistema incluye el es 

* 

tablecirniento de objetivos 

Objetivos: 

económicos 
distribución del ingreso 
maxiDización del beneficio social 

o 

i ) 



o o o 1_ 

otros servicios sociales. c. / 
a. f.¡ 

*Desde luego, los objetivos del análisis varían'-, 
fo... SE' 

*Los objetivos varían con el sistema 

de acuerdo con el sistema y la e:tr.;_pa- del estudio. 

~En un análisis de producción, los objetivos en-

general son de minimización de costos de producción, -

que se logran mediante un aprovechamiento adecuado de
~a-: . .<' 

los recursos financieros y humanos. En la et-apa de 

distribuci6n, los objetivos son de minimización de cos 

tos de distribución, lo que se logra tomando en cuenta 

montos de transporte, mantenimiento de inventarios, 
h:~. ~ .:2 

etc. En un sistema eléctrico de potencia, en la ~t~pa 

de operación, el objetivo puede ser de minimización de 

costos de operación y maximizaci6n de la confiabilidad 

en el servicj_o. 

L/;'-:-~)!/ 
objetivos de las diyersasf~n::.-a":' , *Los objetivos 

/ p¡-, j, /,,-. ~r; 1;,,.-/ ,-:.~ ··t .:'1 '' , >.::- / .; .-~~~·¡ 
- . - . - . , {. . .. --- . . ,-- . 

ligados,por lo que- las prece-- ligados 

*Desde luego, los 

1 · ·-; est.án es-Lrecho.mente 
_;f . .?.J 

clentes dc-1=-"=a·n~·lj:::;is· deben tomar/ en cuenta los objeti--...: 

vos de las consecuentes. Por ejcmplo,el objetivo en -

Óbj~ 

de las etapas están 



/, "'Í._ ~ '--
/ 

la ~~apa de diseño de un sistema requi~re considerar -
/-;' c:·:· 

los objetivos de las etapas consecuentes, o sea desde..:: 

la producción hasta el retiro. *Al ciseñar un artícu-

lo, conviene examinar los aspectos de producción, dis-

tribución, operación y retiro del misr.o. Un sistema ~ 
/o.:; e 

puede satisfacer los objetivos de la é-t.:::pa de desarro-
/ o. se 

llo del sistema (ét-ar>a 3), de minimización de costos ~ 
/e?,~¿: 

de producción, (~b&pa 4), pero por sus propiedades fí-

sicas o dimensiones, no satisfacen los objetivos de 
f-o -;~~ 

distribución (etapa S). 

*Frecuentemente no corresponde a la misma unidad 

económica o administrativa la responsabilidad de todas 
¡· 
r-e~ , ... ~· .... 

las ~,ta:r.:;_~ de la "vida" de un sisteroa o producto, que-

abarcan desde su planeación hasta su retiro; existen -

sistemas o artículos que satisfacen los objetivos de -
,_¿,-·'<; 

todas 1 as e,:.D.~pas que corresponden a una unidad o grupo r, _.,.,·_·-:-
de unidades, pero no satisfacen los ¿e las el&pas que-

caen, aparentemente, fuera de su respo::sabilidac1. Por 

ejemplo,* los envases cJ.eseschéJ)les, ~ ::>::':.c.blementP s~·· 

1. ic- í2~c ·· J.or: ohjeti vos inmedi2. LOS ds los produc tc.j·Es y 

o .O 

. ~9 
*Al d~s8ñar un producto, cons1nere: 

producción 
distribución 
operación y 
retiro 

·-

*Considere los objetivos de todas -
/a_se5 

, i 
\ 1 

.. •(' C-> 

las etapa-s-, aun de las que no caen 

bajo su responsabilidad 

/ 1 
/'\/'-

' ~ ' 1 1 • ~ ~ ... ' 
' / -

f '._'1 , 

/ 

/ 

' 1 j .. (_ e . J_ -¡ t._ r .- ' .._ ~ -l 

¡ 
' / 

1 

o 



o o 
y consumidores, es decir, minimizar costos de produ~ 

ci6n y distribución. *Sin embargo, no se tomaron de *No minimizan costos de retiro 

bidamente en cuenta los objetivos de la fase final: 

la de retiro del producto, como lo atestiguan la cr~. 
1 

/ 

//cT.J ,_91:?_:.':~-~ 
ciente contaminación que han causado, así como l0 r~ 
colección y disposición. Probablemente se hubiese ~ 

S o 1:.-t (' ¡'I;¿Í;¡ 
dado otra .r--e.s.pt:c.:<~:t:D. al problema al considerar el cos 

to social de la contaminación y el monLo económico -

de su recolección y disposición. *Aparentemente es- *Los costos de retiro afectan 

d 
/ 

( ~ 1_. 

te último, no afecta los aspectos de beneficio econó indirectamente a productores y con 

mico de los productores y consumidores de envases. -

Sin enillargo, se olvida que el costo de recolección y 

disposición del producto por el sector público se fi 

nancia, en general, con los Jmpuestos/. recayendo en-· 
l e-Lc..(!:. .. Lr.a_c.;J~~t.(' t-_r • ..t::r2.J 

forma indirecta sobre los causantes{;; El lector pue-

de identificar f§cilmente otras imple~entaciones de-

producto o sistemas donde no se han considerado, en
/a.:;;::_-; 

conjunto, los objetivos de todas las ez~~as, obte---

niéndose resultados altamente indeseatles. 
\ 

sumidores 

" ,~ 

..J 
\ 

J 
1 .... 

<¿) 



r 
L_ • --

p/ po ::.(~ 
*Durante ~a~et~pa de medición deben identificar~ ' 

i]· 

se las variables y establecer el inventario de las mis _ 

*Etapa de medición: 

identifique variables y establezca 

mas; para lo cual se fijan los criterios de evaluación. J un inventario de ellas; establezca 
--------~-- ----,! j 

o medidas de efectividad de las actividade~que se ut~!~~ . L~~-~:~~-~,s-~_'?~~-~e~·=;~:-~~~-~ --~~-~~~~=,~~-·-~--:~,~-:·: 
r~ ] l 

lizarán durante la etapa del análisis en proceso. I r~-=-=--~-=~=-- -: ---_-~ ___ :_.· ~-=-'- _.:~~=-~---~ --~~-~-:- -~-~-~::_·-~ _-- .· .. '~t-
~r§_:_ :-~;~~~~~~ :~:~--~2 -~~-~:~ :_._=~-~-j~.,.:~::Ja: ~~-~ .~~--~~~ ~~- ~-- -·--~~r -1~~- --~~-~

*El establecimiento de dichos criterios y medi- l}~:j*oe los criterios de evaluación 

das permite evaluar en qué grado, diferentes solucio- t- 1[ ~ depende la solución del problema 

::: ::::r:::i:::l:s u:a:r::::m:e::::::::::s~os L:b~:::~ u~~~~~"~,:~~~~~:~~~~:,~~:~: 

' ¡·, i ' ,: l 1 

' ·¡ 

~,;.;J.~;;.~&~;;.z5s:f[;rs:\:i =~:~f~ ~ .. ~--~-~f~2.:i1::::~~~~~~~¿,:;...._._~:.~: ·.,-~.;-~--~~~~~, .:~ ·;~-- ~-~~ 'r~ -

' ' j 
~'i-: ~.$.· ción final al problema depende en forma importante de 

las medidas de efectividad que se hayan seleccionado; 

si el problema consiste en diseñar una planta manufac-

turera, la selección de un diseño depende de la medida 

de efectividad adoptada; y si la medida es solamente 

la minimización del costo de producción a corto plazo, 

el mejor diseño será diferente al que se adopte en ca-

so que la medida de efectivid~d incluya adem5s de fac-

tores económicos, la seguridad de los operarios, su es 

tado an~rnico, etc. 

o o o 

,y 
1 

1 
\ 



o 

· ·En:,la .terc~r: _secci6,n de. es~e capítu~o-Ty __ en el . , 

siguiente ~ecvdrá lo r~lat~vQ.a los .t~mas de: 'de~~ 
- 11 ; ' • ~ ~ \;. : ' . . J ,.., ' ._' ... 

cr-ipc i6n ·-C:~ . s ist;emas; . y ·,jerq_+quizaEi6n, que en corribi 
~ ~~ L ' ' < ' j • ~' ,.., ' '~c.. '! - '~ 

naci6n~con los !temasrde.medici6n y teor~a_del valor, 
• ¡- • • - . ' . - " -. ' •' • •" ' '" ~ .. . ( 

1 . -

~(cap. ··:.7 ): , · form~n: los. c:=.o~oci~fer:~o~ ¡~-~s~co~ .. p_ara_ :e~-~~ 

:·za:¡;,c·los.:pa~<?? 9-Y~c~itos en,esta -~es::ci6n!. 
) 

·¡ 

'( 

*Gop~i~éFS.g en_ el- pas.o .. tres, . el de análisis de da .. 
. ~ ,. ~1 - - ..: ~ .• .J... - ', ""..::;. ~ _:.. J ";. ·--' 

¡ 

tos, se -reali:Zf-. _el procesamiento,. de __ la __ informac_i6n 

reunida .durante la medición d~ sistemas._ Dicho proce . • . - i . ' ,. . . . ' --~ . . ,·. . '.-

samiento tie~~l que hacerse e~ ge~er~l:con_ayu~a de la 
¡ - - -' • ' ' 

computadora digital (los aspectos. más_ .importantes _se 
' 1 1 • ,4,. - ~ • ..._ :. • ~ • ; : 

·presentan en ei cap. 3). ~su_objetivo es descubrir, 
"""" • • "-' t.. ' ' ~ - • • f 1 ' • ~ 

·con ayuda de t€cnicas-~e reconocimiento de patrones y 
. r· • ~ J •• 

: evaluación .est;?-~Íst~·~a. ,de parám~:tros_,. la_s relaci.c;m~s 
~ • •• ~ _, ~ ,. ~ ~. ..... 1 • ~ • 

: .. import¡:tn tes. en-tre: l·a-s ."v;ar iable s 
' - .,. l ': 

- ¡' ~ 

j ' ~ ~ ~ ' • ; ,-

·o- --r 

' -------------· . . . . ,~-t~' ~scá·ipc~i6n~eí-_,_s:i,~temá; j~rarquTz·a-,· ;¡' ¡' ,; ~ . 1f ; ; / .----!_,, ·!\ ___ .:-- ., /¡ ,. ' 

'' ~ '•¡ • ' 1 •• 1 ' ' 1 • ' 1 ~"--:-- ; 1 ·,' 1 1 f ' 1 \ 1 1 f 1 / / j '• 
1 1 1 : 1 / '---.---·¡ J ,- - ... _l ,4 , / J' / \ 

; ' i6n y feor.ía-:-dél valor r:-·- .. / __ r / '/'-·e 
• .J • ------ \ t .' ' ·. ,, V ' V . '-:-!..-_ 1 
~ ~------ . ' ---.. 

---.s 3-

1. 2. 4 Análisis de datos y modelado -J /. 

,, 
- .--A\-i--~n~·éJ·.~ --~~~T~._-) 1-S-. -~----~-¿)-0'-?,:,·-=--/l-~'!·o--G~-.-, - - -

de oiP/ ' ,'¡··-;-

Pa l.;o.~ S'!J /Pn.lo' 
--t------------+-------------+- ---

1- ·. ~-

*Objetivos del análisis de datos: 

-¡., 
%' 

-5r¡--o. 
1, _ .. ::' 

1 \,) 
descubrir relaciones entre las va-

- r~ables 

r 
' 

,. 

.\ 1 

~ ~ 
~ -"' .. ' 

~ '>< • ~ ~ 

,, -
1 1 ~. l 



*El grupo de an&lisis de sistemas procede a ej~ 

cutar el paso de modelado del sistema cuando en el p~ 

so anterior se han llegado a determinar relacionE~s im 

.portantes entre variables. 

*El objetlvo de este paso es establecer relaciones, o 

modelos, que expliquen las interacciones entre las di 

versas variables del sistema; al respecto, el cap. 4 

está enfocado al estudio del problema central del mo-

delado. Este paso es de gran i8portancia en cualquier 
Í<l S C' 

¿_t-apa, ya que los resultados del análisis nunca podrán 
c::-1 1 

ser mejorYque el modelo que se ecplee para el mismo. 

*Debe hacerse notar que un problema de análisis 

puede requerir diferentes modelos, de acuerdo con la 

etapa o fase del proyecto. En un sistema hidroel~ctri 

co, durante la fase de proyecto se necesita un modelo 

a escala sobre una mesa vibradora para determinar los 

efectos de sisnos sobre la presa y evaluar de esta ma-

etapa ds opera e i(q- se reqtd ere 1.··. ntocc 1 <) '1. o-L al¡:;cnt_c 

(3 -~ C' -·- •• ,_ ·~ -_ -'ll;o·~ 

~:_ 

/'-/;J (:¡~~.: .. 
/_;r(:/c) (!~_: / 

/,.s-/:"3'/'1'1 (7 .) !.'Y /t?; i-'c..:: S 
'~-----------~------------;--

1 

*Objetivo del modelado: 

·-.5 .r-

establecimiento de modelos que ex-

pliquen relaciones entre variables 

*El modelo cambia de acuerdo con la 

etapa 

o 



o 
... .. r~~ 

eléctrica. y 1 ag~a para riego, 'así como los niveles de 
'¡· J ' ' . ' • ' 

agua en la presa para determinar una política-óptima 
' 1 

1 

··, qe_ ~PF'?Y~~har:tien~~=·· 
• ) ~ ' 1' • . 

! 
1 

f •• _ ' 1 

-..~ '-<- ·, t,_;. 1 

1 

1 

- } \ 

*El oJ;>j'etivo. Q.e. cad~ fase d~l análisis de .sis 
... ~ " ~ ' ... ' ' --- ~ • ~\ • 1 

temas es espech~icar 1~ "mejor s.olución" de ~cue~do 
1 _, ~. ·-. • . . • ,' ... ' .•• • -

con los criteiios_ de evaluación o medidas de efecti-
! , • ~~, }.. ¡' ~~-· ~ ... , f1·, .; {r \~ 

vidad obtenidas durante el paso de medición·del sis-
,! • -., f- .• • ::-:- ~ : • ~ 

tema. 

., _, 

)o :1·, 2' 

,,, ( ! • 

• ,:; .¡~~ : <:_ 1 \; ~~ .._- (~ }< 

1.2.5 Generación de alternativas o 

síntesis 

*En cada fase se especifica la mejor 

"solución" 

71 
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*Como los problemas gue permiten encontrar en 

forma analitica la solución óptima sor tan simples 

que no tienen interés para el analista de sistemas, 

es necesario explorar, empleando el modelo del sist~ 

ma y técnicas de simulación del cap. 5, las medidas 

de efectivicad correspondientes a diferentes alterna 

tivas. 
/,-' ,-, r 

*En obras grandes y en ~ta~as- donde se tiene 

que recurrir a modelos costosos puede resultar cara 

cada simulación, por lo que es necesario aplicar la 

experiencia del analista para descartar, sin necesi-

dad de recurrir a la simulación, diversas alternati-

vas factibles pero no recomendables. *El esfuerzo de 

generación de alternativas debe concentrarse en aqu~ 

llas que muestren las mejores medidas de efectividad. 

*Además el costo de este paso no debe exceder de nin 

guna manera los beneficios esperados. 

*e o n o b j e t o d e m ü J : J1l ~ í , _ 1 J e)~; e os tos c1 e este 

paso 0s recoMendable dividir las soluciones del pro-

o o 

s-"6 *En sistemas coMplejos debe simular 7 

SI? el cor:mortarnjento de soltwic·r.cs 

alternativas empleando modelos 

*Utilice el criterio para descartar 

sin recurrir a la simulación de di 

versas alternativas 

*Concentre el esfuerzo en alternati 

vas promisorias 

*No gaste .. mas de lo que piensa obte 

ner como beneficio 

*Divida Jñs altcrnalivCl::; , 11 L..L,,~,es 

o 

{O 

_,, 
-- ' (__, / 

(l ': 
6 -¡ 



o o o 

presentativa de cada clase, *después deben emplearse *Determine la clase más prornisoria 

los resultados anteriores para determinar la solu-

ci6n más promisoria, *posteriormente explorar alter- *Después explore soluciones dentro 
- '' J , __ ..) 

nativas dentro de esta. de dicha clase 

*Es preferible que el número de alternativas explor~ 

•• ) .. 1 

*Trate de explorar el mayor número (~;/ 

das sea demasiado grande que pequeño, ya que -v~pesar-- de alternativas económicamente ju~ 

0el costo de esta etapa, en general resulta menor que tificable 

los perjuicios que causa un sistema implementado e 

inadecuado por falta de una exploración suficiente de 

alternativas. 

*Supóngase que se desea resolver el problema *Problema: Sistema de transporte 

de transporte de una población. *Corno dos posibles *Posibles clases de solución: 

clases de soluciones podrían considerarse: un siste- camiones o Metro 

ma de camiones y el Metro. Como primer etapa, en la 

generación y evaluación de soluciones debe~determi-

narse l~medid~de efectividad de un sistema repre-

sentativo de transporte por camión y por Metro. Si 

]a~ c01rcspondienles al priiTer sistema son sensiLJe-

mente su~eriores al del segundo, todo el esfuerzo 

po~tFrior de análisis debe concentrarse en el trans-



porte por camión, pero si resultan muy similares, se 

rá necesario seguir explorando alternativas dentro 

de ambas clases. 

*La exploración de alternativas necesita rea-

lizarse de manera ordenada y *observando la variación 

que sufren las medidas de efectividad al cambiar cier 

tas características del sistema a fin de seguir mane-

jando aquellas que afecten en forma más positiva las 

medidas de efectividad. *En este paso es frecuente re 
es lc.-:nolc.> -

currir a técnicas de optimización, ~uo entre las 

más importantes, la programación lineal y la dinámica 

(cap.6). *La t€cnica de programación lineal permite 

encontrar para cierto tipo de modelos de sistemas los 

parámetros que optimicen la medida d~efe9tividad, 
!..;?_'?_ _ _e?_-.(~' rf./ 1 (? ::.-__ / 

precisamente determinando aquellos! cuya variación ti~ 

ne mayor efecto sobre la medida de efectividad. *En 

otro tipo de modelos de sistemas es necesario recurrir 

a la técnica de optimización, conocida con el nombre 

de prog:ramación __ cHnám~ca (cap. 6) a fin de encontrar 

las alternativas con mejores rnedi~as de efectividad. 

o o 

*Explore ordenadamente, alternativas 
(9 ,-' 

*Observe la variación de las medidas 
e(ec 

de ~tividad 

*Recurra a t€cnicas de optimización 

cuando se requiera 

*Técnica de optimización: ~ 

programación lineal 

*T€cnica de optimización: 

programación dinámica 

o 

6.:¡ 
(J 
i) 
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*La mayoría de los sistemas cuyo tamaño y co~ 

plejidad requieren el empleo de la metodología ya e~ 

o 
, <' 
""0 

1.2.6 Toma de decisiones o selecci6n -~ 
- 1 ¡. 

-110~i::· 
(. f ,· 

\ :: 
1 

! d.?c!.:::.o!leS 
-· 1 . - -

l 

*Los grandes sistemas cumplen con ··¡ /¡ 
objetivos diversos 

puesta, deben cumplir con muy diversos objetivos/¡f~R::ro~ 
o<·-(!'>· 1; '; >-, ,,-- // .~:,'/e::.·,-:>{} C" ou tjt,' / /:J. ~'/J fr r..-rc::- rwtA-r¡J !t_~·1 Su-::.J .:JG: '<" /-: '::: 

*p.J.t'.:;,c::.:.i::J_,+9 se egtablecen lás medldas de efectivldad, ~ *Las 
.-

medidas de efectividad deter-
j 

:_';/ (3,í /,_ ·.;· 
* las,.-:::c.e.-:;_:e;s·~:S.. se pueden reducir a la misma escala y ,_ 

sumarse, es factible establecer una sola función ob

jetjvo0-pz.:c·-··1,:::-,•;:•q~·.a •. Si existe esta función única, se 

puede emplear alguna de las técnicas de optimización 
/"~r..7} 

del cap. 6 -e,;:-;r-.:--~J.:.:::.;..-L·,:·_-,~~i.--:::.2.~ li~ga·-a la mejor solución. 
! ¡~:.,J.'/¡( k 1 

Tambi~n es í~c~l,iecurrir en estos casos a las técni 

cas de costo-beneficio del cap. 7, donde a todos los 

minan el grado de cumplimiento de 

un objetivo 

*Solo sí las medidas de efectividad 

tienen la misma escala, existe una 

sola función objetivo __ _. 



beneficios y costos se les da un valor monetario. *En 

cualquiera de los casos en los que es posible estable-

cer una sola medida de efectividad que agrupe todos 

los objetivos del sistema, la búsqueda de la "mejor" 

solución es una operación meramente matemática que se 
~~ 

realiza en el paso de generación y evaluación de alter 

nativas. 

*Sin embargo, frecuentemente no es posiblé redu-

cir a la misma escala y sumar todas las medidas de 

efectividad para obtener, empleando técnicas de optim~ 

zación o análisis de costo-beneficio, la sol~ción reás 

adecuada. En estos casos hay que seleccionar las mej~ 

res alternativas, evaluando todas las medidas de efec-

tividad de cada alternativa, *para lo cual se requiere 

aplicar a estas la teorfa del valor a fin de decidir 

entre las po~ibles alternativas. Las bases de la teo-

ría del va] or se prese1,tan en el cap. 7 y las de la 

teoria de decisiones en el 8. 

o .O 

*Con una sola función 

Objetivo: 

seleccionar = optimizar 

~ 
*Si la función objetivo no es única Ir 

hay que seleccionar la mejor alter 

nativa 

*Para seleccionar, debe conocerse: ·)) 
'¡ (, 

teoría del valor 

teoría de decisiones 

o 



o o 

*La fig 1.2.3 resume los diversos pasos del aná-

lisis de sistemas, la Metodología básica requerida pa-

ra realizarlos y los capítulos donde se estudia esta 

metodología 

_y __ 

Pasos 

11 
e? 

f 
C,.) 

d o 
1 / 

{) t) 1 "c,-r 
(/ 

Fjg. 1.7.3 Fstructura del libro 

o 



~Resumiendo, puede decirse que el análisis de 

un siste~a consta de diversas fases o etapas que 

abarcan desde la planeaci6n de programa, hasta el re-

tiro ~ absolescencia del sistema, las cuales definen 

los renglones de una matriz de actividades. Durante 

carla etapa o fase se realiza una serie 16gica de pa-

sos aue definen las columnas de la matriz de activi-

dades que aparece en la fig. 1.2.1. La secuencia de 

soluc16n de problema de sistemas sigue precisamente 
' / / -;> 1 ' -' ' ·- - '/ ,,._.e;,._ ' ~ ~ ~· J 

la ·sen-afúla': empl.ez¿;: con la actividad definición 

\u() 

del problema en la fase de planeaci6n de programa y 

termina con la selección en la fase de retiro. 

o o o 
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*Dado que la matriz de c.ctividades de la p_ág4:-Bi' ... -

_ante:E':i~eP incorpora únicamente dos dimensiones del en-

foque de Slstemas, la tercera di~ensi6n (para la que 
1 '-"~/_~~ / 

Hal~·~ropone el grado de estructura for~al de la pro-

fesión) se incluye en la fig 1.2.4 

o o 

1.2.7 Morfología tridimensional -:¡-r· 
1 ~·; f 

1 

o 
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*Empleando esta morfolog1a pueden definirse ac 

tividades específicas del análisis de sistemas. 

*Así por ejemplo, la actividad a
351 

n~strada en la 
el /'o-::.o 

fig. 1.2.5 representa_~~~etapa de análisis de datos 

(3er paso) en la fase de distribución (fase 5) en la 
1 ·~- ~.-~~ -~ ~--~ -~- '-~~:_=..__ -~:~ j 

ingeniería-l'{1.:}; es decir, analizar la información p~ 

ra determinar una adecuada política de distribución 

de un producto. 

\ 
1 ' ' / '. 

*La morfología tridimensional define ~)C 

actividades específicas 

/13 

,t)/S h1 j .:..'/"/ t:FYJ 
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AcLividnd específica en ingeniería 

o 
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sistemas (fao~ 3) para un problema de administración 
( --11:::,:1 --- '. 

*La actividad a 434 que aparece en la fig. 1.2.6 

consiste en establecer el modelo (paso 4) de posibles 

b 
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*Antes de continuar, es necesario volver a sefia-

lar que el enfoque de sistem~s, que tiene ~omo meta es 

tablecer una secuencia lógica para la solución de los 

problemas en cada f~~e de análisis de un sistema com-

plejo, solamente es un complemento para el profesio-

nista en una rama en particular. El conocimiento de 

toda la metodología del análisis de sistemas, desde la 

definición del problema hasta la selección, no s~'h sufi 

cientef para resolver ningfin problema del mundo real. 

Para resolver estos problemas se requierenconocimientos 

específicos de una rama de la ciencia o técnica y com-

plementarlos con la metodología de sistemas. 

*Es menester tener presente que la actividad pro-
LiY~L:DJ 

fesional, segfin esta morfología de HallYcuenta con tres 

dimensiones. El enfoque de sistemas solo se halla rela-

cionado con la dimensión correspondiente a la secuencia 

lógica (paso~, *por lo que para obtener resultados Gti-

les a la sociedad, es necesario integrar las tres dime~ 

siones del problema, es decir, *dentro de una profesión 

o .O 

*En enfoque de sistemas es un compl~ ~~ 

mento 

*La actividad profesional tiene tres ~2 

/¡7 
-6:.3 

*Para obtener soluciones, deber~ in-

tegrarse dichas dimensiones 

*DimenE;i.ón 1: ~rc::r:_ i.U.l profesión 

o 



o 

0imensi6n vertical) *aplicar el enfoque de siste

roas (di~ensi6n 16gica) *a las diversas fases (di-

mcnsi6n temporal) de un problema. 

*Desafortunadamente es común pensar que si 

se do~ina la metodología del enfoque de sistemas, 

se puede resolver cualquier problema. Esta idea, 

por las razones señaladas, es absolutamente inca-

rrecta 

. ' 
1 o 

*Dimensi6n 2: enfoque de sistemas 

*Dimensi6n 3: etapa de anfilisis 

_*El enfoque de sistemas por sí mis 

mo, no resuelve los problemas 



l. 2. 8 F.j emplo 

*El siguiente ejemplo ilustra la aplicación de *Fase de desarrollo en un aprovech~ ~ ~ 

la metodología de sistemas a la fase de desarrollo de miento hidráulico 

sistema de un problema de aprovechamiento hidráulico: 

*El primer paso es definir el pr?bJema, o sea *Definición del problema: 

planear el aprovechamiento de un río para fines de Aprovechamiento para riego, gener~ .. -. 
1 '~ ' ' 

riego, generación de energía y facilidades de recreo. ción y recreo 

*Durante el paso de medición del sistema se pr~ *Medición del sistema: 

cede a establecer los objetivos del proyecto y a cuan establecimiento de medidas de efec-

tificarlos, es decir, a fijar medidas de efectividad, tividad y sus pesos relativos 

además de dar pesos relativos a los tres objetivos: Establecimiento de un banCo de da-

riego, generación y recreo, para lo cual conviene re- tos 

cabar toda la información relevante para el proyecto, 

como puede ser el escurrimiento de la cuenca, las ca-

racterísticas geológicas de la misma, superficies de 

cultivo que se pueden beneficiar o perjudicar por el 

proyecto, etc, y se determina la disponibilidad de m~ 

terialcs de construcción, vías de comunicación y mano 

o .O o 



o 

de obra. En resumen, se establece el banco de datos 

necesario para realizar el proyecto y poder evaluar 

alternativas. 

*Durante el tercer paso, el de análisis de d?tos, 

se emplean los métodos de manejo de datos y se ordena 

la información obtenida anteriormente para deducir da-

tos de interés para el proyecto como podrían ser: es-

currimiento promedio de la cuenca, relaciones enlre el 

costo de materiales y posibles lugares de construcción 

de la presa, áres de riego afectadas, etc. 

*En el cuarto paso, el de modelado de sistemas, 

se procede al diseño de diferentes alternativas de apr~ 

vechamiento, y se establecen los modelos para evaluar-

las tomando en cuenta factores técnicos, económicos, so 

ciales y ecológicos. 

ma, es decir, que para las diversas alternativas posi-

bJes se determinan, empleando los modelos eJaboraoos 

o 

*Análisis de datos: 

Ordenamiento de la información y 

obtención de datos relevantes 

*Modelado del sistema 

Di~seño de alternativas y modelado 

de las mismas para evaluación 

*SJ.nt.esü, oc· sistema~. 

Jr- -
1' • ' 
V' 

' '; : ,..' ' 1 C) / 0 . .-

Empleo de los modelos para obtener 

medid2s de efectividad 



anteriormente, las medidas de efectividad estableci-

das en el paso de medici6n del sistema. 

*Como las medidas de efectividad en un proyec- *Toma de decisiones 

to de esta importancia difícilmente pueden reducirse Decidir sobre el proyecto que d~-

a un solo índice, es necesario proceder a la etapa de be implementarse 

toma de decisiones, paso en el cual se tomará la deci 

si6n respecto a qué alternativa se debe implementar, 

considerando todas las medidas de efectividad calcula 

das previamente. 

o .O o 



*La mayoría de los grandes sistemas de interés 

para el analista de sistemas constande muchas partes; 

están construídos por una gran variedad de materiales, 

y los operan, durante varias décadas, bajo muy diver-

sas condiciones, miles de personas. 

*El análisis de sistemas, que en cualquier fase 

se iniciaW con la descripción del mismo, tiene que ba-

sarse en la información que se puede obtener acerca 

del sistema. *La cantidad de información asociada a 

sistem2s de la complejidad citada, es enorme, 

*tanto que para obtener de esta gran cantidad de datos 

los relevantes para los diversos pasos del análisis, 

es necesario contar con t~cnicas especiales de organi-

zación y codificación, mediante las cuales se reduzca 

el volumen de datos que se requiere tomar en cuenta pa 

r~ los diversos pasos del anfilisis sin perder precisión 

en E J e P. L ,-"'-el ; r) • 

o 

1.3.1 Introducción: 

* 

Í
Tienen múltiples partes 

Están formados por diver 
Grandes . \ sos mater1ales 
Sistemas: 

lOl·:··_an _du~ante muchos anos 

b, --J d~st~ntas condiciones 

*Primer paso: Descripción 

*Describir requiere gran cantidad de 

información 

*Técnicas de codificación y organiz~ 

ci6n de la información 
/

') ') 

.J .... ·· 



*Para iniciar el primer paso del análisis de 

sistemas, el de descripci6n de un sistema, es neces~ 

rio definirlo adecuadamente. En las siguientes sec-

cienes se analizará la naturaleza de la informaci6n 

que se requiere para definir adecuadamente un siste-

ma. 

*Un sistema puede estar inadecuadamente descri 

to cuando se conocen sus partes o subsistemas, pero 

se desconoce la interacción entre ellas. También es 

factible que se haya entendido el funcionamiento del 

sistema para un período determinado, pero se ignoren 

los cambios que sus características sufren con el 

tiempo. 

*Otro aspecto importante de la ingeniería de 

sistemas es el reconocimiento de similitudes entre 

las características de diversos sistemas o subsiste-

mas, que permite analizar diversos tipos de sistemas 

empleando la misma metodología. 

o U. 

*Para describir el sistem~ hay que 

definirlo 

/31 

*La descripción de un sistema es u··1a 

inadecuada si:~ se desconoce la inte
U··)__; 

racción entre partes(se ignoran los 

cambios en el tiempo 

*Rec.:>nocimiento de similitudes impli_ 

ca menos métodos particulares 

!J 6 

o 

~ r. 
..J ( • 
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*Es posible, por ejemplo, utilizar la teoria de 

ecuaciones diferenciales (una metodología matemática) 

para analizar el comportamiento din§mico de siste~as 

eléctricos, térmicos, hidráulicos y mecánicos entre 

ot..ros (ref. 3) 

*En este capítulo se analizarán las prineipales 

características de los sistemas que permiten identifi 

car las diferencias y similitudes entre los sistemas. 

*Chesmut (ref. ~) establece que los requerimieg 

tos básicos de información para un sistema son: es

tructura, características distintivas, magnitud, pro

babilidad y tiempo. En este capítulo se seguirá de 

cerca el artículo citado de Chesflut y la obra de Van 

Court Hare (refs, 1 y ~i). 

*Puede definirse como estructura de un sistema 
' 

a la relación de sus partes entre sí: *estas relacio 

*Ecuaciones 

diferenciales 

sirven para 

analizar 

*Identificación 

diferencias 

*Requerimientos 

de información 

sobre 

o 

Sistemas 

mecánicos 

eléctricos 

hidráulicos 

térmicos 

económicos 

de similitudes y 

Estructura 
Características 
distintivas 
magnitud 
probabilidad 
tiempo 
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1.3.2 Estructura 

*Relación entre partes = Estructura 

*Relaciones de: espacio 
tiempo 
jcrarc2uía 
propiedades lógicas 
toma de dccisio~Ps 

/' i 1 } 
~ / 1 



----------------------------- ------------------------------------------------------------.... -------

*Como se sefial6 en la secci6n 1.2, antes de ini 

ciar el análisis de un sistema es necesario fijar con 

claridad cuál es el objetivo de dicho ~nálisis, ya 

que la descripci6n de la estructura del mismo depende 

del objeto del análisis. Un ejemplo servirá para 

aclarar ideas: *La fig. 1.3.1 muestra dos ciudades 

de un municipio y las carreteras federales que las co 

nectan con los municipios adyacentes; la descripci6n 

gráfica del sistema "el municipio" puede ser adecuada 

si el objetivo del estudio es un análisis del sistema 

de transporte del municipjo. 

*Sin embargo, si el objetivo del estudio es la determi 

naci6n de una política de aprovechamiento forestal, el 

mapa de la fig. 1.3.2, o una cowbinaci6n de ambos es 

más adecuada. 

o .O 

*Descripci6n de la estructura depenoe 10
G 

del objetivo del análisis 

Fig. 1.3.1 Modelo para un estudio de 

transporte 

- ~- ---~----

i 
1 

,-"----~~-~ 

//,- \ 
,--· ~-· ~ ¡ 

'. 

.. r: ' ' ' ¡- í - 1 
) 1 

' 
1 
\ 

1'P ·f-' \ 
,. 

~\. ~-· ' 

Fig. 1.3.2 Modelo para un estuoio de 

aprovechamiento forestal 
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o detalle con que se quiere llevar a cabo el análi-

sis, la información que debe contener la representa-

ción del sistema. Así por ejemplo, para un estudio 

de aprovechamiento forestal, puede ser indispensable 

incluir en el mapa de la figura edad promedio de los 

árboles, su densidad y alguna otra información adicio 

na l. 

*Para otro tipo de estudios relacionados con el 

"municipio" puede requerirse el empleo de representa-

ciones que no tengan similitud con la geografía del 
es 

municipio como ~ el caso de una tabla con el número 

de habitantes de cada edad dentro del municipio para 

un estudio demográfico del mismo. 

En resumen, puede decirse que las posibles de~ 

cripciones de un sistema son ~últiples, igual que el 

grado de detalle de las mism&s. Estas descripciones 

dependen del objetivo del análisis y de la precisión 

con ouc eles ea llevarse a cabo. *rxiste, sobre todo 
~ , 

o 
jCI!l 

1 / 

1 e; :,• 

*La representación del sistema depencle 

del nivel de precisión deseado 

/10 

*Para un estudio demográfico requiere 

tabla de edades (no tiene similitud) 

*Evite exceso de detal]es 

, 
1 

} 1 ¡' 



en analistas de sistemas sin experiencia, la propen-

sión a incluir en las descripciones de un sistema el 

mayor número posible de información sin tomar en 

cuenta cuál es el objetivo del análisis. Esto prod~ 

ce presentaciones tan plagadas de detalles, que re-

sultan en general inútiles para los propósitos del 

estudio. Cprno suele decirse "por ver los árboles no 

se ve el bosque". 

Otra fase inicial importante en el análisis de 

un sistema es la determinación de las fronteras del 

mismo. *Como ningún sistema esta totalmente aislado, 

mientras no se fijen sus fronteras se corre el peli-

gro de definir uno demasiado grande para los propós! 

tos del estudio, o un sistema que resulta en ocasio-
Ll~c;)¿z..¿~ 

nes imposible o demasiado costoso7en comparación con 

los beneficios que se espera obtener del análisis 

L::t frontera del sistema separa los elementos 

cuya eu~ur~_Ur2. S<: desea COT!CJCer de aquellos qu~ ú 

1 
r----o ~(_) 

1.3.3 Fronteras 
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Fig. 1.3.3 Frontera 
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se tomarán en cuenta en el estudio. También define 

qué variables serán analizadas y cuáles consideradas 

como datos. *Por ejemplo, si se quiere analizar el 

sistema econ6mico de México, es necesario fijar una 

frontera. El funcionamiento de la economía nacional 

depende no solamente de factores internos, sino ex

sf n" ternos; por lo que ~~~o se delimita una frontera pa-

ra el sistema, se terminarla teniendo que describir 

y posteriormente modelar no ünicamente la economía 

del país, sino de todas las naciones con las que rea 

liza transacciones mercantiles o financieras, es de-

cir, del mundo entero; o sea, se llegaría a un siste 

ma de dimensiones extremadamente grandes. 

*Una vez fijada la frontera del sistema, puede 

procederse a analizar la estructura del mismo. Con-

viene empez~r por entender cufiles son sus partes pri~ 

cipales y sus interacciones m~s importantes. *Para 

mostrar la estructura, se recurre en general a repre-

scnl~ciones gr~fi~as. *En este paso del an§lisis del 

f-,istcnFt, se evit<- cni.:rar en C:etnlles y se pouc énfas:i~: 

o 

,,~ 

1 
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Ffg. 1. 3. 4 Posible frontera para un 

modelo econ6mico 

*1~ Fijar frontera 

2~ determinar estructuras 

*Representaci6n grfifica de la estruc

tura 

*En la representación evite exceso de 

detalles 

--- ------ --------



~n las interacciones de las diversas partes o sub- *Inicie poniendo énfasis en las ·J¡.¡ 

sistemas del mismo y no en variables especificas o interconexiones 

en sus relaciones funcionales o en caractcrfsticas 

de parámetros. Durante esta etapa, en general pue-

de obtenerse una visión global del sistema muy útil 

para el análisis posterior. 

En la siguiente sección se estudiará una for-

ma de descripción de un sistema: la de diagramas 

de bloque y diagramas de señal!es. 

/ 
i . 

'-1 l 

1.3.4 Seña~es de bloque y señales 11,{ 

Los diagramas de bloque y de señales son auxi-

liares muy importantes no solo durante esta fase, si 

no también en etapas posteriores del estudio. 

Para repre~entar la transformación de una va-

riable en otra, es decir, una relación cntrada-sali-

da, suelen emplearse dos tipcs e' e sr1nholos: los blo 

e•• ,~-_)e· - , __ ,_ ·-· ~ .~ -:) ;_- ~i ·-~ \J 1 c. '::-) ---- -- - ~ ~-- --------- o 



1. 
l' 

o o 
les. *La fig. 1.3.5 muestra un bloque o caja negra, 

el cual<~)~: ün proceso productiv~JP~~~~----~~i~~-~~~1~~~] 
unn f~brica. Las señales de entrada son los insumes 

del proceso, o sea capital, mano de obra y materiales, 

las de salida son los productos elaborados en la fábri 

ca. En este caso particular, la transformación es una 

función de producción (este tipo de relación entrada

'-salida se estudiará en el capitulo,:~). Si el sistema 

en estudio es un circuito eléctrico, las señales de 

entrada son las funciones de excitación; las de salida 

los diversas respuestas (tensiones y corrientes de las 

ramas) , y la relación entrada-salida una matriz de fun 

cienes de transferencia (ref. 3) 

*La transformación de una variable en otra en un 

sistema, también puede representarse mediante diagramas 

de flujo de señales (fig. 1.3.6), en las que los extre-

mos del segmento dirigido corresponden a actividades o 

sciialef, específicas. •, La transfon-.acióll se realiza en 

la dirección de la fecha; es decir, la sefial de salida, 

asociada a la punta del segmento, es igual a la señal 

de entrad~, asociada al origen del segreento, y son~ti~a 

o 
' ' . .' .. .... : 

~----------·--
-------... '9---~--

Fig. 1.3.5 Diagrama de Bloques 

* Transformación 
~>-------~-.... ';!..t .-... _...._ • .._.,..._._ ... _() 

Entrada Salida 

Fig. 1.3.6 Diagrama de flujo de señales 

~~~Entracla Salida 
Transformac i.6n 

-----i>----,-' 
\ \ 

E ' •r -. \S 
\ '-\ ~ 

t.Y-~~-----------·~-¡.~~-·--~-- .. --c". 

\ 

\ 
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a la transformación asociada al segmento. Igual rel~ 1 ' . 

1 
ción es válida en los diagramas de bloque. *Sünboli- *SALIDA = TRANSFOPJ1l\CION (EN'J'RllD!\) 

camcnte pk!ede escribirse: S = T--.:--(E) 

Los diagramas de flujo también se emplean en 

los sistemas ~con transición de estado que se estudia ,-* Y; ingreso disponible 
1 

~ 1 

.j __ : ,' 

~ 
posteriormente. 'En un análisis de sistema económi e: consumo 

co, la señal de entrada puede ser el ingreso disponi-

ble por familia, Y, y la de salida el consumo genera-
/2 3. 

do por este ingreso, C. *La transformación será la 

ecuación que relacione a la variable de entrada (insu 

*Variable de entrada 
111 

inSUP10 

j "t 
/ .. _, í 

mo o variable independiente), el ingreso, Y, V . bl \l\. d d. t ar1a e 1n epen 1en e 

*con la variable de salida (producto o variable depen *Variable de salida 'e •/ 

diente), el consumo, C! lo cual puede ser una relación 
rn 

Producto 
1 ,, -. 

{ ,.,,. 

1!1 
del tipo: Vari&ble dependiente 

* *C = a Y + b(c~l) r~r 

Dicha relación indica quE el consumo C depende 

linealn~nte del ingreso Y y ~del consumo en el periodo *Consumo en el p~l J(l(]O anterior 1.2? 

anterior, es decir c_
1

. 

o .O o 



o 
') -: o -. 

*Tanto ~rl el bloque corno el segmento dirigido de 1 1 ' 1 . : 
. 1.- • ' 

la íig. 1.3.7 representan una transformación que puede 

co11siderarse como una caja negra, oi.sea una agrupaciónP 

de detalle, la cual se seleccionó por no ser necesario 1 ~· 
1 1~ 
\ 

~ 
d2d de llegar t(X(:.i3 a profundizar más. *La relación en-\\_ 

incluir ~ayor detalle en el análisis, o por imposibili 

*Caja negra : 
\\ 

tre el consumo C y el ingreso Y representa una agrupa- implica agrupación de detalles 

ción muy grande de detalles. Es fácil encontrar mu-

chas variables adicionales que determinan el consumo 

C; en lugar de considerar al consumidor como un ser 

biológico con todos los detalles fisiológicos y psic~ 

lógicos que sobre su comportarnie~to se conocen, el mo 

delo expuesto e = aY + bc_ 1 lo considera como una ca

ja negra o un dispositivo al que entra la variable in 

greso Y, que tiene memoria y recuerda lo que consumió 

el período anterior, es decir c_ 1 y del que sale la 

variable C. Para un modelo ecor.ométrico este grado de 

detalle es el adecuado. Para otros fines, es necesa-

rio recurrir a otras descripcior:cs del modelo. 

\ 

\ 

e = a. 'r/ -1 b (_ , 
Mo cf.:_?/o 



*Tanto en representaciones gráficas que empleen 
L~ t!.::: ____ q__ ~:~-~~ 1 < e ~" ~-~ -~~_{_t:_=:::~'""_r--~_J 

bloques como en 1'5_5YCie-- flujo, las transformaciones se 

consideran estables. La transformación operar5 en el 

futuro como há actuado hasta el presente, o sea inva

riable en el tiempo) Id/ f'Ort10 ;/N.r/ra .L..t ~~~ /,:J 8 
la ~~yor!a de los siste~as de inteces para el 

tercone~ta~o3 2ntre s{.~esulta ~or lo tanto i~po~tante 

conoc~r bajo que condiciones ~s ~2siblo r~prcsentar es-

tes sisterr:as interconectando ciie~entes bloc1ues. 

'*La representación de varios subsistemas i.nter- / 

conectados entre sí con ayua~de diagramas de bloque o 

de flujo de señales, solamente puede realizarse si 

las transformaciones que los diversos subsistemas re~ 

lizan sobre las señales son independientes; es decir, 

la transformación que un subsistema realiza en las va 

riables asociadas a él, no cambia por la conexión en-

tre subsistemas. La fig. 1.3.9 ilustra esta idea. 

o o 

Fig. 1.3.8 Transformaciones estables 

vFig. 1.3.9 Transformaciones que no 

o 

// ID(.' 



o ·o 
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- . 
*Al combinar transformaciones, las -e'ntradas' y 

' - ~· .... ,;¡ .. 

salidas deben ser cótnpa:tib_lés. 

1 / 

*Sup6n~ase. q~e e_~- ún d.iagrarrta, el bloque 1 représeh-

ta a ía industria de fertilizantes, el bioque 2 al 
1 ' ~ ' ~· - • 

• • <, ,, 

, se,ctot- ag_rícoía que éul ti va trigo y ei 3 a la ii1dus"-
~ • ' ' ' ' ' - 1. • -- ' .... ,' f 

' '• 
tria molinera. Una conexiÓn de estos bl0ques dé en-

• - ,1" ~ 

l j ' ;,... 

tradas-salidas compatibles se muestra en iá fig. 

1.3.10. La salida deÍ bloque 1 (fertilizantes) entra 

al 2; y la saíida de este (trigG) entra ei bÍoqüe 3. 

Una conexiÓn así se conoce eón el nombre de cóhexi6n 

série. La misma figura müéstra tambi€h ése tipo de 
r 

consxi6n¡ usando uh diá~rafu& ~é iiujó dé se~alés. 

•" \~--0 1, 

'--.. ....._ ~ 

*6bhe~i~n- dé subsistemas ó bi6q0es, 

dnicamente con senales compatibles 

o 

¡-/ ¡, 
/ /;)/ 1 ,¡# .? 

¡ ' 

' ,/ 

~i~¡ 1.j.1b G6ne~16n en serie 

1 ¡ 

~ .. ~ 
J-~/ 

/ ' / :;,· 
(¡ / 

----------------------------~------------~--------~--------------~ 



*En este tipo de conexi6n, la relaci6n entre 

insumo y productos puede representarse simb6licamen-

te conforme la fig. 1.3.11 y combinando estas tres 

relaciones __ c()_mo_:_ __ _(es--cfecir 1 los- n bloques en- se-rie 

que representan transformaciones T, T, ... T son 
J. l:. 1') 

equivalentes a un solo bloque que realiza la trans-

formación ---

*Un símbolo auxiliar en dingramas de bloque 

es el punto de suma (o resta) que apcrece en la fig. 

1.3.12. En este símbolo, la variable que sale del 

punto es igual a la suma algebrajca de las señales 

que entran, es decir: 

No debe olvidarse el signo en las señales de en 

trada. Esta misma operación, e~pleando diagramas de 

flujo de sertale!:: 1 Se rer-~·csCl!"l2 usanco C] SÍJTibOlO que 

la fis:¡. l. 3 . 1'7 

. O 

- r --- -
~, 1' 7: 
-b: '

\ 

z· 77 .T~ ~ -0-1 . . . 2 1 

''-[_.-.~-
'. : l 

/~/ 
V •' 

Fig. 1.3.11 Transformación equivalente 

de n bloques o subsistemas 

en serie 

, ~' ,. ; 

F.ig . 1. ~ .1 f_ Pt.,nto de suma o 



o 
'r ·o 

; ( 

*La conexi6n de ~ubsistemas, utilizando diagra 
' -

mas de bloque que aparecen en la fig. 1.3.13 se cono 

ce con el no~bre de'conéxi6n en paralelq. 

: .- _/ ~-

Teniendo presente"las propiedades del punto de 

·suma, entre las variable~ que aparecen e~-i~~ ~¿n~ilo 

nes en paralelo en esa figura, existen las relaciones 

siguientes: 

¡-

':_ 

S = 

= T -:-- (E)· 
,_2 

S= Tl~-(E)· + T
2

:_--(E) 

S = (T1 + ~-2)-~; ·(E) 

Fig. 1.3.1~ Conexiones en paralelo 

¡ 
... ~ 

\ ,. 
1 



*de lo que se deduce que varios subsistemas conecta-

dos en paralelo realizan sobre la varichJc de entra-

da unn transformación, equivalente a la suma de las 

transformaciones de cada uno de los suhsistemas, tal 

como ilust:a la fig. 1.3.1¿1 
/' 

*En la fig. 1.3.1~se presenta esa conexión em-

pleando diagramas de flujo de señales. 

o 

~¡- '~ 1 • , "~. 
1 

o 

S = T1 (E} + T2 (E} 

= (Tl + T2 ) E 

( .... _-._ -: ... --_ -~- ~\ 
E _... 1 'l' + 'J.', ;--~ S .-. 1 ;¿ : 

\ 

Fig. 1·.-3-. J:(-- Conc.xión en paralEclo() 



o o~ 

*En resumen, debe recordarse que por conexi6n-

serie, se entiende una col!exión donde la sólida de 

un sistema está conectado a la entrada del siguien-

te, como muestra la fig. 1.3.15 

·~ .. 

Fig. 1.3.16 Conexión en serie 

r _-_:_: --

*En la conexión en paralelo, los subsistemas 

conectados de esta forma tienen todos la misma en-

trada, como se indica en la fig. 1.3.11 

-. ·( 
1 1-.l 

Fig. l. 3 .11' Conexión en paralelo 

l. 3. 5 Agrupaciones abiertas y re a- '!.C.·~,.--

limentadas 

Ot1.a e[,tructura que COL írecuE:nci¿, se cncue1t· 1 /-· 

tra en sistemas es la retroalimentación. *Se dice ques2 *La salida actfia sobre la entrada 

sf la sRlidz, en un sistema retroRlimentado 



*Considérese un sistema de control de temperat~ 

ra de un cuarto. La sefial de salida es la temperatu-

ra, T , del cuarto. 
e 

\}' 

*La señal que hace funcionar al aire acondicionado 

es la diferencia de temperatura entre la temperatura 

deseada, T :, y la real del cuarto o señal de salida,:C 
a / 

es decir, Td - Te. Empleando los diagramas de la 

sección anterior, esta relación puede presentarse co 

mo lo muestra la f ig. l. 3 .rff, 

No solamente en sistemas de control, como el 

que acaba de mencionarse, se presenta este fenómeno. 
t. e 

En procesos económicos también es frecuenE~a; un 

ejemplo al respecto se incluye en la siguiente sec-

ción. 

o .O 

.! 

¡___-~---~- ~~-· ~-- .. 

¿ 1 - ;; ------ -- - -------

,,. .. ...- ,. e 
.~ .. ""'~'".~ ...... -....;: __ - -~ 

1)7 

o 



o ( ·o 
' 1 

*En la fig. 1.3.11 aparece representado el 

sistema re~~alimentado descrito, empleando diagra-

mas de bloque y de flujo. 

¡-

*En sistemas de :c6mputo, el contador de un p_r()'·
bas~ 

ceso de cálculo t:i""en<e su operaci6n en una realiment~ 

ci6n. El diagrama de la fig. 1.3.~~ ejemplifica un 

proceso de cálpulo en el que una cantidad se acumula 

hasta llegar a 10 ooo~, s-;t-rr..;::;er.-tj.)a"'l_'g0, ~n el capítulo f;J ..., 

correspondiente al procesamiento de informaci6n se 
- ;: 

estudia este tipo de diagramas con mayor detalle. 

*Cuando se pr¿senta retroalÚnentacion en; ·u·n - ' 

Esta es una raz6n por. la ~uc es importante detectar 

-.)Fig. 1.3.1.§1 Sistema re~alimentado 

/.,3 )2 O Pe 
c/1 ~~~ 1 -::.lc·f..:..,. s 

........ {/ ~ ~~ '"-· " 

' , 
!) ¡,"'¡ '') .-'-'!¡'J.~.-¡',·; t' - l. l- , -..... ~... ...... ' 

*Un-sistema realimentado yuede ser 

inest.able 

1 

171' 



*De una manera informal es factible afirmar que un 

sistema es inestable si la señal de salida del mismo 

es, en algGn momento de magnitud ilimitada cuando la 

señal de entrada tiene una magnitud limitada, como 

ilustra la fig. 1.3.21 

¡y·¡· 
el 

Fig. 1.3.2A Ilustraci6n del concepto de inestabilidad 

o .O o 
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En muchos sistemas existen elementos cuya fun-

ci6n es tomar una decisi6n. A continuaci6n se men-

cionan dos ejemplos de esta función en sistemas. 

La parte superior de la fig. l. 3. 23- muestra el 

contador de un sistema de cálculo; consiste en un ele 

mento con 16gica, ya que dependiendo del valor de la 

suma, el proceso se repite o termina. 

El punto de suma en un sistema retroalimentado, 

mostrado en la parte inferior de la fig. 1.3.21.deter 

mina el funcionamiento del misroo. Si en el caso del 

acondicionamiento de aire, la temperatura deseada es 

mayor que la actual, el sistema debe calentar¡ ~i es 

menor, debe enfriar. Esto constituye una decisi6n 

16gjca. 

1.3.6 Sistemas con 16gica 

1 
1. "1 

el C;~' • '·. 1 .. ' . ' . - ·- ',-·, ·-. ¡ '' ' 

'¡ ·l 
¡' 
i' ¡ 
. ; 
' ' ........... 

- ' • '1 

Fig. 1.3.2~ Sistemas con 16gica 

')! -' 



En la mayoria de las transformaciones que se 

presentan en ingenieria de sistemas se presentan fe-

nómenDs de atraso. *Así, por ejemplo, en una fábri-

ca que transforma ciertos productos semielaborados 

eD otros más elaborados, esto se realiza con atraso; 

el producto elaborado sale del proceso de manufactu-

ra tiempo despu~s de que entran al proceso las mate-

rias primas o sea que el cambio de materia prima a 

producto elaborado no es instantáneo, como ilus~ra 

la f ig. l. 3. 23 

Se sefialó que la actividad de consumo puede 

ser representada mediante la ecuación que aparece al 

pie de la fig. 1.3.2~ 

*Empleando un diagra~a de bloque esta relación 

se representa conform0 12 fig. 

o .O 

/.

t) . 
y 

r, ·~-

1.3.7 Transformacic ·es con atru.so t.r.:? 

,, ' 

Fig. 1.3.2j Transformación con at_raso 

.J.-r¡ 

e w1 \/ } ~ /J'~-' 
CJ l 't' ~;,) ~$.- \$1 Ü 

1 •i ( ' 
¡(._ ¡ 

a Y -1- b C __ , e 

F ig. 1. 3. 2 ~_f Representación de la re-

lación de consumo 

''------- e :-o a y -t be __ : j } 
- --- -1 -/ 



o 
A continuaci6n se ilustrará como se traza el 

diagrama de bloque de un sisterr.a, a partir de la des 

cripci6n verbal del mismo. 

Ilustre con un diagrama de bloques las siguie~ 

tes transac~iones econ6micas. 

La industria de fertilizantes de un municipio 
-, 

. '- :/ 
obtiene sus insumes de otros municipios. El 20% de 

' - ~ l 

sus productos se vendé_n en· otros r:mnicipios, el 30% 

lo emplean los·campos de· maíz y el 50% en los-campos 
' ' de trigo. La .industria de alimentos para ganado con 

sume el 20% de la cosecha~ de matz y el 30% de la co

secha de trigo. El 50% d'el:·maíz s~. consume en los 

molinos de nixtam~l y ·3oi iest~nte·de la cosecha de 
' ' • ¡ ', ~,~:' 

J 

maíz se vende fuera del muriicipio.~ ~1 4~% del trig~ 
j ( 

r ---
se consul"e en los ~olinos de tris-o del municipio-y 

•' 
el 30~ 1~stante se vcnd~ fuGra. 

¡ 

*La fig. ·r·· . 
1.3.z~ ·muestra e~ diagrama de bloques 

q t . d / ' ce esta~ rans~cc~ones e merc&~clas. 

Q 

Ejemplo l. 3 .a /f3 

1 '' 



o 

! I 1 

' ' . ,.. • ,~ ~ ~~ ¡ /' L ~, 

' .._ ~ r • " ' .. 

de bloques de 1 t' 
au.~ ransncciones d""l "' ejPmplo 
' . 

/1.1 ' .'. 
'• ', ¡ 

' o 
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*Huchos sist8mcJs pueden describirse mediante 
.!. 

variables discretas en lugar de cont,nuas.~Estos ca-

sos se presentan cuando los resultados de la toma de 

una decisión o una transformación son números ente-

ros, o cuando la ausencia o presencia de un atributo 

se emplea para describir el resultado de una acci6n. 

*Pueden enco11trarse muchas situaciones que solamente 

pueden describirse mediante números enteros. *Por 

ejemplo, en el estudio del sistema de atención de 

clientes en un baric6, la gente que espera (un atrib~ 

to muy importante del sistema) es un número siempre 
~' é) ~ -~"' 1 ~) 

ente;~¿~ .. ~~presenta un estado del sistema. rAr· iJ.~0 

1 ·.' 
'~· 

o 
1.3.8 Sistemas discretos 

*Son muy frecuentes 

~--.s~-r 

¡O) 
1 1 ', 

\ 
\ 

*Sus variables son números enteros l 
/ 

*Ejemplos de sistemas discre~os 

* 

(912.15 

~Q 
1 ( 

éST/JLJO · 

TRf;S' és-//éR-<J..voa 

Fig. 1.3.23 Atenci6n a clientes en 

un banco. 



(€!~) . 
*Sifun determinado intervalo de tie~po se atien 

de 1 gente, pero lJegan otras 2, se tiene un cambio~ 

transición de estado. 0( ';;'_;· 1 J, f? 1) 

¡:.¡:__./ 

\ 
\ 

*Debido a esta transición de estado, el sistema 

a cambiado de un sistema con N clientes esperando a 

con N+2-1 esperando.(/~·/· /,1 J 8) 
{/ 

0 .QJ .O 12 /'! {1--¡ 
{ J { J ¡ j lr~ 

{j(){}{J 

un sisten~a 

!¡S 

ó o 

-·_u~~~-D 

-- i -- -
Fig. 1.3.2? Transición de estado 

* 

CD /f.(-}{) 

Nuevo Estado 

Estado anterior + transición 
3 + 1 :::~- 1 ¡ 

Fig. 1.3.2:?, Nuevo cstaclo 
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*Otro ejemplo de sistema con estados discretos 

es la iluminación de un cuarto que puede estar pren-

dida o apagada, como ilustra la fig. 1.3.29 

Debe mencionarse que todo sistema con variables 

cont~nuas puede discretizarse. *Para la solución de 
,~ 

problemas relacionados con sistemas, se emplea cada e\~ 

((l nL~~; más frecuencia la computadora digital. Si el sis 

terna es de variables constínuas, es necesario primero 

discretizarlo a fin de analizarlo mediante la comput~ 

dora digital. En el capítulo 3 relativo al procesa
_; 

miento de la informaci6n, se tratará el problema de 

discretizaci6n de sistemas contfnuos. 

o 

* 

Fig. 1.3.2~ Ejemplo de sistema con 
t' 

dos estados 

*Todo sistema contínuo puede 
-/G/ 

1 r) ·-· 

// 
discretizarse 



~h:('(~~o 
En sistemas del tipo O-io'SL':c:;.:;:~·.-;.¡, en general int~ 

resa conocer c6mo se realiza la transición de un es-

tado al siguiente. 

*Dich~ transición puede ser determinística o 

proba~1-lística. 

*Unos ejemplos servirán para ilustrar estos concep-

tos: La fig. 1.3._?@ muestra un contador de tres vuel 

tas en el cual cada vuelta del eje ~e hace avanzar tdn 

nfimero al contador, y al llegar a la cuarta vuelta re 

gresa a uno. El movimiento puede representarse me-

diante un diagrama de flujo donde el número 1, asoci~ 

do a los segmentos dirigidos, indica que las transi-

cienes del estado 1 al 2 al 3 al 1 al 2 ... se reali-

za con probabilidad 1, es decir, siempre pasa el sis-

tema de un estado al otro en el orden sefialado. La 

misma información sobre la transición de estado puede 

tan~i€n suroinistrarse eropleando la matriz roostrada en 

la fi.g. l. 3 ·3~ 

o .O 

*Transiciones determinísticas o 

probabilísticas 

·/CZ 

'1 1 . ' 

DE 
1 

Fig. l. 3 :JJ Sistema con transición 

de estado determinística 

o 

_, 
J 



o 
*Consid6rese ahora un proble~a de mercadotecnia: 

/una persona puede o no ser un cliente. Así que as6-· 

cicse O y 1 a estas dos posibilidades. 

~n la fig. 1.3.3Í los segmentos dirigidos y los nfime-

ros asociados a ellos indican la direcci6n de la tran-

sici6n de estado y la probabilidad con que esta se pre 

senta. Así por ejemplo, un cliente (estado O) con 

0.06 de probabilidad pasa a no ser cliente (estado 1), 

y con 0.94 de probabilidad seguirá en el estado O, es 

decir, siendo cJ iente ( -;cí'] 1 ~ 3 1 F~ rk ;))jcr/IJr) 

*En los últimos dos ejemplos figs. 1.3.30, 1.3.31 

se ilustra el empleo de diagramas de flujo de señales 

para mostrar los cambios de estado en sistemas discre-

tos. Si el sistema es discreto como en el caso del 

contador, los nodos corresponden a los estados de sis

tema y el segmento dirigido indica la transici6n de es 

~ v1 número asociado al segmento éh un sistema de télCtO. L 

term:i.n] stico es la unidad, es decir, el sistema tiene 

* 
k-Estado 

o 
1 

* 

O.l\ft 

Problema de mercadotecnia -/.;'e/ 
~~- :: ·:' 

Descripción 

ser cliente 

no ser cliente 

(J Ol 
.- j 

1 J , ,-' 1"', ·)"v 

Si¡//'::..'-';;· C'v:..r ~1-:--'-J~· ''/ · 
/>' 1 '? f?t;-:>b<"'- :-:>/¿!~-, 1 -,:-
c-<Jilc' í> C. 1 · -

Fig. 1.3. 3f_ f~mpleo de diagramas de f] u jo 
de estado para most:rar t:ré1ll·· 
siciones de esta~o 



una probabilidad 1, que sign~fica "siempre", de pasar 

de un estado a otro. En sistemas probabilísticos, el 

número asociado al segmento indica la probabilidad 

(7 -1;4 ~ _:¿. ":> 2 ) del cambio de estado. J /., ~ ~ 

*Así por ejemplo, el diagrama muestra que el sis 

tema tiene un 0.96 de probnbilidad de permanecer en el 

estado l. 

*También pueden emplearse matrices para mostrar 
f'7'"¡g 1 ::, :..~J' 

la transici6n de un estado a otro. Si el sistema es 

determinístico como el contador, los elementos de la 

matriz son unitarios. Si es probabilístico, entonces 

los elementos de la matriz son probabilidades. En re 

sumen, pueden emplearse diagramas de fJujo o de seña-

les o matrices para indicar los cambios de estado. 

o o 

i)0.0 ' - ; 

' 1 

1 

Probabilidad de permanecer en el 

estado 1 

* 

o 
DE 

l. ?-

DE 

,. ) , i 
.' (J ·-· 

Fig. 1.3.32 Empleo de matrices para 
,.....) 

mostrar transiciones do 

estado o 



o 

*Existen múltiples actividades de carRcter 

secuencial y discreto en las cuales un evento tiene 

dos o más alternativas. 

i ' ' r.l __ --:-~ 
/ ( J .,.-

' ~-

*Así, por ejemplo, en el caso del problema de mere~ 

dotecnia, un cliente (estado O) puede seguir siendo 

un cliente (seguir en el
1

estado O),*o dejar de ser

Jo (pasar al estado 1}~ 

1. 3. 9 

* / 

\ 
1 

1 
VE 

-----

J 

1 
1 

r 

\ 

:_ ) 

Diagramas de decisión 

1 o .t 
r--o \0.9~· tJ.O,{ 

i- ~- ;t?~!f.~_rlt' 

o 
1' 

/o\) 

"" ! ( 
(' 

1 (,g 

1 
1 

' 
¡ 

1' 
1 
1 

1 
1' 



*El ovcnto, la acción de entrar una persona 

a la tiendR, tiene dos alternativas: una permane~ 

cia en el estado de "cliente" o un cambio al esla-

do de no cliente. 

*Dichos cambios de estado como respuesta a 

una acción, pueden también representarse en un árbol 

de transiciones. El número asociado a los segmentos 

de recta indica la probabilidad del cambio; obsérve-

se que la suma de probabilidades correspondientes a 

los posibles cambios desde un estado es igual a la 

unidad. ( T/~_: /_ 3 " 3 _r) 

o .O 

* 

Acción de la person~ ') ~ 

. r;.' .. ~. ...... '..._ 

l. Perrnanecer en estado present.c 

2. Cambio de estado 

Q 0'·l 
* -Fl \ 

l~él/<J/-1. 
.... - .~ • , ~ , ... 1 / 

, //./;!: A//{j_:¡,_: 

Fig. l. 3. :tf Arbol de decisiones 

después de la ler. 

acción 

o 



o 

*Si se realiza una segunda acci6fi "visita a la 

tir;ndé1.", el árbol de trans ic ion E" S "ra-
/ r~ 

nlas" adic ionalcs. (; · / 

/ 

..___ 

. ;'¡ 

r 
1 

~-·· ~--? 
' ...... 

-' .. 

o 
:, 

* 1 ;._ 
'' -· 

.·t 

·-- ~ -

/','"-; 
¡ - ! 

,_ 

: l 
/ 



*Si se designa con Pab la probabilidad de p~ 

sar del estado "a" al estado "b", se puede estable 

cer para este sistema: 

~ la siguiente matriz de probabilidades de transi-

ción de estado, empleando esta matriz, debe hacer-

se notar que las anteriores relaciones implican que 
U/?0 

la suma de probabilidades en cada renglón es n~. 

Empleando el árbol de transiciones, pueden re 

solverse algunos problemas de interés, como el que 

se señala a continuación. 

*Sea P~, Pi las probabilidades de que el sis 

tema (la persona) esté inicialmente (antes de en-

trar en la tienda) en los estados O y 1 respectiv~ 

mente. 

o .O 

* 
Pab 

(?:)------------·--- (.'\ 
\__:::J 

p + p = 1 1 

ab ~ J a a é 

Pba + pbb = 1 

* 

DE 

*Probabilidad de estar en: 

(ser cliente) P0 Estado O 

Pi_ Estado 1 (no ser cliente) 

o 

,:r~ 

i 



o 
*Considerando P~ y Pi como componentes de un 

vector que se conoce con el nombre de vector de es-

tado, en este caso vector de estaGo inicial. Se ce 

signará (P 0 ', P
1

') al vector de estado correspon

diente a la primera etapa, es decir, después de la 

primera acción, que en este caso consiste en entrar 

a la tienda. *Como resultado de la primera acción 

el sistema pasa del estado inicial (P~, Pl) al es

tado (P
0
', P

1
'). 

~ótese que siempre se tiene: 

*Es decir, la suma de componentes del vector 

de estado es igual a la unidad. 

*En una etapa determinada, el sistema ptiede 
1 J) 

hallarse en el estado O O l. No existe ningua otra 

posibilidad. Además, como el sistema no puede es-

tar simuJtáneamente en los dos estados, se trata 

de eventos mutua1nonte exclusivos y también exhélUS-

tivos, ya que cubren todas las posibilidades, de 

* (po po) o, 1 Vector de estado inicial 

(P0', P
1

') Vector de estado en la 

la. etapa 
t;'l i . 
~'- 1 ~-) 

*(P0, Pi) ---~cción ;r:- (P 0 ', P 1 ') 

estado 

inicial 

* p~ + p~ = 1 

p '+ p '= 1 o 1 

estado er. la 

la. etapa 

* Suma de componentes del vector 

de estado ~ 1 

* o y 1 

son estados mutuamente exhaustivos 

t1' 1 / . ' 



::: l. 

*A continuación se determinará el estado en 

la prir.·,er etapa, (P 0 1 , P Í 1 ) , si se conoce el estado 

inicic.l y la matriz de transición. 

*Para que el sistema en la primera etapa se 

1 
encuentre en el estado P0 , pueden haberse present~ 

do dos situaciones: 

l. El sistema se halle inicialmente en estado 

o 
O, evento que tiene una probabilidad de P0 

y que se hubiese presentado una transición 

de O a O, acción que tiene una probabilidad 

de presentarse de r 00 . 

2. El sistema se encuentre inicialmente en es-

o 
tado 1 (probabilidad P

1
) y se hubiese pre-

sentado una transición de 1 a O (probabili-

dad p 10 >. 

o .O 

* Problema: 

Encontrar e] estado en la la. 

etapa 

Datos: 

Matriz de transición 

estado inicial 

*Acciones que llevan al estado 

·~e 

o 

/~ 1 ~~, 

¿ 1 / 

,., '.·, 
. i 1 . 
L ,_ 



o 
) - /' <'. ' / -

/ 

/ 

: ' 
/1 // 

- / .... ;- -¡ ~ ....... ) 

, 
/ 
: ... ~ t'"'-

/ 

/ 

/ 
~_;,_,. .. ,.,. -;-- .!;! ,..-;; . ~-:; ,.~- ... -::, _r__~ 

*Aplicando la metodolooia b&sica del cálculo 
(/:~->·-; ::}r L=- -~~: -~ / _, 

de probabilidades: se tiene: 

*Empleando notación matricial, las relaciones 

anteriores quedan: 

*Es decir: 

*En otro tipo de problemas también se emplean 

los diagramas de decisiones o árboles de transicio-

nes cowo se verá, al respecto, al estudiar proble-

mas de asignación de recursos en programación diná
. e . .-- " - ---. ·"'· ~ ~! ~ . \ '-' (.:: 

mic~<:·GctÚo~u~n:.::-ej'"iii:i~l.o ... cle.¿a:pLü:.ac;ló.n..:,Q.e.:;..:~a:.::PXDJJr.a-
/; 

------------_......-iÚa..o:i.-6!!~ .d-i n á r:ti-8 2.. -,-·"'"S e·. es t-uC.-iar-á. n·· ·-l-e; s , d i·ag ramas· ·'d e·-·s e 
/ -

~u~? (_.:)~~C)S G_la~;J:-aTJl;:_~~~ --
de operaciones y en la pJaneación de la producción. 

*P' = __(po Po o + p1 p 10.( o 
1 

P' - fP P01 + p1 p rl. 1 ... ~;'/1: 1 o ¿ .. 

*(P' Pi)= 
o o 

Goo O' (PO' p 1) 

* 

PlO 

Estado siguiente = 
estado anterior X 
matriz de transición 

t-"86 

' . 

POl 

pll 

\S-\ 

* Ejemplos de aplicación de árboles 

de decisiones: 

Asignación de recursos 



*Otra configuración importante que se emplea 

con frecuencia en procesos de toma de decisiones, 
i r, . 

or9anizaciones y equipo es la ;,j-~ra_!c¡uía o de ni ve-

les múltiples. En el capítulo siguiente se estu-

diará este tipo de estructuras0 

*En diversos problemas de análisis de siste-

mas, el problema de organización y manejo de la in 

formación es de gran importancia. *Un formato como 
:o 

el mostrado en la fig. 1.3.3~a, permite identificar 

elementos por su posición en una columna y un ren-

glón, así por ejemplo, el elemento@82 ~ correspon

diente al renglón B y a la columna 2. 

Otra forma estructural que se emplea para e~ 

dificar información y manejarla posteriormente en 

compDt?~ora, son los formatos mostrados en la fig. 

1. 3. 3j:;J, en jos cuales una serie de números o ca

racteres al~tianum€ricos tienen un significado de-

ten:.i.nc·C:.o de acuerdo cop su posición, por ejemplo, 

o .O 

*Estructuras jerárquicas 

1 :, ·:a 

1.3.10 Formatos, códices y diagramas 

lógicos 

~ f.C:f 
*Organización de la información lfb-'""?--' 

Co\\)\',\ 1\"0 

\?ey'r-0\~~.:_, -~ 1 1 L 3 .1~1 
----- - - - -- --- '\ - - - - - - -

A 1 : 1 : 1 ---------+------ -- [ ______ ~ 1------- ---+----- -- -i 

--~--);? ____ ,___ _ _ _¡ _eB_~ L ______ _!_ _______ \ 

c. 1 : : 1 1 
l i ! 

---- ------- ----l----- ------- -- ------·-------- ----1- -- ----

;-' 1 ,,, 

' ' 

(a) 

:-1-- ,----J ---l- ---, -·-r -, 
--- - --- -- ------ - __ .L_ __ ----

(2) lb) 

¡ _ _J- _1 l 1 1 

,·,.. \ 
(_ ~- j 

J ;:¡ ;:> -l -'.- ;,/ 

: 1 

1 1 

1 í
::o:.·t~:r._,-., 

1 
~ --, / 
;/._::"'),- ,// :.~' -¡" ~:, .... --: 

1- 1 

J 

., 

o 



o 

en el control de cuentas bancari~s, los primeros dos 

números pueden representar el año de apertura de la 

cuenta, los siguientes tres el nú~ero de la sucursal 

y los últimos, el número de la cuenta. (T/3 /, :_~g::¡ (_) 

*Otro elemento estructural importante, que 

igual cue los formatos y códices mencionados encuen 

tran gran uso en programas de computaci6n, son los 
2, Y'" 

diagramas lógicos, mostrado en la fig. 1.3.}3,&stos 

se verán con detalle en el capítulo 3 relativo a 

computación. 

*Antes de continuar, debe notarse que en las 

diferentes etapas y fases, el análisis de un mismo 

sistema puede necesitar diferentes estructuras. 

/J//C· 
' 1 -- -

l 

s::; 

Q 
\ .. ': 

((/ ",' (, 

! 1! 
1 1 

Fig. 1.3.sf Formatos para codificar 

* 

información 

~ st 
N::\7>---

/ 

Fig. l. 3.: .. Diagrama lógico 

,/r 

,') 'G' /Í; 
.:..- __. ~.J 

"f:l 
*La estructura depende¡~~ del sistema 

y de su fase y etapa de análisis 



*Los problemas de contaminación y en general 

de deterioro del medio ambiente pueden citarse en-

tre las causas más importantes que han vuelto a 

despertar interés en el estudio de la ecología. 

*La ecología es la ciencia que estudia l6s 

relaciones de los seres vivientes entre sí y con el 

medio en que viven. 

//7 

\ 
*Los sfstemas ecol6gicos se caracterizan por ¿} 

que en ellos fluye materia en forma circular·usán-

dose y reusándose. 

o .O 

1.3.11 Diagramas de flujo de materia 

* 

* 

y energía 

Ecología 

Ecología = 
Estudio de sistemas con seres 

animados 

*En sistemas ecol6gicos fluye 

materia y energía 

La materia de usa y re~sa 

La energía se degrada 

la 

rJ ? '• L . .:JU 

o 



o 
·, t 

' • ~ ~ ( ~ ' ' 0:. --: \ • l l ~ • - ,. 

Debé.óonsiderats~ que~ademas ~~iste~eh-el~os> 

un flu~j'b''''á·e' '~í\~r'gtk/ q'\re' no t:i:éne c'ar'ácter~. ci~cu'J.ar 

y que termina de acuerdo con la segunda ley de la 

-termodinámica C::.egradándose en forma de _calor. Para 
.-"'" { - ~ ...... ~ ' .-.' f ; -¡~ ·, ~ . f. , 

~ ........ ~ ,_ ' - • .....~ y ... "1 

representar los- flujos de materia' y~nergi~-~~~~-
• t ' ' .. i ) ; 

te tipo de sistemas se emplean diagramas "con' sfmbo 
1 ¿' ·.1' .. ,,.,, ,:·; 

los. 

*Muchos sistemas que debe analizar un profe-

sionista tienen un impacto importante sobre la eco 

logía. Por eso es necesario tomarla en'cuen~a, p~ 

ra evitar posibles efectos colaterai~s indeseables. 

Debido a ello, es determinante que el analista de 

sistemas posea un conocimiento operati~b acerca 

los diagramas de flujo, de ·m;te~fa -y ~en~rg'íá ~n ~si~ 

temas ecológicos. Estos diagramas ~~~->c.,~¿~~~~~~ 
L,e_,~(_é,/(?,1 ¿r¿-l~)~ 

·n.-·-e.;;."v..e.!T.'c~j:a:~~ pe~¿·:;~]Üt-llizar:scpara modelar el fun 

cionamiento de otros-sistemas dnnde se: prese~tan 

fenómenos de transpcirte de materia ~-~nergí~. 

'' '¡r 

"' :' 
¡ 

,. ' 

' •" 

.. \ 

'. 

-r€9 
*Los grandes sistemas tienen impacto 

sobre la-ecología 

: .... ,? 



ó 
/, 

*El sf.rnbolo mostrado en la fig. 1.3.38(a) re 
1 

presenta en diagramas de flujo de ~ateria y ener-

gfa una fuente de energia como pueden ser el sol, 

combustibles fósiles, etc. 

*En sistemas del tipo que se estudia en esta 

sección, también hay elementos donde se almacena 

energia en una forma pasiva, como puede ser el bom 

beo de combustible a un tanque, para representar 

este almacenaje se utiliza el sírobolo de la fig. 
g! 

l. 3. 3,8 (b) 

*Como en todo sistema donde hay flujo de 

energía, una parte de la misma se disipa en forma 

de 

en 

calor, otro símbolo de utilidad es el mostrado 
CJ, 

la fig. 1.3.3p(c) que corresponde a un suminiJe 

fro de calor. 

*Numerosos sistemas reciben su energfa en for 

ma de ondas de radiaci6n. Para representar la re-

cepci6n de energia en esta 
~ 

lo do la íig. 1.3.3~(d) 

o / 
/ 

fon~a se er1plea el simbo 

.O 

* 

* 

* 

* 

(b) 

/ 

( 
/· --

(a) Fuente 

Almacenamiento pasivo 

., . 
lo-- ....... -~,....,-- ...... -~.;0 

:-·.-·' __ ;;;.. 
·; -"-"' 

J ! .~ " 
• .1 •• i 

~~~r--- l < .. ' 

\ 
1 
\, 

.... ,. 
1' 
~ \..· 

\·· 
J' 

\ ' 

(e) Sumidero de calor \ 
" 

(d) 

ro 

""'' 

.. 
\. -~ 

} 

,, 
\ 

\ 
\ 

' ~ Recepto~ de energ~a de radia- ' u '-é,) ci6n 



e o 
*En muchos procesos. 11 :1 flujo de energia ha

ce poiible que surja 'd~~o-~iujo-de energf~¡ · ~or- · 

ejemplo, ei fiÜjo. de fertilizan fes hace :p'osibfe· m~ 

yor pr~du.cci6n a'giícola ~ Dicha interacción· pU:ede 

. - ~ ·; ' ·-· • • ' • ' l . 

presentarse mediarite'un sfmbolo como el cie'lá'fig. 
0. 

1.3.3-á(e) ··~-· 
1 

l. g ·,.·· 
*El sfmbo_lo·hexa9o_na+. de la fig. 1.3_~JS"(f) 

represen,ta un subsistema o p?rt~ de un9 donde ia ~· 

energfa potencial almacena.da en el mismo es reali 
" ._ [,.¡' ~· ~..,. '-

1 

mentada a la vez que, activa.el trabajo ~tibsecuente 
' 6 '"' -: ' ....... ' • ' • -- .. .- ~ 

realizado por ~~unidad. Estos proces.Qp se cono;:-
- , 

cen como autocataliticos. 
} 

Éste proceso represepta 
i - ' ' p' ..... 

una combinación .de almacenamiento Rasivo, ~on com-

puerta y .sumidero. 

¡ 
1 
1 

: 
\ 

./ 
1 
i 

1 

( J 

* 
!. . 

* 

( f) 

. 1JQ_ 
j. s:~~~L\7=>·=--·: . . 
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*Un proceso autocataJ~tico puede estar ener-

gizado mediante una recepción de energía en forma 

de radiaciones. En plantas verdes, la radiación 

solar, que es energía absorbida por estas, activa 

otro flujo de energ~ticos en ella (substancias uni 

versales de la tierra, bóxido de carbono) para rea 

lizar el proceso de fotosíntesis, siendo almacena-

da la energía producida por este proceso en la pr~ 

pia planta. Para representar este proceso se ent~ 

q 
plea el símbolo de la fig. 1.3.3~(g) 

/ 

q 
*El síwbolo de la fig. 1.3.3~~~) representa 

el control de un flujo mediante acción de interruE 

ción, o sea un acto que solo tiene dos estados. 

El proceso de reproducción es de este tipo, o sea 

la acción de gestación es un acto que solo tiene 

dos estados, uno de ellos controla un proceso contf 

nuo posb;rior. 

o .O , 

* 

--~~-r,..,....-" .- ·-) 
'-----~-->----- L -

'• 

·--
/ 

jJ/c:7r;la J~r/e 
\} 
\) -

Q + 

* 
-~)- !"¡ -. r~¡ O 

)\-, 

\ l\ 
---. ...,. 

Interruptor 

Interrup"Lor -i >- Acto con 2 estados 

(h) Ej ernpJ o: gestación 

o 



/:o 
\ ' 

*Tanto en procesds ~el tipo que se ·estudia 
r - . 

en esta sección como en fenómenos económico~,- a un 

flujo de erie~gia o ma~~riales en un senti~o'corres 
·~ ... -

ponde un flujo mone~ario en sentido'contraiio. Es 

ta clase de transacciones se representa con el sim 

' ~~ bolo de la fig. 1.3.~(i) 

*La suma de dos flujos de energia 

se representa con el simbolo de la fig. 

compatibles 
q/, . 

1.3;s(J) 

*Muchos componentes desarrollan una reacción 

proporcional contraria a la acción aplicada. Ade-

más, parte de la energia que reciben la almacenan 

a fin de devolverla al resto del sistema cuando ce 

sa la acción sobre la componente. Dada la simili-

tud de este comportamiento con el de una impeqan-

cia en un circuito eléctrico, se les conoce como 

;t.mp8dancias activas y se representan con el simbo-
- rf 

lo de la fig. 1.3.18 (k) 

* 

* 

* 

(( l) 

' ( ~) Punto de suma 

\1'\\' \ \ \ 

-·; /¡ \ 
,l' -...,:.\ ·. ~ ... - . \ 

l-tJ9-

f. ¿¡.z 

·-(k) Impedancia activa 
'''' ._-·_ ··q: . ·,' _: 

Fig. l. 3 .¿8" Sirnbolo~- para dfagramas 

~e flujo de materia y 

·energía. (co¡j 1-/;ruuclc.'Yl) 



*Colo'C't ayuda de estos símbolos, puede represe!2_ 
c.f' 

tarr-él flujo de materia y energía en sistemas 

complejos con componentes animales o de otra natura 

leza. 

Sup6rgase una comunidad formada por plantas 
... /t;/ 

~~ . 
(fig. 1.3.~9) que recibe energ1a solar. 

*Durante el día la fotosíntesis procesa ~a 
L5(:L::/ 

energía/que en combinaci6n con las materias inorg! 

nicas extraidas del suelo¡ el agua y el bióxido de 

carbono se convierte en materia orgánica que se al 
.:;;df?lí.'c-.::'7 (:'d (:!é?J 

macena en las planta) co:no oxíge::no, que ldevuel ve a 

la atm6sfera y en calor que se disipa. Empleando 

sfmbolos qu1micos ~i~~ conocidos, este proceso pu~ 
¡¡··, ' 

de representarse: 

o .O 

. 
'•/ 

/! <: ~ 
1.3.12 Ejemplos de diagramas de-:;---'-:-

7 /, (t r 

flujo de materia y energía :. ' 

* . 
ij/ijLuz 

jj¡ ~ lf ~ ->Ca/o r 
" o " " q ,. D • e 

• <.), o . Q -<7 é:- • 

v o " 

Fig. 1.3~§? Comunidad vegetal 
4/'CJ 

01 -o 1 *Durante el día hay fotosíntesis: ~ 

1 

Energía + materia inorgánica +II 20+co 2 

o 

1 ,,1 
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*Durante la noche las plantas respiran; consu 

men oxígeno y materias· orgánicas para producirse 

eiementos minerales, bi6xido de carbono, agua y ca-

lor. Siwb6licamente este proceso se representa co-

*Combinando ¡as represe~t9ciones de los dos 

procesos se~alados, $e n9~~ vn intercambio ~~ ma~ 

teria ~ntre los proces~s de fotosínt~sis y respi

raci6n. Los productos de'salida del proceso de 

fotosíntesis son p~oductos de entrada o insumos 
' 

del proceso respiratorio. .::..(::----:.-:--_ _.--

torio son in$umos :del 9e. foto$Íntesis •. 

Energía +materia ~norg~nica·~ 

1 ·-J 

Día:'· Fotosíntesis 

H
2

,o 

1,\ 
1 ., 

+--co -='::"">materia ' 2 .,... 
,4 

\ 
+ materia inorgánica. r=-""' Calor 

' . c-,..:if.-~-"" 

H?O + co
2

<(== materia 

Noche: respiraci6n 

C( '( 

10 ·-~-
()/ti)· ¿_ """' :· 1 1 \._~_,.. 

*Durante la noche hay respjraci6n: ~o¿_ 

Materia org~nica + O~ --=;> 

orgánica + _·o
2 1 ' • 

{ ' ' .' )~ ~¿ ' ~ 
orgánica +.·o 2 

+calor 

+ calor -=-·-1 
'1 



*La naturaleza circ~1_J-=-ur del flujo de materia 

que se acaba de describir puede representarse con 

ayuda de los simbolos estudiados en la sección an-
4/ 

terior de la manera mostrada en la fig. 1.3yó9 

oe este: proct.:so no tie-

~Nótese que el proceso respiratorio es auto-

catalítico. Este proceso emplea energía almacena-

da en las plantas y controla otros flujos de 

ria y energía.-

~En el proceso de fotosíntesis se recibe ener-

gía solar que controla un proceso autocatalítico. 

o ,O . 

* 

-;// . 

1 
/?f-'sp//af'Jo v; 

" 

' -1 

),~O J rJ1¿.·/o;és:¿: _ 

iH o{f éF;1 /re-s 

Fig. 1. 3,v~/ Flujo de materia 

* 

t'ÚJ. 1. 3. 40' Flujo ele E'nergÍ2 o 
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*Obsérvese adem§s, que la materia se usa una 

y otra vez (fig. 1.3.4_:-)) 

*El flujo de energía tanto en este sistema 

sencillo como en cualquier otro, no tiene esa natu 

raleza circular: siempre una parte de la energía 

es disipa en forma de calor, tal como muestra el 

diagrama en la f ig. l. 3 ~ 4l 

( 1 ' 

* 

f.] S (J 
•' 1 
L_... l.../ 

Fig. 1.3.~ Flujo circular de ma~eria 

. ..-¡ 
¡l , '1 
~/ / ' .. , ...... 1 

* 

Fig. 1.3.4~1 Flujo no circular do 

(>J1(•l'0J o 
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1.3.13 Caract~risticas distintivas 

Una vez determinada la est~~~~ura de un sis-

terna, es necesario describir cua!~~ativarnente aqu~ 

llos parámetros y variables que ca~acterizan al 

sistema en estudio y lo distingue~ de otros con 

igual o similar estructura. De es~as caracteristi 

cas dependen los conocimientos que deben tener los 

integrantes de un grupo de anális~s de sistemas, 

por ejemplo, si los aspectos dist~ntivos del sist~ 

ma son el~ctricos, en el grupo de análisis deben 

predominar los ingenieros electricistas<ll y--s,~r>0n 

pcG-ti V2--jL-ac:.L-sucesi.Y-.aroent.e. 

*Hay que tener presente, cc::-·o se señaló Yé• *Las caracteristica~ distintivas 

en este capitulo, que las caracts~fsticas distin- cambian según la fase del análisj_s 

tiva~ del análisis de un sisterra =~~bian según la 

fase y la etapa del estudio, re~~l~iendo de difc-

rentes conocünir:·r,tos en los anc.l::..:::::as. 

o .O o 
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No existe una secuencia fija en el an&lisis 

con rC?laci6n a los probJemas éle deterf'iinaci.6n de 

estructura y de caracteristicas distintivas. 
1 : • . ,-

(:'{_"""?t .... ,. ;; .. 1 /' ~. _ .. 1 ..r),-; 

+Frecuen t.emente, la ['.'.."·:.:- :·:.- __ :-:n de aspectos di st int2:_ 

vos antecede a la determinación de la estructura, 

ya que de estos depende, en la ~ayoria de los ca-

sos, la estructura que se emplea para describir el 

sjstema; *si este, por sus características corres-

ponde a control, se emplea un diagrara de flujo o 

de bloques, j' sj se trata <'le un problema ecol6gj co, 

se recurre a un diagrama de flujo de energía y ma-

t~eria; l7:f:'ci'Cí0:lt'\eWL~I,.t si se refiere a un problema de 
d'" 

inforraaci6n, se usa una estructura formada por pa-

lAbras. 

*J· 

• 1 . 
Cé~· de ]e)~ ~js~~r:~·é1f=' • . } ,. 5'1()~~~"1() ,l,lr .... L~/~C; 

o 

.. 
:(. \. 

1 

l.G.J-
*La estructura que se emplea para la 

descripción del sistema puede depender 

de sus características distintivas 

*Para un sistema de control, se emplean 

diagramas de bloque o flujo 

'iY-'
*Carac-t::gr ísticas '~ j _ _?_t_j.nt~ Vél_U ípi ~?';.§_ 

" de los sis ten•as. 

1) F)sicos 



*Entre las caracteristicas fisicas de un sis * Caracteristicas fisicas: 

tema, pueden citarse las mec&nicas, el~ctricas, h! mecácnico:. 
'/¡j- ( ( ·- f 

dráulicas y las quimicas. El conocimiento de es- eléctrico-' --

tas permite no solo fijar las estructuros más apr~ hidráulico_;, 

pi~oas para describir al sistema, sino también in- quimico_~~ 

cluir en esta estructura una descripción de las d! 

versas variables y de las funciones de transferen-

cia asociadas a los diagramas que describen a los 

sistemas. 

*Los sistemas biológicos pueden ser botáni- * Caracteristicas biológicas: 

cos, zoologicos o bien ecológicos. Al identifi- botánicas 

car en un sistema esta caracteristica distintiva, zoológicas 

es fácil precisar el tipo de estructura que debe ecológicas 

emplearse p~ra describirlo. 

*Un grupo importante de características dis- e 

* Juicios de valor 

tint iva S lo COLf;t }_Luye conceptos que pueden ag ru-- costo 

parse b2jo el nonilire de juicios de valor. Entre comport_~miento 

estos c1be cit~r el costo, compor-Lamiento y cnnfi~ confiabi_lidad 

o 



o 

costo de implementación de un sistema, de operación 

o retiro. Es factible definir el comportamiento de 
n!'{ l 'J-

un sistema~diferentes formas, como puede serr~fi-

ciencia del sistema y la velocidad de respuesta. 

La confiabilidad puede referirse a todo el sistema, 

o a una parte del mismo. 

e, C.. 
*En este capitulo ha sefialado que el an&lisis 

de sistemas es un importante auxiliar en otras dis-

ciplinas, y que establece una secuencia lógica en 

la solución de problemas complejos y abarca una me-

todología de uso general que puede aplicarse en di-

ferentes ramas de la ciencia y técnica. 

*La metodología de sistemas, al hacer -hincapié 

en los diferentes factores que intervienen en un pr~ 

blcrna, disminuye el peligro de que se pasen por alto 

elementos que afecten en forma importante a] sistPma. 

*Análisis de sistemas: 

Es una metodología de uso general 

~~-S
*El an§lisis de sistemas estudia la 

interacción entre factores 



o 

Finalrnente, todo análisis de sisternas cJeb2 

iniciarse con la descripcj6n del sistc:n'é' p¿¡ru ln 

cual se empleRn diversos diagramas de acuerdo con 

sus características distintivas. En este capítulo 

y en el siguiente se incluyen las estructuras más 

importantes que se emplean para describir sjstewas. 

.O o 
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1.4 Problemas 

1. Una fábrica se especiali~a en la producci6n 

de envases de plástico. Describa las diver-

'-, 
sas 'bases de la vida de un envase de 1 litro 

para aceite desde su concepci6n hasta su re-

tiro. 

2. Describa los pasos que sigue el siguiente 

proyecto: disefio de una carretera de 2 carri-

les con carpeta de asfalto entre las localida-

des A y B. 

3. Muestre las transacciones econ6micas del ejem-

plo 1.3.a empleando un diagrama de flujo de se 

fiales. 

4. La industria minera y mctalGrgica en un pafs 

consurne -el 10% de sus productos, exporto_,... el 

30% y vende el 60% a la industria de transfor-

maci6n. El 5% de su producto es consumido por 



la indnstria ndnero y metalúrgica, el 45% 

por la propia industria de transformación, 

el 20% se exporta, y el 30% restante se 

vende a consumidores finales. Empleando 
).D.'::> 

un diagrama de bloques, muestre EL~ transac 

ciones económicas. 

5. Repita el problema anterior empleando un dia-

6. 

7 • 

grama de flujo de señales. 

Empleando una matriz corno la mostrada en la fig. 
/-· 

1.4.1, muestra:las transacciones económicas del 
'--'' 

1 

/ ,) 
problema 6:'J

1 
,. <-

El sistema de educación primaria en un municipio 

tiene en el año de 1974 los alumnos que muestra 

la roatriz de la fig. 1.4.2. En esta matriz se 

muestra tambi&n el porc~Gtaje que se espera aprue-

ben y sigan los estudios, aprueban y se retiran, 

reprueban y repiten, reprueba~ y se retiren y el 

omero tota.l que se estirr•él van a regresar .olo; o i--

De " 
' '"-. 

'Iv¡d 
t/1 i j ;p,t;; 

':1 
;í~ef. 

· lnc!. 
; fuoJ.":_í ~~ 

l.~o..!. de 

) ~/10 
scc Jc r 

lnd., ¡ &n:)r
. iariÓ!'! 

\ /' 
t:... 

i ,. ~ ,..,, 1 "1 , ( 1 
~-V 1 , '::,.JI~ f!1 

1 
-( 1 ¡'12 i;>/5 1 

o 
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' . ~o~-~ 

\ -· ' 

.... 

': 

Estado de la educación primaria en·un municip~o. 



\ ' . ·' . ~---~ 

Si se considera como estado del sistema el nfime 

ro do alumnos en cada a~o escolar, encuentre el 

estado probable del sistema para 1975. 

8. Empleando las variables mostradas en la matriz 

de la figura 1.4.2 y un superindice para indi-

car el a~o, encuentre las relaciones entre el 

estado en el a~o 1974 y 1975 es decir entre los 

vectores siguientes: 

~ 

9. Empleando un diagrama similar al de la figura 

1.3.31 e introduciendo un estado e para agrupar 

a todos los estudiantes que no son del munici-

pio, muestre los cawbios de estado de la fig. 

1.4.2 

o o 
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~ast3·ahora se han analizado los coeclos da teoría de es~ 

pera o 1,colas 11
, codal os de invt?ntarios, modelos estadi.:":. 

tic os, etc..- Vaoos a analizar en esta te~a a 

ci6il lineal ya- que es una de las ttS.:nicas mas ir:r;}ortantos 

qua se han desal"rollado rientro de la programación mate=.3= 

t.lcü para la administraci6n científica·e 

·.""::.2 s<L si~uieate esque:raa se pueden a-.;>¡oeciar los distinto-: 

p:r~i;úsz.::.as e:xisto:utes an progra::nac16n matemática· ( P.,H, ) " 

r 
( 
l 
1 
1 
¡ 

. DI2-81~Simr E!-I 
E1..~ TI:.:i:·~PO 

r 

\ 
[ 

- J 

\ DISCRETA. 
1 {finito) 

CONTDffiA. 
(infinito) 

1 

l 

' 
. 

• ELSl,ZNTOS DZL 
PP.OBLZHl 

ES'l'CC.AS:'IC..~ 

o 

( si solo se e" 
.nocen sus prQ 
piedades ) 

D3T8RltíiNISTICA 

a)_ 
\ ESTOCASTIC.&\ 

TI-ITSR..-=GU.CI OES 
Fm;cro~¡-~r.::s 

NO LINZAL 

\lt.:~I~1E--.c~-~:.; e 
.AC':.tiVI:: -~ :;:s 

.. .. 

o 

o 

o 
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o 

o 

o 

:-;ues tro es·.;udi o c;,ueda.rt: · errf 0cado al problema de p!"O.GJ.".:::::-:.J. 

ci6n ~atc~~tica discreta, detcroin!stica y lincalc 

nos de los proble~as que pueden ser resueltos con los t~ 

todos de c6cputo de Prog~~~ci6n Lineal son: 

1..... Distribuc.io':l y CJn•d:o de productos desde .dete.rwinados 

puntos de origen a ~=ios destinos, de tal ~anera -

cuánto se ~abe de enviar a. cada pu~to» da tnl fo1~a 

de mini~izar el costo total de transpc~taci6n~ 

2o- ·Estudios de distribuci6n de mdltiples plantas o c~a

tros de pro~ucción da alg~n producto en co~Ún 1 de t~l 

forma de d~scentralizar la producción y ~inimizór 81 

costo totC!l da producción ... distribuci6n en el sist¿n:~a 

3o..,. Planeaci6n de la p.L"oducci6n de una plant~ con de::::.z.r:.~ 

da estacional para minimizar los costos totales de ~n 

bricaci6n, b~sánC.osa en la capacidad de plnnt.:a in::;-!;~1 

lada, pron6sticos de ventas, costos da inventarios~ 

y costos de fabricaci6na 

4&- Asignación de recursoso Cuando no hay suficientes r~ 

cursos o equipo para lle~ar a cabo cada actividad en la ~ 

fama ~~s eficientG ~ o cuando ol proces~ de p:-odt~cci ón se> 

co~po~e da var!ns actividad~s difo~ent~s y oxi~ten vari~J 

alternativas en 13 oaúe=a de llevarlas a cabo, es posibla 

deteroinar la combin~cién 6ptima entre las activid~des y -

recursos disponibleso 



ine~2dient¿s de distintas propiedades y ~estos) las 

~antidades que nos proporcione· un p~oducto con cie~ 

tas caracteristicas j ól mínimo costo posiblee 

6.- An~lisis de tráfico, enfocado a la s1ncronizaci6n -

de sec~foros. para optimizar al tránsito 23 vehículos 

Evaluaci6n de puestos pars determinar los pasos ral~ 

tivos de cada factor involucrado, Glim~nando a3i la 

utilizaci6n de la cor~elacióh múltiple~ y asf poder 

asignar a- cada· puaste, la persona qua le rinda 6pti·-, 

mos resultados a la empresao 

II COXC3?TO GE!-IZML D3 PROG::t .. ~J,:ACION HAT311ATICA 

Para poder aplicar algdn m6todo de progra~aci6n ma

te~ática es necesa~io elaborar un modelo uatec~tico 

que_repre~enta cada uno de los elementos del siste~ 

ma~ qua a saber son~ 

1-~0DZLO HA TF.N.ATICO SIS':i?::.¡;. ZCONCI~ICO 

i) Pafametros o constantes i) Bienes o rGcursos (renue. 
A-

rimiento ce los wis~os = 

an for~a cuantificada~ 

:U) Vnria bles de decisión ii) .A e ti vida des e e onómi e as 

iii) Funciones oatomáticas - 111) Interrelaciones sntre 

de restricciones las distintas actividJdes 

y el cons~o o p~oducci6~ 

, 

o 

o 

/ 

o 



.· 

o 

o 

o 

i't'") Func!on objet·i.v·o a O?ti

mizar ( maxi~izar o min1 

tli:::ar .. ) 

iv) Ob~etivo econó~ 

mico a satisfa.,. 

·. quedando el plantearJ'iento del problema astableci:io· co:¡¡o;;: 

OPTilGZf.R Z :: f O (x) 

sujo~J a las ~est~icciones 

Las activiclades las v.amos a· raprssenta·r por varia'bles :<:1 9 

x2 ~ x3, .,-o ~ xn qua van a· formar un vector en el espacio 

euclidiano X é z::l., 

. 
Las relaciones funcionales· entra la-s d'ivarsas variables 

pueden ser de tres .tipos~ 

* la fun~i6n debo::; ser mayor 

:ri (x) > b
1 

~ la runci6n debe. sal' igual • 1 

g.;} (x) :::. bj 

~ la funci6n de'tle SOl' nen.or 

hk 
{ . . 

X.) < '-'k 

La ftmci6n .obje.tivo es la !:cdida·. :. única da la valuzc!,5n 

da actividades.. Esta runc16n deba ser sscalar., 

Los probler.:.as de cnxir4izc:ci:Sn y mini.:nizaci6n son eq:;:t··¡.:~~ 

lcnta,s cowo se puod·p :l;pl.1 eci:;~r en las grúi'icas, !;.;;;¡:o g~.-.';'lu-> 
1 ' 

ralmenta se tratarJc.bn el ·de :::ünit:dz.3cié:l 



... 
= f (x) 

\ 1 
~~ 

' . 

"* (x) 

La Programaci6n Lineal~ cowo su nombre lo indica~ t~ata 

dt:i resolver problem~s en que tanto·· las funciones que; .L'e-

presenta~ las interrelaciones entre las distintas activ5 
~ . -
dades como las que describen las componentes de prJciuc~ 

ci6n o consumo son lineales, es decir¡ mantienen es-trie·~ 

·-ta proporcionalidado 

En. algunas ocasiones~ cuando la condic16n real del pro

blema no p1·esenta esta lineal:tdad, es posible obtener = 

alguna aproximación al tlismo p::n·a· podar aplicar esta w,2. 

todolog!aA. En~aso contrario, se debe aplicar alguno

de los algoritmos conocidos de prog:r3mac16o discl"eta d.2, 

ter.ministica no 11neale 

J:I! TEORIA DZ I ... \ PROGRAN.ACION LI!EAL 

Una función es lineal, si para todo par da valoras x1 j 

y todo par de.escalares se cuwule lo s'i= . . 
guiente ~ 

t (<::<\ x, 1' ~~x2 ) v. c:\f ( x a ) + c<;¡,f: ( :&: ;Z:.) 

as dacir, cumple con las características ee~ 

'· 

o 

o 



.. 
7 

o 
a) Aditividad. {( x .f. x2· ·). = 

l ' 

b) P~oporciocalidad f. (~ X) ;. o( f ( X ) 

linea:¡. as:: . 
.. 

StljGtO ,) l'=o~ ~sisUien.tt?S, res"tricc!:on'es .,: ! ., 
~(~l!~fb! : . .. ~.' :e-~: 1,~ J~~: -t,.AJ: )'~! ¿~n-~\ .. :';,( : :jl ·-. .. -.~ :~ 

; l 

"~11 ~=1 + ~¡.2)~2~ .+·· -·~· • .. 0 .+ ~:~n.:i~~·~ ~.1 
o.o e o 

.. o o .. " 

.. s .. aC!> 

,j .·, 

En general: m < n p~:ra ~~~ haya, mas dé :una·: solucié1: y 

, :... ; . : :.. . ei · l"a r.go de [A 1 ;; :m'·' -para~(\·aue · las res trice 1i; 
•

1 
.. ~~l~'t;_~,.~;~ .~: ~ , ...... '"~ ... $~· 1 ..... ! 1 .. ~ _ .. , •• 

l • ' ·_: ¡ 1 '_:~·,t:lP.s. no. sean rodundantes.,~·,< 

o m' 

L<:as stiposici ones que ~·:!· tí·acen. an un p~oblam3 real para 
' ~ ' ; ) . ( ' --: (. - ~ . 

sor~?rlo.pqr progra~aci6n liheal Son: 
- '· - J ·- ., 

'· 



;' ,_, 

:Lo~~ J.:ls costo;:~ ~:laluginales son constantes 

-- ___ /· 
,.;'""··~···-··, 

ti" i • 

1 . ; 
1 • 
t • 

~-------

2Q~ So trata con marcados puramente compGtitivos ( la -

utilidad o.costo de cualquier prod~cto es propo~ci~ 

nal a· :La cantidad prodt:.cida.del·.ois¡:o )~~e o:xcl.uyon 

les caso8 de monopolio y oligopolio0 

~L"--' ·¡:;;.x:Lstc un n6H.::ro finito de actividades., 

:•G= Zl problema siocpre se considera a corto plazo por-

que las facilidades de producci6n y dei:~ás relaciones 

Sti consideran f:i.jas .. De lo contario hab.r:!a que iwt.r.Q. 
o 

"" duci.r ta~""'Variable tiempo pues la· estructura del pro ... , 

blema varía con élo 

JIX i) ¡¡¡T~RP?3T.ACimr GRA?ICA 

;P.;;:ra u.n problema sencillo, por ejetlplo en dos di:ncns:iono,;;) 

se puede ~ostrar grófica~ente como las restricciones li~~1 

·tan. la posible s oluci6n y e ol!lo la funci6n objetivo de·¡;e¡1:.1:f. 

na la solución 6ptioa del problewao 

Consideremos por ejemplo el sistema formado por: 

MaX z.: x1 + x2 
l 

So a., -x .¡. x2 1 = 11 

3X
1 -<- X = 18 

? 

X 
' 1 

X 2 o 

ra solución de este sistema es: 

x1 = s y 

y qr~ficamente se represent~: 

.. 

o 

o 

o 
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EJEl'1PLO 

Una compafiía produce dos a¡-t:f.culos diferonte s: X ~ Y , qu.e 

oueden ser procesados en dos_m~~uinas distintas: A o B o 

El tiempo do proceso para cada artículo en cada Jnáq':.lin.a -

Producto 1-Iáquina A 

2· Hrs 3 Hrs 

y 2 Hrs 

El per:! odo semanal de utiliz::~ci 6n es de so- nl"S para la m~í 

quina-A---y de 60 H=s para la Bo Se ó.esea 

política do producci6n ~ue mo~iciza l&s ganancias totales~ 

si la- ganar.ci:.:. ur.i ta¡oia del prod~.1cto X es 60 y la dnl pr.Q 

dueto Y es <la ~'; 50., 

Z ~ 60 X+ 50 Y 

~ 60 



1, -, 

La-soluci6n grJflca e~; 
l' 

J " 

2i 
1/- 3 )\ 4 2y:: 60 

:-( = JO 

'/ :: 15 

o¡ 

Jlnilli&:.ando los ejel!lplo anteriores, observamos que hay una 

.1:-og:i6n ~bsc'Ul"a en la·. g):áfica de la soluci6n .. ·A esta rEJt;i6n 

se le denomina-región factible, pues dentro de ella· se en~ 

cueotran los posibles puntos de soluci6no 

~(l:t ii) INTERPHETACION ALG"SBRO..ICA 
1 

i~astn ah_ora solo se ho tratado el problema de programoci6n 

:tineal en su forma generalo Vamos a describir brevemente 

las formulaciones equivalentes del mismo ... 

. 
Eediante ciertas transforr:1aciones el proble:na· se puede c:x.,.. 

presor en funci6n de variab1es no negativas que satisfa¿an 

un conjunto de ecuaciones lineales y oini:nicen una forr::.a ..... 

11nealo Tal fol~Ul8ci6n 03 la utilizoda por el ~6todo ?ri 

mal Simplex o de Dantzing 

X i 

'• 

o 

'-0 

o 



.. 
1/ 

o a) Si en el proble=a ori~inal la restr1cci6n i~ésica es 

duce una varióble de holgura para transfo~m~rl~ en 

igu::JlG.aci., O sea, toda inocuaci6n de J.a·.fón:na 

se puede substitur por las relaciones 

6 

b) Si la variable i-4sima X está no restringuida puada 
i 

sustituirse pcr dos v.nri::bles no negativas 

O Si el-:woble::::.a de prograu-.aci6n se e::cpresa en f'unció~-~ ""cUt~ 

variables no negativas que satisféAcen un. conjunto do re1l_ 
¡; 

t.ricciones de la fo.roa ( ? ) se dice que esta en fo:;:;t'lr:i 

can6nica·o 

HIN Z ':;;, 

FORHA HIXTA 

Es aquella en que l&s restricciones pueden ser tanto 

gualdede~ o desigua:dades y se reprase~ta co~o= 

"" ~.a u z : z C· 'Xi 
(o/ J. 

(_) s.,a., .._:l. 
Aij 

...-
Di .2:::.. .. ~.:. -

J"' 
... 

.... 
~ 

-~- xj ¿ Di ¿ .Bl.; ~ 

J"'l 
..... .., 

z..!, 7 o 
J 



:¡¡,_¿;nte~ P-ra esto hare11os la transfo:rmacióa del prohle:.:1.;.. a 

1;::- f'o¡-;:;a $Stándar ag¡regando las raspee ti vas variabl-es de 

~1ax 
,.._ 
1..!1 = 60 X <} 5o··y (1) 

s,ae 
z·z + 4 Y 11> Za= e o (2) 

3 X..,. 2 Yv Z.b ~ 60: ( 3) 
\ ' 

Re.:wlvisndo e.:>te siste.w.2 de ecuaciones se tiGne g 

60 2Y = Za - (4) 
3 

Dospejando (2) y sustituyendo el valor <ia X g 

--
Si fijamos a Y y a Za valores de cero obtenemos 

X -e' 20 

Za :;: 40 

Z : óO ( 20 ) ; 1200 

,~stos valo~es corraspoodon al punto'a;de la gráflcao Esto 

desde luego, no co~responde al oáxino valor de Zo 

despejemos a Y de la ac~acióu (5) y reaco~odaGdo 

Y ~ 1 5' ""l. Zb -= d Za . 4 g 

que al sustituir en (4) nos da: 

X = 10 + ...!.. Za u:r..!. Zb 
G ~ z 

Dando valores de caro a las variables da V Z"b 

X= lO y ::: 1) 

o 

o 

o 
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' \ \~ -' t ~~ i. ' 

_,,_., ,-,,- ;r; c·11JL' un dii'\Í:Jl·n ('):iiCJ ¡,·qtondo dl., SPicor..:r;:!onor uno cornbín.oción de ·~1nco lipo; 
1 -

e·~ c~i:ncnlos (naranjo, n",om:anu, lechuga, c!1!dvJro y za:-10hodo) de r;l<::tlél-.:. l 1 ~:·: ·J 
c·ll-:··~"íO lc-:;,;\k,ntc ¿e cs~o comLinacién re·,;no ciertos requerirnlentcs nutricionak~ '/ 

L:i~;u '-'" costo Mínimo. Los kqueri mientas nutricioncles c:;.Je debe tener d e: i.~;.,:::".L: 
¡c•,ullc-r'!~ es de al menos 21 u:1idodes de vitr:mina ¡...,y al rr.enos 12 unidccies de viro·· 
1ninc: B. Les pro~icdodcs de los cinco elementos disponibles son: 

COt'-lTE !'~IDO DE 
V! f A:Vd !',lA ,A POR 

CONTENIDO OE 
V!T.A,Vdl'lA B POR 

e os ropo:; 
Lit',; 1 ~) P D r-· é 

!Jl'liDAD [;t ALl- Uf'liD.AD DE ALI- Al.li/l!: 1'--:TC 
f\AE !'-HO < MENTO. 1 

.... ·~~' .,. ---~~ -~ .... ---.-~......._ ........... ..-................. ~ .. ~·"""'---'" ~-.... ~ .... _. ....... ~--.~_.,.,_,_¿ .._ __ .._._J"~----~- ..... S> ...... .-.~ .. - _,_ 

([·,:oran¡ a) i o 20 ., '1' \ o 1 "'" L ~i'/\c:ílZ 01 ¡e) !(. _r 

:~ ! f e .. ~,. , .- r. \ 
' '" "'~ ' ~-' ~~ V f 1 2 3~ 

4 1° ( ' - .i- - ) ,,.,¡,r_,,,__,ro 1 1 ·: 1 
5 {Zcr~c;:c.¡rio) 2- 1 t f) 

1 ~ 

El o:cbl¿ma o cue ~e el\trcnta el dletista se ouede modelar corno ün prcLlen1r1 J.: ,c·r, 
' ' ' 

g:c; noclr~n iin2cÍ (o programo !ined), ce ¡(j sigui<:!nte rr.anera .. 

:•eo ''i la cantíd(:d CP a11rnen~o 1 (i =1,2, ••• , 5) que rlebe estor e11 ei cíl,r.er•io. _ ,., 
knie de la combincción de los cinco clim~ntos. Por lo tanro1 el cc:.to de ir-,r¡,,, .e•¡ 
el olimenlo i en lo mezcla ser6 su costo unitario por la cantidad x¡ c,Je e:.io ~!'_-·:,.,r,, ·, 

kJ !Tit1ZClo. _t¡ Cv3;0 ktCÍ cl.J la CC:ntlncCÍÓ'"l e¿ los cinco alimentOS !<elÓ la 5<JrnO .JC: ;:,, 

r:.\)s\os el combinar x 1 , x2, ••• y x
5 

unlccóes de cada alimento, le,:;! z. .,;s el cc~:o 1c·:. ~ 

"'·tonce:5 

Yo c;ue el oSjelivo ele! die~l5~o ~s mlnlmi::or este co~to totalv ~ntonce:-. 
¡::uacle rcpíese:otor o través da la siguit;nte función ob¡etivo 

' 

( ' ' '1 
1.. ~ J 

¡ • . f • • ' d . . A • l . . . ~o:. n:.:;·.~.:r¡r.~ocn.cs r.ut~¡c¡o;oo.es e v¡tcr,11n':l se pueaen represE;n:or en G s,:::•;•::_,,; · 
C'• 1 \" t + • o 1 o ' •• ' d . m·J • .-¡e, aa¡ro.en o ru.nCI<Jn':l 1 este píé"::::·r.re en una ccn.loC' x¡ en~·-=-·•':.::::. e··(·.-.:·.,_ ,. 

unu contiácd ci.:; "itctT.jna A lguol el procu:::to d-2 vito:1~ina A ~ue cor.r, ;_r·c; •:r:~ · .... · 

o!in~8n7o pvr lo ccn¡ized x¡. Lo ccr.tlc!ad to~cl pio:;,o,cionoJa p01 lo.· :.;.,e,) :;[;: ·~
r6 la $t,;IT.(1 eL: vitcmlr.a A con que c;o.ürc0_;¡ e caco olir..edo y esta ó.:·b·:ré S-é" r((,¡ :. ' - ' 

\:ontenido mini rr.o r-ecucridc .cua es de 21 un!dcdes, 1c. 
' ' 

21 {2) 

.. 

o 

o 

o 



., 
1 ..... ~·~ .. _ ... 

o 
' . ' 

o 

O· 

!os rcque~imi~ntos de vitamina B se pueden representar por 
. /"" -'""' 

('·íz. / ?- 12 (3) 

'Por último,_,o~r.a rest~icción RUe,debe esfar presente en el problema del dieiista es -q:e 
, lo c'af.~iqad x¡ que interviene en lo mez,cla dsbe _ser mayor o·iguol o cero, ie. 

' 
J .= 1 '2 1 • o o 1 5 

• 1 

(4) 
-. . ' . ' 

Esta restricción es impuesto ya que no tie.ne sentido hablar ~e que una cantidad nega-
tiva x.¡' ~~t6 'fo~mando porte 'de (a combi n~cion d~ alimentos~ . ·' ;' ; ' . 

1 ' 

En re~~men el :pr;bl~ma d~l df~t·i;to- es enc~~tror v~lores X.l ;- x2', ••• , xs p~ro los cua
les lo. furoción objetivo (1) olc~nce su minimo y satisfagan las restr.icciones (2), (3} y(~). 
Reeséribiendo las ecuacio.nes del (1) al (4), el problema del.dietisto.est6 simbó!icamcr.re 
dado por · · 

m in z ~ 20x1 + 20x2 + Jlx3 + 11x4 + 12xs (*) 

xl + x3 + x4 + 2x5 ~ 21 

1 ~ + 2x3 + x4 '+ ~ 12 
(**) 

xs 
. x• >O . l-

'• 

·Lo forrr.~lación anterior, (*) y (**), se acostumbra representar en un tablero (llorr.aco tam
bién tobleau) c¡~e a¡:>orécerá abajo. Esto representación es solo uno abre':ioción de '2!:Cri

. tu ro ( o manera de uno toqui,;m:rria de. piO;rornaci6n'linad} c;ue es ú~it en el oisori ~;r;o de 
·.solución, en el pro~eso' convencional. al :procesar el· pr'~ble:rc:: .P':.Jr computcdoro y ~e~ L :o~ :

gran claridad en lo formu)ociór.l del problerr.~· dual c;ue se p~esentor.ó c;lespués. La represe0_ 
. taci6n de un prcdrcmé:'· !int!al en forma· de tcblero éon~ilste representar.coda ecuación o cie~~ 
gualdad~únicomente por l9s coefi.cientes de les v_cfiapl~s omitie,ndo Jo esc:ritura ele s~:s .co
rrespondientes variables.· Poro conocer o que variable pertenece un coeficiente qu0 Cr'cre

ce en este e·squc'7'o s~ do la posición d-el coeficiente, escribiéndolo en lo colum,.,c E::'"l':'(.::~
zada por la variable c;ue le correspon~c. 

Para nuestro problema{*) y(**), la r~presentpci6n a través de un to!:lero· ~st6 dedo ¡:::or 
. •' 

) 

. ' xl x2 x3 X4 'xs 
20' 20 . 31'' ·n 12' z (m in) ! 

1 
' . 1 o 1 ' l '2· ~ 21 1 ., 

o ,.,.. 1 - 2 1· 1 ~ 12 

x¡ ~ O 

/ ' 



,. 

¿ 

\ 

o 
n•j¡~, R1 , R'). Las dci:1;:¡ndcs en las tie,E!~s dl por menor y el inventé('! J e:n lo·3 2 :.'"-

' c... 

tcn?s, se ~~estra en las respe(tivas cajas d2 la siguiente fiqura. Las co~rG~ ~~ 

r.:ivio pilr tonelada tafTibién se muestran en la figura. La compañia deseJ d:::~~;',:ilr.M 

1~ manera d~ rcal~zar los envios en for~a tal que minimize los cesios tot~1~s ~~ 

cnvios, satisfaga las dc1n:tndas de las tienda.s de menudeo~ y .no e .. :ce.::!cn Jos ;r:v"~·> 

ttlf'lOS en los allilacenes. 

o 

o 



.. 

o 

o 

o 

: ,-) ¡ t / 
'. -- ¡-

'-Sea x1j1as tor.eladas del alma~en w1 a la tienda de menudeo Rj . Entonces x32 repre-

senta el tonelaje enviado del almacen w3 a la tienda de menudeo R2. . . . . 
Si z representa el costo total de envios, entonces nuestro problema se puede fonnu-

1 ar por: 

.... 
" 

· . 
o -

sujeta a 

Re~. tri cci ones 
dispcnibl1 -C!ld 

sobre 
de 

· almacenes 

Restricciones ~obre 
la demanda en tiendas 
de de menudeo· . . . 

){11 + ){12 f: 20 

x21 + x22 f, 30 

x31 + x32 ~ 40 

x11 + x21 + x31 ~ ·~o 

x12 + x22 + X32 ¿ 50 

(*) 

(**) 

La formulacion anterior, {*) y (**), se acostuffibra representar (por convenencia 

·del algoritmo de solu~i~n y del proceso convencional en el procesamiento en co~pu-

tadora) en la siguiente tabla: 

o 
o 

o 

o 
o 

o 

1 

o 

o 

o 

1 

o 

~ 

{:: 30 

L 40 

:~ 40 

.. 



r~~~: __ ~_:, .. -.;::.1:; r·iATRICIAL. La formtJlación (*) y ("tr*), se puede íe~~ ,-:12ntcr r":u·1.:: •e> lO 
%211;:2 CC.'>O S 1 gue: 

min z = Í ·¡ 
l 

sujeta a 

r 1 

1 o 
. 1 

o 

1 

o 

3 

1 

o 

o 

o 
, 
1 

2 6 4 

o o o 

1 1 o 

o o 1 

r o 1 

o o 

s] rxl!-¡ 
x121 

_.x21 ¡ 
1 xzz 1 

o l 
o 1 

1 

o 

.1 J 

1 
·X31 ¡ 

1 

l)(32_; 

-~ í X 1' '1 

1 A," 1 
¡ L 1 

l 

x2J.I 

1 x22 
1 
1 

¡ j( ~ i 
-. .L 

1 
X 

L 32 
~ 

,... 
1 ¡ {CJ 
1 
' ! 

30 i 

í 
1 4(1 

·~ 1 
1 

> 1 
~ j-

r_p 1 
• .I•J 1 

cc;.¡~;;-¡;:,RlOS. El probleína de pl·ograr.;ación lirtt::al~ anterior OCLIP'2 ta; fr,:;cv:r,; .,.-,. 

r:;~ 'la p,-actica, qué se le ha dado un_ no;:;bre especial: el pro!:Jlema de tr··cl\S .. ·J·: 

Los problerr.as de transporte en gen~al, tienc:n tablas ralas (o rT.at;·¡.:es !"'a1.~::), :;: 

cual sign.ifica q~e la tabla tiene muchos ceros o sea pocos e1E:i:".2ntos d-;s:;,~:c.:. ']-_ 

cero. Oantzig y otros han desarrollado í,;étodC>s especiales p.J.ra la so1uc1ér~ : ¿·~-:.:-, 

~e estos proble~Js. 

Otro ccr;--2ntario i:.por~unte, es la cuactcrística q:.¡e preser¡tan u:J:: ct,a :..:: 

1¡w,nds de la n;atriz 9 .:ie restricciones: observe que cada una t:ier;e oos ur~~" :, 

d~~a~ cle~2ntos son todos ceros. 

o 

o 



.. 

o 

o 

o 

MODELO 4 

1 
\ ( ',_...... 

Un invcrsio.1ista tiene disponiblt:!s las actividades financieras A y B, el comienzo O·.:? 
codo uno de ios siguientes cínco ciios~ Ceda peso invertido en A, al com: . .:_.r'..:O dc.oun 

año, le r~s res-:J $ 1 . JO ( una ganancia de S O .40} dos años més tarde (en el momento 

preciso para una reinversión inmediata:. Coda peso invertido en B el comier,zo de un 
año", le regresa S 1 .70 tres años desp~és. 

Adcm6s existen dos actividades financieras e y D que estarén disponibles solcrr.ente Uíi:J 

vez en el futuro. Ceda peso invertido en C en el comienzo del segundo c:'io le regre-
so S 2.00 cuotr<) aiios más tarde. Cada peso invertido en D, en ei cor.1ienzo del quinio 
año 1 e r¡;;gresc 5 l .30 un cño mós tarde. 

El inversionis~a comienza con S 10,000.00. El deseo conocer qüe plan de inversión ma
ximiza la ccnt;dod de dinero que el puede acumular al comienzo dei sexto cño. Forro.u
le un modelo ds prcgromoci15n 1 ineol para este problema y también expré~ei" en fe, !ToO ta~ 
bular. 

SOLUCION, 

Sea X.. lo cantidad de dinero invertido er. 1 o octivídcd i (i =A, B. C, D) en·el año 

( i = 1, ! ~ 1 "3, 4, 5) . 

. Los COíocteristlcas dadc:s sobre las formes de inversión de cada una de los actividcdcs --
A, B, C y D pueden rr.ostrarse esquemáticame-nt-e como sigue. . 

CONDICIONES DE lNVERSION EN LA ACTIVIDAD A. 

r~----~~~X-A_2 __ 1X~A-3--~t.X_A.~4--~----~---------- . _ ! INVERSIONES 

1 2 3 4 S 6 Años (pí incipio Gl.: 

1 1 ! 1 ci"ío) 
l ~ ~ RETORNO 

., 

CQ¡._¡DiCIONES DE 1 NVERS!ON EN LA ACTiViDAD 5 

xs2 Xs3 
.~ 

1 1 
' ' 1 

i 
1 2 :3 4 

! 
5 

¡ 6 

1 
Años(¡'· inci

pio cr cii0) 

1 .7x81 . 1 ·?Xs2 



•i¡ ... f'• 
'¡-'\!., \,. 

2 3 4 5 
----r-------·-·- ----- -

6 ARos (;:.rinci-1 pio d~ a.,o) 

CONDICl Qf'.JE5 DE 1 NVERSI ON EN LA ACTIVIDAD D: 

(D5 
·-------~---·-·-- ---·-·----.. ~---··~---------~·-----r-------~-----·--

1 2 3 4· 5 6 ¡!\iios (prin::;¡:-jio 

t de c:'ío) 

1 : ··an~idcd ccumulada en el comienzo d.ol ~exto·oiio es la cantidad origino! \l~JOvj 
' 1 • . • ' ' f h p 1 1 1 1 ,...1 • • ,-,,o .. a gcnanCIO ot:rcn1ca 11osta esta ec ,a. or o tcnto, e proa emo .... e n1n:,, r.1tcr 

\r¡ c.:mt¡::;ad ccumulodo ce dinero es e'!uivalcnte o m;nimizo.r lo ganancia, yo c;ue lo 
r;o•didad original di-$¡:-•o!"liole es uno consion~e que no afecto el valor CGI dinero acu
!lldodo a trov.§s de ciolliuier plan de inversión ·c¡~e se sigo. 

'~¡ l •;;, !a gcnoncio totcl obtenida hasta el cor.1ienzo del sexto o?ío, entone..:;; la r~Jn·· 
dcr objetivo será: 

Oel enunciado del problema, se obs::;rva que los restricciones al problerno esrón do(.:c=. '-'·'' 
la ca,-;~ic!acl disponible pCJra invertir en cc..do orlo, y por las caractcrlsric~;., ce le, oc~;,_,,_>, .. 
d~;;;s A, B, C y D. Esros restricciones sobre le~ inversiones anual es se de~erminc:1 corr.c 
sigue: 

PRltv\E r-: AÑO: La cantidad de dinero invertida en el primer oiio debs ~iJtl Joc,;r 

~ 10000 

S¡ U~ e~ una vcr"•a'olc pos·,t·I'IO o c·~t·o, ~ .. ..... que se odic!on:J o lo dc:>iguolda:.:l :¡r.\<?o:c.r, pz,·c' !J'·'-

o 

o 

o 



... 

o 

o 

o 

esta desigualdad llegue a ser una igualdad, entonces 

(1) 

NOTAS: 
l. A la vari~ble que se adiciona a una desigualdad para convertirla en i~ualdad 

se le 11ar.~a una var-iable de holgura. Entonces u1· es una variable ce ho1•:;ura. 

2. Observe que u, representa la cantidad de dir1ero no invertidc en el primer a
. Ro, y por lo 1 tanto también representa la cantidad disponible para invert~r 

en el segundo aRo. 

SEGU':SO Af:O: Las inversiones en este año deben satisfacer (obsen,e en las finu
t'dS antenores en que actividades financier·as podemos invertir par.:. el segundo 
año): 

xA2 + x82 + xC2 ~ ul 

Si introducimos una variable positiva u
2 

para pasar la desigualdad anterior a 
·!igualdad, entonces 

XA2 + ~B2 + XC2 + Uz = ul (2) 

. u2 ~O . 
Observese qur la variable u, es una 
dad no invertida en e1 segu(¡do año. 

varible de holg_ura que representa la canti-

TERCER AnO: En este año la cantidad de dinero disponible para inversiones pro
viene de tres fuentes: 

i) cantidad nq invQrtida en el segundo afio: . 
ii) ganancia obtenida de inversiones anteriores: 

iii) cantidad recuperada de inversiones anteriores: xAl 

. u2+1.4xA1 
O~servando cada uno de los cuatro diagramas ~estrados anteriormente, se tiene 
que para el tercer año las inversiones deben satisfacer 

~·. xA3 +, xa3·~ u2 + 1· 4xA1 

Introduciendo una variable de holgura u3 (u3 ~ O). se tiene que 

.x,fi.3 + xB3 + u3 = u2 + 1.4xAl (3) 

. u3 .¿_.. O 

Otra vez notese que u3 representa la cantidad no invertida en el tercer a~o. 

CUARTO A~O: En forma similar al anilisis del tercer aRo~ se tienen tres fuent8s 
de dinero-di sponi bci es: 

.. 



, 1 
.l, 1 

- ' \ .J...).. 1 saDancla obtenlda ~nt~e el tercer y cuarto 
;;e;:iod~: 

XA.,. + X-.~ ¿ b.J. 
cantidad recuperada de inversiones anterio 
res: --- ---------

1 r , 1 -· u3+ • 'íXA- -r-, , .·:::' 
- L .r..J..1.. 

?o1 lo tanto, las inversiones en el cuarto periodo deben satis-

(~_cG¿~cie~do la variable de holgura positiya u
4

r se c1ene~ 

i) 

i i) 

ii.i) 

e• • 
• :> .l u . .... .... 

u 3 
+ L4 X + 1.7 A2 :r:Bl 

' u ~ o 
4 

La ~antidad dis~onible en este período provienE 

cantidad no invertida en el cuarto año: 

ganancia entre el tercero y el cuarto período~ 

cantidad recuperada entre el período 3 y 4to.: 

u4 + 1.4 X A3 + 1.7 xB2 

' es una variable de holgurar entonces 

~5 + uS = u4 + L 4 xA3 + .l.?B2 

u4. us ·~ O 

. 
O '">X +n . .;u ~ 

+ xA3 

5 

Por lo t~nto, nuestro modelo de progra~3ci6n li~eal q~~a~~-r~ 
dcfin~do por la_funci6ri obJetivo, dada antcriornente y el -

ccnjuGto de restricciones definidas por la ecuación det (l' 
a l:1 (S). 

':< --

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Recscrib~~ndo las ecua~iones anteriores, nuestro modelo de 
program~~-6n lineal queda expresado por: 

· rnax z= O. t.xAl +O. 4xA2+0. 4x:A3+0. 4A4+0. 7x81 +O. 7xB2+0. 7~< 83+x~2 + 

.O.J~5 ( o ) 

SUJeto a ( so a o) 

X .+ xi31+ ul :;:: 10 000 1 
A.i 

::cA2+ X + B7 XC2 + u2 ::;;: ul 2 

XA3+ XB1 -::: u2 + 1~4 X Al 3 

XA4+ '..\4 = u.,+ 1. 4xA 2 + l. ?x--Bl ..) 4 

~5+ us = u4+ 1.4xA3 + 1.7xB2 5 

XAj ~ o 

XBj ~ o { j= 1,2,3, ) 

~C2 ~ o 

~5 ~ o 

u. ~ o l. ( i= 1, 2, o • o , 5 } 

Este proble~a expresado en la forma purticionada 
\ . 

X • 
í e 1 z ¡ 

1

---l--
A 1 b~ ___ l_J" 
X~ 0 

Se presenta a continuación: 



l' " ~\ ~ "'"" t .n ..... 
, l th.oc· 'tlr 

·,. . .} J 

-- -- - ---- -- ---. -----------~ -------------,--------------- ·-¡--------,-------r --- ·--- ----

1
- -~ ~l ___ ----~!._ _____ · ~-- .:~~--------~ _________ :- __:_~ _____ _:_?_ ~ • 4 : :_ J ___ _j:.:-;:- (r-13 ~~~- o 

1 1 

·- 10 o o 1) 
i ¡ .l 1 4 1 

.!. 

1 

=-1 1 1 

= o 
r 

1 1 1 ::: o 

1 

1--L 4 

1 1 1 1 1 

l ~1.7 1 -1.4 -1 1 1 
1 

l, = o 

-1 1 1 ·- o ¡ 
1 ·----..... -~-- - ·--

1 ·--1 7 ' -1 4 
1 ' • 1 • 

L _ .. ·-···-- ·- -·- -------~----- ------- --- ·---·-----------

>:u.:·;~·; Las restrú::ciones del ( 1 ) al ( 5 ) pueden e:..::;:;:-c:s2.r:>:: 
~in variables de nolgc~a, con objeto de expresar estasrestri~ 
CLOnes como desigualdades sn lugar de igualdades. El prcccdi 
:1u2nto para. obtener estas iguald=t:ies es el sigu~ente ~ 

. 
Obvia<..ente "de la eCU3CÍÓn ( 1 ) se tiene 

XAl + XBl 
:!!5' 10 000 

Smnando ( 1 ) y ( 2 ) : 

X Al + XBl + XA2 + XB2 + XC2 + u2 - 10 000 

XAl + XBl + ~ 10 000 + XA2 + XB2 xC2 

Snrnemdo ( 1 ) , 2 ) y ( 3 ) 

.. 
SumanC:o (1), . (2), (3) y (4) 

xA 1+x¡_n+xA2+x82 +xC 2:rxA 3+x33+xA 4 !{ 10 OOC.rl.4xAl+l.4x;:, 2+L7x 2,::_ + 
g 

1.4xA3 + 1.7xB2 1, '. 

o 

o 



o 

.... 

o 

....... -_- .... ---

' ' •' 

~:A'1·t~-rr1 +~,.xA2·t?~rd7x~2-~J'K3+XSJtxA-4+h'1)s~ti~' ¡:::'. '10 ·oo.o,+J: o 
4xA.trL 4xA2 

+: 11:·7x81 + 1. 4xA3+1. 7xB2 . 

xX·iY?<:·a-J..-I:XA~'fxB2~xc2+:xA3·+x~:3+,xA4+~bS . .-{ io ~~0+1 • 4.xAl +1. 4xA2+1. 7x31 
~ ' ' t ·~} - ~ - ' • ' 

.. 
'; 

'1 '), 

•' 

Por lo tunto, las desiguald~d~s del Ci 1 ) aL (5 1 ) son ·l~s rest=ic
c ione·§,: a!- nu:2.s trd:. prbb-1ema2;:es tas restricciones puede;) ubtene1·::r: C.i 
rect~~ente de~ contexto·de~ problema-sin la intr0ducciE, de va=i~ 
bles .C'..e J h0-lg:1ra, nuestror:problémá,;(gxpresado a tra·vés d-2, ;.J.s. res-
.tricciones 'ce 'la {Í1 ) a li:l~ (51), qÜ~da ·representado en forma par-
ticionada como sigue:" . .. . . : 1 ·, :;_. ., .. · · 

' ~,f ~~-) "~ ~ \,., r~ _-:, ~~ ·, J. .. r- i..:- ~ ',· ~-( r7 } _ ' ' ' .~ -B 2 · 

.p -' " ! ,_. ·' ¡ -::::. . 
o 4. .·1 .4 .7 1'• -o 4 -:.7 '\ .: 4"' .3 

.. 1 p •• J = ~ { max } 

1 1 

1 1 1 
(.. \ 'r ' ~ 
1' 

-.4 1 1 1t.,,' 

-.4 -.7 - .4 1 
. ---; ,:· , .. ;, ~-' ;:--~ ,.- ~.) ~ ,. ~~ ' 

-~4 ·-~7 :..:.4 -.7 
•' 

'· 
{• - ·' 

':'- ~ .. \ 1·-

1'> :t 

1 1 
> i- ,~t.._,(;, :J <· 

1 -.4 

' - ¡· 
\ ! ,-

\,. 

. .... v . 

~ 10 000 

~ 
< 10 000 

1 "r l '? .t.• 10 ''OOO ;-

1·' 1 C) t 10 000 
.;-~n i '--' ; ()J. J,íd C--\1 1, } •,,.;) ~ 3 (~ '~ ·~ ~ 

1 :1 1 t. 10 000 
•" 

• 1 

} t ' ' 
X = [ XA1. xBl x~2 ~B:2·_ xC2 XA3 '"B3 x A4 xDS l ~ o 

{~' 

' ~ • 1 "' 

, . 



!.. l ~ ... : 
_...-"~ 

L ... -.. \_ \!-· •:)"::.1"':_. -.:J céreo ~ 

,..J..e&onav:::~ 

e r;_ \:.l cor~~r:Jtcf! }' ~c'i2strc., en 

de] ?oci.:-fco, nec~~~!a d.=.:iciir cu6t-~tcs r:,_,aro 
fw or6xirrJ~ 6 m¿:.,es ... Les reqlserirnie~;;:~ ---

c.~.~~[· :cdos como horos-·vuclo-ot:rcrn{>.:.o s.on: 

;::.-:;,-. ;:¡, E-1UO¡' -;:ooo et'l rcbr-~ro: 70("0 en ¡,lG<:ro, . . iO 000 en Abril. 9GDC: -
f 

(';-'· .\k,.o; :· !lo:)) er; Junio. 

Ei ¿-,;rer>::m;ento p-ero que una ocromozo dé ~e1vido E-n Uii l<"uelo durt". Al 

' . ' ' 'h d ¡ t .. ' ' ;r-c:s, pe~ ,,_;:¡;o caca mucncc a eoe con ro.orse por !O menos un rnes on;es 
- ~ -- .._ ~ :;r :-¡;.e :~trado .. 

,_ 1 . • " ' 1 r'Q • ' •• ' d e: 2~•r1. -lL'n'<:-nlo reql'leíe a-e J\ noroi ce ~vpervtstcn e oeror.-.ozas yo ·-
e·,;· .__,;-.::2c-s po;- lo tan•o di~ponernos de lCO horas-•;¡_; elo-oeíomc~ .... rn::;nr::, _.e:; 
~c:1f~ t.·1 r;·2~ por ce-jo cer-ol~'oza en ent:--e~1amiertto~ 

r · ' d • · ~., • -n · "-'~;:;a co::•orr,ozo entrenaoa pue e no~7:-::c:r ,cs;c l)v nora; En un rr.c:;, ,)-

.:'.r-<:c"',!o fien.; 60 Co2f0fn0Z'JS ¿-r,ireno.:os: el í)flndpio CS enero. 

Si e\ r:ú;,_imo tie;-r.oo c!sc:;o;~;bl~ d.c ics c:=romczas exc-;;de ol r<.::CI..•er:.::c e:-1 
' 1 1 

· ~ ·~-- (. - - · · ~ + ~· ~- -" ·- · "'- ·~ 1 ~ ·, : ~-6 ~ - 1 1 -o ' --· ~ e; ,,1;:. liCAC•) \-ljeJo #i.Jo..•C"I·i~~t;tir r._,.-...~01.._.1 :1 me,,-:,;;, ce,.) r,o¡!_.;; y· e ~~,¡ . . . 
~:r::~=..cJ;¿o ni~.:-:!.Jno. Pero ~,n c~-:JG r.~.:-~r ooroxir.tadorren~e ei ((;:_\~ Ge le;, =--

¡ - j ~ 

• ' " ~ 1 • ' .. ~ ~ 

c¿;¡-Q;¡¡::.z.~s con exper~cnCiO C~JCn ei r:c . ..)~lo por rrt~r;¡monFo u orrcs. ~cz:<H.:3. 

Cede -:ero;r,9zo enrrenocio cue~ro e ·lo corr:?cñía S 8000.00· el r:-:s~ ¡· cc.do 
c;s.iC."Da!o e;-, ':!ntrenc:IT'¡-ento S 40CO.CC¡ tomando en Ct..:enta sclor;o:. ¡ o:ros.-
1 ..... '11 

¡:;;,¿-['.¿~¡e: os. 

' ¡:- 1 • ' 1 ' • . t ' ' ,,, 'ormc: e e• prc;:¡ erno oe con:rmor y -en ;enor co_:r.o un moce1o oc pr-:;gr~ 

rr.:;.dón !ineoi !.0c:e:1do- xt €l m.í;;-;ero d.=; ct:rc;;:ozo:; que p·¡nCÍ¡::1on '"-J-

•• , •• ,.o~.-- ........... ~.-.. i· - r -.:. --~J • -"O · t ~ .. --:"""~-.-·- ...... -~ .. -· ... ~~r~..:r~'l···•t::n~c en Ct ffit;.S- P !..-O~n .. n~ .. <0- C reprc~~n Q ~e~ .,_:_..,'-'·'~J._-~, 

-. •' ' l • ' e J D '• 1 ' ~ ' ' J' o d1s;.,:;n¡DL?~ e .¡:·rlncq)AO e¿ en.eTo. e-~fna cuo~q~JlO:i" sarr·DO~J -:.;1_ 1 tc~:Jr,·:.~ 

c,.JE~ neces¡le oc~o exple~cr ícs vcr;aJ!es de decisión . . ' 

b t :- f .. "' "- • ~ ( :.. t 6 S S "'Or..- .... 1 ,..- ·~ - ·z ¡ ;:: , rnc¡,:o o.'1.eílor supone un n.:;.nzc:o.c G~ me :::s. \..!!-' ••s•~· ,1-..w """ 
• .. ~. 1 ... f. -~ , ,. "' ¡ ".: .... f':.-- .... ' ,.,... 

cyE-~an re-r¡l.len-r.:•emos :J¿ p.J-<0 e, r..,.:.:.Je.c,, ocr e-Jc~p o :\..'<.:•:_,,.; ;~o;cs. \"-U-;,-

btorío rrec~~cr¡o..,.,ante: io scluciór: o::::í·o los :TJeses anteriores e;;conr:-c:i:: ·;n~'";,:c 
' n•e:flte? E:voiir:uelo~ . ; 

,. 

o 

o 

o 



o 

o 

Solución : 
'/' 

Seo xt el númer~ de personas contratadas que principian su entrenamiento al inicio d~l n e .. t 

(t =l 2 1,1 
1 t•••t '--Jo 

Seo Yt el número de oeromozos ex?erimentodos ol final del mes t (t = 1. 2, ••• , 6). Nótese 

que Yt tor:-:Si én re?resenta lo cantidad de oeromozos experimentados al inicio del r.1es t + 1 . 

DISP00!l2íLIDJ.D DE AEROMOZAS EXPERIMENTADAS. 

Observe c,ue el n1ímero de oeromozos exocrimentodos Yt ol final del rr'es t, está formcdo por 

los persone:> co:~~rotcdas ol inicio de este mes(los cuales fueron entrenados "-'n el trc.;nscurs-::> 
del mes) mé:; el 90Só de les oeromozas experirr:entcdcs que hobio ol final d2l mes ci1terioí t -1 
(o seo el inicio del mes t) 1 ie ~ 

Yt :::: .xt ,. • 9 Yt ... , (t : 1,2, • o • ' 6) 

con l *' \ ) 
y =X ..: 60 o o 

6 sea 

Y¡ = xl + • 9y 
0 

= x 1 + • 9x
0 

(l) 

Y2 = "2 + • 9'yl (2) 

Y3 = ':3 + .9Y2 (3) 

Y4 = x4 + .9y3 (4) 

Ys =·xs + .9y4 (5)" 

Y6 = Xt 
. u + .9y5 (6) 

DEMANDAS DE HORAS DE TRABAJO (VUELOS COMERCIALES Y ENTR.ENAMiEI'<TO): 

. 
Lo demanda tato! de hcrcs da vuelo por rr.es corrc:;ponde o lo demando da vuelos com:rci::::~c~ 

\ rr:ás la der."ic:i¿c da horc~ pero entreil~r o los nuevos persones cor.trctadcs en el inicio ú:! m::;. 

o 

Paro satisfacer esta demando total en el mes t (inicio del mt::s t}, se dispone de Yt-l c•.:!rO:i'C>

zos co.1 cxp..::ri ~:-~cio, los cucl es pueden pro¡JorcioPcr 150 horc; cada L:no de 8llc::.. hr ! e t::.n 

tou si Dt es lo demando de vuelos comerciales en el mes t, entonces: -

Demando en el mes t : · !50y 1 
t-

con y = x o o 

{t=l, 2, ••• 1 6) 

Introduciendo una variable de holgura o cedo ecuación, entonces 

150v 1 = D + 1 00 x + u :r- t t t {t = 1, 2, o o • '6) 
y :X 
o o 

u r·?: o 



e~·-.- . 

[)e,,·, :·~C:a c.1 ei mt:s 4 
Dcw .. ~n2CJ en el me:> 5 : 

De¡·,~c . .-,da en e 1 r.:es 6 : 

FU ~~C! C 0l 03JciiVO: 

. . _;{' -, _ ..... ' l' ' '1' -1 .;\..JI·:·,~ r'c ltuf,.) t,¡,··~·~-~ · 1;,;,_. ''" 

1 50 .- " " . . 0" + yo :c.- t.-\.., ~"-.~ .... 1 ~,, x 1 u 
1 

1 so11 = 9oso + 1 oo ~ + u 2 
l50y2 = 8C88 + 1 00 x3 + u3 
! 50y3 = 1 0000 -r 1 OOx4 + u 4 
·.50y4 = 9GCO + 100 x 5 + u5 
150y 5 = 12C00 + 1 00x6 +u 

6 

\ ' 

.,) 1 1 • • • d l -· d • • t ~ 1 . lO c:·H~ e oo¡-:,iJVO e la corn¡Janta es e1errrrnor cuan es oerom::n:os con.ratcr en es o;;:.x.,-;:::;s 

rr.::?sc~. entonces la funci0n ob¡ e~¡vo es mini m izar los costos involu erados. Í::,¡os cesto:; •,,¡;¡ i.:;· 

(;CSL::s de les c~ror.:ozo:. e> .. ?srirr.entcdcs rnés los costos de las oeromozos que está·• s:s:¡r_'.J .~¡;': 
1Wdos. Por lo tonto, lo función objetivo está dada por 

/U c.¡ ... : e )Co = 'f o' 

min :l =SOCO [Yo+ )'l + .•. +_y6J 

.. 

o 

f'oí 'le) tonto n'JeStro modelo de píOgrc,.,:::ci·.S:'l lineal poro el proSiema dada, t.:;l·ó dt;;, ice 
("'), (" ... )y("'"''*). La .re¡?rese0iCCÍÓ:'I C2 e~ e pro~ier.oo de p'osrcmación linec:l en fcrrno !J _ 

~¡oncdo (ó toSkc-u ó rc;Siero) es lo s:gui ::<.te. Q 

·,. ~ ~(0 200 EOO roo 200 soo 
¡ 
·~~. -~-· ---~~~-:..--- ..... 

' l 1'. t-, .· 
¡ 

~ 
! 

l l l 1) 
{ 11 ~ 

~ 1 J[ l 

'". 9 1 
-.9 

L)O 
150 

l 
-.9 

150 

1 
-.9 

ISO 

l 
=1 

400 400 400 4 00 400 400 

-1 
1 

-l 
-1 

-1 
.-100 

-1 co 
-lOO 

·~100 

·~100 

-100 

-1 
-1 

u, l 
Oj 

. ·¡ 

> o 

o 
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o 

o 
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TECNICAS DE OPTIMIZACION C<iN COMPUTADORA PARA EJ.8CUTIVOS 
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,-t,., -
·' 

~ ''· 

·' ¡t,, ~~r-· 

... 

" ' 

,} 

) 

1 

'' 'j 

., 

. : 
~~~ 

•¡ 
,_ 

[ 

_, ' . ~ ' 
i •' / \. 

FEBRERO DE 197.6 

l ~!¡ ' 
,, 



2. i MATRICES 

2.1 .1 DEFI NI ClONES 

DEFI N! Cl ON 2 .1 Una motriz m x n, es un arreglo rectangular de números real es, 
llamados los elementos de la matriz, los cuales están arreglados en m renglones y n 

columnas en la siguiente forma: 

a mn 

NOTAS: 

i) Una representación simplificada del arreglo anterior es ~¡U m n. 

El srmbolo o¡¡ representa al elemento que est6 en el i-ésimo renglón y en la -
j -ésima columna del arreglo. 

ii) Los matrices se representarán por 1 etras mayúsculas gruesas, entonces si A es 
uno mai"ri z m x n, significa que A = fa .. 1 e ·~mn. 

m) Si m = n, entonces se dice que se tiene uno matriz cuadrado de orden m. 
iv) Si A es m x 1, entonces se dice que A es una matriz columna. 
v) Si A es 1 x n, enton~es se dice que A es una matriz renglón. 

EJEMPLOS. las matrice~ A, 8, e y o mostradas a continuación o 

u 
12 -1 

n A= 1 2 B= [1 o 2 il , 
4 2 

C= [~ n 
tienen las siguientes caracterrsticas: A es 3 X 4, 8 es 1 X 4, (es una matriz renglón), 
C es 2 X 2 (es una motriz cuadrada), O es 3 X 1 (es una matriz columna) 

NOTACJON 1. 

i) Sea A ~[a¡ U una matriz m x n. El i-esimo renglón de A, se indicar6 por -
A¡., 1e. 

A¡. = (ail a¡2 ••• o¡n J . 

o 

o 

o 



..• 

o 

o 

o 

2 

i i} , . Seo ':- == (o¡ U una· matriz m x n . 
r6 por A • 1 e . . f' . 

E ~ 0 \ t ~ . \ 0 

la ¡:...ésimá-·columnó de A, se indica·-

j '~ • 

alj 

A •• =. a2.,· 1 '1 

> ' ' ~ . ,, ({". 
mt 

,·' '~ ,~ / 

, . 

¡-- Por~ la ~·!ri·~:·:.A-~~ ;:[~ :· ~ EJEMPlOS. 

i) ' 

i i) ' 
¡¡ i) 
iv) 

·' ' ' - :' ( '" ¡ .' ' 1 ' <,' 1 

el prim~r renglón·aé A:-'·
el tercer ~engl'6n de A 
la primera columna de A 
la cuarta columna de-~-. 

f,. ..... i 

'' 

~ 

,. 

Solución 

i) 
ii) 

i i i) 

o' · 1 o · QJ , ': 1 
• 

1 o .. 1 g •' \ 

DEFII~UCI'O.N :2.i2:.', ··'se di~e-,q.·~·~.-las\~at~-i~~·~;_,.:~·-r~:il:m\ n~- y'''-'a·~·rb.'J · son iguo-
. , . . -· , . ., · · · · · L: 1 · · t: , U mn lessiy'~lo-si' ' -·· ' - · · · ~ · 

• .._ '- ' ........ 1 .. ' 'l' / 1 ' 't 1 ~ "' ' 
~ i=l, 2;·\;·.;·m~.:·y ~···r:;l, 2, ..... , n a •• = b •• ., IJ 

~ ' t 1 -

' \ ! \ ' ' ~ ~ '' ; ~ .-·. , ' ~ ' • \ ~ ~ 

NOTA: De la deHniciÓri ante;ior sé observa.~na condici6·J;l poro que dos matrices -
sean' 'gual~s es' que ·~mbas tengan é!"mis;oo ncirriero· de renglones y el· mismo número de 
columnas··. '·.:·: ' ,•·r~ :t.·' :><,..,;.··, ..... : · 

\, 1 < ~~- •:t ... ~ ': ; 
En fas siguientes matrices ,. , 

A= r~: · ~r · ·- ::: 8 =· ~:r.··: ~J ~:·:~ · ···~ ~ t~ · ·gJ 
''•¡ ,. ' 1, 

' •• 1 
'~~~·,··~,i-;; .. ,, 

se obs~nia que :·' , · · .. 

A=B porq~e:~an·=b¡¡ ·y.· ¡·-'f;··2; (~··1,·2·. 

Al C porque para i = 2 y j"= 2·~e t.iene que ~1 = 1 f: b
21 

=O 

·. 
< 



3 

DEFI 1'!1 CION ? .3. Las matrice• A.::: fa.] y B = rbJ son iguales si y 
L•umn t.: •U mn 

solo si 

A· -- B· 1 • 1 • 
V i=1,2, ••. ,m. 

DEFI NICI ON 2.4. 
y solo si 

Las matrices A= (a¡~ mn y B = [b¡¡]mn son iguales si 

A .• = B. ~ 
1 ' i ¡=1, 2, ... , n 

lEOREMA 2 .4. Las definiciones 2.2, 2.3 y2.4 sonequivalentes, ie. 

DEFI N!CION 
DEFINICION 
DEFINICION 

2.2 ~ ·DEFI NICI ON 2 .3 
2 .2 <:::> DEFI NICION ? .4 
7.3 <!:'> DEFINICION ? .4 

DEMOSTRACION. La demostración es simple, solo considere la definición do -· 
igualdad de matrices (cualquiera de ellas) y lo notación 1 • Los detalles se piJen 
en lo tarea número 1 • 

DEFINICION 2 .5. la sumo de dos motrices A= [á¡ U mn y B =[b¡] mn, indicado 
por A + B, es uno matriz C = [c¡il definida por 

· e¡ j = O¡¡ + b¡ i ~ i = 1 , 2, ... , m , j = 1 , 2, •.• , n 

NOTA. 

i) lo definición anterior expresada en otros términos es 

C = rc.:l = ro .. + b·il d A+ B l'!J ['1 IJ -

ii) De la definición 2.5, se observa que una condición necesaria paro lo odiciól"l 
de matrices es que ambas tengan igual· número de renglones y de columna~. 

EJEMPLO. Para las siguientes matrices 

A= [~ 2 ~} B= [~ 4 ~] . e=[~ 3 1 

o 8 o 
se tiene que 

A+B= [ 1 + 1 2+4 3+5J = [~ 6 ,~] . o+ 7 0+8 1+9 8 

A+C 
B+C 

no se define porque tienen distinto número de columnas 
no se define por la misma razón 

TEOREMA 'J .6. (PROPIEDADES DE LA ADICI ON DE MATRICES) 

i) A+ B = B +A ( la adición es conmutativa) 
ii) (A +B) + C =A + (B+C) (La adición es asociativa). 

DEMOSTRACION. 

i) ro .. + b •• l 
L " " 

5 
;J o 

o 

o 

o 



1 ! 

o 

o 

o 

4 

Por otro lado, conocemos de lo teoria de los números reales que la adición 
de los real es es conmutativa, ie. a .. + b·· = b •• +a.. por lo tonto 

'1 q " lf' 
1 

A + B ~ [a¡·+ b .. ] ~A+ 8 = [ b¡¡ + o¡-1 g B +A o 
1 ' 1 =>A+B= B+A U 

= [a¡¡ + 

= [(o¡¡ + 

b .. ] + [c .. J 
" " b·. ) + c .. ] 
" '1 

Pero ta!Tlbién conocemoo; de teorto de lo<; números que en lo· número· reales 
lo adición es asociativa, ie ., 

(o¡ ·
1 

+ b .• ) + e·. = a .. + (b .. + c .. ) 
r¡ '1 lf " '1 . 

Por lo tonto, 

(A+B) +e= [o¡¡ + (bij + C¡¡)] 

= [o .. ]+[ b.. + c .. ] 
'1 " '1 

= A+ (B+C} o 

DEFI NICION 2. 7. Sea A =[o¡·] uno motriz m x n y seo k un número real. 
lo mul tipl icoci6n de uno matriz A por un número real k, indicado por kA, es 
una motriz m x n definida por 

kA= [ka¡¡] 
NOTA: A los números reales también se les llamo escolares, por lo que a lo 
multiplicación de un real por uno matriz también se le llamo multiplicación -
escc:l ar. ' 

EJEMPLO. Si k= - 4 y A= [-; ~] entonces 

kA= [~ -12] 
-a 

TEOREMA 2.8 (PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE UN REAL POR UNA -
MATRIZ) 

i) 
ii} 
i i i) 
iv) 

lA=A 
R (A+B) = kA + kB 

(k1 + k2) A = kl A + k2 ·"" 
(k1 k

2
) A = k1 (~ A) 
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DE f\lDSTRACI ON. Es triviql, solo opl ique la definición 2. ~ propiedades 
el" tiUfi't'lt:lS rcede~ y dt:!fll,itione:> e ptopledcde~ de mtütlt:és ptésetltodas cui-=
tc' iormente. Intente hacerlo. 

DEFINICION 2 .9. Sea A= [arl m x n y sea B ='[b) n x p. la-
multiplicación de A por B, indica!J6 por AB, es una matrii de elementos e¡¡ 

definida por t 
e¡¡ = a¡k bk¡' 

=1 

NOTA. Una mal'riz A y o se pueden mul tipl icor si y solo si el número de -
columnas de A es igual al número de renglones de B. 

EJEMPLO Si 

A= [i :] 
entonces l1 X?+ 2x3 

AB = 3X7 +4X3 
5X 7 + 6X3 

EJEMPLO. 

; 8 = [3 

AB= (3 4 

1X4 + 2Xl] 
3X4 + 4Xl = 
5X4 + 6X1 

4 5) 

[

13 
33 
53 

1 s] 
=u 

~6] 
26 

4 1 
8 2 
o o 
4 1 

BA = [3 4 1 s] m = 3+8+5 =16 

~o] 

Este ejemplo muestra que la multiplicaci6n de dos matrices no es conmutativa, 
ie. AB=t BA. 

o 

o 

o 



o 

~ . ~' ' 
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PHOF_ü.::i JC!IuN 2 o 10 ( REPfilltiENTACIONi:,S MATRICIALES DE ALGUl~A:.; EXP1ti~
$!0NES A'LG.F;BRAlCAS' O NtThiF.RICJ\S) o 

1. Si x = 1 [ x;t . x2 _oo • _. :X:n J Y y = Y 1 
- , -... Y2. 

3e· Se~ ~= [1 1 "o o· ~· un vector den oomponente~,-los cuóles són 
todos unoso 

i ) Si X = [X¡ x2 " o." 
't 

xu 

.; 

t. " 
·, do.nde u = 1 

·1 

'l 

El vector u:= Fl.·1 ,o..,. 1] es llamado. el véc"!ior SUJI1a::debi~o :a la pr~ 
oiodad de pod-er ret>reaenter matric:i:<:>lmen:ee. ll!l~ .. St:tJ!l.~ ,de núme::ros x1 (ver· nroniedad- 3 i) . h. . ~ -. ". · . · -.' · 
' • <:,_ ' ~·. • ' ',_"'. 1 .,: ' •• ~·.. \~ ~. ' • 

DE~O . ..it~CJ;O.N e~ Es :.simp[e:p s6'lo use definición de producto de. matrices 
-phr3 p:ropar que el lado izquierd'o de .. c~da· _igualdad ct.ªdat .. es· igual '8] .. 
lado derecho.·.de l:a··miama~::··· :'·" ~; "· .. ' "' - · .. · · 

: - ' : ' "' '-' ~ ! ' V ~ 

\ ) 

1 ,·, 

,, '' - . ' 
··~·e. ' . -

' ,·:. iJ , r • 

<, 
' ' ,, ' " . 

,. 

[~~1 ain] blj e a O CD O ·i2 
b2j 
o 
o 
o 

bnj 

por 

producto de A p•Jr 
definidos r>or 
~ ~ ' • : L " ... '!" 1. L' ' / '·· ' '\ • 

Proposición 
2<1>10 parte l. 
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~ 0 ij = AioBej 

~ Definic16n 2oll 

por la not8cion 1 

Demo:::;trCJ.ción de la implicación (<;:::= ) o Como las implicr\ci one::: de 
18 demostración anterior ( =:::>) son reversibles en cada uaso., en
teneos oueda demostrado que la implioaoion 2oll implica la defini
ción 2.,9 o 

PROPOJICION 2ol3o 

i ) (AB). . :::: Aio Boj 1J 

ii) (AB )i o = A1 .. B 

i i :i ) (AB) 
.. j = ABoj 

j_ V) (ABC)ij = A1 oBCoj 

DE'lr~OSTRACION .. 

DEb'oOSc.rRACION DE i) o Este resultado ea áolo un restablecimiento de 
18 definici6n 2olle 

AB = [cij] --::> (AB)ij = cij 

:=.::::> (AB)i~ = Ai o Boj o porque c1 . = A1 B . de u-J o eJ 
cuerdo con definición 2ell 

DEli;OSTRACION DE 

y 

ii) .. Demostraremos primero 

(AioB}lj = (AB)ij 

dos resultados 

((AB)1 .. )1 j = (AB)ij 

pnru luego conclulr que el lado izquierdo de (•) es igual al lndo 
izquierdo de ( **) 9 y por último mostrar que J..os elementos del ren··· 
glón (AB)1 ., son de la forma (~) y que los elementos del renr;lón 
Ai B son de la forma(**), y así probar que (AB)1 =A. B 

o o 1o 

Demostraci6n de (•): 

(AioB)lj = lAi .. >l .. B~j 

:.~(AioB)lj = AL,B.j 

:::..::~>(A B) = 
L. lj (AB)ij o 

por la parte i)de enta proposición. 

porque ,A1• es una metriz c?n un sóJ.\) 
rengldY.'l 11 por lo tanto el primf'l' re n .. 

gldn da A1 es el mismo A. .. 
• 111 l. .. 

por la~parte i) de esta proposición. 

o 

o 

o 
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Demostr8ci6n de(**): 
() (AB) 1 • ea el i-~stmo rer~l6n de AB 0 lo cual implica que (AB)i. es 

" una mBtri?. de un solo rengl6n., Entonces el primer rengl6n de (AB\. 
es ln mism;l m8triz {.AB)1 .. , expresando esta conclusión simbolicn

mente sA tiene que 

o 

( (AB)i.>l. = (AB)io 

Por lo tantop si tomnmos la j-ásima columna de ( {AB)1 ., >19 P equi

vale a tomnr la j~ásima columna de (AB)io 9 aimbolicamente 

( (AB)1 ., )lj = (AB)ij o 

Una ve?. demostradas ( *) y ( **) se tiene que 

( * ) y ( ** ) ::> (A . B ) l . = ( ( AB ) i ) i · 
lo J o J 

(*u) 

Falta aho=a demostnar que los elementos del renglón {AB)1 • son de b 

forma (A1 .n)1 j P y que los elementos del renglón A1 .B 80n de la for

ma ( (AB) i.. )lj y par ~t ***) concluir que (AB)1 .. = A1 "B : 

(AB)io = [ (AB) 11 _.::-•,AB) 1 ~ a•u (AB)in J 
= [ ((AB)i.)ll ((AB)1 .. >12 """ ((AB)1 .,)1n] .por(**) 

= [ (Aio B)ll (AL, B)l2 " .. " (Ai .. B)ln] por ( ***) 

por definici1n 
de AioB 

DEJ\!IOS1'RJ\CION DE iii) o Ea 

DElYJOSTfL\CION D.!!; i v)., 

(ABO)ij = ((AB)C)ij 

similar a la anterioro Intentelaa 

=(AB)1oc.j 

= A1oBC .. j o 

ascciatividad en la 
multiplicaci6n de ma
triceo 
oarte i) de esta pro
posici6n. 
propiedad ii) de es
ta propoath:i6n. 

TEOHUr..A 2 o 14 (PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION DE MA~J.IRIC.ES) 

i) 

ii) 

ü iii) 

A(B + C) = AB + AC 

(A + B)C ~ AC + BC 
A(BC) = (AB)C. 
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o 
DU.':O:J'rHACION. 

i) Debemos demostrar que el elemento (i,j) de A(B+C) en ig-uo.l 8.1. ole 

mento (i,j) de AB+AC, para todo par (i,j): 

{A{B+C)}ij = L.: a 1k(B+C)kj definición de producto de nFJ-

k trices 

= L.: 8 ik (bkj + ckj) 
k 

definición de adj ción do ma-
matrices 

2.: a.1kbkj + L: a 1kck.¡ propiedad distributiva de la 
k K ~ multiplicación con respecto 

= 

a la adic16n en loa ndmeroa 
reales 

= (AB)ij + (AC)ij 

= (AB + AC)ij o 

V {i,j) 

ill Es similar a parte i)o 

:Iii) {A(Bc)}ij = ~ a1k{BC)kj 

= ¿; 8 ik( L bkr0rj) 
k r 

= L L 8 ikbkrcr j 
k r 

Por otro lado~ 

( (k3)c} ij = ¿: (AB)1rcrj 
r 

definici6n de 
mul ti.pl i_c,qci.6n de rfiP.tri cf.s 

defj_nj ci6n de 
mul tj plicA.ci6n de mrotr·tcf•f; 

( 1- )' ' ~socjr·tivicl·--<..1 de le ll'ul·i_j-
plicrci6n en los números 
re-:..leD 

definición de 
mul ti plicDci 6n de IP~tri c~Ps 

defj_ni.c:i Ó!1 de 
ruul ti_ .rl ~ e ~·e:-¡ 6r1 de lTifl t1 ~e f- ::1 

Ft ~;oci p tj vi ,¡.-, r3 r_k 1~:· mul t j- ( ~) 
plic::zc:i.6n en los nL~r'.l ror., 
re::tleo. 

Por lo t~mto P e ornpPrando los l&clo~~ derechos de ( 1) y ( ~-·) p o e 

d~mucGtrP ~ue (AB)C=A(DC)o o 

o 

o 



o 

o 

o 

DEF 1 NICI ON 2 .15. La matriz identidad n x n, indicada por In, es una matriz cua
drada cuyos elementos sobre la diagonal principal son fados 1 y los elementos fuero de 
lo diagonal princ:ipal son todos cero; ie. 

1 o o o 
o 1 o o 

In = n renglones ·o o o " • • 1 o 
o o o .o 1 

n columnas 

NOTA: La matriz identidad In , tambi~n se puede definir en términos de la de:ta de ·~ 
Kronecker, la cual se define a continuación. la delta de Kronecker, indicada por ó .• , 

d f • IJ se e 1ne por 

ó •• = ., si i = j 

o si i :f= j 

La matriz identidad 1n 1 se define en t~rminos de ó¡¡, por 

ó .. Óu, . .. . ó,., 

[ó .. Jnxn 
ó~, Óu . ó . .. zn In= = 

11 

o 

o o 
_. 

. . 
o o 

TEOREMA 2 .16. Sea A= (a¡-) m x n. Si 
m x m respectivamente, entonces 1 

In y lm son matrices identidad n x n y 

i) In A= A 
ii) A lm =A 

DEMOSTRACION: -

i) Si In A= [ C¡¡] ~ C¡¡ = por definición de multipli 
cación de matrices. -

--> C·,·1 = ó • a + + ó • • a + .s: a _. '1 1' oo o 1 1-1 o l' • U •• " T 1 , a- , 1 11 q 

Ó -· • + a . + + + J: a 1 1 1 1 1 • • • • u • ,.,· 
1 ¡ 1 ii'l .. , 

~ 'e .. = a •• 
lj '1 

=> 1 A= [e ] =[a J = A o n • • • • 
'1 IJ 

ii) Es similar. 

EJEMPLO. Si A= u n entonces 
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~ u ! n [! !J ~ [! !J ~ A 

[i n [~ ~] = [ i !J =A 

DEFII'JIC!ON 2.17. Sea A=[a .. J . LatronspuestadeA indicadaporAt, es 
11 mfl ' 

uno mutriz de elementos boo definida por 
'1 

b· •¡ = O o. V. i = 1, 21 , , , , 1 m 1 '1 = 1 , 2, ... 1 n • 
1 11 

0 11 ol2 .•••• al n 

A= 0 21 a22 • o •• a2n 

a ml a m2 o o. o a 
mn 

entonces la transpvesta de A, se define por 

all a21 o. o. oml 

At = 0 12 °22 °m2 

a mn 

i'J, lfA: Dada una matriz A, la transpuesta de A, se obtiene intercambiando los renglones 
c_k A p•.Jro que lleguen a ser las columnas de At, ieo 

La primera columna de Ates el primer rengl6n de A 
La segunda columna de At es el segundo rengl6n de A, etc o 

EJEMPLOS. Si 

[1 2 3 

~~] B =~ 1] ; e= [j] A o_o ~ l~ 7 ; 2 3 
11 

cnlonces 

A'c, [~ 5 ~~] 
m 

[1 1] 6 Bt= . ct = ; , 
7 11 
8 12 

o 

o 

o 



~ ------ -------~--- -----

1? 

PROPOSICION 2.18 

o i) (A¡ .)t = (At) . 
• 1 

o 

o 

i i) (A . / -= (A t ) •• 
1 1 

DEMOSTRACiON 

i) Debemos demostrar que el lado requerido de la igualdad i), ( l 1 1 ), es igual el 
lado derecho de la igualdad i), LDI, 

lll = (A¡.)t = [ 0 •1 a ...• a. J t= 
1 •2 m 

LDI = {At L. = 
1 

O¡· 1 

a. 
rn 

o 12 .•. al i ... o 1 ;¡ 
a22 · • • 0 2j • • ' 0 2n 

(1 • o • 

m2 

o 
2' _, 

a .. 
'1 

a . 
mi 

o •• 
IJ 

c. 
rn 

a. 
¡n 

o . m¡ 

Por 1 o tanto, l 1 1 = (A¡ .) t = (A t ) . ¡ = L D 1 , o 

EJEMPLO . Si A = D -~ -n encuentre el 

a. an 

primer rengl6n de la tronspueito de A y la te¡·cero columna de At. 

SOLUCION 

(At) = (A )t 
l • . 1 por PROPOSICiON 2.18 ii) 
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t 

( .. 1 4 7) 

= 

= ( 7 

[i] por PROPOSICION 2.18 i) 

(PROPIEDADES DE lA MATRIZ TRANSPUESTA) 

8 9 = 

HORF.MA 2.19 

(At) t =A 

ii) (A+B)t=At+Bt 

iii) (kA)t = KAt 

iv) (AB)t = At Bt 

DEMOSTRACJON: 

·,) S B ' b , t C [ J t h ea = ¡ ~ iiJ = A y seo = C¡¡ = B = (A 11 debemos demostrar que e -o A . 

Demostración: 

t d e= s ==> c.. b 
1 ' •• 

Por otro 1 ado 1 d 

B = At ~==> b.. = 
q 

1' 

a •• ¡a 

~---~ b .• 
p 

= a .• 
'1 

= b = a .. 
ji 11 

(1) por definición de transpu<>sto 

(?) 
por definici6n de transpuesta 

·--·;>e = a •• 
-- ii " '+i=l 1 2, ..• 1 m, j=1 1 2, .•• ,n 

~--:->e =A 

o 

o 

o 



o 

o 
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PARTICION DE ~~TRICES Y OPERACIONES CON MATRICES 

PARTICIONADAS. 

DEFINICION. 2.2.1 Sea A mxn. Se dice que la matriz A 

es una matriz particionada de acuerdo a un criterio dado, 

si la matriz ha sido dividida por rayas verticales y ho-

rizontales de acuerdo a dicho criterio. Si B es una nota 

ci6n para indicar el criterio con el cual la matriz A ha 

sido divjdida, entonces la matriz particionada A (o la -

partición de A segW1 B se indicará por A 

EJEMPLO Sea 

A = [~ 
2 

3 

4 

1 

2 

2 ~] 

8 

Si el criterio B para particionar A consiste en dj,vidir 

A por una raya vertical entre la Frimera y segunda co-

lumna y por una raya horizontal entre el segundo y el ter 

cer rengl6n, entonces: 

A = 
B 

Otras particiones de A generadas por otros criterios de 

partici6n podrían ser: 

[
1 2 1 3] 
2 3 2 1 ; --------
1 4 2 1 



DEPINTCION o 2. 2. 2 A las matrices que se generan por J <t -

p.-¡rt.ü::j 6n de una mat:r:iz con un criterio B dado se les lla 

ma submat.rices c'le A generadas por la partición de A según 

el criterio B 

DEFINICION. 2. 2. 3 Sea A una matriz y B una partici6n so 

brc A • Las submatrices de A generadas por la partici6n 

B , se llaman los e!ementos de AB· 

NOTA. Una matriz particionada AB se puede representar a -

t:ravés de sus elementos {ie. sus submatrices). 

EJEMPLO: Si 

1 5 9 1 1 5 9 
1 

2 6 10 2 1 6 10 
A = y A 

B== 3 1 7 11 3 7 "11 _ _¡ ___ ....__ 

4 8 12 4 r 8 12 

entonces las submatri_ces de A generadas por B , .son: 

22 
As= [s lij 

v 1\ 8 puede ser representada en términos de las subrnatrices 

r2n la siguiente forma: 

Df::.F'lNICION. 2 o 2. 4 Si r es una matriz particionada, en ton-

ce~:=; el símbolo {r} indica la matriz obtenida de r eli-

mi r1undo sus particiones,. Por lo tanto, 

J· =A r ·n J 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

16 

DEFINICION. 2.2.5 Sea P. mxn y B mxn. Sea B el mismo 

criterio de partici6n para A y B e i e. 

[7\~
1 

A -- 21 
8 A 

B 

22 2q ~ B = 
A J 

8 Aa .. 

P2 Pq 
AB .•• AB 

21 
B 
B 

P2 
Bs . 

La adici6n de las matrices particionadas A 
8 

define por 

11 
+B 

B 

12 12 
AB +BB 

22 22 

AB + BB 

P2 Pl P2 
+ BB BB ••• 

EJEMPLO Si 

¡2 1 : 4 o l [:- o ! .. 
.L 

-- 1 

As = ~--~-~~- -~ Bs= 2 1 2 

1 1 o 
1 

entonces 

Pq 
A + 

B 

-~l 
~J 

Pq 
B 

B 

se 
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r [z 1] [o o] [4 o] [1 l., o + + o' 1 
J ! 

l\. ~- n := j r· r-; ' 2l G 
Ll 

l[~ ~] [~ ~] [~ 
1 1 

1 

' ' 
+ + ' 1 lJ oJj 

[2 1] [s o] 2 1 1 5 o 
- --- --¡-------

~ ~] [~ ~] 
-

-- 4 2 1 3 3 

o 1 1 1 1 
' 1 

·[r.~IIFEMA 2. 2. 6 (PROPIEDADES DE LA ADICION DE MATRICES ~ 

"??\PTTCJONADAS) • 

l} A + B = {A + B) 
B B 8 

J. J.) A + BB = BB + AB B o 
+X i j_ j_) AB + (BB + CB) = <As + BB ) + CB 
. '· 

DEFINICION. 2.2.7 Sea A mxn y B nxt. Sean 8 y V 

·::1i'i ct.ic iones ap1j_cadas a A y B respectivamente, ie. 

11 12 lq J.l 12 ls 
l\B AB . AB Bv B . Bv V 

J\ - 21 22 2q Bv = 21 22 2s B A A A B B . B 
·B B B .v V V . 
pl p2 

. 
rl r2 pq 

~SJ A A A B B . 
B B B V V 

Gi q = r y si cada producto 

ik kj (i l, ... ,p; j 1 1 ••• 1 S k l, ... lq) As Bv = == ¡ = 
,~_:,:::a definido, entonces el producto ~ Bv se define o 
c·omo una matriz pa.rticionada de p renglones y S columnas 
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() cuyo elemento (i, j) es 

q 

¿; 
k = 1 

ie 

., 

11 12 1q 11 12 lsl 
AB A AB Bv B B . •• V ••. Bv 1 

A B= 21 22 2q 21 22 2s . B V AB A ~ Bv B Bv B ••• V ••• 

1 o p1 p2 pq rl r;l a:sJ A A A B B 
B B ••• B V V ••. 

11 11 1q 11 12 1q r2 11 
., 

r1 1s+ + lq rs 1 

<As B +. • .+A 
Bv> <As B + ••• +A B ) (AB B • • • A D ' V B V V B DI 

21 11 1q r1 21 12 2a r2 21 ls 2q ! re• 
(AB B + ••• +A 

Bv> (AB B + ••• +A- A¡) (AB B + ... +¡. - B v11 = V B V B V B 
) 

1 
l 

pl 11 1 pq rl p1 12 pq r2 pl 1s pq rs¡ 
(AB 

B + ••• + 
AB BV) (AS 

B +. • .+A 
Bv> (AB B + ••• +A BD~ V V S V B 

o 



LJ 

o 
;:~,h:t-11' r.o . .si 

Íl 
1 -

[:~~] 
ll ¡- 11 12 - 2 3' 4 1 

AB AB ' 1 
1\ 1 -- 7: ; B = 13 ::: 5 6 8 = 1 1 

-- ..... ID- DID .oloa- ... V 
1 

21 22 1 1 2: 1 1 1 
AB A ' ---- .... B 1 

2 2 1 : 3 2 1 

'"•tonccs 

r 11 11 12 21 [~ 
2 ~] [~ ~]+ [:] [2 ~ll 

.1\8 Bv + 
~ Bv 6 

' 
A fl =:! 

g V 1 
~~ 

21 11 + 22 21 
A Bv A av 6 

1 

:J [~ ~l [~] 
(2 1] . B B 

1 o 2 1 

' 1 
1 

. j 

rr- ¡; 

1:] +[1: :J [14 10] 14 10 ¡¡ . 
;ll·¡-; 32 24 32 24 ¡ . 
.. 
! 

l -::: = 
____ ., ___ 

' 

'r :J + [: :J : J 
¡ 4 

~: 
6 5 i¡ 

!· 
11 8 ¡,' r; e 

o 



o 

o 

o 

A 
B 

20 

EJEMPLO 

= 

1 o o o 1 o o 1 o : o o l 
o 2 : o o 1 o o o- ~ -,-¡-0- -,-o-0-

1 1 

1 

o 1 1 o o 
----¡-----

0 o 1 1 o 
1 1 1 

o o 1 o 1 1 o o o o 1 o 3 
---¡----,---- ----L---

0 o : o o 0 o 1 o o 1 5 o 

o o o o 

[ ~ :] [ ~ :] 
= [: :] 

[: :] 

[~ :] [: :] 
[: :] [~ :] 
[: :] [: :] 

o 6 

[: :] 

o o 1 
1 

[~ : J [ ~ :] 

[: :] 

l 

-~ __ :_ j_ _: __ : J 
= 

1 
o o 1 1 o 

1 

o o 1 o 3 
1 

- - - - -'- - - - -
1 

o 1 o o 
1 

o o o 

o o 



DFFil'-'ICIOI'-lES Y PROPiFDADES. 
DEF!NICION2.4.1 Sea A unamatrizcuadradonxn. Siexisteuno•norriz. B nxn Q 

y 

A ~~ -.; ¡ nn 

B A= l 11 n 

c;donces Bes llamada lo inversa de A. A lo motriz B se le indicar6 por A-1, ie, lo in-
verso de A; indicada por A-l, e:. una motriz tal que 

A A :..l = A-1 A = 1nn 

i'.,j()T 1\. ~~¡ pmo una motriz A no es posible encontrar una matriz A-1 que satisfago lo de
f¡nicir>r) nnterior, entonc,~s se dice que A no tiene inverso o que su inversa no existe. 

HORUv\A,2 .4.2 (PROPIEDADES DE LA MATRIZ INVERSA) •. Sean .A... y B molrices n >' n 
}' ''Nm A·· 1 y B -1 sus respectivas inversas. Se ofi rmo que : 

, 1 ( f [J ·) --1 B -1 A-1 í J t·\ () ::" 

'i) v~ ··-1 1 ~ 1 =--' A 

m) (,/-\ rr· 1 ~: (A -1) t 

Dt:f.,~,OSTRACI ON DE i). Poro que s-·1 A-l seo la inversa de AB, debe satisfacer que 

(B -·l A-l) (A 8) = 1 nn 
y 

(AB) (s-1 A·-· 1) = lnn 

!ns dc•nostraciones de estas dos condiciones se presenta en los siguientes demandas, 

DfMí~NDA 1. (s·-l A~·l) (At3} = lnn 

Otiv\OSTRACI ON 
(B=l A-1) (AB) = (B-1 A-l A) B por asociotividod en la multiplicocion.de mohkc'í, 

= s-·1 (A-1 A) B por asociatividad de en la multiplicación de· mntriU:\. 

= s-1 1 B nn 
= B-l B = lnn o 

(AB) (B-1 A) == lnn 

DE/IAOSTRACION. Es similar, o la anterior, ie. 

(AB) (B·~lA- 1 )= (ABB-l)A-1:: A (BB-1)A-l=A1nnA-1 

= AA~l "-" 1 0 nn 

OU· .. '.OSTkACI ON DE ii) Debemos demostrar que 

A -1 (A -1) -1 = 1 n n 

)' (A~· l ) - 1 A ·-1 = 
lnn 

· .. :· ,;¡¡~moo;tn..lción es treviol, ya que conocemos que para cualquier matriz B con inve1 so, ;.: 
'.'d•r; so ti $facer que 

B a-l = s-l B = lnn 

o 

o 



Por lo tonto, si hacemos B =A -1, o (A-1) (A-1)-1 = (A-1)-1 (A-1) = 1nn o 

o 

o 

DEMOSTRACI ON DE iii). 

AA-1 =A-lA= 1nn -+ (AA-l)t = (A-1 A)t = ¡ntn 

-+ (A-1)t At=At(A-l)t=lnn Teorema2.19 iv) (p6g.13). 

Por lo tonto lo inverso de Ates B por definición de inversa. Pero B = (A-1) entonces 
la inversa de Ates (A-l)t, ie (At)-1 = (A-l)t o. 

TEOREMA 2.4 .3 (INVERSA DE UNA MATRIZ 2 X2). 

Si rll 0 12] A= entonces 
0 21 022 

~onde IAI = o11 o22 -o12 o21 

DEMOSTRJ!.CI ON. Suponga que 

8 = [~ :] 

A-1 = 

es lo inverso de A, entonces AB = 1, 6·seo 

cnw + 012 y 

0 21W + Cl22Y 

au_x + 012z 

021X + ~2Z 

Resolviendo-en las variables w, x, y z, se tiene que 

~ an 1~1 - .a21 

= 1 

= o 
= o 
= 1 

-olj 
all 



,-
r· r-:22 
! \V ''l ;, 

.. _____ ,., -· ~-·-~·~ __ r ___ _, 

;) -.:: 1 

zj 
-- 0 22 a u -·a12 0 21 

ly 
·- 0 21 
---·--.... -------

0 22 011 ··a12 0 21 

B= 

f:Jt:MPL O. Si 

Ao [ ~ : J entonces 

··al¿ ' 
-·-------~~~ ....... -.....p-...--_ ..... _ 

0 22 an 

011 

~2 

= 1 
!Al 

011 

-·0 12 °21 

-a12 °11 

o 

H ORUAA 2.4 A (1 NVERSION DE MATRICES POR PARTICIONES). Si A es una 

m··¡rd7~ n x n, particionada de CJcuerdo al siguiente criterio 

r~n,·· alP 

1 " 
1 

DFi'v~OSTRACI ON 

• al, p + 1 " • " 01 n 
8 : 
1 : 

D 

1 ap, p + 1 • " • ap n 
-e---------

donde ll = (M-R N-1 L)-l 

)1. - = N-1 L ll 

P =- M R N-1 

~· = N -1 ~ N-1 L P 

M es p x p 
. L es q x p 
R es p x q 
N es q x q 
p+q=n 

es p x p 

es q x p 

es p x q 

es q x q 

'"iX"'"" que lo inversa de A~: un[a1J.matr~]z porticionada de lo formo 

A = 
'A v 

rr)nndn ft P X y v son ~ubmatrices de A-l que tienen los siguientes dimensione':>: 

11 es p x p 
A es q >e p 
P es p x q 
11 es q x q 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Por definición de inversa, se tiene que 

-1 
A A = lnn 

Esta igualdad expresada en forma·porticionado presenta la ~iguiente formo 

[~ R l l~-' 
Nj Lx :] 

[
1 

1 

o l = PP 1 pq 
---~---

Oqp 1 lqq j 

Realizando el producto de las m~trices particíonadas del lado izquierdo de la igual
dad anterior se tiene que 

[M~ + R >. J [ 1 J MP+Rv 1 ¡O = pp p X q 
. L ,.,. + N>. l P +Nv ----;---

Oq X p 1 1 qq 

M P. + Ri\ = 1 
PP, 

l JI. + N X =Oqp 
--+ 

MP + R v =Opq 

l p + N V= lqq 

(2 .4. 2) . -+ >. = - N-1 l P. o 

(2 .4.5) en (2 .4.1) -+M P.+ R (-N-1 L P.)= IPP 

-+ (M-RN-1 L)J.' = lpp 

-+ P. = (M-RN-lL)-1 1 
pp 

-+ P. = (M-RN-1 L)-1 D 

(2.4.4) + v = N-1 -N-1 L P o 

{2 .4.7) en (2 .4.3) -+M P + R [N-1 - N-1 l P] = Opq 
-+ [M- RN-1 L] P =- RN-l 
4 P =- (M-RN-1 l] -l RN-1 
-+ P =- P. RN-1 o 

EJEMPLO. S~= [i ! ~ l 
encuentre su inversa por parri ciones. 

SOLUCI ON. Una posible partición de A es 

A=l~~-~--!J = [M R] 
3 1 4 '6 l N 

Por lo tonto, 

(2.4.1) 

(2 .4.2) 

(2 .4.3) 

(2 .4.4) 

(2 .4.5) 

(2 .4 .6) 

(2 .4.7) 



i -~ 
N=:c 1 ·-

j4 

--~ 

,.¡1 

6J + 
- 1 1 l6 >< 4 -,J - [ 3 -21 N = -2 --4 3 -- -2 3/2J 

Yn CJ'-';' i'l" l existe entonces la pdrtic'lón e !egida es apropiado y podemos oplic01 el 
m61v'Jo por partí e iones de ar.urrdo ol teorema anterior. 

11 = (M-R N-1 L)-1 = (1 - (2 3] ' [ 3 -2 J [2] ) -1 
-2 3/2 3 

' 1 - C! ... [o 1/iJ [2l )·-1 = (1 - 3/2)-1 = (- 1/2)-1 
3_j 

J.\ ~: -· 2 

1] ==[ 3 
-2 

·.-n po'iible solución es eligiendo la siguiente partición 

í~ 2 1 ~l 
A·" [a- -!- ~ ~. = [~ :] 

N = 6 -+ N-1 = 1/6 

'Yn r¡o~~ N-·l existe, entonces de acuerdo al teorema anterior se tiene 

~l -· (M-RN"' L)-1 = ( G !] -[!] (1/6) ~ 4] )-1 

J! [1:2 or1 t~ ~] :. 

1/3 

Í\ '.e = N-1 L IJ. ;:: 0
' -~· [3 4] L~ ~] = [1 -2] 

6 -

[
o o -~ 

o 1/J l 

o 

o 

o 



" , 1 ,, 

o 

o 

o 

p -- (1/6} 

11 == N-1 - N-1 L p = 1/6 - (1/6) [3 4J[~] = (1/6) - (1/6) (-5) = 1 

·• 
A -1 == [ 14 P J = ~,~ ~ : -i~ = ¡-~ ~ -~] 

j\ , --- -¡-
1 -2 1 1 1 -2 1 

INVERSION DE MATRICES POR El METODO DE LA INVERSA EN FORMA DE PRO
DUCTO. 

El método de la inversa en forma de producto es útil cuando conociendo una motriz A 
y su inven:a A-1 se tiene otra motriz B la cual es idéntica a A excepto por una colum 
na. Para encontrar B-1, el método aprovecha el conocimiento de A-1 y asi ahorrar
un gran número de operaciones en el computo de s-l . Con el objeto de tener una idea 
que nos recuerde lo situación en que se uso este método diremos que 'A es lo matriz vi~ 
jo (ó previo) y B es la matriz nueva, entendiendo que B difiere de A por una solo colu~ 
na (6 que B se obtiene de A por la susritución de una sola columna). la presentación 
de este método se doró en el teorema 2.4 .6, pero antes se doró un resul todo preliminar 
enellemo2.4.5. 

la idea del método anterior también se utilizoró para encontrar la inverso de una motriz 
A aun cuando no se conozco la inverso de una motriz previa a A que difiero de A por uno 
sola columna. Sin embargo podemos tomar como punto de partida a la matriz identidad 1 

e ir definiendo uno secuencia de matrices de manera que lo primera se parezca mucho a 1 
y poco a A y, las siguientes se parezcan poco o 1 y se vayan pareciendo m6s o A. Esta 
idea define un proceso iterativo en el cual se aplica el teorema 2 .4.6 en coda etapa. El 
detalle del procedimiento se presentaró en el teorema 2 .4.7. 
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P~OGR~MACICN ENTERA 

Introducción 

:Jn supuesto básrco de la P.L. es la divlsibilidad, ad.2_ 
más del de linea1icl.=-,d. 

En m·.:chas ::;:as iones, ese supuesto no es real: no se pue 
den asignar f~ac~iones de aparato o persona, ni construir fraccio~ 
nes de equip(). 

Hay _asos especiales de P.L. en que la so1uci6n es ente 
ra. 
Por ejemplo: t~ans~orte y as1gnaci6n. P~ro esto no ocurre por 
ra naturaleza dal algcritmo, sino las propieC:aJes de los coeficies 
tes. 

En los de~ás casos hay 
nales, ~ara GUe algunas (o toéa5) 
solución. 

q u e i ~ D o n e r re s t r i e e i en e s a .j ¡ e i e 
l;ls .,~ -:esulten ''enteras'' en la 

El modelo se 11.1111a 11 ae programación (ltneal) et'ltera'', 
1a que puede ser: 

• completamente entera (o entera pura) 
• entera m1xt<J 

Cada modei consta de: 

función objetivo 1 inea1 

restricciones 1 inea1es 

condiciones de no-negatividad 

condiciones de "ir.tegridad" (a las que llamare 
mos de no-divisibilidad) 

En un mode~o de P.E. hay más restricciones que en uno 
de ?.L. Por lo tanto, la solución será menos favorable {o a lo 
su~o tar favorable) como la solución óptima del modelo de P.L. no 
ent~ra. 

í é:t P. E. 

1 ' . 
2 • 
3 • 
4. 
5. 
6. 
7 . 
8 . 

Glosario: 

Se han diseñado métodos de solución específicos para 
Son útiles en la soiucfón de: 

problemas de fndfvrsrbfiidad 

problemas no lineales, no conve~os, combrnatorios y 
drscrétos. 

METODOS DE SOLÜCiOÑ 

Redondeo de soluciones no enteras 
Representación gráfica 
Gomory .(dual factible} 
Gonzátez-Vour.g (prima1 factible) 
EnuM~ración completa 
Land y Ooig de P. E. mixta" 
R a m i f i e a e i 6 n y a e o t a e i 6 ~. 
Heurística 

p. l. : Programación lineal 
Progr~~ctción entefa P. E. : 



2 
ü. Redondeo 

Consiste en resolver el problema de P.l., obtener la solu~ Q 
ció~ óptina y redondear esos valores. 

Vertajas: :~nomía, en tiempo y en costo. en relación al mode•o 
es~ecial que habría que construir. . 
(Recuérdese que mas restricciones imol ican'"1áS i ::era
cienes) 

Oesver~ajas: la solución a la que se llega puede no ser óptima, 
o pue~~ ser un óptimo local (lo es entre sus puntos adyacentes 9 

pero~~ es global) o puede ser no factible (entera. pero fuera 
de la re'?:Ón factible). Por eso, si se procede~<. hay ·.e 
e - : :n ~ r a r 1 a s s o 1 u e i o n e s e n ': e r =. s v e e i n a s a 1 a s e:, 1 ..... e ' · n n o , . ., t e r a 
y ~xplorarlas (valuarlas y verificar la posible vio Jción de r~: 
tric:ciones) 

ejemplo 1 : max: .. 
4 C'l 

sujeto a 

Soluciól'l 
¿e P. L. 

x1 :3 7.5 

x2 = s.o 

z al 32.5 

3x 1 + 2x
2 

10x 1 + 5x 2 ~ lOO 

2-0~ 1 +30x 2 ~ 300 

x,, )(2 ~ o enteras 

. Solución 
redondeada 

)(1 ... 7 

)(2 z:l 5 

z ... 3l 

Solucfón 
de P. E. 

El--redondeo no fue muy desventajoso: no proporcionó la so
lución óptima, pero esta resultó levemente alejada d~ la óptima. 

Z - Z • 31-32 m -1 
1 2 

JJemp1o 2: 

max 10 000 ~3 + 20 000 x,. 
sujeto -a x3 ~ 4. 5 

x4 -~ 3. 5 

x3' X!¡ ~ O, enteras 

o 

o 



o 

o 

o 

Solución 
de p .l. 

x3 ... 3. 5 

).(4 &:11 3.5 

z D" 105 o oc 

Solución 
redondeada 

x3 = 3 

x4 ::::1 3 

l 13 90 000 

Solución 
de P. E. 

x., = 4 
.) 

x 4 ::= 3 

z = 100 000 

El redondeo fue desvente Jso: :roporc¡on6 una soluc16n no 
óptima, muy alejada de la verjadera. 

so'l u e i ón 
de P. l. 

J( 1 CJ 6 1>069 

x2 = 3a.l94 

z ILil if89.336 

max. z "" 38x
1 

sujeta a 1 8x J 

a~l 

X i t 

Exploración de 

XI "" 6 x2 . 
' 

no es factible 

xl 
., 

7' x2. 
:>:;¡ 3 

no es factible 

X¡ "" 7 ~ }{2 = 4 

no es factrble 

)(1 OD 6 p x2 ... 4 

no es factible 

+ 8tx 2 

+ 4ox
2 

Bx
2 

x2 ~ 
(' ..: 

S O l ·- : : 

1:': 3 

(2a.) 

( 2a.) 

(2a} 

( 1 a) 

~ 237 

!::: 23 

nes redonde,das 
·- ·--

xl "" 5' x2 ::0 "' .} 

l ·- '-H3 

x1 es 2 ' x2 ""' 5 

z = 44 3 

x1 El 2 9 ;( ""' 5 2 

z = 481 

t(~ "" 3 , x2 <:) 4 

z .:::1 438 

x1 
,. 

4 ' x2 <:< 4 
, 

z = 476 

E 1 redondeo no s ó 1 o no p r·o p o re i o na e 1 ó p t i 111 o • s i no que 
.además puede lle·¡ar a situaci'lnes de no factibilidad. 

3 



4. 

2 . Representac!Sn aráfica o 
Es similar al método gráfico de la P. l., 

ría la naturaleza de la regió.- facti~ e. En la P, L. >:!S 

to convexo 1 imitado po• fronteras : ir:<.:.ales. En la P. €. 
nre.d" de puntos aislados, de coordenadas enteras. 

~{o i e ,, a
ún ccr.jun . -
es una 

Ventajas: es simple, directo y apl icab1ep tanto al caso entero p~ 
ro como al entero m1xto. 

Eicmplo: 

Resuelve los proble~35 de arde~ 2 variables y n restric 
e i o n e s , y - e o n d i f i e u 1 t a d - 1 o s d e 3 v a r i a b 1 e s -y n r e s -
tricciones. 

Se disponer,$ 12.5 millones, para construir más piantas v/o 
más boJ~gas, y as: ~ejorar producción y/o distribucrón • Cada bo
dega cuesta$ 1 millón, y no se requieren más de 8; cada plant2 cues 
ta $ l millone~ y no se reQuieren más de 5. Cada bodega !ncremerta= 
r á 1 a u t f 1 i d a d e n $ 3 l m i 1 m e n s u a 1 e s , y e a d a p 1 a n t a e n $ 6 O m i j ,. · .- n -
suales. 
LCuá1 es el número óptfmo de plantas y de bodegas? 

e + Modelo: max z 3h:, 60x 2 o 
;ujeto a xl "" 8 

)(2 ~ 5 

x1 + zx
2 ~ 12. 5 

X¡ )(2 ~ o enteras 
• ) 

Procedimiento: 

Se marcan topos ios puntos de coordenadas enteras; 
se forma el conjunto convexo d~ irea mTnima que encierra a todos 
esos puntos; , 
se desplaza la línea de la función objetivo hasta obtener la más 
a;~jzda del origen que pase por un punto de coordenadas enteras. 
Efl· 3!te caso es (x 1 , x 2 ) "" (8 ,2). 

Solución de P. L. 

8 

2.25 

Solución gráfica 

8 

2. 

Z ""' 383,000 z "' 368,00C 

Comentarios: 

1. Este procedimiento nos da la idea de que para 1-i'•e ia F'. 

l. proporcio"~ soluc¡cnes entera3 se requiere anrDn~r , 
· ' · · ( ' · · · ---r-;- 1 , j "' • -~ u r. ·l r 1 a s , r e s t r ! e e 1 o n e ~ . a a 1 e 1 '~ n .J 1 , ~ :o , ·;u e e ·"J r t e \ n ) p a r ':: ~ t.! . 

9 i ó n fa e t i b l e , de ,r¡ u,:; 'J que se ~ 1 i 1-:1 i r: en l os v é r t i e e s q .: ~ 

( •J ,, -~ .. 

' -, r ~~ -

o 
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o 

o 

5. 

pendan a-valores no enteros de·las variab¡es. 

2. Costo c!e la no-divisibilidad:comparando l~ solució., 'F-á 
fica con la sol>Jción de P. L., se observa que Z 1 - Z ::::: 368--3i~3~15 
mil pesos mensual~s, es la reducción en el va1o~ de 2 1a función cb 

jetivo. 

La holgura oue interesa es la de la restr1cci6'1 presunuest~
ria, donde quedan 0.5 millones disponibles. Si se colocan al 9~; 
a•¡uai en el merc21co financiero, dejan 45 rn11 anuales o se3 $ 3,¡;;.:; 
~ensuales. Esto sa debe deducir de la disminuci6n en el valor de 
z~ por lo que resultan 15000- 3750 = 11250, que representa el cos 
~~neto de la no divisibilidad en la asignación de los recursus. -

l a n o ~ :.¡ i v i 5 1 b i 1 ¡ d a d n o s h a o b 1 i g a d o a r e o " ¡ e f'l t a :- 1 o s r e e '.J r s o s 
y encamina~los a oroye~:as ~enos re¿ituables. En c~ra~ pal~br&s, 
el costo real de la ro-d¡visibll id~j surge de 13 diferencia cn:re 
~a utflizacfón r"ás rer::able de lo~ re-:::ursos y la ut!1izaci6n !nme 
d:~ta altcrna~i\a. 

3. ~é-~do de Go~orv 
'C:'!"" -S5""""""!5F'..,.., .~-i" 

].1 Concepto de crnqruencla 
-------------~-----~-~--------

Dos números son congruente;, si 
- nlim:;ro entero (positivo o neqat ivo). 

sólo sí, su difen;~-::ia es UJ"' 

Se denota con ei símbolo -
Ejemplos: 

4.5- 1.5 por.¡ue 4.5-1.5 = 3; 3::::.5 porque 3 -5=-2; 

2.75 _ 3.25 porque -2.75 - 3.25=- = 6; -0.1= 0.3 porque ·:0.7-0.3=~1 

3 • 2 P a r t e f r a c-c r o n a r i a 

La "parte fraccionaria" f de un número rea1 x,es e1 menor 
X número no-negativo congruente eon ~. Es decir~ f es la parte 

f . i ~ d "'"' raccaonar a mas peque~a que podemos restar e un numero no-ente 
ro, para volverlo entero • 

. 
EJ ero p 1 os : 

S i X "" 5.3 f ... 0.3 ya que 5.3 - 0.3 = 5' ' X 

S ~ X 
.,._ 2.2.5p f Cl 0.75 ya que -2.2.5 ~ 0.75~ -3' X 

S f )( e- 6 ~ f ,., o ya que -6 - o -- ~ 6 p 
X 

S i X = o. 3 3 p f = 0.33 ya que 0,33 - 0.33 = o 
X 

3. 3. Idea básica de los planos de corte 

Se debe construir una regi6n convexa que abarque s61o les 
puntos d¿ c~crdenadds e~teras. Esto se consigue por medio de 
11 planos de corte" definidos por restricciones adicionales (a las 
originales), que c:;e incorpo1·an al proh1er.:a de a una por ve:, .-.-~u
ciendo la región ~=actlble original ·hasta darle la configurac;0n d~ 
seada. Se 1 laman asi p~r que cad~ ínccuaci6r define un ~emie~ra
cío, por ~edi~ ~~un h:o~rplanc. 



6 . 

Los planos de corte tienen estos atributos: 

cada uno separa (desecha) una región convexa 9 

cada uno pasa oor -al menos- un punto de coordenadas enteras, 

cada uno acerca ~l área factible hacia el área ~ínima requer~ 
da para cubrir todos los puntas de coordenadas ~nteras, 

cada uno vuelve no factible la so1uci6n Óptima a 
mediata anterior (es aún óptiffia, porque lo~ l. 

.l 

la eta:..J ~n
C. s¡gue!'l-: i 

-' 
3.4 Prccedinic -o 

Resolv-r ~1 probler.1a de P.L. sir. 1os requis:tos de no divisi 
bi1idad.

5 
' 

Si las v son entera5, dejarlo ahí. 
S ¡ n o s en e n t e r :; s , e e; r e g a r u n p 1 a n o d e e o r t :! , ( 1 a s o ~ u e ! ó n e s a ¡-, o -
ra óotima pe~o no factible) 
Se usa el método dual-s implex para lograr fact ibil r¿ad. 
Se veriffca la solución: si es entera 9 es 1a so1uci6n del problema 
original. 
Sf no, el ciclo se repite. 

3,5 Fcri.1u1ac!ón 

Se toma cada 
l. y se 1e escribe 

restricción del 
así: 

- ~1 b. -..._..a .. x. 
1 ' J j 

variables básica~ 

, 
\ 

a variables no básicas 

cuadro final del problema 

valor de 1a x 1 en la ·solución de P. L 

de t>. 

Sf algún ~t no es entero 9 se agrega un 11 p1ano de corte¡' así: 

se descompone,.aditivamente cada b 1 , b. ""'k.+ f., 
1 o i 

k. 
! 

es la parte entera y fü es la fraccionar[a, 

en que 

se descompone cada atj en que 

_OSf¡j<i. 

se sustituyen estos va1dres en (1) o asi: 

o 

o 

o 



o 

o 

o-

X • = k . + f , - -~-' -~.. ( k . . + f . . ) X . 
1 1 1 •- IJ ¡J J 

~ 

= (k. -Z:k .. x.) 
1 _;J_J ------....... ... ,. 

+ ( f . 
1 

.-:--;;-· e ) 
-· 1 ••• 1 J XJ 

. . 
pc¡rte entera + parte fraccionaria •• 

Para que x. sea entera 9 f
1 ¿porque? 

debe ser nula o 
t 

. 1 
-~" era negativa. 

Cor.:o cada f .. ::;_ 
¡ J 

O y cada X. ~ p • 
J 

....-. 
L..flj x.j ~ 

es claro que 

o 

7 

Entonces 
sitiva 
que t. 

f. _:_.f,.lt:, está compuesta por una cantidud p~ 
f~.~- rest~~aCda otra cantid~d positiva f., que es menor 

1 J J i 

""' Por lo ·anta la cant !dad f. -..:...f •• x, 
• • 1 1 • 1 1 ,¡ tero pos1t1vo: o es nu a o es negattva.~ 

no puede ser u~ en 

Para que sea un entero negativc =f .. ){~ debe se¡· suficien 
temente grande para superar ff al menos éA una unidad. 

O sea que de~e ser f. - '2' f.,)(.. 
1 1 J j 

f.::: Zf .. ~. 
1 1 J J 

Nótese que esta restricción es violada por la solución ópti 
ma actua 1 , ya at:e f. > O y ~ x. = O, porque son v 5 no bás ¡-

i ... , J ca s. .., 

Se agrega una variable de holaura s. a la inecuacl6n, f.-
!:.f.~. +S.= O y -Se introduce al ;uadro 1 fina1 ne la P.L .• ée~pe-

J ilXI 1, • , "'• 'd d' 1 anao con s1gno negattvo a• term1no 1n epen 1ente 9 para crear 1a 
no factibilidad de la solución óptima anterior: 

s 0 = -f. - (- Z f
1 

• • ). Cada s. 
función obJetivo. JXJ 1 

3.6 ~jemp1o: 
max z = 3 1 

sujeto a x_l + 

x1 

X 1 ' 

lleva coeficiente nu1o en la 

)(1 + 60 ><z 
2x

2 
~ 12. 5 

~ 8 

)(2 ~ 5 

x2 ~ O, enteras 



8 

. 
Tah~a fina~ de la P. L.: 

1 B i, b ·- - --~-------~------ ----S--- - ----- -·; ---------- -~-------

~-:·~- i ~ ··-~:----~2---~·1_ ____ _: 03 

1 53 2 o 7 5 o o .. o. 5 o. 5 

2.25 o o.s - 0.5 o 

. z. -e. 
~-~----) _____ : o 30 o 

Paso 1: resolver el prooL;;m:J de P. L. 

Paso 1 i: r~visar los b., y expresarlos así b. = k. + f. . Cor 
sid-erar- S . .) las vS Oltfginale~. Elegir la ftla cÓr:-es6ondien-=
te a la variable original que te~ga 1a ~ayor parte fracc1onari¿. 
En este caso s~lo interesa b. , p~rque es la dnica variable ori 
g f n a 1 e o n p a rt ~ f r a e e r o n .a r í a ~ 

b1 = 8 = 8 + 0.00 

b3 = 2.25 = z + 0.25 

o 

Paso 111: escribir esa re.stricción en forma de ecuación agre~§n Q 
-áol e un ·a· va r i a b 1 e de h o 1 gura , y e o n s t r u i r 1 a res t r i e e i ó n ( p 1 _ :. -
de corte) 

2.25 = )(2 .... o.s S 1 - 0.5 52 

)(2 :e;¡ 2.25 - 0.5 S 1 - 0.5 52 

f2 0.25 1 2.25 0.25 2 = = - ya que - "" 
4 

f23 1!1 o.s ::11 ya que 0.5 0.5 ... o 
'l 

f24 = 0.5 = 1 ya que -0.5 0.5 =-1 
2 

l + s4 
1 

S 1 .+ 1 
52 1 e damos 1 a fcrm<1 irr.plicita 4 = 2 2 y 

S 
1 (- 1 

S 1 
1 s;> poder insertarla e 1 = 4 2 - 2 para en 4 

dro de p. L. 

P.-'lso'V: Reop!:i~i:ar f11ediante el dual simplex. 

introduciMos al tableau 1 - (- -2 

cua 

?orlo tanto hay un b.< O 
1 

· -==> 1 a s o 1 u e i ó n ó p t i m a n o e s f a e t i -
o 1 e. 

o 



o 

o 

ü 

9 

·Esto ocurre así porque el vértice óptimo quedó fuera de la re 
gión factible. 

B 

3. 7. 

a) 

b. 
1 

8 

2. 75 

2.25 

-0.25 

o 

o 

o 

o 
o 

o -

S 1 

ú 

0.5 

0.5 

0.5 

sz s3 

o 
.. 5 

-o.s o 

-o.s o 
-------- --------·----

54 

o 
o 

o 

-4-

! o o 30 1 o o . 
·- _¡_ _______ -- ----- ___________ ,. -----~-----~- ----~ 

Otros ejemplos: 

El tableau óptir;· es 

Nueva res-
tricción 

B -·--!- b--:-------· --~~- ---- x
2 

-( ------ --- ·-S.,----_- S-~- __ _. 

1 _____ 1 ----------- ----------
1 

10.25-

6.67 
4.00 

o 
0.25 

0.5 
o 
o 

-0 

0.33 
- 0.5 

o 
o 

------------------------------------ ----
Elegimos x, p. -~ue 0.67 es la mayor ¡:.Jrte fraccionariao 

.) 

Las f de los coef(cientes son. 
)( 

= 0.67 

de donde el 

2 & 3 
3 4 )(1 

s4 + 
2 3 -::: 4 3 . 

54 
2 

1011 - 3 

= 2 
3' 

p 1 a_n o de 

+ 1 s, 3 

x1 + 

( 3 - 1i 

corte es·: 

+ 
3 52 

1 
sl + r 

1 
xl ~ 

3 

52. ... 

' s, 1 - 3 
y se a~~'"ega a 1 cuadro 1 ~ f i 1 a .::c:icio!"'al 

r·-
54 

1 - 2/3 3/4 o o - 1/3 1 

' ·--~---

para reootirizdr. 

52) 

1 /3 o 

....-----

o 

o 
o 

b. Del t~bleau Óptimo se ha tc~ado sólo la fila que hay que vol 
ver enteril 



1 o 

------- --------- ------ -----~--------- --- ---

l 
: 

1 8 i b. x, )(2 x4 S 1 sz 54 1 1 

1 
x3 .)(5 53 

¡_ ___ ; --- __ _¡ . --·-- ---- -- - -·- -- -- --- ---~- ----- - ----- --

65!3 _3 /5 1/4 _1/2 7¡ _7¡ 

s 5 s6 : - ------0 
1 

xs o o 1 4 3 
o 1 o 

1 _s,s -2 /e 1 14 o o _1/2 _3 14 _2 /3 o 
¡ s6 o 

'~ -
L-

o 
- . -- -- _____ ! 

fs 5 
"" Ir f52 

5 
'S" 

+ 

-----~ .. -_ .. ----

"" 
2 
5 • 

2 (- 5 

f53 

+ 

= 1 
4 

1 
r; 

f56 

+ 3 
4 

X -
3 

= 1 
2 

1 
2 

p 

- -~- - ---

f57 

S -1 

"" 

--

3 
f58 4 

::: 
' 

2 
3 

, luego 

2 
S - -

2 3 

se ü;rega ~~ cuadro co~o fila adicional y se reoptimiza. 

).8 Comentarios sobre el método de Gomory 

a. a veces nc converge después de varios cientos de itera
ciones. 

b. no provee una solución factible entera hasta que se lle Q 
ga al óptfmo (es dual factible) 

c. si se usa la forma explícita para construir la restric
ción adicional, se liega a una situación poco común: 
la sc!ución óptima es no-entera, pero no se puede trans 
formar en entera, porque los aij son entero~y por lo 
tanto no se pueden ag~egar mas planos de corte. 

d. a veces, sigue siendo el método más eficiente para pro
blemas en gran escala. 

e. no es necesario eleg.ir la ecuación con la 
otrai formas pero no hay un criterio fijo 
identificar el mejor corte. 

': ' 

mayor f .• hay 
• 1 a pr¡or1 para 

f. no es necesario pasarse de (n + 1) restricc-iones; a me
dida que se agregan nuevos planos de corte hay otros que 
se vuelven redundant~s, y se pueden suprimir. 

4. El método de- Rómulo Gonzá~ez y Young es un método prim~l-fac 
t(ble, que sf no converge,at menos proporciona en cada etapa 
una solución sub-óptima. También e~ de Gtover. Requieren un 
tableau inicial de puros elementos enteros.· 

o 
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The fundamental role 0f /mear prngramming in operations 
research is accurately rencctcd by the fact that it is the focus of 
four chapters and is uscd in severa! others. However, a key 
a!'.surnption of linear programming is that all its functions 
(objective function and constraint functions) are linear. 
Although this assumption essentially holds for numerous 
practica! problems, it frequcntly docs not. We described in 
Sec. 4.1 how it is sometimcs pos~ible to reformulate non· 
lin,earities into a linear programming formal. Nevertheless, it 
often is necessary to deal directly with nonlinear programming 
problems, so we now turn our attention to this important area. 

In one general form, the nonlinear programming problcm 
is to find x = (x1, xz, ... , X8 ) so asto 

Maximize /(x), 

subject to 

g1(x) ~ b,, for i = 1, 2, ...• m, 

and 

X~ 0, 

whcrcf("-1 ami 1hc q,(,) are given functions of the 11 dccision 
variables. No algonthm 1s ava1lable that w1ll solvc c1·ery 
spccific problem fitting this format. Howevcr, by making 
various assumptions about thesc functions, substantial 
,progress has becn made for sorne impor\ant special cases of 
this problem, and research is continuing very actively. This is 
a 'Jarge area, and we shall not have spacc; to survey it com· 
pletely. However,-we shall present some fundamental results 
in the next section and then describe an important algorithm 
for each of two basic spec:ial cases in Sea. 18.2 and 18.3. 
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18.1 THE KUHN-TUCKER CONDITIONS 

Before considering algorithms it is nccessary to learn how to recognize an 
oprima/ solution to a nonlinear programming problem. This section gives the 
so-called Kuhn-Tucker conditions. which dcscnbc such opt1mal solut10ns. 

What are the charactenstics of optimal solut10ns to nonlinear program
ming problems? Classical calculus providcc; sorne motivation for the answer 
to this question. To begin, consider the case where there are no constramts (not 
even nonnegativity constraints), and the objcctive function is differentiable. lf 
the objective function contains only one variable, it is well known (see Appendix 
2) that x1 = x~ can maximi1c ((x 1) only if df/dx 1 =O at x 1 = xi. where this is 
al so a sufficient condttion if /(x1) 1s a con cave jimctton (as defined in Appendix 1 ). 
Sim•larly, Appendix 2 indicates that if the function contains severa/ variables, 
then x• = (xf, x~, ... -, x:) can maxim1ze f(x) only if offox1 = O at x1 = x; for 
j = l. 2, ... , n. This becomes a sufficient condttion 1f j(x) 1s a concave function. 
Now suppose that thc nonnegativity constraints x1 ~ O (j = 1, 2, ... ', n) are 
introduced. The only revision that must be made in the above statement is 
that if x; = O, then the condition of/ox1 = O at x 1 = x; is replaced by the condi-
tion offoxJ ~o at xj = x;. r 

Unfortunately, it becomcs much more d•fficult to characterize an optimal 
solution ifthe other constraints involving the ,q,(x) funct10ns are also introduced. 
The difficulty is that mcreasmg x1 may requ1re changmg other variables to 
avoid violating the constraints, so it is no longer suffiCJent to just look at the 
of/ox

1 
(j = l, 2, ... , n). However, Kuhn and Tucker derived the results 1 for 

this case that are-analogous to those given above for simpler cases. Their 
basic result is embodied in the following theorem. 

THEOREM 18.1 Assu~e that /(x), g 1(x), g 2(x), ... , g,.(x) are differentiable 
functions satisfying certain regularity conditions. 2 Then 

• ( • • ·> ll .., X1,.x1 , ... ,x,; 

can be an optimal solution to the noniincar programming problem only if 
there exist m numbers, u1, u2 , ••• , 61,., such that al/ of the following condi
tions are satisfied: 

OX¡ , .. , 
1 

OX¡ 
l. of - f " og, ~o ] 

at x J = xj, for j = 1, 2, ... , n. 

2. xj( a¡ - fu, 09
') =o . 

OX¡ l•l OX¡ 

1 H. W(·hn andA. W. Tucker, "Nonlinear Programming," in Jcrzy Ncyman (cd.), Pro
ceedingl..._)the Second Berkeley Symposium on Mathenumca/ Statistics and Probability, uo· 
versity of Cahforma Press, Berkeley, pp. 481-492, 19Sl. , 
1 Jbid. D. 463. 
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3. g1(x*) - b, ~ O } 
4. u,(g,(x•)-b,)=O fori=l,2, ... ,m. 

5. x; ;;::O, forj= 1, 2, ... ,n. 
6. u, ~o. fori= l,2, ... ,m. 

These conditions are commonly rcfcrrcd to a e; 1¡,. ¡.; ¡ T ,_ - . 
Th h ' ~.: 11 rn- ur" cr cnndl{ 11111 r 

e u, are somew ;;,t analogous to thC' duall'ariablcs of ltncar programmln" and 
they ha ve a comparable economtc intcrpretat1on. ( llowcvcr thc ~· 

11 
arose •.n the mathematical derivat•on as gcneraf¡zcd Ltgr..t~ ~ u, lac ~-a Y 
Condtttons (3) and (5) d th' g~.: mu ttp ~.:rs) 

1 o ~~ mg more tll.ln hclp en,urc thc fcas!b!lity of the 
so utwn. The other cond1t1ons eliminatc mo~t of thc tt:-1, 10¡. , 01 1 posstble candidates for the optunal solutJOn LJ , , ,· ~.: u •on' ,¡o; 

· f · r 0\\~.:v~.:r, lt '10uld be notcd th 11 
sat1s ymg these cond1tions does not guar ult~c 1t111 tll, 1 ' 
j J'k h ' ... ' l: <¡Q ll(IOO IS opttm·¡l 
us~ 1 e t e analogous condition for an unconstraincJ funcuon th..tt 

11
, an:al 

denvat1ves be zero, these condtt10ns are only neccssar;• .,
0 

.• 
1101 

t]i p f 
o t' l't H . · " u su ICteni or 
.P tma 1 Y· . owever, JUSt as bcfore. 1f ccrtain additional coltt-cr;t;- ..1ss~m 

ttons are sat1sfied, these conditions do becomc sufficicnt to g · r· 
Kuhn nd T k h uarantcc opt1mahty 

a uc e_r proved t e following extens!On of the thcorcm. 

COROLLARY Assume thatf(x) is a concave fimction and that 
9 

(x) . 
. .. ' g,.(x) are cl?nvex functions satlsfymg the regulanty cond't ' . gT2h(x), 
x* _ ( • • •) . 1 •ons en · - x,, Xz, · .. , xn IS an opttma/ so/ution ¡f and only if al/ th, d' · 
of the theorem are satisfied. ~.: con •twns 

ExA~~LE To il~ustrate the for~ulation and application of the Kuhn-Tucker 
condtt1ons, constder the two-vanable nonlinear programming problem 

Maximize f(x) = ln(x1 + .x2), 

subject to 

and 

x, ;;)!:: O, x2 ;;:: O, . 

where In_ denotes natural logarithm. Thus m = ¡ and ( ) _ ;;.;.; 
( ) · F g, x - x, + 2x so 

g, x JS convex. urthermore, it is easily verified (sce Appendix. l) that/2(~) • 

concave. Hence the coroUary to J'heorem 17.1 a lies . . 15 

~~ definitely be obtained by solving the Kuhn-T~~kl!r·c~on~~t~o~~tJmTahl solutJOn 
dlttons are · · ese con-

(la) ... + -,,~o . 
... , Zz 

(2a) xJ- 1 
- u,) = O. 

\ia ~ Xz o 



(lb) 

(2b) 

(3) 

(4) 

(S) 

{6) 

18.2 Quadratic Programmmg 

x1 ( 
1 

- 2u1) =O. 
x1 + x1 

x1 + 2x1 - 5 ~O. 

u1(x1 + 2x1 - 5) =O. 

x1 :2:: O, x1 :2:: O. 

u, :2::0. 

725 .() 

To solve these conditions, note that x 1 + x 2 must be strictly positive 
because(x1 +x2)-

1 asnotevendefincdatx 1 +x2 =0. Therefore,u 1 >Ofrom 
condition (1), so that x 1 + 2x2 -S =O from condit10n (4). Furthermore, con
dation (la) then implies that condition (lb) muc;t hold wath a stnct inequality, so 
that x 2 =O in cond1tion (2b). Hence x 1 = 5 and u 1 =~&.so that (x 1, x 1 , u 1) = 
(5,0.%) satisfy all the conditions. / Consequently, x• = (5,0) is an optimal solu
uon for the nonlinear programming problem. 

, You can check thas optimal solution by using the fact that maximizing 
ln(.'(1 + x 1) is equit•alent to maximizing x 1 + x 1 (since In is a monotone strict\y 
increasing function). 

For problems more complicated than this examplc, it may be difficult, if not 
essentially impossible, to derive the optimal solutaon d1réct/y from the Kuhn
Tucker conditions. Nevertheless, these conditions still provide valuable 
clues as to the identity of the optimal solution, and they also permit checking 
whether a proposed sol~tion may be optimal. Furthermore, there are many 
valuable indírect applications of the Kuhn-Túcker conditions. You will see one 
of these in the next section. 

18.2 QUADRATIC PROGRAMMING 

The term "quadratic programming•· now conventionally réfers to the problem 
of maximizing (or minimizing) a quadratic objectit•e function subject to linear 
constraints. Thus the quadratic programming problem differs from the linear 
programming problem only in that the objective function aiso includes x] and 
x1x,.U :1: k},terms. In short, the problem is to find x 1, x 1 , ••• , x,. so asto 

subject to 

" L a11 x1 ~ b1, for i = l, 2, ... , m, 
J•l 

and 
x1 ~ O, for j = 1, 2, ... , n, 

where the q1" are given constants such thar q14 = qt.l· 

726 Nonlinear Programming 
o 

Severa! algorithms ha ve hccn dcvclop...:d for thc spcc1.1l ca~c of thc qu.adratic 
programming probkm whcrc thc objcctavc funcuon •~ a co11ml·(· functaon (A wJ.y 
to verify it is a concavc functaon as to vcnfy thc cqmvalcnt condataon that 

" 11 L }:q1.x1x.:2=0 
J•l ·- 1 

for all values of x 1, x 2 , •.• , x... Mathematically spcaking. thas equivalcnt 
condition is that the q

1
t are the clement!> of a po.Wt1•c .H"IIlld,jillltc matnx.) We 

shall describe one1 of these that ha~ becn particularly popular because 1t only 
requires using the simplex metlwd w1th a shght modaficatwn. 

The first step for thl3 algonthm •~ to formulatc thc ~111111- Tud..er co11datwns 
for the problem. A convenient form for exprcss111g thcm for tlm cac;c 1s 

" m r q¡"X" + L O¡¡Y .. +I- Y¡= C¡, for j = 1, 2, ...• n, 
11'•1 ... , 

.. 
L fJ¡[X¡ +x•+• = b1, 

J•l 

XJ 2:0, 

YJ~o. 

X¡ Y¡= o, 

for i = 1, 2, ...• m, 

for j = l, 2, ... , n +m, 

for j = 1, 2, ... , n + m, 

for j = 1, 2, ... , n + m, 

where the y,+, are the u 1 ofthe preceding section, and where the y1 (j = 1, 2 ..... n) 
and the x1 (j = n + 1, ... , n +m) are slack variables. (You are asked an 
Prob. 2 to verify that these indeed are one form of the Kuhn-Tucker condiuons). 
Since the objective function is assumed to be concave and the constraint func
tions are linear and therefore convex, the corollary to Theorcm 18.1 applies. 
Thus (x1, x 1 , .•. , x,) is optimal if and only if there exist valucs of x ........ , 
Xn+m• y1, •.• , y,+, such that (x,, ...• x .. +m• y 1 , ••• , Y .. + ... ) satisfies al\ thcse 
conditions. The problem is thereby reduced to finding a feasib/e solutwn to 
these conditions. 

Now notice the key fact that, with the exception of the last restriction 
(x

1
y

1 
=O for j = l, 2, ... , n +m), these Kuhn-Tucker condiuons are nothing 

more than linear programming constraints involving 2(n + m) variables. Fur
thermore, this x1 y1 

=O restriction simply says that it is not pcrmissiblc for both 
x 1 and y1 to be basic variables whcn consadcring (nondcgencrate) bas1c fcasible 
solutions. Therefore the problem reduces to finding an initial basic feasib/e 
solution to any linear programming problem having these constraints, subject 
to this additiona1 restriction on the identity of the basic variables. (This 

1Ph1hp Wolfe. "The Samph:1 Mcthod for Qu.Jdr.111c Programmm¡;." Economctnca. 17:3&2-398, 
1959 Th1s p.1po:r d.:velops both a "short form" anda "'long form" of the algonthm We presenl 
a versaon of the short forrn. ~hach assumes that the obJCCtavc funcuon as strrctly concave 
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"initial" basic fcasible solution may be thé only fcasible solution in this case.) 
The imtial basic variables for the second group of cquations, 

11 

L a,1 x 1 + x~+l = b1 
1= 1 

(i = 1,2, ... , m), 

would be the xn+• (assuming the b, are posit1ve)." However, sincc most or all of 
the c

1 
normally are pos1t1ve. H 1s not obvious what the init1al basic variables 

should be for the other equat10ns: 

" "' L qJtxt +La,~ Y~+•- Y¡= e¡ •= 1 •= 1 J 

(j = 1, 2, ... , n). 

The standard linear programming techniquc whcn there is notan obvious_ initial 
basic feasible solution 1s to mtroduce artificwl variables that are eventually 
forced to equal zero (see Sec. 2.10.). Let z1, z2 , ••• , z, be these artificial 
variables, where the only (m1t1al) restrict10n on them is 

/ 

z1 ~O, for j = 1, 2, ... , n. 

These equations are then (except when th~_ coeffic1cnt of z1 is -1 when c1 < 0) 

e 
11 .. 

L q
1
.x4 + L a,1Yn+• - Y1 + Z1 = C1 , for j = 1, 2 •.... n. 

l21 •= 1 

This technique prov1des an artificial initwl bas1c fcasible solution, namcly, 
z

1
=c

1
(forj= 1,2 .... ,n),x" .. ' =b,(fori= 1,2, ... ,m),x1 =0(forJ= 1,2, 

... , n), and y
1 

= O (for J = l. 2, ... , n + m). However, a fcasible solut10n to 
this anificial problcm 1s fcas1blc for the real problem 1f and only 1f z1 = O for 
j = 1, 2, ... , n. Therefore, l:~ = 1 z1 must be decrcased to zero to obtain the 
des1red feasible solutJon. To do th1s, start with thc artificial mitial basic 
feasiblc solution g1ven above and apply a modification of the simplex method 
to the following problem: 

11 

Minimize L z 1 , 
Jal 

subject to 

.. "' 1 q¡tX11 + 1 a,1Yn+•- Y1 + Z1 = c1, for j = 1, 2, ... , n 

and 

11= 1 •=• 
A 

L O¡¡X1 + x .... = b¡, 
Jal 

fori=1,2, ... ,m 

for j = 1, 2, ... , n + m 

for j = 1, 2, ... , n +m 

forj= 1,2, ... ,n. o 
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The modification is that y1 1s not pcrmittcd to bccomc a basic variable whcnevcr 
x1 is already a basic variable, and vice versa, for j = 1, 2, ... , n + m. Th1s 
ensures that x1 y1 =O for each valuc of j. When thc opllmal solution 

is obtained to this problem, (xi, ... , x:) is the desircd optimal solution to the 
original quadratic programm1ng problcm. " .. '!.::j ... "!,~ 

~·;:<,._ 

' . 
EXAMPLE We shall now illustrate this approach on the problem 

Maximize {5x1 + x 2 - (x1 - x 2 )
2

}, 

subject to 

x1 + x 2 ~ 2 

and 

x 1 ~O, x 2 ~O. 

Since(x1 - x 2)
2 = Yz(2x~- 2x1x 2 - 2x2 x 1 + 2xi}, we obtainq11 = 2,q12 = -2, 

q21 = -2, and q2 z = 2. Thus the problem to be solved by the modificatiOn of 
the simplex method is 

Minimize z1 + z2 , 

subject to 

+ YJ - Yl + Z¡ = 5 

+ YJ- Yz + Zz = 1 

. =2 

and 

all x 1 2:: O, y1 2:: O, z1 2:: O. 

The resulting solution is x 1 = %. x 2 = Vz. YJ = 3, with the rest of the variables 
zero. (We suggest that you verify this by showing that x 1 = %. x2 =H. 
u1 = 3 satisfy the Kuhn-T ucker conditions for this problem when they are 
written in the form given in Sec. 18.1.) Therefore the optimal so!ution to the 
original problem is x 1 = %. x 2 = Yz. < , 

18.3 CONVEX PROGRAMMING 

The conl'ex programming problem is the special c.tse of the nonlinear program
ming problem where f(x) is a concave function and all the g,(x) are convex 
functions. These as<sumptions greatly simplify the problcm. The convexity of 
the g,(x) functions implies that the sct of fcasible solutions is a convex se t. This 
property and the concavity of /(x) imply that any local optimum is also a global 
optimum; i.e., any feasible solution which maximizes f(x) over: thc feasib!e 
solutions in its immediate neighborhood also maximizesf(x) ov(Jc entire set 
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of fcasible solutions. Therefore, rather than havtng to find and compare a 
large (possibly mfinite) number of local opt1ma. it is only necessary to find one 
local, and thereforc global, optimum. ' 

A considerable number of algorithms have bccn developcd for couvex 
programming. Most use the gradrcnt of thc obJCCttvc function in sorne way to 
obtain a sequence of solut10ns leading toward thc opttmal solution. Thercfore, 
befare describing one ofthe algorithms, we shall fiN dtscuss the relevance ofthe 
gradient. 

Role of the Gradient 

Assuming the objective function /(x) is difTerentiable, it possesses a gradient 
denoted by V /(x) at each point x. In particular, the gradient ata specific point 
x = x' i~ the vector whose elements are the respective partia/ derivatives evaluated 
at x = x', so that 

. (a¡ a¡ a¡) , Vf(x) = -, -;- , ... , -;-- at x = x . 
CX1 UXz uX., 

The significance of the gradient is that the (infinitesimal) change in x which 
maximizes the rate at which f(x) increa~e!' is the changc that is proportwna/ to 
V f(x). To express this idea geometrically, the "dircction" of the gradient, 
V f(x'), is interpreted as the directwn of the directed line segment (arrow) from 
the origm {0,0, ... , O) to the point (oflox 1, offox1 , •.. , offoxn), where offox1 is 
evaluated at xJ = x~. Therefore it may be said that the rate at which f(x) 
increases is maximized if (infinitesimal) changcs in x are m thc directwn of the 
gradicnt Vf(x). Since thc objcctivc is to find thc fcastblc solutwn maximi=ing 
f(x), it would sccm cxpedicnt to attcmpt to movc in thc dtrcction of thc gradicnt 
as much as possiblc. 

If the problem had no constraints, this interprctation of the gradient 
suggests that an efficient searcll procedure should kcep moving in the direction of 
the gradient until it (essentially) reaches an optimal ~olut10n x*, where Vf(x*) =0. 
However, it normally would not be practica! to change x continuou~ly in the 
direction of Vf(x) because this would rcquirc contmuously reeva/uating the 
oflox

1 
and changing tbc direcllon of the path. Thcrcfore a better approach is 

to keep moving in a fixed direction until /(x) stops incrcasing and then recal
culate thc gradient to determine the new direction in which to move. With 
this approach, each iteration involves changing the current poiot x as follows: 

Reset x = x + t• V f(x), 

where t• is the positive value of t that maximizes f(x + t V /(x)); that is, 

f(x. + t" V /(x)) = maxf(x + t V /(x)). 
12:0 

The iterations of this gradicnt scarcb proccdurc would continue until Vf{x) = O 
(within a small tolerance). 

o 730 Nonhnear Programmmg 
() 

The most diflicult part of this procedurc usuaily is to fmd t*, the value of t 
that maximizesfin thc dtrcctton of thc gradtcnt, at cach ncrat10n- Smcc x and 
V f(x) ha ve fixcd vaiues for thc maxtmization. thts problem ~hould he vicwcd as 
maximizing a concave function of a smgle varrahle t. Thcrcfore class1cal 
opumization mcthods for such functions (sce Appcndtx 2) are arpltcable, so 1t 
may be possible to obtain an analytical solut1on by ~cttmr; Lhc dcnvaltvc wtth 
respect to t equal to zcro and solvmg Altcrnauvdy, 1t1~ quite str,ughtforw.trd 
for this kind of function to find t* (w1thin a smJ.!I tolcrancc) by trral and error. 
Various methods are availablc1 for doing this systemat¡ca/ly m an effic1ent way. 

To illustrate thcgradíent search procedure, considcr thc two-vanable problcm 

Thus 

Maximize /(x) = 2x1x 1 + 2x1 - xf - 2xi. 

a¡ 
- =2x1 -2x1, ax, 

a¡ = 2x, + 2- 4x¡. ox1 

It also can be verified (see Appendix 1) that /(x) is concave. To bcgin the 
procedure, the initial trial solution can be selected arb1tranly. Suppose 
x = (0,0) is selccted. Since the respective parttal denvatives are O and 2 at this 
point, the gradient is 

V /(0,0) = (0,2). 

Therefore, for the first iteration, 

Since 

and 

it follows that 

Reset x = (0,0) + t 0 (0,2) = (0,2t*). 

f(O, 2t-, = maxf(O, 2t) = max{4t - 8t1
}, 

r;z:O 1:1:0 

d 
- {4t- St:z} = 4- 16t =O, 
dt 

t• = ~, so x = ( 0, ~) · 
For this new point, the gradient is 

V 1( O,~) = (1,0). 

1 Dougla.ss J. Walde, Optimum Seeking Methods, chap. 2, Prentice-Hall, Englewood Cl1ffs, 
NJ., 1964. 
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Thus, for the second itcration, 

Reset x =(o.~)+ 1*(1,0) = (r·.~)· 
where 

¡(r•, ~) = maxf(r. ~) = max{r- t1 + -
2

1
}, 

2 ,~o 2 ·~o 

- t - t + - = 1 - 2t = o d { l 1} 
dt 2 • 

so 

t0 = ~, and x = G, ~) . 
Continuing in this fashion, the subsequent points would be (~. %), 

(%, %), (%, Ys>. (%. Ys) •... , as shown in F1g. 18.1. Since these points are 
converging to x* = (1,1}, this is thc optimal solutwn, as venfied by the fact that 

V f(l, 1) = (0,0). 

As Fig. 18.1 suggests, the gradient search procedure u<;ually zig zags rather 
than moving in a straight line to the optimal solution. Sorne moddicarions of 
the procedure have been developed that accelerate movement toward the 
optimum by taking this typical bchavior into account. 

If f(x) were not a concave function, the grad1ent search procedure stlll 
would converge toa local maximum. The only change in the description of the 
procedure for this case is that t* now would correspond to thefirsl local maximum 

of f(x + t V f(x)) for positive values of t: -

Figura18.1 lllustration of the gradient search procedure. 

X a 

Üo. 0)._----------------·--
X a 

o 
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If the object1Yc were to muumize f(x) instcad, onc changc in the proccdure 
would be to move m the opposi!e dJrcctwn of thc gradtcnt at cach itcratwn. In 
other words, the rule for obtainmg the ncxt point now would be 

Reset x = x - 1* V f(x). 

The only other change is that t• now would be the positive Va-lúe of t that 
minimizesf(x- 1 VJ(x)); that JS, ·:_-.-: 

/(x- t• V f(x)) = minf(x - 1 V /(x)). 
1~0 

(This is the form ofthe gradient scarch procedurc that wlil be uscd by thc convex 
programming algorithm dcscnbed below ) 

We have described the gradient scarch proccdure undcr thc a<;sumruon that 
the optimization problem has 110 constratnts. Thts 1:. thc onlv case for whH.:h 1t 1s 

designed, so it is not directly appltcable to com•ex programmmg. whcrc con
stramts are an important part of the problem. Howevcr, severa! algon,hms 
have been developed that adapt the proccdurc m dtffcrcnt ways to take thc 
constraints into account. One widely u sed algorithm docs thts by appl) mg the 
procedure (without modJfication) to a sequence of unconstrarned mintmll.:ltlOn 
proble:ns, where ·the resulting sequence of optimal soluttons converges to an 
optimal solution for the convex programming problem-as we shall now 
describe. 

The Sequential Unconstrained Minimization Technique (SUMT) 

The sequential unconstrained minimization technique assumes that the convex 
programming problem has been reformulated in the minimization form 

Minimize g(x), 

subject to 

h,(x) ~O, for i = l, 2, ... , m, 

so g(x) now is convex and the h,(x) are concave functions. These constraints 
inc/ude the nonnegativity conslraints as needed (h,(x) = x;), with m adJUSted 
accordingly, and any constant terms have been taken over to the Jeft-hand side 
(h1(x) = b, - g1(x)). 

The -procedure used by this technique is a very simple one. It deals 
simu/laneous/y with thc objective function and constraints by combming them 
into a single function: 

"' I P(x;r) =g(x) + rL; --, 
'"' 1 h,(x) 

where risa stric:/y positive scalar. Starting with afeasible initial tria! solution, 
it then repeated!y uses the gradient search procedure (or a similar method) to 

Minimiz.e P(x; r) Ü 
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for súcccssively smaller values of r approaching zcro. The rcsulting minimizing 
solutions converge to an optimal solution for thc original problcm. 

The key to this techniquc is that each 1/h,(x) approaches infinity as h,(x) 
approaches zero from above. Therefore, by slarting with an initial tria\ solution 
such that ¡, (x) > O for all i, it is guaranreed that the gradient search procedure 
will find a ~inimizing solution of P(x; r) that isfeasible for thc original problem 
In effect, 

"' 1 r¿-
•= 1 h1(x) 

is a boundary rep11lsion term (also called a penalty function) that prevents lhe 
gradienl search procedure from crossing (or evcn reaching) the boundary of the 
feasible region where one or more h,(x) = O. . 

However, ¡f an opt1ma/ solulion for the original problcm lics on or suffictently 
near lhe boundary of the feasible solution, thc boundary rcpulsion term also will 
prevent lhis solution from being lhe minimizing solut1on of P(x; r). This is_lhe 
reason for repeatedly mimmizing P(x; r) for succcss1vely smaller values of r. As 
r approaches zero, P(x; r) approaches g(x), so lhe mmimizing solution of 
P(x; r) converges lo lhe desired opl1mal solution. Therefore, only enough 
minimizing solulions need lo be oblamed lo pcrmit extrapolating lo lhis limiting 
solution. 

Useful informalion ts available for guiding lhe decision on when this 
exlrapolaling should be done. In particular, if i is a minimizmg solution of 
P(x; r), then 

111 1 -, -
g(i) - r 2: -=- s g(x*) ~ g(x), 

¡ .. ¡ h,(x.) 

where x• is the (unknown) optimal solut10n for lhe original problem. Thus 
g(i) can not exceed g(x 0

) by more than lhe value of the boundary r~pulsion t~rm 
for i. Therefore it would be reasonable to cxlrapolale to the opttmal solut10n 
whenever the resulting maximum error is consídcred to be sufficienlly small. 

Selected References l and 2 presenl a detailed coverage of the theory and 
implementation of SUMT and related mclhods, including extensions to other 
cases. 

EXAMPLE To illustrate SUMT, consider thc two-variable problem 

subject to 

( ) 
(X1 + 1)3 

Minimize g x = + Xz. 
3 

x1 :2: 1 
x1 :2: O. 

Tbus h 1(x) = x 1 - 1 and h1(x) = x 1 • Thereforc 

(x 1 + 1)
3 

[ 1 1 ] P(x; r) = 
3 

+ Xz + r --
1 
+- · 

xl- Xz 

·734 - Nonlinear Programmmg o 
This problem i~ sufficicntly simple enou¡;h so lhat lhc mm•miz.ing solution of 
P(x; r) can be derived analytically: 

iJP z r 
- == (xl + 1) - =O so (x~ - 1)1 = r, ox 1 (x 1 - 1)1 ' 

so 

oP r 
-=1---¡=0 
ox¡ x2 ' 

Xa = <Jr + l)'h, x2 =J;. 
Thus, if the gradient search procedure were sull used, it would obtain essenltally 
this solution at each iteratton. 

A typical sequence of values of r for the iterauon~ would be r = 1, w-z, 
10-

4
, 10-

6
,.... Using this sequence gives the results summanzed in Table 18.1, 

Tabla 18.1 lllustrataon of Sequenlial Unconstramed Mmtmt7...11lon 
Techmque 

. .. 1 
1 g(i)-r¿-lteration r x, X¡ ·-· h¡{ii.) 1 
! 

1 1 1.4142 1 2.27 
2 IQ-l 1.0488 0.1 2.66 
3 IO-• 1.0050 O.Ql 2.67 
4 I0- 6 1.0005 0.001 2.67 

~ ~ ~ 
l o 2.67 

1 -

g(i) 

5.69 
2.97 
2.70 
2.67 

~ 
2.67 

:-"'her: the last two columns give lhe lower and uppcr bound on g("-*). After 
· llerahon 4, these two bouods comc1de to two dectmal places, so i must be 

extremely close lo optimal. It also seems clear lhat the scquence of solutwns 
15 

conv~rging tú the boundary values of the lwo variables. Therefore lhe vpt1mal 
solut10n must be x* = (1,0), as can be vcrified from lhe Kuhn-Tucker cond1lions 
(or by inspection in lhis case). 

18.4 CONCLUSIONS 

Practica! optimization problcms frcquently involvc non/mear behavior thar 
must be taken into account It is somctimcs pos~tblc lo rcform¡¡/atc Lhcsc non· 
lineari.lies lo fit into a linear programming format. However, the best approach 
oftco 1s to use a nonlinear programmzng formulalion. 

In contrast to the simplex method for linea.t prógramming, lhere is no 
efficient all-purpp_se algorilhm lhat can be used to solvc al! nonlinear program
ming pr.oblems. I~ fact, sorne of these problems can not be solved by any 
method m a very r.at¡sfaclory manner. However, considerable progress has been 
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made for sorne important clac;scs of problems, including quadratic programming 
and convex programming. A varicty of algorithms are available for these cases 
that frequently perform rcasonably well. 

Nonlinear programming remains a very active research arca. 
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Problems 

1 Consider the nonlincar programming problem give11 in Prob. 15, Chap. 4. 

Verify that (x., xz) = ( ~J, ~) is an optimal solution for this problem by applying the 

Kuhn-Tucker conditions. 

l Derive the Kuhn-Tucker conditions for the quadratic programming problem. 
Show that they can be expressed as given m Scc. 18.2. 

3 Consider the nonlinear programming problcm given in Prob. 7, Chap. 6. 
Determine whether (x., Xz) = (1,2) can be optimal by applying the Kuhn-Tucker 
conditions. ¿ 

4 Use the Kuhn-Tucker conditions to derive the optimal solution for each of the 
following problems: 

(a} Maximize {2x, - x: + Xz}, 
subject to 

and 

(ó) Maximize {x, + 2xz}, 
subject to 

and o 

X a+ Xz :S: 1 

xf+xi::5:J 
2x, + Xz,::5: 2 

x, ~o. xz ~o. 
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S Considcr the quadratic programmmg problcm 

Maximize {4x, - x: + 8x1 - xi), 

subject to 

and 

x, ~O.xz ~0. 
·l-

(a) Use the Kulm-Tucker conchtions to dcnvc the optlm .. il solutlon. 
(b) Now supposc that th1s problem 1s to be wlvctl by the procedure dcscnbed 
in Sec. 18.2. Formulate thc cquwa/ent problem that 1s to be sol ved by a modli'i
cation of the simplex method. 
(e) Solve the problemas formulatcd m pan (b). 

6 Consider the quadratic programming problem 

subject to 

and 

Xa +xz :S:: 6 
4x1 + Xz :S:: 18 

x, ~o. xz ~0. 

Suppose this problem is to be solved by the procedure dcscribcd 10 Sec. 18.2. 

(a) Formulate the equivalent problem that 1s to be solved 'by a mod!l'ica11on 
of the simplex method. -
(b) Solve the problcm as formulatcd in part (a). 

7 Starting from the imtial tria! SS>Iution (x,, x 1 ) = (0,0), use the gradicm search 
procedure to solve the problem 

Maximize /(x) = 2t,xz + 8x1 - l2x1 - 2x~- xL 

8 Starting from the initial tria! solution (x., x 1} = (0,0), use the gradicnt search 
procedure to solve each of the following problems: 

(a) Maximize/(x} = x,xz + 3x1 - x~- xL 
(b) Minimize/(x) = xfxi- IOx,.d- 2xfxz + 20x1x 2 + xi + 25x~. 

9 Use the sequential tmconstrained minimi:ation teclmique to solve the -problem 

subjectto 

Minimize g(x.) = xi - 6x, -r 9 -r 2.t 1 , 

x1 ~3 
Xz ~3. 

O [DerivP. the m;nimizmg solution of P(x; r) analytically, and use the s:Gsequence of 
values of ras in Table 18.1.] V 
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10 Use the sequential unconstrained minimiza/ion technique to sol ve thc' problem 

Minimize g(x) = xr +X~+ x, +X¡- X¡X¡, 

subJecl to 

Xa:2::0. 

[Use the gradicnt search procedure to obtain the mtmmizing solution of P(x; r) at cach 
iteration, with r = 1, I0- 1

, 10-•. Begm with the tn1tial tnal solut10n (x,, ~.) = (1,1\ 
and then begin each of the next two iterations with the min1mizing soluuon from the 
preceding iteration.] 
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