UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

<0 MO 0T 7

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN
INGENIERIA

FACULTAD DE INGENIERIA

ANALISIS DEL PROBLEMA CONJUGADO DE
TRANSFERENCIA DE CALOR EN UN MICROCANAL
PARA UN FLUJO ELECTRO-OSMOTICO DE UN
FLUIDO CON MODELO REOLOGICO
PHAN-THIEN TANNER

T E S 1 S

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN INGENIERIA
MECANICA-TERMOFLUIDOS
P R E S E N T A:

JUAN PABLO ESCANDON COLIN

TUTOR:

DR. OSCAR ELADIO BAUTISTA GODINEZ

2011




Jurado signado

Presidente: Dr. Jaime Cervantes de Gortari.
Secretario: Dr. Federico Méndez Lavielle.
1er-Vocal: Dr. Oscar Eladio Bautista Godinez.

1er- Suplente: Dr. Francisco Javier Solorio Ordaz.

2do- Suplente: Dr. Erick Emanuel Luna Rojero.

Facultad de Ingenieria, UNAM

TUTOR DE TESIS:




Agradecimientos

A mis padres, Fidela y Paulino,

por su acompanamiento y motivacion incondicional.

A mi hija, Itzel Paulina,

por tu comprension, alegria e inocencia.

A mis hermanos, Pilar, Dario e Isela,

por compartir con ustedes las etapas mas importantes de mi vida.

A mi cunado Oscar, a mis sobrinos Diego y André,

por esos momentos de reconfortante diversion y alegria.



Al Dr. Oscar Eladio Bautista Godinez,

por su vision, guia, ensenanzas y conocimientos compartidos.

A la Coordinacién de Estudios de Posgrado (CEP) de la UNAM,

por su apoyo al otorgarme una beca durante mis estudios.



Indice general

Resumen
Lista de figuras y tablas
Nomenclatura

1. Introducecién
1.1 (0] 0} 1510 k4o E P TP
1.2 Estructura de 1a Tesis .ovveuiiiiiiiiiii it e eannee

2. Antecedentes

2.1 MiCTOfTUIAICA +.vevienieitie et et e e

2.2 Aspectos generales de macro, micro y nanoflujos .........cc..ceevenennnnen.

2.3 Electromagneto-hidrodinamica...........oeeeiiiiniiiiiiiiiiiii i e cene
2.3.1 Analisis de 6rdenes de magnitud para microflujos en EHD

TIMHD Lo e

2.4 Flujos €lectroCinétiCos ...uueiriiieiiiiiitee e ceeieieeee e e e e ieeneenns

2.5 Ecuaciones gobernantes generales .........ccooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiea,

3. Formulacién del problema
3.1 LY oY L=Y (o3 £ T3 el
3.2 L5 B 1017 =Yo £ S
3.3 Estimacion de 6rdenes de magnitud en las ecuaciones gobernantes ..
3.4 Adimensionalizacion del modelo matematico........c..cceeevinuveiniinninnnnn.

4. Metodologia de solucion

4.1 T RDTGTO) 0 15 0 100 4 1<) i Lo N
4.1.1 AnAlISiS NUIMATICO wuuvinniiiitiiiit et et ere et eeans
4.1.2 MEtodo “SOR ...,
4.2 SOIUCION ASINEOTICA v vnvvitt it iiie ittt et et e e eieeenees
4.2.1 Analisis aSINtOLICO ..vvvviiriintiit et et erenaenns

4.2.2 Limites asintéticos @/2% <1, 67/?2 ~0(1) con @ <1.............

4.3 NUMET0 de NUSSELE . vttt e e eanaens

5. Anéalisis de resultados

11
11
12

15
15
16
19

23
31
36

42
42
43
48
56

64
64
64
65
66
66
69

74

78



6. Conclusiones
7. Referencias

Apéndice A.

Apéndice B.

Apéndice C.

Analisis del gradiente de velocidad con el modelo
reolégico Phan-Thien Tanner

Discretizacién en diferencias finitas e implementaciéon
de la solucion numérica

Codificacion de la solucion numeérica

i

91

92

95

98

110



Resumen

En este trabajo se resuelve numérica y analiticamente el problema conjugado de
transferencia de calor en estado estable de un flujo de un fluido viscoelastico con un
esquema reoldgico de Phan-Thien Tanner en un microcanal de placas planas paralelas,
bajo la influencia de fuerzas electro-osmoéticas y de presion; el flujo se considera
hidrodinamicamente desarrollado y propiedades const antes. De la solucién se obtienen
las distribuciones de la temperatura en la regiéon del fluido y la pared sélida del
microcanal, mostrando la influencia de los parametr os adimensionales involucrados en

el analisis, como son: un indicador del comportamie nto viscoelastico, De, ; el nimero

de Peclet, Pe; un término normalizado de generacién de energia, /A, siendo la
competencia del flujo de calor desde la pared externa del microcanal al calentamiento
Joule; un termino de conjugacién, &, que considera la competencia entre el calor
conductivo longitudinal en la pared del microcanal y el calor convectivo del fluido; un
término de competencia entre fuerzas de presion a las fuerzas electro-osmbticas, [,
que actia como un término de disminucion o incremento de la velocidad del flujo; y las

relaciones de aspecto del microcanal y la pared solida, S y €, respectivamente. Para
validar la solucidon numérica, se obtiene una solucidon asintética en los limites de

ﬁ/?z <<1,c_r/§2~0(1) con o <1. También, se determina el numero de Nusselt

reducido para este trabajo.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1 Objetivos

El objetivo general del presente trabajo es resolver numérica y analiticamente el
problema conjugado de transferencia de calor en estado estacionario en un microcanal
de placas planas paralelas, bajo la influencia de fuerzas electro-osmoéticas y de presion,
para mostrar la influencia de los parametros adimensionales de transporte
representativos en el modelo del problema planteado.

Los objetivos particulares son:

Realizar una revision bibliografica de la teoria sobre los principios de la

hidrodinamica y fenémenos de transferencia de calor de flujos electrocinéticos en

microcanales.

Identificar las ecuaciones gobernantes generales que rigen los fenémenos de

transporte en microcanales.

Establecer el modelo fisico de estudio con las hipdtesis correspondientes a la

propuesta de solucion.

Considerar en el campo de velocidad del fluido una relacién constitutiva basada en

el modelo reoldgico viscoelastico de Phan-Thien Tanner simplificado, en régimen

estacionario.

11



Obtener las escalas caracteristicas del modelo fisico en estudio con base en un
analisis de 6rdenes de magnitud.

Adimensionalizar las ecuaciones gobernantes con sus correspondientes
condiciones de frontera.

Identificar los parametros adimensionales de transporte representativos en el
sistema del microcanal.

Resolver numéricamente las ecuaciones adimensionales de la energia, para el
fluido y las paredes del microcanal.

Validar analiticamente, por medio de una solucién asintética, los resultados
obtenidos en la soluciéon numérica.

Analizar los resultados obtenidos del campo de temperaturas y mostrar la
influencia de los parametros adimensionales de transporte involucrados en el
analisis del problema.

Determinar el coeficiente adimensional de transferencia de calor.

1.2 Estructura de la tesis

En el capitulo 2 de este trabajo se muestra un panorama general sobre el estudio

de la microfluidica y el movimiento de fluidos sobre los cuales se ejercen fuerzas sin el

accionamiento de partes moviles; en particular se observa los rangos de estudio de

flujos electromagneto-hidrodinamicos y la aplicacién de las leyes de Maxwell en la

descripcion de los fenémenos electromagnéticos relacionados con movimiento de

fluidos. De lo anterior se deriva la rama de flujos electrocinéticos como uno de los

principales métodos para el movimiento de fluidos quimicos y bioldgicos en

12



aplicaciones con dispositivos microfluidicos. En este capitulo también se establecen las
ecuaciones gobernantes generales de transporte de masa, momento, energia y
electrocinéticas en forma vectorial.

En el capitulo 3 se describe el esquema del modelo fisico de estudio, asi como el
establecimiento de las hipdtesis propuestas para la simplificacion de las ecuaciones
gobernantes generales de transporte. Posteriormente se identifican las escalas
caracteristicas del problema al realizar una estimacion de 6rdenes de magnitud de
variables representativas dentro de los rangos de valores tipicos en flujos mixtos
electro-osmoéticos/presion en microcanales; lo anterior, con el propodsito de finalizar la
simplificacién de las ecuaciones gobernantes y obtener el modelo matematico a
resolver en un esquema de un problema conjugado de transferencia de calor. Se
proponen las variables adimensionales convenientes para normalizar el modelo
matematico, con sus respectivas condiciones de frontera y obtener un esquema
adimensional, lo que deriva en la identificacion de los parametros adimensionales.

En el capitulo 4 se establece la metodologia para resolver el modelo matematico
adimensional. Primeramente, se describe el analisis numérico que seguira el proceso
iterativo para la soluciéon de las ecuaciones adimensionales de la energia, en un
esquema en diferencias finitas centrales, y su implementacion en el método numérico
de solucién de Sobrerelajacién Sucesiva (SOR -Successive Over Relaxation-, por sus
siglas en el idioma inglés), para ecuaciones diferenciales parciales elipticas. En la
segunda parte de este capitulo, con objetivo de validar analiticamente el proceso

numérico previamente establecido, se determina una solucién asintética en los limites

de (7/?2 <1, ﬁ/.&_‘z ~ 0(1) con & <1, para los perfiles de temperatura en la regiéon del

13



fluido y sdlido del microcanal; también se determina el coeficiente de transferencia de
calor adimensional mediante el niumero de Nusselt reducido para este problema.

En el capitulo 5 se presentan los resultados obtenidos numéricamente para los
perfiles de temperatura transversal en las regiones del fluido y del sélido del
microcanal, mostrando la influencia de los parametros adimensionales de transporte
representativos en el sistema. Posteriormente, se realiza la validaciéon de la solucién
numérica con la solucién asintética propuesta, por medio de la comparaciéon de perfiles
de temperatura para la region del fluido en la coordenada axial y para el sélido en la
coordenada transversal, respectivamente. Después, con fines demostrativos se
implementa la solucién de los perfiles de temperatura transversal y axial en la region
del fluido, en un caso particular con variables fisicas. Finalmente, se muestra la
comparacion entre las soluciones numéricas y asintoticas para el namero de Nusselt

reducido.

14



Capitulo 2
Antecedentes
2.1 Microfluidica

En los ultimos afos los estudios de fendmenos que involucran el manejo de
sustancias coloidales y la mecanica de fluidos en dispositivos con escalas del orden de
unas decenas o cientos de micrometros han tenido una gran relevancia. De esta
manera, la microfluidica surge con la necesidad del estudio de dispositivos y métodos
para controlar y manipular flujos de fluidos con longitud de escalas menores a un
milimetro.

El enfoque de la microfluidica se centra en cuatro tareas fundamentales: a)
desarrollo de métodos disefio y fabricaciéon de microdispositivos integrados, b)
manipulacién de microflujos, ¢) uso potencial de microsistemas para estudios
fundamentales de procesos fisicos, quimicos y biolégicos, y d) rentabilidad en la
aplicacion de microdispositivos en las diversas tareas de analisis. En este contexto, la
literatura de la microfluidica contiene una amplia descripcién de diversos tipos de
elementos funcionales en donde se incluyen valvulas, bombas, actuadores,
interruptores, dispensadores, mezcladores, filtros, separadores, intercambiadores de
calor, etc., algunos de los cuales son motivo de investigaciones y propuestas de nuevas
configuraciones. Por otra parte, el concepto de laboratorio en un chip, surge como la

integraciéon de todos los componentes antes mencionados, y demuestra el éxito en la
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ejecucion de procesos de sintesis, analisis y reaccion de muestras en pequenos
volimenes de fluidos. Sin embargo, en la actualidad existen topicos sobre estos
dispositivos que asocian los procesos de transporte de masa, cantidad de movimiento y
energia. Stone et al. (2004), Steffen y Friedhelm (2007), reportaron que los microflujos
se pueden manipular por diversos tipos de campos externos, al ejercer fuerzas de
presion, eléctricas, magnéticas, capilares, sonoras, etc. Diversas aplicaciones y
clasificacion de microbombas de acuerdo a su principio de funcionamiento son

revisadas por Laser y Santiago (2004), y Chunsun et al. (2007).

2.2 Aspectos generales de macro, micro y nanoflujos

Un parametro importante en el flujo de un fluido es el nimero de Reynolds,

Re=,0uch/,Uf, para indicar el régimen de flujo en que se encuentra el sistema, en

donde p y My son la densidad y viscosidad dinamica del fluido, u, y L, son la

velocidad y longitud caracteristica del sistema, respectivamente. En el diseno de
sistemas macroscopicos con tuberias circulares, el régimen de flujo es generalmente
turbulento con Re=2300; y en el caso de sistemas con 1<Re<2300 el régimen es
laminar. En contraste, en la escala de microflujos el régimen es usualmente laminar;
en este caso, considerando valores caracteristicos para sistemas de laboratorios en un
chip, se obtienen valores de Re~1 y menores, (Steffen y Friedhelm, 2007). Esto
demuestra que el flujo dentro del microcanal usualmente ocurre en régimen laminar
donde el flujo es gobernado por las fuerzas viscosas. El caracter laminar en microflujos

tiene aplicaciones importantes para el disefio de sistemas microfluidicos en el

16



monitoreo, control, resolucién y modelado de analisis de muestras, en procesos de
separacion, deteccion y reaccién, asi como en el uso de herramientas computacionales
para simulacion de estos sistemas. Otra diferencia fundamental entre macro y
microflujos es la influencia de la teoria de capa limite. En macroflujos, los campos de
velocidad, temperatura y concentraciéon son significativamente diferentes en la regién
de la capa limite respecto de la region restante del dominio del flujo. En microflujos,
las capas limite se extienden en todo el dominio del flujo, esta circunstancia puede ser
explotada para determinar los campos de flujo, temperatura y concentracion; y su
consecuente aprovechamiento en el control y manipulacién de microflujos, (Steffen y
Friedhelm, 2007).

Por otra parte, en afios recientes ha ocurrido un progreso significante en el campo
de la nanofabricacion, éste ha llevado a la manipulaciéon de fluidos en dominios de
longitudes del orden de nandémetros. El manejo de fluidos en estas escalas hace
parecer en algunos casos que la perspectiva de aplicacién sea mas remota que en el
caso de microflujos, es por eso que conforme las estructuras de conducciéon de los
fluidos se vuelven mas pequenas, es conveniente revisar la aplicabilidad de las leyes
macroscopicas de trasporte de cantidad de movimiento, energia, masa y concentracion.
En el caso de flujos macroscopicos, las leyes fundamentales de transporte siguen la
hip6tesis del medio continuo, en donde el efecto del tamafio y espaciamiento
intermolecular de los fluidos transportados respecto al tamafio de la escala
caracteristica de los sistemas no afecta la aplicacién de esta teoria. El uso de la

hipétesis del medio continuo y de sus ecuaciones gobernantes de transporte se estima

con el nimero adimensional de Knudsen, Kn=4/L., donde A es la trayectoria libre

promedio entre las moléculas del fluido, /1=(kBT )/ (\/Eﬂdzp), donde %k, es la
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constante de Boltzmann, 7, d, p son la temperatura, didmetro promedio de la

particula de fluido, y presién total del sistema de flujo, respectivamente. En el caso de
flujo de gases la hipotesis del medio continuo se aplica para valores de Kn <0.01; en el
intervalo de 0.01 <Kn <0.1, ésta hipdtesis todavia puede ser valida a las ecuaciones
gobernantes, sin embargo, las condiciones de frontera en las paredes sélidas tienen
que considerar el efecto del deslizamiento del fluido y salto de temperatura
(Karniadakis et al., 2005); mientras que para valores altos del nimero de Knudsen, en
la regién de transicion 0.1<Kn <10 las ecuaciones del medio continuo no proveen una
adecuada descripcion de los procesos de transporte y en general este rango del namero
de Knudsen ofrece una alta complejidad de analisis para la predicciéon de los campos
de velocidad, temperatura y concentraciéon, debido a las colisiones intermoleculares
entre moléculas del fluido y las paredes sélidas; finalmente para valores de Kn >10 es
alcanzado el régimen de flujo molecular libre entre las moléculas del fluido y las
paredes solidas y las colisiones entre moléculas pueden ser despreciadas, (Steffen y
Friedhelm, 2007). En el caso de flujo de liquidos en escala micro ((J102nm-102um),
puede ser aplicada la teoria del medio continuo (Hu y Li, 2007); dimensiones por
debajo de una magnitud de 100 nm, entran en la regiéon de nanofluidica, en donde el
liquido no se considera como un medio continuo, sino como un ensamble de molecular,
y se deben considerar condiciones de deslizamiento en las fronteras solidas de los
sistemas.

Por lo anterior, y considerando valores caracteristicos para sistemas de
laboratorios en un chip en escala de microflujos, se obtienen valores muy pequeios del

numero de Kn, de esta forma, la teoria del medio continuo es aplicable en el presente
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trabajo. La Tabla 2.1 resume algunos valores caracteristicos manejados en la escala de

microflujos y los correspondientes valores de los ntimeros adimensionales de Re y Kn.

Tabla 2.1. Valores tipicos geométricos, fisicos (soluciones acuosas) y de flujo en dispositivos microfluidicos.

Parametro Notacién  Orden de  Referencia

(unidad)  magnitud

Altura del microcanal H (um) 102 Bayraktar y Pidugu, 2006; Horiuchi y Dutta, 2004
Densidad p(kg/m3) 103 Tang et al, 2004a, 2007; Das y Chakraborty, 2006
Viscosidad dindmica u(Pas) 103 Das y Chakraborty, 2006; Horiuchi y Dutta, 2004
Temperatura TX) 102 Tang et al., 2004a; Das y Chakraborty, 2006; Xuan, 2008
Presion total p (Pa) 105 Bayraktar y Pidugu, 2006; Ramos, 2007;

Diametro promedio de la particula  d(m) 100 Masliyah y Bhattacharjee, 2006

Velocidad u (m/s) 103 Ramos, 2007; Bayraktar y Pidugu, 2006; Stone et al, 2004
Numero de Reynolds Re 0.1

Nutmero de Knudsen Kn 105

2.3 Electromagneto-hidrodinamica

En la escala de microflujos, la electromagneto-hidrodinamica estudia el
movimiento de fluidos por medio de microbombas, las cuales ejercen fuerzas sin el
accionamiento de partes moviles. Estas microbombas se dividen de acuerdo a la fuerza
aplicada sobre fluidos: aplicacién de fuerzas eléctricas, electrohidrodindmicas (EHD) y
fuerzas magnéticas, magnetohidrodindmicas (MHD), (Ramos, 2007).

El estudio de la EHD se divide de acuerdo al campo eléctrico aplicado en el
dominio de flujo de la manera siguiente.

Fuerza del campo eléctrico aplicado en todo el volumen del fluido: a) bombeo por
inyeccién; se inyectan cargas eléctricas —iones por parte de los electrodos a un fluido
altamente dieléctrico como etanol, metanol, acetona, propanol—, las cargas eléctricas

viajan de un electrodo emisor a un electrodo colector arrastrando por friccion al fluido
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de trabajo, y son conducidas por la fuerza de Coulomb. Entre algunas aplicaciones de
este tipo de sistemas, se encuentra el enfriamiento criogénico en microsistemas. b)
bombeo por conduccion, no es un método comin de bombeo en microflujos, consiste en
la aplicacion de un campo eléctrico en un fluido dieléctrico en donde por disociacion
molecular los iones se forman al exceder el limite del campo eléctrico aplicado,
surgiendo capas eléctricas no equilibradas i6énicas en la vecindad de los electrodos
donde la razén de disociacién es grande. Esas capas eléctricas no equilibradas son
cargadas con el signo opuesto del electrodo adyacente. Las fuerzas de Coulomb actian
sobre las capas cargadas eléctricamente, produciendo el mecanismo de bombeo. Sus
posibles aplicaciones son el enfriamiento de microsistemas. ¢) bombeo por induccién, la
carga eléctrica se induce en un medio no homogéneo por el campo eléctrico, provocando
una fuerza eléctrica sobre las cargas inducidas, la cual se transmite al fluido. La no
homogeneidad del liquido es provocada por un gradiente de temperatura la cual
disocia las cargas eléctricas del liquido. Sus posibles aplicaciones sobre soluciones
salinas hace posible su empleo en manipulacién de muestras biomédicas y quimicas,
asi como enfriamiento de microsistemas.

Fuerza del campo eléctrico aplicado en la capa difusa de una doble capa eléctrica
(EDL —Electric Double Layer- por sus siglas en el idioma inglés)- El estado quimico de
la pared sélida de un conducto a escalas micrométricas, es afectado por la presencia de
una solucién electrolitica, generando una EDL dentro del seno del fluido y en las
cercanias de la pared. La EDL esta formada por una capa eléctrica fija en la pared y
una capa eléctrica difusa con alta concentracién de cargas eléctricas libres. El
movimiento del fluido sucede cuando un campo eléctrico es aplicado sobre la capa
eléctrica difusa de la EDL, generando una fuerza de arrastre de las cargas eléctricas

libres y consecuentemente del fluido electrolitico. Las aplicaciones son el flujo electro-
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osmotico, la separacion electroforética, enfriamiento de microsistemas, aplicaciones en
procesos de separacion, reaccion y mezcla de muestras en analisis biomédicos y
quimicos.

En el caso de la MHD, ésta realiza el estudio de las fuerzas de Lorentz que actian
sobre el fluido, y que aparecen cuando una corriente eléctrica es sujeta a un campo
magnético estatico, este ultimo generado por un iman permanente.

En este contexto, las ecuaciones de Maxwell son el conjunto de ecuaciones que
describen por completo los fendmenos electromagnéticos y estan dadas en la Tabla 2.2,

(Castellanos y Pérez, 1998; Griffiths, 1999; Jackson, 1998).

Tabla 2.2. Ecuaciones de Maxwell de los fenémenos electromagnéticos.

Nombre Ecuacién en forma diferencial
Ley de corrientes totales Jmt =J+ (GD/az)

Vector potencial magnético MH =[x A

Ley circuital de Ampere OxH=J tot

Fuerza de Lorentz E=uxH- (aA/at) -y
Ecuacién de electricidad elastica OE=D

Ley de Ohm oE =J

Ley de Gauss oo = pe

Ecuacién de continuidad de carga oor =- (ape/ ot )

donde J,, es la corriente total, J es la densidad de corriente eléctrica, D es la
densidad de flujo eléctrico, o, es la densidad de carga eléctrica libre, E es el campo

eléctrico, ¢ es el potencial eléctrico, o es la conductividad eléctrica del medio, H es la

intensidad de campo magnético, K es la permeabilidad magnética, V es la velocidad
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de la carga dentro del campo magnético, A es el potencial magnético, y Ll es la
permisividad del medio. En la actualidad, las ecuaciones de Maxwell para fenémenos
electromagnéticos pueden ser reducidas de la manera que se muestran en la Tabla 2.3,
(Castellanos, 1998; Griffiths, 1999; Jackson, 1998; Masliyah y Bhattacharjee, 2006;

Karniadakis et al., 2005).

Tabla 2.3. Ecuaciones de Maxwell reducidas de los fenémenos electromagnéticos.

Nombre Ecuacién en forma diferencial

Ley de Gauss o =p
e
Ley de Gauss para el campo magnético [ [B =0
Ley de Faraday OxFE =- 6B/6t

Ley generalizada de Ampere OxH=J+ (OD/al‘)

donde B es la densidad del flujo magnético. Adicionalmente, para un medio

homogéneo se establecen las siguientes relaciones electromagnéticas:

D=0E=0,0, E, (2.1)

B=uH = pyu H, (2.2)

donde U,,00., 4, , K., son la permisividad del vacio, la permisividad relativa del medio,

la permeabilidad magnética del vacio y permeabilidad magnética relativa del medio;
las ecuaciones presentadas por las Tablas (2.2-2.3) son las relaciones fundamentales
que gobiernan la propagacion de las ondas electromagnéticas; por tanto, aunque la
velocidad de la luz no aparece explicitamente en estas ecuaciones, es un parametro
importante que es recuperado mediante la siguiente expresion
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Uy 0y =1/c%, (2.3)

donde c¢, es la velocidad de la luz en el vacio.
2.3.1 Analisis de 6rdenes de magnitud para microflujos en EHD y MHD

Los fenémenos electromagnéticos tienen una amplia gama de aplicacion en el
campo de la microfluidica para el movimiento de fluidos. De la misma forma, también
es amplia la complejidad de la aplicacion de las leyes de Maxwell en la EHD y la MHD
(Kikuchi, 1999; Ramos, 2007); es por eso, que para propositos del presente trabajo con
aplicacion en flujos electro-osmoticos en microcanales, es importante definir los limites
adecuados para el uso de estas ecuaciones y el posible desacoplamiento de los
fenémenos eléctricos y magnéticos. De esta manera, al considerar la influencia entre

un campo magnético aplicado B,, y uno generado por un flujo de corriente B, en un

sistema microfluidico en condiciones magnetoestaticas y electroestaticas, es decir que
los campos magnéticos y eléctricos no varian respecto al tiempo, (Masliyah y
Bhattacharjee, 2006), se tiene primeramente de la ley de Ampere de la Tabla 2.3 en

corriente continua, (Ramos, 2007)

OxB =, (2.4)

donde se proponen las siguientes escalas caracteristicas para la densidad de corriente,

campo magnético y geometria del sistema microfluidico

J. ~J B. ~B. L ~1, (2.5)
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donde j y /, son la densidad de la corriente y longitud caracteristica; por lo tanto, el

campo magnético generado por la corriente eléctrica se obtiene de un orden de

magnitud de la ecuacién (2.4)

B; ~ o). (2.6)

Considerando materiales no magnéticos en la ecuacién (2.6), por tanto y= Hy > (Ramos,
2007). La competencia entre el campo magnético generado B j de la ecuacién (2.6) y el

aplicado B, , se puede determinar de la siguiente forma

By wJl
BO BO

(2.7)

En este contexto y considerando la ecuacion de Navier-Stokes para sistemas

EHD/MHD dada por la siguiente expresiéon

p‘:aa—V+(VD]])V}=—|]p+/JfD2V+pg+pE+J><B, (2.8)
t e

donde V,t,p,g y p, son la velocidad del fluido, el tiempo, la presién hidrodinamica, la

aceleracion gravitacional, y la densidad de carga eléctrica del medio, respectivamente.
La ecuacién (2.8) considera fuerzas de cuerpo por efectos gravitacionales, eléctricos

(Masliyah Bhattacharjee, 2006) y magnéticos (Kikuchi, 1999). Definiendo las
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siguientes escalas caracteristicas para los términos de fuerzas viscosas y magnéticas

de la ecuacién (2.8)

jc ~j’ B(; ~B(): u.~u, L "’l, (2.9)

donde u es la velocidad de flujo caracteristica del sistema debida a la densidad de
corriente creada por la fuerza magnética de Lorentz; al comparar en ordenes de
magnitud al término de fuerzas viscosas y magnéticas en la ecuacién (2.8), se tiene que
la densidad de corriente generada por un campo magnético aplicado es del siguiente

orden

up
Jj~—L, (2.10)
"B,
al sustituir la ecuacién (2.10) en (2.7) se obtiene
B, U u
i B iy (2.11)
B, Bl

En sistemas microfluidicos en régimen de MHD/EHD, se tienen los siguientes valores

tipicos en soluciones electroliticas acuosas no magnéticas (Ramos, 2007): u~10"m/s,
By~1Tesla, 1~10"'m, g, ~10"Paly, u=p=12.566x10" H/m; por lo tanto, la

competencia entre el campo magnético generado B Y el aplicado B, de la ecuacién

(2.11) es
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B.
L «1, (2.12)

la ecuacién (2.12) indica que un campo eléctrico generado por una corriente es
despreciable en comparacién a un campo magnético aplicado por un iman permanente.
Ahora, al considerar un sistema microfluidico magnetoestatico y electrostatico, ademas
de que el campo eléctrico es irrotacional, es decir que de la ley de Faraday en la Tabla
2.3, OXE =0, por tanto E =-0¢ , (Masliyah y Bhattacharjee, 2006); se sustituye la

ecuacién de la ley de ohm E =J/0, en la ecuacién de la fuerza de Lorentz de la Tabla

2.2, para obtener la densidad de corriente producida por la aplicacién de un campo

eléctrico y magnético de la forma siguiente

J=0(E+VxB). (2.13)

Estableciendo las siguientes escalas caracteristicas para la ecuacién (2.13)

Je~Js B. ~ B, u, ~u, E. ~E, (2.14)

c

al comparar, en oOrdenes de magnitud, los términos del campo magnético VxB y

eléctrico E de la ecuacién (2.13), y considerando la ley de Ohm E =J/0, se tiene

uB, ouB,
E J

, (2.15)

por tanto, al sustituir la ecuacién (2.10) en (2.15) resulta
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= Ha®, (2.16)

donde, Ha’ es el ntimero de Hartmann el cual representa la competencia de las
fuerzas del campo magnético a las fuerzas viscosas en la ecuacién (2.8) para el flujo de
un fluido en régimen EHD/MHD. En orden de evaluar el numero de Ha*, Ramos
(2007), establece un rango de aplicacién de las microbombas segin el valor de la
conductividad eléctrica del medio. Para flujos de fluidos en escala microfluidica con
una conductividad eléctrica o<1 S/m (tipica para soluciones electroliticas como es el
caso del presente trabajo) y con los valores tipicos previamente establecido para

By.l.u, el numero de Hartmann se evalaa de la siguiente forma

oB2I?
0" = pa® <1, (2.17)

en el caso de flujo de fluidos altamente conductores con una conductividad eléctrica

o>10° S/m, Ha® toma valores més grandes que la unidad, (Ramos, 2007)

G'Bg I’
Hy

=Ha*> >1. (2.18)

Ahora, al considerar el caso de microflujos bajo la accion de campos eléctricos en

sistemas microfluidicos en un rango de E ~10° V/m (Stone et al., 2004; Horiuchi et al.,
2006), y con ayuda de los valores tipicos de u y B,, la competencia del efecto de un
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campo magnético y de un campo eléctrico aplicado se evalia de la ecuacién (2.15),

obteniendo
— <1, (2.19)

donde se observa el predominio de la accién del campo eléctrico sobre un campo
magnético aplicado en fluidos con baja conductividad eléctrica, la condicién anterior se
cumple claramente también en sistemas puramente en régimen de la EHD en donde

Bi <1 Tesla .

Por otra parte, siguiendo el contexto sobre los limites del electromagnetismo para
simplificar las ecuaciones de Maxwell, se pueden derivar las ecuaciones en condiciones
electro-cuasiestaticas y magneto-cuasiestaticas en el movimiento de fluidos para
desacoplar los efectos eléctricos y magnéticos. Los términos cuasiestaticos se refieren a
un movimiento lento del fluido, y se describe como lento en comparacién a la velocidad
de la luz, (Castellanos, 1998). De la ecuacién de conservacién de la energia en un

sistema, (Kikuchi, 1999)

W =0 (2.20)
ot

donde W en la densidad total de energia del sistema y Q es la densidad total de flujo

de energia, la cuales son definidas a continuacién

1 1 1
W=E,0V2+,0U+EUE2+E,UH2, (2.21)
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1
Q=,0V(EV2+hj—VI'I—kaT+E><H, (2.22)

donde U y % son la energia interna y la entalpia por unidad de masa, M y kf son el

tensor de esfuerzos viscosos y la conductividad térmica del fluido, respectivamente.
Estableciendo la competencia entre los términos de la densidad de energia eléctrica y

magnética de la ecuacién (2.21), (Castellanos et al., 1998; 2007)

OE*[2 _ E
B 2u B

(2.23)

con uli~ 1/ ¢?. De la ecuacién (2.6), se determina el orden de magnitud del campo
magnético generado B; por el flujo de corriente en un sistema microfluidico, bajo la
aplicacion unica de campos eléctricos; de la ley de Ohm j ~ gFE y tomando en cuenta
los valores tipicos dados para sistemas con soluciones electroliticas acuosas, /~10"* m,

o~10" S/m, E ~ 10° Vim, Hy = 12.566x1077 H/m, (Ramos, 2007), se tiene lo siguiente
B ~ o jl <1, (2.24)

considerando el resultado de la ecuacién (2.24) y el valor caracteristico para el campo
eléctrico E establecido anteriormente, en la ecuacién (2.23), se puede observar el
cumplimiento de la condicién electro-cuasiestatica (Castellanos et al., 1998; 2007),

como sigue
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OB E
B} /2u B

>1, (2.25)

lo anterior implica que el campo eléctrico es irrotacional, es decir que el efecto del
campo magnético generado por una corriente en un sistema con régimen EHD es
despreciable. Por tanto, para fluidos dieléctricos, como es el caso de flujos
electrocinéticos y en general para el estudio de la EHD, esta condiciéon se satisface
ampliamente. Por otra parte, en el caso de considerar sistemas microfluidicos con

régimen MHD, se utiliza la ley de Ohm j ~ gE en la ecuacién (2.6), para obtener el

campo eléctrico generado por la aplicacién de un campo magnético, (Castellanos, 1998)

-~ (2.26)

ahora, sustituyendo la ecuacién (2.26) en (2.23), y considerando valores tipicos para el
flujo de un fluido altamente conductor, [~10"m, o>10"S/m, B, ~1Tesla,
U= Uy = 12.566x107" H/m, (Ramos, 2007), [7~10""'C/V n, (Castellanos et al., 1998;

2007), se tiene

OE )2 O(ByJawd)' 2 0

= = <1, (2.27)
Bg/Z,uO Bg/z,uo 'u00212

la condicién de la ecuacién (2.27) desacopla los efectos eléctricos en el estudio de la
MHD, cumpliéndose la condicién magneto-cuasiestatica (Castellanos et al., 1998;

2007.)
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En conclusion, en sistemas microfluidicos con régimen en EHD, donde se incluyen
los flujos electrocinéticos (como es el caso del presente trabajo), las ecuaciones de
Maxwell se desacoplan de los fendmenos magnéticos y se reducen como lo indica la
Tabla 2.4, (Ramos, 2007; Castellanos et al., 1998; 2007), al cumplir las siguientes

condiciones

252
9B _ e <1, (2.17)
Hy
OE*2  E*
2_/ =—=—>1. (2.25)
B*2u  *B

Tabla 2.4. Ecuaciones de Maxwell aplicables al estudio de la electrohidrodinamica.

Nombre Ecuacién en forma diferencial
Ley de Gauss Om = ,08

Ley de Faraday |j X E =0

Ecuacién de continuidad de carga 0 D7 = - (a,oe/at)

2.4 Flujos electrocinéticos

Los dispositivos microfluidicos han sido utilizados en la manipulaciéon de analisis
biomédicos y quimicos durante la ultima década; de esta manera, el transporte
electrocinético como rama de estudio de la electrohidrodinamica, se usa actualmente
en forma extensa para el control de flujo y la manipulacién de solutos, inyeccidn,
separaciéon, mezcla, dilucién/concentracién y reacciéon de muestras, (Masliyah y
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Bhattacharjee, 2006; Karniadakis et al., 2005). En un principio, el transporte
electrocinético explota una combinaciéon de dos mecanismos conductores: la
electroforesis y la electro-ésmosis, (Tang et al., 2007). La electroforesis resulta de la
migracion de solutos cargados en electrolitos bajo la aplicacion de campos eléctricos,
(Tang et al., 2007, 2004a,b). El flujo electro-osmético surge cuando las paredes solidas
de un microcanal estdn en contacto con un electrolito, el estado quimico de las
superficies generalmente se altera; como resultado en la superficie se concentran iones
con una carga eléctrica determinada, mientras que iones de carga eléctrica opuesta
son liberados dentro del liquido. La carga eléctrica superficial se balancea con los iones
opuestamente cargados y presentes en el medio fluido; esta superficie eléctricamente
cargada es conocida como EDL y consta de dos zonas, una capa eléctrica fija en donde
los iones estan fijos a la pared del canal, y una capa eléctrica difusa en donde se
encuentra una alta concentracion de iones libres, la interface entre estas dos zonas, se
le conoce como plano de corte de la EDL. Una medida caracteristica de la EDL es por
medio de la longitud de Debye, la cual es una propiedad de la solucién electrolitica y
representa una distancia caracteristica de la superficie cargada a el punto donde el
potencial eléctrico decae aproximadamente en un 33% del potencial superficial,
(Masliyah y Bhattacharjee, 2006). Si un campo eléctrico se aplica a lo largo del eje
axial del microcanal en presencia de la distribucién de la densidad de carga eléctrica
dentro de la EDL, los elementos ionizados de fluido localizados dentro de la capa
eléctrica difusa, tenderan a moverse bajo la accién de fuerzas electrostaticas; como
consecuencia y debido a la naturaleza cohesiva del fluido (viscosidad), se empuja a la
solucion intermedia entre las EDLs, dejando una fuerza electrocinética de cuerpo
sobre la totalidad del fluido. De esta manera, la fuerza electro-osmética es una funcién

combinada de la distribucion de la densidad de carga y un campo eléctrico que se
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genera por una diferencia de potencial que se aplica entre la entrada y salida del
microcanal, (Masliyah y Bhattacharjee, 2006; Karniadakis et al., 2005). Como
consecuencia del rapido desarrollo de tecnologias de laboratorios en un chip, la electro-
6smosis esta siendo utilizada ampliamente como fuerza conductora para manipular
flujos de liquidos para transporte y control de muestras en analisis biologicos,
quimicos y diagnésticos médicos, (Ramos, 2007; Laser y Santiago, 2004). Por tanto, es
fundamental entender las caracteristicas del flujo de fluidos en dispositivos
microfluidicos para su optimo disefio y control, (Zhao et al., 2008).

La hidrodinamica de los fenémenos electrocinéticos ha sido revisada ampliamente
en la literatura, especificamente el flujo electro-osmotico y electroforético se detalla
por Masliyah y Bhattacharjee (2006), Karniadaski et al. (2005) y Li (2004). Diversas
geometrias de microcanales han sido empleadas para conducir flujos electro-osmoéticos,
como placas planas paralelas, capilares cilindricos, rectangulares, etc., (Tang et al.,
2004a). Cuando un campo eléctrico se aplica en la direccién de un flujo electrocinético
surge el inevitable calentamiento Joule, (Li, 2004; Tang et al., 2003, 2004a,b; Xuan et
al., 2005, 2004a,b). Estudios realizados por Xuan et al. (2004a,b,c), Tang et al. (2003,
2004a,b, 2007), Zhao y Liao (2002), analizan fenémenos de transferencia de calor
conjugados y acoplados con la temperatura en flujos electro—osmoticos, y enfatizan en
el efecto del calentamiento Joule en el flujo; el acoplamiento de los sistemas antes
mencionados son a través de la temperatura en la constante dieléctrica del fluido,
viscosidad y conductividad térmica. La separacién de muestras por medio del flujo
electroforético en base solo al solvente del flujo en microcanales es tratada por Tang et
al. (2003, 2007, 2004b), Xuan y Li (2004c, 2005). Sin embargo, es importante
mencionar que en el analisis de los trabajos previamente mencionados en este parrafo

solo consideran fluidos Newtonianos.
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Por otra parte, con el surgimiento de la electrocinética para el transporte de
fluidos bioldgicos a través de microsistemas basados en biochips, se hace necesario
caracterizar matematicamente los mecanismos de transporte asociados al proceso para
un diseno eficiente de los sistemas microfluidicos. Las estrategias para caracterizacion
se han basado generalmente en el transporte electro—osmoético de fluidos Newtonianos,
sin embargo, esta consideracidon puede ser un tanto inadecuada para estas
aplicaciones. Es claro que un modelo como la ley de Newton de viscosidad puede ser
insuficiente para describir completamente el comportamiento constitutivo de fluidos
biologicos complejos. Aunque en la literatura existen varios modelos propuestos para
analizar el comportamiento de fluidos no Newtonianos, en la actualidad, todavia
aparecen implicaciones pertinentes sobre el transporte de flujos electrocinéticos que no
han sido resueltos completamente por la comunidad cientifica, (Das y Chakraborty,
2006). Estudios realizados por Zhao et al. (2008), Berli y Olivares (2008), y Tang et al.
(2009) consideran la ley de potencia para fluidos no Newtonianos y trabajan sobre la
hidrodindmica de flujo electro-osmético; Das y Chakraborty (2006) también utiliza la
ley de potencia para resolver analiticamente la distribucion de la velocidad,
temperatura y concentraciéon en flujos electro-osmoéticos de fluidos biolégicos no
Newtonianos; Park y Lee (2008) presentan una investigacién de la hidrodindmica para
flujos electro—osmoticos viscoelasticos como la sangre y ADN a través de microcanales,
en donde el concepto de la velocidad de de referencia Helmholtz—Smoluchowski se
adapta para fluidos viscoelasticos. Recientemente, se han presentado soluciones
analiticas por Afonso et al. (2009) y Dhinakaran et al. (2010) para el flujo de fluidos
viscoelasticos en estado estable y flujo completamente desarrollado en microcanales de
placas planas paralelas y tuberias bajo la influencia de fuerzas electrocinéticas y de

presion usando la aproximacion de Debye-Hiickel, los fluidos viscoelasticos empleados
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describen el modelo constitutivo de Phan-Thien Thaner (PTT), estos trabajos muestran
los efectos combinados de la reologia del fluido y los gradientes de fuerzas electro-
osmoticas y de presion sobre la distribucion de la velocidad. Es importante indicar, que
muchos de los fluidos usados en flujos electro-osmoéticos pueden ser descritos por
ecuaciones constitutivas viscoelasticas, que relacionan el modelo PTT, tal como la
sangre, saliva, liquido sinovial y otros biofluidos, (Fam et al., 2007; Moyers-Gonzalez
et al., 2008; Owens, 2006; Thurston y Greiling, 1978; Vissink et al., 1984).

También, Herwig y Hausner (2003), y Maranzana et al. (2004), realizaron algunos
intentos por estudiar los efectos de escala en dispositivos microfluidicos, los cuales
tienen gran importancia, entre los cuales se pueden identificar: 1) conduccién de calor
axial, en las regiones del liquido y pared solida del microcanal, 2) trasferencia de calor
conjugada (relativa al espesor de las paredes), 3) propiedades dependientes de la
temperatura, 4) propiedades dependientes de la presién, 5) rugosidad de las paredes;
los primeros dos efectos de escala mencionados, son identificados como cruciales.

De esta forma, el presente trabajo resuelve el problema conjugado de transferencia
de calor en un flujo electro-osmotico con un modelo PTT, donde se muestran resultados
numéricos y analiticos de la influencia simultdnea del calentamiento Joule,
comportamiento viscoelasticos del fluido, de la combinacion de un flujo conducido por
fuerzas electro-osmoéticas/presion y efecto del problema conjugado, sobre los perfiles de
temperatura en un microcanal de placas planas paralelas. Los resultados antes
mencionados, son de suma importancia practica, que no han sido tratados por trabajos

previos.
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2.5 Ecuaciones gobernantes generales

Las ecuaciones gobernantes generales, que describen los fenémenos de transporte
del presente trabajo, son: la ecuacion del potencial eléctrico dentro de la EDL,
conservaciéon de la masa, conservacion de la cantidad de movimiento, ecuaciéon
constitutiva de fluidos viscoelasticos y conservacién de la energia en las regiones del
fluido y sélido del microcanal. Estas ecuaciones se presentan a continuacion.

FEcuacion de Poisson — Boltzmann.

La mayoria de las superficies consiguen cargas eléctricas superficiales cuando entran
en contacto con un electrolito. Las fuerzas electrostaticas derivadas de estas cargas
eléctricas superficiales son esenciales para estabilizar las suspensiones coloidales y
juegan un papel relevante en sistemas de conductos con flujo de fluidos bioldgicos y
procesos industriales. En orden de entender el papel de la concentraciéon y distribucion
de cargas y del potencial eléctrico, Masliyah y Bhattacharjee (2006), realizan un
estudio sobre la electrostatica en este tipo de fluidos en ausencia de una corriente
eléctrica en contacto con superficies sélidas, como antecedente de su aplicacién en
flujos electrocinéticos.

De la ley de Gauss, definida como una ecuaciéon de Maxwell en la Tabla 2.4, que
relaciona el flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada y las cargas
dentro de la superficie, ademas tomando en cuenta la relaciéon eléctrica dada por la

ecuacién (2.1), se obtiene

OME = p,. (2.28)

36



Considerando un campo eléctrico irrotacional, de la fuerza de Lorentz en Tabla 2.2, el
campo eléctrico se puede determinar en funcién del escalar potencial eléctrico,

E=-0¢ . De esta manera, la distribucion del potencial eléctrico en estado de

equilibrio en un microcanal que confina una solucién electrolitica se determina por

medio de la ecuacién de Poisson

OOy =-p,, (2.29)

de la distribucién de Boltzmann para un electrolito simétrico, se tiene que la densidad
de carga eléctrica de la solucién electrolitica en las cercanias de las superficies sélidas
de un microcanal dentro de la EDL, estd dada por la siguiente expresién, (Masliyah y

Bhattacharjee, 2006)

— i/
P, = —2zen,senh zev |, (2.30)
[kBTf

donde z,e,n,, ky y T  son la valencia del electrolito, la carga eléctrica elemental, el

numero de concentracion iénica general de la solucién, la constante de Boltzmann y
temperatura del fluido respectivamente. Al sustituir la ecuacién (2.30) en (2.29) se
tiene la ecuacién de Poisson-Boltzmann para la distribucién del potencial eléctrico

dentro de la EDL como a continuacion se muestra

QW Oy =2zen,,senh [ﬂj, (2.31)
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Fcuacion de conservacion de Ia masa.

Dp
2P iomy =0 2.32
D p , (2.32)

FEcuacion de conservacion de Ila cantidad de movimiento.

DpV

=-0 +b, (2.33)
Dt

donde M y b son el tensor total de esfuerzos y las fuerzas de cuerpo por unidad de

volumen respectivamente. 'l se define como

M=pl+r, (2.34)

donde I y 7t son el tensor identidad y el tensor de esfuerzos, respectivamente. Las

fuerzas de cuerpo b se establecen de la manera siguiente
b=fi+fg (2.35)

donde f; y f, son las fuerzas debidas el efecto del campo eléctrico y gravitacional,

respectivamente. f. se establece como a continuacién se indica, (Masliyah y

Bhattacharjee, 2006; Kikuchi, 1999; Catellanos y Pérez, 2007)

1 1 a0
- =p E-—EEOD0+—0| p2—E[E | (2.36)
fL Ioe > +2 (p 6,0 J
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el primer término de la ecuacién (2.36) es la fuerza de Coulomb, el segundo es la

fuerza dieléctrica y el tltimo es la fuerza de electro-restrictiva. f, se representa por

f.=pg. (2.37)

Fcuacion constitutiva de fluidos viscoelasticos.

El estudio de fluidos Newtonianos ha probado ser de un gran valor para resolver
problemas de interés ingenieril, pero esta consideracion se limita a flujos con esfuerzos
cortantes independientes del tiempo. Esto generalmente es inapropiado para la
descripcion de fenémenos de flujo en donde los esfuerzos cortantes dependen del
tiempo y la respuesta elastica (efecto de memoria) de fluidos poliméricos se convierte
en un factor importante, (Bird et al., 1987). Por tanto, es necesario incluir una
ecuacién constitutiva mas amplia dependiente de la reologia de los fluidos, que
describa el comportamiento del flujo de una manera mas detallada. De esta manera,
un modelo de forma diferencial se establece como sigue para describir el
comportamiento de fluidos complejos tal como son los fluidos viscoelasticos, los cuales
seran tratados en el presente trabajo, (Afonso et al., 2009; Osswald y Hernandez-Ortiz,

2006)

Tt )T+ Aty + A {y T +r O+ A{r ) =1, [V*‘/My(z)} (2.38)

donde f (1) y Iy, son la funcion coeficiente de esfuerzos y la primera derivada

convectiva del tensor de esfuerzos; 77, y y son el coeficiente de viscosidad polimérica y
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el tensor de la rapidez de deformacion del fluido, respectivamente; A,, A4 y A, son
coeficientes del modelo constitutivo general. A, es el tiempo de relajaciéon del fluido

definido como sigue

a =10 (2.39)

donde G es el modulo de elasticidad del fluido. La funcién coeficiente de esfuerzos

/(7w esta definido por

S () =1+;—/:Tkk (2.40)

donde 7,, y £ son la traza del tensor de esfuerzos y parametro PTT del fluido,

respectivamente. Por otra parte la primera derivada convectiva del tensor de esfuerzos

esta dada por la siguiente expresion
_Dr _ T
Ty =5 [(Ov) a+rqov)]. (2.41)

La ecuacién (2.38) se simplifica al considerar el modelo constitutivo de PTT, cuando

A =0, A4=0y A, =0 (Afonso et al., 2009; Osswald y Hernandez-Ortiz, 2006)

Ftw)T+A {%:—[(DV)TDWTEGDV)J}:/]O;'/, (2.42)

donde la rapidez de la deformacién se define de la siguiente manera, (Morrison, 2001)
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y=(0v)+@Ov)". (2.43)

Fcuacion de conservacion de la energia.

La ecuacion de conservacion de la energia para la region del fluido es
DT
fo_ .

donde C,, es el calor especifico del fluido, § es la generacion de energia debida al

calentamiento Joule por unidad de volumen en el fluido; ésta ultima definida por,

(Tang et al., 2004a; Das y Chakraborty, 2006)

. _(pV+0E)(pV +0E)

q= . (2.45)
o(7y)

por otra parte, la ecuaciéon de conservaciéon de la energia para la regiéon solida de la

pared del microcanal es, (Xuan et al., 2004a; Tang et al., 2004b)

%(pwcprw) = D EﬂkaTw)’ (246)

donde C,,, k, y T, son el calor especifico, la conductividad térmica y temperatura de

la pared del microcanal, respectivamente.

El siguiente capitulo hara uso de estos antecedentes sobre flujos electrocinéticos y
ecuaciones gobernantes generales para desarrollar la formulacion del modelo
matematico a resolver en el presente trabajo, el cual considera en el transporte de

fluidos viscoelasticos en microcanales de placas planas paralelas.
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Capitulo 3
Formulacion del problema

3.1 Modelo fisico

En la Figura 3.1 se muestra el esquema del modelo fisico de estudio. Se considera
el transporte de un fluido no Newtoniano con caracteristicas viscoelasticas con el
modelo reolégico de Phan-Thien Tanner en un electrolito simétrico. El fluido fluye a
través de un microcanal de placas planas paralelas de altura 2H, longitud L,

profundidad w y espesor de pared H . Se establece que L/H>1, L/ H >1,
w/H>1, w/H >1.Elsistema de coordenadas se compone de una coordenada axial

x y una coordenada transversal y. El flujo es accionado por un campo eléctrico E,
(electro-osmético) generado por la aplicacién de un potencial eléctrico y por un
gradiente de presion p_ (Poseuille) en la direccién axial entre la entrada y salida del
microcanal, respectivamente. El fluido entra a una temperatura 7, en x =0. La pared
del microcanal tiene condiciones adiabaticas en x<0 y x>L. En la region 0<x<L
hay un flujo de calor constante ¢, desde la pared externa del microcanal hacia los
alrededores del sistema. En la figura se indica la alta concentracién de cargas

eléctricas en la zona de la longitud de Debye «~' dentro de la EDL; ademés de la

velocidad de referencia Helmholtz—Smoluchowski uyg en la direcciéon del flujo.
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Figura 3.1. Esquema del flujo mixto electro-osmético/presién en un microcanal de placas planas paralelas.

3.2 Hipoétesis

Las ecuaciones gobernantes en coordenadas cartesianas de Poisson-Boltzmann,
conservaciéon de la masa, conservacion de la cantidad de movimiento, fluidos
viscoelasticos, conservacion de la energia para la regién del fluido y sélido de la seccion

2.5, consideradas en el presente trabajo son las siguientes, respectivamente

d oy . 0 oy . 0 oY _ 2zen,, zel

97909 .,0709,0,50¥_ h (3.1)
ox " dx a9y "9y 0z " 0z s sen (kBTf |

op, 0p, 0p dp|, 0 0 0 _

OP 4, 9P 4, OP 0P 9 g = =0 (3.2)
{at P Ve T [ Tax (Pt g, (o) g (o) =0,
Ou, Ou,k Ou Ou op | 0 0 0
e I AR IR T e UL +b,, (3.3)

p(az “ox Voy Waz] o {axrxx E Al
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ov, Ov, _ Ov, Ov op | 0 0 0
tu—ty—tw— == | T +—T +— +b (3.4)
p(at “ox vay Wazj oy L')xryx ayryy azryz} r’

ov, ow kB Oow ow op .| 0 0 0
Ztu—tv—+w— =L | 1 +—T_ +—T. |+b_, (3.5)
p(az ax oy 62) o {ax SR E > } :
£ Ty Txy Ty, Ty Txy Ty,
|:1 + O_I(Txx + T, T, ):| ryx Tyy I, + Al E ryx ryy Tyz -
0
Ty zy T, Ty sz T,
oo aw) v ow
Ox Ox Ox T Ty Tu T Ty Tu Ox Ox Ox
A Qu v Ow r,, T, T,|+ T, T, T []a—” o Ow (3.6)
1 d ay ay ¥x »w vz »x wo tyz d dy Oy
a_u a_v a_w TZX sz TZZ TZX sz TZZ a_u @ a_w
| 0z 0z Oz 0z 0z Oz |
Vs y Xy Vaz
= 12 yx 12 o Yz
y zx y zy Vez

9T, o (. oT,\ o(. aT,) d(, oT,
c 9% _0(, 0h,), 0, 0%, ), 0, 0%, (3.8)
Oy ax[Wax) ay(Wayj az(Wazj

donde u,v y w son la componentes de la velocidad en las coordenadas cartesianas x,y

y z, respectivamente.
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Las siguientes hipotesis se establecen para simplificar las ecuaciones gobernantes

anteriores

El flujo es completamente desarrollado con V Z{u( y),O, O} .

El campo de temperatura se encuentra en régimen estacionario.

Flujo incompresible.

Propiedades constantes con la temperatura, para cambios menores a 10 K,
(Horiuchi y Dutta, 2004).

Las paredes del microcanal estan sujetas a un flujo de calor constante.

Se impone un gradiente de presion constante en la direccion x .

El efecto de la aceleracion gravitacional es Unicamente en la direccién de la

coordenada y .

El campo eléctrico es irrotacional, y acttia solamente en la direccion de la
coordenada x .
El movimiento del fluido obedece al modelo reolégico de Phan-Thien Tanner
simplificado (SPTT).
El potencial Z es uniforme a través de las paredes del microcanal, debido a los
bajos cambios de temperatura en el sistema.
El calentamiento Joule es uniforme a través del microcanal.
Por tanto atendiendo a las suposiciones establecidas, las ecuaciones de Poisson-
Boltzmann, conservacion de la masa, cantidad de movimiento y conservacion de la
energia (para el microcanal y sus paredes) se transforman de la siguiente manera,

respectivamente

2 2
0 l,é/_'_a l,él _ 2zen,, senh zely ! (3.9)
ox~ Oy o kT
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5 =0 (3.10)
0:—3—};+%ryx+peEx, (3.11)
g_ly?: P, (3.12)
oT 0°T, 9°T
C /=g rL0r
PCp o T | a2 ayz]
. (3.13)
e 00 T Ty 0 Yy 0
0 p, O|+7, T, Oy 0 0 +{(pe”+UExL(Pe“+JEx)},
o 0o o) (o o r.J)JLo 0o o
2 2
aa Tzw +% =0. (3.14)
x ly

Las condiciones de frontera asociadas a las ecuaciones (3.9), (3.11-3.14) son,

respectivamente

W(x,y=H)={, (3.15)
Yy =0, (3.16)
W I y=0)

donde ¢ es el potencial Z fijado en el plano de corte de la EDL,
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3.3 Estimacion de o6rdenes de magnitud en las ecuaciones
gobernantes

El analisis de escalas se recomienda como el método inicial para obtener una
informacion significativa del trabajo intelectual en la soluciéon de problemas de los
modelos matematicos que rigen el comportamiento de un fenémeno. El objetivo del
analisis de escalas en este trabajo, es usar los principios basicos de mecanica de fluidos
y trasferencia de calor para determinar los 6rdenes de magnitud aproximados de las
variables de interés, cuando se lleva a cabo apropiadamente, éste anticipa dentro de
un factor de orden unidad los resultados obtenidos por soluciones exactas. Por tal
motivo esta seccién del trabajo recurre a este método como una herramienta adicional
para la simplificacion de las ecuaciones gobernantes y proponer las escalas
caracteristicas del sistema.

Fcuacion de Porsson — Boltzmann.
De la geometria del sistema se tienen los siguientes 6rdenes de magnitud para las

coordenadas axial y transversal respectivamente

x~L, (3.26)

y~H, (3.27)
para el potencial eléctrico se tiene

v~ (3.28)
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donde ¢, es el potencial eléctrico de referencia.

Considerando un microcanal largo en donde L> H y que la permisividad del medio
solvente es independiente de la temperatura al establecer que los cambios de
temperatura son menores a 10 K (Horiuchi y Dutta, 2004), se comparan en 6rdenes
de magnitud el término axial con el transversal del potencial eléctrico de la ecuaciéon

(3.9), obteniendo lo siguiente

Ye Y. (EJZ <l (3.29)

por lo anterior, la ecuacién (3.9) de la distribucién del potencial eléctrico se transforma

como a continuacidn se indica en

0%y _ 2zen, zely
= 22 o =-p, 3.30
o 00" {kBTJ pe (3:50

La ecuacién (3.30) es valida para microcanales largos donde se considera que el
potencial eléctrico es independiente de la posicion axial y que el fluido esta en estado
de equilibrio sin la aplicacién de un campo eléctrico, (Masliyah y Bhattacharjee, 2006).

Por otra parte, considerando la aproximaciéon Debye- Hiickel, se tiene que

zely zel
h| =L | . e 3.31
. (kBTJ kT, 330
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donde T, es la temperatura caracteristica del sistema. La ecuacién (3.31) es valida

cuando se cumple la siguiente condiciéon

zelY)
—rf<] 3.32
kgT. ~ ( )

C
que se alcanza con valores tipicos utilizados en aplicaciones de flujos electro-osmoéticos

(Tabla 2.1, 5.1); por lo establecido en la ecuacién (3.31), la ecuacién (3.30) se puede

linearizar de la siguiente manera

7Y K4, (3.33)

donde «? es el pardametro Debye-Hiickel dado por

2z%en
K2 =22 | (3.34)
DkBTf

Las condiciones de frontera correspondientes para resolver la ecuacién (3.33) son las
indicadas por las ecuaciones (3.15) y (3.16), obteniéndose la solucién a la distribucién
del potencial eléctrico del medio solvente en estado de equilibrio como funciéon de la

coordenada transversal
(3.35)
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donde 4« es el inverso de la longitud de Debye. Por lo tanto, la densidad de carga
eléctrica dentro de la EDL se obtiene al combinar las ecuaciones (3.33) y (3.35) con la
ecuacién (3.30) del potencial eléctrico en la direccién transversal, quedando la
siguiente expresiéon que se sustituira en la solucién de la ecuacién de conservacion de

cantidad de movimiento (3.11)

cosh(ky)

cosh(KH) (3.36)

p.==0K¢

FEcuacion de conservacion de la cantidad de movimien to.
De la ecuacién (3.12), y considerando que la columna hidrostatica transversal es
despreciable a escalas micrométricas, y en este caso cuando L>> H, se establece el

siguiente orden de magnitud para el gradiente de presién en la coordenada transversal

9P (3.37)
Oy

de esta forma, la presién solo es funciéon de la posicién axial x en el sistema, lo que

significa

dp _dp
=2 3.38
Ox dx ( )

Tomando en cuenta el orden de magnitud establecido por la ecuacién (3.37), las
ecuaciones de cantidad de movimiento (3.11) y (3.12) se transforman de la siguiente

manera
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d
0:—d—p+i+peEx, (3.39)
dx dy

con sus correspondientes condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (3.17) y
(3.18). El manejo de la ecuacién (3.39) en combinacién con el modelo reolégico SPTT,
para la obtencion del gradiente de velocidades en el flujo mixto electro-
osmotico/presion, es dado en el Apéndice A.

FEcuacion de conservacion de la energia en el fluido.

Estableciendo las siguientes escalas caracteristicas en el sistema
.~ E., u~u,, (3.40)

donde E_. y u,. son el campo eléctrico y velocidad caracteristicos, respectivamente; ésta

ualtima tiene el siguiente orden de magnitud

Ue ~ Upg, (3.41)

donde, uyg=-L{E,/n, es la velocidad de referencia Helmholtz-Smoluchowski,

utilizada por Afonso et al. (2009), en el analisis del campo de velocidad de fluidos
viscoelasticos con modelo SPTT. Al comparan en ordenes de magnitud al tercer
término del lado izquierdo de la ecuacién (3.13), que es el término fuente en la
ecuacién de la energia, con valores tipicos en flujos electro-osméticos (Tabla 5.1),

resulta
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% <1, (3.42)
OE

4

donde se puede observar que la densidad de carga neta moviéndose con el fluido es
despreciable con el efecto conductivo al aplicar el campo eléctrico, (Das y Chakraborty,
2006). Con lo indicado en el orden de magnitud de la ecuacién (3.42), el efecto del

calentamiento Joule de la ecuacién (3.13) queda determinado inicamente por

g, ~OE?>. (3.43)

c

Considerando el término de conversion de energia mecanica por efectos viscosos a
energia térmica de la ecuacién (3.13) y con ayuda de la ecuacién (A.6) en el Apéndice A

y la ecuacién (3.37), se tiene el siguiente orden de magnitud

p., 0 0 Tyw Ty O 0 Vy O

0 0 0f+[7, 0 OfW 0 0|~(p.+7.)V.. (3.44)
0 00/ o o oJjLo 0 o

en donde se establecen las siguientes escalas caracteristicas

P~ P~ Dy T~Tc> y~yc5 (345)

donde, p..7. y . son las escalas caracteristicas para la presion, esfuerzo y velocidad

de deformacién, respectivamente. De la ecuacién (A.10) en el Apéndice A, se asume

que el balance entre los esfuerzos cortantes provocados por el efecto de las fuerzas
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electro-osmoticas a las de presion, son del mismo orden de magnitud, como a

continuacién se indica

DCEK 1, (3.46)

pH

por lo tanto, la ecuacién (3.44) se transforma en
(pC+Tc)yC~TCyc~pcyca (3.47)

en donde el esfuerzo de corte caracteristico se establece de la ecuacién (3.46) como

sigue

1. ~0(E,.k, (3.48)

mientras que el orden de magnitud de la velocidad de deformacién en la ecuacion

(3.47) es, Morrison, 2001)

<

Ve <. (3.49)

por lo anterior, el balance entre el calor generado por el calentamiento Joule de la
ecuacién (3.43), al de energia mecanica por efectos viscosos de la ecuacién (3.47), y con
valores tipicos en sistemas microfluidicos mixtos con fuerzas conductoras electro-

osméticas y de presion (Tabla 5.1), queda
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OE?
— ],
OJE.Ku,,/H

(3.50)
de esta manera, es posible despreciar el calentamiento producido por efectos viscosos
en el movimiento del fluido en el microcanal, por lo que finalmente la ecuacién (3.13),

se reduce de la manera siguiente

or 9T 9°T
f f f 2

=k +k +0EZ, 3.51

ax f axZ f ayZ X ( )

PC

con sus correspondientes condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (3.19-3.22).
Ahora, de la ecuacién (3.51), al comparar los términos difusivos axial y transversal con
el de generacion de calor por calentamiento Joule, se tienen las siguientes escalas para

los cambios de temperatura caracteristicas de la region del fluido en el sistema

272
ar, - 25l (3.52)
Yk
/
oE;H?
AT, |, ~ 1;, : (3.53)

donde AT, y AT,, son los incrementos de la temperatura caracteristicos en las

direcciones x y y en la region del fluido, respectivamente. Estableciendo un balance

entre la ecuacién (3.52) y (3.53) se tiene
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~—>1, (3.54)

lo que significa que las diferencias de temperatura en la direccion longitudinal son

mucho mayores que en la direccién transversal en el microcanal.

3.4 Adimensionalizaciéon del modelo matematico

En el proceso de adimensionalizacion de las ecuaciones gobernantes se propone
introducir las siguientes variables para normalizar el modelo matematico del presente

trabajo

)(=%, (3.55)

f7=%, (3.56)

Z= y};f , (3.57)

=" (3.58)
Ups

= kfa(]?;];j) (3.59)
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0 =kf(Tw_Te)

» (3.60)
oE*H?

donde yx es la coordenada en la direccion axial para la region del fluido y sélido; 7 y Z

son las coordenadas transversales en la regio del fluido y sélido, respectivamente; u ,

6?/, y 6, son la velocidad, temperatura en el fluido y temperatura en el sélido del

microcanal, respectivamente. A continuacién se sustituiran las variables
adimensionales anteriores en las ecuaciones gobernantes del modelo matematico.
Fcuacion de conservacion de la masa.

Introduciendo las variables adimensionales dadas por las ecuaciones (3.55) y (3.58) en

la ecuacién (3.10), se tiene la ecuacién adimensional de conservacién de la masa

—=0. (3.61)

Fcuacion de conservacion de la cantidad de movimien to.
Introduciendo las variables adimensionales dadas por las ecuaciones (3.56) y (3.58) en
la ecuacién (A.12) en el Apéndice A, se obtiene la ecuacién adimensional para el

gradiente de velocidad del sistema

.
=+ Asinh(Rr7) =T 17 +2BeDe’ sinh® (Rip) -

on

— gDeKq —6FF£DeK sinh*(knn+—TI £DeK/7 sinh(kr7) = 0.

K

(3.62)
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con sus correspondientes condiciones de frontera

i(x.n=1)=0, (3.63)
g_;, =0, (3.64)
M(xn=0)

donde De, = Akuy;g es el nimero de Deborah (basado en el espesor de la EDL y la

velocidad Helmholtz-Smoluchowski). De la adimensionalizacién del gradiente de

velocidad, surgen los siguientes parametros y constantes de simplificacion

H* p,
=, 3.65
oor (3.65)
t":De;( = g(AIKuHS )2 ’ (8.66)
K=kH, (3.67)
K

A=——-—, 3.68
cosh(k) ( )

cosh” (K)

cosh“ (k)
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_ 1
" cosh(®)’

0 (3.71)

donde I' es la competencia de las fuerzas de presion a las fuerzas electro-osmoticas;

£De? es el parametro viscoelastico que define el comportamiento reolbgico del fluido; y

K es el parametro electrocinético que indica una medida representativa del espesor

de la EDL respecto a la altura H del microcanal, respectivamente; 4,B,F y O son

constantes de simplificaciéon. Por tanto, la solucién de la ecuacién (3.62) es

2
L7=(1—2F£De,%)(1—S)+§£De,%(1—53)—%F(1—/72){1+8?—2€KF2 (1 +/72)}+

K
3 &De; F[I—Sz N

22 _ ()2
> o K- —(kn)

F+2KM (SR —1)} - (3.72)
12£De? 2
e

{/?M(l ~1R) +(1 +%(/?/7)2JS —(1 +%/?2H,

donde

_ cosh(kn)
S= “cosh(®) (3.73)
_ sinh(kn)
R = Sinh(@) (3.74)
M =tanh(k), (3.75)
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siendo § y R variables simplificadas; M es una constante de simplificacion. En
régimen estacionario y para £=0, la ecuacién (3.62) recupera el modelo tradicional en
forma adimensional de flujo mixto electro-osmético y de presién, (Masliyah y
Bhattacharjee, 2006; Afonso et al., 2009; Sharma y Chakraborty, 2008) para fluidos

Newtonianos como sigue

g—z+Asinh(/?/7) -I'n =0, (3.76)

con sus respectivas condiciones de frontera dadas en las ecuaciones (3.63) y (3.64).
Feuacion de conservacion de la energia en el fluido.

Introduciendo las variables adimensionales dadas por las ecuaciones (3.55), (3.56),
(3.58) y (3.59) en la ecuacién (3.51), se obtiene la ecuacién adimensional de la energia

para la region del fluido

06 9’6, 06
Bpeii—L=p——L+" L 41, (3.77)
oy ox- on
con sus correspondientes condiciones de frontera
8, (x=0.7)=0, (3.78)
06,
a—‘ =0, (3.79)
X =)

60



%,

=0, (3.80)
on (

X1=0)

8 (x.n=1)=8,(x.Z2=0), (3.81)

adicionalmente a la ecuacién (3.81), se toma en cuenta la condicién de compatibilidad
en la interface interna de la pared del microcanal; de esta forma, sustituyendo las
variables adimensionales dadas por las ecuaciones (3.56), (3.57), (3.59) y (3.60) en la
condicién de frontera de continuidad de flujo de calor de la ecuacién (3.22), que dicta

una de las condiciones del fenémeno conjugado de transferencia de calor, queda

9%

) 0 , (3.82)

(x7=1)

del proceso de adimensionalizacién de las ecuaciones (3.77) y (3.82) surgen los

siguientes parametros

H
= 3.83
B 7 (3.83)
oC u,  H

Pe=—PHS" (3.84)

ky

_ k. HH

g="wi"w .
1L , (3.85)
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v, (3.86)

M|
1

I~

donde [ es el cociente del alto a la longitud del microcanal en la regién del fluido; &
es el cociente del alto a la longitud del microcanal en la region del sélido; Pe y @ son
el nimero de Peclet y el término de conjugacion, éste ultimo, representa la competicion
entre el calor conductivo longitudinal en la pared del microcanal y el calor convectivo
en el régimen de flujo laminar del fluido.

FEcuacion de conservacion de la energia en el sélido.

Introduciendo las variables adimensionales dadas por las ecuaciones (3.55), (3.57) y
(3.60) en la ecuacién (3.14), se obtiene la ecuacién adimensional de la energia para la

region del s6lido

—~ 12
06, , a5, _

——w =), (3.87)
ay? 2 az°
con sus correspondientes condiciones de frontera
06,
= =0, (3.88)
ax (x=0.2)
06,
—u =0, (3.89)
ox (x=1.2)
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mientras que en la interface externa del microcanal se sustituyen las variables
adimensionales dadas por las ecuaciones (3.57) y (3.60) en la condicién de frontera

dada por la ecuacién (3.25), quedando

=——N, (3.90)

del proceso de adimensionalizacién anterior surge el siguiente parametro donde

n

OE’H’

(3.91)

es el término normalizado de generacién de energia, siendo la competencia entre el
flujo de calor desde la pared externa del microcanal y el calentamiento Joule. Por otra
parte, en la interface interna del microcanal, se considera de la ecuacién (3.22) en

forma adimensional

6,(X.Z2=0)=6,(x.n=1), (3.92)

adicionalmente a la ecuacién (3.92), se debe introducir la condicién de compatibilidad
del fenémeno conjugado de transferencia de calor, dada por la ecuacién (3.82).

En el siguiente capitulo, se planteara la metodologia de solucion del modelo
matematico adimensional formulado en este apartado, con base en una solucién
numérica por un método iterativo convencional y su validacion analitica por medio de

una solucidén asintoética.
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Capitulo 4
Metodologia de solucion

4.1 Solucién numérica

4.1.1 Analisis numérico

El modelo matematico se resolvié mediante un esquema numérico convencional en
diferencias finitas centrales. Las ecuaciones de energia para el fluido y del s6lido son
resueltas por un proceso iterativo, en donde ni la temperatura, ecuacién (3.81), ni su
correspondiente gradiente, ecuacién (3.82), son conocidos en la interface sélido-liquido,
lo que conlleva al un problema conjugado de transferencia de calor; por tanto,
primeramente se resuelve la temperatura adimensional de la pared sélida con sus
condiciones de frontera, especificando una temperatura arbitraria en la interface
interna del microcanal para inicializar el proceso. Consecuentemente se obtiene un
campo de temperaturas en la pared del microcanal, del cual se determinan el
gradiente de temperatura en la interface interna hacia la region del sélido

(06, /0z )| ); este gradiente de temperatura se usa para completar la condicion de

(x.z=0

frontera de la ecuacién (3.82) y determinar el gradiente de temperaturas (aef /6/7)‘( )
Xn=

para resolver la ecuacion de la energia en la region del fluido en conjunto con sus
dema4s condiciones de frontera. De esta manera, se obtiene un campo de temperaturas
para el fluido. Una vez que se resuelven las regiones del sélido y del fluido, se

comparan la temperatura interfacial &(x.7=1) y 6, (x.Z=0), hasta cumplir la
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condicion de tolerancia impuesta al proceso numérico |l9f ( X.n= 1) -6, ( X.Z= 0)| <107,

Si la condicién anterior no se satisface, el ciclo se repite llevando la nueva temperatura

interfacial calculada en la iteracion previa de la regiéon del fluido al sélido
e, ( X.Z = O) = 6?f ( X.n= 1) , con el fin de inicializar nuevamente el proceso numérico.

El modelo matematico del problema se resolvié numéricamente para diferentes valores

2

de los parametros adimensionales £De,, @, Pe, [ 'y A .Para los calculos numéricos, en

el fluido se empleo el siguiente tamano de la malla discretizada Ay =0.005, Ar =0.003,
con M =200 nodos en la direcciéon transversal 7 y N =200 nodos en la direccion
longitudinal y . Similarmente, para la pared solida del microcanal, el tamafo de malla
es M =200nodos en la direccion transversal Z y N =200 nodos en la direccion
longitudinal y . Por lo tanto, el sistema de ecuaciones linear se presenta por una
matriz de orden N x M para cada region, el cual se resolvidé por el método iterativo de
Sobrerelajacién Sucesiva (SOR), con una tolerancia de 10%.

4.1.2 Método “SOR”

La discretizacion de los modelos matematicos adimensionales y sus respectivas
condiciones de frontera, (Apéndice B), se implementaron en el método iterativo de
solucién SOR, (Hoffman, 2001). En el método de SOR, la temperatura adimensional
del fluido y de la pared solida del microcanal es evaluada en iteraciones sucesivas

mediante

K+l _ ok k+1

O = O, @00, ;. (4.1)
k+l _ ~k f+1

Oyij = O + @005 . (4.2)
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donde k,i y j son el nimero de iteracién y posiciones nodales de la malla discretizada

. ., . . . k+1 k+1
en la direccidon axial y transversal, respectivamente; © f,wf,AG)f;i’ Gy o,.m,.00, j

son la temperatura adimensional en forma discretizada, factor de relajaciéon del
método SOR y cambio de la temperatura adimensional por iteraciéon y nodo de la malla
discretizada en la region del fluido y sélido, respectivamente. El factor de relajacion se

obtiene de las siguientes expresiones

@, = 2[1_— “l_ffw] (4.3)

2
:cos(ﬂ/l)+(Q,¢)2cos(ﬂ/J) =i =) J=(i -1 4d
7 O 1) S =), 00

donde Q=Ax/An y ®=Ax/AZ son las relaciones de aspecto de la malla discretizada

en la region del fluido y solido, respectivamente; i son el namero maximo de

nodos en la direcciéon axial y transversal. La codificaciéon de la solucién numérica en

Fortran PowerSation 4.0, se presenta en el Apéndice C.

4.2 Solucidén asintdtica

4.2.1 AnA4lisis asintético

Con el objetivo de validar los resultados numéricos, se propuso una solucién
asintética para las ecuaciones (3.77) y (3.87). Por tanto, para obtener los parametros

adimensionales y los regimenes de trabajo relevantes para este proposito, se introduce
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un analisis de 6rdenes de magnitud en este apartado. Debido a las condiciones
adiabaticas de ambos lados de la pared del microcanal, un orden de magnitud del
balance de energia en la pared del microcanal indica, en primera aproximacion, que la
mayoria del calor generado por efecto del calentamiento Joule es del orden de
magnitud del calor conductivo transversal en el sistema del microcanal, y también del

mismo orden de magnitud que las pérdidas de calor, esto es

AT AT
OEIH ~k, ;; Yk, — g (4.5)

w

H

w

donde AT, , es el incremento de temperatura caracteristica en la direccion transversal

de la pared del microcanal. Por otra parte, el cambio total de temperatura en la

coordenada transversal del microcanal es entonces del orden de

AT, ~ AT, , +AT, . (4.6)

Combinando las ecuaciones (4.5) y (4.6), se puede demostrar que

ATf,y 1

—, 4.7
&, L

a

,5_‘2
AT —
.y a_, (4.8)
AT, 1+&°
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por lo tanto, al sustituir AT, , de la ecuacién (4.7) en la ecuacién (4.5), el cambio total

de temperatura en la coordenada transversal debe ser del orden de

(4.9)

De las ecuaciones (4.7) y (4.8), se obtienen limites asintdticos relevantes, los cuales
dictan los regimenes fisicos del proceso conjugado de transferencia de -calor.
Basicamente, para flujos electro-osmoticos se tienen limites tipicos para parametros

adimensionales los cuales son @/g> <1y 67/52 ~O(l), ambos para o <1.

Para valores de @/£% <1, de las ecuaciones (4.7) y (4.8), se obtiene

AT g AT,
Sy @ Dy (4.10)
AT, & AT,

con la ecuacién (4.10), se puede observar que la caida de temperatura transversal en el

fluido son muy pequeinas comparadas con el cambio total de temperatura AT, , a lo
mucho del orden de CT'/ £2.; mientras que las variaciones de temperatura transversal
en la pared del microcanal con el cambio total de temperatura AT, son del mismo

orden.

En el limite 67/52 ~0(l) se consideran dos casos: @/g* ~1 y @/&?> 1. Primeramente,

para valores de ﬁ/é_‘z ~1, de las ecuaciones (4.7) y (4.8), se obtiene

68



AT AT
/.y NL; w.y ~l’ (4.11)
AT, 27AT, 2

asl, las variaciones de temperatura transversal, tanto como para la pared del

microcanal y el fluido (comparadas con AT, ), son del mismo orden de magnitud.

Finalmente, para valores de ﬁ/?z >1, de las ecuaciones (4.7) y (4.8), resulta lo

siguiente

AT AT, g2
Sy 2wy E7 (4.12)
ATy ATy a

A vpartir de la ecuacién (4.12), se puede observar que la caida de temperatura

transversal en el fluido es del mismo orden que el cambio total de la temperatura AT,

mientras que las variaciones de temperatura transversal en la pared del microcanal

con el cambio total de temperatura AT, son muy pequefias, a lo mucho del orden de

52/5' . La solucién asintética presentada en la siguiente seccién valida la solucion
numérica, considerando los limites asintoticos c_r/ 2«1, ﬁ/ g2~ O(1) con a<1.
4.2.2  Limites asintéticos @/&? <1, @/&? [JO(1) con a <1

En este régimen, se proponen las siguientes series de expansiones regulares, en
potencias de &. Primeramente para la temperatura adimensional de la regién del

fluido

6, =60 (X)+ a0, (x.1)+.... (4.13)
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y para la regién del solido en el microcanal

6,=6,,(x.2)+ab,, (x.2)+.... (4.14)

con lo anterior, se asume que la temperatura del fluido en primera aproximacién es

funcion de y, y la temperatura de la pared del microcanal depende de y y Z. Al
introducir la ecuacién (4.14) para la regiéon del sélido en la ecuacién (3.87), queda la

siguiente expresion

2 2 g [ 92 2
a 0 Hwo +CT'6 le + +i d gw() +C_ra HWI +...1=0, (415)
g2 0z2 0z*

con sus correspondientes condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (3.88-3.90),

que se transforman de la manera siguiente, respectivamente

()(:0,17):65—;0+aa—‘);1+...:0, (4.16)

(x=1n) a§;°+c7%+...:o, (4.17)
=2

(X,Zzl):?—‘zm+ﬁ%+...=—%/\. (4.18)

Para la regiéon del fluido, se sustituye la ecuaciéon (4.13) en la ecuacién (3.77)

resultando en
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2 2 2
ﬁpeg[%+ﬁ%+..}=ﬁ{aféo +a’ 9{' +...]+c?a O 4 (4.19)
X

con sus respectivas condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (3.78-3.80)

(X=0.7):60+a60) +...=0, (4.20)
06,, 26

()(:1,/7):6—;)+ﬁa—~;+...:o, (4.21)
96,, _08

(X,nzo):a—~l';’+ﬁa—/;‘+...:o. (4.22)

Ambas ecuaciones, (4.15) y (4.19), necesitan de condiciones de compatibilidad en la
interface interna de la pared del microcanal dadas por las ecuaciones (3.81) y (3.82),

quedando respectivamente

(6,0 +a8,, +"')(X,z=0) - (gfo *at), +-")(Xﬂzl) ’ (4.23)

Z{%MT%h} = [%+C_¥%+.. (4.24)
(x.2=0)

g2| 0z 0Z

Agrupando términos del orden @°, de la ecuacién (4.24), se obtiene
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_ 96,

(4.25)
(r.z=0) 01

0(50):;—2009—;0

(xn=1) |

Considerando los limites asintéticos de este apartado, se deduce de la ecuacién (4.15)
que los gradientes de temperatura en la direccién transversal de la pared interna y
externa del microcanal son constantes; por lo anterior, de la ecuacién (4.18) se tiene la

siguiente igualdad

=-£ A, (4.26)

de la ecuacién (4.26), la condicién de frontera en la interface interna del microcanal de

la ecuacién (4.25) se transforma en

20,
o

A (4.27)
=) 9

Por otra parte, al considerar la ecuacién (3.54), que indica que las caidas de
temperatura en la coordenada transversal son muy pequenas en comparacion de las
caidas de temperatura en la coordenada axial, se puede integrar la ecuacién (4.19) de

la energia del fluido en la direccién de la coordenada transversal:

00,0 = _ _
[BPe / fg:(l)udl7+aﬁPe 3y 7=

ox

9%6 _ %6, . _ e

S0 j”_ld/7+ﬁ,82 1 _[”_ld/7+6_7 1 +1

2 /7:0 2 /7:0 .
a/Y a)( 6,7 (X,/7=])

(4.28)

,82
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Sustituyendo la ecuacién (4.27) en (4.28), y agrupando términos del orden a’, se

obtiene una ecuacion diferencial simplificada para la temperatura adimensional de la

region del fluido

0(50):ﬁpea§;0 Y 9

29
L0 p+1, (4.29)
X

0

donde, £ =L’77::é17 (I];EDe,z(,l?,l_)dﬂ. La solucién general de la ecuaciéon (4.29), con sus

correspondientes condiciones de frontera indicadas por las ecuaciones (4.20) y (4.21),

en primera aproximacion es

001~ (A —1)|:6Xp[k1£e(/(:;;)12)J —exp[_ klge H + (1161_[;\]3):( .

donde

k = {1 ~26De2F +%(2£De,2(F - 1)} +

2 2
2 pe2 - 26Dk M{1 +g} [1p 206 5,
3 3% 3F 3 35 g2

N o (4.31)
2
S0 1 PR K2 s MO o) T o |-

2 K 4K 2 3 2sinh (k) K
2 — =2
36£Dc; 2| KM (M R |
K 2 K 6

Considerando los limites asintéticos de este apartado en la ecuacién (4.15), se agrupan

términos del orden @°, para obtener la siguiente expresién
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0 8 HO w

=0 (4.32)

por lo tanto, la solucién analitica de la ecuaciéon de la energia para la temperatura
adimensional de la pared solida del microcanal con sus correspondientes condiciones

de frontera dadas por las ecuaciones (4.18) y (4.23), en primera aproximacién resulta

como a continuacidn se indica
22
B0 (X-Z) = —F N6, (x)- (4.33)

4.3 Numero de Nusselt

De la definicién del niimero de Nusselt

Nu=—2X (4.34)

donde % es el coeficiente de transferencia de calor por conveccion y L.~ H es una

longitud caracteristica. El flujo de calor en la interface interna del microcanal obedece

a la condicién de no salto en la temperatura, por tanto

_ 0T,
qgonv =qgond :h|:Tf (x,y = H)_TW:| =-_L (4.35)

0 |1 y=r)
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n n . . . .,
donde ¢, ¥ qoong SOn el flujo de calor por conveccion y flujo de calor por conduccion
en la interface interna del microcanal, respectivamente; 7, es la temperatura media

en la pared del microcanal. De la ecuacién (4.35) se deduce la siguiente expresién para

el coeficiente de transferencia de calor por conveccién

9%y

[ _
h= (xy=t1) (4.36)
Tf (x,y:H)—Tw

Sustituyendo la ecuacién (4.36) en la ecuaciéon (4.34), el nimero de Nusselt reducido

para este problema se escribe como

oT,

Oy | _
Nu = - (ry=r) (4.37)
Iy (x.y=H)=T,

En términos de las variables adimensionales y con ayuda de la solucién para el campo
de temperaturas en primera aproximacién de la seccién 4.2.2, la ecuacién (4.37) se

transforma en

_aefo
on _
Ny=— &7 (4.38)
3/0 )

donde 8, es la temperatura media adimensional en la pared del microcanal definida

por la siguiente relacion
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g - _‘-(; 6011/ ()(,Z)dZ

h 1 (4.39)
f1az

La ecuacién (4.39) se ayuda de la integraciéon de la ecuacién (4.33), quedando

- 2N
8,=0,-52. (4.40)

2a

De la ecuacién (3.82) para los gradientes de temperatura en la interface del microcanal

se tiene

Gl o
. :%‘?—‘Zw : (4.41)
Tlxnm) € (x.2=0)
considerando la ecuacién (4.26), la ecuacioén (4.41) de transforma en
06
af 0 =-A. (4.42)
T =)

Sustituyendo las ecuaciones (4.40) y (4.42) en la ecuacién (4.38), se obtiene en niimero

de Nusselt reducido

(4.43)

Z

o

11

\o]
mm| Ql
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El niimero de Nusselt reducido en forma discretizada para su solucién numérica se
encuentra al final del Apéndice B.

En el siguiente capitulo, se presentaran en forma grafica los resultados de la soluciéon
numérica en la distribucién de los perfiles de temperatura en la region del fluido y
solido del microcanal en el problema conjugado de transferencia de calor que se
plantea en este trabajo; ademas se mostrara la influencia de los parametros
adimensionales representativos en el proceso de transporte. Finalmente se validaran
los resultados numéricos obtenidos para los perfiles de temperatura y para el namero

de Nusselt, con la solucion analitica propuesta.
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Capitulo 5

Analisis de resultados

Para los propésitos numéricos y analiticos en este estudio, en la Tabla 5.1 se
presentan valores de los parametros fisicos utilizados y que resultaron en los
parametros de transporte adimensionales involucrados en el analisis.

La Figura 5.1 muestra los perfiles de la temperatura adimensional a través de la
seccién transversal del microcanal, evaluada en la posicién de la coordenada axial
X =0.5, para diferentes valores de los parametros adimensionales mostrados y
variacion del parametro viscoelastico, £De,%(: 0, 1, 4). La distribucion de temperaturas
en la regiéon del fluido exhibe un comportamiento ligeramente parabdlico, y en el s6lido
un comportamiento linear, similar a los resultados mostrados por Tang et al. (2004b)
para fluidos Newtonianos. Se puede observar que al incrementar el valor del
parametro viscoelastico (junto con los esfuerzos cortantes y velocidad de deformacién
dentro de la EDL), el efecto de conveccién de calor también se incrementa, por tanto, el

valor de temperatura adimensional decrece con respecto al caso Newtoniano

(é‘De,% = 0) . La temperatura mas alta ocurre en el centro del microcanal, por tanto, es

claro que el calor generado por calentamiento Joule se transfiere de la regién central a
la pared del microcanal por conveccién y conduccién en el fluido, y se disipa a través de

la pared del microcanal por conduccién, para finalmente ser transferido hacia el

exterior por el efecto de flujo de calor constante qg .
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Tabla 5.1. Valores tipicos y parametros de transporte considerados en la solucién numérica y asintdtica.

Notacién Valor Unidad Referencia
H 1o+ (m) Tang et al., 2004b, 2007
Geométricos H, (105-104 (m) Tang et al., 2004a,b; Xuan et al., 2004b
L o2 (m) Tang et al., 2004a; Xuan et al., 2004a
K 10°6(}) (m) Masliyah y Bhattacharjee, 2006
z .00 ) Masliyah y Bhattacharjee, 2006
L O 110°10(*) (C/V-m)  Masliyah y Bhattacharjee, 2006
Electrocinéticos . .
4 102 W) Masliyah y Bhattacharjee, 2006;Afonso et al. 2009
E 105 (V/m) Masliyah y Bhattacharjee,2006;Horiuchi et al., 2006
g o3 (S/m) Ramos, 2007
& 0.0-0.5 () Dhinakaran et al., 2010
. lasti
Viscoeldsticos Delz( 0.0-3.5 (@) Dhinakaran et al., 2010; Afonso 2009
N 104 (Pas) Tang et al., 2004a; Das y Chakraborty, 2006;
P o3 (kg/m3) Tang et al., 2004a; Das y Chakraborty, 2006;
Flyj
e D, o (Pa/m)  Xuany Li, 2005
Uy o3 (m/s) Ramos, 2007
k r 0.61-0.7 (W/m-K) Tang et al.,, 2004b; Xuan et al., 2004a
k., 0.15-0.19(}) (Wm-'K) Tang et al.,, 2004b; Xuan et al., 2004a
Térmicos k, 1.38(8) (W/m-K) Tang et al.,, 2004b; Xuan et al., 2004a
¢, 4180 (J/kgK)  Xuan et al,, 2004a
g, 108 (W/m2)
B 0.01 e
3 0.001 ©
K o2 © Masliyah y Bhattacharjee,, 2006; Tang et al., 2004b
Parametros £De,2( 0,1.0,4.0 (@) Afonso et al., 2009
adimensionales r -1.0,0.0,25 © Afonso et al., 2009
a 2.5x107-2.5x10 ©
Pe 0.5-15 -) Horiuchi y Dutta, 2004
A 0.5,0.75,1.0 © Das y Chakraborty, 2006;

{Basado en un electrolito simétrico con concentracion idnica de [0.001 mM; * solucién acuosa; I polimetil metacrilato
(PMMA); § silice fundida

La Figura 5.2 muestra los perfiles de temperatura adimensional a través de la seccion
transversal del microcanal, evaluada en la coordenada axial Y =0.5, mostrando la
influencia del parametro [(=-1,0,2.5), que representa la competencia entre las

fuerzas de presion y las fuerzas electro-osmoticas. Es evidente que para valores

negativos de I, se obtiene fisicamente el efecto de un gradiente de presion favorable
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en direccion del flujo, acelerandolo y aumentando el efecto convectivo de calor,
causando un decremento de la temperatura adimensional; caso contrario se obtiene
para valores positivos de I . En esta figura, también se incluye el caso de I =0, el cual
corresponde a un flujo dominado por un perfil de velocidad tipo "tapon" y fuerzas

electro-osmoticas.

13 -W
123 =100
ef,ew ] x=05 ;
' 114 A001 L |-m— eDe’ =0, Newtoniang
1 =0.001 : N
109 2=2.5x10" T
ir= P |TA— aDe’ =4
99 A=075 :
] Pe=1.0 .
7 ;
6 P,
] Fluido : Solido
5 :
43 5
3 5
2 ++-—r-T——1-r——tr—rrrrr—r

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

- n ~- zZ—

Figura 5.1. Perfil de temperatura adimensional como funcién de la coordenada transversal del microcanal

en las regiones del fluido y s6lido, en y = 0.5, para diferentes valores del parametro viscoelastico, sDei .

La Figura 5.3 muestra los perfiles de temperatura adimensional a través de la seccion
transversal del microcanal para diferentes posiciones de la coordenada axial

adimensional, X(=0.1,0.5,1). Para los parametros seleccionados, se observa un

crecimiento linear de la temperatura hacia la salida del microcanal.
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5.2

5.0
ef,ew ]
4.8
464 poot —=—Tr=25
444 z=0001 ; —e—T=0
e a=2.5x10" § —a—r=1
] e’ =4 :
4.0—; A=0.75
R -
] Fluido : Solido
3.6 4 .
3.4 3
3.2 3
3.0
2.8
2.6 +—r—rrrr—rrrrrr e

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

0 - z—

Figura 5.2. Perfil de temperatura adimensional como funcién de la coordenada transversal del microcanal

en las regiones del fluido y s6lido, en y = 0.5, para diferentes valores del parametro I".

La Figura 5.4 muestra los perfiles de temperatura adimensional a través de la seccion

transversal del microcanal, evaluada en la coordenada axial y =0.5, para diferentes
valores del parametro ﬁ/ g’ (: 25,2.5,0.25), respectivamente. En esta figura se puede

. . , _/_2 .
apreciar que para valores decrecientes del parametro a/ £° , hay un incremento de los

gradientes de temperatura a través de la pared del microcanal; estas predicciones
numéricas, estan de acuerdo a al analisis de 6rdenes de magnitud dados en la seccién

4.2.1 del Capitulo 4. Por ejemplo, para a"/ £2 =25, corresponden al limite mostrado por
., =2/=)-
la ecuacién (4.12), en donde prevalece (ATf’y/ATy)~l y (ATw,y/ATy)~(£ /a), para

5’/52=2.5, corresponde el limite dado por la ecuacién (4.11); finalmente, para

67/ £2=0.25, corresponde el limite dado por la ecuacién (4.10). Por tanto, para los
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parametros mostrados y para valores decrecientes del parametro CT’/ g2, la disipacién

de calor es mas lenta a través la pared del microcanal, causando importantes
gradientes de temperatura, por efecto de la variacién de la conductividad térmica y la

geometria de la pared del canal.

W___ . o

7.5
7.0 3
0,0 3
/v 654 ;
E eDe’ =4 :
003 o :
559 o001
504 @=2.5x10° §
454 =0 :
1 A=075 :
4'0_5 Pe=1
3.0 5
2.5 3 Fluido : Slido
2.0—; : —I—X:]_
1.5 3 ; —e—x=05
1.0 3 ? —+—x=0.1
0.5—5%
O.O'....I....I....I....I....i....I....I....I....I....

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

- n L 7z

Figura 5.3. Perfil de temperatura adimensional como funcién de la coordenada transversal del microcanal

en las regiones del fluido y s6lido, para diferentes posiciones de la coordenada axial adimensional, y .

La Figura 5.5 muestra la influencia del nimero de Peclet, Pe(= 0.5,1,1.5), sobre el

proceso conjugado de transferencia de calor. Se puede observar, que al incrementar los
valores de Pe, el efecto convectivo de calor tiende a disminuir los valores de la
temperatura adimensional en el microcanal. Por lo tanto, el nimero de Peclet es un

indicador de la magnitud del efecto convectivo en el sistema.
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3.5
S f,GW ]
3.0 :
1 | ——a=2.5x10",£=0.001, @W&’=25 | :
55 | —+—a=2.5x10°£=0.001, G/£’=25| :
1 | ——0=2.5x10",£=001, a/£*=0.25] :
2.0 :
1 k=100 .
15 «De'=4 :
] p=001
4 X:05
104 ro
] A=075 R
051 Pe=1 Fluido - Solido
0.0 —+—r—rr—r—r—r—1r-r—r—rrr——rrrrrrrre

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

- n - z—

Figura 5.4. Perfil de temperatura adimensional como funcién de la coordenada transversal del microcanal

en las regiones del fluido y s6lido, para diferentes valores del parametro, 67/ g2,

La Figura 5.6 muestra los perfiles de temperatura adimensional a través de la seccion

transversal del microcanal, evaluada en la coordenada axial Y =0.5, mostrando la
influencia del parametro A(=0.5,0.75,1), que representa la competencia del calor

generado por el calentamiento Joule al flujo de calor en la superficie externa del

microcanal. En esta figura, se observa que para cualquier valor del parametro A, los

cambios de temperatura adimensional en la coordenada transversal de la regiéon del

fluido y del sélido, son pequeiios; sin embargo, la influencia entre los valores de A

cambia los perfiles de temperatura en forma muy sensible. Por tanto, el efecto del

calentamiento Joule es el factor dominante para valores decrecientes de este

, ., . ., "
parametro en comparacion de la correspondiente extraccion de calor por q, -
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Figura 5.5. Perfil de temperatura adimensional como funcién de la coordenada transversal del microcanal

en las regiones del fluido y s6lido, para diferentes valores del nimero de Peclet, Pe .

7.5 7 -
6 ,e i #%=100 L = uy
1w 6.5—E X=05 :
6.0 4 po01
554 20.001
504 @25x10°
454 ™ ,
1 &De =4 :
4.0 3 “ :
1 Pe=1 .
3.0 3 D orn
25 E Fluido : Solido
2.0
1.5 :
1.0 3 : —a—A=05
j —e— A\=0.75
0.5—E : —a—A=1
-0-5-lllIIIIIIIllllIlllllllllillllIlllllllllllllllllll

0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.
2

Figura 5.6. Perfil de temperatura adimensional como funcién de la coordenada transversal del microcanal

en las regiones del fluido y sdlido, para diferentes valores del parametro A .
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La Figura 5.7 compara las solucién numérica (evaluada en la coordenada transversal

17 =0.5) de las ecuaciones (3.77-3.82), con la solucién asintética de la ecuacién (4.30)

en el comportamiento de la temperatura adimensional del fluido como funcién de la

coordenada longitudinal X del microcanal, para diferentes valores del parametro
viscoelastico, £Deﬁ(: 0, 1, 4). Se observa la correspondencia entre soluciones. Se

muestra también, una ampliacién del perfil de temperatura axial de la zona a la salida

del microcanal para un valor sDei =0, donde se puede apreciar el cumplimiento de la

condicién de frontera de la ecuaciéon (3.79).

1 O El)ﬂi:(), Numérico, n=0.5
25 1 /o] —@— Dé =0, Analitico

20 4 23] smo-- €D€2K=O, Numérico,n=0.5

J —— EDeZK:O, Analitico

1
N
N

1

159 =0

1 po01

4 Z=0.001

] r=0o ---- £DezK:l, Numérico,n=0.5
104 A=0.75 —v— &Dé’ =1, Analitico

1 Pe=1 v <

1 a=2.5x10°

5 M»/V”/M

- £DezK=4, ]\r’umérico,l]=0.5‘

4 —— SDeZK=4, Analitico

0 HE e T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
X

Figura 5.7. Comparacién entre la solucién numérica (evaluada en 5 = 0.5 ) y asintética del perfil de

temperatura adimensional del fluido, como funcién de la coordenada longitudinal y del microcanal, para

. , . - 2
diferentes valores del pardmetro viscoelastico, £De, .

La Figura 5.8 compara la solucién numérica (evaluada en 77 =0, 0.5, 1) y la solucién

asintotica de la temperatura adimensional del fluido como funciéon de la coordenada
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longitudinal y del microcanal. Para los parametros mostrados y un valor del
, . Y 2 . . .,
parametro viscoelastico £De;, =4, se observa una mejor correspondencia de la solucion

asintética en primera aproximacion con el resultado obtenido numéricamente en la

posicién transversal /7 =0.5.
La Figura 5.9 y para los parametros mostrados, con £De,% =4, compara la soluciéon

numérica dada por las ecuaciones (3.87-3.90), (3.92) y (3.82), con la solucién asintética
dada en primera aproximacién por la ecuacién (4.33), en el comportamiento del perfil
de la temperatura adimensional del sélido a través de la coordenada transversal de la
pared del microcanal. Se observa que la correspondencia entre estas soluciones de los
perfiles de temperatura no es tan exacta como el caso de la region del fluido en la
Figura 5.7, pero es un buen indicador en primera aproximaciéon del correcto
desempenio del método numérico en la solucion del modelo matematico, tanto para la
region del fluido como de la pared del microcanal.

Como caso ilustrativo y en orden de implementar los resultados de la solucion
numérica de la Figura 5.1, las Figuras 5.10 y 5.11 muestran los perfiles de
temperatura del microcanal en casos particulares de variables fisicas como funcion de

la coordenada transversal y. Para los parametros adimensionales mostrados, para
tres diferentes valores de 8De,%(= 0, 1, 4) y dos diferentes valores de la conductividad
eléctrica o(=0.001,0.005 S/m), respectivamente, se pueden comparar ambas figuras,

apreciando que al incrementar el valor de la conductividad eléctrica, la temperatura
en el sistema se incrementa drasticamente.
De la misma manera, para implementar la solucién de la Figura 5.7 en variables

fisicas, la Figura 5.12, presenta la comparaciéon entre la solucién numérica (evaluada
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en y=50um) y la solucién asintética en el comportamiento de los perfiles de
temperatura en unidades fisicas como funcién de la coordenada longitudinal x, para
un valor del parametro viscoelastico SDei =4 vy dos diferentes valores de la
conductividad eléctrica o(=0.001,0.005 S/m), respectivamente. Se aprecia que al

incrementar el valor de la conductividad eléctrica, la temperatura del fluido se
incrementa drasticamente en la direccion longitudinal, lo cual influye en la
distribuciéon de temperaturas en la regiéon de la pared sélida del microcanal, como se

aprecia en las Figuras 5.10 y 5.11, respectivamente.

8 -
. 1 00
0 . £=0.01
/ ] £=0.001
6 . r=0
1 A=075
5 ] Pe=1 )
] a=2.5x10
4 _: EDeZK=4
3
2
. Numérico (r7=0)
T e Numérico (7=0.5)
I Numérico (17=1)
0 — ------- Analitico
-lllIIllllIlllIIllllIllllIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 ¥ 1.0

Figura 5.8. Comparacién entre la solucién numérica (evaluada en 5 = 0,0.5,1) y asintética del perfil de

temperatura adimensional del fluido, como funcién de la coordenada longitudinal y del microcanal, para

, . 4, . 2
un valor del pardmetro viscoelastico, £De, .
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Figura 5.9. Comparacién entre la solucién numérica y asintdtica del perfil de temperatura adimensional

del sélido, como funcién de la coordenada transversal de la pared del microcanal, evaluada en y =0.5,

s - , - 2
para un valor del pardmetro viscoeldstico, £De, .

300.2
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Figura 5.10. Perfil de temperatura como funcién de la coordenada transversal del microcanal

en las regiones del fluido y sélido, en x =0.5¢m , para diferentes valores EDelz( y o= 0.00IS/m .
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Figura 5.11. Perfil de temperatura como funcién de la coordenada transversal del microcanal en las

regiones del fluido y sélido, en x =0.5cm, para diferentes valores de £De/2( y o =0.005 S/m .
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Figura 5.12. Comparacién entre la solucién numérica y asintética del perfil de temperatura como funcién
de la coordenada longitudinal del microcanal en las regiones del fluido y sélido, para un valor de £Dez y
o =0.001,0.0055/m..
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Complementariamente, en las Tablas 5.2 y 5.3, se presenta la comparaciéon entre las
soluciones numérica y asintotica para el nimero de Nusselt reducido, evaluado en
diferentes posiciones axiales Y y para diferentes parametros adimensionales
involucrados. En la Tabla 5.2 se muestra que el niumero de Nusselt es independiente
de los parametros adimensionales De,, Pe, A, [ 'y K. En el caso del presente
trabajo en donde el flujo de calor es constante en la interface externa del microcanal,
se tiene que Nu es una constante que también es independiente de la coordenada axial

X , dependiendo tnicamente del parametro 5/52 indicado por la ecuacién (4.43), como

se puede observar en la Tabla 5.3. En estas tablas, el subindice A, se refiere a la

solucién asintotica y el subindice &, denota la solucion numérica.

Tabla 5.2. Numero de Nusselt reducido, evaluado en diferentes posiciones axiales y y para diferentes

, . . . 2
parametros adimensionales involucrados, con a'/ £ =25,

Nu,, Nu,
X Del =1 eDei=4 =0 T[=25 Pe=10 Pe=15 A=075 A=10
0.1 498665  49.8266  49.8266  49.8416  49.8266  49.8266  49.8266  49.6997 50
0.5 49.8765  49.8433  49.8433  49.8516  49.8433  49.8366  49.8433  49.6972 50
1.0 49.6240  49.5123  49.5123  49.6381  49.5123 507227 49.5123  49.8438 50

Tabla 5.3. Numero de Nusselt reducido, evaluado en diferentes posiciones axiales y y

: , 2
para diferentes valores del parametro a/s (=25,2.5,0.25).

a=25x10".a/z2 =25 a=25x10".a/s =25 @=25x10".a/g2 =025

X Nu,, Nu Nu,, Nu Nu, Nu 4
0.1 49,8266 50 4.9849 5 0.4982 05
0.5 49,8433 50 4.9835 5 0.4982 0.5
1.0 495123 50 5.0057 5 0.4990 0.5
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Conclusiones

En el presente trabajo se analiz6 numérica y asintéticamente el problema
conjugado de trasferencia de calor de flujos combinados, electro-osmoéticos y de presién
en un microcanal de placas planas paralelas. El fluido que se considero sigue un
modelo reologico PTT. El resultado final de este trabajo fue la estimacién de los
perfiles de temperatura adimensional en la region del fluido y de la pared sélida del
microcanal en las condiciones impuestas. Se mostrd la influencia de los parametros
adimensionales de transporte representativos, como son parametros reoldgicos del
fluido, de flujo, electrocinéticos y de transferencia de calor; parametros que tienen una
relevancia significativa en el control del incremento o decremento de la temperatura
en el sistema del microcanal. Se logré alcanzar una buena aproximacion de los
resultados numéricos obtenidos con la solucién asintoética propuesta, lo cual deja un
campo de aplicaciéon abierto al empleo de técnicas experimentales con fines de seguir
validando el modelo matematico aqui desarrollado. Esta investigacién ayudara a
comprender las consecuencias del incremento de la temperatura por el calentamiento
Joule, el cual tiene importantes efectos practicos. Tales efectos de calentamiento
pueden tener consecuencias en una baja eficiencia de separacion de muestras,
reduccién de la resolucién en los analisis, y pérdidas en la inyeccién de muestras en
aplicaciones biomédicas. Por lo tanto, el presente modelo y su correspondiente
solucion, pueden actuar como una herramienta que ayude al entendimiento de los
diferentes mecanismos de trasporte en el eficiente diseno de los sistemas

microfluidicos.
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Apéndice A

Analisis del gradiente de velocidad con el
modelo reolégico Phan-Thien Tanner

En el caso de la ecuacién constitutiva de fluidos viscoelasticos con el modelo SPTT,
se tiene que el balance de esfuerzos con la velocidad de deformacién queda, (Afonso et

al., 2009; Osswald y Hernandez-Ortiz, 2006)

’ T Ty O 21, 1, 0 010
1+,7—1(rxx+ryy+rzz) T Ty O [+AV.| T, 0 0|=n|p,1 0 0] (AD
0 0 0 r.. 0 0 0 00 0

de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones

|:1 + g_/]l(rxx + ryy + T, ):| Ty = 2/11 Tyxyyw <A2)
o
&l
1+ (7 +1, +1..)|1,, =0, (A.3)
e, ),
&l
|:1 + ,7_01(Txx + Tyy + Tzz ):| Tzz = O, (A4)
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£A . .
1+,7_1(Txx +Tyy +TZZ) Tyx _/]lryyyyx :onyx, (A5)
0

de las ecuaciones (A.3) y (A.4), se deduce lo siguiente
r, =r1. =0, (A.6)
y dividiendo la ecuacién (A.2) por (A.5) se obtiene

_2AT),
no

(A.7)

XX

de la ecuacién (A.5) se obtiene la velocidad de deformacién como se indica a

continuacién

7
du {1+’7()lrxx}ryx (A.8)
/) == .8
& dy o ’

la ecuacién (A.8) define por tanto, el gradiente de velocidad para el modelo reolégico
viscoelastico considerado de SPTT, que al sustituir la ecuacién (A.7) se transforma en

la siguiente expresion

3
ﬂ = Tﬂ + 25/]12 Tyx . (A9)
dy 1y o
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Despejando el término de las fuerzas viscosas de la ecuacién (3.39) y sustituyendo la
densidad de la carga eléctrica de la ecuacién (3.36), se hace un proceso de integracién
en la direccién transversal resultando en la siguiente expresiéon para el esfuerzo

cortante 7,

r SOCEK sinh (k)

+
yx X COSh(KH) ny’ (AlO)

donde p, =dp/dx. Sustituyendo el esfuerzo cortante r,, dado por la ecuacion (A.10) en

la ecuacién (A.9), se obtiene una nueva expresiéon para el gradiente de velocidad del

sistema en funcion de las fuerzas electro-osmoticas y de presion

du
dy Ny cosh(kH) n, n, cosh(kH)

. 1 3
_(O{E,k sinh(ky) +pny+2£Az£DZExK sinh (k) +pxy] (A.11)
1 . :
T

Desarrollando el polinomio de la ecuacién (A.11), ésta se expande de la siguiente forma

@:DZEXK sinh(/(y) +pxy+
dy n, cosh(kH) 1,

3 3
2 DZEXK sinh(/(y) )2%%
28/11 [ ,70 COSh(KH)J +[ ] + (A.].Z)

268 3ny[DZExK Sinh(Ky))J2+3[pxy]2{DZExK Sinh(KY)] :

Mo n, cosh(kH n, cosh(kH)

con sus correspondientes condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (3.17) y

(3.18).
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Apéndice B

Discretizacion en diferencias finitas e
implementacién de la solucién numeérica

B.1 Discretizacion del modelo matematico

El modelo matematico fue resuelto por un esquema numérico con diferencias
finitas centrales, (Hoffman, 2001). Primeramente, discretizando el paso nodal para la

coordenada axial adimensional de la regién del fluido y sélido
X=iby:i=0,1,..N; B.1)

ahora para la coordenada transversal de la regiéon del fluido y sélido, se tiene

respectivamente
n=jAn, Z=jAZ:j=0,1,..,M. (B.2)
Las derivadas parciales de las ecuaciones de energia (3.77) y (3.87), pueden ser

escritas en forma discretizada como se muestra a continuacién; para la coordenada

axial de la region del fluido y solido
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06, Orin,; ~©

ox 20y

LiTlJ (B.3)

2
06, ©sin ;720,90 9°0, Ouin,; ~20
ox

A)(2 ? 2

- Wi, J + Ow,i—l,j , (B4)
ox

Ax?

2

ahora, para las coordenadas transversal de la region del fluido y sélido

2
0 Hf _ G)f;i7j+l _2ef;i7j + @f;i,j—l . 02 W eW;i,jH _zew;i,j +Ow;i,j—l (B 5)
o’ An? oz AZ? S

Region del fluido’ Sustituyendo los términos adecuados de las ecuaciones (B.3- B.5) en
la ecuacién (3.77), se obtiene la versién discretizada de la ecuacién de la energia

adimensional para todos los nodos que no son nodos frontera

DxBPeir;
2 _ J 2
|:B 7 }gf:iﬂ,j +Q 9f;i,j+l

Q%6 —2(,82 +QZ)0f;l.,j +Ax? =0,

para i=1,...,i, ;=L j, .

El término de la velocidad adimensional # de la ecuacién (3.72) se reemplaza por el

término por u IE sustituyendo la coordenada adimensional transversal /7 por el término

adecuado de la ecuacién (B.2), quedando en su versiéon discretizada de la manera

siguiente
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i, =(1-2DeDe)(1- F) +§5De,% (1 —F3) —%r (1 —(qu)z)[l +5/§_ff2(r2 (1 +(JA/7)2)}

+%5§—2’%r{1 - F? +(;?2 —(/?(jA/]))sz+2/?M((jA/7)FR —1)}— B.7

lzf(—D"%rz{/?M(l—(jM)R)+(1+%(’7(J'A/7))ZJF‘(1+%’72ﬂ'

Las condiciones de frontera discretizadas de la ecuaciéon (B.6) se dan a continuacién.

De la ecuacién (3.78), para la seccién de entrada del microcanalen Y =0:

©,, ;=0 (B.8)

para i=0;7=0,..., /.-

De la ecuacién (3.79), para la salida del microcanal en y =1:

Q0w +2B°0 1y, + Q20 L —2(B2+ Q)0

AxBPei, } (B.9)
2

| - 2BYF =0,

con F, = (60f/6)()‘()(:m) = [(Of;iﬂ,j -0/, )/ZAX} =0;para i =i,,7 =L Jpger-

De la ecuacién (3.80) para el centro del microcanal en /7=0:

AxBPeu; AxBPei ;
2 AT TR L +20%0,. .+ B2+ L 1~
{'B P }efﬁw @f,z,ﬁl {'B P @f,t—l,/ (B.10)

2(BP+Q2)0,,  +ox* - 20%AnF, ) =0,

con F, = (aﬁf/aq)‘()m:o) = [(@f;iJH -0, i )/2AI7:| =0;para i=1,..,i,, . ;;j=0.
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De la ecuacién (3.81), para la interface interna del microcanal en 77=1:
Q=60 (B.11)

para i=0,..,i Ademas de la ecuacién (B.11) en la interface interna del

microcanal, se considera la condicién de compatibilidad dada por la ecuacién (3.82) de

la forma discretizada siguiente

» , DxpPeir;

) A)(ﬁpeﬁj :| _
{ﬁ 2 |97 (B19)

3 }@f:iﬂ,j +20%0 ., {ﬁ

2(,32 + Qz)@f;,.,j +Dx? +2QANF, ;) =0,

con Fo; = (67/52)(69“,/62”()(,2:0) = [(@f;wurl —@f;i,j_l)/ZAq};para =Lt 157 = T
Ahora, la condicién de frontera para el nodo esquina de la malla en las coordenadas
i=i,,.J=0, fue discretizada considerando las condiciones de salida y del centro del

microcanal de las ecuaciones (3.79) y (3.80), obteniéndose

g +Ax? -

N

AxBPeii; } (B.13)

2AXF,, =0,

X

200Q%F,, +{,82 -

finalmente para la region del fluido, la condicién de frontera para el nodo esquina de la

malla en las coordenadas i=i,,.,j=j,.,, fue discretizada considerando las condiciones
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de salida y de la interface interna del microcanal de las ecuaciones (3.79) y (3.82),
obteniéndose
2 2
270, +2Q7°0,,

iy _2(/32 +Qz)@f;i,j +Ox +

. (B.14)
{'32 _Tj} 2DXFy +2Q%ANF,y ;) =0,

Region del solido- Sustituyendo los términos adecuados de las ecuaciones (B.4) y (B.5)
en la ecuacién (3.87), se obtiene la versién discretizada de la ecuacién de la energia

adimensional para todos los nodos que no son nodos frontera

_ a _ a . _
0Oyint,j + 27 P Ouiijst ¥ 0Oyt j + 7 POy =20 [1 t—

para i=1,...,i, ;5] =L.,j, .

Las condiciones de frontera discretizadas de la ecuacién (B.15) se dan a continuacién.

De la ecuacién (3.88), para el lado izquierdo de la pared del microcanal en y =0:

~ - 2
2C_r@w;iﬂ,j +‘;L2¢2@w;i,j+] +‘;qu)2®w;i,j—l _267[1+§_2]@w;i.j —200)F,y, =0, (B.16)

con F, = (GHW/GX)‘()FO,Z) = [(@w;iﬂ,j -0, )/2A/Y] =0; para i=0;/=1L..., j,n;

De la ecuacion (3.89) para el lado derecho de la pared del microcanal en y =1:
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= = 2
280, ; +;i2cpzew;,.,j+l +%cpzew;,.,j_1 - 25(1 +§—2J Oy +280XF, ., =0, (B.17)

con F, = (aew/a)()\()(:hz) = [(GW;HJ =0, )/ZA)(} =0; para i =i, = L joe -

De la ecuacién (3.92) para la interface interna del microcanal en Z=0:

Qi =0, (B.18)

para i =0,...,i,,.;j =0.

Para la condicion de frontera de la interface externa del microcanal, de la ecuaciéon

(3.90), en Z =1:

~ 2
ao,,...,; + 2%“’29”,;,-, S FAO, - 25(1 +§—2] ©,,; —2AP*AZ =0, (B.19)

para i =1l 157 = Joax-

Ahora, la condicién de frontera para el nodo esquina en las coordenadas i=0,j=j,,.,

fue discretizada considerando las condiciones del lado izquierdo y de la interface

externa de la pared del microcanal de las ecuaciones (3.88) y (3.90), obteniéndose

~ 2
200, + 2%“’29}1,;,-, - 25(1 +%} ©, j —2aDYF,, —2A®*AZ =0, (B.20)
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finalmente, para la region del sélido, la condicién de frontera para el nodo esquina en

las coordenadas i=i fue discretizada considerando las condiciones del lado

max’j = jmax ’
derecho y de la interface externa de la pared del microcanal de las ecuaciones (3.89) y

(3.90), obteniéndose

(DZ

200 —
52

wii—1,j w;i, j—1

+2_i2q>2® 25{1+ ]@w;i,j+2c7A)(E1,x2—2/\q>2AZ:o (B.21)
£

B.2 Implementacion del método “SOR”

La discretizacion anterior de los modelos matematicos adimensionales y sus
respectivas condiciones de frontera se implementaron en el método iterativo de SOR,

como a continuacion se describe.

Region del fluido: El cambio de temperatura A@l}tl ; en nodos interiores que no

correspondan a nodos frontera es determinada de la ecuacién (B.6) adaptandose al

método de SOR de la siguiente forma
AxpPeir;
{ﬁz R }Of;m,j +Q%0,; ju +

AxBPeu
k+1  _ 2 J ) B
Aef;i,j - {'B +2i|ef;i—1,j+ 2(,3 +Q ) (B.22)
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La temperatura en la entrada del fluido del microcanal fue especificada por la
ecuacién (B.8); mientras que las condiciones de frontera que no tienen temperatura
especificada son adaptadas al método de SOR como sigue, primeramente a la salida
del microcanal a partir de la ecuacién (B.9) se obtiene

Q’e

+2182® 111+Q eflj—l_

AxBPe, } 2(p2+0?). (B.23)

VENAL
K+l _
AG)f;i,j -

2 0)o,, o] -0 o,

para la condicién de frontera en el centro del microcanal a partir de la ecuacién (B.10)

se obtiene

fl+1j+2Q G)fl]+1+

{,32 AXﬁPeu }G)

A,\/,BPeu }

peft =4 B +——L | 2(ﬁ2+92). (B.24)

fi=lj =

2(,6’2 +Qz)em +0x? -2Q°AnF,

La temperatura en la interface interna del fluido del microcanal fue especificada por la
ecuacién (B.11) y en adicién a esta condicién de frontera, a partir de la ecuacién (B.12)

se obtiene

A)(,BPeu
{'Bz }Q/’;HLJ + 2Qz@f;l',j—l +

AYBP
ML =4| P+ Xﬁ “ }ef;i-hj_ 2(pr+0?).  (B.25)

2(,82+Qz)of,J+A)( +202AnF,y;
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Para la condiciéon de frontera en el nodo esquina en las coordenadas i=i,, ,j=0y a

partir de la ecuacién (B.13) se obtiene

2870, +2Q%0; ju _2(ﬁ2 +Qz)ef;i,j +Ax* -

AxBPeii

AOKH =
S ]
2 : :|2AXFx2

20NQ%F,, 1{52 - 2(pr+Q?). (B.26)
y

finalmente, la condicién de frontera para el nodo esquina en las coordenadas

i=i,,] = jme ¥ @ partir de la ecuacién (B.14) se obtiene

2570 1 42270 1 =2 B+ Q)0 +AY

k4 - _
A0y = { 5 - AxBPeu;

) 2(,32 +QZ), (B.27)
5 / }ZA)(FX2 +2Q%ANF, 5 ;)

k+1

Region del solido: El cambio de temperatura AO]; ;. en nodos interiores que no

correspondan a nodos frontera es determinada de la ecuaciéon (B.15) adaptandose al

método de SOR de la siguiente forma

_ a 7
a@W;HLJ‘ +?¢26w;i.j+l +aew;l'—1,j + CDZ
CIVEE a ®’ 25(1 +_2J’ 529
sl 2 _ p— £
é_j¢’ Ouii, 1 20’[1 +52] Oui.j

las condiciones de frontera que no tienen temperatura especificada son adaptadas al
método de SOR como sigue, considerando primeramente el lado izquierda de la pared

del microcanal a partir de la ecuacién (B.16) se obtiene
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_ a .o
2a@wu'+l.j +§7¢ OW;i,ﬁl +

wil,j T

— 2 2
pelt =12 0%, —25[1+q_’2 Jew.l. = 25[1+?J, (B.29)
z 1y z HE g

2aMXF,

wx1

ahora, para el lado derecho de la pared del microcanal a partir de la ecuacién (B.17) se

obtiene

_ a
2a(aw;i—l,j +?¢2ew;i,j+1 +
~ 2 2

pekt =12 0%, —25(1 +c'_°2Jew;i’ I 25(1 +q_’2], (B.30)
£ £ £
200)F,,,

La temperatura en la interface interna del microcanal fue especificada por la ecuacién
(B.18), adicionalmente se considera la ecuacién (3.82), para evaluar los siguientes

gradientes de temperatura en las regiones del fluido y solido, respectivamente

a 96,

o)

a _98.,
g2 0Z

on =Fy,» B:31)

_a Bijr1 =6
g? AZ

(x.2=0) (i.j=0) (xn=1)

la ecuacidon anterior es necesaria para evaluar el gradiente F

2(i, ) en las ecuaciones

(B.12) y (B.14) para la regién del fluido. Ahora, a partir de la condicién de frontera en

la interface externa de la pared del microcanal de la ecuacién (B.19) se obtiene
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aO,;in; 2%‘1’2%;@1—1 +a0,;1, = 2
OL = g zc—{l +"_’2J. (B.32)
25(1 +_2]ew.i ;—2A®*AZ €
=7 | O

Ahora, a partir de la condicién de frontera para el nodo esquina en las coordenadas

i=0,j= j.. de la ecuacién (B.20) se obtiene

26_rewgi+1, j +2%¢2@w;i,/'—1 -
J g . CD2
ICHE 2 25[1 +_2J, (B.33)
25[1 +_2] O, —2ADXF, . ~2ND*NZ d
z i

finalmente, a partir de la condicién de frontera para el nodo esquina en las

coordenadas i =i de la ecuacién (B.21) se obtiene

max’j:jmax’

_ a
200, +2?¢ Oyiij1 ~

k+1 —
Aew;z',j - CD2

2
~ 1+¢J, (B.34)
25{1 +§] O, +2aDXF,

201+
£
5 o —2AD2AZ

B.3 Numero de Nusselt reducido

De la ecuacién (4.38), el numero de Nusselt reducido se puede representar en

forma discretizada como a continuacién de indica

2] (0 ) (o1 )]

F0 Yo 2ef2i=j=jmax _|:ew,i,j:0 + @w,i,jzjmax :|
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considerando el no salto de temperatura en la interface interna del microcanal

Or; j=j =0, j=, de esta forma simplificando la ecuaciéon (B.35) se transforma en
5t J= Jmax A

NUN _ 2[(®f;i,j=jmax ) _(ef;i,jzjmax_l ):I (B36)
A,7|:ef;"’j:jmax * ew’i’jzjmax :l
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Apéndice C

Codificacion de la soluciéon numeérica

Programa en Fortran PowerStation 4.0, que resuelve el modelo matematico del

problema conjugado de transferencia de calor en un flujo de un fluido viscoelastico con

modelo reolégico Phan-Thien Tanner simplificado (SPTT) en un microcanal de placas

planas paralelas en estado estable e hidrodinamicamente desarrollado.

program main

DietsketokeiolcerckeokeiokdokkREGION. DEL SOLIDO —asignacion de formato y datos del problema-—

real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real

real

(kind=8), dimension (2000, 2000) : : fw
(kind=8), dimension (2000) : : gradiente
(kind=8), dimension (2000) : : gradiente?2
(kind=8), dimension (2000) : : tempInterfaceSolido
(kind=8) : :epsilongorro

(kind=8) : : dwx

(kind=8) : : dwy

(kind=8) : :alfagorro

(kind=8) : : lambda

(kind=8) : :beta

(kind=8) : : tol

(kind=8) ::tol3

(kind=8) ::fi

(kind=8) : : fwx2

(kind=8) : : fwx1

(kind=8) : : omegaw

(kind=8) : :zetaw

(kind=8) : : dfmaxw

(kind=8) : :dfw

(kind=8) : :dew

integer::i, j, iter, jmax, imax, ix

data dwx, dwy, iter, tol, to13/0. 005, 0. 005, 50000000, 1. 0e-08, 0. 001/
data imax, jmax, iw, ix/201, 201, 1,1/

data fwxl, fwx2 /0.0,0.0/

DetokstoksdoksorskotokkokREGTON DEL FLUIDO -asignacion de formato y datos del problema

real
real
real
real

real

(kind=8), dimension (2000, 2000) : : f
(kind=8), dimension (1000) : :veloci
(kind=8), dimension (2000) : :

(kind=8), dimension (2000) : : tempInterfaceFluido
(kind=8), dimension (2000) : : DELTATEMPERATURAINTERF

gradiented
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real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
real
data

(kind=8) : :dx

(kind=8) : :dy
(kind=8) : :Pe
(kind=8) : :velocidad
(kind=8) : :M

(kind=8) ::D
(kind=8) : : AA
(kind=8) : :BB

(kind=8) ::CC
(kind=8) : :DD
(kind=8) : :coeficientel

(kind=8) : :coeficiente2
(kind=8) : :parametro
(kind=8) : :k
(kind=8) : : GAMA
(kind=8) : : OMEGAMAY
(kind=8) : : fx2
(kind=8) : : fy1
(kind=8) : :omega
(kind=8) : :zeta
(kind=8) : : dfmax

(kind=8) : :df
(kind=8) : :de
dx, dy/0. 005, 0. 005/

data fx2, fyl /0.0,0.0/

data k/100.0/ Iradio relativo del microcanal

data GAMA/0. 0/ 'termino de la influencia de la presion
data parametro/1.0/ Iparametro viscoelastico

! ITERACION PRINCIPAL DEL PROBLEMA CONJUGADO!
itM=1

do itP=itM, iter
PRINT’ (110)’, itP
DielsioleiseieiokeioleieiokkCreacion de archivos de salida datos del SOLIDO!

! Archivo de datos de temperatura nodal
open (6, file="solido.dat’)

! Archivo de datos del gradiente de temperatura:

open (7, file=" gradientesolido. dat’)

DieeielololeieieeioiooloekCreacion de archivos de salida datos del FLUIDO
! Archivo de datos de temperatura nodal
open(8, file="fluido. dat’)

! Archivo de datos del gradiente de temperatura

open (9, file=" gradientefluido. dat’)

UkkkkkCreacion de archivos de datos de la comparacion de la temperatura interfacialskskseiskk
! Archivo de datos de LA DELTA temperatura nodal
open (10, file="deltatemperaturainterface. dat’)

! SOLIDO
! Determinacion del factor de correccion omegaw
zetaw=((cos (3. 141516/ (imax—1) ) + ((dwx/dwy) **2) *cos (3. 141516/ (jmax—1))) / (1+ (dwx/dwy) %2) ) %*2
omegaw=2% ((1-sqrt (1-zetaw) ) /zetaw)

! Inicializacion de nodos en el SOLIDO

! Interface de la pared interna del microcanal
if (itP==1) then

fw(l,1)=1.0

fw(imax, 1)=1.0

111



do i=2, imax—1

fw(i, 1)=1.0
end do
else
! Nueva temperatura en la pared interna del canal
do i=1, imax
fw(i, 1)=tempInterfaceFluido (i)
end do
end if

! Pared externa del microcanal
fw (1, jmax)=0.0
fw (imax, jmax)=0. 0
do i=2, imax-1
fw (i, jmax)=0.0
end do

! Pared izquierda del microcanal
do j=2, jmax-1

fw(l, j)=0.0
end do

! Pared derecha del microcanal

do j=2, jmax-1
fw (imax, j)=0.0
end do

! Nodos interiores a 0.0 de la malla discretizada:

do i=2, imax-1

do j=2, jmax—1

fw(i, j)=0.0
end do
end do
! SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ENERGIA EN EL SOLIDO:
epsilongorro=0. 001 'Relacion de esheltez (Hw/L)

epsilongorro2=epsilongorro**2
fi=(dwx/dwy) **2
lambda=0. 75
alfagorro=0. 000025
dew=2. 0*alfagorro*(l. 0+(fi/epsilongorro2))
do itw=l, iter
dfmaxw=0. 0
do j=2, jmax, ix
do i=1, imax, ix
!Correcion de temperaturas en los nodos internos de la malla discretizada
if ((3>1).and. (j<jmax).and. (i>1) .and. (i<imax)) then
dfw=(alfagorro*fw(i+1, j)+alfagorro* (fi/epsilongorro2)*fw(i, j+1)+alfagorrokfw(i-1, j)+&
alfagorrox(fi/epsilongorro?)*fw(i, j—1)—dewkfw(i, j))/dew
end if
!Correccion de temperaturas en los nodos del borde izquierdo del microcanal
if ((i==1).and. (j>1).and. (j<jmax)) then
dfw=(2. 0%alfagorroxfw(i+l, j)+alfagorro*(fi/epsilongorro?) xfw(i, j+1)+&
alfagorro*(fi/epsilongorro?) *fw (i, j—1)-dew*fw (i, j)-2. O*alfagorrokdwx*fwxl) /dew
end if
!Correcion de temperaturas en los nodos del borde derecho del microcanal
if ((i==imax).and. (j>1).and. (j<jmax)) then
dfw=(2. 0*alfagorroxfw(i-1, j)+alfagorro*(fi/epsilongorro2)*fw(i, j+1)+&
alfagorro*(fi/epsilongorro2) *fw (i, j—1)-dewkfw (i, j)+2. O*alfagorrokdwx*fwx2) /dew
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end if
!Correcion de temperaturas en los nodos del borde externo del microcanal
if ((j==jmax).and. (i>1).and. (i<imax)) then
dfw=(alfagorro*fw(i+1, j)+2. O%alfagorro*(fi/epsilongorro?) *fw(i, j—1)+&
alfagorrokfw(i—1, j) —dewsfw (i, j)-2. O*kdwy*lambda*fi) /dew
end if
!Correcion de temperaturas en el nodo esquina superior izquierdo
if ((j==jmax).and. (i==1)) then
dfw=(2. 0%alfagorro*fw(i+1, j)+2. Oxalfagorro* (fi/epsilongorro?) *fw(i, j—1) &
dewxfw (i, j)—2. O%alfagorroxdwx*fwx1-2. Oxdwy*lambda*fi) /dew
end if
!Correcion de temperaturas en el nodo esquina superior derecho
if ((j==jmax).and. (i==imax)) then
dfw=(2. 0%alfagorroxfw(i-1, j)+2. 0%alfagorrok (fi/epsilongorro2) *fw(i, j-1)-&
dewkfw (i, j)+2. O%alfagorrokdwx*fwx2-2. O*dwy*lambda*fi) /dew
end if
if (abs(dfw).gt. dfmaxw) dfmaxw=dfw
fw (i, j)=fw(i, j) +omegawkdfw
end do
end do
!Determinacion de gradiente de temperaturas en la interface del solido hacia el fluido
do i=1, imax, ix
tempInterfaceSolido(i)=fw(i, 1)
gradiente (i) =(fw(i, 2)-fw(i, 1))/ (dwy)
gradiente2 (i)=(alfagorro/epsilongorro2)*gradiente (i)
end do
if (abs(dfmaxw). le. tol) then
goto 50
end if
end do
50 PRINT’ (110, £20.15)", itw, dfmaxw
DieeoololeikkEscritura de resultados en los archivos de datos de salida del solidotkssisieieiekeieieiok

DieksletokekeioeklekkContador, iteracion final, avance nodal, campo de temperaturas

do j=1, jmax, ix
write (6,1010) j, itw, dwyx(j-1), (fw(i, j), i=1, imax, ix)
end do

! Gradientes y temperatura interfacial

do i=1, imax, ix
write (7,1020) dwx*(i-1), gradiente(i), gradiente2(i), tempInterfaceSolido (i)
end do

! Formato de variables de salida del solido
1010 format (I10, 1x, I15, 1x, f12.6, 1x, 501f12. 6)

1020 format (f12.6, 1x,f12.6, 1x, f12. 6, 1x, f12. 6)

! ierre de archivos de datos de salida del solido
close (6)

close (7)

! FLUIDO
! Determincion del factor de correccion omega
zeta=((cos (3. 141516/ (imax-1) ) + ((dx/dy) #k2) *cos (3. 141516/ (jmax—1))) / (1+ (dx/dy) #£2) ) 52
omega=2%( (1-sqrt (1-zeta)) /zeta)

! Inicializacion de nodos en el FLUIDO

! entro del microcanal
£(1,1)=0.0
f(imax, 1)=0. 0
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do i=2, imax—1
(i, 1)=0.0
end do

! Interface de la pared interna del microcanal
£(1, jmax)=0. 0
f (imax, jmax)=0. 0
do 1=2, imax—1
£(i, jmax)=0.0
end do

! Entrada del microcanal

do j=2, jmax-1
£(1, 1)=0.0
end do

! Salida del microcanal
do j=2, jmax—1

f(imax, j)=0.0
end do

! Nodos interiores a 0.0 de la malla discretizada:
do 1=2, imax-1

do j=2, jmax—1

£(i, 5)=0.0
end do
end do
! SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ENERGIA EN EL FLUIDO:
Pe=1.0 'numero de Peclet
beta=0. 01 IRelacion de esheltez (H/L)

beta2=beta¥*2
OMEGAMAY= (dx/dy) #+%2
de=2. 0% (beta2+OMEGAMAY)
do it=1, iter
dfmax=0. 0
do j=1, jmax, ix
do i=2, imax, ix
DiseokekdekkDe terminacion del perfil de velocidad
D=1/ ((cosh (k) ) **2)
M=tanh (k)
AA=(1. 0-2. O*D#parametro) * (1. 0 (cosh (k*dy* (j—1)) /cosh(k)))
BB=(0. 66666667) *parametrok ((1. 0~ ((cosh (kkdy* (j-1)) /cosh (k) )**3)))
CC=0. 5*GAMA* (1. 0~ ((j~1) *dy) **2) * (1. O+parametro* ((GAMA/k) *#%2) * (1. 0+ ((j~1) *dy) *¥*2) )
DD=1. 5%parametro* (GAMA/ (k¥%2) ) * (1. 0—((cosh (k¥dy* (j—1)) /cosh (k) ) #%2) + ((k**2) -&
((kkdy* (j=1) ) %%2) ) #D+2. 0%kM ( (dy* (j—1) * (cosh (k¥dy* (j=1)) /cosh (k) ) %&
(sinh (kkdy*(j-1)) /sinh(k)))-1.0))
EE=(12. 0/ (k**4) ) *parame tro (GAMA#*2) * (kM (1. 0= (dy* (j=1) * (sinh (k*dy* (j-1)) /sinh(k)))) +&
((1+(0. 5) % ((kexdy* (j=1) ) #*2) ) * (cosh (kxdy* (j=1)) /cosh (k) ) ) = (1. 0+(0. 5) * (k#+2) ) )
velocidad=AA+BB-CC+DD-EE
veloci (j)=velocidad
coeficientel=(beta2-((dx*beta*Pe/2)*velocidad))
coeficiente2=(beta2+((dx*betakPe/2)*velocidad))
!Correcion de temperaturas en los nodos internos de la malla discretizada
if  ((j>1).and. (j<jmax).and. (i>1) .and. (i<imax)) then
df=(coeficientel*f (i+1, j) +OMEGAMAY*f (i, j+1)+coeficiente2*f (i—1, j) +OMEGAMAY*f (i, j—1) &
dexf (i, j)+(dx#k2)) /de
end if

!Correcion de temperaturas en los nodos del centro del microcanal
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if ((j==1).and. (i>1).and. (i<imax)) then
df=(coeficientel*f (i+1, j)+2. 0xOMEGAMAY*f (i, j+1) +coeficiente2*f (i-1, j) &
dexf (i, j)+(dx#k2) = (2. 0*OMEGAMAY*dy*fy1)) /de
end if
!Correcion de temperaturas en los nodos de la interface interior del microcanal
if ((j==jmax).and. (i>1).and. (i<imax)) then
df=(coeficientel*f (i+1, j)+2. 0xOMEGAMAY*f (i, j—1) +coeficiente2*f (i-1, j) &
dexf (i, j)+(dx#k2) +(2. 0*OMEGAMAY*dy*gradiente2(i))) /de
end if
!Correcion de temperaturas en los nodos de salida del microcanal
if ((i==imax).and. (j>1).and. (j<jmax)) then
df=(OMEGAMAY*f (i, j+1)+2. O%beta2+f (i-1, j) +OMEGAMAY*f (i, j—1)-&
dexf (i, j)+(dx**2) +coeficientel*2. O*kdx*fx2) /de
end if
!Correcion de temperaturas en el nodo esquina inferior a la salida del microcanal
if ((j==1).and. (i==imax)) then
df=(2. 0%beta2*f (i-1, j) +2. 0*OMEGAMAY*f (i, j+1) —de*f (i, j)+(dx*+*2) -&
(2. 0%OMEGAMAY*dy*fy1) +coeficientel*2. 0%dx*fx2) /de
end if
!Correcion de temperaturas en el nodo esquina superior a la salida del microcanal
if ((j==jmax).and. (i==imax)) then
df=(2. 0*kbeta2*f (i-1, j) +2. O¥OMEGAMAY*f (i, j—1) —de*f (i, j)+(dx**2) +&
coeficientel*2. Okdx*kfx2+ (2. 0xOMEGAMAY*dy*gradiente2 (i))) /de

end if
if (abs(df).gt.dfmax) dfmax=df
£ (i, j)=f (i, j) tomega*df
end do

end do

!Determinacion de gradiente de temperaturas en la interface del fluido hacia el solido

do i=1, imax, ix
tempInterfaceFluido(i)=f (i, jmax)
gradiente3 (i)=(f (i, jmax)—f (i, jmax-1))/(dy)

end do

if (abs(dfmax).le.tol) then

exit
end if
end do

DislekiolekkEscritura de resultados en los archivos de datos de salida del fluidokssskksciolokssiok

DokslerserckeiokkokContador, iteracion final, avance nodal, campo de temperaturas, velocidadkskkiekserskek

do j=1, jmax, ix
write (8,1050) j,it,dy*x(5-1), (£(i,j), i=1, imax, ix), veloci (j)
end do

! Gradientes y temperatura interfacial
do i=1, imax, ix

write (9,1080) dx*(i-1), gradiente3 (i), tempInterfaceFluido (i)
end do

! Formato de variables de salida del fluido

1050 format (I10,1x, 115, 1x,f12.6,1x,501f12. 6, 1x, £12.6)
1080 format (f12.6, 1x, f12.6, 1x, £12.6)

! ierre de archivos de datos de salida del fluido
close (8)
close (9)

DieioktckekkComparacion de las temperaturas de la interface del solido y fluidokssksskksoksokoksoksok

do i=1, imax, ix
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DELTATEMPERATURAINTERF (i) =tempInterfaceFluido (i) -tempInterfaceSolido (i)
end do
DstoksokskokkkDatos de salida de la comparacion del temperaturas interfacialeskskskssksoksoksokskorskk

do i=1, imax, ix
write (10,1090) itP, dx*(i-1), DELTATEMPERATURAINTERF (i)
end do
DikoksokskkFormato de variables de salida de la comparacion de temperaturas interfacialeskskkskk
1090 format (110, 1x,f12.6, 1x, 12.6)
UktkskkkCierre de archivos de datos de salida de la comparacion de temperaturassikssksoksoksksokk
close (10)
Dislekeieioleresiolereeiokek:kCONDICIONAL DE SALIDA DEL PROGRAMA ITERATIVO PRINCIPAL
in=1
280 in=in
do itC=in, imax
i=1+itC
if (abs(DELTATEMPERATURAINTERF (i)). ge. tol3) then
goto 200
else
PRINT’ (110, 1x, 110, 1x, f12.6), itP, i, DELTATEMPERATURAINTERF (i)
in=i
goto 280
end if

end do

pause

exit

200  itM=itP+1
end do

end
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