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A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS DEL CENTRO DE EDRUCACION
CONTINUA

Las autoridades de la Facultad de Ingenieria, por conducto del Jefe del Centro -
de Educaclin Coutinva, Dr. Pedro Martinez Pereda, ctorgan una constancia de
asistencia a quiencs cumpian con los requisites establecidos para cada curso,
L.as personas que deseen que.aparezca su titulo profesional precediendo a su
normbre ¢n el diploma, deberdn entregar copia del mismo o de su cédula profe-
sional a mds tardar el SEGUNDQ DlA de clases, en las oficinas del Centro, -
con la seitorita Barraza, encargada de inscrlpeiones, de lo contra rioﬂ(_)_ serd

posible,

El conrrol de asistencia se efectuard a través de la persona encargada de enrve-
gar notas, en la mesa de entrega de material mediante listas especiales, Lay
ausencias serdn computadas por las autoridades del Centro,

Se recomienda a los asistentes participar activamente con sus ideas Yy experien=
cias, pues los cursos que ofrece el Centro estdn planeados para que los profeso
Tes expongan una tesis, perc sobre todo, para que coordinen las opiniones de to
dos los inieresadog constituyendo verdaderos seminarios. - ~ -

Cs muy importante que todos las asistentes llenen y entreguen su hioja de inscy]
cién al iniclo del curso. Las personas comisioradas por alpuna institucién debe-
vdn pasar a inscribirse en las oficinas del Centro en la misma forma que log de-

més agistent e,

Con objero de mejorar l1oa servicios que el Centro de Educaciodn Continua ofrecé,
se hard una evaluacién del mismo a través de un cuestionario diseflado para emi-
tir juicios andnimos por parte de los asistentes; esto se hard a) finalizar el cur-
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ATENTAMENTE

ING. SALVADCR MEDINA RIVERO
' COORDINADOR DE CURSOS ABIERTOS
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EVALUACION DE LA ENSENANZA
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CURSO: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. )
FUNDAMENTOS Y APLICACIONES ™'
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EVALUACION DEL CURSD

CONCEPTO

-

EVALUACION

| APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS

.

| CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS

GRADC DE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO

| CUMPLIMIEN TO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO

CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO

CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO

GRADD DE MOTIVACION LOGRADO CON EL CURSQ

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A 10




L%

4.

7

8,

dQue le parecid cl ambiente del Cantro de Educacidn Centinia?

Muy agradable [ ] " agradable{ ]’ " Dosagradable i

- Medio de comunicmelén por el que se enterd dol curse:

Periadico " Peribdico : Folleto del
Excélsior [ ] Novedades [ Curso ]
Cartel Radio Comunicaciin
nmepsual D - -Universidadm_ . carta,taléfla D

no,verbal ,etc.

Medio de-transpartl utilizado para venir al Palacio de Miacria:

Autondvil, Metro . . Dtro ﬁedin
particular D D ' D

{0ud cambios haria usted en el programa para tratar de pcvicccia
nar el curso? .

-
p——

iRecomendarfa o) curso a otras personas? §i[] Ne |

iQué curso lo pgustaria que ofreciera el Cenirco de Educacida Conti
nua? . . .

LQué servicios desearfa que tuviese el CEC para los asistonics
LUrsosy ‘

Qtras sugestionoas:
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FXPLRIMNENTO. PARA FINEE D ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR BXI'HRI_
MENTO A TODO PROCESD DE ONSERVACION, ASI UN EXPRRIMENTO PURDE SRR
PLANTARC ¥ REALIZADD POR EL HOMBRE, O PUEDE SER EFECTUAND P

LA NATURALEZA EN CAS0 DE UN FENOMENO NATURAL. POR EJEMPLO, I".L.
TANTAR UNA MONEDA O UM DADOQ Y OBSERVAR LA CARA QUE QUEDA HACIA
ARRIBA, LS UN EXPERIMENTO PLANEADO Y, REALIZADO I'OR EL IOMBRE.

¥L OBSERVAR LA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE EN U.h'lh

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENO NATURAL.

A LOS RESULTADOS DE UN EKPERIﬂENTD SE LES DENOMINA DATOS. A UM

GRUPC DE DATOS SE LE LLAMA HUESTRA,

PROBARILIDAD: ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE AGLOCIA A
LA OCURRENCIA U QBSERVACION DE UN RESULTADCO DETERMINADO, AL REA-

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPORDIENTE.

LA TEORTA DE PROBABILIDADES ES UNA RAMAR DE LAS MATEMATICAS APLICADAS
OUE TRATA LO CONCERNIENTE A LA ASIGNACIOGN Y MANEJO DE PROBABI-

LIDADES.



ESTADISTICA:  FS LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-
fAR LAS RECLAS PARA COLECTAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS DATOS OB-
TENIDOS AL REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO A UN
FENOMENO DE INTERES. PROPORCIONA, ADEMAS, LOS METODOS PARA EL
DISERO DE EXPERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN

SITUACIONES DE INCERTIDUMBRE.

*  DESCRIPTIVA - TRATA LO CONCERNIENTE A
LA OBTENCIOH, ORGANIZACION, PROCESA-

MIENTO Y PRESENTACION DE LOS DATOS.

ESTADISTICA I * INFERENCIAL - TRATA LO CONCERNIENTE A

LOS METODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES
ACERCA DEL FENOMENO DEL CUAL PROVIENEN

LOS DATOS




RIMBOLOS PE DESTGUALDADES!

< meEnor que

1A

menor o© igual que

> mayor gue

1w

mayor o igual que

7 diferente de
TEORTA DE CONIUNTOS
N CONIJUNTO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS

NOTACION: LOS CORJUNTDS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRAS MAYUSCU-

LAS, Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES.

EJEMPLOS

A) EL CONJUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UN DADO ES
5= [(1, 2, 3, 4, 5, 6}
B) FL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES
§w (-»,,,..,-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}
m S = [{x: % ES ENTERDO Y x¢4}
€) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUE 5 ES
E= {0, 1, 2, 3, 4}

E = {x: E5 ENTERO ¥ Ocx<4)}

D) FL CONJUNTO NDE LOS CONTIRENTES ES
€0 ={ASTA, FURAPA, AMRRICA, AFRICA, OCRANIAY
E) 1. COMNJUNTO DE MAREAS QUE TIENE UNA MONEDA ES
M = (CARA, CRUZ}
F} FL CONJUNTO DE NUMEROS MAYORES DE 5 PERO MENORES O IGUALLS

NUE 10

5, = {x: b<x<10}



FINITOS - CUANDO TIENEN UN NUMERO FINITO

DE ELEMENTOS

CONJUNTOCS -+
INFINITOS - CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO

DE ELEMENTOS

PARA EXPRESAR QUE UN ELEMENTQ PERTEMECE A UN CONMJUNTO SE UGSA EL

SIMROLO ¢. PARR EXPRESAR QUE NO PERTEMECE SE USA EL SIMBOLO /.

EJEMEPLGO

S$I &, = {X:5<X<10}, ENTONCES

3 f S; ) 5 f S' H B E Sp: 1U-€ 5.

PARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENIDO EN OTRO SE USA EL

SIMBOLO C; SI NO ESTA CONTENIMW SE USA EL SIMBOLO £.

PARA OQUE UN CONJUNTO ESTE CONTENIDO EN OTRQ SE REQUIERE QUE TODOS
S5US ELEMENTOS 10O ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A AMBGS CONJUNTOS.

fy

EJEMPLO

SEAN E={3,5}; F={3,8}; G={7,9}. EgS; 1 FEgS, ; GCS8;

ST UM CONJUNTO, B, ESTA conméuxnn EN OTRO, S, SE DICE QUE B
ES SUBCONJUNTO DE S. }

i
EJEMPLO :
B = {X:3<X<B} ¥ 51={}t_=: 5.X<10}

i

EN ESTE CASOD: f
]
ACSI-'-A ES SUBCUHJUH.TO !JE 51
) |
B{ZSlﬂ-B MO ES SUBCDHJUHII?D DE Sl



SE DICE QUE DOS CONJUNTGS SON IGUALES CUANDC CONTIENEN LOS

MISMOS ELEMENTOS "(NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE EST0QS5 SE ESCRIBAN)

EJRMDLC
SEAN A=(1,3,5,7}, B={7,5,1,3} ¥ <C={7.5,1}

EM TAL CA50, A = ByC

DE TL.A MISMA MANERA QUL EXISTE E1, CERO EN LOS NUMEROS, EN LA
TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL  CONNUNTO UVACIQ, EL CUALNC TIENFE

ELEMFENTOS. USUALMENTE SE DENOTA f.

EJEMPLO
{CUAL ES EL CONJUNTC DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES
ENTERO?

SOLUCION ~ ES EL CONJUNTQ VACIO, 4.

A ¥ SE LE CONSIDERA COMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI,
POR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL COMIUNTO

5 ={2,5,10) SOM: (2);{5};({1D0}:{2,5} ;{2,10):{5,10};12,5,10) Y #.

ESPACIC DE EVENTOS

ASOCIEDO A UN EXPERIMENTO SI1IEMPRE HAY UN CONJUNTOQ DE RESULTADGS

POSTBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACIO DE EVENTOS.

RIEMPLOS
FI. FSPACIO DE EVENTOS ASOCIADG AL EXPERTMENTO DE LANZAR UN DADO Y
ANOTAR LA CARA QUE NUEDA HACIA ARRIBA ES
s ={1,2,3,4,5,6)
EL ESFPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LANZAR

D0S DADOS ¥ ANQTAR LOS NUMEROS QUE QUEDAMN HACIA ARRIBA ES



-

(1,1} ,(:,2),{1,3),{1,4),(1.,3),{1,6)
(2,1),{2,2),(2,3),(2,4),1(2,5),1{2,6}
{3,13,43,2),1(3,3),(3,4),1{3,5),13,6}
(4,1}, {4,2),1(4,2),(4,4),(4,5), (4,6}

{5,1},1(5,2),1(5,3),(5,4),1(5,5),1(5,6)

| (6,1),(6,2),(6,3), 16, 4) , (6, 5] ¢ (6,6
SI EN ESTE EXPERIMENTO LA GBSERVACIUH DE INTERES FUESE LA SUMA
DE LOS DOS NUMEROS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE EVENTOS
DEL EXPERIMENTO SERIA

8= (2,3,4,5,6,7,8,9,16,11,12})

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LLAMA EVENTO. A
10§ EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELEMENT(O DEL ESPACTO SE LES LLAMA

EVENTOS STMPLES.

SI AL REALIZAR UN EXPERIMENTD SE ORSERVA UN ELEMENTO DEL EVENTO
A, ENTONCES SE DICE QUE OCURRI0 O SE VERIFICO EL EVENTO A. POR

EJEMPLO, ST A={2,4) ¥ AL LANZAR UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE
DICE QUE OCURRIO EL EVENTO A; SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME~-

RO, ENTONCES SE DICE QUE NO OCURRIO A.

—

DISCRETOS- SI SUS ELEMENTOS PUEDEN NUME-
RARSE © CONTARSE. TIENEN UN NUMEROQ
ESPACIGS DE FINITC O INFINITO NUMERABLE DE ELEMENTOS.

EVENTOS )
CONTINUOS- ST SUS ELEMENTOS N PUEDEN

ENUMERARSE. TIENEN UN NUMERO INFINITO NO

HUMERABLE DE ELEMENTOS




EJEMPLO

LOS ESPACIOS DE EVENTOS Sl={ChRA, CRUZ}; sz={1,2,3,d,5,6.}:
$,7{VERDE, ROJO) SON DISCRETOS. LOS ESPACIOS DE EVENTOS
S4=1X: -m<X:0}: Sgl{Z: Z23)1 8 .={Y¥:3c¥e80}

50N CONTINUOS.

EJEMPLO

¢(QUE TIPODS DE ESPACIOS DE EVENTQS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES

EXPERIMENTQS?.

A} CONTEQ DEL NUMERO DE GRANCS DE UNA MAZORCA' DE HAIZ
§={0,1,2,3,...,~}, ES DISCRETO E INFINITO

B} MEDICTION DE LA LONGITUD DE UNA ESPIGA DE 'TRIGOS
S={X: (<X<=},X EN M, ES CONTINUQ E INFINITO

C) MEDICION DEL EFECTO DE UNA vncaun, EN TERMINOS DE "EXITO" ©
"FRACASO" ‘
5={EXITC, FRACASO} ES5 DISCRETOQ Y FINITO.

D) MEDICION DEL NUMERO DE MILIGRAMOS DE UN ANTIBIQTICO CONTERIDO

EN UNA CAPSULA

S={Y:0<Y<«} X en mg, ES CONTINUQO E INFINITO.

COMPLEMENTD DE UN EVENTO
EL CONPLEMENTG DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS
FLI'MFERTOS DLL ELPACIO DE EVENTOS CORREGPONDIENTE (UE NO ESTAN EN A,

PSUALMENTE SE DENCTA CON UNA TILDE SOBRE EI: SIMBOLO QUE CORRESFON-

DF. AL EVENTO NQUE COMPLEMENTA.

EJEMPLOS

SI s={1,2,3,4,5,6} ¥ A={1,3,5) ENTONCES A={2,4,6).

SI S={X: 0:X<50} ¥ A={X:<3<X¢ 17}, ENTONCES R={X: 0<Xz3, 17<X<50}



EVENTOS MUTDAMENTE EXCLUSTVOS

CUANDO DODS ¢ MAS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL
REALIZAR UNA SOLA VFEZ UN EXPFRIMENTO, SE DICE QUE ESTOS SON
HITUALENTE EXCLUSTVOS, ES DECIR, DOS5S EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU-

SIVOS CUANNO NO TIENEN NI UN 50LO FLEMENTO EN COMUN.

EJEMDL.O
A) CUALAUIER EVENTO Y SU COMPLEMENTO S0N MUTUAMENTE EXCLUSIVOS.
B) ¢S0M E={Y: 0<Y¥<25} ¥ A={2,50,100} MUTUAMENTE EXCLUSIVOS?

NO, PORQUE TIENFN EL ELDMENTO 2 BN COMUN.

OPERACTONES CON EVENTOS
LA UNTON DE DOS EVENTOS ES OTRO EVENTQ CUY¥QOS ELEMENTOS SON TODOS

LOS DE AMBOS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL SIMBOLO U.

EJEMPLOS
A} SI A=(2,4,6} Y B=(1i,6,12}, ENTONCES
G=AUB ={1,4,6,12,21]
B} ¢SON A Y B MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN.
C} + SI D={¥: 0<¥<13) ¥ E={Y¥: 20<¥<50},
ENTONCES
DUE={Y: 0<¥:13, 20:<¥<50]}
D) St F={Y:!B£Y£2ﬂ}, ENTONCES .
DUF={Y¥; 0<Y<201}.
E) 8! G=[Y: J<¥-10}, ENTONCES
DUG=[Y: 0<Y<13}= D; ORSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENERAL,

51 ACB, ENTONCES AUR=B.

EN GENERAL, LA UNION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYQS

ELEMENTOS SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE UNEN.



EJEMPLO
AUIBUF = K= {1,2,4,6, y: 8c y <20}

LA INTERSECCION DE DOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE
PERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMAOS, PARRE DEUOTAR LA OPERACION

DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO 0 .
FJEMPLOS

A A=10(2,2,81Y B={2,6,1D} ENTOMNCES ANB = C = {2,6)

R} D {Y: 42¥<5), ENTONCES AND = @,
OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE, EMCLUSIVOS,
YA QUE MO TIENEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, S0 INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO.

EN GENERAL, LA INTERSECCION DE VARIOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE

ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIEMNEN EN COMUN.

EJEMPLO
5T A = (2,3,6,8}; B=(2,3,10,100); C={Y¥: 0<¥<5) ¥ D={Y: 2<¥<4],
ENTONCES

ANBACAD = E ={2,3}

AHBUCUD = F ={Y¥: 0<¥<5, 6,8,10,100}

LA OCURRENCIA DE UN EVENTO Y OTRO IMPLICA LA OCURRENCIA DE ANBOS

A LA VEZ, ES DECIR, QUE S5E VERIPIQUE LA TNTERSECCION. LA OCURBENCIA
NE UN EVENTO 0" ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA

DE ELLOS, ES DECIR DE LA UNION,



1G.

PIAGRAMAS DE VENN

UNA MANFRA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONES CON COMNJUNTOS
E5 MEDIANTE LOS DIAGRAMAS PE VENN. [N EST0S, CADA CONJUNTO SE
REPRESENTA POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEMENTOS

QUE LE CORRESPONDEN.

Evento '40

Puntos comunes o Agy 4, lnlerseccidn,Au n 4}

Evento ADE SEuenlu A

Eventos mutuomente exclusivos (Interseccidn nula)

Evento 4 }

Unidn de dg y 4, (4g U 4))

Dingramas de Venn (unidn e interseccion de eventos)



11.

TEORIA DE PROBABTLTDADES

AL LANZAR UNA MONEDA WO PODEMOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA
QUEDARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, 51 LA
MONEDR RO ESTA CARGADA, ES QUE AMBAS CARAS TIENEN LA MISHA OPOR-
TUNIDAD DE SALIR, FES DECIR, QUE LOS BVENTOS SIMPLES {CARA} ¥

{CRUZ TIENEN LA MISMA FPROBARILIPAD DE COCURRIR.

COMO YA SE DIJQ, LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA UN EVIENTU ES UNA
MEDIDA DEL GRADYY DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTE OCURRA

"AL REALIZAR EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE,
EXISTEN POR LO MENOS TRES MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBABILIDAD
A UN EVENTO:

1., EN TERMINOS DE LOS5 RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN

EXPERIMENTO (METCODO FRECUENCIAL),
2. APLICANDO LA DEFINICIOGN CLASICA DE PROBARILIDADES.

3., CON BASE EN UN MODELO MATEMATICC {PROBABILISTICO) DEL FENO-

 MENO DE QUE SE TRATE. »



12.

METODO FRECUENCTAL

5I N(A) ES5 EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-
LIZAR N VYICES UN EXPERIMENTO, LA FRECUENCIA RELATIVA DE A, DEFINIDA

COMO N (A} /N, SR CONSIDERA COMO ESTIMACION DFE LA PROBABILIDAD DC A,

N (&)
N

P(A) = 1fm
th

FJEMPLO

DE UNA URNA QUE CONTIENE BOLAS ROJAS, BLANCAS ¥ AZULES, SE SACO

UNA BOLA, SE AMOTO SU COLOR Y SE REGRESO A LA URNA, SI ESTE EXPE_

RIMENTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS SO
b,b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,b,r,r,a,r,a,D0NDE

r = ROJA, b = BLANCA, a = AZUL

{OUE PROBABILIDADES LE ASIGMARIA A LOS EVENTOS B={b}, A={a}, ¥

R={r}, DE ACUERD(Q CON EL METODC FRECUENCIAL?

EN ESTA MUESTRA S5E TIENE QUE N(B)=6, N({A})=6, N(R)=B, N=2D

& 3

POR LO QUE P(B)=xz = 6 .3

F(A) = % ==2; P(R) =

3. S .4
1ef °. 20 10

20 10

NOTESE QUE LOS EVENTOS B, A ¥ R 50N MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, YA QUE

SON EVENTOS SIMPLES, Y QUE

P{B) + P{A) + P(R} = 1%—+ T% + T% = 1



il

PEFINTCION CLASICA DE PRUBABTLIDADES

21 N{A} ES EL MUMEHO DE MANERAS TGUALMENTE PROBABLES EN QUE PUEDE
OCURRIR FL EVENTO A Y N ES EL NUMERZ TOTAL NE ELEMENTOS DEL ESPA-

CI0 DE TVENTGS CORRESPONDIENTE, ENTONCES LA RPOBABILIDAD D A LS

L Nia)
]

F(A)
LGICMPLOS
A) BI EN UNA ORMNA SE TIDHEN 5 DOLAS DLANCAS ¥ 15 NEGHAS, ¥ 55 VA
A SELECCIOMAR UNA AL AZAR, :CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
SEA ROJTA (A=(ROJA}) ?:

N= 5+15=20; Hfhl=5%ﬁ?th}=i§= %

B} SI S5F LRNZAN DOS DADOS, (CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
1. SALGA UN 2 Y UN 5 (EVENTO B)?
2, LA SUMA SEA 7 (EVENTO A)

PARA EL TNCISO ) EL ESPACIO DE EVENTOS ES:

- -

(t,1) {1,2)11,3) (r{4) (1,5) (1,6}
(2.1) (2,2)1{2,3} (2,4 (2,5) (2,6)
(3,1% (3,2)1(3,3Y {3,4) (3,5) (3,8)
(4,1) (4,2){4,3} (4.4 {4.,5) f4r§]
{5,1; €5,2){5,3) (5,4) (5,3) (5.,6)
(f,1) (6,2){6,3) (6,4) (6.5) (6,6)

L J
SI EIL DADO NO ESTA CARGADCO, CADA FAREJA DE HUMEROS E5 ICGUALMEWTE

PROBARLE. FEN TAL CAS0, Na36 y N{B)=2 { APARECE (2,8) 0 {5,z
£ P(B)=2/36%=1/18.
PARA EL INCISO 2 EL ESPACID DE EVENTOS ES

51={2;3r4r5p5;713,9,1ﬂ,11,12}

PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS {EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PROBA-
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SLES, YA QUE, POR BJEMPLO, EL 2 SCLC APARECERA S5I SE ODSERVA LA
PAREJA (1,1}, FEN CAMBIQ EL 3 APARECENMA 5T OCURREN LAS PAREJAS
{(1,2) 0 {2.1), EB5 DECIR, EL 3 TIENE EL DORLE DE PROBABILIDAD

QUE EL 2. POR ESTC, PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD DF QUE LA SUMA
SEA 7 ES5 NECESARIO TRABAJAR CON EL ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS
POSIBLKES DE QUE LA SUMA SEA 7, LO CUAL OCURRE SI SE OBSERVA CUAL-
QUIERA DE LAS PAREJAS (6,1}, (5,2), (4,3), (3,4}, (2,5) o (1,6},
ES DECIR, HAY 6 MANERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL

EVENTD A. POR LO TANTO

Nia) _ 6 _ 1
N 36 6

PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBABILIDADES

P{A) =

DE QUE LA SUMA SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS S50ON:

PU2D) = 3 P(13)) = 3 pl(aN) = 3 puish = 4
BI6}} = 3z BUTN = 3 PUBN= 355 P({9)) = 3
3 2 1

P{{10}) = T P{{11}} = 35 Y P{{12)) = g

12
(OBSERVESE QUE I P({(i})=1
i=2

ASIGNACTON DE PROBABILIDPADES MEDTANTE UN MOPELC MATEMATICO
MEDIANTE ESTE METIDO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIR DE DN
MODELCO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE

INTERVIENEN, EN LA ALEATORIEDAD DEL FENOMENG.



15.

AXTOMAS DE LA TEORTA DE PROBABILIPADES

LAS PRCBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS
RELACIONADOS CON UN FENOMENO ALEATORIC DEBEN CUMPLIR CON IOB

SIGUIENTES TRES AXIOMAS:

AXTOMA 1: LA PROBARILIDAD DE QOCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN
NMUMERO, P(A), QUE SE LE ASIGNA A GICHO EVENTO, CUYO VALOR
QUEDA FN EL INTERVALO
0<P (A}l
AXIOMA 2: 51 S ES DN ESPACIO DE EVENTGS, ENTONCES
P(5)=1
AXTOMA 3: LA PROBABILIDAD, P(G), DE LA UNLIOHN, G, DE DOS EVENTOS
MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS
PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR,
P{AUB} = P({C) = P(A} + P(B)
EJEMPLOS
A) EN PEL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO
_SE PUEDE ASIGNAR A CADA NUMERO iA CADA EVENTO SIMPLE} UNA PRO-
BABILIDAD DE 1/6, SI A={2,4} Y B={5.61}, EMTONCES, PUESTO
QUE A={21U{4} Y B={5l4{6&}, ¥ QUE LOS EVENTOS ELEMENTALYS SOH

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOMA 3 SE

OBTIENEN :
= 1 12 _1
P(A)=P{{2D) + P{{d}} = g+ g = ¢ = 3
- ~1,1_2_1
p{pi=P{{S}} + P{{A}) = =+ e = F =7
S1 CG=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOCS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS:

P(G) = P(A) + P(B) = 5 + 5 =3
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hﬁEMAS, ORSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 Y 2,

YA QUE

P{5) = P({1}) + P({2}) + P{{3)) + P({4}) + P({5)) + P({6))
SlL,Ll,1l,1, 1,1 6,
“stetetetegrtg-g-~1

EJEMPLO

EN EL PROBLEMA DEL LANZANIENTO DE DOS DADGS, sCUAL ES LA PROBABI-
LIDAD QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTCO LA SUMA DE LOS DOS
NUMEROS QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 © 11? ESTO E5 EQUIVALENTE
A PREGUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL EVENTOD

C ={7) U {11}, PUESTO QUE {7} Y {11} SON EVENTOS MUTUAMENTE

EXCLUSIVOS:

I

8

6
ig * ig ™

36 3

W) ra

PIC) = P({7)) + P({11}} =

i

SJEMPLO

EN UN LABORATCRIO SE PROBAROM 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZIADD NOMI-
NALMENTE IDENTICAS, Y SE ANOTARDON LAS CARGAS CON LAS CUALES PALLO
CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNAROM, EN TER-
MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORBESPONDIEMTES, LAS SIGUIENTES
PROBEBILIDRDﬁS: .

ST A ={X: uéxizu ton}; P(A} = 0.7

SI B =({X: 20<X<40 ton}; PI(B} = 0.24

SI C ={X: 40<X<60 ton}; P{C} = 0.27

SI D ={X: 60<X<80}; - Pi{D) = 0.13
SI B ={X: 80<K<100};  P(E) = 0,11
8 F w=[X: 100<X}: P(F) = 0.08

tP{.) = 1.00

L ]
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SI S5E RFEALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIMENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN-

TES PROBABILIDADES:

A) QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 'TOW. PUESTO QUE
= [X: 0<X<BD ton} SE, TIENE OUE &= AUBUCUD, POR LO QUE

P{GI=P{AY + P{R) + PIC} + (D) = 0,17 + 0.24 + 0.27 + 0.13 = 0.8]

B} LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TONHE. PUESTO QUE
"H= {X! 6Q0<X<=} O H={X: X>60} SE TIENE QUE h= DUEUF

POR LD QUE P({H) = P{D} + P(E}) + P{F) = D.13 + 0,11 + 0,08 = 32

C} LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 40 TON, PERO CUANDO MUCHO
10C¢ TOM.
PUESTO QUE I=(X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE

POR LO QUE P{I) = P{C) + P{(D) + P(E) = 0.27 + 0.13 + 0.11 = D.51



1a.

TEOREMAS

DOS TEOREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS

S0N:

TEQREMA |, :

ST A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(A)=1-P (A}

DEMOSTRACTION
PUESTQ QUE A Y A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS
.Y ADEMAS AUA=5, ENTONCES, P{S)=P{A)+P{A)=1
= P(A}=l-P{A)

CASO PARTICULAR: PUESTO QUE P(§)«l-~P(S)=0 Y 5=@, SE TIENE QUE

P(@)=0
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TEORTMA 2,

ST A Y B 50N BOS EVENTOS CUALOUIERA DE DE S, ENTONCES

P (AUB) =P {A)+P (B} ~P (AUH)
DEMOSTRACION

S5EA EL DIAGRAMA DE VENN:

nun:{nnEJU{nnﬁ}U{BnEL'pUESTo QUE ANB, ANB Y BAA SON MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, SE TIENE ouﬁ P (AUB) =P (aNB}+ {AND) +P (BN A),

SUMANDO Y RESTANDO P(ANB) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE
P(AUB) = [P(ANB)+P(ANB)]+[P(ANB)+P (BNA) | -P (ANB)

PERO A= {ANB) U (ANB)=>P (ANB)+P (ANB) =P (A)

Y B=(ANB)U(BAR)<>P{(ANB) +P(BNA}=P(B), POR LO QUE

P(AUB) =P {A)+P (B) -P {AlIB)
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EJEMPLL

EN UNA URNA SE TIENEN 2B TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-
TRA ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFARETO. CALCULE LA PROBA-
BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA:
A) SE OBRTENGA UNA VOCAL ‘
B} SE OBTENGA a O z
C) OCURRAN G Y D, DONDE G=(x,v,2} ¥

D=(b,c,¥.2}

N) OCURPA G O D

A A={a,e,iro,ul =>P(A)= %ﬁ
B} B={a,z} =>P(B) = %E
C) F= CNhD= {y,z} m>P(F) = %E

) E= CUD= {b,c,x,v,t} =>P(E] =

gtﬂ

o P(E)=P{C)+P({D)~P(CND}

— =l2 "3 58 " S8 - an
P(CAD)=P{F}= 55 =DP(E)= Iz + 55 - 535 = 73
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REGLAS DE CONTEC

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDD LA TEQRIA CLA-
SICA ES NECESARIO CALCULAR N{(A)} ¥ N PARA RPLICAR LA FORMULA

Pi{AY=N{A) /N,

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS A={b,c} ¥ B={a,e,i,o,u) CON LOS
CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA
SEGUNDA DE B. EL EVENTO QUE SE FORMA ASI ES
C={xy: xcl;: veB}
5I ENUMERARMOS LOS FLEMENTOS:
COM LA b: ba,be,bil,bo,bu

} 10 ELEMENTOS
cCON LA c: ca,ce,cl,co,cu

SIHN EMBARGO, LA SOLUCION 5E PUEDE OBTENER RAPIDAMENTE SIN HECE-
S5IDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, UBSERVARDO QUE LA PRI-
MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE DOS TIPOS b O ¢, MIENTRAS hUE L&
SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE~
MENTOS ES 2x5=10, ES DECIR, EL EVENTO C PUEDE OCURRIR DE 10 MA-

HERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES.

EN GENERAL, SI DOS EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE MN{A} Y N(B)
MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTOKCES EL TOTAL DE MANERAS
EN QUE AMBOS PUEDEN QCURRIR, EN EL CRDEN INDICADO, ES NI(A} X N(B).

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS.
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EJEMPLO
¢CUANTOS NUMEROS PARES DE TRES CIFRAS SE PUREDEN FORMAR UTILIEZAN-
DO LOS5S DIGITOS 5,6,7,8 ¥ 9, SIN QUE SE USE EL MISMO DIGITO EN LAS

DECENAS ¥ LAS CENTENAS?

S50LUCION.- SEAN LOS EVENTOS
A ={X: X ESTA EM LAS' CENTENAS}
B ={Y¥: Y FSTA EN LAS DECENAS)
C ={%: Z ESTA EN LAS UNIDADES Y PS5 PAR)

C ={XY2: XeA; YeB; Z2eC)

PUESTO QUL NO SE PERMITE REPETICION DE DIGITOS, N(A)=5 ¥ N(B)=4.
ADEMAS, PUESTO QUE EL NUMERC DEBE SER PAR, N(C)=2., POR LO TANTO

N(D) = 5x|4x2=4n'

I EL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: Se{XYZ: XeAYeB;ZeF)
DONDE Fe=(2: ? ESTA EN ‘LAS UNIDADES}

ENTONCES Ni{F)=5 ¥ N{S}=Gxdx5=100,

CON ESTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SI EL ESPACIO DE EVENTOS
ES & ¥ SE ANOTAN TODOS LOS NUMEROS DEL MISMO EN UNA TIRA DE PAPEL,

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URNA, EL NUMERD SEA PAR:

N(A} _ M(A) _ 40 _ _ , _
P(a) = BB o B o 0 = 0.4 = 40n



23.

EJEMPLO

EN UNA CAJA S5E TIENEN TRES PERFORACIONES NUMERADAS DEL UNC AL
TRES. 58I SE HECHAN EN ELLA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERADAS PDEL 1 AL
3 Y BE AGITA LA CAJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA

.BOLA CAIGA EN LA PERFORACION QUE TIENE SU NUMERO (EVENTO A)

. P
DO O
«-...\\
GO QL
7 — 1 POSIRILIDAD

2 POSIBILIDADES O (3
i
N{A) = 2xixl=2 ' 2 j j
N = 3Ix2x1=§ / |
_ N(A} _ 2
H

i
P{A) T~ 7 1 POSIBILIDAD
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EJEMPLO

SE DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA Y UNA VERDE.

1. SI CADA PAREJA DE BANDERAS DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UNA
SEfAL, {bUhﬂThS SERALES SE PUEDEN HACER SI EL ORDEN DE COLOCA-
CION DE LAS BANDERAS ES IMPORTANTE (EVENTO A)?

N{A) = 3IxZ=6%

2. SI TRES BANDERAS TAMBIEN CONSTITUYEN UNA SEfAL CUANDO TODAS
SON DE DIFERENTE COLOR ZCUANTAS SERALES PODEMOS HACER CON LAS
3 SANDERAS A LA VEZ (EVENTO B} 7

N(B) = 3x2x1=6

3. (CUANTAS SERALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS
CONDICIONES ANTERIORES {EVENTOS C)?

N(C) = N(A) + N{B} = §+6=12

4. SI CADA SERAL DEL EVENTO C SE DIBUJA EN UMA TIRA DE PAPEL Y
LUEGQ SE COLOCAN EN UNA URNA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
SI SE TOMA UNA AL AEAR,
A} SALGA UNA SEMAL ESPECIFICA (EVENTO F):
P(F) = N(F}/N(C}) = 1/12

B) SALGAR UNA SEfIAL CON DOS BANDERAS FOR LO MENQOS {EVENTO G):

G=C DN(G)=12 DP(G) = 15 = 1

C) S5ALGA UNA SERAL CON DOS BANDERAS, UMA DPE ELLAS VERDE {(EVENTO H):
_ 41
HiH) = 1x2+42x1=4 =>P(I) =13 ]
D} SALGA UNMA SERAJL CON TRES BARHDERAS, UNA D¢ ELLAS VERDE (EVENTO I):
N(T)=" 1x2%»1+ 1xix2+ 2x1x2 =6

P{Il= 6/12 = 1/2 = 50%
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E) SALGA UNA SERAL CON DOS O TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA
VERDE (EVENTC J}
J = HUI =>N({J) = N(H)+N{I) = 446=10

P{J) = 18/12 = 5/6
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PERMUTACTOMES

Fl

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SFE DENOMINA PERMUTACTON.
POR EJEMPLO, TODAS LAS PERMUTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS
LETRAS A,B,C SON: ABC, ACB, BAC, BCA, CAP, CBA. EL TOTAL ES

3xZ2x1=6 PERMUTACIONES. (N=13),

EN GENERAL, EL NUMERO DE PERMUTACIONES ES N{N-1) (N=2) (N-3)x...xi=N!

EJEMPLO
JCUANTAS PEREMUTACIONES S5E PUEDEN HACER COM 5 ORPJETOS?
S! = Sxdx3x2x1m120

EJEMPLC
FM UN LIBRERO SC COLOCARAN AL AZAR 7 LIBROS. CALCULEMOS LA PRO-

DARILIDAD DE QUE EL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA NUEDEN JUNTOS

b/
(EVENTO A}. '_z_fﬂ'_"“ -
D{A} = N(A)/N ~—
23
N=7! = 7Tx{6X5x4x3x2x1) = 7x6!

1 L] ¥ L)
N(A) = 21x6! = p(a) = HXOL - XBL - 2
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EJEMPLO

EN UMA URNA SE TIENEN 6 ESFERAS, DE LAS CUALFS 3 SON BLANCAS Y
3 50N NEGRAS, G5I LAS SEIS SE EXTRAEN AL AJAR, UNA TRAS OTRA,
LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BLANCAS SALGAN EN FORMA CONSECUTIVA

iEVENTO F} ES:

R 3f 7 '

tm A a—

|

| b i

| |

b - o - ——_ 1

— N )
4!

Ni(F) = 3! » 4! ;3 N= B}

1 1 1
= P(F) = N(F)/n =2 x - %;:5:4?'

pip) = 22 . g
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EJEMPLO

EN UMA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTICOS Y CADA UNO CONTIENE UH BI-
LLETE DE DIFERENTE DENOMINACION {1,5,1¢,20,50,100 y 500 PESOS).
JCUAL ES LA PROBABILIDAD DE 1,5,50 y 500 PESOS SALGAN CONSECUTI-
VAMENTE EN FUHLDUIER ORDEN, 51 S5F SACAN LOS SIETE AL AZAR, UNO

TRAS OTRC (EVENTO A)?.

74
. A .
r_ _____________ —I
|
5 50 |
L__,__+__ﬁ_____lif’iﬂ] 10 20 100
~ J
N
4.’

N{A) w 4!xd4!; N=T!

pa) = 4IXA! _ dixdl _ dxdx2xi _ 4
7! Yx6x5xd! ~ "~ Tx6x5 35
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PERMUTACTONES PARCIALES

EL NUMERD DE MANBRAS EN QUE SE PUEDEN OHDENAR N OBJETDS TOMANDO

DE ¥ EN r ES5:

HPI' = N’
ICEI3 M

ESTQ ES EQUEVALEHTE A DECIR QUE NFPr ES EL NUMERD DE DIFERENTES
MANLRAS FEN QUE r OBJETOS PUEDEN SER SELECCIONADOS DE N OBJETOS
(r<n) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EL
SIGUIENTE,

OBSERVESE QUE SI raN:

n! H!
- - H‘:
B-Ny! 07 - \

NPH =

EJEMPLG

SI SE TIENEN LAS LETRAS A,B,C,D, EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES

o = o] _ oAx3x2! _ 4,
APz = Tg=myT T — It T

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES:
5 ={hB,AC,AD,BR,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC}
HBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, AC NO ES5LO MISMO QUE

GR, ETC.
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COMBTNACTONES

CUANDOQ EL-OQRDEN KO ES IMPORTANTE, E5 DECIR, 51 EL AGRUPAMIENTO
'GA ES EL MISMO QUE EL AG, A LOS5 AGRUPAMIENTOS SE LES DENOMINA
COMBINACTONES, POR EJEMPLQ, SI SE FORMARA UNA COMISION DE 2 INDI-
1 VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOMANDC SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URHNA,
Y DESEAMOS SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS FODRIAN FORMARSE
COMO RESULTADO DFL PROCESO, ENTOWCES LOS RESULTADOS PEDRO, JOSE
Y JOSE, PEDRO CONSTITUIRIAN EL MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR-

TARIA EN QUE ORDEN SE SBACARAN 51S NOMBRES DE LA URNA.

ASI, SE FUEDE DEMOSTRAR QUE EL NUMER(O DE COMBINACIONES POSIBLES

DE ¥DRMAR DE N OBJEFTOS TOMANDO DE r EN r ES:
N!

Wer = =

H o { T } IN-rj O
ESTO EQUIVALE A DECIR QUE NCy ES EL NUMERC DE MANERAS DISTINTAS EN
QUF. r ORJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r<N) SIN REEMPLAIR V SIN TM-

PORTAR EL ORDOEN EN (UE APAREZCAN.

CUANDO UMD SE ENFRENTA A [N PROBLFMA QUE IMPLICA LA REPETICION DE UN EXPE-
RIMENTO, ES NECESARIO DETERMINAR SI HAY O NO REEMPLAZO DE LAS OBSER-
BACIONES, POR EJEMPLO, EL REPETI'. EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OB-

SERVAR CADA VE?Z EL NUMERO QUE QUFDA HACIA ARRIBA LIL.EVA IMPLICITO

QUE HAY REEMPLAZO, | |
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EJEMPLO
UNA CAJA CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 50N DEFECTUOSOS, BI

SELECCIOQNAMOS 4 AL AZAR SIN REEMPLAZQ
A) ZCUANTGCS SON LOS5S RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELE-

MENTOS TIENE EL ESPACIO DE EVENTGOSY

= ' 10! o _
K(S5) lﬂpd _f].ﬂ"_”l 10x%x8x7 = 5040

B) ¢CUANTOS ELEMENTOS DE § TIENEN COMO PRIMER RESULTADD UN FOCO

CEFECTUOS)O ¥ TRES FOCOS BUENOS EN LOS OTROS TRES?
P

A

3 TOE Y T
N{A} = 3Py X 4Py = 3iqyr X o9yT ~ 37 X FT
3 x (Tx6x5) = 630

N{A)
=» P(A) = 630/5040 = 63/504
: :
C} LCUANTOS ELEMEMTOS DE 5 TIENEN UN ¥OCO DEFECTUO0SO Y 3 BUFEROS?

CE RN e

H(B) = & x 391 X TPB = 4630 = 2520 - ,

= p(p) = 2222 - 2 s
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PERMUTACIONES DE GRUPOS DE OBJETOS

"EL NUMERO DE PERMUTACIONES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES

S5E TIENENW N, , IGUALES ENTRE S1I EN EL PRIMER GRUPO, N2 IGUALES

1

ERTRE 51 EN EL SEGUNDO GRUPO, ETC, HASTA HK IGUALES EN EL E-ESIMO

GRUPC (LOCS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE 51}, DE MANERA (QUE

Hl + HZ +,..% HK = N QUEDA DADD POR LA FORMULA:
P M!
N "N, ,Narees Hy, =  ET T
172 K Hl.Hl....NK.

EJEMPLO

EN EIL IHCiSO C DEL BJEMPLO ANTERIOR SE TIENEN DS GRUPOS EN LA
MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR N,=1,

Y EL DE BUENOS, CON TRES ELEMENTOS, N,=3, QUE SE PERMUTAN POR GRUPO

1
pE 4F1,3 = I*iT = 4 MANERAS DISTINTAS,

EJEMELO

ENUMERE LAS PERMUTACIONES QUE S5E PUEDEN HACER CON DOS GRUPOS DE

BOLAS, 2 NEGRAS ¥ 2 BLANCAS.

BEbnn

n, = 2
bnbn
bnanb n, = 2
npohbhbn . 4"

P = : o §

nnbhb 42,2 IV 2T
nbenb i
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EJEMPLD

UNA CAJA CONTIENE 25 TRANSISTORES DE LAS CUALES 3 50N EFECTUOSOCS.
:CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAH BIN
REMPLAZO,

A) SE ORTENGAN LOS 3 DEFECTUOS0S

B) SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUQSOS

C) SE QBTEHGA S0LO 1 DEFECTUOSO

D) NO SZ OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO?

SOLCCION
. _ ,ePe . _ 25! _ 258!
R} N{8) = 25°5 = 15eZEyT 7 5T
- »
GRUPO DE 3, N, =3 GRUPO DE 2, N,=2
T o 2 ) ™" s 5770
I " ) I e D=DEFECTUOSA
| P | P | .
3 3' 1 22 2
—_ = Loes P=BUEKRA
s¥3,2
- ' ¥ :
Ny = 373 122727503,z < 3 gl st
H{A) = & %%%
!
221
60=— . 60
P(A) = —2i— = 60 251 =
=757 75T 13800
20!
T I VI
B} | Nl z l I NZ 3 '
‘D D B B B
| v ||‘ ' ’ |
e ul
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N(B) = 3F2 x 22P3 X 5P2;3 = E-20F [I337T Ixa!

L 4. 220 5x4 _ o 22!
N(B) 3! 137 3 60 19T

cn22!
p(B) = 197 _ o 220 20x19! _ 1200
251 257 7 191 13908

207 -

o I o o
| Do | : B B B B : Ni{c) = 3 x 22F4 x 5F1,4
) P 22! '
Lo 2, N0 =3 iy * h
- £« 4 _ = Y 14T
P1a N(C) m 3 22! 5:45 - 15 225
L5 221 :
PrC) = TAT  _ 15x20x19x%18! _ 5700
T (]
55T 251 -~ % 13800
LT} ﬁjT'x 181
P 22! 21
PP B B BB B N{D) = 225 = FrTEyT " I9T
p
22F5 221/17! _ 20x19x18%17!
B(D) = =557 = “ 353
. 207 70T ¥ 17!

P(D)=6B40/13800

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO HEM.S CALCULADO LAS PROBABILIDADES DE
TODOS LOS ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL"NU-
MERO DE DEFECTUOSOS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR
DE 5 ELEMENTOS", EN LA CUAL SOLO 5E PUEDEN TENER 0,1,2, O 3 DEFEC-

TUOS0S, ES DECIR,

§={0,1,2,3}



VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(S8) = 1:

P{S} = P{{0]) + P{(1}) + P{{2}} + P({3)}

.

- 5840 , 5700 . 1200 . _ 60
13860 ~ 13800 * 13800 ~ 13800

KL
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FROBABTLIDAD CONDICTONAL

LA FROBABILIDAD CONDICIONAL, I{A|B), DEL EVENTO A, DADO (QUE EL B
HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA

_ P(anm)

P(A|B} = P{BY

: PIBY»O {1}

S5I BOS EVENTOE, A Y B, 508 INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE ﬁ
NO SE ALTERA SI OCURRE EL EVENTO B; ES DECIR, DOS EVENTOS SON
INDEPENDTENTES ST

P{A|B) = P{A)}

EN TAL CAS0, DE LA ECUACION 1 1
P(ANB) = P{A) x P(B)

PUESTD QUE P{hnB}‘- N(AQB) /N(S) Y P(B) = N(B)/N(S)}) LA ECUACION 1

SE PUEDE ESCRIBIR COMO

N{ANB} |
_ N{5) _ H{ANRB) (2)
PrlE) = N8}~ N(B)
N{S)

EL TRABAJAR CON LA ECUACTON 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE

EVENTQOS REDUCIDO DE 8 A B.

EJEMPLO

EN UNA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTU0OS0S, ¢CUAL

ES LA PROBABILIDAD DE' SACAR UNQ BYENC Y UNQ DEFECTUOSO (EN CUAL-
QUIER ORDEN) AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES. AL AZAR, SI HAY REEMPLAZD

b

DFL TRIMER TRANSISTOR ORSFRUATNYY
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HAY VARIAS FORMAS DR RESOLVER ESTE PROBLEMA:

1., PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUDSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE
PUEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESTACIO DE EVENTOS, EN EL QUE
TORCS LOS ELEMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES:

5= {(p,D, (0,B), (B,B}, (B,D}}
EL EVENTO DE 1NTERES ES5:

A = {(D,B), (B,D}}
POR LO OUE N(S) = 4, N(A} = 2

XY P(A) = 2/4 = 1/2

2. HAY 10 x ld MANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERD EL BUENO Y
LUEGQO EL DEFECTUQSC, Y OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA

INVERSA. POR LO TANTO:

HiA) = (10 x 100 = 2 = 200
H{S) = 20 »x 20 = 400

|
P{A) = 200/400 = 1/2

3. SEAN LOS EVENTOS
B = {SALE PRIMERO EIL BUFENO ¥ LUEGD EL MALO)-

C = {SALE PRIMERO EL MALO Y LUEGO EL BUENO)-

D = {SALE PRIMERO EL BUEND}

. I
E = [{SALE SERUNDO EL MALO}
D = [SALE PRIMERDO EL MALGO}

R = {SALE SEGUNDO EL BUENO}

POR LO TANTO

B=DNE Y F = ONR



17,

SI A = {SALE UNO BUENO ¥ UNO MALO} = BUF
SE TIENE QUE P{A) = P(B)+P(F)
YA QUE B Y F 50N MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, Y

P{B) = P(DRE) = %% X %g a %%g - %

= = -]-'—u- 10 = 1

YA QUE D Y E, Y O Y R S0ON INDEPENDIENTES. ESTO CONDUCE A )
=4, 1_ 1

PA) =3+ 7=3

RESOLVAMOS AHORA ESTE PROBLEMA SI WO HAY REEMPLAZC:

P{DNE)} = P(E|D)P (D}
P{D} = 10,20, P(E|{D} = 10/19
10 10 10
POR LO QUE P{A) FTIE" 19
EN GENERAI;I Il‘os EVEHTDS Al' Az Fuora rAHI- '
SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO 81,

PtAK{EnKzn.,.nhKR} - P{AKl}xP[AKZ}x...xF[AKR]

PARA CUALOUTER GRUPO DE ENTEROS K,, K,,... K, CON Kp<M (TODAS
LAS PAREJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN

SER INDEPENDIENTES) .
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EJEMPLO

e

¥
51 M=3, hl, Az b'g 33 50N INDEPENDIENTES 5I, Y SOLO 51, vipt f*

PIANAY) = P(AIP(A,)
P{ANAL) = P(A)PIAL) e
P(ANA,) = P(A,)IP(A,)
AR_AA, A )P { |
P(A,NANAY) = PIAIE(A,)P(A,)
SI M=4, PARA QUE SEAN INDEPENDIERTES SE REQUIERE QUE SE CUMPLA QUE

P{Af]nznn3nn4} - PthllP{AEIPIHJ{P{h4l

PANADAS) = P(A)P(A,)P(A,) TODAS LAS COMBINACIONES DE

. 4 TRES EVENTOS QUE PUEDAH FOR-
P{Afﬁnéna41 - P{Alip{AZ}P{A4} MARSE "
PR NA) = P(A;IP(A,) TODAS LAS COMBINACIONES DE
_ - DOS EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
P{AVA4} = PR IP(A,) | MARSE '

J L

{a;
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EJEMPLO .

EN UN ESTUDIG 50CIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA

COLONIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS SIGUIENTES DATQS:

GUSTO POR LA TITULO UNIVER]  SIN TITULO UNIL
MUSICA CLASICA SITARIO VERSITARIO
VARONES DAMAS VARONES DAMAS )
ALTO 100 50 200 250 600
BAJO 150 100 150 200 600
T 250 150 150 450 1200
S1 A = {VARON} , B = {CON TITULO}

C = {GUSTD ALTO}

¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SI SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL
AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO Y GUSTO

ALTO POR LA MUSICA?

POR EL METODQ FRECUENCIAL:
NUMERO DE VARONES = 250 + 350 = 600
NUMERO DE PERSONAS CON TITULO = 250 + 150 = 400
NUMERO DE PERSONAS CON ALTO GUSTC POR LA MUSICA CLASICA = 600

POR LO TANTO

P(A} = 600/1200 = 1/2, P(B) = 400/1200 = 3

il

Y P(C} = 600/1200 = 1/2 ., PUESTO QUE
. . , .
D= ANBAC Y A, B Y C SON INDEPENDIENTES, SE TIENE QUE

DE' OTRA MANERA: P(D)= 100/1200 = 1/12
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA

-

DATC ¥ OBSERVACION: ES EL RESULTADYD DE REALIZAR UN EXPERIMENTO.

HUESTRA: ES UNA COLECCIOHN DE DATOS

MUESTREQ: PROCESQO DE ADQUISICION DE ,UNA- MUESTRA -

HUESTREG +

CON REEMPLAZO- CUANDO CADA .ELEMENTO OBSERVADD SE REINTEGRA

AL, LOTE .DEL CUAL FUE EXTRAIDO ANTES DE-EXTRAER EL SIGURIENTE.

SIN REEMPLAIG- CUANDO .CADA.ELEMENTO OBSERVADC NO SE REINTE-

i GRA AL .LOTE. . .o

POBLACION: TOTAL DE DATOS QUE SE PUEDEN OBTENER AL REALIZAR UNA

SECUENCIA "'EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTOS

{ D1SCRETA-

POBLACTONS
| CONTINUA-

1
\

ETEMFLOS

1. EXPERIMENTO:
POBLACION:
‘MUESTHRA:

2. EXPERIMENTO:

POBLACION:

MOESTRA:

'"TIENE UN NUMERD FINITO O UN NUMERD 'INFINITO Ni-

MERABLE "DE DATOS "POSIBLES

‘"TIENE TN NUMERO INFINITO NQ NUMERABLE DE DATOS

POSIBLES

* v

- LANZAMIENTD "LE IUNA MONEDA 'DIEZ "VECES

SUCESTON INFINTTA" NUMERABLE :DE "CARAS" ¥ "CRUCES"

(DISCRETA)

GRUPO .DE 10 .OBSERVACIONES

MEDICION DE LA PRECIPITACION PLUVIAL MAXIMA DIARIA
EN LA CIUDAD DE MEXICO DURANTE DIEZ AROS

SUCESION INFINITA NO b‘lUMER.FLBLE DE VYALORES (CONTIKUA)
GRUPO DE 1652 OBSERVACIONES (TOMANDO DOS AROS

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBRERO)



MUESTRA ALEATORIA: ES UNA MUESTRA OBTENIDZ DE TAL MANERA QUE Toms
LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE SER

OBSERVADOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO N AFECTA LA

PROBABILIDAD DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO, ES DECIR, SI SON INDEPEN-

DIENTES.

TABLA DE NUMERDS ALEATORIOS: KS UNA TABLA QUE CDNT]I:ENE NUMEROS OQUE CONS-
TITUYEN UNA MUESTRA ALEATORIA OBTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO-
BABILTDADES UNIFORME, QUE GENERALMENTE CORRESPONDE A UNA VARIABLE
ALEATORIA QUE PUEDE ASUMIR VALQRES ENTRE 0 Y l,IMULTIPLICADOS POR

lﬂr, EN DONDE r ES EL NUMERO DS DIGITOS NUE SE DESEA TENGAN LOS

>
NUMEEROQOS.

-

i

a |
U JE ---.--_._*-:,X

0 1

LAS TABLAS QUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DEBEN CON-
TENER NUMEROS CON MAYCR NUMERO DE DIGITDS QUE LOS QUE TIENE EL

TOQTAL DE ELEMENTOS DE LA POBLACION QUE SE VA A MUESTREAR. POR
EJEMPLC, 5@ SE VA A OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE DE

' LENTES PARA MICROSCOPIQ QUE TIENE 10,000 ELEMENTOS, LA TARLA {JUE

SE USE DEBERA TENER NUMEROS ALEATORIOS CON 5 O MAS DIGITOS.



HETOUO PE MUESTREO ALEATORIO

S5E ENUMERAL LDSMELEMEﬁTDS DE LA PéBLACIUN

SE FIJA EL CRITERIG DE éELECCIGH.DE LOS NUMEROS ALFATCRIOS
{(POR EJEMPLC, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE

VAN & LEER) ’

SE INDICA QUE DIGITDS S5E VAN A ELIMINAR EM CAS0O DE QUE LOS
NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGITOS QUE LOS MNECESARIOS

SE LEEN LGOS NUMERCS, DE ACUERDC CON LO FPIJADO EN LOS PUNTOS

2 ¥ 3, Y 5E EXTRAEN DEL LOTE LOS ELEMENTOS QUE TIENEN LOS
NUMERQS LEIDAQS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON LA
CUAL REALIZAR LOS EXPERIMENTOS.. LAS. OBSERVACIONES CONSTITUL-

RAN LA MUESTRA ALEATORIA DESEADA,

NOTA: TODCS LOS NUMEROS QUE SE. REPITAN. SE CONSIDERAN SO0LO UNA VEZ.

TAMBIEN SE ELIMINAN LOS NUMEROS MAYORES DEL TAMASO DEL LOTE.

EJEMPLOD

SE TIENE UN. LOTE DE 1,000 TRANSISTORES NUMERADOS® DEL UNO AL MIL,

CUYA CALIDAD SE VA A VERIFICAR ESTADISTICAMENTE,. PARA LG CUAL SE

DECIDE TOMAR UNMA MUESTRA DE 4C ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPLIFICACION

USANDO LA TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS ANEXA, CON EL CRITERIO DE TO-

MAR TODOS LOS RENGLOWES- IMPARES ELIMINANDO EL ULTIMO DIGITO, LA

MUESTRA FISICA SERIAN LOS TRANSISTORES CORRESPCONDIENTES A LOS

NUMEROS 0415, 0006, 0394, 0598, 0530, 0160, ETC.
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Renglﬁn

W & kY

w0 oa -

10

K

Tumna

i

16408

18629

73115
57491
30405

16631

96773

38935

31624

78919

e ——— e oy

81899
81953
47498
16703
03546

35008
20206
64202
16364
19474

TABLA DE NUMERQS ALEATORIOS

04153
05520
47498
23167
23792

85900
42559
14349
17403
23632

53181
91942
B76237
49323
14422

32388
TEHBS
B2674
03%41
27889

52390
05300
66523
44167
47914

21438
13092
00060
33132
45799

52390
22164
44133
64486
02584

83035
3v662
88824
12544
22716

16815

24369

00697
64758
17680

92350
04822
71013
41035
13792

69258
54224
35552
75366
20801

36693
947130
18735
807480
03983

38732
35083
35970
76554

12152

10 11

31238 59649
06496 35090 |
20286 23153
45393 44812
74353 8668 -

38480 73817}
18687 11052
19124 63318
01601 12614 |
39339 343n5

—. L ",



AGRLIPAMIENTO DE DATOS

FRECUENCTA DE UN EVENTO:. ES' EL RUMERO DE‘ VECES QUE QCURRE EL EVENTO

A1, OBRTENER UNA MUESTRA:DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE,

FRECUENCTA RELATIVA DE UN EVENTO- ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE

EL TOTAL DE ELEMENTOS (TAMARO) DE LA MUESTRA. '

FRECUENCTA RELATTVA ACUMULADA: ES LA ACUMULACION (S5UMA) DE LAS FRECUEN-
CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTIENDO DEL VALOR (O DEL
INTERVALO)} MAS PEQUERC, EN OTRAS PALABRAS, ES LA FRECUENCIA DE

VRLORES MENORES 0 IGUALES QUE UN VALOR DADO,

FRECUENCTACOMPLEMENTARIA- ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE UN

'VALOR DADO = NUMERO DE DATOS - FRECUENCIA® ACUMULADA,. * .

L X

DISTRIBUCTON DE FRECUENCTAS

CON OBJETC DE FACILITAR LA INTERPRETACION DE LDJS DATOS QUE SE
TIENEN BN UNA MUESTRA, ES° CONVENIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O: POR
INTERVALOS DE VALORES, E‘DRI-EI&DG ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION DE
FRECUENCIAS..

PARA FACILITAR EL CALCULQ DBE LAS FRECUENCIAS: ES:UTIL ORDENAR LOS
DATOS EN FORMA CRECIENTE ¢ DECRECIERTE DE VALORES,, FORMANDO ASI

UNA TABLA DE DATOS ORDENADOS,



ETEMFLO
EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES APLICO A 30 PROFESORES UN EXAMEN
SOBRE PEDAGOGIA. LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUYIERON

FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORMA CRECIENTE)

57, 59, 65, &7, 67, 67, 6%, 72, 73, 73, 77, 78, 78,
— mm e . % . R —

R B C

g1, 81, 83, B3, 83, 84, 84, 87, B8, 89, 89, 91, 91, 93,

. v o e — . -
D E
95, 97, 99
E
AGRUPANTENTO DE VALORES
CALIFICACION  FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA RE-
RELATIVA LATIVA ACUMULADA

57 1 1/30 1/30

59 A1 L 1/30 2/30

65 "1 1/30 3/30

67 3. 3/30 6/30

69 1 1/30 7/30

72 1 1/30 8/30

73 2 2/30 10/30

77 1 1730 11/30

78 2 2730 13/30

81 2 2730 15/30

83 g| 1/30 18/390

84 2 2/30 20/30

87 1 1/30 21/30

88 1 1/30 22/30

89 2 2/30 24/30

91 2 2/30 26/30

a3 1 1/30 27/30

95 1 1/30 28/30

97 1 1/30 29/30

99 1 _1/30 30/30=1

=30 I=30/30=1

FOMAT. RS TA FRRERCIRNCTZ NDF WATORFES MFNORES O TEMATLES TR QI2.77 /710



AGRUPAMTENTY POR INTERVALOS

LIMITES DF CLASES: SON LOS VALORES MINIMG Y MRIIMD DE CADA INTERVALO

MARCAS TF CLASE:

SOM LOS VALORES MEDIOS DE CADA

INTERVALGC DE CLASE

LIMITES REALES PE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMC QUE 50N

FRONTERA ENTRE LOS INTERVALOS.

MAL MAS QUE L35 DATOS,

| EUENTD

A =
B =

O =

ke - e —

{INTER?ALD DE ELEMFNTDE
CﬂLIFICHCIDNES] OBSERVALDOS
[51-60} 15?,59

{61-70} 65,67,67,67,69
{71-80} 172,73,73,77,78,78
{81-90) .81,81,83,83,83,84,

{91-100}

-

: A Y

184,87,8E6,85,89

151 91 93 95 9? 99

LIMITES INFERIORES | LTMITES' SUPERIORES.

DE CLASE 1 DE CLASE
| EVENTO _ LIMITES DE LIMITES REALES
: CLASE DE CLASE
o ‘_'].I_HF_ERIDR sJPE‘Efle IE:'_E__R]TDE]__ERIO
. 51 | 60 50.5 | 60.5
. B ? 61 ! 70 €0.6 1 70.5
C P71 ! 80 70.5° . 80.5
o | ®m ! s0 | 80.5 | 90.5
SN AU

ip0 9[1.5 Ilﬁﬂ 5

.
]
b ——— T

L me ———e

L

—_——— -y mm—a— - - samm

-

E5S5TOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

FRE- FRECUEHCIE
CUENCIA RELATIVA
o ]

2 2/30

5 5/30

6 .6/30

11 11/30

6 6/30 !
£=30 | 30/30=1 _

1 MARCAS DE.

CLASE
R :

| 55.5 .

, 65.5 .

g r
g 75,5
; 85.5

95.5 |
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YA greas ol claze

B = {X: 50.5<X<60.5) ¢
B = {X: 60.5<X=< 70.5}

C = {X: 70.5«<X< 80,5}

D= {X: 80.5¢<X< 90,5}

E = {X: 90,5 <X < 100.5}

LIMITES REALE:g T\ LIMITES REALES SUPE-
INFERIORES DE CLASE RIQRES DE CLASE

L MAYOR NUMERO DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERC DE INTERVALQS,
PERQ SE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERO ESTE ENTRE 5 Y 20, SUPONTENDO
QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5 O MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALD. ASI, SI

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS.

2L PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE INDICARA AL MISMO TIEMPC QUE SE REA-

LIZA EL, SIGUIENTE EJEMPLC.

EJEMPLO

EN UN ESTUDIO ANTROPOLOGICC SE OBTUVO UNA MUESTRA LE 30 ESTATURAS



Evente

531-60
G1-70
71-80
81-90

91-100

ELementos conrnesp,
a fos Lntenvalos

29,57
67,65,69,67,67
72,73,73,77,78,70.

83,88,64,89,83,84,
89,87,481,83,81

95,91,97,585,91,92

Frecuencda

Frecuencda refativa

2/30=0.0671 6.7%)
5/30=0.166(16.6%}
6/30=0.200(20%}

11 11/30=0.367(36.7%}
G 6/30=0.200({20%)
30 1.000

Frecugnedlda
acumufada

2

2+5=a7
T+6=12
13+11=24

24+6=30

Frecuencia xefativa
agoumufady

0.067

0.067+0.166=0.233
0.233+40.200=0.433
0.433+40.367=0.800

0.800+0.200=1.000

A



DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATOS, OR-
DENADOS EN FORMA CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES:
160,161,163,163,163,167,167,167,167, 168, 169, 168,169,169,170,
1?1,1?1,1?3,114,1?5,1?5:1?5,173,1?9,191,131,133;;54,15?,191 CM.

OBTENER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS.

SOLUCION;

1, DETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA

RANGO = VALOR MAXIMO ~ VALOR MINIMO = 191-160=31 CM

2., DETERMINACICHN DEL HUMERCO DE INTERVALCS

NUMERC DE INTERVALOS = %? = 6

3. DETERMINACION DE 10S LIMITES DE CLASE

RANGO 31

ANCHO DE LOS INTERVALOS = NOMERD ~ B = 5.1

TOMAREMOS UN ANCHO DE 6 CM, CON LO CUAL EL RANGO DEL AGRUPAMIENTC
ES 6 x 6 =36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-31=5, QUE SE
REPARTE EN LOS DOS INTERVALOS EQUITATIVAMENTE. POR LG TANTO,

LOS INTERVALOS RESULTAN:SER:

157-162, 163-168, 169-174, 175~-180, 181-186, 187-192



4. INTEGRACION DE LA TABLA:

INTERURLD]

157-162

163-168

[

169-174

175-180
181-186

187-192

 LIMITES REALES| |
INF SuP.H
156,5 | 162.5 ; 2
i
162.5 | 168.5 . 10
168.5 | 174,5§ 7
i
|
174.5 | 180.5| 5
i i
H 1
180.5 ! 186,51 4
, ;
186.5 | 192,51 2
| |
I=30

g' FREC.| FREC. REL.

FREC,
ACUM.

12

19

24

28

30

PP P —

FREC. REL.
ACUM,

0.067

0.400

0.633

0.800

—ErmEim e

0.933

1.000

At —— e ——

1a.

N —— N |

1 a imrt o a o ————— e e
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PREESENTACION GRAFICA DE LAS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS
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¢CUAL ES5 LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE 180.5?: 30-24=6

LA FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA COMPLEMENTARIA ES: 1-0.800=0.200 {20%)
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-HISTOGRAMA DEL PROBLEMA DE LAS' CALTFICACTONES EN PEDAGOGTA

i

A T

Frecuencia

L Il

o uuulnmlnuud:nunlﬂzuiuullhnjul '

o ! i i 7 —
50 60 70 80 90 100
' Calificacion

TAREA: DIBUJAR EL POLIGONO DE FRECUENCIAS Y LAS CURVAS DE

RELATIVAS ACUMULADAS Y COMPLEMENTARIAS.

-

FRECUENCIAS



EJEMPLO

14.

EN UN ESTUDICQ SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS FOR

UNA FABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE 100 ELEMENTOS,

A& LOS CUALES SE LES CONTO EL NUMERO DE DEFECTOS DE FABRICACION.

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE OBTUVQO ES LA SIGUIENTE:

NUMERD DE
DEFECTOS

FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA ACUMUOLADA
ACUMULADA COMPLEMENTARTA
4 4 96
13 17 g3
a3 EQ 50
3q 20 20
15 95 ) 5
5 100 | 0
100 )
|
N e el
g | T }
t
™
VU
N
L
N,
= L,
N2 cle criecton
A oseed e L
jl.,“'\_l 5'.:-?—_..—:__..__.,__;.____ _ . :r/
L — | | ‘\__Z,'_.;_.—,-,;éyc‘/\;n 4
RY = ctm - me e '
o \ : .' f frecuenctss
Iy ! - : e wrwula A I
h 3 - i I F
) i .
Y Spmm —lee = ey |
LR - ¢ 1 f | :

DI r i isn p Freimsias

I- -+
I | | .-11.-* i o J" - .
RPN R A=Y . p
e '__L' | S Carng /et 8P i35

-;._._l . ,.' | e P ,
o1 e & F b AM2ze ey ceras
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. 1 ' 1 - .
PERCENTTLES - SO¥ LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 1 POR CIENTO.

PECILES™

S0W LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRECUEN-

CIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLGS DE 10 PORCIENTO.

CUARTILES-

SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 25 POR CIENTO,

MEDTANA- VALOR DE LA VARIABLFE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA

RELATIVA ACUMULADA DE 50%,

.-'z.,.lrf.:'.;
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HMEDTDAS REPRESENTATIVAS DE [0S DATOS
MEDIDAS DE TENDENCTA CENTRAL

VALOR MEDIO O PROMEDIQ ARITMETICO

ES
]

A
1 J

x5
i=1
DONDE xi S0N LOS VALORES DE LOS DATGS Y n ES EL TAHAﬂD DE LA

MUESTRA.

31 LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS Y fj ES LA FRECUENCIA DEL j-ESIMD

INTERVALO Y xj ES LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES

i%5 : X = NUMERO DE INTERVALQS

EJEMPLO
SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTERIORMENTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS.

SE TENIA:

T

3} No. DE DEFECTOS , FRECUENCIAI
. x R .

1 - 0 | P "4x0<=0

2 | 1 | 13 13 % 1 =13

3 ! 2 33 33 x 2 = 56

“r k' 30 30 x 3 = 90 X = %%%

5 4 , 15 15 x 4 = 60 X = 2.54 DEFECTOS
Ked 5 5 5 5 x 5 =_25 POR MONOBLOCK

'+ I=100 L 254 ¢

[ A
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M0D0~ ES, EL VALOR DE LA -VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA
EN UNA MUESTRA. SI LOS DATOS:ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA

MARCA DE CLASE DEL INTERVALD QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA.

EJEMILO
EN EL PROBLEMA DE LOS MONOBLOCKS EL MODO ES 2. EN EL FROBLEMA
DE LAS ESTATURAS DE LOS. VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES

165.5 CM, -
i ! Lo »



HEDIANA- ES EL VALOR DE LA VARIABLE.(QUE CORRESPONDE AL 50% DE LA

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA. - - : -

L F v : B N ’ - ) [ . .
51 LOS DATOS ESTAN AGRUFADODS POR INTERVALOS, LA MEDIANA SE PUEDE

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, COMO YA SE VIO):

= —_—a
MEDI%NA = M ’LM + 7 M

LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALG QUE CONTIENE A LA

DONDE LH =
MEDRTANZ
fM ¥ dH = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEIL INTER-

VALO QUE CONTIENE A LA MECIANA

F,, = FRECUENCIA ACUMUOLADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE

A LA MEDIANA EXCLUSIVE

n = TAMARO DE LA MUESTRA
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EJEMPLO
EN UN ESTUDIO PARA _DETERMIMWAR LOS TIEMPOSTEN,QUE UNA MUESTRA ALEA-

TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS

SE OBTUVO LO SIGUIENTE:

3 MARCA DE CLASE LIMITES FRECUENCIA FRECUENCIA

%, EN SEG REALES f  ACUMULADA P _X+SEG
1 0.10 0.075~0.125 2 2 0.20
2 0.15 0,125-0.175 7 9 1,05
3 0.20 0.175=0.225 14 231 2.80
4 0.25. 0.225-0.275 4 27 1.00
5 - 0.30- . 0.275-0.325 3. 30 0.90
£=30 ¥ £,%,75.95
=1 '
- 5,95 _
x T = 0.193 EEG

MODC = 0.20 5EG

'0.05

dH = 0.05fr LH = 0.20 mhEaer 0.175, Fy =3
n/2 = ip/2 =.15,.fM =14

_ . 15~ 9
MEDIANA = M = 0,175 = Y. .05

0,30

M= 0.175 + = 0.175 + 0,021 = (0.196 SEG
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- MEDIDAS DE DISPERSION

RANGG = MAXIMO VALOR OBSERVADO - MINIMO VALOR OBSERVADO

VARTANCTA r SI LOS DATOS N{! ESTAN AGRUPADGOS ;

n
s2 = S (x) - %
i=1
5T LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS :
K
2 _ 1 2
S}{ = H E {}I] - ]

DONDE: LAS xj_ SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-

VALOS.

DESVIACION ESTANDAR
= Y
COEFTCIENTE DF VARTACION

Vy = Sxfx



ETEMPLO

21.

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA MAXTMA DIARIA EN UNA CIUDAD

SE OBTUVO LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA:

292.5

1296.6
3480.6 |

i j | INTERVALOS DE |MARCA DE "FHECEIE'EEEQ-_'" - )
l | TEMPERATURA, *F | CLASE, °F £ xf] x-% Ix-%)
Sl SFr ST Jit MoVl S
! 1! 55 - 63 59 2 1168 |-21.3| 453.7
! |
L 2| 64 - 72 68 - 6 - | a08|-12.31151.3
1 | B . T
i 3 73 - 81 77 . 7 539{- 3.3/ 10.9
C 4 82 - 9¢ 86 9 774: 5.7 32.5
! !
| 5§ 91 - 99 95 6 576' 14.7}216.1
- ]
i L} 30 paos
%= 3302 = 80,3 °F .-
si 3480.6 _ 11¢ op2
S¢ = /116 = 10.8 °F
10.9 -
v, = - 0.134
7803 134
MODO = B6
a =9, L.=72.5, f£.=7, FP.=8, R = 33 - 15
H_'LH_ S L B A R B

15 - B

MEDIRANA = M = 72.5 + 7

9 = 32,5 + 9 = B1.5 °F
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TARER®A

0.78 038 072 (65 072 092 078 043 007 075 ,
138 1.43 NG5 .48 0,53 .48 0.72 148 065 0738

085 100 658 078 108__120 , 048 048, .100 0.0

065 092 072 0S8 078 648 0°% 056 088 049

078 043 030 0T 078 08 088 008  Lod 190

088 057 072 L0 097 098 058 109 0gz 143

0.65 0GS 088 072 07 078 07! 109 053 08l

053 106 057 084 12 100 LM 01z 6% 134

056 065 038 118 LI® 618 043 D52 037 085

0.0 065 098 05l 065 17 145 056 006 140 -

Agrupar datos por intervales y elaborar tabla con frecuencias,
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas y frecuencias
relativas acumuladas (anotar iimites, limites reales y nmarcas

de clase).
Dibujar: a) Histograma

B) Poligono de frecuencias

¢) Curva de frecuencias acumuladas
Calcular todas las medidas de tendencia central y de dispersién
que 5 han estudiado
a. Sin agrupar datos \
. Con datos agrupados
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TRANSFORMACTON DE VARTABLES

SEA X UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

-

fx[xl, Y SEA LA TRANSFORMACION

Y = g{X} = a + bX

L r L A 3

PARA EL CASC EN QUE X ES UNA VARIABLE CONTINUA, EN TEORIA DE PRO-

BABILIDADES SE VIC QUE . -

A

E(Y) = f"{a+bx1fx{x}dx = a ;“fx{x)ax + b Imxfxfx}dx

- — -— N

L]

= a + bE{X) ‘ s
¥, ANALOGAMENTE QUE : Lo . .

¢2ivy = b2o?(X) !

{ESTOS RESULTADOS SON VALIDOS TAMBIEN PARA VARIABLES ALEATORIAS

DISCRETAS)

AHORA, 51 SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMANO n DE LA VARIABLE X, A

CADA VALOR, x DE DICHA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, ¥ir DE

il
LA MUESTRA DE Y DADO POR

Yi=a+bxi

POR LO TANTO, EL PROMEDI(Q ARITMETICO DE LAS ¥y ES

n

_ n n , - -

y = 1y Yy, = L) {fa + bx,}) = =L a + b a + bx
ni-l i Nml i Ny ni=1

o+

ANALOGAMENTE, EL VALOR MEDIC CUADRATICO RESULTA SER

n n n n n
: 2 2
;7; 1 I yi = L I Ia+bxi]2= 1 E a2+% I Zabxi + % Ibk X
Ni-t Nyey Nioy i=1 i=1
2 7



FE TR T

24,

¥, LA VARIANCIA,

JAc? 2 =z ]

52(}'}'= -y“ = a“ + 2abx + bzx - [a+b§]2 = bzx —bziz = bzsz{x}

ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO
Y. ¥ LA VARIANCIA S°(y} DE LA MUESTRA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA

DE UNA TRANSFORMACION Y, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR X ¥ S {x) DE

LA MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS ECUACIONES

£ = (% - a/b

s2ix) = s2ty) /b2

ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BASTANTE TIEMPO DE CALCULOS CUANDC LOS

DATOS ESTAN AGRUPADOS, EN CUYO CAS0O LOS Xy SON LAS MARCAS DE CLASE.
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EJEMPLO

EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADOS, xi; DE 137 EXAMEN SOBRE PEDAGO-

GIA

SE OBTUVO L& DISTRIPUCICN DE FRECUENCIAS INDICADAS EN LAS DOS

PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TARLA:

MARCAS DE CLASE | PRECUENCTAS| MARCAS' DE CLASE | ] )
Xy £, TRANSFORMADA,y, | .¥;f, 1 Y3
Lo d B D

55.5 2 -2 _ - 4 % 4
65.5 " 5 -1 A
75.5 | 6 | 0 | 0 E 0
85.5 11 1 1 L1
95,5 5 o 12 E 4

I T IO B T

el
]

-
]

14/30 = 0.467, y2=.48/30 = 1.6, S2{y) = 1.6 - {0.467)%

[0.467 - (=7:55)}/(1/10) = BO;17, 'S°(x) =.1.382/(0.1)°

11
24

| =48

abe - - PR,

1,382

138.2

CALCULAREMOS EL PROMEDIC Y LA VARIANCIA DE ESTA MUESTRA, "CALCULARDO

PRIMERC vy Y SE{Y} DE LA TRANSFORMACION

W - Cl
Yy =a+ bx =

fa=——; b= CON C, = MARCA DE (CLASE CENTRAL Y
C CZ 1

€, = ANCHO DE CLASE)

2

TOMANDO a = -75.5/10 y b=1/10 (C,=75.5 y C,~10), SE TIENE

¥Yi = {=75.5 + yilflu

POR LO QUE
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y; = {-75.5 + 55.5)/10 = 2
Yo = («75.5 + £5.5)/10 = -1
y3 = (=75.5+ 75.5)/10 = 0
Y, = (-75.5 + 85,5)/10 = 1
Ys = {-75.5 +_95:5}fln = 2

OBSERVESE QUE SE OBTIENE y = 0 PARA EL INTERVALO CORRESPONDIENTE A
Ki = Cl, ¥ PARA LOS INTERVALOS (CON VALORES MAYORES DE X BASTA
CON IRLE SUMANDO UNA UNIDAD, MIENTRAS QUE A LOS DE VALORES MENQORES ,;

IRLE RESTANDO UNA UNIDAD.



REGRESTON LINEAL

CON MUCHA FRECUENCIA SE PRESENTAN PROBLEMAS EN QUE INTERVIENEN '

L} -

DOS VARIABLES ALEATORIAS (O UNA ALEATORIA Y UNA DETERMINISTA) Y

L

SE DESEA DETERMINAR UNA RELACION FUNCIONAL ENTRE ELLAS. SI SE
OBTIENE UNA MUESTRA DE PAREJAS DE DATOS (x;, y;) ¥ SE ANOTAN EN

UNA GRAFICA X-Y, VISUALMENTE SE PODRA PREVEER EL TIPO DE RELACION
- ' . F -

ENTRE "AMBAS VARIABLES, Y LUEGO HACER UN AJUSTE MATEMATICO DE ALGUN

- i 1

TIPO DE CURVA.

EJEMPLOS (GRAFICAS DE CORRELACION} ) .
" R "
o A
X .
Ty -~ .
A Af@fﬁ!ﬂ /ﬂﬂ;/
T ‘i LI
&k L
P, PR
ﬂn 3 .
oy -},’f
— e e we TR WA vl .
»* - ) Com een A BAEE P RIS
o M ‘
:‘\ -
- )
-
t r
- 4 PR
. Effﬁczan /;‘ar.aaa,fx:;
&3
- . .. C e e > Ditmppa, €00 PIESES
A 1
.
. - -
. -
o ’ ;’){f}l‘ﬁ#/fﬂ oo "/n:-. Sor o e A
ﬁ‘*: - - b /’ [T
-'\l.: - - . * F)
iy « *
1%{ | . .
o . .

’ .
. L —— I.-
! A }f;,.{*-___ﬂ Cm e 8l Thersa

|
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PARA AJUSTAR ALGUNA CURVA A UN GRUEBO DE DATOS SE PUEDE PROCEDER
DF DIFERENTES MANERAS, DE LAS CUALES LA MAS SENCILLA ES "aA 0J0O¢,
PERO TTIENE LA DESVENTAJA DE E:;}UE, POR NO SER SISTEMATICO, DIFERENTES
PERSONAS PROPONEN DISTINTAS CURVAS. DE LOS METODOS ARALITICOS O

MATEMATICOS, EL MAS COMUN ES EL DE MINTHOS CUADRADOS,

SI X BS LA WEINDEPENDIENTE ¥ ¥ LA DEPENDIENTE, SE DICE QUE LA

REGRESION ES DE Y CON BASE EN X, Y VICEVERSA,

EN ESTE CURSC NOS CONCRETAREMOS AL CASO DE UN AJUSTE LINEAL, ES
DECIR, MEDIANTE UNA LINEA RECTA, DE ECUACION Y-mX + b, EN DONDE
m ES LA PENDIENTE ¥ b Lh ORDENADA Al ORIGEN.

by ,T.Y

o | * ™. Perrenie n #‘jﬂ‘."; iy

n * :
VK/'/‘ . : .

- jad':)r;}rﬁ Tr ’P-’ﬁ-{ff:’fr‘i ‘\\

-

——m = W L R,
by &Y
- .
1 L] » -
i’ ‘ * ‘ /E’n.frl“ﬂfﬂ 7oty ?/q;'
- A
» ¥ - 1 -
. Jp:"f.r.{rff.r.'}'f, - !
I s .f'lr‘;."' . i - *
P — "}x I‘ - :?x
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AGRUPAMTIENTO DE DATOS POR PAREJAS

CUANDO SE TIENE UNA MUESTRA CON MUCHOS DATOS TOMADOS POR PAREJAS,
CORRESPONDIENTES A DOS VARIABLES ALEATORIAS, ES A MENUDO CONVE—
NIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR INTERVALOS Y LUEGO OBTENER LA
DISTRIBUCTION CONTUNTA DF FEECUFHCIE, DE LA MANERA QUE SE MUESTRA EN EL

SIGUIENTE EJEMFLO.

EJEMPLO

EN UR ESTUDIC CON PINES ANTROPOLOGICOS REALIZADO EN UNA MATERNIDAD,
SE OBTUVO LA MUESTRA POR PAREJAS, MOSTRADA ER LA TABLA 1, CORRES-

PONDIENTE A LAS VARIABLES ALEATORIAS

4

X

ESTATURA

Y

CIRCUNFERENCIA DE LA CABEZA

DE LOS NIROS AL NACER,

CALCULAR LA DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS Y DIBUJAR EL

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE.
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TABLA T, ESTATURA,x’ [EN CM), ¥ CIRCUNFERENCTA DE LA CA-
BEZAY [EN (M) EN BEBES AL NACER [DATOS DEL PROF, E, NAVRATTL,
UNTVERSITY HOSPITAL, GRAZ, 1952)

x ¥ T ¥ x ¥ x L x ¥
52| 3 50 | 33 51| M 51| 26 4 | 33
a1 1M a8 } 34 4 |1 3 | » as | 33
50 { 34 51 . 36 51| 36 st | 38 0 | 36
51 | M4 s& | 38 s1]. 34 19 | 3 4 1 32
a1 | 35 4 | M 00| 3 s1 | 3s 49 | 35
51| 13 49 {n 47 | 13 - 0| M 46 | 34
52 | 26 4 | 1 4 | u & | 35 0 |
52 | 2 0| M 49 |- 0 0 | 33 4 | u-
n|n 48 | n | n 1N . 4| M
48 | M 52.| 4 53| 36 LT ag | »n
0 | 34 0 | 34 st | a7 4 | 1 4 | »
52 | 97 s0 | n sa | 35 o | M so | 3s
52 | ¥ 49 | 1 6 | » @l u @ | 5
0 § 35 51| 33 5z M 41 ] 15 sa | 32
0 | 34 53 | 33 7 | [ 35 54 | 37
9 1 M a | 2 31 |3 53] 36 50 | 35
48 | M a8 | 33 LI 1] 12| 36 52| 34
g | 33 o | 3 " 4w | 38 53 | 38 s1 | 3s
56 | 28 51| 35 4% | 34 0 0§ 34 52 4 33
L 52| 3 51 | 38 31 1 - |

TABLA 7, GRAFICA DF CONTEQ CORRESPONDIENTE A LA
MUESTRA DE LA TABLA 1.

..[ Cireunlerencis Estatura x {en cm)
| lenam
7| 42 | 9 0] 5 52 L% | b2 55 %
1% | - |
»n i)
57 Lo |
3 Dol B
. w0
o L vl b T T
n £ L i i
n I




TABLA 3. DISTRTBUCTON DE FRECUENCIAS DE LA MUESTRA DE LA

TABLA 11
Cirtunicrencia Eviatufa z 1n cm)
de la calkzy
rienem | gl b lsob o [s2) sy | calos | s
39 1 A
18 1 I
" I O I T
% I 4 7 2
33 | sle | sl [
M I 7 10 8 3 1
1 1 & 51 4 t
32 1 L]

HISTOGRAMA CORRESPONDTIENTE A LA TABLA 1
Fs

Pt e A er e Fot




METODO PE HIMIHQS CUADRADOS
)
ElL HEHII)DE MINIHGS COADRADOS TIENE COMO CRITERIO EL OUE LA SUMA
DE LOS CUEDRADOS DE LAS DES?IECIUHES DE LAS ORDENADAS, y RES-
PECTO A LA RECTA DE REGRESIUN, yi, S5FA MINIMA, ES DECIR, 3E TIENE

UN METODO DE OPTIMIZACION EN EL QUE SE PRETENDE QUE

D= I (y, - }'1}2 SER MINIMO

n 2
D=2z {y - (b+nx)]

i=1
'4
"
22=2I (y, -b-mx){-1) =0
i=1
n
3D _ L ey o
= 2151 [yi b o= mx.) xi) 0

CON ESTO SE TIENE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOG-

NITAS, b ¥ m, QUE CONDUCE A

' 1 —= 1 = =
o nix,y. Exizyi ) Eixiyi - Xy . EI[xi x}fyi v}
nix’ - {Exi‘.lz_ 52 (%) s% (x)
-t
Exfzyi -~ Exitxiyi . -
b = 5 I LS
nkix, - (Ix }
i i

ESTA ULTIMA ECUACION INDICA QUE LA RECTA PASA POR EL PUNTO {E-;].

SI LAS PAREJAS DE DATOS ESTAN AGRUPADAS EN K CELDAS Y LA FRECUENCIA

DE LA CELDA i ES fixy' ¥ xj 4 yj 50N 505 MARCAS DE CLASES, ENTOWNCES,
1K

me B0y Yy TR 151 jxy 4 ") ty4-9)
57 {x) 5 {x)




METODO CORTO PARA CALCULAR LA RECTA DE REGRESION

A MENUDQ SE PRESENTAN PROBLEMAS DE REGRESTON LINEAL EN LOS QUE SE
MANEJAN GRANDES CANTIDADES DE DATOS ¥, ADEMAS, SUS VALORES SON DE
VARIAS CIFRAS. PARA REDUCIR LA LABOR NUMERICA SE RECURRE A AGRU-

PAR LOS DATOS Y A TRANSFORMAR LAS VARIABLES DE LA MANERA SIGUIENTE:

X - Cl Y = C3
1 = .
x -—Ez—r b qu H C2>D; 1:4}1]
= 1 =
DE DONDE x = Cx' 4+ Cy Y = Cd? + C3

EN TAL CASC, EL PRIMER TERMINO DEL NUMERADOR DE LA FORMULA PARA

CALCULAR m SE TRANSTORMA A:

1 K L K _
nl Fay®s¥y T EE Fyxy(©o%g * € (Cpyy ¢ Oy
=1 ? {C,C + CCox, + C,C.v! + C.C)
nj=1 ]xy 274 ]y] 27374 1 4Fj
1 K Ko Ky
o = 1 = ) = 1
B A R P 16 I i IR S P MR AP I T C R
i=1 J=1 j=1",
1 K ' —— —
= i ¥ 1 b
C,Cp S 121 £ ixy 'Y + Co0ax + €0,y + €0y

EL SEGUNDO TERMINC DE LA MISMA FORMULA QUEDA:

Xy = (czil + c1][c4§- + Q) x Cchx ¥+ czc3 +

y + C,C

1 4 173
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ADFMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE

52 (x) = cgszfx'J

-

LA FORMULA PARA CALCULAR LA PENDIENTE CAMBIA A

K
42481 1

m =

EN ESTAS TRANSFORMACIONES C, Y ¢y DEBEN SER IGUALES A ALGUNA DE LAS
] .

MARCAS DE CLASE CENTRALES DE x Y y, RESPECTIVAMENTE, Y Cy ¥ C¢ DEBEN

SER IGUALES A LOS ANCHOS DE 105 INTERVALOS DE LOS DATOS DE x Y de

=

Y, RESPECTIVAMENTE,
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EJEMPLO
CALCULAR LA RECTA DE REGRESION DE LOS DATOS ANGfﬂDDS EN LA

SIGUIENTE TABLA, MEDIANTE EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS.

= - 1 -
H -

2
X Yy xy X .o e .. )
. T o LA 38

‘ .- . P o Y |
B 7 56 - 64+—- -X-= 70/10=7, ¥ '= 65/10=6.5, x%=624/10=62.4
6 12 32 36 5%(x} = 62.4 - 7% = 134
& 2 8 16 . _ o
. . L T - )
1 : ﬁ-ﬂz 7T X 6.5

6 36 - = 0.13

, ° z3.- .Jﬁﬂv;.'ﬂr SEDY S R AR B -
13 7 91 169 . .
103 30 100 b=6,5~-0.13x7 =5,59 -, -~

1 6 6 1
7 2 14 419
3 9 27 9
12 11 132 ' 144

£E= 70 65 472 624
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EJEMPLO

L]

OBTENER LA RECTA DE REGRESION DE LAS CARCAS EN LOS.PISOS 1 Y 9

*

DE UN EDIFICIO
CARGAS EN Tﬁﬂjnz
ZONA PISD 1 PISC 9

X y -
A 38 355
B 354 370
c 207 307
D 273 270
E 127 182
F 324 962
G 358 222
H 519 405
1 147 . 315 . .
J 181 - 420
K 118 484
L 114 . 287
M 243 . 22 .. . . .
N 522 470
0 236 194
P '269 260
Q 268 679 )
R 321 366 \
s 305 358
T 335 317
U 577 368
v 271 284
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TASLA 4 DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS DE LAS CARGAS EN LOS PISOS T ¥ 9,

n.5|mo.5| zun.sl 300.5 | 400.5 [ 500.5 | 600.5 | 700.5( 800.5 900.5
LY a | a a  a a a a a a a
X . 1{:14:1.5i2cu::.51 3N0.5: 400,5 |} 500.5 | 600.5 | 700.5 | 800.5{ 900.5 | 1 000.5
'\_ i 1 ’ -
8.5 r : t [
. { . H
a ! |
100.5 ! X (1) . g
N b j L
100.5 i ‘ !
a i . r i %
200.5 X i xRy . :
H - H {
200.5 i i ; ; { ] | ,
a o : - | | -’
'.' i , i 1 H !
300.5 X (1 Toooteeyx () ; | x @ , |
300.5 i ' ' i ! E }
! i | -' I ! P
a , : : I | ! i f
£00.5! J lx o) | | | ; 5 X (1)
. '|. : |
400.5 ' . [ | f ‘ : i
] i . 1
a i | r }
4 a r .
500. 5 , ) ;
500, 5 i . ! i i
1 1 4




39,

AL L b e J— v memn m . - ———

INTERVALOS !MARCAS DE £ xf

: CLASE ;

T T . T
0.5 -100.5! 50.5 1 50.5 . 2,550,285 2,550.25
100.5-200.5 150.5" 5 752.50 . 22,650.25 | 113,251.25
200.5-3&0.5! 250.5 7 1 1,753.50 62,750.25 | 439,251.25
300,5-400.5{ 350.5 6 | 2,103.00 122,850.25 | 737,101.50
400.5-500.5| 450.5 0 " 0.00 164,430.25 " 0,00
500.5-600.5| 550.5 3 | 1,651.50 103,050.25 | 909,150.75

£=22 £=6,311.00 1=2,201.304.50

= 8:222-00 - p6.86, " X%‘= 82,288.66

P

o2_ 2,201,304.50
22

]

= 100,059.30
$?(x) = 100,059,30 - 82,288.66 =~ 17,770.64

Six} = f17,770.64 = 133,31

- ———— _x - -



INTERVALOS

100.5-200.5
200.5-300.5
300.5-400.5
400.5-500.5
500,5-600.5
_600.5-700.5
700.5-800.5
800,5-900.5
900 .5-1000.5

MARCAS DE

CLASE vy £ v
150.5 2 301,00
250.5 6 1,503.00
350.5 8  2,804.00°
450.5 & 1,802.00
550.5 0 G.00
§50.5 1 650.50"
750,5 0 - 0.00
850.5 0 0.00
950.5

1[ 950,50

E«22I=8,011.00

[

v = ELE%%LEE = 364.14 , ¥ = 132,
¥ = 2,942,005:30 . 161,045.70
s%({y} = 161,045.70 — 132,597,94 =

S(y) = /30,447.76 = 168,66

2
Y

22,65D,25

62,750.25

122,850.25
202,5950.25
303,050.25
423,150.25
561,250.25
723,350.25
903,450.25

40,

yzf

45,300,50
376,501.50
982,802.00
§11,601.00
0.00
423,150.25
0.00
0.00
903,450.25

— —

597.94

28,447.76

TAREA: CALCULAR %, S°(x), ¥ y S2(y) DE LOS DATOS AGRUPADOS ANTE-

RIORES, MEDIANTE TRANSFORMACIONES APROFPIADAS DE VARIABLES.

. — e



MARCAS DE CLASE FRECUENCIAS
® ¥ fxy
50.5 350.5 1

150.5 150.5 1
159.5 250.5 1
150.5 350.5 1
150.5 450.5 2
250.5 150.5 1
250.5 250.5 4
250.5 35¢.5 1
250.5 650.5 1
350.5 250.5 1
350.5 350.5 q
350.5 §50.5 1
350.5 350.5 1
550.5 450.5 2

I = 22

PUESTO QUE % = 286,86,

SF OBTIENE FIMALMENTE QUE

2,407,155.50
22

- {2B6.86} (364.14)

Xy

17,700.25
22,650.25
37,700.25
52,750.25
6§7,800.25
37,700.25
62,750.25
87,800.25
162,950.25
87,800.25
122,850.25
333,150.25
192,950.25

248,000,25

m = 17,770.63

= 0.28

£
xy

41.

rY

17,700.25
22,650,25
37,700.25
52,750.25
135,600.50
37,700.25
251i,001.08
B7,800.25
162,950.25
87,800, 25
491,401, 00
333,150.25
152,950.25
496,000.50

- eTEAAREL A A b ar o E———

E

2,407 ,155.50

¥ = 364,14 ¥ s2(x) = 17,770.64

1;_____ o



EJEMPLO

4z,

RESOLVER EL PROBLEMA ANTERIQR MEDIANTE EL METODO CORTO.

PARA APLICAR EL METODO CORTO SE EMPLEA UNA TABULACION COMO LA

SIGUIENTE:

- _'_‘1" s m— e cm p = ——— - —— - — —_ —_
-LH-"'\-;_\_{‘_ l [ 4 f 1 I2 f I2 :f 1 1
¢ > 4% F v [T T

: TP T | N A R M

I e e 1
_— = - * = E}:}g‘:ﬂcg,—‘!“ ] ! o f e g o = s o L m— -

St AR [ | :
- --_&%-?_—F-I - e |I - t _t=- - - B S

. © P | ] )
S 1 e
IcELDA jI | | S R S R
— ;
Sy E S S - : mm e

R N IR R do

, i o :

— = =—t— Lﬂ—..!'.—.J——-. [ -_.I.--- e i e i i ————
£ i i + ’

4

T-—-—- 1 JE— j!.-.--.--.- —— e} —— - [— i...____ R —

| %! | [ | | i -

i i | | i ; i

R o A

A b ]

 x | ! ] | |

i 2 ; g

i : ‘ : '

1 | ' !
if. x'y! ! E L [ :
p Y | R U
¥ . I
|' ot '_ £ ox'y! .= CELDA 1
\ S T

X' =

TDQAREMUS Cl

X - Cl
- ¥
2
= 25G.5,

Yl

C

- PARA LA TRANSFORMACION DE VARIABLES

Cy

= 100, Cy=

350.5 ¥ C, = 100.
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] 3
x' = *2—23 N.3636; ¥' = =—=

55 0,1364; ;? = o= = 1,90%1, ;?-= == = 2.8636

o

s2(x') = 1.9001-(0.3636)2 = 1.7769; S-(y") = 2.8636-(0.1364)% = 2.8450

-

X = sz' + Cl = 36,36 + 250.5 = 2B6.B6
y = r:‘I;I + €y = 13.64 + 350.5 = 364.14
100 g5 12 - (0.3636) (0.1364) L 0.4955 _ o 4
100 T.776% 1.7769 "
b=y~ mx = 3;4.14 - 0.28 x 286.36 = 283,96 .

TAREA; CALCULAR LA RECTA DE REGRESION, Y TRAZAR LA GRAFICA CORRES-

PONDIENTE, DE LOS5 DATOS AGRUFADOS DE LA TABLA 3.
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VARTANCTA ¥ ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION MEDTANTE LE RECTA DE REGRESION v .

Fl - L
M) YA S5E IO}, EL TERMINO Y, —-¥; REPRESENTA LA DIFERENCIA ENTRE
EL VALOR OBSERVADO DE L& VARIABLE Y Y EL VALOR PREDICHQ (LA ORDENADA
DE LA RECTA DE REGRESIGN) CORRESPONGIENTE A Xy DICHO TERMINQ SE

3
SE OBSERVA QUE y3-55, Y LA ECUACION DE LA RECTA DE REGRESION ES

LLAMA ERROR DE PREDICCION G DE ESTIMACION, POR EJEMPLG, SI PARA x.=50

y=70 % + 21.9, EL VALOR PREDICHO RESULTA Y5 = 70 x 50 + 21.9, ¥ EL

ERROR DE PREDICCION CORRESPONDIENTE ES 65 — 56.9 = 8.1.

LA VARTAMCTA DE LA PREDICCION O DE (A ESTIMACION, S;|x, (UE ES TNA ESTIMA-
CION GLOBAL DEL ERROR DE PREDICCION PARA TODDS LOS PUNTOS OBSER-
VADOS, SE DEFINE MEDIANTE LA FORMULA

2 i=1

Sylx = N . '[I:'

FN DONDE N ES EL TOTAL DE DATOS DE ¥. ADEMAS, SE PUEDE DEMOSTRAR
2

yix
MEDIANTE LA ECUACION

QUE § SE RELACIONA CON .LA PENDIENTE DE LA RECT2 DE REGRESION

2 2 2 .2
5y|x = Sy - m” 87 (%)

PUESTO QUE LA ECUACION y = mx + b SE OBTIENE MEDIANTE EL METODO DE MINI
. .i=N -

MNS CUADRADOS, EN EL CUAL © {y. - Yi}z
~q=p .

SIBLE, Y COMO LA VARIANCIA DE LA PREDICCION SE CALCULA CON-LA

TIENE EL MINIMO VALOR PO-

Ev (1), LAS PREDICCIONES BASADAS EN LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

SON TALES QUE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION ES MINIMA.
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MEDIDAS DF CORRELACION
CUANDO SE REALIZAN ESTUDIOS ESTADIE@ICDS EN QUE SE INVOLUCHEN
DOS O MAS VARTABLES ES A MENUDD CONVENTIENTE CONTAR CON UNA MEDIDA

NUMERICA DEL GRADO DE ASOCIACION O RELACION QUE HAY ENTRE ELLAS.

UNA DE ESTAS MEDIDAS SE DEROMINA COVARTAMNCIA , EKY' LA CUAL S5E DE-

FINE COMO:

EN DONDE

{xi, yi} = PAREJAS DE DATOS

X PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE X

PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIARLE ¥

¥

N TOTAL DE PAREJAS DE DATOS

OTRA MEDIDA DE CORRELACION, QUE RESULTA ADIMENSIONAL, ES EL CJEFI-

CIENTE DE CORRELACTON, QUE SE DEFINE COMO

prr

2
- o X
°xy T SIxY S(¥)

EN DONDE ‘
ijY = COVARIANCIA ENTEE X y Y
Xi{x) = DESVIACION ESTANDAR DE I0OS DATOS DE X

Siy) DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE Y
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CASO DE CORRELACION PERFECTA
CUANDO SE PLANTEO EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS PARA ESTIMAR LA
RECTA DE REGRESION LINEAL ENTRE DOS VARIABLES, ESTE SE DESARROLLO
SOBRE LA BASE DE HACER MINIMA LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LA DES-
VIACION VERTICAL DE CADA PUNTO RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION .

ESTO ES QUE

N .
_ - 2
D= I A{y, = y;} = MINIMO L {1)
i=1
' EN DONDE
y; =mx; + b owmx, + ¥ -mx = y + mix, - X) {2)

SUSTITUYENDOD A ¥y EN LA EC (1) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE
N . = 12
D= I [(y; - ¥) - m{x; ~ x)] (3)
i=1 *
OBSERVESE QUE D ES CERO 5I, Y SOLO SI, CADA SUMANDC ES CERO, ES

DECIR, SI

vy - v - m{x, - x) =0 PARA TODO i
PARA LO CUAL SE REQUIERE QUE TOWR LOS PUNTOS (x;, v,) QUEDEN SOERE
LA RECTA DE REGRESION, DADA POR LA EC (2), EN ESTE CASO SE DICE

QUE LA REGREBION B5 PERFECTA.

POR OTFA PARTE, DESARROLLANDC EL BINOMIO AL CUADRADO DE LA EC (3)

OBRTENEMOS

=12 v - 2 -2
{ty; - 9" - 2mly, - ¥txg -~ X) + mfxy ~ X1°]

2 2
= NS"{y) = 2mN ny + N5 (x}



EN EL CASO LE QUE TODOS LOS PUNTOS
RECTA DE REGRESION SE TIENE OQUE

D

48,

DE LA MUESTRA QUEDEN SOBRE LA

D = Ns%(y) = 2m ﬁsxy + m? Ns%(x) = 0 (4)

POR OQTRA PARTE, TOMANDO EN CUENTA QUE

Iofxg = Xy, - )

m = =
Sffxl

LA EC (4) QUEDA FMN LA FORMA

_;x_ {5)

s2(y) = 2 siy 7 s%(x) + siy / s2ix) = 0

DE DONDE, EN EL CAS0 DE REGRESION PERFECTEL,

' 2 2
Sxy = 8% (x) 5

2 ty)

Y, SI 5(x}>0 Y Siy)=0,

2

{6}

S 2 2
2 _ Xy = 87 {x)8"(y) _ =t
Puy T 7 z - 2 2 1, O SEa, Py * 1
ST {x)siy) ST {x}E8" (y)
CUANDO ESTO SUCEDE, ES DECIR, SI Oy = 10y, = -1, SE TIENE EL

CAS0O DE CORRELACION PERFECTA.



L

*

CAS 0 DE CORRELACION NULA

LA CORRELACION ENTRE LOS DATOS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS RESULTA
NULA SI Sxy,= 0 (o pxF = U]{LD CUAL SUCEDE CUANDO m=0 {(VER EC (5}).
EN TAL CAS0, LA RECTA DE REGRESION DE Y CON BASE EN X TIENE COMD

ECUACION A vy = ¥, Y LA DE X CON BASE EN Y, A X = X _

—_— P __.ax
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IGUAL QUE LA DESVIACTON ESTANDAR DE UNA MUESTRA SE DEFINE COMO LA
RAIZ CUADRADA DE LA vAﬁIANCIA, EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION O DE
LA PREDTCCTION, sylx, SE DEFINE COMO LA RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA
DE LA ESTIMACION, ES DECIR |

ylx = 5 )x
YA SE DIJO QUE LA DIFERENCIA y - ;1 REPRESENTA LA DESVIACION DE UNA
ORDENADA OBSERVADA RESPECTD A SU ORDENADA PREDICHA MEDIANTE LA RECTA
DE REGRESION. EXISTE OTRO TIPO DE DESVIACION: LA DE LAS ORDENADAS
PREDICHAS MEDIANTE LA RECTA DE REGRESION, ;i, RESPECTO AL PROMEDIO
ARITMETICO, y, DE LAS ORDENADAS ORSERVADAS, ¥;. ESTA DESVIACION,
INDICADA COMG ;1 - ¥, SE LLAMA DESVTACION EXPLICADA , YA QUE DE LA

ECUACION

Yy -mx, +bEmx, +y-mk=y+ m{x; ~X)

-SE QOBTIEWE

-

y, - ¥ = mix_ -x)
LA CUAL INDICA QUE LAS DESVIACIONES DE ;i RESPECTOD A j_f SE EXFLICAN
EXCLUSIVAMENTE POR (SON FUNCION DE) LA DESVIACION DE Xy RESPECTD
A X,
5I A LA DIFERENCIA }'i - }_T SE LE LLAMr DESUTACION TOTAL DE }’i COMN RES-

PECTO AL PROMEDIO ARITMETICO, y, LA ECUACION
Yy - Y= ly, ~¥) o+ Ly, -y)

INDICA QUE LA DESVIACION M™OTAL ES IGUAL A LA DESVIACION EXPLICADA
MAS y, - y,. LAS DESVIACIONES y, ~ y, OCURREN AL AZAR, ES DECIR,

EN FORMA TNEXPLICABLE, DE AHI QUE SE LES CONOZCA CON EL NOMBRE DE
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PESVIACIONES INEXPLICADAS { NO EXPLICADAS} .

COMO CUNSECUE!H‘CI}‘& DE LA ECUACION ANTERIOR, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE

i=N - i=N > i=n _
I {y, -yl I {y;, -y} I (y; - v¥y)
im=1 i=1 4 izl

N N N

EL. MIEMBRO IZQUIERDO DE ESTA ECUACION CORRESPONDE ATLA VARIAMCIA,
52 (y), DE LOS tmms DE y. EL SEGUNDQO TERMING DEL MTEMBRO DE‘RECHD

' ES PRECISAMENTE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION, Sfrlx’ CONOCIDA TAM~-
BIEN COMO VARIANCIA INEXPLICAPA. EI, PRIMER TERMING DEL MISMO MTEMBRO
SE DENOMINA VARTANCIA EXPLICADA, Y SE REPRESENTA CON EL SIMBOLO 52{;1.

EN CONSECUENCIZA, SE PUEDE ESCRIBIR

2

2 2.-
] = 5 5.
{y} {y} + YIK



52

RELACION ENTRE EL COEFICIENTE DE CORRELACTON Y LA PENDIENTE DE LA RECTA

DE REGRES TOM

TOMANDO EN CUENTA QUE

2 ' N

= X - - - =
ny T S(xJS{yy ' zxy B iil {xi K]{yi ¥?

Y HACIENDO SUSTITUCIONES EN LA ECUACION PARA CALCULAR LA PENDIENTE

Z| -

DE LA RECTA DE REGRESTION SE OBTIENE

N

1
n E
l=

(x,-%)(y.-¥)
i i 2 by SKISLY)
p;

52 (x) 5% (x) s2 (x)

1

— S5{y}
= Py SO (8}

DE ESTA MANERA, SI CALCULAMOS m MEDIANTE FL METODO CORTO DESCRITO
ANTERIORMENTE, PODEMOS CALCULAR pr DESFEJANDOLA DE LA EC ({8},

ES DECIR, EMPLEANDO LA ECUACION

= o SEx}
ny = I W 1 lg}

ALTERMATIVAMENTE, MEDIANTE EI, METODO CORTQ SE OBTIENE pxy EHN FORMA

DIRECTA USANDO LA ECUACION

bl

p—

'Y'-}T" [

£

N
il ixyx

1
B = Y 1 .
Ry S{x'] 5(y") (10)




EN DONDE £, . ES LA FRECUENCIA DE LA CELDA i, x' ¥ y' SON LAS
MARCAS DE CLASE DE LOS INTERVALOS, X' Y y' SON LOS PROMEDIOS ARIT-
METICOS Y S(x') ¥ S{y’') LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS DATOS DEf

X' ¥ ¥' OBTENIDOS MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES

,

X - L ¥y - C
1 3
x':—-— Y y’:—-—
Cz C4
EN DONDE
Cl = MARCA DE CLASE CENTRAL DE LAS x
C2 = ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS X
C =  MARCA DE CLASE CENTRAL DE LAS v

C4 = ANCHO DE LOS INTERVALNS DE CLASE DE LAS y
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RANGQ DELCOEFICIENTE DE CORRELACTON

D.E LA ECUACION CON QUE SE CALCULA LA‘VARIANCIA DE LA ESTIMACION

2 .2 2
Syl = 8 (¥) (1 pxyl (7)

SE CONCLUYE QUE aiyj 1, Ya QUE Si’xaﬂ: EN CONSEC.ERTTH
' ) - 1 E':'xyil t . | . (8} -
Py O = X

R
B ' "oF 0 L L 4
'y o - 1



EJEMPLO

DIEZ VIGAS DE MADERA NOMINALMENTLE IDENTICAS S5E PROBARON CON UNA

545,

CARGA CONCENTRADA EN EL CENTRO DEL CLARQ; LOS5 RESULTADOS 50N LGS

ANOTADOS EN TA TABLA SIGUIENTE,

LACION,

CADA .

CARGA L2 FALLA

CALCULAR

EL COEFICIENTE

DE CORRE-

L& RECTA DE REGRESION ¥ LAS VARIANCIAS EXPLICADA E INEXPLI-

=

DE FIEXION MA= (@ 2l v -7 [y | tx -3 -2
x, EN K XD, y, BN OM y-¥ L 4 y=¥
950 0.33 140 | 0,017 2.38 19,600 | 0.000289
1050 0.37 240 | 0.057 13.68 57,600 | 0.003249
750 0.28 - &0 | ~D,033 1.98 3.600 | 0.001089
900 0.30 90 [ -0.013 | - 1.17 8,100 | 0.000169
700 0.27 ~110 | -0.043 4.73 12,100 | ©.001B4®
650 0,28 _160 | —0.033 5.28 25,600 | 0.001089
950 0.35 140) 0.037 5.18 19,600 | ©.001369
850 0.40 ao| 0.097 3.48 1,600 | 0.007569
600 0.26 | -210} 0,053 11.13 44,100 | 0.002809 ;
700 0.29 i -110{ 0,023 2.53 12,100 | 0.000529
- [ — e - ———— i — i —— e maa = A b
= B100 £ =1.13 b e=01):=0 1-49.20 | I=204,000 | 0.020010 !
- 8100 _ o= _3.13 _ ) 49.20
X = -1-5— = H10 KEG; b —r D.313 TM; Sxy T— = 4.92
a2 (x} = _Eifggg = 20,400; S(x) = /20,400 = 142,83
s? iy} = E;E%%Elﬂ = 0.002001; S(y) = /0.005001 = 0.0447
. .92 _
P xy 132787 x 0.0447 ~ .77

m = p Siy)/S{x) = 0.77 x 0.0447/142.83 = Q.000241 CM/KG

Xy




a6, v

T

szty] = 52{§1 + 3

*%{x}- = 0,0435
)

2
y|x

h = 0,313 - 0.000241 x 810 = 0.118 CM  ~ e
.o ., - - R *
y = 0.000241 x + 0.118; SI X = 600, y = 0.145 + 0,118 = 0,263
. . | I L . :
v Pt
@
g ' 1 z . ' A
0407 - -
L 3
1=0.00024{x 40413
tepsc G, , ! )
Pl . ; p * . - b —
- 600 700 a0 . 90 dgog diog o X
2. = 2 —. 2 = - 2 =
Syix = 8 (¥) {1 _pry] 0.002001 (1 - 0.77) 0.000106
5 = 0.0103
y|x

— s%(y) = 0.002001 - 0.000106 = 0.0018§95



EJEMPFLD
CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION MEDIANTE EL METODO CORTO °
LOS DATOS LA SIGUIENTE TABLA. OBRTENER TAMBRIEN LA ECUACION DE L-

RECTA DE REGTESION CORRESPONDIENTE.

[_;;LIFICACION, TIEMPO, Y, CALIFICACTON | TIEMPO, Y,’
%_ EN MIN, X El MIN. -
; 97 77 87 83 :
§ 97 86 87 58 ‘
L 95 60 87 P19 0
: 95 52 86 {60 j
+ 94 62 85 62
| 94 86 ' 83 72
i 94 80 B2 Y
: 03 79 82 i 66
| 93 92 | 83 71
- 93 A8 31 {20
: 92 74 S| 80 . 65
5 92 a3 T 84
i 52 61 79 B2
92 | 75 79 33
91 P79 79 76
90 i 62 78 71
90 31 77 Y e i
90 g 80 77 71 !
90 . 76 77 98
: 90 i 70 76 | 92
5 89 P67 76 B2
i 88 69 74 98
. 88 81 72 78
{ 88 . 80 79 93 |
i a7 {- 91 ] 70 78 !




DISTRIBUCION COFTUNTA DE FRECUENCIAS:

_10-75 76-81

- b -

!E
i

' i

|

!

i
A

H
i
L]
|

82-87

A e Ay =

ORI P S

- —— i g 8

5E.

L3
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?.‘ _‘.\x-' -'!"" { - - - - ——
'y “\~4__?2'5 78.5 | 84.5 | 9u.5-1 96.5
— S T I R TILELET
455 | l=2]1}-2}
:55.5 P 0210 E i-212
165.5 L io|io-of3j0!ofs|0foj1
H F | 3 1
1 75.5 -2 2[-4;-1 3-3-0,310 17| 7] 2[2
{as.s ; -2|41-8 0j1]0 ' 2|3 ai 4.2
{95.5  -6|2~12-3{3]-9 "oj1io " 3|1 3. _ _
- = —t— b—— —— . -.--.—:—.---—-—-i—- r-—-:.-_.-_q,-.q- o ————— —
e 4 12 10 7% 7 1750 52
T R
! -2 0 1 2 |
‘fxx' -8 i1z 0 17 14 1
1x*2 a1 0 1 e
ifxx'z 16 12 D 17 "i 28 ! 73 | )
X — S - .
EE. X'y ~16] -20 o, 14: 1 -14
Frog™ ¥ " N T
C, = B4.5; C, = 6; Cy = 65.5; C, = 10
X' = 11/5 = 0.22; y' = 52/50 = 1,04
X = 6 x 0.22 + 84.5 = §5,82;
¥y = 10 x 1.04 + 65.5 = 75.9
s2(x') = 73/50 - (0.22)° = 1.42; S(x') = /I AT = 1,19
s2iy') = 52/50 - (1.04)2 = 1,49; S(y') = /1. 39 = 1.22
Six) = 1,19 x 6 = 7,14; S{y) = 1,22 x 10 = 12.2
_ =14/50 - 0.22 x 1.04 _ _
Py 1. 19 x 1,22 = - 0.35
mo= ~0,35 x 12.2 / 7.14 = 0.60
b = 75.9 - (-0.60) 85,82 = 127.3%
TAREA :

POUDYIENTE, ¥ CALCULAR EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION.

b

TRAZAR EL DIAGRAMA DE CORRELACION Y LA RECTA DE REGRESION CORRES-
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SERIES CRONOLOGICAS O
" SERIES DE TIEMPO

“ 4" .

Se le denomina serie cronolégica o de Fiempe a toda serie de

obgervacinnés (datos) tomados en tiempos especificos, que en
general estfin igualmente .espaciados {cada hora, cada semana,

cada mes, cada afio, etc.)

r

Tendencia general.- Indica hacia d&nde
tiende la serie cronclifgica

Componente estacional.- Indica las va-

Componentes. de
] - riaciones periddicas que ocurren a cor-
una serie‘cro-
J to plaze (en periodos menores de un afio)

nolégica
Componente ciclica.- Indica las variacio-
| ' -
. nes periddicas que ocurren a largo plazo
i 4
t  (en periodos mayores de un afio)
i . .
+  Componente irregular,- Indica las varla-
] i
| ciones que ocurren al azar.
L
o
- 1,!
B ¢ >
?.'.l D,;&dﬁf-‘r
.x g
oy
\EIl ' I
b R A T R (I Y = “1{+-r-b
€ l'1iill -
[ | -
¥ e ! : 4 \ Tesdeacia
4 I i .
o I Ll SR ﬁw;aX
LT [ I | .
L ' | T | 1
, 1 . |
3] e S L R
P | [T I T I I
|l||l'r|||||‘:L' L
JLl_LiJ_lllL‘bl -
- A NS»nthw . g .
SITEILTXRLIN 7rempo . T



Y A el

TENDENCIA GENERAL

r Minimos cuadrados
Mitodos de
Dos promedios
chilculo
Promedios mfviles

" MINIMOS CUADRADOS

7&«0":):'1:1::.

61.

tz"/o - T cmr/

Y=

=Y o

- — —_—— o maa —_—————

7 renmee s, T

El método de minimos cuadrados se estudif en el capiiule de ro

gresién lineal para el caso de tendencia modelada mediante una

lfnea recta.

-

- n -

.8i la tendencia no se puede modelar razonablemente mediante una

recta, es necesaric emplear una relacifn no lineal, que puede

ser un polinomio de orden M, dado por

" oy = oxa - -

o LL TR R LA for
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o2
}
F(2) = byt h‘ 2 M '
= + LA i
0*Prtt By o
k! N L ' Ifa. *
'I"'1I " ' Wy
En este caso las :nnstaqté& b; aue hacen minimo el error cua- .
drﬁtzco respecto a lz lihea de Tegresién, = 4, se chtienen de
fe;ﬁf;é;_ﬁﬁﬁgl§tema de~ecuaciones- s1mu1t£nea5131 resultan ‘de:
b . "'-'-'-I-—b.-..._:_,
o - -‘__‘ 'd? ~ -k - " . o f 7
! . \b{ - T + ]
- = 49 ag
ggﬁ 0, ﬁ: o, “‘_gz n,”.,ﬁlﬂ 0
: '
’ | 1] L +
t_i!n d{l}nde ' ! |‘ . [ (- 1 v ' ] 3 I
-3
‘*"" R . - - .o - N e L\‘»' =
, a-= : (¥4 -}, )2 .. -
iwl
r
En el casc de un ajuste parab6lico (m = 2), por ejemplo, :
. i._ y{::] = by*byteb,t2
* l"‘..\ .
+ T Yiem y(ty) = byrbyteb,tl '
n \J ..
g = I (y b, bit ‘h t? J
1=1*
: . . .
a ] - ’J-I ' 2 - 1
—g -zir](zr -by- b.lt ‘byti) =0 v
o 5 Lv BN
- - - - et
2{}1 2 & (¥j-bybyt;-byt)t =0 .
iw] .
& N 2 |
e e e ,,Egz SRR byttt = 0 sl L e
non a\"- - o, - . i ;‘- "‘!I‘

Estas trqs ﬂltlmas ecuacinnes cunstituyen un, sistema con, tres



63,

incégnitas, hﬂ' b1 y bz. Este sistema se puede reescribir en

la forma:
!
~ 3 )
2 v !
bﬂn+bizti+b2£ti =Ly;
1_"' ] . ox ] . ‘r
L et 24k rpdia = '
hqztifh'zti+bzzti Et.¥; >
o L A . ~ T e v
i T
2 3 L 292
bpiti*hyIty*hbprty = itjyy |
J
f |
4 !
¥ h
N
e L3
. I
. X
AN
k1 i

s e
l r
Vewtar aucas

Cuando al observar la gréifica de Y «contra t se concluye gue
es razonable ajustar una funcién exponencial de la forma

Y(t} = ae®t

se puede resolver el problema trabajando con logaritmes, ya aue,

enr tal caso,

-

ln?[t] = In n+mt‘



I N . " . . ' -
a sea ! i

Z(t) = at+b

. o

! -IL
que @5 la ecuacidén de una linea recta y, por lo tanto, las
constantes m y b = 1ln a se calculan mediante las TGO W-
las que se obtuvieron para el caso de regresién lineal,

con z. = ln?[ti)

i

MO

N
../rl'l
-~ - -
AT 0 )
N ._..p.'
Fha —_—
..-T'-"'":' L3 b
h.‘
e
. . . - -
+
a L l"v‘:i, T L v
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= 4 4 -’ 1 L]
Wy A
n i
> ..
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.,ﬁ”’f{
L * Al A L] ' .'_,.;-""" ' " . LI
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| ~
. . +
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METODG DE DOS PROMIDIOS

h5.

El método de dos promedios consiste en dividir los datos en

dos partes y calcelar el promedio, de las Y; ¥ los tiempos

centrales correspondientes a cada parte, con lo cual se ob-

tienen los puntos

la recta buscada

(T1,?1) y (fz,?zl por les :uales pasa

EJEMFPLO
Aflo Nipero de Afo Promedio
autos vendidos central ' *
1951 860
1952 5140 1952 924
1953 1018
- - R 1
1954 1326 ] ‘ ’ o
l 1955 174% 19585 1,733 ,
i 1856 2125 ° .
£ ¥ L ¥ -'_ *L
.:ﬁ - -
* .
v
"SI g
[ B
v
E‘:
iy
t e
£ -
729 1~ = l
|
{ s 4 -
b n v
;—: ;1‘: P el



PROMEDIDS MOYILES

.

. et . ¥ )
Loz promedios mbviles de orden

"N de la serie de nfimeros ¥y
Ygr¥geee s ¥y yN+{,....ynJ es la secuencia de promedios arit-
méticos e

T M g I"J

A0S MRS T 104 MRS TS
N ' 2 -

Por ejemplo, los promedios mbviles de orden 2 de los nlimercs
. L Tr - ' .

3, 9, 5 ¥ 1 es la secuencia

. V349 _ . 9s5 _ 5+1
z =6 T T =i
mientras que los de orden 3 son
3+9+5 _ 9+5+1 _ *
3 5.67, 3 5.00 .

Cuando se obtienen los promedios mbviles de los datos de una
scerie cronolégica, cada promedio se asocia con el tiempo cen-

tral de los tiempos que le corresponden.
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860+910+1018 _ 979

3

91h+1%18+132ﬁ .

1018+1326+1749 _

3

akes

EJEMPLO
4 L}
ARD Nimero de Promedio nbvil
Autos vendidos
1951 860
1952 910 7] 929
1953 1,018 ¢ 1t 1,085
1954 1,326 }" 1,364
1955 1,749 ii* 1,733
1956 2,121
;‘ .
i
‘\E.
¥
a
N )
0
> i
X I
5 | x i io- .
S 2w | | ¢
¥ f |
- i T
t. | H
; | | | I |
2000~ |
; § I |
1 .l | i |
[ ! G
'  — *; i
L.I
L o

7orr 4

132ﬁ+1§ﬂ9+2121

b

1,085

1,364

- 1,733

]



COMPONENTE ESTACIONAL | - ;

- ' - . - k

{omo ya sc¢ indicé, la cnmpunente estacional sirve para indicar
r ] 1

las variaciones pnrlﬁdlcas que _ocurren a corto plazo {periodos

menores de un 2fic), tales como 10s aumentos en las vontis en

. T e ; t . - .
navidad: de' cada afio, o el aumento en’la demanda de servicieo en un

. .. . J
banco cada. fin.de semana. | _

P - -
- - »

.
Al proceso de separar las cuatro componentes de una serie de

tiempos se le denomina proceso de descomposicién. En este pro-

ceso usaremos los simbolos, T, E, C ¢ I para denotar, respecti-
vamente, las componentes de tendencia general, estacional, ci-
clica e irregular. .Ademfs, consideraremos que lz serie se com-

pene del producto de las cuatro componentes, es decir, que

Y = TECI1

51 eliminamos a la componente estacional de una serie nos queda
sclamente T C I; si luego dividimos a la serie entre T C I ob-

tenemos E, es decir

Y © TECI
TeT © T < E
S la componente estacional se requiere para los meses del afio,
para eliminarla se requiere sacar los promedios mbviles de or-
den 12. Si se requiere para las semanas, se elimina calculan-

do los promedios méviles de orden 52.



Resumiendo, para calcular la componente estacional se prac-

tica el siguiente procedimiento: -

+

1. Cﬁlculo de los pramed1os méviles (se ubt1ene TCI)
-

2. Cﬁlculu de los porcentajes de los prnmed:ns mﬁv1les {se ob-

tiene TECI/TCI = E)
3. Se calculan las medianas de los valares correspondientes a
: ; cada par10dn1[tamh16n s5g pueden usar los promed1ns aritmé-
Iticos].. Con esto s& obtiene un valor representativo (de,
P tendencia central) de los valores de cada periodo.
-4. 5Se calculan los indices estacionales haciendo que el prome-

1

dio de estos por pericdc sea de 100%.

e



l“"—"""l_' ———

EJEMPLO  *

- - "

En 1a siguiente tabla se presenta el consumo promedio por dia
N - ’ : .
de fertili:za-:ite que se consumid en una reg.5n agricola. Obte-

rer la componente estacional.

I ] = -
1 . . . ] ' . .
Afo Tri:estref Consumo, Y| Suma | Promedio | Propmedio mbvil| Porcentaje del
! tonfdia ' mivil centrado, TCI pronedio mivil
N : _ Y/TCI = E
1 i ' "o
LT : 20 i
F? l 2 : 50
: o 31.5 -
L& 3 i 35 | 31,3 111.5
31.0 ° :
s, 4 .2 b 126 30.2 | 69.5 !
E 29.3 !
b1 1 18 124 28.7 62.7
pot -, — 28.0 ! —
Lo | 2 43 17 27.3 | 157.5 .
: — 26.5 . - !
6 ) 3 t 30 112 27.0 | 111.1 E
I 27.5 ;
e | 4 15 b106 29.8 50.3 !
L - - 32.0 =
1 { 1 22 110 33,2 66.2 i
| 34.3 !
n 24 61 128 35.9 169.9
j : 37.5 : i
A 3 , 39 ! 137 37.4 104,2 .
: 37.3 :
| 7 4 ! 28 150 37.6 74.5 I
: . 37.8
i 1 | 21 149 37.6 55.8
' -1 37.3 - -
|9 2 63 151 36.8 171.2
, 36.3
6 3 37 149
] . - ——
Ia J 4 24 145
- i NN N R

Pueste gue los dates estéin dados por trimestre el indice esta-
cional que se obtendrd serd para los trimestres, por lo cual
los promedios mbviles para eliminar, como primer pase, a la com

ponente estacional deben ser de orden 4.



7l.

20+50+35+21 126 126-20+18

3 = a - 31_5; —-—-a-—--— = 124; Et;:.
31.5431.0 | 54 3. 31:0229.3 + 30.2; etc.

L]
i

(35/31.3) x 3100 = ¥11.5%; {21/30.2) x iG0 = 69.5%; etc.

""" Porcentaje de los pro-| E R
medios méviles Mediana t'Indice |
Trimestre 1965 | 1966 |1967 |1968 © ) estaciomal § |
. R - i T H
1 62.7| 66.2| 55.8 62.7 . 60,8 |
2 157.5[169.8 [171.2]  169.9 164, 5 |
! .
3 [111.5 (111.1{104.2 111.5 | 107.5 )
! ;
4 69.5 § 50.3! 74.5 69.5 67.3
| | ;= 413.2: 1 = 400.1 4 400

A R 4 m g —im—aoaa =

Para que el promedio por estacifn sea de 1001 se requiere mul-

tiplicar cada mediana por el factor

% = 0.968

62.7 x 0.968 = 60.8%; 169.9 x 0.968 = 164.5

111.5 x 0.968 = 107.5; 69.5 x 0.968 = 67.3



2. .

COMPONENTE CICLICA . e L e
Como ya se indic6, la componente ciclica de una serie crono-
l6gica indica las variaciones periddicas que £€5ta tiene a lar-

go plazo (tieruos mayores de un afio).

Si dividimos la serie de tiempo entre TE obtenem s

Y _ TECI
TE TE

Cuando los datos de la serie estin dados por afies, &sta no con-
tiene a la componente estacional (¢l indice estacional vale 100%
para cada periodo), por lo que para obtener CI serd suficien-

te con dividir a 1a serie entre T.

El procedimiento para obtener la componente ciclica consiste en:

1. Dividir la serie cronoldgica entre TE, con lo cual se ab-
tié;; CI. |

2. Calcular los promedios méviles de orden N de la serie cI,
con lo cual se elimina I, eon donde N debe ser menor que

el periedo de los cicles (nos queda ).



EJEMPLO

L J

7%,

En la siguiente tabla se presentan los datos de produccidn de

uva en una granja, asi como sus prcemedios mbviles de orden 5,

rr

calcular J: componente ciclica.

Produccitn, Y
len ton

50,

30,
141,
48.
36.
33.
35.
42.
43.
37.

—

L

w0 W o

- —  am

Promedic mdvil,

T! en ton

43.
43,
19,
39,

¥oo39,

. 41,

3
1

3812

38.
37.
37.

5

D

L= I B = ]

o i —— -

CI = Y/T,

an

1

121.1

90.
'97.
120.
90.
84,
92.
109.
117.
102.

5
4

=]

4

Promedic !nCumponentE1

m&vil, C
en %

103.0
102.9
103.0
98.8"
B9.3
+ 95,5
106.4
109.8

- L— 2 T T o i E A AT AR R ———ai -

=t o m—

irregular

CI/C, en %

88
95
11%
92
9%
97
103
107

-

Puesto que el més pequefic de les ciclos va de 1948 a 1951

(el periodo es de 3 afios) ¥ ¢l mayor va de 1951 a 1556 (el perio-

do es de 5 afies), tomaremos promediocs méviles de erden 3 pa-

rda eliminar a 1.

121.1+90.5+97. 4

3

= 103.0;

1D5.D+121§1+120.9

= 102.9

-
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Para evaluar los indices de la componente ciclica es reco-

£

mendable contar por 1o menos con tres periodos completos de

datos. Los Indices ciclicos se calculan de manera semcjan-

te a los estacionales.
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EJEMPLO

75,

Supfingase que la componente cficlica de las inversiones anua-

les en un pais con periodo sexenal de gobierno federal es la
indicada en la siguiente tabla.

OS5,
Afio ’ En t
194;] Y
48 E qu
49 1 117
50 © 126
5% . 129
s2 1 137
53 79
54 | g8
55 E 121
56 127
57 . 132
58 143
59 ° 59
60 86
61 , 121
62 122
63 | 137
64 i 149
65 89
66 1 100
yo67 o112
© 68 ' 129
| 631 136
70 REL

Calcular los fndices cicli-

T afio T-Coméjwéiclyéé;* B ..In&{EeT
del CICLOS Promedio} ciclico,
ciclo; 1 2 .3 L“ _ 1.}t
1 i85l 79 59 89 78.0 | 67.5
2 '102] 98 86!100 96.5 | 83.5
303117 12111z1i11z 117.8 |_101.9
4 126|127[122{129;  126.0 | 109.0
5 129)132:1370136F  133.5 ! 115.4
6 E15?|14351495133 141.8 | 122.7
S R T o T
eoole = 0,865

Al A e —
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COMPONENTE JTRREGULAR

5 R ) . . L l-i
Como se indich, 1a componente irregular de una serie cronolé-

gica indica las variaciones que en &sta ocurren al azar.

Una vez que se¢ ha calculado C, para obtemer I Dbasta divi--

dir CI entre €, es decir

CI/C =1

1
En 1a tabla del ejemplo anterior se encuentra calculada la
componente irregular de la serie cronolfigica correspondien-

te a la produccién de uva en una granja.

b

L 95

foD

re streopten, I

‘o

C;?ﬂ.‘j»’?/ ren

%o

F i
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Brtebisleluct y Eobitteeo

DISTRIZUCTIONES PARTICULARES

DISTRIZUCTON BINOMIAL O PE oERNDULLT

LA DISTRIBUOCION BINOMIAL O DE BERMOULLI SE EMPLEA COMD DENSIDRD

DE PROBLZBILIDADES DE VARIRELES ALEATORIAS DISCRETAZ ASOCIADOS

A& FXPERIMENTOS EW LO5 QUE S50LO HaY (O S0L0 TMPGRTAN] DOS RELUL-

TADOS POSIBLES, UMNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE SEXOMIUA "EXITO"

EL. OTRCG, "FRACASO™, . T

SEAN p= PROBABILIDAD DE CESERVAR "EXITC" AL REALIZAR UNA VE2

EL EXPERIMENT
g= PROBARILTDAD DE “FRACASO" = 1-p
Y= VARIABLL ALEATCRIA "NUMERO DE EXITOS5 OBSZRVADCS AL REPETIR

it VECES LI, EXPERIMINTO "OO® REEMPLZZO"

-






7g .

SI n=2, ENTOWCES X PUEDE ASLMIR LOS WVALORES 0O, 1 y 2, ES DECIR

g={0,1,2}. EL ESPACIO DE IVENTOS DEL EXPEXIMENTO ES

Sl = { {FRACASD, FRACASD), ({(EXI'1D, FRACASO), fFRACASD,EH]TD]}
. ks - o —— A ‘,' _
X =0 X =1 A= i

(EXITO, ExITD{}

—

=2

QRSERVESE QUE x=0 QCURRE DE UNA MANERA, x=1, DE DOS, Y x=2, DE
UNA. ESTGS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS,

UNO CON x ¥ EL OTRO CON n-x ELEMENTOS:

21 . _ 2 0.2
x=0: 213'!:“2 = o - Lo P{{0J}l=gxqg=a = §F 49
wel P - 2 = 2 P({1])) = 2pg
' 271,27 Ty ; Pe
) v ) 2 .20
¥=2: EPZ,G = T!'ET = 1 H P{{z}} mo = 2 - P "-3
2 2 2 2
I P(Ii)) = g 42054p° = [(P49)7 = 1
i=0

-

[DESER?F‘.E—E QUE 105 ELEMENTOS DE 51 NO 80N IGUALMENTE PROBRELES, A

MENOS QUE p= q = 1/2.)

I



79,

~

ST n =3, 8= {0,1,2,3}, e ={Exiroy f ={rracaso), ENTONCES
51: {{f;fff]r {G,f,f], [frerf}J [frfrﬂ'}; {Ererf}f {e, f,2),
(f,e,e), (e,e,e))
ol I _ 0.2 _ 3
x = 0: 3Pq 3=gimsT = 1 i P{i0}) =1 pa =g
7. P R S - 2
®x = 1: 3Pl,2“ifle - 3 P P[{l]} = 3 Pq
x = 2: P =3 py2n = 3pt
*atz, T w1 * P d
- S L fa11m1n3.0.3 .
a . L :*af 3P3'u:31§ﬁT'f*1 ,_§[13}} ip"a =p 'Tﬁ_: L
- L P{{i}}=ip+q13=1
i=0

PARSANDO AL CRS50 GEWERARL

e

DE QUE OCURRAN x EXITCE

P(¥=x) = pan
N VIRTUD PE LA LEY GzZH

UM CORDEN POSIBLE SERIA,

i

DE CURLOUIER VALOR BE n, LA PRORABILIDAD
Y n~x FRROASOS EN UN ORDEN DETERMINADY ES
-

ERAL TE MULTIFLICACION.

FOR EJENFPLD,

EX1U0, EXI1TO,..., BXITO, PRACASD,..., FRACASD
: 4 ' W ~
x n—=x
L% x EXITCS PUEDEN OOCURRIR EN P ORDENES DISTINTOS,

LHORE BIEN,

Caba UNO CON FROBABILIDAD p

LEY GENERAL DE ADICTON,

RESULTA SER

B = s

o
-xy!

n n—x
W =M

POR LO TANTO, EN VIRTUD DE LA

LA DISTRIRUCION DE PROZABILIDALES LDE X

: ¥ n-x

t,1,....n

LA CUBL SE CONOCE (CON EL NOMBSE DE EINCMIAL O DE BERMOULLI



LA FESPERANEA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES

n n
n x _N-X n! R -
E{X) = L Xoyimer PO = X grrer By
vt = in-x)! sl Ml !
- : (5-1)¢  xelomex oo anel
WL e PS plpta

LA VARIANCIA DE LA BISTRIZUCICONW BIROHTIAL ES

0? (¥) = E{{qutx}}Q} = H[{X-nplz]

2
PERQ_E[ (X=np)']-

2

£{X°-2npX + nzpz}*f E[X % X(X-1) - 2ZnpX + n pz]_

ok ~z{(1-zne)X) + E[X{Xe1)]+ Ein’p)

n \ o
={l-2np]np + ﬂ2p2 + T h. X _n-#

3z ) Y hexy P e ¥ {x-1}

=ng5 2,2 . - . _‘[n___Z} : 2 w=-2F n—x

=np-n o+ E nin-11 (T a2 n q
¥=2

=np-n’p’ ol 1 (n=2) . . x=2 neX

=ng-n p + ni{n-i)p xzi T ey T ¥

=np~n292 + nin-1}92ip+ql“_2 = np—n?2=np(l~9}=n?q

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL,

np cz{x} = npg

- FER
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EJEMFLO
5I SE La&N7A AL AIRE SEIS VRCES UNA MONEDA HOMOGENER,

) SCURAL B LA PROZAZIIICAD DE OBTENER DCE FOARASY?
B} (CUAL ES LA PROBABILIDALD DE OBTENER POR 1O HENCE {CULTRO "CannsM
(X437

T} ¢CUARTO VALEN LA ESPLFEANZA Y LA DESVIACION ESTANDART

DAY . PUESTO QUE La MONEDA ES HOMOGENEA SE LIENE p=1/2 Y gsl-1/2=1/2,
TIfHSL .4 TYDONDE » ES LA PROBABILIDAD DE OBSHRVAR "CARA" (CARA}=_EXITO) EN

UN LANZAMIERT(O. POR TAXTO

- . P 6-2_ 81 6 _ 15

G4
B) PARA QUE SE CUMPLA X=x4 EIN SE1S LANZRMIENTOZ, SE WECESITA QUE

SE OQBSERVEN 4,5 ¢ & CARLS. PUESTO MIE ESTOS TRES EVENTOS SON

L - -

MUTURMENTE EXCLUSIVCE, SE TIENE
o] =
P[x24] = £ _(4) + £ _(5) + £_(6)

CALCULANDD LOS 'PRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERIOR, RESULTA

P[¥>4] = E?i57{1;234f1£2}6_4+§%ifT{1f215[1;2}5‘5+EfiﬁT{lf2)5{1f2}6
_ 15 6 1 11 -
T I T A T IRV

C) E[x] = np = 6{1/2)

a0

3

o |X}= npg = 6(1/2) (1/2) = 3/2

6



- - DISTRIBUCTON  GEOMETRICA . . -*

SEA p LA PROBABILIDAD DE BXITO EN UNX IXPERIMENTO. SI BL EXPERIMEN-
TO 1§ CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVAMENTE HASTA QUE S OBSERVA
UN EXITO SE TENDRE LA VARIABLE ALEATORIZ X=NUMERO DE REPETICICNES
DEL EXPERIMZINTO HASTA QUE SE OBSERVA EL PRTMER EXITO. OBTDNGAMOS

LA DENSIDAD DE PROBARILIDADRS DI X.

El, PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NUMERO. % S5I, ¥ 50LO 5I,
-EN-LOS x-1 . ENTERIORESYHUBO POROS FRACASOST =LA PROBABILFIDAD -DE

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS IXPERIMENTQS SON IRDEPENDIENTES, ES

- _ax-1
folx) = {1-p} B

ESTA FPUNCION SE DEROMINA DISTRIBUCTOM GIGHETRICA . SE PUEDE DEMOSTRAR

QUE LA DISTRIBUCION DE PROBARILIDADES ACUMULADAS ES

o xHT n "
F {x) = I pil-n) = 1 — (l-p}
x . ]
x=0
Y QUE
B(x) = E x{l—p}x p=l/p
x=0
e2(x) =f  (x-D2(1-p) P = (1-p)/p
x=0Q - '
EJEMFLO

JCUAL ES TA PROBABTLIDAD DE QBTENER UR TORN1LLO DEFECTUOQS0 POR
PRIMERA VEZ EN LA QUINTA EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFEC-

TUOS0S DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES DE 5 POR CIEXTO?

5

ik

. [
T Pix=5) = f (5)'= (1<0.05)°% 0.05 = 0.95°%x 0.05°= 0,03869

+
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PISTRTBUCTCON HIPERGEOMETRICA
CUARDO SE TIEXNE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPAC&D DE
EVENT(QS TIENE S0LO DOS ELEMENTOS, DIGRMCS S={EXIT0, FRACASO), Y EE
REALIZA UM MUESTREOD STN REEMPLAZO, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA
EXPERIMENTO NO SON INDEPENDIERTES NI LA PROBABILITAD OF EXITO PLRMANECE
CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION RINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA

NO E5 APLICABLE,

SEa X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERC DE RXTTOS OBSERVADOS AL REPETIR
n VECES FL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN'EXTREERﬁZSTN REEMPTLAZD, ELE-
MENTCS DE ON LOTE QUE TIERE N OBJETQS DE LOS CUALEé M SON "EXITOS™.
EL, WUMERO DE ELEMENTOS OUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-
MENTOD FS5 .+~

NS} = NCn
EL NUMERO, MNi{{X=x}}, DE MANERAS FOSIBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE

ODBTENER ®x EXITOS EE

EM EL LOTE EN LA MUESTEA

N ELEMENTOS n ELEH%E?DS
h@@Q;“@@l@@@;'@@ OO0 - -e0@R6 - -0
M EXTTOS I{N-H]FR%CASDS X EXITD; JUE In"x};RhCASDS QUE

- SE PUEDEN ELEISE PUEDER ELEGIR
C

GIR DE M~x MA
NERAS
CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION
POSIBLE DE (n-x) FRACASDS: POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS

DE OBTERER x EX1TORE EN n EXTRACCIONES SIN REEEMPLAZO ES

N{{x=x]) = (,C} (4 T )

LE N-Mcﬂ—xMﬁNERﬁs



B4,

PLR LO TANTO

M, N-M
S SIS I SR oS IR 40 N
P[{};zx}} = fx{x} - M x Iéz.lnx = = n X r xzr}plr---
[T
N n )
13]
EN DONDE () = —ih Ny (214} !
) o b xUfHe) T

n-x) T Tom) t (RARTR) |

W, N
¥ (3 = FemEmy

QUE SE CONOCE CcOMO DISTRTIBUCTON HIPERGEGMETRICA. LA MEDIA Y LA VARIAN-

CIA DE ESTA DISTRISUCION 50X

M, H-M
no G
E{X) = L XA ?ql = nMi/N
»=0 (")
Il
Y -
My (T
2 My 4 - ran (M-M) (R-:
a“(x) = 1 {}:—-nﬁ-}‘j x_ DX nilg 1} (-n)
x=0 () e (1-1)

RESPECTIVAMIENTE.

1
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EJEMPLO

ER UM PROBLEMA DE CONTROL ESTADISYTCO DE CALIDAD, SR TI1EWE UM I1OTE
DE 100 TRAWSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40
SON DEFECTUOSCS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FAIRICACION) . ¢CUAL ES
LA PROBABILIDAD DE OBTENRER UNO DEFECTUGSO DE TRES SELECCIONADOS AL

AZAR SIN REEMPLAVO?

4 -2 5
, GO0 N e
P{X=1] = . :
{lﬂf_}] o [1{1{}]
' 3 3 .
L L 1.2 S
CFgT v X EETY 3T
= 100! = 0,438
Dy lx 31

CUANDD M ES GRAMDE ¥ »n PEOUTHO, LA DISTRISUCION BINOMIAL SE PUEDE DGAR
COMD APROXIMACION DY L3 HIPERGECMETRICA, DE ESTA APROXTMACIOR SE HECHA

MANQ CUANDO L0OS CALCUTO0S CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS.

EN EL CASO BEL EJEMPLO ANTERIOR, 5T SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE

OBTIENE, CON p=40/1C0 = 0.4G Y n=1

Plx=1] = =iy (0.40)1(0,60)% = 0.432



£ (x} e )
. . ,
2
&
1 [ Dutribucisn hipergromiines
3 Disieibucitn binomis
0l
¢
02— .'."j
a N = 16
K
i |
@ M ]
w T ,'r'/zt: n = . 8 -
o -~ B |4 >
. i | ¢
5 :‘E
T q[% E‘g : I
j;{j & Fﬂ
g |
r-i 'é !fj ﬁ
& " T
H } E 7 H
¥} M 1% d _hIA._L.__ o _._ IP"-;'__ﬂl...- i"-'!l i

COMPARACTON DE LAS DISTRIBUCTONES HIFLRGEOMETRICA Y

BINOITAL
D.&p=
[]
|3 Distribesidn hinergeamifirica
E2 Distribreidn binamial
03
%
[
o= 3 _

SR EaE

P n S D W R o

s
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PISTRIBUCIGN DE PDISSCY

UnA DISTRIBUCICN DE PROBABILIDADES DPARA UNA VARIAELE ALEATORIA DIS-
CRETA, X, DE LA FOBMA
A

fx{x] =y P X 7 0, 1, 2,..

S5E LLAMA DISTRIBUCION DE POTSS(N; EN ESTA PCUACION L ES UNA CONMSTANTE. BSE
~PFUEDE DEMOSTRAR QUF LA MEDIALYILA VARTANCIA TARA £5TA DISTRIBUCICN

' QUEDhH DADAS POR

- ES POSIBLE .DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POTS50N ryURDE EMPLEAESE
COMO UNA PROXIMACION DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO 3 = np CUANDO n
£S5 GRANDO Y p PEQUENA, PERQ DE TAT. MANERA QUE npg=* 1. AL RESFECTO,
a o 51 n=20 ¥ p=0.05, ENTCMNCES EL ExROR QUE SE TIENE AL USAR DICHA APRO-
XIMACTION ES MENOR DE 3 POR CIENTC PARA VALORES DE X MENORES DE 3;
PARA X=4 ¥ ¥=5 LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 ¥ 41 POR CIENTO, DE-
-— BIDPO A NUE.NO'SE COMPLE CON LA CONDYCION DE NUE npqg S5EA MAYOR DE

UNO, YA QURE npy = 20x0.05x0.85 = 0,95,
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RIFMZLO

2T TA PROSAZILICHED DF OV FALIE LNA vLEl!LA DR acti O JI APLICARLS
UuMA ﬁhTLRMJHADh fFenfA OPp TENRSION S 7 0,401, CU T, 5 38 PalBR-
AILILAD BE QUE BE 2000 WARTIIFS & mo 5 smvemy ) o men, BY URE
Dk DCS?

Q0N A o= 2000 x 0.01 = 2 ¥ CONSIDERAMDO NUE npg = 19:) ,8E PUFDE

USAR LA DTSTRIBUCION DE POISSENN COO EPROXI¥ACION TE LA BINCHIAL:

é
al PIX¥ = 3] = e
Vo 3w = 08
PlA ] 2

EN ESTE CAS0 LA DISTRIBUCTON BIUONTIAL DA COMO RESULTADC

STye3) = 2000 g 3 gy 1977,
FLX=3) = LT ge=y (6.001)7(0.392)

) PIXs> N=1-Plag2]=1 -F ()=1 —{P[.h: - 0]+

. . AN 2 et 2R -
4 PLy= 1]+ PLY = .:.}}'—é ]—-m-‘ TN T T T
1 2 2 3 -
— 'I — t_-‘;._ F_ - .E; = ] - _-_.e_: - G,j....g
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EJEHFILO

UNA CONPANIA ASEGURADORA DESPURS DE MUCHOS ATOS DE EXPERIENCIA HA
ESTIMADD QUL EL 0.004% DE LA PORBLACION FALLECE POR ACCIDENTE
AUTGHOVILISTICO. SI ESTA COMPARIA TIENE 40,000 ASEGURADDS, £CUAL
E5 LA PROEBABILIDAD DE QUE 2 DE EI,LOS MUERAM EN UN ARO TOR ESE TIPO

DE RCICIDENTE?

SEA X £f, NUMLRO DE BPERSONAS QUE MUEREN AWUALMENTE DE ENTRE 105

ASEGURADOS, POR ACCIDENTE, LA MEDIA DE X ES
E[x] = 0.00004 x 40,000 = 1.6 =

ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE nogrl, SE PUEDRE USAR S5IN GRAN ERROR

1A DISTRIBUCION BDE PO1IG50N:

X =3 X ~1,6
Pix=x] = l;?—" = {1.51;$ om0, 1. 2.,
FO0R LO QUE
2 =16 -
E] i - .
P[K=2] = {1.6;‘L Co_ Dh.2013 ;_é 56 =.0.706

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES:

—_ e -

| o 1 2 3 5 6

.

=

|
|

£, {x) ﬁu.zaz 5.322 | 0.258 | 0.132 1 0.G55 | 0.013 | 0.005

r3350) §

o

o
Y
t

-..:.+
i,
™
Ly ¥2
-‘-h‘h
Ly
Ll



EJENFLO

EN LA AMPLIACION DEL CARRIT., PARA DAR VUELTA A LA IEQUI%RD& EN UHA
AVENIDR, S0LO BAY CAPACIDAD PARA 3 AUTON COMO MAXIMO ESPERANDO

LA FLECHA LUMINOSA DEIL SEMAFORO, ERN UN ESTUDIG ESTADISTICO DEL
TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCES DET.
SEMAFORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTDS QUE VAN A DAR VUELTA, z(OUAL ES
L PROBARILIDAD DE QUFE EN (N CI(CTO DEL SEMAFORO, TOMADD AL AZAR,

SE COMNGESTIGHE. EI, TRAMSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL?

P[x=3] = ?

81 A={X>3}, A ={X<3}

P{A} = 1-P{A) O P{A)= 1-P(A). CON i=6,
- %=1 ®=3 L—Eﬁx
P(A) = P{X<3] = I £ (x) =& =5~
& x=0 x=10 -
2 3
P(R) = e (1 + 6+ 5 + &0 = 617° = 0.152
..-P[a] = Plx>3] = 1-0,152 = 0.348




PROCESO FSTOCASTICG DE POTSSOM
L BASE TN LA DISTRIBOGIION DE POLSSON SE PUEDE DEDUCIR QUK LA DISTRI-
BUCION DE PROBABILIDADES DEL NUMERC DE CCURRENCIAS DE UN EVENTO

DURANTE UN PERIODO  QUEDA DADA FPOR

I

£ (x) = P[¥ = x EN UN LAPSO t]

X

ey * ot

%,

DONDE -

H = MNUMERD MFEDIO DE OCURRENCTIAS PFOR UNTDAD DE TIEMPO,
A FSPERANCIA ¥ A VARIANCIA DE FESTE PROCES0, PARA UN LAFSO L, S0ON
B(X) = At
o2 (X) = at
PARA OU% ESTA DISTRTIBUCION SE APLIDUE SE REQUIERE QUE EL EVENTO
QCORBA CADA VEZ DE‘MNERA INDEFFENDIENTE DE LAS QCURRENCIAS PREVL’&S;

Y QUE 3 SEA CONSTANTE. A 3 S5E LE CONOCE COMO INTENSIDAD BREL PROCESO;

A SU RECIPROCCO, 1/1 SE LE DENOMINA " PLRIODO DE RECLRRENCTA,



s |

EJEMPLG

92,

EN ,UNA CENTRAL DE CQMUNICHCTDNES SE TIENE UYWA DEMANDA MEDIA DEL

SERVICIO DE 8 LLAMADAS CADA MINUTO. CALCULAR LAS PROBABILIDADES

DE QUE EN 2 MINUTOS NO SE SOLICITE EL SERVICIO, DE OQUE SE SOLICITE

SOLO UNR VE%, Y MAS DE UNA VEZ,

0 -~8x2 -
£.(0) = Plx=0] = (1) _-e = e~ 16 - g.00004
1 -16 .
l6 e —_
fxil} = ——I-!I—--:F.:ﬂ ﬂ.DE}DEq -'I; .- ':'?. -\.IE

-

P[%>1] = 1 - (0.00004 + 0.00064) = 0,99932

;
l .



EJEMPLO

MED:ANTE UN ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE LA OCURRENCIA DE MAREMOTOS

EN LA COSTA MEXI1CANA DEL OCEANO PACIFICO SE ESTIMO QUE UNA OLA"
DE 4m DE ALTURA O MAYOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO-
DO DE RECURRENCIA DE 100 AROS, CALCULAR LAS PROBABITLTDADES DE QUE
EN LGS PROXIMOS 10, 50 y 100 ASOS HO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA

REGION CUYA OLA MRXIMA EXCEDE DE 4mf SUPDNIENDD QUE LA DCURRENCI&

DE DOs5 MAREMOTOS SE PUEDE MGDLLAR MEDIANTE UN PROCESD ESTDCASTICD .

-
oy, "‘.._ . - ] L
b - = = +

-+ BE -POISSONZw~ - '--.. e RS T ‘ﬂ:-" RO L SLERT
. . '

po® TR .

L]

=t

. A

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LA_VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO

DE MAREMOTOS CUYA®OLA MAXIMA 1S MAYOR DFE . 4m; CON 3=1/100=0.01 ES '~

*

f oy = At e “At g.o1t e”-01F . .
B : - X o wl .

-~ ~DOR "LO*TANTO, PARA-t=10, 50 Y+100;AN0OS, SE-TIENE, RESPECTIVAMENTE, =+~

QuE: ] s . v e e
s 0 -0.01x10.~ Ela I "“_"l s 0 L _
fxtn} [ﬂ.ﬂlxlﬂél _ ejﬂ.l _ 0. 9ﬂ5
- .0_-0.01x50 « o i
- fx[ﬂ}.z {U-DlXEUg}.E = e D.S - ﬂ.ﬁﬁ? » X
L0 -0.01x100 . -
fxtﬂ} - (ﬂ.ﬂlx1031 =] . - e 1_ 0.368

PARA ESTE' MTSMO PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES,DE QUE OCURRA AL MENOS
' . L} - L= LR Y .z ""!T‘q v ;‘- ...' . . -
' UN. MAREMOTO CON OLA MAXIMA MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVAMENTE,
5 ' L .. . - - . ) ~ = .

1
L]

P T

b 1
.
(I S S N ——

- e mm— —



" v 3 i

P[Xz1] ="1-f {0) .= 1-0.905 = 0.095

P[X>1]

-l

1-0.607 = 0,393

P{x>1]

L]

i-0.368 0,632

e
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DISTRISUCTON UNTFORME.
SE DICE NUE UN2Z VARIABLE ALFATORIA CONTINUZ, X, TIENE PRISTRIBUCION

UNTFORME ENTRE X = a ¥ X = bi{bra) S5I

1

CONSTANTE = +
L - a

Ti

fx{x}

L0 QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE
¥ ¥ ¥ + dx ES LA MISMA PARA CUALQUIER x COMPRENDIDA ENTRE a Y b.

[I.A GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCICON ES
f‘r(x} 'y

&/

% ) Y

g -, |} b
ar

Disindibicidn uniforme de una variable afeafosrdn continua

\ LA ESPERANZA ¥ LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME S5E CALCULAN

DE LA SIGUTFENTE MANERA:

b 1 x? A gt
E - d = = . = b+ 2
— [X] = 'L. Ib—a X [E(b—a]]ﬂ 175 —a) ( a)} ) i
b b 2 b 2
? : 2 1 s X A B9 R
s (X) = J (x=E[X])° g5 ax = J o3 dx + S ompneT— OX
o a a
bszixl
-/ dx
a-hb
o
x° *’+ o (X N b2 ENX) Xtk .
T [3{b—a}]¢ [b—a ] b —a z], _
b — a . (b — ay
= e+ (LX) —EX] ¢t 0) s

I —-a
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DISTRIGUCTEN NORMAL
UNA DE LRES DISTRIANCIONES DE VARIABLES ALEARTQRIAS CONTIMUALS MAS
UTIL ES LA DISTRIBUCION NORMAL .O DE GAUSS, DEFINID:L POR LA ECUACION

— a (x-w) % /20

av2r
DONDE p E5 LA MEDIA Y o LA DESVIACION ESTRNDAR DE X.

85I S5F HACE LA TRANSFORMACION
2= (¥-u)/o

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORHA ESTANDAR,
CU¥YA ECOARCION ES

1 E—EE;"E

f,{z) =
& i

[N ESTE CAS0 LA VARIABRLE ALEATORIA 7 TIENE DISTRIBUCION NOPMAL CON

MEDIA TGUAL A CERD ¥ VARTANCTIA 1GHAL A WNO,

EXISTEN TARBLAS PARA CALCULAR LARS PROBLEILIDADES DE UNA VARIAELE ASO-
CIADA A UNA DISTRTBUCION NOZMAL LSTANDAR. DN LA S1GUIENTE FIGURA
SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, QBSERVALDOSE

L SIMETERIA RESPECTO A Z=E{Z}=0.
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La UTILIDAD DE LA DISTRISUCION NORMAL ZSTANDAR RADICA EN QUE
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EJIEMFT.O

COMD RESULTADD DE UNA LARCA SERIE DE EXCPDRIMENTOS PROS2ND0O A CCH-—

FRESICY STMPLE CILINDROS DE CONCREYQ, SE HBHA RSTIMADO QUE Ié FSPERAN-

i
r

20

Al

C)

DE L& RESISTENCIA LS DE 240 EGKCHE Y LA DESVIACION ESTANDAR DE

:ﬂ;;’f::qz.
cCURL ES LA PrROBRBILIDAD DZ QUE QTRO CILINDREO TOMADO AL AZAR
RESISTA MENQOS DE 240 ]-:{;-,:’cr.'.z?

SCUARLEES' LA PROBRBILIDAD DE QUE RESISTA MRS DE 330 RGKCMZ?

¢CUAL ES LA FROEABITLIDAD DE QUE SU RESISTENCIA FSTE EN EL INTER-

VALD DE 210 A 240 KGKCME?

SUPORGASE QUE LA DISTRIBUCICH DE PROBABILIDADES ES NORMAL.

My

ARA FMPLEAR LAS TABTAS DE DISTRIBUCION NORMAT, ES NECESARILIO

ESTANDARIZAR LA VARIABLE ¥, EMPLEANDO »=240 ¥ ¢=Z0, CON x1=240:

%

, . 240 = 240 _ .
21 30

RECURRIENDO A LA TASLA DE LA DISTRIBUCION WORMAL SE GOTIENE

P[Xx<240] = P[z<0l = 0.5

O S5EA, LA PROEARILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBRTADA DE LA SI-

GUIENTE FIGIRA:

- R T;ﬂz(zg

_;_zf///,;&/ /

21=D

Fig 16, Distribucion normal correspondicate ¢l mcise ¢ del gfemply
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Bl EL VALOR ESTANDARIZADG DE LA

330 - 240 _

21 30
POR LO OUE

P(% > 330] = PLZ > 3]

99.

-

VARTABLE, 2

PARA x,=330 KG/CM°, ES

1

= 1-0.9987 = 0.0012

OUE E5 EL AREA SOKBREADA DE LA SIGUIENTE VIGURA:

, f fr2) ..

(4 -

f=—3.0—1

Distribucién normal correspondienze al inciso b del vjemplo

C)
32224ﬂ 50N -
_ 210 - 240 __,
1 30 :
240 - 24
22 7 55 °
POR LO OLE

1LOS VALORES ESTANDARLIZADOS DFE LA VARTABLE, PARA x1=21ﬂ Y

Pl

fz=D ]

Fig 16, Distribucion nonmal carvespordicate af ieiso ¢ del ejemplo
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TEORLMA CENTRAL DL LTHITE

SEAN LAS VARTASLES ALEATORIAG xl,xz,...,xk, CON DERSTRADLSG De

PROZAZILIDADES ARIITRARIAS, CU¥YAh Slna 55 DENOTARA COMO W, ES DZCIR

F5 FOSTRLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DEMORINADO TTORCMA CEMTRAL DEL LIMITE,
CUYQO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARIABLES

. INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANUERIOR™ {AL ADMENTAR k), LA DERSIDARIDE
PROZABILIDADES DE W TIENDE A.SER LA DISTRIBUCION MNORMATL. | BDEMAS

5Z FUEDE DEMOSTRAR QUE SI TO2AS LAS VARTIABLES xl;xz, e Ik TIELEN
DISTRIBUCION NORMAL, ENTONCES, RIGUROSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE,

THDESENDI ENTENFNTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREACAN EN T.a SUMA.

A PARTIR DEL TEGREMA DEI LIMITE CERTRAL SE DEMUESTZA QUE LA DISTRI-
BUCION DE BERNQULLI SE FUEDE APROXTMAR MEDIANTE LA NORMAL CURNDO EL
NUMERQ DE REPETTCIONES DEL ENPRRIMENYOD ES GRANBE (30 O Mas), CON

L0 CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERAZILE DE LAROR RUMERICA EN LA
SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS, PARA MEJORAR ESTA APROXIMACION,
CONVIENE EPECTUAR UNA COREECCION POR CONI'THNUIDAD, LA CUAL SE JUS5-
TIFICA Pom USaR UNA DISTRIBUCION CONTINOA E@ VEZ DE UNA DIECRETH,
SUMARNDO O RESTANDD, SEGUN SEA EL CASCO, 0.5 AL VALOR DE X QUE 5E
1155,  POR EJE¥PLO, ST SE DESEA CUANTIFICAR LA PROZABILIDAD BE QUE
DE 2000 ERSAYES SL TOGREN ¥ 3 A 6 BEXITOS, LOS5 LIMLITES REZLES (UE
SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTIRNUA SON xl=2.5 Y

x2=6.5.
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EJEMPLG

51 LA PROBABILIDAD DE GQUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
CTIERTA CARGA ES BE 0,001, DETERMINAR LA PROBABITLTNAD DE QUE EN

2000 VARILLAS PROBADAS FAlLEN MAS DE DOS,. -

USENDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE QETIENE

P{x>2] = 1 -~ Plx<2] =1 - {P{X=0] + P{x = 1] + Pix = 2]})=

_ . Y2 0000 0 200032 000!~ 1 1999
= ] ['E—'G—rj'ﬁ'f—ﬁ':' (D.001Y" (0.989) +—-—--'-1“,g.99! 1!{U-GU1} {0.999) .
. —2 000 16 np132(0.900) 98 3 = g.3285

1" gga! 27

LOS CALCULOS NECESARICS PARA OBTEMNER LA SOLUCION 30N BASTANTE MAS
TEDIQSOS QUE LOS QUE DEEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMERG

DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE, & ¥IXH DE UTILIZAR LA
DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, La PROBABILIDAD DE
QUE X<2 EN.EL CASODBISCRETD, EQUIVALE A LA DE QUE ¥<2,3 EN EL .

CONTIRUG; ASI

¥ = np=2 000 % 0.00} = 2

¢ = Ynpg = V2 000 x 0,001 x ©0.99%8 = 1.41
1 pe 229 = 2, _ ce|
e Pi{X<2.5] = Pl2s. =3—1| = P|lz<0.355| = 0.6387

DE DONDE
0.6387 = 0.3613

b

Pix>25]= 1 - PfX<2.5] = 1



io2,

ESGEMPLO

EN UMA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROPOLOGICOS, CONSTS-
TENTES EN MEDIR EL TAYARO DE LA CABEZA DE LOS INDIGERAS RESIDENTES
EM DXxA Z0NA TROPICAL, SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANDTADOS EN LAS
DOS PRIMERAS COLUMNAS DE.LA STGUTIFNTE TASLA. S5I LA VARIABLE ALEA-~
TORIA "TAMARO DE La CABEZA" S5} CORSIDERA QUE TIERE DILZTRIBUICION
NORMAL, (NUE CANTIDAD DE RESULTADOS SE ESPERARIA OBTERNER ANTES DE
EACER LAS MEDICIONES, S5I SE CONSIDERATOUE p= » = 191.8M4 v

c= =7 '6.48KH, DONDE X=PROMEDIO"ARITMETICO Y s=DESVIACION ESTAKDAR

DE L5 DATOS?

171.5 - 181.8_ 175.5 ~ 191.8_

~3.13; 2. = _179.5-191,8

*3 6. 28 =

z ==

1 6,48

= - 15y, ETC.

1l

P(~3.13<2<-2751) = 0.0051; P(-2,51<2<-1.90} = 0.0227;

i

P{-1.90<2<-1.28) = 0.0716, ETC.

462 % 0.0051 = 2.4; 462 x 0.0227 = 10.5; 462 x 0.0716 = 33,1, E¥C.
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INTERVALGO DE NUMELRO DE OB- INTERVALQ DE|PROBLBITTINAD|FRECUERCIA
VALORLG DE X, SER‘JPI:.J_CI'N.ES _ 7= - Ply. cz<z3=P ERPERADA =
EN MM {frecuencia,f} G 152527 462 P
171.5-171.5 3 (-3.13)-(-2.51) Q.06051 2.4
171.5-1748.5 9 (-2.51¥-(-1.90) 0.02237 10.5
17%9,.5-183.5 29 (-1,80)-{-1.28} D.0716 33.1
P183.5-187.5 TG f-1.28)={-0.66} 0.1543 71,3
187..5=1581.5 104 (-0.66)-{-0.05} 1.2255 104.2
191.5-1495.5 110 [-0.05)- 0.57 0.2356 108 .8
195 5-1%88.% 48 G.57 - 1.19 0.1673 7.3
199.5-203.5 20 1.19 - 1.80 0.0811 37.5
203 _5-207.5 6 1.80 - 2.42 0.0281 13.0
207.5-211.5 4 2.4% - 1.04 0.0066 i.0
j211.5-215.5 2 3.04 - 3.66 0.0011 0.5
215.5-219.5 1 .66 - 4.27% 0.0001 Q.0
TOTAL;: 442 TOTAL: 4681. 6
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EJEXMPLO
SE TIENEW EN UNA IRENA TRES BOLAS BELANCAE Y 'TRES MHEGRAS. CUAL
ES Lk PROBABIVLIDAD NE QUE ATAREACAN LAS TRES BLANCAS AL PRIK-

CTPIO SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZO SUCESIVAMENTE LAS SETSY

6l
—_—
1. oD b bhnnn COW PERMOTACIONES;
31 31 N(&) = 3! x 3!
N(S) = 6!
Cr BP(A) =.3! 3! / 6! = 1/20
2. o bpnnn CON PERMUTACIONES POR GRUPOS:
(A} = 1
R(S) = ¢Py 4= gigy = 20
P{R) = 1/20
3. ‘T i: 13 n ;1__#.
-
PROBABILIDADES: = 2 L1 3
B ’ 25 4

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES:

P(a) = = x £ x % =

LAk
| i—
i

A

¥
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AHORA, (CUAL ES LA-PROBAEILIDRD BE QUE LAS TEREES BLAMNMCAE APAREZCAN

CONSECUTIVAMENTE?

ol
-|r .A‘- _-.‘
1. bolbnnn CON PERMUTACTIONES
I — L 3tgr 1
3t 4 PR = =g =g
pran B b b1n nn CON PERMUTACIONES POR GRUPOS;
N
.‘ T . . . 4: - : Lt ‘_:__‘_‘_:_.‘_ . - :
<o N@)r= yPyogan 73T = b NUSWE Py g Sy = 200 L ey B
PIR) = 4/20 = 1/5
3. b Bbnnn CON PROBABILIDADES CONDICIO-
T { '[ T NALES:
1021 wvm el 2.0 & _ 1
PROEABILIDADES: 5 g7 1 ?[ﬂ}"{szxd}Qpl’l > =

[



ZJEMPLO

DE UM LOTE DE 100 EJES DE RELOJERIA

REEMPLAZO, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD

4ot

SE EXTRAEN COATRO AL AZaR S5IN

BE QUE APAREZCAN DOS DEFEC-

TUOSOS (EVENTD &) SI RN EL LOTE HAY 20 POR CIENTO DE DEPRCTUOS0S?
F., = &
1 ) 472 . .
d 4 b b
(R R
20 1% g0 739
e ] —— ——— —_— - —
FROBABILIDADES: iog §9 98 §7 .
CON PROBASTILIDAD COXNDICIOMWAL;
20 1% B0 79 . _
P(2) = 955 §5 B8 g7 0 - 017
2. lDUP4 CON PEEMUTACIONES PARCIALES ¥ EN GRUFGS:
— 20. g0: 4!
d a4 b b p(ny = I8L 787 2TZ1
e - 1007
1
202 o2 0
A4
P {20xi9) {80x739) (6] _
472,2 100%69%98x57 0.13

!
P
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LEY GENERAL DE MULTIPLICACTON !

DE LA ECUACION (1):
P(ANB} = P(A|B)P(B)

ESTA ECUACION SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS LVENTOS AST:
P[EfﬂEzﬁ...ﬁEk]=P{E11PE5|E1!...P{EklEi,Ez,.",Ekﬁl] (33

POR BJIEMPLO, SI Ka=d
PfEfﬁEzﬂE3ﬁE4} = P{EllP(E2|E11?1E3fEl,E2}x

X PiﬁqlEl,E2,53}
EJEMPLO
ZCUAL ES LR PROBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CUATRO

CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52, LAS DOS PRIMERAS SEAN DIA-

MANTES Y IAE DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENTO E)?

SEAN A {LA la. ES DIAMANTE}, B ={LA 2a, ES DIAMANTE],
€ = {Ln 3a, ES CORAZON}, D ={LA 4a. ES CORAZON).
Ell TAL CASOD
E = ANBNCND
P{A} = 13/52, P(B{A)=12/5%, P(C|A,B)=13/50
P(D|A,B,C1=12/49
APLICANDC LA ECUACION 3 SE OBTIENE

Z 51 50 39 =~ 70355

21 LOS EVENTOS Ei QUE APARECEN EN LA ECUACION (3} SON INDEPEN-

DIENTES, ENTONCES

PiEf\Ezﬂ...ﬂEkl - PEEl}xPEEE}x...xP!Ek}_



LEY GENERAL DE LA ADICTON

5I TODOS LOS EVENTOS Ei SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE ST,

EL AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A:

P{EIUEZU...UEk} = P(E1]+P{E21+...+PEERI
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TEOREMA DE LA FROBABILIDAD TOTAL
'SE DICE QUE UN GRUPO DE EVENTOS ES COLECTIVAMENTE EXHAUSTIUO SI LA

UNION DE TODOS ELLOS ES EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE.

A'-\ /Espucin de eventos

Na T )

Bn

\AI‘IB;

EN UN GRUPQO DE EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, El' BE""'BH’ 51 A ES5 UN EVEWTO CUALQUIERA DEFINIDO

EN EL MISMO ESPACIO, ENTONCES, APLICANDO EL AXIOMA 3, RESULTA
! i=mn

P{A)Y = P{Anﬂll + P(mazl ...+ Pmman} = I ?mnail
1=1

YA NUE LOS EVENTOS AﬂBi SON MUTUAMENTE EXCLUVIVOS,

TOMANDO EN CUENTA QUE P{ANB;) = P{B;}P(A|B;), SE OBTIENE FINAL~-

MENTE LA ECUACION
imp
151 P{B )P{A|B)
CON LA CUAL SE DEFINE EL LLAMADO TECREMA DF LA PROBABILIDAD TOTAL.

P(A)



TEQREMA TE BAYES

CONSIDERANDO QUE P{B_AA)=P{(ANB ), SE TIENE QUE

3 N
P{B_(\A) P{ANB,)
ij'” Y 7 Y PIAI'L ‘
DE DONDE
P(B,}P(A|R,) '
P{Bj|A} = - 1 J
JRT1
WL PIBIJP{'PLlEil

ESTE RESULTADC SE CONOCE COMO TEOREMA DE BAYES. A LAS PROBARILIDADES
P[Ej] {JUE SE ASIGHAN A LOS EVENTOS Bj ANTES DE 1'E)BSERUAR EL EVENTO
A, SE LES DENOMINA A PRIORI 0 PREVIAS; A LAS PROBABILIDADES p{Bj|A}r:-UE
SE OBTIENEN DESPUES DE OBSERVAR EL EVENTO A, SE LES LLAMA A POSTE-

RIORI @ POSTERIORES.
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EJEMPLO
EN UNA PABRICA SE RECIBEN REGULADORES DE VOLTAJE DE DOS PROVEEDORES,

B, ¥ B EN PROPORCION DE 2 A 1; ES DECIR, LA PRCPABILIDAD DE QUE

b 27
UN REGULADOR TOMADO AL AZAR PROVENGA DEL PROVEEDOR El ES P{Blj=3f4,

¥ DEL B, ES PiB,}=1/4,
SUPONGAMCS ADEMAS QUE ZL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR B, ES
MEJOR QUE EL DE B,, DE MANERA QUE EL 95% DE LOS REGULADORES DE B,
TRABAJAN BIEN, Y SOLO EL B0% DE LOS DE B, FUNCIONAN CORRECTAMENTE.
CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR FUN-
CIONE BIEN {BVENTO R).

P{A]Bll = 0.95; Ptﬂjﬂzl = .80
DEL_TEDREHA DE LA PREOBARILIDAD TOTAL:

P(A} = P{A|B,}P(B,)+P(A[B,)P(B,)

= 0.95 x % + 0.80 x % = 0.9125



EJEMPLQ

SUPONGAMOS AMORA OQUE LA PREGUNTA DEL PROBLEMA SE CAMRBIA A: (CUAL"
E5 LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR PROVENGA

DEL PROVEEDOR B 5I SE HIZO UNA PRUEBA DEL REGULADOR ¥ SE OBSERV(O

1!
QUE FUNCIONA CORRECTAMENTE?
APLICANDO EL TEOREMA DE BAYES:
P(B,)E(A]|B,)
PR AY = 5@ ]P{A|é }+Pf51}PtA|B )
1 1 2 2
3

2 % 0.95 ) gs
=3 T =3gs " 078
Sy N,95 + = x 0,80 '
4 i
ADEMAS -
P(B,)P(A[B,)  F x 0.80
P(ByIA) = —3 %3 = —3gs -~ 022

——y.

S 4

OBSERVESE QUE

P(B,[R) + P(B,|A) = 0,78 + 0,22 = 1.00
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EJEMDLG

SUPONGASE QUE UNA PRUEBA PARMA DETECTAR DIABETES TIENE UNA EFICIEN-
CIA NDEL 95%, ES DECIR, SOLO EN EL 95% DE LOS CASOS SE DETECTA CON
ELLA LA DIABETES EN UNA PERSONA QUE LA PADECE. SUPONGASE TAMBIEN
QUE EL 2% OE %AS PRUEBAS QUE HESULTAN POSITIVAS SON DF GENTE SANA,
¥ QUF EL 3% DE LA POBLACION DE UNA REGION DE MEXICO PADECE ESTA
ENFERMEDAD, )

a}l ¢(CUAL ES LA PROBARILIDAD DE QUE UﬁA PERSONA SELECCICNADA AL AZAR
PUEDA SER DFECLAMADA DIABETICA POR LA PRUEﬁA?

b} &7 1A PRUEBA DICE QUE 81 ES DIABRETICA, CUAL ES LA PROBARILIDAD
DE QUE REALMENTE L SEA?

B,= {TIENE DIABETES}; B, = {NO TIENE DIABETES)

E = {LA PRUEBA DETECTA DIABETES)}

P(8,) = 0.03, P(B,) = 0.97

P{2'B,) = 0.95, P{E|B,) = 0.02

SOLUCION
a) PI(E}) = P[Elaliprll + P(E]B,)P(B,)
= 0.95 x 0.03 + 0.02 x 0.97 = 0,04749
P(B,)P(E{B,)
ol PIBIE) = 578 yR(ETE, 1P (B, )P (E(E,)

0.03 = 0.85

~S G063 x0.95 T 0.7 w o0z - 0->3?




EJEMPLG

EXISTE UM EDIFICIO DE CONCRETO KEFORZADO PARA EL CUAL SE INVESTICA
S0 CAPACIDAD DE CARGA DE DISEAOD. UN INGENIERO, CON BASE EN S50
EXPERIENCIA PERSONAL Y CON BASE EN LA EPOCA EN QUE FUE CONSTRUIDO,
DECIDE QUE LA RESTSTENCIA NOMINAL, fé DEL CONCRET{ PUDO SER

OE 130 KGKCHE, 200 KG;’CM2 O 250 KGKCMZ, CON LAS FIGUIEHTES PROBA—

BILIDADES PREVIAG:

RESISTENCIA NOMINAL, BN HG;‘CHE PROBABILIDAD
— lh —
By {150! P{Bl} 0.3
= ! 1 _
B, L 200! P(8,)=0.6
o | , -
B, 1250} P(B,)=0.1

PARA PREDECIR LA RESISTENCIA NCMINAL REAL, ES NECESARIO REALTZAR

UN EXPERIMENTO QUE CONSISTE E!! EXTRAER CORAZONES (MUESTRAS) DEL
CONCRETO DE LA ESTRUCTURA Y PROBARLOS A COMPRESION SIMPLE. EL
INGENIERO DECIDE QUE LA RESISTENCIA, S, DE UN SOLO CORAZON DARA

UNA PREDICCION CONFIABLE, Y DLWINE LOS EVENTOS ANOTADOS EN LA PRI~
MERA COLUMNA DE LA TABLA DE LA SIGUIENTE HOJA, A LAS CUALES LES
ASIGNA PROBABILIDADES CONDICIONALES, DADA LA RESISTENCIA NDMIﬁHL,
£', DE ACUERDD COM LA SUPOSICION DE QUE LA RESISTENCIA TIENE DIS-
TRIBUCION NOBWMAL CON LA MEDIA IGUAL A fé Y COEFICIENTE DE VARIACION
CONSTANTE; DE ACUERDO CON LA TEXTURA DEL CONCRETO Y CON LA EPOCA DE

CONSTRUCCION, LE ASIGNA UW VALOR DE .20 A DICHO CORFICIENTE (IMPLI-

Ca UM CONTROL DE CALIDAD MALQ)
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RESISTEMCIA DEL CORBZON, 5, EN FiA.|B.)
KG /T2 T =
..c ]1—15{1 Efc ]2—-2[)0 tfc }3=250
B1={150} 32={2¢n} 53={250]
EVEYTD A, = {5<3175} 0.80 n.23% 0.05
EVENTO A, = {175<5< 225} 0.20 0.50 .25
EVENTO _A3 = 18> 225} v 0.25 0.70
A

;ﬂ T S

e T .
i d %‘/:"” i

,{-j,_.:;d;/;i PR Y

- -

e -
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S5UaONGASE QUE SE SACA UN CORAZON ¥ QUE S1U RESISTENCIA RESULTA SER
DE 164 KGKCHE, ES DECIR, OUE <~CURRE EI. EVENTO Hl. LAS PROBABILI-

DADES A POSTERIORI DE LAS RESISTENCIAS NOMIMNALES SON, ENTONCES

pzflﬁulyptnli{15u}}

1 = —
PULSOMAY) = BrTTSETTS (R, TTI501T+F (7200118 (A, [(26011+F ({25017 P (A, [ 2507 §

b

*

_ 0.3 % 0.80 - .24
0.3 X 0.8 + 0.0 = 0.20 + 0.1 x 0,05 D.24 + 0.15 + 0.005

0.24
= b 3 r
G.BBS D-EU?‘
P{{200yP{a. |{2001) )
1 0,15
[ XA = : = ' =
P2 IR FT385 5.353 0,3797
P({2501}P (A, |{250)) #
e _ 1 _0.005  _
P25 7R, 373685 = 5.3%65 0.0127

SUFPONGASE AHORA QUE EN VEZ DT UN SOLO CORAREZON EL INGENIERO HUBIESE
DECIDIDO OBRTENER DNS, SITUADOS EN DIFERENTES NIVELES DE LA BESTRUCTURA,
Y QUE AL PROBARLOS EN UNO OCURRIO ﬁl ¥ EM EL OQTRO Rz. LA PROBARTLIDAD
DE QU OCURRAN AMBOS EVENTOS [hl, hzl 51 fé ES REALMENTE léﬂ, 200

O 259 KG{CHE, SERA EL PRODUCTO DE DOS PROBADILIDADES CONDICIONALES,

PUESTO OUE A, ¥ Rz 50N INDEPRNDIENTES.

1l

P[hl,ﬁzl{liﬁ}} Pthl|{15ﬂ}}P{R2|{15U]] = 0,80 x 0.20 = &.16

1

D.125

P[Rl,A2[{2ﬂﬂ}} PfAll{zﬂ&}}n[hzifznn}} = 0.25 x 0.50

0.0125

P{AI,A2|{25D}] p{al1{250}1 p{n21{25u}}= 0.05 x 0.25



50.

ESTAS PROBABILIDADES SON INDISPENSABLES, YA QUE EL TEFOREMA DE BAYES

EN ESTE CASO ND3 DARIA:

: P{{150}}P (A, ,a,}{150})
P{{150{|Ay,n,) = PUIS0DP{A A [{I5011+P ({20011 P (A, ,A, | {2001)+0 ({2507)%

EN ESTE CAS0 LAS PROSBABILIDADES A POSTERIORI SON:

0,3 x 0.16
I 1 = = 4 =
P{{150}1A,,A,} = 35— 0,16 + 0.6 x 0,125 + 0.1 x 0.0125

0.048 0.C48

= 5048 ¥ 0,073 + 0.00125 ~ 0.i2435 - °-396
P{{2001)P (A, A, |{200})
= 17772 0.075 _ _ . cpy

PU{200)[A,A,) VIV = 0.12425

P{{250})P (A, A, |{250)) 0.00125
- 172 = = 0.010
PI{250}|A Ay) = IBVEVE 512355

LOS M1SMOS RESULTADOS SE HABRIAN OBTENIDO SI EL INGENIERD, DESPUES
DE EXTRAER EL PRIMER CORAZON Y DFE CALCULAR LAS PROBABILIDADES POS-
TERICQRES CORRESPONDIENTES, HUBRIERA DECIDIDO SACAR EL SEGUNDO Y
RECALCULAR DICHAS PROBABILIDADES CON BASE EN LAS OBTENIDAS PARA EL
PRIMERO; ES DECIR, LAS PROBARILIDADES PREVIAS EN EL SEGUNDO CALCULO
SERIAN P({150}) = 0.6076, P{{200}) = 0.3797 ¥ P{{250}} = D.0127.

EN TAL CASO, LAS PROBABILIDADES POSTERIORES, DADO QUE OCURRIO Az,

50N



P{{1501)r(a, {150}
P{I150VA} = 2 T
' 2 0.2°%x 0.6076 + 0.5 x 0.3767 + 0.95 x 0.0127

- 0.12152 = Q121520 Lo
0.12152 + C.18875 + 0.00318  0.31445 -

P{2001) P (A, ]{200))
B((200}[A ) = 5. 31445 =

'iE——g- = .604

c,la

P{{250})P(A. l{250))
_ 2! . 0.00318
PA[250}1A,) 5 3T34% = Bo3T4AE

= 0.010

QUE 50% IGUALES A LAS ANTERIOUES,

COHd LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QOUE LAS PROBARILIDADES SE PUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEVA INFORMACION EXPERIMENTAL.



VARTABLES ALEATIRIAS

CLASTIFICACION DE VARIABLES

52.

VARTABLE:’
™ODA CARACTERISTICA QUE

PUEDE ASUMIR VALORES DI
‘ FERENTES

V

k

VARTABLES ESCALARES: ‘

S0N LAS VARIABLES QUE S0LO
ASUMEN VALORES NUMERICOS 1
]

VARTABLES NOMIMALES:

SON LAS VARIABLES QUE SOLO
ASUMEN VALORES NOMIMALES
{(NOMBRES, ADJETIVOS, ETC}

L

'\

VARTARLES CONTINUAS:

SON A{JUELLAS QUE PUEDEN
TOMAR UN NUMERG INFINITO
N NUMERABLE DE VALORES

VARIABLES DISCRETAS:

SON AQUELLARS QUE PUEDEN ASU-
MIR UN NUMERO FINITO O UNO
INFINITO NUMERABLE DE VALOD-
LEE DISTINTOS

UNA VARTABLE ALEATORIA ES UNA VARIABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA ANTES DE REALIZAR UN EXPERIMENTO.

POR FJEMPLC, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES. UNA

VARIABLE ALEATORIA YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOMADA AL AZAR

NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENTE

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE

CONCRETD REFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS

DE MANERA ALEATORIA.



TABLA 2, PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

L

Nimero de Carpa de agrieta- Carga de falla,
la viga miento, en kg en kg
1 4 700 4 700
2 3 840 4229
3 3270 4 360
4 2310 4 680G
3 2950 4270 .
& , 4810 - 4814
7 2720 4 590
8 2730 4 490
g 4310 4310
0 2950 4 630
il 4220 4220
12 2720 4 340
13 2720 4 340
14 2630 4770
15 2950 4 630

A TODO EXPERIMENTC SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARTABLE ALEA-~
TORIA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR
EJEMPLD, EMN EL CAB0 DE LA RESISTENCIA DE LAS VIGCAS DFE vhRIﬁBLE
ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE °. DICHAR RESISTENCIA, EN CUYOD
CAS0 SU ESPACIO DE EVENTOS SERIA

S, = {X: QG¢X<=}

1
LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYD ESPACIO DE EVENTOS

FUERA
52 = {EXITO, FRACASO}
EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA ST LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA

MENOS, ES DECIR:
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EXITO: 81 X24600 KG

FRACASO: SI X«<4500 XG&

,LEYES DE PROBABILIDADES

EL COMPQRTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIZ SE DESCRIBE MEDIANTE
SU LFV & PROBABILIDADES , LA CUAL PUENE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES
FORMAS. LA MANLCRA MAS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU PISTRIRU-

CI0N N DENSTODAD OF PROBABTLIDADES,

.ﬁ: PIN DE EVITAR EEHF':JSIH*I r SE EMPLEARRA TMA LETRE MAYUSCULA PARA DENOTAR
[MNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MINUSCULA CORRESPONDIENTE PARA LOS
VALORES QUE PUEDE ASUMIR, 5I LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES X, 35U DENSIDAD DFE PROBABTLIDADES,

f}( {x) SERA EL CONJUNTO DE LAS PROBABILIDADES

Px{xi} = P{X = xi}

#« ", ESTO ES

LA CUAL SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X i

fx{ij - {thxi}}

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SBATISFAGA LOS TRES AXIOMAS
DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES
REQUISITOS

ARY 0 <P_,{x) <1 PARA TODA x,
- ¥ - 1

e
Bl £ P {xi] = 1, DONDE n ES EL NUMERC TOTAL DE VALORES QUE

i1 X
PUEDE ASUMIR X
i=r
) P[xm < xgxrl = F Pxixi}

i=m



LA PISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS § FUNCION DE PISTRIBUCION

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LE LEY DE PRORABILIDADES DE UNA VARTA-
RLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA CISTRIBUCION DFE PROBABILIDADES ACU-
MULADAS, Fx{xﬂ, QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUMAS PAR-
CIALES DE LAS PROBABILINADES, Pxfxi], CORRESPONDIENTES A TODOS
I.OS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE Xy POR LO TANTO, ESTA
FUNCION DA LAS PROBABILIDADES DE NUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME

VALORES MENORES O IGUALES QUF X, PARA CUALGUIER m, ES DECIR

inx! = !Fx[xml}

EN DONDE



EJEMPLO

536.

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERC TOTAL DE CARROS QUE SE

DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAFORO™. SI

LAS PROBARILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETERMINADAS POR EL

METODO FRECUENCIAL, SON

(ﬂ.l 51
p,2 sI
0.3 SI

Px[xj = T n,2 &8I

.1 5I
g.1 5I
0 51

X

X

>

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES Y LA DE PROBABILIDADES ACUMULADAS

CORRESPONDIENTES
x £ 00 F X}
<0 0 0
D 0.1 0.1
1 0.2 0,3
2 0.2 0.6
3 0.2 0.8
4 0,1 0.9
5 0.1 1.0
6 D 1.0
L&S

GE

SERAN

LA SIGUIENTE HOJA,

5T

51

SI

GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIOQNES SE PRESENTAN

EN LA FIGURA



0.4 |-
0.2 |-
6 1 2z 3 4 S5 6 T 8

a) Distribucién de probabllidades

&Fxf:)

LO — I
|
0.8 —
|
0.6 }= |—J

|
|
0.4 |
|

.-i—-d
oz} |
|
GlI!IIJ.II_'_
c 1 2 3 4 5% 6 7 8 X

k) Funcidn de distribucidn

Ley de probabilidades del efempla del trdfico
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EJEMPLO

SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS
QUE OUEDEN HACIA ARRIBAR AL LANZAR DOS DADOS, EN ESTE CASO EL ES-

PACIO DE EVENTOS ES
§ = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)

Y LA DEMSIDALD DE PROBABILIDADES ES

L

2.2

5 3 1}
3%° 36' 36

x 36’ ¥6' 36’ 36’ 36’ 36’ 36 JE’
EN ESTE CASQ 1132, KZBS,...,K11=12
1 - 2 = ot
Y‘ fxfz} b R‘; fx{3] = 3Er-vop_f_x.{12:l - 36
ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UM EJEMPLO PREVIO SOBRE

PROBABILIDADES DE EVERTOS .

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCION DE DISTRIBUCTION

0O DE PROBABILIDADES hCUHULADHS DE L& SIGUIENTE MANERA:

x | Edx} Bx) b £ (=)
<3 0 0 / ﬁﬁi___u_._ﬁiun. . . it 4 ——mam
2| 1/36 1/38 :fi--"—'—'—“ ol - "
3| 2/36 1/36 dof AN Y AN I I A
A | 3/36 6/36 f;._ _ :.l: e 3 _:
5 | 4/36 10/36 wui———[- —’— —1- |- "l
6 | 5/36 15/36 Ty L s w £ 7 8§ L -
7| 6/36 21/36 +{-;rn] |
a| s/36 | 26/36 R Ll ‘E f ||
9| 4/36 30/36 ’ o T | :
10 | 3/36 33/36 ¢ BN ‘ |
11 | 2/36 35/36 : ! [
12 | 1/36 36/361 i ;
»12 lr=36/36=1| 1 ' :
1




EN EL CASQ DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X,

55,

LA PROBABILIDAD

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPREKDIDO ENTRE X Y x + dx ESTA DADA

POR fx{x}dx, DONDE fxfx} ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. POR

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN

EL INTERVALOD xlgx:xz ES

%2
Pixlsxsle = f F_{x) dx
X, X

LA INTERPRETACIOCN GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES DUE CORRESPONDE

AL AREA BAJTO LA CURVA DE fx{x} COMPRENDIDA ENTRE x

1 Y Ko

PUESTO QUE Fy(x) = P{X<x} = P(-w<X:<x), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION

ANTERIOR SE TIENE (UE

b4
Fyulx) = /__ £ (U)du

DONDE U ES SOLC UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRﬂFIDN.

EL VALOR DE ESTA

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE inxj A LA IZAQUIERDA

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE

b4

detx} a
R U S — r £ -
dx dx I.*m -fo}dU} fx{x]
ALGUNAS PROPIEDADES DE Fxtx} SOM:

' »
0<F, {x)<1

Fxl-ﬂi =0

Fx{ =} =1

Fx[x + E)iFXix}, SI e>0

“



Fxl:xz‘j - Fx[xl} - P[xl fxile

PARAR SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TECRIA DE PROBABILIDADES S5E

NECESITA QUE
F,{x} > 0 PARA TODA x

fow Eylx) dx =1



EJEMPLD
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SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DEWSIDAD DE PROBABILIDA-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES:

.1 1
1 1
£ Y = - =
L Y{Y, iz ¥+ 3 » ST Q<¥<4
' ¥
£.1y) =0 S8I Y<2 0O ¥4

/3

L]

1L
le:}"}‘—E- +

L

My (v)

\ P(le<¥<2)

5/24

-2 -t

g

L& DISTRIBUCION DE PROBARTLIDADES ACUMULADAS ES, ENTONCES:

SI =2<¥<(}
Fyly) = {m fY[U}dU ! (7 U + F)au
[Ei EJY _ + £, 1
1z 3, Iz 33
ST O=x¥<d
: ¥
= 1 1 1 -u® Ut
Foly) = P{0) + /g (-55 U+ 3 dU =3+ [T57 + 3]a
1 _y2 L,y
=37 7@ 3 SI 0<ys<4
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It
=
4
-
I..‘-“'
A
1
kJ

Foly)

Fylvl

I
F_l
L]
o]

b
rv
k

. _fff{iT,'Twi

|
|
|
|
|
|
} : ’ + i Y
~Z -7 2 ! z

51 S5E DESEA CALCULAR LA PROBARILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEE
EL EXPERIMENTD QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE S5E

OBSERVE TAIGA EN EL INTERVALQO l<¥<2, ENTOMNCES

r 2 2 1 v oy 5
Plicy<2] = A EAR I ("4 + £], = =3
Q

Fy. = - - E - 3 - —E
Pll1<Y<2] Fel2) - Py {l) = = - 5 = 33
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EJEMFLO

UN INGENIERO ESTA INTERESACO EN DISENAR UNA TORRE QUE RESISTA LAS
CARGAS DEBIDAS AL VIENTC. DE UNA SERI{E DE OBSERVACIONES DE LA
MAXTMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTC CERCA DEL SITIO DE INTERES, SE
ENCUENTRA QUE EL HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE
UN PUNTO DE WISTA ESTADISTICO, MEDIANTE UNA PISTRIBUCTON DE PROBA-

BILIDADES EXPONENCTAL DE LA PORMA

L (xy=KeM . x50

DONDE X ES LA MAXTIMA VELOCIDAD DEL VIENTO,X ES5 UMA CONSTANTE Y K
ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE

ffo} 5EA IGUAL A UNO, FPOR TANTD,

f Ke™® dy m _-_-E [e"‘x]“= _.ji = ]

DE DONDE
K = X

POR TANTO
L) = xe™ 1 x 2 0

LA FUNCION DE DISTRIBUCION SERA

A X
Frlx) 'J; fx w)du “,I; e M du = [-f-'"‘”]:= P—e™ x>0
EL VALOR DE A SE PUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE MANERA QUE F, (x)
SE AJUSTE PARA QUE COINCIDA CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, SI LA
TRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A = {X<70 KM/H} ES 0.9, ENTONCES
P(0<X<70) = F (70) = 0,9

DE DONDE

0.9 = 1 —g /02

POR LO CUAL » = 0.033,



Ga.

L fxrl')
0.2
oa b Aveos 355 X5 70]
3 L}
- Arentﬁ'[MOsk’J
o 35 70 1|0 210 280 350
Mdximo velocidod anvol del visnto,en km/hr
a} Densidad de probebliidades de X
*Fxfl)
1.0
i
qkhﬂ
0.5 —
‘X[I}
0 l i I | i -
O 70 140 210 280 350

Mdrima velocidad anuval del wisnto,en km/hr
b} Funeidn de distribucidn de X

Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de lz muxima
velocidad anual del viento

51 S5E DESEA CALCULAR, POR EJEMPLO, L& PROBABILIDAD DE QUE LA VELO-

CIDAD MAXIMA DEL VIENTC EM UN ARO DADD ESTE ENTRE 15 Y 70 EKM/H,
S5E TENDRA:



5.

P(35¢XK70) = J 0,033 C0r033%gy [-e"0-033%)
35
35
= —¢70.033x70_ _ ~0.,033x35,_  ~2,31  -1.155 _

=-0.069% + 0,315 = D.216

N TERMINOS DE inx} ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR

P{35¢Xs70) -1,15%

FK{TDI—FxI35!=U.QG-[1*E )=0.92-0.685

.215

1



FUNCTON DE DISTRIBUCTON COMPLEMENTARTA

EL COMPLEMENTQ, Gx{x}, DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
ACUMULADAS SE UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES SE TOMAN CON DASE
EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE.
LA FUNCTON DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA SE DEFINE COMO

Gxix] = P{A>x} = 1 -~ Fxfx}

EJEMPLO
PARA EL PROELEMA ANTERICR DE LA VELOCIDAD MAXIMA ANUAL DEL VIENTO.

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE (QUE ESTA SEX MAYOR DE 140 KM/H:

P{X>140) = 7 0,033 2-933 %y - 9.0099

140

O, ALTERNATIVAMENTE

-4.62

_p--033x140 0. 0099

P{X>140) = l—Fx{ldﬂl = lel4D}= 1-(1 )=e
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ESPERANTAS , !

LA ESPERANIA DE UNA FONCIOH ¢g(X), DE UNA VARIABRLE ALEATORIA DISCRETA,

%, IS5, POR DEFINICION

1=n
E{g(X})}) = I gixilPtfxi}
i=1 :

O PARA UNA VARIABLE CONTIMNUA

E{g(x)) = ;7 gix)f, (x)dx

— ]

EJEMPLOS

r-l

CONSTANTE

c

85I g(X}
Ef{e) = ¢ / fylxlde = e

2. 8I g{X) = ¢x

Blex] =e/” x{,{x)dx = cE[x]

a + bx

3. S5I gix}

[=+]

xffxldx = a+bE[X]

ks

Efas bx]l= a 7 fxlxldx+b f

4. SI gi(X)= g,(X) + g,(X)
' E[gl{xl + gE{X]] = f '-_‘Il!xlﬁx (xYdx + [ qux]:i,{lx!d’x

e O

= o

= E[g, (x)] + E[gzixi]



&t

EJEMPLO

5I X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES
EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCION

alX} = Xz

-

EN ESTE CASO SE TIENE QUE

_ -1
fx {x) = ¢

POR LO QUE

E(J{zij[g[K]]u Iu Qfﬂﬁx{x}dx « 3 g ng-lxdx.

-

2 rlxy = = _ -ix -
foxe "tdx S e 1)) =
: X ' >

2_
2

2

EN GENERAL, A LA ESPERANZIA DE X° SE LE DENCOMINA VALOR MEDIO CUADRATICO,
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HMEDTDAS DE TENPENCTA CENTRAL

LA MEDTA © ESPERANIA , E[X], DE UNA VARIZBLE ALEATORIA, X, SE CALCULA

CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA T, CASO EN QUE g{X}=X. ©DE ESThA

MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR
i=p

E(X} =L, x; Py (x,)

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES QUE X PUERDE ASUMIR,

PARA EL CASO DR UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES

- ARF

m = EBIX) = xfyla)dx

L]



fo.

OTRAS MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE ALEA-
TORIA SON La MEPTANA Y BL MOTW., LA PRIMERA SE DEFINE ébMD.EL VALOR
DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESFONDE UNA PROBABILIDAD ACUMULADA DE
50%,¥ LA SEGUNDA, COMO EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE

LA MAYCR PROBABILIDAD,

EJEMPLO .

ST LA DENSIDAD .DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-
PGHDE_A LCS ERRORES EN UNA NIVELACION, ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA

DE LA SIGUIENTE TABLA, LA MEDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167
LA MEDTIAWA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCQLDS CORRESPORDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERA COLUMNA,

x ., EN MICRAS PI"LJ xiPx[xil,EN MICRAS Fx*xi]
' 0 6/60 0 6/60
1 Q00 2/60 2 D0O/60 8/60
2 Q00 4/60 8 000/60 12/60
3 goo 8/60 24 000/60 20/60
4 Q00 13/60 52 000/60 331/6620.5
5 000 12/60 60 000/60 45/60
5 Q00 7/60 42 000/60 52/60
7 Q00 4/60 28 000/60 56,/60
B Q00 2/60 16 000/60 58/60
9 Q00 2/60 18 000/60 60/60
TOTAL: E{X] = 250 000/60=4 167 MICRAS
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¢
EJEMPLO

-

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE

PEOBARILIDADES ES5 TRIANGULAR DADA POR

1 1
Fel¥} = ¥ + 3 ST —2<y«9
-1 1
FY{?] =15 ¥ + 3 SI Dey<d
Fyly) = 0 ST yi-2 0 y24 .
E(Y) = 1 ve (ylay = ° y(L + Liay + ,—4 (2Y .+ Lyay
LRIy = L oyl T3y Yy viTy t 3
LI R L
I[18+'—~E-J-2+[ +5]ﬂ--j
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EJEMPLD

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON CENSIDAD DE

PROBABILIDADES EXPONENCIAL

£ix}) = re M

. -A3 m
B(X) = /TxE x}dx = 2 sTxe M ¥ax = 3 [ZE—(14ax)] =
1] a

e

- 12



3. '

MEDIDAS DE DISPERSION

UM MEDIDA MUY COMUJY DE LA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE
PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARTANCIA, LA CUAL SE
LDEHOTA COMO az (X} O VAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA

DE LA SUNCION g(X} = [X*Eixl]z. AST, PARA UMA VARIABLE ALEATORIA

DISCRETA v
2 isn "
o“{X) = VAR{X) = (x, - E{X)° P_{x.)
iaq £1
Y PARA UNA CONTINUA
2 N ® 2
g {X) = VAR(X) = [ (x - E(XI°f {x)ax

DESARROLLANDO EL INTEGRANDO DE ESTA ULTIMA ECUACION:

of(X) = 7 {x"-2xE(X) + EZ (X}, (x)dx

—

2 - 2 = 2 2
= 0 xTE x)dx - 2E(X)S xf (1)Ox+ET(X) [ £y ix)dx = E[X°]

ES DECIR, LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL

VALOR MEDIC CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X,

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X SON LA
DESVIACTON ESTANDAR, o (X),LA CUAL ES TGUAL A LA RAYZ CUARDRADA DE LA

VARIANCIA, Y EL COEFICIENTE PE VARTACION QUE SE DEFINE COMO’

v{X)=o (X} /E{X}
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EJEMPLO -

EN LA SIGUIENTE TABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIARLE ALEA-

TORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL RJEMPLD

ANTERIOR
x, - E{X) {x —E{:{}JEP {x,),
P P {x) 1 X
i EN MICEAS EN MICRAS
f -4 167 6/60 1 740 000
;=3 167 2/60 333 000
i -2 167 4/60 313 000
;=1 167 8/60 181 000
.o~ 187 13/60 6 000
: 833 12/60 139 000
1 833 1/60 390 000
| 2 833 4/60 531 00D
3 833 2/60 487 000
. 4 B33 2/60 687 000

TOTAL: 4 798 DDDHICR&SEﬂHEEX] .

LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE VARIACION DE ESTA VARIA-
BLE ALEATORIA 50N, RESPECTIVAMENTE,

o(X)= /Z T35 D00 = 2 200 MICRAS, ¥ wX)=0 XVE(X) = 2222 = 0,528
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EJEMPLO

SI ¥ ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
EXPONENCIAL, CALCULAR S5U VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION:

a? (%) = E{x-E[x]12 = fw{x—E[X]}zle_lxdx = A g“{xz—sz[x]+E2[x]}e*lxdx
= ir]‘mxzeh’\xdx -ZEIx}zﬂmxeﬂxdx + Ez[x] rre " X ay
1)
2 11 1 1
= - = 2 = = 4 =
12 Yo7 12
YA QUE E(X} = 1/a.
USANDO LA FORMULA o (X) = E{x2§ - Ez[Kl, Y TOMANDO EN CUENTA QUE
E[sz = 212 SE OBTIENE:
. o2tx) = 222 - 102 = 12

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES

otx) = AAn? =1

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION

wiX) = o(X)/E(X)

i
It
(=Y
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EJEMPLO

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

.1 5’} = = ¥ + = 51 m2opaf)
Y ﬁ 3 -

_ 1
Bt =13y +3 ST 0syzd

]
o

£ (¥) SI  y<-2 O y»4

CALCULAR LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y ElL, COEFICIENTE DE

VARIACION,

CALCULAREMOS PRIMERO EL. VALOR MEDIO CUADRATICG PARE LUEGO APLICAR

LA ECLACTON uE{Y} = E{YE} - EEEY}

L

4 Io 4 k!
4] 2 1 1 L' 2 - y l = - = il
EY] = oyl ¥* Ay + [y g+ Ay =l e §] ¢ P

2]

2

a (¥} 2-{2!3]2=14f9

al¥) = 1,25

v (¥) 1.25/(2/3) = 1 88
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3.4 Muestras pequedias

Como ya se¢ inticod, para mucsiras grandes {n > 30} las distriiuciones

Mucstrales de muchas estadisticas son aproximadamente normales, siendo tanle mejor

a aproximacikon cuanto mayor es ¢l tamafio de n, Sin embarga, cuando se trafa de muestras

en las que » < 30; llamadas muestray pequenas, la aproximacion no es suficientemente buena,
par io que resulta necesario introducir una teoria apropiada para su estudic,

Al estudio do las distribuciones muestrales de los estad (st icas para mues-
tras pequedas se le llama teorfa estadistica de las muestras pequefas. Existen al fespecto
11es distribuciones importantes: Ji cuadrada, F y t de Studen:,

3.4.1 Distribucidn Ji cuadrada (x)

Hasta ahora solo se ha tratado Iz distribuciébn muestral de la media.
Ln esta scceion se verd lo concernicnte a la distribu:ciﬁn muestral de la variancia, S},
para mucstras alcatorias-extraidas de poblaciones normales. Puesto gue Sy no puede ser
negativa, es de esperarse que su distribucibn muestral no sea una curva normal, ya que esta
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tieng ur-:Jcn.:da.'a mayores de cero en e lado de lus ahscisas negativas. De hecha, la umdushm
5“ we puede esludliar si s conskberan muestras alcalorias de tamaiio # exiraidas de uni po-
blacion nermal con desviacién esténdar o, ¥ si para cada mucsira se calcula ¢l valor de Ja

eslad istica,

(3.14)

' " o \

donde S; es Ja variancia de la mueslra, '

»

El ninero de grados de Libertad, v, de una estadistica s¢ define como

r=mn-k

siemlo nt ¢l tamadio de la muestra y k ¢} nimero de pardmetros de la poblacién guz delicn

cstimarsc a parlir de ella.

La distribucién muestral de la astadfstica x* esta duda por Ja ecuacitin

TR |
fxh = Uf”hic,ﬁ'!

en la que & €5 una constante que hace que el drea 1otal bajo la cupva resulic igual auno, ¥
v = n — 1 ¢s el nimero de grados de liberlad. Esta distribucion st llama Ji cuadrada, misina

que s¢ presenta en la fig 21 para distintos valores de ¥, . .

i
ag A2

Fig 21. Distribucién Ji cadrada pera distinios velares e v



TABLA 8. VALORES CRITICOS x!
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T
[ Xowe | Xa0 | X30 | x4 Xyo | X [ X% |
_—
bl o] eer] so2] ame] 1] 1a2 A58
r 3 IRIIT .21 1 5.59 161 117 1,39
1| 123 1.3 9.8 1| te3s 411 137!
4| s 133 1.t %49 1.76 539 1.4
5] e 15.2 124 1.1s 9.1 £.6) 43| 27 vel .| 1.5 1t B4 ALl
6| 185 ¢ ok | 144 | 116 | 108 1M S35l ddsil 220 | 164 | 124 k12 | 826
TF m3 | Ciks 188 | 14 ir 9.04 6335 4351 233 208 | 1.9 1.24 989
gE] o .l 1.5 15,5 134 100 T sor.]| 4w 273 218 1.5 L34
91 26 217 190 1£,9 14.3 1.4 M 5.90 j. 417 1.33 170 .00 1.1
. I :
ni 252 1.2 705 i) th0 125 9.34 614 487 304 128 156 115
1 iz 247 21y 19,7 1.3 1.3 10.35 r5r°| 559 4.57 182 aGs 1D
12 M3 2.} 11.2 21.0 183 Ty .3 544 | 630 5.21 4.40 357 1.07
13| ox . 47 2.4 9.0 160 123 930 7. 389 3.0F 414 157
141 313 LY 6.1 na 2.4 1.2 113 2 'l 6.57 .63 4,66 07
15 | 2.7 ALk 215 5.1 2. 1.0 14.3 1a b sss 7.16 .25 821 4 6D
n | M 120 na 18] 115 19.4 153 § 119 || 9.3t 1.9 5391 581 LT
17| 181 x4 .t .6 248 105 16.3 128 | i B.57 156 643 | 20
| a2 34 s | a0 6.0 .5 17.3 1.7 '] 109 239 | ‘a13 1.01 6.2
TR T 3.2 2y an 371 227 IB3 { 146 il 11.73 | 101 n3l 161 6.44
] ang | 316 | w3 3.4 mas | 2 193 155 | 124 10.9 959 | B2 | 1.4)
HE N IW! WA 5.8 3.7 9.5 4.9 0.3 163 | 122 16 10.9 B30 R.02
12 | . an 65 119 A 26.0 133 11.2 14.0 123 1.0 954 .64
1] a2 4l 341 35.1 3L 7.1 223 151 TR 11 LL7 10.2 926
TR 430 %4 36.4 31.3 .2 21 19.0 | 1.7 138 124 109 L9889
! [
15| ann 443 408 £ 344 29.3 24.3 199 16,5 43 115 | 1s 103
In § 4R 456 41.9 my 356 30.4 25.3 . BRI IR 154 F1.8 122 11.1
17 98 41.0 413 an.1 34,7 318 6.3 21,7 | 1sa 12 146 1.9 LR
w | 5o 41.3 445 411 179 126 2 217 169 16.9 15.3 X 128
9 | 523 4%.4 45.7 | 415 19,1 337 .3 4 193 17.7 16.0 141 1
1| 517 509 AT 4. a3 346 2. 245 1 208 185 14.5 158 1.¥)
& | 6ng 63,7 591 55.8 51,8 457 193 a7 9.1 26.5 4 211 R
301 758 76.] Tl 67.5 63.2 56.3 49,3 a0 | a7 343 34 29.7 114
o [ 920 EH 4 831 79,1 4.4 670 | s 523 q 463 433 W03 313 DL
. ) 1
70 | 104.2 | 1004 950 5.5 558 1.6 £9.3 6l.7 55.3 11,7 Ty 454 17y
#go M1 | 1123 | 1088 | 1019 966 £8.1 791 7 { 43 E04 571 1.5 5.y
W | iza3 | 1240 | 1B ¢ L1 | 1078 ¥4 (% | 806 113 69,1 655 518 595
100 |140.2 | 1358 § 1296 | 524 | 13z | as.i 9.3 .12 | 824 e 742 .4 67.%

——

e
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[ No ohslonte que |z distribucion Ji cuadrada solo se ha presentado ca
b estidiio g las mucsiras peguchas, cabe actarsr que es val:dn para aquellas MSYores “de 30 =
1 variable alcatoria involucrada tiene disitibucion nermal,

3.4.1.1 Intervato de conflianza para la variancis

"Ta} como se hizo para la distribucion pdrmal, se pueden establecer in-
Jervalas de confianza para b varisreia de la poblacién cn {érminos de ks variancia de  upa
mmesira extraidn de ells, o un nivel de confianza dado | — a, si 5¢ hace uso de los valores
crilicos x: de I tabla 8, Por o 1anto, un intervalo de confumza para lu estaddsstiva x,

estariz dado por

k]
" ¥ < x?
ut [ .

1
Xk <

donde x ¥ x} son los valores erilicos pury los cuusles el ll ~ a)f2 por ciente del drva
cncucnl‘.m en lm extremos izgquierdo y derccho de la dnstnbuclﬁn respectivamente.

{'on base en lo anlerior, s concluye que

nSy nSsi
= < gl < —— .
X, X o .

- ' s -
¢s un inlervalo de confianza para estimar a gt 3 un nivel de confianza | — n.

31.4.}1.2 Prueba de hipdiesis para la variancia

Lz prusha de hipotesis para 1a variancia de wha pobhlacidn normal se efee-
laa calculando el valor de ta estad (stica X7 y estableciendo las hipotesis A, ¥y | nprupmdas
vs decir. s¢ adoplan reglas de decisidn similures a las usadas para la estadistica Z

Ejemplo
1a variancia del tiempo de claboracign de cicrio producto =5 igual o
40 min: sin embargo, su proceso de manufactury se modifica ¥ s¢ ioma una mucsita de

1
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veinte (iempos, para Ja cual I3 variancia resulta serigual a 62 min. {Es significativo el ay-
mento del liempo de claboracién a un nivel de sighificanciz de

a} 0.05
by Q017

Se debe decidir de entre lag hipdtesis

H’u:u'-4{lmin b

) Hl : o? > 40 min .H"\

Suponicndo que la hipblesis nula es correcta, el valor de Is estadistica X? para la muesitz .
considerada ey L

nSy _ 20 (62)

- 3|
! 40 '

X! -

1

a) Como se trata de una prucba de una cola, la hipétesis H, se rechazaria si
¢l vzlor de la estadistica x* Fuery mayor que el de x? pafa un nivel de significanciz igual
8005 eicva, parav e 20— | w 19 grados de libertad resulta ser 30.1 {tabla 8). Como
31> 30.1, H, se rechaza a un nivel de significancia,de 0,05,

b)  En este caso, el valor de x? para un hivel de significancia de 0.01 y 19 gra-
dos de libertad ¢s igual a 36.2. Puesto que 3] < 36.2, 8¢ tcepta My a un nivel de significan-
cia de 0.01, '

3.4.2 Distribucibn F

Al clectuar la pruebg de hipbtesis de jgualdad de medias pars muesiras
pequenas, en la siguiente seccién se upondry que lg} variancias de las poblaciones a las
que correspond en tales muesiras son iguales. Por lo ta:i'ln, ¢s necesario probar antes i tal m—
posicidn es correcta. Para ello, debe consideramse que si Sy, ny ¥ S}, ny son respectiva-
meate la variancia y el tamafio de dos muestras extraidas de poblaciones normales que
tienen igual variancia, entonces o ' -

52 .
Foa -5-;_ (3.15)
) .




TABLA 9, VALQRES F,_. PARA o = .01 . S
W Cradon ) . e Grados d2 Blerad del nemyers oo
de liberiad del -
demomindot F oy {2 [ s s [e por [ w e | aedaz p s | o [} |e | s 1w | e
w1 ol 4052|5000 | 5403 5625|5764 [ 5859 | 5928 | sosrlenis | sose | sansleast | ex00l 6235 | masr L asr ey | s3] sen
2 9850 49,00 | 9929 9900 | 99,00 | 9930 9940 { 9940|9940 | 9940 | 3540 | 9540 | 9%.40 | 92sn | 9950 | 9250 19950 | evsn| wesu
- ‘3410 3080 | 2950 2870 IR0 2380 2LI0 | I7SQ|1PA0 | 2720 | 2100 2680 | 670 1460 | 65D ] 2640 {20 | e20| 2ean
d 1 LM 1800 | 1670 1600 1540 p 15501500 | 1480p1a 70 [ 1450 | 40| 20 | 1400 t3vo | 1080 | Lamg e 1360 | 1330
5, 1630} 1330 [ L2io] ci4of o0l wera) 1050 | oesolio2e | oloo| sm9| 9.7z 55| 943 ) 9am | 929 9. 911§ 9.0
] 13.70 | 180 a7 15| 815 84| 8.8 §.10| 798 181F 173 1.8 1407 L] 2} 4| e 6571 myT
7 1 1220 9353 Bas| 785§ 7467 7.1%| 699 hB4]| 572 662 | 64| 631 6.46{ 607 | 559 ] 591} 842 £.14| 53
(] 1130 %63 739 1ol s63 3 £37] 6.7 6031 5.91 SBL| 567] 5.5 £360 528 | 520 s5a2) Erm 495 | 423
5 10.60¢ B.OZ 99| &43% s06 | s8] 5.8 3471 515 506 501 a9 4E1T 73| 465 ] asTiogqn 1401 4.5t
10 1000} 7.55 33| 599 sed4 ] 539 s 106 494 83| 41| 4 411 433 ] 4257 41t 4 afnf 18
13 os6| 7.21 G2r; SEH| 53| S5.07| 489 a4 483 s.54 | 440 | 425 LID} 4] 383 b 38e| 37E Iy | 1an
12 %311 6.53 $95| 541 508 | 4.87] 454 asg| 439 430| 4£16| 401 e a7 ol e | 3sa Jas | Lis
S v R T T L R ) Sa] 5217 %67y 462 esa) Cano] i | Caan| T3est 182 1660 359 T a8 day | ave | 3asd 17
14 86| 55! 556 s04) 470 4.48| 428 414) 003 195 | 330 J.e6 5] 343 ] xas ! o3| s 19|
15 868 | 6.3 5411 489 455 | 4.32] 4.4 d00| 389 3D 347 2132 37| 32| a1 | M| ros Jesl &7
15 a55| 523 .09 497| 443 | a20] i ime| 318 169 [ 353 | 140 1| 38 ) xie | o} o193 TN 2oa
1! 1 34p] &1 5191 447]| 434 | 410 39 11| 348 359 ) 45| L3I Lig| 308 | 300 | 9| rsx 78| es
19 §19| &.01 $.097 458 425 | 401 3.84 11| 0 3514 3.7 113 0| o0 | 2mr ]| ad| 25 166|257
£ §.19 | 593 s501] 450] 407 | 384 177 Le3| L5z 43| 30| 343 100) 29: | ms | A7 et 156 | 349
)| 810 585 194 | 443 400 | i387T] a0 156 346 AT 33| a9 28| 2Be Q1,78 | 269} a1 251 2ar
n 801 | 5.79 +37) 435| s04 | 281) 183 150] na: vl ot 103 188] RO | 271 ] 264 ] 158 146 238
12 795 | sz 4817 431 399 | 376) 1359 145 335 115 | 302 298 IBI[ 235 | 287 | 2587 rs0 rav | 131
1 188 | 544 &35! M) 384 | 31| 134 341 230 125 L 30| 193 18] 270 | 67 | 254 245 201 2w
14 181 | 161 a0 422| 390 | 36T 150 156|126 7| 10y | rnes 174 266 | 2158 | a9 | 2an 10 oLy
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40 LA 5.8 a3 3g3] 35| e 1 199 159 Jgo | 288 212 23 2| o2 x| oam 197 | 1z
&0 108 L4943 d04] 165 | 3340 32| 195 182 212 ler | 230 | xa3 | orir ooy | 194 | LE4 L1V ] el
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resulta ser el valor de una variable aleatoria {estadistica) gue tiene distribucibn F, con
parimetros vy =n, — Ly v, = 5, — |. Esia distribucién (fig 22) cuenia con dos pari-
metros, ¥, ¥ ¥y, que son los grades de libertad que cosresporclen a la varianciz del nu-
meradar y del denominador de ja ¢¢ 3.15, respectivamente, Cuando se hace referenciaa
una distril:ucién F en pariicular, sicmpre se dan primero los grados de tibertad para Jz varian-
via del numcrador; cs deeir, F (v, Py ). Enla tah!n 9 ¢ prescntan los vaiores criticos Fc
para distintos valores de v, ¥ v, ¥ un nivel dlc significancia de 0.01. Cuando los grados
de libertad v, o ¥, no sc cncuentren en dicha tabla, el valor de F se puede obtener median-
t¢ intcrpotacion lincal. Si se desea probar ls hipdiesis & otros niveles de significancia, s
faclibie empleir fas tablas de 1a distnibucion F (refs 9 y {1).

ree 4

Fo,08
fo.01

Fig 22. Distribucién F,

Dec acuerdo con lo lnteriur.' s¢ puede probar i3 hipdtesis nula

H.: o

1
0 x Ty

H b

en contra de alguna hip&tesis aiternativa adecuada haciendo uso del hecho d¢ que <l cocien-
te .‘F:IS;. es una estad [stica que tiene distribucidn’F. .

*
Ejemplo

Una empresa manufacturera de cartén prensado va a decidir acerca Jel
empleo (¢ una prensadora A o una B a fin de obtenerun grodor determinado en su productn,
El problema estriba en que ambas preosadornas pr_opurcinnan Brosores muy sinmvilares, s
decir, que ia variancia de los grosores para-las Jos miguinas es ia misma. Para decidir acer-
tadaments, $¢ LemMa une MUEsica aleatoria de 31 caslones prensaxlos por la mdquing A y
otra de 4§ por io B, Como ks variancias del goosor para los cartones de Las muesteas sesul-



a2

Lan ser de 12 ¥ de 5 micras, respectivamenle, se establecen lus hipdlesis

. ]
”u* Py =0y
2 1

”I' o4 }"H

cun ubjelo de probarias 4 an sivel de significancia de 0.0!.

il walor de la estad istica & resalta

A

A 12

g - = —a= 2.4
;5;. 5

Pucsio gue v, = J| — | = 30y v, = 4] ~ 1 = 'd0, en s wailu 9 seopuede ver gue pars un
nive! <le -.lgmi"c.mcm de 0.01 2l valor, .‘- de ¥ {3(} 4(}] e 2.1 e ncuerdao con ostos
valores, la hipolesis ) se rechazariu si cl ‘l.l'dli‘.ll' de £ Cucra muyur que #, (30, 400

Pueslo que o anterior resulta ser cierlo, v rechuza Hy,. concluyéendose

aue la prensadora B seria la mejor cleceidn,

3.4.3 Distribucion ¢ da Student ,

4

Si se consideran muestras de lamate n extraidas de una poblacion
normal con nedia g ¥ variancia desconogida, para cada muestra 8¢ pucde caleudur fa ox
tad (slica 7° delinida mediante la Paamula

T =

n— b (L1l

dowle X €5 ¢l promedio ¥y 5, M desviacion estandar de Yo muesir,

Lo distribucion muesiral de T {fig 23} esti dada por Iz ecuacién

' | 0 } '
finr= o
. . 1|+-—v—}tl’+ |”2

i

o . T
en la gue U o5 una conslante que hace que el dren bajo la curva soa ipual s uno, y p = n —|

cs ¢l nimero de grixdos de liberiad,
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Fig23. Diskibucion ! de Studeni para distintos valores de v

En la fig 23 se aprecia que conforme v (o A el tamafo de la_ muestra) sumenta, ia distribu-
cidn de £t} s aproxima a fs distribucidn normal.

3.4.3.1 Limites ¢ intervalos de confianza

¢

De manera simitar a como s& huzo con la distribucién normal, s pos-
ble cstimar los lintites de confianza de la media, de una poblacibn mediante loy valores
eriticos, {_, de La distribueidn f, que dependen del tamann d: la muestra ¥ del nivel de con-
fianza descado, encontrdndose dichos valores en 12 tabla 10,

Asi pues,

—t, % a1 %,

representa un intervalo de confianza pana f, 2 partir del cual se puede estimar que g o
encuentrs dentro del intervalo

13 - , ﬂx
Cp< X+
n-1 Il

En términos generales, los limites de conflianza para la media de l2
pobiacidn se representan como
“x

CX R, :
vn-1 !
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TABLA 10, VALORES ¢, PARA LA DISTRIBUCION

¢t DE STUDENT .

4 rc
¢ '.“s ".99 I.'J'H '_H r.'m ;_nu .r.“ 0 'r.f-n f 1%
I 63.66 1,82 § 1Lt 8.4 3.07 1.376 | 1.000 g1 EFE 5B
1 9912 596 4,30 192 159 1.061 S 417 B 141
3 5.84 454 3,19 2.35 o4 o1 16 S84 5 3R
4 4560 115 278 2,13 HES] A4 41 S6Y 2l A4 ’
5 404 116. | tis 202 146 410 g0 260 267 a3t
6 a7l Lid | 244 1.94 LA 996 3t | 551 .65 RETI
9 150 3.00 234 191 143 6 JH S49 261 SELI
K 136 190 1,31 166 140" B8y J06 S4b 267 REL! i
9 3.1% 2,E1 1.26 1.83 134 3 103 543 261 29 *
L
te 1 1,16 1,11 1.81 137 879 700 541 160 19 :
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3.4.3.2 Pruzhas de hipotesis

La prueha de hipdtesis para 1a media de una pobiacion s¢ puside cfec-
fuar con muestras peguefias en forma andloga a la de muestras de tamahio mayor de 30 st
e lugar de utilizar a la estad istica Z se emplea 1o T. Entonces, si se consideran dos mucsiras
aleatorias cuyos tamafics, desviaciones estindar v promedics son Ay Sx- X y Ay, Sr' ':’_
respectivamente, extraidas de poblaciones normales de ipual variancia '[“x = g} ) w
puede probar i3 hipdtesis, ff,, de que las muestras provience de una misma publacion,
es decir, de gue también sua medias son iguales) utilizando la estadistica T definida por

- ' ' 347

donde . -

n, Sy + n. Sy
ew /= : S (318
Ay +Hy —12 :

cuya distribucidn esda ¢ de Student, cony= #, + 4, — 2 grados de libertad.

Ejemplo

Conforme al plan de dcs.nrréllo agn’mla de una regidn, s& peobd un
nuevo ferlilizante pam matz. Para ello se escogicron 24!hz de terrcno, aplicindose dicho
producto a la mitad de clias. E! promedio de pmducmén de maiz en la zonz que s uséd
fertilizante fue de 5.3 ton, con una desviacién esténdar dc .40 ton, en tanta guee en la otm
zona ci promedio fue de 5.0 ton, con desviacidn esténdar de 0.36 ton.

Mg acusndo con los resultuﬂos‘ L5 pufde cotcluir que cxisle un qumen-
0 significativo en la produccidn de maiz al vsar fertilizante, s se n1iliza v nived de signili-

cancia e
ay J.0l

v} 0.057 ) |



b6

Satmiin
3
fara probar la hipdiesisde igugldad de medias ¢s idispensabic saber pri-
mere si las mucsliss provienen de dos poblaciones normeles de igual varianeia, L cse caso,
siel ¥y a) denolan a las variancias de |a preduccion de maiz en la zona tratuds y co la no
lrulata, respectivamente, se debe probar la hipatesis nula Hy: oy = 9% en conlrade 1
I!ipﬁicsis altecnativa {1 : n; > a;. # los Jos niveles de significancia establacidos.

El valor de fa estadistica /7 ex, de 1a 3¢ 3,15,

. Sy (0.40) ,
Fow e - - = b3T
52 (C.36)

Ll

¥ el valor critice de /7 (11, L1}, oblenido de fa tabla 9 mediante imerpolacidn lincal, re-

sufta 4.47. Por o tanto, como 1.27 < 4.47, se acepla lu hipdtesis nuld a un nivel de signi-
licancia de 0.01.

El valor critico de £ {11, 11) a un nivel de significancia de 0.05 (ref 63
¢s 2.82, de ahique como 127 < 2.82, también se heepta n hipbtesis Hy.

! Con base ¢n lo anterior, se debe decidir entre las hipotesis

fla: wy = py  (la diferencia en los promedios se debe al arur)
HI: He > pyp (el fertilizante mejora la pmducciél:l}

Bajo 1a hipétesis H, se tiene que

ny Sy +my 5§ 12¢0.400 + 12(0.36)°
ny ¥y —32 12+ 12— 2

= [.397

por lo cual
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a} Puesto que s¢ irala de una prucha Jde una cola a un nivel de significancia
Je 0.01, se rechaza la hipotesis Jf; si ' es mayor que ei valor ceitico, f,, correspondiente
a dicho nivel, ¢l cual para v = n, +n,- 2= 124 {2 — 2 = 22 grados de libertad, se obtienc

de la tabla 8 como £, = 251, Comoit<1y,,a hipdtesis Hn no se puede recliazar a un nivel
de significancia de 0.01, '

B} Si el nivel de significancia de la prueba £ de (.05, se rechaza ffy sifes
m:yor que ¢} valor ¢ respective que para 27 grados de-libertad es ¢, = 172, por lo que
tte acuerdo con io antcrior, Ffy se rechaza a un hivel de significancia de 0.03,
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CARTAS DE CCNTROL

. _ .Fors M en I Augusto Villarreal A, *
INTRODUCCION

Aungue existe la tendencia generalizada a pensar que .el Control-

de Calidad es de desarrollo reciente, realmente no existe nada -
/ .

nuevo en :a idea bisica de elaborar un producto caracterizado por

un alto grado:'de uniformidad.

burante sigles, h&biles artesanos han procurado elaborar produc-
. . . - . L - L

tos gue se distingan por su superior calidad, y una vez que han -

logrado obtenér un cierto estindar de calidad &ptimo, eliminar -

dentro de lo posible la variacién entre productos gue nominalmen-—,
b ]

T
b

te deben resultar ;guaies.

*

La idea de gue la Estad;stica puede resultar un instrumento may -
dtil para asegurar un est&ndar adecuado de calidad para los pro-
ductos manufacturados, se remonta ﬁo m4s alls dél zdvenimiento de
la produccifn masiva, y el uso extendido de los m&todos estadisti
cos para resclver problemas de control de calidad es a(n mis re-

ciente.

Muchos problemas gue aparecen durante la elaboracién de un produc
to son susceptibles de. ser resueltos empleanao tratamientos esta-
dfsticos, por lo gue al hablar de control estadfstico de calidad,
nos estaremos refiriendo .esencialmente a las dos t8cnicas especia
les que.se discutirdn en esta parte del curso: Uuso de las-Cartas

de Control y rmuestreo de aceptacidn.

* Profesor Investigador, Divisifn de Estudios Superiores e Insti
tuto de Ingenierfa, UNAM
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Conviene mencionar ¢ue la palabra calidad, al ser empleada de -

aquf{ en adelante, se refe}ira a alguna propicdad medible ¢ conta-
ble de algln producto, tal como el difmetrxo de un balin de acero,
la resistencia de una viga de concretn, el nfimére de defectos en

una pieza de :ela, la eficacia de cierta drpga, eto.
IDEAS SC:BHE CARTAS DE COMTROL

A muchos individucs les puede sorprender el hecho de gue dos-arti

™,

culos aparentemente idénticos, elaborados bajo condiciones cuida-

dosamente controladas, de las mismas materias primas, y por una -

misma miquina con diferencia de pocos segundos, puedan, sin embar

go, diferir en muchos aspectos,

En efecto, cualguier proceso de mapufactura, aun siende muy bueno,
5e encuentra caracterizado per una clerta cantidad de variacibn -
que es de naturaleza aleatoria, y gue neo puede ser eliminada en -

forma conpleta.

Cuando la variabilidad presente en un proceso de produccibn se 1i

mita a variacidn aleatoria se dice gque el proceso sS¢ encuentra en

un estado de control estadistico.

Tal estado se puede.alcanzar cuando se eliminan agquellos proble-

mas causados por otro tipo de variacibn, llamada variacifn siste=

mitica, gue es de naturaleza mis bien determinfstica, y que se - -
puede achacar, por ejemplo, a operadores mal entrenados, materia

prima de baja calidad, migquinas en mal estado, etc.

r

Ya que los procesos de manufactura se encuentran rara vez libres



3.

de estos problemas, conviene contar con aigfin método sistemiftico
para detectar desviaciones serias de un estado de control estadfs
tico cuando ocurren, © inclusive antes de fJue ocurran, tales dos-

viaciones.

Ese nétodo sistemitice de deteccidn se puede tener mediante el em

pleo de las llamadas Cartas de Contral.
- TIPOS DE CARTAS DE CONTROL

En lo gque sigue distinguiremos entre las cartas de control para -

mediciones o variables (X, R, o} y las cartas de contrcl para atri

butos {(p, ¢), dependiendo de’ que las observaciones que estemos ana

lizando sean mediciones o datos centados o calculados, respectiva-

mente.

Un ejemplc del primer casoc serfa la longitud de las varillas éea
Acero de una muestra. Como ejenplo del segundo caso tendr{amos -

el nfinerc de focos defectuosos en una muestra de tamarno dado.
CONFIGURACION OE LAS. CARTAS DE CONTROL

En cualquierz de los casos mencionados, una carta de control con-

siste de una LiInea Central, correspondiente a la calidad promedio

a la que el proceso debe funcionar, y dos lfncas gue corresconden

al Limjte Eupefior de Control (LSC} v al Limite Inferior ce Con-

trol {LiIC}, respectivamnente, tal como se muestra en la Fig 1,
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Fig 1. Aspecto general de una carta de control

Estos limites se escogen an forma tal que los valores Jue se en-
cuentren dentro de ellos se pPuedan atribuir al agzgar, en tanto gue

los valores que caigan fuera de ellos se puedan considerar como -

indicacinhes'de falta de control.

NO obstante la idea antericer, conviene menciapar gue &n la Fig 2
gue se presenta a continuvacifn se pueden considerar otras posibles
Sltuaciones de "falta de Control®™ gue ameritan investigarse:
1. Cuando dos de tres puntes sucesivos caen en la zona Fuy
2. Cuando cuatro de cince puntos sucesivos caen en la zona
B o m&s alli. .

3. Cuande ocho PuUntos sucesivos caen en la zona C 0 mis alls.
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ILIMITE DE CONTROL

TOMNA A

20MA B

ZONA C

W LINEA CENTRAL

Fig 2 Diagrama que define las zonas A, B ¥y € usa-
das en el anidlisis de Cartas de Control.
Debe hacerse notar que cada una de las zonas A, B y C constituye
la tercera parte del &rea entre la linea central y un limite de -
contrel, ¥ gue las pruebas mencionadas se aplican a ambas mitades

de la carta de control, pero se aplican separadamente para caca -

mitad, y nunca a las dos mitades en combinacifn.
EXFLICACICH DEL EMPLEDO DE LAS CARTAS DE CONTEOL

8i se grafican en una carta los resultados obtenidos a partir de
muestras tomadas perifdicimente a intervalos frecuentes, es posi
ble verificar por medio de ella si el préceso se encuentra bajo

control, o si se encuentra presente en el proceso la variaciln -

sistemitica el tipe descrito anteriormente.

Cuando un punto graficado cae fuera de los lfimites de contrel, es
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necesario encontrar el probleme que causd *al ‘cvants dentro del
praceso. FPeroc aun si los puntos caen dantro de los lfimites méﬂ
cionados, a2lguna tendencia, o cierto patrdn de los mismos,s puade
indicar gue se dabe llevar a cabo alguna accifn para prevenir y

asf evitar algtin problema serio

La habi .idad para "leer" las cartas de control ¥ para determinar
4 partir de ellas cull accifn correctiva de = lilecvzrse a cabo, -
se obtiene a partir de la experiencia Yy el juicio altamente de-
sarrcllado. Un practicante del control estadistico de la cali-

dad cdebe no s8lc comprender los fundamentos estadIsticos de la -

materia, sino tambifn encontrarse identificado plenamente con los

Procesos que desea controlar.
CARTAS DE CONTROL PARA MEDICIONES {VARIABLES}

Cuando se requiere establecer contrel estzdfstico de la calidad
de algfn producto en t&rminos de mediciones o variables, es cos
tumbre ejercer tal control sobre la calidad media del proceso, -

al igual que schre su variabilidad.

La primera meta se logra al graficar los promedios de musstras =
extrafdas perifdicamente en la llamada carta de control para los
promedios, o simplemente carta X. La variabilidad se puede con-
trolar de igual forma si se grafican los rangos o las desviacio-
nes estdndar de las muestras en las llamadas cartas R o cartas G,
respectivamente, dependiendo de cu4il EStadIst§ca se emplee para

estimar la desviacién estindar de la poblacifn.

Si se conocen la media u y la desviacibn.estfndar o de la pobla-



- T.

cifn {prccesc) ¥y es razonable suponer las medigiones obtenidas -
comd muestras extraldas de una poblacidn normal, se puade asegu-
rar gua con probabilidad 1 - a el promedio aritmétice de una - -

muestra aleatoria de tamaio n se encontrard entre

) . g
. a/» e y v zufz .
d
- - + -
¥ “asy °X ¥ “af, °K
puesto gue c- = 2 para.el casg de la distribucifn muestral

del promedic aritmético, cuando se muestrea de ‘una pobiacidn infi
nita. La suposicidn de gue la extraccidn de muestras aleatorias
se hace de una poblacidn infinita es vilida en el caso presente,
puesto que, por ejemplo, la produccifin de cierto producto en una

fédbrica tiende a infirite conforre pasa el tiempo.

Los dos lfmites anteriores {ut Z0/,°% proporcionan entonces i1imi
tes inferiores y superiores de control vy, bajo las suposicicnes -
anteriores, permiten al practicanée del control de calidad deter-
mirer si se debe o no llevar a cabo algln ajuste en el proceso, -
al graficar los promedios aritméticos obtenidos de muestras de ta

mane n en una carta come la que se wmuestra en la Fig 1.

Conviena establecer en este momento que al emplear una carta de con
.trol para los promedios, lo que se hace realrmente es probar hipdte-
‘sis nulas de gque a un cierto nivel de confianza l-a el valor de la

media de la deswisediin muestral de los promedios sea igual al valor de
distribucicn
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la calidad nominal del proceso, o al de la calidad media caiculada
para el mismo, k- Para estas pﬁuebas secuenc1alcs de h1p5t951s, se
emplean como esgadisticas de prueba los valores de los promedios -
aritméticos obtenidos de muestras aleatorias extrafdas de la pobia-

" ¢i6n {o proceso). Es decir, se réalizan pruebas de hipStesis para

ias cuales

{Prueha de dos colas; _cada prueba se -~
. realiza con el valor xi de la muestra i
B . wFE R -

en dende u es la media de la distribucifn muestral del promedio arit
m&tico, LI la calidad nominal © calidad media calculada del proceso, y
ii (1=1,2,3,...) el valor del promedio aritmético obtenido de la iési
ma muestra aleatoria. La forma secuencial de estas prﬁebaﬁ de hipé&-

tesis sa muestra eén la Fig 3 gue se presenta a continuvacidn.

Regifin de
# rechazo

—
—
S

g
_____.,_:._.._..,.
f&
—_\.._ .
x{
/i

-2 .
b
|

1 Fegifn de

| ; | N :acepta51or
|\\|';\r \1 Py !
U~z t | i t t 4
ﬂfz ll L 1 1 L) . I

I ' T 1 1
o la .o
G 1 2 3 4 i-mué:tra Regifn de
rechazo

Fig 3 Pruebas de hipftesis gue se realizan al emplear
una carta de contrel para los promedios
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31 se consideran probleras pricticos, los valores de Wy odel pro
c230 se desconocen, ¥y es entanceé conveniente estimar sus valores
" a partir de muestras tomadas mientras el proceso se encuentre "ba-
3o control”™, tal como se explica mds adelante. En la prictica as
entonces Giffcil llegar a establecer limites de control del tipﬁ
u:zufz-jér—-al desconocerse p y g, independ entemente de que en -

muchos casos es demasiado arriesgado considera. a las mediclones -

come: muestras aleatorias extraldas de una poblacifn normal.

En lugar de lo anterior, en el control de calidad industrial se em
pPlean comtnmente los 1limites de control de "tres desviaciones es-—

tdndar® o de "tres sigmas", gue se obtienen al sustituir a =ﬂfz -

por uan 3 al calcular los limites de control.
Conforme a lo anterior, con los limites de contral

T3 3ai ] T |

se puede confiar en gue en el 99.73% de los casos el pProceso no -
serd declarado "fuera de cantrol™, cuando de hecho Be encuentra

jo control",

En otras palabras, estos limites de control permiten considerar -

que la probabilidad méxima de rechazar la hipStesis

By : @ =8
cuando deberfa de ser aceptada (probabilidad de cometer un errer de
tipo I} es de 0.27% siendo 8, unr valor de calidad fijo del proceso,
Y 8 el del parémetro correspondiente de la distribucifn muestral de

la estadfistica bajo consideracifn.
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LA CARTA DE CONTROL PARA LOS PROMEDIGS [X)

a. Casc en que se ccnocen la media u vy la desviacidn cgtindar ¢

de la poblacifn.

Linea central B
Lfmites d¢ control — = ui3ci o ur 3 i_
r’n
& ur Rho , siendo A = i_
Yn

e donde los valores de A se obtienen de la table I, en foen—-

cidn de n, €l tamano de la muectra.

Ejemplo:

S5olucidn:®

Lirea central =

Sea el procéso de elatcracitn de varillas de acerc
para las cuales se sabe gque el diametro nedio es -
de 2.5 cm, con una desviacifn esti&ndar de 0.01 cm.
Se desea efectuar control del éimetro de las mis-
mas, para lo cual se extraen periSdicarente muesS-

tras de cinco varillas. Se pide establecer la 1I-
nea central y los 1limites de control para una cagr

-

ta X.

Siendc w = 2.5 ¢cm, ¢ = 0.01 ¥ n= 5, se tieng -

que:

u=2.5

Limites de control:

o, de la tabla

_310.01) - 5.5: 0.0134 = 2.5134, 2.4866
/5

2.5

1+

1.342{0,01) = 2.5¢ 0.01342 ==52.51342, 2.48658
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h, Caso en que se desconocen [T

Para este caso, que es el mas comfin, es necesario estimar, come -
Se dijo antericimente, tales parfnetros con base en muestras pre=-

liminares. Para ol Cas0, nermaimente se acostumbra emplear un --

minimo & 0 a 25 mucstrag de 4 £ 5 elementos, chbtenidas consecu-

tivamente cuando el procesc estid "hajo contoor*,

Sin embargo, cono veremos mis adelante, se pueden ctiplear procedi
mientcs estadfsticos nis formales para determinar el ndmero de mues

tras (y de elermentos en las mismas) mis adecuado para las cartas X.

-

Entonces, si se utilizan . muestras preliminares, cada una &c tapa-
fio n, se puede estimar con adecuada precisifdn el valor de u median-
te

= _ 1F =
X = L X

Kimi

siendoc X un estimador insesgado y consistente de u, donde Ei dencta
al promedio aritmético de la ifsima nuestra, w X as ] promedic de

los promedios de las muestras.

El valor de ¢ de la poblaci&n Puede ser estimade a partir de las

desviaciones estdndar o de lcs rangos de las muestras. Si al -a-
mafio de las mismas es pegquer.o, uﬁualmEnte el range proporciona un
estimador eficiente de o, acdemis de gque el procesc de cdlculo del
mismo es bastante mis sirple que el de la desviz¢iSn estdndar para

las muestras. _ -

$in embargo, es conveniente, cuando se requicre bastante precisifn
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gn el cilculo e los limites de concrol, estimar a o mediante las
desviaciopes estandar de las muestrezs. Tal es el caso, por ejem~
plo, de muastras de productos que son caros, Y gue Zeben dastruic

se al momento ée tomar las medicicnes.
b.l Estimando a ¢ mediante los rangos de las nmuestras

Hay gus coktener primerc el valor R, aque e el rango promedio

de los rangos de las < musstras, es cecir,
k
R=-L1 1 =m
R i
1=1

-

Fuesto gue la estadistica R siempre estima por encima de su
valor real a la desviacifn estfndar de la poblacifin, se ob-
tiene un estimador sesgada. Dehido a ello, es indispensable
afectar el valor de R en forma tal de obtener un estimador -

insesgado de o, parsa lo cual se hace

Da|h:l|

Estimador insesgado de ¢ =

El faCtﬁr d, en la expresibn anterior se obtiene experinental
mente al identificar el valor ée la media en las distribucio-
nes muestrales del cociente R/e para distintos valores ae n,
considerando una poblacién en la cual el valor de o &5 Cono-
cido. Por ejemplo, para muestras de tamafio cinco (n=5), se
ha obtenido experimentalmente el valor d,=2.326, tal como se

muestra en la Filg 4.



"
o
= Dlstribucidn muestral
3 FAra n = 5§
o
Lo
B
“_#ch x 9.364 = dj
I e
5 R/Q
Fig 4. Distribucidn muestral de R/o para n=5,

suponiendoc o conocida.

En la tabla I se presentan los valores del factor d, para dis
tintos tamanos de muestra, observéndose gue conforme se incre
tnenta el wvalor deln aumenta el de ese factor, lo cual permite
concluir que el rango estima ﬁejor a la degviacifn estindar =

cuando las muestras son pegueias.

De acuerdo con lo anterior, se pueden emplear las siguientes

expresiones en la elaboracifn de la carta de control para los

promedios:
Linea Central -—— X
Limites de Control —— X:3i—% & E:—Jﬂi—
e a,vn

Para abreviar el cilculo de los limites de control a partir
de los rangos de las muestras, se ofrece en la tabla I el fac

tor
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cuyo cmpleo permite establecer los limites de control COmO.

-

ili Azﬁ

Estimando a o mediante las desviaciones estindar de las mues

tras

Se debe obtener primero el valer de E, gue es el promedio de

las desviaciones aestf&ndar de las muestras, -.- decir
k
o . r s,
K . 1
1=1

En donde 5, denota la desviacifn est8ndar de la ifsima mues
tra. No siendo tampoco ¢ un estimador insesgado de la desvia
¢16n estdndar de la paﬁlaciﬁn, ¥a que siempre la estima por -
abajo de su valer real, hay gue afectar diche valer per un -
cierto factor para hacerlo insesgado, es decir

o

Estimader insesgado de ¢ = <=
2

Los valores de ¢, se reportan en la tabla I en funcibn del ta
mano de la muestra, y se obtienen mediante un pProcedimiento -

similar al explicado parz el facter d,.

Con base en lo anterior, los parfmetros de la carta de control

para los promedios son los siguientes:

Linea Central —— X

Limites de Control E:B ¢ 4 ﬁ::—éE——
\"r;'l* Czrfﬂ_

De nuevo, para abreviar el cilculo de los 1Iimites de control
para la carta X, obtenidos ahora a partir de las desviacicnes
estindar de las muestras, se puede emplear el factor dade en

la tabla I 3



15.

con el cuzl ios limites de control gquesun ¢omo

+A,0

el

HUMERD MINIMO DE MUESTERAS REQUERIDO PRRA LA ELABORACION DE
CARTAS X
En este moento conviena establecer 2) nQmz2ra minimo de muestras -
preliminares, m, asi como el tamano de las mismas, n, que es nece-

sario considerar para estimar acecuadarmente 1los pardmetros de una

carta de control para los promadios.

UL
£l asegurar/un mfnimo de 26 0 25 muestras con 4 o 5 elementos cada

una son necesarias para cbtener los valores de X, R o o, frecuente-
mente choca con el argumento de gue por razones cég Costo, tiempo, -
etc., se debe emplear un nfimero menor de ellas. Por elloc, se han -

preparado tablas como las ITI y IIlque se presentan al final, gue -

permiten obtener una sclucifn cuantitativa para este problema.

'Cuande se emplea el rango R como estimador de o para la elaboracifn

de una carta X, y como se veri m&s adelante, para una carta R, la -
tabla II permite determinar el nimero minime, m, de muestras de ta-
mafio n que se deben emplear para tener poco mAs de un 98% de nivel

de confianza de gue los promedicos aritmétices obtenidos de las mues
tras se encuentren dentro de los limites de control que se calculen
para la carta X, suponiendo {inicamente la presencia de variacién - -

aleatoria.

De la misma manera, se establecen en la tabla III los valores &pti-
mos de m y n,cuando se emplean las desviaciones estindar de las -
ruestras para chtener el estimador a de la desviacidn estdndar de

1z poblacifin.



Ejemplo:

lé.

Sea una febhrica que produce varillas de acero, en

ia c¢ual se desea ejercer control sobre el peso de

las mismas.

Para ello, se seleccicnan veinte mues

tras aleatorias de cinco wvarillas cada una, obte-

niéndose los valores gue se report:a »n la tabla

siguiente:

Nomero® de Yalores individuales del peso, Kg Pfumed%c Rango Des=.ri.aci6n
. Aritmetico - estandar
la nuestra X % x " ¥ % R 5
1 2 3 -] 5 x
4

1 11.1 5.4 11.2 10.4 10.1 10.44 1.8 D.eE5"

2 9.6 10.8 10.1 10.8 1.0 10,46 1.4 C.52786

3 9.7 0.0 10.0 9.8 13.4 9.98 0.7 2.2300

3 10.1 8.4 10. 2 5.4 11.0 9.B2 2.6 0.8727

5 12.4 | 10,0 | 16.7 [ 10.1 {11.3 10.90 2.4 0.3332

G 1.1 0.2 10.2 111.2 10.1 10. 38 1.1 D.4224

T 11.0 11.% 11.B 11.0 17.3 17.32 0.8 0. 3059

& 11.2 10.0 10.9 11.2 17.0 10.86 1.2 -

G 0.6 10.4 10.5 10.% 10.9 Q.58 0.5 0120

10 B.23 10.2 9.8 9.5 9.8 9.52 1.? D.E4833

i 10.6 g.4 10.7 0.2 11.4 10.56 1.5 0.5083

12 10.8 0.2 10.5 8.4 9.9 9.596 2.4 0.835%7

12 10,7 9.7 10.8 8.6 11.4 10.44 2.8 0.9562

14 11.3 11.4 10.4 10.& 11.1 10.946 1.0 0. 39245

15 1.4 11.2 11.4 10.1 11.6 11.14 1.5 0.53152

14 10.1 10.1 9.7 9.8 10,5 10.04 a.8 Q. 2800

17 0.7 12.8 11.2 11.2 11.3 11.443 2.1 0.7116

18 1.9 11.9 11.6 12.4 11.4 11,84 1.0 0.2382

1o 10.8 2.1 11.B8 a.4 11.6 17.14 2.7 0.97CE

0 12.4 11.1% 10.8 11.0 11.9 11.44 1.6 0.6085
SUMA . _ ... B T T T T T 213.20 31.80 T1.3211




17.

S5olucibn: Puesto gque se desconuce la media del proceso, esta se, -
puede estimar en forma insesgada wediante
20

L Ei
=1

L

i = 30

1
Los valores de los promedios aritméticos X, (i=1,2,...20)
de las muestras se reportan en la tibla anterior, por lo
cual la linea cantral as

X = 1%; (213.20)= 10.66

S5e obtendrin ahora los limites inferior y superior de -
control estimando primere a v mediante los rangos de las
muestras, y despu&és mediante las desviaciones estdndar -

correspondientes.

a. Estimando a ¢ mediante los rangos de las muestras

El valor de R es

20

Z R
=1

_—

20 i

R = i

-

Los valores Ri para i=1,2,...,20 se encuentran en -

lz tabla inicial, por lo que

R = -2 -
R = —— (31.80) = 1.59

Los limites de control para la carta de los promedioss
son
X *+tA, R

¥,de la tabla I, para n=5, se obtiene A, = 0.577, -

guedando



[
ry
.

10.66 £ 0.577 {1.5§L
T
0.952

0 zea

Linesa Central — 10.60

Limites de Contropl — 10.66x0.92 =~ 11.58, 9.74

k. £stimando a4 o mediante las desviacunes estindar de

las muestras
El valor de g es

1 =
=5 $11.3211) = 0.57

L]
i

Los lfmites de contrel son ahora

iﬁlﬂ

=|

De la tabla I, para n=5, se obtiene
k) = 1.596, guedando

10.66 * 1.596{0.57),
0.91

0 zea

Linea Central — 10.66

Limites de Control —— 10.66£0.91 = 11.57, 9.75

En la Fig 53 que =e presernta a continuacifin se muestra la carta de

control obreniga empleando ambos Procedimientos.

-
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Fig 5 Carta de control X obtenida para el ejemplo de las
varillas de acero

CARTAS PARA CONTROLAR LA VARIABLILIDAD DE UN PROCESO

Al controlar estadisticamante un proceso puede no ser suficiente -
fijar la atencidn en sy "calidad media®”, sino también en la variabi-
lidad del mismo. Aun cuando es razonable suponer gue un incremsnto
en las flUFtuaCiOnES de los valores de los‘:promedios aritméticos -
graficados en una carta X se relaciona con un incremento enla va-
riabilidad del proceso, es posible determinar con mayer objetividad
¥ precisién los cambios que experimenta &sta mediante el empleo de

las llamadas cartas R ¥ o, gue se eclaboran a partir de los rangos y

las desviaciones estindar de las muestras, respectivamente.

Conviene mencionar gue aun cuando cualguiera de las dos cartas men-—
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TABLA III

Nimeroc mfnimo m de muestras de tamafo n requcrido para elabo

rar una carta X con una confianza de 9B8%, cuando se emplean

1 desviaciones estindar.

1a
F=

2 i6
3 9
4 7
5 6
6 5 °
7 5
8 4
9 4
10 4
12 4
14 3
16 3
18 3
20 3



- Y

TABLA II

Lamero mfnimo m de muestras de tamafo n.reguer .do para elabo

rar una carta X con una confianza de 98%, cuendo se emplean

los rangos.

L m
2 15
3 o
4 7
5 6
& 5
7 5
B 4
9 4
10 4
12 g
14 4
16 3
1B 3
20 3
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*

INFERENCIA ESTADISTICA

1

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda®*

1, Introduccién

-+

La parte de la estadistica que proporciona las reglas
para inferir ciertas caracterfsticas de una poblacifn a partir
de muestras extrafdas de ella, junte con indicaciones probabilis

ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama {aferencia

cstadlatica,

En la inferencia estadistica se estudian las relacioneas
existentes entre una poblacidn, las muestras obtenidas de ella, y
las té&cnicas para estimar parimetros, tales como la media y la va
riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dos mues

tras son debidas al azar, etc.

2. Distribuciones muestrales

51 se consideran todas las muestras posibles de tamafio

* Secretanio Académice, Divisidn de Estudios Superiores, Facultad:
de Ingenierfa, UNAM y Pacjesor <{rvesidgadon, Institute de Inge-
niaria, UNAM ;



n que pueden extraerse de una poblagidn, ¥y para cada una se ¢al-
cula el valor del promedic aritmético, este seguramente variard'
de una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos
gue Se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el prcmediﬁ
aritméticc es en si una variable aleatoria, como también lo son,

por la misma razfin, el rango y la variancia de la muestra.

A todo elemento gue es funcifn de los vai.res de los
datos gue S& tienen en una muestra ge le dencmina es fadiatica; to
da estadistica es, entonces, una variable aleatoria cuya distribu
cién de probabilidades se conocg Ccomo distribuelbn muestral. Si,l
por ejemplo, 1a estadistica considerada es la variancia de la mues

tra, su densidad de probabillidades 8e llama distxdibucddn mueatral

de fa vaniancdd,

£n forma similar se pueden obtener 1as distribuciones
muestrales de la desviacifn estindar, del rango, etc.. cada ana
de las cuales tendrd sus proplos parémétras, lo gue permite ha-

wlar de la media y la desviacifn esté&ndar de la variancia, etcC.

3, Muestrec con ¥ gin-remplazo

o
cuando se efectfa un muiestred en una poblaciln de tal
manera gue cada elemento de-ia misma se pueda escodel més de una
vaz, se dice que el muestrec 28 &OR aempfazo; en caso contraria,
el maestres €5 sin nempfazo. Si de una urna 5se guiere extraer uha
muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos man;ras:
ge saca al .azar una bola, se anota suU color y se regresa a la ur-

na antes de obtener otra, ¥ asi sucesivamente; en este caso el

muestrec es con aemplazo. La sequnda forma consiste en extraer



al azar todas las bolas que constituyenh la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestren s£n rgmplazo.

-

4. .Distribucion muestral del promedio aritmético

Supfngase gue se extraen sin remplaze todas las muestras

paosibles de tamafio n de una poblacitn fipita de tamatio ”p > ., Bi

.la media y la desviacidn estindar de la distrivacién muestral del

promedio aritmético se denotan con by ¥ © y la media y la desvia

Ei
cifn esténdar de la poblacidn con p y o, respectivamente, entonces

ag posible demostrar que se cumplen las siguientes ecuaciones

Ademis, si la poblacifn es infinita (0 el muestreo es con rempla-

zo) , los resultados anteriores se reducen a

ug = U
Ef'i' g
¥ H
puesto que i
1im a Hp - .G

N> m~ -1



Para valores grandes de nin > 30} se demuestra, emplean
do el teocrema del lfmite central, que la distribucifn muestral
del promedic aritmético es aproximadamente una distribucifn nor-
mal con media Hg ¥ desviacifn eét&ndar O independientemente de
cuil sea la densidad de probabilidades de ¥, la variable aleato-
ria asociada a la poblacifin. 5i esta variable tiene distribucibn

normal, la distribuci6én muestral del promedic aritmético también

es normal, aun para valores pequefos de n  {n < 39)

Ejenipfo 4.1

Ssupongase que se tiene una poblacifn finita formada por
los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviacidn
estindar de la distribucifn muestral del promedic aritmético, con

siderando las muestras de tamafic 3 obtenidas sin remplazo.
Primen procedimiento,

Siendo la poblacién finita y el muestreo sin remplazo,
es posible obtener la distribucifin muestral correspondlente para
calcular después sus parimetros, considerando que el ndmero total
de muestras distintas de tamafio 3 gue pueden chtenerse a partir

de una poblacidn de 5 elementos es

51

Tis-ayy - 10

Dichas muestras son las siguilentes, junto con sus pro-

medics "aritmé&ticos correspondientes:



e pma o aa. -

Xy
6/3
7/3
873
9/3

10/3

Xy
3, 4, S 12/3
3, 4, 1 8/3
4, 5, 1 10/3
4,’s, 2 11/3
5, 1, * 9/3

Para calcular la media y la desviacifn est&ndar, se em

pPlea la siguiente tabla

X, /3 /3 8/3 8/3

%% 36/% 49/9 64/9 64/9

16
L xi = 50/3
i=1
10
- 1
g = X =—— L
% ic L,
10
2 1 72
- —_— — x. -
°% T 1o iil i

= 9,333 - 9,000

Es decir, v = 3 ¥y ai~= 0

Segundo procedimiento.

577

9/3 9/3 in/2 10/3 11/3
81/9 81/9 10049 10079 121/9
o _,
E Ki = §40/9
i=]1
_ 90
X; T To 50~ 3
s 1 . 840 2
SRR T
0.333 = G = v0.333 = 0.577

12/3
144/9

Por tratarse de una poblacifn finita, se verifica que



en donde N _ =5, n=3 ¥y o uo= 3.

£l valor de azde la poblacifin es

2 _ 1+4+9+16+25 _ 2 283 _ g2 i1.r =
= = {3} s 8 = [1-2 2

L]

Por lo tanto, o = /2 = 1,4145 vy ;

o- = 1:4345 45 = 3 - (0.8164)(0.7071) = 0.577
Y Ns-a

Es decir, ug =3 vy o " 0.577

X

Comparandc lea resultados, se puede observar gue ambos
procedimientos conducen & la obtencisn de los mismos valores de

Hg ¥ 03 para la distribucién muestral del promedic aritmético.

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero: el

b -

valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-
viacidn estdndar 0.3 ky. Hallar la probabilidad de gue una mues-

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un peso total

L

a. entre 4396 y 500 kg

b. de mds de 510 kg.



=1

Para la distribucién muestral del promedio, se tiene gque

Wg = b = 5.02 kg y, por tratarse de una poblacidn finita,

= 0.027

=]
n
I

) g [Np o % _. p.30 JSﬂnn—mu
SR N I /Iop V2000 -1

a. El peso total de la muestra estars entrg 496 vy 500,
kg si el pesco promedio de las cien varillasx se encuentra entre
4.96 y 5.00 kqg. Pﬁesto due la muestra es mayor de 3[ elgmentns
se puede-:onsiderar comg aproximadamente normal a2 la distribucidn
muestral, y los valores estdndar correspondientes a X = 4.96 v a

X = 5,00 se obtienen mediante la transformacidn

&3 decir,

_5.00 - 5.02 _ _
ty = =~ g7 — ™~ 0.4

En la fig 4.1 se puede apreciar gue

P[496 < X ¢ 500] = P{-2.22 ¢ I g -0.74] =

=P[-2.22 ¢ Z g 0] -P[-0.74 £ I ¢ 0]



8.
~
§/xix}
b
= ~ > X
21--2.22 zz--u.‘m .
Fig 4.1 Distribucién normal connespondiente 22 efemplo

Recurriendo a la tabla de &ress bajo la curva normal esténdar

entre 0 y I gueda finalmente '

P[496 ¢ X % 500] = 0.4868 - 0.2704 = 0.2164

b. El pesc total de la muestra excederd de 510 kg si

el peso promedio de las c¢ien varillas pasa de 5.10 kg.

Estandarizando dicho wvaleor, queda

calculandc el &rea bajo la curva normal a la derecha de este va

lor (fig 4.2), se tiene, gue

P[x » 510] = P[Z » 2.96] = P[Z » 0} - P[0 < 7 < 2.96] =

0.5 - 0.4985 = 0.0015



-‘lfxr‘r}

2.96

Fig 4.2 Distribucidn noamal corxgsponddienie af ejempleo

5. Distribucitn muestral de diferencias de promedios aritméticoes

Ccon frecuencia se presenta el ¢aso en el gue se tienen
datos de dos poklaciones con. varlables aleatorias asociadas X oy
¥, respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden consi
derar comc una sola, es decir, si X = ¥, Para prokar Estadistici
mente esta-hipbtesis {como se verd mis adelante), es necesario chb
tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro-

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables.

Sean X y ¥ los promedios aritméticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de tamahno e ¥ R de dos poblaciones con caracte-

Y
risticas X y ¥, respectivamente. Se puede demostrar que la dis-
tribucifn muestral de la diferencia de los promedics correspon-

dientes a poblaciones infinitas con medias by ¥ By ¥ desviaciones

Eﬁtﬁndar dy ¥ ¢ tiene los siguientes pardmetros:

YI‘

MY - ¥




ig.

51 las muestras son independientes.

Esta distribucidén también es aplicable a poblaciones finitas si

a2l muestreo es con remplaze. Para el case de poblaciones finitas
en las cuales el muestrec se hace sin rémplazo, los parfmetros de
la distribucifn muestral de la diferencia deﬂlos promaedios arit-

méticos son

2 2

o, N ag. N
SN F RN W 5 SN T S S e 4
X-¥ X ¥ Ry NK -1 Hy HY -1

suponiendo gue las musstras sean independientas.

Ejemplo- 5.1

Considérese gue de una poblacién X se obtienen tres mues
tras posibles,cuyos correspondientes promedios aritméticos son
3, 7 yv 8. De otra poblacifn Y se extraen dos muestras posibles,
con promedicos 2 y 4, respectivamente., Se deben obtener los paré-
metros de la distribucifn muestral de las diferencias de los prome

dios aritméticos.

Puimen proecedimiento

.Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos

de X con los de Y serfan



11.

3 -2 7 -2 g - 2 N 1 5 6
3 - ¢ 7 -4 5 - 4 -1 3 4
Es decir,
L ~1+1+3+445+6 _ 18 )
Yy-¥ ° 6 3
2 m1-39% s (1-3%« 3-3% 4 (-3t e (5-30 1+ (6-3)
%-% ; -
- 34 _ 17
= 3
Segundo procedimignto
Se sabe que
2 2 2
ME- T ¥R T Py %-¥ T 9% * %
PFor ﬂllﬂr
_ - SF7t8 _ 18
X 3 3
2+4  _ 6 _
Vg = =2 T 2
2. 36+ (7-6)+ (8-6)" | 14
X 3 3
o2 o 12m3f 4 a2
Y - 2 2
- Mg g =6 -3 =23
' 3 _ 14 _ 17
! %3 =3 T 173
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Se observa que ambos procedimientos conducen a los mis-

mos resultados.

Ejemplo 5.2

Las varillas de acerc que fabrica una compania A tienen
un pesoc medio de 6.5 kg y una desviacifn esténd-r de 0.4, en tan-
to que las producidas por una empresa B tienen un peso medio de
6.3 kg vy una desviacién estdndar de 0.3 kg. 5i se toman muestras
aleatorias de 100 wvarillas de cada fébrica, ¢culll es la probabili
dad de gue las de la compafifa A tengan un peso promedio de por 10

menog

a. 0.35% kg

b. 0.10 kg

mayor que el de la compariia B?

Se puede suponer en este case gue las distribuciones mues
trales involucradas son normales, en virtud de que el tamafio de am-
bas muestras es mayor de 30 elementos. Tambifn 3e puede suponer
que aﬁbas poblaciones son infinitas, ¥ siendoiﬁ y iE los pesos pro-

medios de las muestras de las fabricas A y B, respectivamente, en-

tonces
Mz = = hg - Pz = 6.5 - 6.3 = 0.20 kg
KA KEL KA HE
o - = i} % _ [ 0.4 L 1037 o e
X& - KB hy g 100 100
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Ja variable estandarizada de la diferencia de los promedios es

i

— h_ 'u- — -_, _
(X, - Kg) ™ Mx, - %, (X, - Xp) - 0.20
0

E = = —
gz T .05
X2~ g
T a. Estandarizandce la diferencia de 0.35 kg se llega a
7 0.35 - 0,20 _ 0.15 _ 3
1 0.05 0.G5

La probabilidad deseada es el &rea bajo la curva normal a la dere-

cha de I = 31, es decir

0.0013

P (X, » Xz + 0.35] = P [Z » 3] = 0.500 - 0.4987

b. 2l estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-

hle ? resulta

_0.10 - 6.20 _ =0.1

2 T T 505 5.05 - 2

La probabilidad requerida es el &rea bajo la curva normal z la

deraecha de I= -2, es decir

P[x, » X

g ¥ 0-10} = P(Z > - 2} = 0.5 + 0.4772 = 0.9772
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6. Teorlia estadistica de la estimacidn

En la prictica profesional a menudo resulta necesario
inferir informacifn acerca de una poblacisn media;te el use de
muestras extrafdas de ella; una parte bisica de dicha inferen-—
cla consiste en esffimar los valores de los pardmetros de la po-

blacidn (media, variancia, eta.}) a partir de 1 s estadfisticas

T
correspondientes de la muestra, como se explica a continuacién.

7. Estimadores puntuales. Clasificacién

S1 un estimador de un pardmetro de la poklaci&n consis
te en un solo valor de una estadfstica, se le conoce como esti-

mador punival del parSmetra.

Cuando la media de la distribucién muestral de una es-
tadistica es igual a) parfmetro que se estd estimando de 1a po-
blacibn, entonces la estadfstica se conoce como estimador inses
gade del pardmetro; si no sucede asf, entonces se denomina esti
madok sesgade. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores
correspondientes se llaman estimaciones insesgadas o sesgadas,
respectivamente. Dicho de otra manera, si § es una estadIstica
cuya distribucifn muestral tiene media Her ¥ el parimetro co-
rrespondiente de la poblacifn es 6, se dice gue 5 e3 un eatima-

dor ingesgado de 8 si

Mg = 8
Por otra parte, si la estadfstica S, de la muestra tien

de a ger igual al parimetro ® de la poblacidn a medida que ge
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hace mis grande el tamafio-de la muestra, entonces la estadistica

" recibe el nombre de estimadoh consistente del parfmetro.

Empleando simbolos, si

1fm S =8
n
H-+em
resulta que la estadistica S“ es un estimpdor consistente.  Por
ejemplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado vy con
sistente de la média, y la variancia de la muestra es un estima

dor sesgado y consistente de la variancia de la poblacién.

S1 las distribuciones muestrales de varias estadisticas
tienen el mismp valor de la media, se dice gque la estadistica que
cuenta con la menor varlancia es un esidimadon eficiente de dicha
media, en tantc que las estadisticas restantes se conocen cComo

edtimadores ineficientes del parfmetro.

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio
aritm&tico y de la mediana cuentan con medias que son, en ambos
casos, lgudles a la media de la poblacifn. 8Sin embargo, la va-
riancia de la distribucifin muestral del promedio aritmftico es
menor que la de la distribucidén de la mediana, por lo gque el
promedio aritmético obtenido de una muestra aleatoria proporcio
na un eﬁtimadur eficiente de la media de la poblacién, en tanto
gque la mediana obtenida de la muestra propercicna un estimador

ineficiente de dicho parimetro.



B. Estimacifn de intervalos de confianza para los parimetros

de una poblacifin

La estimacién de un pardmetro de una poblacién mediante
L]
un par de nfimeros epntre los cuales se encuentra, <on cierta pro-
babilidada, el valor de dicho parimetro, se llama estimacifn del

intervalo del mismo.

Sea 5 una estadistica obtenida de una muaera de tamano
n para estimar el valor del ﬁar&metra i, ¥ sea ﬂ;la desviacidn
estiandar (conocida o estimada) de su distribucién muestral. La
prohahilidad,11 - o, de que el valer de § se localice en el inter
valo de § - z_ o a S+ 2z o

— c 5 c 5!
escribe en la forma

donde Z, €S una constante, Se€

P[S-z, 0,808+ 2z 0.} =1-a0a

51 se fija el valor de 1 - a, se puede obtener el valor de zZ,
necesario para gue se satisfaga la ecuacién antericr, con 1o
cual queda definido el {nfervale de confianza del parfmetro 4,
(S - 2, Og. s+ 2y Gs}, correspondiente al nivel de confianza
1 - a.
La constante z, que fija el intervalo de confianza se
concce como vafer eaiticoc. 51 la distribucién de § es nor-

mal, el valor de z, correspondiente & unc de o se obtiene de la

tabla de &reas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente.
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TABLA 8.1 VALORES DE z_ PARA DISTINTOS NIVELES DE COMFIANZA

Mivel de confianza, en porcentaje 7,
99.73 3.00°
99,00 2.58
28.00 2.33
06.00 2.05
95.45 2.00
95.00 1.96
90.00 . lod
B0.GO - .28
68.27 1.00
50.00 0.674

Ejempfo 8.1

Sea el promedio aritmético X una estadfstica con dis-
tribucién normal. Las prebabilidades o niveles de confianza de

que ug {o u de la pobklacién) se encuentre localizada entre los

u - - + -
ifmites X =+ Gx; X x 2 Ux

respectivamente, obhtenifndose dichos valores de la tabla de Areas

Yy X z:3 oy son 68.26, 95.44 y 99.73%,

bajo la curva normal. Lo anterior significa gue_ el intervale

X t 3 o= contendr8 a u; en el 99.73 por ciento de las muestras

X i
de tamano n, por lo que los intervaleos de confianza de 68.256,

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a p son (X - ci, X + uil

(X - 2 o5 X+ 2 oz) ¥ X -3 gi,i + 3 o3}, lo cual se aprecia

en la §{g 8.1 siguiente.
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lf.ilﬂ

/ Area=68,26 %

—Area=13.59 %
Area=2.14 %
- IS
%R k205 K0y % Rey  Re2ag B30 %
Arga=95.44 %
. Areo=9%.73 % : J

Fig 8.1
9, Estimacifsn de intervalos de confianza para la media

Los 1tmites de confianza para la media de una poblacidn

con variable aleatoria X asoceiada estin dadeos por

X t‘ZE EFI-{
en donde z, depende del nivel de confianza deseadeo. 5i X tiene
distribucifn normal, L puede cbtenerse an forma directa de la

takla 8.1. Por ejemplc, los limites de confianza de 95 y 9% por

ciento para estimar la media, u, de la poblaci®n son Xt 1.960i

y X t 2.58 O respectivamente. Al cbtener estos limites hay que

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente.

Entonces,los limites de confianza para la media de la po

[

bhlacisén quedan dadoa por
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u,
en casc de gue el muestreo se héga a partir de una poblacifn in-
finita o de que se efectle con }emplazo a partir de una  poblacidn

L

finita, o por

_ 5 N
X t z !
e N, =

51 el muestrec es 5in remplazo a partir d< uaa poblacidn finita

de tamafio HP.

Ejemplo 9.1 .

Las mediciones de los didmetros de una muestra aieato-

ria de 100 tubos de albafal mostraron una media de 32 cm y una
L -

desviacifn estdndar de 2 cm. Obtenganse los ifmites de confian-

za de

a. 95 por c¢iento

b. 97 por ciento

para el didmetro medic de todos los tubos.

a. De la cabla B.l, los limites de confianza del 95

por clento son

X+1.960/¢¥n = 32 + 1.96(2//100) = 32 % D.392 cm

o sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valer de SK
para estimar el de ¢ de la poblacidén, puesto gue la muestra es

suficientemente grande (mayor de 30 elementos). Eato significa
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que con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de h, Se en-

cuantra entre 31.608 y 32.392 cm, '

-

b.- 81 2 = z, es tal gue el &rea bajo la curva normal
a la derecha de z, es el 1.5 por ciento del drea total, entonces
el drea entre 0 ¥y z. es 0.5 - 0.015 = 0.485, por le gque de la ta
bBla de freas bajo la curva normal se obtiene z = 2.17. Por lo

—_

tanto, los limites de confianza del 97 por ciento son:

X£2.170/vV n = 322:2.17(2//100 ) = 32:0.434 cm

y &l intervalc de confianza respective es (31.566 cm, 32.434 cm).

Efemplo 9.2

N Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto
examen de admisifn tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
con desviacifn estdndar jgual a 1¢. Si el examen se aplicé a

1018 personas, obtener

a. El intervalc de confianza del 95% para la media

del total de calificaciones.

.b. El tamafo de muestra necesaric para gue el error
en la estimaci®dn de la media no exceda de 2 puntos,

considerande el mismo nivel de confianza.

c. El1 nivel de confianza para el cual la media de la

poblacifin sea 72 * 1 puntos.



a. 5i se estima a 0 de la poblacibn con Sx de la mues-
tra y se considera gue lia poblacidn es finita, los limites de con
fianza son, puesto que X = 72, 2, = 1.96, S, = 10, Hp = 1018 vy

n = 50,

. 10 f1cig - 50
72 + 1.96 o5 o= -

72

H

1.96 (1.4142} (0.9755)

T2+ 2.704
v el intervalo de confianza respectivo es

{69.296, 74.703)

k. Puesto gque el error en la estimaciSn de la media

es, para poblacién finita,

N
Error en la estimacién = I £ J/F;E——_ﬂ
¢ i M, -1

en este caso se tendria
M
7 a ;PN < 2
R e Hp -1

o sea, para un nivel de confianza de 953%

10 1018 - n <
s 1018 - 1
.6

1018 - n ¢ 32
19 .
J 1018 - 1
¥ R

1.96
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Elevande al cuadrado la desigualdad, queda

I84.18 IN1iE - n
it 1017

¢ sea
87.85 < n

Por lo cual, -se requieren al menos 88 elementes en la muestra
para que el error en la estimaci&n no exceda de 2 puntos, para

l « g = 0,95,

. Los limites de confianza son., en este caso
10 /1018 - 50
T2 )
o v’rﬁ-ﬁ 1018 - 1

72

1+

H

Ec {1.4142) {0.9755)

o saa

12 1.3785 Eﬂ

I+

Puesto que se desea que el valor de la media sea 72 * 1 puntos,

se verifica gue

"

1 = 31,3795 Iﬂ

Es decir

e o ETE?EE = (0.725
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El drea bajo la curva normal est&ndar entre 0 y Ec = 0,725 es,
por interpolacidn lineal,igual a 0.2657. Por lo tanta, el ni-
vel de c¢onfianza es Igual al doble del 4rea anterior, es decir,

2{0.2657} = 0.5314 (o 53.14%), tal como se muestra en la {ig 9.1.

4 'f‘ziz}

ABvea=- 0.5314

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias
1

Los limites de confianza para la diferenciaz de las me-
dias cuande las poklaciones X y Y son infinitas, o cuando el mues
treo se realiza ¢on remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por

en donde X, nx ¥y Y, Ry

y tamanos de las dos muestras extraldas de las poblacicnes, vy

son los respectivos promedios aritm&ticos

¢, ¥ d, las desviaciones est8ndar de estas filtimas.

X ¥
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St .
En .1 caso de que las poblaciones X v Y sean finitas

" v el muestrec sin remplazo, los limites de confianza son

2 2
a N, -=n g N, - n
7 . T e T _ 3 X X 'x ¥ ¥ Y
LY

N, -

en deonde Hx ¥ HY son los tamanos de las poblaciones ¥ y Y, res-
Pectivamente,

Las dos ecuacicones anteriores son vilidas finicamente si
las muestras aleatorias seleccionadas son independientesy,

Ejemplo 10.1

Fara el ejeuplc de las varillas tratado anteriormente
(5.2), encontrar el intervaleo 'de confianza del 95.45% para las
diferencias de las medizs de las poblaciones.

Siendo ¥, =

4 = My = 6.5 kg, o, = 0.4 kg, X, =

E II-'IE = 5'3 kg!

Og = 0.3 kg vy fy = Mg = 100, los lIimites de confianza para la

diferencia de las medias son, empleando la tabla 8.1

= = . A 8 _ _ (0.4} (0.3)° _

n
o
*
L)
I+
=
[

Por lo tante, el intervalc de confianza respectivo es (0.1, 0.3).



Ejfempfo 10.Z : . o

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000
de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 15¢ focos de 1a
marca X, v s¢ obtiene una duracidn ;.omedic de 1400 horas, con
desviacifn estdndar igual a 120 horas. Ot.a muestra aleatoria
de 200 focos de la marca Y tuvo und duracidn yrovadic de 1200
horas, con desviacifn éstlndar igual a 80 horas. Obtener inter
valos de confianzﬁ:de
44

a. 951

. 99%
para la diferencia de los tiempos medios de duracién de los fo-

cos de anbas marcas.

a; Puesto gue se trata de poblaciones finitas ¥
X = 1400 h, Sy = 120 h, N, = 3000, Ay = 150, ¥ = 1200 h, S, = 80 h,
NY = 53000 ¥ Ry = 200, se obtiene, estimando a oy ¥ 0, con SK y

SY ,‘resPeétivamente

2 2
_ (120} 3000 - 150 (80)° 5000 - 200
1400 - 1200 * L.96 V/i 150 3000 = 1~ " 200 5000 =1

200 £ 1.96 (11.04)

200 t 21.638

~

o sea, (178.362, 221.638), puesto que de la tabla 8.1, para un ni-

vel de confianza de 95%, 7, = 1.96.

b, En este casc, al emplear la tabla 8.1 se obtlene
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Ic = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por 1o cual los 1I-

mites son ' -
-

, 2 ] 7
. (120)° 3000 - 1.0 . (80)° 5000 - 2000
1400 - 1200 * 2.58 \/15u 3000 =1  © 260 3ooo =i

!

200

1+

2.58 (11.04)

200 28.483

1+

n

Yy el intervalo de confilanza es

(171.517, 228.483)

11, Pruebas de hipftesis

Supfngase que una empresa armadora de automéviles esti
en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujfas en sus uni
dades o la que regularmente utiliza, y que Su departamento de
control de calidad debe decidir, con base en la informacifin de
las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de
este tipo, es decir, que se basan en estudios estadfsticos, recl
ben el nombre de decdsiones estadfsiicas, y a los procedimien-
tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hip&tesis se
les llama pruebas de hipStesdis, pruebas de significancia o heglas

de decisidn,

‘ Al tomar decisiones estadisticas, es necesario postular

las diversas alternativas o cursos de accidn que pueden adoptarse.



En el caso particular de una 'prueba de nipftesis solamente se
tienen dos cursos de accidn posibles, 108 que se denotarih co-
mo Hy y H,. A la accidn-Hn gse le llama hiplftesis nufa, vy a la
H,, hipbtesis aliennativa. Por ej.mnlo, si la hip6tesis nula esta

L

blece gi.c by = M, la hipﬁteéis alternatva puede ser una de las

EiguiL‘nLES:
e ;

Al realizar una prueba de hipbtesis, se prueba siempre
la verdad de la hip&tesis nula Hﬂ, aun cuando de antemanc se de

see rechazarla.
12, Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia

En muchas ocasiones se presanta el casoc de gue se recha
za una hipStesis nula cuandeo en realidad deberia ser aceptada;
cuando esto sucede se dice que se ha cometido un eaner de tipo 1.
En otras ocasiones se acepta una hipbtesis nula siendo en reali-
dad falsa; en este caso se dice que Se ha cometido un erkoa de

fipo T1.

Al probar una hipStesis nula, a la mixima probabilidad
con la que se estd dispuesto a cometer un error del tipo I se le
liama nivel de significancia,a, de la prueba, el cual dentro de
la préctica se acostumbra establecer de 5 por ciento (0.05) o 10 °
por.ciento {0.1}. El complemento del nivel de significancia,

1 - «, se conoce como nivef de confianza.
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-
L}

Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hipStesis
se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, significa
que existen 10 posibiiidades en 100 de que se rechace &sta éuag
do deberfa ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de
significancia del 10 por ciento, y gque la probabilidad de gque la

decisi®n haya sido errfnesa es de 0.1.

13. Comportamiento de los errores tipos I y II

SBupdngase que se trata de probar la hipSteais nula de

que la media, p de la distribucidn muestral de la eatadistica

5!
5 es M,r en contra de la hipbtesis alternativa gue establece que

U, =4 es decir

g donde p, » p

2 ? 1!

1

En la fig 13.1 se muestra en forma grifica la relacién
entre los errores tipos I y II en el caso en el gue la regla de

decisi®n para aceptar o rechazar HD es la siguiente:

S el valeor de fa estadifatica § obfenido de
una muestra excede de efeafo valor enitico

s rechdcese H ; en case contraric, acép-

1’ 0
- fese,

Es evidente que si H es verdadera, entonces a (&rea con rayadc

O
doble) es la probabilidad de que § » 51' 0 Sea la de rechazar a

Hﬂ siendo verdadera (error tipo 1). Por otro lado,si H, es ver

dadera, entonces 2 (4rea con rayado sencilleo) es la prnbabilidad

!



rh

29.

L]

de gque § < 51' ¢ "sea la de aceptaf H, siendo f&lsa_{errnr tipo

I1).

—

Obsérvese que 81 se aune~ta el valor de Sl 2e¢ reduce la
v :
probabil "Jad a, pero se incrementa iz B: lo contrario =zucede si

se disminuye el valor de Sl.

T;,m bifs)

Oistribucldn de &
bajo o hipotesis #;

Distribucion de 5
bajo la hipdtesis Ay

B a
' L -
Fro 5 Ha s
P[S>Sl] = o (error tipo I}
P[stl] = B (error tipo II} *

Fig 13.1 Probavilidades de £os errenes tipos 1 4 I1 en pruebas

de hipdtesdis.

En realidad, la dnica forma posible en la cual se pueden
minimizar simultdneamente los errores de tipos I Yy II es aumentan
do el tamafio de la muestra, para hacer mis "picudas” las distribu

ciocnes muestrales de la estadfstica bajo las hipStesis Hy ¥ H,.

Al chservar la fig 13.2 siquiente, es pPosible concluir



£330,

-

que el tamafic ue los errores I y II es menor para un tamafic de
muestra igual a 100 gue para un tamafo igual a 50, considerando

la misma regla de decisifn anterior.

. ' RAD) Tfs )

B::Ljﬂ Hn B“:ED A

3

= 5O

Nnzlce

Baio H]

Fig 11,2

Sin embargo, esta técnica de reduccién simultanea de Am= -

bos tipos de errores no siempre puede‘panerse en prictica, debido

a razones de costo, tiempo,etc,
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14. Regiwunes criticas, de rechazo o de significancia. Regio-

nee de aceptacidn.

Cuande una hip&tesis niv’a no se acepta se dice gque se
xechaza - un nivel de significancia def « porn ciento, o que el
valer estandarizado de la estadfstica invelu~rada es sddgnd fica-

tivo a un nivel de significancia a.
T
[}

Al conjunto de los valores de la estadistica gn el
que se rechaza la hipdtesis nula se le denomina regidn enditica,
de nechazo, o de significancia. Por el contraric, al conjunto
de los valores de la estadistica en que se acepta la hip&tesis,

se le llama negién de aceptacién.

Considérese que la distribucifn muestral de la esta-

distica § es normal con desviacifn est&ndar Oc+ Que la variable

{ resulta de estandarizar a S, que la hip&tesis nula, Hﬂ' es gue
la media de § vale Hgs ¥ que la hipbtesis alternativa H1 a5 gue
dicha media es diferente de Mgs @8 decir, gue
S -u
7= —3
AN
Hﬂ: media de la distribucién muestral de S= Mg
H]: media de la distribucidn muestral de S?*us -

Si se adopta la regla de decisidn de aceptar la hipite
2is HD' si el valor de Z caé dentro del intervalo central que
encierra al 99 por ciento del 4rea de la distribucién de proba-

bilidades, entonces H, se aceptarf en el caso en que
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-2.5s . 1 £ 2.58

empleando la tabla de &reas bajo la curva normal estindar. Pero
si el valor estandarizado de la estadistica se encuentra fuera

de dicho intervalo, ;e concluye gque el eventd puede ocurrir con
probabilidad de 0.01 si la hip&tesis HIEI es verdadera {(drea raya-
da total de la fig 14.1). En tal casc, el valor ? 4. la variable
estdndar difiere significativamente del gue se podria esperar de

acuerdo con la hipStesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un

nivel de confianza del 99 por ciento.

be lo anterior de deduce gue el irea total rayada de la
fig 14.1 es el nivel de significancia o de la prueba, y represen

ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la

regitn de aceptacidn de H, es -2.5B £ I ¢ 2.58, y la de rechazo

es I » 2.58 y Z < -2.54,

Regidn critico

Areg = 0005

Regidn critico

Arec=0.005

Regidn de | aceptacidn

-2.54 . o

i Areo=0,99 —

Fig 14.1 Regdidn de significancia
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i la tabla 14.]1 se presentan los valores de 1; varia-
ble estandarizada, Z, gque limitan las regiones de aceptacisn Y
de rechazo para el caso en ¢] que la estadistica involucrada en
la prueha tenga distrlbuclﬁn mUEEL 21l normal. Cuando en alguna
prueba d. hipﬁtesis se consideren niveles de significancia dife
entes a los gue aparecen en la tabla mencicor da, resulta necesa

rio emplear la de Areas bajo la curva normal est&ndar.

TABLA 14 | VALORES CRITICOS DE

Nivel de Valores de z para Valores de z para
significancia, a pruebas de uyna caola pruebas de dos colas
- 0.1 ' -1.28]1 o 1.28) —1.645 y }.4645
.45 —1645 o 1.845 =1960 v 1964
Q.01 =2.326 o 2.326 ~2,575 v 2.575
0.005 —-2.575 o 2.575 -2810 y 2810

15. Pruebas de una ¥y de dos colas

En la prueba de hipStesis del ejemplo anterior, la regidn
de rechazeo de la hipbtesis nula queds en ambos extremos {(colas) de
la distribucién nmuestral de la estadfstica involucrada en la prue-
ba; a las pruebas de este tipo se les denomina pruebas de dos co-
£as. Cuando 1la redgidn de rechazo se encuentra solamente en un ex-
tremo de la distribucién muestral en cuestidn, se les llama prue-

bas de una ecota.

-

-

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hip8~
tesis alternativa aparece el signo # (diferente de), como en el

slguiente caso
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Hl=u3?‘u1 .

en donde g €3 la media de la estadfistica s, v M, es un valor
fijo.

1
»

En los casos

H

PPe > oom
1 g 1
. J -

las pruebas resultan de una cola.

16. Pruebas de hipfitesis para la media

Para el casc de una poblacidn infinita (o finita en que
Se muestree con remplazo}, cuya desviacifn estdndar ¢ se conoce
¢ se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadfstica
S obtenida de la muestra es el promedic aritmftico, entonces la
media de su distribucién muestral es Ve = Uz = Y, ¥ 8u desviacidn

X
estindar es gg = oy = o// 1, en donde .y y 0 son, respectivamente,
la media y la desviacifn est&ndar de. la variable aleatoria ¥ aso-
cliada, a la poblacién, y n es el tamafio de la muestra. En-tal ca-
80, si X tiene distribucifn normal, la variable estandarizada™co-

rrespondiente serd

r



(]
in
H

? = _E_:_EE = _E_:_lL
a= o/

Para el caso de muestreo sin remplazo de poblacién Eini

ta, 3e tiene gue US =g

»

En los dos casos anteriores, el valor de ? currespcgdiente_al de
X de la muestra es el que se debe comparar con el valor critico

correspondiente al nivel de significancia fijado, para asi acep-
tar o no la hipltesis nula (prueba de una cola). S5i se trata de
una prueba de dos colas, el valor de 7 se debe comparar con los

dog valores criticos que corresponden al valor de o seleccionado.
En cualquiera de los casos anteriores, el valor o valores criti-

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de .

Efempfo 16.1

[

Se sabe que el promedio de calificacicnes de una muestra
aleatoria de tamafic 100 .de los estudlantes de tercer afic de inge-
nierfa civil es de 7.6, con una desviacifn estindar de 0.2. éi U
denota la media de la poblacién de esas calificaciones, X, y si

Be supone que X tiene distribuci8n normal, probar la hipdtesis
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U= 7,65 en contra de la hip6tesis alternativa u ¥ 7.65, usanéo

[] g

un nivel de significancia de

a. 0.05%
b. 0.01

Fara la solucidén se deben considerar liow “ipdtesis

H =y = 7.65

H : pw 7,65

Puesto que 1 # 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65,

s& trata de una prueba de dos colas.

*

La estadistica bajo consideracifn es el promedio arit-
mético,i, de la muestra, gue se supane extrafda de una poblacién
ihfinita; La distribucién muestral de X tiene ﬁedia Uy = Ur ¥
desviacidn est&ndar Ui = g/Yn, en donde u y ¢ denotan, raspec-
tlvamente, la redia y la-desv1aci5n estdndar de la poblacién de

califlcaciones.

Bajo la hipfitegig Hﬂ {considerdndcla verdadera), se

tiene gque

ng = 7.65 = u
y utilizando la desviacifn estfndar de la muestra como una asti

macibn de o, lo cual se supone razonable por tratarse de una nues

tra grande,

=o/¥n = 0.2//T00 = 0.2/10 = 0.02

=]
1
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a., Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi-

cancia de, 0.05 se establece la sigulente regla de decisién

Aveptan Hy &4 ef valon I corngapondiente af va-
Lon del promedio de La muestna se¢ encuentrn den
tro del dintenvafe de -1.96 a 1.96 [(tubfa J4.1).

En case contraxniv, Agchazar HD'

Puesto gue

;7= X w _ 7.6 -7.65 _ _, ¢
a/ém 0.02

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se rechaza la hi-

pStesis HD a4 un nivel de significancia de 0.05.

b. Si el nivél de significancia es 0.01, el-intervalo
de -1.96 a 1.96 de la regla de decisifin del inciso a se rempla-
za por el de -2.58 a 2.58 tabla{l4.1}. Entonces, puesto gue el
valor muestral 7 = =2.5 8¢ encuentra dentro de este intervalco,

se acepta la hipftesis H, a un nivel de significancia de 0.01.

0
Ejemplo 16.2

La resistencia media a la ruptura de cables de acero
fahricaqcs por la empresa X es de 903 kg. Una empresa consultg
ra sugiere a X que cambie sg proceso de manufactura, con lo cual
incrementarid la resistencia de sus cables. Se prueba el nuevo
pTocest, ¥y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obte-’

ni&ndose para elles una resiatencia promedio de 926 kg, con des-

ﬁl -
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viacifn estdndar igual a 42 kg. ¢Se puede considerar que el
nuavo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel de confianza de 99472

.En r 3te caso, se debe plantear una prueba de hipfStesis

de una ceola, para la cusl

HD : 4= 905 kg

H1 ! HO* 505 kg

Puesto que el tamafio de la muestra es suficientemente grande,
se puede aproximar la distribucién muestral de la resistencia
pfbmedio mediante*una normal, v estimar el valor de o de la po-

\
blacidn mediante Sx de la muestra.

Considerando a la poblacién infinita, v suponiendo co-

mo' verdadera a B . se tiene que

= = u = 905 kg

K *
UE n d = 42 = 5.94 y
n /50

Para la prueba de una cola a un nivel e significancia
de ¢ =1 - (1 -@) =1-0.99 = 0.01, la regla de decisifn es

Aceptan Hy 84 el valon edtandarizade de X de

fa muesira es menor o {gual a 1, = 2.326 (g

bfa 14.1); en case contrario, xechazan Hui
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En virtud de que

- = 3.535

7 0 2 " ¥% _ 926 - 905
Us 3.94

€S mayor de 2.326, se rechaza HD a4 un nivel de significancia de
1%, concluy&ndose que en realidad el nueve procesc sf incrementa

la resistencia de los cablesg,

17. Pruebas de diferencias de mediasg

Sean X y ¥ los promedios aritméticos obtenidos de dos
muestras de tamanosg Hy ¥ "y, extraldas respectivamente de dos po
blaciones con medias Hy ¥ Uy, ¥ desviaciones estf&ndar Oy Y Oy.

Se trata de probar }a hip&Stesis nula, Hu, de que no existe dife-

rencia entre las medias, es decir, que ux = My 51 My ¥ h, son

suficientemente grandes (>30), la distribucién muestral de las di
ferencias de los promedios es aproximadgmente normal. Dicha dis
tribucifn muestral esg rigurosamente normal si las variables alea-
torias X y Y asociadas a la poblacidn tienen distribuciﬁnlnﬂrmal,
aunque n, y "y S€an menores de 30. Para esta distribucién mués-.

tral, la wvariable estandarizada 7, que se compara c¢on 1os valores

criticos Correspondientes, se encuentra dada por

I 3 S X-¥
9%-¥

=]
o = = =

X-Y X-¥ X-

con la cual sé Puede probar }a hip6tesis nula Hu en contra de

Ctras hip8tesis alternativas, Hl’ & un nivel apropiado de signi-

ficancia.
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tfemplo 17.1
'

En el laborateorio de pruebas de una empresa fabricante
de aparatos electrénicos 3¢ ensayaron Jdos marcas de trancistores,
Ay B, de car.creristicas similares, con objeto de zcxprobar gu
ganancia de voltaje. Se tomaron muestras aleatsri iz Ge 100 tran-
Sistores de cada marca, arrojando una ganancia promedic de 31 de
cibeles, con desviacifn estindar de 0.3 decibeles para la marca
A, ¥ 30.9 decibeles de ganancia promedic, con desviaciﬁq egtindar
de 0.4 decibeles para la otra. ZExigte una diferencia significa

tiva entre las ganancias en voltaje de log transistores a un ni-

vel de significancia de

a. 06.05

b. 6.01?

Si My ¥ Hp Son las medias vespectivas de las dos pobla-
ciones infinitas a las que corresponden las muestras, 1la prueba °

de hipbtesis adopta la forma siguiente:
HD - ]-[A - UE
Hy ooop, # Mg

Litoncas, el valor de I es, bajo la hipbtesis H_:

o
7a A% Fy - ¥ 31 - 30.9
o ] - Fi
X, - X 0,2 g2 (0.3)" (0.4}
A 7B AL B Jmn * ~1op

ﬂA H‘B
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@- Puesto que se¢ trata de una prucba de dos colas a
un nivel de Eignificancia.de 0.05, la diferencia es significati
va 51 el valor de ! se encuentra fuera del intervaleo de -1.%6 a
1.56. Como este es el caso, puede concluirse gue efectivamente
existe diferencia significativa en la ganencia en voltaje de los

Lransistores.

b. Si la prueba es a un nivel de significancia de 0.01,
la diferencia es significativa si 7 se encuentra fuera del rango
de -2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que Z = 2, la diferencia
entre las ganancias es preducto del azar, Y se acepta la hipSte-

sis de que ambos tipos de transistores tienen igqual ganancia me-

dia en voltaje a un nivel de confianza de 99 por ciento.

Efemple -17.2

La estatura ﬁrumedio de 530 estudiantes varones tomados
al azar que participan en actividades deportivas es de 173 cm,
con desviacifn estfndar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria de 50
estudiantes varones que no participan en ese tipo de actividades
tiene promedio de estatura igual a 171 em, con desviacién est4n-
dar igual a 7.1 cm. Probar la hipdHtesis de que los eatudlantes
varones gue practican deportes son mis altos que los que no lo

hacen, a un nivel de significancia de 0.05.

Se debe decidif entre las hip&tesis
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblacitn infinita
de estaturas de alumnos Que praciican deportes, y ¥ la ascciada

a la de estudiantes que no lo hacen, que tambi&n cg infinita,

Bajo la hipStesis Hy + se tienn que

ui_? = 0
02 02 ' 3 .
-z X e (6.3} i7.1)0
uﬁ*Y -E;- -+ iy \// Ep + =) = 1.3424

Entonces, el valor de 7 es:

X-¥ _ 173 - 171 2 _
O;.z | 1.3424 °°'F 13434 = 1.489

2 = -
' X-Y

Puesto que se trata de una prueba de hip&tesis de una
cola, & un nivel ¢ = (.05, se rechazaria Hu 81 el valor de ?
Tmuestral fuera mayor del valor crftico para dicho nivel, el cual
es Ic = 1.645. Puesto que I <« Ic, en este caso se concluye gue

la diferencia en las e@staturas de ambos grupos de astudiantes

8¢ debe finicamente al azar.
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fRECTOR!O DE AS!STENTES AL CURSO PROBABIL!DAD Y ESTADISTICA

FUNDAMENTOS Y APLTCACTONES [ DEL 7 OF JUNTO AL 78 DF JULTD D
192? }
NOMBRE ¥ DIRECCTON EMPRESA ¥ DI!RECCION

Y. SILVINO ALCARAY S1LVA BUFETE INBUSTRIAL, S, A,
Vlictor Huge Mo. 39 - Dante No, 36-50. Pisco
Col. Anzures Cotl, Anzures
Méxicao 5, D. F. México 5, D, F,
Tel: 5-25-3D-B3 Tel: 5-33-18-20 Ext, 117

2, JESUS ANAYA ASTONGA C!A, DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO,S.A,
Euscamno 133 Meichor Ocampo No. 171
Col. Industrial México , D. F,
México 14, O, F, Tel: 5-18-~00-80

“+Tel: 7-81-66-08

3. ROSA ELENA BARRIENTOS OL1VARES BANCO DE MEX1CO, S, A.
Priv. Corina 47 Condesa No, 6-60, Piso
Esg, Berlin México 1, D, F.
Carmen Coyoacdn - Tel: 5-85-472-99 Ext. 168

México 21, D. F,
TE] H 5'5'&"#8'5& ' L

4. MARIQ J. BELTRAN ARAGON GRUPO NACIONAL PRQVINCIAL SEGUROS
Heriberto Frias B15 Miguel Angel de Quevedo 915
Col. del Valle México 21, D. F.
México 12, D. F, Tel: 5-49-30-20 Ext. 387

Tel: 5-23-96.-84

5. ING. ALFONSO CIANCA QRTIZ UNIVERS| DAD AUTONOMA METROPOL | TANA
Isla Sta. Cruz 37-B Av. San Pablo de los Angeles s/n
Col, Prado vallejo Atzcapotzalco )

Edo, de México México, O. F.
Tel: 5-87-57-83 Tel: 5-61-37-33 '

&. I1NG. ROBERTO JAVIER CONTRERAS M, SECRETARIA DE AGRICULTURA ¥ RECUR-
Oriente 67-A No. 2817 SC5 HIDRAULICOS {CIECCA)

Col, Asturias Av, San Bernabé No. 549
México B, D. F, San Jerénimo L.

Méxlico, D. F,
-Tel: 5-95-24-00

7. ING, ANGEL CONTRERAS MENDDZA ClA, DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO,S.A.
Colina de Termas 108 Melchar Ocampo No. 171
Fracc. Boulevares Col. Andhuac
Naucalpdn, Edo, de Méx, México 12, D, F.

Tel: 5-60-22-85 . Tel: 5-9i-01-03



10.

11,

1z,

13,

14,

D
M

ECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO PROBABILIDAD ¥ ESTADISTICA

FUNDA~

IR
ENTOS Y APLICACIONES { BEL 7 DE JURIO AL 46 DE JULIC DE 1977 )

NOMBRE Y DI1RECCION

JORGE DAVILA REDONDD
Gabrie! Mancera Nao. 150
fol. del Valle

Méxicoe 12, D, F,

Tel: 5-23-27-38

HECTOR J. DELGADRD H.
Dickens 30-5

Col, Polance

México 5, 0. F,

Tal: 5-40-04-03

GUILLERMD DM AZ ZAVALETA
México, D, F.

ING, FERNANDOD L, ECHEAGARAY M,
Gabriel Mancera 321-103

Col, del valle

México 12, D. F,

Tel: 5-43-90-70

BARBARA GARCIA
Cuauhtémoc No., 6
Cal, Tizapan
México 20, D. F,
Tel: §-50-14-92

ING, HECTOR GOMEZ MONDRAGON
Fortuna 115

Col, Industrial

México 14, D, F,

Tel: §-77-50-39

ARTURDQ HAUSER VEYTIA
México, D, F.

EMPRESA Y DIRECCtON

S.C.T, SECRETARIA DE MARINA
José Acueta No, 9-60. Pisp
México 1, D. F.

Tel: 5-271-45-51

PRODUCTOS VARIADOS, S. A,
Alvaro Cbregén No.* 236
Col. Roma

México 7, D, F.
Tel: §-BL-L2-E7

SECRETARIA DE AGRICULTURA ¥ RECURSOS
HIDRAULICOS (CIECCA)

Av, San Bernabé 549

Sen Jerdénimo. L,

Méxlco, D, F,

Tel: 5-95-.24.00

INSTITUTO MEXICAND DEL PETROLEQ
Av, de los Cien Metros 152

Cotl, Vallejo

México 14, D, F,

Tel: 5-67-54-71

BANCO DE MEXICOQ, 5, A,
Condesa No. 6

México 1, D, F.

Tel: 5-85-42-99

SECRETARIA DE AGRYCULTURA Y FECURSOS
HiDRAULICQOS

Paseo de la Reforma 4%-100. Plso
Méxica, D. F. .

Tel: 5-92-00-3%4

SECRETARIA DE AGRICULTURA Y RECURSQS
HIDRAULICOS (CIECCA)

Av. San Bernabé¢ No, 549

can Jardnimo L,

Méxtico, D. F.



15.

16.

17.

18,

19.

20,

DtRECTORIO DE ASISTENTES AL CURS0 PRCEABILIOAD Y ESTADISTICA, FUNDA-

MENTOS ¥ APLICACYONES ( OEL 7 DE JUMI{d AL 2¢ DE JULIO DE 1977 )

NOMBRE Y DIRECC!)ON

ING, JACOBS0 HAZAN LEVY
San Franclsco No. 352-201
Col, del valle

México 12, D, F.

Tel: 5-43-51-81

IMG., RGBERTQ HEATLEY CORTES
Augusto RodIn No, 358-307
Cel. Nochebuesna, Mixcoac
México 19, 0, F,

Tel: 5-98-16-35

JAVIER JUAREZ ARROYOD

Valle de Castellbo No, 5%-4
Valle de Aragén

Edao, d= México

L1C, JUAN LOPEZ CHAVEZ
Copilco 300 Edif. & Depto. 101
Copilco Unifversidad

México 21, D, F.

JOSE HERIBERTO MANRIQUEZ FLORES
Presidente Carranza No, 74
México 13, D. F,

Tel: 5-81-77-90

RAFAEL MARTINEZ CASTILLO
Norte 15 No. 450%

Col!., Panameri{cana

México 15, [, F.

" Tel: 5-87-57-36

21,

2.

| HG. SALVADOR MED{NA RIVERD
Av. Revolucidén No. 314-403-B
México 18, D. F.

ING, BENJAMIN MENDELSBERG
Luls Vives 216-302

Col, Chapultepec Morales
México 10, D, F.

Tel: 5-40-01-77

EMPRESS ¥ DIRECCION

PETAOLEDNS ME¥X|CANOS DEPTO, DE-TELECOD-
MUNICACIONES

Av. Marlna Nacional No. 329 Edif,
1857-120. Piso

México 17, D, F.

Tel: 5-45-F4-60 Ext. 2220

¥

SOCYEDAD DE EXALUMNOS DE LA FACULTAD
DE ' HGENIERIA

Tacuba Mo. 5 Mezzanline

MExico 1, O, F.

ESCUELA SUPERIQR DE | NGEM'ERIA Y
ARQUI TECTURA

Unidad P, de Zacatenco

Col, Lindavista

México 14, D, F,

CIUDAD UNIVERSITARIA, FAC, DE FILO,

IMéxico 20, 0, F.

COMISION FEDERAL OE ELECTRiICICAD
Rédano Ko, 14
México 5, D, F.

ARTICULOS DE PIEL MARAF
Norte 15 No, 4908

Col. Panamericana
México 15, D, F.

Tel: 5-87-57-135

CENTRO DFE EDUCACION CONTINUA
Tacuba No, 5-ler, Piso
México 1, D, F,

Tel; B-12-51-21

INDUSTRIA MEX)CANA DE REACYORES,S.A,
Boulevard Toluca 530-A

Naucalpan de Judrez

Edo. de México

Tel: 5-76-04-33



23,

24,

25.

26,

27,

28,

29,

30.

DIRECTORIO DE ASISTEHTES AL CURSO DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA,
JUNTO AL 26 DE JULIO DE 1977 3

DAMENTOS Y APLICAC] DEL

FUN-

NOMBRE Y DIRECCION

LIC, SANTOS 1, MONCAYQO SANCHEZ
Retorno 804 No. 37

Col, Centinela

México 21, b, F,

Tel: 5-44-15.76

CARLOS QLEA COR!A

Cerrc delt Creston No, 55
Col. Camp, Chur,

Méxleco 21, D. F.

Tel: §- h9-h2 &0

ING. VIRGILIO QLVERA RODRIGUEZ
Naranjos 5-B

Jard, San Mateo

Edo, de México

Tel: 3-73-25-56

LIC, FRANCISCO PALACIOS CASTILLO
Insurgentes Sur No. blll Edif. 37
Pepto. 401

Tlalcoligi

México 22,D. F.

ING, JESUS RAMIREZ SRENISS
Mecandgrafos No. 43

Col, Sifdn

México 8, 0. F.

Tel: 5-8i-18-54

NG, DSCAR RODRIGUEZ BALLESTEROS
Méxlca, D, F.

ING, J. ARMANDO RODRIGUEZ (EDEHNO

Sauces No. 595
Atzcapotzalco
México 16, D, F,
Tel: 5-61-47-07

NG, FRANCISCO ROMERD LUNA
Av. Cuauhtémoc 883-10
CLo!., Narvarte

Héxico 12, D. F.
Tel: 5-43- 63 60

EMPRESA ¥ DIRECCION

BANCO DE MEX1CQO, 5. A,
L de Mayo No, 2
Méxfeco 1, D, F,
Tel: 5-12-50-58

PETROLEQS MEXICANOS

Ay, Marlna Nacional No.
México, D.

Tel: 5-#5 ?h 60

329

BANCO DE MEXICD, 5, A,
Condesa Ne, 6 - 6o, Pisg
México ¥, D, F,

Tel: &- 12 ~L0- 53

SECRETARIA OE AGRICULTURA ¥
RECURSO0S H'DORAULICOS

Paseo de 'a Reforma No. 69- ?n. Pisc
México 1, O, F.

Tel: 5- 92 30-57

COMI SION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
Méxlco, D, F,

SECRETAR!A DE AGRICULTURA Y RECURSOS
Hi DRAUL I COS

Paseo de la Reforma No. $7-70.Plso
Méxice 1, D, F.

Tel: &- SZ-DD ?B

SECRETARIA DE AGRICULTURA ¥ REEURSU
HIDRAULICOS
Av. San Eernahé No. 549

Héxicn E
Tel: 95 -24-85



‘Ejlt

32,

33.

34,

35.

36.

D
F

ECTOR!O DE ASISTENTES AL CURSQ DE PROBABILIDAD Y ESTA(JISTICA,

1877 1
NOMBRE Y DIRECC!ON

ITNG, MARIO F, SALDIVAR URIBE
Providencia 521-9

Lol, dal Walle

México 12, D, F.

Tel: G-23- 51-93

ING, MAR1Q SALGADO DE LA SANCHA
Guerrero 379-C-712

Edif, Miguel Lerdo de Tejada
Tlateleolco

México 3, D, F.

Tel: 5-83-88-23

ARQ. LU1S5S SARMIENTO BRAVD
Félix Parra No. 161-201
San José |nsurgentes
México 19, D. F,

Tel: 5-59-52-74

ING. JESUS VERDIN ROMEROD
terdo 272-D-215

U. Tlatelolco

México 3, D. F.

I NG, JA'ME VILLANUEVA SANCHEZ
Beltsario Dominguez No. 225
San Pedrao Xalostoc, Edo. de Méx,

ING. DANIEL ZAVALA MALDOQNADD
Av, San Jerdnimo Ne, 1363-9
S5an Jerdnimo L,

México 20, D. F

Tel: 5-95-58-30

| R
UNDAMENTOS Y APLICAGCIONES [ DEL 7 OF JUNIO Al 76 DF JULIO DE -
97

EMFRESA Y DIRECCION

SECRETARIA DE AGR!CULTURA Y
RECURSOS HIDRAULICDS

Cierra Gorda No, 23

Lomas de Chapultepec

México 10, 0. F,

Tel: G-20-27-58

¥

SECRETARtA DE AGRICULTURA Y RECUR-
S0S HIDRAULICOS (CTECCA)

Av. 3San Bernabé Ho. 549

San Jerénimo L,

Méxlco 20, O, F,

Tel: 5-95-4L4.53

INFORAVIT ¢
Barranca del Muerto No, 280
Méxtco 20, D, F,

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
Rédana 14
Méxlco 5, O, F,

INSTITUTO POLV'TECNICO NACIONAL
Unidad Profesional de Zacatence
México, 0, F,

COMtSION FEDERAL DE ELECYRICIDAD
Rédano No. 14=-3er. Piso

MéExTco 5, D, F,

Tel: 5-95-54-00 Ext. 224






