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Resumen

Se analiza la influencia de un domo salino en el mantenimiento de la presién promedio
de un yacimiento en produccion. Para efectuar los célculos se credé un simulador
representando el comportamiento de un sistema compuesto por 2 medios (un
yacimiento cilindrico y un domo salino cilindrico que rodea en su totalidad al yacimiento)
que utiliza la teoria del flujo de fluidos acoplados a la deformacion geomecanica. Los
resultados muestran que aunque la deformacion provocada por el domo salino en el
yacimiento es muy pequefia, la influencia en la presién promedio del yacimiento es
significativa para tiempos prolongados de produccién, por lo que debe considerarse el

medio que rodea al yacimiento de lo contrario se pueden llegar a errores significativos.

IX



Capitulo 1 Introduccién

La industria petrolera esta afrontando retos cada vez mas grandes; con la escasez de
yacimientos convencionales, la necesidad de buscar y obtener los hidrocarburos
provoca que la explotacion de yacimientos no convencionales; como los yacimientos en
aguas profundas o los yacimientos con permeabilidades muy bajas (lutitas), sea cada

vez mas comun.

Una zona que ha tenido un gran interés en tiempos recientes es el llamado triangulo
dorado de aguas profundas; se compone por las aguas de Africa, Brasil y el Golfo de
México. Como se aprecia de la figura 1.1, muchas estructuras salinas se encuentran

presentes en el triangulo dorado.

Figura 1.1 Formaciones de Sal con potencial de exploracién en aguas profundas. [20]

Las estructuras salinas son uno de los grandes retos que presenta la industria petrolera
actualmente; los estratos salinos tienen una densidad relativamente baja incluso
después de que quedan sepultados por capas mas jovenes; en cambio los estratos de

roca incrementan su densidad conforme la sobrecarga aumenta; esto provoca que
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algunas veces los estratos salinos puedan migrar y formar estructuras salinas muy

diversas, como las que existen en el Golfo de México (Figura 1.2).
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Flgura 1.2 Estructuras Salinas en el Golfo de MeX|co [8]
La presencia de sal generalmente esta asociada con presiones anormales, zonas
fracturadas, temperaturas anormales, areas de inestabilidad tectonica, etc., y es

problema grave durante la perforacién de pozos que atraviesen estratos de sal.

La sal también dificulta la exploracién sismica, debido a que no se pueden caracterizar
de forma adecuada los estratos que se encuentren debajo de sus capas, y la deteccién

de zonas con potencial se vuelve incierta y muy complicada.

Pero la sal tiene una caracteristica que es de vital importancia para la industria
petrolera; la sal posee una permeabilidad muy baja, esto la convierte en una roca sello
excelente, que propicia la acumulacion de hidrocarburos en su vecindad. Por lo tanto la
sal no solo se encuentra durante la exploracién geofisica o durante la perforacion de
pozos, la sal también se encuentra delimitando a muchos yacimientos petroleros como
roca sello. Por estas razones, el interés sobre la mecanica salina para la industria

petrolera esta aumentando.

El objetivo de esta tesis es evaluar y cuantificar la influencia que tiene un domo salino
gue delimita a un yacimiento petrolero, en el mantenimiento de la presion promedio del

yacimiento; aunque en la literatura se tienen bien establecidos cuéles son los
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mecanismos principales de produccion de un yacimiento petrolero, hasta el momento

nunca se ha tratado a un domo salino como posible mecanismo de produccion.

Para caracterizar al domo salino se us6é la teoria poroelastica que se explica
detalladamente en el capitulo tres, se discute un modelo constitutivo del domo salino en
el capitulo cuatro y la teoria de flujo de fluidos acoplados a la deformacién geomecanica
se expone en el capitulo cinco. EI modelo resultante se programdé en Visual Basic en la
forma mostrada en el capitulo seis y se analizan los resultados obtenidos con el
simulador en el capitulo siete para entender la influencia que tiene el domo salino en la
presion y ver cuales son los factores mas importantes que deben considerarse cuando

se tiene un yacimiento delimitado por un domo salino.

Por ultimo se presentan las conclusiones y recomendaciones a las que se llegé con el
trabajo realizado asi como las diferentes areas que se pueden mejorar para tener una
mejor comprensién de lo que realmente esta sucediendo entre el yacimiento y el domo

salino.



Capitulo 2 Elasticidad

2.1 Esfuerzo

El esfuerzo, se define como la fuerza que actia sobre un area. De forma mas precisa el
esfuerzo es un tensor que describe la densidad de fuerzas actuando sobre todas las

superficies que pasan por un punto dado.

Si se observa la figura 2.1, un peso descansa sobre el pilar; debido a este peso una

fuerza actla en cada parte del pilar, desde la cima hasta su base.

) ‘|

| } a)

" ;
@ . /)(

CORN e

Figura 2.1 llustracion de fuerzas y esfuerzos.

El area transversal en a) es A, si la fuerza que actla a través del pilar es F, entonces el

esfuerzo en a) es:

Para el area transversal b), debido a que la fuerza que actia es la misma, entonces el
esfuerzo es mayor en b) que en a). Los esfuerzos dependen entonces de la posicion del

objeto que se analice, es asi como si subdividimos el area transversal en a) en un
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infinito nimero de AA sobre el cual actie un infinitésima parte de la fuerza total, AF
entonces el esfuerzo en un punto P, sobre la superficie a) es:

AF;

o = llmAAi_,()E .
i

Para la zona c) la fuerza no es normal a la superficie A" a diferencia de los dos casos
anteriores, por lo que se puede descomponer la fuerza en un componente F, que sea

normal a la superficie A” y otro componente F, que sea paralelo a ella.

Utilizando estas componentes de fuerza, se define al esfuerzo normal (o) y esfuerzo

cortante (), como:

Fn
rp B PP P PP PP PP PP P PP PEPPPPEPEPRY (2.3)

_B
Ly T e P PP TR PP PR ET PP P PEPEPEPE (2.4)

En esta tesis, los esfuerzos compresivos se tomaran como positivos.

2.2 Tensor de Esfuerzos

Debido a que los esfuerzos dependen de la posicidn, para obtener una descripciéon
completa del estado de los esfuerzos en un punto, se tienen que describir los esfuerzos

en tres direcciones ortogonales.

Los esfuerzos normales a una de las direcciones (x, y, z) tendran como subindice éstas
letras, mientras que los esfuerzos cortantes tendran dos letras; la primera con respecto
a la direccibn que son normales y la segunda con respecto a la direccion que son

cortantes.

Muchas veces para facilitar los calculos se utiliza otra nomenclatura y en lugar de usar
las letras se utilizan nUmeros para denotar las direcciones. Para denotar a los tensores,
se ocupara la misma letra, pero en negritas (). Por lo tanto hay nueve componentes

del tensor de esfuerzos, que se ejemplifican en la figura 2.2:
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Ox Txy Txz 011 012 013
g = Tyx Uy TyZ =1 021 022 023 | i iiiiiiiiiiaaaat ittt (2.5)
Tzx Tzy Oy 031 O3 033
=
"
z
| 3
g T
X
Ty
--I'-GF
e

/

X
Figura 2.2 Componentes del tensor de esfuerzo en tres direcciones.
Si se analiza la figura 2.2 y se asume que en ese punto se tiene movimiento pero no

rotacion, éste estado requiere que:
Ty = Tyx Tz = Tox Tyz = Tgy v werenenesneaaaaeananeeaaneenannes (2.6)

Lo que da como resultado que el tensor de esfuerzos sea simétrico; por lo tanto se

reduce a seis el nimero de componentes del tensor de esfuerzos.

2.3 Ecuacion de momentum lineal

En un cuerpo siempre estan actuando varias fuerzas; se pueden distinguir dos tipos
principales, las fuerzas de contacto y las fuerzas de cuerpo. Las fuerzas de cuerpo son
aguellas producidas por los efectos de algun campo de fuerza, y actian en cada una de
las partes del cuerpo. Un ejemplo de una fuerza de cuerpo es la gravedad causada por

un campo gravitatorio.
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Denotaremos como by, by, by,, @ las componentes de las fuerzas de cuerpo por unidad

de masa; entonces para el paralelepipedo de la figura 2.3, con densidad p y volumen

dV, la fuerza debido a gravedad es b,,pdV = gpdV.

Las fuerzas de contacto son los esfuerzos normales y cortantes que componen al

tensor de esfuerzos.

Segun la segunda ley de Newton, el conjunto de fuerzas debe producir una fuerza
resultante igual a la masa del objeto multiplicado por su aceleracion. Debido a que en la
geomecanica es comun asumir aceleraciones muy pequefas, las ecuaciones se igualan

a cero.

Si se toma en cuenta el paralelepipedo con dimensiones dx,,dx,,dx; de la figura 2.3
donde estdn actuando fuerzas de cuerpo y fuerzas de contacto, la ecuacion de

momentum lineal para en la direccion x; es la siguiente:

Para las fuerzas de contacto normales:

—0y1dx,dx; + (011 +

do
axlll dxl) AX g dXg o et (2.7)

Para las fuerzas de contacto cortantes:

—0'21dx1dx3 + (0-21 + aaszzldxz) dxldX3 - 0'31dx1dx2 + (0-31 + 662331 dX3) dxldXZ P (28)
Para la fuerza de cuerpo:
Phy dX1AX5AX3 o o (2.9)

Si se suman las ecuaciones 2.7 a 2.9 e igualandolas a una fuerza resultante, igual a la

masa del cuerpo veces su aceleracion, y dividiendo por el volumen del paralelepipedo:

0vy,
p ot

do do do-
11+ 21+ 31

dx1 0x, 0x3

+ phy, = 0 et (2.10)

De forma similar, para las direcciones x, y x5 las ecuaciones son respectivamente:
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60'22 6012 60'32 _ avxz _
s + o + s -|-,0bx2 = p—at S (2,11)
033 , 0013 |, 0033 _ Oux
s + oxs + oxs +pbx3 = p—at S (2_12)

De forma compacta la ecuacion de momentum lineal para las tres direcciones es:

00;;
3 3 —
i=1zj=1a_xlj+pbxi — O P L R T R I (213)
o
do Xzﬁ 022 + 3 —4 d ,
doyy [
(4] ax 4
)X S day
0%3 / + l_d,\;
0x,
4.0-..”__‘ l)fT”
5 o ax
11_______1 dx, ,
g12! B
>
* 4
«-—--"023 X1
021 | doyq
| 013 + —dXx
| ().\': l
X3 . YO22
0033 o s doq,
022 1 axX, P ' -
) ()‘\.: ) 031 + e dx 3

Figura 2.3 Representacion de la ecuacion de momentum lineal.

2.4 Esfuerzos Desviatorios

El tensor de esfuerzos se puede visualizar como la suma de esfuerzos que causan
extension o compresion uniforme mas los esfuerzos que causan distorsion. Los
primeros son los esfuerzos normales promedio y los segundos son los esfuerzos

desviatorios.
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Los esfuerzos normales promedio se definen como el promedio algebraico de la

diagonal principal del tensor de esfuerzos, o como la tercera parte de la traza del

tensor.

5:@, ....................................................................... (2.14)
G 0 0

I P L (2.15)
0 0 &

Una propiedad importante del esfuerzo normal promedio es que también es un
invariante del tensor de esfuerzos; esto significa que sin importar la rotacion que se

tenga, el esfuerzo normal promedio siempre sera el mismo.

Debido a que la suma de los esfuerzos uniformes y los desviatorios deben dar como

resultado el tensor de esfuerzos, el tensor de esfuerzos desviatorios se define como:

Sx Sxy sz Ox — o Txy Txz
S=Syx Sy Syz|=| Tyx Ty—0 Ty |, (2.16)
Szx Szy Sz Tzx Tzy 0, —0

2.5 Deformacioén unitaria

Para la geomecénica la deformacion es el cambio de longitud y orientacion relativa. Si
la posicion relativa de las particulas dentro de un cuerpo cambia, de tal forma que las
nuevas posiciones no puedan obtenerse con un movimiento de traslacion o rotacion,

entonces el cuerpo se dice que se ha deformado.

Hay dos tipos de deformacion, la elongacién/compresion y la que se describe por el

cambio en el &ngulo interno entre dos direcciones, que inicialmente eran ortogonales.

En la figura 2.4 se muestra la deformacion en dos dimensiones; se presenta un cambio
en las posiciones de los puntos Q y P. Se puede establecer que hubo un movimiento
en sus coordenadas; si se describen a estos movimientos por medio de un vector de

desplazamiento (u,,u,), entonces se pueden definir los nuevos puntos con la

deformacion Q' y P’ en funcién de las posiciones iniciales y los desplazamientos.
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Q=(y+A4y), P=x+Axy), 0=(xy)

Q' =[x —uy(x,y + Ay),y + Ay —u, (x,y + Ay)], 0" = [x —u, (x,y),y — u, (x, )]
P' = [x +Ax —u, (x + Ax,y),y —u, (x + Ax,y)]

Q o

O P @) P
a) Posicién Inicial b) Posicién Final
Figura 2.4 Deformacion en 2 Dimensiones

La deformacién por elongacién o compresion se conoce como deformaciéon normal
unitaria, debido a que es adimensional y se define para las tres direcciones de un
sistema ortogonal. Es el cambio de longitud entre dos puntos entre una longitud de

referencia.

En la figura 2.4 la deformacién unitaria normal en la direccion x es:

. = OP| ~0'P1| . Ax—[Ax+uy(x,y)—uy (X+AX )] up(x+A%,y)—1y (x,y)
x op|, - Ax - Ax

g, = lim MCHAEITuCY) _ Qe e, (2.17)

Ax—0 Ax dax

Para ser congruente con la forma de definir a los esfuerzos, se tom6 como positiva a la

compresion.

Como se mencion6 anteriormente, también existe la deformacién que se describe como
el cambio en el angulo interno entre dos direcciones inicialmente ortogonales; a esta

deformacion se le denomina deformacion unitaria cortante.

10
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Tomando como base a la figura 2.4 se define a la deformacién unitaria cortante como la
mitad del nuevo angulo formado ; si se supone que el angulo es muy pequefio, se

puede describir a la deformacion unitaria cortante como:

1 1 1 . 1 1 01P1-01Qs
Ly = 59 ~ ~tan() ~ ~sin()) = —-cos (g + ¢) = R e (2.18)
O'P' = [Ax + U, (%, y) — up(x + Ax, y),uy (x,y) — u, (x + Ax, y)] e (2.19)
0'Q" = [uy(x,y) —u, (. y + Ay), Ay + w, (6, ) —w, (6, y + AV, e (2.20)

Si se sustituyen las ecuaciones 2.19 y 2.20 en la ecuacion 2.18, asumiendo de nuevo
gue como los desplazamientos son infinitesimales, sus productos y cuadrados se
vuelven despreciables y ademas, cuando se obtiene el limite de la ecuacion cuando
Ax - 0,Ay - 0 se llega a:

_ 1 (0uy | Ouy
Doy = 5 (524 5Z) - e (2.21)

Al observar la ecuacidén 2.21 se aprecia la simetria entre las deformaciones unitarias
cortantes, si se intercambian de orden las letras xy, entonces se obtiene la misma

ecuacion 2.21 en diferente orden.

También se pueden desarrollar las deformaciones normales o cortantes unitarias para

las demas direcciones quedando como se muestra:

T (2.22)
S bbb (2.23)
S (2.24)
Dy = Ty =3 (52 H52) oo (2.25)
Toe = T =3 (524 22) oo, (2.26)
[z = Doy = 552 52) - oo (2.27)

11
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2.6 Tensor de Deformacion

Al igual que los esfuerzos, para describir el estado de deformacion de un punto se tiene
gue describir mediante el uso de un tensor de deformacion (g), que se obtiene con los

componentes de las ecuaciones 2.22-2.27 de la siguiente forma:

A la traza del tensor de deformacion se le define como la deformacion volumétrica (&,,;)
y es la medida relativa del cambio volumétrico del cuerpo que se esta analizando.
Debido que la traza es un invariante de cualquier tensor, la deformacién volumétrica
también es un invariante, y no importa la rotacibn que se le dé al sistema, la

deformacion volumétrica (¢,,;) Siempre sera la misma.

av

svol=(£x+sy+sz)=v-u=—7. ................................................. (2.29)

Al igual que los esfuerzos, la deformacion también tiene una notacion simplificada:

_1(0u; , Ouy
gij = E(E + E) W e e e aea e msssEsEasEsssasasasasssEsssssEasasssssssasasasEsasannnnn (230)

2.7 Ley constitutiva para materiales is6tropos

La teoria de la elasticidad, describe situaciones donde existe una relacion lineal entre
los esfuerzos y la deformacion unitaria resultante de estos esfuerzos. Aunque la
mayoria de las rocas se comporta de forma no lineal, para un rango definido del cambio
de los esfuerzos, la teoria de la elasticidad describe de forma exitosa el comportamiento

de las rocas.

En la figura 2.5 existe una fuerza compresiva F que provoca una deformacion en el

, . 2 . . F
paralelepipedo. Si el area transversal es D? entonces el esfuerzo uniaxial es o, = =Y

., . . ., L—Lr . .
provoca una deformacion en la misma direccion e, = Debido a que existe una

12
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relacion lineal entre el esfuerzo y la deformacion, esta relacion se puede establecer

como:

Figura 2.5 Deformacién debido a esfuerzo uniaxial.

La ecuacién 2.31 se conoce como la Ley de Hooke, donde E es el médulo de Young
con dimensién igual a la de presion. EI médulo de Young es una propiedad de la
resistencia de la muestra a la deformacién, si el médulo aumenta entonces para una

misma carga se tendra una deformacién menor.

“_ "

Ademas de la deformacién en “x”, la muestra de la figura 2.5 también se deformé en la
direccion perpendicular al movimiento “y”, existe una relacion entre dos deformaciones
ortogonales producidas por una misma carga uniaxial:

&y
Vo = e e (2.32)

Ex

donde v es el coeficiente de Poisson; es el cociente de la expansion en la direccion
perpendicular a la carga aplicada entre la compresion longitudinal a la carga aplicada.

Se usa el signo negativo para que el coeficiente de Poisson sea positivo.

Las ecuaciones 2.31 y 2.32 estan definidas para estados de esfuerzos uniaxiales, por lo
gue se tendra un modulo de Young y un coeficiente de Poisson para cada una de las

direcciones x,y,z. Si el cuerpo que se analiza se comporta de la misma forma sin

13



Capitulo 2 Elasticidad

importar la direccion, se establece que el cuerpo es isétropo y en lugar de tener tres
modulos de Young y tres cocientes de Poisson (uno para cada direccién), se tiene solo
uno modulo de Young y un coeficiente de Poisson, ya que los valores son iguales para

las tres direcciones.

Para los cuerpos isétropos las relaciones elasticas se expresan en la forma siguiente

asi como lo explican en la seccién 2.1 de la referencia [2]:

& = %(O’x — Vo, — vaz) ) et e e et e e (2.33)
&y = %(—vax F 0 = V0;) 1 eeee e e (2.34)
&, = %(—vax —voy, + az) ) e e et eeE e (2.35)
Tty = 5o Tay 5 orveseeeseemses e e e et (2.36)
Tiz = 2oTaz s veeseeesseosie e s e e e et e et es et (2.37)
L)z = 2o Tyz 1 woreeeseeess e ettt (2.38)

donde G es el modulo de corte; es una medida de la resistencia del cuerpo a la
deformacion causada por un esfuerzo cortante. Se observa en las ecuaciones 2.36 a

2.38 que si el modulo de corte o de rigidez crece, la deformacion disminuye y viceversa.

Si se desea expresar a los esfuerzos en funcién de las deformaciones, las nuevas

ecuaciones son las siguientes [2]:

Ox = (A4 26)Er + A€y + €1) 1 woreeee e (2.39)
0y = (A+26)ey + A(ex T €2) 1 ceereii i (2.40)
0, = (A4 26)e, + AEx F €)1 eeeee e (2.41)
Tay = 26Ty teeeenennnaeeeeeeeeatt e e e e e ettt e e e e e et e e e e e e e e (2.42)
Ty = 26 sy 1 et e ettt e e (2.43)
Ty = 26Ty ) e e e ettt ettt e e e e e e e (2.44)

donde A es la constante de Lamé, la cual obtiene al despejar los esfuerzos del sistema

de ecuaciones formado con las ecuaciones 2.33-2.35.

14
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Otra constante elastica es el médulo de compresibilidad (K); es el cociente entre el
esfuerzo hidrostatico (op) y la deformacion volumétrica (e,,). Cuando un objeto se
encuentra bajo un esfuerzo hidrostatico, cada uno de los esfuerzos normales son

iguales y los esfuerzos cortantes son cero.

_ 9P _ 2
K = —/1+3G. .................................................................... (2.45)

Evol

El modulo de compresibilidad es el inverso a la compresibilidad y tiene unidades de

presion.

Para los cuerpos isotropos, es suficiente conocer 2 propiedades elasticas para definir el
estado del cuerpo y las relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones, como se

aprecia en las ecuaciones 2.33-2.44.

La tabla 2.1 muestra las relaciones que existen entre las diferentes constantes

elasticas.

Tabla 2.1 Relaciones entre constantes elésticas [11]

1+v A
E=3K(1—-2v K =1 Aty
( ) 3y i+c Y
2 1+v G
E=2G(1+v _ = &
1+ =301 ire
o __9KG - aslc /1+2(;_2(1 )
“3K+G —tT3 1+G v
30426 o GE 3/1+2c;_2(1+)
~ U T1+6 T 96 -3E I+G6 v
2 A 2w 31 + 4G
E=201 1-2 Z_ 22—
;A -2v) G 1-2v 1+G (2=v)

2.8 Energia potencial
Cuando un cuerpo elastico se deforma debido a la accion de varios esfuerzos, posee

energia potencial que puede ser liberada al removerse los esfuerzos.

15
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Considérese un cubo pequefio con lados a, al que se le aplica un esfuerzo uniaxial o y
tiene una deformacion igual a ¢ = o /E. El trabajo realizado para llevar al cuerpo de un

esfuerzo aplicado 0 a g, es:

Trabajo = Fuerza * distancia

3 2
Trabajo = foal(aza)(ade) = %foal odo = %a3 % = %a%lgl e, (2.46)

En la ecuacion 2.46 se tiene una compresion uniaxial; si ahora se toman en cuenta las
otras dos direcciones y los esfuerzos cortantes, usando las propiedades simétricas del
tensor de esfuerzos y el tensor de deformacion. La energia potencial por unidad de

volumen (W) o la energia de deformacion es:

1
w=> (0x&x + 0y + 0,8, + 2Ty Loy + 27,05 + 2T, 0z) + cevneeieiiieeee (2.47)

Cuando se tiene una relacion lineal entre la deformacion unitaria y los esfuerzos, como
en la teoria elastica, la energia de deformacion se puede representar de muchas formas

diferentes.

2W = (A +26) (6% + &, + &,2) + 2A(exey + £y8, + £46,) + 4G(T3, + T2, +T%). (2.48)

2W = (A + 26)ey0)® — 4G (exey + €98, + £48,) +4G(TE + T +T2). coeennnnn. (2.49)

De la ecuacion 2.48 también se obtienen importantes propiedades; al derivar la energia
de deformacion con respecto a la deformacién unitaria en alguna direccién, se obtendra

el esfuerzo en esa direccion:

0

% = (A +26)e, + /’l(ey + ez) 2 R (2.50)

La ecuacion 2.50 es valida para cualquier direccion, sin importar si el cuerpo es isétropo
0 anisétropo. Este planteamiento es muy importante, ya que toda la teoria elastica se

puede deducir de esta forma.
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3.1 Introduccién

La teoria poroelastica tiene sus origenes debido a las interrogantes sobre la
consolidacion del suelo; se descubri6 que cuando el suelo saturado de fluido se
somete a un esfuerzo, no mostraba deformacion de forma instantanea; es decir se

consolidaba de forma gradual, a una tasa variable.

El primero en abordar el problema de la consolidacion del suelo fue el que después se
convertiria en el padre de la mecanica de suelos y de la ingenieria geotécnica, el
ingeniero Karl Terzaghi [23]. El asumié que las particulas que conforman el suelo estan
unidas por fuerzas moleculares y por ello, el medio poroso saturado por agua, tiene
propiedades elasticas. Terzaghi aplicé estos conceptos al analisis de la consolidacion

del suelo bajo una carga constante y previniendo una expansion lateral.

Después de la teoria de Terzaghi, Biot 1941 [3] cred la teoria poroelastica. Para su
teoria en su primer articulo sobre el tema “General theory of three dimensional

consolidation” consideré las condiciones siguientes:

Material isétropo.

Reversibilidad de las relaciones esfuerzo-deformacion.
La relacion entre esfuerzo y deformacion es lineal.
Deformaciones pequefias.

El agua de los poros es incompresible.

El agua puede contener burbujas de aire.

N o gk~ wDbdE

El agua fluye por los poros de acuerdo a la ley de Darcy.

Como justificacion él menciona que debido a la deformacion pequefia que se supone
para el material, es razonable pensar en una relacion lineal y reversible entre el

esfuerzo y la deformacién, especialmente para las particulas coloidales que constituyen
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a la arcilla. En publicaciones posteriores Biot extenderia la teoria para materiales

anisétropos y materiales viscoelasticos basadndose, en la teoria de la termodindmica y
los procesos irreversibles [5] [4].

En el estudio realizado se limita la teoria de Biot para materiales isétropos y elasticos.

3.2 Energia de deformacidon para materiales porosos y saturados

Para poder definir a la energia de deformacion en materiales porosos, se deben definir
a los esfuerzos asi como a los desplazamientos resultantes. Se denotara con

u(uy,uy,u,) a los desplazamientos del soldo y a U(U,U,U,) como los

desplazamientos del fluido dentro del medio poroso.

Para definir a los esfuerzos, Biot se dio cuenta que el esfuerzo total (¢) se componia de

dos partes; el esfuerzo provocado por la roca (a,,.,) Y por el fluido (aﬂuido).

O-ij = + GfluidOSij ) Mt sssssssssssssssssssEsEEEEEEEEEsmsEsEsEssssssssssssssssssssas (31)

O;:
Y roca

(Sl]=1,l=],6l]=0,l¢],

donde §;; es la delta de Kronecker; se usa este operador porque el fluido no provoca

cambios en los esfuerzos cortantes, ya que la presion tiene como caracteristica ser

siempre normal a la superficie.

La porosidad (¢) se define como el cociente entre el volumen de poros y el volumen de
roca; dentro de este trabajo se entiende como porosidad a la porosidad efectiva, la que
incluye Unicamente a los poros interconectados, mientras que a los poros aislados se
les considerara como parte del solido. La porosidad también puede establecerse como
el cociente del area ocupada por los poros en cualquier area de una seccion transversal
del material poroso entre el area del material poroso. Por lo que el esfuerzo del fluido se

define de la manera siguiente:

Ofluido = d)p ) e e aaaa s aa s a s E s a s sEssssrEEssssrEEssssrEaarnsraaann (32)
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donde p es la presion del fluido. En el articulo original de Biot [6], se asume a los
esfuerzos compresivos como negativos, por lo al esfuerzo opuesto por el fluido es el

negativo de la ecuacion 3.2.

Para un volumen Q delimitado por una superficie S la energia de deformacion puede

expresarse por medio de la ecuaciéon 3.3:

[lf, swda = [f, 33,53, (a5 _mow;)ds +[f;, T3 (g ﬂuidonj(suj)ds, ..... (3.3)

donde n; es la componente perpendicular a la direccion "j". Si se sustituyen las

ecuaciones 3.1 y 3.2 en la ecuacion 3.3, para describir a la energia de deformacién en
funcion de los esfuerzos totales y la presion del fluido, se obtiene:

fffﬂ owWdQ = ffS Z?:l 213-=1(0ijnj6ui) ds + pffS ZJ3=1(n]6W]) ds ) eesasrasaaasaaas (34)

SWj = P(OU; = BUj) o et (3.5)

El vector w representa el flujo de fluidos relativo al sélido, medido en términos del

volumen por unidad de area de la roca.

Aplicando el teorema de Gauss para transformar una integral de superficie en una

integral de volumen.
Jlc andS=[ff, VadV . .o (3.6)

La ecuacion 3.4 se convierte en:

a(”t]‘sut)

x

do +p fff, 3. f{fwf)dn. .................. 3.7)

g swda = [ff, ¥ X5

Si desarrollamos la derivada de la primera integral triple de la parte derecha de la

ecuacion 3.7 se tiene que:

6 (”1 ] 5”1)

% E =¥, 3L ( (‘)’;]{)4_0..6(6“1')) ................................. (3.8)

Y ax}'
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Usando la ecuacion de momentum lineal 2.13 y si se asume que no hay fuerzas de

cuerpo, entonces la ecuacién 3.7 se reduce a:

6(6uJ 6(5“0)

Wy swda = [ff, i X3 0 o, dQ+p [ff, X3 o, dQ . (3.9)

Si en la ecuaciéon 3.9 se sustituyen las definiciones de deformacion y se desarrolla la

ecuacion resultante:

Iy, swda = [[f, (0x8ex + 0,8y + 0,88, + 2T, 6Ty + 27,,6T, + 27,,6T,, —

DOT)A |, oot (3.10)

ow, |, 0w

(== [FE 4324+ ZE ==V w =V (5= U)) . o (3.11)

El término ¢ se puede interpretar como la deformacion volumétrica del fluido relativa a la
del sélido. Como se vio en la seccion 2.6 la divergencia del desplazamiento es igual a
la deformacion volumétrica, por lo tanto el término ¢ se puede representar de la forma

siguiente:

_ Avp
{= ¢( Kf) ...................................................................... (3.12)
Donde V, es el volumen de poros o el volumen ocupado por el fluido y Ky es el modulo

de compresibilidad del fluido. Si el volumen de poros disminuye entonces { es positiva.

De la ecuacion 3.10 se determina que la energia de deformacion por unidad de
volumen es funcién de siete variables W = W(sx,ey,ez, Loy, Tz sz,() La energia de

deformacion debe ser una diferencial exacta por lo que se tienen las relaciones

siguientes:
dex X7 9ey YV’ e, Z 7 20Ty, Y’ 20Ty, YZ'20T,, X%’ ag P (3.13)

Aungque las ecuaciones 3.13 son validas para cualquier tipo de relacion entre los
esfuerzos y las deformaciones, se asume que existen relaciones lineales y reversibles

entre éstos.
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Asi como lo menciona Biot en la referencia [6], la energia de deformacion unitaria es

una ecuacion cuadratica de la siguiente forma:

2W = (A + 2G) ey — 4G (exey + £y, + £48,) + 4G (T ” + T, ° + T,”) —

20,010 + M2 o o e (3.14)

3.3 Relaciones constitutivas poroelasticas

De forma intuitiva se puede establecer que los esfuerzos normales son afectados por la
deformacion volumétrica relativa del fluido a la roca, asi como la presion se ve afectada

por las deformaciones unitarias de la roca. Por lo tanto las relaciones poroelasticas son:

Ox = A+ 26)er + Mgy + ) = CL ) eoreee e (3.15)
0y = (A+26)ey + A(ex +6,) = CJ i (3.16)
0, = (A+26)e, + Aex + €)= CLy reeeeeee e (3.17)
Ty = 26 sy, ettt et (3.18)
Taz = 26 iy ) ettt (3.19)
Tz = 26Ty, ettt (3.20)
D = Co ot = MG e (3.21)

Debido a que el medio es is6tropo la constante C es la misma en las ecuaciones 3.15-
3.17; ademas en la ecuacion 3.21 se tiene solo una constante C, en lugar de tener tres

constantes para cada una de las direcciones de la deformacion.

Para demostrar que C = C, se considera una condicion donde todos los esfuerzos

normales son iguales o, = 0, = g, = ¢ Y los esfuerzos cortantes son cero t,, = 1,, =
T, = 0 por lo que la energia de deformacién se define:

A= 7T G (3.22)

Debido a que de nuevo W es una diferencial exacta:
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ow _ ow 95 ap
=0, —= o =
o¢

o¢ N 0&yol

O (3.23)

0&yor

Donde C y M son constantes poroelasticas, que definen la interaccion entre el fluido y el

medio poroso.

La deduccién usada es una de las varias utilizadas por Biot, aunque también se aprecia

gue si se deriva la ecuacion 3.14 se llega a la misma conclusion.

3.4 Constantes poroelasticas

Para tener un entendimiento del significado fisico de M, se puede hacer que la

deformacion volumétrica del sélido sea nula ¢,,; = 0 por lo que:

Se observa que el producto M¢ es una medida de como aumenta la presion del fluido si
el volumen del fluido se incrementa; para el caso extremo de que el sélido sea
completamente rigido &,,; = 0, el producto M¢ es igual al mdédulo de compresibilidad
del fluido K.

Para entender el significado fisico de C, se evalla el caso donde en la roca no hay flujo

de fluidos, entonces { = 0 y ahora la ecuaciéon 3.21 queda:

Por lo tanto ¢ es una medida de como aumenta la presion del fluido cuando la
deformacion volumétrica del sélido aumenta o el volumen del sélido disminuye y no hay

flujo de fluidos dentro de la roca.

Ademas, de la situacion ¢ = 0 se puede deducir que la constante de Lamé que aparece
en las ecuaciones 3.15-3.17 no se refiere a la constante de Lamé del medio poroso
seco, se refiere a la constante de Lamé cuando la roca esta saturada y no hay flujo de

fluidos dentro de ella.
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Si se suman las ecuaciones 3.15-3.17 y se divide entre tres entonces:

G =(2426) fro1 = €7 = Keyoy = €L, wvveuereaireiiiciieciec e (3.26)

donde al igual que con la constante de Lamé el médulo de compresibilidad K es el de

la roca saturada con fluido cuando no hay flujo dentro de ella.

Si se le aplica a la roca una prueba con camisa, de tal forma que la presion se
mantenga constante debido a que el fluido puede salir de la roca, asi como se
ejemplifica en la figura 3.1 a), todo el esfuerzo es soportado por el marco de la roca; si

se combina la ecuacién 3.21 con 3.26 para eliminar a { se llega a:

a) b)
Figura 3.1 Pruebas para la obtencion experimental de las constantes poroelasticas
a) con camisa, b) sin camisa. [11]
Debido a que en el caso analizado la presién no tiene influencia en el esfuerzo, la

ecuacion 3.27 puede expresarse:
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Esta nueva constante poroelastica se refiere al médulo de compresibilidad del marco de
la roca, ya que es lo Unico que esta soportando al esfuerzo; como en la prueba se
permite el flujo entonces a las propiedades del marco de la roca también se les llama

constantes poroelasticas cuando la roca esta siendo drenada.

Debido a que en las ecuaciones que incluyen a los esfuerzos cortantes no se incluyen
propiedades del fluido, se deduce que el modulo de corte es el mismo para la roca

cuando esta siendo drenada que cuando no permite el drene, por lo que:

Si se hace una prueba donde tanto el esfuerzo aplicado como la presion del fluido son
iguales, asi como se ejemplifica en la figura 3.1 b); entonces se debe usar la ecuacién
3.26. Si sustituye en la ecuacién 3.26 la condicién en que tanto el esfuerzo como la

presion son iguales ¢ = p se llega a:

o p _ Kgr

Como los esfuerzos son iguales, se puede afirmar que se tiene un esfuerzo uniforme en
la muestra, entonces las deformaciones volumétricas deberan de ser iguales tanto para
la roca como para el fluido y el sélido, por lo tanto:

AVroca _ AV _ %
Vroca Vp Vs

AV,

Debidoaque ¢ =p = —KS(V

) donde K, es el médulo de compresibilidad del sélido, a
veces mencionado como el médulo de compresibilidad de los granos, se tiene que:

AVroca _ AVP — % _ [4
Vroca p Vs

Si se compara a la ecuacion 3.32 con la ecuacion 3.30 se llega a la conclusion

siguiente:
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Ademas de la ecuacion 3.32 y la 3.12 se deduce que:

7= ¢(§—%) ...................................................................... (3.34)

Por otra parte si se combinan las ecuaciones 3.21 y 3.26 para eliminar &,, VY

despejando a { se obtiene la relacion siguiente:

C-K
(= e D e (3.35)
Igualando las ecuaciones 3.34 y 3.35 y cancelando a la presion:
1 1 C-K
(K_s - K_f) v L P T P TP T PP RT PP PRTPPRTPEP (3.36)

Con las ecuaciones 3.31, 3.33 y 3.36 se obtienen las constantes poroeléasticas K,C, M
en funcioén de las propiedades elasticas de la roca drenada del sélido, la porosidad y del

modulo de compresibilidad del fluido.
La derivacion es la siguiente:

Se despeja la constante C de la ecuacion 3.33:

C=M(1="E) . o, (3.37)

Ks

Se despeja al modulo de compresibilidad de la roca sin drene K de la ecuacién 3.28 y

se sustituye la ecuacion 3.37 para eliminar la constante C.

c? K¢\ 2
K=1<fr+ﬁ=Kfr+M(1—K—fs) PR (3.38)

Se elimina de la ecuacién 3.36 a la constante C sustituyendo las ecuaciones 3.37 y
3.38:
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Kfr Kfr 2
(i _ L) _ m(1- ) -Kpr-m(1- )
Ks K K )2 Ken )2
s f M<Kfr+M<1_ %) >—<M<1— %))
Del lado derecho de la ecuacion, se factoriza la M del numerador y se desarrolla el

denominador:

¢ (l — i) = M[(l_ w)-(1-%) ]—Kf,,

K Ky MK gy

Desarrollando el lado derecho:

Kf‘l"
PR )k s
Ks Kf) Ky K M

Despejando el inverso de M y cancelando Ky,
1_¢ (1K
ok T (1 ¢ )

Kf  Ks Ks

Despejando M y aplicando un truco algebraico:

. Kr

M = 9
b 1 Krr\\ Xf
Lri-o- L)\

Por lo que las ecuaciones finales para M, C, K son:

K 1
M = ?f1+¢K_I£S(1_ ¢_ KK_f;) § NN N E E N NN RN R R RN NN RN NN RN NN RN NN E RN NN RN NN E RN NN NN EEEEEEEEEEEE (3.39)
Kfr
_Xf (1‘K—s)
¢=- 1*5155(1“1’ KK—T) e (3.40)
Kfr
— kr (1‘K—s)
K =Ky +- - K£S(1—¢> ,;f:) ........................................................ (3.41)

Para entender el significado fisico de las constantes a mayor profundidad, se muestran

dos casos extremos que se pueden presentar en una roca.
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El primer caso es para una roca muy dura, por lo que el marco de la roca es

incompresible si se compara con el fluido K, Kq. »> Kf y las ecuaciones 3.39-3.41 se

reducen a:
K = K¢
Marco rigido ¢~ % (1 N KTfST) e et (3.42)
K
L M=%

Asi como se plante6 antes para el caso en que el solido fuera incompresible, se obtiene
la misma definicion de la constante M. Se nota como el médulo de compresibilidad para
la roca sin drene es igual al modulo de compresibilidad de la roca con drene, esto se
debe a que la rigidez que aporta el fluido es practicamente despreciable.

El otro caso extremo es que el marco de la roca sea muy débil K; » K¢, K¢, por lo que

ahora las ecuaciones 3.39-3.41 se reducen a:

K
(K~ K+

Marco débil Kr * e eeeeeeeeee e (3.43)
f

En esta situacion es donde el fluido tiene una influencia maxima en el medio poroso,
por esta razoén las constantes C y M se vuelven iguales y la constante K se ve altamente

afectada por el moédulo de compresibilidad del fluido y la porosidad.

3.5 Esfuerzo Efectivo

Si se vuelve a imaginar la situacién donde no hay flujo de fluidos en el medio poroso
¢ = 0, entonces la presion se obtiene con la ecuacion 3.25 y la relacidon entre esfuerzo y
la deformacion volumétrica es:

Usando las ecuaciones 3.25y 3.38 se llega a:
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c? cC p
E_Kfr-l_

K = Kpr = Kpp o s o et e e e e (3.45)

E Evol
Introduciendo la ecuacion 3.45 en la 3.44 para eliminar a K y reorganizando la

ecuacion:

_
0—- D= G S (3.46)

La ecuacion 3.46 muestra de forma muy clara que la deformacion es directamente

proporcional a la diferencia entre el esfuerzo total y la presiéon multiplicada por un factor
)

)
Karl Terzaghi se dio cuenta de este fendmeno, ya que percibié que un incremento en la

carga producia la misma deformacion que el reducir la presion del fluido en la misma

cantidad; al lado izquierdo de la ecuacién 3.45 lo definié como el esfuerzo efectivo o’:

et }

o =0 —

S
=
—~
W
N
\l
~

Aungue en realidad cuando lo definid6 Terzaghi, el coeficiente que multiplicaba a la
-z . . C . , . .y,
presion era igual a la unidad ~=1 debido a que su teoria era para la consolidacion de

suelos, siendo que los suelos estdn mucho menos consolidados que las rocas. Fue en

de Biot donde el coeficiente aparecié de la forma en qué lo muestra la ecuacion 3.47.

La explicacién fisica del esfuerzo efectivo es que el marco de la roca soporta la parte
del esfuerzo efectivo, mientras que la parte restante del esfuerzo la soporta el fluido.

.. C . . .
Al coeficiente - e le representa con la letra a y se le llama coeficiente de Biot.

El rango del coeficiente de Biot es ¢ < a < 1; claramente para el caso de una roca con

marco débil el coeficiente de Biot es igual a la unidad.

Si se utiliza la definicion del coeficiente de Biot y se sustituye la ecuacion 3.21 en las

ecuaciones 3.15-3.18 eliminando a ¢ entonces se llega a:
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= (A=S+26) e+ (A=S) (g + ) + 5Py oo (3.49)
ay=(A—fw—2+26)ey+(/1—%2)(£x+sz)+%p, .................................. (3.50)
aZ=(A—%+26)sz+(A—%z)(ex+ey)+§p, .................................. (3.51)

Asi como se definio el médulo de compresibilidad para la roca cuando es drenada
(ecuacion 3.28), se define a la constante de Lamé para cuando la roca esta siendo

drenada de forma similar:

Si se usa la definicion del esfuerzo efectivo, éste se puede representar en funcion de la

deformacion de la roca Unicamente:

Oij =0'ij+ap5ij J  ere s aa e s e aasaasaasaaasaassasaasrassaarasaatsraasaaraa s (354)

OJij = Afrgvol + ZGSij © e e wwme e e e e e e e N e e e E e E N e EEE e E A an (355)
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4.1 Introduccion

La roca salina a la que se le mencionara de ahora en adelante como “sal”’, es un
recurso invaluable que forma grandes depdésitos en cuencas evaporiticas por todo el
mundo. En la naturaleza, los estratos de sal enterrados bajo grandes columnas de roca
responden a las fuerzas gravitacionales y “fluyen” (para escalas geoldgicas de tiempo)
de forma natural para formar una gran variedad de estructuras, incluso llegando a

perforar los estratos superiores a la capa de sal para formar diapiros salinos.

El comportamiento de la sal es tan caético, que incluso los domos salinos que estén
cercanos lateralmente uno de otro pueden llegar a coalescer para formar
concentraciones gruesas de sal de las cuales pueden surgir nuevas estructuras salinas
de segunda generacion; actualmente la sal debajo del Golfo de México esta en el
proceso de formar un vasto sistema montafioso tres veces el tamafio de la cordillera de

los Alpes e igual de complejo.
Para la industria petrolera la sal es muy importante basicamente por 2 razones:

e Es una excelente roca sello debido a su muy baja permeabilidad (en el rango de
nanodarcies) ayudando a que se acumulen los hidrocarburos en la roca almacén.
Debido a esto es comun que los domos salinos o estructuras salinas delimiten o
estén asociados a un yacimiento petrolero.

e Debido a su baja permeabilidad, muy bajo contenido de agua (<100 ppm.), gran
solubilidad al agua, baja densidad y ser practicamente incompresible es muy util

para almacenar hidrocarburos dentro de cavernas hechas en domos salinos.

Debido a esto el estudiar el comportamiento mecanico de la sal se ha vuelto muy
importante para la industria petrolera, ya que presenta un reto tanto para la explotacién

como para el almacenamiento de los hidrocarburos.
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(a) (b) Salt-stock canopy
| 1
Detached salt sheet

Reactivated salt sheet \\ :

Salt-wall
canopy

Detached salt stock
(teardrop diapir)

Salt glacier
(on surface)

Salt pillow

/3
— Salt roller

,//< Thin or
welded salt

Figura 4.1 Estructuras salinas a) estructuras provenientes de lineas, b) estructuras
provenientes de puntos. [17]

4.2 Relaciones constitutivas convencionales para la Sal

A diferencia de las relaciones constitutivas poroelasticas o elasticas que estan en
funcién de las deformaciones unitarias o esfuerzos, para la sal o cualquier otro material
cuya deformacion depende de la tasa de esfuerzos, la tasa de deformacion unitaria se

puede expresar como la suma algebraica de los diferentes tipos de deformacion:

&j = & -I-SU, ......................................................................... (4.2)

donde el superindice e e i denotan la parte de la tasa de deformacién unitaria elastica e

inelastica respectivamente, el punto sobre cada letra ( ) significa la derivada con

respecto al tiempo de esa propiedad.

La tasa de deformacién elastica se puede obtener simplemente derivando con respecto

al tiempo las ecuaciones definidas en el capitulo 2:

. 1 . 1
€8 = 0 (S =) 681 - e (4.2)
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El mecanismo complejo de la sal siempre ha sido su parte inelastica; ésta es la que mas
atencion e investigacion tiene, ademas también presenta otros mecanismos como por
cambios de temperatura pero debido a que el problema a resolver es isotérmico, este

efecto no se tomara en cuenta.

4.2.1 Deformacion por fluencia lenta

Si a un material elastico se le aplica un esfuerzo uniaxial, experimentard una
deformacion proporcional a este esfuerzo, la cual es independiente del tiempo que se
apliqgue. En cambio a la sal, la deformacion evoluciona con el tiempo aunque esté
sometida a un esfuerzo constante; a este efecto se le conoce como “deformacion por

fluencia lenta”.

La deformacion por fluencia lenta puede ocurrir tanto por el desplazamiento de los
granos o por diferentes formas de difusion, donde los atomos cambian de lugar dentro
del cristal. La sal comparte su comportamiento de deformacion con otros materiales,
como ceramicas, metales y minerales, debido a que es ductil, especialmente para tazas

bajas de deformacion y confinamiento.

En las relaciones constitutivas convencionales para la sal, se puede dividir a la
deformacion por fluencia lenta que se presenta en estados, estacionario y transitorio.
Se define como estado estacionario cuando una propiedad no cambia con el tiempo,
mientras que para transitorio la derivada de la propiedad respecto al tiempo es una

variable.

Cuando la deformacion de la sal se considera como causada por el mecanismo de
deformacion por fluencia lenta, la deformacién inelastica puede expresarse como la
suma algebraica de dos submecanismos; deformacion por fluencia lenta primaria o
estado transitorio y secundaria o estado estacionario denotados en la ecuacién 4.3 con

subindices t y e respectivamente.
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4.2.2 Deformacion por fluencia lenta en estado transitorio
Se dice que se presenta el régimen transitorio cuando la tasa de deformacion decrece
con el tiempo; éste mecanismo se puede describir como endurecimiento por

deformacion expresado mediante una ley de potencia de la forma siguiente:

b= G (Z) 7 (D) (), e @

O = \/% (0 —02)%+ (02 = 03)% + (01 —03)%) ) teeieii i i, (4.5)

donde T es la temperatura, t es el tiempo, g, es el esfuerzo Von Mises, las constantes
del material se denotan con la letra C, S es el esfuerzo desviatorio definido en el
capitulo 2 y el subindice 0 es un estado de referencia de la propiedad. La ecuacion 4.4
fue propuesta inicialmente por Lomenick y Bradshaw (1969) [18] y con formulaciones

muy similares por Fernandez y Hendron (1984) [10].

Se han propuesto con el tiempo formas alternativas para describir el estado transitorio,
se propuso una dependencia explicita del tiempo para el estado transitorio con la

ecuacion 4.6 mientras que en otras publicaciones proponen la ecuacion 4.7.

_ _t\ Sy
G, = C(m )2 o, (4.6)
O¢ G2 —C Sl
&y, = Cy (G—o) o 4.7)

4.2.3 Deformacion por fluencia lenta en estado estacionario
En la literatura para este régimen de deformacion de la sal, se expresa a la tasa de

deformacion de la sal para estado estacionario de la forma siguiente:

&y = fl(ae)fz(T)i—‘: R (4.8)

La funcion dependiente de la temperatura f,(T) sigue la ecuacion de Arrhenius:

) = CelTRT) o (4.9)
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donde R es la constante universal de los gases (R = 8.314 ﬁ), Q es la energia de

J

mol

activacion ( ) y C es una constante positiva del material. La dependencia de la tasa

de deformaciéon de la sal a la ecuacidén de Arrhenius ha sido confirmada por muchos

analisis de laboratorio asi como investigaciones tedricas.

Para la funcion f;(o,) existen varios enfoques diferentes. Generalmente se usa una

expresion con una ley de potencia:
n
10 = C(2) ) 1. i (4.10)

La ecuacion 4.10 fue propuesta por Heard (1972) [16] y aceptada por muchos otros

autores. También algunas veces la funcidn se puede expresar como:
. O¢
fi(o,) = Cysinh (Cz 0'_0) e e e e e e e e (4.11)

La ecuacion 4.11 es usado en varios modelos tedricos y fue inicialmente propuesta
COmo una ecuacion constitutiva para los metales. Ambas ecuaciones tanto la ley de
potencias como la ley con el seno hiperbdlico pueden derivarse de consideraciones
micro estructurales asi como lo muestra Heard (1972) [16].

4.3 Relaciones constitutivas con mecanismos de deformacion

La micromecanica describe los procesos fisicos basicos que rigen la deformacion a una
escala atomica. Estos procesos suelen llamarse mecanismos de deformacion y la
ayuda de cada mecanismo cambia como funcién del esfuerzo, la temperatura y otros

factores.

La figura 4.2 muestra el mapa de mecanismos de deformacion que construyd0 Munson

para la sal [19]. Las regiones son:

| Dislocacion por deslizamiento.

lla Difusion de volumen.
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[Ib Difusion por ducto.

[lla Deformacion por fluencia lenta, Nabarro-Herring.

[lIb Deformacion por fluencia lenta cobble.
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Figura 4.2 Mapa de mecanismos de la sal. [19]

El mapa se basa en poca informacion y las fronteras que separan las regiones que son
dominadas por un mecanismo estan construidas de pobres suposiciones. Ademas que
en el mapa para una region importante los mecanismos son desconocidos, por lo que el

mapa tiene un uso muy escaso.

Para la deformacion de fluencia lenta con difusién, Unicamente (regién Il de Fig. 4.2) se

tiene:

donde Q es el volumen atomico, d el tamafo de grano, k la constante de Boltzmanny §
la constante de las fronteras. D, y D, son los coeficientes de difusion en volumen y

frontera respectivamente.
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Hay varias opiniones sobre la ecuacion correspondiente a la region 1; si la obstruccion

del movimiento por dislocacion se asume que afecta a la tasa de deformacién por

fluencia lenta, se obtiene:

é=c (2 ol ir(135)]

Con AF como la energia de activacion y n es una constante; si en cambio la region 1

esta controlada por la resistencia, es valida la ecuacion siguiente:

e e B (4.14)

En este caso AF, es la energia de activacion para superar a la resistencia, yp y q son

constantes. Frost y Ashby (1982) [12] y Verral et al. (1977) [24] proponen: p = %,q =

w

,n =2y Poirier (1985) [21] proponep =q=1yn = 2.5.

La region 2 es una combinacion entre procesos de deslizamiento y de difusion.
Aunqgue la deformacién es causa de dislocacién por deslizamiento, la deformacion por

fluencia lenta es causada por difusién. La ecuacion para esta region es:

¢ = Z—j(g)n <ClD5d + G, (g)2 DC) PR TRRUUPRRTRRS (4.15)

donde Dy; y D. son los coeficientes de difusion propia y difusion por ducto
respectivamente. Asi como proceda el transporte de la masa a través del proceso de
difusion por volumen o difusién por ducto, el exponente del esfuerzo es n o n + 2 donde

n esta en el rango de 3-5.

4.4 Relacion constitutiva de la sal

M. Haupt de acuerdo a varios experimentos e investigaciones tedricas propuso para la

sal la relacion siguiente [15]:
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&j  _ Sij Sij
P s e S R LT EPPPPPPPPPPPPPP (4.16)
3 _p (o0t
c(0,, €po1) = Easemﬁ (Z—O) ) e ettt ettt et (4.17)
D-1
(00, Epo1) = Asy 5 (Z—:) L ettt ea e e eeaeeeeeaeeeaieeeaaaas (4.18)

donde c(o,,¢€,,) €s la funcion de deformacién por fluencia lenta y r(o,,&,,) €S la
funcidén de relajacion; la ecuacion es lineal para las tasas de deformacion y esfuerzos

con respecto al tiempo, pero no lineal para los esfuerzos y la deformacion.

La ventaja de la ecuacion 4.16 sobre las ecuaciones convencionales para la sal reside
en que hay funciones independientes para la relajacién y para la deformacion por

fluencia lenta. Si se usan las constantes y las funciones apropiadas, se pueden deducir

. . . . . . A
muchas relaciones constitutivas convencionales. Por ejemplo si § = B,6 = D,a— =FE, la
S

ecuacion se reduce a una ley de endurecimiento por deformaciéon con una componente
elastica; si ademas f =B =0 entonces se obtiene una ley de potencia para la

deformacion por fluencia lenta en estado estacionario.

Por lo tanto la ecuacion 4.16 es muy general y puede representar una gran clase de
relaciones para describir tanto el estado estacionario como el transitorio; si se hiciera
una prueba de deformacién por fluencia lenta, donde por definicion los esfuerzos se

deben de mantener constantes S'ij = 0,0, = const:

. Si: 3 _ A 6-1g..
&; = c(oe, evol)a—‘; = asE A (U—) e (4.19)

s%vol \ g, ao

Para una prueba de relajacion, la deformacion volumétrica debe de ser una constante

por lo que la tasa de deformacion unitaria se vuelve nula é;; = 0, ¢,,; = constante :

Sij - e b-1 Sij
Sij = —1(0e, Eyor) U—; = —As B (U—) e (4.20)

(o} 0o

Si a la sal que se esta analizando, se le somete a una prueba de deformacién por

fluencia lenta, se usara la ecuacion 4.19; si se usa una prueba de relajacion se usa la
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ecuacion 4.20; ademas si las pruebas son uniaxiales entonces o, = 0y, &, = &1,5;j =

2 ., .
501 por lo tanto la relacion constutiva (4.16) se vuelve:

2 (2) e = 1 (2) T e (4.21)

as \0Og 0o

La ecuacion para deformacion por fluencia lenta:

&j = assl_B (ﬂ)a i ettt ee ettt eaeeaateaaeeeaee e eaae e, (4.22)

0o

De manera similar para una prueba de relajacion:
. —-B (01 b
61= =A% (Z) . o, (4.23)

De las ecuaciones anteriores se observa que la relacién constitutiva para la sal ocupa
seis pardmetros de la sal; las constantes A,B y D se determinan de una prueba de
relajacion mientras que a,, 8 y 6§ se determinan en una prueba de deformacion por

fluencia lenta.

4.5 Determinacién de los parametros de la sal

Para determinar los parametros de la prueba de relajacion se utiliza la ecuacion 4.23

gue se puede escribir, aplicando la funcién logaritmo y usando sus propiedades, como:
. —-B g1
log(—o1) = log(Ae{”) + Dlog (0'_0) C et eaaeaan (4.24)

Esta ecuacion es la ecuacion de la recta en un grafico doble logaritmico con el eje

vertical como —ad; Yy eje horizontal ? De esta gréfica el parametro D puede verse como
0

el gradiente; de varios experimentos [15] se ha comprobado que el gradiente se
comporta de forma aparentemente homogénea, mientras que su posicion si varia
bastante; por lo que el valor de D es bastante preciso. Para la determinacion de los dos

parametros restantes se obtiene la ordenada al origen de varias pruebas de relajacion
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con diferentes deformaciones, de estos valores se grafica ahora en el eje vertical A7 8y
en el horizontal g; ; del nuevo gréafico doble logaritmico también se puede aproximar una

recta de la cual el gradiente es el valor de —B y la ordenada al origen es el valor de A.

Si en cambio se realiza una prueba de deformacion por fluencia lenta, se puede utilizar
el mismo procedimiento para encontrar las propiedades de la sal, usando la ecuacion

siguiente.

log(e’ij) = log(asl_ﬁ) + 6log (Z—:) ettt rerereraeaeaeaeaeeaaaa, (4.25)

Sisetieneque B=pyD =§ entonces:

c(0e,€vol) _ E as

Foomiay S A Tt (4.26)
y la ecuacion 4.16 se vuelve:
5-1
. _ 3 -B (0e Sij . 3as
&ij = Eaevol (U_o) 0—; + E;Sij e (427)

Si se desea despejar a la razén de cambio de los esfuerzos asumiendo que un esfuerzo

es constante 6; = 0 :

5-1 5-1
—q.e P (%) To_1l, B (%) (o2t
A= aey(2) 2-taen(Z) TEEL (4.28)
5-1 5-1
— —B (0e o 1 - (0oe (01+03)
A= ase i (2) Z—Zases (%) L e, (4.29)
. 2¢ _1c] . . 2¢ 1c] .
[51_141]_ 3r 3r [01] N [%]_( 1 ) 3r 3r [51_A1]
S - 1c 2c 5 5 - 2 1¢c 2c S
e R Sl b A O e
6y = 2%(8’1 —4) +£(é2 D) ) e, (4.30)
6-2 = E(El - Al) + 25(82 - Az) N (431)

Las ecuaciones 4.30 y 4.31 son las que se usaran mas adelante para describir la

deformacion del domo salino.
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5.1 Introduccién

La geomecanica juega un papel muy importante en varias areas de la industria
petrolera. En particular la geomecanica es crucial para problemas como la estabilidad
del agujero, fracturamiento hidraulico y produccién inducida por compactacion y
subsidencia [13], [22]. En estas areas los esfuerzos in-situ y las deformaciones de la

roca, ademas del comportamiento del flujo de fluidos son parametros muy importantes.

Desde la década de los 90's el interés en la geomecanica y su aplicacion en
simuladores numéricos en la industria petrolera ha ido en aumento [7], [14], [25]. En
particular para el caso de yacimientos de aceite pesado o de arenas bituminosas,
inyeccion de agua en yacimientos naturalmente fracturados o para campos que tengan

problemas de compactacion y subsidencia.

5.2 Ecuacion de difusién convencional en la industria Petrolera
La ecuacion de difusion es la ecuacion que describe el flujo de fluidos en medios

porosos; se obtiene mediante la combinacién de tres ecuaciones diferentes:

Una ecuacion de conservacion del momentum que es la ley de Darcy.
- k g
vf = —; : (Vp - pfb) S me e saaaasaaaaasaaaassaaaassaraaassasasssaasasaasasssaaaaneannnn (51)

La ecuacion de continuidad o balance de materia.

V- (pfﬁf) + 6(§ff) =0 J et aeaaasaaaasaaaaasaasasssaasasaaassssrEssrasasssraaaanrennn (52)

y una ecuacién de estado; pero para aceites que son ligeramente compresibles y

cuando se tienen condiciones isotérmicas se puede usar la compresibilidad isotérmica:
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1
Cf = ;E - pf = pfO (1 - Cf (pfO - pf)) }  mmessasssssssssssssasaaaaaaaaaaraens (53)
donde k es el tensor de permeabilidad, v, es la velocidad del fluido, u es la viscosidad

del fluido, ¢, es la compresibilidad del fluido, t es el tiempo, b es una fuerza de cuerpo

(gravedad) y V es el operador nabla. Al combinar estas tres ecuaciones se obtiene la

ecuacion de difusion:
V- [S (Vp - pflg)] +¢c;Vp S (Vp - pr) = qb(cp + cf)g—zt) ........................... (5.4)

La ecuacion 5.4 ademas se puede expresar en coordenadas cilindricas y para la

direccion radial se reescribe como:

10 (kr a_p) °r (a_p)z_ ap
rar(urar +ukr 5 _¢(CP+Cf)at' ................................... (5.5)

La ecuacion 5.5 es una ecuacién no lineal por lo que en la industria petrolera se hacen

las suposiciones siguientes:

La compresibilidad del aceite es muy pequefia y constante.

La compresibilidad del poro es muy pequefia y constante.

Los gradientes de presion son muy pequefios.

Se asume flujo radial por lo que las fuerzas de cuerpo se desprecian.
El yacimiento es is6tropo y homogéneo.

La viscosidad es constante e independiente a la presion.

N o g bk Db RE

El aceite la Unica fase movil dentro del yacimiento.

Con estas siete suposiciones la ecuacion 5.5 se vuelve:

p , 10p _ #u(cper) op
or2  ror Kk, ot

Si se analiza la ecuacion 5.6 se puede observar que tiene la forma de la ecuacion de
calor, donde el conjunto de propiedades que esta multiplicando a la derivada parcial de
la presion con respecto al tiempo es el inverso de la difusividad hidraulica n que controla

la velocidad de transito de la presion en el medio poroso.
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k

n= pu(cp+cr)

Al observar al coeficiente de difusividad hidraulica se nota que si la compresibilidad
aumenta, la caida de presion disminuye; ya que la compresibilidad es una medida
directa de qué tanto se puede expandir algo, la compresibilidad del poro ayuda al
mantenimiento de presion del fluido. A mayor compresibilidad del poro menor caida de

presion se tendra en el yacimiento para un gasto determinado de aceite.

Esta es la Unica interaccién que existe en la ecuacion de difusion convencional de la
industria petrolera entre el flujo de fluidos en medios porosos y la roca. Asi como se
establecidé en las suposiciones, la ecuacién 5.6 es correcta para yacimientos donde la
compresibilidad de la roca es muy pequefia y practicamente constante. Pero para
yacimientos donde la roca es muy sensible a cambios en los esfuerzos, provocados por
la explotacién de un campo, la ecuacion 5.6 no representa de forma adecuadamente los

fenébmenos del subsuelo.

5.3 Flujo de fluidos acoplados a la Geomecanica

Para desarrollar las ecuaciones del flujo de fluidos acoplado a geomecanica se utiliza
un acercamiento bastante parecido al del desarrollo de la ecuacion de difusion

convencional pero con unas ligeras y muy importantes modificaciones.

5.3.1 Ecuacion de continuidad para el fluido y el sélido

Se asume que dentro del volumen de control existe tanto un flujo de fluidos como de
sélidos. Debe hacerse notar que este flujo de sélidos se refiere Unicamente al flujo de la
parte solida de la roca que se mueve como un medio continuo, no se refiere a pedazos
de roca o granos que fluyen con el fluido debido a que se han desprendido de la roca

como en yacimientos deleznables con aporte de arenas.

La ecuacion de continuidad es simplemente un balance de masa:

MasQenirg — MASAgqie = MASAgeymulada »  ~+eereerrerensensensenesesseresereneenns (5.8)
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El gasto masico puede representarse como la densidad de la fase por su velocidad
(figura 5.1 a)) por el area transversal al flujo (figura 5.1 b)). Debido a que el flujo es
bifasico (liquido/solido) se debe diferenciar el espacio ocupado por el flujo de fluido y el
flujo de solido; por lo tanto el area transversal al flujo en direccion x para el fluido es

AyAz¢ mientras que para el sélido es AyAz(1 — ¢).

AX
/ s~ PrVx 3‘&’

~
= (v (1 - ¢)
AZ 1 Az< — ¢
/ : z Z
F L,
Ay “xo + Ax

Figura 5.1 Elemento de un medio poroso a) Volumen de control con flujo en direccion “x”, b)

“, 0

Area transversal al flujo en direccién “x”.
El término de acumulacion puede verse como la diferencia de masa que hay al final
AxAyAz (pfq.’)lt +At) menos la que habia al inicio AxAyAz(pfq>|t ) Entonces la ecuacion
0 0

de continuidad para cada fase es:
Fluido:
¢ prve(Ayan)At| - dppo(AydIat| = (e, ., — dprl, ) Axaynz

¢vaf|x0—¢vaf|xO+Ax _ (¢Pf|t0+At—¢Pf|t0)

limp,_o A limago AL
(¢ psvr) _ 0(¢py) (5.9)
I — ot )  mmsEmEsamamEEEEsEEEsEEEEEEEEEEEEEEEEEEIEEEEEEIEEIEEEEEEEEEEEEEEEEEEw .
. )

V- (ppsor) + (‘;ff O (5.10)
Solido:
_ 6((1—¢) PsVs) _ a((1—¢)Ps)

™ = o Y et ettt eee e eeeaeee e eraeeeaaeeenaas (5.11)
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V- ((1— $)psis) + W 0 . e, (5.12)

Las ecuaciones 5.10 y 5.12 estan en la forma vectorial de la ecuacion de continuidad
para cada fase, mientras que las ecuaciones 5.9 y 5.12 estdn Unicamente en la
direccion “x”. La principal diferencia entre la ecuacion de continuidad para el fluido 5.2 y
5.10 es que en la ecuacion 5.2 se usa una velocidad macroscoépica, como si el espacio
ocupado por el fluido fuera toda el area transversal al flujo incluyendo el espacio
ocupado por el solido; en cambio en la ecuacién 5.10 se usa la velocidad microscopica
del fluido, es por esto que se tiene que usar el area transversal al flujo real. Debido a
esto en el término de la divergencia de la ecuaciéon 5.10 la porosidad aparece a

diferencia de la ecuacion 5.2.

5.3.2 Ecuacién de Darcy modificada

La ecuacién de Darcy no usa una velocidad real, en realidad usa una velocidad
macroscopica como si el fluido ocupara todo el espacio y no existieran granos. Para el
caso del flujo acoplado a la deformacién geomecanica y que la velocidad usada en la
ecuacion de continuidad sea congruente con la usada en la ley de Darcy, se agrega el

término de la porosidad de forma similar a la ecuacion de continuidad.

Ademas, debido a que también existe un movimiento de la fase sélida, se considera
que la diferencia en potencial que provoca el movimiento de los fluidos en el medio

poroso, en realidad provoca una velocidad relativa a la velocidad del sélido.
- - k g
(,b(vf — vs) = —;- (Vp — pfb) ettt e (5.13)

De esta forma si en realidad el sélido no se mueve, llegamos a la formulacién clasica de
Darcy donde en lugar de una velocidad promedio se usa la velocidad microscoépica del
fluido.

5.3.3 La derivada material
Para poder describir la rapidez o razén de cambio de cualquier propiedad para la
particula de un fluido que se mueve en un campo de flujo, se usa la derivada material.

La derivada material se describe como la derivada de una propiedad con respecto al
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tiempo para un observador que se mueve junto con la particula del fluido en el campo

de flujo.

Para llegar a la deduccién de la derivada material se considera al cambio de la
densidad de una particula de fluido p; en un intervalo de tiempo dt. El incremento total

dps de la densidad es igual a la suma de la parte debida al incremento de tiempo dt y la

debida al incremento espacial dx, dy, dz; si se usan coordenadas cartesianas entonces:

dpfz%dt+%dx+%dy+%dz, ............................................ (5.14)
dps = %dt +Vpp - (dx,dy,dz) , oo, (5.15)
dps = %dt F V0 (Vs Uy V)AL 4 e (5.16)
L (2B V) o e (5.17)

Para diferenciar la derivada material respecto al tiempo y recalcar que incluye a las

derivadas parciales tanto temporales como espaciales, se denotara a la derivada

material mediante % guedando definida de la manera siguiente.

2 = (ST 7) . e (5.18)

Dt at

5.3.4 Relacion deformacién-porosidad
Si se desarrolla la divergencia de la ecuacion 5.12 usando la definicion de la derivada
material y se asume a la densidad del sélido como una constante se llega a lo siguiente:

D(1-¢) _
bt

(1-¢)V- v+ 0 ) vt i i i e e i ra e (5.19)
1 DA-¢) 1 D¢

V'Us=—Ge r apo

Ya que la divergencia de la velocidad es igual a la velocidad de deformacion

volumétrica con respecto al tiempo:

__Deyots 1 Do

e e —— (5.21)

g - - o9
vols Dt (1-¢) Dt
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Resolviendo la ecuacién diferencial 5.21 se llega a:

t _ (t D¢ _ (1-¢)
ftngvols - fto (1-¢) - gvols - 8170150 = —In (1-o)
b =1— (1= oe Crots=®oiso) e, (5.22)

Con la ecuacion 5.22 tenemos la relacion directa entre la deformacion volumétrica del
sélido y el cambio de la porosidad del yacimiento. Es necesario recalcar que en la
ecuacion 5.22 la deformacion volumétrica que se esta ocupando es positiva para la
expansion, si en cambio se desea ocupar la convencion de la geomecéanica donde la

compresion es positiva la ecuacion que debe usarse es:

b= 1—(1—o)el®os=®oisa) i, (5.23)

5.3.5 Ecuacién de difusién acoplada a la deformacién Geomecanica
De forma analoga a como se deriva la ecuacién de difusion convencional, asi también
se puede derivar la ecuacion de difusion acoplada si se utilizan las ecuaciones de

continuidad y de Darcy modificadas anteriormente definidas.

Usando la ecuacion de Darcy modificada (Ec.5.13) y la ecuacién de continuidad

modificada para el fluido (Ec.5.10):

PrdVr = prdvs — py E (Vp = pgb) = V- (pr¢pr) = V- (ppop) — V- (Pf S (Vp - Pf5)>

- N k - k -
~ 20 (09) == 2 (95) + V- (- (W = pyB) ) + 25y (V0 - D)

A% (vo— 0. 4 20 % (vp— p.B) = L. 5 = 12(¢py)
\% (u (Vp pfb)>+prpr (Vo — psb) pr (pfcpvs)—pf F7anRPTIPRIP (5.24)

Usando las definiciones de la compresibilidad (Ec.5.3), la regla de la cadena y la

derivada material (Ec.5.18):
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( +(vp - pfb)> piaipf = (Vp —prb) = ¢V - % + Vb - vs+<ib1 pf Vp - ¥ +

ps Op at at

v-("
u

En la ecuacion 5.25, la derivada material de la propiedad con respecto al tiempo, se

(Vp — pﬂ0>+qﬂp—(W9 psb) = ¢V1@+¢q M& ............... (5.25)

refiere al cambio de la propiedad con respecto al tiempo méas el cambio de la propiedad
debido al movimiento del sélido; si se combinan las ecuaciones 5.20 y 5.25 se llega a la
forma final de la ecuacién de difusion acoplada.

1—¢ D¢

k — k g D -
V- (; (Vp — pfb)> + Cpr; (Vp — pfb) = ¢CfD_IZ +V- Vg o tveeeeieiiiaaiaaaans (526)

Si se compara la ecuacion 5.26 con la ecuacion 5.4 se observan dos claras diferencias;
la derivada parcial de la presion con respecto al tiempo es reemplazada con la derivada
material y el término que involucraba a la compresibilidad del poro es reemplazado por
la divergencia de la velocidad del sélido o la velocidad de deformacion volumétrica del

sélido con respecto al tiempo.

Si se expresa la ecuacion 5.26 en la direccion radial:
LD (ke 00 o (a_v)z = por (B4, 2) 412
rar(urar +-ukr o) =95 T vss, +T6T0ﬂg). ........................... (5.27)

En la ecuacién 5.27 la velocidad del sélido se refiere Gnicamente a la velocidad en

direccion radial.

Debido a los términos del gradiente al cuadrado y al producto del gradiente de la

presién por la velocidad del sélido, la ecuacion 5.27 es una ecuacion diferencial parcial
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no lineal con dos variables dependientes (vs, p) por lo que para resolverla se debe de

usar un método numeérico.

5.3.6 Ecuacidén de momentum lineal para un medio poroelastico
Ya que la ecuacion 5.27 tiene dos variables dependientes, se necesita una ecuacion
extra para lograr resolver el sistema de dos ecuaciones dos incAgnitas. La ecuacion

necesaria es la ecuacion de momentum lineal para cuando la roca es poroelastica.

Como en el problema que se plantea resolver se utilizar4 un sistema en coordenadas
cilindricas, se deberan expresar las deformaciones geomecanicas asi como los

esfuerzos efectivos en coordenadas cilindricas.

__ Ouy

B T ) e (5.28)
gg="+:20, (5.29)
B2 = I e (5.30)
o' v = (Ar +2G)er + (A )€n + (Apr )€z s weeeeie e (5.31)
0"9 = (Afr)gr + (Afr + ZG)EQ + (Afr)ez J  Mems s ssssssasasasasaasasasasaraaasaaaaanans (532)
o', = (Ar)er + (Arr)eo + (Ar +2G) €+ ceeneeeeee e (5.33)
Ademas la ecuacién de momentum lineal para la direccion radial es:

doy 10Tg, , 0Tz | Oy—0g __

ST A I F TR = 0 e (5.34)

La interaccién entre la roca y el fluido Unicamente aplica para los esfuerzos normales,
por lo tanto los términos de los esfuerzos cortantes se eliminan de la ecuaciéon 5.34.
Ademas si se sustituye en la ecuacién 5.34 la definicion de esfuerzo efectivo (Ec.3.54)

se tiene que:

QOMAAD) L TUT010 () e, (5.35)

or r

Si en la ecuacion 5.35 se sustituyen las definiciones de esfuerzo efectivo en funcién de

las deformaciones del sélido (Ecs.5.31-5.32), asumiendo que no existe deformacion
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vertical ¢, =0 y sustituyendo la definicibn de las deformaciones en funcién del

desplazamiento (Ecs. 5.28,5.29) cuando hay simetria en el eje tangencial ¢y =% se

tiene que:

3((Apr+26)er+(Asr)eq) 4+ g 2P 26(r=co)

ar 6r+ r =0
(e +26) = (35) + 2 = (2) +26 (352 - 2) + a2 =0

(A +26) 22 4 2y, (22— 1) 4 26 (22— 1) 4 o 2=

r or r or T2 ar

0%u, (1 ou, ur) a ap
().fr+2G) ar

ar? r or

d (10(ruy) a op _
E(? o ) + ()Lfr+2c)a_r I 0 . i, (5.36)

Si se deriva con respecto al tiempo a la ecuacion 5.36:

a (1 6(rvs)) a %p _
ar \r or (Apr+26G) orat

En la ecuacién 5.27 la velocidad del sélido se toma como negativa para la compresion
pero en la ecuacion 5.37 la velocidad del sélido es positiva para la compresién, debido
a esto todos los términos de la ecuacién 5.27 que contengan al término de la velocidad
del solido deben de multiplicarse por -1.

%%(%r?a—f) n %kr (Z—f)z = pcr (?3_1; — Vg Z_i_)) - ;E(rUS) ........................... (538)

La ecuacion 5.37 junto con la ecuacion 5.38 representan un sistema de dos ecuaciones
dos incognitas que se deben resolver numéricamente junto con las condiciones iniciales

y de frontera apropiadas para cada variable (v, p).
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De esta forma se relaciona completamente el flujo de fluidos en medios porosos con la
deformacion del medio, al obtener las deformaciones volumétricas del sélido se puede

obtener las nuevas porosidades para el yacimiento.

Es logico asumir que si se altera la porosidad también debe de verse alterada la
permeabilidad del medio poroso; para modelar el cambio de la permeabilidad se ha

visto que se obtiene un buen ajuste al usar una ley de potencia de la siguiente forma:

LS (%)5'6 e, (5.39)

ko

Aungque también hay diferentes férmulas que relacionan a la nueva permeabilidad en

funcion del cambio de esfuerzos, porosidad, etc. se utilizara la ecuacién 5.39.
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Capitulo 6 Simulacién de flujo radial hacia un pozo cuya area de

drene tiene un domo salino asociado

6.1 Introduccién

Para realizar la simulacion se asume que el yacimiento es cilindrico, isétropo y
homogéneo, con espesor constante, que en su centro contiene un pozo vertical
produciendo a gasto constante y es conceéntrico a un domo salino cilindrico que rodea

en su totalidad al yacimiento como lo indica la figura 6.1.

STt o,

O U ey 3 1 " 5 T

2 "'. o A ’%s ? é.‘:' : ‘J‘bﬁ =3
'1:,4‘;:‘,;3\ ~ ! T A .4_‘_'”’\7_‘_ ==z

-
T O N B O T = - f.-.;-‘ ==
ke lorlac ke b S o sl

o

Figura 6.1 Representacion esquematica de un yacimiento con radio variable “r,” y con un domo
salino asociado, a) Vista tridimensional, b) Vista transversal al eje vertical.

Para caracterizar el aporte del domo salino al mantenimiento de presién, se hace la
analogia con el mantenimiento de presion debido a un acuifero. En el caso del acuifero
el agua invade la zona del yacimiento, lo que provoca un mantenimiento de presién. En
el caso donde en lugar de un acuifero existe un domo salino, la expansion del domo
salino provocara un mantenimiento de presion, debido a esto la frontera externa del
yacimiento r, no sera una constante, en cambio estara en funcién del tiempo como se

muestra en la figura 6.1.
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Para el andlisis, el radio del pozo 7, debe ser una constante y la frontera externa del
domo r; también serd una constante, por lo tanto la expansion del domo se convierte en

un encogimiento del yacimiento:

dVdomo = _dVyacimiento- ............................................................... (61)

6.2 Ecuaciones del simulador

6.2.1 Condiciones iniciales y de frontera para presion y velocidad del sélido
Como ya se establecioé en el capitulo anterior, las ecuaciones usadas para el flujo de
fluidos en medios porosos acopladas a una deformacion geomecanica para la direcciéon

radial despreciando la deformacion vertical son:

10 (kyr_ O0p Cf dp 2_ op a_p _li 5.38
;; (_rg) + _kr (_6r) — (pcf (at Vg 67‘) o (7 US) ) eamsssssssaaasasasasareaans ( . )
d (19(rvg) a 9%p _

_ar (_r o ) ()lfr ZG) oot 0 v e e e (537)

Con estas dos ecuaciones se describe la deformacion y el flujo de fluidos en el
yacimiento, pero hace falta describir las condiciones de frontera e iniciales.

Para un tiempo inicial t, se considera que el sistema roca fluidos esta en equilibrio, por
lo tanto todo el yacimiento se encuentra a la misma presion p; y la roca esta estatica
v, = 0. Debido a que el pozo esta produciendo a un gasto constante “q”,el gradiente de
presion en el pozo también es una constante. En la frontera externa del yacimiento, la
interfase formada por el domo salino y el yacimiento es impermeable, no existe flujo; por
lo tanto el gradiente de la presion es nulo. Debido a que la frontera externa del domo es

una constante, la velocidad de la frontera externa del domo también es nula.

Las condiciones iniciales y de frontera para la presion son:

1 G A = o TR 2 T 7 PP (6.2)
op __—qu
. . = —kr2nrwh S M e e e a e e e e e e ek e e e e e e e e R E s EaE A aarnrrrnnans (63)
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dp
or

e (6.4)

Te

Las condiciones para la velocidad del sélido son las siguientes:

V(T S S t0) = 0, et e (6.5)
£ G N o T O (6.6)
L G A ) (6.7)

Las condiciones ya mencionadas son necesarias pero no son suficientes para resolver
el problema. Cuando se tiene un sistema compuesto, también se debe de especificar la
relacion que existe entre sus dos componentes, la interfase formada por el domo vy el

yacimiento.

6.2.2 Condicion en la interfase
En la interfase entre el domo y el yacimiento r, se tiene continuidad de los esfuerzos

totales, por lo tanto:

........................... (6.8)

o, =0 RN} =g, .
Tejzquierda Tederecha Tejzquierda Tederecha

Como se ve en la figura 6.2, a diferencia del domo, los esfuerzos en el yacimiento estan

en funcion tanto de la deformacion del yacimiento como de la presion.

— g £
2
Oy _'_( damo)

Figura 6.2 Representacion de tasa de cambio de esfuerzos con respecto al tiempo en la
interfase.

Si se deriva la ecuacién 3.49 con respecto al tiempo y se usa la ecuacion 4.30, la

ecuacion en la interfase para la continuidad de esfuerzos en términos de los

desplazamientos es:
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. . 7] . .

(Ar +2G)é,, +Apréq,  + aa—’; = zg(grre+ — Arre+) + g (egre+ — Agre+), ...... (6.9)
avsre_ Usre_ ap r avsre r Vsre

(A + 26) =t Ay —=tags = ZZ(T — Arr9+> + Z( et AQM), ...... (6.10)

Donde r,_y r,_ indica que la operacion esta evaluada a la izquierda o a la derecha de

1, respectivamente.

6.2.3 Ecuacion de momentum lineal para el domo salino
También se debe de modelar la deformacion del domo, ya que esta deformacion afecta

directamente a la ecuacion 6.10.

Ya que el domo no presenta flujo de fluidos, solo se necesita una ecuacion para
modelar su deformacién, la ecuacion 5.34. Nuevamente se desprecia cualquier
esfuerzo cortante y si se deriva la ecuacion con respecto al tiempo para poder sustituir
las ecuaciones 4.30 y 4.31 se llega a:

d[4A ,. 2A ,. 124 ,. 2 A ..

;(50!—5(87, - Ar) + ga—s(EQ - Ag)) + - <§a_s (Er - AT‘) - ga—s (89 - AQ)) =0. ....... (611)
Debido a que tanto A como ag son constantes, se puede factorizar y cancelar algunos

términos. Desarrollando la ecuacion 6.11 y colocando todo en funcion de la velocidad

de la sal se obtiene la ecuacién 6.12:

Lo ) r2(2-0) + (- a) - (o) =

0%vg 04,  10vs wvs 0A4g . 10vs Ay vg Ag
261"2 26r+r6r r2 6r+r6r r r2+2r_0
0%vg | 2 0vg vg 04, 0Ag Ay  Ap
6r2+r6T 2r2 261" ar r+r_0
d (1 a(TUS)) 0A, 104y 1A, Ag
ol Dl e a1 O AT )
ar (r ar or 2 or 2r r (6 12)

Si se compara la ecuacién 6.12 con la ecuacién 5.37 evaluada en la frontera domo

L 02 . , .
yacimiento (F;:O)' se observa que las dos ecuaciones comparten el término
d (10(rvg) . . P ‘Al
a_r(?T)’ este término representa la parte elastica del material, por lo tanto la

influencia plastica de la sal esta representada con los términos restantes que incluyen a
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A, y Ag. Recordando las definiciones de A,,Ay con las ecuaciones 4.28 y 4.29 se

deduce que la ecuacion 6.12 es una ecuacion no lineal.

6.3 Diferencias finitas

Una vez que ya se tienen las ecuaciones que se usaran para representar el
comportamiento del yacimiento y del domo, para resolver el sistema de ecuaciones se

tiene que utilizar la ayuda de las diferencias finitas.

En lugar de tratar de encontrar una solucion continua para la presion y la velocidad del
sélido, se buscan solamente valores aproximados a la solucién dentro de un conjunto

finito de puntos (nodos) dentro del intervalo deseado.

A este conjunto finitos de puntos se le denomina malla; cuando se esté resolviendo la
ecuacion de difusion en la direccion radial, el gradiente de presion es muy grande cerca
del pozo pero conforme se aleja del pozo el gradiente va disminuyendo hasta que en la
frontera externa del yacimiento el gradiente es nulo (condicién de frontera externa para

la presion).

Para que las caidas de presion para cada pareja de nodos sean aproximadamente

iguales, los nodos deben espaciarse de la forma siguiente [9]:

LT o 1 (6.13)
— Ti+17T
T'H_% — ln(ri_'? ) J rmm s EE s aE RN AR EE A EEEEAEEEEE AR EEEEEEEAEEEEEEEEEEEEE A EEEEn (6,14)
_r
_ (Te \(n-1) .
cte = (Z2)770 (6.15)
LT R O (6.16)

Donde n es el numero de nodos que se usaran para describir al yacimiento y el

subindice i denota la posicién del nodo dentro de la malla.
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Figura 6.3 Distribuciéon de nodos en la malla. [9]

En el esquema de diferencias finitas la ecuacion diferencial se reemplaza por un
conjunto de ecuaciones algebraicas que relacionan valores de presién para cada nodo.
Estas ecuaciones se llaman ecuaciones en diferencias finitas y el problema diferencial

se reduce a un problema algebraico.

La forma en diferencias finitas de las derivadas espacial y temporal con la notacion

usada es:
u(r. 1,t,->— u<r. 1,tj) u{. 1‘”? 1
au(ri,t]-) _ i+5 i-3 _ ity iy (6.17)
ar . v ) e eraasaasssseasassssssassaannsarnrnns
l+E l_E
au(ri,t]-) _ u(ri,t]-+1)—u(ri,tj) _ u{‘*'l_u{ (6 18)
9t P A ) e e asasassassesasassrassassraasaarannnrnnn .
AT‘i’ = ri+1 - ri_l f mE s EEEE R EE e s s N EEE e s s s s s s s s EE NN EEEEEEE R EE e s s (6.19)

Con las ecuaciones 6.17 y 6.18 pueden transformarse todas las ecuaciones

diferenciales en ecuaciones algebraicas.

Existen dos métodos principales para convertir una ecuacion diferencial en una

ecuacion en diferencias finitas:
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e Explicito.- Cuando las derivadas espaciales estan evaluadas en un tiempo
conocido “j”, por lo que el unico término “j + 1" (desconocido) se obtiene de la
derivada temporal.

e Implicito.- Cuando las derivadas espaciales estan evaluadas en un tiempo

desconocido “j + 17, por lo que el unico término conocido “j” se obtiene de la

derivada temporal.

Cuando se resuelve el conjunto de ecuaciones de forma explicita, la solucién es mas
facil de obtener debido a que solo existe 1 incognita por cada ecuacion del sistema,
pero la solucion se vuelve mucho mas inestable; si se resuelve de forma implicita, la
solucion es mas estable y se obtienen mejores resultados, aunque el algoritmo
numérico se vuelve bastante mas complejo debido a que todas las ecuaciones del

sistema de ecuaciones se deben de resolver simultaneamente.
En esta tesis se utilizara el método implicito para resolver el problema numérico.

La ecuacion 5.38 en diferencias finitas:

j+1 j+1 Jj+1 j+1

. ; 2
j+1 41

1 kr Ditq1 ~P; kr Dy ~Pi4 i Pit17Pig —

(_ r) e el el e & ) —_ + 7 krl —_ =

. .1 . !
(rar); |\ u i+ Ari_% u i-2 Ari_% Ar;

j+1 j j+1 j+1 Jj+1 Jj+1
c p v — j+1 (Pla P _ (Ti+1v5i+1 _Ti—lvsi—1)
Picr At Si Arf (rar");

Despejando todos los términos evaluados al tiempo “j + 1™
j+1 1 (krr) _¢r p1{+1_p{—1 j+1 {_ Ti—1 }
Pia {(rAr)i par/; L op k”( Arl? T Vsicg (rar’); +
2
F=—I(3) +(krr) el il o Paapid)
b; ridry [\uar/;_1 ubdr/; 1 At Si Picr Arf
2 2

j+1 1 kyr cr Pipa—Pi_a JHL( Tia ) o
Pit1 {(rAr)i (E)Hl + Ikri (—Ari,z )} + Vsiq {—(TM,)i} =p; { v } C e (6.21)
2

El término p; se refiere a una presion que se iterard; para la primera iteracion k = 1 el

({3t

valor que toma la presién de iteracion sera igual al del tiempo conocido “j” (p; = pi’),

pero para las siguientes iteraciones k > 1 el nuevo valor de la presion de iteracion sera
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igual al valor obtenido al solucionar el sistema de ecuaciones de la iteracion anterior

p; = p{“, de esta forma se iterard hasta que el valor absoluto de la diferencia entre las

presiones de la iteracion anterior y la ultima obtenida sea menor que una tolerancia

establecida |p{k — p{k_1| < tolerancia.

La ecuacion 5.37 en diferencias finitas:

3 [Cwndornd™)  Godtorend) o (olioha)-(oltionl) _ 6.22
Ar; (ram) 1 (rar), 1 (Afr+26) A7t =0, ... (6.22)
2 2

reacomodando:

j+1 a 1 j+1 1 ri—1 j+1 r 1 1
; ———t + v — 1t t+ v —|— +
Pi1 { (Afr+26) Ari'At} Si-1 |ar; (rAr)i_l Si Ar/; (rAr)Hl (rAr)i_l
2 2 2

j j
f+1{ @ 1 } JH1) 1 7T a (pi+1_pi—1)

pi+1 mm Si+1 A_H(TAT)HE :(Afr‘l'ZG) AT'i’At " smsmasssEsmsssasEsamas (6.23)
2

La ecuacién 6.12 en diferencias finitas:

j+1) 1 1y j+1 (r) 1 1 j+1) 1 1
Vg; i —————t+ Vs 11— (— Vi o ————
Si-1 | Ar; (rAr)i_l t s Ar/ (rAr)H_l + (rAr)i_l + Si+1 | Ar; (rAr)H_l
2 2 2 2

(Ariy=Ari_y) + lA_T: + 1 (A9£+1_A9£—1) _ A_eg

Arf 2 r 2 Arf r

La ecuacion 6.10 en diferencias finitas:
J+1_ 1 j+1 j+1__j
(vsn " -vss) (o2 -vn) _
(Afr + 26) o . + Afr‘ - +a =

ned n At

. ( Jj+1 —v Jj+1

Ush+1 " Vsn ) ’ r U_q{:—l ’
2; T—Arn +z " —Agn ) e sassasasasassssasssassssasesssrasanans (625)
TL+E

g ) Cre2Ql i () | e rt20)
n-1 Ar 1 nooat Sn Ar

n-3 n—-=

A 2r 1 ri
Ly Z Ity

T c Ar 1 Ccr;
n n+d n

Vg +

N[

j
Jj+1) 2r 1 — apn _
n+1 c Ar 4 At
n+

v 2o A = TAgl e (6.26)
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Tanto en la ecuacién 6.24 como en la ecuacién 6.26 aparecen los términos A,', 4, .
Ambas variables deberian de evaluarse al tiempo j + 1 para que las ecuaciones fueran
totalmente implicitas, esto no se puede ya que dependen tanto de los esfuerzos como
de los desplazamientos. Se ocupa un procedimiento parecido al mencionado antes con

la presién de iteracion p;.

Para la primera iteracion del primer paso de tiempo, si se usaran los valores reales de
los desplazamientos, varias operaciones se indeterminan, por lo que se usa un valor

semilla bastante pequefio, se calculan las velocidades y presiones para el tiempo j + 1

y con las velocidades se calculan los esfuerzos y los valores de 4,’", 4,’*" para el

tiempo j + 1. Se vuelve a iterar pero ahora los valores de las variables de iteracion son

los valores obtenidos de la iteracion anterior 4, = ALY, 4y = AJ*" 'y se vuelven a

obtener los valores para el tiempo j+ 1. Se crea una nueva variable que agrupe los

términos de A, y Ag (A; = A, — Ap), se evalua la diferencia entre el valor obtenido de la

iteracion anterior y el obtenido de la iteracion actual, si la diferencia absoluta es menor a
r k-1

una tolerancia se deja de iterar |Agk — A" ""| < tolerancia, en caso contrario el ciclo

continda.

Las ecuaciones 6.21 y 6.23 se usan para los nodos del yacimiento desde el pozo hasta
un nodo antes de la frontera externa del yacimiento (1 < i < n). Las ecuaciones 6.21 y
6.26 se usan para el nodo que esté en la interfase yacimiento-domo salino (i =n) y la

ecuacion 6.24 se usa para todos los otros nodos del domo salino (n > i) .

Asi como lo muestran las ecuaciones 6.21 y 6.23, la presion y la velocidad del sélido
para cada nodo dependen de las presiones y velocidades de sus nodos vecinos, se
deduce que de la forma en que se establecio el sistema de ecuaciones, aun quedan
dos incognitas extra para la presion y dos para la velocidad del sélido, para quitar estas

incégnitas se ocupan las condiciones de frontera interna y externa.

op| _ _—qu _

a—rrw—m—)po—pz—)/, ...................................................... (627)
_ qu

Y = —W S e eee e e e e e e e e e s e e e e e e e e e e e s e e e e e e E e ara e (628)
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]

ﬁ o= O O T (6.29)
Vgg = 03 oo (6.30)
Usn, = 0 L e (6.31)

Con las ecuaciones 6.27 y 6.28 las presiones “imaginarias” de los nodos “0”y “n +1”

son funciones de las presiones de los nodos “2” y “n—1" respectivamente. Son
imaginarias ya que el lugar de esos nodos no es dentro del yacimiento; en realidad el
nodo “0” esta ocupando espacio dentro del pozo mientras que el nodo “n + 1” ocupa un
lugar en el domo salino. Esto se puede ver como un “artificio” para completar el sistema

de ecuaciones.

6.4 Método numérico

Para resolver el sistema de ecuaciones es conveniente organizarlo como una ecuacion

matricial:
Yre-1Xes xre-tXl = pre-iXt e, (6.32)
Ay B; X1 Dy 7
T EIRE
Cs 43 Bs I e B PSRN PERP (6.33)
Cnp—2 Ang—2 Bnp—2 ant—zJ [Dnt—z
Cnt—l Ant—l Xnt—l Dnt—l—

A; = » Bi= p2t p22 G = A= D =

2 12

donde n; es el niumero total de nodos del sistema (yacimiento y domo salino), Y es una
matriz de coeficientes trilineal y cada uno de sus elementos es una matriz cuadrada de
orden dos por dos, X es un vector columna de incégnitas y cada uno de sus elementos
es a su vez un vector columna de orden dos, al igual que el vector columna D con

elementos que son vectores columna de orden dos.
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Solo son n, — 1 ecuaciones debido a que en el nodo n, la velocidad del sélido ya esta

definida con la ecuacion de frontera externa para la velocidad del sélido.

Para resolver este sistema de ecuaciones, el método numérico mas apropiado es el
Algoritmo de Thomas modificado para matrices de bloques dos por dos. En el apéndice
A se explica el Algoritmo de Thomas y se muestra una subrutina.

Con todo lo anterior se definen las ecuaciones para cada nodo de nuestro sistema. Si
agrupamos los coeficientes en letras de las ecuaciones 6.21 y 6.23 respectivamente:

Pl lal + v ) +p! el + v @ + pl el (D = (6.34)
PIL @+ vl (W +p! "D+ v D AP W v =0 (6.35)

Paraelnodo i = 1:

p/ el + v T1(d) + p) e + a] + VI () =q+va, i (6.36)
PO + v TN+ Tk + D A VI D =Yg (6.37)
4 _[c d] [e+a f] p:{ﬂ D _[q+ya]
Pl k B s e AR 7
Para los nodos tales que 1 < i < n:
prllal + v T () + 0] el + v @ + pl el F vl (D) =a, e (6.38)
pIr ) + v () + ol O + v T+l + vl D=0 (6.39)
j+1
_[c d e f _[a b _ | P 14
4= [i j] B = [k z]'Ci - [g h] A= pJ* D= [O]
L

Para la interfase i = n la ecuacion 6.41 representara a la ecuacion 6.26:

piiila+el + vt (0) + pi el + v D + v L) = q e (6.40)

VML (R) + pl (D) + v (D) + v LD =50 e (6.41)
e d _ [0 f _Ja+e _ 4
A B A R S I (UM DR
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El término s de la ecuacion 6.41 representa al lado derecho (domo salino) de la

ecuacion 6.26.

Para todos los nodos que solo pertenecen al domo salino la Unica ecuacion que debe
de usarse es la ecuacion 6.24, si Unicamente se usara esta ecuacion algunas
operaciones realizadas dentro del algoritmo de Thomas se indeterminan, por lo que no
se podria obtener la solucién. En este caso se vuelve a recurrir a un “artificio”, se utiliza
la ecuacion 6.34 pero para un valor de g = 0 y se asume que no existe flujo (ecuacion

6.29) para todos estos nodos.

Para cuandon < i < n; — 1 la ecuacién 6.43 representara la ecuacion 6.24:

vS{jll(b) + pijﬂ[c] + US{+1(d) + p{:f [a +e] + US{:(]‘) =0, i (6.42)

v T + v D v D =w (6.43)
j+1

A'_[c d] Bo=[tte fo=[0 b x- P’ b= [°]

S U R R X A MU

Para cuando i = n, — 1 la ecuacion 6.45 representara la ecuacion 6.24.

prj;:_lz [a +e] + Usf:_lz (b) + p,];_ll [c] + vsﬁf_ll(d) | (6.44)
vsj:_lz (h) + +st:_11(]') W e et e (6.45)
p ) Pt 0
_|€ _Ja+e | P2 _
An-1 = [0 j ] e A [vs’ilj'Dnt_l = L]
Nng—

Si  en cambio se prefiere modelar al yacimiento cuando no hay un domo salino
asociado, entonces se siguen utilizando las mismas ecuaciones para 1 < i <n ya que
éstas describen Unicamente al yacimiento. Para i =n la ecuacion de difusiéon
modificada sigue siendo valida pero la ecuacion 6.41 es reemplazada por la ecuacion

6.23 combinada con la ecuacion 6.29 y vsjljll =0.

Entonces i = n cuando no hay domo salino las ecuaciones son:
j+1

p;_;la+e]+ v 1) + pI ] + US{+1(d) e (6.46)

-1 2
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P+ + v T + O+ v T =0 (6.47)
j+1
_[c d _[at+te b _|Pi _[4q
=0 5 =gtk b %= p i = o]
l

Para asegurar el buen funcionamiento del algoritmo de Thomas, la velocidad del sélido
es nula en el nodo n + 1 y no en el nodo n; si se usara la velocidad del solido nula en n

se llegaria a operaciones indefinidas.

Con todo lo antes mencionado se crea un simulador que funciona como lo ejemplifica el

diagrama de flujo de la figura 6.4.

[ )
[/ o)

R A. Thomas: _ p/*t
pj+1 vsj+1

No /
v
p/k — pj+1 ¢j+1, kj+1
= i)
Calcula A;,k _ A£+1
jH1 4+l .
A Ay Ay =t

Figura 6.4 Diagrama de flujo del simulador creado.
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6.5 Validaciéon del simulador

Para validar y comprobar el buen funcionamiento del simulador se hicieron varias
corridas para replicar los resultados obtenidos en el articulo de Chin, Raghavan y
Thomas “Fully coupled geomechanics and fluid flow analysis of wells with stress
dependent permeability” [7]. Para todas las corridas que se realizaron se ocupo el
modelo donde el yacimiento no tiene un domo salino asociado. En el articulo hay pocos
ejemplos donde se usa el modelo poroelastico, en la mayoria usan un modelo

poroelastoplastico.

Se reprodujo la figura 7 del articulo, que muestra el cambio en el perfil de
permeabilidad dependiendo de los valores de la permeabilidad inicial después de
producir 3000 barriles por dia durante 173 dias, como lo muestra la figura 6.5 de esta
tesis. Aunque el principal objetivo en el articulo era realizar una prueba de incremento
de presion y ver como se recuperaba el perfil de permeabilidad, esto no se intenta

reproducir debido a que el simulador utiliza una formacion poroelastica.

La figura 6.6 muestra la comparacion del perfil de porosidad mostrados en el articulo y
la simulacion realizada para una produccion de 173 dias con un gasto de 3000 BPD.
Los resultados son bastante similares solo varian aproximadamente en 0.003 unidades
con respecto a los del articulo.

Estos dos ejemplos verifican que el simulador creado representa bastante bien los
efectos de cambio de permeabilidad, porosidad, desplazamiento y mantenimiento de

presion.

Las diferencias entre los resultados del articulo y las obtenidas con el simulador se
deben principalmente a que el simulador solo considera la direccién radial, el
yacimiento no se deforma debido a la presion de sobrecarga por o que mantiene un
espesor constante y el modelo es poroelastico mientras que en el articulo generalmente
usan un modelo poroelastoplastico a excepcion de los resultados mostrados en la figura

6.6 de esta tesis.
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1.2

Fig. 7 Perfil de Permeabilidad relativa
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Figura 6.5 Comparacion articulo-simulador de perfil de permeabilidad para varios valores

iniciales.
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Fig. 13 Perfil de Porosidad

Porosity

0.23
0.228 /_
0.226 /
0.224 /
E 0.222 //
——Permeabilidad Variable
* 0.218 ///
0216 / ——Permeabilidad Constante
~
0.214
0.212
0.1 1 10 100 1000 10000
Distancia radial ft.
024 N "
o Shut-in Time
- 0
e — 1200 days
023 F
022 F' cConstant Perm
- Buildup Tests
- gB = 3000 RB/D
0.21 :_ Variable Perm Initial Parm = 60 md
; Producing Time = 173 days
o Linear-elastic System
n-m = Il lllllll Il Il 1 IIIIII 1 L I l-lld N L l-lllll a a L
107! 10° 101 10° 10°

Radial Distance (ft)

Figura 6.6 Comparacion articulo-simulador del perfil de permeabilidad para permeabilidad
constante y variable.
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7.1 Introducciodn

Se hicieron varias simulaciones para determinar la influencia de las propiedades de la
sal y del yacimiento en el mantenimiento de presion cuando esta presente un domo

salino y cuando el yacimiento se encuentra aislado.
Los valores que se muestran en la tabla 7.1 son la referencia para las simulaciones.

Tabla 7.1 Valores de entrada del simulador

Roca Fluido

Radio de pozo ft. .295 Compresibilidad aceite psi~! 1x107°
Radio yacimiento ft. 4000 Permeabilidad mD. 45
Espesor yacimiento ft. 108 Porosidad % 23
Presion inicial psi 7500 Factor de Biot 1
Tolerancia psi .001 Constante de Lamé psi 40293
Viscosidad aceite cp. 3.7 Médulo de Corte psi 60420
Bo 1.25

Domo salino

Radio domo ft. 5445 B 15
Espesor domo ft. 108 é 6

a; dia™! 1.73x10731 | 4 psildia 1.79x10725

Con los datos usados se tiene un sistema roca-fluidos-domo salino que tienen la forma
de la figura 6.1, con espesor constante de 108 ft y donde el domo salino representa el
85% del volumen del yacimiento.
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7.2 Influencia del domo salino en la presion promedio del yacimiento

Se realizaron dos corridas para un tiempo de 10 afios, una con el domo y otra donde el
yacimiento se encuentra aislado. En ambas se tiene un pozo produciendo a gasto
constante de 2000 bpd.

La figura 7.1 representa el perfil de presion en la direccion radial después de 1 afio y
después de 10 afios de produccion para ambos casos. El perfil de presion después de 1
aflo de produccion es practicamente idéntico para el caso con domo y sin domo,
mientras que después de 10 afios se nota una clara diferencia entre ambos perfiles de

presion.

Existe un mejor mantenimiento de presiéon cuando el domo salino esta presente; la
presion promedio del yacimiento cuando esta presente el domo salino es 9% mayor con
respecto a la presion cuando el yacimiento esta aislado, lo que representa 300 psi extra

de presion aproximadamente.

Influencia del domo salino en mantenimiento de Presion

6000 _(/

Qi ol I W
M aQMmo Salino Ludanos

2000 —Con domo salino 10 afios

Sin domo salino 1 afio

——Con domo salino 1 afio

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Direccion radial (ft.)

Figura 7.1 Influencia de la sal en la presion después de 10 afios de produccién

La figura 7.2 muestra el desplazamiento que tuvo la roca después de los 10 afios de
produccion; la simulacibn muestra que para ambos casos la deformacion esta
desacelerando con el tiempo. Cuando no existe el domo salino la frontera externa del
yacimiento es fija, por este motivo la deformacion que presenta el yacimiento en este

caso se ve muy limitada, de hecho el maximo desplazamiento que existe en el
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yacimiento para este caso después de un afio de produccion sucede una distancia de
1154 ft del centro del pozo con un desplazamiento de 28.5 cm, después de diez afios
es de 29.5 cm, por lo tanto mas del 96% del desplazamiento que ocurre en el

yacimiento durante los diez afios de produccion se sucede durante su primer afo.

Cuando existe el domo salino, la deformacion se incrementa debido a que la frontera
externa del yacimiento es movil; al final del primer afio la frontera externa (4000 ft) se ha

desplazado 10 cm hacia el pozo y al final del décimo afio se desplazd 50 cm.

Influencia del Domo salino en desplazamiento radial
600

500
/ ——Sin domo salino 1 afio
400 : _
= Con domo salino 1 afio
100 \

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

300 -

= Con domo salino 10 afios

Desplazamiento (mm)

Direccion radial (ft)

Figura 7.2 Influencia de la sal en el desplazamiento radial después de 10 afios de produccion

La expansion del domo salino provoca que el desplazamiento interno del yacimiento
A 10 . .

crezca, lo que aumenta el término _FE(TUS) de la ecuacion 5.38; por lo tanto se tiene

un mejor mantenimiento de presién dentro del yacimiento.

Cuando la frontera externa es fija, la desaceleracion del desplazamiento provoca que el
- . 10 - _—
término _25(”75) decrezca muy rapido y no se tenga un buen mantenimiento de
presion.

Al final de los 10 afios de produccion, en la interfase domo-yacimiento se tuvo una
caida de presion de 3600 psi lo que provoco un desplazamiento de la interfase de 50

cm hacia el centro del pozo. Este desplazamiento corresponde a una expansion del

domo salino de aproximadamente 0.1% de su volumen original; con los resultados
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obtenidos y usando la definicion de compresibilidad isotérmica se encuentra que la
compresibilidad del domo salino para los datos usados es de aproximadamente

2.75x107psi~! lo que es congruente con los resultados esperados.

Aunque el modelo planteado es teorico debido a la geometria del sistema, los
resultados demuestran que la influencia del domo salino no debe asumirse como

despreciable para casos donde la roca del yacimiento sea sensible a los esfuerzos.

7.3 Andlisis de sensibilidad

Se hizo un andlisis de sensibilidad para determinar cuales factores eran los que mas

afectaban el comportamiento del sistema domo-yacimiento.

7.3.1 Efecto del gasto del pozo
Para ver los efectos que tiene el gasto del pozo se usaron las propiedades de la tabla
7.1, se realizaron tres corridas para 1 afio de produccién, con 1000 bpd 2000 bpd y

3000 bpd para el caso en donde se tiene un domo salino asociado.

En la figura 7.3 se aprecia que el punto de maxima deformacion en las tres curvas es a
una distancia radial de 1332 ft del centro del pozo. Cuando la produccion es de 1000
bpd, 2000 bpd y 3000 bpd la deformaciébn maxima es 16 cm, 32 cm y 47 cm
respectivamente, por lo que podemos decir que el gasto es directamente proporcional a

la méaxima deformacién que puede presentar el yacimiento.

Efecto del gasto de produccion en la deformacion

500

450 ——1000 bpd
E A0 ——2000 bpd
E 350
9 ——— 3000 bpd
2 300
c \
3 200
= / \
s ] —
8 100 ’7// \\

50 |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Direccion radial (ft)

Figura 7.3 Efecto del gasto en produccién en desplazamiento del sdélido
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El desplazamiento de la frontera externa del yacimiento (interfase) cuando la
produccion es de 1000 bpd, 2000 bpd y 3000 bpd es de 5cm, 10 cm y 14 cm, por lo
que el gasto también es proporcional al desplazamiento de la frontera externa.

Analizando un poco més los resultados se observa que aunque la deformacién sea
proporcional al gasto, a medida que el gasto se vaya incrementando, el incremento en
el desplazamiento sera cada vez menor, por lo que para gastos muy grandes la

deformacion sera aproximadamente insensible.

7.3.2 Efecto de la velocidad de explotacion
Se investigdb como afecta la velocidad de explotacién en la expansién del domo salino,
para esto se crearon tres escenarios diferentes con la condicién de que en todos el

volumen producido durante la simulacién sea el mismo.

Para las tres simulaciones se utilizaron las propiedades usadas en la tabla 7.1; para el
caso base se utiliza un gasto de 2000 bpd durante 150 dias de produccién, el segundo
caso usa un gasto de 1000 bpd durante 300 dias de produccion y el tercer caso un
gasto de 3000 bpd durante 100 dias de produccion.

La figura 7.4 muestra los diferentes desplazamientos para los tres casos, aunque los
desplazamientos dentro del yacimiento son bastante diferentes, el desplazamiento de la
interfase domo-yacimiento es practicamente el mismo en los tres casos. Al ser el
desplazamiento de la interfase tan parecido en los tres casos, la presion promedio
también es muy parecida, asi como se muestra en la tabla 7.2, aunque la presion
promedio es ligeramente mayor si se aumenta el gasto, la diferencia es cerca de 2 psi
para un volumen producido de 300,000 barriles; se hicieron mas andlisis y cuando el
volumen producido aumenta a tres millones de barriles producidos, la diferencia que

existe entre las presiones promedio es de solo 50 psi.

La tabla 7.2 también muestra los datos de las presiones en el pozo al finalizar la
simulacién para los tres casos. Como se observa a diferencia de la presion promedio, la
presiéon en el pozo es bastante sensible al gasto de produccién, lo que provoca que las
presiones del pozo sean muy diferentes; si se ocupan gastos de produccion muy

grandes se limitara bastante la vida de produccion del pozo.
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Si se quisiera maximizar el factor de recuperacion final, se debe de tratar de mantener
la velocidad de explotacion lo mas pequefia posible para que la presién en el pozo no

disminuya tan rapidamente.

Tabla 7.2 Presiones para diferentes velocidades de explotacién

Presion en el pozo (psi) Presion promedio (psi)
1000 BPD 6113 7364 4
2000 BPD 47335 73668
3000 BPD 3160 7368.5
Efectos de Velocidad de Explotacion
200 " <+ 1000 BPD
= m 2000 BPD
5250
o 3000 BPD
& 100 X
50 + 9 |
0] 500 1000 150{:3irec(:i62::0r0adial (ﬂ)ZSOO 3000 3500 4000

Figura 7.4 Desplazamientos para diferentes velocidades de explotacion

7.3.3 Efectos de propiedades del domo salino

El modelo usado para representar la deformacion de la sal utiliza 5 variables; el tamafio
del domo salino y 4 propiedades de la sal, ay, 8,6 y A. Para cada una de las 5 variables
se hicieron 2 corridas para un tiempo de 1 afio, donde en la simulacion base se usa el
valor que se muestra en la tabla 7.1 y en la otra simulacién se disminuye el valor de la
propiedad en un 50 por ciento para ver cual tiene una mayor influencia en la

deformacion y mantenimiento de presion.
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Efecto de “a,”

Como se vio en el capitulo cuatro, “a” es una constante del modelo usado para el
domo salino que es el coeficiente de la funcion de deformacion por fluencia lenta
(ecuacion 4.17). La figura 7.5 muestra los efectos del cambio de esta propiedad en la
deformacion y en la presion. Cuando se disminuye el valor de “a,” se tiene una menor
deformacion y un peor mantenimiento de presion; la presion promedio disminuye en

aproximadamente 38.5 psi. Entonces la constante de la sal “a,” es directamente

proporcional al mantenimiento de presion y al desplazamiento de la interfase.

Efecto de "as" en el desplazamientoy presion
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Figura 7.5 Efecto de “a;” en el desplazamiento y presion

Efecto de “B”

Debido a que estamos asumiendo que S = B en las relaciones constitutivas de la sal
expuestas en el capitulo cuatro, la constante “B” se vuelve el exponente de la
deformacion volumétrica que aparece tanto en la funcion de deformacion por fluencia
lenta como en la funcién de relajacion (ecuaciones 4.17 y 4.18). La figura 7.6 muestra

las graficas de presion y desplazamiento para los diferentes valores de “8”.

Aungue no se logra apreciar debido a que el efecto es minimo, cuando se disminuye el
valor de “8” en un 50% la presién promedio disminuye 4 psi con respecto al valor base.
Entonces la constante de la sal “f” es directamente proporcional al mantenimiento de

presion y a la deformacion.
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Efecto de "B" en el desplazamientoy presion
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Figura 7.6 Efecto de “B” en el desplazamiento y presion

Efecto de “6”

Al igual que la propiedad anterior, “6” es una constante de la

sal que aparece tanto en la

funcién de deformacion por fluencia lenta como en la funcién de relajacion, como el

exponente del esfuerzo Von Mises.

Los resultados aparecen en la figura 7.7; al igual que con “B” las curvas son

practicamente idénticas, Unicamente después de la revisio

n de los datos se observa

que al disminuir el valor de “6” en un 50% la presion promedio aumenta 0.5 psi, y el

desplazamiento en la frontera disminuyd 5 cm. La constante

de la sal “6” por lo tanto es

inversamente proporcional al mantenimiento de presion y directamente proporcional a la

deformacion.
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Figura 7.7 Efecto de “8” en el desplazamiento y presion
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Efecto de “A4”

La constante del domo salino “A” es el coeficiente de la funcion de relajacion (ecuacion
4.18). Como lo indica la figura 7.8, cuando se disminuye su valor, se obtiene un mejor
mantenimiento de presion, la presion promedio aumenta en 40 psi y el desplazamiento
aumenta 56 cm. La constante de la sal “A” es inversamente proporcional al

mantenimiento de presion y a la deformacion del domo salino.

Efecto de "A" en el desplazamientoy presién
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Figura 7.8 Efecto de “A” en el desplazamiento y presion

Efecto del tamafo del domo salino

La figura 7.9 muestra las graficas cuando el volumen del domo salino se reduce a un
50% del tamafio usado en la simulacién base lo que provoca que la presion promedio
se reduzca en 18 psi. Como era de esperarse, el mantenimiento de presion y la
deformacion disminuyeron, muy parecido a como sucede en la analogia realizada al
inicio del capitulo 6. Por lo tanto el tamafo del domo salino es directamente
proporcional al mantenimiento de presion y al desplazamiento de la frontera domo-

yacimiento.

Las tres propiedades del domo salino que mas impactan en el modelo del domo salino
utilizado fueron los coeficientes de las funciones de deformacién por fluencia lenta y
relajacion “ag” y “A” respectivamente y el volumen del domo salino que se encuentra

delimitando al yacimiento.
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Efecto del tamafio del Domo Salino en el desplazamientoy presion
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Figura 7.9 Efecto del tamafio del Domo Salino en el desplazamiento y presion

7.3.4 Efectos de las propiedades del yacimiento

Para determinar la influencia que tiene la roca del yacimiento en el resultado de la
interaccién entre el domo salino y el yacimiento, se plantearon 2 casos principales

donde se altera la constante de Lamé cuando la roca esta siendo drenada (Afr) y el

modulo de corte (G).

Para cada caso se realizaron 3 corridas para un pozo produciendo 2000 bpd durante 1
afo; una corrida con los valores de la tabla 7.1 y las otras dos corridas alterando el

valor de la constante poroelastica que se esta investigando en un +50% Yy -50%.

Efecto de “A,.”

La constante “A;." de la roca del yacimiento es una medida de la dureza de la roca; al

disminuir esta propiedad se aumenta el desplazamiento interno del yacimiento y al
aumentar el valor de la constante se disminuye el desplazamiento. Por lo tanto se
esperaba que si aumenta el desplazamiento del yacimiento entonces el mantenimiento
de presion se incrementa. Aunque esto es cierto, al disminuir la constante en un 50% la
presién promedio aumentd Unicamente 1.4 psi y al aumentar la constante en un 50% la

presién promedio disminuyé 1.3 psi; esto se debe a que aunque el desplazamiento
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interno es muy diferente para los 3 casos, el desplazamiento de la interfase domo-

yacimiento es practicamente igual.

Después de analizar los datos obtenidos en la presién del pozo, se aprecia que entre

mayor sea el valor de la constante “A¢,.” mayor es la presion del pozo; la presion del
pozo en el caso donde se disminuye el valor de “A;." es aproximadamente 115 psi

menor que el caso donde se incrementa el valor de “Ag,.".

Efecto de la constante de Lamé en el desplazamiento y presion
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Figura 7.10 Efecto de “Af," en el desplazamiento y presion

Efecto de “G”’

Al igual que con la constante de Lamé para una roca siendo drenada, la relacion
obtenida entre el médulo de corte y los desplazamientos y la presion son bastante

similares asi como se muestra en la figura 7.11.

El médulo de corte es inversamente proporcional al desplazamiento interno del
yacimiento y al valor de la presion promedio; aunque al igual que con la constante
anterior, el desplazamiento de la interfase y el valor de la presién promedio es
aproximadamente igual para los tres casos; la diferencia entre el caso superior y el

inferior es de solamente 2.7 cm y 5.37 psi.
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Se encontré que el médulo de corte es directamente proporcional al valor que se tiene
de la presion del pozo; para este caso la diferencia entre los casos superior e inferior es
bastante significativa (438 psi).

Efecto del M6dulo de Corte en el desplazamiento y presion
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Figura 7.11 Efecto del Médulo de corte en el desplazamiento y presion.

Aunque al parecer, la relacién entre dureza de la roca del yacimiento y la presién del
pozo es directamente proporcional, si se encuentra un yacimiento con dureza
demasiado grande, la influencia del domo salino se vuelve despreciable debido a que la
roca no presenta deformacion y el analisis se puede realizar usando la ecuacion de

difusién convencional para la industria petrolera.
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El objetivo de esta tesis es evaluar la importancia que puede tener un domo salino

asociado a un yacimiento de aceite en el mantenimiento de la presion.

Después de analizar los resultados se concluyen los siguientes puntos:

Aunque el domo salino sufre una deformacion bastante pequefa en relacién a su
volumen original (0.1%), el mantenimiento de presion que provoca no debe de
asumirse como despreciable ya que se pueden obtener errores significativos en
el valor de la presion.

Los factores que méas impactan a la deformacién en orden de relevancia son los
coeficientes de la funcion relajacién (A), de la funciébn de deformacién por
fluencia lenta (a) y el tamafio del domo salino; la funcion de deformacion por
fluencia lenta asi como el tamafio del domo salino ayudan a incrementar el
desplazamiento de la interfase y a mejorar el mantenimiento de presion, mientras
qgue la funcién relajacion disminuye la influencia del domo salino provocando un
menor movimiento de la interfase y mantenimiento de presion.

A pesar de que las constantes poroelasticas usadas para describir la roca del
yacimiento son muy importantes para determinar el desplazamiento de la roca
interna del yacimiento, éstas no afectan de forma significativa al movimiento de la
interfase. El mejor caso se da cuando las constantes de la roca son lo
suficientemente grandes para no permitir que la presién del pozo caiga muy
rapido, pero no tan grandes como para que la formacion sea demasiado dura y
los efectos del domo salino se vuelvan despreciables.

Al igual que en la practica convencional, la mejor forma de explotar un campo
con un domo salino asociado y si las condiciones asumidas por el simulador y el
modelo planteado son validas, la velocidad de explotacion debe de mantenerse

en el nivel mas bajo posible para que la presion del pozo no disminuya muy
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rapido, ya que la influencia del domo salino es practicamente independiente de la

velocidad de explotacion.

Algunas areas que se pueden mejorar para describir con mejor precision al sistema

roca-fluidos-sal son las siguientes:

Crear un simulador tridimensional para evaluar los efectos de la deformacion
vertical y la sobrecarga en el movimiento del yacimiento y el mantenimiento de
presion.

Evaluar la influencia del domo salino para diferentes ubicaciones con respecto al
yacimiento y diferentes geometrias.

El simulador se puede ampliar para evaluar y predecir la estabilidad del pozo
bajo diferentes situaciones de explotacién y evitar grandes pérdidas de dinero
debido a colapsos u otros problemas.

Buscar diferentes modelos constitutivos que describan el domo salino y ver cual
representa mejor los fendmenos del subsuelo.

La suposicion de que la roca se comporta como poroeldstica es valida
Gnicamente para un rango limitado de esfuerzos, seguramente para varios tipos
de roca, ya se habra sobrepasado el limite elastico cuando se presenta una
caida de presion que represente el 50% de la presion original. Por lo tanto se
debe incluir un modelo poroelastoplastico que represente la deformacién de la
roca del yacimiento con mayor fidelidad para el rango de presion deseado y
tiempos de produccion largos.

Es de interés evaluar un sistema compuesto por un yacimiento, un domo salino y
una roca sello infinita que rodee al domo salino para ver qué tan diferentes son
los resultados de los obtenidos en el trabajo.

Aungue parece ser muy pequefa la interaccion que pudiera darse, es importante
investigar los efectos que se pueden presentar cuando varios yacimientos estan

delimitando a un mismo domo salino.
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Nomenclatura

. .. .y M b
Coeficiente de la funcion relajacion, ——f
LT3’ in2d

L ft
Fuerza de cuerpo, T

Factor de volumen, adimensional

2 ;2
Compresibilidad del fluido, 2, 2=
M ’Ibf
M wf
LT2’ in?
Ibf

M
Esfuerzo cortante, —,—
LT2’ in?

Maodulo de Young,

Espesor del yacimiento, L, ft
Permeabilidad en direccion, L2, mD

Mdédulo de compresibilidad, %%
LT="in

Numero de nodos del yacimiento

NUmero de nodos del domo salino

Ibf
in2

., M
Presion, —,
LT?

C e e . .. M Ib
Presidn inicial del yacimiento, —,— !
LT2’ in2

Gasto del pozo, LT—3 bpd

Direccion radial, Real

Ibf
in?

Esfuerzo desviatorio, %
Tiempo, T, d
Temperatura, t,°K
Desplazamiento del sélido, L, mm
Desplazamiento del fluido., L, ft

. e . .7 “ ” L
Velocidad del solido en direccion “r”, —,%

Volumen, L3, bl
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. . . M b
w Energia potencial por unidad de volumen, m,d—f
Letras griegas
a Coeficiente de Biot, adimensional
ag Constante de la funcion de deformacion por fluencia lenta, 771, d 1
B Exponente de deformacion volumétrica, adimensional
r Deformacién cortante unitaria, adimensional
é Exponente de esfuerzos, adimensional
8ij Delta de Kronecker
£ Deformacioén unitaria, adimensional
¢ Deformacién del fluido con respecto al sélido, adimensional
. M b
Constante de Lamé, ——f
LT?’ in2
. . M
u Viscosidad, 1 CD
% Coeficiente de Poisson, adimensional, fracciéon
. M
P Densidad, o]
M b
o Esfuerzo normal, ——f
LT2’ in?
’ . M b
o Esfuerzo efectivo, ——f
LT?’ in2
— . M b
o Esfuerzo normal promedio, ——f
LT2’ in2
. M b
Oc Esfuerzo Von Mises, ——f
LT?’ in2
M b
T Esfuerzo cortante, ——f
LT2’ in2
¢ Porosidad, adimensional, fracciéon
Subindices
0 Valor de referencia
f Propiedad del fluido
fr Propiedad de la roca drenada
i Posicion del nodo en la malla
0 Propiedad del aceite
p Propiedad del poro
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r Direccion radial
0 Direccion tangencial
S Propiedad del solido (granos)
x Direccion “x”
y Direccion “y”
Direccion “z”

Superindices
Ji Tiempo conocido

j+1 Tiempo futuro

Operadores
A Delta
\Y Nabla
D Derivada material
Dt

( )-(C ) Producto punto
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Apéndice A Algoritmo de Thomas

El algoritmo de Thomas es el método mas popular para solucionar el sistema de

ecuaciones cuando la matriz de coeficientes “A” es una matriz trilineal [1]:

7 PP (A.1)
Al Bl Tr Xl D1
CZ AZ B2 XZ DZ

C3 A3 B3 X3 — D3 (A 2)

Cn1 An_q B_jl|Xn-1| |DPn-1
c, A, IltXn 1 LDyl

Donde A es una matriz de coeficientes, x es un vector columna que contiene a las

incognitas y d también es un vector columna.

Cuando se desea resolver sistemas de ecuaciones donde se tiene mas de una
incégnita, como en problemas de dos o tres dimensiones o cuando se tiene flujo de
fluidos acoplados a la deformacién geomecanica. El algoritmo de Thomas se puede
extender a estos casos si se asume que cada elemento de la matriz “A” es a su vez una
matriz cuadrada, si se tienen dos incognitas sera de orden 2x2, si son tres incognitas

sera de orden 3x3 y asi sucesivamente.

Aqui se explicara el caso donde cada elemento de la matriz “4” es una matriz cuadrada
de orden 2x2 y cada elemento de los vectores columna “x” y “d” son vectores columna

de orden 2 se ve como las ecuaciones A.3.

A; = Alg,1 Alg,z , Bi= Bi2,1 Biz,z G = Ci2,1 Ciz,z Xi = X2 ,Di = D2l " (A.3)
Se descompone a la matriz de coeficientes “A” en 2 matrices:
A = W e e (A.4)
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donde W es una matriz triangular inferior y Q una matriz triangular superior. Debido a

gue A es una matriz triangular, las matrices W'y Q se pueden escribir como:

W,
Cz w,
W= G W e (A5)
Cn—l Wn—l
c, W,
L Q1
12 QZ
1
Q= 3 ?3 N PP PP (A.6)
In—l Qn—l
I, |

Para encontrar W; y Q; se igualan los elementos de WQ con los elementos

correspondientes de A. Las ecuaciones resultantes son:

Wl = Al , Q1 = Wl_lBl ) AN N aEsasasEsEsEsEaEasEsEsEsEsEsEssessEsmesasEEEs (A?)
Qici =WiThiBit . 1= 2, N i (A.8)
Vl/l' = Ai - CiQi—l y i = 2, ,N F EsssasasasasEsEsEsEsEsEsEsEsEsEsEssasEsasasEsssaas (Ag)

Se debe de recalcar que W; no debe ser singular ya que se necesita su inversa.
Sustituyendo A.4 en A.1:

WX = A e e (A.10)
Si

[0/ (A.11)
entonces

W g = d . o (A.12)

Una vez que ya se tienen los valores de W; y Q;, utilizando las ecuaciones A.11y A.12

se obtienen los valores de G; y de las incégnitas X;:
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G = W D e (A.13)
Gi=WIIDii1 —CiGi—1) , 1= 2, 0, Ny e, (A.14)
D (A.15)
Xi=G; — QiXis1 L U= N =100, e, (A.16)

A continuacion se presenta una subrutina del algoritmo de Thomas con matrices de

bloques 2x2.

Fori=1Ton

BETAL1 = A(i, 1)

BETA2 = A(i, 2)

BETA3 = A(j, 3)

BETA4 = A(i, 4)

Ifi=1Then

GoTo 30

End If

BETA1 = BETAL - C(i, 1) * XAMDAC( - 1, 1) - C(i, 2) * XAMDA(i - 1, 3)

BETA2 = BETA2 - C(i, 1) * XAMDA(i - 1, 2) - C(i, 2) * XAMDA(i - 1, 4)

BETA3 = BETA3 - C(j, 3) * XAMDA(i - 1, 1) - C(i, 4) * XAMDA(i - 1, 3)

BETA4 = BETA4 - C(j, 3) * XAMDA(i - 1, 2) - C(i, 4) * XAMDA(i - 1, 4)
30

XMI = BETA1 * BETA4 - BETA2 * BETA3

XMIR =1/ XMI

DELTA1L = D(j, 1)

DELTA2 = D(j, 2)

Ifi=1Then

GoTo 40

End If

DELTAL = DELTA1 - C(i, 1) * GAMMA(i - 1, 1) - C(i, 2) * GAMMA(i - 1, 2)

DELTA2 = DELTAZ2 - C(i, 3) * GAMMA(i - 1, 1) - C(i, 4) * GAMMA( - 1, 2)
40

GAMMA(i, 1) = (BETA4 * DELTAL - BETA2 * DELTA2) * XMIR
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GAMMA(i, 2) = (BETAL * DELTA2 - BETA3 * DELTAL1) * XMIR
Ifi=n Then
GoTo 50
End If
XAMDA(i, 1) = (BETA4 * B(i, 1) - BETA2 * B(i, 3)) * XMIR
XAMDA(, 2) = (BETA4 * B(i, 2) - BETA2 * B(i, 4)) * XMIR
XAMDA(i, 3) = (BETAL * B(j, 3) - BETA3 * B(i, 1)) * XMIR
XAMDA(i, 4) = (BETAL * B(i, 4) - BETA3 * B(i, 2)) * XMIR
Next
50
'Obteniendo la matriz solucion X
X(n, 1) = GAMMA(n , 1)
X(n, 2) = GAMMA(n, 2)
Fork=2Ton
i=n+1-k
X(i, 1) = GAMMA(i, 1) - XAMDA(i, 1) * X(i + 1, 1) - XAMDA(i, 2) * X(i + 1, 2)
X(i, 2) = GAMMA(i, 2) - XAMDA(i, 3) * X(i + 1, 1) - XAMDA(i, 4) * X(i + 1, 2)
Next
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