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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es exponer el concepto de medidas coherentes de riesgo en el
sentido de Artzner (1999), a través de un conjunto de axiomas. En particular se considera
el riesgo de mercado y se desarrolla el concepto de valor en riesgo, VeR, asi como sus
variantes mas utilizadas, lo anterior con la finalidad de confrontarlo contra los axiomas de
coherencia. De esta manera se demuestra que el VeR no es una medida coherente de riesgo
al no cumplir con uno de los aximomas, la subaditividad. Adicionalmente se construye
una medida alternativa que si es considerada como coherente, la esperanza condicional de
la cola del VeR. Asi mismo, se propone una demostraciéon sencilla del teorema de repre-
sentaciéon de medidas coherentes de riesgo en términos de una familia de probabilidades
condicionales. Por ltimo, se establecen varias reglas para construir medidas coherentes a
partir de otras medidas coherentes.

El presente trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera. El Capftulo uno
expone una introducciéon al concepto de riesgo, al tiempo que brinda los antecedentes
histéricos de las finanzas cuantitativas asi como una introduccién a las técnicas mas co-
munes para calcular el Valor en Riesgo. En el segundo Capftulo se presenta el concepto
de Valor en riesgo como la funcién de cualtiles y se expone el cdlculo del Valor en Riesgo
para un portafoliode 2 y n activos. Posteriormente se extiende el concepto de VeR a la
descoposicién de Cholesky y al anglisis de componentes principales. En el capitulo ter-
cero se presentan algunas generalizaciones del VeR como son: VeR incremental, El idice
Herfindahl-Hirchman, VeR promedio, la esperanza condicional de la cola del VeR, VeR
y CAPM, VeR con un activo libre de riesgo, VeR con un activo de riesgo crédito y VeR
Delta-Gamma para derivados. Posteriormente en el capftulo 4, se expone el concepto de
medidas coherentes de riesgo y se comprueba que el VeR no cumple con uno de los ax-
iomas necesarios para ser considerado una medida coherente. Asi mismo se prueba que la
esperanza condicional de la cola del VeR si cumple con tales axiomas. Finalmente y en el
mismo capftulo, se expone el teoréma de representacién de medidas coherentes de riesgo

asi como las reglas para construir medidas de riesgo. Por tultimo las conclusiones.



CAPITULO 1

Introduccion

La palabra riesgo tiene sus raices en el latin risicare (o resecare) que significa atreverse y
en el griego rizha (o0 riza) que significa navegar por un acantilado para alcanzar la costa.
Se trata entonces de atreverse a navegar por un acantilado para alcanzar la costa; una
labor que puede resultar muy peligrosa, pero que en ocasiones es necesaria. Existe un
refran popular que permite describir esta situacién, “el que no arriesga no gana”, es decir,
“el que no arriesga no alcanza la costa”. De la misma manera, navegar por un acantilado,
sin revisar otras alternativas, es como lanzarse contra los gigantes que alguna vez enfrenté
Don Quijote; otra labor casi imposible. En este caso, la tnica alternativa que Don Quijote
considerd fue precipitarse contra los gigantes montado en Rocinante, lo que casi le cuesta
la vida. Sin embargo, Don Quijote bien pudo pedirle al agudo Sancho un consejo sobre
otra alternativa para enfrentar a los gigantes, Sancho pudo haber contestado — “muchos
pocos hacen un mucho”—, es decir, Don Quijote y Sancho juntos podrian hacer mejor
frente contra los gigantes. Existe también en este caso, otro refran popular que describe la
consideracion de distintas alternativas: “no hay que poner todos los huevos en la misma
canasta”. Cuando se conjugan estas maximas, “el que no arriesga no gana” y “no hay que
poner todos los huevos en la misma canasta”, el nombre del juego es “diversificar riesgos”,

parte esencial de lo que hoy se conoce como administracion de riesgos.

Aristételes (384aC-322aC) en su libro Etica a Nicémaco planteé la nocién de virtud en
términos de las actidudes de tres personajes: el cobarde, el valiente y el temerario. En el
contexto del parrafo anterior, el cobarde nunca asumira riesgo alguno y, por lo tanto, nunca
alcanzard la costa, el temerario se lanzard sin importarle ningtn riesgo y podria morir en el
intento, mientras que el valiente es aquel que toma acciones intermedias, lo que Aristoteles
llama virtud. Asi pues, el valiente revisa diferentes alternativas y considera sus posibles
consecuencias; esta es justo la tarea diaria que realiza el administrador de riesgos. De esta
manera es facil observar que la tarea del administrador de riesgos se encuentra implicita
en muchas areas de interés para el ser humano, de hecho la mayorfa de nosotros la procura
aunque en ocasiones sin éxito. Con base en esa idea es dificil hallar una definicién unica,

sin embargo todas las posibles definiciones, que refieren a riesgos latentes en las distintas
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areas, coinciden en el hecho de minimizar o en el mejor de los casos eliminar dichos riesgos.
Asi pues, es posible afirmar que la administracion de riesgos es el area encargada de reducir
el riesgo latente asociado a la actividad en cuestion. La actividad que es de interés en esta

investigacion es la financiera y en particular se tratara el riesgo de mercado.

El riesgo de mercado se define como la pérdida potencial por cambios en los precios de
los activos y pasivos financieros, los cuales inciden sobre la valuacion o sobre los resultados
esperados de las operaciones que tienen que ver con tasas de interés, tipos de cambio,

indices de precios, entre otros.

La forma de cuantificar los riesgos financieros ha evolucionado rapidamente en las

ultimas décadas. A continuacion se exponen algunos antecedentes a dichos temas

1.1 Antecedentes de las medidas de riesgo

En las ultimas décadas el desarrollo de metodologias, modelos, herramientas y técnicas
que se emplean en la teoria y practica financiera han tenido un avance considerable. Al
respecto, es posible caracterizar tres periodos relevantes en la evolucion de las finanzas

modernas:

1). Media-varianza, Markowitz (1952-1956).
2). Modelos en tiempo continuo, Merton, Black (1969-1973) y Scholes.
3). Medidas coherentes de riesgo, Artzner (1999).

Antes de los trabajos de Markowitz el riesgo financiero era considerado como un factor
correctivo del retorno esperado y los retornos ajustados por riesgo eran definidos de una
manera ad hoc. El primer perfodo de importantes desarrollos fue iniciado por Markowitz
que propuso como medidas de riesgo, asociada al rendimiento de inversiones individuales,
el cuadrado de la desviacién con respecto a la media de la distribucion de los retornos
(la varianza), y en el caso de una combinacién (portafolio) de activos, la covarianza entre
todos los pares de inversiones. Lo interesante de la propuesta de Markowitz estaba en
la forma de medir el riesgo de un portafolio, que describe las caracteristicas individuales
(rendimientos de los activos) por medio de la media y la varianza de la distribucién y la
dependencia entre activos por medio del coeficiente de correlacién lineal entre cada par de

retornos aleatorios. La aplicacién practica del modelo de Markowitz requiere suponer que
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la distribucién de los rendimientos es normal o distribucion-t. Por lo tanto, si se usa un
modelo de varianza-covarianza para distribuciones distintas a la normal o distribucién-t,

se puede subestimar eventos extremos que causan las mayores pérdidas.

El segundo perfodo de importantes desarrollos fue iniciado por Robert Merton, Fisher
Black y Myron Scholes y pueden ser llamados ”modelos en tiempo continuo”. Estos mod-
elos permiten abordar muchos problemas asociados con la valuacién de opciones y otros

derivados.

El tercer periodo de grandes desarrollos es més reciente y algunos académicos lo sitdan
en 1997 cuando fueron publicados los primeros resultados sobre medidas de riesgo cohe-
rentes desarrollados por Artzner (1997) y (1999). Los métodos para cuantificar el riesgo
de mercado con base en modelos analiticos inicia en la década de los treinta con el trabajo
de Macaulay (1938). Sin embargo, fue hasta 1995 cuando se publicé un documento técnico
del Banco J. P. Morgan donde se propuso un método para cuantificar el riesgo de mercado
asociado a todas las posiciones del banco a través del calculo de un solo ntimero, lo que se

conoce como Valor en Riesgo (VeR).

Evidentemente el avance en estas metodologias sugié como respuesta a la complejidad
del comportamientos del mercado. En ocasines tal complejidad a venido acompanada por

desastres financieros, de los cuales es posible nombrar los siguientes:
Caso Barinas Enero 1994 (Venezuela).
Caso Metallgesellschaft Refining & Marketing (Chile).
Caso Orange Country 1994 (Condado de Orange, Estados Unidos).
Efecto Tequila 1994 (México).
Caso Daiwa 1996 (Japén).
Efecto Dragén Octubre de 1997.
Sin embargo, no sélo el desarrollo de nuevas metodologias han surgido para hacer frente

a tales problemas, ya que también se han creado regulaciones al respecto. El organismo

encargado de esta regulacion es conocido como el Comite de Basilea.

El comite de Basilea
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Se llama grupo de los diez, G10, a los diez pafses mas industrializados: Alemania, Bélgica,
Canada, Estados Unidos, Francia, Gran Bretana, Holanda, Italia, Japén y Suecia. En
1975, los miembros del G10 crearon, en la Ciudad de Basilea, un Comité integrado por los
gobernadores de los bancos centrales, con el fin de uniformizar los criterios que se utilizan
en la supervision de las instituciones financieras de caracter internacional, primero en sus
respectivos pafses y posteriormente en todo el mundo. Después, se integraron al Comité
los bancos centrales de Espana y Luxemburgo ademas de los supervisores nacionales de
aquellos pafses en los que la actividad supervisora no es llevada a cabo por el banco central.
El llamado Comité de Basilea emitio, en 1988, los Acuerdos de Basilea I. Estos se referian
al minimo capital que debe tener una institucién financiera para cubrir su exposicién
al riesgo, principalmente al crediticio. En 1996 se ampliaron los acuerdos para incluir el
riesgo de mercado. Se fij6 el ano 2000 como fecha limite para que los bancos internacionales
implementaran estas medidas. El 25 de junio de 2004, Jaime Caruana, exgobernador del
Banco Central de Espana y expresidente del Comité de Basilea y Jean Claude Trichet,
presidente del Banco Central Europeo, presentaron a la opinién publica los Acuerdos de
Basilea II, que buscan definir nuevos niveles de capital que respalden mejor los riesgos
bancarios. Estas medidas comenzaron a funcionar a partir del mes de diciembre de 2006

y toman en cuenta, por primera vez, el riesgo operativo.

Debido a que Basilea IT no puede forzar a ninguna nacién a acatar sus recomenda-
ciones, cada pais decide voluntariamente adoptarlas conforme lo permita la evolucién de

su sistema financiero local y su propia regulacién.

El Comité de Basilea se ha ocupado, hasta ahora, de tres tipos de riesgo al que estan
expuestos los bancos: el de mercado, asociado a las fluctuaciones del precio de los activos;
el de crédito, asociado a la incertidumbre en el pago de las obligaciones de los deudores;
y el operativo, que estd asociado a la posibilidad de error humano, fallas tecnoldgicas,

fraudes y desastres naturales.

El riesgo del mercado se estudia a través de un portafolio que puede consistir en
acciones, bonos, derivados, préstamos o en la posicion global de una institucion financiera
en activos con riesgo. La diferencia del valor de un portafolios al inicio de un periodo y al
final de éste, se conoce como la pérdida del portafolios en dicho perfodo. Estas pérdidas
se pueden plantear en funcién de los rendimientos del portafolio y uno de los objetivos es
estimar la distribucion de las pérdidas. Dicha distribucién permite calcular el Valor en
riesgo (VeR).
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Las técnicas que mas se utilizan en la banca para valuar el VeR es conocido como el
método de varianza-covarianza, basado en el trabajo de Markowitz, en el que se asume que
los rendimientos se distribuyen normalmente. El segundo método es el método histérico
de simulacion en el que, a diferencia del método anterior, la distribucién de las pérdidas
se estima a partir de la distribucion empfrica que se construye con la informacién de
los datos histéricos. Por ultimo, se tiene el método de Monte Carlo, que consiste en lo
siguiente: a partir de los datos historicos, se construye un modelo factorial que sirve para
generar nuevos datos que estime las pérdidas para distintos escenarios futuros. Con esta

informacion se infiere la distribucién de las pérdidas y se estiman el VeR
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CAPITULO 2

VALOR EN RIESGO

2.1 Valor en Riesgo y la funciéon de cuantiles

Para entender el concepto de valor en riesgo (VeR) es necesario, primero, estudiar la funcién
de cuantiles. La funcion de cuantiles se define como la inversa de la funcién de distribucién

de una variable aleatoria, es decir,

Por ejemplo, suponga que X es una variable aleatoria exponencial con pardmetro 1, en-

tonces la funcién de distribucién esta dada por:

Fx(z)=1—¢e"".

En este caso, la funcién inversa se obtiene de la siguiente forma!:

1_e—x:q7

lo cual implica

xT

l—g=¢e",

en consecuencia
—log(1—q) =z = Q(q).

La funcion de cuantiles se define como:
Q(q) = inf{x € R : Fx(z) > q},

equivalentemente

Qlg) =inf{fr e R:IP{X >z} <1-¢}.

LA diferencia de la funcién de probabilidad, la funcién inversa tiene como a incégnita explfcita el punto
X tal que, por ejemplo, ]P{X < {E} = q = 0.5, en lugar de la probabilidad ¢, de que X < & como se

hace en la fucnién de distribucién.
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Con la finalidad de construir la funcién de cuantiles para el caso de una variable aleatoria

discreta suponga que X puede tomar sélo tres valores y que se define mediante:
IP{X:]}Zejv j:172737
con

3
> 0;=1.
=1

En este caso la funcion de distribucion esta dada por:

(0 siox<l1,
04 si 1<z <2,
Fx(z) = _
01+ 02 si 2<x<3,
L1 si x> 3.
Suponga que
QISQD

entonces los valores de x para los cuales

Fx(z) > q

son 1 < x < oo. Tal como se aprecia en la Grafica 2.1. De esta manera el ¢-ésimo cuantil

€s:
Qlq) =inf{z € R: Fx(z) 2 a1} = 1.

Esto es, el g-ésimo cuantil es el nimero z tal que es menor que todos los posibles valores

de X que estan dentro del intervalo [1,00). Si se considera ahora
01 < q2 <01+ 02,

los valores de = para los cuales

Fx(z) > q2
son 2 < z < oco. En consecuencia,
Q) =inf{fz e R:P{X >z} <1—¢q} =2.

Por 1ltimo, si

014+0:<qg3<6;1+60,+035=1
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f@Y(£)EﬁQ37
se tiene que

Q(gz) =inf{zr e R:P{X >z} <1-—¢g3}=3.

En resumen la funcion de cuantiles es:

1 si 0<qg<#b.,
Qq) =4 2 si 01 <q <01+ 0o
3 si 01 +0 <q< 01+ 0405

F
6,+6,+6,T -
9,
6, +6, T . =
1,
0, .
PU——
9,
i 1 i - x
1 2 3

Grafica 2.1 Funcién de cuantiles.

Ahora suponga que la v. a. X representa el rendimiento de un activo en un perio-
do de tiempo determinado, [t,7]. En este caso, una pregunta interesante es jcidal es la
interpretacién de la funcién de cuantiles para dicha variable? La respuesta es que el ¢-
ésimo cuantil de los rendimientos del activo es el peor valor potencial de todos los posibles
rendimientos que se pueden encontrar con un nivel de confianza del (1 —¢) x 100% durante
[t,T]. De esta manera, es natural definir el valor en riesgo del rendimiento, —VeR¥  al

1—q>
nivel (de confianza) 1 — ¢, mediante

P{-VeR{ , < X} =1—-g¢
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Esta definiciéon es aplicable tanto para variables aleatorias continuas como discretas. De

lo anterior se desprende, inmediatamente, que
VeR{(_q =—inf{x e R|P{X >z} <1-—¢}.

Como puede observarse, el nimero VeR{(_ 4 €8 una estimacion estadistica del peor valor de
X con cierto grado de confianza en un intervalo de tiempo dado. La Grafica 2.2 ilustra el

concepto del valor en riesgo.

i

X X
~VaR{,

Grafica 2.2 Valor en Riesgo.

Un supuesto importante en el calculo del VeR y que se mantendra en el resto de
este documento es la normalidad. Bajo este supuesto, el calculo del VeR se convierte en
una expresiéon muy sencilla y facil de recordar ya que facilita el calculo de la funcion de
cuantiles.

Si los rendimientos de un activo durante [¢, T], X, son visto como una variable aleatoria
continua y F es su funcién de distribucién, entonces —VeR;" ¢ =F ~1(g), es decir, VeR;" q

es el cuantil ¢ de F'. Por ejemplo, si el rendimiento dS;/S; satisface:

d
45 _ at + o,
St
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donde p € IR, 0 > 0y (dW})se(o,7) €8 un movimiento geométrico Browniano definido en
un espacio de probabilidad equipado con su filtracién aumentada, (2, F, (F¢)¢cfo, 7], IP),

entonces

X ~ N(u(T —t),0%(T —t)).

En este caso 2 = IR representa el espacio muestral, es decir, el conjunto de todos los posi-
bles resultados, F = B(IR) es una o-algebra (de Borel), es decir, una familia distinguida de
eventos (subconjuntos de 2), el elemento F; de la filtracién representa toda la informacién
(relevante) disponible hasta el tiempo ¢ y IP es una medida de probabilidad definida sobre
F. En consecuencia

X — (T —t)
]P{ T =

lo cual implica que

PAX < (T — ) = 200VT =1 | Fi} =

En consecuencia,
X
VeR,_, =2,0VT —t + EF[-X | F; ]
VeRf_q =zqoVT —t — p(T —t).

A partir de las tablas de cuantiles de la funcién de distribucién acumulada de una

(2.1)

variable normal estdndar, se tiene que si 1 — ¢ = 0.95, 2z, = 1.65, y si 1 — ¢ = 0.99,
zq = 2.33. Por lo tanto (2.1) puede ser considerada como la férmula para obtener el VeR
de una variable aleatoria X que modela los rendimientos de un activo. Note que

X —pu(T—t

_ )
Z = g ~ N(0,1)

y zq es tal que
Fz(zq) =Pz{Z < -2} =q.

Si el rendimiento medio y la volatilidad son anualizados, valores tfpicos de T'—t son? 5/360
(5 dias) y 10/360 (10 dias). Si se definen pg = 11/360 y 04 = 0//360 como el rendimiento

y la volatilidad diarios, se tiene que

—VeRf_q =—2400VT —t + pa(T —t)
VeRf_q =240aVT —t — pa(T —t)

2 Sise excluyen fines de semana y dias festivos se puede dividir sobre 252 ¢ 264, dependiendo de si los
meses se toman con 21 6 22 dias.
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y, en este caso, T — ¢ toma los valores de 5 (dias) y 10 (dias).

2.2 Valor en Riesgo de un Portafolio

Por simplicidad, se considera un portafolio que combina dos activos con riesgo. Para ello,
considere un intervalo de tiempo [t, T]. El valor inicial, en ¢, de un portafolio que consiste
de w; unidades del activo cuyo precio es Sy; y wo unidades del activo dos con precio Sa;
esta dado por:

IT; = w1 St + waSo.

Paralelamente el valor final del mismo portafolio se expresa como:
U7y = w1 S11 + w2 Sar.

Si supone que el rendimiento de cada uno de los activos siguen un movimiento geométrico
Browniano
dSis = i Sipdt + 0,9 AWy 1 =1,2, (2.2)

con
dWit ~ N(0,dt),

entonces el cambio en el valor del portafolio, entre las fechas ¢ y 7', manteniendo las

cantidades wy y wy constantes, se puede escribir de la siguiente manera:
X =1y — II; =w1(S17 — S1t) + w2 (Sor — S2t)

=w1dS1 + wadSos (2 3)
=wi (p1.S1¢dt + 0151:dW1t) + wo(uaSaedt + 02S1:dWay) '

=(wqp151 + wapeSar)dt + (w101S1:dWis + wo02S2:dWay).

Si Sir: Q1 — Ry Sor : 5 — IR son variables aleatorias definidas sobre dos
espacios muestrales, €27 y s, entonces X : 2 — IR, con 2 = 7 x (s, es una vari-
able aleatoria asociada al cambio en el valor del portafolio. Asimismo, se supone que X
estd definida sobre un espacio de probabilidad fijo (2, F,IPy), donde € es un vector de

parametros asociados con la distribucién de X.

Tal como senala (2.1) el cdlculo del VeR de una variable aleatoria X, se obtiene

mediante

VeR,_, =241/ Var[X|Vdt — E[X]dt.
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De esta manera si los activos no se encuentran correlacionados, el VeR para un portafolio

con dos activos se calcula como:

VeR{(_q = 2z, \/w%u%Sft + w22 SV At — (wy 1St + wa 2 Say)dt.

Alternativamente para el caso correlacionado se tiene

VeRiX_q = zq\/w%U%Si —+ U)%O'%Sgt + 211)111)20'10'251155215/)12\/(17 — (wlulSu + U)QILLQSQt)dt.

Cuando
COV[dWl, dWQ] = plgdt.

Si se desea calcular el VeR considerando los porcentajes de inversiéon de cada activo en
el portafolio, es necesario realizar algunas modificaciones al cambio en el valor del portafolio

anterior. Primero se divide dicho cambio de valor entre Il;, de esta manera se llega a:

I1, - IT, IT,
_wldSlt + wgdSQt
- IL I,

HUp -1, dIl _wi(Sie — Si) n wa(Sor — S2¢)

Posteriormente es necesario multiplicar el primer y segundo miembro del lado derecho de

la ecuacién anterior por Si:/S1: y Sat/S2:, respectivamente. Es decir

dil;  wy1S1¢ dS1e n waS2¢ dSoy

— . 2.4
IT, II;  Sui Iy Sot 24)

Si se define
o — w151t
| =
I, ’
o — w2Sa4
5 =
I, ’

como la prorcién invertida de cada activo en el portafolio total.> Entonces (2.4) se puede

escribir como

dIIy . dSiy fa dSa¢
I, ' Sy 2 S

De esta manera y de acuerdo con (2.2) se tiene que

dII
Tt =aq [pdt + o1dWhy] + ag[padt + oodWay] .
¢

3 Los porcentajes 6ptimos de inversion, (¢;, pueden ser calculados tal como se describe en el anexo 1.
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Ahora ya es posible calcular en VeR del portafolio tomando en cuenta las proporciones
a1, ag, invertidas en cada activo. De acuerdo con (2.1) es necesario conocer la media y la
desviacién estandar de la variable aleotoria dIl;/Il;, las cuales se obtienen acontinuacién

para el caso correlacionado.
dIl;
E T :E[al[,uldt + O'1dW1t” + E[Oég[ugdt + UQdWQt]]
t
:E[(Oqul + Oézﬂg)dt] + E[Ofldldwlt + Cl/QO'QdWQt]

=(a1p1 + azpp)dt.

dIl
Var {H—t} =Var[aq [p1dt + 01dW7]] + Var[ag[padt + oodWo]]
'

=Var[(aqp1 + agp2)dt] + Var[ayo1dWi + agoadWa]

:(oz%af + a%a%)dt + 2101009 p12dt.

De esta manera el VeR se calcula mediante

dIl, /11,
1—q

VeR = 2, \/a%U% + 0302 + 2a1010202p12V At — (i + aaps)dt,

o alternativamente como

VeR(fEI;/Ht =z, \/a%a% + a303 + 20100012V At — (a1pg + aopp)dt, 2.5

cuando se considera

I, /11,
—q
que se invirtiéo un millon de pesos en la compra de dos acciones, AMXL y WALMEXYV . En

A continuacién se muestra un ejemplo del calculo del VeRcl1 para dos activos?. Suponga
la columna (1) de la Tabla 2.1 se muestra un fragmento de los precios diarios de AMXL y,
en la columna (2) es posible observar los coorrespondientes a WALMEXYV. En las columnas
(3) v (4) se expresan los precios del siguiente ano . La columna (5) = [(3)—(1)]/(1) muestra
los rendimientos anualizados de AMXL, mientras que en la columna (6) = [(4) — (2)]/(2)
es posible observar el redimiento anualizado de WALMEXV.

4 Es importante mencionar que los datos fueron obtenidos de la base ECONOMATICA, con perio-
dicidad diaria, del 31/12/2004 al 29/12/2006, es decir, 500 datos (se excluyeron fines de semana y dias

festivos)
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TABLA 2.1

Fecha AMXL WALMEXV Fecha AMXL WALMEXV R. A. R. A.
2005 2006 AMXL WALMEXYV

@) ) ®3) (4) (5) B(6)
03/01 18.61 13.17 03/01 29.97 16.10 0.61 0.22
04/01 18.62 12.86 04/01 30.07 16.06 0.62 0.25
05/01 18.54 13.00 05/01 30.40 15.79 0.64 0.22
06/01 18.64 12.98 06/01 30.28 16.12 0.63 0.24

Con base en los rendimientos anualizados de los activos se obtienen los siguientes

estadisticos, asi como los porcentajes de inversion permitiendo ventas en corto.

TABLA 2.2
Datos Anuales
WALMEXV | SORIANAB
1 2
1 0.78 0.48
o 0.18 0.10
o? 0.034 0.009
012 0.011 0.011
« -0.10 1.10

dIl, /11,
1—q

datos anteriores en (2.5) con dt = 1/250 y z, = 1.65. De esta forma

Si se desea conocer el VeR diario con una confianza del 95% sélo se sustituyen los

VeR§ " ZzQ\/O‘%U% + 303 + 2010a2012VdE — (@111 + azpiz)dt
VeR(ys/"" =0.008

Por otro lado el célculo del VeRfiQHEf/ T anual implica que dt = 1, por lo tanto

VeRcllEt({sHt :zq\/a%a% + a303 + 201 0012V At — (i + agpun)dt
VeRGa/ ™ = —0.30

De esta manera, el VeRflglgt/ Ht, de este portafolio de un millon de pesos, senala que existe
una posibilidad del 5% de que el portafolio gane el 0.008% en un dfa, sin embargo existe la
misma probabilidad de que dicho portafolio pierda el 0.30% es decir, 3000 pesos a lo largo

de un ano.
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Generalizacion a » activos

A continuacion se presenta el cdlculo del VeR, considerando las proporciones de inversion

a, cuando el portafolio contiene "n” activos. Con la finalidad de exponer el caso general,

se define el valor inicial y final del portafolio, de la siguiente forma:
IT; = w1S1¢ + w2 Sa¢ + -+ - + Wy S,

7y = w1 S1r + w2Ser + -+ - + Wy Spr-
Por lo tanto el cambio del valor de dicho portafolio puede expresarce como:

X =1y — Il =wS17 + -+ + wpSpr — [w1S1¢ + -+ - + Wn S
:w1(S1T — Slt) + -+ wn<SnT — Snt)
(2.5)
=w1dS1¢ + - - + w,dS,:
:dHt
Donde
dSZ't:SZ' —Si Vizl,...,n.

Y se supone
dS;; = uSpdt + 0 SdWy Vi=1,...,n.
Entonces
X =wq (151t + o1 S1:dwyy) + - -+ + Wy (n Snedt + 04,55 dWoit)
=(wi1p1S1t + -+ + Wit St )t + (w1051 dWig + -+ - + Wi 07 St dWie ).
Es necesario dividir la ecuacién (2.5) entre II;. De esta manera se tiene

dHt :wldSU bt wndSnt
I1, I, I1,

Ahora se debe multiplicar cada uno de los miembros del lado derecho de la ecuaciéon anterior

por S;+/S;x Vi =1...n, tal como se hizo para el caso de dos activos. Esto es

dIT; . w1S1¢ dS14 + + Wy St dSny
Ht Ht Slt Ht Snt .

(2.6)

Si se define
w; Sit

11

o = Vi=1,...,n
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donde

zn:ai:L

Entonces (2.6) se puede escribir de la siguiente manera:

M, 351 4 o, 3
M, ' Su " St

Si se considera (2.2) se tiene:

dIl
Tt =ai[pdt + o1 dWig] + - -+ + o [ dt + o, dWi).
t

Cuya media es:

dIl
E { t} =E[a1[p1dt + o1 dWig] + -+ - + o [pndt + 0, dWoe]]

T,

n (2.7)
= Z Oéi,uidt.
i=1
Y varianza
dIl,
Var o =Var[aq[p1dt + o1dWii] + -+ - + ap[pndt + 0 dWie]]

t

(2.8)

=dt Z (1/120‘1.2 + Z Z aiaiozjajpijdt,
=1

i=1 j#i
o alternativamente

dII
Var {—t} =Var[ai[pidt + o1dWi] + -+ + ap[pndt + o d W]

II
t n n n
:dtZa?J? + ZZO&Z‘QJO‘ijdt.
i=1

i=1 j#i

Si se considera que:

_ i
Pij = .
0i0;

De esta forma y de acuerdo con (2.1) el VeR de dH—Htt se otiene mediante

VeR(liE[;/Ht = 2, i alo? + i i ooVt — i o pidt. (2.9)
i=1 i=1

i=1 j#i
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Si se define:
o1 Olp
o= Do como la matriz de varianzas-covarianzas.
Onl ctt Onn
a1
o= : como el vector de porcentajes de inversion.
7%
H1
W= : como el vector cuyos elementos corresponden a las medias de los activos.
Hn

Entonces (2.9) puede reescribirse como:

VeRM/ M — o /aTsa  Vdt — o pudt. 2.10
q %

1—q

Donde el vector a puede ser obtenido previamente de un problema de programaciéon no
lineal® :

Minimizar %ozTEa

S.a.
OfTN = Mo

ol =1

Con la finalidad de mostrar un ejemplo del calculo del VeR(E;/ e para el caso de n
activos, a continuacién se presenta el calculo del valor en riesgo anual de un portafolio
que contiene 14 acciones que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores.® Para tal efecto
se optimizé el portafilio de minima varianza global permitiendo ventas en corto.® Los

resultados se muestran a continuacion.

3 Vea Anexo 1.

5 Es importante mecionar que los activos cuentan con una periodicidad diaria (desde el 31 de Diciembre
del 2004 hasta el 29 de Diciembre del 2006). No incluye fines de semana ni dias festivos. Sin embargo, el
cdlculo de los rendimientos es de forma anual. De esta forma se cuenta con 250 observaciones por cada
rendimiento.

6 El calculo de los prorcentajes de inversién se obtuvo de acuerdo al modelo de minima varianza global
expuesto en el anexo 1.
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TABLA 2.3 Porcentajes de inversion

Accion o;
AMX L -13.6%
WALMEXV 36.4%
CEMEXCPO -8.8%
TELEVISACPO | -16.8%
TELECOMA1 -60.5%
TELMEXL 122.2%
GMEXICOB -1.6%
FEMSAUBD 3.3%
GCARSOA1 -3.3%
GFNORTEO 9.8%
BIMBOA 19.0%
GFINBURO 32.2%
SORIANAB -27.6%
PENOLES 9.46%
A -0.002

Los datos de la tabla anterior, excluyendo la ultima fila, forman el vector de pesos, «,
senalado en (2.10). Si se obtiene el rendimiento anual de cada activo, es decir, el cambio
porcetual del precio de un activo de un ano respecto al siguiente y se calcula el promedio

de cada uno de ellos, se obtiene el vector pu. Dicho vector se muestra en la Tabla 2.6

TABLA 2.4
Rendimiento promedio anual
Accion i
AMX L 78%
WALMEXV 48%
CEMEXCPO 51%
TELEVISACPO 33%
TELECOMA1 43%
TELMEXL 27%
GMEXICOB 78%
FEMSAUBD 57%
GCARSOA1 40%
GFNORTEO 54%
BIMBOA 16%
GFINBURO 4%
SORIANAB 22%
PENOLES 58%
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Finalmente se calcula la matriz ¥, de varianzas y covarianzas existentes entre los
rendimientos de los activos. Por 1ltimo se sustituyen en la ecuacién (2.10) con dt =1y

zq = 1.65, es decir:
VeR.dglgt/Ht —2qVaTYa  Vdt — ol pdt

=1.65VaTSa V1 —aTpu(l).
=—0.038

De esta forma es posible afirmar que hay una probabilida del 5% de que un portafolio de

un millén de pesos pierda el 0.038% en un ano por causas del mercado.

2.3 Descomposicion de Cholesky

Hasta este momento se ha mostrado como calcular el VeR del cambio del valor de un
portafolio de ”n” activos, lo cuales guardan una cierta estructura de correlacion

dS;; dS;

Cov lt, gt

Sit 5

Si se desea realizar una simulacién del cambio del valor del portafolio de este par de activos,

necesita generar "n” variables aleatorias, de manera que todas ellas respeten la estrucutra
de correlacion existente entre el rendimientos de los activos. El método que permite tal
hecho es conocido como la descomposicién de Cholesky.

Por simplicidad considere el caso de un portafolio con dos activos. De acuerdo con
Venegas(2006) los rendimientos de los activos pueden ser conducidos por un movimiento
browniano estadarizado. Es decir

% — pidt .
Vordi
dS1t = p1S1,dt + o151,V dte
dSg; = p12S2:dt + 0255V dtes
donde i = 1,2, p1, pu2 € R, 01,02 > 0, 1,62 ~ N(0,1) y Cov(ey,e2) = 0.

(2.10)

Con la finalidad de realizar la simulacion del cambio de valor de este portafolio formado
por este par de activos, es necesario generar dos variables aleatorias €1, €5. Sin embargo,
utilizar tales variables en el proceso de simulacién, implicaria que los activos no guardan

relacion alguna. Por lo tanto, se necesita es un transformacion de manera que:
hy = hi(e1, €2)

(2.11)
hy = h2(€1,€2)



dSlt = ,ulSltdt + alSlt\/%hl
dSQt = ,tLQSQtdt + O-QSQt\/%hQ

Cov(hy, hg) = p.
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La transformacién senalada en (2.11) es conocida como al transformacion de Cholesky.

A continuacion se expone el procedimiento del calculo correspondiente a tal transfor-

macién. Siguiendo a Venegas (2006) la matriz de correlacién debe ser simetrica y definida

positiva para poder aplicar la descomposicion de Cholesky. Si se denota a la matriz de

correlacién existente entre el un par de activos como:

o~ 1)

La cual claramente cumple con las condiciones para aplicar la descomposicion de Cholesky,

entonces existe una matriz A también llamada la raiz cuadrada tal que:
C = AAT.
Donde A es trinagular inferior o equivalentemente.
<1 P) _ (all 0 ) <CE11 alz) _ < a3, ai11a12 )
p 1 ajz Qo2 0 ag annarz aiy+a3, )’

lo que implica
1 :a%:l,

p =a11a12,

) 2
1 =afy + aj,

b D=0 =) b n%e)

De esta forma la transformacion se puede escribir como:

- )

hi = €1,
ho = pe1 + /1 — p? 2,

(2.12)



con primer y segundo momento:

E[h] =0.

E[hg] :E[,O€1 —+ \/ 1-— /)262

=pE[e1] + /1 — p?E[eq]

=0

Var[hg] =Var[pe; + /1 — p2eq]

2 41— p?
=1.

Var[h;] =Var|e]
=1

Cov|hy, ha] =Covler, pe1 + /1 — p2es]

=E[e3p + e1621/1 — p2] — E[e1]E[pe1 + /1 — p2es]

=pE[ef] + V1 — p*Ele1¢2]

:pE[elel] +/1 - p2(E[€1]E[62] + COV[El, 62])

:p[E[El]E[Gl] + COV[€1€1H
=pVarle |

:p'
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Observe que la transformacion de Cholesky aplicada a las variables generadas (€1, €2)

permite que las nuevas variables(hi, hy) mantengan la estructura de correlacién deseada.

De esta manera y con base en la transformacion (2.12), ya es posible simular los rendimien-

tos de los activos

donde

dSlt = ,ulSltdt + O'lslt\/ahl

dSa; = p12.Sopdt + 2S¢V dths,

h2:p€1+\/1—p262, h1:€1,

COV[€1,€2] =0.

€1,€2 ~ N(O, 1)
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Cov |:dslt dS ]

Sie " Sa

Ahora suponga que los rendimientos de los activos siguen un movimiento browniano

no estandarizado, entonces se tiene que equivalentemente,

dS1s = p1S1dt + 0151, dWry

y

dSar = p2Sordt + 0252, dWoy,
donde

AW = p AW + /1 — p?dUs,
y

COV[dWlt, dUt] = O,
AWy, ~ N(0,dt),
AU, ~ N(0, dt).

Por lo tanto,
COV[dWlt, dWQt] :E[dW1tdW2t] — E[dWlt]E[dWQt]

=E[dW1¢(pdW1, + /1 — p2dUy)] — E[dW1]E[pd Wi, + /1 — p2dU4]
=E[pdW2 + dWi;\/1 — p2dU]
=pE[dW32] + /1 — p2E[dW,dU,]
—pE[dW?2] 4+ pCov[dWis, dWy,] + /1 — p2E[dW1,]|E[dU, ]+
+ /1 = p2Cov[dWy,, dU]
=pVar[dW1,]
=pdt.

Que es la misma estructura de correlacién que tienen los redimientos de las acciones si

01 — 09 — 1.
dS1s dSQt} KdSu {dSuD (dSQt {dSZt} )}
Co , =E ~-E —E
Y [ St Sot S1t S1t Soy Soy
=E [(/J,ldt + 0'1dW1t - /J,ldt) (,ugdt + UQdWQt - ,ugdt)]
=E[dW;,dWy]
:E[dWU]E[dWQt] — COV[dWlt, dWQt]

=pdt.
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De esta manera es sposible simular la dinamica del portafolio

dIl; = w1dS1; + wadSs:. (2.13)
Donde:
dSy; = ulSltdt + 0157 dW1, (214)
dSy; = ILLQSQtdt + 0259 dWo,. (215)
con
dWoy = pdWis + /1 — p2Uy, (2.16)

dWh ~ N(0, dt),
U ~ N(N,dt).
A groso modo, la simulacién se puede resumir en los siguientes puntos:
1.- Generar un numero dWi; ~ N (0, dt).
2.- Generar un numero U; ~ N (0, dt).
3.- Calcular el valor de dWs, utilizando la trasnformacién de Cholesky senalada en (2.16)

4.- Calcular el valor de dSy; tal como lo senala (2.14). Los parametros p1, p2, 01, 02 pueden
evulucionar en el tiempo, su dindamica puede ser capturada por un modelo GARCH. De lo

contrario se mantienen constantes.

5.- Calcular el valor de dSy; como se indica en (2.15).
6.-Calcular el valor de dII; como senala (2.13).

7.- Repetir 10,000 veces.

El vector resultante X ~ A(0,dt) de orden 10,000 x 1 es interpretado como la dis-
tribuciéon de probabilidad futura de dII; . Siguiendo a Jorion (2007) el VeR se puede
derivar de la distribucién de X en un nivel de confianza dado 1 — ¢ al encontrar la peor
realizacion, x, posible de X. Por ejemplo, para este caso se cuentan con 10,000 observa-
ciones y se quiere determinar el VeR en un nivel de confianza del 95% a partir del 5% del
lado izquierdo de la cola de pérdida del histograma, seria deseable encontrar x tal que el
nimero de observaciones a su izquierda sea 10,000 x 0.05= 500. Es decir, el area de —oo a

x debe sumar ¢, 5 %. El nimero z es denominado el quantil muestral de la distribucién.
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%9

Generalizacion a ”’n” activos”

Claramente la descomposicion de Cholesky se centra en determinar los valores de la matriz
A. Para el caso de tres activos Sea > una matriz de varianza-covarianza.

2
01 012 013
_ 2
Y= 021 05 023 )
2
031 032 O3

donde 0;; = p;jo;0; con i # j. Sea A una matriz triangular inferior de 3 x 3

ai1 0 0
A= a1 a9 0
a31 G322 0ass

De esta manera,

0% o122 013 a1 0 0 aip a1 asy
021 03 093 | =|axn ax O 0 a2 asz
031 032 O3 asy a2 ass 0 0 oass3
a%l a11G21 Ga11a31
= | ai1a2: a3, + a3y a21031 + a22032

2 2 2
a11a31 Q31021 + Gg2a32 a3y + a3y + azs

En consecuencia, se tiene la siguiente solucién recursiva

2 2

. 021
021 = ai11021 = a1 = —
ai
2 _ 2 2 _ 2 _ 2
0y =a3 taxp = Q22 = (/03 — a3
- 031
031 = 11431 = asly = —
ai
1
032 = G21a31 + G32a22 = az2 = — (032 — ag1as1)
22
2 _ 2 2 2 _ 2 _ 2 2
03 =aj; +a3 +az = ass = \/03 —ai; — a3,
Para el caso general de matrices de n X n se tiene que
i1 1/2
2 2
Qi =\ 05 — Z @ik
k=1
y
1/2

1 i—1
aij = — | Oij — E AikQjk )
@i p
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conj=1+1,714+2,...,n.

2.4 VeR de un portafolio y componentes principales

En esta seccion se presenta el método de componentes principales y su aplicacién en el
calculo del VeR de un portafolio. Como se sabe, el rendimiento del portafolio se calcula en
términos de los rendimientos de los n activos. Concretamente, el rendimiento del portafolio
es la media de los rendimientos ponderada por la participacién de cada activo en el valor
total del portafolio. En el método de componentes principales dichos rendimientos se
tranforman en n nuevas variables, donde la finalidad es trabajar solo con las n — k variables

que aporten mayor riesgo al portafolio, llamadas componentes principales.

Si se cuenta con "n” activos, es posible calcular la varianza individual de los rendimien-
tos, la covarianza existente entre todos ellos y por supuesto la varianza del portafolio. Sin
embargo suponga que se desea encontrar una combinanciéon lineal de los rendimientos
originales que explique la variabilidad de dicho portafolio. De esta manera seria posible
identificar los activos que mas afectan a la volatilidad. Por ejemplo una combinacién lineal
podrfa ser:

'4d52t dSiot dSh:

dSi¢
+0 + 0.2 + 0.5 . 2.17
St Soy S1ot Sht (2:17)

Donde las variables d.S;;/S;; representan los rendimientos de los activos.

L=0.2

Ahora bien, de todas las posibles combinaciones lineales, la que muestra mayor vari-
abilidad (varianza mayor) se llama primer componente principal L; . La siguiente com-
binacién lineal, Lo con la varianza mas grande y que no este correlacionadas con L1, es
el segundo componente principal y asi sucesivamente. Es decir,y de acuerdo con Vene-
gas (2006) dichas componentes principales son combinaciones lineales de los rendimientos
originales y cada una de ellas explica una parte de la varianza total de la transformacién.
Después de ordenar las componentes por su peso explicativo en la varianza total, aquellas
que tengan una contribucion insigificante en dicha varianza pueden eliminarse. De esta
manera la dimensién del problema inicial se reduce en el problema transformado. Por
ejemplo, si las ultimas k& componentes principales se eliminan, el problema transformado
consiste de n— k variables. De acuerdo con Tucker (1988) las primeras cuatro componentes

principales explican el 90% de la variabilidad en un conjunto de 25 variables.

Las componentes principales es decir, los coeficientes de dS;;/S;: en (2.17) se obtienen

de la matriz de varianzas-covarianzas, C. De esta manera se puede mostrar que el vector
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de coeficientes de la primer componente principal es el vector dominante de longitud uno,
eigenvector u; de C. Por lo tanto, encontrar los componentes principales se reduce a
eigendescomponer la matriz C (de varianzas-covarianzas). Siguiendo a Tucker (1988) la
eigendescomposicién indica que si C es una matriz de orden nxn con n eigenvectores

unitarios linealmente independientes u; con ¢ = 1, ...n cada uno asociado a un eigen valor.

(ALl = [A2| = [As| = .. |Anl.

Que uJT sea la j-ésima fila de una matriz llamada U~ y u; sea la j-ésima fila de la matriz

U. Entonces C puede expresarce como
c=uD,U!

Donde D) es una matriz de ornden nzn cuya diagonal principal contiene a los eigenvalores

A; vy el resto de sus elementos son ceros.

Por simplicidad en la exposicién, se considera un portafolio con dos activos. Los
precios, S1; v Sa:, de dos activos financieros son conducidos por las siguientes ecuaciones

diferenciales parciales:
dS1 = p11S1,dt 4 0151,V dtm

dSor = o Sardt 4+ 02594 \/&172 (2.18)

donde
ne = pm + V1 —pies

m,e2 ~N(0,1) 'y Cov(n,e2) =0.

v= ()= (6)-(6 1))

con p > 0. En lo que sigue se denota
_(1l »
c- (p 1) |

En primer lugar se determinan los eigenvalores (valores propios), A1 y A2, y los eigenvectores

En este caso,

(vectores propios), vi y va, de C, es decir, se determinan \; y v; # (0,0)T, i = 1,2, tales
que
CVi == )\ivi, 1= 1, 2. (219)
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En este caso, (2.19) se puede reescribir como
(C—A)v; =0.
Para que el sistema anterior tenga una solucién no trivial, v;, se debe cumplir que
det(C — AI) =0,

donde I es la matriz identidad de 2 x 2. Es decir,
1—A p

p 1—A

(1=X)%=p?

lo cual produce dos soluciones A\; =1+ py Ao =1 — p. Dado el supuesto p > 0, se sigue

que A1 > Ao. Claramente,

det(C) = Mdo = (1 +p)(1 = p) =1 - p?

traza(C) = A\ + Ao = 2.

Los vectores propios se determinan a través de los sistemas:
—p P vt _ (0 v p P var\ _ (0
p —p) \Vi2 0 p p) \v22 0)"
Por lo tanto,
S ! Vo = 1
1= 1 y 2 = 1)

Claramente, eigenvectores correspondientes a distintos eigenvalores son linealmente inde-
pendientes. Observe que, en este caso, vi vy = 0, es decir, vi y vy son ortogonales. Si se

normalizan estos vectores, es decir,

(D) o e (0)

entonces u; y ug son eigenvectores ortonormales. Sean

o= ) =(03 ) vo=(6 2)=(112)
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las matrices de eigenvectores y eigenvalores, respectivamente de C. La matriz U = [uy, ug]
es simétrica, U = U7, e invertible, U = U? = U~!. Es decir U es una matriz ortogonal.
Asi, UTU = UUT = U2 = 1. Observe también que

CU =UD,,
lo cual, evidentemente, equivale a
Cu; = \jug y Cuy = Aus.
Por lo tanto, se puede escribir
C=UD,U ' =UD,U".

La eigendescomposicion claramente permitié identificar los eigenvectores unitarios exis-
tentes en la matriz C y por tanto, a los componentes principales. Cada eigenvector uni-
tario es una fila de la matriz UT y corresponde a un componente principal. El problema
terminaria aqui siempre y cuando a tranformacién de Cholesky no estuviera implicita en

(2.18). Por lo tanto es necesario definir la siguiente transformacién:
y=U"y. (2.20)

Es decir,

1
Y1 =u11M1 + U12N)2 = ﬁ (m +1n2)
1

Y2 =U21M1 + U272 = (m —n2)

Sl

Donde E[4] = (0,0)" Y

Var [y1] :Var[%(m + 12)]

~(5)?Vaim] + (=) Varl] + 25 —=Covlain]
11,

22 f

=1+p
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:(7) Var([n ] + (—2)2Var[172] - 2—2 —2COV[771772]
RSN

T Ty T AP

:)\27

(I1—-p+p—1)=0.

-

1
Cov (71,72) = ZCOV (m 4+ m2,m —m2) =

De esta manera a la primer ecuacién de (2.20) se le conoce como primera componente
principal y a la segunda como segunda componente principal. En ocasiones, el vector
propio asociado con el valor propio mas grande, A, es llamado la primer componente

principal. Adicionalmente obseve que
det(C) = Var[y1] x Var[y2] y traza(C) = Var|[y1] + Var[y2].

Asimismo, se tiene que

u; = arg max {{ ﬂn&lxlx 1}Var [XTQ}} .

Con la finalidad de calcular el VeR por medio de los componentes principales suponga que

€1 =1 y con base en las transformaciones (2.18) y (2.20), se tiene que

dS1t = p1 S1edt + 0181V dty

dSar = poSordt + 025215\/&72,

! (e1+m2) ! ( )
= — (&€ 5 = — &1 — 5
Y1 \/§ 1T 12 Y2 \/5 1— 12

72 :p61+\/1—p262, 61,€2NN(O,1), COV(€1,62>:O,

Var [e1] = Var o] = 1, Cov (e1,m2) = p.
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Por lo tanto,

1
Var [v1] :§Var le1 + 2]

1
=—Var [(1 +pler + 1 — ,0282]

2
1
=5 ((L+p)° +1-97)

=\

1
Var [y2] :§Var [e1 — 2]

:%Var [(1 —pler — V1 - [)252]

1

=3 (1=p)*+1-p?

:)\27

1
Cov (71,72) ==Cov ((1 + p)er + /1 — p?ea, (1 — p)er — V1 — p?ey
2

=5 (1491 p)— (1= )
=0

Asi pues, con base en lo anterior, y si se define v; = dWyy, 7o = dWay, € = dUyy,

€o = dV; v m2 = dUs; es posible escribir

dSi: = 1 S1edt 4 0151 AWy

y
dSa; = poSordt + 0252 dWoy,
donde
1 1
AWy = — (AU +dUs;), dWoy = — (dUy4 — dU-
1t \/5( 1t 2t) 2t \/5( 1t 2t)

AUy = pdUyy + /1 — p?dV4,

Cov (dUy, dV;) = 0.



De esta manera,

1
Var [dW14] :§Var [AU1¢ + dUs]

1
—5Var [(1 +p)dUy + /1 — p2dvt]
=(1+ p)dt

=\ dt,

1
Var [dWo] :§Var [dUy — dUs]

:%Var [(1 — p)dUss — md‘/}]
=(1 —p)dt
—\odt,

Cov (AW, dWay)

:%Cov <(1 + p)dUs + /1 — p2dV;, (1 — p)dUye — /1 — p2th>

=5 (1491 = p) — (1= ) di

=0

De acuerdo con Vengas (2006) si se supone que p; = pg = 0, se cumple que

VeR{/M \/ (a VeRdSl/Sl) ( VeRdS2/52)

2

_zq\/(alm \/)\71>2 + (O@Uz\/gy

:zq\/alal)\l—l—az )\2 \/&

)\1 )\2
:zq\/2a%z7% (M +)\2) + 20303 (M n )\2) vt

35
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. Cual es la utilidad del método de componentes principales en el calculo del VaR? La

respuesta a esta pregunta es simple. Suponga que p = 0.95, entonces
Var [dW7,] = (1 + p)dt = 1.95dt.

Asf, la varianza de dWi + con respecto de la varianza total es A1 /(A1 +A2) = 1.95/2 = 0.975,
mientras que la de dWo; sélo explica el 0.025 (= A2/(A1 + A2)) de la varianza total. Si
ay =1/v2, a1 =1—(1/v2), 01 = 1/V/10 y o5 = 0.05, entonces

A
20303 ( " j Az) = (0.0025)(0.025) = 0.0000625.

Por lo tanto, la segunda componente principal puede eliminarse ya que su contribucién a
la varianza total es insignificante. De esta manera, un problema de dimensién 2, de dos
activos, puede reducirse a un problema de dimensién 1, de la combinaciéon lineal de los dos

activos y

VAR & 2,1 (20707 (L) VAl = 2,(0.1203) VA
q )\1 + )\2



37

CAPITULO 3

Algunas generalizaciones del VeR

3.1 VeR incremental

En el calculo de VeR , es natural preguntar cual de los activos contribuye maés al riesgo
total. De esta manera es posible modificar las posiciones. De acuerdo con Venegas (2006)
el cédlculo aislado del VeR para cada uno de los activos no es la aproximacion correcta
debido a que se omiten los efectos de correlacion con los otros activos. El VeR incremental
de un activo se define como la razén de cambio entre el VeR y la proporcion del valor del
portafolio que se invierte en el activo. Esto es, indica cuanto cambia el VeR del portafolio al
invertir un punto porcentual adicional en uno de los activos. Para calcularlo es necesario
derivar parcialmente el VeR del portafolio con respecto a cada porcentaje de inversion
a1, o, ..., . De esta manera, para el caso de dos activos el VeR incremental con respecto

de a1, denotado por VeRI{™ o> estéd dado por:

o 8V€R1_
VeRIl iq = qu

:ﬁ (20&10‘% +2(l/20'12> \/&—,uldt
2 \/O‘%U% + O‘%“% + 2012012

(a1, az)

Multiplicando por Vdt

Vdt

(ozlaf + 0420'12>
VeRIT: =z Vdt — pqdt
1-q q(\/ dt)_l\/()é%()'% —1—04503 —|—20610420'12\/ dt H

2
=z (107 + az013) Vdt — ppdt.

(VA Var 4]

Si se sabe que:

1 dSi:  dSi dSo alVar[dSit] + a2COV[d§?:7 dsszit
q Vg, T = di

_ala%dt + Oélegdt

B dt

2
=107 + ag019.
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Entonces (3.1) se puede expresar como:

1 COV[ dS1s aldgtt +a2d52t

VeRI!, =2, Sit sl i - pdt
(VD) fVar 2
Cov dSlt,a dSi +a 24
=2, [St 175, 2527&]\/&_#/1(175'
Vdt Var[dn—ntt]
Multiplicando por —7
71
o1Cov dSlt,a dSlt dS2t
VeR,I(fiq —z, 1 [ St 2755, ]\/7 _ /Jth
2 dIl;
o2+/dt Var[ ]
dSi

o1Cov| o 91 4y 9520

) 2
=2z, Sit 175, Sot ] /d _ [let

Voidt Var[dnt]

Cov [dSltt ’ dl‘l[_[tt]

\/Var [d21e ] \/Var B

CO [dssltt , dl'll_ltt]

\/Var dSl*

\/_ uldt

=Z4q01

Si se define:

Entonces es posible escribir

VeRIf‘iq = ZqO'lﬂl\/a — ,uldt

Para el caso en que el portafolio contiene n activos, cada VeRIJ* > S€ obtiene mediante

VeRIT* = 240k B, Vdt — pidt. (3.1)
con -
(6702 TOk
B = 3.2
g oprvVdtvaXal/dt (3:2)
donde

a, es una matriz 1xn, cuyos elementos son las «;, ¢ = 1,2, ..., k, ..., n de cada activo.

o, es una matriz de orden nxn,cuya diagonal principal contiene las 0;, i =1, ..., k,...,n

de los activos.

>, es una matriz de orden nxn de varianzas y covarianzas.
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dWr, es una matriz nxl, que contienen los elementos dW;t, i« = 1,...,k,...,n de los
activos, donde, se considera dW;t = dt, cuando ¢« = k y dW,;t = p;; en cuanquier otro caso.
dry

. . . 11 ., ,
Adicionalmente es importante mostrar que VeR;*, es una funcién homogénea de

primer grado en (aq, ). Es decir, si

Ve Rdnt/nt _ zq\/oz% +a?+ 20 a1V dt — [aq pr dt + agpuodt].

Y se multiplica por una consante k

VeRyL ™ =Z,1/(01k)? + (azk)? + 2(kan) (kaz) o1 V/dE — [(kan ) dt + (kas)padt

=Z, \/a%kQ + a2k? + 220 apo12V At — kdit[on iy + appis]

:qu[\/oz% + a2 4 201 012V dt — dt[on gy + o]
dITy

=kVeR,™,

dl_.[t

Por lo tanto y en virtud del teorema de euler es posible escribir al VeR, como:

1— q
VeR1_4(aq, a2) :oleeRIf‘iq + agVeRIf‘iq

(3.2)
=zq(o10181 + agagﬁg)\/a — (p1 + po)dt.

Es decir, el VeR1 /T oo calcula considerando las 0, tal como se definié en este apartado,

asi como la volatilidad de los activos.

2 77

La generalizacién a activos se puede expresar de la siguiente forma:

VeRi_4(a1, e, ..., ap) = \/azqaﬁal — pT1dt.

Donde:
o :es un vector de orden 1xn cuyos elementos son las volatilidades de los activos.

[ :es una matriz de orden nxn, en cuya diagonal se encuentran las (# de los activos y el

resto de sus elementos son ceros.

a:es una matriz de orden nxn, en cuya diagonal se encuentran las a de los activos y el

resto de sus elementos son ceros.

1 :es el vector de orden nx1 de medias.

A continuacién se calcula el VeR;_, (a1, g, a3) anual para AMXL, WALMEXYV y CE-

MEXPO. Primeramente, es necesario calcular los las 3; para cada activo. De acuerdo con
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(3.2) es necesario obtener el porcentaje de inversién, «;, asi como las desviaciones estandar
de los rendimientos de los activos, 0;, la matriz de varianzas y covarianza existente entre

dichos rendimientos, ¥, y la matriz dWp. Tales resultados se muestran a continuacion.

TABLA 2.5
Datos anuales
AMXL | WALMEXV | CEMEXPO
1 2 3
o 0.78 0.48 0.51
o 16.9% 104.5% -021.4%
TABLA 2.6
Matriz de Var-Cov
AMXL | WALMEXV | CEMEXPO
1 2 3
AMXL 1 0.0342 0.0113 0.0448
WALMEXYV 2 0.0113 0.0093 0.0170
CEMEXPO 3 0.0448 0.0170 0.0811
TABLA 2.7
Matriz AW
AMXL | WALMEXV | CEMEXPO
1 2 3
AMXL 1 1 0.634 0.851
WALMEXYV 2 0.634 1 0.620
CEMEXPO 3 0.851 0.620 1

Ahora es posible calcular 3;,7 = 1,2,3. Solo basta con sustituir los valores anteriores en

(3.2), de esta manera se obtiene:

TABLA 2.8
AMXL | WALMEXV | CEMEXPO
1 2 3
I6; 0.484 0.927 0.314

Finalmente el cdlculo de VeRI{* , se obtienen al sustiruir los datos anteriores en (3.1) y

considerando que z, = 1.65 y dt = 1, es decir

TABLA 2.9
AMXL | WALMEXV | CEMEXPO
1 2 3
VeRIT*, | -0.629 -0.335 -0.358
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Si se multiplican los datos anteriores, por sus respectivos pesos «;, se tiene que

VeRl_q<Oél, a9, 063) = —0.38

3.2 Indice de Herfindahl-Hirschman

El indice de Herfindahl-Hirschman proporciona una medida de concentracién del valor en
dIT, /11,
1—q

una funcién homogenea de primer grado en (a1, az). Observe que de acuerdo con (3.2), se

riesgo de los activos del portafolio. Lo anterior es posible gracias a que el VeR

puede escribir
n
d11/11
VeRl_é = E Ty
k=1

donde

(e
T = akVaRllfq.

El indice de Herfindahl-Hirschman resulta de sumar los cuadrados de las participa-

ciones del riesgo de cada activo en el VeR. Es decir

IHH = i Yz
k=1

donde
Lk

T VeRM/T

1—q

Yk

Y toma valores entre el reciproco del nimero de activos de una la cartera, y uno.
Para ilustrar la utilidad de este indice suponga, por ejemplo, que un portafolio contiene

4 activos para los cuales y; = 0.45, yo = y3 = 0.25 y y4 = 0.05. En este caso,
IHH = 0.33

Siguiendo a Venegas (2006) la interpretacién de este indice es que su inverso 1 JIHH = 3
significa que el portafolio bajo consideracién, de 4 activos, es equivalente a uno con tres

activos que contribuyen igualmente al VeR original.
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3.3 VeR-promedio, AVeR (Average VeR), y espe-
ranza condicional del VeR

Un concepto muy 1til en administracion de riesgos es el VeR-promedio, el cual consiste
en tomar el promedio de (1 — ¢) * 100% de las perdidas potenciales. Su calculo se obtiene
a traves del promedio de los valores que exceden el VeR, dado el nivel de confianza ¢, es
decir, se toma el promedio de las pérdidas potenciales con respecto al cuantil q. Asi pues

el VeR-promedio se define como
1 /9
AVeR{_, = — / VeR;* ds.
q.Jo

Si, por ejemplo,
Fx(z)=1—-¢e 2>0, A>0,

es decir, X es una variable aleatoria exponencial con parametro A > 0, entonces

g=1—e
1—q=e?"
In(l—¢q)=- Xz
In(1 - q)
= =VeRi,

Por lo tanto, se sigue que

1—q q 1—q
q _
__1/ In(1 - q)
q.Jo A
L M = gy
= — — n J—
o J q)dq

Considere ahora el cambio de variable u = 1 — ¢. En este caso, la ecuacién anterior puede

/l_q In(u)du
[ (uln(u —‘1]
[(

[(1-¢)In(1—¢q)— (1 —q)+1]

(o

escribirse como:

AVeR{ | =

1
aA
1
aA
1
aA
1
A
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Por otro lado, la metodologia de valor en riesgo no proporciona informaciéon alguna
cuando el tamano esperado del cambio de valor en el portafolio excede el umbral —VeR{(_ q
Por esta razén es conveniente introducir la siguiente medida de riesgo si se define esperanza

condicional de la cola del VeR como:

&, =-EP [X]|X < —VeR{],

q

se puede reescribir
EX,=EV [-X|X < —VeR{"]
=E[-X — VeR{_, + VeR{" | X < —VeR{"]
=VeRy" ,+E[-X — VeR{" | — VeR)" — X > 0]
= VeR{_ , —E[X + VeR{" | VeR] + X < 0].

Observe que si se denota VeR‘lx_q = —u, y se define e(u) = E[X —u| X < u], entonces

é'ix_q = —u — e(u). En este caso,

w0 (e)da

Pr{X <u}
y se sabe que 4P ()
= f)
Entonces
() = ffoo(as —u)dFx (z)
- FX (U)
B [Y (zdFx(z) — udFx(z))
a Fx(u)
_ffool’de( ) uf dFX
Fx (u) Fx(u)
1 u
- /_OO 2dFx(z) — u

Ahora si se integra por partes la expresion

/_uoo xdFx(x)

donde z = x y dv = dFx(z), entonces dz = dx y v = Fx(x). Y se sigue que

/ zdv = 2v — / vdz,
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y Fx(u) = PriX <u}
- OO f()da
_ /_ ZO dF ()
= Fx(z).
Entonces () = FXl(u> (uFX(U> _ /_ZO Fx(a:)dx) —u
- _Fxl(w /; e

Si se toma en cuenta que —u = VeR{(_q, se tiene que

1
e(—VeRy{ ) =~ +

1—q

A
1

A

Por lo tanto,

Es decir, AVeR‘lx_q =&,

In(l—-¢q) 1

In(1 —q)
A
In(1 —q)
qA

)

( :
1 —exp{In(l —q)}
+

~ —e(—VeR{(_q)
In(1—gq)
qA
[—qIn(1 —¢) +q+In(1 —Q)}
q
In(1—¢)(1—¢q)+ q}
q

nl-qg)d-q) g}
q q

(5 )ma-a1]

3.4 VeR y CAPM (Modelo diagonal)

En este apartado se muestra la relacién que existen entre el VeR y el modelo CAPM. A
continuacion se examina, bajo un conjunto de supuestos, la relacion existente entre el valor
en riesgo del rendimiento de un portafolio y el modelo CAPM (por las iniciales en inglés
de Capital Asset Pricing Model).
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El CAPM es un modelo que establece una relacion entre el riesgo y el rendimiento de

un activo o de un portafolio de activos. Y tiene como supuestos basicos siguientes:
1. Mercados eficientes.

2. Inversionistas racionales.

3. Expectativas homogéneas e igual horizonte.

4. Existe una tasa libre de riesgo a la cual todos los inversionistas pueden prestar o pedir

prestado.
5. No existen restricciones a la inversion, ni impuestos, ni costos de transaccion.

Siguiendo a Venegas (2006) una de las formas del modelo CAPM establece que:
E[dR;] — rdt = B; (E[dRy] — rdt), (3.2)

donde rdt representa a la tasa libre de riesgo aplicada en el instante t y dR,,; representa
el rendimiento del mercado.

Si se considera que
. COV(dRZ‘t, dRmt>

bi = Var[dRp]
ademads de que los rendimientos son conducidos por un movimeinto geométrico browniano,
es decir,
dSi ,
dR;; = 5 = p;dt + o;dWy, 1 =1,2. (33)
it

y por ultimo
COV(dWlt, dW2t> = plgdt.

Observe que en este caso, tal como se expusé en el apartado de VeR de un portafolio, el

rendimiento del portafolio satisface

S dI, dSy | dSy

dRpy = — = ,
. I, “ St T Sot
donde
= wiShe Qg = wa St a1 +as =1
1 m, 2 10, y 1 2 .

Por lo tanto,

Var [dRp| = (ajo] + a303 + 201 a2012) dt (3.4)
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E [dRH] = (a/lﬂl + Oégﬂg)dt. (35)

Con la finalidad de mostrar la relacién entre el VeR y el modelo CAPM, Venegas (2006)

supone que, paralelamente los rendimeintos de los activos son conducidos por

dR;t = ¢;dt + Bid Ry + AU, i =1,2, (3.6)

donde dU;; es normal con E[dUy] = 0 y Var[dU;| = o2,dt, y dR,; es normal con
E[dRt] = pmdt v Var[dR,,;] = 02,dt. Se supone ademdas que Cov(dU;;,dR,,;) = 0y
Cov(dUi¢,dUst) = 0. Es decir y de acuerdo con Jorion(2007) el movimiento comin en to-
dos los activos se debe a un solo factor; el mercado. Observe que si en la ecuacién anterior

se escribe ¢; = r(1 — (3;) y se toman esperanzas, se obtiene de nuevo la expresién (3.2).

E[dRi;] =E[¢:dt] + E[B;dRyn¢] + E[dU;]
=E[r(1 — 3;)dt] + E[BidR,n] + E[dU]
=r(1 — B;)dt + B;E[dR,n] + E[dUs]
=rdt — rfB;dt + B;E[dR¢].
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Se puede verificar, a partir de (3.6), que

o12dt =Cov[dRyy, dRyy]
—=E [(dR1; — E[dR1])(dRy — E[dR2¢])]
=E[(r(1 — p1)dt + B1dRyms + dUry — rdt — B1(E[dRns — rdt]) (r(1 — Bo)dt+
+ Bod Ry + AUy — rdt — Bo(E[d R — rdt])]
=E[rdt — firdt + S1dRpmt + AUy — rdt — B1E[dRy] + Srrdt(rdt — Bordt+
+ BodRpmy + AUsy — rdt — BoE[dR,y] + Fordt)]
=E[(1dRpt + AUy — B1E[dR ) (Bod Ryt 4+ dUsy — BoE[dRpne])]
—E[81dR?,, 82 + $1dRymidUsy — B1d Ry BoE[dR ] 4 Bod Ryt + AUy, + AU dUs; —
— dUyBE[dRint] — B1E[dRp| fod Rt — S1E[ARypt] + AUzt + 51 B2E[d Rpe]]
=B1dR? By — B1d Ry foE[dR i) — BLE[AR ) f2d R B1 S2E[A Ry ]?
=01 62E[dR},] 4 E[B1 f2E[d Rype]?]
=p15:E[dR;,,]
=31 BoE[dR i d R o]
=51 Bo(E[AR | E[d Ryne] + Cov[dRypt, d Rpn]
=012 Var[d Ry
=31 Bo02 dt

o?dt =Var[dRy,]
=Var[r(1 — (;)dt] + Var[5;dR,,:] + Var[dU;| (3.8)
=(Bjop, +o7)dt.

Observe ademds que la esperanza de (3.3) es:
E[det] = /J,ldt

y que la esperanza de (3.6)cuando ¢ = r(1 — (31) es:

E[det] :T(l — ﬁl)dt + ﬁldRmt + dUlt
:(7“ — Tﬂl)dt + 61dR: + dUq¢
=rdt — ﬁlrdt + ﬁldRmt + dUlt.
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Por lo tanto es posible afirmar

E[dR1] + 01dWiy =E[dR1¢] + 81d R dUss
o1dWiy :51dRmth1t,

lo cual produce de nuevo (3.8),
Var[al dWZt] :Var[ﬁZdRmthlt]
o?dt =f%02 dt + oFdt
=(Bi02, + o7)dt,

como era de esperarse.

Las cantidades (3.7) y (3.8) se pueden reexpresar matricialmente como

9 9
Y= (;211 ?%2) = (g;) (B1 B2)o2, + (U(l)“ Jgu)'

Con la finalidad de obtener la varianza del rendimiento del portafolio, se sustituyen (3.7)
y (3.8) en (3.4), de manera que:
Var [dRy] =a2[B102, + o2, ]dt + a3[Ba02, + 03, ]dt + 201 a0 [y Boo?,]dE
=aifo? dt + atol, dtasfr02 dt + asos,dt + 2a1a0 By a0, dt
= (a18] + 03833 4 2010061 B2) o2, dt + (afo7, + a303,)dt.

Asimismo, de (3.3) y (3.6) se tiene que

:,uidt.
E[dth] :E[Tdt] — E[Tﬁldt] + E[ﬁldRmt] + E[dUlt]

=rdt — rf3;dt.

Igualando
E[dR] + 0;dW; =E[dR;¢] + B1d Ry dUsy

0;dWy =p1d R, dU;;.

Wi = Gi + Bitlm,

con lo cual es posible obtener la media del rendimientodel portafolio
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E [dRp)| =a1[¢1 + Bipm]dt + az[p2 + Bapim]dt
=1 p1dt + a1 By pmdt + aapadt + o B i, dt
=(a1¢1 + aapo)dt + (1 1 + a2f2) pmdt.

Esta expresion se puede simplificar ain mas si se denotan ¢ = @101 + as¢s, B =

a1+l y J%Lu = ajo?, + ado3,, de tal suerte que

Var [dRn] = (Bfios, + of1,) dt

E [dRn] = (én + Brpim)dt.

En consecuencia,

VeRi”_%E = Zq\/(ﬁﬁafn + 0%,u> Vdt — (ér + Bripim)dt.

Si la cantidad U%,u es despreciable (usualmente lo es a medida que aumenta el nimero de

valores en el portafolio), se tiene que
VeR{RT = 2 B0y VAt — (61 + Brujin)dt.

Si, en particular, ¢1 = ¢1 = py, = 0, entonces

VeR‘lu_%g :alﬁlzqam\/& + agﬁgzqam\/&
=(oufr + a2ﬁ2)2q0m\/&

Esta expresion, bajo los supuestos establecidos, permite calcular el valor en riesgo del rendi-
miento de un portafolio mediante las betas de los activos y la volatilidad del mercado. De
esta manera se observa que la sensibilidad del cambio relativo en el VeR del portafolio, en
un cambio en la ponderacién es 3;. Por lo tanto y siguiendo a Jorion(2007), las 3; miden
la contribucién por punto porcentual invertida en el activo j. Para el caso de n activos se

tiene
VeR{ i — BaT Vdto,.

1—q
Donde
0 es el vector de coeficientes (8 de los activos de orden nzl.

a, corresponde al vector de porcentajes de inversién en cada activo, de orden nx1
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3.5 Valor en riesgo del valor de un portafolio con un
activo con riesgo crédito

El riesgo de crédito se define como la pérdida potencial que se registra por motivos de
incumplimiento por parte de alguno de los participantes de la transaccion financiera. A
continuacion se calcula el valor en riesgo del valor de un portafolio con un activo con riesgo
crédito. En particular, el portafolio consiste de una accién y un bono, en este tltimo existe

una probabilidad positiva de que los intereses se recuperen parcialmente en T'.

Se supone que el precio, S;, de una accién es conducido por una ecuacién diferencial

estocastica de la forma
dSt = [LStdt + O'Stth,

donde pp € IR, 0 > 0y (W;)sejo,7) es un movimiento Browniano. Considere un portafolio
Ht = wSt + M,

donde M es una cantidad que se destina a comprar un bono. Existe una probabilidad @
de que los intereses se recuperen parcialmente en T, es decir, si § es la tasa de recuperacién

de los intereses, entonces
IP(s{(S:(S()}:Q, 0<dg <.

P;{6=1=1-Q.

El cambio en valor del portafolio II — II; satisface
dHt = U)dSt + Mrodt.

Es decir, la cantidad de dinero invertida en el activo S, w, multiplicada por el rendimiento
en dicho activo, dS;, mas la cantidad de los intereses que se recuperan dentro del intervalo
de tiempo dt =T — t, Mrodt.
Sea X = dII;, entonces
Ew [X | 6,7 | =E[dIL]

=E [wdS; + Mridi]

=E [w(uSidt + oSy dWy) + Mrddt]

=(wuSy + Mré)(T —t).
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Paralelamente note que si 1 — ¢ es la tasa de no recuperacion entonces
1=0=1-[1-@Q)(1—do)+(1-Q)d]
=1—-[-Q—3d+00Q+ 1+ (14 Q)do]
=1-[-Q+ Qb+ 1+ Qdo]
=14+Q —Qd—1—Qd
=1+0Q —2Q —1
=1+Q(1—20) —1

De donde se observa que § =1 — Q(1 — 2Jp). Con base en lo anterior y si se consideran

ambas variables conjuntamente distribuidas se tiene
E[X | 7] =Es [Bw [X | 6, F¢ ]] = (wpSe + Mr(1 — Q(1 — 200)) (T — t).

Por otro lado,

Vary [X | 6, F; | =Var[dIl]
=Var|wdS; + Mrddt]
=Var[wpSdt + woSydWy + Mrddt]
=w?o?SH(T —t).
Por lo tanto,

Var [X | F; | =Vars [Ew [X | 6, F: |] + Es [Varw [ X | 6, F¢ |]
=Var; [(wpS; + Mr(1 — Q(1 — 260)))(T — t)] + Es [w**SF(T —t)]
w22 S2(T — b).

En consecuencia,
VeR‘IX_q = 2,w0oS; VT —t — (wpS; + Mr(1 — Q(1 — 5)))(T —t).
La expresién anterior puede ser reescrita como
VeR{(_q = wVeR(fftant VT —t —p,, (T —t),

donde VeRcllftq = zant\/a — pSidt y p,, = pago esperado de los de intereses del bono.

Si —VeR(fftq es el peor valor del cambio en el valor del activo, al (1 —¢)100% de confianza
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en [t,T], entonces la cantidad wVeRdS ¢ se reduce en el pago esperado de los de intereses

del bono, p,,.

3.6 VeR Delta Gamma para derivados

En esta seccion se calcula el valor en riesgo de un portafolio que contiene productos deriva-
dos. En lo que sigue, por simplicidad, se considera el caso de un portafolio con un activo

y una opcion europea de compra sobre dicho activo.

Considere un movimiento Browniano (W;).c[o,7) definido sobre un espacio fijo de pro-
babilidad equipado con su filtracién aumentada, (€2, F, (Ft):eo,r], IP). Se supone que el

precio, S;, de un activo subyacente, v.g., una accién, es conducido por
dSt = /J,Stdt —+ O'Stth, (39)

donde p € IRy 0 > 0. Si ¢ = ¢(S¢, t) es el valor de la opcién europea de compra, entonces
y de acuerdo con Venegas(2006) el cambio marginal en el precio de la opcién, durante

[t,t + dt], satisface (via el lema de Ito)

Jdc 80 82 82 82
— -~ NI

Sustituyendo (3.9) en (3.10)

Oc dc 1. 0% )
de = a5, — (uSedt + 0 SpdWy) + T —dt + = [852 (uSedt + .S, dWy)*+
122 (it + osawi) (@) + LE any
85}81& ot IOt t a 2
) ) ) 192
(8§tu5tdt+ 8§taStth) 8—§dt+ [8562( 262442 + 2udto(S,)2dW,+
0%c H%c

+ o2 S2AW?) + 2 (1S (dt)? + o SpdW,dt) + 5 (dt)?].

050t
Si se considera que (dt)? = 0, (dt)(dW;) =0y (dW;)? = dt, entonces

_ Oc Oc (9 1 (9 C 20g2

_(0c  Oc 1 2 5 0%c oc
= <8t + 35, 1Sy + 50°5; 852)dt+ aStUStth~
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Considere ahora un portafolio con w; unidades del activo subyacente y ws unidades de una

opcion de compra sobre el subyacente, entonces el valor del portafolio estd dado por
Ht = wlSt + (.UQC<St, t)
El cambio en el valor del portafolio, durante el instante dt¢, se calcula considerando dicho
portafolio en un periodo futuro 7.
HT = wlST + LUQC(ST, T)
De esta forma se tiene que
dHt = wlst + LUQC(St, t) — (wlST + LUQC(ST, T))
= w1dS; + weodc

Si se sustituye (3.9) y (3.11) en la ecuacién anterior se tiene que

dc  Oc 0% dc
dHt = CL)l(/J,Stdt + O'Stth) + w2 [(a + a—St/J/St + %O'QSfa—Sf) dt + a—StO'Stth:|

2
— (wl +w266—§t> wSidt 4+ wo <% + %023366—52) + <w1 + wgaa—;t) oSy dW,
= [(w1 + w2 A) uSy +ws (0 + 3T0%S7)] dt + (w1 + weA) 0.5, dWy,

donde

Oc A dc 9%c

- & - r—2°
Y=o as, 7 952

De esta forma se tiene que

1
E[dIl;] = (w1 + we A)puSedt + wo (0 + EJQS,?I‘)

Var[dIl;] = (w1 + waA)?0?S2dt.

Por lo tanto,
VeRCfEIq =2, (w1 + w2 A) oSVt

— [ w1 Sy + wo (9 + AuS; + %PO‘QSE)} dt
En particular, si no se considera la opcién de compra, es decir si, w; =1y wy = 0,
VeR‘lifq = zant\/a — pSydt
De la misma forma, si sélo se considera la opcién, y por tanto w; =0y ws =1,
VeR{® , =2,0 AS;Vdt — (0 + ApS; + T0?S7) dt
=AVeR{® — (0 + iT0?S7?) dt.
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CAPITULO 4

MEDIDAS COHERENTES DE RIESGO

4.1 Introduccion

En los ultimos anos y en gran medida gracias al trabajo de Artzner (1999), el desarrollo
de las medidas de riesgos ha sido considerable. Hoy en dia se sabe que dichas medidas
necesitan cumplir con un conjunto de supuestos, los cuales permiten que exista un vinculo
entre la medida de riesgo y el comportamiento de los portafolios de activos financieros.
Es decir que dicho comportamiento debe ser interpretado por la medida de riesgo. Por
ejemplo, dicha medida debe reflejar la reduccién del riesgo cuando se diversifica o bien no
subestimar pérdidas potenciales. De esta manera, es objetivo de este capitulo verificar si el
Valor en Riesgo cumple con las caracteristicas para ser considerado una medida coherente

de riesgo.

4.2 Medidas de riesgo

Hasta este punto se ha trabajado con el cambio en el valor de un portafolio, X = Il —II;,
bajo un horizonte de tiempo determinado [t, T']. Tal variable, X, es vista como una varaible
aleatoria y de acuerdo con Venegas(2006) una medida de riesgo se define como una funcién
de dicha variable. De esta forma suponga que el valor inicial, en ¢, de un portafolio que

consiste de wy unidades del activo S1; y wo unidades del activo So; esta dado por
II; = w1514 + waSot.

El cambio en el valor del portafolio, entre las fechas ¢t y T, manteniendo las cantidades w1

y we constantes, satisface
X =1y —II; = w1 D17 + wa Dor (4.1)

donde
Dir = Sit — Sit, Dyr = Sor — Sot.

Si Sir: Q1 — IRy Sor : 25 — IR son variables aleatorias definidas sobre dos espacios

muestrales, entonces X : 2 — IR, con 2 = ()7 X )5, es una variable aleatoria asociada
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al cambio en el valor del portafolio. Asimismo, se supone que X estd definida sobre un
espacio de probabilidad fijo (2, F,IP). Se define la familia

A={X|X:Q—R}.

De ahora en adelante, la variable aleatoria X sera llamada cambio en el valor del portafolio
y A denotara el conjunto de todos los posibles cambios en el valor del portafolio. Una
medida de riesgo serd vista como una funcién p : A — IR. En términos generales, una

medida de riesgo serd definida con base en una medida de probabildad IP.

Por otro lado, si en lugar del cambio en el valor del portafolio, Il — II;, se considera

el rendimiento del portafolio,

Or —1I;  Sir — S Sor — Sa
—_— = Q1 + (o ,

= 4.2
Ht Slt SQt ( )
donde
o — w151t o — wo St o o — 1
1 Ht 9 2 Ht y 1 2 9

se tiene que los rendimientos (cambios porcentuales en los precios) de los activos estéan
acotados inferiormente por —1, mientras que los cambios en valor de los activos Dyp y

Dor pueden tomar cualquier valor en IR.

En ocasiones, la variable aleatoria X asociada al cambio en el valor de un portafolio
entre dos fechas, recibe el nombre de riesgo, lo cual parece apropiado y en cuyo caso
p(X) deberia leerse como “medida de riesgo del riesgo X,” lo cual genera repeticiéon de
términos. Compare esta situacion con el caso de una medida de probabilidad, la cual es
llamada simplemente probabilidad, si a la medida de riesgo se le llama simplemente riesgo,
entonces p(X) deberia leerse como “riesgo del riesgo.” Para evitar estos problemas de
terminologia se insiste en hacer referencia a X como el cambio en valor de un portafolio, o

incluso de manera simple como un elemento de A y en el peor de los casos como la posicién
X.

4.2.1 Propiedades deseables de una medida coherente
de riesgo

En la actualidad, el comportamiento de los mercados financieros se encuentra en movi-
miento, en gran medida gracias al desarrollo tecnologico y por supuesto a la globalizacién.

Ante este cambio continuo, la incertidumbre junto con la rapida respuesta por parte de
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los mercados han provocado que los instrumentos financieros tengan un comportamiento

totalmente incierto. Es por esto que las medidas de riesgo que sean utilizadas sobre dichos

intrumentos deben de entender la dinamica de los mercados. Por ejemplo la medida de

riesgo debe de mostrar que al diversificar los intrumentos financieros el riesgo del portafoilio

disminuye. De esta manera Artzner(1999) propone ciertas caracteristicas que una medida

de riesgo debe cumplir, si la medida de riesgo lo hace se dice que dicha medida es coherente

en el sentido de Artzner y por lo tanto, cualquier medida que no satisface algunos de

los axiomas producira resultados paraddjicos. Las propiedades deseables de una medida

coherente de riesgo p se enlistan y justifican a continuacion:

(4)

(ii)

Monotonia no creciente. Si X,Y € A son tales que X <Y, entonces

p(X)=>p(Y).

Por ejemplo, si X = —5 y Y = —3 representan dos posibles escenarios del cambio de

valor de un mismo portafolio, de manera que
X<Y

En consecuencia habran maés perdidas en el escenario cuyo cambio es X. Tal compor-
tamiento debe ser reflejado por la medida de riesgo p. La cual debe indicar que existe

menor riesgo en el escenario cuyo cambio es Y.
p(X)=p(Y).
Subaditividad. Si X,Y € A, entonces
p(X+Y)<pX)+p(Y).

Es decir si X y Y representan dos cambios del valor de portafolios distintos. La fusion
de dichos portafolios no creara riesgo adicional y por tanto un portafolio fusionado
tendra un riesgo maximo equivalente al riesgo de los portafolios antes de fusionar. En
el contexto de portafolios de inversién esta propiedad dice que la diversificacion reduce

el riesgo.

Homogeneidad positiva (homogeneidad de grado uno en X con constantes positivas).

Sia>0y X € A, se tiene que

p(aX)=ap(X).
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Si X representa el cambio del valor de un portafolio y se tiene que la cantidad de dinero
invertida aumenta, entonces el riesgo aumentara de manera proporcional. Es decir, el
tamano del portafolio influye directamente en el riesgo. No es lo mismo invertir una
unidad monetaria en activos financieros que invertir un millén en los mismos activos.
En el segundo caso es un millén de veces mas riesgoso. En este contexto, también se
dice que p(-) es una funcién homogénea de grado uno. Observe, por tltimo, que la

subaditividad implica que p(nX) < np(X) para toda n € IN.

Invarianza bajo traslaciones. Si X € Ay a € IR, se tiene que p(X + a) = p(X) — a.
Si existe un sistema bancario en el que los agentes pueden prestar y pedir prestado a
una tasa de interés libre de riesgo, r, entonces el valor futuro de una inversién inicial

C, se encuentra descrita como:
C(l+r)" =M.

Si se tiene un inversién inicial C' = a/r, entonces a puede ser interpretada como el

interés, libre de riesgo. De esta manera si se tiene que
Q
p(X +a) = p (X +27) = p(X) —a.

Entonces, la propiedad indica que el riesgo disminuye en dichos intereses. Si « es
negativa, se interpreta como un adeudo al banco, lo que incrementa el riesgo en el
portafolio. Ademds, si se escribe a = p(X), es decir si los intereses se igualan a la
medida de riesgo, entonces p(X + p(X)) = 0, ya que p(X +p(X)) = p(X) —p(X) =0,
y por lo tanto dichos intereses carecen de riesgo. De esta manera, o = p(X) se puede
interpretar como la cantidad monetaria que se requiere para eliminar el riesgo de X. Es
decir, p(X) funciona como cobertura de X. Por tltimo, y siguiendo a Venegas(2006)
observe que en términos estrictos, p(X ) no es invariante bajo traslaciones por el cambio
de signo en « dentro y fuera de p. Sin embargo, en la literatura especializada esta
propiedad ha adoptado dicho nombre y lo mismo se hara en el transcurso del presente

capitulo. Un buen nombre para esta propiedad podria ser “invarianza monetaria”.

A continuacién se formaliza el concepto de medida coherente de riesgo con base en las

propiedades anteriores.

Se dice que una medida de riesgo p es coherente, en el sentido de Artzner (1999), si para

X, Y € Ay a € IR se cumple lo siguiente:
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(1) Y = X = p(X) = p(Y),
(i) p(X +Y) < p(X)+p(Y),

)
)

(iii) p(aX) = ap(X), a=0,
)

(iv) p(X +a)=p(X)—a, a€clR.

4.3 Valor en riesgo no es una medida coherente de
riesgo

El valor en riesgo es una las medidas que se utilizan con mayor frecuencia en la estimacién
de pérdidas potenciales de un portafolio, por fluctuaciones adversas del mercado, en un

periodo de tiempo y con un nivel de confianza dado. A continuacién se muestra que el

Valor en Riesgo carece de coherencia.

4.3.1 El valor en riesgo satisface la propiedad de
monotonia no creciente

En esta seccién se comprueba que el valor en riesgo satisface la propiedad de monotonia
no creciente. Si X y Y son variables aleatorias con Y > X, entonces, las probabilidades de
que cualquiera de las dos variables sea menor o igual que un valor z tendran el siguiente
comportamiento:

Fy(z) =TP{Y <z} <IP{X <z} = Fx(2)

para toda z € IR, ya que si w €  es tal que Y(w) < z, entonces X(w) < Y(w) < z, es
decir, X (w) < z. Por lo tanto, si z es tal que ¢ < Fy(z), como ¢ < Fy(z) < Fx(z), se

sigue que g < Fx(z). Consecuentemente,
{yeR|Fy(y) 2 g} S{z e R [Fx(z) > q},

entonces,

inf {y € R | Fy(y) > q} >inf{z € R |Fx(z) > q}.

Es decir,

VeR{_, = —inf{y € R | Fy(y) > ¢} < —inf{z € R | Fx(z) > ¢} = VeR{_,

pA(Y) < p?(X).
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4.3.2 El valor en riesgo satisface la propiedad de ho-
mogeneidad positiva

En esta seccién se demuestra que el valor en riesgo es homogéneo positivo. Sean o > 0y

Y = aX, entonces

<

Fy(y) =P(Y <y) = P(aX <y) =P (x < L) = £ (),

«

de aquf se obtiene
VeR)_, = —inf {y € R | Fy(y) > ¢}

= —inf {az € R | Fy(ax) > ¢}
o
:—‘ - >
1nf{a33€IR|FX<a>_q}
=—inf{ax € R | Fx (z) > ¢}
=—ainf{z e R |Fx (z) > q}

:oneR{(_ q

PP (aX) = ap?(X).

4.3.3 El valor en riesgo satisface la propiedad de in-
varianza bajo traslaciones

A continuacién se prueba que el valor en riesgo es invariante bajo traslaciones. Sea o € IR

y Y = X + «, entonces
Fy (y) =P{Y <y} =P{X+a<y}=P{X <y—a}=Fx(y-a)
Por lo tanto,

VeRy_, = —inf {y € R | Fy(y) > ¢}
=—inf{z+a R |Fy(z+a)>q}
=—inf{z+aeR|Fx(z)>q}
=—(inf{z e R | Fx (z) > q} + )
=—inf{z € R |Fx (v) > ¢} — «

=VeR;" , —

PA(X +a)=pP(X) - a.
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4.3.4 El valor en riesgo no satisface la propiedad de
subaditividad

En esta seccién se construye un ejemplo que muestra que el valor en riesgo no satisface
la propiedad de subaditividad. Esta propiedad es esencial en la optimizacién de portafo-
lios pues de ella se desprende la convexidad en una superficie de riesgo, lo cual asegura
un unico portafolio 6ptimo. Considere dos variable aleatorias, X y Y, independientes e

idénticamente distribuidas con densidad
0.9 size(0,1],
fx(z) =4 0.05 size[-2,0],
0  en cualquier otro caso.

Observe que la funcién de distribucién, evaluada en 0, satisface
0
Fx(0)=P{X <0} = / 0.05dx = 0.1.
-2
Es decir
Q0.1)=inf{z e R: Fx(z) > 0.1} =0,

equivalentemente
Q(0.1) =inf{z e R: P{X >z} <.90} = 0.

En consecuencia
—VeR{'y = inf{z € R: P{X > 2} < .90} = 0.
—VeRy o = inf{y € R: P{Y >y} < .90} = 0.
Por otro lado, observe que
P{X+Y >0} = // fxvy (z,y)dzdy.
X4Y>0

Para calcular esta integral observe primero que debido a la independencia estocastica de
X vy Y, se sigue que la funciéon de densidad conjunta estd dada por el producto de las

densidades marginales, asi

(0.05)2 si—2<zx<0y-2<y<0,

~} (0.05)(0.9), si—2<2z<0y0<y<l,

Pev (@9 =3 (09)(0.05) si0<z<ly-2<y<0
(0.9)2, si0<zx<lylO<y<l,

la cual se muestra en la Grafica 4.1.
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Grafica 4.1 Funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias X y Y.

Se observa en la Gréfica 4.1 que la regién x + y > 0 se encuentra a la derecha de la linea

recta z + y = 0. Por lo tanto, con base en el area del tridngulo sombreado, se tiene que

P{X+Y >0} = 2/1 /O (0.9)(0.05)dady + (0.9)2

=2(0.9)(0.05) G) +(0.9)?
= 0.855.

Es decir que existe un .855 de probabilidad de que VeR* 1Y > (VeRX -I—VeRY) y por tanto

que viole el supuesto de subaditividad. En consecuencia,
P{X+Y <0} =0.145
De aquf, se tiene que

—VeRygsr = inf {(z +y) € R| Fx,y(z +y) > 0.145} = 0
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por lo tanto

—VeRyq Y =inf{(z+y) e R| Fx y(z+y) > 0.1} <0

se sigue entonces que

VeRF &Y > 0= VeR{, + VeR} o,

es decir, en este ejemplo, el valor en riesgo no cumple con la propiedad de subaditividad.

A continuacién se presenta otro ejemplo que denota la carencia de subaditividad e-
xistente en el Valor en Riesgo. En el ejemplo mostrado en elapartado 2.2 se mostrd que el
VeRfiglgt/ Te — —.30, cuando el portafolio contenia sélo dos acciones AMXL y WALMEXYV.
Por su parte en el apartado 3.1 se mostro que VeRfiQH;/ Te — —.38, cuando el portafolio con-
tiene tres activos AMXL, WALMEXV y CEMEXCPO. Si se calcula el VeR7, de la accién
CEMEXCPO este deberia ser menor o igual que -0.8 para cumplir con la subaditividad.
De esta forma se podria afirmar que si se fusionan dos portafolios, el primero formado con
AMXL y WALMEXV vy el segundo formado solamente con CEMEXCPO, existiria menor
riesgo que si se invierte en los portafolios por separado.

A continuacién se calcula el VeR7s, con dt = 1 para la acciéon CEMEXCPO. De
acuerdo con la ecuacién (2.1) el Valor en Riesgo de una variable aleatoria se encuentra

determinado por

VeRf_q = zooVdt — p(dt).

Los estadisticos se muestran a continuacion

TABLA 4.1
Datos Anuales
CEMEXCPO
o 0.51
o 0.285
o? 0.08

De esta manera se tiene que

X
VeRl_q - _004

Con base en el resultado anterior es posible afirmar que existe una probabilidad del 5%
de que el portafolio fusionado disminuya 0.38%, mientras que en el caso de los portafolios

divididos es 0.34%. Es decir que existe mayor riesgo en el portafolio diversificado.
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4.4 La esperanza condicional de la cola del VeR es
una medida coherente de riesgo

La metodologia de valor en riesgo no proporciona informacién alguna cuando el tamano
esperado del cambio de valor en el portafolio excede el umbral —VeR‘lx_q. Por esta razon

es conveniente introducir la siguiente medida de riesgo:
X P X
&, =-EV [X|X < —VeR{_].

Esta cantidad recibe también el nombre de esperanza condicional de la cola del VeR.

Considere la siguiente forma alternativa de escribir £;% o
X, =EF [-X|X < —VeR{" ]

=E[-X = VeR{" , + VeR{" | X < —VeR{" ]

=VeRy" , + E[-X — VeR{_ | — VeR{" , — X > 0]

= VeR{" , —E[X + VeR{"_ | VeR{" , + X < 0].
Observe que si se denota VeR‘lx_q = —u, y se define

e(u) =E[X —u| X <],
entonces
51X_q = —u—e(u).

Observe ahora que por definicién

Y (x—u)dFx(x
) = Sl = A @)

FX (U)
B ffoo xdFx () — uFx (u)
N FX (’LL)
1 u
- /_ _adPx(a) —u

= ﬁ(u) (uFX(u) - /_ZO FX(a:)da:) —u
= _Fxl(u) /_uoo Fx(z)dx.
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4.4.1 Un ejemplo ilustrativo sobre la esperanza
condicional de la cola de VeR

En esta seccién se desarrolla un ejemplo ilustrativo sobre la esperanza condicional de la
cola de VeR. En particular, si

Fx(z)=1—-¢e 2>0, A>0,

entonces

Por lo tanto,

> =

- m. (4.3)
Por otro lado,

VeR{"_, = —inf {z € R | Fx(z) > ¢}
:—inf{a:E]R\l—e_MZq}

=—inf{z e R |Az>—In(1l—q)}

a1 (4.4)
:—inf{xelR |z > —M}
In(1— g
A
y tomando en cuenta que —u = VeR{"__, se tiene que
_ X 1 In(1 —q) 1
e(-VeRi_,) A i A 1 —exp{ln(l —¢q)}

1 In(1-—

1. (1-q)

A qA

Por lo tanto,

A A a (4.5)
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Si, por ejemplo, A = 1 y ¢ = 0.05, entonces VeR§95 = —0.05, y de acuerdo con (4.3) y

—u = VeR{' g5, se tiene que

VeR
e(—VeR{g5) =1 + 0.9 X
1 —exp {VeRO.%}
0.05
-1 —
1 —exp {—0.05}

=1-1.02 = —-0.02

En este caso,

EX .= VeR{, —e(—VeR;",) = —0.05 + 0.02 = —0.03

Por tultimo observe que si ¢ = 0, se tiene que é'ix_q =0= VeR‘lx_q. En la Gréfica 4.2 se

ilustran los resultados cuando X tiene una distribucién exponencial.

Grafica 4.2 VeR y esperanza condicional de la cola VeR

de una distribucién exponencial.
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4.4.2 La esperanza condicional de la cola de VeR es
homogénea positiva

A continuacién se demuestra que la esperanza condicional de la cola de VeR satisface la
propiedad de homogeneidad positiva. En efecto, sean o > 0y X € A, se define Y = aX,

entonces se cumple que

& =EF [-Y|Y < —VeR]_,]

EF [—aX|aX < —VeR{™ ]

EP EY [—aX|aX < —oneR{(_q}
[-
P

=E¥ [—aX| X < —VeR{_]
=aE" [-X| X < —VeR{" ]

:ozé’lX_q.

Es decir, p®)(aX) = ap® (X).

4.4.3 La esperanza condicional de la cola de VeR es
invariante bajo traslaciones

Ahora se demuestra que la esperanza condicional de la cola de VeR es invariante bajo

traslaciones. Sean o € IR y X € A, se define Y = X + «, entonces

E_,=EV [-Y]Y < —VeR{__]
=EF [-X — o] X + o < —=VeR{"]
=E" [-X —a| X + o < — (VeR{"_, — a)]
=EF [-X —a| X < —VeR{"_]
=E¥ [-X|X < —VeR{_,] —E¥ [—a|X < —VeR{"_]
=EF [-X|X < -VeR{" | — a
=&, —a

En otras palabras, p®) (X + a) = p®)(X) — a.
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4.4.4 La esperanza condicional de la cola de VeR sat-
isface la propiedad de monotonia no creciente

En esta seccién se muestra que la esperanza condicional de la cola de VeR satisface la

propiedad de monotonia no creciente. Con este propésito, suponga que X > Y, entonces

EF [Y]Y < —VeR;_,]
=—VeR)_, + EF [Y + VeR]_,|Y < —VeR{__]

EF [(Y +VeRy_,) 1{Y<—VeR}’_q}]
P{Y < -VeR{__}

=—VeRY , +

BP [(Y +VeRY ) Ty - veny )1 {X<_VBR¥_q}}
q

EF [(Y + VeRy_,) 1{Y—|—VeR}:q<O}1{XZ—VeRf<,q}]

q

BP (v VeRY,) Ty - very }l{x< vens )|
q

B [( + VeRY_,) Ly venx 1]

P{X < -VeR{"_,}
=—VeR|_, + E [Y + VeR]_,|X < —VeR{"]
=E" [Y|X < —VeR{" ] <EF [X|X < —VeR{"].

=—VeR;_, +

_|_

La primera desigualdad se debe al hecho de que la segunda esperanza de la tercera igualdad
es negativa. La segunda desigualdad se sigue de que la interseccion de dos eventos esta

contenida en cada uno de los eventos. Por lo tanto,

—E¥ [X|X < —VeR{_,] < -EF [Y|-Y > VeR]_,] .

Equivalentemente, é'ix_q < Ely_q 6 P (X) < pB(Y).
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4.4.5 La esperanza condicional de la cola de VeR es
subaditiva

En esta seccion se verifica que la esperanza condicional de la cola de VeR es subaditiva.

Observe primero que si X,Y € A, entonces
EF [X|X < —VeR{"]
= — VeR{" , + E¥ [X + VeR{" | X < —VeR{"_]

EIP [(X + VGR{(_Q) 1{X<—V6Ri(—q}:|
P {X < —VeR,}

= — VeR{"_, +

EV [(X—l—VeRiX q) 1{X< VeRX } {X+Y<—VeR{HY ]
P{X < —-VeR_}

=— VeR{ , +

X
EF [(X + VeRi™,) 1{X—|—VeRf_q<0}1{X+Y2—VeRf_+qY}}

+
P{X < —VeR{",}
P X
< VeRE 4 (X4 VeRIL) T vy 3L s
N q
EF [[X—I—VeR{( q) I{X X+Y }
- +Y <—VeR]

< — VeRE

P{X+Y <-VeR{
=—VeR{" , + E¥ [X + VeR{" | X +Y < —VeR{ "]
=E" [X|X +Y < —VeR{"1"].

Por simetria en los calculos, también se tiene que
PlY]Y <=VeR|_,| <EF[Y|X +Y < —VeR{" V]

En consecuencia,

EY = —EP (X +Y|X +Y < —VeR{ ")
=-EY (X|X+Y < =VeR{}") —E¥ (Y|X +Y < —=VeR{)")
< -E" (Y|Y < =VeR;_,) —E¥ (X|X < —VeR{")

=&, + &,

Asi, pB (X +Y) < p®(X) + p@(Y).
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4.5 Teorema de representacion de medidas coher-
entes de riesgo

Considere un variable aleatoria X definida sobre dos espacios de probabilidad (€2, F,1P)
y (Q, F,IPy). Es decir, X : 2 — IR tiene asociadas dos distribuciones. Se define

prn(X) = — max (EF*[x], EF*[x])
entonces p,,(X) es una medida coherente de riesgo. Observe que esta medida de riesgo se
define en términos de dos medidas de probabilidad IP; y IP5. Si a >0
pm(aX) = — max (E¥' [aX], EP? [aX])
=a (—max (EP'[X],EP? [X]))
=apm,(X).
Asimismo, si a € IR, entonces
pm(X + a) = — max (EP'[X + o], EV2[X + o)
= (—max (EM'[X],EP?[X])) —
=pm(X) — o
Ademas,
pm(X +Y) =—max (EP'[X + V], EP*[X +Y])
< (- max (EP[X] + EP'[Y],EP2[Y] + EF2[Y]))
= — max (EP*[X], E™*[X]) — max (E™[¥], EF[))
=pm(X) + pm(Y).
Por dltimo, Si X <Y, entonces
pm(Y) = — max (EP*[Y], EP2[Y])
< (- max (EP* [¥], EF?(x]))
=pm (X).
A continuacion se discute sobre el teorema de representacion de una medida coherente de

riesgo, el cual se puede enunciar como sigue: Una medida de riesgo, p, es coherente si y

sélo si existe una familia, P, de probabilidades definidas en (€2, F,IP) tal que:

p(X) = E%%E]P[_X]'



70

Esta definicién se puede motivar de la siguiente manera. Sea {2 un espacio muestral con n
posibles resultados igualmente probables. Considere una familia C = {4;};~, de subcon-

juntos de €2, con la propiedad de que cada A; tiene v elementos y

Se define la medida de probabilidad IP; como la probabilidad condicional de que w € A;,

y 0 de otra manera. Esto es,

siwe A,

1
Py({w}) = Py(w) = { v
0 Siw ¢ Al

Sea X una variable aleatoria definida en (€2, ). Denote los posibles valores que X puede

tomar, en orden creciente, como 1 < x5 < --- < x,. Sea k un nimero entero, 0 < k < n,
y a € [k/n,(k+ 1)/n). Dado que

k+1
]P{Xga:k+1}:%>a

k
P{X <zp41} < - <aq,
n

se tiene que —VeR{(_a = Zr+1. Suponga ahora que cada A; tiene exactamente v = n—k el-
ementos. En este caso, IP;{w} = 1/(n — k). Defina la familia de medidas P = {IP; }; ..,
Sea Ay el miembro de C con elementos més pequenos, es decir, {1, xa, ..., T,_r}. Se tiene

entonces que

£, = EP[-X[X < —VeR{ ]
_ Tr T2t Tp—g
T n—k ’
=EP[-X]

donde IP, es la medidad de probabilidad asociada a A,. Para cualquier otra IP; € P, se
tiene que
EYi[—X] < E¥¢[-X].

En consecuencia,

Ef(_q = sup EFi[-X].
P;eP
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4.6 Construccion de medidas coherentes de riesgo

Es de inters saber que se pueden construir medidas coherentes de riesgo a partir de otras
medidas coherentes de riesgo. Se puede demostrar que p,, p,, p, ..., p, son medidas coher-
entes de riesgo, entonces cualquier combinacién lineal convexa p := > """ | B;p;, con 3; >0
y >y B =1, es una medida coherente de riesgo. Similarmente, si p,, § € [a,b] es una
familia paramétrica de medidas coherentes de riesgo, entonces para cualquier medida du(d)

en [a, b] con f; du(d) =1, se tiene que p := f; p,du(9) es una medida coherente de riesgo.
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CAPITULO 5

Conclusiones

La evolucion dentro de la teoria y practica financiera se ha carcaterizado por tres periodos
importantes 1). Media-varianza, Markowitz (1952-1956). Modelos en tiempo continuo,
Merton, Black (1969-1973) y Scholes. 3). Medidas coherentes de riesgo, Artzner. Tales
avances surgieron como respuesta a la complejidad en la que esta inmersa el mercado. Asi
mismo y tambien como respuesta a dicha complejidad, emergieron esfuerzos por regular
el mercado con la finalidad de evitar desastres financieros. El organimso encargado de tal
regulacion es conocido como el comite de basilea. El comite de basilea sugiere a todos
las instituciones finacnieras ciertas medidas en materia de riesgo de credito, de mercado y
operativo. En particular para el riesgo de Mercado sugiere el calculo del Valor en Riesgo

El Valor en Riesgo,VeR, tal como se ha expuesto es una herramienta muy 1til dentro
de la administraciéon de riesgos, en gran medida gracias a los supuestos y a sus multiples
generalidades, tales caracteristicas permiten un facil cdlculo e interpretacién. Sin embargo,
el Valor en Riesgo es generado a partir de un método estadistico y no debe ocultar que
se trata sélo de una estimacién y por lo tanto se deben tener presentes las limitaciones de
su uso como medida de riesgo. Se define VeR como el g-ésimo cuantil, es decir como la
funcion inversa de la funcion de distribucion. Ademads se supone que los rendimientos de
un activo se distribuyen de una manera normal, lo cual implica que el calculo del VeR sea
una ecuacion sencilla y facil de recordar su desventaja es que, al asumir la normalidad, se
subestima la cola de la distribucién de las pérdidas. por otro lado una de sus ventajas es
que permite obtener la solucién analitica sin necesidad de hacer simulaciones.

Como se mostro en el primer capftulo, si se decide utilizar el método histérico de
simulacién para el calculo del Valor en Riesgo, la distribucién de las pérdidas se estima
a partir de la distribucién empfrica que se construye con la informacién de los datos
historicos. Lo que resulta en un método facil de implementar, no requiere estimar la
distribucion de las pérdidas, pero requiere de una base completa de datos para todos
los factores de riesgo y en ocasiones no se tienen datos que permitan estimar situaciones
extremas. Asi mismo para el método de Monte Carlo, que a partir de los datos histéricos
construye un modelo factorial dando paso a la inferencia de la distribucién de las pérdidas y

a la estimaciéon del VeR, es importante recordar que cuando se desea realizar una simulacion
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del cambio de valor de un portafolio bajo un horizonte de tiempo determinado, es necesario
que en el proceso de dicha simulacion se consideren las correlaciones existentes entre los
rendimientos de los activos. Tal como se mostré en el capitulo 2 la descomposicion de
Cholesky es la herramienta que permite que eso suceda. Por otro lado y en el mismo
capftulo se expusd que el método de componentes principales sirve para identificar a los
activos que afectan con mayor fuerza a la volatilidad del portafolio, de esta manera es
posible eliminar a los que casi no la afectan y el problema se reduce de n a n — k activos

en el portafolio. Ambas técnicas son de suma utilidad dentro del calculo de VeR.

En el capftulo 3 se expuso que el ver incremental indica que tanto aumenta el valor
en riesgo al invertir un punto porcentual adicional en uno de los activos, es decir, se busca
un parametro de sensibilidad que muestre la variacion del VeRante movimientos en los
porcentajes de inversion «;. para calcularlo es necesario derivar parcialmente el VeR con
respecto a los porcentajes de inversion a de cada activo. se mostré que los coeficientes 3
de los activos pueden ser interpretados como dicho pardmetro de sensibilidad. Asi mismo
se mostro que el VeRes una funcion homogenea de grado cero en «; y se expuso un ejemplo
numérico para 3 activos. Por su lado el Indice de Herfindahl-Hirschman proporciona una
medida de concentracion del valor en riesgo de los activos del portafolio. Lo anterior es
posible gracias a que el VeRCfEI;/ e

Asi mimso se mostré que la metodologia de valor en riesgo no proporciona informacién

es una funcién homogenea de primer grado en (aq, as).

alguna cuando el tamano esperado del cambio de valor en el portafolio excede el umbral

—VeR:* 4 Por esta razon se definio la esperanza condicional de la cola del VeR como
&, =-EP [X|X < —VeR{ ],

Y como se mostro, el cdlculo de la esperanza condicional da el mismo resultado que
el VeR promedio. Paralelamente se mostré que existe una relacion estrecha entre el VeR
y el modelo CAPM de la cual se concluye que es posible calcular el valor en riesgo del
rendimiento de un portafolio mediante las betas de los activos y la volatilidad del mercado.
Finalmente y dada la popularidad de los instrumentos derivados se calcul6 el valor en riesgo
de un portafolio para dichos productos, en concreto se considerd el caso de un portafolio

con un activo y una opcion europea de compra sobre dicho activo.

En el capitulo 4 se hablé acerca del trabajo de Artzner et all (1999), sobre medidas
coherentes de riesgo, el cual ha conducido a cambios y transformaciones profundas en la
forma de cuantificar los riesgos. En este trabajo las propiedades bésicas y/o deseables de

una medida coherente de riesgo se expresan a través de un conjunto de axiomas;
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(i) Mondétona no creciente: Y > X = p(X) > p(Y),
(77) Subaditividad: p(X +Y) < p(X) + p(Y),
(7i1) Homogeneidad positiva:p(aX) = ap(X), « >0,

(iv) Invarianza bajo traslaciones: p(X + «a) = p(X) —«a, a€R.

Infortunadamente el Valor en Riesgo no cumple con la subaditividad tal como se mostro
en dicho capftulo. Sin embargo, la Esperanza condicional de la cola del Valor en Riesgo
es coherente en el sentido de Artzner. De esta manera el utilizar dicha herramienta como
medida de riesgo podra brindar mejores elementos para la toma de desiciones respecto al
riesgo de mercado. Y por ultimo, si se costruye una combinacion convexa de la esperanza

condicional de la cola del Valor en Reisgo resultara otra medida también coherente.
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ANEXO 1

Portafolio de minima varianza global

El problema de optimizacion de portafolio se obtiene al resolver elsiguiente problema de
programacién no lineal:

1
min EaTZoz

s.a.
aflT=1

ap = fo-

A continuacion se presenta el lagragiano asociado al problema
1
L: iaTEa + M (I —=aT) + Xa(po — a'p).

Con las siguientes condicones necesarias:

EO&—)\”L—)\Q]I:O. (a.l)
po — pla=0. (a.2)
1-1"a=0. (a.3)

Si se considera que se puede despejar « de (a.1), es decir

o = AlE_lu + )\22_1]1, (a4)

y que se tienen las restricciones:
po = pul o (a.5)
1=1%. (a.6)

Es posible formular un sistema de dos ecuaciones facil de resolver, basta con sustituir «
de (a.4) en (a.5) y (a.6). Esto es
Ho ZMT@
=Ap" 2+ ApTETL
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1=1"a (@.8)
a.8

=\NITS 4+ X I7e L

Si se define

C=pTy7
Es posible formular el sistema antes mencionado:
MA A+ XC =pg
MC + A\ B =1.

Con solucién

La cual se sustituye en (a.4)
—poC +A_

* B/’LO_O —1 1
= D= C gty TRC T Ay
“ Tap-ct " ap-—ce

Es importante que tenga en cuenta que la matriz hessiana de la funcién objetivo
siempre serd definida positiva. Por lo tanto la funcién objetivo es convexa y cuanquier

minimo local es global. A continuacion se muestra el gradiente y hessiano de la F.O.
V=2«

2
vof=2%.
Adicionalmente los valores 6ptimos o valuados en el gradiante y matriz hessiana siempre

cumplen:
vf(a®)d =0
d" <7 f(a*)d > 0.

Donde d es un vector de orden nx1 cuyos elementos son trayectorias factibles. Por lo tanto

las condiciones necesarias de optimizacion son suficientes.
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